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PREFAŢĂ 

Această lucrare a fost concepută ca manual pentru stu
denţii anilor întîi ai facultăţilor cu specializare în matematică 
şi fizică. Materialul prezentat aici este de obicei încorporat 
în cursul de algebră liniară şi în dezvoltările diverselor capi
tole ale analizei matematice. Trebuie notat că actualmente 
denumirea de „algebră liniară" nu corespunde conţinutului 
ei, acesta fiind mai degrabă o prezentare de sinteză a unor 
idei din algebră, geometrie şi analiză. Deşi analiza, ca ramură 
a matematicii legată de conceptele de limită, derivată, inte
grală, se află aparent pe planul secund în această lucrare, 
în realitate ea este o prezenţă autentică, deoarece problemele 
algebrei liniare pot fi considerate „proiecţii finit-dimensio-
nale" ale unor probleme fundamentale ale analizei şi în acelaşi 
timp suportul rezolvării acestora din urmă. 

A^olumul de faţă are la bază lucrarea anterioară a autorului, 
Introducere în teoria spaţiilor vectoriale. Aici se consideră în 
plus cazul spaţiilor vectoriale peste corpuri oarecare de 
numere, incluzînd în particular cazul real şi complex, dealtfel 
strîns legate unul de altul. 

Un capitol întreg este consacrat formei Jordan a matri-
cilor operatorilor liniari în spaţii liniare complexe şi reale. 
Pentru spaţii liniare complexe cu produs scalar sînt intro
duse formele canonice ale matricilor operatorilor normali, 
de unde se obţin în particular formele canonice ale matri
cilor operatorilor hermitici, antihermitici şi unitari, ca şi 
ale noţiunilor similare din cazul real. Ultimele două capi
tole ale cărţii se referă la structura algebrelor de matrici sau 
a unor categorii de matrici şi autorul a beneficiat aici de spri
jinul lui A. Ia. Helemski şi I. M. Ghelfand. Aceste două 
capitole sînt elementare prin metodele utilizate, dar nivelul 
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general al expunerii este superior celui din capitolele anterioare, 
reflectînd unele dezvoltări ulterioare ale algebrei liniare. 

Fiecare capitol se încheie cu cîte un set de probleme, care 
ajută într-o anumită măsură la formarea unei rutine tehnice 
necesare (care poate fi obţinută mai pregnant prin utilizarea 
unor culegeri de probleme mai cuprinzătoare). Problemele 
din această carte sîht utile în special pentru ilustrarea şi 
dezvoltarea textului de bază, unele din ele putînd fi recoman
date pentru seminarii tematice. Aceeaşi recomandare poate 
fi făcută pentru părţile din text scrise cu literă mică. 

Autorul consideră ca o datorie plăcută aceea de a sublinia 
munca migăloasă a lui M. S. Agranovici şi de a-i aduce 
mulţumiri pentru o serie de observaţii preţioase. De asemenea 
mulţumeşte lui I. Ia. Dorfman pentru Verificarea' tuturor 
problemelor. 

AUTORUB 

Capitolul I 
DETERMINANŢI 

§ 1.1. Corpuri de numere 

1.11. In algebra liniară se utilizează în mod curent sis
teme de numere (corpuri de numere), aşa turn se întîmplă 
în multe domenii ale matematicii. Se numeşte corp de numere 
orice colecţie K de obiecte, numite numere, pentru care se 
pot defini patru operaţii aritmetice. Enumerăm condiţiile 
ce se cer a fi verificate de aceste operaţii (axiomele corpului). 

a. Fiecărei perechi de numere a şi P i se poate asocia 
numărul a + p numit suma numerelor a şi p, astfel încît 

1) a. + p = j3 + a pentru orice a, p din K (comutativi-
tatea adunării); 

2) (a + P) + Y = a + (P + T) • pentru orice a, p, y din 
K (asociativitatea, adunării); 

3) să existe numărul 0 (zero) cu proprietatea că 0 -f-
-f- a = a pentru orice a din K', 

A) pentru orice a din K să existe numărul (3 din K astfel 
ca a + (3 = 0 (existenţa elementului opus). 

Rezolvabilitatea ecuaţiei a + (3 = 0 pentru orice a fixat 
permite introducerea operaţiei de scădere: diferenţa a — (3 
este prin definiţie suma dintre numărul a şi soluţia y a ecua
ţiei (3 + y = 0.' 

b. Fiecărei perechi de numere a şi (3 i se poate asocia 
numărul a • (3 (sau a(3), numit produsul numerelor a şi (3, 
astfel încît 

5) <x(3 = poc pentru orice a şi p din K (comutativitatea 
înmulţirii); 

6) (ap)y = a(p'y) pentru orice a, p, y din K (asociativi
tatea înmulţirii); . 

7) să existe numărul 1 ( ^ 0 ) astfel ca 1 • a = a pentru 
orice număr a din K', t 
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8) pentru orice a # 0 să existe numărul y din K cu proprie
tatea că ay = 1 (existenţa elementului invers). 

Rezolvabilitatea ecuaţiei ay = 1 pentru price a. ¥=0 
permite introducerea operaţiei de împărţire cu numărul 
a ^ 0 : citul p/a este produsul dintre numărul (3 şi soluţia y 
a ecuaţiei ay = 1. 

Numerele 1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3 etc. se numesc naturale; 
se presupune că nici unul din ele nu este egal cu 0. (Mulţimea 
{N, E} formată din două elemente se poate înzestra cu o 
structură de corp. N + N = N, N + E = £ + iV = £ , E + 
+ E = N, N-.N = N, N'E = E-N = N, E • E' = £ . 
în corespondenţă cu notaţiile noastre ar trebui să punem 
N — 0, E = 1 şi atunci 2 = 1 + 1 = 0 . Pentru a evita astfel 
de sisteme de numere, cerem ca toate elementele naturale 
ale corpului să fie diferite de zero). 

Numerele naturale, opusele lor şi 0 formează, prin defi
niţie, mulţimea numerelor întregi ale corpului K. Citurile 
p/q, unde p şi q sînt întregi şi q ^ 0 formează mulţimea 
numerelor raţionale ale corpului K. 

Două corpuri K şi K' se numesc izomorfe dacă între ele 
se poate stabili o corespondenţă biunivocă astfel încît sumei 
şi produsului numerelor din K să-i corespundă suma şi pro
dusul numerelor corespunzătoare din corpul K' (în acest 
caz rezultatele celorlalte operaţii — diferenţa şi cîtul — se 
corespund de asemenea). 

1.12. Cele mai frecvent întîlnite corpuri concrete de 
numere sînt următoarele: 

a. Corpul numerelor raţionale, adică mulţimea rapoartelor 
pjq unde p şi q sînt numere întregi uzuale, q ^ 0, cu regulile 
aritmetice obişnuite de operare (Se poate observa că numerele 
întregi nu formează corp de numere deoarece în acest caz 
nu este îndeplinită axioma 8). 

Din cele spuse mai sus, rezultă că în fiecare corp K există 
o parte (subcorp) izomorfă cu corpul numerelor raţionale. 

b. Corpul numerelor reale, avînd ca reprezentare geometrică 
mulţimea tuturor punctelor unei axe. Teoria axiomatică a 
corpului numerelor reale se obţine adăugind la axiomele 
1—8 axiomele de ordine şi de existenţă a marginii superioare 
(Teoria numerelor reale va fi expusă în volumul următor). 
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c. Corpul numerelor complexe #+i&, unde a şi b sînt reale 
(simbolul i nu este număr real), cu regulile de operare 

(at + i&i) + (a2 + ibz) •= (a1 + a^) + i{bx + b2), 

(ax + i&i) • (a2 + ib2) = (axa2 — bjb2) + i{axb2 + a2bx). 

Pentru numerele de forma a + iO aceste operaţii se efectuează 
exact ca operaţiile asupra numerelor reale a; scriem pe scurt 
a + iO = a şi' denumim reale aceste numere complexe. 
Se poate arăta că în corpul numerelor complexe există o 
parte (subcorp) izomorfă cu corpul numerelor reale. Numerele 
complexe de forma 0 + \b se numesc (pur) imaginare şi se 
notează pe scurt ib. 

Din regula de înmulţire rezultă că 

12 = i • i = ( 0 + il)(0 + il) = - l + i0 = — 1 . 

1.13. Corpul numerelor reale va fi notat în continuare cu 
K. Corpul numerelor, complexe se notează prin <D. Conform 
teoremei fundamentale a algebrei, în corpul <D, alături de 
posibilitatea efectuării celor patru operaţii aritmetice, orice 
ecuaţie algebrică de forma 

zn + « 1 ^ - 1 + ... + tf„ = 0. 

admite soluţie. 
Corpul K al numerelor reale nu are această ultimă proprie
ta te : de exemplu, ecuaţia x2 + 1 = 0 nu are soluţii în R . 

Multe din construcţiile care urmează au loc pentru orice 
corp de numere. în continuare vom nota prin K un corp 
arbitrar de numere. Dacă o anumită afirmaţie este adevărată 
pentru corpul K, atunci ea este automat adevărată pentru 
corpurile K şi «O, care sînt cazuri particulare ale corpului K. 

§ 1.2. Probleme de bază ale teoriei sistemelor de ecuaţii liniare 

1.21. în capitolul de faţă, cît şi în următoarele două, ne 
vom ocupa de studiul sistemelor de ecuaţii liniare. 
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î n cel mai general caz un astfel de sistem are forma 

axlxx -\-'a12x2 + ... + alnxn == bx, 
&nxi + <*2i%z + ••• + â2nxn = b2, 

akXxx -f ak2x2 + ... 4- aknxn = bk. 

m 
Aici prin xx, x2, ..., xn sînt notate necunoscutele (elemente 
ale corpului K) care trebuie determinate; de notat că numărul 
necunoscutelor nu este presupus neapărat egal cu numărul 
ecuaţiilor. Numerele axx, aX2, ..., akn, luate din corpul K, se 
numesc coeficienţii sistemului. Primul indice al oricărui coefi
cient indică numărul ecuaţiei în care figurează acel coeficient, 
iar cel de al doilea indice este numărul necunoscutei cores
punzătoare (de exemplu, coeficientul âM este citit . a-trei-
patru şi nu a-treizecişipatru şi este asociat cu a treia ecuaţie 
din, sistem şi cu necunoscuta xA). Numerele bh .b2, ..., bk, 
aflate în membrul drept al egalităţilor (1), luate de asemenea 
din acelaşi corp K, se numesc termenii liberi'-ai sistemului; 
ca şi coeficienţii, ei se presupun cunoscuţi. 

Prin soluţie a sistemului (1) se înţelege orice sistem ordo
nat (cx, c2, ..., cn) de numere din corpul K astfel încît după 
înlocuirea lor în locul necunoscutelor xx, x2,,.,, xn în sistemul 
(1), toate ecuaţiile sistemului să devină identităţi. De subli
niat că (cx, c2, .,., cn) reprezintă o singură soluţie a sistemului-
şi nu n soluţii. 

Nu orice sistem de ecuaţii liniare de forma (1) are soluţii. 
De exemplu, sistemul 

2xx -\- J>x2 = 5, 1 . v 
2xx + $x2 — 6 j 

nu poate avea nici o soluţie, deoarece oricare ar fi numerele 
cx, c2 pe care le-am pune în locul necunoscutelor xx, x2, mem
brii din stînga ecuaţiilor sistemului (2) sînt egali, în t imp 
ce membrii din dreapta sînt distincţi. De aceea prin aceste 
înlocuiri ecuaţiile sistemului (2) nu pot deveni simultan 
identităţi. 

Un sistem de ecuaţii de forma (1) avînd cel puţin o soluţie 
se numeşte compatibil; un sistem care nu admite soluţii se 
numeşte incompatibil. 

Un sistem compatibil poate avea o singură soluţie sau 
mai multe soluţii distincte; în ultimul caz, pentru a distinge 
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între soluţii, le vom numerota punînd indici superiori în 
paranteză; de exemplu, una din soluţii poate fi notată q1 ', 
ci1' 
c2 

d1', altă soluţie c' .(2) 

C(l) si 42) c2 , 
cP 41» , • • , 42) etc. Soluţiile 

,.,„ , ..., „„ .r ., , _z , ..., 42) s e consideră distincte dacă cel 
puţin unul din numerele 4X) diferă de numărul corespunzător 
cf)' (i = 1, 2, ...,n). De exemplu, sistemul 

:•} (3) 

are soluţii distincte 4 a ) = 4a ) = 0; 42) = 3, 42> = - 2 (şi 
chiar o infinitate de soluţii distincte). Dacă un sistem compa
tibil are soluţie unică, el se numeşte sistem compatibil de
terminat ; dacă un sistem compatibil are cel puţin două soluţii 
distincte, atunci el se numeşte nedeterminat. 

1.22. Putem formula acum problemele de bază care apar 
în studiul sistemelor (1): 

I. A decide dacă sistemul (1) este compatibil sau incom
patibil. 

I I . Dacă sistemul (1) este compatibil, a decide dacă el 
este determinat. 

I I I . Dacă sistemul (1) este compatibil şi determinat, a 
găsi soluţia unică a lui. 

IV. Dacă sistemul (1) este compatibil şi nedeterminat, 
a descrie mulţimea tuturor soluţiilor lui. 

Instrumentul matematic de bază pentru studiul siste
melor liniare îl constituie teoria determinanţilor; trecem 
acum la expunerea acesteia. 

§ 1.3. Determinantul de ordin n 

1.31. Fixăm o matrice pătratici: 

A = 
n i a-\ o . . . a 

% 2 

Im 

... a 2n 

.. a„ 

(4) 

cu cele #2 elemente au numere din K (i, j = 1 , 2, ..., n). 
Numărul n al liniilor sau coloanelor matricii (4) se numeşte 
ordinul matricii. Primul şi al doilea indice pentru elementul 
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a(j indică respectiv numărul liniei şi numărul coloanei pe 
care se află dispus acest element. Elementele alh «aa, .... a„a 
formează diagonala principală a matricii A. 

Considerăm orice produs de n elemente dispuse pe linii 
distincte şi pe coloane distincte ale matricii (4), adică cîte 
unul de pe fiecare linie şi de pe. fiecare coloană. Un astfel 
de produs se poate scrie sub forma 

^ail*a,2 ••• aann. (5) 

într-adevăr, luăm ca prim factor un element situat pe 
prima coloană a matricii (4): dacă notăm cu aj numărul 
liniei pe care se află acel element, atunci indicii acestui 
element vor fi ax şi 1. în mod similar al doilea factor al pro
dusului se poate lua elementul aflat în coloana a doua (cu 
indicii a2 şi 2, unde <x2

 esfe numărul liniei pe care se află 
acel element) etc. î n acest mod indicii a1; a2, ..., <xB sînt nume
rele liniilor pe care sînt dispuşi factorii produsului considerat, 
în corespondenţă cu ordinea crescătoare a indicilor de coloană; 
se obţine astfel forma (5). 

Deoarece elementele aaiU aa^, ..., aann sînt dispuse în 
linii distincte ale matricii (4), cîte unul din fiecare linie, 
numerele a h a2, ..., a.n vor fi distincte şi deci constituie o 
permutare a numerelor 1, 2, ..., n., 

Vom numi „inversiune" în acest şir «i, a2, ..., aB o astfel 
de dispuneri! a indicilor în care un indice mai mare se află 
în.lintea utUlia mai mic. Numărul tuturor „inversiunilor" 
permutării «i, ag oe„ va fi notat cu 2V(ai,, oc2, •-, a„). 

De exemplu, în permutarea 2 1 4 3 (a numerelor 1, 2, 
3, 4) se afin două „inversiuni": 2 înaintea lui 1 şi 4 înaintea 
lui 3 ; aşadar N(2, l, 4, 3) 2. în permutarea 4, 3, 1, 2 sînt 
cinci „inversiuni": 4 înaintea lui 3, 4 înaintea lui 1, 4 înaintea 
lui 2, 3 înaintea lui 1, 3 înaintea lui 2 ; de aceea N (4, 3, 1, 
2) = 5. 

Dacă numărul de inversiuni în .şirul als ..., <xB este par, 
atunci se pune în faţa produsului (3) .semnul + ; dacă numărul 
de inversiuni este impar se pune în faţa produsului (5) 
semnul — . Cu alte cuvinte, convenim ca înaintea fiecărui 
produs de forma (5) să considerăm semnul definit prin expresia 

( n » ( « i , « . « « ] , ';•'.( 
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Numărul tuturor produselor de forma (5) care se pot forma 
din elementele matricii (4) de ordin 'n este egal cu numărul 
tuturor permutărilor posibile ale numerelor 1, 2, ..., n, care 
este n! 

Acum introducem următoarea definiţie: 
Se numeşte determinant al matricii (4) suma algebrică a 

tuturor celor n! produse posibile de forma (5) considerate cu 
semnul definit mai sus: 

D = S ( - 1 )*<«!• «»> •••',«»>^1.^2 ... aann. (6) 

în cele ce urmează, produsele de forma (5) vor fi numite 
termenii determinantului D. Elementele ai} ale matricii (4) 
vor fi numite elementele determinantului. 

Determinantul matricii (4) se notează printr-unul din 
simbolurile următoare: 

D 

= det ii a,-, 

*11 "̂ 12 ••• aln 

*21. ^22 ••• ^2» 

a. ni ™n2 • • • vvnn 

= det || a,-
.a, 

«li*./ 

(7) 
1,2, . . . , »j. 

De exemplu, pentru determinanţii de ordin 2 şi 3 obţinem. 
următoarele expresii: 

^11 ^12 

^21 ^22 

^11 %2 ^13 

^21 ^22 ^23 

a31 a32 «33 

— «11^"22 — ^21^12 . 

— ^11^22^33 ~f" ^21*32^13 "f" 

- j - ^31^12^23 '— ^31^22^13— ^•21^12^33 — ^ l l ^ ^ ^ S * 

Indicăm rolul determinanţilor în rezolvarea sistemelor de ecuaţii 
liniare pe exemplul sistemelor de două ecuaţii cu două necunoscute. Dacă 
este dat sistemul 

a2\^l >~ ^ 2 2 ^ 2 ~ ^ 2 J 
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atunci soluţia este dată prin formulele 

bla22 — &2«12 

ana22 — a31als aUaS2 — «21 a12 

în ipoteza că numitorul alxai2 — anaii es^e diferit de zero. Numărătorii şi 
numitorii fracţiilor anterioare se pot reprezenta ca determinanţi de ordinul 2: 

a l l a 2 2 -~' a 2 1 a l 2 = 

b1ati - bsal2 = 

anb2 - a216i = 

au 

an 

\ 
62 

« i i 

a 2 1 

an 

a2i 

«12 

a2i 

h 

h 

Vom vedea că formule analoage au loc şi la rezolvarea sistemelor cu un număr 
oarecare de necunoscute (v. § 1.7). 

1.32. Regula de determinare a semnului fiecărui termen al 
unui determinant se poate formula puţin diferit, în limbaj 
geometric. 

în matricea (4), în corespondenţă cu notarea cu indici 
a elementelor, se disting direcţiile pozitive: de la stînga la 
dreapta (în lungul liniilor) şi de sus în jos (în lungul coloa
nelor). Odată cu acestea pentru celelalte segmente care 
unesc orice două elemente ale matricii, se poate asocia 
convenţional o direcţie, anume: segmentul care uneşte ele
mentul atj cu elementul akm are înclinare pozitivă dacă capătul 
său din dreapta este dispus mai jos decît cel din stînga şi 
are înclinare negativă în cazul cînd capătul din dreapta este 
mai sus decît cel din stînga. Considerăm în matricea (4) 
segmentele care unesc două cîte două toate elementele aaiU 
das2, ••• ^«„K ale produsului (5) şi reţinem în gînd pe cele 
care au înclinare negativă. Se pune înaintea produsului (5) 
semnul + dacă numărul acestor segmente este par şi semnul — 
dacă numărul lor este impar. 

De exemplu, în cazul unei matricj de ordin 4, înaintea produsului 
a21a!2a43a34 trebuie pus semnul 4-, deoarece în matrice sînt două 'segmente 
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. • . . • • • " ' • • ' 

• • ' • : * " i ; . . -. 

cu înclinarea negativă unind două cîte două elementele produsului 
considerat: 

De asemenea, în faţa produsului a41a32aJ3a24 trebuie luat semnul —, deoarece 
în matrice există cinci segmente cu înclinare negativă unind elementele 
lui: 

£ 4 1 / - " 4 2 "43 "44 
în aceste exemple numărul segmentelor cu înclinare negativă unind 

elementele termenilor consideraţi este egal cu numărul „inversiunilor" 
i n ordonarea primilor indici ai elementelor care figurează în produsele 
respective; în primul exemplu şirul primilor indici este 2, 1, 4, 3 şi are 
două „inversiuni", iar în exemplul secund şirul primilor indici este 4,3,1,2, 
şi are cinci „inversiuni". 

Arătăm că a doUa definiţie a. semnului termenilor unui 
determinant este echivalentă cu definiţia.- iniţială. Pentru 
aceasta este suficient de arătat că numărul „inversiunilor". 
în şirul primilor .indici ai elementelor fiecărui termen fixat: 
(pentru ordinea naturală a indicilor secunzi) este totdeauna, 
egal cu numărul segmentelor din matrice cu înclinare nega
tivă unind elementele termenului considerat. Dar acest fapt; 
este aproape evident: prezenţa unui segment cu înclinare; 
negativă unind elementele ami şi aajj, pentru i < j , înseamnă 
că CCJ > Xj, adică echivalează cu o „inversiune" în ordonarea 
primilor indici. 

Vezi problemele 1 — 3 de la sfîrşitul capitolului. 

§1.4. Proprietăţile determinanţilor 
1.41. Operaţia de transpunere. Determinantul 

Hal % 1 ••• $«1 

$12 $22 ••• $»2 

$1» a2n ••• ann 

(8) 
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obţinut din determinantul (7) prin înlocuirea liniilor cu co
loanele avînd aceleaşi numere se numeşte transpusul deter
minantului (7). Arătăm că valoarea determinantului transpus 
(8) coincide cu valoarea determinantului iniţial (7). într-adevăr, 
•determinanţii (7) şi (8) au evident aceeaşi termeni şi este 
suficient de arătat doar că semnele dinaintea acestora coincid. 
Operaţia de transpunere revine geometric la o rotaţie în 
spaţiu cu 180° în jurul diagonalei principale. Prin această 
rotaţie fiecare segment cu înclinare negativă (de exemplu, 
formînd unghiul a < 90° cu liniile matricii) se transformă 
din nou într-un segment cu înclinare negativă (formînd 
unghiul 90° — a cu liniile noii matrici). De aceea numărul 
segmentelor cu înclinare negativă care unesc elementele unui 
termen arbitrar fixat nu se schimbă după transpunere, deci 
nu se schimbă nici semnul din faţa acelui termen. Astfel, 
semnele tuturor termenilor se conservă şi valoarea determi
nantului rămîne neschimbată prin transpunere. 

Proprietatea demonstrată stabileşte rolul simetric al 
liniilor şi coloanelor. De aceea proprietăţile determinanţilor 
vor fi formulate şi demonstrate numai pentru coloane. 

1.42. Proprietatea de antisimetrie. Prin antisimetrie relativ 
la coloane se înţelege proprietatea oricărui determinant de 
a-şi schimba semnul în urma permutării oricăror două co
loane. Considerăm mai întîi cazul cînd se permută între ele 
două coloane vecine ale determinantului de exemplu j cu 
j - \ - 1 . Determinantul obţinut după această permutare de 
coloane va fi format din aceiaşi termeni ca şi determinantul 
iniţial. Ne fixăm asupra unui termen oarecare al determinan
tului iniţial. Acest termen conţine un element de pe coloana/ 
şi un element de pe coloanaj-\-1. Dacă segmentul care uneşte 
aceste elemente are înclinare negativă, atunci după per
mutarea celor două coloane el va căpăta o înclinare po
zitivă şi invers. Celelalte segmente unind două cîte două 
elementele termenului fixat nu-şi schimbă caracterul în
clinării după permutarea coloanelor;', j-j-1. Aşadar numărul 
segmentelor cu înclinare negativă unind elementele terme
nului fixat se modifică, după permutarea considerată de 
coloane, cu o unitate şi prin urmare fiecare termen al 
determinantului, ca şi determinantul însuşi, îşi schimbă sem
nul în urma permutării coloanelor j , j-\-l. 

Presupunem acum că se permută coloanele j , k (j < k), 
avînd între ele m coloane intermediare (m = k — j — 1). 
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Această permutare se poate considera ca o succesiune de 
permutări de coloane vecine, în următoarea ordine: la început 
coloana _; se permută cu coloana j-\-1 şi ulterior cu j-\-2, 
/-f-3,••..'•'».h, apoi coloana k—\ (fostă anterior coloana k) 
se permută cu coloanele h—2, k—3, ...,/. în total se reali
zează m+l+tn = 2m | I permutări de coloane vecine; 
după fiecare din ele, COniorffl celor demonstrate mai sus 
determinantul îşi schimbă semnul şi deci la sfîrşitul între
gului proces BC obţine un determinant avînd semn opus 
celui iniţial (deoarece 2m-\-1 este număr impar pentru orice 
m întreg). 

1.43. COROLAR. Determinantul avînd două coloane iden
tice este nul. 

într-adevăr, permutînd aceste două coloane, nu se schimbă 
determinantul; pe de altă parte, conform celor arătate, el 
trebuie să-şi schimbe semnul. Aşadar. /) = ~D, de unde se 
obţine că D — 0. 

Vezi problema A. 

1.44. Proprietatea de liniaritate a determinantului. Această 
proprietate se formulează astfel: 

a. Dacă toate elementele, coloanei j a unui determinant D 
se reprezintă sub forma unor «combinaţii liniare» a doi termeni 
de forma 

al} = Xb, | [u( ( Î W 1, 2, ...,»), 

X şi ix fiind numere fixate, atunci determinantul D este egal 
cu aceeaşi combinaţie liniară a doi determinanţi 

D = U)x -|- [il>2, (9) 

unde Dlt Dz au aceleaşi coloane cu ale lui D, cu excepţia co
loanei j , care constă din minierele bt în cazul lui Dx şi din nu
merele ct în cazul lui D%. 

într-adevăr, fiecare termen al determinantului D se poate 
reprezenta sub forma 

'#«,1 aa32 . . . aa„„ — # a i l « a a 2 . . . (X&ey + ca}) ••• <*«»» = 
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Grupînd primii termeni (cu aceleaşi semne pe care le aveau 
termenii corespunzători ai primului determinant) şi dînd 
factor comun X, se obţine în paranteza tocmai determinantul 
Dx; analog, grupînd termenii secunzi şi dînd factor comun y. 
se obţine determinantul D% şi astfel formula (9) este stabilită. 

Este comod de transcris această formulă într-o formă 
modificată. Fie D un determinant oarecare fixat. -Notăm 
cu Dj(fti) determinantul obţinut prin înlocuirea coloanei / 
a determinantului D prin numerele pt(i = 1, 2,...,n). 
Determinantul iniţial poate fi scris D}(a(1). Atunci egalitatea 
(9) demonstrată mai sus se scrie sub forma 

b. Proprietatea de liniaritate a unui determinant se extin
de fără dificultate la cazul cînd fiecare element al coloanei j 
este combinaţie liniară de un număr arbitrar fixat de termeni: 

în acest caz, 

£>,(%) = Dt(kbt + y.ct + ... + \ft) = 

= Wfti) + MM -h .;; * xD^f). (10) 

1.45. COROLAR. Dacă într-un determinant toate elemen
tele unei coloane sînt înmulţite cu un număr, atunci valoarea 
determinantului se înmulţeşte cu acel număr. 

într-adevăr, dacă % = 7J>t{j fixat) atunci conform formulei (10) 

D$ti) == D,(Xbt) = Wf(b}), 
ceea ce trebuia arătat. 

1.46. COROLAR. Dacă o anumită coloană a unui deter
minant are toate elementele egale cu zero, atunci determinantul 
este nul. 

într-adevăr, aplicînd proprietatea precedentă, rezultă 
Dj(0) = D,(0-1) = 0-D,(l) = 0. 

Vezi problema 5g 

m 

1.47. Adăugarea la o coloană a unei alic coloane înmulţită 
cu un număr arbitrar. 

a. Valoarea unui determinaţii, nu se modifică dacă la de
mentele unei coloane se adaugă clementele corespunzătoare ale 
oricărei alte coloane, înmulţite cu un număr fixat. 

Presupunem că la coloana j se adaugă clementele coloa
nei k(k =£ j) înmulţite cu numărul X. în determinantul 
astfel obţinut coloana '/', constă clin element ele ai} -f Xaik 
(i == 1,2, ...,n). în virtutea formulei (9) avem 

Difai + **«) ^l)j(«n) I ^ ( « « ) . 

în cel de-ab doilea determinant, coloana j constă din elemen
tele ailc, deci coincide cu coloana k. Conform corolarului 1.43, 
Dj(a(k) = 0, deci 

D}{ai} H \alk) l>}(at)), 
ceea ce trebuia arătat. 

b. Desigur proprietatea a se poate formula într-o formă 
mai generală: valoarea unui determinant D nu se modifică 
dacă la elementele coloanei j se adaugă elementele corespunză
toare ale coloanei k înmulţite cu numărul X, apoi elementele 
coloanei l înmulţite cu numărul \x elementele coloanei p 
înmulţite cu numărul t(k ^ j , l + /,..., p ¥= j)-

Vezi problema 6. 

1.48. Toate proprietăţile demonstrate de noi în acest 
paragraf pentru coloanele unui determinant rămîn valabile, 
în virtutea invariantei determinantului la operaţia de trans
punere (1.41), pentru liniile acelui determinant. 

§ 1.5. Complemenţi algebrici şi minori 

1.51. Considerăm o coloană oarecare, de exemplu coloana 
de indice j a unui determinant D. Fie ai} un element oarecare 
al acestei coloane. în membrul drept al egalităţii (6) 

D - S (~l)*<«.-«. «»>«aiiaas2... <W> 
definitorie pentru D, strîngem într-o paranteză toţi termenii 
care conţin elementul atj şi dăm factor comun %. Suma 
rămasă în paranteze se notează cu Atj şi se numeşte comple
mentul algebric al elementului % în determinantul D. 
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Deoarece în fiecare termen al determinantului intră cîte 
un element al coloanei /, egalitatea (6) poate fi atunci scrisă 
sub forma 

D = a1}Axl + a2jA2j + ... + an]An}. (11) 

Formula (11) se numeşte formula de dezvoltare a determi
nantului D după elementele coloanei j . Se subînţelege că o 
formulă similară se poate obţine şi pentru orice linie a deter
minantului D; de exemplu, pentru linia i se obţine egalitatea 

D = aaAa + ai2A(2 + ... -f a(„Ain. (12) 

Am obţinut următoarea teoremă,: 
TEOREMĂ. într-un determinant D suma tuturor produ

selor elementelor unei anumite coloane (sau linii) prin com-
plemenţii algebrici corespunzători este egală cu însuşi deter
minantul D. , 

Formulele (11), (12) se pot utiliza pentru calculul deter
minanţilor. Dar este necesar de ştiut calculul complernen-
ţilor algebrici; regula de calcul al acestora se va da în 1.54. 

1.52. Subliniem o consecinţă a formulelor (11) şi (12) care 
va fi utilizată ulterior. 

Egalitatea (11) se îndeplineşte identic relativ la mărimile 
%. a2}> •••> <*W; de aceea ea rămîne adevărată dacă se înlo
cuiesc au\i = 1 , 2,...., n) prin orice alte mărimi. într-o 
astfeldeoperaţiemărimile AX), A^,..., Ani rămîn neschimbate 
deoarece ele nu depind de elementele ai}. înlocuim în cei doi 
membri ai egalităţii (11) elementele aXj, a2j, ..., an} prin ele
mentele unei alte coloane (de exemplu coloana k). Atunci 
determinantul din membrul stîng al relaţiei (11) va avea 
două coloane identice şi conform 1.43 va fi egal cu zero. 
Se obţine astfel egalitatea 

anA1} + a2tA2j + ... + anJeAaj = 0 (pentru k # j). (13) 

în mod similar din formula (12) pentru / ^ i se obţine 

OiiAn + *nAn + - + SAtn = 0. (14) 
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Astfel am demonstrat teorema următoare: 
TEOREMA, lnlr-un determinant, suma tuturor produselor 

'elementelor oricărei coloane (sau oricărei linii) prin comple-
menţii algebrici ai elementelor miei alte coloane (respectiv 
altei linii) este egală cu zero. 

1.53. Dacă într-o matrice pătratică de ordin n se elimină 
o anumită, linie şi o anumită coloană, atunci elementele ră
mase formează în mod natural o matrice pătratică de ordin 
»—1. Determinantul acestei noi matrici se numeşte minor 
al matricii de ordin n iniţiale (şi, de asemenea, minor al de
terminantului D al matricii iniţiale). Dacă se elimină linia i 
şi coloana j , atunci minorul obţinut se notează prin Mi} 
sau Mi}{D). 

Vom arăta că are loc egalitatea 

AiS = (~lf+>M{j, (15) 

cu ajutorul căreia calculul complemenţilor algebrici se reduce 
la calculul minorilor corespunzători. 

Dăm la început demonstraţia egalităţii (15) pentru i — 1, 
j = 1. Reunim în membrul drept al egalităţii (6) toţi termenii 
care conţin elementul an. Considerăm unul din aceşti ter
meni. Este evident că produsul tuturor elementelor sale cu 
excepţia lui an dă un termen c al minorului Mn. Deoarece 
în matricea determinantului D nu există segmente cu încli
nare negativă unind elementul an ev. celelalte elemente ale 
termenului fixat, atunci semnul care revine termenului axlc 
în determinantul D coincide eu semnul termenului c în 
minorul MX1. Alegînd arbitrar un termen al determinantului 
D care conţine an şi eliminînd an se obţine un termen al 
minorului -Mu şi în acest mod se obţin toţi termenii lui Mlt. 
De aceea suma algebrică a tuturor termenilor determinantului 
D care conţin au este egală cu produsul anMu. Dar conform 
1.51 această sumă este egală cu auAu. Aşadar Au = Mlu 
ceea ce trebuia demonstrat. 

Stabilim acum formula (15) pentru orice i ş i / . Faptul că 
această formulă a fost deja probată pentru i = j — 1 va fi 
folosit esenţial. Considerăm elementul % = a aflat la inter
secţia liniei i cu coloana j în determinantul D. Permutînd 
succesiv liniile vecine şi coloanele vecine, vom putea aduce 
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elementul a în colţul din stînga sus al matricii; pentru aceasta. 
sînt necesare i— \-\-j—1 = i-\-j—2 permutări. Ca rezultat 
se obţine un determinant Dţ cu aceiaşi termeni ca şi determi
nantul D, înmulţit cu (— l)i+}~2 == (— l)l+3. Minorul Mn(Di) 
al determinantului Dx coincide evident cu minorul Mtj{D) al 
determinantului!). Conform celor demonstrate, în determinan
tul D1 suma termenilor care conţin a este egală cu aMn (Di). 
De aceea suma termenilor care conţin elementul al} = a în 
determinantul D este egală cu 

{~~\)^aM11(Dl) = % ( - l)*+Wy(D).: • 
Dar această sumă este, conform 1.51, egală cu produsul 

aijAir Aşadar, Ai} = (— \)i+1Mis şi formula (15) este 
complet stabilită. 

1.54. Formulele (11) şi (12) se pot acum scrie respectiv 
sub forma 

D = ( - l j ^ M u + (-\)™ctZiM* + - + (~l)n+,anjMnh 

D = (~l)^aaMa + (- l j^ aM, a + ... + {~l)^ainMin 

şi tocmai sub această formă ele sînt de obicei utilizate. 

1.55. Exemple 

a. Determinantul de ordin 3 admite şase dezvoltări distincte (trei 
după fiecare linie şi trei după fiecare coloană). De exemplu, dezvoltarea 
după prima linie este 

«11 

«SI 

«31 

«12 

«22 

«32 

«13 

«23 

«33 

= «11 
« 2 2 

«32 

« 2 3 

«33 

«21 

« 3 1 

«23 

«33 
+ «13 

«21 

«31 

« 2 2 

«32 

b. Determinantul de ordin h 

«11 

«21 

«31 

« » 1 

0 

«22 

«32 

«W2 

0 . 

0 . 

«33 * 

am • 

.. 0 

.. 0 

. 0 

•«»» 
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aîl 

«32 

« « 2 

0 ... 

«33 ••• 

«»3" 

0 

0 

ann 

s e numeşte triunghiular. Dezvoltîndu-1 după prima linie se obţine că Dn 
•este egal cu produsul elementului au cu determinantul triunghiular de 
ordin n — 1 

Z W 

Determinantul Z)»_i se dezvoltă de asemenea după prima linie şi se 
obţine Dn.x = «22A1-2 . i ade A»-2 e s t e u n determinant triunghiular de 
ordia n — £. Continuînd procedeul, se obţine în final 

• «mn. 

adică un determinant triunghiular este egal cu produsul elementelor de pa 
diagonala sa principală. 

§ 1.6. Calculul practic al determinanţilor 

1.61. Formula (12) capătă o formă simplă dacă toate 
elementele liniei i, în afară de aik, sînt zero. în acest caz 

D^aikAik (16) 

şi calculul determinantului D de ordin n se reduce direct la 
calculul unui determinant de ordin n~\. Dar dacă pentru 
aiks ş6 0 în aceeaşi linie i se află elementul nenul at}, atunci 
înmulţind coloana k a lui D cu X = — -—*- şi adunînd la 

aa 
coloana/ se obţine un determinant (egal cu cel iniţial cf.1.47), 
în care elementul de pe linia i şi coloana j este zero. Repetînd 
o^astfel de operaţie, se poate trece de la orice determinant 
cu elementul fixat aik <£ 0 la un determinant în care toate ele
mentele liniei i, cu excepţia lui aik, sînt egale cu zero. Acestui 
ultim determinant i se poate aplica formula (16). Se subîn
ţelege că transformări similare se pot efectua şi pentru co
loanele unui determinant oarecare. 
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1.62. Exemplu. Calculăm determinantul de ordin 5 

- 2 

1 

3 

2 

0 

5 

o 
- 1 

6 

— 3 

0 

3 

0 

M 
- 1 

- 1 

7 

5 

1 

2 

3 

- 2 

- 5 

2 

3 

D = 

î n coloana a treia a acestui determinant se află deja două elemente egale 
cu zero. Pentru a obţine pe această coloană încă două elemente egale cu 
zero (modificmd determinantul, dar nu valoarea lui), înmulţim ultima 
linie cu 3 şi o adunăm la cea de-a doua linie, apoi înmulţim ultima linie 
cu —4 şi o adunăm la linia a patra. După aceste operaţii şi dezvoltînd 
determinantul obţinut după coloana a treia se obţine 

D «= 
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1 

3 

2 

0 

5 

- 9 

- l 

18 

0 

0 

0 

o 
- l 

( - 1)3+5. ( _ 1} 

- 2 

1 

3 

2 

- 2 

1 

3 

2 

5 

- 9 

- l 

18 

5 
- 9 

- l 

18 

- l 

13 

5 

— 7 

2 

- l 
13 

5 

- 7 

3 

7 

- 5 

- 1 0 

- l 

13 

5 

-7 

-5 

- 1 0 

3 

7 

- 5 

- 1 0 

Acum vom căuta să obţinem trei zerouri în prima coloană. înmulţ im liniai 
a doua cu 2 şi o adunăm la prima linie, apoi înmulţim linia a doua cu 
— 3 şi în continuare cu —2 şi adunăm la liniile a treia şi respectiv a 
patra . Se va obţine 

D 

0 

1 

0 

0 

- 1 3 
- 9 

26 

36 

25 
13 

-34 

-33 

17 

7 

-26 

-24 

! = - ( - ! ) ,1+2 i 

- 1 3 

26 

36 

25 

-34 

17 

-26 • 

-24 

28 

Pentru a calcula mai uşor determinantul de ordin 3 obţinut încercăm să 
micşorăm valorile absolute ale elementelor sale. Se poate scoate 2 ca 
factor comun pe linia a doua, apoi adunăm linia a doua la prima şi se 
obţine 

D = 2 

0 

13 

36 

8 

- 1 7 

- 3 3 

4 

- 1 3 

- 2 4 

> 
= 8 -

0 

13 

36 

2 

- 1 7 

- 3 3 

1 

- 1 3 

- 2 4 

Pe prima linie se află deja un zero. Pentru a obţine încă un zero înmulţim 
coloana a treia cu —2 şi adunăm la coloana a doua; după această ope
raţie determinantul se calculează uşor pînă la capăt : 

D = 

0 0 1 

13 9 - 1 3 

36 15 - 2 4 

= 8 • ( - 1)1+3 

Vezi problemele 7—10. 

13 9 

36 15 
= 8 (13 • 15 - 9 ; 36) = 1032. 

§ 1.7. Regula lui Cramer 

1.71. Trecem acum la rezolvarea sistemelor de ecuaţii 
liniare. Considerăm pentru început un sistem avînd o formă 
specială 

ail^l + #12*2 + ••• + aXnxn = °%> 

anXx -f- #22*2 + ••• + a2nxn = h, 

®nlxl + an2x2 + ••• + 

(17) 

K J 
cu numărul necunoscutelor egal cu numărul ecuaţiilor. Coefi
cienţii ct()(i,j = 1, 2, ...,#) formează matricea de bază a sis
temului, relativ la care facem ipoteza că determinantul 
ei D este diferit de zero. Atunci vom arăta că sistemul este 
compatibil şi determinat şi vom obţine totodată o formulă 
pentru calculul unicei soluţii a sistemului. 
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Admitem pentru început că sistemul (17) are o soluţie 
cx, c2, ..., c„; atunci are loc sistemul de relaţii 

HH + Hicz + ... + aXncn = h 

*21cl + *22c2 + ••• + **h 

%n\cX + #»2C2 + ••• + <^mcn — &«• 

(18> 

înmulţim prima din relaţiile (18) cu complementul alge
bric An al elementului an din matricea sistemului, apoi: 
înmulţim a doua relaţie din (18) cu Azl, a treia cu A31 etc. 
pînă la ultima relaţie înmulţită cu Anl şi adunăm egalităţile 
obţinute. Se va obţine relaţia: 

(anAu -f- «2i/42i + ••• + *»»i^»i)ci + (aizAu + aszAZi + 
+ ... + anZAnX)c2 + ... + («i„4u + az„A2X + ... + 

+ annAnl) cn = n « i l + ^2^21 + ••• + in"-ni' 

î n virtutea teoremei 1.51 coeficientul lui cx din relaţia (19) 
este egal cu determinantul D; conform teoremei 1.52 coefi
cienţii tuturor celorlalţi c}(j ^ 1) sînt nuli. Membrul drept 
al relaţiei (19) este tocmai dezvoltarea determinantului 

D 1 = 

a 12 •• a-•In 

#22 ••• «2 

după prima coloană a sa; de aceea relaţia (19) se poate scrie 
sub forma D • cx = Dx, de unde 

H-2L. 
D 

Raţionînd absolut similar se obţin expresiile 

-£ (J= U 2, .... n% (20), 
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cmde 

D,= 

Hi 

Hi 

a-,-1-, 3-1 

* 2 , }-l 

h ax:f m 

a. •z-.i+i 

*l« 

Hn 

*nl V i-i a m, 2+1 

= D,{bt) 

este determinantul obţinut din determinantul D prin înlocuirea 
coloanei j prin coloana numerelor bx, b2, ..., &„. Am obţinut 
astfel următorul rezultat: 
Dacă există o soluţie a sistemului,(17), atunci ea se exprimă 
prin coeficienţii sistemului şi termenii liberi bx, b2, ..., bnprin 
formulele (20). în particular, obţinem că dacă există, soluţia. 
sistemului (17) este unică. 

1.72. Rămîne acum de dovedit că soluţia sistemului (17) 
•există întotdeauna. Pentru aceasta, înlocuim mărimile c} = 

=='—- \j = 1, 2, ..., n) în sistemul (17) în locul necunoscu
telor x\, xz, ..., xn şi arătăm că toate ecuaţiile sistemului (17) 
•devin identităţi. într-adevăr, pentru ecuaţia i (1 < i < n) 
•obţinem 

Dx Dz 
.; , «ii^i + «t?cz + ... + aincn = % — + a * 3 _ 77 + "• 

D. 
« a ( M u + M 2 1 + ••• + M « i > + 

'" D D 

ff ai2(bxAX2 + b?A2Z + ... + bnA„?) + ... 

... + ain(bxAXn -f- bzA2n + ... + bnAm)] = 

D h{aiv4'll + ai*A12 + •" + a^Aln) + 

+ ... + bt{aiXĂ{X + aizAi2 + ... -f alnAin) + 

+ ••• + bn(aiXAnX + ai2An2 -j- ... -j- ainAnn). 

Dintre toate parantezele care sînt coeficienţi ai lui bx, 
ib2, ... bn, conform teoremelor 1.51 şi 1.52, o singură paranteză 
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este nenulă, şi anume coeficientul lui b(, care este egal eo IX 
Aşadar, expresia obţinută se reduce la 

_1_ bt-D^h, 

adică ea coincide tocmai cu membrul drept al ecuaţiei * 
a sistemului. 

$ 
1.73. Aşadar, (c1; c2, ..., cn) constituie într-adevăr o soluţie 

a sistemului (17). Cu aceasta, am stabilit următoarea regulă 
pentru obţinerea soluţiei sistemului (17) (regula lui Cramer); 

Dacă determinantul sistemului (17) este diferit de zero, 
Munci sistemul (17) are o soluţie şi aceasta este unică: valoarea 
necunoscutei x} este egală cu raportul dintre determinantul 
obţinut din D înlocuind coloana j prin coloana termenilor 
liberi ai sistemului şi însuşi determinantul D (j — 1, 2, ..., n). 

Determinarea soluţiei sistemului (17) revine astfel la 
calculul unor determinanţi. 

Vezi problema 11. 

Metode pentru rezolvarea unor sisteme mai generale (cu 
determinantul egal cu zero sau cu numărul ecuaţiilor nu 
neapărat egal cu numărul necunoscutelor) vor fi date în 
următoarele două capitole. 

1.74. Observaţie. Se întîlnesc uneori sisteme de ecuaţii 
liniare ai căror termeni liberi nu sînt numere ci vectori (în 
geometrie analitică, în mecanică). Teorema lui Cramer 
rămîne adevărată şi în acest caz," trebuie avut doar în vedere 
că valorile necunoscutelor x{, x2, ..., xn vor fi de asemenea 
vectori şi nu numere. De exemplu, sistemul 

Xi + x2 = i — 3j, 

xx — x2 = i + 5j 

are soluţia (unică) 

cx = i + j , c3 = — 4j. 
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§ 1.8. Minori de ordin oarecare. Teorema lui Laplace 

1.81. Teorema 1.51 referitoare la dezvoltarea unui deter
minant după o linie sau după o coloană este un caz particular 
al unei teoreme mai generale referitoare la dezvoltarea unui 
determinant după mai multe linii sau coloane simultan. 
înainte de a enunţa această teoremă generală (teorema lui 
Laplace), introducem cîteva definiţii noi. 

Presupunem că într-o matrice pătratică de ordin n sînt 
fixate arbitrar k linii distincte şi tot atîtea coloane distincte 
(k < n). Elementele care se află la intersecţia acestor linii 
şi coloane formează o matrice pătratică de ordin k; determi
nantul ei se numeşte minor de ordin k al matricii iniţiale de 
ordin n (el se numeşte de asemenea minor de ordin k al deter
minantului D al matricii iniţiale) şi se notează cu 

unde ip i2, ..., i.k sînt numerele liniilor fixate, iar j\,j2, ••..,/* 
sînt numerele coloanelor fixate. 

Dacă eliminăm din matricea iniţială liniile şi coloanele 
în care se află minorul M, atunci elementele rămase formează 
de asemenea o matrice pătratică, de ordin n—k; determinantul 
acesteia se numeşte minor complementar lui M şi se notează 
cu simbolul 

unde indicii se referă la numărul liniilor şi coloanelor extrase. 
în particular, dacă minorul iniţial are ordinul 1, adică el 

coincide cu un anumit element % al determinantului D, 
atunci minorul complementar coincide cu minorul Mtp care 
a fost definit în 1.53. 

Considerăm minorul 

situat în primele k linii şi primele k coloane ale determinan
tului D; minorul său complementar este minorul 

M 2 = M 1 = M\:t;::::l 
Separăm în membrul drept al formulei (6) toţi acei termeni 
ai determinantului în care primele k elemente aparţin mino
rului Mx (şi deci celelalte n—k elemente aparţin minorului Mx). 
Fixăm mai întîi unul din aceşti termeni, notat cu c, pentru 
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a-i determina semnul afectat. Primele k elemente ale acestui 
termen determină un termen cx al minorului Mx; notăm cu 
Nx numărul segmentelor corespunzătoare cu înclinare nega
t ivă; atunci semnul care trebuie pus în faţa termenului cx 
al minorului Mx este definit prin expresia (— l)Ni. Celelalte 
n—k elemente ale termenului c determină un anumit termen 
c2 al minorului M2; semnul afectat acestui termen în minorul 
M2 este definit prin expresia (—1)^', unde Nz este numărul 
corespunzător de segmente de înclinare negativă în minorul 
M2. Deoarece în matricea determinantului D nu există 
nici un segment cu înclinare negativă care să unească vreun 
element al minorului Mx cu orice alt element al minorului M2, 
numărul total de segmente de înclinare negativă unind ele
mente ale termenului c este egal cu Nx + N2. De aceea 
semnul care trebuie pus în faţa termenului c în determinantul 
D se exprimă prin (—.l).̂ >'+"« şi este deci egal cu produsul 
semnelor termenilor cx, c2 în minorii Mx, M2. Observăm apoi 
că produsul oricărui termen al minorului Mx cu orice termen 
al minorului M2 defineşte un termen al determinantului D. 
Rezultă atunci că suma tuturor termenilor de tip c din expre
sia determinantului D după formula (6) este egală cu produsul 
minorilor Mx şi M2. 

Căutăm să obţinem un rezultat similar pentru orice minor 

Mx = Mtt::it 
avînd ca minor complementar M2. Permutînd succesiv liniile 
vecine şi coloanele vecine, putem aduce minorul Mx în 
colţul din stînga sus al determinantului D; pentru aceasta 
sînt necesare (ix—l) -f- (i2—2) + ... -f (ik — k) -f U%—\) + 
+ Uz—2) + ••• + Uic—k) permutări. Ca rezultat se obţine 
un determinant Dx cu aceiaşi termeni ca în determinantul 
iniţial D înmulţit cu (— l)i+i unde i = ix -f iz + ... -f i\, 
j = j\-r h + ••• + jic- Din cele demonstrate, în determinan
tul Dx suma tuturor termenilor ale căror prime k elemente 
intră în minorul Mx este egală cu produsul MXM2. De aici 
rezultă că suma termenilor corespunzători ai determinantului 
D este egală cu produsul 

( - l ) « t f 1 M ! = I 1 i ! , 
unde mărimea A2=(—l)Hl M2 se numeşte complementul 
algebric al minorului Mx în determinantul D. Uneori se utili
zează notaţia 
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Fixăm acum în determinantul D liniile cu numerele ix, 
i2, ..., il:. în fiecare termen al determinantului D intră anu
mite elemente din aceste linii. Dacă grupăm toţi termenii 
pentru care elementele liniilor fixate aparţin coloanelor 
(de asemenea fixate) cu numerele j x , j 2 , ...,/*, atunci conform 
celor arătate, suma tuturor acestor termeni va fi egală cu 
produsul minorului 

yrh. H, .", »> lVl)u U,-,3* 

prin complementul algebric corespunzător. Toţi termenii 
determinantului pot fi astfel asociaţi în grupe determinate 
prin fixarea cîtor k coloane. Suma termenilor din fiecare 
grupă este egală cu produsul dintre minorul corespunzător 
şi complementul său algebric. De aceea întreg determinan
tul se scrie ca o sumă 

D = s (- i)i+s Mt t:::: Wt t:::: t (21) 
unde suma se face pentru indicii fixaţi ix, i2, ••-, H (indicii 
liniilor fixate) după toate valorile posibile ale indicilor de 
coloană j x , j 2 , ...,jk (1 < jx < jz < ••• <h < »)• Proprie
tatea determinantului D exprimată prin relaţia (21) este 
numită teorema lui Laplace. Evident, formula (21) este o 
generalizare a formulei de dezvoltare a unui determinant după 
o singură linie, obţinută în 1.54. . 

O formulă analoagă are loc pentru dezvoltarea unui deter
minant D după un sistem fixat de coloane. 

1.82. Exemplu. Un determinant de forma 

fln ••• aiu ai, t+ i ••• ai» 

a2x ... a2!e a2jc+x ... a2n 

akU ak,lc+l ••• akn 

0 . % f l , *+l ••• alc+l,ii 

0 . . . 0 anjc+x ••• ann 
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în care toate elementele situate în primele k coloane şi ulti
mele n—k linii sînt nule se numeşte cvasitriunghiular. Pentru 
calculul lui îl dezvoltăm după primele k linii cu ajutorul teo
remei lui Laplace. în suma (21) rămîne.un singur termen şi 
se obţine 

D 
«11 ••• «l/c 

« f t l ••• akk 

Vezi problema 12. 

*», *+l 

§ 1.9. Asupra dependenţei liniare a coloanelor 

1.91. Presupunem date m coloane numerice, fiecare for
mată din ii numere: 

Ax = 

«11 

«21 

«ni 

, A2 = 

an 
«22 

«»2 

A = 

Hm 

*2m 

înmulţim fiecare element al primei coloane cu un număr X1; 
fiecare element al celei de a doua coloane cu un număr X2, ..., 
fiecare element al coloanei Am cu un număr Xm şi adunăm 
elementele corespunzătoare ale coloanelor obţinute. Se 
obţine astfel o nouă coloană de numere, ale cărei elementele 
notăm cu ch c2, ..., cn. Toate aceste operaţii pot fi reprezen
tate sugestiv cu ajutorul următoarei scheme: 

«11 

«21 

« n i 

+ 2̂ 

«12 

«22 

«»2 

+ - + K 

sau, mai concis, 

Mi + M« + - + \Am = c, 

«Im 

«2m . 

«BTO 

= 

Cl 

ca 

cM 
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unde C desemnează coloana obţinută. Această coloană C 
se numeşte combinaţie liniară a coloanelor considerate Alt 
A?,...,Am; numerele X1; X2, ..., Xm se numesc coeficienţii 
acestei combinaţii liniare. 

Cazuri particulare de combinaţii liniare sînt suma coloa
nelor (dacă toţi coeficienţii Xls ..., Xm sînt egali cu 1) şi pro
dusul unei coloane cu un număr (dacă m = 1). 

Presupunem acum că este dat un determinant D de ordin n 
şi considerăm coloanele acestui determinant ca entităţi de 
sine stătătoare. Demonstrăm următoarea teoremă. 

TEOREMĂ. Daca una din coloanele unui determinant D 
este combinaţie liniară de celelalte coloane, atunci D = 0. 

Demonstraţie. Presupunem că, de exemplu, coloana q 
a determinantului D este combinaţie liniară a coloanelor 

j , k, ..., p ale aceluiaşi determinant cu coeficienţii X,,, Xk, ..., Xp. 
Atunci scăzînd din coloana q coloana/ înmulţită cu X/c, ..., şi, 
în fine, coloana p înmulţită cu \ , atunci conform 1.47 b 
nu se schimbă valoarea determinantului D. Ca rezultat, 
coloana q va consta numai din zerouri, de unde va rezulta 
că D = 0. 

Este remarcabil faptul că are loc şi teorema inversă: 
dacă un determinant este nul, atunci una (cel puţin) din 
coloane este combinaţie liniară a celorlalte coloane. De
monstraţia acestei teoreme necesită cîteva construcţii preli
minare, la care trecem acum. 

1.92. Fie din nou m coloane numerice, fiecare avînd cîte n 
numere. Acestea pot fi scrise sub forma unei matrici cu n 
linii şi m coloane: 

«11 «12 ••• «Im 

A «21 «22 ••• «2m 

«Ml «»2 ••• «nm 

Dacă fixăm un anumit număr h de coloane ale acestei 
matrici şi acelaşi număr k de linii, atunci elementele situate 
la intersecţia liniilor şi coloanelor fixate formează o matrice 
pătratică de ordin k. Determinantul ei se numeşte minor 
de ordin k al matricii A ; el poate fi zero sau diferit de zero. 
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Dacă numerele a() nu sînt toate nule (ceea ce vom presupune 
în continuare), atunci se poate întotdeauna considera un 
număr natural r avînd proprietăţile următoare: 

a) în matricea A există un minor de ordin f diferit de 
zero; 

b) orice minor al matricii A avînd ordin r+1 sau mai mare 
(dacă există astfel de minori) este nul. 

Numărul r satisfăcînd proprietăţile a), b) indicate se 
numeşte rangul matricii A. Dacă toate elementele ai} ale 
lui A 'sînt nule se consideră că rangul lui A este nul (r = 0). 
în cele ce urinează, presupunem r > 0. Orice minor de ordin r 
al unei matrici A de rang r se numeşte minor de bază (sau 
minor principal) al matricii A. (Se înţelege că matricea A 
poate avea mai mulţi minori de bază, toţi de acelaşi ordin r). 
Coloanele pe care este construit un minor de bază se numesc 
coloane de bază (sau coloane principale). 

1.93. Are loc următoarea teoremă principală: 

TEOREMĂ (a minorului principal). Orice coloaiâ a 
unei matrici A este combinaţie liniară a unor coloane de bază 
ale ei. 

Demonstraţie. Fără a micşora generalitatea, putem pre
supune că minorul de bază considerat este construit pe pri
mele r linii şi primele r coloane ale matricii A. Fie s, k nu
mere oarecare astfel încît 1 < s < m, 1 < k < n. Consi
derăm determinantul de ordin r + 1 

D = 

^11 a12 ••• alr al 

a%x ^22 

* r 2 

*ta 

a2r a2s 

"ut 

Dacă k < r, atunci determinantul D este evident egal cu 
zero deoarece are doua linii identice. Analog, D = 0 pentru 
s < r. Dacă k > r şi s > r, atunci determinantul D este 
de asemenea egal cu zero ca minor de ordin r + 1 al unei ma
trici de rang r. Aşadar, D = 0 pentru orice valori ale lui 
k si s. 
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Dezvoltăm determinantul D după ultima linie; obţinem 
egalitatea 

«*l4*ţ]| + <P)&Ak2 + - + ^lcrAIcr + &lAu = 0 , (22) 

unde numerele Âkl, Ak2, ..., Akr, Aks sînt complemenţii alge
brici ai elementelor akl, akt, ..., akT, aks respectiv, aflate pe 
ultima linie a determinantului D. Aceşti complemenţi alge
brici nu depind de numărul k deoarece ei se formează cu aju
torul elementelor at} cu i < r; de aceea vom introduce nota
ţiile 

Aja = Ci, Aks = c2, ..., Akr = cr, Aks = cs. 

înlocuind în egalitatea (22) succesiv valorile k = 1, 2, ...,n, 
se obţin egalităţile 

ci«u + c2a12 + ... + c A r + csals = 0, 

cxctn + c2a22 + ... + cra2r + csa?s = 0, 

c A l + c2an2 + ••• + cranr + c
s
ans — " . 

Numărul cs = Aks este diferit de zero deoarece A\s este 
minor de bază al matricii A. împărţind fiecare din egalităţile 
(23) prin cs, trecînd toţi termenii cu excepţia ultimului, în 

c • 
membrul drept si notînd = Xj ( / = 1, 2,. . . , r), obţinem 

als = Xx«u -f- X2«12 + ... + \alr, 

a2s = Xj*21 -f- X2<%2 + ••• + \a2r> nd\ 

ans = ^ A l + ^2*«2 + ••• + ^Ar ; . 

Aceste egalităţi arată că de fapt coloana s a matricii A este 
combinaţie liniară a primelor r coloane ale acestei matrici 
(cu coeficienţii Xa, X2, ..., Xr). Deoarece s este orice număr 
cuprins între 1 şi m, teorema este complet demonstrată. 

1.94. Putem acum demonstra reciproca teoremei 1.91 
formulată la sfîrşitul punctului 1.91. 
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TEOREMĂ. Dacă un determinant D de ordin n este nul, 
atunci el are o coloană care este combinaţie liniară a celorlalte 
coloane. 

Demonstraţie. Considerăm matricea determinantului D. 
Deoarece D = 0, orice minor de bază (principal) al acestei 
matrici are ordinul r < n. De aceea după separarea a r 
coloane de bază, există cel puţin o coloană care nu se află 
printre coloanele de bază. în virtutea teoremei minorului 
principal, această coloană este o combinaţie liniară a coloa
nelor de bază. Astfel am găsit în determinantul D o coloană 
care este combinaţie liniară a celorlalte coloane, ceea ce 
trebuia demonstrat. 

Observăm că în această combinaţie liniară se pot include 
toate celelalte coloane ale determinantului D punînd înaintea 
lor coeficienţi nuli. 

1.95. Rezultatele obţinute pot fi formulate într-o forma 
ceva mai simetrică. 

Dacă coeficienţii \h X2, :.., XOT ai combinaţiei liniare a 
coloanelor numerice Ah A2, ..., Am (1.91) sînt egali cu zero, 
atunci este evident că se obţine o coloană nulă (care constă 
numai din zerouri). Este posibil însă să se obţină coloana 
nulă nu numai în acest mod, ci şi cu ajutorul unor coeficienţi 
Xjj X2, ..„ Xm nu toţi nuli. în acest ultim caz se spune că Ax, 
A2, ..., Am sînt coloane liniar dependente. 

De exemplu, coloanele 

1 
2 

3 

4 

, A,= 

2 
4 

6 

8 

. ^ 3 = 

1 
1 

1 

1 

sînt liniar dependente, deoarece coloana nulă este egală cu combinaţia 
liniară 2 • Ax — 1 • A2 + 0 • A3, cu coeficienţii 2, — 1, 0 nu toţ i nuli. 

Definiţia dependenţei liniare se poate da mai simplu astfel; 
coloanele 

au 

a2X 

K\ 

. A 2, = 

al2 

<%22 

an2 

, . . . , -ci m 

alm 

a2m 

anm 
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se numesc liniar dependente dacă există numere X̂  X2, ..., Xm, 
nu toate nule, astfel încît să fie verificat sistemul de relaţii 

M u + Mia + •••• + V*ta = 0,v 

hazi + ha?? + ••• + hma2m — 0, (̂  

M»l + V « ~T ••• + Kfinm = 0, / 
sau, ceea ce este echivalent, 

lxAx + X2^? + ... + KAm = 0 

(unde 0 reprezintă aici coloana nulă). 
Dacă una din coloanele Ax, Az, ..., Am, de exemplu ultima, 

este combinaţie liniară a celorlalte, 

Am = M t + Ma + •••• + "K^Am-i, (25) 
atunci coloanele Ax, A2, ..., Am sînt liniar dependente. într-
adevăr, relaţia (25) este echivalentă cu relaţia 

M i + M * + - + \n-xAm-x + {-l)Am = 0; 
aşadar, există o combinaţie liniară a coloanelor Ax, Az, •••, Am, 
ai cărei coeficienţi nu sînt toţi nuli (ultimul coeficient fiind 
•—1), combinaţie egală cu coloana nulă; aceasta arată tocmai 
dependenţa liniară a coloanelor Ax, A.2, ..., Am. 

Reciproc, dacă între coloanele Ax, A2, ..., Am există depen
denţă liniară, atunci una din ele (cel puţin) este combinaţie 
liniară a celorlalte. într-adevăr, presupunem că în relaţia 

\XAX + X2,42 + ... + Xm_x Am_x + lmAm = 0 (26) 

care exprimă dependenţa liniară a coloanelor Ah A2, ..., Am, 
coeficientul Xm (de exemplu) este nenuî. Atunci relaţia (26) 
este echivalentă cu 

Am = A i - A% — ... Am-l> 

ceea ce arată că Am este combinaţie liniară a coloanelor Ax, 
A2, •.., Am_i. 
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Aşadar, coloanele Alt A?, ..., Am sînt liniar dependente dacă 
şi numai dacă una din ele este combinaţie liniară a celorlalte 
rămase. 

1.96. Teoremele 1.91 şi 1.94 arată că un determinant D 
este egal cu zero dacă şi numai dacă una din coloanele lui 
este combinaţie liniară a celorlalte coloane. 

Folosind rezultatul obţinut în 1.95 putem enunţa urmă
toarea teoremă: 

TEOREMĂ. Un determinant este egal cu zero dacă şi 
numai dacă coloanele lui sînt liniar dependente. 

1.97. Deoarece prin transpunere un determinant nu-şi 
schimbă valoarea (1.41) iar coloanele se înlocuiesc cu linii, 
atunci în toate enunţurile din prezentul paragraf coloanele se 
pot înlocui cu linii. în particular, are loc următorul 
rezultat: 

Un determinant este nul dacă şi numai dacă liniile sale sînt 
liniar dependente. 

Vezi problemele 13—14. 

PROBLEME 

1. Cu ce semn apar într-un determinant de ordin 6 termenii: 
a ) a2Sa3lai2aS,SaUaC5 
b ) °32 0 4a 0 14 a 51°6« a 25 '• 
2. Să se scrie toţ i termenii care apar în determinantul de ordin 4 

cu semnul — (minus) şi conţin a23. 
3. Cu ce semn intră în determinantul de ordin n termenul 

4. Să se arate că dintre cei « ! termeni ai unui determinant de ordin 
n ! 

n, la. exact jumătate, adică — , li se afectează conform definiţiei § 1.3 
2 

semnul + şi la cealaltă jumătate, semnul —. 
5. Să se calculeze determinantul 

| am + bp an 4- bq 
A = ! 

j cm 4- dp cn 4- dq 

descompunmdu-1 convenabil ca sumă de determinanţi. 

42 

{ 

6. Numerele 20 604, 53 227, 25 755, 20 927 şi 78 421 se divid prin 17. 
Să se arate că determinantul 

0 

3 

5 

0 

6 

2 

7 

9 

4 

se divide de asemenea prin 17. 
7. Să se calculeze determinanţii 

4 i -

246 

1014 

- 3 4 2 

427 

543 

721 

327 

443 

621 

A , = 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

3 

1 

1 

1 

1 

1 

4 

1 

1 

1 

1 

1 

5 

1 

1 

1 

1 

1 

6 

8. Să se calculeze determinantul 

1 1 

P{x) = 
2 - x2 

3 

3 

2 
2 

1 

1 

5 

9 - x2 

9. Să se calculeze determinantul de ordin n 

X 

a 

a 

a 

a 

X 

a 

a 

a 

a .. 

x .. 

a . 

a 

a 

a 

X 

10. Să se calculeze determinantul Vandermonde 

) 1 1 ... 1 

x, x, ... xn 

A[*u x2, ..., xn)[= 

* 2 

43 



11. Să se rezolve sistemul de ecuaţii: 

xx + 2x2 + 3;r3 + 4Xi + 5x5 = 13, 

2xx + x2.+ 2*3 + Zxi + 4*5 = 10, 

2xx + 2x2 + x3 + 2,r4 + 3* 5 = 11, 

2xx + 2x2 + 2xz + xt + 2* 5 = 6, 

2*i + 2*2 + 2x3 + 2*4 + *5 = 3. 

12. Să se enunţe şi să se demonstreze teorema care se află în acelaşi 
raport logic cu teorema lui Laplace, sub care se află teorema 1.52 în 
raport cu teorema 1.51. 

13. Să se construiască<patru coloane, fiecare de cîte patru numere care 
să nu fie liniar dependente. 

14. Să se arate că dacă liniile unui determinant de ordin n sînt liniar 
dependente, atunci coloanele acelui determinant sînt şi ele liniar depen
dente. 

Capitolul 2 

SPAŢII LINIARE 

§ 2.1. Definiţii 

2.11. în geometria analitică şi în mecanică se utilizează 
segmentele orientate, vectorii. Pentru vectori sînt stabilite 
prin definiţie reguli de operare: se ştie ce înseamnă suma a 
doi vectori şi ce înseamnă produsul unui vector cu un număr 
real, cu regulile aritmetice uzuale de calcul (Nu ne ocupăm 
încă de alte operaţii cu vectori, de exemplu produs scalar şi 
produs vectorial. Aceste produse nu pot juca rolul pe care îl 
joacă produsul uzual în corpul numerelor reale; produsul 
scalar a doi vectori nu mai este un vector, iar produsul vec
torial a doi vectori, deşi este ca rezultat un vector, nu este 
comutativ). 

Definiţia unui spaţiu liniar generalizează definiţia mul
ţimii tuturor vectorilor. Generalizarea se produce în primul 
rînd pe calea îndepărtării de natura concretă a obiectelor 
(segmente orientate) cu păstrarea proprietăţilor operaţiilor 
asupra acelor obiecte şi în al doilea rînd, pe calea îndepărtării 
de natura concretă a multiplicatorilor admişi (numere reale). 
Se obţine astfel următoarea definiţie: 

O mulţime SC se numeşte spaţiu liniar (afin) peste un corp 
K dacă: 

a) există o regulă (numită regula adunării) prin care 
oricărei perechi de elemente x, y din Si îi corespunde un al 
treilea element z e SI, numit suma elementelor x, y şi notat 
x + y-

b) există o regulă (numită regula multiplicării cu un 
număr) care permite ca pentru orice element xeSi şi pentru 
orice număr XeK să se poată construi un element ueSC 
(numit produsul elementului x cu numărul X şi notat Xx). 

c) regulile a) si b) satisfac axiomele enumerate mai jos 
în 2.12—2.13. 
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Elementele unui spaţiu liniar vor fi numite vectori, omiţînd 
sensul concret (segment orientat) dat acestui termen. Re
prezentările geometrice legate de denumirea de „vector" 
ne ajută în clarificarea, uneori în previziunea, unor rezultate 
şi de asemenea în găsirea sensului geometric al unor fapte 
de algebră sau analiză. în particular, în capitolul următor 
vom obţine o caracterizare geometrică simplă pentru mulţi
mile de soluţii ale sistemelor omogene sau neomogene de 
ecuaţii liniare. 

2.12. Se presupune că regula de adunare are următoarele 
proprietăţi: 

1) x -f- v = y + x pentru orice x, y din SC; 
2) (x -f> y) -\- z — x -\- (y -\- z) pentru orice x, y, z din 8C; 
3) există un element 0 (vectorul nul) în SC astfel încît 

x -f- 0 = x pentru orice xeSC; 
4) pentru orice x e SC există un element y e SC astfel 

încît i + ) = 0 (există vectorul opus). 

2.13. Se presupune că regula de multiplicare cu un număr 
are următoarele proprietăţi: 

5) l-x = x pentru orice xeSC; 
6) oc(fix) = (aj3) x pentru orice xeSC şi pentru orice 

«, p din K; 
7) (a -f- (3)A; = xx -'- $% pentru orice xeSC şi oricare ar 

fi a, p din K; 
8) a{x -f- y) — a.r -|- a v pentru orice x, y clin SC şi oricare 

ar fi a 6 K. 

2.14. Din axiomele 1) —8) se pot obţine în primul rînd 
următoarele teoreme: 

a. TEOREMĂ. în orice spaţiu liniar există un unic vector 
nul. 

Demonstraţie. Existenţa cel puţin a unui vector nul este 
afirmată în axioma 3). Admitem că în spaţiul SC ar exista 
doi vectori nuli: 01 şi 02. Punînd în axioma 3) * == 0X, 0 — 02, 
obţinem 0x-\- 02 == 0j. Punînd în aceeaşi axiomă x = 02, 
0 = Oj, obţinem 02 + 0X = 0X. Comparînd egalităţile obţinute 
şi folosind axioma 1), rezultă că 01 = 02, ceea ce trebuia 
demonstrat. 

b. TEOREMA. în orice spaţiu liniar pentru orice element 
există un singur element opus. 
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Demonstraţie. Existenţa cel puţin a unui element opus 
este afirmată în axioma 4). Admitem că pentru un element x 
fixat ar exista două elemente opuse yx şi y2. Adunăm la ambii 
membri ai egalităţii x + y1 = 0 elementul y2', utilizînd 
axiomele 2) şi 3), obţinem 

y% + (x + yx) = (y2 + .x) + yx = 0 + yx = yu 

y* + (x + yi) = y% + o = y2, 
de unde yx = y2, ceea ce trebuia arătat. 

c. TEOREMĂ. Pentru orice element x dintr-un spaţiu 
liniar oarecare are loc egalitatea 0' • x = 0 (în membrul drept 0 
reprezintă vectorul nul iar în membrul stîng 0 reprezintă 
numărul 0). 

Demonstraţie. Considerăm elementul 0 • x -f- 1 • x; fo
losind axiomele 7) şi 5) rezultă 

0 • x -f- 1 • x = (0 + \)x = 1 • x = x, 0 • x + 1 • x = 

= 0 • x + x, 

de unde 
x = 0 • x + x; 

adăugind la ambii membri ai ultimei egalităţi opusul y al 
lui x rezultă că 

0 = x + y — (0 • x + x) + y = 0 • x + (x + y) = 

= 0 • x + 0 = 0 • x, 
de unde 

0 = 0 • x. 

ă. TEOREMĂ. Pentru orice element x dintr-un spaţiu 
liniar oarecare elementul său opus este y == (—\)-x. 

Demonstraţie. Formăm suma x -f y; folosind axiomele 
şi teorema c, rezultă 

x + y = 1 • x +,:(— 1)-x = (1— 1) x = 0 • x =.-0, 

ceea ce trebuia arătat . 
e. Vom desemna în cele ce urmează elementul opus lui x 

prin — x; teorema de la punctul d conduce evident la această 
notaţie. 
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Prezenţa elementului opus permite introducerea operaţiei 
de scădere a vectorilor. Anume, diferenţa x—y se defineşte 
ca suma lui X cu — y. Această definiţie este compatibilă cu 
definiţia scăderii din aritmetică. 

2.15. Un spaţiu liniar peste corpul R al numerelor reale 
se numeşte real şi îl vom nota prin St. Un spaţiu liniar peste 
corpul (O al numerelor complexe se numeşte complex şi îl 
vom nota prin S. Dacă sînt indicate atît natura elementelor 
x, y, z, ... cît şi regulile de operare cu ele (fiind îndeplinite 
axiomele 1) — 8)), vom numi acel spaţiu liniar concret, 
şi, de regulă, vom folosi pentru el o anumită notaţie. 

în cele ce urmează, vor fi deosebit de importante urmă
toarele trei tipuri de spaţii concrete: 

a. Spaţiul °fz. Elementele acestui spaţiu sînt vectorii 
liberi din spaţiu, consideraţi în geometria analitică. Fiecare 
vector se caracterizează prin lungime, direcţie şi sens (cu 
excepţia vectorului nul a cărui lungime este nulă şi direcţia 
arbitrară). Adunarea vectorilor este definită ca de obicei 
prin regula paralelogramului. Multiplicarea unui vector 
printr-un număr real X este definită de asemenea în mod uzual 
(anume, lungimea vectorului se înmulţeşte cu |X|, direcţia 
neschimbată, iar sensul rămîne neschimbat pentru X > 0 
şi se înlocuieşte cu cel opus pentru X < 0). Se arată uşor 
că în acest caz toate axiomele 1) —8) sînt îndeplinite. Mul
ţimile similare de vectori în plan sau pe o dreaptă formează 
în mod natural spaţii liniare pe care le notăm respectiv 
prin °fz şi S!fl; "?p f2, f3 sînt spaţii liniare peste corpul [R, 
deci spaţii liniare reale. 

b. Spaţiul Kn. Elementele acestui spaţiu sînt sistemele 
ordonate de n numere din corpul K, x — (£1; £2, ..., \n). 
Aceste numere \x, £2, ••->.* 5„ se numesc coordonatele elemen
tului x. Operaţiile de adunare şi multiplicare cu un număr 
XeiJ se efectuează după următoarele reguli: 

{li, li, •••, In) + (>U> Tl2, ..., 7)„) == (lx -f 7)i, ^3 + 

+ V)2, •••, In + -fin), (1) 

X(^, E2, ..., Q = (Hi, Uz, . . . , x y - .(2) 

Se arată uşor că axiomele 1) — 8) sînt satisfăcute. în parti
cular, elementul 0 din Kn este un sistem de n zerouri: 0 = 
= (0, 0, ..., 0). De fapt în § 1.9 am lucrat deja cu elementele 
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spaţiului Kn, doar că atunci le-am scris nu sub forma unei 
linii de numere, ci sub forma unei coloane. Dacă K este 
corpul R al numerelor reale, notaţia Kn se înlocuieşte prin 
Sin, iar dacă K este corpul <D al numerelor complexe, notaţia 
Kn se înlocuieşte prin £,„. 

c. Spaţiul Sl(a, b). Element al acestui spaţiu este orice 
funcţie continuă reală x = x(t) definită pe segmentul a < 
< t < b. Operaţiile de adunare a funcţiilor şi de înmulţire 
cu numere reale se definesc după regulile analizei; îndepli
nirea axiomelor 1) — 8) este evidentă. Elementul 0 este 
funcţia identic nulă. Spaţiul Si{a, b) este spaţiu liniar peste 
corpul IR al numerelor reale. 

d. Spaţiul £(a, b) este spaţiul funcţiilor continue pe seg
mentul a < t < b cu valori complexe. Acest spaţiu este 
spaţiu liniar peste corpul numerelor complexe. 

2.16. Observăm că toate proprietăţile elementelor spa
ţiilor concrete (de exemplu, vectorii spaţiului % ) y bazate 
numai pe axiomele 1) — 8), sînt adevărate şi pentru elemen
tele oricăror spaţii liniare. De exemplu, analizînd demonstra
ţia teoremei lui Cramer relativ la rezolvarea sistemelor de 
ecuaţii liniare 

^llA'l + a12-',;2 + ••"• ~f~ cilnxn = 1̂> 
a21x1 + ai2x2 + ... + a2nxn = b%, 

anlxl + an2x2 + ••• + a-nnxn == «fti 

se poate observa că elementele blt bz, ..., bn au intervenit 
prin faptul că ele pot fi adunate şi înmulţite cu numere din K, 
folosind regulile 1) — 8). Aceasta a permis extinderea teo
remei lui Cramer la sisteme în care mărimile bu b2, ..., bn 
sînt vectori (elemente din spaţiul °f3), aşa cum am indicat 
în 1.74. Aceasta ne permite să afirmăm mai mult, anume 
că teorema lui Cramer are loc şi pentru sisteme în care blr 
b2, ..., bn sînt elemente ale unui spaţiu liniar oarecare SI. 
Observăm doar că valorile necunoscutelor xx, x2, ..., xn vor 
fi de asemenea elemente ale acestui spaţiu SC care se expri
mă liniar prin mărimile bh b2, ..., ba. 

Vezi problemele 1 — 3. 
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2.17. Observaţie. în geometria analitică este comod uneori 
de considerat, alături de vectori liberi, vectori cu capătul 
fixat în originea coordonatelor. în acest mod, fiecărui vector 
i se asociază un anumit punct al spaţiului — extremitatea 
sa şi fiecare punct al spaţiului defineşte un vector corespun
zător — aşa-numitul vector de poziţie al acelui punct. Avînd 
în vedere această situaţie, vom numi uneori elementele unui 
spaţiu liniar, nu vectori, ci puncte. Se subînţelege că o astfel 
de modificare de terminologie nu aduce modificări în defi
niţii şi apelează doar la reprezentările noastre geometrice. 

§ 2.2. Dependenţa liniară 

2.21. Fie xx, %, ..., xk vectori într-un spaţiu liniar 91 
peste un corp K şi a1; a2, ..., xk numere din corpul K. Arectorul 

y = C/.lX1 + tX2X2 -f .... -f Cf.kXk 

se numeşte combinaţie liniară a vectorilor xx, x2„ ..., xk; nu
merele ai, a2, ..., ak se numesc coeficienţii acestei combinaţii 
liniare. 

Dacă ccx = a2 = ... = a7; = 0, atunci, în virtutea teoremei 
2.14 c, rezultă că y = 0. Dar se poate întîmpla să existe o 
combinaţie liniară a vectorilor xx, x2, ..., xk în care nu toţi 
coeficienţii sînt nuli şi care dă ca rezultat vectorul nul; în 
acest caz, vectorii xx, x2, ..., xk se numesc liniar dependenţi. 

Cu alte cuvinte, vectorii xx, x2, ..., xk se numesc liniar 
dependenţi dacă există numere ax, a2, .-., a.k, nu toate nule, 
astfel încît 

«i^i + «2*2 + ••• + «i% = 0. (3) 

Dacă egalitatea (3) este posibilă doar în cazul cînd txx — a2 — 
= ... = ak = 0, atunci vectorii xx, x2, ..., x!c se numesc liniar 
independenţi. 

2.22. Exemple 
a. în spaţiul liniar c?3 dependenţa liniară a doi vectori 

înseamnă că ei sînt paraleli cu una şi aceeaşi dreaptă; depen
denţa liniară a trei vectori revine la aceea că ei sînţ paraleli cu 
unul şi acelaşi plan. Orice patru vector sînt liniar dependenţi. 
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b. Clarificăm acum ce înseamnă dependenţa liniară a 
unor vectori xx, x,, ..'., % din spaţiul liniar Kn. Presupunem 
că xi = {i[i\ Z£\ ..., $j>), i = \ , 2,...,k. Atunci relaţia 

axXx + a2x2 + ... + akxk = 0 
înseamnă că au loc n relaţii 

<*.#• + «2^2) + - + *£? = o, ' 
«&» + o^) + ... + « ^ = 0, • I (4) 

<*i#> + «2^2) + :.. + « * ^ = o, J 
dependenţa liniară a vectorilor xx, x2, ..., xk revine la existenţa. 
unor constante aj, a2, ..., ak nu toate nule astfel încît să fie 
verificate relaţiile (4); aceasta este tocmai definiţia depen
denţei liniare pe care am dat-o în 1.95 pentru coloane numerice. 

Astfel, problema dependenţei liniare a vectorilor xx, x2, ... 
..., xK. în cazul general revine la problema existenţei unei solu
ţii nenule pentru un sistem omogen de ecuaţii liniare în care 
coeficienţii sînt tocmai coordonatele corespunzătoare ale 
vectorilor consideraţi. în capitolul următor această chestiune 
va fi complet rezolvată (3.21) şi în acelaşi timp, se va obţine 
o regulă care va permite testarea dependenţei sau indepen
denţei liniare a unor vectori din spaţiul K„, după coordonatele 
lor. 

c. în anumite cazuri putem de pe acum face unele consi
deraţii relativ la dependenţa şi independenţa unui sistem dat 
de vectori. De exemplu, să considerăm în spaţiul Kn următorii 
n vectori 

^ = ( 1 , 0, 0, ..., 0), e2= (0, 1, 0, . . . ,0), ..., en = 
= (0, 0, ..., 0, 1). 

Sistemul (4) pentru aceşti vectori capătă forma 
a r i + a2-0 + a3-0 + ... + affl-0 = 0, 
ax-0 -j- a2-l + «s*0 + ••• + «« '0= 0> 

oti-0 + a2-0 + a3-0 + ... + a„-l = 0, 

şi acesta are o soluţie unică, şi anume ax = <x3 = ... — a„ = 0. 
Astfel vectorii ex, e2, .... en din spaţiul Kn sînt liniar indepen
denţi. 

Vezi problema 4. 
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d. Dependenţa liniară a vectorilor xx = xx{t), x2 = 
— x2(t), ..., xk = xk(t) din spaţiul ăl(a, b) (sau 6(a, b)) revine 
la existenţa unei relaţii de forma 

«1*1(0 + «2*2(0 + ••• + <xkxk(t) = 0, 

unde constantele reale (complexe) ax, a2, ..., a.k nu sînt toate 
nule. De exemplu, funcţiile xx(t) = cos21, x2{t) = sin2 t, 
%(0 = 1 sînt liniar dependente deoarece are loc relaţia 

xi(t) + x2{l) — x3(t) = 0, Vie (a, b). 

Arătăm că funcţiile 1, t, t2, ..., tk sînt liniar independente. 
Presupunem că există o relaţie 

oo-l + a^H- ... + a^' = 0. (5) 

Atunci derivînd succesiv de k ori egalitatea (5) se obţine un 
sistem de k~\-l ecuaţii relativ la mărimile a0, a1; ..., <xs, cu 
determinantul diferit de zero (1.55 b); rezolvînd acest sistem 
cu regula lui Cramer (1.73) se obţine a0 = ax = ... = a.k = 0. 
Aşadar, funcţiile 1, t, t2, ..., i" sînt liniar independente în 
spaţiul SC(a, b), aşa cum s-a afirmat. 

Vezi problema 5. 

2.23. Notăm două proprietăţi simple ale sistemelor de 
vectori, legate de dependenţa liniară. 

a. LEMĂ. Dacă o parte din vectorii xx, x2, ..., xk sînt 
liniar dependenţi, atunci întreg sistemul xx, x2, ..., xk este 
liniar dependent. 

Demonstraţie. Fără micşorarea generalităţii se poate pre
supune că vectorii xh xz, ..., x}(j < k) sînt liniar dependenţi; 
aşadar, are loc o relaţie de forma 

«1*1 + «2*2 + ••• + «jXj = 0, 

unde nu toate constantele a1; bc2, ..., <x.s sînt nule. Conform 
teoremei 2.14 c şi axiomei 2.12 3) are loc egalitatea 

«1*1 + «2*2 + ••• + ZjXj + 0 • % i + ••• + 0-x,. = 0, 

ceea ce arată că vectorii xh x2, ..., xp xj+1, ..., xk sînt de ase
menea liniar dependenţi, deoarece printre constantele ax, 
<x2, ..., a}, 0, ..., 0, există cel puţin una nenulă. 
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b. LEMĂ. Vectorii %, x2, ••-, xk sînt liniar dependenţi 
dacă şi numai dacă imul din ei este combinaţie liniară a ce
lorlalţi. 

O afirmaţie similară acesteia a fost enunţată şi demon
strată în 1.95 pentru coloane de numere. Dacă vom relua acea 
demonstraţie, vom vedea că ea se bazează pe posibilitatea 
de a efectua cu coloanele operaţii de adunare şi multiplicare 
cu numere. Aşadar, această demonstraţie se poate face şi 
pentru elementele unui spaţiu liniar oarecare. Rezultă deci 
că lema este adevărată pentru orice spaţiu liniar. 

§ 2.3. Bază, coordonate, dimensiune 

2.31. Un sistem de vectori liniar independenţi eh e2, ..., e„ 
dintr-un spaţiu liniar SC formează prin definiţie o bază a 
spaţiului SC dacă pentru orice x e SC există o reprezentare 
de forma 

* = 5ifi + %&* + ••• + Le„{l^K, j = 1, ..., n). (6) 
Se vede uşor că în condiţiile indicate coeficienţii dezvol

tării (6) sînt unic determinaţi. într-adevăr, dacă un vector x 
admite două dezvoltări de forma (6) 

X = 5l^l + ^2e2 4" ••• "T" lnen> 

x = raet + 7]2e2 + ... + f\nen, 
atunci scăzînd aceste relaţii termen cu termen, se obţine 
egalitatea 

0 — (Cî — 7)a) <?! + (% — T)2) e2 + ••• + (.?»— fin) en-
Conform ipotezei de independenţă liniară a vectorilor ex, 
e2, ..., en se obţine atunci 

li = fit,. ? 2 — Ţfa» •••» tn= "%• 
Aceste numere unic determinate £x, \2, ...,ln se numesc 
coordonatele vectorului x relativ la baza ex, e2, ..., en. 

2.32. Exemple 

a. în spaţiul °fs o bază este constituită de versorii i, j , k 
ai unui triedru ortogonal de axe. Coordonatele %x, £2, £3 
ale unui vector x relativ la această bază sînt proiecţiile vec
torului x pe axele triedrului. 
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b. în spaţiul Kn un exemplu de bază îl constituie siste
mul de vectori ex = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, 0, ..., 0), ..., e„ = 
= (0, 0, ..., 1), pe care l-am considerat în 2.22 c. într-adevăr, 
pentru orice vector x — (\x, £2>•••> \n)^Ka este evidentă 
egalitatea 

* - U\, o,..., o) -f |2(o, 1,..., o) +... + uo, o,...,. i), 
care demonstrează,. împreună cu liniar independenţa vecto
rilor ex, e2, ..., en (deja dovedită), că aceşti vectori formează 
o bază în spaţiul Kn. 

în particular, numerele ţh \2, ..., EB,sînt coordonatele 
lui x relativ la baza ex, e2> ..., en. 

c. în spaţiul SC(a, b) nu există o bază în sensul definit 
de noi mai sus; demonstraţia acestui fapt va fi dată în 2.36 c. 

2.33. Importanţa considerării unei baze într-un spaţiu 
liniar constă în aceea că anumite operaţii liniare din acel 
spaţiu definite la început abstract, devin operaţii liniare 
uzuale cu numere (cu coordonatele vectorilor consideraţi 
relativ la acea bază). Anume are loc următoarea teoremă: 

TEOREMĂ. Pentru adunarea a doi vectori din spaţiul SC 
coordonatele lor (relativ la o bază oarecare fixată) se adună. 
La înmulţirea unui vector cu un număr toate coordonatele 
vectorului se înmulţesc cu acel număr. 

într-adevăr, fie 

x = liex + l%e2 + ... + lneu, y = riXex + ri2e2 + ... 

••• + >)»«»• 
Atunci folosind axiomele 2.12—2.13 rezultă 

x + y = (5i + f)i) ex + (£2 + r}2) e2 + .... + {l„ *f- "»)») e»i 

Xx = X\xex + X\2e2 + ... + X£A> 

ceea ce trebuia demonstrat. 

Vezi problemele 6 — 7. 

2.34. Dacă într-un spaţiu liniar SC se pot găsi n vectori 
liniar independenţi şi orice n~\-1 vectori ai acestui spaţiu sînt 
liniar dependenţi, atunci numărul n se numeşte dimensiunea 
spaţiului SC; spaţiul SC însuşi se numeşte atunci n-dimensionaL 
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în cele ce urmează, pentru un spaţiu «-dimensional peste 
un corp K vom utiliza notaţia SCn ($„ peste corpul [R, &„ 
peste corpul O ) . Un spaţiu liniar în care se pot indica oricît 
de mulţi vectori liniar independenţi se numeşte infinit-di-
mensional. ,:l 

TEOREMĂ. într-un spaţiu liniar SC de dimensiune n 
există o bază formată din n vectori; mai mult, orice sistem de 
n vectori liniar independenţi din SC constituie o bază a acestui 
spaţiu. 

Demonstraţie. Fie ex, e2, .... en un sistem de n vectori li
niar independenţi din spaţiul «-dimensional SC, Dacă x este 
un vector oarecare din SC atunci sistemul de n-\-\ vectori 
x, elt e2, ..., en este liniar dependent şi prin urmare există 
o relaţie de forma 

a0x + ocxex + ... + xnen = 0 (7) 

unde coeficienţii a0, ax, ..., a„ nu sînt toţi nuli. Coeficientul ao 
este diferit de zero, deoarece în caz contrar ar exista o depen
denţă liniară între vectorii e\, e2, ..., en. Aşadar a0 # 0 şi 
împărţind relaţia (7) cu a0, rezultă că * se exprimă liniar cu 
ajutorul vectorilor ex, e2, ..., en. Deoarece x este un vector 
oarecare al spaţiului SC, am arătat că vectorii ex, ez, ..., en 
formează o bază în acest spaţiu. 

2.35. Teorema următoare este reciproca teoremei 2.34. 

TEOREMĂ. Dacă în spaţiul SC există o bază, atunci 
dimensiunea spaţiului este egală cu numărul vectorilor din 
bază. 

Demonstraţie. Presupunem că vectorii ex, e2, ..., en for
mează o bază a spaţiului SC, Conform definiţiei unei baze, 
vectorii ex, e2, ..., «„sînt liniar independenţi în l i şi deci avem 
n vectori liniar independenţi în SC. 

Arătăm că orice n-\-\ vectori din SC sînt liniar dependenţi. 
Fie ra-fl vectori din SC 

, * 1 = " ? i V + ^ i •+••'•+51% 

xtt+i = ţ[n+i)ex + ^r%a + . . . + ar1^.. 
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Scriind pe cîte o coloană coordonatele fiecăruia din aceşti 
vectori, se formează o matrice cu n linii şi nA-1 coloane 

A = OT*>... tt+l) 

C(l)B(2) C(»+lj 
TBl 'îli • • • Srt 

Fie r rangul matricii 4̂ (r < ri) şi fixăm un minor principal 
al lui A. Dacă r — 0 dependenţa liniară a vectorilor #1( 
%2, ..., xn+1 este evidentă. Presupunem r>0 şi fixăm r 
coloane de bază (principale). în matricea A există cel puţin 
încă o coloană care nu intră printre coloanele de bază. Con
form teoremei minorului principal (1.93), această coloană 
este combinaţie liniară a coloanelor de bază (principale). 
Vectorul corespunzător din SC este deci combinaţie liniară 
a celorlalţi vectori (dintre cei daţi x1: x2, •••, xn+1). Dar în 
acest caz vectorii xx, x2, ..., xn+1 sînt conform 2.23 b), liniar 
dependenţi, ceea ce trebuia demonstrat. 

2.36. Exemple 
a. Spaţiul °f3 este tridimensional deoarece el are o bază 

din trei vectori i, j , k (2.32 a) ; în mod corespunzător °f2 
este bidimensional şi cfx unidimensional. 

b. Spaţiul Kn este M-dimensional deoarece el are o bază 
din n vectori, anume eh e2, ..., en (2.32 b). 

c. în spaţiile M(a, b) şi <B(a, b) există un număr oricît de 
mare de vectori liniar independenţi (2.22 d) şi prin urmare 
aceste spaţii sînt infinit-dimensionale. De aceea ele nu admit 
bază finită; prezenţa unei baze ar infirma teorema 2.35. 

d. Orice spaţiu liniar complex <B este în mod evident spa
ţiu real, deoarece domeniul numerelor complexe include 
domeniul numerelor reale. Totuşi dimensiunea spaţiului G 
ca spaţiu complex nu coincide cu dimensiunea aceluiaşi S 
ca spaţiu real: dacă vectorii eh ielt ...,en sînt liniar indepen
denţi în S ca spaţiu complex, atunci vectorii ex, e2, ..., eA, 
ien sînt liniar independenţi în S ca spaţiu real şi dimensiunea 
lui 2 ca spaţiu real (dacă este finită) va fi de două ori mai 
mare decît dimensiunea lui S ca spaţiu complex. 

Vezi problema 8. 
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§ 2.4. Subspaţii 

2.41. Admitem că o colecţie £ de elemente ale unui spaţiu 
liniar SC are următoarele proprietăţi: 

a) dacă x e £, y e £, atunci x + y e £ ; 
b) dacă x e £ şi X este element al corpului K, atunci 

lxe£. 
Astfel în mulţimea £ sînt definite operaţii liniare. Arătăm 

că se obţine chiar un spaţiu liniar. Pentru aceasta trebuie să 
dovedim că mulţimea £ înzestrată cu operaţiile a) — b) ve
rifică axiomele 2.12 — 2.13. Axiomele 1), 2), 5) —8) se veri
fică deoarece ele au loc, mai general, pentru toate elementele 
spaţiului SI. Rămîne să arătăm că sînt îndeplinite axiomele 
3) şi 4). Fie x un element oarecare din £ ; atunci "kx e £ 
pentru orice X real. Alegem X = 0; atunci, conform teoremei 
2.14 c, 0 • x = 0, deci vectorul nul aparţine lui £ şi astfel 
în £ este îndeplinită axioma 3). Alegem acum X = — 1; 
deoarece conform teoremei 2.14 d, (—\)x este elementul opus 
lui x, mulţimea £ conţine odată cu un element x şi opusul 
acestuia. Astfel axioma 4) este şi ea îndeplinită, afirmaţia 
noastră fiind complet demonstrată. Aşadar, orice submul-
ţime te SI care verifică condiţiile a) şi b) este un spaţiu 
liniar, care se numeşte subsfaţiu liniar (sau simplu subspaţiu) 
al spaţiului SC. 

2.42. Exemple 
a. Vectorul nul al spaţiului St formează evident cel mai 

mic subspaţiu posibil al spaţiului SC. 
b. întreg spaţiul SI este cel mai mare subspaţiu posibil 

al spaţiului SC. 
Aceste două subspaţii — vectorul nul şi întreg spaţiul — 

se numesc uneori subspaţii triviale, iar celelalte subspaţii se 
numesc proprii (sau netriviale). 

c. Fie £x şi £2 două subspaţii ale unui acelaşi spaţiu 
liniar SC. Mulţimea tuturor vectorilor xeSi care aparţin 
atît lui £x cît şi lui £2 formează un subspaţiu numit inter
secţia subspaţiilor £x şi £2. Mulţimea tuturor vectorilor de 
forma y -j- z unde yett, z e £ 2 formează un subspaţiu 
numit suma subspaţiilor £x şi £2-

d. în spaţiul °f3 toţi vectorii paraleli cu un plan fixat 
formează un subspaţiu; acelaşi lucru are loc pentru vectori 
paraleli cu o dreaptă fixată. Dacă este vorba nu de vectori 
ci de puncte (2.17), atunci subspaţiile spaţiului °f3 sînt mul-

57 
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ţimile de puncte situate pe plane sau drepte trecînd prin 
originea coordonatelor. 

e. în spaţiul Kn considerăm mulţimea L a tuturor vec
torilor x = (I j , | a , ..., |ffl) ale căror coordonate satisfac sis
temul de ecuaţii liniare 

allx1 + alzx2 + ... + auxn = 0, 
a2Xxx + a22x2 + ... + a,nxn ==. 0, ,m 

anx1 + «i2^2 + ••• + a,knxn = 0 

cu coeficienţi din corpul K şi cu termenii liberi egali cu 0. 
Un astfel de sistem se numeşte sistem liniar omogen. Un sistem 
liniar omogen este totdeauna compatibil, deoarece are în 
mod evident soluţia „nulă" xx = x9 = ... = xn — 0. 

Fie (41', 41», ..'., 41') şi (42>, 42 ',^..,42)) două soluţii ale 
sistemului (8); considerăm numerele 

C% = $ + Cf\ C2 = 4] + 42), - , Cn = $ ) + Şgi 
Afirmăm că (cp c2. ..., cn) este de asemenea soluţie a sistemului 

, (8). într-adevăr, înlocuind aceste numere în ecuaţia i-k 
a sistemului, se obţine 

% c i + ai2c2 + ... + « w = aa(c[v + 42>) + 8^(4^ + 

+ of) + ... + ain(W + #>) = ( 4 ^ ) + ai2cV + 

+ ... + flfi^>) + {ancV + a,i2âŞ + ... + aincŞ) = 0, 
ceea ce trebuia arătat. 

Această soluţie este^numită suma soluţiilor (4X), 4?> ••••> c»') 
şi (42), 42)> •••> 42))- î n m ° d analog, dacă (e1; c2, ..., c„) 
este o soluţie oarecare a sistemului (8), atunci (Xcx, Xc2,..., XcM), 
pentru orice \<=K fixat, este de asemenea soluţie a sistemu
lui (8); această soluţie va fi numită produsul soluţiei (cXi 
c2, ..., cn) cu numărul X. 

Astfel, soluţiile unui sistem liniar omogen cu coeficienţi 
într-un corp K pot fi adunate între ele şi pot fi înmulţite cu 
numere din acelaşi corp K. 

Cu aceasta am probat că mulţimea L este un subspaţiu 
al spaţiului K„ şi deci un spaţiu liniar. El se numeşte spaţiul 
soluţiilor sistemului (8). în 3.14 vom calcula dimensiunea 
acestui spaţiu şi vom construi o bază a sa. 

Vezi problema 9. 

58 

2.43. Notăm cîteva proprietăţi ale subspaţiilor, legate de 
definiţiile din paragrafele 2.2 — 2.3. 

Mai întîi, orice relaţie liniară care leagă vectori x, y, ..., z 
dintr-un subspaţiu £ este adevărată şi pentru întreg spaţiul SC 
şi reciproc; în particular, dependenţa liniară a vectorilor 
x, y, ..., ze£ are loc simultan în spaţiul £ şi în spaţiul SC. 
Dacă de exemplu în spaţiul SC orice n-\-l vectori sînt liniar 
•dependenţi, atunci această afirmaţie va fi cu atît mai mult 
adevărată în subspaţiul £. De aici rezultă că dimensiunea 
oricărui subspaţiu £ al unui spaţiu n-dimensional SC nu depă
şeşte numărul n. î n acest caz, conform teoremei 2.34, în fiecare 
subspaţiu £ c SC se poate construi o bază formată din atîţia 
vectori din £ cît dimensiunea subspaţiului £. 

Dacă în spaţiul SC este fixată o bază et, e?, ..., en, atunci 
este evident în general că nu se poate obţine o bază a subspa
ţiului £ alegînd direct o parte din vectorii e1; e2, ..., en, pentru 
că se poate întîmpla ca nici unul din aceşti vectori să nu apar
ţină lui £. însă vom arăta că dacă este fixată o bază flt f2, ...,f 
într-un subspaţiu £ (avînd dimensiunea l < n), atunci întot
deauna se pot găsi vectori fl+i, . . . , /„ în i? astfel încît sistemul 
Ji'fb •••'fi' •••>fn s<z constituie o bază a lui SC. 

Pentru demonstraţie vom raţiona astfel. în spaţiul SC 
există vectori care nu se exprimă liniar p r in / i , /2 , ...,fi (care 
nu sînt combinaţii liniare ale acestor vectori); într-adevăr, 
dacă astfel de vectori nu ar exista* atunci vector i i / x , / 2 , ...,fi 
(presupuşi liniar independenţi) ar constitui o bază pentru 
spaţiul SC şi conform teoremei 2.35 dimensiunea lui SC ar fi 
egală cu / şi nu cu n. Notăm p r in / i + 1 un vector oarecare care 
nu se exprimă liniar p r i n / i , /2 , . . . , / ( . Sistemul fx, /2 , ...,/;, 
ft+i este liniar independent; într-adevăr dacă ar exista o 
relaţie de forma 

«l/l + «2/2 + ••• + «-i fi + Znlfi+l = °j 

atunci în cazul cînd ai+1 # 0 ar rezulta că / i + 1 se exprimă 
liniar prin fi, /2 , •••,/*, iar în cazul cînd a!+1 = 0 ar rezulta 
că vectorii/1? f2, ...,fi sînt liniar dependenţi şi ambele cazuri 
conduc la o contradicţie. Aşadar, sistemul / j , f2, ...,fi, f+i 
este liniar independent. Mai departe, dacă orice vector din SC 
se exprimă liniar p r in / x , / 2 , . . . , / i + 1 atunci sistemul/ -!,/2, . . . , / ; , 
fl+i formează o bază în 3C şi în acest câz / + 1 = n, iar con
strucţia cerută este încheiată. Dacă / -4- 1 < n, atunci există 
un vector / i + 2 care nu se exprimă liniar prin / 1 ; /2 , ...,/;, 
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fi+{. în acest mod se continuă construcţia şi după un număr 
finit de paşi (n—l paşi) se obţine o bază a spaţiului 31, 

Vezi problema 10, 

2.44. Vom spune că vectorii gx, ...,gk din Si sînt liniar 
independenţi peste un subspaţiu £ c St dacă din faptul că 

«îgi + ••• + arfft€£; «!, ..., <xksK, 

rezultă că ax= ... = a.k = 0. Dacă £ este subspaţiul nul, 
atunci liniar independenţa peste £ revine la liniar indepen
denţa obişnuită. Dependenţa liniară a vectorilor gx, g2, •••,£& 
peste subspaţiul £ revine la existenţa unei combinaţii liniare 
aig'i + ••• + <*kgic situată în £, în care nu toţi coeficienţii 
«!, ..., a s sînt nuli. 

Cel mai mare număr posibil de vectori din spaţiul Si, 
care sînt liniar independenţi peste subspaţiul £ c 31, se 
numeşte dimensiunea lui Si peste £. 

Dacă vectorii gx, .-.., gk sînt liniar independenţi peste un. 
subspaţiu £ c Si i a r / j , ;..-,/, sînt vectori liniar independenţi 
în subspaţiul £, atunci gx, ..., gK, fx, ...,fl sînt liniar indepen
denţi în spaţiul Si. într-adevăr, dacă ar avea loc o egalitate 
de forma 

«j/l + ••• + *i'fl + hgl + •:• + P&g* = °> 
atunci scrisă sub forma 

Pigx +••• + hg, = ^ («i/i + ... + *Jt)e£ 
ca ar implica relaţiile (3X ==... = pfc = 0, deoarece gx, ..., g^ 
sînt liniar independenţi peste £ ; mai departe, ar rezulta 
a i / i + ••• + az/i = 0, deci flcj, = ... = a; = 0, în virtutea 
independenţei liniare a vectorilor fx, ...,fl. 

Vectorii fl+x, ...,/„ construiţi în 2.43 sînt liniar independenţi 
peste subspaţiul £ ; într-adevăr, dacă ar avea loc o egalitate 
de forma 

«i+l/i+i + ••• + a»/» = «i/i + ••• + «i/i, 
unde nu toţi coeficienţii a.1+x, ..., <xn sînt nuli, atunci vectorii 
fx, ...,/» ar fi liniar independenţi, contrar construcţiei făcute. 
Aşadar, dimensiunea spaţiului SC peste £ nu este mai mică 
decît n—l. Pe de altă parte, ea nu poate fi nici mai mare 
decît n—l deoarece dacă ar exista n—/-)-1 vectori, de exemplu 
hx, ..., &„_i+i, liniar independenţi peste £, atunci în spaţiul 
St ar fi liniar independenţi vectorii hx, ..., hn..l+x, fx, ...,fu 
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al căror număr este mai mare decît n. Aşadar, dimensiunea 
lui Si peste £ este egală cu n—l, în cazul considerat. 

2.45. Sumă directă. Se spune că spaţiul £ este suma 
directă a subspaţiilor £1; ..., £m dacă: 

a. Pentru orice x e £ există o descompunere de forma 

x = xx + ... + xm, unde xx.e £x, ..., * m e £ m . 

b. Această descompunere este unică': dacă 

* — % + ... + xm = 3'x + ... + ym 

şi dacă x}e £jt y}e £,, j = 1, ..., « , atunci xx = _yx, •••">
 xm = 

Condiţia V rezultă din următoarea condiţie mai simplă: 
b' . Dacă are loc o descompunere a lui zero 0 = zx + ... + 

•4- zm, unde zxe tx, ..., zme £,m, atunci zx = ... = zm — 0. 
într-adevăr, dacă este îndeplinită condiţia b ' şi se consideră 

descompunerea de la pct. b , atunci 

0 = (xx — yx) + ... -4- (xm — ym) 

şi aplicînd b ' se obţine xx = yx, ..., xm = ym. 

De fapt condiţiile de la pct. b şi b ' sînt echivalente, deoa
rece şi 2.45 b ' rezultă din 2.45 b punînd x = 0, xx = ... = 
= xj=0. 

Din 2.45 b rezultă că oricare două din subspaţiile 2X, ... ,£m 

au în comun doar elementul 0. într-adevăr, dacă am avea 
ze£% şi ze£j, atunci din compararea descompunerilor 

z = z + 0, zeS,}, 0e£ f c , 

z = 0 + z, 0 e £ ; , ze£k, 

şi din condiţia b, ar rezulta că z — 0. 
Aşadar, orice spaţiu w-dimensional 31%, este sumă directă 

a n subspatii unidimensionale, definite de orice n vectori 
liniar independenţi. Mai mult, spaţiul Stn poate fi reprezentat 
în moduri distincte sub forma unei sume directe de subspatii 
de dimensiuni mai mari decît 1. 

2.46. Fixăm un subspaţiu £ într-un spaţiu n-dimensio
nai Sin. Vom arăta că întotdeauna există un subspaţiu $11 c Sin 
a cărui sumă directă cu £ este egală cu întreg spaţiul Sin. Pentru 
demonstraţie folosim vectorii fHX, ...,,/„ construiţi în 2.43, 
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liniar independenţi peste subspaţiul £. Fie S\l subspaţiul 
format din toate combinaţiile liniare ale vectorilor fl+1, . . . , / „ ; 
arătăm că acesta satisface condiţia cerută. într-adevăr, 
deoarece vectorii fxi . . . , /„ constituie o bază în Stn (2.43), 
fiecare vector x e £ admite o descompunere de forma 

x = «i/t + ... + a,/, + a,+1/j+i + ... + a„/„ = v + z, 

unde v = a i / i + ... -f- a : / , e £, z = a,+1/i+1 + ... + a n / neiKl . 
Din condiţia x = 0 rezultă <x} = 0 (/ == 1, ..., n), conform 
independenţei liniare a vectorilor fx, ••-,/„• Aşadar, condiţiile 
2.45 a), b) sînt îndeplinite şi Stn este suma directă a subspa-
ţiilor £. şi fk. 

2.47. a. Considerînd subspaţii £x, ..., £OT şi dacă dimensiu
nea spaţiului '£„ este egală cu rt(Ă = 1, ..., m), iar în fiecare 
spaţiu tk sînt puşi în evidenţă cîte rt vectori liniar indepen
denţi fkl, ...,/kn,, atunci *orice vector x al sumei £ = £i + ••• 
... -f- £m poate fi exprimat liniar prin aceşti vectori. Aşadar, 
dimensiunea sumei subspaţiilor £x, ..., £m nu este mai mare 
decît suma dimensiunilor lor. Dacă suma £,x-{-... -\- £.m 

este directă, atunci toţi vectorii fkX, ...,fkrt{k = 1, ..., m) 
sînt liniar independenţi şi în acest caz dimensiunea sumei 
este suma dimensiunilor. • • 

b. în cazul general, dimensiunea sumei se determină în 
funcţie de dimensiunile termenilor într-un mod mai compli
cat ; considerăm cazul dimensiunii sumei a două subspaţii 
finit-dimensionale 2 şi & ale spaţiului St. 

Fie p dimensiunea lui 2 şi q dimensiunea lui ă. Notăm 
cu £ intersecţia subspaţiilor S şi & şi cu l dimensiunea sa. 
Alegem o bază ex, ,e%, •••, el a lui £ şi folosind cele spuse la 
punctul 2.43, completăm aceşti vectori prin fl+1, fm, •••,fP 
pînă la o bază a subspaţiului 2 şi prin vectorii gl+1, gM, ..., gq 
pînă la o bază a subspaţiului ă. Fiecare vector al sumei 
2 + (2 este prin definiţie suma unui vector din 2 cu unul din 
ă, deci el poate fi exprimat liniar prin vectorii ex, e?, ..., et, 
/ , + i , ...,/(?, gi+i, •••, gq' Arătăm că aceşti vectori constituie o 
bază a subspaţiului 2 -f- &. Pentru aceasta rămîne să probăm 
doar independenţa lor liniară. Admitem prin absurd că ar 
exista o relaţie liniară de forma 

a.xex + ... + a,e, + $l+1ft+x + ... + $Pf9 + 

+ Yi+igi+i + ••• + ToSa = 0- (9) 
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unde nu toţi coeficienţii <xx, ..., yq sînt nuli. Atunci numerele 
YJ+I> •••. Y<z nu pot fi toate nule căci altfel vectorii ex, e3, ..., et, 
fi+i> •••>/» ar fi liniar dependenţi (ceea ce contravine fap
tului că ei constituie o bază a subspaţiului 2). Prin urmare, 
vectorul 

x = Yi+igi+i + •- + Yaga # ft (10) 
este nenul (altfel ar rezulta că vectorii gl+1, ...,gt sînt liniar 
dependenţi). Din relaţia (9) deducem 

— x = axex+ ... + <xjve% 

iar din (10) rezultă xeă. Prin urmare x aparţine şi lui 2 
şi lui ă, deci # e £ . Dar atunci 

X = Yj+ift+i + ••• + Ysga = V i + V a + ••• + V; -

Deoarece vectorii ex, e2, ..., e„ gl+x, ..., gg sînt liniar indepen
denţi (bază pentru (2), rezultă că yl+x = ... = yq = 0. Con
tradicţia obţinută arată că vectorii ex, e2, ..., ev fl+1, ...,fP, 
gi+i' •••,ga sînt liniar independenţi, adică formează o bază 
pentru 2 -f- c2. 

Conform teoremei 2.35 dimensiunea subspaţiului 2 -f ă 
este egală cu numărul vectorilor unei baze, adică p -f q — l. 
Aşadar, dimensiunea stimei a două subspaţii este egală cu 
suma dimensiunilor lor din care se scade dimensiunea inter
secţiei. 

c. COROLAR. Bacă într-un spaţiu n-dimensional (real) 
SI n se consideră două subspaţii Slp şi 8H9 de dimensiuni p şi q 
respectiv (p -f- q.^n), atunci intersecţia §ips\ $la are dimen
siunea cel puţin egală cu p -f- q — n. 

2.48. Spaţii-cît. 
a. înt r-un spaţiu liniar 3£ fixăm un subspaţiu £. Un 

element xeSi se numeşte congruent cu un element yeSi 
(mai corect, congruent relativ Ia £) dacă x — ye,2. Evident, 
în acest caz y este şi el congruent cu x, deci relaţia de congru
enţă este simetrică. Orice xeSi este congruent cu el însuşi. 
Apoi dacă x este congruent cu y şi y este congruent cu z, 
atunci x este congruent cu z, deoarece x — z = (x — y) -f 
+ (v - z) 6 £. 

b. Mulţimea tuturor elementelor yeSl congruente cu 
un element fixat xeM se numeşte clasa lui x şi se notează 
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cu X. Conform celor spuse, clasa X conţine elementul x 
însuşi şi orice două elemente yeX, zeX sînt congruente 
între ele. în fine, dacă u <ţ X, atunci u nu este congruent cu 
nici un element din clasa A". De aceea două clase X şi Y 
sau nu au elemente comune, sau ele coincid. Una din clase 
este întreg subspaţiul £ ; deoarece ea conţine elementul nul 
al spaţiului Si, această clasă se notează cu 0. 

c. întreg spaţiul SC se descompune într-o reuniune de 
clase disjuncte X, Y, ... . Colecţia acestor clase se va nota 
Si/S,. Introducem în mulţimea Si/S operaţii liniare în modul 
următor. Fie X, Y clase şi a, (3 elemente ale corpului K; 
vom defini clasa cxX + $Y. Pentru aceasta alegem xeX 
şi yeY arbitrare şi fie Z clasa care conţine elementul z = 
= ocx -f- (3y; această clasă o notăm a.X + fiY. Arătăm că 
ea este bine definită. Dacă în clasa X alegem elementul xx, 
iar în clasa Y elementul yx, atunci 

(«*i + M — («* + $y) = «(*i — *) + Kvi — y) 
V 

aparţine subspaţiului £, odată cu xx— x şi yx—y; aceasta 
înseamnă că axx + pyx aparţine aceleiaşi clase ca şi ax -f- py. 

în particular, am definit adunarea claselor X, Y şi înmul
ţirea lor cu numere a e K. Arătăm că aceste operaţii verifică 
axiomele 2.12 — 2.13 ale unui spaţiu liniar. într-adevăr, 
din faptul că elementele spaţiului Si veiifică 2.12 1) —2) 
şi 2.13 5) —8) rezultă direct că aceste axiome sînt adevărate 
şi pentru clase. Elementul zero în spaţiul SC/S este clasa 0 
(cbnstînd din toate elementele subspaţiului £). Clasa opusă 
clasei X este clasa care constă din elementele opuse elemente
lor clasei X. Astfel, mulţimea tuturor claselor verifică şi 
axiomele 2.12, 3) —4). 

Spaţiul liniar SijS construit mai sus se numeşte spaţiul-
cît (sau spaţiul-factor) al spaţiului Si prin subspaţiul £. 

2.49. TEOREMĂ. Fie S,C = Sin un spaţiu liniar n-dimen
sionai peste corpul K, £ = £( c Si un subspaţiu l-dimensional 
al lui Si. Atunci spaţiul-cît SijS, are dimensiunea n—/. 

Demonstraţie. Alegem în mod arbitrar o bază fx, ...,fl 

în subspaţiul £ şi o completăm (2.43) cu vectorii fHX, ...,/„ 
pînă la o bază a întreg spaţiului Si. Considerăm clasele A i + 3 , . . . 
..., Xn care conţin respectiv elementele fl+x, . . . ,/„ şi arătăm 
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că ele formează o bază a spaţiului Si/S. Pentru orice xeSi 
există o reprezentare de forma 

« 

de aceea pentru clasa X a lui x există o reprezentare 
n 

*=/+i 

Arătăm că clasele Xi+X, ..., Xn sînt liniar independente. 
Dacă numerele al+i, ..., an din K satisfac relaţia 

*l+xXl+1+... + «nXn^0eSi/S, 

atunci în particular rezultă că 

a i+i/i+i + ••• + «« /»££ ; 

cum vectorii fl+x, . . . , /„ sînt liniar independenţi peste £ 
(2.44), rezultă că a î+1 = ... = a„ = 0, ceea ce trebuia demon
strat . Astfel, Xl+x, ..., Xn formează bază în SC/S; numărul lor 
n—l este dimensiunea spaţiului Si/S (2.35) şi teorema este 
demonstrată. 

§ 2.5. Acoperiri liniare 

2.51. Un mijloc important de construire de subspaţii îl 
constituie formarea acoperirii liniare a unui sistem fixat 
de vectori. 

Fie x, y, z,... un sistem de vectori din spaţiul liniar Si; 
acoperirea (sau înfăşurătoarea) liniară a/sistemului x, y, z, ... 
este prin definiţie mulţimea tuturor combinaţiilor liniare 
(finite) 

ax+ py + yz+ ... (11) 

cu coeficienţii «, p, y, ... din corpul K. Se arată uşor că pentru 
această mulţime sînt îndeplinite condiţiile 2.41 a, b ; de 
aceea acoperirea liniară a sistemului x, y, z, ... este un subspa
ţiu al spaţiului Si. Acest subspaţiu conţine evident vectorii 
x, v, z, ... . Pe de altă parte, orice subspaţiu conţinînd vec
torii x, y, z, ... conţine toate combinaţiile lor liniare (11); 
aşadar, acoperirea liniară a vectorilor x, y, z, ... este cel mai 
mic subspaţiu care conţine aceşti vectori. Acoperirea liniară 
a vectorilor x, y, z, ... se notează prin S(x, y, z, ...). 
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2.52. Exemple 
a. Acoperirea liniară a vectorilor ex, e2, •••, en formînd o 

bază a unui spaţiu SC coincide evident,cu întreg spaţiul SC. 
b. Acoperirea liniară a unei perechi de vectori (necoli-

. niari) din spaţiul % constă din toţi vectorii paraleli cu planul 
format de cei doi vectori. 

c. Acoperirea liniară a sistemului de funcţii 1, t, t2, ..., t* 
din spaţiul K(a, b) (K fiind [R sau <D) coincide cu mulţimea 
tuturor polinoamelor în variabila t de grad cel mult k. Aco
perirea liniară a sistemului infinit de funcţii 1, t, fi, ... constă 
din toate polinoamele (de orice grad) în variabila t cu coefi
cienţi din corpul K. 

2.53. Subliniem două proprietăţi ale acoperirilor liniare. 
a. LEMĂ. Dacă vectorii x', y', ... aparţin acoperirii liniare 

a vectorilor x, y,..., atunci acoperirea liniară £ (x', y\ ...) 
este conţinută în acoperirea liniară £ (x, y, ...). 

într-adevăr, deoarece vectorii x', y', ... aparţin subspa-
ţiului $-(%, y, ...), toate combinaţiile lor liniare, adică toate 
elementele acoperirii liniare £>(x', y', ...), aparţin de asemenea 
subspaţiului S,(x, y, ...). 

b. LEMĂ. Orice vector al sistemului x, -y, ... care depinde 
liniar de ceilalţi vectori ai acestui sistem poate fi eliminat 
fără modificarea acoperirii liniare. 

într-adevăr, dacă de exemplu, vectorul x depinde liniar 
de vectorii y, z, ..., aceasta înseamnă că xe £(y, z, ...). 
De aici şi din lema de la punctul a rezultă că t(x, y, z, ...) c 
ct(y, z, ...). Pe de altă parte, este evident că £(3', z, ...)cz 
c$,(x, y, z, ...). Rezultă atunci că £(y, z, ...) — S.(x, y, z,...), 
ceea ce trebuia dovedit. 

2.54. Punem problema construirii unei baze a acoperirii' 
liniare şi a determinării dimensiunii acoperirii. în rezolvarea 
acestei probleme vom presupune că numărul vectorilor x, y,... 
care generează acoperirea liniară £(x, y, ...) este finit (deşi 
unele din rezultate nu cer în mod esenţial această ipoteză). 

Admitem că printre vectorii x, y, ... care generează aco
perirea liniară £(x, y, ...) se pot găsi r vectori liniar indepen
denţi pe care îi notăm xlt x2, ..., xr şi prin care poate fi expri
mat liniar orice vector din sistemul x, y, .... în acest caz 
putem afirma că vectorii %, x2, ..., xr formează bază a spaţiului 
£(x,y, ...). într-adevăr, orice vector ze$.(x, y, ...) poate 
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I fi exprimat liniar printr-un număr finit de vectori din siste
mul x, y, ...; dar fiecare din vectorii acestui sistem se exprimă 
liniar prin %, x2, ..., xr, de aceea în final vectorul z poate fi 
exprimat liniar direct prin vectorii %, x2, ..., xr. în conjuncţie 
cu ipoteza independenţei liniare a vectorilor xx, x2, ..., xr, 
rezultă că ambele condiţii din definiţia bazei (2.31) sînt înde
plinite şi xh x2, ..., xr formează bază pentru £(x, y, ...). 

Conform teoremei 2.35 dimensiunea spaţiului 2(x, y, ...) 
este egală cu r. Deoarece într-un spaţiu r-dimensional nu 
pot exista mai mult de r vectori liniar independenţi, relativ 
la dimensiunea r a spaţiului t(x, y, ...) se pot face următoa
rele observaţii: 

a. Dacă numărul vectorilor generatori x, y, ... este mai 
mare decît r atunci vectorii x, y, ... sînt liniar dependenţi; , 
dacă numărul lor este egal cu r, atunci ei sînt liniar independenţi. 

b. Orice r-{-l vectori din sistemul x, y, ... sînt liniar de
pendenţi. 

c. Dimensiunea spaţiului. &(x, y, ...) se poate defini ca 
numărul maxim de vectori liniar independenţi din sistemul 
x, y, .... 

i § 2.6. Hiperplane 

2.61. Aşa cum am văzut în 2.42 d, imaginea geometrică, 
corespunzînd noţiunii de subspaţiu, pentru spaţiul ^3 în 
interpretarea „punctuală" (şi nu „vectorială") este un plan 
sau o dreaptă trecînd prin originea coordonatelor. Este de 
dorit ca şi planele şi dreptele care nu trec prin originea coor
donatelor să intre de asemenea în consideraţiile noastre. 
Observînd că astfel de plane (sau drepte) se obţin din plane 
(respectiv drepte) care trec prin originea coordonatelor prin 
translaţie în spaţiu se ajunge în mod natural la următoarea 
construcţie generală. 

Fie £ un subspaţiu oarecare al unui spaţiu liniar SC şi 
x0 un vector fixat, care în general nu aparţine lui £. Conside
răm mulţimea H a tuturor vectorilor x care se obţin prin 
formula 

x = xo + y, . • 
unde vectorul y parcurge întreg subspaţiul £. Mulţimea H 
se numeşte hiperplan, obţinut prin translaţia subspaţiului £ 
de vector x0. 

în general un hiperplan nu este subspaţiu. 
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2.62. Exemple ^ 
a. în spaţiul °?a mulţimea tuturor vectorilor avînd origi

nea în originea coordonatelor şi extremitatea situată pe un 
plan y. formează un hiperplan. Se arată uşor că acest hiper-
plan este un subspaţiu dacă şi numai dacă planul y trece 
prin originea coordonatelor. 

b. Considerăm în spaţiul Kn mulţimea H a vectorilor 
x = (2(i. ?a. •••> ?») a*e căror coordonate verifică simultan 
sistemul de ecuaţii liniare 

axxxx + axzx2 + ... + «i„#„ = h, ' • , 
«21*1 + «22*2 + ••• + «2»«»H *2. , (12) 

" %t% + #*2*2 + ••• + «*»#» = &*• , 
Fie L mulţimea vectorilor y = (YJJ, TJ2, • •-, vj„) ale căror coor
donate verifică sistemul de ecuaţii liniare omogene cu ^aceiaşi 
coeficienţi 

«ujvi + «12̂ 2 + ••• + <hnyn = °> 
«21̂ 1 + «2'272 + •" + "*8*3f.i = 0, I (13) 

<Wl + «Jfc2>'2 + '•• + «*n^„ = 0. . 
După cum am văzut mulţimea L este un subspaţiu al 

spaţiului Kn. Fie x0=(E,f>, ^0), ..., ^0)) o soluţie a siste
mului (12). Arătăm că mulţimea H coincide cu mulţimea 
tuturor sumelor x0 + y, unde y parcurge întreg subspaţiul L. 
într-adevăr, dacă y — {y\x, TJ2, ..., TJ„) este o soluţie oarecare 
a sistemului (13), atunci vectorul x 

x = Xo + y = (gjo) + ^ ?(0) + ^ ^ go, + ^ 

este evident o soluţie a sistemului (12), adică aparţine mul
ţimii H. Invers, dacă x este un vector arbitrar din H, atunci 
diferenţa y = x—x0 satisface deja sistemul (13), adică vec
torul aparţine subspaţiului L. în virtutea definiţiilor date 
mai sus, mulţimea H este un hiperplan, anume, cel obţinut 
prin translaţia subspaţiului -L de vector x0. 

2.63. Oricărui hiperplan, deşi el nu este un subspaţiu, 
i se poate asocia o anumită dimensiune. Anume, dimensiunea 
unui hiperplan H este prin definiţie egală cu dimensiunea 
subspaţiului £, prin a cărui translaţie s-a obţinut hiperplanul. 
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Pentru ca această definiţie să fie corectă, trebuie arătat 
că hiperplanul considerat H poate fi obţinut prin translaţia 
unui singur subspaţiu. Pentru demonstraţia acestei afirmaţii, 
admitem că hiperplanul H este rezultatul translaţiei subspa
ţiului £ de vectori x0 şi în acelaşi timp, rezultatul translaţiei 
unui subspaţiu .£' de vector x'0. 

Atunci pentru orice zeH avem z — x0-\-y cu yei, 
şi în acelaşi timp, z — x'0, + y' cu y' 6 £'. De aici rezultă că 
£' este mulţimea vectorilor definiţi prin formula y' =- (x0 — 
'— xo) + y> u n de y este un vector arbitrar din £, adică £' 
se obţine din £ prin translaţia de vector xx == x0 — x'0. Ară
tăm că xx aparţine lui £. Vectorul nul, ca orice alt element 
din subspaţiul £' se poate scrie sub forma xx + yx, unde 
yxe £ (deoarece £' este obţinut prin translaţia subspaţiului £ 
de vector xx); de aici rezultă că xx = —yx şi de aceea xx 
aparţine lui £, ceea ce trebuia dovedit. Dar în acest caz, 
orice alt vector y'eS.' aparţine subspaţiului £, deoarece el 
se reprezintă ca suma vectorului xx e £ cu un vector y e £. 
Aşadar, „are loc incluziunea £'<=£. în virtutea simetriei 
condiţiilor, se poate demonstra analog, că £ c £ ' , de unde 
rezultă că £ = £', ceea ce am afirmat. 

în cele ce urmează, hiperplanele de dimensiune 1 vor fi 
numite linii drepte, iar hiperplanele de dimensiune 2, plane. 

Vezi problemele 11 — 14. 

§ 2.7. Morfisme şi spaţii liniare 

2.71. Presupunem că fiecărui vector x' al unui spaţiu 
liniar Si' îi corespunde, după o anumită regulă w, un vector 
bine determinat x" dintr-un spaţiu liniar Si". Regula w 
se numeşte morfism (sau operator liniar) dacă sînt îndeplinite 
următoarele relaţii: 

a) <*>(x' + y') = ta(x') + co(jy') pentru orice x', y' din Si'; 
b) to(a#') = a.<n{x') pentru orice x'eSi'j a.eK. 

Dacă morfismul <o aplică spaţiul Si' pe întreg spaţiul Si" 
(adică este aplicaţie surjectivă), atunci w se numeşte epi* 
morfism. Dacă morfismul w este aplicaţie injectivă (x' ^ y' 
implică <A(X') ^ «(>>')), atunci ci se numeşte monomorfism. 
Dacă morfismul co stabileşte o corespondenţă biunivocă 
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între spaţiile SC' şi SC", adică este simultan monomorfism şi 
epimorfism, atunci w se numeşte izomorfism, iar spaţiile St' 
şi SI" însele se numesc izomorfe (sau mai exact, K-izomorfe). 

Notaţia unanim acceptată a unui morfism ca mai sus 
este 

« : SC -* Si". 

2.72. Exemple 
a. Fie £ un subspaţiu al unui spaţiu SI. Aplicaţia w 

care asociază fiecărui vector xe £ acelaşi vector x în spaţiul X, 
este un morfism între spaţiile £*şi St şi anume un monomor
fism (dacă £ ^ ££, acest morfism nu este epimorfism). Acest 
morfism co : £ -> SC se numeşte scufundarea lui £ în SC. 

b. Fie £ un subspaţiu al' unui spaţiu SC şi §C/£ spaţiul 
cît al spaţiului St prin subspaţiul £ (2.48). Aplicaţia w 
care asociază oricărui vector xeSC clasa corespunzătoare 
XcSt/S., conţinînd elementul "x, este un morfism de la St 
în SCIt, şi anume un epimorfism (dacă £ # 0 acest morfism to 
nu este monomorfism). Acest morfism co se numeşte 
aplicaţia canonică a lui SC pe SCf£. 

2.73. a. Presupunem că spaţiul SC' este «-dimensional 
avînd baza e[, ..., e'n. în spaţiul SC" alegem în mod arbitrar 
vectorii e'[, ..., <. Oricărui vector x' « E ^ e S C îi asociem 

n 
vectorul a(x') = «" = J^ţ^i cu aceiaşi coeficienţi lk (k = 
.= 1; ..., n). Arătăm că aplicaţia u> astfel definită este un 
morfism al spaţiului SC' în spaţiul St". 

Presupunem pentru aceasta că în spaţiul SC' sînt fixaţi 
doi vectori . . 

atunci conform 2.33, 

*' + / =E(^ + ^)i 
Conform definiţiei lui w, 

» K 

«(*')= E**£ "(•>'')= E ^ * -
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Pe de altă parte, 

«t** + / ) = E & + ^)e* = E ^ B + E ^ = 
' . , : • " l . . . 

= «(*') + 6>(y'), 
şi astfel, condiţia 2.71 a este îndeplinită. în mod similar-x 
pentru orice a.e K, avem 

( n \ / n \ n 

« E *̂e* 1 = w E a ^ = ]C a -̂e* ^ 
A=l / U = l / A=l 

A = l 

deci este îndeplinită şi condiţia 2.71 b. Aşadar-aplicaţia co 
este un morfism co : St' ->SC", ceea ce trebuia demonstrat. 

b. Indicăm în ce condiţii morfismul w descris la punctul 
a este epimorfism. Evident, condiţia necesară şi' suficientă 
pentru ca co să fie epimorfism este ca orice vector x" e.Si" 

n 
să poată fi reprezentat sub forma E ^e'L cu alte cuvinte, 

A = i • - . : • • • • • •..'' 

SC" să coincidă cu înfăşurătoarea liniară a vectorilor e'{, .,., e'^. 
c. Indicăm condiţii în care morfismul &> descris la pct. a 

este monomorfism. Pentru aceasta este necesar şi suficient ca 
vectorii S^4 ' . S%^ care diferă cel puţin într-o pereche 
de coordonate (adică există k astfel încît £s & 7]fc) să fie 
vectori distincţi în spaţiul Si". Dar aceasta este echivalent cu 
liniar independenţa vectorilor e'{, ..., e"n. Aşadar, morfismul o> 
este monomorfism dacă şi numai dacă vectorii e'[, ..., e'^sţnt 
liniar independenţi. . . ', 

d. Ca un corolar, rezultă că morfismul <o descris în a 
este izomorfism dacă şi numai dacă vectorii e"x, ..., e"n sînt 
liniar independenţi şi înfăşurătoarea lor liniară coincide 
cu întreg spaţiul- Si". Cu alte cuvinte, morfismul w este 
izomorfism dacă şi numai dacă vectorii e\, ..., el formează o 
lază a spaţiului St". 

2.7'4. TEOREMĂ. Orice două spaţii n-dimensionale Si' 
şi Si" {peste acelaşi corp K) sînt K-izomorfe. 

Demonstraţie. Fie e\, ..., e'n o bază a spaţiului Si' şi e\, ..., e"„ 
o bază a spaţiului St". Cu ajutorul acestor sisteme de vectori 
se poate construi morfismul « aşa cum este indicat în 2.73 a. 

71 



' 

Conform 2.73 d, acest morfism este un izomorfism, ceea ce 
trebuia arătat 

2.75. COROLAR. Orice spaţiu vectorial n-dimensional peste 
un corp K este K-izomorf cu spaţiul K„ (2.15 b). In particular, 
orice spaţiu complex n-dimensional este C-izomorf cu spaţiul 
<2„ şi orice spaţiu real n-dimensional este \R-izontorf cu spa
ţiul <&„. 

2.76. Alte proprietăţi ale monomorfismelor şi epimorfismelor. 
a. Fie co : SC' -> SC" • un morfism de spaţii vectoriale. 

Considerăm mulţimea tuturor vectorilor <&(x)eSC" cmd x' 
parcurge întreg spaţiul St'. Această mulţime constituie 
evident un subspaţiu £" c •SC", numit domeniul de valori 
al morfismului co (sau imaginea lui co şi este notat uneori 
Im o). Este clar că aplicaţia co : SC' ->£" este epimorfism şi 
că dacă morfismul co : St' ->SC" este monomorfism, atunci 
morfismul © : SC' ~> £" este un izomorfism. 

b. Fie <•> : SC' ->SC" un morfism fixat. Considerăm mul
ţimea £' a tuturor vectorilor x'eSC' pentru care &>(%') = 0. 
Mulţimea £' este evident subspaţiu al spaţiului SC', numit 
nucleu (sau spaţiul nul) al morfismului ca. 

Construim spaţiul-cît SC'/S' (2.48). Toate elementele 
x' care sînt în aceeaşi clasă X'e 3T/£' sînt duse prin morfis
mul co într-unui şi acelaşi element al spaţiului SC"; într-adevăr, 
pentru două astfel de elemente x' şi y' avem x' — y' = z' e £', 
de unde co(#') — co(v') = co(^')=0, o*(x') = <*(y'). Asociem 
oricărei clase X'e SC'/£' elementul x" = o(x')eSC", unde 
x'eX' este orice element fixat; am văzut mai sus că x" 
este definit în mod bine determinat. Notăm x" => Cl(X'). 
Aplicaţia Ci, după cum se vede uşor, este un morfism de la 
spaţiul SC'jt' în SC"; el este monomorfism deoarece din faptul 
că X' ¥=Y', x'eX', y'e Y', rezultă' 

Cl(X') - C1(Y') = co(*') - co(/) = o>(x' — / ) ^ 0. 

Astfel, orice morfism co : SC' -* 3C* generează un monomorfism 
£J : SC'/£' "*• *&"• Dacă morfismul co ar fi epimorfism, atunci 
monomorfismul Ci ar fi epimorfism, deci un epimorfism 
CI : SC' -> SC" dă naştere unui izomorfism Q : §£'/£' -> §T. 

Vom relua studiul morfismelor în capitolul 4. 
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PROBLEME 

1. Formează mulţimea vectorilor dintr-un plan, avînd capetele îa 
originea unui reper ortogonal în acel plan şi extremităţile în primul cadran, 
un spaţiu liniar (relativ la operaţiile uzuale) ? 

2. Formează spaţiu liniar, mulţimea tuturor vectorilor din plan cu 
excepţia celor care sînt paraleli cu o dreaptă fixată din acel plan? 

3. Considerăm mulţimea P a numerelor reale strict pozitive cu urmă
toarele operaţii: prin „sumă" a două numere din P se înţelege produsul 
lor uzual şi prin produs~kr(K e[R, r e P) se înţelege puterea uzuală r . 
Este P un spaţiu vectorial relativ la aceste operaţii? 

4. Să se arate că în cazul a n vectori daţi într-un spaţiu SC» un cri
teriu de dependenţă liniară a lor îl constituie anularea determinantului 
format din componentele acelor vectori. 

5. Să se arate că [în spaţiul eH(a, b), unde Q <3 a < b, funcţiile t"1, 
t"'..., *"* sînt liniar independente, dacă at, a2,..., u.% sînt numere reale dis
tincte două cîte două. 

6. Fie SC un spaţiu liniar şi ev e2, ..., eH un sistem de vectori astfel 
încît: 

fiecare vector x e SC să admită o reprezentare x = ^«j 4- !;»** •<£ a. 
b. pentru un vector fixat xB e St această reprezentare este unică. 
Să se arate că sistemul ex, e2,.... e0 constituie o bază a spaţiului SC. 
7. Indicaţi o bază a spaţiului P (din problema 3t. 
8. Ce dimensiune are spaţiul P (problema 3) ? 
9. în spaţiul °?3 se consideră două subspaţii bidimensionale distincte £x 

şi £a (adică două plane distincte trecînd prin originea coordonatelor). 
Indicaţi interpretările intersecţiei şi sumei subspaţiilor £j şi ta. 

10. Să se demonstreze teorema: dacă dimensiunea unui subspaţiu 
£ c SC coincide cu dimensiunea spaţiului SC, atunci S, — St. 

11. Este bine determinat, pentru un hiperplan fixat, vectorul de 
translaţie xB care figurează în definiţia acelui hiperplan? 

12. Să se arate că orice hiperplan H c SC are următoarea proprietate: 
dacă x e H, y e H, atunci ax -h (1 — a) y e H pentru orice a real. Invers, 
dacă o submultime H <= SC are această proprietate, să se arate că H este un 
hiperplan. Ce proprietate geometrică este exprimată aici? 

13. Hiperplanele Hx şi H3 au dimensiunile p şi q respectiv. Ce dimen
siune minimă poate avea un hiperplan H3 astfel încît, fiind aşezat con
venabil, el să conţină Ht şi Ha ? 

14. Problema similară pentru trei hiperplane Hv H3, H3 cu dimen
siunile p, q, T. 

15. Conform teoremei 2.74 spaţiile unidimensionale Slj şi P (pro
blema 3) sînt izomorfe. Cum se poate explicita acest izomorfism? 

file:///R-izontorf


Capitolul 3 ; '; 
SISTEME DE ECUAŢII LINIARE 

§ 3.1. Complemente relativ la rangul unei nlatrici 

3.11. Am întîlnit de cîteva ori pînă acum matrici şi unele 
proprietăţi legate de noţiunea de rang (1.92). în acest para
graf studiem mai detaliat astfel de proprietăţi, ceea ce ne 
va permite să dăm soluţia completă a problemelor sistemelor 
liniare de ecuaţii, formulate în § 1.2. 

Reamintim definiţiile de bază din § 1.9. 
Se consideră o matrice cu n linii şi k coloane, cu elementele 

atj(i — indice de linie, j — indice de coloană, i = 1, 2, ..., n; 
j = 1, 2, ..., k) dintr-un corp K: 

A = 1 Ciot dnn 

* 1 * 

(1) 

Bacă în această matrice se aleg arbitrar m linii şi m co
loane, atunci elementele care se află la intersecţiile acestor 
linii şi coloane formează o matrice pătratică de ordinul m: 

Determinantul acestei matrici se numeşte minor de ordin m 
al matricii A. Un număr natural.r se numeşte rangul matricii 
A dacă există un minor de ordin r, diferit de zero şi toţi 
minorii de ordin r-{~ 1 sînt nuli. Dac5ă matricea A are rangul 
r> 0, atunci orice minor al ei de ordin r, diferit de.zero, 
se numeşte minor principal. Liniile şi coloanele unei matrici 
la intersecţia cărora se află elementele unui minor principal, 
se numesc linii principale şi coloane principale. 

Consideraţiile ulterioare se bazează pe posibilitatea de a 
da fiecărei coloane formată din n numere, interpretarea geo
metrică de vectori în spaţiul ^-dimensional Kn (2.15 b). 
Matricea A însăşi apare în acest sens ca un sistem de k vec
tori din spaţiul Kn; notăm cu x} vectorul corespunzător 
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coloanei j a matricii A(j = 1, 2, ..., k). O combinaţie liniară a 
coloanelor lui A înseamnă o astfel de combinaţie între 
vectorii corespunzători (2.22 b). 

Considerăm în spaţiul Kn acoperirea liniară a vectorilor 
xx, %i, ..., xk (2.51). Vom arăta că vectorii care corespund 
coloanelor principale ale matricii A — pentru precizare pre
supunem că primele r coloane sînt principale — formează 
o bază a acestei acoperiri liniare. Pentru aceasta, este sufi
cient să dovedim că vectorii xh x2, ..., xr sînt liniar indepen
denţi şi că vectorii rămaşi xr+1, ..., x~k pot fi exprimaţi liniar 
cu ajutorul lor (2.54). Arătăm mai întîi prima din aceste 
afirmaţii. Dependenţa liniară a vectorilor xx, x2, ..., xr este 
echivalentă cu dependenţa liniară a primelor r coloane ale 
matricii A. Dar atunci în virtutea teoremei 1.96 orice deter
minant de ordin r, construit pe aceste coloane şi orice r 
linii ale matricii A, este egal cu zero. în particular, va fi 
egal cu zero minorul principal al lui A, ceea ce contrazice 
definiţia acestuia. Astfel prima afirmaţie este demonstrată." 
A doua afirmaţie a fost de fapt demonstrată în 1.93; for
mulată acolo pentru coloanele lui A, ea"a constituit enunţul 
„teoremei minorului principal". Cu aceasta, am dat demon
straţia completă a faptului că vectorii xly %%, ..., xr formează 
o bază a spaţiului £(%, x2, ..., xk). în virtutea teoremei 2.35 
dimensiunea acestui spaţiu este egală cu r, adică tocmai 
rangul matricii A. Am obţinut următorul rezultat important: 

TEOREMĂ. Dimensiunea acoperirii liniare a vectorilor 
definiţi de coloanele unei matrici A este egală cu rangul acestei 
matrici. Vectorii care corespund coloanelor principale ale lui A 
formează o bază a acoperirii liniare considerate. 

3.12. Propoziţiile care urmează constituie de fapt conse
cinţe evidente ale celor spuse la punctul 2.54 a-c. 

a. TEOREMĂ. Dacă rangul matricii A este mai mic decît 
numărul, coloanelor ei (r < k), atunci coloanele lui A sînt 
liniar dependente. Dacă rangul lui A este egal cu numărul 
coloanelor (r = k), atunci coloanele lui A sînt liniar indepen
dente. 

b. TEOREMĂ. Orice r-j-1 coloane ale unei matrici de rang 
r sînt liniar dependente. 

c. TEOREMĂ. Rangul oricărei matrici este egal cu nu
mărul maxim al coloanelor ei liniar independente. 
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Această ultimă propoziţie are o mare însemnătate princi
pială, deoarece ea cuprinde în sine o nouă definiţie a rangului 
unei matrici. 

3.13. Dacă se transpune matricea A, adică, se trece de la 
A la matricea A', ale cărei linii sînt coloanele lui A, atunci 
rangul lui A' va fi evident acelaşi cu rangul lui A. Dar con
form teoremei 3.12 c rangul lui A este egal cu numărul maxim 
al coloanelor (sau echivalent al liniilor lui A') liniar indepen
dente. Ajungem astfel la următoarea concluzie oarecum 
neaşteptată. 

TEOREMĂ. Numărul maxim al liniilor liniar independente 
ale oricărei matrici coincide cu numărul maxim al coloanelor 
ei liniar' independente. 

Trebuie notat că această teoremă este netrivială; orice 
demonstraţie directă a ei ar necesita un lanţ de raţionamente 
echivalent cu demonstraţia teoremelor 1.93 şi 3.11. 

3.14. Notăm de asemenea rezultatul următor care decurge 
din teorema 3.11 şi din lema 2.53 b : 

TEOREMĂ. Daca una din coloanele -matricii A este com
binaţie liniară a celorlalte coloane, atunci ea poate fi eliminată 
din matrice' fără a modifica rangul lui A. 

Vezi problemele 1 — 2. 

§ 3.2. Compatibilitatea nebanală a unui sistem liniar omogen 

3.21. Considerăm un sistem liniar omogen 
.^11% + «i2*2 + ••• + alnxn m 0, 
#21% + #22*2 + ••• + a2nxn = 0, 

0*1*1 + %2*2 + ••• + a]enx„ = 0. 

(2) 

Aşa cum deja ştim, acest sistem este întotdeauna compa
tibil, deoarece are soluţia banală (nulă) x± — x2 = • •• = 
= xn = 0. Problema de bază cu care ne întîlnim în studiul 
sistemelor liniare omogene este următoarea: în ce condiţii 
un sistem omogen este „compatibil nebanal", adică admite şi 
alte soluţii în afara soluţiei banalei Rezultatele din §3.1. 
ne permit să rezolvăm direct această proprietate. într-adevăr, 
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existenţa unei soluţii nenule a sistemului (2) este echivalentă» 
aşa cum am văzut în 2.22 b, cu dependenţa liniară a coloa
nelor matricii 

A =-
«i i 
a21 

a,--. 12 

...a. •2» 

H2 

iar teorema 3.1.2 a arată că această dependenţă liniară are 
loc dacă şi numai dacă rangul matricii A este mai mic decît 
numărul coloanelor. Astfel se obţine teorema următoare: 

TEOREMĂ. Dacă rangul matricii A este egal cu numărul n, 
atunci sistemul (2) nu admite soluţii nenule. Dacă rangul 
lui A este strict mai mic decît n, atunci există soluţii nebanale 
ale sistemului (2); în acest caz şi numai în acest caz sistemul 
este compatibil nebanal. 

3.22. în particular, dacă numărul ecuaţiilor din sistemul 
(2) este mai mic decît numărul necunoscutelor (k < n)y 
atunci rangul lui A este evident strict mai mic decît n şi 
sistemul va avea soluţii nenule. Dacă k = n, atunci problema 
existenţei soluţiilor nenule depinde de valoarea lui det A: 
dacă det A i= 0, atunci r = n şi sistemul (2) nu are soluţii 
nenule, iar dacă det A ^ 0, atunci r < n şi există soluţii 
nenule. Pentru k > n trebuie consideraţi toţi determinanţii 
posibili de ordin n care se obţin alegînd n linii oarecare ale 
matricii A ; dacă toţi aceşti determinanţi sînt egali cu zero, 
atunci r < n şi există soluţii nenule; dacă printre aceşti de
terminanţi există unul diferit de zero, atunci r — n şi siste
mul (2) admite numai soluţia nulă. 

Vezi problema 3. 

§ 3.3. Condiţia de compatibilitate a unui sistem liniar general 

3.31. Considerăm un sistem general de ecuaţii liniare 

1̂1*1 + a12^2 + ••• + iIlnxii = = Pi 
a2\X\ + «22^2 + ••• + a2nxu = 2̂> ^ m 

H\x\ + aic2x2 + ••• + alcnxn 
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Acestui sutem i se pot asocia două matrici 

A 
%11 tâj2 

^ ? 1 ™22 

* l f » 

4kX 4k2 

Ax = 
"XX 

"ZX 

%»• h 
$22 . . . Clt> 

Hz %kn ®lc "hm ii i| 

numite respectiv matricea de bază a sistemului (3) şi matricea 
extinsă a sistemului (3). O teoremă importantă asupra com
patibilităţii sistemului (3) este următoarea 

TEOREMĂ (Kronecker-Capelli). Sistemul (3) este compatibil 
dacă şi numai dacă matricile A şi Ax au acelaşi rang {adică 
rangul matricii extinse este egal cu rangul matricii de bază a 
sistemului). 

Demonstraţie. Presupunem mai întîi că sistemul (3) este 
.compatibil şi fie ch c.z, ..., c„ o soluţie. Aşadar 

anc± + ancz + ... + alncn = blt 

a21 c l + a2ZcZ + ••• + a2ncn — 2̂» 

aklcl + ah2cZ ah„c. Jcn^n 

Aceste egalităţi arată că ultima coloană a matricii Ax este 
combinaţie liniară a celorlalte coloane ale acestei matrici 
(cu coeficienţii cx, c2, ..., cn). în virtutea teoremei 3.14 ultima 
coloană a matricii Ax poate fi eliminată fără modificarea 
rangului ei. Dar prin eliminarea ultimei coloane a matricii 
Ai se obţine tocmai matricea A. Aşadar, dacă sistemul (3) 
este compatibil, atunci matricile A şi A% au acelaşi rang. 

Admitem acum că matricile A şi Ax au acelaşi rang şi 
arătăm că sistemul (3) este compatibil. Fio r rangul matricii A 
(aşadar şi al matricii Ax). Considerăm r coloane principale 
ale matricii A ; ele vor fi coloane principale şi pentru matri
cea A±. Conform teoremei 1.93 ultima coloaaă a matricii Ax 
va fi combinaţie liniară a coloanelor principale, deci combi
naţie liniară a tuturor coloanelor lui A. Dacă notăm cu cx, 
c?, ..., cn coeficienţii acestei ultime combinaţii liniare, atunci 
se obţin egalităţi de forma 

%]Cl + #12̂ 2 + ••• + « lA = K 
a2Xcx -f- a22ci -f- ... -f- aZncn — bz, 

akXcX -\~ akZc2 + = h-

(4) 
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Astfel, relaţiile (4) arată că sistemul (3) are soluţie xx = cx, 
x2 = c?, ..., xn — cn şi ca atare sistemul (3) este compatibil. 
Teorema este complet demonstrată. 

§ 3.4.. Soluţia generală a unui sistem liniar 

3.41. Teorema Kronecker-Capelli stabileşte o condiţie 
generală de compatibilitate a unui sistem liniar, dar nu dă 
o metodă de obţinere explicită a soluţiei. în acest paragraf,' 
vom deduce o formulă care exprimă soluţia generală a unui 
sistem liniar. - ' 

Prin soluţie generală a sistemului (3) se înţelege mulţimea" 
tuturor expresiilor de forma ; -. » 

% =/j («n. «ia» •••> akn, K •••> K i\, •••» qt), i <j<n, 
unde membrii din dreapta sînt funcţii depinzînd de coefi
cienţii a{} ai sistemului (3), de termenii liberi b} şi de para
metrii nedeterminaţi qx, ..., qs, astfel încît pentru orice valori 
fixate ale parametrilor q} (din corpul K) să se obţină mărimi 
x} = Cj (j = 1, ..., n) care constituie,o soluţie a sistemului (3) 
şi invers, orice soluţie a sistemului (3) se obţine printr-o, 
alegere convenabilă a valorilor parametrilor qx, ..., qs din K. 
în 2.62 b am văzut că mulţimea tuturor sumelor de forma 
xo + y> unde x0. este o soluţie particulară a acestui sistem 
iar y parcurge mulţimea tuturor soluţiilor sistemului omogen 
corespunzător, constituie mulţimea tuturor soluţiilor sis
temului (3). Acum acest fapt poate fi exprimat astfel: 
soluţia generală a sistemului neomogen (3) este suma unei 
soluţii particulare a acestui sistem cu soluţia generală a sis
temului omogen. 

Fie dat sistemul liniar (3) presupus compatibil cu matricea 
de bază A — \\au\\ de rang r. Se poate presupune că un 
minor principal M al matricii A este aşezat în colţul din 
stînga sus (altfel, se face o permutare a liniilor şi coloanelor 
lui A, ceea ce revine la o permutare a ecuaţiilor şi necunoscu
telor în sistemul (3)). Considerăm primele r ecuaţii ale sis
temului (3), pe care le scriem astfel: 
# J 1 % + ^12^2 + ••• + Ot>Xr%r = "1 — al, r+XXr+X — ••• — alnXn> 
anxx -\- a2?x2 - j - ... -\- aZrxr —-0% aZy r+xxr+x — ... — ciZnxn, , 

®rlXl + ar2X2 + ••• + anXr = h — « r , r+Xxr+X ~ ••• ~ amxn- ) •• 
(5) 
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Dăm necunoscutelor xr+1, ..., xn valori arbitrare cr+x, ..., cn. 
Atunci sistemul (5) devine un sistem de r ecuaţii cu r necu
noscute xx, x2, ...., xr cu determinantul M diferit de zero 
(minor principal al matricii A). Acest sistem poate fi rezolvat 
cu regula lui Cramer 1.73; există aşadar numere cx, c?, ..., cn 
care înlocuite în sistemul (5), în locul necunoscutelor xx, 
Xp ..., xn, transformă ecuaţiile acestui sistem (5) în identi
tăţi. Arătăm că aceste valori cx, c2, ..., cn satisfac şi celelalte 
ecuaţii ale sistemului (3). 

Primele r linii ale matricii extinse Ax a sistemului (3) 
sînt linii principale ale acestei matrici (deoarece rangul 
matricii extinse este egal cu r şi în primele r linii ale matricii 
Ax se află minorul nenul M). în virtutea teoremei 1.93, 
aplicată pentru linii, fiecare din ultimele linii ale matricii A l 
este combinaţie liniară a primelor r linii. Pentru sistemul (3) 
aceasta înseamnă că fiecare ecuaţie a sistemului (3), înce-
pînd cu a (r-f-1)—a este combinaţie liniară a primelor r 
ecuaţii ale acestui sistem. Aşadar, dacă primele r ecuaţii ale 
sistemului (3) sînt verificate de valorile xx — cx, ..., xn — cn, 
atunci toate celelalte ecuaţii ale sistemului sînt de asemenea 
verificate. 

3.42. Pentru a scrie soluţia astfel construită a sistemu
lui (3) sub forma unei formule, notăm cu Af̂ cq) determinantul 
care se obţine din minorul principal M = det |']%|j (*','/ = 
= 1, 2, ..., r) prin înlocuirea coloanei j cu coloana formată 
din numerele cch <xt, ..., oq, ..., oer. Atunci, scriind soluţia sis
temului (5) cu ajutorul formulei lui Cramer, se obţine 

= — [M,{bt) - c,+1M,(«,,r+1) - ... — cJM,(at%)], 

( ; = l , . . . , r ) , (6) 

% = ci U = ?+ !. •••>«)• 
Aceste formule exprimă valorile necunoscutelor x} = 

8=8 Di U — 1» 2> •••> r) Prm- coeficienţii sistemului, prin termenii 
liberi şi prin mărimile arbitrare (parametri) cr+1, cr+2, ..., cn, 

Arătăm că în formulele (6) este cuprinsă orice soluţie a 
sistemului (3). într-adevăr, fie cx, c§, ..., c?+1, ..., c° o soluţie 
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oarecare a sistemului (3). Evident, ea este de asemenea soluţie 
a sistemului (5). Dar conform regulii lui Cramer, din sis
temul (5), mărimile c\, c§, ..., c° se determină cu ajutorul 
mărimilor c°+1,..., c°, anume conform formulelor (6). Astfel, 
pentru cr+1 = cj?+1,..., c„ — c° formulele (6) ne dau tocmai 
soluţia considerată cf, c\, ..., 6%, ceea ce trebuia arătat. îrt 
acest mod, formulele (6) dau soluţia generală a sistemului (3).. 

Vezi problemele 4 — 7. 

§ 3.5. Proprietăţi geometrice ale mulţimii soluţiilor unui sistem 
liniar 

3.51. Considerăm mai întîi cazul unui sistem liniar omo
gen (2); ştim însă că mulţimea tuturor soluţiilor unui astfel 
de sistem formează un spaţiu liniar (2.42 e). Notînd acest 
spaţiu prin L, ne propunem să calculăm dimensiunea lui şi 
să construim o bază a lui L. 'i 

Formulele (6) capătă în acest caz forma 

r-Me4 = c,.+1M^.,r+1) + ... + cnM}{a(n) (j = l,2,...,r) 

deoarece Mj{bt) = Ms(0) = 0. (7) 

Fiecărei soluţii (cx, cz, ..., cr, cr+1, ..., cn) a sistemului (2) .* 
îi asociem vectorul (cr+1, ..., cn) din spaţiul Kn_r. Deoarece 
numerele cr+x, ..., cn pot fi luate arbitrar şi definesc în mod 
bine determinat soluţia sistemului (2), atunci corespon
denţa între spaţiul soluţiilor sistemului (2) şi spaţiul K„.r 
se obţine în mod biunivoc. Deoarece prin această corespon
denţă, se păstrează operaţiile liniare, după cum se verifică 
imediat, această corespondenţă este un izomorfism. Astfel, 
spaţiul L al soluţiilor unui sistem omogen de ecuaţii liniare cu 
n necunoscute, avînd rangul matricii coeficienţilor egal cu r, 
este izomorf cu spaţiul Kn_r. în particular, dimensiunea spa
ţiului L este egală cu n—r. 

3.52. Orice sistem format din n—r soluţii liniar indepen
dente ale unui sistem liniar omogen de ecuaţii formează o 
bază a spaţiului tuturor soluţiilor (conform teoremei 2.34) 
şi se numeşte sistem fundamental de soluţii. Pentru construirea 
unui sistem fundamental de soluţii putem folosi orice bază 
a spaţiului Kn-r '> m virtutea izomorfismului anterior, soluţiile; 
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corespunzătoare ale sistemului (2) vor constitui o bază în 
spaţiul tuturor soluţiilor acestui sistem. 

Cea mai simplă bază a spaţiului K„.r este formată din 
vectorii ^ = ( 1 , 0 , ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., en„r = (0, 0, ...,1) 
(2.32 b). Pentru a obţine soluţia sistemului (2) corespun
zătoare de exemplu vectorului eu este necesar ca în formulele 
(7) să înlocuim cr+J = 1, cr+z = ... = c„ = 0 şi să definim 
valorile corespunzătoare ct = df) (i = 1, 2, ..., n). în mod 
analog se construieşte soluţia corespunzătoare oricărui alt 
vector e} (/.= 2, ...,n—r). 

Mulţimea de soluţii ale sistemului (2) astfel construită se 
numeşte sistem fundamental normal de soluţii. Notînd aceste 
soluţii prin x&, x&, ..., #(»-»> atunci prin însăşi definiţia 
-unei baze,' pentru orice soluţie x are loc o egalitate de forma 

x = ai**1) + a2*<2> + ... + an^n~r\ (8) 

Deoarece în formula (8) este cuprinsă orice soluţie a siste
mului (2), această formulă dă soluţia generală a sistemului (2). 

Vezi problema 8. 

3.53. Trecem acum la considerarea unui sistem neomogen 
;{3) în cazul general. Aşa cum s-a demonstrat în 2.62 b, ima
ginea geometrică H, corespunzînd mulţimii tuturor solu
ţiilor unui sistem neomogen, este un hiperplan în spaţiul 
«-dimensional Kn, obţinut prin translaţia subspaţiului' L 
al soluţiilor sistemului omogen asociat (izomorf cu spaţiul 
$.„_„ după cum s-a arătat), printr-un vector x0 care reprezintă 
o soluţie particulară a sistemului neomogen.*De aici se deduce 
în primul rînd că dimensiunea Mperplanului H coincide cu 
dimensiunea spaţiului L. 

Dacă r este rangul matricii de bază a sistemului (3), atunci 
orice vector y al subspaţiului L se poate reprezenta sub forma 
•unei sume 

y = aiy& + a2y2> + ... + *n„ry^r\ 
unde _y(1), y2), ..., yB-*>. sînt vectorii unei baze a subspaţiului 
L (constituind un sistem fundamental de soluţii). Aşadar, 
orice vector x al hiperplanului H se poate reprezenta sub forma 

x = XQ + y = x0 + a^'1» + a3y2> + ... + a„-ry(n~n. 
Acest rezultat, în limbaj de soluţii ale sistemelor (3) şi (2), 
-este compatibil cu principiul stabilit la punctul 3.41: soluţia 
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generală a sistemului neomogen (3) este egală cu stima unei 
soluţii particulare (fixată arbitrar) a acestui sistem cu soluţia 
generală a sistemului omogen asociat (2). 

Vezi problema 9. 

§ 3.6. Metode de calcul al rangului unei matrici 

3.61. Pentru folosirea practică a metodelor de rezolvare 
a sistemelor liniare de ecuaţii dezvoltate în paragrafele ante
rioare, este necesar să ştim să calculăm rangul unei matrici 
şi să găsim un minor principal al ei. Evident, definiţia rangu
lui unei matrici dată în 1.92 nu conţine mijlocul cel mai prac
tic de a calcula rangul respectiv; de exemplu, într-o matrice 
pătratică de ordin 5, se pun în evidenţă un minor de ordin 5, 
25 minori de ordin 4, 100 minori de ordin 3 şi 100 minori de 
ordin 2; se înţelege că dacă am dori să determinăm rangul 
acestei matrici cu ajutorul calculului direct al valorilor tuturor 
acestor minori, aceasta ar fi o problemă dificilă practic. 
în acest paragraf vom da cîteva mijloace simple de calcul al 
rangului unei matrici şi de determinare a unui minor principal 
al ei, bazate pe studiul cîtorva operaţii asupra coloanelor 
şi liniilor matricii, care nu modifică rangul matricii; 
aceste operaţii se numesc operaţii elementare. Deoarece rangul 
unei matrici nu se modifică, după cum am dovedit, prin. 
transpunerea matricii, vom defini aceste operaţii numai 
pentru coloanele matricii. în legătură cu aceasta, în demon
straţii vom utiliza interpretarea geometrică a unei matrici 
cu n linii şi k coloane ca matricea coordonatelor unui sistem 
de k vectori xx,x2, • ••, xk din spaţiul w-dimensional JlB şi 
teorema 3.11, conform căreia rangul acestei matrici, este 
egal cu dimensiunea acoperirii liniare a vectorilor xx, xz, ..., xk. 

a. Permutarea coloanelor. Presupunem că într-o matrice A 
se permută oricum coloanele ei; arătăm că această operaţie 
nu modifică rangul matricii. într-adevăr, dimensiunea aco
peririi liniare a vectorilor %, xz, ..., %. nu depinde de ordinea 
în care sînt consideraţi aceşti vectori; aşadar, rangul matricii 
nu depinde de ordinea coloanelor ei. 

b. Renunţarea la un multiplu comun nenul al elementelor 
unei coloane fixate. Presupunem că X £ 0 este un multiplu 
comun al elementelor primei coloane a unei matrici A. Pria 
înlocuirea sistemului de vectori \xx, xz, ..., % cu sistemul 
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:,%,, x2, ..., xh, dimensiunile acoperirilor liniare ale acestor sis
teme sînt aceleaşi (deoarece acoperirile liniare însele coincid). 

']De aceea rangul matricii A nu se modifică prin această operaţie 
elementară. 

c. Adăugarea la o coloană a unei alte coloane înmulţită 
•cu un factor oarecare. Presupunem că Ia coloana j a matricii A 
se adună elementele coloanei m înmulţite cu un acelaşi nu-
:.măr X. Aceasta înseamnă că sistemul de vectori xlt ..., x}, ... 
..., xm, ..., xk este înlocuit cu sistemul %,...,%-f-?a;m, ... 
..., xm, ..., xb. Arătăm că acoperirile liniare £x şi £2 ale aces
tor sisteme coincid. într-adevăr, toţi vectorii celui de al 
doilea sistem aparţin acoperirii liniare a primului sistem şi 
de aceea £2 c £1( conform 2.53 a. Pe de altă parte, egali
tatea x} = (Xj 4- ^%m) — h%m arată că vectorul x} intră în 
acoperirea liniară a vectorilor celui de al doilea sistem; 
deoarece toţi ceilalţi vectori ai primului sistem aparţin de 
asemenea acestei acoperiri liniare, rezultă că £j c £2. Aşadar ,-
,£x — £2. De aceea rangul matricii A nu se modifică în urma 
efectuării operaţiei elementare considerate. 

d. Eliminarea unei coloane formată numai clin elemente 
nule. O astfel de coloană corespunde vectorului nul din spaţiul 
<H„. Este evident că eliminînd vectorul nul dintr-un sistem de 
vectori xx, x2, ..., xk (care l-ar conţine) nu modifică acoperirea 
liniară £(%, x2, •••, xk); în acelaşi timp nu se modifică nici 
rangul matricii A. 

e. Eliminarea unei coloane care este combinaţie liniară 
.a celorlalte coloane. Justificarea acestei operaţii elementare 
a fost dovedită în 3.14. 

Subliniem încă o dată că toate propoziţiile demonstrate 
în punctele a—e pentru coloanele matricii A au loc ele ase
menea „şi pentru liniile ei. 

3.62. Calculul rangului unei matrici şi indicarea unui 
minor principal. Arătăm cum se poate calcula rangul unei 
niatrici date A şi cum se poate indica un minor principal 
al ei prin utilizarea operaţiilor anterior descrise (a—e). 
Dacă matricea A este nulă, atunci rangul ei este egal cu zero. 
Presupunem că în matricea A există cel puţin un element 
nenul; prin permutarea liniilor şi coloanelor putem presu
pune că acest element se află în colţul din stînga sus al ma
tricii. Scăzînd din fiecare coloană prima coloană înmulţită 
^convenabil cu anumiţi coeficienţi, toate celelalte elemente 
,ale primei linii devin nule. Nu vom face în continuare alte 
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schimbări în elementele primei linii şi primei coloane (cel 
mult să le aşezăm altfel). Dacă printre celelalte elemente, 
care nu aparţin primei linii sau primei coloane, nu există 
elemente nenule, atunci rangul matricii A este egal cu 1. 
Dacă însă există un element nenul, acesta poate fi adus, 
prin permutări de linii şi coloane, la intersecţia liniei a doua 
cu coloana a doua şi ca mai sus, pot fi anulate toate elemen
tele liniei a doua care se află la dreapta lui. Observăm că 
operaţiile indicate nu privesc prima linie şi prima coloană. 
După această operaţie, linia şi coloana a doua sînt de asemenea 
lăsate pe loc. Continuînd în acest mod, vom aduce matricea A 
la una din următoarele două forme (socotind că numărul 
coloanelor este cel mult egal cu numărul liniilor, ceea ce se 
poate realiza printr-o eventuală tţanspunere): 

Ax 

1 « j 

c 2 1 

^31 

ck\ 
c * + l , l 

C B l 

0 0 
a2 0 
c 32 «3 

c 4 2 c 4 3 
c * + l , 2 c*+l>3 • 

c «2 cnB 

. .0 
. .0 
.. 0 

•a* 
•• Cfchlj 

• cnk 

0 
0 
0 

0 . 
0 

0 

.. 0 

.. 0 

.. 0 

. . 0 
..0 

, , 0 

sau 

A* = 

^ 0 0 ... 0 
c2i a3 0 ... O 
^31 C-.K «8 ••• ° 

"ml lm3 * M 

cnl cni C M 3 ••• '1111 

unde numerele a1; a2, ..., a* sînt nenule. în primul caz, rangul 
matricii Ax este egal cu k şi un minor principal (în matricea 
transformată) se află în colţul din stînga sus; în al doilea caz, 
rangul matricii A2 este egal cu m (numărul coloanelor) şi un 
minor principal, în matricea transformată, se află în primele m 
linii. Rangul matricii A iniţiale este astfel determinat; poziţia 
unui minor principal se poate stabili dacă urmărim în ordine 
inversă toate operaţiile care au fost efectuate asupra matricii^. 
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Ca exemplu considerăm următoarele matrice cu 6 linii şi 5 coloane 

1 
- 2 

3 
- 1 
- 1 
- 2 

2 
- 1 

•1 
0 

- 2 

- 2 

6 
0 

- 1 
2 

- 7 

- 5 

- 2 
- 5 

8 
- 4 

3 

- 1 

- 1 
- 1 

1 
- 1 

2 

1 

î n linia secundă se află deja un zero; folosind o metodă generală putem 
obţine pe această linie încă de trei ori zero. Pentru comoditate permutăm 
mai întîi primele două linii şi apoi prima coloană cu cea de a doua 
(astfel încît în colţul din stînga sus să se afle cel mai mic element în valoare 
absolută, anume —1). Obţinem astfel: 

- 2 - l 0 - 5 - l 

6 - 2 - l 

3 

- 1 

- 1 

- 2 

1 

0 

- 2 

- 2 

- 1 

2 

- 7 

- 5 

8 

- 4 

3 

- 1 

1 

- 1 

2 

1 

•1 - 2 

6 - 2 - 1 

1 

0 

- 2 

- 2 

3 

- l 

- l 

- 2 - 5 - l 
(semnul ~ între două matrici arată în acest caz egalitatea rangurilor lor). 
Pentru obţinerea a încă trei zerouri în prima linie, înmulţim prima coloană 
respectiv cu - 2 , -5, - 1 şi adunăm la coloanele a doua, a patra şi a 
cmcea: 

0 0 0 0 

A, 

— 1 

2 - 3 - 1 2 

Jl 1 — 1 3 0 

0 - 1 2 - 4 _ 1 

-2 3 - 7 13 4 

-2 2 - 5 9 3 

Apoi se observă că se obţin cu uşurinţă elementele nule în linia a 
treia; mai întîi permutăm această linie cu a doua, apoi adăugăm la coloa
nele a treia şi a patra, coloana a doua înmulţită cu 1 şi —3 respectiv; 

A~ 

- 1 
1 
2 
0 

- 2 

- 2 

0 

Si 
- 3 
- 1 

3 
_2 

0 
- 1 

6 
2 

- 7 

- 5 

0 
3 

- 1 2 
- 4 

13 
9 

0 
0 

- 3 
- 1 

4 

3 

~ 

- 1 
1 
2 
0 

- 2 

- 2 

0 
1 

- 3 
- 1 

3 • 
2 

0 
0 
3 
1 

- 4 

- 3 

0 
0 

- 3 
- 1 

4 

3 

0 
0 

- 3 
- 1 

4 

3 

*.-*,. 
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Coloanele a patra şi a cincea ale matricii Ax obţinute sînt proporţio
nale cu coloana a treia şi pot fi eliminate. Matricea obţinută în final are 
evident, rangul 3, deci rangul matricii A iniţiale este de asemenea egal 
cu 3. Un minor principal al matricii Ax este dispus în primele trei linii 
şi primele trei coloane. Urmărind succesiunea transformărilor efectuate 
asupra matricii iniţiale, se observă că aceste transformări nu influenţează 
valoarea absolută a acestui minor. Aşadar, în matricea iniţială, minorul 
din colţul din stînga sus (din primele trei linii şi primele trei coloane) 
este principal. 

Vezi problema 10 (începînd din acest moment nu vor mai fi indicate 
explicit problemele legate de textul propriu-zis). 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze teorema: pentru ca o matrice | |«y 11 de ordin m 
să aibă rangul r < 1 este necesar şi suficient să existe numerele av.., am 
şi bu b2, ..., bm astfel încît "«0 = afij (i, j = 1, 2, ..., m). 

2. într-un spaţiu «-dimensional Sln se consideră k vectori liniar inde
pendenţi xx, *2 , •••, xk. Să se arate că acoperirea liniară £ (x±, x2, ..., *j.) 
este bine definită dacă se cunosc valorile tuturor minorilor de ordin h 
ai matricii A = | | o 4 W)| | formate din coordonatele vectorilor xv x2, ..., xk 
într-o bază ev e2,..., en. 

3. Să se arate că sistemul (2) pentru k = n admite soluţia c\ = Aţi, 
c2 = Afr, !,., en — Âin(l^i^.n), unde Ailc este complementul algebric al 
elementului a « (i fixat), dacă rangul matricii A este mai mic decît n. 

Observaţie. Acest fapt permite construirea fără dificultate a soluţiilor 
nenule ale sistemului (3) în cazul cînd rangul matricii sistemului este 
egal cu n — 1. 

4. Să se rezolve sistemul 

xl + X2 + x3 + xi + XS = 7 . 

3xx +• 2x2 + x3+ ,r4 — 3* 5 = - 2, 

x2 -f 2xs + 2Xi + 6x5 = 23, 

5x, + 4*a + 3*3 + 3*4 — *5 = 12. 

5. Să se studieze soluţiile sistemului 

Xx + y -f "x =='' .1, 

* + \y + z = X, 

* + y + \z = X2 

în funcţie de parametrul real >.. 

6. î n ce condiţii t rei drepte axx + bxy + c, =• 0, atx | bty \- et m 0, 
« 3 * + b3y + c3 = 0 trec prin acelaşi punct? 
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7. în ce condiţii n drepte a\x + bxy + Cl — 0, atx + bay + c2 <== 0,... 
§.., anx + bn<y ţf ca — 0 trec prin acelaşi punct? 

8. Să se determine sistemul fundamental normal de soluţii pentru 
sistemul de ecuaţii 

#1 + #g + #» + #4 + #5 = 0, 
3#! + 2*a + #3 + xt - 3x5 = 0, 

*3 + 2*3 + 2*4 + 6*s = °. 
5xt + 4xs + 3% + 3*4 — *5 = 0. 

9. Să. se indice soluţia generală a sistemului din problema 4 utilizînd 
sistemul fundamental normal de soluţii corespunzătoare sistemului omogen 
găsit în problema 8. 

10. Să se determine rangul şi să se indice cîte un minor principal 
pentru matricile 

Ax 

1 

2 

- 2 

6 

- 1 

1 

1 

0 

0 

0 

- 2 

- 1 

- 5 

0 

- 1 

0 

1 

.1 

0 

1 

3 

1 

8 

- 1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

- 1 

0 

- 4 

2 

- 1 

0 

0 

0 

1 

1 

- 1 

- 2 

3 

- 7 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

• ^ 9 

- 1 

- 5 

1 

• 

11. Presupunem că într-o matrice A există un minor M de ordin r 
diferit de zero şi că orice minor de ordin r -f- 1 incluzîud toate elementele 
minorului Af este egal cu zero. Să se arate atunci că rangul matricli A 
este egal cu r. 

12. Să se construiască o matrice 

A = 

cunoscînd valorile minorilor 
an a„ 

a 

Q. R. 
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13. Pentru un sistem de ecuaţii avînd matricea coeficienţilor pătratîeâ 
« 

să se demonstreze «alternativa lui Fredholm»: sau sistemul (9) are soluţia 
şi aceasta este unică pentru orice 61,.... &« sau sistemul omogen 

» 

ft=l 

admite soluţii nenule. 
14. Să se arate că sistemul de ecuaţii 

anxt + ••• + <*w% = h> 

am.xx + ••• + annxn = B»-
an+l,\x\ "î" ••• "1" a »+l i n%— &S+1 

in ipoteza că 

ţ& o 

este compatibil dacă şi numai dacă 
a l l •••«!« *1 

0. 
aM1 . . . ann bn 
a »+i , î • • • a »+i . i*»+i 

15. {Problema eliminării necunoscutelor). Să se arate că sistemul cu 
parametri yu ..., y^ 
anxx + ... + amxn = By^ + ... + bllcyk + <i. 

aw#] + ... + annxn = feB1y, 4- ••• + v«*y* 4- c„, 
an+vixi 4" ••• 4- a»+i.n*» = b„+ulyt + ... 4- Sn+i , t^ + «o+l 
în ipoteza că 

«u ••• «in 
# 0 

% i ••• °»m 



. . . . . . . ... . , . 

este compatibil dacă şi numai dacă parametrii yv .... yk verifică relaţia 

Vi 

an ... aiu Bj. 

a»+i, l ••• an+i, n bn+lil 

in ... ain 

+ 

+ ••• +yi 

?ll .. ••• am hi 

ani •••ann Klc + 

ani ••• <tnn Cn 

a»+l, 1 •••%+!, JÎ %+ i 

= 0. 

Capitolul 4 
FUNCŢII LINIARE DE ARGUMENT 
VECTORIAL 

în cursul general de analiză matematică se studiază 
funcţii de una sau mai multe variabile reale. De exemplu,: 
în cazul funcţiilor de trei variabile reale se poate vorbi despre 
funcţii al căror argument este un vector din spaţiul °?3. 
Vom studia aici funcţii al căror argument va fi vector al unui 
spaţiu vectorial arbitrar. Ne vom limita deocamdată la cele 
mai simple funcţii de acest tip, anume funcţiile liniare. Vom 
considera funcţiile liniare numerice de argument vectorial, 
adică funcţii ale căror valori sînt numere şi funcţii vectoriale 
de argument vectorial, ale căror valori sînt vectori. 

Funcţiile liniare vectoriale, numite operatori liniari, au 
o importanţă deosebită în algebra liniară şi în aplicaţiile 
acesteia. 

§ 4.1. Forme liniare 

4.11. O funcţie numerică L(x) de argument vectorial x, 
definită pe un spaţiu vectorial $C peste un corp numeric K, 
se numeşte formă liniară dacă ea îndeplineşte următoarele 
condiţii: 

a) L(x -f- y) == L(x) -f- L(y) pentru orice x, yeSC; 
b) L(a.x) — %L(x) pentru orice x eSt şi pentru orice cneSC. 
Cu alte cuvinte, o formă liniară L(x) este un morfism al 

spaţiului vectorial Si în spaţiul unidimensional Ki = K (2.71). 
Din condiţiile a), b) se obţine imediat prin inducţie formula 

£(«i*i + ••• + a***) = ail(*j) + ... + ajX(%), (1) 

adevărată pentru orice xit ..., xk e Si şi pentru orice numere 
ax,*..., as din K. 
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4.12. Exemple. 

a. într-un spaţiu «-dimensional Si se fixează o bază; 
atunci fiecare vector xe SC poate fi exprimat prin coordona
tele sale£i, $2» •••> in- Funcţia L definită prin L(x) = E,t (prima 
coordonată) este evident o formă liniară de x. 

b. O formă liniară mai generală în acelaşi spaţiu este 
definită prin 

£(*) = £ « « 

cu fixarea arbitrară a coeficienţilor llt ls, ..., ln. 
c. în spaţiul K(a, b), unde K este (R sau C, un exemplu 

de formă liniară o constituie funcţia L dată prin 
L(x) = x(t0), 

unde t0 este un punct fixat din intervalul [a, b], 
d. în acelaşi spaţiu se poate considera forma liniară de 

tipul 

L(x) = \ l(t) x(t)dt, 

unde l{t) este o funcţie continuă fixată. 
e. în spaţiul °fs produsul scalar (x, x0) al vectorului x 

cu un vector fixat ^ 6 % este o formă liniară de x. 
Formele liniare definite în spaţii infinit-dimensionale se 

numesc de obicei funcţionale liniare. 

4.13. Determinăm forma generală a unei forme liniare 
f(x) într-un spaţiu vectorial «-dimensional SC„. Fie ey 
e2, ..., en o bază oarecare a spaţiului Sin. Notăm numărul 
f{ek) prin lk(k = 1, 2, ..., n). Atunci pentru orice 

n 
x ~ E ^*e*' *n V ^ u t e a formulei (1), rezultă 

A = l 

/(*) = / ( E ^» )=E /̂K) -E 7 *^ 
U=l / 4=1 *=1 

adică valorile formei liniare f(x) se exprimă liniar prin coor
donatele vectorului x cu coeficienţi fixaţi li,ls, ...,;l„. 
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Astfel, în exemplul 4.12 b am dat de fapt cea mai generală 
reprezentare a unei forme liniare într-un spaţiu «-dimensional. 

4.14. într-un spaţiu vectorial complex S se poate consi
dera încă un tip de formă liniară, numită formă liniară de 
genul II (sau formă antiliniară). Orice formă liniară defi
nită în 4.11 se numeşte atunci formă de genul I. O funcţie 
numerică L(x) de argument x, definită pe un spaţiu vec
torial complex S, se numeşte formă liniară de genul II 
dacă ea îndeplineşte următoarele condiţii: 

a) L(x + y) = L(x) -f L(y) pentru orice x, ye S; 
b) L(a.x) — ăL(x) pentru orice xe<2 şi pentru orice 

număr a = ax -f- ia2; numărul oc = ax — ia2 reprezintă aici 
conjugatul complex al numărului a. 

Formula analoagă lui (1) în cazul unei forme de genul II 
este 

L(a1x1 + ... + akxk) = ^(x-,) + ... + ă.kL(xk) (2) 

pentru orice %, ..., xk din <2 şi pentru orice numere complexe 
«!,..., <xft. 

4.15. Un exemplu de formă liniară de genul II într-un 
spaţiu complex «-dimensional £„ cu baza elt ..., enîl constituie 
funcţia L definită prin 

L(x) - ffiŞt, 
* = i 

unde/i, ..., /„sînt numere complexe fixate arbitrar, iar £1, ..., 5« 
sînt coordonatele vectorului x relativ la baza «i, ..., ?•„. Arătăm 
că această formulă dă reprezentarea generală a unei forme 
liniare de genul II pe spaţiul <Bn. Fie L(x) o formă liniară 
oarecare de genul I I ; punem lx == L(ey), ..., /„ = L(en). Atunci 
pentru orice x e &n, aplicînd formula (2), rezultă 

(
n \ n M •' _ 

E^J=E^^)==E/*^ 
ceea ce trebuia arătat. 
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§ 4.2. Operatori liniari şi scrierea lor matricială 

4.21. O formă liniară L(x) definită într-un spaţiu vectorial 
SI este aşa cum am văzut, morfism de la spaţiul SC la spaţiul 
unidimensional Kj. 

Considerăm acum un morfism ă = ă(x) al unui spaţiu 
vectorial f în orice • spaţiu liniar ^) peste acelaşi corp K. 
Vom scrie uneori pe scurt ăx în loc de &,(•%). Conform defi
niţiei, avem ; 

a) ă(x + y) = ăx + ăy pentru orice x, y din %; 
b) ă(<xx) = a.ăx pentru orice x e % şi pentru orice a. 
Ca şi pentru forme liniare, din condiţiile a), b) rezultă 

formula mai generală 
c) <Ş(oţî i + ••• + W ) = a3i3% + ... -f- a.kăxk pentru 

orice x%, ..., xk din % şi pentru orice a1; ..., a.k din K. 
Morfismul &, se mai numeşte, aşa cum am indicat în 2.71, 

operator liniar acţionînd de la % la $ (sau aplicînd spaţiul % 
în spaţiul fyi 

4; 22. Exemple 
a. Operatorul care asociază fiecărui vector x al spaţiului % 

vectorul nul din spaţiul % este în mod evident un operator 
liniar, numit operatorul nul., 

b. Fie ă un operator liniar acţionînd de la % la &. Definim 
â>x = — ăx pentru orice x e 1 . Operatorul <$> astfel obţinut 
este de asemenea un operator liniar, care aplică % în 1)'; 
el se numeşte operatorul opus lui â. 

c. Presupunem că vectorilor eh ..., en ai unei baze a spa
ţiului ^ li se asociază arbitrar vectorii/], ...,/„ din spaţiul •$. 
Atunci există un operator liniar şi unul singur ă aplicînd % 
în ^ astfel încît ăek = fk (k = 1, ... n). 

într-adevăr, dacă operatorul căutat ă există, atunci 
n 

pentru orice vector x:==J^ £j.efce1 are loc egalitatea 

t 

ăx = ă[J2 lkek) =..£ lkăek = J2 ţkfki 
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care demonstrează unicitatea operatorului ă. Pe de altă 
n 

parte, pentru orice x = J~) 5*0*61£ putem pune prin definiţie 
A=i 

ăx • J2 ikff 
k=i 

Operatorul ă astfel obţinut este evident un operator 
liniar care aplică f în ^ şi ăek = fk (k = 1, ..., w), ceea ce 
trebuia arătat. 

d. Asociind oricărui vector x dintr-un spaţiu 1 acelaşi 
vector x, se obţine un operator liniar % acţionînd de la f 
la %. Acest operator se numeşte operatorul identic sau ope
ratorul unitate al spaţiului 1. 

4.23. Scrierea matricială a operatorilor liniari. Fie ă 
un operator liniar acţionînd de la un spaţiu 1 de dimensiune n 
într-un spaţiu ^ de dimensiune m. Fixăm în spaţiul 1 o bază 
elf ..., en şi în spaţiul ^ o bază/1; ...,fm-

Vectorul e3 este dus prin operatorul ă într-un anumit 
vector ăex din ^, care poate fi exprimat liniar cu ajutorul 
vectorilor bazei din ^: 

&ex = «</> / , + 41)/2 + ... + «£>/„,. 

în mod analog acţionează operatorul ă pe ceilalţi vectori 
din baza fixată în 1 : 

&H == 42)/i + 42 ) /a + - + «S27», 

««. = 4B)/x + 4n,/2 + • • • + <]fm 

Aceste formule se pot scrie pe pcurt 
m 

6te, = £«l'>/< (/ = 1,2, ...,«). (3) 

Coeficienţii 4 > (*' = 1» ..., « y =±= 1, 1 determină o matrice 
•cu m linii şi n coloane sau pe scurt o m X w-matrice 

4» 42)... 4»' 
I! 

/i ==J, *(«;/) 

95 

,-. 



Care se numeşte matricea operatorului ă în bazele {e} = 
= fei, ..., eB} şi {f} = {fi,-;fm}- Coloanele acestei matrici 
sînt coordonatele vectorilor ăeh ăe2, ..., ăen relativ la baza 

n 
-' Fie acum x = Y^ \fi un vector oarecare şi y = ăx = 

= = X/^*^* ' e x P u c ; i tăm modul în care coordonatele TJ, ale 

vectorului v se exprimă prin coordonatele ţ} ale vectorului X. 
Avem 

=£S,£4^££4^V, 
Egalînd coeficienţii vectorului /$, rezultă 

Mai explicit 

V ) 2 - 4 1 ) ^ i + ' 4 2 ) ? 2 - r - - + 4 " ) ^ 

^ ^ ^ ^ i + «L2)4 + . . . + «&>&..] 
(5) 

Aşadar, cunoscînd matricea operatorului ă în bazele 
fe}, {f}, se poate determina rezultatul aplicării operatorului 

n 
la orice vector x = S~) l,kek din spaţiul %: coordonatele vecto-

rului y = ăx se exprimă liniar prin coordonatele vectorului x 
după formulele (5). Notăm că matricea coeficienţilor în 

formulele (5) coincide cu matricea A^). 
Fie acum \\a\f>\\ o matrice m X w-matrice oarecare 

(indicele inferior indică numărul liniei şi cel superior numă-
n 

rul coloanei). Dacă x — Y} ţ} e}, atunci putem construi 
m 

vectorul y== Y)^*ft după formulele (5). 
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Se poate arăta uşor că operatorul ă care asociază vecto
rului * vectorul y ca mai sus, este un operator liniar. Con
struim matricea operatorului ă în bazele fixate {e},{f}-
Vectorul ex are coordonatele £] — 1, £? = ... = | „ = 0 ; 
în virtutea formulelor (5) coordonatele vectorului ăex vor fi 
numere a^\ a£\ ..., a^ astfel încît 

ăex = 4° ei + 41' e2 + ... + «W en. 

în mod analog, 

ăe} = ^ ) C l + 4 « e a + ... + a</> en (j = 1, 2,...,w). , 

Prin urmare, matricea operatorului <3 coincide Cu matricea 
iniţial considerată ||4^'.R- ^ . 

Astfel, orice m x n-matrice este matricea unui anumit 
operator liniar ă acţionînd de la un spaţiu n-dimensional % 
la un spaţiu m-dimensional 1/ cu bazele fixate ex, ..., en.în 1 
Şi'fu -,fm ^ li. 

- Am arătat aşadar că între operatorii liniari care acţionează 
de la spaţiul % (cu baza fixată elt ..., e„) la spaţiul fe (cu baza 
fixată fi, ...., fm) şi m x w-mâtricile cu coeficienţi din corpul 
K există o corespondenţă biunivocă explicitată prin formulele 
(3) sau formulele echivalente (4). 

Se poate observa că operatorul ă poate fi determinat (în 
mod unic) cunoscînd matricea A == l^'ll.» P r m aplicarea 
directă a formulelor (5). în aceste formule coloana j a. ma-

"tricii A este formată din coordonatele vectorului ăe}. 

4.24. Exemple 
a. Matricea operatorului nul (4.22 a) în orice bază a lui 1 

şi orice bază a lui 1), are toate elementele egale cu zero. 
b. Dacă" Hfl^ll e s t e matricea unui operator ă, atunci 

matricea operatorului opus (4.22 b). este în mod evident 
l l-4 î ' ) l l-i 

c. Presupunem că m>n şi că operatorul ă transformă 
vectorii unei baze ex, ..,, en a spaţiului % în vectori liniar inde
pendenţ i / ! , . . . ,/» din spaţiul %. Completăm vectorii fx, . . . , /„ 
pînă la o bază a lui 1H cu vectorii fn+i, •».,/«• Atunci matricea 
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operatorului ă în bazele ex, ..., en şi flt ...,fm va avea, în 
mod evident, forma următoare 

1 
0 

0 
0. 

0 ... 
1 ... 

0 ... 
0 ... 

0 
0 

1 
0 

V II o o ... o || 
d. în particular, matricea operatorului identic (4.22 d) 

într-o bază ex, ..., en a unui spaţiu ^' (ca domeniu de definiţie) 
şi în aceeaşi bază în % (ca domeniu de valori), are forma 

1 0 .. 
0 1 .. 

0 0 . . 

. 0 
0 

1 

Matricea E se numeşte nXn-matricea identitate sau 
matricea unitate de ordinul n. 

§ 4.3. Operaţii asupra operatorilor liniari 

Considerăm aici operaţiile de adunare a operatorilor, de 
înmulţire a unui operator cu un număr şi de înmulţire (com
punere) a operatorilor. Doi operatori â şi â acţionînd 
de la spaţiul f la spaţiul "<y se consideră egali şi se scrie ă — 
== ®> dacă ăx = $>x pentru orice xe%. 

4.31. Adunarea operatorilor. Presupunem daţi doi opera
tori liniari ă şi $ care aplică spaţiul ^ în spaţiul ^. Opera
torul Ş = ă + & se defineşte prin formula 

g x = (ă + 8>)x —.ăx ;4- $>%, pentru orice x. (6) 
Este evident că operatorul S aplică spaţiul 'S în spaţiul ^. 
Arătăm că el este un operator liniar. Fie x = <*.xx\ + «2^2; 
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n< 
m 

k(cn1x1 + <x2x?) + &(ai*x + «>*<• 
atunci 

= <X]&% + Cw3#a + OCxoS*]. rf" «2^*"2 = OL^âXx -f- I i i ) + 

-f a?(<3%! + c&#2) = axS^ + a2S^3. 
Astfel, ambele condiţii 4.21, a)—b) sînt îndeplinite. 

Operatorul liniar S definit prin relaţia (6) se numeşte 
suma operatorilor â şi <&. 

Se verifică uşor următoarele egalităţi: 
â = & + &, 

(a + &) + e = a + ($ + 2), 
a + o = a, 

a + (—a) = 0. 
(7) 

Aici ă, 8>, 8 sînt operatori liniari oarecare, 0 este operatorul f 
nul (4. 22 a), —ă este operatorul opus lui ă, adică operatorul I 
care asociază oricărui vector x e% vectorul —ăx (4.22 b). 

. 4.32. înmulţirea unui operator cu un număr. Dacă ă este 
un operator liniar acţionînd de la spaţiul 1 la spaţiul ^ şi 
dacă X este un număr oarecare din corpul K atunci opera
torul ®> — X61, numit produsul operatorului ă cu numărul X, 
se defineşte prin formula 

$>x ~ (kă)x = X(ăx), pentru orice xe%. 
Se verifică uşor că în 4.31 operatorul astfel construit este 
liniar. în plus, au loc următoarele relaţii 

X1(X8â) = {kx\)ă, 
1 •• ă = (%; 

(xx + x3)a-= x ^ + x2<a, 
x(<a+ a) = xa + x$. 

(7') 

•I»-

Relaţiile (7)—(7') arată că mulţimea tuturor operatorilor lini
ari, care acţionează de la un spaţiu vectorial % la un spaţiu 
vectorial ty, formează un nou spaţiu vectorial. 

4.33. Produsul (compunerea) de operatori. Dacă ă este 
un operator liniar de la spaţiul 1 la spaţiul ^ şi $ este un 
operator liniar de la spaţiul ^ la spaţiul % (toate spaţiile 
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fiind peste acelaşi corp de numere K), atunci se poate defini 
,, operatorul S = &>ă numitj produsul {compunerea) operato

rului & cu operatorul €L, ca operator de la spaţiul « la spaţiul 
%>, dat prin formula 

®x = (&3)# = &(<3#) 
(adică mai întîi se aplică operatorul â vectorului x şi apoi 
asupra rezultatului, ca vector din % i se aplică operatorul 
&). Operatorul astfel construit este de asemenea liniar, 
deoarece 

a(<*t*i + «2*2) = ^[<a(ax% + a2*2) = J&(aia% + a2a*2) = 
= u.-$ăxx + a2&â&2 — aiâ^i + a2â.r2. 

4.34. Se probează uşor următoarele relaţii: 
a) X(M) = (X$)<2 pentru orice operatori' ă şi •$ cu pro

prietăţile indicate şi pentru price XeK; 
b) (<3 4- &)<S = a e -f « pentru orice operatori <3, $ de 

la spaţiul ^ la spaţiul % şi pentru orice <S: <&'-»«&; 
c) #(<& + (2) = £t$ H- <3<2 pentru orice operatori $ şi (2 

acţionînd de la f la ^ şi pentru orice operator ă: ty ->%; 
d) (ă&>)e = (3(aS) pentru orice operatori <2.•': f -> ^f 

A :*-»•» , <a :&->°VP. 
Verificăm, de exemplu, relaţia d). Conform definiţiei 

egalităţii a doi operatori, trebuie-arătat că pentru orice 
vector x&t avem 

[a(M)]x = [(ă&)e]x. 
Conform definiţiei produsului de operatori, avem 

[â(Mf]x = a[(ae)«] = a[«(fi*)], 
[(a»)<2]*.= (ăA) (<SV), 

de unde rezultă egalitatea necesară. 
Celelalte egalităţi se demonstrează în mod similar. 

§ 4.4. Operaţii corespunzătoare asupra matricilor 

Explicităm modul cum operaţiile asupra operatorilor 
descrise în § 4.3 se reflectă asupra matricilor acestor opera
tori. 
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4.41. Adunarea operatorilor. Fie ă, S> doi operatori defi
niţi pe spaţiul % cu valori în spaţiul ^ . Fie ex, ..., en o bază 
a lui % ş i / i , ...,fm o bază în W şi presupunem că operato
rului ă i se asociază în aceste baze matricea A = ||«(/'ll> 
iar operatorului S>, matricea & = H^/'H; aşadar, 

i = l 1=1 
• • • • • • 

în acest caz • 

de unde rezultă că operatorului ă -\- S> îi corespunde matri
cea 114'' + Hj)ll- Această matrice se numeşte suma matri
cilor Ilfl̂ 'H şi ll^'H. Astfel, suma A + B este definită 
pentru orice două matrici A, B avînd acelaşi tip (acelaşi 
număr de linii şi acelaşi număr de coloane). 

4.42. înmulţirea unui operator cu un număr. în aceleaşi 
condiţii 

Aşadar, operatorului X<3 îi corespunde matricea JlXa^lj,' 
obţinută prin înmulţirea tuturor elementelor matricii | | 4 " | | 
cu numărul X. Această matrice se numeşte produsul matricii 
||<4''|| c^ numărul X. 

Deoarece m x n-matricile şi operatorii liniari acţionînd 
de la un spaţiu ^-dimensional la un spaţiu w-dimensional 
se corespund în mod biunivoc (4.23), operaţiilor cu opera
tori le corespund operaţii corespunzătoare, cu aceeaşi denu
mire şi pentru matrici; rezultă că operaţiile cu matrici sa
tisfac de asemenea regulile (6)—(7), fapt care se poate uşor 
arăta şi în mod direct. In acest mod, rezultă că mulţimea 
tuturor mxn-matricilor formează un spaţiu vectorial. Prin 
însuşi construcţia lui, acest spaţiu este izomorf cu spaţiul 
vectorial al tuturor operatorilor acţionînd de la spaţiul 
«-dimensional % la spaţiul w-dimensional V. 

4.43. înmulţirea operatorilor. Fie spaţiile % *$), %; în 
spaţiul IE considerăm o bază elt..., en, în spaţiul Vbaza/i, ...,fm 
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şi în % baza. gh ..., g„. Presupunem că operatorul ft : ŞE ->$' 
are w x «-matricea jj^ ' j! , adică 

««v-JW/, (i = i,...;.»), 
» = i 

iar operatorul 61 : ^ -> % are <? x «-matricea ||a(^|| astfel 
încît 

&ft=Jj<Wg* (* = ! . - . « » ) . 

Pentru produsul 2 = ă$> avem 

Aşadar, elementele p\p ale matricii P a operatorului 2 = 
= d^> au forma 

m 

pp =*W*> ftjfl (; = 1,2, ..., »; A = 1, ..., <?). (8) 
* = i 

Am obţinut astfel rezultatul căutat. Acesta poate fi 
exprimat astfel: elementul matricii P situat pe linia k şi 
coloana j este egal cu suma produselor tuturor elementelor 
liniei k a matricii A cu elementele corespunzătoare ale coloanei 
j din matricea B. 

Matricea P = \\p^\\ care se obţine din matricile •|[4<)ll 
şi | |5^ ( | | prin formula (8) se numeşte produsul primei matrici 
prin cea de-a doua. 

Trebuie observat că numărul coloanelor primei matrici 
este în mod necesar egal cu numărul liniilor celei de a doua 
(altfel produsul nu are sens). în acest caz, matricea-produs 
are atîţea linii cîte linii are prima matrice şi atîtea coloane 
cîte coloane are a doua matrice. 

Indicăm o scriere mai sugestivă: produsul unei q x l-
matrici A cu o m X «-matrice B este definit dacă l = m 
şi în acest caz produsul AB este o q X «-matrice. Ambele 
produse A B şi BA sînt definite dacă / = m, q = «; în acest 
caz AB este o n X «-matrice pătratică iar BA este o mxm-
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matrice pătratică. Dacă « = m = p = q, adică A şi B sînt 
ambele matrici pătratice de ordin n, asţunci AB şi BA sînt 
de asemenea matrici pătratice de ordin «. Totuşi ele pot să 
nu fie egale. De exemplu 

0 1 
1 0 | 

• 1 0 
0 0 =1 0 0 

1 0 
) 1 0 

0 0 
• 

0 1 
1 0 = 

0 1 
0 0 

Aşadar, înmulţirea matricilor pătratice este în general ne
comutativă. în ceea ce priveşte regulile de asociativitate 
şi distributivitate, situaţia este mai bună: înmulţirea opera
torilor satisface regulile'de asociativitate şi distributivitate, 
aşa cum am văzut în 4.34; deoarece matricile şi operatorii 
sînt în corespondenţă biunivocă şi produsului matricilor îi 
corespunde produsul operatorilor, rezultă că produsul de 
matrici este asociativ şi distributiv în raport cu suma. 

4.44. Exemple , 
în exemplele care urmează, indicii elementelor matricilor 

se scriu jos, astfel încît elementul aJk al matricii A — ||<%|| 
se află la intersecţia liniei j cu coloana k. Formula P = 
= AB (vezi (8) de la punctul 4.43) se scrie cu aceste notaţii 
sub forma 

m 

Pn = J2au bi> ^ = 1 " " î n; k== l' •••'q^ 

a. înmulţim m X «-matricea A 
B„ = 116. Jfcl în care toate 

la stînga cu 
elementele b }t OTXw-matricea 

sînt egale cu 0, în afara unui singur element, brs, egal cu 1. 
Conform regulii generale (8) se obţine m X «-matricea 

(?) 

Brs A = (r) . . . î . . . 

« i ,a 11«12 ••• 

asXas2, ••• asn 

^ml^mZ ••• amn 

= r 

0 0 . 

• * 

asl<ars2 . 

0 0 

. 0 

•asn 

.. 0 
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astfel încît pe linia % a matricii BrsA se află elementele 
liniei s a matricii A,,iax celelalte elemente ale matricii BrsA 
sînt egale cu 0. 

b. înmulţim m x n-matricea A =* ]\ajk\\ la dreapta cu 
n X «-matricea C0 "ik\ în care toate elementele •}* sînt egale cu 0 în afara singurului element cn> egal cu 1. 
Conform regulii generale (8) se obţine m x «-matricea 

AC, 

Ct\\ . . . UiQ ; J a* 

M/21 ••• w 2» * 2 B | 

I • • • ^ m f f ' • • &n 

(?) 

(*) 

. . .1 . . . 

(fy 
... a 19 ••• 

*2« 

o ....«„ 0 
astfel încît în coloana tf a matricii ACtt .se află elementele 
coloanei g a matricii 4̂ şi toate celelalte elemente ale matricii 
ACqt sînt egale cu' 0. 

c. Cu notaţiile anterioare, avem 

BnAC„ = (r) 

(0 
0 

0 o o 
astfel încît prin operaţia BrsACqt aplicată unei m x «-
matrici, se obţine o m x «-matrice ale cărei elemente sînt 
toate nule, cu excepţia celui aflat pe linia r şi coloana t, 
care este egal cu ast. 

d. Cu ce m X #î-matrice D trebuie să înmulţim la stînga 
o m X «-matrice A astfel încît matricea DA să coincidă cu 
matricea obţinută din A prin permutarea liniilor r şi s? 

Exemplul de la pct. a arată cum se obţine matricea în 
care linia r este tocmai linia s a matricii A, prin înmulţire 
la stînga cu m X wt-matricea Brs. Dar celelalte linii sînt 
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egale cu 0. Aşadar, pentru a obţine matricea căutată tre
buie înmulţită matricea A la stînga cu mxw-matricea 

D = Bn + Bsr + S Bj}. 

e. Cu ce «X «-matrice G trebuie înmulţită la dreapta 
m x «-matricea A astfel încît AG să coincidă cu matricea 
obţinută din A prin permutarea coloanelor q şi ti 

Raţionînd în mod similar se obţine 
G F= CJJ -f- CM + 2 Cj.7{. 

A±t 

f. Cu ce mxw-matrice F trebuie să înmulţim la stînga 
o »x«-matrice A astfel încît matricea care se obţine să 
coincidă cu matricea obţinută din A în care linia, r este adu
nată la linia s înmulţită cu coeficientul X? 

Conform celor spuse la punctul a răspunsul este imediat: 
F = E -f- XJ5„ (E fiind matricea unitate). 

g. Cu ce «X «-matrice H trebuie înmulţită la dreapta 
o mx«-matrice A astfel încît matricea care se obţine să 
coincidă cu matricea obţinută din A în care la coloana t este 
adăugată coloana q înmulţită cu coeficientul jx? 

Răspunsul este evident: H = E + y.Cqt. 

§ 4.5. Alte proprietăţi legate de înmulţirea matricilor 

4.51. înmulţirea matricilor descompuse în blocuri. în 
anumite situaţii este comodă descompunerea matricilor fac
tori în blocuri şi efectuarea înmulţirii pe blocuri. 

Presupunem că sînt fixate o m X «-matrice A şi o nxp-
matrice B, care sînt descompuse în blocuri astfel: 

Bn 

Bn 

•Bl2 

B22 

Au 

•"•21 

A\i 

A?2. 

... 

... 
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Presupunem că în fiecare linie-bloc a matricii A sînt tot 
atîtea blocuri cîte sînt în fiecare coloană-bloc a matricii B, 
deci lăţimea oricărui bloc Aik al matricii A coincide cu 
înălţimea oricărui bloc Bks al matricii B. Atunci toate pro
dusele A}kBks au sens şi sînt matrici dreptunghiulare ale 
căror dimensiuni depind de indicii j şi s, dar nu depind de 
indicele k. 

Regula de înmulţire a matricilor A şi B ca mai sus este 
următoarea: matricea AB se alcătuieşte din blocuri construite 
din blocurile matricilor A şi B tot astfel cum elementele matricii 
AB se alcătuiesc din elementele matricilor A şi B: 

AilPli + ^12-5?! +...,. 
A21Bn -f- ... 

•A11B13 + ••• 

într-adevăr, fie i numărul liniei-bloc a matricii A care 
conţine însăşi linia k a matricii A şi fie j numărul coloanei-
bloc a matricii B care conţine însăşi coloana q a matricii B. 
Conform regulii generale 4.43 elementele matricii P — AB 
au forma 

Pu = «tiht + ••• + «** bm = («*A« + ••• + V w ) + ••• + 
+ K A « + ••• + ttknhi), 

unde parantezele sînt compuse în corespondenţă cu lăţimea 
blocurilor matricii A (şi cu înălţimea blocurilor matricii B). 
Vom' numerota liniile şi coloanele blocurilor cu aceleaşi 
numere ca în însăşi matricea A. în prima paranteză se află 
elementul de la intersecţia liniei k cu coloana q din blocul 
AtlBy, în a doua elementul situat la intersecţia liniei k 
cu coloana j a blocului A^BZj etc.; în final se obţine elemen
tul care este situat la intersecţia liniei k cu coloana q ale 
blocului AaBt] -f- ... -f AirBH, ceea ce trebuia arătat. 
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452 înmulţirea matricilor cvasidiagonale. O matrice se 
numeşte cvasidiagonală (sau bloc-diagonală) dacă ea are 
forma 

A = 

A 11 

12? 

unde blocurile nenotate sînt formate numai din elemente 
egale cu zero. Presupunem că blocul An este o mt X «*-
matrice (k = 1, ..., s). Considerăm matricea cvasidiagonală 

B 

B 11 

B 22 

unde blocul B « este o ^ x ^ - m a t r i c e (k_== 1, ..., s). Matn-
cile A şi B pot fi înmulţite conform regulii 4.51 care conduce 
în acest caz la rezultatul 

AB 

AnBn 

A22B??. 

(9) 

AssBse 
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Astfel, în cazul considerat matricea AB este tot o matrice 
cvasidiagonală în care blocul AtkBtk are mH linii şi pk colo ane. 

4.53. Produsul a două mairici transpuse. Fie o m x n-
matrice A — ||<tyt||. Se numeşte transpusă a lui A nxm-
matricea A' — \\a'm\\ pentru care 

<*n=s<*ip (p — K •••, n; q— 1, ...,m). 

Fie A om x «-matrice şi B o «X^-matrice. Aşadar, produsul 
P — AB este bine definit şi este o mxp-ma.thce. Pe de altă 
parte, este definit şi produsul matricilor transpuse B'A', 
care este o ^>xw-matrice. Vom arăta că are loc formula 

B'A' = (AB)'. (10) 

Pentru demonstraţie notăm elementele matricilor A, B, 
P = AB, A', B', P' respectiv prin atj, btl, pu, a'H = % 
°'u = b}i, p'ij = pH. Egalitatea (8), care defineşte elementelei 
Pm poate fi scrisă sub forma 

n n n 

Pik = Pk = £ *ubfi «= T: *'nKi = J2 6«<v 
»=i T~\ jm 

însumarea se efectuează după indicele / pentru indicii i, k 
fixaţi. Indicii fixaţi arata că pentru a forma elementul p'ki, 
în matricea B' se foloseşte linia k iar în matricea A' se folo
seşte linia *. Ca rezultat al sumei produselor elementelor 
corespunzătoare se obţine elementul p'u aflat la intersecţia 
liniei k cu coloana *' a matricii P'. Dar prin definiţia produsului 
de matrici, aceasta înseamnă că matricea P' este produsul 
matricii B' cu matricea A' şi egalitatea (10) este astfel stabilită. 

4.54. Minorii produsului a două matrici. Considerăm 
« X ^matricea A — \\alk\\ şi] nx^-matricea B = \\bjt\\; 
construim wx^-matricea P = AB ~ WPwll- Fixăm în ma
tricea P liniile cu numerele a, < ... < a t şi coloanele cu nu
merele p! < ... < Pi- (k < m, k < p) şi ne propunem să calcu-
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lăm minorul M — M|j! "jj£ (AB), construit pe liniile şi coloa
nele fixate 

•M>=l>:,::SAAB) = 

f" «ai«*nP,. —<W&lP* + ••• + *«,n&»0* 
..'+ «a,n&»3. "• «<X.1&13* + ••• + <*«,A|5* 

* < * * 1 ' 6lSl + ... + ««jAfi, - «a*lV* + - + a«*»&»0* 

(11) 

Pentru calcule se foloseşte proprietatea liniară a determi
nanţilor (1*44). Coloana minorului M cu numărul v este 
suma a k coloane „elementare" cu elementele de forma aaiibi&v 
(unde indicii de coloană * şi v sînt fixaţi iar indicele de linie j 
variază de la 1 la k). De aceea întreg minorul M este egal cu 
suma a kh determinaţi „elementari", constînd numai din 
coloane „elementare". în fiecare din coloanele elementare, 
factorul b}£V nu se modifică în lungul acelei coloane şi el poate 
fi scos ca factor. După această operaţie fiecare din determi
nanţii „elementari" capătă forma următoare: 

hi&i &*'•& ••• "*».& • W i " W s • " "«»** 

*at»i **«*»„ .. aa 

(12) 

unde ix, ..., ik sînt numere cuprinse între 1 şi n. Dacă printre 
aceste numere unele coincid, atunci determinantul elementar 
corespunzător este egal cu 0. Aşa se va întîmpla dacă n < k. 
De aceea dacă în matricea A B există minori de ordin k > n, 
atunci toţi aceşti minori sînt nuli. 

Revenind la cazul k < n, se observă că trebuie conside
raţi acei determinanţi elementari pentru care toţi indicii 
%,,.'., 4 sînt distincţi. în acest caz determinantul 

M?» •••• • • » = 
»ii ••• > *» 

a<lli1 aait, ••• *«!»» 

*ai-i, aati7 ••• aw\t 
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coincide pînă la semn cu minorul M*';£'.;."£*, unde j \ < 
< jz < ••• < /* sînt indicii iît ..,, 4 ordonaţi în ordine crescă
toare. Precizăm acum ce semn trebuie luat în faţa minorului 
^£'.;i7v pentru a obţine exact minorul' * M%~,'i?-
Pentru aceasta vom permuta succesiv în minorul M"$?,'."',% 
coloanele vecine pentru a obţine în final dispunerea normală 
(care coincide cu cea a coloanelor în însăşi matricea A). 
Pentru fiecare permutare a două coloane vecine minorul 
Mf£%?.?,'£* îşi schimbă semnul; pe de altă parte, numărul 
de inversiuni în permutarea indicilor ily i2, ..., i„ se modifică 
cu o unitate. Deoarece în dispunerea finală a coloanelor indicii 
inferiori se află în ordinea naturală, fără inversiuni, atunci 
numărul schimbărilor succesive de semn este egal cu numărul 
inversiunilor din permutarea indicilor ilt i2, ...,?'„ (Se presupune 
că în fiecare permutare a indicilor, indicele mai mic se află 
înaintea celui mai mare şi prin aceasta numărul inversiunilor 
se micşorează exact cu o unitate). Notăm acest număr prin 
N(i). Atunci expresia (12) capătă forma următoare 

(-1)*<*> A-,3, *« , . . . &*e, M%%>? (A). (13) 
Pentru a obţine mărimea lui M trebuie adunate toate expre
siile de forma (13). 

Adunăm mai întîi expresiile avînd indicii it < ... < ik. 
Factorul comun M?":.";%* (A) poate fi separat şi în paranteză 
se va afla mărimea 

2 ( - l ) * r t W * . p . ..•-$» p*j 

care în mod evident este tocmai minorul ifeffe !?.,£» (B). în 
final se obţine formula 

Mac::tl (AB) =-s.M%;z'i? (A) Mfczi (B). (H) 
însumarea se face aici după toate sistemele "de indici ix < 
< i2 < ... < ik, care sînt numere variind între 1 şi n. Numărul 
total al termenilor din această sumă este egal cu C£ = 

n! 

k \(n-k)! 
Formulăm rezultatul obţinut sub forma unei teoreme. 
TEOREMĂ. Fiecare minor de ordin k al matricii AB 

poate fi exprimat cu ajutorul minorilor de acelaşi ordin din 
matricile A şi B, după formula (14). 
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§ 4.6. Domeniul de valori şi subspaţiul nul (nucleu) ale unui 
operator liniar 

4.61. Presupunem că d este un operator liniar acţionînd 
de la un spaţiu vectorial 1 la un spaţiu vectorial *$}. Folosim 
atunci notaţia 2.71 <3 : « -> «. 

Fie n dimensiunea spaţiului % şi m dimensiunea lui "ăl; 
alegem o bază oarecare elt ..., en în ^ şi o bază/1( ...,fm în ^. 
Atunci operatorurui d i se poate asocia conform regulii din 
4.23 m x w-matricea A = \\aW\\, i ~ 1, ...,m, j = 1, ..., n. 
Notăm cu T(<3) domeniul valorilor operatorului d, adică 
mulţimea tuturor vectorilor y = âx, xe% (uneori T(&) 
se mai notează Jxad şi este numit imaginea operatorului 61). 
Ne punem problema de a calcula dimensiunea subspaţiului 

T(ă) al lui 5). Punînd x = Y} ţket se obţine y — dx == 2 J £*&%. 
Aşadar, domeniul valorilor operatorului d coincide cu acope
rirea liniară a vectorilor dev de2, ..., den. Dimensiunea aco
peririi liniare £(<ae1( de2, ..., ăen) este egală, conform 2.54 c, 
cu numărul maxim de vectori liniar, independenţi din sistemul 
dex, âe2,..., ăen. Ştim că în coloanele matricii operatorului d 
sînt scrise coordonatele vectorilor det relativ la baza {f}; 
astfel, problema numărului maxim de vectori liniar indepen
denţi în sistemul det (j = 1, 2, ..., n) se reduce direct la cea 
a numărului maxim de coloane liniar independente ale matricii 
operatorului d. Dar acesta din urmă este egal, conform 3.12 c, 
cu rangul matricii operatorului d. Aşadar, dimensiunea 
domeniului de valori al unui operator liniar d acţionînd de 
la un spaţiu n-dimensional '% la tm spaţiu m-dimensional 'ăi, 
este egală cu rangul matricii operatorului d în orice bază {e} 
a spaţiului % şi orice bază {f} a lui e<y. 

Se poate observa că alegerea bazelor în spaţiile % şi 1) 
nu influenţează rezultatul (căci subspaţiul T(&) depinde 

, numai de d), deci rangul matricii operatorului d nu depinde 
de alegerea bazelor, ci numai de operatorul d însuşi. în cele 
ce urmează vom numi rangul matricii operatorului d (în 
orice baze) rang al operatorului d însuşi şi îl vom nota r&. 

4.62. Notăm cu N(<3) subspaţiul nul al operatorului d 
(numit şi nucleu al lui d), adică mulţimea tuturor vectorilor 
x e l pentru care dx = 0. Ne punem problema să calculăm 
dimensiunea subspaţiului N(6t), utilizînd matricea A = 
= 114'̂ li a operatorului (într-o pereche de baze ca mai sus). 
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Fie x — ^ J ^ e N ^ ) . Atunci sistemul (5) capătă forma 

4% + 4% + - + 4% = o, ) 
41'?! + 4%z + - + 4% = o, 

(15) 

«fi'Si + €% + - + 4»% = o. 
Este evident că şi invers, orice vector xe % ale cărui coordo
nate satisfac sistemul (15) aparţine subspaţiului nul al opera
torului ă. A?tfel, problema dimensiunii lui N(££) este echiva
lentă cu cea a dimensiunii subspaţiului de soluţii ale siste
mului (15). în virtutea celor spuse ia punctul 3.51 dimensiu
nea % a acestui subspaţiu este egală cu numărul n—r, 
unde r .e&te rangul matricii coeficienţilor sistemului, sau ceea 
ce este acelaşi lucru, rangul operatorului ă; astfel, % = 
= » — ra. I 

în acest mod, am arătat că dimensiunea subspaţiului nul 
al unui operator ă este egală cu diferenţa între dimensiunea 
spaţiului % (pe care este definit operatorul &.) şi rangul ope
ratorului ă, adică dim N(<3) — dim % — dim T(d). 

4.63. în particular, dacă morfismul ă: W-y'V este m 
epimorfism, atunci T(ă) = ^ şi deci ra = m. Dacă morfis 
mul â : 1 -> % este monomorfism, atunci N(£D — = 0 şi în 
acest caz, r& = n. Sînt adevărate şi afirmaţiile inverse. 
Anume, dacă rangul matricii A este egal cu numărul m al 
liniilor sale, atunci dimensiunea lui T(â) coincide cu dimen
siunea lui $ şi cum T(<3) c ©, rezultă T(â) ~ W. Aşadar, 
morfismul &, este epimorfism dacă şi numai dacă r a — m. 
Dacă rangui matricii A este egal cu numărul n al coloanelor 
ei, atunci vectorii âelt ..., âen sînt liniar independenţi şi deci 
operatorul ă este monomorfism (2.73 c). De aceea morfis
mul ă este monomorfism dacă şi numai dacă r a — n. 

4.64. Următoarea proprietate este o reciprocă a rezulta
telor 4.61—4.62: 

TEOREMĂ. Fie % un spaţiu n-dimensional şi ty un spvţiu 
oarecare. Oricare ar fi subspaţiile $£ c: f şi & c.%) avînd suma 

un 
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dimensiunilor egală cu n există un operator liniar ă : '% -v ^ 
astfel încît N(<3) = SI, T(<3) = f. 

Demonstraţie. Notăm dimensiunile lui SI şi & respectiv 
prin k şi m = n — k. în subspaţiul ® alegem m vectori liniar 
independenţi/1;/?, ...,fm. Alegem de asemenea o bază oare
care ey, e2, .., en în spaţiul 1 astfel încît primii k vectori ai 
bazei să fie situaţi în subspaţiul Si (2.43). 

Definim operatorul 61 prin condiţiile 
ăe(^0 (i=l,2,...,k), 1 
a**f*=-/« (»'=*J« 2,...,m). j 

Arătăm că operatorul ă satisface condiţiile cerute în 
enunţ. Mai întîi este evident că T(ă) este acoperirea liniară 
a vectorilor f( (i — I, 2, ..., m) şi coincide deci cu subspaţiul &. 
Apoi orice vector al subspaţiului 'Si aparţine evident lui N(<3); 
rămîne de dovedit că orice vector din N(£t) aparţine lui Si. 
Admitem pentru aceasta că pentru 

am avea ăx — 0. Folosind condiţiile (16) rezultă 
o = ăx = ă(lllh + ... + 5.0 = ?WA + ... + LU 

Deoarece vectorii fh ft, ...,fm sînt liniar independenţi, rezultă 
atunci că ^ + ] ==. . .= ^ = 0. Dar atunci ^ = ^ x -f- ... ^ 
-f- i;t^, deci x e Si, ceea ce trebuia dovedit. 

4.65. Teorema următoare referitoare la rangul produsului 
a doua matrici rezultă din proprietăţile de natură geometrică 
prezentate mai sus. , 

TEOREMĂ. Rangul produsului AB a două matrici A şi 
B nu depăşeşte rangul fiecăruia din factori. 

Demonstraţie. Se subînţelege că am presupus că numărul 
coloanelor matricii A coincide cu numărul liniilor matricii B 
(altfel nu ar avea sens produsul AB). Presupunem că A este 
o m X «-matrice iar B este o nx ^-matrice. Fie spaţiile vec
toriale %, ^, % de dimensiune respectiv n, m, p. în spaţiul % 
considerăm o bază ely ..., en> în spaţiul % baza fi, ...,/m şi 
în % baza glt ...,gv- în aceste condiţii matricea A poate fi 
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pusă în corespondenţă cu un operator liniar ă : % -> II, 
iar matricea B cu un operator liniar Sb : % —»• % Produsului 
AB al matricilor A, B îi corespunde operatorul liniar 

,d& . '&->$. Domeniul de valori al operatorului €U& este, 
conform însăşi definiţiei lui, conţinut în domeniul de valori 
al operatorului ă. Deoarece dimensiunea domeniului de 
valori al unui operator este egal cu rangul matricii cores
punzătoare (conform 4.61), rezultă că rangul produsului a 
două matrici nu depăşeşte rangul primului factor. Pentru 
a demonstra că el nu depăşeşte nici rangul celui de al doilea 
factor, aplicăm operaţia de transpunere; folosind 4.53 obţinem 

rang AB = rang (AB)' = rang B'A' < rang B' •• 
•ceea ce trebuia demonstrat. 

rang B, 

4.66. Rangul produsului â două matrici poate fi mai mic 
decît rangul fiecăruia din factori. De exemplu, matricile 

A = B 

au rangul egal cu unu, iar produsul lor 

AB = 0 0 
0 0 

are rangul zero. Următoarea teoremă prezintă interes, deoa
rece ea dă o evaluare a rangului produsului a două matrici 
în sens opus (minorare şi nu majorare), 

TEOREMĂ. Fie A o m X n-matrice de rang rA şi B o 
nxp-matrice de rang rB. Atunci rangul mxp-matricii AB 
este cel puţin egal cu 

' ?A + rB — n, adică rAB > rA + rB — n. 

Demonstraţie. Arătăm mai întîi că orice operator ă : 
1 -> "<y de rang r transformă orice subspaţiu ^-dimensional 
Ş ' c= % într-un subspaţiu t*' c= 1) a cărui dimensiune nu 
este mai mică decît r — (»'— k). Alegem o bază ex, e2, ..., en 
în % astfel încît primii k vectori ai bazei să fie situaţi în subspa
ţiul 1 ' (2.43). Coordonatele vectorilor âex, âe2,'..., ăet care 
generează subspaţiul 1J' ocupă în matricea A primele k co
loane. Conform ipotezei, în matricea A exista r coloane liniar 
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independente. împărţim aceste coloane în două grupe: 
în prima grupă considerăm coloanele care au numere de ordine 
de la 1 la k, iar în cea de a doua coloanele care au numerele 
de ordine de la k-\-\ la n. Coloanele din grupa secundă 
sînt cel mult n—k; aşadar prima grupă cuprinde cel puţin 
r — (n — k) coloane. Astfel subspaţiul 1)' are cel puţin r — 
— (n — k) vectori liniar independenţi, ceea ce s-a afirmat. 

Fie acum ă :%-+<% şi ®> :%> ->% operatori liniar cores-
punzînd matricilor considerate. Evaluarea rangului matricii 
operatorului â$> conform 4.61 este de fapt o evaluare a dimen
siunii domeniului de valori al acestui operator. Operatorul <&• 
transformă întreg spaţiul % în subspaţiul T(o6) cr % avînd 
dimensiunea %•. Conform celor arătate mai sus, operatorul & 
transformă subspaţiul T(o&) într-un subspaţiu a cărui dimen
siune nu este mai mică decît ra — (n — r$) = r& + r$ — m 
Aşadar, dimensiunea domeniului de valori al operatorului 
ăk> şi în acelaşi timp rangul matricii AB are mărimea nu 
mai mică decît ra + r& — n, ceea ce trebuia demonstrat. 

4.67. COROLAR. Dacă una din matricile A şi B, unde 
A este o m x n-matrice iar B este o nxp-matrice, are rangul 
n, atunci rangul produsului este egal cu rangul celeilalte matrici\ 

într-adevăr, în acest caz evaluările rangului produsului 
date în teoremele 4.65 şi 4.66 conduc direct la rezultat. 

4.68. Fie ă :% -* ^ un operator liniar între spaţiile 
vectoriale % şi ^ . Un operator liniar ®> : % -* ^L care transfor
mă ^ în % se numeşte invers la stînga al lui ă dacă $ d = &, 
adică Sbă coincide cu operatorul identic al spaţiului W. în 
acest caz se mai spune că operatorul ă este invers la dreapta 
al lui o$. în ce caz operatorul ă (respect iv $) are invers la 
stînga (respectiv la dreapta)? Teorema care urmează dă un 
răspuns acestei întrebări. 

TEOREMĂ. Operatorul ă : W ~*'%) are invers la stînga 
dacă şi numai dacă â este monomorfism. Operatorul <& : <$ —• UT 
are invers la dreapta dacă şi numai dacă $> este epimorfism. 

i "Demonstraţie. Presupunem că ă este monomorfism şi că 
T(ă) c %) este domeniul său de valori. Pentru orice element 
y e T(<3) există x e % astfel încît ăx = y, iar acest x este 
unic determinat (deoarece ă este monomorfism). Fie (2 c V 
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un subspaţiu a cărui sumă directă cu T(â) este egală cu întreg 
spaţiul ^ (2.46). Definim operatorul & :<$-*% după regula 
următoare. Pentru y eT(<3), elementul'$>y este egal cu acel 
unic x astfel încît ăx = y ;• pentru y e f l punem Sby = 0; 
pentru y — yt + yz unde ^ e T ţ a ) , y2 e<2 punem $y = 
= ^_y1# După cum se verifică imediat, operatorul & este 
liniar şi pentru orice x e "36 avem ^6ts; = #, deci $ este invers 
la stînga pentru ă. Dacă â nu este monomorfism, atunci 
există un vector x e l , diferit de zero, astfel încît ăx = 0. 
Atunci pentru orice & : ^ ->• 1 avem ($a)# — $(&#) = 
= oS(0) •== 0 deci nu există invers la stînga pentru operatorul &. 

Presupunem că <& : 1/ —• 1 este un epimorfism şi că N($)c 
cr 3J este nucleul (spaţiul nul) al operatorului â>, iar & c ty 
este un subspaţiu a cărui sumă directă cu N($) este egală 
cu întreg spaţiul ^ . Deoarece % = 0>(fy = &(N(&) + &) = 
= $>(&), atunci aplicaţia S> : & —> % este de asemenea epi
morfism şi chiar izomorfism, deoarece nici un element y e <2 
diferit de zero nu este aplicat în zero prin operatorul # : . 
Definim operatorul ă : % -* y prin următoarea regulă: 
pentru orice x e l vectorul ăx este acel vector unic y e<2 
pentru care !&y — x. Operatorul ă este evident liniar şi pentru 
orice x e "2 avem St&x — a;, deoarece di este invers la dreapta 
pentru &>. Dacă S> : $J -* % nu este epimorfism, atunci pentru 
vectorul x e 1 care nu aparţine lui T(<§&) şi pentru orice opera
tor ă : % -> iy avem S â * =£ #, astfel încît $ nu admite invers 
la dreapta. Teorema este complet demonstrată. 

4.69 a. Ştim că rezultatul înmulţirii unei n x w-matrici 
P cu o m x «-matrice A este o matrice pătratică de ordin n 

S = PA. 
Dacă S este matricea unitate de ordin n (4.24 d), atunci 

matricea P se numeşte inversă la stînga pentru matricea A. 
în mod analog, înmulţind o mxw-matrice A cu o nxm-
matrice Q se obţine o matrice pătratică de ordin m 

T^AQ, 
şi dacă T este matricea unitate de ordin m, atunci Q se nu
meşte inversă la dreapta pentru matricea A. 

b. Folosind rezultatele din 4.63 se poate reformula teore
ma 4.68 în termeni de rang al matricilor. 
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TEOREMĂ. O mx n-matrice A are inversă la stînga dacă 
şi numai daca rangul ei este egal cu n; matricea A are inversă 
la dreapta dacă şi numai dacă rangul ei este egal cu m. 

§ 4.7. Operatori liniari care transformă 3fB în el însuşi 
(enjiomorfisme ale spaţiului $Cn) 

4.71. Considerăm un operator liniar ă:%r-*% care 
transformă spaţiul f în el însuşi (punînd în 4.21 $ = %. 
Vom spune atunci că ă este operator al lui 1 (operator 
acţionînd în <& sau, echivalent, endomorfism al lui 1). 

Presupunem că operatorul ă acţionează în spaţiul «-di
mensional f = St„. Alegem în spaţiul 1 o bază ex> ..., en 
şi aceeaşi bază este folosită şi în domeniul de valori al lui ă, 
pentru a construi matricea operatorului ă. Conform 4.22 
matricea A a operatorului ă se construieşte prin formulele 

astfel încît coeficienţii a\j) formează de această dată o matrice 
pătratică de ordin n; aceasta se numeşte matricea operatorului 
ă în baza {e} = {ei, ..., en}. Vom nota uneori această matrice 
prin ^4(e). Formula corespunzătoare pentru coordonatele 

n n 

vectorului y — ăx, y — Y^ vijtp X — X ^ / P a r e forma (con_ 

form 4.23): 

r„^ft' ( 1 8) 
Fixînd baza {eJr ..., en) = {e} se obţine o corespondenţă 
biunivocă între toţi operatorii liniari acţionînd în spaţiul 
#C„ şi toate matricile pătratice de ordin n avînd elementele 
din corpul K. 

4.72. Exemple 
a. Operatorul care asociază oricărui vector din spaţiul % 

vectorul nul este evident liniar. El se numeşte operatorul 
nul (vezi 4.22 a). 

Matricea operatorului nul în orice bază este evident 
matricea nulă. 
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• • : . • 

b. Operatorul identic $, care asociază oricărui vector 
xe% acelaşi vector x, a fost considerat în 4.22 d. Matricea 
operatorului identic are forma (4.22 d). 

0.. .0 
0.. .0 
1...0 

0 0 0... 1 
Această matrice se numeşte matrice unitate. 

c. Operatorul ă care transformă orice vector x în ~kx, 
unde X este un număr fixat din corpul K, este evident liniar; 
el se numeşte operatorul de asemănare (cu coeficientul de 
asemănare X). 

în mod analog cu exemplul de la pct. b, operatorul de 
asemănare în orice bază are forma 

X 0 . 
0 X . 

0 0 . 

.. 0 
. 0 

. X 

d. în planul euclidian "?z vectorii pot fi determinaţi prin 
coordonatele polare,, X — {cp, p}. Operatorul ă care transfor
mă vectorul x = {9, p} în ăx — {cp + epo, p} cu <p0 unghi 
fixat, este un operator liniar (ceea ce se probează imediat). 
Acest operator se numeşte operator de rotaţie cu unghiul <p0-

Pentru construirea matricii "operatorului de rotaţie ale
gem în planul °f 2 o bază formată din doi vectori unitari 
perpendiculari e1: e2. După rotaţia cu unghiul cp0 vectorul ex 
trece în vectorul (cos 90)01 + (sin 9o)e2 iar vectorul e2 în 
vectorul (—sin <po)̂ i + (cos cp0) ez- Aşadar, matricea opera
torului de rotaţie în oricare din bazele indicate mai sus are 
forma 

cos 90 —sin 90 
sin 90 cos 90 

e. Fie elt e%, ..., en o bază oarecare în spaţiul M-dimensio-
n 

nai SCn. Asociem vectorului x=/, %*ek, vectorul Sx = 
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m 
SS ^y>kek> unde m < n. Operatorul 2 este liniar; el se numeşte 
operatorul de proiecţie pe suhspaţiul S(m generat de vectorii 
e^, et, ..., em. 

Pentru construirea matricii operatorului de proiecţie 
observăm că sub acţiunea acestui operator vectorii eu e2, ..., em 
trec în ei înşişi, iar Vectorii cm+1, ..., e„ în zero. De aceeamatri
cea operatorului de proiecţie în baza ex, e%, ..., e„ are forma 

1 

0 

0 

0 

0 

0 . 

1 . 

0 . 

0 . 

0 . 

. 0 

. 0 

. I 

. 0 

. 0 

0 . 
0 . 

0 . 

0 . 

0 . 

. 0 

. 0 

. 0 

. 0 

. 0 

f. Fie elf e2, ..., r„ o bază în spaţiul ^-dimensional $(n şi 
fie n numere fixate; X1( X2, ..., XM. Definim operatorul ă 
pentru vectorii bazei astfel: ăex = X^, ăe2 = X2e2, •••, ăe„ = 

n 

= \en Şi pentru orice alt vector x = /,jke^ este natural să 
» 

definim prin liniaritate ăx = XX^fc6*- Operatorul obţinut 
se numeşte operator diagonal relativ la baza ex, •••, c„ sau 
operator diagonalizabil. 

Matricea unui opei-ator diagonal relativ la baza elt ..., en 
are în această bază forma următoare 

\ 0 ... 0 
0 X2...0 

II o 0...XJ . 
Elementele ncnule se pot afla în această matrice numai pe 

diagonala principală. Această matrice se numeşte diagonală 
(de unde şi denumirea operatorului). Se poate observa că 
este posibil ca într-o altă bază/1( ...,/„, matricea unui opera
tor diagonal relativ la baza elt ..., en să nu mai fie diagonală. 
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4.73 a. Operatorii liniari acţionînd în spaţiul 95 pot fi 
adunaţi, înmulţiţi cu numere, după regulile generale 4,31— 
4.32, obţinîndu-se noi operatori acţionînd în %. 

Egalităţile (7) şi (7') arată că relativ la operaţiile de 
adunare şi înmulţire cu numere, mulţimea tuturor opera
torilor acţionînd în spaţiul % este ea însăşi un spaţiu vectorial 
peste acelaşi corp K. în plus, pentru operatorii acţionînd 
în spaţiul % produsul (compunerea) este totdeauna definit, 
conform 4.33, obţinîndu-se ca rezultat un nou operator ac
ţionînd în f. în particular, dacă ®> este orice operator în %, 
atunci 

(M)x = â>($x) = $ # = ®(®>x), 
astfel încît 

- $8 = §& = $ . 
Definim puterile unui operator dat & : 1 —> % după regulile 

a2 = da, 
a3 = a2a = (aa)a = a(aa) = aa2, 

an = ăn-x& = ae?-1. 
Are loc formula 

gm+» ^ amă» (m> n= 1,2, ...), (19) 
care se demonstrează uşor prin inducţie. 

Punem, de asemenea, prin definiţie 

ă° = S (operatorul identic). ,• 

Este evident că formula (19) rămîne adevărată şi în cazul 
cînd unul din exponenţi este nul. 

b. Presupunem că spaţiul f este finit-dimensîonal, 
% = Stn. Fixăm în spaţiul % baza elt ..., en. Atunci oricărui 
operator liniar ă acţionînd în spaţiul % îi corespunde o matrice 
în această bază. Conform regulilor 4.41—4.43, odată cu opera
torii, matricile corespunzătoare se adună, se înmulţesc cu 
numere, se ridică la putere. în acest caz, se poate determina 
uşor dimensiunea spaţiului liniar al tuturor matricilor de 
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ordin n. Anume, matricile Ejh, avînd un singur element nenul 
egal cu 1, situai pe linia j şi coloana k, sînt liniar independen
te ; pe de alta parte, fiecare matrice de ordin n este combinaţie 
liniară a matricilor lijk indicate. Aşadar, matricile Eih con
stituie o bază în s| ia ţ m 1 l ii l uror matricilor pătratice de ordin n. 
Deoarece numai ui m.liricilor Ejk este egal cu n2, conform 
(2.35) rezultă ci dimensiunea spaţiului vectorial al tuturor 
matricilor de ord ni n rs/c egală cu n2. 

Aceeaşi dimensiune n- o are evident şi spaţiul tuturor 
operatorilor liniari acţionînd în spaţiul SCn. 

4.74. Exemple 

a. înmulţii ea • u 
transformare lima ia 

numărul complex 6v=a-4-ijâ este o 
CJ —• O , z —*• za> a planului complex 

(z = x+iy), ca re poale fi scrisă cu ajutorul unei matrici 
reale de ordin /. I >m Im nml< le de înmulţire (a + i$)(x + iy)= 
= (ax—(3y) | i(|iv I "v) rezultă că în baza 1, i matricea 
corespunzătoare are Imma 

U 

Astfel, numertltt complexe co = a -f- i|3 corespund biunivoc 
cu matricile reale oi de ordin 2; se vede lesne că sumei şi 
produsului de numere Ic corespund suma şi produsul matrici
lor corespunzătoare. Se spune că matricile reale S constituie 
9 reprezentare a corpului numerelor complexe. 

b. Notăm cu $» (k Şî 0) operatorul de „deplasare cu k 
paşi"; prin definiţie, el transformă fiecare vector din baza 
em în vectorul «„_» din bază (dacă m—k> 0) şi în vectorul nul 
(dacă m—&<0), Evident, $ 0 = i>, &>k • @>r — $*+,.; în parti
cular, Sb\ «== Ă t. Matricea operatorului c&x are forma 

0 
0 

0 
0 

1 
0 

0 
0 

0 . 
1 . 

0 . 
0 . 

. 0 

. 0 

.. 1 

.. 0 
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Matricea operatorului 8>k are forma (k < n) 

0 ... 1 0. .. 0 
0 ... 0 1 ... 0 

| 
k+\\ 

' o ... o o ... i 

o ... o o 
4.75. Determinantul produsului a două matrici. Fie A — 
'' " " D " b^ 11 două »X w-matrici oarecare şi C = AB 1,5 = I— I I <%,„, ,, . | -JK , , — „ ^ , . / ^ r . - i i i a u i o i u m c ^ d i e ţ i i^ — / 1 D 

produsul lor. în virtutea teoremei 4.54 aplicată minorului 
M\'t.'.'.','»(^B), adică însuşi determinantului matricii AB, 
obţinem 

d e M B = (det 4) (det B). 
Astfel am demonstrat 

TEOREMĂ. Determinantul produsului a două nxn-ma-
trici este egal cu produsul determinanţilor acestor matrici. 

Există şi demonstraţii directe ale acestei teoreme (care nu se bazează 
pe propoziţii de forma 4.54). Ia tă una din aceste demonstraţii. Considerăm 
determinantul de ordin 2» 

. J 

D = 

hi: 
b n . 

V-
0 . 

0 . 

0 . 

• hn 
• * 2 » 

•*«* 
.0 

.0 

. 0 

- 1 

0 

0 

«11 

«21 

ant 

0 . 

- l -

0 . 

a12. 

«22 •• 

an2. 

. 0 

. 0 

. - 1 

• « i » 

• « 2 » 

. Hnn 

Conform 1.82 determinantul D este egal cu produsul determinanţilor matri-
cilor 

si B = 
\b„ ...K, 

\ bni ••• bn 
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Dar se poate obţine valoarea determinantului D şi pe o al tă cale. 
Folosind numerele — 1 situate în primele n linii şi ultimele n coloane ale 
determinantului D se pot anula toate elementele situate în ultimele n 
linii şi ultimele n coloane ale determinantului D. Pentru aceasta este sufi
cient să adunăm la linia » + h determinantului D, prima linie înmul
ţ i tă cu au, a doua înmulţită cu als, ... şi linia n înmulţită cu Oj a ; apoi 
adunăm la linia » + 2 a determinantului D, prima linie înmulţită cu au, 
a doua înmulţită cu o22 e tc . ; în final adunăm la linia de ordin 2» prima 
linie înmulţită cu ani, a doua înmulţită cu anî,..., linia n înmulţită cu ann. 
Ca rezultat se obţine 

D = 

hi 

hi 

V 
*11«11 + *21«12 + • 

*ll«21 + *21«22 + • 

* i i % i + *2j««2 + • 

• + "main • 

• + oMla2B . 

• + bniann • 

... bin 

... b2„ 

... bnn 

• hnau 

••*1»«21 

• *m«»i 

+ • 

+ • 

+ • 

- 1 

0 

0 

•• + &raj»«m 0 

•• + bnnain 0 

• + bnnann 0 

0 . . 

- 1 . . 

0 . . 

0 . . 

0 . . 

0 . . 

0 

0 

- 1 

0 

0 

. 0 

de unde aplicînd teorema Laplace 1.81 şi dezvoltînd determinantul D după 
ultimele n linii, rezultă 

Z > = (_1)1+ÎES-H» 

- l 0 . . . 0\ 

0 - 1 . . . 0 

*n«n + • • •+*m«r» • • -hnan + • • • + &nm«i»' 

*U«21 + - - + ^ » l a 2 » " - 6 l f f l « 2 i + • • • + *»»«2« 

0 0 . . . - 1 

« î A i + ••• + «i»6»i.-- an*i» + ••• + «i»' 

21*11 

i>ii«»i + • • • + bniann. • •*!»««! + . . . 4- bnnann\ 

«21*11 + *'• "I" «2»*«1 •'• «21*1» 4" • " 4" *2»>6»)J 

«m*ii 4- ••• 4- «n»*»i ••• a»i*i« 4- ••• 4- <hmhm 

•. d c t (A • B). 

Comparînd acest rezultat cu cel obţinut la început rezultă tocmai 
relaţia căutată . 

în particular, observăm că dacă înmulţim două matrici 
pătratice nesingulare A şi B (adică detA ^ 0, detB # 0), 
atunci matricea AB este nesingulară. Dacă una din matrici, 
de exemplu A, este singulară (detA — 0), atunci det4.B = 0. 
Dealtfel această afirmaţie se poate deduce şi din 4.67. 

4.76. Operatorul invers. în conformitate cu definiţia 
4.68 un operator $> acţionînd în spaţiul & se numeşte invers 
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la stânga al unui operator ă acţionînd în acelaşi spaţiu % 
dacă SML = $. în acest caz, operatorul ă se numeşte invers 
la dreapta al lui $. 

a. Este posibil ca operatorul & să aibă mai mulţi inverşi 
la stînga şi nici un invers la dreapta sau, invers, mai mulţi 
inverşi la dreapta şi nici unul la stînga (vezi problema 25). 
Să presupunem că operatorul ă admite un invers la stînga 3 
şi un invers la dreapta <2; atunci are loc egalitatea 

a = 36- == s(a<î) = (m)ă = t& = &. (26) 
Fixăm ă; vedem că orice operator invers la stînga 2 

coincide cu <2 şi în acest mod, 3 este unic determinat. în 
mod similar, în cazul considerat operatorul invers la dreapta 
<S este de asemenea unic determinat. Acest operator 3 = & 
unic determinat ca operator simultan invers la stînga şi 
la dreapta al operatorului â, se numeşte operator invers al 
operatorului 8L şi se notează prin â~l. Un operator ă care 
admite-invers se numeşte operator inversabil. 

b. Considerăm cazul unui operator ă acţionînd în spaţiul 
w-dimensional SCn. Fie A matricea operatorului ă într-o 
anumită bază fixată er, ..., en. Este posibilă una din urmă
toarele două situaţii: sau detA # 0, sau let A = 0. în 
primul caz rangul matricii A este egal cu n şi conform 
4.69 b matricea A admite inversă la stînga şi inversă la dreapta. 
în mod corespunzător, operatorul ă admite invers la stînga 
şi invers la dreapta. Conform a, operatorul ă este un operator 
inversabil. 

Dacă detA = 0, atunci aplicind din nou 4.69 b, matricea A 
nu admite nici inversă la stînga şi nici inversă la dreapta; 
deci operatorul ă corespunzător, acţionînd în $in, nu admite 
nici invers la stînga şi nici invers la dreapta. 

4.77. Matricea operatorului invers. Fie ă un operator 
inversabil într-un spaţiu «-dimensional % şi $ = &rx opera
torul invers al lui ă. Alegem o bază elt ..., e„ în f şi notăm 
prin ll̂ /'H şi \\b^\\ matricile operatorilor ă şi St> în această 
bază. " v 

Căutăm expresia explicită a elementelor Up cu ajutorul 
elementelor af-p. Fixînd numărul i şi scriind succesiv elemen-
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tele liniei *' din matricea E ^= AB, prin ^utilizarea formulelor 
(8), rezultă 

W + W + - + WW = 0, 

dpaf + bf^af + ... + b\nWp = 1, 

l ^ w + Zf 4"> + ... + bfaW = 0. 
Necunoscutele bf\ ..., tt-p se determină din acest sistem de 
ecuaţii liniare aplicînd regula lui Cramer 1.73, deoarece prin 
ipoteză detA •£ 0. Dezvoltînd determinantul de la numără
tor, se obţine 

A'$> 
W^TTT* (21) 

det4 
unde Af este complementul algebric al elementului af-p din 
matricea A. Astfel, elementul ttp al matricii inverse A'1 

este egal cu raportul dintre complementul algebric al elementului 
a® al matricii A şi determinantul lui A. 

Am obţinut: 
TEOREMĂ. Pentru orice matrice nesingulară A — \\a^]\\ 

existaşi este unică o matrice inversă B = ||6^'|| pentru care 
AB = BA = E. 

Elementele matricii B se calculează după formulele (21). 
4.78. Operatorul invers al unui operator ă inversabil se 

notează cu ă~x. Apoi (ă'1)k pentru k natural se notează <ST*. 
Este uşor de demonstrat prin inducţie că formula (19) 
are loc şi pentru exponenţi negativi. 

Notaţii similare se aplică pentru puterile matricii inverse. 
Extinderea formulei (19) la puteri de matrici cu exponenţi 
negativi rezultă direct din justeţea acestei extinderi pentru 
operatori. 

§ 4.8. Subspaţii invariante 

4.81. într-un spaţiu liniar SC presupunem dat un operator 
liniar ă : SC ~> SC. Introducem următoarea definiţie. Un 
subspaţiu SC' al lui SC se numeşte invariant .relativ la opera-
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torul ă (sau ă-invariant) dacă din faptul că xeSi', rezultă 
ăxe SC. 

( în particular, subspaţiile banale — subspaţiul nul şi 
întreg spaţiul sînt invariante pentru orice operator liniar; 
ne vor interesa desigur subspaţiile invariante nebanale. 

4.82. Considerăm din acest punct de vedere exemplele 
de operatori liniari indicate în 4.72. 

a—c. Pentru operatorii din exemplele 4.72 a-c (opera
torul nul, operatorul identic şi operatorul de omotetie), 
orice subspaţiu este invariant. 

d. Operatorul de rotaţie (4.72 d) cu unghiul 90 ¥* WJT, 
m întreg, nu admite subspaţii invariante nebanale. 

e. Operatorul de proiecţie 4.72 e are de exemplu urmă
toarele subspaţii invariante: subspaţiul SC al vectorilor x == 

m 
= X/^»efc c a r e n u se modifică prin proiecţie şi subspaţiul Si" 

n 

al vectorilor y = 2~y £*e* c a r e s m* transformate în zero. 
f. Orice subspaţiu generat de o parte din vectorii unei 

baze ex, e2, ..., en este subspaţiu invariant pentru un operator 
diagonal (4.72 f). 

4.83. Presupunem că un operator &. ce acţionează într-un 
spaţiu ^-dimensional Sin admite un subspaţiu m-dimensional 
SCm. Alegem în 3in o bază ex, ..., en astfel încît primii m vec
tori ex, ..., em să fie situaţi în subspaţiul Slm. Atunci vom 
putea scrie 

ăe1 = a1»e1+,., + a1
mK, 

ăem = ctgfix + ... + 4 ^ » , 
şi atunci matricea operatorului ă în baza indicată va avea 
forma 

« i « . 

4m> . 
0 . 

0 . 

-<f 

.. 0 

. 0 

«su • 

„(m+1) 

/y(») "ro+1 • 

a^ 

>«$•> 
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în primele m coloane toate elementele situate pe linia m -f- 1 
şi următoarele sînt egale cu Q. Invers, dacă matricea unui 
operator ă are o astfel de formă, atunci subspaţiul generat 
de vectorii ex, ..., em este d-invariant. 

4.84. Presupunem că spaţiul Stn poate fi reprezentat sub 
forma unei sume directe de subspaţii invariante i, W, ..., % 
(2.45). Alegem o bază a spaţiului Stn astfel încît vectorii 
ex, ..., er să aparţină lui S; flt ...,fs să aparţină lui 9, ..., iar 
hi, ..., ht să aparţină lui %. Atunci matricea operatorului ă 
are forma cvasidiagonală 

Blocurile pătratice diagonale ale lui A sînt matrici formate 
cu elemente a\f>, Vg\ ..., c\p astfel încît 

r 

• • . k=i 

ech, = ^aif)h; 
A = l . 

şi în afara elementelor blocurilor diagonale, toate elementele 
din A sînt nule. Invers, dacă matricea unui operator ă într-o 
anumită bază are structură cvasidiagonală, atunci spaţiul Sin 
se descompune în sumă directă de subspaţii generate de gru
pele corespunzătoare ale elementelor bazei. 

A = 
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§4.9. Vectori proprii şi valori proprii 

4.91. Un rol deosebit îl joacă subspaţiile invariante de 
dimensiune 1 relativ la un operator ă; ele se mai numesc 
direcţii invariante sau direcţii proprii. Orice vector nenul 
aparţinînd unei direcţii invariante (unidimensionale) a unui 
operator liniar ă se numeşte vector propriu al operatorului &.; 
altfel spus, un vector x ^ 0 se numeşte vector propriu al 
unui operator ă dacă operatorul ă transformă vectorul # 
într-un vector coliniar cu % 

ăx = Xx. (22) 
Numărul X care figurează în această egalitate se numeşte 
valoare proprie (sau număr propriu) pentru operatorul ă, 
corespunzînd vectorului propriu ; x. 

4.92. Revenim'la exemplele de la punctul 4.72. 
a—c. în exemplele 4.72 a—c fiecare vector nenul al 

spaţiului este vector propriu al operatorului corespunzător 
cu valorile proprii respectiv 0, 1, X. 

d. Operatorul de rotaţie (4.72 d) cu un unghi diferit de 
m-K, m fiind întreg, nu are vectori proprii. 

e. Operatorul de proiecţie (4.72 e), prin însăşi definiţia 
a m • n 

lui, admite vectori proprii de forma x = ]T) \hek şi y = ^ \keh 

cu valorile proprii egale respectiv cu 1 şi 0. Se poate arăta 
că operatorul de proiecţie nu are alţi vectori proprii. 

f. Operatorul diagonal (4.72 f) admite, prin însăşi defi
niţia lui, vectori proprii eh e%, ..., en cu valorile proprii Xv 
X?,, ..., Xn respectiv. j 

4.93. Indicăm două proprietăţi simple ale vectorilor 
proprii. 

a. LEMĂ. Orice vectori proprii xx, x2, .,,., xm ai unui 
operator ă care corespund la valori proprii distincte două 
cîte două X1; X3, ..., Xm sînt liniar independenţi. 

Această afirmaţie se demonstrează prin inducţie după m. 
Evident, lema este adevărată pentru m =. 1. Admitem că 
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lema are loc pentru orice m—1 vectori proprii ai operato
rului ă; arătăm că ea rămîne adevărată şi pentru orice m 
vectori proprii ai operatorului <3. Presupunînd contrariul, 
admitem că între m vectori proprii ai operatorului ă ar 
exista o dependenţă liniară 

«1% + 0C2% + ••• + <Xmxm = °> 
> unde «i •£ 0 (de exemplu). Aplicînd acestei egalităţi opera

torul & se obţine 
<*j.Mi + a.2X2x2 + ... -f- a.mXmxm = 0. 

înmulţim prima egalitate cu Xm şi o scădem din cea de a doua; 
obţinem 

«lţ^l — K) H + aii(X2 — K) x2 + ••• + *m-l{Ki-\ ~ 

— ^m) xm~l = 0>, 

de unde, conform ipotezei de inducţie, toţi coeficienţii tre
buie să fie nuli. în particular, ax(Xx — Xm) = 0, ceea ce contra
vine condiţiilor a2 ^ 0, Xx 56 Xm. Aşadar, presupunerea făcută 
nu este adevărată şi vectorii xly x2, ..., xn sînt liniar indepen
denţi. 

în particular, într-un spaţiu M-dimensional orice opera
tor £1 nu poate avea mai mult de n vectori proprii cu valori 
proprii distincte. 

b. LEMĂ. Toţi vectorii proprii ai unui operator liniar ă 
corespunzînd unei aceleiaşi valori proprii fixate X formează 
un suhspaţiu 3C(X) c SL 

într-adevăr, dacă €Lx1 = X% şi ăx2 = Xx2, atunci 

• ă((/.x1 -4- p%) == a ăxx -4- P &xz = <xX% + P>̂ *2 = 

= \{<xx1 + $x2) 

şi de aici rezultă lema. 
Subspaţiul $C(X) se numeşte subspaţiul propriu al opera

torului â corespunzînd valorii proprii X. 

4.94. Vom indica aici modul de calcul al coordonatelor 
vectorilor proprii ai unui operator ă, dat prin matricea sa 
|ntr-o anumită bază elt ..., en a spaţiului $ln. Admitem că 
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n '••;• ••» 

vectorul x = £j) £«A este vector propriu al operatorului ă, 

deci există X astfel încît ăx = "kx. Folosind formulele 4.23 (5) 
se poate scrie această relaţie cu ajutorul coordonatelor: 

Ki = 4% + 42^ + - + 4%, 
'̂ 2 = 4x)?i + 4% + ... + «K. 

*5, = «j$i -f 4% + ... + 4"!L 
sau 

(41)~x)^ + 4% +.. .+ 4^„ = o, ) 
4% 4- (42) - x)Xz + - + . 4"̂ „ = o, 

«Hi + 42)$3 + ...+ (4»)-x)?re = o. j 

(23) 

Acest sistem liniar omogen de ecuaţii relativ la mărimile ti, 
£2, ..., ^, admite o soluţie nenulă în acel şi numai în acel caz 
cînd determinantul sistemului este egal cu zero (3.21): 

A(X) 

41>-^ 
4 1 ' 

4 1 ' 

:ţ 42> 
4 2 ) -

4 2 ) 

• 

- X . , 

.. 4M' 
,.4») 

.. 4M) - x 

= 0. (24) 

Polinomul de grad n în X aflat în membrul stîng al acestei 
ecuaţii se numeşte polinomul caracteristic al matricii A. 
Oricărei rădăcini X0 eK a acestui polinom îi corespunde cel 
puţin un vector propriu, care poate fi determinat după înlo
cuirea lui X cu X0 în relaţiile (23), prin rezolvarea sistemului 
compatibil obţinut relativ la iu %t> ..., £M. 

Rezultatul obţinut arată printre altele .că deşi matricea 
operatorului ă depinde de alegerea bazei et, e2, ..., en, totuşi 
rădăcinile polinomului caracteristic al acestei matrici nu de
pind de alegerea bazei. Vom reveni la această chestiune la 
punctul 5.53. 
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4.95. Distingem cîteva posibilităţi care pot apărea în re
zolvarea ecuaţiei caracteristice (24). l 

a. Cazul cînd ecuaţia nu are rădăcini în corpul K. Dacă 
ecuaţia A(X) = 0 nu are rădăcini în corpul K, atunci opera
torul liniar ă nu are vectori proprii în spaţiul Sln. 

De exemplu, operatorul de rotaţie cu unghiul <p0 ¥= « 
(m = 0, ± 1 , ±2, ...) în planul °f2 nu are vectori proprii, 
aşa cum am observat deja. Acest fapt evident geometric, se 
stabileşte uşor şi pe cale algebrică. într-adevăr, ecuaţia (24) 
pentru operatorul de rotaţie se scrie 

coscp0—X -^-sincpo 

sin <po cos <p0 — V 

şi după dezvoltare 
1 — 2 X cos <p0 + X2 = 0, 

dacă Xo ̂  nm(m = 0, ± 1 , ±2, ...), această ecuaţie nu .are 
rădăcini reale. 

b. Dacă K — C este corpul numerelor complexe, atunci 
conform teoremei fundamentale a algebrei, ecuaţia (24) are 
întotdeauna o rădăcină X0ei?. Astfel, în spaţiul <On orice 
operator liniar are cel puţin un vector propriu. 

c. Cazul a n rădăcini distincte. Dacă toate cele n rădăcini 
Xx, Xa, ..., Xm ale ecuaţiei A(X) = 0 sînt situate în corpul K 
şi sînt distincte, atunci în spaţiul 3tn se pot găsi n vectori 
proprii distincţi ai operatorului ă rezolvînd sistemul (23) 
succesiv pentru X == X1; X2, ..., X„. Conform lemei 4.93 a, 
vectorii proprii/!, f2, ..-,/„ vor fi liniar independenţi. Consi
derăm baza formată din aceşti vectori şi construim matricea 
operatorului ă în această bază. Deoarece 

a / i = V i . 

4Â *? X2/2' 

&/» = V/K> 
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matricea AU) are forma 

Xj 0 ... Oj 

Folosind definiţia operatorului diagonalizabil (4.72 f), 
putem formula rezultatul obţinut în forma următoare: 
în spaţiul S(n orice operator liniar a cărui matrice (într-o 
bază oarecare) are ca polinom caracteristic un polinom cu n 
rădăcini distincte în corpul K este diagonalizabil; matricea 
acestui operator construită într-o bază formată cu vectori proprii 
ai săi este diagonală şi elementele ei diagonale sînt exact valorile 
proprii ale operatorului. 

d. Pe de altă parte, dacă operatorul ă într-o anumită 
bază / i , ...,/„ a spaţiului SCn admite o matrice diagonală (25) 
cu elemente nu neapărat distincte X3, ..., \ pe diagonala 
principală, atunci vectorii fh ...,/„ sînt proprii iar Xi, ..., Xn 
sînt valori proprii corespunzătoare pentru ă. 

Arătăm că operatorul ă nu are în acest caz alte valori 
proprii distincte de X1; ..., XB. într-adevăr, dacă X este valoa-

n 

re proprie corespunzînd vectorului p r o p r i u / == Y^Pifi- atunci 

din egalitatea 

i i 
rezultă 

*h = hh ( y = i , . . . ,»)• (26) 

Printre numerele pj, ..., ŞM există cel puţin unul diferit de 
zero; de exemplu, (3, =£ 0. Atunci din egalitatea (26) pentru. 
j = 1, rezultă X = X,, ceea ce trebuia arătat. 

e. Cazul unei rădăcini multiple. Fie -X = X0 o rădăcină 
a ecuaţiei (24) de multiplicitate r > 1. Se pune următoarea 
problemă: care este dimensiunea subspaţiului propriu cores
punzător 3fc(W- sau, cu alte cuvinte, cîte soluţii liniar inde-
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pendente admite sistemul (23) pentru X = X0 ? Cunoscînd 
rangul matricii sistemului, putem da un răspuns precis la 
această întrebare (3.51). Dar va fi util de legat acest răspuns 
numai de multiplicitatea r a rădăcinii X0. 

în exemplele 4.72 a—c şi f, după cum se observă imediat, 
dimensiunea fiecărui subspaţiu propriu Sl^ coincide cu 
multiplicitatea valorii proprii corespunzătoare X0 ca rădăcină 
a polinomului caracteristic al operatorului ă. Totuşi în 
cazul general acest fapt nu are loc. Considerăm operatorul ă 
în &a dat prin matricea 

y. X0 

unde ţi # 0 este arbitrar. Polinomul caracteristic este (X0 —X)2 

şi admite rădăcina dublă X = X0. Sistemul (23) are în acest 
caz forma 

0-^ + 0 - ^ = 0, 

şi admite ca soluţie \x — 0, £2 = 1 (unică pînă la un factor 
numeric). Aşadar, subspaţiul propriu al operatorului ă 
corespunzînd valorii proprii X = X0 are dimensiunea 1, deci 
mai mică decît multiplicitatea rădăcinii X0. Se poate dovedi 
că în general dimensiunea subspaţiului propriu SC(X°> nu 
depăşeşte multiplicitatea rădăcinii X0 (vezi problema 11 din 
capitolul 15). Răspunsul complet la problema dimensiunii 

. spaţiului #{<*), în cazul K = O , va fi dat în capitolul 6 ca 
rezultat al definirii formei canonice a matricii unui operator ă. 

PROBLEME 

1. Definind în mod natural adunarea formelor liniare şi înmulţirea 
unei forme liniare cu un număr real, se construieşte pentru orice spaţiu 
liniar SC, un nou spaţiu liniar SC*. Care este dimensiunea lui SC* dacă 
dim SC = n? 

2. Indicaţii care din funcţiile vectoriale următoare definite pe spa
ţiul f3 sînt operatori liniari: 

a) ăx = x + a (a — vector nenul fixat); 
b) SLx — a; 
c) 3.x = (a, x)a; 
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d) ăx = (a, x)x; 
e) ăx = (% %t + |3:, g j ; unde * = & , ?„, g j ; 
f) a # = (sin 5i. cos £.,, 0) ; 
g) ăx = (2^ - ţ , , \i + 5„ y . 

(notaţia (a, a;) la punctele c), d) desemnează produsul scalar uzual al vec
torilor a şi x din °?3, adică produsul lungimilor celor doi vectori "prin cosi
nusul unghiului dintre ei). 

3. Sînt operatori liniari în spaţiul tuturor polinoamelor în t: 

a) înmulţirea cu t; 
b) înmulţirea cu t%; 
c) derivarea? 

4. Determinaţi matricea operatorului SL al lui "f3 care transformă 
vectorii 

Xl = (0, 0, 1) în y1 = (2, 3, 5), 
*2 = (0, 1, 1) în y3 = (1,0, 0), 
*3 = ( 1 , 1 , 1) în y , = (0, 1, - 1 ) 

relativ la baza 
a) et = (1, 0, 0), e3 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1); 

b) %i, x%, Xş. 

5. în spaţiul tridimensional notăm prin a operatorul de rotaţie cu 
90° în jurul axei Ox (de la Oy .spre Oz), prin &> operatorul de rotaţie cu 
90° în jurul axei Oy (de la Oz spre Ox) şi prin @ operatorul de rota ţ ie . 
cu 90° în jurul axei O* (de la Ox la Oy). Să se arate că a 4 = <84 = (2* = $, 
as # şa, a w = $2a2. Are ioc relaţia am® = a2®2? 

6. î n spaţiul tuturor polinoamelor de t notăm prin a operatorul de 
derivare, prin Si operatorul de înmulţire cu t; 

' &P(t) .= P'{t), SP(t) = tP{t). 

Are loc relaţia aS •= Săi Determinaţi operatorul OS — S&. 

7. în ipoteza că 8& = Să, să se arate că 

(a + «)2 = a2 + 2a& + «a, 
(a + s>)3 = a3 + 3a2$ + 3a$2 + *8-

Cum trebuie modificate aceste formule dacă &S ^ $ a ? \ 

8. în ipoteza că a<S — S a = $, să se demonstreze formula 

amsh - sam <= wa»-1 (m = 1,2,...). 

9. Să se determine dimensiunea spaţiului liniar $,(X„, SCm) al tuturor 
operatorilor liniari de la spaţiul «-dimensional Xn în spaţiul w-dimen-
sional SCm şi să se construiască o bază a spaţiului &(3Cn, Xm). 
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10. Să se determine produsul AB pentru matricile 

A = 

11. Să se determine An, Bn (n > 1 întreg) pentru matricile 

coscp — sinep 

1 

2 

3 

2 

4 

6 

3 

6 

9 

, B = 

- 1 

- 1 

1 

- 2 

- 2 

2 

- 4 

- 4 

4 

şi B = 
SU19 cos cp 

12. Să se determine toate matricile de ordin 2 astfel încît 

0 0 
J 2 = 

0 0 

13. Să se calculeze AB — BA unde 

a) 

b) A = 

A = 

1 

2 

1 

2 1 

1 1 

- 1 2 

2 2 

1 2 

2 3 

0 

2 

1 

, 

-B = 

B = 

4 1 1 

- 4 2 0 

1 2 1 

3 1 2 

3 - 2 4 

-3 • 5 - 1 

14. Suma elementelor diagonale au + ... + <*B» într-o matrice pătra-
tică .4 = | | a f f | | se numeşte urma matricii A şi se notează spA. Să se 
arate că sp (A + B) = spA + spB, sp(AB) — sp(BA). 

15. Folosind problema 14 să se arate că pentru operatori ă şi S acţio-
nînd în spaţiul §C„, egalitatea OS — Să = $ nu este posibilă. 

Observaţie. Rezultatul problemei 6 ara tă că în cazul considerat presu
punerea asupra dimensiunii finite a spaţiului 3C„ este esenţială. 

16. Să se arate că pentru orice matrice pătratică C de ordir^ doi 
astfel încît spC = 0 (vezi problema 14) există matrici pătratice A, B de 
ordin 2 astfel încît' C = AB - BA. 

17. Presupunem că înţr-un spaţiu «-dimensionai sînt fixaţi m vectori 
liniar independenţi 

w 

^ = T)%{i)et &%> 1,2,...,™) 
fel 

şi că un operator & acţionează în acoperirea liniară &{xv ..., xm) după 
formulele 

Vi Axi = J2 "$** V = 1. 2, ..., m). 
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Să se arate că orice minor de ordin m din matricea coordonatelor vectori
lor yt (relativ la baza ev e2, .... en) este egal cu produsul minorului cores
punzător din matricea coordonatelor vectorilor Xj prin numărul det | l 4 f ||.. 

18. Să se arate că dacă într-o matrice A de rang r un minor principal 
este situat în colţul din stînga sus, atunci raportul dintre orice minor M 
de ordin r şi minorul situat în aceleaşi coloane ca şi minorul M, dar în 
primele r linii, depinde numai de numerele coloanelor minorului AI. 

19. Să se arate că dacă A este o matrice de rang r, atunci orice 
determinant de ordin 2 format din minori de ordin r ai matricii A, de forma 

Mh, f„ .... ir MH, H, .... i, 
ţlt tit . . , , tr Aj , / s 2 , . . . , itr 

\ 
]\/[hi ^2> "•> kr ^ f * l î ^2» "'> kr 

Hr Hi •••) H k\> ^3» *••* kr 

este egal cu zero. 

20. Să se arate că fiecare minor de ordin k din matricea ABC este egal 
cu suma produselor anumitor minori de ordin k din rnatricile A, B, C. 

21. Să se determine inversele matricilor 

1 2 - 3 

0 1 2 . 

0 0 1 

1/2 1/2. 1/2 1/2 | 

1/2 1/2 - 1 / 2 - 1 / 2 
C — • 

1/2 - 1 / 2 1/2 - 1 / 2 
1/2 - 1 / 2 - 1 / 2 1/2 

22. Să se arate că pentru orice matrice pătratică nesingularâ A are 
loc egalitatea 

(Ar1 = ÎHy. 
23. Să se determine toate soluţiile ecuaţiei XA = 0 unde A este o 

matrice pătratică dată de ordin 2, X este matricea necunoscută. 

24. Fie A = 11*| j] orice matrice pătratică de ordin n şi Ai' comple
mentul algebric al elementului af' în determinantul matricii A, Matricea 
A = 11^4)*'|| se numeşte adjuncta lui A. Să se : arate că AA = AÂi*= 
= (det A) • E. 

25. Fie S spaţiul liniar al tuturor polinoamelor de argument t • 
Se consideră operatorii a şi Si definiţi prin formulele 

a[a0 + axt + ... + antn] = ax + a2t + ... + a„tn-\ 

<&|>0 + axt + ... + antn] = a0t + aj* + ... -f antn~l. 
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A = 

':•;•• ^ ^ . - . , . -

Să se arate că &, şi 

Admite operatorul 

% sînt operatori liniari şi că . 

un invers? 

definit în problema 25 admite o infi-26. Să se arate că operatorul 
nitate de inverşi la stînga. • 

27. Dacă ă este un operator liniar nesingular într-un spaţiu liniar 
«-dimensional, atunci orice -subspatiu invariant relativ la ă este invariant 
şi relativ la a - 1 . 

28. Dacă operatorii a şi S comută (adică ăSi = 3i&), atunci orice 
subspatiu propriu al operatorului S> este subspatiu invariant şi pentru 
operatorul ă. 

29. Dacă suma directă (2.45) a subspaţiilor proprii ale unui operator 
a coincide cu întreg spaţiul SC şi dacă fiecare subspatiu propriu al ope
ratorului a este invariant relativ la un operator $i, să se arate că operatorii 
a şi âV comută. 

30. Să se arate că dacă x~ şi y sînt vectori proprii ai unui operator 
a cu valori proprii distincte, atunci ax + $y (a ş4 0, J3 ^ 0) nu este vector 
propriu pentru â . 

31. Dacă fiecare vector al spaţiului S£ este vector propriu pentru 
operatorul a , atunci să se arate că â = 1$(X e K). 

32. Dacă operatorul liniar &. comută cu toţi operatorii liniari acţio-
nînd într-un spaţiu dat, să se arate că ă — XS. 

' 33. Dacă un operator liniar ă are un vector propriu e0 cu valoarea 
proprie 10, atunci pentru operatorul ă2 vectorul e0 este de asemenea propriu 
cu valoarea proprie ~k\. 

34. Se poate întîmpla ca un operator liniar a să nu admită vectori 
proprii, dar operatorul &? să admită (de exemplu, dacă ă este operatorul 
de rotaţie cu 90° în plan). Să se arate că dacă un operator a 2 în spa
ţiul A,, 'admite un vector propriu cu valoare proprie nenegativă X — f/,2, 
atunci operatorul ă admite de asemenea un vector propriu. 

35. Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii a i operatorulu i 
definiţi prin rnatricile următoare: 

a) 

2 

0 

0 

- 1 

- 1 

2 

- 1 

0 

1 

; t ) 

d) 

-1 -
0 

0 

0 0 
1 0 
0 0 
0 0 

-2 

1 

•o 
1 
1 
0 
0 

2 

0 

1 

- 1 
- 1 

0 
1 

; c) 

2 

0 

0 

- 1 

1 

1 

0 

- 1 

3 
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36. Să se probeze următoarele fapte: 
a) relaţia N(<3) => T(a) este o condiţie necesară şi suficientă pentru 

ca a 2 = 0 ; 
b) pentru orice operator <3 avem N(d) c N(a2) c N(a3) c: ...; 
c) pentru orice operator ă avem T(a) => T(aa) a T(a3) =3 ...; 
d) dacă T{ef) U N(a m ) , atunci 

T(a) <= N(am+J'-1), T(am+''-1) h N(a). 
37. Să se arate- că fiecare operator liniar a de rang r, poate fi repre

zentat ca sumă a r operatori liniari de rang '1 . 
• ' * 

38. Să se determine toate subspaţiile invariante distincte ale unui 
operator diagonal al spaţiului 3ln avînd elementele diagonale distincte şi 
să se arate că numărul acestora este egal cu 2". 

Capitolul 5 
TRANSFORMAREA COORDONATELOR 

Se cunoaşte rolul alegerii corespunzătoare a unui sistem de coordonate 
în rezolvarea problemelor geometrice cu ajutorul geometriei analitice. 
într-o formă mai extinsă, în legătură cu geometria spaţiilor vectoriale 
«-dimensionale, rolul alegerii convenabile a sistemelor de coordonate va 
fi de asemenea de mare însemnătate. Acest capitol este consacrat regulilor 
de transformare a coordonatelor într-un spaţiu vectorial «-dimensional. 
Rezultatele obţinute aici vor permite în particular clasificarea formelor 
pătratice, care va fi t ra ta tă în capitolul 7. 

§ 5.1. Formulele de trecere la o nouă bază 

5.11. Fie {e} = \ex, e2, ..., en} o bază în spaţiul w-dimen-
sional 3Cre şi {f} = {/i>/?> •••,/«} o altă bază în acelaşi spaţiu. 
Vectorii sistemului {f} sînt bine determinaţi prin descor% 
punerile lor cu ajutorul primei baze: 

f2 = P^e1 + p^e, + ...+p^en, 

fn = p[n)e1 + P^)e2 + -+P{:)en-
sau, mai concis,, 

(1) 

(2) 

/; = f > ^ (/ = 1» 2, ..., n). 
în formulele (1) şi (2) coeficienţii pW (i, j = 1, 2, ..., n) 
definesc matricea 

P = WPP 

pf) pf> ... p[») 
0 pŢ - Ân) 

PP P:] ... pin) 
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care se numeşte matricea de trecere de la baza {e} la baza {f}. 
Ca în alte cazuri similare anterioare (§ 4.2), coordonatele 
vectorilor f} (relativ la baza {e}) apar scrise pe coloanele 
matricii P. 

' Determinantul D al matricii P este diferit de zero; într-
adevăr, în caz contrar, coloanele ei şi totodată vectorii fi, 
f2, ...,fn ar fi liniar dependenţi (3.12 a). Orice matrice pă-
tratică cu determinantul nenul a fost denumită nesingulară. 
Aşadar, trecerea de la o bază a spaţiului n-dimensional SCn 
la o altă bază se realizează cu ajutorul unei matrici nesingulare. 

Formulele (1) odată cu matricea P definesc operatorul 
liniar corespunzător S definit prin relaţiile ft = %et(i = 
= 1, 2, ..., n). Acesta se numeşte de asemenea operatorul 
de trecere, de la baza {e} la baza {f}. 

5.-12. Invers, fie {e} = {et, e2, ..., en} o bază dată în spa
ţiul n-dimensionalS^ şi P = | | ^> | | o matrice nesingulară 
de ordin n. Construim prin formulele (1) sistemul de vectori 
fi>h>< ••.•»/»• Evident, aceşti vectori sînt liniar independenţi 
deoarece coloanele oricărei matrici nesingulare sînt liniar 
independente (3.12 a). Aşadar, vectorii fh /2, .;.,/„ formează 
o nouă bază a spaţiului Sln. Astfel, orice matrice nesingulară 
P = \\p\j)\\ defineşte prin formulele (1) trecerea de la o bază 
a spaţiului n-dimensional $ln la o altă bază. 
> 

5.13. Notăm un caz particular de trecere la o nouă bază, 
anume cazul cînd fiecare din vectorii fk coincide cu vectorul 
corespunzător ek, înmulţit cu un număr X& j& 0 \k =, 1, 2, ..., n), 
Formulele (1) capătă forma 

/ i = hh 
fz = 2̂̂ 2, 

In ~ '^-4 n> 
şi matricea P are atunci forma diagonală 

P = 
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în particular, dacă X1 = X2 = ... = Xre == 1, atunci se obţine 
matricea transformării identice — matricea unitate 

(3) 

(prin transformarea identică baza iniţială nu se modifică). 

§ 5.2. Transformări succesive 

5.21. Fie P = ||^l/)|l matricea de-t-recere . de la baza 
{e} = K e%, ..., en) la baza {f} = {h, L ..* / , } şi - Q = 
= ||gf>|| matricea,de trecere de la baza {{} la o baza {g} = 
= {gi> g2,—>gn}- Determinăm matricea de trecere de la 
baza {e} direct la baza {g}. Formula de trecere de la baza 
{e} la baza {f} are forma (2) 

7* 

şi cea de la baza {f} la baza {g} este 
n 

înlocuind (4) în (5), se obţine 

(4) 

n n n I n \ 
(k= 1,2,...,»), (6) 

Pe de altă parte, dacă T = ||4"!|| este matricea căutată de 
trecere de la baza {e} la baza {g}, atunci putem scrie 

g*-£4 f t )*< (k = l,2,...,n), (7) 
»=i 

Comparînd (6) şi (7), rezultă 

(«, k = 1, 2, ..., n). (8) 
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Formula obţinută (8) diferă de formula 4.43(8) doar prin 
notarea indicilor (şi nu prin rolul acestora). Aşadar, matricea 
căutată T este produsul matricilor P şi Q. 

5.22. Considerăm următorul caz- particular de transfor
mări succesive. Sistemul (1) poate fi rezolvat relativ la vec
torii ex, e2, ..., en, deoarece matricea P nu este singulară; 
se obţine atunci un sistem de egalităţi de forma 

(9) 

care definesc trecerea de la baza {f} la baza {e}. 
Trecerea succesivă de la baza {e} la baza {f} cu ajutorul 

matricii P si apoi de la baza {f} la baza {e} cu ajutorul ma
tricii Q — \\qiS)\\. este de fapt trecerea de la baza {e} la ea 
însăşi, adică, în final, transformarea identică, cu matricea 
unitate; de aceea rezultă PQ —-• E. 

§ 5.3. Transformarea coordonatelor unui vector la schim
barea bazei 

5.31. Fie {e} = {exe,, ...,en} şi {f} == {ftf?, ...,/„} două 
baze într-un spaţiu vectorial w-dimensional St„. Orice vector 
x eS£n poate fi reprezentat sub forma 

x = \xex + ţ2e2 + ... + lnen = ^ + v)2/2 + ... + rlnfn, (10) 

unde 5J, £2, ..., £B sînt coordonatele vectorului x relativ la 
baza {e}, iar YJX, TJ2, ..., vjM coordonatele lui x relativ la baza 
{f}. Ne punem problema să calculăm coordonatele vecto
rului x relativ la baza {f} cunoscînd coordonatele lui x re
lativ la baza {e}. Presupunem că este dată matricea P = 
= ll^l^ll de trecere de la baza {e} la baza {f}. Atunci vec
torii {e} se exprimă cu ajutorul vectorilor {f} prin formulele 
(9) sau, mai concis, 

£ # / * (j=l, 2,...,n), (11) 
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unde Q — \\ qij) \\ este matricea inversă a matricii P. Înlo
cuind (11) în (10), rezul tă , ' f 

* = E te = E nJ* = E i (E ̂ A = E (E « ) / -
de unde în virtutea unicităţii descompunerii vectorului x 
în baza {f}, deducem ; 

v], = E ? i % ( * = 1 . 2 , . . . ,» ) . (12) 

Adică explicit rezultă sistemul de egalităţi 

rh^q[1)ll + q^2+- + q[n)^ 
y)2=qi1)ii + qH2+-+qin)ln, 

rin = qL1Ki + q%% + - + q{nn>ţ«-
Astfel, coordonatele unui vector x relativ la baza {f} se 

exprimă liniar cu ajutorul coordonatelor lui x relativ la baza 
{e}; coeficienţii acestor expresii liniare formează o matrice, 
care este transpusa matricii de.trecere de la baza {f} la baza {e} 
(adică transpusa inversei matricii P). 

Folosind notaţia P~x pentru matricea inversă şi notînd 
cu S matricea definită prin relaţiile (12), rezultă că S = (P - 1 ) ' . 

5.32. Are loc şi teorema inversă: 
Fie 5i, £?, ..., ţn coordonatele unui vector oarecare x relativ 

la o bază {e} = {ex, e2, ..., en] a unui spaţiu n-dimensionai Sl„ 
şi numerele -yjl3 T)2, ..-, f}„ definite prin 

*h = Snlx + S12£a + ••• + hn în, 
•"12 == S2l£l + S22^2 + ••• + S2M £«> 

~>}n — s » l ? l + Sm2^2 H~ ••• + snnhn> 

unde det |)%|l ¥= 0. Atunci în spaţiul 3Cn se poale găsi o 
nouă bază {f| = \fx,f%, •••,/»} astfel încît numerele TJI, Y)2, ..., T)M 
să devină coordonatele vectorului % relativ la baza {f} . 

Demonstraţie. Considerăm matricea S = ]|srt|| şi fie ma
tricea P = (5 ' ) _ 1 ale cărei elemente le notăm cu p^K Cu 
ajutorul matricii P construim o nouă bază cu ajutorul for
mulelor (1). Afirmăm că această bază este cea căutată. 
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într-adevăr, considerăm formulele de trecere (12) la coordo
natele vectorului X relativ la noua bază. După cum am văzut, 
aceste formule se scriu cu ajutorul matricii (P - 1 ) ' . Dar 
această matrice coincide cu 5, deoarece 

(p-1)' = ([(sr1]-1)' = (sy = s. / 
Aşadar, numerele *)•,, T)2, ..., vj„ şi coordonatele vectorului x 
relativ la baza {f} sînt unul şi acelaşi lucru, oricare ar fi x. 

5.33. în mod similar cu 5.21 se poate construi matricea 
unei succesiuni de transformări de coordonate. Fie ţu £2, •••> £» 
coordonatele unui vector x relativ la baza {e} şi numerele 
vji. %!-•-•> ty, şi ~i, T2, ..., TW definite prin egalităţile 

"ô  = E ^ * ^'^l' 2>->n)> 
i = L 

ti 
*k = T\<iw%i (k = l> z> •••> n)> 

3 = 1 

cu matricile nesingulare P == \\p}i ]| şi <j = || ^ |( respectiv. 
Atunci se pot exprima mărimile {T} direct cu ajutorul mă
rimilor {£f prin formulele 

«=iy=i i = i 

unde ^M (», A = 1, 2, ..., n) formează o matrice T,- egală cu 
produsul matricilor Q şi P . 

§ 5.4. Transformarea coeficienţilor unei forme liniare 

Presupunem că în spaţiul S(n este dată o formă liniară 
L(x). Aşa cum am văzut în 4.13, dacă în spaţiul §ln este 
aleasă o bază •{je} = '{elt e?, ..., en] atunci valorile formei 
L(x) pot fi calculate după formula 

unde Z,k (k = 1, 2, ..., ») sînt coordonatele vectorului x re
lativ la baza {e}, iar 4 = L(ek) (k = 1, 2, ..., »). Coeficienţii 
4 depind în mod evident de alegerea bazei {e}. Deducem 
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aici regula de transformare a coeficienţilor unei forme liniare 
prin schimbarea bazei. 

Presupunem că formulele 

f,**jbp\% ( i = Î>2, «) (13) 
1 = 1 

definesc trecerea de la baza {e} la o nouă bază {f} şi căutăm 
coeficienţii formei liniare L(x) în baza {f}. Aceşti coeficienţi 
sînt numerele X,- = L(f}); calculînd aceste numere cu ajutorul 
formulelor (13), găsim 

Tsa »=i 

Astfel, coeficienţii formei liniare se transformă în acelaşi 
mod cum se transformă vectorii bazei. 

§ 5.5. Transformarea matricii unui operator liniar 

5.51. Considerăm un operator liniar ă în spaţiul w-dimen-
sional SKn. Notăm cu A{t) = || a\1] || matricea operatorului & 
relativ la o bază {e} = {elt e2, ..., e„] şi cu A({) = | ) a ^ | | ma
tricea sa relativ la o bază {f} = {/i,./2, • ••>/„}• Presupunem 
apoi că formulele de trecere de la baza {e} la baza {f} au 
forma . 

A=*X>f^ (*= 1,2, ...,*). (H) 
3 = 1 

Notăm matricea de trecere ||^f> j | cu P . Stabilim legătura 
între matricile A{e), A{{) şi P . Matricea Aw = ' | | dp |j se deter
mină prin sistemul de egalităţi 

ăe} = J^ a<i)ei (;" = 1, 2,. . . , n), (15) 
j = l " 

iar matricea A = |i<x|m)i| prin sistemul de egalităţi 
n 
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înlocuim în ultima formulă vectorii/^ prin expresiile lor scrise 
cu ajutorul vectorilor &} (14), schimbînd indicele de însumare 
j cu i: 

n n n ( n \ 

Acum aplicăm operatorul <3 celor doi membri ai formulei (14), 
folosind expresia vectorilor ăe} din (15): 

i - i y=i y=i i= i 
n ( n \ 

Comparînd coeficienţii lui et în ultimele două dezvoltări, 
găsim 

f>W)^E<W° 
sau în formă matricială 

PA{t) = A{e)P. (16) 
Aceasta este legătura căutată între matricile A^, A{i) şi P. 
înmulţind în ambii membri cu matricea P - 1 la stînga, se 
obţine expresia următoare pentru matricea Am: 

Am = P-^ (e)P. 
5.52. Folosind teorema produsului de determinanţi (4.75), 

din (16) rezultă următoarea relaţie: 
det P det A(t) — det A{e) det P 

şi cum det P # 0, 
det 4(e) = det 4(f)-

Astfel, determinantul matricii unui operator nu depinde de 
alegerea bazei în spaţiul respectiv. De aceea vom putea vorbi 
de determinantul unui operator, înţelegînd prin acesta 
determinantul matricii acestui operator într-o bază oarecare. 

5.53. în afara determinanţilor, există şi alte funcţii de 
elementele matricii unui operator care rămîn neschimbate 
prin trecerea la o nouă bază. Pentru a construi astfel de 
funcţii, considerăm operatorul ă — X§, unde X este un 
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parametru luat din corpul K. Matricea acestui operator în 
baza {e} este evident matricea Aţe) — X B, iar în baza 
{f} —matricea A^j — X£. Conform celor demonstrate, pentru 
orice X avem 

det(4(ej - X£) = det (-4(1, - XE). 

în ambii membri se află polinoame de gradul n în X. Deoarece 
aceste polinoame sînt egale, atunci coeficienţii diverselor 
puteri ale lui X sînt aceiaşi. Aceşti coeficienţi sînt funcţii de 
elementele matricii operatorului considerat, care rămîn deci 
nemodificate la schimbarea bazei. Explicitam forma acestor 
funcţii. Determinantul matricii A(k) — XE are forma 

«I1) - x 42> ... 4B> 
41) af - x ... 4») = 

= {Tl)*\* + Atfri + ... + A„_iX + AB. 
Coeficientul Ax al lui X""1 este egal cu suma elementelor 

diagonale 4X) + 4 2 ) + ••• + 4 n ) , luată cu semnul (—1)*~V 
aşa cum se vede imediat folosind definiţia determinantului^ 
acest număr se numeşte urma operatorului d. Coeficientul A2 
al lui X"-2 este suma tuturor minorilor diagonali de ordin 2, 
luată cu semnul (—l)re"2 (un minor M£,'£; ;;;'{•* se numeşte 
diagonal dacă - î 1 =/ i , i2 = jz, •••, h =jn)- î*1 mod similar,. 
coeficientul Afc al lui X™"* este suma tuturor minorilor dia
gonali de ordin k, luată cu semnul (— l)n~k. în sfîrşit, coefi
cientul A„ al lui X°, adică termenul liber, este egal chiar cu 
determinantul operatorului. Aşadar, polinomul det (A'fy — 
— XE) care nu depinde de alegerea bazei în spaţiu, aşa cum 
am văzut, poartă numele de polinomul caracteristic al opera
torului ă. 

§ 5.6. Tensori 

5.61. Coordonatele unui vector, coeficienţii unei forme 
liniare, elementele matricii unui operator liniar, sînt exemple 
de mărimi geometrice numite tensori. 

înainte de a trece la definiţia corespunzătoare, raţiona
lizăm puţin sistemul de notaţii adoptat. 

147 



Vectorii unei baze într-un spaţiu «-dimensional Sln vor fi 
notaţi ca pînă acum, prin simboluri ex, e2, ..., en (cu indici 
inferiori). 

Coordonatele vectorilor x, y, ... vor fi notate respectiv 
prin simboluri E,1, E,2, ..., ţn) r)1, r2, ..., vf, ... (cu indici 
superiori.) 

Coeficienţii unei forme liniare f(x) vor fi notaţia, h, •••, ln 
(cu indici inferiori). 

Elementele maţricii unui operator liniar vor fi notate prin 
al; indicele superior arată numărul liniei iar cel inferior arată 
numărul coloanei (spre deosebire de notaţiile utilizate în 4.23). 

Utilitatea unei astfel.de plasări a indicilor se află în urmă
toarea convenţie de însumare: dacă avem o sumă de n mo-
noame, astfel încît indicele de sumare i se întîlneşte în ter
menul general al sumei de două ori — o dată sus şi o dată jos, 
atunci simbolul sumă va fi omis. 

De exemplu, dezvoltarea unui vector x în baza {elt 
e2, ..., en} va fi scrisă sub forma 

x = %% 
(simbolul sumă după i este omis, dar este subînţeles). Expresia 
unei forme liniare f(x) cu ajutorul coordonatelor vectorului 
şi coeficienţilor formei este 

Rezultatul aplicării operatorului ă vectorului et are forma 
următoare 

ăet = a{e} 

(însumare după/). Coordonatele rf ale vectorului ăx se expri
mă atunci prin coordonatele vectorului x în modul următor: 

Li rijfi 
Tl — • • * , * 

(însumare după i). 
Mărimile care se referă la un nou sistem de coordonate vor 

fi notate prin aceleaşi simboluri, dar cu accente pe indici. 
Astfel, vectorii noii baze vor fi notaţi ey., e2>, ..., en>, noile co
ordonate ale vectorului % sînt notate %}, E/', ..., £*' etc. 

Elementele maţricii de trecere de la baza et la baza eit, 
le notăm cu p\,, deci 

er=pUi (17) 
(însumare după i)._ 

148 

Coeficienţii maţricii trecerii inverse vor fi notaţi prin q\'.i>-
H=*$ev .' (18) 

(însumare după *'). Matricea q\' este inversa maţricii p\,^ 
ceea ce poate fi scris astfel: 

JO pentru i*J, ( W ) 

{1 pentru * = j 
sau prin "egalitatea 

m = fO pentru i>*j> ( M ) 

[\ pentru i — ] . 

Pentru prescurtarea scrierii, mărimea depinzînd de indicii % 
şi j , egală cu 0 dacă i # j şi cu 1 dacă i = j se notează cu 
8*- (simbolul lui Kionecker); astfel, relaţia (19) se scrie echi
valent 

p\$=% (2i) 
iar relaţia (20) se scrie 

PUI' = 4- (22> 
5.62. Pentru a arăta avantajele utilizării noilor notaţii» 

deducem din nou formulele de transformare a coordonatelor 
unui vector, a coeficienţilor unei forme liniare şi a elemente
lor maţricii unui operator prin trecere la o nouă bază. 

Fie acum x = £*e4 = %'ev. înlocuind ei prin q\'er, conform 
(18) se obţine 

x =* Z{tfet. = £%. 
Deoarece et, constituie o bază, rezultă , 

lU = qtV. (23) 
Aceasta este tocmai formula de transformare a coordonatelor 
unui vector. 
. Fie acum o formă liniară L(x). Numerele lv se determină 
ca de obicei prin egalităţile /,, = L(f(-). înlocuind e(. prin 
p\, eu conform (17), se obţine 

lc = L(pUi) = PlM^i) = PUi-
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astfel.de


Astfel, 
h-^pUi) (24) 

tocmai formula căutată. 
în sfîrşit, fie â un operator. Elementele matricii sale 

într-o nouă bază se determină din egalităţile 
Oet, = a\',er. 

înlocuind aici ev (respectiv ey) prin formulele p\,et 
(respectiv pţej), folosind (17), rezultă 

Plăe, ^ alipit. 
Dar ăe{ = a\e} şi prin urmare 

pi,ale} = ai;pf
t,e4. 

Deoarece e3 constituie o bază, rezultă' 
P\M = '$$,. 

Pentru a obţine de aici al',, înmulţim ambii membri ai 
acestei egalităţi cu qf şi însumăm după j . Conform formulei 
(22) vom obţine 

pl.aiqf = alp\;tl = «£*£• 
Conform definiţiei mărimilor 8f, şi însumînd după / , 

trebuie reţinut numai termenul care corespunde valorii 
f = k'. în acest caz 8% = 1 şi, prin urmare, 

al^pVtfal (25) 

tocmai formula căutată. 
Se verifică fără dificultate că toate cele trei formule de 

transformare obţinute mai sus coincid cu formulele obţinute 
anterior pe cale obişnuită (§§ 5.3, 5.4, 5.5). Formulele (23), 
(24), (25) exprimă mai multe proprietăţi comune. în primul 
rînd, aceste formule sînt liniare relativ la mărimile care se 
transformă. Apoi coeficienţii acestor formule sînt fie ele
mente ale matricii de trecere de la baza veche la baza nouă, 
fie elemente ale matricii inverse de trecere, fie şi una şi alta. 

• * ' ~ —zi"? 
5.63. Se poate acum trece la definiţia tensorilor. Tensorii 

se împart în covarianţi, contravarianţi şi micşti. în plus, 
orice tensor are un ordin bine determinat. 
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începem cu definiţia tensorului covariant de ordinul trei. 
Presupunem că există o regulă care permite ca în fie

care sistem de coordonate dintr-un spaţiu w-dimensional Sln 
să se construiască nz numere Tij]c (componentele tensorului), 
fiecare fiind definit pentru indicii.i,j',.lt fixaţi între 1 şi n. 
Aceste numere Tm formează, prin definiţie, un tensor co
variant de ordin trei dacă transformarea mărimilor Tm prin 
trecerea la o nouă bază se realizează prin formula 

în mod analog se definesc tensori covarianţi de orice 
ordin; un tensor de ordin m are nm componente (şi nu nz) 
şi în formula de transformare se află nu trei factori de forma p\,, 
ci m astfel de factori. 

Coeficienţii unei forme liniare, care se transformă, aşa 
cum am văzut, după formula (24), oferă un exemplu de tensor 
covariant de ordinul întîi. 

Dăm acum noţiunea de tensor contravariant de ordin trei. 
Presupunem că există o regulă care permite ca în fiecare 
sistem de coordonate să se construiască w3 numere Tlit, 
fiecare din ele fiind definit pentru indici i, j , k cuprinşi între 
1 şi n. Aceste numere -T*1* formează un tensor contravariant 
d» ordin trei dacă transformarea mărimilor Tii!e prin schim
barea bazei are loc după formula 

r'3"" = $qUÎTm-
în mod analog se definesc tensori contravarianţi de orice 

ordin. în particular, coordonatele unui vector x formează 
un tensor contravariant de ordinul întîi. 

Termenii „covariant" şi „contravariant", introduşi mai 
sus, se explică în modul următor. „Covariant" înseamnă 
„care se schimbă la fel" cu vectorii unei baze, adică prin 
utilizarea coeficienţilor p\,. „Contravariant" înseamnă „care 
se schimbă invers", „adică prin utilizarea coeficienţilor qf.. 

Se pot de asemenea considera tensori micşti. De exemplu, 
n3 numere Tf,- daste în fiecare sistem de coordonate, formează 
un tensor mixt de ordin trei, de două ori covariant şi o dată 
contravariant dacă transformarea acestor mărimi prin tre
cerea la o nouă bază se realizează după formula 

în mod analog se definesc tensori micşti de / ori covarianţi 
şi de m ori contravarianţi. 
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De exemplu, elementele matricii unui operator liniar 
formează un tensor mixt de ordin doi, o dată covariaht şi 
o dată contravariant. Trebuie notat că poziţia indicilor per
mite indicarea caracterului unui tensor. 

5.64. Operaţii cu tensori. Se poate defini operaţia de 
adunare a doi tensori de aceeaşi structură Tfy şi Sf} (de două 
ori covarianţi şi o dată contravarianţi). Suma lor va fi un 
tensor Q\j de aceeaşi structură; în orice sistem de coordo
nate, prin fixarea lui i, j , k, componentele sumei reprezintă 
suma componentelor corespunzătoare. Faptul că mărimile 
($,• formează într-adevăr un tensor (de aceeaşi structură cu 
a termenilor), rezultă din următoarele egalităţi: 

<%,< = 2?,, + -s&, = piputn + Pi'Pkt'Sii = 
=p\pux{n> + s?.) ^PIPWUQ%-

Operaţia de ânmulţire este aplicată tensorilor de orice 
structură. De exemplu, înmulţim un tensor Tu cu un tensor 
S{. Acesta va fi un tensor Qlik de ordinul 4; în fiecare sistem 
de coordonate, pentru i, j , k, fixate componenta respectivă 
este tocmai produsul componentelor corespunzătoare ale 
factorilor. Caracterul tensorial al lui Q\jk se verifică în modul 
următor: 

Q\,rh, = 7VS]: = PtepT^ql'SI = plPltâtfTvSl = 
, = Pi'pmtiQU-

. Considerăm acum operaţia de contracţie, care se aplică 
tensorilor pentru care există cel puţin un indice covariant 
şi unul contravariant. De exemplu, fie tensorul Z?j-j căruia 
îi aplicăm contracţia indicilor k şi i, care constă în a considera 
mărimile Tfj, unde * este indice de însumare şi se însumează 
după i; mărimile Ti = T\} depind numai de indicele / . 
Se obţine astfel un nou tensor, al cărui ordin este cu două 
unităţi mai mic decît cel iniţial. Arătăm caracterul tensorial 
al lui Tj din exemplul anterior. Avem 

?v= nr-piPktn = (pH)Pi^k= tipţfy.. 
Aici prin însumare după k este suficient să ne mărginim la 
valoarea k = i; deoarece 8f = 1, obţinem 

tr=Pi'Tij=pi'Tj, 
ceea ce trebuia arătat. 
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Ce se obţine dacă contractăm un tensor mixt de ordin 
doi T) după cei doi indici? Mărimea T == T\ nu are nici un 
indice, adică în orice sistem de coordonate ea reprezintă doar 
un număr. Acest număr este unul şi acelaşi în orice sistem de 
coordonate; într-adevăr, 

T = t\, = pîqSA = S|rf = T\ = T. 
O astfel de mărime numerică independentă de sistemul de 
coordonate se numeşte invariant. Aşadar, operaţia de con
tracţie a tensorilor poate conduce la obţinerea de invarianţi. 

Dacă tensorul a{, corespunzînd unui opeiator liniar ă, 
este. contractat după indicii săi, atunci invariantul obţinut al 
va fi tocmai urma operatorului ă (suma elementelor diago
nale ale matricii asociate). Invarianta acestei mărimi a fost 
deja demonstrată prin alte mijloace (5.53). Iată încă un 
exemplu: matricea c\ a produsului a doi operatori cu matri-
cile corespunzătoare a\ şi b( este un tensor mixt de rangul doi, 
care se obţine prin contracţia tensorului de rangul patru 
a\b\ după indicii k şi l. 

PROBLEME 

1. Un vector x s Xn are relativ la o bază e,, c2, ..., en coordonatele 
£i> \f •••• £«• Cum trebuie construită o bază în Stn astfel încît coordonatele 
lui x relativ la noua bază să devină 1, 0, ..., 0? 

2. într-un spaţiu «-dimensional Sln este fixată o bază ev e2, .... en. 
Să se arate că orice subspaţiu Si' c %n se poate defini ca mulţimea tuturor 
vectorilor x e 3ln ale căror coordonate (relativ la baza ev e2, ••-, en) satisfac 
un sistem de ecuaţii de forma 

n 
y ô'Şj" = o (* = i» 2,.... k). 

3. (Continuare). Să se arate că Orice hiperplan H c Sin poate fi definit 
ca mulţimea tuturor vectorilor x e 3in ale căror coordonate (relativ la 
baza ev e2, ..., ett) satisfac un sistem de ecuaţii de forma 

w 
^2ai)%) = h (»' = 1".2, -., k). 
3 = 1 

4. într -un plan sînt alese trei baze; coordonatele unui vector x relativ 
la aceste baze sînt respectiv £ii ^ 2 ; "fii.T^; ^i, ~2- Presupunem că 

Iii == aV&\ + alÂi> Tl - h&\ + &12?2: 
7]3 = a2l^,l + a22S2-' T2 = ^21^1 + ^22?2 > 

k« | |«« | | , B=|IMI-
Să se exprime coordonatele xv T 2 CU ajutorul coordonatelor TJV T)2. 
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5. Pentru o forma liniară d a t ă / ( # ) nenulă în spaţiul $Cn să se indice 
n 

o bază gv g2, ..., gn astfel încît pentru orice vector x = V ^ r^g* să aibă 

loq. egalitatea f(x) = "Ov 
6. Se consideră un operator £C care acţionează într-un spaţiu «-dimen

sional SI, avînd un subspaţiu invariant Ă-dimensional &'. Atunci, socotind 
pentru moment că operatorul & acţionează doar în subspaţiul Si', se poate 
construi polinomul caracteristic corespunzător de grad k. Să se arate că 
acest polinom este divizor al polinomului caracteristic al operatorului a 
acţionînd în întreg spaţiul Si. 

7. Fie X = >o o rădăcină multiplă de ordin r a ecuaţiei det || A{t) — ' 
— XB || = 0. Să se arate ca dimensiunea subspaţiului propriu &'*•' al 
operatorului ă corespunzînd rădăcinii X,,, nu depăşeşte r. 

8. Să se arate că mărimile S| formează un tensor de ordinul doi, o 
dată covariant şi o dată contravarianţ. 

9. Un sistem de mărimi S^ este definit în fiecare sistem de coordonate 
prin rezolvarea sistemului de ecuaţii ;s 

T r tSy= 5J, 

unde Tllc reprezintă un tensor covariant de rangul doi, astfel încît 
det ||T**|| 5* 0. Să se arate că S«^ reprezintă un tensor covariant de ordinul 
doi. . ' 

10. Dacă li şi X? au sensul indicat în text, ce sens geometric are .con
tracţia liCJ după cei doi indici? 

•Capitolul 6 
FORMA CANONICĂ A MATRICII 
UNUI OPERATOR LINIAR 

Doi operatori a şi $> acţionînd într-un spaţiu «-dimensional Xn se 
•numesc echivalenţi dacă eseistă două baze în 3Cn astfel încît matricea opera
torului a în prima bază să coincidă cu matricea operatorului <8 în cea de a 
•doua bază. Evident, operatorii echivalenţi definesc în spaţiul âvjj aceeaşi 
transformare liniară. Dar cum putem decide, cunoscînd matricile opera
torilor â şi âS într-o aceeaşi bază, dacă aceşti operatori sînt sau au echi
valenţi? 

î n acest capitol, pentru orice operator liniar dat a într-un spaţiu 
«-dimensional (complex sau real) vom indica o bază în care matricea A 
a operatorului a are o formă „canonică", adică într-un anumit sens cea 
mai simplă posibilă. 

Forma canonică poate fi obţinută direct prin cunoaşterea elementelor 
matricii operatorului ă într-o bază oarecare. Se va demonstra că dacă 
operatorii ă şi eB sînt echivalenţi, atunci forma canonică a matricilor lor va 
fi aceeaşi. Astfel, o condiţie necesară şi suficientă pentru echivalenţa a 
doi operatori este ca matricile lor canonice să coincidă. 

• Vom începe cu studiul unei clase particulare de operatori (§ 6.1)1 
cazul general va fi considerat în § 6.3. 

§ 6.1. Forma canonică a matricii unui operator nilpotent, 

6.11. Un operator liniar $> acţionînd într-un spaţiu n-di-
mensional 3tn se numeşte nilpotent dacă există r natural astfel 
încît ®>r = 0, adică <$>rx = 0 pentru orice xe Sln. Presupunem 
că @> este operator nilpotent; anume $>r = 0 şi $ r - 1 =£ 0 
(adică există xeSin astfel încît 8tf~xx =£ 0). Vom numi 
înălţime a unui vector xeSiu cel mai mic întreg m astfel 
încît S>mx = 0. Toţi vectorii x<=3Cn au, conform ipotezei 
făcute, înălţimea < r, şi există vectori cu înălţimea r. Pentru 
orice k < r, vom nota cu %k mulţimea tuturor vectorilor de 
înălţime < k. Evident, %k este un subspaţiu în Stn (dacă xe 3CB 
şi ye%k, atunci $>kx = 0, 8t>ky — 0, de unde pentru orice 
a.eK, fieK, avem o$>k(u.x +(3jy) = 0, deoarece înălţimea 
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vectorului ax + p_y nu depăşeşte k /şi ax -f Şy'e%k). Apoi, 
% = $n (deoarece vectorii din SC„ au înălţimea < r) şi 

0 = %0 c ata c ... c St^j c SC, = « ^ 

Notăm dimensiunea acestor subspaţii respectiv prin w0 = 
= 0 < « ! < . . . < wr = ».• Vom construi o bază a spaţiului 
3(n în modul următor. ( 

Aşa Cum am văzut, %r_i nu coincide cu întreg spaţiul 
S(n =--- %r. De aceea se pot găsi vectori fh .••,fPl situaţi' în 
%r şi liniar independenţi peste %r_} (2.44); aşadar, pt = 
= mr~mt_1. Evident vectorii ®>fi, ...,§>/& sînt situaţi în 
3Cr_j şi în plus sînt liniar independenţi peste %r.2: într-adevăr, 
dacă am avea 

c1®>f1 + ... + cPiS!,fPi = ge %,.„?, 

atunci, aplicînd Sbr~2, ar rezulta că 

Ci^1fi + - + cPl^-%l^0, 
sau echivalent 

ceea ce are loc doar pentru'toţi coeficienţii ct nuli. Rezultă 
atunci că dimensiunea mr_ 1 — mr_? a spaţiului %rr_1 peste 
2£r_2 este egală sau mai mare decît dimensiunea mr — mr_1 
a spaţiului %r peste %r__x. Completăm vectorii ®>flt ..., dfPl 

.prin vectorii fPl+1, ...,fPz în %Zi pînă la un sistem maximal' 
liniar independent peste %r-2{P?- = wr_i — mr_?). Aplicînd 
tuturor acestor vectori operatorul <§, se obţin vectorii din 

â%...,.&%;, 4Pvn,..., s,fw . 
liniar independenţi peste %r_s, fapt care se demonstrează ca 
mai sus. De aici rezultă wr_2 — mr_3 > mr_1 — mr__2 şi se 
pot construi în spaţiul %r_2 vectori fPM, .,.,fPy generînd 
împreună cu vectorii precedenţi un sistem liniar independent 
peste 2£r_3. 

Trecînd în acelaşi mod la spaţiile 3Cr_3, ..., %0 — (0), se 
obţine în final un sistem total de n vectori liniar independenţi. 
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6.12. Sistemul obţinut de vectori poate fi scris într-un 
tablou , - , • . . . 

$ţfx, ..., ®>fPl,fPl+l> "'i/p, 

Vectorii situaţi în prima linie a tabloului au înălţimea r, 
vectorii din linia a doua au înălţimea r — 1 etc.; vectorii ulti
mei linii au înălţimea 1, adică prin operatorul & ei sînt 
transformaţi în' 0. Fiecare coloană a tabloului determină 
un subspaţi'u invariant al operatorului &; primele px subspaţii 
invariante au fiecare dimensiunea r, următoarele p2 — pi 
au fiecare dimensiunea r—l etc. Ultimele coloane, formate 
din cîte un element, determină subspaţii invariante unidi
mensionale. 

întreg spaţiul Sln este suma directă a celor pr subspaţii 
indicate. 

6.13. Scriem matricea operatorului â> în subspaţiul ge
nerat de vectorii primei coloane. Ca bază alegem vectorii 
J&r_1/1, ®>r~2fi, •••> $>/i»/i» m această ordine, ei sînt dispuşi 
după creşterea înălţimii. în această scriere primul vector al 
bazei este transformat de operatorul $ în 0, al doilea este 
transformat în primul ;..., al f-lea în al (r— l)-lea; de aceea 
matricea operatorului <$> conţine, conform 4.23, r linii şi r 
coloane şi are forma 

0 

0 

0 

0 

1 0 . 

0 1 . 

0 0 . 

.0 0 . 

. 0 

. 0 

. 0 

.. 0 

0 
0 

1 

0 

cu elemente nenule (şi egale cu 1) imediat deasupra diago
nalei principale. 

O formă analoagă are matricea operatorului <$> în celelalte 
subspaţii invariante, corespunzând celorlalte coloane ale 
tabloului anterior; deosebirea faţă de matricea (1) constă doar 
în numărul liniilor şi coloanelor. 

(1) 
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,. -6-J;4- Matricea operatorului A, acţionînd în întreg spa
d ă w a l ă a C V a S l d l a g o n a I a (4-32) c u blocurile indicate p e 

0 1 0...0 0 
0 0 1...0 0 

0 0 0...0 1 

0 0 0...0 0 

B = 

0 
0 

0 

0 

1 0. 
0 1. 

0 0. 

0 0. 

..0 

..0 

.0 

.0 

0 
0 

1 

0 

0 1 
o o 

(2)* 

Numărul blocurilor de dimensiunea r este egal cu fi-, 
numărul blocurilor de dimensiune r— 1 este egal cu fi2— 
—fii, ..., numărul blocurilor de dimensiune 2 este egal cu. 
A-i — A-?> numărul blocurilor de dimensiune 1 este egal cu 
fir - fir-i- Se înţelege că dacă există j astfel încît fir,+1 = 
= fir-}, atunci în matricea (2) nu vor exista blocuri de d i 
mensiune /. . 

§ 6.2. Algebre; algebra polinoamelor 
într-o nedeterminată 

6.21. Dăm mai jos cîteva definiţii din teoria algebrelor.-
Un spaţiu vectorial SC peste un corp de numere K se numeşte-
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K-algebră (sau algebră peste K) dacă în SC este definită o 
operaţie de înmulţire, care asociază oricărei perechi x, y 
de elemente din Si un element x-y din SC, astfel încît să 
fie satisfăcute următoarele condiţii: 

1) a(xy) = (<xx)y — x(ay), pentru orice x şi y din SC şi 
pentru orice a e l f ; 

2) (xy)z —. x(yz) pentru orice x, y, z din Si, '{asociativitate) ; 
,3) (x -f- y)z — xz + yz şi z(x -f- y) — zx -f- zy pentru orice 

x, y, z din Si (distributivitate). 
în general, înmulţirea poate să nu fie comutativă (adică 

se poate întîmpla să existe x, y în Si astfel încît xy ^ yx). 
Dacă înmulţirea ar fi comutativă, adică ar fi îndeplinită 
condiţia 

4) xy = yx pentru orice x, y din Si, atunci se spune că 
algebra Si este comutativă. 

Fie 0 vectorul nul al spaţiului Si. Atunci pentru orice 
xe Si avem1 . >•' • 

0 ~x-= (0 + 0)x = 0 -x + 6-x, 

de unde rezultă că 0 • x = 0. 
Un element e e SC se numeşte element neutru la stînga 

dacă ex = x pentru orice x e Si şi element neutru la dreapta 
dacă xe = x pentru orice xeSi; de asemenea, eeSC se 
numeşte element neutru bilateral sau element unitate în SC 
dacă ex — xe = x pentru orice x e Si (dacă există, un astfel 
de element este unic). 

Un element x e SC se numeşte invers la stînga al elemen
tului yeSC dacă xy este element unitate în SC; în acest caz, 
y se numeşte invers la dreapta pentru x. Dacă un element 
z are invers la stînga şi la dreapta, atunci inversul său este 
unic (vezi 4.76 a) şi se notează z~x ;• se mai spune atunci că z 
este inversabil. 

Produsul zu a două elemente inversabile z şi u este de 
asemenea inversabil, avînd inversul u^z"1. Dacă elementul u 
este inversabil, atunci ecuaţia ux = v are soluţia x = u~xv; 
deoarece aceasta se obţine din însăşi ecuaţia considerată 
prin înmulţire cu u~x, ea este unică. în cazul comutativ se 

v •utilizează notaţia x = — sau x — v : u; acest element se 
u 
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numeşte cîtul elementelor v şi u. Pentru cituri se verifică 
uşor următoarele reguli: 

— + — = - — — (daca % şi u2 smt inversabile); 
Wj u% uxuz 

_ I . _1 — _UL (dacă ut şi w2 sînt inversabile); 
U\ U% W^g 

_i : _£ = _LA (dacă %, w2. vz sînt inversabile). 
Wj. U2 thv2 

Prin definiţie algebra SC are dimensiunea n dacă spaţiul 
vectorial SC corespunzător are dimensiunea n. 

6.22. Exemple 

a. în orice spaţiu vectorial 3C punem x- y — 0 pentru 
orice xeSC, yeSC. Se obţine atunci o algebră, numită 
algebra trivială. 

b. Un exemplu de algebră comutativă netrivială peste 
un corp K îl constituie mulţimea IT a tuturor polinoamelor 

P(X) = £ a'^ 

cu coeficienţi în K, cu operaţiile uzuale de adunare şi înmul
ţire. în această algebră, polinomul e(k) avînd a0 = l şi toţi 
ceilalţi coeficienţi nuli este element neutru. 

c. Spaţiul vectorial L(3Cn) al tuturor matricilor pătratice 
de ordin n cu elementele din K, cu înmulţirea uzuală de 
matrici constituie un exemplu de algebră necomutativă finit-
dimensională de dimensiune n2 (4.73 b). Această algebră 
are element neutru, anume matricea unitate E. 

d. Un exemplu mai general de algebră necomutativă 
avînd element neutru îl constituie spaţiul vectorial <&(3C) 
al tuturor operatorilor liniari acţionînd într-un spaţiu vec
torial 31, cu operaţia uzuală de produs (compunere) de opera
tori (4.33). 

6.23. a. Un spaţiu £ c SC se numeşte subalgebră a unei 
algebre Si dacă din faptul că xe£, ye£, rezultă că xy e £. 
Un subspaţiu £ c 31 se numeşte ideal drept în 3V dacă din 
xe£, yeSC rezultă xyeS. şi ideal sting în 31 dacă xeS-, 
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yeSC implică yxe £. Un ideal drept şi stîng în acelaşi timp 
se numeşte ideal bilateral. într-o algebră comutativă nu există 
nici o distincţie între ideale drepte, stingi şi bilaterale. î n 
orice algebră SC există două ideale bilaterale evidente: unul 
notat (0), constînd din singurul element 0, iar celălalt con-
stînd din toate elementele din 31. Toate celelalte ideale (drepte, 
stîngi sau bilaterale) se numesc ideale proprii. Orice ideal 
este o subalgebră. Reciproca acestei afirmaţii este falsă; 
de exemplu, mulţimea tuturor polinoamelor P(k) avînd pro
prietatea că P(0) = P( l ) formează o subalgebră a algebrei II, 
care nu este un ideal. Mulţimea tuturor polinoamelor P(X) 
satisfăcînd condiţia P(0) = 0 constituie un ideal propriu 
în algebra II. 

b. Fie £ c: SC' un subspaţiu al algebrei SC. Considerăm 
spaţiul-cît SC/t (2.48), adică spaţiu! vectorial al claselor X 
de elemente * e $f congruente relativ la subspaţiul £. Dacă £ 
este un ideal bilateral în SC, atunci pentru clasele Xe3C/£, 
introducem, alături de operaţiile liniare, o operaţie de înmul
ţire. Anume, considerîhd clasele X, Y, alegem elemente arbi
trare x e X, y e Y şi prin produsul XY vom înţelege clasa 
produsului xy. Această operaţie este bine definită, deoarece 
dacă în clasa X alegem un element x'\ iar în clasa Y un ele
ment y', atunci vom avea 

x'y' — xy = x'(y' — y) -f \x' - x) y; 

acest element aparţine idealului £, odată cu y'—y şi x'—x. 
Din condiţiile 6.21, 1)—3) îndeplinite în algebra SC, rezultă 
imediat că aceste condiţii sînt îndeplinite pentru clasele 
XeSCjS,; de aceea spaţiul-cît w/£ cu operaţia de înmulţire 
anterioară este de asemenea o algebră. Algebra 3C/S, se nu
meşte algebra-cît a lui SC prin idealul bilateral £. Este evident 
că dacă algebra SC este comutativă, atunci algebra-cît JI/£ 
este comutativă. ' • 

6.24. Fie SC' şi SC" două algebre peste corpul K. Un 
morfism to••': SC' —> 3£" de spaţii vectoriale (2.71) se numeşte 
morfism de algebre dacă alături de condiţiile (2.71), prin asigură 
că a> este morfism de spaţii vectoriale, anume 

a) <&(x' + y') = <>>(x') -\~ to(ry') pentru orice x', y'eSC'; 
b) oi(ax') = a<x>(x') pentru orice x'e SC şi oricare ar fi 

oceK, este îndeplinită de asemenea condiţia 
c) o)(x'• y') = u>(x') • o(y') pentru orice x', y'eSC'. 

Dacă un morfism co este epimorfism (respectiv monomorfism 
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sau izomorfism) al spaţiului St' în spaţiul St" (2.71), atunci 
el se numeşte epimor/ism (respectiv monomorfism sau izo
morfism) al algebrei St' in algebra St". 

6.25. Exemple 
a. Fie £ o subalgebră a algebrei St* O aplicaţie <o care 

asociază oricărui vector xe£ acelaşi vector x în St este 
morfism al algebrei £ în algebra St, chiar un monomorfism. 
Ca şi în cazul similar din 2.72, acest monomorfism se numeşte 
incluziunea (scufundarea) lui £ în St* 

b. Fie £ un ideal bilateral al algebrei St şi §£/£ algebra-cît 
corespunzătoare (6.23 b). Aplicaţia w care asociază oricărui 
vector xe St clasa corespunzătoare J e St/g, a elementului x, 
este un morfism al algebrei St în algebra StjS,, şi anume un 
epimorfism. Ca şi în cazul analog din 2.72 b acest epimorfism 
se numeşte reprezentarea canonică a hii St pe Stj£. 

c. Fie o un monomorfism al algebrei St' în algebra St". 
Mulţimea tuturor vectorilor (n(x')eSt" este o subalgebră 
£ " c St" şi monomorfismul co este un izomorfism al alge
brei St' în algebra £'*. 

d. Fie <o un morfism de la algebra St' la algebra St". 
Arătăm că mulţimea £' a tuturor vectorilor x'eSt' pentru 
care <•>(#') — 0 este un ideal bilateral al algebrei St'. într-a
devăr, £' este un subspaţiu al lui St' (2.76 b); apoi dacă 
x'et', y'eSt', atunci a(x'• y') = a(x') • w(v) = 0, deci 
x' • y'e £' şi în mod analog y' • x'e £', ceea ce trebuia dovedit. 
De asemenea, monomorfismul Ci al spaţiului St'jt' în spa
ţiul St" care asociază oricărei clase X'e St'jS'- elementul 
to(x'), x'eX' (2.76 b) este un monomorfism al algebrei 
St'/£' în algebra St". într-adevăr, alegînd x'eX', y'eY', 
avem x'y'eX'Y' şi Q(X'Y') = <*{x'• y1) = <s>{x') • <•>(/) = 
== C1(X') Cl(Y'). în particular, dacă morfismul « este un 
epimorfism al algebrei St' în algebra St", atunci morfismul CI 
este un izomorfism între algebrele St'fS,' şi St". 

e. Fie â un operator liniar acţionînd în spaţiul St. Deoa
rece pentru operatorii liniari în spaţiul St sînt definite opera
ţiile de adunare şi înmulţire, atunci fiecărui polinom P(X) = 

m 
— T^ #A* e II îi putem asocia operatorul 

P(^)=T:^A\ 
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acţionînd în acelaşi spaţiu St. Prin această corespondenţă, 
adunării şi înmulţirii de polinoame le corespund adunarea şi 
respectiv înmulţirea de operatori asociaţi în sensul § 4.3. 
într-adevăr, fie 

" m m 
P(X) *» P1(X) + P2(X) = £ «tX* + J* bk-k" = 

ft=0 ft=o 

m 

atunci 

P(â) = £ K + 6») a*= £ «*<a* + £ 6fca*= /^a^p^a). 

în mod analog, fie 
m m m tn 

Q[\) = I\CK) p'm = E ^ E ^ = £ E <**^ ; 

atunci aplicînd proprietatea de distribuţie pentru operatori 
(4.33) 

<2(a) = £ £ ^aft+; = D ^ * £ > ^ = Pl(a> Pa(a;)-
în particular, operatorii P(ă) şi <?(&) sînt întotdeauna per
mutabili, oricare ar fi polinoamele P(X) şi (?(X). 

Am obţinut astfel un morfism al algebrei polinoamelor 
11(6.22 b) în algebra operatorilor liniari $(§£) (6.22 d). în 
general, acest morfism nu este epimorfism (deoarece opera
torii de forma P(ă) comută între ei, în timp ce algebra ®>($t) 
este necomutativă (cu excepţia cazului trivial St = $ti). 

f. Există un izomorfism între algebra 8>(Kn) a tuturor 
operatorilor acţionînd în spaţiul K„ şi algebra &(Kn) a tuturor 
matricilor de ordin n cu elemente din corpul K', acesta poate 
fi explicitat fixînd în spaţiul Kn o bază eh ..., en şi asociind 
fiecărui operator ăeăt>(K„) matricea sa în această bază. 
Ambele algebre au aceeaşi dimensiune, anume n2. 

6.26. în algebra comutativă II a tuturor polinoamelor 
P(X) cu coeficienţi din corpul K (6.22 b), mulţimea tuturor 
polinoamelor de forma P(X) Q0(\), unde Q0(k) este un polinom 
fixat, iar P(X) un polinom arbitrar, este evident un ideal. 
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Arătăm că invers, orice ideal 1^0 al algebrei II este de 
această formă, adică elementele lui / se obţin dintr-un anumit 
polinbm (?0(X) prin înmulţire cu orice polinom P(X). Pentru 
demonstraţie, alegem în idealul I un polinom Q0(h) nenul de 
grad minim, notat q. Afirmăm că orice, polinom Q(X) e I 
este de forma P(X) <20(X), unde P(X) e II. într-adevăr, apli-
cînd teorema împărţirii cu rest a polinoamelor, se poate 
scrie 

<?(X) = P(X) Q0{\) + JR(X)f (3) 

unde P(X) este cîtul împărţirii lui Q(\) cu QQ(X) iar P(X) restul 
corespunzător, avînd gradul mai mic decît gradul q al împăr-
ţitorului. Polinoamele Q(h) şi (?0(X) aparţin idealului / . Dar 
atunci şi polinomul P(X) aparţine idealului I, aşa cum re
zultă din relaţia (3). Deoarece gradul polinomului P(X) este 
mai mic decît q iar polinomul Q0(k) are printre elementele 
idealului / gradul cel mai mic posibil q printre polinoamele 
nenule, rezultă neapărat că P(X) = 0, ceea ce trebuia arătat. 

Polinomul <?o(X) se numeşte generator al idealului I. 

6.27. Polinomul (?o(X) este determinat de idealul I în mod 
unic fînă la un factor numeric. într-adevăr, dacă alături 
de Q0{K) ar exista, un polinom (^(X) cu aceeaşi proprietate, 
atunci ar rezulta 

&(X) = PxiX) Q0(\), 

«?o(X) = P0(X)ft(X). 

Din aceste egalităţi rezultă că gradele polinoamelor (?X(X) 
şi <2o(X) sînt aceleaşi şi ca atare Pi(X), P0(X) nu conţin X, 
adică sînt numere, ceea ce trebuia dovedit. 

6.28. Considerăm polinoamele nenule Qi(h), ..., Qm("k) care 
nu au un divizor comun de grad > 1. Vom arăta că există 
polinoame P?(X), ..., P°(X) astfel încît 

P°i(î) QiW + »• + P » QJty = 1 • (4) 

într-adevăr, fie / mulţimea tuturor polinoamelor de forma 
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pentru orice Pj(X), .,., Pm(X) din II. Evident, mulţimea / 
constituie un ideal. Conform 6.26 idealul I este generat de 
un polinom 

m 
^0(X) = ^P«(X)^(X) . (5) 

ft-i 

în particular, deoarece $i(X),..., Qm(h) aparţin lui / , rezultă că 
(?X(X) = S^QoiX), ...,<2m(X) = Sm(X)0o(X), 

unde Si(X), ..., Sm(X) sînt anumite polinoame. Aceste egali
tăţi arată că (?0(X) este un divizor comun al polinoamelor 
<2ifX), -..,(?mM- Dar atunci din ipoteză rezultă că gradul 
polinomului (?o(X) este egal cu 0, adică <20(X) este o constantă a0. 
în acest caz a0 =£ 0, deoarece în caz contrar 1 = 0. înmul-

\ 
tind (5) cu —, se obţine (4), ceea ce trebuia dovedit. 

a0 

§ 6.3. Forma canonică a matricii unui operator 
oarecare 

6.31. Considerăm un operator liniar ă într-un spaţiu 
w-dimensional SCn. 

Reprezentarea <o(P(X)) = P{&), indicată în 6.25 e, este 
un epimorfism (6.23) al algebrei II a tuturor polinoamelor 
cu coeficienţi din corpul K în algebra I î a a operatorilor liniari 
de forma P(ă) actionînd în spaţiul ^„.Conform 6.25 d 
algebra I I a este izcmoifă algebrei-cît H/T, unde I este 
idealul tuturor polinoamelor P(X) cu proprietatea că w (P(X)) = 
= P(<3) = 0. Vom studia în cele ce urmează structura aces
tui ideal. 

6.32. în punctul 6.22 am văzut că mulţimea tuturor opera
torilor liniari actionînd în spaţiul Sin formează o algebră peste 
corpul K de dimensiune n2. Fixînd un operator ă, considerăm 
şirul de operatori 

<a°=. §, a, a2 , . . . , am,... 
în acest şir primii #2-j-l termeni sînt liniar dependenţi, 

m 
adică există o relaţie de forma J~) ckăk = 0 (m < n2), cu coefi-
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cienţii ct nu toţi nuli. Aceasta înseamnă că în corespondenţa 
m 

stabilită anterior (6.31) polinomului Q(k) •= Y) ctX* îi cores-
punde operatorul nul. 

Orice polinom Q(h) pentru care operatorul Q(ă) este opera
torul nul se numeşte polinom anulator al operatorului &. 
Am demonstrat că pentru orice operator ă există un operator 
anulator de grad < n2. 

6.33. Mulţimea tuturor polinoamelor anulatoare ale unui 
operator ă formează un ideal în algebra II. Conform 6.26 
există un polinom @o(X) definit pînă la o constantă multi
plicativă, astfel încît toate polinoamele anulatoare să aibă 
forma P(X) Q0(k), unde P(X) este orice polinom din IT. în 
particular, $o(X) însuşi este polinom anulator. Printre toate 
polinoamele anulatoare, @0(X) are cel mai mic grad şi de aceea 
el se numeşte polinom anulator minimal pentru operatorul ă. 

6.34. TEOREMĂ. Presupunem că un polinom anulator 
Q(k) al unui operator ă se descompune în produsul a două 
polinoame prime între ele Q(k) = (?i(X) <?2(X). Atunci spaţiul 
Sln poate fi descompus ca sumă directă a două subspaţii SC„ = 
= Sx + oT2, invariante relativ la operatorul ă{&kx c Sx, 
ă&2 cz 8"2)> astfel încît 

Qx(ă)x^0, 02(<3)% = O, 

pentru orice % e ? i , x2eST2, adică (?i(X) (respectiv (?2(X)) 
este polinom anulator pentru operatorul â acţionând in spaţiul 
Sx (respectiv 8T2J. 

Demonstraţie. Conform 6.28 există polinoame Pi(X) şi 
P2(X) astfel încît 

P1(X)<?1(X) + P2(X)(?2(X)=1. 

Folosind morfismul 6.25 e, găsim 

Pl(ă) Qx{ă) + P2(ă) Q2{ă) = $. 

Notăm cu ITj. (A = 1,2) domeniul de valori ale operatorului 
Qtc{&), adică mulţimea vectorilor de forma Qk(â)x, xeSltt 
(4.61). Evident, din faptul că y — Qk{ă) xe &k, rezultă 
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ây = Qk(ă) ăxe Şt, deci #"* este subşpaţiu invariant relativ 
la operatorul ă. 

Pentru orice xxe S"i există yeSCn astfel încît 

Qi{&) xt = Q;(ă) Qi(&) y = Q(ă) y = 0, 

şi analog, pentru orice xze8Tz există ze3Cn astfel încît 

Qi(d) x2 = Qj.(S} Q?(ă) z = Q(â) z~ 0. 

Apoi, pentru orice xeSi„ are loc egalitatea 
* = Qj(a) p3(a) x + Q?{d) p2{ă) x = xx + x%, 

unde xk = Qk{&) Pk(ă)xe$k (k — 1, 2), care arată că suma 
subspaţiilor &lt ST2 este întreg spaţiul SCn. 

Fie acum x0e S"x fi ST2. Atunci Qx{ă) x0 = Q2(ă) xQ= 0 şi 
prin urmare 

x0 = Px{ă) Qx{ă) x0 + P2(ă) Q2(ă) x0 = 0. 

Aşadar, ffx n #"2 = 0 şi suma §£„ = &x + S"2 este directă. 
Se înţelege, nu este exclusă posibilitatea ca unul din subspa-
tiile Sx, #"2 să fie subspatiul nul (constînd doar din vectorul 
nul). 

6.35. Observaţie. Prin construcţie operatorul Qx(â) anu
lează subspatiul 3"z, iar operatorul Q%{&) anulează subspatiul 
&x. Arătăm că orice vector x anulat de operatorul Qx(ă) apar
ţine lui $"2 şi orice vector x anulat de operatorul Q%{&) aparţine 
'lui S*]. Fie Q\{&) x = 0. Avem x—xx-\- x2, unde xxe$x, 
xze §2. Deoarece Q1(â)x2 = 0, atunci Q%{ă) xx — Qx(ă) x — 
— Qx(â) x2 = 0. Dar avem si Qz(ă) xx = 0, deoarece xxe STX. 
Aşadar, xx = Px(ă)Qx{ă) xx + P2(ă)Q2{â) xx = 0, * = x2eST2. 
în mod analog, din relaţia Qz(&) x—0, rezultă xe 3~x, ceea ce 
trebuia dovedit. 

6.36. Descompunînd polinoamele (?i(X), (?2(X) în factori 
primi între ei, se obţine posibilitatea reprezentării spaţiului 
Stn ca sumă directă de subspaţii invariante relativ la opera
torul â, anulate respectiv de factorii polinoamelor <?t(X) 
şi <?2(X). 
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Presupunem că un polinom P(X) admite în corpul K o 
descompunere de forma 

£(x) = A.&-*,)'*, 
. y - i 

(6) 

unde X} sînt toate rădăcinile (distincte) alepolinomului, iar r̂  
multiplicităţile lor. O astfel de descompunere este întotdeauna 
posibilă în corpul <D al numerelor complexe. Descompunerea (6) 
este o descompunere în m factori primi între ei (X — X^)'*. 
Aplicînd rezultatul 6.34, obţinem următoarea afirmaţie: 

TEOREMĂ. Dacă polinomul anulator al unui operator ă 
are forma (6), atunci spaţiul 3C„ se descompune în suma directă 
a m subspaţii Sr, ...,Wm invariante relativ la operatorul ŞL, 
iar subspaţiul 8Tk este anulat de operatorul 8>ţ*, unde â>u = 
= â — \k$. 

6.37. în fiecare spaţiu nenul Wk se poate alege, conform 6.14, 
o bază în care matricea operatorului $>k (prin însăşi construcţia 
ei nilpotentă în spaţiul S'k) să aibă forma canonică (2). în 
această bază matricea operatorului ă = c&k .-f- XkB are forma 

x* i o 
0 X„ 1 

0 0 0 . . 

0 0 0 .. 

. .0 0 

..0 0 

•Xfc 1 

. 0 X, 
x* i o 
0 Xfc 1 

0 0 0 .. 

0 0 0 . . 

\ . ; 'yV 

. .0 0 

. .0 0 

• h, i 

.0 X, 

(') 
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Matricea operatorului â acţionînd în întreg spaţiul §C„ = Sx 4-
+ ... -}- oTm în baza care se obţine prin reuniunea tuturor 
bazelor canonice construite în spaţiile &x, ...,S"m, va avea 
forma finală 

Xj 1 ... 0 

0 X 

./(«) = 

î •• 0 

0 0 . . . 1 

o o . . . xx 
Xx 1 ... 0 

o x x . . . o 

0 0 ... 1 

10 0. . . Xj 

xm i 
0 Xm. 

0 0 . 

0 0 . 

. .0 

. .0 

.. 1 

•• xm 

(8) 

Formulăm rezultatul final: 

TEOREMĂ. Pentru orice operator ă înlr-un spaţiu 
n-dimensional Stn avînd un polinom anulator de forma (6) 
{în particular, pentru orice operator a în spaţiul n-dimensional 
complex <2„), există o bază în care matricea operatorului ă 
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este de forma (8). Matricea (8) se numeşte forma normală 
Jordan a operatorului Si, iar baza corespunzătoare — bază 
Jordan. 

în cazul SC„ — <2„ numerele complexe Xlf ..., Xm pot fi 
ordonate după o regulă oarecare; de exemplu, în ordinea 
crescătoare a modulelor, iar pentru module egale, în ordinea 
creşterii argumentului 6, variind în intervalul 0 < 8 < 2rr. 

Pentru un operator ă aeţionînd într-un spaţiu <K„ # 6„, 
reprezentarea (8) nu este întotdeauna posibilă. Considerăm 
în § 6.6 forma canonică a matricii operatorului & aeţionînd 
în spaţiul SHn = Jt„. 

§ 6,4. Divizori elementari 

6.41. Matricea (8) poate fi dată prin tabelul 

H, »(i) 

nf\ 
x • «w .. <\) 

•{*&>»$>•'•>*$)', (9) 

în care pentru orice număr diagonal Xs sînt indicate dimensiu
nile nf, ..., n%} ale „celulelor elementare Jordan" de forma 

h 1 0 ... 0 

X, 1 ... 0 

0 0 ... 1 

o o . . . xk 

l nf linii, (10) 

care apar în matricea (8). Vom clarifica acum modul de con
struire a tabelului (9) şi vom stabili forma matricii J{ă) a 
operatorului ă cunoscînd matricea sa A într-o bază oarecare 
a spaţiului SHn. 

6.42. După cum se ştie (5.53), polinomul caracteristic al 
operatorului ă nu depinde de alegerea bazei. Explicităm acest 
polinom pentru o bază jordaniană; deoarece dedesubtul 
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diagonalei principale toate elementele sînt nule, rezultă că 
det {A — XE) = detjj J(ă) — XE\\ = 

= n (h—*) Mi(*>+-+n,k' ( i i ) 

Aşadar, numerele Xk sînt rădăcinile polinomului caracteristic, 
iar sumele rk = n$ + ... -f- n1,^ sînt multiplicităţile lor. 
Astfel, calculînd polinomul caracteristic (ceea ce se poate 
face cunoscînd matricea A) şi determinînd rădăcinile ei, se 
obţin mărimile Xt si rk — « f -f- ... -f- n™, care apar, în 
tabelul (9). 

6.43. Vom indica în continuare (aici şi în 6.44) modul 
cum, cunoscînd matricea A a operatorului ă într-o bază 
oarecare se pot calcula chiar numerele nf\ Deoarece J(ă) 
şi A sînt matrici ale aceluiaşi operator în baze diferite, are 
loc conform 5.51 egalitatea 

J(ă)~T-*AT, 
unde T este o matrice nesingulară. De aceea şi 

J(ă) — XE = T~\A - XE) T. 

Minorii de ordin p fixat ai matricii A — XE constituie poli
noame de grad < p. Notăm cu Ip(&) idealul generat de 
toţi aceşti minori în algebra IL Un sens analog are idealul 
lJj(6L)). Arătăm că aceste ideale coincid. într-adevăr, fie
care minor de ordin p din matricea J(ă) — XE este conform 
4.54 suma unor produse de minori de ordin p ai matricilor 
A — XE, T~x şi T. Dar elementele matricilor T şi T~l sînt 
numere; astfel, orice minor de ordin p al matricii J(&) — XE-
este o combinaţie liniară de minori de ordin p din matricea 
A — XE şi prin urmare el aparţine idealului IP(J(<2)). Aşadar, 
IP{ă) = IP(J(ă)), ceea ce s-a şi afirmat. 

Fie DP(X) un polinom care generează acest ideal; el poate 
fi definit ca fiind cel mai mare divizor comun al polinoamelor 
care generează idealul IP{ă) (6.26). Aşadar, cel mai mare 
divizor comun al minorilor de ordin p din matricea J{ă) — XE 
este acelaşi cu cel mai mare divizor comun, al minorilor de 
ordin p din matricea A — XE şi de aceea el poate fi considerat 
cunoscut. Calculăm acum direct cel mai mare divizor comun 
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al minorilor de ordin p din matricea J(d) — XE. în locul 
matricii J(d) — X£" se poate considera o matrice de forma 
P(/(d) —- XE) Q, unde P şi Q sînt matrici numerice inversa-
bile, neconţinînd X. Operaţiile de permutare a liniilor, co
loanelor, de adăugare la o coloană a unei alte coloane multi
plicate cu un număr, pot fi efectuate în matricea J(ă) — XE 
(ca în 4.44). Arătăm că orice celulă elementară 

Xk — X 1 0 ... 0 
0 Xt— X 1 ... 0 

0 0 0 ... 1 

0 0 0 ... Xk — X 

poate fi transformată, prin operaţiile indicate, într-o matrice 
de forma 

>»f linii. (12) 

Anume, pentru obţinerea acestui rezultat, trebuie mai 
întîi să scădem din lima secundă prima linie înmulţită cu 
Xk — X, din a treia pe a doua înmulţită cu At — X etc.; obţi
nem matricea (p — nf^) 

Xk — X 1 0 ... 0 
~(XS - X)2 0 1 ... 0 

(-1)*-2(X&- X)*"1 0 0 ... 1 

( - l ) * - i ( A t - X ) » 0 0 ... 0 

Dacă acum din prima coloană se scade cea de a doua înmulţită 
cu Xk—X, apoi a treia înmulţită cu —(Xk — X)2, ..., a (p— l)-a 

1 

(Xj.— X)w«> 
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înmulţită cu (— l)p"2(Xk — X)"-1, atunci obţinem matricea 

(-

0 

0 

0 

-l)^(Xk-

1 

0 

0 

X)* 0 

0 . 

1 . 

0 . 

0 . 

. 0 

. 0 

. 1 

. 0 

(13) 

din care se obţine matricea (12) prin permutarea coloanelor. 
Acum putem calcula mai simplu cel mai mare di vizor 

A 

comun al minorilor de ordin p din matricea J(X) avînd celule 
de forma (12) pe diagonala principală. Deoarece în această 
matrice în afara diagonalei principale se află zerouri, atunci 
minorii nenuli pot fi numai cei situaţi pe linii şi coloane cu 
acelaşi număr de ordine; un astfel de minor este egal cu 
produsul elementelor sale diagonale. 

- A 

în matricea / (X) printre elementele de pe diagonala prin
cipală se află un anumit număr N de binoame de forma 
(Xk—X)"' , iar celelalte n—N elemente ale diagonalei princi
pale sînt egale cu 1. Numărul AT este numărul total de celule 
Jordan în matricea J{&), adică N — rx -\- ... + rm. Pe de 
altă parte, printre minorii pînă la ordinul n—N există unii 
egali cu 1, deci DP(X) — 1 pentru p^n — N. Se poate înlocui 

A 

matricea J(X) prin matricea diagonală mai simplă 

J(X) 

( X i - X W U ) 

(*!-*)£ 
( X 2 _ X ) .1" 

(K. X)""-

atunci polinomul DP(X) considerat pentru matricea j(X) va 
coincide cu polinomul -Dp_(„_M (X) considerat pentru matricea 
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I(X). Evident, cel mai mare divizor comun al minorilor de 
ordin p ai matricii I(X) are forma 

DP(\)^U(h-^m'w (14) 

unde m} > 0. Se pune întrebarea: ce valoare are de exemplu 
exponentul tnx{p) ? Această mărime este cel mai mic exponent 
la care apare Xj—X în toţi minorii de ordin p. Dacă p < 
< Ma) + ••• + n(Z\ atunci există un minor de ordin p care 
nu conţine în general Xx—X, deoarece pentru aceşti p ar re
zulta m^p) — 0. Pentru p — «ia) + ... -f »£> + 1, consi-
derînd că exponenţii «i1', .... »J" sînt în ordine descrescă
toare, rezultă că 

nti(p) am ni". 

în continuare pentru fiecare mărire a lui^> cu o unitate, 
exponentul mx{p) va creşte corespunzător cu «"li, n"l2, ...; 
în fine, pentru p = n obţinem 

mt(p) » »ţ» i ... + < \ 
Analog, 

mt(p) — M'/I + ... + »W (I < / < w), 

6.44. Raportul £P(X) = t l £ t l ^ 80 numeşte divizor ele-
Dj,(X) 

mentar al operatorului ă; împreună eu polino.unele DP(X), 
divizorii elementari nu depind de alegerea bazei şi ei pot fi 
calculaţi utilizînd matricea operatorului ă în orice bază. 

Din cele spuse în 6.43 se vede că divizorii elementari au 
forma 

Ci) 

cu rădăcinile avînd multiplicităţile egale cu dimensiunile 
succesive ale celulelor Jordan. Astfel, calculînd divizorii 
elementari, obţinem numerele nff şi în acest mod este re
zolvată problema pe care ne-am propus-o în 6.43. 
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6.45. Exemple 

a. Fie matricea Jordan de ordin 10 
1 1 0 
0 1 1 
0 0 1 

1 1 
0 1 

1 
2 1 
0 2 

2 1 
0 2 

avînd trei celule corespunzînd rădăcinii Xj = 1, de dimensiuni 
3, 2, 1 şi două celule corespunzînd rădăcinii X2 = 2, de dimen
siuni 2 şi 2; de aceea divizorii elementari au valorile 

1?9(X) » (1 - X)3 (2 - X)2, 

£8(.X) = ( 1 - X ) 2 ( 2 - X ) 2 , 

£7(X) '= 1 - X, 

£6(X) = ...«.£i(X) = l. 

b. Presupunem că pentru o matricea = ||%.|.| de ordin 10 
divizorii elementari (calculaţi aşa cum s-a indicat în 6.43 
şi 6.44 cu ajutorul minorilor matricii A — X£) sînt egali cu 

£„(X) ~ (3 - X)2 (4 - X)3, 

£8(X) = (3 - X)2 (4 - X), 

Efr) =,4 -> , 
£e(X) = 4 - X , 

£,(X) = ... = £ 1 (X)=1 . 

Scriem expresia matricii J(ă). Aşa cum am arătat în 6.44 
matricea J(ă) are două celule care corespund rădăcinii 

175 



Xj = 3 de dimensiuni 2 şi 2 şi 4 celule corespunzînd rădăcinii 
Xa = 4 de dimensiuni 3, 1, 1, 1. în acest mod, 

3 1 
0 3 

4 1 
4 1 

4 
4 

ş 

• 

4 1 

6.46. Astfel, cunoscînd divizorii elementari ai unui ope
rator ă, pot fi determinate toate mărimile nf şi în acelaşi 
timp structura matricii jordanienc a operatorului &,. în 
particular, se vede că matricea Jordan a operatorului se defi
neşte în mod bine determinai prin însuşi operatorul ă. 

Pe de altă parte, deoarece divizorii elementari ai unui 
operator ă se determină prin minorii matricii A — X£ în 
orice bază, doi operatori echivalenţi <5l şi $ (adică 'avînd aceeaşi 
matrice în două baze, distincte sau nu) au atreaşi formă ca
nonică Jordan. 

Este evidentă şi afirmaţia inversă: daci doi operatori au 
una şi aceeaşi formă-canonică, atunci ei sînt echivalenţi. în 
acest mod, problema echivalenţei operatorilor liniari (în 
cazul scalarilor complecşi), pusă la începutul acestui capitol, 
este complet rezolvată. 

§ 6.5. Cîteva consecinţe 
•t -

6.51. Dacă operatorul â se reduce la forma diagonală, 
adică matricea sa într-o anumită bază are forma: 
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atunci matricea A este matricea Jordan a operatorului <2 
(toate celulele Jordan avînd dimensiunea 1). în particular, 
toţi divizorii elementari au rădăcini simple. Invers, dacă 
toţi divizorii elementari ai unui operator ă au numai rădăcini 
simple, atunci matricea Jordan J{â) are numai celule de 
dimensiune 1 şi, prin urmare, este diagonală. 

6.52. Avînd forma [orduninnă a unui operatori, sepoate 
determina polinomul sau anulator minimal. Presupunem că 
un operator Sb într-o anumită bază eh ..., ep are matricea 

0 1 0 ... 0 0 
0 0 1 ... 0 0 

0 0 0 ... 0 1 
I) 0 0 ... 0 0 

Aceasta înseamnă că 

$gj t=s 0, Skee =- elt..., $<'„ — e^-i, 
P 

de unde rezultă că ®>vx — 0 pentru orice x = ] P ckek. în 
i 

acest mod, un polinom anulator al operatorului $ are forma 
\p. Polinomul anulator minimal ca divizor al lui Xp trebuie 
să aibă forma Xm, m < p; deoarece a*"1^ = ex ^ 0 vedem 
că X* este polinomul anulator minimal. 
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Presupunem că operatorul a într-o bază'4, ..., A, admite 
matricea • v 

X0 1 0 ... 0 0 
0 Xo 1 ... 0 0 

0 0 0 ... Xo 1 
l| 0 0 0 ... 0 Xo 

astfel încît ă == S> -f XoS. Conform celor arătate, (<3 — KQ$)P = 
= SP == 0, astfel încît pentru operat orii 1 ă un polinom anu
lator este (Xo — X)p; acesta este minimal conform raţionamen
tului anterior. 

Presupunem că un operator ă admite matricea 

Xo 1 0 ... 0 
0 
0 

0 

Xo 
0 

0 

1 . 
Xo . 

0 . 

.. 0 

.. 0 

.. X0 

Xo 
0 

0 

1 . 

Xo • 

0 . 

.. 0 
. 0 

• x„ 
unde pi > pz > ••. > pr sînt dimensiunile celulelor sale dia
gonale. Un polinom (?(A) anulator al operatorului â trebuie 
să anuleze separat fiecare celulă (4.52). Această proprietate 
este satisfăcută de polinomul (Xo — X)*V Conform celor 
spuse mai sus, acesta este polinom anulator minimal. 

în sfîrşit, în cazul general, dacă operatorul & admite 
matricea jacobiană cu tabloul 

ki.ţdp. > 41' >... >n%>, 
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xw; 4m) > 4»> > > < ' , 

un polinom anulator este 

<?(>o = n (**-*)"* • (15) 
*=i 

Acesta este chiar polinomul anulator minimal al operatoru
lui ă, deoarece nici unul din exponenţii »f* nu poate fi 
micşorat, conform consideraţiilor făcute mai sus. 

Aşadar, polinomul anulator minimal al mairicii A este 
polinomul (15). Gradul sau este egal cu »\1( + ••• + Mim>» 
suma dimensiunilor celulelor jordaniene maximale, cores-
punzînd fiecărei rădăcini a polinomului caracteristic. Obser
văm oă acest număr nu dq>ăşeşte dimensiunea-întregii ma-
trici A (adică numărul n egal cu dimensiunea spaţiului în 
care acţionează operatorul ă). Polinomul caracteristic 
det (A—XE) al operatorului ă (6.42) conţine polinomul @(X) ca 
divizor şi de aceea este de asemenea anulator (această proprie
tate se numeşte teorema Hamilton-Cayley). în general, 
polinomul caracteristic det (/l - X£) nu este polinomul 
anulator minimal al operatorului ti. Dacă se întîmplă acest 
lucru, atunci fiecare rădăcină a ecuaţiei caracteristice, este 
folosită numai într-o singură celulă Jordan de dimensiune 
cît multiplicitatea rădăcinii. 

§ 6.6. Forma Jordan reală 

6.61. Considerăm un operator & într-un spaţiu n-dimen
sionai real $t„. în general, baza canonică în care matricea 
operatorului & s-ar scrie în forma Jordan (8) poate să nu 
existe, deoarece polinomul caracteristic al operatorului ă 
poate avea rădăcini nereale. Totuşi şi în cazul real se poate 
găsi o formă Jordan (H) a matricii. 

Fie A — ll»^'!! matricea operatorului ă într-o bază 
oarecare ex, ...s en a spaţiului $„. Considerăm spaţiul «-dimen
sional complex S„, constînd din vectorii x = a ^ -f- ... -f «ne» 
unde ai, ..., a„ sînt numere complexe oarecare. Matricea A 
defineşte în spaţiul <2„ un operator liniar Q, prin formulele 

fa - g *,&e} = g a, ( g a[%j; 

pentru vectorii x cu componentele reale <x.} aceste formule 
determină operatorul ă însuşi. 

179 



6.62. începem cu un operator <3 pentru care un polinom 
anulator are forma specială 

p(x) = (x2 + ry, 
cu x real pozitiv. 

Pentru operatorul ă sînt definite polinoamele de opera
tori Q(ă) cu coeficienţi complecşi. în particular, au sens 
polinoamele '(<£.+ h$f şi (&"~ h$y. Polinomul P(X) = 

> A 

= (X2 -f- r2)p rămîne anulator şi pentru operatorul ă. Des
compunerii (X2 -f T2)P = (X — k)p (X -f ir)2' îi corespunde con
form 6.34 o descompunere a spaţiului S„ în sumă directă de 
subspaţii SI şi fi2 invariante relativ la operatorul ă, în care 
el admite polinoamele anulatoare (X — ir)p şi (A-f-i-r)" res
pectiv. Mai mult, dacă vectorii subspaţiului SjJ sînt de forma 

x = a^ + ... -f- anen 

cu af, ..., <x„ oarecare, atunci subspaţiul fi2 constă din vectorii 
S = â^i + ... + â„en, 

unde numerele 5̂  sînt conjugatele complexe ale numerelor a*. 
într-adevăr, dacă (<3 — irS)p # = 0, atunci trecînd la 
numere complex conjugate în toţi termenii membrului 
stîng, se obţine (â -f- h$)p x — 0 şi invers; ultima egalitate 
determină subspaţiul fi2, (conform 6.35). Rezultă de aici, 
printre altele, că n este par, adică n = 2w, unde « este dimen
siunea fiecăruia din subspaţiile fi* şi fi*. A 

Fie /f baza jordaniană a operatorului <3 în spaţiul fi£ 
(6.37). Deoarece în această bază matricea operatorului ă 
are forma (6.37(7)) 

k 1 
1T 1 ! 

1T | 

I i 1T 

*h < 1T 

1T 

180 

operatorul Si acţionează pe vectorii din bază după formulele 

â/î = 'pjl Z &n = ir/î, 
â/i =/{ + i-c/J,.... â/ş =,/? + ix/i, 

â/i, = A - i + IŢ/Î . «A = A i i + iTA-
Pentru mulţimea vectorilor conjugaţi/)e fi2 au loc formulele 
conjugate 

ă/l = - i r / | ă/l . K/I 

â/|=/f-iT/i â/i -/i'^ir/i, 

âA-= A - T - it/î, a/;, 7C7 • • h/£ 

Se observă că vectorii /* formează bază Jordan pentru'opera-
torul ă în spaţiul fi2. Astfel, vectorii/'-şi/*formează împreună 
o bază Jordan pentru operatorul & în întreg spaţiul S„. 
Construim acum o bază în spaţiul real $.n, înlocuind fiecare 
pereche de vectori complecşi /* şi /* prin perechea de vector 

reali g* = l ( / f + /f) şi h) m L ( / * _ / f ) . Din formulele 
2 2i 

â/W?-i+V? (/S-/Ţ-0), 

obţinem 

â { y (/? +7!)J - a * ? = g t i - TA? teS = *S = o), 

a â{^(/f-7f)} = ̂  = ̂ _1 + ^f . 
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De aceea pentru vectorii g), h) se obţin formulele 
ăg\*=~xhi \ 
&h\ = rgl 
*&** 5 Î -TAJ | . 

mi~ h\ +Tgi 

* & > • hi 

(16) 

att* = • AU + rgl.) 
Invers, au loc formulele 

f) = gk
i + ih% fj~g)-ih). 

Aşadar, acoperirea liniară (complexă) a tuturor vectorilor g) 
şi Aceste aceeaşi cu acoperirea liniară a tuturor vectorilor f\ 
şi fkj. Şi cum numărul vectorilor generatori este acelaşi, re
zultă că vectorii g) şi h) srmUiniar independenţi peste corpul 
O odată cu vectorii ff şi f% Cu atît mai mult vectorii g} şi 
h) sînt liniar independenţi peste corpul £R, adică în spaţiul 
vectorial real <Sln. 
- Din formulele (16) rezultă că matricea operatorului ă 

în baza g), h) constă din celule diagonale de forma 
0 

- T 
1 
0 
o 

- T 

o 
1 
T 
0 

1 
o 
o 

—x 

0 
1 
X 

0 

X 1 0 
0 0 1 

0 X 
—T 0 

(17) 

de dimensiuni 2%, ...,2ns respectiv. 

6.63. Trecem la considerarea cazului general. Fie ă un 
operator liniar într-un spaţiu real «-dimensional S{„ şi fie 
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P(X) un polinom anulator al lui. în domeniul real P(X) admite 
o descompunere de forma 

p(x) = n (K - w* n c(* - <*,? + -9* 
unde Xk(k = 1, ..., m) sînt rădăcinile realejdistincte ale poli-
nomului P(X) iar G, + ix} == X;, a} — ir, == \t sînt rădăcinile 
nereale; toate numerele x} sînt pozitive. în conformitate 
cu teoria generală (6.36), spaţiul $„ admite o descompunere 
în sumă directă de subspaţii invariante relativ la ă 

m s 

unde im polinom anulator pentru operatorul <3 în subspaţiul 
$k este (X — Xj.)/*, iar în subspaţiul SFj — polinomul [(X — 
— Gj)2 -\- x)]p>. în subspaţiul Bk operatorul ă se reduce la 
forma iordaniană de tipul (7). în subspaţiul &} notăm 
§bj = ă — a fi; atunci pentru operatorul $, în subspaţiul 
&} polinomul (X2 + T2-)^ va fi anulator şi conform celor spuse 
mai sus se poate construi o bază în care matricea operatorului 
% va consta din celule de tipul (17) (cu înlocuirea lui x 
prin T}). în această bază matricea operatorului ă = §bj-\* 
+ a fi va consta din celule de tipul 

•Gj X, 1 0 

oj xj 1 0 
— • X j G j O X .'• 

i (18) 
t 

O/ T) 

Astfel, în spaţiul <&„ se poate alege o bazh în care matricea 
operatorului ă constă din celule Jordan de forma (J0) şi (18). 
Notăm această matrice prin ]$,(&) {matricea jordanianâ 
reală). 

6.64. Structura matricii,/()(â) se poate restabili cunoscînd 
divizorii elementari ai operat rului &, calculaţi după minorii 
matricii A — lE întij-o bază de plecare (§6.4). Deoarece 
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polinoamele DP(\) şi Ep(k) se obţin din minorii matricii 
A — Ai? prin operaţii raţionale, polinoamele EP(ty au coefi
cienţi reali şi deci au forma 

(g- = 1, 2, ..., w— 1). , 

Fiecărui exponent nf> îi corespunde o celulă Jordan de 
forma (10) de dimensiune ttfh Fiecărui exponent p$ îi 
corespunde o celulă de forma (18) de dimensiune 2p%K 

6.65. Formulăm rezultatul în formă definitivă în termenii 
teoremei următoare: 

'TEOREMĂ. Pentru orice operator ă într-un spaţiu n-di-
mensional real $t„ există o baza în care matricea ./«($) a opera
torului ă este cvasidiagonală şi constă din celule diagonale de 
forma (10) 'şi (18). Aici "hk sînt valorile proprii reale ale opera
torului ă, iar Oj -f- ÎTj. şi G) —- i"k} sînt valorile proprii complex-
conjugate. Dimensiunile celulelor sînt bine determinate prin 
divizorii elementari ai operatorului, aşa cum s-a indicat la 6.64. 

§ 6.7. Spectre, jeturi şi polinoame 

în diverse probleme din analiză şi algebră se întîlneşte 
necesitatea calculării unor funcţii, în particular polinoame, 
de operatori liniari daţi într-un spaţiu finit-dimensional. 
Funcţiile de operatori au o serie de proprietăţi specifice. 
în paragrafele următoare se construieşte un calcul pentru 
astfel de funcţii. Modelul aritmetic natural pentru funcţiile 
de un operator îl constituie algebra jeturilor, cu care începem 
prezentarea teoretică. 

6.71. Vom numi spectru şi îl vom nota' prin simbolul S 
o mulţime finită de puncte Xj, ..., Xm. Vom presupune aici că 
fiecare punct XR este considerat odată cu indicarea unui 
număr natural rk (k = 1,-..., m) numit „multiplicitate". 
Vom folosi notaţia 

5=,{X1%...,X^}. 
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Presupunem că fiecărui punct Xk îi este pusă în corespondenţă 
o colecţie de r,c numere dini?pe care le notăm/(AB),/'(Afc), .;. 
...,/t'*-1) {\); o astfel de colecţie va fi numită jet f 
definit pe S. Fie Q(S) mulţimea tuturor jeturilor pe mul
ţimea S. 

Definim în Q(S) următoarele operaţii: 
a. Adunarea. Prin sumă a două jeturi / — {/(,)(AS)} şi 

g = {g(i)(M} v o m înţelege jetul / + g definit prin colecţia 
de numere 

(/ + g){1) (h) =>f»(h) + gm(\), * = '- - , m, 
j? = 1, ..:,rk— 1 . 

b. înmulţirea cu un număr. Fie oeeif; produsul of al 
j e t u lu i /= {/̂ (Aj.)} prin numărul a este prin definiţie jetul 
definit prin colecţia de numere » 

(«/)<>> (As) = a/t»(X4). 

Este evident că operaţiile a şi b determină în mulţimea 
Q(S) o structură de spaţiu vectorial. Elementul nul al acestui 
spaţiu este jetul 0 cu toate componentele nule. 

c. Definim acum operaţia de înmulţire. Produsul fg al 
jeturilor / = {/(i)(XJ} şi g — {g'^*)} este prin definiţie 
jetul definit prin formulele 

fkh)'~f(h)g(h), 
(/?)'W=/Mg'W+/'W«W. 

k = i, ...>«, 
p = o, 1,.... r* — 1, 

9 j\U>-j)\ 

Se arată uşor că operaţia de înmulţire cslc comutativa şi 
satisface condiţiile 6.21 1)—3). în acest muci, O(S) este o 
algebră comutativă peste corpul K- în această algebră elemen
tul neutru la înmulţire este jetul c care are proprietatea că 
ef — f pentru orice feQ(S). Se consideră colecţia de numere 

{j)( . _ f 1 pentru ;' = (), k = 1, ..., m, 
l o pentru 0 <,j< n, k = 1, ..., m. 
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în cazul cînd Xlt ..., Xro aparţin corpului K, vom stabili 
în acest paragraf o legătură între algebra Q(S) şi algebra 

P 
tuturor polinoameler P(X) = V) ^X* cu coeficienţi în cor-

6.72. Vom presupune corpul K infinit, adică are o infi
nitate de elemente distincte. în aceste condiţii vom stabili 
la început cîteva teoreme privind legătura între coeficienţii 
polinoamelor şi valorile polinoamelor. 

p 

a. Fie P(X) — V^«SX* un polinom cu coeficienţi din corpul 
K, al cărui argument X poate lua valori în corpul K (de 
fapt P este aici o funcţie polinomială K -+K). Arătăm că 
valorile P(X) permit determinarea coeficienţilor a0, ..., ap. 
Anume, fie XQ, X1; ..., Xp elemente distincte din corpul K; 
considerăm egalităţile 

a0 + ax\0 + ... + «j,Xo = P(h), 
a0 + a^ + ... + aj$ = P(X1), 

«o + «i*, + - + aj$ = P(X,).' 
Aceste egalităţi se pot considera ca un sistem liniar de ecuaţii 
relativ la mărimile a0, dlt ..., aP; determinantul sistemului 
este evident nenul şi conform teoremei 1.73, sistemul va avea 
soluţie unică, ceea ce trebuia dovedit. 

p 
b. Rezultă de aici că dacă două polinoame P(X) = J~) %.X* 

P 
şi Q(\) = y^5j.X* coincid pentru fiecare valoare Xeif, atunci 
0* = h {k = 0, 1, ...,p). 

6.73. Vom avea nevoie în continuare de noţiunea de deri
vată a unui polinom P(X), de derivate de ordin superior şi 
de formula lui Taylor. în analiză aceste noţiuni se introduc 
pentru cazul funcţiilor polinomiale P(X) de argument real sau 
complex. Aici vom considera polinoame de argument X 
variind într-un corp oarecare K; de aceea trebuie să intro
ducem definiţiile corespunzătoare, independent de noţiunea 
de limită (care poate să nu fie definită în corpul K)-
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a. Fixăm un punct p.eK şi scriem egalitatea 

X>x*=£^ + (x -por -£ -^7(* -H) s . , (19) 

unde J^zL [k = o, 1, ..., p) sînt polinoame în fx care se 

obţin după dezvoltarea [(x+(X— JJL)]* după puterile lui 
p. şi X — y. şi reducînd termenii asemenea. Astfel 

p &o(jx) s ^«j;fji* = P(\L) reprezintă polinomul P(\i) însuşi; 

p bx( p-)=y~) k<hHrT = P'( y.) — prima derivată a poli-
nomului P([A); 

P 

E 
* = 2 

&8([x)= Y;k{k - 1) %F* : 2 = P " ( ^ T d e r i v a t a secundă a po-
linomului P(|JL); 

bP([i) = p(p—\) ••• l-«j,=P(a,)(|x) — derivata de ordin >̂ 
a polinomulni P((A). 

Pentru polinoame de grad p punem P(a)((J.) = 0 pentru 
q> p. Egalitatea (19) cu notaţiile introduse capătă forma 

5=0 

şi se numeşte formula Taylor pentru polinomul P(X). 

b. în particular, pentru polinomul P(X) = (X — a)p(aeK) 
avem P{a) = P'{a) - ... = P&*\a) m 0, P<«(X) = >!, 
P««)(X) •« 0 pentru f > #. 

c. Mai general, dacă P(X) = (X — a)p<2(X), atunci avem 

<m=E 6»(x - «)*, p ( x ) = ^ 6*(x - ^)i+p' 

deci 
•>(«) = P'(«) = ... = P<^>(«) = 0. (21) 
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atunci 
d. Invers; dacă se ştie că sînt îndeplinite condiţiile (21), 

P(X) = £ /- *><»(«) (X - a)" = (X - a)'£ I ; P<»(«) (X -

- 4 t ) ^ = ( X - « ) ^ ( X ) ; 

unde ()(X) este un nou polinom. 

6.74. Notăm că reprezentarea unui polinom P(X) sub forma 

g^>.* = i>(X)'=^^)(X-H.)» 
*=o 

unde 6ft( fi.) sînt anumite polinoame de fx, este în mod necesar 
unică. într-adevăr, fixăm u . = u0 şi dăm mărimii X succesiv 
valorile distincte X0, ..., ĂP. Atunci T = X — y. va avea suc
cesiv valorile distincte X0 — \x0, Xx — [x0, ..., Ăv — y.0, şi pentra 

t aceste valori ale lui t se cunosc valorile polinomului V^ bk( (J.O)T* 

(care sînt egale cu P(X0), ..., P(kP)); conform 6.72 a mărimile 
bţip-o) se determină unic. Deoarece acest fapt este adevărat 
pentru orice jx = |i.0eJT, atunci polinoamele bk(ii)(k — 0, 
1, ..., »̂). însele sînt definite în mod bine determinat. 

6.75 a. Fie date două polinoame P(X) şi (?(X). Arătăm 
că au loc formulele 

(P + 0<« (fx) = PW(fx) + 0*>(fx), (22) 

tfWff*) = £C|P<"(n) 0*-»(|x), (23) 

unde Ci = — (k = 0, 1, ...). 
j\{k~j)\ 

într-adevăr, conform definiţiei, avem 

( P + 0 ( X ) = ^ i ( P + 0 W ( f , ) ( X - ! , ) * , 

feo k \ 
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<?W»£r,e(^)(x-^, 

P(X) + <?(X) = £±[P<*)( fx) + 0 % ) ] (X - u)*. 

Conform teoremei de unicitate 6.74 se obţin formulele (22). 
Apoi, în mod similar 

pe de altă parte, 

m=E -,- p0)(ti (x - ^> QW - E V 5 ) ^ <x- .*)'• 

P(X) 0(X) ^ E ~ . M p t ) 9(,)(>) (X-t^)S+y = 

=S{,§7^^ ;"" ( r t t"""< I l )}< i-^ ; 

în virtutea teoremei de unicitate 6.74 avem 

de unde rezultă (23). 

b. î n particular, din formulele (23) rezultă următoarea 
propoziţie import ant ă: 

Dacă P(fc,(fx) = 0 pentru k = 0, 1, ..., m, atunci pentru 
orice polinom Q(k) avem (l'Q)M(y.) = 0 pentru k — Q, 1, ...,m. 

6.76. Fie acum date un spectru S = {X;>, ..., XJ»}, X^eK 
şi algebra Q(S) a jeturilor corespunzătoare (6.71). 

Fiecărui polinom P(X) îi corespunde următorul jet P 
din Q{S): punctului X* i se asociază numerele P(X&), P'(Xfc),... 
..., P ^ - ^ X * ) , unde /'<'>(X) sînt derivatele polinomului 
P(X), definite în 6.73 a. Formulele (22) şi (23) arată că adu
nării şi înmulţirii de polinoame le corespund operaţiile de 
adunare şi înmulţire pentru jeturi definite în 6.71. Astfel 
reprezentarea P(X) -*• / ' este un morfism (6.24) al algebrei 
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polmoamelor II în algebra jeturilor Q(S). Arătăm că acest 
morfism este epimorfism; cu alte cuvinte, pentru orice j e t / 
se poate determina un polinom P(X) astfel încît 

Ah) = P(h),f(h) = P'(K), . , , / " - ' ' M = pti~Hh) 
{k= 1, ..., m). 

Este suficient de considerat cazul cînd numerele f(1)(Xk) 
sînt diferite de zero doar pentru o valoare k = kx, iar cele
lalte valori sînt nule; dacă am rezolvat problema pusă în 
acest caz, adică pentru fiecare k— l,'...,m, am construit 
polinomul Pk(X) satisfăcînd condiţiile 

Pil**) =/(**), - , Pp-'Kh) ^f'^-'Kh), (24) 
Pi'KK) = C s• + X-j = i, ..., r, - 1, (25) 

atunci soluţia căutată va putea fi obţinută prin formula 
P(X) = Px{\) + ... + Pra(X). 

Astfel, avem de determinat un polinom PU(X) care satis
face condiţiile (24) — (25). îl vom căuta sub forma 

P*$j = QS) •$$; (26) 
unde Qk(X) este un polinom care trebuie determinat, iar 

R*(*)~TL(*-\)"- (27) 

Conform 6.72 b şi 6.75 b avem 

Rii](K) « O j î î Ş *, j = 0, 1, ..., rs - 1); 

de unde, oricare ar fi polinomul Qk(X) obţinem, aplicînd din 
nou 6.75 b, că 

PRK)^0 (s*k,j = 0, 1, . . . , r , - l ) , 
şi condiţia (25) este îndeplinită. 

Polinomul Pt(X) trebuie să verifice condiţiile (24). 
Remarcăm că 

#*(**)= n (h - K)* * o. . 
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De aceea din condiţiile 
/(X*) = P*(Xt) = Q&t) Uh) 

mărimea Qk(h) «ste bine determinată. Apoi din condiţiile 
/'(X4) _ P'k(Xk) = Qk(Xk) Rk(kk) + Qjty K(Xk) 

pentru Qk(Xk) deja cunoscut, se determină Q'k(Xk); continuînd 
astfel, se calculează în mod bine determinat toate numerele 
Qk{Kk), Qu(Xk), ...,Q%*-V(Xk). Cunoscînd aceste numere, putem 
determina polinomul căutat Qk(X) folosind formula lui Taylor 

^W=E47^)(M^->»)'- (28) 
Urmărind şirul raţionamentelor, vedem că polinomul Pk(h) 
definit prin formulele (26) — (28), satisface condiţiile cerute 
(24) - (25). 

6.77. Aplicînd 6.25 d, obţinem că algebra Q(S) a tuturor 
jeturilor pe un spectru dat este izomorfă cu algebra-cît 
II//, unde I este idealul în n al tuturor polinoamelor D pentru 
care 

P<»(X*) = 0, k = 1, ..., m, j = 1, ..., r». 
Din 6.73 d rezultă că orice polinom P(X) e I este divizibil 
prin polinomul 

m 

j(x) = n (̂  - M"; (29) 

din 6.73 c rezultă că orice polinom P(X) care este divizibil 
prin P(X), aparţine lui I. Idealul / , ca orice ideal din algebra 
II este generat de polinomul de grad minim care îi aparţine 
(6.26). Un astfel de polinom este polinomul T(X) însuşi. 
Aşadar, algebra Q(S) este izomorfă cu algebra-cît Yljl unde I 
este idealul generat de polinomul P(X). 

6.78. Aplicăm rezultatul 6.77 pentru rezolvarea problemei 
descrierii tuturor elementelor inversabile (6.21) ale algebrei Q{Ş). 

Este evident că un jet / pentru care există k astfel încît 
/(Xfc) = 0 nu poate fi inversabil, deoarece în acest caz pentru 
orice jet g avem 

i/8) (**) = / ( M g(K) = 0 + 1 = e(Xk). 
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Considerăm un jet / astfel încît /(Xs) ^ 0 {Ii = 1, ..., m). 
Fie P(X) polinomul pentru care (6.76) 

Ah) = P(K), ...J1*-1^*) = •P(r*-1,(^) (Â = l,.... m). 
Acest polinom nu are factori comuni cu polinomul T(X) (29); 
de aceea conform 6.28, există polinoame Q(X) şi S(X) astfel 
încît 

P(X)e(X) + T(X)S(X)=l. (30) 

Fie q jetul corespunzînd polinomului Q(k). Aplicînd egali
tăţii (30) epimorfismul Il~>Q(S), construit în 6.76, şi folosind 
faptul că prin acest epimorfism polinomul T(X) este transfor
mat în 0, obţinem fq == 1, adică j e tu l / are invers în algebra 
Q(S). Aşadar, jetul fe Q(S) este inversabil. 

Aşa cum ştim din 6.21, pentru orice jet inversabil u, 
orice ecuaţie de forma ttx.— v are soluţie şi aceasta este 
unică, pentru orice jet cunoscut v (jetul necunoscut fiind %). 

v 
Pentru cîtul x = — se poate indica o aproximare explicită, 

u ' 
rezolvînd succesiv sistemul de ecuaţii 

«'(>&) x(h) = v(h), 
u(Xk) x'(Xk) + u'{Xk) x(Xk) = »'(\^,; 

£;Clu&(\k) x^(\k) =^>(Xjt), 

k = l, ..., m, r = 0, 1, ..., r,.. 

6.79 a Un spectru 5 = {X[\ ..,, Xr$} cu numere complexe 
Ai, ..., Xm se numeşte simetric dacă pentru orice Xk•= ak -f-
+ ÎTJ; nereal din S, aparţine lui S şi conjugatul complex X* = 
•= csjc — \xk al acestuia cu aceeaşi multiplicitate rk. Un jet 
/ = {f(1)(h)} Pe u n spectru simetric 5 se numeşte simetric 
dacă numerele f(S)(Xk) sînt complex conjugate numerelor 
f(S)(Xk) (j = 0, 1,..., rk). Dacă P(X) este un polinom cu coefi
cienţi reali, atunci pe un spectru simetric jetul format de 
numerele P{1)(Xk) (k — 1, ..., m, j = 1, ..., r,:) este simetric, 
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— ' • ' . •• • ; V ; . J ; . - • - . . . . , .• , •• 

deoarece derivatele P(/)(X) au de asemenea Coeficienţi reali 
si de aceea 

*><«&) = p«flŞj; (3i) 
Invers, pentru un jet simetric / = {/(J)(M} P e un 

spectru simetric 5 == {Xji, ..., XŞ»} se poate întotdeauna găsi 
un polinom Po(X) cu coeficienţi reali, pentru care pW(Xk} — 
~f {\) (* — !> •••' w> / — l» •••' r*)- într-adevăr, conform 
6.76, se poate determina un polinom P(X) cu coeficienţi 
complecşi, satisfăcînd condiţiile cerute. Notăm cu P(X) 
polinomul cu coeficienţi complecşi-conjugaţi. Atunci 

I[P<*(x,) + p<»(x,)] = i[P<«(M + ptf>(x"»)3 = 

= |c/(;)(M+M^)]=/('1(M> 

î -

adică polinomul Po(X) = — [P(^) + P(ty]> c a r e a r e coefi

cienţi reali, satisface condiţia cerută. 
b. Jeturile simetrice / pe un spectru simetric S formează 

în mod evident o algebră peste corpul numerelor reale. 
Conform 6.25 d această algebră este izomorfă cu algebra-cîi 
n / J unde II este algebra tuturor polinoamelor. cu coeficienţi 
reali, iar I c II este idealul format din acele polinoame P(X) e II 
fentru care 

P<»(X*)=0, k=l,...,m, j= 1, ...,/,. 

adică idealul generat de polinomul real 
m 

T(x)=,ii(h--kky*. 

§ 6.8. Funcţii de operatori şi scrierea lor matricială 

în acest paragraf se construieşte calculul funcţiilor de 
operatori: pentru orice operator liniar & care acţionează 
într-un spaţiu «-dimensional S„ (sau $t„) se vor considera 
polinoame de matricea A, notate P(A) sau funcţii raţionale 
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de matricea A $%. Împreuna cu operaţii asupra aces-

tora. La ultimul punct se va da extinderea calculului 
operaţional la funcţii analitice. 

6.81. Se consideră un operator ă într-un spaţiu 3Cn. 
Algebra II^ a tuturor polinoamelor P(ă) unde P(X) este un 
polinom oarecare este izomorfă (aşa cum am văzut în 6.31— 
6.33) cu algebra-cît Tl/Ia idealul generat de polinomul 
anulator minimal P(X) al operatorului ă. Presupunem că 
polinomul T(k) admite în corpul K o descompunere în factori 
liniari 

T(X) •• n (* - hYu (32) 

Conform 6.77 algebra-cît I I / / a este izomorfă cu algebra 
Q(S) a tuturor jeturilor definite pe spectrul 5 = Sa — 
= {XJs ..., W™} (spectrul operatorului ă). 

Aşadar, algebra Tla este de asemenea izomorfă cu algebra 
Q{S&). Forma explicită a acestui izomorfism se poate obţine 
în modul următor: fiecărui jet fe Q{S%) îi corespunde clasa 
polinoamelor P(X)eIl astfel încît 

P<'>(>) =f\h) 
(h = 1, ..., m, j = 0, 1,.... rk — 1), 

(33) 

şi fiecăruia din aceste polinoame îi corespunde unul şi acelaşi 
operator bine determinat P(ă) e Ua pe care îl notăm cu/(d). 

Indicăm apoi forma explicită a matricii operatorului 
P(ă) pentru valorile (33) date, în ipoteza că matricea A 
este dată în forma Jordan. 

6.82. Presupunem că într-o anumită bază a spaţiului $L 
operatorului & îi corespunde o matrice de ordin n de tipul 

(34) 

X0 

0 

0 
0 

1 . 
X0 • 

0 . 
0 

.. 0 

.. 0 

.. 1 
.. X0 
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adică de forma X0§ +"to&, unde c& are matricea corespunzătoare 
0 1 ... 0 
0 0 ... 0 

B = 
o o ...! r 
o o ... o 

Din 4.74 b se ştie că matricea B* are forma 
k + l 

0 ... 0 1 0 ... 0 
0 ... 0 0 1 ... 0 

B* = 
0 ... 0 0 0 ... 1 

0 ... 0 0 0 ... 0 

k + 1 

(diagonala principală avînd toate elementele egale cu 1 este 
deplasată cu k paşi spre dreapta), 

Fie P(X) un polinom oarecare de grad p; aplicînd formula 
lui Taylor (20), se poate scrie 

feo« ! 
înlocuind X cu simbolul operatorului ă, se obţine egalitatea 

P(ă) = f> — P<*>(X) (a— X„S)* = Y) — P<S)(*o) &*• 

Tinînd cont de expresia matricii B\ rezultă că 

•P^Kh») 

P{A) = 

P(X„) P'(Xo) i p ' f a ) * _ 
2 ! (n — 1) ! 

•P(Xo) P'(Xo)-. 
1 

(n - 2)! 
P<B-2>(X0) 

P(h) 

(35) 

Observăm că pentru construirea matricii P(a4) asociată poli-
nomului P(X) sînt suficiente numai valorile P(X0), P'(Xo), ••• 
-.., P*"""1^), unde n este ordinul matricii A. 
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6.83. Presupunem acum că matricea lui ă este o matrice 
cvasidiagonală de ordin n, constînd din m celule diagonale 
de forma (34), unde X0 parcurge valorile X], .'.,, Xm, cu dimensiu
nile %, ..., nm respectiv. în virtutea regulilor de calcul cu 
matrici cvasidiagonale (4.52), calculul lui P(A) se poate face 
în mod independent pentru fiecare celulă diagonală în parte. 
Aplicînd 6.82, obţine: matricea P{A) se obţine prin înlocuirea 
fiecărei celule diagonale (34) a matricii A cu celula (35). Astfel, 
pentru a construi matricea P(A) este suficient să fie cunoscute 
valorile P('>(Xj.), k = 1, ..., m, j = 1, ..., nm. 

6.84. Fie K = <0, corpul numerelor complexe. Atunci 
pentru orice operator ă acţionînd în spaţiul Stn = <2n, poli-
nomul anulator minimal are o descompunere de forma (32) 
şi există o bază în care matricea operatorului ă se scrie 
sub formă cvasidiagonală cu celule de forma 

! X,. 1 0 ... 0 || 
0 Xfc 1 ... 0 

(36) 
10 0 0 ... 1 
l| o o o ... xs 

de dimensiuni n$ < rk (6.37). 
Aşadar, operatorul â determină spectrul 

Sa = {Xf, ..., X>»}. 
Dacă / este un jet oarecare pe spectrul Sa , 

/ = {f(1)(h), k = 1, ...s m, j = 1, ..., r,}, 
atunci operatorul corespunzător/(<9) are, în virtutea raţiona
mentului 6.81—6.83, o matrice de formă cvasidiagonală, 
în care fiecare celulă de forma (36) este înlocuită prin celula 

fth) f'(h) ±J"(h) 
2 ! 

f(h) f'(h) 

W -1) 
-f»*-^) 

1 
( » i - 2 ) l 

fn«-2%) (37) 

0 0 0 ... /(Xt) 
cu aceasta, problema izomorfismului dintre algebrele IT^ 
şi Q(Sg) este rezolvată în mod explicit. 
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6.85 a. Ne ocupăm acum de funcţii de operatori, avînd 
(6.62), într-o anumită bază, o matrice de forma 

a T 1 0 
- T CT 0 1 

(38) 

unde a şi T sînt elemente din corpul K. 
Notăm 

^ II 1 0 |1 . II a T || 
II 0 1 || . II - T a || 

Matricea A poate fi scrisă ca o matrice-bloc cu blocuri pătra-
tice de cîte două linii. . 

•A = 

A 
0 

0 
0 

E 
A 

0 
0 

0 . 
E. 

0 . 
0 . 

. .0 

. .0 

. . A 
. .0 

0 
0 

E 

A 1 

A 
0 

0 
0 

0 . 
A . 

0 . 
0 . 

.. 0 

•• ° 
. A 
. 0 

0 
0 

0 
A 

+ 

+ 

0 E 0 ... 0 0 
0 0 E...0 0 

0 0 0 ... 0 E 
0 0 0....0 0 

De aceea, rationînd ca mai sus pe baza regulii de înmulţire 
a matricilor-bloc (4.51), matricea P(A) se poate scrie sub forma 
unei matrici-bloc cu blocuri de aceeaşi dimensiune 

P(A) = 

P(A) P'(A) I P ^ A ) . . . ^ - ! ^ 

0 P(A) 

0 

P'(A).. 1 
(ni — 2)! 

P ( A ) " " 

(39) 

197 



b. Dacă matricea A este cvasidiagonală şi constă din ce
lule diagonale de forma (34) şi (38), atunci raţionînd ca în 
6.83, rezultă că matricea P{A) se obţine prin înlocuirea 
oricărei celule diagonale a matricii A cu celula corespunză
toare de forma (35) sau (39). 

c. Considerăm cazul cînd K — R şi numerele cr şi T de 
la pct. a sînt reale. în acest caz pentru polinomul real P(X) 
se poate indica explicit forma matricii P(fc>(A) care figurează 
în formula (39). într-adevăr, dacă introducem matricea 

i = 0 1 
— 1 0 

atunci evident i 2 = —-2? şi algebra matricilor reale de forma 
o- T _ ReX ImX 

- T a —ImX ReX 
A = oE + T/ <T + i% 

este izomorfă cu algebra uzuală a numerelor complexe X. 
(vezi 4.74 a). De aceea pentru orice polinom P(X) cu coefi
cienţi reali, 

P(A) = P{oE + xl) = 

şi în mod similar, 

P<*>(A) = I**\aE + T7) 

ReP(X) ImP(X) 
-ImP(X) ReP(X) 

X = G -4- ix, 

ReP<«(X) ImF«(X) 
-ImP<«(X) ReP<*>(X} 

6.86. Presupunem K = K; atunci pentru orice operator ă 
acţionînd în spaţiul 3Cn — Sin, polinomul anulator minimal 
P(X) are coeficienţi reali, deci defineşte un spectru „simetric 
Sa- Algebra operatorilor P(ă) este izomorfă cu algebra^cît 
n/iy, unde II este algebra tuturor polinoamelor cu coeficienţi 
reali iar IT este idealul generat de polinomul P(X). Această 
algebră-cît este izomorfă cu algebra jeturilor simetrice pe 
spectrul ST (6.79). Pe de altă parte, pentru operatorul ă 
există o bază în care matricea A a operatorului ă este cvasi
diagonală cu celule diagonale de forma (34) sau (38). Dacă / 
este Orice jet simetric pe spectrul Să, atunci matricea lui 
corespunzătoare f(A), se obţine, aşa cum am arătat, prin 
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înlocuirea fiecărei celule (34) prin (37) şi a fiecărei celule (38) 
de dimensiune 2m, prin matricea-bloc 

/(A) /'(A) ... - *—/(™-D(A) 
(m — 1)! 

0 /(A) ... l f*">(A) 
(m —- 2)! 

0 0 ... /(A) 

unde blocurile pătratice de ordin doi/(*'(A) au forma 

m(A)= Re/(fc)W W<*>(x) . 
' —Im/W(X) Re/<i;>(X) 

6.87. Fie ă un operator liniar în spaţiul <S„; ce operatori 
P{ă) (unde P(X) este un polinom) sînt inversabili? 

Din expresia matricii operatorului P(ă) într-o bază 
Jordan (36) se vede că 

det P(A) = n [P{h)]n*. £•». = ». 
*=i »=i 

De aceea operatorul P(ă) este inversabil în algebra 
$>(€.„) a tuturor operatorilor liniari acţionînd în spaţiul 6„ 
dacă şi numai dacă P(Xifc) # 0 , k = \, ..., m. Arătăm că în 
condiţiile îndeplinirii acestei condiţii, există operatorul 
invers P(ă)~1 în algebra IIa . într-adevăr, în cazul indicat 
jetul •p, corespunzînd polinomului P(X) în algebra Q(Să) 
a jeturilor, adică jetul compus din numerele 

P<»(Xfc) ( A = l , . . . , « ; y = 0 , . . . 5 r » - l ) , 

este inversabil în algebra Q(Sa) (6.78); deoarece algebra 
Q(Sa) este izomorfă cu algebra ÎJa (6.81), operatorul P{ă) 
este inversabil în algebra Ii&. 

Conform celor de mai sus, izomorfismul între algebrele 
Q(Să) şi n a arată în acest caz că pentru orice polinom @(X) 
ecuaţia 

P(ă) • z{ă) = Q(ă) 
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este rezolvabilă în algebra Ha , cu polinomul necunoscut 
z(A). Conform 6.78 şi 6.84 matricea operatorului z(&) într-o 
bază Jordan a operatorului ă se obţine înlocuind fiecare 
celulă (36) printr-o celulă de forma 

(QMY 

p(h) 

1/M.Y' 
2 l P(X) Lx* 

p(h) 

*̂ (40) 

6.88. Rezultatul obţinut poate fi interpretat în modul 
următor. Fie S = {XJs ..., X£f} un spectru oarecare în planul 
complex. Notăm prin T(S) mulţimea tuturor funcţiilor com
plexe raţionale /(A) = '-XLi unde (?(X) şi P(X) sînt poli
noame, iar P(X) nu are rădăcini printre punctele mulţimii S. 
în mulţimea T(S) introducem, prin regulile uzuale, operaţiile 
de adunare, înmulţire cu numere complexe şi de înmulţire 
a funcţiilor între ele, iar mulţimea T(S) va fi atunci o algebră 
peste corpul O . Observăm apoi că fiecare funcţie /(A) e T(S) 
are derivate/'(X),/"(X), ... în sensul clasic din analiză. Dacă 
asociem fiecărei funcţii/(X)sT(S) jetul 

; / = { / ( i ) ( U k=l,...,m;j = 0,i, r*-l}, 
unde/(,)(X) este derivata în sens clasic a funcţiei/(X), atunci 
această corespondenţă va fi un morfism al algebrei T(S) 

• de funcţii raţionale în algebra Q(S) a jeturilor de spectru S 
şi chiar un epimorfism, deoarece jeturile care corespund-
polinoamelor <?(X) constituie întreaga algebră Q(S) (6.76). 
Presupunem că spectrul 5 = S& este spectrul unui operator 
ă acţionînd în spaţiul <2„. Atunci algebra Uă a operatorilor 
P(ă) este izomorfă cu algebra jeturilor Q(Sa) şi putem pre
lungi epimorfismul T(Sa) -* Q(Să) la un epimorfism T(S&) -> 
-> n a . Cu alte cuvinte, putem asocia fiecărei funcţii raţionale 

/(X)eT(S) operatorul liniar f(ă) e Ua astfel încît corespon
denţa /(X) ->/(£t) să fie din nou un epimorfism. Matricea 
operatorului f(â) se construieşte conform regulii (40) indicate 
mai sus. 
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6.89. î n locul algebrei funcţiilor raţionale se poate Considera algebra 
funcţiilor analitice. Anume, fie W(S) mulţimea tuturor funcţiilor /(X) 
analitice în punctele Xj,...,Xm (adică analitice în fiecare vecinătate a puncte
lor indicate). Mulţimea W[S) cu operaţiile uzuale de adunare şi înmulţire 
este din nou algebră pes te 'C? (conţinînd algebra T(S)). Funcţiile analitice 
au derivate de orice ordin (în sensul uzual din analiză); folosind aceste 
fapte, se poate extinde epimorfismul T(S„)—> I I » construit la 6.88 la un 
epimorfism W{S„)—* EL». Este esenţial faptul că în sfera de acţiune a 

acestui epimorfism intră multe funcţii transcendente care se întîlnesc în 
analiză, de exemplu e , sin <aX, cos toX etc. Dacă se notează prin /(fit) 
operatorul corespunzînd unei funcţii /(X) 6 W(Sq) atunci matricea lui 
într-o bază Jordan a operatorului fit se calculează tot după regula (37). 
Notăm de exemplu formula 

elh+h)a _. e<ia e'*3, 

care rezultă direct din identitatea e"1"*"'1' 
aplicaţia W {S„) 

efl1 e'!* şi din faptul că 
II,» este un epimorfism. fii 

Rezultatele 6.87—6.89 referitoare la operatori liniari în 
spaţiul complex pot fi date şi pentru operatori liniari în spaţii 
reale, utilizînd forma jordaniană reală şi metodele 6.85—6.86. 
Acest transfer nu necesită idei noi iar cititorul îl poate face 
singur. 

PROBLEME 

1. Presupunem că matricea unui operator fit într-o anumită bază 
« i i •••> ?n a r e forma 

X 
1 X 

1 X 

X 
1 X 

In ce bază ea va avea forma jordaniană normală ? 
2. Să se arate că o matrice pătratică A şi matricea transpusă A' sînt 

totdeauna echivalente. 
3. Sâ se determine forma Jordan a matricii 

—2 
- 4 

1 
- 4 

1 

- 1 
l ' 
1 

- 2 
1 

- 1 
- 1 

0 
- 1 

1 

3 
3 

- 3 
5 

- 3 

2 
2 

- 2 
1 
0 
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4. Sînt san nu echivalenţi operatorii daţ i prin matricile 

4 1 - 1 

- 6 - 1 2 

2 1 1 

5. Să se determine divizorii elementari a i matricilor de ordin n 

1 1 0 

0 1 0 

0 0 2 

, B = 

* ! -

1 1 . . 

0 1 .. 

0 0 . . 

. 1 

. 1 

. 1 

At 

1 2 3 ... 
0 1 2 ... 
0 0 1 

i - l 

0 

A,= 

n n—l n—2 ... 1 

0 n n — X ... 2 

0 0 n ... 3 

0 0 0 . . . 1 

1 1 1 

0 2 2 

0 0 3 A = 

0 0 0 ... n 

6. Să se arate că toate matricile 

a «ia 

0 a 

0 0 ^ = 

a13 

a °3n 

0 0 0 ... a 

0 0 0 ... n 

.... %_!, „ sînt nenule. 
7. Să se determine forma Jordan a unei matrici A satisfăcînd ecuaţia 

P[A) = 0 unde polinomul P(X) nu admite rădăcini multiple. 
8. Să se determine forma Jorda n a unei matrici A satisfăcînd ecuaţia 

P[A) = 0 cu P polinom oarecare. 
9. Dacă un polinom anulator al unui operator &. este polinom de grad 

doi atunci orice vector x din spaţiul SI aparţine unui pîan sau unei drepte, 
care sînt invariante la operatorul &. 

10. Să se afle toate matricile care comută cu matricea 

Am(a) = 

a 1 0 ... 0 0 

0 a 1 ... 0 0 

0 0 0 ... a 1 

0 0 0 ... 0 a 

m linii. 
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11. Să se afle toate m X n-matricile B astfel încît 

BAn{a) = Am[a) B. 

12. Să se determine matricile care comută cu matricile cvasidiagonale 
de forma 

0 

0 

0 . 

0 . 

.. 0 

.. 0 

•• A
my> 

13. Să se afle toate matricile care comută cu matricile cvasidiagonale 
de forma 

AmSa^ 
^W aK) .» 0 

0 0 ... Amtl*â 
unde numerele olf a2, .... ak sînt distincte două cîte două. 

14. Să se afle toate matricile care comută cu o matrice Jordan gene
rală (8). 

15. In ce condiţii orice matrice care comută cu o matrice A este 
polinom de A} 

16. Să se' arate că îhtr-un spaţiu real &n de dimensiune n > 2 orice 
operator liniar are un plan invariant. 



Capitolul 7 

FORME BILINIARE ŞI FORME PĂTRATICE 

î n acest capitol vom studia funcţii liniare numerice de două argu
mente vectoriale. Spre deosebire de cazul funcţiilor liniare numerice de o 
variabilă, teoria funcţiilor numerice de două variabile şi în special teoria 
formelor biliniare au un bogat conţinut geometric. Luînd în expresia unei 
forme biliniare al doilea argument egal cu primul, se obţine o nouă clasă 
importantă de funcţii de o variabilă, neliniare — formele pătratice. 

Consideraţiile din §§ 7.1 — 7.8 se fac într-un spaţiu vectorial X peste 
un corp arbitrar de numere K iar în § 7.9 se consideră spaţii vectoriale 
reale. * 

§ 7.1. Forme biliniare 

7.11. O funcţie numerică A(x, y) de două argumente 
vectoriale x, y dintr-un spaţiu vectorial Si, A : Si x Si -> Si 
se numeşte funcţie biliniară sau formă biliniară dacă ea este 
funcţie liniară de x pentru fiecare y fixat şi funcţie liniară 
de y pentru fiecare x fixat. 

Cu alte cuvinte, A{x, y) este o formă biliniară de x şi y 
dacă pentru orice x, y, z din Si şi pentru orice a. e K au loc 
relaţiile 

A(x + z, yf= A (x, y) + A (z, y), 
A(<xx,y) = aA (x,y), 

i (1) 
A (x, y + z) = A (x, y) + A (x, z), 

A (x, ay) = a A (x, y). 

Primele două din aceste egalităţi exprimă liniaritatea 
funcţiei A(x, y) în primul argument, iar ultimele două — 
liniaritatea în cel de al doilea argument. 
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Din definiţia formei biliniare, folosind relaţiile (1), se obţine 
imediat formula generală 

g«,*„ E^=EE a^A^ fy (2) 

în care xlt x2, ..., xk, ylt ..., ym sînt vectori arbitrari din spa
ţiul Si iar ai, a2, .-.., a*, (3,, (32> •••>.?»» s m t orice numere din K. 

Formele biliniare date în spaţii infinit-dimensionale se 
numesc de obicei funcţionale biliniare. 

7.12. Exemple 
a. Dacă Lx{x) şi Lz(x) sînt forme liniare, atunci A(x, y) = 

== Lx(x) • L2(y) este evident o formă biliniară de x şi y. 
b. într-un spaţiu vectorial «-dimensional cu o bază fixată 

eh e2, ..., e„ un exemplu de formă biliniară îl constituie 
funcţia definită prin 

n n 

A(«, y) = E E a « ^ * ' 
» = 1 A - 1 

« n , -
unde * — y~)ţte{, y — Y^ rlkek — sînt valori oarecare şi" aiJf 
(i, k = 1, 2, ..., n) — numere fixate. 

7.13. Forma generală a unei forme biliniare într-un spaţiu 
vectorial n-dimensional. Presupunem că într-un spaţiu vec
torial ra-dimensional Sin este dată forma biliniară A(x, y). 
Alegem în Sin o bază oarecare e\, e2, ..., e„. Notăm A(et, ek) = 
= aik (i, k = 1, 2,...... n). Atunci pentru orice 

n « 

* = E^e*'y = E 7 î f c e f c 

conform formulei (2), avem 

A (*, v)'= A[£Ifil £ rlkek) = ̂  E ^ * A ^ ' ^ = 

=EX>*̂ *- (3) 
Aşadar, în exemplul b a fost indicată reprezentarea cea 

mai generală a unei funcţii biliniare într-un spaţiu vectorial 
«-dimensional. 
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• • , ! - ; 

: - : • 

Coeficienţii aik formează o matrice pătratică 

A^A ( e ) : a, 21 a 22 *2» 

*»X *»2 

II 

pe care o vom numi matricea formei biliniare A(x, y) in baza 
{e} = {ex, e2, ..., en}. 

7.14. Forme biliniare simetrice. O formă biliniară se nu
meşte simetrică dacă pentru orice vectori x şi y 

A(x, y) = A(v, x). 
Dacă forma biliniară A(x, y) în spaţiul w-dimensiorml 3t„ 
este simetrică atunci 

aa = A{et, ek) = A(ek, e() = aM; 
aşadar, matricea 4̂ţe) a unei forme biliniare simetrice în orice 
bază ex, e%, ..., ena spaţiului $C„ coincide cu matricea transpusă 
A('e). Se arată uşor că are loc şi afirmaţia inversă: dacă 
într-o anumită bază {e} = {ex, e2, ..., e„} avem A('e) = A(e), 
atunci forma A(x, y) este simetrică; într-adevăr, în acest caz 

n n 

My> x) = E aik71i ^ ^ E ***y* Zk = 
i, *=1 i, k=X 

n 

= E a«^r<*. = A(*> )̂« 
ceea ce trebuia dovedit. 

în particular, se obţine următorul fapt: dacă matricea 
unei forme biliniare A (x, y), calculată într-o anumită bază, 
coincide cu transpusa ei, atunci în orice altă bază a spaţiului 
3ln matricea acestei forme coincide de asemenea cu transpusa. 

Reamintim că o matrice pătratică care coincide cu trans
pusa sa se numeşte matrice simetrică. 

7.15. Transformarea matricii unei forme biliniare prin 
trecere la o nouă bază. 

a. Prin trecere la o nouă bază, matricea unei forme bili
niare se modifică şi vom indica în ce mod. Fie A(e) — \\aH\\ 
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matricea unei forme biliniare A (x, y) într-o bază {e} = 
= {ex, e2, ..., en} si A{t) = P « | | matricea aceleiaşi forme în 
baza {f} = {fi, A, ...,/„} {i,j,k,l= l,2,...,w), şi presupunem 
că formulele de trecere de la o bază la alta âu forma 

ii = f > ^ (»«= L2- •••>») 

cu matricea de trecere P = \\'$\\\. în acest caz 

h* = A (/„ h) - A ( £ pfe}, £ pp e\ = 

Formula obţinută se scrie 

& J > = E X > P % M - <*) 

unde p\j)' — pf] este elementul matricii P', transpusa lui P . 
Formula (4) se scrie 'matricial (4.43) astfel 

A{l) = P'Aie)P. (5) 

b. Deoarece matricile P şi P' sînt nesingulare, atunci 
conform 4.67 rangul matricii A{t) este egal cu rangul matricii 
A(t)', aşadar, rangul matricii unei forme biliniare nu depinde 
de alegerea bazei. 

De aceea are sens noţiunea de rang al unei forme biliniare^ 
definit ca rangul matricii acestei forme în oricare din bazele 
spaţiului SC. 

Dacă forma biliniară A(x, y) are rangul n, egal cu dimensiu
nea spaţiului 3C„, atunci acea formă se numeşte nesingulară 
sau nedegenerată. 

c. Fie A(x, y) o formă nesingulară; arătăm că pentru orice 
vector x0 ¥> 0 există un vector y0e SCn pentru care A(x0, 
y0) ^ 0. Presupunem contrariul, adică A{x0, y) = 0 pentru 
orice yeSCn. Construim o bază ex, ..., en în spaţiul SCn astfel 
încît ex — x0. Atunci în matricea formei A(x, y) în această 
bază vom avea 
aXm = A{ex, em) = A(x0, em) — 0, pentru orice m = 1, ..., n, 
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adică prima linie a matricii respective are toate elementele 
nule. în acest caz, rangul acestei matrici este <n, ceea ce con
trazice presupunerea că forma este nedegenerată.' Afirmaţia 
este astfel dovedita. 

d. Observăm că forma Ă(x, y) nesingulară pentru întreg 
spaţiul 31 poate să devină singulară pe un subspaţiu Si'cM. 
Astfel, în spaţiul Si2 unde x = (£1; Q , y = (vji, v)2), forma 

A (x, y) = IjV]! — £2rJ2 

este nesingulară; totuşi pe subspaţiul §^c§i2 definit de 
prima bisectoare unde \x = £2 (şi ra = %) ea este identic 
nulă. , 

e. Pentru determinanţii matricilor considerate se obţine, 
aplicînd teorema relativ la determinantul unui produs de 
matrici (4.75), relaţia 

det A (fj = det A (c, • (det P)2. (6) 
§ 7.2. Forme pătratice 

In geometria analitică plană una din problemele de bază este cea a 
reducerii ecuaţiei generale a unei curbe de gradul doi la forma canonică 
prin trecere la un nou sistem de coordonate. Ecuaţia unei curbe de gradul 
doi simetrică faţă de originea x = 0, y = 0 a axelor de coordonate alese 
este de forma 

Ax* + 2Bxy + Cy* = D. (7) 

Transformarea de coordonate revine la formule de tipul 

x = anx' + aX2y', 

V = aţlx' + a3Sy', 

unde an, a12, asl,.ati sînt numere convenabile (sinuşi, cosinuşi ai unghiului 
de rotaţie ai axei) şi ca rezultat al acestei transformări, ecuaţia (7) capătă 
o formă mai simplă 

A'x"> + B'y'% = D. 

O problemă similară se poate pune în spaţii de orice dimensiune. 
Teoria formelor pătratice, expusă în continuare, are ca scop principal 
rezolvarea acestei probleme şi a unor probleme conexe cu ea. 

7.21. Introducem următoarea definiţie 
Prin formă pătratică într-un spaţiu vectorial SC se înţelege 

orice funcţie A(x, y) de un argument vectorial xeSi, care 
se obţine dintr-o formă biliniară oarecare A(x, y), înlocuind 
y,cu x. 
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într-un spaţiu vectorial w-dimensional Stn cu bază fixată 
{e} a= {<?!, e2, ..., en} orice formă pătratică se scrie, conform 
(2), în modul următor 

A(x, *) = £ f > „ U U , (8) 

Unde Ei, £g, ..., \n sînt coordonatele vectorului x relativ la 
baza {e}. Invers, dacă este dată o funcţie A{x, x) de vectorul 
x, definită în baza {e} prin formula (8), atunci această funcţie 
reprezintă o formă pătratică de vectorul x. 

într-adevăr, se poate introduce forma biliniară 
n n 

unde rji, ..., % sînt coordonatele vectorului y relativ la baza 
{e} ; atunci este evident că forma pătratică B(x, x) coincide 
cu funcţia A(x, x). 

7.22. Observăm că în suma dublă (8) se pot reduce unii 
termeni asemenea; pentru * # k avem 

ailÂ&ic + aici<i}Âi = \aik + aki)\^k — ^ik^l^lc 

unde 

bijc = &ijc + aki-

Pentru i — k punem 

Oii = aW 

Atunci suma dublă se poate scrie, cu mai puţini termeni 

De aici rezultă că două forme biliniare distincte 
n n 

A (x, y) = J2 a»lint Şi C (x,y) = J^ c «^fc 
i, fc = l i, k = i 

pot conduce, prin înlocuirea lui y cu x, la una şi aceeaşi 
formă pătratică; este suficient, pentru aceasta, să aibă loc 
relaţiile ailc -f- au — cik -f cki pentru orice i şi k. 
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Aşadar, în general, pentru o formă pătratică dată, pot 
exista mai multe forme biliniare generînd forma pătratică 
considerată. Există un caz important în care forma biliniară 
poate fi determinată cunoscînd forma pătratică asociată: 
anume, cazul cînd forma biliniară este simetrică. într-adevăr, 
dacă aik = akl, atunci din relaţiile aik -f- aM = bik (pentru 
i # k) coeficienţii aiJe sînt bine determinaţi 

aik = aM = -f- (9) 

şi pentru i — k 

şi odată cu coeficienţii aile, este bine determinată întreaga 
formă biliniară. Această afirmaţie poate fi demonstrată şi 
fără a utiliza coordonate; anume, prin definiţia unei forme 
biliniare, avem 
A (x + yr x + y)== A (x, x) + A (x, v) + A (y, x) + A (y, y) 
şi în ipoteza de simetrie 

A (*, y) = - iMx>y) + My,x)1 = 

1 
•a - [ A (* .+ y,,x + y)~A (x, x)~A {y,y)]; 

aşadar, valoarea unei forme biliniare A(x, y) este bine deter
minată, pentru orice pereche de vectori x, y, cunoscînd valo
rile formei pătratice asociate ei pe vectorii x, y şi x -f- y. 

Pe de altă parte, pentru a obţine din formele biliniare 
toate formele pătratice posibile, este suficient să ne restrîn-
gem la forme biliniare simetrice. într-adevăr, dacă A(x, y) 
•este o formă biliniară oarecare, atunci 

^i(x,y) = ~[A(x,y) + A(y,x)} 

«ste o formă biliniară simetrică şi 
1 

Ai (x, x) = - [A (x, x) + A (x, x)} = A (x, x), 
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adică formele pătratice Ax(x, x) şi A(x, x), definite de At -
şi A, coincid. 

7.23. Conform acestor consideraţii, în utilizarea formelor 
biliniare pentru studiul formelor pătratice este suficient să 
ne mărginim la forme biliniare simetrice şi la matrici sime
trice corespunzătoare ||tf;t||, ajk = atj. 

O matrice simetrică A — \\aik\\ a unei forme biliniare 
simetrice A(x, y) corespunzînd unei forme pătratice A(x, x),: 
se numeşte matricea acelei forme pătratice. 

La schimbarea bazei, matricea A a unei forme pătratice 
A(x, x) coincide cu matricea formei biliniare simetrice cores
punzătoare A(x, y) şi se schimbă ca aceasta din urmă: 

A(t) = P'Ait)P, 

unde P este matricea de trecere de la baza {e} la baza {f}.. 
în particular, rangul matricii unei forme pătratice nu depinde 
de alegerea bazei. De aceea se poate vorbi despre rangul for
mei pătratice A(x, x) subînţelegînd prin aceasta rangul ma
tricii acestei forme în orice bază a spaţiului SCn. Orice formă 
pătratică de rang n, egal cu dimensiunea spaţiului, se numeşte 
nesingulară. 

§ 7.3. Reducerea unei forme pătratice la forma canonică 

7.31. Fixăm o formă pătratică oarecare A(x, x) într-un 
spaţiu vectorial «-dimensional 3(n. Arătăm că în spaţiul Sln 
există o bază {f} = {flt ...,/„} în care pentru orice vector 

n 
x = V^ Tjjt/jt valoarea formei pătratice A (x, x) se calculează 

*=i 
după formula 

A (x, x) = X^î + V)t + ... + X.VJÎ . (10) 

unde Xj, X2, ..., Xn sînt numere fixate. 
Orice bază care are această proprietate se va numi bază 

canonică a formei A(x, x), iar expresia (10) forma canonică 
a lui A(x, x); în particular, numerele Xx, X2, ..., X„ vor fi 
numite coeficienţi canonici ai formei A (x, x). 
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Fie {e-y, e2, ..., en] o bază oarecare a spaţiului Stn; dacă 
n . . 

y^ ţ^ek, atunci după cum se ştie forma A (x, x) se re-
prezintă astfel 

A ( ^ ) = ^ ^ j S ^ t : (u ) 
k=\ i<ft 

Conform 5.32 afirmaţia făcută va fi demonstrată dacă se pot 
scrie formulele 

"îl — Pllll+Pizlz + ••••+ Plnlt» 

•<}2 =P?lll + Pzzţz + ••• +PznZx, (11') 

f\n = Pnl li + PnZ Iz + ••• + Pnnln 

cu matricea P = \\ptk\\ nesingulară şi astfel încît exprimînd 
coordonatele {ţ} în formula (11) prin mărimile {•/)}, formula 
(11) se transformă în (10), 

Vom face demonstraţia prin inducţie după numărul coor
donatelor care intră efectiv în formula (11) (adică cu coefi
cienţi diferiţi de zero). 

Presupunem că orice formă care conţine m— 1 coordonate 
(de exemplu, £i» £2, ..., ţm^) poate fi redusă la forma cano
nică (10) (cu n == m— 1) printr-o transformare (11'), de 
asemenea pentru n — m—1. Dacă în formula (11) intră 
efectiv numai o coordonată, de exemplu £i> adică formula (11) 
se scrie A (x, x) = bn ţx, atunci această presupunere se înde
plineşte evident (căci se poate lua pn ^ 0 arbitrar). 

Considerăm acum o formă (11), conţinînd efectiv m 
coordonate ţx, £2) •••» \m- Admitem mai întîi că printre 
numerele bn, &22, ..., bmm există un număr diferit de zero; 
presupunem de exemplu că bmm ¥= 0. Separăm în forma (11) 
grupul de termeni care conţin coordonata ţm; acest grup 
•se scrie 

" im 'ol ~nm T "?m *-sZ <-sm T ••• T "m-l> m ^ns-1 -»m T 0mm t,m = 

7 I " im r , 
"mm I „ , ^1 i 

^?m 5a + - + 

2 L 
lm-1 + 5mT+ Ax (*, X), (12) 6»-l, ^ 
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unde prin Ax(x, x) se notează forma pătratică depinzînd 
numai de mărimile ţx, ţ%, .... ţm-X- Considerăm următoarea 
transformare de coordonate: 

T] — %p 

T? = . ţa, 

T m - 1 = = S IB-1> 

- - ^ ?l + - ^ - ? 2 + . . . + % ^ ? m - l + ^ -

Matricea acestei transformări este nesingulară (determinantul 
ei fiind' egal cu 1). în noile coordonate forma A(x, x) se scrie 
în mod evident astfel 

A{x, x) = B(x, x) + bmm^m, 
unde forma pătratică B(x, x) depinde numai de mărimile 
r{, T2, ..., xm_x. în virtutea ipotezei de inducţie există o nouă 
transformare 

•<]1 = Pll*l + PlZ^Z + ••• +Pl, m-l̂ m-l. 
f]z = Pzi^l + Pzz^Z + ••• + h , m-lTm-l> 

flm-X• — Pm-1,1^1 + A n - 1 , 2 T 2 + ••• + pm-l, m-lTm-l, 

(13) 

cu matricea nesingulară P = \\Pa\\ c a r e reduce forma 
B(x, x) la forma canonică 

B(x, x) = Xxv;f + Vî l + ... + K-irfm-x-

Dacă adăugăm la egalităţile (13) egalitatea f)m = xm, atunci 
se obţine o transformare nesingulară a coordonatelor flş 
T2, ..., TOT în coordonatele %, Y)2, • •'•> >k> după care forma 
A(x, x) se scrie astfel 

A (*, x) = B (x, x) + &mro4 = XX7]f + X?7)l + . . . + , 

Trecerea directă de la coordonatele {ţ} la coordonatele 
{•/]} se realizează conform 5.33 cu ajutorul matricii egală cu 
produsul matricilor de trecere de la coordonatele {T} la 
coordonatele {•/;} cu matricea de trecere de la coordonatele 
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{ £} la coordonatele {-r}. Deoarece ambele aceste matrici sînt 
wxw-matrici nesingulare, atunci şi «Xm-matricea produs 
este de asemenea nesingulară. 

Rămîne de considerat cazul cînd în forma A(x, x) cu m 
coordonate £i» £2, ••-. 5m toate numerele an, a22, ..., amm sînt 
egale cu zero. Considerăm unuldin termenii atj ^ %} cu coefi
cientul ai} diferit de zero; de exemplu, presupunem că a12 # 0. 
Efectuăm următoarea transformare de coordonate (pentru 
comoditate scriem trecerea de la noile coordonate la cele 
vechi): 

&=$+&" 
& = & —& | (14) 

!;, = £ ( / = 3, ...,«) 

Determinantul matricii transformării (14) este egal cu —2, 
deci această transformare este din nou nesingulară. Termenul 
^ I B ^ I ^ se transformă în modul următor: 

*i2 X\ sa = a i2^i2 — *i2 £â2 J 

de aceea în forma transformată apar din nou două pătrate 
ale coordonatelor cu coeficienţi nenuli (este evident că aceste 
pătrate nu pot fi asemenea cu ceilalţi termeni, deoarece aceştia 
conţin coordonate £,' cu i > 2): Astfel, în coordonatele 
^ formei (11) i se poate aplica metoda inductivă anterioară. 

Aşadar, forma (11) cu orice număr m < n de coordonate 
efective ţp se reduce la forma (10) prin transformarea (11'), 
înlocuind n cu m. Adăugind eventual egalităţile -q^i = 
— lm+i> ••-.•»]» = £»> putem completa sistemul (11') pînă 
la sistemul cerut din n ecuaţii cu matricea nesingulară P = 
— \\Pa\\> i>) — X> •••' n Şi demonstraţia se încheie. 

Ideea demonstraţiei — separarea succesivă de pătrate — 
poate fi aplicată şi pentru reducerea efectivă a unei forme 
pătratice dată la forma canonică. în § 7.5 va fi descrisă o 
altă metodă care permite în mod direct să se obţină vectorii 
bazei canonice căutate şi forma canonică respectivă. 

7.32. Exemplu. Reducem la forma canonică următoarea formă 
pătratică 

A (*, x) = l\ + 6$^ , + 5ţ\ ~ 4?x?3 ~ 12ÎÎĂ + *U - %%* ~ 853Ş4 - 51-
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Completăm grupul termenilor care conţin £1 pînă la un pătrat perfect 
şi notăm 

T}i = 5i + 35s - 2?3. 
Atunci forma se scrie astfel 

A(x, x) = ni - 451 - 4i-,JU - 8 ^ , - 55. 
Apoi completăm grupul termenilor care conţin £2 pînă la un pătrat 

perfect şi punînd 
*)s = 2 5 J + \x, 

se obţine 
• A (x, x) = r& - V)i - «!&. 

Pătratele coordonatelor £3 şi ?4 lipsesc şi de aceea notăm £3 = 7)3 — %, 
& = 7)3 + 7)4, deci 5 , ^ = 7)1 - YJI-

In acest mod, forma pătratică A (x, x) este redusă la forma canonică. 

A [x, x) = t i l - r i - 8Y,§ + 8r,f 
prin transformarea 

*Ji = Si + 35s - 2S3 , fit = 2 5 a + £4, 733 = - ?3 + - £„ 

care, după cum reiese din construcţie, este nedegenerată (nesingulară). 

7.33 a. Nici baza canonică, nici forma canonică a unei 
forme pătratice nu sînt unic determinate. De exemplu, orice 
permutare de vectori ai bazei canonice conduce la o altă bază 
canonică. în § 7.5 vom arăta între altele că pentru o formă 
pătratică dată se poate construi o bază canonică luînd primul 
vector al acestei baze în mod arbitrar (cu unele excepţii). 
Apoi dacă forma A (x, x) este scrisă canonic 

A(x, x) = XJTJÎ + x27]|-f ... + K-nl 
(fli> Vz, •••> fin i n n d coordonatele vectorului x), atunci transfor
marea coordonatelor 

7]X = OCiTj, 7)a = a 2 T 2 , . . . , 7)„ == a„Tff l 

(ai, a2, ..., a„ fiind numere fixate, toate nenule, iar T1; T2, ..., T„ 
noile coordonate) reduce forma A (x, x) la o nouă formă, 
de asemenea canonică, dar cu alţi coeficienţi 

A (x, x)l= (h4) xl + (X2af) TI + ... + (K$)lrl 
De aceea se pune problema descrierii tuturor formelor cano
nice care pot fi reduse la o formă pătratică dată. Această 
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problemă va fi precizată restrîngînd definiţia formei canonice 
(de exemplu, aşa cum se va face în spaţiile reale, conform 7.93) 
sau restrîngînd clasa transformărilor admisibile de coordonate 
(aşa cum va fi făcut în spaţiile euclidiene, conform 10.12). 

b. Notăm că în exemplul dat numărul coeficienţilor dife
riţi de zero a rămas neschimbat. 

în general, numărul coeficienţilor canonici nenuli este 
evident egal cu rangul matricii formei pătratice în baza 
canonică corespunzătoare. Deoarece rangul matricii unei 
forme pătratice nu depinde de alegerea bazei (7.23), numărul 
coeficienţilor canonici nenuli ai unei forme pătratice nu depinde 
de alegerea bazei canonice. Acest număr coincide evident cu 
rangul formei pătratice (7.23). Cunoscînd matricea unei forme 
pătratice A (x, x) într-o bază {e}, putem prevedea numărul 
coeficienţilor canonici nenuli ai acelei forme; acest număr 
este chiar rangul formei A(x, x), care se poate calcula ca rangul 
matricii formei A (x, x) în baza {e}. în particular, pentru 
o formă pătratică nedegenerată (nesingulară) în orice bază 
canonică (7.23) toţi coeficienţii ei canonici sînt diferiţi de 
zero. 

§ 7.4. Bază canonică a unei forme biliniare 

7.41 a. Un vector xx se numeşte conjugal cu vectorul yx 
relativ la o formă biliniară A (x, y) dacă A(xx,'yx) = 0. 

b. Fie \\ajk\\ matricea formei A(#, y) într-o bază ex, ..., e„. 
Dacă xx = 2) Xtfit, yx= E V J » atunci condiţia de conju
gare a vectorilor xx şi yx se scrie 

c. Dacă vectorii xx, x2, ..., xk sînt conjugaţi cu vectorul yx, 
atunci orice vector al subspaţiului £(xx, x2, ..., xk) — acoperirea 
liniară a vectorilor xx, x2, ..., %,', este de asemenea conjugat 
cu yx. 

într-adevăr, conform proprietăţilor unei forme biliniare, 
A [a.xxx + a,2x2 + ... -f a.kxk, yx) = 

= «iA (xx, yx) + <x2A (x2, yx) + ... afcA (xk, yx) = 0. 
Dacă un vector yx este conjugat cu orice vector al unui sub-
spaţiu SC c: SC, atunci vom numi acest vector conjugat 
subspaţiului SC'. 
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d. Mulţimea SC" a tuturor vectorilor yx^Si conjugaţi 
subspaţiului Si' este evident un subspaţiu al lui SC. Acest 
subspaţiu SC" va fi numit conjugatul lui SC. 

7.42. O bază ex, e2, ..., en a spaţiului SC se numeşte bază 
canonică pentru forma biliniară A (x, y) dacă vectorii bazei 
sînt conjugaţi doi cîte doi: A(ep et) = 0 pentru * # h. 

Exemplu. In spaţiul °f3 considerăm produsul scalar al vectorilor x, y 
ca formă biliniară A (x, y). Conjugarea vectorilor relativ la această forma 
biliniară revine la ortogonalitatea lor. Prin bază canonică în acest caz 
se înţelege orice bază Ortogonală a spaţiului f3. 

7.43. Matricea unei forme biliniare într-o bază canonică 
are forma diagonală, deoarece atk == A {elt ek) = 0 pentru 
i ^ k. O matrice diagonală coincide cu transpusa ei, de 
orice formă biliniară avînd bază canonică trebuie să fie sime
trică (conform 7.14 simetria sau nesimetria unei forme bili
niare nu depind de alegerea bazei). Arătăm că orice formă 
biliniară simetrică A (x, y) admite bază canonică. 

Considerăm forma pătratică A (x, x) corespunzătoare unei 
forme biliniare A(x, y). Ştim că în spaţiul SC există o bază 
ex, e%, ..., e„ relativ la care forma pătratică A (x, x) se scrie 
sub formă canonică 

A{x,x)=J2f\^.: 

Forma biliniară simetrică corespunzătoare A (x, y) are 
conform formulei (9) forma canonică 

[unde y — y~) fjieA; matricea ei este aşadar diagonală. Dar 

aceasta- înseamnă că baza ex, e2, ..., en este canonică pentru 
forma A(x, y). 

7.44. în geometria analitică se demonstrează că locul geo
metric al mijloacelor coardelor unei curbe de gradul doi, 
paralele cu un vector dat, este o dreaptă. Dăm o demonstra-
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ţie a acestui fapt. în planul coordonatelor xx, x% ecuaţia unei 
curbe de gradul doi are forma 

«11*1 + 2«18#1#2 + «22*2 + hX\ + hXz + C = 0, . 
sau 

A (x, x) + L(x) + c — 0, 
unde 

A (x, x) — anx\ -f- 2alzxxx2 -\- a22x\ 
este o formă pătratică, iar 

L(x) — b1x1 + b2x2 

o formă liniară de vectorul x = (xx, x2). 
Fie x vectorul care defineşte mijlocul coardei paralele 

cu un vector fixat e. Aceasta înseamnă că există t ^ 0 astfel 
încît să aibă loc relaţiile 

A (x + te, x + te) -f L(x + te) -f c = 0, 
(16) 

A (x — te, x — te) -f L(x — te) + c = 0. 
Fie A(x, y) forma biliniară simetrică corespunzînd for

mei pătratice A(x, x); atunci egalităţile (16) se scriu astfel: 
; A(x, x) + 2tA(x, e) + t2A(e, e) + L(x) + tL(e) + c = 0, 
A (*, x) — 2tA (x, e) + tz A (e, e) + L(x) - tL(e) + c = 0. 

Prin scădere şi apoi împărţire cu 2t, rezultă 

2 A (x, e) + L(e) = 0, (17) 

Ecuaţia obţinută este liniară relativ la x, deci defineşte 
o dreaptă în planul (xx, x2), ceea ce demonstrează teorema. 
Dacă x' este un alt punct al acestei drepte astfel încît 

2 A (x', e) + L{e) = 0, (18) 

atunci scăzînd (17) din (18) se obţine 

. A (x — x', e)=0, 

adică vectorul e şi vectorul x — x' care determină direcţia 
dreptei obţinute sînt conjugate în sensul 7.41 relativ la forma 
biliniară A(x, y). 
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• • • • • • • - - • 

• • • . . . • • » • , 

7.45. Fie ex et baza canonică a formei A(x, y) într-un 
subspaţiu ^-dimensional SC' cz SC. Fie e^ ..., et coeficienţii 
•canonici corespunzători. Exprimăm numerele A(x, e() prin 
•coordonatele vectorului xeSC'. Avem 

A (x, eAi) = A [ £ Ifip eA = £ g A (e„ e,) = 
V;=i / 3=i 

—%i A (e„ «,) = «, Şj, 

astfel că numerele A(#, «,) determină în mod univoc coordo
natele vectorului x. Dacă forma A(x, y) este nesingulară 
în subspaţiul SC', atunci numerele e4 sînt diferite de zero; 

în acest caz, are loc şi afirmaţia inversă, anume valorile formei 
A(x, et) determină univoc coordonatele vectorului x. 

§ 7.5. Construirea unei baze canonice prin metoda Jacobi 

7.51. Metoda de construire a unei baze canonice din 7.31 
prezintă inconvenientul că nu oferă posibilitatea exprimării 
directe, în funcţie de elementele matricii Am a unei forme 
biliniare simetrice A(x, y) într-o bază dată {f} = {flt f2, ...,/„}, 
a coeficienţilor \ şi coordonatelor vectorilor bazei cano
nice. Metoda Jacobi expusă mai jos ne permite să deter
minăm aceşti coeficienţi şi coordonatele vectorilor bazei 
canonice căutate. Pentru aceasta impunem matricii A^ 
următoarea condiţie suplimentară: toţi minorii din col
ţurile din stînga sus ai matricii A^ pînă la ordinul n—1 
inclusiv. 

K 

••• y ^ K - 1 

, s2 = «11 

«21 

«11 «12 

«21 «22 

«12 

«22 
j . . . 

••• «1, »-l 

••• «2. »-l 

*K-1,1 <*»-!,2 .. a n-X, » - l 

să fie diferiţi de zero. 

219 



7.52. Vectorii e{, e2, ...; en sînt construiţi după formulele 

e2 U a ^ / i + A 
H =^h + ^i]h+U : (19) 

**« = «Pfx + a ^ + 4*ft + - + 4V* + A+i, 

*„ = a<"-1>/i+ 4fl-1)/3+ 4"-1)/3+ - + «r/'A-a+^J 

unde coeficienţii aj*' (i == 1, 2, ..., k; k = 1, 2, ,..,'»—1) 
sînt deocamdată nedeterminaţi. 

Observăm mai întîi că trecerea de la vectorii/i, f2, •••,/* 
la vectorii ex, e%, ..., et se efectuează cu ajutorul matricii 

ai1' 
0 
0 

o 
o 

a(*-i) a » - i ) $-1) ... gg-i) ! 

avînd determinantul egal cu 1; de aceea pentru k -== .1, 2, ...,n 
Vectorii fx,f2, • ••,fk pot fi exprimaţi liniar prin ex, e2, ..., ek 
şi prin urmare acoperirea liniară £(/i, /2, ..., / t ) coincide 
cu acoperirea liniară £(e1; e2, ..., et). 

Impunem coeficienţilor a f (i = 1, 2, ..., £) condiţia ca 
vectorul ek+x să fie conjugat subspaţiului S.(ex, e2, ..., et). 
Pentru aceasta este necesar şi suficient să aibă loc egalităţile 

A (ek+x, A) = 0, A (ek+XiJ2) = 0, ..., A (ek+h fk) = 0. (20) 

într-adevăr, din condiţiile (20) rezultă că vectorul '*+! este conjugat cu acoperirea liniară a vectorilor fx, f2, ...,/„ 
care coincide conform celor arătate cu acoperirea liniară a 
vectorilor elt e2, •••, ek. Invers, dacă vectorul ek+x este conjugat 
subspaţiului t(ex, e2, ..., ek), atunci el este conjugat fiecărui 
vector al acestui subspaţiu şi în particular cu vectorii fx, 
f2,..;fk] de aceea se îndeplinesc egalităţile (20). 
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înlocuind în (20) expresia (19) a lui ek+x şi folosind defi
niţia formei biliniare, se obţine sistemul liniar de ecuaţii rela
tiv la mărimile aj*' (i — 1, 2, ..., k): 

A (ek+x,fx) = «(î> A (fi, fi) + <*<£> A (f2, f!) + ...+ 
+ ^A(fk,fx)+A(fk+x,fx) = 0, 

A (ek+1,f2) = a?> A (fx,f2) + «£*> A (h,h) + -. + 
+ 4*' A (fk, f2)+ A (fM, f2) = 0, (21) 

A (eM, h) = a?) A (fx, fk) + a<*> A (f2,fk) + ... + 
+ 4*> A(/„A) + A(/,+1,A) = o. 

Acest sistem neomogen de ecuaţii cu coeficienţii A (ff, f}) = 
— ai}{i,j —\, 2,...,k) are prin ipoteză determinantul 
diferit de zero şi prin urmare este compatibil şi determinat ; 
aşadar, se pot determina mărimile «,f> şi totodată se poate 
construi vectorul căutat eM. 

Pentru determinarea tuturor coeficienţilor a[k) şi a tuturor 
vectorilor ek este necesar ca pentru fiecare k să fie rezolvat 
sistemul corespunzător (21), adică un sistem de n— 1 ecuaţii 
liniare. 

7.53. Notăm coordonatele vectorului x în baza construită 
e%, e2, ..,, «„prin ţx, l2, ..., ln şi coordonatele lui y în aceeaşi 
bază prin TH, VJ2, ..., rj». Forma biliniară A(x, y) se scrie în 
această bază 

A(x,y)^J2%li^ (22) 
« - i 

Pentru a calcula coeficienţii \ vom raţiona în modul 
următor. Considerăm forma biliniară A(x, y) restrînsă la 
subspaţiul £m = £ {ex, e2, ..., em), unde m < n. Forma A (x, y) 
admite relativ la baza A, A, ••«./«. a subspaţiului £m, matricea 

«11 

#21 

^rol 

#12 • 

#22 • 

^ m 2 • 

• alm, 

• a2m 

•• "'mm 
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iar în baza ex, e2,..., em, matricea 

Matricea de trecere de la baza fx,f2, ...,fm la baza eu 
ez> •••» em, corespunzînd formulelor de trecere (19) are determi
nantul egal cu 1. în virtutea formulei 7.15 (6) trebuie să 
avem 

«11 

«21 

« m l 

«12 • 

«22 •• 

«m2 • 

• «Im 

• «2m 

•• «mm 

— det 

h k 

\* 
sau utilizînd notaţiile 7.51 pentru minorii din colţul din stînga-
sus 

Sm = XXX2 ... Xm (m = 1, 2, ..., n). (23> 

Din formulele (23) rezultă direct că 

X1=B1 = axx, X2 = i 2 , X3 = | i , . . . ,x„ = - A - . (24). 
°1 °2 K-l 

Formulele (24) permit determinarea coeficienţilor unei 
forme biliniare într-o bază canonică, fără a calcula baza. 
însăşi. 

7.54. Considerăm cea de a£-a formulă din sistemul (19), 
pe care o scriem astfel: 

A+i = ~ 4% - ... - 4k)Â + e*+i =g* + W 
în această formulă vectorulgt aparţine subspaţiului £(fx, ...,fk) 
iar ek+1 este conjugat acestui subspaţiu. Coeficienţii 4*', .... xf> 
se determină unic din sistemul (21) în ipoteza că det ||A(/^. 
fi)\\ & ° (*'»/ = 1» •••> k) sa-u, echivalent, că forma A(x,y) 
este nesingulară pe subspaţiul £(/1; ...,/*). Deoarece vectorul 
/t.+1 a fost ales arbitrar, atunci notînd f =/k+x, g = gki 
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A == et+i» £(/i> •••,/»)= SC'c SC, am demonstrat de fapt 
următoarea teoremă. 

TEOREMĂ. Dacă un vector f nu aparţine unui subspaţiu 
Si'- c SC pe care forma A(x, y) este nesingulară, atunci există 
o descompunere unică 

f=g + h, (25) 
unde g eSi' iar h este conjugat spaţiului Si'. 

7.55. Notăm prin Si" subspaţiul conjugat subspaţiului Si' 
relativ la forma A (x, y). 

Descompunerea unică de tipul (25) arată că întreg spaţiul 
Si este suma directă a subspaţiilor Si' şi Si" (2.45). Aşadar 
avînd un subspaţiu SC' c Si pe care forma A (x, y), definită 
pe întreg spaţiul Si, este nesingulară, are loc o descompunere 
directă SC = Si' -f SC", unde subspaţiul SC" este conjugat 
cu SC' relativ la forma A (x, y). 

7.6. Operatori liniari adjuncţi (conjugaţi) 

7.61. Fixăm în spaţiul Si„ o formă biliniară simetrică ne
singulară pe care o vom nota în acest paragraf prin (x, y), 
Fie ă şi S> operatori liniari acţionînd în spaţiul Sin. Considerăm 
funcţiile A(x, y) şi B(x, y) de două variabile x, vprin formulele. 

A (x, y) = (ăx, y), B(x, y) — (x, ®>y). 
Arătăm că funcţiile obţinute A (x, y) şi B (x, y) sînt forme 
biliniare. într-adevăr, pe baza definiţiei unui operator liniar 
(4.21) şi a unei forme biliniare (7.11) au loc egalităţile 

A {xx + x2, y) = (& (xx + x2), y) = (âxx + ăx2, y) = 
= (&xlt y) + (ăx2, y) = A (xx, y) + A (x2, y), 

A (xx, y) — (â (a x), y) = (a &(x, y) = a (ăx, y) = aA (x, jy), 
care arată că A(x, y) este funcţie liniară în primul argument. 
Liniaritatea ei în argumentul al doilea rezultă din faptul că 
funcţia (x, y) este liniară în y. Astfel, A(x, y) este o formă 
biliniară. în mod analog, B(x, y) este o formă biliniară. 
Fie ex, ..., en baza canonică pentru forma (x, y): 

(e}, ek) = 0 pentru j # k, (em, em) = smeK, em^0. 
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Comparăm m această bază matricea operatorului ă şi matricea 
formei A(x, y). Matricea \\al \\ a operatorului ă este definită 
prin formulele 

ăe, = 2 > ^ J=l> 
fc=l 

(aici indicele superior arată numărul liniei, iar cel inferior 
numărul coloanei). Matricea \\ajk\\ a formei A(x, y) (primul 
indice arată numărul liniei, iar cel de al doilea — numărul 
coloanei) se defineşte din formulele 

«i«i = A (eP em) = {%> em) = | £ 4 % eĂ = 

= « ! J ) ( ^ ^ ) = ^ ' 1 . (26) 
Aşadar, cea de a m-a. coloană a matricii |ffym|| se obţine prin 
înmulţirea coloanei m a matricii || a$\\, pentru fiecare m— 
— 1, ..., n cu coeficientul canonic em al formei (x, y). Pentru 
matricea \\b^\\ a operatorului $ (în aceeaşi bază ex, ..., e„) 
şi pentru matricea \\blk\\ a formei B (x, y) rezultă în mod 
similar 

hm = B (es, em) = (e„ @>em) = fc'g^U 
= &<f>( ,̂ e]) = e^Ş»>, (27) 

adică liniat a matricei || bjm\\ se obţine prin înmulţirea coloanei 
j a matricii operatorului 8b pentru fiecare j = 1, ..., », cu 
coeficientul canonic corespunzător e;. 

7.62. Invers, presupunem că în spaţiul SCn sînt date for
mele biliniare A(x, y) şi B(x, y); afirmăm că există operatori 
liniari & şi & astfel încît 

A (*, jy) = (<3x, 3/), B (*, _y) = (x, 8!>y), 
unic determinaţi cu această proprietate. 

Pentru demonstraţie, considerăm operatorii ă şi J& care 
într-o bază oarecare elt ..., en au matricile formate din nu
merele 

«SB, = - A f e , a bf) = -B{e},em). 
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Pentru aceşti operatori construim formele biliniare At(x, jy) == 
— (ăx, y) şi'{•!Bi(x,-\y) — (x, &y). Conform celor probate, în 
baza eh ...,e„ matricea formpi,Aa(a;,y) coincide cu matricea 
formei A(x, y) iar matricea formei Bx(x, y) coincide cu matricea 
formei B(x, y). Dar atunci pentru orice' x, y din §fw 

(ăx, yf== At (x, y) = A (x, y), {x, Ay) = Bx (x, y) B (*, y), 

astfel că operatorii ă şi ®> satisfac condiţiile necesare. Pentru 
demonstrarea unicităţii, este suficient să arătăm că dacă un 
anumit operator & satisface condiţia 

(ăx, y) — 0 (pentru orice x, y din ŞC„), (28) 
atunci 

ăx = 0 (29) 
pentru orice xeSin, adică ă este operatorul nul. Dacă ar 
exista x0eSt„ astfel încît ăx0 ¥= 0, atunci cum forma (x, y) 
este nesingulara, ar exista (conform 7.15 c) un vector yoeStn 
astfel încît (ăx0, yo) ¥= 0; aceasta contravine relaţiei (28), 
de unde rezultă unicitatea afirmată. 

7.63. Stabilim acum următoarea teoremă importantă. 
TEOREMĂ. Daca într-un spaţiu S(n este dată o formă 

biliniară simetrică nesingulară (x, y), atunci pentru orice 
operator liniar ă există şi este unic un operator liniar ă' 
satisfăcînd egalitatea 

(ăx, y) = (*, ă'y) 

pentru orice x şi y din StK, Matricea operatorului ă' în orice 
bază canonică a formei (x, y) se obţine din matricea operato
rului ă prin transpunere, înmulţirea liniei m cu em şi împărţirea 
coloanei j cu ţt (j,.m — l, ..., n). 

Demonstraţie. Pentru operatorul ă dat construim forma 
A(x, y) = (ăx, y) şi apoi definim operatorul &' prin egalităţile 

(ăx, y) = A(x, y) = (x, ă'y). 

Existenţa şi unicitatea operatorului ă, rezultă din 7.62. 
Matricea || a\£ || a operatorului ă, matricea j|fym|| a formei 
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A(x, y) şi matricea | |4< m , | | a operatorului &' sînt legate, 
în orice bază canonică a formei (x, y), prin formulele (26)—(27) 

de unde 

«;>' = ^ ţ « f s <['), (30) 

şi teorema este complet demonstrată. 
Operatorul &' se numeşte adjunct (sau conjugat) al 

operatorului ă relativ la forma (%, y). 

7.64. Operaţia de trecere la operatorul adjunct ă -> ă' 
are următoarele proprietăţi: 

a) (a')' ~ ă pentru orice operator â; 
b) (<3 + •&)' = $'+•&' pentru orice d şi Sb; 
c) (Xă)' — Xă' pentru orice operator ă şi pentru orice 

Xe K', 
d) (d»)' = «'fi' pentru orice ă şi A. 
Egalitatea a) rezultă din definiţia lui (&')': 

(x, (ă')'y) te (d>, .y) = («, <2y) 
şi din unicitatea operatorului definit printr-o formă biliniară 
(7.62). în mod analog se obţin şi celelalte afirmaţii; astfel, 
b) rezultă din relaţiile 

(x, (ă + 8b)'y) = ((ă + 8b) x, y) = (ăx, y) + (8bx, y) = 
= (*, ă'y) + (x, 8b'y) = (x, (ă' + 8b')y); 

c) rezultă din relaţiile 
(*; (Xă)'y) = (Xâx, y) = X (ăx, y) = X (x, â'y) = 

= (*, xa»« 
şi, în sfîrşit, d) rezultă din relaţiile 

(x, {0&)'y) = (a»*, _y) = (&*, a'̂ ) = (*, a'aty). 
7.65. Notăm încă o legătură între operatorii ă şi &'. 

Fie un subspaţiu St' c S(,„ invariant relativ la operatorul ă; 
aceasta înseamnă (4.81) că fiecare vector x eX este transfor
mat prin operatorul ă într-un vector din acelaşi subspaţiu X. 
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Fie X' subspaţiu! conjugat lui X (7.41 d). Arătăm că opera
torul ă' este invariant relativ la subspaţiul X'. Fie yeX 
astfel încît (y, x) = 0 pentru orice X e X. Avem (ă'y, x) ~ 
— (y,ăx) = 0, deoarece ăx (ca şi x) aparţin lui X; dar 
aceasta înseamnă că vectorul ă'y este conjugat tuturor vec
torilor xeX şi deci aparţine lui X, ceea ce trebuia dovedit. 

§ 7.7. Izomorfism între spaţii cu formă biliniară fixată 

7.71. Definiţie. Două spaţii vectoriale X şi X' peste 
acelaşi corp de numere K avînd respectiv forme biliniare 
simetrice fixate A{x', y') şi A(x", y") se numesc A-izomorfisme 
dacă ele sînt uomorfe ca spaţii vectoriale peste K (2. 71), 
adică există un morfism bijectiv o>x' = x" păstrînd operaţiile 
liniare şi, în plus, pentru orice perechi corespunzătoare de 
elemente u>x' — x", tay' ===' y" valorile formelor A(x', y') 
şi A(x", y") coincid: 

A (ax', <x>y') = A (x', y'). 

7.72. Are loc următoarea teoremă: 
TEOREMĂ. Spaţiile vectoriale finit-dimensionale X şi 

X înzestrate cu forme A(x\ y') şi A(x",y") stnt A-izomorfe 
dacă şi numai dacă X şi X' au aceeaşi dimensiune (notată n) 
şi în X, X' există baze canonice ale formelor A(x', y') 
şi A(x", y") cu un acelaşi sistem de coeficienţi canonici elt ..., en. 

Demonstraţie. Presupunem că spaţiile X şi X' înzestrate 
cu formele A(x', y') şi A(x", y") sînt A-izomorfe. Atunci ele 
sînt izomorfe ca spaţii vectoriale şi prin urmare au aceeaşi 
dimensiune (2.71). Alegem o bază canonică oarecare ex, 
e2, .."., e„ a formei A(x', y') în spaţiul X. Avem 

A ( e ; . 4 ) = ( 0 p e n ! r U ^ y ' [ et pentru i — J. 
Fie e'i, ..., el vectorii din X' care corespund vectorilor e\, ..., e'n 
din SC prin A-izomorfismul considerat. Aşadar, 

\ £4 dacă i = j . 
Rezultă că pentru forma A (x", y") există o bază canonică 

în spaţiul X' cu acelaşi sistem de coeficienţi canonici ex, ..., e„ 
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ca ai formei A(x', y'). Cu aceasta, prima parte a teoremei este 
demonstrată. 

Pentru demonstrarea afirmaţiei inverse, considerăm baze 
canonice e[, .., e'n (în X) şi e'{, ..., < (în SC") cu aceeaşi coefi
cienţi canonici, astfel încît 

A(,:,e;) = A ( 4 ^ = ! 0 p e n t r u ^ y ' 
{ ş, pentru i — j . 

Pentru orice x' = £ ţ^ e SC' punem 
**='©(*') = 2 ^ J e ST 

cu aceleaşi coordonate ^ . O astfel de corespondentă defi
neşte un izomorfism între spaţiile SC' si SC" (2.74).' Pe de 
altă parte, pentru y' = 2 v » y" = « ( / ) = £ 7 ^ 

AKx") = 2 £ j ^ = A(y,y), 
deci izomorfismul to este un A-izomorfism. Teorema este 
demonstrată. 

7.73. Presupunem că în spaţiul «-dimensional S i e s t e 
fixată o forma biliniară nedegenerată A(x, y). Considerăm 
un A-izomorfism al spaţiului SCn, adică o aplicaţie liniară 
inversabilă SC„ -> SCn, 'x -> ăx, care. invariază forma A (x, y): 

A{&x,ăy) =A(x,y). (31) 

Vomfnota forma A{x,,y) pe scurt prin (x, y). 
Notînd prin <2' operatorul adjunct operatorului <2 relativ 

la forma (x, y) (7.63), rezultă 

(&x, ăy) = (a'&x, y). (32) 

Deoarece operatorul &' este nesingular ca şi <2, atunci din 
relaţia (32) rezultă că 

&'&='t, (33) 

adică <2.' este operator invers al lui &. 
Invers, din (33) rezultă (32) şi apoi (31), deci relaţia (33) 

defineşte în mod complet clasa operatorilor care lasă neschim
bată forma (x, y). Aceşti operatori se numesc invarianţi 
relativ la forma (x, y). 
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7.74. Odată cu operatorul <S operatorul invers d"1 = &' 
este de asemenea invariant, deoarece pentru orice x şi y, 

(ă'x, &'y) s= (&ă'x, y) = (x, y). 
Produsul a doi operatori invarianţi <2 şi % este de asemenea 
invariant, deoarece pentru orice x şi y 

Tx, GSy) = (Sx, Sy) = (x, y). 

7.75. Aplicînd un operator invariant ă vectorilor ex, ..., en 
ai bazei canonice a unei forme (x, y) cu coeficienţi s1} ..., zn, 
se obţin vectorii. 

/ 1 = c2ei, ...,/„ =.<X. (34) 
Atunci ' , . . . ' ' 

[ 0 pentru k ^ ]. 
Astfel, fi, ...,/„ formează de asemenea o bază canonică a formei 
(x, y) cu aceeaşi coeficienţi &£, ..., eB. , >. 

Invers, dacă fx, ...,fn este baza canonică a formei (x, y) 
cu aceeaşi coeficienţi canonici e'B ..., sn ca şi baza ex, ..., en, 
atunci operatorul & definit prin formulele (34) este invariant. 
într-adevăr, avem 

o \ , r r^ / \ [ ei pentru k = j , 
\ 0 pentru k• .# ,j, 

Aşadar, egalitatea (31) are loc pentru orice pereche de vectori 
ai bazei. De aici, pe baza liniarităţii, ea are loc pentru orice 
pereche de vectori x, y din SCn, ceea ce trebuia arătat. 

Aşadar, un operator invariant <2"se'.caracterizează, prin 
aceea că el transformă orice bază canonică a spaţiului SCn 
relativ fa forma (x, y) într-o bază canonică cu aceeaşi coeficienţi 
canonici.,, 

7.76. Căutăm condiţiile care determină matricea oricărui 
operator invariant într-o bază canonică a formei (x, y). 
Fie ex, ..., en o astfel de bază şi e1; ..., sn coeficienţii canonici 
corespunzători. Fie apoi Q = j | ffl || matricea operatorului ă 
în această bază. Matricea operatorului adjunct are forma (7.63) 

m — ÎL „(») Q'~\\q'^\\, # > = ^ qt 
s. 
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Egalitatea (33) se poate scrie sub forma 

Altfel spus, 

l;)?«) = Sf) = j 1 Pen t ru /= ^, 
\ 0 pentru / # £. 

= • 
— pentru / = A, 

0 pentru / # k. 
(35) 

Egalitatea (35) este echivalentă cu (33) şi de aceea ea 
poate fi considerată ca definiţie a operatorului invariant &. 

Astfel, matricea unui operator invariant în orice bază 
canonică 3. formei (x, y), numită şi matrice invariantă, se 
caracterizează prin aceea că suma pătratelor elementelor 
coloanei j cu coeficienţii sf1, ..., e~x este egală cu numărul 
£J"1(y = 1, ..., n),- iar suma produselor elementelor corespun
zătoare a două coloane distincte cu coeficienţii e1( ..., e„ este 
egală cu 0. Deoarece din (33) rezultă de asemenea relaţia 
<2<2' — S, atunci au loc şi egalităţile 

unde 

±*4W = ftVea*aJ-m' (35') 
fel [ 0 pentru ; # m. 

Obţinem astfel o altă caracterizare a matricilor invariante: 
suma pătratelor elementelor liniei j cu coeficienţii sx ...,sn 
este egală cu z}, iar suma produselor elementelor corespun
zătoare a două linii distincte, tot cu coeficienţii ex, ..., sn 
este egală cu 0. 

§ 7.8. Forme multiliniare 

7.81. în analogie cu formele biliniare se pot considera 
funcţii de mai multe argumente vectoriale (trei, patru şi 
mai multe), liniare în fiecare argument, numite forme 
multiliniare. 

Definiţie. O funcţie A(xlt ...,'%) de k argumente vecto
riale #i, ..., V* variind într-un spaţiu vectorial SC se numeşte 
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multiliniară, (mai exact k-liniară) dacă eia este liniară în fie
care argument % (/ = 1, .,., k) pentru valori fixate ale celor
lalte argumente xlt ..., x}_x, xj+l, ..., xn. , 

Forma multiliniară A(xx, x2, ...,%) se numeşte simetrică 
dacă ea nu se schimbă pentru orice permutare a locurilor 
oricăror două argumente şi antisimetrică dacă prin schimbarea 
locurilor oricăror două argumente ea îşi schimbă semnul. 

Un exemplu de formă antisimetrică multiliniară de trei 
argumente x, y, z (formă triliniară) în spaţiul % este produsul 
mixt al acestor vectori. 

Un exemplu de formă antisimetrică multiliniară de n 
vectori în spaţiul S(„ 

%i — {«11. «12. •••> «In}, 

%2 = {«21. «22, ••'•> «2»}, 

xn = {««1. ««2, •••. «»«} 
este determinantul 

«11 

«21 

«»1 

#12 • 

it'-T^ . 

^2» • 

• « 1 « 

• «2» 

• «B» 1 

Un exemplu puţin mai general îl constituie produsul 
determinantului (36) printr-un număr fixat xeK. 

7.82. Arătăm că orice formă antisimetrică multiliniară 
A(xx, x%, .-.., Xji) de n vectori xx, x2, ..., x„. într-un spaţiu 
vectorial ^dimensional S£„ cu baza fixată ex,e2, ..., en este 
egală cu determinantul (36) înmulţit cu un, anumit factor 
cmistant cceK. \ -

Notăm prin a mărimea A(ex, ez, ..., e„). Atunci este uşor 
de evaluat mărimea A{eh, eis, ..., ein) unde ix, i2, ..., i„ sînt 
orice numere întregi cuprinse între 1 şi n. Dacă printre 
aceste numere există două egale, atunci mărimea A (e^, 
eit, ..., d„) este nulă deoarece prin permutarea argumentelor 
corespunzătoare, ea, de fapt, nu se schimbă şi în acelaşi 
timp conform proprietăţii de antisimetrie, ea îşi schimbă 
semnul. Dacă toate numerele it, % ...,«„ sînt distincte," 
atunci efectuînd atîtea permutări ale argumentelor vecine 
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cît este numărul N de inversiuni în şirul de indici i'{, i2, ..., i„ 
(vezi demonstraţia teoremei 4,54) se poate obţine o aşezare 
normală a argumentelor; atunci 

A(eti,eh,,..,eil)) = (—1)*-«. 
Fie acum 

%i = J2a**e3 (** == 1, 2, .... M) 

un sistem oarecare de n vectori din spaţiul 3£n. Considerăm 
forma multiliniară A(xlt x2, ..., xn); avem 

Hi •••> *B» *W~1 

H 

in H, . . . ,%=»1 

Deoarece în fiecare termen al sumei obţinute N este numărul 
inversiunilor în aşezarea indicilor secunzi ai elementelor* 
în ordinea normală a primilor indici, atunci fiecare termen 
este unul din termenii determinantului (36) cu semnul afec
tat. Suma tuturor acestor termeni este atunci egală cu 
însuşi determinantul (36). Astfel afirmaţia făcută este 
dovedită. 

în particular, am arătat că produsul mixt a trei vectori 
x, y, z din spaţiul % în orice bază se reprezintă prin determi
nantul de ordin 3 format din coordonatele acestor vectori 
cu coeficientul egal cu produsul mixt al vectorilor bazei 
considerate. 

§ 7.9. Forme biliniare şi forme ptratice în spaţiul real 

7.91. Faptul că în mulţimea numerelor reale există nu
mere pozitive şi numere negative face ca teoria formelor 
biliniare şi a formelor pătratice în spaţii reale să aibă unele 
aspecte specifice, care nu se întîlnesc în cazul unui corp 
oarecare de scalari. 
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Conform teoremei generale 7.31 orice formă pătratică 
A(x, x) se reduce într-o anumită bază la forma canonică 

A (*, x) = h4 + ... + Vil-
Printre numerele reale X1( ..., X„ există atîtea numere 

nenule cît este rangul matricii formei A(x, x) (7.33 b). Ele 
sînt pozitive sau negative. Numărul coeficienţilor canonici 
pozitivi şi numărul coeficienţilor canonici negativi nu se 
modifică prin schimbarea bazei canonice aşa cum ţezultă 
din teorema următoare 

TEOREMĂ (legea, inerţiei pentru forme pătratice). Nu
mărul coeficienţilor pozitivi şi numărul coeficienţilor negativi 
informa canonică a unei forme pătratice A(x, x) sînt invarianţi 
ai formei (adică nu depind de alegerea bazei canonice). 

Demonstraţie. Fie A(x, x) o formă pătratică dată. într-o 
anumită bază {e} = {eh e2, ..., en} ea are forma 

» 

unde £i» %,%, ..., \n
 s m t coordonatele vectorului * relativ la 

baza {e}. Admitem că alegem două baze canonice {f} = 
fe {/i./?, •-•>/»} Şi {g} = tei> g?> •••> gn}- Notăm prin ^ 
7)?, ..., rin coordonatele vectorului x în.baza {f} şi prin T1; 
T?, ..., rn coordonatele lui x în baza {g}. Formulele corespun
zătoare de transformare a coordonatelor vor fi de forma 

f)i = &n£i + b12\2 + ... + b1%ln, \ 
T l = Cll£l + C12?2 + ••• + Cl»£», 

A ' v)2 = kili + hzlz + ••• + hÂu< 

*t"2 == c 2l£l + c22^2 + •••'•• + c2n&n> 
(37) 

"fin — "Wsl + bn2^2 + ... .+ bnnţn, 
7n = Cjk\ + <?»2?2 + ••• + Cmţn. I 

în baza {f} forma A(x, x) se scrie 

A(x, x) = Kl7)f + ... + a^f - a t t l Ţ)f+1 -
_ 2 (38) 
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iar în baza {g} 

' %x,lx) = Prrf+ p2Tf + '., + Ppi* - ^ n i - ! -
-'...'-A4 (39) 

Numerele bĉ  a2, ...,'•«„,, px, (32, •••> Pa
 se" presupun pozitive. 

Vom arăta că k = p, m '= q. Egalînd membrii din dreapta 
ai egalităţilor (38) şi (39) şi trecînd termenii negativi în ceilalţi 
membri, rezultă ' 

«i>)î + a2>]i + - + «rtl + PP+IT|+I + ... + %<$ — ,y 
; "•=?*••«*+lVj|fl'-+r,..- + Ot̂ Vjl + PjTf + ... -p PpT^. ? • ; (40) 

Presupunem k < ^.Considerăm atunci vectorii ^satisfăcînd 
condiţiile -

•..%.== 0; 7j2 = 0, .,.,'.7j t = 0, \ 
rp+i — 0, ..., T8'== 0, T„+1 = 0, ..., T„ = G. j 

Aceste condiţii sînt în număr mai mic decît n (deoarece k<p). 
înlocuind expresiile lui'%', ..W-yjj., k'p+i, ..., T„ prin coordonatele 
{5} după formulele (37), obţinem un sistem de ecuaţii liniare 
omogene cu numărul de ecuaţii mai mic decît numărul 
necunoscutelor şi, prin urmare, acest sistem omogen admite 
o soluţie nenulă x = {5i. £,%, -,.., £»}. Pe de altă parte, orice 
yector x satisfăcînd condiţiile (41) satisface conform egali
tăţii (40) condiţiile ''--:} ssi;<f'»i ivrioco 

Vectorul pentru care TX =s r2 — ... = T„ = T„+1 = ... = T„ =0, 
este în mod necesar vectorul nul şi pentru el toate coordona
tele {£} trebuie de asemenea să fie egale cu zero. Contra
dicţia obţinută arată că ipoteza M < p nu poate fi îndeplinită. 

Din rolul simetric al numerelor k şi p rezultă că nici ipo
teza p < k nu poate avea loc. Aşadar, k = p. Mai departe, 
considerînd condiţiile 

Ti — 0, T2 = 0, ..., Tj, = 0, 

%+i = 0, ..., >]m = , 0 , v;m+1 = 0,...., >j„ = 0, 

prin aceeaşi metodă ipotezele m < q şi q < m conduc la 
contradicţie şi se obţine în final k — p, m = q, ceea ce trebuia 
dovedit. 
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7.92. Numărul total de termeni intrînd în forma cano
nică a unei forme pătratice A(x, x), adică rangul ei (7.33 b) 
se numeşte indicele ei de inerţie; numărul termenilor pozi
tivi se numeşte indice pozitiv de inerţie, iar numărul terme
nilor negativi — indice negativ de inerţie. Dacă indicele 
pozitiv de inerţie este egal cu dimensiunea spaţiului, atunci 
forma se numeşte pozitiv definită; cu alte cuvinte, forma 
pătratică este pozitiv definită dacă toţi cei » coeficienţi 
canonici sînt pozitivi. Aşadar, o formă pozitiv definită ia 
valori pozitive în orice punct din spaţiu, cu excepţia originii 
unde se anulează. Invers, dacă o anumită formă pătratică 
într-un spaţiu w-dimensional are peste tot, cu excepţia ori
ginii, valori pozitive, atunci rangul ei este. egal cu n şi indicele 
pozitiv de inerţie este egal de asemenea cu n, adică forma 
este pozitiv definită. într-adevăr, pentru o formă de rang 
mai mic decît n sau avînd numărul coeficienţilor canonici 
pozitivi mai mic decît n, atunci se pot indica cu uşurinţă 
puncte în spaţiu, distincte de originea coordonatelor, unde 
această formă ia valori negative sau nule. 

De exemplu, forma de rang doi în spaţiul tridimensional 

A (*,*).= 5?+ 8 
ia valori nule pentru orice vector cu coordonatele £i = 0, 
%n i= 0» £3 = 0. Forma de rang trei în spaţiul tridimensional 

ia valori negative pentru aceeaşi vectori. Cele două forme nu 
sînt pozitiv definite. 

7.93. Teorema inerţiei demonstrată anterior pentru forme 
pătratice se formulează în mod direct şi pentru formele bi-
liniare simetrice: anume, numărul coeficienţilor canonici 
pozitivi şi al celor negativi în expresia (22) a unei forme bili-
niare A(x, y) nu depinde de alegerea bazei canonice. De aceea 
pentru o formă biliniară simetrică au sens noţiunile de indici 
de inerţie pozitivi şi negativi. Valorile indicilor de inerţie 
pozitivi şi negativi ai unei forme biliniare A(x, y), deci şi ai 
formei pătratice A(x, x) pot fi definite după semnele minorilor 
din colţul din stînga sus din matricea formei într-o bază oare
care (dacă aceşti minori sînt nenuli) aplicînd formulele (24). 

Notăm că într-un spaţiu real Sin se poate găsi pentru orice 
formă pătratică A(x, x) o bază canonica astfel încît toţi coefi-
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cienţii canonici să fie egali cu + 1 sau — 1 . Pentru aceasta, 
reducînd forma A(x, x) astfel: A{x, x) = Xjxf + :.. + XST| — 
— W&i — ... — y.qil+a, unde numerele X1; ..., \ , ^ ..., ^ 
sînt pozitive, este suficient apoi de efectuat transformarea 
de coordonate 

După această transformare forma se scrie 
A(*, *) = lf+ ... + ^ - &x _ ... - ?a+a. 

TEOREMĂ. JDcwa S^«/M H' $ 51" <*»£««* /ome biliniare 
simetrice fixate A(x', y') şi respectiv A(x", y") sînt A-izomorfe 
dacă şi numai dacă spaţiile SI' şi Si" au aceeaşi dimensiune, 
iar indicii de inerţie p', q' ai formei A(x', y') coincid respectiv 
cu indicii de inerţie p", q" ai formei A(x", y"). 

Demonstraţia rezultă direct din consideraţiile anterioare 
şi din teorema 7.72. 

7.94. Definiţiile următoare corespund definiţiilor date 
în 7.92 pentru forme pătratice. 

O formă biliniară A(x, y) se numeşte nesingulară dacă 
rangul ei este egal cu dimensiunea spaţiului, adică în scrierea 
canonică a formei A(x, y) 

A(x, y) = lxlxra + ... + \lnrln ., 

toţi coeficienţii Xls X2, ..., Xn sînt diferiţi de zero. Dacă toţi 
aceşti coeficienţi sînt în plus pozitivi, forma A(x, y) se nu
meşte pozitiv definită. O formă biliniară pozitiv definită 
A(x, y) se caracterizează prin aceea ca forma pătratică cores
punzătoare A(x, x) ia pentru orice x =£ 0 valori pozitive 
(conform 7.92). 

Prin însăşi definiţia ei o formă pozitiv definită în spaţiul 
<St„ este nesingulară. Deoarece A(x, x) > 0 ea rămîne pozitiv 
definită pe orice subspaţiu <&' c $„ şi spre deosebire de for
mele biliniare generale (7.15 d) o formă pozitiv definită 
rămîne nesingulară pe orice subspaţiu §J c S\n. Dacă/t, ...,/B 
sînt orice k vectori liniar independenţi, determinantul 

D 
Aif^fJ ... A( / 1 ( / , ) 

A(fk,h) ...A(fk,fk) 
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este diferit de zero. Vom vedea mai jos că numărul D este 
întotdeauna pozitiv. 

7.95. Un exemplu important de formă biliniară simetrică pozitiv 
definită în spaţiul f3 îl constituie produsul scalara doi vectori. într-adevăr, 
din definiţia acestuia rezultă că dacă x, y.e%, atunci 

(x, y) = [y, x), 
[x, x) = I x p > 0 pentru x jt 0; 

prima relaţie arată că forma biliniară (x, y) este simetrică; cealaltă relaţie 
arată că forma pătratică corespunzătoare ia valori pozitive pentru orice 
x ?t 0, deci forma biliniară (x, y) este pozitiv definită. 

în cele ce urmează, forme biliniare simetrice pozitiv definite vor 
fuca un rol important; anume, folosind astfel de forme vom obţine în 
spaţii vectoriale generale posibilitatea să introducem noţiunile de lungime 
a vectorilor şi de unghi între vectori nenuli (capitolul 8). 

7.96. Apare problema de a recunoaşte dacă o formă bi
liniară simetrică A(x, y) este pozitiv definită, cunoscînd ma
tricea ei. Un răspuns la această problemă este dat în teorema 
următoare. 

TEOREMĂ. Pentru ca o matrice simetrică A — || an || să 
determine,p formă biliniară pozitiv definită A(x, y) este necesar 
şi suficient ca toţi minorii diagonali, din colţul din stînga 
sus ai matricii " 

*n> 

4 II # « ||>. zdică 

« U «12 

«21 #22 
• 

#11 

#21 

«31 

«12 «13 

«22 #23 

#32 #33 

..., det \\ait\ 

să fie pozitivi. 
Demonstraţie. Dacă toţi minorii indicaţi ai matricii A 

sînt pozitivi, 'atunci conform formulei (24) vor fi pozitivi şi 
toţi coeficienţii canonici Xj. ai formei A{x, y) într-o anumită 
bază canonică; astfel, forma A(x,y) este pozitiv definită. 

Invers, presupunem că forma A(x, y) este pozitiv definită 
şi arătăm că toţi minorii din colţul din stînga sus ai matricii 
'l«,*ll sînt pozitivi. într-adevăr, minorul »« 

M = 

#11 #12 ••• #1»» 

#21 #22 # 2 B 

*» i l *t»2 

(42) 
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. . . , , , . | , , „ : . ... ., . . . . . . . r — — ! T - — . . -—v-^— — . . • ; . . , . • . , . .... — , 

'••'';'"•. /";""; ? 'v'.Ş . \ > ::'.:'••'* *-.;;fV; .••' Vv:.^;ăL *-: ;".• 

determină matricea ||fl«||,' {i, k — 1, 2, ..., m) • a formei 
A(#, _y) pe subspaţiul £m generat de primii w vectori ai bazei. 
Deoarece pe subspaţiul £m forma A(x, y) este pozitiv defi
nită (A(x, x) > 0 pentru % ^ 0), atunci în subspaţiul &m 
există o bază canonică în care forma A(x, y) se scrie sub 
formă canonică cu coeficienţii canonici pozitivi. în particular, 
determinantul formei A(x, y) în această baza, egal cu produsul 
coeficienţilor canonici este de asemenea pozitiv. Ţinînd 
cont de legătura între determinanţii matricilor unei forme 
biliniare în diverse baze (7.15 (6))* rezultă că determinantul 
formei A(x, y) în baza considerată a subspaţiului £„, este 
de asemenea pozitiv. Dar determinantul formei A(x, y) în 
baza de plecare a subspaţiului £m este tocmai minorul M. 
Aşadar, M > 0 şi teorema este complet demonstrată. 

Observaţie. în locul minorilor din colţul din stînga sus, 
în partea a doua a demonstraţiei poate fi luat orice minor 
diagonal (5.53), fără modificarea esenţială a raţionamentului. 
Astfel, într-o matrice a unei forme pozitiv definită orice minor 
diagonal este pozitiv. 

7.97. Pentru o formă pozitiv definită A(x, y) există întot
deauna o bază canonică în care toţi coeficienţii canonici să 
fie egali cu -fi (7-93). De aceea două spaţii reale n-dimensio-
nale 3l'n şi JC înzestrate cu forme biliniare pozitiv definite 
A{x', y') şi A(x", y") sînt întotdeauna A-izomorfe, conform 
teoremei 7.72. 

7.98. în aplicaţiile algebrei liniare în analiză (de exemplu în teoria 
extremelor condiţionate) apare următoarea problema: cunoscînd matricea 
A — | | a y | | a unei forme biliniare simetrice A {x, y), să se indice dacă 
această formă este pozitiv definită pe subspaţiul dat printr-un, sistem 
de k ecuaţii liniare independente 

': Yjhi^} = ° (* = 1.2, ...,*; k <n). 
O condiţie necesară şi suficientă pentru aceasta este ca minorii din colţul 
din stînga sus de ordin 2k + 1, 2k + 2,...,k + n ai matricii 

0 0 ... 0 6 U &.,„ ... bin 

'••'• 0 0 .:; 0 ;6»î b3i ... 6 s n 

o ' 6 "..'. 0 6ftl &*» - hm 
( ' bu bn - hi. au « u - <*» 

6 l t 6,2 ... 6^, a s l ati ... a3„ 

t>m hn ••• ha an\ an% ••• ann 
să fie pozitivi. 
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PROBLEME 
; ; > f i •'••: < • : • - ' , '-• i , j • • < > ' . • . . •••••. : ' . . ; , . ' . 

1. Formează elementele matricii unei forme, biliniare un tensor (5,61); 
în caz afirmativ, care este tipul acelui tensor ? . " . . • - . •, . -. 

2. Reduceţi forma pătratică 'ţSSa +. £a£j % £ 3 d la. forma canonică... 
3. Fie p indicele pozitiv de inerţie al unei forme pătratîce A (x, x) 

dată în spaţiul ^ şi q indicele ei negativ de inerţie. Presupunem date 
p numere pozitive Xx, X3,..., 5ij> şi q numere negative \x.v jij, ..., jx .̂ Să se 
arate că există o bază în care, forma A (x, x) Se scrie 

K(x, x) - Xtx\ + X2~l + ;..*+, V J + W$+i + - &>t*g4%-M 
4. Să se arate că pentru orice formă pătratică de rang r există cel 

puţin un minor diagonal de rang r, diferit de zero. 
5. Să se reducă forma biliniarâ 

A(.i-, y) = ly-rn + 5j.7)a + ^Y), + 2 ^ 2 + 2 | 4 i { + 2£37)a + 553T)3 

la forma canonică. ,.'. ,., . ..." , 
6. Aplicînd metoda lui Jacobi, să se aducă forma biliniarâ •iîi.Htf.că 

M*> y) = lii)x - Siria - Ssffli + 5i}5a + 1*% + 2fa% + 2 ^ 3 + 
+ li<\3 + t^a-

la forma canonică- . 
7. Să se formuleze condiţii în care o matrice simetrică ||o(»j] defineşte 

o formă biliniarâ negativ definită. .,,'., A 
8. Fiind dată o matrice simetrică A = , | | a « | | avind proprietăţile ..'-... 

«i i > 0, 
a 2 1 

> 0, ..., det \\am\\ > 0. 

Să se arate că ann > 0. 
9. Să se demonstreze teorema: orice formă multiliniară ahtisimetrică 

d e » -f 1 vectori într-un spaţiu ra-dimensional 3C„ este identic nulă. 
:. " 10. Să se demonstreze teorema: orice formă multiliniară antisimetrică 
A(xt, .... xn-i) de n — 1 vectori într-un spaţiu «-dimensional se scrie în 
orice bază ca un determinant în care primele n— 1 linii sînt formate cu co
ordonatele vectorilor-argumente iăr ultima, a n—a, este formată cu numere 
fixate. 

11. Să se arate că orice formă biliniarâ antisimetrică A(x, y) ^= 0 
poate fi întotdeauna redusă la „forma canonică" 

A(X, y) = Oţ.Ţg.—! CT2Tl + CT3T4 — UtZ3 + ... + G2lc-1 -.2H + (ţţfcŞjfcfJf . v»A 

\7. Să se demonstreze teorema: forma pătratică reală A(x, x).==. 
= HajkXjXic este nenegativă pentru orice xeâ,n dacă şi numai dacă toţi, 
minorii diagonali ai matricii A = || a^ || sînt nenegativi. 

Observaţie. Pentru matricea L _ J minorii din colţul din stînga sus 
Sj, S2

 s m t egali cu zero, iar forma corespunzătoare nu este negativă. Astfel, 
condiţiile 8j > 0, S3 > 0 MM sînt suficiente pentru nenegativitatea formei. 
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13. Presupunem că în spaţiul 8Cn este dată o formă simetrică biliniară 
nesingulară A(x, y). Fie Si' c SC un subspaţiu de dimensiune r. Să se a ra te 
că subspaţiul conjugat %"c3i are dimensiunea n — r, 

14. în spaţiul &2 este dată forma biliniară simetrică (x, y) — ţ ^ — 
— Jj37)a. Să se determine operatorul adjunct (relativ la această formă) 
al operatorului de rotaţie avînd matricea 

A = 
cos a sm a 

sin a cos a 

15. Presupunem în spaţiul SCn fixată o formă nesingulară (x, y). 
Pentru un sistem liniar de n ecuaţii şi n necunoscute 

» 
Y^ai>£k = bl U°» 1 n) (-13) 

să,se demonstreze „teorema lui Fredholm": sistemul (43) are soluţie pentru. 
acei şi numai pentru acei vectori 6 = {bv .... bn} care sînt conjugaţi cu toate 
soluţiile sistemului omogen 

5^«W = 0, (44) 
ft=i 

unde [|a,-j;ll este matricea conjugată cu ||ayjt[| relativ la forma {x, y). 
Deduceţi că numărul condiţiilor liniar independente pentru vectorul 

b care sînt necesare şi-suficiente pentru rezolvabilitatea sistemului (43) 
este egal cu numărul de dimensiuni al spaţiului soluţiilor sistemului omo
gen 

: w 
T J «**£*= 0 ( ;= 1, ..., »). (45) 
k=l s 

Observaţie. Pentru sistemul general 

W}'M$*"=ţi ti = ! "0 (46> 

cele două caracteristici indicate nu coincid: diferenţa lor se numeşte iw-
dicele sistemului (46), egal cu m — n. 

16. Să se arate că orice formă biliniară nenegativă de rang r în spe-
ţiul StK poate fi reprezentată ca suma a r forme biliniare nenegative de 
rang 1. 

17. Să se arate că orice formă biliniară de rang 1 în spaţiul $Cn se scrie 
A{x, y) — f{x) • g(y) unde f(x) şi*g(^) sînt forme liniare. 

18. Dacă A (x, y) = Sajfcîyrjs şi B(x, y) = S 6j»ŞjiQfc sînt forme bili
niare nencgative în spaţiul Ân, atunci forma C(x. y) = S a.jkbjt:\jr^ este 
de asemenea nenegativă. 

Capitolul 8 
SPAŢII EUCLIDIENE 

§ 8.1. Introducere 
O mare varietate de fapte din geometrie decurg din posibilitatea 

diverselor măsurări, în esenţă posibilitatea măsurării lungimilor segmentelor 
şi unghiurilor între drepte. într-un spaţiu vectorial oarecare nu există 
mijloace pentru descrierea unor astfel de măsurări , ceea ce restrînge 
domeniul de studiu. 

Pentru a extinde în mod natural metodele legate de existenţa măsuri
lor uzuale din geometrie la spaţii vectoriale generale, apelăm la noţiunea 
de produs scalar a doi vectori, acceptată în geometria analitică, pe care a m 
folosit-o deja pentru vectorii spaţiului °fs. Definiţia din geometria anali
tică este următoarea: produsul scalar a doi vectori este produsul lungi
milor acestor vectori prin cosinusul unghiului dintre ei. Aşadar, această 
definiţie se bazează pe posibilitatea măsurării lungimii vectorilor şi a. 
unghiului dintre vectori. Pe de altă parte, dacă este cunoscut produsul 
scalar al oricărei perechi de vectori, putem determina lungimea lor şi un
ghiul dintre ei; anume, pătratul lungimii unui vector este egal cu produsul 
scalar al acestui vector cu el însuşi, iar cosinusul unghiului a doi vectori 
este raportul dintre produsul lor scalar şi produsul lungimilor lor. Aşadar, 
în noţiunea de produs scalar sînt potenţial incluse posibilitatea măsurării 
lungimilor şi unghiurilor şi odată cu aceasta, poate fi studiat întreg dome
niul geometriei legat de măsurări („geometria metrică"). 

într-un spaţiu vectorial general va fi mai uşor să introducem mai 
întîi noţiunea de produs scalar a doi vectori şi apoi să definim lungimile 
vectorilor şi unghiul dintre vectori pe baza acestei noţiuni. 

Este uti l să vedem ce proprietăţi ale produsului scalar uzual pot fi 
utilizate pentru construirea unei mărimi similare într-un spaţiu vec
torial general. La început ne limităm la cazul spaţiilor reale.. 

în 7.95 am văzut că în spaţiul °fs (2.15 a) produsul, scalar [x, y) este 
o formă biliniară de vectori x şi y, simetrică şi pozitiv definită. Forme cu 
aceste proprietăţi există în general şi în alte spaţii vectoriale. Considerăm 
într-un spaţiu vectorial real o formă biliniară fixată A (x, y), simetrică, 
şi pozitiv definită, pe care o numim „produsul scalar" al perechii de vec
tor! x, y, pentru orice x, y din spaţiul fixat. Putem apoi defini lungimea. 
oricărui vector şi unghiul dintre orice doi vectori după aceleaşi reguli după 
care lungimea unui vector şi unghiul dintre vectori se calculează prin 
produse scalare în spaţii °?3. Se înţelege, numai cercetarea ulterioară poate 
arăta justeţea unei 'astfel de definiţii şi vom vedea în acest capitol şi în 
cele care urmează că definiţia dată permite într-adevăr a t î t extinderea 
la spaţii vectoriale mai generale a metodelor geometriei metrice cît şi obţ i -
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nerea unor mijloace puternice de cercetare a obiectelor matematice care se 
sntilnesc în algebră şi în analiză. 

Notăm aici o particularitate esenţială. O formă bilunară pozitiv defi
nită poate fi aleasă într-un spaţiu vectorial dat în mai multe moduri. 
Lungimea unui vector x, calculată cu ajutorul uneia din forme va fi dife
rită de lungimea aceluiaşi vector x calculată cu ajutorul altei forme; la 
fel pentru unghiul a doi vectori. Astfel, lungimea unui vector şi unghiul 
a doi vectori nu se definesc în mod univoc. Dar această situaţie nu trebuie 
să ne mire, pentru că nu este nimic ciudat în faptul că unul şi acelaşi 
segment de dreaptă, măsurat cu unităţi de măsură diferite, are lungimile 
exprimate în numere reale diferite. Se poate spune că alegerea formei 
biliniare simetrice pozitive fixate este analoagă alegerii „scării" de măsu
rare a lungimii vectorilor şi a unghiurilor dintre ei. .:>,.- , «•.•_•. j '•; ';, 

Un spaţiu vectorial real înzestrat cu o formă biliniară 
simetrică pozitiv definită fixată pe acel spaţiu se va numi 
spaţiu euclidian. Un spaţiu vectorial fără o astfel de formă 
se numeşte afin. Cazul spaţiilor complexe va fi considerat 
în capitolul 9. 

§8.2. Definiţia unui spaţiu euclidian ' 

8.21. Un spaţiu, vectorial real -Â se numeşte euclidian 
dacă: 1) există ,o regulă care. permite să asociem oricărei 
perechi ordonate de vectori x, j ; din Jl un număr real numit 
produsul scalar al vectorilor x, y, notat (x, y); 2) sînt în 
plus satisfăcute Următoarele condiţii:" 

a) (x, y) = (y, x) (comutativitate); 
b) (x, y -+-'z) i t {x, y) -\- (x, z) (distributivitate); 
c) {"kx, y) = X(x, y) pentru orice număr real X; 
d) (X, x) > 0 pentru x =fi 0 şi (x, x) == 0 pentru x = 0. 
Axiomele a)—d) se pot formula spunînd că produsul 

scalar este o formă biliniară b)—c), simetrică.. a) şi pozitiv 
definită d). Invers, orice formă satisfăcînd aceste proprietăţi 
poate fi luată ca produs scalar în Jt. 

Deoarece produsul scalar al vectorilor x, y este o formă 
biliniară, pentru el are loc formula 7.11 (2). în cazul dat 
această formulă capătă forma următoare: 

( k m \ k m 

Aici xx, x2, ..., xk, ylt y2, ..., ym sînt vectori arbitrari ai 
spaţiului euclidian $, «1; a3, ..., a.t, (3,, fj2, •••» Pm sînt numere 
reale arbitrare. 
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8.22. Exemple 
a. în spaţiul °f3 al vectorilor liberi (2.15 a) produsul scalar 

se introduce după regulile din geometria analitică. Condiţiile 
a)—d) exprimă proprietăţile de bază ale produsului scalar, 
care se demonstrează în algebra Vectorială. 

b. în spaţiul Sin (2.15 b) introducem produsul scalar al 
vectorilor x = (£i,£2, •••, U , y = (r,u rl2, ..., rj astfel: 

(X, y) = llf\i + .̂7)2 + - + lnTm- (2) 

Această definiţie generalizează formula binecunoscută a 
expresiei produsului scalar al vectorilor din spaţiul' tridimen
sional prin coordonatele factorilor, într-un sistem ortogonal 
de coordonate. Se verifică imediat îndeplinirea condiţiilor 
a ) -d ) . 

Trebuie observat că formula (2) nu reprezintă unicul mod 
de definire a unui produs scalar în H„. Toate modurile posi
bile de definire a unui produs scalar (adică a unei forme 
biliniare simetrice pozitiv definite) în spaţiul SLn au fost de
scrise de fapt în 7.96. 

c. în spaţiul Şi(a, b) al funcţiilor reale continue pe seg
mentul a ^ t < b (2.15 c) se poate introduce produsul scalar 
al funcţiilor x{t), y(t) după formule 

(x, v) = X x(l) y(t)dt. (3) 
Ja 

Este uşor, de arătat, prin aplicarea regulilor de bază ale 
integrării că sînt îndeplinite condiţiile a)—d). 

în cele ce urmează, vom nota spaţiul &(«, b) înzestrat 
cu produsul scalar (3), prin Sta(«, b). 

§ 8.3. Noţiuni metrice fundamentale 

Avînd definit un produs scalar, putem indica definiţia 
altor noţiuni metrice de bază — lungimea vectorilor şi un
ghiul a doi vectori. 

, 8 . 31 . Lungimea vectorilor. Lungimea unui vector x într-un 
spaţiu euclidian A este prin definiţie numărul real pozitiv 

\x\ =?+ j{x, x). (4) 
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Exemple 
a. în spaţiul % definiţia precedentă conduce la definiţia 

uzuală, regăsindu-se valoarea lungimii unui vector. 
b. în spaţiul Sln pentru un vector x== ( l i , ^ , ..., ln\ 

se obţine expresia lungimii sub forma 

1*1 - + VSÎ+ S + ...+ Ş. 
c. în spaţiul 3Lz(a, b) lungimea unui vector x — x(t) este 

egală cu 

|*| = + 4Wx) = ]/C x2(t)dt. 
Această mărime se notează uneori cu \\x(t)\\ şi se numeşte 
•norma funcţiei x(t) (pentru a evita asociaţiile false legate 
de cuvintele „lungimea unei funcţii"). 

8.32. Din axioma d) rezultă că pentru orice vector x 
•dintr-un spaţiu euclidian A există o lungime; pentru orice 
vector x j= 0 lungimea este pozitivă şi vectorul nul are lun
gimea egală cu zero. Egalitatea 

\%x\ = V(a#, ax) = <JăF{x, x) == |«j 4(x, x) = Jotj \x\ (5) 
arată că mărimea absolută a unui multiplicator real poate fi 
scoasă factor din expresia limgimii unui vector. 

Orice vector x de lungime 1 se numeşte normttf. Orice 
vector^nenul y poate fi normat, adică înmulţit cu un număr X 
astfel încît ca rezultat să se obţină un vector normat. într-
adevăr, ecuaţia \hy\ = 1 relativ'la X are de exemplu soluţia 
x = JL. 

\y[ 
O mulţime F c 31 se numeşte mărginită dacă lungimile 

tuturor vectorilor x eF sînt mărginite de o constantă fixată. 
Exemple de mulţimi mărginite sînt: bila unitate a spaţiului k, 
adică mulţimea tuturor vectorilor x e<& cu lungimea mai 
mică decît 1 şi sfera unitate — mulţimea tuturor vectorilor 
x eSl avînd lungimea egală cu L 

8.33. Unghiul dintre vectori. Se numeşte unghi între 
orice doi vectori nenuli x, y acel unghi cuprins între 0 şi 180° 
al cărui cosinus este egal cu raportul — ' •*' • 

1*1 \y\ 
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Pentru vectori uzuali în spaţiul fSi această definiţie 
coincide cu cea care dă expresia cunoscută a unghiului între 
vectori cu ajutorul produsului scalar. 

Pentru ca această definiţie să poată fi aplicată într-un 
spaţiu euclidian oarecare, este necesar de arătat că raportul 
indicat mai sus este cuprins între —1 şi 1 pentru orice vectori 
nenuli x, y, adică valoarea absolută a raportului să fie cel mult 
egală cu. 1. 

Pentru a demonstra acest fapt, considerăm vectorul 
~kx — y, unde X este un număr real arbitrar fixat. Conform 
axiomei d), pentru orice X, avem 

(hx — y, Xx — y) > 0. (6) 
Folosind formula (1) putem scrie această inegalitate astfel 

•k\x, x) - 2\{x, y) + (y, y) > 0. (7) 
în membrul stîng al inegalităţii (7) se află un trinom de 

gradul doi relativ la X cu coeficienţi constanţi. Acest trinom 
nu poate avea rădăcini reale distincte, deoarece în acest caz 
nu ar putea avea semn constant pentru toate valorile lui X. 
De aceea discriminantul (x, yf — • (x, x)(y, y) al acestui 
trinom nu poate fi pozitiv, deci 

. (x,yf^(x,x)(y,y). 
De aici rezultă că 

.••.'•/• • ' \(x,y)\<\x\ \y\, (8) 

ceea ce trebuia arătat. 
Inegalitatea (8) se numeşte inegalitatea Cauchy-Bunia-

kovski(-Schwartz). 

8.34. Ne propunem să vedem în ce caz inegalitatea (8) 
se reduce la o egalitate. Dacă vectorii x, y sînt coliniari; 
atunci există X e JR astfel încît y = Xx şi, evident, 

\(x,y)\=\(x,\x)\ = \X\(x,x)= |X| |*|2= |*| |v|. 
Arătăm că şi invers, dacă inegalitatea (8) se reduce la o 

egalitate pentru o pereche de vectori nenuli x, y, atunci aceşti 
vectori x, y sînt coliniari. 

Dacă are loc egalitatea i_ 
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atunci discriminantul trinomului de gradul doi (7) este egal 
cu zero şi, prin urmare, trinomul are o unică rădăcină reală 
A0. Obţinem astfel: . . . 

H(x, x) — 2~k0(x, y) + (y, y) = fox — y, ~k0x — y) = 0, , 

de unde conform axiomei d) rezultă că ~KQX — y = 0 sau 
y — Ă0x. Aşadar, valoarea absolută a produsului scalar a doi 
vectori este egală cu produsul lungimilor lor dacă şi numai 
dacă aceşti vectori sînt coliniari. 

Exemple :; . 
a) în spaţiul °f3 inegalitatea Cauchy-Buniakovski rezultă 

evident din însăşi definiţia produsului scalar ca produs al 
lungimilor vectorilor prin cosinusul unghiului dintre ei. 

b) în spaţiul Jt„ inegalitatea Cauchy-Buniakovski are 
forma 

E ^ 
> - i Vp 2>? 

J = I 

(9) 

această inegalitate are loc pentru orice pereche de vectori 
•% = (£i> £?> •••> ?»). y = (.v)i, V)2, ..., ţp) sau, ceea ce este acelaşi 
lucru, pentru orice două sisteme de numere reale \±, £2, ..., E„ 
Şi 7)i, 7)2, . . . , 7)„. 

c) în spaţiul <&&(<•, b) inegalitatea Cauchy-Buniakovski 
are forma 

x(t) y(t) dt < y\t) dt. (10) 

8.35. Ortogonaliiate. Vectorii x şi y se numesc ortogonali 
dacă (x, y) .== 0. Astfel, noţiunea de ortogonalitate a vecto
rilor * şi _y coincide cu cea de conjugare (7.41 a) a acestor 
-vectori relativ la forma biliniară (x, y). Dacă x # 0 şi• y j= 0, 
atunci din această definiţie, ţinînd seama şi de definiţia 
generală a unghiului a doi vectori (8.33), rezultă că x şi y 
formează un unghi de 90°. Vectorul nul este ortogonal la 
orice vector x e &.' 

Exemple 
a) în spaţiul Jt„ (8.22 b) condiţia de ortogonalitate a 

vectorilor % = (£1; £2> •••» £„) şi 3̂  = (%, Vjşt, ..., v)„) are forma 

5i?)i + la% + ••• + £„?]„ 0. 
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De exemplu, vectorii % = ,(lyO, ...^O^ e2 = (0, 1, 0, ..., 0),..,. 
ii,.> .ê  == (0, 0, ...., 1) sînt ortogonali doi cîte>.doi; 

b) în spaţiul 3i2(d, b) condiţia de ortogonalitate a vecto-r 
rilor ,x.= x(t) şi..y = y(t) are.forma :.. , • 

>mlmlRip. î ; ;/H .•>• -;;•• wj •'' ' *• - : 

: ' \ b;oî:, ! , ~ . I tf(/)jy(tf)dr =. 0. 

Cititorul poate verifica prin calculul direct al integralelor 
corespunzătoare, că în spaţiul Jl2,(—TT, 7ţ) orice doi vectori 
distincţi ai „sistemului trigonometric" 

1, cost, sin/, cos 2t, sin 2t, ..., cos nt, sinnt, ..., 
sîrit ortogonali.. .."". * y ; 

8.36. Dăm mai jos xîteva proprietăţi simple legate de 
noţiunea de ortogonalitate. 

a. LEMĂ. Vectorii nenuli ortogonali doi cîie doi xly x2, ...,xk 
sînt liniar independenţi. 

Demonstraţie. Presupunem că aceşti vectori sînt liniar 
dependenţi • atunci. are loc. egalitatea .,.. .,,.. •;„.,,,..., ••, -:,,:. 

v' Ctxx + C2% + ... + Ckxk =±= 0. 

tinde, de exemplu, C1; ^ 0. înmulţim această egalitate scalar 
cu fjţjjţi în virtutea ipotezei de, ortogonalitate obţinem Ci(x,i, 
xx) = 0 ; ele aici rezultă (xh %) ?= 0, adică ,xx = 0, ceea ce 
contrazice ipoteza făcută. 

Rezultatul acestei leme va fi folosit sub forma următoare; 
iacă suma unor vectori, ortogonali, doi cîte doi este nulă, atunci 
fiecare din termeni este, egal cu zero. 

b. LEMĂ. Dacă vectorii y\, } % - . . • , yk sînt ortogonali vec
torului :x,: atunci orice combinaţie liniară iqg>| -4- «gy| -f .,. 
.y.:^- a.kyk este- de asemenea ortogonală lui x. 
: ' într-adevăr, ihoi'rt'i LV{ iisni?}. • u:i;;ur:;i 

(«îj'i + - + <XJ0, x) = oc^j/iî *)' + ... + a t ( j ' t , x) =' 0; 

prin urmare vectorul aij'i -f ... + a^yj este ortogonal vecto
rului x, aşa cum s-a afirmat (7.41 b). I 

Mulţimea tuturor combinaţiilor liniare axyi -f- a2jy2 -}- . . . 
... -f- akyk formează un subspaţiu £ = £(j'3, y2,'..-., >'s) — 
acoperirea liniară a vectorilor j / j , 3/3, ..., y t (2.51). Aşadar, 
vectorul x este ortogonal fiecărui vector al spaţiului £. 
în astfel de cazuri vom spune că vectorul x este ortogonal 
subspaţiului £. în generali dacă F <= Jl este o mulţime oare-
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care de vectori în spaţiul euclidian <&, atunci vom spune că 
vectorul x este ortogonal mulţimii F dacă el este ortogonal 
oricărui vector din F. 

Mulţimea G a tuturor vectorilor x ortogonali mulţimii F 
formează ea însăşi (conform lemei b) un subspaţiu al spaţiului 
$t. Adeseori această situaţie se întîlneşte în cazul cînd F 
însuşi este un subspaţiu şi atunci subspaţiul G se numeşte 
complementul ortogonal al subspaţiului F. 

8.37. Teorema lui Pitagora şi generalizarea ei. Fie doi 
vectori ortogonali x, y; atunci prin analogie cu geometria 
elementară vectorul x+y poate fi numit ipotenuza triunghiu
lui dreptunghic construit pe vectorii x, y. înmulţind scalar 
x+y cu el însuşi şi folosind ortogonalitatea vectorilor x,y, 
obţinem 

\x + y\2 = (* + y,x + y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) = 

= (*. *) + (y, y) = l*l2 + \y\2. 
Am demonstrat astfel că în orice spaţiu euclidian are loc 
teorema lui Pitagora: pătratul lungimii ipotenuzei este egal 
cu suma pătratelor lungimilor catetelor. Această teoremă se 
poate generaliza la cazul oricărei sume finite de vectori. 
Anume, fie vectorii xx, xz, ..., x* doi cîte doi ortogonali şi 
z = X\ + %2 + ••• + %; atunci 

M2 = (*i + H + ... + xk, xt -f x2 + ... + #fc). = . 
= !%!2 + Kt2 +)..,+ Kl2. (ii) 

8.38. Inegalităţile triunghiului. Dacă x şi y sînt vectori 
oarecare, atunci prin analogie cu geometria elementară, 
vectorul x + y poate fi numit cea de a treia latură a triun
ghiului construit pe vectorii x şi y. Folosind inegalitatea lui 
Cauchy-Buniakovski obţinem 

\x + y\2=(x + y,x + y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y), 

< [*l2 + 2.|*ib,|-f b f «(1*1+ \y\?> 
\x+yf > \x\* - 2\x\\y\ + \y'\* = ()x\ - \y\)*, 

sau 
[* + y\< \x\ + \y], (12) 
\x + y\ > | * | - \y\. (13) 
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Inegalităţile (12), (13) se numesc inegalităţile triunghiului. 
Geometric, ele exprimă faptul că lungimea oricărei laturi a 
unui triunghi nu este mai mare decît suma lungimilor celorlalte 
două laturi şi nu mai mică decît valoarea absolută a diferenţei 
lungimilor acestor laturi. 

8.39.. Am putea mai departe să transferăm la spaţiile 
euclidiene diverse alte teoreme ale geometriei elementare. 
Dar aceasta nu este necesar. Introducem noţiunea de izo
morfism între spaţiile euclidiene; două spaţii euclidiene <&' 
şi 31" se numesc euclidian-izomorfe dacă ele sînt izomorfe 
ca spaţii vectoriale liniare (2.71) şi, în plus, pentru orice pere
che de'vectori (x',y') în Si' şi (**, y*) în Si" care se corespund, 
are loc egalitatea 

(* ' , / ) = ( * ' . / ) . 
Evident, orice teoremă geometrică (aşa vom numi orice teore
mă bazată pe noţiunile de spaţiu vectorial şi produs scalar) 
demonstrată pentru spaţiul Si' va fi adevărată şi pentru spa
ţiul SI", izomorf cu el. Notăm acum că în virtutea teoremei 
7.97, orice două spaţii euclidiene de aceeaşi dimensiune n 
sînt euclidian-izomorfe. Aşadar, orice teoremă geometrică 
adevărată într-un spaţiu euclidian «-dimensional 8i'n va fi 
adevărată şi în orice alt spaţiu euclidian n-dimensional &». 
Teoremele geometrice ale geometriei elementare, adică teore
mele geometrice în spaţiul Jl3 rămîn prin urmare adevărate 
în orice subspaţiu tridimensional al oricărui spaţiu euclidian. 
Astfel, toate teoremele geometrice ale geometriei elementare 
sînt adevărate în orice spaţiu euclidian. 

§ 8.4. Baza ortogonală 

8.41. TEOREMĂ. într-un spaţiu euclidian n-dimensional 3ln 
există o bază formată din n vectori nenuli ortogonali doi cîte doi. 

Demonstraţie. Pentru forma biliniară (x, y), ca şi pentru 
orice formă biliniară simetrică în spaţiul «-dimensional 
există o bază canonică (7.43) ylt yz, ..., yn. Condiţia (yp yk) = 
= 0 pentru i ^ k, satisfăcută de o bază canonică, revine în 
cazul considerat la ortogonalitatea vectorilor y( şi yh; aşadar, 
baza canonică y% y2, •••, yn este formată din n vectori orto
gonali doi cîte doi. Teorema este astfel demonstrată. 
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In § 8.6 considerăm unele mijloace d e construcţie efec
tivă a unei baze ortogonale. ••;••' 

8.42. Vectorii yh y2, ..., yn ai unei baze ortogonale pot fi 
normaţi uşor, împărţind fiecare din ei prin lungimea lui. 
Se. obţine atunci în spaţiul Si o bază ortogonală şi normată 
(care uneori se numeşte „ortonormală" sau „ortonormală"). 

Fie 'eh e2, ..., en 6 bază ortogonală normată (ortonormală) 
în spaţiul euclidian Sin. Orice Vector x eS\„ poate fi scris 
sub forma f'-:- •• 

(- .:.•- : X=g1f1+ l2e2 + ... + ţne„, ::.,. (14) 

unde l i / ^ , ...,'£„ sînt coordonatele vectorului x. Vom numi 
aceste coordonate coeficienţii Fourier ai vectorului # relativ 
la baza ortonormală eh e2, ..., en. înmulţind scalar relaţia (14) 
cu e(, găsim expresia coeficientului %£ 

$ . = ' 0 > * , ) (i'= 1, 2, . . . ,») . (15) 

Dacă 3; = -/]!<?! + ^2e3 + ... -f 7]rae„ este orice alt vector al 
spaţiului $„, atunci aplicînd formula (1) obţinem 

"•.J?\ (X, V) = ^Y]l + l^ij + - + 5»^,. '(16) 

''•'; Aşadar, £•« on'ce bază ortonormală produsul scalar a doi 
vectori este egal cu suma produselor coordonatelor lor corespun
zătoare (adică suma produselor coeficienţilor Fourier). 

In particular, punînd y = ,r so obţine 

\x\*=(x,x) = l\ +%+ ... + %. (17) 

§ 8.5. Problema perpendicularei 

8.51. Considerăm în spaţiul euclidian l i un subspatiu 
finit-dimensional W, şi un vec to r / ca re în general să nu apar
ţină subspaţiului Si'. Ne punem problema de a găsi o descom
punere 

f=g + K' (18) 
unde vectorul g aparţine subspaţiului # ' iar vectorul h este 
ortogonal acestui subspatiu. Vectorul g din descompunerea 
(18) se numeşte proiecţia vectorului f. pe subspaţiul' .Si', iar 
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vectorul h perpendiculara dusă din extremitatea vectorului f 
pe subspaţiul Si'. Astfel de denumiri sînt legate deasociaţ i i 
geometrice obişnuite destinate doar pentru a apela la astfel 
de asociaţii (de exemplu noţiunea de „extremitate a unui 
vector" nu figurează în axiomatica noastră şi în această 
denumire nu trebuie căutat un sens logic general valabil). 

Soluţia acestei probleme a fost de fapt dată în 7.54 pentru 
orice formă biliniară simetrică nesingulară pe un subspatiu Si'. 
Deoarece forma pozitiv definită (x, y) este nesingulară pe 
orice subspatiu Si' c SI (7.94), soluţia problemei noastre 
împreună cu unicitatea rezultă din 7.54. i 

Aşa cum am văzut în 7.55, prezenţa unei descompuneri 
de tip (18) arată că întreg spaţiul oii este suma directă a subspa
ţiului Si' şi a complementului său ortogonal Si".. 

O sumă directă ai cărei termeni sînt ortogonali se numeşte 
sumă directă ortogonală; am construit astfel descompunerea 
lui Jt în suma directă a lui.&' şi Si". Dacă dimensiunea spa
ţiului Si este egală cu n iar dimensiunea lui Si' este egală cu k, 
atunci dimensiunea lui Si" este egală cu n—k, deoarece dimen
siunea sumei directe este suma dimensiunilor termenilor 
(2.47 a). 

Observăm că problema se rezolvă şi în cazul cînd vec toru l / 
aparţine subspaţiului Si'. î n acest caz soluţia are forma 

/ = /+0. 
O altă soluţie evident nu există: dacă am avea / = g••-\- h, 
g € St', h e Si", atunci am avea de asemenea h = f — g e Si', 
de unde k —0, g —f. 

8.52. Aplicînd descompunerii (18) teorema Iui Pitagora 
(8.37), obţinem 

i/i2 = '£i2 + IV, (19) 

de unde rezultă că are loc inegalitatea 

' 0 < |A| < |/|, (20) 

care geometric exprimă faptul că lungimea perpendicularei 
nu depăşeşte lungimea oricărei oblice. 

Subliniem cazurile cînd în vreuna din inegalităţile (20) 
are loc semnul de egalitate. Condiţia Q:=.\k\ este echivalentă 
condiţiei / = g + 0 = g, care înseamnă că / aparţine subspa-
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ţiului W. Condiţia \h\ = \f\, arată că g = 0, conform teoremei 
lui Pitagora şi, prin urmare, 

aşadar, / este ortogonal la subspaţiul Si'. Astfel, egalitatea 
•\h\ == 0 înseamnă că vectorul f aparţine subspaţiului Si'; 
egalitatea \h\ = \f\ revine la aceea că vectorul f este ortogonal 
acestui subspaţiu. Pentru orice altă aşezare a vectorului / 
lungimea vectorului h va fi o mărime pozitivă mai mică 
decît lungimea vectorului / . 

Fie acum ex, ..., ek o bază ortonormală în subspaţiul Jt' 
h ' 

şi fie g = J2aiSs- Atunci conform 8.42 (17) 
j = i 

i£l2 = X>>- • 

înlocuind această valoare \g\2 în egalitatea (19), obţinem 

l/|2= \h\2 + ital 
, - 1 . V 

în particular, pentru orice sistem ortonormal finit elt 
e2, ..., ek şi pentru orice vector/ obţinem inegalitatea 

care "se numeşte inegalitatea lui Bessel. Sensul ei geometric 
este evident: pătratul lungimii vectorului f nu este mai mic 
decît suma pătratelor proiecţiilor sale pe orice k direcţii ortogo
nale două cîte două. 

• 8.53. în aplicaţii este necesară soluţia efectivă a problemei 
perpendicularei xînd în subspaţiul Si' este dată o anumită 
bază {bi, b2, ..., bk} = {b}, nu neapărat ortogonală sau normată. 

Pentru a obţine această soluţie, descompunem Vectorul 
căutat g astfel 

g = p ^ + p3s2 + ... + p&6&> • 
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as.-„Tvţ. rffi.-.-j.;- i&ţ, f^YţîP 

şi aflăm px, ..., p* din condiţia ca vectorul ^ =f—g să fie 
ortogonal cu toţi vectorii bu 62, ..., 6j.. Vom obţine următorul 
sistem de ecuaţii: 

(*, h) = ( / - £• h) = (/, 60 ~ Pl(6l. &l) - M*2, &l) - -

. . . - • P * ( k * l ) ' = ° . 

(*. 6a) = (f-g> h) = (/, 62) - Pi(6i, 62) ^ h fo , 62) - ..'• 

• (*, h) - ( / -&' 6») = (/> &*) - Pi(&i» M - P # * **) - -

...-Mh, h) =0 

cu determinantul 

(bi, h) (K fc) ••• (6*. M 

(&i> 62) (62, h) ••• (6*, &a) 
£> = 

(61 A ) (62, &»)<•• (#*, &*) 

Determinantul D, ca determinant al matricii formei pozitiv 
definite (x, y) în baza bx, ..., bk este diferit de zero (7.96). 
Rezolvînd sistemul după regula lui Cramer, obţinem expresiile 
pentru coeficienţii p3- (/ = 1 , 2 , .... n): 

1 
~D 

[h, h) ... (b}_i, h) ( / , 6a) (6,+1 , 6a) ... (bk, h) 

(bi, h) ... ( V i , 62) ( / , 62) (6,+1 , 6 3 ) . : . (bk, 62) 

(61, 6fc) ... (6,_a, bk) ( / , 6fc) ( 6 M , 6,) ... (b,k, bk) 

8.54. Problema perpendicularei poate fi pusă nu numai 
pentru spaţii dar şi pentru hiperplane. în acest caz ea se 
formulează'astfel: într-un spaţiu euclidian #t este dat un 
hiperplan Si" obţinut prin translaţie paralelă a unui subspaţiu 
Si' cu un vector / ; trebuie arătat că există şi este unică o 
descompunere 

f=g + h (21) 
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unde vectorul g aparţine hiperplanului #t" iar h este ortogonal 
subspaţiului W (geometric, vectorul g are extremitatea situată 
în hiperplanul 3t", iar originea ca deobicei în originea coordo
natelor; nu trebuie considerat că vectorul g are suportul 
situat în hiperplanul <SL"). Sensul geometric al acestei des
compuneri este clarificat în fig. 1, a). în descompunerea (21) 
termenii nu sînt în general ortogonali. 

Fig. 1 

Această problemă se reduce la problema 8.51. într-adevăr, 
dacă în hiperplanul in" este fixat un vector oarecare /o şi 
scădem acest vector din ambii termeni ai egalităţii (21), 
atunci obţinem problema descompunerii vectorului / — f0 
în termenii g—f0 şi h, primul aparţinînd subspaţiului i i ' 
iar cel de al doilea fiind ortogonal acestui subspaţiu (v. fig. 1,6)). 
în virtutea rezultatului 8.51 există o astfel de descompunere; 
aşadar, există şi descompunerea (21). Rămîne de stabilit uni
citatea descompunerii (21). în cazul prezenţei a două des
compuneri de tipul indicat 
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am avea 
" .0 "= (gi -'&) + (h-hz). 

Aici gx — g2 aparţine subspaţiului -Si' iar hx — h2 este ortogo
nal acestui subspaţiu. De aici, gx — g% == ht — h2 = 0, 
ceea ce era necesar. 

§ 8.6. Teorema generală a ortogonalizării 

8.61. Pentru construirea sistemelor ortogonale într-un 
spaţiu euclidian o valoare deosebită o are următoarea teoremă 
generală Urigsl 

- TEOREMĂ (teorema ortogonalizării). Fie xx, x2, ..., xk,... 
un şir de vectori ai unui spaţiu euclidian SI (finit sau infinit). 
Notăm prin Zk — £(#j, x2,..., xk) acoperirea liniară a primilor 
k vectori ai acestui sistem. Atunci există un sistem de vectori 
yu y& •••> jy*> •••> aVţp4 următoarele proprietăţi: 

1) Pentru orice k natural acoperirea liniară t'k a vectorilor 
y'i, fig •••» y* coincide cu subspaţiul £fc. 

2) Pentru orice k natural vectorul yk+1 este ortogonal 
subspaţiului £#. 

Demonstraţie. Punem yx = xx. Evident că £[ = £x. 
Vom demonstra apoi teorema prin inducţie; presupunem 

că vectorii 'ylt y2, •••, yk sînt deja construiţi satisfăcînd con
diţiile puse şi construim vectorul yk+1 astfel încît el să satis
facă de asemenea proprietăţile cerute. 

Spaţiul X,k este finit-dimensional şi de aceea în virtutea 
lui 8.51 are loc descompunerea 

xM = gk + hk, f (22) 

unde vectorul gk aparţine subspaţiului £*., iar vectorul h% 
este ortogonal acestui subspaţiu. Punem yk+l = hk. Verificăm 
îndeplinirea condiţiilor teoremei de ortogonalitate pentru 
vectorul yk+i astfel determinat. 

Subspaţiul tk conţine vectorii y"[, y2, ..., yk, conform 
ipotezei de inducţie; de aceea şi subspaţiul £4+1 conţine 
aceşti vectori (£.k c 2k+1). în plus din formula (22) rezultă 
că &k+1 conţine vectorul hk = yk+x. Astfel, subspaţiul tk+x 
conţine toţi vectorii yh ..., yk+x şi odată cu ei întreaga acope
rire liniară t'k+l. Dar şi invers, subspaţiul t'k+1 conţine vectorii 
xx, x2, ..., xk, iar din (22), el conţine şi vectorul xM; de aici 
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rezultă că £ ^ conţine întreg subspaţiul £l+1. Aşadar, £j+1 == 
—**+i Şi prima condiţie a teoremei de ortogonaiitate este 
îndeplinită. îndeplinirea celei de a doua condiţii este evidentă 
conform construcţiei vectorului yk+1 = hk. 

Inducţia este în acest mod realizată şi teorema este 
complet demonstrată. 

8.62. Inegalitatea (20) capătă în cazul considerat forma 

0 < 13W < \*M\- (23) 
Aşa cum s-a arătat în 8.52, egalitatea 0 = \yk+l\ revine la 
faptul că vectorul xk+l aparţine subspaţiului tk, deci este 
liniar dependent de vectorii %, x2, ..., x'k. Cealaltă egalitate 
t̂ jt+il = l%n| înseamnă că vectorul %+1 este ortogonal 
subspaţiului tk, deci este ortogonal fiecăruia • din vectorii 
%i, %ţ, . . . , Xk. 

8.63. Observaţie. Orice sistem de vectori zx, z%, ..., zk, ..• 
satisfăcînd condiţiile teoremei de ortogonaiitate, coincide pînă 
la factori multiplicativi cu sistemul yx, y%, ..., yk,... construit 
în demonstraţia acestei teoreme. _ 

într-adevăr,, vectorul ztn trebuie să aparţină subspaţiului 
£ţ+i Şi» Prin urmare, el este ortogonal subspaţiului £k. Prima 
din aceste condiţii conduce la existenţa unei descompuneri. 

%+i = Cijfi + c2y2 + ... + ckyk + cMyM = yk + 

unde yk = cly1 + ... + ckyke£k, iar ckiXyk+x este ortogonal 
la tk. Cea de a doua condiţie conduce, în virtutea lui 8.52, 
la afirmaţia că ~yk = 0, deci 

ceea ce trebuia arătat. 
8.64. Polinoame Legendre. Considerăm în spaţiul euclidian ail2 (—1,1) 

sistemul de funcţii xB(t) = 1, xx\ţ) = t, ..., xk(t) = **, ... şi aplicăm acestuia 
teorema de ortogonalizare. Evident, subspaţiul g, — §,(1, t, ..., tk) coincide 
în acest caz cu mulţimea tuturor polinoamelor de grad cel mult k. Func
ţiile x0(t), .... xk(t) sînt liniar independente (2.22 d) şi de aceea 'funcţiile 
iPeWiJ'it'O»-" obţinute prin ortogonalizare sînt toate diferite de zero, con
form 8.52. Prin construcţie yk(l) trebuie să fie polinom de grad h în t. \ 
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în particular, calculul direct după, metoda expusă în teorema de ortogo
nalizare dă succesiv 

yM = i. M O ==. *. y3{t) = ** - 3 
y3(t) = fi t etc. 

Aceste polinoame au fost introduse în 1785 de matematicianul francez 
Legendre în legătură cu probleme din teoria potenţialului. Formula generală 
pentru polinoamele Legendre a fost descoperită de Rodrigues în 18 H. 
Anume, el a arătat că pînă la un factor multiplicativ, polinomul yn(t) este 
egal cu polinomul 

dn 

di™ 
1)»] (» = 0, 1,2,...; <24) 

Pentru demonstraţia acestui fapt folosim observaţia 8.67». Anume, 
arătăm că polinomul pn{t) satisface condiţiile teoremei de ortogonalizaje; 
în virtutea observaţiei făcute vom avea pentru fiecare n > 0 egalitatea 
pn{t) — cnyn{t), ceea ce era necesar. 

a. Acoperirea liniară a vectorilor po{t), px{t), •••,pn{t) coincide cu mul
ţimea tuturor polinoamelor de grad n. Într-adevăr, aşa cum se vede din 
formulele (24), polinomul pk(t) este în mod evident polinom de grad k 
în t; în particular, 

p0(t) = am, 

Pi(t) = «io ' 

\ 

pm , + aixt + a2ît3, 

>k{t) = aka + akxt + ... -f-
« * * < * - • 

(25) 

Pn(t) + amt + ... + anlct* + ... + amtn, I 
. ann sînt diferiţi unde coeficienţii termenilor de grad superior a^, an, . 

de zero. 
Astfel, toate polinoamele p0[t), px(t), ...,p„(t) aparţin acoperirii liniare 

a funcţiilor 1, t, ..., ln care este tocmai mulţimea tn a tuturor polinoamelor 
de grad cel mult n. Deoarece matricea relaţiilor liniare (25) are determi
nantul awan ... ann, diferit de zero, atunci şi invers, funcţiile 1, 1, f1 tn 

pot fi exprimate liniar prin p0{t), px{t), ..'.,.pn(t); de aceea acoperirea liniară 
£,[ft(<), pt{t), .«,#»(<)] coincide cu acoperirea liniară £(1, /, t2, .... f) şi 
prin urmare, coincide cu mulţimea £«, ceea ce trebuia dovedit. 

b. Vectorul pn{t) este ortogonal subspaţiului Zn-X- Este suficient de veri
ficat că polinomul pn(t) este ortogonal în a 2 (— 1, l)funcţiilor 1, t. ..., tn~l. 

Pentru demonstraţie vom utiliza formula de integrare prin părţi pe 
un interval dat, cunoscută din asaliza elementară. Derivatele care apar 
în această formulă pentru polinoame sînt aceleaşi derivate pe care le-am 
considerat m 6.73 a din punct de. vedere pur algebric. în particular, poli
nomul 

[(** _ 1)«] ==(<•- 1)» {/ -f 1)». 
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In virtutea lui 6.73 c are derivate egale cu zero de ordin 0, 1, ..., « — 1 
în punctele t *= ± 1. 

Vom calcula produsul scalar al funcţiilor tk şi pn{t). Integrînd prin 
părţi, obţinem 

(t\ Pn(t)) = ( + <*[(<*.- 1)"]<"> ăt = 

1* t* [(i2 - l)»]!*-1) | + • - k C+ ' <*-![(/»- l)»](»-i) di. 
i— i J— i 

Primul termen, cel neintegrat, al expresiei obţinute este egal cu zero, con
form celor spuse anterior. Integrala rămasă poate fi din nou calculată 
prin părţi şi continuăm acest proces pînă ce exponentul lui t ajunge la zero: 

('*. P«(*)) = - «*-*[{<» - l)"]<ra-2> +l + 

+ k(k - 1) C+ #*-»[(<» - 1)"]<»-2) ăt = 

= ± * ! ( + * [{t* - !)"]("-*) d* = ± h ! [(*a - i)»](»-*-i) | + ' = 0, 
J - 1 | - i 

ceea ce trebuia demonstrat. 
Astfel, am arătat că pentru orice n polinomul yn(i) coincide pînă la 

un factor numeric cu polinomul p„(t) = [(fi — l)nJ(n>. 
Calculăm valoarea />n(l). Pentru aceasta aplicăm funcţiilor (fl — 1)" =• 

•= (t + 1)" if — 1)" regula derivatei de ordin n a unui produs: 

l(t + 1)» (t - 1)»JW = 

= (/ + 1)» {(t - 1)«]<»> + C\[(t + V)"]'[(t - l)»](»-i) + ... « 

= (t + 1)»»! + C^n(t + l)n~hi(n - 1) ... 2 (t - 1) + ... 

înlocuind aici * = 1 toţi termenii acestei sume sînt nuli începînd cu 
al doilea. Aşadar, p„(])—2n-nU 

Pentru motive calculatorii este comod ca funcţiile ortogonale consi
derate să fie egale cu 1 pentru t = 1. Pentru a realiza acest lucru, intro
ducem factorul . Polinoamcle astfel obţinute se numesc polinoame 

2» • n\ 
Legendre; polinomul Legendre de grad n se notează prin P0(t), deci 

PM = — (* - !)"]<">• 2" • n\ 
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§ 8.7. Determinantul Gram 

8.71. Se numeşte determinant Gram, orice determinant 
de forma 

G[Xi, %z, ..., Xk) — 

(xh xx) (xx, xz) ... (xl, xk) 

(x2, xx) (x2, x2) ... \x2, xk) 

(.**. *a) (%< S»i) -.••(*«? **) 

unde'*!, % ..., xk sînt vectori oarecare din spaţiul euclidian $• 
Ştim că în cazul vectorilor liniar independenţi xx, x2, ..., xn 
acest determinant este pozitiv (7.96). 

Pentru calculul determinantului Gram aplicăm vecto
rilor xit x2, ..., xk procesul de ortogonalizare. Fie de exemplu 
Vi — Xi şi vectorul v2 = a.xyx -f- %ş ortogonal lui yx. înlocuim 
în toate locurile în determinant vectorul xx prin yx. Apoi 

^adăugăm coloanei a doua prima coloană a determinantului 
Gram înmulţită cu itx (atribuind ax celui de al doilea factor 
al produselor scalare) şi apoi adăugăm la cea de a doua linie 
elementele primei linii a determinantului înmulţite cu <xt 
(atribuind <xx primului factor al produselor scalare). în 
rezultat, pe toate acele locuri ale determinantului unde se 
afla A'2> se va găsi acum vectorul y2. 

Fie apoi ys = §xyx + $2y? + xs ortogonal la yx şi la y,; 
adăugăm la coloana a treia prima coloană înmulţită cu $x 
şi a doua înmulţită cu |32; aceeaşi operaţie este efectuată 
pentru linii. Ca rezultat x3 apare în toate locurile înlocuit cu 
v3. Continuăm acest procedeu pînă la ultima coloană. Deoa
rece operaţiile noastre nu au modificat valoarea determinan
tului, vom obţine ca rezultat 

G(xx, x2, ...,%•) = 
o (y2, v2). . . o 

0 0 ...(yk,yk) 

(y'h vi) (y» >'s) •••te-.iy*)-. (26) 
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Conform 8.62 rezultă următoarea inegalitate 

0 < G(xx, x2, ..., xk) < (xx, xx)(x2, xz) ... (xk, xt). (27) 

Să vedem acum în ce condiţii mărimea G(xx, x2, ..., xk) 
poate lua valorile extreme 0 sau (xx, xx) ... (xk, xk). 

Din expresia (26) a determinantului Gram rezultă că el 
este nul dacă şi numai dacă unul din vectorii yx, y2, .-., yK 
este nul. Dar conform 8.62 aceasta echivalează cu dependenţa 
liniară a vectorilor xx, x2, ..., xk. Pe de altă parte, egalitatea 
determinantului Gram cu membrul drept al inegalităţii (27) 
este posibilă conform formulelor (26) şi 8.62 numai în cazul 
cînd vectorii xx, x2, ..., xk sînt ortogonali doi cîte doi. Astfel, 
am demonstrat următoarea teoremă: 

TEOREMĂ (relativ la determinantul Gram). Determi
nantul Gram al vectorilor xx, x2, .:., xk este nul dacă aceşti 
vectori sînt liniar dependenţi şi este pozitiv dacă vectorii sînt 
liniar independenţi; el este egal cu produsul pătratelor lungimilor 
vectorilor xx, x2, •••, xk dacă ei sînt ortogonali doi cile doi, 
în caz contrar el este mai mic dccît această mărime. 

' . , ' ' • « 

8.72. Volumul paralelipipedului k-dimensional. Aria pa
ralelogramului este egală cu produsul între lungimile bazei 
şi înălţimii, aşa cum se ştie din geometria plană. Dacă parale
logramul este construit pe doi vectori xx, x2, atunci se poate 
lua ca bază unul din vectori iar ca lungime a înălţimii, lungi
mea perpendicularei dusă din extremitatea vectorului x2 
pe suportul vectorului xx. 

în mod analog, volumul paralelipipedului construit pe 
vectorii xh x2, xs este egal cu produsul dintre aria bazei şi 
lungimea înălţimii; aria bazei este aria paralelogramului con
struit pe vectorii xx, x2, iar înălţimea este perpendiculara dusă 
din extremitatea vectorului x3 pe planul vectorilor x}, xB. 

Aceste consideraţii fac naturală următoarea definiţie 
inductivă a volumului paralelipipedului ^-dimensional într-un 
spaţiu euclidian. 

Fie un sistem de vectori xx, x2, ..., xk în spaţiul euclidian 
<$ţ. Notăm cu hj perpendiculara dusă din extremitatea vecto
rului xm pe subspaţiul £(xx, x2, ..., x}) (j — 1, 2, ..., k — 1). 
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Introducem apoi următoarele notaţii: 

Vx~\xx\ (volumul unidimensional — lungimea vecto
rului xx); 

V% = Vx • \kx\ (volumul bidimensional — aria paralelogramu
lui construit pe vectorii xx, x2) ; 

V3 — V2 • \h2\ (volumul tridimensional — volumul paraleli
pipedului construit pe vectorii xx, x2, x3); 

Vt = Vn^i • I hjt-x! (volumul k-dimensional — volumul parale
lipipedului k-dimensional construit pe 
vectorii x\, x2, ..., xk). 

Evident, volumul Vk poate fi calculat după formula 
Vk = V[xx, x%, ..., xk] =- |%| • \hx\,.. iVjf. 

Folosind formula (26) putem exprima mărimea Vk prin 
vectorii xx, x2, ..., xk: 

| (xi> xi) \x\y xi) ••• {xi> xn) 

f/2 I (Xi>- XV [X2> Xz) ••• \X2* xk) 

' (xk> xl) \xk' X%) ••• (Xk> xk) I 

Astfel, determinantul Gram pentru k vectori xx, x2, ..., xk 
este egal. cu pătratul volumului paralelipipedului k-dimensional 
construit pe aceşti vectori. 

8.73. Fie !$> coordonatele vectorului x} relativ la o bază 
ortonormală ex, e2, ..., en (j — 1, 2, ..., k; i = 1, 2, ..., n). 

Exprimînd produsele scalare ale vectorilor prin coordo
nate, obţinem următoarea formulă 

i » +... + re>... im] +... + s » 
Vf = w + - + »... « + - + mf . 

W + - + W. , . W + ... + TO> 
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Matricea determinantului V\ este, aşa cum se vede imediaţi 
produsul dintre k x w-matricea A a coordonatelor vectorilor 
X\, X2, . . . , Xk 

A = 5W..-51P (28) 

cu transpusa sa, anume n X ^-matricea 

A' = 

e(i)?(2) ?(*) 

Aplicînd formula 4.54 (14) determinantului V\, rezultă 
•VI - Ml±:::UAA') = £ Affc-A(A)Mt;-${A>), 

ji,..„ijc 

unde însumarea se face după indicii ix < ... < *„, Mnd valori 
între 1 şi n. 

Deoarece 

atunci 
Mt/SHA') ^ M}l:;;:%{A), 

Aşadar, pătratul volumului paralelipipedului k-dimensional 
construit pe vectorii x) (j = 1, 2, ..., k) este egal cu suma pătra
telor tuturor minorilor de ordin k din matricea coordonatelor 
vectorilor x} relativ la o bază ortonormală oarecare ex, e2, ..., e„. 

8.74. în cazul k = n matricea ||^|#)|| are doar un minor 
de ordin k, egal cu determinantul matricii ||^|"||. De aceea, 
volumul paralelipipedului construit pe vectorii xx, x2, ..., xn 
este egal în valoare absolută cu determinantul format din coor
donatele vectorilor xt (i — 1, 2, ..., n) relativ la orice bază 
ortonormală. 
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8.73. Inegalitatea lui Hadamard. Din rezultatul 8.74 se 
poate obţine o evaluare importantă a valorii absolute a unui 
determinant oarecare de ordin k 

D 

Ini 12 ->U 

?21 ?22 ••• Ist 

Vom considera numerele £(1, ..., i-jt (i = 1, 2, ..., k) ca 
fiind coordonatele vectorului xt într-o bază ortonormală a 
unui spaţiu euclidian /e-dimensional. Rezultatul 8.74 ne dă 
posibilitatea să interpretăm valoarea absolută a determinan
tului Dea volum al paralelipipedului ^-dimensional construit 
pe vectorii xx, x2, ..., xk şi să folosim exprimarea volumului 
prin determinantul Gram D2 = G(xx, x2, ...,xk). Aplicînd 
teorema 8.71, obţinem 

k h 

D2^(xh Xi)(xz, xz) ... {xk, xk) = I I E ^ -
» = 1 ; = . 1 

Această inegalitate se numeşte inegalitatea lui Hadamard. 
Trebuie subliniat că ea se reduce la o egalitate dacă şi 

numai dacă vectorii xx, x2, ..., xk sînt ortogonali doi cîte doi 
(conform teoremei 8.71). 

Inegalitatea lui Hadamard are un sens geometric evident: 
volumul unui paralelipiped nu, este mai mare decît produsul 
lungimilor muchiilor sale; el este egal cu acest produs dacă şi 
numai dacă muchiile sale sînt ortogonale două cîte două. 

§ 8.8. Sisteme incompatibile de ecuaţii liniare şi metoda 
celor mai mici pătrate „ 

8.81. Considerăm un sistem incompatibil de ecuaţii 
liniare 

«ii% + ax2x2 + ....+ almxm = bh 

a1\x\ + ^22-^2 ~f" • • • "T" a2mxm — #2> 

an\xl "f" an2xZ "f" ••• "T* anmxm— b„. 

(29) 
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Acest sistem fiind incompatibil, nu are soluţie, deci nu 
există numere cr, c2, ..., cm care puse în locul necunoscutelor 
xh x2, ..., xm să verifice toate ecuaţiile (29). 

Dacă se pun numere oarecare £x, | | , ...;.%m în locul necu
noscutelor xlt x2, ..., xm în membrii stîngi ai ecuaţiilor (29), 
atunci se obţin rezultatele y_i> Y2> •••> Y»> diferite de blt b2, .... b„ 
respectiv. Ne punem următoarea problemă: avînd date 
numerele ajk şi bk (k = 1, ..., n; j — 1, ..., m) să determinăm 
numerele ţlt E,2, ..., t,m astfel încît abaterea -pătratică a rezul
tatelor Yi» Y2> •••> Y» de mărimile date blt b2,...,b„, definită 
prin 

* « £ (*-*,>» 
•f=i 

(30) 

să fie minimă, dintre toate valorile posibile şi să găsim minimul acestei abateri. 

Această problemă apare in practică atunci cînd coeficienţii 5/ care 
apar punîiid condiţia dependenţei liniare a unei mărimi 6 de mărimile 
«j, fl2, ..., am, anume t 

&'«= £xa, + £2a2 + ... + lmam, 

trebxiie să fie găsiţi din rezultatele a n măsurători ale mărimilor a, (j = 
== 1. 2, ..., m) şi ale mărimii b. Dacă la măsurătoarea i sînt obţinute valo
rile «^ pentru mărimile aj şi valorile bt pentru mărimea b, atunci trebuie 
să formăm ecuaţia 

5 i a a + ?2°*2 + ••• + ţmam = h'> (31) 

cele m măsurători conduc la un sistem de n ecuaţii de forma (31), adică 
tocmai Ia un sistem de forma (29). Acest sistem, datorită erorilor inevi
tabile de măsurătoare va fi în general incompatibil (mai ales dacă n > m) 
şi problema determinării coeficienţilor £i< £2, ..., E,m se înlocuieşte cu pro
blema ca fiecare ecuaţie să fie satisfăcută cu aproximaţie, dar cu eroare 
minimă comună. Dacă pentru măsura erorii se ia media pătratică a abate
rilor mărimilor 

m 

t = i 

faţă de datele bj, definită prin formula (30), atunci se ajunge la problema 
formulată mai sus. Cunoaşterea mărimii S2 în acest caz este de asemenea 
utilă, pentru că aceasta ajută la evaluarea mediei măsurătorilor. 

8.82. Soluţia se poate obţine imediat dacă interpretăm 
problema geometric în spaţiul real <§t„. Considerăm m vectori 
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<%, a2 am, ale căror componente sînt scrise în coloanele 
sistemului (29) 

al — (*11> #21; •••» anl)> •••) am — ialm> a2m> •••>#»»>)• 

Formînd combinaţia liniară ţ,xax -f- ... -f- ĉ «OT, obţinem 
vectorul y == (Yi> •••> Yn»)- Trebuie determinate numerele 
5i»..., ţ,m astfel încît vectorul y să aibă în normă cea mai mică 
abatere faţă de vectorul dat b = (&i, b2, •••> K)-

Mulţimea tuturor combinaţiilor liniare ale vectorilor 
alt ..., am formează subspaţiul £ — £(«!, 0%,..., am). în acest 
subspaţiu cea mai mică distanţă faţă de vectorul b o are 
proiecţia vectorului b pe subspaţiul £. Numerele £*, .... ţ,m 
trebuie deci să fie alese astfel încît combinaţia liniară \xax + 
+ ...-{- £m#m să Conducă la proiecţia vectorului b pe subspaţiul 
£. Dar soluţia acestei probleme ne este cunoscută; ea este 
dată prin formulele 8.53, anume avem 

, | K «i)... (̂ _i, «o (&, oo (%;, «i) •'.. (<„ &01 

unde D este determinantul Gram G(ax, a2, ..., «„,). 

8.83. Rezultatele 8.72 ne dau posibilitatea de a evalua 
însăşi abaterea S. într-adevăr, mărimea 8 este înălţimea 
paralelipipedului (w+l)-dimensional construit pe vectorii 
«,, ..., am, b şi de aceea egală cu raportul volumelor 

Vjax, a2, ..., am, b) 
V(alt a2, ..., am) 

Scriind fiecare volume cu ajutorul determinanţilor Gram, 
rezultă în final 

S2 _ G(ax, a2, ...,am, b) _ 
G{alt a2,..., am) 

Cu aceasta, problema pusă este complet rezolvată. 

8.84. In practica de calcul apare adesea următoarea problemă, numită 
interpolare cu eroarea pătratică minimă: pe segmentul a ^ t ^b este dată 
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o func{ie ffifi fi se cere să se indite un polinom P(t) de grad k, k <j n 
astfel tnctt abaterea pătraţi că faţă de funcţia fjf) exprimată prin formula 

si fie minimă (aici t,,tv...,tn sînt anumite puncte fixate din intervalul 
o «S * ̂  6). 

O soluţie simplă a acestei probleme pe baza unor consideraţii geome
trice a fost propusă de M. A. Krasnoselski. Anume, se consideră spaţiul 
â. format din funcţiile f{t) oonsiderate numai în punctele t0, t1 ln, cu 
produsul scalar 

f n% 

Atunci problema pusă revine la determinarea proiecţiei vectorului 
/oW P° subspaţiul tuturor polinoamelor de grad nedepăşind k. Coeficienţii 
polinomului căutat P0p) = £o + 5i* + ••• + 5*'* s n r t daţi prin aceleaşi 
formule ca în problema rezolvată anterior 

(1, 1) [t, 1) ... (<W, 1) (/0t 1) (<>+i, i) , . r ( ( * 1) 

(1 ,0 [t,t)...{ti-\t) ,• (/„,/) (ti+\t) ...(t*,i) | 

(1, t") {t, t") ... (ti-1, tk) (/„, tk) (t1+\ **)'..•:.(** **) 

unde D este determinantul Gram D (1, t,..., tk). 
Abaterea pătratică minimă S2 se poate calcula după formula 

% P ) D { U 'Kf) 

1 

D(l,t....,t'-) 

§ 8.9. Operatori adjuncţi şi izometrii 

8.91. Operatori adjuncţi {conjugaţi) relativ la forma (x, y). 
Formulăm aici rezultatele din § 7.6 relativ la, legătura 

între operatori liniari şi forme biliniare cu aplicaţie la cazul 
cînd forma fixată este (x, y) — produsul scalar al vectorilor 
x şi y. Fie ă şi o& operatori liniari într-un spaţiu euclidian 
8ln. Considerăm formele biliniare A(x, y) şi B(x, y) prin 
formulele 

A(x, y) = (dx, y), fB(x, y) = (*, % ) . (32) 
Deoarece baza canonică a formei (x, y) este orice bază 

ortonormală a spaţiului şi coeficienţii canonici ai formei (x, y) 
în otice astfel de bază sînt egali cu 1, atunci conform 7.61 
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matricea | |««| | a formei A(x, y) în orice bază ortonormală 
coincide cu matricea \\Sf\\ a operatorului ă, iar matricea 
\\bjk\\ a formei B(x, y) este transpusa matricii ||^fc)|| a ope
ratorului &. Invers (7.62), dacă în spaţiul $•« sînt date 
formele biliniare A(x, y) şi B(x, y), atunci există şi sînt 
unici operatorii liniari <3 şi $ astfel încît să fie îndeplinite 
egalităţile (32). Apoi, aplicînd rezultatele 7.63 formei (x, y), 
obţinem următorul rezultat: 

TEOREMĂ. Pentru orice operator liniar <3 în spaţiul 
euclidian n-dimensional §ln există şi este unic un operator 
liniar &', numit adjunctul (sau conjugatul) lui ă, satisfăcînd 
relaţia 

(ăx, y) = (x, ă'y), 
pentru orice x, y din <&„. Matricea operatorului &,' în orice 
bază ortonormală a spaţiului Jl„ este transpusa matricii opera
torului â. 

8.92. Cu ajutorul operaţiei de adjuncţie se introduc 
într-un spaţiu euclidian următoarele clase de operatori. 

a. Operatorii simetrici (sau autoadjuncţi) sînt definiţi prin 
egalitatea 

&' = ă. 
Un operator simetric este caracterizat prin aceea că într-o 
bază ortonormală, matricea lui nu se modifică prin trans
punere. 

b. Operatorii antisimetrici definiţi prin 
ă' = — ă. 

Un astfel de operator se caracterizează prin aceea că într-o 
bază ortonormală, matricea lui îşi schimbă semnul prin trans
punere. 

c. Operatorii normali definiţi prin 
,<2'<a = a<3'. 

Este evident că operatorii simetrici şi cei antisimetrici sînt 
normali. Studiul claselor de operatori va fi efectuat în § 9.4. 

8.93. Formulăm acum pentru spaţiile euclidiene S\n re
zultatele UT»—1.16 relativ la invarianţii operatorilor. Con-
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siderăm operatori liniari inversabili & : ${„ -><St„ care inva-
riază produsul scalar, adică 

(&x, ăy) = (x, y) pentru orice x, ye<&„. 
Aceşti operatori au fost denumiţi în 7.73 invarianţi relativ 
la forma (x, y) şi vor fi numiţi acum izomctrici. Un operator 
izometric & este caracterizat prin relaţia 7.73 (33) 

&'& ==.$, 
unde &' este operatorul conjugat cu <S relativ la forma (x, y), 
adică operatorul adjunct al lui <2 în sensul lui 8.91. Operatorul 
invers (S_1 == <S' al unui operator izometric <2 este de aseme
nea izometric. Produsul a doi operatori izometrici este de 
asemenea izometric (7.74). 

Conform 7.75 un operator izometric ă se caracterizează 
prin aceea că orice bază ortonormală elt ....en este transform 
mată prin acest operator într-o bază de asemenea ortonormală 
fx = &elt ...,/„ = &e„. Matricea Q = \\qfî\\ a unui operator 
izometric & în orice bază ortonormală se numeşte matrice 
ortogonală. O matrice ortogonală se caracterizează prin con
diţiile 7.76 (35), care în acest caz capătă forma 

pentru j = k, 
pentru j ^ k, 

sau prin condiţiile 7.76 (35'), care au forma 

f « m ' = (lpentl'Uy = W' fzi [0 pentru / .# 'ni', 
adică suma pătratelor elementelor oricărei linii (respectiv 
oricărei coloane) este egală cu 1, iar suma produselor elemen
telor corespunzătoare a două linii (respectiv coloane) distincte 
este nulă. 

8.94. în virtutea egalităţii <SH = &', inversarea formu
lelor de trecere de la o bază ortonormală elt ..., enla. o altă 
bază ortonormală flt ...,/„ 

§*#-{; 

/, - st% + .."• + <SK, ' 
: . . . . . . 

fn = «i"»«i + ... + :$>en , 

(33) 
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se face prin formulele 

ei = qWi + ... + <#% 

e« = flVi + ••• + &%• 

(34) 

Conform 5.31 coordonatele 7}fc ale vectorului x în baza 
fit •••>/» se exprimă prin coordonatele £, ale aceluiaşi vector 
în baza ex, ..., en după. formulele 

m = tfki + - + riX. 

1. = <7in)Si + ... + ?tB)L 
cu formulele inverse 

li = <#>% + ... + ?(iB)v. 

(35) 

5. = qPru + •••+ qfri„. 
(36) 

8.95. Considerăm aici încă o problemă. Fiind date m < n 
linii de numere q\'] (i — 1, ..., n; j = 1, ..., m), satisfăcînd 
condiţiile 

fel (0 pentru j =£ k. 

Ne propunem să determinăm încă n—m linii de numere 
q\,), s = m -f- 1, ..., *t astfel încît »xw-matricea ||$|"{) 
(î,y = 1, ..., «) să fie ortogonală. 

Soluţia se obţine în mod simplu din considerente geome
trice. Interpretînd liniile date qy> ca fiind coordonatele a m 
vectori în spaţiul euclidian §Ln cu produsul scalar (8.22 b) 

vedem că ne sînt daţi m vectori ortonormali qh ..., qm şi pro
blema constă în a-i completa pînă la o bază ortonormală 
în spaţiul <&„. în această formulare geometrică problema de
vine imediat rezolvabilă: de exemplu, se pot completa vec-
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torii qi, ..., qm în mod arbitrar pînă la un sistem de n vectori 
liniar independenţi şi apoi să se recurgă la procedeul de 
ortonormalizare. 

8.96. Subliniem acum cîteva proprietăţi ale operatorilor 
simetrici. " 

a. Dacă un subspaţiu «&,'<= <& este invariant relativ la 
un operator 6L, atunci complementul ortogonalul subspaţiului 'Si' 
este conform 7.65 invariant relativ la operatorul adjunct <a\ 

De aceea, dacă ă este un operator simetric atunci din 
invarianta relativ la <3 a subspaţiului &' rezultă invarianta 
relativ la 6. a complementului ortogonal al subspaţiului H'v 

b. Arătăm că în plan {n = 2) orice operator simetric admite 
un vector propriu. 

într-adevăr, în cazul considerat ecuaţia care dă valorile 
proprii 

an — X #13 

#21 a22 — 

este o ecuaţie de gradul doi avînd discriminantul 

(«ii + <h%Y — 4(«uara2 ~ «21*12) = («n — «22)* + 4«fg > 0, Bl ' 

de aceea rădăcinile ei sînt reale. 
c. Ţinînd seama de proprietăţile a şi b şi de existenţa 

unui plan invariant pentru orice operator acţionînd într-un 
spaţiu real (care rezultă din expresia formei Jordan reale 
6.63 (18), se poate demonstra că în orice spaţiu Jt„ orice ope
rator simetric are o bază ortogonală formată din vectori proprii. 
în cele ce urmează, vom obţine acest rezultat din conside
rente generale, fără a apela la forma Jordan reală £9.45). 

PROBLEME 
' . : • : • ' ' ' • 

1. Numim produs scalar a doi vectori din spaţiul °?4 produsul mărimilor 
lor. Se obţine o structură de spaţiu euclidian? 

2. Dar dacă numim produs scalar a doi vectori din °f3 produsul lungi
milor lor prin cubul cosinusului unghiului dintre ei? 

3. Dar dacă numim produs scalar dublul produsului scalar uzual? 
4. Să se determine unghiul dintre muchiile opuse ale unui tetraedru ± 

regulat. 
5. Să se găsească unghiurile triunghiului format în spaţiul &., (— 1, 1) 

de vectorii x1 [t) = 1, xt{t) = t şi xt(f) <= 1 — t. 
\ 
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6. Să Se scrie inegalitatea triunghiului în spaţiul ea(o,6). 
7. Să se determine cosinusul unghiurilor dintre dreapta £, = \% = ... 

••• = in Şi axele de coordonate în spaţiul Sin. 
8. In spaţiul 51» să se descompună un vector } în suma a doi vectori, 

\ unul situat în acoperirea liniară a vectorilor 6<, iar celălalt ortogonal acestui 
\ subspaţiu: , . 
( ' a) / = (5, 2, - 2 , 2), 6, = (2, 1, 1, - 1), 6, - (1, 1, 3, 0); 

b) / = (-3, 5, 9, 3), fct = (t, 1, 1, 1). bt = (2, - 1 , 1. 1), b3 = 
- (2, - 7 - 1, - 1). 

9. Să se arate că dintre toţi vectorii subspaţiului &' (8.51) unghiu' 
cel mai mic cu vectorul / îl formează vectorul g. 

10. Să se arate că dacă vectorul gB din spaţiul Si' este ortogonal pro
iecţiei g a vectorului / pe acest subspaţiu, atunci g„ este ortogonal lui / 
însuşi. 

î l . Să se arate că perpendiculara dusă din originea coordonatelor pe 
un hiperplan H are cea mai mică lungime dintre toţi vectorii care unesc 
originea coordonatelor cu punctele acestui hiperplan. 

12. în spaţiul °f3 cu baza i, ) , Tt este dat sistemul de vectori 

x1 = î, #j = 2i, x3 = 3»,;#j = 4? - 2"j, #5 = - î+ 10], *, ~ l + ] + 5JE. 

Construiţi vectorii ortogonali doi cîte doi yv y3,..., yt (8.61). 
13. în subspaţiul tridimensional al spaţiului 0S.4 generat de vectorii 

(1, 2, 1, 3), i4, 1, 1, 1), (3, 1, 1, 0), să se construiască o bază ortogonală 
folosind metoda din teorema de ortogonalizare. 

14. Fixăm subspaţii Si' şi Si" ale unui spaţiu euclidian A. Considerăm 
perpendicularele duse din extremităţile vectorilor unitate e' e cH' pe SI" 
şi fie m («R,', Si") valoarea maximă a lungimilor acestora; în mod analog se 
defineşte mărimea m (&", $,')• Mărimea nenegativă 0 «= max {m (&', Si"), 
tn {Si", Si')} se numeşte deschiderea subspaţiilor H' şi Si". Să se arate că 
dacă 6 < 1, atunci subspaţiile Si' şi 51" au aceeaşi dimensiune (M. A. Kras-
noselski, M. G. Krein). 

15. Să se determine coeficientul An al termenului de grad superior 
din polinomul Legendre Pn{t). 

16. Să se arate că polinomul Legendre Pn(t) este funcţie pară pentru 
n par şi funcţie impară pentru n impar. Să se determine în particular 
-P . ( - l ) . 

17. Să se arate că în dezvoltarea polinomului IP„_,(<) după polinoamele 
Legendre 

tPn-At) = V \ , (f) + OjP, (/) + ... + anPS) 

coeficienţii at, %, .... an-3 şi att^1 sînt egali cu zero. 
18. Să se determine coeficienţii an_i şi aa în dezvoltarea polinomului 

tPn-i(t) din problema 17 şi să se stabilească formula de recurenţă 

«P,(0 = (2» - 1) « V i VO - ( » . - ! ) P«- t(0-
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19. Să se determine polinomul Q\f) = tn + b,tn^ + ... + 6„_^ + bn 
pentru care integrala 

, • J _ 1 . " '•'/ 

atinge valoarea minimă. 
20. Să se determine norma polinomului Legendre Pu(t). 

l 21 . Să se a r a t e că pentru orice operator liniar 6T acţionînd într-uii 
spaţiu euclidian n-dimensional Hn, raportul 

Wţ. x2 x„] 

este constant (adică nu depinde de alegerea vectorilor xv xt, .... x„) şi 
determinaţi mărimea lui („coeficientul de deformare"). 

22. Să. se arate că pentru orice doi operatori liniari â şi Si are loc 
egalitatea k (OM) = k(0)k {&). 

23. Fie. x.t, xt, ..., xk, y, z: — vectori diptr-un spaţiu euclidian A. Să 
se arate că are loc inegalitatea 

Vl*i> xt,.... xk, y,z] V[xv x xk, *] 

Vl*x> xi **..*] Vl*i. *i **] 
24. Fie xv xt,.... . ^ v e c t o r i i dintr-un spaţiu euclidian A. Să se arate 

că arc loc inegalitatea 

m 1 

*T>1- xi xml < I I iV\-xv • - xk-v **+!• ••- xml} " r r î " • 

Care este sensul geometric al acesteia? 
25. (continuare) Să se arafe că au loc inegalităţile, care precizează 

inegalitatea Iui Hadamard: 

n*v xt xm] < n {Vt*i> - , * * - ! . **+1. ••- %>]} " ' 
*—1 

r 

i-2 

< I I {Vl*v -• <%-!- Xk+V - , Xl-V *l+v ••; ^ ] } ( m - " ( m - 2 » 

*•- (« -r) 
< I I {V[xSl,xSt *Sr3}(",-1!<"-2i.-r< 

!<*!<«,< ...<sr^m 

1 <*!<«,<!« 
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26. Dacă | a^J ^ M, atunci conform inegalităţii lui Hadamard 
det Ijajfcll =5 Mn • » n ' 2 . Să se ara te că această evaluare nu poate fi îm
bunătăţ i tă pentru n — 2m. 

27. Dacă N {&) şi T (SC) reprezintă nucleul şi domeniul de valori ale 
unui operator &, atunci complementele ortogonale ale acestor subspaţii 
sînt respectiv domeniul de valori şi nucleul operatorului JL'. 

28. Să se ara te că pentru orice element aile al unei matrici ortogonale 
A complementul algebric corespunzător este A^ = a ^ d e t ^ . 

29. Să se arate că suma pătratelor tu turor minorilor de ordin k, dis
puşi în k linii fixate ale unei matrici ortogonale, este egală cu l. De ase
menea, suma produselor tuturor minorilor de ordin k dintr-o grupă de 
linii cu minorii corespunzători de ordin A din cealaltă grupă de linii, este 
egală cu zero. 

30. Un operator liniar & conservă lungimea vectorilor; să se ara te 
că el este izometric. 

31 . Un operator ă care păstrează ortogonalitatea oricăror doi vectori 
x, y ((#, y) a= 0 implică (ăx, &y) = 0) se numeşte operator echiunghiular. 
Orice operator izometric este echiunghiular. î n plus, orice operatori de 
omotetie [&x=\x pentru orice x), ca şi produsul unui operator de omotetie 
cu u a operator izometric sînt echiunghiulari. Să se arate că orice operator 
echiunghiular este produsul unui operator de omotetie cu un operator 
izometric. 

32. Să se ara te că pentru n > 3 orice operator liniar & acţionînd în 
spaţiul «-dimensional &„, care conservă aria oricărui paralelogram (adică 
V [x. yl = V [&x, ăy]) este un operator izometric. 

33. Să se ara te că pentru k < n orice operator liniar & acţionînd în 
spaţiul «-dimensional hn Şi conservînd volumul oricărui paralelipiped 
^-dimensional este izometric (M. A. Krasnoselski). (Pentru k — n afirmaţia 
nu arc loc, pentru că în acest caz orice operator & cu det Q •= ± 1 va 
satisface condiţia respectivă). 

34. In spaţiul euclidian .&„ sînt date mulţimile finite F — {xv xt,... 
..., xk} şi G — {yv yg,..., yk}. Să se ara te că există un operator izometric 
<Z care să transforme fiecare vector *< în vectorul corespunzător y< (1 55 
< i ^ h) dacă şi numai dacă au loc egalităţile 

Ui, Xj) = (yti y}) (i, j = 1, 2, ..., k). 

35. Unghiuri între două subspaţii. în t r -un spaţiu euclidian a sînt 
date două subspaţii &' şi ăi". Presupunem-că vectorul normat e' parcurge 
sfera uni ta te a subspaţiului Si' şi, în mod independent, vectorul normat 
e" parcurge, sfera uni ta te a subspaţiului JL". Unghiul dintre e' şi e" a t inge 
minimul pentru o anumită pereche e' = e'v e" = e\ şi fie <pt acest minim. 
Presupunem acum că e ' parcurge sfera uni ta te rămînînd ortogonal la e'% 
şi e" parcurge sfera uni ta te rămînînd ortogonal la t\. Unghiul dintre e' 
şi e" în aceste condiţii atinge un minim 9 2 ă= fi pentru o anumită pereche 
e' = ej, e" = e^. Presupunem apoi că e' variază pe sfera unitate rămînînd 
ortogonal la ei şi e% şi similar e" este ortogonal la e\, e\; se obţine un 
nou unghi minim <p3 > <pt şi o nouă pereche e's şi «3-

Continuînd acest proces, se obţine o familie de unghiuri tţx, <ţa, ... 
..., 9 S , al căror număr este egal cu cea mai mică dintre dimensiunile sub-
spaţiilor $J şi A " . Unghiurile <ţx, 9 3 , . . . , 9 ^ se numesc unghiurile dintre 
subspafiile A ' şi a " . Să se ara te că: 
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a) unghiurile 9!,9a, •••.?» sînt bine definite şi nu depind de alegerea 
vectorilor e'x, e\, eL ej,. . . (prin construcţie aceşti vectori nu sînt neapărat 
unic definiţi) ; 

b) unghiurile q>j, 9, , . . . . . 9 J determină subspaţiile SI' şi A " pînă la 
poziţia lor în spaţ iu; cu alte cuvinte, dacă avem două perechi de sub-
spaţii A' , A " ; 8', S " şi unghiurile dintre subspaţiile A ' şi A " coincid 
cu unghiurile dintre subspaţiile $', t", atunci există un operator izometric 
care transformă simultan $ ' în A ' şi S" în A " ; , 

c) pentru orice unghiuri date dinainte 0 < 9 t < 9 , =g ... < 9 t < — 
2 

se pot construi subspaţii A ' şi A " ale căror unghiuri coincid respectiv 
cu numerele 9i , 9g> •••,9ţ. 

36. Fie yx, y3,.... ym proiecţiile ortogonale ale vectorilor xx, x3, ..», xm 
respectiv pe un anumit subspaţiu. Să se arate că volumul paralelipipedului 
construit pe vectorii yx, y3, . .„ ym este cel mult egal cu volumul paraleli
pipedului construit pe vectorii xx, x3,..., xm. 

37. (continuare). Presupunem că în problema 36 at î t vectorii %, x3, ... 
..,, xm cît şi vectorii yx, y3. ••.,ym sînt liniar independenţi. Să se arate că 
a re loc formula 

[yiyy y* •••> yml = V[xx, x3, ..., #„J coso^ cosa, ... cosa»,, 

unde «j, a3 , . . . , a m sînt unghiurile dintre subspaţiile 

&{xx. x3, .... xm} = £, şi £ {yx, y3 ym} = £ , 

(problema 35). 
38. Vom numi h-vector orice sistem format din k vectori ai unui spa

ţiu euclidian A. Doi A-vectori {xx, xa, ..., xt} şi {yv y3, ..., y%} se numesc 
egali dacă: 

1) volumul V {xv x3,..., xt} este egal cu volumul V {yx, y^,.... yk} ; 
2) acoperirea liniară £ (#j, #3, .... *£) coincide cu acoperirea liniară 

ţivir?» >*); 
3) sistemele xt, x3,.... xt şi yx, y3, ...yy* a u aceeaşi orientare (adică 

operatorul în spaţiul £ (xx, x3,.... Xţ) care transformă sistemul {xx, x3,.... xt} 
j n sistemul {yx, y3, ..., yk) are determinantul pozitiv). 

Să se arate că un A-vector {xx, x3,.... xt] din spaţiul «t-dimensiooal 
A» este univoc determinat dacă sînt cunoscute valorile tuturor minorilor 
de ordin h din matricea | |£ ' . ') | | (» = 1, 2 , . . . . ti; j = 1, 2 , . . . . k), a coordo
natelor vectorilor xv x3,.... xt într-o bază ortononnală e,. e3, ...,«„ a 
spaţiului A». 

39. Dacă A-vectorul {xv x3,.... % } este egal cu A-vectorul {yx, yt,... 
•••• yt) (conform problemei 38), atunci minorii de ordin k ai matricii coor
donatelor vectorilor xx, x3, .... # j sînt egali cu minorii corespunzători din 
matricea coordonatelor vectorilor yx, y2,.... y^. t 

40. Numim unghiuri între A-vectorii {xx, x3,.... xk} şi {yx, yt yt) 
colecţia unghiurilor dintre subspaţiile £,x — $,{xx,x3 xt) şi £ , = 
'= £ {Vv Vi- •••• yu} (problema 35), alese cu condiţia suplimentară ca vectorii 
•ex, e,, ..., ej fixaţi în subspaţiiul £x, pentru construcţia acestor unghiuri, 
să aibă aceeaşi orientare ca şi vectorii xx, x3, ..., xk (această condiţie se 
impune doar la construcţia ultimului vector ek); se procedează similar 

în subspaţiul £ a . 

274 

Să se arate că unghiurile $v P 8 , . . . , P* între A-vectori şi unghiurile 
Oj, Oj, . . . ,aR între subspaţiile corespunzătoare sînt legate prin următoarele 
relaţii 

«.j — %}ii < h), a t = P* sau a* = « - ftt-

41. Numim produs scalar a doi A-vectori X = {xx, x3, ... xk] şi Y = 
= {yv VÎ< •••• y*} d a t i P r i n matricile X şi V ale coordonatelor vectorilor 
*t.yt,'într-o bază ortononnală a spaţiului A», suma tuturor produselo» 
minorilor de ordin A ai matricii X cu minorii corespunzători a i ma tncu 
Y. Să se arate că produsul scalar este egal cu 

i\V [xv[x2 [*£ V [yv y3, .... yk] cos p , cos p 8 ... cos p t , 

unde Pi, P 2 , . . . . P* sînt unghiurile dintre /(-vectorii X şi K 
42. Să se arate că produsul scalar a doi ft-vectori X — (xv ..., xt) 

şi Y «= (y„ .... yj,) poate fi scris sub forma 

(*i. y<) (^1. y») - (*i- y») 

{%. yi) (*K. ys) - (**- y*) 
43. Dacă polinomul [P(t)]h este anulator pentru un operator simetric 

« , să se arate că polinomul P {t) este de asemenea anulator pentru acest 
operator. . 

{X, Y} = 



Capitolul £ '• 

SPAŢII COMPLEXE CU PRODUS SCALAR 

§ 9.1. Forme hermitice 

9.11. O funcţie numerică A(x, y) de două argumente 
x, v într-un spaţiu vectorial complex <2 se numeşte biliniară 
hermitică sau, pe scurt, hermitică dacă ea este formă liniară 
de genul I în x pentru fiecare y fixat şi formă liniară de 
genul II (antiliniară) în y pentru fiecare x fixat (4.14). 

Cu alte cuvinte, A(x, y) este formă hermitică de x şi y 
dacă pentru orice x, y, z din <2 şi pentru orice a. complex 
sînt satisfăcute următoarele condiţii: 

A(x + z,y)^A(x,y) + A(z,y), 
A (OLX, y) = ocA (x, y), 
A {x, y + z) = A (x, y) + A (x, z), 
A (x, av) = ăA (x, y). 

Din această definiţie se obţine formula generală 

( * m. \ k m __ 

£ a,*„ g $ty, = £ £ a,p,A(*,. y,), (2) 
unde #j i^, _yx, ..., _ym sînt vectori ai spaţiului fi iar a.lt..., a», 
Pi, ..., pmsînt orice numere complexe. „ 

9.12. Exemple 

a. Dacă fx(x) este o formă liniară de genul I iar fz{x) 
este o formă liniară de genul II (4.H), atunci A(x, y) = 
— fi(x)My) este o formă hermitică. 

(1) 
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b. într-un spaţiu «-dimensional S„ cu baza et, .... en 
n n "• 

funcţia de vectorii x — £ St** şi y = ]T) '»aA-

• • " i- t -

A (*,y) =£«,&*!, (3) 

este o formă hermitică pentru orice numere complexe % 
(4>= i,....«). 

In realitate expresia (3) dă forma generală a unei forme 
hermitice într-un spaţiu complex «-dimensional. Aceasta se 
demonstrează ca în 7.13, în analogie cu cazul formelor bili-
niare pe spaţiul 3C„. 

9.13. O fojrmă hermitică A(x, y) se numeşte formă hermi
tică simetrică dacă pentru orice vectori X şi y 

A\y,x) = A(x,y). (4) 
Dacă o formă hermitică A(x. y) într-un spaţiu compljx <2B 
este scrisă cu ajutorul coordonatelor prin formula (3) şi este 
simetrică, atunci 

• ««•/*=* A (e.i, ek) = A (eh, et) == âu, (5) 
adică matricea | |««| | a formei A în baza eh ..., en este egală 
cu matricea obţinută din ca prin transpunere şi conjugarea 
elementelor. Invers, dacă într-o anumită bază ex, ..., en, 
coeficienţii formei hermitice A(x, ,y) satisfac condiţiile (5), 
atunci forma A(x, y) este simetrică. într-adevăr, 

fţ __ n _ fi 

A (v, x) = J^ %%£* = J2 a*^{ = J2 **&& = A <*. >0-
Matricea ||«<ţ || pentru care «<„ = g^ (i, A = 1, ..., n) va fi 
numită în continuare hermitic-simetrică. 

9.14 a. Fixăm o formă hermitică A(x, y) avînd într-o 
bază elt ..., en a spaţiului <2„ matricea A[e) == || «u | | , iar 
într-o bază/^ ...,/„ matricea J4(f> = ||#«|f; vectorii f} şi et 
sînt legaţi prin relaţii de forma 
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Raţionînd ca în 7.15 a ajungem la următorul rezultat: între 
matricile A([) şi A^) are loc relaţia 

Am = P*A{t)P, (6) 
unde P — ^pf || este matricea de trecere de la baza elt ..., en 
la baza/L ...,/„ iar P* este matricea care se obţine.din P 
prin transpunere şi conjugarea elementelor. Notînd P* = 
= || pţW || avem 

p^yW (iy=i,...,«). 
b. Din egalităţile (6) ca şi în 7.23 rezultă că rangul ma^ 

tricii 4̂(«) a unei forme hermitice A(x, y) nu depinde de ale
gerea bazei {e}. Forma A(x, y) se numeşte nesingulară 
dacă rangul ei (adică rangul matricii A(t) în orice bază {e}) 
este egal cu numărul n — dimensiunea spaţiului <Bn. Dacă 
forma A(x, y) este nesingulară, atunci pentru orice x0 56 0 
se găseşte un vector yo£®n astfel încît A(x0, y0) j= 0 (7.15 c). 

9.15 a. Se numeşte/ormă hermitic-pătratică într-un spaţiu 
complex <2 orice funcţie de un argument x e <2 care se obţine 
dintr-o formă hermitică biliniară A(x, y) prin înlocuirea lui 
y cu x. 

într-un spaţiu complex ^-dimensional <Sn cu baza ex, ..., e„ 
o formă biliniară hermitică se exprimă prin coordonatele 
%i, ..., £„ ale vectorului x astfel (conform 9.12 b): 

A(x, x)= £ a*£Ă* (7) 
t , A = l 

cu anumiţi coeficienţi complecşi atk. Invers, funcţia A(x, x) 
de forma (7) este o formă hermitică pătratică, care se obţine 
prin înlocuirea lui y cu x în forma biliniară hermitică 

n 

M%, y)=J2 ^Itiir 

b. Dacă forma biliniară hermitică A(x, y) este simetrică, 
deci aa = ăkl pentru orice *', k, atunci forma hermitic-pătra
tică corespunzătoare se numeşte de asemenea simetrică. 

O formă hermitic-pătratică simetrică A(x, x) are numai 
valori reale, deoarece din (4) rezultă 

A(x, x) = A(x, x). 
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Spre deosebire de cazul 7.22, o formă biliniară hermitică 
este deja univoc determinată prin forma ei hermitic-pătra
tică asociată. într-adevăr, avem 

A(x + y, x + y) = A{x, x) + A(x, y) + A{x, y) + A(y, y) 
A{x + i v, x + i v) = A(x, x) — \A(x,y) +iA(x, y) + A(y,y). 

Din prima egalitate putem exprima A(x, y) + A(x, y) = 
— 2 ReA {x, y) prin valorile formelor pătratice A(x, x), 
A(y, y) şi A(x + y, x + y). Din a doua egalitate se deter
mină în ' mod analog—\A(x, y) + \A{x, y) ~ 2 ImA(A;, y) 
ceea ce demonstrează afirmaţia făcută. 

Dacă într-o anumită bază eu ..., e„ forma pătratică A(x, x) 
se scrie , • 

n ' 

A(x, x) ==22 ajMic> 

atunci forma biliniară hermitică 
n 

Mx> y) == ]C a^"' 
se reduce evident la forma A(x, x) punînd y == x. Conform 
celor demonstrate, forma A(x, y) este unica formă biliniară 
hermitică simetrică care se reduce la forma A(x, x) punînd 
y = x. 

9.16 a. în spaţiul n-dimensional €•„ există o bază în care 
orice formă hermitic-pătratică simetrică se scrie sub forma 
canonică astfel 

A(X, x) = 22 M*^*=22 x * i71*12 (8) 

su coeficienţi reali Xh ..., X„. 
Demonstraţia se face în mod analog cu demonstraţia 

teoremei 7.31. 'în locul egalităţii (7.31) (12) se foloseşte egali
tatea (bmm ¥= 0) 

blm&l%>m "T" • • • + bm-l>n&m-l*>m + "mbfev&m + "lwfc&ri 

••• "T "m-1 .mhm-v^m Pi mm 
blm c i • • 

7 %i+ • 

+ Ax{x, x) 

Im c 1 ! um-l,m r i tt 
7 W T ••• i 7 Sm-1~THv 
bmm "mm 

2 

+ 
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unde Ax(x, x) este o formă hermitic-pătratică simetrică de 
argumentele %X) .... %^,x, în locul transformării 7.31 (14) 
se foloseşte transformarea 

lx = « + & 
5a == 5i + iS 
^3 — £s. 

P = ? ' 
•51» Sil»* 

Suma ax2 ţt f2 -f S12Ii52 («12 ?* 0) este transformată în 

(«ia + «a)Şi?i — i(«ho — «ia)&Ii + - , 
unde cel puţin unul din coeficienţii a12 -f- «12 şi i(«i2 — 5aa) 
este diferit de. zero. 

b. Teorema inerţiei 7.91 are Ioc şi pentru forme hermitic-
pătratice simetrice, în domeniul complex: numărul p al 
coeficienţilor pozitivi şi numărul q al coeficienţilor negativi 
dintre \x, ..., X„ (8) nu depinde de alegerea bazei canonice a 
formei A(x, x). Aceste numere p şi q se numesc indicii de 
inerţie ai formei A(x,x); primul — indice pozitiv de inerţie 
iar cel de al doilea — indicele negativ de inerţie. 

Demonstraţia repetă complet demonstraţia teoremei 7.91. 
Subliniem că pentru formele pătratice nu neapărat her-

mitic-pătratice în spaţiul complex <3„ legea inerţiei nu are loc. 
De exemplu, forma pătratică 

A(x,x) = H + H 
se reduce prin transformarea de coordonate 

li =?= fju Iz = i?)a 
la forma 

A(x,x) = yjf —7)1. 

c. Pentru o formă simetrică hermitic-pătratică A(x, x) 
în spaţiul <2„ se poate întotdeauna găsi o bază canonică, astfel 
încît coeficienţii canonici corespunzători să fie egali cu -fi 
sau —1. Pentru aceasta, reducînd forma A(x, x) la forma 

A(x, *) = X 1 | 7 ) 1 | 2 + ... + X,]ij |p*.« r V-i\T)P+i\2~..--liQ\rll,+1\2, 
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unde Xx, ..., X,,, p.x, ..., \iq sînt pozitivi, considerăm transfor
marea de coordonate dată prin formulele 

VXiYji = tx, . . . , VX^7]p = Tp, 

\ W)j)+1 = = T3)+l> •••' V ^p^p+8 ~ Tp+i> 

după care forma A(x, x) se scrie 

A(x, x) = |Tl |2 + ... + |TP |2 - l^+il2 - ». - |T^«|*. 

9.17 a. Vectorul xx se numeşte conjugat cu vectorul yx 
relativ la forma biliniară hermitică A(x, y) dacă A(xx> yx)=0. 

Dacă vectorii xx, ...,. xk sînt conjugaţi cu vectorul yx, 
atunci orice vector din subspaţiul £(xx, ..., %), acoperirea 
liniară a vectorilor xx, ..., %, este conjugat cu vectorul yx. 
în general, dacă vectorul y este conjugat cu fiecare din vec
torii unui subspaţiu £' c 6, se spune că y este conjugat cu 
subspaţiul &'. Mulţimea <2" a tuturor vectorilor x e& conju
gaţi cu subspaţiul <2' este de asemenea un subspaţiu al iui 
<2; acest subspaţiu &" va fi numit conjugat cu &'. 

O bază ex, ..., en a spaţiului <2„se numeşte bază canonică 
a formei A{x, y) dacă 'A(e{, e}) = 0 pentru * f j . Orice 
formă biliniară hermitică simetrică A(x, y) are o bază canonică; 
aceasta este o bază în care forma pătratică corespunzătoare 
A(x, x) se scrie sub forma canonică (8). într-adevăr, conform 
9.15 b, în această bază forma A{x, y) se scrie pentru x = 

n n 

= J 2 7i*e*> y ^ Z ) T * e * ' a s t f e l 

n 

deci 

AK^-ix<pent™y==î:s 

(0 pentru j T4 I-
b. Dacă minorii din colţul din stînga sus 8X, ..., S^x ai 

matricii \\ajk\\ a formei simetrice hermitic-pătratică A(x, x) 
sînt diferiţi de zero, atunci baza canonică a formei A(x, x) 
poate fi construită după metoda Jacobi, ca în 7.52. Se păs-
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trează şi formulele (24) pentru coeficienţii canonici ai formei 
A(x,x): 

AX - bh A2 - — , . . . , Ăn = — — 
Oi 0„_! 

c. Forma biliniară hermitică simetrică A(x, y) se numeşte 
pozitiv definită dacă pentru orice x ^ 0, A(#, x) > 0. Ca 
şi în cazul real (7.94) o condiţie echivalentă o constituie 
pozitivitatea tuturor coeficienţilor canonici ai formei A(x, x) 
sau, ceea ce este acelaşi lucru, egalitatea p — n, unde p 
este indicele pozitiv de inerţie al formei A(x, x). 

O condiţie necesară şi suficientă ca forma A(x, y) să fie 
pozitiv definită este, ca şi în 7.96, îndeplinirea condiţiilor 
lui Sylvester ^ ' 

8 i > 0, S a > 0, ..., S „ > 0 . 

Demonstraţia dată în 7.96 se reface în cazul complex fără 
modificări. 

9.18 a. Fixînd o formă biliniar-hermitică simetrică nesin
gulară (x, y) se poate introduce, ca în 7.61, noţiunea de 
pereche de operatori adjuncţi (relativ la forma (x, y)). Mai 
întîi, dacă 61 şi oB sînt operatori liniari în spaţiul &„, atunci 
funcţiile A(x, y) = (ăx, y), B(x, y) = (x, $>y) sînt forme bili-
niare hermitice, ale căror matrici sîrrt legate de matricile 
operatorilor 61 şi &> (în orice bază canonică a formei (x, y) 
cu coeficienţii canonici e;) prin formulele 

a}m = smaH\ blm = ififi. 
Invers, pentru forme biliniare hermitice date A(x, y) 

şi B(x, y), se poate arăta, ca în 7.62, că există operatori ă 
şi o& unici astfel încît • 

A(x, y) = (ăx, y), B(x, y) = (x, % ) . 
b. De aici, raţionînd ca în 7.63, rezultă existenţa pentru 

orice operator & a unui operator 61* astfel încît pentru orice 
x,' y din <2n să avem 

(ăx, y) = (x, ă*y). 
Operatorul 61* este unic; într-o bază canonică a formei (x, y) 
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cu coeficienţi canonici et, matricile ||i&|#|| şi \\a§*\\ ale ope
ratorilor & şi 61* sînt legate prin relaţiile 

-l ... 

Operatorul 61* se numeşte adjunctul (sau conjugatul hermitic) 
al operatorului â relativ la forma (x, y). 

c. Au loc următoarele formule (7.64): 
a) (&*)* = d pentru orice operator ă; 
b) (ă + &)*• — ă* + ®>* pentru orice 61 şi &; 
c) (hă)* = Xă* pentru orice operator ă şi orice A e O ; 
d) (&&)* = &*6T*. 
9.19 a. Două spaţii complexe S' şi S" înzestrate cu forme 

biliniare hermitice simetrice A(x', y') şi A(x", y") fixate se 
numesc A-izomorfe dacă spaţiile <2' şi <S" sînt izomorfe ca 
spaţii complexe (2.71) şi dacă pentru perechile de elemente 
t>', y' din O ' şi x" , y" din 2" corespunzătoare, are loc egalitatea 

A(x', y') = A(x", y"). , 
b. TEOREMĂ. Două spaţii complexe finit-dimensionale 

<2' şi <2" cu forme biliniare hermitice simedrice A(x', y') şi 
respectiv A(x", y") fixate sînt A-izomorfe dacă şi numai dacă 
dimensiunile lui <B' şi S" coincid, iar indicii de inerţie p' şi q' 
ai formei A(x', y') coincid cu indicii de inerţie p" şi q" ai 
formei A.(x", y"). 

Demonstraţia se face exact ca în cazul teoremei analoage 
din cazul spaţiilor reale (7.93). 

c. în particular, două spaţii €•'„ şi &"n de aceeaşi dimensiune 
n avînd forme pozitiv definite fixate A(x',y') şi A(x", y") 
sînt A-izomorfe. 

§ 9.2. Produsul scalar în spaţiul complex 

9.21. într-un spaţiu real am considerat ca produs scalar 
a doi vectori o formă biliniară simetrică pozitiv definită fixa
tă. Forma pătratică corespunzătoare este pozitivă pe fie
care vector nenul şi permite să definim astfel lungimea, vec
torilor. într-un spaţiu complex o proprietate similară o are 
o formă biliniară hermitică pozitiv definită (9.17 c). în 
legătură cu aceasta introducem următoarea definiţie: 
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Un spaţiu vectorial complex (2 se numeşte spaţiu unitar 
dacă în acest spaţiu este fixată o formă biliniară hermitică 
pozitiv definită, numită produs scalar (complex) cu alte 
cuvinte, fiecărei perechi de vectori x, y din <2 i se asociază 
un număr complex (x, y) satisfăcînd condiţiile: 

&)(y, x) — (x, y) pentru orice x, y din S; 
b) (x, y -f- z) = (x, y) -f- (x, z) pentru orice x, y, z din S; 
c) (X*, y) = X(x, y) pentru orice x, y din £ şi orice număr 

complex X; 
d) (x, x) > 0 pentru orice 'x]fO; (0, 0) = 0. 

Din axiomele' a) — c) rezultă formula generală 

[£,***> E P^) = EE«#,(-r, , yh) 
pentru orice xx, ..., xv, yx, ..., yq din <2 şi pentru orice numere 
complexe ah ..., txp, p1; ..., Şff. 

9.22. Exemple 
a. în spaţiul «-dimensional <S„ (2.15 b) introducem pro

dusul scalar al vectorilor x — (S,x, ..., £„), y = (•*}{, ..., 7j„) 
după formula 

(x, y) = l-cni +_... g«vj»-
îndeplinirea proprietăţilor a) — d) se verifică cu uşurinţă. 

b. în spaţiul G(a, b) al funcţiilor continue pe segmentul 
[a, b] cu valori complexe (2.15 d), definim produsul scalar al 
funcţiilor x — x(ţ) şi y = _y(£) prin formula 

(*,» = P*(*)jy§'d'-

îndeplinirea axiomelor a) — d) rezultă din proprietăţile 
fundamentale ale integralei. 

9.23. Noţiuni metrice fundamentale. într-un spaţiu me
tric unitar £ se pot introduce anumite noţiuni metrice, în 
analogie cu cazul spaţiilor euclidiene reale (§8.3). 

a. Lungimea vectorilor. Ca şi în -cazul real, lungimea (sau 
norma) unui vector x este prin definiţie numărul | x |. =•= 
= + V(£~*). 

Pentru orice vector nenul lungimea este pozitivă iar lungimea 
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vectorului nul este egală cu zero. Pentru orice număr com
plex a are loc egalitatea 

| ax | =<J(u.x, ax) — -JOLO!.(X, x) = | a | 4(x, x) = j a j - \x \, 
care arată că lungimea vectorului txx este egală cu lungimea 
lui x multiplicată cu modulul numărului complex a. Orice 
vector de lungime 1 se numeşte normat. Orice vector nenul 
poate fi normat (prin împărţire cu lungimea lui), obţinîndu-se 
astfel un vector cu aceeaşi direcţie, adică situat în acelaşi 
subspaţiu unidimensional avînd lungimea 1. Mulţimea 
tuturor xe. £ cu | x j < 1 se numeşte bila unitate a spaţiului 6. 

b. Inegalitatea Cauchy-Buniakovski. Pentru orice doi vec
tori X; y din £ are loc inegalitatea 

|(*,^)|<|*,||y[. (9) 
Demonstraţia se face după aceeaşi schemă ca în cazul 
(8.33), dar cu o anumită precauţie în utilizarea numerelor 
complexe. Dacă (x, v) = 0, atunci inegalitatea (9) este evi
dentă. Pentru (x, y) j= 0 observam că (tx — y, Kx — v)>0 
pentru orice X complex. Dezvoltînd membrul stîng, rezultă 

1 x\*(x, x) - \(x, y) - x^TJ) +'(y, y)>6. (10) 
Vom socoti că X variază pe dreapta y — simetrica faţă de 
axa reală a dreptei definită de origine şi de numărul complex 
(x, y); aşadar, X = tz0 unde t este real şi z0 este numărul com
plex de modul 1 care determină direcţia dreptei y, z0 = 

{x v"\ 
=="-'-•• ••-. Atunci X(x, y) = t \ (x, y) | este real si X (x, y) = 

\(x,y)\ 
= X(x, y). Inegalitatea (10) devine 

t\x, x)~lt\ (x, y) | -f (v, y)>% (t t) 
Acum acelaşi raţionament ca şi în 8.33 ne conduce la inega
litatea (9) căutată. 

Dacă inegalitatea (9) se reduce la o egalitate, atunci 
trinomul din membrul stîng al inegalităţii (11) are o unică 
rădăcină reală t0. înlocuind tz0 cu X, rezultă că trinomul 
din membrul stîng al relaţiei (10) are rădăcina X̂  = / ^ 0 , 
de unde (T^x — y, ~kax — y) = 0 şi y — XQX astfel că vectorii 
x şi y diferă doar printr-un factor complex. 

c. Ortogonalitate. într-un spaţiu unitar nu se introduce 
noţiunea de unghi între vectori. Se consideră totuşi condiţia 
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de ortogonalitate a doi vectori x şi y; ca în cazul real aceasta 
revine la îndeplinirea egalităţii 

(x,y)=0. 
în acest caz avem evident (y, x) = (x, y) — 0. 

Pentru vectorii ortogonali rămîn adevărate, aşa cum se 
probează cu uşurinţă, afirmaţiile analoage lemelor 8.36 a)—b) 
şi teorema lui Pitagdra 8.37. 

Apoi are loc teorema de descompunere 8.51: pentru un 
subspaţiu-finit dimensional fi' <= fi şi pentru orice vector 
/ef i există şi este unică o descompunere 

f=g + h, , ' 
unde ge fi' şi h este ortogonal la fi'. Mulţimea tuturor vec
torilor h ortogonali la subspaţiul fi' formează un nou subspaţiu,-
numit complementul ortogonal al subspaţiuhii '&. Notînd 
acest nou subspaţiu cu fi", deducem, ca în 8.51, existenţa 
unei descompuneri fi = fi' -f fi" ca sumă directă de termeni 
ortogonali. 

d. Inegalităţile triunghiului. Dacă x şi y sînt doi vectori 
într-un spaţiu unitar fi, atunci conform inegalităţii Cauchy-
Buniakovski (b), avem : 

| x + y |2 = (•* + y, x + y) = (x, x) + (x, y) + \x, y) + (y, y) 

j < (x, x) + 2\(x, y)\ + (y,y) < ( | * j + [y\f, 
\ > (x, x) - 2 \(x, y)\ + (y, y) > (| x j - |y \)\ 

de unde 

\x + y\ltlxl+ly\: (1 2) 
\>\x\-\y\\- • 

Inegalităţile (12) se numesc, ca şi în cazul real, inegalităţile 
triunghiului. 

9.24. Bază ortogonală într-un spaţiu unitar n-dimensional fi„. 
într-un spaţiu w-dimensional orice formă biliniară hermi-

tică simetrică (x, y) are o bază canonică elt ..., en (9.16 a). 
Condiţia de canonicitate (e(, et) = 0 (i ^ ;') este în acest caz 
o condiţie de ortogonalitate. Vectorii ortogonali ai bazei 
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ei, •••> en pot fi normaţi şi putem presupune că \et\ = ... = 
» n 

=== | e„ | = 1. Dacă x = y] \kek, y = J2 rlkek sînt orice doi 
i î 

vectori din fi», obţinem formula următoare pentru produse 
scalare 

U y) - ( E ^ *• TJ v*6*)=£ M* (} 3) 

9.25 a. în compatibilitate cu 9.18 a se poate stabili o 
corespondenţă biunivocă între forme biliniare hermitice 
A(x, y) şi operatori liniari â acţionînd în spaţiul fi„, după 
formula 

A(x, y) = (âx, y). . 

în orice bază ortonormală ex, ..., e„ a spaţiului fi„ matricea 
\\aik\\ a formei A(x,y) (ajk = A(ep ek)) şi matricea ||<4*'il a 
operatorului <3 f ăek = ] P flf'ej ) s î n t legate prin relaţiile a)k = 

= «f« 
b. în corespondenţă cu 9.18 b se introduce noţiunea de 

conjugare a operatorilor «3 şi â* relativ la produsul scalar 
(x, y). Anume, pentru orice operator liniar & acţionînd în 
spaţiul fi„ există şi este unic un operator adjunct (conjugat) 
hermitic â* care verifică condiţia 

(ax, y) = (*, a*y) 

pentru orice x, y din <Sn. 
în orice bază ortonormală a spaţiului fin matricile (K'Hj 

şi ll^1*!! ale operatorilor ă şi <a* sînt legate prin relaţiile 
a»(m) __ Mi)-

c. Ca şi în 8.95 a, complementul ortogonal fi" al unui 
subspaţiu fi' c fi, invariant relativ la un operator ă, este 
invariant relativ Ja operatorul adjunct ă*. 

9.26. O transformare liniară într-un spaţiu complex 
n-dimensional care corespunde trecerii de la o bază ortonor
mală la o altă bază ortonormală, se numeşte transformare 
unitară. Transformările unitare sînt similare transformărilor 
ortogonale ale unui spaţiu real (8.93). Dacă elt ...,en şi / j ...,/„ 
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sînt baze ortonormale şi dacă U = \\u$\\ este matricea 
transformării unitare corespunzătoare, deci 

* = i 

atunci este evident că 

(A/,) = E ^ T = f?p e n t r u^y ' (M) 
ÂTi (1 pentru $ = 7. 

Invers, dacă numerele «4° satisfac relaţiile (14), atunci 
matricea j|«£'> 11 este matricea unei transformări unitare sau, 
mai scurt, matrice unitară. 

Un operator liniar V- care corespunde unei matrici unitare 
se numeşte operator unitar. Ca şi un operator izometric într-un 
spaţiu real, un operator unitar într-un spaţiu complex nu 
modifică metrica (adică invariază produsele scalare): dacă 
x = ţy>A, y =£>^, atunci (V*> n | 3 ' )=^ iiw^f ^ei) = 

t = l ji"»l »,jf=l 

Matricea F a trecerii inverse de la baza {f;} la baza {e,} 
este inversa matricii U şi este de asemenea unitară; apoi, 
dacă V — \\vf\\, atunci' 

4i} == (/* ek), 4') = ^ , A ) = l e 
Aşadar, matricea inversă a unei matrici unitare se obţine 
prin transpunere şi conjugarea elementelor. Deci pentru un 
operator unitar eU, avem 

•«tf-1 = <W*, sau 1f*ir = VII* = $. 

§ 9.3. Operatori normali 

9.31. Definiţie. Un operator ă acţionînd într-un spaţiu 
unitar «-dimensional £„ se numeşte normal dacă el comută 
cu adjunctul său, adică 

a*a = aa*. (15) 
Un exemplu îl constituie un operator ă care admite o bază 

ortogonală de vectori proprii elt ..., e„ astfel încît 
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ăe} * Xfii (j = 1, ..., n). 
într-adevăr, matricea acestui operator ă în baza elt ..., en 
are forma 

(16) 

Conform 9.25 b matricea operatorului â în aceeaşi bază 
ex, ..., e„ are forma 

(17) 

şi de aici rezultă evident că operatorii ă şi ă* comută. 

9.32. TEOREMĂ. Orice vector propriu x0 al unui operator 
normal cu valoarea proprie X0 este vector propriu al operatorului 
ă* cu valoarea proprie XQ. 

Demonstraţie. Fie 2 c S „ subspaţiul format din toţi 
vectorii proprii ai operatorului â corespunzînd valorii proprii 
Xo. Arătăm că 2 este invariant relativ la operatorul ă*. 
Pentru x e 2 avem 

ăă*x = a*ăx = a*(\x) = Kă*x, 
de unde rezultă că &*x e % ceea ce trebuia dovedit. 

Apoi pentru orice x, y din 2 avem 

(ă*x, y) = (x, ăy) = (x, Xy) = (kx, y), 

deci pentru orice x e % avem ă*x = Xx şi teorema este 
demonstrată. 

9.33. TEOREMĂ. Pentru orice operator normal ă există 
o bază ortonormală eh ..., en formată din vectori proprii ai 
operatorului ă. 
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Demonstraţie. Orice operator normal ă ca şi orice operator 
liniar în spaţiul S„ admite un vector propriu (4.95 b). Fie 

• ;ex un vector propriu al operatorului ă cu valoarea proprie X. 
Fie 2 c €n subspaţiul format din toţi vectorii proprii ai 
operatorului â cu această valoare proprie X. Dacă 2 este 
întreg spaţiul S„, atunci completînd în <§M vectorul ex cu vec
torii e2, ..., e„ pînă la o bază ortonormală teorema este demon
strată. Dacă 2 # S„, atunci fie (2 complementul ortogonal al 
subspaţiului 2 în @„. Deoarece în virtutea lui 9.32 orice 
vector al spaţiului 2 este transformat prin operatorul â* 
într-un vector de asemenea din 2 (acelaşi vector înmulţit 
cu X), atunci subspaţiul 2 este invariant relativ la operatorul 
â*. în virtutea egalităţii ă** = ă (9.18 c) şi teoremei 
9.25 c, subspaţiul & este invariant relativ la operatorul BL. 
Folosim acum principiul inducţiei matematice, socotind că 
teorema are loc pentru spaţii de dimensiune mai mică; 
atunci în subspaţiul <2 se poate alege o bază ortogonală 
satisfăcînd condiţia necesară; adăugind la aceasta orice bază 
ortogonală a subspaţiului 2, obţinem o bază ortogonală 
pentru întreg spaţiul &n, care satisface ccndiţia din teoremă. 

b. în virtutea punctului a, orice operator normal ă este 
diagonalizabil (4.72 e); în baza formată din vectorii proprii 
ai săi, construită la punctul a, acest operator are matricea 
diagonală 

X2 

Pe diagonala principală a matricii se află valorile proprii 
ale operatorului ă; fiecare din ele se repetă de atîtea ori cît 
este dimensiunea subspaţiului propriu corespunzător. 

De aceea polinomul caracteristic det \\A—X2s|| al opera
torului ă (care nu depinde de alegerea bazei, aşa cum se ştie) 
are forma 

det \\A — XE\ n (*«-*)*;'. E ^ = w> (18) 
J = l 3 = 1 • .-:::. •-. " -
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unde X1; .... XTO sînt valorile proprii distincte ale operatorului ă 
iar klt ..., km sînt dimensiunile subspaţiilor proprii cores
punzătoare. 

c. Pe de altă parte, presupunem că pentru un operator 
normal ă polinomul caracteristic are forma 

d e t U i - X £ | | = J X ( ^ - X ) f , (19) 

unde (Xjj, ..., y.s sînt numere distincte şi plt ...,ps sînt multi-
plicităţile lor. Atunci se poate afirma că operatorul & are 
6 bază ortonormală formată din vectori proprii cu valorile 
proprii (JLJ, ...,, \xs, iar dimensiunea subspaţiului propriu 
asociat valorii \x} este egală cu numărul p}. într-adevăr, 
în virtutea unicităţii polinomului caracteristic are loc egali
tatea de polinoame (18) şi (19), de unde aplicînd teorema de 
unicitate a descompunerii unui polinom în factori, se demon
strează afirmaţia făcută. 

9.34. Operatori autoadjuncii. Dacă 61* — ă, atunci opera
torul ă se numeşte autoadjunct. Cu alte cuvinte, operatorul ă 
este autoadjunct dacă forma biliniara (x, ăy) asociată opera
torului ă este hermitic simetrică: 

(&x, y) = {x,ăy). (20) 
Operatorul ă satisfăcînd egalitatea (20) pentru orice doi 
vectori x, y se numeşte hermitic-simetric (sau, pe scurt, 
hermitic). 

în virtutea teoremei 9.25 b matricea unui operator auto
adjunct în orice bază ortonormală coincide cu matricea sa 
hermitic-transpusă; cu alte cuvinte, ea este o matrice hermitic-
simetrică. Invers, orice operator & care admite într-o bază_ 
ortonormală o matrice hermitic-simetrică, este un operator 
autoadjunct. 

Deoarece un operator autoadjunct este evident normal, 
atunci se poate aplica 9.32; obţinem în acest caz că X0 = X0, 
deci orice valoare proprie a unui operator autoadjunct este 
un număr real. Mai departe, aplicînd 9.33 a, obţinem urmă
toarea teoremă fundamentală: 

TEOREMĂ. Pentru orice operator autoadjunct ă într-un 
spaţiu unitar <S.n există o bază ortonormală formată din vectori 
proprii ai operatorului ă cu valori proprii reale,. 

291 



Invers, orice operator liniar â în spaţiul £n care, are proprie
tatea indicata este autoadjunct: într-adevăr, conform 9.31 
el este normal şi comparînd (16) şi (17), rezultă, deoarece 
numerele \} sînt reale, că ă* == <3. 

9.35. Operatori antiautoadjuncţi. Dacă d* = — ă, atunci 
operatorul ă se numeşte antiautoadjunct. Matricea unui 
operator antiautoadjunct în orice bază ortonormală elt ..., en 
are proprietatea caracteristică: 

ajlt = (Ocp et) = (e„ ă*et) = (e}, — ăek) = ~ {ăet, e}) = 
— ~ B*j {j,k= 1, ..., n). 

Un operator antiautoadjunct â este evident normal-
Aplicînd 9.32 rezultă în acest caz că X© = —Xo, de unde se 
deduce faptul că orice valoare proprie a unui operator anti
autoadjunct este pur imaginară. Aplicînd apoi 9.33 a, rezultă 
următoarea teoremă fundamentală: 

TEOREMA. Pentru orice operator antiautoadjunct ă 
într-un spaţiu unitar <S„ există o bază orlonormală din vectori 
proprii ai operatorului ă cu valori proprii pur imaginare. 

Invers, orice operator liniar ă în spaţiul <2„ care are pro
prietatea indicată este antiautoadjunct. 

9.36. Operatori unitari. Un operator 1f acţionînd în spaţiul 
en se numeşte unitar dacă ni*<y = VAI* = $ (9.26). In parti
cular, orice operator unitar este normal. Aplicînd 9.32, rezultă 
că în acest caz Xo • Xo — h adică |X0| = 1; astfel, orice 
valoare proprie a unui operator unitar este un număr real sau 
complex avînd modulul egal cu 1. Aplicînd apoi 9.33 a rezultă 
următoarea : 

TEOREMĂ. Pentru orice operator unitar V în spaţiul &n 
există o bază ortonormală formată din vectorii proprii ai opera
torului V. cu valorile proprii egale în modul cu l. 

Invers, orice operator liniar V. în spaţiul <2„ avînd proprie
tatea indicată este unitar. 

§ 9.4. Aplicarea spaţiilor unitare la teoria operatorilor într-un 
spaţiu euclidian 

9.41. Incluziunea unui spaţiu euclidian real într-un spaţiu 
unitar. Fie $t un spaţiu euclidian real (8.21) cu produsul scalar 
(x, y). Considerăm spaţiul complex S format din toate sumele 
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formale x -f- iy unde x e &, y e <&, cu operaţii naturale de 
adunare şi înmulţire cu numere complexe arbitrare, anume:, 

(xi + bi) + (xz + ijya) = (xi + xa) + Hyi + Vz) "> 
(« + i$)(x + iy) = (xx — py) -f- i(*y + Şx). 

Se arată uşor că sînt îndeplinite axiomele unui spaţiu vectorial 
complex. 

Vectorii x -f- iO pot fi identificaţi cu vectori xeSH şi 
sînt numiţi vectorii reali ai spaţiului <2. Vectorii 0 -f- iy pot 
fi identificaţi cu iy şi numiţi vectori pur imaginari. Vectorul 
x — iy se mai scrie de asemenea x -f iy şi se numeşte conju
gatul complex al vectorului x + iy. 

Introducem în spaţiul £ produsul scalar definit priri 
formula 

(*i 4- iyi. *2 + iya) = [(*& x%) + (yi, y2)J + i[(yi, *$ — 

— (%. y2)]-

Se arată uşor că sînt îndeplinite condiţiile 9.21 a)—d). în 
particular, 

{x + iy, x + iy) = (x, x) + (y, y). 
Spaţiul S conţine spaţiul SL ca submulţîme, admiţînd 

operaţiile de adunare şi înmulţire cu numere reale, cu acelaşi 
produs scalar. 

Orice sistem ortogonal normat et, ..., en în spaţiul $. va fi 
un sistem ortogonal normat şi în spaţiul Q. Dacă elt ..., e„ 
este o bază ortonormală în spaţiul <$, atunci aceşti vectori 
formează o bază ortonormală şi în spaţiul S. 

9.42. Orice operator liniar ă dat în spaţiul H se prelun
geşte la un operator în spaţiul <S după formula 

ă (x + iy) = ăx -f- i<3y, (2I) 

şi se arată că operatorul ă este liniar pe spaţiul fi. 
A 

Matricea operatorului ă în spaţiul S într-o bază elf ,..,ene& 
coincide cu matricea operatorului â în spaţiul <ft în aceeaşi 
bază, deoarece conform (21) 

A 

ăe} ** ăes (j = 1,..., n). 
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Prin prelungire se pătrează relaţiile algebrice între opera-
A . A A 

tori liniari: daca* ă + '&> = S în spaţiul Si, atunci ă -f-'®> == & 
în spaţiul <B; dacă ă®> = ® în spaţiul 51, atunci <&& = ® 
în spaţiul S. Aceasta rezultă de exemplu din păstrarea matri-
cilor prin prelungire. 

9.43. Fie d' operatorul adjunct al unui operator ă în 
spaţiul liniar 31 (8.91). Arătăm că prelungirea ă' a opera-

A 

torului d' pe spaţiul <2 este operatorul ă* adjunct al prelun
girii â a operatorului d. într-adevăr, pentru orice z = x -(-
+ iy, w = u -+- w e & avem 

(d'(x + iv), u + iv) = {ă'x, u) + i(ă'y, u) — i{ă'x, v) + 

+ (ă'y, v) = (x, du) + i(v, du) — i(x, dv) -4- (y, <Sty) = 
A 

• = (x + iy,<3(« + fo)),* 

ceea ce trebuia arătat. 
în particular, prelungirea unui operator simetric (&' — d) 

este un operator autoadjunct (â* — d), prelungirea unui 
operator antisimetric (ă' = d) este un operator antiauţo-
adjunct (d* = —d) şi prelungirea unui operator izometric 
(«U' == «tf-1) este un operator unitar (<l£* = ni_1). în fine, pre
lungirea unui operator normal (d'd = ddr') este un operator 
normal (ă*ă = dd*). 

9.44. Structura unui operator normal real. Fie a şi T nu
mere reale. Egalitatea de matrici 

a T 

— T a 

a • — T 

T a 
= 

a — T 

T a 
a r 

— T a 
= a2 + T 2 * • 0 

a2+T2 

•(22) 

arată că matricea 

a T 

' — T a 
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comută cu adjuncta sa. Mai general, comută cu adjuncta sa 
şi matricea cvasidiagonală (reală) 

Ol 

T i 

T i 

<?1 

<?2 
— T 2 

Ta 
<T2 

CT„ T« 
(23) 

de ordin n = 2w + r m m -f r. 
TEOREMĂ. Fie. d un operator normal într-un spaţiu 

euclidian real S\„. Atunci în acest spaţiu există o bazăortogo-
nMă fT, ..., en în care matricea operatorului â are forma (23). 
Aici numerele ~kj = a} -\~ irj (/ = 1,..., m) şi/km+u ,..,, Xr sînt 
unic determinate de operatorul &. Anume, ele sînt rădăcinile 
complexe (X1( ..., Xm) sau reale (Xm+1, ..., Xr') ale ecuaţiei carac
teristice det ||^4— XZs|| = 0 şi se repetă în matricea (23) 
de atîtea ori cît este- multiplicitatea rădăcinii corespunzătoare. 

Demonstraţie. Construim spaţiul unitar <2„ cu produsul 
scalar prelungind produsul scalar (x, y) din spaţiul <$„. 
Prelungim operatorii £t şi ă' la spaţiul Bn după regula 9.42; 
aşa cum am văzut în 9.43 aceştia se prelungesc la un operator 

A A 

normal d şi adjunctul său d*. 
Alegem în spaţiul oKM o bază ortonormală oarecare/1; . . . , /„; 

am văzut că vectorii/!, ...,/„ formează o bază ortonormală 
şi în <2„. Notăm matricea operatorului d în baza• flt ...,'fn 
cu \\a]k\\; numerele ajk sînt reale. Această matrice reprezintă 

A 

operatorul d în baza f1} ...,/M în întreg spaţiul <2M. 
Deoarece ecuaţia caracteristică det \\A. — \E\\ — 0 are 

coeficienţi reali, atunci otlată cu fiecare rădăcină nereală X; 
este rădăcină şi mărimea conjugată X3-. Scriem şirul tuturor 
rădăcinilor distincte ale acestei ecuaţii, astfel: 

^ I . ^ 1 . ^2> ^ 2 , •••, ^p, \ ', ^j)+l> •••» V 
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unde rădăcinile Xx, ..., X̂, sînt nereale, iar rădăcinile Xj,+1, ..., X„ 
sînt reale. în virtutea 9.33 b, spaţiul <B„ se descompune în 
suma ortogonală a unor subspaţii A1( A1(..., A,, A,,; Ap+1,..., A„ 
unde A} constă din vectorii proprii ai operatorului & cu valoa
rea proprie X̂  iar A^ din vectorii proprii ai operatorului &, 
cu valoarea proprie X.,; A^i — Aj,+1, ..., Ag = Aq. 

Fie z == x --f-. iy e A}. Ecuaţia ăz = Xsz în coordonatele 
relativ la baza iniţială fu ...,/„ se scrie astfel 

« 

unde z = (Ci, ..., C„) = (£t + i?h. •••> S« + '&!»)• Aplicînd ope
raţia de conjugare complexă şi ţinînd cont de faptul că nu
merele ajk sînt reale, rezultă 

« _ _ _. 

Aceasta înseamnă că vectorul 2 = (ti £„) este de aseme-
A „ 

nea un vector propriu al operatorului â cu valoarea proprie X§ 
De aici rezultă că operaţia de conjugare complexă transformă 
subspaţiul Â  în A .̂ 

Fie Xx ^ Xj astfel încît Xx = cri + hi, TJ ^ 0. Alegem un 
vector normat oarecare gxe Aa şi găsim gxe Av Punem 
mai departe 

1 1 
«i- «*• — (ft + li)» "a = — tei — li), 

astfel mcît 
£ i = «i -f i«2. l i = «i — i«2-

Vectorii ex şi <?2 sînt evident reali. Deoarece vectorii gt şi gt 
sînt ortogonali, vectorii «i şi e2 au lungimea 1. în pluSj 
((•j, g2) = 0; într-adevăr, 

(«i, «2) = - — (gi + ivgi — li) - - — Wfti li) -
4i 4i 

- d i . l i ) 3 = o, 
deoarece 

(gi* li) = 0. tei. £1) = (li* li) = 1-
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Apoi avem 

1 
= -T [(«1 + i T l) (gl + ^2) + (»J — lTi)(^ — ica>] = ff^i — T ^ , 

a;e2 = ae a = — (âg! — <%2) = — (x l f t - xli?1) = ffl«g + 
li 2i 

+ T i^ . 

Astfel, operatorul ă transformă planul vectorilor et, e2 în 
el însuşi cu matricea (în baza\eu <%) 

(24) 
Oi Ti 

— Ti (Ti 

Dacă Ax are dimensiunea mai mare decît 1, alegem un vec
t o r ^ e Ai ortogonal lagi şi vectorul conjugat g2 e A^' ultimul 
este în mod automat ortogonal la g2. Repetăm pentru g2 şi £2 
construcţia precedentă; obţinem o nouă pereche de vectori 
reali e3, et care se exprimă prin g2 şi gi şi de aceea ortogonală 
vectorilor tx, e2 (care se exprimă liniar prin gt şi g%); planul 
determinat de perechea e%, et este transformat prin opera
torul 8i în el însuşi cu matricea (24). Continumd această 
construcţie se determină vectori reali ortogonali doi cîte doi 
ej, «2, ..., <?2,_i, e2p; fiecare pereche de vectori (e^ i , e2k) 
este transformată de operatorul ă în planul determinat de 
acei.vectori cu ajutorul unei matrici analoage hii (24). 

Fie acum X^i = Xĵ i real. Operaţia de trecere la vectori 
conjugaţi transformă subspaţiul A,+ , în el însuşi. Fie g e Aj,+X 
un vector arbitrar şi § conjugatul său. 

Este posibilă una din următoarele două situaţii: sau 
vectorii g şi g sînt liniar independenţi (în €n), sau aceştia sînt 
liniar dependenţi. 

Dacă g şi g sînt liniar independenţi, atunci vectorii 

* = }te + i)>/=^rte-i) 
2 2i 

sînt liniar independenţi. Vectorii e şi / sînt reali şi deoarece 
ei aparţin lui A^i odată cu g şi g, aceşti vectori sînt vectori 
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proprii ai operatorului ă cu aceeaşi valoare proprie Xp+:. 
Dacă g şi g sînt liniar dependenţi, atunci deoarece ei au aceeaşi 
normă, se poate scrie 

=ts e2'<" g, 0 < 9 < % 

sau 

astfel încît vectorul e ! ^ este real. Deoarece el aparţine lui 
Ăj+i odată cu g, acest vector este vector propriu pentru opera
torul ă cu valoarea proprie Xp+1. 

Aşadar, în subspaţiul Aj,+1 se poate indica o bază de vec
tori reali. Aplicînd acesteia procedeul de ortogonalizare (8.61), 
obţinem în Ap+1 o bază ortogonală şi, mai mult, chiar unaorto-
normală. Procedînd similar în Ap+2, • •-, A„, se obţine demon
straţia completă a teoremei. 

Reprezentarea unui operator normal în forma (23) oferă 
posibilitatea unor interpretări geometrice. 

Operatorul cu-matricea (24) acţionînd în planul vectorilor 
e^ e2 poate fi interpretat ca un operator de rotaţie şi omotetie. 
într-adevăr, avem 

— T a 
= V<2 - f , i 

= M 

7<T2 + T2 -. -Va2 + T2; 

VV2+.T2 Va2+T2 . 

cos a sm a 
—sin a cos, a 

unde 

M = Va2 + T2, cos -a = ; 

Va2 + 
sm a 

Matricea 

cos a sin a 
-sin a cos a 

Va2 + T2 

determină în planul ex, e% rotaţia tuturor vectorilor cu unghiul 
cu, iar coeficientul M este coeficientul de omotetie. 
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în final, un operator normal, aşa cum rezultă din repre
zentările (23), realizează rotaţii cu omotetii în » plane orto
gonale două cîte două iar în r—m direcţii ortogonale două 
cîte două şi ortogonale pe planele indicate, el realizează 
omotetii (de cîte Xm+1, ..., \ ori). Remarcăm că pentru 0 < 
< Xj. < 1, omotetia de raport Xfc este o contracţie, iar dacă 
\ < 0 omotetia de raport Xj. este o omotetie de raport pozi
tiv compusă cu o simetrie faţă de origine). 

9.45. Structura unui operator simetric real. Dacă un opera
tor ă într-un spaţiu Sin este simetric, ă' — ă, atunci prelun-

A 

girea ă a operatorului 61 la spaţiul <Bn este un operator auto-
adjunct, <3* = ă. Toate valorile proprii X1; ..., X„ ale uuni 
operator autoadjunct sînt reale (9.34) şi de aceea în repre
zentarea (23), celulele de forma (24) lipsesc şi rămîn numai 
elementele diagonale. Se obţine atunci următoarea 

TEOREMĂ. Pentru orice operator simetric â în spaţiul 
Sln există o bază ortonormală formată din vectori proprii. 

Geometric, un operator simetric realizează în fiecare din 
cele n direcţii ortogonale ex, ..., en omotetii (de raport X1; ..., Xffl 
respectiv). Deoarece numerele X1; ...:, XB sînt rădăcinile 
ecuaţiei det [IM — X£| | = 0, atunci în particular pentru 
matricea simetrică A ?= | \ajk 11 ecuaţia caracteristică det | \A — 
— IE | j ==' 0 are întotdeauna n rădăcini reale (nu neapărat 
distincte) şi nu admite rădăcini reale. 

9.46. Structura unui operator antisimetric real. Daca un 
operator ă în spaţiul Mn este antisimetric, &' = —ă, atunci 

A 

prelungirea ă a operatorului ă în spaţiul <2„ este un operator 
antisimetric antiautoadjunct, â* = —SL. Toate valorile pro
prii Xx, ..., XM ale unui operator antiautoadjunct sînt pur ima
ginare (9.35). De aceea în reprezentarea (23) celulele de 
forma (24) au forma specială 

1 0 T 
» 

— T 0 

iar numerele XOT+i, ..., Xr pot fi doar egale cu zero. Se obţine 
atunci 
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TEOREMA. Pentru orice operator antisimetric ă în spaţiul 
§{„ există o bază ortonormală în care matricea operatorului ă 
se scrie sub forma 

0 Ti 
- T i 0 

0 
— T 2 

T 2 

0 

0 
— T, 

(25) 

Invers, dacă matricea unui operator ă în spaţiul 3i„ într-o 
anumită bază ortogonală are forma (25), atunci operatorul ă 
este antisimetric (8.92 b). 

Geometric, un operator antisimetric realizează în fiecare 
din m plane ortogonale două cîte două rotaţii de 90° urmate 
de omotetii (de raport ţi, ..., Tm) şi toţi vectorii ortogonali 
la planele indicate sînt transformaţi în 0. 

9.47. Structura unui operator izometric real. Dacă un 
operator 6, în spaţiul H» este izometric, ă' — 6rl, atunci 

A 

prelungirea ă a operatorului & la spaţiul <2„ este un operator 
A 

unitar ă* — â . Toate valorile proprii Xlt ..., Xn ale unui 
operator unitar sînt egale cu 1 în modul (9.36). Se poate 
scrie X} — cos % — isin a_, (j = 1, ...,m). De aceea în repre
zentarea (23) celulele de forma (24) au forma specială 

cos a.} sin ct} 

-sin a.j cos a.} 

(26) 

iar numerele Xm+l \ pot fi egale numai cu jfc 1. Se obţine 
astfel 
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TEOREMA. Pentru orice operator ă izometric în spaţiul 
S\n există o bază ortonormală în care matricea operatorului ă 
se scrie sub forma ..• . • 

cos oti sin ai 
-sin <xi cos % 

cos a„ 
-sin a„ 

sin am 
cos a„ 

±1 

±1 

(27) 

Geometric, un operator izometric ă realizează în fiecare 
din m plane două cîte două ortogonale o rotaţie cu un anumit 
unghi (fără omotetie) şi în r—m direcţii ortogonale la aceste 
plane şi ortogonale două cîte două, operatorul acţionează 
ca & sau — S (S fiind operatorul identic). Orice două din 
aceste direcţii cu aceiaşi coeficienţi de omotetie (ambii + 1 
sau ambii — 1) formează un plan în care operatorul ă reali
zează o rotaţie cu 0° sau cu 180°. în totalitate, pentru n 
impar ultima direcţie are coeficientul 4-1 sau — 1 iar pentru 
n par, sînt posibile două ultime direcţii cu coeficienţii 4-1 
sau — 1. Prezenţa printre coeficienţii rămaşi a lui — 1 arată 
că la rotaţiile efectuate se adaugă o simetrie faţă de unul 
din planele de coordonate, de exemplu cel ortogonal la vec
torul en. în acest caz avem det<3 = — 1; în cazul cînd nu 
există astfel de simetrii avem detâ = -f-1. 

PROBLEME 

1. Un operator autoadjunct acţionând într-un spaţiu unitar fi„ se 
numeşte nenegativ (respectiv pozitiv) dacă toate valorile sale proprii 
^i» •••, X» sînt > 0 (respectiv > 0). Să se arate că pătratrul oricărui ope
rator autoadjunct este nenegativ. 

2. Să se arate că pentru orice operator ă autoadjunct nenegativ 
(respectiv pozitiv) există un operator &> nenegativ (respectiv pozitiv) astfel 
încît $ 2 = Si, numit „rădăcina pă t ra tă" a operatorului &. 

301 



3. Să se determine rădăcina pătrată a operatorului ă definit într-o 
bază ortonormală e1, e3, e3 prin matricea 

A = 
13 14 4 
14 24 18 
4 18 29 

4. Dacă ă este un operator liniar oarecare acţionînd într-un spaţiu 
unitar Sn, ă* este adjunctul său, atunci ă*ă este un operator nenegativ. 
Dacă &, este nesingular, atunci 3L*S, este un operator pozitiv. 

5. Presupunem că un operator liniar ă este produsul unui operator 
autoadjunct $ cu un operator unitar <ă, adică ă — $&. Să se arate că 
$2 = m*. 

6. Să se arate că orice operator liniar ă cu det ă ^ 0 poate, fi repre
zentat ca produsul unui operator autoadjunct cu un operator unitar. 

7. Să se dovedească unicitatea descompunerii unui operator ă ca 
produs S<â în condiţiile exerciţiului f-, 

8. Un operator liniar °? acţionînd în spaţiul &n se numeşte semicon-
tractiv dacă | °fx\ ^ | x | pentru orice x. Să se arate că orice operator ă 
poate fi reprezentat ca produs al unui operator autoadjunct cu un operator 
semicontractiv. 

9. Să se arate că doi operatori autoadjuncţi &. şi $ (în 8Ln) comută 
între ei atunci şi numai atunci cînd ei au un sistem comun din n vectori 
proprii doi cîte doi ortogonali.. 

10. Să se indice pentru orice operator liniar «SC acţionînd în spaţiul 
@n, o bază ortonormală în care matricea operatorului 8, are forma triun
ghiulară ; • ->' 

A = 

41) 
0 

0 

41' •• fv 
0 . 

. • £ > 

.. «J?> 

• °ţ) 

Capitolul 10 

FORME PĂTRATICE ÎN SPAŢII EUCLIDIENE 
SI UNITARE 

§ 10.1. Teorema fundamentală asupra formelor pâtratice 
în spaţii euclidiene 

10.11. începem cu propoziţia următoare care se referă 
la o formă biliniară simetrică într-un spaţiu euclidian. 

TEOREMĂ. într-un spaţiu euclidian n-dimensional Sln 
pentru orice formă biliniară simetrică există o bază canonică 
formată din vectori ortogonali doi cîte doi. 

Demonstraţie. Considerăm operatorul liniar ă corespun-
zînd formei biliniare simetrice A considerate (8.91). Acest 
operator este de asemenea simetric. Conform teoremei opera
torului simetric (9.41), în spaţiul $L„ există o bază ortonormală 
formată din vectori proprii ai operatorului ă. în această 
bază matricea operatorului d este diagonală. Deoarece această 
matrice este matricea formei biliniare A(x, y), baza construită 
este baza canonică a formei A(x, y), ceea ce trebuia demonstrat. 

10.12. Acest rezultat va fi aplicat acum la studiul formelor 
pătratice. 

Fie dată o formă pătratică 
n 

A(x, x) = J> atfli l, {ai} = an). (1) 
î, j=\ 

Vom socoti numerele ţp ..., %n coordonatele vectorului % 
în spaţiul euclidian Mn cu produsul scalar, definit prin formula 

n 
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unde y = (rlh ra, .... rin), Baza 

ex «t {1, O, ..., 0}, e2 = {O, 1, ..., 0}, ..., en = {O, 0,:..,!} 

este ortonormală în Sl„ şi avem 
« n 

Considerăm forma biliniară 

Mx> y)= iz au^h 

corespunzînd formei pătratice (1). în virtutea teoremei 10.11 
pentru această formă există o bază canonică fi,f2, •••,/»' 
Dacă relativ la această bază vectorii x şi ŷ au respectiv coor
donatele ti, T2, ..., T„ şi 01( 02, ..., 0„, atunci forma A(#, y) 
se va scrie 

A(*,7)=£n<T'9" 

iar forma pătratică A(#, x) are expresia 

A(%, * ) = £ X , T ? . (2) 

Trecerea de la baza eh e2, ..., en la baza/], /2 , ...,/„ se reali
zează cu ajutorul unei matrici ortogonale (8.93) Q — | \ql}) \ \ 
după formulele 

fi=J2A% U=l 2,...,n). 
t = i 

Legătura între coordonatele TJ, TZ, ,;., x„ şi £i, £2, .... £„ 
poate fi reprezentată conform formulelor (36) din 8.94 
prin sistemul de egalităţi 

5*=f>iS (i=\, 2,.„,n) (3) 
y=i 

folosind matricea transpusă Q'. Am obţinut cu aceasta urmă
toarea teoremă importantă 
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TEOREMĂ (teorema formei pătratice într-un spaţiu eucli
dian). Orice formă pătratică (1) poate fi reprezentată sub 
forma canonică (2) cu ajutorul unei transformări izometrice 
de coordonate (3). 

10.13. Şirul de operaţii care sînt necesare pentru a construi 
formulele de trecere (3) şi forma canonică (2) a formei pătra
tice (1) rezultă din rezultatele 4.94 şi 9.45; le precizăm acum 
într-o formă definitivii. 

a) Pentru forma pătratică (I) construim matricea simetrică 
A = \\aiS\\. 

b) Considerăm potimmml ai nici eristic A(X) = det \\A — 
— ~kE\\ şi determinăm rădăcinile lui. Conform 9.45 acest 
polinom are n rădăcini reale (nu neapărat distincte). 

c) Cunoscînd rădăcinile polinomului A(X), se poate scrie 
forma pătratică sub forma canonică (2) şi. în particular, se 
pot calcula indicii pozitiv şi negativ de inerţie ai formei. 

d) Înlocuim X, in sistemul (23) din 4.94. Pentru Xx dat 
acest sistem are atîlca soluţii liniar independente cît este 
multiplicitatea rădăcinii X|. Căutăm aceste soluţii liniar 
independente, folosind regulile de rezolvare a sistemelor liniare 
omogene de. ecuaţii. 

e) Dacă multiplicitatea rădăcinii Xx este mai mare decît 1, 
se ortogonalizează soluţiile liniar independente obţinute aplicînd 
metoda 8.61. 

f) Efectuînd operaţiile indicate pentru fiecare rădăcină se 
obţine un sistem de ii vet /ori ortogonali doi cîte doi. îi numerotăm 
şi îi normăm (împărţind fiecare vector prin lungimea lui). 
Vectorii obţinuţi 

formează un sistem ortonormal. 
g)- Folosind numerele q\^ se pot scrie formulele de transfor

mare (3). 
h) Dacă se cer expresiile noilor coordonate {T} prin cele 

vechi {£}, atunci deoarece inversa unei matrici ortogonale se 
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obţine prin. transpunere, putem scrie, expresiile căutate sub 
forma . '•%' ... 

^ = E # ? ; (*=L 2,...,n). 

10.14. Am văzut în 7.33 a că într-un spaţiu afin nici baza 
canonică nici forma canonică, a unei forme pătratice nu sînt 
definite univoc; în. general, se poate include într-o bază 
canonică a formei orice vector dinainte dat. într-un spaţiu 
euclidian, în cazul cînd se consideră numai baze ortonormale, 
situaţia este diferită. Matricea formei pătratice, aşa cum am 
văzut, se transformă la fel ca şi matricea operatorului liniar 
simetric corespunzător; dacă este găsită o bază canonică 
a unei forme pătratice, atunci este găsită şi o bază de vectori 
proprii ai operatorului simetric. Coeficienţii formei pătratice 
în baza canonică („coeficienţi canonici") coincid cu valorile 
proprii ale operatorului corespunzător. Dacă valorile proprii 
ale operatorului & sînt rădăcinile ecuaţiei det (â — Kft) = 0 
şi acestea nu depind de alegerea bazei şi depind invariant de 
operatorul â. Aşadar, mulţimea coeficienţilor canonici ai 

formei [ăx, x) este determinată univoc. In ceea ce priveşte baza 
canonică a unei forme pătratice (ăx, x), ea este determinată 
cu acelaşi grad de arbitrar, cu care este determinat un sistem 
ortonormal complet de vectori proprii ai operatorului ă: 
fără a considera permutările între aceşti vectori, oricare 
din el poate fi înmulţit cu — 1; mai general, se poate face 
orice transformare izometrică în subspaţiul propriu cores
punzător unei valori proprii X fixate. 

§ 10.2. Proprietăţile extremale ale unei forme pătratice 

10.21. Fixăm într-un spaţiu euclidian §in o formă pătratică 
A(x, x). Vom considera valorile ei pe sfera unitate a spaţiului 
<kn, adică pentru (x, x) = 1 şi ne punem problema: în ce 
puncte ale sferei unitate valorile formei sînt staţionare (cri
tice) ; reamintim că o funcţie f(x) cu valori reale., definită 
în punctele unei suprafeţe U are o valoare staţionară (sau 
critică) în punctul x0e U dacă / este' derivabilă în x0 pe 
orice direcţie şi derivata l u i / î n x0 pe orice direcţie pe supra
faţa U este nulă. în particular, funcţia /(*) este staţionară 
în punctele unde ea îşi atinge maximul sau minimul. 
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Problema determinării valorilor staţionare este în acest 
caz o problemă de extrem condiţionat! una din metodele 
de rezolvare a ei este metoda multiplicatorilor lui Lagrange 
pe care o aplicăm aici. Alegem în spaţiul $„ o bază ortonor-
mală şi notăm cu £ | t i;y, .... 5» coordonatele vectorului x 
în această bază. tu am,te coordonate forma pătratică se 

va scrie astfel A( \. \) Y^ at}ţt%i> i'11' condiţia (x, x) = 1 
i. 7 i . . . 

se scrie V" £f = 1. Conform metodei lui Lagrange, construim 
i = i •• _ . 

funcţia 

m»u w- r,*M *£s? 
şi egalăm cu zero derivatele parţiale ide lui /' în raport cu 
\t{i= 1, 2, ..., n): 

2 E « M ^ ' J » ţ , - 0 (/ fc 1.2 n). 

împărţind cu 2 se obţine explicit sisleiuul care ne este deja 
cunoscut ((23) din 4.(H); 

( « l i " tyl\ + «18 5*" + ••• 4 *uAn = 0, 

«215j I («in N)& I .••'••:+ ainln = 0, 

an\. l\ I «,,-ila I ••• + (««» — X) ln = 0, 

care a fost utilizat pentru determinarea vectorilor proprii 
ai operatorului simetric asociat formei pătratice A(x, x) 
(reamintim că atj — aH, i,j = 1, 2, ..., n). 

De aici rezultă următoarea proprietate: 
Forma, pătratică A(x, x) ia valori staţionare pe vectorii 

sferei unitate care sînt vectori proprii ai operatorului simetric 
ci corespunzător formei A(x, x). 

10.22. Calculăm valorile pe care le ia forma în punctele sta
ţionare. Pentru aceasta introducem operatorul simetric cores
punzător ă şi reprezentăm forma pătratică astfel A(x, x) = 
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= (âx, x). Deoarece forma ia o \raloare staţionară pe un 
vector propriu et al operatorului ă, avem &et = Xtef; de aici 

Met> ei) = (âei> ei) = Mei> ei) = h-

Aşadar, valoarea staţionară a formei A(x, x) pentru x = et 
este egală cu valoarea proprie corespunzătoare a operatorului ă. 
Deoarece valorile proprii ale operatorului & coincid cu coefi
cienţii canonici ai formei A(x, x), putem deduce că valorile 
staţionare ale unei forme pătr atice A(x, x) coincid cu coeficienţii 
ei canonici. 

In particular, maximul (respectiv minimul) formei 
A(x, x) pe sfera unitate este egal cu cel mai mare (respectiv 
cel mai mic) dintre coeficienţii canonici. 

10.23. Atît o formă biliniară cît şi o formă pătratică A(x,x) 
pot fi considerate nu pe întreg spaţiul M-dimensional Hn, ci 
pe un subspaţiu /"-dimensional Âk cz Si„; ne propunem să 
aflăm în acest subspaţiu o bază ortonormală. Presupunem 
că o formă A(x, x) are în întreg spaţiul 3Ln forma canonică 

A(x, x) = Xx l\ + X2 U + ... + \ & (4) 

iar în subspatiul Sik forma canonică 

A(x, x) = fiXT? + (^2T| + ... + [x^l. 

Vrem să stabilim ce legătură există între coeficienţii j ^ , 
[L2, • •-, ^k şi coeficienţi X1; X3, ..., Ăn. Pentru comoditate pre
supunem că numerotăm coeficienţii canonici în ordine 
descrescătoare 

Xx>A2 »*....> A,,, fxx> [i2>...> \L\. 

Mărimea \ este aşa cum ştim valoarea maximă a formei 
pătratice A(x, x) pe sfera unitate din spaţiul S\n; în mod analog, 
[±x este valoarea maximă a formei pătratice A(x, x) pe sfera 
unitate din spaţiul S\k şi de aceea pii<X1. Arătăm că {xx^ 

Fie elt e2, ..., en o bază canonică a formei A(x, x), în care 
ea se scrie sub forma (4). Considerăm subspatiul [n— k-\-l)-
dimensional St' generat de vectorii et, e2, ..., e„_M. Deoarece 
k -f- (n—k+1) > n, atunci subspaţiile Si' şi SiH au, conform 
2.47 c, cel puţin un vector comun nenul. Presupunem că 
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acesta este x0 == (^0), ..., ţ^ik+u 0, ..., 0) şi că este normat, 
adică \x0\ = 1. Aplicînd formula (4) pentru x0 avem 

A(x0, x0) = X f̂)" + ... + W?1SU> 
>K-M0)' + - + to-'^i. 

De aici rezultă că a.x, ca valoare maximă a formei pătratice 
A(x, x) pe sfera unitate a subspaţiului Stk nu poate fi mai 
mică decît XB_t+1, ceea ce trebuia arătat. 

Aşadar, jxj este cuprinsă între următoarele limite 

Xj> [lX>'kn-M- (5) 

10.24. Pentru diverse subspaţii ^-dimensionale, mărimea 
l±x ia în mod firesc valori distincte. Arătăm că există astfel 
de subspaţii k-dimensionale pentru care \ix primeşte valorile-
limită indicate în inegalitatea (5). 
' Considerăm subspatiul Si' generat de primii k vectori 
ex, e2, ..., et ai unei baze canonice a formei A(x, x). în subspa
tiul Si' în baza ex, e2, ..., ek forma A(x, x) se scrie 

A(x, x) = l^l + \2%+ ... + \k% 
în particular, 

A(«x» ei) = Xj = max A(x, x) (\x\ = 1, xe Si'). 
Astfel, pe subspatiul A' mărimea 

Iii = max A(x, x) (\x\ = 1, xeM') 
îşi atinge cea mai mare valoare posibilă Xx. 

Considerăm acum subspatiul Si" generat de ultimii /; 
vectori en_k+l, eR_k+2, •••, en ai bazei canonice a formei A(x,x). 
în subspatiul ii" în baza en_k+-,, ..., en forma A(x, x) se scrie 

A(x, x) = Vt+i'^Ls+i + ... + X„g. 
în particular, 

A ( V w . W i ) = V w i = max A(x, x) (\x\ = 1, xe §{"). 

Deoarece p.x = max A(x, x) (\x\ = 1, xeSi"), deducem ca 
mai sus că [LX = X„_j+1. Aşadar, pe subspatiul Si" mărimea 
(xi îşi atinge valoarea minimă Xfê fc+1. 

Obţinem astfel o nouă definiţie a coeficientului XK_t, x; 
coeficientul \n~k+x din scrierea canonică a formei A(x. x) 
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•este egal cu cea mai mică valoare a maximului formei pătratice 
A(x, x) pe sferele unitate ale tuturor subspaţiilor k-dimensionale 
posibile ale spaţiului Sin, 

10.25. Folosind acest-rezultat dăm evaluarea pentru cei
lalţi coeficienţi canonici ai formei A(x, x) pe subspaţiul Sih. 
De exemplu, dacă este fixat un subspaţiu SLk, atunci p.2 
este cea mai mică dintre valorile maxime ale formei pătratice 
A(x, x) pe sferele unitate ale subspaţiilor (k— l)-dimensionale 
din Slk. în acelaşi timp, XB_ +̂2 este cea mai mică dintre valorile 
maxime ale formei pătratice A(x, x) pe sferele unitate ale 
tuturor subspaţiilor (k— l)-dimensionale ale lui Sln; de aceea 
!̂ 2 > K-k+z- în mod analog, fx3 > K-k+s, \M > V*+4. ••• 
.... uk ^ Xn. Pe de altă-parte, A2 este cea mai mică dintre 
valorile maxime ale formei pătratice A(x, x) pe sferele uni
tate ale subspaţiilor (w—l)-dimensionale ale spaţiului <&„•; 
dar fiecare subspaţiu (w— l)-dimensional se intersectează 
cu subspaţiul % conform lemei anterioare, după un subspaţiu 
avînd cel puţin (»— 1) -(- k — n = k — 1 dimensiuni; de 
aceea numărul X2 nu este mai mic decît cea mai mică valoare 
maximă a formei A(x, x) pe sferele unitate ale acestor subspa-
ţii şi, în particular, nu mai mic decît numărul y.z — cea mai 
mică dintre valorile maxime ale formei A(x, x) pe sferele 
unitate ale subspaţiilor (k— 1 )-dimensionale ale spaţiului Sik. 
Aşadar, X2 > u.2. Analog, X3 > JA3, ..., Afc > ak. Astfel, coefi
cienţii canonici u,, IJ.S, ..., \).k satisfac inegalităţile 

h 
* 2 

}'K 

^ 

> 

> 

H> V 
v-2 > K 

H > K 

-ţ+i> 

-*+& 

Pentru k = w— I inegalităţile (6) capătă forma următoare: 

X2 > [x2 > X3, 

^»-l ^ m»-l > >V 

.(7) 

310 

10.26. Dacă subspaţiul (w - 1)-dimensional H B H , pe care se consideră 
forma pătratică A(x, x), este dat prin ecuaţia 

a j l i + a a52 + ... + a«ln = 0 (a2 + a | + ... -f- a | = 1). (8) 

atunci coeficienţi \J.V f/,2. ..., \xn^ pot fi calculaţi efectiv. 
In ipoteza că toate numerele \ v X2, ...,X„ sînt distincte, indicăm o 

metodă de. calcul al acestor coeficienţi, datorată lui M. G. Krein. 
Cel puţin unul dintre coeficienţii a t , <x2 aB este diferit de zero. 

Fie de exemplu an # 0. Atunci din ecuaţiile (8) obţinem 

In = - 1 y \ <*•&}• 

« 
înlocuind \n în expresia formei pătratice A[x, x) = J~) hM- Obţinem că 

k=°1 

în subspaţiul jLniz, forma A{x, x) se scrie în coordonatele i;t, Ş2 5n-i 
astfel 

A(#, #,) A25t + "An~i^n tOH 
Coeficienţii canonici ai acestei forme pătratice se determină ca valorile 
staţionare (critice) pe sfera unitate a subspaţiului 5li,_i (10.22); aceasta 
din urmă are în coordonatele \ v i;2 

B(.r. x) = 5H- 51 + ... + 5J_ 

ecuaţia 

HIW = i. 

Pentru determinarea valorilor staţionare, procedăm ca mai sus, apli-
cînd metoda multiplicatorilor lui Lagrange; considerăm funcţia 

A(.r, x) - XB(#, x) = ^ fa - X) ^ + ^SH 
şi egalăm cu .zero.derivatele ei parţiale in raport cu lk (A = 1. 2, .... n-1): 

•«» =- 0. (9) 

Coeficienţii căutaţi fir, jx2 p.n-1 sînt rădăcinile ecuaţiei obţinute egahnd 
cu zero determinantul X)(X) al sistemului (9) de ecuaţii liniare. Matricea 
coeficienţilor acestui sistem este în mod evident suma a două matrici, 
prima din ele fiind diagonală, cu numerele Xfc - X pe diagonală (h --• 
= 1, 2, .... n — 1), iar cea de a doua avînd forma 

XB - X 
a 2 

oqaj 

aiOc2 

a ^ n ^ i 

a 2 a i . 

a 2 a 2 

a 2 a n _ ! 

&n~\0-i 

• <*n-ia2 

.. aar la» 
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Conform proprietăţii (1.44) a determinanţilor, determinantul căutat 
este egal cu suma determinanţilor primei matrici şi a tuturor determinan
ţilor obţinuţi prin înlocuirea anumitor coloane ale determinantului primei 
matrici cu coloane corespunzătoare ale celei de a doua matrici [cu factorul 

) • Deoarece orice două coloane ale celei de a doua matrici sînt 
proporţionale, este suficient să considerăm numai acele cazuri cînd una din 
coloanele determinantului primei matrici este înlocuită prin coloana cores
punzătoare din a doua matrice. 

Dacă în particular coloana k a primei matrici este înlocuită cu coloana A 
.;>. matricii a doua, atunci determinantul corespunzător are următoarea 
expresie: 

~>n — X 

Xx - X 0 

0 x 2 - X 

0 0 

0 0 

0 0 

«*<*1 

••• ^ i - l — X O-lcOLz-i 

<**<** 
0 «*a*+i >.*+i-X 

0 

0 

o 
o 

o 

0 ° - o « ^ o ... V l _ x | 

Introducem notaţiile 
~ « 2 ( X t - X ) 

M — 1 

^ M *= E [ (** - XJ (determinantul primei matrici), 
* = i 

c(x) = n <*» - x). 
*=1 

Atunci determinantul, căutat D(X) are forma 

* - l «I D ( X ) = F ( X ) + -i-G(X) V V 
*=i X* - X •* (10) 

Rezolvînd ecuaţia D(X) = 0 găsim totodată mărimile care ne intere
sează [Xj, (Xj>. ..... Pn-v Observăm că ele depind nu chiar de numerele aij, 
ci de pătratele acestor numere; astfel, dacă la unul sau mai mulţi din 
coeficienţii ecuaţiei (8) se schimbă semnul, atunci coeficienţii canonici ai 
formei A(x, x) pe subspaţiul lhn-x nu se modifică. 
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10.27. Formula (10) este interesantă şi prin ;aceea că ea ne permite 
să construim pornind de la numerele \iv jx2, .'.., W-n-i satisfăcînd inegalită
ţile (8) un subspaţiu <SHn_i pe care forma A(x, x) are coeficienţii canonici 
(i1( ţ i j , . . . , (iM_i (în ipoteza că numerele Xv X2, ..., XM sînt distincte). Arătăm 
modul cum se rezolvă această problemă. 

Observăm că formula (10) poate fi scrisă sub forma 

«—1 ~2 " ~? 

•G{X) G(X) ^ X * - X ^ X t - . X ' 

aşadar, numerele aj , a|, ••., a | sînt proporţionale cu coeficienţii descompu

nerii funcţiei raţionale -în funcţii simple. 
G(X) 

Fie date numerele (A,, |X2, ..., y.n.L satisfăcînd inegalităţile 

Xi > lh > Xj, ^ 

X2 > jx2 > X,, 

Xffl-i > l^n-i > Xn J 

(12) 

»—1 / ) '() ) 
Punem Dj(X) = J T ([it — X) şi descompunem funcţia raţională ' 

G(X) 
* = 1 

în fracţii simple: 

£M. = _?*_ + _i i_ + ... + _£2_. (13) 
GfX) Xx - X X, - X X* - X <' 

Arătăm că toţi coeficienţii c.,. c s . . . . , c„ au acelaşi semn. £e ştie că aceşti 
coeficienţi se calcnlează după formulele 

[(Xfc - Xt) ... (X* - Vi)"(X| - X i+ l) ... (X* - X») G'(Xt) 

Numerele D^Xj), DjP.»),.... I^fX») au semne alternativ opuse, deoarece 
rădăcinile polinomului DjfX) alternează cu rădăcinile polinomului G(X). 
Numerele G'(XX), G'(X2), . . . ,G'(XJ au de asemenea alternativ semne opuse, 
deoarece X1( Xj, ..., Xn sînt rădăcini simple ale polinomului G(X). De aceea 

rapoartele—-—— şi cu acestea, coeficienţii e*, au acelaşi semn. Fină îa un 

factor toţ i coeficienţii c* pot fi consideraţi pozitivi, iar suma lor egală cu 1 
şi atunci se pot determina numerele a l ( oc2,..., On din condiţiile 

C,.... <x* « e». (14) 
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Numerele av a2, . . . .aB pot avea orice semn. Arătăm că subspaţ»ul.5l),_l, 
definit prin ecuaţia a ^ i + a252 + •••a«5« = 0 e s t e c e l căutat. 

într-adevăr, polinomul D(X) ale cărui: rădăcini sînţ coeficienţii cano
nici ai formei A(x, x) pe subspaţiul <$.n-i se exprimă, conform celor probate, 
cu ajutorul formulei (10) sau formulei (11) echivalentă cu ea. Comparând, 
(11) şi (12) şi ţinînd cont de (14), rezultă că polinomul D(k) diferă numai 
printr-un factor numeric de polinomul Dj(X) construit anterior. Dar atunci 
rădăcinile polinomului D(X) coincid cu numerele [Ax, JX2, ..., (x»_i, tocmai 
ceea ce s-a afirmat. _.;.. ,. . 

Observaţie. Se poate arăta că numerele obţinute a,, . . . ,aB depind con
tinuu de mărimile Xj. X2", .... X„, ft'j, ..., f%-i- Folosind acest fapt se poate 
arăta că problema admite o soluţie şi pentru numerele [Lt, ..., [*„_•[ care satis
fac inegalităţile (7) şi, de asemenea, fără ipoteza că numerele Xj. ..., X» 
sînt distincte. 

§ 10.3. Problema perechilor de forme pătratice 

10.31. în anumite chestiuni de matematică şi fizică un 
rol important îl are rezolvarea următoarei probleme: pentru 
două forme pătratice A(x, x) şi B(x, x) date într-un spaţiu 
afin «-dimensional Ăfi

m, să se indice o bază relativ la care ambele 
forme se reprezintă sub forma canonică (deci ca sume de 
pătrate ale coordonatelor cu. anumiţi coeficienţi). 

Următorul exemplu din plan. (n — 2) arată că această problemă nu 
admite întotdeauna soluţie. Considerăm următoarele două forme de două 
variabile \ v E2-

A(x, x) = £f - £§, 

"-.,;•?<*•'*) = 5 ^ 2 - . . , 

A găsi o bază canonică pentru aceste forme revine la a găsi o pereche 
comună de vectori conjugaţi pentru hiperbolele A(x, x) = 1 şi B(x, x) — 1 
(7-44). Aceste hiperbole sînt egale; diu geometria analitică se ştie că di
recţiile conjugate ale acestor hiperbole sînt simetrice relativ la asimpto
tele lor. De aceea unghiurile polare ţij şi <p2 corespunzînd unei perechi de 
direcţii conjugate, sînt legate pentru prima hiperbolă prin relaţia 9X + <p2 = 

= — , iar pentru a doua. prin relaţia cpx + <p2 = 0 (ambele egalităţi au 
2 

loc pînă la un termen care este multiplu întreg de TT). 
Deoarece aceste egalităţi se exclud una pe alta, în cazul considerat. 

'";••'. nu există perechi comune de direcţii conjugate. 

Problema considerată admite soluţie în ipoteza suplimen
tară că una din aceste forme, de exemplu B(x, x), este pozitiv 
definită (adică B(x, x) > 0 pentru x ¥= 0), 
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Existenţa soluţiei poate fi uşor stabilită în modul următor. 
Fie B(x, y) o formă biliniară simetrică, corespunzînd formei 
pătratice B(x, x). Introducem în spaţiul afin <StM o metrică 
euclidiană punînd 

{x,y) = B(x,y). 
îndeplinirea axiomelor produsului scalar este asigurată 

prin simetria şi prin pozitiv definirea formei B(x, x). 
Conform 10.11 există o bază ortonormală elt .... en, relativ 

la metrica introdusă, în care forma A(x, x) se scrie 

A(x, x) = XiYj? + Â2y| + ... + \r* (15) 

(T)I. *)?> •••> f\n s î n t coordonatele vectorului x în baza con
struită). în aceeaşi bază forma pătratică B(x, x) se scrie, 
aplicînd formula 8.42 (17), 

, B{x, x) = (*, x) = 4 + -4 + '•••'• + '';»• 

Aşadar, există o bază în care ambele forme pătratice A, B 
au forma canonică. 

10.32. Folosim pentru calculul coordonatelor vectorilor 
e\, ..., en ai bazei căutate proprietăţile extremale ale formelor 
pătratice. Aşa cum s-a arătat în 10.21, vectorii ex, ..., en 
sînt vectori, supuşi condiţiei (x, x) = B(x, x) = 1, astfel 
încît forma A(x, x) să ia valori staţionare. Presupunem că în 
baza de plecare formele A(x, x) şi B(x, x) aveau următoarele 
expresii 

A{x, x) = Ş> *<»&£*> B(x> x) = | 3 hi&t%~ 
i,k=i i,k—l 

Aplicînd metoda lui Lagrange, trebuie să considerăm funcţia 
n n 

F{ y.) S2> •••> SB) = 2_j aiAi\lc — V- 2_j "i*ţ>&* 
i,k—l i,k=l 

şi să egalăm cu zero derivatele parţiale ale lui F în raport cu 
toate coordonatele: 

y > ai&t - ^ b ^ = ° (*' = *> 2> ••••.'n)- (1 6) 
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Sistemul obţinut de ecuaţii liniare omogene 

(«5i - ^ u ) 5 i + ( « M - f i W + ... + K , - i l A f t t o )5 . = o, 

(% -^M ^ + fe - ^ ?3 +... + {ann __ ^ ^ = 0 

admite soluţii nenule dacă şi numai dacă determinantul si 
este egal cu zero 

(17) 

sau 

« i i — ţibu a12~ j i J M . . . « 1 B 

« s i — f^aI «22 — . ^ a 3 . . . a 2 s f^2» 

% — F4I *»? — ÎJ.6„3 . . . an P-l>nn 

(18) 

Rezolvînd ecuaţia (18), găsim n valori posibile u. = (xt (£ => 
= 1,2, ..., «) ; înlocuind JJ.A. în sistemul (17) putem găsi coor
donate 5i**> i^> •••. $u care corespund vectorului al £-lea al 
bazei căutate. Teorema probată în 10.31 asigură existenţa 
rădăcinilor reale ale determinantului sistemului (17) şi pentru 
fiecare rădăcină multiplă prezenţa numărului corespunzător 
de soluţii liniar independente ale acestui sistem. 

10.33. Trecem la calculul coeficienţilor canonici. Arătăm 
că toţi coeficienţii Xj, Â3, ..., Â„ din scrierea canonică (15) 
a formei A(x, x) coincid cu rădăcinile corespunzătoare (x3, 
[x?, ..., fx„ ale determinantului sistemului (17). Aici s-ar 
putea folosi un raţionament analog celui făcut în 10.22; 
preferăm aici uri calcul direct. Dacă pentru o rădăcină dată 
\Lm înmulţim ecuaţia de ordin i a sistemului (16) prin coordo
nata de ordin i a soluţiei £jm) (i — 1, 2, ..., n) şi adunăm toate 
egalităţile astfel obţinute, rezultă egalitatea 

A(em, em) = £ «,$">&•> = (i. f j M W L 
«,*- l t",*=l 

= ţj.mB(em, em) = um, deoarece B(<?m, em) = 1. 
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Pe de altă parte, coordonatele canonice 7)lt T]2, ..., v;w 
pentru vectorul em au în mod evident valorile rH = 0 pentru 

n 
i # m, vjm = 1 şi forma A(«, x) = V*" «̂iQ» pentru x = £m 

»=i 
capătă valoarea Xm. Rezultă de aici că \xm — XOT, ceea ce 
trebuia arătat. 

Acest rezultat ne dă posibilitatea să scriem A(x, x) sub 
forma canonică urmărită, calculînd baza canonică. 

10.34. Problema pusă în 10.31 relativ la reducerea simul
tană la forma canonică a două forme pătratice A(x, x) şi 
B(x, x), dintre care una (de exemplu B(x, x)) este pozitiv 
definită, a fost rezolvată într-o variantă întări tă; anume, 
forma B(x, x) a fost redusă la sumă de pătrate ale coordona
telor cu coeficienţi egali cu 1. în general, aceasta nu se cere 
şi de aceea coeficienţii formelor transformate nu se determină 
în mod univoc. Arătăm totuşi că rapoartele coeficienţilor 
canonici corespunzători nu depind de modul de reducere simul
tană a formelor A(x, x) şi B(x, x) la forma canonică. 

Presupunem că A(x, x) şi B(x, x) au fost reduse în două 
moduri la forma canonică: în coordonatele £,, £2, ..., c„ 

A{x,x) = J2\ll B(x,x)=J2^l 
»=i «=i 

şi în coordonatele vjj, TJ2, ..., t]n, 

A(x, x) = J2 P<rn> B(x< X)=J2 T^?-
»=1 i—l 

Deoarece forma B(x, x) este pozitiv definită, numerele v, 
şi ii (i = 1, 2, ..., n) sînt toate pozitive. Considerăm o nouă 
transformare de coordonate 

yv&i = \i, ^tirii — »• 

Atunci formele A(x, x) şi B(x, x) se transformă astfel 
a) în coordonatele | f : 

A(x, xy^£h$t B(x, x) = £lf, 
t = l Vj »=1 
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b) în coordonatele iJA: 
n a- n 

A{x, x) = £ A qf, B(*. *) £= £> >& 

Fie ex, e2- •••> e» baza care corespunde coordonatelor t,t şi 
/1/2» •••>,/» baza care corespunde coordonatelor Y)f. în metrica 
definită de forma B(x, x), ambele aceste baze sînt ortonor
male. Dar atunci (10.14) mulţimea coeficienţilor canonici ai 
formei A(x, x) este determinată univoc; astfel, şirul de numere 

— > —, ..., — trebuie sa coincidă-cu şirul — » v-.i ..., — > 
v i v ? _vre • . .. . ' n . T 2 •• •.• T „ 

pînă la ordinea termenilor. Teoi'ema es}e complet demon
strată. ' 

§ Î0.4. Reducerea ecuaţiei generale a suprafeţelor de gradul 
doi la forma canonică 

10.41. în acest, paragraf vom numi elementele spaţiului 
oft„ puncte şi nu vectori (2.17), ceea ce va corespunde mai bine 
reprezentării geometrice. Se numeşte suprafaţă de graiul 
doi în spaţiul n-dimensional Sin locul geometric al punctelor 
x = ( £ 1 ; £2 , •••• £») care satisfac o ecuaţie de forma 

£^Ufc + 2 £ ^ + C = 0, (19) 

său 
A(x, x) -f 2L(x) - p c W O , 

«#ie A(%, #) = V" aikţiik este o formă pălratică de vectorul x, 
t , A = l 

n 

• £(#) = Y^ b£,i este o formă liniară iar c o constantă. ( în cazul 
»=i 

n~2 imaginea geometrică este o curbă de gradul doi; 
in cele ce urmează, vom folosi peste tot cuvîntul „suprafaţă" 
fără a mai specifica de fiecare dată că în cazul n = 2 trebuie 
înlocuit prin cuvîntul „curbă"). 

Spaţiul §in va fi considerat euclidian iar numerele £i. 
H2, ..., £„ sînt coordonatele vectorului x într-o baza ortonor-
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mala. Problema principală t ra tată în continuare este alegerea 
unei noi baze ortonormale în spaţiul Jt„, ca şi a unei alte origini 
a coordonatelor, astfel încît suprafaţa de gradul doi să fie 
determinată printr-o ecuaţie mai simplă, numită canonică. 
în continuare proprietăţile suprafeţelor vor fi studiate pe 
ecuaţia canonică. 

10.42. Mai întîi, efectuăm în spaţiul <&„ o transformare 
ortogonală de coordonate 

aşa cum am indicat în 10.12, astfel încît în noile variabile 
forma pătratică să se scrie sub forma canonică 

A(x, x) = £ Mf. 
i = l 

Ecuaţia (19) va căpăta prin înlocuirea lui (20) forma 

E x ^ + 2 E / * ^ + c==0' <2') 
;-.... »= i t = i 

unde lt(i = 1, 2, ..., n) sînt noii coeficienţi ai formei liniare 
L{x). . 

Dacă în egalitatea astfel obţinută avem \t # 0 pentru 
un anumit i, atunci prin translaţia originii, se poate obţine 
dispariţia termenului corespunzător de gradul I. De exemplu, 
dacă Xx 7̂  0, atunci 

X^J + 2/jV)! = Xj TJj + — - —- • 
V A i / A i 

Punem yjî = T̂ X -| -•; aceasta revine la translaţia originii 
. Xj 

coordonatelor ,în punctul I , 0, 0, ..., 0 j« Ca rezultat, 
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grupul termenilor T̂ v;? -j- ^h^i s e înlocuieşte cu Xi%8— — ; 

astfel termenul de gradul doi rămîne cu acelaşi coeficient \ , 
termenul de gradul întîi dispare iar la termenul liber se 
adaugă - • După toate aceste transformări, ecuaţia 
suprafeţei capătă forma 

h'4 + Ml + - + K*§ + 2lr+if)r+i + - + 2/„% + c = 0. 

Pentru simplificarea scrierii am omis punerea accentelor pe 
coordonate şi coordonatele însele au fost renumerotate astfel 
încît să fie scrise iniţial coordonatele care apar efectiv în 
forma pătratică (adică \h X2, ..., \ sînt distincte de zero, 
deci \jc = 0 pentru k > r). Dacă aici r = n sau dacă r < n, 
dar atunci numerele lr+1, lr+?, ..., ln sînt egale cu zero, se obţine 
ecuaţia canonică, a unei suprafeţe cu centru 

V/î + h'4 V - + Krf + c = 0. (22) 

Dacă r = n, atunci această suprafaţă se numeşte propriu-zisă 
(în cazul cînd c j= 0) iar dacă c — 0, ea se numeşte suprafaţă 
conică. 

Presupunem că printre numerele lr+1, ..., ln există cel 
puţin unul diferit de zero. în acest caz, efectuăm o transfor
mare ortogonală de coordonate după formulele 

T i = Tih 

T2 = 7)2-

Tr = rir, 

T r + 1 = - (lr+1yjrvl + ... + lnTm) ± , 
M 

unde M este un factor pozitiv asigurînd ortogonalitatea ma-
tricii transformării: deoarece pentru o matrice ortogonală 
suma pătratelor elementelor fiecărei linii trebuie să fie egală 
cu 1, atunci 

M2 ihi +1?+2 + ... + ii. 
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Celelalte linii care urmează după a (/+l)-a pot fi arbitrare 
astfel încît matricea obţinută să fie ortogonală (8.95). 

Ca rezultat al acestei transformări, ecuaţia suprafeţei 
capătă forma 

Xx-rf + ... + Xrr? = 2Mrr+1 — c. 

Dacă c # 0,-o translaţie a originii coordonatelor după formula 
c 

Tf+i = Trt-1 — IM 

permite eliminarea termenului liber; ecuaţia (din nou cu 
omiterea accentelor pe coordonate) capătă forma 

X1T! + ... + Vc? = 2AfT,+1; (23) 

şi în acest caz se numeşte ecuaţia canonică a unei suprafeţe 
fără centru. 

Orice suprafaţă de gradul II în a cărei ecuaţie canonică 
figurează toate cele n coordonate se numeşte nesingulară, 
iar dacă în ecuaţia ei canonică nu figurează toate cele n 
coordonate, suprafaţa se numeşte singulară. Toate aceste 
denumiri vor fi justificate în cele ce urmează. 

§ 10.5. Proprietăţi geometrice ale suprafeţelor de gradul doi 

10.51. Centrul unei suprafeţe. Se numeşte centru al 
unei suprafeţe, orice punct x0 = ( £?, ££, ..., £°) avînd proprie
tatea că dacă punctul (£î + li, £° + \t, •••,.£" + £«) apar
ţine suprafeţei, atunci simetricul acestui punct faţă de x0, 
adică punctul (£?— ţh l\— £2, ...,ll — %) aparţine de 
asemenea suprafeţei. De exemplu, suprafaţa avînd ecuaţia 
canonică (22) admite centru; orice punct pentru care vjj = 
= 7]2 == ... = fir — 0 este în mod evident un centru. Se 
obţine astfel o explicaţie pentru denumirea de suprafeţe cu 
centru dată acestei clase de suprafeţe. 

Arătăm un fapt care va fi folosit în continuare, anume că 
9 suprafaţă avînd ecuaţia de forma (22) nu admite alte centre 
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în afara celor indicate. într-adevăr, fie (£?, £§, ..., £°) un 
centru al acestei suprafeţe. Atunci din condiţia 

\ hm + 5i)2 + MU +12)2 + - + M 5? + l,Y + c = o 
rezultă 

MU - 502 + MU - 52)2 + - + M 5? - ir? + o = 0. 
Scăzînd aceste două egalităţi, obţinem 

l i*& + « 2 + - + A,5?5r = 0. 

Alegem pe suprafaţă un punct în care 52 = 53= •'•• = 
= £r = 0, 5i 7̂  0 (este evident că ecuaţia (22) poate fi 
satisfăcută de astfel de valori). Atunci obţinem X^f5i = 0, 
de unde E£ = 0. în mod similar, se arată că ţ% — ••• = 5? =0* 
ceea ce trebuia arătat. 

10.52. Suprafeţe propriu-zise cu centru. Considerăm 
pentru început o suprafaţă propriu-zisă cu centru, adică 
r = n şi c ^ 0, Atunci ecuaţia (22) se poate pune sub forma 

±4±4±. . .±4=i , 
a\ a% an 

unde numerele ak se determină prin formulele 

«* = + 1/ - (A = 1, 2, ..., ») ; 

aceste numere se numesc lungimile semiaxelor suprafeţei. 
Renumerotăm coordonatele astfel încît în ecuaţia supra

feţei să figureze mai întîi termenii pozitivi: 

Â + Â + ... + Â-.2i±l_..._^. = i. (24) 
# 1 <?2 ®lt ^k+1 ^n 

Cazul h = 0 este exclus din consideraţii deoarece atunci nu 
există valori reale i)t, r}2, ..., f]„ satisfăcînd ecuaţia (24); 
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în acest caz se mai spune că ecuaţia (24) defineşte o supra
faţă „imaginară". 

Rămîn n tipuri distincte posibile de suprafeţe cu centru, 
corespunzînd cazurilor k = 1, 2, ..., n. 

a. în cazul bidimensional (n = 2) ecuaţia (24) defineşte, 
pentru k = 1 şi k = 2 respectiv, două curbe cunoscute din 
geometria analitică: 

2 2 
* = 1: ̂ - - -Ş- = 1 {hiperbolă) 

k = 2:-^ + -^= 1 (e/^sa). 

b. Pentru n — 3 sînt posibile cazurile A == 1, k — 2 şi 
A == 3, cărora le corespund trei suprafeţe cu centru nesingu
lare în spaţiul tridimensional, definite prin următoarele 
ecuaţii: 

Yl Yl Yl 

A = 1; -JL L — -J|- == 1 (hiperboloid cu două pînze); 
Cl\ $2 ^3 

Yl Yl Yl 

k — 2: — + — -—v = 1 {hiperboloid cu o pînza), 
a\ a% al « 

£ = 3 : j £ + 4 + 4 = 1 {elipsoid). 
a^ a% a$ 

Reamintim pe scurt construcţia fiecăreia din aceste suprafeţe. 
Considerăm secţiunile fiecăreia din ele prin plane orizon

tale Y)3 = ca3 (—oo < c < oo). Aceste secţiuni sînt respectiv: 
hiperbole cu axa reală v^: 

' , ft'-".l:4'-4 = ti<l 
' " ' • f , . 

elipse definite pentru toate valorile lui c: 

A = 2:4 + 4 = 1 + c" 
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şi elipse definite numai pentru \c\ < 1: 

£ = 3:~ -̂ + 
Y>2 v,2 

4 a\ 

m m 

^ :.!C33—^ '.vv 

Fig. 2 

Pentru a determina poziţia vîrfurilor acestor secţiuni, con
struim secţiunile suprafeţelor prin plane de coordonate yjj = 0, 
7ja = 0. Pentru cazul •£ = 1 obţinem o secţiune reală doar 
pentru planul de coordonate rj3 = 0, care va reprezenta 
hiperbola 

2 

21 

Vîrfurile hiperbolelor secţiunilor orizontale se vor afla pe 
această curbă; ca rezultat al construcţiei se obţine un hiper
boloid cu două pînze (fig. 2). 

Pentru cazul k — 2 secţiunile cu ambele plane de coordo
nate vjj = 0, yja = 0 sînt hiperbole cu axa imaginară: 

>jl A 
4 

•fi î, - a - . i - a . ^ i m 
a\ a% 
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Fig. 3 

Mulţimea elipselor secţiunilor orizontale cu vîrfurile pe 
aceste hiperbole generează un hiperboloid cu o pînză (fig. 3). 
în sfîrşit, în cazul k = 3 secţiunile prin planele de coordonate 
vj! = 0, 7)2 = 0 sînt elipse; considerînd elipsele secţiunilor 
orizontale se obţine un elipsoid (fig. 4). 

Fig. 4 



c. Suprafeţele de gradul doi în spaţii $H„, » > 4 nu au o reprezentare 
geometrică intuitivă. Putem însă indica şi în cazul multidimensional deo
sebirile esenţiale între diversele tipuri de suprafeţe propriu-zise care cores
pund valorilor k = 1, 2, ..., n. Vom pleca de la deosebirile evidenţiate în 
spaţiul tridimensional. Pe un hiperboloid cu două pînze (k = 1) există o 
pereche de puncte care nu pot fi unite printr-un drum situat pe supra
faţă (luînd de exemplu un punct pe una din pînze şi un punct pe cea
laltă). Pe un hiperboloid cu o pînză (k =• 2) orice două puncte pot fi unite 
printr-un drum situat pe suprafaţă; există însă o curbă închisă (de exemplu 
elipsa-colier a hiperboloidului) care nu poate fi redusă la un punct prin 
deformare continuă. Pe un elipsoid (fi = 2) orice curbă închisă situată pe 
elipsoid poate fi deformată continuu la un punct. Aceste observaţii pot fi 
un punct de plecate în formularea deosebirilor geometrice între supra
feţele de gradul II cu centru din spaţiul n-dimensional. 

Introducem pe cale intuitivă cîteva noţiuni, nu în cadrul cel mai 
general posibil. O figură A se numeşte homeomorfă cu o figură B dacă 
există o aplicaţie bijectivă şi bicontinuă între mulţimile punctelor figurilor 
A şi B. O figură A situată pe o suprafaţă S se numeşte omotopă cu o 
figură B situată pe aceeaşi suprafaţă dacă figura A poate fi redusă la 
figura B printr-o deformare continuă, astfel încît figura A să rămînă tot 
timpul pe suprafaţa S. 

Deosebirile geometrice între suprafeţele cu centru pot fi formulate cu 
ajutorul noţiunilor de mai sus astfel. Pentru k = 1 se indică cu uşurinţă o 
pereche de puncte de pe suprafaţă care nu sînt omotope între ele. Pentru 
k = 2 orice punct de pe suprafaţă este omotop cu orice alt punct, dar 
există o curbă pe suprafaţa omeotopă cu un cerc care nu este omotopă 
cu un punct. Pentru k = 3 orice curbă homeomorfă cu un cerc este omo
topă cu un punct; dar există o porţiune a suprafeţei homeomorfă cu o 
sferă bidimensională dată neomotopă cu un punct. Contimiînd astfel, 
putem formula pentru orice k o proprietate distinctivă, specifică a supra
feţei cu centru corespunzătoare, anume: orice parte a ei, homeomorfă cu 
o sferă (A— l)-dimensională, este omotopă cu un punct, dar există o parte 
homeomorfă cu o sferă ^-dimensională neomotopă cu un punct etc. Din 
acest rezultat, rezultă în particular că suprafeţele cu centru dintr-un spaţiu 
n-dimensionai sînt evident homeomorfe între ele pentru acelaşi k, dar nu 
sînt homeomorfe între ele pentru valori distincte ale lui k. Demonstraţii 
riguroase ale acestor proprietăţi interesante pot fi găsite de exemplu în 
cartea de topologie a lui Seifert şi TrelfaH. 

10.53. Suprafeţe conice. Considerăm acum cazul supra
feţelor conice (obţinut pentru c = 0 în ecuaţia (22)). Ecuaţia 
(22) devine omogenă şi odată cu un punct (vji, v)a •>;„), 
ecuaţia este satisfăcută atunci de punctul {tr^, tv\%, ..., ty)„) 
pentru orice t. Aceasta înseamnă că suprafaţa este generată 
de drepte care trec prin originea coordonatelor (cu excepţia 
cazului cînd toţi termenii din suma (22) au acelaşi semn şi 
ecuaţia defineşte atunci doar un singur punct din $L„ — ori
ginea coordonatelor). Aşa cum am procedat anterior, ecuaţia 
canonică a unei suprafeţe conice poate fi scrisă sub forma 

yţi , , •>)!•.. Ţjl+i j | _ 0 
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I Evaluăm numărul de tipuri posibile de suprafeţe conice 
pentru n dat. Dacă numărul m = n — k al coeficienţilor 
negativi din ecuaţia canonică (22) este mal mare decit —» 

atunci înmulţind ecuaţia cu — 1 , obţinem ecuaţia aceleiaşi 
suprafeţe, dar cu numărul coeficienţilor negativi mai mic 
decît — • Aşadar, este suficient să considerăm cazurile 

2 
care corespund condiţiei m< —• Dacă n este par, atunci . 

n . . ,. 
excluzînd cazul punctului (k = 0), obţinem — tipuri dis
tincte de suprafeţe conice, corespunzînd valorilor m = 
= 1 2 ..., — ; dacă n este impar, atunci tipurile distincte 

2 
sînt în număr de —-P-—» anume ele corespund valorilor 

2 
1 o n ~ 1 tn= 1, 2, ..., — : 

/Ci 

a. în plan (n = 2), în afara cazului punctului, există un 
singur tip (m = 1) avînd ecuaţia canonică 

A-A = o. 

Imaginea geometrică corespunzătoare este o pereche 
de drepte care se intersectează în origine, avînd ecuaţiile 
9l_ _ A M. 
di a% 

b. în spaţiul tridimensional (n = 3), în afara suprafeţelor 
conice reduse la un punct, există de asemenea un singur tip 

. „ / , -' n — 1 3—1 ., „ , de suprafaţă conica (pentru ca ——- = — — = 1), avînd 

ecuaţia canonică 

A+A-A-o. 
dl $2 &$ 
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Imaginea geometrică corespunzătoare este un con (fig. 5);' 
în cazul particular cînd ax = a2 se obţine un con circular; 
drept. 

Fig. 5 

c. Pentru a ne face o reprezentare asupra formei unei 
suprafeţe conice în cazul general, considerăm secţiunea ei 
printr-un hiperplan 

Y)„ = can{— oo < c < oo) 

7 '1 _L_ . . . J_ * * 7>k+l ^ « - 1 -2 
H S«« * T " " '—"~ ' — . . . "—™ ' === 6 . 

tf2 tf2 tf2 / 7 2 

Această ecuaţie corespunde unei suprafeţe cu centru în 
spaţiul (n—l)-dimensional. Toate aceste suprafeţe (pentru 
valori distincte ale lui c) sînt geometric asemenea între ele, 
dimensiunile corespunzătoare ale semiaxelor fiind propor
ţionale cu mărimea c. 
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Astfel, orice suprafaţă conică în spaţiul «-dimensional 
poate fi obţinută dintr-o suprafaţă cu centru într-un spaţiu 
(w-—l)-dimensional &n~i cu ajutorul unei deplasări a acestei 
suprafeţe cu centru în lungul axei perpendiculare pe $,„_^ 
printr-o dilatare în toate direcţiile. Pentru a obţine astfel 
toate tipurile posibile de suprafeţe conice, este suficient să 
folosim acele suprafeţe cu centru din spaţiul (n— ^-dimensio
nal pentru care numărul termenilor negativi din ecuaţia 

j „ /, n — 1 canonica nu depăşeşte 

10.54. Suprafeţe fără centru nesingulare {paraboloizi). 
în acelaşi mod cum am procedat la punctul 10.52, putem 
reduce ecuaţia unei suprafeţe fără centru nesingulare (numită 
nedegenerată) la forma 

ji+... + ji_J*tL_„. _ i k = 273,. (25) 
/r2 rt2 /»2 /fi 

Evaluăm numărul de tipuri distincte de suprafeţe fără 
centru nesingulare. Dacă numărul termenilor negativi din 

n — 1 
membrul stîng al ecuaţiei (25) este mai mare decît - • 
atunci înmulţind ecuaţia (25) cu — 1 obţinem ecuaţia aceleiaşi 
suprafeţe, dar cu numărul termenilor negativi din membrul 

Ih7 1 

stîng mai mic decît si cu schimbarea semnului în 
2 

membrul drept. După simetria r{n = —y\n semnul din mem
brul drept se restabileşte. Astfel, numărul de tipuri distincte 
de suprafeţe nesingulare fără centru (dacă nu considerăm 
tipurile distincte de suprafeţe care se obţin una din alta prin 
simetrie de tipul •/& — —TJ„) este egal cu numărul valorilor 

n— 1 
întregi ale lui nt astfel încît 0 < m < ——; acest număr este 

egal cu — pentru n par şi cu pentru n impar. 

a. în plan (n = 2) există o curbă unică de gradul II ne
singulară fără centru — parabola, avînd ecuaţia canonică 

7)! = 2a|7]a (w = 0). 
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b. în spaţiul tridimensional există două suprafeţe nesin-
gulare fără centru J n = 3, -T" = 21: 

1) _ i 4. _JL _ 2TJ3 (WI — o) (paraboloidul eliptic) ; 

* j ! *K 2) - ^ — ~ — 2r)3 (m — 1) (paraboloidul hiperbolic) 

în primul caz secţiunea suprafeţei cu orice plan T)3 = 
= C > 0 este o elipsă; pentru a determina poziţia vîrfurilor 
elipsei, construim secţiunile suprafeţei prin planele de coor
donate 7j! = 0 şi 7)2 = 0. în , fiecare din aceste secţiuni 
obţinem o parabolă; urmele acestor parabole pe planul 
r/3 = C indică poziţia vîrfurilor elipsei. 

Suprafaţa care se obţine (fig. 6) este un paraboloid eliptic 
(iar dacă ax = az, un paraboloid circular). 

Fig. 6 

în al doilea caz secţiunea suprafeţei cu planul TJ3 = 
= C > 0 este o hiperbolă cu axa reală vjx. Pentru a determina 
poziţia vîrfurilor, considerăm secţiunea suprafeţei cu planul 
7)2 = 0; se obţine parabola Tjf = 2a\7]3, 7)2 = 0, a cărei 
urmă pe planul 7)3 = C indică poziţia vîrfurilor hiperbolei. 
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Secţiunea cu planul 7j3 = C < 0 reprezintă o hiperbolă cu 
axa reală T)2 ; vîrfurile acestei hiperbole sînt situate pe para
bola 7)1 = — 2flf 7)3 în planul ^ — 0. 

tn3 

Fig. 7 

în secţiunea T)3 = 0 se obţine o pereche de drepte care 
reprezintă asimptotele pentru proiecţiile pe planul T)3 = 0 
ale tuturor hiperbolelor considerate de noi în secţiunile 
orizontale ale suprafeţei. Suprafaţa este un paraboloid 
hiperbolic (fig. 7). 

c. Pentru a reprezenta forma suprafeţei (25) în cazul 
general, putem urmări schimbarea formei secţiunilor ei prin 
hiperplane T)„ = C pentru C variind de la 0 la -f oo. în 
fiecare din aceste secţiuni se obţine o suprafaţă cu centru 
într-un spaţiu (n—l)-dimensional. Toate aceste suprafeţe 
sînt asemenea între ele; dimensiunile corespunzătoare ale 
semiaxelor (spre deosebire de suprafeţele conice) se modifică 
după o lege parabolică, adică proporţionale cu rădăcina 
pătrată a lui C. Pentru C = 0 suprafaţa cu centru devine 
conică. Dacă C < 0 se obţine suprafaţa conjugată, în care 
coeficienţii ecuaţiei canonice cu semnele negative şi pozi
tive îşi schimbă roiurile). în particular, dacă toţi coeficienţii 
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ecuaţiei (25) au acelaşi semn, de exemplu sînt pozitivi, atunci 
suprafaţa este situată în semispaţiul 7jw > 0. 

Denumirea dată clasei suprafeţelor nesingulare conside
rate se explică prin aceea că ele într-adevăr nu admit centru. 
Pentru n — 3 aceasta este evident (fig. 6, 7). în cazul gene
ral, pentru demonstraţie admitem contrariul; presupunem 
că suprafaţa (25) are centru (7$, 7$, ..., r$). Deoarece acest 
centru trebuie să fie în particular centru de simetrie al sec
ţiunii 7]„ = f)n, care reprezintă o suprafaţă cu-centru nesin
gulară într-un spaţiu (n— l)-dimensional, atunci în mod 
necesar vjî = TJ§ = ... = TJS_I = 0. Aşadar, centrul considerat 
trebuie să se găsească pe axa v)„. Considerăm un punct 
oarecare (TJJ, TJ2, ..., 7)ra_1( 7$ + 8) al suprafeţei şi simetricul 
său faţă de centrul propus (—7]!, ..., — ~f}n_t, T)2_B). Ecuaţia (25) 
trebuie verificată de ambele aceste puncte. Deoarece membrul 
stîng nu se modifică, nu se modifică nici membrul drept, 
deci 8 = 0. Aşadar, rezultă că pe suprafaţă nu există puncte 
astfel încît TJ„ 56 v$, Dar este evident ca ecuaţia (25) admite 
o soluţie {t)h 7]2, ..., r}n) astfel încît 7]„ 5* v)°. Contradicţia 
obţinută arată că suprafaţa considerată nu poate avea centru. 

10.55. Suprafeţe singulare. Suprafeţele de gradul doi 
din Sln în ale căror ecuaţii canonice participă mai puţin de n 
coordonate se numesc singulare. Presupunem de exemplu 
că într-o ecuaţie canonică lipseşte coordonata >)„. Atunci 
toate secţiunile suprafeţei cu hiperplane (n— l)-dimensionale 
7)„ — C (— 00 < C < 00) reprezintă una şi aceeaşi suprafaţă 
în spaţiul (n—l)-dimensional. Aşadar, orice suprafaţă sin
gulară este generată prin translaţia paralelă a unei suprafeţe 
(de gradul doi) dintr-un spaţiu (n— l)-dimensional în lungul 
unei perpendiculare pe acest spaţiu (n—Y)-dimcnsional. 

a. Determinăm în cazul n = 2, curbele singulare de 
gradul doi. Deoarece în ecuaţia canonică poate participa doar 
o singură coordonată, această ecuaţie va avea forma 

Pentru C > 0 obţinem o pereche de drepte paralele, pentru 
C = 0 o pereche de drepte confundate şi pentru C < 0 
o curbă imaginară. 
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b Pentru a construi suprafeţele singulare din spaţiul 
tridimensional (n - 3), trebuie translatate paralel în lungul 
axei vis toate curbele de gradul doi din planul (T)1; 7)a). Elipsa,; 

â? h 

Fig. 9 

hiperbola, parabola generează respectiv cilindri eliptici, 
hiperbolici, parabolici (fig. 8). Pentru o pereche de drepte 
care se intersectează (respectiv care sînt paralele sau coincid) 
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se obţin o pereche de plane care se intersectează (respectiv 
care sînt paralele sau care coincid), (fig. 9). 

§ 10.6. Analiza unei suprafeţe dată prin ecuaţia sa generală 

10.61. Am descris toate tipurile posibile de suprafeţe de-
gradul doi în spaţiul euclidian «-dimensional. Tipul supra
feţei se determină după ecuaţia ei canonică. Dar adeseori 
o suprafaţă nu se dă prin ecuaţia sa canonică, ci prin ecuaţia, 
sa generală (19) şi este esenţial să determinăm tipul supra
feţei, cu alte cuvinte să construim ecuaţia canonică fără a. 
efectua toate transformările descrise în 10.42. 

Pentru a scrie ecuaţia canonică a unei suprafeţe dată prin 
ecuaţia (19), este suficient să cunoaştem următoarele mărimi t 

a. Rădăcinile polinomului de grad n 

A(X) = 

an *12 

^ 2 1 ^ 2 2 — X 

a „9 

ain 
0. 

b. Coeficienţii polinomului de grad 

AX(X) 

an-
azx 

anX 

bx 

-X 012 

^22—X • 

an9 

h 

• <*1» 

• a2n 

$»»"" 
• bn 

h 
h 

-A K 
c 

Pentru a obţine expresii explicite pentru coeficienţii 
acestui polinom, folosim proprietatea liniară a determinan
ţilor (1.44). Fiecare coloană a determinantului Ai(X), în 
afara ultimei coloane, poate fi scrisă ca sumă a două coloane, 
prima fiind formată din numerele ai}(i = 1, 2, ..., n; j fixat) 
şi b}, iar cea de a doua formată din n zerouri şi numărul —X. 
Atunci determinantul AX(X) se reprezintă ca sumă de de-' 
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X ' > ; ,;: •• *" .' v • 

terminanţi, fiecare din ei fiind obţinut prin înlocuirea anu
mitor coloane (exceptînd ultima) din matricea 

cu coloane constînd din n zerouri şi un element —X aflat pe 
diagonala principală amatricii. Fiecare din aceşti determinanţi 
dezvoltat după coloanele în care se află numerele —X va fi 
de forma {—tykMn+1_k, unde k este numărul coloanelor 
care conţin elemente —X, iar M"M+1_;s este un anumit minor 
de ordin »-f-l—k din matricea Ax, Acest minor se caracte
rizează prin aceea că în el apar odată cu fiecare linie a matricii 
Ax, coloana acestei matrici cu acelaşi număr, folosind de 
asemenea şi ultima linie şi ultima coloană a acestei matrici. 
Minorii care au această proprietate vor fi numiţi bordaţi. 
Evident, orice minor bordat al matricii Ax apare în dezvol
tarea determinantului AX(X). De aici obţinem direct rezul
ta tu l următor: coeficientul lui (—X)& în dezvoltarea determi
nantului Ai(X) după puterile lui — X este egal cu suma tuturor 
minorilor bordaţi de ordin n-\-1 —k. Dezvoltarea determinantului 
A1(X) se scrie atunci astfel 

AX(X) = <x„+1 — a„X + aK+1X2 — ... -f a^—X)n; 

în această scriere coeficientul <xk va fi egal cu suma tuturor 
minorilor bordaţi de ordin k ai matricii Av 

10.62. Rădăcinile polinomului caracteristic A(X), aşa cum 
ştim, ne dau coeficienţii pătratelor variabilelor care apar în 
ecuaţia canonică. Pentru a determina ceilalţi coeficienţi 
(termenul liber dacă ecuaţia canonică este de forma (22) 
sau termenul de gard întîi dacă ecuaţia are forma (23)), 
este necesar sa analizăm comportarea coeficienţilor polino
mului Aţ(X) la schimbarea liniară a coordonatelor. 

^XX ^"12 

*21 w 2 2 

aln ox 

a?,„ b2 

(26) 

*n2 ann "n 

bx b2 
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Considerăm în spaţiul euclidian (»+ l)-dimensional JL 
forma pătratică 

Al(x, x) = £ aikţ£k + 2 £ bUa+i+c%+v (27) 
RS=i i = i 

unde Şj, £3, ..., £„, ^B+1 sînt coordonatele vectorului a; e$.K+1 
într-o bază ortonormală eh e2, ..., e„, en+1. Acestei forme pă-
tratice îi corespunde un operator simetric ăx, care are în 
baza {e} matricea (26); vom nota cu 4j«) această matrice. 

Alături de acest operator, considerăm operatorul definit 
prin egalităţile $xete = eK pentru k «S n, ^xen+l = 0. Acestuia 
îi corespunde următoarea matrice (în aceeaşi bază ex, e2, ... 

1 

£ i = (28) 

Notăm cu Sln subspaţiul de bază eh e2, ..., en; operatorul 
&! în acest subspaţiu este evident operatorul identic. 

Considerăm acum o transformare izometrică & în spaţiul 
Sin; ea transformă baza ortonormală elt e?, ..., en într-o bază 
ortonormală/1;/a, ...,/„. Construim transformarea izometrică 
(Ŝ  în spaţiul §ln+1 punînd ( S ^ = / 1 ( &xe2 = /2, ..., <Stxen = 

Dacă matricea operatorului (2 în spaţiul 3in are forma 

Q 

Iu î\% 

Ini <Z«2 

iln 
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atunci în spaţiul $fl+1 matricea operatorului &x construit va 
avea forma 

Qi 

Zii ?i2 ••• 9i» ° 

?21 222 ••• ?2» ° 

Şnl <?«2 

0 0 0 1 

Acestei matrici îi corespund următoarele formule de transfor
mare a coordonatelor (8.94): 

5l = ?tt1)l + 121*12 + ••• + 1n\f\ni 

lt = '/taTl + ?22>)2 + ••• + Inina, 

ln — '/l»^l -l" fe»?)2 + ••• + ?«»•»]», 

? „ + 1 — iQo+i J 

(29) 

Operatorul dx aro în noua bază / i , / 2 , —,fn+i matricea 
4 ( f ) = Q-i-A^Q (5.51); operatorul Si are aceeaşi matrice 
(28) ca mai sus. Conform 5.52 are loc egalitatea 

det (A{!) - XEx) = det (4(4) - X£x). 

Presupunem că transformarea <2. este cea din 10.42 prin. 
n 

care forma pătratică A{x, x) = ^ « u ^ se reduce la forma. 

canonică 
A(«, *) = £ W> 

Din formula (29) rezultă că transformarea <2 reduce forma. 
pătratică (27) de n+l variabile la forma 

n n 
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Matricea operatorului ăh care se transformă la fel ca matricea 
formei pătratice, capătă după această transformare forma 
următoare: 

* ( f ) : 

* i 

l\ 1% ••• lr l, r Vt-1 

h 
h 

o /„ 
L c 

Polinomul Aj(X) = det (Ain — X£j) va fi egal cu deter
minantul 

Xj—X 0 . 

0 X2—X . 

0 0 . 

0 0 

0 0 . 

h h 

.. 0 

.. 0 

.. Xr—X 

0 

.. 0 

• K 

0 . 

0 .. 

0 .. 

— X .. 

0 .. 

lr+l.. 

. 0 lx 

. o /, 

. 0 lr 

• o ir+1 

• - * In 

• h c 

Coeficienţii acestui polinom pot fi calculaţi cu ajutorul 
minorilor bordaţi ai matricii .4 (f), tot aşa cum au fost calculaţi 
anterior cu ajutorul minorilor bordaţi ai matricii A{e) — A\. 

Observăm că pentru r<n toţi minorii bordaţi ai matricii 
.A\o de ordin mai mare ca r+2 sînt nuli deoarece ei conţin 
«două coloane proporţionale. Aşadar, pentru r < n coeficienţii 
ocr+3, af+4, ..., sînt nuli. 

în plus, pentru r < n în minorii bordaţi de ordin r + 2 
în afara celor care sînt nuli, este necesar să folosim primele r 
linii şi primele r coloane ale matricii A^. 
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în minorii bordaţi de ordin (r+1) pot să nu fie utilizate-
aceste r linii şi coloane; notăm două cazuri cînd această 
utilizare are loc: 

1) r = n; evident, în matricea A{t) există un unic minor 
de ordin r + l , adică de ordin » + l , care coincide cu deter
minantul lui; el conţine toate liniile şi coloanele* matricii A^ 

2) r <n, lr+1 = /r+2 — . . . = / „ = 0; în afara celor nuli, 
există un minor bordat de ordin r + l , care se află pe liniile-
şi coloanele 1, 2, ..., r , w+1. 

10.63. Arătăm acum modul în care se reflectă pe matricea. 
Ai următoarea etapă de transformări ale ecuaţiei (19) §10.4, 
care are ca scop să anuleze mărimile llt l2, ..., lr. După trans
formările 

»)i = fix + ~ %+li fi "» *)* {k = 2, 3, ..., n + 1) 

matricea A{t) se transformă în matricea 
XL 0 ... 0 0 ... 0 0 / 

0 Xa ... 0 0 ... 0 h 

0 0 ... Xr 0 ... 0 lr. 

0 o ... o o ... o /r+1 

o o ... o o ... o i„ 
0 /j ... lr lr+i ... /„ c - —- • ' 

Operaţia produsă asupra matricii A^ poate fi descrisă 
de asemenea astfel: din ultima coloană scădem prima coloană. 

înmulţită cu — şi apoi din ultima linie scădem prima. 

linie, de asemenea înmulţită cii •— •• în mod analog se pot: 
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•descrie transformările ulterioare, care au ca scop anularea 
mărimilor l?, l3, ..., l„; ca rezultat al tuturor acestor transfor
mări matricea A^ devine 

h 
0 

0 

0 

0 

0 

0 . 

x2 . 

0 . 

0 . 

0 . 

0 . 

.. 0 

.. 0 

.. xr 

.. 0 

. 0 

. 0 

0 . 

0 . 

0 . 

0 . 

0 . 

4+i • 

. 0 

. 0 

.. 0 

. 0 

. 0 

. 4 

0 

0 

0 

4+i 

4 
c' 

Prin aceste* transformări nu-şi modifică mărimea acei 
minori bordaţi ai matricii A (f) în care sînt cuprinse primele r 
linii şi r coloane ale acestei matrici. Considerăm polinomul 

Xj—X 0 ... 0 0 ... 0 0 

0 X2—X ... 0 0 ... 0 0 

Af>(X) = ° ° - ^ ° •••" ° ° = 
0 0 ... 0 —X ... 0 lr+l 

0 0 ... 0 0 ... —X /„ 

o o ... o 4 + 1 . . . 4 c 

= a'n+1 — un~k + ... + a{(— X)n. 

Coeficienţii acestui polinom se calculează prin minorii bordati 
ai matricii A\t\ după aceleaşi reguli prin care coeficienţii 
polinomului AX(X) se exprimă prin minorii bordaţi ai matricii 
Â•(,-;. Conform proprietăţilor de nemodificare a minorilor 
, de ordin r-f-2 (pentru r < n), arătate mai sus, rezultă că 
a'r+1 = ar+2; ca şi în cele două cazuri separate indicate, 

-vom avea a'r+1 = a.r±i-
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10.64. Considerăm mai întîi cazul r — n. Atunci coefici
entul a^+1 al polinomului Air)(X) este evident egal cu pro
dusul XjXg, ... X„c; atunci mărimea c din ecuaţia canonică (22) 
este egală cu 

g»+i 

x x x 2 . . . x„ 

10.65. Fie acum r < n. Definim coeficientul ar+1 al po
linomului A(î'(X) necesar în cele ce urmează. (Se verifică uşor 
că şi pentru polinomul Air)(X), toţi coeficienţii am pentru 
m > r -f 2 sînt egali cu zero). Minorii bordaţi ai matricii de 
ordin r-\-2, cu excepţia celor nuli, sînt de forma 

*1 

0 

0 

0 

0 

0 . 

xa . 

0 .. 
0 .. 
0 .. 

.. 0 

.. 0 

• \ 
. 0 
. 0 

0 

0 

0 

0 

4i 

0 

0 

0 

''m 

c 

(m — k-\-1,- ..., n) şi suma lor, egală cu coeficientul a.'r+z — 
— ar+3, se exprimă sub forma 

—x{K2.... V(4+i + ••• + 4)-

Reamintim că o condiţie de reducere a ecuaţiei (19) la 
forma canonică (23) este prezenţa printre coeficienţii 4+i, •••,4 
a unuia diferit de zero. Acum putem formula o condiţie echi
valentă, anume oc,̂  # 0 şi în acelaşi timp putem indica for
mula pentru calculul coeficientului M al formei canonice (23) 

M» = &1 + ... + ff = - ""•" • 
AJÂ2 . . . A r 

••;•• «••: .•; ,• j ? • 

Dacă ar+2 = 0, atunci 4+i — 4+2 = ... = l„ = 0 şi ecuaţia 
se reduce la forma canonică (22). Ajungem astfel la al doilea 

a »+i 

X,X 1A2 

341 



raz. Coeficientul «î+1 = ar+1 este în acest caz evident egal 
<,-u produsul ' : 

A ^ ... \c, 
-de unde coeficientul c al formei canonice (22) este egal cu 

Mr-I-1 Otf+i 

XXX2 ... Xr XXX2 ... \ 

10.66. Indicăm o sinteză a rezultatelor obţinute. Pentru 
aceasta, rădăcinile Xh X2,..., X„ ale polinomului caracteristic 
A(X) se scriu, ca şi pînă acum, punînd la început rădăcinile 
nenule. Produsul Xj... Xr se notează Ar. 

Date 

K * 0 

X B = 0 

* » - I = 0 

X2 = 0 

« B + i = 0 

a„=£0 

> 

a a=0 

«3 5* 0 
1 

a3 = 0 

Ecuaţia canonică 

h4 + -kH + ... + K-ril + a"+1 = o 
A 

W + hf& + - + K^U + 

K-i 
W + hr$ + -. + X„_2̂ _2 + 

h-râ + X2v)l + ... + V r t t a + ^ = 0 
A„_2 

^ ? + 2 | / " - ^ ^ 2 = : = 0 
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§ 10.7. Forme pătratice hermitice 

10.71. Multe din teoremele din paragrafele precedente se 
refac pentru forme pătratice în spaţiul complex. începem 
cu următoarea teoremă fundamentală: 

TEOREMĂ. într-un spaţiu unitar n-dimensional <Bn orice 
formă biliniară simetrică hermitică admite o bază canonică 
formată din n vectori doi cîte doi ortogonali. 

Demonstraţie. Operatorul liniar ă care corespunde formei 
biliniare simetrice hermitice date A(x, y) (9.18 a) după formula 

A{x, y) = {ăx, y), 
s 

admite în orice bază ortonormală a spaţiului @„ aceeaşi ma-
trice ca şi forma A(x, y), deci hermitic-simetrică (af — a^j\ 
j , k = 1, ...,n). Conform teoremei 9.34, în spaţiul <3„ există 
o bază ortonormală et en formată din vectori proprii ai 
operatorului ă. în această bază matricea operatorului ă 
este diagonală; aşadar. în această bază este diagonală şi 
matricea formei A(x, y); astfel baza eu ..., e„ este baza ca
nonică a formei A(x, y) şi teorema este demonstrată. 

10.72. Din teorema 10.71 rezultă că orice formă pătratică 
hermitic-simetrică A(x, x) poate fi redusă la forma canonică 

A(X,x)~J2h\tAa 

printr-o "transformare unitară. 
Şirul de operaţii care conduc la determinarea coordona

telor vectorilor bazei canonice căutate ca şi la determinarea 
numerelor X̂  este acelaşi ca în cazul real (10.13). 

10.73. Căutăm valorile staţionare pe sfera unitate 
n 

Y ^ | ^ | 2 = l ale unei forme pătratice hermitic-simetrice 

A(x, x). Avînd în vedere 9.15 b, forma A(x, x) ia numai 
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valori reale. Fie % ..., e„ baza canonică ortonormală a formei 
A(x, x). în această bază avem 

A(x, *) = £ X, | $,|» = £ X,(o-f + T,?) ; 5, = ^ + ir, ; 
/Si y- i 

(*,*)=£|c;,|2==f>? + T?). 
y«=i 7 = 1 

Aplicînd metoda lui Lagrange, egalăm cu zero derivatele 
parţiale ale funcţiei A(x, x) — X(x, x) în raport cu cele 2n 
coordonate reale at şi -z} (/ = 1, ..., n). Se obţin astfel ecuaţiile 

(y~i....,»). 

Aceste ecuaţii sînt satisfăcute de un vector # cu \x\ = 1 
numai dacă X coincide cu una din valorile Xlr ..., Xn. Fie 
X = Xk; atunci o soluţie este vectorul x cu coordonatele 
%i — <*; + iîj = 0 pentru j <fi k şi ) ^ | = 1. Aşadar, ca şi 
în cazul real (10.21) forma pătratică hermitică A(x, x) ia 
valori staţionare pe vectorii bazei ei canonice ortonormale e}, 
cu alte cuvinte, pe vectorii proprii ai operatorului hermitic-
simetric â corespunzător. Valorile însele ale formei în aceste 
puncte coincid cu coeficienţii, canonici corespunzători; în 
particular, maximul formei A(x, x) este cel mai mare din coe
ficienţii Xj, iar minimul este cel mai mic din aceşti coeficienţi. 

10.74. Problema reducerii simultane a două forme pătra-
tice hermitice-simetrice A(x, x) şi B(x, x) la forma canonică 
(dintre care una, de exemplu B(x, x) este pozitiv definită), 
se reduce la teorema 10.72. Anume, putem considera ca produs 
scalar forma biliniară hermitică B(x, x). Conform teoremei 
10.72 există o bază ortonormală (în sensul produsului scalar 
introdus), canonică pentru forma A(x, x). în această bază 
avem 

A(x, x)=J2 h\ lit B(x, x) = J2 11}\\ 
,7=1 j=l 

ceea ce trebuia dovedit. 
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Calculul coordonatelor vectorilor bazei căutate (relativ 
la o bază oarecare de plecare) şi calculul coeficienţilor Xt, ..., X„ 
se efectuează după aceleaşi reguli ca şi în cazul real (10.32). 
Pentru argumentare, introducînd notaţiile ^ = a} -f- ix3, 
trebuie scrise formele A(x, x) şi B(x, x) ca funcţii reale de 
variabilele reale as şi r} (j = 1 n). Lăsăm cititorului 
detaliile necesare. 

PROBLEME 

1. Să se aducă la forma canonică, prin transformări ortogonale, urmă
toarele forme pătratice: 

a) 211+ l\-*l&*-^l*; 
b) 2 9 + 5^1 + 551 + *5i5. - 45x5a - %\^; 

<=) 2^1 + 25i + 2?! - 45x5*+ 2 5 A + 2 ? ^ - * y U ; 
d) 25 t52 + 25x53 - 25x5t - 25 a5 s + 25,5, + 25354. 
2. Unde sînt atinse pentru | x \ = 1 valorile staţionare ale formei 

pătratice 
A(x, x) = x\ + - l + - i (x = [xv x2, xs)) 

şi care din acestea sînt valori maxime sau minime ? 
3. Să se arate că fiecare din mărimile y.rl, fj.2, ..., (jij poate atinge 

valorile limită indicate în inegalităţile 10,25 (6). 
4. Două forme pătratice A(x, x) şi "B[x, x) se numesc comparabile 

dacă pentru orice x 6 Si avem inegalitatea A(X, x) ^ B(«, x). Fie X1 S= 
> X2 > ... 3= XM coeficienţii canonici ai formei A(x, x), |4g*î> Uj > ••- > (J.» 
coeficienţii canonici ai formei B(#, #). Să se arate că pentru orice k (1 =̂  
^ h < M) are loc inegalitatea >.& < jjtfc (Evident, în cazul cînd formele 
A(x, x) şi B(#, x) au o bază canonică comună). 

5. Să se determine o pereche comună de direcţii conjugate pentru 
curbele 

£ + 2- = 1; 2 ^ - 1. 
4 1 

6. Să se construiască o transformare liniară care să reducă ambele 
forme pătratice 

A{x, x) = 5f + 2S15S + 25| _ 25t53 + 351. 
B(*. *) = 51 + ft£ + 35a5, - 25i53 + 651 

la forma canonică şi să se indice această formă canonică. 
7. Să se arate că o bază în care formele A[x, x) şi B(#, x) se scriu 

sub formă canonică cu coeficienţii canonici >.1# ..., Xra şi \ , ..., vB respectiv, 
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este bine determinată pînă la coeficienţi numerici, dacă toate rapoartele 
—, ..., ~ sînt distincte două cîte două. v v 

1 » 
8. Să se arate că mijloacele coardelor suprafeţelor de gradul II para

lele cu vectorul y = {ţlt Ş2, ..., ţ„} se află pe un hiperplan (»— l)-dimen-
sional (numit hiperplan diametral conjugat cu vectorul y). 

9. Care suprafeţe de gradul II din spaţiul tridimensional al punctelor 
(x, y, z) sînt date prin ecuaţiile: 

a i- + _ ; = . 1 ; b -i = - 1; 
4 9 1 4 9 1 

c) x = y* + z2; d) y == #2 + za + 1; e) y = xz? 

10. Să se simplifice (reducă) ecuaţiile următoare ale unor suprafeţe 
de gradul II din spaţiul tridimensional: 

a) 5x* + 6y* + Iz* - ixy + 4yz - lOx + 8y + liz t. 6'— 0) 

b) x2 + 2y* - z* + 12xy - Axz - 8yz + \Ax + I6y - \2z - 3 = 0 ; 

c) 4*2 -|- y* + 4z* - Axy + 8xz ~ 4yz - 12# - 12y + 6z = 0, 

şi să se indice formulele corespunzătoare de transformare a coordonatelor. 
11. Să se arate că intersecţia unui elipsoid cu semiaxele aL > a3 Şs ... 

... > an cu un hiperplan ^-dimensional care trece prin centrul acestuielip-
soid, este un elipsoid cu semiaxele bt > 62 ^ ... > 6j, astfel încît 

Oj, > 62 > «M-Jfc+J, 

at > f>t > %• 

CAPITOLUL 11 
ALGEBRE FINIT-DIMENSIONALE 
ŞI ALGEBRE DE MATRICI 

§ 11.1. Noţiuni preliminare 

11.11. Am introdus în 6.21 noţiunea de algebră; această 
denumire a fost dată unui spaţiu vectorial peste un corp K 
în care este definită o operaţie internă de înmulţire a elemen
telor (supusă la axiomele 6.21 1)—3)), comutativă sau ne
comutativă. 

Algebrele pe care le-am considerat în capitolul 6 au fost 
de regulă comutative. Un exemplu important de algebră 
necomutativă finit-dimensională este algebra o&(3C„) a tuturor 
operatorilor liniari în spaţiul $C„ şi a fost amintit doar în 
treacăt pînă acum. în acest capitol scopul principal este 
tocmai studiul algebrei $>(3C„) şi al subalgebrelor sale. Va fi 
mai comod să considerăm la început algebrele finit-dimensio-
nale abstracte. 

11.12. Nu orice algebră admite element unitate (de exem
plu orice algebră trivială, cu înmulţirea nulă, 6.22 a). Totuşi 
fiecare algebră poate fi completată la o algebră avînd element 
unitate în modul următor. 

Fie â o algebră oarecare. Considerăm mulţimea ă* for
mată din toate sumele formale a -f- X, unde a aparţine lui 
ă şi X este un număr din corpul K. Evident ă+ este spaţiu 
vectorial relativ la operaţiile 

(a + X) + (b + pi) = (a- + b) + (X + p.) 
si 

[x(a -\- X) = \ia -f- X[A, 

şi, mai mult, chiar o algebră relativ la înmulţirea 

(a -f X) (b + fi.) = (ab + X6 + ţia) + Xp. 
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(a,beă; X, fi ei?). Algebra <3+ admite element unitate, 
anume suma formală dintre elementul nul din ă şi numărul 1. 
în plus, algebra de plecare ă poate fi privită ca inclusă în <3+, 
identificînd fiecare element aed cu suma formală « + 0e ă+. 

§ 11.2. Reprezentări ale algebrelor abstracte 

11.21. Fie ă o algebră abstractă peste corpul K şi $>(SC) 
algebra tuturor operatorilor liniari acţionînd într-un spaţiu 
vectorial X peste K. Vom considera morfisme ale algebrei 
ă în algebra &{$C), notate f : ă ->&(§£). 

a. Definiţie. Orice morfism T : <3 ->$($£), a->Ta se 
numeşte reprezentare a algebrei ă în spaţiul SC. Reprezentarea 
se numeşte trivială dacă rffl = 0 pentru orice aeă şi exactă 
dacă T este monomorfism (adică dacă a ^ b va. algebra ă, 
atunci operatorii Ta şi Tb sînt distincţi în algebra Sh(SC)). 

Mulţimea tuturor elementelor «efl care sînt transfor
mate prin T în operatorul nul se numeşte nucleul reprezen
tării Ţ. Nucleul reprezentării triviale coincide cu întreaga 
algebră ă, iar nucleul unei reprezentări exacte constă din 
elementul nul al algebrei. în cazul general al unei reprezen
tări oarecare nucleul este un ideal bilateral al algebrei & 
(6.25 d). 

b. Definiţie Două reprezentări T' :ă -*• aH>(3C') şi T":ă-+ 
—» &{3t") ale algebrei ă se numesc echivalente dacă între 
spatiile vectoriale SC' si SC" poate fi stabilit un izomorfism 
U :'X ->3C" astfel încît pentru orice aeă, UT'a = T"aU. 

în mod evident, în cazul cînd SC' şi SC" sînt finit-dimensio-
nale, echivalenţa reprezentărilor T' şi T" înseamnă că în 
anumite baze ale spaţiilor SC' şi SC" operatorii T'a şi T„ 
(a 6 61) au aceleaşi matrici. 

c. Fie T : ă -.> <m>(SC) o reprezentare a algebrei ă. Un 
subspaţiu SC' al lui SC se numeşte subspaţiu invariant al 
reprezentării T dacă el este invariant relativ la toţi operatorii 
Ta, aeă. Considerînd operatorii Ta restrînşi numai la SC', 
obţinem o nouă reprezentare T^': ă ->• $>(SC') care va fi 
numită restricţia reprezentării T la SC'. 

d. Fie T : ă ~> a&(SC) o reprezentare a algebrei ă astfel 
încît SC să se descompună în sumă directă de subspaţii SCr 
(1 < r < n), invariante relativ la reprezentarea T. Notăm 
cu Tr restricţia reprezentării T la SCr (1 < r < n). în această 

situaţie, se spune că reprezentarea T se descompune în suma 
directă a reprezentărilor P", 1 < r < n. 

11.22. Pentru fiecare algebră ă se defineşte în mod na
tural o reprezentare T : ă -> ®(â.) în spaţiul vectorial ă 
însuşi, care asociază oricărui element aeă operatorul Ta 
de înmulţire la stînga cu a, definit prin Ta(b) == ap, pentru 
orice b e ă. O astfel de reprezentare se numeşte reprezentarea. 
regulată la stînga a algebrei ă. Evident, subspaţiile invariante 
ale reprezentării regulate la stînga sînt tocmai idealele stingi 
din ă (6.23 a). Cu ajutorul acestei noţiuni, stabilim următorul 
rezultat important: 

TEOREMĂ. Orice algebră este izomorfă cu o subalgebră 
a algebrei &>(0C) (pentru SC convenabil ales). 

Demonstraţie. Afirmaţia din teoremă este evident echiva
lentă cu următoarea: orice algebră admite o reprezentare 
exactă. 

Fie ă o algebră dată. Aşa cum s-a arătat la punctul 11.12, 
se poate construi algebra 6t+ care admite element unitate e 
şi conţine ă ca subalgebră. Considerăm reprezentarea ei 
regulată la stînga T : ă+ ->3b(ă+). Deoarece pentru orice 
a e ă+, a i* 0, Tae = ae = a ^ 0, această reprezentare este 
exactă. Aşadar, restricţia morfismului T la subalgebră ă 
a lui ă+ este o reprezentare exactă a algebrei ă în spaţiul 
SC = ă+. Cu aceasta, teorema este demonstrată. 

§ 11.3. Reprezentări ireductibile şi lema lui Schur 

11.31. Dintre reprezentările unei algebre fixate se pot 
separa unele construite într-un anumit sens, mai simplu. 

Orice reprezentare T : ă ->#($£) a unei algebre ă admite 
cel puţin două subspaţii invariante: SC însuşi şi subspaţiul 
său nul. Celelalte subspaţii invariante vor fi numite proprii. 
Cele care nu conţin nici un alt subspaţiu de aceeaşi formă vor 
fi numite subspaţii invariante minimale ale reprezentării T. 

Definiţie. O reprezentare netrivială T : ă ->- a&(3C) se 
numeşte ireductibilă dacă ea nu admite subspaţii invariante 
proprii. 
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i 11.32. Fie zeSC un vector oarecare; aşa cum se vede 
•mediat, mulţimea SCt — {TazeSC: aeă} este un subspaţiu 
Vvariant al reprezentării T. Un vector zeSC se numeşte 
ciclic (relativ la reprezentarea T) dacă SCZ = SC. Din această 
definiţie şi din definiţia ireductibilităţii, rezultă direct teo
rema următoare: 

TEOREMĂ. O reprezentare care acţionează în spaţiul SI 
este ireductibilă dacă şi numai dacă orice vector nenul din 
spaţiul SC este ciclic. 

Cu toate simplitatea sa, acest rezultat este foarte util în 
cele ce urmează. 

11.33. Reprezentările ireductibile ale algebrelor peste 
corpul <C al numerelor complexe au următoarea proprietate 
importantă: 

TEOREMĂ (Ierna lui Schur). Fie T : ă ->&(0) o repre
zentare ireductibilă a unei algebre peste corpul C Atunci 
orice operator în spaţiul O care comută cu toţi operatorii Ttti 
aeă, este un multiplu al operatorului identic $. 

Demonstraţie. Fie $ un operator care comută cu toţi 
operatorii Tai aeă şi fie x un vector propriu al său (4.95 b). 
Atunci există X complex astfel încît 8>x = kx, deci kTax — 
= Ta$x = ~kTax pentru orice aeă. Deoarece reprezentarea 
T este ireductibilă, atunci conform teoremei 11.32 orice 
vector se scrie sub forma y= Tax, aeă. De aici rezultă 
$y = ky pentru orice ye<U, ceea ce trebuia demonstrat. 

Trebuie notat că în demonstraţie am folosit esenţial faptul 
că orice operator liniar al unui spaţiu complex admite un 
vector propriu. Avînd în vedere rolul important al lemei lui 
Schur, în continuare ne restrîngem la considerarea spaţiilor 
vectoriale complexe şi algebrelor peste corpul numerelor 
complexe. 

§ 11.4. Tipuri de bază de algebre finit-dimensionale 

începînd cu acest paragraf, dacă nu se specifică contrariul, 
vom considera exclusiv algebre finit-dimensionale (adică 
algebre avînd dimensiune finită ca spaţiu vectorial) peste 
corpul <D al numerelor complexe. 
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Care este structura algebrelor finit-dimensionale şi a 
reprezentărilor lor? Partea principală a acestui capitol va 
fi consacrată unor rezultate în această direcţie. în particular, 
vor fi definite anumite clase de algebre, a căror structură va 
fi studiată complet, adică vom descrie toate aceste algebre 
pînă la izomorfism şi toate reprezentările lor pînă la echiva
lenţe; anume, va fi vorba despre clasele algebrelor simple 
şi algebrelor semisimple. 

Diversele clase de algebre apar mai ales în considerarea 
proprietăţilor specifice ale idealelor şi reprezentărilor lor. 

11.41. Definiţie. O algebră netrivială (6.22 a) se numeşte 
simplă dacă ea nu admite ideale bilaterale proprii. Un exem
plu simplu de algebră simplă îl constituie algebra <$>(S„) a tutu
ror operatorilor liniari într-un spaţiu finit-dimensional. într-
adevăr, fie "j un ideal bilateral în algebra <&($£„) şi fie A — 
== 11^*116? ° matrice nenulă astfel încît de exemplu 
asg j= 0. Aşa cum s-a arătat în 4.44 c, prin operaţii de înmul
ţire a lui A la dreapta şi la stînga cu orice matrici, se obţin 
matrici din \ şi în particular matricea Ert (avînd un singur 
element nenul, egal cu 1, plasat pe linia r şi coloana t) apar
ţine lui % pentru orice 1 < r, t < n. Prin combinaţii liniare 
ale matricilor Ert se obţine orice matrice, Aeâ>(3Cn) şi re
zultă deci că | == aR>(SCn). Aşa cum vom vedea mai departe 
în 11.64, acest exemplu este unic în clasa tuturor algebrelor 
finit-dimensionale peste corpul numerelor complexe. 

TEOREMĂ. Orice • algebră simplă admite o reprezentare 
ireductibilă exactă. 

Demonstraţie (datorată lui Nemirovski). Fie ă o algebră 
simplă. Considerăm reprezentarea sa regulată la stînga T l 
:ă -» ®>(ă). Cum ă este finit-dimensională, rezultă că printre 
subspaţiile invariante ale reprezentării T există un subspaţiu 
minimal &'. Restricţia T a reprezentării T la ă' nu este 
o reprezentare trivială. Pentru a demonstra acest fapt, este 
suficient de arătat că pentru orice beă', avemăb = {ab | ae 
e ă} j= {0} . Presupunem prin absurd că ăb — {0} . Atunci 
se vede uşor că mulţimea bă = {ba | a e ă} este un ideal 
bilateral în ă şi în virtutea ipotezei că â este simplă, rezultă 
sau bă = ă, sau bă = {0} . Dacă bă = ă, atunci din ipoteza 
că ăb = {0} rezultă că orice produs în ă este nul. în cazul 
cînd bă = {0} mulţimea {kb : X e <D} este un ideal bilateral 
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in <& (deoarece ăb = {0}); cum ă este simplă, acesta va 
coincide cu ă. Aşadar, în ambele cazuri algebra ă este tri
vială şi deci nu poate fi simplă. 

Deci reprezentarea T : ă -> &>{&,') nu este trivială. 
Dar atunci ea va fi ireductibilă (în virtutea minimalităţii) 
şi pe de altă parte, nucleul ei ca ideal bilateral distinct de 
întreaga algebră (presupusă simplă) este egal cu idealul nul. 
De aceea orice reprezentare ireductibilă este exactă, ceea 
ce demonstrează teorema. 

Remarcăm că are loc şi teorema inversă, adică faptul că 
o algebră finit-dimensională, avînd o reprezentare ireduc
tibilă exactă, este simplă; acest fapt va fi demonstrat la 
sfîrşitul punctului 11.64. 

11.42. O algebră oarecare poate să nu admită reprezen
tări ireductibile exacte. Este totuşi natural să caracterizăm 
algebrele ale căror proprietăţi pot fi descrise în termeni de 
reprezentările lor ireductibile. Ajungem astfel la următoarea 
clasă de algebre, mai largă decît clasa algebrelor simple; 

Definiţie. O algebră se numeşte semisimplă dacă pentru 
orice element al ei diferit de zero există o reprezentare ire
ductibilă care transformă acest element într-un operator 
nenul. 

Cu alte cuvinte, într-o algebră semisimplă intersecţia 
tuturor nucleelor reprezentărilor ei ireductibile constă numai 
din zero. 

Conform teoremei 11.41 orice algebră simplă este semi
simplă. Pe de altă parte, considerăm algebra «-dimensională 
(n > 1) Sn a elementelor « = (a1; ..., an), unde a^eC, cu 
înmulţirea pe coordonate. Această algebră este comutativă; 
mulţimea acelor a ~ (%t, .,., a„) pentru care de exemplu 
a1 = 0 este un ideal (bilateral) al ei, deci algebra <2„ nu este 
simplă. Asociind elementului a = (ah ..., oc„)", numărul com
plex «,jf (1 •< k'<•.») adică echivalent, operatorul de înmul
ţire cu numărul ock în spaţiul unidimensional <21; se obţine 
o reprezentare ireductibilă a algebrei <3n, care nu transformă 
în zero orice element al algebrei 6n cu aft ^ 0. Deoarece 
pentru orice element nenul al algebrei <5„ există o coordonată 
nenulă, există o reprezentare ireductibilă care transformă 
acest element într-un operator nenul. Aşadar, algebra <Bn 
este semisimplă. 
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în acest exemplu, algebra S„ este sumă directă de algebre 
comutative unidimensionale simple. Este uşor de extins 
acest exemplu, considerînd suma unor algebre simple neco
mutative; atunci, aşa cum vom vedea mai jos (11.77), obţi
nem forma generală a algebrelor finit-dimensionale semisimple 
peste corpul numerelor complexe. 

11.43. Algebrele, avînd proprietăţi oarecum opuse celor 
ale algebrelor semisimple, sînt definite astfel. 

Definiţie. O algebră se numeşte radicală dacă orice repre
zentare netrivială a ei admite un subspaţiu invariant propriu. 

Cu alte cuvinte, algebrele radicale nu admit în general 
reprezentări ireductibile. 

Ca exemplu, considerăm algebra & a polinoamelor p(z) — 
=• dxz + ... -f dnzn cu operaţiile uzuale, cu condiţia zn+1 = 0. 
Atunci orice element al algebrei ă ridicat la puterea n+1 
este nul, deci toate elementele lui ă sînt neinversabile. 
Algebra ă nu admite nici o reprezentare unidimensională 
netrivială, deoarece orice operator liniar nenul într-un spaţiu 
unidimensional este inversabil. Fie T o reprezentare netri
vială a algebrei â (care în mod necesar nu este unidimensio
nală) şi fie Z operatorul care corespunde elementului z. 
Deoarece Z (ca şi z) este neinversabil, există un vector e 
astfel încît Ze — 0. Dar atunci rezultă p{Z)e = 0 pentru 
orice p(z)eă. Aşadar, pentru reprezentarea T am găsit 
un subspaţiu invariant netrivial — dreapta definită de 
vectorul e. Vedem astfel că algebra ă este radicală. 

11.44. Definiţie. Fie Si o algebră oarecare. Radioului 
algebrei ă este intersecţia tuturor nucleelor reprezentărilor 
ireductibile ale algebrei ă, dacă acestea există, sau întreaga 
algebră ă în caz contrar. 

Deoarece nucleul oricărei reprezentări este un ideal bila
teral al algebrei ă (11.21 a), radicalul este de asemenea un 
ideal bilateral al algebrei ă. 

Studiul algebrelor cu radical netrivial (în particular, al 
celor radicale) este dificil; dăm cîteva rezultate la sfîrşitul 
capitolului. în schimb algebrele semisimple şi reprezentările 
lor pot fi studiate complet şi studiul lor poate fi redus la cel 
al algebrelor simple. 

Trecem la considerarea algebrelor simple şi reprezentă
rile lor. » 
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§11.5. Structura reprezentării regulate Ia stingă a unei 
algebre simple 

11.51. Fie deci ă o algebră simplă. Fixăm o reprezentare 
exactă a sa T : ă -* o&(9J), care există conform teoremei 11.41; 
în cele ce urmează» aceasta va fi numită reprezentare standard. 

TEOREMĂ. Fie T : ă -> 3b(ă) o reprezentare regulată la 
stînga a unei algebre simple ă şi J un subspaţiu invariant 
minimal al reprezentării T. 
Atunci 

a) restricţia T* a reprezentării T la 3 este echivalentă cu T; 
b) subspaţiul 3 considerat ca subalgebră a lui 3 admite 

element unitate la dreapta. 
Fixăm un anumit element aeJ, a ^ 0. Deoarece repre

zentarea T este exactă, Tax ^ 0 pentru un anumit xe%. 
Considerăm operatorul liniar U :J -> ® definit prin egali
tatea Ub — Tbx pentru orice beJ. 

Nucleul operatorului U este, aşa cum se vede uşor, un 
ideal stîng în ă sau, ceea ce este echivalent, un subspaţiu 
invariant al reprezentării T- care este conţinut în & şi nu 
coincide cu acesta. Aşadar, nucleul lui U constă numai din 
elementul nul. Pe de altă parte, imaginea lui U este evident 
un subspaţiu invariant diferit de zero al reprezentării ireduc
tibile Ţ şi de aceea coincide cu întreg f. 

Prin urmare, U este un izomorfism al lui J pe "X. în plus, 
pentru orice beJ şi ceă, avem 

UTfb = U(cb) ~ Tcbx =Tc(Tbx) = TcUb] 

aşadar, UTf = TCU. Astfel, am demonstrat că reprezentă
rile Ts şi T sînt echivalente. 

Apoi, deoarece U aplică 3 pe întreg % există eeJ astfel 
încît Ue — Tex = x. De aici avem pentru orice be3, 

U(be) = Tbex = Tb(Tex)Tbx = Ub. 

Dar U este o reprezentare bijectivă, deci be = b. Aşadar, e 
este element unitate la dreapta în algebra 3, ceea ce comple
tează demonstraţia teoremei. 

Trebuie observat că drept reprezentare standard am fi 
putut lua orice reprezentare ireductibilă a unei algebre 
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simple. De aceea un corolar direct ăl teoremei demonstrate 
este faptul că toate reprezentările ireductibile ale unei algebre 
simple sînt echivalente. 

11.52. LEMĂ. Fie ă o algebră oarecare, 3X şi J2 ideale 
stîngi ale ei, care admit respectiv elemente unitate la dreapta 
ex şi e'%, astfel încît aex = 0 pentru orice « e J 2 . Atunci în 32 
există un element unitate la dreapta e? astfel încît be% = G 
pentru orice be3x. 

Fie e2 = e'% — exe2. Atunci pentru orice ae32 avem 
ae2 = ae'% — aexe'% = a, deoarece ae'% = a şi aex = 0. Mai 
departe, pentru orice beJx are loc egalitatea be2 = be'% — 
— bexe'i s= be% — be'z — 0, ceea ce demonstrează lema. 

11.53. TEOREMĂ. Orice reprezentare regulată la stînga 
a unei algebre simple se descompune în sumă directă de repre
zentări ireductibile ale acesteia. 

Colecţia căutată a subspaţiilor invariante minimale ale 
reprezentării T : ă ->- 8>(ă) va fi construită inductiv, arătînd 
la fiecare pas că suma directă a subspaţiilor obţinute admite, 
ca algebră, element unitate la dreapta. 

Ca un prim subspaţiu fixăm orice subspaţiu invariant 
minimal Jx al reprezentării T. Conform teoremei 11.52, Jx 
admite element unitate la dreapta ex. 

Presupunem acum găsite subspaţiile invariante mini
male âx, ..., Jk, astfel încît idealul stîng 3'k = Jx + .•• -f- 3k 
admite element unitate la dreapta ek. în cazul cînd % — 8, 
subspaţiile invariante căutate sînt deja construite. în caz 
contrar, punem yk ={aeă \aek — 0}. Aşa cum se vede 
uşor, yi este un subspaţiu invariant al reprezentării T> 
care admite intersecţie nenulă cu %. Mai mult, deoarece 
orice element aeA se scrie sub forma a = aek -f- {a— aek), 

' unde aek e % şi (a — dek) e yk, algebra &• se descompune ca 
sumă directă a lui yh şi %. 

Subspaţiul invariant finit-dimensional 3"k conţine un 
anumit subspaţiu invariant minimal, pe care îl notăm cu 
&k+i- Idealul 3k+x are conform teoremei 11.52 un element 
unitate la dreapta e'k+1; deoarece Jk+xzŢk, aek — 0 pentru 
orice ae3k+x. Aşadar, conform lemei 11.52, în Jk+X există 
un element unitate la dreapta e"k astfel încît be"k = 0 pentru 
orice ae,Ţk. 
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Fie ek+1 = ek -f- ek; atunci după cum se observă imediat, 
ek+i este un element unitate la dreapta în idealul J'k+1 = 
= 3-L + ... + 3k -f- «7t+i. Cu aceasta este demonstrat pasul 
inductiv de la k la k + 1. 

Algebra & este finit-dimensională şi de aceea după un 
număr finit de paşi se obţine o colecţie de subspaţii 
invariante minimale Jv ..., Jm ale reprezentării 2" care au ca 
sumă directă întreaga algebră d. Aşadar, reprezentarea re
gulată la stînga a algebrei d se descompune în sumă directă 
de reprezentări ireductibile, ceea ce .trebuia demonstrat. 

11.54. Trebuie notat că în treacăt am stabilit existenţa 
în orice algebră simplă a unui element unitate la dreapta. 
în realitate are loc un rezultat mai tare, anume 

TEOREMĂ. Orice algebră simplă admite element unitate. 
Fie ă o algebră simplă şi e — elementul unitate la dreapta 

al ei găsit anterior. Considerăm operatorul Te în reprezen
tarea standard T : d -> J&(f). Pentru orice xe % şi ae d, avem 

Ta(Tex — x) = Taex — Tax = 0. 
. Aşadar, deoarece T este ireductibilă şi fiecare vector nenul 
este în mod necesar ciclic, rezultă ca Tex — x = 0 pentru 
orice xe%; altfel spus, Tv este operatorul identic al spaţiului 
f. Dar atunci TaTe — TeTa = Ta pentru orice aed, ceea 
ce înseamnă, în virtutea exactităţii reprezentării T, că ae = 
= ea = a. De aici rezultă că e este elementul unitate al 
lui ă si teorema este demonstrată. 

§ 11.6. Structura algebrelor simple 

îri acest paragraf vom rezolva problema structurii alge
brelor simple. Pentru aceasta este foarte utilă noţiunea 
următoare. 

11.61. Fie % un spaţiu vectorial, <30 o anumită subalgebră 
a lui ®>C%). Submulţimea lui <&{%) care constă din toţi opera
torii ce comută cu toţi operatorii din â0 va fi numită comu -
tatorul algebrei ăo şi se va nota cu d®. 

Aşa cum se vede imediat, mulţimea d^ însăşi este o subal
gebră a lui $(1). Comutatorul acestei noi algebre va fi notat 

cu d0 şi se va numi comutatorul secund al algebrei &•$. Evi
dent, d0 s ă0. 

11.62. într-o algebră oarecare d, fiecare element aed 
defineşte doi operatori din $>(â): operatorul de înmulţire 
la stînga Ta, acţionînd după formula Tab = db şi operatorul 
de înmulţire la dreapta Sla, dat prin egalitatea 3{ab = ba. 
Operatorii de înmulţire la stînga, ca şi cei de înmulţire la 
dreapta formează două subalgebre ale lui $>(ă), pe care le 
notăm respectiv ăl

Q şi âr
0. 

LEMĂ. Presupunem că algebra ă admite element unitate. 
Atunci 

CIQ == CIQ Şl CIQ ESŞ CXQ , 

Alegem 8edl
0; atunci pentru orice a, beă are loc egali

tatea 
B(ab) = BTab = Ta$b = a($b). 

Punînd b = e, unde e este elementul unitate din ă, se obţine 
§>a = aS(e). Aşadar, operatorul S este operatorul de înmul
ţire la dreapta cu elementul Se e d, adică S e âr

0. 

Aşadar, ă\ £ dr
Q şi cum incluziunea inversă este evidentă, 

rezultă 31 = dr
0. Egalitatea ăr

0 — d'0 se demonstrează absolut 
similar. 

11.63. TEOREMĂ. Fie ă o algebră simplă şi ăg algebra 
operatorilor reprezentării ei standard T:â~^^>{%). Atunci 
c*o = 3.Q. 

Algebra definită mai sus ăl poate fi evident considerată 
ca algebra operatorilor reprezentării regulate la stînga T : 
ă~>$>(ă) a algebrei ă. Conform teoremei 11.53 această 
reprezentare se descompune în sumă directă a anumitor 
reprezentări ireductibile TS} : ă ~*$!>(Jf)^ 1 < :j < m, fie
care din aceste reprezentări fiind, conform teoremei 11.51, 
echivalentă cu cea standard. 

Cele spuse anterior se pot rezuma astfel: se poate găsi o 
bază Xi, ..., xm în spaţiul ^ şi o bază/ f , ...,/W în fiecare din 
spaţiile J} (1 < j < n), astfel încît pentru orice aed, ma-
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tricea operatorului fa în baza /£«, /$*>, .. . ,/M a întregului 
spaţiu ă are forma . " 

T 
L a. 

ra 

T, 

(i) 

r unde în blocurile diagonale se află matricea operatorului Ta 
în baza xlt ..., xn şi în rest zerouri. 

Din regulile de înmulţire a matricilor, rezultă că matricile 
care comută cu toate matricile de forma (1) sînt matricile 
de forma 

$11 •••' Şim 

s = 
O™ 

(2) 
Jml • • • ^>mn. 

unde în blocurile (de dimensiune nx n) sînt dispuse matrici 
care comută cu toate matricile Ta, ae ă. 

Considerăm acum un operator S e l 0 şi matricea lui, P, 
în baza xh ..., xn. Atunci este evident că matricea 

P. 
P 

comută cu toate matricile de forma (2) si, prin urmare defi
neşte în baza/î1),/»), . . . , / « a spaţiului ă un operator care 
aparţine comutatorului secund al algebrei ăl

0. 
O algebră simplă are element unitate conform teoremei 

11.54. Aşadar, conform temei 11.62 avem <3J == ă j == <3£ 
şi/prin urmare, matricea P defineşte în baza/i1',/£•>, ••.,ft) 

un operator 3 egal cu Tb pentru un anumit beă. Dar 
atunci pentru orice b, 3 == Tb şi, prin urmare, 3 aparţine 
algebrei ăa. Deoarece 2 este un element arbitrar din' <?0 
teorema este demonstrată. . " 
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11.64, Sîritem acum in măsură de a demonstra teorema 
fundamentală a algebrelor simple. 

TEOREMĂ {Prima teorema de structură). Orice algebră 
simplă este izomorfă cu algebra tuturor operatorilor liniari 
acţionînd într-un anumit spaţiu finit-dimensional. 

Fie â o algebră simplă şi T : â -> $>[<%) reprezentarea ei 
standard. Este suficient de arătat că algebra &q a operatori
lor reprezentării T coincide cu $(%). 

Deoarece reprezentarea T este ireductibilă, din lema lui 
Schur rezultă că âo, comutatorul algebrei <30, constă din 
operatorii multipli ai operatorului identic. Dar atunci comu
tatorul secund ă0 coincide cu întreaga algebră $(f) . în 
acelaşi timp, conform teoremei 11.63, avem <3o = <30. Aşadar, 
<2o == '$$£), ceea ee trebuia demonstrat. 

Trebuie atrasă atenţia asupra următoarei situaţii: la 
baza tuturor raţionamentelor care au condus la prima teo
remă de structură stă faptul că orice algebră simplă admite 
o reprezentare ireductibilă exactă. Aşadar, am demonstrat 
totodată şi faptul că orice algebră care admite o reprezentare 
ireductibilă exactă este izomorfă cu algebra &>(&). De aici 
rezultă difect că are loc teorema inversă teoremei 11.41: 
orice algebră care admite o reprezentare exactă este o algebră 
simplă. 

§ 11.7. Structura algebrelor semisimple 

11.71. în acest paragraf se va arăta că problema struc
turii algebrelor semisimple se reduce la problema deja stu
diată a structurii algebrelor simple. Pentru aceasta sînt 
utile în prealabil cîteva noţiuni noi. 

Definiţie. Se numeşte lanţ normal într-o algebră ă un 
şir de algebre 

ă = J0 2 3y 2 ... 2 J . 2 Jn+1 = (0), 
în care fiecare algebră este ideal bilateral în precedenta. 
Şir de compoziţie al algebrei & este un lanţ normal în care 
fiecare din aceste ideale este maximal (adică nu este conţinut 
în nici un ideal bilateral mai mare), iar algebra Jn nu conţine 
ideale bilaterale proprii. 
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Se arată uşor că orice algebră finit-dimensională are un 
şir de compoziţie. într-adevăr, printre idealele bilaterale ale 
algebrei finit-dimensionale & există unul maximal 3X. Din 
aceleaşi motive algebra J1 conţine un ideal bilateral maximal 
32, $2 conţine 33 etc. 

Deoarece algebra considerată ă este finit-dimensională, 
după un număr finit de paşi ajungem la o algebră 3„ care 
nu mai admite ideale proprii. Aşadar, lanţul obţinut 

ă~30 =>'J1=> ... => 3n =» JB+i = (0) 
este evident un şir de compoziţie al algebrei ă, 

11.72. înainte de a trece la proprietăţile speciale ale 
lanţurilor normale şi ale şirurilor de compoziţie in algebre 
semisimple, demonstrăm o afirmaţie ajutătoare. 

LEMĂ. Pentru orice element a al unei algebre semisimple 
ă există un element be Si astfel încît orice putere a elementului 
ba este diferită de zero. 

Demonstraţie. Conform definiţiei unei algebre semisimple 
există o reprezentare ireductibilă T : ă -*$>(%) astfel încît 
Ta' ¥" 0. Atunci există xe% x =£ 0 astfel încît vectorul 
y = Tax să fie diferit de zero. Prin urmare el este un vector 
ciclic al reprezentării ireductibile T (11.32). De aceea există 
un element be ă astfel încît Tby = x, deci Tbax = Tb(Tax) = 
= Tby == x. Aceasta înseamnă că nici o putere a operatorului 
Tba deci nici a elementului baeă nu poate fi egală cu zero, 
ceea ce demonstrează lema. 

11.73. TEOREMĂ. Orice lanţ normal dintr-o algebră 
semisimplă nu conţine algebre triviale diferite de zero. 

Demonstraţie. Fie ă o algebră, semisimplă şi ă = 30 2 
2 J i 2 ... 2 J , 2 3n+1 = (0) un lanţ normal al ei. Fără a 
pierde din generalitate, se poate presupune că algebra 3n 
conţine un element a j= 0. Pentru demonstraţia teoremei, 
este suficient să găsim ce3n astfel încît ca i= 0. 

Conform lemei 11.72 există b eă astfel încît orice putere 
a elementului ba să fie diferită de zero. Punem ck = (baj^b 
(k = 0, 1, ..., n—l). Prin inducţie după k se demonstrează 
că avem. ch e 3k_x, într-adevăr, pentru k = 0, c0 = bob e 3lr 
deoarece ae3x, iar posibilitatea pasului de inducţie rezultă 
direct din relaţiile evidente ck+l = ckack şi din faptul că aeJk+s. 
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Astfel, am arătat că elementul c = cn_x aparţine algebrei 
J„. Dar ca = (baf'^ba = (ba)2"'1 ^ 0. Teorema este com
plet demonstrată. 

11.74. Demonstrăm cîteva afirmaţii simple, utilizate în 
continuare. 

LEMĂ. Fie ă 3 3X 2 J2 => 0 un lanţ normal al algebrei 
ă astfel încît algebra J? să fie simplă. Atunci â\ este ideal bila
teral în ă. 

Demonstraţie. Conform teoremei 11.54, algebra J 2 are 
element unitate e. Deoarece eeJh pentru orice aeă ele* 
mentele ae şi ea aparţin lui 3%, Dar atunci pentru orice beJz 
avem 

ab == a[eb) = (ae)beJz şi ba = (be)a = b(ea)eJ2, 
ceea ce demonstrează lema. 

11.75. Fie ă o algebră oarecare şi J un ideal bilateral care 
are element unitate. Atunci în ă există un ideal bilateral ij 
astfel încît â să fie suma directă a lui 3 şi 3. 

Fie ^ ={aeă \ ae = 0}, unde e este elementul unitate 
al algebrei 3. Evident, f este un ideal stîng în ă; deoarece 
scriem b = be + (b — be) şi b — bee3 pentru orice b eă, 
rezultă că are loc descompunerea ă = 3 -\- j . 

Rămîne de arătat eă:<J este un ideal drept în ă. Pentru 
orice ae °\ şi beă,' 

ab = abe + a(b — be). 
Deoarece be e 3, be = ebe şi deoarece ac = 0, 

abe — (ae) (be) == 0. 
Aşadar, ab = a(b — be) "şi ab este produsul a două elemente 
din "J. Rezultă că abe°\ şi lema este demonstrată. 

11.76. LEMĂ. Presupunem că algebra ă se descompune în 
suma directă a idealelor ei bilaterale 3 şi 3 astfel încît 3 să fie 
un ideal bilateral maximal în ă. Atunci algebra 3 nu conţine 
ideale bilaterale proprii: 

Fie Y un ideal bilateral în °j, care nu coincide cu 3. Atunci 
algebra Y = °\ + 3' este un ideal bilateral în ă. Dar 3 
este maximal, deci Y = 3. De aici rezultă că Y = (0) şi 
lema este demonstrată. 
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11.77. Formulăm acum teorema fundamentală relativ la 
structura algebrelor semisimple. 

TEOREMĂ (A doua. teoremă de structura). Orice algebră 
semisimplă se descompune în sumă directă de ideale bilaterale, 
fiecare din acestea fiind o algebră simplă. 

Demonstraţie. Fie â o algebră semisimplă. Aşa cum s-a 
arătat în 11.71, există un şir de compoziţie 

a = J 0 D J l 3 . . . D j , D Jn+1 = (0). 

Teorema este un caz particular al următoarei afirmaţii: 
(*) Pentru orice k, 0 «s k < n, algebra 3n_k este sumă 

de ideale bilaterale ale ei, care sînt algebre simple, şi, în plus, 
are element unitate. 

Afirmaţia (*) va. fi demonstrată prin inducţie după k.' 
Algebra Jn nu conţine ideale bilaterale proprii şi conform 

teoremei 11.73, este diferită de algebra trivială. Aşadar, 
algebra JM este simplă şi, în particular, ea are element unitate. 
Aceasta demonstrează (*) pentru k = 0. 

Presupunem acum că afirmaţia are loc pentru un anumit 
k, 0 < k < n—l. Aceasta înseamnă în particular că algebra 
Jn_k conţine un element unitate şi deci, conform lemei 11.75, 
3n-ie~i — 3n-u + î pentru un anumit ideal bilateral J în 
'»-*--!• 

Deoarece Jn_k este un ideal bilateral maximal în 3n_k_t 
algebra °\ nu conţine (conform lemei 11.76) ideale bilaterale 
proprii. în acelaşi timp aplicînd teorema 11.73 lanţului 
normal 

a = J0 = J , => ... a Jffi_jfc_1 3 } = (0), • 

rezultă că această algebră nu este trivială. Prin urmare, 
ea este simplă. 

Conform ipotezei de inducţie, algebra Jn_k se descompune 
în sumă directă de subalgebre simple care sînt ideale bilate
rale ale ei. Avînd elemente unitate, aceste subalgebre sînt 
(conform lemei 11.74) ideale bilaterale şi în Jn^k_1.Ţ)m acest 
fapt şi din egalităţile 3n-k-i = &n-k + "}> rezultă direct că des
compunerea cerută în sumă directă de subalgebre simple 
are loc şi pentru algebra 3n-k-i-

Rămîne de dovedit existenţa elementului unitate în alge
bra Jn-k-h Fie ^.elementul unitate al algebrei Jn^k (care există 
conform ipotezei de inducţie) şi e2 elementul unitate al alge-
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brei simple "J. Deoarece ab = ba == 0. pentru orice aeJn_k, 
be"], elementul.& = ex -f- H este element unitate în întreaga 
algebră 3n_k_x, aşa cum se vede imediat. 

în acest mod am demonstrat pasul de inducţie şi totodată 
afirmaţia (*). După Cum am observat, teorema noastră este 
un caz particular al acestei afirmaţii, anume pentru k = n. 
Cu aceasta teorema este demonstrată. 

De remarcat că am demonstrat totodată faptul că orice 
algebră semisimplă are element unitate. 

Idealele bilaterale găsite în teoremă, a căror sumă directă 
dau algebra semisimplă ă vor fi numite în cele ce urmează 
componentele simple ale algebrei â. 

11.78. în 11.64 s-a arătat că orice algebră simplă este 
izomorfă cu o algebră &($) pentru un anumit spaţiu finit-
dimensional 1 sau, ceea ce este acelaşi lucru, cu algebra 
tuturor matricilor pătratice de un anumit ordin. 

Fie acum f 1; ..., %n o colecţie de spaţii finit-dimensionale. 
Notăm cu !$>(%!, ..., *%„) mulţimea tuturor sistemelor de forma 
a = (%, ..., a„), unde ak este operator din. algebra <&{%) 
(sau, dacă este mai comod, matricea de dimensiune corespun
zătoare). Evident, ®>(%x, ..., f„) este o algebră relativ la 
operaţiile „pe coordonate" definite prin egalităţile: 

a + b = (ax + bt, ..., an + bn); 
\a= (Xax, ...,\an); 
ab = {axbx,,.., anbn), 

unde a,be@>(%, ..., %,), a = (alt ..., a„), b = (bh ..., bn), 
iar X este un număr complex 

Acestea fiind spuse, teorema 11.77 admite următoarea 
formulare echivalentă.-

Orice algebră semisimplă este izomorfă cu o algebră S>(^1,... 
...,f„) pentru o alegere convenabilă a spaţiilor %lt ..... %n. 

Trebuie notat de asemenea că algebrele simple compo
nente ale algebrei ®>(%lt ..., <f„) constau evident din linii de 
forma (0, ..., 0, ak, 0, ..., 0), unde coordonata k parcurge 
întreaga algebră $>(%) iar pe celelalte locuri sînt zerouri; 
o astfel de componentă va fi identificată cu algebra cores
punzătoare &(%k). 

11.79. în încheierea acestui paragraf căutăm toate idealele 
bilaterale ale unei algebre semisimple. 
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TEOREMĂ. Orice ideal bilateral al unei algebre semisimple 
este suma directă a unui anumit număr de componente simple. 

Fie ă o algebră semisimplă; atunci conform 11,78, ea este 
izomorfă cu o algebră de forma $(#i, ..., fB) avînd compo
nentele simple $>(%), 1 < k.'< n. 

Fie acum 3 un ideal bilateral în S>fâx, ..., %). Notăm cu 
3k intersecţia lui 3 cu <$(ft). Deoarece împreună cu fiecare 
element a=(ax,..., aţix; ak, ak+1, ..., an), aeJ, idealul 3 
conţine şi linia aek = (0, ..., 0, ak, 0, ..., 0) unde ek este elemen
tul unitate din <$>(%), are loc descompunerea în sumă directă 

Dar pentru orice k, 1 < £ < n, 3k este un ideal bilateral 
în algebra simplă <$>(%), aşa cum se vede imediat; aşadar, 
sau 3k = (0), sau 3k coincide cu întreg $>(%). De aici rezultă 
direct afirmaţia' făcută. 

§11.8. Structura reprezentărilor algebrelor simple şi 
semisimple 

Cunoaşterea structurii tipurilor studiate de algebră ne 
permite să determinăm toate reprezentările lor pînă la o 
echivalenţă. 

11.81. Fie ă o algebră semisimplă; conform celor arătate 
în paragraful precedent, ea poate fi identificată cu algebra 
J&(f1; ..., %f) pentru o anumită alegere a spaţiilor %k, 1 < Jt < 
< n. De aceea odată cu o algebră dată â se pun în evidenţă 
în mod natural n reprezentări ale ei Tk : ă -> $>(ytk), 1 < k < 
< n, ce acţionează după formula T\ = ake®>(&k) pentru 
orice aeă, a = (alt ..., ak, ..., an). Deoarece imaginea repre
zentării T" este întreaga algebră &(%.), toate aceste reprezen
tări sînt ireductibile. 

TEOREMĂ. Orice reprezentare ireductibilă a unei algebre 
semisimple ă este echivalentă cu una. din reprezentările T" 

Demonstraţie. Fie ă = $('f1, ..., f„) o algebră semisimplă 
şi T : ă -»<$!>(<$) o reprezentare ireductibilă a sa. Considerăm 
nucleul %(T) al reprezentării J . Fiind ideal bilateral în ă, 
acest nucleu este, conform teoremei 11.79, suma directă a 
anumitor algebre simple componente ale lui ă. 

Notăm cu ăi suma directă a celorlalte componente simple 
ale algebrei ă, care nu apar în %{T) şi fie T{1) :ă1-
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restricţia la ăx a reprezentării T considerată iniţial. Noua 
reprezentare r (1) este exactă şi deoarece imaginile reprezen
tărilor Ta) şi T coincid în mod evident, ea este ireductibilă. 
Algebra ăx avînd o reprezentare de această formă trebuie să 
fie simplă (11.64). Aşadar, ea se reduce la un singur sumant 
direct, adică ea coincide cu oS(%t) pentru un anumit k, 1 < 
< £ < • » . De aici, pentru orice aeă, a = (ax, • ••, ak, ..., a„), 
rezultă imediat că 

Ta = r»>, ake%(%). • 
Conform teoremei 11.51 toate reprezentările ireductibile 

ale unei algebre simple sînt echivalente; în particular, sînt 
echivalente T(1) : ®>{%) -> $0^) şi reprezentarea identică 
V-Zl: $>(%) ->$>(%).. Aceasta înseamnă existenţa unui izo
morfism U '.%-*• %k astfel încît UTg = T™ U pentru orice 
akel$>(t%k). Dar conform celor demonstrate Ta = T™ pentru 
orice aeă; pe de altă parte, din definiţia reprezentării Tk 

rezultă că T* = T(
af. De aici UTa = T%U pentru orice 

aeă, ceea ce demonstrează echivalenta reprezentărilor 
T şi TK 

' 11.82. Trecem acum la reprezentările arbitrare ale alge
brelor simple şi semisimple. Va fi utilă următoarea afirmaţie 
cu caracter general. 

LEMĂ. Fie ă o algebră oarecare, Ţ : ă -> $>(%) o reprezen
tare a ei, % (1 < Ă < n) subspaţiile invariante minimale 
ale reprezentării T astfel încît acoperirea lor liniară să coincidă 
cu,%. Atunci % este suma directă a unora din aceste subspaţii. 

O intersecţie de subspaţii invariante ale reprezentării este 
ea însăşi un subspaţiu invariant. De aceea din minimalitatea 
subspaţiilor date rezultă că pentru orice k intersecţia subspa-
ţiului %k+x cu acoperirea liniară a subspaţiilor precedente 
%lr ..., %k este sau %+x, sau nulă. Aşadar, alegînd succesiv 
dintre subspaţiile %k pe cele care nu sînt conţinute în acope
rirea liniară a celor precedente, obţinem subspaţii care au ca 
sumă directă întreaga acoperire liniară a subspaţiilor %, 
1 < '£:< n, adică întreg 1. Lema este astfel demonstrată. 

11.83. Conform celei de a doua teoreme de structură, 
orice algebră semisimplă ă este izomorfă cu o anumită algebră 
de forma ®>{%x, ..., %J). în continuare ne va fi comod să con
siderăm realizarea algebrei &(SEi, ..., f„) ca algebra liniilor 
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din n matrici de dimensiune corespunzătoare. Pentru un 
element aeă, numărul care stă pe locul „i,j" în matricea 
cu numărul de ordine k a liniei corespunzătoare va fi notat 
cu A$> (a). Prin e$> vom nota acel element al ' algebrei ă 
pentru care X$> (4p) = 1 iar toate celelalte locuri din matricile 
liniei corespunzătoare sînt completate cu zerouri. Observăm 
că 2 eţ> = e, unde e este elementul unitate al algebrei &,. 

i't k 

LEMĂ. Fie T : ă -> §>{,%) o reprezentare a algebrei semi-
simple ă. Presupunem apoi că pentru un element xe% şi 
pentru anumiţi indici i şi k vectorul y = T^ x este diferit 
de zero. Atunci y aparţine unui anumit subspaţiu invariant 
minimal al reprezentării T. 

Demonstraţie. Punem % = {Tay : aeă} . Deoarece y = 
= T^ x, din regula de înmulţire a matricilor, rezultă că 
orice element zx e <M are forma zx = Tbx unde b este o anumită 
combinaţie liniară a elementelor e$ (i şi k fixate). Este 
suficient să arătăm că în cazul z =£ 0 vectorul zx este un vector 
ciclic în restricţia reprezentării T la %. 

Fie zs e *%, zz = Tcx, unde c este o altă combinaţie liniară 
a aceloraşi elemente. Folosind realizarea algebrei ă ca algebră 
de linii de matrici, găsim un element aeă astfel încît c = ab. 
Dar atunci zz = Tcx = Ta(Tbx) = Tazv Aşadar, vectorul zx 
este ciclic şi lema este demonstrată. 

11.84. TEOREMĂ. Orice reprezentare a unei algebre semi-
simple se descompune în sumă directă de reprezentări ireductibile 
şi reprezentarea trivială. 

Fie ă o algebră semisimplă, T° : â -> $ ( 1 °) reprezenta
rea ei. Considerăm operatorul T% unde e este elementul uni
tate al algebrei ă. Pentru orice x e %° egalitatea x — T%x -f-
+ (x — T°ex) determină în mod evident o descompunere a 
lui 1E° în suma directă a subspaţiilor % şi %0, invariante relativ 
la T°, iar restricţia reprezentării T° la % este reprezentarea 
trivială. Ne rămîne de arătat că reprezentarea T : & ~> S&(1), 
restricţia reprezentării T° la % se descompune în sumă directă 
de ireductibile. 

Alegem în % o bază xx, ..., xm. Operatorul Te este opera
torul identic în f şi de aceea, în virtutea egalităţii e = Sejf, 
acoperirea liniară a vectorilor de forma T™ xt (pentru toţi 
indicii posibili i, j , k) coincide cu întreg f. Conform lemei 
11.83 orice vector nenul de această formă aparţine unui sub
spaţiu invariant minimal al reprezentării T. 
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Aşadar, ne găsim în condiţiile lemei 11.82. Dar atunci 
spaţiul 1 se descompune în suma directă a subspaţiilor inva
riante minimale ale reprezentărilor T şi, prin urmare, T 
se descompune în sumă directă de reprezentări ireductibile. 
Teorema este complet demonstrată. 

11.85. Teoremele 11.81 şi 11.84 descriu împreună, pînă 
la echivalenţe, toate reprezentările algebrelor semisimple 
(inclusiv ale algebrelor simple). 

Rezultatul obţinut arată în particular că operatorii unei 
reprezentări date a unei algebre simple (considerăm acest 
caz pentru mai mare claritate), se scriu într-o anumită bază 
prin matrici de forma 

(3) 

unde M parcurge toată mulţimea matricilor de dimensiune 
corespunzătoare. în cazul mai general al unei algebre semi
simple, matricile corespunzătoare sînt matrici de forma 

M 

0 

0 

M 

0 

0 

0 

(4) 
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unde matricile bloc Mt, ..., Mk, ... parcurg independent una 
de alta toată colecţia matricilor de dimensiuni corespunză
toare (în general diferite pentru diferite matrici). 

11.86. Am obţinut totodată descrierea tuturor algebrelor 
simple şi semisimple de matrici (adică ale algebrelor ale căror 
elemente sînt matrici). într-adevăr, asociind fiecărei matrici 
din această algebră operatorul ei (în orice bază), obţinem o 
reprezentare exactă a acestei algebre. De aici, prin utilizarea 
raţionamentelor precedente, rezultă direct următoarea 
afirmaţie: 

Orice algebră simplă (respectiv semisimplă) de matrici 
este formată din matrici deforma P~lLP unde P este o matrice 
nesingulară fixată iar L parcurge mulţimea tuturor matricilor 
de forma (3) (respectiv deforma) (4). 

Pentru algebre cu element unitate se obţine un rezultat 
mai precis: 

Orice algebră simplă de matrici, avînd element unitate, 
este formată din matrici deforma P~XLP unde P este o matrice 
nesingulară fixată iar L parcurge mulţimea tuturor matricilor 
deforma 

M 0 ... 0 
0 M ... 0 

0 0 ... M , 
unde M parcurge colecţia tuturor matricilor de dimensiuni 
corespunzătoare. Orice algebră semisimplă de matrici avînd 
element unitate este formată din matrici deforma P~x LP unde 
P este o matrice nesingulară fixată iar L parcurge toate matricile 
de forma 

Mx 0 ... 0 

0 0 M, 

Mk 0 ... 0 

0 0 ... Mk 
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unde matricile Mx, ..^M^ parcurg independent una de alta 
colecţia matricilor de ordine corespunzătoare. 

§ 11.9. Alte rezultate 

Am încheiat descrierea algebrelor finit-dimensionale simple 
şi semisimple, ca şi a reprezentărilor lor. Studiul ulterior al 
algebrelor finit-dimensionale depăşeşte cadrul acestei lucrări. 
Este util totuşi să indicăm fără demonstraţie unele rezultate 
profunde în această direcţie. 

11.91. Teorema lui Wedderburn. Orice algebră finit-dimen-
sionalâ se descompune ca spaţiu vectorial în sumă directă a 
radicalului ei şi a unei subalgebre semisimple. 

11.92. Radicalul unei algebre finit-dimensionale constă 
numai din elemente nilpotente. Mai mult, pentru orice astfel 
de algebră există n natural astfel încît produsul oricăror n 
elemente ale radicalului ei să fie egal cu zero. 

11.93. Orice reprezentare a unei algebre radicale se scrie 
într-o anumită bază prin matrici avînd zerouri pe diagonala 
principală şi dedesubtul acesteia (fără ca matricile operatorilor 
reprezentării să parcurgă toată mulţimea matricilor de acest 
tip). 

PROBLEME 

1. Să se arate că orice ideal sting al algebrei $>(8Cn) este mulţimea 
tuturor operatorilor al căror nucleu conţine un anumit subspaţiu SC' a] 
l u i O s . 

2. Să se arate, că orice ideal drept al algebrei c8(âC„) este mulţimea 
tuturor operatorilor ale căror imagini sînt conţinute într-un anumit sub
spaţiu SC' al lui $Cn. 

3. Să se indice toate idealele stîngi şi drepte maxime şi minimale 
ale algebrei &(8C„). 

4. Pentru orice algebră semisimplă S> de operatori liniari peste spa
ţiul <Bn, să se introducă în 6M un produs scalar astfel încît din faptul că 
A e S> să rezulte A * e &>. 

5. (Reciproca afirmaţiei din problema 4). Dacă pentru o anumită 
algebră oS de operatori liniari peste spaţiul Sn există un produs scalar 
(x, y) în Sa astfel încît din A e & să rezulte A* e &, atunci algebra & 
este semisimplă. 
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6. .Dacă în condiţiile problemei 5 intersecţia comutatorului S> (11.61), 
cu algebra S conţine doar operatorii multipli a i operatorului identic, 
a tunci Si este o algebră simplă. 

7. Să se arate că pentru algebra simplă Sb. formată din matrici de forma, 
11.85, dispuse în m2 blocuri 

a 
0 

0 

0 . 

a . 
0 . 

. 0 

. 0 

. a 

comutatorul se reprezintă (în aceeaşi bază) prin toate matricile de forma 

^•il-E ^l2-£ ••• \m S 
X2i-B X22-B ... X2m E 

ritttt*? «m**? ••• AmmE 

unde Xjicij, h = 1, ..., m) sînt numere complexe arbitrare. In particular, 
intersecţia S c S constă din matrici, multipli ai matricii unitate. 

8. Pentru ce algebră semisimplă de matrici Sb comutatorul ei Sb 
coincide cu <8? 

9. Să se descrie toate algebrele semisimple comutative (a c $ ) . 
10. Să se descrie toate algebrele semisimple de matrici Sb pentru 

care S* c Sb. 
11. Să se arate că pentru orice algebră semisimplă Sb, avem 3b = S>. 
12. Algebra Si constă din toate polinoamele de un operator 0. (deci este 

comutativă, S> c Sb). Să se enunţe criterii pentru egalitatea Sb — Sb. 
13. Dacă o algebră nenulă Sb are toate elementele nilpotente (adică 

pentru orice A e Sb există k = k{A) astfel încît A* == 0)), atunci egalitatea 
eoB = Si este imposibilă pentru orice c e 3b. 

14. O algebră <3 se numeşte nilpotentă dacă există un număr p astfel 
încît produsul oricăror p elemente din' Sb este egal cu 0. Să se arate că 
o algebră Sb care este sumă directă a idealelor ei drepte S>t + ... + Sbm, 
este nilpotentă dacă fiecare ideal al ei Sbj (j — 1, ..., m) este nilpotent. 

15. Dacă o algebră finit-dimensională constă din elemente nilpotente 
să se arate că ea însăşi este nilpotentă. 

16. Fie Sb o algebră nilpotentă de operatori în spaţiul Xn. Fie Slt^cUC» 
intersecţia tuturor nucleelor operatorilor A e Sb, #K2 c Xn intersecţia 
tuturor subspaţiilor pe care operatorii A e Sb le duc în SK1( #K3 cr Xn inter
secţia tuturor subspaţiilor pe care operatorii A e Sb le duc în #K2 etc. Să 
se arate că au loc incluziuni stricte 

0 c « , c » , c ... <=.mP = $cn 
unde p este indicele de nilpotentă al algebrei Sb (adică cel mai mic p astfel 
încît produsul oricăror p operatori din Sb este nul). 
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17 Pentru orice algebră nilpotentă Sb de operatori în spaţiul ăC„ există 
o bază'în care to ţ i operatorii A e 3b se scriu prin matrici de forma 

A = 

0 
0 
0 

An 

0 
0 

A13 • 

A2S • 

0 . 

• Ă-u p-i 

• A%, p - i 

•• A%, p-i 

0 0 0 ... 0 

unde p este indicele de nilpotentă al algebrei « (A. Ia. Helemţki) . 



Capitolul 12 

CATEGORII DE SPAŢII FINIT-DIMENSIONALE 

§ 12.1. Introducere 

12.11. în ultimul timp în diverse domenii ale mate
maticii au început să joace un rol important conceptul de 
categorie şi unele noţiuni legate de acesta (H. Cartan şi 
S. Eilenberg, Algebră ontologică, A. Grothendieck, Cîteva 
probleme de algebră ontologică, A. G. Kuroş, Bazele teoriei 
categoriilor). Colecţia mulţimilor şi aplicaţiilor între mulţimi, 
colecţia spaţiilor vectoriale şi aplicaţiilor liniare, ca şi colecţia 
algebrelor şi morfismelor între algebre etc. sînt exemple de 
categorii. 

Definiţia mai precisă a unei categorii (£ este următoarea. 
Fixăm o mulţime % de indici a. Presupunem că fixăm o 
colecţie Ob((£) de elemente Xx numite obiectele categoriei (£ 
şi pentru orice pereche de obiecte X$, Xa este indicată o 
mulţime ŞD?^^) de elemente A&ai numite morfisme de la obiec
tul Xa la obiectul X&. în plus, se presupune că pentru orice a, 
J3, y este definit produsul aplicaţiilor Aa& şi Aia, care repre
zintă un morfism de la Xx la Xr; în plus, cerem ca acest 
produs să fie asociativ, adică pentru orice a, (3, y, S 

în particular este definită şi mulţimea 3Jîaa((£) de morfisme de 
la obiectul Xa în el însuşi. în această mulţime este definit 
aşadar un produs asociativ de morfisme. în plus, se cere ca 
mulţimea 9J?aa,((£) să conţină un element unitate la avînd 
proprietatea că 

T« '«^«0 = ^0.3 Şi Ayala = A^ 

K e WCe *' P ?' T' în Cd0 ° e urmează' vom nota %l« în 
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Colecţia obiectelor Xa şi a morfismelor A^, mai precis 
Ob(g), 9ttpoc((£), (V)a, peSH avînd proprietăţile anterioare 
formează o categorie (£. 

Categoria (£ se numeşte liniară dacă pentru orice <x,fie\X> 
în mulţimea 50îpa((î) de aplicaţii A$a sînt definite operaţii 
de adunare a aplicaţiilor şi înmulţiri cu scalari (numere 
dintr-un corp K) astfel încît mulţimea 3Jlga((£) să formeze 
un spaţiu vectorial peste corpul K. într-o categorie liniară, 
pentru 6rice indice a, mulţimea $D?a formează o algebră cu 
unitate (peste corpul K). 

12.12. în acest capitol considerăm categorii liniare, ale 
căror obiecte sînt spaţii vectoriale finit-dimensionale peste 
corpul C al numerelor complexe, iar morfismele sînt aplicaţii 
liniare între astfel de obiecte. 

Aşadar, pornim de la următoarea definiţie. Considerăm 
o mulţime de spaţii vectoriale complexe finit-dimensionale 
Xa(ct.£%). Pentru fiecare a este fixată o algebră â>a de 
operatori liniari care transformă Xa în el însuşi. Pentru fie
care pereche p, a este fixată o familie $>Pa de operatori liniari 
A ga care transformă Xa în X$ şi care conţine odată cu orice 
doi operatori A^a şi B$a suma lor A$a-\~ B$a şi odată cu orice 
operator A$a, produsul său X/lga cu orice număr complex X; 
o astfel de familie de operatori liniari va fi numită în conti
nuare familie liniară. în particular, familia liniară ^ ^ 
coincide cu algebra <Sa. Presupunem în plus că pentru orice 
a, (3, y este îndeplinită condiţia 

®Yg^P« C~ ^Y«> (*) 

adică orice produs Ay^A^a(Ay^eS>r^, Apae$>pa) aparţine lui 
â>ra. Colecţia spaţiilor Xa împreună cu algebrele \ şi cu fami
liile oBpa este numită categoria spaţiilor finit-dimensionale 
sau mai simplu categorie şi va fi notată cu (£. 

Dacă în fiecare spaţiu Xa este aleasă cîte o bază oare
care, atunci algebrele o&a şi familiile liniare <&&a pot fi identi
ficate cu algebre şi familii liniare de matrici corespunzătoare, 
ceea ce vom utiliza în mod sistematic în continuare. 

în acest capitol vom studia categoriile de spaţii vectoriale 
pentru algebre $>a date. Ne mărginim la algebre semisimple$a. 
Conform 11.86 pentru orice algebră semisimplă spaţiul Xa' 
poate fi descompus în sumă directă de subspaţii Xaj inva
riante relativ la toţi operatorii A^ şi în fiecare spaţiu Xai 
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algebra \ este algebră simplă cu element unitate, adică 
într-o anumită bază ea se scrie prin matrici de forma 

C 
c 

c 
unde C parcurge întreaga colecţie de matrici de ordin cores
punzător. 

începem cu studiul cîtorva cazuri particulare care ne 
vor permite obţinerea unor rezultate generale., în § 12.2 se 
consideră cazul cînd orice algebră $>a este algebră completă, 
adică algebra tuturor operatorilor liniari acţionînd în Xa. 
Cazul contrar cînd fiecare din aceste algebre este algebra 
operatorilor {XX}, multipli ai operatorului identic, este 
analizat în § 12.3. Rezultatele din § 12.4 se referă la cazul 
algebrelor simple <$a care este generalizarea naturală a cazului 
algebrelor {XX}. în § 12.5 este analizat cazul cînd fiecare 
algebră $ a este algebra tuturor matricilor diagonale. în 
§ 12.6 este studiat cazul general, care foloseşte cele spuse în 
paragrafele precedente. 

12.13. Reamintim notaţiile şi regulile de calcul cu matri
cile operatorilor liniari care aplică un spaţiu vectorial X 
într-un alt spaţiu vectorial Y (4.41 — 4.43). Presupunem 
că X este un spaţiu «-dimensional cu baza elt ..., en şi Y un 
spaţiu w-dimensional cu baza fx, ...,fm. Operatorului liniar 
ă acţionînd de la X la Y îi asociem m x « — matricea (adică 
o matrice cu m linii şi «coloane) 

A = a?i &%% 

I aml &m% ••• ttn, 

unde în coloana k Se află numerele alle, a2k, ..., amk care repre
zintă coeficienţii descompunerii vectorului mk e Y după 
vectorii bazei fx, ...,fm. 
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Fie apoi Z un spaţiu ^-dimensional cu baza glt ...,gk. 
Unui operator &> acţionînd de la spaţiul Y la spaţiul Z îi 
corespunde o k X m — matrice 

hi hz ••• hm 

0«i O2? ••• hm 

9 * 1 ukZ ••• uJcm 

Operatorul <2 == $>ă acţionează de la X la Z. Lui îi corespunde 
k X « — matricea 

c l l c12 ••• cln 

Această matrice se obţine din matricile B şi A cu ajutorul 
operaţiei de' înmulţire: 

upti = 1)^%* P=U -,k; n. 
P=X 

12.14. Reamintim următorul fapt care va.fi adeseori 
utilizat (4.44). 

LEMĂ. Fie o « X m-matrice dreptunghiulară (cu n linii 
şi m coloane) A = || «ay|| (p — 1, ..., n; q = 1, ..., m). Dacă 
se înmulţeşte matricea. A la dreapta cu o m X k-matrice drept
unghiulară jB = | | i „ | | unde toate elementele brs, cu excepţia 
lui ofas0, sînt egale cu 0, iar 6,oSo = 1, atunci se obţine o n X k-
matrice dreptunghiulară F în care toate coloanele cu excepţia 
coloanei s0 vor fi egale cu zero, iar în coloana s0 se află elementele 
coloanei rQ a, matricii A. 

Dacă matricea A se înmulţeşte la stînga cu o lx n-matrice 
dreptunghiulară C = || crs || unde toate elementele crs, cu excep
ţia lui cHH, sînt egale cu zero, iar cHH = 1, atunci se obţine 
o lx m-matrice dreptunghiulară, în care toate liniile cu excepţia 
liniei r, vor fi egale cu 0, în timp ce în linia rx se vor afla elemen
tele liniei sx a matricii A. 

12.15. Ca un corolar obţinem: dacă o « x w-matrice 
dreptunghiulară A este înmulţită la dreapta cu o m X k-
matrice B şi la stînga cu / X «-matricea C cu proprietăţile 
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indicate, atunci în l X ^-matricea D va fi diferit de zero 
(eventual) numai un element, anume cel situat la intersecţia 
liniei rx şi coloanei sx şi acest element va fi elementul aH,0 al 
matricii iniţiale A (situat la intersecţia liniei s1cu coloana r0). 

§ 12.2. Cazul cînd toate algebrele <&a date sînt complete 

12.21. Fie o categorie (£ de spaţii vectoriale finit-dimen-
sionale Xa astfel încît algebra &>a a operatorilor acţionînd 
în Xa este o algebră completă pentru orice a, adică algebra 
tuturor operatorilor liniari în Xa. Fixînd arbitrar o bază 
elt ..., en în spaţiul Xx şi/i, ...,/„ în spaţiul X2, putem identifica 
operatorii din colecţiile â>n, $>n, o$21, S>22 cu matricile cores
punzătoare. 

Presupunem că dimensiunea spaţiului Xx este egală cu 
m şi că dimensiunea spaţiului X2 este egală cu n. Presupunem 
apoi că în colecţia <&n, există un operator nenul ă şi că nxm-
matricea sa corespunzătoare 4-,=* ,(| *p« || are cel puţin un 
element, de exemplu ap^0 diferit de zero. în acest caz putem 
presupune Op^ — 1. Din condiţia (1) şi din ipoteza făcută 
(aceea că <% şi $ 2 sînt algebre complete de matrici), produsul 
matricii A la dreapta cu orice m x m-matrice pătratică 
şi la stînga cu orice n x «-matrice pătratică aparţine familiei ®ai, 
Totuşi în virtutea lemei 12.14 ca rezultat al acestei operaţii 
putem totdeauna obţine onxw-matrice avînd unicul element 
nenul, egal cu 1, situat în orice loc dinainte dat. Deoarece 
combinaţii liniare convenabile ale acestor matrici sînt egale 
cu orice n X «-matrice, c&2l conţine toate aceste matrici, 
adică reprezintă colecţia completă ie operatori acţionînd de 
la Xx la X2. 

12.22. Legăm acum categoria considerată de o anumită 
mulţime parţial ordonată. Introducem definiţia corespunză
toare : o mulţime 5 se numeşte parţial ordonată dacă pentru 
anumite perechi de elemente A, B ale lui 5 este stabilită o 
relaţie notată < (se citeşte „mai mic sau egal") avînd 
proprietăţile: « 

a) dacă A < B şi B < A, atunci A = B. 
b) dacă A < B, B < C, atunci A < C. 
c) pentru orice A, A < A. 
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O noţiune mai generală este cea de mulţime preordonată 
ca fiind o mulţime pe care este definită o relaţie < satisfă-
cînd numai axiomele b) şi c). Dacă A < B şi B < A, atunci 
A şi B se numesc echivalente, ceea ce se notează cu semnul 
A ~ B. Din faptul că A ~ B şi B ~ C, rezultă A ~ C. 
într-adevăr, din A < B, B < C, rezultă conform b) că 
A < C iar din C < B, B < A, rezultă C < A, deci A ~ C. 
De aceea relaţia <~- permite descompunerea întregii mulţimi 
5 în clase XI, 23, • •-, ; fiecare clasă conţine odată cu un element 
A toate elementele echivalente cu acesta şi elementele A, 
B ce aparţin la clase diferite sînt neechivalente. 

Introducem acum o relaţie < între clase. Vom scrie că 
două clase XI, 23 satisfac Xt < 23 dacă există A e XI. B e 23 
astfel încît A < B. Această definiţie nu depinde de alegerea 
elementelor A e XI şi B e 23 ; într-adevăr presupunem că 
.^eXl , Bi,e23 astfel încît A <-- Alt B ~ Bv Atunci avem 
At < A < B < Bx, de unde Ai < Blt ceea ce trebuia de
monstrat. îndeplinirea proprietăţilor b), c) din definiţia 
unei mulţimi parţial ordonate pentru clase XX, 33. ••• rezultă 
din îndeplinirea acestor proprietăţi pentru elemente A, B, ... . 
Arătăm că pentru clase XX. 23 > ••• are loc şi proprietatea a). 
Dacă XX < 23 şi 23 < XX, alegem arbitrar A e XX şi B:e 23-
Avem A < B şi B ^ A, deci A şi,B sînt echivalente. Dar 
atunci clasele XX şi 23 coincid, 91=23, c e e a c e trebuia demonstrat. 

Aşadar, introducînd, aşa cum s-a indicat, într-o mulţime 
preordonată 5, o relaţie de echivalenţă, ajungem la o mul
ţime parţial ordonată de clase de echivalenţă de elemente. 

12.23. Ne reîntoarcem la considerarea categoriei (£ de 
mai sus. Din cele spuse la 12.21 rezultă că pentru perechi de 
spaţii (Xx, X2) avem patru posibilităţi: a) $12 şi <S&21 sînt 
ambele mulţimi complete de operatori; b) <S13 este completă 
şi $21 este redusă la zero; c) â>21 este completă şi ofe12 constă 
numai din zero; d) c&12 şi $2 1 sînt reduse la zero. 

Dacă a$>x2 e ste completă iar relativ la $2 1 nu se face nici 
o ipoteză, vom scrie Xx < X2. Un sens analog se dă scrierii 
Xz < Xx-

Arătăm că relaţia < astfel introdusă transformă categoria (£ 
într-o mulţime preordonată. într-adevăr, pentru Xx dat, 
avem prin ipoteză că 8>n este o mulţime completă de opera
tori; de aceea Xx < Xx- Apoi, dacă Xt < X2 şi X2 < X3, 
atunci $>i2 şi $>23 sînt mulţimi complete de operatori liniari 
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acţionînd de la Xx la X2 şi, respectiv, de la X2 la X3. Deoarece 
toate spaţiile considerate au dimensiunea > 1, atunci în. 
mulţimea $>1S există un operator diferit de operatorul nul. 
Un astfel de operator se poate obţine fixînd vectori nenuli 
e1eX1, e2eX2, c3eX3 ca produsul operatorilor ă&>, unde 
âeâi12 transformă e2 în ex, iar Sefi2 3 transformă e3 în e2. 
Conform 12.21 mulţimea o&13 este o mulţime completă de 
operatori care transformă X3 în X1 astfel că X, < X3. Aşadar, 
axiomele b), c) sînt îndeplinite şi categoria (£ devine o mul
ţime preordonată. 

12.24. în corespondenţă cu 12.22 introducem o relaţie de 
echivalenţă definind Xx ~ X2 dacă X2i < Xx, Xx < X2, 
adică dacă ambele mulţimi SkX2 şi ^ai sînt mulţimi complete 
de operatori liniari corespunzători. Atunci mulţimea spaţiilor 
Xa se descompune în clase de spaţii echivalente, iar mulţi
mea acestor clase cu relaţia < indicată în 12.22 devine a 
mulţime parţial ordonată. 

Invers, orice mulţime parţial ordonată %'a de elase de spaţii 
finit-dimensionale defineşte o categorie de tipul considerat. 
Anume, pentru spaţii Xx şi X2 care aparţin la aceeaşi clasă, 
indicăm mulţimile »B12 şi $21 ca mulţimi complete de operatori; 
pentru spaţiile Xx şi X3 făcînd parte din clasele %x şi 
<%3, legate prin relaţia % < % (adică % < % dar «x # %3), 
indicăm $>X3 ca o mulţime completă şi $31 ca mulţime constînd 
numai din zero. Dacă Xx şi X4 aparţin la clase necomparabile, 
atunci considerăm $>u şi i&41 ca fiind fermate numai din zero. 

în acest mod, descrierea categoriilor de tip considerat este 
încheiată. 

§ 12.3. Toate algebrele date aR>a sînt unidimensionale 

12.31. Considerăm la început două exemple simple. 
a. Fie o categorie (£j care constă din două spaţii Xx şi X% 

avînd aceeaşi dimensiune. Sistemul $2i este dat printr-un 
operator ă care reprezintă biunivoc Xx pe X2, împreună cu 
toţi multiplii săi Xâ, X e O . Sistemul ®>n este dat-printr-un 
unic operator ®>, inversul lui ă, cu toţi multiplii săi ji#, 
y.eG. în mod evident, 

^12^21 =* X^X), 0&21aS>i2 = (XX). 
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b. Fie o categorie (£2 constînd din două spaţii arbitrare, 
în care sînt fixate subspaţii X[ <zz X\, X2 cz X2. Sistemul <$>2i 
constă din toţi operatorii care transformă Zi în X2 şi X[ 
în (0). Sistemul abX2 constă din toţi operatorii care transformă 
X2 în X[ şi X2 în (0). în mod evident, 3!>X28!>2X = 0, <$>21<S>12 = 0. 

Arătăm că ambele categorii (5^ şi (£2 epuizează în esenţă 
toate categoriile formate din două spaţii cu <% = (XB) (j = 
= 1, 2), şi anume, pentru orice categorie© are loc alternativa: 
sau <S>iAi = 0 (şi în acest caz <$>zxa&X2 = 0 iar categoria (£ 
este conţinută într-o categorie de tip (£2) sau dimensiunile 
spaţiilor Xx şi X2 sînt egale şi categoria (£ este o categorie 
de tip (£i. 

12.32. Presupunem că este dată o categorie (£ din două 
spaţii Xx şi X2 cu condiţiile &j = (XX), 3h2 = (XX). 

Notăm cu Ni.cz Xi intersecţia nucleelor (4.62) tuturor 
operatorilor Axzeâ>X2 şi cu N2 c X2 intersecţia nucleelor 
tuturor operatorilor ^421eo&21. Dacă S>21XX cz N2 şi e&X2X2 cz 
cz Ni, atunci avem de a face cu o subcategorie a unei categorii 
de tip ©2 în c a r e X'i = Ni, X'2 = N2. De aceea presupunem 
de exemplu că S>21XX nu este conţinut în N2 şi există xx e Xx 
şi A2Xe®>21 pentru care A2XXi = x2 nu aparţine lui Nz. 

Arătăm că toţi operatorii B2X e <1>21 transformă xx într-un 
vector coliniar cu x2 şi toţi operatorii C12eâ>12 transformă 
x2 într-un vector coliniar cu xx. 

într-adevăr, fie A2Xxx = x2, <$>2xxx = y2. Considerăm un 
operator C$2e$>x2 pentru care C\2x2 ^ 0. Atunci C\2x2 = 
= Cx

i
2A2Xxx = Xxx, cu X =£ 0. înlocuind C\2 printr-un mul

tiplu al său, putem socoti că X — 1. Apoi B2XC\2x2 = 
= B2Xxx — y? şi în acelaşi timp B2XC\2x2 = \ix2; aşadar, 
y2 — \LX2. Invers, deoarece xx =• Cx2txz şi prin definiţia vec
torului Xi el nu este conţinut în Nlt avem în mod similar 
CX2x2 — y.Xi pentru orice C1Sie$>12. 

Arătăm că în cazul considerat Nx şi N2 se reduc la vectorul 
nul. Fie zxe Nx; atunci A2X(xx -\~ zx) = A2Xxx = x2, adică 
vectorul xx, din construcţia precedentă poate fi înlocuit 
prin xx -f- zi- în acest caz, C\2x2 este multiplu şi de xx 
şi de xx + zx, deci xx şi zx sînt coliniari. Deoarece xx $ Nx, 
atunci zx = 0. Astfel, Nx = (0). în mod similar, începînd 
cu #? obţinem de asemenea că N2 = (0). 

Vedem acum că în locul lui xx se poate lua orice vector 
nenul al spaţiului Xx, deoarece întotdeauna există un operator 
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A21e®>21 care transformă xx într-un element nenul. Aşadar, 
operatorii familiei $2 1 stabilesc o aplicaţie bijectivă între 
toate dreptele spaţiului Xx şi o anumită familie de drepte ale 
spaţiului X2; mai mult, chiar în familia tuturor dreptelor 
spaţiului X2, în virtutea simetriei construcţiei făcute. 

Arătăm acum că întreaga familie &21 este redusă la familia 
multiplilor unui operator. Fie xx =£ o un vector oarecare în 
spaţiul Xx şi x2 un vector nenul care determină dreapta cores-
punzînd lui xx în spaţiul X2. Ştim că avem un operator A^x 
care transformă xx exact în x2. Orice alt operator A2Xe®>21 
transformă xx în Xx2. Fie mai întîi A2Xxx = Xx2 şi X ^ 0. 
Atunci operatorul B2X = — A2X transformă xx exact în % 

X 
Arătăm că B2X coincide cu A%x peste tot. Presupunem că avem 
A\xyx = y2, B2Xz2 T4 y2\ aceasta este posibil fie pentru y2 ¥= 0, 
H = V-y* [>• ¥= 1, fie pentru y2 = 0, jr2 ^ 0. Considerăm un 
vector nenul Zj. = a#x -f (3^, a 5̂  0, p ^ 0. Vectorii A\xzx 
şi B-Î^I sînt conform celor demonstrate, coliniari; dar în 
acest caz acest lucru nu poate avea loc, deoarece pentru 
% j= 0, 
Â$i(<xXi + |3yi) — <xx2 + $y2, B2X{«.xx + Ş,yx) = ax2 + $y.y2, 
iar pentru y2 = 0, 

Alx{o.xx + $yx) = a%, 521(ax1 + $yx) = a#2 + ^ 2 , 
Aşadar, dacă A 2Xxx = \x2, X 56 0, atunci ^421 = Xyl^. Fie 

acum 4̂ 21*1 = 0; atunci conform celor arătate, 4̂§x -f i421 <= 
= ^21 Şi, prin urmare, A2X = 0. Astfel, familia â)>21 se reduce 
la familia multiplilor operatorului Ah. în mod analog, fa
milia 8>n se reduce la familia multiplilor unui operator fixat 
BX2. Produsele A\xBl2 şi Bl2A°2X sînt diferite de zero şi conform 
ipotezei, ele dau operatori multipli ai lui $'. De aceea A%x şi 
1??2 pot fi socotite operatori inverşi unul altuia; dar aceasta 
este posibil numai dacă spaţiile Xx şi X2 au aceeaşi dimensiune. 
Am ajuns astfel la următorul rezultat: Orice categorie care 
nu este subcategorie a unei categorii de tip (£2 este o categorie 
de tip (£i-

12.33. Categoriile de tip (£1( (£2 nu epuizează categoriile 
posibile cu două spaţii şi $S>.X — (XS), o62 = (Xg). într-adevăr, 
dacă din familia $2 1 a unei categorii (£ de tip (£2 alegem o 
subfamilie liniară, fără a mări Nx şi fără a micşora N2 (de 
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exemplu, adăugind la elementele matricilor operatorilor A21 
o categorie liniară omogenă suplimentară convenabilă), 
atunci se obţine o categorie (£' satisfăcînd condiţiile impuse, 
care nu coincide cu (£. în mulţimea parţial ordonată după 
incluziune a tuturor categoriilor cu % = (XS) (j=\, 2), 
categoriile de tip (£2 se caracterizează prin aceea că ele sînt 
maximale; cu alte cuvinte, fiecare categorie de tip (£2, cu 
excepţia cazurilor singulare, cînd X2 = (0) sau X[ = (0), 
nu poate fi extinsă cu păstrarea proprietăţilor categoriilor 
şi condiţiilor^ = (Xf>). într-adevăr, admitem că o categorie© 
de tip (£2 poate fi extinsă prin adăugarea unui operator A%x 
care ia pentru un anumit xxeXx — X[ valoarea y2 $ X2. 
Presupunem că X[ i= 0. Alegem un operator B"2e$>12 care 
transformă y2 într-un vector nenul x[ e X'x. Atunci $X2A%xxx == 
= x'x, ceea ce contrazice condiţia pusă. 

Presupunem apoi că adăugăm categoriei (£ un operator 
.421 c a r e transformă un vector xxe X[ nu în zero, ci într-un 
vector y2eX'2. Este clar că X'2 ^ X2, deoarece altfel X[ = 
= <£>X2X2 = o&i2̂ 2 = (0) Şi vectorul indicat xx care nu ar fi 
transformat în zero nu ar putea exista. De aceea în <&12 
există un operator BX2 care transformă vectorul y2 e X2 — X2 
în xx. Atunci A21B12y2 — y2, ceea ce contravine condiţiei. 

în mod analog, presupunînd X2 — 0 obţinem că nu se 
poate adăuga nici un operator la familia $>l2. Astfel, cate
goria considerată ($* de tip (£0 este maximală, în ipoteza că 
Zi # 0 şi X2 # 0. 

12.34. Cazurile de degenerare trebuie considerate sepa
rat. Fie de exemplu X[ = 0, deci <$>12 constă numai din opera
torul nul. Dacă acum X2 ^ X2, atunci categoria nu este 
maximală şi în familia <&21 se pot adăuga fără a distruge con
diţia $>j = (Xi) toţi operatorii care acţionează din Xx în 
X2. Aşadar, se obţine o categorie maximală „trivială" unde 
•̂ 12 = (0) iar o&2i este un sistem complet de operatori acţionînd 
de la o&x în $?• O categorie maximală similară se obţine cu 
^21 = (0) şi ^12 sistem complet. Are deci loc rezultatul: 
o categorie de tip (£2 este maximală în condiţiile: 1) X[ ^ 0, 
X2 ± 0; 2) X'x = 0, X2 = X2; 3) X[ = Xţ, X2 = 0. 

12.35. Trecem acum la cazul general al categoriilor for
mate din orice număr N < 00 de spaţii {Xa}, i e U- Are 
loc o afirmaţie similară alternativei demonstrate în 12.32. 
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Alternativa, Dacă 8>i = ..'. ='-%;6== (X&), ^MMCÎ S«M ^>ro-
te«(/ ^ A , * - i - V 2 i = 0, s«w ŝ >a/Mfe Z1 ; ..., Xk au 
aceeaşi dimensiune şi Sbi} =-{kA(j}, unde A{j este un operator 
inversabil fixat, iar .Alk Ak\krx... A32A21 = §. 

Demonstraţie. Admitem că produsul « 8 i A , t - i - \ con
ţine un operator nenul egal deci cu un Xg, X •£ 0. Presupunem 
că dimensiunea spaţiului Z^ este egală cu f}; atunci matricile 
^ifce*H- •••, A 21 G®2i» al căror produs este X$, au dimensiunile 

fiX % ^ Xr:Ie_h ..., rsx r2, r2 Xrx. 
Considerăm produsul de matfîci 'AlkAk:]i„x .-„ Ă3ţ. Această 
matrice avînd dimensiunile rx x r2 acţionează aşadar de la 
X2 la Xp Considerăm categoria (£0 formată din două spaţii 
Xi, X2 unde colecţiile de operatori Sb\2 ŞÎ ^21 sînt următoarele: 

8b21 = 0&2I' ® l î =7* ®>Ve®>lt,k-l ••• ^ 3 2 

(<S?2 este acoperirea liniară a produselor corespunzătoare). 
Deoarece 

A-lkAje, ifc-l ••• ̂ 21 = ^$, 
atunci conform celor demonstrate, J^ şi X2 au aceeaşi dimen
siune r% = f,2', f | i == ®81 = (X^li), unde ^ este' matrice 
inversabilă; $?2 = (uAţŢ1). 

Mai departe, avem 
•^f AxkAktlc_1 ... A32 === Xi, 

şi raţionînd ca mai sus, obţinem r2 = r3, $32 = ^A\2, unde 
J4|2 este o matrice inversabilă. După k paşi ajungem la afir
maţia făcută. 

12.36. în continuare, considerînd o categorie formată 
din N spaţii, putem presupune că toate produsele ciclice 
^W%Y ••• ®>sa s m t egale cu zero; în caz contrar identificăm 
subspaţiile corespunzătoare de aceeaşi dimensiune. 

Considerăm pentru început următoarea categorie concretă; 
pe care o notăm cu (£f. Alegem arbitrar în Xi,N— 1 subspaţii 
pe care le notării X12, ..., XlN. Pentru /, k, l, ... distincţi doi 
cîte doi punem 

Xjjk = Xi] n xu, xxm = Xij n xlk n xu etc., 
formînd succesiv intersecţiile spaţiului Xv cu două, cu trei 
subspaţii etc. Dacă N este finit, ultima intersecţie va fi 
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X12...N, adică intersecţia tuturor celor N—l subspaţii, iar 
.-dacă N este infinit, nu există o ultimă intersecţie. Facem 
aceeaşi construcţie în toate celelalte spaţii X2, ... unde indicele 
întregului spaţiu va fi primul indice în notarea tuturor subspa-
ţiilor lui. Fiecărui sistem de indici doi cîte doi distincţi/, ..., k 
îi corespunde în mod univoc unul din subspaţiile evidenţiate. 
Construim familia $21. Prin definiţie ea constă din toţi opera
torii care transformă Xx în X2 astfel încît fiecare din subspa
ţiile Xij,„k trece în X21iw,k dacă în şirul j., ..., k nu există 
indicele 2, sau în (0) dacă în acest şir există indicele 2. în 
mod analog construim toate colecţiile S>^a. 

Arătăm că se obţine astfel o categorie. 
Fie operatorii A21e®>21 şi B32 e \ şi operatorul B32A2l. 

El transformă spaţiul Xx în 'X3. Un subspaţiu X1},.. k este 
transformat de operatorul A21 în X21j... „ iar subspaţiul obţinut 
este transformat de operatorul B32 în X32i)...k cX31j... s. 
Aşadar, operatorul B32A2X este conţinut în §>3l, ceea ce tre
buia demonstrat. 

Dacă avem un lanţ de operatori A1} ... Akl care transformă 
spaţiul Xx în el însuşi, atunci operatorul care se obţine trans
formă Xi în Xxj,.,ki = 0, ceea ce este compatibil cu condiţia 
J&! = (XS). 

12.37. Arătăm acum că orice categorie din N(<co) spa
ţiiXlt... cu % = (Xi) este conţinută într-o anumită categorie de 
'tipul {§M. Notăm prin Xlle imaginea completă a spaţiului Xk 
în spaţiul X} sub acţiunea tuturor operatorilor Bjk şi mai 
departe, notăm cu Xm__,sm imaginea completă în spaţiul 
X) a spaţiului Xm sub acţiunea tuturor operatorilor de for
ma AikAk\... Asm (ordinea indicilor este esenţială !). Arătăm 
că Xm ... sm este conţinut în intersecţia lui Xjk, Xn. ..., Xjm. 
într-adevăr, dacă zeXm...sm, atunci 

ze\^ A'jftAfri ... Am ... Asmzm, 
a 

unde z% e Xm, sau 
z = J^A%...A«my«, 

. . . C C 

unde y« = J2 ••• ^mz^eXQ, şi deoarece A%... A$Qe 8>ja, atunci 
a 

zeX,q, ceea ce trebuia demonstrat. 
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Notăm apoi că Ait transformă Xs_m în Xtj.„m. Acum 
este clar de ce categoria considerată este conţinută într-o 
categorie de tipul (£f a subspaţiilor Xsie determinate; în par
ticular, toate categoriile maximale trebuie să aibă tipul (Jf. 
Nu este însă clar în ce condiţii asupra subspaţiilor Xjk o 
categorie de tip (£f este maximală. (Amintim că în cazul a 
două spaţii Xx şi X2 condiţiile necesare şi suficiente de maxi-
malitate a categoriei (£2 constau în aceea că spaţiile X12 şi 
X2X sînt sau ambele nenule sau unul este nul iar celălalt este 
tot spaţiul). 

§ 12.4. Toate algebrele date \ sînt simple 

în acest caz fiecare algebră $>a se scrie într-o anumită 
bază prin matrici de forma 

C 
C 

c 

12) 

unde C este una şi aceeaşi matrice de dimensiune fixată ra, 
unde în toate $ a ea parcurge întreaga colecţie a matricilor 
pătratice cu ra linii şi coloane (11.86). 

12.41. Considerăm la început o categorie (£ formată din 
două spaţii Xx şi X2 de dimensiune % şi n2 cu dimensiunile 
celulelor mx şi m2 şi numărul lor kx şi k2 (astfel încît nx = 
— kxmx, n2 = k2m2). Matricea k21 a categoriei (£ poate fi 
descompusă în blocuri în modul următor 

nA A, l12 A Ut 

n2. 

' • t , i Ai 
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In mod analog se poate reprezenta matricea B12: 

« i i 

B, 

B i i 

Bna 

B, B, 

B kiki 

Afirmăm următorul fapt: sau A21B12 = 0 (pentru orice 
A2X e o&21 şi B12 e <f&12), sau kx = k2 şi toate matricile Aite sînt 
multiplii unei matrici oarecare fixate A şi la fel, matricile 
Btl sînt multiplii unei matrici oarecare fixate B; aici coefi
cienţii multiplilor respectivi formează matrici inverse una alteia 
de or cline kx == k2. 

Vom nota în continuare o categorie de al doilea tip 
prin (£3. 

Pentru demonstraţie, notăm că în categoria (£, odată cu 
matricile A21 şi B12 sînt cuprinse produsele lor (de partea 
corespunzătoare) cu matrici Cx şi C2 de forma (2); de 
aceea, odată cu egalitatea A21B12 = C2, are loc şi egali
tatea A21C]B12 = C2, cu Cx matrice oarecare de forma (2). 
Aplicînd regula de înmulţire a matricilor bloc (4.5!).' putem 
scrie egalităţile (în blocuri): 

AX1CBXX + AX2CB2X + ... + AxhCB,hX = • 

== A2XCB12 + A22PB22 + ... + A^CB^ = 

== AksXCBx!l;s -\- Aks2CB2lls -f- ... -j- AkjtL CBklk2, 

AXXCBX2 + AX2CB22 + ... + AxklCBkl2 = 0 

(3) 

Alegem în locul matricii C matricea avînd unicul element 
nenul (egal cu 1) situat pe linia r şi coloana s (r < mx, s < mx)., 
în general, dacă A este orice m2 x 7%-matrice şi B orice 
mx x ?»2-matrice, atunci produsul ACB este o m2 x m2-
matrice de rangul întîi, unde la intersecţia liniei p cu coloana q 
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se află elementul ambsi. De aceea egalităţile (3) pot fi scrise 
sub forma 

<b]\ + «JJtfi + ... + <^i « 
= « + « + ... + a^Vlf = 
= i 1 ^ + «ŵJ* -f ... + flg*Jj* (4) 

unde indicii de sus reprezintă numerele matricilor corespun
zătoare. 

Egalităţile (4) pot fi scrise sub formă de egalitate matri
cială astfel 

"A TJ 
^pr st 

« n avr 

«21 

AhA 
apr 

« l 2 

a22 

wpr • 

• fur 

• "'pr 

•• upr 

«2 

b11 
"sa 

b21 

"sa 

"sa 

7,12 
"sa •• 

b22 

"se 

/,fa2 usq • 

• blf 1 

.. yst 
JJcJci 

•• "sa 1 

, k9. 

î n mod analog are loc şi egalitatea 

ti,„ A, 

b11 
"sa 

b21 
"sa 

"se 

b12 
"sa • 

£22 
"sa • 

•Lkti 
" s a • 

• "sa 

A2fe 
• "sg 

• • "sa 

K 

«u 

«21 

« f o l 

«aa 

«22 

« * i 2 

« 2 * i 

. &!• 
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Vedem că matricile Apr şi Beî (p, r, s, q fiind parametri ai 
acestor matrici) formează o categorie legînd un spaţiu Ex 
de dimensiune hx de un spaţiu E2 avînd dimensiunea k2, 
cu condiţiile Rx = (XY), i?2. = (M.Y). Putem acum aplica 
alternativa stabilită în 12.32. Anume, dacă Ăj ^ /e2, atunci 
întotdeauna X = 0, \i — 0 ; dacă admitem că pentru un sistem 
de indici p, q, r,.s se obţine X ^ 0 (sau \i # 0), atunci kx = £2 
Şi toate matricile Apr se reprezintă prin multiplii ai unei 
matrici inversabile şi toate matricile Bsi sînt multipli ai 
matricii inverse. 

Apr = ^prA, Bsa = y.sgB. 

Matricea Apr constă din elementele matricii Ai} care se află 
la intersecţia liniei p cu coloana q. Evident are loc relaţia 

unde ai} sînt elementele matricii A. Ajungem atunci la faptul 
că toate matricile Ai} sînt multipli ai unei matrici fixate A — 
= || Ăj,r || cu coeficienţii a1*. O formă analoagă au matricile 
B{}, ceea ce completează demonstraţia afirmaţiei făcute. 

12.42. Aşadar, dacă A12B21 #, 0, atunci kx = k2 şi cate
goria (£ are forma 

î - l l A I •% 

A21 — 

A | a 1 3 A ... a1*'A 

a21 A 

a*ixA 2W.A 

B12 

bnM 

b21M 

b12M I ... \bl^M 

b^M \0hKM 

Matricile A = || \ g \\ şi M sînt dreptunghiulare (1 < p < 
<, m2, 1 < q < mi). Printre matricile A care participă în 
categoria considerată există o matrice nenulă A0 (deoarece 
^21^12 ¥" 0) şi de aceea printre ele se află orice mz x mr. 
matrice, deoarece dintr-o matrice nenulă, prin înmulţire 
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la dreapta cu C2 şi la stînga cu Cr se poate obţine orice astfel 
de matrice. Astfel, dacă oB'21̂ 12 = 0» atunci familia R21 
constă din matrici de forma 

a11 A p*>A 

«VA 2A»*'A 
(5) 

unde A = || "a*' || este o matrice inversabilă fixată iar A par
curge întreaga familie a m2 X 7%-matricilor. 

Un tablou general similar va avea loc dacă J&12o&31 ^ 0. 
Este clar în acest moment că neegalităţile a&12$21 ¥= 0 şi 
<&21efr12 ?£ 0 au loc simultan. 

12.43. Rezultatul obţinut poate fi formulat în termen! 
de produse tensoriale. Acest punct de vedere permite totodată 
clarificarea unor situaţii complementare. Mai întîi sînt nece
sare cîteva pregătiri. 

Fixăm un spaţiu A-dimensional X şi o bază ex, ..., % şi 
încă un spaţiu «-dimensional Y cu b a z a / i , •••»/»»• Produsul 
tensorial X X Y = Z al spaţiilor X şi Y este mulţimea 
tuturor sumelor formale finite de forma 

p 

unde xneX, y„e Y,; se presupune de asemenea că 

[xi X y] + [x2 X y] = [(xt + x?) x y), 

[X X Vj] + [X X yZ] = [X X (Vi + Vi)3; 
p P p 

«:- 1 « = 1 : M = l 

De aici rezultă că X X Y este un spaţiu vectorial de dimen
siune km, avînd o bază formată din vectorii et xf} (i = 
— 1, ..., k;j — 1, ..., « ) . 
Aşadar, vectorii spaţiului Z sînt de forma 

K m 

? = i — i 
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Putem transforma această reprezentare, făcînd mai întîi 

însumarea după i; se obţine atunci g = V^ IY^ %e* x/^ 

= Vj ^ x /,-, unde x} = Y^ %<?8 sînt vectori oarecare (nu 
j=i »= i 

neapărat din bază) ai spaţiului X. 

12.44. Presupunem fixaţi un operator & actionînd de la 
un spaţiu A"i la un spaţiu A"2 şi un operator §b actionînd de la 
un spaţiu Yx la un spaţiu Y2. Definim produsul tensorial 
S = â X S c a operatorul actionînd de la spaţiul Z± — XxX Y% 
la spaţiul Z2 = X2 X Y2 după formula următoare (în care 
indicele suplimentar este numărul spaţiului) 

e [ 4 x / a = <3e}x &fl (6) 
Dacă ăe} = £ «aeî Şi 
scrie sub forma 

Ş ^ i i / | , atunci formula (6) se 

A, m, 

Clarificăm acum structura matricii operatorului fi relativ 
la bazele e\ x f) şi e\ x fi ordonate în Xx XYX în modul 
următor 

4 X/l; 4 X / i ..., e\ X f\; 4 X /a1, 4 X / i , ..., ei X 

X / 2 , ••• ^ X / m , , 6 2 X / m i , . . . , eklXjmi, 

şi analog în spaţiul A"2 x Y2. Conform 12.13 matricea C 
are forma ,,;, 

^11^11 «12&11 •"•• ttlkfill ••• allblmz
 a12&lma ••• alkP\m% 

ttppn 

% A i 

^ l l ^ T O l l 

^22^11 • 

^£,2- î i v 

aY2Pm,X • 

•• a2kJ)ll • 

• a *i /bAl • 

•• #WW •• 

... CfziUlm, 

•• % l ^ l m 2 

• anbmim2 

a2zWmz 

ak1^ima • 

aVsPmim, • 

... MzicJJimz 

•• ak1kfilm^ 

•• a,fakPmxm 

ak1l'
)mil ahZ"mil ••• atikfimil ••• akiV}mlm%

 ak^mi^ . . . %*„$»; 

,., 
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sau folosind scrierea-bloc 

C = 

12.45. Aplicînd 12.44 şi 12.41,,, se observă că operatorii 
algebrei S&y considerată mai sus sînt operatori în produsul 
tensorial al spaţiului 7%-dimensional Xx cu spaţiul /^-dimen-
sional Y1 care sînt produsele tensoriale ale oricărui operator 
Qe8>(Xx) cu operatorul identic 86$(Yj). 

Operatorii sistemului o&2i considerat mai sus sînt produsele 
tensoriale ale oricăror operatori A2XeS>(X2, X^) cu un operator 
inversabil fixat ^42iec&(Y2, Yj) ?*' ^n m°d similar, operatorii 
sistemului <®12 sînt produsele tensoriale ale oricăror operatori 
M12e®>{Xx,X2) prin ă~\ 

12.46. Pentru produsele tensoriale de operatori are loc 
în mod evident următoarea formulă 

(& X S) (<2 X ®) = (&£) X ($@). 

De aceea, înmulţind operatori din categoriile ă2l şi ®>i%, 
obţinem în particular 

(Axă) (Mxâr1) = (AM) x (dă-1) = (AM)x te»i, 

de unde rezultă îndeplinirea proprietăţilor unei categorii. 

12.47. Căutăm spaţiile invariante ale algebrei operatorilor 
$ = {<2 x $>} acţionînd în spaţiul Z = X X Y. Un astfel 
de subspaţiu invariant este produsul tensorial X X Y0, 
unde Y0 c Y este orice subspaţiu, deoarece 

ţe x $) (x x Y„) = e i x ©y0(x x Y0), 
Arătăm că nu există alte subspaţii invariante în spaţiul Zi 
într-adevăr, fie z = £ *j X JV« orice vector din spaţiul Z. 
Se poate presupune că vectorii % sînt liniar independenţi. 
Considerăm operatorul S care transformă vectorii x} în vectori 
daţi SSfeX. Atunci 

, (<2x&) 2.,%x^ = ii*ixy,. 

Abu ... ^6 lm2 

^ ^ î Abmm 
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Astfel, în orice subspaţiu invariant relativ la toţi operatorii 
S x l , odată cu orice vector £ % X y} este conţinut orice 
vector £ % X v3-, de unde rezultă afirmaţia făcută. 

Dacă aplicăm subspaţiului invariant Xi X Y10 în Z — 
= Xi X Yi un operator din categoria A X 61, atunci cum ma
tricea A este arbitrară, rezultă ca imagine în spaţiul Z2 = 
= Z 2 X Y2, subspaţiul AXX X <3Y10 == X2 X Y20. Astfel, 
operatorii din categorie stabilesc o corespondenţă biunivocă 
între subspaţiile invariante din spaţiile Z\ şi Z2 şi simultan 
între subspaţiile uzuale ale spaţiilor Yx şi Y%. 

12.48. Tot ce s-a spus rămîne adevărat în cazul cînd 
&2A2 T6 0 (sau echivalent, pentru o&12o&2i ş6 0). Dacă&12$21= 
= 2̂lo&i2 = 0, atunci schema expusă nu funcţionează şi 
în general matricea categoriei nu constă din blocuri multipli 
ai unei matrici fixate A. Ne găsim în condiţiile 12.32 şi 
putem aplica rezultatul corespunzător: categoria este o parte 
a unei categorii de tipul (£2. în continuare vom preciza 
acest fapt. 

12.49. Trecem la cazul unei categorii formată din orice 
număr de spaţii Xa cu algebrele &>% de tipul considerat. 
Numim două spaţii Z, şi Z2 înrudite dacă âBiac&2i *£ 0 '> aşadar, 
matricile 8>1Z au forma (5). Este clar că relaţia de înrudire 
este reflexivă, simetrică îi transitivă; dacă Z1 este înrudit 
cu Z2 şi Z2 este înrudit cu Z3, atunci la fel este Zi cu Z3, deoa
rece matricea A fiind arbitrară, în produsul ^32^21 există 
matrici nenule. 

De aceea întreaga colecţie a spaţiilor Xa poate fi descom
pusă în clase disjuncte de spaţii înrudite două cîte două. 
Dacă Xx şi X2 aparţin la clase distincte, atunci $ j .A i = 
= c»21o&12 , = 0 . 

în acest moment putem repeta,' cu unele modificări, 
schema 12.36. Admitem că spaţiile considerate sînt descom
puse în clase Gy, ..., Gr, ... de spaţii înrudite două cîte două. 
Spaţiile care intră în clasa Gr au forma Xrj X Yr unde Yr 
este de fapt un spaţiu în care acţionează operatori inversabili. 
Considerăm numai spaţiile Yr şi construim cu ajutorul lor 
categoria (£f aşa cum s-a arătat în 12.36, astfel încît să fie 
îndeplinită condiţia $4so&,4 — 0 (alegem arbitrar subspaţiile 
Yrv şi construim intersecţiile YrvV,, Yn^, ...). Această cate
gorie este formată din operatorii Au care aplică Ys în YAS 
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şi care transformă subspaţiile YSV|i, ... cz Ys în subspatiile 
Y4svli, ... c Y4. Categoria pe care o notăm cu (£f pentru 
spaţiile Z^ se construieşte astfel: dacă Zt şi Z s sînt înrudite, 
atunci operatorii A}k e ®>m sînt descrişi mai sus; dacă Z} = ' 
== X, X Yj Şi Z» = Xft X Yfc aparţin la clase distincte, 
atunci operatorii A1k sînt operatori care transformă Z,, în 
Zjşi totodată subspaţiul invariant Xk x YkvV, ... în subspatiul 
invariant X, x Y}hvv.... 

Arătăm că orice categorie (£ cu inele simple &, este con
ţinută într-o categorie de tip (£f. Presupunem că Zlc = Xk X 
X Ys şi Z, = I , X Yj aparţin la clase distincte de spatii 
înrudite. Fie Zm imaginea completă a spaţiului Zk în spaţiul 
Zj sub acţiunea tuturor operatorilor familiei Sbjlc. Evident, 
Zjk este subspaţiu invariant în Z}, deci are forma X} x Yjk, 
unde Yjk este un anumit subspaţiu în Y,-. Notăm prin Z«-, 1 
imaginea completa m Z} a spaţiului Zm sub acţiunea tuturor 
operatorilor deforma AlkAkl ... Âsm. Acesta este de asemenea 
un subspaţiu invariant şi se arată uşor, ca în 12.36, că el este 
conţinut în intersecţiile Zm..., Zjm. Aşadar, categoria "con
siderată este o parte a unei categorii de forma (£f, ceea ce 
am afirmat anterior. 

§ 12.5. Toate algebrele date ®>a sînt aîgehre complete de matrici 
diagonale 

în acest caz în fiecare din spaţiile considerate Xa se evi
denţiază cîte o bază fixată, relativ la care toate matricile 
operatorilor Aa e ®>a sînt diagonale. Cu ajutorul unor astfel 
de baze, operatorii Ame^>a& se reprezintă prin matrici (în 
general dreptunghiulare) şi problema pusă iniţial poate fi 
formulată ca o problemă de teoria matricilor. 

12.51. Considerăm mai întîi o categorie (£ formată din 
două spaţii Xx şi Xz. Fie orice operator A12e$>12; conform 
definiţiei categoriei, produsul 

B12 = AtAlzBz (7) 

aparţine de asemenea lui Sbxz, dacă Ax şi B2 sînt matrici dia
gonale corespunzătoare. 
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Alegem drept Ax matricea cu unicul element nenul, egal 
cu 1, aflat la intersecţia liniei j şi coloanei j , iar drept Bz 
matricea cu unicul element nenul 1 situat la intersecţia liniei 
k şi coloanei k. Atunci conform 12.14 în matricea Bxz va fi 
nenul cel mult elementul situat pe linia j şi coloana k şi acest 
element este tocmai ajk din matricea Axz. Astfel, operaţia (7) 
înlocuieşte în matricea A12 toate elementele prin zero, cu 
excepţia elementului ajk pe care îl lasă neschimbat. 

De aici rezultă următorul fapt relativ la structura siste
mului ob12: sistemul o&12 reprezintă colecţia tuturor matricilor 
ale căror elemente de pe o mulţime fixată de locuri sînt arbitrare, 
în timp ce toate celelalte elemente sînt egale cu zero. 

12.52. Vom nota în matricile sistemului $>xz o mulţime 
fixată de locuri, pe care se distribuie orice elemente, prin SX2. 

Vom clarifica mai întîi modul cum sînt legate mulţimile 
Si2 şi Szx. Alegem o matrice Axz e â 1 2 cu unicul element 
nenul, egal cu 1, situat la intersecţia liniei j x cu coloana k1 
(h> ^i) e Sw Şi orice matrice B2X e$>zl cu toate elementele 
eventual nenule pe locurile SZ1. Produsele Cx = A1ZB21 
şi Dz = BnAl2 vor fi atunci matrici diagonale. Pe de altă 
parte, conform 12.13 rezultă: în Cx toate liniile sînt egale cu 
0 în afară de linia j x , iar în linia j x se află elementele liniei kx 
a matricii Bzx. Deoarece trebuie să se obţină o matrice dia
gonală, rezultă că în linia kx a matricii B21 toate elementele 
cu excepţia celor de pe coloana j x sînt nule. în D2 toate 
coloanele sînt nule în afară de coloana klt iar în coloana kx 
se află elementele coloanei j \ a matricii Alz; pe lîngă aceasta, 
deoarece trebuie să se obţină o matrice diagonală, atunci în 
coloana j x a matricii A1Z toate elementele sînt egale cu 0 
în afara celui de pe linia k. Astfel, dacă (jx, kx) e S12, atunci 
în matricile clasei 3hxz toate elementele coloanei j x şi liniei kx, 
în afara intersecţiei acestora, sînt egale cu 0. Aceasta este 
suficient pentru ca din cunoaşteream ultimii S i a să se poată 
preciza structura mulţimii Szl. Intervertind liniile cu coloa
nele pentru matricile din <§12 (ceea ce revine la o permutare a 
elementelor în bazele spaţiilor Xx, Xz), reuşim ca de la început 
să intre liniile şi coloanele în care nu există reprezentanţi ai 
mulţimii Sxz; apoi liniile şi coloanele în care se află cîte un 

393 



reprezentant al acestei mulţimi şi, în fine, liniile şi coloanele 
în care sînt cel puţin doi reprezentanţi ai mulţimii: 

An 

0 ... 
0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

1 ... 

... 1 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

11. . 
1 ... 
1 ... 

(8) 

Pe această schemă locurile ocupate de mulţimea S12 sînt 
marcate cu unităţi iar celelalte cu zerouri. 

Construim acum matricea B21 e c&21, care are n linii şi m 
coloane : 

'21 
0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

1 ... 

... 1 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

(9) 

Deoarece în matricea A12 la intersecţia unei linii a + 1 cu 
coloana v -f- 1 se află 1, în matricea B?1 la intersecţia coloanei 
a + 1 cu linia v -f- 1 se află 1 şi, în orice caz, toate celelalte 
elemente ale acestei linii şi coloane sînt egale cu 0. Acelaşi 
lucru se referă şi la toate liniile cu numere de ordine de la 
v + 1 la S şi coloane cu numere de ordine de la a + 1 la [3. 
Dacă în coloana S + l a matricii A12 se află două unităţi, 
atunci toate elementele liniei corespunzătoare a matricii 
BS1 sînt egale cu 0. Acelaşi lucru se referă la toate coloanele 
începmd cu coloana 8 în care se află două unităţi. Dacă 
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într-o coloană a matricii Axî apare o singură unitate, atunci 
apar două unităţi în linia corespunzătoare cu număr de ordine 
strict mai mare decît fi, deci coloana cu acelaşi număr din 
matricea B21 are toate elementele egale cu zero. în definitiv 
întreg colţul din dreapta jos al matricii B21 este format numai 
cu zerouri. într-adevăr dacă se consideră locul (j, k) în acest 
colţ şi locul corespunzător (k, j) în matricea AX2, atunci linia k 
sau coloana j are în Ax2 cel puţin două unităţi (altfel am fi 
plasat această linie şi această coloană mai înainte). Astfel, 
coloana k sau linia j în B2X este formată în întregime din 
zerouri; deci pe locul (/, k) trebuie să se afle zero. Colţul din 
stînga jos şi cel din dreapta sus din matricea B2X sînt de 
asemenea formate din zerouri; într-adevăr, dacă în matricea 
B21 ar exista 1 în colţul din stînga jos, de exemplu pe locul 
(j, k), atunci din simetria construcţiei în matricea Ax2 toate 
elementele coloanei j în afara celui de pe linia k (adică din 
colţul dreapta sus al matricii AX2\) trebuie să fie egale cu 
zero. în aceasta coloană se află în mod necesar unităţi în 
colţul din dreapta jos. în ceea ce priveşte colţul din stînga 
sus al matricii B21, elementele lui pot fi arbitrare. 

Este limpede că putem extinde categoria considerată 
adăugind la mulţimea S12 toate elementele colţului din dreapta 
jos al matricii (8) (dacă S12 nu conţine deja aceste elemente), 
iar la mulţimea S2l adăugind toate elementele colţului din 
stînga sus din matricea (9). După această operaţie, categoria 
(£ devine maximală deoarece nu se poate extinde S12 fără 
a micşora Sai. 

îh limbaj geometric, o categorie maximală din două 
subspaţii este construită astfel: spaţiul Xx este descompus 
în sumă directă a trei subspaţii Xx, X\, Xx şi X2 este descom
pus în sumă directă a trei subspaţii X% X\, X\ astfel încît 
dim X\ = dim X\; acţiunea operatorului A12 transformă 
XI în 0, XI într-o matrice diagonală în X\, X\ se transformă 
arbitrar în X\, iar acţiunea operatorului B2X constă în aceea 
că X\ este transformat arbitrar în X\, X\ într-o matrice dia
gonală în X\, iar X\ este transformat în 0. O categorie oare
care (care nu este maximală) diferă de o categorie maximală 
prin aceea că operatorii care transformă X\ în X\ nu sînt 
arbitrari, ci le corespund matrici cu anumite locuri marcate 
pentru zerouri. Acelaşi lucru se poate spune despre operatorii 
care transformă X\ în X\; prin aceasta între locurile acestor 
zerouri poate să nu fie nici o legătură. 
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12.53. Ne ocupăm acum de descrierea unei categorii ($• 
cu orice număr de spaţii Xa-

Mai întîi, este clar că orice subcategorie a categoriei (£ 
formată de o pereche de spaţii Xa, X$ şi sistemele cores
punzătoare % a şi $ap este construită aşa cum a fost descris 
mai sus: în matricile acestor sisteme se evidenţiază mulţimi 
Spa şi 5«g iar % a constă din toate matricile pentru care pe 
locurile din mulţimea Sp« se află numere oarecare şi în afara 
acestei mulţimi se află zerouri (şi similar pentru sistemul 
%<*). Vom nota prin S orice submulţime de locuri în mulţimea 
matricilor de dimensiune fixată m x n. Mulţimea elementelor 
de pe diagonalele principale ale matricilor pătratice va fi 
notată cu D. 

Mulţimea tuturor m x «-matricilor avînd pe locurile din 
S elemente oarecare şi în afara lui 5 — zerouri, va fi notată 
prin c$>mn(S). Presupunem că avem o mulţime Sx definită 
pe m x w-matrici şi o mulţime 53 definită p e » x />-matrici. 

Definim pe m X ^-matrici mulţimea 5 (numită produsul 
SXSZ) formată din toate acele locuri în m X ̂ -matrici pe care 
se pot obţine elemente nenule în produsul $„„(§() â>ltp(Sz). 
Altfel spus, locul (/, k) aparţine mulţimii St5? clacă şi numai 
dacă există / astfel încît (i,j) să aparţină lui Sh iar (j, k) 
să aparţină lui S2. 

Fie Sn, ..., Slr o colecţie de mulţimi pe m X w-matrici 
şi S21, ..., 52? o colecţie de mulţimi pe n x ^-matrici. Din 
definiţia produsului se deduce uşor formula generală 

U ^ U S ^ U U ^ ? (io) 
Cu ajutorul operaţiei de produs de S-mulţimi condiţiile 

din definiţia unei categorii se scriu 

•SapSpa <~ D, SapSfry C S a y . (11) 

' 12.54. Construim acum o familie de categorii concrete. 
A da o categorie (£ înseamnă a indica toate familiile 50ţap sau 
echivalent, în cazul considerat, a indica toate mulţimile Sa$. 
Alegem S21 arbitrar şi apoi S12 astfel încît S21S12 c D, 
S12S2i c D', procedeul a fost descris mai sus. Admitem că 
sînt deja construite Sjlc pentru toţi / şi k mai mici decît n, 
cu îndeplinirea proprietăţilor (11) ale unei categorii. Arătăm 
cum se construiesc Sjn şi Snj pentru j < n. Alegem Snl arbitrar 
iar Sln cu îndeplinirea condiţiilor SlnSnl cz D, SniSXn cz D. 

3 9 6 

Presupunem deja alese Sjn şi Snj pentru toţi j < k cu înde
plinirea condiţiilor (11) şi rămîne să alegem Snk şi Skn. Pentru 
mulţimile căutate Snk şi Skn trebuie îndeplinite condiţiile 
cate decurg din (11): 

3-) •Siik^'kn C D> ^kn^nk ^ D, ' 

D) ^jk^kn c ^ln> ^kn^nj ^ ^k}' ^ia^nk C Oft,' Onk^ik C ^>ni . 

C) ^kn —5 ̂ ki^iri' ^nk —' ^nj^jk-

Condiţiile a), b) limitează superior mulţimile S„k şi Stn, 
iar condiţia c) dă o limitare inferioară a lor. Arătăm că toate 
aceste condiţii sînt compatibile. Punem de exemplu 

M - l » - l 
^>kn = U ^>ki^in> ^nk = = \J ^ni^ik' 

»=1 j-=l 

Atunci, conform ipotezei de inducţie, în virtutea formulei 
(10), avem 

«—1 n—l n — l n—l 
^nk-^kn — U ^nl^M U •~>*«-~>iM == U U ^nj^ik^ki^in <=-

j=1 »= 1 j—li=t 

n-ln-l < «-1 

j .= 11= 1 i =1 

n—l «—1 n—l 
•^jk^kn — ^jk U ^ki^in — U ^jk^ki^in c U ^M^in ^ ^>}if 

i =1 i =1 i —1 

Am probat prima din relaţiile a) şi prima din relaţiile b). 
Este clar că pentru celelalte se fac consideraţii similare. 
Aşadar, inducţia este completă şi construcţia făcută este 
corectă. 

Se subînţelege că se poate construi o categorie cu ajutorul 
oricăror Skn şi Snk îndeplinind condiţiile a) — c) şi nu numai 
pentru tipul special pe care l-am folosit în demonstraţia 
compatibilităţii acestor condiţii. Astfel obţinem o familie 
largă de categorii concrete, în fiecare din ele mulţimile S#1 
fiind arbitrar fixate, iar toate celelalte mulţimi 5ag satisfă-
cînd condiţiile a) — c). 

.•'.' 12.55. Arătăm că orice categorie ($• cu condiţiile ^&ap%ac: 
c cS(D) aparţine acestei familii. într-adevăr, în acea cate
gorie sînt determinate mulţimile Snl şi Sln pentru toţi n; 
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toate celelalte mulţimi Snk şi Skn trebuie să satisfacă condi 
ţiile a) — c) şi aceasta înseamnă că (£ aparţine categoriilor 
descrise 
male ale familiilor indicate. 

Ar fi interesant de indicat forma categoriilor maxi-

§ 12.6. Categorii şi sume directe 

12.61. Fie o categorie (£ cu spaţiile de bază Xp algebrele 
Sb} şi sistemele Shjk. Arătăm cum se poate construi o categorie 
în care spaţiile de bază să fie sumele directe ale spaţiilor X} 
(în combinaţii Oarecare) şi algebrele de bază — sumele directe 
corespunzătoare ale algebrelor 8b}. Fie Xt suma directă a spa
ţiilor X), ..., Xf, $>j suma directă a algebrelor corespunză
toare $>), ..., !8>f (adică un operator 61 e <S; în spaţiul X'f acţio
nează ca oricare din operatorii algebrei JBf). Trebuie de
finit operatorul ăHe^>n. Dam ă^ cu ajutorul matricii-bloc 

Alt-

A11 

A2\ A% Afi* 

AW A\? ... A» 

(12) 

unde blocul /4ff corespunde unui operator oarecare al cate
goriei, care acţionează de la spaţiul X\ la Xf, p = 1, ..., ky, 
q = 1, ..., kt. Arătăm că se obţine astfel o categorie. 
într-adevăr, dacă 

B^1 B^ B^ 

Bu± 

atunci 

Ai&u 

Bl 

B**1 

"ie 

B^ Bl 

^ l e ••• "te 

.41.1 # i i -L A^B?1 4- -l- A^B^1 
ixji"ie T •exn"te \ ••• r " j t "ie 

şi toate sumele de produse care se obţin aparţin din nou sis
temelor corespunzătoare conform definiţiei categoriei (£. 
Astfel, se obţine o nouă categorie (£, pe care o vom numi 
extinderea categoriei (£. 

398 

12.62. Are loc şi afirmaţia inversă: dacă spaţiile de bază 
Xj care figurează într-o anumită categorie sînt sume directe 
ale unor spaţii X\, i — 1, ..., k} şi algebrele corespunzătoare 
%'sînt sume directe ale algebrelor 8b), i = 1, ...', k} de opera
tori acţionînd în X\, atunci întreaga categorie ($/ este extin
derea (£, în sensul indicat, a, unei categorii (£, construită 
pornind de la spaţiile X) şi de la algebrele 8>\. 

într-adevăr, presupunem că avem o categorie ($: de tipul 
indicat. într-o bază aleasă în subspaţiile X), matricea Ăs 
a algebrei % are forma cvasidiagonală 

A. 

A1* 
A% 

Ak:> 

unde matricea pătratică A) are r) linii şi coloane. 
Matricea AH din categoria (£ se poate reprezenta sub forma 

unei matrici-bloc 

A n — 

A11 

Aii 

AH 

Aii A» 

A^i 
A^t 

Ak)l Akfi A^h' 
"•li H '*• li 

s 

unde blocul A^f are rf linii şi r£ coloane. Blocul Av$ corespunde 
în mod natural unui operator care transformă spaţiul Xt 
în spaţiul Xf. 

Folosind toţi aceşti operatori construim o nouă categorie 
(£*$, pentru care spaţiile de bază vor fi spaţiile Xf, algebrele 
de bază — algebrele &>$ şi sistemele de bază — sistemele o&ff 
de operatori definiţi prin matricile A% Arătăm că această 
colecţie de obiecte formează o categorie. 

Fie un operator Avţ ce acţionează de la Xf la X? şi un 
operator Ar$ ce acţionează de la Xf la Xk; arătăm că produsul 
lor Ar$ aparţine clasei ©$. într-adevăr, în categoria (£ există 
o matrice în care toate blocurile în afara blocului \p, q) 
sînt egale cu zero, iar blocul cu indici (p, q) este ocupat de 
matricea Ă^f şi există o altă matrice cu unicul bloc nenul 
AT$. Produsul acestor matrici aparţine categoriei QJ şi în acest 
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produs există un unic bloc nenul A^Alf, ceea ce trebuia 
demonstrat. 

Aşadar, toate condiţiile din definiţia unei categorii sînt 
îndeplinite. Operatorii care acţionează de la spaţiul X\ la 
spaţiul X) (cu acelaşi indice inferior) nu sînt încă definiţi; 
totuşi pot fi consideraţi nuli toţi aceşti operatori şi categoria 
este bine definită. 

12.63. Deoarece orice algebră semisimplă de operatori 
acţionînd în spaţiul X} permite să descompunem spaţiul X} 
într-o sumă directă de spaţii X\ în care acţionează deja o 
algebră simplă, vedem că structura unei categorii generale 
cu algebre semisimple se reduce la structura unei categorii 
cu algebre simple. (Această problemă a fost considerată în 
§ 12.4). într-o bază corespunzătoare matricea oricărui opera
tor lin al categoriei (5; are forma (11), unde fiecare din blocuri 
A?$ este un operator al familiei a&ff al unei categorii (£$" cu 
spaţiile de bază XI şi Xf şi algebrele simple ătfj şi $>f. Anumite 
blocuri de matrici %t e %* pot fi identic nule (pentru toate 
%«). Dacă notăm mulţimea lor prin Siit se pune întrebarea 
cum sînt legate între ele aceste mulţimi pentru diverşi indici 
j , i. O problemă similară în cazul blocurilor unidimensio
nale a fost considerată în § 12.5. Metoda folosită acolo poate 
fi utilizată şi în acest caz şi conduce la următorul rezultat: 
Dacă o categorie definită prin intersecţia liniei-bloc j şi cohariti-
bloc i a unei matrici 1î2i£°&2i este de tipul Q£x (12.31) sau<* 
(§•3 (12.41), adică este legată prin matrici inversabile atunci în 
linia-bloc i şi în coloana-bloc j din matricea V.12 toate blocurile 
în afara celor care se găsesc la intersecţia acestora determină 
categorii nule. în cazul cînd categoria indicată este de tipul 
(£2 (12.31), atunci în blocurile indicate se găsesc matrici din-
tr-o categorie de tipul (£2 ale căror produse cu cea dată sînt 
nule. 

Aceasta permite obţinerea structurii unei categorii gene
rale, ca în § 12.5. A.Ia. Helemţki a determinat categoriile 
care corespund algebrelor nilpotente $>: 

RĂSPUNSURI ŞI INDICAŢII LA PROBLEME 

Capitolul 1 

1. Răspuns, a) + , b) + . 
2. Răspuns. axxa3ia%zau, aix

aiîatsaai- an%2a2 au-
3. Răspuns. (_l)»[«-i)/2. 
4. Indicaţie. Se consideră determinantul ale cărui elemente sînt toate 

egale cu 1. ' 
, 5 . Răspuns. A = {mq — np) {ad — bc). 

6. Indicaţie. Se înmulţeşte prima coloană cu IO4, a doua cu IO3, a 
treia cu 10a, ultima cu IO1 şi se adaugă toate acestea la ultima coloană: 
se foloseşte apoi corolarul 1.45. 

7. Răspuns. Aj = - 29400000. A2 = 394. 
8. Indicaţie. Evident, P(x) este polinom de gradul 4. Se poate evalua 

coeficientul termenului de grad maxim, apoi se pot determina rădăcinile 
sale din condiţia de coincidenţă a liniilor determinantului. 

Răspuns. P(x) = - 3(*2 - 1)(*2 - 4). 
9. Indicaţie. Se adună toate coloanele la prima coloană. 
Răspuns. A = [x + (n — l)a] (x — a)"-1. 
10. Indicaţie. înlocuind xn cu x şi folosind ideca de rezolvare a pro

blemei 8 se obţine relaţia 

A(*i, X2, ..., *„_!, X) = A(#! ..., X„^)(X - *,) ... (X - *„_!>. 

Răspuns. A(*i, *2 . ••'•» -%) = t*> - *t)(*i ~ *iX*s ~ *j) ••• (xn - *i)~-
. . . [Xn —r Xn_^). 

11. Răspuns. Cj = 0, C2 — 2, C3 — — 2, C4 = 0, C5 = 3. 
12. Răspuns. 

E TurH, »i ,••. h Ăhi '2. —fit: = O 
ji,3i,—,3nji,}t h 

unde it < i2 < ... <"ij; şi % < i'% ... < i'j. sînt fixate şi cel puţin unul din 
indicii ia nu coincide cu indicele corespunzător i'x. 

13. Indicaţie. Este suficient ca determinantul corespunzător de ordin 4 
să fie diferit de zero. 

14. Indicaţie. Se folosesc rezultatele 1.96 —1.97. 
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Capitolul 2 

1. Răspuns. Nu, deoarece în această mulţime nu se poate înmulţi 
cu — 1. 

2. Răspuns. Nu, deoarece în această mulţime nu se pot aduna doi 
vectori simetrici faţă de dreapta dată. 

3. Răspuns. Da. î n particular, vectorul „nul" din spaţiul P este 
numărul 1 e P . 

4. Indicaţie. Folosiţi 1.96. 

5. Indicaţie. Presupunînd o relaţie de dependenţă 

C^ + C2ta> + ... + C ^ = 0, 

împărţ i ţ i cu ta" şi derivaţi relaţia, apoi folosiţi inducţia după k. 
6. Indicaţie. Dovediţi că vectorul nul admite de asemenea o descom

punere unică după vectorii sistemului ev e2, ..., en. Deduceţi de aici inde
pendenţa liniară a vectorilor acestui sistem. 

7. Răspuns. Da, dintr-un vector, anume orice element x e P , distinct 
de 1. 

8. Răspuns. 1. 
9. Răspuns. Intersecţia este dreapta de intersecţie a celor două plane 

în sens uzual. Suma este întregul spaţiu. 
10. Folosiţi 2.34. 
11. Răspuns. Nu. El trebuie înlocuit cu orice alt vector al acestui 

hiperplan. 
12. Răspuns. î n interpretare punctuală: orice hiperplan conţine 

odată cu orice două puncte distincte ale sale dreapta trecînd prin acele 
puncte. 

13. Răspuns. în cazul general p -f- q + 1, dacă acest număr nu depă
şeşte dimensiunea spaţiului întreg. 

14. Răspuns, p + q + r + 2 dacă acest număr nu depăşeşte dimensi
unea spaţiului întreg. 

15. Răspuns. Asociaţi oricărui număr strict pozitiv logaritmul său. 

Capitolul 3 

1. Indicaţie. într-o matrice de rang 1 coloanele sînt proporţionale. 
2. Indicaţie. Este necesar de descris condiţia de apartenenţă a vec

torului y la subspaţiul L astfel încît să participe numai minorii de ordin A 
din matricea A. Dar y e L atunci şi numai atunci cînd matricea B obţi
nută adăugind la matricea A coloana coordonatelor vectorului y, are 
rangul k sau, ceea ce este echivalent, orice minor de ordinul k + 1 al ei 
este egal cu zero. Dezvoltînd orice minor de ordin k + 1 al matricii B 
după ultima coloană, se poate obţine un anumit sistem de ecuaţii relativ 
la coordonatele vectorului y cu coeficienţi minori de ordin k ai matricii A. 

3. Indicaţie. Folosiţi 1.51-1.52. 
4. Răspuns, x = ((^,02,^,0^05), unde cx = — 16 + c3 + c4 + 5c5, 

€2 = 23 — 2c3 — 2cf — 6c5. 
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5. Răspuns. Dacă (X - 1) (X + 2 ) # 0 , atunci 

X + 1 1 (>• 

X + 2 y - x + 2 X + 2 
Dacă X = 1 sistemul are o soluţie depinzînd de doi parametri . Dacă X = — 2, 
sistemul este incompatibil. 

6. Răspuns. Dacă matricile 
Ol, 
a2 
H 

\ 
b2 

h 
şi 62 o2 

b3 c3 

au acelaşi 

rang. 

7. Răspuns. Matricile 

8. Răspuns. 

«J 

a2 

o» 

h 
h 
bn 

Şi 

«1 

«2 

O» 

h 
h 
bn 

Ol 

o% 

Cn 

au acelaşi rang. 

*<3> = (5 

9. Răspuns. De exemplu, 

*(i) = (1, - 2 , 1,0,0), 

*C2> = (1, - 2 , 0, 1, 0), 

6 , 0 , 0 , 1). 

- 1 6 
23 

0 
0 
0 

+ ox 

1 
- 2 

X 
0 
0 

+ c2 

1 
- 2 

0 
1 

, 0 

. T C3 

5 
- 6 

0 
0 
1 

Aici în prima coloană sînt scrise coordonatele vectorului x0 — o solu
ţie particulară a sistemului neomogen; în celelalte coloane se află coordo
natele vectorilor 3H1), y(z), yl?) care formează un sistem fundamental normal 
de soluţii ale sistemului omogen corespunzător. 

10. Răspuns. Rangul lui Ax este egal cu 3,; un minor principal se 
află în colţul din stînga sus. Rangul lui A2 este egal cu 5 şi un minor 
principal coincide cu determinantul matricii. 

11. Indicaţie. Pur ta ţ i minorul M în.colţul din stînga sus şi apoi apli
când procedura 3.62, arăta ţ i că începînd cu coloana r + 1 coloanele matricii 
A pot fi făcute nule. 

12. Indicaţie. Dacă P # 0, căutaţ i matricea A sub forma 

13. Indicaţie. Sau rangul matricii 11 a^ \ | este egal cu n sau el este 
mai mic decît « . 

14. Indicaţie. Folosiţi teorema Kronecker-Capelii. 
15. Indicaţie. Folosiţi rezultatul teoremei 14. 
16. Indicaţie. Vezi 6.63 (18). 
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Capitolul 4 

1. Răspuns^ De, asemenea 
2. Răspuns, c) şi g). 
3. Răspuns. Da. 
4. Răspuns. 

a) Aie) = 
- l - l 2 

1 - 3 3 
- 1 - 5 5 

5. Răspuns. AB AB ^ A*B*. 
6. Răspuns. AB - BA = E. 
7. Răspuns. (^ + J5) 2 = #* + AB + BA + &>, 

(A + B)3 =--- A3 + A*B + ABA + AB2 + BA% + BAB + B*A + B3. 

8. Indicaţie. Aplicaţi metoda inducţiei. 
9. Răspuns. Dimensiunea spaţiului este egală cu <mn. Drept operatori 

de bază se poţ lua aceia cărora le corespund matrici Ay cu unicul ele
ment nenul situat la intersecţia liniei i cu coloana / . 

10. Răspuns. 

cos nq> 
sin MŞ> 

—sin ntp 
cos ny 

15. Indicaţie. Găsiţi urma celor doi membri ai egalităţii. 
16. Indicaţie. Trei ecuaţii pentru elementele necunoscute ale matri-

cilor A şi B conduc la ecuaţii pentru trei minori a i matricii necunoscute 
cu două linii şi trei coloane. Se foloseşte problema 12 din capitolul 3. 

17. Indicaţie. Se foloseşte 4.54. 
18. Indicaţie. Se scriu elementele minorului M prin elemente care se 

găsesc în primele r linii şi se aplică teorema 4.54. 
19. Indicaţie. Se foloseşte soluţia problemei 18. 
20. Indicaţie. Vezi 4.54. 

:v 21 . Răspuns. 

A-i = 5 - 2 
-2 1 

R-i = 
1 - 2 7 

0 1 - 2 
0 0 0 

C-» = C. 

23. Răspuns. Dacă A este matricea nulă, atunci X este arbi trară. 
Dacă det A ?6 0, atunci X este matricea nulă. Dacă det A — 0, A ^ 0, 
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atunci liniile ei sînt proporţionale; fie a : $ raportul elementelor corespun
zătoare ale primei şi celei de a doua linii ale matricii A ; atunci 

x - !| -VP *P || 
II ~H a? II 

pentru orice p şi q. 
24. Indicaţie. Se folosesc 1.51—1.52. 
25. Răspuns. Nu. 
26. Indicaţie. De exemplu, &,t [a0 + axt + ...] = ă [a0 -f axt + .... 

... + Xa0-]. 
27. Indicaţie. Operatorul 8. transformă vectori liniari independenţi 

în vectori liniar independenţi. 
28. Indicaţie. Se aplică egalitatea ăSi — $ă unui vector propriu al 

operatorului Si. 
31. Indicaţie. Se foloseşte rezultatul problemei 30. 
32. Indicaţie. Alegînd convenabil operatorul Si şi folosind problema 

28, se reduce rezolvarea la problema 31. 
34. Indicaţie. Se foloseşte descompunerea operatorului â 2 — p?& în 

iac t ori. 
35. Răspuns, a) \ = 2 , / x = (1, 0, 0) ; A2 = l , / 2 = (1,0, 1); X3 = - 1, 

U = (0, 1, - 1 ) ; b) A x = - 1 ; fx.= ( 1 , 0 , 0 ) ; A2 = Â3 = 1, / 2 - (1,0, 1); 
f3 = (0, 1, 1); c) Xi = 2, fx = (1, 0, 0); d) \x = 1, / x = (1, 0, 0, . - 1 ) ; 
/ 2 = (0, 1,0,0). 

36. Indicaţie. Incluziunea X (61*) <= IV (<Stm) este necesară şi suficientă 
pentru egalitatea <3*+m = 0. 

37. Indicaţie. F i e / j , ...,fr o bază în domeniul de valori al unui ope
rator ă astfel încît pentru orice x g Kn să avem 

r 

Se pune 3J-AT = aj{x)fj (j = 1, ..., »). 

Capitolul 5 

1. Indicaţie. Primul vector al noii baze este x. 
2. Indicaţie. Se alege o nouă bază fv/2, • ••>/« astfel încît "primii h 

vectori să formeze o bază a subspaţiului M'. Se scrie condiţia x e K' 
printr-un sistem de ecuaţii în coordonatele în noua bază. Folosind formulele 
de trecere se construieşte sistemul corespunzător de ecuaţii în baza de 
plecare. 

3. Indicaţie. Se foloseşte definiţia unui hiperplan şi problema 2. 
4. Răspuns. Matricea transformării căutate este C = BA~X. 

n > 
5. Indicaţie. Fie ev ..., en o bază oarecare în Xn şi f(x) = 2__, ck^,k-

unde ^ j , ..., 5M sînt coordonatele vectorului x. Formulele de transformare a 
coordonatelor încep cu ecuaţiile 

7)1 = ] C Ck^k' 
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6. Indicaţie. Se folosesc 4.83 şi invarianta polinomului caracteristic 
(5.53). 

7. Indicaţie. Se alege o bază astfel încît primii ei m vectori să apar
ţină subspaţiului a'*"'. Arătaţi că pentru această bază polinomul 
det \\ A(f) — \E \\ are factorul (X - X„)m. Folosiţi apoi invarianta polino
mului caracteristic (5.53). 

Capitolul 6 

1. Răspuns. î n baza x, xn.v ..., xt. 
2. Indicaţie. Vezi 6.44. 
3. Răspuns. 

- 1 1 
0 - 1 
0 0 
0 0 
0 0 

M) - (X • 

0 0 
0 0 
2 1 
0 2 
0 0 

-2)(X 

0 
0 
0 
0 
2 

- 1) 

• 

\ EilB) = (X , , 1) (X2 -
- 5X - 2). 

5. Răspuns. E^tidj) = â^CA,) = ( 1 -X)» E^A^-E^A^) = 1; 

£ » ~ i W = (h - \)n. En_3[A3) - 1-

£ » - i W = I I (^ - *). S » - i ( ^ ) = 1. 

6. Indicaţie. £M_I {A) = (a - X)», £B_2 (^) = 1. 
7. Răspuns. O matrice diagonală pe diagonalele căreia se află anumite 

rădăcini ale polinomului P(X). 
8. Răspuns. Pe diagonalele celulelor jordaniene se află unele din 

rădăcinile polinomului P(X) şi dimensiunile celulelor nu sînt mai mari 
decît multiplicităţile rădăcinilor corespunzătoare. 

9. Indicaţie. Vectorii x, Ax, A*x sînt liniar dependenţi. 
10. Răspuns. Polinoamele de Am(a). 
11. Răspuns. Matrici de forma 

•*3mn -— 

o o t>n- TO+l 

(n gs m) 

0 \ 

0 0 
o o 
o o 

[n < m). 
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12. Răspuns. Matrici de forma 

Bm1m2 BtUiţri, ••• Emimit 
. J 

.Pmftwi! Etnkm2 ••• PwftWjt 

unde blocurile Bmj.mj sînt indicate în problemele 10 şi 11. 
13. Răspuns. Matrici de forma 

Bmlm1 0 ... 0 
0 B„,m, ... 0 

0 0 ... Bm^ma 

14. Răspuns. Pentru orice grup de celule Jordan avînd acelaşi poli-
nom caracteristic — blocul indicat în problema 12. Celelalte elemente 
sînt nule. 

15. Răspuns. Dacă multiplicitatea fiecărei rădăcini caracteristice 
(valori proprii) este egală cu dimensiunea celulei jordaniene corespun
zătoare (sau: polinomul caracteristic coincide cu polinomul minimal; 
sau: toţ i divizorii elementari cu excepţia celui de ordin superior, sînt 
egali cu 1). 

16. Indicaţie. Se foloseşte 6.63 (18). 

Capitolul 7 

1. Răspuns. Tensor de ordin doi de două ori covariant. 
2. Răspuns. De exemplu, 

7)î - 7)1 - 7)§, 
unde • 

1 1 1 1 
l i = — 5i + — 5z + ?a< iii = — 5 i ~ — li- % = 5s-2 2 2 2 

3 . Indicaţie. Folosiţi 7.93. 
4. Indicaţie. Folosiţi 4.54 şi 7.15. 
5. Răspuns. De exemplu, A(x, y) = <s{tx + C 2 T 3 + C 3 T S , unde at şi 

t t [i = 1, 2, 3) sînt noile coordonate ale vectorilor x şi y. Formulele de 
trecere la noua bază sînt următoarele: 

°"i = 5i + li' o-2 = ^ s + 2 ţa, o-3 = Şs, 

6. Indicaţie. La început se modifică numerotarea coordonatelor astfel 
încît matricea formei biliniare A[x, y) să se transforme astfel încît să 
i se poată aplica metoda Jordan. 

7. Indicaţie. || — ailc | | este o matrice a unei forme pozitiv definite. 

Răspuns. au < 0, I a* a™ I > 0, ..., ( - 1)» dgjt | | att | | > 0. 
I °21 a22 | 

8. Indicaţie. Se utilizează observaţia făcută la 7.96. 
9. Indicaţie. Se'consideră această formă pe vectorii bazei. 
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10. Indicaţie. Ultima linie a determinantului constă din elementele 

4 * ' = ( - l )* - 1 A («j, . . . . ek.±, ek+1,.... e„), k = 1,.. . . ». 

11. Indicaţie. Prima pereche de vectori din bază ev e2 se determină 
din egalitatea A (ev e2) — 1; apoi se construieşte subspaţiul L determinat 
prin ecuaţiile A (ex, x) = 0, A (e2, x) = 0 şi dacă forma A (x, y) în acest 
subspaţiu nu este identic nulă se determină vectorii e2, et e L astfel încît 
A (e3, e4) == 1 etc. 

n 
12. Indicaţie. Se consideră forma ă{x, x) + e 5 ~ \ ? (e > 0) şi se 

aplică criteriul 7.96. •?=1 

13. Indicaţie. Fie xO) = {?<« e(*)\ ; . , . , . . ' . , 
ii « ' . Atunci a » constă din d e f e r i i v . L ~ £ " " 1 ? ^ & £ & spaţiului 

sistemul '• Atunci V constă din ^ o r i i / J ^ - V , J £ J $ j 

1, 

Matricea coeficienţilor sistemului este produsul matricii nesingulare 
Ila^H a formei A (x, y) cu matricea | j 5 | v j | de rang r. Folosiţi apoi 4.67. 

14. Răspuns. &.' = &.. 
15. Indicaţie. Dacă y = {r\x, ..., t)n} este o soluţie a sistemului (44), 

atunci (b, y) == (&, x, y) = (#, <3'j/) = 0 . Invers: sistemul (44) este con
diţia de conjugare a vectorului y şi vectorilor ay = {ay,, .... ayM} ; dacă 
(6, y) = 0 pentru toţi astfel de vectori y, atunci x aparţine acoperirii liniare 
a vectorilor at, ..., an. 

16. Indicaţie. Vezi problema 37 de la capitolul IV. 
17. Indicaţie. Vezi problema 1 de la capitolul I I I . 
18. Indicaţie. La început se consideră cazul formelor nenegative de 

rang 1 şi se foloseşte problema 17. Apoi se aplică problema 16. 

Capitolul 8 ,/:::: l • j . , 

1. Răspuns. Nu, deoarece nu este îndeplinită axioma 8.21 b) şi axioma 8.21 a) pentru X = — 1. 
2. Răspuns. Nu, deoarece nu este îndeplinită axioma 8.21 b). 
3. Răspuns. Este posibil. Aceasta revine la modificarea unităţii de măsură pe axe. 
4. Indicaţie. Se notează cu ev e2, e3 vectorii care pornesc dintr-nn 

vîrf fixat al tetraedrului pe direcţiile a trei muchii şi se determină expre-; 
siile vectoriale pentru celelalte muchii. 

Răspuns. 90°. 
5. Răspuns. 90», 60°, 30°. 
6. Răspuns. 

M •(t) + 'yfÂ)* dt 

< 

> 

[ x\t) dt+ V fSyw di 

y\t) d*i 
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7. Răspuns."cos <p' =• \fn 
8. Răspuns. a)-g"== (3, 1, - 1 , - 2 ) , h = (2, 1, - 1, 4), 

b) g = (1, 7, 3, 3), h = ( - 4 , -2, 6, 0). 
9. Indicaţie. Se foloseşte definiţia unghiului 8.33 şi ortogonalitatea 

vectorului h cu toţi vectorii subspaţiului Si'. 
10. Indicaţie. Se înmulţeşte scalar egalitatea 8.51 (18) cu vectorul ge. 
11. Indicaţie. Se folosesc 8.54 şi 8.52. 
12. Răspuns. yt = i, y2 = y3 = 0, yt = - 2 j , y5 = 0, ys = 5k. 
13. Răspuns. (1,2, 1,3); (10, - l , 1, - 3 ) ; (19, - 8 7 , - 6 1 , 7 1 ) . 
14. Indicaţie. Presupunînd că dimensiunea lui Si" este mai mare 

decît dimensiunea lui Si', se consideră un vector e" e Si" ortogonal pro
iecţiei subspaţiului S ' pe Si"; apoi folosiţi problema 10. 

(2») ! 
15. Răspuns. An = — 

2»(» !)« 
16. Răspuns. P „ ( - l ) = ( - 1 ) " -
17. Indicaţie., Se exprimă coeficienţii căutaţ i prin produse scalare. 
18. Indicaţie. Se folosesc problemele 15 şi 16. , 
19. Indicaţie. Se descompune Q(t) după polinoame Legendre. 
Răspuns. Q[t) = 

An 
Pn(t)-

20. Răspuns. || Pn(t) | |2 = 
2» + 1 

21. Răspuns. k(A) = | det A |. 
22. Indicaţie. Folosiţi 4.75. 
23. Indicaţie. Trebuie comparate înălţimile a două hiperparalelipipede. 
24. Indicaţie. Inegalităţile 

V[xv xm\ < 
V[*!> — , **] 

tm. • xk-i> xk+i> •••> xm] V [xx, ..., tffc-J 
[k =. 1, 2, ..., m) 

se obţin din inegalităţile din problema 23. Se înmulţesc acestea pentru 
toate valorile k = 1,2, ..., m şi se extrage rădăcina de ordin m—l după 
simplificare. Sensul geometric: volumul unui hiperparalelipiped m-dimen-
sional nu depăşeşte produsul rădăcinilor de ordin m—l ale volumelor 
feţelor lor (m— l)-dimensionale. 

25. Indicaţie. Se scrie inegalitatea din problema 24 pentru xSl, xs,.... 
..., Xsr şi se înmulţesc aceste inegalităţi pentru toate valorile admisibile 
sl' 2̂-* •*•' 5r* 

26. Indicaţie. Trebuie construit în spaţiul 2m-dimensional un hiper
paralelipiped pentru care proiecţiile muchiilor pe fiecare axă nu depăşesc 
în valoare absolută numărul M şi al cărui volum să fie egal cu Mnnnl2. 

Pentru M = 1 matricea Am a coordonatelor vectorilor căutaţi în 
spaţiul 2^-dimensional poate fi dată prin formula de recurenţă 

±m-i ^m-i 1 1 
1 - l 

Observaţie. Pentru n ^ 2m evaluarea Mn- »W2 poate fi îmbunătăţ i tă . 
27. Indicaţie. Fie Gj_ complementul ortogonal al subspaţiului G în Si. 
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Pentru orice x s N(&) şi pentru orice z e Si, 

(a' z, x) = (z, ax) = 0, 

de unde ă'z e N\&), adică T{ă') c Nx(a), TS-{ă') c N(3). Pentru orice 
x s TL(&) şi pentru orice y e A 

(a'x, y) = (x, ay) = 0, 

de unde a'x = 0, adică x e N(a'); astfel, TS-{&') c iV(a'), T l (a ' ) c A^a). 
De aici, N(a) = T (â')> •WJL(fl) = X(d') . î n mod similar se demonstrează 
cea de a doua afirmaţie. 

28. Indicaţie. Comparaţi 8.93 cu 1.51—1.52. 
29. Indicaţie. Se utilizează 4.54, 
30. Indicaţie. Unghiurile unui triunghi sînt univoc determinate prin 

laturile acestuia. Altă metodă: forma biliniară simetrică (&x, &y) este 
în mod univoc determinată prin forma pătratică (&x, Qx). 

31. Indicaţie. Un operator echiunghiular dat (2 transformă o bază 
ortonormală ev e2. ••-, en într-o bază ortogonală fx = o^fvf^ — a-J^, ••-,/„ — 
= a-nfn- unde f1,f2,...,fn sînt normaţi. Fie <â un operator izometric care 
transformă vectorii / j , / 2 , . . . , /„ m ex, e2, ..., 6ji', atunci matricea opera
torului echiunghiular &<£ este diagonală. Arătaţi că condiţia a< = a.j ne 
permite să construim o pereche de vectori ortogonali care sînt transformaţi 
în. vectori neortogonali ca rezultat al aplicării operatorului <â<2. 

32. Indicaţie. Este suficient să arătăm că operatorul <2 este echiun
ghiular (problema 31). în ipoteza că există un unghi drept care se trans
formă într-un unghi care nu este drept, se construieşte un paralelogram 
a cărui arie se modifică prin aplicarea operatorului &. 

33. Indicaţie. Se generalizează construcţia din problema 32. 
34. Indicaţie. Aplicînd sistemelor date procedeul de ortogonalizare 

se obţin sisteme ortonormale ex, e2, • ••, şif1,/2,... Folosind 8.53 ară ta ţ i că 
vectorii xv x2,... se exprimă prin ex, e2, ... după aceleaşi formule după 
care vectorii yv y2,... se exprimă prinfx,f2, .... Operatorul <â este dat prin 
aplicarea sistemului ex,e2,... pe s i s t emu l / j , / , , . . . 

35. Indicaţie. Se consideră sistemele finite e'v e'x , e2. e'2, ..., ej.. e%' şi 
fv tît'fi> fi> •• >î'h< fîc- obţinute prin definirea unghiurilor între subspaţille 51/ 
şi k," şi subspaţiile $' şi $ " . Conform construcţiei 

{e'i> <) = (f'i'fi) = cos<fi- (* = L 2- •••- k)> 

(*,'. e'i) = (fi.fi) - 0, (e", e'j) = (jlfî) = 0 (i # ; ) ; 

se arată că (e^, e3) = (fi fjj = 0 (folosind problema 9). Apoi se aplică 
rezultatul din teorema 34. 

36. Indicaţie. Se foloseşte problema 11. 
37. Indicaţie. Se aleg în subspaţiile Sf ş i£ 2 bazegj, ..., em şi fx, fi,.;", 

..., fm, obţinute prin construirea unghiurilor a.v ...,aOT. In spaţiul <9l se 
construieşte baza ex, e2, ..., em, em+1, .... en în care primii vectori sînt obţi
nuţi prin ortogonali zarea vectorilor ev e2, ..., em,f1,f2 fm. Se descompun 
apoi vectorii xv x3,.... xm, yx, y2,..., ym după vectorii bazei construite. 
Se arată că matricile acestor descompuneri au doar un minor de ordin m 
dacă nu se socotesc minorii nuli. Se foloseşte apoi expresia volumului 
paralelipipedului prin minorii matricii corespunzătoare. 

4 1 0 

38. Indicaţie. Se folosesc problema 2 din capitolul 3 şi problema 17 
•din capitolul 4. 

39. Indicaţie. Se verifică afirmaţia din problemă într-o bază specială 
a i cărei primi vectori aparţ in subspaţiului £ {xx, x2, .... % } . Pentru trecerea 
l a cazul general se utilizează problema 17 din capitolul 4 şi se ara tă că 
det M 4 " | | = 1. 

40. Indicaţie. Se consideră la început cazul k = 2. 
41 . Indicaţie. Se alege în spaţiul $t o bază aşa cum s-a indicat în 

problema 37 şi se verifică afirmaţia din problemă în această bază. Pentru 
-trecere la cazul general se procedează ca în problema 39. 

42. Indicaţie. Se foloseşte 4.54. 
43. Indicaţie. Se consideră complementul ortogonal % la subspaţiul 

% invariant relativ la a a l tuturor vectorilor x pentru care P {8)x = 0. 
Subspaţiul % este de asemenea invariant relativ la operatorul ă, deci 
şi relativ la [Pla)]"-1. Dacă însă z e %>, atunci [P(a)11'-1z e %, de unde 
[P (ă)]k~1z = 0. De aici rezultă că P (0* - 1 este polinom anulator al opera
torului a. 

Capitolul 9 

1. Indicaţie. Se foloseşte 9.34. 
2. Indicaţie. Există o bază de vectori proprii ex, ..., en pentru 

operatorul .38 cu valori proprii pozitive [LX, ..., [%. De aici <S2gj = y%e(, 
şi dacă urmărim relaţia $p = ă este necesar ca ei să fie vectori proprii 
a i operatorului â , iar numerele ;xf să coincidă cu A». Aceasta este şi sufi
cient pentru JJ2 = a . 

3. Indicaţie. T̂ a început se prelucrează baza astfel încît matricea 
"Operatoruliii dat să capete forma diagonală. 

Răspuns. *JA 
3 2 0 
2 4 2 
0 2 5 

4. Indicaţie. Operatorul a'ă este autoadjunct şi expresia (Si'ăx, x) = 
= (ăx, ax) este nenegativă pentru orice x e SLn. Dacă ă este nesingular, 
a tunc i această expresie este pozitivă pentru orice x e SlM. 

5. Indicaţie. Se utilizează egalitatea (ăS>)* = 3b*ă*. 
6. Indicaţie. Operatorul Oă* este autoadjunct şi pozitiv (problema 4) 

şi de aceea se poate găsi un operator pozitiv şi autoadjunct S astfel încît 
•S2 »= Oă*'. Apoi se construieşte operatorul & după formula & = S- 'a 
şi se arată că â este un operator unitar . 

7. Indicaţie. Se utilizează problemele 5 şi 2. 
8. Indicaţie. Fie SL' cz Sl'n subspaţiul generat de vectorii proprii ai 

operatorului a ' a cu valorile proprii nenule şi Si," este complementul 
ortogonal al lui a ' . Pe * ' se defineşte operatorul °? egal cu componenta 
unitară a lui a (astfel încît <Ja'a°¥x = ax), şi pe Si," se pune °fx = 0. 

9. Indicaţie. Se folosesc problemele 28 şi 29 din capitolul IV. 
10. Indicaţie. Se aplică vectorilor unei baze Jordan a operatorului a 

(6.37) procesul de ortogonalizare. 

4 1 1 

fi.fi


S . r -rT:: . ;r . ; : . , ; .^ ,^; n î ,„_- M K , , B . : w , J ; „ M = ,„ l „. , , -—**ţv. 

Capitolul 10 

1. Răspuns. 

a) 4 i ) f - l - •»)! _ 2 Y ) 1 % ?f i 

ri^ :£ £* 
I') ÎPIJÎ •! 7)1 P YJ§ 

J J 3 

1 K 2 2 
* = •} C l + T 5 2 - - ? 3 . 

"03 = 
3^5 

?i + 
3V5 

+ V5 ?3; 
c) Ol - v ; l - i - 37)1-1. 5vj|; 1 . 1 1 

* - j 5x + j 5* + - 53 + 5i. 

l T"'i^+.^-iy-;^ 
Vs 

~*ti 

1 i^-î^+î^-fv 

d) V)f + 7 ) 1 - V ) 1 - 3 T ) | ; ») I = 
V2 V2 

•»)» 

2 

=.. V2 

5i + -Ş |i-

2 « . + 4 &. 
li Vî^ 

* . - - & 
2. Răspuns. Maximul este pentru x = ( ± 1, 0 j 0), unde ă(x, x) = 1. 

Minimul este pentru x = (0, 0, ± 1), unde (X(x, x) = i etc. 
3 

, n . . i " I n ? f a t i e ' A n u m e P e subspaţii generate de vectorii bazei canonice corespunzătoare. "™", 
4 Indicaţie. Coeficientul X* este egal cu cel mai mic dintre maximele 

formelor A(x, x) pe un anumit sistem de subspaţii iar coeficientul u f e s S a 
cu cel mai nuc dintre maximele formei B(x, x) pe acelaşi sistem de subspaţii 

• • 4 
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5. Răspuns. — = ± — • 
x 2 

6. Răspuns. A(#, x) == T)f + TJ| + yj§. B(#, *) = vjf + 2rj| + 3T)§, 
li = i\\ - TQa + 2%, £2 = T)2 - 1)3. la = r,-,-

7. Indicaţie. Problema se reduce la unicitatea bazei canonice a unui 
operator simetric cu valori proprii distincte două cîte două. 

8. Indicaţie. Generalizaţi 7.44. 
9. Răspuns, a) Hiperboloidul cu o pînză în lungul axei y; b) hiper

boloidul cu o jMnză în lungul axei x; c) paraboloidul circular de rotaţie 
în jurul axei x; d) paraboloid circular de rotaţie în jurul axei y, trans-
latată cu 1 în lungul acestei axe ; e) paraboloid hiperbolic. 

10. Răspuns. 
a) x\ rf 2y\ + 34 = 

b) x\ + 2y\ - 3z\ = 

c) y\ = 2xx; 

6; 

6 

3(x - 1) = _ xh+ 2yx + 2zx, 
3y — 2xx — yx -f 2zx, 
3[z + 1) s= 2#j + 2yx - ^ ; 
3(# + 1) = -xx + 2yx + Zzp 
3(y + 1) = %xx - yt + 2zx, 
3z = 2*i + 2y, - iSj; 
3(# — «) = 2xx -f 2yx + *w 

3(y + 2OT) = 2 ^ - yx - 2zx, 
3{z + 2m) = —xx + 2y\ - 2zx 

(m oarecare). 
11. Indicaţie. Semiaxele elipsoidului se determină după coeficienţii 

ţjanonici ai formei pătratice corespunzătoare. Se utilizează rezultatele 
10.25. 

Capitolul 11 

1. Indicaţie. Fie iW intersecţia nucleelor tuturor operatorilor care 
apar ţ in idealului stîng ţ <= £ (3Cn) şi fie r dimensiunea lui X'. Alegem o 
bază în 3tn astfel încît primii r vectori bazici să aparţină lui X'. Matri-
cile tuturor operatorilor 61 e 1 au primele r coloane nule. Presupunem 
că dimensiunea lui ţ este egală cu m şi că SLX, ..., ăm sînt operatori liniari 
independenţi în Ş. Considerăm matricea cu mn linii şi n—r coloane obţi-

: nută scriind toate matricile Ax, ..., Am una sub alta şi eliminînd primele r 
coloane (nenule). Rangul ei este egal cu n—r; aşadar, există n—r linii 
de bază. Combinaţiile lor liniare dau toate liniile posibile de n —r elemente 
Se utilizează 4.44. 

2. Indicaţie. Introducînd forma biliniară nesingulară (x, y) se con 
sideră colecţia ţ* a tuturor operatorilor a* adjuncţi operatorilor 8, e •} 
Această colecţie este un ideal stîng. Se foloseşte apoi problema 1. 

3. Răspuns. Un ideal stîng maximal al algebrei $>(8Cn) este mulţimea 
tuturor operatorilor care transformă în zero un vector fixat al spaţiului 3Cn. 
Un ideal stîng minimal — mulţimea tuturor operatorilor care transformă 
în zero un subspaţiu (n— 1)-dimensional fixat al spaţiului SC„. Un ideal 
drept maximal este mulţimea tuturor operatorilor care transformă întreg 
spaţiul $£„ într-un subspaţiu (n — l)-dimensional fixat. Uu ideal drept 
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minimal — mulţimea tuturor operatorilor care transformă întreg spaţiul 
3ln într-o dreaptă fixată. 

4. Indicaţie. într-o bază e{, ..., en, în care matricea operatorilor â e « J 
se scrie sub forma 11.85 se pune 

(*» y)'- Ulm (x = YÂt^, y = 2 w ) -
5. Indicaţie. Odată cu orice subspaţiu invariant (relativ la algebra Si) 

<£' e <2„ este invariant şi complementul său ortogonal,' Se descompune gw 
într-o sumă directă ortogonală de subspaţii invariante ireductibile. Orice 
operator â # 0 din algebra S> acţionează .într-unui din aceste subspaţii 
ca un operator nenul. 

6. Indicaţie. Din reprezentarea 11.85 se obţine că comutatorul unei 
algebre de matrici semisimple dar nu simple S se intersectează cu S însăşi 
nu numai după matrici multiple ale matricii unitate. 

7. Indicaţie. Se scrie matricea căutată sub forma unei mat r ic i bloc 
din m2 blocuri, se scrie condiţia de comutare şi se utilizează lema lui Schur. 

8. Răspuns. Algebrei S a tuturor matricilor diagonale 

A = 

X„ 
(>> ...,'A„ fiind numere complexe arbitrare). Orice algebră de matrici 
S, = Si se reduce la această formă într-o anumită bază. 

9. Răspuns. Algebra S> a tuturor operatorilor proprii la un sistem 
dat de subspaţii avînd ca sumă directă întreg <Bn satisface condiţia S> cz S. 
Orice algebră Si astfel încît Si c= â> este de această formă. 

10. Răspuns. Spaţiul <Bn se descompune într-o sumă directă de sub
spaţii 6'1 ' , ..., S(fc) şi algebra $ constă din toţi operatorii invarianţi în fie
care S.0), j — 1, ..., k. Comutatorul S constă din operatorii multipli ai 
operatorului identic în fiecare Q0> (j — 1, ..., k). 

11. Indicaţie. Dacă Si este suma directă Sii1) + ... + o&(*>, atunci 
Si = SIV + ... + • 

12. Răspuns. Multiplicitatea fiecărei rădăcini caracteristice a ope* 
ratorului &, este egală cu dimensiunea celulei Jordan corespunzătoare 
(vezi problema 15 din capitolul 6). 

13. Indicaţie. Dacă BSi = Si, atunci există a e Si astfel încît ©Jt = S. 
De aici <2 = ©3 = <8 (©3) = <22a = (23a = ... 

15. Indicaţie. Fie <3j, ..., ăm o bază a algebrei Si. Atunci dacă algebra S 
nu este nilpotentă, atunci unul din idealele drepte â^oB, ...,ămSi, de exemplu 
ătSi nu este nilpotent (problema 14). Apoi &XS ^ Si (problema 13) şi pro
blema se reduce la cea analoagă pentru o algebră de dimensiune mai mică. 

16. Indicaţie. Dacă SfH'( — SKj+lJ atunci pentru orice vector x ţ $%$ 
există un operator ăt e Si astfel încît ătx şţ Mi = S K Î + 1 ; apoi se găseşte 
6t2 e M astfel încît xx e atZ( etc. Dacă SIL, # atunci pentru x i 

•v-i> e #llj,+i — cTCj, se găseşte un operator ăp e Si astfel încît ăpx e SfHP — Sfti, 
apoi ăp-t e Si astfel încît ăp-x ăpx e o>Kj,_1\SKj,_2 etc. astfel încît ăfâl 
... apx î& o. 

17. Indicaţie. Se utilizează subspaţiile 8fCu ..., Sf!Cp din problema 16. 

: ' • • • 
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Monomorfism 69, 162 
Morfism 69 
— de algebre 161 
Mulţime mărginită 244 
— parţial ordonată 376 
— parţial preordonată 376 

Normă 244 
Nucleul unui morfism 72 
— — reprezentări 348 
Număr întreg 10 
— natural 10 
— raţional 10 

Operator 69, 94, 98 
— adjunct 226, 267, 283 
— adjunct (conjugat hermitic) 283, 

287 
— antisimetric 267, 300 
— anulator al unui polinom 166 
— autoadjunct 267, 291 
— — pozitiv 201 
— ce acţionează într-un spaţiu 117 
— de asemănare 118 
— de proiecţie 119 
— de rotaţie 118 
— diagonal 119 
—, divizor elementar 174 .. -i, 
— identic 95 
— invariant relativ la o formă 228 
— invers 1 2 3 - 1 2 5 
- i z o m e t r i c 270, 300 
—, forma canonică 176 ,'* 
—, forma normală jordan 176 
— nilpotent 155 
— normal 267, 292, 298 
- n u l 94, 117 
— opus 94 
— .puterea 120 
— simetric 267, 309 
— unitar 288, 292 
— uni tate 95 
Operaţii elementare (cu matrici) 

83, 100 
Ordinul unei matrici 15 

Paraboloid circular 330 
— eliptic 330 
— hiperbolic 330 — 331 

; .. ^ ,„ 

Perpendiculara coborâtă pe un sub-
spaţiu 253 

Polimon caracteristic al unei ma
trici 130 

— — al operatorului 147 
Polinom Legendre 258 
Proiecţia unui vector pe un sub-

spaţiu 250 
Produs al unui jet cu un n u m ă r 

185 
— al unei matrici cu un număr 

101 
— al unui operator cu un număr 

100 
— al unui vector cu un număr 

46 
— de jeturi 185 
— de matrici 102 
— de operatori 100 
— de tensori 152 
— scalar 244, 283 
— tensorial de operatori 389 
— — de spaţii 388 

Radicalul unei algebre 353 
Rangul produsului de matrici 113 — 

114 
— unei forme biliniare 209 
— unei matrici 38, 75 — 76, 85 
— — pătratice 211 
— unui operator 112 
Regula lui Cramer 29 — 32 
Reprezentare 121, 348 . . 
— canonică 162 
— exacta 348, 351 
— ireductibilă 349 
— regulată la stînga 349 
— standard 354 
— trivială 348 

Scufundare 70, 162 
Sistem de ecuaţii liniare 13 
— compatibil 14, 78 
— compatibil nebanal 76 
— determinat 15 
— incompatibil 14, 266 
— nedeterminat 15 
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— .sistem fundamental de soluţii 
81 

—, — normal 82 
—, soluţie 14 
— .soluţie generală 79 
Spaţiu-cît (factor) 63 
Spaţii euclidiene izomorfe 249 
Spaţiu liniar (afin) (3C) 45 
—, bază 53 
— complex (S) 48 
— .euclidian 242 
— infinit-dimensional 55 
— numeric 11 
— real & 48 
— soluţiilor unui sistem de ecuaţii 

58 
— unitar 284 
Spectru 184 
—, multiplicitate 184 
— simetric 192 
Subalgebră 160 
Subspaţiu 57 
— , intersecţie de subspaţii 57 
— invariant 126, 348 
— propriu (netrivial) 57 
— trivial 57 
Sumă de jeturi 185 
— de matrici 101 
— de operatori 101 
— se subspaţii 57 
— de vectori 46 
— directă 57 
— — de numere 11 
— — de reprezentări 349 
— — ortogonală 251 
— de tensori 152 
Suprafaţă 318 
•J- de gradul doi 318 — 321 
— conică 320, 326 
—, ecuaţia canonică 318, 319 
— singulară 321, 332 
— conjugată 331 
— cu centru 320, 322 
— fără centru 329 
— nesingulară 321 

Sir de compoziţii al unei algebre 
359 

Tensor 147, 150 
— contra variant 150—151 
— covariant 150 — 151 
—, contracţie 150, 152 
— . invariant 151, 153 
—, înmulţire 152 
— mixt 151 
—, ordin 152 
Teorema Wedderburn 369 
— inerţiei formelor pătratice 235 
— Kronecker-Capelli 78 
— Laplace 33, 35 
— lui Pitagora 248 ,. 
— relativ la forma pătratică în 

spaţii euclidiene 305 
— relativ la determinantul Gramm 

261 
— relativ la minorul de bază 37 
— relativ la ortogonalizare 256 
Transformare unitară 287 

Unghi între vectori 244 
Unghiuri între ^-vectori 274 
— — subspaţii 273 
Urma unei matrici 135 
— unui operator 147 

Valoarea proprie a unui operator 
128 

Valoarea staţionară a unei forme 
308 

— — a unei funcţii 306 — 307 
Vector ciclic 350 
— complex conjugat 293 
— de poziţie 50 
— înălţime 157 
— lungime 243, 284 
— normat 244, 285 
— nul 46 
— opus 46 
— ortogonal subspaţiului 252 
— propriu 128 
— real 293 
— pur imaginar 293 
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