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PREFATA

Aceastd lucrare a fost conceputi ca manual pentru stu-
dentii anilor intii ai facultatilor cu specializare in matematica
si fizici. Materialul prezentat aici este de obicei incorporat
in cursul de algebri liniard si in dezvoltdrile diverselor capi-
tole ale analizei matematice. Trebuie notat cd actualmente
denumirea de ,,algebra liniara“ nu corespunde continutului
i, acesta fiind mai degrabd o prezentare de sintezi a unor
idei din algebrd, geometrie si analiza. Desi analiza, ca ramurd
a matematicii legatd de conceptele de limitd, derivatd, inte-
grald, se afld aparent pe planul secund in aceastd lucrare,
in realitate ea este o prezenti autenticd, deoarece problemele
algebrei liniare pot fi' considerate ,proiectii finit-dimensio-
nale” ale unor probleme fundamentale ale analizei si in acelas1
timp suportul rezolvirii acestora din urmad.

Volumul de fatd are la bazd lucrarea anterioard a autorului,

Introducere in teovia spatiilor vectoriale. Aici se considerd in

plus cazul spatiilor vectoriale peste corpuri oarecare de

numere, incluzind in particular cazul real si complex, dealtfel -

strins legate unul de altul.

Un capitol intreg este consacrat formei Jordan a matri-

cilor operatorilor liniari In spatii liniare complexe si reale.
Pentru spatii liniare complexe cu produs scalar sint intro-
duse formele canonice ale matricilor operatorilor normali,
de unde se obtin In particular formele canonice ale matri-
cilor operatorilor hermitici, antihermitici si unitari, ca si
ale notiunilor similare din cazul real. Ultimele doud capi-

" tole ale cdrtii se referd la structura algebrelor de matrici sau

a unor categorii de matrici si autorul a beneficiat aici de spri-
jinul lui A.TIa. Helemski si I.M. Ghelfand. Aceste doud
capitole sint elementare prin metodele utilizate, dar nivelul
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general al expunerii este superior celm din capitoleleanterioare,
reflectind unele dezvoltiri ulterioare ale algebrei liniare.

Fiecare capitol se incheie cu cite un set de probleme, care
ajutd Intr-o anumitd misurd la formarea unei rutine tehnice
necesare (care poate fi obtinutd mai pregnant prin utilizarea
unor culegeri de probleme mai cuprinzitoare). Problemele
din aceastd carte sint utile in special pentru ilustrarea si
dezvoltarea textului de bazi, unele din ele putind fi recoman-
date pentru’ seminarii tematice. Aceeasi recomandare poate
fi ficutd pentru pértile din text scrise cu literd mici.

Autorul considera ca o datorie plicuti aceea de a sublinia
munca migdloasd a lui M.S. Agranovici si de a-i aduce
multumiri pentru o serie de observatii pretloase De asemenea
multumeste lui I.JIa. Dorfman pcntru verlflcarea tuturor
: problemelor

AUTORUL

Capitolul T
DETERMINANTI

§ 1.1, Corpuri de numere

1.11. In algebra liniari se utilizeazi In mod curent sis-
teme de numere (corpuri de numere), asa cum se intimpla
in multe domenii ale matematicii. Se numeste corp de numere
orice colectie K de obiecte, numite numere, pentru care se
pot defini patru operatii aritmetice. Enumerdm conditiile
ce se cer a fi verificate de aceste operatn (axiomele corp%lm )

a. Fiecdrei perechi de numere « si B i se poate asocia
numirul o 4+ B numit suma -numerelor a si B, astfel incit

1) a+ B =B+ o pentru orice «, § din K (comulativi-
tatea adundrii) ;

2) (x4 B)+Y—oc+(B+Y) pentru orice o, 8, y din
K (asoczatzmmtea adundrii ) ;

3) si existe numdrul 0 (zero ) cu proprletatea cd 0 4
+ « = « pentru orice a din K;

4) pentru orice « din K si existe numdrul § din K astfel
ca a4+ B =0 (existenia elementului opus).

Rezolvabilitatea ecuatlel « 4+ B = 0 pentru orice « fixat
permxte introducerea operahel de scidere: diferenia o — B
este prin definitie suma dintre numarul « §1 solutia y a ecua-
tiei B 4+ y=0. :

b. Fiecdrei perechi de numere a si f 1 se poate asocia
numdrul « - p (sau «B), numit produsul numerelor « si f,
astfel incit

5) af = Pa pentru orice « si B din K (comutativiiatea
Tumullirs ) ;

6) (xB)y = oc(By) pentru orice «, B, y din K (asociativi-
tatea tnmultirie ) ;

7) sd existe numdrul 1 (# 0) astfel ca 1+ a =« pentru
orice numir o din K; - :

i1



8) pentru orice a # 0 si existe numirul y din K cu proprie- .

tatea cd ay = 1 (existenta elementului invers ). ;

Rezolvabilitatea ecuatiei oy =1 pentru orice a%0
permite introducerea operatiei de Impéirtire cu numdirul
o # 0 :citul B/a este produsul dintre numirul B si solutia v
a ecuatiei ay = 1.

Numerele 1 - 1 = 2, 2 4 1 = 3 etc. se numesc anaturale;
se presupune cd nici unul din ele nu este egal cu 0. (Multimea
{N, E} formatd din doui elemente se poate inzestra cu o
structurd de corp. N+ N=N, N+ E=E-+ N=E, E -
+E=N, N -N=N, N-E=E-N=N, E-E=£.
In corespondentd cu notatiile noastre ar trebui si punem
N =0, E=1siatunci 2 =14 1=0. Pentru a evita astfel
de sisteme de numere, cerem ca toate elementele naturale
ale corpului si fie diferite de zero).

Numerele naturale, opusele lor si 0 formeazd, prin defi-
nitie, multimea numerelor #ntregr ale corpului K. Citurile
#/g, unde p si g sint intregi si ¢ # 0 formeazi multimea
nuierelor ragionale ale corpului K.

Doud corpuri K si K’ se numesc izomorfe dacid intre ele
se poate stabili o corespondentd biunivocd astfel incit sumel
si produsului numerelor din K sd-i corespundd suma si pro-
dusul numerelor corespunzitoare din corpul K’ (in acest
caz rezultatele celorlalte operatii — diferenta si citul — se

corespund de asemenea).

1.12. Cele mai frecvent intilnite corpuri concrete de
numere sint urmatoarele: '

a. Corpul numerelor rationale, adicd multimea rapoartelor
p/q unde p si g sint numere intregi uzuale, ¢ # 0, cu regulile
aritmetice obisnuite de operare (Se poate observa ci numerele
intregi nu formeazi corp de numere deoarece in acest caz
nu este indeplinitd axioma 8).

Din cele spuse mai sus, rezultd ci in fiecare corp K exista
o parte (subcorp) izomorfi cu corpul numerelor rationale.
b. Corpul numerelor reale, avind ca reprezentare geometrici
multimea tuturor punctelor unei axe. Teoria axiomaticd a
corpului numerelor reale se obtine addugind la axiomele
1—8 axiomele de ordine si de existentd a marginii superioare

(Teoria numerelor reale va fi expusd in volumul urmaitor).
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c. Corpul numerelor complexe a-+ib, unde @ si b sint reale
(simbolul i nu este numdr real), cu regulile de operare

(@) 4 iby) + (@ + ibg) = (@y + a@2) + 1(by + 02),
((,ll —-{- ibl) ® <(l2 + ibz) = (alaz — ble) + 1(“162 —}— azbl).

Pentru numerele de forma @ -+ i0 aceste operatii se efectueaza
exact ca operatiile asupra numerelor reale @; scriem pe scurt
@+ i0 = a si denumim reale aceste numere complexe.
Se poate ardta ci in corpul numerelor complexe existd o
parte (subcorp) izomorfa cu corpul numerelor reale. Numerele
complexe de forma 0 -+ ib se numesc (pur) imaginare si se
noteazi pe scurt ib. .

Din regula de inmultire rezultd ca

2 mii= (0 (0 il) = —1 4+ i0=—1.

1.13. Corpul numerelor reale va fi notat in continuare cu
R. Corpul numerelor complexe se noteazd prin €. Conform

teoremei fundamentale a algebrei, in corpul €, aldturi de
posibilitatea efectudrii celor patru operatii aritmetice, orice
ecuatie algebrici de forma

M fap™t -+ a,=0.

admite solutie.
Corpul R al numerelor reale nu are aceastd ultimd proprie-
tate : de exemplu, ecuatia x® 4 1 = 0 nu are solutii in R.
Multe din constructiile care urmeazd au loc pentru orice
corp de numere. In continuare vom nota prin K un corp
arbitrar de numere. Daci o anumit3 afirmatie este adevaratd
pentru corpul K, atunci ea este automat adevirati pentru
corpurile IR si €, care sint cazuri particulare ale corpului K.

§ 1.2. Probleme de bazi ale teoriei sistemelor de ecuatii liniare

1.21. In capitolul de fati, cit si in urmitoarele doud, ne
vom ocupa de studiul sistemelor de ecuafii liniare.
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In cel mai general caz un astfel de sistem are forma

M1 %1 + @ia%p + ... + A%, = by,
“219“1 + Baa¥a + -+ B %, = by, (1)
e

. 4 e s s e e e et e s e e e ss s s s

a]clxl + akzxz + vee "‘I‘ d,mxn = bk'

Alci prin %3, %, ..., %, sint notate necunoscutele (elemente
ale corpului K) care trebuie determinate ; de notat cd numérul
necunoscutelor nu este presupus neaparat egal cu numadrul
ecuatiilor. Numerele @y, @, ..., #,, luate din corpul K, se
numesc coefictentis sistemului. Primul indice al oricdrui coefi-
cient indicd numirul ecuatiei In care figureazd acel coeficient,
iar cel de al doilea indice este numirul necunoscutei cores-
punzitoare (de exemplu, coeficientul @y, este citit a-trei-
patru si nu a-treizecisipatru si este asociat cu a treia ecuatie
din sistem si cu necunoscuta %4). Numerele by, .b,, .. bk,
aflate in membrul drept al egalititilor (1), luate de asemenea
din acelasi corp K, se numesc lermenii liberi-ai sistemului;
ca si coeflc1ent11 ei se presupun cunoscuti.

Prin solutic a sistemului (1) se 1ntelege orice sistem ordo-
nat (¢, ¢, ..., ¢,) de numere din corpul K astfel incit dupi
inlocuirea lor in locul necunoscutelor x,, %, ..., %, in sistemut
(1), toate ecuatiile sistemului si devini 1dent1tat1 De subli-

niat ca (¢4, s, ..., ¢,) reprezinti o singuri solutie a sistemului.

sinu # solutu
Nu orice sistem de ecuatii liniare de forma (1) are solutii.
De exemplu, sistemul :

le —l— 3752 = 5,‘ (2) : /
le + 3x2 - 6

nu poate avea nici o solutie, deoarece oricare ar fi numerele
¢y, ¢ pe care le-am pune in locul necunoscutelor x;, %, mem-
“brii din stinga ecuatiilor sistemului (2) sint egali, in timp
ce membrii din dreapta sint distincti. De aceea.prin aceste
inlocuiri ecuatiile sistemului (2) nu pot deveni simultan
identitdti.

Un sistem de ecuatii de forma (1) avind cel putin o solutie
se numeste compombzl un sistem care nu admite solutii se
numeste mcomj)mfzbzl

Un sistem compatibil poate avea o singurd solutie sau
mai multe solutii distincte; in ultimul caz, pentru a dlstmcre
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intre solutii, le vom numerota punmd indici superiori in

parantezi ; de exemplu, una din solutii poate fi notata ),
e, . c®, altd solutie ¢, ¢f?, ..., P etc. Solutiile c(l)
c”) o, 08 s1pe) c‘z) 6(2) se con51dera distincte daci cel

putln “unul din numerele c‘1 diferi de numadrul corespunzator
el et 2, Fhitmys ‘De exemplu, sistemul

le + 3952 - O, (3)
4951 +. 6962 ==

are solutii distincte ¢ = ¢f) = O @ =3, o) = —2 (si
chiar o infinitate de solutu dlstmcte) Daci un sistem compa-
tibil are solutie unicd, el se numeste sistem compatibil de-
terminat ; ‘daci un sistem compatibil are cel putin doud solutii
dlstlncte, atunci el se numeste nedeterminal.

' 1.22. Putem formula acum problemele de bazd care apar

in studiul sistemelor (1):
I. A decide daca sistemul (1) este compatibil sau incom-

patibil. :
II. Dacd sistemul (1) este compatibil, a decide dacd el

este determinat.

III. Daci sistemul (1) este compatibil si determinat, a
gasi solutia unica a lui. ‘

IV. Daci sistemul (1) este compatibil $i nedeterminat,
a descrie multimea tuturor solutiilor lui. »

Instrumentul matematic de bazi pentru studiul siste-
melor liniare il constituie teoria determinantilor; trecem
acum la expunerea acesteia.

§ 1.3. Determinantul de ordin n

»

1.31. Fixam o matrice pdtratica
all alz e aln

A=| %1 @ . %, |- (4)

l anl an2 ann

cu cele 7? elemente a;; numere din K (4,7 =1, 2, ..., n).
Numirul # al liniilor sau coloanelor matricii (4) se numeste
ordinul matricii. Primul si al doilea indice pentru elementul

15



@;; indicd respectiv numdirul liniei $i numirul coloanei pe
care se afli dispus acest element. Elementele @y, ds, ..., @4s
formeazd diagonala principald a matricii 4.

Considerdm orice produs de » elemente dispuse pe linii
distincte si pe coloane distincte ale matricii (4), adicd cite

unul de pe fiecare linie si de pe fiecare coloani. Un astfel
de produs se poate scrie sub forma
“ Xy 1Pa,2 - By (5)

Intr-adevir, luim ca prim factor un element situat pe
prima coloand a matricii (4): dacd notim cu «; numirul
liniei pe care se afli acel element, atunci indicii acestui
element vor fi «; si 1. In mod similar al doilea factor al pro-
dusului se poate lua elementul aflat in coloana a doua (cu
indicii «y $i 2, unde o, este numirul liniei pe care se afld
acel element) etc. In acest mod indicii oy, o, ..., ®, sint nume-
rele liniilor pe care sint dispusi factorii produsului considerat,
in corespondentd cu ordinea crescitoare a indicilor de coloand ;
se obtine astfel forma (5).

Deoarece elementele @1, @2, ---s @y Sint  dispuse in
linii distincte ale matricii (4), cite unul din fiecare linie,
numerele oy, o, ..., o, vor fi distincte si deci constltuxe o)
permutare a numerelor 1, 2, ..., .

Vom numi ,inversiune” in acest SIr oy, g, ..., &, O astfel
de dispunere a indicilor in care un indice mai mare se afld
fnaintea unuia mai mic. Numirul tuturor ,inversiunilor”
permutarii ey, o ..., @, va fi notat cu N(oy, g, ..., o).

De exemplu, in permutarea 2 1 4 3 (a numerelor 1, 2,
3, 4) se afld doud ,inversiuni“: 2 fnaintea lui 1 si 4 mamtea
lui 3; asadar N(2, 1, 4, 3) = 2. In permutarea 4, 3, 1, 2 sint
c¢inci ,inversiuni‘: 4 fnaintea lui 3, 4 naintea lut 1, 4 1na1ntea
lui 2, 3 fnaintea lui 1, 3 inaintea lui 2; de aceea N (4, 3, 1,
2) = 5. 4

Daca numirul de inversiuni in sirul o, ..., «, este par,
atunci se pune in fata produsului (5) semnul 4 ; daci numarul
de inversiuni este impar se pune in faja produsului (5)

semnul — . Cu alte cuvinte, convenim ca fnaintea fiecirui-

produs de forma (5) sd consideram semnul definit prin expresia

(— 1)V o s cm) |
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Numirul tuturor produselor de forma (5) care se pot forma
din elementele matricii (4) de ordin’# este egal cu numdrul
tuturor permutirilor posibile ale numerelor 1, 2, ..., 7, care
este n!

Acum introducem urmdtoarea defmltle:

Se numeste determinant al matricii (4) suma algebricd &
tuturor celor n! produse posibile de forma (5) considerate cu
semml definit mai sus:

D J— Z (_____ I)N(O(u Cay oeey Oln) aallaocgz e acx“n' (6)

In cele ce urmeazi, produsele de forma (5) vor fi numite
termenii determinantului D. Elementele a;; ale matricii (4)
vor fi numite elementele determinantului.

Determinantul matricii (4) se noteazi printr-unul din
simbolurile urmatoare:

D — 612; ﬂzz “en ﬂZn —_
@1 ﬂn2 cee By (7)
— det | @y || = det || @y s = 12,

De exemplu, pentru determinantii-de ordin 2 si 3 obfinem
urmitoarele expresii:

a a
TR — gy — Anfys;

A1 Qos |

@y Gga Gy |
Ty Ggn O3 | == yyloollzs + Andstas +
A3 33 Qag
+ @31019095 — W31 @22013 — 2101233 — Gy @fa;.
Indicim rolul determinantilor in rezolvarea sistemelor de ecuatii

liniare pe exemplul sistemelor de dond ecuatii cu doud necunoscute. Daci
este dat sistemul

Ay %y + Gyp% = by,
Qg ¥y + Ggp¥y = b?’

2 — Analiza matematici — cd. 1037 17



atunci solutia este dati prin formulele

_ bayy — byay, 1 ayby — a5l
=22 2112 S S U
19 — Ag1yy 1033 — Ay

in ipoteza ci numitorul a;;a,, — @91, este diferit de zero. Numiritorii si
numitorii fractiilor anterioare se pot reprezenta ca determinantide ordinul 2:

: Ay Oy
A11%2p — T gy = ?

Ay Aoz

)
b1d22 —_— bz“w =] ’

by agy

i @y b
auby — ay by = 3

gy by

Vom vedea ci formule analoage au loc sila rezolvarea sistemelor cu un numar
oarecare de mnecunoscute (v. § 1.7).

L.32. Regula de determinare a semnului fiecirui termen al
unui determinant se poate formula putin diferit, in limbaj
geometric.

In matricea (4), in corespondenti cu notarea cu indici
a elementelor, se disting directiile pozitive: de la stinga la
dreapta (in lungul liniilor) si de sus in jos (in lungul coloa-
nelor). Odati cu acestea pentru celelalte segmente ‘care
unesc orice doud elemente ale matricii, se poate asocia
conventional o directie, anume: segmentul care uneste ele-
mentul a;; cu elementul a,,, are tnclinare pozitivd dacs capitul
sdu din dreapta este dispus mai jos decit cel din stinga si
are tnclinare negativd in cazul cind capitul din dreapta este
mai sus decit cel din stinga. Considerdam in matricea (4
segmentele care unesc douid cite doud toate elementele @y 1,
@o2; .- B ale produsului (5) si retinem in gind pe cele
care au inclinare negativi. Se pune fnaintea produsului (5)
semnul + dacd numirul acestor segmente este par si semnul —
dacd numdrul lor este impar.

De exemplu, in cazul unei matrici de ordin 4, fnaintea produsului
G91%150,30,, trebuie pus semnul +, deoarece in matrice sint douj /segmente
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cu inclinarea negativi unind doui cite doud elementele produsului

considerat:

A1z Qyy

Aoz Aoy

De asemenea, in fata produsului ay,a,,a,3a,, trebuie luat semnul —, decarece

' in matrice existd cinci segmente cu inclinare negativd unind elementele

lui: \

In aceste exenﬂple numirul segmentelor cu inclinare ne.gativ%'f, upin(}
elementele termenilor considerati este egal cu n\lmérul :,1{1vers1un110r
in ordonarea primilor indici ai elementelor care fxgureaza in prod}lsele
respective; in primul exemplu sirul primilgr 111(1191 .este‘Z, '1.. 4. 3 si are
doud ,inversiuni®, iar in exemplul secund sirul primilor indici este 4,3,1,2,
si are cinci ,inversiuni“. ' :

Aritim cd a doua defintfie a semnului termenilor unus
determinant este echivalentd cu definitia m‘z,tmla..Peptrg
aceasta este suficient de ardtat ca num'fmvﬂ ,‘,mversmm'lor :
in sirul primilor indici ai elementelor fiecirui termen f%xat g
(pentru ordinea naturald a indicilor secunzi) este totdeauna,
egal cu numirul segmentelor din matrice cu inclinare nega-
tivd unind elementele termenului considerat. Dar agest_fapt;
este aproape evident: prezenta unui segment cu Amchnarg,
‘negativd unind elementele @,; $i a5, ' pentr'u ) fAj, inseamnd
cd «; > «;, adicid echivaleazd cu o ,inversiune” in ordonarea
primilor indici.

Vezi problemelé 1—3 de la sfirsitul capitolului.

§1.4. Proprietitile determinantilor
1.41. Operafia de transpunere. Determinantul
ik ) #g Aoy s By
1z Hag ee By T (8)

eesie s nae oo

Fip Fop +or Opp i
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obtinut din determinantul (7) prin inlocuirea liniilor cu co-
loanele avind aceleasi numere se numeste Zranspusul deter-
minantului (7). Ar&tim cX valoarea determinantului transpus
(8) coincide cu valoarea determinantului initial (7). Intr-adevir,
determinantii (7) si (8) au evident aceeasi termeni si este
suficient de aritat doar ¢i semnele dinaintea acestora coincid.
Operatia de transpunere revine geometric la o rotatie in
Spatiu cu 180° fn jurul diagonalei principale. Prin aceasti
rotatie fiecare segment cu inclinare negativd (de exemplu,
formind unghiul « < 90° cy liniile matricii) se transform:
din nou intr-un segment cu finclinare negativi (formind
unghiul 90° — ¢ cu liniile noii matrici). De aceea numirul
segmentelor cu inclinare negativi care unesc elementele unui
termen arbitrar fixat nu se schimbi dupi transpunere, deci
nu se schimbid nici semnul din fata acelui termen. Astfel,
semnele tuturor termenilor se conservi si valoarea determi-
nantului rimine neschimbati prin_transpunere.
Proprietatea demonstraty stabileste rolul simetric al
liniilor si coloanelor. De aceea proprietitile determinantilor
vor fi formulate si demonstrate numaj bentru coloane.

1.42. Proprietatea de antisimetyie. Prin antisimetrie velativ

la coloane se Intelege proprietatea oricirui determinant de
a-si schimba semnul fn urma permutdrii oriciror doui co-
loane. Considerim mai intfi cazul cind se permuti intre ele
doud coloane vecine ale determinantului de exemplu 7 cu
J+-1. Determinantul obtinut dupi aceasti Permutare de
coloane va fi format din aceiasi termeni ca si determinantul
initial. Ne fixim asupra unui termen Oarecare al determinan-
tului initial. Acest termen contine un element de pe coloana j
siun element de pe coloana J+1. Daci segmentul care uneste
aceste elemente are inclinare negativa, atunci dupi per-
mutarea celor doui coloane el va cdpita o inclinare po-
zitivd si invers. Celelalte segmente unind doud cite douy
elementele termenului fixat nu-si schimbd caracterul in-
clindrii dupd permutarea coloanelor 7, j+-1. Asadar numsirul
segmentelor cu finclinare negativi unind elementele terme-
nului fixat se modifici, dupd permutarea considerati de
coloane, cu o unitate si prin urmare fiecare termen al
determinantului, ca si determinantul Insusi, isi schimbi sem-
nulin urma permutirii coloanelor 7, 7--1.

Presupunem acum ci se permutd coloanele 7, % (5 < &),
avind intre ele m coloane intermediare (m = % — Jj—1).

20

side ¢ succesiune de
Aceasti permutare se poate considera ca o succesiu

: A,
ine, 1 dtoarea ordine: la inceput
311 de coloanc vecine, in urmitoarea ord ' ¢
pe{mutar_l = Ll())l(l?l::(l[:l((‘ll (ioloanu 741 si ulterior cu 72,
coloana 7 se pe A cuc ;

std anterior oana k)

] i coloana k-1 (fostd anterior col ;
3, ..., k, apoi coloana 1 oana )
gg—p;}rm,ut’é cu coloanele £—2, k—3, ..., /. T}lltf)tq} o reall
zeazi m-1-4m = 2m--1 permutiri de coloane ;

selor de strate mai sus
a fi > din ele, conform celor demonstra

a fiecare din ele, co T demonstrate L sus
gg‘germinantul fsi schimbd semnul gi deci LAL sfirsitul 1r;trus
ului proces :»‘(-’nl)(inu un determinant avind ser?n Ogce
gelui initial (deoarcce 2m-|-1 este numiir impar pentru

m intreg).

1.43. COROLAR. Delerminaniul avind doud coloane iden-

lice este nul. i . o
. Tntr-adevir, permutind aceste douii coloane, nu se schimbd

detel 1111118.11( l l( o Jall l ( conltorm celorx t te el
N I (/1 arata s
ul e e tlll l 1 '
eb e = o \'\ l(l(“ N I) _—— ), u d
tr ule Sa-$1 S C1]1111l)( S¢1 H‘“I,. i . 1 de nae se

obtine cia D == 0.

Vezi problema 4.

1.44. Proprictatea de liniaritate a deteyminantului. Aceasta

i azd astfel: ‘
rietate se formuleazi i e ) -
prog Dacd toate elementele coloaner j a unui determinant

nafil [ing ) ent
se reprezintd sub forma wioy «combinafii liniaren a dot term.
de forma
@y = Ny -+ peg (1 1, 2, .., n),

: - vil
% siow fiind numere fixate, alunci determinaniul D este ega
gu’aéeeasi combinatie liniard a doi determinanti

D = \Dy 4 pDsy, (9)

de Dy, Dy au aceleagt a u a ' D, cu excepiia co-
Yo A : Cl(y )‘;?’ (‘Ul() A ZC l/UZ Z’ . D ii d;% -
loanei § ’Care constd din nwwmerele by in cazul lut Dy §

2

i 1 Dy
erele ¢, in cazul lui Dy, - ) et
" intr-zadevér, fiecare termen al determinantului D se p

reprezenta sub forma
+ A
Byt B2 +oe on = Q102 o (N Cay) -
1
—a, ) oo Qe
= Ay 12+ Doy oor Coun + U1 ®es2 +oe Coy st
L £ o

21



gtns aceastd formuli fntr-o form3

4 erminant oare i a

owocifica ! care fixat. -

ul égz) _determm_antul obtinut prin inlocuire:{ actoloN o
rmmantului D prin nuinerele Pl =1, 2 ane;)j

Determinantul initi i
tial poate fi scri ; i i
(9) demonstraty maj sus se scr;flasslzf)(a%gr.mj:tunm alitatea

Dyf2by + pe)) = ADy(8;) + pDy(c,).

b. Proprietatea de liniar

). Frop nlaritat
de fir3 dificultate la cazul ci‘?lde
este combinatie liniari de yn nu

a unui determinant se extin-
fiecare_ elemgnt al coloanei ;
mar arbitrar fixat de termeni:

% =20 4ty 4 e 4 o,

" in acest caz,
Dy(a,;) = D,(xb, + BE + vee ;) =
= ADf(bi) + uDy(e) & iz ¥ =Dy(f): (10)

. 1.45.' C(Z)ROLAR. Dacd inty-
uner coloane sint tnmultite 73 )
determinantului se Inmulteste ool g, 8 valoarea

x cu acel numdy
ntr-adevir, daci .. — s . .
mulei (10) aCa @; = M,(; fixat) atunci conform for-

un determinant toate elemen-

Dy(a;) = D;(Abg) = AD,(b,),
ceea ce trebuia aritat.

1.46. ; »
mma:fayggiglggée%gm 0 a;mummz coloand & wnui detey-
este wul. ¢ egale cu zero, atunci determinaniul

Intr-adevir, aplicind  proprietatea precedentd, regulty

Dy(0) = D,(0-1) = 0-D,(1) = o,
Vezi problema 5g

2e

1.47. Addugarea la o coloand a unei alle coloane tnmulfitd
cu un numdar arbilray.

a. Valoarea unui deteyrmimnant nu se modificd dacd la éle-
mentele unes coloane se adaugd clementele corespunzdloare ale
oricdrer alte coloane, tmmultite cu un numdr [ixal.

Presupunem c¢3 la coloana 7 se adaugi elementele coloa-
nei A(k # j) inmultite cu numirul A In determinantul
astfel obtinut coloana 7. consti din elementele @, - Aay,
(i = 1,2, ..., n). In virtutea formulei (9) avem

Dy(ag; + Myy) = Dy(ay) - D, (ay).

In cel de-al doilea determinant, coloana 7 consti din elemen-
tele @, deci coincide cu coloana &. Conform corolarului 1.43,
Dy(a;) =0, deci <

Dy(@y + My) = D(ay),

ceea ce trebuia ardtat.

b. Desigur proprietatea a se poate formula intr-o formd
mai generald: valoarea unui delerminant D nu se modificd
daci la elementele coloanci 7 se adaugd elementele corespunzi-
toare ale coloaner k tmmulfite cu nuwmdrul N, apor elementele
coloanes | Twmultite cu numdrul ., ..., elementele coloaner p
twmultite cu numdrul ~(k # 7, L o J, .., p #7)-

Vezi problema 6.

'1.48. Toate proprietiifile demonstrate de noi in acest
paragraf pentru coloanele unui determinant ramin valabile,

in virtutea invariantei determinantului la operatia de trans-
punere (1.41), pentru liniile acelui determinant.

§ 1.5. Complementi algebrici §i minori

" 1.51. Considerim o coloani oarecare, de exemplu coloana
de indice 7 a unui determinant D). Fie 4;; un element oarecare
al acestei coloane. In membrul drept al egalititii (6)

D=3 ( 3 I)N(a,,a,, '"’a”)“ohl“aﬂ .o aanm

definitorie pentru D, stringem intr-o parantezd toti termenii
care contin elementul @, i dim factor comun @;. Suma
rimasi in paranteze se noteazi cu 4;; $i se numeste comple-
mentul algebric al elementului ay; in determinantul D.
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Deoarece in fiecare termen al determinantului intri cite

un el . : - S
un fgrrnrggt al coloanei j, egalitatea (6) poate fi atunci scrisi

D = ay;Ay; + aydy; + ... - @y age (11)

Formula (11) se numeste Sormu

: 5 S ula de dezvoltare a determi-
na%tuhg; D 'dujia elementele coloanei j. Se subintelegg fz/;:”o
formula similard se poate obtine si pentru orice linie a deter-
minantului D ; de exemplu, pentru linia 7 se obtine egalitatea

D = a,4,, + Tipd g + ... + A, (12)

Am obtfinut urmitoarea teoremi:

ZTEZ()REMA. Imfmm determinant D suma luturor produ-
;Z%ee;me:ételgr_wm anumite coloane (saw linii ) prin com-
e acgevbrict covespunzdtori este eoald i ;

CImen) 2 gald cu 7 lefey-
pemonjit. g insust defey

Formulele (11), (12) se pot utiliz ‘
) : , a pentru calculul deter-
minantilor. Dar este necesar de stiut calculul complem:li—
tilor algebrici; regula de calcul al acestora se va da in 1.54.

1.52. Subliniem o consecinti a fo i
va fi utilizati ulterior. | rmulelor ) s (12 cane

Egalitatea (11) se indeplineste identic relativ la mirimile
@1j, @y, .., @yy; de aceea ea rimine adevirati daci se inlo-
cuiesc qij(z= 1, 2,...,n) prin orice alte mirimi. Intr-o
astfel de operatie mirimile 4,,, Asgy, ..., 4,; rimin neschimbate
deoarece ele nu depind de elementele a;,. Inlocuim in cei doi
membri ai egalititii (11) elementele ay;, ay,, ..., a prin ele-
mentele unei alte coloane (de exemplu coloana nj). Atunci
detevrmlnantul.dln membrul sting al relatiei (11) va avea
doud coloane identice si conform 1.43 va fi e al cu
Se obtine astfel egalitatea ¢ e

audy + and,, + ... + @A, = 0 (pentru % # 7). (13)
In mod similar din formula (12) pentru / # 7 se obtjne

@dag + @pdp + ..+ a4, = 0. (14)
24

Astfel am demonstrat teorema urmatoare:

TEOREMA. Inlr-un determinant, suma tuturor produselor
elementelor oricdrer coloane (saw oricdrei limii) prin comple-
mentii algebrici ai elementelor unei alte coloane (respectiv
altes linii) este egald cu zevo. :

1.53. Daci intr-o matrice pitratici de ordin # se elimina
o anumitd linie gi o anumiti coloand, atunci elementele ra-
mase formeazi in mod natural o matrice patratici de ordin
u#—1. Determinantul acestei noi matrici se numeste msnor
al matricii de ordin # initiale (si, de asemenea, minor al de-
terminantului D al matricii initiale). Daca se elimind linia ¢
si coloana 7, atunci minorul obtinut se noteazi prin M
sau M,,(D).

Vom ardta cd are loc egalitatea
A“ - (“U”’Mm (15)

cu ajutorul cireia calculul complementilor algebrici se reduce
la calculul minorilor corespunzitori.

Dim la inceput demonstratia egalitdtii (15) pentru 7 = 1,
7 = 1. Reunim in membrul drept al egalititii (6) toti termenii
care contin elementul @;;. Consideram unul din acegti ter-
meni. Este evident ¢ produsul tuturor elementelor sale cu
exceptia lui @;; di un termen ¢ al minorului M;,. Deoarece
in matricea determinantului D nu existi segmente cu incli-
nare negativi unind elementul @, c» celelalte elemente ale
termenului fixat, atunci semnul care revine termenului ¢
in determinantul D coincide cu semnul termenului ¢ in
minorul My,;. Alegind arbitrar un termen al determinantului
D care contine @, si eliminind @, se obfine un termen al
minorului M; si in acest mod se obfin tofi termenii lui My,.
De aceea suma algebrici a tuturor termenilor determinantului
D care contin ay; este egali cu produsul @,;M,;. Dar conform

" 1.51 aceastd sumi este egald cu a4, Asadar A4;; = My,

ceea ce trebuia demonstrat.

Stabilim acum formula (15) pentru orice 7 §i 7. Faptul ca
aceastd formulid a fost deja probatd pentru ¢ =j =1 va fi
folosit esential. Considerim elementul a;; = @ aflat la inter-
sectia liniei 7 cu coloana j in determinantul D. Permutind
succesiv liniile vecine gi coloanele vecine, vom putea aduce
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elementul & in coltul din stinga sus al matricii; pentru aceasta.

sint necesare ¢—1--j—1 = 747—2 permutiri. Ca rezultat
se obtine un determinant D; cu aceiasi termeni ca si determi-
nantul D, tnmultit cu (—1)"*-2 = (1), Minorul My,(D,)
al determinantului D, coincide evident cu minorul M. (D) 6111
- .determinantului D. Conform celor demonstrate, in deterzminan—
tul D; suma termenilor care contin « este egali cu aM 1 (Dy).
De aceea suma termenilor care contin elementul @,, — @ in
determinantul D este egali cu | T

(—1)™aMy(D;) = a,)(— )™ M;4(D):

Dar aceasti sumi este, conform 1.51, egali Oroc
, C 1.51, egald cu produsul
@4y, Asadar, Ay, = (—1)"M, si formula’ (15) este
complet stabiliti. «

1.54. Formulele (11) si (12) se pot acum scrie respectiv
sub forma

. — (— 1\ __1\2+F
D = (—1)"ay My, + (—1)*ay, My, + ... + (—1)"a,,M,,
— (_1yeel -2 : i
D = (—1)*auM;y + (—1)"*2a,M;5 + ... + (—1)"*"a,,M,,
si tocmai sub aceastd formd ele sint de obicei utilizate.
' 1.55. "Exemple
& ‘Detem{ir}a.nt.ul de ordin 3 admite sase dezx;oltiri distincte (trei
dupa fiecare linie §i trei dupd fiecare coloani). De exemplu, dezvoltarea
dupd prima’ linie este

A1 g Gy

. . @29 Ogg
21 G2 4y | = ay —
gy @
3z O33
@31 Gzp Oy
Q31 g3 Qo1 Ggp
— 12 + a .
31 933 a3 a3p

b. Determinantul de ordin »
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:se numeste triunghiular. Dezvoltindu-l dupd prima linie se obtine cd Dy
este egal cu produsul elementului a,; cu determinantul triunghiular de

ordin #» — 1 :
a,, 0 ... 0

Dpy= a3y Ggg... O

ame $he o¥s o o 8w sie 0w

Gng  Gug-r  Qpn

Determinantul Dy, se dezvoltd de asemenea dupd prima linie §i se
obtine Dp_y = @330y, ;unde Dy_p este un determinant triunghiular de
ordin # — 2. Continuind procedeul, se obtine in final

Dy = 41895 +o. Apgs

adici un determinant triunghiular este egal cu produsul elementelor de pe
diagonala sa principald.

§ 1.6. Calculul practic al determinantilor

1.61. Formula (12) capiti o formd simpli daci toate
elementele liniei 7, in afarid de ay, sint zero. In acest caz

D = ;A (16)

si calculul determinantului D de ordin # se reduce direct la
calculul unui determinant de ordin #—1. Dar daci pentru
a7 0 in aceeasi linie 7 se afld elementul nenul a,;, atunci
| Ay

Agx
coloana j se obtine un determinant (egal cu cel initial cf.1.47),
in care elementul de pe linia 7 i coloana j este zero. Repetind
oTastfel de operatie, se poate trece de la orice determinant
cu elementul fixat 4,, # 0 la un determinant in care toate ele-
mentele liniei 7, cu exceptia lui a,, sint egale cu zero.-Acestui
ultim determinant i se poate aplica formula (16). Se subin-
telege cd transformiri similare se pot efectua $i pentru co-
loanele unui determinant oarecare. :

inmultind coloana 2 a Iui D cu A = — si adunind la
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.

1.62. Exemplu. Calcul¥m determinantul de ordin 5

in coloana a treia a acestui determinant se
cu zero. Pentru a obtine pe aceasti coloan:
zero (medificind determinantul,
linie cu 3 si 0 adunim la cea de
cu —4 si 0 adunim la linia a
determinantul obtinut dupi col

-2
1

3
2
0

5
0
~1
6
-3

-2 5
1 -9
D= 3 —1
2 18
0 -3
= (= ). (= 1)

Acum vom cduta si obtinem trei zerouriin prima coloans. Inmultim linia
a dou?. cu 2 sio adunim la prima linie, apoi inmultim linia a doua cu
—3 si in continuare cu —2 si adunim la

patra. Se va obtine

0 —13

1 —9-
D= —

0 26

0 36
28

25
13

—34

—-33

0 -1 3
3 7 -2
0 5 -5 .
-4 1 2

-1 2 3

0 -1 3

0 13 7

0 5 =5 | =
0 -7 —10
-1 2 3

2 5 -1 3
1-9 13

5 —1 3
1 -9 13 7
-1 5 5|

17
7

—26
—24

8 —-7 —10

= —(— OH2| 26 —34 _26 |-

afld deja douid elemente egale
4 incd doud elemente egale cu
dar nu valoarea lui), inmultim ultima
-a doua linie, apoi Inmultim ultima linie
Patra. Dupd aceste operatii si dezvoltind
oana a treia se obtine

liniile a treia si respectiv a

- Pentru a calcula mai usor detérminantul de ordin 3 obtinut incercim si

micsordm valorile absolute ale elementelor sale. Se poate scoate 2 ca
factor comun pe linia a doua, apoi adunim linia a doua la prima §i se
obtine :

0 s 4 00 2 1
D=2 13 —17 —13 |=8-| 13 —17 —13 |-
36 —33 —24 36 —33 —24

Pe prima linie se afli deja un zero. Pentru a obtine incd un zero inmulfim
coloana a treia cu —2 si adundm la coloana a doua; dupd aceastd ope-
ratie determinantul s¢ calculeazd usor pind la capit:

0 o 1
D=8| 13 9 —13|=
36 15 —24
13 9
=8 (— N3 =8 (13- 15— 9:36) = 1032.
136 15

Vezi problemele 7— 10.

§ 1.7. Regula lui Cramer

1.71. Trecem acum la rezolvarea sistemelor de ecuafii
liniare. Considerdm pentru inceput un sistem avind o forma
speciald ’ ,

@115, + B1aXs + oo A AypX, = by,

A3 Xy F BppXy + ..o+ Ay, = by, | (17)

121 + TpoXs + oo + FyyX, = by,

cu numirul necunoscutelor egal cu numdrul ecuatiilor. Coefi-
cientii (7, j = 1, 2, ..., ) formeaza matricea de bazd a sis-
lemulut, relativ la care facem ipoteza ci determinantul
ei D este diferit de zero. Atunci vom arita cd sistemul este
compatibil i determinat si vom obtine totodatd o formuld
pentru calculul unicei solutii a sistemului.
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Admitem pentru inceput ci sistemul (17) are o solutie
€1, €, --»» Cp; atunci are loc sistemul de relatii

ﬂllcl + 41202 + e + alncn — bl’.

A21C1 ~F FaaCy + ... + Bg,C, = by,

(18)
@y1€1 + @oCo + oo+ @pye, = b,. )

Inmultim prima din relatiile (18) cu complementul alge--
bric A4,; al elementului 43, din matricea sistemului, apoi:
Inmultim a doua relatie din (18) cu Ay, a treia cu A4 etc.
pind la ultima relatie inmultitd cu 4,, si adunim egalitdtile

- obtinute. Se va obtine relatia: :

(@udn + @ndy + .. + Gda)ey + (@141 + Gpdy; -
+ oot pdp)es 4 o A (Al + Aoy + .+
"I" dnnAnl) Cp = blAll "]" 52A21 + + bnAnl'
In virtutea teoremei 1.51 coeficientul Iui ¢; din relatia (19)
este egal cu determinantul D; conform teoremei 1.52 coefi--

cientii tuturor celorlalti ¢;(7 # 1) sint nuli. Membrul drept
al relatiei (19) este tocmai dezvoltarea determinantului

by ayy ... ay,

s o s

dupd prima coloani a sa; de aceea relatia (19) se poate scrie-
sub forma D - ¢; = D;, de unde

D
S

Rationind absolut similar se obtin expresiile i

C.—_."Dj

J 5 (.7 = 1’] 2” reed %)’j (20)'
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2 Y S P | bn Ap; g1 oo+ Ppn

este determinantul obtinut din determinantul D prininlocuirea
«coloanei j prin coloana numerelor by, by, ..., by Am obtinut
astfel urmatorul rezultat: : i
Dacd existi o solutie a sistemulwi (17), atunct ea se exprima
prin coeficientis sistemului sv teymenis libers by, b, ..., by prin

formulele (20). In particular, obtinem ci dacd existd, solutia

sistemului (17) este wmicd.

1.72. Rimine acum de dovedit cd solutia sis’Eer'nu.lui (17)
existid intotdeauna. Pentru aceasta, inlocuim mdrimile ¢; =
A (j=1, 2, ..., n) in sistemul (17) in locul necunoscu-
telor %y, X, ..., %, Si aritdm ci toate ecuatiile sistemului (17)

devin identititi. Intr-adevir, pentru ecuafia 7 (1 < ¢ < #)
obtinem

D, D,
#3101+ Xi2Cy A v+ Bily = “il‘D— it dizT + .
D, 1 A
aen + ain D-“’: -———D [ail(.blAll + 62A21 + s + 2 nl) __I_

4 (b1 1s + Dodss + o DA g) 4 o
+ ain(blAln + bZAZn + + bnAnn)] =

&= ’113‘ by(@dy + apdae + oo A+ @A) +
+ o+ bi(“uAii + @A + oo Cdin) +
4o 0, (05341 B2l az o+ @A)

Dintre toate parantezele care sint coefi.cien’;é ai lui blj
Bs, ... by, conform teoremelor 1.51 si 1.52, o singurd paranteza
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este nenuld, si anume coeficientul lui &,, care este egal eu D.

. . . o) ¢
Asadar, expresia obtinuti se reduce la

1
’“"bi'D=bi,
D

adici ea coincide tocmai c S,
. u membrul drept al i ¢
a sistemului. P ecuatiel 2

¥

1.73. Asadar, (cy, ¢, ..., ¢,) constituie intr-adevir o solutie
a sistemului (17). Cu aceasta, am stabilit urmitoarea reguli
pentru obtinerea solutiei sistemului (17) ( regula lui Cramer ) ;

Dacd determinantul sistemului (17) este difers
tcd tferit de zevo,
atunci sistemul (17) are o solutie si aceasta este ui:z'cd : valoarex
necunoscuter x; este egald cu raportul dintre determinantul
o.b,tm_ut din D tnlocuind coloana j prin coloana termenilor
liberi ai sistemulwi si insusi determinantul D J=12,..,n)
Determinarea solutiei sistemului (17) revin astfel Ia

t vin

calculul unor determinanti. (7 pieste

Vezi problema 11.

Metode pentru rezolvarea unor sisteme mai generale (cu
detergnmantul egal cu zero sau cu numirul ecuatiilor nu
neaparat egal cu numdrul necunoscutelor) vor fi date in
urméatoarele doud capitole.

- L74 Observagie. Se intilnesc uneori sisteme de ecuatii
liniare ai cdror termeni liberi nu sint numere ci vectori (’in
geometrie analiticd, in mecanicd). Teorema lui Cramer
rimine adevidrata si in acest caz; trebuie avut doar in vedere
ci valg)ri}e necunoscutelor xy, %, ..., x, vor fi de asemenea
vectori si nu numere. De exemplu, sistemul

%y Xy =1— 3],
xl’”‘xz=i_+5§

are solutia (unici)

-El':—i—l—-],_a

0o

= —4j.
82

§ 1.8. Minori de ordin oarecare. Teorema lui Laplace

1.81. Tcorema 1.51 referitoare la dezvoltarea unui deter-
minant dupi o linie sau dupi o coloand este un caz particular
al unei teoreme mai generale referitoare la dezvoltarea unui
determinant dupi mai multe linii sau coloane simultan.
Inainte de a enunta aceasti teoremid generald (teorema lui
Laplace), introducem citeva definitii noi.

Presupunem ci intr-o matrice pitratici de ordin # sint
fixate arbitrar % linii distincte si tot atitea coloane distincte
(k < n). Elementele care se afli la intersectia acestor linii
si coloane formeazd o matrice pitratici de ordin %; determi-
nantul ei se numeste minor de ordin k al matricii initiale de
ordin # (el se numeste de asemenea minor de ordin % al deter-
minantului D al matricii initiale) si se noteazd cu

A e e B
]14— - JuJe s dk
unde 7y, 7y, ..., 7; sint numerele liniilor fixate, iar jy, 7a, -+ 7%

sint numerele coloanelor fixate.

Daci elimindm din matricea initiald liniile si coloanele
in care se afli minorul M, atunci elementele rimase formeaza
de asemenea o matrice patratic, de ordin n—# ; determinantul

_acesteia se numeste minor complementar lui M si se noteazd

cu simbolul
T o A o e ik
M= Mj; 55 g
unde indicii se referd la numdrul liniilor §i coloanelor extrase.
In particular, dacd minorul initial are ordinul 1, adici el
coincide cu un anumit element @, al determinantului D,
atunci minorul complementar coincide cu minorul M, care
a fost definit in 1.53.
Considerdm minorul
1, 2,00k
My = Mi2) 75,
situat in primele % linii si primele % coloane ale determinan-
tului D; minorul siu complementar este minorul

7 A7l 2, vy

M2 = Ml = Ml,z,.,.,k’
Separim in membrul drept al formulei (6) toti acei termeni
ai determinantului in care primele & elemente apartin mino-

rului M (si deci celelalte #—% elemente apartin minorului M,).
Fixdm mai Intli unul din acesti termeni, notat cu ¢, pentru
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a-1 determina semnul afectat. Primele £ elemente ale acestui
termen determind un termen ¢; al minorului M;; notim cu
N; numirul segmentelor corespunzitoare cu Inclinare nega-
tivd; atunci semnul care trebuie pus in fata termenului ¢y
al minorului M, este definit prin expresia (—1)™. Celelalte
n—Fk elemente ale termenului ¢ determind un anumit termen
¢, al minorului M, ; semnul afectat acestui termen in minorul
M, este definit prin expresia (—1)¥:, unde N, este numirul
corespunzator de segmente de inclinare negativa in minorul
M,. Deoarece in matricea determinantului D nu existi
nici un segment cu inclinare negativi care si uneasci vreun
element al minorului M, cu orice alt element al minorului M.,
numdrul total de segmente de Inclinare negativi unind ele-
mente ale termenului ¢ este egal cu N; -4 N, De aceea
semnul care trebuie pus in fata termenului ¢ in determinantul
D se exprimd prin (—1)¥:+: si este deci egal cu produsul
semnelor termenilor ¢;, ¢s in minorii M,;, M,. Observam apoi
ca produsul oricdrui termen al minorului M; cu orice termen
al minorului M, defineste un termen al determinantului D.
Rezultd atunci cd suma tuturor termenilor de tip ¢ din expre-

sia determinantului D dupd formula (6) este egald cu produsul

minorilor M, si M,.
Cautam sa obtfinem un rezultat similar pentru orice minor
ﬂfl = MG B

D15 J2s vees Tkt

avind ca minor complementar M,. Permutind succesiv liniile
vecine si coloanele vecine, putem aduce minorul M; in
coltul din stinga sus al determinantului D; pentru aceasta
sint necesare (i3—1) 4 (5—2) + ... 4+ (4 — &) + (/1i—1) +
+ (7o—2) + ... + (jy—*k) permutdri. Ca rezultat se obtine
un determinant D, cu aceiasi termeni ca in determinantul
initial D inmultit ca (—1)"* unde ¢ =14; + 45 + ... + 7,
7 =171+ Jj2 + ... + jz Din cele demonstrate, in determinan-
tul D, suma tuturor termenilor ale cdror prime % elemente
mtra in minorul M; este egald cu produsul M,M,. De aici
rezultd ci suma termenilor corespunzitori ai determinantului
D este egald cu produsul
(— 1) MM, = M,A,,

unde mirimea A4, = (—1)™* M, se numeste complemesntul
algebric al manorulus My in determinantul D. Uneori se utili-
zeazd notatia

A, = A1 25 ooey
2 == A0 0as eens SRt
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Fixim acum in determinantul D liniile cu numerele 7y,
iy, ..., 1. In fiecare termen al determinantului D i.ntrz“l anu-
mite elemente din aceste linii. Dacd grupdm toti termeni
pentru care elementele liniilor fixate aparfin coloanelor
(de asemenea fixate) cu numerele 7y, 7s, ..., fi, atunci con{orm
celor aritate, suma tuturor acestor termeni va fi egald cu
produsul minorului

11, 'f.zx seey 1rh
Jur Jar eeer 3k

prin complementul algebric corespunzitor. Toti termenii
determinantului pot fi astfel asociati in grupe determinate
prin fixarea citor £ coloane. Suma termenilor din flegare
grupi este egald cu produsul dintre minorul corespunzator
si complementul siu algebric. De aceea intreg determinan-
tul se scrie ca o sumd

D = B (—1)"" My, mMy i s 21
unde suma se face pentru indicii fixati 7y, %2, - i,v: (indicii
liniilor fixate) dupd toate valorile posibile ale indicilor de
coloand 7y, Jo, e fi (1 < J1<Jo < ... <Ji < ). Proprie-
tatea determinantului D exprimati prin relatia (21) este
numita feorema lwi Laplace. Evident, formula (21) este o
generalizare a formulei de dezvoltare a unui determinant dupa
o singurd linie, obtinuta in 1.54.

O formuld analoagi are loc pentru dezvoltarea unui deter-
minant D dupid un sistem fixat de coloane.

1.82. Exemplu. Un determinant de forma

Q1 o By @1 ke e
ﬂzl oo 0L2k a2,k+l ves a??l
D =] ay A i 1 Ain ’
0 0. @1 g4t @41, n
\ 0 . 0 @upuy e Gy




in care toate elementele situate in primele % coloane si ulti-
mele #n—£ linii sint nule se numeste cvasitriunghiular. Pentru
calculul lui il dezvoltim dupi primele % linii cu ajutorul teo-
remei lui Laplace. In suma (21) rimine un singur termen si
se obtine :

@11 ... d1g } Api1, k41 oo Apg1,
Vezi problema 12.
§ 1.9. Asupra dependentei liniare a coloanelor

1.91. Presupunem date m coloane numerice, fiecare for-
matd din # numere:

a1 12 @ 1m

g, oo Aoy
A]_: . s Az: . 5 eney Am: . *

[an “nz dnm |

Inmultim fiecare element al primei coloane cu un numir 2,
fiecare element al celei de a doua coleane cu un numar 2, ...,
fiecare element al coloanei 4, cu un numir A, si adunim
elementele corespunzitoare ale coloanelor obtinute. Se
obtine astfel o noud coloand de numere, ale cirei elementele
notdm cu ¢, s, ..., ¢,. Toate aceste operatii pot fi reprezen-
tate sugestiv cu ajutorul urmitoarei scheme:

@51 a1z | ®1m C1
g 93 : Ao, Ca
)\1 . + A . + ...+ 7\m . =1 .
“nl j an2 “nm Ca

sau, mai concis,

?\lAl + ;\2A2 '+— e + 7\mAm = C,
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unde C desemneazi coloana obtfinutd. Aceasti coloani C
se numeste combinatie liniard a coloanelor considevate A,
As, ..., A, numerele Xy, Ay, ..., A, S€ numesc coeficientii
acestei combinatii liniare. , '

Cazuri particulare de combinatii liniare sint suma coloa-
nelor (dacd toti coeficientii 2y, ..., 2, sint egali cu 1) si pro-
dusul unei coloane cu un numdr (dacd m = I).

Presupunem acum cii este dat un determinant D de ordin »
si considerdm coloanele acestui determinant ca entitdti de
sine stdtdtoare. Demonstram urméitoarea teorema.

TEOREMA. Dacd una din coloanele unui determinant D
este combinalie liniard de celelalle coloane, alunce D = 0.

Demcnstratie. Presupunem cd, de exemplu, coloana ¢
a determinantului D este combinatie liniard a colecanelor
7. k. ..., p ale aceluiasi determinant cu coeficientii A, Ay, ..., A,
Atunci scdzind din coloana g coloana j inmultitd cu %, ..., si,
in fine, coloana p inmultita cu 2, atunci conform 1.47 b
nu se schimbi valoarea determinantului D. Ca rezultat,
coloana ¢ va consta numai din zerouri, de unde va rezulta
ci D =0.

Este remarcabil faptul cd are loc gi teorema inversi:
daci un determinant este nul, atunci una (cel putin) din
coloane este combinatie liniard a celorlalte coloane. De-
monstratia acestei teoreme necesitd citeva constructii preli-
minare, la care trecem acum.

1.92. Fie din nou m coloane numerice, fiecare avind cite »
numere. Acestea pot fi scrise sub forma unei matrici cu #
linii si m coloane:

A iz .. Qip
a Qg9 <. A

A — 21 2 2m .
Ap1 Fpz v Ayp

Daci fixdm un anumit numir %2 de coloane ale acestei
matrici $i acelasi numir % de linii, atunci elementele situate
la intersectia liniilor si coloanelor fixate formeazd o matrice -
pdtratici de ordin . Determinantul ei se numeste minor
de ordin % al matricii A ; el poate fi zero sau diferit de zero.
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Daci numerele a;; nu sint toate nule (ceea ce vom presupune
in continuare), atunci se poate Intotdeauna considera un
numir natural 7 avind proprietitile urmaitoare:

a) in matricea 4 existi un minor de ordin 7 diferit de
Z€ro;

b) erice minor al matricii 4 avind ordin 7+ 1 sau maimare
(daci existi astfel de minori) este nul.

Numirul 7 satisficind proprietitile a), b) indicate se
numeste rangul matricii 4. Dacd toate elementele a;; ale
lui A sint nule se considerd ci rangul lui 4 este nul (v = 0).
Tn cele ce urmeazi, presupunem 7 > 0. Orice minor de ordin 7
al unei matrici 4 de rang 7 se numeste minor de bazd (sau
minor principal) al matricii 4. (Se intelege cd matricea 4
poate avea mai multi minori de bazi, toti de acelasi ordin 7).
Coloanele pe care este construit un minor de bazd se numesc
coloane de bazd (sau coloane principale).

1.93. Are loc wurmitoarea teoremi principali:

TEOREMA (a minorulwi principal). Orice coloaid a
unei malvici A este combinatic liniard a unor coloane de bazd
ale ei. )

Demonstratie. Firi a micsora generalitatea, putem pre-
supune ci minorul de bazi considerat este construit pe pri-
mele 7 linii si primele 7 coloane ale matricii 4. Fie s, & nu-
mere oarecare astfel incit 1 < s < m, 1 < /% < n Consi-

derim determinantul de ordin 741

@1 i - B Qs

g1 Bra v Gy Qs

Daci % < 7, atunci determinantul D este evident egal cu
zero deoarece are doud linii identice. Analog, D = 0 pentru
s <7 Daci B> 7 si s> 7 atunci determinantul D este
de asemenea egal cu zero ca minor de ordin 71 al unei ma-
trici de rang 7. Asadar, D = 0 pentru orice valori ale lui
k sl s.
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Dezvoltdm determinantul D dupi ultima linie; obtinem
egalitatea

g + @Ay 4+ oo + @Ay, + @Ay, =0, (22)

unde numerele Ay, Ay ..., Ay, Ay, sint complementii alge-
brici ai elementelor @, @, ..., @, @, respectiv, aflate pe
ultima linie a determinantului D. Acesti complementi alge-
brici nu depind de numaérul % deoarece ei se formeazd cu aju-
torul elementelor @;; cu ¢ < 7; de aceea vom introduce nota-
tiile

A=y, AIcZ == Cgy aeey Akr = Cp, Aks = (s

S

Inlocuind in egalitatea (22) succesiv valorile £ = 1, 2, ...,
se obtin egalitdtile

111 + Callyp + ..o+ Gy, + C 5, = 0,
Cillgr + Collog + - - Gl + €, = 0,
C11 + Caltye + ... + oy + Collys = 0.
Numirul ¢, = 4,, este diferit de zero deoarece 4,, este

minor de bazi al matricii A. Impirtind fiecare din egalititile
(23) prin ¢, trecind toti termenii cu exceptia ultimului, in

3

(23)

membrul drept si notind — - A (= 1,2, .., 7),obtinem
Ce

Ay = M@y + Ratip + ..o + Ny,

Aoy == Mgy ~+ Aollog + ..o Mg, (24)

Aps = Mty + Rallys + oo )\ranrj

Aceste egalitiiti aratd cid de fapt coloana s a matricii 4 este
combinatie liniard a primelor 7 coloane ale acestei matrici
{cu coeficientii 24, A, ..., A,). Deoarece s este orice numdr
cuprins intre 1 si m, teorema este complet demonstrata.

1.94, Putem acum demonstra reciproca teoremei 1.91
formulatd la sfirsitul punctului 1.91.
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TEOREMA. Dacd un determinant D de ordin n este nl,
atuncs el are o coloand care este combinatie liniard a celovialte
coloane. v

Demonstragie. Considerim matricea determinantului D.
Deoarece D = 0, orice minor de bazi (principal) al acestei
matrici are ordinul 7 < u. De aceea dupd separarea a 7
coloane de bazd, existd cel putin o coloani care nu se afli
printre coloanele de bazi. In virtutea teoremei minorului
principal, aceastd coloani este o combinatie liniari a coloa-
nelor de baza. Astfel am gisit in determinantul D o coloani
care este combinatie liniard a celorlalte coloane, ceea ce
trebuia demonstrat.

Observim cd In aceasti combinatie liniard se pot include
toate celelalte coloane ale determinantului D punind inaintea
lor coeficienti nuli.

1.95. Rezultatele obtinute pot fi formulate intr-o formi
ceva mai simetricd.

Dacd coeficientii 24, Ay, ..., A,, ai combinatiei liniare a
coloanelor numerice 4;, 4,, ..., 4,, (1.91) sint egali cu zero,
atunci este evident cd se obtine o coloand nuld (care constd
numai din zerouri). Este posibil insi si se obtini coloana
nuld nu numai in acest mod, ci si cu ajutorul unor coeficienti
A, Agy -rs Ay, 01U toti nuli. In acest ultim caz se spune ci A4,
A, ..., A, sint coloane liniar dependente.

De exemplu; coloanele

[SEE

1 2
2 4
3 6
4 8
sint liniar dependente, deoarcce coloana nuld este egald cu combinatia

liniard 2-4; — 1-4, + 0+ 4;, cu coeficientii 2, —1, 0 nu toti nuli.

Definitia dependentei liniare se poate da mai simplu astfel:
coloanele

Il @11 43T A1 ]
Ay =|| P |l A= | %2 |, ., A4, =] %~
anl anZ dnm
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se numesc liniar dependente daci existd numere Ay, A, ..oy Ay
nu toate nule, astfel incit si fie verificat sistemul de relatii

Mg+ Aars A oo Ry, =0,

Moy + Aalop + oo A Aylay = 0,

7\lﬂnl + )\zdnz + .. -+ 7\manm = O’
sau, ceea ce este echivalent,
MAL A+ 2de + o 2,4, =0

(unde 0 reprezintd aici coloana nuld). ‘
Daci una d&in coloanele Ay, A, ..., A, de exemplu ultima,
este combinatie lintard a celovlalie,

Ay =241 4+ tedy + o+ 2padi, (25)

atunci coloanele Ay, A, ..., A, sint liniar dependente. Intr-
adevir, relatia (25) este echivalentd cu relatia

MAy + 2eds o My 4 (1) A, =05

asadar, existid o combinatie liniard a coloanelor Aq, ‘A.z, e flm,
al ciirei coeficienti nu sint toti nuli (ultimul coeficient fiind
—1), combinatie egald cu coloana nuld; aceasta aratd tocmal
dependenta liniard a coloanelor Ay, Asy o A ‘
Reciproc, dacd intre coloanele Ay, As, ..., A, existd depen-
dentd liniard, atunci una din ele (cel pufin) esie combinalie
Uniard a celovlalte. Intr-adevir, presupunem ca in relatia

)\lAl + 7\2A2 + + }\m~1 Am—l + 7‘mAm =0 (26)
care exprimd dependenta liniard a coloanelor 44, Ag, ...y A

coeficientul %, (de exemplu) este nenul. Atunci relatia (26)
este echivalentd cu

m—1»

2 A
Amz_z\_l_Al__?\_u_Az__‘“__ mlA
A, A A

ceea ce arati ci 4, este combinatie liniard a coloanelor Ay,
Ay ooy, A
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Asadar, coloanele Ay, A, ..., A,, sint liniar dependente dacd

st numai dacd una din ele este combinatie liniard a celorialte
rdmase.

1.96. Teoremele 1.91 si 1.94 arati cd un determinant D
este egal cu zero dacd si numai dacd una din coloanele lui
este combinatie liniara a celorlalte coloane.

“ Folosind rezultatul obtinut in 1.95 putem enunta urmi-
toarea teoremd:

TEOREMA. Un determinant este egal cu zero dacd §i
numai dacd coloanele lui sint liniar dependente.

1.97. Deoarece prin transpunere un determinant nu-si
schimb3 valoarea (1.41) iar coloanele se inlocuiesc cu linil,
atunci in toate enunturile din prezentul paragraf coloanele se
pot inlocui cu linii. In particular, are loc wurmitorul
rezultat: '

Uwn deteymainant este nul dacd st numai dacd liniile sale sint
linsay dependente.

Vezi problemele 13— 14.

PROBLEME

1. Cu ce semn apar intr-un determinant de ordin 6 termenii:
) G950 749056814%5
b) @ay04301,051 0650557

2. Si se scrie tofi termenii care apar in determinantul de ordin 4
cu semnul — {minus) si contin a,,.

3. Cu ce semn intrd in determinantul de ordin

)

#» termenul
By Bopye--Opy ?

4, S se arate cd dintre cei n! termeni ai unui determinant de ordin
. Lomlo « e
%, la exact jumdtate, adicd — , li se afecteazii conform definitiei § 1.3
2

semnul - sila cealaltd jumdtate, semnul —.
5. Si se calculeze determinantul

[ am+ bp an 4 bg
A= .
i em -+ dp  cn + dg

descompunindu-l convenabil ca sumad de determinanti.
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6. Numerele 20 604, 53 227, 25 755, 20 927 51 78 421 se divid prin 17.
S4 se arate cd determinantul

2

5
2

&

E

se divide de asemenea prin 17. .
7. Si se calculeze determinantii

246 427
A =| 1014 543
—32 721

8. Si se calculeze determinantul

1.

1
P(x) =

2
2

0 6 0 4
3 2 2 7
5 7 N 3
0 9 2 7
8 4 2 1]
Vo2 1
327 E 1 3
43, Ap=11 1
;
1
621 - !
S S
1 2 3
2 — x2 2 3
3 1 5
3 1 9 —

9. S4 se calculeze determinantul de ordin 7

x a a a E
a X a a l
a a X a i
%

' ;

a a a % |

|1 1
! *1 Xg
= 2 2
. 3 2%
Hi—1 Ali~1
Lo %2

x2
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11. Si se rezolve sistémﬁl de ecuatii:
¥+ 2%, + 3x3 + 4% + Sxy = 13,
2%y + ¥y 4 205 + 33y + 4xy = 10,
22 + 2%y + wy + 225 3xg = 11,
2%, + 2%9 + 255 + %y + 225 = 6,

2% + 2%y + 2% + 2%, + x5 = 3.

12, Sa se enunte si si se demonstreze teorema care se afld in acelasi
raport logic cu teorema lui Laplace, sub care se afli teorema 1.52 in
raport cu teorema 1.51.

13. S4 se construiascd.patru coloane, fiecare de cite patru numere care
si nu fie liniar dependente.

14. Si se arate ci daci liniile unui determinant de ordin # sint liniar
3ependente atunci coloanele acelui determinant sint si ele liniar depen-

ente

o

C apz’tolul 2
SPATII LINJARE

§ 2.1. Definitii

2.11. In geometria analitici si in mecanici se utilizeazi
segmentele orientate, vectorii. Pentru vectori sint stabilite
prin definitie reguli de operare: se stie ce inseamnd suma a
doi vectori si ce Inseamnd produsul unui vector cu un numér
real, cu regulile aritmetice uzuale de calcul (Nu ne ocupim
inca de alte operatii cu vectori, de exemplu produs scalar si
produs vectorial. Aceste produse nu pot juca rolul pe care il
joacd produsul uzual in corpul numerelor reale; produsul
scalar a doi vectori nu mai este un vector, iar produsul vec-
torial a doi vectori, desi este ca rezultat un vector, nu este
comutativ).

Definitia unui spatiu liniar generalizeaza definitia mul-
timii tuturor vectorilor. Generalizarea se produce in primul
rind pe calea indepirtirii de natura concreti a obiectelor
(segmente orientate) cu pdstrarea proprietdtilor operatiilor
asupra acelor obiecte si in al doilea rind, pe calea indepdrtarii
de natura concretd a multiplicatorilor admisi (numere reale).
Se obtine astfel urmitoarea definitie:

O multime & se numeste spafiu liniar (afin) peste un corp
K daca:

a) existd o reguld (numitd regula adundrii) prin care
oricdrei perechi de elemente x, y din & 1i corespunde un al
treilea element ze &, numit suma elementelor «x, y si notat
x -+ .

b) existd o reguld (numitd regula multiplicdvii cu un
numdr) care permite ca pentru orice element x€ & si pentru
orice numir A€ K si se poati construi un element ne
(numit produsul elementulur x cu nuwmdrul A $i notat Ax).

c) regulile a) si b) satisfac axiomele enumerate maijos
in 2.12—2.13.
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Elementele unui spatiu liniar vor fi numite vecfors, omitind
sensul concret (segment orientat) dat acestui termen. Re-
prezentdrile geometrice legate de denumirea de ,vector”
ne ajutd in clarificarea, uneori in previziunea, unor rezultate
si de asemenea in gisirea sensului geometric al unor fapte
de algebrd sau analizi. In particular, in capitolul urmitor
vom obtine o caracterizare geometrici simpld pentru multi-
mile de solutii ale sistemelor omogene sau neomogene de
ecuatii liniare. : ~

2.12. Se presupune ci regula de adunare are urmdtoarele
proprietiti: '

1) x4+ y = v 4 x pentru orice %, vy din &;

2) (x + v) + 2= x + (y + 2) pentru orice #, v, z din & ;

3) existd un element 0 (vectorul nul) in & astfel incit
x + 0 = x pentru orice x€ 8 ;

4) pentru orice xedl existd un element yed astfel
incit x 4 y =0 (existd vectorul opus).

2.13. Se presupune cd regula de multiplicare cu un numér
are urmitoarele proprietdti:

5) 1'x = x pentru orice xe ;

6) «(Bx) = («B) »+ pentru orice xe€& si pentru orice
a, B din K;

7) (o 4 P)x = ox -~ Bx pentru orice xe€ & si oricare ar
fi «, B din K;

8) a(x -4 ) = ax + «v pentru orice x, v din & si oricare
ar fi ac K.

2.14. Din axiomele 1) —8) se pot obtine in primul rind
urmdtoarele teoreme:

a. TEOREMA. [ orice spatiu liniar existd un unic vector
nul.

Demonstratie. Existenta cel putin a unui vector nul este
afirmatd in axioma 3). Admitem ci in spatiul & ar exista
doi vectori nuli: 0; si 0,. Punind in axioma 3) x = 04, 0 = 0,
obtinem 0; 4 0; = 0;. Punind in aceeasi axiomid x = 0,
0 = 0,, obtinem 0, + 0; = 0;. Comparind egalititile obtinute
si folosind axioma 1), rezultd ci 0; = 0,, ceea ce trebuia
demonstrat. :

b. TEOREMA. 7 orice spatiu liniar pentru orice element
existd un singuy element opus.
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Demonstratie. Existenta cel putin a unui element opus
este afirmatd in axioma 4). Admitem ci pentru un element x
fixat ar exista doud elemente opuse y; si ¥,. Adundm la ambii
membri ai egalititii x -+ y; = 0 elementul »,; utilizind
axiomele 2) si 3), obtinem

yeh (F+ ) =02+ %)+ 31=0+ =
Yo+ (4 1) = 32+ 0 = e,
de unde y; = y,, ceea ce trebuia aritat.

c. TEOREMA. Pentru orice clement x dintr-um spatiu
liniay oarecare ave loc egalitatea 0 - x = 0 (in membrul drept 0
reprezintd vectorul nul iar in membrul sting O reprezintd
numadrul 0).

Demonsiragie. Considerim elementul 0-x -+ 1-%; fo-
losind axiomele 7) si 5) rezulta
0-x+1-x=0+Drx=1-x=x 0-x4+1 2=
=0 x4 =
de unde
x=0-+ x4+ x;
adiugind la ambii membri ai ultimei egalitdti opusul y al
lui » rezulti ca
O0=2+y=0-2x4+2)+y=0-2+ (x+ 9y =
=0-x1+0=0"x,
de unde
0=0-ux.
d. TEOREMA. Pentru orice element x dintr-um spafiu

liniar oarvecare elementul siu opus este v = (—1)-x.

" Demonstratie. Formam suma x -4 y; folosind axiomele
si teorema c, rezultd

x4+ y=134+(—)x=(1-1)x=0 x=29,

ceea ce trebula aritat.

e. Vom desemna in cele ce urmeazi elementul opus lui %
prin — x ; teorema de la punctul d conduce evident la aceastd
notatie.
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Prezenta elementului opus permite introducerea operatiei
de sciddere a vectorilor. Anume, diferenfa x—y se defineste
ca suma lui ¥ cu —y. Aceastd definitie este compatibild cu
definitia scdderii din aritmetica.

2.15. Un spatiu liniar peste corpul R al numerelor reale
se numeste 7ea/ i il vom nota prin &. Un spatiu liniar peste
corpul € al numerelor complexe se numeste complex si il
vom nota prin €. Dacd sint indicate atit natura elementelor
%, ¥, %, ... cit si regulile de operare cu ele (fiind indeplinite
axiomele 1} — 8)), vom numi acel spatiu liniar concres,
si, de reguld, vom folosi pentru el o anumitd notatie.

In cele ce urmeazi, vor fi deosebit de importante urmi-
toarele trei tipuri de spafii concrete:

a. Spafiul °¥;. Elementele acestui spatiu sint vectorii
liberi din spatiu, considerati in geometria analitici. Fiecare
vector se caracterizeazd prin lungime, directie si sens (cu
exceptia vectorului nul a cdrui lungime este nuld si directia
arbitrard). Adunarea vectorilor este definiti ca de obicei
prin regula paralelogramului. Multiplicarea unui vector
printr-un numdr real X este definitd de asemenea in moed uzual
(anume, lungimea vectorului se inmulteste cu |A|, directia
neschimbatd, iar sensul rdmine neschimbat pentru A > 0
si se inlocuieste cu cel opus pentru A < 0). Se arati usor
cd in acest caz toate axiomele 1) —8) sint indeplinite. Mul-
timile similare de vectori in plan sau pe o dreaptd formeazi
in mod natural spatii liniare pe care le notim respectiv
prin ¥y si ¥y; ¥y, ¥y, V5 sint spatii liniare peste corpul R,
deci spatii liniare reale.

b. Spapiul K,. Elementele acestui spatiu sint sistemele
ordonate de » numere din corpul K, x = (&, &, ..., &,).
Aceste numere &, &, ... &, se numesc coordonalele elemen-
tului x. Operatiile de adunare si multiplicare cu un numar
re K se efectueazi dupid urmitoarele reguli:

(& Eavves &) -+ (1 s oo M) = (&1 + 1, & +
» En o 0a)s (1)
7\( E.»ly F:Z’ (XY} Z:m) = ()\Eb 7\&?’ (EXT) 7\E.n) (2)

Se aratd usor ci axiomele 1) — 8) sint satisficute. In parti-
cular, elementul 0 din K, este un sistem de 7 zerouri: 0 =
= (0,0, ..., 0). De fapt in § 1.9 am lucrat deja cu elementele
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spatiului K,, doar ci atunci le-am scris nu sub forma unei
linii de numere, ci sub forma unei coloane. Daci K este
corpul R al numerelor reale, notatia K, se inlocuieste prin
&, lar dacd K este corpul € al numerelor complexe, notatia
K, se inlocuieste prin C,.

c. Spatiul &K(a, b). Element al acestui spatiu este orice
functie continud reald x = x(¢) definitd pe segmentul a <
< ¢ < b. Operatiile de adunare a functiilor $i de inmultire
cu numere reale se definesc dupi regulile analizei; indepli-
nirea axiomelor 1) — 8) este evidentd. Elementul 0 este
functia identic nuld. Spatiul &(a, b) este spatiu liniar peste
corpul [R al numerelor reale.

d. Spatiul C(a, b) este spatiul functiilor continue pe seg-
mentul @ € £'< b cu valori complexe. Acest spatiu este
spatiu liniar peste corpul numerelor complexe.

2.16. Observam cd toate proprietdtile elementelor spa-
tillor concrete (de exemplu, vectorii spatiulul °Vs), bazate
numali pe axiomele 1) — 8), sint adevirate si pentru elemen-
tele oriciror spatii liniare. De exemplu, analizind demonstra-
tia teoremei lui Cramer relativ la rezolvarea sistemelor de
ecuatii liniare

A%y 4 @y o A, = by, l
@p1%1 + AxpXy + .. “1— aZn w = ba,
Xy + ApaXy + o+ @ == bn’ I
se poate observa cid elementele by, b, ..., b, au intervenit
prin faptul ci ele pot fi adunate i mmultlte cu numere din X,
folosind regulile 1) — 8). Aceasta a permis extinderea teo-
remei lui Cramer la sisteme in care marimile b;, b, ..., b,
sint vectori (elemente din spatiul ¥3), asa cum am indicat
in 1.74. Aceasta ne permite sd afirmim mai mult, anume
cd teorema lui Cramer are loc si pentru sisteme in care by,
by, ..., b, sint elemente ale unui spatiu liniar oarecare &&.
Observam doar ca valorile necunoscutelor %y, %, ..., %, VOr

fi de asemenea elemente ale acestui spatiu &l care se expri-
md liniar prin marimile by, by, ..., b,.

Vezi problemele 1-—3.
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2.17. Observatie. In geometria analitici este comod uneori
de considerat, alituri de vectori liberi, vectori cu capatul
fixat In orlgmea coordonatelor. In acest mod, fiecirui vector
i se asociazi un anumit punct al spatiului — extremitatea
sa si fiecare punct al spatiului defineste un vector corespun-
zator — asa-numitul vecior de pozifie al acelui punct. Avind
in vedere aceastd situatie, vom numi uneori elementele unui
spatiu liniar, nu vectori, ci puncte. Se subintelege cd o astfel
de modificare de terminologie nu aduce modificiri in defi-
nitii si apeleazd doar la reprezentirile noastre geometrice.

§ 2.2. Dependenta liniard

2.21. Fie %y, %y, ..., x; vectori intr-un spatiu liniar &
peste un corp K sl oy, oy, ..., o numere din corpul K. Vectorul

V=X + eXo . - oy

se numeste combinatie liniard a vectorilor xy, %y, ..., ¥;; Nu-
merele «j, &, ..., @, S€ nUMesc coecficientic acestel combinatii
liniare. ;

Dacd o = a5 = ... = o, = 0, atunci, in virtutea teoremei
2.14 ¢, rezulti ca y = 0. Dar se poate intimpla si existe o
combinatie liniard a vectorilor x;, %, ..., 3 in care nu toti
coeficientii sint nuli si care di ca rezultat vectorul nul; in
acest caz, vectorii xj, %, ..., ¥, Se numesc Jiniar dependents.

Cu alte cuvinte, vectorii xy, %s, ..., X, S€ numesc liniar
dependenti daci existi numere oy, o, ..., 2z, Du toate nule,
astfel incit

a3Xy] + doXa + ... Xy = 0. (3)

Daci egalitatea (3) este posibild doar in cazul cind oy = ap =
= ... = o = 0, atunci vectorii xy, %, ..., ¥ Se numesc liniar
ndependents.

2.22. Exemple

In spatiul liniar °¥; dependenta liniard a doi vectori
inseamnd cd ei sint paraleli cu una si aceeasi dreaptd ; depen-
denta liniard a trei vectorirevine la aceea ci ei sint paraleli cu
unul si acelasi plan. Orice patru vector sint liniar dependenti.
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b. Clarificim acum ce inseamni dependenta liniard a
unor vectori ¥y, %s, ..., 4 din spatiul liniar K. Presupunem
cd x; = (&P, ED, .. Eﬁf’), 1=1, 2,.., k Atunci relatia

: orxy + GoXy + voo - azx, =0

inseamnd cd au loc » relatii

0f M + oD 4 .+ g =0,
a b+ at + -+ ot =0, (4)

D 4 ol + .+ ER =0,

dependenta liniard a vectorilor %, %», ...; 4, revine la existenta
unor constante oy, s, ..., o nu toate nule astfel incit sd fie
verificate relatiile (4); aceasta este tocmai definitia depen-
dentei liniare pe care am dat-o in 1.95 pentru coloane numerice.
Astfel, problema dependentei liniare a vectorilor x;, s, ...
, %1, in cazul general revine la problema existentei unei solu-
tii nenule pentru un sistem omogen de ecuatii liniare in care
coeﬁclentn sint tocmai coordonatele corcspunzatoare ale
vectorilor considerati. In capxtolul urmdtor aceastd chestiune
va fi complet rezolvati (3.21) si in acelasi timp, se va obtine
o reguld care va permite testarea dependentei sau indepen-
dentei liniare a unor vectori din spatiul K, dupa coordonatele
1or. .

In anumite cazuri putem de pe acum face unele consi-
deratu relativ la dependcnta si 1ndependenta unui sistem dat
de vectori. De exemplu, si considerdm in spatiul K, urmétorii
7 vectori

ep=1(1, 0,0,...,0), e=1(0,1, 0,..,0), ..., ¢, =

= (0,0, ...,0, 1).
Sistemul (4) pentru acesti vectori capita forma
1 *]— OCQ'O + 063'0 —{—' ves —l— O(ﬂ'O: O,

a0 + o'l + 30 4 ... + o0 = 0,

0(1'0 + 062'0 —:— 063'0 + ves + an'l == 0,
si acesta are o solutie unicd, si anume oy = @ = ... = &, = 0.
Astfel vectori ii e, ey, ... ¢, din spatiul K, sint liniar indepen-

denti.
Vezi problema 4.
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d. Dependenta liniard a vectorilor x; = %(f), %5 =
= %5(?), ..., %, = x,(t) din spatiul &(a, b) (sau C(a, b)) revine
la existenta unei relatii de forma :

Otlxl(t) -+ Oﬁzxz(t) + .o+ ‘kak(t) =0,

unde constantele reale (complexe) oy, o, ..., o, nu sint toate
nule. De exemplu, functiile x;(¢) = cos®4, x,(f) = sin? ¢,
%3(¢) = 1 sint liniar dependente deoarece are loc relatia

x1(f) + xel) — x3(f) =0, Vie(a, b).

Aratdm cd functiile 1, # ¢% ..., 7 sint liniar independente.
Presupunem cd existd o relatie

ool + ot oo F ott = 0. (5)

Atunci derivind succesiv de % ori egalitatea (5) se obtine un
sistem de A1 ecuatii relativ la miarimile o, o, ..., 0z, cu
determinantul diferit de zero (1.55 b); rezolvind acest sistem
cu regula lui Cramer (1.73) se obtine ¢ = o; = ... = o == 0.
Asadar, functiile 1, ¢, % ..., #* sint liniar independente in
spatiul &(a, b), asa cum s-a afirmat.

Vezi problema J.

2.23. Notim doud proprietiti simple ale sistemelor de
vectori, legate de dependenta liniari.

a. LEMA. Dacd o parie din vectorii x4, Xs, ..., X Stnd
liniar dependents, alunci intreg sistemul xy, %y, ..., %, este
lintay dependent.

Demonstragie. Fara micsorarea generalititii se poate pre-
supune cd vectorii %y, %, ..., 4;,(j << &) sint liniar dependenti;
asadar, are loc o relatie de forma

0¥y + ¥y ... 4 ;% = 0,

unde nu toate constantele «;, @y, ..., o; sint nule. Conform
teoremei 2.14 ¢ si axiomei 2.12 3) are loc egalitatea

O(.]_xl "["‘ U.zxz + eee + o(jxj + O N xj+1 '—]L‘ PP + O‘xk = O,
ceea ce aratd ca vectorii ¥y, %y, ..., &, Xypq, .o, 4 Sint de ase-

menea liniar dependenti, deoarece printre constantele oy,
g, vy o, 0, ..., 0, existd cel putin una nenuli.
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b. LEMA. Vectorii %y, %, ..., &, sint liniar dependenti
dacd si numar dacd unul din et este combinagie liniard a ce~
lovlalfs.

O afirmatie similard acesteia a fost enuntatd si demon-
stratd in 1.95 pentru coloane de numere. Daca vom relua acea |
demonstratie, vom vedea ci ea se bazeazi pe posibilitatea
de a efectua cu coloanele operatii de adunare si multiplicare
cu numere. Asadar, aceasti demonstratie se poate face si
pentru elementele unui spatiu liniar oarecare. Rezulta deci
cd lema este adeviratd pentru orice spatiu liniar.

§ 2.3. Bazi, coordonate, dimensiune

2.31. Un sistem de vectori liniar independenti ey, ey, ..., &,
dintr-un spatiu liniar & formeazd prin definitie o baxd a
spatiului # dacd pentru orice xe & existd o reprezentare
de forma '

X =86 + 8o+ ... FE(EieK, T=1,.. n). (6)

Se vede usor cd in conditiile indicate coeficientii dezvol-
tdvii (6) sint umic determinafi. Intr-adevir, dacd un vector x»
admite doud dezvoltiri de forma (6)

¥ = Eiey - &ag + oo + Enls

X =116 + N2l + .. _l- Nl
atunci ‘scizind aceste relatii termen cu termen, se obfine
egalitatea

0= (&—n1)er+ (o — M) &+ oo + (& — ) €ar

Conform ipotezei de independentd liniard a vectorilor ey,
€2y <oy €y SE obtine atunci

El = N1 242 = Mgy eees an = Na:

Aceste numere unic determinate &, &, ..., £, se numesc
coordonatele vectorului x velativ la baza ey, es, ..., €.

2.32. Exemple

a. In spatiul *¥; o bazi este constituitd de versorii i, j, k
al unui triedru ortogonal de axe. Coordonatele &, &, s
ale unui vector x relativ la aceastd bazi sint proiectiile vec-
torului » pe axele triedrului.
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b. In spatiul K, un exemplu de bazi il constituie siste-
mul de vectori e¢; = (1,0,...,0), ¢, =1{0,1, 0,...,0), ..., 6, =
= (0, 0, ..., 1), pe care l-am considerat in 2.22 c. intr-adevir,
pentru orice vector x = (&;, &, ..., &,)€ K, este evidentd
egalitatea

% =E(1, 0,...,0) 550, 1, .0, 0) + ... - £,(0,0, ..., 1),
care demonstreazd, impreund cu liniar independenta vecto-
rilor ey, e, ..., ¢, (deja doveditd), cd acesti vectori formeazd
o bazd in spatiul K,.

in particular, numerele &;, &, ..., £, sint coordonatele
lui x relativ la baza e, e, ..., ¢,.

c. In spatiul &(a, ) nu existi o bazi in sensul definit
de noi mai sus; demonstratia acestui fapt va fi datd in 2.36 c.

2.33. Importanta considerdrii unei baze intr-un spatiu
liniar constd in aceea ci anumite operatii liniare din acel
spatiu definite la finceput abstract, devin operatii liniare
uzuale cu numere (cu coordonatele vectorilor considerati
relativ la acea bazd). Anume are loc urmditoarea teorema:

TEOREMA. Pentru adunarea a doi vectori din spatinl &
coordonatele lor (relativ la o bazd oarecave fixatd) se adund.
La inmulfirea unui vector cu un numdr loate coordonaicle
vectorulus se inmuliesc cu acel numdr.

Intr-adevir, fie
v =8y + &alo + . T Eiln ¥ = M + nat2 + .o
cer T Nulye

Atunci folosind axiomele 2.12—2.13 rezult

x+y=E+mn)ea+ G+t . + Gt ) ew

Ao = AEye; 4 Noalp + ..o+ 2Eney,
ceea ce trebuia demonstrat.

Vezi problemele 6—7.

2.34. Dacd intr-un spatiu liniar & se pot gisi # vectori
liniar independenti si orice #-1 vectori ai acestui spatiu sint

liniar dependenti, atunci numirul # se numeste dimensiunea
spatiului &; spatiul & insusi se numeste atunci n-dimensional.
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In cele ce urmeazi, pentru un spatiu #-dimensional peste
un corp K vom utiliza notatia &, (&, peste corpul R, €,
peste corpul €). Un spatiu liniar in care se pot indica oricit
de multi vectori liniar independenti se numeste infinit-di-
mensional.

TEOREMA. Tutr-un spatin liniar & de dimensiune n
ex1std o bazd formatd din n vectori; mai mult, orice sistem de
% vectori limiar independenti din K constituie o bazd a acestui
spatiu.

Demonstragie. Fie e, e, ..., ¢, un sistem de » vectori li-
niar independenti din spatiul s#-dimensional &. Daci x este
un vector oarecare din & atunci sistemul de #-+1 vectori
%, ey, s, ..., ¢, este liniar dependent si prin urmare existi
o relatie de forma

%X = a1y A+ s - 0y, =0 (7)

unde coeficientii «g, «y, ..., o, nusint toti nuli. Coeficientul «,
este diferit de zero, deoarece in caz contrar ar exista o depen-
dentd liniard intre vectorii ¢;, e, ..., ¢,. Asadar ay % 0 si
Impdrtind relatia (7) cu oo, rezultd ci # se exprimi liniar cu
ajutorul vectorilor ey, e, ..., ¢,. Deoarece x este un vector
oarecare al spatiului &, am aridtat cid vectoril ey, €y, ..., €,
formeazd o bazd in acest spatiu.

2.35. Teorema urmitoare este reciproca teoremei 2.34.

TEOREMA. Dacd in spatiul § existd o bazd, atunci
dimensiunea Spatiului eslte egald cu nwmdrul vectovilor din
bazd.

Demonstratie. Presupunem ci vectorii ¢, ¢, ..., ¢, for-
meazd o bazd a spatiului &. Conform definitiei unei baze,
vectorii ey, €, ..., ¢, sint liniar independenti In & si deci avem
# vectori liniar independenti in &.

Ardtdm cd orice #+1 vectori din & sint liniar dependenti.

Fie n+41 vectori din &

%y =Ele; + EMey + ... 4 Ele,,
Xy = EPley + EPles + ... 4 Ele,,

e e e s e n e . PR R B . et e e e

Xy = ETVe; + B ey 4 L - B e,
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Scriind pe cite o coloand coordonatele fieciruia din acesti
vectori, se formeazi o matrice cu # linii si #41 coloane

EEP) .. g+
44. = &él)&éz) b ag’“‘l)

............

Fie » rangul matricii 4 ( < #) si fixim un minor principal
al Iui 4. Daci »=0 dependenta liniard a -vectorilor x,
Xgy vory Xppq €StE evidenté. Presupunem 7 >0 si fixdim »
folcv)ane de bazd (principale). In matricea 4 existd cel putin
incd o coloand care nu intrd printre coloanele de bazi. Con-
form teoremei minorului principal (1.93), aceasti coloani
este combinatie liniard a coloanelor de bazi (principale).
Vectorul corespunzitor din & este deci combinatie liniari
a celorlalti vectori (dintre cei dati xy, %y, ..., X,y1). Dar in
acest caz yectorii X1, Xz ..y Xy Sint conform 2.23 b), liniar
dependenti, ceea ce trebuia demonstrat.

2.36. Exemple

a. Spatiul V3 este tridimensional deoarece el are o bazi
din trei vectori i, 1,k (2.32 a); in mod corespunzitor °¥,
este bidimensional si °9; unidimensional.

_ b. Spatiul K, este n-dimensional deoarece el are o bazi
din # vectori, anume ¢, e, ..., e, (2.32 D).

c. In spatiile &(a, b) si C(a, b) existd un numir oricit de
mare de vectori liniar independenti (2.22 d) si prin urmare
aceste spatii sint infinit-dimensionale. De aceea ele nu admit
baza finitd; prezenta unei baze ar infirma teorema 2.35.

_ 4. Orice spatiu liniar complex € este in mod evident spa-
tiu real, deoarece domeniul numerelor complexe include
domeniul numerelor reale. Totusi dimensiunea spatiului @
ca spatiu complex nu coincide cu dimensiunea aceluiasi @
ca spa’giu real: dacd vectorii ey, iey, ..., e, sint liniar indef)en—
denti in € ca spatiu complex, atunci vectorii ey, e, ..., €,
ie, sint liniar independenti in € ca spatiu real si dimensiunea
lui € ca spatiu real (dacd este finitd) va fi de dou ori mai
mare decit dimensiunea lui € ca spatiu complex.

Vezi problema 8.
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§ 2.4. Subspatii

2.41. Admitem cd o colectie £ de elemente ale unui spatiu
liniar & are urmdtoarele proprietdti:

a) daci x€8, yeg, atunci x + ye &;

b) daci xe € si A este element al corpului K, atunci
ixe &.

Astfel in multimea € sint definite operatii liniare. Aritdm
ci se obtine chiar un spatiu liniar. Pentru aceasta trebuie si
dovedim ci multimea € inzestratd cu operatiile a) — b) ve-
rifici axiomele 2.12 — 2.13. Axiomele 1), 2), 5) —8) se veri-
fici deoarece ele au loc, mai general, pentru toate elementele
spatiului &. Rimine si aritim cd sint indeplinite axiomele
3) si 4). Fie x un element oarecare din £; atunci Ave S
pentru orice X real. Alegem A = 0; atunci, conform teoremei
2.14¢, 0+ x =0, deci vectorul nul apartine lui € si astfel
in € este indepliniti axioma 3). Alegem acum A= —1;
deoarece conform teoremei 2.14 d, (—1)x este elementul opus
Iui x, multimea € contine odatd cu un element x $i opusul
acestuia. Astfel axioma 4) este si ea Indeplinitd, afirmatia
noastri fiind complet demonstrati. Asadar, orice submul-
time £e & care verifici conditiile a) si b) este un spatin
liniar, care se numeste subspatin liniar (sau simplu subspati)
al spatiului .

2.42. Exemple

a. Vectorul nul al spatiului & formeazi evident cel mai
mic subspatiu posibil al spatiului .

b. Intreg spatiul & este cel mai mare subspafiu posibil
al spatiului 3.

Aceste doud subspatii — vectorul nul si intreg spatiul —
se numesc uneori subspapii triviale, iar celelalte subspatii se
numesc propriic (sau netriviale).

c. Fie € si & doud subspatii ale unui acelagi spatiu
liniar &. Multimea tuturor vectorilor xe 3 care apartin
atit lui €, cit si lui &, formeazd un subspafiu numit snter-
sectia subspatiilor €; si €. Multimea tuturor vectorilor de
forma y 4z unde ye®;,, ze&, formeazi un subspatiu
numit swma subspatiilor £; si €.

d. In spatiul °¥; toti vectorii paraleli cu un plan fixat
formeazi un subspatiu; acelasi lucru are loc pentru vectori
paraleli cu o dreapta fixatd. Dacd este vorba nu de vectori
ci de puncte (2.17), atunci subspatiile spatiului ¥; sint mul-
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timile de puncte situate pe plane sau drept 1 i
timi et
originea coordonatelor. s R

e. In spatiul K, considersm multimea L a tuturor vec-

torilor x = (511 ' E;, t,) ale ciror coordonate satisfac sis-
temul de ecuatii liniare

“llxl —I— ﬂ]z%z —~]L + alnfl'n _ O,
A% + AxXs + ... 4 @3, %, = 0, (8)
XXy + ApoXa - oo 4 @ x, =0 ]

cu coeficienti din corpul K si cu termenii liberi egali cu 0
Un astfel de sistem se numeste sistem liniar omogen. Un sistem
liniar omogen este totdeauna compatibil, deoarece are in
mod evident solutia ,nuli” % = x, = ... = %, = 0.

~ Fie (e, o®, ., ey si (¢, @, ..., ) dous solutii ale
sistemului (8); considerim numerele ' ’

— 2 : 2

€ =¢" + C(l )» Co = C:(Zl) + C'.(lz): ceey Oy = ("51/1) -+ CEL;)'
nglrnilam cd (C%’ Car vy ¢,) este de asemenea solufie a sistemului
( ) ntr—adgfvar, ml_ocumd aceste numere in ecuatia ¢-a
a sistemului, se obtine '

H101 + Bialy + o A Byl = (e + ) 4 (el 4

(2) 2 )
) e Bl ) = (el 4 aaep) +
) _
o All) A (@00P + @oe) 4 @) = 0,

ceea ce trebuia arftat.

_ Aceastd solutie este numita suma solutiilor (c{¥), ¢, ..., ¢{1)
sio (¢, @, .., c¥). In mod analog, daci (’CI~C’2 e )
este o solutie oarecare a sistemului (8), atunci (A, 7\502 e 3
pentru orice A€ K fixat, este de asemenca solutie a sistemu-
lui (8); aceasti solutie va fi numitd produsul solutiei (c
Chy eeey Cy) CU UMAYUL M. ! "
. Astfel, solutiile unui sistem liniar omogen cu coeficienti
intr-un corp K pot fi adunate intre ele si pot fi immulfite cu
numere din acelasi corp K. i ’

Cu aceasta am probat ¢ multimea L este un subspatiu
al spatiului K, si deci un spatiu liniar. El se numeste spatiul
solufitlor sistemului (8). In 3.14 vom calcula dimensiunea
acestui spatiu si vom construi o bazi a sa.

Vezi problema 9.
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2.43. Notim citeva proprietiti ale subspatiilor, legate de
definitiile din paragrafele 2.2 — 2.3.

Mai intii, orice relatie liniard care leaga vectori «, ¥, ...,
dintr-un subspatiu £ este adevirati si pentru intreg spafiul &
si reciproc; in particular, dependenta liniard a vectorilor
X, ¥, .., 7€ £ are loc simultan in spatiul £ si in spatiul &.
Daci de exemplu in spatiul & orice -1 vectori sint liniar
dependenti, atunci aceastd afirmatie va fi cu atit mai mult
adevirati in subspatiul €. De aici rezultd cd dimensiunca
ovicirui subspatin £ al unui spatin n-dimensional I nu depd-
seste numdrul n. In acest caz, conform teoremei 2.34, in fiecare
subspatin £ < 9L se poale construr o bazd Jformatd din alifia
vectori din £ cit dimensiunea subspatiudui £.

Daci in spatiul 8 este fixatd o bazd e;, €o --s Cn atunci
este evident in general ci nu se poate obtine o bazi a subspa-
tiului € alegind direct o parte din vectorii €, €, ..., &, Pentru
¢4 se poate intimpla ca nici unul din acesti vectori sd nu apar-
tind lui €. Insi vom arita ci dacd este fixaid o bazd fi, [z ..o [i
indr-un subspatiu € (avind dimensiunea I < n ), atunct inlot-
deauna se pot gdsi vectort fiiq, .., fn T H asifel incit sistemul
S for oo oo s Ju sd constituie o bazd a lur .

Pentru demonstratie vom rationa astfel. In spatiul &
exist vectori care nu se exprimd liniar prin fy, fs, ..., /; (care
nu sint combinatii liniare ale acestor vectori); intr-adevar,
daci astfel de vectori nu ar exista, atunci vectorii f3, fo, ..., /3
(presupusi liniar independenti) ar constitui o bazi pentru
spatiul & si conform teoremei 2.35 dimensiunea lui & ar fi
egali cu / si nu cu #. Notdm prin fi+1 un vector oarecare care
nu se exprimi liniar prin f1, fa, ..., fi- Sistemul fy, for - J1,
fi41 este liniar independent; Intr-adevir daci ar exista o
relatie de forma

afi + wfs + o+ wfi + i frn =0,

atunci in cazul cind ey # O ar rezulta ca f,; se exprimd
liniar prin fi, fe, .- f3 1ar in cazul cind «,,; = 0 ar rezulta
¢4 vectorii fi, fa -+, f; Sint liniar dependenti si ambele cazuri
conduc la o contradictie. Asadar, sistemul f1, fo, ..., /i, fin
este liniar independent. Mai departe, daci orice vector din &
se exprimi liniar prin fy, /o, ..., /41 atunci sistemul /3, f, ..., Jfis
fi41 formeazd o bazd in & si in acest caz [+ 1 =#, iar con-
structia ceruta este fncheiati. Dacd [ 4+ 1 << m, atunci existd
un vector fi,» care nu se exprimi liniar prin fi, fa -0 fis
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fis1- In acest mod se continui constructia si dupd un numir
finit de pasi (n—/ pasi) se obtine o bazi a spatlulm x.

Vezi problema 10z

, & din & sint lindar
< & daci din faptul cid

Ollg]_ + ves + akg,u.e £, L1y sers OCkEK,

rezultd cd oy = ... = «; = 0. Dacd € este subspatiul nul,
atunci liniar independenta peste € revine la liniar indepen-
denta obisnuita. Dependenta liniard a vectorilor g, go. ..., g
peste subspatiul € revine la existenta unei combinatii liniare
o181 + ... + o8y Situatd In €, In care nu toti coeficientil
o1, ey o Sint nuli.

Cel mai mare numdr posibil de vectori din spatiul &,
care sint liniar independenti peste subspatiul € < &, se
numeste dimensiuncd lwi H peste L.

Dacd vectorii gy, ..., g, sint liniar independenti peste un
subspatiu < 8 iar fi, ..., f, sint vectori liniar independenti
in subspatlul £, atunci gy, ..., & f1, ..., f; sint liniar indepen-
denti in spatml 3. Intr-adevir, daci ar avea loc o egalitate
de forma ‘

Oﬁlfl —{— aes 'Jr* OCZﬁ -T-

atunci scrisi sub forma

Bigs + o+ P = — (i + o+ fi)e s

ea ar implica relatiile B; = ... = @, = O, deoarece gy, ..., g
sint liniar independenti peste £; mai departe, ar Lezulta
oufi+ ...+ ofi=0, deci o =..=0o =0, In virtutea
1‘1dependente1 liniare a wvectorilor fy, ..., fi.

Vectorii fiiq, ..., fn cOnstruiti in 2.43 sint liniar independents
peste subspatiul 53_, intr-adevdr, daci ar avea loc o egalitate
de forma

OcH—lfl+l + o+ (xnfn = OClfl + alfl;

unde nu toti coeficientii oy, ..., «, sint nuli, atunci vectorii
Jf1s s [ ar fi liniar independenti, contrar constructiei facute.
Asadar, dimensiunea spatiului & peste € nu este mai micd
decit n—I. Pe de altd parte, ea nu poate fi nici mai mare
decit #—I deoarece daci ar exista n—/+1 vectori, de exemplu
My, ooy Iyogyy, liniar independenti peste £, atunci in spatiul
 ar fi liniar independenti vectorii 7%y, ..., Zyyi1, f1o -0 fis

2.44. Vom spune cd vectorii gy, ...
independenti peste un subspatin £

Bigi+ - + Brg =0,
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al ciror numir este mai mare decit #. Asadar, dimensiunea
lui 56 peste € este egald cu #—/, In. cazul considerat.

2.45. Sumi directi. Se spune ci spatiul € este suma
directd a subspatiilor &, ..., £, daci:
a. Pentru orice xe £ ex1st4 o descompunere de forma

X =% + ... + x,, unde x;€&, ..., x,€&,.

b. Aceasti descompunere este unicd: dacd

X= %+ ..+ x, = M1 T U

si dacd x;€ &, y,€8;, j=1,
— Ym,
Conditia &' rezultd din urmdtoarea conditie mai simpla:
b’. Daci are loc o descompunere a lui zero 0 = z; 4 ... +
4 % unde #€$, ..., 2,€8, atunci z;=..=2z,=0.
Intr-adevir, daci este indepliniti conditia b’ sise consideri
descompunerea de la pct. b, atunci

0= (%1 — 1) + o+ (%0 — )
si aplicind b’ se obtine x; = yi, ..., X, = Vo

. m, atunci Xy = vy, .., %, =

De fapt conditiile de la pct. b si b’ sint echivalente, deoa-
rece si 2.45 b’ rezultd din 2.45 b punind x =0, %, = ... =
= Xy = 0.

Din 2.45 b rezultd ci oricare doud din subqpatnle £ L8,
au in comun doar clementul 0. Intr-adevir, daci am avea
€@, si z€&;, atunci din compararea descompunerilor

r=2+4+0, z€&, 0eg,
z=0+2z2 0€g, ze&,

si din conditia b, ar rezulta cd z = 0.

Asadar, orice spatiu #-dimensional &, este sumd directd
an Subspatn unidimensionale, definite de orice # vectori
liniar independenti. Mai mult, spatiul &, poate fi reprezentat
in moduri distincte sub forma unei sume directe de subspatii
de dimensiuni mai mari decit 1.

2.46. Fixdm un subspatiu £ intr-un spatiu #-dimensio-
nal &,. Vom arita ca i%totdemma existd un subsﬁatm MK,
a carut sumd divectd cu £ este egald cu intreg spatiul &,. Pentru
demonstratie folosim vectorii f,4, .../, constrm’gl in 2.43,
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liniar independenti peste subspatiul €. Fie O subspatiul
format din toate combinatiile liniare ale vectorilor fi,1, ..., /5
aritim ci acesta satisface conditia ceruti. Intr-adevir,
deoarece vectorii fj, ..., f, constituie o bazi in &, (2.43).
fiecare vector x € £ admite o descompunere de forma

r=ofr+ ... + o fy + opifrr + oo F o =42

unde y = oy f1 + ... + ;€8 7= o1fp1 + ... + o, f, €M,
Din conditia x =0 rezulti o«; =0 (7= 1, ..., ), conform
independentei liniare a vectorilor fy, ..., f,. Asadar, conditiile
2.45 a), b) sint indeplinite si ¥, este suma directd a subspa-
tiilor £.si M. ;

2.47. a. Considerind subspatii £, ..., £, si dacd dimensiu-
nea spatiului £, este egald cu 7,(k = 1, ..., m), iar in fiecare
spatiu €, sint pusi in evidentd cite 7, vectori liniar indepen-
denti fu1, ..., fary, atunci‘orice vector x al sumei £ = £, 4 ...
... -+ &, poate fi exprimat liniar prin acesti vectori. Asadar,
dimenstunea sumei subspatiilor £, ..., £, nu este mai mare
decit suma dimensiunilor lor. Dacd suma £ + ...+ £,
este  directd, atunci toft veclovii fia, ..., far,(R = 1, ..., m)
sint lindar independents si in acest caz dimensiunea sumer
este suma dimensiuntior. :

b. In cazul general, dimensiunea sumei se determini in
functie de dimensiunile termenilor intr-un mod mai compli-
cat; consideraim cazul dimensiunii sumei a doud subspatii
finit-dimensionale € si @ ale spatiului &.

Fie p dimensiunea lui € si ¢ dimensiunea lui @. Notam
cu £ intersectia subspatiilor € si @ si cu / dimensiunea sa.
Alegem o bazi e, e, ..., ¢ a lui £ si folosind cele spuse la
punctul 2.43, completdm acesti vectori prin f1, fire -0 /5
pind la o bazi a subspatiului € si prin vectorii gi.1, §ies +-r &y
pind la o bazd a subspatiului @. Fiecare vector al sumei
2 -+ Q@ este prin definitie suma unui vector din € cu unul din
@, deci el poate fi exprimat liniar prin vectorii e;, ,, ..., &,
St oo Joo Giets oos 8o Aratdm  cd acesti vectori comstiture o
bazd a subspatiului € 4 Q. Pentru aceasta rimine si probim
doar independenta lor liniard. Admitem prin absurd cd ar
exista o relatie liniard de forma

o1y + e+ ol A+ Brrfrar o By +

+ Yi1Qer + -+ Yoo = 0. (9)
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unde nu toti coeficientii oy, ..., v, sint nuli. Atunci numerele
Yis1 -+ Yo DU pot fi toate nule cici altfel vectorii ey, e, ..., ¢,
Jus1s -+ fp ar fi liniar dependenti (ceea ce contravine fap-
tului ca ei constituie o bazd a subspatiului ). Prin urmare,
vectorul

X = v+ -+ vege # 0, (10)

este nenul (altfel ar rezulta cd vectorii gy, ..., g, sint liniar
dependenti). Din relatia (9) deducem

—% = + ... + a,/,€%,

iar din (10) rezultd x€ Q. Prin urmare x apartine si lui @
st lui @, deci xe €. Dar atunci

¥ = Y81t e Ye8e = My + Mala + o o Ney.

Deoarece vectorii ¢y, €3, ..., €, g41, ..., g¢ sint liniar indepen-
denti (bazd pentru @), rezultd ci v,y = ... = v, = 0. Con-
tradictia obtinutd aratd cd vectorii ey, ey, ..., €, fi1, oo [
g1, - & Sint liniar independenti, adicd formeazi o bazd
pentru 2 -+ Q.

Conform teoremei 2.35 dimensiunea subspatiului € + @
este egald cu numdrul vectorilor unei baze, adicd p 4 ¢ — /.
Asadar, dimensiunea sumer a doud subspatiic este egald cu
suma dimensiunilor lor din carve se scade dimensiunea inter-
sectied. ‘

c. COROLAR. Dacd intr-un spafiv n-dimensional (veal)
&, se considerd doud subspatii &, si &, de dimensiuni p si ¢
respectiv (p 4 qg=mn), atunci intersechia &,n K, are dimen-

stumea cel pupin egald cu p + g — n.

2.48. Spatii-cit.

a. Intr-un spatiu liniar & fixim un subspatiu €. Un
element xe & se numeste congruent cu wun clement ye &
(mai corect, congruent relativ la €) daci x — ye €. Evident,

in acest caz y este si el congruent cu «, deci relatia de congru-

entd este simetricd. Orice xe 3 este congruent cu el insusi.
Apoi dacd x este congruent cu y si y este congruent cu z,
atunci x este congruent cu z, deoarece x — 2 = (¥ — y) +
+(y—z2es.

b. Multimea tuturor elementelor ye & congruente cu
un element fixat xe & se numeste c/asa i ¥ $i se noteazi
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cu X. Conform celor spuse, clasa X contine elementul x
insusi si orice doud elemente ye X, ze X sint congruente
intre ele. In fine, daci ¢ X, atunci « nu este congruent cu
nici un element din clasa X. De aceea doul clase X si YV
sau nu au elemente comune, sau ele coincid. Una din clase
este intreg subspatiul £; deoarece ea contine elementul nul
al spatiului &, aceastd clasi se noteazi cu 0.

c. Intreg spatiul & se descompune intr-o reuniune de
clase disjuncte X, Y, .... Colectia acestor clase se va nota
H/£. Introducem in multimea /€ operatii liniare in modul
urmitor. Fie X, Y clase si «, B elemente ale corpului K;
vom defini clasa oX -+ BY. Pentru aceasta alegem xe X
si ye Y arbitrare si fie Z clasa care contine elementul z =
= ax + By; aceastd clasi o notim «X F BY. Aratim cid
ea este bine definitd. Dacd in clasa X alegem elementul x,
iar In clasa Y elementul y;, atunci
%)+ Blyr— )

(axy + Byr) — (ax + By) = a(x, —

apartine subspatiului €, odati cu x;—x si y,—v; aceasta

inseamnd cd ax; + By, apartine aceleiasi clase ca si ax 4 By.

In particular, am definit adunarea claselor X, Y si inmul-
tirea lor cu numere ¢ K. Ardtim ca aceste operatn verificd
axiomele 2.12 — 2.13 ale unui spatiu liniar. Intr- adevir,
din faptul cd elementele spatiului & verificd 2.12 1) — 2)
si 2.13 5) —8) rezultd direct cd aceste axiome sint adevirate
si pentru clase. Elementul zero in spatiul /€ este clasa 0
(constind din toate elementele subspatiului £). Clasa opusi
clasei X este clasa care consta din elementele opuse elemente-
lor clasei X. Astfel, multimea tuturor claselor verificd si
axiomele 2.12, 3) —4).

Spatiul liniar /€ construit mai sus se nume§te‘ spatiul-
cit (sau spatiul-factor) al spatiului & prin subspatiul £.

- 2.49. TEOREMA. Fie 5l = &, un spatiu liniar n-dimen-
stonal peste corpul K, £ = &, un subspatiu [-dimensional
al lui K. Atunci spagiul-cit /€ are dimensiunea n—I.

Demonstratie. Alegem in mod arbitrar o bazi fi, ..., f;
in subspatiul £ si o completim (2.43) cu vectorii fq, ..., f,,
pind la o bazd a Intreg spatiului #. Considerdm clasele X5, ...

., X, care contin respectiv elementele fj,, ..., f, si ardtim
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ci ele formeazi o bazi a spatiului 3(/®. Pentru orice xe &
existd o reprezentare de forma

"
x == E :akflc’"
r=1

de aceea pentru clasa X a lui x existd o reprezentare
”
5
A. = OCka.
k=I+1 ‘
Aritim ci clasele X, ..., X, sint liniar independente.
Dacid numerele oy, ..., a, din K satisfac relatia

061+(1Xz+1 + oo + 0, X, =0 /L,
atunci In particular rezultd ci

wr1fisr 4 o 0 fa€E;

cum vectorii f,+1, ..., Jp sint liniar independenti peste £
(2.44), rezultd ci oy = ... = a, = 0, ceea ce trebuia demon-
strat. Astfel, X, . X formeaza bazid in FJC/.‘:’, numirul lor
n—_ este dimensiunea spagxulul /L (2.35) si teorema este
demonstrata.

§ 2.5. Acoperiri liniare

2.51. Un mijloc important de construire de subspatii il
constituie formarea acoperirii liniare a unui sistem fixat
de vectori.

Fie %, ¥, 2,... un sistem de vectori din spatiul liniar &;
acoperirea (sau infisuritoarea ) liniard assistemului x, v, 2, ...
este prin definitie multimea tuturor combinatiilor liniare

(finite) ‘
ax + By + vz + .. (11)

cu coeficientii «, B, v, ... din corpul K. Se aratd usor cd pentru
aceastd multlme sint indeplinite conditiile 2. 41 a, b; de
aceea acoperirea liniard a sistemului %, v, 2, ... este un subspa—
fiu al spatlulul . Acest subspatin contlne evident vectorii
%, v, 2, ... Pe de altd parte, orice subspatlu continind vec-
torii x y, , ... contine toate combinatiile lor liniare (11);

asadar, acoperivea liniard a vectorilor %, Y, & ... este cel mai
mic subspatiu cave confine dacesti vectors. Acoperlrea liniara
a vectorilor x, v, z, ... se noteazs prin £(x, ¥, 2, ...).
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2.52, Exemple
a. Acopgrirea liniard a vectorilor e, e, ..., ¢, formind o
bazd a unui spatiu & coincide evident cu intreg spatiul .
_ b. Acoperirea liniard a unei perechi de vectori (necoli—
niari) din spatiul V5 consta din toti vectorii paraleli cuplanul
format de cei doi vectori. 7 :
_C Aqoperirea liniard a sistemului de functii 1, ¢, 22, vy 1B
din spatiul K(a, b) (K fiind R sau €) coincide cu multimea
tuturor polinoamelor in variabila ¢ de grad cel mult 4. Aco-
perirea hnla.rz“} a sistemului infinit de functii 1, ¢, #%, ... const3
din toate polinoamele (de orice grad) in variabila ¢ cu coefi-
cienti din corpul K. '

2.53. Subliniem doud proprietdti ale acoperirilor liniare.

a. LEMA. Dacd vectorii «', o', ... apartin acoperirii liniare
@ veclorilor x, y,..., atunci acoperivea liniard € (x', ' L)
este confinutd in acoperivea liniard £ (%, vy, ...). i
: Tr_ltr—ad'evér, deoarece vectorii x', 3’ ... apartin subspa-
tiului £(x, y, ...), toate combinatiile lor liniare, adici toate
elementele acoperirii liniare £(x', ¥/, ...), apartin de asemenea
subspatiului £(x, y, ...). :

b LEMA. Orice vector al sistemului x, - Y, «. carve depinde
Zzzmvm' de ceilalfi vectori ai acestui sistem poate fi eliminat
Jfard modificarea acoperivii liniare.

T.ntr—ac!.evﬁr, dacd de exemplu, vectorul x depinde liniar
de vectorii y, % .., aceasta inseamni ci xe£(y, z 3P
De aici si din lema de la punctul a rezultd ci €(x, v, 2, L) e
c€(y, 7 ..). Pe de alti parte, este evident ci £(y, z, Fic
<£(%, ¥, 2 ...). Rezultd atunci ci £(y, 2, ...) = €(x, v, 2 )
ceea ce trebuia dovedit. e

. 2.54. Punem problema construirvii unei baze a acoperiris’
lindare 50 & determindrii dimensiunii acoperirii. In rezolvarea
acestei probleme vom presupune cd numdrul vectorilor x, y,...
care genereaza acoperirea liniard €(x, y, ...) este finit (desi
unele din rezultate nu cer in mod esential aceast ipotezd).

Adm1_te:m cd printre vectorii #, y, ... care genereazi aco-
perirea hmaréA £(#, , ...) se pot gisi » veetori liniar indepen-
denti pe care 1i notam %y, %, ..., %, $i prin care poate fi expri-
mat hnle}r orice vector din sistemul %, y, ... In acest caz
gutam afirma cd vectomv'z' X1 Xoy «ony Xy formeazd bazd a spatiului

(%, ¥, ...). Intr-adevir, orice vector ze £(x, v, ...) poate
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fi exprimat liniar printr-un numir finit de vectori din siste-
mul x, y, ...; dar fiecare din vectorii acestui sistem se exprima
liniar prin %, %, ..., %,, de aceea in final vectorul z poate fi
exprimat liniar direct prin vectorii %y, %, ..., %. In conjunctie
cu ipoteza independentei liniare a vectorilor %y, %, ..., %,
rezultd cd ambele conditii din definitia bazéi (2.31) sint inde-
plinite si x4, %, ..., %, formeazi bazi pentru £(%, y, ...).

Conform teoremei 2.35 dimensiunea spatiului £(x, y, ...)
este egald cu 7. Deoarece Intr-un spatiu 7-dimensional nu
pot exista mai mult de » vectori liniar independenti, relativ
la dimensiunea 7 a spatiului £(x, ¥, ...) se pot face urmitoa-
rele observatii:

a. Dacd numdrul vectorilor genevatori x, Yy, ... este mai
mare decit v atumci vectoris x, Y, ... stnt limiar dependenti;
dacd wumdrul Loy este egal cu v, atunci ei stnt liniay independenyr.

b. Orice r+41 wvectori din sistemul x, Yy, ... sint liniar de-
pendenti. : ; :

¢. Dimensiunea spagiului €(x, y, ...) se poate defini ca
swwmdrul maxim de vectort liniar independenti din sistemul
X i

§ 2.6. Hiperplane

2.61. Asa cum am vizut in 2.42 d, imaginea geometricd,
corespunzind notiunii de subspatiu, pentru spatiul V3 in
interpretarea ,,punctuald” (si nu ,vectoriald”) este un plan
sau o dreaptd trecind prin originea coordonatelor. Este de
dorit ca si planele si dreptele care nu trec prin originea coor-
donatelor si intre de asemenea In consideratiile noastre.
Observind ci astfel de plane (sau drepte) se obtin din plane
(respectiv drepte) care trec prin originea coordonatelor prin
translatie in spatiu se ajunge in mod natural la urmdtoarea
constructie generala.

Fie £ un subspatiu oarecare al unui spatiu liniar & si
%o un vector fixat, care in general nu apartine lui £. Conside-
rim multimea H a tuturor vectorilor x care se obfin prin
formula :

: X = X9+ 9 ;
unde vectorul y parcurge intreg subspatiul €. Mul{imea H
se numeste hiperplan, obfinut prin tramslagia subspafiului £
de wvector .

In general un hiperplan nu este subspatiu.
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2.62. Exemple

a. In spatiul Y3 multimea tuturor vectorilor avind origi-
nea in originea coordonatelor $i extremitatea situati pe un
plan v, formeazd un hiperplan. Se arati usor ci acest hiper-
plan este un subspatiu dacd si numai daci planul y trece
prin originea coordonatelor.

b. Considerdm in spatiul K, multimea H a vectorilor
%= (&. &y ..., &,) ale cidror coordonate verifici simultan
sistemul de ecuatii liniare

¥y + X + . & @1, %, = by
T1%1 + AeXp + ..o+ (g, % = By, (12)

............................

C WXy o WXy + o - %, = by

Fie L multimea vectorilor y = (v, 0, ..., 0,) ale ciror coor-
donate verificd sistemul de ecuatii liniare omogene cu “aceiasi
coeficienti ) ’

iy + @pys + ..+ “1%.% =0,
Any1 -+ Age¥e + o 4 @opy, =0, (13)

T T T T

@Y1+ 2y + - + Ay, = 0.

Dupd cum am vizut multimea L este un subspafiu al
spatiului K,. Fie xp = (§0, £D), ..., ) o solutie a siste-
mului (12). Aritdim ci multimea H coincide cu multimea
tuturor suvmelor %o -+ ¥, unde y parcurge intreg subspa‘giul L.
Inty—adevar,‘ dacd y = (7, ", ..., m,) este o solutie oarecare
a sistemului (13); atunci vectorul x |

%=2+ y =& + 10 & + n5 4., EP + ,)

este evident o solutie a sistemului (12), adici apartine mul-
timii H. Invers, dacid # este un vector arbitrar din H, atunci
diferenta, Y = ¥—x, satisface deja sistemul (13), adici vec-
torul apartine subspatiului L. In virtutea definitiilor date
mai sus, mulfimea A este un hiperplan, anume, cel obtinut
prin translaia subspatiului L de vector z,. ’

_ 2.63. Oricirui hiperplan, desi el nu este un subspatiu,
ise poa}te asocia o anumiti démensiune. Anume, dimensiunea
unui hiperplan H este prin definitie egali cu dimensiunea,
subspatiului £, prin a cirui translatie s-a obtinut hiperplanul.
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Pentru ca aceastd definitie si fie corectd, trebuiearitat
ci hiperplanul considerat H poate fi obtinut printranslatia
unui singur subspatiu. Pentru demonstratia acestei afirmatii,
admitem ci hiperplanul H este rezultatul translatiei subspa-
tiului € de vector1 x, si in acelasi timp, rezultatul translatiei
unui subspatiu € de vector .

Atunci pentru orice zeé H avem z= %+ vy cu y€SL
si in acelasi timp, # = %, + ¥’ cu y'€ £'. De aici rezultd cd
€' este multimea vectorilor definiti prin formula y’ == (%o —
— x!) + v, unde y este un vector arbitrar din £, adicd £’
se obtine din € prin translatia de vector x; = % — %g. Ard-
tim ci x, apartine lui £. Vectorul nul, ca orice alt element
din subspatiul € se poate scrie sub forma x; - y;, unde
y,€ & (deoarece £' este obtinut prin translatia subspatiului £
de vector x;); de aici rezulti ci x; = —7y; §i de aceea X;
apartine lui €, ceea ce trebuia dovedit. Dar in acest caz,
orice alt vector y'e £’ apartine subspatiului €, deoarece el
se reprezinti ca suma vectorului x,€ £ cu un vector ye £.
Asadar, are loc incluziunea £'c€. In virtutea simetriei
‘conditiilor, se poate demonstra analog, ci £cf', de unde
rezulti ci € = €', ceea ce am afirmat.

fn cele ce urmeaz3i, hiperplanele de dimensiune 1 vor fi
numite Jinii drepte, iar hiperplanele de dimensiune 2, plane.

Vezi problemele 11 — 14.

§ 2.7. Morfisme si spatii liniare

2.71. Presupunem ci fiecirui vector x' al unui spatiu
liniar &' ii corespunde, dupd o anumitd reguld o, un vector
bine determinat #” dintr-un spatiu liniar &”. Regula o
se numeste morfism (sau operator liniar) dacd sint indeplinite
urmitoarele relatii:

a) w(x' 4+ 3') = o(x') + o(y') pentru orice ', y' din &';
b) e(ax’) = aw(x’) pentru orice »'e &’y ac K.

Daci morfismul o aplici spatiul 8’ pe intreg spatiul &”
(adici este aplicatie surjectivid), atunci « se numeste epi-
morfism. Dacid morfismul & este aplicatie injectiva (" # 3
implici o(x) # «(y’), atunci el se numeste monomorfism.
Daci morfismul « stabileste o corespondentd biunivocd
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Intre spatiile 3’ si 8", adicd este simultan monomorfism si
epimorfism, atunci o se numeste izomorfism, iar spatiile ¢’
$1 3" Insele se numesc izomorfe (sau mai exact, K—izo’morfe).

. Notatia unanim acceptati a unui morfism ca mai sus
este

oK - K",

2.72. Exemple

a. Fie € un subspatiu al unui spatiu &. Aplicatia ©
care asociazd fiecdrui vector xe € acelasi vector  in spatiul &,
este un morfism intre spatiile € si & si anume un monomor-
fism (dacd € # 8, acest morfism nu este epimorfism). Acest
morfism  : € — & se numeste scufundarea lui £ in .

b. Fie € un subspatiu al unui spatiu 5 si (/¢ spatiul
cit al spatiului & prin subspatiul € (2.483. Aplicatié ®»
care asociazd oricirui vector ¥€& clasa corespunzitoare
X c /€, continind elementul %, este un morfism de la &
in /€, si anume un epimorfism (daci € # 0 acest morfism ¢
nu este monomorfism). Acest morfism @ se numeste
aplicatia canowicé a lui & pe /L. ’

2.73. a. Presupunem ci spatiul &’ este #-dimensional
A ? : o A .
avind baza e, ..., e.. In spatiul " alegem in mod arbitrar
n

o A
vectorii ey, ..., &,. Oricirui vector ¥’ = E Eren€ &’ 11 asociem
’ k=1

n
vectorul w(x') = x"=2£,ce§b’., cu aceiasi coeficienti &, (k=
o A=l .
=1,..,m). Ardtam ci aplicatia o asifel definiti este un
morfism al spatiului K’ in spatiul K.

_Presupunem pentru aceasta ci in spatiul &’ sint fixati
doi vectori

n n
x' =380 sy = mer;
k=1 k=1

atunci conform 2.33,

n

24y =3 ) e
=1
Conform definitiei Iui o,

o(r) = bt o)) =3 ni.
k=1 k=1

((¢

S

Pe de altd parte,

”n . n
o + ) =3 E+m)a =2 8&a+) m=
' k=1 k=1

= o(%) + o(y),

si astfel, conditia 2.71 a este indeplinita. In mod similar,
pentru orice a€ K, avem

o) = © (oc o a,ce,;) — m(f:agke,;) =3 okl —
k=1

k=1 k=1

deci este indeplinitd si conditia 2.71 b. Asadar -aplicatia ®
este un morfism o : ' — &”, ceea ce trebuia demonstrat.

~ b. Indicdm in ce conditii morfismul « descris la punctul
a este epimorfism. Evident, conditia necesard §i suficienta
pentru ca o si fie epimorfism este ca orice vector x”e "

n
si poatd fi reprezentat sub forma Z;E,Ce,’;, cu alte cuvinte,
k=1 - ; !
" sd commcrdd cu infdsurdtoarea liniard a vectovilor ey, ..., e,.
c¢. Indicdm conditii in care morfismul o descris la pct. a
este monomorfism. Pentru aceasta este necesar si suficient ca
vectorii X Epep, Zmgep care diferd cel putin intr-o pereche
de coordonate (adici existi % astfel incit & # u,) sd fie
vectori distincti In spatiul &”. Dar aceasta este echivalent cu
liniar independenta vectorilor ey, ..., €,. Asadar, morfismul o
este monomorfism dacd si wuwmar dacd vectorii ef, ..., ey sint
liniar independenti. : _
d. Ca un corolar, rezulti ci morfismul o descris in a
este izomorfism dacid si numai daci vectorii ¢j, ..., ¢, sint.
liniar independenti si infisurdtoarea lor liniard - coincide
cu intreg spatiul. &”. Cu alte cuvinte, morfismul o' este
szomorfism dacd si numai dacd vectovii ey, ..., e, formeazd o
tazd a spativiui HK”. '

2.74. TEOREMA. Orice doud spatii wn-dimensionale &'
st " (peste acelasi corp K) sint K-izomorfe.

Demonstratie. Fie e, ..., e, 0 bazi a spatiului &’ siej, ..., ¢,
o bazi a spatiului &”. Cu ajutorul acestor sisteme de vectori
se poate construi morfismul & asa cum este indicat in 2.73 a.
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2.75. COROLAR. Orice spatin vectori s
‘ AR. ] orial n-dimeysional
chzorp K este K-izomorf cu spatiul K, (2.15b). In ;Zﬁticj;;ie
spatiu complex n-dimensional este C-izomorf cu s;bctﬁui

€, 5t orice spatin veal n-ds ! .
ﬁ,;t 5 pa; n-dimensional este [R-tzomorf cu spa-

2.7 g Alte pro:{m'em",tz' ale monomorfismelor si epimorfismelor
. " 3 '
Conziideigm ® ?l —&" un morfism de spatii vectoriale.
b tm {imea tuturor vectorilor w(x')e &” cind «’
evidenfeu rinsfi(i)gsp:{)'atl;l” S}C’E%C”Aceasté mulfime constituie
t tiu < &”, numit d ; )
o oo, ' k", nur omeniul de valori
® (sau imaginea Ius i i
Tm o) Tete thae s wma, w S1 este notat uneori
m o). r cd aplicatia @ : &’ — &" est i i i
cd dacid morfismul ¢« : ' d romorom. e 51
: R~ " este monomorfi i

o . Sm
morfismul @ : 8’ — &” este un izomorfism. sl

b. Fie @ : &’ — &” un morfi i i

_ { : orfism fixat. Con -
lt\ﬁll;?mg agtlututror vectorilor € &’ pentru carsédi)rég’j I—riu(;
ea L' este evident subspatiu al iului &', numit
muclew (sau spatiul nul) al morlf)isinului fgatlulm e
- cgggsstil;;}cuil;l asclzzg;l—cclit v&f{'/ﬁ’ gc(}ZAS). Toate elementele
_ lasd X'e k'/€" sint duse pri is-

-mule intr-unul i acelasi element al spatiului S}E”? %)nrtl?-:ﬁllofrf“ls
gentruddoua a;stfel de elemente #’ si 3’ avem #’ = Y o= z'ee El’!
ofic“un' e o(x') - w(yl’) = 0(2)=0, o(x') = o(y). Asociem
[ 23?31 clase X'e '/€" elementul »” = o(x)eH’, unde
gs to:; ) este orice elem.ent fixat; am vizut mai sus ci %’

e <le‘ efinit in mod bine determinat. Notim x” — Q(X’
plicatia Q, dupd cum se vede usor, este un morfism de Ia

spatiul &'/€" in &”; el este monomorfi i
R4V et rez111tir_ 1sm deoarece din faptul

QX) — QY") = o(x) — o(y) = (¥ — y7) £ 0.

'gst.fgé; gr,"xce ;n”orfism o : # — K" genereazi un monomorfism

i H{(’ f:) oCl. Daci morfismul & ar fi epimorfism, atunci

monorr —igcrpudy Q ar fi epxmqrﬁsm, deci un epimorfism

.V 4 nastere unui izomorfism Q :¥’/@ > "
om relua studiul morfismelor in capitolul 4.
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PROBLEME

1. Formeazd mulfimea vectorilor dintr-un plan, avind capetele in
originea unui reper ortogonal in acel plan i extremititile in primul cadran,
an spajiu liniar (relativ la operatiile uzuale) ? )

2. Formeazs spatiu liniar, multimea tuturor vectorilor din plan cu
exceptia celor care sint paraleli cu o dreaptd fixatd din acel plan?

3. Considerim mulfimea P a numerelor reale strict pozitive cu urmd-

toarele operafii: prin ,,sumd” a doud numere din P se intelege produsu
P

jor uzual si prin produsAz(A e[R. ¥ € P) se injelege puterea uzuald r*.
Este P un spatiu vectorial relativ la aceste operatii?

4. Si se arate ci in cazul a » vectori dati intr-un spatiu H, un cri-
teriu de dependenti liniard a lor il constituie anularea determinantului
format din componentele acelor vectori.

5. Si se arate ci |in spatiul &(a, b), unde 0 < a < b, functiile %,
% .. 1% gint liniar independente, dacd oy, og, «ves O sint numere reale dis-
tincte doud cite doua.

6. Fie 80 un spatfiu lniar §i e, €, ..., n un sistem de vectori astfel
incit:
a. fiecare vector » € & si admiti o reprezentare x» = Eier + Eges 4
+ oo -+ Eptne

b. pentru un vector fixat %, € & aceastd reprezentare este unicd.

S se arate cd sistemul ey, €, ..., €n constituie o bazi a spatiului &.

7. Indicai o bazi a spatiului P (din problema KiN

8. Ce dimensiune are spatiul P (problema 3)?

9, In spatiul ¥, se considerd doud subspatii bidimensionale distincte 4
si ¢, (adicid doud plane distincte trecind prin originea coordonatelor).
Indicati interpretirile intersectiei si sumei subspatiilor £, si £;.

10, Si se demonstreze teorema: dacd dimensiunea unui subspatiu
£ « & coincide cu dimensiunea spatiului &, atunci € = H.

11. Este bine determinat, pentru un hiperplan fixat, vectorul de
translatie #, care figureazi in definitia acelui hiperplan?

12. S4 se arate ci orice hiperplan H < & are urmitoarea proprietate:
dach % € H, v € H, atunci ax + (1 — &) ¥ € H pentru orice o real. Invers,
dach o submultime H < & are aceastd proprietate, si se arate ci H este un
hiperplan. Ce proprietate geometrici este exprimatd aici?

13. Hiperplanele H; si H, au dimensiunile p si ¢ respectiv. Ce dimen-
siune minimi poate avea un hiperplan H, astfel incit, fiind agezat con-
wenabil, el si contind H; §i Hy ?

14, Problema similard pentru trei hiperplane Hy, H,, H; cu dimen-
siunile 2, ¢, 7.

15. Conform teoremei 2.74 spatiile unidimensionale &, si P (pro-
blema 3) sint izomorfe. Cum se poate explicita acest izomorfism? ‘
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Capitolul 3
SISTEME DE ECUATII LINIARE

§ 3.1. Complemente relativ la rangul unei matrici

3.11. Am intilnit de citeva ori pini
11. A ‘ ori pini acum ici si unele
profpuetap legate de notiunea de rIz)ing (1.92).%?2225; "
gra stu(.ilemv mai detaliat astfel de proprietiti, cee b e
Va permite si dam solutia complet lor sistemelo

&, - d a prob i -
liniare de ecuatii, formulate in § 1.2.P femelor sistemelo

geamm:tim definitiile de bazi din § 1.9
€ considerd o matrice cu # linii si £ coloane

Rt Hiatrice cu 2 cu elemer
@;,(¢ — indice de linie, j — indice de coloand, 7 =1, 2 tete
’ LA

J=1,2,.., k) dintr-un corp K: o
! A1 @y ... Ay
A — A2y @30 Aoz I, (1)
Aur Bys ... (7999

Dacj 3 a i i
oa ;t ;ﬁc?cgaéic; ntlsitnce se aleg arbitrar m linii si m co-
oane, ntele care se afli la int
s, atumel g a 1ntersectiile acestor
S e formeazi o matrice pitratici de ordi
) e péatratici d d.
N L atrice p € ordmul .
i majifgzr'lim%m aces:tel matrici se numeste minor de ordin m
y & <. Ul numar natural » se numeste rangul tricii
'daca existd un minor de ordin 7, diferit de 5 g ?Cl'l
minorii de ordin 741 st i 5 i e tano
sint nuli. Daci matr : 1
minor din _ . d matricea A are rangul
se>n u&lgs‘c&nzhcz)rlc; rmn;r Zal el de ordin », diferit de zetfo
> noy principal. Liniile si col i matrici
b mmeste min 1. $1 coloanele unei matrici
a carora se aflii element i mi i
' tia ca S a ele ele unui minor princi
p . « . 1
se rélémgiic lina principale si coloane principale. P pal
s ﬁecrl;1 .era%lle ulterioare se bazeazi pe posibilitatea de a -
£a Siecs re(ail coloane f(n:mata din # numere, interpretarea geo~
Sl ;i:fectorl in spatiul #-dimensional K, (2.1515)
T sens ca un sistem de % vec-

rorTiee 1sasl apare in acest
n spatiul K,; notimca %; vectorul corespunzitor
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coloanei j amatricii 4(j = 1, 2, ..., k). O combinatie liniard a
coloanelor lui A inseamni o astfel de combinatie intre
vectorii corespunzitori (2.22 b).

Consideram in spatiul K, acoperirea liniard a vectorilor
%3, Xg, ..., % (2.51). Vom arita cd vectorii care corespund
coloanelor principale ale matricii 4 — pentru precizare pre-
supunem ci primele # coloane sint principale — formeazd
o bazi a acestei acoperiri liniare. Pentru aceasta, este sufi-
cient si dovedim ci vectorii %y, %, ..., %, sint liniar indepen-
denti si cd vectorii rimasi ¥, ..., ¥ pot fi exprimati liniar
cu ajutorul lor (2.54). Aritim mai intli prima din aceste
afirmatii. Dependenta liniard a vectorilor %y, %z, ..., % este
echivalentsd cu dependenta liniarid a primelor 7 coloane ale
matricii A. Dar atunci in virtutea teoremei 1.96 orice deter-
minant de ordin 7, construit pe aceste coloane si orice ¥
linii ale matricii A, este egal cu zero. in particular, va fi
egal cu zero minorul principal al lui 4, ceea ce contrazice
definitia acestuia. Astfel prima afirmatie este demonstrata.
A doua afirmatie a fost de fapt demonstratd in 1.93; for-
mulati acolo pentru coloanele lui 4, ea a constituit enuntul
,teoremei minorului principal®. Cu aceasta, am dat demon-
stratia completd a faptului ca vectorii %y, %g, ..., %, formeazd
o bazi a spatiului £(x, Xy, ..., ). In virtutea teoremei 2.35
dimensiunea acestui spatiu este egald cu 7, adicd tocmai
rangul matricii 4. Am obtinut urmétorul rezultat important:

TEOREMA. Dimensiunea acoperivii liniare @ vectorilor
definiti de coloanele unet matrici A este egald cu rangul acester
matvici. Vectorii care covespund coloaneloy principale ale lui 4
Jformeazd o bazd-a acoperiviv liniare considerate.

3.12. Propozitiile care urmeazd constituie de fapt conse-
cinte evidente ale celor spuse la punctul 2.54 a-c.

a. TEOREMA. Daci rangul matricii A este mai mic decit
numdrul. coloanclor ei (v < k), atunci coloanele lui A sint
liniar dependente. Dacd rangul lwi A este egal cu numdarul
coloanelor (r = k), atunci coloanele lui A stnt liniar indepen-
dente.

b. TEOREMA. Orice 71 coloane ale unei matrict de rang
v sint liniar dependente. .

c. TEOREMA. Rangul oricdrei matvici este egal cu nu-
mdrul maxim al coloanelor ¢t liniar independente.

75



Aceastd ultima propozitie are o mare insemnitate princi-

piald, deoarece ea cuprinde in sine o nou# definitie a rangului
. . - ?
unel matrici. '

3.13. Daci se transpune matricea 4, adicd, se trece de la
A la matricea A’, ale cirei linii sint coloanele Iui A, atunci
rangul lui A" va fi evident acelasi cu rangul lui A. Dar con-
form teoremei 3.12 ¢ rangul lui 4 este egal cu num3irul maxim
al coloanelor (sau echivalent al liniilor lui A') liniar indepen-
dente. Ajungem astfel la urmitoarea concluzie oarecum
neasteptatd.

TEOREMA. Numdrul maxim al liniilor liniar independente
ale oricdrer matvici coincide cu numdrul maxim al coloanelor
ei liniay independente.

Trebuie notat ci aceasti teoremi este netriviald; orice
demonstratie directd a ei ar necesita un lant de rationamente
echivalent cu demonstratia teoremelor 1.93 si 3.11.

~ 3.14. Notdm de asemenea rezultatul urmitor care decurge
din teorema 3.11 si din lema 2.53 b: :

' TEOREM.@ Dacd wna din coloanele ‘matricii A este com-
binajie lzmrflmva celorlalte coloane, atunci ea poate fi eliminati
din matrice’ fird a modifica rangul lui A.

Vezi problemele 1 — 2.

§ 3.2. Compatibilitatea nebanalid a unui sistemi liniar oniogen

3.21. Considerdm un sistem liniar omogen
%y A @pXy A o A%, = 0,
1% + Ag0%5 -+ ... - AopXy == 0,

I T T T T

(2)

Ap1 Xy - AgaXe +- ... + apx, = 0.

. Asa cum deja stim, acest sistem este intotdeauna compa-
tibil, deoarece are solutia banali (nuld) x4 =y = ... =
= %, = 0. Problema de bazi cu care ne intilnim in studiul
sistemelor liniare omogene este urmitoarea: s ce conditii
un sistem omogen este ,,compatibil nebanal, adici admite si
alte solugiv tn afara solutiei banale? Rezultatele din §3.i.

ne permit sd rezolvdm direct aceasts proprietate. Intr-adevir,
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existenta unei solutii nenule a sistemului (2) este echivalentd,
asa cum am vizut in 2.22 b, cu dependenta liniard a coloa-

nelor matricii

[£3%1 A1 oee aln}[

A1 P2 e Apn

jar teorema 3.12 a arati ci aceastd dependentd liniard are
Ioc daci si numai dacd rangul matricii 4 este ma1 mic decit
numirul coloanelor. Astfel se obtine teorema urmdtoare:

TEOREMA. Dacd rangul matricis A este egal cu nuvma”ml 7,
atunci sistemul (2) nu admile solufii nenule. Dacd rangul
lui A este strict mai mic decit n, atunci existd solutii nebanale
ale sistewudui (2); in acest caz §i numar in acest caz sistemul

este compatibil nebanal.

3.22. In particular, dacd numirul ecuatiilor din sistemul
{2) este mai mic decit numarul npcunosgute_lor (kA <n);
atunci rangul lui 4 este evident strict mail mic decit # 1
sistemul va avea solutii nenule. Dacd k = n, atunci Problema
existentei solutiilor nenule depinde de valoarea lui det 4:
daci det 4 # 0, atunci » = # si sistemul (2) nu are solutii
nenule, iar daci det 4 # 0, atunci 7 <# si existd solutii
nenule. Pentru % > » trebui¢ considerati toti determinantii
posibili de ordin % care se obtin alegind # linii oarecare ale
matricii 4 ; daci toti acesti determinan{i sint egali cu zero,
atunci 7 < # si existd solutii nenule; dacd printre acesti de-
terminanti existd unul diferit de zero, atunci 7 =7 $ siste-
mul (2) admite numai solutia nuld.. :

Vezi problema 3.

§ 3.3. Conditia de compatibilitate a unui sistem liniar general

3.31. Considerim un sistem general de ecuafii liniare

Ayy%y + BipXe + oo Gip¥y = b1
Uy + Boa% -+ v - A%y = Dy, (3)

e s e s s e e s e we e e e 0w o s e a0

Ty1¥y + paXo + oo Uy = by
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Acestui sistem 1 se pot asocia doud matrici

la a : |

!] 11 12 e aln 1“ (lll 6%]2 “re a/,]_n' bl !

| @ a I ?
A H!; 21 OB Ton || A= %1 dg ... a2y by

[ ae o I {

! | c e e e s we :

a; ‘

(Fp1 dga oo Opy | Apy Gyo ... By, by i

Zlu;mt? respectiv mq/;m'cea de bazd a sistemului (3) si matricea
x z_%i)s_ﬂ_ a sistemului (3). O teoremd importanti asupra com-
patibilitdtii sistemului (3) este urmitoarea
d TEOREMA (I{ﬂ:onfcr/cef'-Ca pelli). Sistemul (3) este compatibil
acd sZz numat dacd matricile A si Ay an acelasi vang (adicd
rangul matvicii extinse este egal ¢ vicii de o
: ! nse este egal cu rangul matricii « 2d
sistemulur). ) ° sesside vasa @
Demoags/rqﬁ(j. Presupunem mai intii ci sistemul (3) este
-compatibil si fie ¢, ¢y, ..., ¢, 0 solutie. Asadar '

4 ,
161 + @263 + oo @y,0, = by,

@316 + Q9202 + ... - Ag,C, = by,

..

Pg1C1 = Bpala oo A= BpyCy = by
Aceste egalitdti aratd ci ultima coloani a matricii A, este
combinafie liniard a celorlalte coloane ale acestei m]iltrici
(cu CO(\‘;ll‘Cl(‘ll('ll Cly Coy ey Cp). In virtutea teoremei 3.14 ulti{na
coloand a matricii A, poate fi eliminati fird modificarea
rangului el. Dar prin eliminarea ultimei coloane a matricyi('
4, se obtine tocmai matricea A. Asadar, daci sistemul (SR
este compatibil, atunci matricile 4 \l Ay au acelasi rang >
vj%dml}:er_n acum ¢ matricile 4 si 4, au acelasi ralba.f st
aratam ca sistemul (3) este compatibil. Fie » rangul n’*atrici&i A
(asadar i al matricii 4,). Consideram » <'<>10fne p}inci ale
ale matricii 4 ; ele vor fi coloane principale si pentru mftri—
cea A;. Conform teoremei 1.93 ultima coloani a matricii 4
va f1 combinatie liniard a coloanelor principale, deci combi{
natie liniard a tuturor coloanelor lui 4. Daci notam cu ¢
Cos -+, €, CoOeficientil acestei ultime combinatii liniare, at ¥
se obtin egalitdti de forma ; e

A1301 - d1aCs + oo+ Ay0, = b,

. + AopCp = bz: ‘ (4‘

4
A0, »‘I‘ ak«zc\_» ‘{— R ﬂhmcn = bk'
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Astfel, relatiile (4) aratd ci sistemul (3) are solutie x; = ¢y,
Xy = Cy, .oy Xy = C, S1 ca atare sistemul (3) este compatibil.
Teorema este complet demonstratd.

§ 3.4. Solutia generald a unui sistem liniar

3.41. Teorema Kronecker-Capelli stabileste o condifie
generalid de compatibilitate a unui sistem liniar, dar nu di
o metodd de obtinere explicitd a solutiei. In acest paragraf,’
vom deduce o formuli care exprimi solutia generald a unui
sistem liniar. :

Prin solutie generald a sistemului (3) se intelege multimea’
tuturor expresiilor de forma D

%y = [ @11, @rzs ooos Qpmy D15 oons by (a5 oo Gs)y 1<G<m,
unde membrii din dreapta sint functii- depinzind de coefi-
cientii a,; al sistemului (3), de termenii liberi 9; si de para-
metrii nedeterminati gy, ..., ¢, astfel incit pentru orice valori
fixate ale parametrilor ¢; (din corpul K) sd se obtind marimi
x; = ¢; (j = 1, ..., m) care constituie o solutie a sistemului (3)
si invers, orice solutie a sistemului (3) se obtine printr-o,
alegere convenabild a valorilor parametrilor gy, ..., g din K.
fn 2.62 b am vizut ci multimea tuturor sumelor de forma
%o -+ y, unde %o este o solutie particulard a acestui sistem
jar y parcurge multimea tuturor solutiilor sistemului omogen
corespunzitor, constituie multimea tuturor solutiilor sis-
temului (3). Acum acest fapt poate fi exprimat astfel:

‘solufia genevald a sistemului neomogen (3) este suma uner
solufii pavticulare @ acestui sistem cu solufia generald a ss-
tewmulut omogen.

Fie dat sistemul liniar (3) presupus compatibil cu matricea
de bazi A = ||a;|| de rang 7. Se poate presupune cd un
minor principal M al matricii A este agezat in coltul din
stinga sus (altfel, se face o permutare a liniilor si coloanelor
lui 4, ceea ce revine la o permutare a ecuatiilor i necunoscu-
telor in sistemul (3)). Consideram primele 7 ecuatii ale sis-
temului (3), pe-care le scriem astfel:

Ay1%, -+ Apa¥y + o A A%y = by — Q1 pa X1 — o Q¥
Aon¥y + ooy + oo+ Ao Xy = be — Bz, 1 ¥y — oo — A2y
3%y + Aae R e e br — &, p+1 %1 — Ay Xon



Dim necunoscutelor %,.4, ..., x, valori arbitrare Cpals = Cyo
Atunci sistemul (5) devine un sistem de 7 ecuatii cu 7 necu-
noscute %, %y, ..., %, cu determinantul M diferit de zero
(minor principal al matricii 4). Acest sistem poate fi rezolvat
cu regula lui Cramer 1.73; existd asadar numere ¢;, co, ..., C
care inlocuite in sistemul (5), in locul necunoscutelor X1,
Xg, «.o, %, transformd ecuatiile acestui sistem (5) in identi-
tafi. Ardtam cd aceste valoti ¢y, ¢y, ..., ¢, satisfac si celelalte
ecuatii ale sistemului (3).

Primele 7 linii ale matricii extinse 4, a sistemului (3)
sint linii principale ale acestei matrici (deoarece ranguk
matricii extinse este egal cu 7 si in primele 7 linii ale matricii
4, se afli minorul nenul M). In virtutea teoremei 1.93,
aplicatd pentru linii, fiecare din ultimele linii ale matricii 4,
este combinatie liniard a primelor # linii. Pentru sistemu! (3)
aceasta inseamnd cd fiecare ecuatie a sistemului (3), ince-
pind cu a (r+1)—a este combinatie liniari a primelor »
ecuatii ale acestui sistem. Asadar, daci primele 7 ecuatii ale
sistemului (3) sint verificate de valorile xy = ¢, ..., &, = ¢,.
atunci toate celelalte ecuatii ale sistemului sint de asemenea
verificate.

3.42. Pentru a scrie solutia astfel construiti a sistemu-
lui (3) sub forma unei formule, notdm cu M («;) determinantul
care se obtine din minorul principal M = det ||a,|| (4, / =
=1, 2, ...,7) prin inlocuirea coloanéi 7 cu coloana format3
din numerele &y, %, ..., %, ..., @, Atunci, scriind solutia sis-
temului (5) cu ajutorul formulei lui Cramer, se obtine

1
Xy = 'ﬁluj("t g, 1 Cppl = e By Cy) =
‘ 1
= ST [M(8s) — coptMy(ay 111) M y{ay,)],
(=1 ..7), (6}

=0 (J=r+1,..,n).

Aceste formule exprimd valorile necunoscutelor x; —
=0 (7 =1,2,..,7) prin coeficientii sistemului, prin termenii
liberi §i prin mirimile arbitrare (parametri) ¢,.q, €49, ..., Cp.

Ardtdm cii in formulele (6) este cuprinsi orice solutie a
sistemului (3). Intr-adevir, fie 2, g, ..., (1 - €4 O solutie
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oarecare a sistemului (3). Evident, ea este de asemenea solutie
a sistemului (5). Dar conform regulii lui C'razner, din sis-
temul (5), marimile ¢}, ¢§, ..., ¢! se determind cu ajutorul
mirimilor ¢4, ..., ¢}, anume conform formulelor (6). Astfel,"-k
pentru ¢,y = ¢y, ..., ¢, = ¢, formulele (6) ne dauv tocmar
solutia considerati ¢, ¢, ..., ¢2, ceea ce trebul?. ardtat. in
acest mod, formulele (6) dau solutia generald a sistemului (3)..

Vezi problemele 4—7.

§ 3.5. Proprietiti geometrice ale multimii solutiilor unui sistem:
liniar

3.51. Considerim mai intii cazul unui sistem liniar omo-
gen (2); stim insi ci multimea tuturor solutiilor unui astfel
de sistem formeazi un spatiu liniar (2.42 €). Notind acest
spatiu prin L, ne propunem si calculim dimensiunea lui §i
s construim o bazd a lui L.

Formulele (6) capitd in acest caz forma

— Mc; = 6 xM (@, p41) + oo + M y(a) (= 1.2,...7)
deoarece M,(b;) = M,(0) = 0. (7

Fiecirei solutii (¢y, Ca, ooy Grs Cpp1s oo Cp) @ sistemului (2)
ii asociem vectorul (C.i1, ..., Cy) din.spa’,[u}l Kyt DAeoarece
numerele ¢y, ..., ¢, pot fi luate arbitrar si definesc in mod
bine determinat solutia sistemului (2), atunci corespon-
denta intre spatiul solutiilor sistemului (2) §i spatiul K,_,
se obtine in mod biunivoc. Deoarece prin aceasta corespon-
denté: se pastreazd operatiile liniare, dupi cum se verifica
ime&iat, aceastd corespondentd este un 1zom0rf1§m: Astfel,
spatiul L al solufiilor unwi sistem omogen de ecudtit liniare cu
n necunoscute, avind rangul wmatricii coeficienfilor egal cu 7,
este izomorf cu spagiul K,_,. In particular, dimensiunea spa-
tiului L este egald cu n—7.

3.52. Orice sistem format din #— solutii liniar indepen-
dente ale unui sistem liniar omogen de ecuatii formeaza o
bazi a spatiului tuturor solutiilor (conform teoremei 2.34)
si se numeste sistem fundamental de solufit. Pentru construirea.
unui sistem fundamental de solutii putem folosi orice baza
a spatiului K,_,; in virtutea izomorfismului anterior, solutiile:
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corespunzdtoare ale sistemului (2) vor constitui o bazi in
spatiul tuturor solutiilor acestui sistem.

Cea mai simpld bazd a spatiului K,_, este formati din
vectoriie; = (1,0, ..., 0), e, = (0, 1, ..., 0), .oy €py =(0, 0, ..., 1)
(2.32b). Pentru a obtine solutia sistemului (2) corespun-
zatoare de exemplu vectorului ¢, este necesdr ca in formulele
(7) sd inlocuim ¢,y =1, cup= ... =, =0 si si definim
valorile corespunzatoare ¢; = ¢ (i =1, 2, .., ). In mod
analog se construieste solutia corespunzitoare oricirui alt
vector ¢; (7.=2, ..., n—7).

Multimea de solutii ale sistemului (2) astfel construiti se
numeste sustem fundamental normal de solutii. Notind aceste
solutii prin x™®, ¥® .. 1™ atunci prin insdsi definitia
unei baze, pentru orice solutie x are loc o egalitate de forma

¥ = a4 - oex® 4 . 4 o, "D, (8)

Deoarece in formula (8) este cuprinsi orice solutie a siste-
mului (2), aceastd formuld di solutia generald a sistemului (2).

Vezi problema 8.

3.53. Trecem acum la considerarea unui sistem neomogen
{3) in cazul general. Asa cum s-a demonstrat in 2.62 b, ima-
ginea geometricd H, corespunzind multimii tuturor solu-
. tiilor unui sistem neomogen, este un hiperplan in spatiul
#n-dimensional K,, obtinut prin translatia subspatiului L
al solutiilor sistemului omogen asociat (izomorf cu spatiul
&Ry, dupd cum s-a ardtat), printr-un vector %, care reprezinti
o solutie particulard a sistemului neomogen.-De aici se deduce
in primul rind cd dimensiunea hiperplanului H coincide cu
dimensiunea spatinlui L. :
Daci 7 este rangul matricii de bazi a sistemului (3), atunci
orice vector y al subspatiului L se poate reprezenta sub forma
unei sume

y=ay® + ay® 4 o oy,

unde y®, y®@ . 4™ sint vectorii unei baze a subspatiului
L (constituind un sistem fundamental de solutii). Asadar,
orice vector x al hiperplanului H se poate reprezenta sub forma

X=X Ay =X+ ¥ 4 opy® 4 4w,y

Acest rezultat, in limbaj de solutii ale sistemelor (3) si (2),
este compatibil cu principiul stabilit la punctul 3.41: solutia
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generald a sistemului neomogen (3) este egald cu suma unei
solutii particulare (fixatd arbitrar) a acestui sistem cu solutia
generald a sistemului omogen asociat (2).

Vezi problema 9.

<

§ 3.6. Metode de calcul al rangului unei matrici

3.61. Pentru folosirea practici a metodelor de rezolvare
a sistemelor liniare de ecuatii dezvoltate in paragrafele ante-
rioare, este necesar si stim sd calculdm rangul unei matrici
si si gisim un minor principal al ei. .Evide.:pt, definitia rangu-
lui unei matrici datd in 1.92 nu contine mijlocul cel mai prac-
tic de a calcula rangul respectiv; de exemplu, intr-o matrice
pitraticd de ordin 5, se pun In evidentd un minor de ordin 5,
25 minori de ordin 4, 100 minori de ordin 3 si 100 minori de
ordin 2; se intelege ci dacd am dori si determindm rangul
acestei matrici cu ajutorul calculului direct al valorilor tuturor
acestor minori, aceasta ar fi o problemd dificild practic.
In acest paragraf vom da citeva mijloace simple de calcul al
rangului unei matrici si de determinare a unui minor principal
al ei, bazate pe studiul citorva operafil asupra coloanelor
si liniilor matricii, care nu ”modlflc:L rangul matricii;
aceste operatii se numesc operatii elementare. Deoarece rangul
unei matrici nu se modifici, dupd cum am dovedit, prin
transpunerea matricii, vom defini aceste opera:gh numai
pentru coloanele matricii. in legdturd cu z}ccasta, in demo'nf
stratii vom utiliza interpretarea geometricd a unei matrici
cu # linii §i £ coloane ca matricea coordonatelor unui sistem
de % vectori %y, %, ..., %, din spafiul n—d1men51ona_1 Ry s
teorema 3.11, conform cdreia rangul acestei matrici este
egal cu dimensiunea acoperirii liniare a vectorilor X3, %, ..., #g.

a. Permutarea coloanelor. Presupunem cd intr-o matrice 4
se permutd oricum coloanele ei; aritim cd aceastd operatie
pu modificd rangul matricii. Intr-adevir, dimensiunea aco-
peririi liniare a vectorilor «;, %, ..., 4; nu depinde de ordu.le.z%
in care sint considerati acesti vectori; asadar, rangul matricii
nu depinde de ordinea coloanelor ei.

b. Renunjarea la un multiplu comun nenul al elementelor
unei coloane fixate. Presupunem cd : # 0 este un multiplu
comun al elementelor primei coloane a unei matrici 4. Prin
fnlocuirea sistemului de vectori Axy, %s, ..., ¥ cu sistemul
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g, Xa, «., ¥y, dimensiunile acoperirilor liniare ale acestor sis-
‘teme sint aceleagi (deoarece acoperirile liniare insele coincid).
De aceea rangul matricii 4 nu se modificd prin aceastd operatie
-elementari. ‘

c. Addugarea la o coloand a unei alte coloane tnwmulfitd
«cu un factor oavecare. Presupunem ci la coloana j a matricii 4
se adund elementele coloanei 7 inmultite cu un acelasi nu-
mdr A. Aceasta Inseamnd cd sistemul de vectori #y, ..., Xyy vee

vy Xy oo, X este inlocuit cu sistemul xy, ..., x; + Ay, ...
wovs Xy ooy X Ardtdm cd acoperirile liniare £€; si €, ale aces-
tor sisteme coincid. Intr-adevir, toti vectorii celui de al
doilea sistem aparfin acoperirii liniare a primului sistem si
de aceea £; = £, conform 2.53 a. Pe de altd parte, egali-
tatea x; = (%; + Ax,) — A, aratd ci vectorul x, intri in
acoperirea liniard a vectorilor celui de al doilea sistem;
deoarece tofi ceilal{i vectori ai primului sistem apartin de
asemenea acestei acoperiri liniare, rezultd ci £ = £,. Asadar,
£; = £,. De aceea rangul matricii 4 nu se modifica in urma
efectudrii operatiei elementare considerate.

d. Eliminarea unei coloane formatd nuwmai din elemente
snule. O astfel de coloand corespunde vectorului nul din spatiul
&,. Este evident cd eliminind vectorul nul dintr-un sistem de
vectori x4, %, ..., 4 (care I-ar contine) nu modifici acoperirea
linjard £(x;, %5, ..., 2); in acelast timp nu se modifici nici
rangul matricii 4. o

e. Eliminarea unei coloane cave este combinafie liniard
@ celorlalte coloane. Justificarea acestei operatii elementare
a fost dovedita in 3.14.

Subliniem incd o datd ci toate propozitiile demonstrate
in punctele a—e pentru coloanele matricii 4 au loc de ase-
‘menea ,si pentru liniile ei.

3.62. Calculul rvangului wnei wmatrici $i indicavea wnui
minor principal. Aritam cum se poate calcula rangul unei
‘matrici date 4 si cum se poate indica un minor principal
al ei prin utilizarea operatiilor anterior descrise (a—¢).
Dacd matricea A este nuld, atunci rangul ei este egal cu zero.
Presupunem c¢d in matricea 4 existd cel putin un element
nenul; prin permutarea liniilor §i coloanelor putem presu-
‘pune cd acest element se afld in coltul din stinga sus al ma-
tricii. Scdzind din fiecare coloani prima coloani inmultiti
cconvenabil cu anumiti coeficienti, toate celelalte elemente
.ale primei linii devin nule. Nu vom face in continuare alte
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schimbiri in elementele primei linii §i primei coloane (cel
mult si le asezim altfel). Dacd printre celelalte elemente,
care nu apartin primei linii sau primei coloane, nu existd
elemente nenule, atunci rangul matricii 4 este egal cu 1.
Daci insi existi un element nenul, acesta poate fi adus,
prin permutari de linii si coloane, la intersectia liniei a doua
cu coloana a doua si ca mai sus, pot fi anulate toate elemen-
tele liniei a doua care se afli la dreapta lui. Observim ci
operatiile indicate nu privesc prima linie $i Aprima coloani.
Dup# aceastd operatie, linia i coloana a doua sint de asemenea
Lisate pe loc. Continuind in acest mod, vom aduce matricea A
la una din urmitoarele doud forme (socotind ci numirul
coloanelor este cel mult egal cu numirul liniilor, ceea ce se
poate realiza printr-o eventuald tyanspunere):

2 O 0 ...0 0..0
€y s o O ...0 0..0
€31 C3 o3 0 0..0
Apm=| oereer e S eirar
Cpr  Cpo  Cpg  ove O Q. 0
Ce+1,1 Cr41,2 Cra1rB o0 Chidik 0..0
E%l Cua  Cp3 Cpk 040
sau
o 0 0 ... 0
Coy g 0 . 0
C31 Cga Oy o O
Cmi Cpa Ol ooe Oy

...... L A0 )

Ca1 Cpa Cpgovor Cpp

unde numerele oy, @y, ..., o sint nenule. In primul caz, rangul
matricii 4, este egal cu % i un minor principal (in matricea
transformatd) se afld in colful din stinga sus; in al doilea caz,
rangul matricii 4, este egal cu m (numa:trul coli):inelo.r) si un
minor principal, in matricea transformatd, se afla in prlmelg m
linii. Rangul matricii 4 initiale este astfel deterzngnatﬂ ; pozitia
unui minor principal se poate stabili dacd urmérim in ordine
inversi toate operatiile care au fost efectuate asupra matricii4.
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Ca exemplu considerfim urmitoarele matrice cu 6 linii si 5 coloane

1 2 6 -2 -1
-2 -1 0 =5 -1
4 3 1, -1 8 1
-1 0 2 -4 -1
-1 -2 -7 3 2
-2 -2 -5 -1 1

I

In llmia, secundd se afli deja un zero; folosind o metodi generald putem
obt.me pe aceastd linie inc4 de trei ori zero. Pentru comoditate permutim
mai intii primele doud linii si apoi prima coloani cu cea de a doua
(astfel incit in coltul din stinga sus si se afle cel mai mic element in valoare
absolutd, anume —1). Obtinem astfel: ’

=2 =1 0 =5 -1 =1 =2 0 -5 -1y

1 2 6 -2 —1 2 1 6 -2 -1
a3 1 -1 8 13 -1 8 1
“1 0 2 —4 1 || o -1 2 —4 —1|

-1 -2 =7 3 2 -2 -1 =7 3 2

-2 =2 -5 -1 1 -2 -2 -5 -1 1

(semnul ~ intre doud matrici aratd in acest caz egalitatea rangurilor lor).
Pentru .obtmerea a Inca trei zerouri in prima linie, inmultim prima coloan#
respectiv cu —2, =5, —1 si adunim la coloanele a doua, a patra si a
cincea:

-2 3 -7 13 4
-2 2 =5 9 3

) Apoi.se observi cd se obtin cu usurinti elementele nule in linia a
treia; mai in‘;ii permutdm aceastd linie cu a doua, apoi addugim la coloa-
nele a treia si a patra, coloana a doua inmulfiti cu 1si —3 respectiv;

-1 0 o0 0 0 -1 0 0 0 0
1 .1 —1 3 0 1 t o0 0
2 -3 6 —12 -3 2 -3 3 -3 -3
AN == A .
0 —1 2 —4 1~ 0 =1 1 —1 -1 !
-2 3 -7 13 4 -2 3-—4 4 4
-2 2 =5 9 3 -2 2 =3 3 -3
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Coloanele a patra si a cincea ale matricii 4, obtinute sint proportio-
nale cu coloana a treia si pot fi eliminate.” Matricea obtinutd in final are
evident rangul 3, deci rangul matricii 4 initiale este de asemenea egal
cu 3. Un minor principal al matricii 4, este 'dispus in primele trei linii
si primele trei coloane. Urmirind succesiunea transformdrilor efectuate
asupra matricii initiale, se observa cd aceste transforméri nu influenteaz&

.valoarea absolutd a acestui minor. Asadar, in matricea initiald, minorul

din coltul din stinga sus (din primele trei linii si primele trei coloane)
este principal. :

Vezi problema 10 (Incepind din acest moment nu vor mai fi indicate
explicit problemele legate de textul propriu-zis).

PROBLEME

1. S& se demonstreze teorema: pentru ca omatrice ||a;;]| de ordin m
si aibd rangul 7 € 1 este necesar si suficient si existe numerele a;..., @y
si by, by, ..., by astfel incit a;; = ab; (4,7 = 1,2,...,m). -

2, Intr-un spatiu n-dimensional &, se considerd & vectori liniar inde-
pendenti x,, %,, ..., ¥z. S& se arate ci acoperirea liniard & (%, ¥y, ..., #)
este bine definiti dacd se cunosc valorile tuturor minorilor de ordin &
ai matricii 4 = ||a;())]| formate din coordonatele vectorilor #, %a, ..., g
intr-o bazd ey, ey, ..., ep- ' .

3. S4 se arate ci sistemul (2) pentru k = »# admite solutia ¢; = Ay,
cy = Aig, eoos o = Ajp(1<<i<n), unde Ay este complementul algebric al
elementului ay (¢ fixat), dacd rangul matricii 4 este mai mic decit #.

Observatie. Acest fapt permite construirea fard dificultate a solutiilor
nenule ale sistemului (3) in cazul cind rangul matricii sistemului este
egal cu n — 1.

4. S& se rezolve sistemul
Xy xyg Ay o+ oxy =T,
3w, 4+ 249 + ¥3 + % — 3x, = — 2,
Xy 4 2x5 + 2% 4+ 6%y = 23,
5%, + 4xy + 3xg + 3wy — x5 = 12.
5. Si se studieze solutiile sistemului
Ay 4y + z="1,
x+Ay+z=2A
x4y A =22
in functie de parametrul real 2,

6. In ce conditii trei drepte a;x + by + ¢ = 0, agy | bgy | oy w 0,
agx + byy + ¢3 = 0 trec prin acelagi punct?
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7. In ce conditiin drepte @, -+ by + ¢; = 0, @y% + byy + ¢y = 0, ...
i Ap¥ - bpy + cp = 0 trec prin acelasi punct?

8. S se determine sistemul fundamental normal de solutii pentrn
sistemul de ecuatii

b Hp+ Xy F ¥+ 2, =0,
3%+ 22 + x4 + %y — 345 =0,
x2+2x3+2x4+6x5=0,
S5+ 4% + 3% + 3% - x5 = 0.

9. 8% se indice solufia generald a sistemului din problema 4 utilizind

sistemul fundamental normal de solutii corespunzitoare sistemului omogen

gdsit in problema 8.

10, Si se determine rangul si si se indice cite un minor principal
Ppentru matricile

Ay =siliin v tgne g g S gy

< (=] < =]
.

0 0 1 1

0 1 0 1 1

11, Presupunem c# intr-o matrice 4 existd un minor M de ordin r
diferit de zero si ci orice minor de ordin # + 1 incluzind toate elementele
minorului M este egal cu zero. S# se arate atunci ci rangul matricli 4
este egal cu 7.

12. S% se construiasci o matrice

4 =

Gy %a Qg ‘
5 Qg O3z dpy
cunoscind valorile minorilor

Gy g © % s TR T
= P‘ ¢ Y Q,‘

Qg B39 @3y @33 Qg3 a3
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13, Pentru un sistem de ecuatii avind matricea coeficientilor pitratica
7

‘ 71227 =bj (] =3 1, eesy n) . (9)
o

s} se demonstreze «alternativa lui Fredholm»: sau sistemul (9) are solufie
'si aceasta este unici pentru orice by, ..., by sau sistemul omogen

w
Z “jkxb = 0 (j = 1, ooy n)
k=1 >

admite solutii nenule,
14, S3 se arate ci sistemul de ecuafii
A%y F oo F Gip¥n = by,
A%y = ooe -+ Apn¥y = by,
Bny1,1%1 F oo+ Fnga; n¥n= bugy

in ipoteza ci

este compatibil dacd si numai dacad

ay s Qyp bl

Any eee Qpp bn
1,1+ Fagt, 10041

15. { Problema elimindrii necunoscutelor). S& se arate & s'istemu{ cn
parametri ¥y, .o, Vi

Gy %+ e+ @ip¥p = bty + oo
O¥ e+
Ggy101%1 + oo F Gnigpn¥p = bpyg, 191 + et g, Yo+ Caga

Oun¥n = byy¥y + o + bupdr + oms

in ipoteza ci

@y o0 Gin
ot #0
Ay oee Ann
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P11 -

2o Qpp

g1, n

bm—l, 1

ny1,1 000

i1, m

. este compatibil dacid si numai dacy parametrii yi, ooy Y verificd relati

....................

An+t1,1 o

Cpi1

Anyy,n

bn+1, k

Capitolul 4 ’

FUNCTII LINIARE DE ARGUMENT
VECTORIAL

In cursul general de analizi matematici se studiazi
iunci;n de una sau mai multe variabile reale. De exemplu,
in cazul functnlor de trei variabile reale se poate vorbi despre
functii al cdror argument este un vector din spatiul Vs. .
Vom studia aici functii al cdror argument va fi vector al unui
spatiu vectorial arbitrar. Ne vom limita deocamdatd la cele
mai simple functii de acest tip, anume functiile liniare. Vom
considera functnle liniare numerice de argument vectorial,
adicd functii ale caror valori sint numere si functii vectoriale
de argument vectorial, ale cdror valori sint vectori.

Functiile liniare vectoriale, numite operatori liniari, au
o importantd deosebitd in algebra liniard si in aplicatiile
acesteia.

§ 4.1. Forme liniare

4.11. O functie numerici L(x) de argument vectorial x,
definitd pe un spatiu vectorial & peste un corp numeric K,
se numeste formd liniard dacd ea indeplineste urmatoarele
conditii: :

a) L(x —}— y) = L(x) 4+ L(») pemfm orice x, ye&;

b) L(ax) = ocL( ) pentru orice x € H si pentm orice ac¥X.
Cu alte cuvinte, o formi liniars L(x) este un morfism al
spatiului vectorial & in spatiul unidimensional K; = K (2.71). -

Din conditiile a), b) se obtine imediat prin inductie formula
Llagy + oo + o) = oaL(%1) + .o+ oL (%), (1)

adevaratd pentru orice ¥y, ..., % € ¥ si pentru orice numere
oy, ...y o din K.
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4.12. Exemple.

: a._ir}tr—un spatiu #-dimensional & se fixeazi o bazi:
atunci fiecare vector ¥€ & poate fi exprimat prin coordona’
tele sale&y, &, ..., &,. Functia L definitd prin L(x) =&, (prima
coordonatd) este evident o form3 liniari de .

b. O formi liniard mai generali in acelasi spatiu este
definitd prin ) :

L(x) = é Dy Exy
k=1

cu fixarea ar‘pitrari a coeficientilor 7y, I, ..., 4,.
c. Tnv spatiul K(a, b), unde K este R sau €, un exemplu
de formi liniard o constituie functia L dati prin

L(x) = x(t),

unde 7, este un punct fixat din intervalul [a, 5).

¥ dl. In acelasi spatiu se poate considera forma liniard de
ipu

Lix) = Sb 1) x(t)ds,

unde /(?) este o functie continui fixata.
e. In spatiul “?3 produsul scalar (x, %) al vectorului x
cu un vector fixat xpe V3 este o formd liniard de x.

Formele liniare definite in spatii infinit-dimensionale se
numesc de obicei functionale liniare.

4.13. Determinim forma generald a unei forme liniare
J(#) intr-un spatiu vectorial #-dimensional &,. Fie ey
€y, ..., €, O bazd oarecare a spatiului &,. Notim numiral
S(e)  prin Lk = 1, 2, .., m). Atunci pentru orice

X = 2 &, In virtutea formulei (1), rezulti
k=1

) =f(2 z)=}3 Gufler) =3

adicd valorile formei liniare f(x) se exprimd liniar prin coor-

donatele vectorului x cu coeficienti fixagi Iy, by, ..., I,
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functia L definita prin

Astfel, in exemplul 4.12 b am dat de fapt cea mai generali
reprezentare a unei forme liniare intr-un spatiu #-dimensional.

4.14. Intr-un spatiu vectorial complex € se poate consi-
dera inci un tip de formi liniard, numitd formd liniard de
genul I1 (sau formd antiliniard). Orice formd liniard defi-
nitd in 4.11 se numeste atunci formd de genul I. O functie
numericd L(x) de argument x, definiti pe un spatiu vec-
torial complex €, se numeste formd liniard de genul II
dacd ea indeplineste urmitoarele conditii:

a) L(x + y) = L(x) + L(y) pentru orice #, ye@;

b) L(ax) = aL(x) pentru orice x€€ si pentru orice
numar o = ¢ -+ iog; numirul o = oy — lay, reprezintd aici
conjugatul complex al numirului «.

Formula analoagi lui (1) in cazul unei forme de genul IT
este ‘

L(Q(lxl —l— vee + (kak) = &lL(xl) '—l—' ors + &kL(xk) (2)

pentru orice %, ..., ¥, din € si pentru orice numere complexe
gy oeey Age

4.15, Un exemplu de formi liniard de genul II intr-un
spatiu complex n-dimensional €, cu baza e, ..., ¢,1l constituie

/

L(x) = YL,

k=1

undely, ..., J, sint numere complexe fixate arbitrar, iar &, ..., &4

. sint coordonatele vectorului & relativ la baza ¢y, ..., ¢,. Aritim

ci aceastd formuld di reprezentarea generali a unei forme
liniare de genul II pe spatiul €,. Fie L(x) o formd liniard
oarecare de genul IT; punem /, = L(ey), ..., [y = L(¢,). Atunci
pentru orice x€ €, aplicind formula (2), rezultd

L(x) =L (z By )= > BLa) = 1 b

ceea ce trebuia ardtat.
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§ 4.2, Operatori liniari si scrierea lor matriciald

4.21. O formd liniard L(x) definit3 intr-un spatiu vectorial
Ji este asa cum am vizut, morfism de la spatiul 5 la spatiul
unidimensional Kj.

Considerdm acum un morfism & = d(x) al unui spatiu
vectorial % in orice -spatiu liniar ¥ peste acelasi corp K.
Vom scrie uneori pe scurt &x in loc de @(x). Conform defi-
nitiei, avem

a) d(x + y) = @x + @y pentru orice x, y din %;

b) A(ax) = «8x pentru orice x €% si pentru orice a.

Ca si pentru forme liniare, din conditiile a), b) rezulti
formula mai generald

c) Uogxs + ... + agxy) = ;8% + ... + A%,
orice 3, ..., &, din % si pentru orice ay, ..., o din K.

Morfismul g se mai numeste, asa cum am indicat in 2.71,
operator liniar actionind de la % la ¥ (sau aplicind spatiul %
in spatiul ¥).

pentru

4.22. Exemple

a. Operatorul care asociazd fiecdrui vector x al spatiului %
vectorul nul din spatiul ¥ este in mod evident un operator
liniar, numit operatorul nul.

b. Fie @ un operator liniar actionind de la ¥ la %. Definim
&#x = — @x pentru orice ¥ € ¥. Operatorul & astfel obtinut
este de asemenea un operator liniar, care aplici ¥ in ¥;
el se numeste operatorul opus lui €.

c. Presupunem cd vectorilor ¢y, ..., ¢, ai unei baze a spa-
tiului % li se asociazd arbitrar vectorii fy, ..., f, din spatiul %.
Atunct existd un operator liniar §i unul singur & aplicind %
in Y astfel incit Qe = f, (k=1 .. m).

Intr-adevir, daci operatorul ciutat d existd, atunci

n
pentru orice vector x =2: Erer€ X are loc egalitatea
£ .

. . =1

=1

ax = a(i Eke!c) ""’"é ey, = é 395
k=1 k=1 k
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care demonstreazi unicitatea operatorului &. Pe de altd
n

parte, pentru orice ¥ = Y §,¢,€ % putem pune prin definitie
k=1

n

k=1

Operatorul & astfel obfinut este evident un operator
liniar care aplici % in ¥ si de, = f; (k= 1, ..., n), ceea ce
trebuia aratat.

d. Asociind oricirui vector x dintr-un spatiu %€ acelasi
vector x, se obtine un operator liniar 8 actionind de la %
la ®. Acest operator ce numeste operalorul identic sau ope-
ratorul wuwitate al spatiului %.

4.23. Scrierea matricialdi a operatorilor liniari. Fie &
un operator liniar actionind de la un spatiu % de dimensiune #
intr-un spatiu 9 de dimensiune 7. Fixam in spatiul ¥ o bazd
ey, .-, €, §1 1n spatiul ¥ o bazd fi, ..., /- i

Vectorul ¢; este dus prin operatorul & intr-un anumit
vector de; din ¥, care poate fi exprimat liniar cu ajutorul
vectorilor bazei din ¥:

Qey = aM f1 + a fo + ... + 4 [
fn mod analog actioneazi operatorul & pe ceilalti vectori
din baza fixatd in %:
ey = af) f + o fo + o + 40 fns
be, = (’lg_n‘)fl + “g;)fz SRt 51'1(1?) m
Aceste formule se pot scrie pe ecurt
m X .
Ae; = Ea(@.”ﬂ ( = 1,2,%., }). (3)
i=1
Coeficientii @ (4 = 1, ..., m;j =1, ..., n) determini o matrice

cu m linii si # coloane sau pe scurt o m X n-matrice
1 2 n
a a?® ... oM

............
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care se numeste wmafricea operaforwlui @ in bazele {e} —
= {3, ..., &} §i {f} = {fi, «v., fu} . Coloanele acestei matrici

sint coordonatele vectorilor Qey, e, ..., e, relativ la baza

Jrooss fue
. ”
Fie acum x =3~ £, un vector oarecare i y = dx =
m 7=t ‘
:::Elmf,;; explicitim modul in care coordonatele w; ale
i=

Xectomlux ¥ se exprimd prin coordonatele &, ale vectorului #.
vem

n

nifs = Qx = a(;:_? & ef)fz §,6te; =

i=1

<
l
=

n

=3 &3 afff, = i(zl\ A, )f,.

j=1 i=1 t=1\j=

Egalind coeficientii vectorului f;, rezulti

S

=Y A (i =1,2, ..., m). (4)

7=1

Mai explicit

n=al & + aP & + ... 4 aM g,
ny = VE + aP By + L aE,

..............................

T =R &+ aR & + ...+ aE,.

__ Asadar, cunoscind matricea operatorului @ in bazele

{e}, {f}. se poate determina rezultatul aplicirii operatorului
. n

la orice vector x = E e din spatiul ¥: coordonatele vecto-
. k=1

rului v = Qx se exprimd liniar prin coordonatele vectorului x

dupa formulele (5) Notam ca matricea coeficientilor in
Jormulele (5) coincide cu matvicea A ey

. Fie acum |la{?|| ©0 matrice m X #-matrice oarecare
(indicele inferior indici numirul liniei si cel superior numi-

n
rul coloanei). Dacid x = E & e;, atunci putem construi
=1

vectorul y:}:m fi dupd formulele (5).

=1
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Se poate arita usor ci operatorul & care asociazd vecto-
rului x vectorul y ca mai sus, este un operator liniar. Con-
struim matricea operatorului @ in bazele fixate {e}, {f}.
Vectorul e; are coordonatele & = 1, o= ..=E,=0;
in virtutea formulelor (5) coordonatele vectorului de;, vor fi

“numere a{t), afd), ..., al}) astfel incit

ey = afM ey + a) éz + .+ a6,
in mod analog,
&e’j —— ag)) € _}_ a&?) €y + + ﬂ(nl) €n (] == 1, 2,...,77’1/).

Prin urmare, matricea operatorului @ coincide cu matricea
initial consideratd ||a{’||. Vo

Astfel, orice m X n-matrice este matriced unui anumst
operator liniar Q actionind de la un spafiu n-dimensional X
la wn spatin m-dimensional ¥ cu bazele fixate ey, ..., e,-in %
ST [y ey Jo T Y.

. Am aritat asadar ci intre operatorii liniari care actioneazd
de la spatiul % (cu baza fixati e, ..., ¢,) la spatiul ¥ (cu baza
fixatd /i, .., f,) 1 mXn-matricile cu coeficienti din corpul
K existd o corespondentd biunivocd explicitatd prin formulele
(3) sau formulele echivalente (4). ‘ A

Se poate observa ci operatorul & poate fi determinat (in
mod unic) cunoscind matricea 4 = ||a{”||, prin aplicarea
directi a formulelor (5). In aceste formule coloana j a ma-
‘tricii A4 este formatd din coordonatele vectorului de;.

4.24. Exemple

a. Matricea operatorului nul (4.22 a) in orice bazi a lui ¥
si orice bazi a lui ¥, are toate clementele egale cu zero.

b. Dacd ||a"|| este matricea unui operator &, atunci
matricea operatorului opus (4.22Db) este in mod evident
||—at?| |4

c. Presupunem ci m>#n si ci operatorul & transformd
vectorii unei baze e, ..., €, a spatiului % in vectori liniar inde-
pendenti fi, ..., f» din spatiul ¥. Completim vectoril fy, ..., fa
pind la o bazi a lui ¥ cu vectorii fur1, oos fne Atunci matricea
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operatorului @ in bazele i {
; €1, wery €y SL f1, .. va avea, 1
mod evident, - forma. urmitoare POl Qb

= / ———
1 0... 0
0 1 0
ﬁJ ..........
" 0 0.
0 0.. 0
\ 1il0 0.. o

s 20 {)n particular, matricea operatorului identic (4.22 d)
pteol :za '611; s €n @ UNUi spatiu ¥ (ca domeniu de definitie)
S easi bazd in ¥ (ca domeniu de valori), are forma

N

1 0.. 0
B=|[0 L. 0] )
0 0.. 1

Matricea E ‘ .

se numeste #nXnu-matricea identi
' . y € >
matricea unitate de ordinul #. nistale  sau

§4.3._ Operatii asupia operatorilor liniari

inm(f;;qmderam aici operatiile de adunare a operatorilor, de
tire a unui operator cu un numir si-de inmultire (com-
punere) a operatorilor. Doi operatori @ si & actionind
de la spatiul % la spatiul % sc consideri egali si se scrie @ =
=& daci dx = &x pentru orice xe . B

. 4131 Adunarea operatorilor. Presupunem dati doi opera-
torl iniari & si & care aplici spatiul % in spatiul %. Opera-
orul € =&+ & se defineste prin formula

Cx= (@+ B)x =4ax + &, pentru orice x. (6)

Este evident ci operatorul € aplici i i i
te. ; plicd spatiul % in spatiul ¥.
Ardtim ci el este un operator liniar. Fie x = alxlp + oy
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atunci
C(oy 21 + apy) = Aoy ¥y + as¥p) + 55(“1%1. + dpe) ==
— 0@, olrp 4 By + sy = (% + Bx) +
+ ap(@xg + Bxs) = 0¥y + %@,

Astfel, ambele conditii 4.21, a)—b) sint indeplinite.
Operatorul liniar € definit prin relatia (6) se numeste
suma operatorilor & si &. ‘
Se verifici usor urmitoarele egalitdti:

A+ &=+ a,

@4 &) +Ce=a+ (®+¢), )
a4 0=a,
a4 (—a =0.

Aici @, &, € sint operatori liniari oarecare, 0 este operatofi;]
nul (4. 22 a), —@ este operatorul opus lui &, adicd operatorul | -
care asociazd oricirui vector x € ¥ vectorul —&x (4.22 b).

4.32. Tnmultivea unui operator cu un numdr. Dacd & este |
un operator liniar actionind de la spatiul ¥ la spatiul ¥ si
daci A este un numir oarecare din corpul K atunci opera- |
torul & = A4, numit produsul operatorului & cu numarul A,
se defineste prin formula

Sx = (\3)x = N@x), pentru orice x€%.
Se verifici usor ¢i in 4.31 operatorul astfel construit este
liniar. In plus, au loc urmitoarele relatii ‘
7\1()\26[) == (}\]}\2)&,
1 * & = ai (7!)
(M + W)@ = ME + W4,
MA+ &) = 2d + 8.
Relatiile (7)—(7') aratd cd mulfimea tuturor operatorilor lini-

ari, care actioneazd de la un spajiu vectorial X la un spaiiu
vectorial %, formeazd wn now spatiu vectorial.

4.33. Produsul (compunerea) de operalori. Daci d este
un operator liniar de la spatiul % la spatiul ¥ si & este un
operator liniar de la spatiul ¥ la spatiul % (toate spatiile
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fiind peste acelasi corp de numere K), atunci se poate defini
. operatorul € = $& numit] produsul (compunered) operato-
rului & cu operatorul &, ca operator de la spatiul % la ‘spatiul
%, dat prin formula , ’

By = (é’Ba)x = &(&x)

" (adicd mai intii se aplici operatorul & vectorului x si apoi
asupra rezultatului, ca vector din %, i se aplici operatorul
#). Operatorul astfel construit este de asemenea liniar,
deoarece

@(C(lxl + azxg) == &“L&[(oclxl + Ulzxz) == 55(0(1@%1 + azﬁxg) ===

= oc_lSMle + ay.%aﬁ& = 0(1@.751 —}— dz@f(g.

4.34. Se probeazi u@dr urmadtoarele relatii:

~a) M&Q) = (A®)Q pentru orice operatori & $i® cu pro-
prietitile indicate si pentru orice AeK;

b) (& + #)€ = A€ + &C pentru orice operatori @, H de
la spatiul ¥ la spatiul % si pentru orice €: ¥ —>%Y;

<) ;z(gfs + €) = a& + A€ pentru orice operatori & si €
actionind de la ¥ la ¥ si pentru orice operator d: ¥ —>%;

d) (AB)€ = q(HE) pentru orice operatori € : % — U,
B:Y>% a:% W '

Yeri'f_icim, de exemplu, relatia d). Conform definitiei
egalititii a doi operatori, trebuie aritat ci pentru orice
vector xe¥ avem

[a(®e)]x — [(a8)€]x.
Conform definitiei produsului de operatori, avem
[A(86)]x = a[(B€)x] — aAl@(Cx)),
[(@®)elx — (a8) (€x),

de unde rezultd egalitatea necesari.
Celelalte egalititi se demonstreazi in mod similar.

§ 4.4. Operatii. corespunzitoare asupra ‘matricilor
* Explicitim modul cum operatiile asupra operatorilor

descrise in § 4.3 se reflectd asupra matricilor acestor opera-
tori.
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4.41. Adunarea operatorilor. Fie &, $ doi operatori defi-
niti pe spatiul % cu valori in spatiul ¥. Fie ¢, ..., ¢, 0 bazd
alu®Esify, ..., [f, obazi in ¥ si presupunem cd operato-

rului & 1 se asociazi in aceste baze matricea A4 = a9,
iar operatorului #, matricea & = ||b{||; asadar,
m m . -
Qe =E o f;, e, = Ebgi)f‘ (=12, ., n). .
1=1 1 =1

In acest caz

(@ + ®)e, = Ge; + Be, = S () + W),
1 =1
de unde rezultd ci operatorului & + & ii corespunde matri-
cea ||a{’) |- b{||. Aceasti matrice se numeste swma matri-
cilor ||@P|| si [|B{]]. Astfel, suma A +4 B este definitd
pentru orice doud matrici 4, B avind acelasi tip (acelasi
numir de linii si acelasi numdr de coloane).

4.42. Inmultivea wnui operator cu um numdr. In aceleasi
conditii ’ |

(A\)e; = N@ey) = é A f.
. 1 =1

Asadar, operatorului A4 ii corespunde matricea [|Aa?]],
obtinuti prin inmultirea tuturor elementelor matricii flai?||

- cu numdrul A. Aceastd matrice se numeste produsul matvicii

e cu mumdrul .

Deoarece m X #n-matricile si operatorii liniari actionind
de la un spatiu #-dimensional la un spatiu m-dimensional
se corespund in mod biunivoc (4.23), operatiilor cu opera-
tori le corespund operatii corespunzitoare, cu aceeasi denu-
mire si pentru matrici; rezulti ci operatiile cu matrici sa-
tisfac de asemenea regulile (6)—(7), fapt care se poate usor
arita si in mod direct. In acest mod, rezulti ci mulfimea
tuturor m X nw-magricilor forme@zd un spajiu vectorial. Prin
insusi constructia lui, acest spatiu este izomorf cu spatiul
vectorial al tuturor operatorilor actionind de la spatiul
n-dimensional % la spatiul m-dimensional ¥.

4.43. Inwmultivea operatorilor. Fie spatille %, %,%; in
spatiul % considerdm o bazi ¢, ..., ¢,, inspatiul ¥ baza fi, ..., f
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si in % baza gy, ..., g, Presupunem cid operatorul & :% —9Y
are m X n-matricea ||0{"||, adicd

& e =21’5j)ﬁ (j=1,..,n),
i=1

iar operatorul & : ¥ —% are ¢ X m-matricea ||a)|| astfel
incit

a . .
af ZE“%) & (B=1,.., m).
k=1

Pentru produsul € = 4% avem

aAB)e, — A(B ¢)) = AT B =mb§"’ai=
(A&)e; (& ¢)) 2 i fi 2 /i
" . .q ) LA -
= el = (3580
pe=1 h=1 k=1 \i=1

k
Asadar, elementele p{) ale matricii P a operatorului € =
= d% aun forma

m
P = Eu(,}:) B (j=12,...m; k=1,..9)- (8)

Am obtinut astfel rezultatul ciutat. Acesta poate fi
exprimat astfel: elementul matvicii P situat pe linmia & §i
coloana j este egal cu suma produselor tuturor elementelor
liniei b a matricic A cu elementele covespunzdioare ale coloaner
7 din matyicea B. o

Matricea P = ||p§|| care se obtine din matricile ||a{?|]
si ||64¢|] prin formula (8) se numeste produsul primes matrici
prin cea de-a doua. ,

Trebuie observat ci numirul coloanelor primei matrici
este in mod necesar egal cu numirul liniilor celei de a doua
(altfel produsul nu are sens). In acest caz, matricea-produs
are atitea linii cite linii are prima matrice si atitea coloane
cite coloane are a doua matrice.

Indicim o scriere mai sugestivi: produsul unei g X /-
matrici 4 cu o m X wm-matrice B este definit dacd /= m
si in acest caz produsul 4B este o ¢ X #-matrice. Ambele
produse AB si BA sint definite dacd / = m, ¢ = »; in acest
caz 4B este o n X w-matrice patratica iar BA este o m Xm-

102

matrice pitratici. Daci # = m = p = ¢, adicd 4 §i B sint
ambele matrici pitratice de ordin #, atunci AB si BA sint
de asemenea matrici pitratice de ordin #. Totusi ele pot sd

nu fie egale. De exemplu

0 1 1 0 ’ 0 0 1 0 0 1 01

= |y = .

‘10 001!10 0 oy (1t o 0 0y
Asadar, inmultirea matricilor pitratice este in general ne-
comutativi. In ceea ce priveste regulile de asociativitate
si distributivitate, situatia este mai buna: inmultirea opera-
torilor satisface regulile de asociativitate si distributivitate,
asa cum am vizut in 4.34; deoarece matricile i operatorii
sint in corespondentd biunivocd §i produsului matricilor ii
corespunde produsul operatorilor, rezulti cd produsul de
matrici este asociativ si distributiv in raport cu suma.

4.44. Exemple

In exemplele care urmeazi, indicii elementelor matricilor
se scriu jos, astfel Incit elementul a;; al matricii 4 = [|ay;]|
se afli la intersectia liniei 7 cu coloana %. Formula P =
= AB (vezi (8) de la punctul 4.43) se scrie cu aceste notatii
sub forma ’

b = E“ki by (=1L ..n;k=1..,9).

=1
a. Inmultim m X m-matricea 4 = ||a,|| la stinga cu
m X m-matricea B,; = ||b;||, In care toate elementele by

sint egale cu O, in afara unui singur element, b,,, egal cu 1.
Conform regulii generale (8) se obtine m X m-matricea

(s)
a1z A1 0 0 0
7207 20 S | R | RS
B, A=) {|.. ||| -+.or... =(7) || #1s2 -.- Aeu|| *
B 1% - Ay 0 0 0



astfel incit pe linia 7 a matricii B, 4 .se afli elementele
liniei s a matricii 4, dar celelalte elemente ale matricii B,.4
sint. egale cu 0. : i i
b. Inmultim 7 X #-matricea 4 = {|a,|| la dreapta cu
# X m-matricea Co = |lej|] in care toate elementele ¢,
sint egale cu 0 in afara singurului element c,, egal cu f
Conform regulii generale (8) se obtine m X s-matricea

;. @) @)
(ln .‘.. dlq P al,, ) . ) O “en am e O
gy ... Ayq ... A, 0 ...ay 0
AC, =1 ............ (9) 1 = veeiiii... ’
Ay e Oy o B ’ . 0 ety O

astfel incit in coloana ¢ a matricii ACy, se afli elementele
colganeil ¢ a matricii 4 si toate celelalte elemente ale matricii
AC,, sint egale cu 0.

c. Cu notatiile anterioare, avem

O _
0 ... 0 . 0
B, ACqy = (1) 0 Ayq 0 |-
o .. 0 .. 0

astfel incit ‘prin operatia B,,AC,, aplicati unei m X n-
matrici, se obtine o 7 X n-matrice ale cdrei elemente sint
toate nule, cu exceptia celui aflat pe linia 7 si coloana ¢,
care este egal cu a,,. ’ ‘

d. Cu ce m X m-matrice D trebuie si Inmultim la stinga
0 m X w-matrice 4 astfel incit matricea DA s coincidd cu
matricea obfinutd din 4 prin permutarea liniilor 7 si s?
Exemplul de la pct. a aratd cum se obtine matricea in
care }1n1a 7 este tocmai linia s a matricii A’, prin inmultire
la stinga cu m X m-matricea B,,. Dar celelalte linii sint
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egale cu 0. Asadar, pentru a obtine matricea ciutatd tre-
buie inmultiti matricea 4 la stinga cu 7 X m-matricea

D =B, + Bar + E Bﬂ'
X j#s
‘ J#s
e. Cu ce nXn-matrice G trebuie inmultitdi la dreapta
m X m-matricea A astfel incit AG si coincidd cu matricea

obtinuti din 4 prin permutarea coloanelor ¢ §i ¢?
Rationind in mod similar se obtine

G = Cao + C:a + Z Ckk'
. kg
kit

f. Cu ce mxm-matrice F trebuie si inmultim la stinga
o mXn-matrice A astfel incit matricea care se obtine si
coincidi cu matricea obtinuti din 4 in care linia. 7 este adu-
natd la linia s inmultitd cu coeficientul A?

Conform celor spuse la punctul a rispunsul este imediat:
F = E + AB,, (E fiind matricea unitate).

g. Cu ce nxn-matrice H trebuie inmultitd la dreapta
o mxn-matrice A astfel incit matricea care se obtine sa
‘coincidi cu matricea obtinutd din 4 in care la coloana ¢ este
adiugati coloana g inmultiti cu coeficientul p? '

Rispunsul este evident: H = E + pC.

§ 4.5. Alte proprietiti legate de inmultirea matricilor

4.51. Tnmultivea matvicilor descompuse tn blocurs. in
anumite situatii este comodd descompunerea matricilor fac-
tori in blocuri si efectuarea inmultirii pe blocuri.

Presupunem cé sint fixate o m X m-matrice Asio nxp-
matrice B, care sint descompuse in blocuri astfel:

n ) ' 4

 prmneeimmsmrees! ob———— prseem—————

An | 4s By | By

Ayt 4 By | B
A=(m 21| Aog  B=(n) 21| Doz

........................

.............

-------------
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AE

e ;
Presupunem cd in fiecare linie-bloc a matricii 4 sint tot
atitea blocuri cite sint in fiecare coloani-bloc a matricii B,
deci litimea oricirui bloc A, al matricii 4 coincide cu
iniltimea oricdarui bloc By, al matricii B. Atunci toate pro-
dusele A,B,, au sens si sint matrici dreptunghiulare ale
ciror dimensiuni depind de indicii j si s, dar nu depind de
indicele k. ‘

Regula de inmultire a matricilor 4 si B ca mai sus este
urmdtoarea: malricen AB se alcdtuieste din blocuri construite
din blocurile matricilor A st B tot astfel cum elementele matricis
AB se alcdtuiesc din elementele matricilor A si B:

Ay By + ApBo + ...
Ay By + ...

‘ A1 By +/

Intr-adevir, fie 7 numirul liniei-bloc a matricii 4 care
contine insdsi linia %2 a matricii 4 si fie 7 numdrul coloanei-
bloc a matricii B care contine insisi coloana ¢ a matricii B.
Conform regulii generale 4.43 elementele matricii P =48
au forma i

Dro = @abig + o+ Gn bpg = (Tt + oo + Tupdpe) + o +
‘ + (akrbrq + + aknbnq): ‘

unde parantezele sint compuse in corespondentd cu litimea
blocurilor matricii 4 (si cu indltimea blocurilor matricii B).
Vom” numerota liniile si coloanele blocurilor cu aceleasi
numere ca in insisi matricea 4. In prima parantezi se afla
elementul de la intersectia liniei % cu coloana ¢ din blocul
A;By;, In a doua elementul situat la intersectia liniei %
cu coloana j a blocului 4;,B,; etc.; in final se obtine elemen-
tul care este situat la intersectia liniei 2 cu coloana g ale
blocului 4;1By; + ... + Ay#B,;, ceea ce trebuia aritat.
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4.52. Inmultirea

forma

egale cu zero. Pre
matrice (£ =1, ..,

cile 4 si B pot fi.

numeste cvasidiagon

unde blocul B}ck este 0 7, X Py

Ay |

=

matricilor cvasidiagonale. O nlatrice se
ald (sau bloc-diagonald) daca ea are

‘A” |

unde blocurile nenotate sint formate numai din elemente

supunem ci blocul Ay, este o #y X %
s). Considerdim matricea cvasidiagonald

1 BSS

-matrice (¢ =1, ..., 5)- Matri-

tnmultite conform regulii 4.51 care conduce

tn acest caz la rezultatul

AuBn\

l A 22822

. : (9)
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Astfel, in cazul considerat matricea A B este tot o matrice
cvasidiagonali in care blocul 4 ke By are my, linii si p, coloane.

4.53. Produsul & dowd matrici transpuse. Fie o m x n-

matrice 4 = ||@;,[|. Se numeste transpusd a lui A nxm-
matricea A’ = ||a},|| pentru care
Gpg =, (p=1, s g =1, .. m).

Fie 4 o m x n-matrice si B 0 % x p-matrice. Asadar, produsul

v

P = AB este bine definit §1 este 0 7 X p-matrice. Pe de alti
parte, este definit si produsul matricilor transpuse B’A’,

care este o pXm-matrice. Vom arita ci are loc formula
B'A’ = (4B)". (10)

Pentru demonstraﬁe notim elementele matricilor A, B,
P= 4B, A', B', P’ respectiv prin @, b, py al; = a,
big = by, pi; = p;. Egalifatea (8), care defineste elementeley
Pas poate fi scrisi sub forma

n | n L .
P = pr =3 ayby = }:( @jibi; = Y biatj;.
i= =1

7=1

Insumarea se efectueazi dupi indicele J pentru indicii 4, %
fixati. Indicii fixati arati c3 pentru a forma elementul pf;,
In matricea B’ se foloseste linia % iar in matricea A’ se folo-
seste linia 7. Ca rezultat al sumei produselor elementelor
corespunzdtoare se obtine elementul p; aflat la Intersectia
liniei % cu coloana ¢ a matricii P’. Dar prin definitia produsului
de matrici, aceasta fnseamni ci matricea P’ este produsul
matricii B’ cu matricea 4’ si egalitatea (10) este astfel stabilit:.

4.54. Minorii produsului a doud matrici Considerim
mXn-matricea 4 = ||ay]| si] #Xp-matricea B — 110115
construim # X p-matricea P = AB = [12s]]- Fixdm in ma-
tricea P liniile cu numerele o; < ... < a §1 coloanele cu nu-
merele B; < ...<B;, (k< m, k < ?) sine propunem si calcu-
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13m minorul M = Mg,...
nele fixate

nantilor (1.44). Coloana
suma a % coloane ,,elementar

variazd

Ll B)i, construit pe liniile §i coloa-

M= g5 (AB) =
@uabyp, + oo+ ‘ialnbnﬂ, vee Bgibyg, + - @, nnpy ‘
a- lblﬁ; + e —J[— aaznbngl wes aailblﬂk + ) + aa,,,b,,gk . . (1 1)

.......
......
................

........
......

awdblg ~+‘ oo + aaknb"pl v aaklbmx + “es + a“k nbnﬁk
1

i »a, liniard a determi-
> le se foloseste proprietatea 3
o minorului M cu numarul v este

e“ cu elementele de forma a?,ifyiﬂ\,_
fixati iar indicele de linie 7
de la 1 1a £). De aceea intreg“minorulAM este;leagiald?rll
suma a A* determinati ,elementar1”, constmid I;u al di
coloane ,elementare”. In fiecare (%m clo}oarlxe (; : Seinr:BI poaté
b ifici in lungul acele1 coloane § .
i bj? n.tu Selr)nt?sgﬁa(.:ceasti of)lel:ratie fiecare din determi-
fi scos ca factor. L cea tie f :
nantii ,elementari capitd forma urmitoare

(unde indicii de coloand 7 si v sint

aalil Aoyiy - Bosiy

b; Casiy, By -+ Besin | (12)
bi g, biyg, + OinBe —ienem
aak % a“k iy ““k’k

., i sint numere cuprinse intre 1 $1 7. tllzlaglegéﬁgi
aceste numere unele coincx((i), aﬁg:csle %e:eilnr’?iig;—‘lla i clementar

‘ ]C)Oer ngézzgzzg ?;t;eft?lic(; fi tB é)iiisté minori de ordin & > #,
: i toti acesti minori sint null. ] ' e
dtunl::zv:x;ind 12 qazul ‘k < o, s;: oibse(r;;icin(lzaC’;r;butfﬁcoirrlls&?ceﬁ
;itl ,a f :isi(rixft:t iirlg?lllllzgtl Iﬂe];i:zI;taZazp determinantul

unde ?, ..

.o
adlix aa, g e ‘“1"‘

; iy oo ®ayi
Oz er s @ aa’ iy aa’ig %3 3%

Q1 eesdn

.............
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S

coincide pind la semn cu minorul M 4, unde 7; <
2385 o0 1=

< r < St indici . e
t?) a]r?e \Preci\ Je sint indicii 4y, ..., 7, ordonati in ordine cresci-
o > P Zam acum ce semn trebuie luat in fata minorului
P i, i PeDtru a obtine exact minorul ° Mo %
Jry senrdp
entru aceasta vom permuta succesiv inminorul M s
coloanele vecine pent btine in fi i normals
e e pentru a obtine in final dispunerea normali
(are ool de cu cea a coloanelor in insisi matricea 4).
ecare permutare a doud coloane vecine minorul

1) Agy eovy On : . X
(Zi‘g,,_, A i§1A schimbi semnul; pe de alti parte, numirul
. . . ’
de (l)nvegcm}cml In permutarea indicilor 4y, 4, ..., 7, se modifici
inferggxl'i aslee-a ggoiarfece dlp dispunerea finald a coloanelor indicii
ordinea naturald, firi inversiuni i
1 atld in : z rsiuni, atunci
?rﬁllz;isljul %chxrqbanlor succesive de semn este egal cu numirul
et }leer(l:l or din permutarea indicilor 7y, 4y, ..., 7, (Se presupune
o In fi Caie_perrputare a indicilor, indicele mai mic se afli
in micsoree uvx mat mare $1 prin aceasta numirul inversiunilor
N 50 azd exact cu o unitate). Notim acest numir prin
- Atunci expresia (12) capiti forma urmitoare
1\ .

( 1) thx biz Bgeee b"kBIc Mgf,---:,i:k (A)‘ (13)

Pentru a obti dri i

ne mdrimea lui M trebuie adunate t
¢ t nate

sille de forma (13). il
Adundm mai intii expresiile avind indicii Iy << ...< 1
Factorul comun Mg» ;' arantezs

n Mir Vi (A) poate fi separat si f : a
se va afla mirimea i 01 parantead

% (—_I)N(i) b,il B: bian e b

ik B

ate expre-

care in mod evident este tocmai mi b el
: 1 2 ai mino o o
final se obtine formula WA, (B). Tn

Mm,,...,oq,- A IR ) gy veey & G1y cees

: b (AB) =2 Mgk () Mg, (B).  (14)
nsumarea se face aigi dupid toate sistemele‘de indici 7, <

< %2 < ... <1, care sint numere variind intre 1 si #. Numgrul

total al termeni i a a
] enilor din aceasti sumi este egal cu Ct —

= Rin—k)1
Formulim rezultatul obtinut sub forma unei teoreme.

TEQREM{K. Fiecare minor de ordin k al matricii AB
poate fi exprimat cu ajutorul minovilor de acelasi ordin din
matricile 4 si B, dupd formula (14). ’
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§ 4.6. Domeniul de valori si subspatiul nul (nucleu) ale unui
operator liniar

4.61. Presupunem ci & este un operator liniar actionind
de la un spatiu vectorial % la un spatiu vectorial ¥. Folosim
atunci notatia 2.71 & : % — 9. |

Fie # dimensiunea spatiului % si m dimensiunea lui ¥;
alegem o bazi oarecare ¢y, ..., &, in ¥ §i'0 bazd fi, .oy [ 0 Y.
Atunci operatorurui & i se poate asocia conform regulii din
423 m X sn-matricea 4 = ||@?|], 1=1,..,m, j=1, ., 2
Notim cu T(&) domeniul valorilor operatorului &, adica
multimea tuturor vectorilor y = &x, x€ % (uneori T(&)
se mai noteazi Im@ si este numit imaginea operatorului d).
Ne punem problema de a calcula dimensiunea subspatiului

T(@) allui®. Punind x = > Eer seobtine y = dx = > Edey.
k=1 Re=1

Asadar, domeniul valorilor operatorului & coincide cu acope-
rirea liniari a vectorilor de,. des, ..., de,. Dimensiunea aco-
peririi liniare £(&e,, ey, ..., de,) este egald, conform 2.54 ¢,
cu numirul maxim de vectori liniar independenti din sistemul
ey, Ge,, ..., de,. Stim ci in coloanele matricii operatorului &
sint scrise coordonatele vectorilor de; relativ la baza {f};
astfel, problema numirului maxim de vectori liniar indepen-
denti in sistemul de, (j=1, 2, ..., m) se reduce direct la cea
a numirului maxim de coloane liniar independente ale matricii
operatorului &. Dar acesta din urma este egal, conform 3.12 ¢,
cu rangul matricii operatorului &. Asadar, dimensiunea
domeniului de valori al wnui operator liniar @ actionind de
la un spatiu n-dimensional X la un spajiv m-dimensional Y,
este egald cu rangul matricii operatorului & in orice bazd {e}
a spatiuiui € §1 orice bazd {f} a lur Y.

Se poate observa ci alegerea bazelor in spatiile ¥ si ¥
nu influenteazi rezultatul (cici subspatiul T(&Q) depinde
‘numai de @), deci rangul matriciv operatorului & nu depinde
de alegerea bazelor, ci numai de operatorul & tnsugi. In cele
ce urmeazi vom numi rangul matricii operatorului & (in
orice baze) rang al operatoruiui @ insusi si il vom nota 7.

4.62. Notim cu N(@) subspatiul nul al operatorului &
(numit si nucleu al lui &), adicd mulfimea tuturor vectorilor
x €% pentru care dx = 0. Ne punem problema si calculim
dimensiunea subspatiului N(@), utilizind matricea 4=
= ||@"|] a operatorului (intr-o perechede baze ca mai sus).
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Fie x :——;E,e,.e»N(a). Atunci sistemul (5) capiti forma

aE; + 'y + ... + o, =0,

Oy + ol + ... 1 aME, — o,
(15)

............................

OPEs + AV + ..+ alE, — 0.

Este evident ci si invers, orice vector xe % ale cirui coordo-
nate satisfac sistemul (15) apartine subspatiului nul al opera-
torului @. Astfel, problema dimensiunii lui N(@) este echiva-
lentd cu cea a dimensiunii subspatiului de solutii ale siste-
mului (15). In virtutea celor spuse fa punctul 3.51 dimensiu-
nea mga acestul subspatiu este egali cu numirul n—7,
unde 7 este rangul matricii coeficientilor sistemului, sau ceea
ce este acclasi lucru, rangul operatorului &; astfel, g =
=9 — ¥g. ‘ !

: In acest mod, am aritat ci dimensiunea subs pafiului nul
al unwi operator @ este egald cu diferenta tntre dimensiunea
spagiulus % (pe care este definit operatorul @ ) $t rangul ope-
ratorului 8, adici dim N(@) = dim % — dim T(d).

 4.63. In particular, daci morfismul @: ¥ % este un

epimorfism, atunci T(4) =¥ si deci 74 = m. Daci morfis-
mul & :% — ¥ este monomorfism, atunci N(@ =0 si in
acest caz, 7q = . Sint adevirate si afirmatiile inverse.
Anume, dacd rangul matricii 4 este egal cu numirul m al
liniilor sale, atunci dimensiunea lui T(Q) coincide cu dimen-
stunea Iui ¥ si cum T(@) < ¥, rezuiti T(Q) =: %. Asadar,
morfismul & este epimorfism daci si numai daci rg == m.
Daci rangut matricii 4 este egal cu numirul # al coloanelor
e1, atunci vectorii dey, ..., e, sint liniar independenti si deci
operatorul & este monomorfism (2.73 ¢). De aceea morfis-
mul & este monomorfism daci si numai daci rq == N.

4.64. Urmitoarea proprietate este o reciproci a rezulta-
telor 4.61—4.62: : :

TEOREMA. Fie ® un spativ n-dimensional i Y un spotiu
oarecare. Oricare ar fi subspatiile X< %X si § < Y avind suma
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dimensiunilor egald cu n existd un operator liniar & : % —%
astfel incit N(@) = N, T(Q) = §. '
Demonstragie. Notim dimensiunile Iui & si § respectiv
prin % si m = n — k.'In subspatiul & alegem m vectori liniar
independenti fi, f, ..., f,. Alegem de asemenea o bazi oare-
care é;, €, .., ¢, in spatiul ¥ astfel incit primii % vectori ai
bazei sd fie situati in subspatiul &U (2.43).
‘Definim operatorul @ prin conditiile _
ae,==0 (Z:‘: 1, 2, ceey k), } (16)
Qe =/ =1, 2,...,m).

- Ardtdm cd operatorul & satisface conditiile cerute in
enunt. Mai intfi este evident ci T(&) este acoperirea liniari
a vectorilor f; (¢ = 1, 2, ..., m) sicoincide deci cu subspatiul §.
Apoi orice vector al subspatiului & apartine evident lui N(@);
rimine de dovedit cd orice vector din N(@) apartine lui 8.
Admitem pentru aceasta ci pentru

n
&= 2 Eie

1=l
am avea @« ==0. Folosind conditiile (16) rezulti
0 =@x =@, + ... +Ene,) =Epafi + o + Enfime

Deoarece vectorii fj, fy, ..., f,, sint liniar independenti, rezultd
atunci cd Egyq == ... =, = 0. Dar atunci x =§&¢; + ... +
+ Ei6, deci xe€I;, ceca ce trebuia dovedit.

4.65. Teorema urmitoare referitoare la rangul produsului
a doud matrici rezultd din proprietitile de naturd geometricd
prezentate mai sus. ,

TEOREMA. Rangul produsului AB a dowd matvici A st
B nu depdseste rangul fiecdruia din factori.

Demonstrafie. Se subintelege ci am presupus cd numirul
coloanelor matricii 4 coincide cu numdrul liniilor matricii B
(altfel nu ar avea sens produsul 4B). Presupunem ci A4 este
o m X m-matrice iar B este o # X p-matrice. Fie spatiile vec-
toriale %, ¥, % de dimensiune respectiv #, m, p. In spatiul %
considerim o bazi ey, ..., ¢, in spatiul ¥ baza fy, ..., f si

* in % baza gy, ..., g, In aceste conditii matricea 4 poate fi
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pusi in corespondenti cu un operator limiar €:% — %,
lar matricea B cu un operator liniar & : % — €. Produsului
AB al matricilor 4, B {i corespunde operatorul liniar
a% : % — %Y. Domeniul de valori al operatorului @% este,
conform insdsi definitiei lui, continut in domeniul de valori
al operatorului &. Deoarece dimensiunea domeniului de
valori al unui operator este egal cu rangul matricii cores-
punzitoare (conform 4.61), rezultd ci rangul produsului a
doud matrici nu depdseste rangul primului factor. Pentru
a demonstra ci el nu depiseste nici rangul celui de al doilea
factor, aplicim operatia de transpunere ; folosind 4.53 obtinem

rang AB = rang (4B)" = rang B’A’ < rang B’ =rang B,
‘ceea ce trebuia demonstrat.

4.66. Rangul produsului 4 doud matrici poate fi mai mic
decit rangul fieciruia din factori. De exemplu, matricile

1 0 01’
oo!

0 0
au rangul cgal cu unu, iar produsul lor

A =

, B=|

AB= 12 0
0 0

are rangul zero. Urmatoarea teoremi prezintd interes, deoa-
rece ea di o evaluare a rangului produsului a doui matrici
in sens opus (minorare $i nu majorare),

TEOREMA. Fie A o m X n-matrice de vang v, si B o
nX p-matrice de rang rp. Atwnci vangul w X p-matricii AB
este cel pupin egal cu

¥qg+ vp—n, adicd 7.5 = 74 4 r5— 0.

Demonstratie. Aritim mai intli c3i orice operator @ :
% — %Y de rang 7 transformd orice subspatiu k-dimensional
%' < % intr-un subspatiu ¥ < ¥ a cirui dimensiune nu
este mai micd decit » — (n'— k). Alegem o bazi e, ¢, ..., ¢,
in % astfel incit primii & vectori ai bazei s fie situati in subspa-
tiul ¥’ (2.43). Coordonatele vectorilor de,, de,, ..., de, care
genercazi subspatiul ¥ ocupd n matricea A primele £ co-
loane. Conform ipotezei, In matricea 4 existi 7 coloane liniar
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independente. Impirtim aceste coloane in doui grupe:
in prima grupi considerdm coloanele care au numere de ordine
de la 1 la %, iar in cea de a doua coloanele care au numerele
de ordine de la 241 la #. Coloanele din grupa secundi
sint cel mult #—%; asadar prima grupi cuprinde cel putin
7 — (# — k) coloane. Astfel subspatiul %’ are cel putin » —
— (# — k) vectori liniar independenti, ceea ce s-a afirmat.

Fie acum &4 : % - Y 5i & : % — ¥ operatori liniar cores-
punzind matricilor considerate. Evaluarea rangului matricii
operatorului &% conform 4.61 este de fapt o evaluare a dimen-
siunii domeniului de valori al acestui operator. Operatorul &
transformd intreg spatiul % in subspatiul T(®) < € avind
dimensiunea 7g. Conform celor ardtate mai sus, operatorul &
transformd subspatiul T(®) intr-un subspatiu a cdrui dimen-
siune nu este mai micd decit rqg — (n — 7g) = 7g + rg—m:
Asadar, dimensiunea domeniului de valori al operatorului
% si in acelasi timp rangul matricii AB are mdrimea nu
mai micd decit 74 + 74 — #, ceea ce trebuia demonstrat.

4.67. COROLAR. Daci una din matricile A si B, unde
A este 0o m X n-matrice iar B esle o nX p-matrice, ave rangul
n, atunct ranguwl produsului este egal cu rangul celeslalte matrics.

Intr-adevir, in acest caz evaludrile rangului produsului
date In teoremele 4.65 si 4.66 conduc direct la rezultat.

4.68. Fiec @ : ¥ — 9% un operator liniar intre spatiile
vectoriale % si ¥. Un operator liniar & : ¥ — % care transfor-
mi %Y in ¥ se numeste nvers la stinga al lui & dacd B = 6,
adici &4 coincide cu operatorul identic al spatiului %. In
acest caz se mai spune ca operatorul & este invers la dreapta
al lui &. In ce caz operatorul @ (respectiv #) are invers la
stinga (respectiv la dreapta)? Teorema care urmeazi di un
rdspuns acestei intrebdri.

TEOREMA. Opémioml aA:X—Y are invers la stinga
dacd st numas dacd @ este monomorfism. Operatorul & : Y — %

arve tnvers la dreapta dacd si numai dacid & este epimorfism.

Demonstragie. Presupunem cd & este monomorfism si ca
T(@) = ¥ este domeniul siu de valori. Pentru orice element
y € T(Q) existdi x €% astfel incit dx = y, iar acest x este
unic determinat (deoarece & este monomorfism). Fie @ < ¥
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un subspatiu a cdrui suma directd cu T(4) este egald cu intreg

spatiul ¥ (2.46). Definim operatorul & : % — % dupi regula
urmatoare. Pentru y € T(4), elementul &y este egal cu acel
unic x astfel incit dx = y; pentru y €@ punem &y =0;
pentru y = y; 4 ¥y, unde y; €T(4), ¥, €@ punem By =
= $y;. Dupd cum se verifici imediat, operatorul & este
liniar si pentru orice x € ¥ avem 8dx = x, deci & este invers
la stinga pentru &. Daci @ nu este monomorfism, atunci
existd un vector x €%, diferit de zero, astfel incit dx == 0.
Atunci pentru orice 8 :Y - ¥ avem (Bd)x = H(Ax) =
= #(0) = 0 deci nu existd invers la stinga pentru operatorul &.
Presupunem ca & : 3 — % este un epimorfism sici N(®)c
< ¥ este nucleul (spatiul nul) al operatorului &, iar @ < ¥
este un subspatiu a cdrui sumi directi cu N(&®) este egald
cu Intreg spatiul ¥. Deoarece ¥ = B(¥) = B(N(&) 4- @) =
= B(Q), atunci aplicatia & : @ — % este de asemenea epi-
morfism si chiar izomorfism, deoarece nici un clement y € @
diferit de zero nu este aplicat in zero prin operatorul ‘$.
. Definim operatorul & :%¥ —% prin urmitoarea reguli:
pentru orice ¥ € ¥ vectorul dx este acel vector unic y €@
pentru care 8y = x. Operatorul & este evident liniar si pentru
orice x € % avem #dx = x, deoarece & este invers la dreapta
pentru &. Daci & : ¥ — ¥ nu este epimorfism, atunci pentru
veetorul ¥ € ¥ care nu apartine lui T(&) si pentru orice opera-
tor & : ¥ — Y avem &Ax £ x, astfel incit $ nu admite invers
la dreapta. Teorema este complet demonstrati.

4.69 a. Stim ci rezultatul inmultirii unei 7 X m-matrici
P cu o mxn-matrice 4 este o matrice pitratici de ordin #
S=PA,

Daca S este matricea unitate de ordin # (4.24 d), atunci
matricea P se numeste tnversd la stinga pentru matricea A.
In mod analog, inmultind o # X n-matrice 4 cu o #Xm-
matrice () se obtine o matrice pitratici de ordin m

T = AQ,

si dacd T este matricea unitate de ordin m, atunci Q se nu-
meste snversd la dreapta pentru matricea A.

b. Folosind rezultatele din 4.63 se poate reformula teore-
ma 4.68 In termeni de rang al matricilor.
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TEOREMA. O m X n-matrice A arc inversd la stinga daci
st nuwmai dacd rangul ei este egal cu n; matricea A are inversd
la dreapta dacd st numai dacd rangul ei este egal cu m.

§ 4.7. Operatori liniari care transformi %, in el insusi
(endomorfisme ale spatiului )

4.71. Considerim un operator liniar 4 :¥— @ care
transformd spatiul € in el insusi (punind in 4.21 Y = %).
Vom spune atunci ci @ este operator al lui ® (operator
actionind in % sau, echivalent, endomorfism al lui ¥).

Presupunem cid operatorul & actioneazd in spafiul #-di-
mensional % = &,. Alegem in spatiul ¥ o bazi e, ..., ¢,
sl aceeast bazd este folositd si itn domeniul de valori al lwr &,
pentru a construt matricea opevatorulur @. Conform 4.22
matricea A a operatorului & se construieste prin formulele

”
Ae, = E }a?)eq., (17

4 ==
astfel Incit coeficientii a{) formeaza de aceastd datd o matrice
pitraticd de ordin #; aceasta se numeste matricea opevatorului
a in baza {e} = {e,, ..., ¢,}. Vom nota uneori aceastd matrice
prin A(e). Formula corespunzitoare pentru coordonatele

n

”n
vectorului y = dx, y = E 0e;, X == 22,1-3,, are forma (con-
j=1 7 =1
form 4.23):

LEPILL - (18)
J=

Fixind baza (e, ...,e,) = {€} se obfine o corespondentd
biunivocd intre toti operatorii liniari actionind in spafiul
¥, si toate matricile patratice de ordin » avind elementele
din corpul K.

4.72. Exemple

a. Operatorul care asociazd oricdrui vector din spatiul %
vectorul nul este evident liniar. El se numeste operatorul

nul (vezi 4.22 a). ’ : :
Matricea operatorului nul in orice bazi este evident

matricea nuli.
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b. Operatorul identic &, care asociazi oricirui vector
%€ % acelasi vector x, a fost considerat in 4.22 d. Matricea
operatorului identic are forma (4.22 d).

1 0 0..0
01 0..0
E=lo 0 t..0]
0 0 0..1
Aceasta matrice se numeste matrice unitate.

¢. Operatorul & care transformi orice vector # in A%,

unde A este un numir fixat din corpul K, este evident liniar;

el se numeste operatorul de asemdnare (cu coeficientul de
asemdnare A). ‘

In mod analog cu exemplul de la pct. b, operatorul de
asemdnare in orice bazi are forma

A 0.0
0 x...o’
0 0...1'

d. In planul euclidian 9, vectorii pot fi determinati prin
coordonatele polare,, x == {9, g}. Operatorul & care transfor-
md vectorul x = {p, p} in dx = 1¢ + 90, p} cu ¢p unghi
fixat, este un operator liniar (ceea ce se probeazd imediat).
Acest operator se numeste operator de rotatie cu unghiul qq.

Pentru construirea matricii %peratorului de rotatie ale-
gem in planul °9, o bazi formati din doi vectori unitari
perpendiculari ¢;, e;. Dupi rotatia cu unghiul ¢q vectorul e,
trece in vectorul (cos og)e; 4 (sin gg)es iar vectorul ey in
vectorul (—sin gp)¢; + (cos gp)es. Asadar, matricea opera-
torului de rotatie in oricare din bazele indicate mai sus are
forma '
COS @g —sin qq

sin gq COS ¢q
e. Fie ¢, ¢y, ..., ¢, 0 bazi oarecare In spatiul #-dimensio-

n
nal &,. Asociem vectorului » — E ,Erer, vectorul fx =
k=1
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m
-‘=Eﬁkek, unde m < n. Operatorul € este liniar ; el se numeste
k=1 .

operatorul de proiecfic pe subspatiul X, generat de vectorii
6;, 52, sy 6171,‘ ] :

~ Pentru construirea matricii operatorului de proiectie
observam cd sub actiunca acestui operator vectorii ey, e, ..., em
trec In ei ingisi, iar vectorii €,,.4, ..., €, In zero. De aceea matri-
cea operatorului de proicctic in baza ey, €, ..., ¢, are forma

{ 0..0 0..0

lintw m |0 O0..1 0 ...0

! . v A . . . P N

f. Fie ¢4, ¢y, ..., ¢, 0 bazi in spatiul n-dimensional &, -si

fie » numere fixate Ay, A, ..., A,. Definim operatorul @

pentru vectorii bazei astfel: Qey = ey, des = Aoy, ..., de, =
n

= A&, Si pentru oricc alt vector x—_«zékek este natural si
=1

L
definim prin liniaritate dx :Z)\kﬁkek. Operatorul obtinut
k=1
se numeste operator diagonal relativ la baza ¢y, ..., ¢, sau
operator diagonalizabil.

Matricea unui operator diagonal relativ la baza ey, ..., ¢,
are In aceastd bazi forma urmitoare

N 0.0
0 Az...0
........ (
0 0..2,1

Elementele nenule se pot afla in aceastd matrice numai pe
diagonala principald. Aceastd matrice se numeste dmgomzlfz
(de unde si denumirea operatorului). Se poate observa ca
este posibil ca Intr-o altid bazd fi, ..., f,j, matricea unui operle-
tor diagonal relativ la baza e, ..., ¢, sa nu mai fie diagonala.
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4.73 a. Operatorii liniari actionind in spatiul i
adunati, _1n3nu1txi;i cu numere, dupi regulilepgetneral?' ggtlil
‘4.321:: olzitmmdu-se noi operatori actionind n . S

galitdtile (7) si (7') arati ci relativ la 0 ii
adunare $i iIAnnu}i;lre cu numere, multimea tutgfgit?;eriﬁ
torilor actionind in spatiul % este ea insasi un spatiu vectorial
peste acelasi corp K. In plus, pentru operatorii actionind
in spatiul ¢ prodpsAuI (compunerea) este totdeauna definit
conform 4.33, obtinindu-se ca rezultat un nou operator ac-

ionind in %. ; « )
itu nci n % In Paftlcular, dacd & este orice operator in %,

(88)x = B(8x) = Bx = 8(Bx),
astfel incit s

B8 =8B = B.
Definim puterile unui operator dat a:%- % dupi regulile |
oat=a,
az = aa,

a? = 424 = (Aa)@ == a(aa) = aaz,
ar = @*-1q — gan-1,.
Are loc formula /

mn
» a™® = arar (m,n=1,2,..), (19) -
care se demonstreazi usor prin inductie.
Punem, de asemenea, prin definitie

A =g (operatorul identic). R

E;ste ev1dent.ci formula (19) rimine adevirati si in 1
cind unul din exponenti este nul. i .
o =bgc Pre}s?l.lpvune{n - cd _spaglul % este finit-dimensional,
- L1Xam in spatiul € baza ey, ..., ¢,. Atunci oricdrui
operator }mlar & actionind in spatiul % 1 corespunde o matri
In aceastd bazd. Conform regulilor 4.41—4.43, odat} cu 0 o
torli, matricile corespunzitoare se aduni, se inmultesléera-
numere, se ridicd la putere. In acest caz, se poate det’ermiflg

usor dimensiunea spatiului liniar al tuturor matricilor de
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ordin #. Anume, matricile E,;, avind un singur element nenul .
egal cu 1, situat pe linia 7 si coloana %, sint liniar independen-
te; pe de altdl parte, ficcare matrice de ordin # este combinatie
liniard a matrieilor /7, indicate. Asadar, matricile E; con-

‘stituie o bazd in spatiul tuturor matricilor patratice de ordin .

Deoarece numirul matricilor Ej, este egal cu #% conform
(2.35) rezulth ch dimensiunea spagiului vectorial al tuturor
matricilor de ordin n este egald cu n®.

Aceeasi dimensiune #? o are evident §i spafiul tuturor
operatorilor linfari actionind in spatiul &,. :

4.74. Exemple

a. Inmulfiren cu numirul complex = «+ if este o
transformare linlard € — €, z— zo a planului complex
(z= x -+ i), care poate fi scrisi cu ajutorul unei matrici
reale de ordin 2. Din formulele de inmultire (x + iB)(x 4 iy)=
= (ax — By) = (x| ay) rezultd ci in baza 1, 1 matricea
corespunzdtoare are forma ‘

« —p
p o

Astfel, numerele complexe © = o+ if corespund biunivoc
cu matricile reale @ (ﬁc ordin 2; se vede lesne ci sumei si
produsului de numere le corespund suma si produsul matrici-
lor corespunziitoare. Se spune ci matricile reale & constituie
o reprezentare a corpului numerelor complexe.

W o

b. Notim cu &, (k > 0) operatorul de ,deplasare cu k
pasi”; prin definifie, el transformd fiecare vector din baza
¢, in vectorul ¢, din bazi (dacid m—~%k>0) si in vectorul nul

(dacsd m—hk<0), Evident, & =8, &; &, = &,,; in parti-

cular, & = &,. Matricea operatorului &, are forma

01 0..0
0 0 t..0
0 0 0..1
0 0 0..0

121



Matricea operatorului %, are forma (k< n)

0..1 0. ...0
0.0 1..0
Eaqll e
0..0 0..1
0..0 0..0

i 4.75. Determinantul produsului a doud matrici. Fie 4 =
= }(llajk[ [, B=]| by || doud nx n-matrici oarecare siC=AB
g;(l), uzuzlé1 };r. In virtutea teoremei 4.54 aplicatd minorului
obig’ i}i'e%(l ), adici finsusi determinantulai matricii 4B,
det AB = (det A) (det B).
Astfel am demonstrat

: 'IEOREMA. Determinantul produsului a doud nx n-ma-
trice este egal cu produsul determinantilor acestor matrici.

Existd si demonstratii directe ale a i ’

d s cestei teoreme (care nu se b a

Pe propozitii de forma 4.54). Iat3 una din aceste demonstratii Cons'?ize%za
determinantul de ordin 2n o i

0 ..

0 @y Qg - Ay
0 0 B9y Agg «.. Agp
0 0 ny Qg -« Ann

Confo 1.82 i . .
b Tm determinantul D este egal cu produsul determinantilor matri-

gy e Gy byg - by
A=1........ §1B= BRI IR .

Tny -+ Ann bug +-+ bun
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Dar se poate obtine valoarea determinantului D si pe o altd cale.
Folosind numerele — 1 situate in primele % linii si ultimele # coloane ale
determinantului D se pot anula toate elementele situate in ultimele »
linii si ultimele # coloane ale determinantului D. Pentru aceasta este sufi-
cient si adunim la linia »# -+ 1 a determinantului D, prima linie fnmul-
titd cu ay, a doua inmultiti cu @y, ... si linia # inmultiti cu ay,; apoi
adunim Ia linia # + 2 a determinantului D, prima linie inmultitd cu ay,
a doua inmultiti cu ay, etc.; in final adunim la linia de ordin 2# prima
linie inmultiti cu an;, a doua inmultitd cu ap,, ..., linia »# inmultitd cu agy,.
Ca rezultat se obtine

by wbm -1 0. 0
by o by 0 —1.. 0
By - 0 0..—1

D=
byy@yy + bayylyg + oo+ bp@in - bindyy + oo+ bapn 0 0. 0
byyay -+ Dayss + v + bmlgn oo DinGay F oo + bun@gn 0 0. O

biy@ny + bogna + oo + bnydng oo Dyndng + vee + ppapy 0 0., O
de unde aplicind teorema Laplace 1.81 si dezvoltind determinantul D dupd
ultimele #» linii, rezultd

—1 0. O]|byysy +eoot-buyBym o Byndyy + oot brnliyn
0 — 1o 0| by +-otBuyon . Bindzy + oo Dandzn

D = (_“. 1)1+zzs+n

0 0..—1 Ibuam-}—...—i—bmam,...bmam—}-...-}—bnnam,
by A eeo o+ Bynbag ooe Gabin + oee Bnbnn

“_mbu 4 eee ot Bonbpy oo Boibin + oo+ Agnban — det(4 - B).

Angbyy + oo+ Bunbuyg oo Gmbin + oo+ Gnnbpn
Comparind acest rezultat cu cel obtinut la inceput. rezultd tocmai

relafia cdutatd.

In particular, observim cd daci tnmultim doud matrici

| _pitratice nesingulare 4 si B (adicd detd # 0, detB # 0),

atunci matricea AB este nesingulari. Dacd una din matrici,
de exemplu 4, este singulari (detd = 0), atunci detAB = 0.
Dealtfel aceastd afirmatie se poate deduce si din 4.67.

4.76. Operatorul invers. In conformitate cu definifia
4.68 un operator & actionind in spatiul % se numeste invers
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la stinga al unui operator @ actionind in acelasi spatiu %
dacd #Q = 8. In acest caz, operatorul & se numeste invers
la dreapta al lui ®.

a. Este posibil ca operatorul @ si aibi mai multi inversi
la stinga si nici un invers la dreapta sau, invers, mai multi
inversi la dreapta si nici unul la stinga (vezi problema 25).
S presupunem-ci operatorul & admite un invers la stinga €
$1 un invers la dreapta @; atunci are loc egalitatea

2-98=2(00)= (22 =82 —a. (20

Fixim @; vedem ci orice operator invers la stinga @
coincide cu @ si in acest mod, & este unic determinat. In
mod similar, in cazul considerat operatorul invers la dreapta
@ este de asemenea unic determinat. Acest operator € = @
unic determinat ca operator simultan invers la stinga si
la dreapta al operatorului @, se numeste operator invers al
operatorului @& si se noteazi prin &% Un operator 4 care
admite-invers se numeste operator inversabil.

b. Considerim cazul unui operator @ actionind- in spatiul
#n-dimensional &,. Fie 4 matricea operatorului @ intr-o
anumitd bazi fixati e, ..., ¢,. Este posibild una din urmi-
toarele doud situatii: sau detd # 0, sau det 4 — 0. in
primul caz rangul matricii A este egal cu # si conform
4.69 b matricea 4 admite inversi la stinga si invers3 la dreapta.

n mod corespunzitor, operatorul & admite invers la stinga
stinvers la dreapta. Conform a, operatorul 4 este un operator
inversabil. : T U S

Dacd det4 = 0, atunci aplicind din nou 4.69 b, matricea 4

- Du admite nici inversi Ia stinga si nici inversi la dreapta;
deci operatorul & corespunzitor, actionind in &,, nu admite
nici invers la stinga si nici invers la dreapta.

4.77. Matricea operatorului invers. Fie @ un operator
inversabil intr-un spatiu #-dimensional % si & = @' opera-
torul invers al lui @. Alegem o bazi €1, «s €, In ¥ si notim
prin |[a{[| si |[6{"|| matricile operatorilor & s1 & in aceasti
bazi. :

Cdutdm expresia expliciti a elementelor W) cu ajutorul
elementelor o). Fixind numirul 5 si scriind succesiv elemen-
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tele liniei ¢ din matricea E = 4 B, prin atilizarea ‘formulelor

(8), rezultd ‘ )

Va®) + pPa) 4- ... 4+ BMa) = 0,

.............
.................

Ba + bPa 4 ... + bPal) =0

ind di st sistem  de
Necunoscutele &Y, ..., b se determind din_aces le
ecuatii liniare af)licind ;egula lui Cram?r 1.73, deoarece prin
ipotezd detd # 0. Dezvoltind determinantul de la numard-
tor, se obtine

e AP el
* detA4

unde A este complementul algebric al elementului af dn}
matricea A. Astfel, clementul b al malricii inverse. A
este egal cu raporiul dintre complementul algebric al elementului
a) al matricii A si determinantul lui A.

Am obtinut:

TEOREMA. Pentru orice matrice nesingulard A = ||a{}|

existd si este unicd o malvice inversd B = ||b{)|| pentru care
' AB = BA =E.

Elementele matricii B se calcule@zd dupd formulele (21).

4.78. Operatorul invers al unui operator & inversa’vbll *ske
noteazi cu &*. Apoi (@) pentru % natural se noteazi a-*.
Este usor de demonstrat prin inductie cd formula (19)
are loc si pentru expenenti negativi. 4 it

Not:ftiipsimilare se aplicd pentru puterile matricii inverse.
Extinderea formulei (19) la puteri de matrici cu exponenti
negativi rezultd direct din justetea acestei extinderi pentru
operatori.

§ 4.8. Subspatii invariante

n spatiu liniar 9 t un operator

4.81. Intr-un spatiu liniar § presupunem dat un o]
liniar & :8 — &. Introducem urmitoarea definitie. Un
subspatiu &’ al lui & se numeste invariant velativ la opera- ;

125



torul & (sau d-invariant) daci din faptul ci xe &', rezultd
azxe .

In particular, subspatiile banale — subspatiul nul si
intreg spatiul sint invariante pentru orice - operator liniar ;
ne vor interesa desigur subspatiile -invariante nebanale.

4.82. Consideraim din acest punct de vedere exemplele
de operatori liniari indicate in 4.72.
. a—c. Pentru operatorii din exemplele 4.72 ‘a-c (opera-
torul nul, operatorul identic si operatorul ‘de omotetie),
orice subspatiu este invariant.

d. Operatorul de rotatie (4.72 d) cu unghiul ¢, # mr,
m intreg, nu admite subspatn invariante nebanale.

e. Operatorul de proiectie 4.72 e are de exemplu urmi-
toarele subspatii invariante: subspatiul &’ al vectorilor x =

- Egke,c care nu se modificd prin proiectie si subspatiul %"

k=1
”

al vectorilor y = E Exex care sint transformate in zero.
k=m 41

f. Orice subspatiu generat de o parte din vectorii unei
baze ¢, ¢, ..., ¢, este subspatiu invariant pentru un operator
diagonal (4.72 f). ‘

4.83. Presupunem ci un operator & ce actioneazi intr-un
spatiu #-dimensional &, admite un subspatlu m-dimensional
Hene Alegem inH, o baza €1, +.-, €, astfel incit primii m vec-
tori €1y veey Oy SA Tie situati in subspajuul &, Atunci vom
putea scrie , ' i
Qey = a(ll)el 4+ a({”)em,

c e . ese ese sms

ae, = a( )el + ot oz("”)e ”

si atunci matricea operatorulul @ in baza indicati va avea
forma
: al) ..oa al), ..o

0 ...0 aimtd) .. gty

......................
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In orimele m coloane toate elementele situate peliniam 4 1
si urmitoarele sint egale cu 0. Invers, daci matricea unui
operator 4 are o astfel de formi, atunci subspatiul generat
de vectorii ¢, ..., ¢, este d-invariant. .

4.84. Presupunem ci spatiul &, poate fi reprezentat sub
forma unei sume directe de subspatii invariante 8, &, ..., %
(2.45). Alegem o bazd a spatiului &, astfel Incit vectorii
e, ..., ¢, sa apartind lui 8; f3, ..., f, sd apartind lui &, ..., iar
hy, o, by s3 apartind lui . Atunci matricea operatorului &
are forma cvasidiagonald

Blocurile pdtratlce dlagonale ale lui 4 sint matrici formate
cu elemente aff), B9, ..., ¢f) astfel incit

14
de; =25 adey,
k=1

k=1.

si in afara elementelor blocurilor diagonale, toate elementele
din A sint nule. Invers, daci matricea unui operator & intr-o

anumiti bazi are structuri cvasidiagonald, atunci spatiul &,

se descompune in sumi directi de subspatii generate de gru-
pele corespunzitoare ale elementelor bazei.
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§ 4.9. Vectori proprii si valori proprii

4.91. Un rol deosebit il joacd Subspatiile invariante de
dimensiune 1 relativ la un operator &; ele se mai numesc

divectis invariante sau directls proprii. Orice vector nenul

apartinind unei directii invariante (unidimensionale) a unui
operator liniar & se numeste vector proprin al operatorului Q;
altfel spus, un vector x # 0 se numeste vector propriu al
unui operator & daci operatorul & transformi vectorul
intr-un vector coliniar cu x ! S5

ax = Ax. : (22)

Numirul A care figureazi in aceasti egalitate se numeste
valoare proprie (sau mumdr propriu) pentru operatorul @,
covespunzind vectorului propriu - x.

4.92. Revenim 'la exemplele de la punctul 4.72.

a—c. In exemplele 4.72 a—c fiecare vector nenul al
spatiului este vector propriu al operatorului corespunzator
cu valorile proprii respectiv 0, 1, A.

d. Operatorul de rotatie (4.72 d) cu un unghi diferit de
mm, m fiind intreg, nu are vectori proprii.

e. Operatorul de proiectie (4.72 e), prin insisi definitia

P m r s

lui, admite vectori proprii de forma x — E ErexSiy = E Eer
, : k=1 k=m+1

cu valorile proprii egale respectiv cu 1 si 0. Se poate arita

cd operatorul de proiectie nu are alti vectori proprii.

f. Operatorul diagonal (4.72 f) admite, prin insdsi defi-
nitia lui, vectori proprii e, e, ..., ¢, cu valorile proprii A4,
Agy «ev, A, TESPECEiV. f

4.93. Indicim doud proprietiti simple ale vectorilor
proprii. :

a. LEMA. Ovice vectori Dbrodril. myitas s Xy @ unul
operator & care corespund la valors propriv distincte doud
cite doud Ay, Ng, ..., N, stnt liniar ndependents,

Aceastd afirmatie se demonstreazi prin inductie dupid m.
Evident, lema este adevirati pentru m = 1. Admitem ci
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lema are loc pentru orice m—1 vecvtorivpr.oprn al op'erat(’)’;
rului &; ardtim ca ea rémine‘adevarata si Iiercxltru o;xce‘ :
vectori proprii ai operatorului 4. _I"regupun{n C(l)n. raarlu,
admitem ci intre m vectori proprii ai operatorului ar
exista o dependentd liniard

‘dlel + dzf’ég + “ee + amxm == 01

unde «; # 0 (de exemplu). Aplicind acestei egalitati opera-
torul & se obtine

0!17\1961 + az)\2x2 + ) + “xm)\mxm = 0.

inmultim prima egalitate cu A, si 0 scidem d;n cea de a doua;
obtinem

(M — M) 21+ oz(he — M) X2 + v (g =
o )\m) X1 = O, w

s . . . . . . . . .o tre_
de unde, conform ipotezei de inductie, toti coeﬁclen}él(;ntra—
buie si fie nuli. In particular, oy(A; — A,) = 0, ceea ce o
vine conditiilor a; # 0, Ay # Ay Asadar, pr(;su}ipr}el ea dz gn_
nu este adeviratd si vectoril %y, Xg, ..., %, sint liniar indep
denti. : - : ' :

In particular, intr-un spatiu #-dimensional orice opeiraf
tor & nu poate avea mai mult de # vectorl proprii cu valori
proprii distincte. ‘

b. LEMA. Tofi vectorii propric ai wnui operator linsar j&u
coves pisnzind uner aceleiasi valori propru [fixate N formeaza
un subspatiu FN < K. _

Intr-adevir, daci @x; = A%, si Axp = A%y, atunci

Alaxy + Bxg) = o Qxy + P Gxg = odxy 4 Bhxy =
= 7\(0(371 + BX2)

si de aici rezultd lema. ' ;
: Subspatiul $® se numeste subspatiul propriu al opera-
torului & corespunzind valorii propriz M.

4.94. Vom indica aici modul de calcul al coordonatelor
vectorilor proprii ai unui operator d, dat prin 1r:iatg1tcea sa
fntr-o anumiti bazi ey, ..., ¢, a spatiului &,. Admitem ca
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vectorul x = &&ko’k este vector propriu al operatorului &,

deci existd A astfel incit dx = Ax. Folosi
: i = Ax. osind formulele 4.23 (5
se poate scrie aceasti relatie cu ajutorul coordonatelor:( )

j)\gl == “&1)21 + aPE; + ... + “(1”)2":
Ny = aE; + alE, 4 ... + adE,,

....................
..........

NE, — aflE, 4 Pl + ... +

sau
(@) — N & + alE, + .+ ag, = 0,
a8 + () — N E + ... + - af, =0,

(23)

.......
................................

ag, + aPIE, + o (@) — N E, = 0.

Acest sistem liniar omogen de ecuatii relativ la mirimile &,
2 v €, admite o solutie nenuli in acel si numai in acel caz
cind determinantul sistemului este egal cu zero (3.21):

a) — \ a e
(1) 2) (n
G agl — A...a®
AN =] " 2 2 _
............... =0 (29
a) a® .a —

Polingmul de grad » in A aflat in membrul sting al acestei
ecuatii _S¢ numeste polinomul caracteristic al matricii A.
Oricarei ridicini A, € K a acestui polinom 1i corespunde cel
fu",un %n‘v;ctor;\propnu, care poate fi determinat dupi inlo-
uirea lui A cu A in relatiile (23), prin rezolvarea sistemului
compatibil obtinut relativ la &, &, ..., £,. o
Rezultatul obtinut arati pri a i i

: tir printre altele ci desi matricea
ovpefafco‘rulul 6[ deplnd_e de alegerea bazei e;, e, ’, e,, totusi
rddicinile polinomului caracteristic al acestei matrici nu de-

pind de alegerea bazéi. Vom reveni 1 4 i
D el o a acea§ta chestiune la
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-4.95. Distingem citeva posibilititi care pot apirea in re-
zolvarea ecuatiei caracteristice (24). }

a. Cazul cind ecuafia wu are viddcint in corpul K. Dacd
ecuatia A(A) = 0 nu are rddicini in corpul K, atunci opera-
torul liniar @ nu are vectori proprii in spatiul &,.

De exemplu, operatorul de rotatie cu unghiul @ # mn
(m =0, £1, £2,...) in planul ¥, nu are vectori proorii,
asa cum am observat deja. Acest fapt evident geometric, se
stabileste usor si pe cale algebricd. Intr-adevir, ecuatia (24)
pentru operatorul de rotatie se scrie

cos @p— A —=singp =0
sin @o oS go — A

si dupa dezvoltare
1 —2 Ncos o+ 22 =0,

dacid A # mu(m =0, £1, +2,..), aceastd ecuatie nu are
ridicini reale. '

b. Daci K = € este corpul numerelor complexe, atunci
conform teoremei fundamentale a algebrei, ecuatia (24) are
intotdeauna o ridicini M€ K. Astfel, in spatiul C, orice
operator liniar are cel putin un veclor propriu.

c. Cazul a w’rdddcini distincte. Daci toate cele # riddcini
Ay, Ag ..., A, ale ecuatiei A(A) =0 sint situate in corpul K
si sint distincte, atunci in spatiul &, se pot gisi »n vectori
proprii distincti ai operatorului @ rezolvind sistemul (23)
succesiv pentru A = Ay, Ay, ooy Mg Conform lemei 4.93 a,
vectorii proprii fi, fa, - f, vor fi liniar independenti. Consi-
derim baza formati din acesti vectori i construim matricea
operatorului @ In aceastd bazd. Deoarece

afl == )\1f19
afz = )\2][2’
afn = ?\nfn’
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A 0 .. 0!
0 A ... 0 25)
0 0.2

Folosind definitia operatorului diagonalizabil (4.72 1),
putem formula rezultatul obtinut in forma urmitoare:

tn spatiul H, ovice operator limiar a cirui matrice (intr-o

baxd carecare) are ca polinom carasteristic um polinow cu n
rdddcini distincte in corpul K este diagonalizabil; matyicea
acestur operator constyuita intr-o bazd formatd cu vectori propris
at sdi este diagonald si elementele e didagonale sint exact valovile
propriv ale operatorului.

d. Pe de altd parte, daci operatorul @ intr-o anumiti
bazd fy, ..., f, a spatiului &, admite o matrice diagonala (25)
cu elemente nu neapdrat distincte A, ..., A, pe diagonala
principald, atunci vectorii fy, ..., f, sint proprii iar Ay, ..., A,
sint valori proprii corespunzitoare pentru &.

Ardtdm ci operatorul & nu are in acest caz alte valori
proprii distincte de 2y, ..., A,. Intr-adevir, daci A este valoa-

n
re proprie corespunzind vectorului propriu f = Z:Bj /7 atunci
. 7

din egalitatea
af = ﬂ(; gjfj)=2 paf = 2 B = A=

= 7‘2 By ZZ:/ 28,/
rezulta
My =00 (7=1,..,n). (26)

Printre numerele By, ..., B, existd cel putin unul diferit de
zero; de exemplu, By # 0. Atunci din egalitatea (26) pentru
7 =1, rezulti A = },, ceea ce trebuia aratat.

e. Cazul unei rddicini multiple. Fie A = %y 0 riddacina
a ecuatiei (24) de multiplicitate » > 1. Se pune urmaitoarea
problemad: care este dimensiunea subspatiului propriu cores-
punzitor ™) sau, cu alte cuvinte, cite solutii liniar inde-
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pendente admite sistemul (23) pentru A = 2? Cunoscind
rangul matricii sistemului, putem da un rdspuns precis la
aceastd Intrebare (3.51). Dar va fi util de legat acest rdspuns
numai de multiplicitatea » a rddicinii 2.

in exemplele 4.72 a—c si f, dupd cum se observa imediat,
dimensiunea fiecirui subspatiu propriu &™) coincide cu
multiplicitatea valorii proprii corespunzatoare Ay ca rddicina
a polinomului caracteristic al operatorului d. Totusi in
cazul general acest fapt nu are loc. Consideram operatorul &

5

in R, dat prin matricea
N O
e Mo

4 =

unde p # 0 este arbitrar. Polinomul caracteristic este (hg —2)?
si admite ridicina dubld A = Ay Sistemul (23) are in acest
caz forma

0-8, + 08, =0,
P+ 08 =0

si admite ca solutie & =0, & = 1 (unicd pind la un factor
numeric). Asadar, subspatiul propriu al operatorului &4
corespunzind valorii proprii A = %, are dimensiunea 1, deci
mai micd decit multiplicitatea rdddcinii . Se poate dovedi
cd in general dimensiunea subspatiului propriu &®) nu
depaseste multiplicitatea raddcinii Ay (vezi problema 11 din
capitolul 15). Ridspunsul complet la problema dimensiunii

~spatiului &™), in cazul K = €, va fi dat in capitolul 6 ca

rezultat al definirii formei canonice a matricii unui operator &.

PROBLEME

1. Definind in mod natural adunarea formelor liniare si inmultirea
unei forme liniare cu un numdir real, se construieste pentru orice spatiu
liniar &, un nou spatiu liniar §*. Care este dimensinnea lui &* dacd
dim & = n? . )

2, Indicatii care din functiile vectoriale urmitoare definite pe spa-
tiul %9, sint operatori liniari:

a) @x = x -+ a (a — vector nenul fixat);
b) @y =a;
c) @ = (a, Ma;
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d) ax = (a, x)%; i

e) Ax = (E}, £y + E5, ED), unde x = (&, &5, &y);
) @x = (sin 5. cos &g, 0); ¢
g) Gx = (28, — £y, By + By By

(notatia (a, #) la punctele c), d) desemneazd produsul scalar uzual al vec-
torilor a si # din ¥, adicd produsul lungimilor celor doi vectori prin cosi~
nusul unghiului dintre ei). - : i

3. Sint operatori liniari in spatiul tuturor polinoamelor in ¢:
a) inmultirea cu #;

b) inmulfirea cu 2%;

c) derivarea?

< 4, Determinati matricea operatorului & al lui %, care transforma
wvectorii e
% =001 in y, = (2, 3, 5),
#3= (0,1, 1) in y, = (1,0,0),
%= (1,11 Iny;=(0,1 —1
relativ la baza
a) e, = (1,0,0), e; = (0, 1,0), ¢g= (0,0, 1);
b) %y, %g, Xg. '
5, In spatiul tridimensional notim prin @ operatorul de rotai;i.e cu
90° in jurul axei Ox (de la Oy spre Oz), prin & operatorul de rotatie cu

90° in jurul axei Oy (de la Oz spre O#) si prin € operatorul de rotatie.

cu 90° in jurul axei Oz (de la Ox la Oy). Si se arate cd df = B =0C1=8,
as £ 6, A28 = $%A%. Are loc relatia ARAB = A*R*?

6. In spatiul tuturor polinoamelor de ¢ notdm prin & operatorul de
derivare, prin & operatorul de inmultire cu £:

" @P{) = P'{Y), P() = tP(f).
Are loc relatia d® = &A? Determinati operatorul d# — &4.
7. In ipoteza ci a8 = &4, si se arate ci
@ + H)? = a* 4 2a8 + &7,
(@ + 8)3 = a3 + 3028 + 3A8® + &
Cum trebuie modificate aceste formule daci A% # &2
8. In ipoteza ci A% — &4 = &, sd se demonstrezg formula
amg — $aAM = mAm 1t (m = 1,2, ..).
9. Si se determine dimensiunea spatiului liniar (&, &y) al tuturor

operatorilor liniari de la spatiul n-dimensiona} ﬁC,‘, in spatiul m-dimen-
sional &, si si se construiascid o bazi a spatiului £(Hn, Hp).
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10, S& se determine produsul 4B pentru matricile

12 3 -1 -2 —4
Ad=12 4 6|, B=|| -1 -2 —4
3 6.9 1 2 4

11. S& se determine 4" B" (n > 1 intreg) pentru matricile

11 cosp —sing

4= $i B =

01 sing cosQ

12, S& se determine toate matricile de ordin 2 astfel incit

00
A2 = '
00
13. S& se calculeze AR — BA unde
Cogrzo2y 411
a) © d4=|2 12|, B=| -4 2 0]
123 121
2 10 N3 1 2
b) d=| 11 2|, B= 3 =2 4
-1 2 1 -3 5 -1

14, Suma elementelor diagonale a,; + ... + @y intr-o ‘matrice pitra-
ticd 4 = |laj;|| se numeste wrma matricii 4 si se noteazi spA4. Si se
arate cd sp (4 + B) = spd + spB, sp(dB) = sp(BA).

15. Folosind problema 14 si se arate ci pentru operatori & si &‘actio-
nind in spatiul &,, egalitatea A% — A = & nu este posibild.

Observatie. Rezultatul problemei 6 aratd cd in cazul considerat presu-
punerea asupra dimensiunii finite a spatiului ¥, este esentiali.

16. Si se arate ci pentru orice matrice pitratici G de ordin_doi
astfel incit spC = O (vezi problema 14) existid matrici pitratice 4, B de
ordin 2 astfel incit C = AB — BA.

17. Presupunem cd intr-un spatiu n-dimensional sint fixati m vectori
liniar independenti

n
xy =Eg$7)e‘ (j: 1, 2,..-,m)
i=1

i c& un operator @ actioneazi in acoperirea liniard £ (xy, ..., %,) dup3
formulele S

. .
yy=drg=y aflm (=12 .., m)
k=1 .
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A R

S& se arate cd orice minor de ordin m din matricea coordonatelor vectori-

lor y; (relativ la baza ey, e, ..., €3) este egal cu produsul minorului cores-
punzdtor din matricea coordonatelor vectorilor x; prin numirul det Hag) -

18. Si se arate cd dacd intr-o matrice 4 de rang # un minor principal
cste situat in coltul din stinga sus, atunci raportul dintre orice minor M
de ordin # si minorul situat in aceleasi coloane ca si minorul M, dar fn
primele 7 linii, depinde numai de numerele coloanelor minorului M.

19.. Si se arate cd dacd 4 este o matrice de rang », atunci orice
detgrmmant de ordin 2 format din minori de ordin # ai matricii 4, de forma

Mt Gas ey M Gas e Br

(TR 7 ks Koy s By
a 7?4, )?z, s }fr K15 Ray vees Br
l lix: Tay eees b ka: Koy ues By

este egal cu zero.

20, Si se arate ci fiecare minor de ordin % din matricea ABC este egal
cu suma produselor anumitor minori de ordin % din matricile A4, B, C.

21, Si se determine inversele matricilor

1 2 -3
a1t 2 os=lo 1
2 5y 0T 20
0o o0 1

|12 2. 12 12
12 12 12 =12 [
12 —12 2 —1/2

[ 12 =12 —12 12 ‘

22, S& se arate.cd pentru orice matrice pitratici nesingularid .4 are
loc egalitatea i

(477 = (47"

23. S4 se determine toate solutiile ecuatiei X4 = 0 unde A este o
matrice pitraticd datd de ordin 2, X este matricea necunoscuti.

24. Fie 4 = ]]a(ij)[[ orice matrice pitraticd de ordin # si A,(;j) comple-
mentul algebric al elementului ai’) in determinantul mafricii 4. Matricea

d= HAg-“H se numeste adjuncia lui A. Si se, arate cd A4 = AL =
= (det d) - E.

25..Fie € spatiul liniar al tuturor polinoamelor de argument .
Se considerd operatorii @ §i & definiti prin formulele

Qlap + a + o + agt®] = ay + agt + ... + ant®l,
Blag + a + .o + agt™] = agf + af? + ... + apt®-l,
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S4 se arate ci @ si & sint operatori liniari si cd

as =8, &4 # 8.

\

Admite operatorul & un invers?

26, S& se arate cd operatorul & definit in problema 25 admite o infi-
nitate de inversi la stinga. -

27. Dacd @ este un operator liniar nesingular intr-un spatfiu liniar
n-dimensional, atunci orice subspatiu invariant relativ la & este invariant
si relativ la @-1. ‘

28. Dac# operatorii @ si & comutd (adicd A% = &a), atunci orice
subspatiu propriu al operatorului & este subspatiu invariant si pentru
operatorul &.

29, Daci suma directd (2.45) a subspatiilor proprii ale unui operator
& coincide cu intreg spatiul & si dacd fiecare subspatiu propriu al ope-
ratorului @ este invariant relativ la un operator &, si se arate c& operatorii
& si & comuta.

30. Si se arate ci dacd . si ¥ sint vectori proprii ai unui operator
@ cu valori proprii distincte, atunciax + By (« % 0, B s 0) nu este vector
propriu pentru .

31. Daci fiecare vector al spatiului & este vector propriu pentru
operatorul &, atunci si se arate cd & = A8() € K).

32. Daci operatorul liniar & comutd cu toti operatorii liniari actio-
nind intr-un spatiu dat, si se arate cd & = A8. )

© 33, Dacd un operator liniar @ are un vector propriu e, cu valoarea
proprie Ag, atunci pentru operatorul &2 vectorul ¢, este de asemenea propriu
cu valoarea proprie AZ.

34. Se poate intimpla ca un operator liniar @ si nu admitd vectori
proprii, dar operatorul @* si admitd (de exemplu, dacd & este operatorul
de rotatie cu 90° in plan). S& se arate cd dacd un operator @2 in spa-
tiul &, admite un vector propriu cu valoare proprie nenegativd, A = ©2,
atunci operatorul & admite de asemenea un vector propriu.

35. S4 se determine valorile proprii st vectorii proprii ai operatorului
definiti prin matricile urmétoare:

2 —1 —11 -1 -2 2 2 -1 0
a)y (|0 —1 0 |l; b) 0 1 04;¢ 1|0 1 -1

0 2 1 0 0 1 0 1 3

l 0 0 1 -—1‘

-1 0 1 -1
d) :
0 0 0 Oi
0 0 0 11
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36. S& se probeze urmatoarele fapte:

a) relatia N(@) > T(4) este o conditie necesard si suficientd pentru
ca @2 =0;

b) pentru orice operator & avem N(@) < N(@%) < N(@%) < .

c) pentru orice operator @ avem T(@) > T(4?) > T(@3) > ...;

d) dacid T(@¥) y N(@™), atunci

o

T(@) < N(gm+k-1), T@m+k-1) = N(@).

37. S4 se arate ci fiecare operator liniar @ de rang #, poate fi repre-
zentat ca sum@ a 7 operatori liniari de rang ‘1.

38. S& se determiné toate subspatiile invariante distincte ale upui
operator diagonalal spatiului &, avind elementele diagonale distincte si
sd se arate cd numadrul acestora este egal cu 2.

Capztolul 5
TRANSFORMAREA COORDONATELOR

Se cunoaste rolul alegerii corespunzétoare a unui sistem de coordonate
in rezolvarea problemelor geometrice cu ajutorul geometriei analitice. -
Intr-o form#i mai extinsi, in legdturi cu geometria spatiilor vectoriale
n-dimensionale, rolul alegerii convenabile a sistemelor de coordonate va
fi de asemenea de mare insemndtate. Acest capitol este consacrat regulilor

- de transformare a coordonatelor intr-un spatiu vectorial n-dimensional.

Rezultatele obtinute aici-vor permite in particular clasificarea formelor
patratice, care va fi tratati in capitolul 7.

§k5 1 Formulele de trecere la o noud baza

5.11. Fie {e} = {el, €s, .oy €53 O bazd In spatiul .#-dimen-
sional &, si {f} = {f1 fo, ..., fu} O altd bazi in acelasi spatiu.
Vectorii sistemului {f} sint” bine determinati prin descom:
punerile lor cu ajutorul primei baze:

fo= ey + pes + ... + ple,,
fo=pPes + PPy + ... + pPe,,

............................

fu = pMes + pes + ... + P,

sau, mal concis, . ’ (2)

L= 0 (j=1,2,..,1).
=1 ;

In formulele (1) si (2) coeficientii () (4,7 = 1,2, ..., n)
definesc matricea

(1)

P L
p—pp)=| 28 A - ;b<">

1,5(1) s (2) - p(n .
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care se numeste matricea de trecere de la baza {e} la baza {f}.
Ca in alte cazuri similare anterioare (§4.2), coordonatele
vectorilor f; (relativ la baza {e}) apar scrise pe coloanele
matricii P. :

- Determinantul D al matricii P este diferit de zero; intr-
adevir, in caz contrar, coloanele ei si totodati vectorii f,
Jos oo fu ar fi liniar dependenti (3.12 a). Orice matrice pi-
traticd cu determinantul nenul a fost denumiti nesingulari.
Asadar, trecevea de la o bazd a spatiului wn-dimensional K,
la o altd baxd se realizeazd cu ajutorul unei matyici nesingulare.

Formulele (1) odatd cu matricea P definesc operatorul
liniar corespunzdtor € definit prin relatiile f, = @¢,(¢ =
=1, 2,.., 7). Acesta se numeste de asemenea .operatorul
de trecere. de la baza {e} la baza {f}. :

5.12. Invers, fie {e} = {e;, €y, ..., ¢,} 0 bazi datd in spa-
tiul #-dimensional &, si P = ||p{"’|| o matrice nesingulard
de ordin #. Construim prin formulele (1) sistemul de vectori
1> far «-o fu- Evident, acesti vectori sint liniar independenti
deoarece coloanele oricdrei matrici nesingulare sint liniar
independente (3.12 a). Asadar, vectorii fi, /s, ..., f, formeazi
o noud baza a spatiului o,. Astfel, orice matrice nesingulard

P = || p{" || defineste prin formulele (1) trecerea de la o bazi
a spapimlun n-dimensional &, la o altd bazd.
&

5.13. Notdm un caz particular de trecere la o noui bazi,
anume cazul cind fiecare din vectorii f; coincide cu vectorul
corespunzator e, inmultit cu un numar A, # 0 (2 =1, 2, ...,n).
Formulele (1) capitd forma

Ji= ey

............

i St
| My
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fn particular, daci 2y = Ay = ... == X, = 1, atunci se obtine

matricea transformdrii identice — matricea unitate
1
1
E= ' s (3)
1

(prin transformarea identici baza initialdi nu se modificd).

§ 5.2. Transformari succesive

5.21. Fie P = ||p{)|| matricea de-trecere de la baza
{e} = {er, €, ..., &} la baza {f} = {fi, fa .- fa} §1 Q=
— || ¢/ || matricea de trecere de la baza {f} la o bazd {g} =
= {g1, &2 .., 8} Determindm matricea de trecere de la
baza {e! direct la baza {g}. Formula de trecere de la baza
{e} la baza {f} are forma (2)

S, (f= 1.2, 1) (4)
e
si cea de la baza {f} la baza {g} este
g =300 (k=12 ... %)
7j=1

tnlocuind (4) in (5), se obtine

A 500 o s e
& = 23y ;(Em% )e, » S

J=1

Pe de alti parte, daci T = ||#"]| este matricea cdutatd de

trecere de la baza {e} la baza {g}, atunci putem scrie

g i ét&’”ei (8 =1,2,..,mn), (7N
=1

Comparind (6) si (7), rezulta

]

M — - g (G k=1, 2, .., n). (8)
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Formula obtinutd (8) difers de formula 4.43(8) doar prin
notarea indicilor (si nu prin rolul acestora). Asadar, matricea
cautatd T este produsul matricilor P §i Q. -

5.22. Considerim urmitorul caz- particular de transfor-
mdri succesive. Sistemul (1) poate fi rezolvat relativ la vec-
torii ey, ¢y, ..., €,, deoarece matricea P nu este singulari;
se obfine atunci un sistem de egalititi de forma

o= g%+ ¢+ . + ¢V
e =g + &t .+ ¢ | 9)

e = ¢ + ¢ + ... + ¢

care definesc trecerea de la baza {f} la baza {e}.

~ Trecerea succesivi de la baza {e} la baza {f} cu ajutorul
matricii P si apoi de la baza {f} la baza {e} cu ajutorul ma-
tricii Q = [[g{")]| este de fapt trecerea de la baza {e} la ea
insasi, adicd, in final, transformarea identici, cu matricea
unitate; de aceea rezulti PQ = E. ’

§ 5.3. Transformarea coordonatelor unui vector la schim-
barea bazei

5.31. Fie {e} = {e; ey ...,e,} si {f} = {f1 for .... fo} doui
baze intr-un spatiu vectorial s#-dimensional &,. Orice vector
x €3, poate fi reprezentat sub forma

¥ =81 + &b + . +Euly = mfi + N2fo + o + Nafu  (10)

unde &, &, ..., £, sint coordonatele vectorului x relativ la
baza {e}, iar 1, ", ..., m, coordonatele lui x relativ la baza
{f}. Ne punem problema si calculim coordonatele vecto-
rului x relativ la baza {f} cunoscind coordonatele lui x re-
lativ la baza {e}. Presupunem ci este dati matricea P =
= || {"]| de trecere de la baza {e} la baza {f}. Atunci vec-
torii {e} se exprimi cu ajutorul vectorilor {f} prin formulele
(9) sau, mai concis,

€y = i e

k=1

J=1, 2, .., n), (11)
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unde Q = || gi’|| este matricea inversi a matricii P. Tnlo-

cuind (11) in (10), rezultd ' .,

Bk = mfe— S %) (z q;ka) = z;(z &%, )fm
=1 =1 r=1 =1

%
7=1 k=1

de unde in virtutea unicitatii descompunerii vectorului x
in baza {f}, deducem ‘

e = 2 QI(cj)E.vj

=1

(h=1,2, ..,mn). (12)

Adici explicit rezultd sistemul de egalitdti
= g% + ¢P8 + o + %
Ny = g8"8 + g8 + ..

............................

N = ¢VE1 + ¢PE + ... + ¢VE,.

Astfel, coordonatele wnui vector % velativ la baza {f} se
exprimd liniar cu @jutorul coordonalelor lui % relativ la baza
{e}, coeficientii acestor expresiv liniare formeazd o malrice,
care este transpusa matvicis de trecere de la baza {f} la baza {e}
(adicd transpusa inversei matvicic P ). \ )

Folosind notatia P~! pentru matricea inversa si notind
cu S matricea definitd prin relatiile (12), rezulti cd S = (P7)".

5.32. Are loc si teorema inversd: _

Fie &y, &, ..., &, coordonalele unui vectoy oarecare X relativ
la o bazd {e} = {e1, ey, ..., €,} @ unui spatiuv n-dimensional i,
s1 mumerele g, ng, ..., N, definite prin

Ny = S1i51 -+ S1fa + oo+ Stn b
Ne == Sp1f1 + Soobs + +ov + S2n Ens

............................

N = Snlil + Snziz + ot Snnan»

unde det ||sy]l # 0. Atunci in spatiul K, se poate gdsi o
noud bazd £} = {f1, fo, ..., fu} @stfelincit numerele 11, Mg, ..., Nn
sd devind coordonatele vectorului x velativ la baza {f} .
Demonstragie. Considerim matricea S = |ls;f si fie ma-
tricea P = (S’)"! ale cirei elemente le notim cu p{). Cu
ajutorul matricii P construim o noud baza cu ajutorul for-
mulelor (1). Afirmdm cd aceastd bazd este cea cdutatd.

[
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Intr-adeviir, considerim formulele de trecere (12) la coordo-
natele vectorului # relativ la noua bazd. Dupd cum am vizut,
aceste formule se scriu cu ajutorul matricii (P-1)’. Dar
aceastd matrice coincide cu S, deoarece

(P = (USYTY = () =5

- Asadar, numerele vy, 7, ..., 7, i coordonatele vectorului x
relativ la baza {f} sint unul sl acela§1 lucru, oricare ar fi .

5.33. In mod similar cu 5.21 se poate construi matricea
unei succesiuni de transformiri de coordonate. Fie &, &, ..., &,
coordonatele unui vector x relativ la baza {e} si numerele
N1 N2s ooy N $1 71 T2, ey T, definite prin egalitdtile

1, = Eﬁjzas (7=1,2,..,n),
g=1

7

Ty == E(lmv)j (=1, 2,.. n),

J=1

cu matricile nesingulare P = |[p; || §1 Q = || gu || respectiv.
Atunci se pot exprima mirimile {r} direct cu ajutorul ma-
rimilor {£} prin formulele

- 22 Grbks = ét“ii (=12, .., n)

1=17=

unde by (1, k= 1,2, ..., n) formeazd o matrice 7, egald cu
produsul matricilor @ si P.

§ 5.4. Transformarea coeficientilor unei forme liniare
Presupunem cd in spatiul &, este dati o formd liniara
L(x). Asa cum am viazut in 4.13, dacd in spatiul &, este

aleasi o bazi {e}= {e}, ¢, ..., ¢,} atunci valorile formei
L(x) pot fi calculate dupid formula

7 ke=1
unde &, (k=1,2, ..., n) sint coordonatele vectorului x re-

lativ la baza {e}, iar /, = L(¢;) (k =1, 2, ..., m). Coeficientii
/; depind in mod evident de alegerea bazei {e}. Deducem
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aici regula de transformare a coef1c1ent1101 unei forme liniare
prin schimbarea bazei.

Presupunem c3 formulele

"
£ =380
=1

definesc trecerea de la baza {e la o noud bazd {f} si ciutdm
coeficientii formei liniare L(x) in baza {f}. Acesti coef1c1en‘g1
sint numerele A; = L(f;); calculind aceste numere cu ajutorul
formulelor (1 3), gisim

(7=1,2,..,n) (13y

= épgjl(@) = ipﬁ(‘j)zr
i=1 =1

Astfel, coeficientii formei liniave se transformd in acelagi
mod cume se transformd vectorii bazei.

§ 5.5. Transformarea matricii unui operator liniar

5.51. Consideram un operator liniar & in spatiul #-dimen-
sional &,. Notdim cu A = || @/’ || matricea operatorulul a
relativ la o bazi {e} W{el, € ovy €} sicu Ay = || P ]| ma-
tricea sa relativ la o bazd {f} = { fl, for o fn} Presupunem
apoi ci formulele de trecere de la baza {e} la baza {f} au
forma .

fi = Zj\pg.’%j (k=1,2,..,n). (14)

Notim matricea de trecere ||p{#] cu P. Stabilim legitura
intre matricile Ay, A si P. Matricea Ay = || @} || se deter-
mind prin sistemul de egalité’;i

n
Qe; =3~ ae,
=1

iar matricea 4 = |jof™|| prin sistemul de egalititi

(j=1,2,.. %), (15)

Afpp = E ™ fi (m=1,2, .., 9).

k=1
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Inlocuim in ultima formula vectorii f; prin expresiile lor scrise
cu ajutorul vectorilor ¢; (14), schimbind indicele de insumare
jeui:

n n n n .
A= 35e 3 #le = 35(S5 )
k=1 =1

1=1 \Ak=1
Acum aplicim operatorul & celor doi membri ai formulei (14),
folosind expresia vectorilor de; din (15):

" "
&fm =] a;]ﬁgm)ej = ;pg.m)@tgj: Eﬁg’m) E a‘i’)ei ==

= j=1 i=1

n (4 .
=5 (S ) e
i=1\j=1

-Comparind coeficientii lui ¢; in ultimele doui dezvoltiri,
gdsim

n n
3o A = 3 afip
k=1 =1
sau in forma matriciald
PAygy = AyP. (16)
Aceasta este legitura ciutatd intre matricile Ay, A s1 P.

Inmultind in ambii membri cu matricea P-! la stinga, se
obtine expresia urmitoare pentru matricea Ag:

i A(f) == P_IA(C)P.
5.52. Folosind teorema produsului de determinanti (4.75),
din (16) rezultd urmitoarea relatie:
det P det Ay = det A det P
si cum det P # 0,
det A(e) = det A(f).
Astfel, determinantul matricii unui operator nu depinde de
alegevea bazei tn spajiul vespectiv. De aceea vom putea vorbi

de determinantul unui operator, intelegind prin acesta
determinantul matricii acestui operator intr-o bazi oarecare.

5.53. In afara determinantilor, existi si alte functii de
elementele matricii unui operator care ramin neschimbate
prin trecerea la o noud bazi. Pentru a construi astfel de
functii, considerdm operatorul & — A8, unde A este un
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parametru luat din corpul K. Matricea acestui operator in
baza {e} este evident matricea A — A E, iar in baza
{f} —matricea A — AE. Conform celor demonstrate, pentru
orice A avem

det(A(e) —_ 7\E) = det(A(f) —_— 7\E)

In ambii membri se afld polincame de gradul # in A. Deoarece
aceste polinoame sint egale, atunci coeficientii diverselor
puteri ale lui A sint aceiasi. Acesti coeficienti sint functii de
elementele matricii operatorului considerat, care ramin dect
nemodificate la schimbarea bazei. Explicitim forma acestor
functii. Determinantul matricii 4y — AE are forma

al) —n a® e @
ait) a2 — A L.oa —_
att ai? a™ — X

= (—1)"\" 4 AN 4 4 Ak 4 A,

Coeficientul A; al lui A" este egal cu suma elementelor
diagonale a{!) + af® + ... 4 a{™, luati cu semnul (—1)"%
asa cum se vede imediat folosind definitia determinantului;
acest numir se numeste #7ma operatorului &. Coeficientul Ay
al lui A2 este suma tuturor minorilor diagonali de ordin 2,
luatd cu semnul (—1)*"? (un minor Mj» j» 7% se numeste
diagonal dacd.i; =jy, 1 = Ja, ..o, 4 = Jp)- fn mod similar,
coeficientul A, al lui A% este suma tuturor minorilor dia~
gonali de ordin %, luatd cu semnul (—1)"*. In sfirsit, coefi-
cientul A, al lui A° adicd termenul liber, este egal chiar cu
determinantul operatorului. Asadar, polinomul det (A« —
— AE) care nu depinde de alegerea bazei in spatiu, asa cum
am vizut, poartd numele de polinomul cavacteristic al opera-
torului Q.

§ 5.6. Tensori

5.61. Coordonatele unui vector, coeficientii unei forme
liniare, elementele matricii unui operator:liniar, sint exemple
de mirimi geometrice numite Zensors. :

Tnainte de a trece la definitia corespunzitoare, rationa-
lizim putin sistemul de notatii adoptat.
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Vectorii unei baze intr-un spatiu n-dimensional &, vor fi
notati ca pind acum, prin simboluri e, €, ..., €, (cu indici
1nfer10r1)

Coordonatele vectorilor x, v, ... vor fi notate respectiv
prin simboluri €Y, €% ..., £%; 7%, %% .., %", .. (cu indici
superiori.)

Coeficientii unei forme liniare J(x) vor fi notatily, /s, ..., 2,
(cu indici inferiori).

Elementele matricii unui operator liniar vor fi notate prin
al; indicele superior aratd numdrul linted iar cel inferior aratd
numdrul coloanei (spre deosebire de notatiile utilizate in 4.23).

Utilitatea unei astfel de plasari a indicilor se afld in urma-
toarea conventie de insumare: dacd avem o sumd de # mo-
noame, astfel Incit indicele de sumare 7 se intilneste in ter-
menul general al sumei de doud ori — o datd sus si o data jos,
atunci simbolul sumd va fi omis.

De exemplu, dezvoltarea unui vector x in baza {e;
"oy ieey n} va fi scrisi sub forma

x = Ele;
(simbolul sum dupi ¢ este omis, dar este subinteles). Expresia

unei forme liniare f(x) cu ajutorul coordonatelor vectorului
si coeficientilor formei este

flx) = 1.

Rezultatul aplicirii operatorului & vectorului ¢; are forma
urmatoare

de; = ale;

(insumare dupi 7). Coordonatele 7’ ale vectorului dx se expri-

m3 atunci prin coordonatele vectorului x in modul urmaétor:
J izt
7 =g
(insumare dupd 7).

Mirimile care se referd la un nou sistem de coordonate vor
fi notate prin aceleasi simboluri, dar cu accente pe indici.
Astfel, vectorii noii baze vor fi notati ¢y, €z, ..., &y, noile co-
ordonate ale vectorului # sint notate £, £%, ..., E*’ etc.

Elementele matricii de trecere de la baza e; la baza e,
le notim cu p¢, deci

ey = Pl (17)

(Insumare dupd 7).
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Coeficientii matricii trecerii inverse vor fi notati prin ¢}’
6= gie; (18)

(insumare dupi 2’). Matricea ¢ este inversa matncu p,,,
ceea ce poate fi scris astfel:

: 0 pentru 7 #7,
H;——-{ P T (19)
1 pentru 7 =7

sau prin egalitatea
phat =) PR 2T (20)
1 pentru ¢’ =7j". :
Pentru prescurtarea scrierii, mirimea depinzind de indicii ¢
si 7, egald cu 0 dacd 7 # j si cu 1 dacd 7 = j se noteazd cu

8‘ (simbolul lui Kronecker); astfel, relatia (19) se scrie echi~
valent

Py =35, (21)

far relatia (20) se scrie
plal = 8. (22)
5.62. Pentru a arita avantajele utilizdrii noilor notatii,
deducem din nou formulele de transformare a coordonatelor
unui vector, a coeficientilor unei forme liniare §i a elemente-

lor matricii unui operator prin trecere la o mnoud bazi.
Fie acum x = E'¢; = £, inlocumd e, prin ¢¥’e,,, conform

- (18) se obtine

x = Elgte, = EVeyn
Deoarece e; constituie o0 bazi, rezulti
£ = gVe. (23)

Aceasta este tocmai formula de transformare a coordonatelor
unui vector.

Fie acum o form# liniard L(x). Numerele /;; se determind
ca de obicei prin egalititile /;, = L{gy). Inlocuind ey prin
Pi, e;, conform (17) se obtine

le = L{pie) = phL(e) = pid.
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astfel.de

Astfel, 2
lp = nglt N (24)

tocmai formula cautatd.
in sf1r§1t fie 4@ un operator. Elementele matricii sale
intr-o noud bazd se determinid din egalititile

Qe, = ajiep.

fnlocuind aici e, (respectiv e,) prin formulele pie,
(respectiv ple)), folosind (17), rezultd

bie, = aliple.
Dar d¢; = aje; si prin urmare
’ piale; = alple;.
Deoarece ¢; constituie o bazi, rezultd
pial — alip).
Pentru a obfine de aici 4, Inmultim ambii membri ai

acestei egalititi cu ¢¥ si Insumdm dupa j. Conform formulei
(22) vom obtine
Lalgt = allpl q’,?’ = al.3%.
Conform definitiei mirimilor 8% si insumind dupd 7',

trebule retinut numai termenul care corespunde valorii
7=Fr. Tn acest caz 8Y =1 si, prin urmare,

: ai = plgyal, (25)

tocmai formula cdutatd.

Se verifici fird dificultate ci toate cele trei formule de
transformare obtinute mai sus coincid cu formulele obtinute
anterior pe cale obisnuitd (§§ 3.3, 5.4, 5.5). Formulele (23),
(24), (25) exprimd mai multe proprletatl comune. In primul
rind, aceste formule sint liniare relativ la mdrimile care se
transformi. Apoi coeficientii acestor formule sint fie ele-
mente ale matricii de trecere de la baza veche la baza noud,
fie elemente ale matricii inverse de trecere, fie §i una si alta.

S—

5.63. Se poate acum trece la definitia tensorllor Tensorn
se impart in covarianti, contrava mamfz Si micsti. in plus
orice tensor are un ordin bine determinat.
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Incepem cu definitia tensorului covariant de ordinul trei.

Presupunem ci existi o reguld care permite ca in fie-
care sistem de coordonate dintr-un spatiu #-dimensional &,
sd se construiasci #® numere T (componentele tensorulul)
fiecare fiind definit pentru indicii.7, 7, # fixati intre 1 si #.
Aceste numere T, formeazd, prin definitie, wn femsor co-
variant de ordin trei daci transformarea mirimilor 7, ¢ Prin
trecerea la o noud bazd se realizeazi prin formula

!T [ Pz‘/ f,f)k' F7IL]

In mod analog se definesc tensori covarianti de orice
ordin; un tensor de ordin m are #™ componente (si nu #°)
siin formula detransformare se afld nu trei factoride forma p},
ci m astfel de factori.

Coeficientii unei forme liniare, care se transformd, asa
cum am vidzut, dupd formula (24), oferd un exemplu de tensor
covariant de ordinul intii.

Dim acum notiunea de tensor contravariant de ordin tres.
Presupunem ca existi o reguld care permlte ca in fiecare
sistem de coordonate si se construiasci #® numere 7Y%,
fiecare din ele fiind definit pentru indici 4, 7, £ cuprinsi intre
1 si #. Aceste numere TV* formeazi un tensor contravariant
de ordin trei daci transformarea mérimilor 79 prin schim-
barea bazei are loc dupd formula

| TV = qitql gk T,

In mod analog se definesc tensori contravarianti de orice
ordin. In particular, coordonatele unui vector x formeazav
un tensor contravariant de ordinul intii.

Termenii ,covariant” si ,contravariant”, introdusi mai
sus, se explicd in modul urmaitor. ;Covariant” Inseamni
»care se schimbi la fel” cu vectorii unei baze, adicd prin
utilizarea coeficientilor i. ,Contravariant” inseamni ,care
se schimbd invers“, .adicd prin utilizarea coeficientilor gi".

Se pot de asemenea considera tensori micsti. De exemplu,
n® numere T%; date in fiecare sistem de coordonate, formeazi
un fensor mixt de ordin trei, de doud ori covariant st o daid
contravariant dacd transformarea acestor mirimi prin tre-
cerea la o nouid bazd se realizeazi dupd formula

B AT TR
T3y = il i Ti;-
In mod analog se definesc tensori micsti de / ori covarianti
si de m ori contravarianti.
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De exemplu, elementele matricii unui operator liniar
formeazi un tensor mixt de ordin doi, o dati covariant si
o datd contravariant. Trebuie notat ci pozitia indicilor pef—
mite indicarea caracterului unui tensor.

5.64. Operatii cu temsori. Se poate defini operatia de
adunare a doi tensori de aceeasi structura 7% si S¥; (de doui
ori covarianti si o datid contravarianti). Suma lor va fi un
tensor Qf; de aceeasi structurd; in orice sistem de coordo-
nate, prin fixarea lui 7, j, 2, componentele sumei reprezinti
suma componentelor corespunzitoare. Faptul ci mdrimile

¥, formeazi intr-adevir un tensor (de aceeasi structurd cu
a termenilor), rezultd din urmitoarele egalit%’gi:

N T 4 1T i pi
vir = T + St = phplagi T + pipigk Sl =
o AT AR TR & PN g
= pLphai (T 4 Si;) = piplgt O%;.

Oper?(,tla de ,inmulﬂi'e este aplicatd tensorilor de orice
stlructura. De ezfcemplu, inmultim un tensor T cu un tensor
St. Acesta va fi un tensor Qk de ordinul 4; in fiecare sistem
de coordonz_lte, pentru ¢, 7, %, fixate componenta respectivi
este tocmai produsul componentelor corespunzitoare ale

factorilor. Caracterul tensorial al lui Q};, se verifici in modul
urmdtor:

T N Y P
Qi = TopSi = Pep} Tiplogh St = piplphgt TS =
— A AT AR AN
= Di b} 054 Qine
Considerdm acum operatia de confractie, care se aplici
tensorilor pentru care existd cel putin un indice covariant
$i unul contravariant. De exemplu, fie tensorul T%, ciruia
1i aplicim contractia indicilor £ si 7, care constd in a considera
mdrimile 73, unde 7 este indice de fnsumare si se insumeazi
dupd ¢; mérimile 7; = T}, depind numai de indicele j.
Se.ovb,z‘_me qsszel un nou temsor, al carui ordin este cu doud
wnatagy mai mic dectt cel smifial. Aritim caracterul tensorial
al lui T; din exemplul anterior. Avem

Ty=Tiy = Pbbai T = (Bigf) P TS = 83T,

Aici prin insumare dupd % este suficient si ne mirginim la
valoarea % = 7; deoarece 3} = 1, obfinem

Ty = piTh = piT),

ceea ce trebuia aritat.

152

Ce se obtine daci contractdim un tensor mixt de ordin
doi T% dupi cei doi indici? Mirimea 7" = T} nu are nici un
indice, adicd in orice sistem de coordonate ea reprezinta doar
un numir. Acest numir este unul si acelasi in orice sistem de
coordonate ; intr-adevir, ‘

T = T — pigy Th = ¥Ti = Ti = T.

O astfel de mirime numerici independent de sistemul de
coordonate se numeste invariant. Asadar, operatia de con-
tractie a tensorilor poate conduce la obtinerea de invarianti.

Daci tensorul @i, corespunzind unui opeiator liniar 4,
este.contractat dupi indicii sii, atunci invariantul obtinut a;
va fi tocmai urma operatorului & (suma elementelor diago-
nale ale matricii asociate). Invarianta acestei mdrimi a fost
deja demonstrati prin alte mijloace (5.53). Iatd incd un
exemplu: matricea ¢} a produsului a doi operatori cu matri-
cile corespunzitoare af si b] este un tensor mixt de rangul doi,
care se obtine prin contractia tensorului de rangul patru
alfb} dupd indicii % si /.

PROBLEME

1. Un vector & € &, are relativla o bazid e, es ..., en coordonatele
£y Egyees Epe Cum trebuie construitd o bazi in &, astfel incit coordonatele
Iui » relativ la noua bazi si devind 1,0, ...,0?

2. Intr-un spatiu n-dimensional &, este fixatd 0 bazd e, ey, ..es g
S4 se arate ci orice subspatiu &’ < %, se poate defini ca multimea tuturor
vectorilor # € &, ale ciror coordonate (relativ la baza e, ¢y, ..., €5) satisfac
un sistem de ecuatii de forma
n
Sayky=0 (i=12 .4
=1
3. (Continuare). Si se arate cd orice hiperplan H < 8y poate i definit
ca multimea tuturor vectorilor x € &, ale caror coordonate (relativ la

baza ey, ¢y, ..., €y) Satisfac un sistem de ecuatii de forma
n
Z%“éj =b (i=12.,k.
j=1

4. Intr-un plan sint alese trei baze ; coordonatele unui vector # relativ
la aceste baze sint respectiv £y, E5; Wy, Mg; Ty T, Presupunem cd

ny = apky + @y Ty = by 4 bikas
Ny = aynt, + 42252; Ty = byl + bgskss
4=llayll, B= byl /

S4 se exprime coordonatele T,, T, cu ajutorul coordonatelor 7, 7,-
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5. Pentru o formi liniard dati f(#) nenuld in spatiul &, si se indice

n
o bazd g, gy, ..., g astfel incit pentru orice vector x = E NkLx S& aibd

loc egalitatea f(x)‘ = ;. =

) 6. Se considerd un operator & care actioneazs intr-un spatiu #-dimen-
stonal &, avind un subspatiu invariant k-dimensional &°. Atuflci, socotind
pentru moment cd operatorul & actioneazd doar in subspatiul &, se poate
construi polinomul caracteristic corespunzitor de grad k. Si se arate ca

acest polinom este divizor al polinomului caracteristic al operatorului &
actionind in fntreg spatiul &.

7. Fie A = X o ridicind multipld de ordin # a ecuatiei det || Ay — -

—AE|| = 0. S& se arate ca dimensiunea subspatiului propriu &M a1
operatorului @ corespunzind ridicinii )y, nu depidseste 7.
8. S& se arate ci mirimile 8] formeazi un tensor de ordinul doi, o
datd covariant si o datd contravariant. ’
9. Un sistem de mérimi S;; este definit in fiecare sistem de coordonate
prin rezolvarea sistemului de ecuatii )

T“‘Sﬁ: 8,’;,

unde T;"" reprezintd un tensor .covariant de rangul doi, astfel incit
Seﬁ HT*|| # 0. S4 se arate ci S¢; reprezintd un tensor covariant de ordinul
oi. '

10. Dacd !; si {¢ au sensul indicat in text, ce sens geometric are con-
tractia ;¢ dupd cei doi indici?

i

Capitolul 6

' FORMA CANONICA A MATRICII

UNUI OPERATOR LINIAR

Doi operatori & si & actionind fntr-un spatiu #n-dimensional &, se
numesc echivalenti daci existd doud baze in &, astfel incit matricea opera-
torului @ in prima bazi si coincidd cu matricea operatorului & in cea de a
doua bazi. Evident, operatorii echivalenti definesc in spatiul &, aceeasi
transformare liniary. Dar cum putem decide, cunoscind matricile opera-
torilor @ si & intr-o aceeasi bazi, dach acesti operatori sint sau nu echi-
valenti?

in acest capitol, pentru orice operator liniar dat & intr-un 'spat;iu
n-dimensional {complex sau real) vom indica o bazi in care matricea A

a operatorului @ are o form# ,canonicid”, adicd intr-un anumit sens cea

mai simpld posibila.

Forma canonics poate fi obtinuti direct prin cunoagterea elementelor
matricii operatorului @ intr-o bazi oarecare. Se va demonstra ci dacid
operatorii & si & sint echivalenti, atunci forma canonicd a matricilor lor va
fi aceeasi. Astfel, o conditie necesard si suficientd pentru echivalenta a
doi operatori este ca matricile lor canonice si coincida.

- Vom incepe cu studiul unei clase particulare de operatori (§ 6.1)%
cazul general va fi considerat in § 6.3.

§ 6.1. Forma canonicd a matricii unui operator nilpotent,

6.11. Un operator liniar & actionind intr-un spatiu #-di-
mensional &, se numeste nilpotent dacd existd » natural astfel
incit & = 0, adici & x = 0 pentru orice x€ ¥,. Presupunem
ci & este operator nilpotent; anume & =0 si &1 #0
(adici existda xedl, astfel inclt & 'x # 0). Vom numi
indlfime a unui vector xed, cel mai mic intreg m astfel
tncit &™x = 0. Toti vectorii xe 3, au, conform ipotezei
ficute, iniltimea < 7, si existd vectori cu indltimea 7. Pentru
orice £ < #, vom nota cu ¥, multimea tuturor vectorilor de
iniltime < k. Evident, %, este un subspatiu in &, (dacd xe %,
si yé %, atunci &*x =0, &y =0, de unde pentru orice
ac K, BeK, avem &*(ax -+ By) =0, deoarece indltimea
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vectorului ax - By nu depdseste & si ax 4 Bye %,). Apoi,

¥, = &, (deoarece vectorii din #, au Indltimea < 7) si
0=%<=¥ < ... €Wy XN, =8,

Notdm dimensiunea acestor subspatii respectiv prin 1y =

=0 < m <..<m=n Vom construi o bazi a spatiului

#, in modul urmitor. ,

Asa cum am vizut, %,_; nu coincide cu intreg spatml
H, == XK,. De aceea se pot gisi vectori fy, ..., [, situati in
*, si liniar independenti peste %, ; (2.44); asadar, p, ==
= M, — m,_;. Evident vectorii 55/1, W B sint situati in
H,_ysiin plus sint liniar independenti peste ¥,,. intr-adevir,
daci am avea

a®fi + o+ B, = ge W,

atunci, aplicind ™2, ar rezulta ci

ey &Yy -

sau echivalent

-1
-+ Czhg’y /zn =0,

C1fy e

ceea ce are loc doar pentru toti coeficientii ¢; nuli. Rezulti
atunci cd dimensiunea #,_; — 7, » a spatmlm ¥, peste
¥, o este egald sau mai mare decit dimensiunea m, — m,_;
a spatiului ¥, peste %_1 Completam vectorii & f1, .. ,é%fp
prin vectorii /‘p1 i15 ++or Jp, I0 W, 5 pInd la un sistem ma\lmala
liniar independent peste ?ILM(j)? = M,_y — M, ). Aplicind
;ﬁuturor acestor vectori operatorul &, se obtin vectorii din
-2

2
Cmf]h € ?‘“1'~19 B

%%/13 soey glz)?_‘/pl’ &ferli veey k) P

liniar independenti peste ¥,_s, fapt care se demonstreazi ca
mai sus. De aici rezultd m,_, — m, 3 > m,_y — m,_, si se
pot construi in spatiul ¥, , vectori f, .1, ..., fo, genermd
fmpreund cu vectorii precedentl un sistem liniar independent
peste ¥,_s.

Trecind in acelasi mod la spatiile ¥,_s, ..., %, = (0), se
obtinein final un sistem total de # vecton liniar mdependentl.
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6.12. Sistemul obtinut de vectori poate fi scris intr-un
tablou

v S
C‘%fl’ cen gj}fpﬂfpx—i—l’ "".fpz

&1‘—1}[1, seey 06'%1'-—1]?2) s gf"rwzfpﬁb seey gf\’r—z P2 "t f/’r—1+17 ”"ff’r'

Vectorii situati in prima linie a tabloului au indlfimea 7,
vectorii din linia a doua au indltimea r—1 etc.; vectorii ulti-
mei linii au iniltimea 1, adicd prin operatorul & el sint
transformati in 0. Fiecare coloand a tabloului determind
un subspatlu invariant al operatorului & ; primele p; subspatii
invariante au fiecare dimensiuneca 7, ‘wrmitoarele Po—P1
au fiecare dimensiunea r—1 etc. Ultimele coloane, formate
din cite un element, determind subspatii invariante unidi-
mensionale.

Intreg spatiul &, este suma directd a celor p, subspatn
indicate.

6.13. Scriem matricea operatorului & in subspatiul ge-
nerat de vectorii primei coloane. Ca bazd alegem vectorii
&Y, &, ..., &f1, f1; in aceastd ordine, ei sint dispusi
dupa cresterea 1nalt1mn In aceastd scriere pr]mul vector al
bazei este transformat de operatorul & n 0, al doilea este
transformat in primul , ..., al 7-lea in al (r—1)-lea; de aceea
matricea operatorului & contine, conform 4.23, 7 linii §i 7
coloane si are forma

01 0..0 0
00 1..0 0

0 0 0..0 |
0.0 0..0 0

cu elemente nenule (si egale cu 1) imediat deasupra diago-
nalei principale.

O formi analoagi are matricea operatorului & in celelalte
subspatii invariante, corespunzind celorlalte coloane ale
tabloului anterior; deosebirea fatd de matricea (1) consta doar
in numdrul liniilor si coloanelor.
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 6.14. Matricea op
tiul &, va fi cvasidi

eratorului &, actionind in intreg spa--

. agonala (4.52 prais :
diagonali gonala (4.52) cu blocurile indicate pe:
010...00
00 1..00
00 0..01
00 0..00
0..
1..
B = 00 0..0 1 @
00 0.0 0
0 1|
0 O!
0]

Numirul blocurilor de dimensiunea 7 este egal cu p
numdrul blocurilor de dimensiune 7—1 este egal cu p g
—#1, ..., numdrul blocurilor de dimensiune 2 este egal 2cut
Pr-1 — pr—p, numirul blocurilor de dimensiune 1 este egal cu.

P — pr-1. Se intelege ci dach exist

d 7 astfel Incit ¢,y =

= Py atunci in matricea (2) nu vor exista blocuri de di--

mensiune 7.

§ 6.2, %Alg\ebre ; algebra polinoamelor
intr-o nedeterminati

6.21. Dim mai jos citeva definitii din teoria algebrelor..
Un spatiu vectorial & peste un corp de numere K se numeste:
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K-algebrd (sau algebrd peste K) dacd in & este definiti o
operatie de {mmultire, care asociazd oriciretr perechi x, y
de elemente din & un element x.y din &, astfel incit sa
fie satisficute urmitoarele conditii:

1) a(xy) = (ax)y = x(ay), pentru orice # si y din & si
pentru orice ac K; ,

2) (xy)z = x(yz) pentru orice x, v, z din & (asociativitate) ;

. 8) (x 4+ ¥)z = xz + yzsiz(x + y) = zx + zy pentru orice
%, v, z din & (distributivitate).

In general, inmultirea poate si nu fie comutativi (adici
se poate intimpla si existe x, y in & astfel incit xy # yx).
Dacd inmultirea ar fi comutativd, adicd ar fi indeplinitd
conditia

4) xy = yx pentru orice %, y din &, atunci se spune cd
algebra 3 este comutativi.

Fie 0 vectorul nul al spatiului &. Atunci pentru orice

“xe ¥ avem

0-2=0+0x=0-x-40"x,

de unde rezultd cd 0-x =0.

Un element ee & se numeste element neutru la stinga
daci ex = x pentru orice x€ 3 si element neutru la dreapta
daci xe = x pentru orice xed; de asemenea, eed se
numeste element newlru bilateral sau element unilate in K
daci ex = xe = x pentru orice xve ¥ (daci existd, un astfel
de element este unic). _ :

Un element xe€ & se numeste nvers la siinga al elemen-
tului ye & dacd xy este element unitate in 3; in acest caz,
v se numeste nvers la dreapta pentru ». Dacd un element
z are invers la stinga si Ia dreapta, atunci inversul siu este
unic (vezi 4.76 a) si se noteazd z7'; se mai spune atunci cd z
este wmversabil. ,

Produsul z# a doud elemente inversabile z si # este de
‘asemenea inversabil, avind inversul #1271, Daci elementul #
este inversabil, atunci ecuatia #x = v are solutia x = #7v;
deoarece aceasta se obtine din insdsi ecuatia considerata
prin inmultire cu %™, ea este unici. In cazul comutativ se

. y . 4
witilizeazd notatia x# = — sau x = v : #; acest element se
"
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numeste cftu/ elementelor v si #. Pentru cituri se verifica
usor urmdtoarele reguli:

Uy, Vs _ Uyly - q0s y : —r s :
A W U T U (daci , si u, sint inversabile);

Uy Us %3

U3 Uy V10 o . np s .
2.2 =12 (daci u si u, sint inversabile);
Wy Un WU,

v, v VU y . .
L2 (dacd uy, #,, v, sint inversabile).
'Ml %2 %17)2

Prin definitie algebra & are dimensiunea n dacd spatiul
vectorial & corespunzitor are dimensiunea .

6.22. Exemple

In orice spdtiu vectorial 8 punem x-y =0 pentru
orice xe &, yed. Se obtine atunci o algebrd, numitd
algebra triviald.

b. Un exemplu de algebri comutativi metriviald peste
un corp K il constituie multimea II a tuturor polinoamelor

P
— E ak)\k

cu coeficienti in K, cu operatiile uzuale de adunare si mmul—
tire. In aceasti algebrd, polinomul e(2) avind @y = 1 si toti
ce11a1t1 coeficienti nuli este element neutru.

c. Spatiul vectorial L(&,) al tuturor matricilor pitratice
de ordin # cu elementele din K, cu Inmultirea uzuald de
matrici constituie un exemplu de algebra necomutativi finit-
dimensionali de dimensiune #? (4.73 b). Aceastd algebra
are element neutru, anume matricea unitate F.

d. Un exemplu mai general de algebri necomutativa
avind element neutru il constituie spatiul vectorial (&)
al tuturor operatorilor liniari actionind intr-un spatiu vec-
torial &, cu operatia uzuald de produs (compunere) de opera-
tori (4.33).

6.23. a. Un spatiu € < & se numeste subalgebrd a unei
algebre & daca din faptul ca xe £, ye &, rezultd cd xye L.
Un subspatiu € < & se numeste ¢deal drept in & dacd din
x€ 8 yed rezulti xye £ siddeal sting in & dacid xe g,
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a

T i) < it

ye€d implici yxe £ Un ideal drept si sting in acelasi timp
se numeste ideal bilateral. Intr-o a]gebl a comutativid nu exista
nici o dlstmcgm intre ideale drepte, stingi si bilaterale. In
orice algebrda & existd doud ideale bilaterale evidente: unul
notat (0), constind din singurul element 0, iar celdlalt con-
stind din toate elementele din &. Toate celelalte ideale (drepte,
stingi sau bilaterale) se numesc ideale proprii. Orice ideal
este o subalgebrii. Reciproca acestei afirmatii este falsi;
de exemplu, multimea tuturor polinoamelor P(}\) avind pro-
prictatea ca P(0) == P(1) formeazi o subalgebrd a algebrei I,
carc nu este un ideal. Multimea tuturor polinoamelor P(X)
satisficind conditia P(0) = 0 constituie un ideal propriu
in algebra II. '

b. Fie € < & un subspatiu al algebrei . Considerdm
spatiul-cit /€ (2.48), adicd spatiul vectorial al claselor X
de elemente xe 3 congruente relativ la subspatiul £. Dacd £
este un ideal bilateral in &, atunci pentru clasele Xe &/€,

"introducem, alituri de oper atule liniare, o operatie de inmul-

tire. Anume, considerind clasele X, Y, alegem elemente arbi-
trare xe X, veY si prin produsul XY vom intelege clasa
produsului xy. Aceastd opcratic este bine definitd, deoarece
dacd in clasa X alegem un element «', iar in clasa Y un ele-
ment ', atunci vom avea

x'y — xy = x'(y — ) + (= v v

acest element <1p'xrt1ne idealului £, odatd cu y'—y si x'—x.
Din conditiile 6.21, 1)—3) indeplinite in algebra &, rezultd
imediat cd aceste conditii sint indeplinite pentru- clasele
XedH/€; de aceea spat1u1 -cit /€ cu operatia de inmultire
anterioard este de asemenea o algebri. Algebra H/€ se nu-
meste algebra-cit a lui & prin idcalul bilateral €. Este evident
¢4 dacit algebra & este comutativa, atunci algebra- 01t /L
este comutativi,

6.24. Fie 3" si &' doud algebre peste corpul ‘K. Un
morfism o : H — &'’ de spatii vectoriale (2.71) se numeste
morﬁsm de algebw dacd aldturi de conditiile (2.71), prin a51gu1 a
ci o este morfxsm de spatii vectoriale, anume

a) o(x' 4+ y') = co( )+ oly) pentru orice x', y'edl’;

b) w(as’) = aw(x’) pentru orice x'e H’ si oricare ar fi
ae K, este indeplinitd de asemenea conditia

c) o(x"-v') = o(x') -o(y’) pentru orice x’, y'e X"

‘Daca un morfism  este epimorfism (respectiv monomorfism
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A

sau izomorfism) al spatiului &’ in spatiul A’ (2.71), atunci
el se numeste epimorfism (respectiv monomorfism sau izo-
morfism) al algebrer H' in algebra 3.

6.25. Exemple

a. Fie € o subalgebrd a algebrei #. O aplicatie o care
asociazi oricirui vector xe€ £ acelasi vector ¥ in & este
morfism al algebrei £ in algebra &, chiar un monomorfism.
Ca si In cazul similar din 2.72, acest monomorfism se numeste
incluziunea (scufundarea) lui € in .

b. Fie £ un ideal bilateral al algebrei & si /€ algebra-cit
corespunzdtoare (6.23 b). Aplicatia @ care asociazd oricirui
vector x€ ¥ clasa corespunzitoare X e /€ a elementului «,
este un morfism al algebrei & in algebra H/€, si anume un
epimorfism. Ca si in cazul analog din 2.72 b acest epimorfism
se numeste reprezentarea canonicd a i X pe H/L.

c. Fie © un monomorfism al algebrei &’ in algebra .
Multimea tuturor vectorilor w(x’)e &’ este o subalgebra
£” < #"” si monomorfismul @ este un izomorfism al alge-
brei &’ in algebra £'.

d. Fie'® un morfism de la algebra &’ la algebra &".
Aritim ci multimea £ a tuturor vectorilor x’e¥’ pentru
care o(x’) = 0 este un ideal bilateral al algebrei &’. Intr-a-
devir, € este un subspatiu al Jui ' (2.76 b); apoi dacd
. x'e®, y'edl’, atunci o(x':y’) = o(x’) -o(y’) =0, deci
%'+ y'e & si in mod analog y’- 1" € £, ceea ce trebuia dovedit.
De asemenea, monomorfismul Q al spatiului ¥’/€ in spa-
tiul &” care asociazi oricirei clase X'e /€ elementul
o(x), x’€eX’ (2.76 b) este un monomorfism al algebrei
&’/€’ in algebra . Intr-adevir, alegind x’e X', y'e Y,
avem x'y’'e X'Y’'si QX'Y') =o0(x'y) =o0(x') o(y) =
= Q(X') Q(Y’). In particular, daci morfismul & este un
epimorfism al algebrei &’ in algebra &'/, atunci morfismul Q
este un izomorfism intre algebrele &'/€" si &'

e. Fie 4 un operator liniar actionind in spatiul &. Deoa-
rece pentru operatorii liniari in spatiul & sint definite opera-
tiile de adunare §i inmultire, atunci fiecirui polinom P(}) =

m
::E a,\*e II i putem asocia operatorul
r=0 :

P(A) = Y a4,

k=0
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actionind in acelagi spatiu &. Prin aceastd corespondentd,
adunirii si inmultirii de polinoame le corespund adunarea si
respectiv inmultirea de operatori asociati in sensul § 4.8.
Intr-adevir, fie

PO = Pa0) + Pa) =32 4t + 35 br¥ =

k=g
=Z (@ + br) M5
k=0
atunci
P(@) = 3 (as + b) @F= 3> 3,0 - 3™ 5,8 = Pr(@)+Po(@).
=0 ¥=0 %=0

fn mod analog, fie

00) = Py3) Po) = 3 wi b

k=0

m m 4
=3 @bt
- k=07=0
atunci aplicind proprietatea de distributic pentru operatori
(4.33)
m m mw m
(&) = S>3 b, =Y @@k 3 b, = Pi(d) Pold).
k=g =0 =0 j=0 :
In particular, operatorii P(&) si Q(&) sint intotdeauna per-
mutabili, oricare ar fi polinoamele P(}) si Q(2).

Am obfinut astfel un morfism al algebrei polinoamelor
T1(6.22 b) in algebra operatorilor liniari &(&) (6.22 d). In
general, acest morfism nu este epimorfism (deoarece opera-
torii de forma P(&) comuti intre ei, in timp ce algebra ()
este mecomutativi (cu exceptia cazului trivial & = &;).

f. Existi un izomorfism intre algebra &(K,) a tuturor
operatorilor actionind in spatiul K, si algebra £(K,) a tuturor
matricilor de ordin # cu elemente din corpul K ; acesta poate
fi explicitat fixind in spatiul K, o bazi ¢, ..., ¢, i asociind
fiecirui operator de &(K,) matricea sa in aceasti bazd.
Ambele algebre au aceeasi dimensiune, anume #°.

6.26. In algebra comutativi IT a tuturor polinoamelor
P(2) cu coeficienti din corpul K (6.22 b), mulfimea tuturor
polinoamelor de forma P()) Qp(A), unde Qo(}) este un pof.mom
fixat, iar P(A) un polinom arbitrar, este evident un ideal.
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Aritdm ca invers, orice ideal 1#0 al algebrer 1T este de
aceastd formd, adici elementele lui I se obtin dintr-un anumit
polinom Q() prin inmultire cu orice polinom P(A). Pentru
demonstratie, alegem in idealul I un polinom Qo(A) nenul de
grad minim, notat ¢. Afirmim cd orice polinom Q) el

este de forma P(2) Qo(A), unde P(M)e II. Intr-adevir, apli-

cind teorema Impirtirii cu rest a polinoamelor, se poate
scrie

Q) = P() Qo(¥) + R(2), 3)

unde P(2) este citul impiértirii lui Q(A) cu Qo(2) iar R(A) restul
corespunzdtor, avind gradul mai mic decit gradul ¢ al impir-
titorului. Polinoamele Q(7) si Qo(A) apartin idealului 7. Dar
atunci si polinomul R(A) apartine idealului I, asa cum re-
zultd din relatia (3). Deoarece gradul polinomului R(%) este
mai mic decit ¢ iar polinomul Qy(A) are printre elementele
idealului I gradul cel mai mic posibil ¢ printre polinoamele
nenule, rezultd neapirat ¢i R(A) = 0, ceca ce trebuia aritat.

Polinomul Qo(2) se numeste generalor al idealului I.

6.27. Polinomul Qo(N) este determinat de idealul I in mod
unic pind la un factor numeric. Intr-adevir, daci alituri

de Qo(A) ar exista un polinom Q,(X) cu aceeasi proprietate,
atunci ar rezulta

Q) = Py(d) Qo(3),
Qo(r) = Po(2) Q1(3).
Din aceste egalititi rezulti cd gradele polinoamelor (J;(2)
si Oo(A) sint accleasi si ca atare Pi(A), Po(A) nu contin A,
adici sint numere, ceea ce trebuia dovedit.
6.28. Considerim polinoamele nenule Qy(}), ..., Q,,(r) care
nu au un divizor comun de grad > 1. Vom arita ci existd

polinoame PY(A), ..., P(}) astfel incit
PIO) 01(0) + e+ PO Q) = 1. (4)
Intr-adevir, fie I multimea tuturor polinoamelor de forma
Pl(;‘) Ql()\) + oo + ])1n(7\.) Qm(;\)
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pentru orice P;(}), ..., Pn()) din II. Evident, multimea I
constituie un ideal. Conform 6.26 idealul I este generat de
un polinom ‘ .

0 = 3 P0) Quln)- ©

In particular, deoarece Qy(}), ..., Qm(}) apartin lui 7, rezultd cd
Q1(%) = S1(A) Qo(N), <oy Om(D) = S,u(n) Qo(2),

unde Sy(%), ..., S,,(A) sint anumite polinoame. Aceste egali-
tati aratd cd Qq(7) este un divizor comun al polinoamelor
Q1(%), ..., Qu(r). Dar atunci din ipotezi rezultdi ci gradul
polinomului Q(A) este egal cu 0, adicd Qo(A) este o constanta a.
Tn acest caz @, # 0, deoarece in caz contrar ¥ == 0. Inmul-

tind (5) cu —1— se obtine (4), ceea ce trebuia dovedit.
@9

§ 6.3. Forma canonici a matricii unui operator
oarecare

6.31. Considerim un operator liniar & fintr-un spafi
n-dimensional &,. .

Reprezentarea (P()A)) = P(4), indicati in 6.25e¢, este
un epimorfism (6.23) al algebrei Il a tuturor polinoamelor
cu coeficienti din corpul K in algebra Il4 a operatorilor liniari
de forma P(4) actionind in spatiul &,. Conform 6.25 d
algebra Iy este izcmorfdi algebrei-cit II/I, unde I este
idealul tuturor polinoamelor P()) cu proprictatea cd o (P()))=
= P(@) = 0. Vom studia in cele ce urmeazd structura aces-
tui ideal. '

6.32. Inpunctul 6.22 am vizut ci multimea tuturor opera-
torilor liniari actionind in spatiul &, formeazd o algebrd peste
corpul K de dimensiune »#% Fixind un operator &, considerdm
sirul de operatori

a’ =8, a, @ ..., an ..
In acest sir primii #®+41 termeni sint liniar dependenti,

m
adic# exista o relatie de forma Y™ ¢, @¥ = 0 (m <r?), cu coefi-
k=0
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cientii ¢; nu toti nuli. Aceasta inseamnd ci in corespondeni,'a
2 cAF fi cores-

k=0

stabilitd anterior (6 31) polinomului Q(A) =

punde operatorul nul. :

Orice polinom Q(A) pentru care operatorul Q(4) este opera-
torul nul se numeste polinom anulator al operatorwlui &.
Am demonstrat ci pentru ovice operator & existd un operator
anulator de grad < w

6.33. Multimea tuturor polinoamelor anulatoare ale unui
operator & formeazd un ideal in algebra II. Conform 6.26
existi un polinom Qy(A) definit pind la o constanti multi-
plicativa, astfel incit toate polmoamele anulatoare si aibi
forma P(A )Qo(h) unde P() este orice polinom din II. In
particular, Qo(7) insusi este polinom anulator. Printre toate
polinoamele anulatoare, Qo(7) are cel mai mic grad si de aceea
el se numeste polinom anulator minimal pentru operatorul 4.

6.34. TEOREMA. Presupunem cd un polinom awmulator
Q(A) al unui operator & se descompune in produsul a doud
polinoame prime intre ele Q(N) = Q1(2) Qo(N). Atunci spatiul

X, poate fi descompus ca sumd divectd & doud subspatis X, =

=1 + §,, invaviante velativ la operatorul 8(4F, < I,
ag, < g,), asifel incit

0:(@) %, =0, Qy(@) %, =0,

, pentru orice €8y, %€, adicd Qy(N) (respectiv Qy(N))
este polinom anulator pentru operatorul & actionind in spagiul
&1 (respectiv ).

Demonstrajie. Conform 6.28 existd polinoame P;(}) si
Py(n) astfel incit

Pi3) Qa0 + Po(3) Qsf) = 1
Folosind morfismul 6.25 e, gisim
CPi@) Qu(@) + Po() 029) = &.
Notim cu & ( =1, 2) domeniul de valori ale operatorului

04(@), adica muli;lmea vectorilor de forma Q.(@)x, xe X,
. (4.61). Evident, din faptul cd y = Q,(Q) xe g,c, rezults
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@y = Q(@) Gxe §,, deci F; este subspatiu invariant relativ

la operatorul 4.
Pentru orice x,€ §, exista ye &, astfel incit

Q@) 71 = Qx(8) (@) y = Q@) y = 0,

si analog, pentru orice x,€ &, existd ze€ ¥, astfel incit

Q1) %2 = 02(@) Q2()
Apoi, pentru orice xe X, are loc egalitatea

x = 01(@) P1(9) x + Qo(A) Po(A) x = %, + x2,
unde x, = Q(Q) P(A)xe &, (k= 1, 2), care aratd ci suma
subspatiilor &,, &, este intreg spatiul &,.

Fie acum xp€ &3 N T2 Atunci Q(d) % = Qx(Q) x,= 051
prin urmare

Ko = P1(@) 04(@) %o + Pa(Q) Qo) %o = 0.

Asadar, §,NF, =0 si suma &, = &, 4 J, este directa.
Se intelege, -nu este exclusi posﬂnhtatea ca unul din subspa-
tiile &4, §, si fie subspatiul nul (constind doar din vectorul

uul)

Q(a)z——O

6.35. Observafie. Prin constructie operatorul Q4(&) anu-
leazd subspatml g,, iar operatorul Qg(a) anuleazi subspatiul
g,. Aritim ci orice vector x anulat de operatorul Q1(Q) apar-
tine lui &, $i ovice vector % anulat de operatorul Qy(Q) aparfine
lui ;. Fie 01(@) x = 0. Avem x = %; + %;, unde x,€ &,
%€ &5. Deoarece Q1(@)x, = 0, atunci Q1(&) x; = Q1(4) x —
— 01(@) %, = 0. Dar avem si Q5(&) x, = 0, deoarece x;€ ;.
Aﬁadar Xy= Pl( )Q]_(a) X1+ Pg( )QQ(&) Xy == 0, x = X9 EF .
Tn mod analog, din relatia Q5(@) x =0, rezultd xe &, ceea ce
trebuia dovedit.

6.36. Descompunind polinoamele Q;(7), Qx(A) in factori
primi intre ei, se obtine posibilitatea reprezentirii spatiului
&, ca sumd directd de subspatii invariante relativ la opera-
torul @, anulate respectiv de factorii polinoamelor Qy(2)

si Qo).
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Presupunem ci un polinom P(A) admite in corpul K o
descompunere de forma

P() = ﬁ (A — )7, (6)

unde A, sint toate ridicinile (distincte) ale polinomului, iar 7,
* multiplicititile lor. O astfel de descompunere este intotdeauna
posibild in corpul Cal numerelor complexe. Descompunerea (6)
estc o descompunere in m factori primi intre ei (A — Ay,
Aplicind rezultatul 6.34, obtinem urmitoarea afirmatie:

TEOREMA. Daci polinomul amulator al wnui operator Q
are forma (6), atunci spagiul ¥, se descompune in suma direcld
a m subspatic §,, ..., §,, invariante relativ la operatorul Q,
tar subspatiul &, este anulat de operatoril Bk, unde B, =
= & — A8

6.37. In ficcare spatiu nenul g, sepoate alege, conform 6.14,
0 bazi in care matricea operatorului &, (prin Insdsi constructia
ei nilpotentd in spatiul ;) si aibi forma canonici (2). In
aceastd bazd matricea operatorului @ = &, + 2,8 are forma

ee 4 e s e u e e s eue e

0 2 1..0 0 - )

..............
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Matricea operatorului & actionind in intreg spatiul &, = &, +
+ ...+ J, In baza care se obtine prin reuniunea tuturor
bazelor canonice construite in spatiile &, ..., &,, va avea
forma finald

N 1.0
0 2..0
0 0..1
0 0.0
A 1.0
0 2 ...0
0 0..1
0 0.2
(8)
J(@) = _
4]
A |
Ay 1 ...0
0 Apy...0
0 0 ..1
0 0 .2,

Tl

Formulim rezultatul final:

TEOREMA. Pentru orvice operator & inlr-um spafiu
n-dimensional 3, avind wun polinom amulator de forma (6)
(tm particular, pentru ovice operator o tn spatiul n-dvmensional
complex @), existd o bazd in care mat'mcea. operatorului &4
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este de forma (8)

Jordan.
In cazul &, =€, numerele complexe A,

Pentru un operator & actionind intr i
« _ nind intr-un spatiu &, # @
reprezentarea (8) nu este intotdeauna posibili. Considerim

in § 6.6 forma canonici a matricii i i
I . d atricii operatorului & : i
i Spatial S P ictionind

§ 6.4. Divizori elementari

6.41. Matricea (8) poate fi dati prin tabelul
}\1; ’Lgl)) L) ”g)
Ay w), L, P> 0P > .. > nb) 9)

Ao 0™, L 0™

1r}lcar?k)pentr1%k?mce numadr diagonal A, sint indicate dimensiu-
nile 73% ..., sy ale celulelor elementare Jordan® de forma

N 1 0.0
0 2 1..0
¢ 2 linii, (10)
0 0 0..1
0 0 0..x

care apar in matricea (8). Vom clarifica acum modul de
: : ) con-
struire a tabelului (9) si vom stabili forma matricii J(@) a

operatorului @ cunoscind matri f
orult atricea sa 4 intr-o bazi o
a spatiului &, e oarecare

6.42. Dupi cum se stie (5.53) i st
1p3 e s .33), polinomul caracteristic al
operatorului 4 nu depinde de alegerea bazei. Explicitim acest
polinom pentru o bazi jordaniani; deoarece dedesubtul

170

Matricea (8) se n i
. Ma 4 wmeste forma normald
Jordan & operatorului @, iar baza corespunzdtoare — bazd

g I e A, pot fi
ordonate dupi o reguli oarecare; de exemplu, in ordinea

cres;:at_qare a modulelpr, iar pentru module egale, in ordinea
cregteril argumentului 6, variind in intervalul 0 < § < 2.

diagonalei principale toate elementele sint nule, rezultd ci
det (4 — AE) = det|| J(@) — AE|| =

m (%)
— H ()\g — 7\) 1,08 + ... + mep® (1 1)
Ae=l .

Asadar, numerele A, sint ridicinile polinomului caracteristic,
jar sumele 7, = #® + ... + n® sint multiplicititile lor.
Astfel, calculind polinomul caracteristic (ceea ce se poate
face cunoscind matricea A4) si determinind ridicinile ei, se
obtin mirimile 2, si 7, = a{ + ... + #f, care apar in
tabelul (9).

6.43. Vom indica in continuare (aici si in 6.44) modul
cum, cunoscind matricea 4 a operatorului & intr-o bazd
oarecare se pot calcula chiar numerele nP. Deoarece J(4)
si A sint matrici ale aceluiasi operator in baze diferite, are
loc conform 5.51 egalitatea '

J@) = T7AT,
unde T este o matrice nesingulari. De aceea §i
J@) —AE=T""4 —AE) T.

Minorii de ordin p fixat ai matricii 4 — AE constituie poli-
noame de grad < p. Notim cu I,(4) idealul generat de
toti acesti minori in algebra II. Un sens analog are idealul
I,(J(4)). Aritim ci aceste ideale coincid. Intr-adevir, fie-
care minor de ordin p din matricea J(&) — AE este conform
4.54 suma unor produse de minori de ordin p ai matricilor
A —AE, T-' si T. Dar elementele matricilor T si 77 sint
numere; astfel, orice minor de ordin p al matricii J(&) — A\E.
este o combinatie liniard de minori de ordin p din matricea
A — AE si prin urmare el apartine idealului I,(J (4)). Asadar,
I,(@) = I,(](@)), ceea ce s-a si afirmat.

Fie D,(7) un polinom care genereazd acest ideal; el poate
fi definit ca fiind cel mai mare divizor comun al polinoamelor
care genereazi idealul I,(Q) (6.26). Asadar, cel mai mare
divizor comun al minorilor de ordin p din matricea J(&) — AE
este acelasi cu cel mai mare divizor comun al minorilor de
ordin p din matricea 4 — AE si de aceea el poate fi considerat
cunoscut. Calculim acum direct cel mai mare divizor comun
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al minorilor de ordin p din matricea J(@) — AE. In locul
matricii J(d) — AE se poate considera o matrice de forma
P(J(@)—AE) Q, unde P si Q sint matrici numerice inversa-
bile, necontinind A. Operatiile de permutare a liniilor, co-
loanelor, de addugare la o coloani a unei alte coloane multi-

plicate cu un numir, pot fi efectuate in matricea J(@) — nE -

(ca in 4.44). Aritim ci orice celuli elementari

he— A 1 0 ... 0 ’
0 2—A ‘

1 0
0 0 0 .. [
' o
0 0 0.2 — 2l

poate {i transformatd, prin operatiile indicate, intr-o matrice
de forma

!
n® linii, (12)

(A — NV

Anume, pentru obtinerea acestui rezultat, trebuie mai
Intfi si scidem din linia secundi prima linie inmultiti cu
Xy — A, din a treia pe a doua Inmultitd cu A, — A etc.; obti-
nem matricea (p = n{) ’

M—2A 1 0...0

..........................

(=02 — 0?1 0 0.1

(=D (M —N? 0 0.0

Dacd acum din prima coloani se scade cea de a doua inmultiti
cu Az—A, apoi a treia inmultiti cu —(A— N2 . a (p—1)-a
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tnmultiti cu (—1)?2(%; — A)?7L, atunci obtinem matricea

1 0.
0 1 ..
.......................... - (13)
0 0 0.1
(—1)P 10— N2 0 0 .0

din care sc obtine matricea (12) prin permutarea coloanelor.
Acum putem calcula mai simplu cel mai mare divizor

A

comun al minorilor de ordin p din matricea J(2) avind celulg
de forma (12) pe diagonala principala. Deo%rece in aceastd
matrice in afara diagonalei principale se afld zerouri, atunci
minorii nenuli pot fi numai cei situati pe linii §1 coloane cu
acelasi numar de ordine; un astfel de minor este egal cu
produsul elementelor sale diagonale. - :

In matricea f () printre elementele de pe diagonala prin-
cipald se afli un anumit numir N de binoame dfa fo.rm‘a
(Akwk)”gk), iar celelalte #—N elemente alg diagonalei princi-
pale sint egale cu 1. Numdérul V este numirul total de celule
Jordan in matricea J(&), adici N =17+ . + T ch de
alti parte, printre minorii pina la ordmulyn——N existd unii
egali cu 1, deci D,(A) = 1 pentru p<# — N. Se poate inlocui

matricea J(A) prin matricea diagonali mai simpla

1 (7\1 hnd )\)”{1)

.

(A — 230
IA) = (hg— 2) o

ngm
(Am - )\)

i poli ider tru matricea J(A) va
atunci polinomul D,(A) considerat pen ]
coincide cu polinomul D, (,_»y (2) considerat pentru matricea
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I(A). Evident, cel mai mare divizor comun al minorilor de
ordin p ai matricii I(A\) are forma

D,(8) =TT (A — Ay (14)

§=1

unde m, > 0. Se pune intrebarea: ce valoare are de exemplu
exponentul m,(p) ? Aceastd mirime este cel mai mic exponent
la care apare A;—A in toti minorii de ordin p. Daci p <
< #f® ... 4+ #§, atunci existdi un minor de ordin p care
‘nu confine in general A;—A, deoarece pentru acesti p ar re-
zulta my(p) = 0. Pentru p = n{" 4 ... 4 #® 4 1, consi-
derind ci exponentii #{*), ..., nf¥’ sint in ordine descresci-
toare, rezulti ca

my(p) = i,

In continuare pentru fiecare mérire a lui # cu o unitate,
exponentul #;(p) va creste corespunziitor cu nfl, nitl, ...;
in fine, pentru p = # obfinem

() = 99 o D
Analog,
my(p) = nlf) 4 .., 9»{{' (1 €7 €m),

6.44. Raportul E,(}) ==2bﬁ-(%‘)~ s¢ numeste divizor ele-

y »
mentar al operatorulur &; fmpreunit cu polinoamele D,(2),
divizorii elementari nu depind de alegerea bazei si ei pot fi
calculati utilizind matricea operatorului @ in orice bazi.

Din cele spuse in 6.43 se vede cii divizorii elementari au
forma

,,(ai)

E, = ﬁ()‘j"")\) ;g = LR~ 1,

j=1

cu riddcinile avind multiplicititile egale cu dimensiunile
succesive ale celulelor Jordan. Astfel, calculind divizorii
elementari, obtinem numerele #{’ si in acest mod este re-
zolvatd problema pe care ne-am propus-o in 6.43. -
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6.45. Exemple

a. Fie matricea Jordan de ordin 10

1 1 0
0 1 1
0 0 1
11
0 1
1

S
N —

21
0 2

avind trei celule corespunzind ridicinii A; = 1, de dimensiuni
8, 2, 1 si doud celule corespunzind ridicinii A, = 2, de dimen-
siuni 2 si 2; de aceea divizorii elementari au valorile

Eg(0) = (1 —2)° (2 — N4
Egd) = (1 — N (2 — )3
E(0) =1-—2
E¢(d) = ... = Eq(A) = 1.
b. Presupunem ci pentru o matrice A = ||@,|| de ordin 10

divizorii elementari (calculati aga cum s-a indicat in 6.43
si 6.44 cu ajutorul minorilor matricii 4 — AE) sint egali cu

Eg(y) = (8 — N (4 — W),
Egd) = (3 —N* (4 —N),
Eq)) =4 — )

Eg(A) =4 — ),

Es(A) = ... = E,(0) = 1.

Scriem expresia matricii J(4). Asa cum am ardtat in 6.44
matricea J(@) are doud celule care corespund rdddcinii
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M = 3 de dimensiuni 2 i 2 si 4 celule corespunzind ridicinii / ‘ M
A2 = 4 de dimensiuni 3, 1, 1, 1. In acest mod, “ :
31 | A
0 8 Ao
3 1 A = ) R ’
0 3 .
41 Aa
J (a) = 4 1 ) .
4 % ‘ *
4 I A
e "‘L‘I — atunci matricea 4 cste matricea qudan a operatorului &
,_i_( ; (toate celulele Jordan avind dimensiunea 1). In particular,

0.46. Astfel, cunoscind divizorii elementari ai unui ope-
rator &, pot fi determinate toate mirimile n{ si in acelasi
timp structura matricii jordaniene a operatorului &. In
particular, se vede ci matricea Jordan a operatorului se defi-
neste in mod bine delerminal prin insugi operatorul @.

Pe de altd parte, deoarece divizorii clementari ai unui
operator & se determind prin minorii matricii 4 — AE in
orice bazd, dov operalori echivalenfi & gi & (adicd ‘avind aceeas:
matrice tn doud baze, distincle saw nu) an acceasi formd ca-
nonicd Jordan. ‘

‘Este evidenta si afirmatia inversi: dacd doi operaiori au
una §i aceedss formd-canonicd, atunci ei sint echivalentsi. in
acest mod, problema echivalentei operatorilor liniari (in
cazul scalarilor complecsi), pusi la inceputul acestui capitol,
este complet rezolvati.

§ 6.5. Citeva consecinte

6.51. Dacd operatorul @ se reduce la forma diagonali,
adicd matricea sa intr-o anumiti bazi are forma:
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toti divizorii elementari au ridicini simple. Inv_ers; dacad
toti divizorii elementari ai unui operator & au numat ra.dacxczln
simple, atunci matricea Jordan /() are numai celule de
dimensiune 1 si, prin urmare, este diagonald. .

6.52. Avind forma jordaniani a unui operator &, sepoate
determina polinomul siu anulator minimal. Presupunem cd
un operator ® intr-o anumitd bazi ¢, ..., ¢, are matricea

gL 0.0 0
e 1.0 0

)
SAA AT AN A e

0, 0 |
00 0..0 0

Aceasta inseamnd cil

&61 = 0, &Cg 2 TR &tfp == Ly,

' »
de unde rezulti ci ®Px = 0 pentru orice x = chek. in

acest mod, un polinom anulator al opc;rgtorulm ® a;;e forma
2?. Polinomul anulator minimal ca divizor al lui A” trebuie
si aibi forma A™, m < p; deoarece &Ple, = ¢; # 0, vedem
ci A? este polinomul anulator minimal.
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Presupunem c3
. operatorul & intr- %
matricea r-o b‘%Zﬂ €y, ...

.....
..........

000 0..0 »n

::tg:; iﬁci)t G=8 A+ ?\oé. Conform celor aritate, (A — 28)% =
e e;;e (, }\Oaitfe;) ;x}mt antru Ol)grz.ltoru] & un polinom anu-
froio ity ; acesta este minimal conform rationamen-

Presupunem ci un operator @ admite matricea

N 1 0 .0
0 2 1 ..0
0 0 2..0

..............

[2% 1 .0
_ 0 X ..0
0 0 Mo

unde py > py > ... > p, sint dimensiunj
i _ = p, nile celulelor sale dia-
{Sggnale.l Un polinom Q(2) anulator al operatorului & trebuzile
anu egeyseparat fiecare celuld (4.52). Aceasti proprietate
este satisficuti de polinomul (Ag— A)%, Com‘ornf celo
Spuse mal sus, acesta este polinom anulator minimal '

In sfirsit, in cazul 9y
. whtly ene b .
‘matricea jacobiani cu tgagl(z)r\?;, daci operatorul & admite

..........
.............
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s €p admite

un polinom anulator este

m u&k)
() = ,,H:(M“ N (15)
Acesta este chiar polinomul anulator minimal al operatoru-
lui @, deoarece nici unul din exponentii #{? nu poate fi
micsorat, conform considerafiilor ficute mai sus.

Asadar, polinomul anulator minimal al matricii 4 este
polinomul (15). Gradul siu este egal cu i + ... 4 ™,
suma dimensiunilor celulelor jordaniene maximale, cores-
punzind fiecirei ridicini a polinomului caracteristic. Obser-
vim o4 acest numir nu depiseste dimensiunea intregii ma-
trici 4 (adici numirul » egal cu dimensiunea spatiului in
care actioneazi operatorul @). Polinomul caracteristic
det (A—A\E) al operatorului & (6.42) contine polinomul Q(A) ca
divizor si de aceea este de asemenea anulator (aceastd proprie-
tate se numeste feorema Hamilton-Cayley). In general,
polinomul caracteristic det (A — AE) nu este polinomul
anulator minimal al operatorului @ Daci se intimpld acest
lucru, atunci fiecare ridicind a ecuatiei caracteristice. este
folositi numai intr-o singurit celuld Jordan de dimensiune
cit multiplicitatea ridicinii.

§ 6.6, Forma Jordan reali

6.61. Considerim un operator @ intr-un spatiu #-dimen-
sional real &,. In general, baza canonici in care matricea
operatorului @ s-ar scrie in forma Jordan (8) poate si nu
existe, deoarece polinomul caracteristic al operatorului &
poate avea radicini nereale. Totusi §i in cazul real se poate
gisi o formid Jordan (8) a matricil.

Fie A = [|a{|| matricea operatorului & fintr-o bazd
oarecare ¢y, ...; &, a spajiului &,. Considerdm spatiul #-dimen-
sional complex €,, constind din vectorii X = 36y + o 4 Ugly
unde oy, .., &, Sint numere complexe oarecare. Matricea A4

A
defineste in spafiul €, un operator liniar @ prin formulele
A n ” " 3
Ax == Z: aja(‘.j sz Za; (2 a’,’)ek);
=1 =1 k=1
pentru vectorii ¥ cu componentele reale «; aceste formule

determini operatorul & insusi.
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6.62. Incepem cu un operator & pentru care un polinom
anulator are forma speciali

P(h) = (3% + 127,
cu 1 real pozitiv.

Pentru operatorul & sint defirite polinoamele de opera-
tori Q) cu coeficienti complecsi. In particular, au sens
polinoamele (& 4- ix8)? si (@ — it8)?. . Polinomul P(2) =
= (A 4 3? rimine anulator s1 pentru operatorul d. Des-
compunerii (A% 4 t%)? = (A — ir)? (A i7)? §i corespunde con-
form 6.34 o descompunere a spatiului €, in sumi directi de
subspatii €} si €2 invariante relativ la operatorul &, in care
el admite polinoamele anulatoare (A —i7)? si (A + i7)? res-
pectiv. Mai mult, daci vectorii subspatiului €} sint de forma

‘ ) X = oclel + e + “”6’” ‘
€u oy, ..., &, Oarecare, atunci subspatiul €2 consti din vectorii

i 3\,_’:—:5216’1—% e —{—a,,q,,
unde numerele &, sint conjugatele complexe ale numerelor ;.
Intr-adevir, dack (@ —it8)® x = 0, atunci trecind Ia
numere complex conjugate in toti termenii membrului
sting, se obtine (& 4- ix8)? x = 0 $i invers; ultima egalitate
determinid subspatiul €2 (conform 6.35). Rezulti de aici,
printre altele, ¢ # este par, adicd # = 2m, unde m este dimen-
stunea fieciruia din subspatiile €2 si€.

Fie f} baza jordaniani a operatorului & fn spatinl €&
(6.37). Deoarece in aceasti bazi matricea operatorului &
are forma (6.37(7))
it 1

..........

|
t
{
7?/1 !l
E
{

s o ey oy e
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a 33 A3 2 dups
operatorul & actioneazi pe vectorii din bazi dupi formulele
A ) 4 1 A - . q
aft=itfi, ..., Qff = ify,
A - .

aft=fi+iofh o Aft = [ + it
Ay . A e . . g
af}:‘ :f:ql I “j/n,a veey d‘jn,‘ ::f‘nq._l ‘+‘ lTjnq-

Pentru multimea vectorilor conjugati ffe €2 au loc formulele
conjugate

aft = — iofl, .., Aff i/t

— —— 3 ' A % - r - .’P—‘a—-
afl <:_f%|, i H-:/::.. 1y ‘f"/rllu ,/;Ir,, 1 I[/rxq-

Se observid cd vectorii /§ formeazi bazi Jordan pentrufope%‘&«
torul @in spatiul €. Astfel, \'(-vl(»:'ii./'f;5i_/',‘;’ formeazd impreund
o bazi Jordan pentru operatorul @ in intreg s‘patit.ﬂ C,.
Construim acum o bazii in spatfiul real &,, inlocuind fiecare
pereche de vectori complecgi /4 i /% prin perechea de vector

" 1 ; o TR S (- 0 . ]
;'eah of = E-(ﬂ + /5 si W z (/¥ — /. Din formulele

afs = fla+idft (fs=7E=0),
iy = P iy
obtinem
&35+ ) = g = gt — oM (= T —0).
Gl Ut =Tl = o = e+ g
1 . .
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De aceea pentru vectorii g% W se obfin formulele
agk = — k¥ )
Akt = w81,
ags = &1 — i,

= gk, (16)

agﬁk = gﬁ,—l —_ Th,’:,

akk, = - b + gk, ]
Invers, au loc formulele

fi=2g+ i, f§=gf— ink.

Ag.a’(ciar, acoperirea liniard (complex3) a tuturor vectorilor &k
si hj este aceeasi cu acoperirea liniari a tuturor vectorilor Z‘
si f’zf. %i cum numirul vectorilor generatori este acelasi, re-
zultd cd vectorii g5 §i Aj sint liniar independenti peste corpul
((;J odatd cu vectorii /¥ si f}. Cu atit mai mult-vectorii g¥ si
4j sint liniar independenti peste corpul R, adici in spatiul
vectorial real &,,. ’

_~ Din formulele (16) rezulti ci matricea operatorului &
in baza g}, A% constd din celule diagonale de forma

0 7 1
—r 0 0
0

O d =0
[
Qg = O

(17)

<

S qa =0

—7T

de dimensiuni 2#y, ..., 21, respectiv.

6.63. Trecem la considerarea cazului general. Fie & un
operator liniar intr-un spatiu real #-dimensional &, si fie
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P(3) un polinom anulator al lui. in domeniul real P()) admite
o descompunere de forma

" 5
3 - 2 2
PO =TT (s — N TT L0 — 09)* + 7)1,
k=1 F=1
unde Ak =1, ..., m) sint radicinile reale distincte ale poli-
nomului P(A) iar o; 4 it; = };, 6,—ir; = A;_sint rdddcinile
nereale; toate numerele <; sint pozitive. In conformitate
cu teoria generald (6.36), spatiul &, admite o descompunere
in sumi directi de subspatii invariante relativ la &

a=38+ 35,
st st

unde un polinom anulator pentru operatorul & in subspatiul
&, este (A— A)7%, iar in subspatiul &; — polinomul [(A —
~6;)? 4+ 72]#. In subspatiul 8, operatorul & se reduce la
forma jordaniani de tipul (7). In subspatiul &, notim
&; = a4 — 0,6; atunci pentru operatorul &; in subspafiul
&, polinomul (A? ++ <3)#/ va fi anulator i conform celor spuse
mai sus se poate construi o bazi in care matricea operatorului
&, va consta din celule de tipul (17) (cu inlocuirea lui v
prin ;). In accasti bazi matricea operatorului &= &; +
+ 0,8 va consta din celule de tipul

—T; Gy 0 i

ag; T

1 0
—chrjOI

: - (18)

.

gy . T4
T 9y

Astfel, in spatiul &, se poate alege 0 bazil in care matricea
operatorului & consti din celule Jordan de forma (10) si (18).
Notam aceastd matrice prin [qa(é) (matyicea jordaniand
reald).

6.64. Structura matricii /,(€) se poate restabili cunoscind
divizorii elementari ai operat rului d, calculati dupd minorii
matricii 4 — AE inty-o bazi de plecare (§6.4). Deoarece
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polinoamele D,(A) si E,(A) se obtin din minorii matricii
A — AE prin operatii rationale, polinoamele E,(2) au coefi-
cienti reali si deci au forma

ke=1

Bug® = IT 00— 2™ [T (8 — )2 -+ 24"
je=1

(ge=tipr s iy

Fiecdrui exponent #%® 1i corespunde o celuli Jordan de
forma (10) de dimensiune #{®. Fiecirui exponent AU i
corespunde o celuld de forma (18) de dimensiune 254,

6.65. Formulim rezultatul in formsi definitivi in termenii
teoremei urmitoare:

"TEOREMA. Pentru orice operator Q intr-un spafiu n-di-
mensional veal R, existd o baxdi in care matricea Ja(Q) a opera-
tovului @ este cvasidiagonald si constd din celule diagonale de
Jorma (10) s (18). Adci A, sint valorile proprii reale ale opera-
torutui @, i@y o, + it; §i o, — N, sint valovile proprii complex-
conjugate. Dimensiunile celulelor stnt bine delcrminate Prin
divizorii elementari ai operatorului, asa cum s-a indicat [a 6.64.

§ 6.7. Spectre, jeturi si polinoame

In diverse probleme din analizi si algebrd se intilneste
necesitatea calculdrii unor functii, in particular polinoame,
de operatori liniari dati intr-un spatiu finit-dimensional. -
Functiile de operatori au o serie de proprietiti specifice.
In paragrafele wrmitoare se construieste un calcul pentru
astfel de functii. Modelul aritmetic natural pentru functiile
de un operator il constituie algebra Jeturilor, cu care incepem
prezentarea teoretici. 3

6.71. Vom numi spectru si il vom nota prin simbolul S
o multime finit} de puncte Ay, ..., A,,. Vom presupune aici ci

fiecare punct A, este considerat odati cu indicarea unui -

numdr natural 7, (k= 1,..,m) numit »multiplicitate”.
Vom folosi notatia :

S ={ap, . wml
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em ci fiecirul ii este pusi fn cérespondent;é
Presupunem ci fiecdrui punct Ay i este pusa 1 :
o coleIl):tie de 7, numere din K pe care le notim S, 1: '()\_,,)t,
f(’k"’) (A,); o astfel de tolectie va fi numitd je 7
;le}im'z pe S. Fie Q(S) multimea tuturor jeturilor pe mul-
timea S. , .
Definim in Q(S) urmatoarele operatii: :
a. Adunarea. Prin sumd a doud jeturi f= {_f(’)(kf)}t§1
g = {gP(n)} vom Intelege jetul f -+ g definit prin colectia
de numere .

(f+ 9% () =) + V() k=1, .o m,
J=1, B
' ir. Fi ; / of al
willivea cu un numdr. Fie o€ K; produsul o
jctubl.uij}zgtf ;(’)(k,,)} prin numirul « este prin definitie jetul
definit prin colectia de pumere
() (M) = /P ().

i a rati i b de ini in multimea

Este evident c% operatiile a i b determin L

Q(S) o structurd de spatiu vectorial. Elementul nul al acestui
spatiu este jetul 0 cu toate componentele nule.

ini erati § 7e. dusul fg al
. Definim acum operatia de fnmulfire. Pro fg 2
jetucrilore F={fP0)} si g={g"(\)} este prin definitie
jetul definit prin formulele‘
Fl) =f(04) (), e
(f) ) = SO g0+ SO e | LT
.............................. ;
Pl ik

F A 5
(fg)(p) () :f\;_\()cz’f(f)()\k) g 9) (M), C; o= jl(?"*}') |

...................

Se arati usor cd operafia de in;nultire este ;fox(sl(x;})s\tivtﬁ g:t
i nditii L L)yad acest mod, este
tisface conditiile 6.21 1)—3). In aces ekt g

ost?gebrii comumizvd peste corpul K. In aceastid .1];.4.1).r_"ii‘[(',ltunt.(r:l51

tul neutru la inmultire este jetul ¢ care are proprictatea

¢f = [ pentru orice FeQ(S). Se considerii colectia de numere

1 pentru j =0, k=1,..,m,
0 pentru 0 < j<7g k=1,..,m.

eD(hy) = {

185



In cazul cind Ay, .., A, apartin corpului K, vom stabili
in acest paragraf o legituri intre algebra Q(S) si algebra

tuturor polinoameler P(}) = Eakk" cu coeficienti in cor--

ko)

pul K.

6.72. Vom presupune corpul K infinit, adici are o infi-
nitate de elemente distincte. In aceste conditii vom stabili
la inceput citeva teoreme privind legitura intre coeficientii
polinoamelor si valorile polinoamelor.

y2 \
a. Fie P(\) = >, @:\* un polinom cu coeficienti din corpul
k=0
K, al cirui argument A poate lua valori in corpul K (de
fapt P este aici o functie polinomiali K — K). Aritim ci
valorile P(A) permit determinarea coeficientilor ay, ..., a,.
Anume, fie dg, Ay, ..., A, clemente distincte din corpul K;
considerdm egalititile

ﬂo ~+“ (l17\0 + .o —}— ﬂp}\” == P(;\o),
@y 4 Mhy + ... 4+ @\ = P()y),

............................

D@+ ahy A . 4 2 ) = P()).

Aceste egalitdti se pot considera ca un sistem liniar de ecuatii
relativ la mdrimile ay, a, ..., a,; determinantul sistemului
este evident nenul si conform teoremei 1.73, sistemul va avea
solutie unicd, ceea ce trebuia dovedit.

»
b. Rezultd de aici cd dacd doud polinoame P()) = D wA
k=0

by\* coincid pentru fiecare valoare xe K, atunci

50() — i

k
le = bk (k == O, ], ...,P)-

6.73. Vom avea nevoie in continuare de notiunea de deri-
vatd a unui polinom P(}), de derivate de ordin superior si
de formula lui Taylor. In analizi aceste notiuni se introduc
pentru cazul functiilor polinomiale P(A) de argument real sau
complex. Aici vom considera polinoame de argument A
variind Intr-un corp oarecare K; de aceea trebuie si intro-
ducem definitiile corespunzitoare, independent de notiunea
de limitd (care poate si nu fie definiti in corpul K).
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a. Fixim un punct pe K si scriem egalitatea

Lhi
Pan =Pl + (= W= 5B 0= W% 09

k=0 k=0

unde éf—(ﬁl (k=0,1, ...,j)) sint polinoame in p care se
k1

: 3 terile lui
i % dezvoltarea [p -+ (A — p)]* dupid pu
();Pt;in Adjip: si reducind termenii asemenea. Astfel

bo( 1) = i a; p¥ = P(p.) reprezinta polinomul P(y) insusi;

ke=g :

p s
bi(p)= 3 kapp™ = P'(p)

k=1

— prima derivatd a poli-

nomului P(p);

bo() = ik(k — 1) g 2= P"(u) — derivata secunda a po-
o linomului P(u);

.....
..........
.....................

........
.........

5 g, — P® — derivata de ordin p
by(p) = p(p—1) - 1-a=P"w) a polinomulni P(y).

: i @(y) = 0 pentru
linoame de grad p punem P (W) =0
q >P;?t]g%all)§;tea (19) cu notatiile introduse capdtd forma

P() = 35 PO() (h— ) (20)

k=0 .
si se numeste formula Taylor pentru polinomul P(X).
icular, pentru polinomul P(A) = (A — a)? (ac K)
e PR B P ) = o, P = 1
PO(\) =0 pentru ¢ > p.

c. Mai general, daci P(A) = (A — a)? Q(2), atunci avem v

00) = bk — @, PO =3 bulh — )™,

k=0 k=0

i P(a) = P'(a) = ... = P#(a) = 0. 1)
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atunci

s

PO = 2P (=t = (= a3 L poa) 1

— &) = (A — a)? O(),

unde Q(}) este un nou polinom.

6.74. Notdm ci reprezentarea unui polinom P(2) sub forma
? ? :
S @ = P() =3 b(u) (A — W,
k=0 k=0 :

unde b(u) sint anumite polinoame de p, este in mod necesar
unici. Intr-adevir, fixim @ = o si dim mirimii A succesiv
valorile distincte 2, ..., A, Atunci ©= A — L Va avea suc-
cesiv valorile distincte 2y — 0, AL = U, ey Ay — g, si pentru

aceste valori ale lui = se cunosc valorile polinomului E bl o)t

k=0
(care sint egale cu P()), ..., P(3,)); conform 6.72 a mirimile
bi( o) se determind unic. Deoarece acest fapt este adevirat
pentru orice y = p,e K, atunci polinoamele bi(w) (B =0,
1, ..., ) insele sint definite in mod bine determinat.

6.75 a. Fie date doui polinoame P(}) si Q). Aritim
cd au loc formulele :

(P + Q)% (1) = PW() + 0(y), @)
(POY® (1) = zc PO(y) Q-( ) (23)
] ; k!
unde Cj = - ——— (=0, 1, o)
g kR =t

Intr-adevir, conform definitiei, avem
. i : ,
(P+0Q) (0= 2/;“, (P 4+ Q) (u) (A — )%,

k=0

POu) (n— p)¥,
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d. Tnvers; dacil se stie ci sint indeplinite conditiile (21),

00) =33 - 0¥ () (n — )",

ko k!

| i
=3 —[PW(yp) + OB (w)] (A — @)™

PO) -+ Q0) = 33 2 [P¥(w) + 0¥

Conform teoremei de unicitate 6.74 se obtin formulele (22).

Apoi, In mod similar

(PO) () = 3 - (PO() ( — )

* pe de alti parte,

i 5 8
POy = 2”: }1, PO 0w, 00) = 3 = 0() (1~ "

b P 1

P Q0) =33

— PO() Q) (n— )" =
j=0k=0 St

i{éﬁ'@’l_—l)ﬂ"”(u) Q"“’"’(u)} (A — w¥;

<>

2
k=0 lj;=07

in virtutea teoremei de unicitate 6.74 avem ‘
1 2 1 b1t (ke-3)
— (PO () = 35 ————— PH() QO ),
FEOP () =

<

de unde rezultda (23).

b. In particular, din formulele (23) rezulti urmitoarea
propozitie importanti: S
Daca P®(p) =0 pemru k=0, 1, ...,m, atunci pentru

6.76. Fie acum date un spectru S == {Ap, ..., A}, MeK
si algebra Q(S) a jeturilor corespunzitoare (6.71). L

Fiecirui polinom F(A) fi corespunde urm‘.'ltm'u‘])’]et a8
din Q(S): punctului A, i se asociazi numerele P(A,), P'(Ay),...
., Pre=0(y), unde PPy sint derivatele  polinomului
P(3), definite in 6.73 a, Formulele (22) i (23) aratd cd adu-
nirii si iomulfirii de polinoame le corespund operatiile de
adunare $i inmulfire pentru jeturi definite in 6.71. Astfel
reprezentarea P(A) ~» I’ este un morfism (6.24) al algebrei
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polinocamelor II in algebra jeturilor Q(S). Aritim ci acest
morfism este epimorfism; cu alte cuvinte, pentru orice jet /
se poate determina un polinom P(}) astfel incit

J0) = P(h), f' () = P'(N), .., fB1(Dy) = PI=1(3,)
(=1, .., m).

Este suficient de considerat cazul cind numerele FON)
sint diferite de zero doar pentru o valoare % = k,, iar cele-
lalte valori sint nule; daci am rezolvat problema pusd in
acest caz, adicd pentru fiecare 2= 1,’...,m, am construit
polinomul Py()) satisficind conditiile

Pihe) = f(M), ..., PP=i() = fs=0(dy), (24)
PPO) =0, s hy j— 1,07, — 1, (25)
atunci solufia cdutatd va putea fi obtinuti prin formula
PO) = Py(d) + ... + Pp(h).

Astfel, avem de determinat un polinom P,(\) care satis-
face conditiile (24) — (25). Il vom ciuta sub forma

Py(A) = Qx(2) Ry(2), (26)
unde Qy(2) este un polinom care trebuie determinat, iar
RN = IT (x — 2. (27)
s#k

Conform 6.72 b si 6.75b avem
RO =0 (s#k j=0,1,.,7,—1);

de unde, oricare ar fi polinomul Q,()) obtinem, aplicind din
nou 6.75b, cia

PP0G) =0 (s # kb j=0,1,..,7,—1),

- si conditia (25) este indeplinits.
Polinomul Py(A) trebuie si verifice conditiile (24).
Remarcdm cia

Ri(n)= TI (M — A7 # 0.
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De aceea din conditiile
J() = Pu(hy) = Qu(Me) Ri(M)
mirimea Qy(A;) este bine determinatd. Apoi din conditiile
F'N) = Pr(h) = Qr(M) Ry(A) + Qu(hi) Ri(Ay)

pentru Q(M\y) deja cunoscut, se determind (i(As); continuind
astfel, se calculeazi in mod bine determinat toate numerele
Ou(Mr)s Qr(Mg)s -, Q—1(3s). Cunoscind aceste numere, putem

determina polinomul ciutat Q,(A) folosind formula lui Taylor
1
0:0) = L5 0F0w) (1 — M) (28)

Urmirind sirul rationamentelor, vedem cii polinomul P(3)
definit prin formulele (26) — (28), satisface conditiile cerute
(24) — (25).

6.77. Aplicind 6.25 d, obtinem cii algebra ((S) a tuturor
jeturilor pe un spectru dat este izomorfi cu algebra-cit
II/1, unde I este idealul in I al tuturor polinoamelor D pentru
care

PO =0, k=1,..,m, j=1,..,7.

Din 6.73 d rezulti ci orice polinom P(A)el este divizibil
prin polinomul

T0) =TT (n — M) (29)

din 6.73 ¢ rezulti ci orice polinom P()) care este divizibil
prin T'(a), apartine lui I. Idealul I, ca orice ideal din algebra
II este generat de polinomul de grad minim care ii apar{ine
(6.26). Un astfel de polinom este polinomul T'(N) insugi. -
Asadar, #/gebra Q(S) este izomorfd cu algebra-cit 11/I unde I

este idealul generat de polinomul 7°(2).

6.78. Aplicim rezultatul 6.77 pentru rezolvarea problemei
descrierii tuturor elementeloy inversabile (6.21) ale algebrei Q(S).
“Este evident ci un jet f pentru care existd & astfel incit
/() = 0 nu poate fi inversabil, deoarece in acest caz pentru
orice jet g avem

(fg) (M) = f(M) g(hs) = 0 # 1 = e(n,).
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Considerim un jet f astfel incit /(A 0 (=
2 i - =l ..
Fie P()) polinomul pentru care (6-761)( 1) #0 ( PR OB

SOx) = P(), ooy f=0(0) = PO=I(0) (k= 1, ..., m).

Acest polinom nu are factori comuni cu poli
. T1 ¢ ] polinomul 7°(A) (29);
(ii;lzc?tceea conform 6.28, existi polinoame Q(A) si S(A())éstf)cl

POYOO) + 70 SO) = 1. (30)

Fie g jetul corespunzind polinomului Q(2). Aplicind egali
tatii (302 epimorfismul IT- (S), constru(i)t( il)l 6.716, si ;})1%%?1111(1
fapttil cd prin acest epimorfism polinomul 7'(2) este transfor-
mat in 0, obtinem fg = 1, adici jetul f are invers in algebra
Q(Si)& Asadar, jetul fe Q(S) este inversabil. ‘

_Asa cum stim din 6.21, pentru orice jet inversabi
orice ecuafic de forma wx = v are solutie] si accass’?:}) lis?c
unica, pentru orice jet cunoscut v (jetul necunoscut fiind x)

P - -3 - v o 1 { -
Pentru citul » = — .se poate indica o aproximare expliciti,
rezolvind succesiv sistemul de ecuatii

’

() 2(h) = v(y),
w(he) %' (M) + 9 (N) 2(0) = 0/ (M),

...................

Yoy M, ¥ = (), ]7 ooy Vg

6.7 = {\n "
. ga Un Spec’Fru S= {A; “"2\;'5"} cu numere complexe
L -e Ay S€ Numegte simelric dacd pentru orice A= oy
-+ I nereal din S, apartine lui S i conjugatul complex A, =
= oy, -mn-k al acestuia cu aceeasi multiplicitate ;. Un”jct
{1 -—v{f (M)} pe 1})11 spectru simetric S se numeste simetric
(ajl.)cg_ nu_merele S90) sint compfex conjugate numerelor
_};i (M) (7 T 0,1,..., 7). Daci P(2) este un polinom cu coefi-
enti reali, atunci pe un spectru simetric jetul format de

numerele PO (=1, .m, j=1, .., 7r) este simetric,
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-deoarece derivatele PU(2) au de asemenea coeficienti reali

si de aceea

PI(y) = PO(). (31)

Invers, pentru un jet simetric f= {/?()} pe un
spectru simetric S = {A}, ..., Nz} se poate intotdeauna gasi
un polinom Po(A) cu coeficienti reali, pentru care PN (2y) =
— fO() (k=1,...,m, j=1,..,7). Intr-adevir, conform
6.76, se poate determina un polinom P(}) cu coeficienti
complecsi, satisficind conditiile cerute. Notdm - cu  P(})

polinomul cu coeficienti complecsi-conjugati. Atunci

L popy + Py Lo, + PG -

=L 0/003) + 7O = /70,

adici polinomul Py(A) = —;[P(k) 4+ P())], care are coefi-

cienti reali, satisface condifia ceruta.

b. Jeturile simetrice f pe un spectru simetric S formeaza
in mod evident o algebrd peste corpul numerelor reale.
Conform 6.25 d aceastd algebri este szomorfd cu algebra-cit
/I unde T este algebra tuturor polinoameloy. cu coeficienti
veali, iar I < Il este idealul format din acele polinoame P(2) e 11
pentru care

Pd) )\k - O, k == 1, caey ’WL, ] - 1, ceey 7’k.
7

adicd idealul generat de polinomul rveal

() = ;,1_11 (h— A"

§ 6.8. Functii de operatori si scrierea lor matriciald

In acest paragraf se construieste calculul functiilor de
operatori: pentru orice operator liniar & care actioneazd
intr-un spatiu #-dimensional €, (sau &,) se vor considera

polinoame de matricea 4, notate P(4) sau functii rationale
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de matricea A4, —Ii((ijl)—, impreund cu operatii asupra aces-

tora. La ultimul punct se va da extinderea calculului
operational la functii analitice. :

6.81. Se considerd un operator @ intr-un spatiu ,.
Algebra Ilg a tuturor polinoamelor P(Q) unde P(}) este un
polinom oarecare este izomorfi (asa cum am vizut in 6.31—
6.83) cu algebra-cit II/I, idealul generat de polinomul
anulator minimal T'(2) al operatorului d. Presupunem ci
polinomul 7'(A) admite in corpul K o descompunere in factori
linjari :

T(?\) = ’f{ ()\ — }\k)fk’« (32)

Conform 6.77 algebra-cit Il/Ig este izomorfi cu algebra
Q(S) a tuturor jeturilor definite pe spectrul S =S4 =
= {\% ..., N} (spectrul operatorului a.

Asadar, algebra Ilg este de asemenca wzomorfd cu algebra
O(Sq). Forma expliciti a acestui izomorfism se poate obtine
in modul urmitor: fiecirui jet fe O(Sq) 1i corespunde clasa
polinoamelor P(A\) eIl astfel incit

POM) = fO0q) (33)
k=1, m, 5 =0,1,., 7, — 1),

si fiecdruia din aceste polinoame i corespunde unul Si acelasi
operator bine determinat P(&@)eIlg pe care il notim cu f(Q).

Indicim apoi forma expliciti a matricii operatorului
P(@) pentru valorile (33) date, in ipoteza ci matricea A
este datd in forma Jordan. :

6.82. Presupunem c3 intr-o anumiti bazj a spatiului &,
operatorului & 1i corespunde o matrice de ordin # de tipul

A 1 .00

0 2 ..0

....... vl _ (34)
0 0 1 :

0 0 Ao
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0 1..0
0 0..0
B=1|ccoeuun.. .
0 0.}t
0 0..0
Din 474 b se stie ci matricea B* are forma
k41

0..0 1 0..0

................

0..0 0 0..1[k+1 B

...............

BY =

(diagonala principald avind toate elementele egale cu 1 este

a k pasi spre dreapta). .
dep%iia?(k‘):%m pglizompoarecare de grad p; aplicind formula

lui Taylor (20), se poate scrie
e )
A) =3 = PE(g) (A — ho)*.
POY =230 (%o v
Tnlocuind A cu simbolul operatorului d, se obtine egalitatea

| s
~ = 3 — P®(};) B~
P(@) = 35 PH0) (A—108) =33 15 PO04)

3 . o.” k e ~
Tinind cont de expresia matricn B%, rezultd ca

1 m ’
PG Ple) 55 P00 oy P00
1 . (38
PA)=|0 ' P P'(AO)...(n__z)!P( 2(0) || 33
O ..... 0 0 P(d) -

Observim ci pentru construirea matricii P(4) asociat,é}\poh—'
nomului P()) sint suficiente numai valorile P(h), P'(Ag), ..
vy P® (%), unde # este ordinul matricii A.
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6.83. Presupunem acum cd matricea lui & este o matrice
cvasidiagonald de ordin #, constind din m celule diagonale
de forma (34), unde A¢ parcurge valorile A, ..., A, cu dimensiu-
nile #,, ..., w,, respectiv. In virtutea regulilor de calcul cu
matrici cvasidiagonale (4.52), calculul lui P(4) se poate face
in mod independent pentru fiecare celuld diagonald in parte.
Aplicind 6.82, obtine: matricea P(A) se obfine prin inlocwirea
Jiecdvei celule diagonale (34) @ matricii A cu celula (35). Astfel,
pentru a construl matricea P(4) este suficient si fie cunoscute
valorile PO\, k=1, ...m, j=1,..., %

me

6.84. Fie K = C, corpul numerelor complexe. Atunci
pentru orice operator & actionind in spatiul &, = €,, poli-
nomul anulator minimal are o descompunere de forma (32)
s existd o bazi In care matricea operatorului @ se scrie
sub formi cvasidiagonald cu celule de forma

M 1 0.0
0 2 1.0
.............. | (36)
0 0 0..1

0 0 0 ..
de dimensiuni #{) < 7, (6.37).
Asadar, operatorul @ determini spectrul
: Sa = {Mp, ..., Nm}.
Dacid f este un jet oarecare pe spectrul Sq,
F={PMN), k=1,.5m, j=1,.., 7}
atunci operatorul corespunzitor f(4) are, in virtutea rationa-

mentului 6.81—6.83, o matrice de formid cvasidiagonali,
In care fiecare celuld de forma (36) este inlocuitd prin celula

/ 1 " l n,ﬁ—l
f()\k) f(kl») 27f (7\1:) mf( ](7%)
’ 1 n,{_—z
0 J(W) SN m FU B0 (37
0o "~ 0 0 ... f(n)

cu aceasta, problema izomorfismului dintre algebrele Ilg
si Q(Sq) este rezolvatd in mod explicit.

.196

2

6.85 a. Ne ocupim acum de functii de operatori, avind
(6.62), intr-o anumitid bazi, o matrice de forma
c T 10 |
—t o 01 !
G 7T
—7T O

, (38)

c T
—7T O
unde ¢ si 7 sint elemente din corpul K.
Notam - _
E _ 1 O ] A - \ G 3
10 1 —7T G

Matricea 4 poate fi scrisd ca o matrice-bloc cu blocuri pitra-
tice de cite doud linii.

A E 0..0 O A0 ..0 O
0 A E...O O 0 A...O O
A= i =l i i e -+
0.0 O A E 0 o0 A O
0 0 0..0 A 1 0 0 0 A.
0 E 0..0 0
0 0 E..O O

00 0..00

De aceea, rationind ca mai sus pe baza regulii de inmultire
a matricilor-bloc (4.51), matricea P(A4) se poate scrie sub forma
unei matrici-bloc cu blocuri de aceeasi dimensiune

1

’ 1 ” m—1
P(A) P'(A) E—P(A)...—————-——(m_l)!P‘ )(A)
P(4) = ' 1 m-2(A) |- (39)
(4) 0 P(A)  P/(A).. Y P2 A)
S R e e
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b. Daca matricea 4 este cvasidiagonali si constd din ce-
lule diagonale de forma (34) si (38), atunci rationind ca in
6.83, rezultd cd matricea P(A4) se obtine prin inlocuirea
oricdrei celule diagonale a matricii 4 cu celula corespunzi-
toare de forma (35) sau (39).

c. Considerim cazul cind K = R si numerele ¢ si « de
la pct. a sint reale. In acest caz pentru polinomul real P(})
se poate indica explicit forma matricii P®(A) care figureaza
in formula (39). Intr-adevir, daci introducem matricea

r=|| °! , :
-1 0
atunci evident I2 = —F si algebra matricilor reale de forma
Rer  Ima '
A_ foeed I (== e T p— . R 7\ = i
okt H ~r o|| |—Im\ Reh e

este izomorfi cu algebra uzuali a numerelor complexe A
(vezi 4.74 a). De aceea pentru orice polinom P(A) cu coefi-
cienti reali,

, A=o0c i,

P(A) = P(oE - <I) ZH——REP?) ImP()

ImP(2) ReP(})

si In mod similar,

.

h (k) *)
P@(A) = PR(GE + I) = il ReP® () ImP (7\2
I

(
—ImP®(2) ReP®()

!

6.86. Presupunem K = IR; atunci pentru orice operator &
actionind in spatiul &, = &,, polinomul anulator minimal
T(») are coeficienti reali, deci defineste un spectrusimetric
Sq. Algebra operatorilor P(&) este izomorfi cu algebra-cit
H?IT, unde II este algebra tuturor polinoamelor cu coeficienti
reali iar I, este idealul generat de polinomul T'(A). Aceasta
algebri-cit este izomorfd cu algebra jeturilor simetrice pe
spectrul S; (6.79). Pe de altd parte, pentru operatorul &
existd o bazd In care matricea 4 a operatorului & este cvasi-
diagonala cu celule diagonale de forma (34) sau (38). Dacd f
este orice jet simetric pe spectrul Sq, atunci matricea lui
corespunzitoare f(4), se obtine, asa cum am aritat, prin
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inlocuirea fiecirei celule (34) prin (37) si a fiecirei celule (38)
dé dimensiune 2m, prin matricea-bloc

D 1 .

fA)  f(A) .. mf‘ V(A)
1 M2

0. f(A) .. mf‘ 1(A)
0 0 S(A)

unde blocurile pdtratice de ordin doi f"‘j(A) au forma

f(k)( A) = Ref®(2) Imf ('f)()‘)
=\ —tmympy Reo

.

6.87. Fie @ un operator liniar in spatiul €,; ce operatori
P(@) (unde P(A) este un polinom) sint inversabili?

Din expresia matricii operatorului P(d) fintr-o bazi
Jordan (36) se vede ca

det P(d) = :I_Il [P(A)]™, Z;%k = 1.

De aceea operatorul P(d) este inversabil in algebra
#(C,) a tuturor operatorilor liniari actionind in spatiul €,
daci si numai dacd P(\) # 0, k=1, ..., m. Arditim ci in
conditiile indeplinirii acestei conditii, existd operatorul
invers P(@)™* in algebra Ilg. Intr-adevir, in cazul indicat
jetul p, corespunzind polinomului P(A) in algebra Q(Sg)
a jeturilor, adicid jetul compus din numerele

PO (B=1,.,m; =0, .57 —1),

este inversabil in algebra (Q(Sgq) (6.78); deoarece algebra
Q(Sg) este izomorfd cu algebra IIg (6.81), operatorul P(d)
este inversabil in algebra Ig. ‘
Conform celor de mai sus, izomorfismul intre algebrele
Q(Sq) si Iy aratd in acest caz ci pentru orice polinom Q(2)
ecuatia
P(a) - 2(@) = Q@)
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este rezolvabild in algebra Ilg, cu polinomul necunoscut
z(%). Conform 6.78 si 6.84 matricea operatorului 2(4) intr-o
baza Jordan a operatorului & se obtine inlocuind fiecare
celuld (36) printr-o celuld de forma

roo (v65)o 3 (500

A=2g

P(y) P() (40)
P(n)

....................................

6.88. Rezultatul obtinut poate fi interpretat in modul
urmitor. Fie S = {}, ..., N»} un spectru oarecare in planul
complex. Notdm prin T ( ) mulfimea tuturor functiilor com-

gi i unde Q(A) si P(2) sint poli-
noame, iar P(A) nu are ridicini printre punctele multimii S.
In multimea T(S) introducem, prin regulile uzuale, operatnle
de adunare, inmultire cu numere complexe si de inmultire
a functiilor intre ele, jar multimea T (S) va fi atunci o algebra
peste corpul €. Observim apoi cid fiecare functie f(\) T(S)
are derivate f'(A), f"(7), ... In sensul clasic din analizi. Daci
asociem fiecdrei functii f(A)e T°(S) jetul

J={"0), k=1,

-unde f¥(}) este derivata in sens clasic a functiei f(2), atunci
aceasta corespondenta va fi un morfism al algebrei (S)
de functii rationale in algebra Q(S) a jeturilor de spectru S
si chiar un epimorfism, deoarece jeturile care corespund-
polinoamelor Q( ) constituie intreaga algebrd Q(S) (6.76).

Presupunem ci spectrul S = Sq este spectrul unui operator
& actionind in spatiul €,. Atunci algebra Ilg a operatorilor
P(@) este izomorfi cu algebra jeturilor Q(Sg) si putem pre-
lungi epimorfismul 7(Sq) — Q(Sq) la un epimorfism 7'(Sq) —

— Ilg. Cu alte cuvinte, putem asocia fiecidrei functii rationale
f(A)eT(S) operatorul liniar f(@)ellg astfel incit corespon-
denta f(A) — f(Q) si fie din nou un epimorfism. Matricea
operatorului (&) se construieste conform regulii (40) indicate
mai sus.

plexe rationale f(A) =

oty 7=0,1,.,7—1},
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6.89. In locul algebrei functiilor rationale se poate considera algebra
functiilor analitice. Anume, fie W(S) multimea tuturor functiilor f{})
analitice in punctele A, ..., A, (adicd analitice in fiecare vecindtate a puncte-
lor indicate}. Mul{imea W(S) cu operatiile uzuale de adunare si inmulfire
este din nou algebré peste’ Y (continind algebra T'(S)). Funcpxle analitice
au derivate de orice ordin (in sensul uzual din analizi); folosind aceste
fapte, se poate extinde epimorfismul T(S ;) — II, construit la 6.88 la un

epimoriism W(S a) — Ha. Este esential faptul cd in sfera de actiune a
acestui epimorfism intrd multe functii transcendente care se intilnesc in

analizi, de exemplu e, sin w}, coswh etc. Daci se noteazd prin f(@)

operatorul corespunzind unei functil f(A) e W(Sa) atunci matricea lui
intr-o bazi Jordan a operatorului & se calculeazad tot dupd regula (37).
Notim de exemplu formula

e(f1+iz)ét - & etnﬂ‘,

(2

care rezultd direct din identitatea el A o ¢fih ¢ si din faptul ci

aplicatia W (S GL) — IT g este un epimorfism.

Rezultatele 6.87—6.89 referitoare la operatori liniari in
spatiul complex pot fi date si pentru operatori liniari in spatii
reale, utilizind forma jordaniand reald si metodele 6.85—6.86.
Acest transfer nu necesitd idei noi iar cititorul il poate face
singur.

PROBLEME

1. Presupunem ci matricea unui operator & intr-o anumitd bazj -
&1y -, € ar€ forma
A
12
12

A
In ce bazd ea va avea forma jordaniani normald?
2. Si se arate cd o matrice patraticd A si matricea transpusi A’ sint

totdeauna echivalente. -
3. Sa se determine forma Jordan a matricii

-2 -t -1 3 2]
-t 1 -1 3 2
'ia 1 1 0 -3 =2
-4 -2 -1 5 1 ]
o 1 1t -3 0
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4. Sint sau nu echivalenti operatorii dati prin matricile

1110 4 1 -1
A=10 1 0|, B=]| -6 —1 2
fto o 2 2 1 1

5. S4 se determine divizorii elementari ai matricilor de ordin #»

1 1.1 1 2 3... n
0 1..1 110 1 2..n-1

Al: se s w4 -v’ g A’= 0 0 1 0 !

0 0..1 oo o 1
n n—1 n—-2 ..1 1 1.1
0 w n—1..2 2.2

=10 o n 3, Aa= 3..300°

| R RERRRREECEE | I | INRESPEPPIOTS
0 0 0 ..n 0 0 0 1]

6, Si se arate ci toate matricile
o @y Gy ... @

0 o Qg3 .. Q2p

..................

00 0 ..«

cu orice elemente ayq, @y, ... sint echivalente daci toate elementele a,, @y,
ose, g, n Sint nenule.

7. S& se determine forma Jordan a unei matrici 4 satisficind ecuatia
P(A4) = 0 unde polinomul P(A) nu admite rdddcini multiple.

8. Si se determine forma Jordan a unei matrici 4 satisficind ecuatia
P(A4) = 0 cu P polinom oarecare.

9. Daci un polinom anulator al unui operator & este polinom de grad
doi atunci orice vector x din spatiul & apartine unui plan sau unei drepte,
care sint invariante la operatorul &.

10. S% se afle toate matricile care comutd cu matricea

a 1 0..0 0

..............

m linii.
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A

11, Si se afle toate m X n-matricile B astfel incit
BAp(a) = Apfa) B.

12, Si se determine matricile care comuté cu matricile cvasidiagonale
de forma

A,(@ 0 .. 0
0 4,(@) . 0
0 0 ..4,(a)

13. Si se afle toate matricile care comutd cu matricile cvasidiagonale
de forma ‘

A,0@) 0 .. 0
0 A, (@) . 0 ,
0 0 A, (@)

unde numerele ay, a,, ..., a; sint distincte doud cite doud.

14. S% se afle toate matricile care comutd cu o matrice Jordan gene-
rald (8).
15. In ce conditii orice matrice care comutd cu-o matrice 4 este

polinom de A4?

16. S3 se arate ci intr-un spatin real &, de dimensiune n > 2 orice
operator liniar are un plan invariant.



Capitolul 7
FORME BILINIARE SI FORME PATRATICE

In acest capitol vom studia functii liniare numerice de dou# argu-
mente vectoriale. Spre deosebire de cazul functiilor liniare numerice de o
variabild, teoria functiilor numerice de doudi variabile si in special teoria
formelor biliniare au un bogat continut geometric, Luind in expresia unei
forme biliniare al doilea argument egal cu primul, se obtine o noui clasi
importantd de functii de o variabild, neliniare — formele pitratice.

Conside;a.tiﬂe din §§ 7.1—7.8 se fac intr-un spatiu vectorial & peste
un lcorp arbitrar de numere K iar in § 7.9 se considerd spatii vectoriale
reale. . ’

§ 7.1. Forme biliniare

7.11. O functie numerici A(x, y) de doud argumente
vectoriale x, y dintr-un spatfiu vectorial &, A : 3 X & - K
se numeste functie biliniard sau formd biliniard daci ea este
functie liniard de x pentru fiecare y fixat i functie liniara
de y pentru fiecare x fixat. ’

Cu alte cuvinte, A(x, y) este o formd biliniard de x si y
daci pentru orice %, y, z din & si pentru orice o € K au loc
relatiile

(x+2,9)=A02y +4 (29,
(ax, v) = a A (x, y),
(5, +2) = A (1, 9) + 4 (x,2),
A (x, locy) = a A (x, y).

A
A
A (1)

Primele douéA din aceste egalititi exprimd liniaritatea
functiei A(x, y) in primul argument, iar ultimele doud —
liniaritatea in cel de al doilea argument.

204

Din definitia formei biliniare, folosind relatiile (1), se obtine
imediat formula generald

k m B m
A (Z %Xy Z Bj_w) = Z.\/ 2 15;3]- A (xi’ 3""7)’ (2)
=1 =1 i=17=1
N care Xq, Xo, «eer Xy Vis ver Y SIDE vectori arbitrari din spa-
tiul & dar oy, o9, oy % B1 Ba, -ov. By sint orice numere din K.
Formele biliniare date in spatii infinit-dimensionale se
numesc de obicei functionale biliniare.

7.12. Exemple

a. Daci Ly(x) si Ly(x) sint forme liniare, atunci A(x, y) =
= Ly(x) - Ly(y) este evident o formi biliniara de % si y.

b. Intr-un spatiu vectorial #-dimensional cu o bazi fixata
€1, €z, ey €, un exemplu de formd biliniard i1 constituie

functia definitd prin

n n
Ax, v) = Z E A &M
1=1k=1
i lid ) - .
unde x = Z_\,Ei% y = E 1€, — sint valori oarecare $i g
=1 k=1
(¢, k=1, 2,.., 1) — numere fixate.

7.13. Forma generald a unei forme biliniare inlr-un spajiu
veclorial n-dimensional. Presupunem ci intr-un spatiu vec-
torial n-dimensional &, este dati forma biliniara A(x, ).
Alegem in X, o bazd oarecare €3, &z, ..., én- Notim A(e;, &) =
=a, (k=172 .., 7). Atunci pentru orice

n

X = Zii% y= zn:ﬂkek
=1

gy}
conform formulei (2), avem

Alx, y) = A (2 &ics 2 'ﬂkek)z ) Enp A (e ) =

p=1 k=1 =1 k=1

n n
=22 iy Em:;- 3)
=ik

Asadar, in exemplul b a fost indicatd reprezentarea cea

mai generald a unei functii biliniare intr-un spatiu vectorial
s-dimensional.
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Coeficientii a;; formeazd o matrice pitratici

adyn g ... Gy,

Au1 Qgg ooe By

pe care o vom numi wmatricea formei biliniare A(x, v) in bara
{e} = {ey, e, ..., €,}.

7.14. Forme biliniare simetrice. O formi biliniard se nu-
meste simetrica dacd pentru orice vectori x si y

A(x, y) = A(y, #).

Dacd forma biliniarda A(x, y) in spatiul #-dimensionml &,
este simetricd atunci

A = Aley, &) = Aley, &) = ay;;

agadar, matricea 4 a unei forme biliniare simetrice in orice
bazi ¢, e, ..., ¢, a spatiului &, coincide cu matricea transpusi
A(). Se aratd usor cd are loc si afirmatia inversi: daci
intr-o anumitd bazi {e} = {e, ey, ..., ¢,} avem Al = Ao,
atunci forma A(x, ) este simetrici; intr-adevir, in acest caz

Ay, x) = 2 @i &y = E A & =
G E=1 6 A=1
= z i Eime = A(x, )i
kyi=1

ceea ce trebuia dovedit.

In particular, se obtine urmitorul fapt: daci matricea
unei forme biliniare A (%, y), calculati intr-o anumiti bazi,
coincide cu transpusa ei, atunci in orice altd bazi a spatiului
¥, matricea acestei forme coincide de asemenea cu transpusa.

Reamintim ci o matrice patratici care coincide cu trans-
pusa sa se numeste matrice simetricd.

7.15. Transformarea wmatricii unei forme biliniare prin
trecere la o moud bazd. .

a. Prin trecere la o noud bazi, matricea unei forme bili-
niare se modificd si vom indica in ce mod. Fie A, = ||a,(l
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matricea unei forme biliniare A (x, y) intr-o bazi {e}=
= {ey, €3, --rs €5} S1 A(ry = ||by|| matricea aceleiagi forme in

baza {f} = {f1, for - Ju} (&9, £, 0=1,2,...,m), $i presupunem
ci formulele de trecere de la o bazi la alta au forma -

n

Jfi= Elb(iﬂei

j=1

(i == 1, 2, vesy '}’I«)

cu matricea de trecere P = ||$§]|. In acest caz

b= A (fu fi) = A(}; pe,, ; A0 e,)=

n ”

=3 PEPPI A (e, ) = 3 ¥ pi ay.

#T=1 ii=1
Formula obtinutd se scrie

n n
bir=73 Epg“'aﬂp‘,’“), ! )
j=11=1
unde p¥’ = p{) este elementul matricii P’, transpusa lui P.
Formula (4) se scrie matricial (4.43) astfel

Ay = P'4 4P | (5)

b. Deoarece matricile P si P’ sint nesingulare, atunci
conform 4.67 rangul matricii 4 este egal cu rangul matricii
Aqey; asadar, ramgul matricii unei forme biliniare nu depinde
de alegerea bazer.

De aceea are sens notiunea de rang al unei forme biliniare,
definit ca rangul matricii acestei forme in oricare din bazele
spatiului .

Dac3 forma biliniari A(x, y) are rangul %, egal cu dimensiu-
nea spatiului &,, atunci acea formd se numeste nesingulard
sau nedegener@id. _

c. Fie A(x, y) o form3 nesingulard ; aritin ci pentru orice
vector x, # O existd un vector yo€d, pentru care Al o,
o) # 0. Presupunem contrariul, adicd A(xo, y) = 0 pentru
orice y€,. Construim o bazd ¢, ..., ¢, in spatiul 3, astfel
fnelt ¢, = %. Atunci in matricea formei A(x, y) in aceastd
bazd vom avea

Ay = Aley, €) = Ao, €,) = 0, pen_tm‘/orice m=1, .., 0,
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adica prima linie a matricii respective are toate elementele

nule. In acest caz, rangul acestei matrici este <#, ceea ce con-
trazice presupunerea ci forma este nedegenerati.’ Aflrmatla
este astfel dovedita.

d. Observim cd forma A(x, y) nesingulard pentru intreg
spatiul & poate si devina singulard pe un subspatiu &' <.
Astfel, in spatiul &, unde x = (§1, &), v = (71, %2), forma

A(x, y) =Em — Eome

este nesingulard; totusi pe subspatiul &;c&, definit de
prima bisectoare unde Zil =& (sl n, = ) ea este identic
nuld. ., . ;

e. Pentru determinantii matricilor considerate se obtine,
aplicind teorema relativ la determinantul unui produs de
matrici (4.75), relatia

det A(f) = det A(e)
§ 7.2. Forme pitratice

- (det P)2. (6)

In geometria analitici pland una din problemele de bazi este cea a
reducerii ecuatiei generale a unei curbe de gradul doi la forma canonici
prin trecere la un nou sistem de coordonate. Ecuatia unei curbe de gradul
doi simetricd fati de originea x¥ =0, y = 0 a axelor de coordonate alese
este de forma

Ax? 4 2Byy -

Transformarea de coordonate revine la formule de tipul
’ 4
¥ =ayy + apy’,
Y = anx’ + dgy’,

unde ayy, a5, @43, Ay, Sint numere convenabile (sinusi, cosinusi ai unghiului
de rotatie ai axei) si ca rezultat al acestei transforméri, ecuatia (7) capdti
o form& mai simpld

Az + Bzy/Q =D

O problemd similard se poate pune in spatii de orice dimensiune.
Teoria formelor pétratice, expusi in continuare, are ca scop principal
rezolvarea acestei probleme si a unor probleme conexe cu ea.

7.21, Introducem urmaitoarea definitie

Prin formd pdtraticd intr-un spatiu vectorial & se intelege
orice functie A(x, y) de un argument vectorial xe &, care
se obtine dintr-o formd biliniard oarecare A(x, ), inlocuind
y.cu x.
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Cy? = D. ®

‘,_ ,

Intr-un spatiu vectorial #-dimensional &, cu bazi fixats
{e} = {e1, ey, ..., €,} orice formd pdtratici se scrie, conform
(2), iIn modul urmadtor

E E wzkE E.vlc! (8)

unde &, &, ..., &, sint coordonatele vectorului x relativ la
baza {e}. Invers, dacd este datd o fumctie A(x, x) de vectorul
x, defimitd in baza {e} prin formula (8), atunci aceastd functie
reprezintd o formd pdtyaticd de vectorul x.
Intr-adevir, se poate introduce forma biliniara

B(x, y) = ékznl @iz &My

unde 7y, ..., 1, sint coordonatele vectorului y relativ la baza
{e}; atunc1 este evident ci forma pitraticd B(x %) coincide
cu functia A(x, x).

7.22. Observém ci in suma dubli (8) se pot reduce unii
termeni asemenea; pentru ¢ # £ avem

@ikl + Apbili = (@ + 83:) 8k = bubilyp
unde
bip = @y + ayy
Pentru 7 = & punem
by = Ay

Atunci suma dubld se poate scrie cu mai putini termeni

A Ezbm& e

1<k

De aici rezulté ci doui forme biliniare distincte
n

E agEimy $1 C ( Eczkzz’)k

f, k=1 %, k=1

Ax, y) =

pot conduce, prin inlocuirea Iui » cu #, la una si aceeas:
formi pitraticd; este suficient, pentru aceasta, sa aibd loc
relatiile a,;, + dy; = Ci -+ ¢4 pentru orice ¢ si 4.
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Asadar, in general, pentru o formi pitratici datd, pot
exista mai multe forme biliniare generind forma patratici
consideratd. Existd un caz important in care forma biliniari
poate fi determinatd cunoscind forma pdtratici asociati:
anume, cazul cind forma biliniari este simetrici. Intr-adevir,
dacd @, = a4, atunci din relatiile a,, + @, = b; (pentru
1 # k) coeficientii @, sint bine determinati

b
g == Ay = ’é‘k* (9)

sipentru z = &
@i = by

si odatd cu coeficientii a;,, este bine determinatd intreaga
forma biliniard. Aceastd afirmatie poate fi demonstrati si
firid a utiliza coordonate; anume, prin definitia unei forme
biliniare, avem

Aty xty) =AE2+AGKY)+ A0 1)+ A0
si In ipoteza de simetrie

A (%,9) = ~TA(5y) + Alna)] =

=%m@+%x+w;Awm~Amwy

agadar, valoarea unei forme biliniare A(x, y) este bine deter-
minatd, pentru orice pereche de vectori %, y, cunoscind valo-
rile formei pdtratice asociate ei pe vectorii », vy si x + y.

Pe de altd parte, pentru a obfine din formele biliniare
toate formele pdtratice posibile, este suficient si ne restrin-
gem la forme biliniare simetrice. Intr-adevir, daci A(x, y)
este o formd biliniard oarecare, atunci

1
A (% 9) =~ [A (5 5) + Ay, 2]
este o forms biliniari simetrici si

A (x, x) = %[A (%, 2) + A (%, x)] = A (%, ),
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adici formele pitratice Ay(x, %) si A(x, x), definite de A,
si A, coincid.

7.23. Conform acestor consideratii, in utilizarea formelor
bilinjare pentru studiul formelor pdtratice este suficient si
ne mirginim la forme biliniare simetrice si la matrici sime-
trice corespunzitoare ||a;l}, @ = @y

O matrice simetrici 4 = ||a;|| a unei forme biliniare
simetrice A(x, y) corespunzind unei forme patratice A(x, x),
se numeste matricea acelei forme pdtratice.

La schimbarea bazei, matricea 4 a unei forme patratice
A(x, x) coincide cu matricea formei biliniare simetrice cores-
punzitoare A(w, y) si se schimbid ca aceasta din urmai:

Agy = P'AyP,

unde P este matricea de trecere de la baza {e} la baza {f}.
In particular, rangul matricii unei forme patratice nu depinde
de alegerea bazei. De aceea se poate vorbi despre rangul for-
mei patratice A(x, x) subintelegind prin aceasta rangul ma-
tricii acestei forme in orice baza a spatiului &,. Orice forma
pitratici de rang #, egal cu dimensiunea spatiului, se numeste
nesingulard.

§ 7.3. Reducerea unei forme patratice la forma canonici

7.31. Fixim o form3 pitratici oarecare A(x, x) intr-un
spatiu vectorial #-dimensional &,. Ardtim ci in spatiul &,
extsté o bazd {f} = {f, ..., fu} n care pentru orice vector

n

% =" nfy valoarea former pitratice A (x, x) se calculeazid

k=1
dupd formula
A (%, x) = Mnf + M+ oo+ A . (10)

unde Ay, Ag, ..., A, Stnt numeve fixate.

Orice bazi care are aceastd proprietate se va numi bazd
canonicd a formei A(x, x), iar expresia (10) forma canonici
a lui A(x, x); In particular, numerele A;, A, ..., A, vor fi
numite coeficienti canonici ai formei A(x, x). y
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F1e {e1, 3, ..., €,} 0 bazi oarecare a spatiului &,; dacd

%= 2 ey, atunci dup"t cum se stie forma A (x x) se re-
_ A=1
prezmta astfel e

Al(x, x) = Ezbzkaz Exe (11)
r=11<k
Conform 5.32 afirmatia ficutd va fi demonstratd dacd se pot
scrie formulele

=Pk + Prele + ..o+ pingn?
N = Por &1 + Paale + oo + Poubn (11')

..............................

/)’nzpnlgl +Pn2£2 + aee +Pnn£n

cu matricea P = H pu|| nesingulari si astfel incit exprimind
coordonatele {&} in formula (11) prin mirimile {»}, formula
(11) se transforma in (10).

Vom face demonstratia prm inductie dupa numadrul coor-
donatelor care intrd efectiv in formula (11) (adlca cu coefi-
cienti diferiti de zero).

Presupunem c3 orice forma care contine m~—1 coordonate
(de exemplu, &), &, ..., &) poate fi redusi la forma cano-
nicd (10) (cu -» = m-—l) printr-o transformare (11°), de
asemenea pentru # = m—1. Dacd in formula (11) intrd
efectiv numai o coordonati, de exemplu £, adici formula (11)
se scrie A (x, x) = by; E}, atunci aceastd presupunere se inde-
plineste evident (caci se poate lua p;; # 0 arbitrar).

Considerim acum o formd (11), continind efectiv m
coordonate £;, &, ..., £, Admitem mai intii ci printre
numerele by, b, ..., b,y existd un numidr diferit de zero;
presupunem de exemplu ¢i by, # 0. Separim in forma (11)
grupul de termeni care contin coordonata £,; acest grup
se scrie

blm El am -+ b?m EZ Em + .. + bm~1: m Em~1 gm -+ bmm ‘E?n =

b b
— bm 1m E 2m
m( 2, + 2%, G4 oo +

Z’;Zj s +am) + Ay (x, %), (12)
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~unde prin A,(w, x) senoteazi forma pitratici depinzind

numai de mirimile;, &, ..., &,-;. Considerdim urmaditoarea
transformare de coordonate: /

T1 = El’
To = 225
Tm-1 . &m—ly
bl b2m ~1,m
m —— 2 m g 1t g)
T mem g -+ mem g + e mem m‘1 n*

Matricea acestei transformiri este nesingulard (determinantul
ei fiind egal cu 1). In noile coordonate forma A(x, x) se scrie
in mod evident astfel

A(x, %)= B(x, %)+ buptas

unde forma pitraticd B(wx, x) depinde numai de mirimile
Ty, Tz, e Tmee 1IN Virtutea ipotezei-de inductie existd o noud
transformare

N = puT + Pt + oo + P1me1Tw1
Nz = Parti -+ Doty + o + P2 m-1Tmevs (13)

......................................

N-1== Pm-1,1T1 + Pm-1.2T2 + - + Pm-t, m-1Tm-1

cu matricea mnesingulardi P = ||p;|| care reduce forma
B(x, x) la forma canonici '

B(x, x) = Mt + M3 + oo + A1l

Daci adiugim la egalitdtile (13) egalitatea v, = 7, atunci
se obtine o transformare nesingulard a coordonatelor T,
Ty, «oos T, 0 coordonatele wy, 7y, ..., M, dupd care forma
A(x, x) se scrie astfel

A(x, %) = B (%, %) + bppte = M7 + Xov3 + o0 +
"l‘ 7\m—lv)?n—-l + bmmnfn

Trecerea directi de la coordonatele {£} la coordonatele
{n} se realizeazi conform 5.33 cu ajutorul matricii egald cu
produsul matricilor de trecere de la coordonatele {t} la
coordonatele {n} cu matricea de trecere de la coordonatele

213



{ &} la coordonatele {r}. Deoarece ambele aceste matrici sint
m X m-matrici nesingulare, atunci si m Xm-matricea produs
este de asemenea nesingulard. .

Rémine de considerat cazul cind in forma A(x, x) cu m
coordonate &;, &, ..., £, toate numerele a4, @, ..., @y, Sint
egale cu zero. Consideram unul din termenii @&, &; cu coefi-
cientul a,; diferit de zero ; de exemplu, presupunem cd 4, # 0.
Efectuim urméitoarea transformare de coordonate (pentru
comoditate scriem trecerea de la noile coordonate la cele
vechi):

gl:‘a;._l"gé’ ‘
L=0—8& (14)

..................

Determinantul matricii transformirii (14) este egal cu —2,
deci aceastd transformare este din nou nesingulara. Termenul
@198, 85 s