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CAPITOLUL 1 

Ecuaţii 
cu derivate parţiale 
de ordinul întîi 

1.1. Sisteme diferenţiale autonome 

Un sistem diferenţial de forma 

®1 = f)(«!11 X2, ••> 00n), 3 = 1 , 2 , . . . , « , (1.1) 

în care w} =—--, j =1, 2, ..., n, se numeşte sistem diferenţial 
di 

autonom (de ordinul întîi) scris sub forma normală; cu alte cuvinte, 
caracteristic pentru un sistem diferenţial autonom este faptul că 
funcţiile f}, j —1, 2, . . . , « , nu depind (explicit) de variabila inde­
pendentă t. Funcţiile fv /2, • • . , / „ se presupun reale şi definite 
într-un domeniu (înţelegînd prin domeniu o mulţime deschisă şi 
conexă) JDn din spaţiul euclidian \Rn şi astfel încît condiţiile teo­
remei de existenţă şi unicitate pentru problema Cauchy să fie 
verificate în Dn; pentru aceasta, este suficient să se presupună 
fu fi: •••>/» funcţii de clasă C1 în Dn. 

Astfel, dacă (£1} £2, . . . , E,n) e Dn, sistemul (2.1) va admite o 
singură soluţie 

<Bi = ?*(*), 3 — 1, 2, . . . , n, (1.2) 

care verifică datele iniţiale 

9i(*o) =li, 3 = 1 , 2 , ...,n, (1.3) 
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soluţia (1.2) fiind definită pentru t e ]a, b[, a < t0 < b; se va pre­
supune că intervalul ]a, b[ este intervalul maxim de definiţie al 
soluţiei (1.2). 

Utilizînd notaţiile vectoriale x ~{xx, x2, ..., xn), î = (fvf2, • • • 
• • •,/»), % —(Si, Z», • • •> 5.)» 9 = (<Pi, ?2, • • •, ?,), sistemul autonom 
(1.1) se va scrie sub forma 

x = î(x) (1.1') 

iar soluţia (1.2) se transcrie 

x =<p(*). (1.2') 

Această soluţie va fi astfel încît 

<p(g = $ . (1-3') 

Numărul real <0 care apare în (1.3') este evident valoarea ini­
ţială a variabilei independente (dacă t are semnificaţie de t imp; 
se obişnuieşte să se presupună t0 = 0), iar în baza teoremelor de 
dependenţă a soluţiilor sistemelor diferenţiale de condiţiile iniţiale, 
soluţia (1.2) se poate scrie şi sub forma 

x = <p(J; t0, ţ ) . (1.2") 

Vom avea, evident, q>(£0; t0, %) — \. 
Din punct de vedere geometric, sistemul autonom (1.1) defi­

neşte în fiecare punct x° al domeniului n numere reale 

/i(x°) = A ( 4 , 4, •••, O, • • .,/„(*») =/ . («î , < • • -, 4 ) , 

care pot fi considerate componentele unui vector f din R™ (avînd 
originea în x°); deoarece x° este arbitrar în Dn, sistemul diferenţial 
autonom (1.1) defineşte în Z)„ un cîmp de vectori f = f(x), x e Dn. 

Soluţia (1.2) poate fi interpretată ca o curbă y în Dn, tangenta 
la y fiind definită în orice punct; această tangentă avînd parametrii 
directori « (̂Z0), . . ., fn(t°) în punctul x° = <p{t°), în baza sistemului 
(1.1), rezultă că vectorii y(t°) şi f(x°) sînt liniar dependenţi. Cu 
alte cuvinte, o curbă integrală y a sistemului autonom (1.1) este 
tangentă în fiecare punct la vectorul f (x6); din acest motiv, curbele 
integrale ale sistemului (1.1) se numesc şi linii de cîmp (sau linii 
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vectoriale) ale cîmpului vectorial f definit cu ajutorul sistemului 
autonom (2.1). 

Un sistem de ecuaţii diferenţiale neautonom, scris sub forma 
normală, va fi 

x =f(x , t), x = —» 
dt 

unde x = (xlf x2, ..., as,), i = (fx, f2, . . . , /„) ; introducînd notaţia 
(Iii? o. 

t — #»+i> deoarece — ^ = i , se deduce că dacă se adaugă acestui 
dt 

sistem o nouă ecuaţie, xn+1 =1, se va obţine, evident, un sistem 
autonom 

x' =t'(x'), 

unde x' = (xx, x2, ..., xn, x,+1), V = (/„ /2 , . . . , /„ , 1). Aşadar, in­
troducînd o nouă funcţie necunoscută (punînd xn+1 = t), un Sistem 
neautonom cu n ecuaţii diferenţiale se transformă într-un sistem 
autonom, avînd însă n + 1 ecuaţii diferenţiale; cu alte cuvinte, 
studiul sistemelor diferenţiale autonome reprezintă studiul cazului 
general al sistemelor diferenţiale. 

Vom stabili unele proprietăţi ale sistemelor autonome. 

Teorema 1.1. Dacă x} = <pj(t), j = 1,2, . . . , n, este o soluţie 
a sistemului autonom (1.1), atunci: 

1) funcţiile tytf) = <p}(t + a), j = 1 , 2 , . . . , n, a € R, sînt de asemenea 
soluţii ale aceluiaşi sistem autonom pentru t e)a — a, b — «[ ; 

2) dacă soluţiile cp =q(t) şi \|/ == ty(i) ale sistemului (1.1') au 
un punct comun, adică <p(̂ ) = ty(t2), tx # t2, «,, t2 e]a, b[, atunci 
\|/(i) = <p(t + a), a = tx —12 ; 

3) soluţia cp(Z; ţ) a problemei Cauchy x(0) =\ pentru sistemul 
(1.1') verifică egalitatea de semigrup 

<PP; <P(«; §)] =<?(t +s;ţ) 

pentru orice s fixat din ]a, b[. 
r l - î n baza regulii de derivare a funcţiilor compuse, se obţine 

Mt) = ^(t + «) = ^-~v(t+«)W±^~v(t+«)-, cit d(t -f a.) dt 
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înlocuind în (1.1') t cu t + a, se deduce (scriind q> în loc de x) : 

<j>(t + a ) = f[«p(* + « ) ] , 

adică \j/(£) =f(vl/); deoarece £ e ]«, fe[, notînd t' — t + a, va trebui 
să fie a < £' < 6, deci a <t + « < ' & , adică soluţia \|/(£) va avea 
intervalul maxim de definiţie pentru t e] a — a, 6 — a[. 

2. Dacă soluţiile x = q>(tf) şi x = \|/(i) ale sistemului autonom (1.1') 
au un punct comun, atunci, în baza teoremei de unicitate, aceste 
soluţii vor coincide; aşadar, din egalitatea <p(ix) — ty(t2), h # *2> 
se deduce în mod obligatoriu egalitatea 

iji(t) = q>(i - fa) , a = h — £2-

3. Punînd y = q>(s; %), pentru s e ] * , &[ fixat, rezultă y e D„ 
iar soluţia problemei Cauchy x(0) = y pentru sistemul (1.1') va fi 
x =<p(tf;y), adică x =<pp;<p(s ;2-)]; cum soluţiile <p(f; £) şi 
<p(f; <p(s, £)] au un punct comun y e Dn, în baza punctului 2 al teo­
remei, rezultă concluzia dorită, deoarece aici tx = s, tz = 0, adică 
a = s . _| 

O funcţie t* = it(x) = i*(a?j, #2, • • • » *») de clasă O1 în Dn se numeşte 
integrală primă a sistemului autonom (1.1), dacă prin înlocuirea lui x 
cu orice soluţie q> =<p{t) = (<Pi(2), <pa(*)> •••>?»(*)) a acestui sistem, 
funcţia 

«[*(*)] = «[?i(0» ?2(*)> •••> ?«(<)] 

nu depinde de f; cu alte cuvinte, funcţia compusă w[<p(i)] este o 
constantă (această constantă depinde de soluţia x = <p(î) aleasă: 
modificîndu-se soluţia, se modifică şi această constantă). 

Exemplul 1. Fie sistemul autonom liniar (n = 2) 

i t i — S-^* 2 —' **̂ 1 * 

o integrală primă va fi funcţia u(xv x2) = x\ — x\. 
într-adevăr, orice soluţie x = ((pj, tp2) a sistemului considerat se va obţine dînd 

valori constantelor cx şi c2 din egalităţile 

xx(t) = Ci exp (0 + c2 exp ( - t), x2(f) = ex exp (t) - c2 exp ( - t), 

şi calculînd x|(<) — x\(t) se obţine 4cjC2; rezultă evident că această valoare se modifică, 
dacă se modifică soluţia x = x(l). De asemenea, prin calcul, se deduce că şi funcţia 
ui(xv xz) — xî + x\ — 2xf x\ este o integrală a aceluiaşi sistem. 
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Un sistem diferenţial dat poate admite oricîte integrale prime; 
astfel, dacă uv u2, ..., % sînt fc integrale prime pentru sistemul 
(1.1), atunci şi funcţia V = U(uv uz, ..., uk), unde U este o funcţie 
oarecare (de clasă O1) de fc variabile, va fi o integrală primă a aceluiaşi 
sistem diferenţial; într-adevăr, dacă x «= <p(i) este o soluţie oarecare 
pentru sistemul (1.1), funcţiile %[q»(*)]> w2[<p(<)], • • -,%[<P(0] nu vor 
depinde de t, ceea ce înseamnă că nici funcţia <7[<p(/)] definită prin 

B W ) ] = I7(»i[9(*)],«s[9(0]» • •.,«.[»(<)]) 
nu va depinde de £ 

Fie a e J ) B , astfel încît f(a) ^ 0 ; aceasta înseamnă că există 
cel puţin un indice j e {1, 2, . . ., w} astfel încît/^a) =f1(a1, a2f . . . 
. . . , an) ^ 0. Integralele prime %(x), «2(x), . . . , w4(x) ale sistemului 
diferenţial (1.1) se numesc independente în punctul a, dacă matricea 
jacobiană — - l , j •= 1, 2, . . . ,7c, m =1, 2 , . . . . , .» , are rangul &. 

In caz contrar, integralele prime în cauză sînt dependente. 

Teorema 1.2. In vecinătatea oricărui punct a e Dffl, astfel încît 
f(a) 7^0, există n—l integrale prime independente ale sistemului dife­
renţial autonom (1.1). 
f~ Deoarece f(a) ^ 0, se poate presupune /„(a) 9̂  0 şi dacă a = 
= (%, «2, . . . , «J, să rezolvăm problema Cauchy 

x(0) = §, jţ = (?!, $2, . . . , 5.-1, «,) 

pentru sistemul diferenţial (1.1), presupunînd punctul % e Dn sufi­
cient de apropiat de punctul a ; se obţine soluţia x = <p(t; £), adică 
pe componente această soluţie se va scrie 

xi — ?i{t> 5i> 5a, • • •, 5»-i> «M), 

(1.4) 
^o = = TK( ' j 5u sa, • • •> £»-i, w»)-

înlocuind t = 0, se obţine sistemul de egalităţi 

<Pi(0 Î Z\, Zv • • •, ln-11 «») = li, 

(1.4') 
9.-i(0; ^ , $2, . . . , £„_1? o j = 5B_1? 

9»(° 5 5i, ?2, . . . , 5»-i, «„) = a„, 
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care va fi verificat dacă \x•= av . . . , 5«-i ==an^; interpretând (1.4) 
ca un sistem format din n-ecuaţii cu necunoscutele t, E^,,,..., £B-i> 

deoarece determinantul funcţional —i^i ; • • ->9J_ pentru t = 0 de-

vine egal cu (~l)*-^n{0) - ( - l ) " " 1 ./„(a) # 0 

rezulta - ţ i = 8jm, j = 1, . . . , n, m = 1, . . . , n -

va fi diferit de zero într-o vecinătate F a a punctului a şi conform 
cu teorema funcţiilor implicite, va rezulta 

utilizînd (1.4'), 

, acest jacobian 

* =t(x), lx =u1(x), . . . , ln^ =uB-!(x). (1.4") 

Să arătăm că funcţiile nv u2, . . . ,u„_ 1 astfel găsite sînt n — l inte­
grale prime pentru'sistemul diferenţial (1.1), independente în punc­
tul a. Or, deoarece funcţiile uv . . . , M„_X se obţin prin rezolvarea 
sistemului (1.4) în raport cu lv ..., l„-v înlocuind xu x2, ...,xn 
cu partea dreapta din (1.4), vom avea %[>(«; %)] = l}, j = 1, 2, . . . 
. . . , n — 1, adică, pentru soluţiile (1.4) ale sistemului diferenţial 
(1.1), funcţiile %, . . . , w„_i nu depind de t. Dacă x == ty(t) este o altă 
soluţie din Fa a sistemului diferenţial (1.1), astfel încît x|/(*0) =x° , 
deoarece sistemul (1.4) este inversabil pentru orice x = x° e_Va± va 
exista vectorul %, astfel încît soluţia x = ty{t) va trece prin \ (£, va 
avea forma vectorului % = (ţlf ..., lu-v an) şi deci în baza teoremei 1.1, 
punctul 2, vom avea ty(t) =<p(< + a ;\), « fiind o constantă. Se 
deduce deci 

%[•(*)] = Zi ( = «i[9(* + a î 5)])» 

ceea ce arată că într-adevăr funcţiile %, . . . , «„_! sînt integrale 
prime ; aceste funcţii vor fi de clasă 0*( Va ) în baza teoremei funcţiilor 
implicite, ţinînd seama că funcţiile <pu ..., <p„ din (1.4) sînt de clasă G1. 
Tot teorema funcţiilor implicite arată că rangul matricei jaco-
biene f ^ - 1 , j = 1, 2, . . . , n - l , m = 1, 2, . . . , n , este n — 1 , 

m 3( ) 
în a, deoarece în caz contrar determinantul — ^ ' " ' ' " ^ n-ar fi 

d(t, ? i , . . . , S»-i) 
nenul. —1 

Alte proprietăţi ale integralelor prime pentru sistemele diferen­
ţiale vor fi analizate mai tîrziu (vezi 1.3). 
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U . Spaţiul fazelor. Traiectorii 

Dacă se ia în consideraţie o soluţie x == <p(t) a sistemului 
diferenţial autonom (1.1), în domeniul Dn c R", această soluţie va putea 
fi interpretată ca o curbă y, numită traiectorie (sau orbită) care este 
parcursă, într-un sens determinat de către punctul x, avînd coordo­
natele (.%, x2,...,x„); este posibilă însă şi o altă interpretare a 
acestei soluţii şi anume considerînd că x =q>(t) defineşte direct 
nu un proces de deplasare, ci o traiectorie y. Este clar că dacă se 
•cunoaşte şi sensul de deplasare pe y, atunci se ajunge la prima inter­
pretare a acestei soluţii; viteza de deplasare pe traiectorie va fi 
determinată de vectorul f [deoarece <p =f(q»)]. 

Spaţiul, avînd dimensiunea n, în care soluţiile sistemului dife­
renţial autonom (1.1) se interpretează ca traiectorii iar însuşi sis­
temul (1.1) se interpretează ca definind un cîmp vectorial, se numeşte 
•spaţiul fazelor ataşat acestui sistem; în această situaţie, traiectoria 
x =y{t) se numeşte traiectorie în spaţiul fazelor iar vectorul f defi­
neşte în fiecare punct din Dn viteza din spaţiul fazelor. 

Spaţiul fazelor ataşat unui sistem diferenţial autonom (1.1) nu 
este în mod obligatoriu un spaţiu euclidian cu n dimensiuni; astfel 
«dacă f este un vector periodic, cu perioada p = (pv p2, . . . , pn) 
[deci f(x + p) = f(x), oricare ar fi x e D„] spaţiul fazelor este o 
varietate n dimensională din [R"+1, numită tor. î n particular, dacă 
n = 1, deci p e R , p > 0, atunci spaţiul fazelor este frontiera cer­
bului avînd raza p/2n. 

Teorema de existenţă şi unicitate pentru sistemele diferenţiale 
arată că prin fiecare punct din Dn (în care î e C1) trece o singură 
traiectorie a sistemului diferenţial (1.1), ceea ce înseamnă că întreg 
•domeniul Bn este plin cu traiectorii ale sistemului. Aceste traiectorii, 
în baza teoremei 1.1, se află în una din următoarele situaţii: sau 
două traiectorii nu au nici un punct comun sau acestea coincid 
(dacă au un punct comun). în ultimul caz sînt două posibilităţi: 

1. Pentru orice t e ]«, 6[ avem x = <p(2) = a, unde a e Dn 
(a nedepinzînd de t); în acest caz se poate presupune a = — oo şi 
b — -t-oo şi deci pentru orice t e [R punctul din Dn avînd coordona­
tele {xt, x2, • . . , xn) este fixat. 

Soluţia x = a = (av a2, . . . , an) se numeşte poziţie de echilibru 
sau de staţionaritate pentru sistemul (1.1). Este uşor de stabilit că 
toate punctele de echilibru (staţionare) din D„ se obţin din egali­
tatea vectorială 

f(a) = 0 , f = ( / „ / „ . . . , / „ ) , a = {a1, az, . . .,»„). 
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într-adevăr, dacă x = y{t) — »> rezultă x = â = O, deci cum x •«= 
= f(x) iar x = a, se deduce f(a) = O şi reciproc, dacă f(x) — G, 

vom obţine sistemul de n ecuaţii (nediferenţiale) 

Jl\xU x21 ' ' • J xn) = 0 , J2\xll XZ1 • • •» xn) ~ 0> • • • j Jn[x11 x2l ' ' • > xn) ~ 0 

care dacă admite soluţia x = a, atunci x == 0 = f(a) [deci <p}(t) = 
— a„ j = 1, 2, . . . , »). 

2. Există î > e | R , | ) > 0 , astfel încît pentru orice t e] «, 6[ să avem 
<P(* +jp) = 900 iar dacă |^ —12\ <p, cel puţin pentru un indice 
je{l, 2, . . . , » } , să avem <pjOa) ¥= yAh) '•> m acest caz, neapărat 
a = —00 şi b — +00 (deoarece inegalităţile a <t < b şi a < £ + 
+ p < &, deci a —p <t <b —p nu sînt posibile dacă s , J e R ) 
iar soluţia x = <p(tf) se numeşte periodică eu perioada p, traiectoria 
corespunzînd acestei soluţii numindu-se ciclu sau traiectoria închisa. 

Poziţia de echilibru x = a este stabilă, dacă toate traiectoriile 
sistemului (1.1) x = <p(t), astfel încît <p(0) = ^ e 7 „ rămîn în Va 
şi instabilă în caz contrar. Cazul » i = 2 a fost tratat pe larg în voi. I, 
cap. 16. 

1.3. Ecuaţii cu derivate parţiale liniare de ordinul întîi 

1.3.1. Consideraţii generale 

Ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul întîi are forma 

__/ du du du \ ,_ r s 
F\x1} x2, ...,xn,u,—-, ——, ...,-— = 0 , (1.5) 

V ox1 ox2 oxn) 
unde F: Bn x [R X \Rn -» ER este o funcţie cunoscută, de o clasă 
convenabilă : F e Cm, m> 2, astfel încît cel puţin una din derivatele 
parţiale de ordinul întîi apare efectiv în F. 

Problema care trebuie rezolvată în cazul ecuaţiilor (1.5) este 
următoarea : 

Să se determine u : B* -» R, D%cDn, u e 01(D*), astfel încît 
F(X x x u(x x) du(xv->x») du{Xl,...,xn)\ 

V OXx OXn ) 

xeD: * 
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Funcţia w astfel determinată se numeşte soluţie a ecuaţiei (1.5) 
şi, ca şi în cazul ecuaţiilor diferenţiale, de obicei se caută acele soluţii 
care verifică în plus anumite condiţii suplimentare. Dintre condiţiile 
suplimentare cel mai des întîlnite, un rol deosebit îl ocupă problema 
Cauchy, care cere să se găsească acea soluţie a ecuaţiei (1.5) care 
verifică egalitatea 

u\s =u0(x) (1.6) 
în care 8 este o hipersuprafaţă n — 1 dimensională din DB cunoscută 
iar u0 este de asemenea o funcţie cunoscută (definită evident pe 8). 
Cu alte cuvinte, a rezolva o problemă Cauchy (1.6) pentru ecuaţia 
(1.5) înseamnă a determina o soluţie a acestei ecuaţii, definită 
într-o vecinătate a hipersuprafetei 8, cunoscînd soluţia în punctele 
lui 8. 

Faptul remarcabil care apare în legătură cu găsirea soluţiei 
problemei (1.6) pentru ecuaţia (1.5) este că această soluţie se poate 
determina cunoscînd soluţiile unui sistem diferenţial autonom, 
ataşat ecuaţiei (1.5). Trebuie reţinut de asemenea că aspectele legate 
de rezolvarea ecuaţiilor (1.5) nu sînt valabile în cazul sistemelor 
de ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul întîi. 

Ecuaţia (1.5) se numeşte liniară, dacă F este funcţie liniară în 
derivatele parţiale , . . . , , adică dacă are forma 

MX» ...,xj- 1- . . . +/»(aşu ...,xn)~— = / . + 1 (xv ..., xn), (1.5') 
axt oxn 

funcţiile fv . . . , /„, numite coeficienţii acestei ecuaţii ca şi funcţia 
fn+1, numită termenul liber al aceleiaşi ecuaţii, nedepinzînd de funcţia 
necunoscută. 

Ecuaţia (1.5) se numeşte cvasiliniară, dacă funcţiile flf . . . , / „ 
şi fn+1 depind şi de u, deci dacă are forma 

.UxV • • • :xn, W) V . . . + / » ( » ! , ...,Xn,U)- = / „ + i ( « i , ...,Xn,U). 
oxx âxn 

(1-5") 
Dacă în ecuaţia (1.5') termenul liber fn+1 este nul, adică dacă ecuaţia 
cu derivate parţiale (1.5') se scrie 

S / ^ i , . . . , a ? , ) — - = 0 , (1.7) 
j= 1 OXj 

vom spune că este o ecuaţie liniară şi omogenă cu derivate parţiale 
de ordinul întîi. 
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în viitor va fi rezolvată problema Cauchy (1.6) pentru cazul 
general al ecuaţiei (1.5), dar acum vom rezolva această problemă 
pentru cazul particular al ecuaţiilor liniare şi cvasiliniare, deoarece 
această rezolvare este simplă şi utilizează numai noţiunea de inte­
grala primă a unui sistem diferenţial autonom. 

în primul rînd, vom arăta că ecuaţia liniară şi omogenă (1.7), 
cu n arbitrar, poate fi considerată cazul general al ecuaţiilor de 
forma (1.5') sau (1.5"), adică vom arăta că aceste ecuaţii se reduc 
de fapt la ecuaţia (1.7); în acest scop, este important artificiul lui 
Jacobi, care constă în determinarea soluţiilor ecuaţiei (1.5") sub formă 
implicită. Astfel, dacă V: Dn x DR -> IR este astfel încît soluţia 
u = u(x) a ecuaţiei (1.5") se obţine prin explicitare din egalitatea 
V(xx, xz, . . . , xn, u) — C, unde C este o constantă dată [care, de 
exemplu, se poate determina din condiţia ca u(x°) =u°, deci C = 
== V(x°, u°), cu x° = (x°, . . . , xl) e Bn, u° e R] , deoarece 

dV 
du dx} 

dXj W 
du 

dV 

j - l , 2 , . . . , 

I în ipoteza evidentă ^ 0 I, prin înlocuire în ecuaţia cvasiliniară 
V du ) 
(1.5") se obţine ecuaţia liniară şi omogenă 

Uxx, ...,xn,u)~ h . . . + / » («i, . . . , # „ , « ) - f-
dxi ox„ 

(1.5'") 
dV 

+ fn+AOD» . . . , « „ , tt) —— = 0 

du 

a cărei funcţie necunoscută este V (nu u). 
1.3.2. Determinarea soluţiilor ecuaţiilor liniare şi omogene 

Luînd în consideraţie ecuaţia liniară şi omogenă (1.7), cu 
ajutorul coeficienţilor fx, fz,'. .. ,/„ : Dn -> IR presupuşi de clasă G1 

în D„, se poate defini sistemul diferenţial autonom 

-~ = fA®i,---,®«)i j = 1 , 2 , ...,n, 
di 
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care coincide cu sistemul (1.1). Acest sistem diferenţial se numeşte 
sistemul caracteristic al ecuaţiei cu derivate parţiale (1.7) iar orice 
soluţie a sa se va numi caracteristică a ecuaţiei (1.7) (sau curbă 
caracteristică a acestei ecuaţii). 

Teorema 1.3. Orice integrală primă a sistemului caracteristic 
(1.1) este o soluţie particulară a ecuaţiei cu derivate parţiale (1.7) şi, 
reciproc, orice soluţie a ecuaţiei (1.7) este o integrală primă a siste­
mului caracteristic (1.1). 
r Fie % e Da şi x = <p(t; Ş) soluţia sistemului (1.1) cu proprietatea. 
<p(0; !j) = 2;; utilizînd formula de derivare a funcţiilor compuse, 
avem 

o - A « W ; W ] U , J ? « ^ i l L ] . W i ţ ) 
dî j t i dl, 

dacă u = u(x) este integrală primă a sistemului (1.1). Cum 

9(0 ; ţ ) = f ( | ) , 9(0;$) = %, 

» du(t) se deduce egalitatea V ——f,(%) = 0, valabilă pentru orice £ e J9B, 
/Si #£* 

ceea ce înseamnă că u verifică ecuaţia (1.7). 
Dacă u verifică în Z>* c DH ecuaţia (1.7), pentru a arăta că 

u = u(x) este o integrală primă pentru sistemul (1.1), trebuie să 
arătăm că u [9(2)] nu depinde de t, 9 fiind o soluţie oarecare a sis­
temului (1.1); or, prin derivare, se obţine 

d - 3«[q»(*)] . ... J , 9M[9 ( f ) ] „ . . . 
— M[9(*)] = S — -p-^ ?i(t) = £ —T^MV) = o; 
ăt jŢ[ dx, /Si d ^ 

avem dreptul să egalăm cu zero, deoarece 9(1) e 2>„ şi pentru fiecare 
t e ]a, b[ se obţine un punct din DM, punct în care ecuaţia se verifică. _J 

Utilizînd teoremele 1.2 şi 1.3, este uşor de arătat că orice sistem 
diferenţial autonom (1.1) admite numai n — 1 integrale prime inde­
pendente ; într-adevăr, dacă u = u(x) este o integrală primă oare­
care iar uv u2, . . . , «„_! sînt cele n — 1 integrale prime independente 
obţinute prin teorema 1.2, în baza teoremei 1.3 vom putea scrie 
egalităţile 

n fi/11 n fi ni 

S / / W r = 0, l / ^ ) f ^ = 0, fc=l,2,...,n-l, 
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oare, în orice punct dintr-o vecinătate Va a punctului a e Dn, care 
nu este punct de echilibru (staţionar) al sistemului (1.1), poate fi 
interpretat ca un sistem algebric liniar şi omogen, necunoscutele 
fiind /i(a), . . .,/n(a). Deoarece f(a) ^ 0, sistemul considerat va 
admite soluţii nebanale numai dacă determinantul coeficienţilor 
este nul; or acest determinant este chiar determinantul funcţional 
al integralelor prime u, ux, ..., it„_i> c e e a e e arată că aceste inte­
grale prime nu sînt independente. 

Din consideraţiile anterioare se deduce un fapt extrem de impor­
tant pentru cunoaşterea structurii soluţiilor ecuaţiei cu derivate 
parţiale (1.7) : orice soluţie a acestei ecuaţii este o funcţie de cele 
n — l integrale prime independente ale sistemului diferenţial carac­
teristic (1.1). 

Pentru a justifica această afirmaţie, să utilizăm un rezultat din 
teoria funcţiilor de mai multe variabile : dacă ~L-1—- ' ' ' ' — — = 0 

0(OI/i) X%, • • • , 00n 

[ du 1 
— \ i 3 = 1» 2, . . . 
dxm] 

..., n —l,m — 1, 2, . . . , n, are rangul n — 1, atunci există U e O1, 
funcţie de n — 1 variabile, astfel încît 

% = TJiUu i*2, . . . , un_x). (1.8) 

Deoarece la 1.1 s-a arătat că u definit prin (1.8) este o integrală 
primă a sistemului diferenţial (1.1), rezultă, în baza teoremei 1.3, 
că acest u este o soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale (1.7), oricare 
ar fi funcţia TJ de clasă C1. S-a determinat în acest mod o soluţie 
a ecuaţiei (1.7) care depinde de o funcţie arbitrară; vom conveni 
, să numim această soluţie soluţia generală a ecuaţiei cu derivate par­
ţiale (1.7). 

Aşadar, dacă se cunosc cele n — l integrale prime independente 
ale sistemului caracteristic (1.1), atunci problema integrării ecuaţiei 
cu derivate parţiale (1.7) este rezolvată : orice soluţie a sa se obţine 
prin particularizarea funcţiei U din soluţia generală (1.8). 

După cum s-a constatat anterior, toate concuziile sînt valabile 
în vecinătatea oricărui punct din Dn [care este domeniul în care 
f = f(x) este de clasă O1] care nu este un punct de echilibru (staţio­
nar) al sistemului caracteristic (1.1). Vom conveni să numim punc­
tele de echilibru (staţionare) ale sistemului caracteristic (1.1) puncte 
singulare ale ecuaţiei cu derivate parţiale (1.7). 
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1.3.3. Rezolvarea problemei Cauehy restrînse 

Să presupunem că problema Cauchy care trebuie 
rezolvată pentru ecuaţia (1.7) se scrie 

u = u0(xx, • • • i #»-i) dacă x„=x°. (1.9) 

Aici hipersuprafaţa n — l dimensională este o mulţime deschisă din 
hiperplanul xn — x°n, ceea ce implică f„(xx, ..., xH-x, xl) ^ 0 [în 
eaẑ  contrar, u — xn — xl va verifica ecuaţia (1.7) şi nu va fi posi­
bilă determinarea soluţiei avute în vedere dacă u0 este oarecare]. 
Problema (1.9) pentru ecuaţia (1.7) se numeşte problemă Cauchy 
restrînsă pentru ecuaţia considerată. Scriind 

% ( « ! , . . . , «?„_!, Xl) =UV . . . , Un-X{Xx, . . . , Xn-t, Xl) = Un_v 

ux, . . . , u„_x fiind cele n — l integrale prime ale sistemului caracte­
ristic (1.1), deoarece aceste funcţii se presupun independente, este 
posibilă explieitarea variabilelor obtinîndu-se 

xx = <]>!(%, . . . , %n_x\ ..., xn-x = <K-i(%, • • •, un-i), 

iar soluţia căutată va fi 

u = u0[^x(ux, • • •, M»_i), • • •, <K-iK, • • •, K~i)l 

unde u0 este definit prin (1.9). 
într-adevăr, u fiind în realitate o funcţie de integralele prime 

%, u%, . . . ,«„_! , va verifica ecuaţia (1.7) iar dacă se înlocuieşte 
xn prin x% se obţine 

u\ % = ,0 =U0 [ ^ ( « j , . . . ,<*„_!) , . . . , <I»,-i(«i, • • . , «„-a)] = U0{XX, . . . , Xn„x). 

Exemple. 2. Pentru ecuaţia liniară cu derivate parţiale 

du du du 
— \- xx - (- . . . + * [ i j . . . X n - i ~— = 0 dxx dx2 dxn 

sistemul caracteristic este 

ăxx dx2 dxn 

dt dt 1 dt 1 2 n 1 ' 

19 



'forma simetrică a acestei'sistem.:se va scrie" ' '•'•" ' 

dx, dx„ dx„ 

Xj , Xj Xg . • . Xjl—% 

iDin acest sistem se deduc ecuaţiile cu variabile separate 

xx dxx = dx2, x2 dx2 = dx3 xn_x dxn-x = dx„ 

«care conduc la cele n—l integrale prime ale sistemului caracteristic : 

Ux = Xf - 2 X 2 , U2 = Xş - 2x3 Un_x = a;2_x - 2xn. 

'Prin urmare, soluţia generală a ecuaţiei va fi 

ii = V(x\ - 2x2, x | - 2x3, . . . , x2_ x - 2x„) 

r° l 8 iar , în particular, pentru n = 3 , soluţia problemei Gauchy x3=x!>, u = xx + x2, xx > 0 

x2 > 0 va fi u = |/"x| - 2 x 3 + 2 x ? + j/"xf - 2x2 + 2 j/'xj - 2x3+2xj>, după cum se 
'deduce imediat, calculînd xx şi x2 din sistemul 

xf + 2x2 = u1, xj — 2xJ = S2 

şi înlocuind aceste valori (după ce in prealabil se scrie ux şi u2 în loc de ux şi S2) în 
ai = X j + x 2 . 

3. Pentru a rezolva problema Gauchy u = x | , x2 = 0 pentru ecuaţia cvasiliniară 

„ du du 
(x2 + u)2 ^ «i(* s + 2u) -— = xxu 

OXj OX2 

se consideră ecuaţia liniară corespunzătoare (prin artificiul lui Jacobi) : 

dV dV dV 
(x2 + u)2 Xj(x2 + 2zj) — - + x1u — = 0, 

dxx c/x2 du 

pentru care sistemul caracteristic 

dxx dx2 du 
= (x, + uf, = — x,(x„ + 2u), = x,u 

dt dt ' di 1 

conduce la egalităţile 

(x2 + u) u' + {x'â + «') u = 0, xx x{+ x2 xţ, — uu' = 0 

care se integrează direct; integralele prime vor fi 

Vt = (x2 + u) u, V2 = xf + x | — u2. 

Soluţia generală a ecuaţiei va fi 

V[(x2 + u) u, xf + x f - u s ] = 0 
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iar soluţia problemei Cauchyimpusă se va obţine prin explicitarea Iui u din x2u + u2 = 
= (x2 u + xf -f"xŞ)2 (deoarece pentru x2 = 0, din integralele prime se obţine sistemul 
u 2 = Vx, xf — u2 = V2 , deci u = / V ^ xf = Vx+ V2 iar înlocuirea lui u şi xf în u = xf va 
conduce Ia rezultatul enunţat). 

4. Ecuaţia cu derivate parţiale a funcţiilor omogene de grad m (de clasă C1). Dacă 
ţ£ Cx (K") şi se verifică (pentru orice l e R) egalitatea 

/•(tei, /x2>. . . , txn) = Zm f(xx, x2, . . . , x„), 

derivînd în raport c u / ş i p u n i n d a p o i / = l , se obţine ecuaţia în cauză (numită şi identitatea 
lui Eu Ier) 

Of df xx- h ... + x„ —- = mf 
axx oxn 

(dacă m e K, se presupune; > 0, iar dacă n 6 Z, avem £ e IR). 
Reciproc, identitatea lui Euler este verificată numai de funcţii omogene de grad m, 

deoarece sistemul caracteristic va fi 

dxx df 
xx mf 

iar scriind integralele prime sub forma 

Un 

f 

din soluţia generală V(uv u 2 . . . , un) = 0, prin explicitarea lui un, se deduce f(xv.. .,x„)= 

iţei 

Problema Gauchy f = ţ>(x2 x„) pentru xx = x\ jt 0 conduce imediat Ia soluţia 

——, —5-,. . ., 1 şi este evidentă omogenitatea (de grad m) a lui f. 
xx xx xx f 

:hy f = ţ>(x2 x„) pentru xx = x\ ^ 0 conduce 

«* *->-(7f)%(*"t " t ) 
oricare ar fi funcţia cunoscută 9. 

1.3.4. Rezolvarea problemei Cauchy generale 

Dacă ecuaţiei (1.7) se ataşează condiţia 

u\s =u0(x1, ...,x„) (1.9') 

în ipoteza că 8 este o hipersuprafaţă n — 1 dimensională din Dn, 
vom spune că este necesară rezolvarea unei probleme Cauchy gene­
rale pentru ecuaţia liniară cu derivate parţiale în cauză. 
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în ipoteza că hipersuprafaţa S este definită prin egalitatea 

G(x„ ...,xj = 0 , (1.10) 

unde G este o funcţie de clasă C1 în variabilele sale, această problema 
Cauchy se poate reduce la problema Cauchy restrînsă, tratată în 
1.3.2, prin efectuarea unei schimbări de variabilă de clasă C1 de 
forma 

xa — xa(xl> • • • J xn)i xn(xli • • •! xn) = = G(XX, . . . , Xnj, 

a. = 1 , 2, . . . , n — 1 , 

în ipoteza -~— = det — - i= 0. într-adevăr, deoarece 

d% «=i dxa dxj 

ecuaţia (1.7) se transformă într-o ecuaţie de aceeaşi formă 

£/.—-=<>, /«=£/,Şs a=l,2,...,», 

căreia i se ataşează problema Cauchy restrînsă 

care, conform cu 1.3.2, va admite o soluţie dacă fn¥=0 (cel puţin 
în vecinătatea lui 8 a Dn), Or condiţia f„¥=0 este echivalentă cu 
" dx n dG 
V! /j — - = VJ // ^ 0, ceea ce înseamnă că hipersuprafaţa S, 
i=i dxj jtr\ dxj 
definită prin (1.10), trebuie astfel aleasă încît funcţia G să nu veri­
fice ecuaţia cu derivate parţiale (1.7); în acest mod, s-a arătat că 
orice problemă Cauchy generală (1.9 ) admite cel puţin o soluţie, 
dacă hipersuprafaţa iniţială 8 verifică condiţia anterioară. Această 
soluţie poate fi determinată în acelaşi mod ca şi în cazul problemei 
Cauchy restrînse; dacă se cunosc cele n — 1 integrale prime inde-
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pendente ale sistemului caracteristic, prin determinarea valorilor 
x1: ..., xn din sistemul compatibil: 

%(#! , . . . , Xn) = % , . . . , Un-i {Xx, . . . , Xn) = 'M'B-I, G(Xlf . . . , Xn) = 0 

şi scriind u =_u0 [ ^ K , . . . , it„_i), •••> <J/B(%, . . . , «n_i)]> dacă 
x} = <h(%, ..., «„-].), j =1, ...,n. 

Din punct de vedere geometric, problema Cauchy (1.9') înseamnă 
a determina soluţia ecuaţiei (1.7) în vecinătatea hipersuprafeţei 
8 cunoscîndu-se restricţia soluţiei pe 8. 

Problema Cauchy generală (1.9') poate fi rezolvată şi în cazul 
în care hipersuprafaţa 8 este definită parametric prin egalităţile 

xi = ^ ; (^D hi • • • > ^»-i)> 3 = 1> . . .,n, 

în ipoteza că rangul matricei — - I este n — 1 ; acest caz va fi tra-

tat ulterior (vezi 1.4). 
Exemplul 5. Se cere funcţia care pe suprafaţa xa = xf din R3 devine u — x\ şi 

care verifică ecuaţia cvasiliniară 

du du 
xxu- (- x2 u —— — — xt xz. ox1 axî 

Sistemul caracteristic admite integralele prime u± = —- şi u2 = u~+ xx x2 şi deci, 
x2 

rezolvînd sistemul 

se obţine 

x, = xh — = Sj, u2 - xx x2 — S2, 
, x, . 

1 1 
X-, = , X . == 1 — _ ' 2 - s . * fî rîS1 

Uj U | U 1 U 2 I 

iar egalitatea rămasă u = xj conduce la relaţia care trebuie să existe între integralele 
prime pentru a se obţine soluţia căutată. 
Această relaţie se scrie 1 = u2, iar înlocuirile conduc la soluţia u2 + xxx2 = 

uj> uf 
X«+ X? XJ 

a;» 
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1.3.5. Unicitatea soluţiei problemei Cauchy 

Unicitatea soluţiilor problemelor Cauchy rezolvate an­
terior se poate demonstra cu ajutorul următorului rezultat: 

Teorema 1.4 (lema lui Haar). Dacă V = V(t, x) este o funcţie 
reală de clasă O1 pe mulţimea Dn+1 c \Rn+1, Dn+1 ~{t, x | 0 < t < d, 
\x}\^.L(a —t),j = 1 , 2, . . . , n, a. < a}, verificînd condiţiile 

V(0,x)\<A, \^\<B±\°JL\ +M\V\ +N, (1.11) dV 
dt 

< Ii 
n dV\ v * 

dxj 

unde A^ 0, N^ 0, -B>0, M>0 sînt numere reale, atunci în DH+1 
se verifică inegalitatea 

| V(t, x)\<A exp (Mt) + N^Pi^Ln1. ( 1 1 2 ) 
M 

r~ Fie e > 0 şi să considerăm funcţia 

u(t, x) = (A + e) exp (Mt) + (JV + e) ^ P - f f i — ! : 
i f 

care, după cum se verifică uşor, este o soluţie a ecuaţiei — = 
dt 

—M-u + (N+s); dacă se arată că în Dn+1 avem u(t, x)—V(t, x ) > 0 , 
se obţine, făcînd s -» 0, inegalitatea »(£, x) < J. exp (ilft) -f-

exp (Mt) 1 
_l_ jy _£J—L j a r inegalitatea în cauză se găseşte scriind —V în loc 

M 
de V. Deoarece u(0, x) =A + e, avem i*(0,x) — V(0, a?) > 0 [deoarece 
—A <F(0 , x) < A, deci —A < — 7(0, x) < A], aşadar pentru t>® 

suficient de mic, va fi verificată inegalitatea u(t, x) —V(t, x) > 0 ; 
fie (t°, x°) e Dn+1, unde 0 < t° < <x iar u(t°, x°) — V(t°, x°) = 0, 
dar pentru 0 < t < t° să avem u(t, x) — F(£, x) > 0. Se verifică uşor 
că deoarece \x°\ < L(a —t°), atunci (t, x) = (t, ± L(t° —t) + x\, 
. .., ± L(t° ~t) + xl) e Dn+1 dacă 0 < t < t° şi | x^±L(t° —t)\< 
^L(a —t). în punctele (t, x), penti'u orice alegere a semnelor ± , 
avem w(tf, x) — F(Z, x) > 0 dacă 0<Z < t° iar w(tf°, x) — F(<°, x )=0 , 
ceea ce face ca toate derivatele parţiale ale diferenţei u — V să nu 
fie pozitive în (t°, x°) şi deci 

±{u _ V) + £ (±L)-jL{u - 7) < o în («o, x»). 
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/3 j / 
Cum — = Mu + (N + s) = ilf F + (N + s), ultima egalitate avînd 

dt 
loc în (t°, x°), vom deduce — = M\ v\ + (If +s) şi deoarece = 0, 

dt ' dx} 
j = 1 , 2, . . . , n, în punctul (2°, x°) este verificată inegalitatea 

dV n ( dV \ 
<L'~>M\v\ +(N +S) + I S ± — • 
a< i-i V dx}) 

Alegînd semnele ± astfel încît ± dF 
da?; 

5 F în (i°, a;0), se obţine 

J o inegalitate care contrazice (1.11) 
Trecînd la problema unicităţii soluţiei problemei Cauchy res-

trînse (1.9) pentru ecuaţia (1.7) şi presupunînd xn = t, deoarece 
prin ipoteză /„ ^ 0, ecuaţia (1.7) se va putea scrie şi sub forma 

du _ "-1 du 
dt j = l dxj 

(1.13) 

Dacă pentru t —1° am avea două soluţii ux şi u2 ale problemei Cauchy 
u \t^i» = u0(xxi . . . , Xn-j), atunci, notînd F — ux — u2, V va verifica 
ecuaţia (1.13) şi plus F|,=(o = 0 ; dacă \ff\ < B în Dn, din (1.13) 
se deduce (adăugind termenul | V\): 

5* " yti 9a;/ + m, 1^ 0. 

Comparînd cu (1.11), se deduce A = 0 , Jf = 1 , N — 0, ceea ce 
din (1.12) antrenează F = 0, adică ux = u2. 

Este uşor de verificat valabilitatea teoremei de unicitate atît 
în cazul problemei Cauchy generale cît şi pentru cazul ecuaţiilor 
cvasiliniare cu derivate parţiale de ordinul întîi. 

1.3.6. Determinarea integralelor prime 

După cum s-a văzut, integralele prime ale sistemelor dife­
renţiale joacă un rol important în consideraţiile anterioare şi de aceea 
este important a indica modul în care acestea se pot obţine. în 
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cazul general, nu se pot da metode efective de găsire a acestor 
integrale prime; dacă însă sistemul diferenţial normal 

- ~ =M*> xv • • • > »•), j =1,2, ...,n, (1.14) 
di 

este astfel încît funcţiile f, sînt olomorfe pentru 111 < «, | x} | < «, 
j = 1 , 2, ...,n, cele'n integrale prime independente vor fi 

u, = V L_JL A™ ^ , j = 1, 2, . . . , n, (1.15) 
„f^o TOI 

unde A este operatorul diferenţial liniar 

A = / 1 / - + - . . + / ^ + ^ » (1-15') 
oxx dxn oi 

fj, j = 1 , 2, .. ,,n, fiind definiţi prin sistemul (1.14) iar Am, m = 
= 0, 1, 2, . . . , sînt iteratele acestui operator : 

A» = 1 , A1 = A , . . . , A m =A(Am-!), . . . 

Fără a insista asupra convergenţei seriilor (1.15), vom spune doar 
că acestea sînt absolut şi uniform convergente pentru 

UI < T < m i n J t o , a ( 1 ~ f c)"+ 2l \Xi\<ka, 0 <]c< 1, 1 1 | ' M(» + 2)J 
d 

dacă -M = max {|/x ] , . . . , | / J } . Calculînd —^(a?j, . . . , xn), m care 
•»»+! ' ' df 

wly ...,%„ s-au înlocuit cu o soluţie oarecare a sistemului (1.14), 
găsim : 

du, d » ( - * ) m
A m „ .. £ ( -*)"" 1 • = — V v i- Am ^ = — V -v-—'- Am

 Xj + 
dt dt £io m! £Li {m—l)! 

+ f (-!) dAw ^ , » d{Amx1) dxh 
Li 

oo t f\m 

i » - 0 W ! ^ o m ! L #* *=i da?*; d< 

^o w ! L 9< *=i d#* J 

deoarece — (Am x}) + f. ft — (Am «,) = (A™ a?,} = A"^1 x, 
dt *„i da;s 
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Aşadar, cele n funcţii (1.15) sînt integrale prime ale sistemului 
diferenţial (1.14) •; ele sînt independente, pentru că dacă, de exemplu 
•uk = <p(%, . . . , uk_y, uk+1, . . . , « J , 9 fiind o funcţie olomorfă în cele 
n — 1 variabile ale sale, se deduce 

oo I ţ\m 
£ r A m ^ * " f ^ » • • •' ^ - i ' **+:, • • . , » . ) ] = 0 (1.15") 

şi pentru t = 0, găsim a?* = (?(x±, . . . , a?ft_x, « t+1, . . . , xn), ceea ce 
nu este posibil deoarece xx, ..., xt, . . . , xn sînt variabile independente. 
Egalitatea (1.15") se deduce imediat, ţinînd seama de dezvoltarea 
în seria Taylor a funcţiei <p. 

Dacă sistemul (1.14) este autonom, cu ajutorul operatorului 
n Q 

diferenţial A = V f} se vor obţine funcţiile 
j - i dx} 

oo ( t\m 
w3(t, xx, ..., xn) = Y >—f- Am

 Xj, j = 1, 2, . . . , n, 
m=o ml 

iar integralele prime căutate se pot găsi eliminînd parametrul t. 

Exemplul 6. F'ie sistemul autonom 

dxx dx3 

dl ~~ 2 ' dt ~ Xv 

căruia îi va corespunde operatorul diferenţial 

d d 
A = x2 -f- x± . 

dxx dx% 

Se verifică uşor că Amx^ = xj dacă m este par iar Amx^ = xk dacă m este impar, j , k=l,2, 

kştj şi deci seriil 

x2, obţinîndu-se 

kytj şi deci seriile V" -—-— A m xj, j = 1, 2, vor fi convergente pentru orice t, xt şi 

«;,(/, x,, x,) = x, V h x, V — —x. cht— x, sh / , 

oo ^ ;\am °o /_«2m+i 
iDa(?, x,, x2) = x, V h x, V -i—'- = x „ c h r — x . s h i , 

^o(2 m)' £o(2"1+1)' 
Integrala primă independentă de t a sistemului dat va fi w\ — IP.| = xj — x | . 

27 



O altă metodă utilizată în determinarea integralelor prime este 
aceea a combinaţiilor integrabile; astfel, scriind sistemul autonom 
(1.1) sub formă simetrică 

dxx dx2 _ __ dx„ 
fi fi Jn 

prin combinaţie integrabilă se înţelege forma diferenţială a = 
n 

= YiaAx) &xi în ipoteza că funcţiile de o clasă datăc^, . . . , «„ au fost 
« 

astfel determinate încît £ f} a} = 0. în această situaţie, o integrală 

primă va fi funcţia u = u(x1, ...,xn) cu proprietatea 

du — X\ aj (x) dxj, 
i - i 

dit fiind diferenţiala funcţiei « [deoarece este evident că în ipotezele 
amintite u este constant pe curbele integrale ale sistemului în cauză, 
pentru că du = £j a} (x) da;.,— £ ty(x)/,(x) di = 0, utilizînd egalită­

ţ i 7=i 
ţile dx}=fj dt]. 

Exemplul 7. Sistemul diferenţial simetric 

dxj dx2 dx3 
«!, a2, a36lR, 

° 2 ^S ^ 3 ^-2 ^3 ^"1 " l •*"3 °1 ,X2 ^2 ^ l 

admite două combinaţii integrabile evidente : 

«jdXj + a2dx2 + o3da'3 şi x1dx1 -(- x 2 dx 2 + x3dx3., 

deoarece a^a^Xş — «3x2) + a2(a3x1 — aj£3) + o3(a1x2 — a2Xj) — 0 şi x1(a2x3 — a3x2) -+-
+ x2(a3 x1— a1x3)+ x3(aj x2 —a2 x-,) = 0, iar prin integrare se obţin două integrale prime 
independente ale sistemului : 

u1(x l, x2, x3) = a jXj+QaXa+agX^ at(xv x2, x3) = xf + x§ + x | . 

8. In cazul sistemului diferenţial simetric 

dxj dx2 dx3 

x3 Xl XZ x 2 ^X3 

o combinaţie integrabilă va fi 

1 1 1 
-dxj — dx2— —— dx3< x„ — x 
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deoarece 
Xq •X-'t «tg Xrt Jiln 

1 
iar o integrală primă va fi In i x2~ xx 1 -f In i x3J sau, ceea ce este acelaşi lucru,* 

Â 

Fie 
ux{x), ..., uk(x) 

Te < n — 1 integrale prime independente ale sistemului diferenţiali 
autonom (1.1); cu ajutorul funcţiilor %, ...,uk se poate reduce 
numărul ecuaţiilor sistemului (1.1) cu 7c unităţi, adică acest sistem 
se poate înlocui printr-un alt sistem diferenţial autonom dar avînd 
n —]c ecuaţii. în paticular, pentru 7c = n — 1, sistemul (1.1) poate; 
fi înlocuit printr-o singură ecuaţie diferenţială de ordinul întîi, care 
va putea fi integrată. 

Pentru a justifica afirmaţia, este suficient să se înlocuiască varia­
bilele xu x%, ..., xn prin noile variabile xx, xz, . . . , x„, punînd 

X-y = 1i,y\Xyi • • • , 00n)y . . ., Xn = U]c(Xi, . . . , Xn)} Xk+l =z %k+n • • • j •®n== ®n"i 

această schimbare de variabile va avea evident jacobianul nenul 
fi fi 

(în baza ipotezei că rangul matricei — - , j = 1 , 2, . . . , 7c, m = 
\_uxm\ 

= 1, 2, ..., n, este egal eu 7c şi putem presupune că determinantul 
—-• , j , m = 1, 2, ...,n, este nenul (altfel fiind suficientă o< 
dx„\ 

schimbare în notaţiile variabilelor ). Prin calcul direct se 
obţine 

dx} » du, . " , du • -, o 7 

Uî M = 1 OXm m—\ 0$m 

şi vom avea «j = 0 , j = 1 , 2, . . . , 7c, deoarece, M fiind o integrală 
primă a sistemului diferenţial considerat, va verifica ecuaţia cu 
derivate parţiale (1.7); celelalte ecuaţii ale sistemului vor fi 

- Ş - = fj(®k+i, ••-, x„), j = 7c + 1 , . . . , w, 
ăt 
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unde 

J j(®k+ii • • •> Xn) —Jl%1(Xk+1,. . . , Xn),. • •> ffllfâjt+W • •) xn)> ^It+V • • •} xn\l 

j =lc + l,...,n, 

variabilele xly ..., xk ca funcţii de xk+1, ..., xn fiind deduse din 
•schimbarea de variabilă utilizată. 

Eezultatul anterior este valabil şi în cazul ecuaţiilor cu derivate 
parţiale (1.7): dacău l7 . . . , uk-1, Ic < n — l, sînt soluţii independen­
te ale acestei ecuaţii, atunci cu ajutorul schimbării de variabile 
independente utilizate mai sus, în locul ecuaţiei (1.7) se poate consi­
dera ecuaţia 

" * . _ . du _ 

Justificarea acestei afirmaţii se poate face prin calcul direct sau 
ţinînd seama de sistemele caracteristice ale celor două ecuaţii. 

Exemplul 9. în cazul ecuaţiei 

da du o da da 
(x3 xt — x1 xz) — f- x2x3 — \- xg — -f- x3 xi— = 0, 

dxt ox2 dx3 axi 
sistemul caracteristic 

dxj dx2 dx3 dx4 

3 xi x l x 2 J"% , c3 x 3 x 3 x 4 

admite două integrale prime evidente ; 

"l = ' «2 = • 
x2 x2 

Notînd x± = , x2 = se deduce x3 = xx x2, xt = x2 x2 şi deci prima ecuaţie a 

sistemului se va scrie 

dx1 dx2 

şi deoarece de-a lungul caracteristicilor avem Xj= const, x2 = const (deoarece xx = 0 
x2 = 0), prin integrare se obţine 

(x1 x2 - Xj) exp j ~ I = c3, 
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ceea ce Înseamnă că a treia integrală primă a sistemului caracteristic va fi 

H'-t-Ht) 
1.3.7. Interpretări geometrice 

Vom lua în consideraţie ecuaţia liniară şi neomogenă cix 
derivate parţiale 

j=i 0Xj 

şi fie % = u(xv ..., xn) o soluţie a sa definită în domeniul Dn <= [R". 
în spaţiul RM+1, mulţimea punctelor (x, u(x)), x e Dn, va defini o 
suprafaţă 8, care se numeşte suprafaţă integrală a ecuaţiei (1.16); 
deoarece ecuaţia (1.16) se mai poate scrie şi sub forma 

71 Ui1 +(-i)/.+i =o, 
această egalitate poate fi interpretată ca o condiţie de ortogonali-
tate între vectorii (fv ..., /„, fn+1) şi (\/u, — 1) Vw =V^(^i, • • •, x„) 

are componentele , . . . , , dacă u este diferenţiabilă • 
dxx dxn J 

Aşadar, deoarece ( v « , —1) reprezintă parametrii directori ai 
normalei la 8 în punctul x, se deduce că o suprafaţă 8 din [R™+1 

va fi o suprafaţă integrală pentru ecuaţia (1.16) dacă planul tangent 
la 8 în orice punct conţine Vectorul i = (fx, . . .,/„+i). 

Dacă u —u(xv ..., xn) este o soluţie a ecuaţiei omogene (1.7), 
atunci interpretarea geometrică anterioară rămîne valabilă cu dife­
renţă că este vorba de ortogonalitatea dintre vectorul normal la 
suprafaţa 8X <= Bn definită prin u(xv ..., xn) = const si vectorul 

O proprietate geometrică importantă a suprafeţelor integrale 
ale ecuaţiei (1.16) este aceea că această suprafaţă este loc geometric 
de curbe caracteristice ale ecuaţiei; într-adevăr, dacă 8 are un punct 
comun cu o curbă caracteristică y, vom avea 

u° = u(x°), x\ = 9l(t% ..., xl = 9,(t»), M» = 9.+i(«°), *° 6 ]<*, K, 
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dacă acest punct comun are coordonatele (x\, . . . , %l, u°) — (x°, u°) 
iar y are ecuaţiile 

«1 = 9l(t), • • • , ®n(*), u = ?n+l(t), a < t <b. 

Chim u — u(xv ..., xn) este o integrală primă a sistemului caracte­
ristic, vom avea tt[(p1(<), . . . , <?„(£)] = const, dacă t e ]a, b[, valoarea 
•constantei putîndu-se determina particularizînd parametrul t; 
luînd t = tf°, găsim 

M [ 9 I ( * > ) , •••,?n(t°)l = < 

•ceea ce înseamnă că pentru orice t e ]a,b [avem u[<?i(t),..., <p„(t)]=u°, 
adică y c 8. 

Această proprietate a suprafeţelor integrale stă la baza meto­
dei lui Cauehy de rezolvare a problemei Cauchy, care va fi expusă 
în 1.4. 

Dacă 8t şi S% sînt două suprafeţe integrale ale ecuaţiei (1.16); 
•care au un punct comun P0 , atunci acestea vor avea în comun şi 
«urba caracteristică care trece prin P 0 în particular, pentru n — 2 

orice două suprafeţe integrale ale ecuaţiei f(x, y) (- g(x, y) — == 
dx dy 

= h(x, y) se intersectează de-a lungul unei curbe carcteristice ; 

într-adevăr, în baza faptului că din Y n &x — P0 , yfl 82 =P0 
se deduce Y <= $i Şi T c $2» Şi o u m T fiind curba caracteristică ce 
trece prin P 0 este unic determinată, rezultă y c 8± n 82. 

Exemple. 10. Ecuaţia cu derivate parţiale a suprafeţelor cilindrice din RK, adică a 
suprafeţelor riglate obţinute prin deplasarea prin paralelism a unei drepte date de-a lungu 1 
unei varietăţi n — 2 dimensionale r date (numită varietate directoare a cilindrului) va fi 

" - 1 du 

; = 1 ax3 

dacă ecuaţia carteziană a cilindrului este u=u(xl,. . .,xn_j) iar (ax,.. ., an) sînt parametrii 
directori ai dreptei fixe ; î ntr-adevăr,in fiecare punct al suprafeţei planul tangent va trebui 
să conţină dreapta paralelă cu dreapta dată care trece prin acest punct, deci vectorii 

( du du 1 
, . . ., , — 11 sînt ortogonali, ceea ce este echivalent cu ecuaţia 

dx1 c*.r«_i ) 
scrisă anterior. Pentru a găsi cilindrul care ne interesează, trebuie rezolvată o problemă 

Cauchy. 
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în particular, cilindrul clin R3 care are generatoarele paralele cu dreapta cu para­
metrii directori (1,2,3) si curba generatoare cercul x2 + y2 = IV, z—0, se obţine căutlnd 
soluţia ecuaţiei 

dz dz 
L. 2 • = 3 

dx dy 

care pentru z = 0 devine x- + x2 = i?2. Scriind sistemul caracteristic sub formă simetrică 

dx di/ dz 
1 2 3 

se obţin integralele prime 

(ij = 2x — y, u2 = 3a: 

t 2 
iar pentru r = 0 găsim x = (î2, y — — — 3 2 — 5 r Funcţia căutată se obţine înlocuind 

ut şi ua în egalitatea 

1 (2 V ir-, 

adică ecuaţia carteziană a cilindrului căutat va fi 

( 3 x - zf + ( 3 y - 2:)2 = <M!K 

11. Ecuaţia cit derivate parţiale a suprafeţelor conice din K", adică a suprafeţelor riglate 
formate din mulţimea dreptelor care trec printr-un punct fix (vîrful conului) şi printr-o 
varietate n—2 dimensională dată (varietatea directoare a conului) va fi 

V (Xj - 0j) —-=u- an 

fdx dx> 
dacă ecuaţia carteziană a conului es te i !=u(x 1 I „ _ J ) iar virful conului are coordonatele 
(«,, a2 an) ; într-adevăr, dacă (xv . . ., xn_lt u) este un punct oarecare al suprafeţei 
conice, dreapta care trece prin acest punct şi vîrful conului va trebui să fie conţinută in 
planul tangent la con corespunzător acestui punct. Rezultă deci condiţia de ortogonalitate 
a vectorilor 

(xr-av 

(du du \ 
r - i - a - " u -an) şi fer • - "ă̂ r*_ J 

care conduce la ecuaţia scrisă anterior. 
în particular, conul din R3 care are vîrful în punctul ( — 1, 1, —1) iar varietatea direc­

toare este curba x2 — y% = 1, z = 0 se obţine căutlnd soluţia ecuaţiei 

dz 3 ; 
0 + 1 ) — + ( y - l ) - r - = z + l , 

dx dy 

care pentru z = 0 devine x2 — y2 = 1. Sistemul caracteristic [iind 

dx dy di 

x + 1 y — 1 z + 1 ' 
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se deduc integralele prime 
X + 1 y 

, u, = — 
r + 1 " z 

iar pentru z = 0 găsim x = u1~ 1, y — u2-\-l ; ecuaţia carteziană a conului căutat se obţine 
înlocuind ux şi n2 din egalitatea 

(li! - 1)» - (U, + 1 ) 2 = 1 
şi va fi ( x - z ) 2 ~(z /+ r)2 = ("+ l ) a . 

Din ecuaţia cu derivate parţiale a suprafeţelor conice şi din exemplul 4 se deduce o 
proprietate caracteristică a suprafeţelor conice : orice suprafaţă omogenă în (x1 — a1),. .. 
.. •,(x»_1-~</„_]), («— a„) reprezintă un con din Kre cu vîrful In (alt. • ., an). 

1.4. Teoria geometrică a ecuaţiilor eu derivate 
parţiale de ordinul întii 

Metoda Cauchy pentru ecuaţii cvasiliniare se bazează pe 
interpretările geometrice obţinute la punctul 1.3.6 : orice suprafaţă 
integrală se obţine ca loc geometric al curbelor caracteristice care se 
sprijină pe varietatea iniţială. Intuitiv, această metodă constă în a 
arăta că dacă V c Dn este varietatea iniţială a problemei (este vorba 
de rezolvarea unei probleme Cauchy), atunci suprafaţa integrală S 
se obţine considerînd mulţimea caracteristicilor ecuaţiei care au un 
punct comun cu V. 

Teorema 1.5. Dacă în ecuaţia cvasiliniară (n > 2) 

;=1 OXj 

funcţiile fv . . ., fn+1 sînt de clasă Gl în Dn x ER iar pe suprafaţa n — 1 
dimensională V de clasă G1 din Dn reprezentată parametric 

xx = xx\sx, • • •, sn_1), . . ., xn = xn(sx, . .., s„_x) (1.17 ) 

(variabilele independente s — (sx, . . ., «„-x) parcurgînd domeniul 
Gn-1 pentru ca x = (#x, . . ., #„) să parcurgă pe V) se cunosc valorile 
iniţiale ale soluţiei u, adică 

u\v=u°(sx, . . . ,* ._!) , (1.17") 
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funcţiile xx, . . . , a?2, M° /nwd dfe cZasffl ^(^„-j) , «si/eZ ÎWCÎ£ 

/l(xo, tto} Ş£ . . . J f i 
9sx dsn-x 

* 0, 

f„(x°, ««) - - i . . . ~^-

(1.17'") 

va exista o singură soluţie u =u(x) a ecuaţiei, definită într-o veci­
nătate a varietăţii V care satisface condiţia iniţială 

u[x°(s)] =u°(s). 
T în baza ipotezelor făcute asupra coeficienţilor ecuaţiei (1.17), 
sistemul caracteristic 

ăxj 

dt 
du 
dt — Jn+l(xv • • • 1 xni u) 

va admite soluţii unic determinate, dacă se cunosc valorile iniţiale. 
Presupunînd că datele iniţiale sînt chiar funcţiile xx(s), . . ., x1(s), 
M°(S), găsim ecuaţiile parametrice ale soluţiei căutate : 

xx = Xl[t; xl(s), ..., x°n(s), u°(s)] = Xl(t, sx • ) S M -

x„ — xn\t; xx(s), . . ., xn(s), u (s)J — xn(t, sx, . . ., s„_x), 
u = u[t; 4(s), . . ., 4(s) , M°(S)] = M(«, « ! , . . . , s„-i). 

(1.18) 

în baza teoremelor de dependenţă a soluţiilor sistemelor diferen­
ţiale de condiţiile iniţiale şi de parametri se deduce că funcţiile 
xx, • • •, xn şi u sînt de clasă C1 în toate variabilele şi în plus vor fi 
satisfăcute condiţiile iniţiale prescrise : 

Xx(0, Sv . . . , Sjj-x) = XX(SX, . . . , S„_x), 

•#»("? S l ? • • • 5 S M - l ) — ^m( S l? • • • t Sn-lli 

U(0, Sx, . . . , Sn_x) = *M°(Sl> . . . , Sn_x). 
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c)( or T \ 
Determinantul funcţional —v - - "—^— va fi nenul în vecină-

o(t, sv ..., s^-x) 
tatea lui t = 0, deoarece pentru t = 0 acest jacobian coincide 
cu determinantul (1.17'"), care este nenul prin ipoteză; conform 
cu teorema funcţiilor implicite, din primele n egalităţi ale sistemului 
(1.18) se pot explicita (în vecinătatea lui V) variabilele t, sv..., s„_j : 

t = t(xx, x2, . . . , xn) = t(x), 
Sl = = ^ll '^l) xZl • • • ) Xn) — S l(X)> 

sn-l — Sn-~l\xli xt1 • • •> xn) — s s - l ( x ) . 

înlocuind aceste funcţii în ultima egalitate (1.18), se va obţine solu­
ţia căutată 

u =u[t{x), s : (x) , . . . , s B - i ( x ) ] =g(x1, ...,xn). 

într-adevăr, pentru t = 0 (adică pe V) avem 

u\s = u\M = g\s = u(t, sv . . -, »»-x)l#-o = «°(*i, • • -, s„~i) = w°(s), 
ceea ee înseamnă că este satisfăcută condiţia iniţială (1.17); func­
ţia g va verifica şi ecuaţia (1.17), deoarece g e O1 iar 

y fix,q) dg- = y f (du —- | 9M dsi | . . . + a « d*»-i\ = 

= iw y f J*..; du y f gsi | . + du y / ^zl = 
dt jZi dxj dSx j=i dx} d®n-i i=i dx} 

du 
= — = /»+i(x, fif) 

of 

în baza observaţiei că din egalităţile 

t — t(Xv X2, . . ., <£„), 

#1 = = ^ÎV^U ^2) • • • 1 xn)l 

sn-l — sn-l\xl1 XZ1 • • • 1 Xn) 
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se deduce 

^ = 0^y^^.==V/^S l , Ic =1,2,...,n -l, 
dt j ~ \ dx} dt j=i dxj 

dt " dt dx} » . dt 
— = l = Y, — = 2J •"7~~ ' 
9< /Ti dXj dt /Ti da?* 

u t i l iz înd i n d e p e n d e n ţ a var iabi le lor (f, s1? . . . , s„- i ) . 
Unicitatea acestei soluţii decurge direct din teorema de unicitate 

demonstrată în 1.3.5. _J 
Exemple. 12. Dacă se rezolvă problema Cauchy x—y=2, 1x + 1=1 pentru ecuaţia 

3z dz 
(x- :) — + ( y - s ) — - 2 . 

dx oy 

prin metoda anterioară, trebuie găsite soluţiile sistemului caracteristic 

d.x dy dî 
~d7 ~ * " ~dt ~ y d/ 

care pentru / = 0 devin x0, y0, z0 respectiv ; fiind în cauză un sistem liniar, se obţin uşor 
soluţiile 

x '= ( i 0 + z0) exp(/) - r0 exp(20, 

V = (!/o + ' o) e x P ( 0 - "o exp(2/), 

z = z0 exp(2/). 

O reprezentare parametrică pentru condiţiile iniţiale poate fi 

Xo = s, ya — s - 2, z0 = 1 - 2s 

şi deci ecuaţiile parametrice ale soluţiei căutate vor fi 

x = (1 - s) exp(0 - (1 - 2s) exp(2/), 

y = ( - 1 - s ) exp(0 - (1 - 2s) cxp (20, 

î = ( l ~ 2 * ) e x p ( 2 0 . 

Eliminarea parametrilor / şi s conduce la soluţia sub formă carteziană 

(x - y) (3x + u + iz) - 4z = 0, 

1 x + y - 2z 
deoarece cxp(Z) = • (x — y), 3 x + y + 4z=(2 — 4s) exp(/), adică s = . 

2 ' y — x 
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13. Se cere soluţia ecuaţiei cvasiliniare 

dz dz 
(U + xz) — + (x + gz) —- = 

care trece prin parabola y — 1, z— x 2. 
Sistemul caracteristic fiind 

dx di/ dz 

U + xz x + ;/r z2 - 1 
sau 

d.r rf;/ de 
_ _ _ y + x „ , ___ _ x + y2, _ _ . ._ . , 

x + ij x — y 
forma simetrica arata ca două integrale prime vor li u, = , u„ = : presu-1 z - 1 2 z+ 1 ' 
punind z = t+ z0, din sistemul x+ y = !(l(r—1), .x j / = u2 (z + 1 ) , cum u t şi u2 sint 
constanţi pe caracteristici, se deduce forma parametrică a curbelor caracteristice 

._ xo r" Jl ;/" _ .'/o ZQ + a'" _ Vo zo + a'o, __ -To ;o + -'/o _ , 
'V ~~ ~2_._1 - 2 _ 1 ' ''' " r 2 _ ] z 2 _ l ' Z ~ + " " ' 

"0 0 0 0 
din care, utilizînd reprezentarea parametrică a parabolei iniţiale x0 = s, y 0 = l , z0=s2, 
se deduc ecuaţiile parametrice ale soluţiei : 

s3 + 1 ,s2 + s sa + s s3 + 1 
X = t - , 1/ = / - . Z = l + S2. 

j 4 - 1 si - 1 s4 - 1 .v" - 1 

în demonstraţia teoremei 1.5 un rol esenţial îl joacă condiţia 
(1.17'"); să vedem ce semnificaţie are acesta ipoteză. 

Dacă n = 2, rezultă x° — cp^s), x\ — <p2(s) iar determinantul 
fiind / i <p2(s) —/a <pî(*)> acesta va fi egal cu zero numai dacă 

d<px __ dy2 

7i ~ h ' 
deci dacă curba iniţială este caracteristică; prin urmare, în cazul 
n = 2, orice problemă Cauchy pentru o ecuaţie cvasiliniară admite o 
singură soluţie dacă şi numai dacă curba care poartă datele este 
necaracteristică pe orice porţiune a sa (în caz contrar soluţia nu 
este unic determinată). 

Dacă n > 2, determinanţii funcţionali 

0(X<2, X&, . . . , Xn) V\%p x'ii • • • > xn) 0(3?! ,3? 2 ; • • • , Xn-l) 
v i — ~ :> v 2 — ' ~ \ ' - " " ' " ~ " o / \ ' 

9(Sj , S3, . . . , Sa - i ) 9(S 1 ; S 2 , . . . , »„_!) 9(S 1 ; S a , • • • , S„- i ) 
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sînt parametrii directori ai normalei v = (v1, . . . , v„) la suprafaţa 
n —1 dimensională V, considerată ca suprafaţă care poartă datele 
iniţiale; din (1.17'") se deduce | v | > O [altfel determiantul din 
(1.17" ') ar fi nul] şi rezultă că pe V vectorul v nu este este ortogo­
nal pe cîmpul vectorial f0 =(,/1(x°, u°), . . .,f„(\°, u0)). Prin urmare, 
pentru suprafeţele V care sînt astfel încît vectorul normal la V este 
ortogonal în fiecare punct la f0, problema Cauchy pentru ecuaţia 
cvasiliniară (1.17) nu este rezolvabilă în sensul teoremei 1.5 : este 
posibil să existe mai multe soluţii pentru aceeaşi problemă Cauchy. 

1.5. Ecuaţia neliniară cu derivate parţiale de ordinul 
întii şi cu două variabile independente 

1.5.1. Conul Iui Moncje 

Ecuaţia generală cu derivate parţiale de ordinul întîi 
pentru o funcţie necunoscută z, unde z : Z>2 --> [R, B2 fiind un do­
meniu din IR2, va fi 

F I / dZ dZ \ „ ,_, _, „ , 
Fix,y,z,-~, — = 0 , (1.19) 

V ax dy) 
dacă F : D2 X IR3 -> IR este o funcţie dată, cel puţin de clasă C2; 
utilizînd notaţiile lui Monge 

dz dz 
p = - _ , q = _ _ , 

dx d y 

ecuaţia (1.19) se va scrie 

F(x, y, z, p, q) = 0. (1.19') 
Problema Caucli y pentru aceste ecuaţii cu derivate parţiale poate 

fi rezolvată ca şi în cazul ecuaţiilor cvasiliniare 

fx(x, y, z) p +f2(x, y, z)q= f3{x, y, z), (1.20) 
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cu ajutorul soluţiilor unui sistem diferenţial autonom ataşat ecua­
ţiei (1.19), dar elementele geometrice care conduc la determinarea 
efectivă a soluţiilor nu vor fi curbe ci noţiuni geometrice mai com­
plexe, obţinute prin ataşarea la unele curbe din [R3 a unor varietăţi 
plane. 

Fie (x0, y0, z0) e [R3 astfel încît prin acest punct să treacă o supra­
faţă integrală z = z(x, y) a ecuaţiei (1.19); deoarece planul tangent 
la suprafaţa în cauză în acest punct are parametrii directori (p, q, —1), 
unde p = p(x0, y0), q — q(x0, y0), se vor verifica egalităţile 

F(x0, y0, z0, p, q) == 0, (1.19") 

p(x -x0) +q(y —y0) = z -z0. (1.21) 

în acest mod, oricărui punct (x0, y0, z0) e [R3 prin care trec suprafeţe 
integrale a ecuaţiei (1.19) i se ataşează nu un singur plan tangent, 
ci o familie (care depinde de un parametru) de astfel de plane tan­
gente, deoarece din (1.19") se deduce prin parametrizare 

P =P(t), « =«(*), tel, (1.22) 
unde I este un interval dat. înlocuind p şi q definiţi prin (1.22) în 
(1.21), pentru fiecare t e I se obţine un plan tangent bine determinat; 
mulţimea acestor plane tangente vor admite o suprafaţă din R 3 

ca suprafaţă înfăşurătoare [pentru fiecare punct (x0, y0, z0) astfel 
considerat] care va fi un con, numit conul lui Monge (vezi fig. 1.1). 

Prin urmare, conul lui Monge ataşat ecuaţiei (1.19) în punctul 
{%ai 2/OJ zo) e s t e suprafaţa din [R3, definită ca înfăşurătoare a familiei 
cu un parametru de plane (1.21) în care p şi q verifică ecuaţia (1.19"); 
ecuaţia acestui con se poate deduce eliminînd parametrul t între 
egalităţile 
(x -x0)q{t) + (y -y0)q(t) =z - z0, (x - x0) p\t) +{y-y0) q'(t)=0 
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sau, ceea ce este acelaşi lucru, între egalităţile 

-fJZjL». p{t) + JLZ1*- m = ltJL=3L 9>(t)+ JLzl± m = o. 
z — z0 z — z0 z —z0

 z ~ % 

Cum aceste egalităţi sînt echivalente cu 

% —xo = q' 9 y —y0 = —p' 
z - « o Pi' ~QP' e -z0 pq' -qp' 

dF dF 
şi deoarece din ^'[.ro, yQ, z0,p(t), q{t)] = 0, notînd— = P, — = Q, se 

dp dq 
deduce Fp'(t) + Qq'(t) = 0 (ceea ce Înseamnă că raportul —— 

o q' 
se poate înlocui prin raportul — J, rezultă egalităţile 

x ~- x 
__. , _ , (1.23) 

z ~z0 pP+qQ z-z0 pP+qQ 

adică 

x - x0 = IcP, y - y0 = kQ, z - z0 = k(pP + qQ), (1.23') 

Ic fiind un coeficient de proporţionalitate. 
Egalităţile (1.23') conduc la ecuaţia conului lui Monge prin 

eliminarea lui p şi q (se obţine o funcţie omogenă în x — x0, y — y0 
si a — z0, ceea ce conform cu exemplele 4 şi 11, va defini un con 
în K3). 

Dacă ecuaţia (1.19) este ecuaţia cvasiliniară (1.20), cum pP + 
+ qQ = fiP + Ui = fs, ecuaţiile (1.23') vor fi 

x — x0 = Jcfjixg, .?/„, z0), y — y0 = kf2(x0, y0, z0), z — z0 = lcf3(x0, y0, z0), 

deci vor defini o dreaptă în CR3; în această situaţie, conul lui Monge 
degenerează într-o dreaptă, numită dreapta lui Monge, ceea ce face 
ea în cazul ecuaţiilor cvasiliniare (1.20) planele tangente la supra­
feţele integrale care trec prin punctul (x0, y0, z0) să formeze un fas­
cicol avînd dreapta lui Monge ea axă. 
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Aşadar, din punct de vedere geometric, ecuaţia cu derivate par­
ţiale (1.19) defineşte un cîmp de conuri în R3, cu proprietatea că o 
suprafaţă din DR3 este o suprafaţă integrală a acestei ecuaţii dacă şi 
numai dacă este tangentă în fiecare punct al acestui con. 

1.5.2. Curbe caracteristice 

Prin analogie cu definiţia curbelor caracteristice pentru ecua­
ţiile cvasiliniare (1.20), prin curbe caracteristice ale ecuaţiei neliniare 
(1.19) se vor înţelege curbele integrale ale direcţiilor de contact dintre 

Fig. 1.2 

planele tangente la o suprafaţă integrală şi conurile lui Monge cores­
punzătoare (vezi fig. 1.2). Pentru a găsi ecuaţiile diferenţiale ale 
acestor curbe caracteristice vom face observaţia că în baza celor 
deduse la 1.5.1, deoarece conul lui Monge se obţine prin eliminarea 
lui p şi q între egalităţile 

F(®o, Vo, »o> l>i «) = 0, (1-24) 

p(x ~x0) + q(y -y0) - (z -»0) = 0, JL=J?!L ^ JLl^L. 
P Q 

rezultă că generatoarele acestui con (adică dreptele de contact 
dintre planele tangente şi con) vor fi definite prin ultimele două 
egalităţi (1.24), ceea ce conduce la ecuaţiile acestor drepte : 

x — x0 = y —j/p _ z — z0 

P " - ' Q pP + qQ ' 
Prin urmare, curbele caracteristice ale ecuaţiei (1.19) vor verifica 
fie sistemul simetric 

d^ = d 1 = d 0 _ 
P Q PP +qQ 
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fie sistemul autonom 

—- — 1 (x, y, z, p, q), _ ^.v„, ^; 
dt dt dt 

dx dy A* 
— = P(x, y, z, p, q), - J = Q(X, y, z, p, q), -— .= pF + qQ. (1.25') 

în ipoteza ca suprafaţa integrală z = z(x, y) nu este cunoscută, 
ecuaţiile diferenţiale (1.25') nu pot determina curbele caracteris­
tice, deoarece apar cinci funcţii necunoscute şi numai trei ecuaţii 
diferenţiale; aşadar, sistemul carac teristic trebuie completat cu 
încă două ecuaţii care se pot deduce uşor, observînd că 

dp dx dy 
dt dt dt 

-~ = & -£ + qv ~ = Qz P + qvQ, 
dt dt dt 

iar cum py = qx = (în ipoteza z e C2), notînd 
dx dy 

T 8F dF OF 

dx dy dz 

şi derivînd ecuaţia (1.19) în raport cu x, apoi în raport cu y, avem 

X +Zp + Ppx +Qqx = 0 , 

Y +Zq +Ppy +Qqy = 0, 
de unde se deduc ecuaţiile 

ill = - (X + pZ), Ş = -(Y + qZ). 
dt dt 

Aşadar, sistemul diferenţial al caracteristicilor ecuaţiei (1.19) 
va fi 

dx _ dy dz p i . 
Tt-p'Tt = Q> Tit=vP + ^ 

(1-25") 
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Prin urmare, la o suprafaţă integrală dată z — z{x, y) a ecuaţiei 
cu derivate parţiale (1.19) se ataşează o familie de curbe definite 
prin funcţiile x{t), y\t), z(t), soluţiile sistemului autonom (1.25'), 
iar de-a lungul acestor curbe se obţin şi funcţiile p(t) şi q(t), obţinute 
prin integrarea ultimelor două ecuaţii din sistemul caracteristic 
(1.25"). 

Exemplul 14. în ca7.ul ecuaţiei cu derivate parţ iale 

\dx) + \dy) ~ h 

adică, utilizînd notaţiile lui Monge, 
F(x,y, z, p, q) = p2 + o2 - 1. 

Conul lui Monge se va obţine eliminind p şi q între ecuaţiile 
x — x0 11 — y0 

pa + g a = x p(x-xa) + <?((/-y„) = z - i 0 , = ' , 

deoarece P = 2p, Q = 2q, ceea ce conduce la ecuaţia carteziană a acestor conuri 

(x - x0f + (y - »„)• = (z - z0)2 ; 

caracteristicile se obţin prin integrarea sistemului diferenţial 
dx dy dz dp do 

= 2p, = 2«, = 2(p2 + o2), — = 0, — - = 0, 
dl ' dt dl y d ' dt ăl 

dică 
x(t) = 2p0 < + x0, y(0 = 2?0 < + i/0, ;(/) = 2(pŞ + ?g) / + z0, p = Po, ? = % . 

1.5.3. Benzi caracteristice 

Din consideraţiile anterioare se deduce că la sistemul 
(1.25") al ecuaţiilor caracteristicilor ecuaţiei cu derivate parţiale 
(1.19) mai trebuie ataşată şi egalitatea (1.19'), ceea ce face să se 
obţină un sistem supraabundent. Aceasta însă nu este decît o 
aparenţă, deoarece funcţia F = F(x, y, z, p, q) determinată prin 
ecuaţia (1.19') este în realitate o integrală primă a sistemului carac 
teristic (1.25"), deoarece 

W== Xăx-+ Yăl- + Z^+ P^- + Qă^ = 
dt dt dt dt dt dt 

= Z P +YQ + Z(pP + qQ) - P(X + pZ)-Q(Y + pZ) = 0. 
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Prin urmare, dacă în punctul iniţial x0, y0, z0, p0, q0, definit de 
soluţiile sistemului (1.25") pentru t = 0 , avemP(«0, y0, z0, p0, q0) =0 
pentru orice t el, I fiind intervalul maxim de definiţie al soluţiilor 
.sistemului caracteristic (1.25") va rezulta 

F[x(t), y(t), z(t), p(t), q(t)-] = 0 ; (1.26) 

deci, alegînd condiţiile iniţiale pentru sistemul diferenţial (1.25") 
astfel încît să se verifice egalitatea F(x0, y0, z0, p0, q0) = 0, va 
rezulta (1.26) pentru orice tel. 

în R 3 o soluţie a sistemului caracteristic (1.25") va defini o 
curbă y, dacă luăm în consideraţie soluţiile 

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t el­
in plus, în fiecare punct al lui y, se mai ataşează numerele (p, q, —1) 
«are definesc un plan în acelaşi spaţiu. 

Vom spune că pentru t fixat în I, numerele x(t}, y(t), z(i), p(t), 
•q(t) vor defini un element al unei benzi, adică la un punct al curbei y 
se ataşează un anumit plan (care conţine tangenta la y în acest 
punct); cînd t parcurge I , mulţimea acestor elemente vor defini o 
bandă caracteristică pentru ecuaţia (1.19) (vezi fig. 1.3). 

De observat că nu orice cinci funcţii (x{t), y(t), z(t), p(t), q(t)) 
definesc o bandă: trebuie ca planele definite cu funcţiile (p(t), q(t), 
—1) să fie tangente la curba x — x(t), y = y(t), z '= z(t), ceea ce 
conduce la condiţia 

dî dt dt 

Fig. 1.3 

[care în particular, este satisfăcută în cazul sistemului caracteristic 
(1.25"), în baza celei de-a treia ecuaţii a sistemului]. 

Teorema 1.6. Dacă o bandă caracteristică are cel puţin un ele­
ment xm ys, z0, PQ, q0 comun cu o suprafaţă integrală & a ecuaţiei 
(1.19), atunci această bandă caracteristică este în întregime cuprinsă 
în S. 
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F" Dacă $ c IR3 este definită prin z—f(x, y),\om avea ( c u — = / a , 
V dx 

dy S'J 
F[x, y,f(x, y),fx{x, y),fy(x, y)] = O, (x, y) e D2, 

dacă / : D2 -> DR ; vom presupune / de clasă 0* (D2). Se pot considera 
ecuaţiile diferenţiale 

Ax dF 
— = P[> , / / , / (» , ?/), /*(», y), / , (a?, ?/)], F = — , 
di erp 
dv d P 
ăt dq 

cărora le a taşăm condiţiile [iniţiale x(0) - x0, y(0) — y0; cum 
P, Q e O1, teorema de existenţă şi unicitate conduce la funcţiile 

x = x(t), y = y(t), tel, 

care împreună cu 

» = / IXt) , ?(*)], « ^ . 
vor defini o curbă din IR3, aflată evident pe S; pu tem presupune 
în plus f(x0, y0) = 0O, adică /[«(O), 2/(0)] = «0. Teorema va fi demon-

ăf 
strată dacă vom ară ta fx(x0, y0) = p0, fv(x0,y0) = g0 iar -f~ = 

di 

= /«J? +fvQ, ~ L = - * - f*z, ~r = - Y - /* ^ °r> daca *(*) = 
di di 

~ f[x(t), y(t)~\, se deduce 

ăt ăt ăt 

J xx l ,/ xy ' Jxx *- T J a;»/ V j 
di di di 

" !/ _ _j_ f <±!L f p ± f n 
di di di 
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df 
si este evident că — verifică ecuaţia a m i n t i t ă ; derivînd egalitatea 

di 

F[oc, y,f(x, y), fx{x, y), fy(x, y)j = 0, (x, y) e D2, 

în raport cu x, apoi în raport cu y şi înlociiind apoi x şi y pr in x(t) şi 
y(t), se găsesc : 

X + Zfx + Pfxx + Q Uy = 0 =* / « P+fxvQ = - X- fx Z, 

ceea ce înseamnă că sînt verificate şi ultimele două ecuaţii diferen­
ţiale. Condiţiile iniţiale fx(0,0) — p0, fv(0,0) — q0 sînt verificate, 
deoarece prin ipoteză banda caracteristică are în comun cu S elemen­
tu l w0, y0, z0, f0, a,. J 

Această teoremă este impor tantă deoarece cu ajutorul ei se poate 
indica modul geometric de rezolvare a problemei Cauchy 

u \r = u0(x, y)] 

pentru ecuaţia F(x, y , z, p, q) = 0, unde y este o curbă din K 3 iar u0 
o funcţie cunoscută pe y : este suficient să se considere toate benzile 
caracteristice ale ecuaţiei care au puncte comune cu y. Mulţimea 
acestor benzi caracteristice va genera suprafaţa integrală căutată . 
Eezolvarea efectivă a acestei probleme va fi da tă la punctul 1.5.5. 

1.5.4. Conoidul caracteristic 

Dacă x0, y0, z0, p0, q0 sînt valorile iniţiale pentru sistemul 
caracteristic (1.25"), a tunci fixînd punctul de coordonate (x0,y0,z0) e IR3, 
mulţimea caracteristicilor care trec prin acest punct vor defini o 
suprafaţă din K 3 care se numeşte conoidul caracteristic al ecuaţiei 
(1.19) cu vîrful în (x0,y0,z0) [deoarece x=x(t; x0, y0, z0, p0, q0), 
V = y(t; os0, y0, z0, p0, q0), z=z{t; x0, y0, z0, p0, q0) în care x0, y0 şi z0 sînt 
fixaţi iar din condiţia F(x0, y0, z0, p0, q0) — 0 se deduce o relaţie între 
p0 şi q0; în concluzie x, y şi z vor depinde doar de doi pa rame t r i ] 
(vezi fig. 1.4). 

Conoidiil caracteristic al ecuaţiei (1.19) avînd vîrful în (x0, y0, z0) 
nu coincide cu conul lui Monge avînd acelaşi vîrf, decît în anumite 
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cazuri particulare, deoarece conul lui Monge este determinat cu 
ajutorul tangentelor în (x0, ym z0) duse la caracteristicile care definesc 
conoidul caracteristic [parametrii directori ai tangentei la o carac-

Conoidul 
caracteristic 

Conul lui Monge 
Fig. 1.4 

ristică ce trece prin (x0, y0, z0) sînt P, Q, pP + gQ calculaţi pentru 
x=x0, y—ya şi «—«? iar p şi q verifică ecuaţia F(x0, y0, z0, p, q) = 0, 
de unde se deduce imediat că tangentele la caracteristicile care trec 
prin (xQ, y0, z0) definesc conul lui Monge eu vîrful în acest punct]. 

Evident, conoidul caracteristic astfel definit are vîrful său ca 
punct singular şi în plus, fiind format cu ajutorul caracteristicilor 
ecuaţiei (1.1.9), va fi o suprafaţă integrală a acestei ecuaţii. 

Exemplul 15. în cazul ecuaţiei cu derivate parţiale de la exemplul 14 conoidul 
caracteristic cu vîrful în x0, y0, z0 se va obţine prin eliminarea parametrilor l, p0 .şi q0 între. 
egalităţile 

X = 2p0 / + x0, y = 2q0[+ Vo, z = 2(p2 + qţ, l + z0, p2 + g2 = ]. ; 

se obţine (x—x0)2 + (V~Vaf = ("— :o)2 ' ceea ce înseamnă că in cazul ecuaţiei p2 + q2 = 1, 
conoidul caracteristic coincide cu conul lui Monge. 

în cazul ecuaţiei p2 + q2 = z, ecuaţia carteziană a conului lui Monge se găseşte elimi-
nind p şi q între 

" ft U /O 
P 2 + 92 = 'o- — = ~ > P(x-Xo) + 'l(V-Vo) = ~-~0 ; 

2p 2q, 
se obţine (.r— x0)2 + (17— y0)2 = : 0 ( ; ~ : 0 ) 2 ; pentru a obţine ecuaţia carteziană a conoidului 
caracteristic, se deduc benzile caracteristice 

x = x0 + 2pa ( e * - l ) , ! /= ! / o+2 % (e» - 1), z=z 0 e2(, p = p0 e(, q=q0 e' 

prin integrarea sistemului diferenţial 
dx dy d: _ dp dq 

~d7 ~ P' ~~ăt " q' dl ~ ' dl ~ P' dl ~ '' 

şi se elimină parametrii /, p0 şi </0. Rezultă ecuaţia 

( x - x 0 ) 2 + ( y - y0f = A{fz - Yz0)2 

care diferă de ecuaţia carteziană a conului lui Monge. 
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1.5.5. Existenţa soluţiei problemei Canehy 

Fie y c R3 o curbă de clasă C1 definită prin ecuaţiile 
parametrice 

* = xo(s), y — yo(*)i * — *o(*)> s eJ> i1-27) 
funcţiile x0 şi y0 verificînd condiţia restrictivă 

dx0 dy0 
=£ , 

P Q 
fJF c)F 

unde P = , Q = sînt calculaţi pentru x 
dp dq 

z=z0(s),p=p0(s), q-=q0(s), funcţiile x0, y0 şiz0 fiind definite prin (1.27) 
iar funcţiile de clasă O1, p0 şi g0 sînt astfel alese încît se verifică 
sistemul 

(1.28) 

F[os0{s), y0(s), z0(s), p0(s), q0(s)] = 0, 

«o(») == 2>o(«) «o(») + &>(*) 2/o(«), s e J . 
(1.29) 

Dacă acest sistem admite mai multe soluţii în p0 şi q0J se alege una. 
Condiţiile (1.29) definesc o bandă iniţială (% jy0, z0, p0, q0), formată 

cu ajutorul curbei y şi a planelor tangente la y avînd în punctul 
(x(s), y(s), z(s)) parametrii directori (p0(s), q0{s), —1). Conform cu cele 
expuse în 1.5.3, soluţia z=z(x, y) căutată a ecuaţiei F(x, y, z, p, q) — O 
care verifică condiţia 

»[>o(»)> ?/o(»)] = Zoi*), s eJ, 

Fig. 1.5 

se poate obţine considerînd mulţimea benzilor caracteristice ale ecu­
aţiei date care au ca element iniţial banda iniţială (x0, y0, t0, p0, q0). 
(vezi fig. 1.5). Altfel spus, ecuaţiile parametrice ale suprafeţei inte­
grale căutate vor fi 

x = f(t, *), y = g(t, s), z = h(t, s), (1.30) 

4 - e 14 49 



unde /, g şi h sînt soluţiile sistemului caracteristic (presupuse de 
clasă C2) 

dx dy ăz 
d - p ' ^ = < ? ' d 7 = i , P + ^ 

dp X-pZ, dq 
dt * ' dt 

•care pentru t=0 devin 

/(O, s) = x0(s), g(0, s) = y0(s), h(0, s) = z0(s) 

- r— ̂  

şi, în plus, 
P(0, s) = p0(s), g(0, s) = q0(s). 

Bezultă că problema Cauchy pentru ecuaţia P = 0 va fi rezolvată 
dacă arătăm că într-adevăr din (1.30) se poate deduce z~z(x,y) 
astfel încît F[x,y, z(x,y), zx(x,y), zy(x,y)] == 0 pentru x şi y în 
vecinătatea oricărui punct al curbei y. Or, deoarece se verifică (1.28), 
rezultă 

d(f,g) 
d(t, s) dt ds 

df dg 
ds dt 

deci, pentru t suficient de mic, avem 

= Py'o ~lQx'0 ¥= 0, 
=o 

Hf, g) 
d(t, s) 

•¥= 0, s e J. [iar teorema 

funcţiilor implicite permite explicit area lui t şi s : 

t = t(x,y), s = s(x,y) 

{deci x=f[t(x, y), s(x,y)], y=g[t(x, y), s(x, y)]. în acest mod, se poate 
defini z(x,y) punînd 

z{x,y) = h[t(x, y), s(x,y)] (1.30') 

şi rămîne de arătat că funcţia z(x, y) verifică toate cerinţele. în 
primul rînd z e G1 fiind o funcţie compusă cu ajutorul unor funcţii 
de clasă C1 ;apoi, deoarece F(x, y, z, p, q)=0 în ipoteza că x, y, z, p, q 
parcurg o bandă caracteristică, mai rămîn de verificat egalităţile 
p = —, q = —. Pentru aceasta, se consideră funcţia u — u(t, s), dx dy 
definită astfel: 

dh df u(t, s) = p -± — q dg 
ds ds 

(1.31) 
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in care 
p = p[t(x,y), s(x,y)], q = q[t{x,y), s(x, y)], 

p şi q fiind soluţiile corespunzătoare ale sistemului caracteristic; 
avem 
du _ d2h dp df dq dg d2f d2q __ 
dt dsdt dt ds dt ds ds dt ds dt 

ds \ dt dt dt ) [ds ds ds dt dt ds ~ dt ds 

= *3L P +^LQ +K{X + pZ) + ^(Y + qZ) 
ds ds ds dt 

dacă se ţine seama de ecuaţiile sistemului caracteristic. Adunînd şi 
scazmd Z , se obţme 

ds 
du

 = YM+ r i£ | z
 dh i P dp \ Qdq 

dt " ds ds ds ds ds 

_ / dh df dg \ dF 
~z\~a P~r~~-y -f- = Zu = - Zu, 

\ ds ds ds ) ds 
dF du 

deoarece d i n P = 0 se deduce = 0 ; ecuaţia = — Zu astfel 
ds dt 

obţinută poate fi interpretată ca o ecuaţie diferenţială şi deoarece 
u |*=o=0, din (1.31) se deduce u(0, s) = —- — p0 —- — q0-^~ = 0, în 

ds ds ds t ţ ^g i 
baza lui (1.29) singura soluţie posibilă va fi u(t, s) = 0 pentru orice 
t şi s. Se obţine 

ds ds ds 

pentru orice t şi s ; pe de altă parte, înlocuind în z=z(x,y) variabilele 
x f(t, s), y—g{t,s), se obţine egalitatea 

h(t, s) = z[f(t, s), g(t, *)] 
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care, derivată în raport ou s şi t, arată că 
dh dz df dz dg dh dz df dz dg 
ds dx ds dy ds dt dx dt dy 6t 

In plus, din sistemul caracteristic se deduce 
dh df , dg 

= p ~— + q —2-; 
dt dt dt 

(1.32") 

interpretînd cele patru egalităţi (1.32), (1.32'), (1.32") ca un sistem 

algebric avînd necunoscutele p, q, — , ——, cum determinantul 
dx dy 

df _d£ 
dt dt 

M. ÎL 
ds ds 

în baza lui (1.28), soluţiile vor coincide două eîte două ; avem 
p(8t t) ^MlihJkăîiDL, q{s, t) _ Mf(*, t), g(s, *)] 

dx dy 

ceea ce înseamnă 
, , dz (x, y) , 6z(x, y) 

dx dy 

Astfel, s-a arătat că z definit prin (1.30') verifică ecuaţia P = 0 şi 
sînt verificate şi condiţiile iniţiale, deoarece 

*(®o, 9o) = «LX<>, s), 7/(0, *)] = z[f(0, s), g(0, «)] = h(0, s) = z0{s), 

dz(oo0,y0) 
dx 

dz(®o, Va) 
dy 

= P(xm y0) = p[x(0, s), y(0,s)] = p0{s), 

= 2(®oi 2/o) = fi>(«), 
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1.5.6. Unicitatea soluţiei problemei Cauehy 

Unicitatea acestei soluţii se poate deduce din teorema 1.4 
in modul următor. Vom presupune iniţial curba y avînd ecuaţiile 

x = 0, y = ?/0(s), 2 = 0o(s), (1.32) 

Si1 

ceea ce antrenează y'(s) =£ 0 şi P •£ 0 [din (1.28)]; cum P = - » 
dp dF ipoteza —-¥=0 permite explicitarea luip din ecuaţia F(x, y, z,p, q)=0 : 

dp 
P=f{x,y,Zr<l), (!-33) 

căreia i se va ataşa condiţia Cauehy 
z(x,y)\x=.o = g(y), (1.32') 

unde g se deduce prin eliminarea lui s din (1.32). Consideraţiile din 
1.5.5 conduc la posibilitatea construirii a cel puţin unei soluţii pentru 
ecuaţia (1.33) care verifică (1.32'); această soluţie este unică. într-
adevăr, dacă ar exista două soluţii zx şi z2 astfel încît 

dz1 ( dzx\ 
V oy ) dx 

— - = / [a, y»*a» — - )>• *s 

= #(?/), 

= 0(0), 

iiotînd « = % — z2l se deduce %|*_o = 0 şi prin aplicarea teoremei 
creşterilor finite 

du J dzx\ ,( ozo \ 
~-— = f [x, y,zv -~ 1 - f\x, y, z2, —i-1 = 

9a; V dy ) \ oy } 

„ ( j q . + fJLJ»-. 
I C2î/i \8q }i dy 

dacă / G O1, rezultă 

9a; 
< * ' 9 M 

^2/ 
+ Jtf|M|. 
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Comparind cu datele teoremei 1.4, rezultă J .=0 , J¥=0, ceea ce în­
seamnă \u\ = 0 ; de aici se deduce «1=»2 ( m vecinătatea lui y). 

Dacă y este definit prin ecuaţiile x=x0(s), y=y0{s), z=z0(s) 
printr-o schimbare a parametrului, se poate presupune y dată prin 
y = tp(x), z=z(x); efectuînd schimbarea de variabile 

x =y~f(x), y = y(x,y), 

vom presupune x şi y ca fiind noi variabile independente; în aceste 
variable, curba y va fi caracterizată prin x=Q, ceea ce face să ne 
situăm în cazul precedent. Deoarece funcţia necunoscută va depinde 
de x si y, iar cum 

dx dx dx dy dx 

dz dz dx , dz dy _ , __ 
q = = — r- -— -— =p+ qy», 

cy dx dy dy dy 

ecuaţia F(x, y, z, p, q) — 0 va deveni 
F[x(x, y), y(x, y), z(x, y), — <p'p + qyx, p + qyy] = 0; 

pentru a se putea aplica raţionamentul anterior, va trebui explicitat 
- dF 
p, adică va trebui să presupunem —— ^ 0; se deduce condiţia 

dp 
dF d F 

— 9' + —- ¥= 0 sau 9' P ~ Q ¥= 0, 
dp dq 

care coincide cu (1.28). Prin urmare, cel puţin local, soluţiile obţinute 
la 1.5.5. sînt unic determinate. 

Unicitatea soluţiei problemei Cauchy se poate demonstra utili-
zînd unicitatea soluţiilor (în condiţii iniţiale date) sistemul caracte­
ristic (1.25"). 

Teoremai de unicitate permite să afirmăm că pentru o cui bă 
iniţială dată y [care verifică condiţia (1.28)] soluţia este unic de­
terminată de-a lungul ei; teorema de existenţă asigură existenţa 
unei soluţii în vecinătatea oricărui punct al lui y iar aceste soluţii 
locale determină o singură soluţie globală (dacă două soluţii locale 
nu s-ar prelungi una pe cealaltă, atunci într-o vecinătate dată a unui 
punct al lui y ar exista două soluţii a aceleiaşi probleme Cauchy). 
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1.6. Ecuaţia generală neliniară cu derivate parţiale 
de ordinul întîi 

Ecuaţia generală' cu derivate parţiale de ordinul întîi, 
pentru funcţia necunoscută z = u(x), u : Dn -> R, x e IR™, D , c R", 
se scrie 

JF(x ,* ,p )=0 (1.34) 

sau, explicit 
F(aix ...,xn,z,p1,...,pn) = 0 (1.34') 

( du \ 

utilizînd notaţiile lui Monge p, = , j = 1 , 2 , . ..,%)> I)n iind 
dXj ' ) 

un domeniu. 
Se presupune F :Dnx\Rx\Rn -> IR, de o clasă m(wi>2) iar prin 

soluţie în D„ a ecuaţiei (1.34) se va înţelege orice funcţie ue Cl(Dn), 
astfel încît 
F Xl,...,Xn,u{x1,...,Xn), ; , . . . , ; 1 - 0 , XG 1)„ 

CX, GX 

!h 
Din punct de vedere geometric, notînd z~u{x), în [spaţiul K"+1 = 
= {x±,. ., xn, z} această soluţie va defini o suprafaţă ^-dimensională. 

Teoria expusă la 1.5 pentru » = 2 se extinde punct cu punct la 
cazul n > 2 ; sistemul caracteristic al ecuaţiei (1.34) va fi 

-^r1 = P,(a>,z,p), j = l, 2 , . . . ,« , 
dt 

rl?, n 

dt j=i 

d f i = -X,-p} Z, j = l , 2 , . . . , « , 
dt 

cu notaţiile 
dF _ dF _ dF . n „ 

Xi=-T—» z = -r-> P , = -—, J = l ,2 , . . . , n . 
dx} dz dp) 
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Sistemul (1.35) este autonom şi are 2n+l ecuaţii; soluţiile 

se numesc caracteristice pentru ecuaţia (1.34) iar soluţiile 

ffi^iW» . . . ,*» , = a?, (*), « = «(*)> Pi=Pi(t), •••,Pn=Pn (t), t e I, 

definesc benzile caracteristice ale ecuaţiei considerate. 
Funcţia F—F(xx, ...,xn, z, px,. . .,p„) va fi o integrală primă 

pentru sistemul caracteristic (1.35), deoarece 

d_F » / 3.F d^- d/'1 dpf \ dF cte 
d/, 3-~i\9a?j d< dj9; d£ / dz dt 

dacă se utilizează şi ecuaţiile sistemului caracteristic ; aşadar, dacă 
o soluţie oarecare a sistemului (1.35) verifică ecuaţia F=0 pentru 
o valoare t—t0e I, vom avea .F—0 pentru orice tel; de asemenea, 
orice bandă caracteristică a ecuaţiei (1.34) care are un punct comun 
cu o suprafaţă integrală *SY este conţinută în S. 

Conul lui Monge, cu vîrful în (x°,z°), x°e.Dn, ataşat ecuaţiei 
(1.34), se obţine prin. eliminarea parametrilor px,. . .,pn între egalită­
ţile 

F(x°, zf>, p) = 0, £ (xj - x°) Pj = z - *», - L ^ l = . . . = 3 ^ 

iar oonoiăul caracteristic al aceleiaşi ecuaţii avînd vîrful în (x°, 0°) este 
suprafaţa din K™+1 obţinută cu ajutorul caracteristicilor ecuaţiei 
(1.34) care trec prin punctul (<£?,. . , xl, z°) e JRn+1. 

Problema Cauchy ataşată ecuaţiei (1.34) solicită determinarea 
unei suprafeţe integrale S a acestei ecuaţii care trece printr-o supra­
faţă $0dată din\Rn+1 (numită suprafaţă iniţială) de dimensiune n—l ; 
cu alte cuvinte, condiţia iniţială z\Sl> = M°(X), *S'0C[RK+1, dacă $0 este 
reprezentată parametric prin 

xi = *'i(*]» • • • 7 s «- i )? • • • >#» — *'« (#i> • • • i sii-i)i z = z (su • • • ?s«-i)j (1-36) 

*==(«!, ••-, sn-i) eQn_xa R"-1 şi dacă $ este definită prin » = 
= t(.(*1, . . . , #„), va trebui să avem 

^ ) = « [ * ) r ^ 4 s ) ] = « ° W s ) ] . 
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Pentru construcţia efectivă a acestei soluţii se urmează calea 
indicată în 1.1.5; astfel, împreună cu (1.36) se determină şi p%..., pi 
astfel încît p° să depindă de sv..., sre_x şi să verifice atît egalitatea 
F(x°, £°, p°) = 0 cît şi condiţia de ortogonalitate dintre planul lui 
JR»+i, avînd parametrii directori (p°,.. .,pl, —1) şi suprafaţa (1.36). 
Se integrează apoi sistemul caracteristic (1.35) în ipoteza că datele 
iniţiale sînt 

Xj(t) = x%s), z(t) = z°(s), Pj(t) = pj(«), pentru t = 0, j = 1, 2, . . . , .n , 
iar funcţiile 

^ = / ? (*, *i,---» *»-i)> *=/(*» *i»- • • »*«-i) J = 1 > 2, . . . . , n, (1.37) 

dau reprezentarea parametrică a soluţiei căutate, în vecinătatea fie­
cărui punct al suprafeţei iniţiale S0. Funcţiile (1.37) sînt unic deter­
minate dacă 

ds1 dsn-x 

dxţ 
ds, 

dxl 
ds„-i 

uXn 

dsx dsn-x 

* o 

în fiecare punct al lui S0 (aici P^P, [x°(s), z°(s), p°(s)], j " = l , 2 , . . . , n). 
c)( ir T \ 

Deoarece — ' - "n— # 0 pentru t suficient de mic, din pri-
d{t,*i, • • • i V i ) 

mele n egalităţi (1.37) se exprimă (conform cu teorema funcţiilor 
implicite) variabilele t, sx, . . ., sn_2 cu ajutorul variabilelor 

£ = £(#?!,. • • ,%n), sx == sx(xx,. .., a?w), . . . , sB_1 = sn_1(a?1,. . . , xn) 

iar soluţia în cauză va fi 
S = = f\t\Xl1 • • • ixn)l Sl\Xli • • • 1 Xn) • • ••> Sn-l(X11 • • • 1 Xn)\ = = 

= u(xv..., xn). 
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Ecuaţiile cu derivate parţiale de ordinul întîi intervin frecvent 
în practică, fie sub forma generală (1.34), fie sub diverse forme mai 
simple; una din aceste forme este aşa-numita ecuaţie Hamilton-
-Jacobi 

' '" +H(t, *,,...,*., J?-f...,-p-)=0 (1.38) ,, , ' - I "7 JL7 7 «7 „ 7 7 r. 

Ot \ CXi Oi 

dt 
ds 

dp 
ds 

_ dx, 
1 , - • 

ds 

dH 
dt ' 

dll 
dp) ' 

&P) 
ds 

du du 
- - =P~ 
ds dt 

dH 
dx, 

care se caracterizează prin aceea că u nu apare direct ci numai prin 
intermediul derivatelor parţiale, ceea ce are drept consecinţă faptul 
că, odată cu u şi u-\?c, va fi. o soluţie pentru orice ce [R iar ecuaţia 
este direct explicitată în raport cu una din derivatele parţiale. Acest 
tip de ecuaţii cu derivate parţiale va fi întîlnit şi studiat în cap. 2 ; 
mai facem observaţia că ecuaţiile caracteristice pentru ecuaţia, 
Hamilton-Jacobi (1.38) au o formă mai simplă şi mai simetrică (cu s 
variabilă independentă) 

dH 
y- i dPi 

j = 1,2, ...,n 

din care se deduce, de exemplu, s—t. 

Exemple. 1G. Ecuaţia (cu / 'o funcţie de clasă ^ 2) 

z = px + qu + f(p, q), 

în care deci F=z — px— qy— f(p, q), se numeşte ecuaţia Clairaut generalizată (cu două 
variabile independente) ; sistemul caracteristic va ii 

dx Of dy _ df 
ăl dp dl dq 

dz Of df 
= - px -. gy - p q _ _ , 

d/ c)p dy 

dp do 
-— = 0, - - = 0 
cil dl 
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şi se va integra uşor ; găsim 

df(Po- Io) 
X = X. -

r . df(Po> ?o) ] b+-^r-Jex exp ( - /) 

f , 9f(p0, q0) ] 
2/ = Uo "f ^ CXP ( ~ 0 

3/ (/'o- ?o) , 
Poxo + Io Ho + Po ; + <k 

Op 
df(p0, %) 

df(Pf ffo) 
Op ' 

gffPo. gg) 
Oq 

df(Po> Io) 

Poxo - %Uo - Po' 

Oq 

df(Po- %) 

exp(-0 + -'o 

9o <9p '" Oq 

P = Po. 9 = Io-
în particular, dacă f(/), </) = pg, se găseşte 

x = (,r0 + q0) e~* - </0, y = (y0 + p0) e~« - p0 , p = p0, q = % I 

~ 1== (xo Po + Uo % + 2Po <7o)e ' + ~o - -t:o Po - Uolo 2Po <?o> 

iar dacă este necesară rezolvarea problemei Cauchy : pentru x — O să avem z--cv [sau, 
ceea ce este acelaşi lucru, curba iniţială să aibă ecuaţiile x = 0 , j / = s, z=exp(s)] , se obţine 
uşor reprezentarea parametrică a soluţiei 

x = o?'1 - e~-5, y = e - ( + 5 - 1 , z = (2 - s)es"f + es(s - 1), 

tleoarece p0 = 1 — s, ş0 = exp(s), după cum rezultă din sistemul 

F(x0, y0, z0, p0 , %) = 0, z ' 0 (s )=p 0 x ' o +ş 0 y ' 0 . 

17. Ecuaţia Clairaul generalizată In n variabile este 

z = Pi xl+ • • • + Pn % + f(Pi, • • •, Pn)> 

Oz 
cu notaţiile lui Monge, pj= ,j = 1, 2,. . 

Oxj 
tic fiind 

dx, df 
dt Op, 

dz 

~ăT 

ăpj 
dt 

ftx /Ti 9Pi 

n, şi /'o funcţie dată ; sistemul caracteris-

. / = ! , 2 , . . . , n , 

df 

0, j = 1,2,.. ., n, 

se integrează imediat deoarece px = pj1, . P » = P 2 . 
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18. Ecuaţiile cu derivate parţiale de ordinul întîi de forma 

H _ Xj pi, pv . . . , pn\ = O 

In ipoteza că r — V x^ p} apare efectiv în această ecuaţie, este echivalentă cu una sau 

mai multe ecuaţii de lip Clairaut generalizată, deoarece prin aplicarea teoremei 
funcţiilor implicite, se deduce 

« 

Aceste ecuaţii au particularitatea următoare : conul lui Monge şi conoidul caracteristic 
coincid (acolo unde ele există), fapt carese poate verifica luind in^consideraţierelaţiile care 
conduc la aceste varietăţi. 

Kxereijii 

1°. Să se rezolve problemele Cauchy care apar in dreptul fiecărei ecuaţii : 
dz dz 

a) x + z y = xy< u — a> -a _|_ xi _ „2 . 
c/x dy 
(9» du du _ 

b) x 1- i/ \~ xy = (x+y-|-xy)exp(x-|-y+z), u=exp(x+z) pentru y=0 ; 
dx ' dy dz 

c) x — I + y I — - + - j — I = 2(x2 + y 2 + z 2 ) , u = x2 + y2 pentru z = 0 ; 

ldu\2 I ,hi\i , , -
d) x2 I I + y2 I I = xi/, u = Vx pentru y = 1 ; 

e) (2e»~ x) —— -l- — 1 = 0 , z = x pentru y = 0. 
dx dy 

R. a) z2 = 2y2 - x2 - a2 ; b) u = e 3 ^ ^ ; c) u = x2 + y2 + z2 ; d) u = Kxy ; 
e) z = se» — e2!/ + 1. 
2°. Să se determine conul lui Monge şi conoidul caracteristic pentru ecuaţiile : 

a) pq = 1 ; b) Vp~+ l/q~~= 1 ; c) Plp2p3 = 1. 
R. a) Conul lui Monge: 4(x —x0) (y —y0) = (z —z0) 2. 

Conoidul caracteristic: 4(x —x0)(y--y0) = (z —z0)2. 
x —x0 y —y0 2(z— z0) 

b) Conul lui Monge : 1- • = . 
y—Uo x —x0 x— x0 + y — y0 

Conoidul caracteristic : 
( x - x 0 ) ( y - y 0 ) = (U-Vo) ( : -~o ) + ( x - x o ) ( - - -o) -

c) Conul lui Monge : 
27(x 1 -x?) (x2 - x°) (x3 - x8) = ( z - z 0 ) 3 . 

Conoidul caracteristic va coincide cu conul lui Monge. 
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CAPITOLUL 2 

Ecuaţia lui Bellman 
şi ecuaţia Hamilton-Jacobi 

2.1. Problema controlului 

2.1.1. Noţiuni generale 

în problemele care vor fi tratate în acest capitol, variabila. 
independentă t va avea semnificaţie de timp şi se va presupune 
t€ Hoi y> unde — oo < t0<t1< + oo ; vor apărea două grupuri de 
funcţii: x = (xx, x2,. . .,xn) numite variabile de^ stare (sau de fază) şi 
u = (u\, u2,. • .,«») numite variabile de control. în problemele de con­
trol apar unele elemente caracteristice şi anume : 

a) Funcţionale avînd fie forma 

Jx\_x, u] = ţ'70[*, x(t), m, «(*)] d< (2.1) 

(unde/0 :[t0, t1}x\R2n+m ->îR se numeşte integrând), numite funcţionale 
de tip integral, fie forma 

J2[x] = ţ[t0, x(t0), tx, x ^ ) ] (2.1') 

(unde ij; : DR x[R"X[Rx DR" -» K) care se numeşte funcţională de 
tip terminal, fie forma 

J 3 [x ,u] = ^ [ x , u ] + J 2 [ x ] (2.1") 

care este deci o funcţională de tip mixt, Jx si J 2 fiind definite prin 
(2.1), respectiv (2.1'). 
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b.) Eestricţii asupra variabilelor de stare şi variabilelor de control, 
care pot fi scrise fie sub formă de egalităţi şi inegalităţi 

Gx[f, x(t), x(t), u(t)} = 0 | 
G2p, x(t), x(t), u(«)] < 0 J 

cu Gj; [t0, t±] X R2" X \Rm -> R'% j = 1,2, fie sub forma 

u e f J c K ' » , V t e l c p o , t j , (2.2') 

[în particular, dacă în (2.2) nu intervin x şi u, acestea se numesc 
restricţii în stare]. 

Dacă, în particular, restricţiile Q-x\(, x{t), x(t) u(t)] = 0 din (2.2) 
apar sub forma 

x -=î[t,x(t), u(t)] (2.3) 

cu / : [tx, t2]x \Rn+m->\Rn, le vom numi restricţii sub formă normală. 
Dacă în (2.3) u este cunoscut, se pune în evidenţă un sistem 

de n ecuaţii diferenţiale de ordinul întîi : orice soluţie a acestui sistem, 
corespunzînd variabilelor de control u, se numeşte traiectorie (în 
spaţiul fazelor) iar perechea (x, u), pusă în legătură cu sistemul (2.3) 
(x este soluţia corespunzătoare unui u dat), se numeşte control. 

c) Condiţii la limită care se impun variabilelor de stare la capetele 
intervalului \t0, t{], deci se referă la variabilele t0 şi x(t0) ca şi la 
variabilele tx şi x(tk); condiţiile la limită pot fi cu capete fixe [deci 
daoă x(t0) == x° şi x(i1)=x1 |, periodice (dacă intervalul [t0, t j este 
fix iar x(t0) — x(f1) sau cu un capăt liber (celălalt fiind fixat) cînd nu 
•apar condiţii la limită la unul din capetele traiectoriei. Aceste condiţii 
la limită se vor nota prin T (evident F <= [R x [RnX DRX RB). 

Prin problemă de control optimal se înţelege determinarea vecto­
rilor variabili x şi u astfel încît (x, u) să verifice condiţiile 

J[x, u] -> inf (sup), (2.4) 
Gx[t, x(t), x(t), u(t)] = 0, G2[t, x(t), ±(t), u(t)]<0, (2.5) 

u(i) e 17(0, (2.6) 
(t0, x(t0), ( „ x f t D e r . (2.7) 

Dacă funcţionala (2.4) este de tip integral [deci de forma (2.1)], 
problema de control optimal se numeşte problemă Lagrange, dacă 
funcţionala (2.4) este de tip terminal, problema de control optimal se 
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numeşte problemă Mayer iar dacă funcţionala (2.4) este de tip mixt, 
problemă (2.4)—(2.7) se numeşte problemă Bolza. 

Intervalul [tn, t{\ de variaţie al variabilei independente t poate fi 
fixat (cînd problema de optim se numeşte problemă cu timp fix) 
sau nu. 

Funcţiile xv .. ., xn se presupun derivabile pe porţiuni iar varia­
bilele de control uu. . ., um se presupun continue pe porţiuni. 

2.1.2. Exemple de probleme cu control 

a) Fie un punct material în mişcare rectilinie cu masa unitate ; se cere să se comande 
forţa u care trebuie aplicată acestui punct, pentru ca acesta să ajungă în t imp minim 
într-un punct dat, ştiind că asupra forţei a este impusă restricţia | a | ^ 1 şi cunoseîndu-se 
totodată po/.iţia şi viteza iniţială. 

Ecuaţia de mişcare fiind x = u, puntnd x = xv xl = x2, se deduce sistemul autonom 

i'x = x2, x2 = ii. 

în spaţiul fazelor (xv x2), această problemă revine la determinarea lui u, dacă \u\ ^ 1,. 
astfel încît traiectoria corespunzătoare care are originea într-un punct (rf, x°) şi cealaltă 
extremitate într-un punct dat [care poate fi chiar originea (0, 0)] să corespundă timpului 
minim în care se ajunge din (,rj, rf) şi (0, 0). 

liste uşor de verificat faptul că problema în cuză (numită problema de sinteză) este 

un caz particular al problemei (2.4) — (2.7), în care /0 = 0 , 1^=1, J[x, u] = / = V 1 ăt 

(deci /"(, = 1), (i2 = 0, Gl este astfel încît conduce la sistemul diferenţial xt = x2, .i '2=!i, 
U — {u\ — 1 ^ u < + 1} (deci U este un interval) iar condiţiile la limită T sînt astfel 
încît xx(0) == x», x2(0) = x? şi x^l) = 0, x2(l) = 0. 

b) Problema rachetei In consum optim revine la determinarea vitezei de ardere a 
combustibilului şi a unghiului de atac, astfel încît, plecind dintr-un punct dat, racheta să 
ajungă într-un alt punct bine precizat, cu un consum minim. 

Dacă se notează prin a — a(l) viteza de ardere a combustibilului şi cu m = m(l) 
masa rachetei Ia momentul /, avem m(t) = masa combustibilului -f- masa M a rachetei şi 

dm 
deci »;(/) js M iar = — a : ecuaţia de mişcare a rachetei va fi 

dt 
dv v — v' 

= F a 
dl m 

clacă v şi v' sînt vitezele rachetei la momentele/ şi t'(t'=t+ Al) iar F este rezultanta forţelor 
exterioare (raportate la masa unitate). 

Notîncl cu di unghiul de atac, se obţine, din ecuaţia anterioară, sistemul 

do, I v — v' | dv.2 | v — v ' | 
= F — a cos co, = l'\ a sin co 

ăl m dt " ; j ! 
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<considerind un sistem de axe dintr-un plan care trece prin punctele In cauză), la care se 
ataşează condiţiile iniţiale ^ ( 0 ) = v\, »2(0) = »j>. Notind cu i0 momentul iniţial al mişcării, 
cu tx momentul final al aceleiaşi mişcări, cu m0 şi m, masa ini pală, respectiv finală a rache­
tei, se obţine egalitatea 

m± = m0 — % a(l) ăl 
K 

şi deci cantitatea de combustibil consumată va fi egală cu ny,—mv Problema impune să fie 
verificată inegalităţile 

0 < o0 < «(/) < av co0 «S co(/) «S o p 

«0. «i. «o' ^ e K , ceea ce arată că dacă notăm n = (o, <o) şi J — V a(l) ăt, se obţine o 

problemă de control opt imal; această problemă are" o importanţă practică deosebită, 
deoarece este ştiut că o rachetă nu poate avea o masă oricît de mare ca să se poată utiliza 
oricît de mult combustibil iar un consum redus de combustibil este scopul major al oricărei 
cercetări. 

c) în cazul unor situaţii de producţie planificată apar probleme de control ; astfel, 
dacă [/„, /x] este un interval fixat de timp, notind cu x = x(l) un stoc de marfă la momentul 
l e Uo< ' i l> c u c—c(t) S= 0 cererea pentru marfa în cauză la momentul /, cu u = u(t) pro­
ducţia de marfă la momentul l (care poate fi controlată), dacă x0 este stocul iniţial de 
marfă, funcţia x va verifica 

_f- = - c(/) + u(i), X(l0) = x0 > 0, 

iar u trebuie ales, evident, astfel ca x(t) > 0, / S [/„, lt] In ipoteza 

0 *£!(( / )< u„, l 6 [/„,/,], 

unde u0 reprezintă maximul pe care-1 poate atinge producţia în cauză. Presupunînd 
costul producţiei pe unitatea de timp o funcţie /', avem /' = /'[/, x(l), u(l)], costul total va fi 

C[u] = C /[ / , x(l), u(l)] dl 

iar problema de control care apare In mod natural este aceea a determinării lui u pentru 
minimizarea costului total. Este evident că acest tip de problemă se Încadrează în cea 
descrisă la 2.1.1. 

2.1.3. Programare dinamică 

Prin programare dinamică se înţelege o metodă generală de 
rezolvare a unor probleme de optim ; această metodă a fost elaborată şi 
apl icată în diverse situaţii concrete de către inginerul american 
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E . Bellman. Vom exemplifica această metodă luînd în considerare o 
problemă de control optimal, aşa cum a fost formulată la 2.1.1, cu 
menţiunea că metoda este aplicabilă şi altor s i tuaţ i i ; programarea 
dinamică are la bază un principiu de optim postulat de Bellman, care 

B 

Fig. 2.1. 

redus la cea mai simplă expresie, se formulează as t fe l : ,, Comportarea 
unui anumit sistem în viitor depinde numai de starea lui actuaW 
(deci nu depinde de comportarea în t recut a sistemului). 

Pen t ru a înţelege mai bine acest principiu, vom considera fig. 2 .1, 
în care AB este o traiectorie optimală din spaţiul fazelor, adică în 
anumite condiţii restrictive funcţiile x=x(t) vor realiza minimul unei 
funcţionale J date (pe care o vom presupune de t ip integral) ; pent ru 
precizare, vom presupune că acest optim este un minim. Traiectoria 
AB poate fi considerată ca fiind reuniunea arcelor AC şi CB, punctele 
A, B şi C obţinîndu-se pent ru valorile t=t0, i=%x şi t=t' e ]t0, tx[ 
înlocuite în x = x(t). 

Principiul de optim al lui Bellman afirmă că dacă arcul AB este o 
traiectorie optimală, a tunci şi arcul CB este de asemenea o traiectorie 
optimală (pentru problema în cauză) ; dacă n-ar fi aşa, ar însemna că, 
dacă de exemplu arcul CBX ar fi optimal, funcţionala J ar avea pe 
traiectoria A C U CB1 o valoare mai mică decît pe traiectoria A C U CB 
(deoarece J\Cu >J\CB1), ceea ce contrazice ipoteza de optimali tate 
a traiectoriei ACB. Această contradicţie a ra tă că arcul CB al 
traiectoriei AB reprezintă în mod obligatoriu o traiectorie opt imă 
(pentru intervalul [t[, ^ ) ] a problemei considerate, chiar dacă pe 
arcul AC se realizează sau nu optimul funcţionalei J (pentru intervalul 
de t imp [t0, t']). 

Acest principiu de optim se referă la acea stare a unui sistem con­
siderat, care succede unei anumite stări d a t e ; este posibil ca pentru 
o stare anterioară stării actuale, acest principiu să nu mai fie va labi l ; 
de exemplu, cum se cunoaşte doar x(t0), nu şi x(i'), nu se poate afirma 
că arcul AC al traiectoriei va fi o traiectorie optimală. 

La pr ima vedere, acest principiu pare banal, dar aplicarea lui 
conduce la concluzii deloc bana le ; în plus, chiar principiul însuşi 
este depar te de a fi elementar. De exemplu, afirmaţia ,, Un arc oarecare 
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al unei traiectorii optimale este de asemenea o traiectorie optimală" nu 
este întotdeauna valabilă, după cum s-a arătat mai sus. 

2.1.4. Ecuaţia lui Bellman 

Vom utiliza consideraţiile din 2.1.3 pentru a deduce o ecuaţie 
cu derivate parţiale de ordinul întîi, care se poate ataşa unor pro­
bleme de control optimal. Vom presupune că s-a determinat x= x(i), 
*(><£<<!, care defineşte o traiectorie optimală în spaţiul fazelor a unei 
anumit e probleme de control; dacă t e ]t0, tx [, arcul CtB al traiect oriei 
optimale AB [A== x(t0), B = x(tx), 0 = x(t)\ va fi de asemenea o 
traiectorie optimală, ca şi arcul Ct-B şi %' = t+fi, al aceleiaşi traiec­
torii. De aceea, dacă se notează 

f'1 
8(t, x) = 8[t, x{t)] = inf J[x, u] = min\ f0[s, x(s), u (s)] ăs, (2.8) 

va rezulta 

S(t', x') = S[t', x(t')] = mf \ ,f0[s,x(s), u(,9)] ds ; 
U6Î7 -V 

prin urmare, deoarece 

(Vot*, x(*), »(*)] ds = ( /„[>, x(s), u(s)] d* + ( /„[>, x(s), u(s)]ds, 

se poate scrie 

S(t, x) = inf ( ţ ' /„[>, x(.s-), n(s)] ds + mint /„[*, x(«), u(s)] ds) • (2-«') 

în ipoteza că f0 este continuă, avem 

C"Vot*, *(*), *(«)] <** = /„[*, x(«), «(<)] A + 0(7/0 

iar din (2.8') se va deduce 
8(t, x) = inf [f0(t, x, v)h+S(t', x') + 0(7Î)]. (2.8") 

ueu 
Presupunînd x e (72, avem, în ipoteza x = î(t, x, u), 

x' = x(i') = x{t+h)= x(t)+J,x'(t)+0(h2) = x(i)+M(£, x, u) +0(/t2) 
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iar dacă $ este o funcţie diferenţiabilă în argumentele ei, se poate 
scrie 

8(t', x') = S[t+h, x(t+h)] = £[*+*, x(*)+M(«, x, u)+0(Ji2)] = 

o,4 \ i / 98(t,x) . . " dS{t,x) ,._, , , ,,. 
= S(«, x) + 7i y—i- + fe £ — ~ - lfs{t, X, u) + a(ft) = 

- Sf(t, x) + 7* ^ Ş M . + (Vx ^ f) n + a W 

cu notaţia Vx » = grad* o = { » , . . . , j , a avind pro-
V d%1 dx2 dxn ) 

a prietatea lim ----'- = (); înlocuind$(<', x') în (2.8"), deoarece 8(t, x) 

şi - ' - ' - -h nu depind de u, se ajunge la egalitatea 8(t, x) — 
o t 

= 8(1, x) + 0S^X)- h + inf [f0(t, x, u) h + (Vx 8, î) h + »(*)], care, 
Ol neu 

după reducerea termenilor asemenea şi după împărţirea la h, pentru 
7; —•> 0, conduce la ecuaţia lui Bellman 

Sl^L = i n f [fo(t,x,n) + (v, S, f)] (2-9) 
Ci net/ 

sau, deoarece (vx#, î) este un produs scalar, această ecuaţie se mai 
scrie 

- ^ - i ^ - ^ I ^ ^ H - ,2-9,) 
Ecuaţia (2.9) este o ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul întîi de 

o formă deosebită faţă de ecuaţiile din cap. 1 si este verificată de 
funcţiile care minimizează funcţionala de tip integral avînd pe f0 
ca integrând, variabilele xv.. .,xn fiind soluţii ale sistemului dife­
renţial 

(1 T 
—-L =j){t,x,u), j = 1 , 2 , . . . , » . 
dî 
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Exemple. 1. Ecuaţia lui Bellman în cazul problemei de sinteză a) din 2.1.2 va fi 

OS OS OS OS 
—— + *a ^ - — + 1 = 0 , dacă — - < 0 

Ol 0x1 0x2 ()x.2 

OS OS OS OS 
- — + *2 ^ !- -; 1 - 1 = 0 , dacă > O, 
Ol Ox1 Ox2 Ox.-, 

deoarece ) \ = x2, /'2 = u, f0 = 1 iar min 1 -|- x2 
- l < u « l 

OS OS 
u = — 1 dacă • > 0 şi penlru u = -f 1 dacă — < o 

0x2 ' Ox., 

OS OS 1 
1- u 

Ox1 du2 J 
se obţine pentru 

2. Dacă este cazul problemei de control optimal 

J[xv x„] = V F(x1, x2) ăl -> iul, 

se obţine 

~ d/~ 
u x , •-]- x 2 

dx'2 

~d7 = ii2, (i e fr/, /;], 

a.s as os i 
- + u2 

0x1 0x2 J inf F ( * r * 2 ) + ("*'i + ^ s ) - , - -

a:, as / as 
iar valoarea minima a trinomului din paranteză se alinge pentru n = / 

2 Ox, Ox 
OS [ OS 

dacă — > 0 dacă 
0x2 \ 0x2 

iar ecuaţia Bellman va fi 

0, nu există valoare minimă pentru trinomul î 
" • - l I ""«2 

n discuţiei 

OS 

oT 
l 2 / OS \ 2 / OS OS 

TXl l ar7; / a"i"7 ~ X2 ~oxL 
= F(xv xt). 

2.1.5 Principiul de maxim al lui Ponlreaghin 

Luînd ca punct de plecare ecuaţia lui Bellman (2.9), se ţine 
seama de faptul că se poate scrie în locul acestei ecuaţii egalitatea 

BUP[-/0(*,X,U) - i ^ / A x , u ) - ™&l] = 0; 
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introducînd vectorii n+X dimensionali 
dS dS 

1 = (/o,fi, . • - , / - ) , P = ( - l , 

ultima egalitate se poate scrie sub o formă mai condensată 

(2.10) 

sup (f, p) = — , dacă p, = - ^ - , j == 1, 2,. . ., n, (2.10') 
uef/ of ab­

unde, ca de obicei, prin (f, p) se înţelege produsul scalar al vectorilor 
n 

î şi p : (î, p) = YifiP'-
7 = 0 

Vom putea deduce principiul de maxim al lui Pontreaghin m 
ipoteza restrictivă SeC2; pentru aceasta se consideră funcţia 
F = F(x) definită prin 

„ 1 ) = ^ l + / „ ( , , x , u , + j ; ? f e ^ / ( ( , , x , , , 1 ,2.u) 
di jZ\ ax} 

unde TS ]/0, /, [iar u este controlul optimal corespunzător problemei 
cu t = T şi X(T) determinat; deoarece se presupune că toate consi­
deraţiile din 2.1.4 s-au realizat în cazul unei traiectorii x = x(t) 
optimale, pentru o astfel de traiectorie avem F(x) = 0. Din ecuaţia 
lui Bellman (2.9') se deduce min F(x) = 0 şi deci pentru orice altă 
traiectorie avem .F(x) > 0 ; aceasta înseamnă că pentru x=x(t), 

dF 
F îsi atinge valoarea minimă, ceea ce înseamnă = 0; & = 

dx}c 
= 1,2,. . ., n, adică 

f)2R r)f " n28 " 88 of, 

~ - + -^ + S - T ^ T - /i + I — ^ = o (2.U') 
otoxk dx,c jT\ dXjdxlc jŢ\ ox, axk 

(toate funcţiile fiind calculate pentru x şi u care definesc o traiectorie 
optimală). 

Să notăm <plc(t) = ————, Ic = 1,2, .. ., n; deoarece 
dxk 

oxkot ; = i oxkuXj ox,,ot j=i axkox3 
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din (2.11) se deduc egalităţile 

dfo i dS df, 
?*(*) = -

3 % y=] 5% Qxk 

— — i , - — ( — 9 ; ) = — - — t - y --— f t , 

dxk j=1 dxk dxk yfi dx„ 

care arată că funcţiile cpx, . . . , <p„ vor verifica sistemul diferenţial 

dpk dH(t, x, u, p) 
-tt-^ ' >V> f ic = 1,2,..., n, (2.12) 

dt axk 

unde £T este definut cu ajutorul produsului scalar al vectorilor (2.10) 

E(t, x, u, p) = (f, p) = £ / , jp, = _ / o ( < , x , U) + £ / , ( * , x, u) Pi. 
3-0 j = l 

(2.13) 
Deoarece se presupune că funcţiile xx, x2,..., xn verifică sistemul 
diferenţial 

(Ufc - / » ( * , x , u ) (2.12') di 
1 TT 

şi deoarece se observă că /* = , 7c = 1, 2, . . . , n, din (2.12) si 

(2.12'), cu ajutorul funcţiei H definite prin (2.12), se deduce sistemul 
diferenţial 

dxk _ dH{t, x, u, p) 
dt dpk 

Jc=l,2, ...,n; (2.14) 
dpk _ dlljt, x, u, p) 

dt dxk 

de asemenea, în notaţii le noastre, egalitatea (2.10') se mai scrie 

dS „i . .. dS 
dt 
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s u p / I t, x, u, — -

cu ^ = , j — 1,2, . . . , H, iar în ipoteza că u este chiar comanda 
dXj 

căutată, deci 

TT \* d® \ TT(* d S \ 
sup II t, x, u, - — = H [t, x, u, - — ; 

V OXj ) \ OXj ) 

se ajunge la concluzia că pe traiectoria optimală trebuie să avem 

H[t, X(t), U(t), q»(*)] = sup H[t, X(t), ii, q>(*)]. (2.14') 
uscr 

Eelaţiile (2.14) şi (2.14') constituie particularizarea principiului 
de maxim general demonstrat de L. S. Pontreagliin la cazul urmă­
toarei probleme de optim : 

Să se determine soluţiile sistemului diferenţial 
dx, 

—f = fi (t, x, u), 3 = 1,2, ..., n, 
dt 

care verifică 
%i(t0) = x°, j = l,2,...,n, 

şi care realizează un optim pentru funcţionala de t ip integral 

J j [x, u ] = ţ ' / 0 p , x(t), u(*)] dt, 

ştiind că u e V, mulţimea JJ a restricţiilor fiind definită în [Rro. 
Această problemă se va rezolva astfel: se construieşte funcţia II 

(numită hamiltonian), 
« 

II = II (t, x, u, p) = /„ (*, x, u) - £ fÂt, x, u) p, 

pentru care se caută valoarea maximă în U, în ipoteza u : [t0, tx~\ ->[R™ ; 
odată determinată această comandă u, se calculează II(t, x, u, p) în 
care vor rămîne necunoscute funcţiile xv . . . ,xn, ux, . . ., um care se 
determină prin integrarea sistemului diferenţial (1.14) format din 
2n ecuaţii cu 2w necunoscute în condiţiile iniţiale date pentru xx,. .. ,x„ 
şi în condiţiile corespunzătoare pentru p} — <p, deduse din problemă 
(ultimele condiţii sînt acelea care îngreunează acest algoritm simplu 
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şi de aceea, în practică, aceste funcţii se determină după un număr 
de încercări, pentru a se obţine soluţia optimă). 

Principiul de maxim al lui Pontreaghin a fost dedus în condiţii 
destul de restrictive pentru /„, fv . , .,/„, xx, . . ., xM uv. . ., um ; 
demonstraţia dată de Pontriagnin, care nu utilizează metodele pro­
gramării dinamice, solicită condiţii mult mai puţin restrictive: 
foi fii'••J fu s m t presupuse de clasă C1, sînt deriv abile 
pe porţiuni pentru t e [t0, ^j iar ux, u2,. . ., um sînt continue pe por­
ţiuni în acelaşi interval. 

Exemple. 3. Să presupunem că trebuie determinată comanda u, unde \u\ ^ A, 
A> 0, astfel încît un punct material a cărui deplasare pe de o dreaptă este determinată 
de soluţiile ecuaţiei diferenţiale 

x -|- 2« x + I)'2 x = u, a, belR, 

să ajungă în tiinp minim din punctul x0 din care pleacă cu viteza v0, în origine cu viteza 
nulă. 

Introducînd in calcule spaţiul fazelor şi punînd x =xv i==x2, rezultă sistemul 

x1 -- x2, .r2 = — 2«.r2 — fr2 x1 + " 

care trebuie integrat în intervalul [0,1], în condiţiile xt(0) = x0, x,(0) = x2(0) = v0, 
xx(t) ~ 0, ,r2(/) = 0, astfel încît / = min. 

Deoarece l = V 1 • dl, prin comparaţie cu problema standard, se deduce 
Jo 

/o "-"; *> /'l = X2> h = - 2(tX2 ~ *3 Xl + "• 

Funcţia hamiltoniană ataşată acestui caz va Ti 

11(1, xv x2, a, pv p2) = f0 - px fi - p2 /2 = 1 - Px x3 - (2a x2 + b2 xt - u) p2 , 

care, fiind liniară în u, îşi va atinge valoarea maximă la capetele intervalului de variaţie 
pentru variabila de control u (deci valoarea maximă pentru / / se obţine pentru u — + A 
clacă p 2 > 0 sau pentru u = —A dacă p 2 < 0 ) ; aşadar 

u = A sgnp2. 

Scriind sistemul diferenţial liniar verificat de către funcţiile p1 şi p 2 , 

dll1 OU 
Pi= T- = ~ 1>2 Pv Pi = ~ -r— = : - P i ~ 2 a p2 , 

<9x c<x 2 

prin eliminarea unei funcţii necunoscute, se deduce că atît px cit şi p2 verifică ecuaţia 
omogenă y + 2ay + 62;/ = 0, deci, în ipoteza | o | < |fr| 

p2(0 - Cl e-° f sin (V fts^oă , + C;s) 

(px nu ne interesează cit face efectiv, deoarece comanda a se determină numai cu ajuto rul 
lui p2) ; se deduce comanda căutată 

u(t) = A sgn [Cl e ~at sin ( | / p ^ T 2 / + c2)], 
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constantele cj şi c2 determinîndu-se din condiţiile impuse problemei (impunîndu-se pentru 
Pi •? i Pz condiţiile iniţiale p±(0) = p?. P2(0) = P§)• 

4. Să considerăm un sistem a cărui comportare este descrisă prin soluţiile sistemului 
diferenţial 

xi = x2< xz~ ~a x2 + u' « > 0 ; 

trebuie găsită comanda optimală u, care satisface J iz | sj b, b > 0 astfel încît obiectul în 
studiu să ajungă din poziţia (x9, x2) în poziţia (xî, x | ) în timpul /, (fixat), iar integrala 

JiM = [ \u(s)\ăs 
Jo 

să fie minimă. 

Se obţine deci funcţia II definită prin 

//(/ , xv x2, u, pv p2) = \u\ + p r r 2 + p,(H ~ a x2), 

din care se deduce atît sistemul diferenţial 

Pi = 0, p2 = - p j + a f t , 
verificat de către funcţiile pĵ  şi p 2 , cît şi valorile lui u pentru care II îşi atinge valoarea 
maximă ; rezultă u = 0 dacă | p2 | < 1 şi u = b sgn p2 dacă |p21 > 1. Valorile optime care 
interesează pot fi obţinute prin rezolvarea numerică a ecuaţiilor pentru xv x2, pt şi p2 
ţinînd seama de condiţiile impuse. 

5. Dacă sistemul diferenţial x = /(/, x, u) este liniar, de forma 

iar \UJ\ <Ap j = 1,2',.... n, şi este vorba de determinarea timpului minim, se obţine 
funcţia hamiltoniană 

n / n \ 
n = i - £ pi ( S a « -r* + "' I 

i = l U = l / 

ale cărei valori maxime (în raport cu variabilele u1( u2 , . . ., u„) se obţin pentru uy = 
= AjSgnpj/-,7 = l,2 n; sistemul diferenţial pentru obţinerea funcţiilor pv p 2 , . . .,pn va fi 

P; = - X «rt Pt . P;('o) = P°. j = 1,2 , . . . , n. 
A=i 

Dacă o ; i . e R, acest ultim sistem va avea soluţiile cvasipolinoame, care fiind funcţii olo-
morfe pe ffi ceea ce face ca pj(f) să nu-şi poată schimba semnul decît de un număr finit 
de ori (aceste schimbări de semn [arată că trebuie să trecem de la comenzile ± Aj la 
comenzile rF Aj). 

73 



Fără a insista asupra demonstraţiei principiului de maxim (care 
a fost dedus anterior în condiţii restrictive), vom da enunţul acestui 
principiu aşa cum 1-a prezentat L. S. Pontreaghin. 

Se consideră sistemul autonom de ecuaţii diferenţiale 
X = f(X, U), X(t0) = X,° 

cu f e CX(X x U), unde U este închiderea mulţimii U c R™ iar 
J c R * ; totodată se consideră şi funcţionala (de tip integral) 

cu /0 e (^(X X/7) şi se caută soluţia următoarei probleme : dintre 
toate funcţiile u posibile care au proprietatea că punctul x din spaţiul 
fazelor este dus din poziţia x° în poziţia x1, să se găsească aceea care 
realizează minimul funcţionalei J(t0 şi tx nu sînt obligatoriu fixaţi). 

Pentru a formula principiul de maxim, se consideră sistemul 
de ecuaţii diferenţiale 

A _ v ^ * ( x ' U ) « i f) 1 
1=0 OXj 

unde p = (Po>Pv • • •; P») s în t funcţii auxiliare şi se formează funcţia 

^(p,x,n)^(p,î)=fjPjfj(x,u) 

cu ajutorul căreia, ţinînd seama că variabila x0 s-a definit prin 

®o(*) = ( /o[x(«), u(s)] ds, deci <b0 = /0(x, u), x 0 (g = 0, 

sistemele diferenţiale care apar se pot scrie sub forma simetrică 

•—- = » —i~L = , j = 0 ,1 , 2, . . ., n. 
ăt dpj dt dxj 

Considerînd u arbitrar (cunoscut), se poate determina vectorul 
x = (x0, xv.. ., xn) care verifică sistemul diferenţial dat şi condiţiile 
iniţiale x(t0) = x° — (0, x\,... ,x°) şi să presupunem x definit 
pentru ( e [i0, y cu ajutorul acestor vectori x şi u se pot integra şi 
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ecuaţiile diferenţiale care definesc vectorul p (presupunînd determi­
nate condiţiile iniţiale). 

Pentru x şi p fixaţi (constanţi), funcţia Jf devine o funcţie de 
u e U şi să notăm prin Ji marginea superioară 

Jl = SUp 3tf (p, X, U) 
net/ 

(egalitatea avînd loc aproape peste tot). 
Teorema 2.1 (Pontreaghin). Fie u.(t), t0 < t < tx un astfel ăe control 

încît traiectoria x(t) corespunzătoare cu x(t0) = x° să fie definită 
pentru orice t e [t0, t{\ iar pentru t=tx să treacă printr-un punct al unei 
drepte TC. Pentru ca u să devină o comandă optimală iar x(t) o traiectorie 
optimală este necesar să existe un vector absolut continuu\)=(p0,p1,. . . ,p„) 
corespunzător lui u şi x astfel încît: 

1) funcţia ^f [p(#), x(i), u] de variabila u e U să-şi atingă aproape 
peste tot pe intervalul (t0, tx~\ valoarea maximă pentru u = u(t) 

JT[p(t), x(t), u(*)] = ^[p(«), x(*)]; 
2) la momentul tx e GR să avem 

Poitj) < o, JiUKh), x(tx)] = o. 

în plus, dacă \>(t), x(t), n(t) verifică sistemul 

Vi = - ——' xi — ~—, 3 = 0,1, • • •, n, 
OXj OPi 

şi condiţia 1), atunci funcţiile p0—p0(t) şi Ji=J£[\>(t), x(t)], ca funcţii de t, 
sînt constante (ceea ce înseamnă că verificarea relaţiilor de la condiţia 2) 
poate fi făcută pentru o valoare oarecare a lui t e [t0, ̂ ]). 

Principiul de maxim al lui Pontreaghin reprezintă o condiţie 
necesară de optim pentru sisteme neliniare iar pentru sistemele liniare 
este o condiţie şi necesară şi suficientă. 

2.1.6. Rezolvarea problemei de sinteză 

în baza exemplului a) din 2.1.2 a rezolva această problemă 
înseamnă a determina timpul minim în care un obiect, a cărui deplasare 
este definită prin sistemul 

1 '— " 2 ? 2 — J 
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unde variabila de control verifică \u\ < Ic, k > 0 , ajunge, în spaţiul 
fazelor, din punctul (xx, xl) în origine. 

Utilizînd principiul de maxim, deoarece f0 = 1, fx = x2,f2 — u, 
funcţia Jf va fi 

Jf(t, xx, x2, u, px, p2) = p0f0 + Pi fi + P-ih = Po + Pi ®2 + Pi % 

care, fiind liniară în u, îşi atinge valoarea maximă pentru u=]cagnp2; 
sistemul diferenţial pentru funcţiile p0, px şi p2 va fi 

Po = - - - — = 0, Pi= " 1 T ~ = °> P2= - ^ — = -Pv 
ax0 axx ox2 

ceea ce înseamnă px=a e Q? şi deci p2(t) =—at + b. Presupunîndcu­
noscute valorile iniţiale pentru px şi p2, adică Pi{t0) — pi, p2{t0) — 

p% găsim 

Pi(t) = PÎ, PS) = - pî(t - *„) +pl; 
dacă pi şi p% ar fi cunoscuţi, atunci, deoarece u(t) — ksgnp2(t), 
problema ar fi fost rezolvată (problema determinării acestor valori 
reprezintă dificultatea centrală în aplicarea principiului de maxim); 
în cazul nostru avem \u(t)\ = \li sgnp2(t)\ = k (deoarece sgnp2(t) nu 
poate lua decît valorile ±1) şi în planul fazelor xx, x2 se poate defini 
o curba x2=(p(x1), cu proprietatea că pe această curbă comanda u 
îşi schimbă semnul, care poartă de numirea de linie de comutare a 
comenzii. Cum 

u(t) = Ic sgn[pg - p\(t - *„)], 

funcţia p2(t) îşi schimbă semnul o singură dată, singurul zero al 
lui p2 fiind 

pi 
Pi 

(evident t0<t' < tx, dacă tx este timpul în care obiectul ajunge în 
origine). Eezultă că pentru comanda optimală u=u(t), se obţine o 
funcţie continuă pe porţiuni, cu \u(t) \ = k, avînd două subintervale 
ale lui [t0, ti] în care păstrează semn constant; această proprietate a 
comenzii optimale u^u(t) permite, în acest caz, să găsim traiectoriile 
optimale din spaţiul fazelor. 
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Dacă u{t) 

deci xx(x2) — 

+ Ic, se obţine ecuaţia diferenţială H 1 
- = — X9 

21c 

ăxi 
dx2 Ic 

cx; se obţine astfel o familie de parabole de-
pinzînd de parametrul cx; dacă se ia ^ = 0 , parabola va trece prin 
origine, celelalte parabole fiind paralele cu aceasta. î n ipoteza 
u(t) = — k se găseşte xx(x2) = x'i+ c2; aceste curbe sînt tra-

27c 

*-xt 

Fig. 2.2 

sate în fig. 2.2 : planul fazelor este determinat prin D_ u D+ u P_ U P+ 
domeniul P>- fiind definit cu ajutorul unor arce de parabolă din 
familia x-, = -x\ + c2i domeniul B+, cu ajutorul unor arce de 

2k 
parabolă din familia xx — ~^-x\ + cx, iar curba P_ d » + este reuniu­

nea arcelor xx = 
27c 

2k 27c 
x > 0. Prin orice punct al 

spaţiului fazelor trece cîte un arc de parabolă iar traiectoria optimală 
este'formată (în general) din două arce de parabolă ; astfel, dacă A este 
punctul de plecare, traiectoria optimală este arcul AB I al parabolei 

x _ x% _|_ c c3 — x\ _| a;̂ 2 j împreună cu arcul PO 
27c ^ " "J 27c / 

(al parabolei xx = -— #11. î n punctul B comanda se comută : se 
V 27c ) 
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trece de la comanda u — —Te (de pe arcul AB) la comanada «==-{-& 
(care descrie arcul BO). 

Aşadar, pentru a se obţine timpul minim în care obiectul ajunge 
cu viteză nulă în origine, plecînd din x — x\, cu viteza x% în cazul 
considerat, un anumit interval de timp, deplasarea se realizează cu 
u(t) — —le, apoi se continuă deplasarea dar cu u(t) = +k, ajungîn-
du-se cu viteza nulă în origine. 

2.1.7. Formulări echivalente în teoria controlului 

Eeluînd cele expuse în 2.1.1, vom considera cîteva pro­
bleme particulare, importante, deoarece vor fi utilizate frecvent în 
viitor, şi vom stabili legătura dintre ele. 

Să considerăm o funcţională de forma 

J[x, u] = g[t0, x(t0), tx, x(tx)} + Cf0[t, x(t), u(t)-} dt 

care reprezintă evident un caz particular al funcţionalelor care au 
intrat în definiţia unei probleme de control optimal formulată anterior 
(problemă Bolza) şi se presupune că t0 şi tx nu sînt fixaţi; să arătăm 
că problema de control cu astfel de funcţionale poate fi redusă la o 
problemă de control în care t0 şi tx sînt fixaţi. Pentru aceasta se efec­
tuează schimbarea de variabilă 

t = t0 + (t1+ t0}s, 0 < s < 1, 

şi se obţine t = t0 dacă s = 0 şi t = tx dacă s = 1 ; deci t0 < t < tx 
dacă 0 < s < 1 si dacă s este noua variabilă independentă, intervalul ei 
de variaţie este fixat; efectuînd această schimbare în funcţionala 
în cauză, se obţine o funcţională de acelaşi tip, dar cu s0 = 0 si sx = 1. 
Trebuie menţionat însă că în acest caz sistemul diferenţial ăX = 

dt 
= î(t, x, u) trebuie şi el modificat, deoarece variabila independentă 
va fi s ; în plus, va apărea o nouă ecuaţie care trebuie ataşată acestui 
sistem, ecuaţia diferenţială de forma = t(s), unde funcţia t se 

ds 
determină cu ajutorul lui t0 şi tx. 

Dacă se ia în considerare funcţionala anterioară, prin mărirea 
numărului de ecuaţii diferenţiale, se poate arăta că o problemă Bolza 
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se poate reduce la o problemă Mayer ; într-adevăr, definind variabila 
x0 = x0(t) şi punînd 

»o(<) = \ /ol>> x (s)> u(s)1 ds, 

c\ ir 
avem x0(t0) = 0, —= f0 [t, x(t), u(i)], iar funcţionala J se \-a scrie 

dt 

J[x*, u] = g[t0, x(t0), tx, x(tx)] + x0(tx) = 

= 9ii%, x0(i0), x(i0), tx, x0(tx), x(tx)], 
unde x* = (x0, ). Trebuie reţinut că la ecuaţiile diferenţiale 
iniţiale trebuie adăugată şi ecuaţia x0—f0 iar condiţiile iniţiale se vor 
completa cu x0(t0) = 0. 

Principiul maximului şi calculul variaţiilor 

2.2.1. Noţiuni generale 

Vom considera numerele reale t0 şi tx, t0 < tx care deter­
mină un interval [tv t2] iar pe acest interval se definesc funcţiile 

Xi = 00i(t), j = 1,2, ..., n, (2.15) 

astfel încît fiecare funcţie x} este absolut continuă pe acest interval, 
ceea ce are drept consecinţă existenţa aproape peste tot în ]t0, tx\_ 
a derivatelor xx(t),.. -,xn(t); vom presupune în plus că aceste deri­
vate sînt mărginite 

| xj(t) \<M, j = l,2,...,n, te [t0, txl (2.15') 

Dacă notăm prin x] şi xj, j = 1, 2, ..., n, cele 2n numere reale, 
şi dacă 

Xj(t0) = x% x}{tx) = xj, j-= 1, 2,. ..,n, (2.16) 

atunci vom spune că funcţiile (2.15) verifică datele la capete (li­
mită) (2.16). 
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Vom numi S-vecinătate a funcţiilor (2.15) mulţimea funcţiilor 
iJi{t),.. .,y„(t), absolut continue pe [t0, tx], cu derivatele mărginite 
(acolo unde există), care verifică inegalitatea 

I W « ) - ^ ( < ) I I < S , j = l,2,...,n, (2.17) 
(unde \\h(t)\\ = sup \h(t)\) şi condiţiile la limită (2.16) : 

?/A) = «?> ?/*(*i) = oo), j = 1, . . . , ». 

Din punct de vedere geometric, în IR™, funcţiile (1.15) definesc o 
curbă y, rectificabilă, care are capetele în x° şi x1, x° = (x°, .. ., x%), 
x1 = (x\, . . ., %l), parametrul pe y fiind t; în S-vecinătatea (2.17) 
se vor afla toate curbele absolut continue şi cu derivata aproape peste 
tot mărginită, care trec prin x° şi x1 şi care verifică Xj(t)—S < y}{t) < 
< Xj(t) + S, j = 1,2, . . . , n. Vom presupune că aceste curbe se află 
într-un domeniu Dn a [R11 • vom defini L : [t0, ^ ]xD„X DRM->R, L 
funcţie de clasă C1 în toate argumentele sale şi vom forma funcţionala 
de tip integral 

J[xv..., xn] = f %L[t, cejit),..., xn{t), ijit),...,», (*)] ctt (2.18) 

sau, pe scurt, 

J[x] == CL[t, x(t), Mt)} <W. (2.18') 

Evident, funcţionala J este definită pentru toate funcţiile dia orice 
S-vecinătate a curbei y, dacă S > 0 este suficient de mic. 

Dacă în mulţimea funcţiilor y=y(i) din S-vecinătatea definită 
anterior există x* — x*(t) astfel încît J[x*] ^ </[y] pentru orice y 
din această vecinătate, vom spune că x* realizează un minim (relativ) 
al funcţionalei J; schimbînd inegalitatea, se obţine definiţia unui 
maxim (relativ) pentru funcţionala (1.18) dar, pentru precizare, în 
viitor nu vom avea în vedere decît situaţiile de minim (dacă funcţio­
nala J ar admite un maxim, atunci funcţionala — J ar admite un 
minim, ceea ce înseamnă că este suficient să considerăm cazul unui 
minim). 

Prin problema fundamentală a calculului variaţiilor se înţelege 
determinarea funcţiilor x = x*(t) (avînd proprietăţile menţioate) 
care realizează valorile extreme ale funcţionalei (2.18). 
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Exemplul G. Probleme de determinare a valorilor extreme a unei funcţionale apar 
frecvent în pract ică; vom prezenta doar problema brahistocionei, definită în 1696 
de J. Bemoulli, şi care poate fi considerată ca fiind cea mai veche problemă din teoria 
calculului variaţiilor. 

într-un plan vertical se consideră două puncte P0 şi Px, punctul P0 fiind situat 
mai sus decît Px; un corp cu masa m (o particulă, un punct material etc.) pleacă din 
PQ cu viteza v0 şi deplasîndu-se numai sub acţiunea gravitaţiei terestre ajunge in 
Px; dintre toate curbele plane care trec prin P0 şi Pv problema brahistocronei va 
fi rezolvată, dacă se găseşte acea curbă pe care deplasarea se realizează în timp minim. 

Pentru a exprima analitic această problemă, vom presupune curbele avînd ecuaţia 
y = y(x), x0 ^ x ^ xx, dacă (x0, y0), (xx, yx) sint coordonatele punctelor P0, respectiv 
P j . Fie y o curbă cu capetele în P0 şi Px şi P e y ; în P acţiunea gravitaţiei conduce la 
valoarea mg cos 0, unde G este unghiul determinat de tangenta în P la y şi verticala 
locului. Dacă s =s(Z) este distanţa calculată pe y parcursă de corp în timpul /, vom 
avea ecuaţia de mişcare 

ms = mg cos 0, 

2 dy 
care înmulţită cu — s, deoarece cos 0 = , conduce la ecuaţia 

m d,s 

ăt 
(s*)=2gij; 

ţinind seama că s = v, prin integrare, se obţine egalitatea 

v2 ~ »§ = 2g(y - Î /0). 

,Po(xo>tio) 

y 

G(*»H) 

Fig. 2.3 

x 2 , i 

Notind a = y0 "o. din aceasta ecuaţie se deduce JH 
\ ~ \ YtyM-a) )Xt |f 2g(ly(x) - a] 

e. 14 

(2.18") 
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•Cu aceste calcule, rezultă că problema brahistocronei va fi rezolvată, dacă se găseşte 
funcţia ij =y{x) cu proprietatea că realizează un minim pentru funcţionala de tip inte­
gral T. 

Evident, expunerea anterioară face uz de teoria calculului variaţiilor ; problema 
brahistocronei poate fi rezolvată şi direct cu ajutorul teoriei controlului, astfel : fie 
/„ timpul în care corpul pleacă din P0 şi tt momentul în care ajunge în P1 ; problema 
revine la găsirea timpului tx — /0 minim, astfel încît să se verifice ecuaţiile de mişcare 

ăy , CU/ , 

— = V2g (y - a) sin 0, — = \'2g (y - a) cos 6, 6 = 0(0, 

în care controlul se realizează asupra lui 0. Notînd sin 0 = u, se obţine forma întîlnită 
în teoria controlului a acestor ecuaţii 

dx 

ăl 
restricţiile impuse vor fi 

— = V2g (y - a) a, _ _ = ]/2g (y - «) j ^ T ^ . 

l » ( 0 l < l , . T ( / o ) = .T(1,y(/0) = yo. 

2.2.2. Principiul maxim ului şi sistemul Euler-Laorange 

Exemplul 6 arată că între problemele calcului variaţiilor 
expuse în 2.2.1 şi teoria controlului din 2.1 se poate stabili o legătură ; 
vom utiliza această legătură pentru a deduce ecuaţiile care conduc 
la rezolvarea problemei fundamentale. Pentru aceasta, vom considera 
funcţionala de tip integral 

J [x , u] = VL[t, x(t), u(t)] dt, u = (u1}.. .,u„), (2.19) 

la care vom ataşa sistemul diferenţial 

x = u 
şi restricţiile 

(2.19') 

| ut(t) | < M, xtf0) = xl, xfa) = x), j = 1, 2,. . ., n, (2.19") 

unde M este suficient de mare ; vectorul de control u va avea compo­
nentele funcţii măsurabile şi mărginite, deci vom putea presupune 
U = JRn. Deoarece se poate arăta că principiul maximului poate 
fi aplicat şi la situaţia concretă de aici, va rezulta, în baza teoremei 
2.1, că trebuie să considerăm funcţia & definită prin 

Jf = p0L(t, x, u) + Pl Ul + , . . . + pn un (2.20) 
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la care vom ataşa sistemul 
d#e d.L (t, x, u) . _ 

JPo= - — - = 0, P}= ~ ~ T ~ = " ^ o a , J = l , 2 , . . . , « , 
ax0 oxj ox} 

(2.20') 
(deoarece p0 este constant, după cum arată prima ecuaţie); comanda 
u=u(f) optimală va verifica 
* [ * , x(t), u(0, p(<)] = sup [p0L(t, x, u) +plu1+... +pnut]. (2.20") 
Or, cum V este o mulţime deschisă (Z7 = IR"), valorile extreme ale 
lui #? (în raport cu % , . . . , u„) se vor obţine anulînd derivatele 
parţiale în raport cu aceste variabile; se deduce, din —— = 0, 

J = l , 2 , . 
du, 

dLit,*t),«m_+PfSss0t j a s l | 3 | . . . | f l . (2.22) 
OU) 

Aceste egalităţi arată că p0 — const ^ 0 (altfel se deduce ps = 0, 
j = 1, 2 , . . . , n, deci ffl — 0) şi fără a micşora generalitatea, se poate 
presupune p0 — — 1 (sistemele pentru pm px,...,pn sînt omogene, 
deci aceste funcţii vor fi determinate dacă se face abstracţie de o 
constantă multiplicatăvă); în această situaţie, din (2.22) şi (2.20') se 
vor deduce egalităţile -ft<-

PÂt) = M P . *(*)> ^R = PÂto) + ( ozis,x(s),»măS) 
dii] Jt„ dxj 

(2.23) 
j = l,2,...,n, 

unde Pj(t0) sînt constante arbitrare (egalitatea avînd loc aproape 
pentru toţi t e [t0, £j). Ţinînd seama că u} = x}, din (2.23) se deduce 
aşa-numita formă integrală pentru sistemul Euler-Lagrange 

aMhIM1^=pj + SdL[8,x(8), măSj M ) 2 „• (2.23') 
dXj J;„ dX) 

în concluzie, dacă problema variaţională în studiu admite soluţii 
(presupunînd x(t) vector cu componente absolut continue pentru 
*G [t0, t{\ iar \â}j(t)\<M, j—1,2,..., n), aceste soluţii x=x(f), te [t0, t j 
trebuie să verif ice, aproape peste tot în [30,%], egalităţile (2.23'). Dacă, 
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în particular, L e C2, x e O2 (1%, ^]), se pot elimina prin derivare 
constantele c} din (2.23"), obţinîndu-se sistemul diferenţial 

j _ / azit, m , Mm \ m * *®> *<«>] - o, f , 1>2,...,., (2.24) 
di V 9 ^ / d ^ 

format din w ecuaţii de ordinul al doilea, numit sistem Euler-Lagrange 
ataşat funcţionalei de tip integral (2.18) şi care trebuie verificat de 
orice x=x(t) care realizează un extrem pentru această funcţională. 
Aşadar, s-a demonstrat 

Teorema 2.2. Dacă există soluţii ale problemei variaţionale 

J[x] = i L[t, x(t), x(t)] dt -» inf (sup), 

x(t0) = x°, x(tx) = x1, 
în ipoteza L e C2{\twt{\y.Dnx. \Rn),x(t) e G2([tv t2]), atunci aceste soluţii, 
x=x(t), trebuie să verifice sistemul diferenţial Euler-Lagrange (2.24). 

Transcrierea explicită a sistemului Euler-Lagrange (2.24) va fi 

.. d2L . \ t d*L dL . . , 0 
%- + -T77— »* + fl . a j r — = °> J = l > 2 , - - - , ra­da? c/a?j,. J dXjOt OXJ 

(2.24') 

Este evident că acest sistem diferenţial va putea fi explicitat 
în raport cu derivatele de ordinul doi dacă matricea pătrată 

M = ' d2L 

dXj dxk 
(2.24") 

este nesingulară. în această situaţie, se spune că problema variaţio­
nală este nesingulară (sau regulată), iar în caz contrar (cînd 
det M=0), problema variaţională este singulară, caz care nu va fi 
luat în consideraţie în viitor. 

în cazul unei probleme variaţionale nesingulare, în ipoteza veri­
ficării condiţiilor teoremei de existenţă, va exista o familie de soluţii 
a sistemului Euler-Lagrange (2.24) care verifică condiţiile <c}(t0) — x% 
j — 1, 2, ..., n, dar nu se poate afirma că în această familie va 
exista o soluţie care să verifice şi restul de n condiţii impuse problemei 
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variaţionale în studiu: Xj(tx) = xj, j = 1, 2,. . ., n. Prin urmare, 
soluţiile sistemului Euler-Lagrange (2.24) nu sînt în mod obligatoriu 
soluţii ale problemei variaţionale date (trebuie ţinut seamă ca prin­
cipiul de maxim al lui Pontreaghin constituie doar o condiţie necesară 
de extrem); vom numi orice soluţie a sistemului (2.24), indiferent 
dacă realizează sau nu extremul funcţionalei (2.18) în condiţiile la 
limită (2.1G), extremala pentru problema variaţională dată. Aşadar, 
cu ajutorul noţiunii de extremala, se ajunge la afirmaţia : problema 
variaţională (2.18), (2.16) dacă admite soluţii, aceste soluţii trebuie 
căutate numai printre extremalele acestei probleme. 

în particular, dacă n—l, sistemul diferenţial (2.24) va conţine o 
singură ecuaţie şi anume 

A(«)_^.-0l (2.35) 

di \ox } ox 

care se numeşte ecuaţia Euler ataşată problemei variaţionale 
J[x] = \ L[t, x(t), x(t)~\ dt -»• inf (sup), 

K 
x(to) == xoi x\n) == h 5 

forma explicită a ecuaţiei Euler va fi 
d2L .. , d2L . d*L dL 

-x -\ - x -j —~r~ — ~— = 0 (2.25 ) dx2 dx dx dx dt dx 

iar condiţia de regularitate a problemei variaţionale impune ipoteza 

d2L 
dx2 # 0. 

2.2.3. Condiţia suficientă de minim Legendre 

Deoarece verificarea de către x = x(t) a sistemului Euler-
Lagrange (2.24) reprezintă doar o condiţie necesară de extrem pentru 
problema variaţională în cauză, pentru ca o extremala dată să 
realizeze un minim, trebuie găsite condiţii suficiente de minim; o 
condiţie suficientă simplă de minim se poate obţine cu ajutorul 
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funcţiei tf definite de (2.20) ţ inînd seama şi de (2.20"). Se ştie că o 
funcţie 2f de n variabile uv... ,un va admite un maxim într-un punc t 
staţionar, dacă în acest punct staţ ionar avem 

li Iu < 0 
j.tii dUjdu 

pentru orice alegere a vectorului nenul | = (£1? ţ2, . . . , £«); de­
oarece 

jf = Pl Ul + . . . JrPnUn- L[t, x(t), u ] , 

condiţia de maxim se va scrie (deoarece u = i ) 

i g g & «<«>>* W 5 i 5 , > 0. (2.26) 

Pr in urmare, pentru ca funcţionala (2.18) să admită de-a lungul 
curbei y : x=x(t) un minim [în ipoteza că sînt verificate condiţiile 
la capete (1.16)] este necesar ca Xj=x}(t), t e [t0, tx], j = 1, 2 , . . . , n, 
x = (#!, . . ., x„) să verifice sistemul Euler-Lagrange (2.24) şi sufi­
cient ca pentru orice % e RM, \ # 0, să se verifice inegalitatea (2.26) 
care poartă denumirea de condiţia Legendre (pentru minim). 

Dacă însă problema variaţională se referă la determinarea lui 
x=x(t), astfel încît să se realizeze un maxim pen t ru funcţionala 
(2.18), utilizînd posibilitatea transformării unei probleme de maxim 
într-o problemă de minim punînd — L în loc de L, se deduce ine­
galitatea 

V a'Jft'<Vrcis,g t<0, (2.26') 
ca o condiţie suficientă de maxim. 

Pent ru w—1, scriind în loc de x(t) funcţia y=y(x), xe [x0, x{\, 
deci L = L[x, y(x), y'{x)~\, condiţia Legendre se va scrie 

d*L[x,y(x), y'(x)] > 2 

dy'z 
în cazul minimului funcţionalei 

J[y] — \ L[x, y(x), y'(x)] dx, y(x0) = y0, y{xx) = yx 
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sau 
d*L[x,y(x),y'(x)] 

dy'2 

in cazul maximului aceleiaşi funcţionale. 
De exemplu, în cazul brahistocronei, unde 

L(x, V, V') = 

se obţine 

< o (2.26'") 

i + v'2 

2<7 (.</ - a) 
«e K, 

dy, î 

<V2 Y2g(y-a) G'l+y'2)8 

tr-L 
si pentru orice y = tj(x), xs [x0, xj vom avea > 0, ceea ce face ca soluţia 

0y'2 

•ecuaţiei Euler (clacă există) corespunzătoare să reprezinte efectiv un minim pentru func­
ţionala (2.18")-

Pentru a găsi extremele in cazul brachistoehronei, vom face mai întii observaţia că 
31 . 

3eci dacă —— = 0 | - atunci ecuaţia Ruler (1.25) admite integrala 
dx 

X CillX l i t i tJtlCH CA.li Ci 

dacă L ----- L(y, y') Ide 

prima 

într-adevăr, deoarece 

d£* OL it OL , 

Ax 0y' ' 0y 

L* = L - y' 

OL 

OL 

<hi' '' 
(2.25") 

OL 
V" 7 7 -V —- |-,T7 Oy ax \ Oy 

d I OL \ 01/ 

dx \ dy' J dy 

de-a lungul extremalelor avem /.* = const. Or în cazul de faţă Z.* = const conduce la 
ecuaţia diferenţială (cu a — 0, deci y0 = 0, u0 = 0) -

' b - y 
, 

V 
be R. 

t t 
Punînd y = b sin2 ——, / fiind un parametru, se deduce y' = ctg 

/ l 
!> sin — cos 

di/ 2 2 t 
di = _. — — di=b sin2 — dl 

I t 2 
Ctg — ctg -— 

deci 
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iar, prin integrare, 

b b 
x= c+ (/—sin/), V = (1 — cos t), le IR, 

ceea ce înseamnă că extrcmalele, deci şi curbele care realizează minimul funcţionalei 
(1.18") sînt cicloide. 

2.2.4. Variabile canonice 

în consideraţiile legate de principiul maximului, un rol 
deosebit îl joacă funcţiile^, pv . .., pn iar în ipotezele făcute în acest 
capitol, presupunînd funcţiile pv p2, .. ., p,„ funcţii necunoscute, 
se pot obţine unele simplificări în calcule; vom conveni să numim 
funcţiile 

xx(t), . . . ,» , (*) , !?!(<), ••-,Pn(t) (2.27) 

variabile canonice ale problemei variaţionale (2.18), (2.16). 
Pentru a deduce sistemul diferenţial verificat de variabile canonice 

(2.27), vom considera funcţia 3V din 2.2.2, 

Jf(t, x, u, p) = -L(t, x, u) + ^ P) ui 
; = 1 

şi vom nota cu M (t, x, p) valoarea maximă a funcţiei tâ, cînd u e OR"; 

Jf(t, x, p) = sup Jf(t, x, u, p); (2.28) 
ueBM 

vom presupune că ecuaţia (2.28) admite o singură soluţie 
u = u(t, x, p), (2.28') 

care se obţine rezolvînd sistemul 

?f- = 0, adică p, - m ^ L « o , j = 1 , . . . ,n. (2.28") 
oU/c OU) 

vectorul u fiind presupus de clasă C1 în toate argumentele, astfel 
încît 

t0<t<t1, \x,-x,{t)\<\p,-pj{t)\<%, ; = 1,2, . . . , « , (2.29) 
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cu S > 0, ales convenabil. în aceste ipoteze, funcţia H definită prin 

H(t, x, p) = - L[t, x, u(t, x, p)] + Yi Pi%h (*» x> P) (2-3°) 
j=l 

se va numi funcţia Hamilton (pe scurt, liamiltonianul) problemei varia­
ţionale (2.18), (2.16). Deoarece în consideraţiile făcute avem x — u, 
rezultă că u definit prin (2.28') va verifica sistemul diferenţial 

x(t)=u(t) (=n[t,x(t), p(t)]) (2.28'") 

(egalitatea avînd loc pentru orice t e [t0, t{\, deoarece u este de 
clasă C1). 

Pentru a deduce sistemul diferenţial verificat de funcţiile (2.27), 
vom calcula •' -si -, j = 1,2,.. ., n; în baza lui (2.28") avem 

dp, ' dx, 

dll " dL , , « du,c , " / dL \ duk 

dp, sTi 0a?* «St 0 ^ *ti V 0%- / 0j»? 

şi dacă se utilizează (2.28'"), se găseşte 

dH(t, x, p) 
dp, 

în baza lui (2.28") putem scrie 

j = 1,2, . . . , n . (2.31') 

07/(f, x, p) 9 i _ » Ş i t?«t(f, x, p) » 6)nt(<, x, p) 
0.% 0a?, ;{=I 0%. 0a?, s=i ' doc, 

L ,« ( dL\ du, 07, « / 0£ \ 0%- 0 i 
„,._ „ . X I -T) 1 - -— 

dx, *=i l '" 0a?,„. / 0a?, dx, 

d T de unde, deoarece în baza lui (2.22) avem p,——--, j = 1 , 2 , . . . , w, 

(;p0 = —1), se deduc şi ecuaţiile 

dH(t, x, p) . , O Q 1 m 
^ = - - ^ - - u - » J = 1, 2 , . . . , n. (2.31 ) 

ax, 
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Sistemele diferenţiale (2.31') şi (2.31") formează împreună 
sistemul canonic hamiltonian 

ăx} dE(t, x, p) 
ăt 

ăt 
dH(t, x, p) 

j = l ,2 , • (2.30) 

care este verificat de către funcţiile x^t),. . .,xn(t), p^t), . . .,p„(t) în 
fiecare punct t e [t0, y . 

Sistemul canonic (2.30) este format din 2w, ecuaţii diferenţiale 
de ordinul întîi şi posedă particularitatea [faţă de sistemul Euler-
Lagrange (2.24)] importantă că este direct scris sub formă normală; 
integrînd acest sistem, funcţiile x} — xs(t), j = 1,2, ...,n, vor fi 
extremalele problemei variaţionale (2.18), (2.16). 

Nu oricărei probleme variaţionale (2.18), (2.16) i se poate ataşa 
funcţia Hamilton (2.30), deoarece pentru ca să-1 putem defini pe H, 
va trebui să determinăm vectorul u din sistemul (2.28"), ceea ce este 
echivalent, în baza teoremei funcţiilor implicite, cu faptul că matricea 
M definită prin (2.24") este nesingulară (deci este cazul unei pro­
bleme variaţionale regulate). 

Practic, funcţia II se găseşte înlocuind uv u2, • • ., un în (2.30) 
prin funcţiile uv ...,un deduse din sistemul (2.28"). 

Exemplul 7. Să considerăm problema variaţ.iona!ă 

J [ x ] \ /- (x'i ! . . . -| ..'•;; xl . . . - xă) d/ -s- inf 

X(/„) == X», X(/x) = X\ 

[ x ] = \ fi(x{-

în care 0 < /„ < !x ; aici 

iar sistemul Euler-Lagrange v 

d 

1.(1, x, k) = Z 2 ( | i | 2 - |x |2) 

OL 
ia fi I de 

dxt = 2x, i* 
OL 
dxj 

ăt 
(2/2 ±j) + 2fi Xj = 0, j = 1, 2,..., n, 

adică 

txj + 2i'j- + IXJ = 0, 7 = 1, 2, ...,n, 
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l 
cu schimbarea x -* y, acest sistem se integrează iar extremalele vor fi 

f cos t , sin t 
Xj{l) = ei 1- e't , j = 1 , 2 , . ..,n. 

Condiţiile la limită vor fi verificate numai dacă se aleg/0 si t1 astfel incit să avem 
d"-L d*L 

sin (/, - /0) # 0 (deci /. # /0 + kn, k e IN) ; deoarece = 2/2, : — = 0 , j^k, con-
dx* a±j dxk 

" d2L 
diţia suficientă de extrem (condiţia Legendre) va fi V • Zs Z,k=2l2\E,\2>0, soluţiile 

in cauză (dacă există) vor realiza un minim pentru funcţionala J. Acest minim se poate 
calcula, introducindu-se Xj(l) şi Xj(l), j=l, 2, . . . , n, In integrală şij efectuînd calculele. 

Hamiltonianul corespunzător se obţine exprimlnd Xj în funcţie de pj din egalităţile 
2fi ij = pj, 7 = 1, 2, . . ., n, înlocuind In 

n 

11 = -L+ Yt Pi Zii 
j = l 

se obţine imediat 

/ /( / , x, p) = * 2 | x | 2 + — - | p | 2 ; 

sistemul canonic va fi 

integrarea acestui sistem se poate realiza prin eliminare : avem p} = 2P x}, deci pj = 
d 

= (2tej) = — 2t~ xj iar ultima egalitate conduce la sistemul Euler-Lagrange integrat 
d/ 

mai sus ; pj se obţine înlocuind xj în pj = 2lxj. 

2.2.5. Integrale prime 

î n anumite cazuri particulare, atît sistemul canonic, cît 
şi sistemtil Euler-Lagrange, ataşat unei probleme variaţionale admite 
integrale prime simple; evident, la o integrală primă a sistemului 
Euler-Lagrange va corespunde o integrală primă a sistemului 
canonic corespunzător şi reciproc. 

Astfel, dacă funcţia L nu depinde explicit de variabila t, nici 
hamiltonianul H nu va depinde explicit de t; în "acest caz, sistemul 
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canonic (care este deci un sistem autonom) va admite funcţia H 
o integrală primă, deoarece 
ăH _ » t dH dxj dH dpL \ = » (dH QH_ _ dH_ dH \ = Q 

dt j=i \ dx} dt dpj dt ) ,-ri l dx3 dp} dp} dx,) 
Evident, integrala primă corespunzătoare pentru sistemul Buler-

Lagrange va fi funcţia L* = X*(x, x), unde 

Z * = i - £ * v f " ' (2.31) 

deoarece !/„. nu este altceva decît — H. 
Dacă funcţia L este de forma 

L = .//(«, .Tj, . . . , Xk, *! , . . . , i j , 7v < », 
atunci, scriind ecuaţiile Euler-Lagrange pentru j = Ic + 1 , . . . , «? 

p r 
deoarece = 0, se vor obţine n —]c integrale prime Fk+1, . . -,Fn, 

dXj 
unde 

fi T 
Fj=-~r~, j = h + l, . . . , » , (2.31') 

în baza faptului că sistemul Euler-Lagrange va conţine ecuaţiile 
d —- 1 = 0, j = 7t - f i , . . . , «. Corespunzător, sistemul canonic 

/ dL 
va admite integralele prime pk+v. . ., pn | deoarece pt — —— sau uti-
lizînd faptul că dacă în L nu apar variabilele Xi+1,. . ., xn, H are 
aceeaşi proprietate, deci — • = 0, j = li -f 1,. . . , n J • 

în baza: teoriei generale, cu aceste integrale prime integrala 
sistemelor diferenţiale se va simplifica : existenţa unor integrale 
prime conduce la reducerea numărului de ecuaţii a sistemului. 

2.2.6. Principii variaţionale ale mecanicii 

Vom considera un sistem mecanic ale cărui poziţii posibile 
sînt determinate cu ajutorul a n variabile independente, pe care le 
vom nota cu qv q2, . . ., qa şi pe care le vom numi coordonatele generali-
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sate ale acestui sistem, n fiind numărul de grade de libertate ale siste­
mului. Vom presupune cunoscută energia cinetică T a acestui sistem, 
care va fi un polinom de gradul al doilea în variabilele qv q2,. . .,qu 
(vitezele generalizate), coeficienţii fiind funcţii de t, qx, ...,qn; de 
asemenea, se presupune cunoscută energia potenţială U a sistemului 
considerat care este o funcţie de t şi qv q2, . . ., qn : U = 
— U(t, qv q2, . . ., qn). Vom presupune valabil principiul lui Hamilton 
pe care îl vom formula sub formă de teoremă. 

Teorema 2.3 {principiul lui Hamilton). In intervalul de timp cuprins 
între momentele t0 şi tx mişcarea sistemului, avînd energia cinetică T şi 
energia potenţială U, se realizează astfel încît funcţiile q^t), q2(t),. . . ,qH(t) 
minimizează funcţionala 

JW = C(T - U) dt = l'i[«, q(«), q(<)] dt, (2.34) 
\ •<„ 

L = T — U, minimul fiind realizat în mulţimea funcţiilor de clasă G2 

care au aceleaşi valori pentru t = t0 şi t = t1 ca şi funcţiile qv q2,. . . ,qn. 
Cu alte cuvinte, mişcarea sistemului în cauză se realizează astfel 

încît funcţionala J are o valoare staţionară în raport cu toate mişcă­
rile posibile care sînt vecine cu traiectoria reala şi au aceleaşi poziţii 
iniţiale şi finale. 

Sistemul Euler-Lagrange ataşat funcţionalei (2.34) se va scrie 

~(^-T:A--^-(T-U) = 0, j = = l , 2 , . . . , « , (2.34') 
dt \ dq} ) dq} 

şi este cunoscut în mecanica teoretică sub denumirea de sistemul 
ecuaţiilor de mişcare de speţa a doua ale lui Lagrange. 

Dacă sistemul considerat se află în echilibru, deci energia sa cine­
tică este nulă iar energia potenţială nu depinde de t, din sistemul 
diferenţial (2.34') se pot deduce egalităţile 

4^- = °' i = 1,2,...,», 
dq} 

care arăta că într-o astfel de poziţie energia potenţială a sistemului 
este staţionară (minimă); acest fapt stă la baza principiului mini­
mului energiei potenţiale care este adesea folosit în studiul problemelor 
de echilibru. 

Ecuaţiile de mişcare ale sistemului iau o formă foarte simplă 
în vecinătatea unei poziţii de echilibru a acestuia ; astfel, presupunînd 
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că T şi U nu depind de t decît prin intermediul coordonatelor genera­
lizate qv q2, ..., qn1 iar poziţia de echilibru esteq t — 0 , . . . ,q n = 0, 
dezvoltînd în serie, avem 

» » 

i, A-i ?',*=) 

Z7 = J7(q) = 17(0) + £ s, - " 
' j ' , t = - i ;',*-» i 

d2J7 ! 

unde a^=Prt- |,=o, J70 = ^ (®)> &;* = i • Energia cinetică 
dq}dqk |,_0 

şi cea potenţială vor fi în acest caz, în primă aproximaţie, 
forme pătratice în variabilele q, respectiv q, iar sistemul Euler-
Lagrange devine un sistem diferenţial format din n ecuaţii de 
ordinul al doilea cu coeficienţi constanţi: 

« « 
Y,aik'4ic+ £ b)kqk = 0, h = 1,2, . . . , ». 
*=i k=i 

Acest sistem defineşte micile deplasări faţă de poziţia de echilibru 
a sistemului considerat. 

Principiul lui Hamilton şi principiul minimului energiei potenţiale 
vor fi larg utilizate în viitor pentru construcţia unor modele mate­
matice pentru mişcări şi poziţii de echilibru ale unor procese fizice 
mult mai complicate decît situaţia anterioară (cînd s-au avut în 
vedere sisteme mecanice cu un număr finit de grade de libertate); 
astfel, energia cinetică sau cea potenţială pot să nu fie funcţii de un 
număr finit de variabile independente şi derivatele lor, ci pot fi 
-exprimate, de exemplu, prin integrale de volum sau de suprafaţă. 

Exemplul «. Mişcarea unui panel material in R3. Presupunind poziţia unui punct 
material avînd masa m care descrie o traiectorie in R3, definită prin vectorul r(/) = 
~{x(t), y(t), z{l)), le [ta, ti), r e C !([/,, t2}), atunci energia cinetică va li 

r(0 = — »>[*2(0 + r( ')+ i\t)] 

iar în ipoteza că asupra acestui punct acţionează un cîmp conservativ de forţe, deci 
F = — grad U(x y, z), energia potenţială va fi egaiă cu V = U(x, y, z) • aplicînd prin­
cipiul lui Hamilton, traiectoriile posibile ale acestui punct material vor coincide cu 
«x trema lele funcţionalei 

J[x, y, z] = \ | — m [x\l) + y\l) + i\l)] - V(x, y, z) j ăl, 

m 

în acest caz, sistemul Euler-Lagrange se scrie 

d au d du d du 
— (mx)+ — = 0, — - (my) + ~-~ = 0, (mi)-\ = 0 
d/ dx dl OIJ dl dz 

. , OU dU dU 
.şi deoarece - — = ~FX, -— = ~Fy, -—- = ~FZ. se obţin ecuaţiile lui Newton» 

ox dij dz 

mx — Fx, my — Fy, mz = Fz. 

Un alt principiu variaţional al mecanicii, dar nu atît de general 
decît principiul lui Hamilton, este principiul lui Maupertuis-Lagrange-
-Jacobi; acest principiu este aplicabil cînd energia potenţială U nu 
depinde explicit de timpul t iar energia cinetică este o formă pătratică 
în variabilele qv q2, . . ., qn : 

n 

T = S »« ki kk, (aJb = att), U = U(qv q2, . ..,qn). 

In baza lui 2.2.5, în ipotezele noastre, sistemul Euler-Lagrange va 
n a r 

admite integrala primă L* = L — K\q} ; or, deoarece prin 
3=1 dq} 

ipoteza T este formă omogenă de gradul doi, se deduce (în baza iden­
tităţii lui Euler pentru funcţii omogene) 

L=T- U- £ $ , • — = T- U-2T = -(T+ U). 
dh, y-i oq 

Convenind să numim funcţia T+U energia totală a sistemului 
considerat, din L* = —li pe extremalele în cauză, se deduce că miş­
carea acestui sistem mecanic se realizează astfel încît energia lui 
totală este constantă : 

I + U = li; 
n 

de aici se deduce T = h — U şi deoarece T = J] a}lcqiqk, ă]k — 

= %(?!! • • • ,«») , k}=~^-, se obţine 
ât 
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egalitate care permite stabilirea unei legături între parametrul s 
ales pe traiectoria sistemului, presupunînd ecuaţiile parametrice ale 
traiectoriei y de forma 

ffi = «>(*)> j = 1,2, . . . , » . 
Principiul lui Maupertuis-Lagrange-Jacobi afirmă cu în ipotezele 

enunţate, mişcarea sistemului material, pentru o energie totală h 
cunoscută, se realizează de-a lungul extremalelor funcţionalei 

2 J Yh-U I Yi aw ă(li d(lt = 2 J ' Kfe- ?7 
V * j,k=l so 

d^y • 
unde gj = ——. Deoarece din egalităţile anterioare se deduce 

ăs 

£ «/* <ZJ ff* ds = Y%— U ăt, 

integrala care apare în problema variaţională care exprimă acest 
principiu va fi de fapt 

2V(Yh-U)2 dt=2\1L ăt, 

integrală care se numeşte acţiune lagrangiană (a mişcării în cauză); 
cu această observaţie, justificarea principiului lui Maupertuis-
Lagrange-Jacobi este evidentă. De remarcat că acest principiu 
defineşte forma traiectoriei nu şi timpul, care se poate determina cu 
ajutorul constantei energiei h. Acest principiu mai este cunoscut şi sub 
denumirea principiul celei mai mici acţiuni şi arată că dacă el este 
aplicabil, atunci traiectoria mişcării este o geodezică (vezi 2.3.4). 

în încheiere, să facem cîteva referiri la pendulul matematic ; dacă 
acest pendul are lungimea l iar 6 este unghiul dintre verticală şi o 
poziţie oarecare a pendulului, este uşor de calculat energia cinetică 

T = — mP O2 

2 
ca şi energia potenţială 

r° JJ = V mg l sini ăt = mgl (1 — cos G) 
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(energia potenţială poate fi considerată ca fiind lucrul mecanic al 
forţei mg sin 6,' m fiind masa pendulului). Deoarece 

L = — ml2%2 — mgl(l — cos 6), 
2 

se obţine ecuaţia de mişcare 

li + grsin6 = 0. 

Utilizînd principiul minimului energiei potenţiale, este evident că, 
deoarece U > 0, valoarea minimă se atinge pentru 6 = 0, adică 
atunci cînd pendulul se află în poziţie verticală; este evident cazul 
unei poziţii de echilibru stabil, deoarece mai există o poziţie de echili­
bru (însă instabil) cînd 6 = TC, iar energia potenţială are valoarea 
maximă (egală cu 2mgl). 

2.3. Ecuaţia Hamilton-Jaeobi 

2.3.1. Ecuaţia Bellman şi legătura ei cu ecuaţia Hamillon-Jacobi 

Să presupunem că un sistem oarecare este caracterizat în 
intervalul [t0, fcj cu ajutorul sistemului diferenţial 

— = î(t, x, u), (2.35) 
di 

şi totodată se verifică datele iniţiale 

x(<0) = x« ; (2.35') 

să presupunem că problema este de a determina acel control 
u = u*(t) e U, care aduce sistemul din poziţia iniţială x° în poziţia 
x(t), t0<t<:tv astfel încît integrala 

J[x , u] = (L[S, X(S), U(S)] ăs (2.36) 
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să fie staţionară. Vom nota 

W[t, x(t)] = inf \ L[s, x(s), u(s)] ds (2.37) 

(dacă este cazul unui minim; cazul maximului se tratează analog); 
dacă u*(s), t0 < s < t, este controlul căutat, care minimizează funcţio­
nala (2.36), vom avea, evident, 

W[t, x(t)] = (L[S, x(s), U*(S)] ds, 

în ipoteza că x—x(t) este traiectorie sistemului (2.35), (2.35') care 
corespunde lui u—u*(t). Dacă pe această traiectorie se consideră 
punctul x(t—h), h > 0, arcul de traiectorie dintre x° şi x(t—h) este 
de asemenea o traiectorie optimală [în ipoteza x° şi x(t—h) fixaţi], 
ceea ce înseamnă că va fi verificată egalitatea 

W[t, x(t)] - (' L[s, x(s), u*(s)] ds == W[t - h, x(t - &)], 
adică 

W [t-h, x(t - h)] = W[t, x(t)~] -L[t, x(t), n*(t)]h + 0(h). 

Presupunînd W diferenţiabilă şi urmînd punct cu punct raţionamen­
tul din 2.1.4 care a condus la ecuaţia lui Bellman, se deduce ecuaţia 
cu derivate parţiale 

L(t, x, o») - t dW^X) Ut, x, „*) - - dW<*> X) = 0, (2.38) 
j=l dx, Ot 

care se mai poate scrie 

L(t, x, u*) - i ™&*L ^L _ JEK^L = o. (2.38') 
j=i dx, ăt dt 

Presupunînd că în funcţionala (2.36) L este funcţia lui Lagrange 
a unui proces dinamic, vom schimba notaţiile scriind qv . . . , qn în loc 
de xv . . . , xn şipi, . . . , p „ în loc de ux, ..., u„; deoarece valoarea 
staţionară a funcţionalei (2.36) se obţine cînd[pv . . . , p„, qi,---,q„ 
verifică sistemul canonic 

_ d * L _ i * f .^L==_dH_, j==1,2,...,n, (2.39) 
dt dp, dt dq 

dL 
cu H = — L + V q,p,, ps = , rezultă ca daca se ataşează 

y-i dq, 
acestei funcţionale sistemul diferenţial 

- J L = —•— = q,{t,qv . . . ,«•» J»i» •••iPn), j = l,2,...,n, (2.39') 
ăt op, 

variabilele pv . . . , pn pot fi considerate variabile de control. De 
aceea, utilizînd ecuaţia (2.38'), valoarea staţionară a funcţionalei 

L ds va verifica ecuaţia cu derivate parţiale 

Ut a ah a) V dW{t^} d g ' I dW(t> q ) 

yti dq, dt dt 
(2.38") 

în ipoteza că variabilele qx,..., qn reprezintă comanda optimală ; or 
această comandă optimală se obţine dacă pv..., pn verifică sistemul 
canonic (2.39), ceea ce înseamnă că avem 

Pi = -T7-> j = l,2,...,n. (2.39") 
dq, 

Derivînd ecuaţia (2.38") în raport cu q,, j = 1, . . . , n, se găsesc ega­
lităţile 

a Tir a r 
j = 1 ,2 , . . . , » , 

care, comparate 

dW 
dq, 

cu (2. 

Pi 

dL 
da,1 

39"), arată 

dW 
dq/ 

3 

că 

3 3 = 1,2, . . . , » , 

ceea ce are drept consecinţă transcrierea ecuaţiilor (2.39') sub forma 

dq, . / 9Tf 9Tf\ 
dt \ dq1 dqn) 
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revenind la ecuaţia cu derivate parţiale (2.38"), deoarece 

" dW 
ty*j 9v •••> 9n, 9.1, • • •, ff.) - £ 9i •-

_ / dW dW\ 

V dţh. d9« 1 
dW 

dacă p, = [qlf ..., qn se obţin rezolvînd sistemul (2.39")], 
dq, 

ultima ecuaţie se scrie 

V d9i dqn J 

dW ,E(4 „ „ dW dW 
. dt 

şi poartă numele de ecuaţia Hamilton-JacoM, ataşată problemei varia-
ţionale care admite hamiltonianul S~H(t, p, q). 

Exemplul 9. Fie un sistem dinamic cu un singur grad de l ibertate g, avînd energia 
1 1 

cinetică T(q) = - — - m q *' şi energia potenţială U(q) =——aq*. a fiind o constantă 
reală. Funcţia lui Lagrange fiind 

1 1 

deplasarea sistemului în cauză se realizează pe extremalele funcţionalei 

dacă intervalul de timp al mişcării este \t0, f j . Ecuaţia Euler corespunzătoare fiind 

dL d (dL \ 
= mq + aq = 0, 

dq 

funcţia q — q(l) se obţine imediat. Deoarece 

dL 
dq 

se deduce uşor hamiltonianul problemei : 

H=H(q, p) = l-L(q, q)+ pq ] 1 a 
• 1 = T — P2+ 92S 
i « - P 2m 2 
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sistemul canonic se scrie 

dll 1 dll 
$ = _ - = p, p = -—- = aq, 

dp m dq 
Problema de control optimal care apare aici se referă la minimizarea funcţionalei 

|d / 

sub restricţiile 

wţ^W-T™} 
î 

4(1) ~—P. ?('o) = ?o-
m 

Ecnaţia cu derivate parţiale pentru W = min J, va fi 
uev 

1 1 dW dW 
p2 aq% q — = 0, 

2m 2 dq dl 
dW 1 1 dW 

de unde, punind în loc dep, deci q — p — , se va găsi ecuaţia Hamil-
dq m m dq 

ton-Jacobi, 

dw i tdwv i 

care se poale deduce şi direct din expresia lui II. 

2.3.2. Ecuaţia Hamilton-Jacobi 

S-a văzut că dacă problema variaţionala 

), x(/)] dt -> inf(sup), C L[t,x(t), 

x(t0) = x°, x(Z) = x 

admite o soluţie, atunci notînd cu W = W(t, x) valoarea minimă 
(maximă) a acestei funcţionale, adică, cu alte cuvinte, calculînd func­
ţionala de-a lungul unei extremale, funcţia W verifică o ecuaţie cu 
derivate parţiale de ordinul întîi, explicitată în raport cu derivata 
dW 

. Daca lagrangianul L este determinat, în ipoteza ca problema 
dt 
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variaţională nu este singulară, este unic determinat hamiltonianul 

H — — L + ]£ p, xj, 
;'=t 

unde înlocuiesc prin Xj(t, xv .. ,,x„, pv.. .,pn), deduşi din 
egalităţile 

d L • , o 

Pi= •—-, j = 1,2, . . . , w; 
a a?; 

odată găsit acest hamiltonian, ecuaţia Hamilton-Jacobi a taşa tă pro­
blemei variaţionale cu L da t se va scrie imedia t ; 

dz 
dt 

+ H\t, x 
(' 

"••ii •fini 
dz_ 

dxx 
(2.40) 

[notînd CU2 = z(£, a?x, . . . , x„) funcţia necunoscută]. 
Această ecuaţie posedă două part iculari tăţ i impor tante : este 

explicitată în raport cu una din derivatele parţiale I aici este de-

dz \ 
r ivata parţială I si, apoi, funcţia necunoscută z nu apare direct. 

dt ) 
I n baza artificiului lui Jacobi (vezi 1.3.1) orice ecuaţie cu derivate 
parţiale de ordinul întîi 

F xx, ...,xn, u, -— , . . . , - — = 0 
V dxx dxn } 

se poate transforma într-o ecuaţia de forma (2.40), scriind u=xn+x 
şi considerînd variabilele independente xx, x2, . . . , x„, xn+1 scrise 
implicit sub forma z(xv x%, . . . , xn, xn+1) = z0, z0 fiind o constantă. 
Deoarece 

ecuaţia devine 

Ax, 

du _dxn+x 

dXj dxj 
dz I dz 

dxjjdxn+x 

> •£»+! — . 

dz 
dxx 

~~dz~ 

dx„ +i 

dz 
docn 

dz 
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dz 
iar explicitarea lui va conduce la o ecuaţie de forma 

dxn+1 
dz . J dz dz dz ( dz dz \ 

— \- J J Xx, X2, . . ., Xn+i, — ,. • •, — U 
dxn+1 \ dxx dxn } 

care de fapt este ecuaţia (2.40). 
Utilizînd notaţiile lui Monge 

dz dz - - . o 
dt dz, 

ecuaţia (2.40) se scrie 
p + H(t, xx. ..,xn, px,..., pn) = 0 ; 

sistemul caracteristicilor a taşa t acestei ecuaţii va fi 

da^ __ dxn _ dt _ dz 
dH_~~ 
dpx 

dH 
dpn 

dp 
dH 

1 

&Pi 
dH 

P + £ Pi fl Px dp} 

dp„ 
dH 

dt dxx dxn 

şi deci parametrul pe caracteristici v a putea fi considerat chiar 
variabila t şi vom avea 

dXj dH dpi dH _, „ / 0 . i . 
~7T = T~* "£- = ~ ^ ~ ~ ' J = 1» 2 , . . . , », (2.41) 
dt dp) dt dx.} 
dz x " dH " dH TT dp dH ,n .-,,, 
di j=\ dp} ţŢ\ dp} dt dt , 

Se observă că ecuaţiile (2.41) formează un sistem cu 2n ecuaţii 
diferenţiale care se poate integra independent de celelalte ecuaţii 
(2.41') ale sistemului caracterist ic; dacă din sistemul (2.41) s-au 
obţ inut funcţiile 

Xj = Xj ( i ; a?i, . . . , xn , pi, . . . , pn)i 

Pj = Pj{t; x% ...,a>l,p\,...,pl),j = 1 ,2 , . . . , n, 
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atunci înlocuindu-se în ecuaţiile rămase (2.41'), se obţin şi funcţiile 
p şi z prin integrare directă • 
p =p(t; x\, ...,x°n,p°1,...,p°) + p0, z=z(t ;x1,... ,x°n, pi,... ,p°„)+z0 

Este uşor de recunoscut faptul că între ecuaţiile sistemului caracte­
ristic al ecuaţiei Hamilton-Jacobi (2.40) se află şi ecuaţiile sistemului 
canonic ataşat unei probleme variaţionale în care hamiltonianul este 
funcţia II = H(t, xv .. .,xn, pu.. .,pn) care defineşte ecuaţia (2.40); 
de aceea, se poate afirma că integrarea ecuaţiei cu derivate parţiale 
(2.40) poate fi redusă la integrarea sistemului canonic cu hamilto­
nianul II. 

Un fapt cu totul remarcabil a fost demonstrat de către Jacobi şi 
anume : dacă se cunoaşte un anumit tip de soluţie a ecuaţiei Hamilton-
-Jacobi (2.40), integrarea sistemului canonic (cu hamiltonianul H) se 
reduce la o problemă de explicitare. Acest rezultat este cunoscut 
ca teorema lui Jacobi. 

2.3.3. Teorema lui Jacobi 

Eeluînd faptele care au condus la considerarea ecuaţiei 
Hamilton-Jacobi (2.40), rezultă că soluţia z are particularitatea că 
depinde de n parametri; într-adevăr, scriind z = W(t, x), prin defini­
ţie W este valoarea staţionară a integralei l L[s, x(s), x(s)] ds, cal-

0 
culată de-a lungul extremalelor care verifică condiţiile x}{t0) — x°}, 
j =1,2, . . .,n. Or, extremalele fiind soluţii ale unui sistem diferenţial 
format cu ecuaţii de ordinul al doilea, aceste condiţii vor determina 
numai n din cele 2» constante de integrare, n parametri rămînînd 
arbitrari. 

Soluţiile ecuaţiei Hamilton-Jacobi care depind de un număr de 
parametri vor fi funcţiile care vor rezolva problema pusă la sfîrşitul 
lui 2.3.2. 

Vom numi integrală completă a ecuaţiei Hamilton-Jacobi (2.40) 
orice soluţie z = <p a acestei ecuaţii, de clasă G2 într-un anumit dome­
niu al argumentelor sale, care depinde de n +1 constante arbitraro 
(dintre care una aditivă) şi care verifică 

det I" ^ f 1 _, 0; j,]c =1,2, ...,n, (2.42) 
L dXj aak J 

în domeniul de existenţă al soluţiei. 
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Teorema 2.4 (Jacobi). Bacă pentru ecuaţia cu derivate parţiale 
de ordinul întîi, scrisă sub forma Hamilton-Jacobi 

^L+HLX» ...,*.,£-,...,•£-) =0, (2.43) 
dt \ ox1 oxn) 

se cunoaşte o integrală completă 

z = (f(t, xv ..., xn, «j, . . . , au) +a, (2.43') 
atunci din sistemul de ecuaţii 

~- = h, ~ = Pi, j=l,2,..., n, (2.43') 
oat owj 

care conţine 2n constante arbitrare %, . . . , a„, bx, ..., bn, se obţine 
soluţia generală a sistemului canonic 

^^°E, ţPL^^îE, j=i,2,...,n, (2.43") 
dt dp} dt dxj 

în mod următor : din primele n ecuaţii (2.43'), în baza condiţiei (2.42) 
se extrag funcţiile 

X] =x1(t;u1, . .., an, bv ..., b„), j = 1, 2, . . . , n, (2.44) 

care reprezintă extremalele problemei variaţionale care conduce la 
hamiltonianul II : înlocuind apoi funcţiile (2.44) în ultimele n ecuaţii 
ale sistemului (2.43'), se vor obţine direct soluţiile pv. • -,pn ale siste­
mului canonic 

p} =pj(t,a1, ...,aa, bv ...,bn), j - 1 , 2 , . . ., n: (2.44') 

r Demonstraţia se reduce la o verificare : să arătăm că funcţiile 
(2.44) verifică primele n ecuaţii ale sistemului canonic (2.43"). Pentru 
aceasta se înlocuieşte integrala completă (2.43') în ecuaţia (2.43), 
obţinîndu-se o identitate; derivînd-o în raport cu ak, găsim identi­
tatea 

d2Z " dU d2Z n r -. o /o ^K^ 
: + v — - = 0 , Jc = 1 , 2 , . . . , » , (2.45) 
dt dak y=i dpj oXj dak 
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deoarece în H, ak intervine prin intermediul derivatelor J • 
dXj ) 

înlocuind funcţiile (2.44) în primele n ecuaţii ale sistemului (2.43'), 
Qra 

vom obţine n identităţi; derivînd identitatea —— = bk in raport cu 
dak 

variabila t, rezultă identitatea 
a»9 JL dzy dxs _ 

da t d£ ,=i 9% 9a?j d£ 

care scăzută din (2.45) conduce la sistemul 

jt i \ dtf dp ; / dak dx} 
n. 

, , . « di»j d-BT 
Or, interpretmd acest sistem ca un sistem algebric in — — t 

dtf 9j)y 
j = 1 , 2 , . . . , » , deoarece, în baza ipotezei (2.42), determinantul 
coeficienţilor este diferit de zero, singura soluţie posibilă este soluţia 
banală 

^ _ i * = 0 , i = l , 2 , . . . , « ; 
dt dpt 

s-au obţinut astfel primele n ecuaţii ale sistemului canonic. Pentru 
a obţine şi celelalte ecuaţii ale sistemului canonic, se derivează 
ecuaţia Hamilton-Jacobi (în care s-a înlocuit g cu 9) în raport cu xt; 
se obţine identitatea 

»* .+ £ j a^ !L + i 5L=o , j = i ,2 „, 
' ZJ a_ a™ a~, ^,v di 0#, ş t i dpk dxk dxs dx} 

şi apoi se scade din ea identitatea obţinută prin derivarea în raport 
cu t a egalităţii pt = —— [în care xv ...,xn se înlocuiesc prin 

dxj 
expresiile lor (2.44)]. Deoarece 

u* , ' .==—z-L 1_ y -2-— —, j = l ,2 , . . . ,n , 
dt dx,dt ftfi dXjdxk dt 
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operaţia amintită conduce la egalităţile 
dp} dH » / dH dxk \ a2

9 

dt dxj k=i \ ap* dt ) dxj dxt 

care vor coincide cu ultimele n ecuaţii ale sistemului canonic, dacă se 
„ . dH are în vedere ca xk = i 

dpk 
Teorema lui Jacobi are o importanţă practică deosebită deoarece 

de multe ori integrarea sistemului canonic este o operaţie deosebit de 
dificilă, pe cînd determinarea unei integrale complete pentru ecuaţia 
Hamilton-Jacobi se poate realiza uneori uşor (integrala completă se 
poate obţine uneori căutîndu-se soluţii de o formă particulară a ecua­
ţiei Hamilton-Jacobi). 

1 / dw \a i 
Kxemplul 10. în cazul exemplului 9 s-a dedus ecuaţia Hamilton-Jacobi 

dW 
~~dt 

deoarece W = W(t, q), să căutăm o integrală completă de forma 
W(1, q) = fit) + 9iq). 

înlocuind în ecuaţie, se obţine egalitatea 

f ( 0 + — 9'\q)+ — «?2 = o, 
2m 2 

care va fi verificată dacă, în particular, 

2m 2 

s-au obţinut astfel două ecviaţii diferenţiale simple, care integrate dau 

fit) = - aî + [3, </(g) = V f2a m - maţ* d?. 

Se deduce o integrală completă 

W(/, q) = - at+ \ /2oon - maq* dq+ p ; 

aplicînd teorema lui Jacobi, va rezulta că explicitarea funcţiei q din egalitatea 

f m do 
J ^ o / n - mag2 ' 

' 
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va reprezenta legea de mişcare a sistemului considerat. Calcullnd integrala, se deduce 

Vm • IVa \ 

fv s i n[F~^ ( '+ r )] ! 

1+ Y 
/ 
/ 

şi deci 

?(0 

cealaltă funcţie necunoscută a sistemului canonic se obţine scriind 

dW , 
p = = y2a.m — maq*' 

dq 

în care q = q(l) trebuie înlocuit cu expresia anterioară : 

p(/) = ^2am cos P«+«] 
11. Problema lui Kepler sau problema celor două corpuri (mişcarea unei planete în 

jurul Soarelui sau a unui electron în cîmpul coulombian al nucleului). în cazul unui atom 
de hidrogen, sarcina nucleului va fi + e, a electronului — e, iar energia potenţială este 
dată de 

c 
r 

r fiind distanţa de la Soare la planetă sau de la electron la nucleu, r = 
= (/(îj — x2)2 + (yt — y2)2 + (Zj — z2)2. Utilizînd sistemul sferic de coordonat 
x = r sin 0 cos tp, y = r sin 8 sin ţ>, z = r cos 0, r > 0, 0 e [0,71]. <p s [0, 2TC[, pentru 
energia cinetică T se găseşte 

|T = - 7 - (x2 + t + z2) = (r2 + r1 02 + r2
 9

a sin2 0) 

şi, scriind £ = T — U, vom avea 

dL dL dL 
p = ——• = r, p2 = —— = r20, p 3 = — = r2 <p2 sin2 0 ; 

dr SQ dtp 

hamiltonianul se obţine imediat : 

i 7 = - L + P l r + P 2 0 + p ^ = ^ - ( p î + ^ P l + ^ , e P i [ 

Calcullnd din ecuaţiile sistemului canonic doar ecuaţiile 

dl 
Tp 

dH dH 
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se obţine p 3 = \ ) , deci p 3 = p ° ş i ş = ———-— J> ; cum 
r s s in ' 0 ' " 

\ 
r2 şin2 0 = r2 - r2 cos2 6 = x2 + y2 + z2 - z2 = x2 + y2, 

d y xy ~ xy 
<p= — tg = d; x x2 + y2 

se deduce 

xy — xy = A. 

Alegînd convenabil condiţiile iniţiale, se poate presupune A = 0, ceea ce va conduce 
la egalitatea y = kx; aşadar, traiectoria mişcării va fi plană. 

Vom presupune că planul mişcării este planul R2, în care originea axelor se află în 

punctul P x (în care se află plasat unul din corpuri) ; aceasta înseamnă 0 = , deci 

iar ecuaţia Hamilton-Jacobi va fi fi 

idW\2 1 [ 8W\2 e 

Ur)+-ărb?)--=o-dw 1 idw\z 1 [ dw\2 

O integrală completă a acestei ecuaţii se poate obţine căutlnd-o de forma 

W(t, r, tp) = f(t) + g(r) + h(tp) ; 

prin înlocuire, se deduce 

HO + \ 9'\r) + - L h'*(tp) - - 1 = 0 . 

Această ecuaţie va fi satisfăcută dacă f(t) = — a.t, a s R, şi dacă 51 şi /1 verifică 

scriind ultima ecuaţie sub forma 

/i '2(9) = - r y 2 ( r ) + 2e r + 2ar2, 

f 2e fi2 

2a H -—-.PriB 
r ra 

urmare, o integrală completă se va scrie 

_ , Clf 2e O2" 
W(t, r, tp) = - ai - 8cp + i H 2a + — ^ dr + y, 
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dw 
da. 

/ dW 
-y -gp- = 9». ceea ce permite aplicarea teoremei Iui Jacobi ; din egalităţile 

ţ0, 90 e R, se deduce 

A dona egalitate constituie legătura dintre variabilele r şi ţ> (care sînt de fapt coordo­
natele polare în planul mişcării) care conduce la traiectoria căutată iar prima egalitate 
descrie modul în care traiectoria este parcursă în t imp. 

1 
Cu schimbarea de variabilă > r, a doua ecuaţie se integrează uşor : 

r 

9 — 90 = — arcsrn 

j32 1 
e r 

U" 2aP2 

cu notaţiile 

P* ] 2ap» r; 
Explicitîndu-l pe r, se găseşte 

P 
r 

l - e s i n ( ţ ) - 90) 

ceea ce înseamnă că traiectoriile vor fi elipse (dacă e < ), parabole (dacă e = 1) sau 
hiperbole (dacă E > 1). 

Dacă hamiltonianul H nu conţine explicit variabila t, în locul 
ecuaţiei Hamilton-Jacobi 

dW + H I xn 
dW 

W>A1 _ J * 
9TF 

) 
= 0 (2.43) 

dt \ dx± ' ' dxn 

se poate considera aşa-numita ecuaţie Hamilton-Jacobi redusă 

M I xx, ..., x„, —- , . . . , 1 
\ dx± oxn ) 

h (2.46) 

în care funcţia necunoscută 8 nu depinde decît de variabilele xx,... ,x„. 
Pentru a justifica această înlocuire, este suficient să arătăm că din 
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orice integrală completă a ecuaţiei (2.46) se poate deduce o integrală 
completă a ^ecuaţiei (2.43); pentru aceasta, fie 

\8= 8{®i, • • • > &„, a1} . . . , oB_!, h) + a 
o integrală completă a ecuaţiei (2.46) şi să arătăm că 

0 =\-M +8(xv ..., xn, %, . . . , an-v h) + a 

este o integrală completă a ecuaţiei (2.43). Or, evident, z e C2, în 
toate variabilele sale (odată cu S) iar z depinde de » + l parametri 
arbitrari h, %, . . . , an-1 şi a; în plus, este uşor de verificat că 

[ d2z 1 ' T d28 1 
1^0 dacă det l^fii m primul determinant 

dx, dak J L 9x, dat J 
presupunînd x0 =t şi a0 —h. 

De fapt, ecuaţia redusă (2.46) se poate deduce direct din ecuaţia 
(2.43) căutînd soluţii de forma 

2.3.4. Lagrangieni pozitiv omogeni 

Să considerăm o varietate V„ dintr-un spaţiu Rm, n <m, 
care are proprietatea că elementul de arc ds se poate calcula cu ajuto­
rul egalităţii 

» 

unde [<jrrt(x)] este o matrice pătrată simetrică nesingulară pentru 
« 

orice x e V„, iar forma pătratică J] grA.(x) ^ 5» este pozitiv definită 
pentru orice x e 7B. O astfel de varietate se numeşte spaţiu Biemann 
şi vom presupune gik e O1. Dacă xs = %}{t), j — l,2,...,n, te p0, t{], 
este o curbă y din V„, atunci lungimea l a acestei curbe va fi definită 
cu ajutorul integralei 

Î[X] " \ K y S ^ * (X) *' ** d<' *' = IdT ' = X'2'" ' '' * 5 {2A7) 

prin definiţie, o curbă y0 c Vn se numeşte geodezică pe F„, care trece 
prin punctele x(t0) şi x(^), dacă yo realizează minimul funcţionalei l 
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/ 

definite pin (2.47). în acest mod, determinarea geodezicilor într-un 
spaţiu Eiemann este o problemă variaţională, în care /agrangianul 
este /' 

I L{x,x) = ^gjk(x)x,xk; / (2.47') 
se observă că acest lagrangian are o proprietate importantă şi anume, 
pentru orice s > 0, are loc egalitatea 

X(x, s i ) = sL(x, x). 
Vom spune că este vorba de un lagrangian pozitiv omogen de grad 
p = 1 , iar, prin extensie, dacă pentru orice s > 0 un lagrangian oarecare 
X = L(t, x, x) verifică egalitatea 

L(t, x, si) = sv L{t, x, x), 

vom conveni să spunem că X este un lagrangian pozitiv omogen de 
grad p (p evident va fi un număr real). 

Identitatea lui EuleB pentru funcţii omogene va conduce la 
egalitatea 

» . ax 

de aici, se deduce o proprietate importantă a lagrangienilor pozitiv 
omogeni de grad p şi anume : dacă X este un astfel de lagrangian 
care în plus este şi independent de t, atunci, dacăp # 1, acest lagran­
gian va fi o integrală primă pentru sistemul Euler-Lagrange cores­
punzător. 

într-adevăr (vezi 2.2.5), deoarece X* este o integrală primă 
pentru sistemul Euler-Lagrange, vom avea 

» ax L* — L - H x* ~^~- — L ~PL = (x ~P) L 

ţZ\ ox, 
şi deci, pentru p ¥= 1, pe extremale, X va fi constant. 

Dacă p — 1, deoarece punînd t — t(s), t'(s) > 0, se [s0, s-J, 
t0 =t(s0), t1 = t{s1), avem 

rh rSi I dx 1 \ rH 

C L[x(t), i(t)] dt=\ X x, \t' ds = \ X(x, x) ds, (2.48) 
Ji. J

s„ v d« * ' ; x0 r'1 
se deduce că funcţionala \ X di nu depinde de variabila de integrare 

(evident, în ipoteza că X nu depinde de t) şi de aceea, se poate face 
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ipoteza că pentru o alegere convenabilă a parametrului pe extremale 
să avem L\h (pe extremale); notînd 

<p(t) = C L[x(u), x(u)] du 

în ipoteza că pte extremale L=h dacă parametrul este s, din (2.48) 
se deduce egalitatea 

?(*) = * ( * - * o ) 

care va reprezenta legătura căutată între variabilele t şi s [pentru a 
avea X =ft pe extremalele x=x(s)]. 

Un rezultat important în aplicaţii este 

Teorema 2.6. Dacă lagrangianul X este pozitiv omogen şi nu depinde 
de t, atunci extremalele funcţionalelor 

J [x] = ( X d i , Xr[x] = ( x r dt 

vor coincide, pentru orice r e R + \ {0 ,1} . 
I - Deoarece 

ăt \ dx, ) dx, dt \ dx, j dx, 

L di V dx, ) dx, J 
d T 

+ r ( r - l ) X r - 2 - = ^ , dt 
dX 

iar pe extremale = 0, se deduce că dacă 
dt 

ăt V dx, ) dx, 
atunci 

d ( dLr \ dLr 

= 0, 3 = 1 , 2 , ...,n. J {—) dt V dx, ) dx, 

în particular, dacă X este definit prin (2.47'), deci dacă extrema­
lele sînt geodezice, deoarece este cazul unui lagrangian pozitiv omogen 

8 - c . H n 3 



de grad unu, va trebui să determinăm convenabil parametrul pe 
^geodezice, pentru a avea L—ln pe aceste curbe; or, pentru t—s,s 
fiind arcul de geodezică, calculat între t = 0 şi t, deci 

LFâ. glkâ)iXtdt 

avem 
ds 
dt -ti lit&t&k = 1 

(deoarece ds = dt). Aşadar, geodezicele vor fi în acelaşi timp extremale 
pentru funcţionala 

J3[x] = f'*i« [x(s), x(s)] ds = ( f J gjk(x) x} xk] dt; 

deoarece 
a i 2 

= 2 j ^ x * az2 
s Ş̂  *,*., dxj k^t"" " dxj htt\ dxt 

se va obţine sistemul Buler-Lagrange 

3 = l , 2 , . . . ,w , 

-T-i E ^ * 4 ~ ^ T S - ^ « , ^ = 0 , j = l , 2 , . . . , n . 

Efectuînd derivarea în raport cu s, deoarece din gjk = gkj se deduce 

A #0« _ 1 £ f 9 fe , j ? M • • 
, " i da;' 2 ;-,fii V d#, a « t ; 

;sistemul Euler-Lagrange fiind 

u « 

* = 1 (,ft=l 

unde [Z #, j] sînt simbolurile lui Cristoffel de speţa întîi 

1 (d9ki . d9n d9a [* ,J] 2 v da^ 9« t d#j J 
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\ 
utilizînd \imbolurile lui Cristoffel de speţa a doua 

{VH. ff" D' fc> *3> 

unde #" este inatricea inversă ataşată matricei g}i, deci 
\ i „ *, fi pentru i = fc, 

\ /=i 10 pentru i # fc, 

se obţine următoarea formă a sistemului de ecuaţii diferenţiale cu 
care definesc geodezicele din spaţiul Eiemann Vn: 

^ + f | ' n**L**L=o, j = l,2,...,n. (2.49) 
d*2 A l j \ ds ds ^ ' ' ' 

2.3.5. Distanţa geodezică (eikonal) 

în cazul funcţionalei (2.47), dacă x = x(s) se înlocuiesc cu 
geodezicele respective [adică x=x(s) verifică sistemul (2.49)], se 
obţine, după efectuarea calculelor, minimul distanţei dintre punctele 
x(£0)= x0 şi x(<1) = x1, aparţinînd lui Vn; prin extensie, dacă se calcu­
lează valoarea funcţionalei 

J [x] = \ L[t, x(t), x(t)] dt 

de-a lungul extremalelor acesteia, se obţine distanţa geodezică sau 
eihonalul acestei funcţionale. 

Dacă denumirea „distanţă geodezică" este împrumutată din geo­
metrie, noţiunea de „eikonal" provine din optică, unde, principiul 
lui Fermat (care postulează faptul că traiectoria unei raze de lumină 
într-un mediu oarecare, care pleacă dintr-un punct şi ajunge în alt 
punct al acestui mediu este încît astfel pe ea se obţine timpul cel 
mai scurt), face ca traiectoria unei raze luminoase să fie o extremală, 
calculînd timpul pe această traiectorie, pentru a ajunge din x° în x2, 
valoarea obţinută se numeşte eikonal. Funcţionala, care apare în 
acest caz, va fi 

Jt, '*(*, x, x 

) 
ds, 

x) 
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•dacă v = v(s, x, x) este viteza de deplasare a luminii în mediul 
considerat, deoarece dt = ds/v. / 

Distanţa geodezică se calculează cu ajutorul extreinalelor care 
trec prin două puncte date x° şi x1; dacă aceste puncte sînt situate 
la o distanţă convenabilă unul de celălalt, este posibil să existe o 
;singură extremală care să le unească ; este evident că /distanţa geo­
dezică va depinde de coordonatele punctelor x° şi x1' precum şi de 
valorile parametrului pe extremală pentru care se obţin acestea. 
î n ipoteza că x1 = x este variabil, distanţa geodezică J va depinde de 
'2n + 2 parametri iar dacă x° este fixat, vor apărea w + 1 variabile 
(anume t, xv ..., x„) şi n + 1 parametri (t0, x% . . . , x°n). î n baza 
rezultatelor din 2.3.1 ca funcţie de t, distanţa geodezică 
J va verifica ecuaţia Hamilton-Jacobi (dacă funcţia E se poate 
deduce din funcţia L) 

dj i dj oj \ 
—- + H It, xv .. ., x„ — - , . . . , - — = 0 
dt \ ox1 oxn ) 

şi va fi o integrală completă a acestei ecuaţii (dacă se verifică ipo­
tezele cerute pentru o astfel de soluţie). 

Consideraţiile anterioare nu sînt aplicabile decît dacă H nu este 
nul ; or în cazul geodezicelor pe o suprafaţă Eiemann avem H — 0 
şi de aceea, ecuaţia cu derivate parţiale verificată de distanţa geo­
dezică trebuie obţinută pe altă cale. 

Notînd L = ]fF, F = Y. glk(x) x,xk, deoarece p, = — - = - — 
ijhLx ox, OX], 

se deduce 
1 " 

Pi — — %9nat1 j=l,2,...,n; 

cum det[gjk]^ 0, aplicînd regula lui Cramer, se găseşte 

~ = S 9,kPt (2.50) 
Li ;=.l 

(g}k fiind elementele matricei inverse matricei [g,k]). Cum L este 
pozitiv omogen de grad unu, utilizînd identitatea lui Buler 

" . dL T ' " x, dL 
y^x,—— = L sau S] — = 1 

/ - i dxj J = 1 L dx, 
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şi ţinînd seama pe (2.50) şi de faptul că — - = , p, = ——, s 
ox dxj dx, 

găseşte ecuaţia cu derivate parţiale 

i,ţZi dx, dxk 

care reprezintă ecuaţia Hamilton-Jacobi în cazul special considerat. 
De obicei, în aplicaţii practice, nu se utilizează funcţia J ci funcţia 
r = t/2, obţinîndu-se uşor ecuaţia 

» ikl , dT dY A„ 
j,t=i ox, dxk 

K 

în particular, dacă L2= J ] x2„ ecuaţia Hamilton-Jacobi va fi 
; = 1 

y» i V dx, ) fZ\ V ox, ) 

Exerciţii 

1°. Să se arate că pentru lagrangianul L = Y x2 + y2 / l + y'1 hamiltonianul 
este 

/ / = Yx2 + y2 - p2 

iar ecuaţia Hamilton-Jacobi corespunzătoare 

/ dJ\* t dJ \2 

admite integrala completă 
1 1 

J = x2 sin a — xv cos a ii2 sin a + b; 
2 2 

să se deducă de aici extremalele 

x2 cos a + 2xy sin a — y2 cos a = c. 

2°. Să se arate că dacă se cunoaşte hamiltonianul H = H(t, x, p), se poate deduce 
lagrangianul L = L(t, x, k). 
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R. Din legătura dintre L' şi H se deduce ecuaţia cu derivate parţiale 

£ . BL 

care este o ecuaţie Clairaut generalizată, a cărei soluţie singulară va defini pe L. 

3°. Să se determine L dacă H este : 

a) - YWTÎP; b) K P 2 - y 2 ; c) - K</2 + z2 - p2 - <?2; d) y(p* + ?2); 

e) K M V T ? ; * ) - / i î + " x | + . . . + x2 - ^f - P2 - . . . - p | . 

R. a) - y J - T ^ T 2 ; b) z / K y 7 2 ^ ; c) /z/2 + z2 l/î + z/'2 + z'2 ; 

d) — ([V2 + z'2) ; e) - |/l - y'2 - z'"2 ; f) j ^ f + . . . + *£ |^ î f+ . . . + î f . 

4°. Se cer geodezicele pe suprafeţele Liouville, caracterizate prin aceea că elementul 
de arc se poate scrie 

ăs = )//•(«) + g(v) | /du2+ du2. 

R. Ecuaţia Hamilton-Jacobi admite o integrală completă de forma 

J = \ ^f(") + a -f- du + l Yg(v) — a d» + b, prin separare de variabile. 

5°. Să se arate că în R3 geodezicele pe suprafeţele, ale căror primă formă fundamen­
tală este 

ds2 = E du2 + 2F du do + G do2, 

se pot obţine cu ajutorul următoarei ecuaţii Hamilton-Jacobi: 

/ dJ \2 dJ dJ I dJ \2 
Gj -2F h £ =EG-F*. 

\ du J du do \ do ] 

6°. Să se arate că oricărei ecuaţii diferenţiale de forma 

y" = f{x, y, y') 

i se poate ataşa un lagrangian L = L(x, y, y') a cărui ecuaţie Euler este ecuaţia dată. 

R. Scriind ecuaţia Euler sub forma 

Ly'y' y" + Ly'y y' + Ly>x — Lv — 0, 
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scriind f în loc de y" şi derivînd apoi in raport cu y', se obţine ecuaţia cu derivate 
parţiale de ordinul întîi 

du du du 
\ -r— + V' -x— + f -r— + fy'U = 0, u = Lv-y-\ dx dy dy' 

cu ajutorul căreia se va obţine L. 
7°. Să se determine toate funcţionalele care au ca extremale : a) linii drepte în plan; 

b) parabolele y = ax -\- bx2. 

R. a) Deoarece y" = 0, în baza exerciţiului 6 se găseşte 

L(x, y, y') = a{x, y) + y'b(x, y) + % (y' - t) c(y - tx, l) At, 
Jo 

a, b şi c fiind funcţii arbitrare astfel încît dy Dx-
b) Deoarece y" = 1x~% {xy' — y), în baza exerciţiului 6 se găseşte 

Cv' L(x, y, y') = a(x, y) + y'b(x, y) + x 2 1 (y' - t) ^x - 1 1 - x - 2 y, 2x~l y - t) di 

«, 6 şi c fiind funcţii arbitrare astfel încît av — bx. 



CAPITOLUL 3 

Calculul variaţiilor 

3.1. Introducere 

Din problematica vastă a calculului variaţiilor, vom 
lua în consideraţie numai aspecte legate de posibilitatea aplicării 
acestei discipline în teoria ecuaţiilor diferenţiale sau cu derivate 
parţiale; vom avea în vedere probleme de optim ataşate funcţiona­
lelor de forma 

I[u] = \ L(x, u, yu) dx (3.1) 

unde L : Dn x tR X IR" -» K este cunoscut, fiind o funcţie de clasă 
C2 în toate argumentele sale, Dn fiind un domeniu din \Rn, mărginit, 
avînd frontiera dDn cu măsură nulă în R" iar v u = gfad u — 

( du dn \ 

dxx dxn) 
Tom presupune u : Dn -> R, convenabil definit într-o mulţime 

de funcţii iar calculul variaţiilor determină acele funcţii u care 
realizează optimul funcţionalei (3.1). 

Exemple. 1. Problema lui Plăteau se referă la determinarea acelei suprafeţe din R3 » 
avînd ecuaţia s = z(x, y), (x, y) e D2, şi frontiera y şi care are aria minimă în raport cu 
toate suprafeţele din R3 care se sprijină pe y [dacă aceste suprafeţe se pot scrie sub 
forma z = f(x, y), (x, y) s £>,]. 

Deoarece aria unei astfel de suprafeţe se poate obţine cu ajutorul egalităţii 

ss Yl+ f§+ f%dxdy, 
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1 v"l2 &x &y 

problema lui Plăteau va fi rezolvată dacă se determină funcţia z cu proprietatea 

'du du\ . Idu\2 IduV 
cu notaţia •v

,u= 
dx dy IV»I dx 

; comparînd cu (3.1), rezultă 

L(x, y, u , V u ) = | / l + | V u | 2 . 

2. Ecuaţia coardei vibrările (înţelegînd prin coardă vibrantă un mediu elastic unidi­
mensional, ale cărui oscilaţii au loc în acelaşi plan xOu) se poale deduce, conform cu 
principiul lui Hamilton cu ajutorul unei probleme de optim ; astfel, în ipoteza că poziţia 
de echilibru a coardei este dreapta u = 0 iar punctul de abscisă x se deplasează 
numai pe verticală, energia cinetică T a acestei coarde va fi 

T{i) 
1 f' ( du\2 

-2\9ix)[~d7jdl p >0 , 

dacă x = 0 şi x == l sînt capetele coardei în poziţia de echilibru iar p este masa coardei 
raportată la unitatea de lungime, u = u(t, x) fiind deplasarea pe verticală a coardei, 
faţă de poziţia de echilibru, calculată în punctul x la momentul /. Energia potenţială, 
fiind proporţională cu alungirea coardei, va fi 

U{t) = \ k(x) i' 1 + di 
dx, 0; 

deci, conform cu principiul lui Hamilton, deplasările coardei în intervalul [lv /2] se rea­
lizează astfel încît funcţionala 

I = \ ]T(l) - 17(0] dt f 
să aibă o valoare minimă. în acest mod, ecuaţia coardei vibrante se obţine calculînd 
minimul integralei 

*[«] = \ \ r „ -pwi — I -*(*)i 
egralei 
M=01Rp{x) (^)2_ m[fi+ S)2" *]}dxăt 

şi deci este vorba de un caz particular al lui (3.1). 

3.2. Condiţii necesare de extrem 

3.2.1. Diferenţiala forte 

Vom considera două spaţii vectoriale normate X şi Y în 
care normele se vor nota prin || • \\x, respectiv || • ||r şi fie / : A->T, 
unde A c X este o mulţime deschisă. 
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Se spune că aplicaţia / este diferenţiabilă forte într-un punct 
x e A fixat, dacă pentru orice h e i , astfel încît x -f h e A, există 
o aplicaţie liniară şi mărginită Lx, Lx : X -> Y, astfel încît 

f(x + h) - f(x) = Lxb + a(x, h), (3.2) 
unde a e Y şi este astfel încît 

lim M ^ i M k ^ o . (3.2') 
H*llx-° llhIU 

în această situaţie aplicaţia Lxh care pentru orice h e i este un 
element din Y se numeşte diferenţiala forte sau diferenţiala Frechet 
a lui f în punctul x e A iar Lx însuşi se va numi derivata forte a lui f 
în punctul x e A. 

Exemple. îl. Dacă i: A —• y, i(x) = y0, y0 fiind im element fix din Y (cu alte 
cuvinte, jf este aplicaţie constantă de la A la Y), atunci diferenţiala forte (Frechet) există 
şi este nulă, deoarece 

f (x + h) - S (x) = y0 - y0 = 0 = Oh + 0 

şi deci Lx = 0, a = 0. 

-S. Dacă 1: A —» Y este o aplicaţie liniară şi mărginită, adică 

f(x1 + x2) = t(x1)+ i(x2), f(ax) = af(x), ||f(z)||r < Af||x||x 

(x, Xj, x2 fiind arbitrari in A, ca şi a care este scalar), atunci f este diferenţiabilă în orice 
punct i e i ; într-adevăr, 

f(x + h) - I(x) = [f(x) + Jt(h)] - f(x) = i(h) 

şi comparînd cu (3.2) se deduce 

Lj.li = f(h), a = 0 ; 

şi deci, cum f este aplicaţie liniară şi mărginită, avem Lx = l, x e l , 

5. Dacă f : A -> Y, f(x) = Lx + y0, unde L : A -> Y este o aplicaţie liniară şi măr­
ginită, deoarece i(x + h) — î(x) = Lh, se deduce imediat că î este diferenţiabilă forte 
în orice punct x e A, diferenţiala forte fiind egală cu f(h) in orice punct xeA. 

Dacă f este diferenţiabilă forte în punctul xeA, atunci diferen­
ţiala forte a lui f în acest punct se notează prin (df)(x) sau df(x), 
adică 

(df)(x) = Lxh (3.3) 

iar derivata forte în acelaşi punct x e A se notează prin f (x), deci 

f(x) = L x ; (3.3') 
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comparînd (3.3) cu (3.4), rezultă 

L x h = (df)(x) = f(x)h. (3.3") 

Este uşor de verificat faptul că diferenţiala forte, dacă există, 
este unic determinată; în caz contrar, ar exista aplicaţia liniară 
şi mărginită Mx, Mx : X -> T, astfel încît 

f(x + h) - f(x) = Mxh + p(x, h), I I P ( X , h ) l | y - > 0 cînd||h|LY->0 
Ihl \\x 

pentru orice he=X cu x + h e i , se deduce, utilizînd descompu­
nerea (3.2), 

Lxh — Mxh = Ş(x, h) — a (x, h) 

iar în baza proprietăţilor lui a şi (3, rezultă 

lim H ^ - M x h | l r = 0 

IIH Iz-o WMx 
pentru orice h e i ; dacă ar exista h0 e X astfel încît Lxh0 ^ Mx h0, 
pentru orice e > 0 s-ar putea scrie 

| |L x h n -M x h n |L=c>0 , , ,, .. - " x " 0 — J M * " 0 | I I ' -
ei b.n 

lo\\x 
(deoarece Lxh0 — Mxh0 ^ 0 înseamnă ||Lxh0 — M xh 0 | |F>0 iar prin 
ipoteză | |h0 | |x > 0 ) , deci, notînd h = eh0, se deduce 

L x (eh 0 ) - M ^ s h o ) ^ - - - 1 — | | L x ( h ) - Mx(h)||F = c > 0 , 
\\*Mx ' \W\\x 

ceea ce contrazice (3.4), deoarece, dacă s-»0, neapărat ||.h||z = 
= | | £h 0 | | ^= S | |h f l | |x->0. 

3.2.2. Diferenţiala slabă 
Vom presupune f definit ca în 3.2.1 şi vom calcula 

l f ( x + *)|,=o = lim f(X + ^ - f W (3.5) 
dt <-»o t 

123 

Lj.li


într-un punct x e A pentru orice h e i , astfel încît x + t h e A, t 
fiind scalar real. Limita este înţeleasă în sensul normei din T : 
dacă A este limita în cauză, înseamnă că pentru orice s > 0 se poate 
găsi S > 0 astfel încît 

!f(x + th) — f(x) 

Dacă limita (3.5) există, se notează prin (Df)(x, h), adică 

(Bl)(x,h)=^-f(x + th)\ (3.5') 
dt [,=0 

şi se numeşte diferenţiala slabă sau diferenţiala Gâteaux a lui f în 
punctul x relativ la creşterea h. 

în general, diferenţiala slabă (Df)(x, h) nu este liniară în raport 
cu h, dar dacă această diferenţă este liniară în raport cu h. şi se 
scrie sub forma 

(Di)(x,h) = i;(x)h, (3.5") 
unde f'(x) este un operator liniar şi mărginit (f«(x) : A -> Y), atunci 
f,'(x) se numeşte derivata slabă (sau derivata în sensul lui Gâteaux) 
a aplicaţiei f în punctul x. î n legătură cu derivata slabă (Df)(x, h) 
se poate face precizarea că deşi iniţial aceasta nu este o aplicaţie 
liniară în raport cu h, totuşi în anumite ipoteze suplimentare, se 
poate obţine şi egalitatea (3.5"). Este uşor de stabilit că dacă f 
este diferenţiabilă forte în punctul xe A, atunci ea este diferenţia-
bilă Gâteaux în acest punct iar derivata slabă f'(x) există şi este 
egală cu derivata forte i"'(x). într-adevăr, scriind f(x -j- h) — f(x) = 
= f(x)h + <x(x, h), prin înlocuirea lui h prin th, în baza liniarităţii 
aplicaţiei f'(x), se găseşte 

f (x -f t h) - f(x) = if'(x) h + <x(x, t h), 
de unde se deduce 

(Df)(x,h)=-|-î(x + *h) 
dt 

deoarece 

- f(x) = 0. TT <*(*, dt dt 

< e îndată ce \t\ < 8. 
r 

= — [f(x) + « f ' ( x ) h + a ( x , th)] 
;=0 Ot 

î'(x)h, 

l i m « L ' . « h ) - " ( ' . o ) s s 0 > 
<-o t 
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ultima egalitate bazîndu-se pe (3.2'), din care se deduce <x(x, 0) = 0* 
§1

 n l]a(x,fh)l|r 1 l|a(»,th)||y 0 = iim = — axa. • 
t~>o \\ta\\x \\h\\x t^o t 

Aşadar, s-a obţinut egalitatea 

(Df) (x, h) = f'(x) h, 

ceea ce înseamnă î's(x) = f'(x). Eeciproc, se poate arăta că dacă, 
derivata slabă î's(x) a aplicaţiei î există într-o vecinătate a punc­
tului x0 e A si este continuă în x0, atunci f admite în x0 o derivată 
forte f'(x) [ = f,;(x)]. 

Faţă de diferenţiala forte, diferenţiala slabă are avantajul că» 
poate fi uneori calculată efectiv cu destulă uşurinţă. 

Kxemplul 6. Fie X = C([a, b}) şi Y = K iar 

f(x) = { x*(l)dl; 

dacă h e X, atunci 

f(x+h) = [ [(x + /!)(/)]2d/=ţ x*(l)dt + \ h\t)ăt+2\ (i/i)(/)d( 
Ja Jet Ja ~a 

şi deci 

f(x + h) - f(x)r=2i x (0 /i(/) dl + \ h* (/) dl • 

comparind cu (3.2), găsim 

Lxh = 2 ( x(t) h (/) dl, a (x, h) = V h2 (l) dt 
Ja Ja 

şi este evident că Lxh este o aplicaţie liniară de la X la Y (pentru x fixat). Deoarece 

Ir* I 
U2cH 2 

w*{x,h)\\ii _ | J , i s u p v ( o < mx_=m] 
\\h\\x ll*llx " WHx " ||A|lx ' X' 

este evident că (3.2') se verifică, ceea ce Înseamnă că aplicaţia considerată este diferen­
ţiabilă forte in orice punct xe X iar diferenţiala forte este egală cu 

f'(x)h = 2 \ x{l)h(t)dl. 
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Calculînd direct diferenţiala slabă, avem 

f(x + s/i) = V (x2 + 2s x/i + s2/i2) ii 

şi cum x = x(t), h = /i(/) slnt funcţii continue pe [a, b], derivata în raport cu s se poate 
calcula direct sub semnul integralei; deci 

(Df) (x, h) = V (2x/i + 2s/i2) dt = \ 2x/i d/ 
J» 1s=0 J« 

şi se obţine egalitatea 

( D / ) ( . I , / I ) = 2 x(t)h(t)dt. 
la 

Existenţa diferenţialei forte are drept consecinţă posibilitatea 
aproximării creşterii aplicaţiei f [calculată în punctul xe A, relativă 
la creşterea h e i şi definită prin (Af) (x, h) = f(x + h) — f(x)] 
prin f'(x) h ; aşadar în primă aproximaţie, se poate scrie 

(Af)(x,h) «f ' (x)h. 

3.2.3. Condiţii necesare de extrem 

Vom presupune aplicaţia f o funcţională reală, adică dacă 
î: A c X -> Y, atunci T c R, ceea ce are drept consecinţă posi­
bilitatea comparării valorilor lui f; se spune că funcţionala f admite 
un minim în x 0e A, dacă (Af)(x0, h) > 0 pentru orice h e X, astfel 
încît x0 -f- h e BB(x0) [Be(x0) fiind, sfera deschisă de rază e > 0 cu 
centrul în x0]. Dacă se obţine inegalitatea inversă, evident este vorba 
de un punct de maxim. 

Legătura dintre punctele de extrem pentru funcţionale reale şi 
diferenţiala forte este dată prin 

Teorema 3.1. Pentru ca funcţionala reală difer enţiabilă î să 
admită-un extrem în punctul x0eA, este necesar ca în acest punct 
diferenţiala forte f'(x0) h să fie nulă pentru orice h e X. 
r Se poate scrie 

(Af) (x0, h) = f(x0 + h) - f(x0) = f'(x0)h + a(x0, h). 
Dacă în punctul x0e A, care prin ipoteză este un punct de extrem 
pentru f, am avea f ' (x0)h>0 pentru un h e X şi |<x(x0, h )<e | | h | | x 
cu e -> 0 determinat, se deduce 

(A£)(x0,<h) = «f(x 0 )h+a(x 0 ,«h) 
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şi cum dacă t este suficient de mic în valoare absolută, vom avea» 
(Af) (x0, ih) < 0 pentru t < 0 sau (Af) (x0, th) > 0 pentru t> 0, 
creşterea lui f în punctul x0 nu poate avea semn constant, ceea ce 
contrazice ipoteza. Analog nici ipoteza f '(x0)h < 0 nu poate fi lu­
ată în consideraţie, deci î'(x0)h = 0, oricare ar fi h e X. J 

Dacă se foloseşte diferenţiala slabă, condiţia necesară de extrem 
al funcţionalei f în punctul x0e A va fi 

(Df ) (x 0 , h )=0 (3.6) 
pentru orice h e i . într-adevăr, utilizînd notaţia 

g(t) = f(x0 + th) 
în ipoteza t e IR, x0 + ih e A, g va fi o funcţie de variabila reală t,, 
definită în vecinătatea originii t — 0 şi astfel încît, pentru orice 
h e i , g(0) fiind extrem. Prin urmare, în mod necesar, ^'(0) = 0, 
adică 

g'(0) = Af (Xo + i h ) 
ot 

(Df)(x0,h) = 0. 
( = 0 

Este uşor de verificat că (3.6) conduce la teorema 3.1, dacă f 
este diferenţiabilă forte în x0 e A. 

3.3. Lemele fundamentale ale ealeululului variaţiilor 

Pentru a putea aplica funcţionalelor de forma (3.1) consi­
deraţiile din 3.2 în vederea obţinerii unor condiţii necesare de extrem 
scrise sub o formă mai accesibilă, sînt necesare cîteva rezultate din 
teoria integralelor Eiemann. 

Teorema 3.2 (lema generală a calculului variaţional). Dacă / , 
hv . . .,Jim sînt elemente ale spaţiului Hilbert L2(Dn) iar g este un element 
oarecare din Lz(Dn) care verifică egalităţile 

(g,hj) = 0, j = 1, 2, ...,m, 
şi dacă în plus (/, g) — 0, atunci f este o combinaţie liniară a elemen­
telor \ , h2, . . ., hm. 
f~ Fără a se micşora generalitatea, lementele \ , ..., hm se pot 
presupune liniar independente (în caz contrar, se elimină din mul­
ţimea {hx, . . . , Jim} elementele care se prezintă sub formă de combinaţii 
liniare ale elementelor rămase, ceea ce conduce la înlocuirea lui m 
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printr-un număr m' < m, m' = O, 1, . . . ) şi apoi aplicînd procedeul 
«de ortogonalizare se pot presupune verificate egalităţile 

(hi, h) = &«, j , h — 1, 2, . . . , m. 
Să arătăm că este posibil să determine numerele reale 
astfel încît #0 e £2(DM), 

«/o = / — 5J
 a ^ 

să fie ortogonal pe hv h2, ..., hm ; într-adevăr, din condiţiile (g0, h}) = 
= 0, j = 1, . . ., m, rezultă imediat a} = (f, lij). Prin urmare, se 
poate considera g0 în locul lui g şi atunci din ipoteza (/, g0) = 0 
se deduce 

m \ 2 / m \ m 

f—Yi aM = 1/ — S a''h" ffo = (/» 9o) - £ a;(^> 0o) = °> 

adică /— ][]a^;- = 0 (egalitate aproape peste tot). J i = i 

Teorema 3.3 {lema lui Lagrange sau lema fundamentală a cal­
culului variaţiilor). Dacă ţeC{I)n) iar g e C"{Dn), g împreună cu 

dmq 
derivatele parţiale , | m | < li anulîndu-se pe frontiera lui Dn, 

dxm 

•atunci, din condiţia 
\ /(x) g(x) dx = 0 (3.7) 

pentru orice g verificînd ipotezele amintite, rezultă /(x) = 0, x e Dn. 
F Să presupunem x0 e D„ astfel încît/(x0) > 0 ; cum/ este continuă, 
avem f(x) > 0, dacă xe Br(x0), r>() fiind suficient de mic, iar 
Br(x0) fiind sfera deschisă de rază r cu centrul în x0. Luîndu-1 pe g 
•de forma 

g(x) = | ( f 2 ~~ lx~xol2)*+1 pentru x e Br(x0), 
[0 pentru x $ Br(x0), 

se verifică ipotezele teoremei pentru g şi atunci 

C /(x) g(x) dx = C/(x) (r* - | x - x0 |*)*+i dx > 0, 
Br(x0) 

«•ceea ce contrazice ipoteza. _J 
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Teorema 3.4 {lema lui P. ăuJBois Beymond). Dacă fe C{Dn) şi 
dacă pentru orice funcţie g e Gm{Dn), nulă împreună cu toate deriva­
tele parţiale de ordin < m — 1, pe frontiera lui Dn avem 

{ / ( x ) ^ f ^ - d x = 0, (3.7') 
JD„ dxm 

rezultă f un polinom de grad cel mult m — 1. 
r Notînd 

dmg ( dmi+---+m>>g \ 
91 = ~Jxm \ d < > . . . 0 < » }' 

din (3.7') se deduce condiţia de ortogonalitate (/, gx) = 0 ; pe de 
altă parte, utilizînd formula Gauss-Ostrogradski, se deduc şi 
egalităţile 

(o?*» . . . a?*», &) = 0, \ + ... + ft, < m 

deoarece gr şi toate derivatele sale parţiale de ordin < m sînt nule 
pe dD„; teorema 3.2 arată că /es te o combinaţie liniară a elementelor 
a?*1... &• *», cu \ + . . . + lcn < m, deci este un polinom de grad cel 
mult m — 1, egalitatea avînd loc peste tot, / fiind continuă. _1 

Teorema 3.4 a fost demonstrată iniţial pentru n = 1 şi m = 1 ; 
deci dacă / e (7([a, &]) şi dacă pentru orice g e Cl{[a, b]) astfel încît 
9ia) = 9(b) = 0 avem 

cb 

\ /(«) «?' (*) da; = 0, 

atunci / este o constantă în [a, &]. 

3.4. Ecuaţia Euler-Ostrogradski 

3.4.1. Deducerea ecuaţiei Euler-Ostrogradski 

Vom considera funcţionala (3.1) în care L este o funcţie 
de clasă O2 în toate argumentele ; ne interesează funcţiile ue Cl{Dn), 
u eC2(Dn), undeD„ este un domeniu mărginit din [Rra avînd frontiera dD„ 
suficient de regulată (suprafaţa dBn se presupune că admite plan tan-
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gent continuu, exceptînd eventual un număr finit de varietăţi, 
avînd măsura n — 1 dimensională nulă) care realizează un extrem 
pentru integrala 

I[u] = V L(x, u, \u) dx, (3.1) 

dacă sînt cunoscute valorile lui u pe dJDn, 

« W K = /i(x), (3.8) 
/ j fiind o funcţie cunoscută pe r?DM, aceeaşi pentru toate funcţiile 
u care intervin în (3.1). 

Conform cu rezultatele din 3.2, dacă u este un element din mul­
ţimea admisibilă A de funcţii în care se caută acest extrem [evi­
dent, în acest caz, mulţimea admisibilă A va fi formată din funcţiile 
de clasă C1 pe D„, de clasă (72 în Dn şi care verifică (3.8)], atunci u 
va verifica şi egalitatea (DI) (u, li) = 0 pentru orice h e C\I)n), 
li e C2(JDn), astfel încît u + th e A, pentru t e \R arbitrar, (DI) (u, h) 
fiind diferenţiala slabă a funcţionalei (3.1) : 

(T>I)(u,h) = — I[u +th]\M; 
dt 

or pentru u + tlieA trebuie să se verifice (3.8) : (u-\-th)\dD =fx 
şi deoarece (u + ih)\oDn = u\gon + th\go iar «verifică (3.8), se deduce 

MdDn = 0 . (3.8') 
Deoarece 

I[u + th] = C L(x, u + th, u + t \h) dx (3.9) 

în ipotezele noastre (L, u şi h sînt funcţii de clasă O2), se poate cal­
cula derivata în raport cu t direct sub semnul integralei; notînd 
pentru uşurinţă \/u — (ux, ..., un), adică u, = , j = 1, 2, . . ., n, 

dxj 
avem 

(DI) (u, h) = [ (^kh+X— Jh) dx, (3.9') 
hn\ du ytl du, ) 

unde lij= , j = 1,2, . . . , n. Se observă că în expresia lui 
dxj 
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(DI)(u, li) apare atît h cît şi derivatele sale parţiale, dar prin utili­
zarea formulei Gauss-Ostrogradski I ceea ce este posibil în ipoteza 

LeC2, deci — - e G1] acest neajuns dispare; scriind D I sub 
du, ) 

forma echivalentă 

3D„Li=i dx, \ âUi ) \ JDnL du jtidxj\du, J J 

se constată că primei integrale i se poate aplica formula amintită. 
Vom avea, dacă v = (vu . ' . . , v„) este versorul normalei exterioare 
la dDa : 

[ H-i—)]**^ (î~^hdo, 
ceea ce arată că diferenţiala slabă a funcţionalei (3.1), în ipotezele 
impuse, se poate scrie sub forma 

(DZ) («,&) = ( [£!^v ,"Ud<r+C C^Udx (3.9") 
tej. Pi OU, J JJJn 

prin folosirea notaţiei 

Spre deosebire de forma (3.9') a diferenţialei slabe, în forma (3.9") 
apare doar li. î n baza condiţiei (3.8'), (3.9") se scrie sub forma mai 
simplă 

(DI) («,*)*= ( [i]«ftdx (3.10) 

şi utilizînd condiţia necesară de extrem, va trebui să avem 

f [ l ] „ f o d x = 0 (3.10') 
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pentru orice h e C^D»), îi e G2(Dn) care este nul pe dDn. Deoarece 
funcţia u care realizează extremul este presupusă găsită, evident 
[£]„ va fi o funcţie continuă pe Dn şi folosind notaţiile 

[L]u=f(x), h(x)=g(x), 

obţinem din (3.10'), utilizînd lema lui Lagrange (teorema 3.3), 
următoarea condiţie necesară de extrem : 

Teorema 3.5. Funcţiile ue CX(D„), ue 02{Dn) care verifică (3.8) 
pot realiza un extrem pentru funcţionala (3.1) numai dacă verifică 
egalitatea 

[£JM = 0, adică £ - — . - — _ _ - = o. (3.11) 
j=l OX] \ OU}) OU 

Egalitatea (3.11) este o ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul 
al doilea pentru funcţia căutată u = u(x); această ecuaţie se scrie 
explicit sub forma 

V J ^ J ^ + v _ ^ _ ^ + • J ^ _ 0 L = 0 {3ir) 
j,t=i dUjdUftdXjdxic ;_i dUjdu dx} jtridujdxj Ou 

şi se numeşte ecuaţia Euler-OstrograăsM ataşată funcţionalei (3.1). 
Exepmlc. 7. în cazul problemei lui Plăteau (vezi exemplul 1) avem 

L = L(p, q) = Yl+ p*+q* , 

dacă se folosesc notaţiile lui Monge; ecuaţia Euler-Ostrogradski corespunzătoare va fi 

d 
[dx ( Yl+ p2+ cf) + dy \Yl+ p* + ~f ) °' 

idică, efectulnd derivările, 

[ (duV~\dhi da du dht f / a u \ 2 l a 2 u _ 

V d'J ) J °x2 dx dy dx dy j_ V ^ x / J ^ 3 

8. în cazul ecnaţiei coardei vibrante avem 

'du\2 ( da ău\ 1 ,JdaV [][ ŢdaT 
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ldu\n „ . . . 
în cazul micilor oscilaţii,se pot neglija puterile de forma — I cu n > 2 şi atunci, 

r / d u \ 211/2 1 /' 5u \2 1 fduX* 
deoarece 1 + 1 — = 1 H I I + . . ., in locul ultimei paranteze 

L l dx j J 2 l 9x / 8 (. a.x / 
i r au \2 

din expresia lui L se poate scrie doar termenul —I , adică 
2\ dx ) 

( da da\ 1 [du\2 1 (du\* 

M* <*• i r h 7 p<*> b r j - 2 * ( s > y -
Ecuaţia Euler-Ostrogradski corespunzătoare va fi 

a r du~\ a r au 
^ H ^ h irrx)irh0' 

adică d-a ar au i 
al- dx l_ ax J 

în ipoteza p(x) = p0, /c(x) = /(•„, p0, k0e K, p 0 > 0, £<,> 0, notind a2 = , se obţine 

ecuaţia mai simplă 

d2a d2u = a"-
a/3 ax2 

care de obicei se numeşte ecuaţia coardei vibrante. 

9. în cazul funcţionalei 

"•1-$J(£)'+-+(-£;)']fc 

numită integrala lui Virichlet, avem L = uj + . . . + H | şi ecuaţia Euler-Ostrogradski 
corespunzătoare va fi 

_ ( 2 U l ) + . . . + —-(2a») = 0, 
axy dxn 

adică va coincide cu ecuaţia Laplace din Kn ; 

d2u d2u 
A„u = + . . . H = 0. 

3x? dx2 

1 n 
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3.4.2. Extremalele funcţionalei (3.1) 

Din consideraţiile anterioare rezultă că nu orice soluţie 
a ecuaţiei Euler-Ostrogradski (3.11) va realiza o valoare extremă 
pentru funcţionala (3.1), deoarece ecuaţia (3.11) se prezintă ca o 
condiţie necesară de extrem; vom conveni să numim extremale ale 
funcţionalei (3.1) soluţiile ecuaţiei Euler-Ostrogradski (3.11) cores­
punzătoare acestei funcţionale. Prin urmare, dacă funcţionala (3.1) 
admite un extrem (în ipotezele din 3.4.1), atunci acest'extrem tre­
buie căutat numai printre extremalele acestei funcţionale, ceea ce 
evident reprezintă un avantaj esenţial în studiul acestor probleme; 
odată determinată funcţia care realizează acest extrem, mai tre­
buie verificată şi condiţia la frontieră (3.8) care poartă numele de 
prima condiţie la Umilă. Această condiţie la limită ataşată ecuaţiei 
Euler-Ostrogradski (3.11) defineşte o problemă Dirichlet iar nu 
pentru orice ecuaţie ou derivate parţiale condiţia (3.8) este o con­
diţie naturală şi de aceea trebuie văzut ce se întîmplă dacă această 
restricţie nu apare. Cu alte cuvinte, în consideraţiile din 3.4.1 se 
presupune li arbitrar (evident cu respectarea condiţiilor de regula­
ritate solicitate de calculele efectuate) dar verificînd restricţia (3.8'); 
în lipsa acesteia, toate raţionamentele din 3.4.1 rămîn valabile, cu 
diferenţa că în locul condiţiei necesare de extrem (3.10') apare con­
diţia 

C [L]uJidx+[ f j - l ^ O*d<r = 0. (3.9') 

Or, cum Ji este arbitrar, egalitatea anterioară va trebui să fie veri­
ficată şi pentru orice h care verifică (3.8') şi deci se va obţine iarăşi 
condiţia necesară de extrem (3.11); aceasta înseamnă că în (3.9"), 
oricare ar fi h, u trebuie să fie soluţie a ecuaţiei Euler-Ostrogradski 
(3.11) (ceea ce justifică denumirea de extremale ale funcţionalei 
(3.1) dată soluţiilor acestei ecuaţii) şi din (3.9") se va deduce condi­
ţia suplimentară 

JDnXjTTl OU, ) 

care trebuie verificată pentru ca u să realizeze efectiv un extrem 
pentru funcţionala (3.1). Or, aplicînd lui (3.9i') lema lui Lagrange, 
se deduce condiţia 

£ ~ v,=0 pe 3Dn (3.12) 
j=l OUj 
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care va înlocui condiţia la limită (3.8); condiţia (3.12) poarta 
numele de condiţie la limită naturală ataşată ecuaţiei Euler-
Ostrogradski (3.11) şi apare ca o condiţie de ortogonalitate între 

(dL dL\ . , 
\dux oun i 

Exemplul 10. în cazul particular 

condiţia (3.12) se transformă în egalitatea 

n -i 

V Vj — «(x) v 1 =0 pe dDn, 
i = l dxi 

1 tl 1 
adică, deoarece — = Y, ">j> s e deduce, cu notaţia a(x)V l = b(x), 

dv fi~i dxj 

— = b(x) pe 8Dn, (3.12') 

condiţie care împreună cu ecuaţia Euler-Ostrogradski definesc o problemă Neumann. 
Evident, condiţiile (3.8) respectiv (3.12') pot fi impuse solu­

ţiilor unor ecuaţii cu derivate parţiale indiferent dacă sînt sau nu 
ecuaţii Euler-Ostrogradski pentru anumite funcţionale. 

3.4.3. Invarianta ecuaţiei Euler-Ostrogradski 

Vom presupune că în locul variabilelor independente 
xv ..., xn utilizate anterior, se introduc variabile independente 
noi, pe care le vom nota xv ..., xn, legătura dintre variabilele vechi 
şi noi făcîndu-se prin 

x, = XJ(CBV ..., xn), j = 1, 2, . . ., n, (3.13) 

în ipoteza posibilităţii determinării transformării inverse lui (3.13), 

Xj = x3(xv ..., xn), j = 1, 2, . . . , n. (3.13') 
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Mai precis, dacă x == (xlf ..., xn) e Dn atunci x = (xv ... , xn) 
defineşte un domeniu Bn c \Rn, prin (3.13) (sau 3.13') realizîndu-se 
o corespondenţă biunivocă între punctele acestor domenii, ceea ce 
implică, dacă x, e C\Dn), condiţia 

J = * ( * » • • • » * . ) ^ o î n Dn, 

d(xv ...,xn) 

notînd cu J determinantul funcţional al transformării (3.13'), adică 

d(xv . . . , xn) — _ fj 

avem J - J = l . Vom presupune în plus funcţiile din (3.13) şi 
(3.13') de clasă O2 în Dn, respectiv Dn. 

Plecînd de la funcţionala (3.1), prin aplicarea transformării 
(3.13') se obţine 

I[u] = ( L(x, u, \u) d x = C L (x, u, \u) dx, 

unde 
J ; (3.14) _, Jî, dw 9a?j — _ — f" — _ TC d'w 

£(x, «, v«) = i x(x), w(x), £ — yta dXj dxk 

în ipoteza 7i|ao = 0, hL~ = 0, calculînd (DI), (u, h) utilizînd cele 
două forme ale lui I, în baza lui (3.10') se deduce egalitatea 

( h[L]adx—\ fe[i]„dx 

sau, revenind în ultima integrală la variabilele iniţiale x, găsim 

( h[L]udx = \ Ji[L]uJdx, 

egalitate care, scrisă sub forma \ ([-£]« — [L]uJ)hdx = 0, nu este 

posibilă (deoarece h este arbitrar) decît dacă 

[ £ ] . = [L]J. (3.14') 
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Egalitatea astfel obţinută se numeşte relaţia de invariantă a ecua­
ţiei Euler-OstrogradsM şi are numeroase aplicaţii. 

3.4.4. Laplacianul în sisleme oareeare de coordonate 

O aplicaţie importantă a egalităţii (3.14') se referă la 
posibilitatea transcrierii operatorului lui Laplace A„ din CRra, care 
într-un sistem cartezian de coordonate ortogonale, se scrie 

d2u , d2u 
Anu = - + • • • H r ' 

dx\ dxi 
în orice alt sistem de coordonate. Pentru aceasta, vom face obser­
vaţia (vezi şi expemplul 9) că în coordonate carteziene avem 

unde Ku = [L]„ 

*~i[(£)'--+(£n 
Pentru a găsi An în orice alt sistem de coordonate, este suficient să 
se utilizeze egalitatea (3.14'). Pentru a găsi o formă cît mai comodă 
pentru A„, vom calcula maiîntîi elementul de arc ăs utilizînd (3.13') : 

/ n F)r \ 2 ( n »™ \ 2 
ds2 = (dx^ +.-. +(dxn)2 = ( £ ^-ăx, + . . . + £ | Ş t dx,) = 

n 

cu notaţiile 

? r t = S ~ ~ - , j , f c = l , 2, . . . , n . 
i=i o a?, aa?j. 

Funcţiile gJk formează o matrice pătrată [g,^ nesingulară, deoarece 
se verifică uşor, utilizînd regula de înmulţire a doi determinanţi, că 

g = det[g,k] = J2, J = Yg, 
J fiind determinantul funcţional al transformării (3.13') care prin 
ipoteză este nenul; notînd cu glk elementele matricei inverse matri­
cei F .̂.-1- «A rlfi/ln^o cei [g,k], se deduce 

„;* _ £ dxi dxt <7tt=E 
/=i dxi dxi 
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deoarece 

v „ „ » _ v v dXl dXl v dx» dXm -
hZ\ ft-i !=i9a-'3- ax,, r = i aa?j' da;,-

" dxi " da?z d«fc a»m » o»a?; dăm » da^ dă>m 

hfZidXj k=idx]c oxv dxv ;,c-i o*'; 5a?j' j=i Wj da?i 

Pe de altă parte, calculînd X în coordonatele ă\, . . . , xm se găseşte 

T 1 * ,,. du du 
9 • ir1, Dx, 8'.i 2 3,/j=i uXj dxk 

(djiX'_(^^dXjV-_ " du flit 
\9i»i/ lyti dăj 9a?! J jjz\dx~] dxk dxx dxx 

deoarece „_ 
" i 3« 9« dos, 9a?fc 

şi analog pentru celelalte derivate parţiale; aşadar, 

L= - —l/g X r*— — 
2 j,tii dXj ax,. 

iar egalitatea (3.14') în acest caz se scrie 

]/g i , t= i 0Xj\ dx,c ) 

Aceasta este formula de transcriere a operatorului lui Laplace 
An într-un sistem (â\, . . ., xn) de coordonate. 

în particular, dacă suprafeţele coordonate 
sînt ortogonale două cîte două, matricea [</«] va fi diagonală, de­
oarece funcţiile gjk se obţin cu ajutorul unor produse scalare, vec­
torii din IR" care apar în aceste produse scalare fiind normalele la 
suprafeţele coordonate; aşadar, scriind g}lc = 7^8^, deoarece 

avem gr̂  > 0, funcţiile 7 ,̂ ft2, . . . , hn se numesc coeficienţii Lamh 
ai transformării (3.13'). Vom avea 

g = Ji\hl...-hl, g" = ~ 
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A„M = 
h, . . . li 

iar din (3.15) se deduce egalitatea 

1 Y d ( Ji2 . . . Jin du \ d (\ . .. Jţn-x du V"| 
. .hn[dxx\ \ dxx) dxn\ hn dxn)\ 

(3.15') 
care constituie evident o formă mult mai simplă decît cazul general 
dar care este frecvent utilizată în practică. 

Exemple. 11 . Coordonai ele cilindrice în R3 : 

x = r cos 9, y — r sin 9, z = z, ;• Js 0, 0 ^ 9 < 2TU, — 00 < z < + 00 ; 

deoarece dxa + d;/2 -f- dz2 = dr2 + r" d92 + dz2, acest sistem este triplu ortogonal 
(illk — 0 pentru j 76 A) iar coeficienţii I.arae vor ti 

]h = !» /(2 = ;'> 7's = !• Din (3.15') se deduce 

A,u(r, 9, z) = r — H 1 • 
3 V Y ; r <)f[ 5r j r2 39 2 <52

2 

în particular, dacă ti nu depinde de z, se obfine expresia laplacianului în coordo­
nate polare in plan : x = r cos 9, !/ = r sin 9, ; -^ 0, 0 ^ 9 < 27t, 

1 d (du\ 1 a 2a 

^ dr ] r'2 daf 

12. Sistemul de coordonate sferic din K3: 

1 d f cu 1 
A , H = - — — + 

r dr { ( 

x = r sin 0 cos 9, y = r sin 6 sin 9, z — r cos 0, 1 • ^ 0, 0 ^ 6 ^ -

deoarece 
di-2 = dx2 + dy2 + dz2 = d;-2 + r2 dO2 + rz sin2 6 d<p 

sistemul sferic este triplu ortogonal iar 

ht = 1, h„ = r, h3 — r sin 0 

şi, prin urmare, din (3.15) se deduce 

1 d 

0 < 9 < 2 T : ; 

A3u(r, 0, 9) = 
H dr 

( du\ 1 d ( du] 1 3 2u 
r2 h sinG -l . 

{ dr J r 3 s i n 0 ( ) 0 ( . dQ) r2sin29 39 2 

13. Sistemul de coordonate eliptice din R3: 

x = cos 3 eh /!, !/ = sin JB sh a, z = z, a > 0, 0 < (3 < 2TZ 

(suprafeţele coordonate z = cx, a. = c2, 3 = c8 sînt respectiv plane, cilindri eliptici, cilin­
dri hiperbolici); se deduce 

ds2 = (eh2 a - cos2 p) (da2 + dp2) + dz2, 
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1 (d2u d2u\ d2u 
A3u(a, S, z) = H + — , 

eh2 a - cos2 3 l<9a3 dS2J dz2 

li. Coordonate parabolice în R2 : 

1 
X = — (u2 — Î72), y = uo, — oo <iz < oo, 0 < u < o o 

(curbele coordonate u = cv v = c2 sînt familii de parabole ortogonale); aici 

ds2 = dx2 + ăif = (u2 + y2)(du2 + do2) 

si deci 
1 (d2U d2U\ 

A2£7(u, v) = -| . 
i i 2 + v2 \ du2 do- ) 

15. Coordonatele bipolare î n R2 : 

a + iS a + i8 
x = Recii — - — , y = Im eh , —oo< a < o o , 0 < 8 < 2TC. 

o ' H 2 

(3 = Cj sînt cercuri care trec prin x = ± cx iar a = c2 reprezintă cercuri ortogonale 
primei familii); deoarece 

avem 

ds2 == - (da2 + dS2), 
(clia-1- cosS)2 K 

(d2u dzu\ 
A 2 ^ ( c h a + c o s S ) 3 ^ + - j . 

1G. Coordonate elipsoidale degenerate în R3 : 

a; = sh a sin 3 cos 9, y = sh a sin 3 sin 9, z = eh a cos 3, 

a > 0, 0 < 8 < it, 0 < 9 < 2TC 

[suprafeţele coordonate sînt elipsoizi de rotaţie turti ţ i pentru a = cv cu focarele în punc­
tele (0, 0, c), (0, 0, —c), hiperboloizi cu două pînze, de rotaţie, dacă B=c 2 şi plane care 
trec prin axa z dacă cp = c3]. Deoarece 

ds2 = (sh2 a + sin2 3) (da2 + d83) + sh2 a sin2 3 dep2, 

se deduce 
1 r 1 r) { du\ 1 r 1 8 [ du\ 

A3u (a, S, 9) = — — — — - —- — - sh a — -
sh2 a + sm2 8 [ sh a da l. dv.) 

1 d ( du\ ( 1 1 
+ : — sin 3 + —- + — 

sin £ 93 [ d$) Uh2 a sin 

d2u 

3j V 
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17. Coordonatele paraboloidale în ffi3 : 

1 
x = a 3 c o s c p , ! / = a 8sin 9, z —— (a2 — 32), a > 0 , 8!>0, 0=S9<27r 

(suprafeţe coordonate sînt familii ortogonale de paraboloizi de rotaţie dacă a = cv 8 = c3 
şi plane pentru 9 = c3). Avem 

ds2 = (a2 + 82) (da3 + d32) + a 28 2d 9
2 

şi deci 

A ,u(a, 8 , 9 ) = - a — M 8 — + 1 . 

a 2 + 3 2 [ a d a ( . 3a J 8 98 y 38 J (. a2 63 J d<? 

18. Coordonate toroidale în R3 : 

sh a cos 9 sh a sin 9 sin 8 
x= , y= , z = ! , a > 0 , 0 < 8, 9 < 2 T C 

cha —cosS eh a — cos 8 eh a — cos 8 
[suprafeţele coordonate sînt torurile 

(l/z2 + î/2 - c t h a ) 2 + z2 = 
sh 2 a 

( z - c th8) 2 + x2 + y2 = -
sin3 8 

dacă 8 = c2 şi plane pentru 9 = c3]. Cum 

1 
d.s2 = (da2 + d82 + sh2 a d92), 

(eh a - cos 3)2 K * ; 

rezultă 

(cha — cosS)2 T c9 /" sh a du ^ d f sh a <9u~| 
A3u(a, 8, 9 ) = — H + 

s h a [ d a l c h a ~ c o s P 3a J c98 ţ eh a — cos 8 d$ J 

+ 

. eh a — cos 8 33 j 

1 1 d2ul 
s h a c h a — cosa dcp2\ 

3.4.5. Sisteme Euler-Ostrogradski 

Uneori este posibil să apară funcţionalele de forma 

I [u] = f £ (x ,u , V u)dx (3.1') 
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î n c a r e x = {xx, ...,xn) u = [ux, ..., um), v « = (V%> ••••> V^ml? 
ceea ce înseamnă că L : Dn x Rm X Rnw -> R, deci i este o funcţie 
de n + m + wm variabile reale cu valori reale dată, de o clasă con­
venabilă (de exemplu L e O2). 

Evident, şi în acest caz se poate formula o problemă de extrem 
pentru funcţionala (3.1'): trebuie găsite funeţiile (uu ...,um) care 
zează o valoare extremă (minimă sau maximă) pentru intereali-
grala (3.1') funcţiile (uv ...,um) parcurgînă o anumită mulţime de 
elemente denumită mulţime admisibilă. 

Această problemă de extrem se rezolvă imediat, reducîndu-o 
la cazul m = 1 care a fost tratat anterior (vezi 3.4.1); pentru aceasta, 
se observă că dacă h = (hv . . . , hm), atunci funcţia 

g(t)=I[u + th] 

va admite un extrem (relativ) pentru t = 0 pentru orice li (evident 
trebuie să avem u + ih element din mulţimea admisibilă considerată). 
Or, alegînd h succesiv de forma (hv 0, . . . , 0), (0, h2, 0, . . . , ( ) ) , . . . 
. . . , (0, . . ., 0, hm) în ipotezele din 3.4.1, rezultă că funcţiile u1: . . ., um 
trebuie să satisfacă sistemul de ecuaţii cu derivate parţiale de or­
dinul al doilea 

j= l OX] \ OU,cjJ OU,. OXj 

pe care îl vom denumi sistem Euler-Ostrogradshi, pentru a realiza 
eventual un extrem pentru funcţionala (3.1'). 

Deoarece nu orice soluţie a sistemului (3.16) realizează o valoare 
extremă pentru funcţionala (3.1'), se numesc extremele ale acestei 
funcţionale soluţiile u = (%, . . . , um) ale acestui sistem. 

De exemplu, extremalele funcţionalei 

'*-sxr-(sr-£NS)>* 
nu pot realiza o valoare extremă pentru I, deoarece integrandul este astfel încît I poate 
să ia valori oriclt de mari sau oricît de mici. Aceste extremale vor fi soluţii ale sistemului 

dx'1 dy% dx2 dx2 

şi se verifică imediat că soluţiile corespunzătoare vor fi 

u(*. y) = h(x - y) + h(x + y)> K*> v) = ffiO* - v)+ 02O + B) 
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cu ţv /!,, g13 <?2 funcţii oarecare de clasă C2 Iar un calcul simplu arată că 

I[u, v] = 4 U [f[(x - ij) f2(x + y) - g'^x - y) g£{x + y)) dx dy ; 

deoarece funcţiile fx, fv gx, g% sînt la alegerea noastră, este evident că / nu poate avea 
valori extreme. 

în alte situaţii însă se pot face ipoteze asupra naturii extremului; 
astfel, în cazul funcţionalei 

j ăxăy, 

deoarece integrandul este o sumă de pătrate, vom avea I[u, #]>0 
şi valoarea extremă va fi un minim. 

3.4.6. Condiţia necesară Legendre de extrem 

î n 3.4.1 s-a arătat că dacă ue A verifică ecuaţia 
Euler-Ostrogradski corespunzătoare funcţionalei (3.1), atunci este 
posibil ca pentru această funcţie, în domeniul Gm I[u] să admită 
o valoare extremă; pentru precizare, se poate presupune că este 
cazul unei valori minime pentru (3.1) [în caz contrar, scriind — L 
în loc de L, valoarea maximă pentru funcţionala (3.1) se transformă 
într-o valoare minimă pentru funcţionala (3.1) scrisă cu —Z]. Condiţia 
Legendre afirmă că dacă extremala u realizează un minim pentru 
funcţionala (3.1), atunci forma pătratică 

n d2L 
j,k=,l OUjOU,. 

(unde derivatele parţiale sînt calculate într-un punct x° 
dUj duk 

oarecare din Dn iar u şi u} se înlocuiesc prin valorile extremalei 
şi a derivatelor sale în x°) este nenegativ definită, adică 

l{l) > 0, Vi; e R". (3.17') 

î n general, condiţia Legendre (3.17') nu este o condiţie suficientă 
de minim; deci putem spune doar că dacă l(%) îşi modifică semnul, 
funcţionala nu are un optim. 
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Demonstraţia se bazează pe faptul că dacă funcţia reală g(t) 
definită prin' (3.9), g(t) = I[u + th] admite un minim relativ 
pentru t — 0, atunci avem g"{0) > 0 ; or, calculînd </"(0) pentru 
o soluţie u a ecuaţiei Euler-Ostrogradski (3.11), se obţine 

r ( " d2L " d2L d2L \ 
9"(V = [ S T ^ " ^ + 2 S 7 r ~ T ' ^ + T T 7 i 2 dx' 

JDn\j,kZl dUjOU,c y=l OU OUj OU2 J 
h = ^ (3.17") 

dx} 

şi este suficient să se aleagă h convenabil astfel încît din g"(0) > 0 
să rezulte (3.17') (reamintim că h este arbitrar, de clasă O2 în Bn, 
nul pentru x e dDn). 

Integrala din (3.17") se numeşte variaţia a doua a funcţionalei (3.1) 
Fie x° eD» şi a un vector a — (al7 . . ., a„); să considerăm 

transformarea afină x <-> y definită prin 
n « 

«/, = "£<%(#» — on%), xk — x°k+ Yt akjyh <x.1=a11, x2=aiz,. . .,a»=«in> 

(3.18) 

matricea a# fiind constantă şi ortogonală; în baza construcţiei 
vectorului a, acesta va fi versorul direcţiei y1 şi scriind 

d2L . . . d2L _ . . 9 2 i 
= 4 f t(x), ——— =B}(x), —— = C(x) du}duk du duj du2 

(deoarece derivatele lui L se calculează pentru extremala u = u(x) 
considerată), prin utilizarea transformării (3.18) în (3.19") găsim 

g"(0) = \ \ t A'n(j) ^ ; + 2 j B i (y) Vh', + C'(y) ¥2 

dacă <7„ este imaginea lui Dn iar 

dy 

G'(y) = 0[x(y)], fc'(y) = ft[x(y)]y 
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Deoarece h' este nul pe dGn, se poate presupune supp ¥ cGn şi 
cum fe' este o funcţie continuă oarecare, se poate alege h' astfel 
încît, dacă 0 < p < q, să avem 

h'(ylf ...,y,) — ' 
(P — ly | ) ( l — — j , dacă \yx\^p, 0 < r = | y ' |<g, 

0 în celelalte situaţii, 

cu y' == (2/2) • • -iVn), \y' \2 ~ r2 = yl + . . . + y®. Introducînd acest 
li' în ultima expresie pentru g"(0), dacă se împarte g"(0) prin măsura 
suportului lui h' şi făcînd i? -> 0, q —.> 0, unde >̂ şi g sînt astfel încît 

•n 
si — ->0, se obţine inegalitatea (3.17'), deoarece 

a 
n n 

-Aii(O) = ^] -Aft(x0) a}1alcl = £ J.^(x0) oc;-a/c > 0 

(pentru orice x0 e D„). 
Exemplul 19. Dacă se consideră integrala 

dx dl, 

rezultă 

0*L O2/. d*L d*L 
= - 2 , - = 2, = 0, dacă j j= k, = 0, 

du2 d\£ oUjdujc dutduj 

şi utilizînd (3.17), se obţine forma pătratică 

« 
Jft) = 2 ^ t i - 2 5 Î + i ; 

j = i 

aşadar, pentru orice 5 s RB+1, /(£) îşi schimbă semnul. Pr in virmare, extremalele funcţio­
nalei date, adică soluţiile ecuaţiei cu derivate parţiale 

d2u d2u 32u d2u 
h A„u = h • • • + —-s - = 0 

a/2 Srcf dx2 9(2 
(3.19> 

nu vor realiza un minim sau un maxim pentru integrala considerată ; ecuaţia (3.19) se 
numeşte ecuaţia undelor în KM. 
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Condiţia necesară de minim (3.17') se poate extinde şi la funcţio­
nalele de forma (3.1'), cînd are forma 

£ ',I^f'W1»,»,«.>», (3.20) 

unde X, ^elR" sînt arbitrari, x° e Dn, şi poartă numele de condiţia 
-de minim Legendre-Hadamard; demonstraţia inegalităţii (3.20) este 
identică cu demonstraţia condiţiei Legendre (3.17'), ţinînd seama că 
•extremalele verifică acum nu o ecuaţie cu derivate parţiale ci un 
sistem de ecuaţii cu derivate parţiale. 

.5. Ecuaţia lui Euler 

3.5.1. Deducerea ecuaţiei lui Euîer 

Dacă în funcţionala (3.1) n = 1, adică dacă se consi­
deră integi'ale de forma 

i[2/3 = C i P , y(t),y'(t)]ăt, (3.2i) 

în care l0, tt e K este un interval dat iar L e G2 în argumentele sale 
(ca şi mai înainte, L este o funcţie cu valori reale, dată), atunci, 
toate consideraţiile din3.4 rămîn valabile ; aşadar, dacă y e C2([t0, t j ) , 
y(tQ) = a, y(tj) = b, atunci funcţiile care vor realiza un extrem 
pentru (3.21) vor verifica în mod obligatoriu ecuaţia diferenţială 

i(J5-)_M_0 ( 3 J B > 
di v dy' j dy 

care se deduce din ecuaţia Euler-Ostrogradski (3.11), pentru n — 1 
şi punînd y în loc de u. Ecuaţia (3.22) se numeşte ecuaţia lui Euler 

.ataşată funcţionalei (3.21) şi este o ecuaţie diferenţială (în general 
neliniară) de ordinul al doilea 

d2L „ , d2L , , d2L dL 
y H y H •— = o (3.22') 

dy oy'dy dy'dt dy 
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evident, în ipoteza # 0 1 ; soluţiile acestei ecuaţii vor tre-
dy'2 ) 

bui să verifice şi condiţiile la capete impuse 

y(t0) = a, yfo) = 6. (3.22") 

Dacă se cunoaşte soluţia generală a ecuaţiei lui Euler (3.22) 
este posibil ca cele două constante de integrare să fie unic determi­
nate prin problema bilocală (3.22"), dar aceasta nu implică rezol­
varea problemei de optim impusă funcţionalei (3.21). Condiţia lui 
Legendre (3.17'), în cazul de faţă se scrie 

d'm fr'm>», ..»,«, 
dy'2 

în cazul în care extremala y realizează un minim (în cazul unui maxim, 
inegalitatea se inversează) şi se observă că această condiţie este 
strîns legată de condiţia ca ecuaţia lui Euler (3.22') să fie efectiv 
o ecuaţie diferenţială de ordinul al doilea. 

Exemplul 20. Să determinăm optimul integralei 
2 

I[V] = ( ( ' V 2 + lf~)dt 

în mulţimea funcţiilor ele clasă C2([l , 2]) care verifică la capete condiţiile y(l) = 5,. 
y(2) = 3. Ecuaţia lui Euler va ii 

d 
(2 l2 i,') - 2n = 0, 

d/ ; 

adică I2 y" + 2ty' — ;; = 0 şi este o ecuaţie diferenţială de tip Euler, a cărei soluţie gene­
rală este y(t) = cxt + c%t~2; condiţiile la capete se verifică pentru ct = 1, c2 = 4 şi, prin 
urmare, singura funcţie care poate realiza acest optim va fi y(t) = l + 4t~2 iar deoarece 
<)2L 
—— = 2/2 > 0, te II , 2], optimul poate fi un minim. 
dy'* 

î n general, este dificilă determinarea soluţiei generale a ecuaţiei 
lui Euler (3.22); există însă uneori posibilitatea fie a integrării aces­
tei ecuaţii, fie a determinării unor integrale prime. Astfel, dacă 

£-w>< ( i^"0 ) ' 
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<din (3.22') se deduce ecuaţia y" = 0. Extremalele vor fi segmente 
de drepte iar pentru orice condiţii bilocaîe a şi b se va determina 
o singură extremală care verifică datele problemei; se poate preciza, 
în baza condiţiei lui Legendre, natura optimului. 

Exemplul 21 (problema geodezicelor din D?3). Dacă în plan se dau două puncte 
/10(/0, a), A2(/1? b), geodezica din R3 care trece prin aceste puncte va fi curba pe care se va 
realiza minimul distantei dintre aceste puncte ; dacă o curbă oarecare cu capetele în A0 
şi A1 are ecuaţia y=y(l), le [l0, tx], distanţa dintre A0 şi A1 calculată pe această curbă 
(evident, presupusă reetificabilă) va fi 

•h 
'(/)" dl. I[y]=\ Vi+ v'2< 

Aici L= fi + i/'2 = L(t;') si deci extremalele sînt segmente de dreaptă 1/ = cxl + c>, 

iar deoarece = (1+ </'-) 2 > 0, optimul va putea fi un minim. 
dy'2 

Dacă L = L(t, y'), deci L nu depinde explicit de y, ecuaţia Buler 
(3.22) va admite integrala primă ——» deoarece ecuaţia (3.22) se scrie 

dy' 
8L(t, y') _ . 

dy' 
aducînd această ecuaţia la forma normală, y' = g(t, c), se găseşte soluţia generală 

y~) 9(t, o) <i< + o'. 

Exemplul 22. Dacă se consideră funcţionala 

Hy] = [ V~T+lT- «w, 

.avem L= L(t, if) = Y t" + u'2 ', ecuaţia Euler se va scrie 

c c 
adică y' — —y^^zz— / si y = —77 l2 + c'. Extremalele sînt deci arce de parabolă 

iar pentru orice două puncte din (R3 se poate determina o parabolă din familia dată care 
trece prin acele puncte şi din condiţia Iui Legendre se deduce că optimul realizat de această 
extremală poate fi un minim. 
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Dacă L = L(y,yr) (deci dacă variabila independentă nu apare 
explicit în I ) , atunci ecuaţia lui Euler (3.22) va admite integrala 
primă 

, dL L* = L — y —-, 
dy' 

«deoarece 
ăL* dL , , dL ,, ,, dL , ă (dL\ 

= — y ' -\ y —y y — I — j = 
di dy dy' dy' ' dt\dy') 

Idt(dy') dyy = - y ' 

deci pe extemale L^ este constant. 
Exemplul 23 (problema suprafeţei de rolafie minime). Se dau două puncte A0(x0, y0), 

A ^ X J . J / J ) din R2 cu x0 < xv y 0 > 0, y1 > 0, care trebuie unite printr-o curbă y = y(x) ^ 0, 
x s [x„, x j , astfel încît suprafaţa obţinută prin rotaţia curbei în jurul axei Ox să aibă 

S xx 
yY i + y'2(x) dx, se obţine 

problema variaţională 
r*Q r 

I[y] = 2TT\ IJ f i + y'2 dx -> inf 

în care I, = 2 71y f 1 + y'2. Este uşor de văzut că ecuaţia lui Euler este mai dificil de 
integrat , pe cînd ecuaţia echivalentă Lx = 2 71 h are forma simplă 

cu forma normală 
1 v dy 1 

V'=TVy*-!r sau | = = = T ^ 

«are se integrează uşor ; se obţine, cu substituţia y = /i eh t, 

( x—hQ \ 
y(x) = h eh I — - — I 

iar extremalele sînt o familie de lănţisoare. Constantele de integrare /; si li0 se determină 
d2L 

din condiţiile y(x0) = y0, y(xx) = yx; este posibil însă aici ca să-si schimbe sem-
dy'2 

nul, deoarece 
d2L _ 2izy 
Jy72~\l+y'2fh' 
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3.5.2. Ecuaţia Euler şi lema lui P. Du Bois Baymond 

Eeluînd modul de obţinere al ecuaţiei (3.22), prin 
utilizarea teoremei 3.4 se pot obţine unele informaţii suplimentare 
asupra mulţimii de funcţii admisibile în care se realizează optimul 
funcţionalei (3.21); în 3.5.2 mulţimea admisibilă este formată din 
funcţii de clasă G2([t0, t j ) care verifică y(t0) = a, y(tx) = b, a şi b 
fiind numere reale date. Vom arăta că ipoteza y e C2 poate fi înlo­
cuită cu ipoteza mai puţin restrictivă y e Cy([ta, t{\) dar adăugîndu-i 
condiţia de regularitate 

du[ţ,m*m^0m (3>23) 
dy'2 

Utilizînd definiţia diferenţialei slabe, în cazul funcţionalei (3.21), găsim 

dt (=o Jt0\dy dy' J 

dacă L e G1 iar y e 6U([£0, ţ j) , Ti fiind o funcţie de clasă Cl{[tw tx]), 
nulă pentru t = t0 şi t — tx. Integrînd prin părţi, se poate scrie 

[h~- hât = g(t) h(t) F 1 - Cg(t) h'(t) dt = - f i g(t) h'(t) dt, 

unde g este o primitivă oarecare a funcţiei continue — 'ULLL'^ 
dy 

ca de obicei, ?/ este funcţia (din clasa admisibilă de funcţii) care 
realizează optimul funcţionalei (3.21). Eevenind la diferenţiala 
slabă, se obţine 

şi utilizînd condiţia necesară de extrem, pentru orice h care verifică 
ipotezele amintite, va trebui să avem 
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ceea ce, potrivit teoremei 3.4 (pentru m = 1), înseamnă 

9L[?, y(f), ?/'(<)] _ f ' 0.L [8,y(8),y'(a)]^ 
% ' a# 

c, te^h]. (3.23') 

Prin urmare, funcţiile y care realizează optimul funcţionalei 
(3.21), în ipoteza că sînt de clasă O1 (ca şi X), vor verifica pentru 
orice t din intervalul [t0, t j ecuaţia (3.23 ) ; dacă L este de clasă 
•O2 şi se verifică şi condiţia (3.23'), atunci din (3.23') se poate deduce 
existenţa derivatei y"(t), te]t0, tx[ [ în orice punct t în care (3.23') 
este verificat]. 

dL 
Din (3.23') se deduce derivabilitatea funcţiei pentru funcţiile 

dy' 
y == y(t) care realizează optimul funcţionalei (3.21), deoarece atît 
constanta c cît şi integrala nedefinită sînt derivabile, dar pentru 
a putea scrie egalitatea d_tdL 

dt[dy i) 
d*L , d2L , , d2L ,, 

dy'dt dy'dy dy"1 ^ ]<o, *i[, 

ax este necesară existenta derivatei y" ; or notînd = Ly; cum 
dy' 

<L(<!*i) = i i m M ! i 3 y(* + s>> y' (* + £ ) i - f v ^ ?'(*)» y'w\ 
dt V <v J s~*o s 

prin aplicarea teoremei creşterilor finite, avem 

A f ^ - | = i i m dfdL 
dt{dy' 

dL, dLy- y{t + s) - #(t) 

+ 

dt dy z 
dLy- y'{t + s) — y'(t)' 
dy' ~ 

_™_+JllL-y>{t)+™^»{t), 
dy'dt dy'dy J " dy'2 

de unde se poate exprima y"{t), t e ] t0, tx[, ţinînd seama că există 

ă(dL\ d2L ă (dL\ 
dt [ dy'j dy'dt dy'dy 

d2L ,. d2L ^ , 
y'iSbT-—— # 0. 

dy'2 
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d-L 
Daca se admite si ipoteza = 0 în anumite puncte din 

dy'2 

]t0, tjl, atunci din consideraţiile anterioare se deduce existenţa deri­
vatei secunde peste tot în ]t0, tx[ exceptînd însă aceste puncte; dacă 

d2L 
ar fi = 0 pentru orice i! e [t0, tx], aceasta înseamnă 

dy'2 

L[t, y(t), y'(t)] = Lx [t, y(t)] y' + L2[t, y(t)] 

iar ecuaţia lui Euler (3.22) va fi verificată numai dacă 
dZx(t, y) __ dL2(t, y) 

dt dy 
ceea ce este echivalent cu faptul că L = Lxy' + L2 este derivata în 

d raport cu t a unei funcţii de două variabile : L = L3(t,y). Or 
dt în acest caz funcţionala (3.21) se scrie 

i m = £zP, m rm * = £ A Lz Mt)] dt = Lz {h m] 

deci 1 are aceeaşi valoare pentru orice funcţie admisibilă (în L3 apar 
valorile lui y la capetele intervalului [t0, txi) şi, prin urmare, este 
cazul unei funcţionale constante, pentru care nu este posibil să 
se rezolve o probemă de optim. 

3.5.3. Condiţii la limită naturale 

Dacă mulţimea admisibilă de funcţii este formată 
din funcţii de clasă C2([t0, tx]), dar nu se mai impun condiţiile bilocale 
(3.22"), atunci în locul acestora apar alte condiţii care se deduc 
direct din condiţia necesară de extrem; raţionamentul din 3.4.2, 
aplicat funcţionalei (3.21), conduce la concluzia că pentru t = t0 
şi t = tx trebuie verificată condiţia 

dJ4kjVkiMm 
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de unde, deoarece h este arbitrar [deci şi numerele reale Ji(t0) şi 
h(tx) sînt oarecare], se obţin condiţiile la limită naturale pentru 
funcţionala (3.21) 

dL [tQ, y(t0), y'(t0)] = ^ dL[tx, y(tx), y'(tx)] = Q 

dy' dy' 

Aceste condiţii vor înlocui condiţiile bilocale (3.22"); astfel 
în cazul suprafeţei de rotaţie minimă (exemplul 23), deoarece 
— - = _'.-_ , condiţiile la limită naturale vor fi y(t0)y'(t0) = 0 
dy' ]/ 1 -f- y'2 

Şi y(h) V'ih) = 0- Dacă presupunem y(t0) = 0, pentru t = tx se 
poate presupune y'(tx) = 0, deci tangenta la curba extremală 
y = y[x) în t = tx va fi orizontală. 

Evident, se pot face şi combinaţii între condiţiile bilocale (3.22") 
şi condiţiile la limită naturale (3.24), în sensul că pentru t — t0 se 
poate impune un tip de condiţie, iar pentru t = tx celălalt t ip ; din 
punct de vedere geometric, dacă în cazul condiţiilor la limită (3.22") 
mulţimea admisibilă este formată din curbe de clasă C2 cu extremi­
tăţile în punctele A0{t0, a) şi Ax(tx, fe), în cazul condiţiilor la limită 
naturale (3.24), mulţimea admisibilă este formată din curbe de clasă 
C2 care au extremităţile pe dreptele paralele t = t0 şi t = tx din pla­
nul tOy. 

5.4. Condiţii suficiente de existenţă a extremalelor 

î n cazul ecuaţiilor lui Eulcr 

d2L „ , d2L d2L dL n 

y" - y' -\ = 0, 
.'9. ' a„ . 'a„ , ° a„./ a-» a_. ' 

dy'2 " ' dy'dy" ' dy'dt dy 

soluţiile acesteia se vor numi extremale ale funcţionalei (3.21), 
numai dacă se verifică şi condiţiile bilocale y(t0) = a, y(tx) = b; 
dar nu orice ecuaţie diferenţială de ordinul al doilea posedă soluţii 
care să treacă prin două puncte date din K2. Scriind ecuaţia lui 
Euler sub forma normală 

y" =f(t,y,y'), (3.25) 
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se pot obţine condiţii suficiente pentru existenţa extemalelor; 
astfel dacă/, — ,—— sînt continue pentru orice (t, y) e JR2 şi pentru 

dy dy' 
orice y' e \R iar dacă există /,; > 0 şi funcţiile 

a. = <x.(t, y) > 0, [3 == (3(/;, ?/) > 0 

mărginite în orice domeniu din R2, astfel încît 

d.f(t,!/,!!') ^ 7. ,,,„ .. . . „ , -
fi// •>*=. W,y,y')\<*y'* + p, 

atunci va exista o singură soluţie a ecuaţiei diferenţiale (3.25) care 
trece prin punctele (t0, a) şi {tx, b) dacă t0 < tv Nu vom face demon­
straţia acestui rezultat, cunoscut sub numele de teorema lui Bernstein, 
dar vom considera cîteva cazuri particulare. 

Exemple. 24. Pentru funcţionala 

HV) = \ e -y 2 ( l -y ' - )d / 

ecuaţia lui luiler se scrie y" = ;/(;;'2 -f 1) şi deci 

f(l. V. .'/') = U(>/~ + 1). - r - = V'' + 1 ; 
rezultă 

Of UV.v.y') I <l;yl;/'2+ \u\. ~z- > i. 
<wy 

adică a={3 = lyi> 0 şi A'=l iar rezultatul anterior este aplicabil : prin orice două puncte 
din plan avind abscise diferite trece o extremală a funcţionalei în cauză. 

25. In cazul funcţionalei 

/fff] = \ ( l - I n y'%'2 dt, ; / ' = - f i 
d/ 

ecuaţia lui Euler este y" — y'i, deci 
Of 

f(t, ii, ui = y"1. - 7 - = o 

şi condiţiile anterioare nu sînt verificate ; integrînd ecuaţia lui IJuler, se obţine 
1 , U = - — (c, - 4x) '1 -f ^ 
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şi este vizibil că deoarece funcţia c1 — ix poate să tic negativă (deci y nu va avea valori 
reale pentru orice cx). nu vor exista extremale ale funcţionalei considerate care să treacă 
prin orice două puncte clin plan. 

3.6. Sistemul Euler-Latjrange 

Dacă x = (xv ... , xn), n > 1, x = x(t), deoarece 
x = (xv . . . , x.„), x = —, funcţionalele 

di 

I[x] = ( lL[t, x{t), x(t)] ăt (3.26) 
K 

vor depinde de n funcţii necunoscute; deoarece aceste funcţionale 
pot fi considerate un caz particular al funcţionalelor (3.1') (cu 
n — 1 şi m = »), extremalele ei se obţin din (3.16) şi vor fi soluţiile 
sistemului diferenţial 

T-flF-l-ir^0 ' i-1.2,...f», (3.27) 
dZ \ 0^ - ; 03^ 

care nu este altceva decît sistemul Euler-Lagrange dedus în cap. 2 
cu ajutorul principiului de maxim al lui Pontreaghin. 

Dacă mulţimea admisibilă de funcţii verifică la capete condi­
ţiile 

x(t0) = x0, x(tj) = xx (3.27') 

cu x0, xx e IR", atunci extremalele vor exista numai dacă sistemul 
Euler-Lagrange (3.27) admite soluţii care satisfac (3.27'); dacă 
nu apar condiţii de forma (3.27'), atunci funcţionala (3.26) va avea 
o valoare staţionară dacă la capete se verifică datele la limită natu­
rale (în ipoteza t0 şi tx fixaţi) 

dL 
diij 

-0 , - f ţ 
0X1 

= 0, j = l , 2 , . . . , » , (3.27") 

[ î) T 
în funcţiile , x se înlocuieşte prin x = x(t), soluţie a sistemului 

dXj 

(3.27).] 
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Exemplul 26. Să considerăm funcţionala 

f71 

I[x] = \ (xi — x\ - 2xi + 2 x ^ 2 + sin l)dl 

Jo 

pentru care sistemul Euler-Lagrange va fi 

-T7 (2*i) - ( - 4 x 2 + 2x2) = 0, -^-(~2xi!) - (2x1) = 0, 
Ut (1/ 

adică 
i'j + 2Xj— x2 = 0, x"a4- Xj = 0 ; 

eliminînd între aceste două ecuaţii pe x2 (prin derivări), se obţine ecuaţia 

x[v + 2x'1' + x1 = 0 

verificată de xv deci 

x i (0 = (crh ic3) cos if -l- (c3+ x r4) sin /, 

fiindcă ecuaţia caracteristică ataşată va fi (ra + l ) 2 = 0. Deoarece x2 = x 1 + 2 x 1 , se găseşte 

•*2(0 = Oi + 2c4 + ic3) cos ( -|- (c2 - 2c3 + /c4)sin i ; 

impuntnd condiţiile la limită bilocale 

Xj(0) = 0, xx(r) = 1, x3(0) = 0, X2(TT) = - l , 

se găsesc extrcrnalele 

1 
Xj(/) = a sin 2 / cos /, 

1 2 
x2(7) = a sin t — 2 cos t + sin /, 

care depind de un parametru a e K. 
în situaţia în care nu se cunosc condiţiile la capete, se impun condiţiile la limită 

dL dL 
naturale (3.27"), care, deoarece —r- = 2x1, —;— = — 2 x2, se vor transcrie î n 

dxx 3x2 
acest caz 

£i(0) = 0, i^Tt) = 0, x2(0) = 0, X2(TI) = 0 

şi se găsesc extremalele 

Xj(/) = 6 cos l, x2(l) — b cos t 

care de asemenea depind de un parametru real. 
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3.7. Variaţia sincronă si variaţia asincronă 
9 9 9 

3.7.1. Notaţia variaţională 

Vom lua în consideraţie funcţionala I: M -> IR, îro 
care Jf este o mulţime de funcţii x = (a?1} . . . , a?J e 02([£0, ^]) iar 

I [x] = C ' i p , x(i), i(<)] ăt (3.26> 

si, ca de obicei, ne interesează funcţiile x* e M cu proprietatea 

I [x*] < I[x] (I[x*] > J[x]), x e Jf. 

Vom conveni să notăm prin (Sx)(tf) = Sx(i) diferenţa a două ele­
mente arbitrare din M, deci 

(8x)(«) = x(1>(*) - x'2»(i) = (*£(*) - ajî(i), . ..,xl(t) - a?ă(*)) 

şi vom numi această funcţie vector variaţia funcţiei vector x ; varia­
ţia Sx va juca în viitor acelaşi rol pe care 1-a jucat elementul li din 3.2. 
Evident, Sx e G2([t0, tx)] iar dacă elementele din M verifică pentru. 
t = t0 şi t = <j condiţii de forma (3.27'), atunci (Sx)(£0) = 0, (Sx) (%) = 
= 0 ; vom conveni să notăm prin î şi x următoarele variabile : 

i = t + sSJ, x = x + sSx, (3.27) 

în care Sx ( = (Sx)(i)) are semnificaţia anterioară. Aici 8t va fi o 
funcţie de te [t0, t j de o clasă convenabilă iar x — x(î),te [t0, ix]; 
în plus 

t0 = t0+ e(8t)(i0), *x = *t + e( &)(*!) (3.27') 

şi vom nota (&)(t0) = ô> (< )̂(*i) = <̂ i- Cu aceste convenţii, se pot 
lua în consideraţie şi funcţionale (3.23) în care intervalul de integrare 
este variabil. 
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Variaţia întîi generală a funcţionalelor I [x] 

Vom presupune x(t) e M astfel determinat, încît realizează 
un extrem pentru funcţionala (3.26) şi vom nota 

Z[x, t ] = ^L[t, x(*) , f (*)] dt (3.27") 

cu t şi x definiţi prin (3.27); din (3.27") se deduce I [ x , t ] |s=o = extrem 
şi vom nota, pentru simetrie, 

SI[x, Sx, St] = ^ - I [ x , t ] 
os 

iar în mod necesar 

SI[x, Sx, 8<J = 0 

pentru orice Sx şi St. Vom conveni să spunem că 81 [x, Sx, St] 
este variaţia întîi asincronă a funcţionalei (3.26) iar SI[x, Sx, 0] 
va fi variaţia întîi sincronă a aceleiaşi funcţionale; prin variaţia 
întîi generală a funcţionalei (3.26) se va înţelege variaţ ia întîi asin­
cronă a acesteia şi pentru calculul ei efectiv este suficient să se 
efectueze schimbarea de variabilă i = t -f sSt în (3.27'). Se obţine 

I [ x + eSx, t + eSt] = V I < + sSt, x + sSx, ii' ă(x + sSx) 
d(* +e&) 

d(t + sSr) 

dacă se ţine seama de (3.27'); cum această egalitate se scrie 

J [ x + sSx, * + sSt] == ţ'1 JD (t + sSt, x + sSx, — 3 1 ^ - ] ( l + sSt) ăt, 

•dacă i este de clasă C1 în argumentele ei, se poate deriva în raport 
cu e sub semnul integralei şi deci 

dt 

§I[x, Sx, Si] = 

\ dL 
jfi dXj ' £?i dx, 

r'i r d i w d i » dL 
dt 
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d • d 
cil notaţ ia uzuală Sx, = — Sa?,-, St = — St. Dacă 1/ este de clasă C~ 

at dt 
în argumentele sale, deoarece 

dxj d t \ d a ^ y dtVdâ^/ 

_ v - 9 £ ^ kt = — T f i - V ' — ]St\ -
i=i ' dij ) dt l \ /Ti ' dx,) J 

L 

dtl 
St, 

integrînd prin părţ i , se obţine expresia finală a variaţiei întîi gene-
rală pentru funcţionala (3.26) 

SI[x, Sx, St] = 
r T " . d i \ ^ " 9 i . 

Sa?j + 
• d 

. ăt 

Utilizînd notaţiile 
" . dL 

L^ — IJ V 00}-——, 

(3.28) 
/-r ^ • 9L\ dL „1 , 

(3.28' 

d / a i \ dL . 1 _ 
dt V 9«i / dXj 

Lc -Afz- - . d i \ 9 i d i * 
# dx,) dt 

dL 
dt \ "i J dx,,) dt ăt dt 

variaţia întîi generală (asincronă) a funcţionalei considerate se scrie 

SI[x, Sx, 8*]= f i * St + Y. — SX} V 1 - C'11 V i j Sa;,- + L0St)ăt (3.29) 
V y=i dx, ) to J*. Vy-i / 
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iar variaţia întîi sincronă, care se deduce din (3.29) pentru 8i = 0, 
va avea forma 

§Z[x, Sx, 0]== V —- 8xA - \ [y. LjSxAăt (3.29') 
i-idx, |(, Ji,Vi-i / 

şi deci va coincide cu diferenţiala slabă a funcţionalei (3.26). Din 
expresia lui i 0 din (3.28') se obţine egalitatea 

I>o = - £ »/ £>, (3-30) 
7 = 1 

«deoarece 

V ;=i aa?j / ot ot j=\OX] j=i oxj 

" .. a i " d / dL \ dL » . 
i=i yr»; jtTi d i Va*',-,/ di yTi 

d /"ax \ _ ai 
di Va» /̂ dXj 

ceea ce face ca egalitatea (3.29) să se mai scrie şi sub forma echi­
valentă 

/ n dL \ h rh ( »> \ 
SI[x, Sx, Si] = i * Si + V Sx, - y i , 8*<e, di 

V ' /Ti a^- / ta ) h Vyr1! / 
•cu notaţia 8*Xj= Bxt — x38t, j = 1 , 2, . . . , w. Egalitatea (3.30) per­
mite deducerea unei integrale prime pentru sistemul Euler-Lagrange ; 

astfel dacă lagrangiamil i nu depinde explicit de t j deci dacă 

•— = 0 1, atunci funcţia i * este constantă pe extremalele funcţionalei 
dt ) 

I [x] = ('i[x(i),x(i)]di, 

n (JJT 
deoarece din egalitatea i 0 = - £ « ^ =—-—, dacă L, =0, j = 1 , 2 , . . . , » , 

«=i d i 
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d T 
se deduce * = 0. Aşadar, funcţia 

di ' 
T , • V T", - S « • 9 i 

i*(X,x) = i ( X , X) - 5] « j -TT-
J = 1 (JJl/j 

va fi o integrală primă a sistemului (3.27), deoarece acest sistem se 
poate scrie i y = 0, j = 1, 2, . . ., n. 

3.7.3. Invarianta sistemului Euler-Lagrange 

Extremalele funcţionalei (3.26), scriindu-se sub forma 

x, = x(t), j = 1,2, . . . , n, i0 < t < tx, 

vor fi curbe în KM+1; aceste curbe au o semnificaţie independentă 
de sistemul de coordonate ales, fiind o proprietate geometrică a spa­
ţiului considerat dacă Lieste un invariant, adică dacă L(t, x, x) = 
— L(t, x, x) în ipoteza trecerii de la sistemul de coordonate xv ... 
..., xn la sistemul xv . . . , xn, definit prin (3.13). Aici 

— _̂  r ~ * dx- • î 
i ( i , x, x,) = i t, x(x), V —1 xh \, 

L *=i dxk J 
n QQD 

deoarece din egalitatea dx, = V —~ dxk se deduce 

• _ ^ _ v1 ^ ^ * _ -e1 ^ • 
di ft=i da^ di s=i a»fc 

avem 
a i « di dxk » a t di» • a l â .. 
a^ *_i a*j. â 3- â a^ a«,- =̂1 a*fc dx} 

i,k=i dxk dxjdxi 

11 - o . , 4 l g l 



deoarece din egalitatea "xk — Y. — - x, se deduce 
1=1 dxi 

dx " d2xk . 
Xi. 

dxj i=idxi dxj 
în plus, deoarece 

dL » dl d%c - a l t»^ 
_ — \ .. __ _ — x . J 

9 o ^ *=i dxk dâ)j k=i dxk OXj 

utilizînd legătura dintre xk şi x}, rezultă 
d / dL \ J*. & f dL \ dxk » dL d* xk dL^\_ " _d / 5X_\ dă 

dsfy / j=i di! \ d'xk ) dx 
Xi 

dt \dXjJ j„i di \ 9a?s / 9a^ ;,A=I 9a?* dxjdxi 
şi, prin urmare, 

_d idL\ dL s " | d / ax \ ax i agt 
di \dxjf dx} k=iidt\dxkJ dxk J 9#^ 

deci 

notînd cu £,;, fc = 1 , 2 , ...,n, membrul întîi al sistemului Euler -
Lagrange pentru lagrangianul L; aşadar, dacă avem L} —0,j = 
= 1, . . ., n, vom avea şi Lk = 0, h = 1, . . . , w, deoarece ultima ega­

litate se poate scrie şi sub forma 
n d X • 

X» = 5] -^ 7P" > fc = 1, . . . , n, 
i= î " % 

prin aplicarea regulii lui Craminer. 

3.7.4. Forma normală a sistemului Euler-Laţjrangc 

Scris explicit, sistemul Euler-Lagrange va fi 

» d2L .. » a2.t . , 9 2 i 9X . , 
V ; — Xk + V ; Xk -\ ; = 0 , J = 1, . . . , n, 

A=I dxj dxk k=i dXjdxk dxsdt dx, 
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iar forma normală se va putea obţine dacă matricea 

L dx, dxk J 

este nesingnlară : gik = ^^ (£, x, i ) ; dacă gm sînt elementele matricei 
inverse matricei G, forma normală în cauză va fi 

h +Mh x>x) =0, 
unde 

A n / i ^2x . , a2i az\ ^ == v gf*j y — — r xi + —— - — • 
i=\ XitŢidxjdxi dxjdt dxs ) 

în particular, dacă L = X(x) iar G este nesinguară, forma nor­
mală a sistemului Euler-Lagrange va fi xk = 0, h = 1 , ...,n, iar 
extremalele vor fi drepte. 

Exemple. 27. Pentru funcţionala 

Hu] = \ K(l + y'a) (** + V*) dx, L(x, y, ;/') = V(1 + y'2) (.x3 + y2), 

ecuaţia lui Euler are o formă destul de complicată ; utilizînd coordonatele polare 
x=r cos 0, y = ;• sin 0, deoarece 

x2 + if- = r2, f i + y'2 dx = l^dx2 + dy2 = j / r '2 + r2 d0, r' 

funcţionala dată se scrie 

f 9 i _ 
I[r] = V (/;-2 + r'a d8, 1(0, r, ;•') = ;f;-2 + r '2 

iar ecuaţia lui Euler se va scrie sub forma 

_ _ _ / dL 
< - ) / • ' 

ăr 

Deci rezultă ecuaţia diferenţială 

r3 = C l )/,-2 + 7-'2 

a cărei formă normală va fi 

- — j / r * _ d T 
C 
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Această ecuaţie diferenţială avînd variabilele separabile se integrează uşor ; 

6 
1 r dr r r3 dr 

iar substituţia i4 — c | = t conduce la egalitatea 

1 1 fr^^S 
6 - — 6 0 = — a r c t g -> 

adică 
c 2 [ t g 2 ( 2 9 - e 0 ) + i ] =!•*, 

deci 

r4 cos 2 ( 2 0 - 0O) = 4 
ceea ce înseamnă 

(x2 + y2) (z2 - y2 + 2* xy) = c 

în coordonatele carteziene. 

28. Forma lui Weterstrass a ecuaţiei lui Euler. Dacă extremalele funcţionalei 

I[y] = \ F[x , y(x), J / ' ( I ) ] dx 

sint scrise parametric, adică 

x = i ( 0 , y = y ( 0 , /0 < ' < h, 

funcţiile x şi;/(/) fiind presupuse de clasă C2 pe porţiuni iar \x(t)\ + \y(t)\ > 0, atunci 
notînd 

&{x, y, x, y) = X F ( X , „ . J ) . 

funcţia ^ va fi pozitiv omogenă de grad unu în x şi y (vezi 2.?.A) iar identitatea lui Euler 
se va scrie 

_ & d& 
x0>. + $&. = &, 0. = — , ^ . = ; 

x y x dx y dg 
vom avea deci 

l[y] = i*[x, y]=V F\ X(0, y(0, 6~ x(t) di = C V[x(0, y(0> *W> y(0] ^ 

dacă x0 = x(t0), x± — x ^ ) . Considerînd funcţionala I* [x, y], extremalele vor verifica 
sistemul Euler-Lagrange 

±0.-erx = O, ±.0r0u = o. (3.30') 
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Dar aceste două ecuaţii nu pot fi independente : acestea împreună cu identitatea lui Euler 
trebuie să conducă la ecuaţia lui Euler pentru funcţionala I[y] ; această dependenţă se 
poate obţine în modul următor : derivînd identitatea lui Euler, se deduc identităţile 

** = * * . ! + Q*ft &V = *** + U&yy -

fi = i*X+<)*» 0 = ^xx+^vy. 
care conduc la şirul de egalităţi 

@. • &.- 0 - . 
xx xy yy _. 

,',2 

Apoi 
d 

"di 

xy 

yff- • + x9 • + y@ • — x& • — iW • 
u xy ' xx ^ yx xx J xy 

= M* -iu)*!- ®xy + ®-xv + *•„]. 
d 

— 0 y - 0 y = x[(xy~ yx)0x - ffi.xv + 0xi), 

ar relaţia căutată se va scrie 

* (4 *•" '*)+1) [iu 0t ~ "*)= °-
Prin urmare, în locul sistemului (3.30') se poate considera, de exemplu, egalitatea 

(xy — ux)0, — 0 • -\- &•— 0, \ J j / i xy xy 

care, deoarece raza de curbură i a extremalei este dată de egalitatea 

(x2 + y2)3/* 
r — , 

xy — yx 
se va scrie sub forma 

T ®x . (X2 + y2)3 /2 

numită forma lui Weierstrass a ecuaţiei lui Euler, care este avantajoasă uneori în calcule. 
Dacă, de exemplu, 

(h 
I* [x, y] = V [F i 2 + y2 + X (xy - yx)] di, 1 e R, 

K 
deoarece 0 = Vxi + y 2 + \(x'y — yx), se deduce uşor egalitatea i '=2 X. care va înlocui 
ecuaţia lui Euler pentru funcţionala 

S *i 
[Vl+ y'2+ X(xy'-y)]dx. 

*o 
Rezultă că extremalele au curbura constantă: vor fi arce de cerc. 
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3.8. Probleme variaţionale eu condiţii suplimentare 

3.8.1. Probleme variaţionale de tip Lagrange 

Vom încadra în această categoria probleme de tipul 
următor : 

Se cer extremalele funcţionalei 

I [ x ] =\LL[t,x(t), x(t)]ăt, (3.31) 
Jt„ 

care verifică atît condiţiile la limită bilocale 

x(t0) = x0, xfo) = Xl, x0, Xj e R», n > 2, (3.31) 

cît şi condiţiile suplimentare 

Gs[t,x(t), i(*)] - 0 , j = 1 , 2 , . . . , j>, p > 1, (3.31") 

în care Gv . . . , Gp sînt funcţii date, de o clasă convenabilă C, 
r > 2; dacă în condiţiile suplimentare (3.31") nu apar derivatele x, 
acestea se numesc condiţii olonome iar apariţia acestor derivate face 
ca aceste condiţii să se numească neolonome. Vom presupune aceste 
condiţii distincte între ele. 

O primă observaţie care poate fi făcută este că întotdeauna 
p < n, deoarece dacă, de exemplu, p —n, condiţiile (3.31") (în cazul 
neolonom) pot fi interpretate ca un sistem format cu n ecuaţii 
diferenţiale, funcţiile fiind xv . . ., xn, care integrat va conduce la 
definirea funcţiilor x = x(t), t0 < t < tx, care dacă vor verifica şi 
condiţiile (3.31') vor da funcţionalei (3.31) o anumită valoare, deci 
nu poate fi vorba de o problemă de extrem [în cazul olonom, pentru 
p = n, problema este, în general, imposibilă, deoarece din (3.31") 
se deduce x =x(t), t0 < t <; tlf iar condiţiile (3.31') nu pot fi satis­
făcute]. 

Probleme variaţionale de tip Lagrange apar frecvent în practică, 
cel mai simplu exemplu constituindu-1 problema geodezicelor pe o 
suprafaţă din R™; astfel dacă suprafaţa în cauză are ecuaţia carte­
ziană F(x) = 0, adică F(xx, x2, ...,xn) = 0, iar Px şi P 2 sînt 
două puncte pe această suprfaţă [deci dacă coordonatele acestor 
puncte sînt x1 şi x2, avem Fix1) = 0 , F(x2) = 0], geodezica este acea 
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curbă de pe suprafaţă care realizează minimul distanţei dintre 
Pj şi P2 . Problema variatională corespunzătoare va fi 

f ][xl+... +Il ăt-> min, x(*0) = x\ x(tx) = x2, F[x(t)] = 0. 

Problemele variaţionale de tip Lagrange se pot rezolva cu aju­
torul următoaei teoreme : 

Teorema 3.6 (teorema lui Lagrange). Dacă problema (3.31), (3.31'), 
(3.31") admite soluţii, atunci funcţiile x = x(t) vor fi şi extremalele 
funcţionalei 

J[x] = r ^ p , x(t), x(t)]dt (3.32) 

în care lagrangianul $£ este definit prin 

<£(t, x, x) = L(t, x, x) + £ X}(t)Gj(t,x,x) (3.33) 
3 = 1 

(funcţiile lv . . ., ~hp definite pe [t0, fj] se numesc multiplicatori ai lui 
Lagrange) şi care verifică numai condiţiile la limită bilocale (3.31'). 
T Vom folosi notaţia variatională iar condiţiile suplimentare 
(3.31") arată că funcţiile 8xx,...,Bxn nu pot fi toate arbitrare. 
într-adevăr, explicitînd din aceste condiţii pe xv x2, •••,xp (ceea 
ce este posibil deoarece, funcţiile Gx, . .., Gp fiind joresupuse distincte, 
avem —-~ ' ' - • ¥= 0, ceea ce permite aplicarea teoremei funcţii-

o(x1: • • •, xp) 
lor implicite), prin integrare, se vor obţine funcţiile xv . . ., xv, ceea 
ce implică faptul că numai funcţiile $xp+v . . ., Sxn sînt arbitrare. 
Să alegem funcţiile Sxl7 . . ., 8xn astfel încît 

Gs(t, x + ESX, x + zhx) = 0, j = 1, 2, . . ., p, 1< p < n, 

pentru orice s (suficient de mic); deoarece funcţiile Gv ...,GP sînt 
de clasă (72, vom avea 

0 = Gj(t, x + sSx, x + eSx) - G} (t, x, x) = 

k=i \dxk dxk j 
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şi deoarece lim — = 0, rezultă egalităţile a 

-o s 

» fdG, „ , d&fi \ . , 
k=i\d xk dxk ) 

care, înmulţite cu \j(t) şi integrate, vor conduce, prin însumare, la 
egalitatea integrală 

ft f1 

da?ft 

d< = 0 . (3.34) \ S S ^ r ^ + ̂ S 
J ( 0 l y = i * = i 0 # * j '=i *=i 

Cum funcţionala(3.31) admite funcţiilex = x(t) ca extremale, vom avea 

\ U = i 9a?» da?/£ / 

egalitate care adunată cu (3.34) conduce la o nouă egalitate : 

- J*. L *—i l ^ y-i dxk j 

*.i [oxk y=i ca?,. J 

care, în baza notaţiei (3.33), se va scrie 

f ,r£(-£-*+4?Lm*-o> ,3-34'' 
j / 0 L * - i \ a a?, aa?/c ; j 

integrînd prin părţi şi utilizînd notaţia uzuala %k — — I —-1 — ̂  » 

deoarece, în baza condiţiilor (3.31'), avem Sx = 0 pentru t = t0 şi 
f = i 1 ; din (3.34') se deduce egalitatea 

C (%&t*xt+ t &m ^m )&t = 0 (3.34") 
Jtt\k=l m=p+l I 
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valabilă dacă x se înlocuieşte prin soluţia x = x(t) a problemei în 
studiu. Alegînd multiplicatorii X1} . . . , 1P astfel încît 

Se1 = 0, ...,&p = 0, (3.35) 

din (3.34") se deduce 

f f £ ^» *«» ) d* = 0 ; 

cum funcţiile BxP+1, . . ., Sa?„ sînt arbitrare, ultima egalitate (în baza 
teoremei 3.3) arată că neapărat 

pentru soluţiile problemei în cauză. Aceste ultime egalităţi, împreună 
cu (3.35) demonstrează teorema. _J 

Prin urmare, practic, o problemă variaţională de tip Lagrange 
se poate rezolva în modul următor : se consideră funcţiile Ăx(t), ... 
. . . , ĂP(t) (de clasă G1), cu ajutorul cărora se formează lagrangiamil 

2>(t, x, x, X) =L(t, x, x) + £ HVGAt, x,x), 
3 = 1 

şi apoi se integrează sistemul Euler-Lagrange 

£C1 = 0 , . . . , S£n = 0, &J =—[—T-. I —> 
d i V oXj ) oxj 

ale cărui soluţii vor depinde de 2n constante de integrare şi de 
multiplicatorii \,...,ĂP; utilizînd apoi cele 2n -\-p condiţii 
(3.31') şi (3.31"), aceşti parametri pot fi determinaţi. 

Exemple. 29. Să se găsească distanţa minimă dintre punctele (1, 1, 1) şi (— 1, 2, 1) 
aflatepe suprafaţa x+y — z — \ (curba de-a lungul căreia serealizează acest minim trebuie 
evident să aparfină planului x+y— 2=1) . 

Va trebui deci să aflăm minimul funcţionalei 

I[g, z] = [ Yl + V'\x) + z'2 (x) âx 
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(dacă se consideră reprezentarea carteziană a acestor curbe) astfel încit 

y ( - l ) = 2, z ( - l ) = - l , y(l) = 1, z(l) = 1 
iar 

* + sO) - z(x) = i ; 

se obţine o problemă variaţională de tip Lagrange, cu 

i = l/l + y'2 + z'2, G = x + y - z - l , 

ceea ce înseamnă că se poate utiliza lagrangianul 

# = | / l + !/'2 + z ' 2 + X ( x ) ( x + y - z - l ) . 

Sistemul Euler-Lagrange corespunzător se scrie 

dx\ Yl+ y'2 + z'2 ) dx ^ J/l + y'2 + z'2 / ^ 

şi se poate integra uşor ; eliminind X se deduce ecuaţia diferenţială 

d ( t ± Z' \ n A • g l ± *' 1 , - —— I = 0, deci —, — = cii 

dx \ V 1 + y'2 + z'2 J J/l -|- y'2 + z'2 

care, deoarece y' — z' = —1 (din ecuaţia . r - fy—z=l ) , se va scrie 

2if + 1 = 

J/ î + y ' 2 + ( y ' + i ) 2 ° r 

Explicitînd y', se găseşte y' = a, deci y(.x) = ax + b şi cum y(—1) = 2, y(l) = 1 găsim 

3 1 
y(x) = -^ — *> 

iar din egalitatea z' = y' + 1 şi condiţiile z(— 1) = z(l) = 1 rezultă 

z(x) = 1. 

Aşadar, minimul căutat se realizează pe segmentul dreptei x + 2 y = 3 , z = 1, cuprins 
între punctele ( — 1, 2, 1) şl (1, 1, 1) şi este egal cu 

\ P + (~ i r ) +°2cix = ^ 
(valoare care se verifică şi direct calculînd distanţa din R3 dintre aceste puncte). 

30. Geodezicele pe suprafeţe din R3. Problemele variaţionale de forma 

/[y, z] = V j / l + y'2 + z'2 dx ->min, 
• * . 
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</«>) = i/o- ~(xo) = zo> y ( x i ) = &> y(* i ) = </i> 

F(x, y, z) = 0, F(x0, y0, z0) = 0, F(xv gv zj = 0 

definesc geodezicele y=y(x) , z = z(x) p e suprafaţa S definită prin ecuaţia carteziană 
F=0 ; această problemă a lui Lagrange, in baza teoremei 3.6, se poaterezolva cu ajutorul 
extrema!elor funcţionalei 

CH 
z] = \ Q/1+ y'2 (x) + z ' 2<» + X(x) F[x, y(x), z(x)]) dx. 

extremalelor funcţionalei 

J [y . z] = 

Or sistemul Euler-Lagrange ataşat acestei funcţionale este de obicei dificil de integrat şi 
de aceea, uneori, este mai comod să se utilizeze o altă cale; astfel, se ştie că dacă prima 
formă fundamentală a suprafeţei S este 

ds2 = E(u, u) du2 + 21''(u, v) du dv -f- G(u, v) do'1, 

in ipoteza că are ecuaţiile parametrice 

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) el\, 

alunei clacă u = u(l), v=v(l), l0^. L ̂  lx, sînt ecuaţiile unei curbe aflate pe S avînd capetele 
în punctele 1'0, P1 s S, P0 şi P1 fiind definiţi prin coordonatele (x0, y0, z0) şi (xx, y v z-J 
[cu x0 = x(u„, u0),. . ., z1=z(u1 , w-,), u0~u(l0),. . .,w1=»(/1)], lungimea acestei curbe va fi 

r ' i 
/ = V j / £ I I ' 2 + 2i-'«V + G'u'2 dl -

Prcsupimîi:.d /funcţională, l = l\u, v], gccdczica se \ a obţine cu ajutorul unei 
probleme variaţionale obişnuite (făiă condiţii suplimentare) 

l[u, v] —> min, 

reamintim că 

Sy dy dz Oz 
dv du dv 

i = i^f + [dA2 +1—Y. F= — -- + ^ i 
/ 9 x \ 2 H i M 2 /c te\2 

î n particular, în cazul Geodezicelor pe sfera 

(x - x0)2 + (,j- y0)2 + (z - z0)2 = Ii\ 

deoarece 

x = x0 + ii sin 0 cos cp, 

U — 'Jo + R s i t l 9 s i n <?> ° < 9 < n» 0 ^ 9 ^ 2 TI, 

z — z0 + li cos 0, 
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rezultă E =RS sin 20, F= O, G = Ii2 şi deci trebuie găsite extremalele funcţionalei 

/[O, <p] = V K^2 sin2 6cp'2+ R* 6'2 d/, 

dacă 0 = 0(/), 9 = <p(/). Presupunînd / = 0, funcţionala devine 

Ecuaţia lui Euler corespunzătoare se scrie 

f°i 
= \ JR\'1+ sin2 0 9'2 (O)d0 -> min. 

itoare se scrie 

d / sin2 6 \ 
1Q\ Yl+ 9'2 sin2 6) j ~ ' dQ\ V 1 + 9 '2 sin2 6) / 

de unde, explicitîndu-1 pe 9' , se deduce ecuaţia diferenţială simplă 

d9 c __ c (ctg9)' 
d6 s I « 9 J/sin2 6 - c2 j / l - c 2 - c2 ctg* 6 

care integrată conduce la 

( c c t S 0 \ 
9(6) = arccos | - ^ = = = - j + 9o-

Calcule simple duc la ecuaţia 

i? cosO = aTî sin 0 cos 9 + /;/{ sinO sin 9 

sau, în coordonate carteziene, 

z - zo = «O - xo) + '<y - .%). 

obţinîndu-se ecuaţia unui plan care trece prin centrul sferei, ceea ce înseamnă că geodezi­
cele pe sferă sînt arce de cercuri mari ale sferei (cele două puncte distincte de pe sferă 
împreună cu centrul sferei definesc un plan care intersectează sfera după un cerc mare). 

3.8.2. Probleme izoperimetriee 

Denumirea de problemă izoperimetrică se utilizează în 
cazul determinării optimului funcţionalelor, 

I [x] = ( ' l [« ,x( l ) , i ( l ) ]df (3.36) 

ştiind că acest optim x = x(t), t0 < t < tv verifică atit condiţiile 
la limită 

x(t0) = xo, x(tx) = Xl, x0, xx e IR", (3.36') 
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cît şi condiţiile suplimentare 

h 
G} [t, x(t), x(t)] ăt = a}, j = 1, . . . , m, as e IR, (3.36") 

denumite condiţii izoperimetriee; numărul m de condiţii (3.36") 
este oarecare, iar L, G] e O2. 

Problemele izoperimetriee pot fi rezolvate cu ajutorul rezulta­
tului următor : 

Teorema 3.7 (Euler). Funcţiile x = x(t), t0 < t < t±, care rea­
lizează un optim pentru funcţionala (3.36) în endiţiile (3.36') şi (3.36"), 
realizează în acelaşi timp optimul funcţionalei 

I*[x] = J I L[t,x(t), i(<)]+ £ V.,Qi V, m, i(')]|df (3.37) 

în condiţiile (3.36'); fxa, . . . , \xm sînt numere reale. 
f*~ Demonstraţia se realizează cu ajutorul teoremei 3.6 în modul 
următor : se introduc funcţiile auxiliare y = (yly . . . , ym), definite 
prin 

»X0 = ( Gfc, x(s), x(s)]ds, (3.38) 

în ipoteza că x = x(t), te [t0, y , reprezintă soluţia problemei izo­
perimetriee în cauză; din (3.38) se deduc condiţiile neolonome supli­
mentare 

y}{t) -Gs[t, x(t), x(t)] = 0 (3.38') 

pe care le verifică funcţiile y în afara condiţiilor bilocale 

VÂh) = 0, y, (h) = a„ j = 1, 2, . . ., m, (3.38") 

deduse din (3.38) şi (3.36"). Se deduce că problema izoperimetrică 
în studiu este echivalentă cu problema variaţională de tip Lagrange 
(3.36), (3.38'), (3.36') şi (3.38") în care apar n + m funcţii necunos­
cute xv . . ., xn, yv .. . ,ym şi m condiţii suplimentare; deoarece 
n > l , întotdeauna m < m + n şi teorema 3.6 este aplicabilă. 
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Se formează deci langrangianul auxiliar 
m 

&{t, x, x, y) = L(t, x, x) + £ Hi) [y, - <?/*, *, i ) ] , (3.39) 

a cărui sistem Euler-Lagrange este 

V <?«,. / d*,. dtf V dx1c Pi dxlc ) 

d'L m dG-
~ £ h (*) -—' - = 0 , k =1,2, ...,n, (3.39') 

*{?*)-»*-±M^ , - u . . , . ; (.W) 
d£ V dy, / 5Î / ( d i 

din sistemul (3.39") se deduce ~k} = const, j = 1 , . . ., m, şi notînd 
X,- = —JXJ, j = 1, . . ., m, înlocuindu-i în sistemul (3.39'), se va obţine 
sistemul Euler-Lagrange pentru lagrangianul din funcţionala (3.37). J 

Aşadar, practic o problemă izoperimetrică se poate rezolva cău-
tînd extremalele funcţionalei (3.37) în condiţiile la capete (3.36'); 
soluţiile sistemului Euler-Lagrange corespunzător vor conţine 2n -\- m 
parametri (deoarece se pleacă din start eu parametrii [i,, . . ., \xm 
iar prin integrare se vor obţine 2n constante), care se vor determina 
cu ajutorul condiţiilor (3.36') şi (3.36"). 

Exemple. 31. Să găsim optimul funcţionalei 

£• J\U, '] - \ ( y ' 2 + *'2)ăx 
-'o 

în condiţiile bilocale 

;/(()) - 0, y(l) = 1, z(0) = 0, z(l) = 1 

şi în condiţiile izoperimetrice 

i (z + xz') d i = 1, C 
• o Jo 

(U'2- z ' 2 - xy')dx = 2. 

Faţă de cazul general, avem n = 2 şi m = 2 iar 

£ = i/'2 + z'2, Gj = z + xz', G2 = y'2 - z'2 - xif; 

conform cu teorema 3.7, se ia în consideraţie lagrangianul 

Se = y'2 + z'2 + X(z + xz') + y.(y'* - z'2 - xif) 
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şi se obţine sistemul Euler-Lagrange 

d d 
(2y' + 2fxy' - jxx) = 0, (2z' —2\LZ' + Xx) - >. = 0, 

dx dx 

care se poate integra odată direct; se deduce sistemul diferenţial 

V = x + e,, z = c 

2(1 + !X) 

care se integrează imediat şi deci 

[AX2 

y(x) = ~r7r^ r + c i x + c3> z ( - x ^ = 6'2x + ci-
4(1 + (i) 

4 + 3(x 
In baza condiţiilor la limită se găseşte c3 = e4 = 0, c2 = 1, Cj = , deci 

3 + 4[J. 
Hx2 + (3(x + 4)x 

*/(*) = ——,—" . z(x) = x ; 
4(1 + (A) 

— xy')dx = 2 condiţia l (z- |- xz') dx = 1 se verifică direct iar condiţia \ (y'2 — 

conduce la determinarea parametrului (J.; calcule simple conduc la ecuaţia algebrică 
10 12 

121JJ.2 + 242[x—120 = 0 ale cărei rădăcini sînt (Xj = şi jx2 = iar numai (j. 1 

va verifica condiţiile izoperimetrice date. în concluzie, extremalele problemei izoperi­
metrice date vor fi 

5 , 7 
ii(x) = x -l x, z(x) = x. yv ' 2 2 

32. Problema Didonei constă în determinarea curbelor plane y închise, rectificabile 
avînd lungimea 21, care închid în interior aria maximă; dacă 

x = x(t) 1 x(tQ) = x(^) ' 
" ' te [t0, tx], 

V = i/(0 J J/(*o) = J/('i' " '1 
sint ecuaţiile parametrice ale curbei căutate, problema în cauză revine la determinarea 
funcţiilor x = x(0, y = y(t), t0 < ' =S h> c a r e optimizează integrala 

1 f'1 

A = — \ (xy - xy)ăi 
2 Jh 

(A reprezintă aria domeniului mărginit de curba y), astfel încît 

rh . 
\ YxHO + y*(t) ăt = 21. 
\ 
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Utilizînd teorema 3.7, se ia în consideraţie lagrangianul 

1 
Sa = — (xy - xy) + y. YPTT* 

şi deoarece acesta coincide, abstracţie făcînd de un factor multipicativ constant, cu lagran 

gianul din exemplul 28 (avem SE = [x^', [x = - — I , extremalele vor fi cercuri de rază — 
^ 2X / ^ 

cu centrul arbitrar în plan. 

33. Problema lui Kelvin. în planul K2 se defineşte cu ajutorul funcţiei continue (x = 
= [x(x, y) o anumită distribuţie de mase; punctele P0 şi Pj din R2 sînt unite printr-o 
curbă dată C şi curbele {y}, avînd lungime dală / ; să se determine y astfel încît domeniul 
plan 1) care are frontiera C U y să aibă masa maximă (punctele P0 şi P± pot coincide 
dar l depăşeşte distanţa dintre punctele P0 şi PJ. 

Această problemă se poate rezolva cu ajutorul teoremei 3.7 în modul u rmător : 
fie x = x(t), y = y (t), l0 < t «S lv ecuaţiile parametrice ale curbei y şi fie /' = f(x, y), funcţia 
definită astfel încît 

f(x, y) = \ H-C y) d'-

Deoarece / e s t e cunoscută în £R2 şi este derivabilă în raport cu x, punînd 

k - \ f(x, y) dy, 

k va fi un număr real ; calculînd integrala curbilinie pe dl) = C Uy din /', cu ajutorul 
formulei lui Green se va obţine 

{ f(x, y) dy = [ f dy + \ fdy~k+\ f[x(t), 

|x(x, y) dx dy 

ceea ce înseamnă că deoarece V V [x(x, y) dx dy este un număr real, problema va 

rezolvată dacă se obţine optimul funcţionalei 

•>t„ 

I[x, y] = V f[x(t), y(l)] y(t) ăt 

cu restricţiile 
rh . 
V i x\t) + y2(l) di = l, 
K 

x(t0) = x„, y(t0) = y0, x(<x) = xx, y(^) = yx, 
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unde (x0, y0) şi (x r , yj) sînt coordonatele punctelor P 0 şi Px. Aplicînd teorema Iui Euler, se 
consideră lagrangianul 

& = f(x,y)y+ A)/*2 + y2", 

care fiind pozitiv omogen de gradul întîi, este convenabil să utilizăm ecuaţia Euler scrisă: 
sub forma lui Weierstrass (vezi exemplul 28); deoarece 

2^ = i t = n, se • = o, ^ = ^ = . 
* dx ^ m y2 (x2 + y2)3/* 

se deduce ecuaţia lui Euler 
1 [X 

~~r X ' 

r fiind raza de curbură a extremalei. 
în particular, dacă distribuţia fx este constantă, raza de curbură va fi constantă iar 

y va fi arcul de cerc avînd lungimea l care trece prin punctele P0 şi P x . 

'M. Poziţia de echilibru a unui fir omogen greu sub aefiunea grauitulii se poate obţine 
cu ajutorul unei probleme izoperimetrice dacă se utilizează principiul care afirmă că într-o 
astfel de poziţie energia potenţială a firului este minimă ; într-adevăr, presupunînd firul de 
lungime l fixat în punctele P0 şi P1 din K2(/fiind mai mare decît distanţa dintre aceste 
puncte), dacă y = y(x), x0 =£ x < xx, este ecuaţia carteziană a unei curbe cu extremităţile 
în P0(x0, y0) şi P]f.xv yx), va trebui să avem 

S*i 
Yl + y ' 2 (x)dx = l. (3.40) 

x0 

Deoarece energia potenţială U a firului se poate calcula prin relaţia 

U= pyV y | / l + y'2 dx 
Jx„ 

(p fiind masa firului raportată la unitatea de lungime iar g este acceleraţia gravi ta­
ţională), poziţia de echilibru este realizată da graficul funcţiei y — y(x) care opt imi­
zează funcţionala U — U[y] cu restricţiile (3.40) şi y(x0) = y0, y(xx) = yv Această 
problemă izoperimetrică se rezolvă cu ajutorul lagrangianului 

ie = pyy/i + y'2 + v-]/\ +y'z, 

în care, deoarece p şi g sînt constante, se poate presupune jx = Apy şi deci se poate utiliza 
un alt lagrangian 

«i = v Vi + y'2 + A)/r+y2 = (y + xyr+i/72; 
ecuaţia lui Euler va fi 

dse1 
Se, — y' = a, a e K , 

dy' 
adică 

y + A = a / 1 + y'2 . 
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Notînd y' = sh t, avem y = — X + a eh t si deoarece dx = — = a dl, rezultă x 
sh ( 

al + 6, ieffi, ceea ce înseamnă că y = — X 4- a eh I 1, parametrii X, a şi 6 achpi-i), 
-determinîndu-se clin restricţiile problemei: curba să aibă lungimea l şi să treacă prin punc-
tel PB şi Pv Aşadar poziţia de echilibru este obţinută cu ajutorul graficului unei funcţii 
elementare, care poartă denumirea de lănţişor. 

-3.8.3. Ecuaţia Euler-Poisson 

în anumite aplicaţii practice apar probleme privind 
optimizarea unor funcţionale de forma 

i W = CHX, y(*)» y'(®)> y"(<*>), • • • > ym(xK dx,» > 2, (3.4i) 
Jar0 

•deci funcţionale al căror lagrangian depinde de derivatele de ordin 
superior ale lui y. î n acest caz se poate demonstra. 

Teorema 3.8 (Poisson). Dacă în (3.41) L este de clasă n + 1 
în toate argumentele sale iar y e C'ln([x0, xx\) şi verifică la capete 
•condiţii de forma 

y(x0) = a0, y'(x0) = %, . . . , y[n-1]{x0) = an-x, 
(3.41') 

y(oi) =K y'(%i) =h, •••,y{n~1)M =K-v 

cu «0, . . . , i r l e R , atunci funcţiile y care optimizează funcţionala 
(3.41) este soluţie a ecuaţiei diferenţiale de ordin 2n 

^_A(J5 . ) + ^.f^_...+(-i)--^f-^.Uo,(3.43) 
dy &x\ dy') dx2\ dy' ) dxn\dfn>) 

numită ecuaţia Euler-Poisson ataşată funcţionalei considerate. 
["" Pentu uşurinţa calculelor vom presupune n = 2, cazul n > 2 
tratîndu-se complet analog; notînd y' =z,y" = z', rezultă că tre­
buie optimizată funcţionala 

I[y, z] ==\ L[x, y{x), z(x), z(x)]dx 
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în condiţia suplimentară y' — z = 0 şi condiţiile la capete 

y(x0) =a0, y(xj) =b0, z{x0) = %, z(x1) =bv 

S-a obţinut o probemă variaţională de tip Lagrange şi deci, în. 
baza teoremei 3.6, se ia în consideraţie lagrangianul 

&(®, y, s, y'i *') =L{x, y, z,z') + \{x){y' — z), 

care conduce la sistemul Euler-Lagrange 

d ' r • „ dL n d (dL\ (dL \ 
[ x ( „ n _ 0, _ + A = 0 . 

ax oy ax \oz J \ az ) 
1 )erivînd ultima ecuaţie în raport cu x şi ţinînd seama de prima ecua -
ţie, se elimină X. Scriind y" şi y' în loc de z' şi z, se deduce egali­
tatea 

dx2 V dy" ) dx \ dy' ) dy 

care este ecuaţia Euler-Poisson (3.42) pentru n = 2 . _J 
Exemple. 35. în cazul funcţionalei 

IM = { IU"2 + 2y'2 + if + f(x)) da-

ecuaţia lui Eu Ier va fi 

gir - 2y" + y = 0 

şi deci extremalele sînt 

y(x) = (cj x + c2) exp(x) + (c3x + c4) e x p ( - x ) , 

constantele cv c,, cs şi c4 determinîndu-se din condiţiile 

2/(0) = a0, y'(0) = a,, z/(l) = b0, y'(i) = ftr 

36. Încovoierea unei grinzi omogene elastice, grele, încastrate la capele. Dacă grinda 
are lungimea 21 iar sistemul de axe este ales astfel încît axa absciselor să coincidă cu axa 
de simetrie a grinzii iar axa Oy este perpendiculară pe mijlocul acesteia, condiţiile de 
încastrare se scriu 

0(-D = 0, ! / ' ( - /) = 0, y(0 = 0, y'(l) = 0, 
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«dacă ecuaţia axei grinzii este ;/ = y(x). Notînd cu p masa grinzii raportată la unitatea de 
lungime şi prin ds elementul de arc deformat al axei grinzii, energia potenţială a grinzii 
•este compusă din suma a doi factori : energia potenţială de deforma ţie şi energia poten­

ţială gravitaţională; primul factor este egal cu a\ I —— ] ds, unde a este un 

coeficient care depinde de modulul de elasticitate şi de forma grinzii iar 9 este unghiul 
2 ) _ A d s ; 

'orma gi 

x I deci 
d<p 

format de tangenta la graficul funcţiei;/ = y(x) cu axa Ox I deci este curbura curbei 
I ds 

1 C+l 

.U = y(^) | iar celălalt factor este egal cu X py ds, 
Prin urmare, utilizînd faptul că în poziţia de echilibru energia potenţială este minimă, 

:problema va fi rezolvată dacă se află optimul funcţionalei 

^]=C[4-°(2-)2 + ^] d s =C[^(TT^ + p y r i T ^h 
•deci trebuie scrisă ecuaţia Euler-Poisson corespunzătoare; or aceasta fiind complicată, 
vom considera doar micile deformaţii ale grinzii, ceea ce înseamnă că y'2 poate fi neglijat. 

.Se consideră astfel funcţionala 

•+' ( a ^ 
ldx, *•[*]-( Mj-»"*+pA 

P 
A cărei ecuaţie Euler-Poisson este ylv = — -— şi deci extremalele vor fi 

a 

y(x) = —— x1 + Ci x3 + c2x2 + c3x + c4; 
24 a 

iar condiţiile la limită conduc la soluţia finală 

y(x) = - -J— (x2 - Pf. 
24 a 

3.9. Probleme variationale eu frontieră variabilă 

în majoritatea cazurilor, problemele practice care se rezolvă 
cu ajutorul principiilor calculului variaţiilor impun anumite condiţii 
pe care trebuie să le verifice extremalele la capete ;cele mai simple 
condiţii la capete sînt condiţiile bilocale (în cazul funcţionalelor 
I[x]). Dar chiar dacă la capetele extremalelor nu sînt impuse con­
diţii, condiţia de extrem impune în mod obligatoriu condiţiile care 
trebuie verificate pentru t —10 şi t = tt; în acest mod apar condi-
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ţiile la limită naturale cînd extremităţile extremalelor se află în 
planele t =t0 şi t =tx din R"+1. 

Sînt posibile însă şi probleme în care extremalele nu au capete 
fixe şi nici nu pot fi utilizate condiţiile la limită naturale ; de exemplu 
dacă pe o sferă se consideră două curbe fără puncte comune şi se 
pune problema determinării distanţei minime (măsurate pe sferă) 
dintre aceste două curbe, această distanţă va fi realizată pe un arc 
de cerc mare (vezi exemplul 30) dar pentru a rezolva efectiv această 
problemă mai trebuie găsite punctele de intersecţie ale acestor trei 
curbe. 

Vom conveni să numim problemele variationale de acest tip 
•probleme cu frontieră variabilă, iar determinarea condiţiilor care tre­
buie impuse la capetele extremalelor în această situaţie se reali­
zează cu ajutorul condiţiei necesare de extrem. 

Luînd în considerare cazul cel mai simplu al funcţionalei 

IM = \XtLix,y(w),y'(x)] dx (3.43) 

în care mulţimea admisibilă de funcţii M este formată din curbe 
care trec prin punctul (x0, y0) iar celălalt capăt se află pe curba 
y =g(x), adică y(xx) = g{x±) dacă y(x), x e [x0, x{\, este funcţia 
care realizează optimul funcţionalei (3.43); în baza rezultatelor 
din 3.2, funcţia y va verifica egalitatea 

(DI)(y,h) =0 (3.44) 

pentru orice h cu proprietatea că y + th e M pentru \t\ suficient de 
mic, unde DI este prin definiţie dat de 

(DI)(y, ft) = |- 1 {y + th] I . (3.44') 
ot |i=o 

în cazul de faţă 
f*i(t) 

I(y +th) = \ L[y, x(t) +th(x), y'(x) +th'(x)]dx,x1(0) == xx 
J x„ 

deoarece limita superioară nu poate fi considerată fixată; utilizî nd 
(3.44'), se obţine 

(DI)(y, h) = f (Ş'h + ^j h')dx + x[(0)L [Xl, y{xx), y'(Xl)], (3.44") 
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ultimul termen fiind o consecinţă a faptului că limita superioară 
depinde de t*K Deoarece limita superioară se află simultan atît 
pe curba y — g(x) (numită curbă transversală) cît şi pe curba 
y = y(x) + t h(x), se obţine egalitatea 

care, în baza derivabilităţii funcţiilor g, y, li şi x1? conduce prin 
derivare în raport cu t la egalitatea 

g'ixJxiiO) =%(.%) 4(0) +Mxx), 

deoarece xx(0) = xx; se obţine valoarea 

4 ( 0 ) = *&> , 
g'ixj) —y'ixj) 

care, înlocuită în (3.44"), după o integrare prin părţi, va conduce la 
egalitatea 

J.v„ L dy d.r V dy' ) 

\V s'-<i ) I 

h(x) dx + 

(3.44'") 

întrucît li{x0) = 0. Deoarece trebuie verificat (3.44) pentru orice 7J 
(care verifică ipotezele amintite), vom avea (DI)(y, h) — 0 şi pentru 
acei li care verifică h(xx) =0 şi va rezulta că y = y(x) trebuie să 
verifice ecuaţia lui Euler [ceea ce înseamnă că y(x) este efectiv o 
extremală a funcţionalei în cauză], iar atunci din condiţia necesară 
de extrem şi din (3.44'") se deduce că pentru x = cc± trebuie veri­
ficată egalitat ea 

—— —-L{xv yix^y'ixj] + L i, .A i>, l±M±\ h{Xi) = 0> 
g{xx) —y(xx) dy J 

*' S-a utilizat următoarea regulă de derivare : 

\ f(x, S) dS= \ "-- dS + X'(0 /'[X, I ^ ) ] . 
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adică, cum .̂(a?!) # 0, avem 

[</'K) - y f o ) ] 9 J f o ' ^ > ' l M + 2 f o , yfo), * '(*L)] = 0 . (3.45) 
dy 

Această ultimă egalitate se numeşte condiţia de transversalitate 
ataşată funcţionalei (3.43) (pentru x = xx) şi va înlocui fie 
condiţia y(x1) = yx (care apare în cazul capetelor fixe), fie condiţia 
—ŝ _iz— nzs^—tu- — o (oare apare m cazul condiţiilor la limita natu-

dy' 
rale); trebuie de remarcat că în egalitatea (3.45) y se înlocuieşte cu acea 
extremală a funcţionalei (3.43), care verifică y(x0) = y0, iar xt se 
obţine prin rezolvarea ecuaţiei y{yx) = gix^. 

Deoarece pentru x = x0 se pot face aceleaşi consideraţii (dacă 
x0 nu este fixat) ca şi pentru x = a?15 se poate considera ca fiind 
demonstrată teorema următoare : 

Teorema 3.9. Bacă lagrangianul L ~L(x, y, y') este de clasă G2 

în toate argumentele sale iar în Ka se consideră curbele y — gi(x) şi y — 
— g2{x) cu g±, g2eC1, atunci pentru funcţionala 

Ily] = \ L[x, y(x), y'(x)]dx 

definită pe curbele y = y(x) de clasă C2, avînd extremităţile în punc­
tele (x0, y0) şi (%!, ijj), y0 = gi(x0), yx = g2{xx), se realizează un optim 
dacă y(x) este o extremală a funcţionalei iar la extremităţi se verifică 
condiţiile de transversalitate 

L+igi-y')^1 
dy 

= 0, 
X = XQ 

L + M-yl—A = o, (3.45') 
dy ]X=H 

valorile x0 şi xx verificînă egalităţile 
9I{XQ) =y{x0), gz(®i) =(*i)-

Aşadar, pentru a rezolva o problemă variaţională cu capete 
libere pentru funcţionala (3.43) se poate proceda în modul următor : 
se integrează ecuaţia Euler corespunzătoare, obţinîndu-se extrema-
lele y =f(x; a, b), a şi b fiind constantele de integrare; parametrii 
a, b, x0 şi xx se obţin din condiţiile de transversalitate (3.45) şi din 
egalităţile 

0i(<»6) =f(xo;«) &), g^si) = / ( * i ; a>&) 
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iar în final, dacă este necesar, se calculează ! [ / ] (pentru a se obţine 
optimul căutat). 

Exemple. 37. Să găsim distanţa dintre parabola y = x2 şi dreapta x + y = — 1 ; 
transpunînd această problemă în cadrul variaţional, va trebui să găsim minimul func­
ţionalei 

rxi 
= \ Vi + v Hy] = \ n + y'2(x) dx, 

ştiind că x0 este un punct de pe dreapta x + ;/ = — 1 iar xt se află pe parabola y = x2. 
Deoarece extremalele funcţionalei se scriu ;/ = ax + b (după cum se verifică diiect inte-
grînd ecuaţia lui Euler corespunzătoare, care este aici y" — 0) şi vom avea condiţiile 
de contact 

ax0 + 6 — — x0, axj + b = xf 

[deoarece aici gx(x) = — x — 1, <?2(x) = x 2 ] ; relaţiile de transversalitate se scriu 

a 
|/1 + a« + ( - 1 - «) • - j 7 = ~ = - = 0, )/î + a2 + (2xj - «) - ^ = = = f = 0 

yl + a2 y\ + a2 

( <>L y ' \ 1 
deoarece = —,. — iar n' — a \, ceea ce înseamnă» = 1 si ax-, = , deci 

l 3y' )/l + r;'2 I 2 
1 3 7 1 

x, = — — . In definitiv, se deduce a = 1,6 = , xn = , x, = — — , deci 
2 4 4 2 

3 
y = x + si distanţa căutată va fi 

4 
, - 1 / 2 5 
V )/ 1 + 1 dx = j /2. 
3-7/4 4 

38. Să găsim semnificaţia condiţiilor de transversalitate în cazul funcţionalei 

rxi 
i[y)=\ f(x.y) / i + y'Hx) dx, 

J x,, 

/•fiind o funcţie cunoscută, nenulă ; din (3.45') se deduc uşor egalităţile (g' y') (x0) + 1 = 0 , 
(92 V) (* i ) + 1 = 0, adică 

1 1 
U'(x0) = - - , , y'(xj) = - / , 

Sl(x0) ^ ( x j ) 

ceea ce înseamnă că aici condiţiile de transversalitate sînt condiţii de ortogonalitate intre 
transversală şi extremală. 

Combinînd teorema 3.9 cu rezultatele din 3.7.2, se ajunge la 
concluzia că simbolul S utilizat la calculul variaţiei întîi generală 
a funcţionalelor de forma I [x] poate fi interpretat ca un operator 
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de derivare pe curbele transversale; într-adevăr, făcînd în (3.29) 
n — 1, se găseşte egalitatea 

BI[y, 8y, 8x] = (L^x+ -^!
r *y)\ 

V dy ) j*0 

şi cum SI = 0 în cazul optimului, dacă y0 = gx(xQ) şi yx = gz(x2), avem 

ho = gî(xo) &»„, % = g't(xi) 8xn 
ceea ce conduce la relaţia 

{L'+3'w)lSx°'(L'+3''^r) âx =o. 
L 

, dL 
Cum 8xa şi 8xi sînt numere oarecare iar £* = £ — ^'——, avem 

dy 

L* + g'x = 0 pentru x = x0, £* + g'2 — - = 0 pentru x = x±, 
dy' dy' 

ceea ce coincide cu (3.45'). 
Trecînd în cazul funcţionalelor J[x], condiţiile de transversa­

litate se vor scrie sub forma 

( T _ V ' 3 L \ 
f=i âXj 

(3.46) 

dacă pentru i =t0 capătul extremalelor se găseşte pe curba x, = 
= g)(t), i = i , . - - , » , şi 

f-r X, • 9L\ 
V yfî 9 ^ ; d / T i 0a?j 

= 0, (3.46') 

dacă cealaltă extremitate a extremalei este pe curba x, =g2j(t), 
j = 1, ...,n; ţinînd seama că xt = ft(t; cv ...,c2n), cei 2n +2 
parametri (cx, . . . , c2re, î0 şi %) se deduc din condiţiile de transversa­
litate (3.46), (3.46') şi din condiţiile de contact: 

<p,(t0 ;cv ..., c2n) = g}(t0), c?h(k ; Oit • • • f ca») = 9t(h)i 3 = 1 | • • •, »• 

185 



Evident , (3.46) se poate scrie şi sub forma 

L(t,<p, cj>)+ £ ( $ - ? ; ) X ( l , q > ? 9 ) =- 0 pentru f = - ^ 
3 = 1 di,-

iar (3.46') sub forma 

Z(t, cp, cp) + £ ( # ~ fc) ^ A g l i J = 0 pentru * = ia. 
/ = i 0Xj 

Sînt posibile fie justificări directe ale acestor egalităţi, utilizînd; 
raţionamentul din demonstraţia teoremei 9.3, după cum se poate 
folosi şi interpretarea diferenţială pentru operatorii 8 • de asemenea 
dacă un capăt al extremalelor se găseşte pe o suprafaţă F(t, x±, . . . 
..., xH) = 0 din \Rn+1 prin raţ ionamente analoage, se deduc urmă­
toarele condiţii de transversalitate : 

L 
i=i 

dL 
dxj 

OF 
dt 

dL 
dxr 

dF 
dx-, 

dL 
dxn 

dF_ 
dx„ 

(3.47) 

dacă pentru t = t0 avem F(t, cp1? . . ., cpM) = 0 \_x} = 9.; (t',cu . . ., c2ll) 
sînt extremalele funcţionalei I [ x ] ] . Egali tăţ i asemănătoare se vor 
obţine dacă cealaltă extremitate se va afla pe suprafaţa G(t, xu .. . 
. . ., %„) = 0 ; evident, pentru determinarea tuturor parametrilor 
trebuie utilizate şi condiţiile de contact. 

Din punct de vedere geometric, condiţiile de transversali tate 
(3.47) reprezintă o condiţie de paralelism între vectorul normal la 
suprafaţa F = 0 în punctul (ta, x10, . . ., xn0) şi vectorul avînd com­
ponentele ( Z ^ — i - , . . . , / ) • 

V oxx oxn ) 

Exemplul .'19. Să găsim condiţia de optim a funcţionalei 

I lu, z] = 
Jo 

2yx) dx 

în ipoteza că mulţimea admisibilă de curbe au o extremitate în origine iar celălalt capăt 
se află în planul x = x1; deoarece sistemul Euler-Lagrange se scrie 

0, - v • 

186 

se deduce ecuaţia diferenţială 

!/ l v - V = 0, 

deci 

y(x) = c1e3; + c2e-a! + c3 cos x + Cj sin x 

iar 

z(x) = y" = CjC1 + c.ic~x — c3cos x — ci sin x. 

Pentru a avea y(0) = 0 şi z(0) = 0, trebuie ca cx + c2 = 0, c3 = 0, ceea ce antrenează 

y(x) = a sh x + fr sin x, r(x) = a sh x — 6 sin x; 

condiţiile de transversalitate (:i.47) se scriu aici 

- y'2 - z'- + 2yz 2y' 2z' 

dF ap ar 
dx 0y 3 : 

pentru x = Xj 

dF dF 
cu J"(x, y, z) = x — x,. Deoarece = 0, = 0, trebuie sa avem y'(xj) = 0, 

dy dz 
2 ' (^i) = 0, adică 

a cli rx + b cos xx = 0, a eh x t — 6 cos xx = 0 ; 

dacă Xj este astfel încît cos x1 jt o jdeci xx ^ — 1- A~rr, 7; 6 Z j . se deduce a = ft=0 şi 

extremalele vor fi j/(x) = 0, z(x) = 0 iar dacă cos xx = oldeci xx = (- Axr, A e Z I , 

rezultă a = 0 iar 

y(x) = fr sin x,f*z(x) = — b sin|x| 

şi rămîne de verificat ultima condiţie y'2 -+- z'2 — 2yz = const, ceea ce este adevărat 
valoarea constantei fiind — 2b". Aşadar, dacă xx = TC/2 + lat, keZ, extremalele nu sînt 
unic determinate. 

Fără a intra în amănunte, în cazul integralelor multiple cu dome­
niu de integrare variabil se obţine următoarea expresie pentru varia­
ţ ia întîi 81 a funcţionalei : 

I[u] = V L[x, u, \ju) dx, 

1 O"7 
I O I 



notînd 81 = (DI)(u, h) cu Ji — 8u : 

*I =[ [L]u8uăx+l (j^—vĂ&uăo+i i f ^ v 3 S ^ ) d a 

în notaţiile din 3.4, 8os} fiind variaţii ale variabilelor independente. 

3.10. Calculul variaţiilor şi distanţa geodezică 

în cap. 2 s-a definit şi s-au dedus unele proprietăţi 
ale distanţei geodezice, utilizînd metodele programării dinamice; 
la aceleaşi rezultate se poate ajunge utilizînd metodele calculului 
variaţiilor, în special consideraţiile din 3.7. 

Astfel, în cazul integralei 

ch 
I[x] = \ L[t, x(t), x(t)] dt 

valoarea ei pentru x = x(t) daţi, definind o curbă y de clasă C1 care 
uneşte punctele A şi B din DR"+1, coordonatele lui A fiind (t0, x(t0)) 
iar ale lui B, (tv x(<1)), se numeşte l-lungimea curbei y ; dacă în 
particular y este o extremală, această l-lungime se numeşte distanţa 
geodezică (sau eiJconalul) dintre punctele A şi B. Această definiţie 
permite construirea unei geometrii în tR"+1 în care elementul de arc 
este definit prin ds =*=L(t, x, x)dt (această geometrie va coincide 
cu geometria euclidiană dacă L = ]/l -f |x | 2 ) ; astfel, de exemplu, 
o sferă cu centrul x0 şi rază B în această geometrie este suprafaţa 
din \Rn+x obţinută, calculînd pe extemalele care ies din x distanţa 
geodezică B. Notînd cu J distanţa geodezică a funcţionalei 

l [ x ] = ( 1 i p , x ( * ) , i ( 0 ] d i , 

cu ajutorul egalităţii (3.29) se pot calcula derivatele parţiale ale lui 
J; într-adevăr, deoarece J depinde de coordonatele punctelor A şi 
B, vom putea scrie 

J = </(*!, X1, t0, X»), X° = X(t0), X1 = X(t1), 
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8J= ^-K +^-8t0+i^8Xj+ i ^Ul 
dty dt0 j±i dx) / t i dx, 

Deoarece din (3.30) se deduce I o = 0 pe extremale, din (3.29) se-
găseşte 

n dL n dL 
M = L* U, - L* 8t0 + £ — - 8xj - £ — ^ 8x1 

j~l OOOj j=\ O X j 

şi în baza faptului că variaţiile 8t0, 8tv 8x), 8x°j sînt arbitrare, prim 
identificarea coeficienţilor aceloraşi variaţii se obţin egalităţile 

d,T T „ v . , .. dJ dL 
— =X*pj , x(tt), x(*i)], —- = - - » 
dt OXJ âxj 

(3.48> 
d-f = £«[*„, x(t0), i(*0)], °fi = - - ^ , j - l , 2, . . . , n-
at0 re d®s 

d2L 
Presupunînd problema variaţională regulată, adică det 

ld(b)dxk 
=£ 0, se pot utiliza variabilele liamiltoniene x şi p în locul varia­
bilelor lagrangiene x şi x, punînd 

dL . 
Ps=—7-> j = 1 , 2, . . . , » , 

dXj 

ceea ce conduce la egalitatea £* = —H, H fiind hamiltonianuî 
corespunzător lagrangianului L) iar (3.48) se transcriu (cu t în loc; 
de tx) 

-— + JT(«, x, p) = 0, —— =p„ 
dt OXJ 

di0 o a;" 

ceea ce înseamnă că funcţia J , considerată ca funcţie de coordonatele 
punctului -B va verifica ecuaţia lui Jacobi 
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Tot o ecuaţie cu derivate parţiale Jacobi va verifica distanţa 
geodezică presupusă funcţie de coordonatele punctului A. 

3.11. Metode directe în calculul variational 
9 

3.11.1. Principii generale 

Ideea de bază a metodelor directe în probleme de calcul 
variational constă în transformarea, într-un mod sau altul, a aces­
teia într-o problemă de extrem pentru funcţii de m variabile care să 
poată fi rezolvată prin metodele analizei clasice iar apoi se trece 
la limită cînd m -> oo. Astfel, în cazul unei probleme de optim I[u] -> 
-> min, în care funcţionala I are una din formele considerate ante­
rior, fiind definită pe o mulţime admisibilă M de funcţii, se face 
ipoteza că dacă u e M, atunci mulţimea de numere reale {![«]} este 
mărginită inferior, deci admite o margine inferioară strictă 1 (nu se 
presupune existenţa unui element ueM astfel încît I[u]=I); 
prin urmare, avem 

I[u\ > I, u e M, 
şi în baza definiţiei marginii inferioare stricte există îa M un şir 
(um)metn avînd proprietatea 

lim I[um] =1. 
m—yOO 

Orice şir (um)meoi din M, avînd această proprietate, se va numi 
şir minimizam al problemei variaţionale în studiu; diversele metode 
directe utilizate în practică diferă între ele prin modul de construcţie 
a şirului minimizant. 

3.11.2. Metoda diferenţelor finite a lui Euler*' 

în cazul funcţionalei simple 

I[y~\ = \F[%, y(os), y'(x)]ăx, y(a) = ya, y(b) = yb, 

*) Sau a liniilor poligonale. 
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vom nota a = x0, b = xn+1 şi Vom considera o partiţie echidistantă 
a intervalului |>0, xn+1\ î n i t + 1 subintervale de lungime egală cu 
7J = ——, pxmîndu-se în evidenţă numerele 

n + 1 
(l = 57Q? ,T'i : = XQ - p ti) X<% x1 +h = x0 +2Ji, xo 'T'n"'i X.a+1 — b f 

cărora le punem în corespondenţă numerele y0, yv y2, • • •, yn, yn+i = 
= yb dintre care yx, y2, . . . , yn sînt necunoscute; în plan, punctele 
avînd coordonatele (a, ya), (x±, y±), (x2, y2), . . ., (xn, yn), (b, yb) deter­
mină o linie poligonală şi vom determina convenabil yu yz, . . . , yu. 
astfel încît această linie poligonală să aproximeze extremala cău­
tată a funcţionalei în studiu. înlocuind integrala printr-o sumă 
integrală, punînd de exemplu 

[bF[x, y(x), y'{xj\ dx « £ FU, yi,
y,+1~Vt K 

vom putea considera suma ca o funcţie de variabilele yv y2, 
vom nota 

1 y n t 

f(y» yn y«) **[„,.**=*-) n 

şi vom determina yu y2, . .., yn astfel încît / să aibă o valoare sta­
ţionară. Aşadar, din sistemul 

0, h — 1, 2, . . ., n, 

vom presupune că se determină numerele yv y2, ..., yn; or, notmd 
df AT/J = yj+1 — yh este uşor de văzut că egalitatea —^ = 0 se poate scrie 

9yk 
sub forma 

» ( ^ ) 

yic 

î 
l L 

3 * ( * „ y „ ^ ) O F ^ y ^ , ^ 

dyk fyk-i 
= o, (3.49) 
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•deoarece yk intervine de două ori în suma care o defineşte pe /. 
Se observă direct că prin trecere la limită în (3.49) pentru 

Ji -> 0 se obţine ecuaţia Euler. 
Kxemplul 30. Să găsim cu ajutorul metodei liniilor poligonale a lui FAiler minimul 

funcţionalei 

IM = [ G/'2 - 2y) ăx, u(0) = 0, j/(l) = 0. 

1 - 0 
]Luînd/f= = 0,2, vom avea 

5 

y0 = y(0) = 0, Vl = 1/(0,2), ;/2 = y(0,4). y3 = y(0,6), y4 = y(0,8), y5 = y(l) = 0, 

, m P i - 2 / o * , , „ „ . J/2-2/1 , . . , . 2/3-2/2 
2/ (°) = - 7 7 V - = TTo »i> 2/ (0,2) = ———, y'(0,4) = • 0,2 0,2 0,2 - v ' 0 ) 2 

2/4 — 2/1 0 — u . 
j,'(0,6) = i ^ i 3 , y'(0,8) = — 

0,2 0,2 
şi deci 

/"(î/i. 2/2. 2/3. 2/4) = O. 2 ' 
/ 2/1 y , / 2/2-2/1 y , 2̂/3-2/2 y , (2/4-2/3y, f & v 
U*"J +l"oXj + iTT'j + (~^T) +(o^J -

•]• - 2(2/i -l" 2/2 + ,'/3 + Ui) 

«alculînd derivatele parţiale în raport cu yv y.z, y3, y4, se obţine sistemul algebric 

22/! - 2/2 = 0,04, - y 3 + 2 y 3 - ; / 4 = 0,04, 
- 2 / i + 2 ; / 2 - y3 = 0,04, - y 3 + 2 y 4 = 0,04, 

a l e cărui soluţii vor fi yx = 0,08, y2 = 0,12, y3 = 0,12, y4 = 0,08. 

Comparînd aceste valori cu valorile exacte ale extremalei în aceste puncte, deoarece 
•ecuaţia Euler se scrie y" = — 1, avem, ţinînd seama de condiţiile la limită, 

1 
?/(*) = ~ (x - x"")> 

0(0,2) = 0,08, y(0,4) = 0,12, y(0,6) = 0,12, y(0,8) = 0,08, 

:adică valorile aproximative coincid cu valorile exacte. 

3.11.3. Metoda lui Iîitz 

Metoda lui Eitz constă în utilizarea unui sistem complet 
de funcţii din mulţimea de definiţie M a funcţionalei, cu ajutorul 
«căruia problema de minim pentru funcţionala I[u] se transformă 
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într-o problemă de minim pentru funcţii de mai multe variabile reale; 
dacă {<pj} C M este sistemul de funcţii considerat, se presupune că 
orice combinaţie liniară a acestor funcţii este de asemenea un element 
din M, ceea ce implică anumite ipoteze de regularitate şi verificarea 
unor condiţii la limită. Funcţiile {y}}, care evident se pot presupune 
liniar independente, se numesc funcţii coordonate. Dacă 

3 = 1 

este o combinaţie liniară a primelor funcţii coordonate, prin ipoteză 
avem um e M iar I[um] va deveni o funcţie de parametrii cv c2, . . . , cm 
uneori este posibil să se aleagă aceşti parametri astfel încît funcţia 

f(CV C2 1 • • • 1 °m) — 1 [um] 

să admită un minim pentru c} =c% j = 1 , 2, . . . , m, deci 

^ " ' • • • > C ° m ) = 0 , j = 1, 2, . . . , m, 
de; 

iar în acelaşi timp şirul (u°m)metti să fie un şir minimizant, cu 
m 

< = S c? <?s-
3 = 1 

De exemplu, dacă este vorba de funcţionala 

j [ ? / ] = ( lF[Xf y(x), y'(x)] ăx, y(x0) = y0, y(xj) = ylt 

ipotezele anterioare sînt verificate dacă funcţia F(x, y, z) este con­
tinuă în raport cu cele trei argumente ale sale pentru orice z şi 
(oc, y) e D3, J>3 fiind un compact în care sînt cuprinse graficele func­
ţiilor 

m 
ym(x) = £ o, cp,- (<»), 

şi dacă în plus 
F(x,y,s) > x\z\* + p, <x>0, p > 1, p e R , (a;, y) eD2 , 
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iar — este continuă si nedescrescătoare în raport cu z e tR pentru 
dz 

orice (x, y) e D2 . 
î n particular, aceste condiţii sînt satisfăcute pentru funcţionala 

I[y] =\ [p(%) y'2 + q(x) y2 + 2r(x)y] dx, y(x0) =y0, y(xx) = yx 

cu p, p', q, r e C([x0, xx]), p(x)>0, q(x) > 0, caz de o deosebită 
importanţă practică. într-adevăr , aici 

F(x, y, z) —p{x)z2 -f q(x)y2 + 2r(x) y > p\z\2 -f {i, 
unde 0 < p < _p(a?) < p , (3 = min[#(tf;)yy2 +2r(x)y], 2>2 = [,r0, ,r/| X 
X [a, 6] cu a şi 5 convenabil determinaţi . 

î n 3.11.6 vom determinaşi alte condiţii suficiente pentru ca 
şirul (%J«6[N s ^ fie un şir minimizant. 

Exemple. 31. Să considerăm funcţionala 

/[</] = [ (U"~ + il'V 2x,j) d i , j/(0) = 0, ,/(l) = 0 ; 

se poate alege sistemul de funcţii coordonate de forma 

pentru care, evident, <p;(0) = Şj(l) = 0 şi care este liniar independent şi complet în 
C([0 , 1]). Presupxmînd / - 1, avem 

ţh(x) = c(l - x)x 
şi prin înlocuire se deduce 

Ac) = 1 [<*l - *)*] = — c2 + -— c; 
30 u 

5 
deoarece / '(x) = 0 pentru c0 = — — , rezultă soluţia aproximativă 

,'/1(x) = - — . x ( l - * ) . 

Dacă se presupune 

T/2(X) = Cjx (1 - x) + c3x2 (1 - x), 
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se deduce 

11 „ 1 „ 19 1 3 
/Yc,, c„) = I [c,x (1 — x) + c„x- (1 — x)J = ci + —- t? — — cxc.i -\ c, — —• c2 
iv i . ; L i v / 3 0 1 7 30 6 20 

sistemul — = 0, _ = 0 admite soluţiile c? = - 0 , 2 2 7 1 , & = 0,001 iar o alta soluţie 

0Cl dc2
 x 2 

aproximativă va fi 

y2(x) = x ( l - x ) ( - 0 , 2 2 7 1 - 0 , 0 0 0 1 x). 

Acest procedeu poate continua. 

î!2. In cazul funcţionalei 
[" ]^lI(^)2+(£)2+2 /+dy'u 

= o, 
sa, 

unde IceK iar 7J3 este dreptunghiul ] — a,a[x]—b,b[,a>0,b>0, pentru utilizarea 
metodei Ritz se pol folosi funcţiile coordonate 

«p, (x, ;/) = (x2 - a 2) ' (if- - 62)', j e IN, 9j- | 8 D j = 0 ; 

iuiud in consideraţie doar prima aproximaţie, adică presupunind 

"i(x, y) = c t(xa - a2) (;/2 - ft2), 

se obţine 

ftd) = / K l = - — «3 *3(«2 + b*)c\ + —- A- Cl a " A3 
45 x ţ> 

iar condiţia de extrem f'(c{) = 0 determină pe 

5/c 
L l 8(o2 + ft2) ' 

Se obţine deci soluţia aproximativă 

5/c 
u(x, y) a u,(x, u) = - - —— (x2 - a-) (y2 - 62), (x, y ) e / ) , . 

8(a3+ /»-) 

Din aceste exemple rezultă că metoda Ei tz poate fi utilizată şi 
pentru rezolvarea aproximativă a ecuaţiilor diferenţiale sau a ecua­
ţiilor cu derivate par ţ ia le ; astfel, în cazul exemplului 31 , yx şi y2 pot 
i'i considerate soluţii aproximative care verifică 7/(0) = 0 , y(l) = 1, 
ale ecuaţiei diferenţiale y" —y=x, deoarece această ecuaţie este 
ecuaţia lui Euler pentru lagrangianul 

£(»> y, y') =y"2 +y2 +2xy. 
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în exemplul 32 se poate interpreta ux ca soluţie aproximativă 
a ecuaţiei cu derivate parţiale 

d2u , d2u 7 

d,£2 C*T/2 

care este nulă pe frontiera dreptunghiului ] —a, a[ X ] — b, b[, deoarece 
această ecuaţie este ecuaţia Euler-Ostrogradski pentru lagrangianul 

L(u, yu) = 2]cu + Iv^l2-

Situaţia descrisă prin exemplul 31 se poate generaliza în modul 
următor: soluţii aproximative ale ecuaţiei diferenţiale de ordinul 
al doilea 

y" = fi.no, y, y'), 

care verifică condiţiile bilocale y(a) = ya, y(b) =yb, se pot obţine 
aplicînd metoda lui Eitz funcţionalei 

cb 
I[y] = 1 L{x, y{x), y'{x)]dx 

în care 

M®, y, y) =«.{x, y) + y${x, y) + \ {y — t)u(x, y, t)dt, 
Joc0 

a şi p fiind funcţii arbitrare în x şi y, de o clasă convenabilă, care 
verifică condiţia— = — , iar u = u(x,y,y') este o soluţie a ecuaţiei 

dy dx 
cu derivate parţiale liniară şi de ordinul întîi 

du , du du df 
f y •}- / — = u — (3.50) 

dx dy ' dy' dy' 

[deoarece ecuaţia lui Euler a funcţionalei fiind 

d2L „ , d2L , , d2L dL 
y _| y _j_ = 0 , 

dy'2 dy'dy dy'dx dy 
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pentru a coincide cu ecuaţia diferenţială 

y" =.f{x,y,y'), 
va trebui să avem 

d2L . d2L , d2L dL n 
j _| y _j — 0 ; 

dy'2 dy'dy dy'ax dy 
d2L derivînd în raport cu y şi notuad u = , se găseşte ecuaţia cu 
dy'2 

derivate parţiale (3.50)]. 

3.11.4. Metoda lui Kantoroviei 

Metoda lui Kantoroviei este o metodă directă aplicabilă 
numai funcţionalelor de forma 

I[u~\ = \ Mx, ui VM) dx, n > 2, u =f 
dDn 

şi se prezintă ca o variantă a metodei lui Eitz, soluţia aproximativă 
căutîndu-se sub forma 

unde (<PJ)/6IN este şirul de funcţii coordonate luat în consideraţie 
iar c1; . . . , cm sînt funcţii de o singură variabilă şi care se aleg astfel 
încît funcţionala 

/ K , c2, . . . , cm] = I[«m] = f J,(x, wffl, yw-J dx 

Bă aibă o valoare staţionară. 
Jvxrmplul 33. Să utilizăm metoda Iui Kantoroviei în cazul exemplului 32 ; se poate 

presupune 

u(x), y) = c(x) (y2 - 62) 
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clnd ;j=0 dacă y = — b sau y = + b şi pentru a fi verificate şi condiţiile u( ± a, y) = 0, 
funcţia c trebuie să verifice c(± a) = 0 ; caiculind /[a], se găseşte 

/[u] = I*[c] = U [c'2 (x) (;/2 - fi2)2 f V c2<» + 2/cc(x) (y2 - Z>2)] dx dj/. 

Integrîncl în raport cu y, găsim 

I*lc] 
J-al !•' 

/>5 8bs $b:> "1 
15 3 .! J 

ceea ce înseamnă că funcţia c va fi soluţia ecuaţiei diferenţiale 

10 8 4 
c" - -—- c = — /c 15 3S2~ 3S2 

care verifică c(~«) = o, c(+«) = o ; se deduce 

<x) = - — A- + A exp 

si pentru a avea îndeplinite condiţiile bilocalc, găsim 

c(x) = ~k 

iar soluţia aproximativă va fi 

u(x, y) K -— k (;/2 - b3) 

Pentru o aproxmnţic mai bună, se caută solu ţii de forma 

u(x, y) = Cl(x) (y3 - b3) + a(x) (y3 - bf, 
ceea ce implică rezolvarea unei problema bilocalc pentru un sistem diferenţial de ordinul al doilea. 

3.11.5. Metoda celor mai mici pătrate 

Metoda celor mai mici pătrate poate fi utilizată în inte­
grarea aproximativă a unor ecuaţii diferenţiale sau cu derivate 
parţiale prin utilizarea metodelor calculului variaţional; vom exem-
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plifica această metodă pe cazul problemei Cauchy y(x0) = y0 pentru 
ecuaţia diferenţială de ordinul întîi 

V =/(#>#)> (3-51) 

unde f: [x0, x^\ X K -» ER este o funcţie de clasă O1. Integrarea 
ecuaţiei date în condiţia iniţială considerată este echivalentă cu 
problema variaţională 

I[y] = C LY ~ M V)f da? ->min, (3.51') 

mulţimea admisibilă M fiind aici formată din funcţiile de clasă C2, 
dacă x e [x1} xz], care verifică condiţia Cauchy dată pentru x = x0. 
Fiind vorba de o probemă variaţională, în baza teoriei generale 
pentru x = xv va trebui verificată condiţia la limită naturală 
— «= 0, adică, deoarece 

L(x, y, y') = [ / - / ( J J , </)]2, (3.51") 

va trebui să avem y'(Xj) =f[xt, y{Xj)], ceea ce evident nu este o 
restricţie, reprezentînd condiţia ca funcţia y = y(x) să verifice 
ecuaţia diferenţială în punctul xv Faptul că problema Cauchy 
y{x0) = y0 pentru ecuaţia diferenţială (3.51) conduce la o problemă 
variaţională (3.51') se justifică imediat, ţinînd seama că L > 0, 
cu L definit prin (3.51"), deci ![?/] > 0 iar valoarea minimă a func­
ţionalei este zero şi este atinsă pentru soluţiile ecuaţiei (3.51). 

Aplicind metoda Bitz funcţionalei în cauză, se vor obţine soluţii 
aproximative pentru problema Cauchy y{x0) = y0 pentru ecuaţia 
(3.51). De remarcat că ecuaţia lui Euler pentru funcţionala (3.51') 
este (dacă / e C1) 

— LV -f(x,y)l + [/ - M y ) ] ^ =o, ax oy 

adică 

JL+ţL, 
dx dy 
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şi nu este altceva decît rezultatul derivării ecuaţiei (3.51) în raport 
cu x; metoda Eitz însă nu face apel la ecuaţia lui Euler, aşa că în 
funcţionala (3.51') se poate presupune / e C°. 

3.11.6. Metoda Ritz şi operatorii liniari 

Dacă se consideră ecuaţiile de forma 

Au = / (3.52 

în care A : M -> N este un operator liniar iar / este un element fix 
din N, în anumite ipoteze impuse lui A se poate justifica în între­
gime metoda lui Eitz (ceea ce înseamnă că se pot construi şiruri 
minimizante care vor converge către soluţia ecuaţiei). 

Vom presupune M un spaţiu Hilbert real iar JSf = M • în plus, 
vom presupune verificate egalitatea A = A+, unde A+ este definit 
prin 

(Au, v) = (u, A+v) \/(u, v) e M x M, (3.52') 
ceea ce face ca operatorul liniar A să fie autoadjunct *' şi inegali­
tatea 

(Au, u)>a\\uf, a>0, VueM, (3.52") 

care arată că A este operator pozitiv definit; dacă notăm A(M) mul­
ţimea valorilor operatorului A, inegalitatea (3.52") arată că există 
operatorul invers A - 1 : A(M)-> M care este măriginit 

| | A - i f | < - i (3.52"') 
a 

[într-adevăr, A este surjectiv pe A(M) iar deoarece ipoteza Au =» 0, 
antrenează din (3.52'") \\u\\2 < 0, adică u = 0, rezultă injectivitatea 
lui A ; (3.52'") se deduce din (3.52") utilizînd inegalitatea lui Schwartz, 
deci (Au, u) < ||Att|| ||«||, ceea ce înseamnă \\Au\\ > a\\u\\ şi notînd 
Au — v, deciw = A"1 v, rezultălfA"1»!^ —||»||pentru orice v e A(M)]. 

a 
Funcţionala care se ataşează ecuaţiei (3.52) este 

I[u] =(Au, u) -2(u,f) (3.53) 
*' Vezi cap. 4. 
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şi este uşor de constatat că dacă A este un operator autoadjunct şi 
pozitiv definit, pentru ca pentru un f e M să existe soluţia u0eM 
astfel încît Au0 = / , este necesar şi suficient ca funcţionala I să 
admită un minim în u0; într-adevăr, pentru un u0 şi v arbitrar din M 
avem, cu t e R : 

I(u0 + tv) = (A(u0 -f tv), u0 + tv) — 2(u0 + tv, / ) = 

= A(u0, u0) + t(Av, u0) + t(A u0, v) + t2 (Av, v) —2(u0tf) - 2t(f, v), 

deoarece (Av, u0) = (Au0, v), se deduce 

J[tt0 + tv] = I[u0] + 2t(A u0 -f, v) + t'\A v, v), (3.53') 

ceea ce înseamnă eă dacă Au0 —f, pentru t = 1 avem 

I[u0 + v] = /[«„] + (Av, v) > /[!*„] (3.53") 

în baza lui (3.52") şi cum orice element din M se poate scrie sub 
forma u0 -j- v, avem I[u] > I[u0] şi funcţionala / are pe I[u0] ca 
valoare minimă. Keciproc, dacă u0 este elementul din M pentru care 
se atinge valoarea minimă a funcţionalei / , deci dacă 

I[u0 + tv] ^ I[u0] 

pentru t e tR şi v e M, din (3.53') se deduce egalitatea 

I[u0 +v] -I[u0] =(Au0 ~f,2v) +(Av, v) 

care, deoarece lim —' — = 0, arată că funcţionala / este diferen-
ll»ll-o | | » | | 

ţiabilă avînd derivata Au0 — f care va trebui să se anulaze, u0 fiind 
un punct de minim (vezi 3.2). 

Teorema 3.10. Dacă A este un operator autoadjunct, pozitiv 
definit, atunci orice şir minimizant (um)meai converge către soluţia 
ecuaţiei (3.52). 
r~ Eeamintim că un şir (um)melN din M este minimizant pentru 
funcţionala / dacă lim I[um] = min I[u]; dacă u0 verifică ecuaţia 
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(3.52), avem I[uo] = min I [u] iar din (3.53") se deduce, punind 
u f M  

gi cum I [u,] = min I[u], neap5rat 

(A(zcm - u,), urn - u,) -+ 0 cind m -+ oo. 

fn  baza inegalitgtii (3.52"), se obtine 

adic5 urn -+ t ho .  
I 
d 

Construc$ia efectiv5 a elementului urn din girul minimizant (u,),.~ 
se poate realiza astfel : presupunhd spati111 Hilbert M avind dimen- 
siune infinit& ti separabil, va exista un gir (pj)jea;l din M oompleb 
(sau inchis, adic5 din conditiilo de ortogonelitate (qj, U) = 0, j E N 
sj, rezulte 2~ = 0) gi  fie M ,  c M astfel Endt Xrn 85 fie spatiul vecto- 
rial generat de (q~, ,~ .  . . , y.,,,). Vom defini u, E Mrn astfel Encit pentru 
urn fixnctionala I sa admltA valoarea minim5 

I [urn] = min I [u] ; 
uEMm 
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deoarece v = cjp, dac5 v 5 Mn8, rezultg 
j=1 

ICvI =f(4, . - ., ern), 

ceea oe inseamnii oB a, se obtine din v dao5 c,, . . . , c, sint solutiile 
sistemului 

Pentru ca aceste consideratii S% fie corecte mai este necesm 
sj, se arate oj, in subspatiul Mrn functionah I i@i atinge efoctiv mi- 
nimul; or, deoarece 

I [u l= (Au, u) - 2(u, f ), 

avein I[0] = 0 iar din (3.52") se deduce (utilizind rgi inegalitatea 
lui Schwartz) 

I[ul 2 a l l ~  I l 2  - 2 llu l l  llf l l  = (a llu l l  - 2 llf ll) 1 1 ~  l l ,  

2 ceea ce inseamn5 cj, Ipu] > 0 dac& / ju / I  > - 1 1  f 11. A~adar, valoarea 
fl, "" 

minim.% in M,, a functionalei I se va afla (dac& exist%) in sfera cu 
2 centrul in origine 8i avtvind razo lnai mic5 decit - l lf  11 (in afara ei I 
II. "" 

nu ia clecit valori pozitive iar valoarea minim; este ,< 0) ; cum ,if,,, are 
dimensiunea finit&, sfera va fi  o ~nul$ime compact5 gi, conform cu 
teorema, lui Weierstrass, 1 ii$ va atinge efectiv valoareo miniln; fn 
scuastii sferg, (din continuitatea operatorulai A gi eontinuitatea 
produsului scalar se deduce qi continuitatea funcliorialei 1 ) .  Dill con- 
sidcias{jiilo anterioare s-a dedus diferen$iabilitates funclionalei I 
a,$% c% c1gt~lit5{ile (3.54') pot fi ef~ctiv scrisc, r.&minfnd ins& cic justi- 
fimt ccorr~patibilitatea acestui sistem. Or, din proprietiitile dt: li~iis- 
ritate :&1v lui A $i ale produsului scalar se deduce 

ceea GO inseammi c8 ,f, definit prin (3.54), este un polinom de gradul 
a1 doilci~ yi, prin urmare, 

ceea ce fi~ce ca sistemul (3.64') se transcrie sub forina urm5torului 
sisteni liniar : 

a1 ekui  determinant este sigur nenul (sistemul {ip,, rp,, . . .) fiind 
oornplet va fi qi liniar independent sau poate fi considerat chiar 
ortogonal, prin aplicarea procedeului de ortogonalizare), ceea ce 
ihntreneazii posibilitatca determinhii efective a constantelor el, . . . , em 
care sint unic determinate. 



Teorema 3.11. Dacă A este un operator liniar, autoadjunet şi 
pozitiv definit, atunci şirul [um)mem obţinut prin metoda Rite converge 
către soluţia ecuaţiei Au = / . 
r~ în baza teoremei 3.10 este suficient să se arate că şirul ( este 
un şir minimizant; dar, dacă u0 e M este soluţia ecuaţiei Au = / , 
ştim că I[«0] = rai111[u1 i a r deoarece Mm c M, avem 

ti eM 

min I[u] < min I[u], 
ueMm ' ueM 

adică 
I[«0] < min I M = ! [ « „ ] . (3.55) 

« 6 M t i 

Presupunînd şirul («p^ew ortonormat, acesta va constitui o bază 
în M iar q>i,..., <pm vor defini o bază în Mm, ceea ce face să putem 
scrie 

OO 

U0 = Yi a> ? » 

(«;)yeiN fiind şirul coeficienţilor Fourier pentru u0. Notînd 
m 

Vm = £ % ?„ 
;' = i 

se deduce f.m e Mm iar vm -> i(0 cînd m -.> oo. în plus, I[wm] < I[^m] , 
deoarece I[um] este valoarea minimă pentru I în subspaţiul ifm. 
Utilizînd ultima inegalitate din (3.55), se deduce dubla inegalitate 

I[u0] < I[um\ < I[vm] 

şi trecînd la limită, pentru m -» oo, se deduce liml[»m] = I [ l i m v m] 
(în baza continuităţii funcţionalei I), ceea ce înseamnă 

I[u0] < l i m l [«„] < J[lim vm] = I [ M 0 ] , 

adică I[«ffl] -> I[w0]. _J 

Exercijii 

1°. Să se găsească extremalele funcţionalei 

f f , du du 
J [" ] = \ \ YUX + uy dx di/, Uj. = -—-, uv = — , 
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integrînd pînă la capăt ecuaţia Euler-Ostrogradski corespunzătoare cu ajutorul substitu­
ţiei l — x - y, 7) = y. 

n . u(x, y) = f(x — y) + yg(x — y), f şi g fiind funcţii oarecare de clasă C2(D2). 

5° . Să se arate că extremalele funcţionalei 

-?["] = \ \ a» «i/ dx di/, 

sint iî(.r, .;/) = /(x) + </(;/), f şi </ fiind funcţii oarecare de clasă C2 în £)2. 

îi". Să se arate că cxtremaele funcţionalei 

I[u] = U (ui - 2ux uy + ui + 2ux + 2uv) dx ăy, 

se pot scrie u(x, y) = f(x—y) + y g(x-y). 

R. Vezi indicaţia de la exerciţiul 1. 

i". Să se arate că extremalele funcţionalei 

[u] = U (x2 u 2 »2 — x2 u2) dx di; 

sint u(x, ; / )= x 1 / ' ( x + ! / ) + x x (j(x — y), în orice domeniu din R2 care nu se intersec­
tează cu x = 0. 

lt . în ecuaţia Kuler-Gstrogradski corespunzătoare se face schimbarea de funcţie 
u-->x_1 u(x, y) iar în ecuaţia obţinută se utilizează noile variabile independente \ = x + y, 
7] = x — y. 

5°. Să se arate că dacă lagrangianul X depinde de derivatele de ordin superior ale 
lui îi = u(x, j/), adică dacă 

I[u] = VV L(x,y,u,ux, uy, uxx, Uxy, Uyy ,...,Uy...y)ăxdy, 

atunci ecuaţia cu derivate parţiale a extremalelor (în ipoteza că u şi i sint suficient de 
regulate) se scrie 

d d a2 a2 a2 

••• + ("1)%7» (7'W==0-
nori 
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6°. Să se arate că ecua fia cxtremalelor pentru funcţionala 

Un] = \ \ [u*, + a*, + 2uly - 2f(x, u) u] dx dy 

dhi a4 u 0*11 
A l u = A 2 ( A 2 U ) = - + 2 ^ - a + — = ^ ,y ) . 

K. Se foloseşte exerciţiul 5. 

7°. Teorema lui Claivaut : în K3 la orice suprafaţă de rotaţie scrisă în coordonate 
cilindrice z = f(r), x = r cosO, y = r sinG are loc egalitatea r sinGj = const, unde i)1 este 
unghiul format între o geodezică pe această suprafaţă şi o curbă meridiană a suprafeţei. 

B . Deoarece ds = J/V3 + (1 + f^2)r'2 dO, ecuaţia Euler a geodezicelor se va scrie 
, dO dO 

r2 = CV r2 + (l + f'l) r'2, adică r2 = C si deoarece sin0, =;• , se obţine egali-
ds ds 

tatea cerută. 

CAPITOLUL 4 

Funcţii 
şi valori proprii 
pentru operatori diferenţiali 

4 . 1 . Generalităţi 

4.1.1. Spaţii Sobolev. Derivate slabe 

Dacă l)n este un domeniu din Rm, n — l, 2, . . . , vom 
nota prin G°°(Dn) mulţimea funcţiilor / : Dn -> £R indefinit deriva-
bilele pe Dn şi prin Co°(-D») mulţimea funcţiilor indefinit derivabile, 
avînd suportul compact inclus în D„, înţelegînd prin suportul unei 
funcţii / : D„ -> [R închiderea mulţimii {x| x e D„, f(x) ^ 0} ; prin ur­
mare, notînd prin supp / suportul funcţiei /, avem 

supp / = {x |x G D, /(x) * 0}. 

Deci / e C (Z>„) dacă / e 0°°(DK), iar supp f^Dn; d a c ă / e Co{Dn), 
vom spune că / este o funcţie-test. 

Dacă existenţa unor elemente în mulţimea G°°(Dn) este uşor 
de stabilit [de exemplu orice polinom în variabilele 

este 
o funcţie din Gco(Dn), oricare ar fi J>B] nu acelaşi lucru este valabil 
pentru mulţimea G™{Dn); în orice caz, dacă fe Co°(Z>8), / n u poate 
fi dezvoltată în serie Taylor în Dn, deoarece dacă f(x) = 0, x e Z>M\ 
\ s u p p / , se deduce f(x) = 0, x e Dn (în baza faptului că orice funcţie 
dezvoltabilă în serie Taylor în orice punct din Dn nu se poate 
anula pe o mulţime cu punct de acumulare în Dn dacă nu este 
nulă peste tot în D„), iar în cele ce vor urma, vom arăta că mulţimea 
Co(Dtt) conţine un număr suficient de elemente. 
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Fie n = 1 şi f: R -» R definit prin 

lexp J 1, dacă x > 0: 
f(x) (4.1) 

O, dacă x < O ; 

dacă x > 0 sau x < O, evident / e s t e indefinit derivabilă şi răinîne de văzut ce se intîraplă 
pentru x = O ; dacă x < O, avem f(kl(x) = O şi deci lim fl*\x) — O iar deoarece se poate 

xtO 
verifica uşor prin inducţie că 

/•<*)(x) = P2 i ; I —I exp j - - I, x > O, (4.1') 

rezultă 

lim /'<'c>(x) = lim P 2 J — exp 1 = lira P,k(l) exp ( - 0 = 0. 
x 10 * 10 { X J \ X j t t oo 

Prin urmare / " c ' (0+) = / ' («(O-) = 0, /c = 0, 1, 2,. . . , şi presupunind /'<i;>(0) = 0, va 
rezulta [ţinînd seama de (4.1'), fie de faptul că /W(x) = 0 pentru x < 0] 

1 
lim — [fk\x) - /*>(0)] = /,<*+1>(0) = 0, 
x->0 X 

ceea ce înseamnă că /' definit prin (4.1) este o funcţie indefinit derivabilă pe fR, avînd 
derivatele de orice ordin nule în origine (această funcţie nu este însă dezvoltabilă in serie 
Taylor pentru orice .r0 e R, deoarece dacă se presupune valabilă egalitatea 

oo 1 

m = S rrf >xk 

fc=o * ' 
pentru \x\ < s, vom avea f(x) = 0 pentru Jac| < e, ceea ce contrazice definiţia (1.1) 
[pentru x > 0 nu putem avea f'(x) — 0]. în plus, snpp f = R+, deci această funcţie nu are 
suportul compact (in R" o mulţime compactă este închisă şi mărgini tă) ; definind funcţia 
g : R-s-R, 

S(x) = ?[B) « M = f ( * ~ « ) « 6 - a ; ) . « < *, (4.2) 

unde feste funcţia definită prin (4.1), rezultă uşor f e Cjj°(/), unde / er R este un îotervaî 
astfel încît [a, b] c i iar supp /' = [o, />]. Dacă /i este analitică în / , atunci evident pro­
dusul hg e C^(I) şi supp(/i#) = [a, b], aşa că utiiizînd funcţia-lest (4.2), se pot obţine 
oricît de multe funcţii-test. 

Uneori este important să se utilizeze funcţii indefinit derivabile 
care au proprietăţi convenabile de mărginire; astfel, este întotdea­
una posibilă definirea unei funcţii h indefinit derivabilăpe R, astfel încît 

h(x) — 0, x < «., 0 <h(x)<l, xe]a, b[, h(x) = l, x>b, (4.3) 
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şi pentru aceasta, este suficient să scriem 

m=Ă 9<t)*t> A = Kg(t)ăty, (4.3') 

U unde g este definit prin (4.2) I deoarece g(x)>0, x e R, C </(£) df > 0 • 

Dacă n>l, cu ajutorul funcţiei g se pot defini funcţii-test avînd 
suportul compact, punînd 

0 » W = gtalt hiXj) • gia,, b2l(x2) . • • ffWn, &»](#»)> X = («1» • • •> # » ) , ( 4 . 2 ' ) 

cînd suportul acestei funcţii este paralelipipedul [%, bx] x . . . 
. . . x [a„, 6„] (se presupune %< fex, . . . , « „ < &„); cu ajutorul funcţiei 

/ definite prin (4.1) se poate defini funcţia indefinit derivabilă 

/ « ( x ) == / ( % — <h)" / ( * 2 ~ «2) • • • / ( # » ~ «»)> x = (#i> • • • 5 »«)> » > !> 

care nu are suportul compact şi care, evident, nu este nici analitică 
în W. 

Utiiizînd funcţia j : R"—> R, definită prin 

j(x) = 1 ™ |x | 2 ) 
exp 1 pentru | x | < 1, 

1 " ' - 1 2 ' (4.4) 

pentru | x | 5= 1, 

este uşor de verificat că je. Cj°(Rn), supp j = JSJ0] = {x| xe RB, ]x | < 1}, iar funcţia 

( x — x„ \ I este de asemenea idenfinit derivabilă în Rn iar supp jr(x, x 8 ) = 

= Br[x„] = {x|x s RM, | x — x 0 | < /•} ; aici|x] = ( x | + . . . + x\)V* dacă x = (x±, . . .,xn), 
x. x', x« X7J y 

, . • • , I, x0 = (x\,..., x\). 

Vom folosi notaţia 

j)«f = _£ J _ = i i i - , (4.5) 
dxa\ .. . dxln dx« 

Unde a = (%, . . . , K„) e Z" este un multiindice; se notează \<t\ — 
H-c.14 2 0 9 



= ô  + . . . + «, e Z+i cu ajutorul căreia se definesc în C00!!),,) sau 3n Of(Dn) produsele scalare 

(/, g)m= S ţ D « / - D ^ dx, m - 0 , 1 , 2 , . . . ; (4.6) 

dacă n == 1, acest produs scalar se scrie 

(4.6') 
Axiomele produsului scalar (vezi voi. I, cap. 3), se verifică imediat; de exemplu, 

(/,/)» = S ţ (D0/)2 dx > 0, 
| a | < i» •'-Dn 

iar (/, f)m = 0 dacă şi numai dacă D a / = 0, |« | = 0, 1, . . . , n, ceea 
ce înseamnă f = 0. în acest mod se pot defini spatiile prehilbertiene 
Mm(I)n) şi m{Dn) ca fiind spaţiile G°°{Dn), respectiv C${Dn) în care 
s-a introdus produsul scalar (4.6); evident, aceste spaţii sînt incom­
plete iar prin aplicarea procedeului de completare abstractă (adică 
ataşînd spaţiilor Mm, respectiv M™ elemente noi, care reprezintă 
limitele tuturor şirurilor fundamentale construite cu elemente din 
aceste spaţii prehilbertiene) se vor obţine spaţiile Hilbert 

Hm = Em(Dn) =^W\D~n), m = B$(Dn) = MZ(IK), m = 0,l,2, ..., 

•care se numesc spaţii Sobolev. 
Evident, au loc incluziunile 

m{Dn)c:Em{Dn), El(Dn)<zH%{Dn), H%Dn)CIIm(I)n), j>m 

[de exemplu, dacă feH}(Dn), aceasta înseamnă \]f\\} = ]f(f, f)m şi 

dacă m < j , deoarece termenii care definesc pe ||/||m se regăsesc în 
jl/llj-, neapărat | | / j | m < oo, deci / e Hm{Dn) e t c ] ; prin urmare, dacă 

j e H}, avem / e Hm pentru orice m < j . 
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Deoarece spaţiile Sobolev Hm(Dn) şi Hff(Dn) se obţin prin comple­
tare abstractă din spaţiile Mm(Dn), respectiv M™(D„), completarea 
efectuîndu-se cu ajutorul normei ||/||m = ]/(/, f)m, m = 0, 1, 2, . . . , se 
deduc şi egalităţile 

H°(Dn) = H°0(D)n = Lz(Dn), 

L2(Dn) fiind spaţiul Lebesgue al funcţiilor sumabile avînd pătratul 
sumabil *> în Dn ; apoi, deoarece dacă fe Mm(Dn), avem 

11/11» = \ / 2 ( x ) d x + £ ţ (D«/)2dx + . . . + £ C (D°/)»dx 

'lin ||/ | |m<oo se deduce t (Da/)2dx<oo pentru orice a = (a1, . . ., oc„), 

| a [ m < m , ceea ce înseamnă D"/e L2{D„), dacă |a | < m. Dacă 

feHm{Dn) [sau feH^(I)n)], nu putem scrie ( (D«f)2 dx < oo, 

deoarece este posibil ca / să nu admită derivate parţiale şi în acest 
caz va exista un element fe Lz(Dn), | a | < m, care va înlocui deri­
vata, O"/; într-adevăr, din definiţia lui Em(I)n), rezultă existenţa unui 
Şir (<P*)J;SIN din Mm(Dn) cu proprietatea cp;„. —>/, convergenţa fiind 
înţeleasă în sensul normei dmHm(Dn), ceea ce înseamnă că|| y,,— <j>̂ ||m-*-0) 
eînd 7,", j —.> oo. Or, din consideraţiile anterioare se deduce 

j|Da9,c — Dacp;-H -> 0, j , k -> oo, |ot | < m, 

unde || <p|] = f(cp, cp), (cp, cp) = (cp, cp)0 = V cp2(x) dx este norma din 

L2{Dn) iar în baza completitudinii spaţiului L2(Dn) şi în baza unicită­
ţii limitei, se deduce 

D ° ?*-*/<«> fc-^oo, 

ar fae L2(TJn), | a | < m, se numeşte derivata parţială slabă (sau 
derivata parţială generalizată sau încă derivata parţială în sens Sobo­
lev) de ordin a a funcţiei / e Hm(Dn) [aceleaşi consideraţii rămîn 
valabile şi dacă fe H™(~Dn)] şi vom conveni să notăm /„ prin acelaşi 

*> în aceste spaţii f = g, dacă f(x) = g(x) pentru aproape toţi xe D, 
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simbol (ca şi cum / ar admite efectiv derivate parţiale de ordin < m), adică 

/ « = D a / . 

Această convenţie se poate justifica prin faptul că dacă/ a e G^(Dn), 
atunci /a(x) = Da/(x), xeJ)n\B, B fiind o mulţime avînd măsura 
nulă; într-adevăr, dacă <\> e Co°(DM), deoarece I>a<pk —>fa, Ic -> oo, 
va rezulta 

JimC D <p4-vdx=C fa-tyăx. 

Integrînd prin părţi, deoarece D^(x) — 0 cînd x e dDn pentru orice 
multiindiee j , rezultă egalitatea C D«/- ^dx = ( —l)'alf <pkDaf-<]jdx, 
adică 

lim ( - l ) ' a | C 9&-Da(|/dx = 

=.f /„•<], dx=( - l ) | o l f ( l im 9 i . )XD«^dx=(- l ) i a lC / -D«4 dx 

în ipoteza/e €^(Dn), şi deoarece (—l)l«l f ./-D*^ dx = f D°/- <pdx, 
se obţine egalitatea 

ţ D a / -J ,dx = ( / « - ^ d x 

valabilă pentru orice <J> e Cf(Dn) care scrisă sub forma 

ţ (Da/-/«)-^dx = « 

prin aplicarea lemei fundamentale a calculului variaţiilor, rezultă 
D a / - / « = 0 ([egalitate în j&„(2>,)]. 

Aşadar, spaţiile lui Sobolev Hm(Dn) şi H™(Dn) pot fi interpre­
tate ca fiind o generalizare a spaţiului funcţiilor de clasă m pe-
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D„, notate 0m(i>m) [respectiv Og°(l>,) dacă supp / c J ) „ / e 0m(DB)]; 
dacă / e Gm(Dn), atunci / admite toate derivatele parţiale pînă la 
ordinul m inclusiv, toate aceste derivate fiind continue iar dacă 
feHm(Dn), a tunc i / admite toate derivatele parţiale slabe (genera­
lizate) pînă la ordinul m inclusiv, aceste derivate parţiale fiind 
sumabile şi avînd în plus pătratul sumabil. Evident, 

Gm(Dn) e Hm(Dn), C%(Dn) c fly(D.) 

în cazul spaţiilor 0™ şi H™ situaţia este identică cu cea din spaţiile 
€m şi Hm, doar că în plus supp / <= DM). 

în utilizarea efectivă a acestor spaţii sînt fundamentale două 
teoreme. 

Teorema 4.1 (lema lui Sobolev). Dacă f e H™(Dn) iar 

m > — + li, 

atunci există f* e Ck(Du) astfel încît / (x)=/*(x) aproape peste tot 
în Dn iar 

l»a/*l < OH/L 

pentru orice multiindiee a. cu | a | < Ic. 

Teorema 4.2 (Bellicli). Dacă (u}) este un şir mărginit din H™(Dr), 
atunci există un subşir (%) al şirului iniţial convergent în spaţiul 
B\(Dn) cu Km (Te =jti jx < j2 < ... <jk < ...). 

De exemplu, lema lui Sobolev arată că dacă n = \ şi fe II^l([a, b]), na > 0, rezultă f 
1 

aproape peste tot de clasă Cm~\[a, b]), deoarece m> (m—l) + — iar dacă n = 2, m > l , 

atunci din fe Hgî(£)2) se deduce că fe C"*-2(r,'2) (aproape peste tot) pentru că m > 
> ( m - 2 ) + l . 

4.1.2. Operatori diferenţiali liniari 

Dacă n = 1, în voi. I s-a definit un operator diferen­
ţial liniar P de ordin fc ca o aplicaţie de la spaţiul C(I) la spaţiul 
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0°(I), I fiind un interval oarecare din R, definit prin 

Pu=a0{x) u + ax{x) « ' + . . . + a,c{x) MW = £ 0 , ( a î ) ^ , (4_ 
J = 0 

unde funcţiile continue pe Z, a0, %, ..., ak[ak {%) nefiind nul pentru 
orice x e I] se numesc coeficienţii operatorului P ; dacă n > 1, prin 
analogie, un operator diferenţial liniar definit pe Gn <= ţRn(Gn fiind 
o mulţime deschisă sau un domeniu) se va scrie sub forma 

Pu = a0{x)u + Y, £ « a(x)D««= £ «„(xJD'n, (4.8) 
3 = 1 | a | = ^ |tx|<fc 

unde a = (alr . . . , a„) este un multiindice (deci a; e 2 + ) , | a | = 
= ô  + . . . + «») x==(#i> • ••>#») iar aa sînt coeficienţii acestui 

operator diferenţial liniar (care va avea ordinul Ic dacă există cel 
puţin un multiindice a. cu | a | = Jc, diferit de zero. 

Prin definiţie, operatorul diferenţial P+ scris sub forma: 

P+v a0(x)v + %(-iy J D«[a(x)fl]=- £ (- l )W D[«a(x) t>] (4.8') 
}"=1 | a j = 3 } a j ^ £ 

[ceea ce implică aa e Ca;(6r,n)] se numeşte operatorul diferenţial for­
mal adjunct al operatorului diferenţial liniar (4.8); în particular, 
dacă a} e O'(I), operatorul diferenţial formal adjunct al operatorului 
(4.7) va fi 

P+z=a0(x)z - \ai{x)z\' + [fla(*)*]" - • • • + ( - l ) A T % ( ^ f = 

3=0 

şi este evident că dacă se calculează derivatele care apar în (4.8'), 
atunci operatorul P+ se poate scrie sub forma (4.8) : 

unde ha e C*KQ%). 

\a\^'h 
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Proprietatea fundamentală a operatorului diferenţial P + este 
exprimată prin egalitatea 

(Pu, v)0={u,P+v)0, (4.9) 

unde v e Co°(6r„) este o funcţie-test oarecare iar (/, g)0 este produsul 
scalar din L2{Gn) [vezi (4.6) pentru m = 0 ] ; într-adevăr, integrînd 
prin părţi, deoarece v este nulă în vecinătatea frontierei lui 6rffl(pre-
supunînd Gn astfel încît frontiera sa 6Gn are volumul nul în K"), 
se obţine egalitatea 

\ a(x) • v dx = — \ {au) • v dx, dx = dx± . . . &xn, 

din care, prin iterare, se deduc şi egalităţile 

C a(x) T>au -vdx = {-l)'al i Da(av) • u dx, 

dacă a e 0^{Gn). î n continuare, avem 

{Pu,v)0 = { Pu-vdx = Yt \ aa{x) T>au • v dx = 
JGn \a,ik^Gn 

= Y ( - l ) ! a | i u-T>aiaav)ăx = 

[ J £ (-l)KDa(aav) 
•'G» L i « | « S * 

ăx={u, P+'y)0 

în ipoteza ax e (7lai((rJ, ceea ce justifică egalitatea (4.9); această 
egalitate permite să arătăm că operatorul P + + = (P+)+, definit ca 
fiind operatorul diferenţial formal adjunct al operatorului P+, coin­
cide cu operatorul diferenţial iniţial P. într-adevăr, fie P* opera­
torul diferenţial care pentru orice funcţii-test u şi v verifică egali­
tatea 

{Pu, v)0 = {u, P*v)0, u, v e C^{Gn), 

ceea ce înseamnă, ţinînd seama de (4.9), că 

{u, (P* — P+)»)0 = 0 
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pentru orice « e Gf(Gn), ceea ce (conform cu lema fundamentală a 
calculului variaţiilor) este posibil numai dacă (P* — P+) v = 
— p * v __ p+v — o pentru orice funcţie-test v, ceea ce înseamnă 

P* = P+; din (4.9) avem (P+v, u)0 — (v, Pu)0 şi cum, din defi­
niţia lui P++, rezultă (P+v, u)0 — (v, P++u)0, pentru orice funcţie-
test v va fi valabilă egalitatea (v, Pu)0 = (v, P++u)0, ceea ce înseamnă 
P++ = P. 

Egalitatea (4.9) este adevărată dacă u e Ck(Gn), v e Co(Gn) şi 
dacă u, v e Co(G„), dar nu este adevărată, în general, dacă u,ve C"(Gn) 
decît dacă se impun anumite condiţii pentru u şi « pe Gn. 

Exemple. 1. Dacă n — l şi A = 2, se obţine operatorii] diferenţial de ordinul al doileal 

]>;; = fl2(.r);/" + <h(x) tf + a„(x) ij (4.10) 

pentru care, dacă a2e(V2( /) , a1e (^(l), aueC(I), operatorul formal adjunct se scrie 

P+z = (aiz)"-(a1zy+a0z = aiz"+ (2ai-a1)z'+(ai'-a'1 + a0) z; (4.10') 

se observă că dacă se scrie P+z-~b,2z" + ?>-,-' + /;„:, avem ba~- a2, b1 = 2a!i — Oj, ft0=a£'—o£+ 
-\-a0 si deci ft„ e C2(/), /;, s ('.1(7), />„ = C°(7), ceea ce permite să scriem direct operatorul 
P++: ' 

P++U = (ft2H)" ~ ( / ' !«) '+ *0U = M " + (2^ -&i )u ' - r (»/.'- *',+ />„)" 
şi prin înlocuirea coeficienţilor b2, b1 şi /;„ rezultă 

b2 — a2, 2b:, — bt = Oj, b!/—h[ + A0 = o0, 

ceea ce înseamnă că s-a verificat direct egalitatea P + + = P. 

2. Dacă A'=2 ( n > 1), se obţine operatorul diferenţia] 

pentru care, dacă a ^ e C2(f;H), o; e C 1 ^ ) , ae C°(I), operatorul formal adjunct se scrie 

n \2 n j 

j , k<=l "x]"xk j = i CXj 

şi urmînd calea din exemplul 1, se arată uşor că P + + = P . 

Dacă P+=:P [adică dacă P+u = Pu pentru orice « e C'ffl1,)], 
atunci operatorul diferenţial P se numeşte formal autoadjunct, în 
care caz egalitatea (4.9) se scrie 

(Pu, v)0 = (u, P v)0 (4.9') 
în condiţiile în care este valabilă (4.9). 

2 1 6 

Exemple. 3. în cazul operatorului diferenţial (1.10) vom avea P = P+ dacă ax = «Ş; 
or, deoarece se ştie că orice operator diferenţial de forma (4.10), se poate scrie sub forma 
autoadjunctă 

Py = (p( *)!/')' + q(x)tj = p(x)n" + p'(x)if + q(x)ij 

x) prin înmulţire cu a~l exp ( V — d . r ) şl notind p(x) = exp ( 1 —— da; i, ff(a 
\ J « i / V J "i ) 

= — exp ( I — dx I , se deduce uşor că P + = P (avem a„ = /), a. — / / ) , ceea ce 

justifică denumirea de formă autoadjunctă dată operatorului Py = (py')' + <?;/• 

4. în cazul operatorului diferenţial liniar (4.11), pentru ca acesta să fie formal 
autoadjunct, trebuie să se scrie sul) forma 

i.klx dxJ . 

da 
<tyfc(*) - — 

UX). 
+ a(\)u, cijk = akj e C"(Gn) ; (4.12) 

se verifică uşor că P + = P precum şi implicaţia inversă. 

Este uşor de constatat că operatorul diferenţial (4.8) va putea fi 
formal autoadjunct numai dacă are ordin par ; într-adevăr, din 
(4.8') se deduce 

p+-y = £ ( - l )WD a O(x)» ] = (-l)*a»(x) B*v + ... 
|<x|<fe 

şi pentru a avea Pu =P+u pentru orice u e Ck, va trebui să avem 
fc = 2, 4, . . . 

Luînd ca model forma (4.12), vom spune că operatorul diferenţia* 
de ordin par Ic 

Pu = 2 ajx) LVit (4.8) 

este scris sub forma divergentă, dacă 

P « = £ (-l)MD r a(&M(x)D%), (4.8") 

7c 
cu7c'==—(7iî este par prin ipoteză); în ipoteza ax e G^'~k'(Gn), cînd 

\a.\> ¥, forma divergentă (4.8") se poate deduce din (4.8) prin 
aplicarea convenabilă a formulei de derivare a unui produs şi se 
va obţine aa = ( — l ) m bjm dacă | a| = fc = 27c', m = | j | = fc'. 
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De exemplu, în cazul operatorului diferenţial (4.11), forma di­
vergentă se serie 

P. _ t J- L,W -M + i u<*> - i - - f ^ l ^+«w «• 
i,ifci 9% V dxt ) /Ti L *-i 9%. J ^ 

Scrierea sub formă divergentă a unui operator diferenţial are 
avantajul că forma operatorului formal adjunct este asemănătoare 
cu forma (4.8") ; mai precis, avem 

P+»= £ (-l)' 'ID'[&M(x)D»e], 
0 « | j | , |m [<A ' 

după cum se verifică imediat. 

4.1.3. Soluţii slabe pentru ecuaţii eu derivate parţiale 

Dacă P este un operator diferenţial, de ordin 7c, adică 

Tu = £ aa(x) D"it, a = (ai, • • •, a»), «i e 2Z+, 
|ct.<fe 

atunci, prin solul ie (ordinară, clasică, regulată) în G„ a ecuaţiei 

Vu = F, (4.13) 

unde i*1 e (7°(âI
),) este o funcţie dată, se înţelege o funcţie u e Gk(Gn) 

cu proprietatea (Pu){x)—F(x) pentru orice xeGa; evident, această 
soluţie poate verifica şi anumite condiţii suplimentare (de exemplu, 
să. verifice condiţii iniţiale, la limită, de regularitate în anumite 
puncte etc). 

Luînd în consideraţie (4.9), se deduce că pentru orice soluţie 
u a ecuaţiei (4.13) este valabilă egalitatea 

(u, F+v)0^(F, v)0 (4.14) 

în ipoteza că v este o funcţie-test, v c G™(Gn) (este posibil să presu­
punem v e C'o{GJ, dar nu se obţine nici un fel de generalizare a 
noţiunilor care ne interesează acum); relaţia (4.14) se transcrie sub 
forma echivalentă 

C w(x) (P+«)(x) dx = C F(x)v{x)dx (4.14') 
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«are rămîne valabilă şi fără ipoteza u e Clc{GB) : este suficient să 
presupunem u e L2{Gn). 

în acest fel, în mod natural, se introduce noţiunea de soluţie 
slabă (sau soluţie generalizată în sens Sobolev) a ecuaţiei (4.13); în 
plus, u poate admite derivate generalizate pînă la un ordin l > 0, 
adică este posibil ca u e Hm(Gp) [sau u e So(Gn)]. 

Evident, orice soluţie ordinară a ecuaţiei (4.13) este automat 
o soluţie slabă, dar reciproca nu este adevărată : pot exista soluţii 
slabe pentru o ecuaţie dată care să nu admită un număr suficient de 
derivate astfel îneît această ecuaţie să fie verificată în orice punct. 

Exemplul 5. Ecuaţia cu derivate parţiale 
d2u d2a 

este verificată de funcţia u(x, y) = f(x+ij) (după cum se verifică uşor) ; este evident că 
« 6 C2 dacă (e O2 .şi vom avea 

i \ /'(••>•' + y)ţPi>(x, .'/)] cis d.V == 0 (1.15) 

pentru orice v e C5°(G2)> deoarece P+ = P ; dar această ultimă egalitate este verificată şi 
pentru orice fe L2(K), deoarece există întotdeauna un şir (/)) de funcţii din C-(R) astfel 
tnclt \\f — fj\\„ —• 0 cînd j -» oo, ceea ce dă posibilitatea trecerii la limită sub semnui 
integralei din egalitatea 

( ( /•„(*+ .'/) fP('<*. II)] Hx ăy = 0, 

d2u (Pu 
obţinfndu-se (4.15), dar cu / 'e Ls. Aşadar, ecuaţia — = 0 admite e[cctiv soluţii 

<)x' eh;2 

slabe care nu sînt soluţii in sens clasic. 

Evident, un raţionament analog celui din 4.1.1, prin care s-a 
arătat că derivatele slabe coincid cu derivatele parţiale ordinare, 
dacă derivatele slabe sînt de o clasă dată, conduce la concluzia că 
dacă o soluţie slabă a ecuaţiei (4.13) este de clasă Cm(Gn), atunci 
soluţia slabă în cauză va deveni o soluţie obişnuită. 

Un procedeu efectiv de construcţie a soluţiilor slabe pentru 
ecuaţia Fu = F îl poate constitui cel indicat în exemplul 5 ; scriind 
sistemul de ecuaţii FUJ = FJ, j e [N, J?}-+F (convergenţă în L2), 
Fj e G°°, dacă u, e Gm(G„) iar u, -> u e L2(Gn), atunci u va fi o soluţie 
slabă a ecuaţiei Fu — F, deoarece prin trecere la limită (cînd j -> oo) 
în egalitatea (%, ~P+v)0 = (Fu v)0, veG^(G.n), se obţine egalitatea 
de definiţie (4.14'). Avem 

lini (u}, lJ+y)0 = (lim u}, F+v)m lim (F}, v)0 = (limFu v)0, 
deoarece u.j —> u şi F} —> F, convergenţă în sensul lui Lz. 
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Soluţiile slabe obţinute prin acest procedeu se numesc uneor 
şi soluţii forte (sau soluţii tari) ale ecuaţiei Pw =.F şi, evident, este 
posibil să existe soluţii slabe ale ecuaţiei date care să nu poată fi 
obţinute prin acest procedeu. 

Marea importanţă practică a noţiunii de soluţie slabă decurge 
din faptul că prin utilizarea metodelor analizei funcţionale este posi­
bil uneori să se demonstreze cu uşurinţă existenţa unei soluţii slabe 
pentru ecuaţiile cu derivate parţiale, pe cînd procedeele clasice conduc 
mult mai greu la acelaşi rezultat; este apoi posibil să se arate că 
soluţia slabă posedă un anumit număr de derivate parţiale, ceea ce 
conduce la noţiunea de soluţie clasică. 

O b s e r v a ţ i i . ! . Dacă se utilizează funcţii /': Gn —><E, atunci toate consideraţiile 
anterioarerămîn valabile cu condiţia utilizării produselor scalare de forma 

|a|<m *Gn 
seu 

(f,s)m= 11 \ D«/--D^dx, 
[a] < m •'Gn 

ceea ce face ca operatorul formal adjunct P+ să aibă forma 

P+j= Ys ( - l ) l«;D«[5 a(x)Pj . 
j a | < m 

2. Noţiunea de operator formal adjunct este utilizată pentru a diferenţia aceşti 
operatori deoperaloiii strict adjuneji (pe care însă nu-ivom utili a in viitor). 

4.1.4. Operatori liniari închişi 

Fie X şi Y două spaţii vectoriale normate şi A : X ~* Y 
un operator liniar (adică 

A (£«*/,) = i>A/' 
pentru orice scalari a, şi orice f, e X, j = 1, . . . , n); acest operator 
se numeşte mărginit dacă există c e [R+ astfel încît 

l | A / | | y < c ||/|U (4.16) 
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pentru orice feX(\\- \\z şi || • \\r sînt normele definite în X, respectiv 
Y). Orice operator liniar mărginit fiind lipschitzian va fi continuu 
şi reciproc : orice operator liniar şi continuu, definit pe X, este totoda­
tă şi mărginit; cu alte cuvinte, din (4.16) se deduce 

l imA/ , = A / , dacă / , - > / . (4.16') 

Operatorii diferenţiali P definiţi la 4.1.2 sînt operatori mărginiţi 
dacă se presupune P 'aplicaţie de la Gk{Gn) la 0°(G„), norma în spa­
ţiul C(Gn) (G„ fiind un domeniu mărginit din tRM) fiind definită prin 

H/H» = max |/(x) [ + £ max | D«/(x) | = £ max | Da/(x) |. 

într-adevăr, din (4.8), notînd c = max {|«a(x)|}, | a | < 7 c , se 
xeGn 

deduce 
IIP/IIO = I I S «i(x)D-/(x)||< £c| |D«/!|0 = c|]/||m. 

Situaţia însă se modifică dacă P este considerat ca o aplicaţie 
de la subspaţiul C{Gn) al spaţiului C(G„) în spaţiul C(Gn) (cu alte 
cuvinte, dacă dorim să avem o inegalitate de forma ||P/||0 < c||/||0, 
atunci acest lucru nu este, în general, posibil); pentru a ne convinge 
de acest fapt, fie X == Y= O°([0, 1]) şi (Pf)(x) = f'(x), P fiind defi­
nit pe <ji([0, 1]) <= C°([0, 1]) şi fie şirul (xH) din C°([0, 1]). Avem 

II x* ||0 = max \x" | = 1, || Pxn ||0 = || nxn^ ||0 = n\\ x^ ||0 = n 

şi deci nu se poate să avem |]P,r'î||0 < c \\xn\\0 (deoarece aceasta ar 
însemna n < o). 

Prin urmare, operatorii diferenţiali liniari pot să nu fie mărgi­
niţi (continui) dar posedă o proprietate importantă asemănătoare 
proprietăţii de continuitate, fiind operatori închişi. 

Operatorul A (liniar sau nu), avînd mulţimea de definiţie @&aX, 
va fi un operator închis dacă din condiţiile 

/ , e â>A, l im/, = / e X, lim(A/,) = g (4.17) 
rezultă 

fe@AşiAf = g. (4.17') 
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Diferenţa dintre operatorii continui şi cei închişi constă în urmă­
toarele : dacă A este un operator continuu şi lim/.,- = / e @A, atunci 
există lim A/, = A / = A (lim/j), pe cînd un operator este închis 
dacă din convergenţa şirului (fs) din QsA către feX, neapărat 
fe@A iar şirul (A/;) este convergent către elementul A/. Dacă un 
operator A are proprietatea că din convergenţa şirului (f}) din 3)A 
se deduce convergenţa şirului (A/,-) (în care caz limita este unic 
determinată), se spune că operatorul A este preîncliis (sau că admite 
o prelungire închisă). 

Printre toate prelungirile închise posibile ale unui operator A 
preînchis un rol important îl joacă aşa-numita prelungire închisă 
•minimală a operatorului A, definită ca fiind acea prelungire închisă 
a operatorului A este conţinută în orice altă prelungire închisă a 
aceluiaşi operator A ; vom nota prin A prelungirea închisă mini­
mală a operatorului A (dacă există) şi pentru a obţine operatorul A 
este suficient să se definească mulţimea de definiţie S>A a acestui 
operator. Construcţia mulţimii Q)A poate fi realizată în modul urmă­
tor : se consideră toate şirurile (/,) din 3sA convergente (către ele­
mente / din &A sau din X) care sînt astfel încît şirurile (Afj) sînt 
convergente (în spaţiul Y) ; se adaugă elementele / = lim j) la QiK 
(dacă / e X) şi prin definiţie, se scrie 

A/ == lim A f). 

Deoarece convergenţa unui şir implică unicitatea limitei, rezultă 
că operatorul A este perfect definit şi Ă este o prelungire (extensie) 
a operatorului A ; în plus, Ă este un operator închis, deoarece dacă 
şirul (fj) din Q>A converge către / e l iar Afj —.> g e Y, în baza defi­
niţiei lui Ă, există f} e @A, astfel încît 

\\f,-fi\\z<^r> II 4f, - A / , | | y < - l , 
3 3 

ceea ce antrenează 

/ = lim fj = lira fj e @A, lim Ăfj = lim A/,-, 

ceea ce înseamnă lim Ă / s = A / şi deci / e QsA iar Af = g. 
Un criteriu simplu care să permită stabilirea posibilităţii ca un 

operator liniar A să fie preînchis este următorul : 

222 

Operatorul liniar A : &A c X -> Y, X şi Y fiind spaţii Banach,, 
este preînchis dacă şi numai dacă din condiţiile 

fj e ®A, fj -> 0, Af} -> g e Y (4.17") 

se deduce g — 0. 
într-adevăr, cum A este o aplicaţie liniară, dacă A este ope­

rator închis, avem g = A0 = 0 ; reciproc, va fi suficient să arătăm 
că şirurile (fj) din 3>A care converg c ă t r e / e X , determină aceeaşi 
limită pentru şirurile (A/,-) din Y. Or, dacă/,- -> / , ff —>/, Af} -> g, 
Afj* ->g*,g,g*e Y, şirul (fj —/f) va converge către zero iar A(f} —/,*)= 
= Afj - Af* -> g —- g* e Y şi în baza condiţiilor (4.17") va trebui. 
să avem g = g* ; în plus, prin trecere directă la limită, se arată-
că A va, fi un operator liniar. 

în baza acestor noţiuni, vom putea da o explicaţie faptului că 
pentru operatori diferenţiali liniari este posibilă extinderea noţiunii 
de soluţie aşa cum s-a realizat în 4.1.3 ; această explicaţie se bazează 
pe faptul că în L2(GA orice operator diferenţial liniar, pentru care 
se poate defini operatorul formal adjunct, este un operator preînchis 
şi de aceea, dacă, Fu = F iar u e 3),,, atunci u este o soluţie clasică 
a acestei ecuaţii, pe cînd dacă ue i%r\®P , atunci u va fi o soluţie 
slabă a- aceleiaşi ecuaţii (aici 9)v = C!,"(Gn) sau &v = C]£(GU) iar 

Pentru a. arăta că operatorul diferenţial 

Fu - £ ax(x) D« u 

este preînchis, vom utiliza egalitatea (u, P+v)0 = (Fu, v)0, unde 
v este o i'uncţie-test; dacă (v,) este un şir din Ssv = C"(GU), u} —> 0 
[în sensul convergenţei, din L2(Gn)]t vom avea, 

(Hj,F+v)() = (PUj,v)0 (4.17) 

şi deoarece u} ~> 0, avem (u}, F+v)0 ~-" 0, iar dacă Fîij ~>g, se deduce 
prin trecere la limită în (4.17) egalitatea (g, v)0 = 0, care nu poate 
fi verificată pentru orice funcţie-test v decît dacă g = 0. Aplicînd 
criteriul enunţat, rezultă faptul că P este un operator diferenţial 
preînchis. 
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4.1.5. Sensul fizic al noţiunii de operator diferenţial 
formal autoadjunct 

Pentru a prezenta un caz concret, vom lua în consi­
deraţie cazul particular al ecuaţiei undelor din Rw, înţelegînd prin 
aceasta ecuaţia 

8%U = Kii, (4.18) 
a/,2 

unde AM este operatorul lui Laplacc din \Rn, 
02 02 02 

A„ = — + - — + . . . + — - > (4-18') 
dx\ dxi dxi 

care, în primă aproximaţie, caracterizează modul de propagare 
al undelor (sonore, elastice etc.); este evident că operatorul lui 
Laplace este formal autoadjunct (A+ = A„) şi vom arăta că acest 
fapt antrenează verificarea legii conservării energiei [pentru feno­
menul care conduce la ecuaţia (4.18)]. în acest caz, ~-Anu (care poate 
fi un vector dacă u este un vector) este strîns legat de acţiunea 
forţelor pe unitatea de masă în această mişcare iar dacă se notează 
Mu = \x(x) u(x), se obţine masa sistemului în deplasare raportat 
la unitatea de volum (sau arie, respectiv lungime) în punctul x şi 
deci —MAB« va defini densitatea forţelor acţionînd în acest caz ; 
în ipoteza că — MA„ u depinde liniar de deplasarea u, notînd cu 
U energia potenţială a sistemului, această energie se poate exprima 
cu ajutorul produsului scalar sub forma 

pe cînd energia cinetică T se va scrie 

_ 1 , . ,„. ., . du 
T = — (u, M u)0, u = > 

2 ăt 

Prin urmare, energia totală a sistemului va fi 

E = T + U = — («, M u)0 - — (u, M\t t )„ 
2 2 
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şi se verifică uşor, deoarece 

E = — («, Mu — MA„«) (M« — MAnu, ii) = 0 

iar M An este formal autoadjunct, că E = E0 e K. 
în cazul ecuaţiei lui Schrodinger 

M -j- iP i t = 0 

utilizată în mecanica cuantică, faptul că produsul scalar 

(u, u)0 = \ | t t | 2dx 
JGn 

rămîne constant (şi egal cu unitatea) prezintă o importanţă deose­
bită şi acest fapt se îndeplineşte dacă operatorul diferenţial P este 
formal autoajunct. într-adevăr, folosind observaţia 1 de la 4.1.3, 
se deduce 

-— (u, u)0 = {u, u)0 + {u, u)0 = {- iPu, u)0 + {u, - iPu)0 = — 
ăt 

= — i(Pit, u)0 + i{u, Vu) = 0, 

deci (u, u)0 = const. 

4.2. Probleme la limită pentru operatori diferenţiali 

4.2.1. Condiţii la limită 

O ecuaţie diferenţială sau cu derivate parţiale admite, 
în principiu, nu o singură soluţie ci o infinitate; uneori, este posibil 
să se definească aşa-numita „soluţie generală" a ecuaţiei în cauză, 
care conţine un număr bine determinat de parametri arbitrari (con­
stante sau funcţii) iar orice soluţie a ecuaţiei se poate obţine prin 
particularizarea sau eliminarea acestor parametri. O definiţie 
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pentru integrala generală a unei ecuaţii diferenţiale sau cu derivate 
parţiale este destul de dificil de dat : în cazul ecuaţiilor diferenţiale 
de ordinul n se poate spune că soluţia generală a acesteia conţine 
un număr de n parametri reali iar în cazul ecuaţiilor cu derivate 
parţiale de ordinul întîi, această soluţie conţine o funcţie arbitrară 
etc. Pentru cazul unei ecuaţii cu derivate parţiale de ordin superior 
lui unu, s-ar putea defini soluţia generală ca fiind acea soluţie care 
conţine un număr de funcţii arbitrare [de Ic — 1 variabile indepen­
dente, dacă u — u(xv . . ., xk) este funcţia căutată], egal cu ordinul 
ecuaţiei în studiu ; dar se constată că uneori este foarte dificil să 
se obţină orice soluţie particulară a ecuaţiei prin particularizarea acelor 
funcţii, aşa că practic, de multe ori soluţia generală nu uşurează pro­
cesul de calcul al soluţiei cerute de împreujurările speciale în care se 
lucrează (această soluţie poate fi obţinută mai simplu netrecînd prin 
soluţia generală). Pe de altă parte, problemele efective care trebuie 
rezolvate nu impun obţinerea unei soluţii oarecare a ecuaţiei consi­
derate, ci solicită determinarea soluţiei (sau soluţiilor) care verifică 
anumite condiţii suplimentare bine precizate; de aceea nu este 
important să se ştie dacă o ecuaţie (diferenţială sau cu derivate parţiale) 
admite o soluţie generală, ci daca admite sau nu o soluţie verificînd 
condiţiile impuse. 

Condiţiile suplimentare cele mai întîlnite sînt fie condiţiile ini­
ţiale (sau condiţii Cauchy) care de obicei se consideră la momentul 
iniţial t = t0, fie condiţiile la limită, care se presupun date pe fron­
tiera unui domeniu, fie condiţii mixte, cînd se întîlnesc atît condiţii 
iniţiale, cît şi condiţii la limită. 

Condiţiile iniţiale se referă în special la una din variabile, care 
are interpretare de timp, dar există probleme practice în care nu se 
cunosc condiţii ataşate momentului iniţial (de exemplu, cînd se 
solicită determinarea unui cîmp potenţial într-un domeniu dat, 
se dau valorile acestui cîmp pe frontiera domeniului, care nu se 
modifică în timp) şi se referă, de regulă, la frontiera unui domeniu. 

Dacă ecuaţia cu derivate parţiale se scrie, cu x = (x0, xv . . . , xn) 

" F(x, u, Du, ..., D % . . . ) = 0, 

ordinul maxim de derivare în raport cu variabila x0 fiind p, atunci 
vom scrie condiţiile iniţiale (în raport cu x0) sub forma 

u(x) . = /a(x'), .••,4-T 
#0=0 
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cu x' = (a?!, . . ., xn),fi, • • -,fp fiind funcţii cunoscute (în mulţimea 
sa de definiţie). 

Condiţiile la limită nu se pot scrie într-o formă la fel de simplă, 
aşa cum a fost cazul condiţiilor iniţiale; de exemplu, dacă x ' e J ) , 
iar 3D„ este o suprafaţă n — 1 dimensională din IR", avînd plan 
tangent care variază continuu odată cu punctul de tangenţă, atunci 
condiţiile la limită sînt de forma L0(x, u, T)t ti, . . ., T)fu) — 0, unde 
L0 este un operator diferenţial de un ordin convenabil definit pe 
Bn iar D( este operatorul de derivare în raport cu o direcţie 1 din 
\Rn, de obicei netangentă la dDn. 

Pentru o mai corectă înţelegere a noţiunii de condiţii de limită, 
să considerăm ecuaţia diferenţială 

F(x,y,y', ...,yW) = 0, n > 2, (4.19) 

unde x e [a, b], y : [a, b] -» ER«C)> y e Cn([a, b]) şi să notăm prin 

y a , y ' a , • • •, ya^-», y„, y ' b , • • •, y 6
( " ~ 1 ) , (4.19') 

valorile funcţiei y şi a primelor n — 1 derivate în punctele a şi b 
respectiv; vom nota prin Lj(y) o combinaţie liniară formată cu 
valorile (4.19'), adică 

• •• + fw-*srtr", i = i, 2 . . . , (4.i9") 
unde xpj, $p} sînt numere reale [dacă y(x) e [R] sau complexe [dacă 
y(x) e <C]. Vom face ipoteza naturală că formele liniare (4.19") sînt 
independente între ele şi că nu sînt nule. 

Prin definiţie, condiţiile 

My) = Y J , j = 1 , 2, . . . , m , (4.20) 

se numesc condiţii la limită ataşate ecuaţiei diferenţiale (4.19), 
YJ fiind numere reale (sau complexe) ; dacă y} — 0, j = 1, 2, . . ., m, 
condiţiile (4.20) se numesc omogene iar dacă | yx| -f . . . + |TTOI > 0 , 
aceleaşi condiţii se vor numi neomogene. Evident, s-a luat în conside­
raţie cazul condiţiilor la limită liniare; în mod analog se pot defini 
şi condiţiile la limită oarecare în care formele liniare (4.19") se înlo­
cuiesc prin funcţii date de variabilele (4.19'). 
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în cazul ecuaţiilor cu derivate parţiale situaţia se prezintă în 
mod analog iar condiţiile la limită cel mai frecvent utilizate sînt 
condiţiile Dirichlet, care se scriu 

în ipoteza că v este versorul normalei la dBn iar ecuaţia cu derivate 
parţiale Vu — F este de ordin lc — 2q; funcţiile /u /2 , •••,fq se 
presupun cunoscute pe suprafaţa dDn şi se numesc date Dirichlet. 

4.2.2. Funcţii şi valori proprii 

Vom presupune că P este un operator diferenţial liniar 
avînd mulţimea de definiţie M; elementul u e M se numeşte 
funcţie proprie a operatorului P corespunzînd valorii proprii X e R(C), 
dacă u # 0 iar 

P% = XM. (4.22) 

Este posibil ca unei valori proprii X să-i corespundă mai multe funcţii 
proprii liniar independente iar mulţimea acestor elemente va forma 
un subspaţiu liniar al mulţimii M, numit subspaţiu propriu cores­
punzînd valorii proprii X; într-adevăr, în baza liniarităţii operato­
rului P, din egalităţile P% = X%, j = 1, 2, . . .,p, se deduce uşor 

( V \ P 

Yiai us\ = Yi ai^wi Şi deci 

iar J] djU^O, deoarece uv . . . , uP sînt elemente liniar independente 
3 = 1 

din M. Dimensiunea subspaţiului propriu corespunzînd valorii 
proprii X se numeşte ordinul de multiplicitate a acestei valori proprii. 

în cazul consideraţiilor noastre, se presupune M cz L2(Dn) şi 
de aceea utilizînd noţiunile proprii spaţiului Hilbert L2, se pot obţine 
unele variante ale definiţiei anterioare care sînt utile în practică; 
astfel, deoarece u ^ 0, în baza liniarităţii lui P, se deduce uşor 
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că orice funcţie proprie poate fi considerată normată ; în caz contrar 
fit 

scriind v = , avem ||«||0 = 1 şi 
INIo 

llhMIo/ 

în plus, utilizînd procedeul de ortogonalizare, în subspaţiul propriu 
corespunzînd valorii proprii X, mulţimea funcţiilor proprii va forma 
o bază ortonormală. 

Definiţia anterioară a funcţiilor proprii presupune u soluţie 
ordinară (clasică) a ecuaţiei Vu — \u = 0 ; utilizînd definiţia solu­
ţiilor slabe a ecuaţiilor cu derivate parţiale (vezi 4.1.3), se poate 
defini şi noţiunea de funcţie proprie în sens generalizat, ceea ce 
va fi realizat ulterior. 

Exemple. 6. Dacă M este mulţimea funcţiilor f: R -+ <C astfel încît fe CX(K) iar 
du du 

| f(x) j < zji, x s R, atunci, dacă Pu = , scriind = X u, soluţiile vor fi neapărat 
dx dx 

de forma 
u(x) = c exp (X x) 

şi pentru ca u să fie un element din M trebuie să presupunem X = iu,, [J.s R. Aşadar, dacă 
X e l , orice număr complex pur imaginar va fi o valoare proprie a operatorului P iar dacă 
X e R, avem doar o singură valoare proprie (X = 0), funcţiile proprii fiind cis (\x x), respec­
tiv 1 (neluînd în consideraţie constanta multiplicativă). 

7. Dacă M este mulţimea funcţiilor /': [ — ir, +7t] —» R, fe C 2([ — 7t, + n]), periodice 
d2u 

cu perioada 2 71, adică f( — n) = f(+ n), iar Pu = , scriind ecuaţia diferenţială 
d i 2 

d2u 
= Xu 

dx2 

pentru ca să avem u e M, trebuie presupus X = — n2, ne 71, funcţiile proprii fiind cos(nx) 
şi sin(nx), dacă 71 ^ 0 şi 1 dacă n = 0 (deci dacă X = 0). 

8. Dacă M = {f | fe C2([0, /l), f(Q) = 0, f(l) = 0}, iar Vţ = f", atunci se verifică 
n27T2 

uşor că valorile proprii vor fi X = , n e IN, iar funcţiile proprii, făcînd abstracţie 
/2 

[im \ 
de factorul multiplicativ, vor fi sin x | , n e IN. 

Mulţimea valorilor proprii ale unui operator dat formează spec­
trul acestui operator (evident, un operator este definit nu numai de 
expresia sa analitică concretă, ci şi de mulţimea sa de definiţie) şi 
exemplele anterioare arată că spectrul unui operator diferenţial 
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poate fi o mulţime discretă sau n u ; astfel, în exemplul 6, în ipoteza 
X = ifx, spectrul este continuu iar în exemplele 7 şi 8 (ca şi în exem­
plul 6, cazul A e R ) spectrul este discret. Pentru nevoile acestui 
tratat este important cazul în care spectrul operatorilor diferenţiali 
consideraţi este discret, formînd o mulţime numărabilă de numere 
(aşa cum a fost cazul în exemplele 7 şi 8), această situaţie permiţînd 
utilizarea unei metode de rezolvare a unor probleme, de regulă 
mixte, pentru ecuaţii cu derivate parţiale liniare. Această metodă 
este una din primele metode utilizate în integrarea ecuaţiilor liniare 
cu derivate parţiale şi poartă denumirea de metoda separării varia­
bilelor sau metoda Fourier-Bemoulli. 

4.3. Metoda separării variabilelor 

Metoda separării variabilelor se aplică ecuaţiilor liniare 
în prezenţa unor condiţii la limită sau condiţii mixte convenabile; 
condiţiile la limită se presupun astfel date încît este posibilă deter­
minarea unui şir de funcţii proprii care să formeze un sistem complet 
într-un spaţiu funcţional ataşat problemei în studiu. 

Vom presupune că se cere soluţia ecuaţiei cu derivate parţiale 

hu - Fu = F(t, x) (4.23) 
în care 

T , 8au , , b^~xu , , , du . , ,. _.. hu = bo -TT + 5i -^TT + • • • + h-i — + hu, (4-24) dt" dta~l 8t 

Fu = £ aa(x) ~Dau, = (xv ...,x xn), n > 1, (4.24') 

ştiind că această soluţie verifică atît condiţiile iniţiale (Caucliy) 

u(t, x) I = /0(x), 8-^l | = / i ( x ) ; . . . ; J^uftx) 
( = 0 dt ( = 0 8P-

- . . = fq-i{x), x e Dn / 4 2 5 \ 
cit şi condiţiile la limită K ' 

Ku{t, x)\dDn = g(t, x), t > 0. (4.26) 
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Funcţiile F, fm ...,/<,_!, g, care se numesc datele problemei în 
studiu, se presupun cunoscute, avînd proprietăţi convenabile (pentru 
ca toate calculele care vor fi efectuate să fie valabile) şi fiind defi­
nite fie în [R+ x J>w(în cazul funcţiilor F şi g) fie în Dm(în cazul func­
ţiilor /o, • • - , / s - i ) ; coeficienţii b0,...,bg se presupun constante 
cu b0 =£ 0 iar coeficienţii aa sînt definiţi pentru x e I)n şi au o clasă 
convenabilă (astfel încît să existe, de exemplu, operatorul formal 
adjunct P+). Condiţiile la limită (4.26) (care sînt scrise vectorial) 
pot fi, de exemplu, condiţiile Dirichlet (4.21) sau orice alte condiţii 
care conduc la determinarea unui sistem complet de funcţii proprii 
pentru operatorul P definit prin (4.24'). 

Soluţia căutată va fi obţinută la capătul a patru etape succe­
sive de lucru. 

Ftapa I determină soluţia formală a ecuaţiei (4.23) omogene 
adică soluţia ecuaţiei cu derivate parţiale 

L« = Pw (4.23') 

care verifică datele Cauchy (4.24) şi condiţiile la limită (4.26) omo­
gene, adică 

Bu(t, x)\xedDn = 0. (2.46') 

Prin metoda separării variabilelor, soluţia u0 — u0{t, x) se caută 
sub forma 

u0(t, x) = T(t) v(x), (4.27) 

ceea ce conduce, după înlocuire în ecuaţia (4.23'), la egalitatea 

LT(f ) = Pg(x) ( 4 2 7 , 
T(t) ' v(x) 

care nu este posibilă decît dacă I j = const, I J = const (de­
oarece variabilele t şi x fiind independente pentru t = to>0, t0 

fiind fixat, a se obţine 

M J M ) ( ' o L c o n 8 t 
*(x) T(t0) 
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iar pentru x = x0 e Dn se găseşte 
i^l = g^J = const, T(«) v(x0) 

Egalitatea (4.27') arată că aceste constante sînt egale şi notînd-o 
cu X, se obţin două ecuaţii: o ecuaţie diferenţială de ordinul p avînd 
funcţia necunoscută T, 

LT - XT = 0, (4.28) 

şi o ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul 7c, pentru funcţia necu­
noscută v, 

Fv - \v = 0. (4.29) 

î n baza egalităţilor (4.26) şi (4.27), deoarece 

B u(t, x) = B[T(t) v(x)] = T(t) B[v(x)], 

condiţia la limită (4.26) va fi verificată dacă 

Bv(x)\sedDn = 0 (4,26') 

[dacă se presupune T(t) = 0 , t > 0, aceasta înseamnă din (4.27), 
u0 = 0, ceea ce nu se poate lua în considerare deoarece nu se vor 
verifica condiţiile iniţiale (4.25), datele Cauchy nefiind toate nule; 
vom presupune operatorul diferenţial P definit pe mulţimea M c 
cLz(Dn), unde, 

M = {v\ve.Ck{'Dn), Bv = 0}, 

condiţiile la limită (4.26') fiind astfel date încît în M (sau în M, 
închiderea lui M în raport cu metrica din Lz(Dn) sau în raport cu 
o altă metrică) să existe un sistem complet de funcţii proprii ai 
operatorului P. Deoarece L2{Dn) este un spaţiu separatul, rezultă că 
funcţiile proprii vor determina un şir (vs) ortonormal din M[con­
diţia Vj ş£ 0 este esenţială, deoarece dacă v} — 0, din (4.27) se obţine 
din nou uQ = 0]. Aşadar, se face ipoteza că ecuaţia cu derivate 
parţiale Fv = Xv admite în M (sau în M) soluţii nebanale numai dacă 
\j — X, la fiecare X, corespunzînd un număr finit de soluţii nenule 
(altfel s-ar contrazice separabilitatea lui L2) care formează un şir 
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ortonormal complet în L2{Dn). Eezultă că în (4.27) funcţiile v sînt 
determinate iar funcţiile T = T(t) se vor obţine prin integrarea ecua­
ţiei diferenţiale (4.28) în care însă X = X3-, ceea ce înseamnă că 

T,(t) = cuTv(t) + ... + cqjTgl (t) = JJ cuTu(t), j e IN, (4.28') 

unde Tjj, . . . , Tgj formează un sistem fundamental de soluţii pentru 
ecuaţia diferenţială 

b0Tw + ^T'8-1» + . . . + V i 2 " + {b, -X,)T = 0. (4.28") 

Eeunind aceste rezultate, se deduce că dacă ipotezele făcute ante­
rior sînt verificate, se poate obţine o infinitate numărabilă de soluţii 
particulare ale ecuaţiei cu derivate parţiale (4.23') care verifică datele 
la limită omogene (4.26') şi anume : 

uQ1(t, x) = Tj(t) vj(x) = JJ cuT(](t) v}(x) (4.30) 
i=i 

(cu observaţia că funcţia proprie v} nu este în mod obligatoriu unic 
determinată, valorii proprii X., putîndu-i corespunde un număr 
finit de funcţii proprii, ceea ce implică considerarea în (4.30) a 
tuturor acestor funcţii proprii şi, deci, coeficientul T5 corespunzător 
îşi va modifica coeficienţii ou. Deoarece ecuaţia (4.23') este liniară 
şi omogenă, soluţia acestei ecuaţii se va obţine însumînd toate solu­
ţiile particulare (4.30) : 

OO 00 

u0(t, x) = £ u0(t, x) = £ T,(t) t>,(x). (4.31) 
3=1 i-l 

Formal, funcţia (4.31) verifică atît ecuaţia omogenă (4.23'), cît şi 
condiţiile la limită omogene (4.26'); vom avea 

OO 00 

(L - P K = (L - P) 5 uoi(t, x) = £ (L - F)u0j(t, x) = 
3 = 1 3 = 1 

00 OO 

= S (L - P)(^%) = £ (VtLT, - TiPv,) = 

OO 

= S ( W i - X,2>,) = 0, 
3 = 1 

[ 00 - | 00 

Yi uoi(t, x) LegD„ = £ Tfr) Bv}{x%edDn = 0 
3 = 1 J }~1 
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[calculele fiind formale deoarece nu este demonstrată nici conver­
genţa seriei (4.31) nici posibilitatea permutării operaţiilor L—P 
şi B cu operaţia de însumare]; pentru a obţine soluţia etapei I mai 
trebuie verificate condiţiile iniţiale (4.25). Combinînd (4.31) cu (4.25), 
se obţin (iarăşi formal) egalităţile 

£ l-,(0) v}(x) =/„(x), £ 2"(0) vj(x) =A(x), 
j = l 

OO 

. . , £ T«-1 ' (0)^(x)=/B_1(x), 
3 = 1 

din care, în baza completitudinii şirului ortonormal (Vj) de funcţii 
proprii se deduc următoarele egalităţi: 

2*/0)=(/0, t>,)0> no) = (fv v,)0, ..., Ti«-»(0) = (/e-1, * , ) 0 , i = l , 2, . . . , 

care combinate cu relaţiile (4.28') care definesc funcţiile T^ conduc 
la determinarea în mod unic a tuturor constantelor c1}, . . . , cal 
(deoarece soluţiile particulare Tv, T2}, . . . , Tal formează un sistem 
fundamental). 

î n concluzie, se poate afirma că soluţia formală a primei etape 
este unic determinată. 

Etapa a Ii-a (principiul lui Duhamel) determină soluţia (formală) 
a ecuaţiei (4.23) care verifică condiţiile iniţiale (4.25) omogene, adică 

u{t, x) = 0, 
«=o 

du (t, x) 
dt~ 

0, 
( = 0 

ffl-%(t, x) 
dt*-1 

= 0 (4.25') 

şi condiţiile la limită omogene (4.26'); notînd cu uv această soluţie, 
principiul lui Duhamel afirmă că 

u ,(*, x) = \ v <(t — s, s, x) ds, (4.32) 

unde v = v{t, s, x) este soluţie a ecuaţiei omogene pentru orice 
s > 0, adică 

L«(t, s, x) - ~Pv(t, s, x) - 0, * e R, 
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care verifică, în raport cu x e dDn, condiţiile la limită omogene 
(4.26') şi condiţiile iniţiale 

v(t, s, x) = 0 , . . . , 
( = 0 

d"-av(t,s,x) 
dp-z = 0, 

<=o 

d^^vjt, s, x) 
8P-1 

(=o b, -r*(*,x), (4.25") 

unde b0 este coeficientul derivatei de ordin maxim din expresia 
operatorului diferenţial L definit prin (4.24) iar F este termenul 
liber (factorul perturbator) al ecuaţiei (4.23). Dacă se arată că 
funcţia up definită prin (4.32) verifică toate condiţiile cerute, cu 
aceasta etapa a doua este terminată. Or, derivînd în raport cu para­
metrul t, din (4.32) se deduce succesiv 

du 
~8t 

__ r' dv(t—s, s, x) r H 
Jo 

dt ds + v(t — s, s, x) 
- - $ 

•' 8v{t — s, s, x) 
dt 

ăs, 

deoarece v{t - s, s, x)\s=t = v(0, t, x) = 0, în baza primei condiţii 

d2Up_ _ r« 

dt2 
[' 82v(t-s,s,x)\ăs dv(t - s, s, x) 

s=« 

_ ri dH{t - s, ş, x) -i Si2 ds 

pentru că —-—- = 0, în baza celei de-a doua condiţii 
dt i=s 

(4.25'). Continuînd în acelaşi mod, se deduc egalităţile 
d3Up{t, X) _ r* dsv(t-S,Ş,x) 

dt3 - y ctf3 ds, 

gg-%(f,x) c'F-Mt-»,*,*) 
dt* 

V,x) f 
-1 " )( dtq-l 

ds 
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din care rezultă că pentru t = O se vor verifica condiţiile iniţiale 
(4.25'); derivînd ultima egalitate încă o dată în raport cu t, hăsim 

8qup(t, x) _ rl B"v(t — s, s, x) ffl-i^ _ g> s, X) 

i 
1 dqv{t - s, s, x) 

l » = * 

+ _L^x), 

deoarece, în virtutea ultimei condiţii (4.25"), rezultă 

d'-1(t - s, s, x) = T-F(s,x) 
s=( "o 

-F(t,x). 
s = « 

Calculînd (L — P)uv(t, x), se obţine 

(L - P) up{t, x) = i (L - P) v{t - s, s, x) ds + F{t, x) = F(t, x), 
Jo 

, dmv(t — s, s, x) dmv{t — s, s, x) . ._ _ , „ . deoarece —'—-• = —-—- iar (L — P)r> = 0 şi cum 
a r d(t - s)m 

B este un operator liniar, avem 

Bwj, = B \ v{t — s, s, x) ds = 
\dDn L-Jo J j t e a o » 

f' = V BÎ>(* — s, s, x) 
Jo 

în baza ipotezelor pentru v. 
î n baza consideraţiilor din etapa I, vom avea 

dDn 

ds = 0 
xedDn 

oo 

v(t, s, x) = £ Tf(t, s) vj(x), 
3 = 1 

unde Tf(t, s) este soluţia ecuaţiei diferenţiale 

fc0T<«> + . . . + fc8_i T r + '"(&, - X,) T = 0, 
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care verifică condiţiile iniţiale 

r,(0)=o,T;(O)=O,..., T<»-2>(0)=O,TS»-!)(O) = f-f-^(», *) , *,(x)) = 
l&o / o 

= — \ F(s,x)vj(x)dx 

şi, deci, din (4.32) se deduce o altă formă pentru up : 

up(t, x ) = ^ T | Tf(t - s, s) vj(x) Ids = 

= fj ţ Tf (< - s, s) Vj(x) ds. (4.34) 
3 = 1 Jo 

Etapa a IlI-a determină soluţia (formală) a ecuaţiei (4.23) care 
verifică condiţiile iniţiale (4.25) şi condiţiie la limită omogene (4.26'); 
utilizînd rezultatele deduse în etapele I şi a Ii-a, dacă se notează 
prin U = U(t, x) această soluţie, vom avea 

U = u0 + up, (4.33) 

u0 fiind definit prin (4.31) iar up, prin (4.32). Se verifică uşor 
condiţiile pe care trebuie să le satisfacă U. 

Etapa a IV-a determină soluţia (formală) finală a probemei 
studiate; pentru aceasta este suficient să se indice un procedeu 
prin care soluţia ecuaţiei (4.23) care verifică datele Cauchy (4.25) 
şi condiţiile la limită (4.26) se poate reduce la o problemă echiva­
lentă, dar care se verifice condiţiile la limită omogene (şi deci să 
putem aplica etapa a I lI-a de calcul a soluţiei); or pentru aceasta 
este suficient să se determine o aplicaţie G definită pe \R+xDn, de 
o clasă convenabilă (cel puţin de clasă (7a în raport cu t şi de clasă 
C* în raport cu x) cu proprietatea BG — g. în această ipoteză, cu 
schimbarea de funcţie necunoscută u = U + G, se deduce imediat 
că U va fi obţinută prin metodele etapei a IlI-a, deoarece din ipo­
tezele pentru u, se constată că U va verifica ecuaţia 

(L - P ) U = Z - ( L - P ) ( ? , 
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condiţiile iniţiale 

U = /o 
l(=0 

G — 
t=o 

d^U 
df-1 

Jo t 

J = 0 

dU 
dt 

= /« - ! 

= / l = / l * , . . 
( = 0 

d^G 
dt'-1 

U=o 

•/«*-! 
( =0 

(iar /0*, . . . , /*_i vor fi evident cunoscute) şi condiţiile la limită 
omogene 

BZ7 = Btt - BG = <| - || = 0. 
O b s e r v a ţ i i . 1 . Etapa I poate fi aplicată fără nici o modificare chiar dacă în 

operatorul liniar L se înlocuiesc coeficienţii constanţi b0, bv...,bt prin funcţiile b0(t), 
b^t),. . .,ba(t), definite şi continue pentru t > 0, iar b0(l) =£ 0. 

2. Etapa a Ii-a, denumită principiul lui Duhamel, nu este altceva decît o variantă a 
metodei variaţiei constantelor, utilizată la determinarea soluţiei particulare pentru ecua­
ţiile difereniţiale liniare şi neomogene ; la funcţia up definită prin (4.32') se poate ajunge 
presupunîndu-o de forma 

uP{l, x) •• 

3 = 1 

Tj(t) Vj(x), 

n care funcţiile Tj sînt definite de (4.28') dar cu cx= c^l),..., cQ — xa(l), funcţiile 
Ci(0< • • • >c«(0 determinîndu-se astfel încît să se verifice condiţiile impuse lui uP. Principiul 
lui Duhamel nu este aplicabil dacă fy = *,-(/), j = 0, 1 , . . . , q. 

4.4. Serii trigonometrice şi aplicaţii 

4.4.1. Condiţii la limită periodice 

Vom considera problema determinării funcţiilor şi va-
d2 

lorilor proprii ale operatorului P = , definit pe mulţimea func-
d*2 

ţiilor de clasă 02([a, 6]), b — a < oo, care verifică pentru x = a 
şi x — b condiţiile la limită periodice, adică f(x) = f(b) şi f'(a) = 
= /'(&). Această problemă, după cum vom vedea, are numeroase 
aplicaţii practice importante şi posedă particularitatea că poate 
fi rezolvată pe cale directă, deoarece, scriind ecuaţia care defi­
neşte funcţiile şi valorile proprii Vy — ly, X e R, se obţine ecuaţia 
diferenţială cu coeficienţi constanţi 

y" - x y = o, . 
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care, avînd soluţia generală de forma 

y(x) = e\exp(f \x) + c2 exp (— Y^x), X =£ 0, 

y{x) = otx + o2, X = 0, 

vor fi verificate condiţiile la limită 

y(a) = y(b), y'(a) = y'(b) 
numai dacă 

y{x) = c2, X = 0, 

sau, pentru X •£ 0, dacă se determină cx şi c3 astfel încît să fie satis­
făcut sistemul algebric liniar 

c1[exp(^Xa) — exp(fx&)] + c3[exp( — ]/"x a) — exp (— jAx b)] — 0, 

cx[exp(]AXa) — exp(J/rX&)] + c2[— exp(— Ţ\a) + exp (—J/"X6)] = 0, 

deoarece \ox\ + |c21 > 0 [astfel s-ar obţine soluţia y(x) = 0 care nu 
poate fi funcţie proprie]. Acest sistem va admite soluţii nebanale 
numai dacă determinantul său este nul, adică dacă 

chflAx (6 — a)] = 1; 

or ecuaţia cb t — 1 este echivalentă cu ecuaţia e' = 1 şi cum t poate 
fi şi număr complex [s-a presupus X e R, deci f x e C , iar aici t = 
= (b — a) /x] , vom avea 1 = exp (2Jtari), I t e Z , ceea ce înseamnă 

/•— 4&27T2 

< = (b — a) ]/ X = 2/57ri, adică X = . Eezultă că vor exista 
(& — a)2 

soluţii nebanale ale ecuaţiei y" — ly = 0 care satisfac condiţiile 
la limită periodice y(a) = y(b) şi y'(a) = y'(b) numai dacă 

4u2 

X = Xfc = 7c2, 7c e 2Z, 
(6 - a)2 

ceea ce înseamnă că aceste numere sînt chiar valorile proprii ale 
problemei considerate care formează o mulţime discretă (numărabilă). 
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. „ . ,/•— . 2ftra. 
înlocuind în sistemul care determina pe cx şi c2, y X prin , sau, 

b — a 
ceea ce este acelaşi lucru, punînd în ecuaţia y" — ~ky = 0, X = 

47-2^2 
= , se deduc funcţiile proprii 

(b-af 

y0{x) = c0, fc = 0, 

yM(a>) == c* cos (a? - a) \,yk2{x) = c* sin y ^ - — (® - «) > 

Ti = 1, 2 . . . 
Eezultă, exceptînd valoarea proprie X0 = 0, al cărei ordin de multi­
plicitate este egal cu unu, că valorile proprii X*, h e IN, au ordinul 
de multiplicitate egal cu doi; o proprietate importantă a acestor 
funcţii proprii este proprietatea de ortogonalitate cu pondere p(a?)= 1, 
pe intervalul [a, b], deoarece se verifică uşor că în notaţiile 

r 2fc7t , 
fi(x) = co> fn+i(®) = W<*0 = c* c o s T (® - a) 

L 

/a*(«) = »*«(») = c * s i n yz^ (* _ °M' fce w' 
pentru şirul (/„) din O([o, b]), avem 

(/.»/»)o = ( /.(»)/«(») d a ; = °> d a c ă n 9* m-
•'o 

Presupunînd 

şirul (#„), definit prin 

= 77=^=- , c» = <4 = V — — , fc = 1, 2, . Vfe — a. 1 b — a 

1 IA 2 r 2/CTX , , 1 

9l{x) =-== , g2{x) = V - cos ( » - a ) , 
Yb — a 1 b — a lb — a J 

s^)=fj4ri ^[Tzîi{*~a)\ &€|N' {4-34) 
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va fi ortonormal în C([a, b]); pentru a evita unele dificultăţi legate 
de forma mai complicată a şirului (4.34), se consideră intervalul 
canonic [0, 2TC] sau [—•rc, +i t ] cînd se va obţine şirul ortonormal 
trigonometric clasic 

9i(x) ~ TIT^ ' ffw+it») = 17=-cos (lex), g2k{x) = - = - sin (fcaj), fc e CN-

(4.34") 

4.4.2. Definirea seriilor trigonometrice 

Prin serie trigonometrică se înţelege o serie de forma 

1 °° 
— «o + X (a» c o s nx + «̂ s m n * ) ' (4.35) 
2 n = l 

unde a0, av bv ..., an, &„, . . . sînt numere reale sau complexe, nu­
mite coeficienţii seriei trigonometrice ; din definiţie, rezultă o legătură 
între seria trigonometrică (4.35) şi şirul trigonometric (4.34'), dar 
nu este obligatoriu ca seria trigonometrică să fie seria Fourier ata­
şată şirului trigonometric (4.34'). într-adevăr, în baza celor expuse 
în voi. I, cap. 15, pentru orice şir ortonormal dat într-un spaţiu 
prehilbertian, seria pătratelor coeficienţilor Fourier este neapărat 
convergentă şi de aceea, de exemplu, seriile 

(- cos x + cos 2x-\- . . . 
2 

sin 2% sin 3x sin ix 
_l 1 1_ . . 

In 2 In 3 In 4 
Î 

deşi sînt serii trigonometrice, nu pot fi serii Fourier. în acest mod 
o serie trigonometrică poate fi convergentă (aşa cum este cea a 
doua serie fără ca să fie o serie Fourier. 

Datorită faptului că şirul trigonometric (4.34') este un şir 
ortonormal pe intervalul [—n, +n], cu pondere p{x) = 1, va rezulta 
că o serie trigonometrică va fi o dezvoltare în serie de funcţii orto-
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agonale; notînd cu sn = sn{x), n = 0, 1, 2, .. :, sumele parţiale ale 
seriei (4.35), adică 

1 " 
sn(x) — — ao + S (««; c o s ^X + bk sin leac), (4.35') 

2 k=i 

în baza proprietăţi de ortogonalitate a şirului trigonometric, calcu-
lînd produsele scalare (sn, cos lex) şi (sn, sin 7«aj), găsim 

1 r+n 
ak = — V «„(*) cos 7c;» d# , 7c = 0 , 1 , 2, . . . , n, 

TU J - T C 

(4.36) 
1 r+n 

bk = — V s»(o?) sin 7ca? da?, Ic — 1,2, ..., n. 
TC J - j r 

Dacă în plus şirul (sn) este convergent (în medie sau uniform) către 
funcţia / (continuă sau integrabilă, cu pătratul integral), prin trecere 
l a limită, deoarece sn - > / şi este posibilă trecerea la limită (pentru 
•M -> oo) sub semnul integral, în (4.36) se obţin egalităţile 

1 <•+« 
ak = — \ f(x) cos lex dx, le — 0, 1, 2 , . . . , 

TU J - T t 

(4.36') 
1 r+1i: 

&j. = — \ f(x) sin lex ăx, le = 1, 2, . . . , 

•care arată că în ipotezele făcute pentru / , coeficienţii trigonometrici 
vor coincide cu coeficienţii Fourier ai şirului trigonometric, ceea ce 
face ca o astfel de serie trigonometrică să fie un caz particular de 
serie Fourier, ipoteză valabilă în viitor, ceea ce conduce la verifi­

carea inegalităţii Bessel, care se va scrie 

1 OO 1 - + TC 

•f al + £ (al + bl) < — C f\x) ăx (4.37) 
2 « = 1 TU J_ T C 

ţ în ipoteza c ă / are valori reale iar \ f2(x) ăx < oo • Ipotezele cu­

rente asupra lui / sînt : fie funcţie continuă pe porţiuni în [— n, TU] 
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acest interval poate fi scris ca o reuniune finită de subintervale,, 
în fiecare dintre acestea / fiind continuă şi avînd limitele laterale 
finite) fie netedă pe porţiuni (adică 

8 
[ — 7U, Ti] = | J \X}, X1+1], X0 = — TC, Xa+1 = + TU, 

J'=0 

/ ' fiind continuă în fiecare interval ~\xt, xi+1[ şi avînd, ca ş i / , limite 
finite în punctele x0, xx, . . . , xq+1); deci /admite în ]—TU, + TU[ un 
număr finit de discontinuităţi de tip salt şi în punctele de salt f 
este standardizată, adică ia valorile 

/(*)==-J-[/(»+) +/0" - ) ] , (4-37'> 

unde f(x0 + ) = limf(x), f{x0-) = \imf{x). 
xix0 xtx„ 

Faptul că serie trigonometrică (4.35) are coeficienţii definiţi 
prin intermediul funcţiei / cu ajutorul egalităţilor (4.36') se va scrie 

1 °° 
f(x) a0 + £ (an cos nx + bn sin nx), (4.35")> 

2 M=I 

unde f{x) este definit prin (4.37'); de aici se deduce că deşi iniţial 
f(x) este definită numai pentru x e [—TT, TU], deoarece seria (4.35) 
este construită cu ajutorul unor funcţii periodice cu perioada 
2TC (avem COS[M(» + 2TU)] = cos(nx) şi sin[w(a? + 2TU)] = sin(nx),, 
oo e [R), este normal să se presupună / definită prin periodicitate, cm 
perioada 2TU, pe toată mulţimea R, punîndu-se 

f(x) = f(x + 2/CTC), —TU < x < TU, le e'Z, 

dacă / : [R -> [R este prelungirea prin periodicitate, cu perioada 2TU,, 
a funcţiei / . 

O proprietate importantă a funcţiilor periodice cu perioada. 
2TU este dată de egalitatea 

/•o + In -271 
• \ f(x) ăx = \ f{x) ăx, ae\R, (4.38). 

Ja Jo 
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care se deduce scriind 

S
0 + 2U . 0 -271 -B + 27T 

f(x) dx = V f(x) dx + \ f(x) ăx + 1 /(a?) da?, 
a Jfl Jo J2Tt 

•efectuînd schimbarea de variabilă x = < -f 2 rân ultima integrală 
,şi ţinînd seama de periodicitatea, cu perioadă 2n a funcţiei / . 

Din (4.38), pentru a = —-K, se obţine 

S2TC J. + TC 

/(a?) da? == \ f(x) dx, 
0 J -T t 

ceea ce arată că în formulele (4.36') integralele pot fi calculate şi 
pe intervalul [0, 2TC] sau pe orice alt interval de lungime 2-K. 

O formă mai simetrică a seriilor trigonometrice este forma 
complexă a acestora care se obţine înlocuind funcţiile sinus şi cosi­
nus prin formulele lui Euler ; astfel : 

1 °° 
— ao + £ (an c o s nx + bn

 s m nx) = 

2 „=,1 

1 1 oo oo 

«3 ^ » = 1 «=-00 

notîndu-se 

c0 = — ®o, en = — (»» ~ ty.)» <>_„ = -—(«„ + i&„). 
2 2 5̂ 

Dacă se au în vedere egalităţile (4.36'), găsim 

1 1 r+7t 

c„ = ~ (an — i6„) = \ /(<) (cos nt—i sin ni) d< = 
2 27T J-jt 

2TC J - I C 

c_ s= i - (a. + ibn) = i - f */(*) «'"dt, c0 = •^-(+"/(<) d«, 
2 2TC J_Tt 2TC J_TT 
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care arată că este suficient să definim doar coeficientul cn, n e 2Z, 
prin 

o, = — C"/(<) cis ( - nt) d i ; (4.39) 

seria trigonometrică, sub formă complexă, ataşată lui /, va fi 

+ 00 + 0O 

f(x) ~ £ cK cis (na?) - X c.*1"*, (4.39') 

fiind deci o serie bilaterală. Eeciproc, dacă cn din (4.39') sînt definiţi 
cu ajutorul formulelor (4.39), atunci din (4.39') se deduce seria (4.39). 

î n calculul coeficienţilor unei serii triginometrice pot interveni 
simplificări, dacă / este funcţie pară sau impară; astfel, dacă f{ — x) = 
=» f{x), x e [—7t, + TC[, deci dacă / este o funcţie pară, ţinînd sea­
ma de paritatea, respectiv imparitatea funcţiilor cos şi sin, din (4.36') 
se obţin : 

1 r+n 2 rK 

an = — V f(t) cos nt dt = — V f(t) cos nt dt, n = 0 ,1 , 2 , . . . , 

1 f + K 

bn — —V /(<) sin nt dt = O, n — 1,2,..., 
7t J_tr 

iar seria trigonometrică (4.35) nu va conţine nici o funcţie sin nx : 

1 oo 2 r" 
/(a?) ~ — a0 + 5 J an cos wa?, a? e [O, TU [, an = -—V f(x) cos «a; da;. 

(4.40) 

Dacă însă / este funcţie impară, deci f(—x) = —/(a;), a; e [—TC, TC], 
se deduce 

OO O *TU 

/(*) ~ Yi n̂ s m na;7 e [O, 7t [, b„ = — V /(a?) sin na; dx. (4.40') 
K = l TC Jo 

Pînă acum, vorbind despre seriile trigonometrice, s-au presupus 
funcţiile definite pe intervalul [—TC, +TC[ şi prelungite apoi la întreg 
CR, prin periodicizare cu perioada 2TC ; acest interval, sau orice alt 
interval de lungime 2TC (frecvent se utilizează intervalul [O, 2it[) poate 
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fi considerat un interval canonic. Toate consideraţiile anterioare se 
pot repeta pent ru orice alt interval [a, 6] de lungime f ini tă; ne con­
vingem de aceasta cu ajutorul schimbării de variabilă t = x 

b—a 
X (2x— a—b), care aplică, bijectiv, intervalul [a, b] pe intervalul 
[—TC, TC]. Pract ic însă, cel mai convenabil este să se lucreze cu 
intervalul de forma [—l, +1] care are avantajul că este simetric 
faţă de x = 0 {l > 0) 

Efectuînd schimbarea de variabilă t = — x, se poate defini 
funcţia g as tfel : 

m=f(^j = 9(t) = g(~^ 

cu — TC < t < Tc, dacă —• l <a?< + Z, şi, prin urmare, 

1 °° 
g(t) a0 + £ (o„ cos nt + bn sin ni), t e [ — TT, + TC[, (4.41) 

unde 

1 r+re 1 r+7t 

an = — V g{t) ao&btăt, bn = •—V #(Z) sin » / d i ; (4.42) 
TC J-7T TC J_7i 

revenind la variabila x, în locul seriei trigonometrice (4.41) apare seria 

9\~TX) =f(as)~-ra° + S a»cos[-~<»J +*» sin/-—-«II 

a. e [ _ Z, + Z [ , (4.41') 

ai cărei coeficienţi se calculează cu ajutorul lui / , prin 

an — — f f(x) cos / x I dx, ba — — t f(x) sin I x j da;, (4.42') 

după cum ne convingem imediat scriind — a; în loc de t în integralele 
(4.42). 
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Pr in analogie, forma complexă a dezvoltării (4.41') va fi 

f{x) ~ Yi °n cis f ~- xJ, on = — C /(a?) cis / -—• x J da;, » e Z , 

(4.43) 

iar dezvoltările trigonometrice de funcţii cosinus vor avea forma 

1 °° {ntz \ 
f(x) ~ — «0 + £ an cos -— a? j , ® e [0,1], 

a„ — — \ f(x) cos J x j da?, n = 0 , 1 , . . . (4.43') 

pe cînd dezvoltările în funcţii sinus vor fi 

/(a?) ~ £ fc„ sin ţ - y - a? j , a? 6 [0, Z], 

K = —( /(«O sin ( — a?] da?, n £ tN- (4.43") 

4.4.3. Convergenţa seriilor trigonometrice în intervalul [—TC, +TC] . 

Utilizînd teorema lui Weierstrass de aproximare uniformă 
a funcţiilor continue pe [—TC, +TC] prin polinoame trigonometrice, 
înţelegînd prin polinom trigonometric de grad n funcţia 

n 
tn(x) = a0 + 2 (otj cos jx + $j sin ja?), | a„| + | p„| > 0, 

3 = 1 

pent ru orice s > 0 se poate determina N = N( e) e [N astfel încît 

|/(a?) — £„(a?) | < s, a? 6 [— TC, TC], n > IN. 

Dacă / 6 0( [— TC, TC]), se deduce imediat că şirul (sn) al sumelor par­
ţiale ale seriei trigonometrice (4.35) converge către / . în t r -adevăr , 
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deoarece 

I I / -* . II? = (+" \m~sn(x) |2 da? « p \f(x)-tn(x) \» dx 

(folosind faptul că eroarea medie pătratică este minimă cînd 
a., — a} şi (3., = bj), se deduce 

\\f-sn\\0<W^s, n>N(z). 
Pe de altă parte, notînd cu 0*([—n, + 7c]) mulţimea funcţiilor 
continue pe porţiuni pe intervalul [—TC, TC], un alt rezultat din teoria 
aproximării afirmă că d a c ă / e 0* ([—7t, 7c]) va exista/j e 0([—7c, 7c] 
astfel încît | | / — fx ||0 < s, ceea ce înseamnă că dacă / este continuă 
pe porţiuni pe intervalul [—TC, TC], seria trigonometrică corespunză­
toare va converge în medie către / (deoarece 

H/-«.llo < H/-/illo + ll/i-*„llo < H/-/1II0 + Wfi-'PHo, 

unde (si,1') este şirul sumelor parţiale pentru /,, ceea ce arată că 
| | / - « , | | o < e , n >JV). 

Aşadar, o serie trigonomeetrică converge în norma din spaţiu) 
prehilbertian H = O* ([—TC, + TC]), deci 

1 °° 
/(a;) = — a0 + £ (a„ cos na? + &„ sin wa?), (4.44) 

înţelegînd prin aceasta faptul că pentru orice s > O, se poate de­
termina N = JV(s) e R+, astfel încît 

[ 1 " I I I 

— ao + 5J (a* c o s ^ + ** s m ^a?) < £ 
2 *=i Jll 

îndată ce n > N ; aici ||/|| = K(/,/)o iar (/, 0)o = ( "/(») 00») da?. 
J —TT 

Deoarece spaţiul C*([— TC, 71]) este dens în spaţiul Hilbert 
I'zil—™, "]), se deduce convergenţa în medie către feL2 a seriei 
trigonometrice corespunzătoare; în plus, este valabilă şi egalitatea 
lui Parseval 

1 °° 1 r+" 
— al + t («* + *2*) = — \ /*(*)da?- (4-44') 
2 A=l TC J - n 
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Următorul rezultat se referă la convergenţa uniformă a seriilor 
trigonometrice : 

Teorema 4.3. Dacă seria numerică 

00 

£(KI + \K (4.45) 
M = l 

esie convergentă, atunci seria trigonometrică (4.44) «a fi uniform conţ-
vergentă în intervalul [—TC, TC] căire / . 
r Notînd cu (S„)»SIN şirul sumelor parţiale corespunzătoare seriei 
(4.44) 

1 * 
*»(#) = — «o + S (a* c o s fca; + &* s i n & ^ ' (4.45') 

2 s=i 
pentru m > n, se deduce 

!*«(«) — *»(*) I = £ (Oi cos /ca? + ft* sin /ca?) < 5] ( 1 ^ |cos/ca? | + 
* = » + 1 

+ \bk\ | sin/ca?|)< £ (\ak\ + \bk\); 

dacă se notează prin an sumele parţiale ale seriei (4.45), avem 

°m - Gn = S ( K I + I 6*1 )l m > n, 

şi în baza convergenţei seriei (4.45), pentru orice e > O, se găseşte 
JV" =N{z), astfel încît CT„- <rm<edacă m> n > J7.De aici se deduce 
că pentru orice a? e [—TC, +TC] 

| sm{x) — s„(x) I < s, dacă m > w. > N, 

adică şirul (s„(a?))„6[N este uniform convergent, deci 

lim sn(x) =/(a?). 
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Teorema 4.3 nu este aplicabilă decît dacă se cunosc coeficienţii 
trigonometrici an şi bn ai funcţiei / care se dezvoltă în serie Fourier; 
din inegalitatea lui Bessel nu se deduce convengenţa seriei (4.45) ci a 

oo 

seriei £j (a% + bl) şi de aceea trebuie găsite criterii de convergenţă 
uniformă care să nu facă apel la coeficienţii dezvoltării Fourier ci la 
proprietăţile lui /, lucru ce va fi realizat mai tîrziu. 

Vom presupune / e C*{ [—TC, TC]) iar în punctele de salt / este stan­
dardizată, deci dacă x e ]— TI, + TC[ este un punct de salt pentru 
/, prin definiţie 

f(x) = ^-[f(x+)+f(x~)l (4-46) 

Utilizînd egalităţile (4.36') care definesc coeficienţii trigonometrici 
an şi bn, suma parţială sn(x) va putea fi scrisă sub o formă integrală 
simplă şi anume 

s,(x) = —C lf(x+t) +f(x-t)] ®,{t) dt, (4,47) 
TC Jo 

unde 3>n este nucleul lui Dirichlet definit prin 

sin 
•1 n 

@n(x) = — + S C0S ]CX 

2 *-J 2 sin — 
-, a?e [—TC,+TC]. 

(4.47') 

înainte de a deduce egalitatea (4.47), vom stabili cîteva proprietăţi 
al nucleului lui Dirichlet. 

Teorema 4.4. Funcţia 3in definită prin (4.47') este o funcţie pară, 
periodică, cu perioada 2TC, definită pe tR, verificînd 

f ®,{x) ăx=jp3n{x) dx=~- (4.47") 

r~ Deoarece 3)n este o sumă de cosinusuri, care sînt funcţii pare, 
periodice cu perioada 2TC, 3>n are aceleaşi proprietăţi, ultima egali-
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ţaţe> din (4.47') obţinîndu-se fie prin însumare (utilizînd formulele 
l i n c î i l m i n d U C ţ i e ; egalitatea (4.47") se obţine direct 

Trecînd la egalitatea (4.47) şi folosind formulele (4.36') -pentru 
coeficienţi, avem ' v 

1 n 
sn(x) = — + £ (ak cos Tix + bk sin Tex) = 

__ 1 f + ™ f 1 « -1 

= 7 ) _ / ( i ) U + , Ş 1
C ° S S ; ( i 5 ~ a ? ) d i = "^$ f(t)®n(t-x)ăt; 

cu schimbarea de variabilă * - » -> «, utilizînd periodicitatea produsu­
lui / • a?„, se obţine 

sn(x) = i f " /(«+») 9n{t) dt = ±-Cnf{t+x) 9n{t) dt = 
~ J - T C - * TC J _ 7 t 

= — ( /(* + a>) #„(*) di + ~ Cf(t + -r) 9%{t) dt, 

iar (4.47) se va obţine prin transformarea t-+-tîn prima integrală 
difer nt permite transcrierea sub formă integrală a 

»»(») - / ( « ) =sn(x) - ~ [f{x+) +f(x~)], 

dacă se foloseşte (4.47"); vom avea pentru x e [—TT, TT]. 

s«(x) - f(x) = — f [ /(»+*)+/(»-<)] 0„(f) d « -
TC Jo 

- — U(x+)+f(x~)] C®n(t) dt = 
^ Jo 

= — c [/(«+o -/(»+)] .̂(*) d< + 
TC Jo 

TC Jo 

251 



Teorema 4.5. Bacă / : R - R este netedă pe porţiuni, periodica 
cu perioada 2 TT si standardizată, atunci seria trigonometrica (4.d5), 
(n care coeficienţii sînt definiţi prin (4.35), converge către f(x) 
în orice punct xe R. 
p Este suficient să arătăm că pentru orice xe R, »„(#) — J W - > 
-» cînd w-»oo ; or deoarece 

8.(x) - /(») = — C [/(*+*) - /(» + )] ^»(*)dt + 
TC Jo 

notînd 
^ = LC [f(x+t)-f(x + )] ®n(t) dt, 

iz Jo 

\{x) = — C [f(x-t) - f(x-)] ®n(t) di, 
7C Jo 

va fi suficient să arătăm că g, şi hn tind la zero cînd n -> oo. 
Avem 

1 r»/(a?+*) -f(x + ] 
TU J o 

i r r [/(g+t) - /(g+) 

2 sin — 
A 

71 Jo L 2 sin i 

sin 

cos 

.(•+i)< ăt = 

sin (« 
2 J 

<)d< + 

+ 71 Jo 

ftx+t)-f(x + ) cos (nt) dt 

şi deci gn în punctul a; poate fi considerat ca fiind suma a doi coe­
ficienţi Fourier : unul obţinut prin dezvoltarea în serie de sinusuri 
a funcţiei , /( ; r+ f)~"^a ; + ) C 0 S A j a r celălalt provine din dezvol-

A • t 2 
4 sm — 
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tarea în serie de cosinusuri a funcţiei '—J ' • cum ambele 

aceste funcţii sînt netede pe porţiuni, exceptînd eventual prima» 
funcţie pentru t = 0, inegalitatea lui Bessel asigură convergenţa la» 
zero a acestor coeficienţi (într-o serie convergentă termenul general 
tinde la zero). Dacă / = 0, regula lui l'Hospital arată că 

f(x+t) -f(x+) cQg t 

4 sm — * 
2 

1 fi 
= f (x-

(=o+ 2 

deci funcţia va fi netedă pe porţiuni pentru orice t. Pentru demon­
straţia faptului că hn(x) -> 0, cînd n —>• oo, se utilizează aceeaşi 
argumentaţie. _J 

Aşadar, in cazul funcţiei f(x) = 0, — rr <x < 0, f(x)~l, 0^X<K în baza acestei» 
teoreme, seria Fourier trigonometrică 

1 2 °° 1 
T + - S — - sin [(2/c - l)z] 
2 TC î ţ i 2k+t 

va converge către zero in fiecare punct xe ] — n, 0[ + 2jn,je7L, către unu în fiecare punct: 

x e ] 0, TI [ + 2/ TU, j e TL, şi va converge către — dacă x = jn, j e Z. 

Teorema 4.5 constituie un criteriu practic eficace în studiul con­
vergenţei seriilor trigonometrice iar demonstraţia ei s-a bazat p& 
convergenţa către zero a coeficienţilor an şi bn ; de aceea comportarea, 
acestor coeficienţi prezintă o importanţă deosebită. Va fi valabilă 

Teorema 4.6. a) (Lema Eiemann-Lebesgue). Dacă \f\ este integra­
bil în intervalul [—iz, +TC], atunci an -> 0, bn -> 0 cînd n -> oo ; 

b) dacă f este netedă pe porţiuni în [—7C, +TC], atunci \an\ < — » 

Jf 
| &„ | < — > cu Jf independent de n ; 

n 
c) dacăfe <7S~2([—TC, +TC]) iar fs'1) este netedă pe porţiuni, atunci 

M M 
\an\ < — ' I&«I < — » , CM Jf independent de n. 

ns ns 

|~ a) Fie m număr real pozitiv şi fie/m : [—7t, +TC] -> R, 

* {X\ _ J/0») pentru |/(aj)| < m, 
] 0 pentru |/(a?) | > m, 
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î n baza proprietăţilor integralelor improprii, pentru orice s > 0, se 
poate determina m suficient de mare, astfel încît 

< — • 2s, 
TC 

\ \f(a) -fm{x)\ăx < e. 
J—n 

Utilizînd definiţia lui an, se poate scrie 

1«»I < —- \ I /(*) — /«.(*) I da? H V fm(x) cos mx ăx 
TC J — TC *C [ • ' — 7Z 

deoarece, funcţia / fiind mărginită, avem 

\ fl{x) ăx = V |/Ja?) | • | fm(x) | da? «S 
J — K J — TC 

|/m(a?) | da? < m \ \f(x) | da? < oo 
— TC J-TC 

şi deci inegalitatea lui Bessel asigură convergenţa la zero a coeficien­
ţilor seriei trigonometrice pentru fm. Un raţionament analog va fi 
valabil pentru coeficienţii bn. 

b) Dacă —7t = a?0<a?1< . . . < xp= + n sînt punctele de salt ale 
lui /, scriind 

an — —\ /(a?) cos (ma?) da? = — JŢj \ /(a?) cos (nx) ăx 
TC J _ T C TC 3=1 ixj 

şi integrînd prin părţi, se deduce 

an = — V! —/(a?) sin (na?) | V /'(a?) sin («a?) da? 

şi cum funcţiile / şi / ' sînt mărginite, inegalităţile în cauză sînt 
justificate. 
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c) se deduce iterînd demonstraţia de la punctul b. _ r 
Teorema 4.8 (criteriul lui Dini). Dacă f este standardizată, perio­

dică cu perioada 2TC şi astfel încît 
+n\f(x+t)-f(x+) S -f-JI 

— 71 

ăt < OO • c *\f{x-t)-f(x-) 
t 

ăt<oo, (4.48) 

deci integralele respective sînt finite pentru a? e ER, atunci seria trigono­
metrică converge către f(x). 
f Demonstraţia se bazează pe punctul a) al teoremei 4.6 şi pe 
demonstraţia teoremei 4.5, arătând că funcţiile gn şi lin tind la zero ; 
or, deoarece 

t_ 
f(x + t)-f(x + ) t _ f(x+t)~ f{x+) C0S "2 

C 0 S — —- » 
± 2 « „•„ t sin sm 

ţinînd seamă de mărginirea funcţiei în baza ipotezelor 
sm 

(4.48) şi a lemei Eiemann-Liebesgue, se deduce gn -» 0. J 
Condiţiile lui Dini (4.48) sînt dificil de verificat; or se vede că dacă /'are derivată 

mărginită, deoarece 

ăt<2n\\n\\ , 

acestea vor fi verificate. De asemenea (4.48) sînt verificate dacă f este holderiană, adică 

\f(x,) - f(x„) | < H\ xx-Xz\«, 0 < a < 1, H > 0 , 

pentru orice xv x2 e [ — 71,71], deoarece 

| \f(x + t)-f(x+) • 
< # |if I™—! 

i a r l U I " - 1 

J — -K 
ăt < 00, dacă a > 0. 

4.4.4. Derivarea şi integrarea termen cu termen a seriilor 
trigonometrice 
O importanţă practică specială prezintă posibilitatea 

derivării sau a integrării termen cu termen a seriilor trigonometrice 
şi vom demonstra două rezultate în acest sens. 
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Teorema 4.8. Bacă f este continuă şi periodică cu perioada 2TU 
iar f este netedă pe porţiuni şi standardizată, atunci : 

a) seria obţinută prin derivare termen cu termen a seriei trigonome­
trice pentru f converge către f'(x) în orice punct x e [R ; 

b) seria trigonometrică pentru f converge uniform în orice subinter-
•văl din \R. 
f~ a) Dacă scriem 

1 °° 
f{x) = — a'0 + £ («'» cos nx + b'n sin nou), (4.49) 

2 »=i 

teorema 4.5 asigură convergenţa către f(x), în orice punct x e R, 
a acestei serii; dacă x0, xlf..., xv sînt punctele de salt pentru / ' , 
— TU = x0 < x± < . . . < xv = TU, avem : 

aj = ~- Cf'{x) ăx = - [/(TU) - / ( - TU)] - 0, 
TU J-n TU 

«; = — \ f(x) cos wa; da = — £ ^ /'(<») cos «a? da; = 
TU J_Tt TU 3 = 1 «a:j 

= — *£ [/('Tm) cos («a?m) — f(Xj) cos («a;,)] + 
TU 3 = 1 

+ — 5J \ / (^ s i n nx Ax = — \ f ^ s m nx = *' 
VU j = o ' z j TU J _ n 

ow = —~ n an, 

dacă se ţine seama de continuitatea lui /. Aşadar, din (4.49) se 
deduce 

f(x) — £ (nbn cos, nx—nanmxnx) = 

( 1 V °° 
— «o I + £ K cos wa; + &n sin na>), 
2 / »=i 
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adică seria trigonometrică pentru / ' se va obţine din seria trigono­
metrică pentru / prin derivare termen cu termen. 

b) Utilizînd punctul c) din teorema 4.6, avem | an | < — » 
n2 

M °° 1 
\K\ < — ' ceea ce înseamnă că seria convergentă 2Jf V — va fi 

n" „fi n2 

o serie majorantă pentru seria 
co 
£ («« cos nx + bn sin nx), 

n=i 

ceea ce antrenează uniform convergenţa acestei serii. _J 

De exemplu, deoarece seria trigonometrică pentru f(x) — x", xe [ — TC, TC[, va f 

, TI2 » (-1)" 
x- = f- 4 > cos nx, 

3 «fi «2 

prin derivare termen cu termen se va obţine seria trigonometrică pentru /"(x) = 2x, 
— 7T < x < - ; se deduce 

» (-1)»-* . 
x — 2 V sm nx. 

Teorema 4.8 poate fi utilizată pentru obţinerea unor informaţii 
în legătură cu integrarea termen cu termen a seriilor trigonometrice ; 
în primul rînd, se observă că dacă a0 =£ 0, integrînd termen cu ter­
men o serie trigonometrică, se obţine o serie care nu este trigonome­
trică, datorită termenului a0x. De aceea, vom presupune a0 = 0 
iar dacă a0 i= 0, vom considera funcţia f(x) —- - a0 în locul lui / . 

Teorema 4.9. Bacă f este netedă pe porţiuni, periodică cu perioada 
2TU şi astfel încît V f(x) da? — 0, atunci seria trigonometrică a funcţiei 

J — 71 
F : \R —*• \R, definită prin 

F(oo) = \ f(t) dt = ~A0 + £ (An cos nx + Bn sin nx), 
J-TC Jt „ = 1 
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se obţine integrind termen cu termen seria trigonometrică pentru f, 
exceptând termenul constant A0 care este dat prin 

1 c+n 
— A0= — \ xj{x) ăx. 

TU J_Tt 

r Ipotezele teoremei 4.8 pentru F se verifică. De exemplu, condi-
ţia de periodicitate, cu perioada 2 TT, se obţine din \ f(x) ăx = 0 : 

F(x+2*)=\ f(t)dt = \ f(t)dt+{ f(t)dt = 

= r " / ( « ) &=r /(s) d « , « = « - 27t. 

Deci dezvoltarea Fourier pentru / se obţine derivînd termen cu 
termen seria trigonometrică pentru F (deoarece F' = / ) . Pentru a găsi 
coeficientul A0, avem (efectuînd inversarea ordinii de integrare) 

Â° - 7 1 [$!> d'] d* - 7 C [f/W **] * = 

=* ~ J K dx J/(*) di = — ţ (TC - t) /(<) d* = 

= (' *f(t) d« - -1- C t /(«) d* = ~ i (+* ţf(«) d*. J 

De exemplu, dacă /'se obţine prin periodicizarea şi standardizarea funcţiei 

— 1 pentru — « < i < 0, 
/(a-) 

. + 1 pentru 0 < x < TT, 
se constată uşor câ 

f ' 
•> — J t 

deoarece f este funcţie impară iar - \ f(x) sin nx tix = — [ l - - ( - l ) » ] , seriu trigino-
n J0 nit 
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metrică pentru /"va fi 

f (*)=-S-^—sin[(2/<- l )s ] . 

Cu ajutorul teoremei 4.9, se obţine, integrind termen cu termen, seria trigonometrică 
pentru funcţia — TC + \X\ : 

1 4 °° 1 
_ „ + | x | = 7 W - - ^ ( a f c _ 1 ) 1 cos [(2/c - 1 )x]. 

Din această dezvoltare in serie se obţine imediat scria trigonometrică pentru |x| . 

4.5. Seriile trigonometrice şi integrarea ecuaţiilor 

4.5.1. Soluţii periodiee pentru ecuajii diferenţiale 

Fie 
y" + ay' + by = f(x), a, 6 e R, (4.50) 

o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi în care terme­
nul liber este o funcţie periodică, avînd perioada 2TU ; ne intere­
sează posibilitatea existenţei unei soluţii periodice, cu perioada 2TT 
a acestei ecuaţii. Pentru aceasta, să presupunem soluţia y scrisă 
sub forma 

+ 0O 

» ( * ) = S on^, (4.51) 
«=*=—00 

în care c„ e <£ trebuie determinaţi astfel încît să se verifice ecuaţia 
(4.50); funcţia y din (4.51) va fi periodică, cu perioada 2 TC şi seria se 
transformă într-o serie trigonometrică reală dacă 

C-n = «V (4-51') 

Presupunînd y" e (J*, se obţin y' şi y" prin derivare termen 
cu termen (prin aplicarea succesivă a teoremei 4.6) : 

y ' = £ inc.e1", y" = £ ( m ) 2 ^ 1 ' 
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iar prin înlocuire în (4.50) se obţine egalitatea 

" l -CO ' • 

£ c,[(»)! + ( .W+5]e i B =/ (4 
M=i —OO 

care a ra tă că dacă notăm cu p(r) — r2 +ar + & polinomul caracteris­
tic al ecuaţiei (4.50), coeficienţii dezvoltării în serie trigonometrică 

X\ c»eIwa;a funcţiei / , trebuie să fie egali, pentru orice w e 2 , cu 
w = — oo 

c; = o.[(i»)2 + a(in) + 6]. (4,51") 
Cum c'„ sînt cunoscuţi 

o; = ~C+00/(<)e-,«'d<, «eZ, 
2TC J_OO 

avem posibilitatea determinării coeficienţilor o„ ai soluţiei (4.51) : 

> ne7L,c-n~~=cn, (4.51"') cM = (in)2 -4- a(in) + b 

evident, în ipoteza p(in) =£ 0, « e j . Aşadar, soluţia căutată , dacă. 
există, va avea forma 

y{x) <•» 

> P(in] 
1 r+°° 

e~intdt. (4,52) 

Aşadar, problema pusă va admite soluţii şi acestea vor avea 
forma (4.52), dacă p(in) ^0, ra e 2Z ; este uşor de verificat conver­
genţa seriei (4,52) în ipoteza absolut convergenţei seriei trigonometrice 
p e n t r u / . într-adevăr , cump(0) ş6 0, se poate presupune \p(0) | > c > 0 
iar deoarece p(r) — r2 -\-ar -f- & este u n polinom de gradul doi, pentru 
n = 0 să avem \p(in)\ ^ c\n\2. Va rezulta 

p(in) era2 ra= ± 1 , ± 2 , . . 

-r w -l- oo -1-00 

şi deci seriile ^ c'n, £ «o;, £ M
2

C; g î n t a b s o m t COnvergente, ceea 
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ce antrenează posibilitatea derivării termen cu termen a seriei 
(4.51). 

Pr in urmare, dacă funcţia / , periodică cu perioada 2 w, are coefi-
+ co 

cienţii Fourier e'n, n e "ZL, astfel încît seria V c'„ este absolut eonver-
— oo 

gentă (ceea ce se întîmplă dacă / este continuă şi netedă pe porţiuni), 
atunci dacă — n2 -4- i«w* + b =£ 0, n e 2Z, ecuaţia diferenţială (4.50) 
admite o singură soluţie periodică, avînd perioada 2TT. 

Dacă existenţa soluţiei este confirmată prin seria (4.52), unici­
ta tea acesteia se justifică, presupunînd existenţa a două soluţii 
periodice yx şi y2 ale ecuaţiei (4.50); atunci diferenţa y = yx—y% va 
verifica ecuaţia omogenă y"+ay'-{-by = 0 . Cum soluţiile nenule ale 
acestei ecuaţii sînt periodice numai dacă sînt de forma sin kx, cos ks, 
deci numai dacă ecuaţia caracteristică r 2 - fa r - | -&=0 admite soluţii 
de forma r — ik, k e 2» k ^ 0, ceea ce este exclus prin ipoteză, rămîne 
ca singură soluţie periodică y(x) = 0, x e 0, x e [—TC, +TCL deci 
?/i(#) =2/2(^)5 * ' e [—TC> + w]. Dacă însă y(ifc) = 0, fc0 6 2 , atunci 
din (4.51") se deduce e'kt = 0 şi deci va exista o soluţie periodică, cu 
perioada 2 it, a ecuaţiei (4.50) dacă şi numai dacă l f(x)e~lkxăx=Q, 

* - 7t 

pentru kQ e.Z, verificînd ecuaţia — k 2 + i « fc + b — 0 ; cu alte cuvinte, 
termenul liber / nu poate fi arbitrar iar dacă / verifică aceste condiţii, 
care se mai pot scrie şi sub forma 

S
+Tt . + 71 .. 

f(x) cos fca? diP = 0, \ f(x) sin kx dx = 0, 
— 71 J — TC 

deci sînt condiţii de ortogonalitate pe soluţiile ecuaţiei omogene 
corespunzătoare ecuaţiei (4.50), soluţia (4.52) va fi periodică, avînd 
perioada egală cu 2TC, dar nu va fi unic determinată [deoarece, din 
(4.51") se deduce cktt a rb i t rar ] . 

Aceleaşi consideraţii sînt valabile şi pentru ecuaţia liniară cu 
coeficienţi constanţi de ordinul m > 2 : 

a0ylm) + a1y(m~1) + . . . + am^y' + amy = f(x), 

dacă / este periodică, avînd perioada 2 TC, continuă şi netedă pe 
porţiuni, cu condiţia să presupunem polinomul p din calculele ante­
rioare înlocuit prin polinomul caracteristic corespunzător. 

p(r) = a0 rm + ax rm-* + . . . + am-x r + am. 
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4.5.2. Probleme mixte pentru ecuaţia căldurii 

TJna din ecuaţiile fundamentale ale practicii este ecuaţia cu derivate parţiale 

du 
dt 

dhi 
dx2 + F(t, x), a e R, (4.53) 

cunoscută sub numele de ecuaţia căldurii, deoarece apare în studiul 
conductibilităţii termice precum şi în alte procese de difuzie; de 
exemplu, dacă se consideră o bază metalică omogenă avînd lungimea 
Z, a cărei suprafaţă laterală este izolată termic, şi dacă se notează 
u — u(t,x), t> 0, 0 < x «s l, temperatura barei la momentul t 
în secţiunea de abscisă x (presupunînd axa Ox astfel dispusă încît un 
capăt al barei este plasat în origine iar celălalt are abscisa x =1), atunci 
u verifică ecuaţia (4.53). Constanta a1 se numeşte difusivitate termică 
a barei în cauză şi depinde numai de materialul din care/este alcătuită 
bara iar termenul liber (sau factorul perturbator) F ~F(t, x), t> 0, 
O =s£ x < l, apare numai dacă în bară există surse de căldură (sau de 
răcire). 

Din punct de vedere matematic, ne interesează soluţia ecuaţiei 
cu derivate parţiale (4.53); este însă evident, că nu avem nevoie de 
orice soluţie a acestei ecuaţii, ci numai de soluţia care va corespunde 
fenomenul fizic care conduce la ecuaţia în cauză. Orice fenomen de 
propagare a căldurii într-o bară pretinde însă să ştim ce se întâmplă 
în bară atît la momentul iniţial (care este t =0) cît şi la capetele x = 0 
şi x — l ale barei; dacă f(x), 0 ^ x < l, este temperatura iniţială a 
barei iar gt{t) şi g2(t) sînt temperaturile barei la cele două capete 
(x—0, respectiv x=l), ecuaţiei (4.53) vor trebui ataşate condiţiile 
suplimentare 

u(t, x) î - 0 u{0, X) = / (#) , (4.54) 

U(t, X) \X=Q = U(t, 0) = gt(t) 

u(t, x) \x=l = u(t, l) = gz(t) 
U t^O- (4.55) 

Prin urmare, va trebui să rezolvăm următoarea, problemă : să 
găsim acea soluţie a ecuaţiei (4.53) care verifică în plus condiţiile 
suplimentare (4.54) şi (4.55); această problemă se numeşte prima 
problemă mixtă pentru ecuaţia căldurii. 

262 

Vom considera şi relaţiile omogene corespunzătoare lui (4.55), 
(4.54), şi (4.55) : 

l± = a2llu.., (4.53') 
dt dx2 

u(t,x)\t=0= 0, (4.54') 

u(t, x) l^o = 0 
(4.55') 

u(t, x) \x=l = 0 
Comparînd cu metoda generală expusă în 4.3, se deduce 

3 ii d^it 
IM = » Fu — ——t u — u(t, x), BM = [u(t, 0), u(t, l)f 

dt dx'1 

iar soluţia căutată va fi complet determinată dacă se găsesc funcţiile 
şi valorile proprii pentru problema la limită 

V - X t f = 0 , - » ( 0 ) = 0 , <!>(*) = 0; 

or calcule complet asemănătoare celor din 4.4.1 arată că valorile 
proprii sînt 

\ = ~ T - , '«GIN, 
ll 

iar funcţiile proprii (nenormate) vor fi 

%(x) = sin I x\t feelN. 

Prin urmare, soluţia ecuaţiei căldurii omogene (4.53') va fi 

u0(t, x). = Yi ffl*e- ia sini *•}, (4.56) 

deoarece ecuaţia diferenţială LT— \.T=0 fiind T'-\ T—0, 
l2 

( a2_27,2 \ 
M, fc e IN, ak• e ER ; 
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-£/(!•) sin ( - y - e j d l ; , k e DM. 

şirul de constante (%.) se determină cu ajutorul condiţiei iniţiale 
(4.54), adică din egalitatea 

oo / Iţy. \ 
£ %• sin I —a?) = / (» ) , a? e [0, Z]. 

Deoarece / este definită pentru x e [0, Z], utilizînd teoria seriilor tri­
gonometrice, prelungind prin imparitate această funcţie (deci presu-
punînd /:[—Z, -f Z] -» DR, /( — x) — — fix), xe [0, Z]), rezultă 

2 
«,. = — 

Z 
Introducînd aceşti coeficienţi în expresia lui ?i0 şi notînd 

#(Z, a?, ?) = — £ exp I — t 1 sin I —x 1 sin I - - ? ), (4.57) 

se obţine expresia sub formă integrală pentru această soluţie : 

«o(t,ff) = ţ W , x, l) fii) dl. . (4.56') 
Funcţia : G : [0, + oo[ X [0, Z] X [0, Z] -* tR definită prin (4.57) 
poartă numele de funcţia Green pentru prima problemă mixtă ataşată 
ecuaţiei căldurii. 

TJtilizînd principiul lui Duhamel, soluţia ecuaţiei neomogene (4.53), 
care verifică condiţiile mixte nule, se poate scrie fie sub forma seriei: 

e*f °° T a27r27î;2 1 f kv: \) 
«,(*, x) = j k « t (s) exp - — - — (t-a) sin I —~w 11 ds 

^F(s,l) Hiu^Adl 

sau sub formă integrală 

uP(t, %) = ([ (<W - *> *> 5) .?.(*, 5) d d d s , 

utilizînd funcţia Green; în acest mod,, soluţia (formală) a ecuaţiei 
căldurii (4.53)'care verifică condiţia iniţială (4.54) şi condiţiile la 
limită omogene va fi 

U(t, x) = u0 (t, x) + up (t, x) = 
(4.56") 

= (G(t, x, ţ)f(ţ)dx+( \i G{t-s,x,l)l\s,l)dl ds 
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cu 
/ \ 2 

Soluţia finală se va scrie sub forma 

u(t, x) = J7(«, a;) + g&) + j[gS) - fc(*)] (4.56'") 

în care U este soluţia (4.56") în care f şi F s-au înlocuit prin 
f(x) - ^(0) - ~ [g2(0) - ^(0)], respectiv prin ^(Z, a?) — g[(t) — 

iSi.it) — gi(t)] (cu ipoteza că gx şi #2 sînt funcţii de clasă O1 pentru 

a? Z > 0), deoarece funcţia G(t, x) = gx(t) ~\ [gz{t) — <7i(Z)] verifică 
v 

condiţiile la capete (4.55). 

Exemple. 9. O bară de cupru (în care o2 = 1,14 cm2/s), omogenă, avînd lungimea 
/ = 10 cm şi izolată la suprafaţa laterală, este încălzită la temperatura de 100°C iar înce-
pînd cu momentul iniţial este scufundată intr-o baie de ghiaţă (deci capetele barei sînt 
menţinute permanent la temperatura de 0°C); se cere temperatura în secţiunile barei la 
momentul l > 0. 

Soluţia se obţine prin particularizare în calculele anterioare: avem 

fi2 = 1,11, / = 10, V = 0, f(x) = 100, 3l(l) = g,(l) = 0, 

ceea ce conduce la soluţia 

„ sin 
400 " u0(l, x) Yi 

)—x\ 10 J (2A-+ 1 ) - ^ 
exp [-l ,14(2/c + l)27t2//100]. 

* - , 2 /c+l 

10. Se consideră o bară omogenă de aluminiu (pentru care a2 = 0,86 cm2 's), avînd 
lungimea 2 cm, ale cărei laturi şi capete sînt izolate, astfel încît nu are loc transfer de 
căldură cu exteriorul; dacă temperatura iniţială a barei este f(x), 0 < x < 2, se cere 
temperatura barei în diverse secţiuni pentru t > 0. 

Rezolvare. Dacă ti = u(l, x) este temperatura barei în secţiunea avînd abscisa x la 
du dhi 

momentul /, această funcţie va satisface ecuaţia = 0,86 si condiţiile supli­
ca dx2 

mentare 

I du(t, x) 
u(l, x) = f(x), 0 < x < 2, lj= o dx 

du(l, x) 
= o, L 

*=o dx 
= 0. 

x-'l 

Aplicînd metoda separării variabilelor, vor trebui găsite valorile şi funcţiile proprii ale 
problemei la limită 

v" - Xv = 0, »'(0) = 0, y'(2) = 0 ; 
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pe cale directă, integrînd ecuaţia diferenţială şi impunind condiţiile suplimentare, rezultă 

/C2TC2 / hz 
^k — . * = 0 ,1 , . . . , vie (x) = cos I x 

Cum ecuaţia diferenţială pentru funcţia T= T(t) este 

A:27t2a2 

T' -| T = 0, a2 = 0,86, 
4 

rezultă soluţia 
1 ™ / 7<:27r2«2 \ / Im \ 

u(t, x) = —- a0 + 2 J % exp I — l I cosi — - x I, 

care va verifica condiţia iniţială dacă numerele reale a0, av a2 , . . . se vor deduce din egali­
tatea 

1 £ (bt \ 

f(x) = — "o + 2J ak cos l ~Yx]• ° 
< x < 2, 

adică, utilizlnd dezvoltările trigonometrice in serie de consinusuri 

as = t ux\ cos i x iax, K = iJ,l,2; 

ceea ce înseamnă 

u(t, x) = - i - C /(x) dx + f; K «5)e« 1-^-5 J dl- c o s i — x j e x p ţ - - ^ - ^ l i J. 

i r2 

Se observă că pentru / mare, temperatura în bară diferă puţin di —— 1 f(x) dx, cantitate 

care poate fi considerată media distribuţiei iniţiale a temperaturii în bară. 
Convergenţa soluţiei formale (4.56'") a primei probleme mixte 

pentru ecuaţia căldurii se poate stabili uşor datorită prezenţei terme-
— t J, ceea ce face ca soluţia în cauză să admită 

derivate parţiale de orice ordin în raport cu t şi x, pentru 0 < ( < tx 
şi 0 < x < l, ^ fiind un număr real pozitiv arbitrar. într-adevăr, atît 
seria din (4.56), cît şi orice derivată parţială poate fi majorată prin 
serii numerice de forma M V fr" exp I t\, ace IN, care fiind 

convergente (se poate aplica, de exemplu, criteriul radicalului), 
antrenează uniform convergenţa în ]0, ^ [ x ]0, Z[ a tuturor derivate-
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lor parţiale. în acest mod, soluţia formală (4.56'") devine o soluţie 
obişnuită; ulterior, în voi. I I I , se va arăta că această soluţie este 
singura posibilă. 

4.5.3. Probleme mixte pentru ecuaţia coardei vibrante 

O altă ecuaţie de bază a fizicii matematice este ecuaţia 
cu derivate parţiale 

~-=a^+F(t,x), aeR, (4.57) 
ot2 oxl 

care se numeşte ecuaţia, coardei vibrante (sau ecuaţia undelor unidimen­
sională) şi care apare în studiul undelor acustice, electromagnetice, 
vibraţiilor mediilor elastice. Astfel, de exemplu, dacă se consideră o 
coardă elastică omogenă, de lungime l, ale cărei oscilaţii au loc per­
manent în planul (x, u) atunci dacă u —u(t, x) reprezintă deplasarea 
punctelor coardei faţă de poziţia de echilibru, măsurată în punctul 
de abscisă x e [0, l], la momentul t > 0, u va verifica ecuaţia (4.57) 
[în ipoteza că este vorba de oscilaţii mici în planul (x, u) iar punctul 
avînd abscisa x se deplasează numai paralel cu axa Ou]; constanta 
a2 este egală cu — , II fiind componenta orizontală a tensiunii în 

? 
coardă şi p este masa coardei raportată la unitatea de lungime iar F 
este rezultanta forţelor exterioare. 

Din consideraţiile anterioare se deduce că, de regulă, soluţiile 
ecuaţiei (4.57) vor trebui să verifice şi condiţii suplimentare, deduse 
din problema practică luată în discuţie; astfel, dacă u reprezintă 
vibraţiile unei coarde elastice, omogene, fixate la capete, vom avea 
condiţiile la limită 

u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0 (4.57') 

şi fiind cazul unei mişcări, mai trebuie avute în vedere şi condiţiile 
iniţiale (poziţia iniţială şi viteza iniţială a punctelor coardei), 
care vor fi 

= g(x). (4.58) u(t,x) |,_0 =/(#), du (t, x) 
dt 
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Prin analogie cele expuse în 4.5.2, vom denumi priyia problemă 
mixtă pentru ecuaţia coardei vibrante, determinarea soluţiilor ecuaţiei 
(4.57) care verifică datele iniţiale (4.58) şi condiţiile la limită 

u(t, 0) = Sl(t), U(t,l)=g2(t) (4.57") 

în ipoteza că datele problemei în studiu (adică funcţiile F, f, g, g1 şi g2) 
sînt cunoscute. 

Această problemă de asemenea se poate rezolva utilizînd metoda 
separării variabilelor ; astfel, căutînd pentru ecuaţia omogenă 

dhi, d2u 
= a2 :— ' (4.59) 

dt2 dxz 

soluţii de forma u(t, x) = T(t) X{x), se ajunge la ecuaţiile diferenţiale 

X" - XX = 0, T" - Xa8T = 0 
care trebuie verificate de către funcţiile X şi t ; presupunînd condi­
ţiile la limită (4.57') se deduc condiţiile X(0) = 0, X(l) = 0 în care 
trebuie integrată ecuaţia lui X. în baza celor deduse în 4.5.2, va trebui 
să presupunem 

X = XM = , n e | N , 

(care reprezintă valorile proprii ale problemei) şi deci 

( fîTT \ 
x\, n e [N, 

(funcţiile proprii ale problemei); din ecuaţia verificată de funcţia T 
se deduce 

T(t) = Tn (t) = an cos U~- t) + bn sin ( ^j- t \ n e \M, 

şi, prin urmare, funcţiile 
un(t, x) = TJt) Xn (x) = 

( an7J: A , i. • ( aniJ: , \ 1 • / n'K \ rvi t\ + o,sm t\ sin x\, ne IN, 
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vor fi soluţii particulare ale ecuaţiei (4.59) care verifică datele (4.57'). 
Prin însumare, se deduce funcţia 

oo 

»=1 
(4.60) 

S f / arm \ . ( arm , \1 . ( rm \ 
=Man(i08{~rt) + Ksm{-rt)\sm(-Tx) 

care va fi soluţia formală a problemei (4.59), (4.57'); impunînd condi­
ţiile iniţiale (4.58), se vor obţine 

M0(0, x) = f{x) = J « , sinj ~ x ), 

du0(t, x) £ an-K . ( nu \ 
=g(a>) = £ & „ — — sin — - - x ) , 

dt ! = 0 

ceea ce dă posibilitatea determinării şirurilor de constante (aJ„siN, 
{bn)new : 

-(/(£) sin ( ^ W &„ = — ^ ( 5 ) s i n f e W »e!N, 
->o \ l- J arm Jo \ l ) 

2_tl,,r. . frm 
l 

(4.60') 

şi deci soluţia formală (4.60) este unic determinată. 
Pentru ca soluţia (4.60) a problemei (4.59), (4.58), (4.57') să 

înceteze a fi formală, va fi suficient să presupunem seriile obţinute 
prin două derivări succesive termen cu termen uniform convergente, 
ceea ce se poate deduce din convergenţa seriilor 

co oo 

[dacă f şi g din (4.58) sînt astfel încît / " şi g' sînt continue iar / ' " şi 
g" continue pe porţiuni, aceste două serii sînt convergente; se mai 
poate face observaţia că din formulele (4.60') pentru bn apariţia lui n 
la numitor, face să fie suficientă ipoteza ca g" să fie continuă pe 
porţiuni]. ' 
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Soluţia completă se va deduce imediat dacă se obţine q soluţie 
particulară uP a ecuaţiei neomogene (4.57); această soluţie, care 
verifică în plus condiţiile iniţiale nule 

u(t, x) l*=o == 0, 0, (4.58') 
dt *«o 

se va găsi uşor cu ajutorul principiului lui Duhamel: 

up(t, x) — \ v(t — s, s, x) ds (4.61) 
Jo 

unde v —v(t, s, x) verifică, pentru orice s > 0, ecuaţia (4.60), condiţiile 
la limită (4.57') şi condiţiile iniţiale particulare 

,. v, 0 dv(t, s, x) 
v(t, s, ar) |«_o = 0, = J?*(», a»); (4.58") 

dt 
se obţine [din (4.60) şi 4.60')] : 

v(t,s,x) = ^ &„(«)sinl—— « sin - - x , 

&„(«) = - ^ - C ^ ( « , 5) sin f-—5) d i 
aw TC Jo \ l ) 

Atunci u(t, x) = «0(i, a?) + «j,(<, a?) verifică ecuaţia (4.57) şi condi­
ţiile (4.57') şi (4.58) iar prin procedeul din 4.5.2 orice problemă cu 
condiţii la limită neomogene [deci de forma (4.57")] se reduce la o 
problemă cu condiţii la capete omogene (se presupun funcţiile g1 şi 
g2 cel puţin de clasă O2 pentru t > 0). 

Eezultatele obţinute rămîn valabile şi în cazul vibraţiilor longitu­
dinale ale unei bare omogene avînd lungimea l; dacă se presupune 
axa Ox astfel dispusă încît baza este aşezată cu capetele în x — 0 şi 
x = l, atunci se poate arăta că dacă bara se întinde sau se comprimă, 
vibraţiile longitudinale care apar vor verifica ecuaţia (4.57) (în care 
a1 =i?0, E fiind modulul de elasticitate al materialului din care este 
constituită bara). 

Problemele rezolvate pînă acum presupuneau existenţa, alături 
de condiţiile iniţiale, a unor condiţii la capetele mediului studiat, 
condiţii care defineau prima problemă la limită ataşată ecuaţiilor 
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\ 
\ 

\ 
studiate\; practic însă pot apărea şi alte tipuri de condiţii la limită 
Astfel, de exemplu, în cazul vibraţiilor longitudinale ale unei bare 
vor apărea condiţiile 

\ . u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0, 

1 dacă bara este fixată la ambele capete ; dacă însă un capăt este fixat 
iar celălalt este liber, condiţiile anterioare vor fi înlocuite prin 

^ ,o)=o, du{t'x) 
= 0, 

dacă este fixat capătul x=0 şi şi este liber capătul x—l [condiţia 
• arată că variaţia alungirii barei pentru x =1 este nulă]. 

dx x=i 
în cazul unei coarde vibrante pot apărea situaţii în care capetele 

ei sînt legate elastic, în care caz, la extremităţile ei, vor apărea condiţii 
de forma 

f ,. , , 7 du(t, x)l [ du(t, x) 1 
u(t, x) + fc ———- = 0 , u(t, 00) + h —•——- — 0, 

L dx j x = 0 L dx \x=i 
k, h e tR fiind cunoscuţi. 

Din calculele anterioare se deduce că soluţia formală a primei 
probleme mixte pentru ecuaţia coardei vibrante va fi o soluţie ordi­
nară numai dacă se impun condiţii restrictive asupra condiţiilor 
iniţiale, condiţiilor la limită şi factorului perturbator. Să vedem mai 
în amănunt ce se întîmplă dacă aceste condiţii restrictive nu sînt 
îndeplinite; pentru concretizarea calculelor, să presupunem 
/ e 0°([0, Z]), g = 0, F — 0, g1 = 0, g% = 0 , ceea ce face ca soluţia să 
se scrie 

u(t, x) = 2 j a B c o s j 1 I sm x\ (4.61) 

( / < E ) S i n ( ^ ) d ? . 

Dacă fe L2 ([0, l]) (adică dacă \f2(x)dx < 00, seria trigonometrică 
Jo 

j[J aresin 1 ——x j va converge în medie către f(x) iar seria £ al 

cu 
__ 2 

an — — 
v 

H = l 
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va fi convergentă; în aceste ipoteze, seria care defineşte/soluţia 
(4.61') va fi şi ea convergentă în medie (deci seria nu mai este/formală 
dar nu va putea defini o soluţie obişnuită a ecuaţiei coardei /vibrante, 
în orice domeniu GT = [0, l'\ x [0, T] c R2, cu T > 07 arbitrar. 
într-adevăr, scriind sumele parţiale ale seriei (4.41'), adică; 

,. , " ( alin \ . / f e \ / sn(t, x) — Yi <*>k cos j —•— t\ sm I x J ,1 

pentru m > n, un calcul simplu conduce la egalităţile 

\\sm(t, x)- sn(t, 0)118 = J U S atCOBţ-^p-*]s ' in | -~a5J dx ăt = 

2 ^ 2fr , f « ^ \ , TI ™ 9 

deoarece cos2 a < 1 ; în baza convergenţei seriei V a% pentru 
7J = » + 1 

orice s > 0 se poate găsi numărul natural N astfel încît 

m 2 s 2 

J] al < pentru m > n > J\r, 
ft = M -l- 1 l i 

ceea ce antrenează 
\\sm(t, x) — sn (t, x)\\0 < s pentru m>n>N; 

prin urmare, putem scrie 
u(t, x) = lim sn(t, x) 

M->0O 

şi deoarece sn este o soluţie ordinară a ecuaţiei coardei vibrante 
(fiind o sumă finită de soluţii particulare a acestei ecuaţii), se va 
verifica egalitatea (vezi 4.1.3), v fiind funcţie-test în GT : 

(«»»p»)o = 0, 
unde 

P» = -^L _ ai "~-, (sn, Fv)0 — \y s„ (£, «)P»(f, s) di ăs 
JjGr 

d2v d2v 
dt2 ' dx2 " JJcfy 
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(avem î \ = P+), ceea ce arată că soluţia (4.51'), deşi nu este o soluţie 
obişnuita (neavînd derivate de ordinul al doilea), trebuie considerată 
o soluţie generalizată (soluţie forte); deoarece din lim sn = u se-
deduce 

\ 
lim («„ P»)0 = (lim sn, Pv)0 = («, P«)0, 

trecerea la limită sub semnul integralei este posibilă în baza con­
vergenţei în medie a şirului (sn). 

Astfel noţiunea de soluţie generalizată apare ca naturală şi se-
observă că este legată în special de ecuaţia coardei vibrante; în 
cazul ecuaţiei propagării căldurii soluţia formală devine automat. 
soluţie ordinară. 

Evident, toate consideraţiile anterioare se extind cu uşurinţă şi în 
cazul g =fi 0, gx ^ 0, g2^ 0, F ^ 0, ţinînd seama că în acest caz. 
soluţia se exprimă tot cu ajutorul unor serii de forma seriei (4.61').. 

4.5.4. Interpretarea fizică a soluţiilor eeuaţiei coardei 

Forma (4.60) pentru soluţiile primei probleme mixte pen­
tru ecuaţia coardei vibrante corespunde vibraţiilor libere (adică 
pentru F =0) ale unei coarde fixate la capetele ei x=0 şi x=l; din 
această formă, adică 

oo 

u0(t, x) = Yi Unit, x), (4.62) 
rc = l 

Unde 

un(t, x) an cos 
/ arm \ . I arm \1 . f nn \ ». t\ + bnsm t\ sm x \, n e UN, 

se observă că mişcarea coardei se compune din suprapunerea unor 
mişcări mai simple, u„ = un(t, x), care se numesc vibraţii armonice.. 
Utilizînd notaţiile 

c„ = Val + bl, sin <s>n = -~-, cos <p„ = — , n e DM, 

u„ se poate scrie sub forma 

un(t, x) = c„ sm I ——— t + 9„ I sm I —~x \, 
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din care se deduce că u„(t, x) = O pentru orice t > 0 dacă os ia una 
din valorile x = 0, —, — , . . . , —, l; aceste puncte/ sînt fixe 

n n n 
în cazul în care vibraţiile coardei sînt u(t, x) = u„(t, x) şi se 

numesc noduri ale vibraţiei u„. O coardă care vibrează după legea 
u =u„(t, x) se împarte în n porţiuni, avînd extremităţile fixe iar 
în porţiuni alăturate, oscilaţiile coardei sînt în sensuri opuse; mijloa­
cele acestor porţiuni vibrează cu amplitudinea maximă şi se numesc 
vcntrele sau antinoăurile vibraţiei un. Tipul de vibraţie descris de 
un = u (t, x) se numeşte undă staţionară iar soluţia (4.62) este o su­
prapunere de unde staţionare ; aşadar, metoda separării variabilelor 
aplicată ecuaţiei coardei (4.57) arată că oscilaţiile acesteia se com­
pun dintr-o infinitate de moduri diferite de vibraţii ale coardei. 

Primul mod de oscilaţie (n—l), dat de prima undă staţionară, 
arată că vibraţiile coardei în jurul poziţiei de echilibru se realizează 
cu frecvenţa 

1 na a . , ,„ 
w, = — = cicluri pe secunda 

2* l 21 
şi va fi frecvenţa cea mai joasă, numită frecvenţă fundamentală 
sau armonica întîi a coardei; analog, al w-lea mod de vibraţie are 
frecvenţa 

1 mza a . , ,,. 
o = = n — — ww, cicluri pe secunda 

2n l 21 
şi se numeşte armonica a n-a a coardei. Dacă în vibraţia coardei se 
emit sunete, acestea vor fi note muzicale dacă u are frecvenţa un 
multiplu întreg al frecvenţei fundamentale. în fig. 4.1 sînt repre-

/7=2 

Fig. 4.1 
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zentate\cîteva poziţii succesive ale unei coarde care vibrează după 
legea tA= un(t, x) pentru n = 1,2,3,4. 

Dacă |n ecuaţia (4.57) se presupune F # 0, se spune că se iau în 
consideraţie vibraţii forţate ale coardei (ele se datoresc nu numai condi­
ţiilor iniţiale ci şi* forţelor exterioare care acţionează asupra coardei). 

Pentru a vedea ce se întîmplă în acest caz, vom considera cazul 
particular 

F(t, x) — A sin (u> t) , A, wetR, 

adică factorul perturbator este periodic j cu perioada I şi vom 

lua în consideraţie doar contribuţia lui F la mişcare (se presupun© 
deci / = g = 0 ) ; aplicînd principiul lui Duhamel, se obţine 

4 
up(t, x) = A sin (w t) £ 

sin [(2*+1)7t*] 

4 oo 

« ft=o 

*t,o(2ft+l)(a&+,--G>2) 

$m(o)zk+1t) • s in 
(21c + IJTCK'1 

l 

<4t+i(<4fc+i — « 2 ) 

a d a c ă w 7̂  «2*+i = (2/c + 1) w l 7 Wj — — s a u 

Up(t, X) = 
1 2A1 

•K2a (2&0 + l ) 3 

2AU 1 

smd 
(2fc0 + 1) na { sin 

(2& 0 +1)TT 
a? 

+ 

7r2a (2fc2 - f l ) 2 cos 

, , '1 
(21c0 + l)na 1 (2fe0 + l ) « 

l 
t sin 

Z 
a? + 

•rcza 

i r 
cos 

(2fe0+l)3 L 

(2fc0 + l)«a n sin 2(2&0 + 1) na t]x 

x sin in [ W'+V n *] a? + w*(i, «), 

dacă «o = o)2*,+1, cu «* de forma (4.62') dar fără termenul în care 
&=fe 
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Din expresiile lui up se deduce că dacă a> este apropiat de to2*+i 
sau coincide cu w2*0+i> această soluţie va conţine termeni care pot 
lua valori mari, ceea ce înseamnă că în mişcarea ei coarda /vibrează 
cu amplitudini mari, ceea ce poate atrage ruperea ei; acesta este 

Jenomenul de rezonanţă. I 

4.5.5. Probleme la limită pentru ecuaţia Iui Laplaee 

4.5.5.1. Rezolvarea problemei Dirichlet pentru cerc. Se consideră 
un cerc avînd raza B > 0, cu centrul în originea axelor ; a rezolva 
problema Dirichlet (interioară) pentru cerc înseamnă a găsi o funcţie 
••u = u{x, y), continuă pentru x2 + y2 < B2, de clasă O2 pentru 
•x2 + y2 < B2, care verifică ecuaţia lui Laplaee 

d2u d2u A2« = 1 -= o (4.63) 
dx2 dy2 

în orice punct din interiorul acestui cerc şi care ia valori continue 
prescrise pe cerc 

u(x, y) l^+yi^s. = / . (4.63') 

Cu ajutorul teoriei seriilor trigonometrice se poate demonstra 
existenţa soluţiei acestei probleme, soluţia putînd fi scrisă sub urmă­
toarea formă integrală : 

u{x,y) « -Lp*' -*"-* ' ) /^) d?, (4.64) 
2n 30 (ţ - x)2 + (r> ~ y)2 

<p fiind unghiul format între axa Ox şi segmentul care uneşte centrul 
cercului cu punctul (£, vj) de pe cerc ;'în (4.64) avem x2 + y2 < B2 si 
ţ,2 + 7]2 = B2. 

Trecînd la sistemul polar de coordonate 

x = r cos 8, y = r sin 9, 0 < r < B, 0< 6 < 2 n, 

în locul ecuaţiei (4.63) trebuie considerată ecuaţia (vezi 3.4.4) 

IA.(ii) + i^ = 0 (4.63') 
r 8r \ dr ) r2 dQ2 
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iar condiţia la limită (4.63') se transcrie 
u{r, b)|,=R = u(B, 0) =/ x (0) [=/(-B cos 6, B sin 0)], (4,63") 

unde fx(0 ==/(i2cos 0, B sin 0). Soluţia căutată va fi de clasă C2 

pentru 0 < r < B, 0 < 0 <2TT, şi vom presupune u funcţie periodică, 
cu perioada 2 iz (aceeaşi proprietate de periodicitate va fi valabilă 
şi pentru funcţia /) . Separînd variabilele în ecuaţia (4.63'), punînd 
u(r, 0) = F{t) G(d), rezultă egalitatea 

rG(6) —[r-F ' ( r ) ] + F(r)G"(Q) = 0, 
dr 

din care se deduce o nouă egalitate 

*" a , TI/N @" 

r_F') = 
^ dr G 

care este posibilă numai dacă 
r ă G" 

.F dr (r 
aşadar, funcţiile F şi £ vor fi soluţii ale ecuaţiilor diferenţiale 

r2jP» + rjT' _ XJP = 0, G" + Xff = 0. 
Ecuaţia diferenţială pentru (?• va trebui să admită soluţii periodice 
cu perioada 2u [deoarece din %(r, 0 + 2rc) = u(r, 0) se deduce 
<r(0 + 2iz) = (?(0)], ceea ce este posibil numai dacă X = n2, 
n = 0 , 1 , 2 , . . . , cînd se vor obţine soluţiile 

G( 0) = #.( 6) = an cos »6 + &H sin »6, n e IN, 

<7O(0) = — ao + 6o0, » = 0, 

iar pentru periodicitate, neapărat fc0 = 0 ; pentru X = n 2, ecuaţia 
lui F, fiind o ecuaţie Buler, va admite soluţia generală 

F(r) = Fn(r) = cnrn + dn r~n, ne\H, 

F0(r) = c0 + d0 In r, n — 0. 

Pentru ca produsul F(r)G(Q) să definească o funcţie de clasă C2 

pentru 0 < r < B, trebuie ca d0 = ăl = . . . = dn= . .. = 0 (func-
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ţiile r~n şi In r fiind discontinue în origine) iar fără a micşora generali­
tatea se poate presupune ce= c\ = . . . = < ? „ = . . = 1 (în caz contrar 
aceste constante pot fi înglobate în constantele care apar în funcţiil^ 
Gn); aşadar, pentru ecuaţia (4.63') se obţin soluţiile particulare 

u0(r, 0) = — a0, un(r, 0) = rn [a„ cos {%%) + ba sin («0)], n e IN, 

ceea ce conduce la soluţia finală 

u(r, 0) = £ «„(r, 6) = | « 0 + £ rBKcos(«0)+6# sin(«0)], (4.65) 
» = 1 ^ K = l 

unde şirurile de constante (ffl„)«ez+ şi (&J«eiN se vor determina cu 
ajutorul condiţiei la limită (4.63") : 

u(R, 6) = -L a0 + J RH\an cos (n6) + 6, sin (n8)] = £(0). 
2 «=i 

Se obţin coeficienţii 

1 r27t 1 f27t 
°" = ~ ^ \ A( ?) c o s (.»?)dcP> b«= ~=r \ M 9) sin (nq>) d<p 

iar, înlocuiţi în soluţia (4.64), conduc la 
1 -271 r oo / r \ n 

u(r, 0) = — - l A(9) 1 + 2 £ [— ) cos [n(8 - 9)] dq>, (4.65') 
271 Jo L * = 1 V ^ / 

inversarea ordinei de însumare cu operaţia de integrare fiind posibilă 
deoarece seria 

81 = 1 + 2 fj f~)"cos[n( 0 - 9)] (4.66) 

este uniform convergentă, admiţînd ca seria majorantă seria geometrică 
co r ' 

1 + 2 Yi S"? 0< q — — < 1 ; seria din (4.66) se poate însuma obser-
«=1 R 

vînd că 8X este partea reală a seriei geometrice 

« = l+3j[-£e , ( ' - r t î ,> (4-66'> 
•t-iL-O' J 
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care este convergentă deoarece ai(9-<P> 

R R 
< 1. Se obţine 

8 = 

de unde 

^ = Ee 8 = R2 
r' 

E* + r2 _ 2E rcos (6—9) 

înlocuind în (4.65') se deduce soluţia 

( ^ _ r 2 ) / i ( 9 ) d ? 

u(r, 0) 
2u J 2TT JO J?2 + r2 — 2 E r c o s ( 0 - 9 ) 

(4.65") 

care coincide cu (4.64), deoarece, conform cu teorema lui Pitagora 
generalizată, avem R2 + r2 — 2-Er cos (6 — 9) = (ţ — x)2 + (H, — y)2, 
r2 = «2 4- y2 dacă 1; = J2 cos 9, r\ — R sin 9, x — r cos 8, y = 
= r, sin 0 iar ,^(9) = f(R cos 9, R sin 9). 

4.5.5.2. Rezolvarea problemei Neumann pentru cere. Prin problemă 
Neumann (interioară) pentru cerc se înţelege determinarea unei 
funcţii u = u(x, y) e C1(D2), unde D2 este definit prin x2 + y2 < R2, 
cunoscîndu-se valorile derivatei după normala pe frontiera lui D2 : 

du(x, y) 
= 9, (4.67) 

x2+yi=R* 

unde g este o funcţie continuă (pe cercul x2 + y2 = i?2) iar it verifică 
ecuaţia (4.63) pentru x2 + y2 < 2?2. 

Utilizînd calculele din 4.5.5.1, prin introducerea coordonatelor 
polare, soluţia va avea forma (4.65), cele două şiruri (a„)»ez+»(&»)»eiN 
trebuind să fie obţinute din condiţia la frontieră (4.76); deoarece la 
un cerc derivata după direcţia normalei coincide cu derivata după 
direcţia razei, (4.67) se va scrie 

du(r, 0) 
8r r = f i 

•gM 0i('fy=* 0(J? cos 0, R sin 0). (4.67') 
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Din (4.65) prin derivare termen cu te rmen în rapor t cu r se obţine 
seria trigonometrică 

oo 

£ n[a„ cos («6) + bn sin (nO)]^- 1 

»>=i 

care conduce, în baza lui (4.67'), la egalitatea 

00 

£ n\an cos (n8) + fcM sin (nO)] J 2 - i = &( 6) ; 
«=. 1 

(4.67") 

se observă că această serie trigonometrică are coeficienţii 

nanRn~l, nbji"-1, n e IN, 

şi deci este incompletă : lipseşte termenul constant . 
Pr in urmare, se deduce că problema Neumann interioară pentru 

cerc nu va admite soluţii decît pent ru acele funcţii continue, pentru 

care \ #i(8)d8 = O ; dacă această condiţie va fi îndeplinită, soluţia 
Jo 

se va obţine înlocuind în (4.65) coeficienţii (att)„eoi, (K)»eW pr in 

a„ 
1 2rr 

^rS 0i(<p)cos(»<p)d<p 
iznR"'1 Jo 

•» K = 
1 CA7Z 

— ^ 7 7 \ ^ 9 ) s m ( « ? ) d 9 r 
miR"-1 J0 

n e [N, 
termenul liber — a n fiind arbi t rar . 

2 
Prin urmare, o soluţie pentru problema Neumann (interioară) 

pentru cerc se va scrie sub forma 

1 li r2n r °° 1 / r \ " 1 
w(r, 0) = _ ffl0 + — - \ < 7 J ( 9 ) 2 ^ — — cos ii(0- 9) d 9 ; 

pent ru a însuma seria de sub semnul integralei (permutarea celor 
două operaţii este posibilă din cauza convergenţei uniforme a seriei), 
se face observaţia că dacă S2 este seria 

— ) cos [>(6 — 9)], > y l (JLY 
\hn \R) 
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88 °° I T \" 

atunci - = — 2 V I — J sin [«(8 — 9)] şi deci, comparînd cu 

(4.66'), se deduce 

dS.2 T 0 2 r i ? s i n ( 8 - 9 ) 
58 R% + f1 — 2Rr cos (6 — 9) 

Pr in integrare, se găseşte 

# 2 = In \R 2 + r2 — 2Rreos, ( 8 - 9 ) ] , 

ceea ce face ca soluţia problemei Neumann (interioară) pentru cerc 
.să fie 

u(r, 8) = - a0 + — f ^ ( 9 ) In [E 2 + r 2 - 2Rr cos ( 8 - 9)] d 9 
2 2TT Jo 

în coordonate polare sau 

u(ce, y) = — a0 + — - ţ «/(^ v)) In [ ( l - «O2 + ( l - ?/)2] d<P 
2 2TT JO 

în coordonate carteziene. 

4.6. Funcţiile proprii şi teoria polinoamelor ortonormale 

4.6.1. Polnioamele Lejjcndre ca funcţii proprii 

î n exemplele concrete din 4.5 s-a constatat că este posibil să 
se determine o soluţie a unei probleme da te sub formă de serie, cu 
condiţia să fie posibilă determinarea funcţiilor şi valorilor proprii 
pentru un anumi t operator diferenţial ; aceste valori şi funcţii proprii 
s-au p u t u t determina elementar, pr in integrare directă. Es te evident 
că dacă ecuaţia diferenţială care defineşte funcţiile proprii nu poate 
fi integrată prin metodele cunoscute, nu este posibilă găsirea funcţii­
lor şi valorilor proprii . 
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în baza teoriei polinoamelor ortogonale (voi. I, cap. 14) se poate 
rezolva problema determinării funcţiilor şi valorilor proprii pentru o 
nouă categorie de operatori diferenţiali, cu aplicaţii practice impor­
tante. Vom lua în consideraţie mai întîi operatorul diferenţial al lui 
Legendre 

P?/ = - - £ - [ ( i - a ? 2 ) y ' ] 
da? 

definit pe mulţimea (7 2([—1,-f 1]) ; funcţiile şi valorile proprii 
pentru acest operator vor fi obţinute ca soluţii ale ecuaţiei diferen­
ţiale 

( l-*;2) y" - 2xy' + \y = 0 , X e R, (4.68) 

care se deduce din egalitatea Ty = \y. Pentru ca funcţia proprie 
y să fie element al spaţiului de definiţie €2([— 1, +1]) , va trebui 
să existe limitele finite y(— 1 + ) şi y(l —), deoarece ecuaţia (4.68) 
admite punctele x — ± 1 ca puncte singulare (ceea ce, în general, 
implică discontinuitatea soluţiilor în vecinătatea punctelor singulare); 
prin urmare, în cazul de faţă, în mod natural, condiţiile la limită vor fi 

| y ( - l + ) K . o o , | y ( l - ) | < o o (4.68') 

pe care le vom numi eonăiţii la limită singulare. 
în baza teoriei din 14.3 (voi. I), problema la limită (4.68), (4.68') 

admite valorile proprii 

XB = n(n+l), n = 0 ,1 , 2, . . . (4.69) 

funcţiile proprii fiind 

?/«(«) = P«{®), * = 0, 1, 2, . . . 

Pn fiind polinomul Legendre de gradul n, care se poate serie 

P.(«) = - ^— — [(*2 - IH» » == 0 , 1 , . . . ; 
2nn ! da;" 

într-adevăr, deoarece pentru orice x e [R avem | P„(x) | < oo, cu atît 
mai mult se vor verifica datele (4.68') iar, evident, Pn nu este nul 
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pentru orice x e R iar a doua soluţie, liniar independentă de PM, 
fiind proporţională cu 

cx dt 
P„(a?) \ • » a?0elR, 

nu poate fi finită în punctele x = ± 1, integrala în cauză fiind diver­
gentă. 

în baza completitudinii şirului de polinoame Legendre, vom arăta 
că aceste funcţii şi valori proprii sînt singurele posibile pentru pro­
blema la limită (4.68), (4.68') ; într-adevăr, dacă X0 e K ar fi o va­
loare proprie diferită de n(n+l), n—0,1,2,. . ., notînd funcţia proprie 
corespunzătoare cu y0, vor fi verificate egalităţile 

\Vo(x)i ?/o(± 1) = finit, 

n(n~l)Pa(x), P . ( ± l ) = finit. 

înmulţind prima ecuaţie cu soluţia celeilalte şi, reciproc, prin scădere 
se obţine identitatea 

yo(a) ~~ t ( i - %*) P'«(x)]-Pn(x) -A- [(l~a?2) y'0(x)] = 
ax da? 

= [Xo—n(n+l)]y0(«)P,(«) 
sau 

- T - [ ( l"^)(yon-i>^o)(^)]=[X 0 -W (» l+l)3(2/oP»)(^) ; n = 0 , l , 2 , . . . do? 
Prin integrare, deoarece rezultă PJ,(±1) — finit, #0(±1) == finit 
(funcţiile proprii vor fi soluţii olomorfe în vecinătatea punctelor ±1) , 
găsim 

[X0-«ţn+l)]C+ l^0(a?) Pn{x) d*=0, » = 0 , 1 , 2 , . . . 

adică, deoarece XQ # w(w+l), M = 0 , 1 , 2 , . . . , avem 

r + i 
(?/«> P«)o = \ yo{^)Pn{x) da? = 0, n = 0 ,1 ,2 , . . . 

— [(l-a%J(a>)] = -da? 

~ [ ( i - * » ) p ; ( * ) ] = -
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Pe de altă parte, deoarece y0 e C2([—1, +1]), 'se poate''scrie dezvol­
tarea Fourier ' " ' : 

Voi®) = S a^^ 
i>=0 

din care se deduce ?/0 = 0, deoarece an = ( , + | ) (?/o) P«)o = °f 
n= 0, 1, 2,. . ., ceea ce contrazice ipoteza că y0 este funcţie proprie 
(deci neidentic nulă). 

Exemplul 11. Să studiem micile vibraţii ale unui fir omogen perfect flexibil, fixat la 
unul din capete, care se roteşte într-un plan orizontal cu viteza unghiulară co; se presupun 
cunoscute poziţia şi viteza iniţială. Dacă firul are lungimea /, în secţiunea avînd abscisa 

X=l x 

egală cu x va acţiona o tensiune dată de forţa centrifugă a porţiunii cuprinse între x şi / ; 
notind cu p densitatea liniară a firului, această tensiune va fi 

1+ x 1 
p(x) ~ m o 2 r = co2 p (l — x) = — co2 p(/2 — x2) 

ca şi cu in forţa centrifugă ar acţiona în punctul r = — (/ + x) |, ceea ce arată că energia 

potenţială a firului va fi egală cu 

no - { P<» 
Jo [p{xvi+^y ^Hu^fâ2* 

presupunind această energie proporţională cu deformarea firului, această deformare 

lda2Y 1 1 IduV* 
1 _L 1 — i (\x x — I ăx,obţinută 

\dx J J 2 \0x) 
prin dezvoltare in serie a radicalului, factorul de proporţionalitate fiind p(x) I. Deoarece 

i rl fduy 
energia cinetică este egală cu 

l f (du\z 
Til) = - V P I — I dx, 
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prin aplicarea principiului lui Hamilton, adică prin optimizarea funcţionalei 

jVco- no]d/= | - f J[(ff)2- ? «*'-*•>(£)'] dxdt 

se obţine ecuaţia cu derivate parţiale 

2 d2u d 
co2 dl2 dx 

care este ecuaţia Euler-Ostrogradski a funcţionalei în cauză ; soluţia trebuie găsită pentru 
t IS 0, 0 < x < /, astfel incit să se verifice condiţiile iniţiale 

1=0 
şi condţiile la limită 

u(t, 0) = 0, u(l, l) = finit, 

a căror interpretare este evidentă : prima condiţie arată că firul este fixat la un capăt iar 
a doua permite firului să aibă o depărtare convenabilă de axa Ox la celălalt capăt.s 

Metoda separării variabilelor, deci în ipoteza u(l, x) = T(t) v(x), conduce la concluzia 
că funcţia T va fi o soluţie a ecuaţiei diferenţiale 

1 
T" + — W T = 0 (4.69') 

iar v va fi neapărat o funcţie proprie a problemei Ia limită singulară 

(/2 - x > " - 2xv' + Xi; = 0, y(0) = O, v(l) = finit; (4.G9"> 

ecuaţia diferenţială din (4.69") se poate reduce la ecuaţia Legendre scriind x = Iţ, 
0 < \ <. 1, obţinîndu-se problema la limită, 

( l - ' W t S ) - 2&/'(5) + Xy(E) = 0, y(0) = 0, y(l) = finit 

cu y(5)= «(/?). S-a văzut anterior că polinoamele Legendre sint soluţii ale acestei probleme 
dar pentru x e [ - 1 , + 1 ] ; deoarece P2fc_i(0) = 0, k = 1, 2, . . . , P 2 t (0) ^ 0, k ~ 0,1 , 
va trebui să presupunem că valorile proprii sînt 

X = X* = 2A-(2/c-1), Jt = 1, 2, . . ., 

iar funcţiile definile iniţial pentru i; e [0, 1 j (respectiv, pentru x e [0, .']) vor fi presupuse 
prelungite prin imparitate la intervalul [ — 1 , - f l ] (respectiv la intervalul [ — / ,+/])> 
funcţiile proprii fiind 

Uk(l) = * W 5 ) = Pit-i l ~ \ , k = 1, 2, . . . 

înlocuind valorile proprii în ecuaţia diferenţială (4.69'), se deduc soluţiile 

Tk(l) = a,c cos (Yk(2k-Î) co/) + bk sin(//c(2A: - 1) co/), A = 1,2, . . . , 
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du 
(f2 __ x . 2 ) 

OX 
(4.69) 

u(/, x) 
( = 0 

= A*), 
<)u(t, x) 
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ceea ce conduce la soluţia 

«</, x) = 2 Tk(v) 0*(x) = £ [afc cos (J/A(2A - 1) »*)+ 

• *fc8in(l/*(2fc-l)o)0]P»»-

şirurile de constante (a„) şi (*«) determinindu-se cu ajutorul condiţiilor iniţiale din egali­
tăţ i le 

4A-- 1 f! /' x \ 4A—1 f! / x \ 
= \ «*) P ? t_i — Jclx, bk= V g(x) P , , . . , I - - - d.r. 

adică 

l is te clar că raţionamentele analoage celor de la seriile trigonometrice conduc la concluzia 
că şirul (-P2fc+i)ftelN e s t e c o n l p le t î n mulţimea funcţiilor impare pe f — l, + / | , continue 
pe porţiuni in acest interval. 

4.6.2. Separarea variabilelor în ecuaţia lui Laplace 
din R3 în coordonate sferice 
Foarte multe probleme din fizica matematică conduc la 

integrarea ecuaţiei Laplace 
d2u d2u d2u 

AM = 1- —— -j = 0 ; 
dx2 8y2 dz2 

un studiu mai complet al soluţiilor acestei ecuaţii va fi realizat în 
voi. I I I , iar acum ne vom limita la determinarea unor soluţii particu­
lare importante. Scriind ecuaţia Laplace în coordonate sferice 
(vezi cap. 3), adică 

1 d ( , du\ 1 8 ( . ft du \ 1 dhi 
AM = Ir2 I 4. I sin 6 I -\ = 0, 

r2 dr\ dr / V 2 sin 0 50 V 3Q) r2sin20 d<ţ>2 

unde x = r sin 6 cos 9, y = r sin 0 sin cp, z = r cos 0, r > 0, 0 < 6 < iz, 
0 < <p < 2 TC şi căutînd soluţii de forma 

u(r, 0, <p) = ft(r)r(6, cp), 
metoda separării variabilelor conduce la ecuaţiile 

r2h" + 2rh' — X h = 0, 
_ _ I g m 6 1 -4 h X Y — 0, (4.70) 

sinG 56 \ 0 0 / sin20 3<p* 
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verificate de funcţiile fe, respectiv Y. Funcţia Y = Y(Q, cp), 0 < 0<TC, 
0 < 9 < 2n, care apare în aceste calcule se numeşte funcţie sferică 
iar ecuaţia cu derivate parţiale (4.70) verificată de aceasta se numeşte 
ecuaţia funcţiilor sferice şi trebuie integrată în condiţiile Y(0, cp) =f init, 
Y(TC, 9) = finit (care apar datorită intervenţiei funcţiei sinus la 
numitor) pentru variabila 9 şi în condiţii de periodicitate, cu perioada 
2n, pentru variabila cp (deoarece Y e O2, Y trebuie să fie funcţie 
uniformă, mărginită). Scriind în continuare Y(0, 9) = 0(0) $(9), 
din ecuaţia (4.70), prin înmulţire cu sin2 0 şi împărţire cn T = 6 O, 
iarăşi prin separare de variabile se va deduce pentru <S> ecuaţia 
<1>" -f pi. O = 0 ale cărei soluţii periodice, cu perioada 2TC, se obţin 
numai dacă ţi = m2, m — 0 , 1 , 2, . . . , care conduc la soluţiile 

*»(<?) = o* exp(iw9) = cm cis (m?), m e Z ; 
ecuaţia diferenţială verificată de funcţia 0 se va scrie 

1 (1 ( 1W2 \ 
_ _ _ ^ (8 in 6 0 ) _ l - X|0 = 0, m = 0, ± 1, ± 2 , . . . 
sin 0 d0 V sm2 0 / 

iar cu schimbarea 
cos 0 — x, dx = — sin 0 d0, sin 0 = ^1 — x2, 0( 0)= y(x) 

ecuaţia devine 
(1 - x2) y" - 2xy' - (Ţ^2 - x| y = 0 (4.70') 

care coincide, pentru X = 1(1+1), l = 0 , 1 , 2 , . . . , cu ecuaţia funcţiilor 
Legendre asociate (vezi 14.5, voi. I). Or, deoarece y(— 1) = 0(TC) = 
= finit, ?/(l)== 0(0) = finit, dacă \<£l, l~0,1, 2,..., soluţiile ecuaţiei 
(4.70') nu pot fi mărginite pentru x — ± 1 ( m baza unui raţionament 
analog celui din cazul polinoamelor Legendre, sau în baza observaţiei 
că pentru m = 0 ecuaţia (4.70') este chiar ecuaţia Legendre, deci 
y(± 1) = finit numai dacă X — Z(Z-f-l), Z = 0 ,1 ,2 , . . . ) . Prin urmare, 
valorile proprii ale problemei la limită y( ± 1) = finit, pentru ecuaţia 
(4.70') vor fi X = 1(1 + 1), l — 0 , 1 , 2 , ' . . . , iar funcţiile proprii sînt 
funcţiile Legendre asociate 

1 Am 

yt(x) - Pf(x) = (1 - .*2)2 — P.ta?) = 

^ ^ r ^ 1 - ^ ^ ^ 2 - 1 ) ^ ^0,1,2,... ,™=o,±i,.. . ,±*, 

care formează un sistem ortonormal complet în L2([—1, +1]) . 
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Revenind la ecuaţia Laplace, pentru a găsi soluţiile particulare 
în cauză, mai trebuie integrată ecuaţia pentru funcţia h = h(r), care 
fiind de tip Euler, pentru X=l{l-{-l) va admite soluţia generală 

h,(r) = a, r1 + ^ r - ' " 1 . 

Dacă notăm prin Yf = Yf(0, 9) funcţia sferică (de ordinul [l, m\) 

Y?(0, 9) = &™« Pf (cos 6), Z = 0,1,2, . . ., m = 0, ± ,. . . , ± l, 
(4.70") 

rezultă soluţiile particulare 

ri £ j » Y?(e> ?)> r_«_i £ Bf Y?{% 9)> j _ 0> 1>2> _ ? 

ale ecuaţiei Laplace din R3, în coordonate sferice ; evident, în locul 
soluţiei cu valori complexe (4.70") se pot considera soluţiile cu valori 
reale obţinute prin considerarea separată a părţilor reale şi imaginare. 
Prin însumare se obţine soluţia 

u(r, 0, 9) = £ \rl £ ApYj»(8, ? ) + r ' - i j Bf Yf (Q, 9)1 • 

Utilizînd ortogonalitatea funcţiilor (eimx)me7l pe intervalul [0, 2n] şi 
a funcţiilor (Pp)i=.o,i.2,... P e intervalul [—1, + 1 ] , se deduce 
ortogonalitatea şirului (e""'* Pf{x)), Z = 0 , 1 , 2 , . . . , TO=0, ± 1,. . ., ±Z, 
pe domeniul [0, 2TT] x •[— 1,1 j , sau ceea ce coincide cu ortogo­
nalitatea şirului (eim* Pf (cos 6)), l = 0,1,2,. . ., m = 0, ± 1,..., ± l 
pe [0, 27r] X [0, u] în raport cu măsura do>3 = sin 6 d0 d9 , adică 
pe sfera unitate din R3 deoarece elementul de arie al sferei unitate din 
R 3 este dw3 ( — sin 0 d0 d.9). 

4.6.3. Armonice de suprafaţă şi armonice sferice 

în multe situaţii concrete sînt necesare soluţii ale ecuaţiei 
Laplace A3?t == 0, uniforme şi mărginite pe sfera de rază a din R 3 ; 
în 4.6.2 s-au determinat acest tip de soluţii care apar prin separare de 
variabile [trebuie ţinut seama că ecuaţia (4.70') admite şi soluţii 
nemărginite, care au fost eliminate prin condiţiile suplimentare 
impuse]. Soluţiile notate prin Yf (0, 9), l = 0,1, 2,. . ., m = 0, ± 1, . . . 
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. . . , ± l, sînt continue şi mărginite pe sfera unitate din R 3 şi sînt 
periodice cu perioada 2TC în raport cu 9 şi pot fi scrise şi sub forma 

Yf(%, 9) = Pf (cos 0) [Aml cos(m9) + Bml sin (mq>)]. 

în baza liniarităţii ecuaţiei 4.70, o soluţie continuă pe sfera unitate 
din R 3 va fi funcţia (scrisă sub forma reală) 

Y,(0, 9) = Aol P((cos 0) + £ Pr(cos0)[^mIcos(m9)+J5mîsin(TO9)], 
m=i 

unde Aml şi Bmt sînt constante ; această soluţie se numeşte armonica 
pe suprafaţă sferică de grad l (ţinînd seama că soluţiile continue într-un 
domeniu ale ecuaţiei Laplace se numesc funcţii armonice). î n particu­
lar, armonice de suprafaţă de grad n vor fi funcţiile 

I™ (0, 9) = P™(cos 0) cos(m9), 

y«2 (9, 9) = PS (cos 0) sin (mq)), m = 0 , 1 , . . . , m, 

care pentru m > 1 sînt funcţii pare, respectiv impare de 9 [dacă 
m=0 , rezultă Yf0 (0, 9) = Pn (cos 0)]. 

Dacă m < n, armonicele de suprafaţă Y%, Y ^ se numesc ar­
monice tesserale iar dacă m=n, se numesc armonice sectoriale; poli-
noamele Legendre se mai numesc şi armonice zonale. 

Dacă 9 = (2fc — 1) TC, Ic = 1,2, , . . , m, este un cerc meridian 
2m 

al sferei r = a, armonicele de suprafaţă Y^m se anulează iar armoni-
cele Y^» se vor anula de-a lungul cercurilor meridiane 9 = — TC, 

m 
k = 0 , 1 , . . . , m—l. Deoarece funcţia Legendre asociată P™ are exact 
?i—w zerouri în ] — 1 , 1[, se deduce că funcţia P™ (cos 0) va avea 
tot n—m zerouri, dar în intervalul ] 0, TC[ ; notînd cu 0X,. . . , 0„_m 
aceste zerouri, se deduce că armonicele de suprafaţă Y^j, şi Y&& 
se anulează de-a lungul cercurilor paralele 0 = 0̂ , j = l , . . . , n—m. 
Dacă m < n, curbele de pe suprafaţa sferei r=a de-a lungul cărora 
se anulează armonicele Y%h şi YJf̂  divid suprafaţa sferei în regiuni 
numite tesserale şi în care o armonică tesserala păstrează un semn 
constant; dacă m=n, avem P™(cos 0) = A sin"0, A e\R, şi deci 
curbele pe care se anulează armonicele sectoriale vor fi sectoare 
sferice în care aceste armonice păstrează acelaşi semn. Curbele de-a 
lungul cărora se anulează armonicele zonale Yn0 sînt cercuri avînd 
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latitudinea 6 = Qj,j = l,...,n, ceea ce face ca suprafaţa sferiei să se 
separe într-un număr de zone sferice în care armonicele zonale au 
semn constant. 

Prin definiţie, prin armonice sferice de grad n se înţeleg funcţiile 
un(r, 6, <p)=r»Y„(e, <p) 

şi deci vor fi soluţii continue în R 3 ale ecuaţiei Laplace A3 u = 0 ; 
de asemenea, funcţiile 

vn(r, 6, 9 ) = r - - - i r , ( 8 , 9) 

fiind mărginite în afara oricărei sfere r = a, a > 0, vor fi armonicele 
sferice definite în domeniul nemărginit r>a>0. Dacă 0 < a <r<b, 
atunci armonicele sferice vor fi combinaţii liniare ale funcţiilor 
un şi v„ definite anterior. 

Funcţiile sferice normate yf vor fi 

tf(6, 9) = ] j ^ ^ + 3 P T ( c o s ej tf- , l = 0 , 1 , 2 , . . . , 

m = 0, â j l , . . . , j± I, 

şi vor forma un şir ortonormal şi complet pe suprafaţa sferei unitate 
din R3, putînd fi considerate funcţiile proprii ale problemei la limită 

1 d ( . dv \ , 1 dH , , 
sin 0 + -— Y y,v = 0, 

sinO d%\ 5 6 / sin2 6 5<p2 

«(0, 9) = finit, «(TC, 9) = finit, 

-y fiind periodică cu perioada 2n în raport cu variabila 9. 

4.6.4. Polinoamele ortogonale ca funcţii proprii 

Consideraţiile din 4.6.1 se extind fără nici o modificare la 
orice sistem {Q„)n>o de polinoame ortogonale, intervalul de ortogo-
nalitate [a, &] avînd lungimea finită dacă ponderea p verifică ecuaţia 
diferent ială 

- £ - = - £ - , «(<r) = a 0 + otj a?, p(<r) = p0+ ^a? + p2*2, K | + | [321 > 0 , 
P P_ 
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şi condiţiile la capete (p&)(a) = 0, (p [*)(&) = 0 ; într-adevăr, în 
aceste ipoteze #„ verifică ecuaţia diferenţială 

p(a>) 2/" + [<x(aO + »'(*)] y.' - n [(» + 1) h + «1] 2/ = 0 
a cărei formă autoadjunctă va fi 

(pWY - n[(» + 1) h + «1] ?y = 0. 

Introducînd operatorul diferenţial P : C2([a, &]) -> 0 ( 0 , &]), 
unde Pt/ = — (pPy')', valorile si funcţiile proprii corespunzătoare 

P 
vor verifica ecuaţia diferenţială 

Py = ty; y e O2 ([«, 6]). 

Comparînd cu ecuaţia diferenţială a polinoamelor ortogonale, rezultă 
valorile proprii 

*. = »[(» + l)Pa + «ii, » = 0 ,1 ,2 , . . . 
iar funcţiile proprii vor fi 

y»(<») = QrWt » = 0 ,1 ,2 , . . . , 

deoarece ipotezele p(«) p(a) = 0, p(6) $(b) = 0 arată că ecuaţia 
diferenţială P^ = Xy admite ca puncte singulare capetele a şi & 
ale intervalului de ortogonalitate iar y va fi funcţie mărginită în 
intervalul [a, 6] dacă y(x) = Qn(x), n = 0 ,1 ,2 , . . . 

Cu aceeaşi argumentaţie ca în 4.6.1 se arată că nu există alte valori 
proprii în afara valorilor' \ — n[(n+l) (*2+ ai], dar este posibil ca 
multiplicitatea unei valori proprii să fie egală cu doi, deoarece a doua 
soluţie, de exemplu, pentru polinoamele Jacobi fiind 

™ 

integrala improprie este convergentă dacă —1 < p < 0, —1 < q < 0 , 
ceea ce înseamnă Q* (±1) = finit. 

• Dacă însă lungimea intervalului de ortogonalitate nu este finită, 
problema funcţiilor şi valorilor proprii nu se pune pentru şirul poli­
noamelor ortogonale ci pentru funcţii convenabil alese, cu anumite 
proprietăţi la infinit; astfel, dacă I = ]0, 00 [, în locul polinoamelor 
Laguerre se iau în consideraţie funcţiile Laguerre iar dacă 
I — ] — 00, + °°[j se înlocuiesc polinoamele Hermite cu funcţiile 
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Hermite, ceea ce face ca toate consideraţiile anterioare să fie valabile 
(aceste funcţii sînt nule la infinit). 

Trebuie însă făcută observaţia că spre deosebire de cazul polinoa-
melor Legendre, cu ajutorul cărora s-a exemplificat teoria din 4.6.1, 
în cazul celorlalte sisteme de polinoame ortogonale produsul scalar se 
consideră avînd ponderea p (ponderea în raport cu care se defineşte 
ortogonalitatea şirului de polinoame considerat); în orice caz, această 
situaţie (adică apariţia unei ponderi în calcule) este determinată de 
însuşi operatorul diferenţial considerat : se observă că ponderea este 
prezentă prin factorul l/p în definiţia operatorului dat. 

4.6.5. Dezvoltări în serie de polinoame ortogonale 

în baza unui rezultat cunoscut, dacă lungimea intervalu­
lui ]a,b[ este finită, orice şir de polinoame ortogonale este închis 
în C# ([a, &]), adică seria Fourier pentru / 

f(x) = £ an Qn(x), an = - ^ - ^ , (4.71) 

este convergentă în medie către / . 
în cazul şirului de polinoame Legendre, deoarece | |PJ |2 = 

2 
= , această dezvoltare se scrie 

2n + l 

f(x) = £ (n + - 1 ) (/, P.) Pn(x). (4.71') 
«=o \ 2 / 

Convergenţa uniformă a acestor serii ortogonale se poate de­
monstra, în condiţii suplimentare impuse lui / , exact la fel ca şi 
în cazul seriilor trigonometrice iar convergenţa în fiecare punct 
din ~]a,b[ are loc, presupunînd f(x) = — [/(#+)+/(#—)]într-un 

2 , 
punct x de salt pentru/ (deci/ se presupune standardizată). 

într-adevăr, dacă şirul ($„)„>o este ortonormat şi (sn{x)) este 
şirul sumelor parţiale ale seriei (4.71), găsim deoarece an = (/, Qn)9 

«„(*) = £ a*Q>(n) = £ (f, Q*)pQt(<*>) = £ QM (?f(t)Qk(t)dt = 

= (pf{t)\£ Qt{m)Qt(t)]dt = (PKn(x,t)f(t)dt;Kn(x,t) = £Qk(x)Qk(t) 
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în ipoteza că nucleul Kn(x, t) are proprietăţi asemănătoare cu nucleul 
lui Dirichlet pentru serii trigonometrice utilizat în 4.4.3, în baza unei 
justificări complet analoage celei din 4.4.3 se deduc 

lim*,(a?) - J(x) = ~ [f(x + ) +f(x - )] 

în orice punct x e]a,b[. în ceea ce priveşte nucleul Kn definit mai 
sus, este valabilă 

Teorema 4.10 (Cristoffel-Darboux). Dacă se notează 

K„{oo, t) = £ Qk(x) Qk(t) (4.72) 
&=o 

în ipoteza ortonormclităţii şirului (QJ, «=0 ,1 , . . ., atunci scriind 

Qk(x) = akxk + bk x"-1 + . . ., at # 0, Jc = 0,1,2,. . ., (4.72') 
avem 

Kn(x, t) - Un ®n^ ®n+1 ^LlQM g»±i(£). (4 7 2") 
an+1 t — x 

f~ Demonstraţia se bazează pe formula de recurenţă a polinoamelor 
ortogonale, care însă trebuie modificată, deoarece nu se presupune 
şirul de polinoame avînd coeficientul puterii maxime egal cu uni­
tatea ; scriind relaţia de recurenţă amintită 

xQn{x) = An+1Qn+1{ x) + AnQn(x)+An^Qrl(x) (4.73) 

şi utilizînd coeficienţii an şi bn din (4.72'), prin egalarea coeficienţilor 
puterilor xn+1 şi xn se obţin egalităţile 

an = -An+1 an+1, bn = A n + 1 + A n an 

din care se deduc valorile lui An+1 şi An : 
«„ , b„ b„ A , — _ « A 

-a-n+l , -£Ln 

V H 

a n+l an un+l 

Pentru a obţine coeficientul An_v se înmulţeşte scalar identitatea 
(4.73) cu Qn_1 şi se va găsi 

IIV»+i lip an+t 
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dacă se foloseşte ipoteza de ortonormalitate şi faptul că se poate scrie 
în loc de xQn_x(x) descompunerea 

* Q,-i («0 = Bn Qn (x) + B..J Qn_t (x)+ ..., 

ceea ce înseamnă (Q„, x Q„_1)p = Bn||QB||| = #B, £ B obţinîndu-se 
prin identificarea coeficienţilor lui #", adică aB_x = £M aB. Prin 
urmare, identitatea (4.73) se va scrie numai cu ajutorul coeficienţilor 
primelor două puteri din expresiile polinoamelor ortogonale, astfel: 

x Q,(x) = - ^ - Qn+1(x) + ( A _ _ W ) ^ (a.) + _J^_ Qn_l[xy 

(4.73') 
înmulţind această egalitate cu Qn{t), se găseşte identitatea 

*#.(«) Q.W = ~ ^ G»+i(aO G. (<) + 

f o» K+i \ 
*»-i 

din care dacă se scade aceeaşi identitate dar scrisă cu t în loc de 
w şi a; în loc de t, cu notaţia wn(x, t) = Qn+1 (a?) #„(f) - #B+1 (t) <?„(#), 
se găseşte 

(X - t) Q„(X) Qn(t) = - ^ - „(05, t) - _£!•_ « ^ (05, t). 
a » + l ffln-l 

Pentru « .=1 ,2 , . . . se vor obţinew egalităţi, care adunate dau 
(4.72"). ' J 

De exemplu, în cazul polinoamelor Legendre, deoarece şirul ortonormat va fi 

(2n)I 3» = y n + - y p»> c u m p*<» 2W (n!) s 

(2n) 1 

a;TC + c Kn 2 + . . . , avem aB = 

2 
-, 6re = 0, ceea ce înseamnă 

2"(n !)2 

n+X an n+X 1/2/1+ 1 
a„+1 ~~ 2n+l ]l 2n+ 3 K(2n+l)(2n+3) 
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iar identitatea (4.72"), care defineşte nucleul Dirichlet-Legendre şi se notează £M(x, /), 
va da 

i » (*> 0 = 
t — x 

n+ X Pn (x) Pn+i (0 — Pn (0 -PfM-i (x) ___ . _ _ 

Prin urmare, în acest caz 

%(*) = \ ^«(x, 0 A0 d ' = —-— \ " f(t) d< 

şi operînd la fel ca şi în demonstraţia teoremei 4.3, se deduce 

f+1 n+xr+l 

x) = V ZB(x, 0 f(t) ăt = —^— \ -

rînd la fel ca şi în demonstraţia teorerr 

" (2n+ 1) f + 1 1 
hm s„(x) = V — • - Pn(x) \ /•(/) P„ (0 d( = —-[f(x + ) + f(x - )], 

dacă xe ] - l , + l [ i a r fe C* ( [ - l , +1]). 

Dacă intervalul ] a, b[ nu are lungimea finită, aşa cum se întîmplă 
în cazul polinoamelor Hermite şi Laguerre, rezultatele anterioare 
rămîn valabile cu condiţia să se înlocuiască aceste polinoame prin 
funcţiile corespunzătoare ; astfel, în locul polinoamelor Laguerre It%> 
se utilizează funcţiile Laguerre : 

<£^ {x) = x* exp ( - — \ 2#> (x), n = 0,1,2, . . . , X > — 1, 

iar în locul polinoamelor Hermite Hn se pot folosi funcţiile Hermite 
3^n definite prin 

( x2 \ -—\B,{x), n = 0 ,1 ,2 , . . . 

Funcţiile (L^) pot fi considerate ca fiind rezultatul ortogonalizării 
şirului liniar independent 

— _— —4-1 _ — A_i_ _ £ . 

ju e ,iX/ e , . . . , 0 5 e , . . . 

în intervalul ]0, oo[ cu pondere p(a>) = 1, deoarece 

(Lp, i»>) =CO°a^e-a:ilx»(a5)£W(aî)da5=ţO0^W(^) ^»H«) do;=0, n ^ m, 
Jo Jo 
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iar funcţiile (<#„) se obţin prin ortogonalizarea şirului 

e 2 , x e 2 , . . . , x" e 2 , . . . 

cu pondere p(x) = 1 pe R. S-a văzut că aceste şiruri de funcţii ortogo­
nale formează sisteme închise în C#{]a, b[) iar celelalte probleme 
legate de convergenţa seriilor Fourier corespunzătoare se tratează 
analog eu metoda folosită la serii trigonometrice. 

4.7. Funeţiile Bessel ca funcţii proprii 

în baza teoriei din voi. I, cap. 13 şi 17, se pot găsi rezul­
tate asemănătoare celor din 4.6 înlocuind polinoamele ortogonale prin 
funcţii Bessel; pentru aceasta, se utilizează operatorul diferenţial 

- P ^ = i f ( ^ ' ) - 4 v > 0 , (4.74) 
x da; x2 

ale cărui funcţii şi valori proprii, determinate prin egalitatea 
- Py = \y, (4.75) 

se vor obţine prin integrarea ecuaţiei diferenţiale 
xhj" + xy' - v2y + \x2y = 0, (4.75') 

care, pentru X — 1, coincide cu ecuaţia Bessel. Condiţiile la limită 
care se ataşează ecuaţiei (4.75) şi care determină mulţimea de 
definiţie a operatorului diferenţial P, provin din practică şi vom lua în 
consideraţie doar următoarele : 

2/(0) = finit, y(l) = 0, Z >0 (4.74) 

(în orice caz prima condiţie la limită (4.74') este oarecum o con­
diţie naturală, datorată singularităţii x = 0 a ecuaţiei Bessel); în 
acest mod, operatorul P introdus prin (4.74) va fi definit pe mulţimea 
funcţiilor de clasă (72 pe intervalul [0,1] caresînt nule pentru x =1. 
Această ultimă condiţie poate fi înlocuită fie prin condiţia y'(l) = 0, 
fie prin y(l) + ocy'(l) = 0, a e \R. 

Această problemă la limită se poate rezolva cu uşurinţă, în 
baza consideraţiilor din voi. I, cap. 13 şi 17 ; într-adevăr, se verifică 
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imediat că orice soluţie a ecuaţiei diferenţiale (4.75') se scrie sub 
forma 

y(x) = cx Jv (]fx x) + c2 Nv{ fk x), (4.75") 
Jv şi JSfv fiind funcţiile Bessel de speţa I, respectiv II . Deoarece 
Jv(0) = 0, dacă v > 0 şi J0(0) = 1, iar '| JVv(0) | = oo, prima condiţie 
la limită (4.74') va fi verificată numai dacă c2 = 0 [dacă v ţ7L, 
atunci în locul lui Nv se poate utiliza funcţia Bessel J_v(0) despeţal 
care pentru z = 0 are de asemenea proprietatea |J_V(0) | = oo]; 
aşadar, soluţia generală (4.75") se reduce la y(x) = c±Jv (]f\x) 
şi prin utilizarea^elei de-a doua condiţii la limită (4.74') se ajunge la 
egalitatea Jv(\fll) = 0 care arată că satisfacerea ei impune 
]fl l — \xl, Jc = 1,2, . . . , unde {\xl)kew formează şirul (crescător) 
al zerourilor reale ale funcţiei Bessel Jv. Prin urmare, valorile proprii 
ale problemei la limită în cauză vor fi 

V = (-y-V» A; = 1 , 2 , . . . , 

iar funcţiile proprii se vor scrie 

y*(®) =cKjJ~-A, Ic = 1,2,..., 

unde c4 poate fi egal cu unitatea sau cu —T. — — , dacă se au 

KT"), 
în vedere şiruri ortonormale de funcţii; în orice caz, şirul funcţiilor 
proprii va fi ortogonal, cu pondere p(x) = x (această pondere se poate 
deduce şi din forma operatorului diferenţial P , dacă se reţine obser­
vaţia din 4.6.4) pe intervalul [0, Z], ceea ce permite dezvoltarea în 
serie Fourier-Bessel (formală) 

lf(®),jJ~A) 
A = l V l ) 

unde 
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Calculele mult prea complicate şi lungi pentru a putea fi redate 
aici arată că seria Fourier-Bessel pentru funcţia / netedă pe porţiuni 
în intervalul [0, l~\, considerată standardizată în punctele de salt, 
converge în fiecare punct x din ]p, l[ către/(a?) (dacă/ este continuă 
pe porţiuni sau cu pătrat integrabil, seria Fourier-Bessel converge 
în medie căt re / ) . 

Exemplul 12. Propagarea căldurii tnlr-un cilindru infinit, presupunlnd distribuţia 
iniţială a temperaturilor dată prin funcţia f, unde f=f(Yx2 + y2). Dac ă u = u(t, x, y, z) 
este temperatura în cilindrul 0 < x2 + y2 < l2, z e K la momentul t, atunci u va verifica 
ecuaţia cu derivate parţiale 

du d2 a2 a2 

= a2 A3 u, A3 = 1 • + , a > 0, 
dt dx2 dy% dz2 

in ipoteza că in interiorul cilindrului nu se află surse de Încălzire (sau răcire). Utilizlnd 
sistemul cilindric de coordonate din R3, adică x = r cos 9, y = r cos 6, z — z, r > 0 
0<6<27t, se obţine ecuaţia 

du 
~~dt 

2 (• 1 d l du \ 1 92u d2u 1 
= "2 17 lfr\lh)+l:z~~d¥ + l)z*\ 

la care se adaugă condiţia iniţială u(0, r, 0, z) = f(r); în ipoteza că suprafaţa laterală a 
cilindrului este menţinută permanent la temperatura de 0°C, adică u(t, l, 0, z) = 0, se 
deduce că u nu va deprinde de variabilele 0 şi z : u = u(t, r), în concluzie, trebuie găsită 
soluţia ecuaţiei cu derivate parţiale 

1 du d2u 1 du 
= -l , t & o, o < 7 < ; , 

a2 dt2 dr2 r dr 
care verifică datele suplimentare 

u(0, r) = f(r) (condiţia iniţială), 

u(t, l) = 0 (condiţia la limită), 

soluţie care se poate găsi utilizlnd metoda separării variabilelor. Deci In ipoteza u(t, r) = 
= T(t) v(r) se obţin ecuaţiile diferenţiale 

1 
I" + Xa2 T = 0, v" H v' + \v — 0, 

r 
verificate de funcţiile T şi p respectiv; condiţia la limită obligă ataşarea la ecuaţia pentru 
v a condiţiei »(/) = 0, în afară de condiţia obligatorie »(0) = finit (temperatura in cilindru 
nu poate fi infinită pe axa Oz). Comparînd cu (4.75'), se deduce v = 0, deci valorile şi 
funcţiile proprii vor fi 

x* = (4)2 ' Vkir) = Jn ("Tr)' k = l,2,. 
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şi deoarece (integrind ecuaţia diferenţială pentru funcţia T) 

i.0 \ 2 
Z*(0 = h exp I - j —* a I J , k = l,2,...,bkelR, 

se găseşte soluţia 

u(l, r) = oo oo r / < j - 0 \ 2 i / ^ ° \ 

în care şirul (ijt)terN ^e constante se determină din dezvoltarea Fourier-Bessel (determinată 
prin condiţia iniţială) 

deci 

oo / y.0 

*=i V ' 

(«,,(401 
W.' 

4 
6 * = — n / . . n . n o » P ( f ) = r -

4.8. Existenţa funeţiilor şi valorilor proprii 
pentru operatori diferenţiali 

4.8.1. Generalităţi 

î n consideraţiile anterioare un rol esenţial în determinarea 
soluţiilor unor probleme practice l-au jucat funcţiile şi valorile proprii 
ale operatorilor diferenţiali (în ipoteza că spectrul este discret); de 
aceea este important de determinat condiţiile suficiente în care opera­
torii diferenţial admit o infinitate numărabilă de funcţii proprii 
(în mulţimea de definiţie considerată). Cazurile concrete aduse în 
discuţie s-au caracterizat prin posibilitatea determinării efective a 
funcţiilor şi valorilor proprii, posibilitate care nu poate fi extinsă la 
orice operator diferenţial; în plus, în aceste cazuri, şirul valorilor 
propriij a fost un şir de numere reale, admiţînd + oo ca punct de 
acumulare iar şirul funcţiilor proprii a fost un şir ortonormal şi 
complet. Este clar că toate aceste împrejurări referitoare la şirul 
funcţiilor şi valorilor proprii vor trebui să apară şi în cazul funcţiilor 
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şi valorilor proprii ale unui operator diferenţial oarecare, dacă se are 
în vedere aplicarea metodei separării variabilelor; aşadar, dacă 
P=P(x , D) este un operator diferenţial de ordinul N, adică 

Pu = £ aa(x)D»M, a = (a1 , . . . ,a„), (4.76) 
|a|<2V 

coeficienţii a^ fiind de o clasă convenabilă în domeniul B„ c IR". 
Dn un compact iar 8Dn e O2 (cel puţin pe porţiuni), vom găsi con­
diţii suficiente în care problema la limită 

Bu(x)\xedDn = 0 (4.76') 

admite o infinitate numărabilă de funcţii şi valori proprii. Cu alte 
cuvinte, problema 

Fu - X u = 0, Bu \dDn = 0 (4.76") 

admite o infinitate numărabilă de soluţii nenule, corespunzătoare 
valorilor proprii X = Xfc, k — 1,2, . . . ; aici prin Bu s-au notat con­
diţiile la frontieră care intervin în problema dată. 

' Vom face ipoteza că funcţiile proprii sînt elemente ale spaţiului 
Sobolev Bţ{Dn), m = 0,1, 2,'. . ., pentru un m determinat, strîns 
legat de ordinul îf al operatorului diferenţial P în discuţie iar produsul 
scalar (9, P<JJ)„, CU ajutorul condiţiilor la limită (4.76') şi a operatoru­
lui diferenţial, se poate transforma într-o funcţională biliniară în 
spaţiul IÎ%(Dn) pe care o vom 'nota prin A (9, 9). Aşadar, 
A : jffg1 X H% -> [R 

A(9, 9) = (?, P<l<)o, 9, + « #om (-D,), (4-77) 

iar dacă %, 6X, a2, 7>2
 s m t numere reale oarecare şi 9, 9, <pv <p2, <\>v 92 

sînt elemente oarecare din H%(D„), au loc egalităţile 
A K 9,̂  + «2 ?2> +) = «1A (<pj., 9) + «2 A(9a , 9). 

(4.77') 
A(9, &J.9! + &292) ='&iA(«p, W + 62A(9, tya) ; 

în plus se presupune funcţionala biliniară A mărginită (adică 
|A(9, 9)| < a | | 9 L | | 9 L (4-77") 

pentru orice 9, 9 e H%(Dn) cu a e CR+ independent de 9 şi 9) simetrică 
[adică 

A(9, 9) = A(9, 9) (4.77"') 
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pentru orice 9, 9, e JET^DJ] şi coercitivă în H$(Dn) [adică vor exista 
constantele reale 7c0 şi lcv independente de 9 cu \ > 0 , astfel încît 

A(9, 9 ) > M9lB.-fcoll?l l§ (4-78) 

pentru orice 9 e £T™(DM)]. Pară a constitui o particularizare, se poate 
presupune ~k0 — 0, deoarece dacă avem lc0 < 0, atunci — lt0 \\<p\\% > 0 
şi deci cu atît mai mult 

A ( 9 , 9 ) > ^ ||9 H2,; (4.78') 

dacă avem 7c0 > 0, înlocuind operatorul diferenţial P, definit cu aju­
torul lui (4.76) prin operatorul P+7c0, cu ajutorul proprietăţilor 
produsului scalar avem 

(9, (P + k0) 9)0 = (9, P9)0 + ft0(9, 9)0 > \ || 9 H2, - fc01| 91|2 + 
+ K ||<p||g = fcj II9H2,, 

dacă se ţine seama de inegalitatea (4.78). Aşadar, în viitor vom con­
sidera inegalităţile (4.78) şi (4.78') ca fiind echivalente. 

Să definim valorile şi funcţiile proprii ale operatorului P dat de 
(4.76) în ipoteza că se verifică datele la limită (4.76'); funcţia 
u e H%(Dn), \\u\\0 =£ 0, este o funcţie proprie a operatorului diferenţial 
P, corespunzînd valorii proprii X, dacă pentru orice 9 e H%(Dn) se 
verifică egalitatea 

A(<p, u) — X(9, ri)0 = 0. (4.79) 
Este evident că relaţia de definiţie (4.79) se poate deduce direct 
din ecuaţia Pu = Xw prin efectuarea produsului scalar cu 9 (ţinînd 
seama de definiţia formei biliniare A) ; dar definiţia (4.79) nu pretinde 
să avem u e CN(Dn), ceea ce constituie un avantaj. Evident, func­
ţiile proprii definite ca elemente ale spaţiului Sobolev H$(Dn) trebuie 
considerate soluţii slabe (vezi 4.1.3) ale ecuaţiei Pu = X« iar ipoteza 
IMIo ¥* 0 permite să presupunem în viitor ||u||0 = 1, deoarece egali-

ni 

tatea (4.79) este verificată odată cu u şi de . 
INIo 

O observaţie utilă este aceea că în egalitatea de definiţie (4.97) se 
poate presupune 9 funcţie-test, adică 9 € C<?{Dn); într-adevăr, vor 
exista funcţiile-test tyk, h = 1, 2 , . . . astfel încît 9* -> 9 (convergenţă 
în H™), ceea ce, prin trecere la limită pentru k "-> 00, în egalitatea-

Mtykf «) - M+n«)o = ° 
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va conduce la (4.79), utilizînd mărginirea şi liniaritatea, atît a lui A 
cit şi a produsului scalar (^k,u)0. 

Dacă operatorul diferenţial P definit prin (4.76) este formal auto-, 
ajunct, atunci funcţionala biliniară A este o formă simetrică; într-
adevăr, avem j 

A(<p, 9) = (<p, P^)0 - (P+9, <1»)0 = (P 9 , <|0„ = (9, P9)„ = A(<j/, 9) ! 
[utilizînd ipoteza P+ = P si simetria produsului scalar : (P<p, tp)0 = 
= (*,P?)o]-

Exemple. 13. Dacă 
d 

Py= - — 1 > W ] + ?(*)». y(«) = v(b) = o, 

dx 

p, q, p' e 0° ([a, 6]), avem 

f6 f6 d Cb 

(9. p</)o = \ < p P » d a : = - \ < p — - (pi/') dx + \ q 91/ d i = 

= - PW' + \ (P <P'S' + « ) dx = V (P9'y' + ?<pi/) da; 
[a Ja Ja 

dacă se ţine seama că <p(a) = 9(6) = 0, <p fiind o funcţie-test; aşadar, aici 

r* 
A(<p, <Ji) = V (p 9' +' + 99+) d x 

Ja 

şi evident A este o funcţională biliniară simetrică. 
14. Dacă P = — A„, adică 

d2a d2u 
- P u = - + . . . H - , n > 1, 

ax? ^ ax2 
în baza formulei flux-divergenţă, găsim 

unde 

A(cp, ty) = (9, Pi|))o = - \ q>A„+ds = \ V»<P"V»<|»dx-\ 9 — - d a , 

V» = I I este operatorul nabla iar = V v,- este derivata 
^ dxx dxn J dv f^x dxj 

funcţiei ij; după direcţia normalei exterioare la dDn; cum 9 este funcţie-test, integrala 
c alculată pe dDn va fi nulă şi deci 
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obţinîndu-se o funcţională biliniară şi simetrică. în plus, 

A ( 9 'HJâ(^)] d x = i M i -MI 
'adică, prin comparaţie cu (4.78), avem 0 <3 k1 < 1, /<:„ = 1. 

în ipoteza că X este o valoare proprie pentru o problemă la limită 
ataşată operatorului diferenţial P , numărul X + Ic pentru un Ic e R 
tlat este o valoare proprie pentru aceeaşi problemă la limită, dar 
pentru operatorul diferenţial P -f- k, deoarece din egalitatea 
A(cp, 11) = X(cp, u)Q, cu A(<p, u) = (9, Pu)0 se deduce 

(9, (P+k)u)0 — (9, P«)0+fc(9, «)0=A(9, u)+Tc(<p, u)0= (X+&X9, u)o 
ceea ce justifică afirmaţia. 

4.8.2. Proprietăţi generale ale funcţiilor şi valorilor proprii 

î n ipotezele făcute în 4.8.1 asupra funcţionalei biliniare A, 
rezultă că valorile proprii sînt numere reale, deoarece dacă u e H$(Dtt) 
este o funcţie proprie normată ( |[w||0—1), pentru 9 = u, din (4.79) se 
deduce 

X = A(«, u), (4.79') 
egalitate care constituie legătura dintre funcţiile proprii ale problemei 
(4.76") şi valorile proprii corespunzătoare; cum prin ipoteză 
A(9, w) e R, neapărat X e R. 

Din definiţie rezultă că valorile proprii sînt mărginite inferior 
de numărul real — k0, deoarece din (4.78) şi (4.79') se deduce 

x = A(«, u) > \ [|ît||â — fc0IM!o > — ^o||«||o= — K; 
iar particular, dacă lc0 < 0, valorile proprii sînt nenegative. 

Proprietatea principală a funcţiilor proprii este proprietatea de 
ortogonalitate : dacă X şi \x sînt valori proprii distincte ale problemei 
în cauză, cărora le corespund funcţiile proprii u, respectiv v, atunci 
(u, v)0 — 0, deci la valori proprii diferite vor corespunde funcţii proprii 
ortogonale în L2(Dn); într-adevăr, deoarece 

A(9, u) = X(9, u)0, A(9, v) = JA(<JI, v)0, 

scriind 9 = v şi 9 = u, deoarece A(v, u) = A(u, v) în baza simetriei 
funcţionalei A, prin scădere se deduce (X' — jx) (u, v)0 = 0 şi cum 
X =£ fx, neapărat (u, v)0 = 0. 
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Dacă ordinul de multiplicitate al valorii proprii X este superior / 
unităţii, adică acestei valori proprii îi vor corespunde cel puţin j 
două funcţii proprii liniar independente, prin aplicarea procedeului ' 
de ortogonalizare, aceste funcţii proprii vor putea fi considerate de J 
asemenea ortogonale. i 

în ipoteza că numerele reale X1? X2,... sînt valori proprii ale 
problemei la limită (4.76"), sînt valabile egalităţile / 

A(w„ uk) = \k 8ft, j , fc=l, 2 , . . . , (4,79'j 

în care uv u2,. . . sînt funcţii proprii corespunzînd valorilor proprii 
X1? X2,.. . ; într-adevăr, pentru j—k se deduce egalitatea (4.79') iar 
dacă j # jfc se obţine din egalitatea de definiţie (4.79), pentru 9 =u}, 
u — uk, j i= Jc, A(u}, uk) = Xj. (Uj, uk)0 = 0 în baza ortogonalităţii 
funcţiilor proprii. 

în baza acestor proprietăţi se constată că anumite proprietăţi 
esenţiale în fundamentarea metodei separării variabilelor (anume 
ortogonalitatea funcţiilor proprii, şirul valorilor proprii este real) care 
s-au obţinut în 4.4—4.7, în anumite cazuri speciale sînt valabile 
şi într-un cadru mai general. 

4.8.3. Existenţa funcţiilor proprii 

Vom arăta că în ipotezele din 4.8.1 pentru funcţionala 
biliniară A, se pot obţine o infinitate numărabilă de funcţii şi valori 
pentru problema la limită (4.76"). 

Teorema 4.11. Prima valoare proprie Xj a problemei la limită 
în cauză se obţine cu ajutorul următoarei relaţii de minim : 

h. = i n f A(<P> ?), 
»eH>„) (4.80) 

IMU=i 
iar minimul este efectiv atins pentru un element ux e Hff(Dn), \\ ux ||0 = 1, 
«are este funcţie proprie corespunzătoare valorii proprii Xx. 
I - Presupunînd fc0 = 0 (ceea ce nu constituie o restricţie), avem 

A(<p, 9) > ftj ||9|g, > 0, 

deci mulţimea de numere reale {A(9, 9) | 9 e Hff(Dn)}, va fi mărginită 
inferior şi fie Xx marginea inferioară strictă a acestei mulţimi; 

304 

<."'j 

avem Xxe IR, \ > 0.Fie(9j);6[Nun şir minimizant din H™(D„), adică 

9, e BZ\Bn), || 9 i | |0 = 1, lim A(9„ 9 j) = \ , j = 1, 2,. . . . 
2->00 

iar pentru orice 8 > 0 se poate găsi ns e IN, astfel încît 
X2 < A(<p„ 9,) < \ + S, j > n. S ) 

să notăm prin (£JA6IN un şir mărginit din Hfî(Dn). Atunci, pentru 
orice s > 0 avem 

9J + <&k _ <?} + e£* 

9, + e^||o ' II <P* + s ^ 
- ) > h, 
o / 

deoarece Xj este valoarea minimă pentru A ; în baza liniarităţii lui 
A în raport cu ambele argumente, se deduce inegalitatea 

M<?J + e£« <?i + s^) > XJI y, + eSt||§ 
care se mai poate scrie şi sub forma 

E * [ A ( ^ , Kk)- M « ] + 2s[A(9,, ^ ) - ^(9, , y 0 ] + 

+ [A( 9 „<p , ) - X1||9,||g]> 0, 
şi deci conduce la inegalitatea 
[A(?„ 9 * ) - ^ ? ; , ^)ol2 < [A(?„ ? , ) - « ! ( ; , S,)-M£ll§], (4.80') 

deoarece | | 9 j | | 0 = 1 iar trinomul în s trebuind să fie nenegativ; 
evident, coeficientul lui s2 este pozitiv, deoarece 

( E> ^ \ 
VIIUo' IIU.J 

Deoarece şirul (£t) este mărginit în H™(Dn), avem ||£ t | |m < fe, 
6 fiind independent de 7c şi deoarece || ^ | | 0 < | | KHWIM rezultă || ^ | | 0 <6 , 
ceea ce antrenează, în baza mărginirii funcţionalei A, 

\MZ» Q - M U § I < «IICX + x1|Ki||2<fe(«+ M) 
cu a definit prin (4.77"). Cum A(9„ 9,) -> Xx, din inegalitatea (4.80') 
se deduce 

M<?), tt) — \ (9i» S*)o -* 0 c î n d .?> & -> 00. (4.80") 
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Deoarece 
1 7 I fr 

9*11» < — M9), 9>) < ~ -, j > ns, 

rezulta mărginirea şirului (9,),elN în Hf(Dn), m > 1, şi deci, în baza 
teoremei lui Eellich (vezi teorema (4.1)) va exista unsubsir,pe care 
vom conveni să-1 notăm tot prin (Q convergent în 'H$(Dn) = 
~ L2(Dn), adică cp, -> ux e i2(D„); scriind acum (4.80") de două"ori, 

A(9/> £*) — X^^, ţk)0 -> 0 cînd j -> oo. 

A(9r> Q — *i(<jy» Qo -> 0 cînd j ' -> cx), 
prin scădere, rezultă 

M<9i — <?s; £*) — Xi(cp> — 9/, Q 0 -> 0 cînd j , j ' -> oo, 

sau, luînd Cs = 9* - 9/, [ Kk e H% (Z>„) şi || ^ ||m< || 9 i ||m + y 9 / . | L < 

< 2 J / ^ X l
f c

+ 8 l , se deduce 

A{<?} — <ţf, <p, — <pr) — xj ţ ) , — 9 / | |g -> 0,'cînd j , j ' -» oo. 

Şirul (9,), fiind convergent, va fi fundamental, ceea ce în baza ulti­
mei relaţii antrenează 

M<?} — <?}-, <?j — 9/) -> 0 cînd j , j ' -> oo; 

din inegalitatea || <p||„ < — A(<p, 9) se deduce 

II 9* — 9/IL < — A(9, — cp/, cp, — <py) -*. 0 cînd j , j ' -> oo, 

ceea ce înseamnă că şirul (<p}) va fi convergent şi în H$(Dn) iar în 
baza unicităţii limitei neapărat 9, -> ux în B™{Dn), adică % e Hf(Dn). 
Apoi, cum || <p,|[0 == 1, rezultă prin trecere la limită ||%||0 = 1 iar 
dm (4.80") pentru lk = Vj., prin trecere la limită, j ' -> 00, se deduce 

A(tt1,«1) = X1|K||0 = Xl5 

în fine, din (4 80") pentru ţ , = 9 ' e flftD.) rezultă prin trecere 
la limita şi egalitatea A(<p, ux) = \{y, Uj)0. j 
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Teorema următoare permite determinarea din aproape în aproape 
a funcţiilor şi valorilor proprii problemei în cauză. 

Teorema 4.12. Problema la limită (4.76") admite o infinitate 
numărabilă de valori şi funcţii proprii în ipotezele în care este vala­
bilă teorema 4.11, şirul real al valorilor proprii avînd + 00 ca singur 
punct limită. 
r Să notăm prin Mz subspaţiul (închis) al spaţiului Sobolev 
HgJ(DJ, unde 9 e M2 dacă cp e Hff(Dn) iar (9, ux)0 = 0, ux fiind 
funcţia proprie determinată prin teorema 4.11; atunci notînd 

X2 = inf A(9, 9) 
• 1 1 * 1 1 . - 1 

X2 va fi minimul funcţionalei A în M2. Deoarece M2 este un subspaţiu 
închis al lui H™(Dn), va fi el însuşi un spaţiu Hilbert ca şi Hff(î)n) 
şi deci demonstraţia teoremei 4.11 se poate relua punct cu punct. 
Bezultă că acest minim este atins pentru uze Mz, \\uz\\0 = 1, iar 
uz i= % [deoarece în caz contrar relaţia de ortogonalitate a elemen­
telor din M2 pe % e H™(Dn) ar conduce la (uz, %) 0 = (uz, «2)o — 
— IN2II0 = 0, ceea ce contrazice \\uz\\0 = 1] iar în plus 

A(9, uz) = X2(9, uz)0 

pentru orice 9 e Mz; dacă arătăm că această ultimă egalitate rămîne 
valabilă cînd se înlocuieşte 9 e Mz prin 9 € Hff(Dn), atunci se deduce 
că uz este funcţie proprie a problemei studiate. Or, dacă 9 este un 
element arbitrar dinH™(Dn), atunci 9 = 9—ajUx, «^eR, a1~((p, %)0, 
va fi un element din Mz deoarece (9, ux)0 — (9, %)0 — «il|%||o = 0, 
pentru că ||%||0 = 1 şi deci, cum 

A(9, uz) = A(9 — axuv uz) = A(9 , uz) — a1A{u1, uz)=A{<p, uz), 

(9, uz)0 = (9 — axuv uz)0 = (9, «2)0 — %(%, uz)0 = (9, uz)0, 

în baza egalităţii (4.79") şi a relaţiei de ortogonalitate dintre ux 
şi uz rezultă din A(9, uz) = X2(9, uz)0, egalitatea A( 9, uz) = X2(9, uz)0, 
9 e Hg1(D„). î n plus, X2 > X1? deoarece din Mz a H??(Dn) se deduce 

minA(9, 9 ) > m i n A ( 9 , 9). 
veM, veHm 

Deoarece ux şi uz sînt elemente determinate din H™(Dn), se poate 
construi subspaţiul (închis) M3 c H™(Dn), astfel încît 9 € Jf3 
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dacă 9 e H™(Dn) şi (9, %)0 = 0, (9, w2)0
 = 0 > repetînd raţionamen­

tele anterioare, se deduce că a treia valoare proprie X3 va coincide 
•cu minimul funcţionalei A(<p, 9) pentru 9 e Ms, ||<p||0 = l , acest 
minim fiind atins pentru 9 == u3 e M3, u3 fiind funcţie proprie iar 
X3 > X2 > Xx. Din aproape în aproape se obţin toate valorile şi 
funcţiile proprii în cauză şi teorema va fi demonstrată dacă arătăm 
«că lini "kj — + 00; în orice caz, între 1} şi X m nu există valori proprii 
ale acelaiaşi probleme la limită; dacă am avea 

X, < X* < X m , X* = A(u*, u*), A(<p, u*) = X*(<p, u*)0 

va rezulta 
X* = A(u*, u*) = inf A(<p, 9) = X m 

11*11.=/ 
(deoarece funcţia proprie u* este ortogonală pe funcţiile proprii 
Mu . . . , Uj), ceea ce înseamnă X* = Xm , deci se contrazice ipoteza 
X* < X m . Dacă \} -> X0 e ER (şirul valorilor proprii fiind nedescres­
cător, X0, dacă există, este unic determinat), am avea 

||u||JL< — A{ut, Ui) =-—-+—, 

ceea ce antrenează mărginirea şirului (u})!em în Hfî(D„); teorema 4.1 
arată că va exista un subşir (uk.)jejN a l acestui şir convergent în 
L2(Dn), dar în baza egalităţilor || Uk.\\0 = 1 se deduce || Ui, — UkA\l = 2 
dacă j # y şi şirul nu este fundamental. Această contradicţie arată 
că neapărat X0 = -f-oo. . J 

4.8.4. Completitudinea şirului funcţiilor proprii 

în ceea ce priveşte posibilitatea dezvoltării elementelor 
din H™(Dn) în serie de funcţii proprii ale problemei la limită studiate 
aici, vom demostra rezultatul următor : 

Teorema 4.12. Dacă f e Hff(Dn), vor fi valabile relaţiile : 

a) ||gt\\m -*• 0 rină" 7c-* °°> 9*'=f — S (/» %)o %> 
i=i 

b) 11/118 = | (/, u,%, 
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c) A(/, / ) = £ M/ , «*)o, 
y=i 

dacă %, 1*2, . . . sînt funcţiile proprii ale problemei la limită în cauză. 
f~ îfotînd a} — (f, Uj)0, j = 1,2, . . . , şirul coeficienţilor Fourier, 

00 
în baza ortogonalităţii şirului de funcţii proprii (%)/6w, seria J] aj 

y=i 
va fi convergentă (în baza inegalităţii lui Bessel); calculînd 
A(gk, gk), gk = / — YJ a} ut, folosind rezultatele din 4.8.2, găsim 

A(gk, gk) = A(/, / ) - £ X, ^ 

şi cum A{gk,gk) > fcjll&llS, > 0, se deduce 

5 X,a,2< A(/, / ) , 
;=t 

ceea ce antrenează convergenţa seriei cu termeni nenegativi 
00 
J] Xj <»j iar în plus 

y=i 

£ X;a* < A(/ , / ) . 
i=i 

Pentru Z > 7i avem 
00 

fcill0i - &ll»< A(S,i - 9n Si —fft) = _ S & « 
2 

pentru fc, Z > JV( s) j în virtutea convergenţei seriei £ Xy af j , ceea 

ce conduce la convergenţa şirului (gk)kea* în H™(Dn) (care este un 
spaţiu complet), decilim gk=g e H™(Dn). Deoarece se verifică uşor că 

fc-»oo 

(&> %)o=0, . . . , (gr,, «j)0 = 0, rezultă - A - e Jlfm, Jf„ itf2,... fiind 
\\g* Ho 

spaţiile care apar în demonstraţia teoremelor 4.10 şi 4.11, ceea ce 
înseamnă 

VII & Ho' IIfir.HoJ "•*+! 
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(valoarea minimă a funcţionalei A în Mk+1 fiind Xi+1). Eezultă ine­
galitatea 

Mf,f) ~ S V°? 
II»* Ho ^ ^ ^ ^ —; 

H+i A*+i A*+i 
00 

(seria ]ŢJ X â* avînd termenii nenegativi are suma >0) şi deoarece 
3=1 

lk -» oo, avem #,. -> O, adică g = O (g = lim y*). Prin urmare, ţinînd 
seama de definiţia şirului (gt), rezultă 

00 r 00 

/— S atu, = £ (/,%)<>%,' 

ceea ce arată că punctul a) este justificat. Deoarece 

M = ii/ii2o-i>2, 
din faptul că || ̂  ||0 -> O se deduce egalitatea lui Parseval (punctul b ) ; 
în fine, deoarece 

k 

W\gAl < Mf,f) - S M2 = Mg*>9*) < «ll0X> 

în baza mărginirii funcţionalei A, pentru Ic -> oo, cum gk -> O în 
H%(Dn), avem verificată şi egalitatea de la punctul c). _J 

Prin urmare, şirul funcţiilor proprii pentru problema la limită 
studiată aici formează o bază ortonormală în spaţiul Sobolev Hff(Dn), 

00 
seria Fourier J] (/, u})0Uj fiind convergentă în acest spaţiu către/, 

3 = 1 

dacă / e H™(Dn); trebuie reţinut faptul că această serie Fourier 
are coeficienţii calculaţi cu ajutorul produsului scalar din L2(Dn), 
nu cu ajutorul produsului scalar din H™(Dn). 

4.8.5. Proprietatea de minimax a valorilor proprii 

De obicei, prin minimax se înţelege un principiu cu aju­
torul căruia se determină valoarea optimă a unei aplicaţii cu valori 
reale, calculînd minimul (maximul) unei mulţimi convenabil alese 
de valori maxime (minime) ale aplicaţiei date. 
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Teorema 4.13 {Gourant). Valoarea proprie Xfc a problemei la 
limită (4.76") se poate obţine direct cu ajutorul următoarei probleme 
de minimax : 

\ = supinf A(ţ, 9), 

în care inf-A(9, 9) se calculează pentru 9 e H™(Dn), | |9 | |0 = 1, 
(9 , / j ) 0=0, j—l, . . . , fc—1, fv . ••, /*-! fiind elemente oarecare din 
Lz(Dn) iar superiorul se calculează în raport cu mulţimea \fv ..., f k - 1 } . 
f Ou alte cuvinte, notînd 

Mfi, •••Jic-i) = i n f A(9, 9), 

astfel încît 9 e H%(Dn), || (p||0 = 1, (9, ft)0 = O, . . . , (9, fk.x\ = O, 
pentru o alegere oarecare a funcţiilor fv . . . , fk^t din L%(Dn), avem 

X» = sup \k{fv . . . , /»-!>. 
Vt W 

în particular, luînd fx = ult .. .,ft~i = uk-i, teorema 4.11 arată 
că XA.(%, . . . , %_]) = Xft, Xfc fiind valoarea proprie de indice 7c din 
şirul valorilor proprii ale problemei la limită în studiu; aceasta 
înseamnă că valoarea \ este atinsă efectiv şi teorema va fi demon­
strată dacă arătăm că 

X* > X j !(/1, . . . J / S - J ) . 

Altfel spus, dacă arătăm că pentru orice alegere a sistemului 
(A) •••ifk-i} verificînd condiţiile specificate, avem Xft > A(y, 9), 
cu atît mai mult 

** > M/ i , • • -,/*-i) = i n f M<?, ?)• 
Presupunem 

h 

unde u17...,uk sînt funcţiile proprii care corespund valorilor 
proprii Xx < X2 < . . . < Xfc, ceea ce implică 9 e H™(Dn), deoarece 
ut, . . . , uk e Htf(Dn) iar constantele ev ..., ck se aleg astfel încît 
|| 9 Ho = 1 , . adică 

e\+ . . . + c i - l . (4.81) 
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[în baza relaţiilor de ortogonalitate (u}, uy\ = S(r] iar ((p,fx)0 = 0 , . . . 
. . . , (<P;/ft-i) = 0 pentru o alegere oarecare a sistemului de 
funcţii {%, .. . , / ^ J <= L2(Dn), adică 

S 0,{Uj,fj)0 = 0, . • :, £ C/tty,/»-!^ = 0. 

Or ultimele egalităţi pot fi interpretate ca un sistem liniar algebric 
în ov ..., ck format cu Ic— 1 ecuaţii, deci compatibil şi se aleg aceste 
soluţii astfel încît să se verifice (4.81); calculînd A(<p, <p), avem 

( k k \ k k 

3=1 i '=i / i, i ' - i A=I 

deoarece A(«3-, wr) = x/Sw, (vezi 4.79"). Cum Xa < X2 < • • • <••**> se deduce 
* • 

A(9i ?) < X*£ o? = X», 
3 - 1 

utilizînd condiţia (4.81). _J 
Ca aplicaţie la teorema lui Courant 4.13 să vedem care sînt 

implicaţiile sale asupra şirului de valori proprii în situaţia în care 
domeniul Dn se înlocuieşte cu D* astfel încît X>* <= J)n, expresia 
analitică a operatorului diferenţial L şi a condiţiilor la limită B 
rămînînd nemodificate. 

Teorema 4.14. In cadrul aceleiaşi probleme la limită, valoarea 
proprie Xf pentru un subdomeniu I)* al domeniului Dn nu este 
inferioară valorii proprii Xk (corespunzătoare domeniului D„). 
r Considerîni spaţiile Bf(Bn) şi Htf(D*), dacă 9 e Hg(DJ, luînd 
9*(x) = 9(x) da?ă xel)% şi <p(x)=0 dacă x e Dn\D* (altfel spus, 
dacă Xz>* este funcţia caracteristică a domeniului D*, deci funcţia 
egală cu unitatea pentru x e D* şi nulă pentru x ţ D*, atunci 9* = 
= <PXD*) avem 9* e E™(Dn); pentru un sistem {f^ .. .,fk-i\ oarecare 
de elemente din L2(Dn) avem 

W w ••>/*-!)= i n f M<?*, 9*) > inf ^ (9 , 9 ) = X J ( / 1 , . . . , / J _ 1 ) , 

l|q>*llo=i l l9 l lo=i 

deoarece inf A(9*, 9*) înipotezele 9* e JHo*(Z>S),||<p* | | 0 =1, (9*,/3)0=0 
se poate scrie ca fiind egal cu inf A(9, 9) cu y€H™ (D„), ||<p||0 = 1> 
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(9>/i)o — 0> 9(x) — 0 dacă x e Dn\D* ; dar această ultimă margine 
inferioară nu poate fi mai mică decît inf A(9, 9) în condiţiile 
96 2T$(DB), [|9||0 = 1, (9,/y)0=0, deoarece apare o condiţie supli­
mentară (9(x) = 0, x e Dn\I)%) care restrînge mulţimea de definiţie 
iniţială şi drept consecinţă inferiorul nu poate descreşte. Aşadar, 
din (4.8i') se deduce 

SUp XfcC/i, . . . /»_!) > SUp X»(/x, • • . , / . - i ) , 

adică Xţ > Xft, înţelegînd prin {/,} mulţimea {fv .. . , /*_i} . J 

4.9. Probleme la limită Sturm-Liouville 

4.9.1. Generalităţi 

Prin problemă (sau sistem) la limită Sturm-Liouville se 
înţeleg acele probleme în care operatorul diferenţial P este de forma 

_ P?/ = __JL. (JL [p {x) yl _ q{x) y\ (4.82) 
p(a?) \ d* / 

în care p, p, p', q e C°( [a, &]), p(a?) > 0, p(x) > 0, x e [a, b], iar 
condiţiile la limită sînt 

(4.82') 
Ui(y) = «i#(«0 + «2#(&) + a32/'(«) + <*4#'(&) = 0, 

tfa(y) = Pxy(a) + P2y(b) + p3y'(a) + hy'ifi) = 0, 
în ipoteza că numerele reale x±, . . ., $t determină matricea 

1 ^2 3 ^4 

Pi h P3 &4 
care are rangul doi. Determinarea funcţiilor şi valorilor proprii ale 
problemei (4.82), (4.82') conduce la integrarea ecuaţiei diferenţiale 
de ordinul al doilea 

d 
— - [p(oo)y'] ~ q{x) y + Xp(<r) y — 0, 
ax (4.82") 
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soluţiile nebanale ale acestei trebuind să verifice condiţiile la limită 
(4.82"). 

în ipoteza p(x) = 1 iar ax ^ 0, ^2 ¥= 0, «2 — a3 — a4 = Pi = 
= p3 == p4 = o, existenţa funcţiilor şi valorilor proprii se poate 
justifica cu ajutorul consideraţiilor din 3.8, deoarece funcţionala 
biliniară A(<p, 9) corespunzătoare se scrie 

M<P, <10 = f [P(a0 ?'+' + g(») 9+] d», (4.83) 
•'a 

dacă se integrează prin părţi şi se ţine seama ca <p(a) = 9(6) = 0 
9 fiind funcţie-test; din (4.83) se vede imediat că A este simetrică 
şi cum 

|A(9, 9)1 <V [p(a>) 1 cp' I |<KI + |a(«)l? | l + ld» < 

< a* t V l I f 1 + 1911*1)̂ =0(191 IM 
-a 

cu a* = ma,x{p(x), \q(x)\} şi (/, g\ = \ (f'-g'+f- 9) dx, în baza 
«S[»,iiJ ' »6 

inegalităţii lui Schwartz, | (gr, / ) x | < ll/lli • ||<?||i, se deduce 

|A(9, * ) | < « * | | 9 l l i l l 9 L 
adică A este o funcţională mărginită în B.\([a, &]). Scriind 

O < p < p(x) < p, q < g(a;) < #, a? e [a, 6], 

Vi ?> P> 2 e IR (avem p > 0 deoarece #(a?) > O, a? e [a, 6]), găsim 

A(<p, cp) = f [p(«) <p'2 + g(a?)tp2] d« > p C 9'2 d* + q C 92 da? = 

= ^ll9llf+(2-^)ll9ll2o, 

iar cu notaţile \ — p > O şi fc0 = p — g rezultă coercivitatea func­
ţionalei A în spaţiul Sobolev El( [a, &]) (sau chiar în spaţiul H1( [a, &])). 
Aşadar, poate fi considerată ca demonstrată 
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Teorema 4.15. în ipotezele de mai sus, operatorul diferenţial (4.82) 
admite în Hl([a, b~\) o infinitate numărabilă de funcţii proprii yx(x), 
y2(x), , yn{x), . . . . corespunzînd valorilor proprii >̂  < X2 < 
< . . . , lim XB = + 00, al căror ordin de multiplicitate este cel mult 
egal cu doi [deoarece ecuaţia (4.82") este de ordinul al doilea]; şirul 
funcţiilor proprii este complet în Ho{[_a, b]), seria Fourier pentru 
fe, Hl([a, b]) avînd forma 

00 

/ — £ (/> y»)0 y« 
» = i 

şi fiind convergentă (către f) în norma din H\([a, b~\). 
Dacă p(x) # 1, teorema 4.15 rămîne valabilă cu condiţia utili­

zării produsului scalar cu pondere p în locul produsului scalar (/, g)0; 
în plus, este uşor de văzut că ordinul de multiplicitate al valorilor 
proprii este egal cu unitatea, deoarece dacă valorii proprii X„ îi 
corespund funcţiile proprii ynl şi yn2 liniar independente, orice soluţie 
y = y(x) a ecuaţiei (4.82"), pentru X = X„, va fi o combinaţie liniară 
a acestor soluţii, deci y(a) = O şi y(b) = O, ceea ce contrazice teo­
rema de existenţă a problemei Cauchy y(a) = ya, y'{a) = y'a cu 
ya, y'a orice numere reale dorim. 

î n baza teoremei 4.2 (lema lui Sobolev) rezultă că funcţiile proprii 
pot fi considerate funcţii continue pentru x e [a, b] şi ulterior vom 
arăta că în realitate yn are şi proprietăţi de diferenţiabilitate. 

Cu ajutorul teoremei lui Courant (vezi teorema 4.13) se pot 
obţine unele informaţii suplimentare privind şirul valorilor pro­
prii ; astfel, dacă în locul ecuaţiei diferenţiale (4.82") se consideră 
ecuaţia 

- 7 - &*(<»>) y'l - 2* (®) y + ** P*(<% = O, (4.84) 
ax 

atunci în condiţiile la limită y(a) = O, y(b) = O vom avea 
Xs < X*, » = 1,2, . . . . , (4.84') 

ă&tâ p(x) < p*(x), q{x) < q*{<c), p*{x) < p(a?), x e [a, &]. într-adevăr, 
presupunînd iniţial p* = p, utilizînd funcţionala 

rb 
A*(cp, 9) = V (p* (?' 9' + q* 9*) dx, 

găsim A(9, 9) < A*(9, 9) [A fiind definită prin (4.83)] şi deci 
inf A(9, 9) < inf A*(9, 9) 
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în condiţiile 9 e HJ ([«, &]), || cp||P = 1, (9, f,)P = 0, j = 1, 2, . . . 
. . . , n — 1, ceea ce înseamnă 

iar trecînd la marginea superioară, rezultă A„ < XJ, w. e IN. Presupu-
nînd p* = p, q* = q şi p*(a) < p(a), x e [a, b], vom avea 

^ ^ > **M, ( 4 . 8 4 " ) 
II 9 III* II 9 I!P2 

deoarece 
II 9III- =(P*(a) 92(0 da < (' p(a) 92(a?) da; = ||f ||| ; 

dar nu se poate afirma că limitele inferioare în inegalitatea (4.84") 
stau în aceeaşi relaţie de ordine, deoarece condiţiile în care se obţin 
aceste limite nu sînt aceleaşi: în membrul întîi în (4.84") teorema 
lui Courant pretinde (9, //)p« = 0, pe cînd în membrul al doilea 
aceeaşi teoremă cere să fie (9, / ,)p = 0, j — 1, 2, . . ., n — 1. Ţinînd 
însă seamă că sistemul de funcţii {fv .,.,/„_•,} este arbitrar, vom 
putea considera drept condiţii suplimentare pentru ^ ^' =. 

I ITI IP* 

= A ( - r ^ — > — - . ,—) condiţiile (9, g,)f. = o, cu {9l, . . . ,&_ ,} 
\ II 9I!P* II 9IIP* / 

un sistem oarecare de funcţii din L2([a, b]); în particular, pentru 
9i = -—/;> 3 = h 2, . . . , « — 1 avem 

P* 

(?>&)?• = \ P*9^-d«=V p<p/,do! = (9,/^p, j = 1, 2, . . . , n — 1, 

iar cum p* e C°([>, &]), p*(a) >0, avem #, eZ2( [«, &]) dacă/ , eL2( [a, &]) 
şi reciproc. în acest mod, ambilor membri din (4.84") li se ataşează 
aceleaşi condiţii suplimentare, deci 

K(fi, •••>/»)< K (9i, ••-,gn) 
şi, prin urmare, ln < XjJ. 

O consecinţă directă a acestor rezultate este exprimată prin 
următoarele inegalităţi: 

«i«2 + h < K < a2^2 + $2, n = 1, 2, . .. 
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cu <xv a2, p1? ^2 e IR depinzînd pe p, q şi p, X17 X2, . . . fiind şiruî 
valorilor proprii pentru problema la limită în cauză. într-adevăr,. 
dacă 
0 < p < p{x) ^ p, q< q(x) < q, 0 < _p> < p(a) < p", a e [a, 6], 

ecuaţiile diferenţiale 

— (p 2/') - «y + Xpy = o, 
da - - -
—-(py') — ây + ^?y = ° 
da ~ 

vor avea coeficienţi constanţi iar în condiţiile ?/(a) = 0, ?/(&) = O 
vor admite valorile proprii ln, \ , n — 1, 2, . . ., unde 

2^nP — « n2n2 X„P - q n2Ti2
 1 _ 

- •, » = 1 , 2, . . . , P (b-a)2 p (b - a)2 

din care se deduc 
tfpn2 q - ^ ^ 2 3 

+ ^ == <*i«2 + Pi? * = — - — : + — a2n2 + !*2-"p(ft - a)2 p l{b-a)2 

iar afirmaţia făcută rezultă din inegalităţile X« < ^» < \- 1 
00 ^ 

în particular, seria ]£ —-, unde 1[, X2 ,. • • sînt valorile proprii 
»=i X„ 

nenule ale problemei la limită în discuţie, este convergentă, admiţînd 
ca serie majorantă seria convergentă V . 

»=i «i^2 + h 
în concluzie, se poate afirma că proprietăţile funcţiilor şi valo­

rilor proprii pentru problema la limită y(a) = 0, y{b) = 0 ataşată 
ecuaţiei (4.82") sînt complet asemănătoare proprietăţilor funcţiilor 
şi valorilor proprii pentru condiţiile la limită ataşate ecuaţiei dife­
renţiale simple y" + ~ky = 0. 

4.9.2. Funcţia Green a sistemelor Sturm-Liouville 

Vom nota cele două condiţii la limită (4.82') prin l%> 
şi fie problema la limită 

-Py + \Py=f, l%)=0, (4.85) 
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cu fe C°([a, b]) şi X e R, notînd de data aceasta 

?y = ~ [PWI + q(oo)y. (4.85') 
ax 

Fie 9 t = 9j(a?, X), 92 = <ps{%, X) soluţiile ecuaţiei Fy — lpy 
care verifică datele Cauchy 

9X(C, X) = 1, 9Î(c, X) = 0, 
92(c, X) = 0, 92(c, X) = 1, 

c fiind un punct arbitrar din intervalul [a, b]; utilizînd teoremele de 
existenţă şi unicitate ale problemei Cauchy pentru ecuaţii diferen­
ţiale de ordinul al doilea, precum şi teorema de dependenţă a solu­
ţiilor ecuaţiilor diferenţiale de parametri, rezultă că 9 l şi 92 sîut 
funcţii de clasă O2 în raport cu variabila x e [a, b] şi funcţii întregi 
(adică dezvoltabile în serie Taylor cu raza de convergentă infinită) 
în raport cu parametrul X pentru x fixat. Soluţiile <pt şi 92 sînt liniar 
independente (deoarece wronskianul lor în punctul x e [a, b] este 
egal cu unitatea) şi deci orice soluţie a ecuaţiei diferenţiale Py = 
= Xpy se va putea scrie sub forma 

y{x, X) = Otfiix, X) + C292(a?, X); (4.86) 

dacă dorim să găsim funcţiile proprii ale probemei la limită 
Fy = \Py, l)(y) = 0, 

va fi suficient să determinăm constantele Cx şi (72 astfel încît să 
avem 1%) = 0 , iar | Cx\ + \ C2\> 0. Prin urmare, Cx şi C2 vor fi 
soluţiile nebanale ale sistemului liniar şi omogen 

OiJ7i(9i) + GiVi{9*) = 0, 
O1Z72(9l) + Oal7a(<pa)=0 (4.86') 

şi pentru aceasta este necesar şi suficient ca determinantul 

ffi(?i) ffi(?«)| 
A(X) = 

Ca(<Pi) ^ 2 ( 9 2 ) 

să fie nul ; deoarece <px şi 92 sînt funcţii întregi pentru orice 
xe [a, 6], Ui şi Uz vor fi de asemenea funcţii întregi în raport cu 
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X şi aceeaşi proprietate o va avea determinantul A. Cum o funcţie 
întreagă admite, în planul complex (C, cel mult o infinitate numărabilă 
de zerouri, avînd ca singur punct de acumulare X = 00, se deduce că 
soluţia (4.86) va fi nenulă numai dacă X = ~k}, A(X3)=0, j = 1,2, ... ; 
în consecinţă, zerourile funcţiei A în planul complex C vor fi 
valorile proprii ale problemei Sturm-Liouville considerate iar solu­
ţiile C[}) şi C(

2
n ale sistemului (4.86') înlocuite în (4.86) vor defini 

funcţiile proprii corespunzătoare valorii proprii X̂ . 
Calculînd wronskianul w al funcţiilor tp2 şi <p2, găsim 

a{x) = exp[ - CJA ăt] «(o) 
l J. P(t) J 

g(g) 
p(x) 

deci co(o?) > 0, x e [a, b] şi, în plus, acest wronskian nu depinde de X. 
Cu ajutorul funcţiilor <pv 92 şi a wronskianului w să definim funcţia 
K = K(x, ţ, X) prin 
E(x, l, X) = 

0, dacă x < £, 
1 

[<Pi(S> X) 92(a?, X) — 9j(a!, X) 92 (£, X)], dacă a? > 4, J»(5)w(5) 
care posedă următoarele proprietăţi: 

— este o funcţie întreagă în raport cu parametrul X, pentru 
x şi E, fixaţi; 

— este continuă pentru x, \ e [a, b] (deoarece, din definiţie 
cum p(ţ) co(i;)>0, neapărat K este continuă pentru x < \ şi 
x>ţ separat, deoarece K(ţ—, ţ, X) = 0, K(ţ, + , \, X) = 0, deci şi 
K(x, x—, X) = 0, K(x,x + , X) = 0, rezultă continuitatea lui K şi 
pentru x = £); 

— în raport cu x e~\a, b[ se verifică ecuaţia P_BT = \pK (într-
adevăr, dacă x < £, £ = 0, deci Pif = XpJf iar dacă a?> 5? avem 
UT = XpiT, deoarece funcţiile 91(», X) şi «p2(a,> •M a u această proprie­
tate) ; 

[b 

— integrala l 2T(#, £, X)/(£) d£ cu parametri, pentru fe C°([a, &]), 

verifică ecuaţia diferenţială (pu')'— qu-{- Ipu = f; într-adevăr, 
notînd 

U(X) = CK(X, 5,x)/($)d5, 
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deoarece K = 0 pen t ru £ > a?, se deduce 

u{x) =tXE(x, l, X) / (5 )d? 
•'a 

dJT(07f 5, X) 

(4.88) 

deci 

_ r« gg(g, g, x) 
V a ai 

/ ( 5 ) d £ + #(a?, « - , x)/(a>): 

/(5) d? , 

deoarece K(x, x—, X) = 0. Apoi, după înmulţire cu pix) şi derivare 
in raport cu a?,-găsim 

d 
da? 

[p(x)u 
Ja SX [ 

dZ(a? , ?, X) 

•p(x)-

p(x) 
ax 

dE{x, x —, X) 
8x 

-1/(5) d 5 + 

/(<*>). 

Cum pentru £ < a? avem 

3iT(a?, ?, X) 1 

3 a? 

se obţine 

*>(£)*>( 5) 
dK(x, x —, X) 

3a? 

?i(5, x) 
d y g ^ X) 

3a? 

p(x) to(a?) 
«(a?) = 

'2(5, X) 

1 

d«Pi(s>*)] 
3a? J ' 

si deci 

y ( a . ) _gg(g> x > x ) / ( 3 ! ) = / ( a . ) ; rezultă 

d 
dx 

[p(x)u'(x)] = ( — \p(x) 
Ja OX L 

8E(x, \, X) 

2>(a?) 

l / U ) d £ + / ( a ? ) ; 
da? J„ 3.u |" * dx 

calculînd expresia (pu')' — qu, găsim 

- ~ lp{x) «'(»)] - î(a>)ît + XP(a?) ît = f (—["?(a ; ) ^ ( * ' ^ X) 

da? 3 a? 

-[g(a?) - Xp(a?)]-BT(a?, \, X ) ) / ( 5 ) d 5 + / ( a ? ) = / (« , ) , 
3 deoarece pent ru £ < a? avem 

dx iP^)~ qK + XpX = 0. 
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Cu alte cuvinte, funcţia u definită prin (4.88) va fi o soluţie a ecua­
ţiei —Py + Xp;î/ = / şi pentru a rezolva problema (4.85) mai t re­
buie verificate condiţiile la l imită V(y) = 0, deoarece o soluţie 
a ecuaţiei — Py + Xp?/ = 0 se scrie sub forma 

y(x, X) = ^cp^a?, X) + 02c?2(a?, X) + K(x, l, X), 

vom nota prin O = (?(a?, \, X) acea soluţie care verifică şi condiţiile 
U(6r) = 0, deci constantele G1 şi C2 vor fi obţinute din sistemul 
algebric 

<W(<Pi) + C 2 ^ ( 9 2 ) = - UX(K), 
(4.86") 

Ox I72(9i) + C2 U2(?2) = - U2(K). 

Comparînd cu sistemul (4.86'), Cx şi C2 vor fi unic determinaţ i numai 
dacă parametrul X nu coincide cu u n zero al funcţiei A, deci numai 
dacă X nu este o valoare proprie a problemei la l imită (4.85) ; cu 
această ipoteză, .funcţie G, numit funcţia Green a problemei la l imită 
va fi unic determinată şi va avea forma 

G(x, l, X) = 0,(1, l) 9l(x, X) + (72(X, l) <p2(a?, X) + K(x, l, X) 

cu Cx si G2 soluţii ale sistemului (4.86") (care evident depind de 
rb 

X şi £). Să calculăm V G(x, £, X) /(£) dE,; avem 
J« 

C6(?(a?, I, l)f(l) i\l =CK(X, £,X) ,/U) d^+C l(X) 9l(a?,X)+c2(X)?2(a?,X). 
•'a Ja 

CU 

ex(X) = C* CX(X, l)f(l) ăl, c2(X) = CVyx, 5)/(£) d£ 

şi cum <p] şi (p2 vor verifica ecuaţia (py') — qy + Xp?/ = 0, rezultă 
că funcţia 

y(x) = Co{x, ţ,\)f(ţ)dţ 

va fi o soluţie a problemei la l imită (4.85), condiţiile la l imită 1%) = 0 
fiind a u t o m a t verificate deoarece U(6f) = 0 iar 

U(y) = (*(!!<?)/(!;) di; = 0. 
Ja 
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Prin urmare, avem rezultatul următor : 

Teorema 4.16. Bacă X e (C nu este o valoare proprie a problemei 
la limită 

ax 

atunci soluţia ecuaţiei 
d 

—-[p{x) y']-~ q(x) y + 'AP(x)y = f(x) 
ax 

care verifică aceleaşi condiţii la limită este unic determinată şi se poate 
scrie sub forma 

y{x)=((}(x,-i, X)/(S)<U, (4.89) 

dacă feC°([a,b]), în ipoteza că G : [a, b] X [a, b] X <£;><£, este 
funcţia Green a problemei la limită în cauză. 
f Eămîne de justificat doar unicitatea acestei soluţii care se obţine 
imediat prin a b s u r d : dacă zeC'2([a, b]) verifică aceleaşi condiţii 
ca şi soluţia y, diferenţa v — y — z va verifica ecuaţia omogenă 

d r 
[p v ] — qv + Xpv = 0 

ăx 
şi condiţiile XJ(v) = 0 ; deoarece X e <£ nu este o valoare proprie a 
problemei date, singura soluţie posibilă este v = 0, deci x = z. 
Celelalte afirmaţii au fost justificate anterior. J 

Luînd în consideraţie proprietăţile funcţiei K deduse mai sus 
şi de legătura dintre funcţiile K şi G, vom condensa proprietăţile 
funcţiei Green în rezultatul următor : 

Teorema 4.17. Dacă X nu este o valoare proprie pentru problema 
la limită 

—lp(x) y'} - q(x)y + XP(x)y = 0, 1%) == 0, 
ax 

atunci există o singură funcţie G : [a, b] x [a, b\ x C -> C O = 
=G(x, ţ, X), care pentru orice X e C \ | Xt,. . ., Xn, . . . J, (XJ fiind şirul 
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valorilor proprii ale sistemului 8turm-Liouville considerat, are urmă­
toarele proprietăţi : 

1) G este funcţie continuă pentru a < a? < &, a < £ < & ; 
2) şi sînt funcţii continue pentru a < x < \ <&, ca şi 

8x ' dx2 

pentru a < £ < x < b ; 
3) pentru x şi \ fixaţi are loc egalitatea 

8G(ţ + , £, X) dG{l-,l,-k) _ 1 . 

dx dx p(ţ) 

4) în raport cu variabila x se verifică ecuaţia 
d 
da? 

0(<p) - ^ - 1 - q(x) G + Xp (x) G = 0 
3a? J 

(îacă a? T4 5 5 
5) pentru a < I < 5, î » raport cu x, avem VG = 0 ; 
b) soluţia problemei la limită considerate este dată prin egalitatea 

(4.89). 
Exemple. 15. Dacă — Pg = y" şi 1%) = [y(a), y(b)], deoarece X = 0 nu este 

valoare proprie a problemei în cauză (soluţia ecuaţiei g" = 0 care verifică g(a) = 0, 
y(ft) = o este y(x) — 0, xe [a, b]), funcţia Green G(x, i;) = G(x, £, 0) se obţine cu ajutorul 
teoremei 4.17 : se deduce 

[C1{l)x+ Ca(5), x < $ , 
G(x, 5) = { 

lc , (5)x+ c4(5), * > ? , 
(deoarece funcţiile 1 si x sînt soluţii liniar independente ale ecuaţiei {/" = 0 iar pentru 

„ 9G 
x = 5. avînd o discontinuitate, trebuie scrise două expresii pentru G); pentru a 

dx 
verifica condiţiile la limită, se presupune £ fixat, iar G(a, 5)=0 înseamnă C1{i,)a+ C2(5) = 
= 0, pe cînd G(b, Ş) = 0 înseamnă C3(5) 6 + C4(Ş) = 0. Aceste egalităţi, împreună cu 
condiţia de continuitate G(£+, E,) = G(i; — ,Ş), adică 

cye) 5 + c,(5) = c,(5)5 + c4(5) 
şi condiţia de salt 

dx dx = 1, 

deoarece p(x) = 1, adică C3(A) — 0^5) = 1, se formează un sistem algebric care determină 
unic pe C1( C2, C3 şi C4. Găsim 

5 - 6 „ a(b - ţ) l-a Ha - ?) 

323 



deci 

G(x,ţ,)=J 
b- a 

1 

Ml-b) + a(b- ?)], a < x < ? < b, 

• [x(ţ-a) + b(a-Z)], a < £ < x < b. 

16. Dacă - Pg = y" + a2y, a jt O şi U(j/) = ly(0), y(l)], X = O, nu este o valoare 
proprie; după modelul de la exemplul 24 rezultă următoarea funcţie Green : 

G(x, l, 0) = J a sin a 

1 
a sin a 

sin (ax) sinla;(l— £)], 0 < x < 5 < 1. 

sin(a ţ) sin [o(l — x)], 0 < \ < x < 1. 

Notăm prin G(x, ţ) funcţia Green pentru X = 0 (X = 0 poate 
fi întotdeauna presupusă nefăcînd parte din şirul valorilor proprii 
ale unui sistem Sturm-Liouville, deoarece în caz contrar se poate 
lua în consideraţie operatorul P 1 = P + c cu c e IR convenabil 
ales astfel încît Pj să nu aibă X = 0 ca valoare proprie); în acest 
mod orice soluţie ordinară a ecuaţiei 

d 
- ?y = — [#(<%'] - a(») # = /(y) 

da? 
care verifică condiţiile la limită U(y) — 0 se poate scrie sub forma 
integrală 

Sf(a) - jV, 5)/(5)dţ, (4.89') 

d a c ă / e C°([a, &]). 

4.9.3. Funcţii Green simetrice 

Dacă se presupun condiţiile la limită \J(y) 
(Py, z)0 = (y, Pz)0 

0 astfel încît 
(4.90) 

pentru orice y, z e C%({a, &]) = '{ / | /e C2([a, b]), V(y) = 0}, atunci 
funcţia Green va fi simetrică în variabilele x şi \ ; într-adevăr, dacă 
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y şi z sînt soluţii din C%([a, b]) ale ecuaţiilor — Py — f, —Pz = </, 
/ , j e C ° ( [ f l , 6]), din (4.89') se deduce 

y(«) = ţ V , l)M) d5, *(») = fc, 5) ff(5) d? 
iar prin înlocuire în (4.90) se deduce egalitatea 

CC [G(x, l) - G{1, x)]f(x) g(l) dx ăl = 0, 

care, deoarece f şi g sînt funcţii continue arbitrare, utilizînd lema 
fundamentală a calculului variaţiilor, arată că G(x, ţ) = <?(£, x), 
a < x, Z, < b. 

în baza acestor observaţii, scriind ecuaţia diferenţială 

4- &>(*) y'i - «(*) y + *p(x)y = ° (*-9<>') 
da; 

sub forma Py = ~kpy, dacă y e C|([a, &]), y va verifica ecuaţia inte­grală 

- X f a s , 5) p( l) y{l) d? - y(«), (4.89") 

deci — X este o valoare caracteristică a operatorului integral (T^)(a?) — 
= l G(x, £) p(5) #(£) d£ (X este o valoare caracteristică a unui operator 

dacă l/X este o valoare proprie a aceluiaşi operator); scriind ultima egalitate sub forma 
[b 

\ k(x, £) z{l) dZ, = ţiz(x) 

cu Jc(x, l) = G{x, l) Yp{x)p(ţ), z{x) — fpjxjy(x), y. = — l/X, se 
obţine z ca funcţie proprie corespunzînd valorii proprii \i a opera­
torului integrali k(x, ţ) z{Q dţ cu nucleul k simetric. Teoria gene­

ra 
rală a acestor operatori arată că există o infinitate numărabilă de 
valori proprii pv [x2,..., yi„,... -» 0 cărora le corespund funcţii proprii 
zx, z2, . . . d i n L2([a, &]); dec i X„ = şi yn = — ţ - v o r fi r e s p e c ­

t a V P 
tiv valorile şi funcţiile proprii ale problemei Sturm-Liouville. Din 
egalitatea (4.89") se deduce că deoarece G e C°, neapărat ya e 
e C°( [a, &]), ceea ce antrenează faptul că yn este o soluţie ordinară a 
ecuaţiei diferenţiale (4.90'), deci yn şi py'„ sînt funcţii de clasă C1 

pe [a, 6] iar cum p e O1, # > 0, se deduce #' e C1, adică y e (72( [o, 6]). 
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Din aceste fapte rezultă o legătură directă între metodele teoriei 
ecuaţiilor integrale şi metodele teoriei ecuaţiilor cu derivate parţiale • 
diferenţa constă în aceea că metodele teoriei ecuaţiilor integrale 
solicită cunoaşterea unor soluţii particulare ale ecuaţiilor cu deri­
vate parţiale (aşa cum a fost cazul funcţiei Green considerat aici). 
Avantajul teoriei ecuaţiilor integrale faţă de metoda directă aplicată 
în 4.8 constă în aceea că este aplicabilă şi altor condiţii la limită 
nu neapărat unor condiţii de forma y(a) = 0, y{b) = 0 sau y'(a) — o', 
y'{b) = 0 ; astfel, este suficient să verificăm egalitatea (Py, z)0 =' 
= (y, Pz)0, y, ze G%([a, b]) pentru a putea afirma că rezultatele 
din 4.8 rămîn valabile. De exemplu, în cazul condiţiilor la limită 

cciy{a) + a3y'{a) = 0, $2y{b) + ^y'(b) 
integrînd prin părţi, se obţine egalitatea 

0, a3 ^ 0, p4 ^ 0, 

(Py,z)0 = -±-p(a)y(a)z(a) ft p{b) y(b) z{b) + C {py'z' + qyz) da; 

iar membrul al doilea nu se va modifica prin înlocuirea lui y prin z 
şi reciproc [deoarece (y, Ps)„ = (Pz, y0)0• deci funcţia Green cores­
punzătoare va fi simetrică în variabilele x şi ţ, ceea ce antrenează 
existenţa unei infinităţi numărabile de funcţii şi valori proprii 
pentru această problemă la limită. 

în cazul condiţiilor la limită (4.82'), este uşor de verificat că 
notînd 

m ii; det 
- h hi j # &, 

vom avea verificată egalitatea de simetrie (Py, z)0 = (y, ~Pz)0 dacă 
p(a) m2i = p(b)m13, în ipoteza m12 ţ£ 0. 

Exemplul 17. Dacă — Py = 4x 2;/" + y iar condiţiile la limită sînt y(a) = 0, 
î / ( a + l ) = 0 , a > 0, deoarece este cazul unei ecuaţii de tip Euler, se găseşte următoarea 
funcţie Green : 

5 

G(X, %) : 

/ x Ş l n 
ln-

x a + 1 
a a + 1 

I n — — 

In 

x 
a + 1 

In 
a 
+ 1 

dacă x < 5, 

dacă x > \, 
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(se observă că operatorul' P nu este scris sub forma autoadjunctă şi de aceea, scriind 
ecuaţia diferenţiaiă a funcţiilor proprii 

4xhj" + y + ty = 0, 

1 1 
vom avea p(x) = 1, q{x) = , p(x) = . 

4x2 4a:2 

4.10. Probleme la limită pentru ecuaţii diferenţiale liniare 
de ordin n 

4.10.1. Definiţii, generalităţi 

Eezultatele anterioare se pot extinde la orice ecuaţie 
diferenţială liniară de ordin n > 2 ; astfel, dacă P este operatorul 
diferenţial 

?y = J] a&) yW, 

condiţiile la limită vor fi 1%) = [TJx(y), .. ., TJm(y)~\t, notînd 

UAy) = *£ K » w ( « ) + tiym(&)], 3=1,2,...,m, 

unde m este rangul matricei [aj, pj], a*, p ' e K . Scriind Z7̂ (#) = 
— Iii j — 1) 2, . . . , yj e R, se obţin condiţii la limită neomogene iar 
dacă Yi = • • • = Ti» = 0, aceste condiţii la limită se numesc omo­
gene iar o probemă la limită constă în determinarea soluţiilor ecua­
ţiei Py — f care verifică condiţiile V(y) = y, y = [yi> • • •> ym]'-
Ca şi pînă acum, prin funcţii şi valori proprii ale unei probleme la 
limită se înţeleg soluţiile (ordinare sau generalizate) nenule ale 
ecuaţiei Py + ~hy = 0 (sau Py -f- Xpy — 0) care verifică condiţiile 
la limită omogene. 

Există probleme la limită care pot să nu admită soluţii; de exemplu, ecuaţia diferen­
ţiaiă y'" = 0 nu admite soluţii care să verifice condiţiile y(0) = 0, y(l) = 1, y'(0) + y'(i) = 
= 1, deoarece scriind soluţia generală a ecuaţiei, adică y(x) = Ax 2-f Bx -f C, se 
găseşte C = O.şi .sistemul incompatibil A + JB = 1, 2J4 .+ 2.B = 1. 

Se pot determina uşor condiţii de compatibilitate a problemei la limită 
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dacă se cunoaşte soluţia generală a ecuaţiei Py = / ; scriind 
n 

y = S c > >̂ + &» 
vor trebui determinate constantele cx, . . . , c„ pentru a se verifica 
condiţiile la limită U(y) = y, ceea ce este echivalent cu rezolvarea 
sistemului liniar 

£ 0 , 1 % , ) + U ( y , ) = T , 

format din m ecuaţii cu n necunoscute. Acest sistem va fi compatibil 
dacă şi numai dacă matricele 

" U1(y1) ... UM • 

. UJyJ • • • Vu[yn). 

ffi(yi) ••• Viiy«) C I ( Î T , ) - Y I 

L Umbii) • • • u»{g») um(yP) - Y J 
au acelaşi rang; dacă r este acest rang, atunci problema la limită 
omogenă 

Ly = 0, U ( y ) = 0 
admite exact n — r soluţii liniar independente. Problema la limită 
omogenă va avea întotdeauna soluţii dacă m < n; dacă m = n, 
vor exista soluţii numai dacă matricea [Uj(yk)] este singulară iar 
dacă m>n, în general nu sînt soluţii. în particular, în cazul n = m 
are loc următoarea alternativă : dacă problema la limită omogenă 
admite numai soluţia banală, atunci problema la limită neomogenă 
admite o singură soluţie. 

4.10.2. Probleme la limită adjuncte 

în ipoteza că a}eC\[a, &]), se poate scrie operatorul 
formal adjunct 

P+z = £(--l)> [«,(») *F 
/-o 

al operatorului diferenţial P ; un calcul simplu conduce la identi­
tatea Lagrange 

sPy - yP*z = ~ P*(y, z), (4.91) 
dos 
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unde s-a notat 

P*(y,*)=5; £ (-iyy^lal+1(x)zf\ (4.91') 

Din identitatea lui Lagrange, prin integrare, se ajunge la identitatea 
lui Green 

( {zPy — yP+z) ăx = P*(y,z) , (4.92) 

care, în notaţiile anterioare, se scrie 

(z, Py)0 - y, P+ z)0 = P*(y, g) &, (4.92') 
a 

P*(y>«) |2 l i i l l d evident o formă biliniară în raport cu parametrii 

y(a), y'(a), . . . , y(«-» (a), y(5), y'(6), . . . , y<»-» (&), 

*(a), z'(a), ..., *<-»> (a), «(6), «'(6), . . . , *<-»> (6), 

ceea ce permite să transcriem membrul al doilea din (4.92) sub forma 

P*(y, *) = ^i(y) U2n(z) + Ua(y)Fail_x(») + 

+ U2tt_1(y)V2(z)+ U2n{y)Vx{z), 
unde Z7j, . . . , ZJ^ sînt forme liniare în y(a), . . . , y^-1>(&) iar 
^i>- • - J ^ Î » sînt tot forme liniare dar în z{a), ..., zi"-V(b). î n aceste 
condiţi, problema la limită 

L+2 = 0, V3{z) = 0, j = 1, 2, . . . , 2 n - m, 
se numeşte problema la limită adjunctă (sau conjugată) relativă la 
problema la limită Ly = / , Uj(y) = y}, j = 1, 2, . . . , m; se poate 
arăta că problema la limită Ly = / , TJ,{y) = y}, j = 1,2, . . . , m, 
este compatibilă dacă şi numai dacă 

(/» *)o = Yi Ffc(a) + Ya^2»*x(«) + • • • + Y»^2»-M»+I(S)> 

unde s este soluţie a problemei la limită adjuncte iar dacă p şi a 
sînt numărul de soluţii liniar independente ale problemelor la limită 
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în cauză (q se referă la problema la limită adjunctă), atunci q = 
= p + m — n şi deci, în particular, dacă m = n, avem q = p (cele 
două probleme la limită au întotdeauna acelaşi număr de soluţii 
liniar independente). 

De exemplu, dacă Pij = y"+y, avem P+z — z"-\-z iar P*(y, z) = y'z—yz'; presu-
punînd Ux(y) = y'(a), U2(ţj) = j/(6), se poate scrie 

& 
P*(y, z) = Ujfjj) Vi(z) + Ut(g)Vt(z)+ U3(y) V2(z)+ U,(y) V^z), 

a 
unde 

Vt(z) = -z(a), V3(z) = -z'(b), V2(z) = z'(a), V±(z) = z(b), V3(y) = y(a), V,(y)=y'(b). 

în ipoteza m = n, problema la limită omogenă Fy = 0, Z7(?/) = 0 
se numeşte autoadjunctă dacă soluţia ei va coincide cu soluţia pro­
blemei adjuncte corespunzătoare F+z = 0, V}{z) = 0, j = 1,2, ..., n 
în sensul că operatorul P este formal autoadjunct iar condiţiile la 
limită U(y) = 0 şi V(y) = 0 sînt echivalente; problemele la limită 
autoadjuncte au fost luate anterior în consideraţie în ipoteza n = 2 
şi elesînt importante prin aceea că se întîlnesc frecvent în practică 
iar identitatea lui Green se scrie sub forma simetrică 

(Py, 0)o = (y, Fz)0 (4.92") 
b 

deoarece F*{y, z) = 0. 
a 

în particular, dacă operatorul diferenţial P are coeficienţi constanţi, avem P = P + 

dacă n = 2n', n' = 1, 2 , . . . , şi dacă ax = as = a5 = . . . = 0, iar V(y) sînt condiţiile la 
limită periodice 

yti\a)=y(j\b), j = 0, l , . . . , n ' , 

se va obţine o problemă la limită autoadjunctă ; dacă însă condiţiile la limită coincid cu 
condiţiile Cauchy y(ă) = 0, y'(a)=0, . . . , jr"""1' = 0, acestea nu conduc la o problemă 
autoadjunctă. 

4.10.3. Soluţii fundamentale şi funcţii Grcen 

Prin soluţie fundamentală a operatorului diferenţial 
liniar P, definit prin 

Py = £ aA®)yU), ai • [«, &]'-* R(C), j - 0 , 1 , . . . , n, an ? o, 
; = 0 

se înţelege funcţia g : [a, b]X [a, fc] -> R((D) cu proprietăţile : 
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a) dacă g=g(x, £), atunci în fiecare din triunghiurile «<#<;£<&• 
işi « < £ < « ; < & derivatele parţiale în raport cu x pînă la 
ordinul n inclusiv sînt funcţii continue în raport cu ambele variabile ;. 

b) în fiecare din triunghiurile amintite, avem FG(x, i;) = 0 
( \ fiind considerat parametru) ; 

c) în pătratul [a, b~] x [a, b~\, G este funcţie de clasă Cn~2. 
d) Dacă a< ţ< b, atunci 

dn-igd+,l) 
dx dx an{ l) 

Pentru orice operator diferenţial P se poate construi cel puţin 
o soluţie fundamentală ; astfel; dacă yv ?/3, . . ., yn sînt soluţii par­
ticulare liniar independente ale ecuaţiei Fy = 0, se verifică ipotezele 
a) — d) pentru 

h(x, l) 
sgn(a; — £) 

2a„(5)co(l-) 

Viii) • 

m) • 

y^-Hl) • 

yx(x) 

• • y n { l) 

• y'nil) 

• • y%~2){l) 

• • yn(x) 

unde sgn x + 1 dacă x>0, sgn x.= — 1 dacă x < 0 iar « este 
wronskianul soluţiilor yv . . ., yn. Această soluţie fundamentală veri­
fică în plus 

*q, a = o , * ^ > = o , . . . , * - ' * ( * ' *> -o , 
dx dxn~2 

iar orice altă soluţie fundamentală se va scrie sub forma 
g(x, l) = k(x, l) + ex{l) yt{x) + . . . + e„(£) yn(x); (4.93) 

importanţa deosebită a soluţiei fundamentale constă în aceea că 
rb 

integrala cu parametru y g(x, £)/(£) d£ va fi o soluţie ordinară a 
Ja 

ecuaţiei neomogene Fy = / , dacă f e C°([a, b]), justificarea reali-
zîndu-se exact ca în cazul » = 2. Cu alte cuvinte, are loc egalitatea 

•ffi P l\'g(x,ţ)f( l) ăl\ =f(x), (4.93') 
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care, cu ajutorul limbajului teoriei distribuţiilor, se transcrie 
i 

Pg(x, £) = * ( * - 5) 

f deoarece P j V « , 5)/(5) dS = P(fir(tf, ?),/(?)) = (P</(*, $),/($)) iar 
/(a;) = (/(£), §(# — £)) şi deci egalitatea (4.93') înseamnă (Pg,f) = 
= (8(a>- ? ) , / ) ! . 

Dacă în egalitatea (4.93) se determină funcţiile cv . . . , c„ astfel 
încît să se verifice ca funcţie de x şi condiţiile la limită 1%) = 0, 
atunci această soluţie fundamentală se numeşte funcţie Green a 
problemei la limită t](y) = 0, ataşate operatorului P , şi se notează 
prin G; aşadar, dacă există funcţia Green G a unei probleme la 
limită, atunci soluţia problemei la limită Ly = / , V(y) — 0 se va 
scrie 

y(0) = f0(o>,5)/(5)d$, 

dacă / e C°( [a, b]) şi este evident că funcţia Green va exista, dacă 
problema la limită omogenă Py — 0, U(y) = 0 admite y = 0 ca 
singură soluţie. 

Funcţia Green (4.93) este definită cu ajutorul soluţiei fundamen­
tale fc; se poate însă construi direct funcţia G dacă se cunoaşte sis­
temul fundamental de soluţii yv ..., yn al ecuaţiei P^ = 0 în modul 
următor : se presupune £ e [a, b] fixat şi se scrie 

®(x i) = j C i ( ^ y ^ + ••• + c»(^)y»(x)> d a c ă a< * < 5 < &> 
K ( 5 ) yi(»)+ • • • + 5,(5) y„(aO, dacă a < £ < « < & , 

parametrii c1? . . . , c„, dx, ..., dn determinîndu-se din condiţiile ve­
rificate de funcţia Green; condiţiile de continuitate şi saltul deri­
vatei de ordinul n — 1 conduc la sistemul 

S 6 i ( 5 ) y ? ' ( 5 ) = 0 , fc = 0, 1, ...,n-2, 
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unde b} ~ d} — Cj. în acest mod 61, 62> •••>&» sînt unic determinaţi 
ar dacă se scriu condiţiile la limită V(y) sub forma 

t%) = f(y) + U»(y), 
în Ua intrînd termenii calculaţi în x— a iar în U* termenii calculaţi 
în x — b, condiţiile la limită V(G) = 0 se vor scrie sub forma sis­
temului 

£ MS) U%/) + £ <TO U»(y,) = 0 
i—i y=>i 

din care se determină fie cv ..., c„ fie dv ..., da; în primul caz, 
va rezulta dv ..., dn din d, = b} -j- c}, j = 1, . . . , n, iar în al doilea 
caz, se pot deduce ev . . . , cn din cs = d} — b}, j = 1, ..., n. 

La fel ca şi în cazul n — 2, se arată că dacă problema la limită 
este autoadjunctă, atunci funcţia Green G este simetrică : G(x, ţ) = 
= G( ţ, x), ceea ce antrenează existenţa unei infinităţi numărabile 
de funcţii şi valori proprii pentru operatorul integral \ G{x, £) y( ţ) d£, 

ceea ce conduce la existenţa unei infinităţi numărabile de funcţii 
şi valori proprii atît pentru operatorul P cit şi pentru operato­
rul — P , p > 0, pe C°([a, b]). Şirul funcţiilor proprii este complet 

P 
în L2 ([a, b]), ceea ce permite dezvoltarea în serie Fourier de funcţii 
proprii a elementelor din L2([a, &]). 

Existenţa unei infinităţi numărabile de valori proprii pentru problema la limită 

Pff - Xpj/ = 0, V(y) = 0 
se poate justifica în acelaşi mod ca şi in cazul n = 2, lutnd in consideraţie funcţiile <ţ}= 
= <f](x, X), j = 1, . . . , n, soluţii ale ecuaţiei diferenţiale Pi/ — Xpj/ = 0 care verifică 
datele iniţiale: 

^(x, X) = 1, <?[(c, X) = 0, . . . , <pin_1)(<:. X) = 0 j 

<pa(c, X) = 0, n(c X) = 1 <p(2n_1)(c. X) = 0 j_ 

<p„(c, X.) = 0, <f'„(c, X) = 0, . . . , <$'%, X) = 1 I 

cu ce [a, b]. 
în cazul problemelor la limită pentru sisteme diferenţiale liniare, se pot utiliza 

noţiuni şi consideraţii analoage. 
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Funeţii şi valori proprii pen t ru operatorul lui Laplî 4.11. 

4.11.1. Generalităţi 

Dacă 

9 2 , 52 Tu = _ A ^ , An = 4 - + .. 
0#î a*: -, w = 2 3, 

unde x = (%, . . . , ,TJ e Dn, calculînd produsxxl scalar (P9, <J>)0 
= (9, P^)o (este uşor de verificat că în acest caz P+ ==P), prin t 
Uzarea formulei G-auss-Ostrogradski se obţine 

Ji>n Vy=i 9.*} / yTi JDn \ OXj J 

9 - ^ da, 
'dDn O V 

unde l î . = v ^L_ 
9v y t i " ^ Vj'' v ~(v i» •••» v.) f™d versorul normalei 

exterioare la 9DB; în ipoteza că 9 şi 9 s î n t funcţii test, găsim 

Jj>„ V/=I 9®, dx, ) 

.. ,,, M ^ . U U I jjxupru uiu iio(jun) ale operatorului 1 
determinarea soluţiilor slabe ale problemei la limits 

d2u dhi 

'dDn 

a 

= 0, 

revine la verificarea ipotezelor din 4.8.2; de obicei, ecuaţia 
Anu + Iu = 0 , X e R, 

se numeşte ecuaţia lui Helmholtz iar condiţia la limită u\gD„ 
poartă numele de condiţie DiricMei. 
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Deoarece 

19116 ] 92<lx, l,9[|f =C f i f ^ - V W 

se deduce A(<p, 9) = ||<p||f — ||qp||o, deci 7% = 1, lc0 =1, ceea ce 
implică, în baza teoremei 4.11, existenţa unei infinităţi numărabile 
de funcţii şi valori proprii pentru această problemă la limită; aceste 
funcţii şi valori proprii pot fi efectiv determinate pentru n — 2 sau 
3, utilizînd teoria funcţiilor elementare şi speciale (polinoame orto­
gonale, funcţii Bessel) dacă domeniile sînt simple. Odată funcţiile 
proprii (slabe) determinate, este uşor de constatat că dacă 
u e So(l>„) este o astfel de funcţie, atunci dacă ii e C°(Dn), neapărat, 

u\dDn = 0 ; deoarece* ^«p^da = 0 pentru orice funcţie test în D, 
JdD„ 

dacă cpfc -> u, convergenţa fiind în J?J(DJ, se deduce 1 <\>u da = 0 
JdDn 

9 fiind o funcţie continuă oarecare iar lema fundamentală a calcu­
lului variaţiilor arată că neapărat u \gDn = 0. 

4.11.2. Separarea variabilelor în ecuaţia Helmholtz din R3 

în coordonate sferice 

î n coordonate sferice, ecuaţia Helmholtz din DR3 se scrie 

/ 2 dv \ , 1 d ( . . n.dv\ 1 d2v 
\ r - r - H sin 6 + — _L 1V = 0 
V dr r2sin 6 96 V 90 / V sin2 0 9(p2 

(vezi 4.6.2); deoarece v = v(r, 0, 9), scriind 

*(r, 6, 9) =Hr)T(B, 9), 
prin separare de variabile, se deduce că h şi Y vor verifica ecuaţiile 

{r2l')' + (Xr2 — ji)» = 0 , 
1 d (_. J I \ , 1 92Y 

sin 0 90 ( oT \ 1 d2Y 

s i n 0 — - + -7-^i~4- + ^Y « A j r + j x Y = 0 , d% ) sin 62 ^92 

ţi fiind constanta de separare iar accentele se referă la operaţia 
de derivare în raport cu variabila r. 
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Ecuaţia diferenţială care defineşte funcţia h se poate reduce la o 
ecuaţie Bessel scriind w = frh, obţinîndu-se ecuaţia 

rho" +rw' + j Ir2 — \i \w = 0, 

a cărei soluţie generală se scrie 

w(r) ^c,Jv( fir) + c2 Nv(Ţîr) 

c u v 2 = H , J„ şi Nv fiind funcţiile Bessel de speţa I, respectiv 

I I şi deci 

h(r) = -=w(r) =^[c1Jv(V^r) + o^(Vlr)], 
yr yr 

cx şi c2 fiind constante oarecare. Dacă a e C este astfel încît a(a +1) =[i7 
1 1 / 1 \2 

se găseşte v 2 =[x H = a2 + <x H = j a H j i a r ecuaţia cu 
derivate parţiale pentru funcţia Y se va scrie A£Y-f<x(a + 1 ) Y = 0 
şi, comparînd cu 4.6.2 (diferenţa constă în aceea că acolo 
a = 0, 1, 2, . . . ) , notînd cu Pi, Ql soluţiile liniar independente ale 
ecuaţiei diferenţiale 

(1 -x*)y" -2xy' + [«(« + 1 ) ^ - ~ L = 0 , 
L 1 — x2 J 

în care P£ coincide cu funcţia Legendre asociată, dacă a = 0 ,1 , 2, . . . , 
avem 

Y(0, 9) = [APl (cos 6) + BQl (cos 0)] [Ofl cos (ra<p) + Dn sin («9)]. 

Eezultă deci următoarele soluţii particulare (care depind de trei 
parametri X, a şi n) ale ecuaţiei lui Helmholtz din R 3 scris în coor­
donate sferice: 

»x, i,«Ar, 6, ?) = jţfaJ^ţ {^r)+c2Na+AYĂr)][AP»a (cos 0)]+ 

+ BQl (cos 0)][Ofl cos(w<p) + Dn sin (ra9)] 

(în care n poate fi întreg sau nu). 
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în particular, dacă D3 <= R 3 este interiorul sferei de rază-
B eu centrul în origine iar problema la limită este 

A3v +},v — 0 în D3, v\dD% = 0, 0 < r < B, 0 < 0 < TC, 0 < <p < 2TT, 

soluţia trebuie să fie periodică în raport cu 9, deci « = 0, 1, 2, . . . T 
iar a va lua de asemenea valorile 0 ,1 ,2 , . . . ; în plus c2 = 0, deoarece 
funcţia Keumann Ny este discontinuă în origine. Aşadar, pot fi 
luate în consideraţie doar funcţiile 

tfc, „,«(»*, 0, 9) = ~ J ± (fkr) Pn
a (cos 0)[C„ cos (w9) + Dn sin («9)} 

cu a = 0 , 1, 2, . . . , » = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . , ± a , care vor fi nule 

pentru r =B dacă Ja+±(YlB) = 0 , deci dacă X = lk = -™- ix|+1/z. ? 

unde {jjt.a+^} sînt zerourile funcţiei BesselJ _i_. Aşadar, valorile pro-
* 2 

prii ale problemei la limită date vor fi Xk =—— ^ 2, fc=l, 2 , . . . , 
JfX 

iar funcţiile proprii sînt 

«*,«(»"» e> ?) = 

= i J a + ± ( ( x ; + ^ - ^ ) S P2 (cos 0) [ 0 , cos (n9) + D n s i n (n<p)] 

(de remarcat că funcţiile Bessel în cauză sînt de indice semiîntreg, 
deci sînt combinaţii ale funcţiilor cos z, sin z, coeficienţii fiind poli­
noame în l/V». . 

Se obişnuieşte să se utilizeze funcţiile Bessel sferice de prima, 
speţă j„, unde 

j»(r) = f - J r ^ + - i ( ^ « = 0 , 1 , 2 , . . . , 

ceea ce face ca soluţiile continue şi periodice ale ecuaţiei lui Helm-
boltz în IR3 în coordonate sferice, să se scrie sub forma 

«*.«.«(»•, 6, <P)=Ja(Vxr)Y„,a(0, 9), « = 0 ,1 ,2 , . . . , « = 0,1, . . . 
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4.11.3. Separarea variabilelor în ecuaţia Helmholtz din R3 

în eoordonate cilindrice 

Ecuaţia în cauză se va scrie 

£L +L^ + J _ ^ L + *î* +XV=0, r > 0, 6 s [0,2*[, * e R, 

şi efectuînd calcule simple, se vor obţine soluţii de forma 

va,ş,y(r, 6, z) = [AJytfr) +BWY($r)] [(7cos(y0) + 

+ D sin (yO)] [E cos (as) + .F sin (ou»)], 

unde a2 + p2 = X (dacă a — 0, soluţia care depinde de z va fi 
E + Fz) iar dacă y = 0, soluţia corespunzătoare va fi C + D0. 
Dacă p = 0 , se găsesc soluţiile 
17a, T (f, 0, 0) = 

= (Ary+ Br-V)[G cos (y6) + D sin (y6)][E cos(as) + F sin (a»)], 

unde X = a2, cu aceleaşi convenţii pentru a = 0 sau y = 0 ) . 
în concordanţă cu diversele posibilităţi de transcriere în coordo­

nate cilindrice a unor domenii din R3, se pot deduce efectiv funcţiile 
şi valorile proprii ale problemelor la limită pentru ecuaţia Helmholtz ; 
de exemplu, dacă Z>3 este cilindrul 0 <z <h, 0 < 0 < 2TC, 0 < r <-E 
iar condiţia la limită este v\dDa = 0, va trebui să avem v(B, 0, z) = 0, 
0 < 0 < 2TC, 0<z<h şi v(r, 0, 0) = 0, v{r, 0, h) = 0, 0 < r <B, 
0 < 0 < 2n, condiţii care impuse lui va,&,y conduc la determinarea 
parametrilor a, J3 şi y. 

4.12. Problemele la limită şl calculul variaţiilor 

în cazul problemei la limită Sturm-Liouville 

• — lp(*)y'] - qWv + >-p (*)» = °- (4-9 4) 
dx 

ff(0) = 0, y{l) = 0, Z > 0 , (4.95) 
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(cu ipotezele obişnuite: p, p', q, pe C°([0, /]), p > 0), problema determinării funcţiilor 
şi valorilor proprii corespunzătoare se poate rezolva şi cu ajutorul metodelor calculului 
variaţiilor, deoarece în 4.8 s-a văzut că aceste funcţii şi valori proprii posedă anumite 
proprietăţi de minim. Utilizînd notaţiile 

A(y, z) = V [p(x)y'z' + q(x) yz] Ax, 
Jo 

(.'/. - ) p = \ p(x)yzdx, 
Jo 

in ipoteza y, z e C2 , C2 = {f\ fe (>'([(), /]), f(0) = 0, /'(/) = ()}, avem 

A(y, y) = V [p(x)y'2 + ţ(x) y2] dx, 
Jo 

(</. ff)p = ^ p(*) y 2 (x)dx = Hyllp, 
•o 

iar aceste funcţionale vor juca un rol important în viitor. 
Dacă p = 1, în 4.8 s-a obţinut prima funcţie proprie ca fiind elementul din A/j = 

= H^([0, l]), || y||0 = 1, care realizează minimul funcţionalei A(y, y ) ; deoarece ipoteza 
p i= 1 nu modifică în nici un fel raţionamentele din 4.8, minimul funcţionalei A(y, y) în 
mulţimea C2, cu ipoteza | |y|l2=l este de fapt o problemă variaţională de tip izoperi-
metric (vezi 3.8). Utilizînd teorema lui Euler (teorema 3.7) şi notînd — X multiplicatorul 
în cauză, funcţia ye G'J care realizează minimul căutat va verifica ecuaţia lui Euler cores­
punzătoare lagrangianului i£t = p(x)y'2 + q(x)y2 — Xp(x)y2, care, după cum se verifică 
direct, nu este altceva dccît ecuaţia diferenţială (4.94) (dacă ye C 2 , condiţiile la limită 
(4.95) se verifică au tomat ) ; notînd cu yx această funcţie, următoarea funcţie proprie 
y2 se va obţine ca soluţie a problemei izoperimetrice 

A(y, y) -> min, || y ||2 = 1, (y, Vl)p = 0, ye C2, 

ultima condiţie fiind evident condiţia de ortogonalitate pe care trebuie să o verifice 
funcţiile proprii. în baza teoremei lui Euler, prin considerarea lagrangianului 

^2 = P(x) '•)"* + ?(x) lf ~ *p(z)y2 + 2u.yy1( 

In care multiplicatorii sin! —X şi 2u., se obţine ecuaţia lui Euler 

[p(s) y'\ — ?(^)y + ^p(x)y = u-p(x) y r 
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care va coincide eu ecuaţia (4.9t) dacă u. = 0 ; or, Înmulţind ambii membri ai ultimei 
ecuaţii cu funcţia proprie yv prin integrare în intervalul [0, / ] , după efectuarea unei 
integrări prin părţi se găseşte egalitatea 

Muv Vi) - Â (y2, y1)p = y.(yv vdp 

(s-a scris y2 in loc de y, deoarece ultima ecuaţie diferenţială este, prin ipoteză, verificată 
de funcţia proprie y2). Ţinind seama de condiţiile impuse, avem A(yv y2) = 0 (vezi 4.8.2), 
0/2' yi)D — 0, (iJi> J/i)p= 1. eeea ce arată că neapărat u. = 0. în concizie, această nouă 
problemă variaţională conduce la definirea celei de-a doua funcţii proprii y2 iar a n-a 
funcţie proprie va fi soluţia problemei izoperimetrice 

A(y, y) -> min, ||y||2 = 1, (y, y)p = o, j = 1, 2, . . ., n - 1, y e Cjj, 

unde yj, . . ., yn_j sint primele JI — 1 funcţii proprii. 
Evident, aceste consideraţii sint formale, deoarece nu demonstrează existenţa func­

ţiilor proprii ei doar posibilitatea de a lega problemele de tip Sturm-Liouville de pro­
blemele variaţionale; combinind însă aceste fapte cu teoria expusă la 4.8 şi 4.9, se 
deduce şi existenţa efectivă a acestor funcţii proprii ca elemente din C„. 

CAPITOLUL 5 

Derivata areolară 
şi aplicaţii 

5.1. Condiţiile Cauchy-Riemann 

5.1.1. Diferenţiahilitatea în C 

Fie B o mulţime deschisă în C = IR + iK, i = ]f—l şi 
z s B; conform cu noţiunile introduse în 3.1, o funcţie / : B -*• C 
va fi diferenţiabilă (forte sau Frechet) în punctul z, dacă pentru 
orice A e ţ , astfel încît z+fo e B, are loc descompunerea 

/(* + h) -f{z) =•/'(0) A + a {z, li) (5.1) 

în care numărul complex/'(») este unic determinat (independent de h) 
iar 

a ( 0 ' 7 t ) -»0 cînd fe->0. (5.2) 

Scriind 0 = # + iy, x, y e R, f(z) — u{x, y) + iv{x, y), u — E e / , » = 
= I m / , A =-fe1 + i/i2, fej, fe2 6 R,/'.(») = Lx{x, y) + \L2(x, y), LVL2 e IR ; 
deoarece z + fe = (a? + \) + i(i/ + Az)> rezultă 

/(a + fe) =f[{x + \) + i {y + h2)] = M {x + hj, y + h2) + iv(x + /ia, ?/ +ft3) 

iar descompunerea (5.1) se va scrie 

[«(a? + hx, y + Ji2) — u{®, y)] + i[v{x+ hv y + h2) - v{x, y)] = 
= (A + Lt-a) (*i + ih2) + «.yix, y, \ , h2) + w2{x, y, hv hz); 
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separînd părţile reale şi cele imaginare, se găseşte sistemul 

u(x + /H, y + h2) — u(x, y) = Lx(x, y) \ — L2(x, y) h2 + c^(x, y, hv h2), 

v{x+\, y+h2)—v(x, y)=L2{x, y^+L^x, y)\+<x.2{x, y, hv h2), (5.3) 
în care 

O < lim ^-^âîlIlhlMl = i im 1 <h(Xijhlhi ]h)I < U m l ° c ( g > f e ) I = 0 

ultima egalitate fiind (5.2) (s-a considerat 7t ca element al lui K2 

avînd componentele Jiv h2) • prin urmare, se deduce 

i i m 1 gi(£> y> fti> fcg) 1 = 0 ş i l i m I « 8 ( s , y , K ftş) I = 0 
l|fc||-o )|h|| ' ilk||-o ||h|| 

Uin aceste consideraţii rezultă diferenţiabilitatea funcţiilor u şi p 
(privite ca funcţii de variabilele reale x şi y) în punctul (x,y) e f l c R 2 ; 
deoarece coeficienţii lui hv respectiv h2 din (5.3) trebuie să fie egali 
cu derivatele parţiale ale funcţiilor din membrul întîi în.raport cu 
x şi respectiv y, din prima egalitate se deduce 

A<*,*> = ^ ^ , x , ( « , y ) — - ? ^ (5-4) 

oo; dy 

iar din a doua egalitate a sistemului (5.3) rezultă 

T . . dv(x,y) . dv(x,y) 
dy dx 

în concluzie, dacă / este diferenţiabilă în punctul z = a? ~f- i// e X), 
atunci partea reală şi partea imaginară ale acestei funcţii sînt de 
asemenea diferenţiabile [în punctul (x, y)] şi au loc egalităţile 

Mx, y) = dv{x, y) du(x, y) = __ dv(x, y) 
dx dy dy dx 

[în punctul (x, y) e B <z K2] numite condiţiile Canchy-Biemann 
(care pe scurt vor fi notate condiţiile C — R ) ; deoarece 
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f'(z) = i1(i»,y)-}-iL2(aj, y), în baza egalităţilor (5.4) şi (5.4'), derivata 
lui / poate fi exprimată cu ajutorul părţilor reale şi imaginare ale 
funcţiei în discuţie prin una din egalităţile 

/'(*) 

du{x, y) . du(x, y) 
dx di 

du(x, y) . . dv(x, y) 
• - r 1 — • 

dx dx 

dv(x, 
dy 

dv(x, 

y) 

y) 

— 1 
. du(x, y) 

dy 

dy 
. dv(x, y) 

dx 

(5.6) 

Exemple. 1. Dacă f{z) = z2, z = x — iy, atunci, evident /': C—> <C iar u(x, y) •= 
= x2 — ij-, v(x, y) = — 2xy; condiţiile G —R (5.5) se scriu 2x — — 2x, —2y = 2y şi vor 
fi verificate numai dacă x = 0, y = 0, deci numai dacă z = 0. Deci funcţia considerată 
este diferenţiabilă numai in origine cind f'(0) = 0 [deoarece uj1;(0, 0) = 0, uu(0, 0) = 0). 

2. Fie f(z) = z-" l , z # 0 ; avem 
X 

X2+!/"! 
?/ 

X2+!/2 + !/2 0 

şi se verifică imediat condiţiile G —R în orice punct (x, y) e R 2 \ { 0 } ; deci această funcţie 
este diferenţiabilă In Întreg domeniul ei de definiţie iar cu ajutorul primei relaţii (5.6) 
avem 

f (-) = <r -2xi/ (ix + y)2 

(x2 + J/2)2 (x3 + tf2)2 (x + ij/)2 (x - iy)2 

z-
- 2 - 2 

= • _ T - * . z # 0 . 

3. Dacă f:<E-* <C, f(z) = exp(z) ( = ez), deoarece cx+iy=cx • el", se deduce imediat 

u(x, y) — exp(x) cos y, v(x, y) — exp(x) sin y 

iar deoarece condiţiile C —R se verifică pentru orice x şi y reali, se obţine diferenţiabi­
litatea acestei funcţii pentru orice ze<D; în plus, 

/"(z) = exp'(z) = ux(x, y) — iuv(x, y) = cx cos y + ie* sin y =exp(z) . 

4. Pentru /'(s) = In z, utilizînd coordonatele polare z = re i f i, se va obţine 

f(z) = In r + i6 = In | /x2 + J/2+ i [arctg — + c) 
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(constanta c e K fiind de forma 2kiz, ksTL), egalitate care arată că această funcţie este 
definită pentru orice z jt O iar 

1 U 
u(x, y) = Re/(z) = _ (ar + if), v(x, g) = lmf(z) = arctg — + 2A-TT. 

2 x 
Se verifică uşor condiţiile C—R care sînt valabile pentru oi'ice z = 0, iar 

x ii x — ii/ z 
f(z) = i — - — = = = z~K z # 0. 

X2 + \f2 X2+!/2 X2 + Xf Z- Z 

Egalităţile (5.5) reprezintă condiţii necesare pentru ca funcţia 
f(z) = u(x, y) -f iv(x, y), z = x + iy, să fie diferenţiabilă ; reciproc, 
dacă u, v : D —> R sînt funcţii diferenţiabile în punctul (x, y) s D 
(mulţimea D este prin ipoteza deschisă) şi verifică în acest punct 
condiţiile 0— E, atunci / este diferenţiabilă în punctul z = x -\- iy. 
într-adevăr, utilizînd diferenţiabilitatea lui u şi v, se pot scrie ega­
lităţile 

u(x + \ , y + li2) — u(x, y) = ux{x, y) \ + uv(x, y) Ji2 ••-[- ax, 
v(x + \ , y + h2) — v(x, y) = vx(x, y) lix + vy{x, y) hz + «2, 

cu -.- : > 0, • •: -> 0 cînd \ si hz tind la zero [hx, h2 

sînt numere reale arbitrare care verifică ipoteza (x-\-hv y-\-hz) s I)\; 
înlocuind în a doua egalitate vx şi vy prin —uy, respectiv ux, 
după înmulţire cu i şi adunare cu prima egalitate se găseşte 

/(» + Ji) —f{z) = [%(«, ?/) - iMa (o?, ?/)] fc + a, 

dacă se notează fe == /tx + Î'A37
 a — ai + i<*2- Deoarece 

].oc| | aj -f ia2! | ax| |a2j 0 
IAI " p"2 +fti * K^ + »i ' KM + fti' 

evident lim — = 0, ceea ce înseamnă că / este diferenţiabilă în 

punctul z = x + % s D <= <C> derivata lui / în acest punct fiind 
egală cu % — ii^. 

Dacă f este diferenţiabilă în fiecare punct al unei submulţimi 
deschise G <= D, se spune că / este diferenţiabilă în G şi atunci con­
diţiile C—E sînt verificate în orice punct din G. 
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5.1.2. Funcţii armonice conjugate 

Dacă u = E e / , v — I m / sînt funcţii de clasă O2 într-un 
domeniu G c D, / fiind diferenţiabilă în 6f (ipoteză care după cum vom 
vedea, nu este restrictivă), atunci derivînd prima ecuaţie a sistemului 
C —E (5.5) în raport cu x şi a doua ecuaţie a aceluiaşi sistem în raport 
cu y, prin adunarea egalităţilor astfel obţinute, se deduce că funcţia 
u(= Re/) este armonică în G : 

. . , dhdx, y) , d2u(x, y) „ ,K „, 
A2M(.r, y) = V ' ' / ; + ± - ^ = 0. (5.7) 

oar oy* 
Eliminînd, prin acelaşi procedeu, în sistemul C —E funcţia u, se 
ajunge la aceeaşi concluzie : v~Imf este o funcţie armonică în G 

A2v(x,y)^0. (5.7') 

Prin urmare, pentru ca funcţiile u, v e C2(6r), 6? c B ( B fiind mul­
ţimea de definiţie a funcţiei / iar G o mulţime deschisă), să poată 
fi considerate ca parte reală sau parte imaginară ale unei funcţii 
/ : D -> C, / fiind diferenţiabilă în G, este necesar ca aceste funcţii 
să fie armonice în G ; un cuplu (u, v) de funcţii armonice în tr care 
verifică în plus şi condiţiile O—E (5.5) poartă numele de funcţii 
armonic conjugate (în G). Din consideraţiile anterioare, se deduce 
că nu orice două funcţii armonice pot forma o pereche de funcţii 
armonic conjugate iar un fapt important este acela că dacă se cunoaşte 
u (sau v), atunci se poate determina v (respectiv u) astfel încît 
perechea u, v) să formeze un cuplu de funcţii armonic conjugate 
(funcţia armonică v, respectiv u, este unic determinată dacă se face 
abstracţie de o constantă aditivă). într-adevăr, dacă u este cunos­
cută, atunci utilizînd condiţiile C — E putem scrie 

dv = vxdx -}- vydy = — uvăx + uxdy, 

iar forma diferenţială —uydx + uxdy este o diferenţială [deoarece 
(-~uy)y — {%x)x ( m baza ecuaţiei (5.7)] şi deci 

v(x, y) = — \ uy(t, y) dt+ \ ux(x0, t) di + c, c s K, (5.8) 
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punctul (x0, y0) e6f fiind suficient de apropiat de punctai (x, y) eG; 
dacă se cunoaşte v (o funcţie armonică în O), în acelaşi mod se va 
obţine funcţia armonică conjugată corespunzătoare 

r* cv 

u(x,y)==i v„(t, y)ăt-\ vx{x0,t) 
dt + c, ce IR. 

Exemple. 5. Dacă u(x, y) = ax3 + 2bxy + xcy%, pentru ca această funcţie (care 
este indefinit derivabilă in R2) să fie partea reală a unei funcţii f(z) diferenţial)ile in <C, 
trebuie ca numerele reale a, b şi c să verifice egalitatea a + c — 0 [pentru a se verifica 
(5.7)]; cu această ipoteză, presupunînd în (5.8) x0 — 0, y„ = 0, se obţine v(x, y) = b(y2 — 
— x2) + 2axy făctnd abstracţie de constanta de integrare. în acest ca/, se găseşte 

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = (a - ib) zz. 

6. Dacă v(x, y) = 2 cos x eh y — x2 + i/2, atunci un calcul simplu va conduce 
la funcţia armonică conjugată corespunzătoare u(x, y) = sin x sh y — 2xy (constanta 
de integrare fiind considerată nulă) şi deci f(z) = u(x, y) + iv(x, y) — 2 i cos z — iz2 -f c. 

Constanta arbitrară care apare prin aceste calcule se poate deter­
mina dacă se cunoaşte valoarea lui/într-un punct z0e O : f(z0)—foe C-

5.1.3. Formula lui Schwarlz 

în 4.5 s-a rezolvat problema Dirichlet pentru cerc, obţi-
nîndu-se formula lui Poisson (4.64) care defineşte (formal) o funcţie 
armonică în interiorul cercului x2 + y2 — R*, cunoseîndu-se valorile 
acestei funcţii pe frontiera acestui cerc, valori definite cu ajutorul 
funcţiei continue /'; utilizînd rezultatele anterioare, se deduce 
posibilitatea definirii unei funcţii F:D-+\R, diferenţiabile in 
D — {z\ \z\ < R}, cunoseîndu-se valorile părţii ei reale pe dD. 
într-adevăr, deoarece în formula lui Poisson 

1 f2n 

2TC J0 

( g - r W C P ) d 9 , 
R2 + r2 -2jBrcos(6-<f>) 

avem 
-E2 - rl -, jg+re'l6-*) _ Re* + rei0 

— E e _ _ — _ j> e 
E2 + r2 - 2Rr cos ( 0 - cp) " '"" R—re1*0-*) " " Re* — re10' 

eu notaţiile z = r ei0, C = ^e1* (121 = r < R, \ X, j = R), se obţine 

2u Jo Q — -
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dacă se notează prin /(£) valorile lui Re JP pe cercul | £| = R : dacă 
valorile pe cercul x2 -f y2 = R2 sînt o(#, y), atunci 

/(Q = 0 [ ^ ( ? + -R2), •£- (¥-R*)\ 
L2^ 2i<: j 

R 1 ( R2 \ 
deoarece x = 12 cos 9 = — (eicp+e~icil) == — j Z, -\ j , y = R sincp= 

1 / R2\ 1 
= — I "C, ). Cum din Z, = Re1" se deduce dep = — d£ şi cum 

2i V î J i£ 
din faptul că dacă cp parcurge segmentul [0, 2n[, variabila £va descrie 
cercul | ţ\ = li, se ajunge la forma finală a formulei lui Sehwartz : 

1 » = - 1 - ţ ^ + g / ( 0 d£ + o, 
2 r a J r a = ^ ( ^ - 2 ) - / V 

constanta ce C fiind neapărat de forma io, oe R (deoarece se obţine 
din calculul părţii imaginare a funcţiei JF), deci se va determina dacă 
se cunoaşte valoarta lui ImF într-un punct. 

Formula lui Sehwartz este comodă uneori pentru că permite cal­
culul efectiv al funcţiei F cu ajutorul ttoriei reziduurilor; de ase­
menea, utilizînd teoria transformărilor conforme, se poate găsi 
soluţia efectivă pentru rezolvarea problemelor Dirichlet pentru orice 
domeniu plan (cu frontieră suficient de regulată), 

5.2. Operatorii diferenţiali dz şi d. Derivata areolară 

5.2.1. Definiţii şi proprietăţi 

în baza consideraţiilor din 5.1, dacă u = u(x,y) şi 
v = v(x, y) sînt funcţii diferenţiabile într-un domeniu din [R2, atunci 
combinaţia «+i« nu defineşte întotdeauna o funcţie diferenţiabilă în 
C (deci o funcţie diferenţiabilă de variabila complexă z=x + iy). 
î n unele aplicaţii practice este comodă utilizarea variabilelor com­
plexe z şi i 

z = x + \y, z = x — \y (5.9) 
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în locul variabilelor" reale x şi y, care pot fi înlocuite prin 

x = — (z 4- i) , y = — (z — z) = A- (i - 0), (5.9') 

2 2i 2 

şi vom conveni să notăm prin f(z, z) funcţia 

f(z, z) = u(x, y) + iv(x, y) = 
= M |"-i- (0 + 5), j ( z - *)1 + i« f-i- (̂  + i), -* (5 - *) ] . (5.10) 

Trebuie remarcat că spre deosebire de variabilele x şi //, variabilele 
« şi 5 nu sînt independente, dar utilizarea acestora poate fi justificată 
prin aceea că transformarea (x, y)->(z, 5), avînd jaeobianul ' — 

d(x,y) 
egal cu — 2i (deci nenul), este aşadar bijectivă. 

Dacă u şi v sînt funcţii continue în 2) c R2, atunci /(«, s) = 
= it(#, y)+i«(», y) va fi o funcţie continuă de variabila z în J 9 c C iar 
dacă M şi » sînt integrabile în D, aceeaşi proprietate o va avea ş i / ; dacă 
însă u şi v sînt funcţii diferenţiabile în 1), fără a fi armonic conjugate, 
nu are sens / ' , dar pot fi definite două operaţii dz şi d cu ajutorul 
egalităţilor 

ZJ dz 2 \dx dy) 2 {{dat ' dy ) \ dx 8y )]' 
(5.11) 

oz 2 [dx dy j 2 [{ dx dy ) 

, . ( &v , du\] / - I Ţ I 

Exemple. 7. Dacă a(x, y) = x + g, v(x, y) = x - y, atunci 

/'(z, z) - u(x, y) + i/;(x, ;/) = (1 + i)x + (1 - i) y 

iar calcule simple arată că dj= 0, 6Y = 1 + i. Utilizînd (5.9'), se poate scrie f(z, z) = 
= (1 + i) z şi se observă imediat că df şi £>? pot fi obţinute direct prin derivare 
formală in raport cu z, respectiv z. 
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8. Dacă u(x, y) = y, v(x, y) — e", avem 

/(z, î) = — <z - z) + i exp —-<z + z> = y+iexp(x) 

ţi, prin urmare, 

i i i i r 1 ] 
< V = - — + — e x p < s ) = - — + _ _ e x p | — (2+5) , 

^r i i i i r 1 1 
9^ = - y + — «p (*).=•_ + — exp L-~-(z + 5)1. 

Dacă / este diferenţiabilă (într-un punct sau într-un domeniu), 
atunci cu ajutorul condiţiilor Cauchy-Eiemann (5.5) se obţin egalită­
ţile (valabile în punctul sau domeniul considerat) 

0 . / = / ' , df = 0; (5.12) 

în acest mod se poate obţine un criteriu practic de verificare a diferen-
ţiabilităţii în C a combinaţiei u+vi (de funcţii diferenţiabile): se 
utilizează (5.9') şi dacă rezultatul final nu conţine jte'z, atunci 
f(z)=u(x, y)+iv(x,y) va fi o funcţie diferenţiabilă'(în C). 

Proprietăţile operatorilor diferenţiali dz şi d se pot deduce direct 
din definiţii; astfel, vor fi valabile următoarele reguli de calcul: 

I dz(f + g) -= <%f + dzg, o(f + g) = df + dg, 

I I dz{af) — adzf, d(af)= adf, « e C , 

I I I dz(fg) = fdzg + g dzf, d(fg) = fdg +g df, (5.13) 

I V <h{^)) ==9"2{adzf~fd^ d(-)=9-2(g~df-fdg), g^O. 

O proprietate importantă a operatorului diferenţial ~d~ este expri­
mată prin egalitatea 

d[a(z) f(z, i)} = a(z)df(z, z), (5.14) 

a fiind o funcţie diferenţiabilă (acolo unde u şi v sînt diferenţiabile); 
într-adevăr, din a treia proprietate (5.13) pentru d, în baza lui (5.12) 
se găseşte (5.14). Cu alte cuvinte, în cazul în care a este o funcţie 
diferenţiabilă în C, atunci faţă de operatorul d, a se comportă ca o 
constantă. 
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O altă proprietate importantă a operatorilor diferenţiali dz şi 
d este aceea că permite factorizarea operatorului lui Laplace A2, 
acesta putîndu-se scrie 

. O ?/ 
A2it = dzdu = (d dzu) sau — = A2«, 

dzdz 

după cum se poate verifica prin calcul. Derivarea în raport cu d se 
mai numeşte şi derivata areolară. 

5.2.2. Formula lui Pompeiu 

Una din proprietăţile remarcabile ale operatorului dife­
renţial 8, descoperită de matematicianul român Dimitrie Pompeiu în 
1912, constă în posibilitatea obţinerii unei identităţi prin care valorile 
unei funcţiif(z, z) = u(x, y)+iv(x, y), u şi v fiind diferenţiabile într-un 
domeniu plan D, pot fi obţinute cu ajutorul unei integrale curbilinii 
şi a unei integrale duble în care apare operatorul d. Această formulă 
se scrie, cu ze G : 

Demonstraţia formulei lui Pompeiu se obţine cu ajutorul iden­
tităţii integrale 

V f(z, z)dz — 2i\V df(z, z)dxăy, z~xJ-iy, (5.16) 
JQG JJG 

care este o consecinţă imediată a formulei lui Green din teoria inte­
gralelor curbilinii; într-adevăr, deoarece /(«, z) dz = (uăx —vdy) + 
+i(vdx—u ăy) iar V Pdx+Qdy = \\ (Qx — Py) dx dy, dacă P şi Q sînt 

JdG J G 
de clasă C1 în D iar G<=D este un domeniu cu frontieră netedă pe 
porţiuni, calculele imediate conduc la relaţia (5.16). Punînd în această 
formulă ţ = ^+iv) în loc de z=x-\-iy şi considerînd în locul funcţiei 

/ = / ( £ , ţ) funcţia -^-y-1——, cuzeG fixat iar în locul domeniului de 
c, z 
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integrare, domeniul G£ = 6r\{£! \Z, — z\ < s} [deoarece funcţia 
fir 7) 

• • -—- nu este de clasă C1 în G, avînd o singularitate de tip 
Q — Z 

pol în punctul Z, = z], se obţine identitatea 

ţ JiyLdc = 2iff M i d u ^ , 

dacă se ţine seama atît de faptul că funcţia «(£)---(£—«)_1 este dife-
renţiabilă în C? (vezi exemplul 2) cit şi de formula (5.14). Gum 6GB = 
— SG u ys, unde ye este frontiera cercului | £—z\ — s (s este suficient 
de mic pentru ca y£c:6r), vom avea 

)«. Î : -^ dQ )0G i-z aQ K i-z c' 

semnul — din faţa ultimei integrale fiind o consecinţă a faptului că 
frontiera ys este parcursă în sens invers (adică în sensul de mers al 
acelor unui ceasornic, vezi fig. 5.1); prin urmare, pentru orice s > 0 

Fig. 5.1. 

suficient de mic are loc egalitatea 

Deoarece pe yE avem Z, = £+se i a , 6e [0, 2rc], se obţine 

ht l — z Jo 
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înlocuind această integrală în (5.15') prin trecere la limită, pentru 
e 4. 0, după împărţire cu 2m deoarece \ f(z,z)dQ — 2nf(z,z), tre­
cerea la limită sub semnul integralei fiind permisă în baza continui­
tăţii lui / se obţine exact formula (5.15). Se poate scrie 

l im« nk^dUri={\J^SL^ăTh 
E^o3jGe ţ — Z ' ih l-Z " 

deoarece în egalitatea (5.15') integralele curbilinii au limită, ceea ce 
antrenează existenţa limitei anterioare; această integrală dublă este 
o integrală improprie convergentă. 

O consecinţă importantă a formulei (5.15) este egalitatea 

f(z)= — \ -i^-ăţ, (5.17) 

valabilă pentru orice funcţie diferenţiabilă în domeniul simplu conex 
I), Gel) fiind un domeniu ca frontiera suficient de regulată; într-
adevăr, această formulă, numită formula integrală a lui Cauchy, se 
obţine din formula lui Pompeiu deoarece în ipotezele făcute avem 
df = 0. Deoarece z$cG, integrandul din (5.17) este o funcţie inde­
finit derivabilă în raport cu z şi deci, în baza teoriei integralelor cu 
parametri, funcţia / va fi de asemenea indefinit derivabilă în fiecare 
punct în care este diferenţiabilă; se poate arăta cu uşurinţă că dacă 
este valabilă identitatea (5.17) pentru orice z e i ) , atunci funcţia / 
nu numai că este indefinit derivabilă, dar este şi dezvoltabilă în serie 
Taylor (deci analitică) în domeniul ei de diferenţiabilitate. Pentru 
aceasta, se observă că din formula integrală Cauchy (5.17) se obţine 

/<»)(*) = J i L ( -M d j ; n = 0 , 1 , 2 , . . . , 

posibilitatea derivării sub semnul integralei decurgînd din teoremele 
cunoscute referitoare la această operaţie; presupunînd z=z0e D 
şi Z, e j B , unde yH este frontiera cercului de rază B cu centrul în z0, 

B>0 fiind arbitrar, dar astfel încît y f icJ) , vom avea 

—o ni 2ra„£o 3ra(C-s0)"+1 

2râ hRz ~ z0 [„fo V Z—z0) J ' 

inversarea celor două operaţii (de însumare şi de integrare) fiind posi­
bilă dacă se alege zeD astfel încît \z—z0\ < | £—z0\ = B (vezi 
fig. 5.2), situaţie în care seria din ultima integrală este uniform con­
vergentă, fiind vorba de o serie geometrică I a cărei sumă este — I. 

I l-z) 
Prin urmare, seria Taylor £j -——— (z—z0)

ne$te uniform convergentă r0 n ' 
pentru orice z care verifică inegalitatea \e — z0\ < B, iar în 
baza calculelor anterioare, suma acestei serii va fi egală cu 

f Ji d£, adică, în baza lui (5.17), va fi egala chiar cu f(z). Cu 
2ra hR ţ — z 
aceasta s-a justificat afirmaţia făcută anterior prin care funcţiile 
diferenţiabile în (C au fost presupuse de clasă C2 (vezi 5.1.2); acestea 
se mai numesc şi funcţii olomorfe. 

Fig. 5.2. 

Toate consideraţiile anterioare au fost făcute în ipoteza că func­
ţiile u şi v care conduc la funcţia / = u+iv sînt diferenţiabile şi 
astfel încît în orice domeniu simplu conex din mulţimea în care u şi v 
sînt diferenţiable este aplicabilă formula lui Green; utilizînd însă 
teoria soluţiilor slabe (generalizate), expusă în 4.1, aceste consideraţii 
se pot extinde într-un cadru mai general care va fi prezentat ulterior. 
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5.3. Operatorul d şi integrarea unor sisteme de eeuaţii 

5.3.1. Sisteme Cauchy-Riemann 

Ipoteza de diferenţiabilitate a unei funcţii de variabila 
complexă z=x-\-iy conduce la sistemul 

i * . — * ! = <), - ^ + ^ = 0 , (5.18) 
3 a? dy dx dy 

dacă funcţia se scrie f(z) = u[x, y)+iv(%, y); sistemul (5.18) poate fi 
considerat ca un caz particular al sistemelor mai generale avînd formr a, 

2 

(5.19) 

pe care vom conveni să le numim sisteme Cauchy-Riemann : funcţiile 
a, b, f şi g se presupun cunoscute într-un domeniu fîcR2. înmulţind 
a doua ecuaţie a sistemului (5.19) cu i şi adunînd-o la prima ecuaţie, 
cu notaţiile w = u-\-iv, A = a -f- ib, F — f-\-ig [evident, w = iv(z, i ) , 
A—A(z,z), F=F(z,z)], se găseşte ecuaţia, 

dw + A(z, z)w = F{z, z), (5.20) 

care este echivalentă sistemului (5.19). Dacă A = 0, adică în cazul 
sistemului C—R neomogen, se găseşte ecuaţia 

dw = F(z, i), (5.20') 

ale cărei soluţii pot fi analizate cu ajutorul formulei lui Ponipeiu ; 
într-adevăr, ţinînd seama de (5.15) şi (5.20'), soluţia sistemului (5.20') 
se poate scrie sub forma 
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Introducînd notaţiile . 

soluţia se transcrie 

w(«, 5) = ®(e) + (TF)(z, z) (5.21') 

şi deci se compune din suprapunerea a doi termeni & şi TF • funcţia O 
reprezintă evident o funcţie diferenţiabilă de variabila complexă z în 
(C\6G şi va reprezenta soluţia sistemului omogen corespunzător 
[care evident este sistemul (5.10)] deoarece pentru F = 0 din (5.21') 
se obţine w = 0, T0 = 0 iar TF va fi o soluţie a sistemului neomogen 
(5.19). De aici rezultă că pentru orice s e 67 va trebui ca d(TF)=F, 
adică 

d^-^f-^-dUri]^ F(z,z). (5.22) 

5.3.2. Soluţii slabe pentru ecuaţia dw = F 

în baza teoriei din 4.1, funcţia w—w(z, z) va fi o soluţie 
slabă în O a ecuaţiei (5.20') dacă pentru orice funcţie-test în 67, fie 
ea <p, se verifică egalitatea 

(w, 9+9)0 = (F, 9 ) 0 (5.23) 

în care 6+ este operatorul diferenţial formal adjunct al operatorului 
d iar 

(?> +)6 =\[ 9(*i«) ^(^)da?d?/. 

Or, deoarece 3 este un operator diferenţial liniar de ordinul întîi 
cu coeficienţi constanţi, vom avea <5+ = — d, aşa că egalitatea de 
definiţie (5.23) în acest caz se transcrie sub forma 

(w,09)o+.( .F, ?)o*?0. 

Vom arăta că egalitatea (5.22) este justificată, adică (5.23) se 
verifică dacă w=TF, F fiind integrabilă (în sens Lebesgue) în 6?; dar, 
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daeă 9 este o funcţie-test, cum 9 = 0 pe dG, din formula lui Pompehi 
va rezulta 9 == T(d 9) şi deci 

(w, 99)0 =\\ w(z, z) dy{z, z) dxây = 

KJJG C,—Z J 

= §F{1,l) [1SSC~^dadyJdSdT, = (JP,-T(F9))0 = 

= (^ , -9)0 = - ( ^ ? ) o 
(s-a utilizat teorema lui Fubini privind posibilitatea inversării ordinii 
de integrare'). 

5.3.3. Integrarea unor sisteme de ecuaţii 

Eezultatele din 5.3.1. şi 5.3.2 pot fi utilizate pentru 
integrarea unor sisteme de ecuaţii cu derivate parţiale, dar pentru 
concretizarea rezultatelor vom considera doar sistemele de forma. 
(5.19); ideea care stă la baza procedeului de integrare prezentat se 
bazează pe analogia care există între soluţia ecuaţiei y' = / şi soluţia 
ecuaţiei dw — F. Astfel, dacă soluţia primei ecuaţii se scrie y = o + g, 
unde c este o constantă oarecare iar g este o primitivă pentru / , so­
luţia celei de-a doua ecuaţii se serie «? = <!> + TF, unde $ este o 
funcţie diferentiabilă (deci analitică) în variabila complexă z iar T 
este operatorul definit în 5.3.1. 

în acest mod, notînd 6° = 1, 61 = d, dj = d(dj~1), j — 2, 3 , . . . , 
se pot lua în consideraţie ecuaţii de forma 

£ «,(«, i) d'u> = F(z, z), » = 1 ,2 , . . . 

al căror algoritm de integrare va fi analog celui utilizat la integrarea 
n 

ecuaţiilor diferenţiale YiaAx) Vuy=f(x) j m particular, în cazul cel 
j = 0 _ 

mai simplu al ecuaţiei 0w + A(z, z)w — 0, soluţia se va scrie 
w(z, z) — 4>(z) exp (TA), formulă denumită în literatura de speciali-

-81 

ase 

tate formtila lui N. Teoăoresou după numele c«lui care a dedus-o 
prima oară. 

Exemple. 9. Pentru ecuaţia dw — ziv — 0, adică pentru sistemul 

i 1 
- — (ux — Vy) ~ xu + yu = 0, —~(v x + iiy) — yu — xn = 0, 

2 2 
sohiţia generală va fi 

w(z,z) = <J>(z)e"; 

sau, pe componente, 

u(x, y) = a(x, y) e*"+ »*, »(*> y) = b(x, y) e**+ »*, 

a şi 6 fiind funcţii armonic conjugate (lntr-un domeniu dat) arbitrare. 

18. Pentru ecuaţia dw — (2 — i)ro = z, adică pentru sistemul 

1 1 
— (ux — Vy) — 2u — v = x, -—(<>z + Uy) + u — 2v = — y, 
2 ^ 

soluţia sub formă complexă va fi 

i»(z, z) = O(z)-e ( z + 1 , z - = ^ — z -i ( 2 +i)2 2 + i _ 3 + 4i 
25 

ceea ce, pe componente, înseamnă 

2x + y 3 
u(x, y) = a(x, y) &x+y cos (x — 2y) — ft(x, y) e2-'"*' sin(x — 2y) — • 

5 25 

v(x, y) = a(x, y) e 2 ^ sin (x - 2y) + b(x, y) e 2 ^ cos (x - 2y) — , 
5 25 

a şi & fiind iarăşi funcţii armonic conjugate. 

5.4. Derivata areolară 

5.4.1. Monogenitate şi olomorfie (a). Primitive areolare 

Scopul urmărit de D. Pompeiu, prin considerarea funcţiilor 
/ : D - » C nemonogene sau nediferenţiabile în sensul formulei (5.1), 
sau, în alţi termeni în sensul teoriei clasice a funcţiilor analitice 
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de o variabilă complexă, a fost de a studia proprietăţile funcţiilor 
j pentru care integrala lui Cauchy este nenulă : 

f /(*, z) ăz * 0. 

El s-a mărginit la funcţiile de clasă CX(D) pentru carej prin stabilirea 
relaţiei (5.16), deci a formulei lui Green, se putea ajunge la o caracte­
rizare a acestor funcţii prin sistemul Cauchy-Biemann neomogen 
(5.20')- Considerînd integrala 

2i Jr 

unde 8 este un domeniu cu frontiera y netedă (cel puţin pe porţiuni), 
ca o funcţie de domeniu şi notînd măs 8 = |S | , formula (5.16), 
extinsă în cuplul (/, 9) de funcţii cel puţin integrabile în sensul lui 
Lebesgue, conduce la considerarea derivatei în sensul lui Lebesgue 

— 1 Uz, z) ăz 
Df ,. F(8) .. 2i JY , v 

a funcţiei de domeniu F(8), pe orice familie (y, 8) regulată în z0 
Aceasta înseamnă că e > 0 fiind dat, se poate determina un numă 
r > 0, astfel încît 

'! 

2i\8\ 
C f(z,z)ăz - <p(sf0) 
Jv 

< e 

pentru orice cuplu (y, 8), 8cz{z \ \z—z0\ < r}. în aceste condiţii 
numărul q>{z0) va fi numit derivata areolara a funcţiei f(z, z) în punctul 
z0e D iar funcţia f(z, z) va fi numită monogenă (a) sau areolar mono­
genă în z0. 

Semnificaţia extinderii noţiunii de monogenitate apare din urmă­
toarea teoremă care permite punerea în evidenţă a unei ecuaţii 
funcţionale fundamentale în teoria derivatei areolare şi a funcţiilor 
monogene (a). 

Teorema 5.1. Condiţia necesară şi suficientă, pentru ca o funcţie 
fe C°(D) să fie aproape peste tot monogenă (a.) în D şi cu derivată areo-
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Iară suniabilă în D, este ca să existe o funcţie <\>e L(D) şi o funcţie de 
domeniu ty(8) cu derivată Lebesgue aproape peste tot nulă în D, astfe 
încît relaţia 

M / ( * , i ) d * - g 9(t>,*)d<o = <|/(J) (5-25) 

să aibă loc pentru orice cuplu (y, 8) <= D. în acest caz, 

Df 
•=-*- = 9 (5.25'> 
D« 

aproape peste tot în D, deci 9 ta fi derivata areolara a lui f aproape 
peste tot în D. 

Demonstraţia acestei teoreme ca şi consideraţiile precedente asupra 
derivatei areolare se găsesc în lucrarea lui D. P o m p e i u , Sur une 
classe de fonctions d'une variable complexe (Kendicenti Palermo 
t. 33,1912 et t . 35,1913). 

Ecuaţia (5.25) este o extindere a ecuaţiei (5.16) verificate de orice 
8f / e C(B) şi de derivata sa areolara în sens restrîns df = —^r* 

Presupunînd <\>(8) = 0 în (5.26), funcţiile/e C°(D), satisfăcînd ecuaţia 
(5.25), au fost numite primitive areolare, derivatele lor areolare, 
9 e L{D) fiind în general sumabile. 

Primitivele areolare cu derivate areolare continue vor fi numite 
funcţii olomorfe (a). 

Dacă 9 e L°°(D), ecuaţia (5.18) cu §(8) — 0 admite soluţii 
f e C°{D) pe care le vom numi primitive areolare mărginite, avînd în 
vedere că orice 9 e L°°(D) este echivalentă cu o funcţie mărginită şi 
integrabilă Lebesgue în D. Are loc atunci următoarea teoremă. 

Teorema 5.2. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca o funcţie 
f e C°(D) să fie primitivă areolara mărginită este ca ea să fie de forma 

f(z) = Ji(z) + T9 =h(z)-~[\ J^SLdUri. (5.26} 
TU jJr> c ,—a 

Descompunerea (5.26) este unică şi derivata areolara a lui feste 9 e i°°(Z>} 
în afara unei funcţii echivalente cu zero aditive : 

- ^ = 9 € i f » ( D ) . (5.26') 
Du 
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Dacă D are o frontieră T( = 8D), formată ăintr-un număr finit de 
curbe simple, rectificabile şi închise, fără puncte comune două cîte două, 
Tom avea reprezentarea 

Prin 3?°°(D) am notat spaţiul claselor de funcţii echivalente din L°°(D). 
Formulele*) (5.25), (5.25'), (5.26), (5.26''), (5.27) constituie extin­

derea formulelor (5.16), (5.15) valabile în spaţiul G1(D) şi datorate lui 
D. Pompeiu, iniţiatorul teoriei derivatei areolare pe care a dezvoltat-o 
sub forma restrînsă 8f = -—.J). Pompeiu a fost primul care a arătat 
că integrala 

( T ? ) (2) = - i ^ . ^ I U i ; d Y ) (5.28) 

reprezintă o funcţie continuă în întreg planul complex (E, olomorfă 
în exteriorul lui D şi nulă la infinit. în adîncirea acestui rezultat fun­
damental, s-a demonstrat că (T<p)(«) este holderiană, de exponent 
oricît de vecin de unitate, proprietate care joacă un rol important 
în cercetările ulterioare asupra lui Tcp, în ipoteza că q> e L°°(D). 

Să considerăm cazul particular al funcţiilor olomorfe (a) notînd 
spaţiul corespunzător prin jfa(D). în aceste condiţii integrala (5.28) 
se reduce la o integrală Biemann generalizată (în sensul valorii 
principale Cauchy, ca în 5.15). Evident, în acest caz cp e L°°(D) şi 
funcţiile olomorfe (a) sînt reprezentabile prin formulele (5.26), 
(5.27), teorema 5.2 fiind aplicabilă, iar derivata areolară este unică 
trebuind să fie continuă. 

Importanţa derivatei areolare apare în momentul în care se con­
sideră sistemul Cauchy-Biemann neomogen şi se încearcă să i se 
găsească soluţii comparîndu-1 cu sistemul omogen, care admite 
numai soluţii indefinit derivabile, reprezentabile prin formula inte­
grală 

f(z) = — C -£*Lăz, (5.28') 
2ui JY £ — z 

care se găseşte ca prim termen în membrul al doilea al formulei (5.27) 
şi reprezintă o funcţie olomorfă. 

* ) T e o d o r e s c u N., La derivâe areolaire et ses applicalions physiques (Thfese). 
Paris, Gauthier Villars, 1931. 
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întreaga teorie a funcţiilor analitice se dezvoltă pe baza acestei 
reprezentări integrale ; după cum se ştie şi problemele la limită puse 
sistemului Cauchy-Biemann omogen au în această formulă inte­
grală un instrument fundamental. 

Cînd se încearcă însă integrarea sistemului Caucliy-Biemann 
iieomogen, se constată că acesta, în general, nu admite soluţii ordi­
nare, deci cu derivate parţiale continue de ordinul întîi pentru orice 
alegere a membrilor ai doilea în acest sistem. Această idee a 
•condus la considerarea derivatei areolare ca o derivată în sensul lui 
Lebesgue, pornind de la forma iniţială, conformă dealtfel şi cu califi­
carea de areolară, pe care D. Pompeiu o dăduse definiţiei derivatei 
areolare. 

Importanţa, operatorului T şi a integralei (5.28) a lui D. Pompeiu 
constă tocmai în faptul că oferă o reprezentare integrală a unei funcţii 
care nu admite derivate parţiale şi nu verifică sistemul Cauchy-
Biemann neomogen decît în cazuri particulare, necesitînd impunerea 
ele condiţii suplimentare funcţiei cp, dar verifică ecuaţia funcţională 
(5.25), cel puţin în cazul destul de general al primitivelor areolare 
.mărginite cu cp e L°°{D) sau al funcţiilor olomorfe (a), unde cp e C°{D) 

Astfel derivata areolară şi operatorul T constituie elementele 
de bază ale unui exemplu de soluţie generalizată, anterior introducerii 
de către Sobolev a acestei noţiuni, iar ecuaţia funcţională (5.25), 
extinderea sub formă integrală a sistemului Cauchy-Biemann neo­
mogen. 

5.4.2. Derivata areolară slabă. Funcţiile din %(D) 
şi primitivele areolare 

Definiţia (5.17) ca şi cea restrînsă prin operatorul diferenţial 
d = -=- impun derivatei areolare un caracter punctual, legînd-o 

dz 
totuşi de derivatele parţiale, deşi nu permite renunţarea la acestea. 

: Or, ca soluţii generalizate ale sistemului Cauchy-Biemann neomogene, 
primitivele areolare sînt definite într-un domeniu, cel puţin aproape 
peste tot. De aceea, extinderea cu ajutorul unui operator global a 
noţiunii de derivată areolară devenea necesară în lumina conceptului 
de soluţie generalizată. 

Noţiunea de derivată generalizată introdusă de Sobolev are cali­
tatea de. a răspunde la această necesitate. Acest punct de vedere, a 
fost adoptat de I. îf. Vekua care, pornind de la sistemul liniar (5.19), 
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care cuprinde şi sistemul Cauchy-Biemann neomogen, şi-a propus 
începînd din 1952 studiul unui sistem de forma 

du 
dx 

dv 
dy 
dv 

au 

du 
dx dy 

bv + k 

= eu 4- dv + l 

Punînd z = x + iy, w = u 4- iv, 

A — — (a 
4 d ic +ib); B 

1 

sistemul capătă forma 

C 

dw 

4 

(Ic + ii) 

dw = —-- = Aw + Bw + C. 
dz 

(5.29) 

(a -f d + ic — i&), 

(5.29') 

(5.29") 

Presupunînd, pentru început, coeficienţii continui, aşa cum a făcut 
Vekua în primele sale lucrări, şi căutînd soluţii w(z) continue în 
D, rezultă din (5.22") necesitatea ca —— să fie de asemenea con-

dz 
tinuă. Făcînd în (5.29) transformarea u=z, v = — s, deci w=u-\-iv—->-
->w — u + is = u—iv, sistemul (5.29") devine 

dz Aw + Bw + O, 
deci si 

dz dz 

Aceasta impune ca, în cazul în care (5.29") admite soluţii continue, 
acestea să fie de clasă C1(D). însă însăşi sistemul mai simplu Cauchy-
Biemann neomogen nu admite soluţii ordinare pentru orice alegere 
a membrului. în consecinţă, studiul sistemului (5.28) impune de la 
început, ca şi cel al sistemului Cauchy-Biemann neomogen, conside­
rarea soluţiilor generalizate. Dar în aceste condiţii derivata areolară 
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este cea care se impune ca instrument de investigaţie şi deci forma 
-(5.29") este cea care poate indica, prin analogie cu sistemul Cauchy-
Biemann neomogen, calea de urmat. Ideea de a se folosi în locul 
derivatelor parţiale derivate generalizate şi în sensul lui Sobolev 
devine conducătoare. 

în consecinţă, în locul derivatei areolare restrînse dfdz se impune 
să se introducă, pe calea formulelor de reciprocitate, de tip Gauss -
Ostrogradski (sau Green) derivate areolare generalizate sau slabe. 
Aceasta ai* permite considerarea sistemelor cu coeficienţi discontinui. 

Pentru a obţine o astfel de formulă, f i e / , tpeCfl(D) şi -±,—t-
dz dz 

derivatele lor areolare restrînse- Vom avea, conform cu proprietatea 
I I I din 5.2.1, 

^</«-/-£+-£+. 
dz dz dz 

Aplicînd identitatea integrală (5.16) [sau (5.25)], vom avea pentru 
orice G c D cu frontieră simplă V, rectificabilă şi închisă (de exem­
plu, netedă sau netedă pe porţiuni) 

£ $ / « •«•><•-$U'-t + •-£)«*.-
Presupunînd în particular <\> e Oo°(6?), primul membru este nul şi 
obţinem identitatea integrală 

JJG(/-|-+^)d^=0. (5.30) 

Dacă /e s t e olomorfă în D, avem d f = 0 si (5.30) se reduce la 

CC f-^-<Ud7] = 0. (5.30') 
JJG dz 

Această ultimă egalitate nu admite decît soluţii olomorfe sau echi­
valente cu astfel de funcţii, dacă este presupusă verificată pentru 
orice funcţie-test <\i. Se poate demonstra că (5.30) rămîne valabilă 

Df 
şi dacă / este o primitivă areolară mărginită. Notînd —-- — <p, 

Dco 
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dacă 9 e X°°(D), (5.30) se transcrie sub forma 

(C / ~ ^ d £ d 7 j + ( f 9- <H£dvj = 0 (5.31) 

şi vom avea teorema următoare : 

Teorema 5.3. Dacă feC°(D) şi 9 e £°°(#) satisfac ecuaţia (5.31) 
pentru orice funcţie-test 9, atunci f este o primitivă areolară mărainită 

Df 
tar 9 =— — aproape peste tot în G. 

Dw 
r Cum 9- este o funcţie-test, aceasta admite o derivată areolară J<J; 
în sens restrîns şi cum ty este nulă pe 8G, formula lui Pompeiu ca şi 
formula (5.27) este aplicabilă, reducîndu-se la 

7t J JG C — « 

funcţia 9 fiind cel puţin holderiană în G. Schimbînd ordinea de inte­
grare, conform unui calcul efectuat anterior, se obţine 

CC 99da?d:y =— (C (T<p)(z, z) d^dxdy, 

iar cum (5.31) este verificată prin ipoteză, se deduce 

(/—T<p)d<j/da;dy = 0. Si 
întrucît diferenţa / — T9 este continuă în domeniul D, rezultă 

/ - T9 = h(z), f(z, z) = h(s))+T9, 

h fiind evident olomorfă. Aplioînd teorema 5.2, se deduce că / este 
o primitivă areolară mărginită, avînd ca derivată areolară pe 9 
aproape peste tot în G. j 

Se poate face observaţia că teorema 5.3 pune în evidenţă posibili­
tatea de a defini derivata areolară cu ajutorul relaţiei integrale 
(5.31); este ceea ce a făcut Vekua, extinzînd această relaţie la cazul 

364 

funcţiilor sumabile. Această derivată va fi notată prin simbolul 
sau 8 = dz si vom scrie 

dz 

Mulţimea funcţiilor fe L(I)), care admit derivate areolare generali­
zate, va fi notată prin @z(D). 

Vekua nu numeşte această derivată areolară, ci derivată generali­
zată în raport cu z, deşi termenul de derivată areolară era cunoscut 
încă din 1912. 

Să observăm încă o dată, că derivata areolară generalizată (slabă) 
nu este determinată decît în afara unei funcţii aproape peste tot 
nulă (echivalentă cu zero) aditivă. 

Teorema următoare pune în evidenţă proprietăţile de bază ale 
integralei lui Pompeiu în condiţii mai largi : 

Teorema 5.4 (/.A7. Vekua). Dacă 9 e L{D), funcţia T9, definită 
de operatorul lui Pompeiu 

<**><*>=-iJL-$^«*» 
are proprietăţile următoare : 

a) există aproape peste tot în D, 
b) T 9 e l ^ ) 

cu p un număr real arbitrar satisfăcînd dubla inegalitate 1 < p < 2 
iar D* un domeniu mărginit oarecare din planul complex C-

Dacă 9'e L" (D), ou 1 < q «S 2, integrala T.«p este în general o 
funcţie discontinuă. 

Dacă p >-2, integrala T9 este continuă şi chiar holderiană. 
î n aceste condiţii teorema (5.3) a fost extinsă la cazul funcţiilor 

din %(2>), deci la' funcţiile cu derivată areolară slabă, în modul 
următor [14] : 

Teorema 5.5. Orice funcţie f e 9z(D) este reprezentabilă printr-o 
formulă de forma 

f{z) = m _ l^J^L dUVf)j (5-32) 
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unde h este olomorfă în D şi 9 = dfeL(D). Reciproc, orice formulă de 
forma (5.32) reprezintă o funcţie f e 9>~i(D) şi 

- ^ = 9. (5.32') 

Se vede deci că funcţiile din S>z(D) extind primitivele areolare 
mărginite, iar dacă 9 e L9(I)) cu q > 2, funcţia /(«) este continuă. 
Teorema următoare*' este de natură să pună în evidenţă legătura 
dintre derivata areolară slabă şi derivata areolară a primitivelor 
areolare prin operatorul T şi formula de reprezentare a lui Pompeiu 
extinsă. 

Teorema 5.6 (JiT. Teodorescu). Condiţia necesară şi suficientă pentru 
ca o primitivă areolară f să fie reprezentabilă prin formula integrală-

f(z) = h(z) - - \[ ^ Ş - di-dvj (5.33) 

cu li olomorfă în I) şi 9 e L(D) este ca integrala T 9 să fie o funcţie 
continuă de z în 1). 

O consecinţă importantă a acestei teoreme este că orice primitivă 
areolară reprezentabilă prin formula (5.33) este în acelaşi timp o 
funcţie din mulţimea 3>z(D), în baza teoremei 5.5. Derivata areolară 
a unei astfel de funcţii este în acelaşi timp şi derivata areolară slabă. 
în acest mod, ecuaţiile (5.25) şi (5.31) sînt echivalente pentru această 
clasă de primitive areolare. 

5.4.3. Aplieaţii ale teoriei derivatei areolare 

5.4.3.1. Polinoamele areolare. Pornind de la observaţia că 
funcţiile olomorfe se comportă ca nişte constante în raport cu deri­
vata areolară, chiar şi cu cea slabă (sau cea restrînsă), se poate pune 
întrebarea care sînt funcţiile a căror derivată areolară este olomorfă. 
Aceasta revine la considerarea ecuaţiei simbolice 

P- - = ft(z) e H(D), w G C°(D). (5.34) 
D« 

*' T e o d o r e s c u N. Dirivie areolaire globale el derivie gintralisie. Actes du 
Colloque sur Ies equations differentielles et îonctionnelles de Balatonvilăgos, 1961. 
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O soluţie particulară se obţine luînd wp(z,z) — zfx{z), pentru care 
vom avea 

Ş ^ = - ^ = / i (5-34') 
JJw oz 

şi scăzînd membru cu membru din (5.34), 
T>(w — wv) 

Da 
= 0, 

de unde, fiindcă w— wPeC°( D), va trebui să &vem w—wP=f0(z) e H(D) 
şi deci 

w=/o(«) + */i(») cu f0(z) e H(D). (5.34") 
Să observăm că în cazul în care în ecuaţia (5.34) s-ar fi considerat 

derivata areolară slabă, soluţia ar fi fost de aceeaşi formă (5.34"), w 
fiind definit în afara de o funcţie aproape peste tot nulă. 

Vom numi soluţia w(z, z) dată de (5.29") a ecuaţiei cu derivate 
a reo la re (5.29) polinom areolar de ordinul întîi. 

Deoarece, ţinînd seama că / 0 şi / j sînt funcţii olomorfe,putem scrie 

*>(*,*) =m + *fii*) = ~[ -MLd<; + - M 1^-ăl. (5.35) 
2:n JdD Q—z 2TZI :dDc, — z 

Adunînd şi scăzînd termenul X,fi(K) la numărătorul primei integrale, 
se obţine în final egalitatea 

Z-Kl J o S, — Z ZT.IJQD (,—-Z 

care, deoarece d^w = / , se transcrie sub forma 

W{Z> Z) ~ 2rci L K-z ^ + 2ni V l-z d% ^ ( ) 

Această egalitate exprimă valorile lui w în interiorul domeniului D 
prin valorile lui w şi ale derivatei sale areolare calculate pe dl) 
(evident, presupunînd w şi d^w continue pe] 8B). Este uşor acum de 
definit polinomul areolar de ordin n (în domeniul J ) c J ) ca soluţie 
a ecuaţiei 

~d»w(z,z)=fn(z), (5.36) 
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unde /„ este o funcţie olomorfă în D, sau ceea ce este acelaşi lucru,, 
ca soluţie în D a ecuaţiei 

c%+1w{z, i ) = 0. (5.36') 

Rezultă imediat 

w(z, z) = f0(z) + zUz) + z%(z) + ... + »-/,(*), (5.37) 

u n d e / „ , . . . , / „ sînt funcţii olomorfe în I) (în raport cu variabila 
complexă z). Dacă se notează 

dziv{z, z) = w,,(z, i ) , h <_ n, 

atunci 

wk(z,z)=k\-fk(z) + 

+ ( f c + l ) ! • i / t + i ( * ) + . • • + n ( n - l ) . . . ( n - f c + l ) i » - » / . , 

egalitatea 
/< , , . . . , f„ fiind definite prin (5.37) ; prin inducţie, se obţine uşor 

2TTI Jdx) C—« 2TCI JaD C— * 1 ! 

j 
1 f (5-'0« wn(ţ,ţ) 

27ci )OD n • X, —% 

care generalizează (5.35') la n > 1. 
Ga aplicaţie a teoriei polinoamelor areolare, să comparăm formula 

lui Pompeiu (5.15) cu egalitatea (5.35') ; rezultă că dacă se face 
abstracţie de o funcţie olomorfă în D, are loc egalitatea 

-Mţ - 4 ^ d ^ — M %=-IK^)^ 
TZ JJ/j C— z 2TCI Ja/j (, — z 

dacă / este de asemenea olomorfă în 1) (şi continuă în JJ). 

5.4.3.2. Ecuaţii liniare cu derivate areolare. Ecuaţia 

— + a(z,z)w = 0 (5.38) 
dz 
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liniară şi omogenă poate fi integrată folosind proprietăţi le operatorii-

lui — si T / în ipoteza că acesta admi te o derivată areolară ordinară 
dz 

sau chiar slabă, deci că 

3z dz L 7T J J D Q — 2; 
_3 
~0i 

= / ( « , 5). (5.39) 

,T« Vom presupune dacă a e i ( D ) şi vom avea amplif icînd (5.38) prin e 

... dw ... _, 3w 5 , _ , 3 , 

de unde 
weTa = fe(»); w(z) = h(z) a~Ta, (5.40) 

unde h(z) este o funcţie olomorfă (sau echivalentă cu o funcţie olo­
morfă). P u t e m spune că am obţ inut în acest mod forma generală a 
soluţiilor generalizate ale sistemului 

- ^ ~ + v.(x, y)u -Hx,y)v=0, (5.40') 
ox oy 

— + •—- + P(«, y) « + «(<», y) « = o, 
OT/ o.-» 

echivalent cu (5.38), dacă notăm 

a(z, i ) = 2[a(«, ?/) + i? (# ,# ) ] , w = u + iv. 

Evident că în caaul în care a e C°(D), funcţia Ta va fi olomorfă (ot) 
şi deci w va fi de asemenea olomorfă (a). 

Soluţia (5.40) a servit ulterior pent ru stabilirea unor proprietăţ i 
importante ale soluţiilor ecuaţiei omogene mai generale : 

—— = aw + bw, (5.41) 
dz 

studiată de T. Carleman şi apoi de I . N. Vekua. 
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Exemplu. Sistemul 

du do 
(- 2au - 2 Şv — O, 

dx dy 

du do — + —- + 2 p a + 2a« = O, 
dy dx 

cu a, p numere reale, se transcrie imediat sub forma (5.38) cu a o constantă. Vom putea 
lua Ta = ai + /;„(:), unde lin este olomorfă. Vom avea deci 

w(z, z) = u(x, y) + i v(x, y) = f(z) cBÎ, 

încorporlnd in /i{z) şi factorul e''o(z'. Punînd /;(r) = h^x, ;;) + i /i2(x, y), vom avea 

u(x, y) = Rew(z, z) = e-«a!-Pv[/i1(x, y) cos (oty — px) — /i2(x, y) sin (a;/ — px)), 

»(x, y) = Im w(z, z) = e-«-P!/[ / i 2 (x , y) cos (a;/ — px) -|- hx(x, y) cos (a y — px)], 

«u ^ şi /i2 două funcţii armonice conjugate în domeniul D a R2 In care se caută soluţia 
sistemului. 

Dacă ecuaţia (5.38) se înlocuieşte prin ecuaţia neomogenă 
d%w(z, z) -f- a(z, z)w — b(z, i ) , 

a şi b fiind funcţii continue în D, soluţia se poate obţine prin utili­
zarea metodei variaţiei funcţiei Ji din soluţia (5.40) [adică presupunînd 
h — h(z, z)]; se găseşte uşor 

w(z, z) = Ji(z) e-Ta + T(fceTa) e-Ta. 

Este evident că metodele de integrare a ecuaţiilor diferenţiale pot fi 
extinse cu uşurinţă şi la ecuaţiile în care apar derivate areolare de 
diverse ordine, fiecare ecuaţie de acest tip fiind de fapt un anumit 
sistem de ecuaţii cu derivate parţiale (a cărui transcriere sub formă 
complexă coincide cu ecuaţia amintită). 

5.4.3.3. Teorema lui Carleman şi funcţiile olomorfe (a). Sistemul 
(5.29) cu coeficienţii continui a format obiectul unei cercetări ale lui 
T. Carleman care, în ipoteza că acesta admite soluţii ordinare 
•u, v e C1(D), a stabilit o teoremă importantă. 

Teorema 5.7 (T. Carleman). Mulţimea zerourilor oricărei soluţii 
ordinare a sistemului (5.29) omogen nu are puncte de acumulare în D. 
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Ţinînd seama că în general.. sistemul (5.29) nu admite soluţii 
ordinare, se poate extinde teorema lui Carleman la soluţii olomorfe 
(a) ; astfel scriind 

dw = w (Â + B —\ = A0w, A0 = A+B^- (5.42) 
w 

în locul ecuaţiei dw = Avo + Bw, ecuaţia este adusă la forma (5.38) 
astfel încît se poate scrie (pentru orice soluţie pentru care TA^ 
există şi admite o derivată areolară ordinară sau slabă) d(TA0) — A^ 

w Dar în (5.42) A si B se presupun funcţii continue iar raportul — 
w 

va fi de asemenea o funcţie continuă, exceptînd punctele în_care se 
w anulează w, în care acest raport nu este definit; avem — = 1 , 
w 

şi deci A0 este mărginit în astfel de puncte iar TA0 există. Or, rapor-
tîndu-ne la formula (5.40), vom putea scrie 

w(z, i ) = ]i(z)e-TA« (5.43) 
cu li funcţie olomorfă în I) ; cum exponenţiala nu se poate anula dacă 
TJ.0 este finit, toate zerourile lui w vor proveni din factorul 7/ care 
fiind funcţie olomorfă în 2) nu poate avea o mulţime de zerouri cu 
punct de acumulare în I). In acest mod, rezultatul lui Carleman se 
extinde la soluţii olomorfe (a). 

Se poate face în plus observaţia că aplicaţia TA0 este o funcţie 
olomorfă (a) în D cu excepţia zerourilor lui w, care sînt în număr 
finit (se presupune D un compact în C)-
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