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1.1. Sisteme diferentiale autonome

Un sistem diferential de forma

&5 =Fi(1, @gy + oy T, i=1 2 .. ) , (L.1)

. . dz; . . . .
in care &, =—2>, j =1, 2,...,n, se numeste sistem diferential
J a ’ ’ ’ ‘

autonom (de ordinul intii) scris sub forma normald ; cu alte cuvinte,
caracteristic pentru un sistem diferential autonom este faptul ca
funetiile f;, j =1, 2, ..., n,nu depind (explicit) de variabila inde-
pendentsi ¢ Functiile f,, fs, ..., f, se presupun reale si definite
intr-un domeniu (intelegind prin domeniu o multime deschisd si
conexii) D, din spafiul euclidian [R" si astfel incit conditiile teo-
remei de existentd §i unicitate pentru problema Cauchy sd fie
verificate in D, ; pentru aceasta, este suficient sd se presupund
fis fos « -y fu funetii de clasd C! in D,

Astfel, dacd (&, &, ..., &) € D,, sistemul (2.1) va admite o
singurd solutie

@; = ¢4(t), i=5L2,...,mn, (1.2)
care verificd datele initiale

Pi(t) = &y, i=12,..,mn, (1.3)




golutia (1.2) fiind definitd pentru ¢ < Ja, b[, & <f, << b; se va pre-
supune cé intervalul Ja, b[ este intervalul maxim de definitie al
solutiei (1.2).

Utilizind notatiile vectoriale X = (zy, &gy ..., @), £ = (f1, foy - - -

(1 17)fn)7 3 :(‘517 Ezrb' 'f., £.); @= (@1 P2y .-+ Pu)y Sistemul autonom
. se va scrie su orma

x =1(x) (1.19)
iar solufia (1.2) se transcrie

x = @({). (1.2)
Aceastd solufie va fi astfel incit

olty) =& w3

Numérul real ¢, care apare in (1.3") este evident valoarea ini-
{iald a variabilei independente (dacé ¢ are semnificatie de timp;
se obignuieste s# se presupuni f, =0), iar in baza teoremelor de
dependentd a solutiilor sistemelor diferentiale de conditiile initiale,
solutia (1.2) se poate scrie i sub forma

X =@(t; t §)- (1.27)

Vom avea, evident, @(,; t, &) =&.
Din punct de vedere geometric, sistemul autonom (1.1) defi-
neste in fiecare punct x° al domeniului » numere reale

fl(xo) =f1(([»‘g, ﬂ’)g, ) m?,,), . -’.fn(xo) '—’:f,,(w({, wgy sy w?,,),

care pot fi considerate componentele unui vector f din [R" (avind
originea in x°) ; deoarece x° este arbitrar in D,, sistemul diferential
autonom (1.1) defineste in D, un cimp de vectori f = i(x), x € D,.

Solutia (1.2) poate fi interpretati ca o curbd y in D,, tangenta
la y fiind definitd in orice punct ; aceastd tangentd avind parametrii
directori o,(#%), ..., ¢,(t*) in punctul x° =¢(#°), in baza sistemului
(1.1), rezultd ci vectorii @(f°) si f(x°) sint liniar dependenti. Cu
alte cuvinte, o curbd integrald v a sistemului autonom (1.1) este
tangentd in fiecare punct la vectorul f(x?); din acest motiv, curbele
integrale ale sistemului (1.1) se numesc $i linit de cimp (sau linit
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vectoriale) ale cimpului vectorial f definit cu ajutorul sistemului
autonom (2.1).

Un sistem de ecuatii diferentiale neautonom, scris sub forma
normald, va fi

x =f(x, 1), x =(—1—’£a
dt

unde X =(ayy Xy ..., &)y, I =(f1, fo, ..., f,); introducind notatia
z,
t =241, deoarece——é‘iﬂ =1, se deduce c& daci se adaugi acestui

sistem o noud ecuatie, &,, =1, se va obtine, evident, un sistem
autonom ‘

X' =1(x'),

unde AX’ = @1y Bgy «+ oy Xny Tutr)y U =(f15 for - vy fur 1). Asadar, in-
troducind o noud functie necunoscutd (punind x,,, =1), un sistem
neautonom cu n ecuatii diferentiale se transformd intr-un sistem
autonom, avind insd n» + 1 ecuatii diferentiale; cu alte cuvinte
studiul sistemelor diferentiale autonome reprezinti studiul (3an111111Z
general al sistemelor diferentiale.

Vom stabili unele proprietiti ale sistemelor autonome.

Teorema 1.1. Dacd wx; = o)1), j =1,2,...,m, este o solutie
a sistemulut  autonom (1.1), atunci : i
1) functiile $i(t) = o,(t+a), j =1, 2,...,n,a€R, sint de asemenea
solufas ale aceluiagi sistem autonom pentru tela —a, b — o ;
2) dcz;a solutiile gl).:(p(t() ;1 Y =Vy() ale sistemului (1.1') au
un punct comun, adicd @) =Y(t,), t % b, t, t, €la, b atunce
¢(t):¢(t+a), @ =t —1, 2/ 4 29 by ta €]a, Ls
- ?I>) solutia @(1; &) a problemei Cauchy x(0) =& pentru sistemul
(1.17) wverificd egalitatea de semigrup

oLt o(s; 8)] =0t +5;8)
pentru orice s fiwval din la, b[.

™ 1. In baza regulii de derivare a functiilor compuse, se obtine

: d d ait +a) .
t == — = —_ — .
() ” ot + o) a m)'P(H o) 3 =@+ «);



inlocuind in (1.1') ¢ cu ¢ + «, se deduce (scriind ¢ in loc de x):
ot + o) =%t + )],

adicit (t) =1(p); deoarece t € Ja, [, notind ¢ =1t + «, va trebui
sh fie @ <t < b, deci @ <t -+ a < b, adicd solutia Y(f) va avea
intervalul maxim de definitie pentru te€le — o, b — of.

2. Daci solutiile x = @(t) 5i x = Y(¢) ale sistemului autonom (1.1°)
au un punct comun, atunci, in baza teoremei de unicitate, aceste
solutii vor coincide; asadar, din egalitatea @) =Y(ly), & # 1ty
se deduce in mod obligatoriu egalitatea

Y(t) =@t + a), « =t —ls

3. Punind y = o(s; &), pentru s Ja, b[ fixat, rezultd y e D,
jar solutia problemei Cauchy x(0) =y pentru sistemul (1.1') va fi
x —o(t;y), adici x =o[t;p(s;E)]; cum solutiile o(t; &) si
o(t; (s, €)] au un punct comun y e D,,in baza punctului 2 al teo-
remei, rezultd concluzia doritd, deoarece aici t, =s, t; =0, adicd
o =S. |

O functie u = u(x) = W(@y, Ty - - - Ta) de clasi C! in D, se numeste
integrald primd a sistemului autonom (1.1), dacd prin inlocuirea lui x
cu orice solutie @ =@(t) = (i(t);, Pat)y --+» 9,(t)) a acestui sistem,
functia

u[@(t)] = uley(t), P2(®); - -5 Pult)]

nu depinde de #; cu alte cuvinte, functia compusid u[()] este o
constantd (aceastd constantd depinde de solutia x = @(r) aleasd :
modificindu-se solutia, se modificd si aceastid constantd).

Exemplul 1. Fie sistemul autonom liniar (n = 2)
&= x5 Ep= Ty

2

o integrald primd va fi functia u(z;, x2) = xi — x3
ului considerat se va obtine dind

ntr-adevir, orice solufie x = (@;, @p) a sistem
valori constantelor ¢, si ¢, din egalitdfile

x,(t) = ¢y xp (1) + ¢y €Xp (— 0, xo(f) = ¢, exp () — ¢p €XP (— ),

si calculind z}(f) — x3({) se obline 4cicy; rezultd evident ci aceastd valoare se modificd,
dacii se modifica solutia x = x(f). De asemenea, prin calcul, se deduce cd si functia

uxy, x) = xi + 2§ — 21} x§ este o integrald a aceluiasi sistem.
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astfgln (siast;m diferential dat poate admite oricite integrale prime ;
i ’a,tu xfc' sq'h% Ugy ..., U SNt & integrale prime pentru sistemui
oa:reéa,re (d(: élla,s%ng%adev k:{fagi(:ﬁ’ilgz’v; fl, (? ?)’t mldl(3 U 5 e tie
sxgz(;;n dgfiren’gia.l; intr-adeYé.r, dac;“n X =¢$1) Z%iz ao%ﬁﬁll?ig' 232’233?1%
ge inl(; mg emul (1.1), funci_gulev u[o(0)], u[e(®)], ..., u[@(f)] nu vor

pinde de ?, ceea ce inseamnd ca nici funetia U[q(f)] definits prin

Ule(t)] = Uluy[@(%)], uo[@(B)], .. ., ux[0(2)])
nu, ];ra. depinde de t.
ie aelD, astfel incit f(a) % 0; a i
) wy  astfel ; aceasta Iinseamnd ¢l 1563
?(.al p;_i,;u; u(;l in(zlcée Jl €{1, 2, ..., n} astfel incit f(a) = f,-(c(;a‘ wexwta,
diforentinl (1.1) so ?u(;}fes%r%l;e s o (%) ale st
o o0 1" pendente in punctul a, dacd matricea,
—JI=12..,k m=1, 2, ..., n, are rangul %.

m

In caz contrar, integralele prime in cauzd sint dependente

T 1 . v .« v .

i(a) #0, existé n—1 integra ; ) )
i ’autonom At egrale prime independente ale sistemului dife-

[~ Deoarece f(a) # 0, se
0, se poate presupune i 5
= (yy W3y ..., @), Si& rezolviim problelr)na.‘ 0%1(1?5)11; 0 st daci a

X(O) =&, E= (‘El, £27 sy Em—l: a,)

pentru sistemul diferential (1.1) i

: A I " . presupunind i
cient de apropiat de punctul a; ée ob‘gil?e solu‘gigu}? eiul (%-e o Su'fl;
be componente aceastd solutie se va scrie #lEs By adici

Ty =9t &, &y enn, Eaty @),

) n = Pull; gl’ EZ?"' gn— Au)-
Inlocuind ¢ = 0, se obtine sistemul de eg;,lité,’;,i )
P05 &, &y oo oy gy @) = &

(Pn—l(_(); &y & -.uy ‘En~17 @) = Eepy —
Pul0; &y &y .. s, E-1y @) = Gy,
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care va fi verificat daci & =g, ..., §,-; = @,y ; interpretind (1.4)
ca un sistem format din =».ecuatii cu necunoscutele ¢, &,...., &,_y,
0(P1y - Pa)
Oty &y - vy Euma)

vine egal o (—1)"1g,(0) =(—1y~1 fa) # 0 -[utilizind (1.4),

deoarece determinantul functional ‘pentru t =0 de-

rezulté o9, =8jm J =1, ...,m m=1,...,n —1], acest jacobian
va fi diferit de zero intr-o vecinitate V, a punctului a §i conform
cu teorema functiilor implicite, va rezulta

t=Ux), & =wU(X), -0y Eug = Up=y(X). (1.4")
Si ardtim ci functiile w,, uy, ..., U,-; astfel gisite sint n — 1 inte-
grale prime pentru sistemul diferential (1.1), independente in punc-
tul a. Or, deoarece functiile wy, ..., u, ; se obtin prin rezolvarea
sistemului (1.4) in raport cu &, ..., §,—;, inlocuind z;, @, ..., @,
cu partea dreapta din (1.4), vom avea u;[@(t; €)] =§&;, j =1,2, ...
...,n —1, adicd, pentru solutiile (1.4) ale sistemului dlferen‘gla}
(1.1), functiile u,, . . ., w,—, nu depind de ¢. Dacii X = {(#) este o altd
solutie din V, a sistemului diferential (1.1), astfel incit y(f) =x?,
deoarece sistemul (1.4) este inversabil pentru orice x=x%¢ Vy, va
exista vectorul &, astfel incit solutia x = \(f) va trece prin § (§ va
avea forma vectorului &= (&, ...,&,, a,) i deci in baza teoremei 1.1,
punctul 2, vom avea () =@t + «;§), « fiind o constantd. Se
deduce deci

wPt)] =& (=wle + a; &),

ceea ce aratd ci intr-adevir functiile wuy, ..., u,_, sint integrale
prime ; aceste functii vor fi de clasd C(Va ) in baza teoriamei funct;}ilor
implicite, tinind seama c& functiile ¢, ..., ¢, din(1.4) sint de class C*.
Tot teorema functiilor implicite aratd cd rangul matricei jaco-

biene [g—u’;], j=1,2...,n—1, m=1, 2,...,n, este n —1,
T
NP1y -+ Pu)

Ot &1y« - -5 Bum1)

n-ar fi

in a, deoarece in caz contrar determinantul
nenul.

Alte proprietdfi ale integralelor prime pentru sistemele diferen-
tiale vor fi analizate mai tirziu (vezi 1.3).
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1.2.. . Spatiul fazelor: Traiectorii

Dacé se ia in consideratie o solutie x = @(t) a sistemului
diferential autonom (1.1), in domeniul D, = [R", aceasts solutie va putea
fi interpretatd ca o curbd vy, numitd iraiectorie (sau orbitd) care este
parcursi, -intr-un sens determinat de catre punctul x, avind coordo-
natele (2, @, ..., o,); este posibild insd §i o altd interpretare a
acestel solufii §i anume considerind c¢# x = @(¢) defineste direct
nu un proces de deplasare, ci o traiectorie y. Este clar ed dacd se
cunoaste si sensul de deplasare pe vy, atunci se ajunge la prima inter-
pretare a acestei solutii; viteza de deplasare pe traiectorie va fi
determinaté de vectorul f [deoarece ¢ =1i(g)].

Spatiul, avind dimensiunea =, in care solutiile sistemului dife-
rential autonom (1.1) se interpreteazi ca traiectorii iar insusi sis-
‘temul (1.1) se interpreteazi ca definind un c¢imp vectorial, se numeste
spatiul fazelor atasat acestui sistem; in aceastd situatie, traiectoria
x = @(f) se numeste traiectorie in spatiul fazelor iar vectorul f defi-
negte in fiecare punct din D, viteze din spatiul fazelor.

Spatiul fazelor atagsat unui sistem diferential autonom (1.1) nu
este in mod obligatoriu un spatfiu euclidian cu » dimensiuni ; astfel
dacid f este un vector periodic, cu perioada P = (py, Py ...y Py)
[deci f(x +p) =1i(x), oricare ar fi x € D,] spatiul fazelor este o
varietate » dimensionald din [R*+!, numitd for. In particular, daci
n =1, deci p €R, p>0, atunci spatiul fazelor este frontiera cer-
cului avind raza p/2x.

Teorema de existentd si unicitate pentru sistemele diferentiale
araté cd prin fiecare punct din D, (in care f € C!) trece o singurs
traiectorie a sistemului diferential (1.1), ceea ce inseamnd cid intreg
domeniul D, este plin cu traiectorii ale sistemului. Aceste traiectorii,
in baza teoremei 1.1, se afld in una din urmitoarele situatii: sau
doud traiectorii nu au nici un punct comun sau acestea coincid
{dacd au un punct comun). In ultimul caz sint doud posibilititi :

1. Pentru orice te€ la, b[ avem X =¢@(f) =a, unde a e D,
(a nedepinzind de ?) ; in acest caz se poate presupune @ = —co i
b = oo §i deci pentru orice ¢ € [R punctul din D, avind coordona-
tele (@, @5, ..., x,) este fixat.

Solutia x =a = (ay, ay, ..., a,) Se numeste pozifie de echilibru
sau de stafionaritate pentru sistemul (1.1). Este usor de stabilit e
toate punctele de echilibru (stationare) din D, se obtin din egali-
‘tatea vectoriald

f(a) =0, T = (fisfor .- s fa)y @ = (ayy a3y ..., @,).
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Tntr-adevir, dach x =@(f) =a, rezulty x = a =0, deci cumx =
={(x) iar x =a, se deduce f(a) =0 si reciproc, daci f(x) =0,
vom obtine sistemul de n ecuatii (nediferentiale)

Sy @y ooy ) =0, fol@y, @y o0y 2,)=0, .. oy Jal@yy Ty ooy 3) =0
care dach admite solutia x =a, atunci x =0 =1{(a) [deci @,t) =
== Uy, j:1, 2,...,%). . . .

2. Existd p € R, p > 0, astfel incit pentru orice ¢ €] @, b[ s& avem
ot +p) =o(t) iar dacd |t, —1,| < p, cel putin pentru un indice
je{l, 2,...,n}, si avem o) # ¢,f); in acest caz, neapirab
@ = —oo §i b = Joo (deoarece inegalitdtile @ <t <b 8i a <t -+
+p<bdeciga —p <t<<b—p nu sint posibile dacd a, b eR)
iar solutia x = @(f) se numeste periodicd cw perioada p, traiectoria
corespunzind acestei solutii numindu-se ciclu sau traiectoria inchisd.

Pozitia de echilibru x =a este stabild, dacd toate traiectoriile
sistemului (1.1) x = @(t), astfel incit @(0) =& € Va, rdmin in V,
si instabild in caz contrar. Cazul n =2 a fost tratat pe larg in vol. I,
cap. 16.

1.3. Ecuatii cu derivate partiale liniare de ordinul intii

1.3.1. Consideratii generale

Ecuatia cu derivate partiale de ordinul intii are forma

onw  ou au) —o0, (1.5)

F(a;l, Loy « ooy Ly U, ‘Z’ 5;; ...,amn
unde F:D, xR X R"—> R este o functie cunoscutd, de o clasd
convenabild : F' e O™, m> 2, astfel incit cel putfin una din derivatele
partiale de ordinul intii apare efectiv in F.

Problema care trebuie rezolvatd in cazul ecuatiilor (1.5) este
urmitoarea :
S% se determine w: DFf - R, DicD,, wueOYD¥), astfel incit

OU( Dy« vy X)) _0
0, ’

W2y« -+ y X)) '

F(xh Loy v v vy By WTry + + oy L)y 3 ey

0xy
xe D¥.
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Functia w astfel determinatd se numeste solufie a ecuatiei (1.5)
§i, ca §i in cazul ecuatiilor diferentiale, de obicei se cauté acele solutii
care verificd in plus anumite conditii suplimentare. Dintre conditiile
suplimentare cel mai des intilnite, un rol deosebit il ocupd problema
Cauchy, care cere si se gidseascdt acea solufie a ecuatiei (1.5) care
verifici egalitatea

s = Up(X) (1.6)

in care § este o hipersuprafatd n — 1 dimensionald din D, cunoscubi
iar u, este de asemenea o functie cunoscutd (definitéd evident pe S).
Cu alte cuvinte, a rezolva o problemi Cauchy (1.6) pentru ecuatia
(1.5) inseamnd a determina o solutie a acestei ecuatii, definitd
intr-o vecindtate a hipersuprafetei 8, cunoscind solutia in punctele
Iui 8.

Faptul remarcabil care apare in legituri cu gisirea solutiei
problemei (1.6) pentru ecuatia (1.5) este cd aceastd solutie se poate
determina cunoscind solutiile unui sistem diferential autonom,
atasat ecuatiei (1.5). Trebuie retinut de asemenea ci aspectele legate
de rezolvarea ecuatiilor (1.5) nu sint wvalabile in cazul sistemelor
de ecuatii cu derivate partiale de ordinul intii.

Ecuatia (1.5) se numeste liniard, dacd F este functie liniard in

. ; o on . «
derivatele partiale —, ..., —, adicd daci are forma
2z, 0w,
o ou
Silwyy ooy @) — A oo ful@y, ey @) = fut1 (Zyy - oy @), (L.5)
0wy 0w,
functiile f;, ..., f,, numite coeficientic acestei ecuatii ca si functia

Jut1, DUMItd termenul liber al aceleiasi ecuatii, nedepinzind de functia
necunoscuta.

Ecuatia (1.5) se numeste cvasiliniard, dacd functiile f, ..., f,
§i f,+q depind gi de u, deci dacé are forma
ou o
Fil@yy ooy @ ) — A oo fa (@ ey By W) —— =y, @ ).
0x; 0z,
(1.5")

Dacié in ecuatia (1.5") termenul liber f,., este nul, adic daci ecuatia
cu derivate partiale (1.5") se scrie
ceey W) — =0,

&
Elff( 1 oz,

vom spune cd este o ecuatfie liniard §i omogenii cu derivate parfiale
de ordinul intii.

ou (L.7)
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In viitor va fi rezolvati problema Cauchy (1.6) pentru cazul
general al ecuatiei (1.5), dar acum vom rezolva aceastd problemi
pentru cazul particular al ecuatiilor liniare i cvasiliniare, deoarece
aceastd rezolvare este simpld si utilizeazd numai notiunea de inte-
grali primd a unui sistem dlferenha,l autonom.

in primul rind, vom ariita ci ecuatla, liniard si omogend (1.7),
cu n arbitrar, poa,te fi consideratd cazul genelal al ecuatiilor de
forma (1.5') sau (1.5"), adicd vom ardta ci aceste ecuatii se reduc
de fapt la ecuatia (1.7); in acest scop, este important artificiul lui
Jacobi, care constd in determinarea solutiilor ecuatiei (1.5'") sub formé
1mpl101ta Astfel, dacad V:D, X R — [R este astfel incit solutia
U =u(xr) a eeuafgiei (1.5") se obt,ine prin explicitare din egalitatea
V(®y, @9y --.y & #) =C, unde C este o constantd datd [care, de
exemplu, se poate detelmma, din condlpla ca u(x%) =ud deci C =

= V(x% u%, cu x° =(a%,...,a5) €D,, u®<cR], deoarece
oV
ou x5 .
9_.’}7—;2—_2—_};:’ J=12..,mn
ou
v . A - de L
( 1p0teza evxdenti.—a—— # 0) prin inlocuire in ecuatia cvasiliniard
uw
(1.5"") se obtine ecuatia liniard si omogené,‘
ov ov
Ty oeey @y W) ———F oo+ fu (B oo vy Byy ) — +
61’171 axn
(1.5III)
oV
+ fn+1(m1a soey Ty ’M) _a?; =0

a cirei functie necunoscutd este 1V (nu w).

1.3.2. Determinarea solutiilor eeuatiilor liniare si omogene
Luind in consideratie ecuatia liniarad si omogend (1.7), cu
ajutorul coeficientilor fi, fs, ..., fs: D, = [R presupusi de clasi C*
in D,, se poate defini swtemul dlferen’glal autonom
ji=12,...,mn,

dx]
e Xpy o009 By
d fl( 19 ’ )7
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care coincide cu sistemul (1.1). Acest sistem diferential se numeste
sistemul caracteristic al ecuatiei cu derivate partiale (1.7) iar orice
solutfie a sa se va numi caracteristicd a ecuatiei (1.7) (sau curbd
caracteristicd a acestei ecuatii).

Teorema 1.3. Orice integrald primd a sistemulut caracteristic
(1.1) este o solufie particulard a ecuatiei cu derivate parfiale (1.7) i,
reciproc, orice solutie a ecuafiet (1.7) este o tntegrald primd a siste-
mulut caracteristic (1.1).

[T Fie Ee D, si x =¢(t; &) solutia sistemului (1.1) cu proprietatea
¢(0; &) =E; utilizind formula de derivare a functiilor compuse,
avem

0 = Lugou; 9o = 3, 1208 405

ji=1 aaj

daci u = u(x) este integrald primd a sistemului (1.1). Cum
¢(0;8) =1(E), ¢(0;8) =E,

se deduce egalitatea ﬁ @i(ﬂ

7=1 )
ceea ce inseamnd cd u verifich ecuatia (1.7).

Dacé u verificd in D% < D, ecuatia (1.7), pentru a arita ci
% = u(X) este o 1ntetnala. prim& pentru sistemul (1.1), trebuie s&
ardtim ci u [¢(f)] nu depinde de ¢, @ fiind o solutie oarecare a sis-
temului (1.1); or, prin derivare, se obtine

fi(&) =0, valabild pentru orice & € D,,

}1% ulo(t)] = ﬁ oulel Z au[q’(t Ji@) =03
j=1 j=1

avem dreptul si egalim cu zero, deoarece ¢(t) € D, si pentru fiecare
t € Ja, b[ se obtine un punct din D,, punct in care ecuatia se verificd. _|

Utilizind teoremele 1.2 gi 1.3, este ugor de ardtat ci orice sistem
diferential autonom (1.1) admite numai » — 1 integrale prime inde-
pendente ; intr-adevir, dacid u = u(x) este o integrald primd oare-
care iar u,, ¥, ..., %, sint cele n — 1 integrale prime independente
obtinute prin teorema 1.2, in baza teoremei 1.3 vom putea scrie
egalititile

ou
gfj(x)_-'&_o Zf,(x7—0 k=1,2,...,n —1,
j=1 je=1 :
¢ - ¢ 14 17



care, in orice punct dintr-o vecindtate V, a punctului a € D,, care
nu este punct de echilibru (stationar) al sistemului (1.1), poate fi
interpretat ca un sistem algebric liniar §i omogen, necunoscutele
fiind fi(a), ..., f.(a). Deoarece f(a) % 0, sistemul considerat va
admite solutii nebanale numai dac# determinantul coeficientilor
este nul; or acest determinant este chiar determinantul functional
al integralelor prime u, u,, ..., %,_;, ceea ce arati cd aceste inte-
.grale prime nu sint independente.

Din consideratiile anterioare se deduce un fapt extrem de impor-
tant pentru cunoasterea structurii solutiilor ecuatiei cu derivate
partiale (1.7) : orice solutie a acestei ecuatii este o functie de cele
#n — 1 integrale prime independente ale sistemului diferential carac-
“teristic (1.1).

Pentru a justifica aceastd afirmatie, si utilizim un rezultat din

teoria functiilor de mai multe variabile : daci Oty Uy - -y Unma) 0

g(w].’ m27 ct '7"1;

. o . . L . [ou .

in fiecare punct din V, iar matricea jacobians | —-|, j =1, 2, ...
x

ve,m —1,m =1,2,...,n, are rangul n —1, a.tlnlfnei existd U e (1,
functie de n —1 variabile, astfel incit :

o= U(uy, gy .y Uyq). _ (1.8)

Deoarece la 1.1 s-a aritat cd uw definit prin (1.8) este o integrali
primi a sistemului diferential (1.1), rezult®, in baza teoremei 1.3,
-c@ acest u este o solufie a ecuatiei cu derivate partiale (1.7), oricare
ar fi functia U de clasé C'. S-a determinat in acest mod o solufie
‘a ecuatiei (1.7) care depinde de o functie arbitrard; vom conveni
8% numim aceastd solutie solutia generald a ecuatiei cu derivate par-
tiale (1.7). .

Asadar, dacd se cunosc cele » — 1 integrale prime independente
ale gistemului caracteristic (1.1), atunci problema integririi ecuatiei
.cu derivate partiale (1.7) este rezolvatd : orice solutie a sa se obtine
prin particularizarea funectiei U din solutia generald (1.8).

Dupé& cum s-a constatat anterior, toate concuziile sint valabile
in vecinitatea oricirui punct din D, [care este domeniul in care
f =1(x) este de clasd C'] care nu este un punct de echilibru (statio-
nar) al sistemului caracteristic (1.1). Vom conveni s& numim punc-
tele de echilibru (stationare) ale sistemului caracteristic (1.1) puncte
_singulare ale ecuatiei cu derivate partiale (1.7).
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1.3.3. Rezolvarea problemei Cauchy restrinse

S4 presupunem c¢i problema Cauchy care trebuie
rezolvatd pentru ecuatia (1.7) se scrie

U =U(Tyy « oy By-y) dacdh x, = x0. (1.9)
Aici hipersuprafata n —1 dimensionali este o multime deschisd dim
hiperplanul z, = a3, ceea ce implicd f (@, ..., Xug, 22) % 0 [in
caz contrar, v =z, — a5 va verifica ecuatia (1.7) si nu va fi posi-
bild determinarea solufiei avute in vedere daci w, este oarecare].
Problema (1.9) pentru ecuatia (1.7) se numeste problemd Cauchy
restrinsd pentru ecuatia consideratéi. Scriind

o _
Us(@ry + oy Bpogy Tn) = Uy <oy Uy y(Byy ooy Dyegy Th) = Uy gy

Uy - .., U,y fiind cele n—1 integrale prime ale sistemului caracte-
ristic (1.1), deoarece aceste functii se presupun independente, este

posibild explicitarea variabilelor #, ..., xz,_;, obtinindu-se

@y = Yy (Ugy v ey Upy)y + ooy Fney = Uney(Uhyy < o5 Upy),
iar solutia ciutatd va fi
U = UL Yy(tyy <oy Ury)y « vy Pumy(thyy « ey Uyey)],

unde u, este definit prin (1.9).

Intr-adevir, « fiind in realitate o functie de integralele prime
Uy, Ugy - .., U,—y, Va verifica ecuatia (1.7) iar dacd se inlocuieste
x, prin z, se obiine ‘

ulw"="g =g [ty « ooy Upa)ye o oy Yuoa(Ugy - vy Uy y) 1= Ug( &gy « ooy Bpey)-
Exemple. 2. Pentru ecuafia liniard cu derivate partiale
ou + du 4 " Ju o
—t x, — e X By — =
ox, ' 0z, 1o "1 oz,
sistemul caracteristic este
dx, dx, dxy,
—&t—_——‘l, —a—t—': acl, ,—E; = lez e Zpey;
19



forma simetrici a acestel sistemise va scrie’

dz, dx, . day

1 Xy Ty Ly oo Tpy
Din acest sistem se deduc ecuaLule cu variabile separate
xy dxy = da,, ¥, dx2 = dxa, . 1n_ dicy_q = dTn
«care conduc la cele n— 1 integrale prime ale sistemului caracteristic ;
— 2 — = — = 2 |
u = i - 2%y, Uy = X3 — 2Ty, ooy Upy = XD — 27
Prin urmare, solutia generald a ecuatiei va fi
u = U(z{ — 2z, § —2x3 ..., 2_; — 2a4)

dar, in particular, pentru n=3, solufia problemei Cauchy x3=xg, u=1x,+ x5, 2,>0

2, >0 vafiu= ]/xf — 2x5+ 229 Vx% — 2xy 4 2 ng — 2x34-2x?, dupd cum se
deduce imediat, calculind x, i x, din sistemul

x4 2wy, =0, af — 22° =1,

:si inlocuind aceste valori (dupd ce in prealabil se scric u, si u, in loc de @, si &,) in
& = Ty + Ty.

3. Pentru arezolva problema Cauchy u==x%, x, = 0 pentru ecuatia cvasiliniari

(% + lz)‘“’ﬂ—— x (xy 4 2u) Ou =
: dx, HE ox, = Tl

se considerd ecualia liniard corespunziitoare (prin artificiul lui Jacobi) :

A% ov v
(xy + u)® — x(xy + 20) — + xu-—=0,
dxy dx, ou
pentru care sistemul caracteristic
dxy @ + ) dx, (5 + 2 du
— = (z u)?, — = — x,(%, u), — = x,u
dt : dt B > !

conduce la egalititile
@+ wyu+ ()+ w)u=0,x,x{+x, x4 — uu’ =0
care se integreazi direct ; integralele prime vor fi
Vy= (% + w)u, Vy = x} + x§ — u.
Solutia generald a ecuatiei va fi

VI + wu ai+ e — u?] =0
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iar soluiia- prohlcmex Cauchy-impusd se va obline prin explicitarea lui u-din Tu + ul=
= (t2 u+ xf+ ad )2 (deoarece pentru x, = () din integralele prime se obfine sistemul
ut= V x} — u? = V,, deciu = VVl, x} =V, + V iar inlocuirea Iui u si x} in u= z} va
(;onduce Ia rezultatul enuntat).

4. Ecuafia cu derivate partiale a functiilor omogene de grad m (de clasd C1). Dacid
f€.C* (R™) si se verificd (pentru orice £ € R) egalitatea '

f(txl, t:cz,. v lg) = 1™ f(xy, Ty oo Ty,

derivind inraport cu { si punind apoi =1, se ob{ine ecuafia in cauzi (numita si idenlilalea
lui Euler)

of of

(daci meR, se presupune{ > 0, iar daci n €Z, avem ( €R).
Reciproc, identitatea lui IZuler este verificatd numai de funcfii omogene de grad m,
deoarece sistemul caracteristic va fi
dx, daf

Ty mf

iar scriind integralele prime sub forma

Ty Ty f

u, = Uy = — v, Up = —
1 ’ 2 > » U

m

x, x, 2y

din solutia generald V(u,, u,. .., uy) = 0, prin explicitarea lui uy, se deduce f(x,,...,xp)=

x x x
~r’" ul=, —3—,. L= si este evidentii omogenitatea (de grad m) a lui f.
x, x,
Problema Lauchy f = @(xg,..., Tp) pentru x; = 2% % 0 conduce imediat la solufia

m
x T x
ay 2 n
f(xg, «o., Tg) = = cp(x"»——,...,x"— i
x9 x, xy

oricare ar fi functia cunoscutd o.

1.3.4. Rezolvarea problemei Cauchy generale
Dacéd ecuatiei (1.7) se atageazd conditia
Wls = Ue(&yy « vy Tp) (1.9

in ipoteza ci S este o hipersuprafatd » —1 dimensionald din D,
vom spune ci este necesarii rezolvarea unei probleme Cauchy gene-
rale pentru ecuatia liniard cu derivate partiale in cauzi.
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In ipoteza e hipersuprafata 8 este definits prin egalitatea
G2y ..., m,) =0, (1.10)
unde G este o functie de clas3 €! in variabilele sale, aceasts problems,

Cauchy se poate reduce lg problema Cauchy restringd, tratatd in

1.3.2, prin efectuarea unej imbairi L s
ei schimbiri de v X <
forma, e variabili de clasi (! de

Xy == a"a(*”l} teey mn)? "in(xla <y &p) =G(m17 L) .’I/‘n),

a:1727"-’n_1,

A o(x,) 0
In ipoteza 8_(;5 = det [ “} # 0. Intr-adevﬁ,r, deoarece
J

u_ g O 0,
Owy 4= 0@, 0,

ecuatia (1.7) se transforms intr-o ecuatie de aceeasi formi

no_ 8% n ox
= @

f 1 O == i =

o« — =

a§1 o0, » I ]§1f; 6.70,’ #=h2.m

)
careia 1 se atageazd problema Cauchy restrings
Uls =uls, —o = uy(@),

care, conform cu 1.3.2, va admite o solutie dacd f

( on ) tie daca f,# 0 (cel puti

In vecindtat ifi i -

:v-l : 6192 naJ atea lui9 (f < D,). Or conditia Sa# 0 este echivalents cu
j

DI =]§1 f;—;— # 0, ceea ce inseamni o hipersuprafata S
ggfemét?.l p;yin (1.(110), trebuie astfel aleasy incit
cuatia cu derivate partiale (1.7); in acest mod t 3 i

: L e (1. -a & :
31"109 ﬁ)_roblema, Cauc}ly_ generalj (1.9’)’ admite cel p;ﬂ)in orzg?lg‘yic:
alca,_ Ipersuprafata Initiald S verifici conditia anterioars, Aceasti
%0 ut;;le poa,tenﬁ determuma,ta. in acelasi mod ca §i in cazul problemei
auchy restrinse; dacd se cunosc cele 1 — 1 integrale prime inde-

>

functia @ si nu veri-
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pendente ale sistemului caracteristic, prin determinarea valorilor
@y, .-+, @, din sistemul compatibil :

Uy(@yy « v vy ) = Uy ooy U1 (Zgy + o oy L) = thy1y G(Zqy -+ -, x,) =0

§i seriind @ =, [nl{l(ul,l ey Upg)y o ey Gu(thyy ooy Upg)],  dacd
o= Y U T =1, ...,n. 5
mj Diﬁjgﬁhct (,1e zrel(;’e{’e geo’metlzie, problema Cauchy (1.9) inseamna,
a determina solutia ecuatiei (1.7) in vecindtatea hipersuprafetei
8 cunoscindu-se restrictia solutiei pe S. o
Problema Cauchy generali (1.9') poate fi rezc.)lva,ti“y 5i in _cfmz_ul
in care hipersuprafata S este definitd parametric prin egalitatile

@y = bty to - - G lamt)y =1, e my

oh .
in ipoteza c& rangul matricei [—t—j—] este n —1; acest caz va fi tra-
k

tat ulterior (vezi 1.4).

. _ . a . — 23 s
Exemplul 5. Se cere functia care pe suprafaa x, = z} din R devine u = x} si
care verifici ecuayia cvasiliniarda

ou ou
Tgu——+ Ty = Ty Ty
oy

0z,

‘ T . s . .
Sistemul caracteristic admite integralele prime u; = —— s§l Uy = U + x; x, si deci,

Lo
rezolvind sistemul
Ly ~ —
T, = x}, — = Uy, u? —x; Ty = Uy,
sz
se obline
1 1 - 1
Ty =—" Ty = oo u= Uy = ——
U, us Uy Uy

jar egalitatea rdmasd u = xi conduce la relatia care trebuie si existe intre integralele

prime pentru a se obtine solutia ciutata.

Aceastd relatie se scrie —1—+ —1— = u,, iar inlocuirile conduc la solufia u® + x; T, =
uf uf
28+ «f xd
T as

1
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1.3.5. Unicitatea solutiei problemei Cauchy

_ Unicitatea solutiilor problemelor Cauchy rezolvate an-
terior se poate demonstra cu ajutorul urmitornlui rezultat :

'l:eorema 1.4 (lema i Haar). Dacd V = V(t, X) este o functie
' reald de clasd " pe mulfimea D,y <« R™, D,yy ={t, x|0 <t < d,
l@|<Ida —1), j =1,2,...,n, 0 < a}, verificind conditiile

ad

1 V(0, x)| < 4,
6.’1/'j

ISBYRIC 4 Mvi 4N, g

j=1

unde {1_2“0,-1\7 20, B>0, M >0 sint numere reale, atunci in D,,,
se verificd inegalitatea

IV(t, x)| < Aexp (M) + N

exp (Mt) —1 )
T (1.12)

[~ Fie €>0 si sid considerim functia
exp (Mit) —1

u(t, X) = (A -+ ¢) exp (Mt) + (N 4+ ¢) "

care, dupd cum se verifici usor, este o solufie a ecuatiei Qﬁ—_—_
ot

:M'/LL“*— (N +-¢) ; dacd se aratd ci in D,y avem w(t, x) —V (i, x)>0,
se obtine, ficind >0, inegalitatea o, x) < 4 exp (Mz) +
N exp (Mt) —1
M
de V. Deoarece u(0, x) =A - ¢, avem w(0,Xx) — V(0, ) > 0 [deoarece
—4 <V(0, x) < A4, deci —4 <—V(0,x) < A], a,éa,d)a.r pel[ltru t>0
suficient de mic, va fi verificatd inegalitatea u(t, x) —V (4, X)>0;
tie (1% x% €Dy, unde 0 <1 < o iar u(#®, x%) — V(0 x%) =0,
d;a,r pentru 0 < ¢ < 1 sd avem u(t, X) — V(t, X) > 0. Se verifici usor
cd deoarece |x?| < I(a —1°), atunci (¢, X) = (t, &= L(#® — ) + a2,
cony B LA —1) +ap) € Dyyy dack 0 <t <05 (@) LLE —1)| <
<IL{a —1). In punctele (¢, x), pentru orice alegere a semnelor +,
avem u(l, x) — V(t, x)>0 dacd 0<t < iar wu(t®, x) —V(°, x) =0,
ceea ce face ca toate derivatele partiale ale diferentei v — V s& nu
fie pozitive in (1%, x°) si deeci i

i} d d
Tu—v Yo :
py (u ) +]§=;1(:tL) o2, (v — V) <0 in (0, x°).

iar inegalitatea in cauzi se giseste scriind —V in loc
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Cum %%tf =Mu + (N +¢) =MV + (N + ¢), ultima egalitate avind

loc in (2%, x°), vom deduce %—: = M|v| + (N +¢) si deoarece ai% =0,
s
j=1,2,...,n, in punctul (¢, x°) este verificatd inegalitatea
ov . oV
OV S M| (N 4¢) +1I (:t——«)-
at ( ) 3§1 037,

oV 1oV

Alegind semnele -+ astfel incit + — = l——~ in (1°, 2°), se obfine
& (%v, K

o inegalitate care contrazice (1.11).

Trecind la problema unicitidtii solutiei problemei Cauchy res-
trinse (1.9) pentru ecuafia (1.7) si presupunind z, =1, deoarece
prin ipotezid f, # 0, ecuatia (1.7) se va putea scrie $i sub forma

ov 7. 1.13
6t j§l fj 3w, ( )

Daci pentru ¢ = £ am avea doui solufii v, $i u, ale problemei Cauchy
Wmto = Up(Tyy - -y Fy—y), atunci, notind V =wu, —u, V va verifica
ecuafia (1.13) §i plus Vii—p =0; dach |f;| < B in D, din (1.13)
ge deduce (adiugind termenul | V]):

oV omloV oo
—_—< B — V Ve =0.
Py ,2:;1 v + Vi [Vi|eme

Comparind cu (1.11), se deduce 4 =0, M =1, N =0, ceea ce
din (1.12) antreneazi V =0, adicd u; = u,.

Este usor de verificat valabilitatea teoremei de unicitate atit
in cazul problemei Cauchy generale cit si pentru cazul ecuatiilor
cvasiliniare cu derivate parfiale de ordinul intii.

1.3.6. Determinarea integralelor prime
Dupi cum s-a vizut, integralele prime ale sistemelor dife-
rentiale joacd un rol important in consideratiile anterioare si de aceea

este important a indica modul in care acestea se pot obfine. In
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cazul genelal, nu se pot da metode efective de gésire a acestor
integrale prime; dacé ins% sistemul diferential normal

da,

W =fity @y -- ), § =1,2,..,m, (1.14)
este astfel incit functiile f; sint olomorfe pentru |¢| < a, |x;| < a,
j=1, ..., n, cele n integrale pr1me mdependente vor fi
e X
u; =Y, A™ x,, j=12,...,n, (1.15)
m=0 m'

unde A este operatorul diferential liniar

A=p Lt 2, (1.15%)
=h 0z, Ja ox, ot
fndi=1 2,...,n, fnnd defini{i prin sistemul (1.14) iar A™, m =
=0, 1, 2, ..., sint iteratele acestui operator :

A =1, Al = A, ..., A" = A(A"Y), ...

Fiird a insista asupra convergenfei seriilor (1.15), vom spune doar
¢ acestea sint absolut §i uniform convergente pentru

a(l — k)r+2

t] < T < min {7
[ mln{m, M+ 2)

}, loyl<ka, 0 < k<1,

. d .
dacéi M = = max {fily -+ -5 |fal}. Calculind at—uj(xl, c..y %), In care
"l+1

Xy, - - ., @, S-auinlocuit cu o solutie oarecare a sistemului (1.14),
gasim :

du; d = (=)™ ot (—t)’" =1
o VY Am —_ A™
G a g, me ,,;'l(m —1)! 2t
(—t OA™ x, " 0(A™x)) dﬂ] — e Am+l
+m20 [ 0t +k§1 0$k dt M= 0 m ! s +
& (—)" [o(A™ $¢) I(A™ m)
=0
+mz=0 m! [ Z f a;'k ] ’

deoarece 2 (A™ x;) + ﬁ f,c—(?— (A™ z)) =(A™ ;) =A™ ¢
at k=1 6(13'],;
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- Asadar, cele » functii (1.15) sint integrale prime ale sistemului
diferential (1.14); ele sint 1ndependente, pentru ci dacd, de exemplu
U= P(Uyy « vy Ug_yy Upiyy - - -5 Uy), ¢ fiind o functie olomorfd in cele
n —1 varlabﬂe ale sale, se deduce

s (—t) m 14
Z A [xlc — @@y, .y Tp-1) Tit1y -+ - Lu)] =0 (1.15")
m=0 m'

§i pentru ¢ =0, gisim @y = Q(Ly, .« .y Tp—yy ity - - -5 L)y CECA CE
nu este posibil deoarece x;, ..., 2y, ..., 2, sint variabile independente.
Egahtatea, (1.15") se deduce 1med1at txmnd seama de dezvoltarea
in seria Taylor a functiei o.

Dacid sistemul (1.14) este autonom, cu ajutorul operatorului

diferential A = Y3 f,—a— se vor obfine functiile
i=1 Ty

Wity By ey @) = Z ( --t)m

m=0

A" 25§ =1, 2, n,

iar integralele prime ciutate se pot gisi eliminind parametrul ¢.

Exemplul 6. Fie sistemul autonom

e 2
df oot
ciruia fi va corespunde operatorul diferential
A a d
=Ty — T, —.
® 9m T aa
Se verifici usor cid A™x; = x; dacd m este par iar A™x; = x; dacdi m este impar, j, k=1,2,
(o]
.. . - —nH™
k+j si deci seriile Z )
m=0
x,, obfinindu-se

A™ x;, j =1, 2, vor {i convergente penlru orice ¢, z, si
m!

([ :r - ( t)zm ol (_t)2m+1 he by
wy(t, xy, X x —F =g, ch{—x,sh{,
R Z b @mt ,Eo enint ?

ot t)2m _t)2m+1

wy(ts Ty, Ty) = Ty Z

=g, chtf —x,sh i,
A m )1 . Z o Cmt1)t " !

Integrala primi independenti de ¢ a sistemului dat va fi w} — wj = 2} — x}.
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O altd metodd utilizatd in determinarea integralelor prime este
aceea a combinatiilor iniegrabile; astfel, scriind sistemul autonom
(1.1) sub formd simetrics

prin combinatie integrabili se infelege forma diferentiali « =
n

= JEa;(!&i) dz; in ipoteza e funct;iile de o clasi datd ay, ..., a,au fost

n
astfel determinate ineit Y fia,=0. In aceastd situatie, o integral¥
. ~ - . j= 1
primd va fi functia w =wu(xy, ..., #,) cu proprietatea

du = Z /2] (X) d(l/‘j,
J=1

du fiind diferentiala functiei w [deoarece este evident c& in ipotezele
amintite u este coilstant pe curboile integrale ale sistemului in cauzd,
pentru ci du = Z a; (x) dz, = Z a(x) f(x) dt = 0, utilizind egaliti-
tile du,—f, dt]. =

Exemplul 7. Sistemul difereniial simetric

dx, dx, dx,
= o= Uy, a,, a3 €R
. . . N I 1 s 3 £
Ay X3 — A3 Xy Az Xy — @) Xz A Ty Ay Ty :

admite dou&t combinalii integrabile evidente :
ayday + agdxy + azdag sioxyday 4+ xydry+ xde,.,
deoarece‘ @y (@yy — (3%y) + ag(azx; — %) -+ @@ — axy) = 0§12 (a75 — a32y) +
+ oy Ty — @y x5)+ ¥3(dy Ty—ay &) = 0, far prin integrare se ob{in doud integrale prime
independente ale sistemului :
Wy(Ty; Xy, Ag) = dy Ty Ay Tyl Ay Ty, Up(Ty, Ty, Tg) = Tf+ T+ f

8. In cazul sistemului diferential simetric

dr,  dx, dx,
o mw T 2m
o combinatie integrabild va fi
1 dx
P— Xy — xz”;l dxy,— 2—903 dxg,
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deoarece

1
jar o integrald primi va fi ln |x,—x, |+ Tln |xg] sau, ceea ce este acelasi lucru.

uy = (¥~ xp)* 5.

Fie
Uy(X)y - - oy Ui(X)

k < n —1 integrale prime independente ale sistemului diferentiali
autonom (1.1); cu ajutorul functiilor wu,, ..., u, se poate reduce
numirul ecuatiilor sistemului (1.1) cu k unitdti, adicd acest sistem
se poate inlocui printr-un alt sistem diferenfial autonom dar avind
n — k ecuatii. In paticular, pentru k == —1, sistemul (1.1) poate:
fi inlocuit printr-o singurd ecuatie diferentiali de ordinul intii, care:
va putea fi integratd.

Pentru a justifica afirmatia, este suficient s& se inlocuiascd varia-
bilele z,, &, - .., x, prin noile variabile &;, @5 ..., Ty punind

&y = wy(@y -+ -y Tn)y ey B =Up(L1y + ooy Tp)y Lit1 = Lty + + o9 T = Tny

aceastdh schimbare de variabile va avea evident jacobianul nenul

. . L .. [ou .

(in baza ipotezei ci rangul matricei [J , i=12,...,k m=
xﬂl

=1, 2,...,n, este egal cu k si putem presupune c determinantul

du;

9,
schimbare in notatiile variabilelor @, ..., @,). Prin calcul direct se
obtine

, j, m =1, 2,...,n, este mnenul (altfel fiind suficientd o

do, & 0u, . 2 o .
= — Ly, = m =1,2,...,k
dit mz=1 6{1/'m m2=1f axm, ! T T

§i vom avea ; =0,j =1, 2, ...,k deoarece, w fiind o integrald
primii a sistemului diferential considerat, va verifica ecuatia cu.
derivate partiale (1.7); celelalte ecuatii ale sistemului vor fi

dz I _ .
’—d‘f'zfi(wlﬁla ...,SU,,), J =k +17 ceey 1y
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unde

f:l(xk-f-l’ vy .60”) =f[‘”1('illc+17' <0y 99‘")7' RS wl("i'k+17' LR in)’ "‘EIH-U vy .’E”],
J=k+1,...m,

variabilele ;, » x ca functii de & %, fii e di
1 ey T ..., 2, fiind ‘
schimbarea de variabili utilizati. o o deduse din

.Relzultatul anterior este valabil §i in cazul ecuatiilor cu derivate
%)&Ii;lla, e (L.7): daca;%, < ey Ug—y, B <nm—1,sint solutii independen-
e ale acestei ecuatii, atunci cu ajutorul schimbirii de variabile

independente utilizate mai sus, i ecuatiei (1.7
n locul ecuatiei (1.7) s i-
der i ) tiei (1.7) se poate consi

~ s 0
Z Tl @1y - - -y @) 0?_1’ = 0.

J=k+1 X

J_u§t1flcarea acestei afirmalii se poate face prin calcul direct sau
{inind seama de sistemele caracteristice ale celor douj ecuatbii

Exemplul 9. In cazul ecualiei

du du ou J
(X3 g — Ty T3) — + X0 — + aF — - 2
‘ * 9z, o 0z, i Qg ot oz, 0
sistemul caracteristic
dey dz, dry  dz,

- 9 - ;
Tyg&g — Xy &5 Ty X a3 Xy T,

admite doud integrale prime evidente :

x. x
3 4
Uy = —=¢ uy = —
Ty Tg
- x. x
Notind z, = —2, &, = —=% T z
- se _ = = . . .
1 xz, 2 2 deduce x, = &y x,, T, = T, x, si deci prima ecuatie a
sistemului se va scrie
dx, _ dz,

T,y — x) Ty X3

ﬁ_l deoarece de-a lungul caracteristicilor avem Z,= const, &, = const (deoarece T, =0
x, = 0), prin integrare se obtine '

R Ty
(T, &y — ;) exp (—_‘) = ¢y,
Ty
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ceea ce inseamnd ci a treia integrald primi a sistemului caracteristic va fi
Ty X x3
— 3Ta 3
u, = (-——2— z, |exp|—1}.
x3 T

1.3.7. Interpretari geometrice
Vom lua in consideratie ecuatia liniard si neomogend cu
derivate partiale

ﬁ fj(x) -Qill- = fn+1(x) (1.16)
j=1

090;

si fie w =w(ay, ..., z,) o solutie a sa definitd in domeniul D, <R"
In spatiul [R**!, multimea punctelor (x, u(x)), X €D,, va defini o
suprafatd S, care se numeste suprafald integrald a ecuatiei (1.16);
deoarece ecuatia (1.16) se mai poate scrie si sub forma

n o Fou
0 (=) fuuy =0
,Z;lf’ o0, +(—1) fars =0,

aceastd egalitate poate fi interpretatid ca o condifie de ortogonali-

tate intre vectorii (f, .- .y,fn, fat1) $1 (Vu, —1) [VM =V U(Byy -« oy Tn)

ou o
are componentele —, ...,
0z, ox,

Asadar, deoarece (Vu, —1) reprezintd parametrii directori ai
normalei la 8 in punctul x, se deduce ci o suprafatd S din R"+
va fi o suprafatd integrald pentru ecuatia (1.16) dacd planul tangent
la S in orice punct contine vectorul f = (fy, . . ., fats)-

Dach w =u(ay, .. ., #,) este o solutie a ecuatiei omogene (1.7),
atunci interpretarea geometrici anterioard rimine valabild cu dife-
rentii ci este vorba de ortogonalitatea dintre vectorul normal la
suprafata S; < D, definitd prin w(a, ..., @,) = const si vectorul
f:(f17"'7fn)' .

O proprietate geometrici importantd a suprafetelor integrale
ale ecuatiei (1.16) este aceea cii aceasti suprafatd este loc geometric
de curbe caracteristice ale ecuatiei ; intr-adevir, dacid S are un punct
comun cu o curbi caracteristicd vy, vom avea

, dacd u este diferen‘giabilé,]-

u® = u(x%), 2} = (1% « .+, z9 = oa(1°), U = @up1(t°), i € Ja, b,
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»fia;ca acest punct comun are coordonatele (9, ..
iar y are ecuatiile

2 = @q(t), ..

.y @5, Uu0) = (x°, u®)

LX) wn(t)7 w = <Pn~4—1(t)7 a<<t<hb.

Cum w = u(ay, , &,) este o integrald prims i i

U ceey X, grald primi a sistemului caracte-
if;ls(t};’a X&;n mlrleta? g[%(t)’ dt, ?a(t)] = const, dacé ¢ € ]a, b[, valoarea
"ol putindu-se determina particularizind ;
Toind 1 o o s P ] parametrul ¢;

u’[q’l(to)7 tey cPu(to)] = "’07

ceea ce inseamn: i
o, e 4 cd pentruoricet € Ja, b [avem u[ ¢,(t),. . ., ,(¢)]=u®,
Aceastd proprietate a suprafetelor inte ;]
Ace 8 grale st& la baza meto-
~;11fl 111;1 Cauchy de rezolvare a problemei Cauchy, care va fi expuss
Dacd 8, si S, sint doud suprafete inte iei
ot grale ale ecuatiei (1.16)
care au un punct comun P,, atunci acestea vor avea int corx(lun gi

curba caracteristici care trece prin P, [in particular, pentru n =2
orice doud suprafete integrale ale ecuatiei f(w, y) oz + g(z, ») _63___
T 0w 0

= h(w, y) se intersecteazi de-a lungul wunei curbe carcteristice | ;

intr-adevir, in baza faptului c¢i din y n 8, =Py yn 8, =P,
’8(‘3 deduce y = 8 §i y = 8,, i cum vy fiind curba caracteristicd ce
trece prin P, este unic determinaté, rezultd v < S; n S,.

Exemple. 10. Ecuafia cu derivate parfiale a su { ili i i

. ( [ { suprafefelor cilindrice din R", adici
sup[:afetfalox: I‘.lglat? ob.Lmuto‘: prin deplasarea prin paralelism a unei drepte date de-a lu;‘;ua;
unei varietiti n—2 dimensionale I' date (numiti varietate directoare a cilindrului) va i

-
! ; du
J— =
=1 9%
dacd ecuatlia carteziand a cilindrului este u=u(x,,. . .,x,_;) iar (a,,..., a,) sint parametrii

directori ai drepteifixe ; intr-adevir,in ficcare i
irectori ¢ ;int t: are punct al suprafetei planul tangent va trebui
sa contind drea:’pta paralelg cu dreapta datd care trece prin acest punct g;ieci vectorui;
u u ’

(ay,. . .,ap) si (m

oz, 0xy_y
scrisd anterior. Pentlru a gisi cilindrul car int a i

. g are ne intereseaza, trel y & a
B , huie rezolvati o problem4

, —1] sint ortogonali, ceea ce este echivalent cu ecualia
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B e e Sl
B aad -,

.

P =S

= o
PR—————

e s

cilindrul din R3 care are generatoarele paralele cu dreapta cu para-

in particular,
se ob{ine ciutind

metrii directori (1,2,3) si curba generatoare cercul 2% Lyt = R?, =0,
solutia ecuatiei

oz Lo 0z 3

9x | oy

care pentru z=0 devine 2% 4- a2 = R2 Seriind sistemul caracteristic sub formi simetricd

dx dy z
se oblin inlegralele prime

i, - ;. 'unciia ciutatii se obtine inlocuind

iar pentru z=0 gisim v = —— Uy, y =
37
u, sl u, in egalitatea

1 N 2 2
—_— g —u, — u = RZ%,
9 2 ( 3 1)

adicd ecualia carteziand a cilindrului cdutat va fi
(Bx — 2)* + (By — 20)2 = 9R2,
11. Ecuafia cu derivate par{iale a suprafejelor conice din R?, adici a suprafefelor riglate

formate din mulfimea dreptelor care trec printr-un punct fix (virful conului) si printr-o
varietate n— 2 dimensionald dati (varietatea directoare a conului) va fi

n-l ou
Z (x; — ag) — =u— ay
dx;

je=1 j

daci ecualia carteziani a conului este n=u(x,,. .., Tu_y) iar virful conuluiare coordonatele
(3, @y, - . ., ap); intr-adevir, dacl (24, - - -, Tny, W) esteun punct oarecare al suprafefei
conice, dreapta care trece prin acest punct si virful conului va trebui s fie confinuti in
planul tangent la con corespunzitor acestui punct. Rezulti deci conditia de ortogonalitate

a vectorilor
du ou
— . ,—1

Ty e ey T
dxy 0xp_y

(¥ @ys + o or Ty — Gpys U — Un) si (

care conduce la ecualia scrisd anterior.
in particular, conul din [R® careare virful in punctul (—1, 1, —1) iar varietatea direc-

toare este curba x* —y2 = 1, z = 0 se obline ciutind solutia ecuatiei
I

Jz 0z
@+ o=+ =D =2+ L
dx dy
care pentru =0 devine 2% — y? = 1. Sistemul caracteristic fiind
dx dy dz

:c+1_g—1:z+1’
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se deduc integralele prime
x4+ 1 y—1

» Uy =

T4 1 z+ 1
far penlru z=0 gasim x=1ii,—1, y=1,-1; ecuatia carteziand a conului ciutat sc obline
inlocuind u, si u, din egalitatea

(= 1% = (y+ 12 =1

st va fi (x—z2)* —(y+ £)? = (=} 1)
Din ecualia cu derivate partiale a suprafefelor conice si din  exemplul 4 se deduce o
proprietate caracterislicd a suprafetelor conice : orice suprafald omogend in (x;—ay),. ..
5 (Xpy = Gpy), (- ay) reprezintd un con din R? cu virful in (uy,. . ., ay).

1 =

1.4. Teoria geometrici a ecuatiilor cu derivate
partiale de ordinul intii

Metoda Cauchy pentru ecuafii cvasiliniare se bazeazi pe
interpretirile geometrice obtinute la punctul 1.3.6 : orice suprafats
integrald se obtine ca loc geometric al curbelor caracteristice care se
sprijind pe varietatea initiald. Intuitiv, aceastd metodd constd in a
ardta cd dacd V < D, este varietatea initiald a problemei (este vorba
de rezolvarea unei probleme Cauchy), atunci supratata integrald S
se obtine considerind multimea caracteristicilor ecuatiei care au un
punct comun cu V.

Teorema 1.5. Dacd in ecuatia cvasiliniard (n > 2)

100 2 = s, W) (1.17)

je=1 (()Wj

Junctiile fi, . . ., fu4q sint de clasd C* in D, X R iar pe suprafata n —1
dimensionald V de clasd O din D, reprezentatd parametric

X = “’2(817 cey Samq)y ey By = xg(su ey Spm1) (1'17’)

(variabilele independente S = (Syy - .., 8- 1) porcurgind  domeniul
Gy pentru ca X = (&y, ..., &) SG& parcurgd pe V) se cunosc valorile
initrale ale solufier u, adwa

wly =u%(Syy - -, Sn—1)s (1.177)
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functiile af, ..., a3, w® fiind de clasa CONG,-,), astfel incit

J1(x%, u?) @g‘ <o 0 !
0s; 081
O I U8 (L1777
e,y 28 0
’ 08y 0851 |

ve exista o singurd solulie u = u(X) a ecuatiel, definitd intr-o veci-
nitate « varietdfii V care satisface condifia inifiald

u[x%(s)] = uS(s).
[~ In baza ipotezelor ficute asupra coeficientilor ecuatiei (1.17),
sistemul caracteristic

(LI/' 7

o= gy e W), =1, 2, ..., 0,
d¢

E = fatr(Xyy - oy @y )

va admite solutii unic determinate, dacé se cunosc valorile initiale.
Prcbupumnd ¢l datele initiale sint chiar functiile 29(s), .. ,(r,,(s),
u9(s), gasim ecuatiile pwrcune{rlce ale solutiei ciutate :

2y = @[5 28(8), -y @n(8), uO(S)] = ay(t, Sy« oy Sumi),

e & e s s s e s & s e e e e e e s+ e s »

(1.18)
" wg(s)7 uo(s)] - ‘/’Un(t7 817 tt Sﬂ‘l)’

) w3(5)7 ’M’O(S)] = u(l, 81y v vy Sp—1)-

Ty = Ty [T X3(S),
w o= ult; ¥3(s),

in baza teoremelor de dependentd a solutiilor sistemelor diferen-
tiale de conditiile initiale si de parametri se deduce ci functiile
Tyy -y @, 51w sint de clasd O in toate variabilele si in plus vor fi
satisticute conditiile initiale preserise :

" ' — 30

210y 815 v oy Sum1) = X251 + - oy Su-1)y

mn(()? 81y« oy Sn—l) = 4”2(817 Y Sn—1)7

WO, Sy v vy Sp—yg) = WSy, + ooy Spoq)e
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(@ - - - wn)

Oty 81y -y Spy
tatea lui ¢ =0, deoarece pentru ¢ =0 acest jacobian coincide
cu determmantul (1.17"""), care este menul prin ipotezd; conform
cu teorema funectiilor implicite, din primele » egalitati ale sistemului
(1.18) se pot explicita (in vecindtatealui V) variabilele ¢, s;,..., 8, :

Determinantul functional va fi nenul in vecini-

o= Uy Ly vy Ba) = ¥(X),

81 = 8@y, Xgy -1, W) = §(X),

Sp—-1 = Srrl(xla Loy ooy -Wn) = Sn—l(x)-

Inlocuind aceste functii in ultima egalitate (1.18), se va obtine solu-
tia ciutatd

W = u[UX), §9(X); oy Sua(X)] = g(2, - o5 @)
Intr-adeviir, pentru ¢ =0 (adicd pe V) avem
Uls = Ulimo = gls = Uty 81, -y Su-y) im0 = U8y, ..y 5,-1) = ¥O(s),

ceea ce inseamnd cd este satisticutd conditia initiald (1.17); func-
tia ¢ va verifica si ecuatfia (1.17), deoarece g € O iar

" ou 6t du 98 ou 0s,
(X , S dic ST A Ry P
j§l fj( ’ j jglfj( at (9 681 a‘(vj 68,,,1 aw]' )
au " ot ou &, ., 0s 08—
————— ot B T Xt LS
&x sy j= Sy-1 j=1 0
ou
= at fn+1 g)

in baza observatiei ¢i din egalititile
b = Uwyy Ty oy Ta)y
S = 81(&yy Tay -y Tu)y

Sne1 = Sp-1(Bry Fgy -+ oy Xy)
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se deduce
0 o gﬁgﬁ__zfjgf'&, E=1,2,...,n —1,
ot S0x; ot o 0wy
ot t o dt ox lid ot
— =1 = ”*'*-i——*z,fr——-,
at =1 86@ at g=1 8.&?7

utilizind independenta variabilelor (¢, 8y, ...y Sy—1)-
Unicitatea acestel solutii decurge dlrect din teorema de unicitate

demonstratd in 1.3.5. -
Exemple. 12. Dacil se rezolvd problema Cauchy x—y=2, 2z ++z=1 pentru ecuatia
0z ( ) z 9
x—z) — 4 (y—= = 2z
(x—2) oz + @ o

prin metoda anterioard, trebuie giisite solutiile sistemului caracteristic

dx dy _od

T I

care pentru /=0 devin xg, y,, %, respectiv; fiind in cauzi un sistem liniar, se oblin usor
solutiiile

x = (xy + zo) exp(!) — zy exp(21),
¥ = (4o - 7 o) exp () — 24 exp(20),
z = 14 exp(20).
O reprezentare parametricd pentru conditiile initiale poate fi
Tg=8, Jg=05— 2,5,=1-2s
si deci ecuatiiile parametrice ale solutiei ciutate vor fi
z = (1 — s)exp(t) — (1 — 2s) exp(2!),
y = (—1—3s) exp({) — (1 — 2s) exp (20),
z = (1—2s) exp (21).
Eliminarea paramelrilor { si s conduce la solutia sub formai carteziani
(x — y)@Bx+ y+ 4z) — 4z =0,
a4y — 22

1
deoarece exp(t) = Yy (x—y), 3x+y+ 42=(2—45) exp(f), adicd s = 2
y—
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13. Se cere solutia ecuatiei cvasiliniare

dz az
G+ e —+ (@ + y9) — =:2—1
dx oy
care trece prin parabola y=1, z=2a 2
Sistemul caracteristic fiind
dx dy dz
g+ oz a gz 21
sau
dx dy dz R
— =y ‘l’ rz, —— = X - yz, —— = 1% — ]S
dt d¢ d/
- < - . . -y T —y
forma simetricd arald cd doud integrale prime vor [i 1, == 1’ u, == 1 ; presu-
punind z = [ - z,, din sistemul x -+ y = u,(z—1), x—y=u, (z +1), cum u, si u, sint

constanli pe caracteristici, se deduce ferma parametrici a curbelor caracteristice

. R ) Yo 2o T Yo . o Zo + -Tnl Xy Zo + Uo [
e S L L Y T ML L UL z,
-2 22 : 2. 72 0
%5 1 %% 1 51 e 1

din care, utilizind reprezentarea parametricd a parabolel initiale x, = s, yo=1, zy=5%,
se deduc ecualiile parametrice ale soluliei :

In demonstratia teoremei 1.5 un rol esenfial il joacd conditia
(1.17"); sd& vedem ce semnificatie are acestd ipotezd.

Dacid n =2, rezultd a0 = 9,(s), a9 = 9,(s) iar determinantul
fiind f; @s(s) — fo @i(s), acesta va fi egal cu zero numai dacd

do; _ dey
fi fa

deci dacii curba initiald este caracteristici; prin urmare, in cazul
n = 2, orice problemi Cauchy pentru o ecuatie cvasiliniard admite o
singurd solutie daci si numai dacd curba care poartd datele este
necaracteristicd pe orice portiune a sa (in caz contrar solutia nu
este unic determinati).

Dacd n > 2, determinantii functionali

(2,28, . .., 20_y)

d(af, afy ..., ap) _ a(af, @y ..., an)
’
081y 825 + 5 Sp—1)

vy =— y Vo= ye s sV
O(S15825 « « - 9 Sp—1) O(S1y 829+ - =y yq)
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sint parametrii directori ai normalei v= (v, ..., v,) la suprafata
n — 1 dimensionald V, consideratd ca suprafatii care poartd datele
initiale; din (1.17"") se deduce [v|>0 [altfel determiantul din
(L.1777) ar fi nul] si rezultd cd pe V vectorul v nu este este ortogo-
nal pe cimpul vectorial f, = (f,(x°, u®), ..., f,(x° u%). Prin urmare,
pentru suprafetele V care sint astfel incit vectorul normal la V este
ortogonal in fiecare punct la f,, problema Cauchy pentru ecuatia
cvasiliniard (1.17) nu este rezolvabild in sensul teoremei 1.5 : este
posibil 8% existe mai multe solutii pentru aceeasi problemi Cauchy.

1.5. Ecuatia neliniari cu derivate partiale de ordinul
intii si cu douit variabile independente

1.5.1. Conul Iui Monge

Ecuatia generald cu derivate partiale de ordinul intii
pentru o functie necunoscutd 2z, unde z: D, - R, D, fiind un do-
meniu din [R?, va fi

oz oz
Floe vz 2%, 22 = 1.19
( ’ ./7 ’ 0%’ (,)?/) ? ( )

dacd I7: D, X R®—~ R este o functie datid, cel putin de clasi €2
utilizind notatiile lui Monge

’

]) et _(3,2, q f— ,a%'m
dw dy
ecuatia (1.19) se va scrie
F(x, y, 2, p, ) = 0. (1.19")

Problema Cauchy pentru aceste ecuatii cu derivate partiale poate
fi rezolvatd ca i in cazul ecuatiilor cvasiliniare

flws y, 2) p + folwy 4, 2) @ = f3(@, ¥, 2), (1.20)
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cu ajutorul solufiilor unui sistem diferential autonom atasat ecua-
tiei (1.19), dar elementele geometrice care conduc la determinarea
efectivi a solutiilor nu vor fi curbe c¢i notiuni geometrice mai com-
plexe, obfinute prin atasarea la unele curbe din [R®a unor varietiti
plane.

Fie (@9, 9, %) € R? astfel incit prin acest punct si treacs o supra-
fatd integrala & =z(w, y) a ecuatiei (1.19); deoarece planul tangent
la suprafata in canzi in acest punct are parametrii directori (p, q, —1),
unde p = p(ay, Yo), 4 = Q(xy, ¥o), € vor verifica egalitiitile

F(xyy 4oy 20y Py @) = 0, (1.197)

P —x0) + 4y —yo) == — 2, (1.21)

In acest mod, oriciirui punct (w,, Yos %) € [R? prin care trec suprafete
integrale a ecuatiei (1.19) i se ataseazd nu un singur plan tangent,
ci o familie (care depinde de un parametru) de astfel de plane tan-
gente, deoarece din (1.19”) se deduce prin parametrizare

p =p), ¢ =4q@), tel, (1.22)

unde I este un interval dat. Inlocuind p si ¢ definiti prin (1.22) in
(1.21), pentru fiecare ¢t € I se ob{ine un plan tangent bine determinat ;
multilea acestor plane tangente vor admite o suprafatd din [R3®
ca suprafatd infisurdtoare [pentru fiecare punct (x,, ¥,, %) astfel
considerat ] care va fi un con, numit conul lui Monge (vezi fig. 1.1).

Fig. 1.1

Prin urmare, conul lui Monge atasat ecuad;ieiv (1.19) in pun(_:tgl‘
(@gy Yoy %o) este suprafata din [R? definiti ca inf%u}'a,toare.a, fam1,1’1e1
cu un parametru de plane (1.21) in care p $i ¢ verificd ecuatia (1.1A9 )3
ecuatia acestui con se poate deduce eliminind parametrul ¢ intre
egalititile

(@ —x0) q) + (¥ — %) 4(t) =2 — 20, (2 — @) P'(t) +(y—Yo) ¢'(()=0
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sau, ceea ce este acelasi lucru, intre egalititile

&= Y — Y r —x y —
—2p(t) 4 L Jo. qt) =1, O @) Y Yo —
i, i e ey PO L0 =0
Cum aceste egalitditi sint echivalente cu
R N R T )
¢ =%  PC - -2 pg —qp’
B . ] nj bl
gideoarece din F|[ux,, ,, 2oy P(1), q(t)] = 0, notind OF =P, ox = @, se
op aq
deduce Pp'(1) + Qq'(t) =0 [ceea ce Inseamnii ¢ raportul — p
q’
se poate inlocui prin raportul }i’)) rezultd egalititile
r — &, P Yy —
X Y=Y 9 (1.23)

adicd
r= 2y =hPy oy —yy =1Q, v — 2, = “(pP + qQ), (1.23)

E fiind un coeficient de proportionalitate.

Bgalitdtile (1.23") conduc la ecuatia conului lui Monge prin
eliminarea Iui p si ¢ (se obtine o functie omogeni in # — Toy Y — _1/.
St 2 — &, ceea ce conform cu exemplele 4 si 11, va defini’fm 0012
in [R3).

Dacd ecuatia (1.19) este ecuatia cvasiliniard (1.20), cum PP 4
+ 4@ = fip + f.0 = f;, ecuatiile (1.23") vor fi

T — @y = kfi(xg, yo, Ro)s Y — Yo = kfo( 20y o, o)y B — 2y = kfs(,, Yo %)y

deci vor defini o dreaptd in R?; in aceasti situatie, conul lui Monge
deggnereazi intr-o dreaptd, numiti dreapta Iui Monge, ceea ce face
¢a In cazul ecuatiilor cvasiliniare (1.20) planele tangente Ia supra-
fetele integrale care trec prin punctul (z,, y,, 2,) si formeze un fas-
cicol avind dreapta lui Monge ca axi.
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Asadar, din punct de vedere geometric, ecuatia cu derivate par-
tiale (1.19) defineste un cimp de conuri in [R3, cu proprietatea cd o
suprafatd din R3? este o suprafata integrald a acestei ecuatii dacd si
numai dac este tangentd in fiecare punct al acestui con.

1.5.2. Curbe caracteristice
Prin analogie cu definitia curbelor caracteristice pentru ecua-

tiile cvasiliniare (1.20), prin curbe caracteristice ale ecuatiei neliniare
(1.19) se vor intelege curbele integrale ale directiilor de contact dintre

Fig. 1.2

planele tangente la o suprafatd integrald si conurile lui Monge cores-
punzitoare (vezi fig. 1.2). Pentru 2 gisi ecuatiile diferentiale ale
acestor curbe caracteristice vom face observatia cd in baza celor
deduse la 1.5.1, deoarece conul lui Monge se obtine prin eliminarea
lui p si ¢ intre egalitdtile

F(woy Yo» 200 Py 4) =0, (1.24)

T — &y Y — %
— — — (2 —#y) =0, - = s
(@ — x) + 4y — o) — o) =0 0
rezultd ¢l generatoarele acestui con (adicdh dreptele de contact
dintre planele tangente §i con) vor fi definite prin ultimele doud
egalititi (1.24), ceea ce conduce la ecuatiile acestor drepte :

v —x Y —Y _ R R

P 0  pP+a@

Prin urmare, curbele caracteristice ale ecuatiei (1.19) vor verifica
fie sistemul simetric

o

do _dy _ dz (1.25)
P Q pP 449
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fie sistemul autonom

dz dy dz

& = P(z, 4,2, p, q), At = Q(z, ¥, 2, p, Q), E‘t‘ =pP +¢Q. (1.25")

In ipoteza ca suprafata integrali » — i
ecuatiile diferentizlb)le (f.25’ SN L Carsotny
( { (L.25') nu pot determina curbele caracteris-
tice, deoarece apar cinei functii necunoscute si numai trei ecuatii
Ehfevrenplaile; agadar, sistemul caracteristic trebuie completat cu
incd doud ecuatii care se pot deduce ugor, observind ¢

dp  dz dy

ar Py TPy g, T P P,

dg  dz dy

ar Ve d;+ de? = ¢, P + ¢,0,
iar cum p, = ¢q, = 9% (i 1 i

v = Gy = oz 0y (in ipoteza z e C2), notind
. F
=2y 0,0
duw oy oz

§i derivind ecuatia (1.19) in raport cu x, apoi in raport cu y, avem

X +7Zp + Pp, +Qq. =0,
Y +%q + Pp, +Qq, =0,

de unde se deduc ecuatiile

dp d

w_ _(x Y“4_ iy

3 (X + p2), o X ).

AL“ :’ ! }V. ) i i i ici

va ﬁymd ar, sistemul - diferential al caracte risticilor ecuatiei (1.19)
da dy dz
,,,,, - =P, - — == ;
a T g TR T

1’ rr

a Mg T T Yo
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d 1 A 5 2z =2(x, y) & ecuatiel

i la o suprafata mtegm}& datd 2 2(x, y) atiei

géi‘?vgtfgl ?)l;iai;iale (1&)9) se ataseaza o familie de tcurlr)s (%(ifg;t)e

prin, Tuneite 1 1), 50, SO, SRSt obc

i _a lungul acestor curbe se obtin §1 tunctiile $ nut

1?1}111;1 eifl,tg?g}e; ultimelor dou#i ecuatil dm sistemul caracteristic
(1.25").

Exemplul 14. fn cazul ecuatiei cu derivate partiale

) -
(Bx) i ay '

adici, utilizind notatiile lui Monge,
Fa,gnpo=nr+¢—1
Conul lui Monge se va obtine climinind p si ¢ intre ecuatiile

T— % U~ Yo

p q

»

P+ =1, ple—a) + qu—Yo) = %0

C = = € i 71 1cestor uri
€ > ia cartle: iand a aces tor con
2(] ceea c¢ conduce la ccuat
deoarece P 2p, Q s

(x— x?+ (7 — Yo)* = (= = %)%

caracteristicile se ob{in prin integrarea sisterului diferentia

z dp dg
dzx dy oo A ode
= =2, — =20+ &) .
E TR AR TR at ar
dica ] ] " B _
a(t) = 2py L+ oo () = 2¢9 L+ Yoo XD = 2(p2+ g L+ 2 P = Po 4= Qo
1.5.3. Benzi caracteristiee

i i ii i deduce ci la sistemul
n consideratiile anterioare se d _ :
(1.25"") al Iz,lcuatiﬂor caracteristicilor ecu(znl‘glfé ’)011 zgrlzgtfea)cgagla;g
: ’- ~ . - e )
i trebuie atasatd si egalitatea (1.19 ’,O 1
g)%?n)éx Hi?ri sistem supraabunden’% ( Aceasta ;JHSZ) ggtefifnagé;ecgrig
%, deoarece functia F =F(z, y, 2 P, 9) €O t )
110)1?;?5?;’:&2’1.19’) este in realitate o integrald primd a sistemului carac
teristic (1.25"'), deoarece

dg
aF  _dz dy , ,d  pdp 44 _
ﬁt“:"x"at’JFYdtJf w @ at
_ XP + YQ 4+ Z(pP + Q) — P(X - pZ) — QY + pZ) = 0.
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Prin urmare, daci in punctul mitial x4, 9o, %, Poy ¢, definit de
solutiile sistemului (1.25") pentru ¢ — 0, avem F(xy, 1o, 295 Doy ) =0
pentru orice ¢t €I, I fiind intervalul maxim de definitie al solutiilor
sistemului caracteristic (1.25"") va rezulta

Fla(t), y(t), =(t), p(t), ¢(t)] = 0; (1.26)

deci, alegind conditiile initiale pentru sistemul diferential (1.25")
astfel incit sd se verifice egalitatea B(zy, 9o, 20y Doy o) =0, va
rezulta (1.26) pentru orice ¢ € I.

In R? o solufie a sistemului caracteristic (1.25") va defini o
curbd vy, daci ludm in consideratie solutiile

T = at), y = y(t), © = (1), tel;

in plus, in fiecare punct al lui v, se mai atageazd numerele (p, q, —1)
care definesc un plan in acelasi spatiu.

~ Vom spune ci pentru ¢ fixat in I, numerele 2(t), y(t), 2(t), p(2),
q(t) vor defini un element al unei benzi, adics la un punct al curbei y
se atageazd un anumit plan (care contine tangenta la v in acest
punct) ; cind ¢ parcurge I, mulfimea acestor elemente vor defini o
bandd caracteristicd pentru ecuatia (1.19) (vezi fig. 1.3).

De observat ci nu orice cinci funetii («(t), y(t), #(1), p@), q(t))
definesc o bandi : trebuie ca planele definite cu functiile (p(z), q(t),
—1) sd fie tangente la curba z =a(t), y =y(t), z =2(t), ceea ce
conduce la conditia

dz(?) da(t) dy(t)
—— T t — —- o
a »(t) " + q(t) & tel,
Fig. 1.3

[care in particular, este satisficutd in cazul sistemului caracteristic
(1.25"), in baza celei de-a treia ecuatii a sistemului ].

Teorema 1.6. Dacd o bandd caracteristics are cel putin un ele-

MENE Toy Yoy Ry Poy Qo COMUN CU o suprafaid integrald S a ecuatier

(1.19), atunci aceastd bandd caracteristicd este in Intregime cuprinsdg
S.
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of
™ Dacit S<IR3 este definitd prin 2= f(x, y), vom avea (eu% = fus

F[wy yaf(wa ?/)7fz($7 ?/)7fy(m7 )] =0, (xy .7/) € Dzv

dacs f: D, — R ; vom presupune f de clasi G2 (D,). Se pot considera
ecuatiile diferentiale

dw S : ¥)] P = or,
"’1'" = -l [.’L‘, 3 7f(xa ?/)7.fx($77 )7f11 (w7 ¥l 81)

et

d.?/ / 3 (w ) )] Q = ?_13,
_1__ = Q[J/‘, ?/,,f(*% .7/)7 fz(x7 .7/)7 fﬂ 1Y)l 0q

dt

ciarora le atasim conditiile finitiale x(0) = x,, y(Ol ) ? Yo ;: _'keum
. s - r.‘_) .v . .‘. 9 _v“’ ) N unc ‘11 a
P, Q € ¢, teorema de existen{d si unicitate conduce la {

@ = at), ¥y =y(t), tel,

care impreund cu
z = fla(t), y(], tel

ini 1rbd di & evi §; putem presupune
vor defini o curbid din [R3, aflatd evident pe §; 2 p ‘
in plus f(wg, ¥o) = %oy adicd f[2(0), ¥(0)] = z,. Teorema va fi deg}on

stratd dacdi vom arita f (2o Yo) = Po; [0, Yo) = Qo Iar

daf, _ ¢ Ofy ——Y—f Z. Or, dacit 2(t) =
:f.@vP +ny7~£:_X fx47 dt f’” ?

= fla(t), y(t)], se deduce

df dx dy _ . »p
- = f, — 4+ — =T, F + fz Q}
dt T I a /

Afe = fm(_l_.%; + fxy%% = foo P 4 foy Q,

de dt
dfl/ e g:.p_ gg = 1) —I_ f Q
W g T e
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e o—r—,

si este evident ci @{— verificd ecuatia amintitd; derivind egalitatea
d?
F[w7 y)f(ma ?/)7 fx(xy K )7 fy(%la y)J =0, (‘277 y) € Dz;

in raport cu @, apoi in raport cu y si inlocuind apoi # si y prin @(t) si
y(t), se gisese :

Y +ny -+ I)fxy -+ nyy =0 =>fxyP +f3/yQ - ]*—fyZ,

ceea ce inseamnd cd sint verificate si ultimele dous ecuatii diferen-
tiale. Conditiile initiale f,(0,0) = p,, J4(0,0) = q, sint veriticate,
deoarece prin ipotezd banda caracteristici are in comun cu 8 elemen.
tul @, yo, 20, Foy Go- . -

Aceasti teoremi este importanty deoarece cu ajutorul ei se poate
indica modul geometric de rezolvare a problemei Cauchy

wly = up(w, )}

pentru ecuatia F(z, y , 2, p, ¢) = 0, unde v este o curbi din R? jar Uy
o functie cunoscutd pe v : este suficient si se considere toate benzile
caracteristice ale ecunatiei care au puncte comune cu v. Multimea
acestor benzi caracteristice va genera suprafata integrali ciutatd.
Rezolvarea efectivii a acestei probleme va fi datd la punctul 1.5.5.

1.54. Conoidul ecaraecteristic

Dacd xy, y,, 2, Po, 4, sint valorile initiale pentru sistemul
caracteristic (1.25""), atuncifixind punctul de coordonate (%o, Yo%) € [R3,
multimea caracteristicilor care trec prin acest punct vor defini o
suprafatd din R? care se numeste conoidul caracteristic al ecuatiei
(1.19) cu virtul in (z,, y,, 2,) [deoarece z — (5 %oy Yoy 20y Poy )y
Y = Y(t; Zo, Yoy 20 Poy €o)y #=2(1 3 To, Yo, 20, Po, %) in care z,, y, si 2, sint
fixati iar din conditia F(x,, Y0y %0y Poy Qo) = O se deduce o relatie intre
Do §1 qy; in concluzie #, y si 2 vor depinde doar de doi parametri]
(vezi fig. 1.4).

Comnoidul caracteristic al ecuatiei (1.19) avind virful in (%o, Yoy 24)
nu coincide cu conul lui Monge avind acelasi virf, decit in anumite
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cazuri particulare, deoarece conul lui Monge este determinat eu
ajutorul tangentelor in (zg, ¥, %) duse la caracteristicile care definesc
conoidul caracteristic [parametrii directori ai tangentei la o carac-

Conoidul _
> caracleristic
N

Conul lui Mange
Fig. 1.4

risticd ce trece prin (&g, Yo, 20) sint P, @, p P —+ q@Q calculafi pentru
@=dy, Y =1 $1 #==2, lar p 51 ¢ verificd ecuatin F'(xg, Yo, 20y Py @) = 0,
de unde se deduce imediat ¢ tangentele la aracteristicile care tree
Prin (&g, %oy %) definesc conul lui Monge cu virful in acest punct].

Evident, conoidul caracteristic astfel definit are virful sdu ca
punct singular si in plus, fiind format cu ajutorul caracteristicilor
ecuatiei (1.19), va fi o suprafati integraldl a acestei ecuatii.

Exemplul 15. in cazul ecualiei cu derivate partiale de la exemplul 1.1 conoidul
caracteristic cu virful in x,, yjo, 7o S¢ va obline prin eliminarea parametrilor ¢, p, si g, intre
egalitdtile

x = 2pg L+ gy =20 L+ Yoo 2= 2003+ 6 LAz DY gg =1
seobtine (x— )2 + (F—¥o)* = (=— z,)% ceea ce inseamni cd in cazul ecuatiel pitgt =1,
conoidul caracteristic coincide cu conul lui Monge.

in cazul ecuatiei p® + ¢*>=z, ecuatia carteziani a conului lui Monge se giseste elimi-
nind p si ¢ intre

T— % Y~ Yo

PR e =

- » pla—xg) + qU—Yg)=2"%;
T %, p( 0) q 0) 0

se obtine (x— )%+ (y— 77o)? =z4(z—z)%; pentru a obline ccualia carteziana a conoidului

caracteristic, se deduc henzile caracteristice ‘
x=1ay + 2p, (eF—1), y=yo+2q (et — 1), z=1z, ¢, p=pg ef, g=¢, ¢
prin integrarea sistemului diferential
dx dy dz dp dgq

== 2p, e = 2y, —— = 2L, TP, T T
dt ! d¢ 1 dt d¢ ! ds !

si se elimind paramelrii /, po si yp. Rezultd ecuatia
(e o) + (= o = 40/z = Vo?

care diferd de ecualia carteziand a conului lui Monge.

8

P

I——_

1.5.5. Existen{a solutiei problemei Cauchy

_Fiey <« R?*0 curbd de clasi (' definitd prin ecuatiile
Pparametrice ’

@ = 5y(8), Y = Yo($), & =#(s), s€J, (1.27)
funectiile @, si y, verificind conditia restrictivi
dx, , dy,
______ ;é P
P 0 s (1.28)

oF or
unde P = oo Q= e sint calculati pentru « = @, (s), ¥ = ¥, (s),

q
2=2y(8), P =Po(8); §=0(8), functiile x,, y, yiz, fiind definite prin (1.27)
iar functiile de clasi €% p, s g, sint astfel alese inecit se verifics
sistemul
F[74(8); Yo($), 20(8), Po(8); 4o($)] = 0,
, ) , (1.29)
2(s) = Do) @(s) - qols) yols), s ed.

Dacd acest sistem admite mai multe s ii 1 3 5e ¢ :
Conditiile (1.29) definesc o b nul'E ¥ bp‘-l'l‘lt‘l*l oy F e ¥ (Llegc‘ u‘n 5
( ¢ _ i yandd initiald (24, ¥o, 20, Po, %), formata
cu ajutorul curbei y si a planelor tangente la y avind in punctul
(2(8), ¥(8), 2(s)) parametrii directori (py(s), gy(s), —1). Conform cu cele
expuse in 1.5.3, solutia 2 =z(w, y) cautata a ecuatiei F(x,y, 2, p, q) =0
care verificia conditia ’ T

2l 2(8), Yols) ] = #p(8), sed,

Fig. 1.5

se poate obtine considerind multimea benzilor caracteristice ale ecu-
;L‘glel_ Qate care au ca element initial banda initiald (@,, Yo, fy Po) %)
(vezi f1g. 1.5). Altfel spus, ecuatiile parametrice ale suprafetei inte-
grale ciutate vor fi

@ = f(t,8), y = g(l,8), 2 =M, s), (1.30)
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unde f, g si h sint solutiile sistemului caracteristic (presupuse de
clasi (?)

- dg .
d A - P P

dz dp
—_— == P—f— _ =
? a  F 2, dt dt

care pentru t=0 devin

J(0, 8) = @(s), 9(0,5) = y4(s), R(0, 5) = zy(s)
si, in plus,
P(0, 8) = po(s), (0, 8) = gy(s).

Rezultd ci problema Cauchy pentru ecuatia =0 va fi rezolvatd
dacd ardtim cd intr-adevir din (1.30) se poate deduce z==z(x, y)
astf_elv incit J?’[fc, Y, 22, ), 2, Y)y 22, y)] =0 pentru @ §iy in
vecinatatea oricdrui punct al curbei y. Or, deoarcce se verifics (1.28),
rezulté

o9
o(t, s)

_9f9g
t==0 s 0t

_0fdg

= Pyi —[Quj # 0
o ot 0s Yo i 0 ’

t=0

deci, pentru ¢ suficient de mic, avem #Zh(’%yeo, sedJ. [iar teorema
o(t, s
funetiilor implicite permite explicitarea Iui ¢ sis:

b= t(mﬂ)a § = 8(”7?/)

(deci =f[U(w,y), s(z,y)], y=g[t(x, y), s(w,y)]. In acest mod, se poate
defini z(x, y) punind

A2, y) = hll(w, y), s(z,y)] (1.30")

§i rdmine de aritat cid functia 2(z,y) verifici toate cerintele. In
primul rind 2z € C* fiind o funcfie compusi cu ajutorul unor functii

de clasd C*;apoi, deoarece F(x, }/, %, P, ¢)=0 in ipoteza ci z, y, 2, p, q
parcurg o bandd caracteristicd, mai ramin de verificat egalititile
oz az Lo .

P = P q = ——. Pentru aceasta, se considers functia u = u(l, s),
@ dy
definitd astfel :

oh of dg
ut,$) = — —p <+ —qg =2 1.3]
(t,8) as P T4, (1.31)
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A e e

in care
D :p[t(x,y), 8('”7 nl, ¢g= Q[t(m7 Y)s 8(‘7"7 y)]a

p si g fiind solutiile corespunzitoare ale sistemului caracteristic ;

avem
ou _ 9*%h _ op of 09 99, O _ 94 _
ot dsat Ot ds Ot Os ds 0t ds ot
o (oh _of 99\, 0p of 9909 9p Of 99 9g _
"“79(757 PP at) 95 0s " 8s a1 ot 85 01 s
' of 9
= py 2o x4 (Y 4 )
ds ds Js Jt

daci se tine seama de ecuatiile sistemului caracteristic. Adunind si
seazind 7 22%—, se obtine
ds
on of ag ., Oh ap iq
A A P Ty A L B AN S
ot ¥ 0s + ds ds 08 0s

— 7 (_a}i — _a_f_. —q ;8_9_) — ﬁ — Zu = — ZQ,(,,

as P ds as Js

F = 0; ecuatia u = — Zu astfel
i ot

0
deoarece din F=0 se deduce D5
oblinuld poate fi interpretatii ca o ecuatie difgren‘gialén dgi deoarece

i . dz, @y dye 0.
U l—o=0, din (1.31) se deduce u(0, s)= R Po ds Qo s ﬁm:w
baza lui (1.29) singura solutie posibild va fi u(t, s) = 0 pentru_orice

t si 5. Se obtine

A

mn

oh of a9
AL BT 4 (1.32)
0s P 0s 1 0s

pentru orice t i s ; pe de altd parte, inlocuind in z=z(,y) variabilele
x  f(t,s), y=g(t, s), se obtine egalitatea

h(t, s) = z[f(t7 8)y g(1, 8)]
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care, derivatd in raport eu s si ¢, arati ci

Oh Oz 6_f+6z dg Oh _ 0z Of o9z dg

=T PO = 1.32'
ds dr ds dy Os ot Jdx 0Ot dy Gt { )
In plus, din sistemul caracteristic se deduce
oh of o9
= P e g 32"
o Par T4 (1527

interpretind cele patru egalitiiti (1.32), (1.32’), (1.32") ca un sistem

algebric avind necunoscutele p, g, 50—%, —(?—, cum determinantul
& Yy

of oy

o
#£0,

of g

ds s

in baza lui (1.28), solutiile vor coincide doui cite doui ; avem
02(f (3, 1), g(s, )] _

p(s, 1) = s, 1) = 02[f(s, 1), g(s,1)] ,
ow dy
ceea ce inseamns
playy) = PO G gy LB

AAstfel, s-a ardtat cd # definit prin (1.30°) verificd ecuatia F=0 si
sint verificate i conditiile inifiale, deoarece

#(@o, Yo) = 2[@(0, 5), y(0, )] = 2[£(0, 5), g(0,5)] = 1(0, 5) = 2y(5),

%ﬁﬁﬁ = P(Zy, Yo) = PL2(0, 8), ¥(0,8)] = Py(s),
8—%%9@)_ = @@y, Yo) = 9o($),
)
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1.5.6. Unieitatea solutiei prohlemei Cauchy

Unicitatea acestei solutii se poate deduce din teorema 1.4
in modul urmitor. Vom presupune initial curba y avind ecuatiile

v =0,y =ys), # = %(s) (1.32)
. . or
ceea ce antrencazd y'(s) # 051 P # 0 [din (1.28)]; cum P = o ’
A .
ipoteza -(9}1-9&() permite explicitarea lui p din ecuatia F(z, y, 2,p, 9)=0:
op
P :-“f(.%', Yy 2y Q) (1.33)
ciireia i se va ataga conditia Cauchy
A2, Y) lv=o = 9(¥), (1.32%)

unde ¢ se deduce prin eliminarea lui s din (1.32). Copsider@‘piile din
1.5.5 conduc la posibilitatea construirii a cel putin unei solui;_uv pentru
ecuatia (1.33) care verificd (1.32') ; aceastd solui;ui este unica. intr-
adevir, dacd ar exista doud solutii 2 §i 2, astfel ineit

-0z
’—éZI :f(x7 Y, ?1 ’";'L)y 4 = g(?/);
dx oy =0
. oz
v G 2 :f(m7 y, 22’ _:_2.-),, 22 = g(y>7
dx Y =

notind u=2, — &, se deduce %[0 =0 gi prin aplicarea teoremdi
cregterilor finite

ou 0z [’22 —
P :f(wa Yy 2y '5?;1‘) _f(mﬂ'/a %2y Y ) =

_(of _ of (3_1_6__):
w(75?)1 . zg)+(8q )1 oy oy

= (_%) w + (—@i) é—u—
62’ 1 aq 1 dy

daci f e O, rezulti '

on
ox

<Bla—“l+Miul- |
| oy
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Comparind cu datele teoremei 1.4, rezults A=0, N=0, ceea ce in-
seamnd |u| = 0; de aici se deduce z,—z, (in vecinitatea lui v).

“Dacid v _este definit prin ecuatiile w=wy(s), y=y,(s), s=2,(8)
printr-o schimbare a parametrului, se poate presupune < datd prin
Y=9(x), 2=2(x) ; efectuind schimbarea de variabile

% = ?/_Qo(m% Yy = y(x7 .7/)7

vom presupune & si g ea fiind noi variabile independente ; in aceste
variable, curba y va fi caracterizati prin x=0, ceea ce face si ne
situdm in cazul precedent. Deoarece functia necunoscutd va depinde
de @i y, iar cum

0z dz 0x dz Oy
St & 4 Y

P=—"-=am—— e = p(— ') + @y
da 0% o= oy Jow p(= @)+ @y,
dz dz 0% dz 0y -

B = }— 1

Y=y T ey oy oy DT

ecuatia F(x, ¥, 2, p,q) = 0 va deveni
Fla(@, y), y(@, y), A&, ), —¢'p + @Woy p + §7,] = 0;

pentru a se putea aplica rationamentul anterior, va trebui explieitat
T

- - A ok o

P, adicd va trebui si presupunem ' # 0; se deduce condifia

care coincide cu (1.28). Prin urmare, cel putin local, solutiile obtinute
Ia 1.5.5. sint unic determinate.

Unicitatea solutiei problemei Cauchy se poate demonstra utili-
zind unicitatea solutiilor (in conditii initiale date) sistemul caracte-
ristic (1.25").

Teorema de unicitate permite s% afirmim ci pentru o curba
initiald datd y [care verificid conditia (1.28)] solutia este unic de-
terminatd de-a lungul ei; teorema de existentd asigurd existenta
unei solutii in vecindtatea oriegrui punct al lui v lar aceste solutii
locale determini o singurdi solutie globals (dacd doud solutii locale
nu s-ar prelungi una pe cealaltd, atunci intr-o vecinitate dati a unui
punct al lui y ar exista doud solufii a aceleiasi probleme Cauchy)
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1.6. Ecuatia generalid neliniari cu derivate partiale
de ordinul intii

Ecuatia generald cu derivate partiale de ordn}nul m[lgl;’
pentru functia necunoscutd » = w(x), uw: D, -~ R, x e R*, D,cR?
S serie

Fx,z,p) =0 (1.34)

sau, explicit
F('T’t <oy Ly valv"’apn)zo (1.34")

ou

, j:1,2,...,%), D, ‘iind
aw]‘

(utilizind notatiile lui Monge p; =
un domeniu. ] _ .

Se presupune F :D, xR xR* — R, de o clasi m (m>2) iar prin
solutie in D, a ecuatiei (1.34) se va intelege orice functie ue C'(D,),
astfel ineit

OU(Xy - - -4 2,) OU(Byye v oy )

Cay

g s

]:0, xe D,.

F[ml,. Ty W Byy e v oy y)y

. A ] . A : N4l —
Din punct de vedere geometric, notind z=u(x), in [spatiul [R i
= {®,,. ., ¥, ~} aceastd solutie va defini o suprafatd n-dimensionald.

Teoria expusd la 1.5 pentru n=2 se extinde punct cu punct la
cazul n > 2; sistemul caracteristic al ecuatiei (1.34) va fi

day = Pj(z,2,p), ]=12,...1
dt
*(Zi = i Pi(x, 2,p) Ps (1.35)
dt =1
Wiy, _p, 7 =12,
de
cu notatiile
or
Xj— aF, Z:ﬂ’ j: "y :1,2,...,/"/-
ox, 0z op;
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Sistemul (1.35) este autonom si are 2n +1 ecuatii ; solutiile

@y = @y, .y, = @, (1), == (1), tel, 1

Se numesc caracteristice pentru ecuatia (1.34) iar solutiile ]
By=ay(1)y e ooy @, = Xy (), 2 = (1), Pr=p(2), ... yPu = DPu (1), te I,

definesc benzile caracteristice ale ecuatiei congiderate.

Fune@;ia P=F(x, ey Wy 2y Prye.op,) Va fioo integrali primd

pentru sistemul caracteristic (1.35), deoarece

. . 1
aF ((?ﬁ-_f_ day  OF dpi) ., OF dz |
di i=i\dx; dt dp; dt
dacd se utilizeazd i ecuatiile sistemului caracteristic ; asadar, daci
o solutie oarecare a sistemului (1.35) verifici ecuatia F=0 pentrua I
0 valoare t=t,e I, vom avea F=0 pentru orice te I; de asemenen,
orice bandd caracteristics a ecuatiei (1.34) care are un punct comun
cu o suprafatd integrald S este continuti in 9.

Conul lui Monge, cu virful in (x% %), x%e D,, atasat ecuatiei
(1.34), se obtine prin eliminarea parametrilor p,,...,p, intre egalitii-
tile

F(x0 20 X o .o o —a x, — o
-()-,&',p):(), Z(«I/j—*.’I/j)pj::ru“(v,———“:,..:——ur) 77777777
i=1 P 1

iar conoidul caracteristic al aceleiasi ecuatii avind virful in (x5 2% este
suprafata din R+ obtinuti cu ajutorul caracteristicilor ~ecuatiei
(1.34) care trec prin punctul (29,. . , @y 20) e R™+1,

Problema Cauchy atagati ecuatiei (1.34) solicitd determinarea
unei suprafete integrale S a acestei ecuatii care trece printr-o supra-
fatd S, datd din R™+ (numits suprafatd inifiald) de dimensiune »n—1 H
cu alte cuvinte, conditia initialiy s, = u(x), Sy R" dacii S, este
reprezentatd parametric prin f
o= 41}(1)(5‘_1,. Sy Sum)y e, = X (81 - 3 8u-1)y # :20(817' .

* ’Sn—l)7 (136)

§=(8 vy 84) € G,y = R*1 si dacd S este definitdy prin z =

= u(ay, ..., x,), va trebui si avem
2(8) = ufal(s),. . ., 23(s)] = u® [x(s)].
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oz dt \

Pentru constructia efectivii a acestei solutii se urm(;az:} ca,le%,
indicatd in 1.1.5; astfel, impreund cu (1.36) se dete.rmmai §ipYy. .., Ph
astfel incit p) sd depindd de s;,...,s,_, sisd verifice atit egalltameaf
F(x0, 20, p®) = 0 cit si conditia de ortogonalitate dintre planul lui
IR™1 avind parametrii directori (p?,‘. .- JoR -1) §i suprafata,v (1.36).
Se integreazi apoi sistemul caracteristic (1.35) in ipoteza cii datele
initiale sint

ay(t) = 2j(s), 2(t) = 2s), pl) = pi(s), pentru t =0,j=1,2,..., 1,

iar funetiile

xj:fi (T 81+ oy 8m1)s z::f(h Sy ySu—1) J=1, 27' ceymy (1.37)
dau reprezentarea parametricd a solutiei cdutate, in vecinit@tea fie-
:drui punct al suprafetei initiale §,. Funetiile (1.37) sint unic deter-
minate dacd

P ool ot
1 T e s e D
08, 08,1
P o) O
9 cer =
ds, 08,1 £0
, oxl oxd
P, — ‘oo
08, 08,4

in fiecare punect allui S, (aici P;=P; [x%s), 2°(s), p°(s)], j=1,2,. .., n).
O( &gy vy 2)

Oty 81y <oy S 1)
» 91y y a1/ - —_
mele n egalititi (1.37) se exprimd (conform cu teorema functiilor
implicite) variabilele ¢, s,, . . ., s, cu ajutorul variabilelor x,,..., , :

# 0 pentru ¢ suficient de mie, din pri-

Deoarece

t=Hwy,. . @,), 83 =8(Lyy ey @)y o ey 8y = 82,0+ -, 2,)
iar solutia in cauzi va fi

7= fl @y @), 815 - 2) ey 8By e, @) ] =

= W(Lyy. .+ -y X).

-
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Ecuatiile cu derivate partiale de ordinul intii intervin tfrecvent
in praeticd, fie sub forma generald (1.34), fie sub diverse forme mai
simple; una din aceste forme este asa-numita ecuatie Hamilton-

-Jacoby

cu
ot

-+rll(t,;ph D ) =0 (1.38)

oo ) °) ,
iy dx,

care se caracterizeazd prin aceea ¢i w nu apare direct ¢i numai prin
intermediul derivatelor partiale, ceea ce are drept consecinti faptul
¢, odatd cu u si w-e, va fi o solutie pentru orice c¢e R iar ccuatia
este direct explicitatd in raport cu una din derivatele partiale. Acest
tip de ecuatii cu derivate partiale va fi intilnit si studiat in cap. 2;
mai facem observatia cia ecuatiile caracteristice pentru ecuatia
Hamilton-Jacobi (1.38) au o formé mai simpld si mai simetrici (cu s
variabild independenti)

Ay e 0 A 0w g o
ds T ds ()pj’ ds a4 ' p;

] 254 ) o1 .
R R TR
ds at ds Oy

din care se deduce, de exemplu, s=t.
Exemple, 16, Ecualia (cu f o funclie de clasi > 2)
= peoqy -+ (P q)

in care deci M=z px—qy-—[(p, q), se numesle ccuafia Clairaut generalizald (cu doud
variabile independente) ; sistemul caracteristic va {i

dx af dy of
e e e e Ly L
dt Jap dt dq
dz of ar
= - PR g e P e —  —,
df ! W dp ! Jdy
dp dy

i 0, IR

(¢4 dl
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si se va inlegra usor ; giasim

A Of (Po> o) . 01 (Pos 90)
x =[x, ——a—p-— exp (— ) — »—-op ,

of(Po> 90)
dq

’

3 (py.

y = [!,0 4 M] exp (— 1) —
dq

oroy a0) - P 0)

T i g

exp (—1) + 75 —
op } p(—10)+ 7

z= [Poxo+ Go Yo+ Do
f (P> Go)
= Po%o = Go Yo — Po~

?/.(1)0’ (]ol
dq ’

dap 0

D= Py 4= Go-
In particular, daci f(p. q) = pq, sc giseste
= (% 4 qo) €= g0 U= Yo+ Po) € — Do D= Dos 4= G
2= (X Py F Yo Go + 2P0 90)€TE - 2 — T Do — YoTo — 2Py Gos
iar daci este necesarii rezolvarea problemei Cauchy : pentru x=0 si avem z=c¢¥ [sau,
ceea ce este acelasi lucru, curba initiald sa aibd ecuatiile x=0, y=-=5, z=exp(s)], se obline
usor reprezentarea parametrica a solutiei
x=et—e, y=e b4+ s—1, z=(2— 5)eft  eS(s — 1),
deoarece po = 1 — 5, gy = exp(s), dupd cum rezultd din sistemul
g Pl e ’ ’
F (g, ¥or 2o Pos o) = 0, 2'6(8)=DPyT’g+ ¢olf o-

17. Ecualia Clairaul generalizald in n variabile este

T=pp 4 oo+ P Xn (P -5 Pa)s

0z
cu notatiile lui Menge, p;j= b—-~< j=1,2,..., n, sl folunctie datd ; sistemul caracteris-
Xy
tic fiind
du; d
L= X ~—f j=12,...,n,
df op;
d: n n 0,-
—_ e Z X py— Z P —
d¢ =1 =1 0[)]'
dp;
ﬂ]f# = 0, j=12...,n,
d/

se integreazii imediat deoarece p; = p{’,. . -,pn:pg.
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18. Ecualiile cu derivate partiale de ordinul intii de forma

n
F{z— E X3 Pis Pys -+ P = 0
=1
n j

in ipoteza ¢ z — Z x; p; apare efectiv in aceastdt ecualie, este echivalentd cu una sau

j=1 .
mai multe ecuatii de tip Clairaut generalizald, deoarece prin aplicarea tcoremed
functiilor implicite, se deduce

- Z g pg == f(Proe -0 Pn)-

Aceste ecuatii au particularitatea urmitoare : conul lui Monge si conoidul caracteristic
coincid (acolo unde ele existi), lapt carese poate verifica luind in'consideratierelatiile care
conduc la aceste varietidli.

Exereitii

1°. Si serezolve problemele Cauchy care apar in dreptul fiecirei ecuatii :
dz Jz

) X by - =y, g o= a, 2 at = ddy
dx Jy

Au () u du
b) x ,é.),_- - 1/ -y -»;r-‘(*( 4y ay) exp(e 4 y+£), u= exp{x-+z) pentru y=0;

Ju du ()u 2 Y
) x f— + ) . ) = 2(x2 4 y? 4 22), u= a2+ y*> pentru z=0;

ox l)l}
ou \2 Ju )2 ,,,
d) a2 (—11 + 2 o =y, u=Vax pentru y =1;
dx dy
dz 0z
e) (26¥— ) —— } — =0, z = x pentrn y = 0.
dx dy

R, a) 22=2y2— 22— a%; b) u=¢e"W¥; ) u=2a>+ y*+ 2; QJu= Vay;
e) z = xe¥ — e2¥ - 1. :
2°, Si se determine conul Iui Monge si conoidul caracteristic pentru ecuatiile :
a) pg=1; Db) Vp - Vq =1; ¢) ppeps = 1.
R. a) Conul lui Monge : 4(x—x,) (y—Yo)=(z—120) %
Conoidul caracteristic ; 4(x—xo )y — o) =(z—2)*
e - Wz—7
b) Conul lui Monge : " - A - 2= %) .
Y=o r—xy X Xyt Y T Yo
Conoidul caracteristic :
(x=20) (U= Yyo) = (T Yo) (5 %) + (T—Zg) (—%¢)-
¢) Conul lui Monge
. 0. 0 o . 3
27(x;— 1) (X — a2) (w3 — 23) = (2 75)*
Conoidul caracteristic va coincide cu conul lui Monge.
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CAPITOLUL 2

Ecuatia lui Belliman
si ecuatia Hamilton-Jacobi

2.1. Problema controlului

2.1.1. Notiuni generale

In problemele care vor fi tratate in acest capitol, variabila.
independentd, t va avea semnificatie de tlmp §i se va presupune
1€ [ty t,], unde — oo < #,<t;<< 4 o0 ; vor aparea doud grupuri de
funetii : X = (2, ©y,...,x,) numite variabile de stare (sau de fazd) si
u = (U, Uy,. . .,u,) Dumite variabile de control. In problemele de con-
trol apar unele elemente caracteristice si anume :

a) Fuanctionale avind fie forma

T w] = " fott, x(0, %), u) a 1)

(unde f, :[t,, t, ] X R**+™ — R se numeste integrand), numite functionale
de tip integral, fie forma

Jo[X] = 9lty, X(to), t, X(t;)] (2.17)

(unde ¢:RXR"XRXIR"—[R) care se numeste funcfionald de
tip terminal, fie forma

J5[x, 0] = Jy[X, u]+ J,[x] (2.17)

care este deci o functionald de tip mixt, J, i J, fiind definite prin
(2.1), respectiv (2.1).
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b) Restrictii asupra variabilelor de stare si variabilelor de control,
care pot fi serise fie sub formé de egalititi i inegalitati

Gy[f, (1), X(1), u(t)] =0 } (2.2)
G,[t, x(1), X(t), a(t)] <0

i Gy [to, ;] X R* X R™ —R", j = 1,2, fie sub forma
uelU < R", Vielc [ty t,], (2.29)

[in particular, daed in (2.2) nu intervin X §i u, acestea se numesc
restriciii in stare]. - ; ) _ )

Daci, in particular, restrictiile Gy[t, x(1), X{(t) u{t)] = 0 din (2.2)
apar sub forma

x = f[t, x(1), u(t)] (2.3)

cu f: [t 1,] X R*”—=R", le vom numi restrictii sub formd normald.

Dacd in (2.3) u este cunoscut, se pune in evidentd un sistem
de n ecuatii diferentiale de ordinul intii : orice solutie a acestui sistem,
corespunz’ind variabilelor de control wu, se numevgte tr_aiectom'e (}rl
spatiul fazelor) iar perechea (X, u), pusi in legaturd cu sistemul (2.3)
(x este solutia corespunzitoare unui u dat), se numeste control.

¢) Conditii la limitd care se impun variabilelor de stare la capetele
intervalului [t,, ¢,], deci se referd ly variabilele 7, si x(Z,) ca si la
variabilele ¢, si x(t,) ; conditiile la limitd pot fi cu capete fixe [deci
dach X(t,) = X" §i X(t;)=x'], periodice (dacd intervalul [ty %] este
fix far X(fy) = X(,) sau cu un capit liber (celdlalt fiind fixat) cind nu
apar conditii la limitéd la unul din capetele traiectoriei. Aceste conditii
1a limitd se vor nota prin T’ (evident I' cR X R*X R X R").

Prin problemi de control optimal se intelege determinarea vecto-
rilor variabili x i u astfel incit (x, u) si verifice conditiile

J[x, u] — inf (sup), (
G, [t, x(t), x(1), u(t)] =0, G,[t, x(1), X(1), u(?)|<0, (
uft) € U(t), (2.6)
(o, X(to), t, X(t;))e I (2.7
Dacd functionala (2.4) este de tip integral [deci de forma (2.1)],

problema de control optimal se numeste problemd Lagrange, dacd
funietionala (2.4) este de tip terminal, problema de control optimal se
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numeste problemd M ayer iar dacd functionala (2.4) este de tip mixt,
problemy (2.4)—(2.7) se numeste problemd Bolza.

Intervalul [2,, ] de variatie al variabilei independente ¢ poate fi
fixat (cind problema de optim se numegte problemi cu timp fix)
sau nu.

Funetiile @y, ..., r, se presupun derivabile pe portiuni iar varia-
bilele de control w,,. . ., u,, se presupun continue pe portiuni.

2.1.2. Exemple de probleme cu control

a) Fieun punct material in miscare rectilinie cu masa unitate ; se cere sit se comande
forta u care trebuie aplicatd acestui punct, pentru ca acesta si ajungd in timp minim
intr-un punct dat, stiind ci asupra lorfei u este impusi restricia |u| < 1 si cunoscindu-se
totodata pozilia si viteza iniliald.

Eeuatlia de miseare fiind ¥ = 1, punind & = x, &, = x,, se deduce sistemul autonom

Ty = x,, T, = u.

in spatiul fazelor (xy, @y), aceastd problemd revine la determinarea lui u, daci |u] < 1,
astfel incit traiectoria corespunziitoare care are originea intr-un punct (x‘l’, R g) si cealalta
extremitate intr-un punct dat [care poate {i chiar originea (0, 0)] sd corespundi timpului
minim in care se ajunge din (29, x9) si (0, 0).

Iiste usor de verificat faptul ¢i problema in cuzi (numitd problema de sinfezd) este

t
un caz particular al problemei (2.4) — (2.7), in care /[, =0, {;={(, J[x,u] == S 1 dt
0
(deci fy == 1), G, = 0, G, esle asllel incil conduce la sistemul diferential &, = x,, #,=u,
U= {u|l ~1<u< - 1} (deci U este un interval) iar conditiile la limiti T sint astfel
ncit a,(0) = xf, x,(0)==x si 2, ({) = 0, 2y({) = 0.

b) Prodblema rachelei in consum optim revine la determinarea vitezei de ardere a
combustibilului si a unghiului de atac, astfel incit, plecind dintr-un punct dat, racheta si
ajungd intr-un alt punct bine precizat, cu un consum minim.

Dacit se noteazd prin a = a(/) viteza de ardere a combustibilului si cu m = m(/)
masa rachetei la momentul ¢, avem m(/) = masa combustibilului + masa M a rachetei si

dm
deci m(l) = M iar o = - a: ecualia de miscare a rachetei va fi
das
dv v— v
—— = F — a
d/ m

dacit v i v’ sinl vitezele rachetei la momentele ¢ si ((t’={4- A{) iar F este rezultanta for{elor
exterioare (raportate la masa unitate).
Notind cu o unghiul de atac, se obtine, din ecuatia anterioara, sistemul
doy . v — v’ dv, v — v’
=

1 — acosw, —— =Ifg— - asinw
dt m d/ m
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(considerind un sistem de axe dintr-un plan care trece prin punctele in cauzd), la care se
ataseaza conditiile initiale p,(0)= vg, 2,(0) = z)g. Notind cu ¢, moementul initial al miscirii,
cu ty momeptul [inzfl al aceleiasi misciri, cu my si m, masa initiald, respectiv finali a rache-
tei, se obline egalilatea

¢y
my = m, — S a(ly di
tO

si dbLl canlitatea de combustibil consumata va fi egalit cu my—m,. Problema impune si fie
verificata inegalitatile

0<a<aly <a, Wy < o) < oy,
fy
Ay, @y, g, g €R, ceea ce aratd cd dacd notim u = (¢, ) si J = S a(l) dt, se obline o
to
problemi de control optimal; aceasti problemit are o importanti practicd deoschild,
deoarece este stiut cd o rachetd nu poate avea o masi oricil de mare ca st se poatil utiliza
oricit de mult combustibil iar un consum redus de combustibil este scopul major al oriciirei
cercetdiri.
¢) In cazul unor situafii de produclic planificald apar probleme de control ; astfel,
daci [/, 44] este un interval fixat de timp, notind cu x==2x(f) un stoc de marfi la momentul
L€ [y, 4], cu ¢=¢(f) = 0 cererea pentru marfa in cauzi la momentul ¢, cu 1 = u(t) pro-
ductia de marfd la momentul / (care poate (i controlatd), daci x, este stocul inifial dc¢
marfd, funclia x va verifica

dx
— = — () + u(t), x(ly) = ¥, > 0,
Q@ o(l) + u(t), x(ly) 0

iar u trebuie ales, evident, astfel ca x({) = 0, [ € [/, ,] In ipoteza

0 < w(!l) < uy, LE [ty 4],
unde u, reprezinti maximul pe care-l poate alinge productia in cauzi. Presupunind
costul productiei pe unitatea de timp o functie f, avem [ = [/, x({), u(¢)], costul total va fi

51

Clu] =S flt, x(0), u(t)} de

fo

iar problema de control care apare in mod nalural este aceea a determindrii lui z pentru
minimizarea costului total. Iiste evident ci acest tip de problemit se incadreazi in cea
descrisd la 2.1.1.

2.1.3. Programare dinamici

Prin programare dinamicd se intelege o metodd generald de
rezolvare a unor probleme de optim ; aceastimetoda afost elaboratd gi
aplicatd in diverse situatii concrete de citre inginerul american
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R. Bellman. Vom exemplifica aceastd metodd luind in considerare o
problemi de control optimal, asa cum a fost formulatd la 2.1.1, cu
mentiunea ci metoda este aplicabild i altor situatii; programarea
dinamici are la bazd un principiu de optim postulat de Bellman, care

[

&

Fig. 2.1.

redus la cea mai simpld expresie, se formuleaza asttel : ,, Comportarea
unui anwmil sistem in vittor depinde numai de starea lui actuald”’
(deci nu depinde de comportarea in trecut a sistemului).

Pentru a intelege mai bine acest prinecipiu, vom considera fig. 2.1,
in care A B este o traiectorie optimald din spatiul fazelor, adicd in
anumite conditii restrictive funetiile X =x(t) vor realiza minimul unei
functionale J date (pe care o vom presupune de tip integral); pentru
precizare, vom presupune ci acest optim este un minim. Traiectoria
A Bpoate fi considerati ca fiind reuniunea arcelor A gi OB, punctele
A, B si O obtinindu-se pentru valorile t=t,, t=1;, si t=t"€ Jly, ;[
inlocuite in x = x({).

Principiul de optim al lui Bellman afirmé ca dacé arcul A B este o
traiectorie optimald, atunci si arcul OB este de asemenea o traiectorie
optimald (pentru problema in cauzi) ; dacd n-ar fi aga, ar insemna ci,
daciti de exemplu arcul OB, ar fi optimal, functionala J ar avea pe
traiectoria A0 U OB, o valoare maimicd decit pe traiectoria AC U OB
(deoarece J [cp > |cp,), ceea ce contrazice ipoteza de optimalitate
a traiectoriei ACB. Aceastii contradictie aratd c¢d arcul OB al
traiectoriei A B reprezintd, in mod obligatoriu o traiectorie optimé
(pentru intervalul [i1, ;)] & problemei considerate, chiar dacd pe
arcul 40 se realizeazd sau nu optimul funetionalei J (pentru intervalul
de timp [{, t']).

Acest principiu de optim se referd la acea stare a unui sistem con-
siderat, care succede unei anumite stdri date ; este posibil ca pentru
o stare anterioarit stirii actuale, acest principiu si nu mai fie valabil ;
de exemplu, cum se cunoaste doar X(ty), nu si x(¢'), nu se poate afirma
et arcul AC al traiectoriei va fi o traiectorie optimala.

La prima vedere, acest principiu pare banal, dar aplicarea lui
conduce la concluzii deloc banale; in plus, chiar principiul insusi
este departe de a fi elementar. De exemplu, afivmatia ,, Un arc oarecare
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al unei traiectorii optimale este de asemenea o traiectorie optimald’ nu
este intotdeauna valabild, dupd cum s-a ardtat mai sus.

2.1.4. Eecuatia lui Bellman

Vom utiliza consideratiile din 2.1.3 pentru a deduce o ecuatie
cu derivate partiale de ordinul intii, care se poate ataga unor pro-
bleme de control optimal. Vom presupune ci s-a determinat x==Xx(t),
1, <t<{, care defineste o traiectorie optimald in spatiul fazelor a unei
anumite probleme de control ; dacd te i, ¢; [, arcul ¢, B al traiectoriei
optimale 4B [d=x(t,), B = x(t;), C =X ()] va fi de asemelneca o
traiectorie optimald, ca siarcul CpB sit’ = t-4h, al aceleiasi traice-
torii. De aceea, dacd se noteazd

il
S(t, x) = S[t, x(?1)] = inf J[x,u] = minS fols, X(s), w(s)]ds, (2.8)
uel uelU ¢

va rezulta

S, x) = S|t x(t)] = infS 118, X(s), u(s)] ds ;

ueU

prin urmare, deoarcce
129 »
S Jols, X(s), u(s) ds*SfO[s x(s), u(s)} ds -+ Sfo[? x(s), u(s)Jds,
1

se poate scrie

wel

S(t, x) = inf(g : }0 Is, x(s), u(s)] ds + mmS’fo[‘s, X(s), u(s)] ds)' (2.8")

In ipoteza ¢i f, este continui, avem

S"""fo [, X(5), u(s) ] ds = fo[t, x(1), ()] b -+ O(h)

¢
iar din (2.8") se va deduce
S(t, %) = inf - [ft, X, Wh+S(, X') + O(h)]. (2.8
ue
Presupunind x e 02, avem, in ipoteza x = i(f, x, u),

X' = x(1') = x(t-+h)= x(1)+hx'(t)+O0(h?) = x(t)-+ki(t, X, 0) +-O(L*)
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iar dacd S este o functie diferentiabild in argumentele ei, se poate
scrie

S(t, X') = S[t+h, X(t-+h)] = S[t-+h, X(t)+ (¢, X, w)+O(h?)] =

5 . 98(t, x » 08(t, x)
:b(t,x)+11/-¥—)—+h2~ t,x) fjtx, )+ oh) =
4 j=1 8([);
S i, X
= S(t, x) + h - Et’ ) + (vx S, ) b+ a(h)
0
cu notatia vy S == grady 8§ = (~»0S s LS y eyt o8 ), o avind pro-
0wy 0, oz,
prietatea lim A 9;—-}_ = 0; inlocuind 8(¢’, x’) in (2.8"), deoarece S(t, X)
-0 4
J.
S(/t{ )h nu depind de u, se ajunge la egalitatea S(t, X) =
b
= S(t, x) |- (/bét ) X) I+ 1nt [foltyx, Wy 4 (yx S, 1) b + o(h)], care,

dupa reducerea 1ormemlox asemenea, si dupd impartirea la h, pentru
h — 0, conduce la ecuatia lui Bellman

I int [t x,w) + (v, 8, )] (2.9)
ueU

sau, deoarcce (v, 5, ) este un produs scalar, aceastd ecuatie se mai
serie

_&((;,fx_) 1nt [fot x, u) + Z fi ] (2.9

Eeuatia (2.9) este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intii de
o formd deosebitd fatd de ecuatiile din cap. 1 si este verificatd de
functiile care minimizeazd functionala de tip integral avind pe f,
cu integrand, variabilele xy,...,z, fiind solu{ii ale sistemului dife-
rential

da:,

=f; (@, x,u), j=1,2,...,n.
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Exemple, 1. Ecuatia lui Bellman in cazul problemei de sintezd a) din 2.1.2 va fi

as 4 oS a8 f1=0 d as
— -, — =0, dacd — 0
ot : ox, dx, dx, =
sau
aS | S 4 as L—0 a Iy
— Xy =0, daci > 0,
at Sy O, + Dy
' ) . . a8 aJS
deoarece [} == X,, fy = u, fy =1 jar min 14 2y ——F 1 - se obline penlru
—l<u<l dxy dug
Zh oS
u=-—1 dacd —— > 0 i pentru a0 = -1 daci -— < .
X X,

2. Daci este cazul problemei de control optimal

tl
Jlxy, x,] = S I(xy, a,) dl—inf,
%o
duay 1 dt,
cie QX A Xy, o =0, 0 € fa, b,
Al R fe. 71

se obline
aS . ) S as
e == ind | F(ry, vy) 4 (uay - oag) e - u?

ol agnugd ().‘Cl ()JJZ

iar valoarea minimi a trinomului din parantezi se alinge pentru 74 = — —— | ——
) 2 OJxy | da,
S

. a8 .
dacd —— >0 |daci —— <
J Xy 00X,
iar ecuatia Bellman va [i

)

), nu existd valoare minimi pentru trinomul in disculie)

2.1.5. Principiul de maxim al lui Pontreaghin

Luind ea punct de plcc;u' ecuatia lui Bellman (2.9), se {ine
seama, de faptul cil se poate serie in locul acestei ecuatii egalitatea

o 08 (t, x a8(t, x
Sup["‘fﬂ(ty X, u) — Z _(()070, )fﬂ'(t7xau)‘“ ( L—J =03

welU 2

QD
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introducind vectorii # -1, dimensionali

a8 o8
- (fmfv . '7fn)7 P = (_17 - ”5‘;;'7 ] _Waxn )’ (2-10)
ultima egalitate se poate scrie sub o formé mai condensat
08 y 8 . ,
sup (f, p) =—, daca p; = —i-———, j=1,2,...,m, (2.10")
uel at da;

unde, ca de obi(;ei, prin (f, p) se intelege produsul scalar al vectorilor

fsip:(i,p)- ijpj

VYom putea dvduco principiul de maxim al lui Pontreaghin in
ipoteza restrictivi Se (2; pentru aceasta se considerd functia
I" = F(x) definitd prin

rey = X e+ 3 PO, @

()7(/ je=1 dx]

unde te i, 1, [iar uw este controlul optimal corespunzitor problemei
cut = 7 & x(7) determinat ; deoarece se presupune cd toate consi-
deratiile din 2.1.4 s-au realizat in cazul unei traiectorii x = x(t)
optimale, pentru o astfel de traiectorie avem F(x) = 0. Din ecuatia
Iui Bellman (2.9') se deduce min F(x) = 0 i deci pentru orice alti
traiectorie avem HF(x) = 0; aceasta inseamni c¢& pen‘gru X=X(1),

s}

F igi atinge valoarea minimé, ceea ce insecamnd —— =0, k =
Ty

=1,2,...,n, adicd

2 P n H2 no 0 af.
(9 (AS k|4 ,df() + Z . (4] S fj + Z _£§ _—/gfi_ — 0 (2'11/)
ot 0w, de, o dw; 0xy, =1 day Oy

(toate functiile fiind calculate pentru x si w care definesc o traiectorie
optimald).
9S(t, x(t))

S& notdm o (1) = , k=1,2,...,n; deoarece

day,
. 2% LI LI\ B %8 LINEN]
) = — iy = ————— Y} ———f,,
day, 01 i< 6.71', dw; O, 0t o1 Ox), 0wy
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din (2.11) se deduc egalititile
o _ 08 O _

Bult) = — -0
t 0w, =1 0wy O,
afo c 0f1 afo
= — - ) = — -
da, ng axk j o1, ng 2, Pis

care aratd cd functiile ¢, ..., @, vor verifica sistemul diferential

: dp; 0H(t X, u p)
Tif:_#’ k=1,2,...,n, (2.12)

unde H este definut cu ajutorul produsului scalar al vectorilor (2.10)

H(t, x,u,p) = (f,p) = }_,‘fjp

.fo(ta X, “) + Z fj (ta X, ll) ;-
j=0 j=1
(2.13)

Deoarece se presupune ci functiile a, ,,..., 2, verifici sistemul
diferential

_ day,
dt

= fi(t, X, u) (2.12")

6H
dpk

(2.12'), cu ajutorul functiei H definite prin (2.12), se deduce sisternul
diferential

8i deoarece se observi ci f, = E=1,2,...,n din (2.12) si

dw,  0H(t, x,u, p)

dz Op;.
k= 1,2, ...,n; (2.14)
dp; _ 0H(i, x, u, p)
d¢ 0wy

de asemenea, in notatiile noastre, egalitatea (2.10’) se mai scrie

S
05 = sup H( i, X, u, 08
at nelU Oy
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a8 .

cu p=—7=12,..
0x,

ciutatd, deci

sup H(t, X, 1, —g—s—):ﬂ (t X, u, g’i);

&x; X;

., 1, iar in ipoteza cé u este chiar comanda

se ajunge la concluzia ci pe traiectoria optimald trebuie si avem

Ht, x(1), u(t), @(t)] = sup H[t, X(1), w, o(t)] (2.14')

Relatiile (2.14) si (2.14") constituie particularizarea principiului
de maxim general demonstrat de L. S. Pontreaghin la cazul urmi-
toarei probleme de optim :

S& se determine solutiile sistemului diferential
day

——= = f; ({, X, u),

i=12,...,n,
dt

care verificd

70 7 — ;
@y (ly) = x5, J=12,...,n

§i care realizeazd un optim pentru functionala de tip integral
- tl
Ty 1% wl = { oty x(0), u)] d,
tO

stiind ed w € U, mulfimea U a restrictiilor fiind definitd in [R™.

Aceastii problemi se va rezolva astfel : se construieste functia H
(numitd hamiltonian),

H = I (4, x,u,p) = f, (t, X, n) — Zfi(ty X, ) p;
i=1

pentru care se cautd valoarea maximi in U, in ipoteza u : [y, &;] —IR™;
odatd determinati aceasti comandid u, se calculeazd H(i, X, u, p) in
care vor rimine necunoscute functiile w,...,2, U, ..., U, care se
determind prin integrarea sistemului diferential (1 14) iorm(Lt din
2n ecuaftii cu 2n necunoscute in conditiile initiale date pentru «y,. ..,z,
si in conditiile corespunzitoare pentru p; = ¢; deduse din problemd
(ultimele conditii sint acelea care ingreuneaza acest algoritm simplu
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si de aceea, in practicd, aceste functii se determinii dupd un numdir
de incerciri, pentru a se obtine solutia optimi).

Principiul de maxim al Iui Pontreaghin a fost dedus in conditii
destul de restrictive pentru  fo, fi, .oy fay  @py vy @y Upye ooy Uy s
demonstratia datd de Pontriaghin, care nu utilizeaza metodele pro-
gramdrii dinamice, solicitd conditii mult mai pufin restrictive :
fos T15- -5 fn sint presupuse de clasd CY, =, ..., x, sint derivabile
pe portiuni pentru ¥ € [, {,] iar uy, u,,. .., u, sint continue pe por-
tiuni in acelasi interval.

Exemple. 3. S& presupunem cd trebuie determinald comanda a, unde [u| < A,
A> 0, astfel incit un punct material a cirui deplasare pe de o dreaptd este determinald
de soluliile ecualiei dilerenliale

¥4 20 2= u, a, bER,
sd ajungd in Limp minim din punctul x, din care pleacd cu vileza vy, in origine cu viteza
nulé.
Introducind in calcule spaliul fazelor si punind x =x,, &=

x,, rezultd sistemul
&y == @y, &y = o 2ax, — P a, - ou
care lrebuie integrat in intervalul [0, /], in condiliile x,(0) = 2, ,(0) = 2,(0) = vy,
23() = 0, xy(f) = 0, aslfel incit { = min.

¢

Deoarece { = S 1- d/, prin comparalie cu problema slandard, se deduce
0

=1, fi=2, [, = — 2ax, — P>z, + u.
Functia hamiltoniand atasalii acestui caz va fi
H(L &y %, s pyy o) = fo = pili— Pofy =1 — pray — (2ax,+ b2 ) — u) py,
care, fiind liniard in wu, isi va atinge valoarea maximi la capetele intervalului de varialie
pentru variabila de control u (deci valoarea maxima pentru I7 se objine pentru u = + A
dacit p, > 0 sau pentru u = — 4 dacd p, <t 0); asadar
u = A sgnp,.
Scriind sistemul diferential liniav verificat de citre funeliile p, si py,
aIr, e
. s . .
Pr= — —= = — D¥p,, Py = — —— = — p—20 py,
dx dx,

prin eliminarea unei funclii necunoscute, se deduce ¢i alil p, cil si p, verilicd ccuatia
omogend ij -+ 2ay + b2y = 0, deci, in ipoteza |a| < |b]

po(l) = ¢y ¢~ % sin (Y02 — @ 1+ ¢)

(p; nu neintereseaza cit face efectiv, deoarece comanda u se determind numai cu ajuto rul
lui p,) ; se deduce comanda ciutati

. u(l) = A sgn [e; e "% sin (V02— @@ L+ ¢,)],
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constantele ¢; si ¢, determinindu-se din conditiile impuse problemei (impunindu-se pentru
Py 51 pp conditiile initiale p;(0) = pf, pa(0) = pg).

%. Sa considerdm un sistem a cirui comportare este descrisi prin solutiile sistemului
diferential
Ty = Xy &y = —a Ty u, a>0;
trebuie gisitd comanda optimald u, care satisface |u| < b, b > 0 astfel incit obiectul in
studiu si ajungd din pozitia (2§, 2§) in pozi{ia («1, 21) in timpul ¢, (fixat), iar integrala

tl
Jylu] = S lu(s)| ds
0
si fie minima.
Se obtine deci funciia I definitd prin

(1, xy, Xy, 11, Py, Po) = || 4 prag + po(u —a xy),

din care se deduce atit sistemul diferential

Pr=20, pp = — py+ ap,,
verificat de citre funectiile p; si py, cit si valorile lui u pentru care I7 isi atinge valoarea
maximd ; rezultd u == 0 dacdl |py| << 1 si u = bsgn p, daci |p,|> 1. Valorile optime care

interescazd pot Ii ob{inute prin rezolvarea numericd a ecuatiilor pentru x;, x,, p; si p;
tinind seama de condiliile impuse.

5. Dacil sistemul diferential X == f({, X, w) este liniar, de forma

n
;= z i g+ w2l = _112, j=1,2,...,n,
k=1

far |u;l <44 j=1,2,...,n, si esle vorba de determinarea timpului minim, se ob{ine
functia hamiltoniand

n w
nH=1-—- 2 [)j(z gy .’Ck~|— llj)

j=1 E=1

ale cirel valori maxime (in raport cu variabilele u,, u,,..., uy) se ob{in pentru u; =
=Ajsgnp;,j=1,2,...,n;sistemul diferential pentru obtinerea functiilor p;, p,,. . .,p, va fi

k3

pi=— Y @G Pe Pl =p% J=12....n
k=1

Dacil a;;, € R, acest ultim sistem va avea soluiiile cvasipolinoame, care fiind funclii olo-
morfe pe IR ceea ce face ca p;(f) sd nu-si poatd schimba semnul decit de un numdr finit
de ori (aceste schimbiri de semn faratd ca trebuie sii trecem de la comenzile 4 Ajla
comenzile - Ay).
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Férd a insista asupra demonstratiei principiului de maxim (care
a fost dedus anterior in conditii rcstmctwe), vom da enuniul acestui
principiu asa cum l-a prezentat L. S. Pontreaghin.

Se consideri sistemul autonom de ecuatii d1feren’giale

X = f(x, u), X(t) = x,°

cu feC{X x U), unde U este inchiderea multimii U < [R™ iar
X <cR"; totodatd se considerd si functionala (de tip integral)

S folX(), u(t)] di

cu f, € OHX xXU) si se cautd solutia urmitoarei probleme : dintre
toate funetulc u poslbllc care au propnctaA ea cf punctul x din spatiul
fazelor este dus din pozitia x° in pozwm x!, sl se gaseascd aceea care
realizeazd minimul functionalei J(#, si #; nu sint obligatoriu fixati).

Pentru a formula prmmplul de maxim, se conmdem sistemul
de ecuatii diferentiale

. 2 0f(x, u .
P;= — Z fl(ﬁ ,"”’>',/plm J=0,1,...,n
L=0 £

unde p = (pg, Py, - - -5 Pu) Sinb funclii auxiliave 3i se formeazd functia
n

H(p, X, u) = (p, 1) = Z Py fi(X, w)

i=0

cu ajutorul cireia, t{inind seama c& variabila x, s-a definit prin

Sfo[x u(s)] ds, deci @y = fo(X, u), Xolty) = 0,

sistemele diferentiale care apar se pot scrie sub forma simetrics
d 0 d oA .

ke , P -—— J=012,

d¢ 8pj di 0,

Considerind u arbitrar (cunoscut), se poate determina vectorul
X = (Bgy Xyy- - .4 &,) CATC Ver1flea, sistemul dlferen’gml dat si conditiile
initiale x(f)) =x° = (0, 4%,...,29) si s& presupunem x definit
pentru ¢ € [t ¢,] cu ajutorul acestor vectori X §i u se pot integra §i
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ecuatiile diferentiale care definesc vectorul p (presupunind determi-
nate conditiile 1mt;1ale)

Pentru x si p fixati (constanti), functia # devine o funcfie de
u e U §i si notdm prin .4 marginea superioard

M = sup H (p, X, u)
uel

(egalitatea avind loc aproape peste tot).

Teorema 2.1 (Pontreaghin). Fie u(t), 1, < t < ¢, un asifel de conirol
incit traiectoria X(1) corespunzdtoare cu  X(ly) = x® sd fie 'definitci
pentru orice t € [ty, t,] iar pentru t=1, sd treacd printr-un punct al unei
drepte ©. Pentru ca u sd devindg o comandd optimald iar X(1) o traiectorie
optimald este necesar s@ existe un vector absolut conlinuu p=(Pg, Py, - - -, Pp)

corespunzdtor lui w $i X astfel incit :

1) functia A [p( ), X(1), u} de variabila w € U sd-si atingd aproape
peste tot pe intervalul [t,, t,] valoarea maximd pentru w = u(?)

H[p(t), x(1), u(t)] = A[p(t), x(1)];
2) la momentul t, € R s& avem

Polty) < 0, A[p(L), X(4)] = 0.

In plus, dacd p(t), x(t), u(t) verificd sistemul

. 0K . oH .

Py= s ;= -——y j=0,1,...,n,

()IE]' 0}},
st condifia 1), atunci functiile po=po(t) si M =AM [p(1), X(1)], ca funciii de 1,
stnt constante (ceea ce inseamnd cd verificaren relafiilor de la conditia 2)
poate fi faculd pentru o valoare oarecare a lui t € [ty ,]).
Principinl de maxim al lui Pontreaghin reprezinti o conditie

necesarid de optim pentru sisteme neliniare iar pentru sistemele liniare
este o conditie si necesard si suficienti.

2.1.6. Rezolvarea problemei de sintezi
In baza exemplului a) din 2.1.2 a rezolva aceastd problem
inseamnd a determina timpul minim in care un obiect, a carui deplasare
este definith prin sistemul
By = Ty, Ly = U,
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unde variabila de control verifich |u| < F, £ >0, ajunge, in sl)a‘gihl
fazelor, din punctul (a3, #9) in origine.

Utilizind principiul de maxim, deoarece fo =1, f, = @y, f2 = U,
functia # va fi

H (b, X1y Ty Uy iy P2) = Dofo + Dif1 + Pafo = Do + pras + Pa,

care, fiind liniard in u, isi atinge valoarea maximf pentru u=7xsgn p, ;
sistemul diferential pentru functiile p,, p; $i p, va fi

10__‘8%_0?_#6%*0@_ ayf__p
Q 0‘/1;0 b 1 0“;1 H 2 awz 1
ceea ce inseamni p,=a € R si deci py(t) =—at-+b. Presupunind cu-

noscute valorile initiale pentru p, si p,, adicd p,(t)) = pi, Paty)=
= p3, gidsim

Pa(t) = p, po(t) = — Pt — 1) + pt;

dacd py si p? ar fi cunoscuti, atunci, deoarece u(t) =k sgn py(t),
problema ar fi fost rezolvatid (problema determindrii acestor valori
reprezintd dificultatea centrald in aplicarca principiului de maxim) ;
in cazul nostru avem |u(t)|=\k sghp,(t)| = I (deoarece sgup,(t) nu
poate lua decit valorile 4-1) si in planul fazelor a,, @, se poate defini
o curbi wy=¢(xy), cu proprietatea ci pe aceastd curbd comanda u
isi schimba semnul, care poartd de numirea de linie de comutare a
comenszit. Cum

u(t) = k sgnlps — pi(t — &)1

functia p,(t) isi schimbd semnul o singurd datd, singurul zero al
lui p, fiind
0
’ y D2
1=ty -
D1

(evident t,<t’ < 1, dacd #; este timpul in care obiectul ajunge in
origine). Rezulté cd pentru comanda optimald w=u(t), se obfine o
functie continuid pe portiuni, cu |u(t)| = k, avind doud subintervale
ale lui [{,, ;] in care péstreazi semn constant ; aceastd proprietate a
comenzii optimale u=wu(t) permite, in acest caz, s gidsim traiectoriile
optimale din spatiul fazelor.
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. . d 1

Dacd u(t) = -+ k, se obtine ecuatia diferentiala -»—ml—z—«mz,
de, k

deci »,(@,) = —— a3 4 ¢ ; se objine astfel o familie de parabole de-

2k
pinzind de parametrul ¢, ; dacid se ia ¢,=0, parabola va trece prin
origine, celelalte parabole fiind paralele cu aceasta. In ipoteza

o 1 . .
w(t) =—Fk se giseste wy(w,) = — o i+ e, ;aceste curbe sint tra-
Y
L2
y=-1
e
-—
. ~
S~
== =
- 3 } 4
X,
( \ T ’ & 7 1
U
0 =
u=+1
i
Fig. 2.2

sate in fig. 2.2 : planul fazelor este determinat prin D_ U D, U P_U Py
domeniul D_ fiind definit cu ajutorul unor arce de parabold din

1 . .

T g} - ¢y, domeniul Dy, cu ajutorul unor arce de
I)I.
Ad f11

< a4 - 1 . .
parabold din familia @, = o a3 + ¢, iar curba P_ < D, este reuniu-

familia, @, = —

1 1 . .
nea arcelor ¥y = — o x5, By = o @3, @, >0. Prin orice punct al

v
spatiului fazelor trece cite un arc de parabold iar traiectoria optimald
este format# (in general) din doudl arce de parabold ; astfel, dacd 4 este

punctul de plecare, traiectoria optimald este arcul 4B (al parabolei

SR— —
L M

o 1 . <
xS ey €y = @Y + ngz impreund cu arcul BC
% 9

(al parabolei z; = 21—7 oo%) in punctul B comanda se comutd : se
i
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trece de la comanda w = —J% (de pe arcul 4 B) 1a comanada u— +k
(care descrie arcul BO).

Asadar, pentru a se obtine timpul minim in care obiectul ajunge
cu vitezd nuld in origine, plecind din # = @y, cu viteza 9, in cazul
considerat, un anumit interval de timp, deplasarea se realizeazi cu
u(t) = —Fk, apoi se continui deplasarea dar cu wu(t) = +%, ajungin-
du-se cu viteza nuld in origine.

2.1.7. Formuliri echivalente in teoria controlului

Reluind cele expuse in 2.1.1, vom considera citeva pro-
bleme particulare, importante, deoarece vor fi utilizate frecvent in
viitor, §i vom stabili legitura dintre ele.

S& considerdm o functionald de forma

TI%, 0] = glty, X(10), by X(4)] -+ St‘fo[t, X(1), u(t)] dt

care reprezintd evident un caz particular al functionalelor care au
intrat in definitia unei probleme de control optimal formulatd anterior
(problemd Bolza) si se presupune ci to $1 ¢ nu sint fixati; s aritim
cd problema de control cu astfel de functionale poate fi redusi la o
problemd de control in care , si ¢, sint fixafi. Pentru aceasta se efec-
tueazd schimbarea de variabili

t:t0+(t1+t0}87 O<S<1,

§1 se obtine ¢ =, dacll s = 0 gi { = h dacdt s = 1; deci t, < < 1
daci 0 <s <1 i dacd s este noua variabili independentd, intervalul ei
de variatie este fixat; efectuind aceasti schimbare in functionaly,
in cauzi, se obfine o functionali de acelagi tip, dar cu s, = 0 si s = 1.
. . VRV . . . dx
Trebuie mentionat insi i in acest caz sistemul diferential ——
di

= {(t, X, u) trebuie si el modificat, deoarece variabila, independent
va fi s 5 in plus, va apirea o nous ecuatie care trebuie atasati acestui

. . - A di
sistem, ecuatia diferentialil de forma, —(i—— = I(s), unde functia ¢ se
s
determind cu ajutorul lui ¢, si ¢,.

Dacid se ia in considerare functionala anterioard, prin miirirea
numarului de ecuatii diferentiale, se poate arita ci o problemi Bolza,
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se poate reduce la o problema Mayer ; intr-adevir, definind variabila
2y = x,(t) si punind

2ot) = § £, X (@), )] ds,

dao
avem w(t,) =0, %7&.;0__

JIxX*, u] = gty X(2,), 11, X(8)] + Xo(t;) =
= ¢1[t0) Xo(to)y X(to)y T, Xo(t1), X(t;)],

fo [L, X(t), u(t)], iar functionala J se va scrie

unde X* = (g, 1. . ., @,). Trebuie refinut ci la ecuatiile diferentiale
iniiale trebuie addugatd si ecuatia x,=f, iar conditiile initiale se vor
completa cu x,(t;) = 0

2.2. Prinecipiul maximului si caleulul variatiilor
2.2.1. Notiuni generale

Vom considera numerele reale ¢, si 1, {, < 1t care deter-
mind un interval [¢, ¢,] iar pe acest interval se definesc functiile

r; = -ﬂ?](i), j == 1, 2, ceey Ny (2.15)
astfel incit fiecare functie x; este absolut continué pe acest Ainterval,
ceea ce are drept consecintd existenta aproape peste tot in Jto, #[
a derivatelor x(t),...,2,(¢); vom presupune in plus c# aceste deri-
vate sint mérginite
l2(t)| < M, j=1,2,...,m te[ty,t] (2.15')
Dacd notdm prin o} si«j,j =1,2,...,n, cele 2n numere reale,
si dacdh
wilte) = af, xy(t) = @}, j=1,2,...,n, (2.16)
atunci vom spune ci functiile (2.15) verificd datele la capete (li-
mitd) (2.16). .

79



Vom numi $-vecinitate a funetiilor (2.15) multimea functiilor
Y1(t)y. . o, ¥.(1), absolut continue pe [fy %], cu derivatele mirginite
(acolo unde existd), care verifics, inegalitatea

() — y,(0)] < 3,
(unde [|A(¢)]| = sup [h(t)]) si conditiile la limitd (2.16) :
te [ ]

ty, by

i=1,2,..., 0, (2.17)

yilt) = yt) =2,  j=1,..., 0

Din punct de vedere geometric, in R", funectiile (1.15) definese o
curbd v, rectificabild, care are capetele in x° i x', x0 = (a9, ..., a0),
x! = (21, ..., #L), parametrul pe y fiind ¢; in S-vecindtatea (2.17 )
se vor afla toate curbele absolut continue §i cu derivata aproape peste
tot mérginitd, care trec prin x° gi xt si care verificd ,(t)— 8§ < y,(t) <
< @i(t)+ 3, j = 1,2,..., n. Vom presupune cii aceste curbe se afly
intr-un domeniu D, < R"; vom defini I : [toy 41X D, x R">R, L
functie de clasi C" in toate argumentele sale §ivom forma funetionala
de tip integral

T2y, ] — S’“L[t, Oy @ll)y By ()] (2.18)

y

sau, pe scurt,

JIx] = S”L[t, x(t), x(t)] dt. (2.18)

Evident, functionala J este definitd pentru toate functiile din orice
d-vecindtate a curbei v, daci § > 0 este suficient de mic,

Dacéd in multimea funectiilor y=y(!) din 3-vecinitatea definiti
anterior existd x*=x*(f) astfel incit o [x*] < J[y] pentru orice y
din aceastd vecinditate, vom spune cii x* realizeazi un minim (relativ)
al functionalei o ; schimbind inegalitatea, se obtine definitia unui
maxim (relativ) pentru functionala (1.18) dar, pentru precizare, in
viitor nu vom avea in vedere decit situatiile de minim (daci functio-
nala J ar admite un maxim, atunci functionala —J ar admite un
minim, ceea ce inseamni cf este suficient si consideriim cazul unui
minim).

Prin problema fundamentald a caleulului variafitlor se intelege
determinarea functiilor x = x*(t) (avind proprietitile mentioate)
care realizeazd valorile extreme ale functionalei (2.18).
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Exemplul 6. Probleme de determinare a valorilor extreme a unei lfllfl‘lC.LLl?n{:llle ;ggé
y rahistocr { La  ir
i icd ; €7 doar problema brahisiocronei, defini )
recvent in practici; vom prezenta 3 bl 1 ] @A %
f(;cfc.lveBeranlli si ca’re poate fi consideratii ca fiind cea mai veche problemd din teoria
. , S
calculului variatiilor. . 5 . .
ca intr-un plartl vertical se considerd doud puncte P si PLP pu:wt‘ui (I:LOC )ll;ll;lqcs‘;h:]?l&
i H orp ¢ : o particuld, un punct materia . acd di
S e b S u)lpl s dlfxlassea 111)171r(m? sub ac’tiuneg gravitatiei terestre ajunge in
i v Q ‘ - a L ' ]
PRI By g 'in P, si P;, problema brahistocronei va
P, ; dintre toate curbele plane carebt} ec pr d°piasm-é’q D s s o e
i i cit dses urba pe care de Q 4 .
fi rezolvati, daca se giseste acea ¢ ; A In Ump minim.
i [4 problemd, vom presupune curbe {
tru a exprima analitic aceastd p t ) , : i
_Penr e li < ;. dacd (zg, Yo)s (¥4, Yy) sint coordonatele punctelor .P_O, lespectlv
' !‘1'(‘ ” “urbi cu ca tele in P, si P; si Pey; in P acfiunea gravitatiei conduf:e la
P;. Fiey o curba cu capeteled o St 153 T o ente 1o P 1a v si verticala
\"1110’11'0‘1 myg cos 0, unde 0 este unghiul determinat de tangenta in Jays verticala
" B ‘ o ’ 3 o (v 3 O >
locului. Dacit s =s({) este distanfa calculald pe y parcursd de corp in timpul /, v
avea ccualia de miscare

ms = my cos 0,

) i
..... ——=-—, conduce la ecualia
m ds

d o
—— (%)= 297 ;
d¢
o H H ST ar . oalits
{inind scama ¢ § = p, prin integrare, se obline egalitatea

v® — vT = 29(y — Yo)-

£ (%1,¥)

& -—

Fig. 2.3

ds
! a i S =
Notind a = y, — —‘;g* U%, din aceasti ecuatie se deduce (-J )

&

PO Y . Sx‘ EETEC (2.18")
), b V29y—a)  J, f 29(ly(@) — d]
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‘Cu aceste calcule, rezultd ci problema brahistocronei va fi rezolvatd, dacid se giseste
funclia y =y(x) cu proprietatea ci realizeazd un minim pentru functionala de tip inte-
gral T.

Evident, expunerea anterioari face uz de teoria calculului variatiilor ; problema
brahistocronei poate fi rezolvati si direct cu ajutorul teoriei controlului, astfel : fie
Zy timpul in care corpul pleaci din Py si ¢, momentul in care ajunge in P

L problema
revine la giisirea timpului ; — l, minim, astfel incit s se verifice ecuatiile de miscare
dx

- dy f——
— = 2g (y — aysin 0, — = J2g (y — a)cos 6, 0 = 0(),
df df
in care controlul se realizeazi asupra lui 0. Notind sin 0§ = y,
in teoria controlului a acestor ccuatii
dx

— dy —_—
— = V2% (y — « u, ——=V2y— a1 — 2,
d/ Y ) d/ At ) V

se obtine forma intilniti

reslrictiile impuse vor fi

(] < 1, a(ty) = =, y(lo) = y,.

2.2.2. Principiul maximului si sistemul BEuler-Lagrange

<
expuse in 2.2.1 si teoria controlului din 2.1 se poate stabili o legituri ;
vom utiliza aceastd legituri pentru a deduce ecuatiile care conduc
la rezolvarea problemei fundamentale, Pentru aceasta, vom considery
functionala de tip integral

Exemplul 6 arati cii intre problemele caleului variagiilor

J[x, u] = StlL[t, X(6), u@)]dt, u = (uy,. .., u,),

2

(2.19)

la care vom atasa sistemul diferential
X=u (2.19')
§i restrictiile

fuj(t)l < Jl[: wf(to) = m?’ xd(tl) = .’I}j, J =1727' -y n, (2-19”)

unde M este suficient de mare ; vectorul de control u va avea, compo-
nentele functii misurabile §i marginite, deci vom putea presupune
U = [R". Deoarece se poate ardta cd principiul maximului poate
fi aplicat si la situatia concrets de aicl, va rezulta, in baza teoremei
2.1, cd trebuie s% considerim functia o definits prin

H = poL(t, X, u) + Py +o. .. + P Un (2.20)
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e,

Do =

la care vom atasa sistemul

. o
6%20, P = —

awo 800,

OL(t, %, u)

i=12,...,n,
oz, ’ T

Po

(2.20")
(deoarece p, este constant, dupd cum aratd prima ecuatie) ; comanda
u=u(t) optimald va verifica 207,
#1t, X(t), u(t), POT=5up [PoL(t, X W) + Pity-+- - +Patial. (2:207)

Or, cum U este o multime deschisd (U = R"), valorl}e dex(flare}netgig
lui, 2 (in raport cu ..., u,) se vor obtine anulind deriva

. i 9%
partiale in raport cu aceste variabile; se deduce, din ou;
i=12,...,n,

OL[L X(t, wB] o j=1,2,...,n  (2.22)

0 Oy

i ST ] ) . e =0

Aceste egalitati aratd cd p, = const # 0 (;thfel %e 1.(1?%110 S%:j)o‘]fb "
i=1,2,...,n, deci # = 0) si fard a micgora generalitatea, se pos

— . .. ) A 'y ? " e
%1‘6%11},‘)11}10 1;0 = —1 (sistemele pentru Por_ P+ Pu su%t ?fpobdegl (;
deci aceste functii vor fi determinate daca se face abs mc;; ()’)/se
constantd multiplicatévi) ; in aceastd situatie, din (2.22) si (2.
vor deduce egalitdfile

OLTL X0, W)
. ou j

* OLLs, X(s), u)] 4

pil) = =ity +§ =0T
(2.23)
j=12,...,mn,
unde p,(t,) sint constante arbitrare (Vegalitat.ea @vind%loc agzg?lgg
yentru Jto%i t € [tgy 1;]). Tinind seama cé w; = @ din (2.23) sg
‘]wm-n11lniﬁa formi integrald pentru sistemul Huler-Lagrange

"t OL[s, X(s), X(5)]

to da;

aLlt, x(t), x(1)]
da;

d37 j:l, 2,_ ey (2231)

=(:j—|—S

in concluzie, dacd problema variationald in studiu ag}mpe sgrlllgﬁ
(presupunind x(¢) vector cu componente absolut C(jflxl(ltl)ll(; Ep[t 0
te [ty ] iar |2,(t) <M, j=1,2,..., n),aceste solult';tl)lv!{l—(z 2,3’) Lt &
trebuie 84 verifice, aproape peste tot in [y, 1, ], egalitatile (2. . R
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in particular, L e 02, xe C2([t,t]), se pot elimina prin derivare
constantele ¢; din (2.23"'), obtinindu-se sistemul diferential

a ( OLI1, (1), X(1)] )_
at 03,

L[t p .
a__[ﬁxi)’“ﬂ___ 0, j=1,2,.. o, (2.24)
0x;

format din » ecuatii de ordinul al doilea, numit sistem Buler- Lagrange
atasat functionalei de tip integral (2.18) §i care trebuie verificat de
orice X=X({) care realizeazi un extrem pentru aceasti functionala.
Asadar, s-a demonstrat

Teorema 2.2. Dacd existi solutii ale problemei variationale

Jx] = Stll}[t, X(t), X(t)] dt > inf (sup),

X(to) = X07 X(tl) = Xl,

tnipoteza L € OX([ty,t,]1x D, x R™),X(1) C*([, t,]), atunci aceste solufii,
X=X(t), trebuie sd verifice sistemul diferential Buler-Lagrange (2.24).
Transerierea explicitd a sistemului Buler-Lagrange (2.24) va fi

”( 0L .. 02L ) 2L oL

Y - =0, j=1,2,....n.
0d; i, = 0@ 0m, dw; 01 ow; P

k=1
(2.24")

Bste evident ci acest sistem diferential va putea fi explicitat
in raport cu derivatele de ordinul doi dacii matricea patrata

i A2
M — [_‘LL_]
0wy 02,

este nesingulard. In aceastil situatie, se spune cé problema variatio-
nald este nesingulard (sau regulatd), iar in caz contrar (eind
det M=0), problema variationals este singulard, caz carc nu va fi
luat in consideratie in viitor.

In cazul unei probleme variationale nesingulare, in ipoteza veri-
ficdrii conditiilor teoremei de existentd, va exista o familie de solutii
a sistemului Euler-Lagrange (2.24) care verifici conditiile w;(t,) = «9,
J=1,2,...,m, dar nu se poate afirma ci in aceastds familie va
exista o solutie care si verifice si restul de » conditii impuse problemei

(2.24")
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variationale in studiu: () = a7, j =1, 22' ey Prin urmare,
solutiile sistemului Buler-Lagrange (2.24) nu sint in mod olu)hguatm_‘lu
soluiii ale problemei variationale date (trebuie tinut seamd cd prm;
cipiul de maxim al lui Pontreaghin constituie doar o conditie necesara
de extrem); vom numi orice solutie a sistemului (2.24), indiferent
daci realizeazd sau nu extremul functionalei (2.18) in conditiile la
limit& (2.16), extremald pentru problema variationald data. J‘Agadar,
cu ajutorul notiunii de extrenzala, se ajunge la afirmatia : plol?lema
variationald (2.18), (2.16) dacd admite solutii, aceste solutii trebuie
ciutate numai printre extremalele acestei probleme. .

In particular, dacd n=1, sistemul diferential (2.24) va countine o
singurd ecuatie §i anume

a (_a}j_) AL, (2.25)
dt

care se numeste ecuafia Euler atagatd problemei variationale

tl - - -
J[z] =S L[t, o(t), @(t)] dt — inf (sup),
to
w(ty) = @gy @(ty) = 1;
forma explicitd a ecuatiei Euler va fi
02L .. 0L . 02l oL

@+ — =0

: (2.25")
oa? da 0w g 01 0w

iar conditia de regularitate a problemei variationale impune ipoteza

02L
02

#0

2.2.3. Conditia suficientii de minim Legendre

Deoarece verificarea de citre x = x(f) a sistemului Euler-
Lagrange (2.24) reprezintd doar o conditie necesard de extrem pgp‘m}
problema variationald in cauzd, pentru ca o gxtremzpla da ‘a.sa
realizeze un minim, trebuie gisite conditii suficiente de mn'nIJ]Da, o1
conditie suficientd simpld de minim se poate obtine cu ajutoru
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funcgei > definite. de (2.20) finind seama §i de (2.20"). Se stie ci o
functie # de n variabile w,,. . .,u, va admite un maxim intr-un punct
stationar, dac# in acest punct stationar avem

s 9
—— 5, <0
j,k2=1 Ou; Oy 15 <

pentru orice alegere a vectorului nenul & = ; -
o E=(& &y ...y &); de

H =pywy + ... + pau, — L[, x(2), ul,

conditia de maxim se va scrie (deoarece u — X)

% 02L[t, x(t), x’x(t)]Z

)

-
. . i Sk > 0-
7, k=1 axj amk

(2.26)

Prin urmare, pentru ca functionala (2.18) si admitd de-a luneul
curbei y: X=x(f) un minim [in ipoteza ci sint verificate conditti’ile
la capete (1.16)] este necesar ca a;=wa,(1), t e o ], 7 =1,2,... n
X = (@ ..., x,) s verifice sistemul Huler-Lagrange (2.24) si sﬁfi—’
cient ca pentru orice § € R", & # 0, sit se verifice inegalitatea (2.26)
care poarta denumirea de conditia Legendre (pentru minim).

Dacid insé problema variationald se refertt la determinarea lui
X=X(t), astfel incit s& se realizeze un maxim pentru functionala
£2.18), utilizind posibilitatea transformirii unei probleme de maxim
Intr-o problemd de minim punind — L in loc de L, se deduce ine-
galitatea ’

o O2L[t, x(t), X(¢)]
fk=1 &w] @d&‘k

£ 8 <0, (2.26")

ca o conditie suficientd de maxim.
_lentru_n:l, .\‘01‘1}nd in loc de «(t) functia y=y(x), € L@y, 2],
deci L = Llz, y(x), y'(x)], conditia Legendre se va serie I
O2L{w, y(@), y'(#)]

dy'?

=0 (2.26")
in cazul minimului functionalei

Iyl = S"’L[x, y(@), ¥'(@)] Az, Y(@0) = Yo Y()) = Y,

o
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azL[x7 y(m)7 yl(m)] < O (2.26”,)
oy'?

in cazul maximului aceleiasi functionale.

De exemplu, in cazul brahistocronei, unde

Lz, y, )= V__l_—i—g"z_, ac R,
29 (y — @
se¢ obline
0L 1 . 1
W Vgl ()
O0*L

si pentru orice y = y(x), x< [y, ;] vom avea > 0, ceea ce face ca solulia

dy’?
ecualiei Lluler (dacdl existdl) corespunzatoare si reprezinte efectiv un minim pentru func-
{ionala (2.18").

Pentru a gisi extremele in cazul brachistochronei, vom face mai intii observaiia ci

7]
dacd L = L(y, y’) (deci daci 5 :0), atunci ecusatia Tluler (1.25) admite integrala

primé
JL

i 2.25"
oy’ @20

Ly=1L—y

intr-adevar, deoarcce

dL, 0L oL, oL a (aL ) [a ( oL (’)L]
== — g —— — 1 B /A e | = — —_ ) -
dx oy’ v oy v 7 dy’ T dy’ v dx \ oy’ Jdy

de-a lungul extremalelor avem I, == const. Or in cazul de fald L, = const conduce la
ecuatia diferen{iald (cu « = 0, deci y, =0, ny = 0) -

‘[/T;:“!;
y = Ty be R.
y

t t
Punind y = b sin? 5 t fiind un parametru, se deduce y’ = ctg X deci

t {
b sin — cos —
dy 2 2 l
dl = e = e d{=b sin? — d!
{ ) 2
) R ']
ctg B ctg 2
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iar, prin integrare,
b i b
r= ¢ - —9~(1—~sm/), U:T(l —cosl), (R,

ceea ce inseamna cii extremalele, deci si curbele care realizeazit minimul funciionalej
(1.18”) sint cicloide.

2.2.4. Variabile canonice

In consideratiile legate de puncxplul maximului, un rol
deosebitil joac functulcpo, Py - - «y Py iar in ipotezele facute in acest
capitol, presupunind functiile p,, p,, ..., p,, functii necunoscute,
se pot obtine unele simplificiri in caleule; vom conveni s numim
functiile

xl(")? R a?ﬂ(t% ])].(t)7 DR pn(t) (2'27)

variabile canonice ale problemei variationale (2.18), (2.16).
Pentru a deduce sistemul diferential verificat de variabile ecanonice
(2.27), vom considera functia & din 2.2.2,

Aty X, u, p) = —L{t, X, 0) + Y, p;uy
j=1
$i vom nota cu .# (f, X, p) valoarea maximi a functiei #, cind u € R";
(1, X, p) = sup #({, X, u, p); (2.28)
uckn®
vom presupune cd ecuatia (2.28) admite o singurd solutie
u = u(t, x, p), (2.28")
care se obtine rezolvind sistemul

# ; .
I 0, adich p,— 2HBDW o iy (2.287)
o, ou;

vectorul u fiind presupus de clasd C* in toate argumentele, astfel
incit

to £1I< tla I.%‘,-——-./L'j (t)l < lpj "‘pj(t)l < 81 j=17 27 ey My (2-29)
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cu 5 >0, ales convenabil. In aceste ipoteze, functia H definitd prin

H(t‘v X, P) = - LU; X, ll(t, X, P)] + E Dy (17 X, ]’) (2.30)

=1

se va numi funcfia Hamilton (pe scurt, hamiltonianul) problemei varia-
tionale (2.18), (2.16). Deoarece in cons1demtule facute avem x = u,
rezultd cd u definit prin (2.28") va verifica sistemul diferential

x(t) =u@t) (= uft,x(t), p(t)]) (2.28")

(egalitatea avind loc pentru orice e [fy,t ], deoarece u este de
clasa CY).
Pentru a deduce sistemul diferential verificat de functiile (2.27),
oH . 0H

vom caleula - =gl - -, j = 1,2,..., n; in baza lui (2.28") avem
op; dw;
oH r 0L oL\ duy
== Y Y P = (Pz - *) - =y
op; kgl R ] 2 dﬁf ] Z 0 Ip;
si dacd se utilizeazd (2.28'"), se giseste
&= ?ﬂi_ﬁ,& P, j=1,2, ..., 0. (2.31")
op;
In baza Iui (2.28") putem scrie
OH(t, x,p) or & oL du(t, X, p) i Ju(l, X, p)
0.’)93' - ()a] k=1 albk 0(1/']' k= ()a,-
ol » 0L\ Ouy oL
== ey e ==
ox;, ¥4 dw, ) Ox; dw,
. . . J.L .
de unde, deoarcce in baza lui (2.22) avem p]-:—a - j=12,...,n,
@
(py = —1), se deduc si ecuatiile
by LX)y (2.31")
duwy
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Sistemele diferentiale (2.31") si (2.31"”) formeazd impreund
sistemul canonic hamiltonian
dx;  0H(i, X, p)
dt op;
i=12,...,n, (2.30)
dp; . OH(t, X, p)
d¢ da;

care este verificat de ecitre functiile xy(2),. .., 2,(t), pi(t), . .., p.(f) in
fiecare punct ¢ e [t t].

Sistemul canonic (2.30) este format din 2»n ecuatfii diferentiale
de ordinul intii si posedd particularitatea [fatd de sistemul Kuler-
Lagrange (2.24)] importantd cd este direct seris sub formé normali ;
integrind acest sistem, functiile a; = x,(1), j =1,2,...,n, vor fi
extremalele problemei variationale (2.18), (2.16).

Nu oricdrei probleme variationale (2.18), (2.16) i se poate atagsa
funetia Hamilton (2.30), deoarece pentru ca si-1 putem defini pe H,
va trebui s determindm vectorul u din sistemul (2.28"’), ceea ce este
echivalent, in baza teoremei functiilor implicite, cu faptul cd matricea
M definitd prin (2.24"") este nesingulard (deci este cazul unei pro-
bleme variationale regulate).

Practie, functia H se giseste inlocuind uy, s, . .
prin functille u,, .

<%, in
..y U, deduse din sistemul (2.28").

(2.30)
Exemplul 7. S4 considerim problema variajionald

2
J[x]= S LR+ oo+ Tp— ’Li) —_ 1'5) dt — inf

2o
X(lg) = X% x(ly) = xY,
in care 0 < {, < {;; aici
L(t, %, X) = (%2~ |x{?
. . oL ) oL
iar sistemul IZuler-Lagrange va fi|deoarcce ——— = 2&; {2, —— =—2x; (>
(}l'j ()l‘j

d
o CEE) 2 =0 =12,
adica

1E; + 25 + (x; =0, J=1 2 ...,n
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1
cu schimbarea x — —— y, acest sistem se integreazé iar extremalele vor fi
{

cos 5 sinf

x;(():ci -—7~1 Cz»-{-—, j=1,2 ...,n

Conditiile la limitd vor fi verificate numai daci se aleg{, si {; astfel incit si avem
0L 0L
sin(l, — ¢ 0 (decit ly+ km, k € N) ; deoarece ———— == 2%, ————=0, j#k, con-
(1 ())9é ( 1 #* 01 )y ()ft? (,)j:j de J#
& 0L

difia suficienti de extrem (condilia Legendre) va fi e &; £, =2(3|Z|?>>0, solutiile
ih=1 Ax;02y

In cauzi (dacd existdi) vor realiza un minim pentru functionala .J. Acest minim se poate
calcula, introducindu-se xy(f) si i'j(l), Jj=1, 2, ..., n, in integrald sij efectuind calculele.

Hamiltonianul corespunzitor se ob{ine exprimind &; in funclie de p; din egalitilile
2% =p;, j=1, 2,...,n, inlocuind in

k(2
= —1I+ 2 PiE;
=1

sc¢ obtine imediat

1
@, x, py = CF1x*+ — |p*;
(% p) = EIXP+ — [l

sistemul canonic va fi

ol 1 . on ot 1o
Xj = —— == ——— g, Pj = — — = —2°%;, j=1,2,..., 1
’ d])j 272 pi ’ 6:!2]' !

Integrarea acestui sistem se poate realiza prin eliminare : avem p; = 22 &;, deci p;=

a .
=—d—l—(2i:cj) = — 2% x5 iar ultima egalitate conduce la sistemul Euler-Lagrange integrat

mai sus ; p; se obtine inlocuind &; in p; = 214;.

2.2.5. Integrale prime
in anumite cazuri particulare, atit sistemul canonic, cit
sisistemul Euler-Lagrange, atasat unei probleme variationale admite
integrale prime simple; evident, la o integrald primi a sistemului
Euler-Lagrange va corespunde o integrald primid a sistemului
canonic corespunzitor si reciproc.

Astfel, daca functia L nu depinde explicit de variabila ¢, nici
hamiltonianul H nu va depinde explicit de #; in ‘acest caz, sistemul
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canonic (care este deci un sistem autonom) va admite functia H
o integrald primi, deoarece _ »
aH (6»11__;1@ OH dp, )_ n”(aH 0H  4H OH‘): 0
dt dr; dt Gpj dt S\ 0xy; Op; Op; Ow

Evident, integrala primi corespunzitoare pentru sistemul Kuler-
Lagrange va fi functia I, = L(X, X), unde

7 (’)L
Ly =L — &y = (2.31)
* j:z ’ O{I/‘J

deoarece Ly nu este altceva decit —H.
Dacéd funetia L este de forma
L — L(t, ‘/1]17 e ey w;t-,

Ly yeney ), k< n,

atunci, seriind ecuatiile Euler-Lagrange pentru j =% 4 1,..., n,
oL . . . ,
deoarece — — = 0, se vor obtline n —'k integrale prime 4y, ..., 17,
x;
unde
. oL . a7t
Pje=—, j=Lk+41,...,n, (2.317)
du;

in baza faptului c¢d sistemul Buler-Lagrange va contine ccuatiile
d (oL .

) =0,) =
dt d.p

va admite integralele prime pii,..., P,

-1, ..., n. Corespunzator, sistemul canonic

d s
deoarece p; = —— sau uli-
Lj

lizind faptul ¢ dacid in I, nu apar variabilele wj4,...,2,, H are

oH .
decif(jv =0, =1F + 1,...,7@)-

x;
In baza teoriei generale,

aceeasi proprietate,
cu aceste integrale prime integrala

sistemelor diferentiale se va simplifica : existenta unor integrale
prime conduce la reducerea numirului de ecuatii a sistemului.

Prineipii variationale ale mecanieii
Vom considera un sistem mecanic ale cirui pozitil posibile
sint determinate cu ajutorul a n variabile independente, pe care le

vom nota ¢ gy, Gay - - «5 ¢, 51 Pe care le vom numi coordonatele generali-
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zate ale acestui sistem, » fiind numaiarul de grade de libertate ale siste-
mului. Vom presupune cunoscutd energia cineticd I' a acestui sistem,
care va fi un polinom de gradul al doﬂea, in variabilele ¢;, §sy...,q,
(vitezele generalizate), Loetlclenyl1 fiind functii de ¢, ¢y, ..., ¢q,; de
asemenea, se presupune cunoscuti energia potent,;-ial:i U a sistemului
considerat care este o functie de ¢ si ¢, @ .-y ¢, U=
=U({, ¢4, G2y - - -, q,). Vom presupune valabil principiul lui Hamilton
pe care il vom formula sub form# de teorema.

Teorema 2.3 (principiul lui Hamilton). In intervalul de timp ouprins
intre momentele t, si t, miscarea sistemului, avind energia cineticd T si

energia poten,t'iald U, se realizeazd astfel inoit Junctiile q;(t), g5(2),. . . ,q.(t)
minimizeazd functionale
h h . -
Tlal = { (7 — U) i = \ it at), a1 ay, (2.34)
ty "o

L =T — U, minimul fiind realizat in mullimea functiilor de clasd C2
care au aceleast valori pentru t =1, si t =1, ca gt functiile gy, qsy. « G-
Cu alte cuvinte, miscarea sistemului in cauzd se realizeazi astfel
incit functionala J are o valoare stationard in raport cu toate migca-
rile posibile care sint vecine cu traiectoria reald si au aceleasi pozitii
initiale gi finale.
Sistemul Buler-Lagrange atasat functionalei (2.34) se va serie

G ) ==
dt \ 0¢q; aq;

si este cunoscut in mecanica teoreticd sub denumirea de sistemul
ecuagitlor de miscare de speta a doua ale lui Lagrange.

Daca sistemul considerat se afld in echilibru, deci energia sa cine-
ticd este nuld iar energia potentiald nu depinde de ¢, din sistemul
diferential (2.34') se pot deduce egalitiitile

j=1,2, (2.34)

ceey Ry

j=12,...,mn,

care ardta ci intr-o astfel de pozifie energia potentiald a sistemului
este stationard (minimi); acest fapt std la baza principiului mini-
mului energier potentiale care este adesea folosit in studiul problemelor
de echilibru

Ecuatiile de migcare ale sistemului iau o forméa foarte simpld
in vecindtatea unei pozitii de echilibru a acestuia ; astfel, presupunind
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¢d T si U nu depind de ¢ decit prin intermediul coordonatelor genera-
lizate ¢, @ - . ., gy 1ar pozitia de echilibru esteq, = 0,...,q, = 0,
dezvoltind in serie, avem

n

Z Pi(9) ;¢ = Z a9 Qs

7, k=1 gy b=

U
U= U0=00+F 000 4 % heae = Uy 3wt

j=1 0q; |9,=° k=1

Energia cineticd

|

unde ay="Pjly=o, Uy = U (0), by = —— 1 .

dq; 6(11» l

si cea potentiald vor fi in acest caz, in pum-:u aproximaptie,

forme patratice in variabilele , respectiv ¢, iar sistemul Euler-

Lagrange devine un sistem diferential format din = ecuatii de
ordinul al doilea, cu coeficienti constanti :

Zathk+ijlc k=0, E=12,...,n.

k=1

Acest sistem defineste micile deplasiri faid de pozifia de echilibru
a sistemului considerat.

Principiul lui Hamilton §i principiul minimului energiei potentiale
vor fi larg utilizate in viitor pentru constructia unor modele mate-
matice pentru migcéri $i pozitii de echilibru ale unor procese fizice
mult mai complicate decit situatia anterioard (cind s-au avut in
vedere gisteme mecanice cu un numdr finit de grade de libertate);
astfel, energia cineticd sau cea potentiald pot sd nu fie functii de un
numir finit de variabile independente si derivatele lor, ci pot fi
exprimate, de exemplu, prin integrale de volum sau de suprafatd.

Exemplul 8. Miscorea unui punct malerial in R3 Presupunind pozitia unui punct
material avind masa m care descric o traiectorie in R?, definitd prin vectorul r(f) =
= (x(0), y(©), =), L [l 4], re C¥([1;, 1,]), atunci energia cineticd va fi

1
(@) = Tln[a':?(t) + 730 + 2]

iar in ipoteza cd asupra acestui punct aclioneazd un cimp conservativ de forfe, deci
F = — grad U(zx y, z), energia potentiald va fi egald cu U = U(w, y, z); aplicind prin-
«<cipiul lui Hamilton, traiectoriile posibile ale acestui punct material vor coincide cu
extremalele functionalei

ti 4
Jx, gy, 2] = S (—‘»)— m [22() + ) F 2] — Uz, g, z)) dt

g\~
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In acest caz, sistemul FEuler-Lagrange se scrie

184

. ou d ou U
—(Mx)4- — =0, — (my)+ —— =0, —(m2 =
a TS o T a " ;0
i deoavec J .U .U .
si deoarece JT = —F,, —(T = —Fy, 7 = —F,, se oblin ecualiile lni Newton

m¥ =Fg mj = I, mI=F,

Un alt principiu variaional al mecanicii, dar nu atit de general
decit principiul lui Hamilton, este principiul lui Maupertuis-Lag grange-
~Jacobi ; acest principiu este aplicabil cind energia potentiali U nu
deplnde exphcxt de t1n1pul ¢ iar energia cineticd este o formé péitratici
in variabilele ¢, ¢, ..., ¢,:

Z Ay "ZJ' qk’ (ajk' = alrj)7 U= U(QU Qa5 - - 5 Q)

Jyh=1

In  baza lui 2.2.5, in ipotezele noastre, sistemul Euler-Lagrange va.

o IV : ", 0l
admite integrala prima L, = L — E, L

; or, deoarece prin
Jj=1 J

lpote/ﬂn T este formd omogeni de gradul doi, Se deduce (in baza iden-

titdfii lui Buler pentru 1unc1 il omooene)

”n 0
L=1T-U— zq,fiilL“T U—27=—

j=1 Qa

(T+ U).

Convenind s& numim functia 7-+U energia totald a sistemului
considerat, din Ly = —h pe extremalele in cauzi, se deduce ci mis-

carea acestui sistem mecanic se realizeazd astfel incit energia lui.
totald este constantd :

T+ U=h;
. . . "
de aici se deduce T =h — U si deoarece T = Y, ap ;4 ay =
3y k=
. dg; .
= Gy« -y Gn)y @5 = —dg—, se obtine
t

VZ Wy dQJ dql»

Vi—T

Sa;:dg; dg,
di = V\E——aﬂ” (}l’qj A4 , deci dt =



egalitate care permite stabilirea unei legaturi intre parametrul s
ales pe traiectoria sistemului, presupunind ecuatiile parametrice ale
traiectoriei v de forma

95 = qi(8),
Principiul lui Maupertuis-Lagrange-Jacobi afirmi cu in ipotezele

enuntate, migecarea sistemului material, pentru o energie totald 5
cunoscutd, se realizeazdi de-a lungul extremalelor functionalei

9 Syl/ii—""if

3=1,2,...,n.

“n
Y @i ¢34 ds,

Jk=1

Z A (1qj' d(Ih = ZS Vll“ﬁ

Jk=1

dg; . e .
unde g¢; :——dqi. Deoarece din egalitdtile anterioare se deduce
s

integrala care apare in problema
principiu va fi de fapt

variationald care exprimd acest

iy ——— g tl_
2 S (/h—TU)* dt=2 5 T,
o

to

integrald care se numeste acfiune lagrangiand (a migedrii in cauzi) ;
cu aceastd observatie, justificarea principinlui Iui Maupertuis-
Lagrange-Jacobi este evidentd. De remarcat cd acest principiu
definegte forma traiectoriei nu gi timpul, care se poate determina cu
ajutorul constantei energiei h. Acest principiu mai este cunoscut si sub
denumirea principiul celet mai mici actiuni $i aratd ci dacid el este
aplicabil, atunci traiectoria migcérii este o geodezicd (vezi 2.3.4).

In incheiere, si facem citeva referiri la pendulul matematic ; daci
acest pendul are lungimea ! iar 0 este unghiul dintre verticald si o
pozilie oarecare a pendulului, este usor de calculat energia cinetici

1 A2
T=-"—"mlz0
2
ca sl energia potentiald

0
U = S myg I sint At = mgl (1 — cos 0)
0
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(energia potentiald poate fi consideratd ca fiind lucrul mecanic al
fortei mg sin 0, m fiind masa pendulului). Deoarece

I — ;_ miz6® — mgl(1 — cos 0),

se obtine ecuatia de miscare
1§ + ¢gsin® = 0.

Utilizind principiul minimului energiei potentiale, este evident cd,
deoarece U > 0, valoarea, minimd se atinge pentru 0 = 0, adicd
atunci cind pendulul se afld in pozitie verticald ; este evident cazul
unei pozitii de echilibru stabil, deoarece mai existd o pozitie de echili-
bru (insd instabil) eind 6 = =, iar energia potentiald are valoarea
maximi (egald cu 2mgl).

2.3. Ecuatia Hamilton-Jacobi

2.3.1. Ecuatia Bellman si legéitura ei eu ecuatia Hamilton-Jacebi

S# presupunem ci un sistem oarecare este caracterizat in
intervalul [¢,, %] cu ajutorul sistemului diferential

94X g, x, w), (2.35)
ds
i totodata se verificd datele initiale
x(t,) = X°; (2.35")

s# presupunem ci problema este de a determina acel control
u = u*(t) € U, care aduce sistemul din pozitia inifiald x° in pozitia
X(t), t,<<t<t,, astfel incit integrala

J[xX, u] = StL[s, x(s), u(s)] ds (2.36)
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sd fie stationarf. Vom nota

Wt, x(t)] = inlf] StL[s, X(s), u(s)] ds (2.37)

(dacd este cazul unui minim ; cazul maximului se trateazs analog) ;
dacd u*(s), {, < s < t, este controlul cdutat, care minimizeaz functio-
nala (2.36), vom avea, evident,

Wty x()] gtL[s, X(s), w(s)] ds,

in ipoteza ci x=x(t) este traiectorie sistemului (2.35), (2.35") care
corespunde lui u=u*(f). Dacid pe aceastd traiectorie se considers®
punctul x(¢—h), b >0, arcul de traiectorie dintre x° $1 X(t—h) este
de asemenea o traiectorie optimald [in ipoteza x° si x({— k) fixati],
ceea ce inseamnd ¢ va fi verificatsd egalitatea

Wi, x(t)] — S‘ ;,L[S’ X(s), w¥(s)]ds = W[t — h, X(t— h)],

adicd
W It — hy X(t — 1)] = WTt, x(t)] —LIt, x(t), w¥(t)]h + O(R).

Presupunind W diferentiabili §i urmind punct cu punct rationamen-
tul din 2.1.4 care a condus la ecuatia lui Bellman, se deduce ecuatia
cu derivate partiale

LAY
L, X, w*) — Z ij(t, X, u¥) — M =0, (2.38)
j=1 0 &y dt

care se mai poate scrie

L(t, x, u*) — y _@M Az, _.M =0. (2.38)
j=1 850, d? ot

Presupunind ci in functionala (2.36) L este functia lui Lagrange
a unui proces dinamie, vom schimba notatiile seriind ¢, ..., g, in loc
dew, ..., @, sip;, ..., p,inloc de Uyy - ..y U, ; deoarece valoarea

stationard a functionalei (2.36) se obtine cind p,, ..., p,, Gy s Qa
verificd sistemul canonic

dg, O0H  dp, _ _ iE

dt  dp, At oq

, i=1,2,...,m, (2.39)
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X 0L & cf a ataseazd
cua H= — L+ g q; P p,=?, rezultd cd dacd se atas

j_l . . J .
acestei functionale sistemul diferenfial

’§EL=“§‘H— = qity quy -+ +y Quy P1y =+ 3 Pu)s i=12,...,n, (239
dt op; _
variabilele p;, ..., p, pot fi considerate variabile de control. De

aceea, utilizind ecuatia (2.38"), valoarea stationari a functionalei

t . . .
S L ds va verifica ecuatia cu derivate partiale

ty

, . © OW(t,q) dg; | OW(t, q)
Lt qy -5 Qv -5 @) = ]§1 dq; dt + 0t

(2.38")

L . . . imali : or
in ipoteza cd variabilele ¢y,...,q, reprezinta comanda '(‘)fpt;rs?s 1?(‘; ;nul
aceastd comandd optimald se obtine dacd py,...,p, Veriic
canonic (2.39), ceea ce inseamna ca avem

p; = 6{’, j=1,2,...,n (2.39"")
04
Derivind ecuatia (2.38") in raport cu ¢, j =1, ..., n, se gisesc ega-
litatile
ow =~Q~Ii— =1,2,...,m,
dq; 04,

care, comparate cu (2.39"), arata ca

ow
6q,’

Py = J=12,..,mn,

. .. ,
ceea ce are drept consecintid transcrierea ecuafiilor (2.39') sub forma

.Eg‘!__.—_: 'qj(t, 1y +»+y Qu

oW aW),
Oql go ooy aqn K
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revenind la ecuatia cu derivate partiale (2.38”), deoarece

L(tyqla-”’%’ ‘917-”75-171)_ quaW=
j=1 dq,
ow
= —H(t, iy« vy Qo ——,...,a—W),
dq 0¢,

dacd p; = o (4 ..., 4, se obtin rezolvind sistemul (2.39)],

ultima ecuatie se scrie

oW W L4
5t—+H(t’ q1s "'7qm—éZ7 -.-,—-E) =0

§i poartd numele de ecuatia Hamilton-J acobi, atasatd problemei i
tionale care admite hamiltonianul H=H (t, 1,1, q) P o v

Exemplul 9. I;ie un sistem dinamic cu un singur grad de libertate ¢, avind energia
cinetica T(q) = — P ’ : iald 1 ii

ica T(q) 5 mq?si energia potentiald U(q):—2~aq2, @ fiind o constant3
reald. Funclia lui Lagrange flind

L1 1
L('I’Q)Z—é—qu*—i—aq”,

deplasarea sistemului in cauzi se realizeazi pe extremalele funclionalei

t 1 (&
Jlgl= S Ligt), q(dr= - S [mg*(t) — ag*(1)] dt,
to to

daci intervalul de timp al miscirii este [£), #,]. Ecualia Euler corespunzitoare fiind
d ( oL oL "
— e — — m =
a \97 P g+ ag=0,

funclia q = ¢({) se ob{ine imediat. Deoarece
= e—= N .,
p % q

se deduce usor hamiltonianul problemei :

H=H(g, p)=1-L(g, §)+ pg]

.1 2
9=_% 2m 2
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sistemul canonic se scrie

.o 1 . oH
= ——=—p, p=— — = ag,
ap m

Problema de control optimal care apare aici se referd la minimizarea functionalei
) I a
Jmu=g-—wm——wwdz
, | 2m 2
sub restrictiile
. 1
§() = -—p, qllo) = Go-
m

Ecuatia cu derivate partiale pentru W = min J, va fi

uelU
i, 1 , 0w, ow
—p2——ag®——q¢— — =0,
om © > d 1 ot
ow . 1 1 0w . . .
de unde, punind —— in loc de p, deci § = — p = — ——, se va gisi ecualia Hamil-
0q m m dq

ton-Jacobi,

oW 1 ((’)W)2 1

e f— — aq? =0,
at +2m dq 2 1

care se poate deduce si direct din expresia lui II.

2.3.2. Ecuatia Hamilton-Jacobi
S-a vizut c¢i dacd problema variationald

{ 2t x0), %) at - ini(sup)

to

admite o solutie, atunci notind cu W = W(t, x) valoarea minimd
(maximi) a acestei functionale, adicd, cu alte cuvinte, calculind func-
tionala de-a lungul unei extremale, functia W verificd o ecuatie cu
derivate partiale de ordinul intii, explicitatd in raport cu derivata

?-E'a Dacd lagrangianul L este determinat, in ipoteza c# problema
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variafionald nu este singulari, este unic determinat hamiltonianul

H=—-L+ ijaaja
j=1

7

unde @,. . .,a, se inlocuiese prin ,(t, T1y e sy Pry- . -y Pu)y dedusi din
egalititile
oL
Pi=—0—, =1,2, y 15
Bw,

odatd gisit acest hamiltonian, ecuatia Hamilton-Jacobi atasatd pro-
blemei variationale cu L dat se va scrie imediat ;

oz 0z 0z

~—+H(tw cey By —yu )=O 2.40

Ot ? M1y ? ) am‘l ) ’ 0“‘” ( )
[notind cu & =2(¢t, @y, ..., x,) functia necunoscutd].

Aceastd ecuatie posedid dous particularitdti importante : este

explicitatd in raport cu una din derivatele partiale (aici este de-

. . 02 . . . < .
rivata partlala—a— §1, apoi, functia necunoscutd 2 nu apare direct.
4

In baza artificiului lui Jacobi (vezi 1.3.1) orice ecuafie cu derivate
partiale de ordinul intii

0
F (ml,...,m,,, u, v ’,._,_u“)=0
0wy ox,

se poate transforma intr-o ecuatia de forma (2.40), scriind W=Ly4q

§i considerind variabilele independente Lyy By « o oy Xy Lyt SCTISE
implicit sub forma z(z;, @y, ..., 2., Tn+1) = &gy % fiind o constants.
Deoarece
0w 0xpyy 0z | 0z
e == _ — 9
a(l}'j 0.%',' 0.7;; 8.’)’)”.(_1
ecuatia devine
0z 0z
' ox ox
Flay ooy py — — 22—, ., —— _V—0
1 » Yty . 9z ’ ’ Oz
0ytq 0Zyvq
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va conduce la o ecuatie de forma

0z 0z )_0

iar explicitarea lui
D1

0z
9 Tyt

care de fapt este ecuatia (2.40).
Utilizind notatiile Ini Monge

92 OB i=1,2, .,

- ’

at P 0z;
ecuatia (2.40) se scrie
p+H(t7m1"‘1wn’pl?"'7pn)ZO;

sistemul caracteristicilor atagat acestei ecuatii va fi

da, _ Ao, _ dt dz =
oH T 0H 1, vy,
95 %P
o, 0Pa ] j
dp _ _ dp _ __ dp.
o= 0H 0H |
ot 0wy ow,

§i deci parametrul pe caracteristici va putea fi considerat chiar
variabila ¢t §i vom avea

%.__:M@, d_pjz“ji7 j=12,...,mn (2.41)
dt op; dt ox;
H
= j = Dy —— — 4,
aw P +j§="'1p7 op; El " op, dt at |

a ¢ i a i 2n ecuatii

Se observid cd ecuatiile (2.41) formeazd un sistem cu
diferentiale care se poate integra 1ndepe}1dept de celelalte ecuatil
(2.41") “ale sistemului caracteristic ; dacd din sistemul (2.41) s-au

obtinut funectiile
@y = u;(t; 3, ceey T fp(ll7 ---7172),
Pp;i=p;t; x(l)7 '--737(1}1’]7(1’7--"?3)7.7. =12,...,m,
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'Ltunm inlocuindu-se in ecuatiile rimagse (2.41'), se obtin si functiile
p iz prin integrare directd :

P=pE;al. ., a0 Dl D) ey 2= 2. . xh, P Y2,

Este usor de recunoscut faptul cd intre ecuatiile sistemului caracte-
ristic al ecuatiel Hamilton-Jacobi (2.40) se afld si ecuatiile sistemului
canonic atasat unei probleme variationale in care hamiltonianul este
funetia H = H(t, xy, .. 3Ty Piye - -yPy) care defineste ecuatia (2.40);
de aceea, se poate afirma cd integrarea ecuatiei cu derivate partiale
(2.40) poate fi redusd la integrarea sistemului canonic cu hamilto-
nianul H.

Un fapt cu totul remarcabil a fost demonstrat de citre Jacobi i
anume : dacd se cunoaste un anumit tip de solutie a ecuatiei Hamilton-
-Jacobi (2.40), integrarea sistemului canonie (cu hamiltonianul H) se
reduce la o problemd de explicitare. Acest rezultat este cunoscut
ca teorema lui Jacobi.

2.3.3. Teorema lui Jaeobi

Reluind faptele care au condus la considerarea ecuatiei
Hamilton-Jacobi (2.40), rezultd cd solutia # are particularitatea ci
depinde de » parametri; intr-adevir, seriind z = W(i, x), prin defini-

t

tie W este valoarca stationard a integmleiS L[s, x(s), x(s)] ds, cal-
iy

culatd de-a lungul extremalelor care verificd conditiile z,(f,) = al,

J =12,...,n. ()r' extremalele fiind solutii ale unui sistem diferential

fmmat cu u,umtu de ordinul al doilea, aceste conditii vor determina

numai # din cele 2n constante de integrare, » parametri réminind

arbitrari.

Solutiile ecuatiei Hamilton-Jacobi care depind de un numir de
parametri vor fi functiile care vor rezolva problema pusi la sfirgitul
ui 2.3.2.

Vom numi integrald completd a ecuatiei Hamilton-Jacobi (2.40)
orice solutie z = ¢ a acestei ecuatii, de clasd ¢ intr-un anumit dome-
niu al argumentelor sale, care depinde de »-+1 constante arbitrare
(dintre care una aditiva) si care verificd

02 .
det [5.&_1 # 0, jok=1,2,...,m,  (2.42)
in domeniul de existentd al solutiei.
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Teorema 2.4 (Jacobi). Dacd pentru ecualia cu derivale parfiale
de ordinul intii, serisd sub forma Hamilton-J acobi

_a'{ +H(t By e w,,,%l—,.. ;;,,) —0, (2.43)

se cunoagte o integrald completd
2=, Xy vy By Ay oo ny @) 4, (2.43")

atunci din sistemul de ecuafii
‘Z(;% =, gi”; =py j=1,2 ...,m, (2.43")

care confine 2n constante arbitrare ai..., @, b, ...,b,, se obline
solutia generald a sistemului canonic

do, _OH — dp; _ _OH - h o a, (243"

in mod urmdtor : din primele n ecuafit (2.43), in baza conditiei (2.42)
se extrag funcliile

@y = x5 (U538 ooy Wy by ooy by)y, §=1,2,...,n, (2.44)

care reprexintd ewtremalele problemei wvariafionale care conduce lo
hamiltonianul H : inlocwind apoi functiile (2.44) in ultimele n ecuafiv
ale sistemului (2.43"), se vor obtine direct solutitle py,...,p, ale siste-
mului canonic

Pi =D @y ooy @y by ey by, J=1,2,...,n (244

[~ Demonstratia se reduce la o verificare : s& ardtdm cd functiile
(2.44) verifica prlmele n ecuatii ale sistemului canonic (2.43""). Pentru
aceasta se inlocuiegte mtedrala completa, (2.43") In ecuatia (2.43),
obtinindu-se o identitate ; derwlnd o in raport cu a;, gisim identi-
tatea

0% 7 »(')H 0%

_ 0% M 0% o k—=12,...,n, (2.45)
ot 0ak j=1 apj (9.70,- 0axk
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. . . . . 0z
deoarece in H, a, intervine prin intermediul derivatelor ——
&

inlocuind functiile (2.44) in primele n ecuatii ale sistemului (2.43%),

vom obtine n identitdfi; derivind identitatea = b; in raport cu

da,
variabila ¢, rezultd identitatea
2 n 2
% e 4% o ok —=1,2...n,
da,, 0t = Oa, 0x; diE

care scizutd din (2.45) conduce la sistemul

2
(Eﬂ_ﬁ-)a—@ =0, & =1,2,...,n.
dt 0p; ] Oa, 0x;

Y

n
im1

7

de, oH
, . 0
j =1,2,...,n, deoarece, in baza ipotezei (2.42), _determmantgl
coeficienjilor este diferit de zero, singura solufie posibili este soluyia
banali

Or, interpretind acest sistem ca un sistem algebric in

—_— =), j=1,2,...,’)’b;

s-au obyinut astfel primele n ecuatii ale sistemului canonic. Pentru
a obtine si celelalte ecuatii ale sxgtemul_m canonic, se deriveazi
ecuatia Hamilton-Jacobi (in care s-a inlocuit 2 cu ¢) in raport cu ;;
se obfine identitatea

2 n 9H 02 o0H
0%p .J__*_.M

O =0, j=12,...,n
0t 0w,  §=1 Op, 0wy, Ow;  Ow;

si apoi se scade din ea identitatea obtinutd prin derivarea in raport

0 . . . .
cu ta egalitdfii p; =22 [in care x, ..., , se inlocuiesc prin

5
expresiile lor (2.44)]. Deoarece

dp, 0% 5 0P dw,

= i=1,2,...,m
it  omor 2 0w om, i J= 5%
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operatia amintitd conduce la egalitétile

dp, 0H n é (8H da, 020
dit 0w; =1\ 0p, dit ).000, 0y,

care vor coincide cu ultimele » ecuatii ale sistemului canonic, daci se

-l

P
Teorema lui Jacobi are o importantd practicd deosebitd deoarece
de multe ori integrarea sistemului canonic este o operatie deosebit de
dificilé, pe cind determinarea unei integrale complete pentru ecuatia
Hamilton-Jacobi se poate realiza uneori usor (integrala completd se
poate obtine uneori ciutindu-se solutii de o formd particulard a ecua-
tiei Hamilton-Jacobi). )

are in vedere ¢& &, =

Exemplul 10. In cazul exemplului 9 s-a dedus ecuatia Hamilton-Jacobi

ow 1 aw \2 1
-+ —2-—(1(]220;

at 2m dq
deoarece W = W(/, ¢), sd ciautim o integrald completd de forma

W, ¢) = () + g(q)-

fnlocuind in ecuatie, se obtine egalitatea
’ 1 7’ 1
') +—— 9%+ — ag* =0,
2m 2
care va fi verificatd dacid, in particular,
f/ 1 1 /2 + 1 2
= —oa, — —ag® = o;
O] o 9@ 5

s-au obtinut astfel doud ecuatii difereniiale simple, care integrate dau
)= —at+ B, glg) = SV2<x m — mag® dq.

Se deduce o integrald completa
e

Wi, q)=— al+ SVZocm — mag® dg+B;

aplicind teorema lui Jacobi, va rezulta cd explicitarea funcliei ¢ din egalitatea

o (omds
SV2ocm—maq2_Y
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va reprezenta legea de miscare a sistemului considerat. Calculind integrala, se deduce

e (1)
—— arcsin —q]=(4+ ¥
a 20
20 o
o) = VT sin [V—m*(“r Y)] 3

cealalti funcfic necunoscuti a sistemului canonic se obfine scriind

si deci

ow S—
p= — = /2am — mag®
Iq

in care ¢ = ¢({) trebuie inlocuit cu expresia anterioard :

p(l) = V2um cos [Vi -+ 'Y)]'
m

11. Problema lui Kepler sau problema celor doud corpuri (miscarea unei planete in
jurul Soarelui sau a unui electron in cimpul coulombian al nucleului). In cazul unui atom
de hidrogen, sarcina nucleului va fi 4 ¢, a electronului —e¢, iar energia potenfiald este
datd de

r fiind distanta de la Soare la planetd sau de la electron la nucleu, r =
= 1/(ac1 — %2+ (yy— Yo)? + (31—25)%  Utilizind  sistemul sferic de coordonat
x=rsinBcosq,y=rsinfOsing, z=rcos0,r>0 0e[0,n]. ¢e [0, 2n], pentru
energia cineticd T se giseste

1 1 .
lT: T (1‘:2_,_ yz_,_ zz)z 7 (,=2+ 2 024 2 Epzsinz 0)

si, scriind L= T — U, vom avea
oL . oL
= ——=TF, :———-——:r26, = ——=r? .2Sin29'
P1 or P2 20 Ps 9% P ;
hamiltonianul se obtine imediat :
L

e
p§) -—

. .1 L
_ - SN G T rers
H=—L+ pt+p0+pie=— (p‘+ ERRC Ry r

Calculind din ecuatiile sistemului canonic doar ecuafiile

o0H . 0H
D3 = — —a—’- = =
@ D3
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i

\\
1

—_— 0.
cum
n2g P3’

se obline p, =‘Q. deci py = pQsi¢g = e

r¥sin® 0 = r2 — r2cos? O = %4 y?+ 22 — 22 = x4 g2,
\

\ , d y Ty — &y
\ o= e
\ ds x x4 g
se deduce
xg — zy = A.

Alegind convenabil condifiile initiale, se poate presupune A = 0, ceea ce va conduce
la egalitatea y = kx; asadar, traiectoria miscdrii va fi plani.

Vom presupune ci planul miscérii este planul R2, in care originea axelor se afli in

punctul P; (in care se afli plasat unul din corpuri) ; aceasta inseamni Ozl, deci
2

1 2 1 2 e
H=—\ri+ Q3 k)~

far ecuatia Hamilton-Jacobi va fi
ow + 1 {oW)2 n 1 AV
—_— —— —_—f—] —— =0.
ot 2 ( or 212 \ do ) r
O integrald completd a acestei ecuatii se poate obtine ciutind-o de forma

W, 1, ) = f(t) + 9(r) + h(e);

prin inlocuire, se deduce
)+ ! HOES ! e °
— Q'%(r —— — e == (),
5 OO+ S @) - — =0
Aceasta ecuatie va fi satisfacuta daci f(f) = — af, ac R, si dacd g si I verifici
1 2y + 1 e e
PR r —_—h’ —_— — .
2 g 2r? ) r xi
scriind ultima ecuafie sub forma

¥ (@) = — r’g’¥(r) + 2er + 2u?,

2 2
aceasta se va verifica pentru A’(p) = —@ si deci pentru g'(r) =V2<x + —e——— —%—. Prin
r r

urmare, o integrali completi se va scrie

2

2
Wt r @)= —af— Bo+ SV2“+ —;e"“p—gdHr G
r
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ow /S OW
ceea ce permite aplicarea teoremei lui Jacobi ; din egalititile rm = —ty ——6{3 = @
o {
1y o€ R, se dediice //
t— 1 _dr 8 dar /'/
—_— = 9 — =

’ 2 [ AL _gﬁ pe

2a e 20 4 —_—

r r? r 2

A doua egalitate constituie legitura dintre variabilele r si ¢ (care sint de fapt coordo-
natele polare in planul miscérii) care conduce la traiectoria cidutatd iar prima egalitate
descrie modul in care traiectoria este parcursa in timp.

1
Cu schimbarea de variabili — — r, a doua ecualie se integreazi usor :
: r

Py P
. e r . r
@ — @ = — arcsin ——— = — arcsin

2032 €
e

cu notatiile

Explicitindu-1 pe r, se giseste

1—gsin(p— p)

ceea ce inseamnd cd traiectoriile vor fi elipse (daci e <), parabole (dacd ¢ = 1) sau
hiperbole (dacd £> 1).

Dacéi hamiltonianul H nu contine explicit variabila £, in locul
ecuatiei Hamilton-Jacobi

ow ow ow
—+H |y ..., 2, =0 2.43
6t —+ ( 17 ? ’ aw1 ) ’ axn ) ( )
se poate considera asa-numita ecuatie Hamilton-Jacobi redusd
N 08
H(xl,...,w,,,————,...,— =h (2.46)
0z, ow,

in care functia necunoscutd S nu depinde decit de variabilele x;,. . . ,a,.
Pentru a justifica aceastd inlocuire, este suficient si aritim ci din

110

\
orice integr‘@lé. complets a ecuatiei (2.46) se poate deduce o integrald
completd a ‘ecuatiei (2.43); pentru aceasta, fie

\\ S =8y «vvs @y Oy ooy @y, b) +a
o integrala con\pleti a ecuatiei (2.46) si sd aratdm ci

2 —“-\VhVHS'(Wv ceey Xy Qpyevey Oy, B) +a

este o integralid completd a ecuatiei (2.43). Or, evident, z € (2, in
toate variabilele sale (odatd cu S) iar z depinde de n -1 parametri
arbitrari b, @,...,,-; $i a; in plus, este usor de verificat ci
2 2
det [ ~——a——z——]¢ 0 daci det [—ﬁig—
0x; O, 0w; 0,
presupunind x, =% 8i @y, =h
De fapt, ecuatia redusi (2.46) se poate deduce direct din ecuafia
(2.43) céutind solutii de forma

W o= —ht +8(ay ..., z,).

];e;o, in primul determinant

2.3.4. Lagrangieni pozitiv omogeni

S4 considerdm o varietate V, dintr-un spatiu R™, n < m,
care are proprietatea ci elementul de arc ds se poate calcula cu ajuto-
rul egalitétii

”
ds*= Y, g5 (x) da; day,
7, k=1
unde [g;,(x)] este o matrice pitratd simetrici nesingularsi pentru
orice x € V,, iar forma patraticd Y, g;(x) &; & este pozitiv definiti

j,k=1
pentru orice x € V,. O astfel de varietate se numeste spativ Riemann
$i vom presupune g;, € C1. Dacd x; = xy(t), j=1,2,...,n, t € [t,, 1],
este o curba vy din V,, atunci lungimea ! a acestei curbe va fi definits
cu ajutorul integralei

t1 L .. . dw; . .
Z[X]L‘Stovj’élg,k(x)wjmk dt, =gl =12 n; @4)

prin definitie, o curbd y,< V, se numeste geodezicd pe V,, care trece
prin punctele x(¢,) $i x(,), dacd vy, realizeazi minimul functionalei I
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/

definite pin (2.47). In acest mod, determinarea geodezicilor intr-un

spatiu Riemann este o problemd variationald, in care Aagrangianul
este /
/

(2.47")

se observd cd acest lagrangian are o proprietate importantd si anume,

pentru orice s >0, are loc egalitatea
' L(x, 8x) = sL(X, X).

Vom spune c¢i este vorba de un lagrangian pozitiv omogen de grad
p =1, iar, prin extensie, dacs pentru orice s > 0 un lagrangian oarecare
L = L(t, x, x) verifich egalitatea

L@, x, sx) =s? L(t, x, x),

L(x, %) =V g5 (%) @ @ ; {/
¥

vom conveni s& spunem ci L este un lagrangian pozitiv omogen de
grad p (p evident va fi un numdr real).
Identitatea lui Euler pentru functii omogene va conduce la
egalitatea
. 0L
Y oy —— =pL;
j=1 Z;
de aici, se deduce o proprietate importantd a lagrangienilor pozitiv
omogeni de grad p si anume : daci L este un astfel de lagrangian
care in plus este §i independent de ¢, atunci, dacd p # 1, acest lagran-
gian va fi o integrald primi pentru sistemul Euler-Lagrange cores-
punzitor. .
Intr-adevir (vezi 2.2.5), deoarece L, este o integrald primd
pentru sistemul Euler-Lagrange, vom avea
" L
Ly=L —Y a—— =L—pL =01 —p)L

j=1 T

si deci, pentru p # 1, pe extremale, L va fi constant.
Daci p =1, deoarece punind t=1i(s), 1'(s) >0, se€/[sy 8],
1y = U(Sy), b =1s1), avem

iy §1 d S1 .

S Lx(t), x(¢)]dt= S L(x, '&E%) t' ds =S L(x, x)ds, (2.48)
te So $ o
1
se deduce cd functionala S L dt nu depinde de variabila, de integrare
tO

(evident, in ipoteza cd L nu depinde de ?) §i de aceea, se poate face
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\
ipoteza cd 'pentru o alegere convenabili a parametrului pe extremale
8% avem L =h (pe extremale) ; notind
\
¢
\ o(t) = { TIx(w), k()] du

\ E t.

\

in ipoteza ci pe extremale I =k daci parametrul este s, din (2.48)
se deduce egalitatea

\

P(t) = h(s —s,)

care va reprezenta legitura ciutatd intre variabilele ¢ §i s [pentru a
avea L =h pe extremalele x=x(s)].
Un rezultat important in aplicatii este

Teorema 2.6. Dacd lagrangianul L este pozitiv omogen §i nu depinde
de t, atunci extremalele funciionalelor

N 1y
J[x]:S L dt, J,[x]=S L dt
ty t

vor coincide, pentru orice r € R\ {0,1}.

[ Deoarece

d (dLr !
R
dt aw_f; (%U, d¢ a(tj 8(1}.4
d oL 0
= [ ()] e AL
dt \ dz; o0x; de

. L
lar pe extremale ~(3‘1—— =0, se deduce ci dacd
t

d oL oL
—_ —— =0, j=1,2,...
i (a.’ﬁj) oz, y J 3 4y y 1y
atunci

=0, j=1,2,...,n. |

_i(aL’ or
a Uiy

0x; 0y

In particular, daci L este definit prin (2.47'), deci daci extrema-
lele sint geodezice, deoarece este cazul unui lagrangian pozitiv omogen

8—c. 14
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{

/
de grad unu, va trebui si determinim convenabil parametrul pe
.geodezice, pentru a avea L =h pe aceste curbe; or, penfru t=s, s
fiind arcul de geodezici, calculat intre ¢ =0 si ¢, deci

/

/

t
-

11
avem ' /

R T — /

VZ G By 2, A /
0 7,k=1 /

i(deoarece ds = dt). Asadar, geodezicele vor fi in acelagi timp extremale
‘pentru funcfionala

To[x] = SL [x(s), ()] ds ={ [ 3 0 (%) 4, w] ar;

to 7, k==l
-deoarece
oLz d ] 0L? o0y . . .
— =2 Nu®y —= Y = sy, J=12,...,n,
8-’1)1 k=1 a.’ﬂj k=1 3&7;

;8¢ va obtine sistemul Euler-Lagrange

d (& . 1 2 09y . . .
R x| —— L xx, =0 =1,2,...,n.
ds (kgxgjk Ic) > t,k2:=1 oz, 1 % y J g lye ey

.Efectuind derivarea in raport cu s, deoarece din g;. = g,; se deduce

:sistemul Euler-Lagrange fiind
Z gir T+ z [k jlo @ =0, j=1,2,...,m,
k=1 Lk=1

“unde [l k,j] sint simbolurile lui Cristoffel de spefa intii

. 1 [ 0gu 6!];1 09, )
Ik = + —_ :
[, 9] 2 ( 0w, 0xy 0wy ’
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utilizind simbolurile lui Cristoffel de speta a doua
ik LA
{J ! }: Z 9" [J k, ],
=1
unde ¢ este matricea inversi atasatd matricei g;,, deci
[ 1 pentru t=k
\ il — 81 —_ )
\ Elg g * {0 pentru i# K,

se obfine urmitoarea form# a sistemului de ecuatii diferentiale cu
care definesc geodezicele din spatiul Riemann V,:

dz.%'j it { k d./Ez dﬂ?k .
-+ — =0 =1,2,...,n. 2.49)
ds? ,,k=1{ j } ds ds P ITHS (

2.3.5. Distanta geodeziea (eikonal)

In cazul functionalei (2.47), daci x = x(s) se inlocuiesc cu
geodezicele respective [adici x=x(s) verificd sistemul (2.49)], se
obtine, dupé efectuarea calculelor, minimul distantei dintre punctele
X(to)= X, $1 X(#,) = X%, apartinind lui V,; prin extensie, dacé se calcu-
leazd valoarea functionalei

7ix1 =Tty x(0), %014

to

de-a lungul extremalelor acesteia, se obtine distanfa geodezicd sau
etkonalul acestei functionale.

Dac#d denumirea ,,distanté geodezicd” este imprumutatd din geo-
metrie, notiunea de ,,eikonal” provine din opticd, unde, principiul
Iui Fermat (care postuleazi faptul ci traiectoria unei raze de lumind
intr-un mediu oarecare, care pleacd dintr-un punct si ajunge in alt
punct al acestui mediu este incit astfel pe ea se obfine timpul cel
mai scurt), face ca traiectoria unei raze luminoase si fie o extremald,
calculind timpul pe aceastd traiectorie, pentru a ajunge din x° in x?
valoarea obtinutd se numeste eikonal. Functionala, care apare in

acest caz, va fi ’
4 2, .
— @ (3)
T 5 . Vfgl s,

6 V(8 X, X)
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dacd v = v(s, X, X) este viteza de deplasare a luminii /1‘n mediul
sconsiderat, deoarece dt = ds/v.

Distanta geodezicd se calculeazd cu ajutorul extre nalelor care
trec prin doud puncte date x° si x'; dacii aceste puncte sint situate
la o distantd convenabild unul de celalalt este posibil sé existe o
singurd, extremald care si le uneascd ; este ev1dent cd /distanta geo-
dezicd va depinde de coordonatele punctelor x® 5i x! precum si de
valorile parametxulul pe extremald pentru care se obtin acestea.
1In ipoteza ci x! = x este variabil, distanta geodezicd J va depinde de
2n + 2 parametri iar dacd x° este fixat, vor apirea n -+ 1 variabile
(anume ¢, @, ..., x,) si n +1 parametri (tgy @3y ..y 25). In baza
rezultatelor din 2.3.1 ca functie de t, 2, ..., ,, distanta geodezici
J va verifica, ecuatia Hamilton-Jacobi (dacd functia H se poate
.deduce din functia L)

oJ od 0d
——-——{—H(t,acl,...,m",——,..., )=0
ox,

si va fi o integrald completd a acestei ecuatii (dacd se verificd ipo-
tezele cerute pentru o astfel de solutie).

Consideratiile anterioare nu sint aplicabile decit dacd H nu este
nul; or in cazul geodezicelor pe o suprafa{é Riemann avem H = 0
si de aceea, ecuatia cu derivate partiale verificatd de distan{a geo-
dezicd trebuie obtinutd pe altd cale.

. = i .. oL inj

Notind L=|F, F = Y} g,.(x) #;8, deoarece p;=——=——

§,k=1 d Xy BWj,

se deduce

1 .
p; = T ngwk, J=12,...,n;

cum det[g;]# O, aplicind regula lui Cramer, se giseste

T Y 9" p; (2.50)
L &

(9" fiind elementele matricei inverse matricei [g;.]). Cum L este
pozitiv omogen de grad unu, utilizind identitatea lui Euler

zd}j aL = L sau ﬂilj——:l
j=1 oxy =1 L 0
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\ oL 0 o
§i {inind Sea,ma pe (2.50) si de faptul cd —— = —i pi=—) 8
ox oxs’ 0w,
giseste ecua&la cu derivate partiale
\ noo0J 0J
Y 7(x) =
f h=1 amj 8.’)3',0

care reprezintd ecuatia Hamilton-Jacobi in cazul special considerat.
De obicei, in aplicafii practice, nu se utilizeazd functia J ci funcfia
I' = J?, obtfinindu-se ugor ecuatia
}'_3 i (x) 2L or or
0

gy k=1

=4I,

r; 0%

in particular, dac#i L?= Y 22, ecuafia Hamilton-Jacobi va fi
j=1

]gx(%) é ( oz, )2= 4T

Exereitii

1°. Si se arate c¢i pentru lagrangianul L = Va® + y? ¥1+ y* hamiltonianul
esle

H=Vz*+ y?— p?

iar ecuatia Hamilton-Jacobi corespunzitoare
aJ 2+ oJ 2 2y g2
_ 2] =g
oz oy v

1
J=-—2——-xzsina—— xycosa——i—y?'sina+ b;

admite integrala completd

s8 se deducid de aici extremalele
x%cos a + 2xysina — y®cos a = c.

2°. Si se arate ci dacd se cunoaste hamiltonianul H = H({, x, p),se poate deduce
lagrangianul L = L{¢, X, X).
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R. Din legitura dintre L' si H se deduce ecuatia cu derivate partia}ﬁe

id oL /
Yi—-L=mn /
oy /

care este o ecualie Clairaut generalizatd, a cirei solutie singularsi va ‘defini pe L.

3°. S4 se determine L daci H este:

a) = VP -+ D) Vor— %5 o) — VP + & — p2— ¢2; d) y(p® + ¢2);
e V1+p2red; 1y— Va2+ a2+ o F a2 —pt—pl— ... —p2,

R.oa) —yV1—y2;b) yVy2—1; VP + 2V1+ g2+ 22 ;

1
d) E—(y’2+ %)) — V1 — y? — 72, f)]/x§+ ...+x§]/ab§+ St 22,

%°. Se cer geodezicele pe suprafefele Liouville, calacterlzate prin aceea ci elementul
de arc se poate scrie

= V/'(u) + g(v) Vdu? + do?.

R. Ecuatia Hamilton-Jacobi admite o integrali completi de forma

J = S Vi) + a + du + SVg(v) — adv + b, prin separare de variabile.

S& se arate ci in R? geodezicele pe suprafelele, ale ciror primé formé fundamen-
tala este

ds? = E du?+ 2F du dv + G dv?,

se pot ob{ine cu ajutorul urmitoarei ecuatii Hamilton-Jacobi :
aJ )2 0J oJ
Gj—}) —2F — — + ~E(‘-"2
Jdu Jdu v
6°. Sd se arate ci oricdrei ecuatii diferentiiale de forma
y’ = f(x, y, )
i se poate atasa un lagrangian L = L(x, y, y’) a ciirui ecualie Euler este ecuatia datai.
R. Scriind ecuatia Euler sub forma
Ly’y’ ¥+ -Ly’y Yy + Ly’a; — L” =0, .
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\ ’ . - 0
scriind f in loc de y’’ si derivind apoi in raport cu y’, se obline ecuatia cu derivate
parfiale de ordinul intii

du Ju
Nty —+ f""’+ fru=0, u= Lyy
\ Jx dy
cu ajutorul cireia 'se va obfine L.
7°. S3 se determine toate funciionalele care au ca extremale : a) linii drepte in plan;
b) parabolele y = ax + bx%

R. a) Deoarece y”’ = 0, in baza exercifiului 6 se giseste -

"
L(z, y, ) = a(z, y) + vy’ y) + S (¥ — Oy — tx, 1) dL,
0

a, b si ¢ fiind functii arbitrare astfel incit ay = b,
b) Deoarece y”’ = 2272 (xy’ — y), in baza exercitiului 6 se giseste

" ,
Lz, y, )= a(x, y) + y'b(x, y)+ 72 S W —te@lt—a2y 2zly—1de

yx—1
a, b si ¢ fiind functii arbitrare astfel incit ay = by,



CAPITOLUL 3

Calculul variatiilor

3.1. Introducere

. Din problematica vastd a calculului variatiilor, vom
lua in consideratie numai aspecte legate de posibilitatea aplieirii
acestei discipline in teoria ecuatiilor diferentiale sau cu derivate

partiale ; vom avea in vedere probleme de optim atasate functiona-
lelor de forma

Iu] = S L(x, u, yu) dw (3.1)

n
un(}e L:D, Xx RXR"— IR este cunoscut, fiind o functie de clagi
C? in toate argumentele sale, D, fiind un domeniu din [R”, mirginit,
avind frontiera 0D, cu misurd nuli in [R” iar vu = grad 4 =

_(8_% ?}i)
oz, 0w,

Vom presupune  : D, — R, convenabil definit intr-o mul{ime
de functii iar calculul variatiilor determind acele functii u care
realizeazd optimul functionalei (3.1)

Exemple. 1. Problema lui Plaleau se referdla determinarea acelei suprafete din R3 »
avind ecualia z = z(x, y), (x, y)€ D,, si frontiera y si care are aria minimi in raport cu
toate suprafeiele din IR® care se sprijind pe y [dacd aceste suprafele se pot scrie sub
forma z = f(x, y), (x, y) € D,).

Deoarece aria unei astfel de suprafefe se poale obtine cu ajutorul egalitaii

A= SSVl T T 2dway,
Dy
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problema lui Plateau va {i rezolvatd dacd se determini funcfia z cu proprietatea

2] < I[LI]ZSSVYJFTVW de dy
D2

du du ou\?2 [Jdu)?2 .
cu nolatia gu=|—, —1, |yul> = {-—} + {—| ; comparind cu (3.1), rezulta
ox Oy ox | dy
L(z, y, u,yu)= Y1+ lyul2

2. Ecuafia coardei vibranle (infelegind prin coardi vibrantd un mediu elastic unidi-
mensional, ale cirui oscilalii au loc¢ in acelasi plan xOu) se poale deduce, conform cu
principiul lui Hamilton cu ajutorul unei probleme de optim ; astfel, in ipoteza ci pozifia
de cchilibru a coardei este dreapta u = 0 iar punctul de abscisi x se deplaseazi
numai pe verticald, energia cinetici 7' a acestei coarde va fi

70 1 ¢ Ju 21 0
1) = — )| — | dx, > 0,
( 2 SO P(®) ot °

acit © = 0 si x == [ sint capetele coardei in pozitia de echilibru iar o este masa coardei
raportati la unitatea de lungime, u = u(/, x) fiind deplasarea pe verticald a coardei,
fali de pozilia de cchilibru, calculatd in punctul x la momentul ¢ Iinergia potentiald,
fiind proporlionald cu alungirea coardei, va fi

! [V— ou\?2
U = S k(x) 14 ( rrrrr ) — 1 |dx, k> 0;
b dx

deci, conform cu principiul lui Hamilton, deplasirile coardei in intervalul [/, /,] se rea-
lizeazi astfel incit funclionala
tZ

I= S [T — U] dt
121

si aibd o valoare minimi. In acest mod, ecuafia coardei vibrante se obtine calculind

minimul integralei

1 Stzsl{l ()((311)2 K )[]/1+ (311)2 1:,}({ &
u] = —= x —_ — K(X _ _ x
t Jo | 2 e ot L dx

si deci este vorba de un caz particular al lui (3.1).

3.2. Conditii necesare de extrem

3.2.1. Diferentiala forte

Vom considera dou# spatii vectoriale normate X si Y in
care normele se vor nota prin || :|lx, respectiv || -||y si fie f: A=Y,
unde A = X este o mulfime deschisd.
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Se spune ci aplicatia f este diferentiabild forte intr-un punct
x € A fixat, dacd pentru orice h € X, astfel incit x + he 4, existd
o aplicatie liniara gi marginitd Ly, Ly: X — Y, astfel incit

f(x 4+ h) — {(x) = Lyh + a(x, h), (3.2)
unde «xe Y §i este astfel inecit

MX, h)”Y — O. (3‘21)

Injig-0  |[hflx
In aceastd situatie aplicatia Lih care pentru orice h e X este un
element din Y se numeste diferentiala forte sau diferentiala Fréchet

a lui f in punctul x € 4 iar Ly insusi se va numi derivata forte a Iui
in punctul x e 4.

Exemple. 3. Dacid f: A - Y, f(x) = ¥,, ¥, fiind un element fix din Y (cu alte
cuvinte, f este aplicajie constantii de la A la Y), atunci diferentiala forte (Fréchet) existi
si este nuld, deoarece

x4+ h)—I(x) =y, — ¥,=0=0h4 0
si deci Ly =0, a = 0.
4. Dacid 1: A— Y este o aplicatie liniard si marginitd, adica

13y + %) = £(xy) + £(%5), {ax) = ak(x), [[{®)]ly < M||x||x

(X, X;, X, fiind arbitrari in A, ca si a care este scalar), atunci f este diferentiabila in orice
punct xe A ; intr-adevir,

f(x 4+ bh) — {(x) = [{(x) + 1(h)] — i(x) = {(h)
si comparind cu (3.2) se deduce

Lh = i(h), oa=0;
si deci, cum f este aplicalie liniard si mérginitd, avem Ly = I, x€ A.

5. Dacdi f: A — Y, {(X) = Lx 4 y,, unde L: A — Y este o aplicatie liniard si mir-
ginitd, deoarece f(x 4- h) — f(x) = Lh, se deduce imediat ci I este diferen{iabili forte
in orice punct x € A, diferentiala forte fiind egald cu i(h) in orice punct x € 4.

Daci f este diferentiabild forte in punctul x € 4, atunci diferen-
tiala forte a lui i in acest punct se noteazé prin (df)(x) sau df(x),
adicd

(df)(x) = L;h (3.3)
iar derivata forte in acelagi punct x e A se noteazd prin f'(x), deci
I'(x) = Ly; (3.3")
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comparind (3.3) cu (3.4), rezultd
Ly b = (df)(x) = f'(x)h. (3.3

Este usor de verificat faptul c& diferentiala forte, dacd existd,
este unic determinatd; in caz contrar, ar exista aplicatia liniard
§i marginitd My, My: X — ¥, astfel ineit

i(x - h) — i(x) = Mgh + B(x, ), Mmﬂ% cind || |0
X

pentru orice he X cu x+he 4, se deduce, utilizind descompu-
nerea (3.2),

Lih — Mh = B(x, h) — «(x, h)

iar in baza proprietatilor lui o si B, rezultd
”LXh_MXh”Y — 0 (3.4)
[in]| =0 hix

pentru orice h e X ; dacé ar exista h, e X astfel incit Lyh, #M;h,,
pentru orice £>0 s-ar putea scrie

o4
— || Lghy— Myh ||y =¢ >0
gy ot Mol

(deoarece Lgh, — Myh, # 0 inseamnd [|L:h, — Mshy|l; >0 iar prin
ipotezd ||hy|lx > 0), deci, notind h = ch,, se deduce :

L L(ehy)— My(ehg)ly ——

i th”X I hOHX

ceea ce contrazice (3.4), deoarece, daci e—0, neaparat |h|y =
= [lehyllx = =|/hyllx — 0.

[[Lx(h) — My(h)[ly = ¢>0,

3.2.2. Diferentiala slaba
Vom presupune f definit ca in 3.2.1 §i vom calcula
f(x + th) — f(x)
[4

2—’1‘()& + th)|s—=o = lim (3.5)
ot -0
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Lj.li

intr-un punct xe 4 pentru orice he X, astfel incit x +theA, ¢
fiind scalar real. Limita este inteleasd in sensul normei din Y :
dacd A este limita in cauzd, inseamnd cd pentru orice > 0 se poate
gisi 3>0 astfel incit -

(x + th) — f(x

) _ A“ < ¢ indatd ce [t] < 3.

l l¥

Dacd limita (3.5) existd, se noteazd prin (Df)(x, h), adicd

(D) (x, ) = = £(x -+ th) (3.5)

=0

§1 se numeste diferentiala slabd sau diferentiala Gdteauxr a Iui f in
punctul x relativ la cresterea h. :

In general, diferentiala slabd (Df)(x, h) nu este liniard in raport
cu h, dar dacit aceastd diferentd este liniard in raport cu h. si se
serie sub forma

(Df) (x, h) = f(x) h, (3.5”)

unde fi(x) este un operator liniar §i marginit (fi(x): 4 — Y), atunei
fi(x) se numeste derivata slabd (sau derivata in sensul lui Gateaux)
a aplicatiei f in punctul x. In legiturd cu derivata slabd (Df)(x, h)
se poate face precizarea ci desi initial aceasta nu este o aplicatie
liniard in raport cu h, totusi in anumite ipoteze suplimentare, se
poate obtine §i egalitatea (3.5""). Este usor de stabilit cid dacd f
este diferentiabild forte in punctul x € 4, atunci ea este diferentia-
bild Gateaux in acest punct iar derivata slabd fi(x) existd si este
egald cu derivata forte f'(x). Intr-adevir, seriind f(x 4 h) — f(x) =
= {'(x)h+a(x, h), prin inlocuirea lui h prin ¢th, in baza liniaritdtii
aplicatiei f'(x), se gasegte

f(x 4+ th) — {(x) = t'(x) b + «(x, th),

de unde se deduce

(D) (x, h) :-(%f(x +th)

— (%[f(x)w'(x)hw(x, thy]  =1(x)h,
=

=0 0

deoarece
— lim (X, th) — a(x, 0) —

£=0 -0 [

0 0
a—t‘ f(X) = O, 5{ OC(X, th) 0,
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ultima egalitate bazindu-se pe (3.2'), din care se deduce o(x, 0) = O
s
I} (X, th) lly __ 1 . I} (X, th) lly

0= = m
0 thlly  [Ihle 1ho 1

Asadar, s-a obtinut egalitatea
(Df) (x, h) = 1'(x) h,

ceea ce inseamnd fj(x) = f'(x). Reciproc, se poate arita cd dacd.
derivata slabd f;(x) a aplicatiei f existd intr-o vecinatate a punc-
tului x,€ A §i este continud in x,, atuneci f admite in x, o derivata.
forte f'(x) [= f;(x)]. . 5

Fati de diferentiala forte, diferentiala slabd are avantajul cé
poate fi uneori calculatd efectiv cu destuld ugurinta.

Exemplul 6. Fie X = C([a, b]) si Y =R iar

b
1) =S 2 (1) dt;
a
dacdi he X, atunci
b

n2(Hat + 2 S (xhy(Hyde

]

b b

b
[(z+ Ry} dt =S a%() dl + S

a

fe+ h) = S

a

si deci

b b

x(t) h(ty dl + S B2 () dt

a

fa+ by — f(x)zzs
@

comparind cu (3.2), gasim

b b

() h)ydt, o(x, h) = S h2 () dt

a

L$h=2S

a
si este evident ¢ L,h este o aplicatieliniard de Ja X la Y (pentru x fixat). Deoarece

b

h2 (1) dt
(. B)lly S sup h2(t) _ ||nlfx

= < £ ——=|lhl|x,
|hllx [1A]|x |Ihl| x |[h]l x

este evident ci (3.2') se verificsi, ceea ce inseamni ci aplicatia consideratd este diferen-
tiabild forte in orice punct xe€ X iar diferenfiala forte este egald cu

b

f(x)h= 28 x(0) h(f) dt.

a
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Calculind direct diferentiala slabi, avem

b
f(x + sh) :S (%% + 25 xh+ s2h?) dt
a

si cum & = x({), h = k() sint functii continue pe [a, b], derivata in raport cu s se poate
calcula direct sub semnul integralei; deci

b
(Df) (x, h) = S (Qxh + 23112)'

a

b
dl = S 2xhdt
§=0 a
si se obtine egalitatea

b
Of)y(x, =2 S () h(t) dt.

Existenta diferentialei forte are drept consecintd posibilitatea,
aproximarii cregterii aplicatiei f [calculatd in punctul x € A4, relativi
la cresterea he X gi definitd prin (Af) (x, h) = f(x + h) — {(x)]
prin {'(x) h; agadar in priméd aproximadtie, se poate scrie

(Af)(x, h) ~ f'(x)h.

3.2.3. Conditii necesare de extrem

Vom presupune aplicatia f o functionald reald, adicd daca
f:4 < X —Y, atunci ¥ = [R, ceea ce are drept consecintd posi-
bilitatea compardrii valorilor lui f; se spune ci functionala f admite
un minim in x,€ 4, dacd (Af)(xg5 h) > 0 pentru orice h e X, astfel
incit x, + h e B.(xX,) [Be(X,) fiind sfera deschisd de razd >0 cu
centrul in x,]. Dacd se obtine inegalitatea inversd, evident este vorba
de un punct de maxim.
Legdtura dintre punctele de extrem pentru functfionale reale i
diferentiala forte este datd prin

Teorema 3.1. Pentru ca funciionala reald diferenfiabild 1 sd
admitd-un extrem in punctul X, < A, este necesar ca in acest punct
diferentiala forte 1'(X,) h sd fie nuld pentru orice h e X.

[~ Se poate scrie

(Af) (vah) = f(x, + h) — 1(xy) = {'(xy)h + (X, h).

Dacé in punctul x,e 4, care prin ipotezd este un punct de extrem
pentru f, am avea f'(x,)h>0 pentru un he X gi |a(x,, h)<<e| h|x
cu ¢ — 0 determinat, se deduce

(A) (xgy th) =t T'(X)h + a(x,, th)
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si cum dacd t este suficient de mic in valoare absolutd, vom avea-
(Af) (x,, th) < 0 pentru ¢ <0 sau (Af)(x,,th)>0 pentru ¢>0,
cresterea lui f in punctul x, nu poate avea semn constant, ceea ce:
contrazice ipoteza. Analog nici ipoteza f'(x,)h << 0 nu poate fi lu-
atd in consideratie, deci f'(X,)h = 0, oricare ar fi he X. _

Daci se foloseste diferentiala slabd, conditia necesard de extrem
al functionalei f in punctul x,e 4 va fi

(Df) (%, h) =0 (3.6)
pentru orice he X. Intr-adevir, utilizind notatia
g(t) = i(x, + th)
in ipoteza te R, X, + the 4, ¢ va fi o functie de variabila reald ¢,
definitd in vecinidtatea originii ¢ = 0 s§i astfel incit, pentru orice
he X, ¢(0) fiind extrem. Prin urmare, in mod necesar, g'(0) = 0,
adicd
0
g(0) = —f(x, +th)| = (Df)(x,h)=0.
ot =0
Este ugor de verificat cd (3.6) conduce la teorema 3.1, dacd f
este diferentiabild forte in x; € 4.

3.3. Lemele fundamentale ale caleululului variatiilor

Pentru a putea aplica functionalelor de forma (3.1) consi-
deratiile din 3.2 in vederea obtinerii unor conditii necesare de extrem
serise sub o formd mai accesibild, sint necesare citeva rezultate din
teoria integralelor Riemann.

Teorema 3.2 (lema generald a calcululut variational). Dacéd f,
hyy « oy by, sint elemente ale spatiulur Hilbert Ly(D,) tar g este un element
oarecare din L,(D,) care verificd egalitatile

(gahi):()’j:la 2y ..y,m,

81 dacd in plus (f, g) = 0, atunct f este o combinatie liniard a elemen-
telor hyy hgy ...y by

[T Fard a se micgora generalitatea, lementele hy, ..., k, se pot
presupune liniar independente (in caz contrar, se elimind din mul-
timea {hy, .. ., h,} elementele care se prezintd sub form# de combinatii
liniare ale elementelor rdmase, ceea ce conduce la inlocuirea lui m
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e <, . . -
gnntrtug n}llmar m < m,m =0,1, .. -) §1 apoi aplicind procedeul
¢ ortogonalizare se pot presupune verificate egalititile

(hh hk) = 8]’1{)

Sa aratam ci este posibil si determine numerele reale gy Qgy ooy @
astfel incit g, e Ly(D,), Y T

hEk=1,2,...,m.

m

9o =1 — Y ah;
i=1

Sj ge ortogonal pe hy, h,, + + +y 5 Intr-adevir, din conditiile (g, h;) =
= t, J = ]':1 - ooy M, Tezultd imediat a; = (f, h;). Prin urmare, se
poate considera g, in locul lui g si atuneci din i ]

g ipoteza =
8¢ deduce P g0 =0

j=1

“f“ Z “fhf“; = (f‘“ :—”v-l' a;h;, go) = (f, go) — % ai(hj go) = 0,

adicd f— E ash; = 0 (egalitate aproape peste tot). ]

j=1

Teorema 3.3 (lema lui La ‘ i
: 3.3 v lur Lagrange  saw lema fundamentald o cal-
cululut variatiilor). ";Daca felO(D,) dar ge CYD,), g impreund cu

erivatele parfiale Pyt [m|<Ek anulindu-se pe frontiera lui D,,

atunct, din condifia

SD f(x) g(x) dx = 0 (3.7)
pentry orice g wverificind ipotezele amintite, rezulld f(x) =0, xe D,.
[T Sd presupunem x, € D, astfel incit f(x,) > 0 ; cum f este c,ontinug
avem f(x) >0, dacd Xxe B,(x,), r>0 fiind suficient de mic iax"
B,(x,) fiind sfera deschisi de razi » cu centrul in x Luindu-l’ e

-de forma " bed

g(x) = {(7‘2 — [ X=X, |31 pentru X e B,(x,),
0 pentru x ¢ B,(x,),
se verificd ipotezele teoremei pentru ¢ si atunci
[, 709 909 ax = {f(x) (r* — |x — x, [+ ax >0,
" By(x)

ceea ce contrazice ipoteza. -
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Teorema 3.4 (lema lui P. du_Bois Reymond). Dacd fe C(D,) si
dacd pentru orice functie g € C™(D,), nuld impreund cw toate deriva-
tele partiale de ordin < m — 1, pe frontiera i D, avem

S 0 29 gx — o, (3.7)
D, dz™

rezultd f un polinom de grad cel mult m — 1.
[ Notind

_ amg B aml—f—-~-+mng
h = dx™ - aw:"l. .o 01’;"” )’

din (3.7') se deduce conditia de ortogonalitate (f, ¢;)-= 0; pe de
alti parte, utilizind formula Gauss-Ostrogradski, se deduc §i
egalitdtile

(@h .. ot g) =0, b+ ... +Eka<m
deoarece ¢ si toate derivatele sale partiale de ordin < m sint nule

pe 0D, ; teorema 3.2 arati cd f este o combinatie liniard a elementelor
aki. . .w ' ocu ky 4.+ k, < m, deci este un polinom de grad cel
n

mult m — 1, egalitatea avind loc peste tot, f fiind continud. A

Teorema 3.4 a fost demonstratid initial pentru n =1 §i m =13
deci daci fe O([a, b]) si dacd pentru orice g € C([a, b]) astfel incit
g(a) = ¢g(b) = 0 avem

b
Sf(:)c) g (@) dw = 0,

atunci f este o constantd in [a, b].

3.4. Ecuatia Euler-Ostrogradski
3.4.1. Deducerea ecuatici Euler-Ostrogradski

Vom considera functionala (3.1) in care L este o functie
de clagi C? in toate argumentele ; ne intereseazd functiile we C'(D,),
w €0¥D,),unde D, este un domeniu mérginit din [R" avind frontiera D,
suficient de regulatd (suprafata 0.1, se presupune cé admite plan tan-
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gent continuu, exceptind eventual un numir finit de varietiifi,
avind misura #n — 1 dimensionald nuld) care realizeazi un extrem
pentru integrala

T[] = SD L(x, u, yu) dx, (3.1)

n

dacd sint cunoscute valorile lui » pe 90D,
w(X) o, = f1(X), (3.8)

f1 fiind o funetie cunoscutd pe d.D,, aceeasi pentru toate funciiile
w care intervin in (3.1).

Conform cu rezultatele din 3.2, dacd u este un clement din mul-
timea admisibild 4 de functii in care se cautd acest extrem [evi-
dent, in acest caz, multimea admisibild 4 va fi formatid din functiile
de clasd O pe D,, de clasd C? in D, si care verificd (3.8)], atunci
va verifica si egalitatea (DI)(u, k) = 0 pentru orice he C'(D,),
h e C¥D,), astfel incit u + th € A, pentru t € R arbitrar, (DI) (x, h)
fiind diferentiala slabd a functionalei (3.1):

(DI) (u, h) = aa—tl[u - th] im0

or pentru u -+ {he A trebuie sd se verifice (3.8): (u-+th) |, =f;
si deoarece (u -+ th)op, = u|op, + th!apn iar w verifick (3.8), se deduce

Kaop, = 0. (3.8)
Deoarece

ITu -+ th] :S L(X, U + thy w + t vh) dx (3.9)
D

k2

in ipotezele noastre (I, w si h sint funetii de clasd %), se poate cal-
cula derivata in raport cu ¢ direct sub semnul integralei; notind

o . ou .
pentru usurintd vu = (uy, ..., U,), adicd u; = Py J=1,2,...,mn,

C a/‘j
avem
(DI (u, h) :S (_8_5 b+ 3 ,QL hj) dz, (3.9")
p,\ Ou 7= Ouy
oh . VRV " .
unde hj=—é—~, j=12,...,n Se observd cd in expresian lui
Ty

(DI)(u, h) apare atit h cit si derivatele sale partiale, dar prin utili-

zarea, formulei Gauss-Ostrogradski (ceea ce este posibil in ipoteza

Le €% deci oL € Ol) acest neajuns dispare; scriind DI sub
ou;
forma echivalentd

o0 oL oL r0 (0L ]
= — dx - e Y — — | |hdx,
(DI) (w, 1) Spn[,-g 0z, ( Ju; ' )] | Spn[ ou jgax,‘(au,-)

se constatd ci primei integrale i se poate aplica formula amintitd.
Vom avea, dact v = (v, ..., v,) este versorul normalei exterioare

la 62, :
0% (2o, (52
Dyl j=1 f)m,- 0%5 oD, \ j=1 a’l,{,i

ceca ce aratd ci diferentiala slabé a funcfionalei (3.1), in ipotezele
impuse, se poate scrie sub forma

(DI) (u, h) = S [ f; oL v;] hdo -+ S [L],hdx (3.9")
D, D,

j=10U;
prin folosirea notatiei

(L], = (3.9

oL L] (81})

ou  jT10x; \Ouy

Spre deosebire de forma (3.9) a diferentialei slabe, in forma (3.9")
apare doar k. In baza conditiei (3.8"), (3.9") se scrie sub forma mai
simpld

(DI) (, h) = S [L]hdx (3.10)
Dn
si utilizind conditia necesard de extrem, va trebui s avem
S [L], hdx =0 (3.10")
DTI
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pentru orice ke CYD,), he O¥D ») care este nul pe 0D,. Deoarece
funcfia « care realizeazd extremul este presupusi gisitd, evident
[L]s va fi o functie continuil pe D, si folosind notatule

[L]e = f(x), k(%) = g(x),

obtinem din (3.10"), utilizind lema Iui Lagrange (teorema 3.3),
urma.tou'em conditie necesarid de extrem :

Teorema 3.5, Punctiile we C(D,), we O(D,) care verificd (3.8)
pot realiza un extrem pentru Sfunetionala (3.1) numai dacd verificd
egalitaten

[L]e =0, adicd i (2L) _ L, (3.11)
Uy

Egalitatea (3.11) este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul
al doilea pentru functia cdutatd v = u(x); aceastd ecuatie se scrie
explicit sub forma

0L 0% L 0L du e

P + Y — =0 3.117
{: Ow;0u, 0w 0wy ng ow;0u dxj Jgﬁu 0;(,] o ( )

si se numeste ccuatia Huler-Ostrogradski atasatd functionalei (3.1).

Exepmle. 7. In cazual problemei Iui Plateau (vezi exemplul 1) avem

L=Lp g =Vi+ P+,

dacii se folosesc notaliile lui Monge; ecuatia LEuler-Ostrogradski corespunzitoare va fi

0 P 0 q
— Tt — | =] =0,
0z \Vitp+ea | oy \VI+ pi ¢

adicd, efectuind deriviirile,

14 ou\*1 9% 2811 du 0% . ~1 . ou\?*7 o2
oy ox? dx 0y dzoy | 8J

8. In cazul ecnatiei coardei vibrante avem

I Ou(’)u_i 6u2kF1 81121_
* oy an =5 PO (x)L +(5}§) ¥
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Ju\n

in cazul micilor oscilalii ,sc pot neglija puterile de forma 5a cu n>2 si atunc,
du) 271/2 1 du (Ou) L. ¢
deoarec 1 - =14 —]—] —— + ..., in locul ultimei paranteze
'lce[—}—(ax)] +2(0x) ox
1

2
gl ~
din expresia lui L se poate scrie doar termenul >y ~9~—} , adica
21 dx

Jdu Jdu 1 ' on)2 1 () (0&)2
L(x’ oz’ E) RERA Y 2 o)

Fcuatia Euler-Ostrogradski corespunzitoare va fi

d Jdu J du
= (%) — X)) ——— =0,
().1'[ ](%)ax]jL m{pm 61}

3} [ du )
— =0
oz ) 0:0] -

ko .
Tn ipoteza p(x) = py, k(x) = koo por kg€ R, py> 0, ky> 0, notind a?= ~ se obline
-0

adicia

} 0%u
p(x) e

ecuatia mai simpla

o%u , Ot

= 5
ar ox?

care de obicel se numeste ecuafia coardei vibrante.

9. In cazul lunciionalei

B du \* ] #0717 dx
I[ll]—SDn -0”01 + .. 92, s

numild inlegrala lui Dirichlel, avem L = u% + ..o+ 112 si ecuatia Luler-Ostrogradski
corespunzitoare va fi

J
—uy) + ..+ —— Ruy) =0,
Oacl( v dxy, "
adici va coincide cu ecualia Laplace din R” ;
0%*u 2u 0
Aull = 55 e T
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3.4.2. Extremalele funetionalei (3.1)

__Din consideratiile anterioare rezultd ci nu orice solutie
a ecuatiei Euler-Ostrogradski (3.11) va realiza o valoare extremi
pentru functionala (3.1), deoarece ecuatia (3.11) se prezintd ca o
conditie necesard de extrem; vom conveni si numim extremale ale
func’gvlona,lei (3.1) solutiile ecuatiei Euler-Ostrogradski (3.11) cores-
punzatoare acestei functionale. Prin urmare, dacd functionala (3.1)
admltev un extrem (in ipotezele din 3.4.1), atunci acest extrem tre-
bu}e cautat numai printre extremalele acestei functionale, ceea ce
evident reprezintd un avantaj esential in studiul acestor probleme ;
odata determinatd functia care realizeazd acest extrem, mai tre-
buie verificatd si conditia la frontierd (3.8) care poartd numele de
prima condifie la limitd. Aceastd condipie la limita atagatd ecuatiei
Kuler-Ostrogradski (3.11) defineste o problemd Dirichlet iar nu
pentru orice ecuafie cu derivate partiale conditia (3.8) este o con-
ditie naturald si de aceea trebuie viizut ce se intimpld daci aceastd
restrictie nu apare. Cu alte cuvinte, in consideratiile din 3.4.1 se
presupune i arbitrar (evident cu respectarea conditiilor de regula-
}'Ita’pe solicitate de calculele efectuate) dar verificind restrictia (3.8");
in lipsa acesteia, toate rafionamentele din 3.4.1 ramin Va’labile, cu
diferenta cd in locul conditiei necesare de extrem (3.10') apare con-

ditia

n
S [L]uhdx+s (Z oL v,-) hde = 0. (3.9
D, oD,

j=1 du;

Or, cum h este arbitrar, egalitatea anterioard va trebui sd fie veri-
ficata si pentru orice h care verificd (3.8') si deci se va obfine iardsi
conditia necesard de extrem (3.11); aceasta inseamnd i in (3.9,
oricdre ar fi h, w trebuie s& fie solutie a ecuatiei Euler-Ostrogradski
(3.11) (ceea ce justificd denumirea de extremale ale funcfionalei
(3.1) daté solutiilor acestei ecuatii) si din (3.9”) se va deduce condi-
tia suplimentari

SD ( e uj) hido =0 (3.9¢

i=1 0w,

care trebuie ‘Verifiea,tz‘i pentru ca w 83 realizeze efectiv un extrem
pentru funetionala (3.1). Or, aplicind lui (3.91") lema lui Lagrange,
se deduce conditia

E — v;=0 pe 0D, (3.12)
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care va inlocui conditia la limitd (3.8); condifia (3.12) poartd
numele de conditie la limitd naturald atasata ecuatiei Huler-
Ostrogradski (3.11) siapare ca o conditie de ortogonalitate intre

aL oL .
( ) sl (vyy o os V)

—— .y
ouy Oty

Exemplul 10. In cazul particular

. 11(0u 2 (au )2' ( du
JES | Jecdy [RUERE B I (G e
2 _(O.fl) B oz, )axl

condifia (3.12) se transformd in egalitatea

*, Ou
Z Py v; — a(x) v;=0 pe dDy,
j=1 "

ou 2 ou
adica, deoarece = — vj, se deduce, cu notatia a(X)v; = b(x),
v 0
du
— = b(x) pe dDy,, (3.129)
dv

condijie care jmpreund cu ecuatia Tuler-Ostrogradski definesc o problemd Neumann.

Evident, conditiile (3.8) respectiv (3.12") pot fi impuse solu-
tiilor unor ecuatii cu derivate partiale indiferent dacd sint sau nu
ecuatii Euler-Ostrogradski pentru anumite funetionale.

3.4.3. Invarianta ecuatiei Euler-Ostrogradski

Vom presupune ci in locul variabilelor independente
@y, ..., , utilizate anterior, se introdue variabile independente
noi, pe care le vom nota &, ..., &, legitura dintre variabilele vechi
51 noi fécindu-se prin

By = Ly . .) Tn) j=1, 2, ...,n, (3.13)
in ipoteza posibilitdfii determindrii transformérii inverse lui (3.13),
Xy = B (Lyy + vy Tn)y j=1,2, ..., n (3.13")
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i i A = i X = (2 ...,%,)
Mai precis, dacd X = (@, ..., %) €D, atuncl{ X n ey
definegte un domeniu D, = R", prin (3.13) (sau 3.13") realizindu-se
o corespondentd biunivoch intre punctele acestor domenii, ceea ce
implicd, dacd %, e CYD,), condifia

Oy, - . ., &)
() .oy y)

notind cu J determinantul functional al transformirii (3.13"), adicd

:M, xe D,

O(Fyy v vy )

avem J-J = 1. Vom presupune in plus funciile din (3.13) si
3.13") de clasd C? in D,, respectiv Dn.' . o
( Plzacind de la fllncyignma (3.1), prin aplicarea transformirii
(3.13’) se obtine

I[u] = S L(x, u, vu) dx= S L (X, u, %/_u) dx,
D

D, n
unde %
_ _1lx< Ju 0xy | 4. (3.14)
L(X, u, yu) = L [X(X), w(X), jg.l 0z, axk] ’

in ipoteza hlop,= 0, h|,5 = 0, calculind (DI), (u, k) utilizind cele
doud forme ale lui I, in baza lui (3.10") se deduce egalitatea

S h[L]udx—_—& [ L ]udx

Dy

sau, revenind in ultima integrald la variabilele initiale x, gidsim
S W[ L].dx :S WL J dx,
Dﬂ Dn
egalitate care, serisd sub forma S ([L]e — [L.d)hdx = 0, nu este
D

posibild (deoarece h este arbitrar) decit dacd

[L].= [T1.J. (3.147)
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Bgalitatea astfel obtinut# se numeste relafia de invariantd a ecua-
tiei Buler-Ostrogradski si are numeroase aplicatii.

3.4.4. Laplacianul in sisteme oarecare de coordonate

O aplicatie importantd a egalitdtii (3.14') se referd la
posibilitatea transcrierii operatorului lui Laplace A, din R", care
intr-un sistem cartezian de coordonate ortogonale, se scrie

0%y 0%
A = e
oy ol
in orice alt sistem de coordonate. Pentru aceasta, vom face obser-
vatia (vezi si expemplul 9) cil in coordonate carteziene avem

Anu = [L]m
1[f 0u \2 du \?
2 [(M) +"'+(awn”'
Pentru a gdsi A, in orice alt sistem de coordonate, este suficient si

se utilizeze egalitatea (3.14). Pentru a gasi o formd cit mai comod
pentru A,, vom calcula mai intii elementul de are ds utilizind (3.13") :

b

unde

2 1. )2 2 TS AT
ds? = (da))® + ... 4(dw,)? = [ ¥ =2 dwj) +---+(E - dwf) =
=1 0y i=1 0%;
= Y 9,d@;da,
k=1
cu notatiile ’
” 0.7/'1 0001

g = G k=1,2, ..., n

JE
=1 0.7}1 Oa}k
Functiile g, formeazi o matrice patratd [g,.] nesingularsi, deoarece
se verificd usor, utilizind regula de inmultire a doi determinanti, ¢

g =detlg,] =J2 J =]y,

J fiind determinantul functional al transformirii (3.13") care prin
ipotezd este nenul; notind cu ¢* elementele matricei inverse matri-
cei [g,.], se deduce

0%, 0%
I J L3
g 1§1 oz, Oy ’
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deoarece L
n . ﬁ " 0w 0w, 0% 0w, —
Y 9yt = e R . .
k:,1 99 & 20w, 0T, S 0w, 0w,
- -~ x » 0w, 0%
5wy 3 0w 08 0@y g5 001 00n .

— = 3 - 8
Py — , ; ox; Oxv 21005 0w
W1 0%, <1 0%, day 0a Li=1 J

ind L i lon: 7 T, se giseste
Pe de altd parte, caleulind L in coordonatele &y, ..., &, S€ gdses

- ~
1 & . 0u du
L =—— [/l
2 j,kZ-_:l da; 0w,

deoarece sunt (o du 0m,\? ﬁ du du 0F; 0@y
(5(1/‘_1) N (]2‘1 E)_‘IT;_I—E“CJ.) k=1 3(% 8-/1_715 awl axl

si analog pentru celelalte derivate partiale ; asadar,

R 1)
= — —|/g — ==
L 2 VJj,kEjlzlg dw; day

iar egalitatea (3.14") in acest caz se scrie

1 2 0 — o 0wy 315
Anu:d—Z#TVgg’ Py (3.15)
Vg 55210 i
. . . S0
Aceasta este formula de transcriere a opejﬁratorulul lui Laplac
i i 1y e.
A, intr-un sistem (2, ..., %) de coordonant s, —
! In particular, dacd suprafetele coordonate @, = 011" nro '[,l ml% o
sint ortogonale doud cite doud, matmciaa e Z&dflls A 1sa§ah(r ! ,Vec_
ii i jutorul unor pro lare,
functiile g;; se obtin cu aj] T
gg;i?cilin R" car%] apar in aceste produse scalar;a fm(lid nggéréa,lele la
suprafetele coordonate; agadar, seriind g, = hjd;, deoa

i awz 2
95 = % (a@)’

e Toamé
avem ¢;;>0, functiile hy, hy, ..., hy 56 NUMESC coeficientis La
ai transformarii (3.13’). Vom avea

1

= W2h:... h3, g¥l=—
g 1702 7.g h?
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iar din (3.15) se deduce egalitatea,

1 [f?;(hz"'h"ég—)—}—..ﬁkaf(hl"'h“_lg_ﬂ)]
hyoo.oh, |02, hy 0, ox h, 0%,

! (3.157)

care constituie evident o form# mult mai simpld decit cazul general
dar care este frecvent utilizatd in practicd.

A =

Exemple. 11. Coordonalele cilindrice in R3 ;

r=reose, y=rsing, z=1z, 120, 0<g ¢ < 2m, —oo<z< 4 0]
deoarece  da®-- dy?-- dz? = 4r2 - 2 do® 4 dz?, acest sistem este triplu ortogonal
(9jx = 0 pentru j 3 1) iar coeficientii Lamé vor fi

Iy =1, hy =r, hy = 1.
Din (3.15%) se deduce

r Jr

In particular, daci u nu depinde de z, se obfine expresia laplacianului in coordo-

nale polare in plan : x = r cos Py =rsing, r>0,0< ¢ < 2,

1 9 Ou} 1 9%u
At = — — | — _—
- (01‘ 2 Jg?

1 0 Ju 1 J%u d%u
Seln e =ro\r ot wam T o

12. Sistemul de coordonate sferic din R3:

x=rsinQcoso, y=rsinOsing, z=rcos, r >0 0<0g—, 0<p<2r;

|

deoarece
ds? = da? 4 dy? 4 dz% = dr2 - 12 402 + r?sin? 6 do?,
sistemul sferic este triplu ortogonal iar
hy=1, hy=r, hy= rsin0
si, prin urmare, din (3.15) se deduce

A 0 1 9 . 011} n 1 17 n 0 Ju + 1 9u
/ L0, 0) = — ——[r2__ S o Isin 0 — e .
0= F o )t 000 ™" 39 1%sin® § 92

13. Sistemul de coordonaie eliptice din R?:

r=cosBchh, y=sinBsha, z=1z a>0, 0<B<2r

(suprafetele coordonate z = ¢;, o= ¢,, 8

= ¢g sint respectiv plane, cilindri eliptici, cilin-
dri hiperbolici) ; se deduce

ds? = (ch? ¢ — cos? B) (da? + dg?) + dz:2,
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adicd hy = hy = Veh® o — 00525, hy=1 iar
1 (6211 0211) 0%u

e = + =,
ch? ¢ — cos? 3 0z*

Asu(a, B, 2) = p—
su(a, B, 2) PR
14%. Coordonale parabolice in R?:
1
T = E(u‘“’ — %), y=w, —ooluL oo, 0<rlo
(curbele coordonate u = ¢, ¥ = ¢, sint familii de parabole ortogonale); aici

ds? = da? -} dy? = (u®+ v?)(du®+ dv?)

si deci
1 0*U *U
AU (u, vy = — ey B
= w24 2 | du? on?

15. Coordonalele bipolare in R :
a1 o - i
x = Rech —~-;~£3, y = Imch -#;)—E, —oco<a<oo, 0 B < 2m

2 &

(B = ¢, sint cercuri care trec prin == = ¢; lar o = ¢y reprezinti cercuri ortogonale
primei familii); deoarece
G 1 2 2
ds® = - (do® + dB?),
(cho 4 cosf)?

avem
J%u

A h o -+ cos [3)2 . + agu)
R s —+ —]
2 = (ch e B a2 Of?

16. Coordonale elipsoidale degenerale in R®:
x=shasinfcosq, y=shasinPsing, z= ch o cos 3,
x>0 0<fB<m 0<Lp<2m

oordonate sint elipsoizi de rotatie turtiti pentru o = ¢, cu focarele in punc-

{suprafelele ¢
de rotatie, dacd B=¢, si plane care

tele (0, 0, ¢), (0, 0, —¢)s hiperboloizi cu doud pinze,
trec prin axa z dacd ¢ = ¢g]. Deoarece

ds? = (sh? « + sin? ) (de? + dP?) + sh?a sin? 8 do?,

se deduce
N 1 1 2 (h au)+
T= e r N EM
i (o B, @) sh? o + sin® B [sh o Oa * da
. s . 811} 1 N 1 } 6211.]
t inp op (smﬁ o5 ) T leea " smep) det |
140

.

i7. Coordonalele paraboloidale in IR3 :
x=afBcose, y= afsing z:—l— (x? — B2
) 5 B3, =0, >0, 0<o<2m

( pra Cl i dona a g P 2 erota tle daca = =
suprafete cool onate sint familii or togonale d a
N le de araboloizi d o Cys B Cq

ds® = (o + B*) (do® + dB2) + o2pdg?

si deci

1 19 ou 1 9 0
PN S I ou 1 1y o
su(o, B, ) 062—]—(32[05 e (‘Z aa)—l'*g—a*ﬁ(@%)—i-(mz-i—ﬁ—zJ Oq;]‘

18. Coordonate toroidale in IR3 :

_ shacoso sh o sin @ sin B
cho—cosf’ cha — cos@’ ~=m, >0, 0<8, ¢<2r

[supralelcle coordonate sint torurile

VET5 — ctha)® 4 22 — —
sh? o

daci o = ¢, sferele

(z — cthB)? + a® 4 p? =

sin? {3
dacd 3 = ¢, si plane pentru ¢ = ¢;]. Cum
ds® = L
§% = (da® 4 dB%+ sh®udg?),

. _ 2
rezultd (cha— cos B)

Agu(a, B, )=

(Choc—COSB)z[ ) ( sh o Bu) % sh o« ou
(choa~ cos 3 7??3‘)_{-

sh o Ao cha—cosﬁa 8

+<’)@

1 1 d2u
shae cha — cosa 8(92]'

3.4.5. Sisteme Euler-Ostrogradski
Uneori este posibil si apard functionalele de forma

ITu] = SD"L(X, u, yu) dx (3.1%)
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N care X = (Bg, «ovy @) W= (U -0y Wy)y, VU= (VU .oy VUn],
ceea ce inseamnd ci L : D, X R™xR"™ —IR, deci L este o functie
de n - m - nm variabile reale cu valori reale datd, de o clasd con-
venabild (de exemplu L e C3).

Evident, si in acest caz se poate formula o problemad de extrem
pentru functionala (3.1'): trebuie gdsile funciiile (uy, ..., u,) care
reazd o valoare extremd (minimd sau maximd) penlry iniereali-
grala (3.1') functiile (Uy, - .., Wy) parcurgind o anumitd mulfime de
elemente denumitd mulfime admisibild.

Aceastd problemi de extrem se rezolvd imediat, reducindu-o
Ia cazul m = 1 care a fost tratat anterior (vezi 3.4.1); pentru aceasta,
se observi ¢t dacd h = (hy, ..., h,), atuncl functia

g(1) = I[w 4 th]

va admite un extrem (relativ) pentru ¢ = 0 pentru orice h (evident
trebuie st avem u -+ th element din multimea admisibild considerata).
Or, alegind h succesiv de forma (hy, 0, ..., 0), (0, &y, 0, ..., 0),...
..y (0, ..., 0, h,) in ipotezele din 3.4.1, rezultd ci functiile uy, ..., Uy
trebuie si satisfacd sistemul de ecuatil cu derivate parfiale de or-
dinul al doilea

LI dy,
v L( aL-) O 0, k= 1,2y, gy =
=1 a(l)i a/lbkj auk ()m]‘

(3.16)

pe care il vom denumi sistem Euler-Ostrogradski, pentru a realiza
eventual un extrem pentru functionala (3.1").

Deoarece nu orice solutie a sistemului (3.16) realizeazi o valoare
extremd pentru functionala (3.1'), se numesc extremele ale acestel
functionale solutiile W= (uy, ..., U,) ale acestui sistem.

De exemplu, extremalele func{ionalei

7 | S‘ (Ou \2 Ju 2 o 2+ 01:)2 dzd

u, v} = — ] 1= — = —_— x dy

[ SDZ |\ dx Jdy Jx dy | | v

nu pot realiza o valoare extremi pentru I, deoarece integrandul este astfel incit I poate
it ia valori oricit de mari sau oricit de mici. Aceste extremale vor fi solutii ale sistemului

d*u 0%u % v
T =% T ey
Ja? dy? ox? Jx?
si se verifici imediat cii soluliile corespunzitoare vor fi

a(x, g) = fi(e — y) + LE+ ), 2@ y) =g — y+ g2+ b)
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cu fi, for g1, 9o Tunciii oarecare de clasii 2 iar un calcul simplu aratd ci

Iu, v} = 4 SSDZ i@ = o)+ y) — gj(x — ) gi(x + p)l da dy;

arec g 1’ ffn 1 Y2 S ot <
deoarcce [uUCLHIe ] 91, 9. sint la alegerea noastra, este evident ca I nu oate av
o : 3 p ea

In alte situatii insi se pot face i ii
In al t ace 1poteze asupra naturii extremului ;
astfel, in cazul functionalei ’

I ou y? du N2 dv \?2 ) 2
Tlu, v] = [(__) . ( 3 oo

deoarece integrandul este o sumi de pitrate, vom avea I [, 2120
s valoarea extremf va fi un minim. i

3.4.6. Conditia necesarii Legendre de extrem

‘ In 3.4.1 s-a ardtat cd dact we A verifich ecuatia
Eulf:l-—Ostrogradskl corespunzitoare functionalei (3.1), atunci este
posibil ca pentru aceastd functie, in domeniul G 1 [;L] si admitd
0 valoare extremd; pentru precizare, se poate presupune ci este
9&2111 unei valori minime pentru (3.1) [in caz contrar, scriind ;L
in loc de I, Valparea, maximéd pentru functionala (3.1) ;e transforms
intr-o valoare minimd pentru functionala (3’.1) serisd cu — L]. Conditia
Legendre afirmi ci dacé extremala u realizeazd un minim entry
functionala (3.1), atunci forma pitratics P

n d2L )
o) = ¥ ——— &4,

jh=1 Ou;0uy (3.17)

02L

—— sint calculate intr-un punct x°
: Ou; Oy
oarecare din D, iar % §1 u; se inlocuiesc prin valorile extremalei
§1 a derivatelor sale in x° este nenegativ definits, adicit

(unde derivatele partiale

I(§) >0, VEelR™ (3.17")
In general, conditia Le ! es it

1 gendre (3.17') nu este o conditie suficienti
de minim ; deci putem spune doar ci daci igi ificd y
funct,ional;b nu are un ogtim. ach US) Tyt modified. semmul,
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Demonstratia se bazeazd pe faptul ei dacd functia reald g(?)
definitd prin (3.9), ¢(t) = I[u 4 th] admite un minim relativ
pentrun ¢ = 0, atunci avem ¢'’(0) = 0; or, caleulind ¢"'(0) pentru
o solutie w a ecuatiei Euler-Ostrogradski (3.11), se ob{ine

LIN/EY n o 02L 2L
0 =( (B0t Ty - hz)dx,
g7(0) SDn\j,];Z_A,] O ;0u, o o1 0u Buy T w2
oh
== 3.17"
1= 92, ( )

si este suficient si se aleagh h convenabil astfel incit din ¢’(0) > 0
§d rezulte (3.17') (reamintim cd h este arbitrar, de clasd C? in D,
nul pentru X e 0D,).
Integrala din (3.17"’) se numeste variafia a doua a functionalei (3.1}
Fie x°e D, si o un vector o = (o, ..., a,); 53 considerim
transformarea afinid x < y definitd prin

n
0 Y — — —
@y = T+ Z A7Y 5y M ==Qggy Ag==qygy- « « 3%y = Ayny
=1
(3.18)

matricea a; fiind constantd §i ortogonald; in baza constructiei
vectorului a, acesta va fi versorul directiei %, $i scriind

n
¥y = YNoaulrr — af),
k=

02L
—— = (C(x
ou? ®

0%L
o0,

oL

= A (X
#(X)s o 0w,

:Bj(x)7

(deoarece derivatele lui I se calculeazd pentru extremala u = u(X)
consideratd), prin utilizarea transformirii (3.18) in (3.19”) gasim

50 = [ $4n 10+ 2 § B 0w + 01w #2ay

jrk=1 j=1

dacd @, este imaginea lui D, iar

Ap®) = Y, Ap[XW]a 00 Biy)= Y Byx(¥)]ar,

§' . =1 =k
C'(y) = O[x(y)], W(y) = R[x(¥)}
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Deoarece &' este nul pe 0G,, se poate presupune supp h'c@, si
cum b’ este o functie continud oarecare, se poate alege h’ astfel
incit, dacd 0 <p < g, s& avem

( — ly)) (1 — é—) daci |y,)<p, 0<r=| y'|<q,

h,(?/h R ?/n) =

0 in celelalte situatii,

Uy = (Y ..os¥a) Y|P=1>=y5 4 ... + y; Introducind acest
k" in ultima expresie pentru g'’(0), dacd se imparte ¢’'(0) prin misura
suportului lui 2" §i fdcind p — 0, ¢ — 0, unde p si ¢ sint astfel ineit

s £ —0, se obtine inegalitatea (3.17’), deoarece

q
An(0) = Y Au(x) anan = Y, Au(Xy) 250 =0

k=1 jk=1
(pentru orice x, € D,).

Exemplul 19. Dacil se considerd integrala
1a] S Jdu 2+ n ou \2 ou \? dx 1
u] = — — ] - |— x df,
Dyy oxy 0y, at

0L O*L 0L 02L
—= -2, ——=2 ———=0,daci j £k =0
du? du? dujouy duy duy

rezulta

si utilizind (3.17), se ob{ine forma pétratici

& =2 &— 281
j=1

]

asadar, pentru orice & e R?+1, [(§) isi schimbi semnul. Prin urmare, extremalele func{io-
nalei date, adici solutiile ecuatiei cu derivate partiale

0%u *n 0%n 9%
- — 4+ Apju=——+ ...+ — =0

o FE R 7 T (3-19)

nu vor realiza un minim satl un maXim pentru integrala considerat ; ecuatia (3.19) se
numeste ecuafia undelor in R?,

10 - C.14
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Conditia necesard de minim (3.17') se i 3! i
malele de forma (3.1), cind are f(orma) poate extinde st 1a funcfio-

3 PL X (X)), vu(x)]
irbaB=1 Oy Otyg

hadg €58, >0, (3.20)

‘;er)l(le’_/kz £ € R sint arbitrari, x0e D,, si poartd numele de conditiq
¢ é, wzmjm Legend?e-Hac.lamard; demonstratia inegalitdtii (3.20) este
1) r%n:lc(‘i, cu dem.qpsvtmma conditiei Legendre (3.17'), tinind seama
ex xr(JmaJlele verifich acum nu o ecuatie cu derivate partiale ei v

sistem de ecuatii cu derivate partiale. i o

3.5. Ecuatia lui Euler
3.5.1. Dedueerea ccuatiei lui Euler

Dacéd in function : - x
< . tionala (3.1) » =1, adicd dacd se consi
derd integrale de forma ) Acd 8¢ consi-

IM]=SUW,MMyvnm, (3.21)

123

in cz;m.re bos 11 € [R este un interval dat iar I e (2 in argumentele sale
écatjl mal inainte, L este o funcjnie cu valori reale, dat) atu;;ci
oale congideratiile din 3.4 rimin valabile ; asadar, dacd ¥ e 01?7'( [ty T ,
Y(ty) = a, y(4) = b, atunci functiile care Vor’ realiza un e;c,trl}),
pentru (3.21) vor verifica in mod obligatoriu ecuatia diferénti:;ig

_(_1_(01} 6L_0
dt 0?/') 6?/—

(3.22)

-care se deduce din ecuatia Euler-Ostrogradski (3.11), pentru n =1

si punind ¥ in loc de » Heuatia (3.22) se nume ) ;

i : ' . atia (3. ste ecuatia lui B
yata.ga.ta Vfunctglonaflel (3.21) si este o ecuatie diferentiali (in ienglgmla
neliniard) de ordinul al doilea i ° ¢

02, o2 o2 oL
——,‘y” + —‘——?/' — —— ’
oy'® oy’ dy ay' ot oy 0 (3.227)
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2
(evident, in ipoteza da ,l;' # 0 ); solutiile acestei ecuatii vor tre-
Y

bui s& verifice si condixjiile la capete impuse
?/(to) == @, y(y) = b. (3.22")

Dacii se cunoaste solutia generald a ecuatiei lui Euler (3.22)
este posibil ca cele doudl constante de integrare s& fie unic determi-
nate prin problema bilocald (3.22"), dar aceasta nu implicd rezol-
varea problemei de optim impusd functionalei (3.21). Conditia lui
Legendre (3.177), in cazul de fatd se scrie

92L(1t, y(1), y'(1))
0y'?

> 07 te [t07 tl]’

in cazul in care extremala y realizeazd un minim (in cazul unui maxim,
inegalitatea se inverseazd) si se observd cd aceastd conditie este
strins legatd de conditia ca ecuatia lui Euler (3.22") s& fie efectiv
o ecuatie diferentiald de ordinul al doilea.

Exemplul 20. S& determindm optimul integralei
2

Ify] = S (2 y2 4 yHd
1

in mullimea funcliilor de clasi C2([1, 2]) care verifici la capete conditiile y(1) = 5,.
y(2) = 3. Zcuatia tui Kuler va fi

d
— 2y)— 2y =0,
d/

adicd 12 y*’ + 2Ly’ — y = 0 si este o ecualic diferentiald de tip Euler, a cirei solulie gene-
rald este y(t) = c;t + ¢t™2; conditiile la capete se verifica pentru ¢; =1, ¢; = 4 §i, prin.
urmare, singura functie care poate realiza acest optim va i y({) = ¢+ 4¢72 iar deoarece
)L

e = 2(2 > 0, te [1, 2], optimul poate i un minim.

gy

In general, este dificild determinarea solutfiei generale a ecuatiei
lui Buler (3.22) ; existd insd uneori posibilitatea fie a integrarii aces-
tei ecuatii, fie a determinirii unor integrale prime. Astfel, daca

9%L
L=1) (5o #0)
oy’

«

147



«din (3.22") se deduce ecuatia %'’ = 0. Extremalele vor fi segmente
de drepte iar pentru orice conditii bilocale a i b se va determina,
‘0 singurd extremald care verifics datele problemei ; se poate preciza,
in baza conditiei lui Legendre, natura optimului.

Exemplul 21 (problema geodezicelor din R%). Dacd in blan se dau doudi puncte
Ag(ly, @), Ay(ly, b), geodezica din R® care trece prin aceste puncte va fi curba pecare se va
realiza minimul distantei dintre aceste puncte; daci o curbi oarecare cu capetele in A,
si A, are ecualia y=y(/), (e [, 4], distanta  dintre Ay si A, caleulatd pe aceastd curbi
»(evident, presupusi rectificabild) va fi

o

”y]:S Vit i a
tO

JAlei L= 1+ y'* = L(y’) si deci extremalele sint segmente de dreapti y = el + ¢

iar deoarece 5»—51—: (l—l-y’a)—n/2 > 0, oplimul va putea fi un minim.
4’

Dacd L = L(t, y"), deci I nu depinde explicit de y, ecuatia Euler

(3.22) va admite integrala, primi p 17, deoarece ecuatia (3.22) se scrie
Y

o

OL(t, y')

’ )

aducind aceastdt ecuatia la, forma normald, ¥’ = g(t, ¢), se giseste
solutia generals,

y = Sg(t,c) dt +¢'.
Exemplul 22. Daci se considers Tunctionala

¢

i ={ rEra
tll

avem L= L(t,y") = | 2 F y’* ; ecuafia Euler se va scrie

’

y
R ——— Cy»s
Vegy= %
P , ¢ . ¢ 9 , s . =
adicd y' = Hl——_fé‘ Lsiy=- Vl_—‘c2 4 ¢'. Extremalele sint deci arce de parabold

iar pentru orice dous puncte din [R2
trece prin acele puncte si din conditi
extremald poate fi un minim.

se poate determina o paraboli din familia dati care
a lui Legendre se deduce ci optimulrealizat deaceasts
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' i a iabila i dentd nu apare
3 = L(y,y") (deci dacd variabila indepen entd nu a
e‘cp{i)(?i(t}ainL L), a({ill;:rllc)l ecuatia lui Euler (3.22) va admite integrala
primi . . o
* T —Y 0?/’ ’

deoarece

- " aL " ”aL ,d OL -
Ay 0L, Oy, P ?1_(04' N
ac oy 0y’ dy Loy

, a(aL) aL]
E I — 1
J[dt 0y’ ay

deci pe extemale I, este constant.

i ie mini doua puncte Ay(xy, Yo)s
3 " suprafefei de rolafie minime). .‘Qe da}l nete -
If‘ch:l‘?l“[lkfgu (*cpl0<b[§cmay<l;po,fy’1 > 0, care trebuie unite pr.mtr~.0 curbd y—é y(sag) 321[?“1
Algl[, gl) xl? astfeIA iorlcit sllipl?afata obtinutd prin rotatia curbei in jurul axei Ox
x Xo» Tq], !

xlyvm dx, se obline
0

inimé ia i 74 este egald cu 2w
aria minimd ; deoarece aria in cauza g i

problema variationala .

0 f— .
!]1/1’1‘ y'2dx — inf

X1

I[y] = QWS

— « . R ) i dificil de
L v Vl -+ 17—3 Lste usor de vizut c¢i ecuatia lui IZuler este mai dificil
in care L = 2 71 yro B 5 a Qe
integrat, pe cind ecuatia echivalentd Ly = 2w hare forma simp
Legra

v
1+ g
ald
cu forma norm ; - dy B 1 N
y = —ITV‘I]Z — h* sau Vm =

. s _ [
care se integreazi usor ; se obline, cu substitutia y hchi,
<! v

x— hy
y(x) = hch I

iar extremalele sint o familie de lar tlS()aI e. Constanteie de in egrare it si IIO se determina
din conditiile y(x,) = Yo» X =1 este [)()Sll)ll insa aici ca
con il .]( 0) 0 y( l) Y15 o

si-gi schimbe sem-

nul, deoarece
nul, de 9L oy

T Wy
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3.5.2. Ecuatia Euler si lema lui P. Du Bois Raymond

Reluind modul de obtinere al ecuatiei (3.22), prin

utilizarea teoremei 3.4 se pot obtine unele informatii suplimentare
asupra multimii de functii admisibile in care se realizeazi optimul
functionalei (3.21); in 3.5.2 multimea admisibild este formats, din
functii de clasi C*([ty, t,]) care verifics Y(to) = a, y(t) = b, a i b
fiind numere reale date. Vom arita, cd ipoteza y € (2 poate fi inlo-
cuitd cu ipoteza mai putin restrictivi ¢ e O'([ty, 4,]) dar addugindu-i
conditia de regularitate

AN

o 0. (3.23)

Utilizind  definitia diferentialei slabe, in cazul funetionalei (3.21),
gasim

01 01
(~1— h - 0L
oy dy’

t=0

O, b) = L 1w+ th]} - St( h')dz,
at

ty

dacd Le C! jar y e CH[ty, 1,1), B fiind o funetie de clasi ¢ [oy 11)s
nuld pentru ¢ = ¢, si ¢ = 4. Integrind prin parti, se poate scrie

t
{2 nar = g 1y
1 0y

b Sh gty () dt — — Stlg(t) (1) dt,

(3 10

g S .. . OL(t,y(t),y'(t

unde g este o primitivi oarecare g functiei continue ILGy(0),5'(2) ,
ay

ca de obicei, y este functia (din clasa admisibili de functii) care

realizeazd optimul functionalei (3.21). Revenind la  diferentiala,

slabd, se obfine

5
(DI)(y,h) — S (a_;g — g) i
1w \OY

§1 utilizind conditia necesari de extrem, pentru orice k care verifics
ipotezele amintite, va trebui si avem

Stl (‘M?L(L)] _ S’ IL 3, y(s), y'(s)]
oy’ ‘y oy

To

ds ) W) dt = o,
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. . _ . -
ceea ce, potrivit teoremei 3.4 (pentru m = 1), inseam

aL[t7 y(t>’ 7/,(f’)] _ St 6L [87y(8)7 y'(S)]dS — G, t c [tog tl]- (3.231)
oy’ to 0y

Prin urmare, functiile y care realizeazd optimlyﬂql fiunchoerrliﬁi
(3.21), in ipoteza ci sint de clasd C' (ca st L), v?vr } ell—«émdf clas:t
orice ’f din intervalul [%, %] ecuatia (3.23'); d%c:} g ebogte deducé
€2 i se verificd §i conditia (3.23"), atunci din (3.23 Zﬁzeig cﬁ’e e
‘exiétenm derivatei y''(t), t € 1% @[ [ in orice punc ¢ 3.
este verificat]. . N

i ili iei —— pentru functiile

Din (3.23") se deduce derivabilitatea functiei oy 1 7 "

i & (i i i i (3.21), deoarece ati
y = y(t) care realizeazd optimul iune’glonAalel (3.21), wece b
go;sg{fltl)tac&gb cjtc asli integrgla nedefinitd sint derivabile, dar pentru
@ Aputea, serie egalitatea
2
d((’?L) OL | OL Sy e Ja

I =" . ra J Aag’2 "
a oy’ ot oy'ey oy

oy’

oL
U ind 4 = L,., cum
T i ; or notind — Lyy ©
este necesard existenta derivatei y’’; ay’

?

E{ g0 €

prin aplicarea teoremei cresterilor finite, avem

d f)fi) oy el s Y €y ()] — Lyl (), o' ()]
(0@/’

d(aL) i [a_Zy» n dLy  y(t + ) — y(d) i
—— 1 =1lim -

dt ay" =0 ()t ()y &€
0Ly y'(t + ) — y’(t)] —
+ . -
oy €
0L ,,
_ o02L + 02 [, y/(t) + ’Zy (t),
dy'ot oy’ 9y oy

- 5 existi
de unde se poate exprima y’'(t), t € ]ty t[, tinind seama cd exist

oLy 0L L O
at\ay' )" oy'ot ' oy'dy %y
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Dacd se admite $1 ipoteza o = 0 in anumite puncte din
) Y
Iy, #[, atunci din consideratiile anterioare ge deduce existenta deri-

vatei secunde peste tot in Tto, 4,[ exceptind inss aceste puncte ; dach
2
. 4 . A v
ar fi o = 0 pentru orice te [ty 1,1, aceasta inseamns,
y

Lt y), 0] = Ly [t, y(t)1 9" + L[ty y(1)]
iar ecuatia lui Euler (3.22) va fi verificatd numaj dacd

sl ) _ 0Lift )
at oy ’

ceea ce este echivalent cu faptul ef 7, — Lyy" + L, este derivata in
raport cu ¢ a unei funcii de doud variabile : I, — di Ly(t,y). Or
4

in acest caz functionala (3.21) se serie

Thl= SIL“’ Y0, y'(0)] di = Stdﬁdt Ly [y dt = L, [1, y)]|

ty =,

deci I are aceeasi valoare pentru orice functie admisibil} (in L, apar
valorile Iui y la capetele intervalului [4,, t,]) §1, prin urmare, este
cazul unei functionale constante, pentru care nu este posibil s
se rezolve o probemsi de optim,

3.5.3. Conditii 1a limitii naturale

Dacd multimea admisibili de functii este formats
din funectii de clasi C%([ty, 1,]), dar nu se mai impun conditiile bilocale
(3.22”), atunei in locul acestora, apar alte condifii care se deduc
direct din conditia necesari de extrem ; rationamentul din 3.4.2,
aplicat functionalei (3.21), conduce la concluzia ¢i pentru ¢ — 1,
§1 ¢ =1t trebuie verificats conditia

(ka(t) tztl___ 0
a,y, t=1, ’
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3 it i gi le reale R(t,) si
unde, deoarece h este arbitrar [deci si numere o) 8
2(?51) sinfi oarecare], se obtin condifiile la limitd naturalepentru

functionala (3.21)

OL [ty 9t 0'(00)] _ 0Ll 0(h '] _ o 5 0y
oy’ ’ ay’

ditii i i itii ilocale (3.22""); astfel
Aceste conditii vor inlocui cqndﬂ;yle biloca ;
in cazul suprafetei de rotatie minimd (exemplul 23), deoarece

O 2Ry onitiile T limitd naturale vor fi Y(t)y'(t,) = 0
dy Y14y B
"(ty) = cd presupunem ¥(t,) = 0, pentru & =4, se
i)loag’égl)pz‘ésl)pung' ;?(z;lc) :p(), dgciu tangenta la curba extremald
¥y =y(x) Int =1t va fi orizontald. . . b
Evident, se pot face i combinatii il}tre conditiile blloc.ale (E.t Z
si conditiile la limitd naturale (3.24), in sensul cd pe‘l}txlu ;‘; = ,((,1 81(1
poate irﬁpune un tip de condif;vieZ iar pentru t =1, Celi’ila ?J d 1% ] ,1,)
punct de vedere geometric, dacd in cazul condl‘gulorylaj ‘}ml 2 ( 227
multimea admisibild este formatd din curbe de clasa_c"j cu ext.rel‘r;i-
titile in punctele A4 (&, a) si A4,(4, b), in cazul Szonldl’gulor la 11{;\1 (vm
naturale (3.24), multimea admisibild este formati du} curbe dfa c aiscb
C* care au extremititile pe dreptele paralele ¢ = ¢, si ¢t = t, din pla-
nul t0y. :

Conditii suficiente de existenti a extremalelor

V]
Tt
M

In cazul ecuatiilor lui Euler

02 L 0*L oL
0L g 021 y L 0L
oy'2” 0y’ 0y oy’ dt  dy

9

solutiile acesteia se vor numi extremale ale functionalei (3.211)),
numai dacii se verifici si conditiile bilocale y(zfo) = a, ?/(ﬁ) =1 t'z
dar nu orice ecuatie diferentiali de ordinul al doilea poseda 80 ulu
‘ J ’ - 9 ) . - +

care s treacd prin douid puncte date din [R2 Scriind ecuatia lui
Euler sub forma normalid

?/” = f(t7 Y, :’/'), (3-25)
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se pot obtine conditii suficiente pentru existen{a extemalelor ;

< . Of of . .
astfel dacd f, 5[ s ;}f,— sint continue pentru orice (1, y) € [R2 51 pentru
y oy

orice " € R iar daci existd k> 0 si functiile
@ = aft, ¥) =0, B = Bt ¥y)=0
mérginite in orice domeniu din R2, astfel incit

a i’ ; ’
T b ity gy <y 4,
dy
atunci va exista o singurd solutie a ecuatiel diferentiale (3.25) care
trece prin punctele (i, a) si (4, b) dacd t, < t,. Nu vom face demon-
stratia acestui rezultat, cunoscut sub numele de teorema lut Bernstein,
dar vom considera citeva cazuri particulare.

Exemple, 24. Pentru funcfionala

il
Iyl »S e (1—y2)
to

ecualia lui uler se scrie y/” == 7y’ -+ 1) si deci

of
[y ) =g+ 1), — =yp2+ 1;
dy
rezulld
g ’ 2 ()/
Wy ey T <lgly? + gl — > 1,
dy
adicd o= == |y|> 0 si k=1 iar rezultatul anterior este aplicabil : prin orice doud puncte

din plan avind abscise diferite trece o extremald a funclionalei in cauzi.
25. In cazul functionalei
11
11y] 'S (I=In g2y dt, Y=
ty
ecuatia lui Luler este y'’ = 5’4, deci
) of
Gy y) =yt —=0
Jdy

st conditiile anterioare nu sint verificate ; integrind ecuatia lui Iiuler, se obtine

b= o= 4P
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si este vizibil cid deoarece funclia ¢, —4x poale si fic negativi (decg y nu vaavea valorj
reale pentru orice ¢;), nu vor exista extremale ale functionalei considerate care si ftreaci
prin orice doua puncte din plan.

3.6. Sistemul Euler-Lagrange

Dacd x=(2y,...,2,), n>=1, x=x(), deoarece

X .
X o= (D «nnyy), X = %, functionalele
t

1y .

1[x] :S L[, x(8), X()] dt (3.26)
to

vor depinde de n functii necunoscute; deoarece aceste f.uncj;;ionale

pot fi considerate un caz particular al functionalelor (3.1%) (cu

n =1 §i m = n), extremalele ei se obtin din (3.16) si vor fi solutiile

sistemului diferential

d(aL)_ 0L

® . =0, j=12,...,%, (3.27)
dt ('990]-

C)mj

care nu este alteceva decit sistemul FHuler-Lagrange dedus in cap. 2
cu ajutorul principiului de maxim al lui Pontreaghin. )
Dacd mulfimea admisibild de functii verificd la capete condi-
tiile y
X(t) =Xy X(f)) =X (3.27°)

cu X, X; € [R" atunci extremalele vor exista numai dacd lmstemu}
Euler-Lagrange (3.27) admite solutii care satisfac ‘(3.27 ); daed
nu apar conditii de forma (3.27’), atunci functionala (3.26) va avea
o valoare stationard dacd la capete se verificd datele la limitd natu-
rale (in ipoteza %, 5i ¢ fixati)

=0, O,L =0, j=1,2,...,nm, (3.277)
t=1t, 8.77]- t=t,

oL
04,

... 0L . . . P y .
[in functiile —, x se inlocuieste prin x = x(f), solutie a sisternului
J

(3.27).]



Exemplul 26. Si consideriim functionala

T
I[x] = S @5 — &5 — 2af + 22,2, + sin )dt
0

pentru care sistemul Fuler-Lagrange va fi

d d
— (2x;) — (=44 2x,) =0, —(—2%,) — (2x,) =0,
%) — (a2 —(~28) — (21)

adicd
X+ 20—, =0, -, =0;

eliminind intre aceste doudl ecualii pe x, (prin deriviri), se obline ecaalia
.’C{V + 21 - ay =0
verificatd de xy, deci
() = (ey-ley) cos t 4 (cy--- ¢ ¢y) sind,
fiinded ecuatia caracteristicd alasatd va i 12 4- 1)? = 0. Deoarece x,=%,+ 2x,, se gisesle
(1) = (e -+ 2¢4 - Leg) cos £+ (¢, — 205 + feg)sin
impunind conditiile Ia Hmild bilocale

21(0) = 0, (%) = 1, 2(0) = 0, x,(w) = —1,

se gisese extremalele

() = asin t — i cos i,
T
2
xo(l) = asini — t cost+ ——sin i,
T T

care depind de un parametru a e R.
In situatia in care nu se cunosc condiliile la capete, se impun condiliile la limitd

oL oL
naturale (3.27""), care, deoarece —— = 2&,, e = — 2%, se vor transcric in
2y oz,

acest caz
2,(0) = 0, &,(7) = 0, #,(0) = 0, &y(m) = 0
si se gisesc extremalele
21(1) = b cost, x,({) = bcost

care de asemenea depind de un parametru real.
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3.7. Variatia sineroni si variatia asineroni

3.7.1. Notatia variationali

Vom lua in consideratie functionala I: M — R, im
care M este o mulfime de functii X = (v, ..., &,) € O*([{, ;]) iar

I[x] = StlL[t, X(1), X(1)] (3.26),

tO
si, ca de obicei, ne intereseazd functiile x* € M cu proprietatea
I [x*] < Ix] (I[x*]>1I[x]), xe M.

Vom conveni s notdm prin (3x)(t) = Sx(¢) diferenta a doud ele-
mente arbitrare din M, deci

(3x)(1) = XP(1) — X2(1) = (2}(t) — @i(0), - . ., ah{1) — wi(0)

s1 vom numi aceastd functie vector variafia functiei vector X ; varia-
tia 3x va jueca in viitor acelasi rol pe care 1-a jucat elementul & din 3.2.
Evident, 8x e C*([t, ;)] iar dacd elementele din M verifici pentru
t = t, 81 ¢ = ¢, conditii de forma (3.27"), atunci (3X)(¢,) = 0, (8X) (f,) =
= 0; vom conveni i notim prin ¢ si X urmitoarele variabile :

t=1-4 edt, X = x4 £3x, (3.27)

in care ox (= (8x)()) are semuificatia antericard. Aici 3¢ va fi o
tunctie de te [ty %] de o clasdh convenabild iar x = Xx(f),t€ [, ¥1];
in plus

o=ty + c(3)(t), =1+ (M)t (3.27°)
si vom nota (8t)(t,) = 3ty (31)(t;) = 8,. Cu aceste conventii, se pot
lua in consideratie si functionale (3.23) in care intervalul de integrare

este variabil.
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3.7.2. Variatia intii generalid a funetionalelor I[x]

Vom presupune X(#) € M astfel determinat, ineit realizeazi
un extrem pentru functionala (3.26) si vom nota

I[x, 1] :S’ L[t, X(i), X (i)] ai (3.27")

to

cu t §i X definiti prin (3.27) ; din (3.27") se deduce I[X, ¢]].—o = extrem
si vom nota, pentru simetrie,

SI[X, 5%, dt] 2(9—(~I[X, 2

e=0

iar in mod necesar
dI[x, dx, 8t] =0

pentru orice 3x i 8. Vom conveni si spunem eci 3I[x, 3x, 3]
este variafia intii asincrond a functionalei (3.26) iar 3I[x, SY, 0]
va fi variafia intii sincrond a aceleiagi funetionale ; prin variatia
intiy genemla a functionalel (3.26) se va 1nte1e0'e V‘mmatla intii asin-
crond a acesteia si pentru calculul ei efectiv este suficient si se

efectueze schimbarea de variabild ¢ =1¢ - €3¢ in (3.27"). Se obtine

d(x + =3x)

tl
I[x + 3 3] =
[x A eo%, 0 - <ot S d(t + <31)

to

L[t + 28, X -k edx, ]d(t—}—sSt)

dacii se tine seama de (3.27'); cum aceasti egalitate se scrie
y tel

I[x+ edx, ¢+ edt] —StnL(t -+ edt, X - 23X, 1 J::St) a -+ eSt) di,

dacii L este de clasi C! in argumentele ei, se poate deriva in raport
cu = sub semnul integralei si deci

SI[x, 3, 3t] =

0 j=1 ij j:law]

- Stl[~—8t ey sy 2 G, a8 —LLSt]
to
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cu notatia nzuald S, =—% Su; 8t = -(% 3t. Dacd I este de clasi C*
d

in argamentele sale, deoarece

oL d (oL oL
T = 2 b ) — ) 32
0x; dt (’)wj dt \ 04,

( ﬁf] g?)'tzé[(L—ﬁﬁaL)m]

@ =1 0z,

[ (5= £ 2]
dt j=1 0wj

integrind prin parti, se obtine expresia finald a variatiei Intii gene-
rald pentru funectionala (3.26)

# iAd y h
Y. .@,.?J:)m + Y a{ 8«%} —

SI[x, 3x, 3] :[(L

je=1 (3'(1)j =1 8.’1/‘;

ty n ', "»1 7 . [/ .‘/
LR e [ (- § )
h LS L dE\ Oz da; dt & T 0wy at

Utilizind notatiile

"o ol .
L* = T/ —§ a,,- aw ’ (3'2b )
J J
L, = <0L — aL, j=1,2,...,n,
7w da; dw;
By (1 g8, 08) 00 Ly O,
dt = oy at dt at

variatia intii generald (asineroni) a functionalei considerate se scrie

SI|X, 5%, 8t]= (L 3t+z oL 5 )

=1 0

iy 4 n
‘S (z I, S, +L08t)dt (3.29)
to

2 j=1
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iar variatia intii sincroni, care se deduce din (3.29) pentru 8 =0,
va avea forma

3I[x, 3%, 0]= ¥, %Sw,
= o,

ty ty 7
_ S (Z L,-ij)dt (3.29")
to

to j=1

§1 deci va coincide cu diferentiala slabd a functionalei (3.26). Din
expresia lui Ly din (3.28’) se obtine egalitatea

LO _ - Z .’)bj Lj, (3.30)
j=1
deoarece
d LY ) oL oL n oL oL .
2l — Gty T Y b v 2
dt( X ’a.ffoj) o0 = ot Bog 2 P

Y A ar, or, " oL\ oL
— Tj—— — 2 —— = — 1
DILLPY 21 A (6%) X [dz( ) ]

j=1 0.’1)] j= 6t je=1 0901 Ox,

ceea ce face ca cgalitatea (3.29) s& se mai scrie si sub forma echi-
valentd

N " aL 1ty ty n
SIx, 3x, St]:(L* R &p,-) _S (g I, S*xj)dt
I

j=1 0; ty j=1

cu notatia 8*x;= dw;— 2,3, j =1, 2, ..., n. Egalitatea (3.30) per-
mite deducerca unci integrale prime pentru sistemul Fuler-Lagrange ;
astfel dacid lagrangianul I nu depinde explicit de ¢ (deci daci
oL

5 = ), atunci functia I, este constantd pe extremalele functionalei

11x1 = " Lixo), s@1at

dL, o .
—* daci [;=0,j=1,2,...,n,

deoarece din egalitatea L,=— ‘i‘l ;L=
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se deduce % = 0. Agadar, functia

“ oL
Ly(x,x) = L(x, x) — Y}, @

va fi o integrali primd a sistemului (3.27), deoarece acest sistem se
poate serie L; =0, j =1, 2,...,n

3.7.3. Invarianta sistemului Euler~-Lagrange
Extremalele functionalei (3.26), seriindu-se sub forma
@, =), ] =L2,...,n t, <t<1,

vor fi curbe in R"+!; aceste curbe au o semnificatie independentd

de sistemul de coordonaﬁuc ales, fiind o proprietate geometnca a Spa-

tiului considerat dacéi Lleste un invariant, adici daci L(t, X, X) =
= L(t, X, X) in ipoteza trcceru de la sistemul de coordonate xy, ...
.., x, la sistemul @, ..., #,, definit prin (3.13). Aiei

—_— — — ks a 7
U, % %) :L[ t, X(X), 3] fixk]

k=10

n

deoarece din egalitatea dw;= ?-{f—’da?k se deduce

P
. ; Jw; dz " Oxy
b g Do dn g 0
di B=1 6(I7k dt E=1 amk
avem
0L p» 0L 0%, » OL 0w,  MIL 03,
ax'j k=1 a@k aw] + k=1 a$k ax,- k=1 aﬁk 0.’1)7
» 0L 9@

Y

Lk=1 a&.k 0@00&

- xl,

11 = c.14 161



n0x
deoarece din egalitatea : Z, = Z —w’ix, se deduce
1
ox @, 0%, .
= — &Ly.

Gocj =1 a%l 63}']

in plus, deoarece
oL 0L 0w, L 93,

od7j k=1 0.’1.7;6 a@j k=1 0.}(} O.T/’j

utilizind legdtura dintre w, $i @y, rezultd

_L_l_((?L)_“ : g_( L )g?;ik s 0L 2@,
dt

~ ) = i A TR g
0@, ) = e\ oz, ) 0w, T2 0%, Oa, 0,
$i, prin urmare,

Li:i(ﬁ{:) oL _ Z[ (aL)__ a__g_]aw’
de \ 0, dw; sl dt\ow oz, | o,

(A
—, J=1, 2,...,n,

deci

notind eu L,, k =1,2,...,n, membrul intii al sistemului REuler-
Lagrange pentru lagrangianul L ; asadar, daci avem L; =0, j =
=1,...,n, vom avea §i L, =0,k =1, , n, deoarece ultima ega-
litate se poate scrie si sub forma

k=1, ...,n,

prin aplicarea regulii lui Crammer.

3.7.4. Forma normald a sistemului Euler-Lagrange
Scris explicit, sistemul Euler-Lagrange va fi

LANLY LRV ) 0%L oL

IR

& 03, 03, & 0,00, " ow, 00 o

=0, j=1,...,n,
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iar forma normald se va putea obiine daci matricea

2
G:[_E’_L

0, O, ] = (9]

este nesingulard : ¢, = ¢ (I, X, X); dacit ¢’* sint elementele matricei

inverse matricei G, forma normali in cauzid va fi

& +filt, X, x) =0,
unde

0L . 02 L oL
g e(§ 0T s 2T
J=1 (%vj awl Oa;j dt 090,-

in particular, daci L = I(x) iar G este nesinguarii, forma nor-

mald a sistemului Euler-Lagrange va fi &, =0, k =1, ..., %,
extremalele vor fi drepte.
Exemple, 27. Penlru funclionala

Iyl =S VAT 7 @ Fodde, Ly o) = VI T 09 @+ 5,

iar

ecuatia Jui Euler are o formd destul de complicatd ; utilizind coordonatele polare

a=r cos §, y = r sin 0, deoarece

b =2, Y1 yide = Vdat + dyF = Ve + 12d0, 1 = W
functlionala data se scrie
6, _ o
Ifr] = S Vi2 £ 1% d0, LO,r,r)y=1yr2 + 1®

iar ecuatia lui Euler se va scrie sub forma

_—{:*‘:—cl, I*IL—«I"

Deci rezulti ecualia diferentiala

r = ¢ VI.2+ 2

a cirei formd normala va {i

r —
Y= —— V1'4 — ci.
C .


file:///dXjJ
file:///dxjf

Aceasta ecuafie diferentiald avind variabilele separabile se integreazi usor ;

0 1 0 dr r3dr
—_—— = \" T =, A\
2 S rfrt —c ! Sr“VI“‘ —

far substitulia 1% — c% =1 conduce la egalitatea

1 1 ré — 2
0 — — 0,= — arctg — s
2 2 ¢
adica
A1tg220 — 0p) + 1] = 14,
deci

1t cos 2(20—0,) = ¢2,
ceea ce inseamni
(22 + ¥%) (2% — y® + 2bay) = ¢

in coordonatele carteziene.

28, Forma lui Weierstrass a ecuafiei lui Euler. Dacil extremalele functionalei
Xy
1yl = S Fla, y(@), y'(@)] do
%o
sint scrise parametric, adici
r=al), y=yd), LIS,

functiile x si y(!) liind presupuse de clasi 2 pe porfiuni iar [&()| + [y(/)| > 0, atunci
notind

F(x,y, 2, 9) = o'cF(x, U, -!?.’—),
%

functia & va fi pozitiv omogeni de grad unu in z si  (vezi 2.2.4) iar identitatea Iui Euler
se va scrie

& oF
pF A )T =F, F.= —— Fy=—;
* x+y y x ox y ay

vom avea deci

1 t

F[x(f), y(), y(z)] at) dt = S FLx(), y(1), (1), y(1)] dt

Ily] = I*[z, y] = S e
to

2

dacd x, = x(fy), x; = x({;). Considerind funcfionala I* [x, y], extremalele vor verilica
sistemul Euler-Lagrange

d d
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Dar aceste doud ecualii nu pot fi independente : acestea impreund cu identitatea lui Euler
trebuie si conducd la ecuatia lui Euler pentru functionala I[y]; aceasti dependentd se
poate obline in modul urmitor : derivind identitatea lui Euler, se deduc identitatile
Fy=aF o+ 9F ., Fy=2F, +9F .,
0= xgr;cac -+ yg&;y. 0= x@'&é + gg;,‘-m,

care conduc la sirul de egalititi

T Ti Fi
- =TT == {Fl,
gz xl] m2

Apoi

m Fi— F, = EF -+ yg"aw-l—I- x@’mzﬁ— y@'y;c — iF . — ygm; =

=)@ -2 F~F .+ F, + F. ]
d
rn Fy— Fy=z[@) — yi)F, — F; -+ Mm;],
ar relatia cdutati se va scrie
x((% 7. — .@Vﬁ) + g (% Fy — 971,}: 0.
Prin urmare, in locul sistemului (3.30’) se poate considera, de exemplu, egalitatea
@y — g) F, — gfx;l + yﬂ-w =0,
care, deoarece raza de curbura r a extremalei este datd de egalitatea

(& + y7)*

TH — yx
se va scrie sub forma
‘_1__ _ gzy‘ B gy&
. 3,
1 F, (a2 + p?) /2

numitd forma lui Weierstrass a ecuatiei lui Euler, care este avantajoasid uneori in calcule.
Daca, de exemplu,

ty e
Va5 92 + a(ay — ya)] d1, AeR,

to

I*[x,y]:S

ecuatia lui Euler pentru funclionala

%Xy S
I[y] = S (VI 92+ Aay'—p)] da.

%o

Rezultid cid extremalele au curbura constanté: vor fi arce de cerc.
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3.8. Probleme variationale eu econditii suplimentare

3.8.1. Prohleme variationale de tip Lagrange

Vom incadra in aceastd categoria probleme de tipul
urméator :
Se cer extremalele funeci{ionalei

I[x] = S“L[t, x(4), X(1)] at, (3.31)

ty
care verifici atit conditiile la limitd bilocale
X(ty) =Xg, X(4,) =X, Xo, X, €R* n > 2, (3.31)
cit si conditiile suplimentare
Gilt, x(t), x(t)] =0, j=12,...,p, p>=1, (3.31")

in care Gy, ...,G, sint func{ii date, de o clasi convenabili O,
r = 2; daci in conditiile suplimentare (3.31”’) nu apar derivatele x,
acestea se numesc condifii olonome iar aparitia acestor derivate face
ca aceste conditii s& se numeasci neolonome. Vom presupune aceste
conditii distincte intre ele.

O primi observatie care poate fi ficuti este ci intotdeauna
p < m, deoarece dacd, de exemplu, p = n, conditiile (3.31") (in eazul
neolonom) pot fi interpretate cu un sistem format cu = ecuatii
diferentiale, funectiile fiind a4, ..., %,, care integrat va conduce la
definirea functiilor x =x(%), {, < ¢ < ¥, care dacid vor verifica si
conditiile (3.31) vor da functionalei (3.31) o anumiti valoare, deci
nu poate fi vorba de o problemd de extrem [in cazul olonom, pentru
p =n, problema este, in general, imposibil&, deoarece din (3.31"")
se deduce x =Xx(t), t, < t < ?;, iar conditiile (3.31) nu pot fi satis-
facute].

Probleme variationale de tip Lagrange apar freevent in practici,
cel mai simplu e\emplu constltmndul problema geodezicelor pe o
suprafatd din [R"; astfel daci suprafata in cauzi are ecuatia carte-
ziand F(x) =0, adich F(w;, ¥ ...,x,) =0, iar P; si P, sint
doud puncte pe aceastd suprfati [deoi daci coordonatele acestor
puncte sint x* gi x2, avem F(x!) =0, F(x?) = 0], geodezica este acea
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curbi de pe suprafati care realizeazii minimul distantei dintre
P, si P, Problema variationald corespunzdtoare va fi

(VaET T @ @ min, x(ty) =¥, x(t) =X, FIx(0)] 0.

Problemele variationale de tip Lagrange se pot rezolva cu aju-
torul urmitoaei teoreme :

Teorema 3.6 (teorema lut Lagrange). Dacd problema (3.31), (3.31'),
(3.31"") admite solutii, atunci functitle x =Xx(t) vor fi si extremalele
Sfunctionalei

J[x]= V L1, X(t), x(t)] At (3.32)

<t

in care lagrangianul £ este definit prin

20, x, M) =L, X, ¥) + 3 1) Gi(t, %, %) (3.33)

i=1

(fundtiile 3y, - .., 1y, definite pe [ty, 1,] se numesc multiplicator: at lus
Lagrange) si care verificd numai conditiile la limit@é bilocale (3.31").
[~ Vom folosi notatia variationald iar conditiile suplimentare
(3.31") aratd c& functiile Sxy, ..., 3z, nu pot fi toate arbitrare.
Intr-adevir, explicitind din aceste conditii pe @, &, ..., %, (ceea
ce este posibil deoarece, functiile G4, . . ., G, fiind presupuse distincte,

NGy, ..., G . . . .
aveln —(——1—’—’—”) # 0, ceea ce permite aplicarea teoremei functii-

(15« oy @)
lor implicite), prin integrare, se vor obtine functiile zy, ..., @, ceea
ce implici faptul cd numai functiile dx,44, ..., dx, sint arbitrare.
Si alegem functiile 8y, ..., dz, astfel incit

Git,X + 3%, X + edx) =0, j =1, 2, ...,p, 1< p< n,

pentru orice ¢ (suficient de mic); deoarece functiile Gy, ..., G, sint
de clasd €%, vom avea

0=G,(t, X+ <X, X + 3X) — @, (,X, X) =

" aG ]
= 35 (o + 22 2. ) + e

Oy, 0,
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. . oAy v LN
si deoarece lim —>=0, rezultd egalititile
e->0 ¢

G aG .
Z( jglc—*_ 18 ) J=1..,p,
k

Ly

care, inmultite cu A (f) si integrate, vor conduce, prin insumare, la
egalitatea integrali
6 0G
"8,
0 @

(g 5ot § 500

j=1 k=1

] dt =0. (3.34)

Cum functionala (3.31) admite functiilex = x(f) ca extremale, vom avea

,f(i 6L8m+ﬁ%?-wddt=m

ty \k=1 amk,‘ Ly

egalitate care adunatd cu (3.34) conduce la o noud egalitate :

k=1 Ly j=1

id 6L £ OG] N
+V {A_a + El A1) — 8%] dt =0

0T 0,

S[g {~-«+ T Zi,c }M, +

care, in baza notatiei (3.33), se va scrie

S“[ 5 (0,:?; LS gxk)] dt=0; (3.34")
to L k=1

dax, 0

integrind prin pir{i si utilizind notatia uzuald &, = U (890L 8—50; |
deoarece, in baza conditiilor (3.31"), avem 3x =0 pentru ¢ =1, i

t =1, din (3.34") se deduce egalitatea

02) 0

S (2 730 VOREEE R v )dt —0 (3.347)
1o \&

1 m=p+1
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valabild dacd x se inlocuieste prin solufia x = x({) a problemei in
studiu. Alegind multiplicatorii 2, ..., 2, astfel incit

£ =0,...,%, =0, (3.35)

din (3.34"") se deduce

i “
S ( Y Z. Sxm)dtzo;
ty \m=pt1

cum functiile 8z,4,, ..., 2, sint arbitrare, ultima egalitate (in baza
teoremei 3.3) aratd ci neapdrat

"gjﬁ—l :O, ,Qn :O
pentru solutiile problemei in cauzid. Aceste ultime egalititi, impreund
cu (3.35) demonstreazii teorema. _
Prin urmare, practic, o problemi variationald de tip Lagrange

se poate rezolva in modul urmdtor : se considerid functiile A (%), ...
<y M(T) (de clasd O, cu ajutorul clrora se formeazd lagrangianul

2t %, % 2) = Ll X, %)+ 3 40 6, % %),
j=1

§i apol se integreazd sistemul Huler-Lagrange

-9

L =0, ..., L, —0, 2,:%( 0% ) _ 0z

ox; dw,

ale edrui solufii vor depinde de 2n constante de integrare gsi de
multiplicatorii 2, ..., A,; utilizind apoi cele 2n -p conditii
(3.317) 81 (3.31"), acesti parametri pot fi determinati.

Exemple. 29. Si se giseascd distania minimé dintre punctele (1,1, 1) si (—1, 2, 1)
aflate pe suprafata a4 y— z = 1 (curba de-a lungul cireia serealizeazi acest minim trebuie
evident si apartind planului x- y— z=1).

Va trebui deci sit aflam minimul functionalei

1

Iy, 2] = S VIt o2@ + 72 () d
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(dacil se considerd reprezentarea carteziand a acestor curbe) astfel incit

g(—1) =2, 2(—D=—1, yO) = 1, (1) = 1
iar
z+ yx) — 2(x) =13
se ob{ine o problemi variationald de tip Lagrange, cu
L=V1+y2+ 2 G=z+y—z—1,
ceea ce inseamnil cil se poate utiliza lagrangianul
£ = Vl 4+ 24 224 AM2) (2t y—z—1).

Sistemul Euler-Lagrange corespunzitor se scrie

df___ v ) o0 f——=2— )+>\=0
da V1+ Y2+ z'2 dz \ Y1+ g2+ 22

si se poate integra usor ; eliminind A se deduce ecua tia diferentiald

S v+ 2
_d. ——y—‘L_—L_;‘- =0, deci—%: c1»
de\ V1 g2+ 22 Vi4 g2+
care, deoarece y'—z’ = —1 (din ecuatia x+ y—z=1), se va scrie
2y + 1
e = e

Vit + @+ 13
Explicitind y’, se giiseste y” = a, deciy(x) = ax + b sicum y(—1) = 2, y(1) = 1 gisim

3 1
W= Ty

iar din egalitatea 2’ = y’+ 1 si conditiile z(— 1) = z(1) = 1 rezulti
z(x) = 1.

Asadar, minimul ciutat se realizeazd pe segmentul dreptei x+ 2y=3, z=1, cuprins
intre ﬁunctele (—1, 2, 1) si (1, 1, 1) si este egal cu

SH V1+ (— ‘1_))2+02 dz = V5

(valoare care se verificd si direct calculind distanta din R3 dintre aceste puncte).

30. Geodezicele pe suprafefe din R3. Problemele variajionale de forma

Xy - .
Iy, z] = g Y1+ y2 4 z’? de - min,

e
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N

f¥s.

(%) = Yoo ATp) = 2. Y(¥1) =gy, Y(y) = Yy

F(x,9,2) =0, F(% Yo %) = 0, F(xp 43, 5) =0

definesc geodezicele y=y(x), z=z(x) pe suprafata S definitd prin ecuatia carteziani
F=0;aceastd problemai a lui Lagrange, in baza tecremei 3.6, se poaterezolva cu ajutorul
extremalelor functionalei

Y1

Jly, z] = S V 1+ g2 (@) + 2%5x) + M) Fla, y(x), 2(x)]) da.

%o

Or sistemul Luler-Lagrange atasat acestei functionale este de obicei dificil de integrat si
de aceea, uneori, este mai comod s se utilizeze o alt cale ; astfel, se stie ca daca prima
forma fundamentald a suprafclei S este

ds* = I(u, v) du® -+ 2I(u, v) du dv + G(u, v) dv?,
in ipoleza i are ccuatiile paramelrice

x = a(u, v), y = y(u, v), = = 2(u, v), (1, v) €Dy,

atunci dacit u= u(l), v="u(l), [, < { < {, sint ecualiile unei curbe aflate pe S avind capetele
in punctele Py, Pype S, Pysi P; fiind definifi prin coordonatele (o> Yos Zp) S1 (X5 Yy 29)
few g = a(uy, vy)s - - -, 2y=2(1y, v,), ug= u(ly), - - -,v3=v(ly)], lungimea acestei curbe va fi
[1
l == S VEu? ¥ 2Fuy + Gov?dl-
}

0

Presupunind [ functionald, (=!u, »], gecdezica se va obtine cu ajutorul unei
probleme variationale obisnuite (fard conditii suplimentare)

l[u, v] — min,

Ll(l 0) =Uy, ll(tl) =Uy, 1)(10) =0yg, U(ll) =0;;

reamintim ca

. Jdx 2+ dy 2+'0:2 P dx Oz dy dy 0z 0z
“ o du (Ou)’ T ou ?v_+6u o o o’

G dx Y2 dy 2 0z \?%
~“\o J ) o)
In particular, in cazul Seodezicelor pe sfera

(= 2+ (¥ — g+ (2~ ) = R,

deoarece

e

= &+ Rsin 0 cos ¢,

<

= Yo+ R sin Osin ¢, 00w 0

N
-6
N
N
2

v= 15+ Recos,
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rezulti E =R2sin20, F=0, G = R? si deci trebuie gisite extremalele functionalei

ty -
10, @] = S VR sin® 024 R2 02 dt,
tO

daca 0 = 0(/), = ¢({). Presupunind / = 0, funclionala devine

0, e
el = S RY1+ sin2 0 ¢’2 (0)d0 — min.
00

Ecuatia Iui Euler corespunzitoare se scrie

d sin? 0
— — =0,
de( Y1+ ¢%sin?6) )

de unde, explicitindu-1 pe ¢’, se deduce ecuafia diferenfiald simpld

- ¢ (ctgh)’
Y1—¢® — c2ctg? 0

do e
dp ~ sin0 ysin2 §— ¢

care integrata conduce la
cctg 0
¢(0) = arccos (Tﬁ") + @p-
Calcule simple duc la ecualia

R cos® = aR sin 0 cos ¢ + bR sin0sin ¢
sau, in coordonate carteziene,
z— 7y = a(x — %) + by — Yo)

obtinindu-se ecualia unui plan care trece prin centrul sferei, ceea ce inseamnd cd geodezi-
cele pe sferd sint arce de cercuri mari ale sferei (cele doudi puncte distincte de pe sferd
impreund cu centrul sferei definesc un plan care intersecteazil sfera dupd un cerc mare),

3.8.2. Probleme izoperimetrice

Denumirea de problemd izoperimetricd se utilizeazi in
cazul determindrii optimului functionalelor,

21

I[x]:S Lt, x(1), %(t)] dt (3.36)
tl)

stiind cii acest optim x =X(?), ) <t <1, verificid, atit conditiile

la limiti

X(to) =X X(h;) =Xy, X% €R", (3.36")
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cit si conditiile suplimentare

121
S G; [T, «(t), 2(t)] dt=a;, j =1,...,m, a; €R,

to

(3.36")

denumite condifii izoperimetrice; numirul m de condifii (3.36")
este oarecare, iar L, G, € C2

P.roblerriele 1zoperimetrice pot fi rezolvate cu ajutorul rezulta-
tului urmétor :

_ Tevorema 3.7 (Buler). Functiile x =x(t), t, <t <1, care rea-
lizeazd un thzm pentru functionala (3.36) in cndifiile (3.36") s (3.36")
realizeazd in acelasi timp optimul functionalei ’ ’

12 m
1¥(x]= | {L[t, X(t), k()] + Y v G5 [t, x(1), :‘c(t)]}dt (3.37)
to j=1
in conditiile (3.36°)5 Wy + - -y U SINE numere reale.
[~ _ Demonstratia se realizeaz¥ cu ajutorul teoremei 3.6 in modul
urmdtor : se introduc functiile auxiliare y =(yy, ..., y,), definite
prin
t .
p)=\ Gls, x(), k()] ds, (3.38)
to

in ipoteza (25 X =X(t), t €[ty t,], reprezintd solutia problemei izo-
perlr%aetmce in cauzd ; din (3.38) se deduc conditiile neolonome supli-
mentare

Yi(t) —Gy[t, X(1), X(1)] =0 (3.38)
pe care le verificd functiile y in afara conditiilor bilocale
Yi(to) =0, Y (tl) = @y .7 =12,...,m, (3-38”)

deduse din (3.38) si (3.36"). Se deduce c# problema izoperimetrici,
in studiu este echivalentsd cu problema variationald de tip Lagrange
(3.36), (3.38"), (3.36") i (3.38") in care apar n - m funetii necunos-
cute @y, ..., Ty Y1 -+ sYm §1 m conditii suplimentare; deoarece
n > 1, intotdeauna m <m +n §i teorema 3.6 este aplicabili.
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Se formeazd deci langrangianul auxiliar

LU, x, %, §) =Lt %, %) + 3 000 [§5 — G 5, %)), (3.39)

j=1
a cirui sistem Euler-Lagrange ecste

d (o0& 0L d oL " oG,
WD) - B
j=1 .

at \ o, dr, At \ d, 0,
oL i G,
— »aan - Z 7\]' (t) 778—‘/';&_ = O, k= 1, 27 ceey Ny (3.39,)
I j=1 5

dogy oz 4
E(ET) = L =0, I=12 . m; (339)
Ui Y :

din sistemul (3.39") se deduce 2; =const, j =1, ..., m, 8 notind
N o= —pJ =1, ..., m, inlocuindu-i in sistemul (3.39), se va obtine
sistemul Euler-Lagrange pentru lagrangianul din functionala (3.37). _|

Asadar, practic o problemi izoperimetricii se poate rezolva ciu-
tind extremalele functionalei (3.37) in conditiile la capete (3.36%);
solutiile sistemului Euler-Lagrange corespunzitor vor contine 2n - m
parametri (deoarece se pleacdh din start cu parametrii pg, ..., g,
iar prin integrare se vor obtine 2n constante), care se vor determina
cu ajutorul conditiilor (3.36") si (3.36").

Exemple. 31. S& gisim optimul func{ionalei

B

1
Iy, z] = g %+ %) da
Y0
in condiliile bilocale
y(0) =0, y(1) =1, z(0) =0, z(1) = 1
si in conditiile izoperimetrice
1
S (z + a2z)dx = 1, S (72— 22 — ay’) dx = 2.
0 0
Fatid de cazul general, avem n = 2 si m = 2 iar
L=y?+2%G=z+22,G,=y?*~— 2?2 — ay’;
conform cu teorema 3.7, se ia in consideratie lagrangianul

L =y?+ 2%+ Nz A+ 27) + p@”? — 2% — ay)
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si se obtine sistemul Euler-Lagrange
d d
— QY + 2py —px) =0, — (22 —2pz’' + Ax) — A =0,
dx dx

care se poate integra odatd direct ; se deduce sistemul diferen{ial

w
Y= xFc, 2 = ¢
2(1 + ) !
care se integreazd imediat si deci
( BY | et e @) |
ya)y = """+ ¥ + ¢35 X)) = X + ¢
y(x) A1+ @) 1 3 2 4
3 o o 4 4+ 3p
In bhaza conditiilor la limitd se giseste ¢ = ¢, = 0, ¢; = 1, ¢y =, deci
3+ 4w
pa® 4+ Bp +
ya) = ———————, z(x) = x;
41 + )
1 1
condi;iaS (z + az’) da = 1 se verificd direct iar condilia S W?* — 2% — ay)de =2
0 (i
conduce la determinarea parametrului g ; calcule simple conduc la ecuatia algebrica
10 12
121p.2 4 242 —120 = 0 ale cirei rdddcini sint p; = — —]—1s1 Yo = — BTl iar numai p,

va verifica condiliile izoperimetrice date. In concluzie, extremalele problemei izoperi-
melrice date vor i

-

ylx) = — - x? —i—~;— x, 2(z) = .

32, Problema Didonei consté in determinarea curbelor plane vy inchise, rectificabile
avind lungimea 21, care inchid in interior aria maxima4 ; daca

x =2x(f) } () = x(ty)
y(te) = y(ty)

sint ecuafiile parametrice ale curbei ciutate, problema in cauzi revine la determinarea
functiilor x = x(f), y = y(¥), {, < <{;, care optimizeazi integrala

} s 1€ty 1],
y =y

1 "
2 ),

(A reprezintd aria domeniului mérginit de curba vy), astfel incit

121
S V&) + g3(t) dt = 2L
te
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Utilizind teorema 3.7, se ia in consideratie lagrangianul
1 ; . T2 L g2
&= 7($y~wy)+MVx + ¢
si deoarece acesta coincide, abstractie ficind de un factor multipicativ constant, cu lagran

1 ol
Yianul din exemplul 28 (avem L =uF, p= _2_{) extremalele vor fi cercuri de raza —
p kg

cu centrul arbitrar in plan.

33. Problema lui Kelvin. in planul R2 se defineste cu ajutorul funciiei continue y. =
= p(x, y) o anumitd distribulie de mase; punctele P, si P; din [R? sint unite prinh:-o
curbi datd C si curbele {y}, avind lungime dati /; si se determine y astfel incit domeniul
plan D care are frontiera C U v sii aibd masa maximi (punctele Py si P, pot coincide
dar [ depiseste dislanta dintre punctele P, si Py). y

Aceastid problemi se poale rezolva cu ajulorul teoremei 3.7 in modul urmdtor :
fie x = a(l), y = y (1), Iy St <, ecuatiile parametrice ale curbei y si fie f = f(a, y), funclia
definitd astfel incit

%

flx, y) = S p(t, y) dt.

Yo

Deoarece f este cunoscutd in R? si este derivabild in raport cu x, punind

k= S f(x, y) dy,
C

L va fi un numir real ; calculind integrala curbilinie pe 9D = € yvy din [, cu ajutorul
formulei lui Green se va obline

121
S [(x, y) dy = S [ dy +S fdy =k + S fTe(®), y(O1 gy dt =
c Y

YuC ty

af
= SS — dax dy = S wa, y) da dy
p D

ceea ce inseamnd ¢ deoareceSS w(z, y) da dy este un numdr real, problema va
D

rezolvati dacd se obline optimul functionalei

cu restrictiile

t
Iz, yl = S Fla(t), g0 9(t) at
11 ”__'

V&R + g dt = 1,

123
Sfa

x(fy) = xq, Y(f) = Yo» x(ty) = 1, Yl&y) = Vs,
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unde (x,, o) §i (x4, y,) sint coordonatele punctelor Py si P,. Aplicind teorema lui Euler, se
consideri lagrangianul

£ = fx, y)y+ Wak+ go

care fiind pozitiv omogen de gradul intii. este convenabil si utilizdm ecuatia Euler scrisi
sub forma lui Weierstrass (vezi exemplul 28) ; deoarece

2 2, A
W 2, =0, @ = =L,
9 ve y? @2 + §°)
se deduce ecuatia lui Euler
1 ®
T

r fiind raza de curburd a extremalei.

In particular, dacd distribufia g este constantd, raza de curburd va fi constanti iar
v va fiarcul de cerc avind lungimea [ care trece prin punctele P, si P,.

34, Pozilia de echilibru a unui {ir omogen greu sub acfiunea gravildlii se poale obline
cu ajutorul unei probleme izoperimetrice daci se utilizeazi principiul care afirméi ci intr-o
aslfel de pozilic energia potentiald a firului este minimad ; intr-adevir, presupunind firul de
lungime [ fixat in punctele g si P, din R%({ fiind mai mare decit distanta dintre aceste
puncte), dacd y = y(x), ¥, <z <a,, este ecualia carteziand a unei curbe cu extremitd{ile
in Py(ag, y) si Py(xy, 77), va lrebui sd avem

S VI y'3() de = L. (3.40)

*o
Deoarece energia potentiald U a firului se poate calcula prin relatia
LY

U= pgg yV1+ % dz
X

0
(p fiind masa firului raportatd la unitatea de lungime iar g este acceleratia gravila-
{ionald), pozitia de echilibru este realizatd de graficul funcliei y=y(x) care optLimi-
zeazd functionala U = U[y] cu restrictiile (3.40) si y(xy) = y, y(xy) = y;. Accasti
problemd izoperimetrica se rezolvd cu ajutorul lagrangianului
& = eyl +y? + V14 y?,

in care, deoarece p si g sint conslante, se poate presupune p = Apg si deci se poate utiliza
un alt lagrangian

ecuatia lui Euler va fi
&,

&L, -y Py =

a, acR,
adici

y+a=a/ 1+ y-
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dy
Notind y’ = sh {, avem y = — A 4 acht si deoarece dx = h—J = a di, rezultd z =
S

x
= at+ b, bER, ceea ce inseamnd cd y= — A + «a ch( ) parametrii A, « si b

-determinindu-se din restrictiile problemei : curba si aibd lungimea [ si si treaci prin punc-

tel P, si P,. Asadar pozitia de echilibru este ob{inutd cu ajutorul graficului unei functii
elementare, care poarta denumirea de ldnfisor.

3.8.3. Eeuatia Euler-Poisson

In anumite aplicatii practice apar probleme privind
optimizarea unor functionale de forma

Iyl :leL[x, y(@), y' (@), y'' (@), ...,y ()] dow, n > 2, (3.41)

Yo

deci functionale al ciror lagrangian depinde de derivatele de ordin
superior ale lui y. In acest caz se poate demonstra.

Teorema 3.8 (Poisson). Dacd in (3.41) L este de clasdé n +1
in toate argumentele sale iar y e C¥([xy, x,]) st verificd la capete
condifii de forma

y(mo) == (g, y’(wo) =y -y .7/("—1)(“70) =0,
(3.41")
y(ry) =bgy, y'(@) =byy ..oy Yy D(@y) = b,y

CU @gy - - -y b,y €R, atunct funcfitle y care optimizeazd functionala
(3.41) este solutie a ecuaiei diferentiale de ordin 2n

L d(_aL _qz_(azL)__ d"(al}
o J

—1)" =0, (3.42
oy’ da? (=D da” ag/‘”’) o )

oy’

numitd ecuajia Euler-Poisson atasatd funciionaler considerate.

[~ Pentu usurinta calculelor vom presupune n =2, cazul n>2
tratindu-se complet analog; notind y' =z, ¥y’ =2/, rezultd ci tre-
‘buie optimizatd functionala

I[y, 2 :S”‘L[w, y(@), 2(a), ()] da

%o
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in conditia suplimentari ¥ —2 =0 si conditiile la capete

Y(@o) = ag, y(@) = by, 2(xy) = ay, 2(x;) = by.

S-a obtinut o probemi variationald de tip Lagrange si deci, in
baza teoremei 3.6, se ia in consideratie lagrangianul

&, Yy 2y y'y 2') = Lz, Y5 % &) + )\(w)(?/,“‘z),

care conduce la sistemul Euler-Lagrange

a oL d (0L oL
— A —_—— =0 —_ —_— —_— A = 0.
- (@) Dy ’ dx(@z’) (az * )

Derivind ultima ecuatie in raport cu @ si tinind seama de prima ecua -
tie, se elimind a. Scriind g’ si %" in loc de 2" 8i 2, se deduce egali-
tatea

d2 ( oL d oL oL
e "v—‘- 17 - L ( P + = 0’
dx® \ dy dz \ 0y’

care este ecuatia Kuler-Poisson (3.42) pentru = = 2. |
Exemple, 35. In cazul functionalei
1
Iy = S (572 + 20 + g+ ()] dx

0

ecuatia lui Euler va fi
gV — 2y +y =0
si deci extremalele sint
y(x) = (c; v + ¢p) exp(x) + (eza -+ ¢,) exp(— z),
constantele ¢;, ¢y, ¢ §i ¢, determinindu-se din conditiile
¥(0) = g y(0) = a5, y(1) = by, y'(1) = b;.
36, Incovoierea unei grinzi omogene elasltice, grele, incasirate la capete. Dacid grinda

are lungimea 2/ iar sistemul de axe este ales astfel incit axa absciselor si coincidi cu axa
de simetrie a grinzii iar axa Oy este perpendiculari pe mijlocul acesteia, conditiile de:

incastrare se scriu

=D=0,y(=D=0,y)=0, ) =0,
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«dacd ecualia axel grinzii este y = y(x). Notind cu p masa grinzii raportati la unitatea de
jungime si prin ds elementul de arc deformat al axei grinzii, energia potentiald a grinzii
-este compusd din suma a doi factori : energia potentiald de deformafie si energia poten-

+1 2
d
iald gravitationald ; primul factor este egal cu — a S (d—@) ds, unde @« esle un
_1 S

-coelicient care depinde de modulul de clasticitate si de forma grinzii iar ¢ este unghiul

d
format de tangenta la graficul functiei y = y(x) cu axa Ox ldeci ~d£ este curbura curbei
S
+1
Yy = y(x)]iar celdlalt factor este egal cuS py ds.
! —1
Prin urmare, utilizind faptul ci in pozifia de echilibru energia potentiala este minimi,
;problema va fi rezolvata daca se afld optimul functionalei

Iyl e de 2+ d e Ll V1i+ y? |d
y“SJ‘?“ as ) T 3—54 5 (L go | eUR LY e

«deci trebuie scrisii ecuatia Euler-Poisson corespunzitoare; or aceasta fiind complicald,
~vom considera doar micile deformatii ale grinzii. ceea ce inseamni ci y’2 poate fi neglijat.
.Se considerd astfel functionala

o,
I*[z] = S —y"?+ py |dx,
-1 2

U . s e . . .
-a cdrei ecuatie Euler-Poisson este yIV = — —— si deci extremalele vor fi
a
e 4 3 2 - .
y(x) = v + ey % 4 e 4 x4 ¢y
24a

:iar conditiile la limit& conduc la solutia finald

e 2
= = (2% — )2,
y(x) P )
3.9. Probleme variationale ecu {rontiera variabili

In majoritatea cazurilor, problemele practice care se rezolvi
-cu ajutorul principiilor calculului variatiilor impun anumite conditii
pe care trebuie s& le verifice extremalele la capete ;cele mai simple
-conditii la capete sint conditiile bilocale (in cazul functionalelor
I[x]). Dar chiar dacd la capetele extremalelor nu sint impuse con-
-ditii, conditia de extrem impune in mod obligatoriu conditiile care
trebuie verificate pentru ¢ =1, gi t=1,; in acest mod apar condi-
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tiile la limitd naturale cind extremititile extremalelor se afld in
planele t =1, si t =1t, din R".

Sint posibile insf gi probleme in care extremalele nu au capete
fixe §i nici nu pot fi utilizate conditiile la limité naturale ; de exemplu
dach pe o sferd se considerdi doud curbe fird puncte comune §i se
pune problema determindrii distantei minime (mdsurate pe sferd)
dintre aceste doud curbe, aceastd distantid va fi realizatd pe un arc
de cerc mare (vezi exemplul 30) dar pentru a rezolva efectiv aceast®
problemi mai trebuie gasite punctele de intersecfie ale acestor trei
curbe.

Vom conveni s numim problemele variationale de acest tip
probleme cu frontierd variabild, iar determinarea conditiilor care tre-
buie impuse la capetele extremalelor in aceastd situatie se reali-
zeazd cu ajutorul condifiei necesare de extrem.

Luind in considerare cazul cel mai simplu al functionalei

11y) = Lo, y(@), v/ (@) do (3.43)

%o

in care mulfimea admisibilk de functii M este formaté din curbe
care trec prin punctul (x, w,) iar celilalt capit se afli pe curba
¥y = g(x), adicd y(x,) = g(x,) dacd y(x), x € [x, ], este functia
care realizeazd optimul functionalei (3.43); in baza rezultatelor
din 3.2, functia y va verifica egalitatea

(DI)(y, ) =0 (3.44)

pentru orice h cu proprietatea cd y —+ th € M pentru [¢| suficient de
mic, unde DI este prin definifie dat de

Oy, ) =Ty +t]| . (3.44")
ot 1£=0
In cazul de fati
%1(t)
Ly +0) =" Ly, a(t) +1i(a), 3'(@) +10(2)] Ao, ,(0) =

%o

deoarece limita superioars nu poate fi consideratd fixatd ; utilizind
(3.44"), se obtine
“of 0L oL , ’ ’ I
@D, m = (500 T )0 £ A0 Loy, v @) G:47)
X Yy
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ultimul termen fiind o consecintd a faptului ci limita superioard
depinde de #*¥. Deoarece limita superioarfi se afli simultan atit
pe curba y =g(x) (numitd curbd transversald) cit si pe curba
¥y =y(x) +th(zr), se obtine egalitatea }

gla(t)] = yla ()] + ¢ hLay(1)],

care, in baza derivabilitdtii functiilor ¢, y, & $i @, conduce prin
derivare in raport cu t la egalitatea

g'(,) £1(0) = yy(y) 24(0) + R(ay),
deoarece x,(0) =, ; se obtine valoarea

K0y = — M@

e
g(1) — ()
care, inlocuitd in (3.44"), dupd o integrare prin pirti, va conduce la

egalitatea
, oL 1l (oL
(DI)(y, h) :S [— - ((()1 M) dx |-
oy dx \ 0y’

EN

L, 1 |
+ (,,.‘. + . - 7777VL h « 4. »/I’
oy g —y ) ’ (B4

r=1x

intrucit 7}(;”0) = 0. Deoarece trebuie verificat (3.44) pentru orice h
(care verificd ipotezele amintite), vom avea (DI Ny, h) =0 si pentru
acei h care verifici h(@) =0 si va rezulta ci Y = y(x) trebuie s
verifice ccuatia lui Euler [ceea ce inseamnd ¢ y(x) este efectiv o
extremals a functionalei in cauzi], iar atunci din conditia necesari
de extrem i din (3.44'”) se deduce ci pentru z =z, trebuie veri-
ficatd egalitatea ) '

*ﬁl“*— ul ’ aL[‘”?.’l, (.
(91(001) ) L@y, y(o),y'(#)] + L 1/0(;’) Y (%)}) h(z,) =0,

*) S-a utilizat urmé#toarea reguld de derivare :

a *alt 2 (t) !
dx S e ds= Sx G ds + (0 [z, z(0).
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adicd, cum h(x;) # 0, avem

OL[xy, y(@), y'(21)]

!

~

+ Lay, yla), y'(a)] =0. (3.45)

[g'(z) — y(@)] oy

Aceastd ultimi egalitate se numeste condifia de transversalitate
atasatd functionalei (3.43) (pentru « =ua;) si va inlocui fie
conditia y(x;) =y, (care apare in cazul capetelor fixe), fie conditia

) \ ’
(?—L‘[iﬁ’—"/%{);y (@)l (care apare in cazul conditiilor la limit# natu-
Y
rale) ; trebuie de remarcat cil in egalitatea (3.45) y se inlocuieste cu acea
extremald a functionalei (3.43), care verificd y(x,) =y, iar »; se
obfine prin rezolvarea ecuatiei y(y;) = g(@y).
Deoarece pentru a = x, se pot face aceleasi consideratii (daci
x, nu este fixat) ca gi pentru x = a;, se poate considera ca fiind
demonstratd teorema urmditoare :

Teorema 3.9. Daci lagrangianul L = I(x, y, y') este de clasd C?
in toate argumentele sale iar in R? se considerd curbele y = gy(v) $1 y =
= gy(x) cu g, g, €0 atunci pentru funclionala

Y1

11y} = Lie (), o'(@))da
Xo

definitd pe curbele y = y(x) de clasd C?, avind extremitdlile in punc-

tele (w9, Yo) $1 (Z1y 1)y Yo = Gu(®o)s Y1 = go(@1), se realizeazd un optim

daci y(x) este o extremald o functionalei iar lo extremitdti se verificd

condifitle de transversaliiote

oL oL ,
{L Rp—— ] o0, [L+<gz wy)——,] ~0, (3.45)
ai] =% ay y=2y

valorile x, si a, verificind egalitdile
0u(@9) = Y(o)y gal@r) = (1)

Asadar, pentru a rezolva o problemd variationald cu capete
libere pentru functionala (3.43) se poate proceda in modul urméitor :
se integreazdi ecuatia Euler corespunzitoare, obtinindu-se extrema-
lele y = f(x; a, b), a si b fiind constantele de integrare; parametrii
a, b, x, §i @, se obtin din conditiile de transversalitate (3.45) si din
egalititile

91(we) =f(@g; 4 b), gaol@r) = fl1; b)
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iar in final, dacd este necesar, se calculeazid I[f] (pentru a se obtine
optimul ciutat).

Exemple, 37, S4 gisim distant{a dintre parabola y = a2 si dreapta 2 4 y = — 1;
transpunind aceastd problemi in cadrul variational, va trebui si gisim minimul func-
1ionalei

L
1yl = S V1T 0% de,
X,

(Y

stiind cd x, este un punct de pe dreapta x + y = — 1 iar x, se afld pe parabola y = 2.

Deoarece extremalele functionalei se scrin y = ax -+ b (dupd cum se verificd direct inte-
grind ecualia lui Euler corespunzitoare, care este aici y’’ = 0) si vom avea condiliile
de contact

axg + b= —wxg ax;-+ b= a}
[deoarece aici g;(x) = — x — 1, go(x) = «?]; relatiile de transversalitate se scriu
[ — a

1 24 (— 1 — e (),
Vi ot “) V14 @

oL y’ A < . 1 :
deomece~~— S dar pf=a ), ceea ce inseamnida = 1 gi axy = — PR deci

Vl + y'?
7 1

x; = — — . In dcliniliv, se deduce @ = 1, b = ., xg= — —, o, = — —, deci
1 > 1 0 1 1 >

“ =

3
y=x-+ —‘1'~ si dislanfa ciutata va fi

-2 5
S V141 da= —}2.
—7/4 4
38, Sa gisim semmnificalia condiliilor de transversalitate in cazul functionalei
x — S
111 =S f ) V1T 05 ds,

o
{ fiind o funcfie cunoscutd, nenuld ; din (3.45°) se deduc ugor egalitiltile (g (Jl y')(x) +1=0,
(_]2J Y(ag) -1 = 0, adica

1
Yileg) = =~ yle) = — i
91(x) ga(ay)
ceea ce inseamnd ca aici condiliile de transversalitate sint condifii de ortogonalitate intre
transversalii si extremald.

Combinind teorema 3.9 cu rezultatele din 3.7.2, se ajunge la
concluzia c& simbolul & utilizat la calculul variatiei intii generald
a functionalelor de forma I[x] poate fi interpretat ca un operator
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de derivare pe curbele transversale; intr-adevir, ficind in (3.29)
n =1, se gisegte egalitatea

(21

5L
[y, 3y, 5] :(L*Sx—{—T sy)
y

si cum 37 = 0 in cazul optimului, daci y, = g,(xp) i ¥ = ga(@), avem

3y = gi(wo) 3z, Oyy = gs(2,) 3y,

ceea ce conduce la relatia

, 0L , OL
(L* + 01— )I dwy — (L* + 92 ’—',‘)
oy oy

ED

S, =
%1

. oL
Cum 8z, si dx, sint numere oarecare iar L, =L —y’ e avem
Yy

oL
Ly + 01 81; =0 pentru x = xy, Ly g» — = 0 pentru x = 2,
oy’ oy’

ceea ce coincide cu (3.457). o
Trecind in cazul functionalelor I[x], conditiile de transversa-
litate se vor scrie sub forma

(5ot

— =0 3.46
S z L g (3.46)

to 6%1 lto

daci pentru ¢ =1, capitul extremalelor se giseste pe curba #z; =
—gJ(t) j=1...,n s

(2-%og), *

dacd cealaltdi extremitate a extremalei este pe curba z; = ¢4 (1),
j=1,...,n; tinind seama cid x; = o,(f; ¢ ..., Cz,), COL 20 +2
parametri (cl, e ey Cany Tg 81 7;) se deduc din condlynlc de transversa-
litate (3.46), (3. 46) §i din conditiile de contact :

=0, (3.46')

by

Z—gy

ty ]~1

Pillo; Cry -+ vy Can) = g?(to)a Pally; C1y + ooy C2) = 9?“1)7 J=1..,n



Evident, (3.46) se poate scrie si sub forma

A NI p
I(t, @, @) + Y (g7 — %)M =0 pentru ¢ =t

Jj=1 0(1};‘
iar (3.46") sub forma

a1
Iit, @, ¢) -+ Z J:— &) ((t__.q,_’(f) =0 pentru { =1{,.
i=1 D,

Sint posibile fie justificiri directe ale acestor egalitdti, utilizind
rationamentul din demonstratia teoremei 9.3, dupd cum se poate
folosi si interpretarea diferentiald pentru operatorii 8; de asemenea
dacd un capit al extremalelor se gaseste pe o suprafatd F(t, x, ...

.., 2,) =0 din R™+ prin rationamente analoage, se deduc urmi-
toarele conditii de transversalitate :

oL oL oL
PPN A ) ]
J=1 aa/j (,)/I. ()wn . ~
— = _— . == ——— 9 (3 ."l { )
) F; K or
(’H =ty ().’11 t=t, ().’L‘n L=t

dacd pentru ¢ =1, avem I(t, ¢, ..., ¢,) =0 [w; =9; ({506, ..., C,)
sint extremalele funcfionalei I[x]]. BEgalitdti asemandtoare se vor
obtine daci cealaltd extremitate se va afla pe suprafata G(¢, @, ...

., @,) =0; evident, pentru determinarea tuturor parametrilor
trebuie utilizate si conditiile de contact.

Din punct de vedere geometric, conditiile de transversalitate
(3.47) reprezintd o conditie de paralelism intre vectorul normal la
suprafata F =0 in punctul ({,, @ Hoy - - -y o) §1 vectorul avind eom-

L L
ponentele { L, ... - |-
o0y dw
Exemplul 39, Sa giisim conditia de optim a funclionalei

291
Iy z]= S (y'?-F 2yx) do
0

in ipoteza cd mullimea admisibili de curbe au o extremilate in origine iar celdlalt capat
se afld in planul x = z;; deoarcce sistemul Iuler-Lagrange se scrie

y’'—z=0, z—y =0,
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se deduce ecuatia diferentialdl

W —y=0,

deci
y(x) = ;0% + €7 - ¢3 cos x4+ ¢ysin
iar
Zx) = Y = ,e” + 7% — ¢z C08 T — ¢4 8in .
Pentru a avea y(0) = 0 si z(0) = 0, trebuie ca ¢; + ¢, = 0, ¢ = 0, ceea ce antreneazd
y(x) = a sh x + b sinx, z(x) = ¢ sha — b sin x;
condiliile de transversalilate (3.47) se scriu aici

— Yy — %4 2z 2y’ 2z’
e pentru v = x,

ar Tk T or
ox ay 0z
oI 31« B . ,
cu I(x, y, z) = & — x,. Deoarece — =0, c’) =0, trebuie sd avem y'(x;) =0,
y z

(xy) = 0, adici

achx, +bcosxy =0, achy — bcosx = 0;

Tr .
dacd ay este astfel incit cos x; 5% 0 (dcci xy # —2’ 4+ kr, keZ ) se deduce ¢ = b=0 si

-
extremalele vor fi y(x) = 0, z(x) = 0 iar daci cos x; = O(deci x; = —2— + kr, keZ],
rezultd ¢ = 0 iar

y(x) = bsin x5 z(x) = — bsinla]
sl rimine de verificat ultima conditie y'2 - z’2 — 2y = consl, ceea ce este adevirat

valoarea constantei fiind — 2%, Asadar, dacd x, = ©/2 + km, k& Z, extremalele nu sint
unic determinate.

Férd a intra in aminunte, in cazul integralelor multiple cu dome-
niu de integrare variabil se ob{ine urmitoarea expresic pentru varia-
tia intii 31 a functionalei :

I[u] :S Lix, u, yu) dx,

Dn,



notind &8I = (DI)(u, h) cu h = du:

n

oL »
of ={ (1, suax + (z~vj) udo -+ L(Zvj ij)dc
opa\ ;=1 OUy Jobn  \j=1

Dn

in notatiile din 3.4, dx; fiind variatii ale variabilelor independente.

3.10. Caleulul variatiilor si distanta geodezied

In cap. 2 s-a definit si s-au dedus wunele proprietiti
ale distantei geodezice, utilizind metodele programirii dinamice ;
la aceleasi rezultate se poate ajunge utilizind metodele calculului
variatiilor, in special consideratiile din 3.7.

Astfel, in cazul integralei

I1x] —-S Lft, x(t), %(1)] ¢

to

valoarea ei pentru x == x(t) dati, definind o curbi v de clagd O! care
uneste punctele A si B din R", coordonatele lui A fiind (z,, x(%,))
jar ale lui B, (i, (tl)), se numegte I-lungimea curber vy; daci in
particular vy este o extremald, aceast I-lungime se numeste distanta
geodezicd (sau eikonalul) dintre punctele A si B. Aceastd definitic
permite construirea unei geometrii in R**+! in care elementul de arc
este definit prin ds = L(l, X, x)d¢ (aceastdi geometrie va coincide
cu geometria euclidiani dacii L = )/1 + |x |2); astfel, de exemplu,
o sferd cu centrul x, si razii R in aceasti geometrie este suprafata
din R"+ obtinutid, calculind pe extemalele care ies din x distanta
geodezich R. Notind cu J distanta geodezici a functionalei

11x1 = Dt x(0, %)

tO
cu ajutorul egalitdtii (3.29) se pot calcula derivatele partiale ale lui
J; intr-adevir, deoarece J depinde de coordonatele punctelor A4 si
B, vom putea scrie
J = J(tly X17 toy XO); X0 = X(t0)7 xt = x(t),
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e _Z . 8af.

afl 0 ]=rl j

Deoarece din (3.30) se deduce L, =0 pe extremale, din (3.29) se:
gaseste

oL Sy

S = Ly 8, — L, 8t,-+ Zw
S 0d)

B

si in baza faptului ¢ variatiile 8t,, 3t;, dx}, 9 sint arbltrare, prim
identificarea coeficientilor acelorasi variatii se obtin egalititile

o . oJ oL
e = Dy [y, X(t ¢ =
a1, wlty X(6), X (8)]; 9l o,
(3.48)
oJ . fxp oL .
= Ly [t o), X(1 0 = — — =1, 2, ..., fle
ato *[ 07 ( 0)7 ( 0) ? pQ a.w-? ? J ? ’ 7

L y < .- 02L
Presupunind problema variationald regulati, adics det[a. Y %
L30Ty
# 0, se pot utiliza variabilele hamiltoniene x i p in locul varia-
bilelor lagrangiene x si x, punind

0L .
Pi=—> J::17 27"'7”7
ox;
ceeca ce conduce la egalitatea Ly, = —H, H fiind hamiltonianulk

corespunzitor lagrangianului L) iar (3.48) se transcriu (cu t in loc
de 1)

oJ aJ

b HE,x, p)=0, =

o + ( 9 Xy P) ? 8.%‘1 Dis

0J 0J .
—ag“’H(toy %p°) =0, ”a';?:““p}); J=1, .0

ceea ce inseamnd ¢ functia J, consideratd ca functie de coordonatele
punctului B va verifica ecuatia lui Jacobi

aJ oJ
— 4+ H{t,x,— | =0.
ot + (’ ’axj)
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Tot o ecuatie cu derivate partiale Jacobi va verifica distanta
geodezici presupusd functie de coordonatele punctului A.

3.11. Metode direete in ealeulul variational

3.11.1. Principii generale

Ideea de bazi a metodelor directe in probleme de calcul
variational constd in transformarea, intr-un mod sau altul, a aces-
teia intr-o problemi de extrem pentru functii de m variabile care si
poatid fi rezolvatd prin metodele analizei clasice iar apoi se trece
la limité cind m — oo. Astfel, in cazul unei probleme de optim I[u] —
-> min, in care funectionala I are una din formele considerate ante-
rior, fiind definitd pe o multime admisibili M de funectii, se face
ipoteza ci dacd v € M, atunci mul{imea de numere reale {I[u]} este
mérginiti inferior, deci admite o margine inferioard strictd I (nu se
presupune existenta unui element u e M astfel incit I[u] =1I);
prin urmare, avem

Iful=> 1, wuelM,

si in baza definifiei marginii inferioare stricte existd im M un gir
(Uy)mem avind proprietatea

lim I[w,] = 1.

m—>00

Orice sir (u,)men din M, avind aceastd proprietate, se va numi
str minimizent al problemei variationale in studiu ; diversele metode
directe utilizate in practicé diferd intre ele prin modul de constructie
a girului minimizant.

3.11.2.  Metoda diferentelor finite a lui Euler®

In cazul functionalei simple

b
Try] = Pla; ylo), y/@)1 2 yl0) =y y(0) =

*) Sau a liniilor poligonale.
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vom nota @ = x,, b = x,+; §1 vom considera o partitie echidistants
a intervalului [zy, #,+] in n -+1 subintervale de lungime egali cu

b —a . R . <
h=-————, punindu-se in evidentd numerele

n -1

a=uax,, & =xy+h, xs =a; +h=uu+2h, ..., x,= 3y +0h, 0,1,=b,

cirora le punem in corespondentd numerele yo, ¥1, Y2, - - -5 Yur Yut1 =
=y, dintre care ¥, ¥, - - -, ¥, Sint necunoscute; in plan, punctele
avind coordonatele (@, ,), (1, 1)s (€2, Ya)s - - -5 (Zus Yu)s (b, ) deter-
min% o linie poligonald si vom determina convenabil y;, ¥z, -« ., ¥a
astfel incit aceastd linie poligonald s aproximeze extremala céu-
tatd a functionalei in studiu. Inlocuind integrala printr-o sumd
integraldi, punind de exemplu

. / “ Yirr — Y
[ 7Ly, @ 4 ~ 3 F(m]-, y]-,ﬂiff—)h,

a j=0
vom putea considera suma ca o functie de variabilele y,, ysy .., ¥4
vom nota
Yirr — Ui Yy,
h

si vom determina vy, ¥, - - -, ¥, astfel incit f sd aibd o valoare sta-
tionard. Asadar, din sistemul

Ty Yar oy Yu) = Z E’(xh Yir
=0

Q]i =0, k=1,2,...,mn,

)

Yy
vom presupune ci se determind numerele iy, ¥, - - -, ¥, ; or, notind
Ay; = Y+ — 5, 08te ugor de vazub c¢d egalitatea —— = 0 se poatescrie
s
sub forma
o Aq
OF\ Yy _/ﬁ)
]
yk
Ay Ay,
A Sk N Jr—1
1 oF (mlm?/ka T ) OB\ -1y Yi-1 T
- (A =0, (3.49)
h Yz . 0Yr—1

191



deoarece y, intervine de doud ori in suma care o defineste pe
Se observid, direct ci prin trecere la limitd in (3.49) pentru
h — 0 se obtine ecuatia Euler.

Exemplul 30, Si gisim cu ajutorul metodei liniilor poligonale a lui Euler minimul
functlionalei

1
Iyl = S (y'* — 2y) dx, y(0) = 0, y(1) = 0.
0

Luind h= —-—5- = 0,2, vom avea

Yo = y(0) = 0, y; = y(0,2), y, = y(0,4). y3 = y(0,6), y, = y(0.8), y; = y(1) =0,

Y1 Yo 1 Ys—U Ys— Y2
g =22 = —_y . 15(0,2) = , y'(0,4) = i
y’(0) 02 oz 5°(0,2) 03 y'(0,4) 0.3
, Ys—Us , 0—y,
o =55 vO8 =G5

si deci

2 2 2 2 4
h Ya—U Ys—Ya Ya—Ys Ua
Uyr Us» U Ug) = 0,2+ - - +| — P—
[y Yo» Y3 U) [( 0.9 ) +( 02 ) +( 02 ) i—( 02 ) ‘_(o,z)

— 2y, + Yyt Ys+ .114)]:

rcaleulind derivatele partiale inraport cu y,, y,, s, U, Se obtine sistemul algebric

2y, — ys = 0,04, —Ypt+2y3—y, = 0,04,
—~y+20, — yy = 0,04, —y3+2p,= 0,04,

ale cdrui solutii vor fi y; = 0,08, y, = 0,12, y; = 0,12, y, = 0,08.
Comparind aceste valori cu valorile exacte ale extremalei in aceste puncte, deoarece
«cuatia Euler se scrie y’”” = — 1, avem, {inind seama de conditiile la limiti,
1
ye) = — (v — a¥),
¥(0,2) = 0,08, y(0,4) = 0,12, y(0,6) = 0,12, y(0,8) = 0,08,

adicd valorile aproximative coincid cu valorile exacte.

3.11.3. Metoda lui Ritz

Metoda lui Ritz constéd in utilizarea unui sistem complet
«de functii din multimea de definitie M a functionalei, cu ajutorul
ciruia problema de minim pentru functionala I[u] se transforms
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intr-o problem& de minim pentru functii de mai multe variabile reale ;
daci {@;} = M este sistemul de functii considerat, se presupune ci
orice combinatie liniarf a acestor functii este de asemenea un element
din M, ceea ce implicdi anumite ipoteze de regularitate gi verificarea
unor eonditii la limitd. Funetiile {¢;}, care evident se pot presupune
liniar independente, se numesc funclii coordonate. Dacéd

m
Uy, = 2 C; Pj
=1

este o combinatie liniard a primelor functii coordonate, prin ipotezd
avem u,, € M iar I[w,] va deveni o functie de parametrii ¢;, ¢y, ..., ¢y
uneori este posibil s se aleagh acesti parametri astfel incit functia

fley, o yeviyey) =1Uy]
g% admitd un minim pentru ¢; =¢%, j =1, 2, ..., m, deci

Uy -y %)

5, =0, j=1, 2,...,m,

iar in acelasi timp sirul (u)mem s& fie un gir minimizant, cu
o »
i=1
De exemplu, daci este vorba de functionala

I [?/]=S Fla, y(z), y'(@)]dz, 9(@e) = yo, #(@) = 41y

ipotezele anterioare sint verificate dacd functia F(w, y, #) este con-
tinudi in raport cu cele trei argumente ale sale pentru orice z §i
(@, y) € Dy, D, tiind un compact in care sint cuprinse graficele func-
tiilor

7/,,,(.’1)) == Z C; @ (,p),
j=1
$i dacil in plus
F(w,y,2) > alz]? + B, «a>0, p>18 € R, (x, y) € Dy,
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.. OF . .
iar PN este continud si nedescrescitoar
@

orice (z, y) € D,.
In particular, aceste conditii

e in raport cu 2 € R pentru

sint satisficute pentru functionala,
X

ITy] = S_l[ﬁ(w) Y a@) g 4 20yl ey y(wy) = yo, ylay) — h

X

cu p, p’, & reO([ay, x)), p(@)>0, g(z) > 0, caz de o deosebits
mmportantd practics. Intr-adevir, aici

Bz, y, 2) =pla)® + qa)y? + Zr(@)y = plz|2 + p

.

W 0 <p < p(@) <9, 8 =minfg@)y® +20(2)y], Dy — [y, 1,]
D.

2
X la,b] cu @ si b convenabil determinati.
In 3.11.6 vom determinasi alte conditii suficiente pentru ca
sirul (U, )mew S8 fie un sir minimizant.
Exemple, 31, Si considerim functionala
1

Iy] S W4y b 2ey)da, o) - 0, g1y =0

0

se poale alege sistemul de Tunclii coordonate de Torma

@i (1) = (I—a)d, jem,

pentru care, cvident, ©j(0) == @;(1) = 0 si care este liniar independent si complet in
C ([0, 1]). Presupunind J=1, avem

n() = c(l—ayx
si prin inlocuire se deduce

) L 11 1
[(e) = Ife(1—a)x] = 30 €T e
5
deoarece f'(x) = 0 pentru €= = 55 rezultd solulia aproximativi
5
7(x) = — o2 r(l—x).

Daci se presupune
Ya(®) = cpr(1—a) + cya? (1 2),
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Se deduce

LR SR LN SO R
f(cpce)zl[c]x(l*-T)+c'2-1‘2(1*93)]=§)*01T ¢ 30 aet 5
! ii 2 = ia L4 solutie
sistemul ()i =0, —0( = 0 admite solutiile c(l’ = —0,2271, (% = 0,001 iar o altd solut
ey Cy

aproximativa va [i
(7)) = x(1—=x) (—0,2271—0,0001 x).
Acest procedeu poate continua.

32, In cazul functionalei

ou \? au \® |
Iiul = Y+ 2 v o2kufdedy, vl =0,
=35, 1) + (5

unde ke R iar 1), este dreptunghiul ]—a, a[ X ] —5, b[, a > 0, b > 0, pentru utilizarea
metodei Ritz se pot folosi functiile coordonate

o (v ) = @2 — a2 — ), jem,  gjlyp, =0;
luind in consideratie doar prima aproximatie, adicd presupunind

ay(, y) = ey(x® — a®) (y* — %),
se obline

128 3 13 {nS b2 2+ :_‘2,](0 a® b
f((:l) = I [u] = x/l?)“ ot bt )(.‘1 9 t

iar conditia de extrem f'(¢;) = O determind pe

Sk
8(a® + b%
Se obtine deci solutia aproximativa

Sk .
) ~ = e (22— @) (2 — D), (2, y) ED,.
u(x, y) & ulx, ) 8@ T 59 (

Din aceste exemple rezultd cd metoQaJ Rit_; poa’qg‘ fi lrltlhzatzu ‘Sl
pentru rezolvarea aproximativi a ecuatiilor dltereng_la‘le scm‘fa, ecua%
fiillor cu derivate partiale ; astfel, in cazul ex_emplulm 31, §11 Ys —]?(i
li considerate solutii aproximative care verificd y(0) = 0, y(_.) =1,
ale ccuatiei diferentiale ¢’ —y =ua, deoarece aceastd ecuatic este
couatia lui Euler pentru lagrangianul

Lz, y, y') =4 +y° + 2wy.

185



In exemplul 32 se poate interpreta u, ca solufie aproximativi
a ecuatiei cu derivate partiale

care este nuld pe frontiera dreptunghiului | —a, a [ X ]—b,b[,deoarece
aceastd ecuatie este ecuabia Euler-Ostrogradski pentru lagrangianul

Lw, yu)=2ku -+ |gu2

Situatia descrisd prin exemplul 31 se poate generaliza in modul
urmator : solutii aproximative ale ecuatiei diferentiale de ordinul
al doilea

y' =Mz, y, ),

care verificd conditiile bilocale y(a) = y,, (b) =1, se pot obline
aplicind metoda lui Ritz functionalei

b
I[y] ::S‘L[x’ y(@), y'(2)]dw

in care

. Y .
W, gy, y') = o(w, y) +y'B (2, 3/)+S (' —1t) Wz, y, 1)dt,

%o
o $1 B fiind functii arbitrare in x si y, de o clasd convenabild, care

I L. Oa 0B . ..
verificd condifia — = ~E y 1ar u = u(x, y,y’) esteo solutie a ecuatiei

01/ ow
cu derivate partiale liniard si de ordinul intii

ou , 0w Ou of
— Y == =u
dw dy oy oy

(3.50)

[deoarece ecuatia lui Euler a functionalei fiind

OL . 0L, 0L o

oy’ Tayay” T oyon oy

=0,
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pentru a coincide cu ecuatia diferential3

¥ :f(%‘yvy’),
va trebui s avem
02 L

/2

f+——y o= =105

oy

0*L " .
ivind 1 g 3 dnd v = —=, se gidseste ecuatia cu
derivind in raport cu y’ si notind u = a?/z, se gasest t
derivate partiale (3.50)].

3.11.4. Metoda Iui Kantorovici

Metoda lui Kantorovici este o metodd direct# aplicabild
numai functionalelor de forma

1
Ifu] = S Lz, u, vu) dz, n > 2, u\ =f

Dy 18Dn

si se prezinti ca o variantd a metodei lui Ritz, solufia aproximativd
ciutindu-se sub forma

w,(x) = ¥, ) 2,%),

unde (¢,)jenm este sirul de functii coordonate luat in cons1dera‘g1(i
iar ¢, ..., ¢, sint functii de o singurd variabild si care se aleg astfe
incit functionala

fle €2y oy €] = I[Uy] :S L(x, %, yi,,) dX
Dn
s aibd o valoare stationard.

Exemplul 33, S# utilizim metoda Iui Kanterovici in cazul exemplului 32 ; se poate
presuptine

a(x), y) = c(x) (y? - b%)
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fi.no

cind u=0 daci y = — p sau i
z A g y = 4 b si pentru a fi ic
functia ¢ trebuie si verifice o(Fa)y=0 ;Ic)alculinqdf}[z‘z,](l’léfcl;itsisjstlewmu(ule Mk ag=0

Iu] = 1*[ :SS 2 (1) (12 — B2 2 2
el R [ () (0 = 8%)* - dy® 3(2) + 2kee(e) (y* — )] due dy.

Integrind in raport cu y, gisim

. Tl 16 ps 3 3b
I*[e] = S__a [--j»};—v ) + Ei;)—- () — M%i k (:(.v)]dx,
ceca ce inseamni ci funclia ¢ va fi solu {ia ecualiei diferenliale
16 ., 8 4
¢ gt Tyt

care verilici ¢(—a) = 0, ¢(+a) = 0 ; se deduce

1 21/ 5 =
ox) =~ — k+ Adexp |-~ |/ 2> LD i 5
s (Y3 ) (- 1))

st pentru a avea indeplinite conditiile bilocale, giisim

1
) = —&

lar solulia aproximativi va [j

z el
ch | — ?—
b 2

1
ulz, y) ~ Y L2 — 02 ———

Pentru o aproxma tie mai bund, se cauti solu {ii de forma

4T ) = () (1 = b2 + ey(@) (5 — D)2,

ceea ce implica t ezolvarea unel problema bilocs 1
A re i 1 atl al tr te 1 a al d d 1
1 1 tie penlru un sistem di erentia € ordinu

3.11.5. Metoda cclor mai mici pitrate
crarea a,prno{g?r%i%ive“elor mai miel pitrate poate fi utilizatd in inte-
3 uva a unor ecuafii diferentiale s: u deri
e ! : (i1 duerentiale sau cu derivate
partiale prin utilizarea metodelor calculului variational ; vom execm-

198

plifica aceastii metodid pe cazul problemei Cauchy y(zo) = ¥, pentru
ecuatia diferentiald de ordinul intii ‘

y =@ y) (3.51)
unde f: [, #;] X R — R este o functie de clasd (1. Integrarea
ecuatiei date in conditia initiald consideratd este echivalentd cu
problema variationald

X

1
1] =(" 1y —fo, y)P do >min, (3.51)
%o
multimea admisibili M fiind aici formatd din functiile de clasi €2,
dach @ e [x;, x,], care verifici conditia Cauchy datd pentru & = ,.
Fiind vorba de o probemi variationald, in baza teoriei generale
pentru x = x,, va trebui verificatd conditia la limitd naturald
aL ]

P = 0, adicd, deoarece
Y

Lz, y, )= [y — fl@, F, (3.51")

va trebui s avem y'(x,) = f[xy, y(x)], ceea ce evident nu este o
restrictie, reprezentind conditia ca functia y =y(x) si verifice
ecuatia diferentiali in punctul z,. Faptul cd problema Cauchy
y(x,) ==y, pentru ecuatia diferentiald (3.51) conduce la o problema
variationali (3.51') se justificd imediat, tinind seama ¢ L > 0,
cu L definit prin (3.517), deci I[y] = 0 iar valoarea minimd a func-
tionalei este zero si este atinsd pentru solufiile ecuatiei (3.51).
Aplicind metoda Ritz functionalei in cauzi, se vor obtine solufii
aproximative pentru problema Cauchy g(x)) =y, pentru ccuatia
(3.51). De remarcat ¢ ecuatia lui Euler pentru functionala (3.51')

este (daci fe O

d _, , : Of(x, 4
Ly g 4t — s, 1 IO o,
dx oy
adicd
af 0
;//I . *':"Z + ‘(liyl
dw dy
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$i nu este altceva decit rezultatul deriviirii ecuatiei (3.51) in raport
cu x; metoda Ritz insd nu face apel la ecuatia lui Huler, aga ¢i in
funetionala (3.51') se poate presupune f e (°.

3.11.6.  Metoda Ritz si operatorii liniari

Dacéd se considerd eeuatiile de forma

Au =f (3.52

in care 4 : M — N este un operator liniar iar f este un element fix
din N, in anumite ipoteze impuse lui 4 se poate justifica in intre-
gime metoda lui Ritz (ceea ce inseamnd cid se pot construi siruri
minimizante care vor converge catre solutia ecuatiei).

Vom presupune M un spatiu Hilbert real iar ¥ = M ; in plus,
vom presupune verificate egalitatea A = A+, unde A+ este definit
prin

(Au, v) = (u, Atv) VY(u,v)e M x M, (3.52')

ceea ce face ca operatorul liniar A si fie autoadjunct ® si inegali-
tatea

(Au, u) = afull®, a>0, Vue M, (3.52")
care aratd ci A este operator pozitiv definit ; dacd notdm A(M) mul-
fimea valorilor operatorului A, inegalitatea (3.52"') aratd cd existd
operatorul invers A-1: A(M)-> M care este miriginit

1

IA-ti< (3527

[intr-adevir, A este surjectiv pe A(M) iar deoarece ipoteza Aw =0,
antreneazi din (3.52""") |ju)]? < 0, adicd w =0, rezultd injectivitatea
lui A ;(3.52') se deduce din (3.52'") utilizind inegalitatea lui Schwartz,
deci (Awu, u) < |JAul jull, ceea ce inseamnd [|Au| > elju] si notind

Au=wv,deciu= A-1o,rezulti||A1v|< S | v|lpentru orice » € A(M)].
a
Functionala care se ataseazd ecuafiei (3.52) este
I[u] = (Av, u) —2(u, f) (3.53)

*) Vezi cap. 4.
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si este usor de constatat c¢i dacd A este un operator autoadjunct gi
pozitiv definit, pentru ca pentru un fe M si existe solutia wuy,cM
astfel incit Au, =f, este necesar gi suficient ca functionala I s3
admitd un minim in «, ; intr-adevir, pentru un w, i v arbitrar din M
avem, cu te€[R:

T(uy + t0) = (At -+ 1), uy + 1) — 2(ug -+ 1o, f) =

= A(y, o) + YAD, Ug) + UA g, v) -+ 1% (Av, ©) —2(uq, f) — 2U(f, v),

deoarece (Av, u,) = (Au,, v), se deduce

I[uy + ] =1I[uy] + 20(A wy —f, v) -+ t3(A v, v), (3.53")
ceea ce inseamnd o dachh Aw, =f, pentru ¢+ =1 avem
I[uy+ 0] = ITtg] + (Ao, v) > T[] (3.53")

in baza lui (3.52") si cum orice element din M se poate scrie sub
forma u, 4+ v,avem I[u] > I[u,] $i functionala I are pe Ifu,] ca
valoare minimé. Reciproe, dacd u, este elementul din M pentru care
se atinge valoarea minim# a functionalei I, deci dacé

Ifug +w] > Ifu,]
pentru t € R ¢ v e M, din (3.53") se deduce egalitatea
I{uy +v] —Ifug] = (Auy — f, 20) - (Av, v)

. v, Av . . .
care, deoarece lim L(H’”)‘: 0, aratd cf functionala I este diferen-
|21 -0 v

{iabild avind derivata Au, —f care vatrebui si se anuleze, u, fiind
un punct de minim (vezi 3.2).

Teorema 3.10. Dacd A este un operator autoadjunct, pozitiv
definit, atunci orice sir minimizant (U,)men cONVErge cdtre solufia
ecuatier (3.52).

[~ Reamintim ed un §ir (%,)men din M este minimizant pentru
funciionala I daed lim Ifw,] =min I[u]; dacd u, verifici ecualia
weM

m-5>00
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i i i " deduce, punind
(3.52), avem I[uo]:——m:?MI [v] iar din (3.53") se , P

V="U, — ’u/o,

I[w,] =1I[1o] + (A(thy — o)y Un— o) .
si cum I[ue] = min Iu], neapirat

(A1, — Ug)y Uy — W) —> 0 cind m — oo.
in baza inegalititii (3.52"), se obtine
1ty — g1~ (At — )y U — ) => 0,
a

icd — U A ST ‘
adl%"mibs’%mcpig efectivi a element}ﬂui Uy din 511-)11%) ﬂn};}nﬁﬁd(g’ﬁ){{;‘z m
se poato realisn astlel ¢ pes e i (97pe in M compled
i infinitid si separabil, va exist Sir (@) M oo
?égﬁeinl(gns, adicdl dIi)n conditiile de Qrtqgoy:nl%}atc;(?ji :L)aJEL?l’ xzeit[y
s rezulte w = 0) si fie M,, = M astfel incit 1 A Sh E(fll’l %noit e
rial generat de {9, .. -, ’{m}- Vom (1Gf1?(ll."l€'m & Mo astfe P
u,, functionala [ sd admitd valoarea minima

ITu,,]= min I[u];
uweMm

& ezultd
deoarece v =Y ¢;9; daci v € M,,, rezulte
j=1

3.54
I[U] ::f((’l; Y Cm)y ( )
ceea ce inseamnid ¢ u,, se obtine din v daci ¢y .. ., €, sint solutiile
sistemului
¥
o _ , j=1...,m (3.54")
0¢;

Pentru ca aceste consideratii si fie coreAct.e mai estf ﬁifceri?il-‘
% se arate i in subspatinl M, functionala I isi atinge efec

nimul; or, deoarece
) I[u] = (A’M, u) — 2(“7 f)a
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avemn I[0] =0 iar din (3.52”) se deduce (utilizind si inegalitatea
lui Schwartz)

I[u]l Z @ [ul* =2l Iifll = (alwll —2[fll) ],

R — < 2
ceea ce Inseamna cd Ifu] >0 dacd |ju|>-— |f|. Asadar, valoarea
a
minimi in M, a functionalei I se va afla (dac existd) in sfera cu
5}
centrul in origine si avind raza mai mici decit —— (If]l (in afara ei I
a

nu ia decit valori pozitive iar valoarea minimsg este < 0); cum M, are
dimensiunea finitd, sfera va fi o multime compactd gi, conform cu
teorema lui Weierstrass, I isi va atinge efectiv valoarea minims in
aceastd sferd (din econtinuitatea operatorului A 51 continuitatea
produsului scalar se deduce si continuitatea functionalei I). Din con-
sideratiile anterioare s-a dedus diferentiabilitatea functionalei I
asa cd egalitdtile (3.54") pot fi efectiv scrise, riminind insd de justi-
ficat compatibilitatea acestui sistem. Or, din proprietitile de linia-
ritate ale Iui A si ale produsului sealar se deduce

10=1| $ ¢ w] — ¥ @ aAere) —2 ¥ oo )

j=1 Jrk=1 j=1

ceea co Inseamnd i f, definit prin (3.54), este un polinom de gradul
al doilea gi, prin urmare,

07' m .
L =2 Y Aoy 0) —2(95f) 4, =1, ..., m,

0(,']' k=1

ceea ce face ca sistemul (3.54") se transerie sub forma urmitorului
sistem  liniar :
”m

ch( A@ﬂ ?) :(@hf% J =1,...,m,

k=1

al cirui determinant este sigur nenul (sistemul {1, @2y ...} fiind
complet va fi si liniar independent saun poate fi considerat chiar
ortogonal, prin aplicarea procedeului de ortogonalizare), ceea ce
antreneazd posibilitatea determinirii efective a constantelor ¢y,

v ooy C
¢ » Um
:are sint-unie determinate.
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Teorema 3.11. Dacd A este un operator Liniar, autoadjunct st
pozitiv definit, atunct sirul (Uy,)men 0bfinut prin metoda Iitz converge
citre solufia ecuatiei Aw =f.
~ in baza teoremei 3.10 estesuficient si se arate ci sirul (%, )memn este
un gir minimizant ; dar, daci u, € M este solutia ecuatiei Au =f,
stim ¢ I[w,] = min I[u] iar deoarece M, < M, avem

ueM
min I[u] < min I[u],
uEMm ueM
adic
IMuy] < minI{u] =1I[u,]. (3.55)
ueMmp

Presupunind girul (¢;)jem ortonormat, acesta va constitui o bazd
in M iar ¢,..., ¢, vor defini o baz& in M, ceea ce face si putem,
scrie

[ee)
Uy =Y a5

=1

(a;)jem fiind sirul coeficientilor Fourier pentru u,. Notind

se deduce v,, € M,, iar v, — u, ¢cind m = oco. In plus, Ifu,] < I[v,],
deoarece I[u,] este valoarea minima pentru I in subbp@’gml M,
Utilizind ultima inegalitate din (3.55), se deduce dubla mcgahtate

ITue] < L[ty ] < I[0y]

si trecind la limit#, pentru m — oo, se deduce lim I[v, ] =I[limv,]
(m baza continuitatii functionalei I), ceea ce inseamna

Ifwy] < lim I [u,] < I[lim v, ] = I[u,)],
adicd I[u,]—> I[u,]. I

Exercitii

1°, Si se giseasca extremalele functionalei

ou Ju

Ifu] = Vlla;—l—u,,dxdj, Up=—, Uy = —,
D ox dy

2 .
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integrind pind la capit ecuatia Euler-Ostrogradski corespunzitoare cu ajutorul substitu-
fiei E=a—y,n=y.

R. u(x, y) = f(x—y) + yg(x—y), fsi g fiind functii oarecare de clasd C*(D,).

2°, S& se arate cid extremalele functionalei

I[u] = SS uy uy drdy,
Dy

sint u(x, gy = f(x) + g(y), fsi g fiind funclii oarecare de clasd C2in D,.
3°, Si se arate cil extremaele funcfionalei

I[u]= SS (ufu —2u, uy + uﬁ + 2uy; 4+ 2u,) dz dy,
D,

se pot scrie u(x, y) = fle—y) +y g(x—y).
R, Vezi indicalia de la exercifiul 1.

4°. Sd searate cil extremalele funclionalei

Iu] = SS (=* v — 2*ud) dx dy
D,

sint u(x, y)= 2" f(x-y) -+ a1 g(x—y), in orice domeniu din R® care nu se intersec-
teazdt cu v =0

R. in ecuatia Luler-Ostrogradski corespunziitoare se face schimbarea de funciie
u->x"tu(x, y) tar in ecuafia obfinuti se utilizeaza noile variabile independente £ = x 4y,
= x-y.

5°, Si sc arate ¢ dacdl lagrangianul L depinde de derivatele de ordin superior ale
lui u = u(x, y), adicd dacd

Ifu]l = SS L(x, y, u, g, Uy, Uggs Ugy, Hyy 5...,Uy...y) dedy,

D2 % ori

atunci ecuatia cu derivate parliale a extremalelor (in ipoteza cid u si L sint suficient de

rregulate) se scrie

a 17 I 02 9 % 02 0?2
Ly — 9% (Lux)*'aTJ( u”)+ 5;‘( 2T 92 oy (L vy )+ &]‘2’ (Luw)—m
or
-+ (- 1)" 5, (Luy )= 0.
-
"Ol.'l
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6°, S se arate ci ecualia extremalelor pentru functionala

Iu] = SS [u2, + uzu - 211{%” — 2f(x, y) u] dz dy
Dy

se scrie

Ju R 0tu Mu e )
24— ) . S+ —— = f(x, y).
Aé u = Ay (Ayu) = Jad +4 9a ot + En y

R, Se foloseste exerciliul 5.

7°, Teorema lui Clairaul : in R® la orice suprafa{d de rolalic scrisi in coordonate
M . or 1 ol o . N e
cilindrice z = f(r), = r cosf, y = r sin0 are loc egalitatea r sin0, == const, unde ()1‘ este
unghiul format inlre o geodezicil pe aceastd suprafald si o curbid meridiani o supralelci.
o <
R. Deoarece ds = J/7? + 1+ fr’Z)r’2 df, ccuatia Euler a geodezicelor se va serie
S — d ¢ . o
K 72) % adicl 1? —— = € si deoarece sin(), <r —-, sc¢ obline cgali-
12 = CV 24 (1 172) 1%, adied s C si deoa N 0 o
tatea ceruti.

CAPITOLUL 4

Functii
si valori proprii
pentru operatori diferentiali

4.1, Generalitigi

4.1.1. Spatii Sobolev. Derivate slabe

Dacd D, este un domeniu din R* n=1, 2, ..., vom
nota prin 0°(D,) multimen, functiilor f: D, — R indefinit deriva-
bilele pe D, si prin 0¢°(D,) mulfimea, funectiilor indefinit derivabile,
avind suportul compact inclus in D,, intelegind prin suportul unei
funetii f: D, - R inchiderea multimii {x| xe D,, f(X)# 0} ; prin ur-
mare, notind prin supp f suportul functiei f, avem

supp f = {x|xe D, f(x)#0}.

Deci fe OF (D,) daci fe 0*(D,), iar supp feDy; daci fe 0 (D,),
vom spune ca f este o functie-test.

Daed existenta unor elemente in mulfimea C*(D,) este usor
de stabilit [de exemplu orice polinom in variabilele L1y .oy &, este
o functie din C*(D,), oricare ar fi D,] nu acelasi lucru este valabil
pentru multimea C(D,); in orice caz, dacd fe O(D,), f nu poate
fi dezvoltati in serie Taylor in D,, deoarece daci f(x) = 0,xe D,\
\supp £, se deduce J(x)=0,xe D, (in baza faptului ¢4 orice functie
dezvoltabild in serie Taylor in orice punct din D, nu se poate
anula pe o multime cua punct de acumulare in D, daci nu este
nuld peste tot in D,), iar in cele ce vor urma, vom arata ci mulfimea,
C%(D,) contine un numir suficient de elemente. '
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file:///supp

Fien =1 i f: R — R definit prin

1
exp (* -), daci x > 0,

0, daci x < 0;

4.1)

dacd x >0 sau x<C 0, evident f este indefinit derivabili si rdmine de vizut ce se intimpla

pentru x = 0; dacit x < 0, avem [®)(x) = 0 si deci lim [®)(z) = 0 jar deoarece se poate
%10

verifica ugor prin inductie ci

1 1
[E)(x)y = Py, ( )exp (~ —;), x>0, (4.1%)

x
rezulta
. ) i 1 1
lim [ (x) = lim Py| —|exp | — —] = lim Pyp(l) exp (— ) = 0.
xl0 %10 X x {1 oo

Prin urmare [®)(0+-) = [®)0—) =0, k =0, 1, 2,..., si presupunind 1E)0) = 0, va
rezulta fLinind scama de (4.17), fie de faptul ci f(*)(x) = 0 pentru x < 0]
1
Lm — [f@)(x) — fE)0)] = pk+D(0) = 0,
x>0 X
ceea ce inseamnd cd f delinit prin (4.1) este o funciie indefinit derivabili pe R, avind
derivatele de orice ordin nule in origine (aceasts functie nu este insi dezvollabili in serie
Taylor pentru orice y € R, deoarcce daci se presupune valabili egalitatea

1
)y =Y, )
k=0
pentru x| << g, vom avea f(x) = 0 penlru [z]| < g, ceea ce conlrazice definitia ¢4.1%
[pentru @ > 0 nu putem avea f(x) = 0]. In plus, supp [ = Ry, deci aceastd funcjie nu are
suportul compact (in R” o multime compactd este inchisa si mirginita) ; definind functia
g: R—>R,

9O = g, (@) == fb—2),  a<b, (4.2)

unde f este funclia definita prin (4.1), rezulti usor fe C8°(I), unde I < R este un ioterval
astfel incit [a, b] < I iarsupp [ = [a, b]. Dacii I este analilicdi in I, atunci evident pro-
dusul hg € CSC(I) si supp(hg) = [a, b], asa cd utilizind functia-test (4.2), se pot ohtine
oricit de multe funclii-test.

Uneori este important s se utilizeze functii indefinit derivabile
care au proprietdfi convenabile de mirginire; astfel, este intotdea-
una posibild definirea unei funetii » indefinit derivabild pe IR, astfel incit

Me) =0, v < a, 0<h(x) <1, x€la b[, (z)=1, 2> b, (4.3)
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§i pentru aceasta, este suficient 8% scriem

oy =A{ gwa, A= [S g(t) ] (4.3")

— 00 a

b
unde g este definit prin (4.2) [deoarece- ¢g(x)=0, x € IR, S g(t) dt > 0] :

Dacit » > 1, cu ajutorul functiei g se pot defini functii-test avind

suportul compact, punind
gu(X) = Gra,, b @1) * Gran, 2(Ts) « - Gian, i @)y X=(Lp « -y Ta), (4.2')

i i alelipi bl X ...
cind suportul acestei funefii este paralelipipedul [a;, b .
e X [af, b,](se presupune a;<<by, ..., a, < _b,,) ; ou a,]ut(_)rul _fgnc@ex
f definite prin (4.1) se poate defini functia indefinit derivabild

fa(X) = f(.%‘] — )" f(”z — ) .- f(%'n — An)y X = (@5 - -y Tu)y n>1,
care nu are suportul compact si care, evident, nu este nici analitica

in R

Utilizind funclia j: R*— R, definitd prin

! tru |x} <1
xp | — ——— ] pentr ,
P 1 — |x|?

0 pentru x| =1,

J(x) = @.4)

este usor de verificat ¢ j& C(cf’(lR"'), supp j = B;[0] = {xIxeR", [x| < 1}, iar funetia

j (‘( X ) i ( ~ —) este de asemenea idenfinit derivabila in R™ iar supp jT<X, XO)—
(X, Xg) ==, 1} n
r

( )5 alei] x| = (xf 232 dacd X = (Xq, - -+ %p)s
= B,[x,] = {x|xe R", | x— Xg| << r}s a;u[x\ = (x§ +I:0. .+ x%)Y® daca (%, n)
0 Tn 0 S S 1
far prin (x—xg)/r se infelege —T— e 1' ) X, = (2%,..., 23)
Vom folosi notatia
e RO >4
0%+ nf - 0 f , (4.5)

Dy= ox™ ... dagr ox®

e ae 5 ol —
unde @ = (ay, ..., %) € Z% este un multiindice ; se noteazd |a]

209

14-0.34



=0+ ... +a,€Z4, cu ajutorul céreia se definesc in C>(D,) sau
in C(D,) produsele scalare

(fs 9 = Z SI) Daf'Da{] dx, WL:071727 SR (4.6)

ld<m
dacd n =1, acest produs scalar se scrie

b i b
(s g)m:S Lfg+f g +. o fmgomy g Y, S 19 gda, a<b.

o=0 Jg
(4.6')

Axiomele produsului scalar (vezi vol. 1, cap. 3), se verifici imediat ;

de exemplu,

fr fm= Y, SD D*)zdx > 0,

lal<m

iar (f, f),=0 daci $i numai dacs D% =0, [a|=0, 1, ..., n, ceeq
ce inseamnd f = 0. Tn acest mod ge pot defini spatiile prehilbertiene
M™(D,) si M§(D,) ca fiind spatiile C°(D,), respectiv C¥(D,) in care
s-a Introdus produsul scalar (4.6) ; evident, aceste spatii sint incom-
plete iar prin aplicarea procedeului de completare abstracis (adicd
atasind spatiilor M ", respectiv. M2 elemente noi, care reprezinti
limitele tuturor girurilor fundamentale construite cu elemente din
aceste spatii prehilbertiene) se vor obtine spatiile Hilbert

‘€are se numese spafic Sobolev.
Evident, au loc incluziunile

H()”(Dn)cH"‘(Dn), H{)(D,,)CH(’{"(D”), H(D,)c 1™ D,), j>m
[de exemplu, daci fe H)(D,), aceasta inseamni Hf]]jzlf(f,f)m §i
dacd m < j, deoarece termenij care definesc pe ||f [n se regisesc in

Ilfll;, neaparat Ifllm < oo, deci fe H™D,) ete.]; prin urmare, daci
€ H’, avem fe H™ pentru orice m <J.
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ii " i Hg(D,) se obtin prin comple-
Deoarece spatiile Sobolev H™(D,) si Hg'(D, > 0D}
tare :Jbésbtractépdin spatiile M™(D,), respectiv. M5'(D,), completarez
efectuindu-se cu ajutorul normei || fll,, =V (f, flm, »=0,1,2, ..., se
deduc si egalititile

Ho(Dn) == Hg(D)n = L2(Dn)7

Ly(D,) tiind spatiul Lebesgue al functiilor sumabile avind patratul
sﬁmajlbil ®in D, apoi, deoarece dacd fe M™(D,), avem

[|f||?n::5 JHx) dX + T SD“(D“f)zdx +.if ¥ SDn(D“ f2dx

D =1 lal=m

din || f]},,<<co se deduce S (D%f)2dx <<co pentru orice o= (ay, . . ., o),
v m

o 5 Daci
lal, << m, ceea ce inseamnd D% e LyD,), daci |a| < m. Daci
1 n ~

|
" : af\2 dx «—
fe H™D,) [saun fe HF(D,)], nu putem scrie S (D%)2 dx << oo,
S‘ | | . D1l = A -~
deoarece este posibil ca f s& nu admitd derivate partlal(? ;1 1;11 ::ielslb
' \ exista 1 L , wre va Inlocui deri-
ent e Ly(D,), |«| < m, care va ]
caz va exista un element fe Ly(D,), . Yya inlocus
V(‘LML D% intr-adevir, din definitia lui H™(D,), rezulta ef}ili,tug},& f‘iﬁﬁf
Sit (@p)ren din M™(D,) cu proprietatea Q1 =1, (:g)nyellben,@ e
inteleasi in sengul normei din F ,""(]),L)_,_ceea ceu_lseamn.:m ?l(i(li go,gfgoj w0
cind k j — co. Or, din consideratiile anterioare se deduce
ind %, .

HDMCPIC — D%q;l| =0, j, k- o0, ’dl < m,

() dx rma din
unde | oll=V{e, 9)y (2, 0)= (9 @)o= SDn #(x) dx esto norim u
Ly(D,) iar in baza completitudinii spatiului Ly(D,) 5i in baza unicitd-
tii limitei, se deduce

Da(Plc A>'f¢7 o — oo,

ar fge Ly(D,), |a] < m, se numeste derivata pa?",m@lcf slabSaS(os;;Jj
ke?iv‘tzta ;artgald generalizatd sau in(iz)a, ;1e€watla pqrgtéglllcziéﬁrizﬁ oo

i iei H™ aceleasi side )
lev) de ordin o a functiei fe n eleagi o t o
Val)abile si dacd fe H(D,)] si vom conveni s notim f, prin acelas

*) In aceste spalii f = g, dacd f(x) = g(x) pentru aproape toti x € D,.
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simbol (ca si cum f ar admit i i
: ’ o . : .
e f efectiv derivate partiale de ordin

fo =DY.

Aceastd conventie se poate Justifica prin faptul ¢ daci fa€ C9(D,)
"/

atunci fo(x) =D%(x), x e D,\ B, B fiind o multime avind masura,

nuld ; intr-adevir, dac# e OF(

D a .
va rezulta w) deoarece Doy, — fo, I — 0,

th D CPk'WdX:S fa - dx.
Dnp

It—co
Dy

I o A e ‘y T 3 ‘
ntegrind prin pirti, deoarece Di¢(x)=0 cind x ¢ oD pentru orice
) s . :

multiindice j, rezultd egalitate: ' |
ice j, rezultd ebahbateas D“j-a}.»dXz(——l)’u'S oD% ¢ dx,

Dy, Dn

adici

lim (-1)!&15 o DX dx —
Dy

k- oo

= Sana.Lpdx:(_.ma\S (lim g,) X Do § dx— ‘“1’"”5 FDo dx

n
n

in ipoteza fe Cl(D,), si deoarece (—1)lel S

Dnp

f.D(lq) dx — S D(zf, ¢dx7

8e obtine egalitatea, o

SDn D¢ dx:SD fur b ax

valabild pentru orice ¢ e C8(D,) care scrisi sub forma
S (D% — fa)- $dx =0
Dy

prin aplicarea lemei fundamentale g
a cal
DafA_g J(‘fzo ( [;galitate in Ly(D,)].
adar, spatiile lui Sobolev H™(D,) si HP i i
r, : ») 1 He(D,) pot f -
tate ca fiind o generalizare a spatiului fungp(iilo)r Pde cllasl;tirrzpl;e

culului variatiilor, rezult

212

< m),

D,, notate ¢™(D,) [respectiv OF(D,) dacd supp f<D,, fe C™DY)];
daci fe C™(D,), atunci f admite toate derivatele partiale pind la
ordinul m inclusiv, toate aceste derivate fiind continue iar dacd

fe H™D,), atunci f admite toate derivatele partiale slabe (genera-

lizate) pind la ordinul m inclusiv, aceste derivate partiale fiind
sumabile §i avind in plus patratul sumabil. Bvident,

C™(D,) = H"(D,), C5(Dy) = H(Dy)

in cazul spatiilor Cf' si H{' situatia este identicd cu cea din spatiile
O™ si H™, doar ci in plus supp f < D).

in utilizarea efectivii a acestor spatii sint fundamentale doud
teoreme.

Teorema 4.1 (lema lui Sobolev). Dacd fe Hy(D,) iar
n |
m > o T k,

atunci existd f* e C%(D,) astfel incit f(x)= f*(X) aproape peste tot
in D, iar

|Def] < Cllflln

pentru orice multitndice o cu || < K.

Teorema 4.2 (Rellich). Dacd (u;) este un sir mdrginit din Hg'(D,),
atunci ewistd un subgir () al sirului inifial convergent in spafiul
HYD,) cu l<mk =Fu, 1 <Jo < .oo <Ju<...)

De exemplu, lema lui Sobolev aratd ci dacii n=1si fe Hp([a, b]), m > 0, rezultd f
1
aproape peste tot de clasi C™~1([a, b]), deoarece m> (m—1) -+ 5 iar dacd n=2, m>1,

atunci din fe HP(D,) se deduce ci fe CI—3*(Dy) (aproape peste tot) pentru ci m >
> (m—2)41.
4.1.2. Operatori diferentiali liniari

Dacéh n =1, in vol. I s-a definit un operator diferen-
tial liniar P de ordin k ca o aplicatie de la spatiul C¥I) la spatiul
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C%I), I fiind un interval oarecare din [R, definit prin
k
Pu=ayfo)u + aya)w + ... + a(@) ul = Y a)(z) u?, (4.7)
=0

unde functiile continue pe I, ay, ay, ..., a,la, (@) nefiind nul pentru
orice z € I se numesc coeficientii operatorului P dacd »>1, prin
analogie, un operator diferential liniar definit pe G, c R"@, tiind
0 mulfime deschisdt sau un domeniu) se va serie sub forma,

I

Pu=a,(x)u - Y Y al(x) D= Y @ (x) Doy, (4.8}

i=1 Jof=j lef <l

unde o = (a;, ..., «,) este un multiindice (deci %€ Zy), |a| =
= 0oy 4 . T R N= (2, « oy @y,) dar a, sint - coeficientii acestui
operator diferential Tiniar (care va avea ordinul & dacs existi cel
putin un multiindice « cu lo| =k, diferit de zero.

Prin definitie, operatorul diferential P+ seris sub forma,

I

Pro=ao i 3 (=1 % Dao]= % (—1)% Diayx) o] (4.5

J==1 Jool =y o<

[ceea ce implicit a, e C(@,)] se numeste operatorul diferential for-
mal adjunct al operatorului diferential liniar (4.8); in particular,
dacd a; € C'(I), operatorul diferential formal adjunct al operatorutui
(4.7) va fi

Prz=ay(w)z — [ay(w) 2] 1 las(@)e]" — ... | (— 1) [an()=]® —
= 2 (——1)'7[Ctj(x)3](j) (4.7,)

§i este evident ci dach se calculeazs derivatele care apar in (4.8%),
atunei operatorul P+ se boate scrie sub forma (4.8) :

P+’Z} = Z ba<x) ])0(127

lal <k
unde b, < C(@,),
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Proprietatea fundamentald a operatorului diferential P+ este
exprimatd prin egalitatea

(Pu, v)o= (u, PHo)q, (4.9)

1 y ia este produsul

ve 0§(G,) este o functie-test oarecare iar ( fr 9o este L
1‘111(}‘0 rldeinOOL( (&) ) [vezi (4.6) pentru m =v0]; mtr—ad_eva_l, %ngegm;d_l
.501%11(1 st dzeozfrece v este nuld in Veeinnatafcea frontierei 11111 G (ﬁ)2 h
gupmll)infi ,Gn astfel incit frontiera sa ¢@, are volumul nul 1 s

se obline egalitatea

a(X) v, vdx = — S 9. (auw) - v dx, dx =da; ... dz,,

din care, prin iterare, se deduc si egalitatile

S a(x) D% - v dx = (—1)« S D*(av) - u dx,
Gn

Gn

daci a € 0“(@,). In continuare, avem
(P, v) :S Pu-vdx= Y% S 0, (X) D% - v dx =
oo Gn o <k JGy

= % (~1#| @ DHa0) dx=

in ipoteza a, € C\*(@,), ceea ce justificd egaﬂ;ateaﬂ(i—.ﬁ)) &ef?ﬁﬁasgz
egalitate pel?mite sa ardtam ca oper@torul Pt = (% ) f1i ofnt oo
fiind operatorul diferential formal .mlljg’nc%z tﬂ oggzai I'Omfli ; =y oty
i eratorul diferential initial P. Intr-a vir, fie P -
gg‘?llcgifzgenyial care pentru orice functii-test w si v verifica egali
tatea _
(Pu, 0)y = (u, P*0)gy u, v € C3(4,),

ceea ce inseamnd, {inind seama de (4.9), cd
(u, (B* — PH))y=0
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pentru orice u € 0(@,), ceea ce (conform cu lema fundamentald a
caleculului variatiilor) este posibil numai dacd (P* — P+)p =
=P*p» — P+p =0 pentru orice functie-test v, ceea ce inseamnd
P* = P+; din (4.9) avem (Ptrv, u)y = (v, Pu), si cum, din defi-
nitia lui P++, rezultd (P+o, %)y = (v, P+tu),, pentru orice functie-
test v va fi valabild egalitatea (v, Pu)y = (v, P+u),, ceea ce inseamns
P+ =P,

Bgalitatea (4.9) este adeviratd daci w e 0"@,), ve O§(@,) si
dacd u, v € C§(@,), dar nu este adevaratd, in general, daci u, v CE@,)
decit daci se impun anumite conditii pentru w si v pe G,,.

Exemple. 1. Daci n=1 si k=2, se obline operatorul diferential de ordinul al doilea}
Py == ay(@)y” + ay(2)y' + ay(a)y (1.10)
pentru care, dacd a,e CHI), aye CY(1), q € CI), operatorul formal adjunct se scrie
Ptz = (a,z)" — (ayz)+ (== ay=" | Qaf— )z’ (@) — af+ ag) z; (4.10%)
se observd cd daci se scrie Phza=pz - bz’ bz, avem by=dy, by=2a},— ay, by=a}’'— a}+
;ﬁr"-ﬁ deci by e C¥(1), b, € CA(I), by == CO(I), ceea ce permite sit scriem direct operatorut
P == (byuy” — (byu) + byu = bt A4 (204~ by)u' - (by'~ b bou
si prin inlocuirea coeficientilor by, by si by rezulti
by = g, 205 — by = ay, by’ bl b, = ay,
ceea ce inseamnd ¢a s-a verificat direct egalitatea P*+ = P,
2, Dacd k=2 (n> 1), se obline operatorul diferential
i 9%u

Pu = Z ajk(x) _—

J, k=1 ().l'j 0‘”1{:

id du
TR GRS amn a = ay, (L)
j=1 T

pentru care, dacd a;;, € C((,,), aje CYGy), ac CYI), operatorul formal adjunct se scrie

" 2 n

J
Pty = e () — z —— (@;v) + av 4.117)
5 ey Oy 0y, & 9
si urmind calea din exemplul 1, se aratd usor ei P3 — P,

Daca P*=P [adich daci P+u= Py pentru orice ue OX@,)],
atunci operatorul diferential P se numegte formal autoadjunct, in
care caz egalitatea (4.9) se scrie

(Pu, v)y = (u, P ) (4.9")
in conditiile in care este valabili (4.9).
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i | i difer v v = Ptdaci a,=a};

Exemple. 3. In cazul operatorului diferential (4.10) vom avea P ¢ \=al;

or, dcoafecpe se stie cd orice operator diferential de forma (4.10), se poate scrie sub forma
autoadjuncti

Py = (p(x)yy'y + ¢(x)y = p(x)y” + p'(@y + ¢(x)y

a ay
{ prin inmul{ire cu a1 exp ( S 2 dx ) si notind p(x) = exp ( S o dx ), g(x) =

Qy 1

4
justifici denumirea de formi autoadjuncti dati operatorului Py = (py’y -+ qy.

a 3 — —_— en Tt}
=% exp ( S = dx)] se deduce usor c¢i Pt = P (avem a, = p, ¢, = p’), ceea ce

4. In cazul operatorului diferential liniar (4.11), pentru ca acesta si fie formal
autoadjunct, trebuie si se scrie sub forma

0 Ju = gy e CGy) ; (1.12)
Pu = Z 5T ajk(x) ('}1',1 - a(x)u, Qi == dpy € G(ly) .
dik=1 Y% o

se verifica usor ci P+ = P precum si implicajia inversi.

Este ugor de constatat ci operatorul diferential £4.8) va Rutea i
formal autoadjunct numai dacid are ordin par; intr-adevir, din
(4.8’) se deduce

Pro = Y (—1)“D*[a(x)v] = (—1)*ar(x) D¥o 4 ...

lai<k

gi pentru a avea Py = P*u pentru orice u e C¥, va trebui sd avem
k=24, ... . ‘
i g 8 torul diferential
Luind ca model forma (4.12), vom spune ci opera {
de ordin par k

Pu =Y, a,(x) D (4.8)
loel <

este seris sub forma divergentd, dacd

Pu= Y, (—1)" D"b;,(x) D’u), (4.8")

om, igk”

cu Ic':]f-(k este par prin ipotezd); in ipoteza a, € C™=*(@,), cind

2 . ..
|a| = k', forma divergenti (4.8'') se poate deduce dm (4.8) px{n
aplicarea convenabild a formulei de deriv;}re a unui pl’rodus 81 se
va obtine a, = (—1)" b,,, dach |a|=k=2k, m=|j|=Fk.
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De exemplu, in cazul operatorulni diferential (4.11), forma di-
vergentd se serie

o (L B LICEED Y e PRI

ifot 0wy oy, =1 iz1 Oy dw;

Serierea, sub formi divergentd a unui operator diferential are
avantajul ¢i forma operatorului formal adjunct este asemandtoare
cu forma (4.8"7); mal precis, avem _

Pro= Y (—1YD[b;,(x) D™0],

o< i, [m|<r

dupd cum se verificd imediat.

4.1.3. Solutii slabe pentru ecuatii cu derivate partiale
Dact P este un operator diferential, de ordin k, adicd

Pau= Y] a,(x) D*u, = (0 ey 0)y &5 € Lty

le <k
atunci, prin solutie (ordinara, clasicd, regulatd) in &, a ecuatiei
Pu=171, (4.13)

unde I e 0°@G,) este o functie datd, se intelege o funetie u € C¥(@,)
cu proprietatea (Pu)(x) = F(x) pentru orice x € G, ; evident, aceastd
solutie poate verifica gi anumite conditii suplimentare (de exemplu,
s verifice conditii initiale, Ia limitd, de regularitate in anumite
puncte ete.).

Luind in consideratie (4.9), se deduce c¢i pentru orice solutie
w a ecuatiei (4.13) este valabild egalitatea

(1, Pre)y=(F, v), (4.14)

in ipoteza ¢ v este o functie-test, v e CF(G,) (este posibil sd presu-
punem v e OF(@,), dar nu se obfine nici un fel de generalizare a
notiunilor eare ne intereseazii acum); relatia (4.14) se transcrie sub
forma echivalentd

S u(x)(lﬂ-v)(x)dx:s F(x) v(x) dx (4.147)
Gn ;

Gn

care ramine valabild si fird ipoteza u e C¥@,): este suficient s
presupunem u € Ly(G,).
in acest fel, in mod natural, se introduce notiunea de solufie
slabd (sau solufie generalizatd in sens Sobolev) a ecuatiei (4.13); in
plus, u poate admite derivate generalizate pind la un ordin >0,
adied este posibil ca e H™(G,) [sau v e H(G,)].
Evident, orice solutie ordinard a ecuatiei (4.13) este automat
o solutie slabd, dar reciproca nu este adeviratd : pot exista solutii
slabe pentru o ecuatie datd care si nu admitd un numir suficient de
derivate astfel incit aceastd ecuatie si fie verificatd in orice punct.
Exemplul 5. Iicualia cu derivate pariiale
0%u 0%u
Py == o
dx2 oyt
este verilicatd de funclia u(x, y) = f(x-- y) (dupid cum se verificd usor); este evident ¢i
ue C? dacd e C? si vom avea

SS f(x - y)[Po(x, y)] de dy = 0 (1.15)
G‘J

pentru orice v € CP((7,), deoarece P = P; dar aceastid ultimi egalitate este verificata si
pentru orice f'e Ly(R), deoarece existid intotdeauna un sir (f;) de functii din C*R) astfel
tneit ||f — fillg = 0 cind j — oo, ceea ce di posibilitatea trecerii la Yimitd sub semnui
integratei din egalitatea

SS I+ 1) [Po(x, y)] dx dy = 0,
G.

2

% O
obi{inindu-se (4.15), dar cu fe L,. Asadar, ecualia PRy = 0 admite efectiv solutii
ox? >

stabe care nu sint solulii in sens clasic.

Evident, un rationament analog celui din 4.1.1, prin care s-a
ardtat ci derivatele slabe coincid cu derivatele partialeordinare,
daecd derivatele slabe sint de o clasd datd, conduce la concluzia cd
dacd o solutie slabd a ecuatiei (4.13) este de clasd O™(@,), atunci
solutia slabd in cauzd va deveni o solutie obiynuitd.

Un procedeu efectiv de constructie a solutiilor slabe pentru
ccuatia Pu=1" il poate constitui cel indicat in exemplul 5 ; seriind
sistemul de ecuatii Pu;=1F;, jeIN, F;,— F (convergentd in L),
I'; e €, dach u; € O™(G,) iar u; — w € L,y(G,), atunci v va i o solutie
slabd o ecuatiei Pu == F, deoarece prin trecere la limita (cind j — oo)
in egalitatea (u;, Pto),= I, v), ve CP(G,), se obline egalitatea
de definitie (4.14"). Avem

lim (w;, P+v),==(lim wu;, P*v),, lm (F;, v),= (lim Iy, v),,
deoarece u; — o 81 F; — ¥, convergentd in sensul lui L.
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Solutiile slabe obtinute prin acest procedeu se numesc uneor
si solugiv forte (sau solugii tari) ale ecuatiei Pu =1 si, evident, este
posibil s& existe solutii slabe ale ecuatiei date care s& nu poatd fi
obtinute prin acest procedeu

Marea 1mportf1nta practicd a notiunii de solutie slabi decurge
din faptul ed prin utilizarea metodelor analizei functionale este posi-
bil uneori s& se demonstreze cu usurintd existenta unei solutii slabe
pentru ecuatiile en derivate partiale, pe ¢ind procedeele clasice condue
mult mai greu la acelagi rezultat; este apoi posibil s& se arate ¢
solutia slabd posedd un anumit numir de derivate partiale, ceea ce
conduce la notiunea de solutie clasied.

Observatii.l. Dacd se utilizeazd funclii f: G, — €, atunci toate consideratiile
anterioare rdmin valabile cu condilia utilizirii produselor scalare de forma

(> O = z S D2/ -Deg dx
jo| <m JGp
sau

. 9 = }_‘, S Def- Doy dx,
Gn

la] < m

ceea ce face ca operatorul formal adjunct P+ si aibid forma

Pty = Z (— D) D® [Gg(x)v].

la] < m

2. Noliunea de operator formal adjunct este ulilizatd pentru a’ diferenlia acesli
operatori deopcratorii siriet adjuncii (pecare insd nu-i vomutil: a in viitor).

4.1.4. Operatori liniari inchisi

Fie X §1 Y doud spatii vectoriale normate si A: X — Y
un operator liniar (adicd

(z a]fj) — ¥ wAf,

=1 j=1

pentru orice scalari a; i orice f;e X, j=1, ..., n); acest operator
se numegte mirginit dacd existd ¢ € [R4 astfel incit

1Ay < e llfllx (4.16)
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pentru orice fe X(||‘|lx si ||'|ly sint normele definite in X, respectiv
Y) Orice operator liniar marginit fiind lipschitzian va f1 continuu
$i reciproc : orice operator liniar §i continuu, definit pe X, este totoda-
ta si mérginit ; cu alte cuvmte, din (4.16) se deduce

lim A f;=Af, dacd f;—~f. (4.16")
J—= o0 .
Operatorii diferentiali P definiti la 4.1.2 sint operatori marglmu
dacd se presupune P aphcahe de la C¥@,) la C%@,), norma in spa-
tiul C¥(@G,) (G, fiind un domeniu marginit din [R”) fiind definitd prin

Iflle = max [f(®)] + ¥, max [Df(x)| = Y, max |D*f(x)].

xeGy 1< || <k XEGy x| <k x€Gp

Intr-adevir, din (4.8), notind ¢=max {{a(x)]}, |a| <k, se
x€Gp

deduce

IPfllo =1l )_, LXODY(X) < Y t‘HD“fHo Al -

jal <k jof <k

Situatia insd se modificd daci P este considerat ca oaplicatie
de la subspatiul C*@G ») al spatiului €(@,) in spatiul C(@,) (cu alte
cuvinte, dacd dorim si avem o inegalitate de forma || Pf |]0 < i fllo
atunel acest lueru nu este, in geneml pO%lbll) pentru a ne convinge
de acest fapt, fie X = Y = (° ([0, 1]) si (Pf)(@)=f'(»), P fiind defl-
nit pe CY([0, 1)) = O’“([() 11]) si fie 511‘111 (z") din C°([0, 1]). Avem

"], = max |2"| =1, | Pa®
0

nax lo= llna" |y = nll 2", =

si deci nu se poate si avem |[|[Px"||, < ¢ | 2", (deoarece aceasta ar
ingemna n < ¢).

Prin urmare, operatorii diferentiali liniari pot si nu fie mirgi-
niti (continui) dar posedd o proprietate importantd aseminiatoare
proprietatii de continuitate, fiind operatori inchisi.

Operatorul A (liniar sau nu), avind multimea de definitie 7,< X,
va fi un operator inchis dacid din wndxyulc

fie2,, imf, = fe X, lim(Af;) = (4.17)
rezultd

fed, si Af =g. (4.17")
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Diferenta dintre operatorii continui si cei inchigi constd in urmé-
toarele : dacii A este un operator continuu i lim f; = fe 2,, atunci
existd lim Af, = Af = A (lim f,), pe cind un operator este inchis
dach din convergenta sirului (f;,) din 2, citre fe X, neapirat
fe g, iar sirul (Af;) este convergent cdtre elementul Af. Dacd un
operator A are proprietatea ci din convergenta sirului (f;) din 2,
se deduce convergenta sirului (Af;) (in care caz limita este unic
determinati), se spune c¢i operatorul A este preinchis (sau ci admite
o prelungire inchisd).

Printre toate prelungirile inchise posibile ale unui operator A
preinchis un rol important il joacd asa-numita prelungire inchisd
minimald a operatorului A, definitd ca fiind acea prelungire inchisd
a operatorului A este continutidi in orice altfi prelungire inchisd a
aceluiagi operator A; vom nota prin A prelungirea inchisd mini-
mali a operatorului A (dacd existid) i pentru a obtine operatoral A
este suficient s se defineascd mulfimea de definitie 9, a acestui
operator. Constructia multimii 25 poate fi realizatd in modul urmé-
tor : se considerd toate sirurile (f;) din 2, convergente (citre ele-
mente f din @, sau din X) care sint astfel incit girurile (Af;) sint
convergente (in spatinl Y); se adaugi elementele f = lim f; la &,
(daedi fe X) si prin definitie, se scrie

Af = lim A f;.

j—o0

Deoarece convergenta unui sir implied unicitatea limitei, rezulta
cii operatorul A este perfect definit si A este o prelungire (extensie)
a operatorului A ; in plus, A este un operator inchis, deoarece daci
sirul (f,) din @5 converge ciitre f € X iar Af;— g e Y, in baza defi-
nitiei lui A, existd f;€9,, astfel incit

s — Fille <0 UAf — Af e <o
J J

ceed ce antreneazi

f =lim f, =limf;e 25, limAf, =1lim A f,,
ceea ce inseamnd lim A f; = A f i deci f ey iar Af =g.
Un eriteriu simplu care s permitd stabilirea posibilitdtii ca un
operator liniar A si fie preinchis este urmétorul :
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Operatorul liniar 4 : 9, ¢« X — ¥, X i Y fiind spatii Banach,
este preinchis dacd si numai dacd din conditiile

FeDa, f; 0, Afy > ge¥ (4.17")

se deduce g = 0.

Intr-adevir, cum A este o aplicatie liniari, dacii A este ope-
rator inchis, avem g = A0 = 0 ; reciproc, va fi suficient si aritim
ca girurile (f;) din @, care converg citre fe X, determini aceeasi
limitd pentru girurile (Af)) din Y. Or, daca f; — f, f* — f, Af, — g,
Aff* —g*,g,9% c Y, sirul (f,—f#) va converge catre zero iar A(f;—f*)=
= Af; — Afff = ¢ — ¢* €Y i in baza conditiilor (4.17") va trebui
Sa avem g == g*; in plus, prin trecere directd la limitd, se arati.
¢ A va fi un operator liniar.

In baza acestor notiuni, vom putea da o explicatie faptului ci
pentru operatori diferentiali liniari este posibili extinderea notiunii
de solutie aga cum s-a realizat in 4.1.3 ; aceasti explicatie se bazeazi,
pe faptul cd in Ly(@,) orice operator diferential lini&r; pentru care
se poate defini operatorul formal adjunct, este un operator preinchis
s1de aceea, dacd Pu = F iar w € 9p, atunci u este o solutie elasics
a acestel ecuatii, pe cind dacd u € 25\ P, atunci v va fi o solutie
slabd o aceleiagi ccuatii (aici @y = O(@,) sau Py = C%@,) far
Py = Ly(G,). "

Pentru a arita civ operatorul diferential

Py =y (l/a(x)’l)“ w

este preinchis, vom utiliza egalitatea (u, Ptv), = (Pu, v),, unde
v este o functie-test ; dacd () este un sir din @, = C¥@G,), u; — 0
[in sensul convergentei din L,(@,)]; vom avea

(5, PT0)y = (Puy, v), (4.17)

si deoarece u; — 0, avem (u;, Pto), — 0, iar daci Pu; — g, se deduce
prin trecere la limitd in (4.17) egalitatea (g, v), = 0, care nu poate
fi verificatd pentru orice functie-test v decit dacdt g = 0. Aplicind
criteriul enuntat, rezultd faptul ¢ P este un operator diferential
preinchis. ’

o
o
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4.1.5. Sensul fizie al notiunii de operator diferential
formal autoadjunet

' Pentru a prezenta un caz concret, vom lua in consi-
deratie cazul particular al ecuatiei undelor din R", infelegind prin
aceasta ecuatia

0%y
"—6—t’2— = An’llr, (4.18)

unde A, este operatorul lui Laplace din [R",
02 o2 o2
Ay=——+4-——+ . F (4.18%)

ox; 03 ox?

care, in prim& aproximatie, caracterizeazi modul de propagare
al undelor (sonore, elastice ete.); este evident ci operatorul lui
Laplace este formal autoadjunct (A; = A,) $i vom arita ¢d acest
fapt antreneazd verificarea legii conservirii energiei [pentru feno-
menul care conduce la ecuatia (4.18)]. In acest caz, — A (care poate
fi un vector dacé w este un vector) este strins 1egatn de actiunea
fortelor pe unitatea de masd in aceastd miscare iar dacdt se noteazi
Mu = p(x) u(x), se obtine masa sistemului in deplasare raportat
la unitatea de volum (sau arie, respectiv lungime) in punctul x gi
~deci —MA,u va defini densitatea fortelor actionind in acest caz ;
in ipoteza c¢i —MA, « depinde liniar de deplasarea w, notind cu
U energia potentiald a sistemului, aceastd energie se poate exprima
cu ajutorul produsului sealar sub forma

1
U =" (u, — M Au),
2
pe cind energia cinetici T se va scrie

1 . . . du
T=-"(u, Mu =y
9 (u, Jor W a

Prin urmare, energia totali a sistemului va fi

1 . .
E=T+U = 5 (w, M u)y — %— (u, MA ),

F4
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gi se verificd usor, deoarece

B = % (%, Mu — MAu) — —:;— (Méi — MAu, w) =0
iar M A, este formal autoadjunct, cd B = E,cR.

in cazul ecuatiei lui Schrodinger
w4+ iPu=0

atilizatd in mecanica cuantici, faptul ci produsul scalar

(u, u>o——-5 w2 dx

Gn

rimine constant (si egal cu unitatea) prezintd o importantd deose-
bité si acest fapt se indeplineste daci operatorul diferential P este
formal autoajunct. Intr-adevir, folosind observatia 1 de la 4.1.3,
se deduce

d . . . .
—d; (u, u)o = (4, U)o + (U, )y = (— 1Pu, u)o + (u, —iPu)y = —
= — i(Pu, u), + i(u, Pu) =0,

deci (u, u), = const.

4.2. Probleme la limti pentru operatori diferentiali
4.2.1. Conditii la limita

O ecuafie diferentiald sau cu derivate partiale admite,
in prineipiu, nu o singurd solutie ci o infinitate ; uneori, este posibil
sd se defineascd aga-numita ,solutie generald’’ a ecuatiei in cauzi,
care confine un numér bine determinat de parametri arbitrari (con-
stante sau functii) iar orice solutie a ecuatiei se poate obtine prin
particularizarea sau eliminarea acestor parametri. O definitie
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bentru integrala generald a unei ecuatii diferentiale sau cu derivate
partiale este destul de dificil de dat : in cazul ecuatiilor diferentiale
de ordinul n se poate spune ci solutia generald a acesteia confine
un numir de n parametri reali iar in cazul ecuatiilor cu derivate
partiale de ordinul intii, aceasti solutie contine o functie arbitrari
ete. Pentru cazul unei ecuatii cu derivate partiale de ordin superior
lui unu, s-ar putea defini solutia generald ca fiind acea solutie care
contine un numér de funectii arbitrare [de & — 1 variabile indepen-
dente, dacd w = u(a,, ..., ;) este functia ciutatd], egal cu ordinul
ecuatiei in studin; dar se constati ci uneori este foarte dificil si
se obtind orice solutie particulars a ecuatieci prin particularizarea acelor
funetii, aga ci practic, de multe ori solufia generald nu usureazi pro-
cesul de caleul al solutiei cerute de impreujuririle speciale in care se
lucreazi (aceastd solutie poate fi obtinutd mai simplu netrecind prin
solutia generald). Pe de alti parte, problemele efective care trebuie
rezolvate nu impun obtinerea unei solutii oarecare a ecuatiei consi-
derate, ei solicits determinarea solutiei (sau solutiilor) care verifici
anumite conditii suplimentare bine precizate; de aceea nu este
important si se stie dac o ecuatie (diferengiali sau cu derivate partiale)
admite o solutie generald, ci daci admite sau nu o solutie verificind
conditiile impuse.

Conditiile suplimentare cele mai intilnite sint fie conditiile ini-
tiale (sau conditii Cauchy) care de obicei se considers la momentul
inigial ¢ = ¢, fie conditiile la limit#, care se presupun date pe fron-
tiera unui domeniu, fie conditii mixte, cind se intilnese atit conditii
inifiale, cit gi conditii la limiti.

Conditiile initiale se refers in special la una din variabile, care
are interpretare de timp, dar exists Probleme practice in care nu se
cunosc conditii atasate momentului initial (de exemplu, cind se
solicitd determinarea unui cimp potential intr-un domeniu dat,
se dau valorile acestui cimp pe frontiera domeniului, care nu se
modificd in timp) si se referd, de reguld, la frontiera unui domeniu.

\ Dacé ecuatia cu derivate partiale se scrie, cu x = (m,, ,, . . . &)

F(x,u,Du, ...,Du, ...) = 0,

ordinul maxim de derivare in raport eu variabila x, fiind p, atunci
vom scrie conditiile initiale (in raport cu #,) sub forma

P , o1y |
u(x) o = fi(x’), .. o ‘%=

=fp(x")
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ii ii cunoseute (in multimea
eu X' = (@, -y %5 f1y -+ fp fiind functii ¢ (

R definitie). o 5 ) .
% ggnditiﬂe Ta )limit?» nu se pot serie intr-o forma la fel de simpld,

“y . = !

aga cum a fost cazul conditiilor initiale; de gxemplu,n dacd x ell),,
iar 0D, este o suprafatd » — 1 dimensionald din R", axgnd plan
tangenf;z care variazd continuu odatd cu punctul de tal;lgenm,o a’gﬁln(f;
conditiile la limitd sint de forma Liy(x, u, D, u, .. .,D,@l) a_ 9 u
L, este un operator diferential de un ordin convenabi gmi dpe
I)0 iar D, este operatorul de derivare in raport cu o directie in

L4 . o

» de obicei netangentd la o.D,. o L .
R ’Pentru o mai corectd intelegere a notiunii de condifii de limita,
s considerim ecuafia diferentiald

Fa, g,y -,y =0, n>2, (4.19)

unde z ¢ [a, b], y:[a, b] > R(C), ¥ € C"([a, b]) §i s& notdm prin

Yasr Yas + - - ya(n_1)7 Yoy Yoy + v vs yb(n—l)7 (4.19")

i iei i i i i tele @ §i b
valorile functiei y si a primelor » — 1 derivate in punc 8
respectiv vom ?Illota, prin L,y) o combinatie liniard formatd cu
valorile (4.19%), adicd

Li(y) = %o + @Yo + -+ + “nul,iyszn_l) + Bosts + By + ...
coe o Bum, g .7/(?_1)7 .7 =1,2..., (4-19”)

unde o,;, B,; sint numere reale [dacﬁ y(x) € R] sau _complei\:ge”[dqc%
y(x) e €]. Vom face ipoteza naturalid cid formele liniare (4.19"") sin
independente intre ele i c¢d nu sint nule.

Prin definitie, conditiile

Ld(y) = Yi» .7 =1, 2,...,m, (4'20)

se numesc condifit la limitd atagate ecuatiei diferentiale (4.19),
v; fiind numere reale (sau complexe) ; dacd Y =0,7= 1,2, .. .,n(f;,
conditiile (4.20) se numesc omogene iar dacé |v,| + ... 4 [ Y | >d ,
aceleasi condifii se vor numi neomggene.AEVIdent, s-a luat in conmf'e-‘
ratie cazul conditiilor la limitd liniare ; in mod analog se ,};,)Ot, defini
si conditiile la limitd oarecare in care formel(? liniare (4.19"") se inlo-
cuiesc prin functii date de variabilele (4.19').
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én c:%lzul ecuatiilor cu derivate partiale situatia se prezintd in
mod analog iar conditiile 1a limitd cel mai frecvent utilizate sint
conditiile Dirichlet, care se scriu

—— — ..-,5\}7_’1‘ . :fq7 (4.21)

11; 11?0‘10ez2{) cd v este versorul normaleila 0D, iar ecuatia cu derivate
prr,‘lae uw=F este de ordin k = 2¢; functiile fl,fz, ooy fo se
presupun cunoscute pe suprafata 0D, si se numese date D@';icthet.

4.2.2. Funetii i valori proprii

avind Xpm Jpresupune cd P este un operator diferential liniar

Functie ;r;u jlmea de tdefllnl’gle M; elementul we M se numeste
1 oprie & operatorului P corespunzind valorii ;

dacd u # 0 iar P valorii proprii 2 € R(C),

Pu = . (4.22)

Este posibil ca unei valori proprii A si-i corespundi mai multe functii
proprii liniar independente iar multimea acestor elemente va for ’}{l
un sgbspa‘gm linjar aymul‘gimii M, numit subspatiuv propriu c(;ngls(}]
f&nz_@%d valorii propriv ) ; intr-adevér, in baza liniaritdtii operato-

ul P, din egalititile Pu; = xy;, j =1, 2, ..., p, se deduce usor

X D D
egalitatea P( Y 9 uj) =Y, a;Pu; §i deci
i=1

=1

i=1 i=1

P(:‘J “i":) = 7\(% a;u,).

p
iar au;# 0, deoaree i iniar i
j§1 U Z0, €Uy, ..., Uy Sint elemente liniar independente
din . . . .
propr]ilil Y g)lmensmnea §ubspa’g1ulu1' propriu corespunzind valorii
P elnumes_te ord_z_nul de multiplicitate a acestei valori proprii.
cazul consideratiilor noastre, se presupune M < L.(D i
de aceea utilizind notiunil ii iului Hi AN
do aceea ntil tiunile proprii spatiului Hilbert L,, se pot obtine
unele drlan e ale deflmplel anterioare care sint utile in practfcﬁ. ;
el, deoarece u # 0, in baza liniaritdtii lui P, se deduce usor
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e

ci orice functie proprie poate fi considerati normaté ; in caz contrar

scriind v = , avem |ofly =1 sl
| llo
Pfu:P(—"L.):i— Pu— A = .
[l l|%llo Il llo

in plus, utilizind procedeunl de ortogonalizare, in subspatiul propriu
corespunzind valorii proprii 2, multimea functiilor proprii va forma
o bazi ortonormali.

Definitia anterioard 2 funetiilor proprii presupune solutie
ordinar (clasici) a ecuatiei Pu —2au =03 utilizind definitia solu-
tiilor slabe a ecuatiilor cu derivate partiale (vezi 4.1.3), se poate
defini si notiunea de functie proprie in sens generalizat, ceea ce
va fi realizat ulterior.

Exemple. 6. Dacd M este multimea functiilor f: R—>C astfel incit fe CY}(R) iar

du du
[ f(x)|< m, x € R, atunci, daci Pu = -d~— scriind —d—— = A\ u, solufiile vor fi neapérat
x x

de forma
u(x) = cexp (A %)

si pentru ca u si fie un element din M trebuic si presupunem A = ip, pe R. Asadar, daca
%\ € €, orice numir complex pur imaginar va fi o valoare propric a operatorului P iar daci
€ R, avem doar o singurd valoare proprie (A = 0), funcliile proprii fiind cis (1. x), Trespec-
tiv 1 (neluind in consideralie constanta multiplicativi).

7. Daci M este mulfimea funcliilor f: [—7, +7] — R, fe C %([—m, + =]), periodice
2u
cu perioada 2 7w, adicd f(—m) = f(+ 7), iar Pu = F, scriind ecuatia diferentiald
x
d%u

— = Au
dx?

pentru ca si avem u € M, trebuie presupus %\ = —n?, ne Z, functiile proprii fiind cos(nx)
si sin(nx), dacii n % 0 5i 1 dacd n=0 (deci dacd A = 0).
8. Daci M = {f|fe C¥([0, 1), f(0) = 0, f(}) = 0}, iar Pf= f", alunci se verifica
2.2

new

usor ¢ valorile proprii vor fi A = — , ne I, iar functiile proprii, fdcind abstractie

nmw
de factorul multiplicativ, vor {i sin (-T x), nem.

Multimea valorilor proprii ale unui operator dat formeazd spec-
trul acestui operator (evident, un operator este definit nu numai de
expresia sa analiticd concretd, ci si de multimea sa de definitie) si
exemplele anterioare aratd cd spectrul unui operator diferential
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poate fi o mulfime discretd sau nu ; astfel, in exemplul 6, in ipoteza
A =1y, spectrul este continuu iar in exemplele 7 $1 8 (ca si in exem-
plul 6, cazul »e R) spectrul este diseret. Pentru nevoile acestui
tratat este important cazul in care spectrul operatorilor diferentiali
considera{i este diseret, formind o multime numirabili de numere
(aga cum a fost cazul in exemplele 7 §i 8), aceasts, situatie permitind
utilizarea unei metode de rezolvare a unor probleme, de reguli
mixte, pentru ecuatii cu derivate partiale liniare. Aceastd metods
este una din primele metode utilizate in integrarea ecuatiilor liniare
cu derivate partiale si poartd denumires, de metoda separdrii varia-
bilelor sau metoda Fourier- Bernoulls.

4.3. Metoda separiirii variabilelor

Metoda separirii variabilelor se aplicd ecuatiilor liniare
in prezenta unor conditii la limitd sau conditii mixte convenabile ;
conditiile la limitd se presupun astfel date incit este posibili deter-
minarea unui gir de tunctii proprii care si formeze un sistem complet
intr-un spatin functional atagat problemei in studiu.

Vom presupune ci se cere solupia ecuafiei cu derivate partiale

Lu — Pu = (1, ) (4.23)
in care
% 071y o
Ly = bO' Py - 1 m 4+ ... -+ bq-—l —E —+ bqu, (4:.24:)
Py =Y} a,(x) Dy, = (2 .. X @), 0> 1, (4.247)
I <

stiind ci aceastd solufie verifics, atit conditiile inifiale (Cauchy)

ou(t, x) 071t X)
u(t, x = fo(x), —21=L =Jux)y ..., ——22
(t, x) - Jo(x), e Hx), ..., =
= foa(x), x € D, (4.25)
cit §i conditiile la limits,
Bu(t, X)|op, = g(t, x),¢> 0. (4.26)
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.
ii ; umese datele problemet i
Functiile F, fo, ..., f;-1, ¢, care se nu e
studiu, se presupun cunoscute, avind proprietat oy i ot
ca toaée caleulele care vor fi efectuate si fie vala }) m Jind defl-
Iﬁte fie in R4+ X D,(in cazul functiilor ¥ i ¢) fie in u”(un ol fune:
’ 3 - . .. Qe 11 S ‘ e
tiilor f,, ..., fq—1); coeficientii b, ..., b, se pre II)) o constante
’ "0 i ficientii @, sint definifi pentru x € D, $
i (aen it A igt < lu, operatorul formal
convenabild (astfel incit sd existe, de exemp L e otorial)
adjunct P+). Conditiile la limitd (4.26) (care sint e e vectorial)
ot fi, de exemplu, conditiile Dirichlet (4.21) st oncfe ¢ e, ropfii
care ¢ la determinarea unui sistem complet de funet{il p
care conduc la el ‘]? i f o (Lo
ntru operatoru lefimit } (4. - N e succe.
be Soluti% cautatd va fi obtinuté la capitul a patru etape
sive de lucru.

EBtapa I determini solutia formald a ecuatiei (4.23) omogene,
adicst solutia ecuatiei cu derivate partiale

Lu = Pu (4.23")

care verifici datele Cauchy (4.24) si conditiile la limitd (4.26) omo-

gene, adici &

Bu(t) X)]xea Dy = 0. (2- )

Prin metoda separirii variabilelor, solutia wu, = uy(t, xX) se cautd

sub forma
u(ty, x) = T'(¢) v(x), (4.27)

.. . , alitaten
ceea ce conduce, dupi inlocuire in ecuatia (4.23'), la egalitate

LT(f) _ Pu(x) (4.27")
T(t) o(X)

i o ' Py = const (de-
care nu este posibild decit dacd (—T—) = const, ( 5 ) ( t
oarece variabilele ¢ si x fiind independente pentru & =1,>0, %
fiind fixat, a se obtine

Po(x) _ (L T)(tO). — const

2(X) T(t,)
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iar pentru » = 2, € D, se giseste

LI _ (Pox) _
T(t) 0(X,)

Egalitatea (4.27") aratd cd aceste constante sint egale si notind-o
cu 2, se obtin doud ecuafii : o ecuafie diferentiald de ordinul p avind
functia necunoscutid T,

LT — AT = 0, (4.28)

si o ecuatie cu derivate partiale de ordinul %, pentru functia necu-
noscuta v,

Pv — 2w = 0. (4.29)

In baza egalitdtilor (4.26) si (4.27), deoarece
B u(t, x) = B{T(#) »(x)] = T(t) B[v(x)],
condifia la limitd (4.26) va fi verificatd dacd
Bo(x)\xeon, = 0 (4.26")

[dacd se presupune T'(t) = 0, t > 0, aceasta inseamnd din (4.27),
U, = 0, ceea ce nu se poate lua in considerare deoarece nu se vor
verifica conditiile initiale (4.25), datele Cauchy nefiind toate nule;
vom presupune operatorul diferenfial P definit pe mulfimea M <
< L,(D,), unde,

M = {v|ve CXD,), Bv = 0},

conditiile la limitd (4.26") fiind astfel date incit in M (sau in I,
inchiderea lui M in raport cu metrica din L,(D,) sau in raport cu
o altd metricd) sd existe un sistemn complet de functii proprii ai
operatorului P. Deoarece Ly(D,) este un spatiu separabil, rezultd ci
functiile proprii vor determina un gir (v;) ortonormal din M [con-
ditia v; # 0 este esentiald, deoarece dacd v; = 0, din (4.27) se obtine
din nou u, = 0]. Asadar, se face ipoteza ci ecuatia cu derivate
partiale Po = v admite in M (sau in M) solutii nebanale numai daci
;= A, la fiecare A, corespunzind un numdir finit de solutii nenule
(altfel s-ar contrazice separabilitatea lui L,) care formeazi un sir
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ortonormal complet in L,(D,). Rezultd ci in (4.27) functiile v sint
determinate iar functiile T = T(t) se vor ob{ine prin integrarea ecua-
tiei diferentiale (4.28) in care insd A = };, ceea ce inseamnd ci

a
Tity = ey Tys(t) + -« + 6 Tg; (1) = J e Tui(t), jelN, (4.28")
le=1
unde Ty, ..., Ty; formeazd un sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia diferentiald

boT@ 4 by Te 1 4 .. 4 by T 4 (b — %)) T = 0. (4.28”)

Reunind aceste rezultate, se deduce ei dacid ipotezele ficute ante-
rior sint verificate, se poate obtine o infinitate numérabild de solutii
particulare ale ecuatiei cu derivate partiale (4.23") care verifici datele
la limitd omogene (4.26") §i anume :

Uoglty X) = T4() 0y(X) = 3 @1y Teg(t) v4(x) (4.30)

i=1

(cu observatia cd functia proprie v, nu este in mod obligatoriu unic
determinatd, valorii proprii 2; putindu-i corespunde un numér
finit de funetii proprii, ceea ce implicd considerarea in (4.30) a
tuturor acestor functii proprii si, deci, coeficientul T; corespunzitor
isi va modifica coeficientii ¢,;. Deoarece ecuafia (4.23') este liniard
§i omogend, solufia acestei ecuatii se va obfine insumind toate solu-
tiile particulare (4.30) :
[o e} (o]
ug(t, X) =Y ug(t, X) = Y, T(t) v,(x). (4.31)
1

i=1

Formal, functia (4.31) verificd atit ecuajia omogeni (4.23’), cit si
condifiile la limitd omogene (4.26"); vom avea

(L — Pty = (L — P) 3, uet, X) = 3} (T — Phug(t, x) =

= ;:, (L — P)(Tyv;) = i (o LTy — T)Pv)) =

1=1 J=1

=Y, (yo, Ty — MTyvy) = 0,
j=1

J

ZB[ oyl x)]xeau,. = 3% T(t) Boy(X)eon, = 0
=1

Jucl
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[calculele fiind formale deoarece nu este demonstratd nici conver-
genta seriei (4.31) nici posibilitatea permutirii operatiilor L—P
si B cu operatia de insumare]; pentru a obtine solutia etapei I mai
trebuie verificate conditiile initiale (4.25). Combinind (4.31) cu (4.25),
se obtin (iardgi formal) egalitdtile

T,(0) vy(x) = fo(X), 3, T'(0) v,(x) = fy(x), ...

j=al

8

o
Il
-

oy 3 TE(0) 0y(x) = fyoy(X),

j=1

din care, in baza completitudinii girului ortonormal (v,) de funcyii
proprii se deduc urméitoarele egalititi :

TJ(O):(fov ’01)01 T;(O): (f17 V5)oy ++ s T(jq_l)(o):(fq—h V5) o j:l, 2y ouey

care combinate cu relatiile (4.28") care definesc functiile T conduc
la determinarea in mod unic a tuturor constantelor ¢y, ..., ¢y
(deoarece solutiile particulare Ty, Ty, - - -, T,; formeazi un sistem

fundamental). o
Tn concluzie, se poate afirma ci solufia formald a primei etape

este unic determinata.

Btapa a II-a (principiul lui Duhamel) determind solutia (formald)
a ecuafiei (4.23) care verificd conditiile initiale (4.25) omogene, adicd

ou (t or= 1yt ,
u(t, X) :O,M — 7_._’_M =0 (4.25")
=0 ot (=0 o1 £=0

si conditiile la limitd omogene (4.26') ; notind cu u, aceastd solutie,
principiul lui Duhamel afirmé cé
3

u,(t, X) = S o(t — s, 8, X) ds, (4.32)
0

unde v = o(, s, x) este solufie a ecuatiei omogene pentru orice
s> 0, adicd
Lo(t, s, x) — P, s,Xx) = 0, selR,
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care verificd, in raport cu x D nditiile la
1 n €0 conditiile I imita
(4.26") si conditiile initiale " ! limitd - omogene

’D(t, 8y X) = 0, ceey ——-——-————6q_20(t’ $) X) =0
=0 0112 to ’
" 1(t, s, X) 1
o |, ITOF(S’ X), (4.25")

unde b, este coeficientul derivatei i i
e C ) el de ordin maxim di i
i)_{))eratq‘rulul diferential L definit prin (4.24) iar I egtl(? tzfrlr)llgfllg
1’11 neé'ﬁ‘(bicm;togulf.p‘eillturb_ator) al ecuatiei (4.23). Dacdi se aratd ci
Va1, defmita prin (4.32) verificd toate conditiil y
aceasta etapa a doua este terminati. O ivind in TAport on e,
: ' J . Or, d
metrul ¢, din (4.32) se deduce succesiv’ erivind i raport e para-

Oy _ S o(t—3, 8, %)

at 0 ot ds + ot — 5,5, %)

_ (" Ot —s, s, x)
s=t So ot ds,

deoare — = i
arece ot — 8, 8, X)|=; = 0(0,1,x) = 0, in baza primei conditii

(4.25")
0%, :y 0*o(t— s, s, X) ds +M~
ot? 0 o2 g ot e =
_ St 0*v(t — s, 8, X) ds
0 ot2
pentru ci v (t — s, 8, X)

al L = 0, in baza celei de-a doua conditii

(4.25"). Continuind in acelasi mod, se deduc egalititile

Puy(t, x) St 3o(t — s, 8, X) d
= s,

i3 N ot

0y, (1, x) St 1ot — s, s, X)d
s

o1 0 o1



din care rezultd ci pentru ¢ = 0 se vor verifica conditiile 1111113;19_n1e
(4.25') ; derivind ultima egalitate incd o datd in raport cu f, hasim

Puy(t, x) ¢t 0%t — 8,8, X) ds 1 o 1p(t — 8, 8, X) _
at? o So ot . ot st

(o= %) g0 b opg .
SO ot bo

. L s o «
deoarece, in virtutea ultimei condifii (4.25"), rezultd

-1t — 8, 8, X) ’ _1 F(s, x) = _1_F(t, X).
=R ) =t by

Calculind (L — P)u,(t, x), se obtine

(L — P) up(l, x) = St (L —P)o(t — s, 8, X)ds + F(t, x) = F(t, x),
0

deoarece Y At — 5"

B este un operator liniar, avem

t
:B[Sv(t—s,s,x)ds] =
aDn 0 X€E0Dn

ds =0

XEdDn

Bu,

:St Bo(t — s, s, X)

0

in baza ipotezelor pentru v.
in baza consideratiilor din etapa I, vom avea

o(t, 8, X) = E TF(1, ) v(x),
i=1
unde T¥(t, s) este solupia ecuatiei diferentiale
b T@ 4 oo 4 boy T+ (b — X)) T =0,
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amv(t — 8, S, X),.__—_ 6mv(t — 8, 8, X) iar (L . P)’U =0 Sicum

B

-

care verificd condifiile inifiale

T,(0)=0, T}(0)=0, . . ., T4=2(0)=0, T-D(0) — (;1— (s, x), v,-(x)) -
0 0

- —1-S F(s, x)v, (x) dx
Dy

0

§i, deci, din (4.32) se deduce o altd forms pentru w,, :

Up(ly X)- = St [E" T¥(t — s, 8) v4(x) ]ds =

0Liji=1
oo e
-y S T*(t — s, 8) vy(x) ds. (4.34)
j=1 0

Elapa a 111-a determini solutia (formalid) a ecuatiei (4.23) care
verificd conditiile inifiale (4.25) si conditiie la limitd omogene (4.26') ;
utilizind rezultatele deduse in etapele I i a II-a, daci se noteazi
prin U = U(t, x) aceastd solutie, vom avea

U = uy + uy, (4.33)

u, fiind definit prin (4.31) iar w,, prin (4.32). Se verifici usor
conditiile pe care trebuie si le satisfacd U.

Etapa a IV-a determind solutia (formald) finali a probemei
studiate ; pentru aceasta este suficient si se indice un procedeu
prin care solutia ecuatiei (4.23) care verifici datele Cauchy (4.25)
§i conditiile la limité (4.26) se poate reduce la o problemi echiva-
lentd, dar care se verifice conditiile la limitd omogene (si deci si
putem aplica etapa a III-a de calcul a solutiei) ; or pentru aceasta
este suficient si se determine o aplicatie G definitd pe R X D,, de
o clasd convenabild (cel putin de clasd C? in raport cu ¢ si de clasi
C* in raport cu x) cu proprietatea BG = g. In aceastd ipotezi, cu
schimbarea de functie necunoscutdi w = U + @, se deduce imediat
cd U va fi obtinutd prin metodele etapei a III-a, deoarece din ipo-
tezele pentru wu, se constatd ci U va verifica ecuatia

(L-P)U=F — (L—P)G,

237



conditiile initiale

ou G
U == —_— G — f* — e ——— — .
1o .fO o fO ’ 6t o fl 6t o fl )
U 0 G *
9y o1 1o - fQ—l o191 o - fq-]
(lar f&, ...,f¥, vor fi evident cunoscute) si conditiile la limitd
omogene

BU =Bu—BG=¢g—g=0.

Observatii.l. Etapa I poate fi aplicatd fara nici o modificare chiar dacd in
operatorul liniar L se inlocuiesc coeficientii constanti by, by,...,by prin funcliile by(!),
bi(1), . . -, bg(t), definite si continue pentru ¢ = 0, iar by(?) # 0.

2. Etapa a II-a, denumitd principiul lui Duhamel, nu este altceva decit o varianti a
metodei variatiei constantelor, utilizatd la determinarea solutiei particulare pentru ecua-
tiile diferenitiale liniare si neomogene ; la functia u, definiti prin (4.32’) se poate ajunge
presupunindu-o de forma

u,(l, x) = Z Tj(t) v5(2),
i=1

n care functiile 7; sint definite de (4.28") dar cu ¢; = ¢y(0),. .., ¢g = %¢(l), Iuncliile
c1(), . . .. cq(t) determinindu-se astfel incit si se verifice condiliile impuse lui u,. Principiul
lui Duhamel nu este aplicabil daci b; = bi({), j = 0,1,..., q.

4.4, Serii trigonometrice si aplieatii

4.41. Conditii la limita periodice

Vom considera problema determindrii functiilor §i va-
2

lorilor proprii ale operatorului P = — % , definit pe multimea func-
@

tiillor de clasd C*([a, b]), b — a < co0, care verifici pentru = = a
si # = b conditiile la limitd periodice, adicd f(x) = f(b) si f'(a) =
= f'(b). Aceastd problemé, dupd cum vom vedea, are numeroase
aplicatii practice importante i posedd particularitatea cd poate
fi rezolvatid pe cale directd, deoarece, seriind ecuatia care defi-
neste functiile §i valorile proprii Py = Ay, A € R, se ob{ine ecuatia
diferentiala cu coeficienti constanti

yll_)\y=0"
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S———

care, avind solufia generali de forma

y(@) = ey exp(/ax) + o, exp (— [ ax), & £ 0,
y(@) = e,x + ¢y, A =0,

vor fi verificate conditiile la limitd

y(a) = y(b), y'(a) = y'(b)
numai dacd

y(@) = ¢ A=0,

sau, pentru A # 0, dacd se determing ¢, gi incit s& fi i
a ] a se d 1 $1 ¢, astfel ineit s is-
facut sistemul algebric liniar : o satis

crlexp(f/3a) — exp()/20)] + o;[exp(— |7 a) — exp (— Y7 )] = o,
ei[exp(/ 2a) — exp(fAb)] + o[ — exp(—) na) + exp (—V/2)] =0,

deoarece |¢,| + |e,| > 0 [astfel s-ar obtine solugia y(z) = 0 care nu

poate fi fanctie proprie]. Acest sistem va admite solutii nebanale
numai dacid determinantul siu este nul, adic dacd

ch[X (b — a)] =1;

or e.eua‘gia ch # = 1 este echivalents cu ecuatia e’ = 1 gi cum £ poate
fi gi numar complex [s-a presupus i e R, deci [/ xe €, iar aici t =
= (b — a)]/)\], vom avea 1 = exp (2kri), ke Z, ceea ce inseamns

— . o 2o 2
t=0—a)x= 2kmi, adicd A = — (—:kﬁn)é Rezulti ci vor exista,
—a

solutii nebanale ale ecuatiei 4'" — = i itii
il n ule { Y Ay = 0 care satisfac conditiil
la limitd periodice y(a) = y(b) si y'(a) = y'(b) numai daci e

472

)\:7\ == ——
’ (b — a)?

k2, keZ,

cgezl ce Inseamnd ci aceste numere sint chiar valorile proprii ale
problemei considerate care formeazi o multime discret (numérabild)
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feri
, sau,

fnlocuind in sistemul care determind pe ¢, si ey, J A prin
ceea ce este acelagi lucru, punind in ecuatia y”* — Ay =0, A =

4122 Sl .
= _m, se deduc functiile proprii
Yol®) = Coy k =0,

2k

(@ — a)],ykz(m — ¢ sin [ 2

Y (&) = 0 COS [ b (x — a)],

k=1,2 ...

Rezultii, exceptind valoarea proprie A, = 0, al cirei ordin de multi-
plicitate este egal cu unu, ci valorile proprii A, k€ [N,“ au ordinul
de multiplicitate egal cu doi; o proprietate importantd a acestor
funetii proprii este proprietatea de ortogonalitate cu pondere o(x)= 1,
pe intervalul [a, b], deoarece se verifici ugor ¢ in notatiile

2k
F@) = e farna(®) = yn(@) = cos[ = (o — a)],

2km

— @

f2k<w>=yk2(w)=o;sin[b @—al ken,
pentru sirul (f,) din C([a, b]), avem

(Fur Fdo =Sbfn(w).fm(w) Az — 0, dach n # m.

Presupunind

1 , 2

sirul (g,), definit prin
1 2 2k
- = co8 x—a
0(#) = == 0s(®) Vb_a [b_a< >],

9or () :Vb _2_ - sin[bmi"a (x ——a)], keN, (4.34)
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va fi ortonormal in C([a, b]); pentru a evita unele dificultiti legate
de forma mai complicatd a girului (4.34), se considerd intervalul
canonic [0, 2r] sau [—mx, =] cind se va obtine girul ortonormal
trigonometric clasic

gi(@) = V%T? \ Gaia(®) = 71;— c0s (I6@)y gor() = V%r: sin (ka), & € N

(4.34")

4.4.2. Definirea seriilor trigonometriee

Prin serie trigonometrici se intelege o serie de forma

1 ad .
—a, + Y, (a, cos nx + b, sin nz), (4.35)
2 fn=1

unde a4, a5, by, ..., a, b,, ... sint numere reale sau complexe, nu-

mite coeficientit seriet trigonometrice ; din definitie, rezultd o legaturd
intre seria trigonometricd (4.35) si sirul trigonometric (4.34"), dar
nu este obligatoriu ca seria trigonometricd si fie seria Fourier ata-
satd sirului trigonometric (4.34’). Intr-adevir, in baza celor expuse
in vol. I, cap. 15, pentru orice gir ortonormal dat intr-un spatiu
prehilbertian, seria pitratelor coeficienfilor Fourier este neapirat
convergentd si de aceea, de exemplu, seriile

—;—+cosw+cos2w+.

sin 22  sin 3z sin 42
In 2 In3 In 4

desi sint serii trigonometrice, nu pot fi serii Fourier. In acest mod
o serie trigonometricd poate fi convergentd (aga cum este ceaa
doua serie fird ca si fie o serie Fourier.

Datoritd faptului cd sirul trigonometric (4.34') este un sir
ortonormal pe intervalul [—m=, 4 =], cu pondere p(2) = 1, va rezulta
cd o serie trigonometricd va fi o dezvoltare in serie de functii orto-
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gonale; notind cu s, = s,(x), n =0, 1, 2, ..., sumele partial
seriei (4.35), adic ’ » % % ooy BumEe parpiale alo

1 i .
s,(x) = Y ay + Y, (a; cos kx + by, sin ka), (4.35")
k=1

in baza proprietiti de ortogonalitate a sirului trigonometric, calcu-
lind produsele scalare (s,, cos k) si (8, SIn k), gidsim

1 ptw
ay ————S s,(x)cos kx dw, k =0,1,2,...,n,
T Jon
4.36
e | (4.36)
by Z—S sif(2)sin ke de, k=1,2,...,n.
T J )

Daci in plus sirul (s,) este convergent (in medie sau uniform) citre
;fun(;t,l@ I (continud sau integrabild, cu pitratul integral), prin trecere
la limitd, deoarece s, — f si este posibili trecerea la limits (pentru
“# —> 00) sub semnul integral, in (4.36) se obtin egalitiyile

+T
a,cz-——s fl®)cos kwde, k=0, 1, 2, ...,
T Jox

N (4.36")
b, :—S fl@)sinkae de, k=1,2,...,
k)

—TT

weare aratd cd in ipotezele ficute pentru f, coeficientii trigonometrici
vor coincide cu coeficientii Fourier ai sirului trigoﬁometric, ceea ce
‘face ca o astfel de serie trigonometrica si fie un caz particular de
serie Fourier, ipotezd valabili in viitor, ceea ce condiice la verifi-
«carea Inegalitdtii Bessel, care se va scrie

1 [e o] 1
S+ X @+ < (e ao (4.37)
#n=1 T Ja

‘N
% I o . . e
:[m Ipoteza cd f are valori reale iar S fAx) de < oo] - Ipotezele cu-
4 - A . . =%
Tente asupra lui f sint : fie functie continui pe portiuni in [— &, =]
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acest interval poate fi seris ca o reuniune finiti de subintervale,
in fiecare dintre acestea f fiind continud si avind limitele laterale
finite) fie netedd pe portiuni (adicsd

¢
[—=, n] = U (2, @511, @ =— T, Tty =+ m,
i=0

f' tiind continué in fiecare interval Ju;, @;4,[ si avind, ca i f, limite
finite in punctele xy, @y, ..., ¥,4,); deci f admite in ]—=, 4 =[ un
numar finit de discontinuitdti de tip salt i in punctele de salt f
este standardizatd, adicd ia valorile

flz) = % Lf(at) + f(z — )], (4.37)

unde iz, +) = lim f(a), fiz,—) = lim f(a).

Faptul cd serie trigonometricd (4.35) are coeficientii definiti
prin intermediul functiei f cu ajutorul egalitatilor (4.36') se va scrie:

flz) ~ %ao -+ % (@, cos nx + b, sin nx), (4.35"")

n=1

unde f(z) este definit prin (4.37'); de aici se deduce ci desi initial
f(z) este definitd numai pentru « e [—=, =], deoarece seria (4.35)
este construitd cu ajutorul unor functii periodice cu perioada
27 (avem cos[n(x + 2n)] = cos(nx) §i sin[a(z + 27)] = sin(nx),.
2 € [R), este normal s se presupund f definitd prin periodicitate, cu:
perioada 27w, pe toatd multimea [R, punindu-se

fl@) = f(® 4 2kn), —r< x< =, keZ,
daci f: [R — [R este prelungirea prin periodicitate, cu perioada 2,
a functiei f.

O proprietate importantd a functiilor periodice cu perioada.
27 este datd de egalitatea

a -+ 27 27
S f() do = S f() dw, a € R, (4.38):
[ 0
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care se deduce scriind

S:“”f(w) o =

0 om a-2m
f@) do + {7 @) ao (" fa ao,

@ 21

f_feqtl}md schimbarea .de_ variabild ¢ =t + 2 =in ultima integrali
si t;mm(fl seama de periodicitatea, cu perioadd 2w a functiei f )
Din (4.38), pentru ¢ = — w, se obtine ’

Sznf(w) de =S+" f(z) de,

0 -

ceea 4 ¢ in f A
Do ingsr S;itl’lcla coa in formulele (4.36") integralele pot fi calculate si
O for ,[ y 2m] sau pe orice alt interval de lungime 27. )
Oomplemdqwfnige sri?arl mmetrlcaba seriilor trigonometrice este forma
a acestora care se obfine inlocuind functiile sinus si cosi
. . netiile s 3 o
nus prin formulele lui Kuler ; astfel : { inus gi cosi

1 o
an + Y (a,cos nx + b, sin nx) =
n=1
R DR IS .
=5 %t % (6 — ) e (i) e = 3 e,
fn=—00

notindu-se
00:—“(1/0, Cn:~—~(an—-—ib) ¢ :_:_l_(al +1b
2 5 (0 = 1b), ooy = - (a, o+ iby).

Dacd se au in vedere egalititile (4.36'), gisim

0 — 1 . +71
w = — b, = ——S (1) (cos nt—i sin nt) dt =

Si:f(t) edt, ¢, = —21—{:]0@) d,

_ 1
27 -
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care aratd ci este suficient si definim doar coeficientul ¢,, n € Z,
prin

Td-n

+T
0, = 51-8 §(t) cis (—nt) at; (4.39)
seria trigonometrici, sub form# complexi, atasatd lui f, va fi

flw) ~ %o ¢, cis (nx) = J;V‘j c,e™, (4.39")

f=—00 #?=—00

fiind deci o serie bilaterald. Reciproc, dacd ¢, din (4.39') sint definiti
cu ajutorul formulelor (4.39), atunci din (4.39") se deduce seria (4.39).

in caleulul coeficientilor unei serii triginometrice pot interveni
simplificéri, dacd f este functie pard sau impard ; astfel, dacd f(—x) =
= f(z), w € [—=, + ©l, deci daci f este o functie pard, {inind sea-
ma de paritatea, respectiv imparitatea functiilor cos si sin, din (4.36')
se obtin :

3 2 (7
an=—‘g f(t) cosntdt:—'s f(t) cos nt dt, n==0,1,2,...

T J-1t 0
1t

b,,=——S f(t) sin nt At =0, n=1,2,...,
T J-x

iar seria trigonometricd (4.35) nu va contine nici o functie sin 7@ :

fla) ~ —;lao + Y, a, cosna, € [0, %[, a,= —2—8 f(x) cosna dw.
T Jo

n=1

(4.40)
Daci insd f este functie impar#, deci f(—wx) = —f(@), @ € [—m=, =],
se deduce

f@) ~ 3, by sin 1@, € [0, 7 [, by = 38“ f(x) sin nz do. (4.40")
n=1 T JO

Pind acum, vorbind despre seriile trigonometrice, s-au presupus
functiile definite pe intervalul [—, -+=[ i prelungite apoi la intreg
R, prin periodicizare cu perioada 2 ; acest interval, sau orice alt
interval de lungime 2 (frecvent se utilizeazd intervalul [0, 27[) poate
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fi 1(}3011s1dteramt un inte_rval ca_nonic. Toate consideratiile anterioare se
Pot repeta pentru orice alt interval [a, b] de lungime finit3 ne con
; R

vingem de aceasta cu ajutorul schimbirii de variabild ¢ = —" _

X (2w—a—Db), care aplici, bijectiv. i inter
are ajy Jectiv, intervalul [a, b] pe
i[IEe:;’v a:rll]il 1;1(;&?10 ins3, lcel mai coﬁvenabil este[ ’sé,]s]z 11111(1;21;&161:11
orma [— j a i
ath (l>0)a [—1I, +1] care are avantajul c¢i este simetric
Efectuind schimbarea de variabili t =£x, se poate defini
l

functia ¢ astfel :
l
fw>=f(~w)=mw=g(£w)
T l
U —m < t<mdacdh —1 << + l, §i, prin urmare,

1 (o]
1) ~ — 1 o -
g(t) p @y + né;} (@, cos nt + b, sin n), tel —m, + =, (4.41)
unde

@ ——i +7 1 4w
o= —{ o eosva, v, = L simmar;  waz)

—T

T 1 ad
g (Tw) = f(x) ~ ?ao + Y [a,, cos (% :10) + b, sin (ﬂw)]
n=1 l ’
xe[—1, +I[, (4.41")
ai cirei coeficienti se calculeazi cu ajutorul lui f, prin

1 ¢+ n 1
an = — — —_— ] n
; S—lf(w) cos ( p m) dz, b, = : S_lf(w) sin (-——ZTC x) dm,‘ (4.42%)

dupéd cum ne convingem imediat seriind — g in loc de ¢ in integralele
l

(4.42),
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Prin analogie, forma complexd a dezvoltirii (4.41") va fi

(%’1 m), C, = 1 S+lf(w) cig (—7—?— :v) de, ne Z,
-1

flz) ~ %‘j e, cis ol
(4.43)

—0o0

iar dezvoltirile trigonometrice de functii cosinus vor avea forma

flaw) ~ %ao -+ f‘_, a,, COS (%Tiw), xz e [0,1],
n=1

a, = —?—S:f(w) cos (—%Ti m) de, n=0,1,... (4.43")
pe cind dezvoltérile in funetii sinus vor fi
f(@) ~ 21 b, sin (%’-‘- w), welo,1],
b, = —?-Sl f() sin (ﬂl’-‘- 90) dz, ne IN. (4.43")
o

4.4.3. Convergenta seriilor trigonometriee in intervalul [—, +=].

Utilizind teorema lui Weierstrass de aproximare uniformé
a functiilor continue pe [—m, 4] prin polinoame trigonometrice,
infelegind prin polinom trigonometric de grad » functia

(@) = @ + 37 (% o8 o + Bysinja), [o| + 1B, >0,
j=1

pentru orice ¢ >0 se poate determina N = N(e) e [N astfel incit
Ifl@) — tu(@)| < e, @e[—mn],n >N

Daci fe C([— m, =]), se deduce imediat c& sirul (s,) al sumelor par-
tiale ale seriei trigonometrice (4.35) converge cétre f. Intr-adevir,
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deoarece

+m +m
uf—s,,n%=s |f(@)—s,(@) ] Az < S |f(#)—t,(x) 2 Az

-7t

(folosind faptul cd eroarea medie pitratici este minim# cind
;= a; $1 B; = b;), se deduce

If—sulle < V27 e, n > N(e).

Pe de altd parte, notind cu Cy([—=, 4 =]) multimea functiilor
continue pe portiuni pe intervalul [—mx, =], un alt rezultat din teoria
aproximarii afirma cd dacd fe Oy ([—m, 7]) va exista f; € O([—m, =]
astfel incit ||f — fill, < e, ceea ce inseamnd ci dacd f este continud
pe porfiuni pe intervalul [—m, =], seria trigonometrici corespunzi-
toare va converge in medie cétre f (deoarece

Nf—sallo < lf—SfilloHlfi—salle < Wf—filly + Ifi—s8 1los

unde (s3)) este sirul sumelor parfiale pentru f, ceea ce arati ci
If—=sullo < & 0 > N).

Asadar, o serie trigonomeetricd converge in norma din spafiu)
prehilbertian H = Cy ([—=, + =]), deeci

1 (o]
flx) = —2—— a, + Y (@, cos nx -+ b, sin na), (4.44)
n=1

in‘gelggind prin aceasta faptul e# pentru orice £ > 0, se poate de-
termina N = N(e¢) € Ry, astfel incit

Hf(oc) — [% a, + kﬁl (ay cos ka + b, sin km)]“ <e

A w o . . e

indatii ce n > N aici || =V(f; /o tar (1, 9) =( (@) gi) da.
Deoarece spatiul Cyu([— =, =]) este dens in spatiul Hilbert

Lg([~w, ©]), se deduce convergenf{a in medie citre fe L, a seriei

trigonometrice corespunzitoare; in plus, este valabila si egalitatea

lui Parseval

M8

1 +n
—a; + Y, (ak + b)) = is fAw) dw. (4.44")
2 T J—1t

k

I
-
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Urmitorul rezultat se referd la convergenta uniformé a seriilor
trigonometrice :

Teorema 4.3. Dacd seria numericd

oo

Y (e, | + 10,]) (4.45)

#=1

este convergentd, atunci seria trigonometricd (4.44) va fi uniform conf-
vergentd in intervalul [—m, =] cdire f.

[~ Notind cu (s,)nen sirul sumelor partiale corespunzitoare seriei
(4.44)

s,(x) = %% + Y, (@ cos kx + by sin kx), (4.45")
k=1

pentru m > n, se deduce

[$m(@) — su(2)] = i (ay cos kx + by sin ka) | < % (lay|cos kx| 4
n=1 kE=n+1

4 b | sinkz)< Y, (lael + 156D 5

k=n+1

dacit se noteazi prin o, sumele partiale ale seriei (4.45), avem

om— =% (lax] +1b]), m >n,
k=n+1

si in baza convergentei seriei (4.45), pentru orice ¢ > 0, se giseste
N = N(¢), astfel incit 6,- o,<ecdacd m>n > N.De aici se deduce
¢ pentru orice x € [ —m, 4]

[8n(@) — 84(x)| < & dacdk m >n > N,

adicih sirul (s,(#))sem este uniform convergent, deci

lim s,(x) = f(x).

7-+C0
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J7.De

Teorema 4.3 nu este aplicabild decit dacd se cunose coeficientii
trigonometrici a, si b, ai functiei f care se dezvoltd in serie Fourier;
din inegalitatea lui Bessel nu se deduce convengenta seriei (4.45) cia

(e8]
seriei Y (a% -+ b%) si de aceea trebuie gisite criterii de convergentd

n=1
uniformé care si nu facd apel la coeficientii dezvoltirii Fourier ci la
proprietétile Iui f, lucru ce va fi realizat mai tirziu.

Vom presupune f e Cu([—m, =]) iar in punctele de salt f este stan-

dardizatd, deci dacd x € ]— w, + =[ este un punct de salt pentru
f, prin definitie

fa) = % L@ 4 + fla—)]. (4.46)

Utilizind egalitdtile (4.36’) care definesc coeficientii trigonometrici
a, §i b,, suma partiald s, (r) va putea fi scrisd sub o formi integrald
simpld si anume

Sa(@) = *71;8: [f(z+1) + flo—1] 2,() at, (4.47)

unde 2, este nucleul lui Dirichlet definit prin

nffe+3)]

2 sin —
2

2,(x) :-; —l—ki cos ko = y & € [—m,+7].
=1

(4.47")

Inainte de a deduce egalitatea (4.47), vom stabili citeva proprietéti
al nucleului lui Dirichlet.

Teorema 4.4. Functia D, definitd prin (4.47') este o funclie pard,
periodicd, ou perioada 27, definitd pe R, verificind

1

S” P,(a) dw = —SM P,(w) dz = (4.47"")
0 2 -7

[~ Deoarece 2, este o sumé de cosinusuri, care sint functii pare,
periodice cu perioada 2w, 2, are aceleagi proprietdti, ultima egali-
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tate din (4.47') obtinindu-se fie prin insumare (utilizind formulele

lui Euler) fie prin inductie: egali " i i
D ) P tie; egalitatea (4.47”) se obtine direct

Trecind la egalitatea (4.47) si folosi . , _—'
coeficienti, avenbl ( ) §i folosind formulele (4.36") pentru

1 ”n
8,(2) = E_l— Y (ax cos kw + b, sin ka) =
k=1
1 tm 12
= —S () [——I— Y. (cos ka cos kt -+ sin ke sin kt)] dt =
T Jx 2 k=1

. 1 ptm 1 ” -

cu schimbarea de variabils ¢— #

- — 1, utilizind periodici -
lui f - 9,, se obine ) periodicitatea produsu

1 T—X 4
sle) = gt 9,0 a = 2" 010 9,0 a0 =
—TT—% T Yer

TE

1 1~
=N seromar (it o0o,0m,
—_r T Jo
iar (4.47) se va obfine prin transformarea ¢ — —i in prima integrali,

Egalitat . i i o o
difere%%lgatea (4.47) permite transecrierea sub forms integrald, a

a(e) ~ fla) =sfa) = o [flo+) + fla—)),
dacd se foloseste (4.47"); vom avea pentru e [—m, =].

5(w) — fz) = —i; S [f@-+1)+ flo—1)] 2,(1) de—
— )= { 9,0 ar =
T 0

g |

Ly

: [flw+t) —flo+)] 2,(1) dt +

+

a|r

S: Lflw —1) — flea—)] 2,() .
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Teorema 4.5. Dacd f: R — R este neledd pe porfiunt, Qeriodifdi
cu perioada 2  §i standardizald, _atunct seria trigonometrica (4.35),
in care coeficienfii sint definift prin (4.35), converge cdire f(x)
in orice punct xe R. 5 _
[~  Bste suficient s& ardtdm cd pentru orice xe R, s,(x) — f(®)—

— cind »—>co ; or deoarece

0u(@) — flz) = — S (@) — fw-+)] Dabdt +
T Jo

+ 0 1l — ) — o)) 2,0 &,
T Jo
notind

gal) = - S [ fw—+0)—f@ )] D,00) dt,
™ Jo

rio) =+ o=t — fo—)12.0 db
T Jo
va fi suficient si aritim ci g, si h, tind la zero cind n — co.

Avem
g.(2) = _Ls"f(x+t) — flet) sin [(n -+ é—)t] dt =

t
0 o
2 sin 2

— _1_. Sn [M cOoS _.t] sin (/n t) di —i—
T Jo 2 sin — 2
2
+

1 S" S@ANS@E) ooy dt
o 2

T

si deci ¢, in punctul @ poate fi considerat ca fiilnd suma a doi coe-
ficieni;i Fourier : unul obtinut prin dezvoltarea in serie de sinusuri

a functiei _f(_””_ﬂl“_ﬂf}il cos—t~ jar celilalt provine din dezvol-
4 sin o 2
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T —

flo+8)—flo+)

4
aceste functii sint netede pe portiuni, exceptind eventual prima.
functie pentru ¢ = 0, inegalitatea lui Bessel asigurd convergenta la.
zero a acestor coeficienti (intr-o serie convergentd termenul general
tinde la zero). Dacd ¢ = 0, regula lui 'Hospital aratd ci

Pt Jat) o L) = g,

4 8in — 2 =0+
5 i

tarea in serie de cosinusuri a functiei ; cum ambele:

deci functia va fi netedd pe portiuni pentru orice t. Pentru demon-
stratia faptului ci h,(x) >0, cind n — oo, se utilizeazd aceeasi
argumentatie. -

Asadar, in cazul funcliei f(x) =0, —n <x < 0, f(x)=1, 0 <x<w in baza acested
teoreme, seria Fourier trigonometrici

1 2.2 1
—t — Z
2 T = 2k4-1

sin [(2k — 1)x]

va converge citre zero1n fiecare punct x € }—m=, 0[+ 2 jx, je Z, ciitre unu in fiecare punct:

xe]0,w[+2jm, jeZ, si va converge citre Y dacd x = jm, je Z.

Teorema 4.5 constituie un criteriu practic eficace in studiul con-
vergentei seriilor trigonometrice iar demonstratia ei s-a bazat pe
convergenta citre zero a coeficientilor a, sib, ; de aceea comportarea
acestor coeficienti prezintd o importantd deosebitd. Va fi valabild

Teorema 4.6. a) (Lema Riemann-Lebesgue). Dacd |f| este integra-
bil in intervalul [—=, 4=, atunci a, — 0, b, = 0 cind n - oo ;

o y L . M
b) dacd f este netedd pe portiuni in [—mx, +n], atunci |a,] < ~—»
n

|b,] < ~]—‘£, cu M independent de n ;
n

¢) dacd fe C°~*[—m=, +=]) dar fC~ este netedd pe porfiuni, atunce
s 16| < o

la,| < , cu M independent de n.
[T a) Fie m numir real pozitiv si fie f, : [—=, +7] — R,

fo(m) = { fz)  pentru [f(z)] < m,

0 pentru |f(z)| > m,
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In baza proprietitilor integralelor impropr}i, :pentru orice ¢ >0, se
poate determina m suficient de mare, astfel ineit

S” (@) —ful@) A2 < <.

Utilizind definitia lui a,, se poate scrie

ot < 2071 0) — fulo)l @0 +

+m 1
S fu(®) cos ma do | < —+ 2,
- !

T

—TT

deoarece, functia f fiind mirginitd, avem

{2 ao = G

+7 +m
< mg |fl@)| 2 < mg |f(2)] dw < o0

— -7

si deci inegalitatea lui Bessel asigurd convergenta la zero a coeficien-
tilor seriei trigonometrice pentru f,. Un rationament analog va fi
valabil pentru coeficientii b,.

b) Dach —m=a, <@ < ... < &=+ sinb punctele de salt ale
lui f, seriind

Ay = — SMf(w) cos (nw) dw = L p;V_,} ijﬂf(w) cos (nw) da

T j=19%j
si integrind prin pérti, se deduce

B 1 S%f (@) sin (na) do
n

#j

o, = —1~p§ [if(x) sin (nw)]

T j=opL N

*j

si cum functiile f i f' sint mérginite, inegalititile in cauzd sint
justificate.
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¢) se deduce iterind demonstratia de la punctul b. I

Teorema 4.8 (criteriul lui Dini). Dacd f este standardizatd, perio-
dicd cu perioada 2w si astfel incit

S” f@w+t)—fle+)

t
deci integralele respective sint finite pentru x € R, atunci seria trigono-
metricd converge cdtre f(x).
[~ Demonstratia se bazeazd pe punctul a) al teoremei 4.6 si pe
demonstratia teoremei 4.5, ardtind ca functiile g, si h, tind la zero;
or, deoarece

7

flo—t)— flo—)
t

1dt<00, S

dt<oco, (4.48)

-7

h

1 cos

2

flet—fa) ot _ foti)—fat)
.t 9 1 .1
s — sin —
2 2
tinind seamd de mérginirea functiei ¢ , in baza ipotezelor
sin Y

(4.48) si a lemei Riemann-Liebesgue, se deduce g, —> 0. _J,

Conditiile 1ui Dini (4.48) sint dificil de verificat ; or se vede cit daci f are derivati
mirginitd, deoarece
+m
S-—TE

acestea vor fi verilicate. De asemenea (4.48) sint verificate daci f este holderiand, adicd

fe+ D—fx+)

; ar <2 |74l »

[f(xy) — o) | < Hl xy— x|, 0< a<1, H>0,
pentru orice x,, x,€ [—m, =], deoarece
x4+ H—f(x
L )z f(z+) < I |11

+7
iarS Jt*=1dl < oo, dacit o > 0.

-7
4.4.4. Derivarea si integrarea termen cu termen a seriilor

trigonometrice
O importantd practicd speciald prezintd posibilitatea

derivirii sau a integririi termen cu termen a seriilor trigonometrice
§i vom demonstra doud rezultate in acest sens.
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Teorema 4.8. Dacd f este continud si periodicd cu perioada 27
dar f' este netedd pe portiuni si standardizatd, atunct : o

a) seria objinutd prin derivare termen cu lermen a serier trigonome-
trice pentru f converge cditre f'(x) in orice punct « € R 3 . )

b) seria trigonometricd pentru f converge uniform in orice subinter-
val din R.
[~ a) Daci scriem

fl(x) = —;— ap + ¥ (ay cos ne + by, sin na), (4.49)

e

teorema 4.5 asigurd convergenta citre f(«), in orice punct xe IR,’
a acestei serii; dacid x,, @,..., ¢, sint punctele de salt pentru f’,
—_— T =, << ... < Tp=T, avem:

i =1 (@ do = =) = fi—m1 =0,
™

T J-m
+7 p—1 %4,
QO = is f'(x) cos naw dow = 1 ¥ f'(z) cos nx dow =
T Jon T j=1vzj
1 22!
=— Y, [f(@sn) cos (nw;1) — fla;) cos (na;) ]+
T =1

—1 %4y + 7 .
+ ,,Z S " flw)ysinnede = ls f(@) sin nw = nby,
T =0 9zj T Jx

by = — N ay,

dacii se tine seama de continuitatea lui f. Asadar, din (4.49) se
deduce

fl(®) = i (nb, cos ne—n a, Sinng) =
=1

= (_ %)’ + E (@, cos nz + b, sin nx),

n=1
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W

adicd seria trigonometricd pentru f’ se va obtine din seria trigono-
metried pentru f prin derivare termen cu termen.

b) Utilizind punctul ¢) din teorema 4.6, avem |a,]| < ‘2 ’
n
M . . . « © 1 .
[b,] < - ceea ce inseamni cil seria convergentd 2.M Y — V& fi
n? nel P
o0 serie majorantd pentru seria
(=]
Y. (@, cos nw + b, sin nx),
n=1
ceea ce antreneazid uniform convergenta acestei serii. _
De exemplu, deoarece seria trigonometricd pentru f(x) = a2 ze[—=, =[, va f

P 0
x? = 3 4,—42

prin derivare termen cu termen se va obtine seria trigonometrici pentru f’(z) = 2=z,
—7 L & < w; se deduce

hod —1yr1
% =3 (=1
na=1

sin nx,
n

Teorema 4.8 poate fi utilizatd pentru obtinerea unor informaftii
in legdturd cu integrarea termen cu termen a seriilor trigonometrice ;
in primul rind, se observii ci dacé a, # 0, integrind termen cu ter-
men o serie trigonometricd, se obtine o serie care nu este trigonome-
tricd, datoritd termenului g,». De aceea, vom presupune a, =0

tar dacd a, # 0, vom considera functia f(x) — a, in locul lui f.

Teorema 4.9. Dacd f este netedd pe porfiuni, periodicd cu perioada

27 st astfel ine@tS

+7T
fl@) do == 0, atunci seria trigonometricd a functiei
—TT

I': R — R, definitd prin

Plr) = S fydi = »—;»‘AO + % (4, cos nx + B, sin na),
n=1

-7

17—~ c.14 25
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se obgt*iﬁne inlegrind termen cu termen seria trigonometricd pentru f,
exceptind termenul constant A, care este dat prin ’

T Jox

— A, = 1 SM xf(x) de.

[ Ipotezele teoremei 4.8 pentru F se verificd. De exemplu, condi-

tia de periodicitate, cu perioada 2 T, se obtine din Sn fle) dw =0

-7

22T

Fartzm) = pmyac=(" o ac+ (" o ar=

-1 -7t

&+ 27

-,

Deci dezvpltar:ea Fourier pentru f se obtine derivind termen cu
termen seria trigonometrici pentru F (deoarece F' = f). Pentru a gsi
coeficientul 4,, avem (efectuind inversarea ordinii de integrare)

(T T [V P

-~ T Jon Lt

ft)dt = Sx fs) ds, s=1 — 2.

=1 SM [Sﬂ dz ] fity dt = —i— Si: (x — ) fit) dt =

n Jon [3

={ a2

1 pt™
tft) dt = — — S (1) at. _
-7 - T Jon .
De exemplu, dacd f se objine prin periodicizarea si standardizarea functiei H
—1 pentru — n < 2 < 0,
f(x) =
+1 pentru 0 « =z < =, . . ]

se constald usor ci

Fay=\ fod=—=+ |z
~7T
L .27 2
deoarece f este funclie impara jar — S f(x) sin nx dz = —- [1—~(—1)%], seria trigino-
T Jo nw i
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metrica pentru fva fi
1
2k -1

sin [(2k—1)x].

s

4
fl@)= —
Tk

[

Cu ajutorul teoremei 4.9, se obiine, integrind termen cu termen, seria trigonometrici
pentru funclia —w 4 (x| :
4 o0
— w4 lal= —n—— Y, ——= cos [(2k — D)x].
t l 2 T (2 1)2 I« )l

Din aceasti dezvoltare in serie se obtine imediat seria trigonometrica pentru |zx|.

4.5. Seriile trigonometrice si integrarea ecuatiilor
4.5.1. Solutii periodice pentru ecuatlii diferenfiale
Fie
Y+ ay' + by = flw), abelR, (4.50)

oecuatie diferentiald liniard cu coeficienti constan{i in care terme-
nul liber este o functie periodicd, avind perioada 2w ; ne intere-
seazd posibilitatea existentei unei solutii periodice, cu perioada 27
a acestei ecuatii. Pentru aceasta, s& presupunem solutia ¥ scrisi
sub forma ‘ :

+o0 .
y(m) = Z cne‘”z, (4.51)
N== — Q0

in care ¢, ¢ € trebuie determinati astfel incit si se verifice ecuatia
(4.50) ; funetia y din (4.51) va fi periodicd, cu perioada 2 = si seria se
transforma intr-o serie trigonometricé reald dacé

P (4.51")

Presupunind y” € C%, se obtin y’ si »” prin derivare termen
cu termen (prin aplicarea sucecesivii a teoremei 4.6) :

400 +oo .
y' =Y ince™, y’'= Y (in)ce"

N= 00 Rz — 00
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iar prin inlocuire in (4.50) se obtine egalitatea,

- 00

Y al(in)® 4 a(in) + b] € = f(a),

M= —C0
care aratd cd .daca; notam cu p(r) =72 4-ar ++ b polinomul caracteris-
t{?wal ecuatiei (4.50), coeficientii dezvoltirii in serie trigonometricd

Y a.e™a functiei f, trebuie si fie egali, pentru orice n € Z, cu

H== — 00

cn=¢,[(in)? + a(in) + b]. (4.51"")
Cum ¢, sint cunoscuti
L1 pte .
¢ = ~—S fye-"at, nez,
27 J_ o

avem posibilitatea determindrii coeficientilor ¢, al solutiei (4.51):
’
— Cn

G, = .
(in)* + a(in) + b

» weZ, e, =c¢,, (4.1

e\qdeulclt, In ipoteza p(in) # 0, n e Z. Asadar, solytia cautata, daeid
exista, va avea forma

too e 1 e
ya) =y e, c,’,:—-—s f(t) et (4.52)
n——eo P(in) 27 J_ o
Asadar, problema pusid va admite solutii si acestea vor avea
forma (4.52), dacd p(in) #0, n e Z; este usor de veriticat conver-
genta seriei (4.52) in ipoteza absolut convergentei seriei trigonometrice
pentru f. Intr-adevir, cum P(0) # 0, se poate pi"eSupune [Pp(0)]=>¢>0
lar deoagece p(r) =7r* +ar + b este un polinom de gradul doi pentru
n =0 s& avem [p(in)| > ¢|n |2 Va rezulta ) 7

’ ’
Cn lehl
—_— n= 41,4 2,..
p(in) cn?
. + 00 ) +00
N 5 L J ’ A
$1 deci seriile Y ¢, Y non, Y, nPe, sint absolut convergente, ceea
—00 — o0 — o0
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ce antreneazii posibilitatea derivirii termen cu termen a seriei
(4.51). o . o
Prin urmare, dacd functia f, periodicd cu perioada 2 =, are coefi-

+00
cientii Fourier ¢,, n € Z, astfel incit seria Y ¢, este absolut conver-

—00
gentd (ceea ce se intimpld dacé f este continud sinetedd pe portiuni),
atunci dacd — n? -} ian -+ b # 0, n € Z, ecuatia diferentiald (4.50)
admite o singurd solutie periodicé, avind perioada 2.

Dac existenta solutiei este confirmatd prin seria (4.52), uniei-
tatea acesteia se justificd, presupunind existenta a doud solutii
periodice ¥y, si ¥, ale ecuatiei (4.50); atunci diferenta ¥ =y,—¥y» va
verifica ecuatia omogend ¥’ +ay’' by = 0. Cum solutiile nenule ale
acestel ecuatii sint periodice numai dacd sint de forma sin ke, cos ks,
deci numai dacé ecuatia caracteristicd r?-ar--b=0 admite solutii
de forma r =ik, k € Z, k # 0, ceea ce este exclus prin ipotezd, rimine
ca singurd solutie periodicd y(x) =0,2€0,xe [—m, +n], deci
Yi(x) =yolx), x€[—m, + =]. Daca insd p(ik)=0, k,e Z, atunci
din (4.51") se deduce ¢, = 0 si deci va exista o solutie periodicd, cu

+ .
perioada 2 w, a ecuatiei (4.50) dacd si numai dacd S f(x) e dx=0,
-7

pentru k, € Z, verificind ecuatia —k 2+ia k 4+ b = 0 ; cu alte cuvinte,
termenul liber fnu poate fi arbitrar iar dacd f verificd aceste conditii,
care se mai pot scrie §1 sub forma '

+7 T o
S flz) cos kr doe = 0, S flz) sin kx dz = 0,

—-T

—7

deci sint conditii de ortogonalitate pe solutiile ecuatiei omogene
corespunzatoare ecuatiei (4.50), solutia (4.52) va fi periodicd, avind
perioada egald cu 2w, dar nu va fi unic determinatd [deoarece, din
(4.51"") se deduce ¢, arbitrar).

Aceleasi consideratii sint valabile gi pentru ecuatia liniard cu
coeficienfi constanti de ordinul m > 2 :

-1 i N
a/()y(m) _{_ d;?/(m ) + LR ’{’” Am—1 ?/, + Al —f(@),
dacid f este periodicd, avind perioada 2 w, continuid i netedd pe
e poTIorIcd, 2T -
porfiuni, cu condifia s& presupunem polinomul p din calculele ante-
rioare inlocuit prin polinomul caracteristic corespunzitor.
p(?") = Qg " _}‘ a rm-t + L + A1 T + (L7
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4.5.2, Probleme mixte pentru ecuafia eildurii

Una din ecuatiile fundamentale ale practicii este ecuatia
cu derivate partiale :

ou 0% i )
"5? =a _&72“ - F(t, CL), ac m, (453)

cunoscutd sub numele de ecuatia cdldurii, deoarece apare in studiul
conductibilitdtii termice brecum si in alte procese de difuzie ; de
exemplu, dacé se considers o bazj metalicd omogens avind lungimes,
l, a cdrei suprafatd laterald este izolatd termic, si dacii se noteazi
U =ult,x),t>0,0< v < l, temperatura barei Ia momentul ¢
in sectiunea de abscisi (presupunind axa Oz astfel dispusé ineit un
capdt al barei este plasat in origine iar celilalt are abscisa 2 =l), atunci
% verificd ecuatia (4.53). Constanta a2 se numeste difuzivitate termiced
a barei in cauzi gi depinde numai de materialul din care este alcatuits
bara iar termenul liber (sau factorul perturbator) F =F(t, x), > 0,
0 < 2 < I, apare numai dacii in bard existd surse de caldurd (sau de
ricire).

Din punct de vedere matematic, ne intereseazi solutia ecuatiei
cu derivate partiale (4.53) ; este insi evident, cd nu avem nevoie de
orice solutie a acestei ecuatii, ci numai de solutia care va corespunde
fenomenul fizic care conduce la ecuatia in cauzd. Orice fenomen de
propagare a cildurii intr-o bari pretinde insd si stim ce se intimpla
in barad atit la momentul initial (care este t =0) cit §i la capetele x = 0
§i @ =1 ale barei; daci fl®), 0 < @ < 1, este temperatura initiali a
barei iar g,(1) si 92(t) sint temperaturile barei la cele dous capete
(# =0, respectiv a =I), ecuatiei (4.53) vor trebui atasate conditiile
suplimentare N

ully ) 1o = W0, 2) = f(x), o (454)

’le(t, @) Ixzo = u(t, 0) = h() L1 0- (4.55)
Uty @) [amy = u(t, 1) = gy(t)

Prin urmare, va trebui si rezolvim urmatoarea problems : si
gasim acea solutie a ecuatiei (4.53) care verifici in plus conditiile
suplimentare (4.54) si (4.55) ; aceastd problemi se numeste prima
problemd mixtd pentru ecuatia cildurii.
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Vom considera si relatiile omogene corespunzatoare lui (4.55),
(4.54), si (4.55):

Ou _ e 0w (4.53")
at da® ‘
Uty @) li=g= 0, ' (4.54")

=0
’M/(t, .’L‘) [z——O . (4'55’)

Wty )|, =0

Comparind cu metoda generald expusd in 4.3, se deduce

u=2%, Py =2 wt, 2), Bu=[ut,0), ut, )]
at ox?

iar solutia cdutatd va fi complet determinatéd dacd se gasese functiile
81 valorile proprii pentru problema la limitd
0(0) = 0,

v — A= 0, o(l) = 0;

or calcule' cbmplet asemindtoare celor din 4.4.1 aratd cé valorile
proprii sint - - -

o k C Eome
kk - 12
iar functiile proprii (nenormate) vor fi

v(x) = sin (—’EZE- x) s kelN.

kel

o . ~ . O v 3
Prin urmare, solutia ecuatiei cildurii omogene (4.53’) va fi

0 _enk, . ke
Uolly ) = Y, e P sm(T w), (4.56)

k=1

22 g 2
;”;“—T:o,

deoarece ecuatia diferentiald LT — A, T =0 fiind 7"+
a?r?lk?

admite solutia generala T,(t) = a, exp ( I

t),ke IN, ;. cR;
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girul de constante (a,) se determinid cu ajutorul conditiei initiale
(4.54), adicd din egalitatea

i . K L
Y sm(%ﬁ«x) = f(»), e [0, 1]

E=1

Deoarece f este definith pentru x e [0, I], utilizind teoria seriilor tri-
gonometrice, prelungind prin imparitate aceastd functie (deci presu-
punind f:[—!, +1] - R, f(—x) = — fle), e [0,1]), rezultd

! .
o = F{r@sin (T e)az kem,
0

Introducind acesti coeficienti in expresia lui 1w, §i notind

oo 22k Ii; . Ix'/ -
G(t, @, &) 2 Y exp (— ﬂ—Lt ) sin(ﬁlm) sin (LW z;), (4.57)

= 2
se obfine expresia sub formé integrald pentru aceastd solutie :
14
wlty ) = {6, 0, Y AR A (@456
0

Functia: G : [0, + oo x[0,1] x [0,1] - R definitd prin (4.57)
poartd numele de funcfia Green pentru prima problema mixtd atasata
ecuatiei caldurii.

Utilizind principiul lui Duhamel, solutia ecuatiei neomogene (4.53),
care verificd conditiile mixte nule, se poate scrie fie sub forma seriei :

Up(ty ) = St{ § a; (8) exp [— M(t—s)] sin (—R%E{L)} ds

o | =1 12
cu

! .k .
ay(8) = 28 I'(s, %) sin (»sz)di
X [
san sub form# integrald

!

u.p(ty x) — St [ S G(t — 8,2, E) F‘(S, E)da}dsy

utilizind functia Green; in acest mod, solutia (formald) a gc.gzutiei
caldurii (4.53) care verificd condifia initiald (4.54) si conditiile la
limitd omogene va fi

U(t, ) =u, (, ) + u, (i, ) =

(4.56"")
4

(6t o, 2 2 do+- ) [S Glt—s, 2, 2) F(s, ama] ds

0 0
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Solutia finald se va scrie sub forma
x rrr
u(t, ) = U(t, ) + ¢:,(1) + ‘l"[gz(t) — 6:(1)] (4.56")

in care U este solutia (4.56"") in care f i F s-au inloeuit prin

x : . . ,
J(@) — ¢,(0) — 7 [92(0) — ¢:(0)], respectiv  prin (¢, ) — ¢i(t) —
— % Lga(t) — gri(t)] (e ipoteza ed g, si ¢, sint funetii de clasd O" pentru

. . @€ spe w
t > 0), deoarece funectia G(t, ) = g,(t) + 0 Lg2(t) — ¢4(t)] verificd
conditiile la capete (4.55).

Exemple, 9. O bard de cupru (in care «® = 1,14 cm?/s), omogeni, avind lungimea
{ = 10 cm si izolatd la suprafata laterals, este incélzita la temperatura de 100°C iar ince-

pind cu momentul inilial este scufundati intr-o baie de ghiata (deci capetele barei sint

mentinute permanent la temperatura de 0°C); se cere temperatura in sectiunile barei la
momentul { > 0.

Solulia se obtine prin particularizare in calculele antericare: avem

@ = 1,14, [ =10, =0, f(x) =100, g() = gs(t) = 0,

ceea ce conduce la solutia

in |k + 1)—
mn{( - )10

100 2
uy(l, ) = ——m Z : exp [—1,14(2k 4 1)2 z2(/100].
T e 2k4-1

10. Se considerd o bard omogend de aluminiu (pentru care a? = 0,86 cm?/s), avind
Iungimea 2 cm, ale cirei laturi si capete sint izolate, astfel incit nu are loc transfer de
cdldurd cu exteriorul ; dacd temperatura initiald a barei este f(z), 0 < & < 2, se cere
temperatura barei in diverse sectiuni pentru ¢ > 0.

Rezolvare. Daca it = u(l, x) este temperatura barci in sectiunea avind abscisa z la

du 0%u
momentul {, aceastid functie va satisface ecuatia ; = 0,36 z si conditiile supli-
[
mentare
| du(t, x) du(l, x)
ul, )| = @0 << ——| =0, —1—| =u.
1= 10 dx r=0 dx {4 =2

Aplicind metoda separarii variabilelor, vor trebui gisite valorile si funcliile proprii ale
problemei la limitd

v'— =0, v@0)=8 p@2)=0;


iSi.it

pe cale directd, integrind ecuatia diferentiald si impunind condiiile suplimentare, rezultd
‘ kr
— k= = cos {— x{.
1,».:..___4 , k=01,...,v (x) =¢ 2

Cum ecuatia diferentiald pentru functia T'= T({) este

k*r%a?

T + T=0  a®=086

rezultd solufia

1 s k*r?a? kn
u(t, x) = o> a, + kzl ap exp | — 1 {]cos - %)

e din egali-
care va verifica conditia ini{iald daci numerele reale a,, a,, @,,. - . se vor deduce din eg:
tatea

1 > kre N
—xf, 0<a<?,
f(x)= —é—a°+ h}:'l ajy cos ( > :t) <
adici, utilizind dezvoltirile trigonometrice in serie de consinusuri,
2 kr
a; = S f(x) cos (——~— ac)dac, k=01.2,...
2
0
ceea ce inseamni
1 (2 o fe? In kn atk?r?
— s x Jexp} ——— |.
u(t, x) = ._48 f(x) dx + Z[S f(E)cos 5 €] dE Jeo 5 P :
2 ) ¥=1LJo
2
in bard difer? ind: — ;) dx. cantitate
Se observi ci pentru / mare, temperatura in bard diferd pulind: 5 S f(x) dx

= Y0
care poate fi consideratii media distributiei iniliale a temperaturii in bara.

iei " imei bleme mixte
nvergenta solutiei formale (4.56") a primei pro :

entl(?lf ecua%ia 13éﬁuldurii se poate stabili ugor datoritd prezentei terme-
P Toa2m? k2

A i trud <t <t

i artiale de orice ordin in raport cu ¢ §i #, pentru 1<t

(s]iel(;lﬁt; p< lp t; fiind un numadr real pozitiv agbltrar. i_ntr-a.devaf, atit

seria din (4.56), cit si orice derivatéd partiald poate fi majorata prin

o a? 2 2 ..
gerii numerice de forma M 2 k* exp (—~ —-ZT-— t;), .a.§ IN, care fiind
B ) | k=1 ) . ! .
i lu, criteriul radiealului),
convergente (se poate aplica, de exemplu, _ ’
antrengaz{m uniform convergenta in ]0, ¢,[:x J0, I[ a tuturor derivate

i solutia in cauzd s admitd
nului exp (— t), ceea ce face ca solutia
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lor partiale. In acest mod, solutia formald (4.56"") devine o solutie

obisnuitd ; ulterior, in vol. IIT, se va arita ci aceastd solutie este
singura posibili.

4.5.3. Probleme mixte pentru ecuatia coardei vibrante

O altd ecuatie de bazd a fizicii matematice este ecuatia
cu derivate partiale '

,,,,,,,, = q2 0*u + F(t, ), ac R (4.57)
0t2 awz 9 bl b

care se numeste ecuatia coardei vibrante (sau ecuatia undelor unidimen-
sionald) si care apare in studiul undelor acustice, electromagnetice,
vibratiilor mediilor elastice. Astfel, de exemplu, dacd se considerd o
coardd elasticd omogend, de lungime I, ale carei oscilatii au loc per-
manent in planul (2, u) atunci dac u =u(l, #) reprezinti deplasarea
punctelor coardei fatd de pozitia de echilibru, misuratd in punctul
de abscisd x € [0, 1], la momentul ¢ > 0, u va verifica ecuatia (4.57)
[in ipoteza ci este vorba de oscilatii mici in planul (2, u) iar punctul
avind abscisa x se deplaseazi, numai paralel cu axa Ou]; constanta

a* este egald cu-—, H fiind componenta orizontald a tensiunii in

coarda si ¢ este masa coardei raportatd la unitatea de lungime iar #
»ste rezultanta fortelor exterioare.

Din consideratiile anterioare se deduce cd, de reguld, solutiile
ecuatiel (4.57) vor trebui si verifice §1 conditii suplimentare, deduse
din problema practicd luatd in discutie ; astfel, dacd u reprezinti
vibratiile unei coarde elastice, omogene, fixate la capete, vom avea
conditiile la limitd

u(t, 0) =0, u(it, 1) =0 (4.57")
§1 fiind cazul unei misediri, mai trebuie avute in vedere $i conditiile
initiale (pozitia initiald si viteza initiald a punctelor coardei),
care vor fi

1)
ully @) |10 = fi), —'%f—f”-) = g(x). (4.58)
_ =0
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Prin analogie cele expuse in 4.5.2, vom denumi prima problemd
maxtd pentru ecuatia coardei vibrante, determinarea solutiilor ecuatiei
(4.57) care verificd datele initiale (4.58) si conditiile la limita

u(t, 0) =g(t), ult, 1) = gy(t) (4.57")
in ipoteza céd datele problemei in studiu (adicad functiile 7, f, ¢, g; 5i ¢2)
sint cunoscute.
Aceastdh problemi de asemenea se poate rezolva utilizind metoda
separirii variabilelor ; astfel, ciutind pentru ecuatia omogeni
02 02 -
T e 2 T (4.59)
ot? o

solutii de forma wu(t, ) = T'(¢) X(x), se ajunge laecuatiile diferentiale

X' — 22X =0, T" — 2*T =0
care trebuie verificate de cdtre funectiile X si 7'; presupunind condi-
tiile la limitd (4.57") se deduc conditiile X(0) =0, X(I) =0 in care
trebuie integrati ecuatia lui X. In baza celor deduse in 4.5.2, va trebui
s presupunem
n‘z 2
=2, =— 2 ’

(care reprezintd valorile proprii ale problemei) si deci

n € [N,

X(z) =X, (@) =sin (ﬂln-x), n € [N,

(functiile proprii ale problemei) ; din ecuatia verificatd de functia T

se deduce
( (m; t), n € [N,

@) =T, () = a, cos ( anm t) -+ b, sin

g, prin urmare, functiile

u’n(t7 “) = Tn(t) Xn (C()) =
[ ( anT
=| a, cos

t) -+ b, sin ( a4
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vor fi solutii particulare ale ecuatiei (4.59) care verificd datele (4.57").
Prin insymare, se deduce functla

[oe]
uo(ty, @) =Y, u(t, @) =
n=1

= %[ancos(‘mn t) ernsin(m”c t)] sin(%m)
n=1

care va fi solutia formald a problemei (4.59), (4.57’) ; impunind condi-
tiile initiale (4.58), se vor obtine

uy(0, ) = fla) = % @, Sin (%T—C-w),

N=

= E b, anr sin ( nr m),
n=1 l l

ceea ce did posibilitatea determindrii girurilor de constante (a,)sem,
(b )?IEIN

(4.60)

Ouy(t, z)
dt

t=0

o =241 sm("l-—- )da, R S:g(a sin (27 )da, ne N,

ant
(4.60")

g1 deci solutia formald (4.60) este unic determinata.

Pentru ca solutia (4.60) a problemei (4.59), (4.58), (4.57") s&
inceteze a fi formala, va fi suficient s presupunem seriile obtinute
prin doud deriviri succesive termen cu termen uniform convergente,
ceea ce se poate deduce din convergenta seriilor

(o]
Y la.] n?
n=1

[>]

Y [buln?

n=1

[daca [ si g din (4.58) sint astfel incit f” si ¢’ sint continue iar f’'’ si
g " continue pe portlum aceste doud serii sint convergente ; se mai
poate face observatia ci din formulele (4.60") pentru b, aparitia lui »
la numitor, face 88 f1e suficientd ipoteza ca ¢’ si f1e continuad pe
portiuni]. : -
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Solutia completd se va deduce imediat dacd se obtine ¢ solufie
particulard w, a ecuatiei neomogene (4.57); aceastd solu%ie, care
verificd in plus conditiile initiale nule
du(t, x)

at

{wQ

Uty ) jr—o0 =0,

se va gisi usor cu ajutorul principiului Iui Duhamel :

t
vt —s, s, x)ds
0

w,(ty @) :S (4.61)

unde v =(t, s, ¢) verificd, pentru orice s > 0, ecuatia (4.60), conditiile
Ia limitd (4.57’) i conditiile initiale particulare
do(t, 8, &)

oy [ = F(s, x);

[t=0

T . nw
] sin (—-~ m),
) l
12

2 . nT
bn(-,‘?) = QT';:SF(S, z) sm (’TE) dE

0

oy 8, #) j1—0 =0, (4.58")
se obtine [din (4.60) si 4.60)] :

o(t, 8, ) = Y, b, () sin ( an
n=1

Atunci u(t, ) = wuy(t, ®) -+ u,(l, ) verificd ecuatia (4.57) si condi-
tiile (4.57") si (4.58) iar prin procedeul din 4.5.2 orice problemi cu
conditii la limitd neomogene [deci de forma (4.57"')] se reduce la o
problemi cu conditii la capete omogene (se presupun functiile g; $i
g2 cel putin de clasd % pentru ¢ = 0).

Rezultatele obtinute ramin valabile i in cazul vibratiilor longitu-
dinale ale unei bare omogene avind lungimea l; dacd se presupune
axa Ox astfel dispusd incit baza este asezatd cu capetele in @ =0 si
x =1, atunci se poate arita cd dacd bara se intinde sau se comprima,
vibratiile longitudinale care apar vor verifica ecuatia (4.57) (in care
a®* =H;, FE fiind modulul de elasticitate al materialului din care este
constituitd bara).

Problemele rezolvate. pind acum presupuneau existenta, alaturi
de conditiile initiale, a unor conditii la capetele mediului studiat,
conditii care defineau prima problemd la limitd atagatd ecuatiilor
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{
|

(

/

/

/

?,

\
studiate\; practic insi pot apérea si alte tipuri de conditii la limitd
Asttel, &%ﬂexemplu, in cazul vibratiilor longitudinale ale unei bare
vor apdrea conditiile

u(t, 0) =0, wut,l) =0,

\

\ A

! ‘
| dacii bara este fixatd la ambele capete ; dacd insd un capit este fixat
iar celdlalt este liber, conditiile anterioare vor fi inlocuite prin

ou(t, x)

u(t, 0) =0 — =0
( ? ) ’ 6./17 - ’
dacd este fixat capitul x=0 gi si este liber capidtul = =I [conditia
d . s - .
—0~u— aratd cé variatia alungirii barei pentru @ =l este nuld].
X |x=1

In cazul unei coarde vibrante pot apirea situatii in care capetele
ei sint legate elastic, in care caz, la extremitétile ei, vor apirea conditii
ox

de forma
L.
x=1

k, he R fiind cunoscuti.

Din calculele anterioare se deduce cd solutia formald a primei
probleme mixte pentru ecuatia coardei vibrante va fi o solutie ordi-
nard numai dacd se impun condifii restrictive asupra conditiilor
initiale, conditiilor la limitd i factorului perturbator. S& vedem mai
in aminunt ce se intimpld daci aceste conditii restrictive nu sint
indeplinite; pentru  concretizarea  calculelor, 4 presupunem
fe 0%[0,1]),9 =0, F =0, g, =0, g, =0, ceea ce face ca solutia 53

se serie
anm . nw
OS( ; t)s1n(Tw)

~2 (%) sin (ff—z)da.

ou(t, x)

[u(t, x) + k——————] =0, [u(t, 2) +h ou(t, x)
=0

o

(4.61')
cu

Aq
I Jdo

2
Daet fe L% ([0, 1])(adicd dacd S fAr)der < oo, seria trigonometricd
(1]

)
Z a?,

n=1

& o mm Y [P N
Y a,sin (—l—m) va converge in medie cdtre f(x) iar seria
n=1 s o

271



/
/

va fi convergentd; in aceste ipoteze, seria care defineste/ solutia
(4.61") va fi gi ea convergentid in medie (deci seria nu mai este/formald
dar nu va putea defini o solutie obignuitd a ecuatiei coardei Aibrante,
in orice domeniu G, =[0,11x[0, T] < R% cu T >0 arbitrar.
Intr-adevir, scriind sumele partiale ale seriei (4.41'), adici|

. km
t) sin (—l—x)

pentru m > n, un calcul simplu conduce la egalitdtile

t) sin (-IZZTi x) ]dm dt ==

Tl m .
t) dt < - Z y

Fe=np 1

|
|
[
/

4 k
sty @) =Y, ax cos ( alﬁ

h—=1

8ty 2)— s.(ty )15 :ST Sl[ § akeos(

0 Y0LA=n+tl1

n

A T akm
Y a,%S cos?| -
2 15 o l

il
"

(o]
deoarece cos? o < 1; in baza convergenfei seriei YY) ai, pentru
k=n-+1
orice ¢ > 0 se poate gisi numirul natural N astfel incit

i 2
@ < =— pentru m >n > N,
kh=n+1 Tl
ceea ce antreneaza

I8m(t, @) — 8, (4, )]l <c pentru m>n>N;
prin urmare, putem scrie
w(t, ©) = lim s,({, )

n—->00
si deoarece s, este o solutie ordinard a ecuatiel coardei vibrante
(fiind o sumd finitd de solutii particulare a acestei ecuatii), se va
verifica egalitatea (vezi 4.1.3), v fiind functie-test in Gy :

(82 P0)g =0,
unde
0% , 0%

Po ="l —at T (5 POy '::SSGTsn (t, x) Po(t, s) dt ds
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= P+), ceea ce aratd cd solutia (4.51"), desi nu este o solutie
(neavind derivate de ordinul al doilea), trebuie considerata.
o solutie \generalizatd (solutie forte); deoarece din lim s, =u se
deduce ‘»\
\

lim (s,, Pv), = (lim s,, Pv), = (4, Pv),,

trecerea la limitd sub semnul integralei este posibild in baza con-
vergentei in medie a sirului (s,).

Astfel notiunea de solufie generalizatd apare ca naturald si se
observd cd este legatd in special de ecuatia coardei vibrante; in
cazul ecuatiel propagirii céldurii solutia formald devine automat.
solutie ordinara.

‘Evident, toate consideratiile anterioare se extind cu usurintd si in
cazul g # 0, g, # 0, g, 0, I’ # 0, tinind seama ci in acest caz
solutia se exprimé tot cu ajutorul unor serii de forma seriei (4.61').

4.5.4. Interpretarea fizied a solufiilor ecuatiei coardei

Forma (4.60) pentru solutiile primei probleme mixte pen-
tru ecuafia coardei vibrante corespunde ovibratiilor libere (adici
pentru ¥ =0) ale unei coarde fixate la capetele ei #=0 i x =I; din
aceastd forma, adicd

un(t7 m)7 (4-62)‘

00
uo(ta x) =
n=1

unde
Ua(ty 2) :[an cos (_ﬂlﬁi t) + b, sin (_a%n_ t” sin (—7?199), n e [N,

se observd ci miscarea coardei se compune din suprapunerea unor
misedri mai simple, u, = wu,(¢, #), care se numesc vibrafii armonice.
Utilizind notatiile

— a b
1,2 2 o __ % . Un N
C, = V“n + b3, sin Cu = y COS @, = ’ h € LN,
i C
n n

u, se poabte serie sub forma
. (an= . [ nw
w,(t, 2) = ¢, sin (Tﬂ t -+ cp,.) sin (l%m),
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din care se deduce c& u,(¢, ) = 0 pentru orice ¢ >0 dacd & ia una
din valorile » = 0, —, ﬂ,. vy (e=1)1

n n
in cazul in care vibratiile coardei sint wu(t, ) = u,,(é, x) sise
numesc nodurs ale vibratiei u,. O coardd care vibreazi dupid legea
u =u,(t, ) se imparte in » portiuni, avind extremititile fixe iar
in portiuni aldturate, oscilatiile coardei sint in sensuri opuse ; mijloa-
cele acestor portiuni vibreazi cu amplitudinea maximé gi se numesc
ventrele sau antinodurile vibratiei u,. Tipul de vibratie descris de
u, = u (1, £) se numeste undd stafionard iar solutia (4.62) este o su-
prapunere de unde stationare ; asadar, metoda separarii variabilelor
aplicatd ecuatiei coardei (4.57) aratd cd oscilatiile acesteia se com-
pun dintr-o infinitate de moduri diferite de vibratii ale coardei.
Primul mod de oscilatie (n=1), dat de prima undi stationars,
aratd ci vibratiile coardei in jurul pozifiei de echilibru se realizeaza
cu frecventa

» ; aceste puncte/ sint fixe

1 ma a . . <
W = — ——= o cicluri pe secundé

si va fi frecventa cea mai joasd, numitd frecventd fundamentald
sau armonica intii a coardei; analog, al n-lea mod de vibratie are
frecventa

1 ara
2 1
i se numeste armonica a n-a a coardei. Dacd in vibratia coardel se

emit sunete, acestea vor fi note muzicale dacd u are frecventa un
multiplu intreg al frecventei fundamentale. in fig. 4.1 sint repre-

n

a . . <
=N 7: nw, cicluri pe secundi
2
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zentate citeva pozitii succesive ale unei coarde care vibreazd dupi
legea u '= wu,(t, x) pentru n = 1,2,3,4.

Dacd fin ecuafia (4.57) se presupune I 0, se spune cd se iau in
consideratie vibratii forfate ale coardei (ele se datoresc nu numai condi-
tiilor initiale ci §i fortelor exterioare care actioneazd asupra coardei).

Pentru a vedea ce se intimpld in acest caz, vom considera cazul
particular

Ft,z) = Asin(o?), 4,0ecR,

g L . 27 .
adicd factorul perturbator este periodie (cu perioada m—) s vom
()
lua in consideratie doar contributia lui F la migcare (se presupune
deci f = ¢ = 0); aplicind principiul lui Dubamel, se obtine

“in [(2k+ 1) m]

4 . had 1
Uty ) = ~—— A sin (o §) —
o & e s

Sin(@2k+1 t) - sin [M]

l

03511 (‘ng-n — ?)

’

4 oo
— Ao
T k§0

dacih © # ogpy = (25 + 1) 0y, 0, = é.”l— sau

uy(t, ) = - 241 1 sin3 (2ko + 1) ma t]sin[w(2k°+1)n w]—-
e  (2k, + 1)3 l l
_ 24k 1 o [ (2K + 1) ma t] (in(Zko + 1) 7 w] "
x2a  (2k, + 1) ! !

Al 1 COS[ (2ky 4+ 1)ma t]sm [2(2150 + 1) na t] y
nla (2k,-+1)3 4

X $in [————(Zk"jl) T w]+ w*(t, x),

dacd @ = w1, cu u* de forma (4.62’) dar fird termenul in care
k=k,. '
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Din expresiile lui u, se deduce ci dacd o este apropiat de wy.,
sau coincide cu wop, 41, aceasti qolutle va contine termeni /éare pot
lua valori mari, ceea ce inseamni ci in miscarea ei coarda | vibreazi
cu dmphtudml mari, ceea ce poate a‘macre ruperea ei; acesta este
fenomenul de rezonanid. /

4.5.5. Probleme la limiti peniru ecuatia lui Laplace
4.5.5.1.  Rezolvarea problemei Dirichlet pentru cerc. Se consideri

un cerc avind raza K >0, cu centrul in originea axelor ; a rezolva
problema Dirichlet (interioarid) pentru cere inseamni a gisi o functie
‘= u(wx, y), continud pentru = 4 y2 < R?, de clasi (2 pentru
@ - y? < R?, care verifich ecuafia lui Laplace

2 2
A = S0 T (4.63)
ox? Oy?

in orice punct din interiorul acestui cerc si care ia valori continue
‘prescrise pe cere

’ll/({l), y) [xz.;_yz:]gz — f (463’)

Cu ajutorul teoriei seriilor trigonometrice se poate demonstra
-existenta solutiei acestei probleme, solutia putind fi serisi sub urmi-
‘toarea forma integrald :

1 (7 (R* — a® — y?) f(&
w(w, ) = "““"S ( y*) J(E )

2n Jo (& — @) + (0 — y)?

do, (4.64)

¢ fiind unghiul format intre axa Oz §i segmentul care uneste centrul
«cercului cu punctul (£, v) de pe cerc ; in (4.64) avem a* + y* < R?si
£2 4 2 = R2,

Trecind la sistemul polar de coordonate

=rcos B, y=7rsin 0, 0<r< R, 0< 0<2m,

in locul ecuatiei (4.63) trebuie consideratid ecuatia (vezi 3.4.4)

2
Li(@u)+_l_MZO ] (4.63')
r or ar :
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iar conditia la limitd (4.63") se transcrie

w(r, 0),—r = w(R, 0) = fi(0) [= f(Rcos 6, ksin 0)], (4.63")
unde f,(6 = f(Rcos 8, R sin 0). Solutia ciutatd va {i de clasd €2
pentrilo <r<< Rk,0 < 6 <2, sivom presupune u iunctle periodici,
cu perioada 2w (aceedsl pr oprletate de penodlclmte va fi valabild

si pentru functia f). Separind variabilele in ecuatia (4.63"), punind
a(r, B) = (1) G(0), rezulti egalitatea

rG<0>1—‘fw [r B(r)] 4 F(rG(0) = 0,
;

din care se deduce o noui egalitate

F dr G
care este posibild numai dacé
G/I
i—(—i—(ﬂf”) =%, — == relR;
r dr G

asadar, functiile ' si G vor {i solutii ale ecuatiilor diferentiale

P2 -y — A =0, G 4+ rAG=0.
Beuatia diferenfialid pentru G va trebui si admitd solutii periodice
cu peno&dw 27 [deoarece din wu(r, 8 + 2m) = w(r, §) se deduce

G(0 + 2m) = G(0)], ceea ce este posibil numai dacd A = n?
2 =0,1,2,...,cind se vor obtine solutiile

G(0) = G,(0) = a, cos n0 + b, sin no, n e IN,
1
Go(0) = E‘ ay + boH, n =0,

iar pentru periodicitate, neapirat b, = 0; pentru 1 = n 2, ecuatia
lui 77, tiind o ecuatie Huler, va admite solufia generald

F(ry =F,(r) = ¢, + d, ", n € N,
Fyr) =¢y +dolnr, - n=0.

Pentru ca produsul F(r) G(0) si de fme%c(\, o functie de clas(m C?
pentru 0 < r < R, trebuie ca d, = d, =d,= 0 (func-
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%;Eaa?s si htx r fiind discontinue in origine) iar fard a miegora generali-
e poate presupune ¢y= ¢, = =¢,= .. =11 “
‘ ¢ 1= ... = €= .. = 1(incaz contrar
%(L}ceb_te constante pot fi inglobate in constantele care apar in tunetiil |
»); agadar, pentru ecuatia (4.63’) se obtin solutiile particularf3

1
(7, 6) = - u,(r, 0) = 1" [a, cos (n0) + b, sin (n6)], n e IN,

ceea ce conduce la solugia finald

©0

1 00
w(r, 0) = Y, u,(r, ) = - % + Y r[a,c08(nb)-+b, sin (n6)], (4.65)
~ n=1

n=1

unde sirurile de constante ( i
! 3 de cons > (@ )wez, $1 (b,)uem S vor determina c
ajutorul conditiei la limits, (4.63”)? - e

W(R, 0) = 1 a1 ¥ R'a cos (n6) L b sin (nf)] —
5 %+ 3 K'la, cos (n0) + b, sin (n6)] = f,(0).

n=1

Se obtin coeficientii

a — 1 2m 1 27
v SO fi(@) cos (ng)do, b,= R SO Ji(e) sin (ng) de
iar, inlocuiti in solutia (4.64), condue la

1 21 0 n '
ur, 0 = o) [1 = (—%) cos [n(0 — ¢)]dg, (4.65')

mversarea (0)4 (lln el (]( msumare cu p gant: egre [

S, =1-2 g](%) cos[n(0 — o)] (4.66)

esteuniform convergents, admitind ca seria majoranti seria geometrici

had r C
1+2V ¢,0<¢q= T < 1; seria din (4.66) se poate insuma obser-

#==1
vind ci 8, este partea reald a seriei geometrice
S o ¥ "
S=t+2g) L] (4.66)
LL g
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care este convergenti deoarece | — €O~ | = = < 1. Se obtine
R + r eil®-9)
§ = —— )
R — rel®-®
de unde
R2 — /r2
8, = Re § =

R2 4 7'? — 2R reos (0 — o) ’

inlocuind in (4.65) se deduce solutia

1 SZn' (B*—m)f(e)de (4657
2 J

0) = —
u(r, 0) R2 + v — 2Rrcos (0—9)

care coincide cu (4.64), deoarece, conform cu teorema lui Pitagora
generalizatid, avem R? + 72 — 2Rr cos (0—¢) = (£—2)* + (& —u)%
92 = g2 4 y? dach E =R cosgp, n= Rsing, &=rcos 0, y =
= r, sin O iar fy(¢) = f(R cos ¢, R sin 9).

4.5.5.2. Rezolvarea problemei Neumann pentru cerc. Prin problemd
Neumann (interioari) pentru cerc se intelege determinarea unei
functii w = u(x, y) € C{D,), unde D, este definit prin 2* 4- y* < R?,
cunoscindu-se valorile derivatei dupd normala pe frontiera lui D, :

ou(@, y) =g, (4.67)

ov |#24-y2=R2

unde ¢ este o functie continui (pe cercul 22 4 y? = R?) iar u verificd
ecuatia (4.63) pentru a? + y? < R2

Utilizind calculele din 4.5.5.1, prin introducerea coordonatelor
polare, solutia va avea forma (4.65), cele doud giruri (a,)nez oBuen
trebuind s& fie obginute din condifia la frontierd (4.76) ; deoarece la
un cerc derivata dupi directia normalei coincide cu derivata dupd
directia razei, (4.67) se va scrie”

du(r, 6)

: — 0:(0), 9:(6) = g(Rcos 0, Esin 6). (467
r =R '
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Din (4.65) prin derivare termen cu termen in raport cu » se obtine
seria, trigonometric i

©0

Y. nla, cos (n8) 4 b, sin (nB) "2

n=1

care conduce, in baza lui (4.67'), la egalitatea

Y, nla, cos (n9) 4 b, sin (n0)] Re-1 = 9:(0); (4.677")

fn=1
se observa cd aceastd serie trigonometricit are coeficientii
N1 ] n—1 .
na, R"1, nb, R"1, n e [N,

<1 deel este incompleta - lipso%o ermenul constant.
Prin urmare, se deduce ¢a problema Neumann interioard pentru
cere nu va admite solutii decit pentru acele funetii continue, pentru

o

care S ¢.(0)d0 = 0 ; dacid aceasti conditie va fi indeplinitd, solutia
R .

se va obtine inlocuind in (4.65) coeficientii (@, )ueqy (Du)neq Prin

$1(¢) sin (ne) do,
’ % €[N,
termenul liber- ‘) a, fiind arbitrar,

Prin urmare, o solutie pentru problema Neumann (interioari)
pentru cere se va serie sub forma

1 L "
w(r, 0) = " o -+ o SO [2 Yy (1) cos n(0— q))] de s

< n=1 M

pentru a insuma seria de sub semnul integralei (permutarea celor
doua operatii este pOSlblLL din cauza conver oentel uniforme a seriei),
se face observaﬁ ia cd dacd 8, este seria

0

$=2% (»—)"cos [0 — )],

=]
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. 08, 2 fr\".. . . .
atunei = — 2 — ) sin [2(0 — ¢)] ¢i deci, comparind cu
a0 ngl ( R) e ’
(4.66"), se deduce
B d_&z m S — 2r R sin (60— o) )
0 Rz r2—2Rrcos (0 — o)

Prin integrare, se gdseste
=1In[R 2+ 72 — 2Rr cos (06— )],

ceen ce face ca solutia problemei Neumann (interioard) pentru cerc
si fie

27

1 i . 5 ‘
w(r, 0) = o o + -‘—)%S gi(0) In [R? 4+ 72— 2Rr cos (06— ¢)] de

p]

0
in coordonate polare sau

W, ) ::;«» %;’;S gE 1) In [(E — @) -+ (4 — 9)*] do

in coordonate carteziene.

4.6. Funetiile proprii si teoria polinoamelor ortonormale

4.6.1. Polinoamele Legendre ca functii proprii

In exemplele concrete din 4.5 s-a constatat ¢ este posibil si
se determine o solutie @ unei probleme date sub formd de serie, cu
conditia si fie poalbll«t determinarea functiilor si valorilor proprii
])Lntm un anumit operator diferential ; aceste valori si funetil proprii

-au putut determina clementar, prin integrare directst. Este evident

cd dach ceuafia diferentialid care defmestu functiile pr oprn nu poate
fi integratéd prin metodele cunoscute, nu este pombﬂ& gisirea functii-
Jor si valorilor. proprii.
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in baza teoriei polinoamelor ortogonale (vol. I, cap. 14) se poate
rezolva problema determinirii functiilor si valorilor proprii pentru o
nouil categorie de operatori diferentiali, cu aplicatii practice impor-
tante. Vom lua in consideratie mai intii operatorul diferential al lui
Legendre

Py = — L (a2 )
dx

definit pe multimea ¢ 2%([—1, 4 17]); funetiile gi valorile proprii
pentru acest operator vor fi ob‘rmnte ca solutii ale ecuatiei diferen-
tiale

(—a?)y"' — 2@y’ + Ay =0, re R, (4.68)

care se deduce din egalitatea Py = Ay. Pentru ca funetia proprie
Yy si fie element al &])’itlllhll de definitie C*[— 1, +-1]), va trebui
si existe limitele finite y(—1--) si »(1—), dcoaueee ecuafpiav (4.68)
admite punctele z = -1 ca punc e singulare (ceea ce, in general,
implica discontinuitatea solutiilor in vecindtatea punctelor singulare) ;
prin urmare, in cazul de faté, in mod natural, conditiile la limitd vor fi

[y(—1+)] < oo, fy(d—)] <oo (4.68")

pe care le vom numi condifii la limil@ singulare.
in baza teoriei din 14.3 (vol. I), problema la limitd (4.68), (4.68")

admite valorile proprii
A = n(n+1), n=20,1,2,... (4.69)
funetiile proprii fiind

Yl %) = P, (%), n=20,1,2,

P, fiind polinomul Legendre de gradul =, care se poate serie

1 a®
ol dar (&> — 1)"], n==0,1,.

P(2) =

intr-adevir, deoarece pentru orice x € R avem | P, (x)] < oo, cu atit

mai mult se vor verifica datele (4.68’) iar, evident, P, nu este nul
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pentru orice x € R iar a doua solufie, liniar independenti de P,,
fiind proportionald cu

» dt
Py ——e—s @
) S (1— ) P2(1). ws R,

nu poate fi finitd in punctele = -+ 1, integrala in cauzi fiind diver-
genti.

In baza completxtudmu girului de polinoame Legendre, vom arita
cd aceste functii i valori proprii sint singurele posibile pentru pro-
blema la limitd (4. 68), (4.68); intr-adevir, daci Aye R ar fi o va-
loare proprie diferitd de n(n-+1), n=0,1,2,. . ., notmd functia proprie
cor mpunmt()(ue cu y,, vor fi vemflmte egalitatile

T [ —a*)yo(@)] = — Aoyol®), Yo(£ 1) = finit,
=S [(L—a) Pya)] = — a(n —1) Pyfa), P,( 1) = finit.
ax

Inmultind prima ecuatie cu solutia celeilalte i, reciproe, prin scidere
se obtine identitatea

Yol ) _,_“%2 Py ] — P(a) 3 [(1—22) yi(a)] =
dx

= [Ro—n(n +1)] yo(@) P,(2)
sanu

*(% [(1~m2>(?loP:z—~Pny6)(w)]:[)\0~n(n+1)](yoP.”)(m) C n=0,1,2,...

Prin integrare, deoarece rezultd P,(-+1) = finit, (1) = finit
(functiile proprii vor fi solutii olomorfe in vecinidtatea punectelor 41),
gasim

+1
[)\0—~n(n—1~1)]s yol#) P(@) do=0, n=0,1,2,...

-1
adicd, deoarece 2, # n(n+1),n = 0,1,2,..., avem
, +1
(o Pudo = yo(@ Pu(@) do = 0, 0 = 0,1,2,..

-1
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Pe de altd parte, deoarece y, € C¥[—1, +1]), se poatescrie dezvol-
tarea Fourier LN

=0

. 1
din care se deduce y, = 0, deoarece a, = (n +:~;) (o) L))o = 0,

n=0,1,2,..., ceea ce contrazice ipoteza ci y, este funectie proprie
(deci neidentic nuld). o
Exemplul 11, Si studiem micile vibratii ale unui fir omogen perfect flexibil, fixat la

unul din capete, care seroteste intr-un plan orizontal cu viteza unghiulard  ; sc presupun
cunoscute pozilia si viteza iniliald. Daca firul are lungimea [, in secliunea avind abscisa

u

\

u(t,z)
ol T z
Fig. 4.2

=
|

egald cu 2 va acliona o tensiune datd de forta centrifugd a porliunii cuprinse intre v si/;
notind cu p densitatea liniard a firului, aceastd tensiune va fi o

y

) R Lz 1 .
pX) =mo?r=o?p(l—1) PERrY o2 p(12— a?)
ca si cum forta centrifuga ar acliona in punctul r = > ({4 x)], ceea cearatd ci energia

potentiala a firului va fi egald cu

o ' . T [ ou\2 1 Sl NEAE -
Uty = SO p(x) / 1 - (();) — 1 |dx = ?zv '01)(1) —0_:':— dx

presupunind aceastd energie proportionald cu delormarea firului, aceasti delormare

du? \2 1 [on)2
este caracterizatd prin ds—dx = 1 |— —1]drx & — {—| dx,oblinutd
Jdx 2 \Jdx

prin dezvoltare in serie a radicalului, factorul de proportlionalitate fiind p(x) |. Decoarece

1 ! ou )2
1) = -?S ) (5) dz,
= Jo

energia cineticd este egald cu

prin aplicarea principiului Iui Hamilton, adica prin optimizarea functionalei

i T U d‘;“ P gtlsl @_, 2 i 2(12 2 (ou 2 dx dt
S¢0[ (= U] == [(01) -5 X _I)H) ]

ity Y0
se obhtine ecuatia cu derivate partiale

2 Jfu J du
— E [(12 — 2?) —:I (4.69)

w? 7)7; N 51:‘ ox

care este ecuatia IZuler-Ostrogradski a functionalei in cauza ; solutia trebuie gasitd pentru
{ = 0,0 < x<7 [, astlel incit si se verifice conditiile initiale

Ju(l, x) |
o, 2D L =@

u(l, x
=) =0 ol 1=0

si condliile la limita
u(t, 0) = 0, u(t, ) = finit,

a ciiror interpretare este evidentd : prima conditie aratd ca firul este fixat la un capit iar
a doua permite firului si aiba o departare convenabild de axa Oz la celidlalt capit.q

Metoda separirii variabilelor, deci in ipoteza u(f, ) = T(f) v(x), conduce la concluzia
cd funclia T va i o solutie a ecuatiei diferentiale

1
T+ Y 2?2 T=0 (4.69")

iar v va Ii neapdrat o functlie proprie a problemei la limita singulara
(12 — a?w’” — 2av’ 4 v =0, v0) =0, p() = finil; (4.69")

ccuajia diferenliali din (4.69”") se poate reduce la ecuatia Legendre scriind z = (£,
0 << & <2 1, obtinindu-se problema la limit4,

A—=ENy(E) — 28y"(E) + M(E) = 0, y(0) = 0, y(1) = {finit
cu y(&)= o(l€). S-a viizut anterior cd polinoamele Legendre sint solutii ale acestei probleme
dar pentru x e [—1, 4 1] deoarece Pop_1(0) =0,k =1,2,..., Py (0) # 0,k = 0,1,...,
va trebui sd presupuneim cd valorile proprii sint
A=A = 28QR2k—1), Lk =1,2,...,
iar funciiile definite inilial pentru £ € [0, 1] (respectiv, pentru x e [0, /) vor {i presupuse

prelungite prin imparitate la intervalul [—1, --1] (respectiv la intervalul [—1{, 4-1]),
functiile proprii fiind

. x
yu@) = Pory () = Pary ("“[’) s, k=12,
Inlocuind valorile proprii in ecualia diferentiald (4.64"), se deduc solultiile

Ti(l) = ag cos (Vk(k—1) i) + b sin(Vk(2k — 1) of),k = 1,2,.. .,

Do
(o]
1



ceea ce conduce la solutia

[ -] o0
u(t, x) = Y, Tu(v) ox(2) = Y, [ax cos (VR@k — 1) o)+
k=1 k==l

R X
+ by sin (VE@k—1) wl)] Py, (~_-l-~)

sirurile de constante (ay) si (bp) determinindu-se cu ajutorul conditiilor ini{iale din egali-

tatile
& x & - x
f) =Y, a 1)2k_1(m), g(x) =Y br o Vi@k—1) Py, (—)
k=1 l k=1 l
adica

4

ak—1(' [« 4k—1 x
ap = ——— \ f(x) Popq | — Jda, bp= e g(x) Py | -—- ] da.
l o t ol k2k—1) Yo l

Tiste clar cd rationamentele analoage celor de la seriile trigonometrice conduc la concluzia
ca sirul (P2k+1)kem este complet in multimea funciiilor impare pe [—{, (]|, continue
pe portiuni in acest interval.

4.6.2. Separarea variabilelor in ecuatia lui Laplace
din R? in coordonate sferice

Foarte multe probleme din fizica matematicd conduc la
integrarea ecuatiei Laplace

un studiu mai complet al solutiilor acestei ecuafii va fi realizat in
vol. IT1, iar acum ne vom limita la determinarea unor solufii particu-
lare importante. Scriind ecuayia Laplace in coordonate sferice
{vezi cap. 3), adici :
: , ) 0 0*u
Ag = =90 (T ,f?}ﬁ.) + LIS (Sm 0 ,.zz_) PR N
: or r2sin 6 00 00 r28in? 0 0¢?
unde z = r sin 6 cos ¢,y = rsin B sin g, 2=7rcos 6,7 >0,0< < =,
0 < ¢ < 2 7 i ciutind solutii de forma
w(r, 9, ¢) = h(r) X(6, ¢),
metoda separirii variabilelor conduce la ecuatiile
2R + 2rh" — A h =0,
. 1 2
! 9 sin 0 QK - ,,(?,,},f,_ + 2 Y =0, (4.70)
06 sin? 6 0Og?

sin@ 00
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verificate de functiile k, respectiv Y. Funetia ¥ = Y(0, ¢), 0< 0 x,
0< ¢ << 2w, care apare in aceste calcule se numeste functie sferica
1ar ecuatia cu derivate partiale (4.70) verificatd de aceasta se numeste
ecuatia functiilor sferice si trebuie integrats in conditiile Y (0, ¢)=finit,
Y(m, ¢) = finit (care apar datoritd interventiei functiei sinus la
numitor) pentru variabila 6 si in conditii de periodicitate, cu perioada
2w, pentru variabila ¢ (deoarece Y € (2%, Y trebuie si fie functie
uniformé, mdirginitd). Scriind in continuare Y(0, ¢) = 0(0) ®(¢),
din ecuatia (4.70), prin inmultire cu sin? 6 si impértire cu ¥ = 0 @,
lardsi prin separare de variabile se va deduce pentru ® ecuatia
D" 4 p ® = 0 ale cirei solutii periodice, cu perioada 2w, se obtin
numai dacd p =m? m=0,1,2, ..., care conduc la solutiile

(I)m( CP) = 0Oy exp(imqo) = Cp cis (m‘P)’ meZ;
ecuatia diferentiald verificatdi de functia ® se va scrie

1 da . m? .
——— —— (8in 00) — |~ — A® =0 =0 1
sin 0 dﬁ( ) (sin29 ) 2 I &1 £ 2
iar cu schimbarea

cos 0 = x, do = — sin 0 d6, sin 0=}1 — 2, O 0)==y(x)
ecuatia devine ‘ ‘
m
1 —22)y" — 20y" —
v G

2

— m) g =0 (4.70")
2

care coincide, pentru A = l(I4-1),1 = 0,1, 2,.. ., cu ecuatia functiilor
Legendre asociate (vezi 14.5, vol. I). Or, deoarece y(— 1) = (%) =
== finit, y(1)= O(0)={finit, dacd r£1,1=0,1, 2,. .., solutiile ecuatiei
(4.70’) nu pot fi mirginite pentru ¢ = -- 1 (in baza unui rationament
analog celui din cazul polinoamelor Legendre, sau in baza observatiei
ci pentru m = 0 ecuatia (4.70') este chiar ecuatia Legendre, deci
y(+ 1) == finit numai dacd A = {(I+1), I = 0,1,2,...). Prin urmare,
valorile proprii ale problemei la limitd y(-- 1) = finit, pentru ecuatia
(4.70") vor fi A =10l 4 1), 1=0,1,2,..., iar functiile proprii sint
functiile Legendre asociate

pla) = P(@) = (1 — a*)* 5 Pyfa) =
1 I
= P (1 — x?)2 g [(z2—1)!], 1=0,1,2,..., m=0, +1,..., I,

care formeazd un sistem ortonormal complet in L,([—1, -+17).
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Revenind la ecuatia Laplace, pentru a gisi solutiille particulare
in cauzd, mai trebuie integratid ecuatia pentru funcfu h = k(r), care
fiind de tip Buler, pentru A=I(l-}1) va admite SOIut,m generali

hy(r) = a, r" 4 b, r~1-L
Dacd notdm prin Y= XY7(0, ¢) functia sferici (de ordinul [I, m])

Y30, @) = eme PP(cos 0), 1 =10,1,2,...,m =0, ,...,4 I,
(4.70")
rezultd solutiile particulare

4 i
Z A;n Y7o, ) rott Z Br Y7(6, @), 1==0,1,2, ...,

M= —1 W= —1

ale ecuatiei Laplace din [R3, in coordonate sferice ; evident, in locul
solutiei cu valori complexe (4.70"") se pot considera solutiile cu valori
reale obtmute prin considerarea separati a partilor res e si imaginare.
Prin insumare se ob{ine solutia

1
’N;(T', a’ (P) — § [Tl Z Azn Ylm (0’ (P r—l -1 Z Inn lm 0 (P)] .

1=0 m=—1 L E

Utilizind ortogonalitatea functiilor (e*), .4 pe intervalul [0, 2x] i
a functillor (P}");—¢1.,... pe intervalul [—1, 17, se deduce
ortogonalitatea girului (e Pi(x)), 1=0,1,2,..., m=0, -+ 1,..., 41,
pe domeniul [0, 2x] % -{—1,1], sau ceea ce coincide -cu ortogo-
nalitatea sirului (e PP (cos 0)), I = 0,1,2,...,m =0, 4+ 1,..., 4-{
pe [0,2x] X [0, =] in raport cu misura dws; = sin 6 d9 do, adied
pe sfera.unitate din R3 deoarece elementul de arie al sferei unitate din
R3 este dw, (= sin 6 d6 do).

4.6.3. Armoniee de suprafati si armonice sferice

In multe situatii conerete sint necesare solutii ale ecuatiei
Laplace Agu = 0, uniforme si mirginite pe sfera de razi a din IR3
in 4.6.2 s-au determmmt acest tip de solutii care apar prin separare dc
variabile [trebuie {inut seama ci ecuatia (4.70") admite si solutii
nemirginite, care au fost eliminate prin conditiile suplimentare
impuse]. Solutiile notate prin Y7 (0, ¢), l=0,1,2,...,m=0,-+1,...
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..., &= I, sint continue si mirginite pe sfera unitate din [R?3 gi sint
periodice cu perioada 2w in raport cu ¢ si pot fi scrise gi sub forma

Y7r(0, ) = P (cos 0) [4,, cos(me) + B, sin (me)].

n baza liniarititii ecuayiei 4.70, o solutie continui pe sfera unitate
din [R3 va fi funetia (scrisd sub forma reald)

11
Y,(6, 9) = Ay Pi(cos 0) + ¥, PP(cos0)[A,ico8(me)+ Busin(me)l,

m=1

unde 4,, si B,,, sint constante ; aceastd solutie se numeste armonica
pe supmfata sferica de grad 1 ({inind seama ¢ solutnle continue intr-un
domeniu ale ecuatiei Laplace se numesc functic armomce) In particu-
lar, armonice de suprafatd de grad n vor fi functiile

Y5, (6, o) = Pp(cos 0) cos(me),
Y (0, @) = Py (cos 0) sin (mg), m =0,1,...,m,

care pentru m > 1 sint funectii pare, respectiv impare de ¢ [dacd
m=0, rezultd Y (0, o) = P, (cos 0)].

Dacd m < n, armonicele de suprafatd Y%, Y@ se numesc ar-
monice tesserale iar dacd m=n, se numesc armonice sectoriale ; poli-
noamele Legendre se mai numesc §i armonice zonale.

< 1 o
Dacd o =— 2k — 1) =, &k =1,2,..., m, este un cerc meridian
¢ om ’ ’

al sferei r = a, armonicele de suprafatd Y, se anuleazd iar armoni-

cele Y{% se vor anula de-a lungul cercurilor meridiane ¢ = — =,
m

k =0,1,..., m—1. Deoarece functia Legendre asociatd P} are exact
n—m zerouri in ] —1, 1[, se deduce c& functia Pj (cos 0) va avea
tot m—m zerouri, dar in intervalul ] 0, =[; notind cu 6;,..., 6,_,,
aceste zerouri, se deduce ci armonicele de suprafatd Y@, si Y,
se anuleazd de-a lungul cercurilor paralele 6 = 0, j=1, ..., n—m.
Dacad m < n, curbele de pe suprafata sferei r=a de-a lungul cirora
se anuleazd armonicele Y, si Y@, divid supratata sferei in regiuni
numite tesserale si in care o armonicd tesserald pastreazi un semn
constant ; daci m=n, avem Po(cos 0) = A sin"0, A R, g¢i deci
curbele pe care se anuleazd armonicele sectoriale vor fi sectoare
sferice in care aceste armonice pastreazi acelasi semn. Curbele de-a
lungul cirora se anuleazii armonicele zonale Y,, sint cercuri avind
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labitud{nea 0 =0,,j =1,...,n, ceea ce face ca suprafata sferiei si se
separe intr-un numir de zone sferice in care armonicele zonale au
semn constant.

Prin definitie, prin armonice sferice de grad n se inteleg functiile

’M/” (7‘, 07 CP) = Tn Yn(07 CP)

g1 deci vor fi solutii continue in [R3 ale ecuatiei Laplace Az u = 0;
de asemenea, functiile

Vals 0, ¢) = r—n-1 Yu (9, 9)

fiind mirginite in afara oricérei sfere r = a, @ > 0, vor fi armonicele
sferice definite in domeniul nemirginit » > a > 0. Daci 0< a < r<<b,
atunci armonicele sferice vor fi combinatii liniare ale functiilor
u, $1 v, definite anterior.

Functiile sferice normate ¢ vor fi

Il—m) 1 (21 -1 .
yi' (o, ‘P)ZV( (zﬁ)wf)z;; ) Ppeos ) eme, 1=0,1,2,...,

m=0,¢&1,..., &1,
§i vor forma un gir ortonormal §i complet pe suprafata sferei unitate
din [R3, putind fi considerate functiile proprii ale problemei la limit#
1 a (s' v ) 1 0%
sin 6 00 sin® 0 0J¢?
(0, @) = finit, o(w, ¢) = finit,

+ =0,

v fiind periodicd cu perioada 2n in raport cu variabila ¢.

4.6.4. Polinoamele ortogonale ca funetii proprii

Consideratiile din 4.6.1 se extind fird nici o modificare la
orice sistem (Q,)s»o de polinoame ortogonale, intervalul de ortogo-
nalitate [a, b] avind lungimea finitd dacé ponderea p verificd ecuatia
diferentiala

’

L =%, (@) = xg+ oy ¥, B(2) = Bo+ By + Ba2% | 0| + | B2 >0,

P -
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si conditiile la capete (pB)(a) =0, (pB)(b) = 0; intr-adevir, in
aceste ipoteze @, verificd ecuatia diferentiald

B(@) 3" + [o(2) + B(@)]y —n[(n+1) 8+ uly =0
a cdrei formé autoadjunctd va fi
(e8y") — nl(n + 1) By + o] oy = 0.
Introducind operatorul diferential P : 0% [a, b]) — C([a, b]),
unde Py = 1 (pBy’'), valorile si functiile proprii corespunzitoare
vor verifica ecuatia diferentiald

Py = 7y y € C? ([a, b]).

Comparind cu ecuatia diferentiald a polinoamelor ortogonale, rezultd
valorile proprii

A, =nl(n+1)8y + ayl, n=0,1,2,...
iar funetiile proprii vor fi
Yu(@) = Q. (@), n=0,1,2,...,

deoarece ipotezele p(a) B(a) = 0, p(b) B(b) = 0 aratd cd ecuatia
diferentialy Py = Ay admite ca puncte singulare capetele a si b
ale intervalului de ortogonalitate iar y va fi functie mérginitd in
intervalul [a, b] dacd y(x) = Q,(x), n = 0,1,2,...

Cu aceeagl argumentatie ca in 4.6.1 se araté cé nu existd alte valori
proprii in afara valorilor A, = n[(n-+1) 8,+ o,], dar este posibil ca
multiplicitatea unei valori proprii s fie egald cu doi, deoarece a doua
solutie, de exemplu, pentru polinoamele Jacobi fiind

. e P dt
(@) = J20 (@) Sxo (1 — )P (1 4 0t [J@9 (1)]2

integrala improprie este convergentd dacd —1 < p < 0, —1 < ¢ <0,
ceea ce inseamnd @QF (-4-1) = finit.

« Daed ingd lungimea intervalului de ortogonalitate nu este finité,
problema functiilor gi valorilor proprii nu se pune pentru sirul poli-
noamelor ortogonale ci pentru funetii convenabil alese, cu anumite
proprietati la infinit ; astfel, dacd I = ]0, co[, in locul polinoamelor
Laguerre se iau in consideratie functiile Laguerre iar daci
I =] — o0, 4+ <[, se inlocuiesc polinoamele Hermite cu functiile
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Hermite, ceea ce faceca toate consideratiile anterioare sifie valabile
(aceste functii sint nule la infinit).

Trebuie insd facutd observatia cid spre deosebire de cazul polinoa-
melor Legendre, cu ajutorul cirora s-a exemplificat teoria din 4.6.1,
in cazul celorlalte sisteme de polinoame ortogonale produsul scalar se
considerd avind ponderea p (ponderea in raport cu care se defineste
ortogonalitatea sirului de polinoame considerat) ; in orice caz, aceastd
situatie (adicd aparitia unei ponderi in calcule) este determinatd de
insusgi operatorul diferential considerat : se observi ¢ ponderea cste
prezenta prin factorul 1/p in definitia operatorului dat.

4.6.5. Dezvoltiri in serie de polinoame ortogonale

In baza unui rezultat cunoscut, daci lungimea intervalu-
Ini Ja, b[ este finitd, orice sir de polinoame ortogonale este inchis
in O, ([a, b]), adicd seria Fourier pentru f

fa) =Y, a,Q,a), a, = e
#n=0 n

este convergentéd in medie citre f.
In cazul sirului de polinoame Legendre, deoarece || P, =

f’ Q]ﬂ (4.71)

Y

= —~2~——, aceastd dezvoltare se scrie
2n 4+ 1

f) =3, ( ) (f, P.) P (4.71')

n=0
Convergenta uniformi a acestor serii ortogonale se poate de-
_ monstra, in conditii suplimentare impuse lui f, exact la fel ca si
in cazul seriilor trigonometrice iar convergenta in fiecare punct

din Ja, b[ are loc, presupunind f(x) = —;~ [f(z+)+ flz—)]intr-un

punct 2 de salt pentru f (deci f se presupune standardizati).
Intr-adevir, daci sirul (Q,).»o este ortonormat si (s,(x)) este
sirul sumelor partiale ale seriei (4.71), gisim deoarece a, = (f, @,)o

5.(0) = ¥ 0,9, (@ i () @u)o Qu() = kg" Q) pr 5@ (1) &t —

k=0

= Sf’f‘”[ 3, 0u() Qku)] at

— (o,(0,) J0 (7,0 = 3 Q)0
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in ipoteza cd nucleul K,(x, 1) are proprietiti asemanitoare cu nucleul
lui Dirichlet pentru serii trigonometrice utilizat in 4.4.3, in baza unei
justificiri complet analoage celei din 4.4.3 se deduc

lim s,(a) = f(2)

#->00

= 3 @) +flw=)]

in orice punct # € Ja, b[. In ceea ce priveste nucleul K, definit mai
sus, este valabild

Teorema 4.10 (Cristoffel-Darboux). Dacd se noteazd

K, (2, 1) =§0 Qu(@) Qu(t) (4.72)

in ipoteza ortonormelititii sirulut (Q,), n=0,1,..., alunci scriind

Qulw) = aa® +b a1+ ..., a4, # 0,k =0,1,2,..., (4.72)

avem
@, Qn(m) Qn+1 (t) ~“Qn(t) Qn'i"l(m) N

Kn(x7 t) =
Ay I —x

(4.72")

™ Demonstratia se bazeazd pe formula de recurentd a polinoamelor
ortogonale, care insid trebuie modificatd, deoarece nu se presupune
sirul de polinoame avind coeficientul putern maxime egal cu uni-
tatea ; scriind relatia de recurentd amintitd

an(m) = n+1 Q n+1( m) + An Qn (w) + An-l Qn——l(w) (473)
g1 utilizind coeficientii a, si b, din (4.72), prin egalarea coeficientilor
puterilor 4™+ i 2 se obtm egah‘ratlle

a, = 'An+1 Apt1s bn = An—l—l + An @,
din care se deduc valorile lui 4,,, si 4, :
Ay = __’L7 A, = ben
Xt @, Xty

“ 75’@1%1 uQ:x obtine coeflclentul 4,3, se inmulteste scalar identitatea
cu @, sise va gisi

— (@ @y Q1o _ —
-1 _——‘—”Qnﬂ 2 (Quy @ Qu-1)o . ’
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dacd se foloseste ipoteza de ortonormalitate si faptul ci se poate scrie
in loc de 2 Q,_,(x) descompunerea

&z Qn—l (.’I}) = n Qn(w) + Bn-—l Qn—l (.’L‘) + S

ceea ce inseamnd (Q,, ¢ @,-1)o = B,9,|? = B,, B, obtinindu-se
prin identificarea coeflclenmlor lui «" adicd a,_, = B, a, Prin
urmare, identitatea (4.73) se va scrie numai cu a]utorul coeflclenpllor
primelor doué puteri din expresiile polinoamelor ortogonale, astfel :

L "+1)Q,,<)

a, Qyt1

& Qn($) =

Quia () + (
Api1 X1

(4.73")
Inmulfind aceastd egalitate cu Q,(t), se giseste identitatea

#Q, () @,(t) = Qur1 () @, (1) +

nt1

+ (ﬁn——ﬂfl—) Qu(®) Qu (1) +

ay Apt1

)

Qu-1 (%) @,(1),

n—1

din care dacd se scade aceeasi identitate dar scrisd cu ¢ in loc de

@si@inloc det, cu notaia w,(#, 1) = Quer (2) Qult) — Quis (1) Qu(2),
se gasegte
an aﬂ
(x - t) Qﬁ(w) Qﬂ(t) = n(m) t) - wn-—]_ (w7 t)'
Apty Ay—1

Pentru n=1,2,...8e vor obtinen egaliti{i, care adunate dau
(4.72"). 0

De exemplu, in cazul polinoamelor Legendre, deoarece sirul ortonormat va fi

2n) 1

1

P;::Vn‘*‘ ‘?Pn, cum Pn(:)c)=2—n(n—');x"+c x”_2+..., avem a, =

2n) | !

n r—

(2n) n+ 5

= ————— b, = 0, ceea ce inseamni
2%(n 1)?
dp n+1 V2n+ 1 . n+41
@y 2041 f 2043 YEaT1) @atd
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iar identitatea (4.72"’), care defineste nucleul Dirichlet-Legendre si se noteazd L,(x, 1),
va da

an PR PE (D~ PE () PE | (3)
Ly(z, 1) = — — =
1
n-+ 1 Py (2) Puyy (1) = Pu () Pnyq (%)
2 t—x

Prin urmare, in acest caz

+1 +1 — Pu(l) Py
5a() —S (s 1) [(0) dt = ”;f ! S Pu(®) Puiy (O = Pud) Priz ()
-1

— 1 dat

-1

si operind la fel ca si in demonstralia teoremei 4.3, se deduce

& (@n + 1)
Z._.._._._

+1
5 Py(z) S () Py () dt = —~If(x+) + flz =)

lim su(x) =
->00 n=0

daci xe ] —1, +1[iar fe C1 (I—1, +1)D.

Daci intervalul Ja, b[ nu are lungimea finitd, asa cum se intimplid
in cazul polinoamelor Hermite gi Laguerre, rezultatele anterioare
rimin valabile cu conditia si se inlocuiascd aceste polinoame prin
functiile corespunzitoare ; astfel, in locul polinoamelor Laguerre L}
se utilizeazd functiile La‘guerre :

A
ZW (x) :m?exp(——;c—) LY (x), n=0,1,2,...,2 >—1,

iar in locul polinoamelor Hermite H, se pot folosi functiile Hermite
H#, definite prin

2

i .
H(7) = exp( — “2-) Hy(z), n=0,1,2,.

Functiile (L) pot fi considerate ca fiind rezultatul ortogonalizirii
sirului liniar independent
A x A
2 = =1 —— —4n ——
z¥e %, @ e %, ...,x% e %, ...

T A x

in intervalul ]0, co[ cu pondere p(#) = 1, deoarece

(L9, 1) = ("o e=*L (@)L (2) az={"2P(0) () dv=0, n# m,
0 0
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iar functiile (#,) se obtin prin ortogonalizarea girului
22 @©2 2%

e ’, we *,..., 2% *,...

cu pondere g(#)=1 pe[R. S-a vizut ci aceste giruri de functii ortogo-
nale formeazi sisteme inchise in Cy(]a, b[) iar celelalte probleme

legate de convergenta seriilor Fourier corespunzitoare se trateazd
analog cu metoda folositd la serii trigonometrice.

4.7, Functiile Bessel e¢a funetii proprii

In baza teoriei din vol. I, cap. 13 gi 17, se pot gisi rezul-
tate aseminitoare celor din 4.6 inlocuind polinoamele ortogonale prin
functii Bessel; pentru aceasta, se utilizeazii operatorul diferential

——Py:—1~(—1(my’) _._\,'ij, v> 0, (4.74)
z do x?
ale cdrui functii si valori proprii, determinate prin egalitatea
— Py = 2y, (4.75)
se vor obfine prin integrarea ecuatiei diferentiale
2%y + vy’ — vy + APy =0, (4.75")

care, pentru x = 1, coincide cu ecuatia Bessel. Conditiile la limitd
care se ataseazd ecuatiei (4.75) si care determind mulfimea de
definitie a operatorului diferential P, provin din practicd §i vom lua in
consideratie doar urméitoarele :

y(0) = finit, y(I) = 0,1>0 (4.74)

(in orice caz prima conditie la limitd (4.74") este oarecum o con-
ditie naturald, datoratd singularitdtii # = 0 a ecuatiei Bessel) ; in
acest mod, operatorul P introdus prin (4.74) vafidefinit pe multimea
functiilor de clas® €% pe intervalul [0, I] care sint nule pentru =l.
Aceastd ultimi conditie poate fi inlocuitd fie prin conditia y'(l) = 0,
fie prin y(I) + ay’(l) = 0, x € R. o
Aceastd problemi la limitd se poate rezolva cu ugurinta, In
baza consideratiilor din vol. T, cap. 13 §i 17 ; intr-adevér, se verifica
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imediat cd orice solutie a ecuatiei diferentiale (4.75') se scrie sub
forma

9(@) = e, ([ n @) + ¢, N(Vra), (4.75")
J, si N, fiind functiile Bessel de speta I, respectiv II. Deoarece
J(0) = 0, dacit v>05idy0) =1,iar | N,(0)| = oo, prima conditie
la limitd (4.74’) va fi verificatdi numai dacd ¢, = 0 [daci v¢7Z,
atunci in locul Iui N, se poate utiliza functia Bessel J_ (2) despeta I
care pentru » = 0 are de asemenea proprietatea |J_,(0)] = co];
agadar, solutia generald (4.75”) se reduce la g(x) = ¢ J, (J % o)
§1 prin utilizarea celei de-a doua conditii la limité (4.74) se ajunge la
egalitatea J, (VA1) =0 care aratd eii satisfacerea ei impune
Val = pr, £ =1,2,..., unde (pihren formeazd sirul (crescitor)
al zerourilor reale ale functiei Bessel J,. Prin urmare, valorile proprii
ale problemei la limitd in cauzi vor fi :

yi\2
xk:(‘;’“), k—12,...,

iar functiile proprii se vor serie

y(@) = ¢, (”Tk x), E=12,...,

1

v
"5 2)
a . . . A . e . .
in vedere siruri ortonormale de functii; in orice caz, sirul functiilor
proprii va fi ortogonal, cu pondere p(2) = z (aceastd pondere se poate
deduce i din forma operatorului diferential P, dacii se retine obser-

vatia din 4.6.4) pe intervalul [0, 1], ceea ce permite dezvoltarea in
serie Fourier-Bessel (formali)

fa) =k§1aka( *‘l w) a :w

k 2

unde ¢, poate fi egal cu unitatea sau cu

, dacd se au

unde

(f(w), J, (ﬁl"— m))p: S:w f(x) JV( *’f w) de.
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i i i tea fi redate

Calculele mult prea complicate si lungi pentru a put late

aici aratd ci seria Fourier-Bessel pentru functia f neteda pe portiuni

in intervalul [0,1], consideratd standairdlzata in p}lnctele de §a1tj

converge in fiecare punct din ]p, I[ catre f(x) (d-amcaj f este continua

pe porfiuni sau cu patrat integrabil, seria Fourier-Bessel converge
in medie citre f).

Exemplul 12. Propagarea cdldurii tnir-un cilindru infinit, presupunind distribufia

i i pri {1 = 2), Dacd u= u(t, , Y, 2)
inifiald {urilor datit prin funcfia f, unde f 1“(1/902 + y3). L Y
;Zéélgé?ng;fﬁggai[s ::lil(i)ndrul 0p< 2?4 y2 < 12, ze R la momentul {, atunci uva verilica

ecuatia cu derivate partiale

Ju . 0 0? 02 a>0
—é)—[=a~A3u, Bs = 6x2+ 6y2+ a2’

in ipoteza cd in interiorul cilindrului nu se afli surse de incélzire (sau rﬁcire); Utilliiir:)d
sistemul cilindric de coordonate din R?, adici t =rcos 0, y=rcos 0, z=2z,1r>
0<0<2x, se objine ecuatia
ou [1 0 Bu) ‘ 1 0% 62u]
= a2 R

Lt ——|r— i
EY - ar \ Tor = 90r ¢ o

la care se adaugi conditia initiald u(0, r, 0,2) = f(r); in ip(:teza qé Vsupra;a%a Zl;{lfr%lasi
cilindrului este mentinutd permanent la temperatura de 0°C, adica u'(l, t, b ) = ﬁ;im
deduce ci znu va deprinde de variabilele 6 5i z: u = u(t, r). In concluzie, trebuie g
solutia ecuatiei cu derivate partiale

1 Ju %u L Ju (>0, 0<r <l

@ & o 1 o
care verifici datele suplimentare
u(0, r) = f(r) (conditia inifiald),
ut,) =0 (conditia la limitd),

solutie care se poate gési utilizind metoda separdrii variabilelor. Deci in ipoteza u(t, r) =
= T(f) v(r) se obtin ecuatiile diferentiale

1
T+ 22T =0, v’ + —r——v'—{- =0,

ii i iv; ifi imit# obligd atasarea la ecualia pentru
ifi tunctiile 7T si v respectiv ; condifia la ll_mlta oblig ¢ _ D¢
vzlcf:)?('lii%? vl(llr)l l 0, insafari de conditia obligatorie »(0) = finit (temperat(;lra} in Tll;:;grl:
lr)m poate fi infinitd pe axa 0z). Comparind cu (4.75’), se deduce v = 0, deci valo §
functiile proprii vor fi

0 \2 P‘o
R =7, = k=1,2...
A= (-—l—') , () = Jo( 1 r) , ‘
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si deoarece (integrind ecuatia diferentiali pentru functia T)
up )2
Tk(l‘):bkexp[— (-Ta)_l], ](‘:1,2,..-,bk€m,
se giseste solutia
e & “o)? w
u(l, ry = E Ty (D)op () = Z by exp [~ (———a) t] Jy (-—r)

E=0 F=1 l l

in care sirul (bg), o [y de constante se determini din dezvoltarea Fourier-Bessel (determinati

prin conditia initiald)

-] Hg
1y =Y b J, (_ ,-),
k=1 {

deci
0
(%)
by = —— ) =r.
Uy
(1)
L [
4.8. Existenta funetiilor si valorilor proprii
pentru operatori diferentiali '
4.81. Generalitati

In consideratiile anterioare unrol esential in determinarea
solutiilor unor probleme practice l-au jucat funectiile i valorile proprii
ale operatorilor diferentiali (in ipoteza ci spectrul este discret); de
aceea este important de determinat conditiile suficiente in care opera-
torii diferential admit o infinitate numéirabili de functii proprii
(in mul{imea de definitie consideratd). Cazurile concrete aduse in
discutie s-au caracterizat prin posibilitatea determinirii efective a
funetiilor gi valorilor proprii, posibilitate care nu poate fi extinsi la
orice operator diferential; in plus, in aceste cazuri, girul valorilor
proprii} a fost un gir de numere reale, admitind + co ca punct de
acumulare iar girul functiilor proprii a fost un gir ortonormal si
complet. Este clar ci toate aceste imprejuriri referitoare la girul
functiilor §i valorilor proprii vor trebui si apari si in eazul functiilor
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si valorilor proprii ale unui operator diferential oarecare, daci se are
in vedere aplicarea metodei separarii variabilelor ; agsadar, dacd
P=P(x, D) este un operator diferential de ordinul &, adicd

Pu= Y a(x)D*u, o= («,...,%,), (4.76)

le|]<N

coeficientii a, fiind de o clasi convenabild in domeniul D, < R™.
D, un compact iar 9D, € O* (cel putin pe porfiuni), vom gasi con-
ditii suficiente in care problema la limitd

Bu(x) [xeop, = 0 (4.76")

admite o infinitate numirabild de functii gi valori proprii. Cu alte
cuvinte, problema

Pu — Au = O, B?l/ f@Dn =0 (476”)

admite o infinitate numéirabili de solufii nenule, corespunzitoare
valorilor proprii A = A, k =1,2,...;aici prin Bu s-au notat con-
ditiile la frontierdi care intervin in problema data. o

" Vom face ipoteza ci functiile proprii sint elemente ale spatglu}ul
Sobolev H¥(D,), m = 0,1,2,..., pentru un m determinat, strins
legat de ordinul N al operatorului diferential P in discutie iar produsul
scalar (@, P{),, cu ajutorul conditiilor la limitd (4.76) si @ operatoru-
lui diferential, se poate transforma intr-o funcfionald bilintard in
spatiul Hp(D,) pe care o vom nota prin A(e, ¢). Asadar,
A Hp x HY -~ R

A( o, g) = ((971)‘*[’)07 ¢, ¢ € Hg (D)), (4.77)

iar dacd ay, by, ag, by sint numere reale oarecare s, 4, o1y @y Y1y s
sint elemente oarecare din H™D,), au loc egalitfile

Alay o + @y @3y b)) = a1 A (o ) + as A @z ).

(4.77")
A(9, by + bads) = biA(e, Y1) + b2 Al ds) 5
in plus se presupune functionala biliniard A mdrginitd (adica
[A(e, W) < all@llnll $ln (4.77")

pentru orice o, ¢ € H¥(D,) cu a € R, independent de ¢ si ¢) simetricd
[adic&

Ao, §) = A(Y, 9) (4.77"")
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pentru orice ¢, $, € Hg(D,)] si coercitivd in HP(D,) [adicd vor exista
constantele reale k, si k;, independente de ¢ cu k, >0, astfel incit

| Ale, @) = Fyll ol — Koll o3 (4.78)
pentru orice ¢ € H7(D,)]. Firi a constitui o particularizare, se poate
presupune k, = 0, deoarece dacd avem k, < 0, atunci — %, ||¢]3 >0

§1 deci cu atit mai mult
Alg, 9) = Ky llol; (4.78")

dacd avem k, > 0, inlocuind operatorul diferential P, definit cu aju-
torul lui (4.76) prin operatorul P--k,, cu ajutorul proprietitilor
produsului scalar avem

(9) (P + Ko) @)o = (@, Po)y + Kol @y @)p = Ky || ol — Xyl <P||§ -+
+ o llol§ = Ey ol

dacd se {ine seama de inegalitatea (4.78). Asadar, in viitor vom con-
sidera inegalitdtile (4.78) si (4.78’) ca fiind echivalente.

Sa definim valorile gi functiile proprii ale operatorului P dat de
(4.76) In ipoteza ci se verificd datele la limitd (4.76’); functia
we HP(D,),lu|l, # 0, este o functie proprie a operatorului diferential
P, corespunzind valorii proprii 2, daci pentru orice ¢ € HJ(D,) se
verificd egalitatea

A, u) — Mo, ) = 0. (4.79)

Este evident ci relatia de definitie (4.79) se poate deduce direct
din ecuatia Py = dwu prin efectuarea produsului scalar cu ¢ (tinind
seama de definitia formei biliniare A) ; dar definitia (4.79) nu pretinde
sd avem u € OY(D,), ceea ce constituie un avantaj. Evident, func-
tiile proprii definite ca elemente ale spatiului Sobolev H2(D,) trebuie
considerate solutii slabe (vezi 4.1.3) ale ecuatiei Pu = Au iar ipoteza
[ull # 0 permite si presupunem in viitor |[u|, = 1, deoarece egali-

tatea (4.79) este verificatd odatd cu u si de

el
O observatie utili este aceea ci in egalitatea de definitie (4.97) se-
poate presupune ¢ functie-test, adicd ¢ e CP(D,); intr-adevir, vor
exista functiile-test ¢,, & = 1, 2,. .. astfel incit ¢, — ¢ (convergents
in HY), ceea ce, prin trecere la limitd pentru k¥ — oo, in egalitatea

A(‘I’lc? “) - 7\(‘['%7 u)o =0
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va conduce la (4.79), utilizind mirginirea si liniaritatea, atit a lni A

cit si a produsului scalar (¢, u)e. = _ ,
1 bacﬁpoperatorul diferential P definit prin (4.76) este forr_n;}l ‘&ut(f—
ajunct, atunci functionala biliniard A este o forma simetricd ; intr-

adevar, avem |
A, §) = (9, Py), = (Pto, $)o = (Po, $)o = (4, Po)y = A, 9)

[utilizind ipoteza P+ = P i simetria produsului scalar : (P, $)o =
= (4, Po)ol-

Exemple, 13, Daci
d
Py=— —— [p@y1+ g@y. y(@) =90 = 0,
x

p ¢ p'€ C® ({a, b]), avem
b bog b
— - ’ ;-] ydx =
(¢ Py)o = S ¢ Pydx = S;p oo () det Sa'l *Y
a
b b b

=—poy’| + S (p o'y + qoy) dx =S (pe'y’ -+ qoy) dx
a a a

dacd se {ine seama ci @(a) = p(b) = 0, ¢ fiind o funciie-test ; asadar, aici
b
s ={@ov+ gepa
a

si evident A este o funclionald biliniard simetrica.
14. Dacd P = — A, adicd
0%u 0%u

—Pu=—--—Ft et ——, n>1,
R 9x2

in baza formulei flux-divergentd, gisim

oy
= . dx — ——do,
A@@ §) = (@ Pl = — SD,,‘PAN - Sun VneVad Sanf ov
a 9 i ﬂ_ = ¥, —— vj este derivata
unde <y = (———axl seees 690,,) esle operatorul nabla iar W ]gl e j

functiei § dupi directia normalei exterioare la 0Dy, ; cum ¢ este functie-test, integrala
calculata pe 9D, va fi nulé si deci

. - 9o 9y
Ao =, TueTapen= S(er)‘“

Da
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\ . ~ ays__ . ~ . . . v 2
| oblinindu-se o functionald biliniari si simetrici. in plus,

” 2
A(<p,q>)=SD [El (g—;) ]dX=|I<PH —ilells

\a dicd, prin comparatie cu (4.78), avem 0 <1 k; < 1, ky = 1.

| In ipoteza ci A este o valoare proprie pentru o problems la limits
htaga’oa operatorului diferential P, numirul ) + & pentru un % e R
dat este o valoare proprie pentru aceeasl problemi la limitd, dar

pentru operatorul diferenfial P 4k, deoarece din egalitatea
A, u) = Mo, u)y, cu A(q, u) = (¢, Pu), se deduce

(¢ (P+E)u)y = (¢, Pu)y+k(q, )o=A(p, u)+k(p, u)y= (A+E) (@, u)o
ceea ce justificd afirmagia.

4.8.2. Proprietifi generale ale funetiilor si valorilor proprii

In ipotezele ficute in 4.8.1 asupra functionalei biliniare A,
rezultd cd valorile proprii sint numere reale, deoarece dacs u e HZ(D,)
este o functie proprie normati (||u ||,=1), pentru ¢ = u, din (4.79) se
deduce

A= A(u, u), (4.79"
egalitate care constituie legitura dintre functiile proprii ale problemei
(4.76") si_valorile proprii corespunzitoare; cum prin ipotezé,
A(g, u) € R, neapirat A € R.

Din definitie rezultd ci valorile proprii sint mirginite inferior
de numdrul real —k,, deoarece din (4.78) si (4.79') se deduce

A=A, w) =k lufn — Follull > — B|lulf= — k;

iar particular, dacs &, < 0, valorile proprii sint nenegative.

Proprietdtea principald a functiilor proprii este proprietatea de
ortogonalitate : dacé A si p sint valori proprii distincte ale problemei
in cauzé, cdrora le corespund functiile proprii u, respectiv v, atunci
(%, v)o = 0, decila valori proprii diferite vor corespunde funetii proprii
ortogonale in L,(D,); intr-adevir, deoarece

A, u) = Mo, u)gy, A(Y,v) = (P ),

seriind ¢ = v si ¢ = u, deoarece A(v, u) = A(u, v) in baza simetriei
functionalei A, prin scidere se deduce (X — u) (u, ) = 0 §i eum
A # p, neapirat (u,v), = 0. -
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Daci ordinul de multiplicitate al valorii proprii A este superior / avem € R, 3 > 0. Fie(9;)jemwun gir minimizant din H(D,), adics

unitatii, adici acestei valori proprii ii vor corespunde cel putin {

doud functii proprii liniar independente, prin aplicarea procedeului '

de ortogonalizare, aceste functii proprii vor putea fi considerate de | -

asemenea ortogonale. )
In ipoteza ci numerele reale %y, 2,... sint valori proprii ale?
problemei la limitd (4.76""), sint valabile egalitéitile (

Ay wy) = Ny Oy J,k=1,2,..., (4.79"}
in care u;, us,...sint functii proprii corespunzind valorilor proprlji
Ay Agy. .. ; intr-adevar, pentru j=Fk se deduce egalitatea (4.79') iar
dacd j # k se obtine din egalitatea de definitie (4.79), pentru ¢ =u,,
U= Uy, § # Ky Ay up) = Ay (Us, U)o = 0 In baza ortogonalitafii
funetiilor proprii.

In baza acestor proprietati se constatd cd anumite proprietéfi
esentiale in fundamentarea metodei separirii variabilelor (anume
ortogonalitatea functiilor proprii, sirul valorilor proprii este real) care
s-au obtinut in 4.4—4.7, in anumite cazuri speciale sint valabile
i intr-un cadru mai general.

4.8.3. Existenta funetiilor proprii

Vom arita cd in ipotezele din 4.8.1 pentru funectionala
biliniard A, se pot obtine o infinitate numirabild de functii si valori
pentru problema la limitd (4.76").

Teorema 4%.11. Prima valoare proprie »; a problemer la limitd
in couzd se obtine cu ajutorul urmdtoares relalii de minim :

N = inf A(% P),
©€HY(Dn)
l1ello=1

(4.80)

iar minimul este efectiv atins pentru un element u; € H(D,), [[u, ]l =1,

care este funclie proprie corespunzdtoare valorii proprit 1.
 Presupunind k, = 0 (ceea ce nu constituie o restrictie), avem

A9, ¢) =y llelln = 0,

deci multimea de numere reale {A(p, ¢)| ¢ € Hi(D,)}, va fi mirginita
inferior gi fie A, marginea inferioara strictd a acestei mulfimi;
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o5 € HF(D,), || osllo = 1, l.im Algy, ¢5) =2, J=1,2,....
J—>00

iar pentru orice 3 > 0 se poate giisi ny € IN, astfel incit
)\1<A(CP]7 cPj) < 7‘1"1"87 j> Ns 5

s& notdm prin ({)ren Un sir mérginit din HP(D,). Atunci, pentru
orice €>0 avem

A( . CPj + EC]C
s + Gl

P; -+ 82;1:: ) > 2
o + <Gllo

deoarece 2, este valoarea minimi pentru A ; in baza liniarititii lui
A in raport cu ambele argumente, se deduce inegalitatea

Ale; + el 05 + €)= N llo; + el
care se mal poate scrie si sub forma

e [A(G, G) — Ml Ck “(2)] + 2e[A( P9 Clc) — M(os ck)o] +

+ [A(es @) — Nllgs[E] > 0,
§i deci conduce la inegalitatea

[A( @55 9r) — Mo P Ceol® < [A(9ss 01)—NT ALy, %) —nAITIGT,

(4.80")

deoarece | ¢;), =1 iar trinomul in ¢ trebuind si fie nenegativ;
evident, coeficientul lui =2 este pozitiv, deoarece

A(RKT n cckkuo) =M

Deoarece sirul () este mirginit in Hg(D,), avem | %, |, < b,
b fiind independent de k si deoarece || {, [lo<|| & |l rezultd || G, llo <b,
ceea ce antreneazd, in baza mirginirii functionalei A,

A G) — MIGIRI < allGla + M1 GIB < bla + A b)

cu ¢ definit prin (4.77"). Cum A(g,, ;) — X, din inegalitatea (4.80')
se deduce

Alps ) — M (9 G)o — 0 cind Jy k — oo, (4.80"")
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Deoarece

1 A 3 .
I 94l < — Ay, 9) < —];L i g
1 1

rezultd mérginirea sirului (¢,);en in H¥(D,), m > 1, si deci, in baza
teoremei lui Rellich (vezi teorema (4.1)) va exista un subgir, pe care
vom conveni si-1 notdm tot prin (¢;) convergent in 'Hg(Dn) =
= Ly(D,), adici @; — u, € Ly(D,) ; scriind acum (4.80"") de douil ori,

Aes &) — (95, Gi)o — 0 cind j — oo.
Ay, &) — M9y G)o = 0 cind j' — oo,
prin scidere, rezulti
Ales — @15 &) — M(9; — 95y G)o = 0 cind j, J' = oo,
sau, luind G = ¢; — ¢y, [Ck € Hg (D) $1i | G lln < |l @5l 1| 95l <

PR
ky

Alo; — o5y @5 — @) — Mllo; — or(l§ — 0,cind j, j' — oo.

<2 ], se deduce

Sirul (9,), tiind convergent, va fi fundamental, ceea ce in baza ulti-
mei relatii antreneazi

Ale; — ory 05 — ¢y) =0 cind j, j' - oo;

o . 1
din inegalitatea | ql, < ?A(cp, o) se deduce
1

1
o — @lln < %“A(% — 97 95 — @y) > O0cind j, j — 0,
1

ceea ce .in'sgagm_é. cd girul (¢;) va fi convergent si in Hp(D,) iar in

baza unicititii limitei neapirat @; = uy in HY(D,), adicd u, € H¥(D,).

Apoi, cum I ¢sllo = 1, rezulti prin trecere la limitd [|u,|, = 1 iar

din (4.80") pentru ¢, = ¢y, prin trecere la limit#, j' — oo, se deduce
Ay ) = Ml llo = N5

in fine, din (4.80") pentru ¢, = ¢’ ¢ Hy(D,) rezulth prin t
la limitd §i egalitatea A(o, ul)k= Mo, “10)0- ) p reeei'e
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Teorema urmétoare permite determinarea din aproape in aproape
a functiilor §i valorilor proprii problemei in cauzi.

Teorema 4.12. Problema la limitd (4.76") admite o infinitate
numdrabild de valori i funclii proprii in ipotezele in care este vala-
bild teorema 4.11, sirul real al valorilor proprii avind + oo ca singur
punct limitd.

[~ S& notidm prin M, subspatiul (inchis) al spatiului Sobolev
Hy(D,), unde ¢e M, dacd ¢ e Hy(D,) iar (¢, %), =0, u, fiind
functia proprie determinaté prin teorema 4.11; atunci notind

A, = inf A(g, ¢)
lellg=1
PEM,
Ay va fi minimul functionalei A in M,. Deoarece M, este un subspatiu
inchis al lui HF(D,), va fi el insusi un spatiu Hilbert ca si Hg(D,)
31 deci demonstratia teoremei 4.11 se poate relua punct cu punct.
Rezultd ci acest minim este ating pentru u,e M,, ||uyll, = 1, iar
uy # 4, [deoarece in caz contrar relatia de ortogonalitate a elemen-
telor din M, pe u, < Hy(D,) ar conduce la (u,, u;); = (Ugy Us)y =
= |ju, ||z = 0, ceea ce contrazice ||u,|l, = 1] iar in plus

A, us) = Ay U)o

pentru orice ¢ € M, ; dacd aritdm cé aceastd ultimi egalitate ramine
valabila eind se inlocuieste ¢ € M, prin ¢ € H(D,), atunci se deduce
cid u, este functie proprie a problemei studiate. Or, dacd ¢ este un
element arbitrar din H3(D,), atunci ¢ =¢—a,u,, a,€ R, a; = (9, U)o,
va fi un element din M, deoarece (P, U)o = (@, ;) — @ l|Uu.lls = 0,
pentru c¢i |u,llp =1 §i deeci, cum

A, ug) = Al — ayuy, Uy) = A, ) — a3 A(uy, Up) = A (g, uy),

(by Uo)o = (@ — @ytyy Us)g = (@) Us)g — AUy, Uz)o = (@) U)oy

in baza egalitdtii (4.79"") si a relatiei de ortogonalitate dintre u,
$1 up rezulta din A(Y, up) = Ay(, Us)o, egalitatea A(g, u,) = Ay(@, Us)o
¢ € H¥(D,). In plus, 2, > 2,, deoarece din M, = Hy(D,) se deduce

min A(g, ¢) > min A(e, ¢).

PEM, qzeH:)"
Deoarece u, §i u, sint elemente determinate din H(D,), se poate
construi subspatiul (inchis) M, < H#D,), astfel incit ¢e M,
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dacd ¢ € H(D,) si (@, %) =0, (@, 1uy)y = 0} ; repetind rationamen-
tele anterioare, se deduce ci a trela valoare proprle A3 va coincide
cu minimul functionalei A(¢, ¢) pentru ¢e M, |o|, =1, acest
minim fiind atins pentru ¢ = uy € M,, u, fiind functie propme iar
A3 = 2y = A Din aproape in aproape se obtin toate valorile si
functiile proprii in cauzi $i teorema va fi demonstratd dach ardtdm
it lim A; = - 00; In orice caz, intre A; §i A, nu existd valori proprii
ale acelaiagi probleme Ia limita ; daci am avea

A <M< gy M= A(u¥, wF), A, u¥) = (g, u*),

wva rezulta
Vo= A(u¥, u*) = inf A, ) = Ny

[loflo=T

CEMj4q
{deoarece functia proprie u* este ortogonald pe functiile proprii
Uy, - - ., U;), CCEA Ce inseamnd 2* = Xr;,, deci se contrazice ipoteza

NF < Mg Dacd Xy = 2R (yirul valorilor proprii fiind nedescres-
citor, A, dacd existi, este unic determinat), am avea

1 A A

Nl < — Alugy ug) = ——%

) iy ky

)

ceea ce antreneazd mirginirea sirulai (u;);en in HP(D,) ; teorema 4.1
aratd cd va exista un subsir (ukj),.em al acestui gir convergent in
Ly(D,), dar in baza egalitatilor || g, llo =1 se deduce || w4 ;= U, g =2
dac j # j' si girul nu este fundamental. Aceastd contradictie arati
¢d neaparat 2, = - oo. |

4.84. Completitudinea sirului functiilor proprii

In ceea ce priveste posibilitatea dezvoltirii elementelor
din H3(D,) in serie de functii proprii ale problemei la limita studiate
aici, vom demostra rezultatul urmétor :

Teorema 4.12. Daci fe HP(D,), vor fi valabile relatiile :

k
a) [ gillm — 0 cind &k — oo, 9 =f—3 (f, w)o us,

i=1

b) 1715 = 3 (f, wslb,
i=1
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dacd wy, Uy, ... Sint functnle pro;pru ale problemei la limitd tn couzd.
{— Notind a; = (f, Us)y J = 1,2 ., sirul coeficientilor Fourler,

in baza ortogonalititii girului de func'gu proprii (u;)jem, Seria Z a;
va fi convergentd (in baza inegalitdfii Iui Bessel); calcuhnd
k

A(g, 9)y 0 =f — Y, @; uy folosind rezultatele din 4.8.2, gisim

j=1

A(gry gx) = A(S, f Z INEH

j=1
gi cum A(gy,g:) > killgeln = 0, se deduce

el < A, 1),
Jj=1

ceea ce antreneazi convergenta seriei cu termeni nenegativi

00
Y, A of dar in plus
i=1

A(f, f)-

.MS
>

<
I
-

Pentru [ >k avem
o
kg, — el Alge — 90 90 — 96) = Z T
=k
pentru &, 1 > N(g) (in virtutea convergentei seriei Z Ay a}") ceea

ce conduce la convergenta girului (g,)rem in HE(D,) (care este un
spatiu complet), decilim g,=¢ ¢ Hg(D,). Deoarece se verificd usor cd
k00

(9 41)o=0, ..+, (g Ux)o = 0, rezulti € Myyy, My, M,,. .. fiind

Jxllo .
spatiile care apar in demonstratia teoremelor 4.10 §i 4.11, ceea ce
inseamnd
A(——”" , e )> -
Hgello Nigello
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(valoarea minimd a functionalei A in M, fiind 2,,). Rezulty ine-
galitatea

k
A(f, f) — A a2
A(Ge, 9i) _ Us]) J§1 »j “ < A(f, f)

llg: 1 <
i Mpt1 Mt =

) 7‘Ic+1

00
(seria }7 2;af avind termenii nenegativi are suma >0) si deoarece
j=1
A — 00, avem g, — 0, adicd g = 0 (g = lim g,). Prin urmare, {inind
seama de definifia girului (g,), rezulti
0 " oo .
f=Y au = Y (5 wg)o uy,
j=1 j

j=1
ceea ce aratd ci punctul a) este justificat. Deoarece

k
g 1§ = 1716 — Y @i,

Jj=1

din faptul ci || g, [l, = 0 se deduce egalitatea lui Parseval (punctul b) ;
in fine, deoarece

k
killg Il < A(f, f) — Y NaG = Al gi) < allge |7
in baza mairginirii functionalei A, pentru k — oo, cum g, — 0 in
H§(D,), avem verificatd si egalitatea de la punctul c).
Prin urmare, sirul functiilor proprii pentru problema la limits
studiatd aici formeazd o baza ortonormali in spatiul Sobolev Hp(D,),

L
seria Fourier Y (f, u;)ou, fiind convergentd in acest spatiu citref,

j=1
dacd f € HZ(D,); trebuie retinut faptul ci aceastii serie Fourier
are coeficientii calculati cu ajutorul produsului scalar din L,(D,),
nu cu ajutorul produsului secalar din HZ(D,). '

4.8.5. Proprietatea de minimax a valorilor proprii

De obicei, prin minimax se intelege un principiu cu aju-
torul cdruia se determind valoarea optimi a unei aplicatii cu valori
reale, calculind minimul (maximul) unei mul{imi convenabil alese
de valori maxime (minime) ale aplicatiei date.

310

Teorema 4.13 (Courant). Valoarea proprie M a problemei la
limitd (4.76"") se poate objine direct cu ajutorul wrmdtoarei probleme

‘de minimax :

A, = sup inf A(e, @),

in care inf-A(g, ¢) se calouleazd peniru ¢ € HY(D,), el =1,
(0, F)o=0, j=1, ..., k=1, fy, ..., fu—q fiind elemente oarccare din

Ly(D,) iar superiorul se calouleazd in raport cu mulfimea {fi, ..., fio-1}-
[~ Cu alte cuvinte, notind

NS ooy fo-1) = inf A(o, ¢),

astfel incit e HF(D,), el =1, (¢ Jido =0y « - oy (@) fr=1)0 = 0y
pentru o alegere oarecax,‘e a functiilor f, ..., fi-; din Ly(D,), avem

A= sup  N(fy .oy fi-1)-

(L7
fn particular, luind f; = %, . .., f-1 = Wy, teorema 4.11 aratd
e My(Uyy - ..y Ug—y) = Ny, N fiind valoarea proprie de indice k din
girul valorilor proprii ale problemei la limitd in studiu; aceasta
inseamny c# valoarea 2, este atinsi efectiv si teorema va fi demon-
gtratd dacd ardtim ci

M= M (fry oo fimn):

Altfel spus, daci aritim cd pentru orice alegere a sistemului
{fi -+, fr_a} verificind conditiile specificate, avem 2, > Ao, 9),
cu atit mai mult

M = Mlfyy - oy fi-1) = Inf Ao, 9).
Presupunem
k
¢ = Z Gy Uy
i=1

unde u,, ..., u, sint functiile proprii care corespund valorilor
proprii A, < A3 < ... < N, ceea ce implicd ¢ € Hf(D,), deoarece
Uy, ..., u; € HYD,) iar constantele ¢, ...,c, se aleg astfel incit
I olly = 1, adica

Edo R =1 (4.81)
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[in baza relatiilor de ortogonalitate (uy, ;) = §,;.] iar ( 5 f1)o=0,...
~-vy (9,fi-1) = 0 pentru o alegere oarecare a sistemului de
functii {f,, ooy fimab © Ly(D,), adied

k k
Y oy fi)o =0, ..., Y 0wy, fimr)o = 0.
J=1 j=1
Or ultimele egalitdti pot fi interpretate ca un sistem liniar algebric

ine, ..., e, format cu k— 1 ecuatii, deci compatibil gi se aleg aceste
solutii astfel incit si se verifice (4.81) ; caleulind A(g, ¢), avem

k k
A(@? CP) = A (Z Ojuj, Z Cy uj/) —
=1 ‘

Jj'=1

& 13
Y aoAlupuy) =Y 06,
gy i'=1 k=1

deoarece A(uj, Uy:) = N8 (vezi 4.79”). Cum M< <.y,
se deduce

I3
A, 9) < % Y o = Ay
i=1

utilizind condiia (4.81). :

Ca aplicatie la teorema lui Courant 4.13 sd vedem care sint
implicatiile sale asupra sirului de valori proprii in situatia in care
domeniul D, se inlocuiegte cu D astfel inecit Dy < D,, expresia
analiticd a operatorului diferential L si a conditiilor la limit% B
rdminind nemodificate.

Teorema 4.14. In cadrul aceleiasi probleme la limitd, valoarea
proprie A} pentru wn subdomeniu D al domeniului D, nu este
inferioard valorii propriv. x, (corespunzdtoare domeniului D,). '
[~ Considerind spatiile Hi(D,) si Hp(D¥), dacy € H¥D,), luind
¢*(X) = ¢(x) da~i x e D* $1 @(x)=0 daci x e DN\ D% (altfel spus,
dacd yp* este functia caracteristicd a domeniului D¥, deci functia
egald cu unitatea pentru x e Dy si nuld pentru x ¢ D}, atunci ¢* =
= @xp¥) avem o* € H2(D,) ; pentru un sistem {f;, ..., f,_,} oarecare
de elemente din L,(D,) avem

N(foy- - o fi-1)= inf A( ¥, ¢*) > inf Ao, @)=, - - 5 Ji-1)s

®*eHP (D¥) 9eHY (D)
[o*|]o=1 [lp]lp=1
@ fj)o=0 (@: £3)=0

Qeoarece inf A(¢*, ¢*) in ipotezele ¢* ¢ HP(DY), llg* [ly=1, (9%, f,)o=0

‘Se poate serie ca fiind egal cu inf A(g, ¢) cu e HP (D,), llello =1,
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= 0, ¢(x) = 0 dacid x € D,\ D¥ ; dar aceastd ultim margine
grclpfglzi)garé ﬁu(P(]g)c))ate fi mai micd decit inf A(e, ¢) in _conditiile
e HY(D,), lloll, =1, (o, f;)=0, deoareceﬂ apare o conditie supli-
mentard (¢(x) = 0, x € D,\ D¥) care restringe multimea de definitie
inifiald i drept consecingd inferiorul nu poate descreste. Asadar,
din (4.81") se deduce

sup A(fy - fr-1) = sup Ml Sy oo oy fim1)y
i )

7

adicd A% > A, infelegind prin {f;} mulfimea {f,, ..

-’fk—l}' -—-I

4.9, Probleme la limitd Sturm-Liouville

4.91. Generalititi

Prin problemd (sau sistem) la limitd Sturm-Liowville se
infeleg acele probleme in care operatorul diferential P este de forma

1 d
(i
p(x) \ do

in care o, p, p', g€ C°[a, b)), p(x)> 0, p(x)> 0, w< [a, b], iar
conditiile la limitd sint

Uy(y) = wyy(a) 4+ apy(d) + o3y'(a) + «'(h) = 0,

[p(@) y'] — g(a) y) (4.82)

(4.82")
Us(y) = Biy(a) + Boy(b) + B59'(a) + B43'(h) = 0,
in ipoteza cd numerele reale o, ..., 8, determini matricea

% Ay xz Oy

By Bs B3 By

care are rangul doi. Determinarea functiilor si valorilor proprii ale
problemei (4.82), (4.82’) conduce la integrarea ecuatiei diferentiale
de ordinul al doilea

di [p(®)y'] — q(z) y + ro(x) y =0, (4.82")
X
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solutiile nebanale ale acestei trebuind si verifice conditiile la limiti
(4.82"). '

In ipoteza o(z) =1 iar o # 0, By # 0, «y = g = oy = B, =
= B3 = B, = 0, existenta functiilor §i valorilor proprii se poate
justifica cu ajutorul comsideratiilor din 3.8, deoarece functionala
biliniard A(e, ¢) corespunzitoare se scrie

. b
A(g, ) =§ [p(®) @' + g(a) o¢] da, (4.83)

dacd se integreazi prin pirti §i se tine seama ca o(a) = o(b) = 0
o fiind functie-test ; din (4.83) se vede imediat ¢4 A este simetrici
§i cum

|Alg, 4] < Sb[mx) L' 1191 + [ 4@) |o] [4] do <
<@ { (@111 + lel [ do=a g [¢),

cu a* = max {p(a), |q(@)|} i (f, 9 =S (f+g"+f - 9) de, in baza
. P ..x ﬂ,‘ b
inegalitdtii Iui Schwartz, | (g, f), | < |Ifll -] gl se deduce
1A(e, W) < a*llelly 14,
adicd A este o functionald mirginitdé in Hi([a, b]). Scriind
0<p<p@)<p, 9<92)<q, ve[a, b,

Py ¢ P; 4€R (avem p>0 deoarece p(x)>0, xe [a, b]), gisim

b b
Ale, 9 = 10@) 0 + q(o)g?] do > p( g7 do qsbcpz dz =

a

=l oI} +(g — p)ll o3,
iar cu notatile k; = p >0 §i k, = P — g rezultd coercivitatea fune-
tionalei A in spatiul Sobolev Hi([a, b]) (sau chiar in spatiul H([a, b])).
Asadar, poate fi consideratd ca demonstrati
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Teorema 4.15. In ipotezele de mai sus, operatorul diferential (4.82)
admite in Hi([a@, b]) o infinitate numdrabild de functic proprii y,(x),
Yol )y oo vt s Yu(@)y « ... corespunzind valorilor proprii. A < Ay <
< ..., lim A, = 400, al ciror ordin de multiplicitate este cel muli
egal cu doi [deoarece ecuatia (4.82"') este de ordinul al doilea]; sirul
Sfunctiilor proprii este complet in Hy([a, b]), seria Fourier pentry
fe Hi([a, b]) avind forma

f= i (fs ¥n)o Un

#=1

st fiind convergentd (cdtre f) in norma din HY([a, b]).

Dacé p(#) # 1, teorema 4.15 rimine valabild cu conditia utili-
zirii produsului scalar cu pondere p in locul produsului scalar (f, g),;
in plus, este ugor de vizut ci ordinul de multiplicitate al valorilor
proprii este egal cu unitatea, deoarece dacé valorii proprii 2, ii
corespund funetiile proprii ,, si #,, liniar independente, orice solutie
y = y(x) a ecuatiei (4.82"'), pentru A = 2, va fi o combinatie liniard
a acestor solutii, deci y(a) = 0 si y(b) = 0, ceea ce contrazice teo-
rema de existentd a problemei Cauchy y(a) =y, y'(a) =y, cu
Yay Yo OTice numere reale dorim.

In baza teoremei 4.2 (lema lui Sobolev) rezults ¢4 functiile proprii
pot fi considerate functii continue pentru « € [a, b] si ulterior vom
arita ci in realitate y, are si proprietiti de diferentiabilitate.

Cu ajutorul teoremei lui Courant (vezi teorema 4.13) se pot
obtine unele informatii suplimentare privind sirul valorilor pro-
prii; astfel, dacd in locul ecuatiei diferentiale (4.82"') se consideri
ecuatia

4

5 @yl — g @)y + Mer@ly =0, (4.84)
atunci in conditiile 1a limitd y(a) = 0, y(b) = 0 vom avea
A< N, n=12,..., (4.84")

dacd p(x) < p*(@), ¢(x) < ¢*(@), p*(®) < p(x), ® € [a, b]. Intr-adevir,
presupunind inifial p* = p, utilizind functionala

b
Mg, ) =( 0" &' ¥ + % od) o,
gisim A(g, ¢) < A*(g, ¢) [A fiind definitd prin (4.83)] si deci
inf A(p, ¢) < inf A*(e, ¢)

315



in conditiile ¢ e Hy([a, b]), lelle =1, (9, fi)e =0, j=1, 2, ...
.., n —1, ceea ce inseamnd ,

Malfir - v osfact) < My ooy Fama)s

iar trecind la marginea superioari, rezultd A, < A%, n € IN. Presupu-
nind p* = p, ¢*F = ¢ si ¥ () < p(2), € [a, b], vOm avea

A, 9) > Ale, )
[l ol el

, (4.84"")

deoarece
b
lelz = ¢*(@) gi(a) do < S o(@) o¥(2) dz = ol2;

a

dar nu se poate afirma ci limitele inferioare in inegalitatea (4.84"")
stau in aceeasi relatie de ordine, deoarece conditiile in care se obtin
aceste limite nu sint aceleasi: in membrul intii in (4.84"') teorema
lui Courant pretinde (¢, f;)e» = 0, pe cind in membrul al doilea
aceeasl teoremd cere si fie (¢, f;)o = 0,5 =1, 2, ..., » — 1. Tinind
insd seamd cd sistemul de functii {f}, ..., f,—;} este arbitrar, vom
putea considera drept conditii suplimentare pentru M =
el
=A( o ¢ ) conditiile (¢, g;)ee = 0, cu {g;, ..., g1}
Il @ llor Il o lles

un sistem oarecare de functii din L,([a, b]); in particular, pentru

g="1, i=1,2...,02—1 avem

b b
(Py gi)e» :S P*CPg;'dm:S pefide = (9, 1)y J =1, 2, ceyn—1,
a a

iar cum o* € °[a, b]), p*(#) >0, avem g, € Ly([a, b]) dacd f,e Ly([a, b])
si reciproc. In acest mod, ambilor membri din (4.84"") 1i se atageazd
aceleagi condifii suplimentare, deci

7\n(.fh . '7fn) < )‘;lb‘ (917 b '797;)

i, prin urmare, i, < A¥.
O consecintd directd a acestor rezultate este exprimatd prin
urmitoarele inegalititi :

un? + B < A, < wpn? 4 By, n=1, 2, ...
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gt 2

cu oy, oy By, By € [R depinzind pe p, ¢ i g, Ay, Ay ... fiind girul
valorilor proprii pentru problema la limitd in cauzd. Intr-adevir,
daca

0<£<p(w)<]3, ¢< q(2) < q,0 < p < p(2) <p, 7€ [a, b],

ecuatiile diferentiale

d , _
—— (@) — qy+ 2oy =0,
de — -

a _ , - —
—(py’) —qy + hpy =0
da

vor avea coeficienti constanti iar in conditiile y(a) =0, y(b) = @
vor admite valorile proprii a,, A,, » =1, 2, ..., unde

N — 2.2 e — 7 2.2
L PQ 9 _ (bnja)z’ Anﬁf) q :(bn,_nﬁa)z, n=1,2,...,
din care se deduc
9 2 —_ -
s Ty T A= et s
iar afirmatia ficutd rezultdh din inegalitigile A, < A, <A, |
in particular, seria io; —%—, unde 2, 2 ,... sint valorile proprik

n=1 n A '
nenule ale problemei la limitd in discutie, este convergenti, admitind

(e
ca serie majorantd seria convergentd Yy .
am1 aqi? 4 By
in concluzie, se poate afirma ci proprietitile funetiilor gi valo-
rilor proprii pentru problema la limitd y(e) = 0, y(b) = 0 atasatd
ecuatiei (4.82"’) sint complet aseminitoare proprietitilor functiilor
si valorilor proprii pentru conditiile la limitéd atagate ecuatiei dife-
rentiale simple y'' -+ 2y = 0.

4.9.2. Fanectia Green a sistemelor Sturm-Liouville

Vom nota cele doud conditii la limitd (4.82’) prin U(y)
gi fie problema la limitd

—Py + 2oy =1 Uly) =0, (4.85)
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cu fe C[a, b)) si e R, notind de data aceasta

Py = - [p(a)y’] + gla)y. (4.85)

dx

Fie ¢, = @i, ), @5 = @y(x, 1) solutiile ecuatiei Py = rpy
care verifici datele Cauchy

efc, M) =1,

®q(c, A) =0,

<P;(07 A) =

es(c, 2) =1,

¢ fiind un punet arbitrar din intervalul [e, b]; utilizind teoremele de
existentd si unicitate ale problemei Cauchy pentru ecuatii diferen-
tiale de ordinul al doilea, precum si teorema de dependenm a solu-
tiilor ecuatiilor diferentiale de parametm, rezultd cd o si o, sint
funetii de clagi €2 in raport cu variabila x € [a, b] si funci;u intregi
(adicd dezvoltabile in serie Taylor cu raza de convergenta infinitd)
in raport cu parametrul A pentru « fixat. Solutiile ¢, si ¢, sint liniar
independente (deoarece wrongkianul lor in punctul x e [a, b] este
egal cu unitatea) gi deci orice solutie a ecuatiei diferentiale Py =
= Apy se va putea scrie sub forma

y(@, &) = Croi(®, 2) + Cpq(2, )5 (4.86)
dacd dorim si gisim functiile proprii ale probemei la limitd
Py = 2oy, U(y) =0,
va fi suficient s3 determinim constantele O si O, astfel incit s

avem U(y) = 0, iar | 0y| + | C;|> 0. Prin urmare, C, §i ¢ vor fi
solutiile nebanale ale sistemului liniar i omogen

C.Uy(9y) + Cy Uy(9z) = 0,
C, UZ((PI) 4+ Oy Uy(og) = 0

si pentru aceasta este necesar gi suficient ca determinantul

Ule) Ui(9s)

Us(91) Us(os)

s fie nul; deoarece ¢, §i ¢, sint functii intregi pentru orice
xe [a, b], U1 si U, vor fi ‘de asemenea funct;u intregi in raport cu

(4.86)
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A si aceeasi proprietate o va avea determinantul A. Cum o functie
intreagd admite, in planul complex €, cel mult o infinitate numarabild
de zerouri, avind ca singur punct de acumulare A = oo, se deduce ci
solutia (4.86) va fi nenulau numai dacd A = Ay, A(%)=0, y =1,2,

in consecmta, zerourile functiei A in planul complex (1: vor fl
valorile proprii ale problemei Sturm-Liouville considerate iar solu-
tille O i OF ale sistemului (4.86') inlocuite in (4.86) vor defini
functnle proprii corespunzitoare valorii proprii ;.

Caleulind wronskianul o al functiilor ¢, si @,, gdsim

e ] _ p0)
o ekp[ §, 0 @ (@)’

deci (%) >0, x € [a, b] i, in plus, acest wronskian nu depinde de .
Cu ajutorul functiilor ¢,, ¢, $i & wronskianului o si definim functia
K = K(z, &, ) prin

K(», &, 2 =
% dacd x < &,
= 1
W [ou(&s ) @a(@, 2) — 0@, A) 9y (£, 1], dack @ > &,

care posedd urmitoarele proprietiti :

— este o functie intreagd in raport cu parametrul A, pentru
x si & fixati;

— este continud pentru x, £ e [a, b] (deoarece, din definitie
cum p(&) o(£) >0, neapirat K este continud pentru =z <§ si
x > & separat, deoarece K({—, &, 1) =0, K(£+, &, A) = 0, deci si
K(x, v—, 7)) =0, K(z,2 +, ) = 0, rezultd continuitatea lui K i
pentru x = £);

— In raport cu x € Ja, b[ se verificd ecuatia PK = rpK (intr-
adevir, dacd z < &, K = 0, deci PK = 7pK iar daci 2> &, avem
LK = ApK, deoarece functiile ¢,(x, 1) §i @,(x, A) au aceastd proprie-
tate) ;

b
— integralas Kz, &, 2) f(£) A& cu parametri, pentru fe C%[a, b]),
b

verificd ecuatia diferentiald (pu')’

— qu + rou = f; intr-adevir,
notind

() = S"K(ao, £, ) f(E) dE,
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deoarece K = 0 pentru £> 2, se deduce

u(@) = SK(” E, 1) f(E) dE, (4.88)
deci ’
* 0K (x
:S f(g) d&—}—K(w,x—~—, Nf(w)=
* OK(
—(E@E “’ "” ) fe a,

deoarece K(x, x—, 2) = 0. Apoi, dupéd inmultire cu p() si derivare
in raport cu a,. gasun

d , ° 9 oK (x, &,
@ o= [pn) SEEED Y g az 4
t pla) DL = W)
ow
Cum pentru £ < 2 avem
0K (z, & ) 1 dos(2, 1) 99,(%,2)
= — y Ay —=2r T i 1Sk AT
o P2(5) o (2) [(Pl(‘i ) on ?2(&, 2) 0w ] ’
se obtine (@, @ =2 _ ! o(r) = 1 si deci
K, & — x)ﬁw (@) w(x) p()
(@) /’09/0 = f(#) = f(a) ; rezultd

d , ¥ 0 0K Wy Vy
g e = (- [p(m) —(g;iL]f(a A5 fa);

caleulind expresia (pu’) — qu, gisim

d x

dax o ox
—lg() — rp(2)] H(w, & 1)) f(E) AdE + f(x) = f(«),
deoarece pentru £ << x avem %(p %—]g)— g + 2pK = 0.
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Cu alte cuvinte, functia u definitd prin (4.88) va fi o solutie a ecua-
tiei —Py -+ rpy = f §i pentru a rezolva problema (4.85) mai tre-
buie verificate e(mdltnle la limitd U(y) = 0, deoarece o solutie
a ecuatiei —Py - roy = 0 se scrie sub forma

_ - N
y(x, 1) = Oroy(x, 1) + Choq(2, 1) + K(x, &, 1),
vom nota prin ¢ = G(z, £, %) acea solutie care verificd gi conditiile
U(@) = 0, deci constantele ¢ si C, vor fi obtinute din sisternul
algebric
) v —
C1Uy(¢y) + CoUy(g,) = — Uy(K),
(4.86"")
g " T
1Y 2\Y1 V2 2\Y2) — T 2 .
O Ux¢1) + O2 Uygz) = — Uy(K)
lomparind cu sistemul (4.867), C; si ¢, vor fi uni erminati numai
Comparind cu sistemul (4.86"), €, si ¢, vor fi unic determina{i numsa
dacd parametrul A nu coincide cu un zero al funetiei A, deci nuinai
dacii A nu este o valoare proprie a problemei la limitd (4.85); cu
aceastd ipotezd, functie @, numit functia Green a problemei la limité
va fi unic determinati si va avea forma

G(w, & 2) = Oy &) @@, 2) + Cy( 2, &) @l 1) + K(w, &, &)
cu ( si C, solutii ale sistemului (4.86"") (care evident depind de
)
Al £). Sa calculams G(xz, E, n) f(E)dE; avem
a

S G, B, 2) f(E) ¢ z-——-—SK(ax £,0) F(E) AE-F¢i(2) @y, W) A-¢o( 1) 9o @y A)-

cu

() = S" Ci(2 DIF(E) dE, () = Sbcw, £) f(8) At

a

sieum ¢ si g, vor verifica ecuatia (py’) — qy + rey = 0, rezultd
cd functia

y(@) = Sb(%(w, £, %) f(E) dZ

va fi o solutie a problemei la limité (4.85), conditiile la limita U(y) =0
fiind automat verificate deoarece U(G) = 0 iar

U(y) = S (UG) f(E) A& = 0.

a
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Prin urmare, avem rezultatul urmétor :

Teorema 4.16. Dacd »<c € nu este o valoare proprie a problemet
la limitd
d

— [p(®) y'] — q(@) y + rp(2)y = 0, U(y) = 0,
dx

atunci solufio ecuajiei

d . .
—[p(x) y'1— q(») y + reo(w)y = f(@)
dx

care verificd aceleasi conditii la limitd este unic determinatd si se poale
scrie sub forma

b
y(@) =S G(x, & 1) f(2) dE, (4.89)

a

daca fe C%[a, b)), in ipoteza, cd G :la,b] X [a,b] X C-~C este
functia Green a problemet la limitd in cauzd.

[~ Rémine de justificat doar unicitatea acestei solutii care se obtine
imediat prin absurd: dacd z e O*([a, b)) verificd aceleasi conditii
ca §i solutia y, diferenta v = y — 2z va verifica ecuatia omogensd

-—(—1—[[)1;’]~qv+ hov =0
dax

si conditiile U(v) = 0; deoarece A e € nu este o valoare proprie a
problemei date, singura solujie posibild este v = 0, deci x = z.
Celelalte afirmatii au fost justificate anterior. _

Luind in consideratie proprietitile functiei I{ deduse mai sus
si de legatura dintre functiile K §i G, vom condensa proprietatile
funefiei Green in rezultatul wrmitor :

Teorema 4.17. Dacd ) nu este o valoare proprie peniru problema
la limita
d

E;[p(w) '] — q@)y + re(e)y =0,  Uly) =0,

atunci existd o singurd funclie G:[a, b] X [a,b] X C - C, G =
=G(x, &, 1), care peniruorice A€ C ! Myy- -y Ay - -}, (Ry) flind sirul
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valorilor proprii ale sistemului Sturm-Liouville considerat, are wrmd-
toarele proprietdfi :
1) G este functie continud pentru o < £ < b, a < £ < by
2,

<
oG p .. . .
2) sint funcfit continue pentru a < ¢ <& <b, ca §t

st

pentru o < £ < < by
3) pentru x si & fivati are loc egalitatea

3G(E _{"a ga 7\) - 30(5 0 ‘57 )‘) _ 1

0w 0w P(E)
4) in raport cu variabila x se verificd ecuapia
d oG
wlpe o] —a@ e e@e=o
dz dw

daca x # £

5) pentru a < £ < b, tn raport cu x, avem UG = 0

b) solufia problemei la limitd@ considerate este datd prin egalitatea
(4.89).

Exemple. 15. Daci — Py = y’’ si U(y) = [y(a), y(b)], deoarece A =0 nu este
valoare proprie a problemei in cauzd (solutia ecuatiei y’ = 0 care verifici y(a) = 0,
y(b) = 0 este y(x) = 0, x & [a, b]), functia Green G(x, £) = G(x, £, 0) se obtine cu ajutorul
teoremei 4.17 : se deduce

CI(E_,) x4 Cq(g): x < E,
Gz, &) = {

Cy(8) x+ Cy(f), x>
(deoarece functiile 1 si x sint solufii liniar independente ale ecuafiei y’” = O iar pentru
G

ox
verifica conditiile la limit4, se presupune £ fixat, iar G(a, £)=0 inseamni C,(§)a-+ Cy(£)=
= 0, pe cind G(b, £) = 0 inseamnit Gx(E) b+ Cy) = 0. Aceste egalitiiti, impreuni cu
conditia de continuitate G(E+, &) = G(E—,£), adici

Ci(B) E+ Cy(8) = Cy(B)E + Cy(®)

xz=E, avind o discontinuitate, trebuie scrise doui expresii pentru G); pentru a

si condifia de salt

0G(EL, &)_96E—8) _
0% oz -

deoarece p(x) = 1, adicd Cy(h) — C,(E) = 1, se formeazi un sistem algebric care determini
unic pe Gy, C,, C4 i Gy Gasim

— b b— - b(a —
a®==2 op="0"2 o @9

) _ _
g Cy(8) = P C4(E)~—7"_‘_‘a—‘-,

o
[N
(VM)



deci
1

b—a

[€(E—Db) + a(d—E)], a< x <E < ¥,
G(x, E) =
[x(E—a) + bla—E)], a <E <z <b.

b— a

16. Dacd — Py = y”’ + a%y, a # 0 si U(y) = [y(0), y(1)], A = 0, nu este o valoare
proprie; dupd modelul de la exemplul 24 rezulti urmitoarea functie Green :

1

a sina

sin (az) sinJx(1— E)], 0 <x<§ <1,
Gz, ,0) =

- sin(a £) sin [a(1—2)], 0 <& < a1,
a sin a

Notdm prin G(z, &) functia Green pentru A = 0 (A = 0 poate
fi intotdeauna presupusid neficind parte din girul valorilor proprii
ale unui sistem Sturm-Liouville, deoarece in caz contrar se poate
Iua in consideratie operatorul P, =P 4 ¢ cu c¢elR convenabil
ales astfel incit P; si nu aibd A = 0 ca valoare proprie); in acest
mod orice solutie ordinard a ecuatiei

—Py = —d(—lw— [p(#)y'] —q(=)y - fy)

care verificd conditiile la limitd U(y) = 0 se poate scrie sub forma
integrald

o) = (6, £ (0 a5 (4.89)

daca f e C%[a, b)).

4.9.3. Funetii Green simetrice

Dacéd se presupun conditiile la limitd U(y) = 0 astfel incit
(Py, 2)o = (y, P2), (4.90)

pentru orice y, ze€ Oi([a, b]) = {f|fe C¥[a, b)), U(y) = 0}, atunci
functia Green va fi simetricd in variabilele # §i £ ; intr-adevir, dacd
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g T

g §i 2 sint solutii din C%([a, ]) ale ecuatiilor — Py = f, —Pz =
g€ € ([a, b]), din (4.89') se deduce V=5 —Fe=g

b
y(@) = (6@, &) (2) az, a(a) = S"G(w, £) g(8) ax

- . A - A @
lar prin inlocuire in (4.90) se deduce egalitatea

b b
§S [6(x, &) — G(E, )] f(#) ¢(%) dw dE — o,

a

care, deoarege f si g sint functii continue arbitrare, utilizind lema

fundamentald a calculului variatiilor, araté cj G(z, £) = G(&, x)

o<z £<D. ST
n baza acestor observatii, seriind ecuatia diferentiali

d 14
o [P(2) ¥'] — g(2) y + rp(x)y =0 (4.90")

sgggl é;‘orma Py = 2oy, dacd y e 0% [e, b]), ¥ va verifica ecuatia inte-

b
— (@@, 2 o(2) y(2) a2 = (o), (4.89")
a
decib — X este o valoare caracteristici a operatorului integral (Ty)(x) =
= S G(7,8) (&) y(E) A% (X este o valoare caracteristics a unui operator

dacd 1/Aeste o valoare Proprie a aceluiagi opera R .
egalitate sub forma ) §1 operator) ; seriind ultima

(Ko, £ 2(2) 48 = pa(a)

cu k(z, &) = G(a, £) [ o(0) o(Z), 2(w) = | =
) ) } = | p(@) y(x = — 1/a
obtine z ca functie proprie cof"espunzind valyéri)i’ prgprii " aJ/ o,per;?

. - b
torului 1ntegra15 E(z, £) 2(£) A% cu nuecleul % simetric. Teoria gene-
a

rald a acestor operatori aratd cii existd o infinitate numirabili de
valori proprii g, o, . . ., Has - -« = 0 clirora le corespund functii proprii

21 Ry - . din Ly([a, b]); deci 2, = —-— Siy, = Pn vor fi respec-

. o . . Hen P

tiv valorile i functiile proprii ale problemei Sturm-Liouvi i
egalitatea (4.89”) se deduce c3 delz)arece Ge C°, iegg;;gg- ;]y)ue1
€ 0Y [a, b)), ceea ce antreneazi faptul c3 Y» €ste o solutie ordinary a
ecuafiei diferentiale (4.90'), deci Ya_§1 py, sint functii de clasi (1
Pe [a, b] iar cum p € (1, P >0, se deduce y’ € (1, adici y € C¥([a, b]).
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Din aceste fapte rezulti o legiturd directd intre metodele teoriei
ecuatiilor integrale simetodele teoriei ecuatiilor cu derivate partiale ;
diferenta constd in aceea cd metodele teoriei ecuatiilor integrale
solicitd cunoagterea unor solutii particulare ale ecuatiilor cu deri-
vate partiale (asa cum a fogt cazul fun(zglel Green cqnmdgmt @101)J
Avantajul teoriei ecuatiilor integrale fatd de metoda directd aplicatd
in 4.8 constd in aceea cid este aplicabild si altor conditii la limita,
nu neapdrat unor conditii de form?ub yla) = 0, y(b) =0 sau y'(a) = 0,
y'(b) = 0; astfel, este suficient s& verificim egalitatea (Py, #), =
= (y, P2)o, ¥, 2 € Ci([a, b]) pentru a putea afirma ci I’ezulpatglg
din 4.8 ramin valabile. De exemplu, in cazul conditiilor la limits

awy(a) + agy'(@) =0, Buy(b) + Bay'(b) = 0, g # 0, By s# 0,
integrind prin pir{i, se obfine egalitatea

(Py, 2)p = ‘fT p(a) y(a)z(a) ——2

3

iar membrul al doilea nu se va modifica prin inlocuirea lui y prin #
si reciproc [deoarece (y,. Pz)o = (I?z, Yolos depi functia Green cores-
punzitoare va fi simetricd in variabilele z si &,ﬂceqa ce ar_ltrenewz.;?
existenta unei infinitdti numdrabile de functii gi valori proprii

4

p(b) y(b) 2(b) +S (py'e’ + quz) da

pentru aceastd problemi la limitd.

In cazul conditiilor la limitd (4.82'), este usor de verificat ci

notind

my, = det [

vom avea verificatd egalitatea de simetrie (Py, 2), = (y, Pz), daci
p(a) myy = p(b)mys, in ipoteza my, # 0.

Exemplul 17. Daci —Py = 4x%y” 4 y iar conditiile la limit:i
y(a+1)=0, a > 0, deoarece este cazul unei ecualii de tip Euler, se giseste

functie Green :

I

G(l‘, g) =

326

%

By

£
T
P x a
Vebn - —
n
a
] X
L
— & a+1
In ——
V:cin x a—+1
n——
a

A

B

], i+,

, dacd x < E,

b
@

sint  y(a) =0,

urmatoarea

|

(se observi ci operatorul P nu este scris sub forma autoadjunctd si de aceea, scriind
ecualia diferentiali a functiilor proprii

422y + y+ gy =0,

1
vom avea z) =1, g(x) = ——, x) = .
PO =1 g@) = o () = —

4.10. Probleme la limiti pentru ecuatii diferentiale liniare
de ordin n '
4.10.1. Definitii, generalititi

Rezultatele anterioare se pot extinde la orice ecuatie
diferentiald liniard de ordin n>2; astfel, daci P este operatorul
diferential

n

Py = ¥ ay(w) y9,

J=1

conditiile la limitd vor fi Uly) = [Uyy), - .., U,.(y) 1, notind

#n—1
Uly) = ¥ [of y™(a) + BF 9@ (1)), §=1,2,...,m,
k=0

unde m este rangul matricei [of, B%], of, B%eIR. Scriind Uiy) =
=vnJ=1,2 ...,v;¢ R, se obtin conditii la limitd neomogene iar
daca, = ... = = 0, aceste conditii la limitd se numese omo-
1 Tm =1, aC ondi ) .
gene 1ar o probemi la limitd constd in determinarea solutiilor ecua-
tiel .Pyszf care verificd _c_on'di’giile_ Uy) =% ¥Y=1I1y- Yl
Ca si pind acum, prin funetii si valori proprii ale unei probleme la
limitd se inteleg solutiile (ordinare sau generalizate) nenule ale
ecuatiei Py + iy = 0 (sau Py - Apy = 0) care verificd conditiile
la limitd omogene.

Exista probleme la limit4 care pot sd nu admita solutii ; de exemplu, ecuatia diferen-
Yiald y’* = 0 nu admite solutii care s verifice conditiile y(0) = 0, y(1) = 1, 7))+ y1)=
=1, deoarece scriind solutia generald a ccuatiei, adici y(x) = Az 2+ Bx + C.se
giseste C = 0 si sistemul incompatibil A+B=1,2442B =1,

Se pot determina usor conditii de compatibilitate a problemei
la limit4

Py =f, Uly) =1,
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dacii se cunoagte solufia generali a ecuafiei Py = f; scriind

”n
Yy=36Y + Yp
J=1
vor trebui determinate constantele ¢y, ..., ¢, pentru a se verifica

conditiile la limitd U(y) = y, ceea ce este echivalent cu rezolvarea
sistemului liniar

Y Uy + Uy, =1,

i=1
forrgat din m ecuatii cu » necunoscute. Acest sistem va fi compatibil
dacd §i numai dacd matricele

[ Uy - .- Uy, ] [Ul(yl) v Uiy Uilyy) —

-------------------

Un(yy) - -+ Unly,) Unly)) - Un(¥) Unl¥p) —Ym

au acelagi rang; dacd r este acest rang, atunci problema la limitd
omogena

Ly =0, U(y) =0

admite exact » — r solutii liniar independente. Problema la limit
omogend va avea intotdeauna solutii dacid m < n; dacd m = n,
vor exista solufii numai dacid matricea [U,(y;)] este singulard iar
dacé m > n, in general nu sint solutii. In particular, in cazul n = m
are loc urmitoarea alternativi : dacd problema la limiti omogens
admite numai solufia banald, atunci problema la limitd neomogeni
admite o singurd solutie.

4.10.2. Probleme la limita adjuncte

In ipoteza ci a;¢ ¢/([a, b]), se poate scrie operatorul
formal adjunct

Pz = ¥ (— 1Y [a (2)2]0
j=0
al operatorului diferential P; un calcul simplu conduce la identi-
tatea Lagrange

Py — 4Ptz = — PH(y,2), (4.91)
da
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&y

unde s-a notat

P =% % (1 00 (o) (491"
=0 J+R==

Din identitatea Iui Lagrange, prin integrare, se ajunge la identitatea
Iui Green

b b
S (¢Py — yP+2) do = P*(y,2) , (4.92)

care, in notatiile anterioare, se scrie

b
(2, Py)y — 4y, P+2), = P*(y, 2)|, (4.92%)

P*(y, #) |3 fiind evident o formd biliniard in raport cu parametrii

y(@), y'(@)y « ooy y*=N(a), y(®), y'(d)y .-, y=1(b),

2(a), 2'(@), ..., 2"~V (a), 2(b), 2'(b), ..., 20 (b),

ceea ce permite si transcriem membrul al doilea din (4.92) sub forma

Py, 2) | = Usy) Uan(2) + Uot)Vonorl®) + - - -

a

LR 'l" U2n-1( ?/) Vz(z) + UZn(y) V]_(Z),

unde Uy, ..., Uy, sint forme liniare in y(a), ...,y "(d) iar
Vy,...,Vs, sint tot forme liniare dar in 2(a), ..., 2#=)(b). In aceste
conditi, problema la limita

L¥z =0, V42) =0,

se numeste problema la limitd adjunctd (sau conjugatd) relativd la
problema la limitd Ly = f, Uyy) =v5;J=1,2, ..., m; se poate
arita cd problema la limitd Ly =f, Ufy)=v5J =12, ..., m,
este compatibild dacd §i numai dacd

(fy 2)o =1 V2u(®) + YaVaue1(®) + - -« 4+ YmV2namt1(2)

j=1,2,...,20n—m,

unde z este solufie a problemei la limitd adjuncte iar dacd p si ¢
sint numirul de solutii liniar independente ale problemelor la limita
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in cauzi (g se referdi la problema la limitd adjunctd), atunci ¢ =
=P + m — n §i deci, in particular, daci m = n, avem ¢ = p (cele
doud probleme la limitd au intotdeauna acelagi numir de solutii
liniar independente).

De exemplu, dacd Py = y*’-y, avem Ptz = z’+z iar P*(y, z) = y’z—yz’; presu-
punind U,(y) = y’(a), Uy(y) = y(b), se poate scrie
b
Py, Z)l = Uiy) Vo(2) + Up() Vs(2) + Us(y) Vo(2) + Uy(y) Vi(2),
@ .

unde
V(@) = —2(a), Vy(z) = —2/(b), Vo(z) = 2(@), Vy(2) = 2(b), Va(y) = y(a), Vy(n)=y'(b).

In ipoteza m = n, problema la limit# omogend Py =0, U(y) = 0
se numeste autoadjunctd dacd solutia ei va coincide cu solufia pro-
blemei adjuncte corespunzitoare Ptz = 0, V,(z) = 0, j =1,2, ..., n
in sensul e¢d operatorul P este formal autoadjunct iar conditiile la
limitd U(y) = 0 si V(y) = 0 sint echivalente ; problemele la limit#
autoadjuncte au fost luate anterior in consideratie in ipoteza n = 2
s1 elesint importante prin aceea ci se intilnesc frecvent in practici
iar identitatea lui Green se scrie sub forma simetricd

Py, 2)y = (4, Pz)o (4.92")

b
deoarece P*(y, z)| = 0.

in particular, daci operatorul diferential P are coeficienti constanti, avem P = P+
daci n=2p’, n'=1,2,..., sl dacd a; = a3 = a5 = ... = 0, iar U(y) sint conditiilela
limita periodice

P y= D), j=01,..., 1,

se va obtine o problemai la limitd autoadjuncti ; daci insid conditiile la limitd coincid eu

conditiile Cauchy y(a)=0, y'(¢)=0, ..., y("‘l) = 0, acestea nu conduc la o problem#
autoadjuncta.

4.10.3. Solutii fundamentale si funetii Green

Prin  solufie fundamentald a operatorului diferential
liniar P, definit prin
"

Py = Y, afx)y¥, a;: [a, b] > R(T), §=0,1,...,m, a, # 0,

=0

se intelege functia ¢ : [a, b] X [a, b] — R(C) cu proprietitile :
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a) daci g=g(w, £),atunci in fiecare din triunghiurile a<r<E<b
lsi a< &< @<b derivatele partiale in raport cu « pinad la
ordinul » inclusiv sint functii continue in raport cu ambele variabile ;

b) in fiecare din triunghiurile amintite, avem PG(x,£) =0
(¢ fiind considerat parametru); _ 5

¢) in patratul [a, b] X [a, b], G este functie de clasd "2

d) Dacd a<< £<< b, atunci

" g(E 4, &) rrgE— 8 1
o ox a,(&)

Pentru orice operator diferential P se poate construi cel putin
o solutie fundamentali ; astfel ; dacd y;, y,, - - ., ¥, sint solutii par-
ticulare liniar independente ale ecuatiei Py = 0, se verificd ipotezele
a) —d) pentru

yi(8) - wa(E)
(&) ... ya(E)

sgn(z — &)

I(x, &) = P
2a, () o (&
( ) ( ) y(n___z)( a) . y;‘n—-Q)(z)
Nn@) - Yal@)
unde sgn ¢ = 41 dacd #>0, sgn v = —1 dacdh x <0 iar o este

wronskianul solutiilor ¢y, . . ., ¥,. Aceastd solutie fundamentald veri-

fied in plus e 5 THE B)
Ol( "2k

k(a, 2)20,*“‘5;—:0,...,-—6%?1?2,—‘:0,

iar orice altd solutie fundamentald se va scrie sub forma

g(w, &) = k(w, £) + (&) ya(#) 4+ - + () 9u(@) 5

importanta deosebitd a solutiei fundamentale constd in aceea cd

(4.93)

b . - . . ~
integrala cu parametru S g(x, £)f(£)dE va fi o solutie ordinard a
@ - cpe -
ecuatiei neomogene Py = f, dacd fe C%[a, b]), justificarea reali-
zindu-se exact ca in cazul » = 2. Cu alte cuvinte, are loc egalitatea

P(S:g(w, ) f(5) da) — f(o), (4.93")
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care, cu ajutorul limbajului teoriei distributiilor, se transecrie

Py(w, £) = ¥z — E)

[deoarece P Sbg(w, £) f(8) A& = P(g(w, E), f(E)) = (Py(z, &), f(E)) iar

f@) = (f(&), 8(9'; — &) si deci egalitatea (4.93') inseamni (Pg, f) =
= (3a— zm].

Dacd in egalitatea (4.93) se determini functiile ¢, ..., ¢, astfel
incit sd se verifice ca functie de @ gi conditiile la limitd U(g) = 0,
atunci aceastd solutie fundamentaldi se numeste functie Green a
problemei la limitd U(y) = 0, atasate operatorului P, si se noteazi
prin G; agadar, dacd existd functia Green G a unei probleme la
limitd, atunci solufia problemei la limitdi Ly = f, U(y) = 0 se va
scrie

y(@) = S"G(ao, £)1 (%) dE,

dacd fe C%[a, b]) si este evident cd functia Green va exista, dacs
problema la limitd omogend Py = 0, U(y) = 0 admite y = 0 ca
singurd solutie.

Functia Green (4.93) este definitd cu ajutorul solutiei fundamen-
tale k ; se poate insd construi direct functia G daci se cunoagte sis-
temul fundamental de solutii y,, ..., y, al ecuatiei Py = 0 in modul
urmitor : se presupune £ € [a, b] fixat si se scrie

o, B — {cl(a B(@)+ -+ (8 (),
B(E) Gu(@)+ -+ F B(E) g(a),

dach a < 2 < E< ),
dach a < E< 2 <),
parametrii ¢, ..., ¢, dy, ..., d, determinindu-se din conditiile ve-

rificate de funcyia Green ; conditiile de continuitate gi saltul deri-
vatei de ordinul » — 1 conduc la sistemul

S b, (E) gi(E) = o, E=0,1,...,n —2
=
ad 1
b 1) (F) — ,
B R E =
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unde b; = d, — ¢;. In acest mod by, by, ..., b, sint unic determinati
ar dacd se seriu condifiile la limitd U(y) sub forma

U(y) = U%y) + Uy),

in U® intrind termenii calculati in #= a iar in U® termenii calculati
in # = b, conditiile la limitd U(GF) = 0 se vor scrie sub forma sis-
temului

¥ ¢ (5 U(yy) + 3 di(E) U (y)) = 0

i=t i=1

din care se determini fie ¢, ...,c, fie d;, ..., d,; in primul caz,
va rezulta d,, ...,d, dind; =b; +¢;, j = 1, ..., n, iar in al doilea
caz, se pot deduce ¢;, ...,c, dinc; =d; — b, j =1, ..., m.

La fel ca i in cazul » = 2, se aratd cd dacd problema la limita
este autoadjuncti, atunci functia Green @ este simetricd : G(x, &) =
= G(&, x), ceea ce antreneazi existenta unei infinitdfi numirabile

de functii §i valori proprii pentru operatorul integralsb G, &) y(E) dE,
a

ceea ce conduce la existenta unei infinitd{i numirabile de functii
gi valori proprii atit pentru operatorul P cit gi pentru operato-

rul lP, p >0, peC[a, b]). Sirul functiilor proprii este complet

P
in L, ([a, b]), ceea ce permite dezvoltarea in serie Fourier de funectii
proprii a elementelor din Ly([a, b]).

Existen{a unei infiniti{i numdirabile de valori proprii pentru problema la limitd

Py—dpy=0, Uy =0
se poate justifica in acelasi mod ca si in cazul n = 2, luind in consideratie functiile g;=
= @iz, A), j =1, ..., n, solutii ale ecuatiei diferentiale Py — Apy = 0 care verificd

datele initiale:
o V=1 1(c, ) =0, ..., 9" Ve, ) =0

Pes V=0, @ N =1 ...00 YeN=0
Pne ) =0, one ) =0, ....08 V=1
cu ce [a, b].

in cazul problemelor la limiti pentru sisteme diferentiale liniare, se pot utiliza
notiuni §i consideratii analoage.
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4.11. Funetii si valori proprii pen tru operatorul lui Laplace

411.1.  Generalititi

Daci
02 0?
Pu = —A u, A, :»(%;% + ... ng—g{’ n=23, ...,
unde X = (x;, ..., x,) eD,, caleulind produsul scalar (Po, §), =

= (9, P{), (este usor de verificat o in acest caz P+ = P), prin uti-
lizarea, formulei Gauss-Ostrogradski se obtine :

o= (B o 56, (v s

/=1

" 0 d " Jdo 9
PR T g (% Te ) ax (4 le g,
i=1vD, 09@, axj Dy \j=1 8.%‘7 (/){I/‘J oDn Oy

n 0@

0 . ,
unde 2% — g V= (viy « -5 v,) fiind  versorul normalei
xr

6\1 j=1 _
exterioare la 4D, ; in ipoteza cif ¢ §1 ¢ sint funetii test, gisim

Ao, ) = ();ﬂ oy )dx

=1 0x; Oxy

s1 In conformitate cu teoria generald din 4.8 vom bresupune A o
functionald biliniard definits pe HyD,) x HYD,). Problema fune-
tiilor si valorilor proprii din Hy(D,) ale aperatorului Laplace, adici
determinarea solutiilor slabe ale problemei la limit} '

9

2 U
L — M =0 U
da oz ’

= ()’
9Dy

revine la verificarea ipotezelor din 4.8.2; de obicei, ecuatia

Ayu +m =0, aelR,

n

se numeste ecuatia lui Helmholtz iar conditia la Limitd w|op, = 0
poartd numele de conditie Dirichlet. ' ' ' '
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Deoarece

ol =

stax ot = § [ $ (7] ]ox

Dn i=1\ 0%;

se deduce A(p, ) = ol — o[} deci ki =1, I, =1, ceca ce
implicd, in baza teoremei 4.11, existenta unei 1nf£n1ta¢‘1 numirabile
de functii si valori proprii pentru aceasts problemd la limité ; aceste
functii Sl valori proprii pot fi efectiv dete_rmlna.te pentru # =2 sau
3, utilizind teoria functiilor elementare si speciale (pohnovanf}e orto-
gonale, functii Bessel) daci domeniile sint simple. Odat tync‘gulg
proprii (slabe) determinate, este ugor dev cons;;atat ci Slaca,
u € Hy(D,) este o astfel de functie, atunci daci uw e ¢ (D,), neapirat,

U lap, = 0; deoarece $9,do =0 pentru orice functie test in D,

dach ¢, — %, convergenta fiind in Hi(D,), se deduces Yu do =0
9Dn

¢ fiind o functie continui oarecare iar lema fundamentali a calcu-

lului variatiilor arati ci neapdrat v |pp, = 0.

4.11.2.  Separarea variabilelor in ecuatia Helmholtz din [R3
in coordomate sferice

In coordonate sferice, ecuatia Helmholtz din R? se scrie
—L—a—(rz—ai)+ 1 —a—(sm’eﬁ”—)Jr—f—L——ﬂij:o
r2 Or or r®sin 6 00 06 r2sin? 0 0?2
(vezi 4.6.2); deoarece v = v(r, 8, @), scriind

o(r, 8, 9) =h(r) Y(6, ),
prin separare de variabile, se deduce ¢i h si ¥ vor Verifica, ecuatiile
(r2h) + (a® —p)h =0,

2
1.0 sinﬁay)—!— 1 02y +upY =AY + Y =0,
sin 6 00 00 sin 62 d¢

v fiind constanta de separare iar accentele se referi la operatia
de derivare in raport cu variabila »r.
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Ecuatia diferentiald care defineste functia hse poate reduce la o
ecuatie Bessel scriind w = J/7h, obtinindu-se ecuatia

1
r’w' A rw’ —}—(W —u——}w =0,
4
a carei solutie generald se scrie

w(r) = ¢ J,(Jnr) + e, N(Jnr)

1 . .. .
cuv:=npn + T J, i N, fiind functiile Bessel de speta I, respectiv
IT si deci

Br) = ”1}7”’ () ‘”‘Vl? Lo T, (Vo) + & N, (V)]

¢, §1 ¢, fiind constante oarecare. Dacii o € € este astfel incit af o 1) =p,
x 1 1 2
se giseste v = +-—4— =alt a +_Z =(oc +~;—) iar ecuatia cu

derivate partiale pentrli functia Y se va serie AfY 4 a(a +1) Y =0
§i, comparind cu 4.6.2 (diferenta constd in aceea c¢i acolo
« =0,1,2,...), notind cu Pg, € solutiile liniar independente ale
ecuatiei diferentiale

2
(1—m2)y"—2wy’+[o¢(o¢ +1)— i ]y:(),
1 —g2
in care P} coincide cu functia Legendre asociaté, dach « = 0,1,2, ...,
avem
Y(0, 9) = [AP;(cos )+ BQ; (cos 9)] [C, cos (ng) + D, sin (ng)].

Rezultd deci urmatoarele solufii particulare (care depind de trei
parametri A, « 5i n) ale ecuatiei lui Helmholtz din [R3 seris in coor-
donate sferice :

Brmalls 0, §) = —1V~T~—[01Ja+_;_ (V)4 o, 1 (VAn) AP (o8 6)]+

+ BQ2 (cos 6)][C, cos(ng) + D, sin (ng)]

(in care » poate fi intreg sau nu).
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In particular, daci D; = [R® este interiorul sferei de razd
R cu centrul in origine iar problema la limitd este

Az 4+ =01in Dy, vop, =0,0<r< B, 0< <7, 0< @ < 2w,

solutia trebuie si fie periodicé in raport eu ¢, decin =0, 1, 2, ...,
iar « va lua de asemenea valorile 0,1, 2, ... ; in plus ¢, = 0, deoarece
functia Neumann N, este discontinud in origine. Asadar, pot fi
luate in consideratie doar functiile

Onmalry 0, §) = %JH% (V7) P2 (cos 0)[Ca cos (ng) + D, sin (ng)]

cu a=01,2,...,m =0,41,+2,..., £« care vor fi nule
pentru r = R dach JH%(V_XR) =0, deci dach A = 2, = 7317 pgtuz

unde {5}.:+%} sint zerourile functiei Bessel J 12 . Asadar, valorile pro~
prii ale problemei la limitd date vor fi A, Z—ie% W, k=1, 2,0,
iar funectiile proprii sint

v a1y 0, 9) =

1 J.o1 ar L T ro p» 0 C D si
=Tl (p.,, 275) 3 P2 (cos 0) [C, cos (ng) +D,sin (ng)]

Ne==— Q&

(de remarcat c¢i functiile Bessel in cauzé sint de indice semiintreg,
deci sint combinatii ale funectiilor cos z, sin 2, coeficientii fiind poli-
noame in 1/} z. .

Se obisnuieste si se utilizeze functiile Bessel sferice de prima
spetd j,, unde

. k1
Jﬂ(’r) =V—2—;J”+_;(7'), n =0, 1, 2, ceey

ceea ce face ca solutiile continue i periodice ale ecuatiei lui Helm-
holtz in R, in coordonate sferice, s se scrie sub forma

05, n, a(7y 0, ) ”’:Ja(V;\‘T) Yu o0, @), «a=0,1,2,...,2=0,1, ...
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4.11.3. Separarea variabilelor in ecuatia Helmholiz din R?
in coordonate cilindrice

Ecuatia in cauzi se va scrie
e b — 0 =0, 7> 0, 0e[02n], xR,

i efectuind calcule simple, se vor obtine solutii de forma
Vo, 4(7y 0, 2) = [AJ(Br) + BN(Br)] [C cos (v0) +
4+ Dsin (y0)][H cos («r) -+ I sin (a2)],

unde o 4 B2 = (dacdh « =0, solutia care depinde de z va fi
E -+ F») iar dacii y =0, solufia corespunzitoare va fi C -+ D6.
Dacii B =0, se gisesc solutiile

Va, v (7', 6, ,’2/') =
= (Ar* 4 Br—")[C cos (y0) + D sin (y0)1[E cos(az) -+ F sin (az)],

unde A = a2, cu aceleasi conventii pentru « =0 sau y =0).

in concordantd cu diversele posibilitdti de transcriere in coordo-
nate cilindrice a unor domenii din R3, se pot deduce efectiv functiile
si valorile proprii ale problemelor la limitd pentru ecuatia Helmholtz;
de exemplu, daci D, este cilindrul0 <z<h, 0<8<2m, 0 <7 <R
iar conditia la limitd este vlpp,= 0, va trebui s& avem (R, 0,2)=0,
0<B<2r, 0<z<h si vr, 6,0) =0, o(r, 8, h) =0, 0 <7<k,
0 < 0 < 2=, conditii care impuse lui v4py conduc la determinarea
paramétrilor «, B $i 7.

4.12. Problemele la limitd si ealeulul variatiilor

in cazul problemei la limitd Sturm-Liouville

—;; [p(x)y'] — g(x)y + Re(x)y =0, 4.94)
y(0) =0, y{) = 0,.» >0, (4.95)
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(cu ipotezele obisnuite: p, p’, ¢, p< C%[0, {]), p> 0), problema determinirii functiilor
si valorilor preprii corespunzitoare se poate rezolva si cu ajutorul metodelor calculului
variatiilor, deoarece in 4.8 s-a vizut ci aceste functii si valori proprii posedi anumite
proprietiili de minim. Utilizind notaliile

)

Ay, ) = S [p(x)y'=z" + g(a) yz] dx,
0

¢

(4, 2),= S e(x) yz da,
o

in ipoteza y, z ¢ C'Z*, (J'i = {f] [ C3([0, []), f(O) = 0, f(1) = 0}, avem
i

A, y) = S [p(2)y” + o(x) 57 dx,
0

i
. v, = g o) yH(x) dz = |yl
-0

iar aceste functionale vor juca un rol important in viitor.

Dacd o = 1, in 4.8 s-a obtinut prima funciie proprie ca fiind elementul din M, =
= H(I)( [0, {]), It ylly = 1, care realizeazd minimul funcfionalei A(y, y); deoarece ipoteza
p # 1 nu modifica in nici un fel rationamentele din 4.8, minimul functionalei A(y, y) in
multimea Cf cu ipoteza ||y||g:1 este de fapl o problemd variationald de tip izoperi-
metric (vezi 3.8). Ulilizind teorema lui Luler (teorema 3.7) si notind — A multiplicatorul
in cauzd, funclia ye (Jﬁ care realizeazd minimul ciutat va verifica ecuatia lui Euler cores-

punziitoare lagrangianului £, = p(x)y’? + ¢(x)y* — rp(x)y?, care, dupd cnm se verifici
direct, nu este altceva decit ecuatia diferentiald (4.94) (daci ye Ci, conditiile la limita

(4.95) se verifici automat); notind cu y, aceasti funclie, urmitoarea funcfie proprie
J, se va obline ca solutie a problemei izoperimetrice

Ay, )= min, Nylf =1, @y, =0 yeCl

ultima conditie fiind evident conditia de ortogonalitale pe care trebuie si o verifice
functiile proprii. In baza teoremei lui Iluler, prin considerarea lagrangianului

&L, = p(x) y"* + q(x) y* — hp(x)y® + 20yyy

in care mulliplicatorii sint — A si 2u, se obline ecuatia lui Euler

d
i [p(x) ¥'] — q(x)y + rp(x)y = welx) vy
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0; or, inmul{ind ambii membri ai ultimei

care va coincide cu ecualia (4.94) dacd . =
in intervalul [0, {], dupi efectuarca unei

ecuatii cu functia proprie y, prin integrare
integrari prin pirti se gaseste egalitatea

Ay y2) — M (G ), = W 1),

(s-a scris y, in loc de y, deoarece ultima ecuafie diferentiali este, prin ipotezd, verificatd
de functia proprie ;). Tinind seama de conditiile impuse, avem A(yy, yp)= O (vezi 1.8.2),
(Yqs yl)P =0, Y Y= 1, ceca ce aratd ci neapédrat u = 0. In conclzie, aceastd noud
problemit variationald conduce la definirea celei de-a doua functii proprii y, iar a n-a
functie proprie va {i solutia problemei izoperimetrice
Ay, p)— min, WZ=1 @=0 j=L2...n—bL ye cz,

unde gy, ... Yooy sint primele n — 1 functii proprii.

Evident, aceste consideratii sint formale, deoarece nu demonstreazii existenfa func-
tiilor proprii ci doar posibilitatea de a lega problemele de tip Sturm-Liouville de pro-

blemele variationale; combinind insd aceste fapte cu teoria expusd la 4.8 si 4.9, se
2

deduce si existenfa efectivdl a acestor functii proprii ca elemente din C.

CAPITOLUL 5

Derivata areolara
si aplicatii

5.1. Conditiile Cauchy-Riemann

5.1.1. Diferentiabilitatea in €

Fie D o multime deschisi in €=R +iR, i=}—1 si
# € D; conform cu notiunile introduse in 3.1, o functie f: D — €
va fi diferentiabild (forte sau Fréchet) in punctul z “daci pentru
orice h € €, astfel incit 2+ h € D, are loc descompuﬁerea,

fe+h)—fe)=f (@ h+ a(zh) (5.1)
iigrcm'e numirul complex f'(z) este unic determinat (independent de h)

h
=&ML cind heso. (

14
1o
=

h

Seriind z=a -+ iy, 2,y e R, f(z)=w(x i =

S ! )+ iv(x, y), v = Re V==
= Im f, b=y -+ ihs, by, by R, ['(2) = Ly(w, 9) + iLa(, ), Loty e ®;
deoarece z + h = (x -+ hy) + i(y + hy), Tezulti

f@ 4Ry = (2 4 hy) 41 (g + ho) 1= w (2 + hyy y + o) +i0(@ + by, y +hy)

iar descompunerea (5.1) se va scrie

[u(e + hyy y + hg) — (@, y) ]+ 1[o(@ + hyy y -+ hy) — v(@, )] =
= (Ly + iLy) (hy + ihg) 4 oy(@, ¥, hyy ho) -+ iaa(2, ¥y, by, hy) 5
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separind pértile rcale si cele imaginare, se giseste sistemul
W@ + hyy y + he) — W, y) = Lo(@, y) by — Ly(, ) by - (2, Yy Iy, he),

U@y y+-ho)—v(y y)=Lo(2s y)hy+Ls(2, y)hy+oo(@, Y, hyy hs),  (5.3)
in care

0= lim 1@ w k)| (@, gy by )| e (s, )]
{1h]]-0 (2] o VhE RS Cas0 R ’
ultima egalitate fiind (5.2) (s-a considerat h ca element al lni R2
avind componentele hy, hy); prin urmare, se deduce
| o ( @y )y Py Pa) | —0 si lim L a(y 4y Ry, ho) | —0
||| 0 Th]] fib]]~o0 [ hl]

Din aceste consideratii rezultd diferentiabilitatea funetiilor u si v
(privite ca funetii de variabilele reale x §i y) in punctul (x, ) € D<R?,
deoarece coeficientii lui h;, respectiv h, din (5.3) trebuie si fie egali
cu derivatele partiale ale functiilor din -membrul intii in.vaport cu
 si respectiv gy, din prima egalitate se deduce

du(x, 1 ) du(x, 1
Ly (@, )= (axﬂ L@, y) = — ,ﬁaé_./ ) (5.4)

iar din a doua egalitate a sistemului (5.3) rezultd

0v (i, 9 - - Ov(w, g -
Ly ) =258 Lya, gy = 2100, (5.4
Y Ox

in concluzie, dacii f este diferentiabild in punctul ¢ = x -+ iy € D,
atunci partea reald si partea imaginard ale acestei funetii sint de
asemenea diferentiabile [in punctul (z, y)] si au loc egalititile

du(w, y) __ v, y)

ox dy

, ulmy) vy (5.5)
oy ox

[in punctul (x,y) e D < R?] numite conditiile Cauchy-Riemann
(carec pe scurt vor fi notate conditiile C — R); deoarece
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e st o §

f'(z) = Ly(@, y)+iLy(2, ¥), in baza egalititilor (5.4) si (5.4"), derivata

lui f poate fi exprimata cu ajutorul pértilor reale si imaginare ale
functiei in discutie prin una din egalititile

ou(x, y) i du(z, y)

I

ox oy
ou(@,y) ;9@ y)
B
J'(2) = ; (5.6)
oz, y) _ Oulw, y)
dy oy

do(w, y) | 0w, y)

Exemple. 1. Dacid f(z) = 7%,z = x — iy, atunci, evident f:C— € iar u(x,y) =
= 2% — y*, v(x, y) = —2axy; conditiile C—R (5.5) se scriu 2a = —2x, —2g = 2y si vor
fi verificate numai dacid x = 0, y = 0, deci numai dacd z = 0. Deci func{ia consideratd
este diferentiabili numai in origine cind f/(0) = 0 [deoarece u4(0, 0) = 0, 1,(0, 0) = 0].

2. Fie f(z) = z71, z #£ 0; avem

u(z, y) = Wz, y) = — 22+ y2 >0

x .
1112+ y2" x2 _{_ y2’
si se verificd imediat conditiile GC— R in orice punct (x, y) € R¥\ {0} ; deci aceastd functie
este diferentiabild in intreg domeniul ei de definifie iar cu ajutorul primei relatii (5.6)
avem

B (iz + y)* e B L0
@ @R Grwreogr  em T

y? — a? . —2xy

F'z) =

3. Dack [:C— €, f(z) = exp(z) (= e?), deoarece e¥+i¥=c? - ¢i¥, se deduce imediat
u(x, y) = exp(x) cos y, v(x, y) = exp(x) sin y

iar deoarece conditiile C—R se verifici pentru orice x si y reali, s¢ obline diferen}iabi-
litatea acestei functii pentru orice ze €; in plus,

f(z) = exp(z) = uu(x, ) — iy, y) = e cos y - 1% sin y =exp(z).

%, Penlru f(z) = In z, utilizind coordonatele polare z = rel®, se va obline

f(z)=Inr-+i0=InYa>+y> + i (arctg Yy c)
T
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(constanta ¢ e R fiind de forma 2krw, ke Z), egalitate care aratd ci aceastd functie este
definitd pentru orice z # 0 iar

1
(e, y) = Re [(:) = —- (& + 1), 0@ y) = Tm f(=) = aretg -+ 2.

Se verificd usor conditiile C—R care sinl valabile pentru orice z = 0, iar
T .y x — iy z B
r@ = 2 12 2 T 2 :———:::1’ z# 0.
2 4 y? a2ty x? !]2 =z

Egalitatile (5.5) reprezintd conditii necesare pentru ca funclia
f(2) = w(x, y) + iv(x, y), 2 = x 4 iy, sd fie diferentiabild ; reciproc,
dacid w,v:D - R smt functii diferentiabile in punctul (z,, y)eD
(multimea D este prin ipoteza deschlsa,) si verificd in acest punct
conditiile C—R, atunci f este dlfercntmblla, in punectul z = & + iy.
Intr-adevir, utilizind d.1ferentxablhtatea, Iui u si v, se pot scrie ega-
litatile

W+ oy y 4 Do) — w(y y) = (@, y) by -+ 1 (0, y) By 2y,
0@ 4 Ty y 4 ho) — o(my y) = v, y) by + v, 0, ¥) By 4 o,

cu Lo >0, —J—mfﬂm%o c¢ind h; si hy tind la zero [hy, h,

Vhl + 12 VR 02
sint numere reale arbitrare care verificd ipoteza (x-+hy, y-+h,) € D];
inlocuind in a doua egalitate v, §i v, prin —u,, respectiv u,,
dupd inmultire cu i si adunare cu prima egalitate se giseste

J& +h) —f2) = [ug@, y) —iwy (2, y)1h -+ o,
daci se noteazd h =Ry 4 iy, @ = a; - ie,. Deoarcce

el |°‘1 -+ o } oy | -+ (9%

BT RN

TR T T T

0

evident lim ‘;f_: 0, ceea ce inseamnd ci f este diferentiabili in
W0 fp
punctul B=u iy e D =« €, derivata lui f in acest punct f{fiind
egald cu w, —iu,.
Dacd f este diferentiabilh in fiecare punct al unei submultimi
deschise ¢ < D, se spune ¢ [ este diferentiabild in ¢ 3i atunei con-
ditiille O—XR sint verificate in orice punct din G.
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5.1.2 Funectii armonice eonjugate

Dacdh v = Re f, » = Im f sint functii de clasi C* intr-un
domeniu@ < D, f fiind diferentiabild in @ (1p0teza, care dupd cum vom
vedea, nu este Iestrlctlvw) atunci derivind prima ecuatie a sistemului
C —R (5.5) in raport cu x i a doua ecuatie a aceluiasi sistem in raport
cu y, prin adunarea egalititilor astfel ob{inute, se deduce ¢i functia

= Ref) este armonicd in & :

P, y) | Pulw, y)
e

Yo oy = 0. (5.7)

Bgula, y) =

Eliminind, prin acelasi procedeu, in sistemul C—R functia u, se
ajunge la aceeasi concluzie: v=TIm f este o functie armonicd in G

Ayv{z, y) = 0. (5.7

Prin urmare, pentru ca funectiile u, v € O¥@), G < D (D fiind mul-
timea de definitie a funetiei f iar ¢ 0 mulfime deschisd), sid poatsd
fi eonsiderate ca parte realdi sau parte imaginari ale unei funetii
f: D>, f fiind diferentiabild in &, este necesar ca aceste functii
s# fie armonice in G ; un cuplu (u, v) de functii armonice in G care
verificd in plus si conditiile C-—R (5.5) poartdi numele de funectii
armonic conjugate (in &). Din consideratiile anterioare, se deduce
¢i nu orice doud funciii armonice pot forma o pereche de functii
armonic conjugate iarun fapt important este acela ¢ daci se cunoaste
u (sau v), atunci se poate determina » (respectiv u) astfel incit
perechea u, v) s& formeze un cuplu de functii armonic conjugate
(functia armonicé v, respectiv u, este unic determinati dacd se face
abstractie de o constantd aditivi). Intr-adevir, dacii u este cunos-
cutd, atunci utilizind conditiille ¢ —R putem scrie

dv =v,de +v,dy = —u,doe + u . dy,

iar forma diferentiald —u,dx -+ w,dy este o diferentiald [deoarece
(—u,), = (u,), (in baza ecuatiei (5.7)] si deci

o, y) = —S' wt, y) At \ uylwg, O) dt +¢, ceR,  (5.8)

0 Yo
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punctul (x,, y,) €@ fiind suficient de apropiat de punctul (x, y) G ;
dacd se cunoaste » (o functie armonicé in @), in acelasi mod se va
obfine functia armonicd conjugati corespunzitoare

% v
w(x, y) = S v,(t, ¥) dt—-S VX, YAt + ¢, ce R.
&) Vo :

Exemple. 5. Dacd u(x, y) = ax* 4 2bxy | xcy®, pentru ca aceastd funclie (care
este indefinit derivabild in R?) si fie partea reald a unei functii f(z) diferentiabile in €,
trebuie ca numerele reale a, b si ¢ si verifice egalitatea a -+ ¢ = 0 [pentru a se verifica
(5.7)]; cu aceastil ipotezd, presupunind in (5.8) ¥, = 0, y, = 0, se obtine v(x, y) = b(y® —
— %) + 2axy ficind abstractie de constanta de integrare. In acest caz se giseste

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = (a — iD) z2.

6. Dacd o(x,y) = 2cos xchy — z% -+ y* atunci un calecul simplu va conduce
la functia armonicd conjugatd corespunzitoare u(wx, y) = sin xshy — 2zy (constanta
de integrare fiind consideratd nuld) si deci f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = 21icosz — iz + ¢.

Gonstanta arbitrard care apare prin aceste calcule se poate deter-
mina dacd se cunoagte valoarea lui f intr-un punct 2z, € G : f(zo)= fo € €.

5.1.3. Formula lui Schwartz

In 4.5 s-a rezolvat problema Dirichlet pentru cerc, obti-
nindu-se formula lui Poisson (4.64) care defineste (formal) o functie
armonicd in interiorul cercului 22 - y* = R* cunoscindu-se valorile
acestel functii pe frontiera acestui cerc, valori definite cu ajutorul
functiei continue f; utilizind rezultatele anterioare, se deduce
posibilitatea definirii unei functii F:D — R, diferentiabile in
D = {z||z] < R}, cunoscindu-se valorile partii ei reale pe 0dD.
Intr-adevir, deoarece in formula lui Poisson

2r 2 2
o, = (B = r)f(9) g,
2o R* + 72 — 2Ry cos (0—o)
avem
2 2 i(0—¢) Li i0
‘ R r :RCR%—TG‘ ® ~ Re RL. + 7’(1 ’
R 412 — 2Ry cos (0 — o) R—reilt=2) Rei® — pel®
cu notatiile 2z =»d® = Re® (/2| =7» < R, |{| = R), se obtine
] 2 ~
Fe) = - dp e
27 0 C — 7
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dacii se noteazd prin f() valorile lui Re F pe cercul | {] = R : dacd
valorile pe cercul #* 4 y*=R?> sint g¢(x, y), atunci

10 = g[ ey my L (@_-R%],

27 21
R . . 1 R? :
deoarece 1z = Kcos ¢ = o (e t-e~¥) = Y (C + —;), y=Rsing=

1 R? . : 1 .

=—|{ —=") Cum din { = Re® se deduce do=—d{ si cum
2i 4 il

din faptul c¢i dacd ¢ parcurge segmentul [0, 27[, variabila {va descrie

cercul | {| = R, seajungelaformafinald a formuleilui Schwartz :

r ]

o Wi = (1L LIS
27 Jig—r YT —2)

constania ce € fiind neapirat de forma ia, a € R (deoarece se obtine

din calculul partii imaginare a functiei F), deci se va determina dacid

se cunoaste valoarea lui ImF intr-un punet.

Formula lui Schwartz este comodd uneori pentru ci permite cal-
culul efectiv al functiei ¥ cu ajutorul teoriei reziduurilor; de ase-
menea, utilizind teoria transformérilor conforme, se poate gisi
solutia efectivi pentru rczolvarca problemelor Dirichlet pentiru orice
domeniu plan (cu fronticrd suficient de regulatd),

5.2. Operatorii  diferentiali 9. si 9. Derivata areolard

5.2.1. Definitii si proprietiti

In baza consideratiilor din 5.1, dacd u =u(x,y) si
v=u(x, y) sint functii diferentiabile intr-un domeniu din [R?, atunci
combinatia «-+iv nu defineste intotdeauna o functie diferentiabild in
€ (dcci o functie diferentiabild de variabila complexd z=ax -+ iy).
In unele aplicatii practice este comoda utilizarea variabilelor com-
plexe zsi 2z

z =z | iy, 2= — iy (5.9)
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in locul variabilelor reale @ si %, care pot fi inlocuite prin

p=t ),y S YR ) (5.9')

i
2i 2

§1 vom conveni gi notdm prin f(z, z) funcfia
f(z,2) = (@, y) + iv(, y) =

i
,—

JE—a) el e,

1 _ _ }
=u|-——(2+2) (2 —2)). (b.10)
2 .

Trebuie remarcat ci spre deosebire de variabilele « si y, variabilele
z 51 2 nu sint independente, dar utilizarea acestora poate fi justificatd
. . - o . (2, 2
prin aceea ci transformarea (w, y)—(2, 2), avind jacobianul —;L-’J«-

N Lo A, y)
cgal cu —2i (deci nenul), este asadar bijectiva. _
Dacit v i » sint functii continue in D < IR?% atunci f(z, 2) =
= w(x, y)+iv(x, y) va fi o functic continud de variabila 2 in Dc € iar
dacd u si v sint integrabile in D, aceeasi proprietate o va avea si f; dacd
insd u st » sint funetii diferentiabile in D, tird a fi armonic conjugate,
nu are sens f’, dar pot fi definite doud operatii 0, $i 0 cu ajutorid
egalitatilor

azf:;‘if:.}..(fi_,iﬂ :L[(ﬂg+ﬂ)+i(év _.fli)]‘
0z 2 \dw oy 2 ox oy on 2y

| , (5.11)
e mp_ Of 1 (of . ofy__ _1.[(?‘..?_';___?1’__)
cv du -
¥ AAENTELA | 511’
+1(0w+8y)] A

Exemple. 7. Daci w(z, y) =+ y, vz, y) =2 —1, atunci
f(z, 2) = w(x, y) + (e, ) = L+ D+ A -Dy
iar calcule simple aratd ¢d d,f = 0, 0[= 1 -+ i. Utilizind (3.9’), se poate scrie f(z, z)=

= (1 + i)z si se observd imediat cd df st Of pot i obfinute direct prin derivare
formald in raport cu z, respectiv z.

348

8. Daci u(w, y) = y, vlx, y) = €%, avem

- i 1
€z, 2) = —;— (Z— 1)+ iexp [7(: + E)]: y+-iexp (x)

si, prin urmare,

,f =.— —1_+—i—exp(x) - +j—eXp[ . (H—E)],
2 2 2 2 2
— i i i i 1
f= ":‘2“ +—é‘ EXP(CC)Z? "}’“‘2— eXP['E—(Z + E)]

Daca f este diferentiabild (intr-un punct sau intr-un domeniu),
atunci eu ajutorul conditiilor Cauchy-Riemann (5.5) se obtin egalitii-
tile (valabile in punctul sau domeniul considerat)

Of =1,  of =0; (5.12)
in acest mod se poate obtine un criteriu practic de verificare a diferen-
tiabilitatii in € a combinatiei u-+vi (de functii diferentiabile) : se
utilizeaza (5.9") gi dacéd rezultatul final nu contine pe 2, atunci
J(&)y=wu(z, y)-+iv(a,y) va fi o functie diferentiabili (in ).

_ Proprietitile operatorilor diferentiali 9, si 0 se pot deduce direct
din definitii ; astfel, vor fi valabile urmitoarele reguli de calcul :

I 0:Af+g) = 0:f + 0:g, o(f + g) = of + ag,
II ()z((lj) == (I/azf, ;j(af) = a,"()f’ ac ¢’
IH 0o fg) = [ 0.9 + g 0-f, A(fg)=fog +g¢ of, (5.13)

IV o, (%) =¢72(g0.f — fd.g), 5(—{;): g™gdf — fag), g+0.

O proprietate importanti & operatorului diferential 9 este expri-
mata prin egalitatea

ala(z) f(z,2)] = a(2) 9 f(z, 2), (5.14)

a tiind o functie diferentiabili (acolo unde u si v sint diferentiabile) ;
intr-adevdr, din a treja proprietate (5.13) pentru 4, in baza lui (5.12)
se gaseste (5.14). Cu alte cuvinte, in cazul in care a este o functie

diferentiabild in €, atunci fati de operatorul 9, a se comportsi ca o
constanti.
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O altd proprietate importantd a operatorilor diferentiali 9, si
0 este aceea cii permite factorizarea operatorului lui Laplace A,
acesta putindu-se serie

J%u

Ay = 0,0u = (0 @:u) sau = Ay,

207

dupi cum se poate verifica prin calcul. Derivarea in raport cu 0 se
mai numeste si derivata areolard.

5.2.2. Formula lui Pompeiu

Una din proprietiitile remarcabile ale operatorului dife-
rential d, descoperitd de matematicianul roman Dimitrie Pompeiu in
1912, constd in posibilitatea obtinerii unei identitati prin care valorile
unei funetii f(z, 2) = u(x, y)4-iv(x, y), v 51 v fiind diferentiabile intr-un
domeniu plan D, pot fi obtinute cu ajutorul unei integrale curbilinii
si a unei integrale duble in care apare operatorul d. Aceastd formulid
se scrie, cu 2€ G :

fo, 5 — o § 20D ar LU gy, t=gtin (515)

e T — = T - %

Demonstratia formulei lui Pompeiu se obtine cu ajutorul iden-
titdtii integrale

S flz, 7)dz = 2188 (2, 2)daedy, 2= iy, (5.16)
G

oG

care este o consecintd imediatd a formulei Iui Green din teoria inte-

gralelor curbilinii; intr-adevir, deoarece f(2, 2) dz = (vwde—ov dy) +

+i(v dz—u dy) mg Pdz+Qdy= Sﬂ (Q,—P,) dw dy, daci P i@ sint
oG G

de clagyd Clin D iar G D este un domeniu cu frontierd netedd pe

portiuni, calculele imediate conduc la relatia (5.16). Punind in aceasta
formuld £ = £-+in in loc de #=2-+iy si considerind in locul functiei

f=f(%, ¥ functia —ﬂc—g_’—g—)—, cuze @ fixat iar in locul domeniului de
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ir}‘zzg%re, domeniul G, = G\ {{||{ —=2| <<} [deoarece functia

- nu este de clasi €' in @, avind o singularitate de tip
pol in punctul ¢ = 2], se obtine identitatea

1% 0 (L9
e =) e ava,

?
. —
dac@ se tine seama atit de faptul cd functia a(%)-=({—=2)"? este dife-
1'@11}1&1)1]:1 in G (vezi exemplul 2) cit si de formula {5.14). Cum oG —
= o‘Q U ve, unde v, este frontiera cercului | {—z]|= ¢ (= este suficiaent
de mie pentru ca y.< @), vom avea |

§ 2504 60 qp | S50 g

{—=z Joe L—=

{—z
semnul — din fata ultimei integrale fiind o consecinti a faptului ci

trorlltlera Ye este parcursd in sens invers (adicd in sensul de mers al
acelor unui ceasornic, vezi fig. 5.1) ; prin urmare, pentru orice ¢ > 0

@

Fig. 5.1.
suficient de mic are loc egalitaten,
%9 .. S 50 o 9f (L2
SVB 7% df = OG—(_l?—%lC — 2185@—%—_‘:’%(12(117. (5.15%)

Deoarece - =z i i
pe ve avem [ = z+ce®, Oe [0, 2r], se obtine

Sv, é———-—(?’}) Az = iSth(er s, Z+ec7) a0,

22 f
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Inlocuind aceastd integrald in (5.15’) prin trecere la limitd, pentru

e | 0, dupd impartire cu 2=i | deoarece S f(#,2)d0 = 2=nf(2,2), tre-
0
cerea la limitd sub semnul integralei fiind permisd in baza continui-

tatii lul f] se obtine exact formula (5.15). Se poate scrie

lim SS &0 dédy= SSGM dZdx,

£y 0 Ge C — 2 C_z

deoarece in egalitatea (5.15') integralele curbilinii au limitd, ccea ce
antreneazi existenta limitei anterioare ; aceastd integrald dubla este
o integrali improprie convergenta.

O consecintd importantd a formulei (5.15) este egalitatea

for= - S, (5.17)

C omi

valabild pentru orice functie diferentiabild in domeniul simplu conex
D, G< D fiind un domeniu ca frontiera suficient de regulatd ; intr-
adevir, aceastd formuld, numitd formula integrald a lui Cauchy, se
obtine din formula lui Pompeiu deoarece in ipotezele ficute avem
df = 0. Deoarece z¢ (G, integrandul din (5.17) este o functie inde-
finit derivabild in raport cu #z si deeci, in baza teoriei integralelor cu
parametri, functia f va fi de asemenea indefinit derivabild in ficcare
punct in care este diferentiabild ; se poate ardta cu ugurin{d cd dacéd
este valabild identitatea (5.17) pentru orice ze D, atunci functia f
nu numai e este indefinit derivabild, dar este si dezvoltabild in serie
Taylor (deci analiticd) in domeniul ei de diferentiabilitate. Pentru
aceasta, se observd cd din formula integrald Cauchy (5.17) se obtine

' .
n!
f™)(z) = ——S ﬂ——d( n=0,1,2,...
1 )0+l

27l oG (Z —

posibilitatea derivirii sub semnul integralei decurgind din teoremele
cunoscute referitoare la aceastd operatie; presupunind z=z,e D
51 (€ yg, unde vy este frontiera cercului de razid K cu centrul in z,
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R > 0 fiind arbitrar, dar astfel incit vrc D, vom avea

A N (Z—"'ZO _ — ) . —
Z ) Z (= o) SYR( C‘-—ﬁzo)”+1 dg

b SO 1Ta (2—=)\ .
27:Cl SYRZ — 2'0 [720( C-ZO) ]dc,

;)r};ersareﬁ celor doud operatii (de insumare i de integrare) fiind posi-
ild dacd Se alege ze D astfel incit |2—z,] < |l—z,| = R (vezi
fig. 5.2), situatie in care seria din ultima integrald este uniform con-

a0 ! 27l 4eo

vergentd, fiind vorba de o serie geometrics | a ciirei sumit este E:@)
{—z

. - o J"(=)

ar LOT B . ~“0 -p

Prin urmare, seria Taylor — (#—2,)" este uniform convergenti
. m=0 .
pentru orice 2 care verificd inegalitatea |2 — 2,] < R, iar in
biza calculelor anterioare, suma acestei serii va fi egald cu
S f(%)

271 g { — 2
aceasta s-a Jl}stlflcat afirmatia ficutd anterior prin care functiile
diferentiabile in C au fost presupuse de clasi, €% (vezi 5.1.2); acestea
se mai numesce §i funcfii olomorfe. 7

dg, adicd, in baza lui (5.17), va fi egald chiar cu f(z). Cu

Fi8. 5.2.

. Toate consideratiile anterioare au fost ficute in ipoteza ci func-
tiile w §1 v care conduc la functia f = u-+iv sint diferentiabile si
a§tffel incit in orice domeniu simplu conex din multimea in care u sik’
sint diferentiable este aplicabild formula lui Green : utiliz(ind m%?
teoria solutiilor slabe (generalizate), expusi in 4.1 aczzste considera%ﬁ
se pot extinde intr-un cadru mai general care va It prezentat ulterior

3y
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5.3. Operatorul § si integrarea unor sisteme de ecuatii

5.3.1. Sisteme Cauchy-Riemann

Ipoteza de diferentiabilitate a unei funectii de variabila
complexd z=x-+iy conduce la sistemul

u _Ov_y, fv g 0v (5.18)

o ay ow oy

. . L = g
dacd functia se serie f(z) = wu(x, y)+io(x, ¥); sxs_temul (5.18) p(}(w.(,, fi
considerat ca un caz particular al sistemelor mai generale avind forma,

Ly —0) - alz, y)u — b, p)v = f(,y)
2

, (5.19)

L oy )+ bl )t a(@, )0 = g (@)
2

pe care vom conveni si le numim sisteme G'auchy-Rz‘emmgw : functiile
a, b, f si g se presupun cunoscute intr-un domeniu G <R *. Inmultind
a doua ecuatie a sistemului (5.19)cuisi adumnd—o. la prima ecuatie,
cu notatiile w = u+iv, 4 = a +1ib, F = f+ig [evident, w = w(z, 2),
A=Az z), F=F(z, z)], se giseste ccuatia,

a, > po 5
ow + A(z, z)w = F(z, z), (5.20)
care este echivalentd sistemului (5.19). Dacé A = 0, adici 1n cazul
sistemului ¢ —R neomogen, se giseste ecuatia
— _ o
ow = F(z, 2), (5.20")

ale cirei solutii pot fi analizate cu ajutorul formulei lui Pompeiu ;
¢ . 3 o . 7
intr-adeviir, tinind seama de (5.15) si (5.20"), solutia sistemului (5.20°)
se poate scrie sub forma

1w 1(( 2D i (521
@0(2’,2): %vadt—?sss C*"Z dCd‘f), C E"f’l’n () )
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s = R

Introducind notatiile .

¢, ¢ _ 1 Ft“ .
o) = 5| M ay, @n s = L LED gy,

- 2mi G ( — 2

solutia se transcrie

w(z, 2) = O(2) + (TF)z, 7) (5.21%)
si deei se compune din suprapunerea a doi termeni @ si TF ; funectia ®
reprezintd evident o functie diferentiabili de variabila complexd z in
€\ ¢G si va reprezenta solutia sistemului omogen corespunzitor
[care evident este sistemul (5.10)] deoarece pentru £ = .0 din (5.21")
se obtine w = 0, T0 = 0 iar TF va fi o solutie a sistemului neomogen
(5.19). De aici rezultd cd pentru orice ze G va trebui ca oTH)=F,

adied
PN (@ AteE)  Fe:
o[——ﬁ—SSG—?_—;dgdn = F(z,3). (5.22)
5.3.2. Solutii slabe pentru ecuatia dw = F

In baza teoriei din 4.1, functia w=w(z, 2) va fi o solutie
slabd in G a ecuatiei (5.20°) dacid pentru orice functie-test in @, fie
ea o, se verifica egalitatea

(w0, 0%9)y = (I, ¢), (5.23)

in care ¢+ este operatorul diferential formal adjunect al operatorului

J iar

(2 90 =\ 2, 2) 451 dway.
G

Or, deoarece 9 este un operator diferential liniar de ordinul intii

cu coeficienti constanti, vom avea 6+ = —0, asa cd egalitatea de

definitie (5.23) in acest caz se transcrie sub forma

. (w’ acP)O +'(F’ cP)o = 0.

Vom arita cd egalitatea (5.22) este justificatd, adicd (5.23) se
verificd dacd w=TF, F tiind integrabild (in sens Lebesgue) in @ ; dar,
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daeil @ este o functie-test, cum ¢ = 0 pe 8¢, din formula lui Pompeiu
va rezulta ¢ == T(0 9) si deci

(10, 390 =\ i, ) Tos, 7) dody —

[ 2 ]

~{{ P [l SSGM dza /]aadn = (F, =T (09)), =

7)dajdy =

7 ¢
= (F,—9)y = — (¥, 9)y

(s-a utilizat teorema lui Fubini privind posibilitatea inversirii ordinii
de integrare).

5.3.3. Integrarea unor sisteme de eeuatii

Rezultatele din 5.3.1. si 5.3.2 pot fi utilizate pentru
integrarea unor sisteme de ecuatil cu derivate partiale, dar pentru
concretizarea rezultatelor vom considera doar sistemele de forma
(5.19) ; ideea care std la baza procedeului de inteomre prezentat se
bazeazi pe analogia care exista intre solutia ecuatiei y’ = f si solutia
ecualiei ow = F. Astfel, dacd solutia primei ecuatii se scriey = ¢ - ¢,
unde ¢ este o constantd oarecare iar ¢ este o primitivi pentru f, so-
lutia celei de-a doua ecuatii se scrie w = ® 4 TF, unde & este o
funetie diferentiabil (deci analiticﬁ) in variabila complexd 2z iar T
este opm(um‘ul definit in 5.3.1. o

In acest mod, notind 6° =1, ¢* = d, 07 = 3 (971), j = 2, 3,..

se pot lua in (‘Onbldel'l,tlb ecuatii de iornm

7w —

Y a7, 2) 0w = F(z,z), n =1,2,...

7=0 :
al caror algoritm de 1ntegmre va fi analog celui utilizat la integrarea
ecuatiilor diferentiale Za;(m)y””i_——f(x); in particular, in cazul cel

i=0

mai simplu al ecuatiei ow + A(z, z)w = 0, solutia se va scrie
w(z, 7) = P(z) exp (T4), formuld denumitd in literatura de speciali-
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tate formula tui N. Teodorescw dupd numele celui care a dedus-o
prima oari.

Exemple. 9. Pentru ecuatia Ow — zw = 0, adicd pentru sistemul

1 1
«—2—(11,; —vy) — xu -+ yv = 0, 7“75 + ) —yu— v =0,

solutia generald va fi

w(z, 7) = @(:)ez;;

‘sau, pe componente,

wa, p) = a(x, g) €Y,z ) = ba, gy T
a si b fiind funclii armonic conjugate (inlr-un domeniu dat) arbitrare.
10. Pentru ecuatia ow — (2 — i)w = z, adica pentru sistemul
1
7(11;,5—07,)«211—0:36, ——‘)—(Ux+uy)—|—u—2l)=——y,

solutia sub formd complexd va fi

w(z %) = Q(z)e?tz . T T 7

ceea ce, pe componente, inseamna

2z +y 3
w(zx, y) = a(x, y) Y cos (x — 2y) — bz, y) €Y sin(x — 2y) — —
S5 25
. x—2y 4
v(x, y) = a(x, y) e sin (¢ — 2y) + b=, y) 1Y cos (x — 2y) — o
1)
a si b fiind iardsi functii armonic conjugate.
5.4. Derivata areolaria
5.4.1. Monogenitate si olomorfie («). Primitive areolare

Scopul urmirit de D. Pompeiu, prin considerarea functiilor
I pelu, x

I: D—>¢ nemonogene sau nediferentiabile in sensul formulei (5 1),
sau, in alti termeni in gsensul teoriei clasice a funetiilor analitice
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de o variabild complexd, a fost de a studia proprlemtllo functulor
f pentra care integrala lui Cauchy este nenuli :

S f(2, 7) dz # 0.

El s-a marginit la functiile de clasi CY(D) pentru care; prin stabilirea
relatiei (5.16), deci a formulei lui Green, se putea ajunge la o caracte-
rizare a acestor funetii prin sistemul Cauchy-Riemann neomogen
{5.20"). Considerind integrala

ﬂ&=>%8f%zwa

unde 3 este un domeniu cu frontiera y neteda (cel putin pe portiuni),
ca o functie de domeniu §i notind méas & = | 38|, formula (5.16),
extingd in cuplul (f, ¢) de functii cel putin integrabile in sensul lui
Lebesgue, conduce la considerarea derivatei in sensul lui Lebesgue

—\ flz, 2) dz
D i . 2i
e

4 functiei de domeniu F(3), pe orice familie (v, 3) regulatd in 2z,
Aceasta inseamnd cd ¢ >0 fiind dat, se poate determina un numa
r >0, astfel ineit

I 1
| 21

Sﬂ%aM~¢m>

< e

pentru orice cuplu (y, 3), d<={z||z—z| <r}. In aceste conditii
numirul ¢(z,) va fi numlt derivata areolard a funcmel f(z, 2)in punctul
Zg€ D iar funci,sla f(z,2) va ti numitd monogend (o) sau areolar mono-
gend in z,.

Semnificatia extinderii notiunii de monogenitate apare din urmé-
toarea teoremd care permite punerea in evidentd a unei ecuatii
functionale fundamentale in teoria: derivatei areolare $i a functiilor
monogene («).

Teorema 5.1. Conditia necesard si suficienid, pentru ca o funclie
fe C%D) sé fie aproape peste tot monogend (o) in D si cu deribatld areo-
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lard sumabil@ in D, este ca sd ewiste o funciie Y€ I(D) si o functie de
domeniu Y(8) cu derivatd Lebesgue aproape peste tot nuld in D, astfe
incit relatia

L sz 2 — v)dow=1 5.25)
2Jj%ad gﬁmmd $(8) (5.25)

8d aibé loc pentru orice cuplu (v, 8) < D. In acest caz,

br_, (5.25')
Do

aproape peste tot in D, deci ¢ va fi derivata areolard a lut f aproape

peste tot in D.

Demonstratia acestei teoreme ca si consideratiile precedente asupra
derivatei areolare se gisese in lucrarealui D. Pompeiu, Sur une
classe de fonctions d’une variable complexe (Rendicenti Palermo
1.33,1912 et t. 35, 1913).

Ecuatia (5.25) este o extindere a ecuatiei (5.16) verificate de orice
of
0z
Presupunind ¢(3) = 0 in (5.26), functiile f € C%D), satisficind ecuatia
(5.25), au fost numite primitive areolare, derivatele lor areolare,
¢ € L(D) fiind in general sumabile.

Primitivele areolare cu derivate areolare continue vor fi numite
Sfunctii olomorfe («)

Dacad ¢ e L®(D), ecuatia (5.18) cu (3) =0 admite solutii
fe C°(D) pe care le vom numi primitive areolare mdrginite, avind in
vedere cd orice ¢ € L*(D) este echivalentd cu o functie marginitd si
integrabild, Lebesgue in D. Are loc atunci urmétoarea teoremii.

fe OYD) si de derivata sa areolari in sens restrins of =

Teorema 5.2. Conditia necesard si suficienid pentry, ca o functie
fe C%D) sd fie pmmztwa areolard marginitd este ca ea $d fie de forma.

?(&,
{—a

Descompunerea (5.26) este unicd i derivata areolard a luifeste o € L®(D)
in afara unei functii echivalente cu zero aditive :

1
J(2) = h(z) + T =h(z) — —{SSD 0 qzay. (526

Df _ " ,
oo =9 € Z%(D). (5.26")
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Dacd D are o frontierd I'(=0D), formatd dintr-un numdr finit de
curbe simple, rectificabile i inchise, fard puncte comune doud cite doud,
Tom aveq reprezentarea

[z, 2) 1 S &Y dt——l—SSDM dEdy,. (5.27)

:27tipC——z T T —=2

Prin. L°(D) am notat spagiul claselor de functii echivalente din L>(D).

Formulele*) (5.25), (5.25"), (5.26), (5.26'), (5.27) constituie extin-
derea formulelor (5.16), (5.15) valabile in spatiul CY( D) sidatorate lui
D. Pompeiu, initiatorul teoriei derivatei areolare pe care a dezvoltat-o

oo 0 . . «
sub forma restrinsd of = 5_{ D.Pompeiu a fost primul care a aritat
2
¢ integrala

(T9) () =——LSSD—‘P@—Q dEdy (5.28)

T {—=2

reprezintd o funcgie continui in intreg planul complex €, olomorts
in exteriorul lui D gi nuld la infinit. Tn adincirea acestui rezultat fun-
damental, s-a demonstrat ci (Te)(z) este holderiani, de exponent
oricit de vecin de unitate, proprietate care joacd un rol important
in cercetdrile ulterioare asupra lui Te, in ipoteza c3 o € L°(D).

Sd considerdm cazul particular al functiilor olomorfe (o) notind
spatiul corespunzitor prin #,(D). In aceste conditii integrala (5.28)
se reduce la o integrali Riemann generalizati (in sensul valorii
principale Cauchy, ca in 5.15). Evident, in acest caz p e L®(D) si
tunctiile olomorfe («) sint reprezentabile prin formulele (5.26),
(5.27), teorema 5.2 fiind aplicabild, iar derivata areolari este unici
trebuind si fie continui.

Importanta derivatei areolare apare in momentul in care se con-
siderd sistemul Cauchy-Riemann neomogen §i se incearcd sd i se
gaseascd solutii comparindu-l cu sistemul omogen, care admite
numai solutii indefinit derivabile, reprezentabile prin formula inte-
grald

fz) = -—]—S @ g, (5.28")
27l )y § — 2
care se giseste ca prim termen in membrul al doilea al formulei (5.27)
s1 reprezintd o functie olomorfi.

*) Teodorescu N., La dérivée aréolaire et ses applications physiques (These).
Paris, Gauthier Villars, 1931.

360

Intreaga teorie a functiilor analitice se dezvoltd pe baza acestei
reprezentari integrale ; dupa cum se stie slAproblemevle la limita puse
sistemului Cauchy-Riemann omogen au in aceastd formuld inte-
grald un instrument fundamental. ‘

Cind se incearcd insi integrarea sistemului Cauchy-Riemann
neomogen, se constatd ci acesta, in general, nu adfm‘g.e solutii ordi-
nare, deci cu derivate partiale continue de prdlnul intii pentru orice
alegere a membrilor ai doilea in acest sistem. Acga@;a idee a
condus la considerarea derivatei areolare ca o derivatd in sensul lui
Lebesgue, pornind de la forma initiald, eonfgrmé» dealtfel si cu califi-
carea de areolardi, pe care D. Pompeiu o diduse definitiei derivatei
areolare. . .

Importanta operatorului T si a integralei (5.28) a lvul D. Pompeiu
constd toemai in faptul ci oferdi o reprezentare integrald a unei functii
care nu admite derivate partiale gi nu verificd S{stzemu.l Cauchy-
Riemann neomogen decit in cazuri particulare, Pecesm‘nd impunerea
de conditii suplimentare functiei ¢, dar verificd ecuatia functionald
(5.253), cel putin in cazul destul de general al primitivelor areoolare
mirginite cu ¢ € L®(D) sau al functiilor olomorfe («), unde ¢ € C%(D)

Astfel derivata areolard si operatorul T constituie elementele
de bazi ale unui exemplu de solufie generalizaid, anterior mtrvoduceru
de citre Sobolev a acestei notiuni, iar ecuatia functionald (5.25),
extinderea sub formi integrali a sistemului Cauchy-Riemann neo-
mogen.

5.4.2. Derivata areolari slabia. Funetiile din 2;(D)
si primitivele areolare

Definitia (5.17) casi cearestrinsd prin operatorul diferential

Q= —;L impun derivatei areolare un caracter punctual, legind-o
2]

totugi de derivatele partiale, desi nu permite renuntarea la acestea.
Or, ca solutii generalizate ale si.stegmlm Cauchy-Riemann neomogene,
primitivele areolare sint definite intr-un domeniu, cel putin aproape
peste tot. De aceea, extinderea cu ajutorul unui operator global a
notiunii de derivatd areolari devenea necesarad in lumina conceptului
de’solu‘gie generalizaté. .

Notiunea de derivati generalizatd introdusd de Sobolev are cali-
tatea de.a raspunde la aceastd necesi‘gate. Aoes‘g punct de vedere a
fost adoptat de I. N. Vekua care, pornind de la sistemul liniar (5.19),
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care cuprinde si sistemul Cauchy-Riemann neomogen, gi-a propus
incepind din 1952 studiul unui sistem de forma,

i)
—alwggzauﬁ—bv—kk
ax a'-” (5.29)
_,ﬂ+~—p =cu -+ dv + 1
dx oy
Punind 2z = 2 4 iy, w= u + iv,
1 . . 1 . .
A :1—(a-d+1c -+ 1) ; B:—;(a+d+1c—1b),
1 .
C=—(k i (5.29')
2
sistemul capitd forma
ow = %’L_f) = Aw 4 Bw } C. (H.29")

Presupunind, pentru inceput, coeficientii continui, asa cum o ficut
Vekua in primele sale lueriri, i ciutind solutii w(z) continue in
< . ow ., ..
D, rezulti din (5.22") necesitatea ca —— si fie de asemenea con-
oz
tinud. Ficind in (5.29) transformarea u=z, v = — s, deci W=1u-|liv—
=W = - is = w—iv, sistemul (5.29"') devine

% _ A5 4 Bw 4 0,
oz
deci si
ow  ow .

Aceasta impune ca, in cazul in care (5.29") admite solutii continue,
acestea sii fie de clasid CY(D). Insd insigi sistemul mai simplu Cauchy-
Riemann neomogen nu admite solutii ordinare pentru orice alegere
a membrului. In consecinti, studiul sistemului (5.28) impune de la
inceput, ca si cel al sistemului Cauchy-Riemann neomogen, conside-
rarea solutiilor generalizate. Dar in aceste conditii derivata areolars.
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este cea care se impune ca instrument "de investigatie si dee} forma
{5.29"") este cea care poate indica, prin analogie cu mste.mul' Qauehy-
Riemann neomogen, calea de urmat. Ideea_dp a se folosi in locul
derivatelor partiale derivate generalizate gi in sensul lui Sobolev
devine conducitoare. . .

In consecintii, in locul derivatei areolare restrinse d/dz se impune
si se introduci, pe calea formulelor de reciprocitate, de tip Gauss-
Ostrogradski (sau Green) derivate areolare g_enem?zzatﬁ, sall sl_abq .
Aceasta ar permite considerarea sistemelor cu coeficienti discontinul.

: . of ¢
Pentru a obtine o astfel de formuld, fie f, $e CY(D) si =
derivatele lor areolare restrinse: Vom avea, conform cu proprietatea

11 din 5.2.1,
| o . .0 of
U =12

Aplicind identitatea integrald (5.16) [sau (5.25).], vom avea pentru
orice @<= D cu frontierd simpld I', rectificabild gi inchisd (de exem-
plu, netedii sau netedi pe portiuni)

1 RCRCLEE
I

KRR AT
2i (fﬁé+¢8§ s

Y\,
Presupunind in particular ¢ e OF
obtinem identitatea integrald

(@), primul membru este nul g§i

SS ( 9 L Y ) A% dy =0. (5.30)
G 0z 0z ) )
Daci f este olomorfd in D, avem 8 f = 0 si (5.30) se reduce la
‘ : ’
SS fa—‘fdgdn = 0. (5.30")
e 0z

Aceastd ultimi egalitate nu admite decit solutii olomorfe sau echi-
valente cu astfel de functii, dacd este presupusd verificata pent‘rlvl
orice functie-test §. Se poate demonstra ci (5.30) rimine valabild

si dach f este o primitivii areolard mérginitdi. Notind Em = g,
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dacd ¢ € L*(D), (5.30) se transerie sub forma

1 —%g—dzdwssg o $dEdn =0 (5.31)

si vom avea teorema urmitoare :

Teorema 5.3. Dacd fe O%D) si ¢ € L°(D) satisfac ecuatia (5.31)
pentry orice funciie-test , atunci f este o primitivd areolard mdrginitd
; D
161 @ :—i aproape peste tot in G.

Do
[~ Cum ¢ este ofunctie-test, aceasta admite o derivatidareolarii g ¢

in sens restrins si cum ¢ este nuld pe @, formula lui Pompein ca si
formula (5.27) este aplicabili, reducindu-se la

Yoy = — - i 1y, Dazdy,

T {—z

<

functia ¢ fiind cel pugin hélderiand in G. Schimbind ordinea de inte-
grare, conform unui caleul efectuat anterior, se obtine

SS eYdedy = — SS (T9) (2, 2) b dedy,
G /e
iar cum (5.31) este Vérifica-t-zi prin ipotezi, se deduce
SS (f—Tq) 8y dwdy = 0.
G

Intrucit diferenta f — To éste continui in domeniul D, rezultd

J—Te = ), [z, 2) = W(z)+Te,

h tiind evident olomorfd. Aplicind teorema 5.2, se deduce c¢i f este

0 primitivit areolard mirginitd, avind ca derivatd areolari pe ¢

aproape peste tot in G. _
Se poate face observatia cd teorema 5.3 pune in evident# posibili-

tatea de a defini derivata areolari cu ajutorul relatiei integrale

(9.31) ; este ceea ce a ficut Vekua, extinzind aceastid relatie la cazul
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funetiilor sumabile. Aceastii derivatd va fi notatd prin simbolul
—~—sal é = 9z si vom scrie

oz
af
0z

¢ = = Ef = [z

Multimea functiilor fe L(D), care admit derivate areolare generali-
zate, va fi notatd prin 9z(D).

Vekua nu numeste aceastd derivati areolard, ci derivatd generali-
zat@ In raport cu z, desl termenul de derivatid areolardi era cunoscut
incid din 1912.

S4 observiim incd o dati, cd derivata areolard generalizatd (slabi)
nu este determinati decit in afara unei funetii aproape peste tot
nulit (echivalentd cu zero) aditiva.

Teorema urmittoare pune in evidentid proprietitile de bazd ale
integralei lui Pompeiu in conditii mai largi :

Teorema 5.4 (I.N. Vekua). Daci o € L(D), functia To, definitd
de operatorul lui Pompein

LSS 450 gzay,

‘(T‘?)(z):—n p C—z

are proprietdtile urmdtoare :

a) ewxistd aproape peste tot in I,

b) T e LP(D,)
ci P un numdar real arbitrar satisfacind dubla inegalitale 1 < p < 2
iar D* un domeniv marginit earecare din planul complex €.

Daci ge L (D), cu 1 < q < 2, integrala T este in general o
functie discontinud. :

Daca p > 2, integrala T o este continud i chiar hilderiand.

In aceste conditii teorema (5.3) a fost extingid la cazul funetiilor
din Z3(D), deci la functiile cu derivatii areolard slabd, in modul
urmitor [14]:

Teorema 5.5. Orice functie fe Dz(D) este reprezentabild prinir-o
formuld de forma

fl2) = h(z) — -71? SSD‘%(‘CL‘% dE dx, (5.32)
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unde h este olomorfd in D si ¢ = of € L(D). Reciproc, orice formuld de
forma (5.32) reprezintd o functie f € Dx( D) st

of -
—L = o. 5.327
Pl ( )

Se vede deci ci functiile din 9z(D) extind primitivele areolare
mirginite, iar daci ¢ € LY(D) cu ¢ > 2, functia f(z) este continui.
Teorema urmitoare® este de naturd si puni in evidentd legitura
dintre derivata areolari slabd si derivata areolari a primitivelor
areolare prin operatorul T si formula de reprezentare a lui Pompeiu
extingd.

Teorema 5.6 (N. Teodorescu). Conditia necesard $i suficientd pentru
ca o primitivd areolard f sd fie reprezentabild prin formula tntegrald

f2) = z) — = 58 259 grq, (5.33)
T JJID l -z .

cw b olomorfé in D gi ¢ € L(D) este ca integrala T s& fie o funchie

continud de z in D.

O consecin{i nnport‘mntm a acestei teoreme este ¢ orice primitivi
areolard reprezentabild prin formula (5.33) este in acelagi timp o
functie din multimea 2:(D), in baza teoremei 5.5. Derivata areolard
a unei astfel de funetii este in acelasi timp gi derivata areolard slaba.
In acest mod, ecuatiile (5.25) si (5.31) sint echivalente pentru aceastid
claséi de primitive areolare.

5.4.3. Aplieatii ale teoriei _deiivatei areolare

5.4.3.1.  Polinoamele areolare. Pornind de la observatia ci
tunctiile olomorfe se comportd ca nigte constante in raport cu deri-
vata areolara, chiar si cu cea slabi (sau cea restringd), se poate pune
intrebarea care sint tunetule a cdror derivatd areolarid este olomorfd.
Aceasta revine la considerarea ecuatiei simbolice

DO _ 1) e HD), we oD). (5.34)
Do .

*) Teodorescu N. Dérivée aréolaire globale el dérivée généralisde. Actes du
Colloque sur les équations différentielles et fonctionnelles de Balatonvilagos, 1961.
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O solutie particulard se obtine luind w,(z, 2) = 2f,(2), pentru care
vom avea

D i
Wy = (5.34")
Do az

1 sedzind membru cu membru din (5.34),
D(w — w,)
Do

de unde, fiindcd w—w,eC°( D), va trebui si avem w —w,=fy(2) € H(D)
§i deei

:0’

w=fy(2) -} 2fy(2) cu fy(2) € H(D). (5.34"")

S observim cf in cazul in care in ecuatia (5 34) s-ar {i considerat
derivata areolard slabi, solutia ar fi fost de aceeasi formé (5.34""), w
fiind definit in afara de o functie aproape peste tot nuli.

Vom numi solutia w(z, z) datd de (5.29"") a ecuafiei cu derivate
areolare (5.29) polinom areolar de ordinul intii.

Deoarece, tinind seama i f, si f; sint functii olomorfe, putem serie

w(z, 2) = fo(2) + 2fi(2) = —1~ S Jol&) dZ + i g &) az . (5.35)
2 (1)) 2% .

{—z ilopl— 2

Adunind i sciizind termenul £f,({) la numéiritorul primei integrale,
se obtine in final egalitatea

w(z, 3) — 1-.—5 w (& z;)dz;+ 2NS =01 e (535

2ni Jp C — Z-—z

care, deoarece Gw = f, se transcrie sub forma

1 w5 1 T L,
Wz 2) = 27 Sao { —z At + 55 27i S@D {—z v

Aceastid egalitate exprimd valorile lui w in interiorul domeniului D
prin valorile lui w gi ale derivatei sale areolare calculate pe 0D
(evident, presupunind w si dzw continue pe! d.D). Este usor acum de
definit polinomul areolar de ordin » (in domeniul Dc @) ca solutie
a ecuatiel

0"w(z, 2) = f,(2), (5.36)

367



unde f, este o functie olomorfd in D, sau ceea ce este acelasi lucru,
ca solutie in D a ecuatiei

2 hw(z, z) = 0. (5.36")

Rezulta imediat

Wiz, ) = fol2) + A+ 2ale) + oo+ 2Ful2),  (5.3T)

unde f,,...,f, sint functii olomorfe in D (in raport cu variabila
complexi 2). Dacad se noteazd

Ixw(z, 2) = w,(z, 2), k<,

atuncei

wi(z, 2)=k - fi(2)+
F R+ 2B+ n(n—1). . (n—Ek4-1) 2",
fos--+y fu fiind definite prin (5.37); prin inductie, se obtine usor

egalitatea

wie, ) — o | ol gy ]S e

QTCi Jap :—?J

(o)

(5.37")

27l

1 S (E_Z)n /wn(t.v Z) dt
&) 7

T oni n! {—=2

care generalizeazd (5.35) la n > 1.

Ca aplicatie a teoriei polinoamelor areolare, 58 compm‘am formula
lui Pompeiu (5.15) cu egalitatea (5.35"); rezulti cd dacd se face
abstractie de o funetie olomortd in D, are loc egalitatea

RS SSD NG9 dEdn = — -‘L Saug —t NG %) ag,

7 {—=z 27i C—=2

daci f este de asemenea olomorfd in D (si continud in D).

5.4.3.2. Beuatit liniare cu derivate areolare. Ecuatia
ow - ~
- Falz, ) w=0 (5.38)
0z
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liniard si omogend poate fi integraté folosind proprietitile operatoru-
L0 e . . o < N
lui — 1 Tf in ipoteza cd acesta admite o derivatd areolard ordinard
oz
sau chiar slaba, deci ci

0 J : _
() = ??[— 1 SSDLC@Q dgdy]] =f(z2).  (5.39)

(%4

Vom presupune dacd @ € L(D) si vom avea amplificind (5.38) prin e' :

oy OW " ow 0
elo— Jeleqw=e" —— L w— (e') = — (we') =0
% oz % = z e =0
de unde
wel® = h(z); w(z) = h(z) e~Te, (5.40}

unde h(z) este o functie olomorfd (sau echivalentd cu o functie olo-
morfd). Putem spune c¢é am obfinut in acest mod forma generali a
solutiilor generalizate ale sistemului

ow  du . A
— = Falx, y)u — 8z, y)v=0, (5.407)
ox (3?/

ou

S () 0w

Yo =~0
oy 0w v ’

echivalent cu (5.38), daci notdm

Q|

(%, 2) = 2[w(w, y) + 18 (x, y)], w = u -+ .
Evident ¢d in cazul in care a € 0%D), functia Ta va fi olomorfd (o)
s1 decl w va fi de asemenea olomorfi (e).

Solutia (5.40) a servit ulterior pentru stabilirea unor proprietéti
importante ale solutiilor ecuatiei omogene mai generale :

ow
0z

= aw -+ bw, (5.41)

studiata de T. Carleman si apoi de I. N. Vekua.

369



Exemplu. Sistemul

du av 42 9

Py oy oau — 2 fo =
% gt 2a0 — 0,
0] 8 u oy

<u a, 3 numere reale, se transcrie imediat sub forma (5.38) cu @ o constanti. Vom putea
lua Ta = az -|- hy(z), unde N, este olomorfid. Vom avea deci

w(z, 2) = u(, y) + 1 o(x, y) = [(2) &,
incorporind in h(z) si factorul ¢o(2) punind h(z) = In(x, y) + 1 hy(x, y), vom avea
u(x, y) = Rew(z, 2) = e~%~Bv[h(x, y) cos (ay — Bx) — hy(x, y) sin (ay — Pa)l,
v(x, y) = Imw(z, 2) = e“w‘ﬂﬂ[hz(ac, y) cos (ay — Bx) - hy(x, y) cos (o y — Bx)],

<cu iy si hy doud [unctii armonice conjugate in domeniul D < R? in care se cautid solulia
sistemului.

Daci ecuatia (5.38) se inlocuieste prin ecuatia neomogeni
dz10(z, 2) -+ afz, 2)w = b(z, 2),

@ 81 b fiind functii continue in D, solutia se poate obtine prin utili-
zarea metodei variatiei functiei b din %ohlm (5.40) [adicé presupunind
h = kz,2)]; se wasestc usor

w(z, 2) = h(z) e”™ + T(beT*) e T*

Este evident cé metodele de integrare a ecuatiilor diferentiale pot fi
extinse cu ugurintd si la ecu&tnl(, in care apar derivate areolare de
diverse ordme, fiecare ccucn,;le de acest tip fiind de fapt un anumit
sistem de ecuatii cu derivate partiale (a cdrui transcriere sub forma
complexi coincide cu ecuatia amintiti).

5.4.3.3. Teorema lui Carleman si funciiile olomorfe (o). Sistemul
(5.29) cu coeficientii continui a format obiectul unei cercetiri ale lui
T. Carleman care, in ipoteza ci acesta admite solutii ordinare
u, ve CHD), a stabilit o teoremé importanti.

Teorema 5.7 (1. Carleman). Mulfimea zerourilor oricarei solujii
ordinare a sistemului (5.29) omogen nu are puncle de acumulare in D.
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Tinind seama cd in general .sistemul (5.29) nu admite solufil
ordlnare, se poate e‘mnde teorema lui Carleman la solutii olomorfe
(@) ; astfel scriind

— w0 w N
G — w(A + B “—’) o Ago, Ag— A +BY  (542)
w w
L

in locul ecuatiei dw = Aw - Bw, ecuatia este adusd la forma (5.38)
astfel incit se poate scrie (pentlu orice solutie pentru care '_[‘A0

existd si admite o derivatd areolari ordinard sau slabi) ATA,) = 0-

Dar in (5.42) 4 si B se presupun functii continue iar raportul —
w
va fi de asemenea o functic continud, exceptind punctele in care se

“ . . w
anuleazd w, in care acest raport nu este definit; avem |— | =1,
w

si deci A, este mirginit in astfel de puncte iar T4, existi. Or, rapor-
{indu-ne Lm tormula (5.40), vom putea scrie

w(z, 2) = h(z)e-T4o (5.43)

cu i functie olomorfd in D ; cum exponentfiala nu se poate anula dacd
TA, este finit, toate zerourile lni w vor proveni din factorul & care
hmd functie olomorm in D nu poate avea o mulfime de zerouri cu
punct de acumulare in D. In acest mod, rezultatul lui Carleman se
extinde la solutii olomorfe (a).

Se poate face in plus observatia ci apllcatla TA, esteo funcg ie
olomorti («) in D cu exceptia zerourilor lui w, care sint in numér
finit (se presupune D un compact in €).
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