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Prefaţa la prima ediţie în limba rusă 

Funcţiile generalizate capătă în momentul de faţă o răspîndire din 
ce în ce mai mare în diferite ramuri ale matematicii. Sub o formă neri-
guroasâ ele au fost folosite de multă vreme de fizicieni. 

Un rol însemnat în formarea teoriei funcţiilor generalizate l-au 
jucat lucrările lui J. Haăamard în care, în legătură cu studiul soluţiilor 
fundamentale ale ecuaţiei undelor, erau considerate integrale diver
gente, precum şi unele lucrări ale lui M. Biesz. Nu vom vorbi aici de 
lucrări şi măi vechi, în care s-ar putea găsi elementele viitoarei teorii 
a funcţiilor generalizate. S. L. Sobolev a fost primul care a introdus în 
1936 funcţiile generalizate într-o formă explicită şi unanim acceptată 
azi, cu ocazia studiului unicităţii soluţiilor problemei Oauchy pentru 
ecuaţiile liniare hiperbolice. 

Pe de altă parte, teoria lui 8. Bochner a transformării Fourier a 
funcţiilor cu creştere polinomială conduce foarte aproape de teoria func
ţiilor generalizate. Aceste transformate Fourier sînt în esenţă funcţii 
generalizate şi apar la 8. Bochner ca derivate formale de funcţii con
tinue. 

în 1950 — 51 apare monografia lui L. Schwartz ,,Teoria distri
buţiilor1''. în această carte L. Schwartz a sistematizat teoria funcţiilor 
generalizate, cuprinzînd unitar toate abordările anterioare, bazîndu-se 
pe teoria spaţiilor vectoriale topologice şi obţine multe rezultate impor
tante şi cu consecinţe deosebite. Neobişnuit de repede după apariţia 
,,Teoriei distribuţiilor^, în fapt in doi sau trei ani, distribuţiile au 
căpătat o largă popularitate. Este suficient săremarcăm faptul că numărul 
lucrărilor matematice conţinînd distribuţii a crescut considerabil. 

în volumele acestei serii mm da o dezvoltare sistematică a teoriei 
funcţiilor generalizate şi a unei serii întregi de probleme de analiză legate 
de ele. Autorii nu şi-au stabilit însă ca ţel de a aduna întreg materialul 
legat, într-o măsură mai mare sau mai mică de funcţiile generalizate. 
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Pe de altă parte, foarte multe din problemele considerate aici ar putea 
fi tratate şi fără distribuţii. Totuşi noţiunea de funcţie generalizată sta
bileşte o legătură utilă între multe probleme ale analizei, analizei func
ţionale, teoriei ecuaţiilor diferenţiale, teoriei reprezentărilor grupurilor 
Lie local compacte şi teoriei probabilităţilor. De aceea s-ar putea ca titlul 
„Funcţii generalizate'''' dat întregii serii de volume de analiză funcţională 
să fie cel mai potrivit. 

Să descriem pe scurt conţinutul primelor patru volume ale seriei. 
Primul volum este dedicat în esenţă aspectelor algoritmice ale 

teoriei funcţiilor generalizate. Primele sale două capitole reprezintă o 
introducere elementară în teoria distribuţiilor. în acest volum cititorul 
întîlneşte multe aplicaţii ale distribuţiilor la diferite chestiuni de analiză. 
în cîteva locuri sînt date teoreme fără demonstraţii, cu trimiteri la 
volumul al doilea. în acest volum se utilizează pe larg, alături de cartea 
lui L. ScJiwartz, şi articolul lui I. 31. Gelfană şi Z. Ia. Şapiro „Funcţii 
omogene1' (U.M.N., 1955, nr. 3): Z. Ia. Şapiro a redactat de asemenea 
cîtevci puncte ale acestui volum. 

în volumul al doilea se dezvoltă noţiunile, introduse în primul 
volum, se demonstrează folosind metode topologice, acele teoreme date 
fără demonstraţii în primul volum şi, de asemenea, se consideră şi se 
studiază o mare varietate de spaţii concrete de funcţii generalizate. La 
baza tuturor acestora se găseşte studiul făcut în capitolul I al celui de-al 
doilea volum al uneia dintre cele mai elementare şi utile, pentru analişti, 
ramuri ale teoriei generale a spaţiilor vectoriale topologice — teoria 
spaţiilor numărabil normate. 

Al treilea volum este dedicat anumitor aplicaţii ale teoriei funcţiilor 
generalizate la teoria ecuaţiilor diferenţiale şi anume la construcţia 
claselor de unicitate şi a claselor de corectitudine a problemei Gauchy 
pentru ecuaţiile eu derivate parţiale şi la dezvoltarea după funcţiile 
proprii ale operatorilor diferenţiali. Aici se folosesc sistematic rezul
tatele obţinute în al doilea volum. 

în volumul al patrulea se consideră probleme ale teoriei probabili
tăţilor (procese aleatoare generalizate) şi ale teoriei reprezentărilor gru
purilor Lie, legate de teoria funcţiilor generalizate. Conceptul unificator 
îl joacă analiza armonică (analogul teoriei transformatei Pourier) a 
funcţiilor generalizate şi, în particular, problema reprezentării funcţi
ilor pozitiv definite. în acest volum un rol esenţial îl are teorema nucleelor 
a lui L. Schwartz. 

Volumele 1—3 au fost scrise de G. E. Şilov şi de mine, volumul 4 
de N. Ia. Vilenlcin şi de mine. 

într-o „Notă bibliografică''' se dau anumite referinţe istorice, citarea 
de surse şi bibliografie. în text nu se fac referiri; indicaţiile referitoare la 
manuale se dau în notele de subsol. 
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Bineînţeles că aceasta nici pe departe nu epuizează toate posibi
lităţile de aplicare ale funcţiilor generalizate. Fără îndoială se simte 
necesitatea aprofundării legăturii cu ecuaţiile diferenţiale (probleme la 
limită, ecuaţii cu coeficienţi variabili, o serie de probleme ale ecuaţiilor 
cvasiliniare). 

Mai mult, teoria funcţiilor generalizate este baza cea mai potrivită 
pentru edificarea teoriei generale a reprezentărilor grupurilor Lie şi, 
în particular, teoria generală a funcţiilor sferice şi a funcţiilor automorfe 
generalizate. Sperăm să putem aduce unele contribuţii şi în aceste 
probi eme. 

Autorii primului volum îşi exprimă gratitudinea colegilor şi stu
denţilor lor care într-un fel sau altul au contribuit la realizarea acestui 
volum, îndeosebi lui V. A. Borovikov, N. Ia. Vilenlcin, 31.1. Graev 
şi Z. Ia. Şapiro. Autorii mulţumesc de asemenea lui 31. S. Agranovici 
care a editat manuscrisul şi a introdus o serie de îmbunătăţiri. 

I. M. GELFAND 
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Prefaţă Ia a doua ediţie în limba rusă a 
p-rimului volum 

în a ăoua ediţie a primului volum s-au făcut unele permutări ale 
materialului expus, pentru a uşura citirea sa. 

Primele două capitole „Definiţia şi proprietăţile elementare ale 
distribuţiilor'1'' şi „Transformata Fourier a distribuţiilor'''' se pot reco
manda ca o introducere iniţială, ele conţin minimul standard, necesar 
tuturor matematicienilor şi fizicienilor care au de-a face cu distribuţii. 

Planul ulterior de studiu depinde de interesul cititorului. Cititorul 
interesat în aspectul algoritmic poate să se întoarcă la capitolul III al 
acestui volum, care este dedicat studiului unor clase speciale de distri
buţii : distribuţia delta pe suprafeţe de diferite dimensiuni, distribuţii 
legate de forme pătratice (de signatură arbitrară), distribuţii omogene şi 
distribuţii definite de funcţii echivalente cu funcţii omogene, precum şi 
la începutul capitolului IV din volumul 4*, în care se consideră distri
buţii omogene în domeniul complex. Cititorului interesat în teoria gene
rală îi recomandăm, după primele două capitole ale acestui volum, să 
treacă la primele trei capitole ale volumului 2 ce conţin, în particular, 
necesarul privind teoria spaţiilor vectoriale topologice, iar apoi la 
capitolul 1 al volumului 4, în care se studiază spaţiile nucleare şi măsu
rile definite pe acestea. Cititorul dornic să înveţe despre aplicaţiile func
ţiilor generalizate în teoria ecuaţiilor cu derivate parţiale, se poate 
întoarce spre capitolele II şi III ale volumului 3, după o examinare a 
capitolelor referitoare la spaţiile de tip S şi de tip W (cap. IV al voi. 2, 
şi cap. I al voi. 3). Teoria spectrală şi aplicaţiile sale [sînt considerate 
în capitolul IV, voi. 3 şi în capitolul I, voi. 4; pentru aceasta este 
necesară cunoaşterea primelor două capitole ale volumului 2. 

Sînt posibile şi alte planuri de studiu; de pildă, problemele ce se 
concentrează în jurul transformării Fourier a funcţiilor generalizate 

* Această parte figurează!in traducerea In^limba română drept anexa 4. (Nota trad.> 
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sînt dezvoltate, după capitolul II, voi. 1 şi capitolele III şi IV al 
volumului 2, în primele 3 capitole al volumului 3, în capitolul al doilea 
şi în următoarele din volumul 4; cum intervin funcţiile generalizate în 
'teoria reprezentărilor şi în teoria transformatei Fourier pe grupuri 
este expus în ultimele trei capitole ale volumului 4, pentru citirea cărora 
este necesar doar cunoaşterea primelor două capitole ale volumului 1. 

Pentru a uşura utilizarea primului volum, s-a dat la sfîrşitul său 
un rezumat al definiţiilor şi formulelor fundamentale, precum şi un 
tabel de transformate Fourier de distribuţii. 

AUTORII 
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Notă privind terminologia şi notaţia 

Atragem atenţia cititorului că în acest tratat autorii utilizează o 
terminologie şi uneori notaţii care le sînt proprii. Ca atare, dorim să 
stabilim la ce corespund acestea în terminologia actualmente unanim 
acceptată. 

în primul rînd, autorii utilizează sistematic termenul de funcţii 
generalizate, înţelegînd prin aceasta o funcţională liniară şi continuă 
pe un spaţiu de funcţii test (funcţiile test fiind denumite de autori 
funcţii fundamentale, iar spaţiile de funcţii test, spaţii fundamentale). 
Termenul foarte general de funcţie generalizată are, în cazuri parti
culare deosebit de importante, corespondenţi mult mai des utilizaţi. 
Astfel am preferat pentru elementele lui IC terminologia unanim 
acceptată a lui L. Scluvartz de distribuţie. De asemenea, dacă $ este 
im spaţiu fundamental, astfel încît spaţiul K să fie dens în <£>, topo
logia lui K fiind mai fină decît cea indusă de topologia lui K, are loc o 
scufundare injectivă continuă a dualului O' în K'. Ca atare, elementele 
lui <D' vor fi numite do asemenea distribuţii. Exemple tipice ale 
acestei situaţii le oferă spaţiile S şi S, ale căror duale S' (distribuţiile 
temperate) şi §' (distribuţiile cu suport compact) sînt natural scu
fundate în K'. Menţionăm de asemenea, că spaţiul K este notat de 
obicei prin D(Rn) sau prin (7£°(R"), iar spaţiul funcţiilor indefinit deri-
vabile pe IT se notează cu i§(Rra) sau 0°°(R"). Pentru celelalte duale de 
spaţii fundamentale păstrăm terminologia autorilor. Subiniem însă 
•eă adesea în loc de funcţie generalizată se utilizează în literatura de 
specialitate termenul de ultradistribuţie (precizînd de la caz la caz 
dualul în cauză). 

Autorii folosesc termenul de funcţie finită înţelegînd prin aceasta 
funcţie cu suport compact. Au adoptat sistematic terminologia uzuală. 
De asemenea, ei folosesc termenul de funcţie sau de funcţie generali
zată ,,concentrată pe o mulţime". Aceasta înseamnă că funcţia, res-
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pectiv funcţia generalizată are suportul conţinut în acea mulţime» 
Termenul de „concentrat" fiind foarte sugestiv l-am utilizat adesea 
în cazul distribuţiilor (de pildă, distribuţie concentrată pe o suprafaţă) 

De asemenea, autorii utilizează termenul de suprafaţă pentru 
ceea ce se numeşte de obicei hipersuprafaţă (adică avînd codimen-
siunea unu). Avînd în vedere că nu există pericol de confuzii vom face 
şi noi acelaş abuz care simplifică scrierea. Termenul de suprafaţă 
trebuie înţeles aici în sensul geometriei algebrice, adică eu posibile 
singularităţi (dacă nu se menţionează în mod expres contrariul). 
Analog, termenul utilizat cîteodată de varietate trebuie înţeles în 
sensul anglo-saxon de ,,variety", adică de mulţime analitică şi im 
în sensul de „manifold" adică de varietate diferenţiabilă. Acest abuz 
de limbaj este utilizat numai pentru a simplifica exprimarea. în ceea 
ce priveşte formele diferenţiale, autorii utilizează pentru produsul 
exterior a două forme u, v notat de obicei u Av, notaţia mai simplă 
u • v. Am păstrat notaţia originală. Autorii folosesc termenul de func
ţională hermitiană în două sensuri diferite: atît în sensul larg de 
formă seschlliniară cît şi în sensul strict al termenului. în traducere 
s-a făcut distincţia necesară. Adesea, în cazul distribuţiilor (sau al 
funcţiilor generalizate) regulate, adică definite de anumite funcţii 
uzuale, autorii nu au făcut distincţia între funcţia respectivă şi dis
tribuţia pe care aceasta o defineşte; acolo unde nu era pericol de 
confuzie am păstrat această identificare. 

Alt abuz de limbaj utilizat cîteodată este următorul: se consideră 
distribuţii depinzînd analitic de un parametru X complex, în fapt, 
funcţii analitice de X avînd valori distribuţii. Atunci cînd ne intere-' 
sează dependenţa distribuţiei de parametrul X, de pildă cînd este vorba 
de o dezvoltare după puterile lui X vom scrie „dezvoltarea funcţiei" 
şi nu „dezvoltarea funcţiei de X cu valori distribuţii", acest abuz 
neputînd crea confuzii, 

Autorii folosesc termenul de continuitate, înţelegînd continui
tatea prin şiruri. în traducere, am folosit de asemenea, termenii 
sinonimi de regularizată unei integrale sau de valoare regularizată 
a unei integrale, de la caz la caz. 

Traducătorii 
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Capitolul I 

DEFINIŢIA DISTRIBUŢIILOR Şl PROPRIETĂŢI ELEMENTARE 

§ 1. Funcţii test şi distribuţii 

1.1. Observaţii introductive. De multă vreme fizicienii utilizau 
aşa-numitele funcţii singulare, care nu pot fi definite corect în cadrul 
teoriei clasice a funcţiilor. 

Funcţia singulară cea mai simplă este funcţia delta, B(x — x0): 
aceasta, conform definiţiei fizicienilor este „egală cu zero peste tot. 
cu excepţia punctului x0, în acest punct este egală cu infinit şi posedă 
o integrală egală cu 1". Este inutil de arătat că aceste condiţii sînt 
incompatibile cu definiţiile clasice ale funcţiei şi ale integralei. Dar 
putem încerca să analizăm conceptul de funcţie singulară şi să clari
ficăm sensul săli real. Mai întîi, să remarcăm că în rezolvarea proble
melor concrete de fizică matematică, funcţia delta (şi alte funcţii 
singulare) nu se întîlnesc, de regulă, decît în etape intermediare; 
în rezultatul final, sau funcţia singulară nu apare, sau dacă intervine 
ea figurează sub semnul integralei, înmulţită cu o funcţie „ce se com
portă bine". Din acest motiv nu este nevoie să răspundem la între
barea : ,,ce sînt funcţiile singulare?" ci este suficient să ştim ce în
seamnă integrala produsului dintre o funcţie singulară cu o funcţie 
„bună". De pildă, în loc de a ne întreba care este natura funcţiei 8, 
este suficient de indicat că, pentru orice funcţie <p(a>), „suficient de 
bună", avem egalitatea 

B(x — x0)cp(x)ăx = <?(x0). 

Altfel spus, fiecărei funcţii singulare îi ataşăm o funcţională, 
astfel încît, fiecărei funcţii „suficient de bune" îi corespunde un nu
măr, perfect definit. De exemplu, funcţiei delta S(x — x0) îi ataşăm 
funcţionala care fiecărei funcţii „suficient de bune" tp(a?) îi face să 
corespundă valoarea <?{x0). Dar dacă procedăm astfel, nu mai este 
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nevoie să ne aplecăm asupra conceptului de „funcţie singulară" ţ 
vom identifica de acum încolo „funcţia singulară" cu funcţionala 
ataşată ei. Aceasta va fi o definiţie suficientă (atîta vreme cît am defi
nit precis clasa funcţiilor „suficient de bune" pe care este dată acea
stă funcţională). Funcţiile integrabile uzuale sînt evident incluse în 
acest cadru : pentru fiecare astfel de funcţie / ştim cît este integrala 
produsului d in t r e / şi o funcţie „bună". în acest mod, reprezentarea 
distribuţiilor sub forma de funcţionale, include atît „funcţiile sin
gulare" cît şi funcţiile uzuale. 

Să trecem acum la definiţii precise. 

1.2. Funcţii test. Mai întîi trebuie caracterizate funcţiile pe care 
le numim „suficient de bune" şi pe care acţionează funcţionalele 
noastre. Pentru aceasta considerăm mulţimea K a funcţiilor reale 
<p(f»)*, cu suport compact (adică anulîndu-se în afara unei mulţimi 
compacte, ce depinde de funcţia considerată), indefinit derivaţiile. 
Aceste funcţii vor fi numite funcţii test, şi mulţimea K se va numi 
spaţiul de bază. Adunarea funcţiilor test, precum înmulţirea ou 
numere reale a funcţiilor test nu ne scoate din clasa K; altfel spus, K 
este un spaţiu vectorial. 

Vom spune că şirul 

<Pi(#)j ?a(?»)> '••••> ?v(^)> • • • 

de funcţii test tinde către zero în K, dacă toate aceste funcţii se anu
lează în afara unui compact (acelaşi pentru toate) şi dacă ele converg 
uniform către zero (în sensul uzual) împreună cu derivatele lor de 
orice ordin. Ca exemplu de funcţie test anulîndu-se pentru r — \ %\ — 
— /j)a>j> a, se poate da funcţia 

(1) <?{x, a) 
( ( »2 \ exp j pentru r <a 

\ a2 — r2) 
0 pentru r>a. 

Şirul funcţiilor <p„(a?) = — <p(#, a) (v = 1 , 2, . . . ) tinde către zero în 
v 

spaţiul K. Şirul <pv (x) == — 9 j — , a) (v = 1, 2, . . . } converge către 
v V v / 

zero uniform împreună cu toate derivatele sale, dar el nu tinde către 
0 în K, căci nu există niciun compact în afară căruia să se anuleze-
toate aceste funcţii. 

* De regulă, x = (x1; x2, . . . , x„) desemnează un punct al spaţiului n-dimensionaî 
H". Cititorul poate, la prima lectură, considera a; ca un punct pe dreapta reală. 
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Există foarte multe funcţii test. De exemplu (v. Anexa 1 a aces
tui capitol, nr. 1) pentru orice funcţie continuă cu suport compact 
există întotdeauna o funcţie <p(«) din Z c e o aproximează oricît de 
bine, adică pentru orice e > 0 există cp 6 K astfel că, pentru orice xr 

\f(x)-<?(x)\ < s 

1.3. Distribuţii. Spunem că ne-am dat o funcţională liniară 
continuă f pe spaţiul K dacă avem o regulă care atribuie fiecărei func
ţii test 9(0) un număr (/, 9) astfel încît să fie verificate următoarele 
condiţii: 

a) Pentru orice două numere reale ax, a2 şi orice două funcţii 
test 91(<K), 92(#) are loc egalitatea (/, ax9x + a292) = ax(/, 9X) + 
+ a2(jf, 92) (proprietatea de liniaritate a funcţionalei / ) ; 

b) Dacă şirul funcţiilor test <pv 92, . . . , 9V . . . tinde către zero-
în spaţiul K, atunci şirul numerelor (/, <px), (/, 92), . . . , ( / , 9,),. • • 
tinde către zero (proprietatea de continuitate a funcţionalei / ) . 

De exemplu, fie dată o funcţie f(x), absolut integrabilă pe orice 
domeniu compact din spaţiul RM (o astfel de funcţie se numeşte local 
integrabilă). Ou ajutorul acestei funcţii putem ataşa fiecărei funcţii 
test 9(0) numărul: 

(1) ( / , ? ) = t/O») 9(«0 d», 
R» 

unde integrarea se efectuează de fapt, pe un compact, în afara căruia 
funcţia 9(0) se anulează identic. Este uşor de verificat că funcţionala 
/ îndeplineşte condiţiile a) şi b ) ; de pildă, faptul că condiţia b) este 
îndeplinită rezultă din posibilitatea trecerii la limită sub semnul 
integral în cazul unui şir de funcţii uniform convergent pe un com
pact. Funcţionala de forma (1) este deci un exemplu foarte parti
cular de funcţională liniară continuă pe spaţiul K. Sînt uşor de găsit 
funcţionale de altă formă. De pildă, funcţionala care face să-i cores
pundă oricărei funcţii <o(x) valoarea sa în punctul x0 — 0 este in mod 
evident liniară şi continuă. Dar este uşor de arătat că această func
ţională nu poate fi reprezentată sub forma (1), oricum am alege funcţia 
local integrabilă f(x). 

într-adevăr, să presupunem că există o funcţie local integrabilă 
f{x), astfel încît, pentru orice funcţie test <p{x) are loc egalitatea 

[f(x)9(x)ăx = 9(0). 
R» 
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în particular, această reprezentare are loc şi pentru funcţia 
<p(x, a), considerată în punctul precedent egală cu exp (— a2/(a2 — r2)) 
pentru r <a şi nulă pentru r > a. 

(2) \/(«0 ?(», ») da> = 9(0; «) = e_1 

R» 

Dar pentru « -> 0 integrala din membrul stîng tinde către zero, ceea 
ce contrazice egalitatea (2). Funcţionala considerată o vom numi 
„funcţia delta" în concordanţă cu terminologia stabilită (deşi aceasta 
nu este corectă, pentru că funcţia delta nu este o funcţie în sensul 
clasic) şi o vom nota prin 8(x); astfel 

(8(0), <?{*)) = 9(0). 
Adesea se întîmeşte şi funcţia delta „translatată", 8(x — x0), 

definită prin egalitatea 
(8(0 - x)m <?{x)) = 9(a?0). 

Vom numi distribuţie orice funcţională liniară continuă definită 
pe spaţiul funcţiilor test K. O distribuţie dată de o formulă de forma 
(1) se va numi regulată — sau de tip funcţie, toate celelalte (printre 
care şi funcţia delta) — singulare. 

O distribuţie regulată / , definită prin formula * 

(/, 9) = C V 9(0) ăx = V C <ţ(x) ăx 

se va numi constanta C. De exemplu, distribuţia unitate este dată de 
formula 

( 1 , 9) = l 9(0) da>. 

Se poate arăta (v. voi. 2, cap. II , § 1, şi pct. 5) că valorile unei 
funcţionale regulate pe toate funcţiile test permit definirea funcţiei 
corespunzătoare f(x), în mod unic cu excepţia unei mulţimi de măsură 
nulă. Aceasta înseamnă că la funcţii diferite fx(x) şi f2(x) corespund 
distribuţii diferite (adică avînd valori diferite pentru unele funcţii test). 
Din acest motiv mulţimea tuturor funcţiilor local integrabile poate fi 
considerată ca o parte din mulţimea tuturor distribuţiilor. Tot din 

* Este vorba de integrarea pe întreg spaţiul şi in acest caz simbolul R" sub seninul 
integralei lipseşte. 
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acelaşi motiv este cîteodată comod de a păstra pentru distribuţii 
notaţia f(x), ca de exemplu pentru funcţia delta, deşi nu se poate vorbi 
despre valoarea unei distribuţii în puncte diferite (căci scrierea f(x0), 
pentru o distribuţie, nu are sens în general). De asemenea, în loc de-
(/, f , T o m scrie c e d a t a J / M * , , d * de? i din punct de Tede re a, 

analizei clasice o astfel de notaţie nu are, în general, sens. De exemplu,. 
vom scrie cîteodată în loc de (8(#), y(x))\${x) (ţ>(x)ăx. AstfeL 

\&(®)<p(aOcLe = q>(0). 

Mulţimea tuturor distribuţiilor se va nota cu K'*.' 

1.4. Proprietăţi locale ale distribuţiilor. Ştim deja că nu putenct 
vorbi despre valoarea unei distribuţii într-un punct. De exemplu 
nu se poate spune că distribuţia / „este nulă în punctul #0". Dar ex
presia „distribuţia / este nulă în vecinătatea U a punctului #0" are 
un sens precis : anume aceasta înseamnă că pentru orice funcţie test 
<f(oo) diferă de zero doar în punctele frontieră ale vecinătăţii U, are 
loc egalitatea (/, 9) = 0 . Astfel, distribuţia / , corespunzînd funcţiei 
uzuale f{x), este egală în zero în vecinătatea TJ a punctului x0, dacă 
în această vecinătate se anulează (aproape peste tot) funcţia f(x) însăşi. 
Distribuţia singulară S(x — x{) este nulă într-o anumită vecinătate a 
oricărui punct x0 ^ xv 

Convenim a spune că distribuţia / este nulă pe o mulţime des
chisă O, dacă ea este nulă în vecinătatea fiecărui punct al mulţimii G. 
Se poate arăta (v. Anexa 1) că o distribuţie nulă în vecinătatea oricărui 
punct este nulă, adică pentru orice funcţie test <p.(a?): 

(/, 9) = 0. 

Dacă distribuţia / nu este nulă în nici o vecinătate a punctului 
x0, atunci se zice că x0 este punct esenţial al funcţionalei / . Astfel,. 
de exemplu, pe dreaptă punctul x0 = 0 este punct esenţial pentru 
funcţionala f(x) = x% (deşi în acel punct funcţia x2 se anulează!). 
Este limpede că şi toate celelalte puncte ale axei sînt esenţiale pentru 
f(x) = x2. Mulţimea tuturor punctelor esenţiale se numeşte suportul 
distribuţiei / . Suportul distribuţiei / , corespunzînd funcţiei uzuale 
continue (sau continuă pe porţiuni) f(x) este aderenţa mulţimii punc
telor în care f(x) # 0. Suportul distribuţiei 8(a? — x0) este x0. Dacă 

* Notaţia uzuală, unanim acceptată, este D' (Nota trad.). 
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mulţimea F conţine suportul funcţionalei / , atunci se mai spune că 
f este concentrată pe mulţimea F . 

Denumirea de ,,punct esenţial" se justifică prin următoarele 
proprietăţi (care vor fi demonstrate în pct. 3 al anexei 1 ) : dacă func
ţia test cp(«) se anulează într-o vecinătate a suportului funcţionalei/, 
atunci (/, 9) = 0. De aici rezultă că orice modificare a funcţiei test 
în afara unei vecinătăţi a suportului distribuţiei / nu influenţează 
valoarea lui (/, 9) ; într-adevăr, modificarea amintită este echivalentă 
cu adunarea la funcţia test 9 a unei alte funcţii test 9 nule în vecină
tatea suportului funcţionalei / , deci pentru care (/, 40 = 0, şi prin 
urmare (/, 9 + 9) = (/, 9). 

Trecem acum la compararea locală a două distribuţii oarecare. 
Vom spune că distribuţiile / şi g coincid pe mulţimea deschisă O, dacă 
diferenţa f—g este nulă pe această mulţime. Se poate arăta că dacă 
J şi g coincid în vecinătatea fiecărui punct, atunci ele coincid şi glo
bal, adică (/, 9) = (g, 9) pentru orice 9 ; rezultă din aceasta că o 
distribuţie este perfect determinată de proprietăţile sale locale. Mai 
mult, putem găsi orice distribuţie plecînd de la valorile sale locale 
(anexa 1, pct. 3). 

în particular, vom spune că distribuţia/ este regulată în domeniul 
•G, dacă în acest domeniu ea coincide cu o funcţie local integrabilă. 
De exemplu, funcţia delta 8(x — xQ) este regulată în afara punctului 
r̂0 (şi egală cu zero). 

Una dintre problemele importante ale teoriei distribuţiilor 
•constă în următoarele : dîndu-se o funcţie (uzuală) f(x), care în gene
ral nu este local integrabilă, de exemplu — pe dreaptă, există oare 

x 
o distribuţie/ coincizînd cu/(«;) în toate punctele în care/(«) este local 
integrabilă ? Se poate construi o aplicaţie f{x) ~> / astfel încît ope
raţiile obişnuite de adunare, înmulţire, diferenţiere, pe care le defi
nim în continuare şi pentru distribuţii să se păstreze prin această 
aplicaţie ? Este clar că un răspuns pozitiv la asemenea chestiuni este 
foarte important: el ar permite includerea în cadrul distribuţiilor şi a 
funcţiile uzuale avînd singularităţi neintegrabile. La aceste chestiuni 
avem pînă în prezent doar răspunsuri parţiale (v. pct. 7, § 1 şi § 3). 

1.5. Operaţiile de adunare şi de înmulţire eu un număr şi eu o 
funcţie. Fie date două distribuţii jf şi gr j definim suma f + g ca func
ţionala pe spaţiul E, definită prin formula 

(f + g)=* (/, 9) + (g, <?)• 
Este uşor de arătat că funcţionala f + g definită de această formulă 
este o funcţională liniară continuă. în particular dacă / şi g sînt func-
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ţionale regulate, corespunzînd funcţiilor f(x) şi g(x), atunci / + g 
-este de asemenea o funcţională regulată, corespunzînd funcţiei f\x) -j? 
-f g(x). Acest fapt arată că definiţia sumei distribuţiilor este naturală. 

Produsul distribuţiei f cu numărul a, este definit de formula 

(a/, 9) =» a(/, 9) = (/, a<p). 

Este evident că această funcţională este liniară şi continuă. Pentru 
o funcţională regulată / , corespunzînd unei funcţii local integrabile 
j(w) operaţia introdusă mai sus corespunde înmulţirii funcţiei f(x) cu 
numărul a. 

Nu este posibil de a defini în nici un mod natural produsul a 
două distribuţii. Dar se defineşte perfect natural produsul unei dis
tribuţii oarecare f cu o funcţie indefinit derivabilă a(x). Eemarcămmai 
întîi că produsul dintr-o funcţie indefinit derivabilă a(x) cu o funcţie 
test <p(x) este de asemenea o funcţie test ty(x) = a(x) <?(%); în plus, 
dacă şirul de funcţii test 9v(a?) tinde către zero în spaţiul K, atunci 
şirul produselor a(x) <?v(x) de asemenea tinde către zero în spaţiul Ii. 
Fie acum dată o distribuţie arbitrară / ; definim funcţionala af prin 
formula 

(«/» ?) = (/> a(?)-
Funcţionala a/este evident liniară. Ea este şi continuă : dacă <?v(x) -»0 
atunci, cum s-a arătat, şi a(x) yv(x) -> 0 şi prin urmare : 

(«/> ?«) = (/, a®v)-+0.-

Pentru o funcţională regulată / , corespunzînd unei funcţii local 
integrabile f(x), înmulţirea cu funcţia a(x) corespunde înmulţirii 
funcţiei f(x) cu funcţia a(x). într-adevăr, în acest caz avem : 

(*/» <P) = (/>«»<P) = l/fa) [«(«>) 9(<B)]dx = V [a(x) f(x)] (?{x)dx. 

1.6. Translaţii, rotaţii şi alte transformări liniare efectuate asupra 
variabilelor independente. Pentru h > 0 funcţia f(x — li) j>e axă se 
numeşte în analiză translatata la dreapta cu h a funcţiei f(x). Atra
gem atenţia eă această operaţie revine la a efectua o translaţie 
la stînga cu h a variabilei independente. 

Putem generaliza această transformare în cazul funcţiilor de 
n variabile, în modul următor. Fie u o transformare liniară inversa-
bilă în spaţiul R" şi u~x transformarea inversă. Definim în acest caz 
operatorul u corespunzător, în spaţiul funcţiilor f(x) prin formula 
(1) uf(x) = f(u~1x). 
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Operatorul u se poate generaliza şi la distribuţii. Eemarcăm, mai 
întîi, că odată cu fiecare funcţie test (?(%) şi funcţia y(ux) este de ase
menea o funcţie test. Apoi să vedem la ce egalitate între funcţionale 
revine egalitatea (1). Presupunînd că f(oo) este local integrabilă şi 
aplicînd această egalitate funcţiei test y(x), găsim : 

(uf(x), <p(a>)) = (fiw1 x), 9(0)) = y(u-ix) 9(0) dx. 

Să efectuăm în integrala obţinută astfel schimbarea de variabile 
u~xx — y, adică 00 = uy, dx = \u\ dy, unde \u\ este determinantul 
transformării u. Obţinem : 

(uf, 9) = 11* | U(y) <?(uy) dy = | u ] (f(x), y(uoc)). 

Această egalitate furnizează definiţia operatorului u, aplicabilă 
acum tuturor distribuţiilor : uf este funcţionala definită de formula 

(2) (uf, 9) = | t t | (/, <p(t* ca)). 

Funcţionala uf se poate nota de asemenea şi prin f(u~xx) (ca 
pentru funcţii) ceea ce cîteodată face formulele mai clare. în vir
tutea convenţiilor noastre de scriere (v. sfîrşitul pct. 1.3) putem 
scrie în loc de (2) 

(2') V/(w-1«) ?(<») da? = \u\ \J(x) f(ux) dx, 

unde / este o distribuţie oarecare. 
Deosebit de simplă este formula ce se obţine în cazul transformă

rilor unimodulare (\u\ = 1), în particular pentru rotaţ i i : 

(3) (/(«-* x)f 9(0?)) = (uf, 9) = ( / , <p(ux)). 

Exemple de operaţii. 
1. Translaţia prin vectorul Ti: ux — x + h. Translaţia distri

buţiei / prin vectorul Ji este dată de formula 

(«/> <P) = (/, ?(«»)) = (/, <?(x + h)). 

Această formulă se poate scrie sub forma : 

(f(x - li), 9) = (/, 9(x + h)), 
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sau 
\f(x — h) 9(a?)da? = V h) <?(x)dx = \f(x) <?(x+ h) dx. 

sau 

2. Simetria faţă de originea coordonatelor : ux = — x. 
Simetria distribuţiei / este dată de formula 

(f(-x), 9(0)) = («/, <?) = (f, ? ( -» ) ) , 

\f(— x) <ţ>(x)dx = if(x)(p(—x)dx. 

3. Omotetia : ux = a.x. Transformata prin omotetie a distribu
ţiei / este dată de formula. 

(f(u-*x), 9(a0) = (uf, 9) = a"(/(a?), <p(a®)). 

Distribuţia / se numeşte bineînţeles invarianta faţă de opera
torul u dacă uf —f. 

D e pildă, distribuţia / poat e fi invariantă în raport cu simetria faţă 
de origine (adică să verifice ecuaţia (/, <p(—x)) — (/, 9); ea desigur 
va fi numită central simetrică. Distribuţiile invariante la toate ro
taţiile vor fi numite cu simetrie sferică. Ga exemplu de astfel de dis
tribuţii se pot da toate distribuţiile regulate, ce corespund unor 
funcţii ce depind doar de r = (YitfV2 Şi de asemenea distribuţia 8. 
Distribuţiile invariante la translaţia de vector h vor fi numite perio
dice, de perioadă h. Se poate arăta că o distribuţie invariantă la 
toate translaţiile este constantă (v. §2, pct. 6). 

Distribuţia / , verificînd ecuaţia 
(4) /(a<r)= *\fx) 

pentru orice număr real a > 0 se va numi bineînţeles omogenă de 
grad X. Condiţia (4) poate fi scrisă şi sub forma : 

*-nim, ?(-^-)) = «*(/(0), ?(<*)) 

sau, de asemenea 
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Astfel 8(a?!, . . . , x„) este o distribuţie de grad — n. De asemenea,. 
funcţiile omogene uzuale (local integrabile) definesc distribuţii omogene 
de acelaşi grad de omogenitate. Vom studia mai amănunţit distri
buţiile omogene în § 4 şi apoi în capitolul I I I . 

1.7. Problema regularizării integralelor divergente. Fie / o func
ţie local integrabilă peste tot, cu excepţia punctului x0, în acest 
punct avînd o singularitate neintegrabilă (de pildă f{x) = — » pe 

x 
axa reală). Atunci integrala 

(1) [f(x)9(x)âx, 

unde cp(x) este o funcţie test, va diverge, în general. Dar ea va con
verge dacă <p(x) este identic nulă în vecinătatea punctului x0. Ne 
punem întrebarea: nu se poate defini p funcţională fe K' care să fie 
definită cu ajutorul formulei (1) pentru acele funcţii test ce se anu
lează identic în vecinătatea punctului x01 Orice astfel de funcţională 
se numeşte regularizată integralei divergente (1) (sau regularizată 
lui f(x)). 

Astfel, pentru f(x) = — putem pune 
x 

(2) (/, 9) = X ^-dx + \ ^ - *(0) a* + C-2& a*, 
J x J x J x 

—oo —a b 
în orice a, b > 0. 

Se poate da o formă oarecum diferită a definiţiei regularizării: 
regularizată funcţiei f(x) este o funcţională liniară continuă / care 
coincide cu f(x) peste tot, cu excepţia punctului x0 (v. pct. 4). 

într-adevăr, dacă avem o funcţională / care pentru toate func
ţiile test <p(x) identic nule în vecinătatea punctului x0, este dată de 
integrala (1), atunci / coincide cu funcţia f(x) într-o vecinătate a 
oricărui punct xx # x0, anume în orice vecinătate pentru care x0 să 
nu fie punct aderent. Pe de altă parte, dacă funcţionala/ coincide cu 
funcţia f(x) peste tot cu excepţia punctului x0, atunci pentru orice 
funcţie test ce se anulează identic într-o vecinătate a punctului x0, 
are loc formula (1) şi, prin urmare, / defineşte o regularizată a func
ţiei f(x). 

Să facem cîteva observaţii generale, în legătură cu rezolvarea 
problemei regularizării. Pentru a simplifica, luăm x0 = 0. 

1° Bacă pentru un anumit m>0 funcţia f(x) • rm este local inte-^ 
grabilă, atunci integrala (1) admite o regularizată. 
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într-adevăr, în acest caz, putem construi regularizată / cu aju
torul formulei 
<3j (/, <p) -

(din funcţia <p(a?) se îndepărtează exact atîţia termeni din dezvol
tarea sa Taylor pentru ca restul să fie de ordin mai mare ca rm). Func
ţia 0(1 — r) este egală cu 1 pentru r < 1 , nulă pentru r > 1. 

Este evident că integrala (3) converge oricare ar fi <p(a?) şi că este 
•o funcţională liniară continuă. Dacă funcţia <p(a?) este nulă în veci
nătatea oiiginii, atunci expresia (3) devine 

(fi <P) = \/(<*0?(«) dar» 

şi astfel funcţionala / este identică cu funcţia f(x) în afara originii. 
î n cazul considerat problema regularizării are deci o soluţie. 

2° Bacă f0 este o soluţie particulară a problemei regularizării inte
gralei (1), atunci soluţia generală f se obţine adăugind lui f0 o funcţio
nală liniară oarecare avînd suportul redus la punctul x0. 

într-adevăr, fie /„ regularizată, iar g o funcţională concentrată 
în acel punct. Atunci pentru funcţiile test <p(a?) identic nule în veci
nătatea punctului x0 = 0 : 

(/o + 9U <P) = (foi 9) + (9, 9) = (foi <P)> 
şi astfel f0 + g este o regularizată. Reciproc, dacă /0 şi /x sînt două 
regularizate, atunci pentru orice funcţie test <p(x) nulă în origine, 
avem : 

(A - foi 9) = (fu 9) ~ (foi 9) = 0» 
adică diferenţa fx — f0 este concentrată în x0 = 0. 

De pildă, în cazul f(x) = — diferenţa a două regularizate de-
x 

finite de formula (2) este, după cum se poate uşor deduce din însăşi 
formula amintită, CB(x), unde G este o constantă. 

Vom examina în § 3 problema alegerii dintre numeroasele regu
larizate posibile ale unei funcţii date pe cea care ar putea fi considerată 
«a regularizată sa naturală. 

3° Bacă într-un anumit unghi solid cu vîrful în originea coordonate
lor funcţia f(x) verifică inegalitatea 
<4) f(x) > Fir), 
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unde F(r) creşte mai repede ăeeît orice putere a lui ' l /r pentru r -> 0T 
atunci integrala (1) nu admite regularizate. 

Pentru simplitate, presupunem că unghiul solid despre care este 
vorba conţine domeniul H = (xL > 0, ..., x„> 0). î n cazul general 
demonstraţia se face în mod asemănător. Considerăm o funcţie test 
<p(x), nenegativă, anulîndu-se identic pentru | x\ > 1, şi cu integrala 
egală cu 1. Fie apoi sv > 0, un şir de numere tinzînd către zero mai 
repede decît orice putere a l u i—. Funcţia tyv(x) obţinută din funcţia 

v , 
Evcpv(a;) deplasată cu ]fnjv de-a lungul bisectoarei xt = . . . . = xn se 
anulează identic în afara domeniului H şi, pentru v suficient de mare, 
este identic nulă în afara intersecţiei lui H cu o bilă cu rază suficient 
de mică, centrată în origine. Şirul de funcţii <\>v{x) converge, pentru 
v -> oo către 0 în spaţiul K, după cum uşor se poate vedea. Deci dacă ar 
exista o funcţională/ care să regularizeze integrala (1), ar trebui să. 
avem 
(5) (/, 9v) - 0. 

Dar cum funcţia ^v(«) se anulează identic în vecinătatea punctu
lui x = 0, iar în afara originii funcţionala/ coincide cu funcţia f(x), 
verificînd inegalitatea (4), avem: 

(/,<W = [fia) W<") dx>zĂF(r) <?(vx)ăx. 

Integrala funcţiei <p(v x) fiind egală cu — , obţinem astfel evaluarea 
vB 

(6) (/, W>-

Numerele sv nu sînt încă fixate. Vom pune 

(7) 
F m 

şi cum F(r) creste mai repede decît orice putere a lui —, numerele sv, 
r 

date de (7) vor tinde către zero mai repede decît orice putere a lui —» 
r 

aşa cum trebuia. Dar în acest caz inegalitatea (6) arată că (/, 40 este 
mai mare decît 1 şi prin urmare nu tinde către 0, în contradicţie cu (5). 
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Din acest motiv, în cazul considerat, integrala (1) nu poate fi regu
larizată. 

Observaţie. Acest rezultat nu trebuie să ne facă să credem că în 
analiza distribuţiilor ar trebui să nu considerăm funcţii avînd singu
larităţi de grad mare. IST oi nu am considerat pînă în prezent decît 
funcţii test de tip special (spaţiul K). Se pot utiliza numeroase alte 
spaţii de funcţii test; pentru aceste spaţii se vor putea întotdeauna 
găsi unele pentru care funcţiile ce au singularităţi oricît de mari să 
aibă sens ca funcţionale. 

î n concluzie, să remarcăm că se poate da o definiţie analoagă 
regularizării în cazul în care/(a?) posedă nu doar unul, ci mai multe, 
sau chiar o infinitate numărabilă de puncte singulare izolate, cu pro
prietatea că acestea formează o mulţime local finită. O astfel de 
funcţie f(x) se poate scrie întotdeauna sub forma unei sume 

m = s kx), 
\xnâ.efk{x) posedă un singur punct singular (anexa 1, nr. 2). Din acest 
motiv studiul cazului cu o infinitate numărabilă de singularităţi 
izolate nu aduce nimic esenţial nou. 

1.8. Trecerea la limită. Prin definiţie, şirul de distribuţii fi,f2, • • • 
. . . , / „ . . . converge către distribuţia f dacă pentru orice funcţie 
test <p(a?): 

l im( / v , <p)=(/> ?)• 
v->oo 

Bineînţeles, putem considera şi cazul în care indicele parcurge o 
mulţime continuă de valori, definiţia trecerii la limită rămînînd ace
eaşi. 

Analog, se spune că seria de distribuţii \ -+- h2 + . . . + 7iv + . . 
. . . converge către distribuţia g dacă şirul suinelor parţiale ale acestei 
serii 

9i = h, 9z = \ + K • • •, 0v = h + h + • • • + K> • • -
converge către distribuţia g, în sensul indicat mai sus. 

Este uşor de arătat că limita unui şir convergent de distribuţii 
este definită în mod unic. 
în plus, operaţia de trecere la limită este liniară : dacă / = lim/v şi 

V->00 

şi a un număr (sau o funcţie indefinit derivabilă), atunci lima/v exis-
v->oo 

tă şi este egală cu a l i m / v = a/; dacă / = lim/v, g — Hm g^, atunci 
v-»oo v-»oo v-»oo 

lim (/„ -f gv) există şi este egală cu / -f g. 
v->oo 
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Dacă funcţiile local integrabile fv(x) (v — 1, 2, . . . ) converg-
uniform pe orice compact către o funcţie local integrabilă, atunci 
funcţionalele corespunzătoare/,, converg către funcţionala regulată/. 
într-adevăr, fie o funcţie test 9(0?) pe G — adică pe domeniul în afara 
căruia funcţia y(x) este identic nulă; atunci, în virtutea teoremei 
cunoscute despre trecerea la limită sub semnul integral, 

(/v, ?) = \/v(«0 ?0»)ă® -*• !/(<»") <p(«)d* == (/, 9), 
G G 

adică ceea ce trebuia arătat. 
Dealtfel, condiţia privind convergenţa uniformă a funcţiilor fv(x) 

pe orice compact poate fi slăbită; posibilitatea trecerii la limită sub 
integrală este posibilă şi în condiţii mai puţin tari, ca de pildă : 

a ) fvi®) -»/(#) aproape peste tot, | fv(x) | uniform mărginite 
de o constantă (sau de o funcţie local integrabilă). 

b) /v(*) -*•/(#) monoton crescător sau descrescător, /(#) local 
integrabilă. 

Exemplu. Un şir de funcţionale regulate poate avea ca limită» 
o funcţională singulară. Astfel, funcţionala 

C/,9) = Hm C ^ > d* 
*-*o J a; 

coincide, pentru x i=- 0 cu funcţia •—, care nu este integrabilă pe 
x 

nici o vecinătate a originii, şi ca atare nu este regulată. Dar din însăşi 
construcţia sa, această funcţională este limita (pentru e -• 0) funcţio
nalelor regulate, corespunzînd funcţiilor, egale eu — pentru | x | > r. 

a; 
şi egale cu zero pentru | x \ < s. 

în general, se poate deomonstra că orice funcţională singulară, 
este limită de funcţionale regulate. 

Este de asemenea uşor de arătat că orice distribuţie este limită-
de distribuţii avînd suportul compact. 

Pentru a demonstra acest fapt, să considerăm o funcţie indefinit 
diferenţiabilă gv(x), identic egală cu 1 în bila | x | < v şi nulă în afara 
bilei \x\ < 2v. Oricare ar fi funcţia test 9, este evident că gv<? = 9 
îneepînd. cu un anume v. Eezultă de aici că pentru orice funcţională 
/ , produsul gj tinde c ă t r e / ; într-adevăr, pentru orice funcţie test 
avem (gvf, 9) = (/, gv 9) = (/, 9) îneepînd cu un anumit v, deci con
diţia (grv/, 9) -> (/, 9) este verificată. Este clar că funcţionala gvf este 
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nulă în domeniul \x\ > 2v şi prin urmare este concentrată pe mulţi
mea mărginită \x\ < 2 v . Astfel, distribuţia/este limita distribuţiilor 
gvf, cu suportul compact, adică ceea ce trebuia arătat. 

Un fapt important îl constituie completitudinea spaţiului distri
buţiilor, faţă de noţiunea de convergenţă introdusă. Cu alte cuvinte,. 
dacă şirul funcţionalelor /1 7/2 , . . . / „ , . . . este astfel încît pentru orice 
funcţie test 9 există limita şirului numeric (/v, 9), atunci această 
limită defineşte o funcţională liniară continuă pe spaţiul K. Demon
straţia acestei afirmaţii va fi dată în anexa de la finele acestui volum. 

1.9. Distribuţii şi funeţii test cu valori eomplexe. Pînă în prezent 
am presupus că funcţiile test luau numai valorile reale, şi că valorile 
funcţionalei (/, 9) erau de asemenea reale. 
Se pot defini şi distribuţii cu valori complexe. Pentru aceasta, vom 
trece de la spaţiul funcţiilor test reale la spaţiul funcţiilor test cu valori 
complexe (avînd suportul compact şi indefinit derivabile). Vom defini 
o distribuţie complexă orice funcţională liniară şi continuă pe acest 
nou spaţiu, putînd lua şi valori complexe. Fiecărei funcţii local inte
grabile f(x), cu valori complexe, îi facem să corespundă funcţionala 

(1) (/,?)= fe ?(a) &*, 

unde bara superioară înseamnă trecerea la numărul complex con
jugat. 

Vom păstra pentru spaţiul funcţiilor test cu valori complexe şi 
cel al distribuţiilor respective aceleaşi notaţii ca cele folosite mai 
înainte : K, respectiv K'. 
Adunarea şi înmulţirea printr-un număr complex în spaţiul distri
buţiilor complexe sînt date prin formulele 

(A +/21 9) = (fi > 9) + (U <p), 
(2) 

(ec/,9) = a(/,9) = (/,oc<p). 

înmulţirea cu o funcţie a(x), indefinit derivabilă cu valori complexe 
se face în conformitate cu formula 
(3) (a(x)f, 9) = (/, ajxjc?). 

Fiecărei distribuţii / i se poate asocia distribuţia conjugată / , 
2)rin formula: 
(4) (/,?) = (TTf). 
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Este uşor de verificat că pentru o funcţie uzuală f(x), considerată ca 
distribuţie, operaţia de conjugare corespunde trecerii la funcţia com
plex conjugată uzuală. 

în continuare vom considera, de regulă, cazul real. Dar rezul
tatele obţinute pentru distribuţiile reale se transpun, în cele mai 
multe cazuri, în mod automat la cazul complex, cu modificările evi
dente ce decurg din formulele (1) — (4). 

1.10. Alte spaţii de funcţii test. Funcţionalele definite pe spaţiul 
funcţiilor test K, se pot adesea prelungi la alte spaţii mai largi şi 
studia în aceste spaţii, 
Unul dintre acestea, ce se întîlneşte adesea în aplicaţii este spaţiul 8, 
ale cănii elemente sînt acele funcţii indefinit diferenţiabile cp (a?) care, 
pentru | x | -» oo tind către zero mai repede decît orice putere a lui 

, împreună cu toate derivatele lor de orice ordin (de exemplu 
\x\ 
•§-"*). Astfel, pe dreapta reală — oo < x < oo, funcţiile <p(x) e 8 
verifică inegalităţile de forma 
(1) |a>yW(a>)|<04B, 
pentru orice k, q = 0 , 1 , 2, . . . 

î n cazul mai multor variabile independente xt ... , xu inegali
tatea (1) este înlocuită de inegalităţile 

• *> . x*n a'*+-+Ş(a;) <Ck i,...,\,1v->1n 1 n 8xP . . . dx9n 
x n 

{kv ... qn = 0, 1, 2, . . .), 

care, simbolic, se pot scrie sub o formă mai simplă 

|0*J>«<p(*)l <C*8, 

unde Jc = (\, ..., h„), q = (qv ..., qn), xk = aţi... OÎ*« 

d ? i + . . . + « » 
D'- = 

dx\l ... dxtn 
1 n 

Convergenţa în spaţiul 8 se introduce astfel: şirul <pv(x) converge 
către funcţia <p(x), dacă derivatele de orice ordin ale funcţiilor <pv(x), 
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pe orice compact, converg uniform către derivatele corespunzătoare 
ale funcţiei cp(ar) şi în inegalităţile 
(2) \xk£>«9v(x)\^Cka 

constantele Oft, se pot alege independent de indicele v. în aceste con
dicii, funcţia limită <p(#) aparţine spaţiului 8, ceea ce rezultă din ine
galitatea (2), după trecerea la limită pentru v -*• oo. 

Este evident că orice funcţie indefinit diferenţiabilă cu suport 
Compact, adică orice funcţie test din K aparţine de asemenea spaţiului 
8. Mai mult, funcţiile cu suport compact formează în spaţiul 8 un 
tmbspaţiu dens. Pentru a demonsta aceasta construim funcţiile ev(x) e K 
identic egale cu 1 în cubul \x,\ < v, identic nule în afara cubului 
\x,\ <2v şi astfel încît derivatele de un ordin fixat, dar arbitrar, ale 
tuturor funcţiilor ev(x) (v = 1, 2, . . . ) să fie mărginite de un număr 
independent de v. *' 

Dacă (?(x) este o funcţie oarecare aparfcinînd spaţiului 8, atunci 
produsele <?v(x) = y{x)ev(x) vor fi cu suport compact şi, după cum se 
vede uşor, vor converge către o? în spaţiul 8, adică ceea ce trebuia 
arătat. 

Să remarcăm în plus că dacă cpv, cp e K şi cpv -» <p în K, atunci 
evident <pv -> <p şi în sensul convergenţei în 8, cu alte cuvinte con
vergenţa în spaţiul K este mai tare decît convergenţa în spaţiul 8. 

Mulţimea tuturor funcţionalelor continue pe spaţiul 8 o 
notăm cu/S'. Este evident că orice funcţională liniară continuă pe 
spaţiul 8 este totodată şi o funcţională liniară continuă pe spaţiul K, 
deci AS" C IC. Dar desigur, nu orice funcţională liniară şi continuă 
pe l\ poale fi prelungită la spaţiul 8. (Să observăm că ori de cîte ori o 
asomenea prelungire a unei funcţionale date / este posibilă, atunci 
ea oste unică, în virtutea densităţii lui K în 8). Totuşi, pe 8 se prelun
gesc toate funcţionalele cu suport compact, toate funcţionalele 
regulate ce corespund la funcţii/(a?) ce nu cresc mai repede decît o 
anumită putere a lui x pentru \ x\ -» 00 şi încă altele. 

Kste evident că AS" este un spaţiu vectorial: dacă/ , g e 8', atunci 
of -|- pjf G AS" pentru orice numere a şi (3. Prin urmare AS" este un sub-
apaţiu vectorial al spaţiului K'. î n spaţiul 8' se poate defini conver
genţa asemănător cu felul în care a fost definită aceasta în K' : vom 
«pune că şirul de funcţionale /„ din 8' converge către funcţionala / 
din AS" dacă pentru orics <p(a>) 6 8, 

(/*> <P') ->• (/> ?)• 

* De i'xi'iii|iln m< ponte nlcgc e / i ) şi apoi pune cv(a;)=e1 — . 
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Cum S conţine pe K este clar că dacă / , / aparţin lui 8' şi /v -> / în 
8', atunci / v - > / în £ ' . Astfel spaţiul 8' este inclus în spaţiul K', şi 
noţiunile de convergenţă (cea definită pe 8' şi cea indusă din K') 
coincid. 

în afara spaţiului 8 există multe alte tipuri de spaţii de funcţii 
test, definite prin diferite tipuri de condiţii privind comportarea la 
infinit a funcţiilor test. Vom considera astfel de spaţii în volumele 
următoare. 

în volumul de faţă spaţiile 8 şi 8' vor juca un rol secundar. De 
regulă, vom considera spaţiile K şi K'; în acele cazuri cînd va fi nece
sară utilizarea altor spaţii, acest lucru va fi specificat. 

§ 2. Derivarea şi integrarea distribuţiilor 

2.1. Definiţii. Se ştie că operaţia de derivare nu poate fi aplicată 
oricărei funcţii; există foarte multe funcţii ce nu au derivate, în sensul 
uzual. Dimpotrivă, vom arăta că distribuţiile posedă derivate (de 
orice ordin) şi că acestea sînt la rîndid lor distribuţii. 

Pentru a ajunge la definirea derivatei unei distribuţii, să consi
derăm pentru început cazul funcţiilor uzuale de o variabilă. 
Dacă funcţia f(x) este continuă şi are derivata continuă (în sensul 
uzual), putem considera funcţionala 

oo 

Integrînd prin părţi şi ţinînd seama de faptul că funcţia <p(a?) se anu
lează în afara unui anumit interval [a, b], obţinem 

00 

(i) (/', <?) = m ?(*) I00 - [ /(*) 9'o») a* = ( /» - ?')• 
l - o o J 

— 00 
Această egalitate ne va furniza definiţia derivatei unei distribuţii. 
P i e / o funcţională liniară şi continuă, altfel arbitrară, pe spaţiul K. 
Atunci funcţionala g, definită de formula 

(2) (g, <?) = (/» - 9'); 

o vom numi derivata funcţionalei f şi o vom notaf sau— • 
(XX 

32 

Ca urmare a convenţiilor de notaţie (§ 1.3), vom putea scrie sub 
o formă extrem de sugestivă definiţia derivatei f a distribuţiei / : 

(2') if(x) 9{x) ăx=- if(x) <?'(x) dx. 

Pentru a ne convinge de corectitudinea definiţiei derivatei ară
tăm că funcţionala g este de asemenea o funcţională liniară şi con
tinuă pe spaţiul K. 

Pentru început, funcţionala g este definită pentru toate funcţiile 
test, căci — (?'(x) este funcţie test odată cu <p(#). Evident, funcţionala 
g este liniară. Eămîne de arătat că este şi continuă. 

Fie dat un şir <pv(a?) de funcţii test (v = 1, 2, ...). ce converge 
către zero în spaţiul K. Atunci, în conformitate cu definiţia conver
genţei în spaţiul K, şirul derivatelor — (p'v(x) converge de asemenea 
către zero în spaţiul K. De aceea continuitatea funcţionalei / implică 

(»> <Pv) = (/» - 9 0 - ţ °> 
adică ceea ce trebuia arătat. 
Astfel, orice distribuţie / are o derivată. 
Este uşor de arătat că regulile uzuale de derivare rămîn valabile: 
derivata sumei este suma derivatelor şi orice factor constant comută 
cu derivarea. 

î n ceea ce priveşte produsul unei funcţii a{x) indefinit derivabile 
cu o distribuţie, regula clasică de derivare rămîne valabilă. 

(3) (*/)' = « ' / + » / ' . 
într-adevăr, avem 

((«/)', 9) = - («/, 9') = - ( / , «9') = - ( / , («9)' - «'9) = 

= - (/, (*?'))' + (fi, «'9) = (/', «9) + («'/, 9) = 

= («/', 9) + («'%) = (»/' + *'f, 9)-
Să trecem acum la cazul mai multor variabile independente. 

în acest caz putem defini pentru orice distribuţie / derivatele sale 
parţiale în raport cu fiecare dintre variabilele independente xx, xs ... 
. . . , x,„ prin formulele 

<*> ( f ") = ( / ' - ? ) ' (j = l,2,...n). 
\8x} J \ dXf) 
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Ca mai înainte este uşor de a verifica corectitudinea acestei definiţii: 
dacă funcţionala/ este regulată, funcţia corespunzătoare f(xx, x2, '... 
..., xn) fiind continuă şi avînd o derivată continuă în raport cu varia
bila Xj, atunci, o integrare prin părţi, ca mai sus, ne permite să con-

Cj-C 

chidem că funcţionala —— este o funcţională de tip funcţie ataşată 
da!) 

, . vj(Xi, • • • i Xn) _ 

8x} 
Eezultatul derivării unei distribuţii fiind o distribuţie putem defini 

82f 8*f 
derivatele succesive — > ş.a.m.d. de orice ordin. 

BxidXj dXidX)dxk 
Astfel, toate distribuţiile admit derivate de orice ordin. î n particular, 
orice funcţie local integrabilă are în sensul generalizat al derivării 
distribuţiilor derivate de ordice ordin (de altfel, dacă funcţia / are 
derivată în sens uzual, atunci funcţionala pe care o defineşte nu coin
cide neapărat cu derivata l u i / în sensul distribuţiilor). 

î n volumul I I (cap. I I , § 4) va fi demonstrată teorema reciprocă : 
orice distribuţie este derivata, în sens generalizat, de anumit ordin a 
unei funcţii local integrabile (şi chiar a unei funcţii continui), sau even
tual, o sumă finită de astfel de derivate. 

Derivatele mixte ale distribuţiilor nu depind de ordinea de deri
vare : astfel, de exemplu 

8xL8x2 8x2dxx 

într-adevăr 

( W f 9 \ = (JL, _ i £ ) = (/,_i!3L_) = (f,-J^-)= 
\ dx1dx2 ) KdXz' dXi) V 8x28x1) \ 8xx8x2) 

= {Jî- , _ l l \ = ( d*f f A . 
\8xx 8x2 ) \8x28xx ) 

Observaţie. Se poate defini derivata unei distribuţii ca limita 
unui anumit raport, ceea ce este mai apropiat de definiţia uzuală a 
derivatei. Pentru simplitate ne mărginim la Cazul funcţiilor de o 
singură variabilă. . 

Eeamintim că oricărei distribuţii / putem să-i construim trans-
latata, de pildă cu Ax, cu ajutorul formulei (v. § 1.6) 
(5) " f(x + Ax), <p{x)) = (f{x), <f(x - Ax))._ 
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Să arătăm acum că, oricare ar fi distribuţia/, există limita (în 
sensul distribuţiilor) raportului 

,R, f(x + Ax)-f(x) (6) ---
Ax 

pentru Ax -» 0, şi că această limită coincide cu derivata —— defi-
ăx 

nită mai înainte. într-adevăr, aplicînd (6) funcţiei test <p(x) şi uti-
lizînd formula (5), găsim: ; 

( f{X ± ^ ~ W {w)\ „ t m g[g -Ax) - 9 ( « , U ._ 
V Ax ) \ Ax ) 

_ , . wlx — Ax) — (p(x) .. ,. ., „ . „ , 
Dar raportul — 1±-!- are ca limita m sensul conver-

Ax 
genţei în spaţiul K, pentru Ax -*•' 0, funcţia test — <p'(x). Cum func
ţionala / este continuă, avem: • . 

[î{x + ^Z~îix)'9{x}) "*if{x)'-••(?f{x)y== '̂9)>; : 

u n d o / ' este derivata distribuţiei/ definită mai înainte. Astfel, 
fix -\-Ax) f(x) 

raportul -•-- — J K J ' are într-adevăr ca limită în spaţiul K' 
Ax 

funcţionala f'(x), ceea ce trebuia arătat. 
2.2. Exemple în cazul funcţiilor de o variabilă. Am văzut mai 

iUB oă femoţionala / ' corespunde funcţiei f'(x), dacă funcţiile f(x) şi 
/'(a?) (Unt continuo! îfu este greu de verificat că acest lucra rămîno 
adevărat şi în cazul în care/(#) este continuă, iar f'(x) este doar con
tinuă po porţiuni (şi poate chiar să nu existe într-un număr finit do 
puncte). într-adevăr, în acest caz rămîne valabilă egalitatea (1) din 
punctul precedent. , 

0 condiţie şi mai generală care asigură valabilitatea «nulităţii (I) 
<»«to continuitatea absolută a funcţiei f(x), care implică, după cum o«to 
bine cunoscut, existenţa derivatei f'(x) aproape ponto tot» intogmbl 
lltatea sa locală şi legitimitatea integrării prin părţi noronpimy.iUtMH-0 
egalităţii (l), §2.1. 

Să t rooem la oxomplo. 
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Exemplul 1. Considerăm funcţia 
. . , [0 cînd x < 0 , v(x) = -l 

[1 cînd x>0. 
Funcţionala ce-i corespunde o vom nota de asemenea prin 0(«). 

Conform formulei generale (2) din § 2.1, funcţionala Q'(x) acţionează 
asupra funcţiei test cp(a?) astfel: 

00 

(W(x), 9(®)) - (6(0), - 9'(»))=- U w * = ?(0) 
o 

şi deci, avînd în vedere definiţia funcţiei S (§ 1.3) 
e'(aj) = 8(»). 

Analog, se arată uşor că 
6'(ffl - 70 - *(a> - ft). 

Exemplul 2. Fie acum /(a?) o funcţie continuă pe porţiuni, avînd 
în punctele xx, x2, ... discontinuităţi de prima speţă cu salturile 
\ , h2, ... (fig. 1), cu derivata f'(x) continuă pe porţiuni. Derivata 
f'(x) este definită peste tot, în afara unui număr finit de puncte. 
Să găsim derivata funcţionalei / corespunzînd funcţiei f(x). 

Introducem funcţia 

(i) AM =/(«)- S M ( * - 4 

Fig. 1 

Este evident că ea este continuă peste tot şi că are, cu excepţia unui 
număr finit de puncte, o derivată egală cu f(x). Derivata funcţionalei 
regulate flf corespunzînd funcţiei/^*), în urma celor spuse la începu
tul acestui punct, coincide cu funcţionala regulată definită de funcţia 
f'(x). Astfel, derivînd relaţia (1) găsim 

f'x=r- E M ( * - 0 * ) I 

;u; 

de unde 

Prin urmare, dacă f(x) este o funcţie continuă pe porţiuni cu derivată 
continuă pe porţiuni, atunci prin derivare, la orice punct de discon
tinuitate de prima speţă x% a funcţiei f(x), cu un salt hk, trebuie să adă
ugăm expresiei derivatei o contribuţie egală cu JikB(x — x ). 

O situaţie specială apare atunci cînd se derivează o funcţie uzuală 
f(x), a cărei derivată f'(x) există în sens obişnuit, cu excepţia even
tuală a unor puncte izolate, dar care nu este local integrabilă (de 

exemplu, f(x) — 1/— sau f(x) = ln| x\). î n acest caz, distribuţia / ' 
ar trebui să fie definită formal, prin integrala 

oo 

(2) (/', 9 ) - [f'(x)9(x)dx. 

Dar această integrală este divergentă în general şi ca atare nu defi
neşte funcţională. 

în pct. 4 al anexei 1 va fi demonstrat că funcţionala căutată / ' 
trebuie să coincidă cu funcţia f'(x) în toate punctele în care/'(#) este 
local integrabilă. Astfel, funcţionala căutată / ' apare ca una dintre 
regularizatele posibile (v. § 1.7) ale integralei (2) şi anume, regulari
zată definită de formula 

(3) V f'(x) 9(x)ăx = (/', 9) = - ( / , 9') = - { f(x) 9'{x) dx. 
— 00 — 0 0 

în § 1.7 am văzut că regularizată / a funcţiei/(a?) cu singulari
tăţi neintegrabile în puncte izolate este definită (dacă există) doar 
cu aproximaţia unei funcţionale, concentrată în aceste puncte. For
mula (3) defineşte o regularizată concretă. Se poate arăta că această 
regularizată apare ca o regularizare naturală (v. § 3.1 şi § 3.7). 

Este de dorit ca în rezultatul definitiv să figureze funcţia <p(x) 
iji nu derivata sa. Se poate adesea ajunge la aceasta simplificare, 
Utilizînd forma concretă a funcţiei f(x) pentru a transforma al doilea 
membru al relaţiei (3). 

Exemplul 3. Să calculăm derivata distribuţiei 
4 = jO pentru x <0 , ( _ 1 < x < 0 ) > 

[x pentru x^O, 
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Această funcţie este local integrabilă, dar derivata sa în sens uzual, 
\%k~l nu este local integrabilă şi sîntem conduşi la problema regu
larizării integralei divergente : 

00 

(4) i Xa?*-1. <p(a?)da>. 
o . 

Conform regulii generale de derivare a distribuţiilor avem : 
00 OO 

((x\y, 9) =— (x\, 9') = — yx\'(x)ăx = — lim i xXf'(x)dx. 
O s 

Integrînd prin părţi, punînd q'(x)Hx = du, xx — v, u = <p(x) -f O 
obţinem: 

((x\), 9) = - lim 
6->0 

j»A(<p(a;)+ 0 ) | ? - \ too*-1l<p{x)+ 0]dai 

Termenul integrat are o limită pentru s -+0, care va fi zero dacă 
se ia O = — <p(0). Să presupunem că l-am ales pe O astfel, avem 
atunci 

( « ) , 9) = lim i Xaf-^9 (a?) - <p(0)]da? = V [?(*)-<p(0)] J^-'dor, 
s ' • O 

(5) 
ceea ce constituie regula căutată pentru a da un sens integralei 
divergente (4). Această regulă, după cum se vede, constă, în cazul de 
faţă, în a înlocui funcţia cp(a?j prin <pţx) — 9(0), ceea ce asigură con
vergenţa integralei pentru x == O (fără a modifica convergenţa la 
infinit). Vom nota în mod natural prin Xa^+

-1 distribuţia definită de(5),şi 
astfel:] '•.-; • ' . : ..:•.•'••, . . . , " • ; . . ' • • • 

(x\)' ^Xxl-1.] .,. 

Funcţionala Xa^-1 nu este regulată. Dar pentru orice x <£ O ea este 
identică cu o funcţională regulată; din formula (5) este limpede că 
pentru funcţii test <p(a>), al căror suport nu conţine pe O, ea acţionează 
ca funcţia uzuală Xa?+_1. 
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Exemplul 4. Este puţin mai complicat de a obţine derivata func
ţiei 

(O pentru x < 0 
In Xj. — ' lin [lna; pentru x > 0. 

Şi aici derivarea formală 

(6) ((lnx+),9)=[^-)-dx 
J x 
o 

conduce la o integrală divergentă. Această integrală divergentă nu 
poate fi însă regularizată schimbînd pe <o(x) cu (p(x) — cp(0), pentru 
că după această schimbare integrala obţinută diverge la infinit. 
Urmînd calea prin exemplul precedent, obţinem: 

00 

((lnai+),.<p) — — (lna;+, 9) == — Y Inx y'(x) ăx = 

00 00 

= — lim V In x <p'(x) dx = — lim In x (p(x) |f — \ • dx = 
e->0 J.... e-»0 [ J X J 

00 

- l i m [ - 9 ( 2 ) I n e - C - ^ d a l -

Expresia —9(2) Ins se poate înlocui prin expresia mai simplă — 
9(0) In s, pentru că diferenţa dintre ele, [9(2) — ©(0)] Ins tinde 
către O odată cu s. î n continuare, putem scrie 

1 

. ( O n n ^ i ^ d x ^ i * (O)B( l -0) a , 
' J x , J . x 

unde, ca mai înainte, 

„. , fO pentru x < 0 , 
Q(X)=\ * ' 

[1 pentru x > 0. 
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Obţinem în final 
00 

= lini \ 
e-»0 J 

. , , . i <p(o?) — ©(0) 8(1 — x) , 
((In x+), 9) = hm \ ^—- TV dx 

x 

y ( g ) - ţ ( 0 ) 6 ( l - g ) d 

ceea ce constituie regala prin care putem atribui un sens integralei 
divergente (6). Vedem că ea asigură convergenţa integralei pentru x — 
= O fără a strica convergenta sa la infinit. 

Ca şi în exemplul precedent, funcţionala obţinută nu este 
1 

regulată global; dar pentru x ¥= O ea coincide ou funcţia—•• 
x 

Exemplul 5. Să găsim derivata distribuţiei ln|a?|. Aici ne lovim 
co 
C Cof X\ 

de necesitatea regularizării integralei divergente \ ăx. 
J os 

—00 

S-ar putea obţine regularizarea, combinînd regulile, deja cunoscute, 
de derivare ale lui In x+ şi ln(—x)+. Dar este mai simplu de dat o 
construcţie directă: 

dln|a?| 
dx 

9(0) J = (ln|a?|, — <?'(x)) 

oo 

= — \ hi{x) (p'(x)ăx ~ — lira \ In | x | <?'(x) dx = 
j HO 

- 00 |*| > « 

= - lim | ln [ x\ o{x)\zl + ln| x\ <?{x)\? -Ă - ^ d» j -

= lim \ — - da;. 
e-*o J x 

1*1 >e 

m 

După cum se ştie, limita obţinută se numeşte valoarea princi
pală în sensul lui Gaucliy a integralei din •• ; vom păstra pentru 

ea notaţia ^ ••*?• • • dx*. Astfel .ţia t - 2 ^ 
J « 

din la;I 1 
da; a? 

1 1 
Funcţionala— nu este regulată, dar coincide cu funcţia •— în 

x x 
afara punctului x = 0. 

Se poate defini această funcţională şi prin altă formulă, evident 
identică cu rezultatul obţinut mai sus, dar care nu conţine decît inte
grale convergente: 

\ dx / J x 
o 

Exemplul 6. Să găsim derivata distribuţiei ln(a; -f iO) definită 
prin: 

ln(a; + iO) = lim ln(a; + iy). 
y-»+0 

Scriind ln(a; + iy) sub forma In | x + iy | + i arg(a; + iy) şi treeînd 
la limită, vedem că 

ln(a; + iO) = lri| ă | + iT0(— a?). 
î n conformitate cu exemplul 2, G'(a;) = 8(x); deoarece Q(x) + 8(—x) 
= 1, rezultă 6'(— x) — — S(a;). De aceea 

— In(a + i0) = — ln|a>| + in — 6( - a?) = i - - iw 8(0) 
da; da; da; x 

unde distribuţia— a fost definită în exemplul 5. (v. de asemenea 
x 

ex. 4 din § 2.4). 

* De obicei această valoare principala se notează v.p., deci in cazul nostru rezultatul 
d l l \ 

va fi In ! x) = v.p. I —I (Nota trad.) 
d s \ x] 
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Exemplul 7. î n încheierea acestui punct calculăm derivatele 
distribuţiei S. Avem, evident 

(8'(x - ft), 9) = (8(a> - fc),— 9')) = - ? ' W J 

şi în general: . •. } • 
{V*\tt - h), 9) = ( -1)* 9 W W (fc = 1, 2'; • • I), 

sau, utilizînd notaţia din § 1.3, 

[ 8«(a; - Ti) 9(a;)da; = ( - l ) f c 9w(fc). 

2.3. Exemple în cazul funcţiilor de mai multe variabile. Să 
remarcăm, înainte de toate, că pentra funcţiile continue./(x) avînd 
derivate parţiale continue pe porţiuni, derivarea funcţionalelor 
regulate care' le corespund, conduce iarăşi la funcţionale regulate, 
corespunzînd derivatelor respective. 

Exemplul 1. Fie/(a?), o funcţie avînd derivate continue în dome
niul G, mărginit de un contur f neted pe porţiuni, în planul xlf x2. 
Presupunem funcţia f(x) nulă în afara domeniului G, deci la trecerea 
prin frontiera T funcţia are un salt. Să găsim func ţ iona la^ - -

Conform regulei generale, avem, pentru orice funcţie test 9 : 

G • > • ' , 

Integrînd prin părţi în raporb cu variabila xlt găsim : 

G 

f{xirx2)^{xvx2) 

8f(xv xz) 
1 d%1 

9(»u «2) d.«i l da 

[f(xv x2) cos(», aa) «pfai» a>a)dY - U 3 f e ^ - 9(3?!, a**)^: d«„ . 
, r _ . G ,( .... . . .... t 

unde (», x2) este unghiul făcut în punctul. {xlfx2) de pe frontiera. F 
a domeniului <r, între normala exterioară şi axa' x2. îri acest mvd, 
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funcţionala —— este suma unei funcţionale regulate, eorespun-
dxx 8f(x x ) zînd funcţiei JK •"' şi a uneia singulare, ce corespunde saltului 

8xx 
lui /(«x, a;2) la trecerea prin frontiera F a domeniului G. Un rezultat 
analog are loc într-un spaţiu cu un număr oarecare de dimensiuni. 

Cunoscuta formulă a lui Green (A — operatorul lui Laplace) 

G 

f(xv xz) Aip{xv x2)dx • dx2 

= \\ A/(%> «2) <?(•% xz) <% &»g + V [/— 9 jdy 
G r 

se poate interpreta, ţinînd seama de egalitatea (A/, 9) = (/, A9), 
în modul următor : dacă / este o distribuţie ce coincide în domeniul G 
cu o funcţie local integrabilă f(xv x2) şi este nulă în afara lui G, atunci 
distribuţia Af este suma dintre o funcţională regulată, corespunzînd 
funcţiei Af(xv x2) în interiorul lui G, şi două funcţionale singulare, ce 

corespund salturilor funcţiilor f şi —J— la trecerea prin frontieră. 
. 8n 

Un rezultat analog are loc şi în cazul unui număr oarecare de variabile. 
î n cap. I I I (§ 1.4) vom da o demonstraţie directă pentru acest 

tip de relaţii, utilizînd anumite distribuţii Ş(P) şi altele analoage. 
Exemplul 2. Să găsim în spaţiul cu 3 dimensiuni rezultatul apli

cării operatorului lui Laplace A, funcţionalei regulate definite de — » 
r 

(r2 = x\ + x\ + x\). 

Să remarcăm că funcţia — este armonică în orice domeniu ce nu 
r 

conţine originea, căci A -—se anulează pentru r # 0 (în sensul uzual). 
r 

Considerînd operatorul A în spaţiul distribuţiilor, găsim : 

(A±„)-(±,A,)-[fC^d.-limra^dF. 
V r ) \ r ) JJJ r e-*o JJJ r 
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Aplicăm integralei obţinute astfel formula lui Green (ex. 1) luînd 
ca domeniu G coroana sferică s ^r < a, a fiind suficient de mare ca, 
în afara sferei de rază r = a, funcţia <?{x) să fie identic nulă : 

X- rî-ii 

^-m*°+M7 
[ O s f=s »•=« 

ds fiind elementul de suprafaţă al sferei de rază r = e. î n continuare 
avem: 

căci — este o funcţie armonică în exteriorul bilei r < e, 

CC 9 _L JL d.s = _ . 1 [ L ăs = - 4«» .0P) , 

unde # (<p) este media funcţiei 9(0) pe sfera de rază s. Trecînd la 
limită s -+ 0, obţinem &($) -» 9(0) şi prin urmare 

[ A — , 9 ] = l i m C [ C - ^ - d * = - 4*9(0) = -4n(S(a?), 9(0)). 

Avem deci: 
(1) A — = — 4rcS(a?). 

r 
TJn calcul analog dă, în cazul a n variabile, n> 3, 

. 1 
« . « - l 

= - (» - 2) flr8(a>), 

* Aici y = 0(x) înseamnă că raportul — este mărginit. 
x 
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unde £ln este aria sferei de rază 1 în spaţiul w-dimensional. Pentru 
n = 2, 

A In— = — 2*8(0). 
r 

î n continuare (cap. I I I , § 3.3) vom da unele reguli generale pri* 
vind derivarea funcţiilor atunci cînd derivatele nu sînt local inte
grabile. Cu ajutorul acestor reguli, formule de tipul (1) vor putea fi 
obţinute automat calculînd A — ca sumă de derivate de ordinul 2 ale 

r 
i n i i -

r 
2.4. Continuitatea operaţiei de derivare. Fie dat un şir de dis

tribuţii f17f2 •••/«> • • • ce converge către distribuţia / ; afirmăm că 
şirul derivatelor — converge către derivata — • 

dX) 8x} 
într-adevăr, pentru orice funcţie test 9(0) avem: 

adică ceea ce trebuia demonstrat. 
Analog, seria ăe distribuţii \ + h2 -\~ . . . + hv... ce converge 

către distribuţia g, poate fi derivată termen cu termen, cu alte cuvinte 
are loc 

h[ + h2 + ... +K+ ... = g', 
Teoreme de acest gen nu au loc în analiza clasică: un şir con

vergent de funcţii derivabile în general nu se poate deriva termen 
cu termen. Să considerăm, de exemplu, şirul fv(x) = — sin v 0 pe 

v 
axa reală, ce converge uniform către 0. Şirul derivatelor/£(#) = cosva; 
în sens clasic nu are limită, deci în particular nu converge către deri
vata funcţiei limită. Dar în sensul distribuţiilor, şirul /v'(#) converge, 
şi anume el converge către zero; ceea ce se verifică printr-un calcul 
direct: 

a a 

(/»'> 9) = \ cos va? (p(os)ăx = — \ sin vx c?'(x) dx -> 0, 
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unde [— a, a] este un segment în afara căruia funcţia <p(a?) este iden
tic nulă. Mai mult, şirurile f" = — v sin vx, f" — — v2 cos va;, . . . 
(v = 1,2, . . . ) , ş.a.m.d. converg toate către zero, ca distribuţii. 

Exemplul 1. Dezvoltarea uîiei funcţii periodice în serie Fourier. 
Fie f(x) o funcţie periodică (de perioadă 2n), local integrabilă avînd 
•coeficienţii Fourier definiţi de formulele clasice: 

o» = — V /(®)e-
2rt 

™*da;. 
i .. l i t i s . » . 

Afirmăm că seria Fourier j ] c„ e*** <we ca swmă (în sensul distribuţii-
—oo 

lor) funcţia f(x). într-adevăr, după o teoremă bine cunoscută * în 
analiză, seria, integrată formal 

— 1 p OO Q 

y -*. ei,w + e0x + V - i e"" 
f i in i in 

converge uniform către o funcţie absolut continuă F(x), a cărei deri
vată coincide aproape peste tot eu/(ar). Derivînd termen cutermen ega
litatea 

— 1 n OO n 
F(x) = V — e»* + c0a; + V - i - e"'*, 

i i in i in 
00 

găsim /(a;) = Y c„ e'"*, adică ceea ce trebuia arătat. 

Exemplul 2. Orice serie de forma Yj an%inx ai cărei coeficienţi, pe li

tru \n\ -> oo ni* cresc mai repede decît o anumită putere a lui n, con
verge în sensul distribuţiilor, căci ea se obţine prin derivări termen cu 

°° a termen din seria V —— einx, care converge uniform pentru Te sufi-
iS,(in)* 

cient de mare. 
„ , , „ • , - . ' , , . , - . . , sin 2a; Exemplul 3. Este bme cunoscut ca sena sin a; -\ 1-

z 
, sin3a; , „. „ ,. ,. . ,„ TC — a; H h • • • converge către funcţia f(x), egala cu pentru 

*A. Zygmund, Serii trigonometrice, Voi. I, pag. 74, teorema 2.5 (ed. a 11-a, trad. 
din 1. rusă). 

O <x <2K şi prelungită apoi prin periodicitate (cu perioada 2n) p e 
întreaga axă reală. Sumele parţiale ale acestei serii sînt uniform măr
ginite *'. Astfel seria converge în sensul distribuţiilor (v. § 1.8 a). 
Derivînd această serie găsim 

1 °° 
cos a;+cos2a; + . . . + cos navf . . . = — \- n V 8(x —2nri), 

2 _oo 
oo 

sina;-f2 sin2a; + . . . -fnsina; + • • • = — w YJ 8'(x — 2nn), 
(1 ) -oo 

00 

cosa;+4cos2a;+. . . +n2eosn%Jr... — — 7t Yj S8"(a;;— 2rcn), 
— co 

Dacă în prima din aceste formule scriem cosinuşii după for
mulele lui Euler, obţinem de asemenea egalitatea 

i 
oo 

(2) 1 + e" + e2i* + . . . + e-1* + e~2i* + . . . = 2n JŢj S(a> j - 2TC»). 
p j . ' • • • ' " ' !•' • — 0 0 •'' 

Aplicînd-o apoi funcţiei test ®(x) şi utilizînd faptul că ; 
+ CO 

iein*,<p(x)) = i <p(x)e-inx dx = t|>(—,»')* 
— oo 

este valoarea în punctul — n a transformatei Fourier a funcţiei <p(a>), 
obţinem egalitatea : 

oo co 

numită formula de sumare a lui Poisson **. Ea este deci demonstrată 
aici pentru funcţiile <p(-#) aparţinînd spaţiului K; dar, prin treceri 

* v. G. M. Fichtengolt: Curs de calcul diferenţial şi integral, voi. III, pg. 408—409. 
Ed. tehnică, 1965, traducere. în continuare vom scrie pe scurt! G, M. Fichtengolt, 
Curs. ' •-'' "'' ' r. 

* enlx fiind o funcţie cu valori complexe, ea se aplică funcţiei test cf. formulei (1) 
§1.9. 

** v. ex. de. A. Zygmund, Serii trigonometrice, voi. I, pag. 117, formule (13.4) 
ed. a Ii-a, trad. in 1. rusă). ,..,, • , . • . .. . * 
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la limită, ea poate fi extinsă la clase mai largi de funcţii, de exemplu, 
la funcţiile <p(a>) absolut integrabile împreună cu derivatele lor. 

Analog, egalitatea* 

.„, . cos2a; , cos3# , , 
(3) cos x H - H \- ... = — In 2sin-

permite, prin derivare, calculul a noi serii trigonometrice. Derivînd 
formal, obţinem: 

(4) 

sin x -j- sin 2x + sin 3x + 

cosa?+2cos2#+3cos3a; + • 

1 ... x — c t g -
2 2 

/ 1 . x\ 1 1 
— ctg - I = — 

U &2J 4 g i n 2 

cos-
(1 x\" 1 

sin x + 4sin2« + 9sin3# + • • • = — ctg - | = 
\2 2) 4 s ; n 3 

x 
2 
x 

sim-

X 
Dar funcţia c tg—nu este local integrabilă şi integrala 

2 

x |Ctg-—<p(a;)da;, 

în general, diverge. î n § 3.7 vor fi construite distribuţii, ce corespund 
funcţiilor uzuale ce figurează în membrul al 2-lea în (4). P e de altă part e 

distribuţia corespunzînd funcţiei va fi derivata distri-
sin2 — 

2 
buţiei — ctg— etc. Altfel spus, vom da sens egalităţilor (4) din 

2 2 
punct de vedere al teoriei distribuţiilor. 

* Fichtengolt, Curs, t. III, pag. 416. 

Formulele (1) şi (4) permit separarea singularităţilor în suma se
riei trigonometrice 2(a„ coanx + bn sinnx)', ai cărei coeficienţi sînt 
daţi, de pildă, în felul următor : 

ff.= «bn'+ a,-!»»*-1 + . . . + « „ + - ^ - + \ , 

b„ = ş y + h_xn'-* + . . . + % + -£=±- + %, 

cu ctj şi |3j — constante, iar {y„} şi {S„} şiruri mărginite de numere *) 

Exemplul 4. Considerăm funcţionala / , definită de funcţia 

ln(x + iO) - i ~ ' X l + l~ P e n t m x < ° ' fin 
{in x pentru x>0-

Cum se vede din definiţie, această funcţie este limita (în sensul dis
tribuţiilor) a funcţiei ln(# -f iy) pentru y —> 0. Să arătăm că 

ln(#+ iO) = lim ln(#+ iy), 

limita fiind înţeleasă în sensul teoriei distribuţiilor. într-adevăr, 
pentru y>0 fixat, 

1 y 
ln(#+ iy) = — \u{x2 + y2) - f i arc tg —; 

2 x 
pentru y -> 0 această funcţie tinde către ln(# -f- iO), deci : 

a) primul termen — ln(a?2 + #2) descreşte monoton, convergînd 

către In \x\, 
b) al doilea termen i arctg — > mărginit în modul de a, converge 

x 
către funcţia 

JAJ.) _ fi7t Pentru a? < 0, 
| o pentru « > 0. 

*~> v. V. I. Smirnov, Curs de matematici superioare, t. II, pct. 158, pag. 493, Ed. 
tehnică, 1954. în continuare vom scrie : V. I. Smirnov, Curs. 
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Convergenţa, ln(« + iy) -» ln(# + iO) în sensul distribuţiilor are loc 
deci în virtutea condiţiilor menţionate la § 1.8. 
Derivata lui lnj x\ este l/x (§ 2.2 ex. 5); derivata lui h{x) este egală 
cu — i7t$(a?) (§2.2, ex. 2). Şi regăsim astfel rezultatul exemplului 
6, §2 .2: 

— ln(a> + iO) = — - inS(x). 
&x x 

Pe de altă parte, datorită continuităţii derivării 

-ln(« + i'O.) = lim ln(a? + iy) = lim &x y-*+o &x y-»+o x -\- iy 

Obţinem formula interesantă 

(5) lim — in8(oc), 
y-*+o x -f- iy x 

care are următorul sens : pentru orice funcţie test <p(#), integrala 

oo co 

linl C _ ^ L d ^ [ ^lăX- fctfO) 
y->+o J x + iy J * y -

—co 

din membrul drept trebuie luată în sensul valorii principale (v. § 2.2 
ex. 5). 

Şiruri care au ca limită pe S („8-şiruri"). Se pot construi în 
multe moduri şiruri de funcţionale regulate care să conveargă către 
distribuţia 8. Pentru aceasta este suficient ca funcţiile fv(x) corespun
zătoare să aibă, după cum s-ar putea spune, alura ,,funcţiei S". 
Aceasta se exprimă, mai precis, prin condiţiile următoare : 

•'.' a) Pentru orice . Jf > 0 , pentru \a\ <Jfj 15| < M mărimile : 

!b 

sînt mărginite de o constantă ce nu depinde de a, b (şi depinde doar 
£e M). ' ' •;.:.;'.;.- . ' .; ,;; . .';'.".:;.;.,.,. •..,,.:;••..;;/..'. y , - . ; - . . . • , . 50 

b) Pentru a şi b fixaţi, diferiţi de zero 

Hm i f IV\AV\ - f° P e n t r u « < & < 0 ş i 0 < a < &, {/v(5)d5)=P 
pentru a < 0 < b. 

Fie fw(x) — un astfel de şir (pe care ii vom numi 
derăm şirul primitivelor 

X 

^(x) = [ UI) ăl. 

S-şir); consi-

Cum rezultă uşor din însăşi definiţia şirului fv(x), cînd v creşte, 
funcţia F,,(x) are ca limită o constantă egală cu zero pentru x < 6 şi 
egală cu 1 pentru x > 0, şi este totodată uniform mărginită (în raport 
cu v) pe orice interval. Rezultă de aici că funcţiaFv(x) are drept limită, 
în sensul distribuţiilor funcţia 0(a?), egală cu 0 pentru x < 0 şi 1 pen
tru x>0. Dar atunci fv(x)=F!)(x) care au limită (în distribuţii) 
distribuţia Q'(x) = 8(x), ceea ce trebuia arătat. 

',£=0.2 

Fig. 2 

Exemplul 1. Considerăm funcţia 
1 s 

/ .(*) = 
7T X2 + £2 

Graficul său este dat în fig. 2. Egalitatea 
b 

(e>0). 

\/e0») ă.x = -~- arctg a r e t g — 1 , 
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pentru a # b permite uşor de a arăta că pentru e -> 0, funcţiile 
fs{x) formează un ,,S-şir". De aceea pentru e -> 0 

(1) ^ — g - 8 ( a ) . 
7T a?2 + s2 

Se obţine acelaşi rezultat remarcînd că 

l e 1 _ 1 
— Im TI x2 + s2 7Î a? + ie 

şi, după formula (5) din paragraful p receden t ; 

= - — Im — ~ - -> S(<r). 
n x2 + e2 7t a; + ie 

Derivînd în raport cu x S-şirul, vom obţine un şir ce converge că
tre derivata S'. De exemplu, din relaţia (1) rezultă 

(2) - — • B'(x) 
TU (x2 + e2)2 

ş.a.m.d. în fig. 3 se dau graficele funcţiilor ce figurează în primul 
membru al relaţiei (2). 

Exemplul 2. Considerăm funcţia 

Să arătăm că, pentru t -> 0, această funcţie tinde către S. Eemarcăm 
mai întîi că ft(x) > 0; de aceea, pentru orice a şi b 

[ft(x)ăx^~= [ e ~«da> •=!.*> 

*> v. G. M. Fichtengolt, Curs, voi. II, pct. 492, pag. 568. 
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Efectuînd schimbarea de variabile —= =y vedem că pentru a < 0 < b 

l im( / ( («)<i« ; =l™- T ^ 
f-*> J <->0 

b 

a 

W 

Fig. 3 

î n continuare, pentru orice b > 0 
oo oo 

—*L ( e'^ ăx< * [e~^^^ăx = l L e-4j- _* o 
2]f-jit J 2/Trf 3 2* b bVn 2]f Vfi 

pentru t -> 0, astfel că integralele pe orice interval (6, oo), b > 0, tind 
către zero. Eezultat analog pentru intervalele (— oo, a), a < 0 ; func-
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tiilefi(x) formează deci un S-şir, adică 

(3) 
2/Ţrf 

=-e 4- -> S(x). 

2 , l 2 . 
Fig. 4 

Exemplul 3. Considerăm funcţia 
„ . . 1 sin va; 

/v0») = ( 0 < v < o o ) 

(fig. 4). Arătăm că pentru v —> oo aceste funcţii tind către 8. 
Se ştie că 

37T 
2 

1 /v(®) <*» = — V s) da? = — ^ • âx = l. *> 
—oo —oo; 

Apoi, pentru orice b > a > O 

f , , . -, 1 f sin va; 1 f sin?/ 
\/v(#) da? =—\ dx = — I — dy -> O, pentru v -> co; 
o a av 

acelaşi rezultat este adevărat pentru a <b < 0 . în sfîrşit mărimea b 

A C ^ d * = ACi^L d# 

*> v. G. M. Fichtengolt, Curs, voi. II, pct. 497, pag. 5SG. 
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este uniform mărginită în raport cu a şi 6 pentru toţi v. Eezultă 
de aici că, pentru v ^ o o , funcţiile fv(x) formează un S-şir, 

... , . 1 sin va; . , . 
<4) l i m — = 5(07). 

v-+op 7T X 

La rîndul său, funcţia —- poate fi reprezentată ca rezultatul 
7T X 

integrării funcţiei e'5r în raport cu X de la — v la v. De aceea 
27i: 

rezultatul nostru poate fi reformulat astfel: în sensul convergenţei 
spaţiului K' are loc relaţia 

V 

(5) lim [ e%x dl = 2nS(x) im V ei5 

-00 J 

î n primul membru figurează transformata Fourier a unităţii. 
(Mai amănunţit, şi din alt punct de vedere ne vom ocupa de transfor
mata Fourier în cap. II , v. remarca de la finele § 3, cap. II) . 

Derivînd în raport cu x relaţia obţinută, obţinem noi egalităţi 
şi mai interesante 

'(6\ . . lim [ i£e«* ăl=&(x), 

(7) lim \ {ilf^dl = 2r^"{x) im t (i£)2ej^< 
-00 J V-+00 

şi altele. în general, pentru orice funcţie local integrabilă f(x) care nu 
creşte,.pentru | # | -> oo, mai repede ăecît o anumită putere a lui \x\, 
există, în sensul distribuţiilor, transformata sa fourier, limita expre
siei " "" ' 

\ /($)«£* dl, . 

• • . • • • • • ~ v 
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într-adevăr, putem exprima funcţia/(£) sub forma (ţ,2 + l)ro/o(?)? 
eu/0(E) funcţie integrabilă. Cum /„(£) are transformată Fourier în 
sens uzual, există limita 

V 

lim % 
V-00 J 

f0(ţ)^«ăl = G0(w). 

î n plus, convergenţa este uniformă în raport cu * pe orice compact; 
prin urmare convergenţa are loc şi în sensul distribuţiilor. Aplieîîxî 

( d2 V 
+ 1 Şi utilizînd eontiiraita-

dx2 I 
tea derivării, putem conchide că există limita 

lim [m^ăl=(--~ + ljGl ?„(*)• 

2.6. Ecuaţii diferenţiale în distribuţii. Operaţiile care au fost 
definite pentru distribuţii — derivarea, înmulţirea cu o funcţie, adu
narea — permit considerarea de expresii diferenţiale de forma 

a0(x)yW(®) 4- ai(x)y(«~V(x) + . . . ' + «U'<%(#) - ?(a?), 
unde a0(x), ax{x), . . . , an{x) sînt funcţii date indefinit derivabile, 
iar y(x) şi b(x) distribuţii. Egalînd cu zero o astfel de expresie obţinem 
o ecuaţie diferenţială iiniară ordinară de ordinul n în raport cu dis
tribuţia y{x). Se pune atunci problema de a descrie mulţimea tuturor 
soluţiilor unei astfel de ecuaţii. 

Să considerăm pentru început cea mai simplă ecuaţie 

a» * — dx 

Arătăm că această ecuaţie are ca soluţie generală în clasa distribu
ţiilor, pe y = C( = const). 

Ecuaţia (1) este echivalentă ecuaţiei 

(2) (y\ 9) = (st, - ?') = 0, 

pentru orice funcţie test y(x). Dar de aici rezultă că funcţionala y 
este definită pe mulţimea % a celor funcţii test, care se pot repre^ 
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zenta ca derivate ale altor funcţii test. Trebuie să indicăm modul în 
care funcţionala y poate fi prelungită de la mulţimea <£>0 la întreg 
spaţiul K. 

Este uşor de arătat că o funcţie test <p0(a?) se poate reprezenta 
ca derivata unei anumite funcţii test dacă şi numai dacă este înde
plinită condiţia 

oo 

(3) [ o0(x)ăx = 0. 
—oo 

într-adevăr, dacă <?0(x) — <?i(a?), atunci 
oo 

[ 90(a?) ăx = cp^w) = 0. 
J —oo 

—oo 

Pe de altă parte, condiţia (3) fiind îndeplinită, punem : 
X 

?î(*) = \ <Po(5)dH, 

şi ramîne doar de arătat că o^x) este o funcţie test; acest lucru este 
evident, pentru că <px(a?) este indefinit derivabilă odată cu o0(x) si 
in virtutea condiţiei (3) are suportul compact. 

Fie acum ^(x) o funcţie test fixată, verificînd condiţia 
oo 

\ ?i(a0 d« = 1.. 
— 00 

Pentru orice funcţie test o(x) putem scrie 
00 

cf{x) = 9l(x) V <?{x)ăx +• ®0(x), 
—oo 

unde <p0(a?), evident verifică condiţia (3). Eezultă de aici că dacă s-a 
dat valoarea funcţionalei y pe funcţia test <?x(x), atunci valoarea sa 
pe orice funcţie test ®(x) va fi unic determinată, 

OO 

W (y, <?) = (y, <h)' \ ?(*) d«. 
= 00 
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Fie, de exemplu (y, <px) = Cx — un număr fixat arbitrar. Atunci (4) 
ne dă 

OO 00 

(y, 9) = G x [ 9(0) ăx = \ CM®) ăx, 
— OO — O O 

adică distribuţia y este constanta Gv c.t.a. Am văzut că ecuaţia dife
renţială (1) nu are alte soluţii în clasa distribuţiilor, în afara celor 
clasice. 

Exemplu. Să arătăm că pe dreaptă, orice distribuţie f invariantă 
la translaţii se reduce la o constantă. Avem în cazul acesta 

de unde, 
f\oo) = lim 

f(x +Ax) - f(x) = O, 

f(x) + Ax)-f(x) 
O 

din cele de mai sus, ăecif(x) = const, c.t.a. 
Se poate arăta că orice sistem omogen de ecuaţii de forma 

(5) 

ăx = «112/1 + • ^VnSIn 

&ym 

dx — *ml2/l "V • • • T * i » r f « 

unde an, ..., amm sînt funcţii indefinit derivabile de x, nu are alte 
soluţii (yx, . . . , ym) în distribuţii în afara celor clasice. Situaţia este 
aceeaşi pentru o singură ecuaţie de ordin superior 

y[n) + «i(«)^(H-" + • > • + an(x)y = O, 
cu coeficienţi indefinit derivabili şi; de asemenea pentru sisteme de 
astfel de ecuaţii. 

Indicăm demonstraţia acestor afirmaţii. Sistemul (5) îl scriem 
pentru a simplifica, sub forma vectorială*' 

•^-=.Ay,A =\\ai}\\. ăx 

v. R. F. Gantmacher, Teoria rnalncilor, pag. 371 şi următoarele, în lb. rusă. 
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Considerăm matricea-U — ||uf(x)\\ a unui sistem fundamental 
de soluţii (uzuale) ale sistemului. Se ştie că matricea U este inversa-
bilă. Să trecem de la necunoscutele y la necunoscutele z după formu
la y = Uz; substituind această expresie în sistemul (5), obţinem 

dZ7 , _. ăz ,TT 
-z + U = AUz . • da? dx 

dU dz 
şi, pentru că = AU, obţinem U—- = 0. 

dx ' ăx 
înmulţirea cu U~x conduce la sistemul de ecuaţii cu variabile sepa
rate 

ăx 

conform celor demonstrate, rezultă z — const, deci y — Uz este un 
vector, combinaţie liniară de vectori fundamentali ai sistemului. 

Celelalte rezultate decurg de aici, adică o ecuaţie liniară de 
ordin superior şi un sistem liniar de astfel de ecuaţii se pot reduce la 
un sistem echivalent de ordinul 1. 

Observaţie. Spre deosebire de cazul considerat, ecuaţiile ale căror 
coeficienţi au singularităţi, pot avea in clasa distribuţiilor noi solu
ţii, şi chiar se poate mtîmpla să nu aveni soluţii clasice. 

,','„ Exemplul 1. Considerăm ecuaţia de ordinul 1 ";: 

x—— = O.-
ăx } 

Soluţia trebuie să coincidă cu o constantă, atît pentru x > 0, cît şi 
pentru x < 0 . Rezultă de aici că această ecuaţie are 2 soluţii liniar 
independente 

Exemplul 2. Ecuaţia !' 
— 2xsy' = y 

are o singură soluţie în clasa distribuţiilor, anume y = 0. într-adevăr, 
pentru x # 0 distribuţia trebuie să coincidă cu soluţia clasică 
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y = Ce1'*2, cu G 7̂  O sau C = 0. Dar primul caz nu este posibil, căci» 
cf. cu § 1.7, integrala 

te1'*19(») da; 

nu admite regularizate. 
Existenţa primitivei. Să considerăm cea mai simplă ecuaţie ne

omogenă : 

(6) £--/, 
da? 

unde / este o distribuţie dată, iar g cea ce trebuie găsită. Arătăm eă 
ecuaţia (6) are soluţie în distribuţii pentru orice membru drept / . Este 
natural de a numi această soluţie primitiva sau integrala nedefinită a 
distribuţiei / 

-s /da?. 

Ecuaţia (6) este echivalentă ecuaţiei 

(g, — ?') = (/> ?), 
pentru o funcţie ţest oarecare <p. Eezultă eă funcţionala g este dată 
pe orice funcţie test 4», care este derivata unei funcţii test cp, adică 
pe mulţimea <I>0 considerată mai înainte. Trebuie să prelungim func
ţionala g pe întreg spaţiul K, ceea ce se poate realiza, de exemplu, 
astfel: considerăm o funcţie test cpj(a?) pentru care 

00 

V ox(x) ăx — 1 
—op 

şi din nou, scriem o funcţie test oarecare <p sub forma 
00 

9 ~ <Pi \ <P da? + <p0, 
— 00 

cu c?0 aparţinînd lui <D0. Astfel, la orice funcţie test 9 am făcut să 
corespundă',,proiecţia" sa 90 pe subspaţiul <3>0. Pnnînd atunci 

(7) (g0, <P) == (g, ?0), 
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este uşor de dovedit că funcţionala g0 astfel construită este liniară şi 
continuă. Soluţia generală a ecuaţiei (7) se obţine adunînd soluţiei 
particulare găsite soluţia generală a ecuaţiei omogene, care, pe bâza 
celor arătate la începutul acestui punct este g1 = 0 = const. Astfel, 
toate soluţiile ecuaţiei (6) se scriu 

9 = 9o + G, 

unde funcţionala g0 este dată de formula (7). 
Căutarea soluţiei generale a sistemului neomogen 

r l i / . *» 
(8) -—+!> *tW = / . (» = 1, 2, . . . , 1»), 

unde/< sînt distribuţii, iar ai} funcţii indefinit derivabile, 80 reduce la 
rezolvarea unor ecuaţii de tipul (6). 

într-adevăr, dacă se face substituţia deja folosita mai înainte 
y = Uz, unde U este matricea soluţiei fundamentale a sistemului 
omogen (f{ — 0), obţinem 77 = / sau—— == V~lf. î n acest 

da? da; 
sistem necunoscutele s-au „separat", fiecare ecuaţie care apare este 
de tipul (6). 

în sfîrşit, ecuaţia neomogenă de ordin superior 

(9) y^ J+o t f l—« + . . . a„y ===/,• 

undefflj — sînt funcţii indefinit derivabile, i a r / o distribuţie oarecare, 
se reduce la un sistem de forma (8) cu ajutorul substituţiei 

dyx __ âym-2 
Vi — II1 2/2 — •""-; > • • • > Vm-i — - : 

da; da; 
Prin urmare, căutarea soluţiei generale a ecuaţiei (9) se reduce 

de asemenea la rezolvarea de ecuaţii de tipul (6). 

2.7. Derivarea în spaţiul 8. La finele primului paragraf am intro
dus un nou spaţiu fundamental 8. Acest spaţiu constă din funcţiile 
indefinit derivabile <p(x) ce verifică inegalităţi de forma 

\x^K^)\<CH (h, q = 0 , 1 , 2 , . . . ) . 
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Am văzut că mulţimea funcţionalelor liniare, definite pe spaţiul 8, 
notată 8' este: un subspaţiu al spaţiului K', dualul spaţiului K. 

Vom arăta cum că operaţia ăe derivare nu ne scoate din acest 
mibs-paţiu. Pentru simplificare ne mărginim la cazul unei variabile 
independente. Să remarcăm mai întîi, că pentru orice funcţie <p(#) e 8, 
derivata sa <?'(x) aparţine de asemenea lui 8 şi că din convergenţa-
cpv -> 0 în 8 rezultă de'asemenea convergenţa <p£ -» 0 în S. De aceea 
funcţionala / ' definită de formula 

' ( / ' ; ? ) = . - ( / , V ) • 

va fi o funcţională liniară continuă pe 8. 
Dar evident că, în cadrul spaţiului K, ea coincide cu derivata 

funcţionalei / în cazul indicat mai înainte (§2.1). Altfel spus, deri
v a t a / ' a funcţionalei/, considerată ca funcţională pe K se prelungeşte 
pe spaţiul 8 odată cu funcţionala / , c.t.a. Extensia acestui rezultat 
la cazul derivatelor de ordin superior sau la cazul mai multor varia
bile nu oferă nici o dificultate. 

Am văzut mai înainte că toate funcţionalele regulate, corespun-
zînd funcţiilor cu creştere polinomială se prelungesc de la spaţiul 8. 
Vedem acum că de aceeaşi proprietate se bucură şi derivatele unor 
astfel de funcţionale. în volumul I I (cap. II , § 4) se va arăta că orice 
funcţională liniară continuă pe 8 este rezultatul aplicării unei ope
raţii de derivare unei funcţii cu creştere polinomială. 

§ 3. Regularizarea funcţiilor cu singularităţi algebrice 
(sau de tip putere) 

3.1. Punerea problemei. Printre funcţiile avînd singularităţi 
neintegrabile în puncte izolate, £ele mai importante sînt acelea cu 
singularităţi algebrice, adică care nu cresc mai repede decît o anumită 
putere a lui ^—atunci c înd# tinde către x0. Vom construi 

SC ~~~— 0 0 Q 

în acest paragraf distribuţiile ce corespund unei largi clase de funcţii 
de acest fel. 

Reamintim definiţia regularizatei, dată în § 1.7. Regularizată 
integralei 
(1) \f(x)9(x) ăx, 
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sau regularizată funcţiei f(x), avînd în general puncte în care nu este 
local integrabilă, este o funcţională / care, pentru funcţiile test y(x) 
identic nule în vecinătatea punctelor singulare ale funcţiei f(x) este 
dată de integrala (1). în § 1.7 s-a arătat că orice funcţie f(x) cu sin
gularităţi algebrice (în puncte care se găsesc în număr'finit pe orice 
compact) admite o regularizată. î n plus, această funcţională este 
definită cu aproximaţia unei funcţionale concentrate în punctele 
singulare ale funcţiei f(x). 

Din acest punct de vedere, conţinutul celei mai mari părţi al 
acestui paragraf poate fi caracterizat astfel. Pentru o vastă clasă do 
funcţii de o variabilă cu singularităţi algebrice, vom indica o regula
rizare, naturală în sensul următor: sumei a două funcţii uzualo ii 
corespunde suma regularizatelor respective; derivatei uzuale — deri
vata regularizatei, produsului cu o funcţie indefinit derivabilă h(w) — 
produsul regularizatei cu h{x). 

Vom începe cu regularizarea funcţiilor concrete, cele mai impor
tante, amînînd cele mai generale definiţii şi verificarea complota a 
proprietăţilor amintite ale regularizatelor pentru punctul 7. 

Drept exemplu de funcţie cu singularităţi algebrice poate sluji 
funcţia 

x-m f0 x < 0,. 
[x'3'2, x > 0. 

Distribuţia ce-i corespunde a fost în fapt deja construită în ex. 3» 
§2.2. 

00 

(2) ' ' (*;"', y) = C ?<"> - TW-d*. 
• • • ' - • • • • - : J • - x 3 1 2 

o .:.. ' . . . 

Pentru aceasta plecasem de la faptul că distribuţia xl3'2 

' : 2 
trebuia să fie derivata distribuţiei #+1/2, adică a funcţionalei regulate 
definite de funcţia 

[ x-
4 1 / 2 = j 0 ' a?<0' 

"1/2 x > 0. 

în § 2 am văzut şi pe alte exemple că adesea considerente ase
mănătoare permiteau construirea de distribuţii care să corespundă 
unei funcţii cu singularităţi algebrice. 
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Altă metodă permiţând obţinerea de definiţii de forma (2) este 
metoda prelungirii analitice, pe care o vom utiliza de regulă. înainte 
de a indica ideea de bază, introducem următoarele definiţii. Consi
derăm distribuţia fx, depinzînd de parametrul X, acesta parcurgînd 
domeniul A din planul complex, Vom spune că distribuţia / x este 
funcţie analitică ăe X, în domeniul A, dacă în acest domeniu toate 
funcţiile numerice (/x, 9), unde 9 este o funcţie test oarecare, sînt 
analitice. 

Distribuţiile analitice în X, prin proprietăţile lor, sînt analoage 
funcţiilor analitice obişnuite de X. Astfel, dacă definim derivata ~^-

funcţionalei f\ în raport cu parametrul X ca limita 

lim fo" ~Â > 
AX-O AX 

(în sensul din § 1.8), se poate spune că distribuţia / este analitică în X 
în domeniul A dacă şi numai dacă în fiecare punct al acestui domeniu 

ăf-
există derivata -—- • Avem de asemenea teoreme analoage teore-

dX 
melor clasice privind dezvoltările Taylor, în serie Laurent, de pre
lungire analitică etc.; toate aceste teoreme sînt reunite în anexa 2 a 
acestui capitol. 

Ideea metodei prelungirii analitice este următoarea. Fie dată 
funcţia fx(w), local integrabilă, atunci cînd X parcurge un anumit 
domeniu din planul complex şi în general, pierzînd această proprie
tate pentru X în afara domeniului A. Fie, apoi, pentru X e A şi pentru 
orice funcţie test 9(1»), funcţia numerică (/>., 9), analitică în A şi 
putînd fi prelungită analitic într-un domeniu Ax mai mare, indepen
dent de alegerea funcţiei test <?{%). î n acest caz funcţiei /?.,(»), cu 
X0e Ax — A putem să-i facem să corespundă funcţionala (/x0, 9) obţi
nută prin prelungirea analitică a funcţionalei (/x, 9) dincolo de A, 
cu alte cuvinte, vom pune 

\ fao(x)9(x) &x — prelung, anal. \ f(x)y(x) ăx. 
3 *-*. 3 

De exemplu, pentru a defini distribuţia %13''2, considerăm funcţia : 

xl 1°' x < 0 
x> 0. 
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Pentru Be\> —• 1, ea defineşte funcţionala regulată 
00 

(3) {x\, f)=i xxc?{x) ăx. 
' O 

Funcţia numerică (3) este evident analitică în X, ea are derivata 
în raport cu X, egală cu 

00 

V a^lnx^x) ăx. 
o 

Membrul drept al formulei (3) îl rescriem sub forma 
1 00 

*[<p(aO - 9(0)] ăx + [ 0*9(0) + fc X.+ l 

Primul termen este definit pentru BeX> —2, al doilea pentru 
orice X, al treilea pentru X # — 1 . Prin urmare funcţionala (3) se 
prelungeşte analitic pe domeniul Be~k> —2, X i= — 1 . în particular, 
pentru X .= —3/2 obţinem ...... 

(4) (x+312, 9(0) = £ ar3'2 [9(0) - 9(0)] ăx + [ x-Wyix) ăx - 2<p(0). 
o 1 

Membrul drept al formulei (4) coincide cu membrul al doilea 
al formulei (2) căci 

x+i 3 . da?. 
o 

Bineînţeles, pentru altă alegere a parametrului, prelungirea analitică 
poate conduce la un rezultat complet diferit. De pildă : 

a* + i ft +-?/2> > x~+
3'2 + S(x), cînd X -> - 3/2 

+ T. x- + (X + 2/3) ' •• 
(v. §2.5.). 

Subliniem că această metodă, sau alta, condiieind la definiţii 
de forma (2) sau (4) joacă pentru noi doar un rol ajutător; ea nu este 
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deeît un mijloc pe cîtă vreme scopul este de a obţine definiţii care, 
ca şi formulele (2) sau (4), vor avea un sens independent de metoda 
cu care s-a ajuns la ele. 

3.2. Distribuţiile x\ şi ah.. Să considerăm funcţia x\, egală cu ah 
pentru x > 0 şi nulă pentru x < 0. Dorim să construim şi să cercetăm 
distribuţia ce-i corespunde. Cum s-a spus mai sus, funcţionala regu
lată 

(1) (x\, <p) = V xx^{x) dx, 

definită de funcţia x\ pentru Be"k> —1 se prelungeşte în domeniul 
ReX>—2, X#—1, cu ajutorul identităţii, valabile pentru EeX>—l 

00 1 00 

(2) V ohcp(x) dx — \ ch[(p(x) — 9(0)] d* + V a^^x) dx 9(0) 
X + l 

Anume, pentru Bel > —2, X # — 1 , membrul drept există şi defi
neşte o regularizată a integralei din membrul sting : dacă—2<KeX< 
< — 1 , X T4 —1 şi dacă funcţia test este identic nulă în vecinătatea 
originii, atunci sigur subsistă în membrul drept integrala 

a?- o(x) dx. 

Se construieşte analog prelungirea funcţionalei x\ pe domeniul 
Bel > — n — 1, X ş£ — 1 , —2, . . . , — «., 

oo 1 

\ xxy(x)dx = \^\ <?(#) — <p(0) — x<f'(0) — ... — 

(3) 
O O 

» 9(* D(0) — (p("-"(0) da; + \ &<?(x) dx + £ 
• - l ) ! . J J A=I (»-!)! . J J *ti (fc - 1) !(X + h) 

Şi aici membrul drept dă o regularizată a integralei ce figurează 
în membrul stîng. Astfel, distribuţia x\ este definită pentru orice 
X # - l , - 2 , . . . 
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în banda — n — 1 < Ee X<— n, formula (3) poate fi pusă sub o 
formă mai simplă : 

dx, (i)(x\, 9) - [ x*l9(x) - 9(0) - x9'(0) ... - r ~ T j ^"-^(O) 
o 

pentru că, în acest caz, pentru 1 < k < n, 
oo 

(5) [x>-+h-1dx= — • 
} X + fc 
î 

Formula (3) arată că (x\, cp) ca funcţie de X are un pol de ordinul 
1 în punctele X = — 1, — 2, . . . , reziduul în punctul X = — k fi
ind egal cu <P(*~1'(°) . Cum <p(*-D(0) = (-îy^W^ios), 9(x)), func-

(1c - 1) 
ţionala x\ are în X = — k un pol de ordinul 1 avînd ca reziduu 
1 -=2—W-lUx) (fc = 1,2, . . . ) . 
< f c - l ) ! 

Să calculăm derivata—±-- Pentru Bel>0 avem egalitatea 
d» 

«videntă — - = X«+~S adică (x\, <p'(a?)) = — (Xa?^1, <p(#)). Cum ambii 
da; 

membri ai acestei egalităţi se prelungesc analitic în planul complex 
<ou excepţia punctelor — 1, — 2, . . . ) , în virtutea proprietăţii de 
unicitate a prelungirii analitice egalitatea va fi valabilă în întreg 
planul. Astfel 

^ ± - = X.^.-1 (X = - l , - 2 , . . . ) . 
dx 

De pildă, pentru — 1 < X < O avem 
00 

(r 'x'+> A = ^ V " S ?) = ţ X^"1t9(a;) - 9(0)] dx. 
o 

AcmitHtd formulă am dedus-o pe altă cale în § 2.2. 
în H l HO vii. da dezvoltarea lui x\ în serie Taylor în vecinătatea 

HSlt pUQOt regulat, şi în serie Laurent în vecinătatea polilor. 
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Să trecem acum la definirea şi studiul distribuţiei corespunză
toare funcţiei 

a pentru x < 0 {'? pentru x > 0. 
Pentru Re\> — 1 această funcţie defineşte funcţionala regulată 

o 
(6) (xx_, 9) = \ fa>|x<pfa>da>. 

— 00 

Această funcţională se poate prelungi în semiplanul BeX < — 1 
exact ca şi x\. Pentru aceasta, cel mai simplu este de a schimba pe 
x în —x şi de a scrie (x\-, <p) sub forma 

00 

(a£, <p(a?)) = i xx<p(— a?) d* = (x\, <p(— a;)). 

Aceasta permite de a aplica imediat toate rezultatele obţinute pentru 
funcţionala xx

+, funcţionalei xx, înlocuind în formulele' corespunză
toare funcţia <p(a?) prin <p(— x) şi deci <p(J)(0) prin (—1)^(^(0). 

Vedem în particular că distribuţia *i,.ca şi x\, există şi este ana
litică în întreg planul, cu excepţia punctelor X = — 1, —2, . . . ; în 
punctul X = —k, distribuţia x\ are un pol simplu de reziduu — M . 

( fc -1 ) ! 
Formula ce dă regularizată integralei 

o 
(•»-, ?) = [ \x\x

9{x)ăx, 
—oo 

în banda —n — 1 <Re\ <— n, se poate scrie sub forma 
O oo oo 

( |x\xy(x) ăx = i xxy(— x) da? = i xx\ ep(— a?) — ©(0) '-}-
- o o O O 

(7) 
/ -( \n~lTn-l 

+ *?'(0) - . . . - - i - / ' • 9("-1,(0) 
(a? — 1)! 

în § 4 se vor da dezvoltările distribuţiei x\ în serie Taylor şi în serie 
Laurent. 

ăx. 
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Combinaţii pare şi impare ale distribuţiilor x\ şi x\. Distri
buţia se numeşte pară dacă, 

im, ?(-»)) = (/(»), ?.(*)), 
şi impară dacă, 

•Pornind de la distribuţiile introduse în pot. 3.2, să formăm urmă
toarele combinaţii pare şi impare 

(1 ) | X\ = X+ -\- X_, 

(2) | x \x sgn x = x\ — a,,x_. 

Să examinăm singularităţile distribuţiilor j x \x şi | x j x sgn a?. 
Cum distribuţia x\ are pentru X = —li un pol simplu de reziduu 

- - W-Vlx), iar distribuţia a£_ un pol simplu de reziduu 
( f t - l ) l 

—— , rezultă că distribuţia I a? |x are poli doar pentru X = — 1, — 3, 
( f c -1 ) ! 
—5, . . . , — 2m — 1, Eeziduul lui | x \x în X = — 2w — 1 este 
2 - l _ i ± i . î n punctele X = -2m(m = 1, 2, . . . ) , distribuţia \xx 

(2w»)| 
6Rto definită ; evident, pentru aceste valori ale lui X vom serie în loc 
do \x\-im, x~2m. 

Analog, distribuţia \x^x sgn a; are poli în punctele X = —2, —4, 
. . . , — 2m, . . . cu reziduul corespunzător lui X = — 2 m egal cu 
—tJ-m~l)W -Pentru X = -2m - l(n» = 1, 2, . . . ) , distribuţia] 'a? j x 

(2m — 1)! 
Bjm a; este definită şi vom scrie ar2»"1 în loc de | a; l"2'"-1 sgn x. Astfel 
dintribuţiile a?-" sînt definite pentru orice « = 1 , 2 , . . . 

Să dăm definiţii directe ale distribuţiilor \x^ şi | « | x sgn x. 
OO 

Pttttni aceasta vom utiliza regularizatele integralelor V «^(aîjda; si 
o 

t | • |S(*) <̂ > adică formulele (4) şi (7) de Ia § 3.2 : în banda - n —1< 
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<_KeX <—n: 
oo 

(x\, 9) = V a;M <p(a?) — tp(0) — a;<p'(0) — . 

o 
00 

(a£_, 9)= [ ^ f ? ( - « ) - ? ( 0 ) W ( 0 ) - . . 

a?" 

H 
(ÎI — 1 ) ! 

9(«-«(0) 

.9<«-D(0) 

ăx, 

dx. 

Schimbînd n în 2m, adăugind şi respectiv scăzînd, obţinem : 
oo 

(\x\\ 9) = ( ^ J9O*) + 9(- <*) - al?(0) +YT?"(0) + 

(3) 

(|a?|xsgn x, 

+ • ar 
(2w — 2)! 

<p(2»-2)(0) I da;, ]} 
<p{x) - <p(-a?) - 2 | axp'(O) + — q>'"(0) + • • • + 

o ! 
(4) 

®) = V a^ J cp(x) — <p(—a?) — 2 a?op"' 
o 

j * a>(*»-»)(0) l d, 
(2m-l)! JJ 

Prima expresie este convergentă pentru — 2m —l<Re~k<—2m-\-ly 
a doua, pentru — 2m — 2 <Re\ < — 2m. în particular, 

(a;-2"5, 9) = \ ar2m | 9(a?) -f <p(— a?) — 2 

(5) 
,.2ff>-2 

+ -(2m - 2)! 
? (2»-2)(0) 

[»(0) + £ 9" 

1 da;, 

(0) + . . . -f 

(x - 2 M - 1 m \ _ '» ?) = V a;-*-1 {9(3?) - 9(— <c) — 2 ["®<p'(0) + 

(6) 
văm—X 

+ —-9"'(0)+..-+- — 
3 ! (2w — 1)! 

9 (2«- l ) ( 0 ) I d a ? j ]}<u 
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astfel încît, de exemplu: 

(7) (*-, o) = f ^ + 2<= £) - 2^°) d , , 
J «2 

o 
00 

(8) (a?-1, 9) = V - i i - i ^ i-A». 
J a; 
o 

Ultima expresie coincide cu valoarea principală în sensul lui Cauchy 
a integralei din- •: 

OO — £ 00 

J x «-0 l J a? J a; J 
— 00 —00 s 

Să dăm şi formulele de derivare ale distribuţiilor \x\x şi |a?|x 

sgn x. Vom avea : 

d d 
(9) — ia;|x = — (x\ + #*_) = ?^+

-1 — Xa;*::1 — X| a? |x-1sgn a?, 
da; da; 

(10) — | x |x sgn x = — (a^ — aA) = Xa;̂ -1 + Xa;^1 = X| a; |*-*. 
da; da; 

Obţinem, în particular, pentru X = — n, 

(11) — a r » = - n ® - " - 1 . . 
da; 

în § 4 se vor da dezvoltările lui |a;|x şi |a;|x sgn a? în serie Taylor 
fi în serie Laurent. 

în încheiere să remarcăm că funcţionalele x\, 
Hgn <r sînt, pentru Re\> —1 funcţionale regulate ce corespund unor 
funcţii cu creşterea polinomială; ele se prelungesc deci pe spaţiul 
N 111 funcţiilor y(x) indefinit derivabile, ce descresc, împreună cu 
«lni'lviitele lor de orice ordin, pentru |a;|->oo, mai repede decît orice 
puttM'o n, lui (§1.10). Funcţionalele x\ ... obţinute, pentru ce-
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lelalte valori ale lui X prin prelungire analitică ale celor anterioare, 
se prelungesc de asemenea pe spaţiul 8; această rezultă atît din 
formulele de prelungire analitică cît şi din formulele de derivare 

(a?+) — \xx+x şi din remarcile făcute la sfîrsitul paragrafului 2, 
da? 

privind posibilitatea derivării funcţionalelor definite pe 8. Prin 
urmare, funcţionalele . se pot aplica nu numai funcţiilor cu 
suportul compact ci oricărei funcţii din spaţiul 8, de pildă funcţiei 

1 etc. 
Exemplul 1. Funcţia T este definită de integrala: 

r(x) = \ 3?x_1e ;da?, 

ce converge pentru MeX> — 1. Putem considera această integrală ca 
rezultatul aplicării funcţionalei a?^-1 funcţiei test, egale cu e_* pen
tru 0 < a ? < o o (o astfel de funcţie ştim că aparţine spaţiului 8). 
Aplicînd formulele regularizatelor (§ 3.2), obţinem expresia funcţiei 
F în domeniul .BeX< — 1 ; pentru Rel > — n—1, X^ — 1, '..., —n, 

i 

S(-i)?; — 
O 

r(x) = [«x-ir 
o 
co 

da? 

-f! •rx ăx f (-1)* 

pentru n : 

ăx. 

>i — 1 <BeX < 
oo 

r(X)= U^1 e - - £ ( _ . i ) * _ 
J L s=o «! 
o 

Exemplul 2. Fie integrala 
co 

l fl;x[e-a'- — erbx]dx, 

care converge pentru JSe > — 2. Ea poate fi considerată ca rezultatul 
aplicării funcţionalei a?̂  funcţiei test e~ax — e_6s, de aceea 

00 00 CO 

\ a?x[e-fl,; — e~5-v] da? = \ a?xe-<" da? — \ xxa~lxdx, 

unde fiecare din termenii din dreapta este iarăşi rezultatul aplicării 
funcţionalei x\ funcţiilor test respective. Dar pentru i ? e X > - - l s e 
poate face substituţia ax = %,, ceea ce dă : 

CO 00 

^•e-ax=\f±J 
formulă adevărată oricare ar fi X, datorită unicităţii prelungirii ana
litice. Obţinem deci ea rezultat final 

oo 

o 

Pentru Re~k> — 2 această formulă dă valoarea integralei con
vergente din primul membru. Este interesant că am obţinut-o cu 
ajutorul unor integrale divergente. Bineînţeles, ea poate fi găsită şi 
pe căi obişnuite (de pildă derivînd în raport cu parametrii a şi 6). 

3.4. Integrale indefinite ale iui %\, a?x, ] a?|x, j a?|x sgn x. 
. Cum integrarea indefinită este inversa operaţiei de derivare 

(§ 2.6), pentru" X ̂  — 1, - 2 , - 3 , 

L x d a ? = x+ .4- Cj(X), 
j A -f 1 

; J ; x + i ' • • • • - • 

d;A d-a? = h C2(X), 
X-rf-1 

apoi, pentru' X # — 1, —3, —5, . . . 

f , ••> -. i x!x+1sgna? , ~ .„. 
\!»ixda? = — •, " + c3(x), 

Iar pentru X # —2, —4, —6, . . . (şi pentru X # — 1 , căci pentru 
Â — —1 nu avem formule corespunzătoare pentru derivare), 

(I) \\x p-sgn a? da? = —!—' f- C,( X), 
J . . X + 1 

funcţiile (.̂ (X), . . . , 04(X). puţind fi alese arbitrar. 
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Utilizînd această libertate de alegere, vom găsi, prin trecere 
la limită, primitiva lui x~x = | x\~x sgn x. Primul termen al membru
lui al doilea al formulei (1) are pentru X — — 1 un pol de reziduu 1. 
Punem C4(X) == \- G; astfel membrul drept va putea 

A - j - 1 
fi prelungit analitic în punctul X = — 1 şi prin continuitate formula 
de integrare îşi va păstra sensul. Astfel, 

pentru X 

şi prin urmare 

x [xsgn x 6.x = -!—! |- C ; 
X + 1 

l im •—!— = In a; 
Ji—i X + 1 

(2) Ca;-1 da; = \u\x\ + C. 

Se pot calcula de asemenea şi integrale repetate ale funcţiilor 
considerate. Astfel, integrala iterată de g-ori a lui | x |x este de forma 

J _ _ J (A + 1) . . . (X + q) 
a 

unde Qx(x) este un polinom arbitrar în x, de grad <q. 
Funcţia de sub semnul integrai din stînga are poli în punctele 

o T, -L- |a?|*+fl(sgn»)« „ ,. . 
X = — 1 , - 3 , . . . . Funcţia—•—!———'- are m plus şi poli în 

(X + 1 ) . . . ( X + <Z) 
punctele X = —2, —4, . . . , | X| <g. Este natural să le eliminăm pe 
acestea din urmă printr-o alegere convenabilă a polinomului Q\(x). 
Eeziduul primului termen din membrul drept pentru X = — 2ft(2fc < q) 
fiind, evident, 

|a?[~2fc+g(sgna?)« 
( - 27c + 1)(—2ft + 2) . . . (— 1) • 1 • 2 . . . ( - 2fc + q) 

~~ (2ft — l)!(ff— 2k)l ' 
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vom putea pune 
[9/2] X~2h+i 1 

Qx{x) = V 
*=i (21c - 1)! (g - 2fc)! X + 2ft 

(la care eventual se poate adăuga un polinom arbitrar în x de grad < q, 
depinzînd analitic de X). Astfel 

|x dxa = N!!!(sgg^)! + £ 
L 2 J ~-2fc + « 

(X + l ) . . . | (X + s) *-2 (2fc—l)!(j—2ft)! X+2fc 

în particular, integrala dublă se scrie sub forma 

s a M x + 2 

x\x ăx2 = 1-
(X + 1)(A + 2) X + 2 

3.5. Regularizarea în raport eu X a funcţiilor x\, oct, \x\\ |a?|x 

sgn x'*\ După cum am văzut funcţiile x\, x\, |x | x , | x\x sgn x au în 
planul X poli simpli. Este natural de a încerca să facem să dispară 
aceşti poli, împărţind fiecare din aceste funcţii cu o funcţie uzuală 
de X, avînd poli simpli în exact aceleaşi puncte. Modul cel mai sim
plu dea construi o astfel de funcţie constă în a aplica distribuţia ce ne 
interesează (x\, etc.) unei funcţii test fixate y0(x). Pentru aceasta 
vom utiliza faptul, menţionat la finele din § 3.3, că funcţionalele a?+, 
xt, | x\x, | x\x sgn x se prelungesc la spaţiul 8, aceasta permite de a 
alege pe <p0(a?) din 8. 

Să considerăm distribuţia x\. Ea are poli în punctele — 1, —2, . . . 
cu reziduul în punctul — n egal cu — -1- • Funcţia test 

(n — l) 
y0(x) trebuie aleasă astfel încît reziduurile funcţiei de X, (x\,y0(x)) 
în punctele — 1 , —2, . . . să fie diferite de zero. Aceasta înseamnă că 
în punctul x = 0, funcţia <p0 şi toate derivatele sale trebuie să nu se 
anuleze. Vom alege drept funcţie <p0(x) funcţia e~x, astfel încît vom 
avea 

(x\, e~x) = V xxe~x da; = T(X + 1). - s 
*' Spunem „funcţia x+ " etc. pentru a marca faptul că ne interesează dependenta 

de X o distribuţiei s + (Nota trad.). 
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Analog procedăm şi pentru distribuţiile xt, \ x |x şi | x \x sgna?. Pentru 
CO'L trebuie aleasă o funcţie ^0{x)f astfel încît toate derivatele sale în 
punctul x = 0 să nu fie nule; este natural să luăm <p0(x) — es; şi 
deci 

O 00 

(x\, e*) = \ ! x |x e* ăx = [xx e--v ăx = T(X + 1). 
— 00 O 

Funcţia \x\x are poli în punctele — 1, —3, . . . , şi reziduul 
2S<2B'){a?) 

său în punctul X = — 2m — 1 este egal cu — > din acest mo-
(2m)! 

tiv funcţia <?0(x) trebuie aleasă astfel încît toate derivatele sale de 
ordin par în punctul x = O să nu fie nule. Este natural de a alege 
<ţ>0{x) = e-*3 şi obţinem 

O oo 

(j x\x, e-x2) = l | x \x e-x°" da; = 2 \ xx e -̂'2 ăx == 
— co O 

-'; •;:;, • = ̂ v ^ = r ( ^ ] . 

în sfîrşit, funcţia | x \x sgn a? are poli în punctele — 2 , - 4 , . . . avînd 
reziduul în punctul — 2m egal cu — 2 - —*• 

(2m - 1)! 
De aceea funcţia <p0(x) trebuie aleasă astfel încît toate derivatele 

tle ordin impar în punctul x — O să fie diferite de zero. Putem lua 
<ţo(x) — .wx% şi găsim 

" oo' 

..', ' (\x\hgnx,xe-*l)^2[ V'+1 e"*M'a> .= r ( ^ ± ^ ] . - -
o 

Putem deci construi funcţiile întregi în X: 

x \ x \ \x\X~ l*l*nc 

r(x + i) r(x+i) T (}L±1\ r(x + 2) 
V 2 ) { 2 j 
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Valoarea acestor funcţii în punctele singulare comune numără
torilor şi numitorilor sînt pur şi simplu egale cu raporturile reziduurilor 
corespunzătoare. Obţinem astfel: 

Ees.a?+ ct 

(1) 

_„ Ees {x\, e~x) 
x=-« r(x +1) 

(-l)—iS("-»>(w — ,1)1 
(—l)»-»(8(»-«('aj),e-*)(n — 1)1~~ 

&n-V(x) 

B^~l\x), 

Ees x\ (n - 1)! 
r ( X - f l ) |x__, Eeş|(«\e*) (^-l)(x), e») 

x=_"< "*'•" . T ( » - l ) ! 
(2) 

m r -

E e s J£»jî» 
X = — 2 m — 1 (2w) 

-(-îy-w-^x), 

• 8(2'"'(a;) 

Ees {\x\\e-xi) 2 
X—— 2m — 1 / r . * , 

x--2w-i (2m)! 

(S!2w»(«),e-î2) 

Eezultatul aplicării funcţionalei &<2w)(a?) funcţiei e-*2 este 
(e-**)!2"' |*_o- Cum 

e-^a = 1 ̂  a;?. + ' £ - - — + . . . + ( - 1 ) 
2 ! 3 ! 

x im 

ml + 

ifo (2m)! 

avem evident: 

Astfel: 

13) 

(e.-^)(2») | ţ = Q 
( - l ) w (2w)! 

TO! 

<B 

\ A ] ;X=-2w-l 

(_iygl2«)(a;)TO! 

..(2w)t 
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în sfîrsit: 

| x |Asgn x Bes | x p-sgn x 

Bes (|a?|* sgn x, xe-x") 
X=-2mX=-2«> 

(2OT - 1)! 
Sl2"-1 '^) 

{m~ 1)! 
.(Sl2"-1^), #e-*a) 

Eezultatul aplicării funcţionalei §<2,"-1)(#) funcţiei , re - r 2 este 

/yi5 /vi7 ar 
, 2 m - l 

Cum a;e~*2 = * — a;3-f — - — • £ . . . + (-1)»- 1-
2! 3 ! ( m - 1)! + ••• 

â5z; 

«.t1! . (2m - 1)! 
avem evident: 

(a,e-*,)t*-»U-o = ( - l ) » - 1 ^ ^ i , 
(m — 1)! 

şi deci 

(4) 
|a;|Asgn a; 

(--Î-) 
= ( -1 ) " 

8(a»-H(fl.)(OT - 1)! 
(2m - 1)! 

X- -2BI 

Formulele (1) — (4) pot fi obţinute şi substituind direct valorile 
cunoscute ale reziduurilor funcţiei F în punctele respective. 

Formula de derivare în raport cu x pentru funcţionala 

f+ = x\ 

r(x +1) 
este mai simplă decît cea pentru funcţionala x\; într-adevăr, 

<5) ăx f dx r(x + i) r<x + i) r(x) 
f>—i 

astfel încît a deriva funcţionala 

r(x +1) 
este echivalent cu micşorarea indicelui X cu 1. Analog, pentru func
ţionala 

se obţine formula de derivare 

<6) j - ^ ^ - Z i - S 
da; 

echivalentă cu micşorarea lui X cu 1 şi cu schimbarea semnului. 
T-, J.- l#'lX • ^ • J - |aj|xsgna; , . . 
Funcţia — ' prm derivare da —!— . . cu X micşorat 

r(——-\ v i 1 
l 2 j l 2 J 

<cu 1 şi totul înmulţit cu un factor numeric. O a doua derivare a lui. 
j-— dă, cu aproximaţia unui factor, aceeaşi funcţie, dar X. 

8-a micşorat cu 2 : 

(7) - ^ - 7 - ' * , ' * =2X- ' ^ 

(8) 

Formula 
| « | x - 2 1 d2 |a;|x 

r ( x ~ 1 ) 2X da?2 r f 1 + 1 ) 

ar fi putut fi utilizată pentru a face prelungirea, analitică a funcţiei 
klx 
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3.6. Distribuţiile (x + iO)x şi (x — iO)\ Vom defini acum noi dis
tribuţii (x + iO)x şi (x — iO)\ Spre deosebire de distribuţiile x\, 
x\, | « | x , \x\x sgn x, definite mai înainte, aceste noi distribuţii nu 
mai necesită vreo regularizare: ele sînt funcţii analitice întregi de X. 
Alte avantaje ale distribuţiilor (x + i0)x şi (x — i0)x vor apare în 
capitolul relativ la transformarea Fourier (cap. II). După cum se 
ştie, expresia (x -fr iyf se defineşte astfel 

(x -f- i«)x = e'-Inl*+i>'' = Q^^+^l+^'W^b1)] % 

Avem acum 
Arg(x + iy) = arg (x + iy) (— TC< arg s < re). 

Atunci (x + iy)x va fi o funcţie analitică uniformă de variabilă com
plexă z = x + iy în semiplanul superior y > 0 şi analog (x + iyf va 
fi o funcţie analitică uniformă în semiplanul inferior y < 0. JSTe vor 
interesa valorile la limită ale acestor funcţii pe axa reală. Ele se 
calculează uşor: 

(x + i0)A = lim (x2 + y2)m exp i\arg{x +• iy) = 
y - , + 0 

(1) 
_ jeiXTI|#|x pentru x < 0, 

1 xx pentru x > 0, 
(x — i0)x = lim (x2 + y2)1'2 exp iMrg(x ^ iy) = 

(2) 
_ f e_iXTt| x lx pentru x < 0, 

[a? pentru * > 0. 

Aceste funcţii sînt definite pentru orice X complex. Problema noastră 
constă acum în a defini distribuţiile ce corespund acestor funcţii, şi 
care vor fi notate tot cu (x + i0)x şi (x — i0)\ 

Utilizînd funcţiile x\ si x\ definite în 3.2 putem scrie pentru 
Be> — 1: 
(3) (x + i0)x = 4 + e ^ l , 

(4) (a? — i0)x = a?+ + &-ilnxi. 
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Dar, se vede de aici că pentru orice X ^ — 1 , —2, . . . funcţiilor 
(1) şi (2) le vor corespunde distribuţiile ce figurează în membrul 
drept al relaţiilor (3) şi (4). Distribuţiile (x + i0)A şi (x — i0)x vor fi 
definite pentru X i=- — 1, —2, . . . 

Dar dacă pentru X = — n, comparăm reziduurile distribuţiilor 
x\ şi %x- (obţinute în §3.2) constatăm că singularităţile termenilor 
ce figurează în membrii drepţi din (3) şi (4) se compensează reciproc; 
şi de aceea distribuţiile (x + i0)x şi (x — i0)x sînt funcţii întregi de 
variabila X. în § 4 vom obţine, în particular, formulele 

(x + i0)-" = or» ±^t-1— V"-»(x), 
(n-l)l ' 

(x - i0)-B = ar» + ™ S^Ha;). • 
(n-l)\ 

Faptul că distribuţiile (x + i0)x şi (x — i0)x nu au poli se poate 
explica şi în modul următor. Să presupunem că funcţia test <p(#) 
aparţine spaţiului S şi că se prelungeşte analitic într-o vecinătate a 
axei reale. Fie integrala 

\ z^oiz) (iz (z—x+iy), 

calculată pe conturul £e, compus din acea parte din axa reală 
între (— oo, - s ) (cu s >G), semicercul de rază s cu centrul în ori
gine situat în semiplanul superior şi semiaxa (s, + oo) (ne mărginim 
la considerarea distribuţiei (x + i0)x). Din teorema lui Cauchy rezultă 
că valoarea acestei integrale nu depinde de s. Cum pe conturul Lz 
integrandulnu are singularităţi şi <p(a;) descreşte pentru \x\ -» oo 
mai repede decit orice putere a' l u i \ x \ , integrala există pentru orice 
X şi este — după cum se vede imediat — o funcţie analitică în X. 
Pentru ReX > — 1 , această funcţie coincide cu funcţia 

V (x + iO)A9(«)da;; 

astfel, prelungirea analitică a acesteia din urmă nu are poli. 
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3.7. Regularizarea canonică. î n paragrafele precedente am con
struit distribuţiile ce corespund anumitor funcţii concretecu singulari
tăţi algebrice (şi cu această ocazie am învăţat să calculăm numeroase 
integrale divergente). Vom considera în acest paragraf o regulă unică 
«de regularizare valabilă pentru o subclasă suficient de bogată de funcţii 
cu singularităţi algebrice. Vom numi această regularizare canonică şi 
vom introduce temporar notaţia 

f — r-o- f(x) 

(/ — funcţionala care este regularizată funcţiei /(#))• 
Vom arăta că această regularizare canonică este naturală în 

sensul următor: 
1° r.c.lxj^x) + <x2f2{x)] = <*! r.c.f^x) + a2r.x.f2{%); 

2= r.c.\^-f(x)]=^[r.c.f(x)] 
L da? J ax 

(aici în membrul stîng este vorba de derivata funcţiei în sens obişnuit, 
iar în membrul drept de derivata funcţionalei); 

3° r.c.[h(x)f(x)] — h{x). r.c.f(x) 
pentru orice funcţie indefinit derivabilă h(x). 

Considerăm, la început, funcţii avînd o singularitate neintegra
bilă doar în singurul punct x = 0. 

Să ne mărginim la funcţiile ce se reprezintă sub forma unei 
sume finite 

<1) f(a>) = iiPdvMx), 

cu Pi(x) funcţii indefinit derivabile, iar qf{x) una din următoarele 
funcţii a?+, x\', x~n, parametrul X neluînd valorile — 1, —2, . . . 

Tuturor acestor funcţii li s-au ataşat în § 3.2 şi 3.3 distribuţii 
şi s-a arătat că pentru aceste distribuţii se păstrează formulele natu
rale de derivare în raport cu x. Să remarcăm că operaţiile de adunare, 
de înmulţire cu o funcţie indefinit derivabilă şi de derivare nu ne scot 
din clasa (1). 

Pentru că au fost definite pentru distribuţii operaţiile de adu
nare şi de înmulţire cu o funcţie indefinit derivabilă (v. § 1) vom obţine 
iregula de regularizare căutată, dacă vom înlocui în (1) funcţiile q((x) 
prin distribuţiile corespunzătoare. 

.«2 

Astfel vom lua drept regularizate canonice ale lui x\, a?i, ar" dis
tribuţiile corespunzătoare introduse în § 3.2 şi § 3.3, iar regularizarea, 
canonică a funcţiei f(x) o definim ca fiind ' 

(2) r.c.f(x) = jfrt(w).r.c.qt(x). 

î n particular \x\° = 1, astfel încît vom lua drept regularizată-
canonică a unei funcţii indefinit derivabile funcţionala regulată ce-i 
corespunde. 

Este clar că sînt verificate condiţiile 1° şi 3°. Să verificăm con
diţia 2°. Este suficient de a face aceasta pentru un singur termen,, 
adică atunci cînd 

f(x) = p(x)q(x). 

Pentru a simplifica scrierea vom nota cu— derivarea în sensul dis-
dx 

tribuţiilor şi cu ( /derivarea uzuală. î n conformitate cu formulai 
(3), §2.1. 

d d 
— r.c.f(x) = p'(x). r.c.q(x) + pix) — r.c.q(x). 
dx dx 

Dar, după cum s-a mai remarcat 

d 
— r.c. q(x) = r.c. q'(x) 
dx 

şi utilizînd condiţiile 1° şi 3° obţinem: 

d 
— r.o.f(x)= r.c. [p'(x)q(x) + p(x)q'(x)] = r.c.f(x). 

Se ridică problema unicităţii regularizării canonice astfel defi
nite. Să arătăm că această definiţie este univocă. Pentru aceasta, 
remarcăm eă dezvoltînd funcţiile indefinit derivabile pt(x) după for
mula lui Taylor, putem reprezenta pe/(#) sub forma unei sume finite :. 

<!') /(») = Ldr,(a?) + h(x), 
unde r((w) este iarăşi una dintre funcţiile a£, at, w~n (însă cu X, în 
general, modificat), c, factori constanţi, iar Ji{x) o funcţie local! 
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integrabilă. Presupunem că în suma Yfîfaix) s-au grupat termenii 
în aşa fel încît n-au rămas decit acei rt(x) pentru care EeĂ < — 1 , cei
lalţi fiind cuprinşi în h(x). Reprezentarea (1') este atunci unică, 
căci termenii distincţi au ordine diferite pentru x -» 0. Ţinînd seama 
de (1') este natural de a scrie regularizată 

(2') Yici.r.c.ri(x) + Ji(x). 
Arătăm că regularizatele (2) şi (2') coincid, ceea ce va fi suficient 
pentru a demonstra unicitatea regularizatei canonice aşa cum a fost 
ea definită. 

Este suficient de a presupune că suma din formula (1) constă 
dintr-un singur termen p(x) q(x), căci nu numai regularizată (2) dar 
şi regularizată (2') verifică proprietatea 1°. Considerăm cazul 
q(x)=x\ ; celelalte două cazuri se tratează analog. Fie — m—2<Rel< 
< —m — 1. Dezvoltăm p(x) conform formulei Taylor. 

p(x) = V — ptf>(0) + xm+1s{x). 
.1*1 3-0 jl 

Trebuie să arătăm că pentru orice funcţie test <p(a?) 

(3) (x\, p(x)y{x)) = y. ^-^ (xx+1, <?{x)) + [ x^m^s(x)cr>{x) ăx. 
y=o j ! 3 

- o 
Pentru aceasta pornim de la membrul stîng al acestei egalităţi (3) 

c \ m x 
(x\,p{x)<?{x) = \ x>-h(x)y{x) - £ — [p{x)cp(x)f 

o ;; . 

oo 

= i XX\^(X)\Y,— pW(0) + xm*ls{x) 
J l L;foj! 

*>|,-o| ăx = 

• - £ T7 «Pw<0).-.S .-t- j>««(0)\ăx = 

= j ; ^ J ^ C a?x+'|~ <p(aO - J & # ' (0)1 + [ a^+M+1s(a?)<p(tf) ăx 
o .. • -. o . • 

şi constatăm că aceasta coincide cu membrul drept din (3). 
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Bemarcăm că am fi putut porni de la formula (2') pentru a defini 
regularizată canonică. î n cazuri concrete vom putea utiliza atît 
formula (2) cit şi formula (2'). 

Să considerăm acum cazul în care funcţia f(x) are nu una, ci mai 
multe singularităţi de acelaşi tip ca în (1), şi chiar o infinitate numă-
rabilă de astfel de singularităţi, local finite. în acest caz vom utiliza 
proprietatea demonstrată la p. 2 al anexei 1, şi anume existenţa par
tiţiei unităţii 

oo 
1 = E *«(»)> 

cu funcţii et(x) indefinit derivabile, local finite. î n plus, la capetele 
suportului oricărei funcţii et se poate găsi cel mult un punct singular 
al funcţiei f(x). înmulţind ultima egalitate cu/(a?) vedem că putem 
porni de la reprezentarea 

oo 

(4) /(») = X Pdx)qt(x), 

Tinde q((x) sînt translatatele funcţiilor #+, x\, x~n, iar Pi(x) funcţii 
indefinit derivabile, astfel încît pe orice interval infinit seria (4) să 
devină o sumă finită. Putem atunci iarăşi să punem (5) 

- . : • ' . " o o 

(5) r.c.f(x) = £ Pi{x)r.c.qi{x), 

adică 
00 

(6) (r.c.f(x), <?(<»)).= £ (rx.qi{x)ipt{x)^(x)) 
4 = 1 

şi aici seria va fi întotdeauna finită căci funcţiile test sînt cu suportul 
compact. Operaţiile de adunare, de înmulţire cu o funcţie indefinit 
derivabilă, de derivare din nou nu se scot în afara clasei (4). Bineîn
ţeles, reprezentarea (4) a unei funcţii date f(x), ca şi reprezentarea 
(1) nu sînt unice, dar se poate arăta că definiţia (5) nu depinde de 
alegerea reprezentării. 

Proprietăţile 1° — 3° se demonstrează fără dificultate. 
în continuare nu vom mai utiliza notaţia ,,r,c.f(x)"; vom con

veni a nota regularizarea funcţiei f(x) — sau mai bine spus, distri-
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X 

cos — 
2 . X 

sm— 
2 

1 
X 

p(x) 
X 

buţia ce corespunde funcţiei f(x) — prin acelaşi simbol f(x) aşa cum 
s-a'făcut în § 3.2 şi 3.3 pentru funcţiile x\ etc. 

în particular,' în conformitate cu simbolul introdus în § 1.3, vom 
nota prin 

[f(x)r?(x)ăX, 

f(x) fiind o funcţie uzuală admiţînd o regularizată canonică, rezul
tatul aplicării funcţiei test y(x) acestei regularizate canonice. 

x Exemplu. în §2.4 am întîlnit funcţia c t g — Ea se poate re-
Z 

prezenta pentru | x | < — sub forma 

4- X 

c t g ^ 

unde p(x) este o funcţie indefinit derivabilă. în vecinătatea pune-
05 

telor kw, & = ± 1, d: 2, . . . funcţia ctg — poate fi scrisă analog» 
2 

Vedem astfel că ctg — admite o regularizată canonică. Pentru fime-
ţiile test diferite de zero doar într-o vecinătate mică a originii, această 
regularizată se scrie astfel: 

(ctg A ?(x)\ = (-^-, y(x)\ = (±-, p(x)<?(x)\ = 

co oo 

affW9(«)-fWT(-«)to=f [(?{x) _ 9 ( _ x)]Gtg^dx. 

o o 

în virtutea proprietăţii 2°, derivata acestei funcţii va fi regula
rizată canonică a funcţiei 

d , x 
ctg—- = da? 2 2 sin2ai/2 

86 

adică, ţinînd seama de definiţia lui x~2, o funcţională ce se exprimă 
prin formula : 

2 • 2
 x 

sm2 — 
2 

) oo 

o 

9(«0 + <P(— #) 4c?(0) 

sin-5 a;-1 
da; 

(iarăşi în ipoteza că y(x) = 0 în afara unei vecinătăţi mici a originii). 
Se vor calcula în mod asemănător derivatele succesive ale distribu-
ţiei ctg — 

3.8. Regularizarea altor integrale. Am văzut anterior ce trebuie 
înţeles, din punct de vedere al teoriei distribuţiilor, prin integrala 
(divergentă în sens uzual) 

\ /(«)?(») da?), 
— 00 

unde f(x) este o funcţie fixată cu singularităţi algebrice suficient de 
generale iar y(x) o funcţie test arbitrară. în particular, fixînd acea
stă funcţie test, obţinem un mod de a calcula anumite integrale diver
gente. 

Totuşi, erau excluse integrale simple dar importante ca 
b oo 

xx ăx si V xx dx % xx dx şi V 

(prima diverge pentru Be\ < — 1 , a doua pentru orice X), şi multe 
altele. 

în acest paragraf vom încerca să dăm un sens natural unor astfel 
de integrale. 

— Regularizarea pe un interval finit. î n punctele precedente 
am considerat funcţionalele, definite de funcţiile x\, x\, a?-" pe semi-
axa, sau pe întreagă axă reală. Se pot considera funcţionale definite 
de integrale pe intervale finite, ca de pildă 

(1) (#X(o<*<&)> ?) = \ ^ ? ( # ) dx. 
o 
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Am ales aici segmentul O <a? ^b ca cel mai tipic : el posedăj'la 
o extremitate un punct posibil de divergenţă (x = 0). Cazul seg
mentului a sg x ^ b pe care nu sînt puncte singulare, nu prezintă in
teres, şi, dacă el conţine în interior un punct de divergenţă, îl vom 
descompune în două segmente, astfel încît fiecare dintre ele să aibă 
la o extremitate un punct de divergenţă. 

Să considerăm deci integrala (1). Ea converge pentru Rek > — 1 , 
şi este în acest caz o funcţie analitică de X. Scriind-o sub forma 

b b 

[ x^(p(x) dx = \ a??j o(a?) — o(0) - «9(0) - . . . — 
o o 

rn~\ -l frX + 1 1)X+2 

(2) - - '• 9(r- , ,(0) da? + 9(0) - 7 — 7 - + ? ' ( ° > 7 m > f + ' " ' 
• ( » - l ) ! J • A + 1 ( A + 2) 

. . . -r? i ;"-"(0) ' 
(X + n){n - 1)! 

vedem că integrala noastră, ea funcţie de X, se prelungeşte în întreg 
planul complex, cu excepţia valorilor X = — 1, —2, . . . , — « , . . . , 
unde are poli simpli. Utilizăm formula (2) pentru a defini regulari
zată integralei din membrul stîng pentru X # — 1 , —2, . . . . Vom 
nota această funcţională cu %<*«:&. 

Drept o(x) putem alege aici în fapt orice funcţie indefinit deri
vabilă pentru 0 ̂  x ^ b, căci orice astfel de funcţie se poate prelun
gi dincolo de punctele 0 şi b pînă la o funcţie indefinit derivabilă 
cu suport compact. 

Să alegem, în particular, 9(0?) = 1 pentru 0<a?<&. Obţinem 
egalitatea 

b 

(3) \ x dx = • 1 
J A + 1 

valabilă pentru orice X # —1, —2, Este inutil de precizat că 
integrala din membrul stîng este înţeleasă aici (pentru BeX *&—l) ca 
regularizată, după regula noastră, şi nu în sensul uzual *K 

Fie acum o funcţie oarecare de forma 
,. . f x'-p(x) pentru 0 < a?'< b (4) f(x) — \ 

{ 0 pentru ceilalţi x, 
*' în cazul de faţă membrul drept şi odată cu ci şi cel sting au o unică singularitate 

pentru X = — 1. 
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undep(x) este o funcţie indefinit derivabilă. Prin analogie cu § 3.7 vom 
considera regularizată funcţiei/(a?) definită de formula 

(5) (reg.f{x), ?(a?)) = (x^^t, p{x)y{x)). 

Următoarea remarcă va fi utilă în continuare. Egalitatea, valabilă 
pentru Be\> — 1 , 

b c b 

(6) \ xxcp(x) dx = \ xx<p(x) dx + \ xxq(x) dx, 
O O c 

unde 0 < c <b, va rămîne adevărată pentru toţi X ̂  — 1 , —2, . . . 
dacă primele două integrale sînt înţelese ca fiind regularizate în sensul 
de mai sus. într-adevăr, toate cele trei integrale au independent, pre
lungiri analitice în întreg planul cu excepţia punctelor — 1 , -—2, . . . ; 
în plus ultima integrală există în sens obişnuit pentru toţi X şi egali
tatea (6) se păstrează datorită teoremei de unicitate. 

Să considerăm acum funcţia f(x) cu singularităţi algebrice în 
punctele a şi b astfel încît în vecinătatea punctului a să aibă loc 
reprezentarea 

f(x) = (x - afpa{x), 

iar în vecinătatea punctului b ~ reprezentarea : 

••: . . : •."."•';'• ; . . ' . . . ' . . . . . /O») =F (& ~ ®TPb(®\, •• • • ' : • 

unde pa(x) şlpb(x) sînt funcţii indefinit derivabiîe, prima în intervalul 
« < x < b, a doua în intervalul a < x4b. Definim acum regulari
zată funcţiei /(a?), adică integrala 

b 

: "•• v/(?)?(tf) d», 

prin egalitatea 
6 c. . . . 6 

U(a?)<p(a?j da? = y(a?)9(ă0 da; +Vf(x)c?(x) dx, 
a a c 

unde c este un punct situat între a şi b, integralele din al doilea mem
bru fiind regularizatele corespunzătoare. 
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Bezultatul nu depinde de alegerea punctului c. 
într-adevăr, dacă c' > c, este un alt punct arbitrar din a, b atunci 

din cele spuse mai înainte 
c 
\j{x)y{x) dx = V/(aO<p(aO da? + \/(«)?(») da?, 
a a c 

b c' b 

y(os)<?(x) d(X) = \f{x)<?{x) dx + l/(a?)<p(a?) dx, 

şi, prin urmare: 
el b c c' b c b 

[f(x)9(x) dx + if(x) 9(x) ăx ={ + [+[ = [ + [, 
a c' a c c' a c 

adică ceea ce trebuia arătat. 
Să considerăm drept exemplu funcţia B a lui Euler 

i 

da?. B(k, [x) n=W-»( l - Xf-ll 

Această integrală converge în sens uzual pentru Re\>0, Re^X); 
din cele arătate, ea se prelungeşte analitic în întreg planul variabilei 
X şi în întreg planul variabilei fx, cu excepţia valorilor X = 0, — 1 , —2T 
. . . şi [x = — 1 , —2, . . . Formula de regularizare pentru 2foX> —k, 
Rep. > — s are forma 

J L f-o r ! T([x — r) J 
o 

î 

+ t (1 - arf - i f^- 1 - j ; ( - l ) r r<>')(1 ~~ ^ 1 -=•<- ' r ! ( T ( X - r ) J 
2 

*-' ( - i ) i » y (-i)T(x) 
,f0 2'+V!r(;x - r)(r + X) ^o 2'+*r T(X - r)(r + jx) 
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Regularizarea la infinit. 
Am văzut anterior cum se poate da un sens integralei 

b 

\ a?x dx, 
o 

pentru orice X ^ — 1 , considerînd-o ca rezultatul aplicării funeţio-
nalei.o?^,^ funcţiei test <p(x), identic egală cu 1 pe segmentul 0 < x < b. 
Ar fi de dorit' să se poată da un sens asemănător integralei 

co 

\a?xda? ( & > 0 ) . 

Dar nu există funcţie test egală cu 1 pe semiaxa (6, oo). Din acest 
motiv vom proceda astfel. Vom considera clasa K(b, oo) a tuturor 
funcţiilor <p(o*), definite pentru toţi x > b, indefinit dorivabilo şi 
astfel încît în 9 j — | = <\>(x) să fie funcţie test pe intervalul (0,-—J; 

mai precis <p(a?) să coincidă pe acest interval cu o anumită funcţie test 
aparţinînd spaţiului K. Vom defini atunci funcţionala 

co 

V a?x<p(a?) dx 
b 

prin formula ce rezultă efectuînd substituţia — = y : 
x 

oo b 

V «X(<P)(») da? = V y~x-2<?( — Xdy, 

integrala obţinută fiind înţeleasă, dacă este necesar, în sensul regula-
rizatei: ea există prin urmare, pentru —X —2 # — 1, —2, . . . adică 
pentru X ^ — 1 , 0 + 1, . . . 

Pentru funcţia F(x), definită pe semiaxa [b, oo) şi de forma 
F{x)=xxf{x), cu/(a?) aparţinînd clasei K(b, oo), vom lua drept formulă 
de regularizare 

00 CO 

(reg.F, <p) = V F(x)<p(a?) da; = l a?x[/(a?)<p(a?)] da?. 
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Este evident că funcţionala reg. F, definită pentru orice funcţie 
<?(%) din clasa E(b, oo) verifică condiţiile următoare : 

reg. {a1F1 -f ct2F2] = a1reg.F1 + a2reg.F2, 
reg.[g(x)F(x)~] = g{x). reg.F(x), 

pentru orice funcţie indefinit derivabilă g(x). 
Să trecem acum la cazul mai general al funcţiei F(x) avînd un 

număr oarecare (finit) de singularităţi algebrice. Aranjînd în ordine 
crescătoare aceste singularităţi —co<b1< ... < bn<oo, divizăm 
axa reală într-un număr finit de intervale 

( - oo, a,), (av bx), (bu a2), (a2, bz), ..., (bn, an+1) (an_u oo). 

Fiecare dintre aceste intervale conţine la una din extremităţile sale, 
un singur punct singular. Putem aplica formula de regularizare cores
punzătoare fiecăruia din aceste intervale şi sumăm rezultatele astfel 
obţinute. Ca mai înainte se arată uşor că rezultatul final nu depinde 
de alegerea punctelor a1} ..., an. 

Să remarcăm apoi că regularizată obţinută pentru F(x) pe 
întreaga axă, verifică condiţiile : 

reg. [ « ^ + x2F2] = a i ' re9- &i + «2- r$3- F2, 
reg. [g(x)F(x)] = g(x). reg. F{x) 

(g(x) — funcţie indefinit derivabilă). 
Exemple. 

oo 

1. Să calculăm \ xx dx. Cum s-a remarcat mai înainte, pentru b > 0 
o 

b 

f bx+1 

\ xx dx = •— (X # - 1). 
J X + l 
o P e de a l tă pa r t e , 

\ a?- dx = (X # - 1 ) . 
J X + l 
b 
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De aceea 
.6 

t a ^ d ^ = f xxăx + ix^dx = O (X # - 1 ) . 
O O b 

Eezultatul fiind o funcţie analitică de X, el este valabil şi în cazul 
X = — 1 . 

2. Integrala 
co 

\ xx-\l + x)-*-*dx 
o 

converge în sens uzual pentru Bel > O, Bey. > O şi coincide, cum se 
x 

vede imediat efectuînd schimbarea de variabilă = y, eu 
1.+ x 

J3(X, [i). De aceea prelungirea sa analitică coincide cu 5(X, jx,) pentru 
orice X, \L == — 1 , —2, . . . 

3. Să găsim 
00 

i = i i(x + i)x - X»Y dx. 
o 

Dezvoltînd integrandul după binomul lui Newton şi aplicînd prima 
proprietate a regularizării canonice găsim 

oo 
n C h 

I = £ ( - IfCi \ (x + l)(«-Wa>*" dx = 
o 

= S ( - l)*0iB(&|i4-1, »(X - jx) - nX - 1) 
ft=0 

în virtutea rezultatului din exemplul precedent. 
1 1 

Să observăm că pentru X={A, < X < 1 , integrala I eon-
n n 

verge în sens uzual; obţinem astfel următoarea formulă „clasică" 
OO 

[ [(x + 1)* - x^f dx = £ ( - l)nCk
nB{Kk + 1, - «A - 1), 

J A=0 

r_i<x<-i_i.), 
\ n n } 

93 



3.9. Distribuţia r \ Ebtînd rx = ]fxf + . . . + xl, considerăm func
ţionala rx, definită prin formula 

<1) (rK,(?)=Yr}io(x) dos, 

•care are sens pentru Bel> —n. Cum putem deriva, avem 

— (r\ 9) = \rllnr<p(x) dx 
d\ ) 

şi funcţionala rx va apare ca o funcţie analitică de X în domeniul 
Bel >—n. Pentru Bel < ~n, funcţia rx nu mai este local integrabilă; 
•definim în acest caz funcţionala rx cu ajutorul prelungirii analitice, 
•ceea ce se poate face, generalizînd metoda utilizată în punctele pre
cedente (această idee va fi reluată în continuare şi aplicată unei clase 
mai largi de funcţii de forma Px(x), cu P(x) funcţie omogenă pozitivă, 
(v. cap. III , § 3). Vom utiliza aici o cale mai simplă, bazată pe trece
rea de la funcţia rx la x\. 

Trecînd la coordonate sferice, integrala (1) se scrie 
00 

(r\ 9) = V rx Jv <p(r co) deal r"*1 dr, 
o n 

unde d« este elementul de arie al sferei O. Putem scrie 

<p(r, <*>) do» = Qn89{r), 
n 

unde Cln este aria sferei unitate în spaţiul w-dimensional, iar #„(r) este 
valoarea medie a funcţiei 9(0) pe sfera de rază r. Obţinem astfel 

(2) (r\ 9) = fi» C r x +»-^( r ) dr. 
o 

Stabilim acum unele proprietăţi ale funcţiei S9(r). Afirmăm că 
funcţia 89(r) (definită pentru r > 0 ) este cu suport compact, indefinit 
derivabilă şi avînd toate derivatele sale de ordin impar nule pentru r— 0. 
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Pentru r suficient de mare funcţia <p(#) se anulează, deci valoa
rea sa medie Sv{r) se va anula; astfel S9(r) rezultă cu suport compact. 

Este de asemenea evident că 8(r) este indefinit derivabilă pentru 
r>0. Pentru a dovedi existenţa derivatelor de orice ordin ale func
ţiei #„(/•), în punctul r = 0, dezvoltăm funcţia <?(x) după formula, 
lui Taylor. Vom avea 

^(r) = \\ 9(0)+ 1 » , , + - i S - | ! f L ^ + 
j L OX) 2 oxtdXj 
a 

3! dXidXj 

Este limpede că fiecare termen al integrandului (cu excepţia. 
restului) care conţine vm număr impar de factori x}, integrat va da 
zero. Termenii integrandului care conţin un număr par, să zicem 2mr 
de factori xh după integrare şi sumare dau un termen de forma amr2m.. 
Obţinem 
(3) 89(r) = 9(0) + axr2 + a2r* + . . . + anr2k + a(r2k) *> 
Această expresie arată că pentru r = 0 funcţia 89(r) are derivată. 
pînă la ordinul 2fc, derivatele de ordin impar anulîndu-se. Cum k 
poate fi ales arbitrar, 8v(r) va rezulta indefinit derivabilă şi în r = 0 
şi toate derivatele sale de ordin impar se vor anula în r = 0. 

Eezultă de aici că funcţia Sv(r) poate fi considerată ca o funcţie 
test pară de variabila r. Dar atunci integrala (2) se poate considera 
ca rezultatul aplicării funcţionalei Clnx^.(\t, = X -j- n — 1) funcţiei 
test S9(r). Noi ştim însă că funcţia x%, analitică pentru Be\j.> —1 
(adică pentru BeX> —n), are o prelungire analitică în întreg planul 
variabilei fx(respectiv X), cu excepţia punctelor y. = —1, —2, . . . 
( X = — n, — n + 1, . . . ) în care are poli simpli, reziduul în polul 
ţi = — m (X — — n — m + 1) este egal cu 

(-1)—'8<—H(aQ,ff9(a;) = C " ( 0 ) 
(m — 1)! (w — 1)! 

Derivatele de ordin impar ale funcţiei 89(x) anulîndu-se pentru x = 0, 
rezultă că de fapt nu avem poli x^entru valorile pare ale lui m. Eămîn 
polii ce corespund valorilor m — 1, 3, 5, . . . sau, ceea ce este acelaşi 
lucru, X = —n, —n — 2, — n — 4, . . . 

*' Notaţia J/(x) = o(x) înseamnă că raportul — tinde către zero. 
x 

dco. 
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Să remarcăm că reziduul funcţiei {r}-, 8v(r)) pentru X == —-n —27c 
(k = O,1, . . . . ) , după cum rezultă din ceea ce s-a spus mai înainte, 
este egal cu 

(27c)! ~ n {21)1 
în particular, în punctul X = — n, funcţia (?*x, S) are un pol simplu de 
reziduu OnS'9(0) = Qa<p(0). Aceasta înseamnă că distribuţia ?'x, pentru 
X = —ii arc un pol simplu, de reziduu Qn8(x). 

Este posibil de a obţine direct &ţ2S'(0) din funcţia <p, fără a mai 
trece prin calculul valorii medii. 

Pentru aceasta vom da o altă expresie reziduului distribuţiei 
•)•''• pentru X = — n — 27c. Utilizăm formula de derivare 

A(rx+2) •== (X + 2)(X -\-n)r\ 
unde A este operatorul lui Laplace (Pentru Bel > 0 această formulă 
se demonstrează direct calculînd primul membru, iar pentru celelalte 
valori ale lui X ea rămîne valabilă prin prelungire analitică). Inte-
grînd această formulă putem obţine pentru orice întreg 7c egalitatea 

(X+2)(X+4) . . . (X-j-27c) (X+n) (X + n+2). . . (X+n+2fc-2) ' 
Eeziduul funcţiei rx pentru X = — n — 2h se poate obţine ca 

reziduul membrului drept al acestei formule pentru valoarea res
pectivă a lui X. Cum numitorul membrului drept nu se anulează pen
tru X = -n — 27c este suficient de a găsi reziduul numărătorului. 
Dar pentru orice funcţie test <?(•#), 

(A'T*+2,i, <p(a>) = (r*+2k, A':<?(x)), 
adică trebuie să luăm reziduul funcţiei (rx, A*q?(a?)) pentru X — — n. 
Un astfel de reziduu î-am calculat mai înainte pentru orice funcţie 
test ; el este egal cu valoarea funcţiei test respective în punctul oo = 0 
înmulţit cu 0„. în cazul de faţă obţinem valoarea reziduului, egală 
cxi Q.nA"cp(0). Bezultă de aici că reziduul funcţiei (r1, <p) pentru 
X = — n — 27c este egal cu 

• OBAfc9(0) :Ş.-\" ... .", 
(—27c - n + r) . . . ( — » ) ( —2fc) . . . ( — 2 ) 

(5) 
fl,(A*8(s), 9(37)) 

2*Zs! »(» + 2) . . . (n-f'27c - 2 ) ' 
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deci reziduul distribuţiei rx pentru acelaşi X este egal cu 

v 2*fc rn(» + 2) . . . (n -f 27c — 2) 
Oomparînd (5) cu valoarea (4) găsită mai înainte a reziduului, obţinem 
(6) ' . ,2*),^ (2fc)lQ.A»q>(0) 
W * , ( j " 2*fc!»(n + 2 ) . . . ( » + 2 f c - 2 ) 

Acest rezultat ne dă posibilitatea de. a scrie dezvoltarea Taylor 
a funcţiei #9(r): 

W = (9(0) + i #(0)r- + . • • + — * - «?*J(0) r2* + . . . = 
(7) 

n ho 2% \n{n + 2) ... (» + 27c - 2) 
(Formula lui Pizzetti *>). 

în continuare va fi util să regularizăm în raport cu X distribuţia 
r \ aşa cum am făcut mai înainte cu puterile lui x pe dreaptă. Pentru 
aceasta, să împărţim pe rx cu 

(r\ e-2) = C»*e-'V"1 dQ dr = ^-Y (A±±j. 

Funcţia 
2rx 

%r (*±i ) 
este, evident, o funcţie analitică întreagă în X. Valorile acestei funcţii 
în punctele singulare ale numărătorului şi numitorului se pot găsi 
ca fiind raporturile reziduurilor respective. Obţinem astfel 

Ees rx 

Q-h T('k + n \ | Kes ( ) V - ' ! ) 
%=-n-2k 

QnMŞ(x) 
2'^ln(n + 2)...{n + 2k-2) A*8(a?.) 

( b ) ' (OnS^'(a7), e-x3) l j 2*7c In... (n + 27c - 2) 
(27v)! 

*> v. R. Courant - D. Hilbert, Metodele fizicii matematice, voi. II , cap. IV, § 3 , 
Springer-Verlag (in lb. germană). 
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î n particular, pentru Ic — O, 

m - r - ^ ~ = «•>• ffl ?.=-» 

3.10. Descompunerea funcţiei fx în unde plane. Fie co = (co-, 
. . . , co„) un punct de pe sfera unitate în spaţiul RM. Fie apoi BeX > • 
construim distribuţia J?x(Mi % + • • • + <>>«#») P r m formula 

(1) 
/ x w , , > / w [1(0,(1!, + . . . + « A i * . , , 

5 r ( ^ - ) 

Efectuînd o rotaţie de axe y = ux după care punctul co va avea 
coordonatele (1, 0, 0, . . . , 0) şi punînd $(y) — f{u~hj) — <p(ce), inte
grala de mai sus devine 

\rflIÎlfiy)dy== 

(2) 
r Hii | r ] 

= \ r (x + 1 ) 1 \ ^dyi'"* d M d//l" 
y!=-oo V •" / y2, , , . , y B 

Expresia dintre paranteze este o anumită funcţie cp0(?/i)) inde
finit derivabilă şi cu suport compact, adică o funcţie test în variabila 
yv Dar atunci expresia (2) poate fi prelungită analitic la toate valorile 
X şi ea defineşte totodată pentru orice X funcţionala F-k{v>1x1 + . . . 
. . . + coBa?„). 

Este uşor de văzut că funcţionala l\((^xxx +... +a„x„)depinde 
continuu de punctul co. într-adevăr, subspaţiul ortogonal vec
torului ca variază continuu odată cu co, integrala lui ty(y) pe acest 
subspaţiu variază continuu odată cu co şi deci funcţia 90(#i) variază 
continuu cu co ; mai mult, ea variază continuu în sensul convergenţei 
spaţiului K. Prin urmare, pentru orice X fixat, numărul (Fx(oii%i + 
• + - . . . . + to„»n)> <p(#)) variază continuu, ceea ce demonstrează conti
nuitatea funcţionalei J \ în raport cu parametrul co (v. § 1.8). 
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De aceea putem integra funcţionala Fx in raport cu parametrul co, 
cînd acesta parcurge sfera unitate O, adică putem construi o funcţio
nală GK, astfel încît, pentru orice funcţie test <?(x) 

(Gk, 9(aO)=C(Fx , <p(aO)dc». 
Q 

(Pentru mai multe detalii privind integrarea în raport cu un parametru 
v. Anexa 4). 

Să calculăm această integrală, la început pentru Re~h> — 1 . 
In acest caz este uşor de văzut că 

V|« 10 1+ . . . + coMa?Jxdco 
o 

este o funcţie cu simetrie sferică în xx, x2, • • •, osn, omogenă de grad X 
şi egală cu r% cu aproximaţia unui factor. Astfel spus : 

(3) {|«lflJl + : . . + M A ) M ( O = C(n, X) r\ 

Pentru a găsi valoarea constantei C(n, X) punem xn = 1, xx = x2 — 
= = . . . = a>,_! = 0. Obţinem atunci* 

(«, X) i= C 
»-i r 

(i(n, X) t - A | <o„|* dco = 2 « 2 m 
* Pentru calculul Integralei trecem la coordonate sferice Qv 62, . . . 8„_1. 

un = cos 0„_1, şi dw = sin™-2 0»_i dw»-i> 
unde dcon-l este elementul de arie a sferei unitate tn spaţiul (n — 1) dimensional. Inte
grala capăt;! forma 

2 Qn , V sin«-a 9 cos* 0 dâ = * ±-
2* 2 

sin«-a 9 cos* 0 d9 = — 

r 
căci 

»-l Jţ_ 

• • " » - » . [ n - l \ ş i \ sm»- 2 8cosX9d6= — B | — y - ' ~^~)' 
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Introducînd în (3) valoarea găsită pentru C(n, X) şi împărţind la 

T. * r , m , obţinem formula 

(4) 

TI _2~ r | — 

1 f, a -, 2rx 

\ i w i # i + • • • +&>»#» doi = 

fundamentală pentru cele ce urmează. Această formulă, stabilită 
pentru Re\> —1 rămîne valabilă şi pentru celelalte valori ale lui \ 
în virtutea unicităţii prelungirii analitice (v. anexa 2). Ea este o 
descompunere a funcţiei ———; în ceea ce numim „unde plane" 

• m 
şi totodată, permite, după cum vom vedea în continuare, redu
cerea problemelor spaţiale la probleme plane sau unidimensionale. 

Să considerăm cazul particular al acestei formule pentru X = 
= —n. Dacă n este impar, atunci din formula (3), pct. 3.5. 

m F 

n — l / M 1 

(_l)-2-f——--| !*"-"(.v) 

(n - 1)! 

Pe de altă parte, din formula (9) § 3.9 : 

2rx 

m an8{nL, ...,xn), 

\=-n 

unde 0B este aria sferei unitate. Introducînd acestea în formula (4), 
şi divizînd ambii membri eu Qn, obţinem : 

w - l 

(-lp~ 
TU 2 (» - 1 ) ! Q , Q 
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în spaţiul de dimensiune impară 

2n~r 2(271)"^" O. = 
r / M 1-3-5--- (n - 2) 

Introducînd această valoare a lui D.n şi simplificînd, obţinem formula 
definitivă 

n-\ 

(fi) 8(XX,. . . ®B) = L - i L 2 l SI»-1) ( « ^ + . . . + C0A) d*>. 
2(2TC) U - 1 J 

Să dăm acum formula ce dă descompunerea lui §" în unde plane 
în spaţiul de dimensiune pară. Din ceea ce s-a arătat mai înainte, 
membrul drept al formulei (4) se reduce pentru X = — n, la &„§(#!, • • • 
. . . , xn). Pe de altă parte, pentru n par 

\x\ 

unde expresia x~n este dată de formula (5) §3.3. Introducînd această 
expresie în (4), obţinem pentru n par 

S(»l, ...,Xn).= 

= - r - \ ( « ! » ! + . . . + XnXn)-n d(0. 

' • ; ' 

» 
Beamintindu-ne că OM = , obţinem că pentru n par r(D 

» 
(«) «(,;„ . . ., *„) = {~1)2Jn~ ^ [ ( o ^ + . . . + a;X)-" dco. * 

(27C)» J 

• Cii/.uiilc n par şi n impar pot fi reunite într-o formulă unică 

?Z (n-l)lT 
»(.T„ . . . . xn) ------ \ (âjij + . . . + coBz„ - i0)~» dco, 

oonforin «ti definitI» funcţiei (x — iO)-». (v. pct. 26). 
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Pentru a înţelege mai bine sensul formulei (5) să aplicăm ambii 
membrii ai egalităţii, funcţiei y{wv ..., xn). Obţinem : 

n-\ 

(7) # , , . . , 0 ) = ^ ^ \ d""1 ^ > •••»«,) d 
2(2it)—1J J au»"1 

d unde d<r0 este elementul de arie al planului 2w&a?t = 0, iar — deri-
dv 

varea după direcţia vectorului v care îi este ortogonal. Analog se 
poate scrie formula (6). Punem, pentru funcţia test <p(a?) 

<K£> " ) = <!»(£) = V <p(»i', . . . « J d ^ , 

unde dcţ este elementul de arie al planului £«*% = \ (valoarea acestei 
integrale depinde de direcţia vectorului <o). Este evident că tj>(£) este 
o funcţie indefinit derivabilă cu suport compact. Conform formulei 
(5) pct. 3.3. 

00 

( 5 - , <J.(5)) = t £-" 1 *(5) + «j,(- 5) - 21" +(0) + ^ f ( 0 ) + . . ' . + 
o 

+ , - ~^(w"2)(0)î}d£-
pn-2 

( n ~ 2)! 

Putem scrie acum rezultatul aplicării formulei (6), funcţiei y(cc), sub 
forma 

<p(0, . . . , 0 ) = 
(8) 

n 

(2^)M J 

Formulele (7) şi (8) dau soluţia aşa-numitei probleme a lui Radon, 
care constă în a regăsi funcţia <p(a?) sau (sau 4'(a?)) cunoscînd in
tegralele sale pe hiperplanele (&>, o?) = C 

3.11. Distribuţii omogene. Să considerăm acum distribuţiile 
sc\, x\, ş.a.m.d. dintr-un nou punct de vedere, anume acela al no-
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ţiuuii de funcţie omogenă. Am definit în § 1.6 noţiunea de distribuţie 
omogenă de grad X prin condiţia, 
(1) / ( a a;) = a*/0»), 
adică 

(f(x), d~))-.^+n(f(x), <ţ>(x)), 
pentru orice funcţie test şi orice a pozitiv. 

Stabilim acum cîtevaproprietăţi simple ale distribuţiilor omogene. 
1. Suma a două distribuţii omogene de grad X este de asemenea o 

distribuţie omogenă de acelaşi grad. 
2. Produsul dintr-o distribuţie omogenă f de grad X eu o funcţie 

indefinit derivabilă a(x) omogenă de grad \i este o distribuţie omogenă 
de grad - X ţf- JJL. 

Demonstraţia proprietăţilor (1) şi (2) rezultă direct din defi
niţia (1). 

3. Derivata in raport cu xs a unei distribuţii omogene f de grad X 
este o distribuţie omogenă de grad X — 1. . 

Avem, într-adevăr, 

V dXj ' \ a.)) \ ' dx} { a,)) 

a \ 0Xj / \ 0Xj ) 

4. Distribuţiile omogene de grade diferite sint liniar independente. 
Să presupunem că are loc egalitatea 

cJi(®) + • • • + cmfm(x) = 0, 
unde/t(a?) este o distribuţie omogenă de grad X4 şi toţi Xfcsînt diferiţi 
între ei. Conform definiţiei, pentru orice a. pozitiv şi pentru orice 
funcţie test <p(o?) are loc egalitatea 

<a«M/i, ?) + c&frtfn 9) + • • • + <V«M/m> 9) = ° -
Exponenţii Xfc fiind prin ipoteză distincţi, pentru orice h şi pentru 

orice 9 rezultă ck{fm 9) = 0. Dacă/j; # 0,atunci funcţia ş(os) poate fi 
aleasă astfel ca {f^, 9) ^ 0 ; rezultă ck = 0 pentru orice h c.t.a. 

5. Fie f-A o distribuţie omogenă de grad X, depinzînd analitic de X 
in domeniul A. Să presupunem că fx are o prelungire analitică într-un 
domeniu At => A. Atunci funcţionala fx rămîne omogenă de grad X şi 
pentru X în At. 
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într-adevăr, pentru orice X fixat şi orice funcţie test <p(#), în 
domeniul A, este verificată egalitatea 

h u ? ( ^ ) ) = « x + » ( / x , < ? : 

în dreapta şi în stînga figurează funcţii analitice de X în A. în baza 
unicităţii prelungirii analitice ele vor coincide şi în domeniul Ax, 
adică ceea ce trebuia arătat. 

Distribuţia co\ considerată în punctele precedente este pentru 
Re\> —1 o distribuţie omogenă de grad X. Mai ştim că#+ se prelun
geşte analitic în întreg planul cu excepţia valorilor X = — 1 , —2, 
Pe baza proprietăţii 5 distribuţia x\ este o distribuţie omogenă de 
grad X pentru orice X ̂  — 1 , —2, . . . , — n, . . . . Acelaşi lucru se 
poate spune despre distribuţia xz.. Distribuţiile |a?IV |a?|xsgn x, 
(x -+- i0)\ («> — i0)x fiind combinaţii liniare ale distribuţiilor x\, coz. sînt 
de asemenea distribuţii omogene de grad X, şi acesta în întreg dome
niul lor de existenţă: \x\x este omogenă pentru X ̂  — 1 , —3, 
— 5, . . . , \x\x sgna?este omogenă pentru X # — 2, — 4, ..., (x + i0)x 

şi (x — i0)x sînt omogene pentru orice X, fără excepţii. în particular, 
distribuţia x~m este omogenă de grad — m pentru orice m întreg. 
Mai avem încă o distribuţie omogenă de grad — m, şi anume 8i,n-V(x); 
într-adevăr 

h('"~»(x), <p (~)\ = ( - l )— 1 9 'm~^Q) = ^ * + * ( * " ~ 1 ) (®)i ?(»))• 

Să găsim toate distribuţiile omogene de grad X pe dreaptă. în 
conformitate cu definiţia, o astfel de distribuţie trebuie să verifice 
ecuaţia 
(2) /(a*) = ^m, 
pentru orice a > 0. Derivînd această relaţie în raport cu a şi făcînd 
apoi a = 1, obţinem 
(3) xf(x) = X/(«). 

Să găsim toate soluţiile acestei ecuaţii. Pentru x # 0 putem 
integra în mod obişnuit; deci distribuţia căutată trebuie să coincidă 
euOxdP1 pentru %>0 şi cu 02|a;|x pentru do < 0 . Cunoaştem deja dis
tribuţii de acest tip : 0±x\ şi C2xi. pentru X ̂  — n, n = 1, 2 , . . . 
Să presupunem că X nu este un întreg negativ şi să considerăm dis
tribuţia %{x) = f{x) — GxxX — G2xz.. Ea verifică ecuaţia (2) şi tot
odată este identic nulă pentru x^O. Distribuţia f0{x) are deci supor
tul redus la un singur punct. Ori, se va demonstra în volumul I I urmă
toarea teoremă pe care o vom aplica fără demonstraţie. Dacă o dis-
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tribuiie /„ are suportul redus la im singur punct, să zicem w0 = O 
atunfri ea este de forma . 

m 

pentru un anum.it m {finii). 
Pe baza acestei teoreme avem : 

m 

f(x) - Ctx\ - C2xx_ - £ o»8W(a») = 0. 

Aplicînd proprietatea 4, obţinem c0 = c1 = . . . = cm — 0 şi prin 
urmare 

f\X)^Glx\ +C2XZ. ; 
este soluţia generală a problemei noastre, pentru X = — 1, —2, . . . 

Fie acum X = — n un întreg negativ. Vom presupune că / este 
pară pentru n par şi impară pentru n impar. Pentru x ^ 0, f{x) coincide 
cu funcţia Cx~". Cunoaştem o distribuţie omogenă eu această pro
prietate, şi anume Cx~n. Diferenţa fQ(x)=f(x) —Car", ca mai înainte, 
are suportul concentrat în punctul x = 0 şi este deci o combinaţie 
liniară a distribuţiei 8 şi a derivatelor sale. Aplicînd iarăşi proprie
tatea 4, obţinem că soluţia generală a ecuaţiei (2) pentru X = — n 
este de forma 

f{x)±= 0x~* + (?x8<—»>(*). 
în toate cazurile obţinem două distribuţii omogene de grad X, 

liniar independente. 
în spaţiul «-dimensional, distribuţia rx, pentru Be'k > — n este 

o distribuţie omogenă de grad n. Bezultă din proprietatea 5 că ea 
rămîne omogenă acolo unde se prelungeşte analitic, adică în întreg 
planul complex eu excepţia punctelor X = — n, -n, —- n—2, . . . . 
Distribuţia S(%, . . . , a?„) este o distribuţie omogenă de grad ~-n, 
ceea ce se poate obţine atît direct din definiţie, cît şi cu ajutorul for
mulei (9), §3.9. 

Utilizînd omogenitatea distribuţiilor &n~V(w) şi x~n, putem scrie 
formulele de descompunere a lui 8 în unde plane (§3.10, formulele 
(5) şi (6)) sub o formă invariantă la transformări afine. Să considerăm 
orice suprafaţă S avînd proprietatea că orice rază vectoare prin origine 
o taie exact odată; atunci ea poate fi obţinută din sfera unitate, în
mulţind vectorul de poziţie al punctului to=( coj . . . , <o„) cu numărul 
pozitiv/(o)). Notăm pA = / ( w ) co . Avînd în vedere omogenitatea 
distribuţiei 8("-1)(aj) avem 

#•-«(& xx ... +Pn x„) = [f(x)o>rf' S ^ ' K ^ + ... • + « ,* . ) . 
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Pe de altă parte, produsul [/(w)]Mdw este elementul de arie ăS al 
suprafeţei 8; deci, pentru n impar avem : 

S(xv..xn)=cÂ S(m-1)(to1^1 + ... + <ona7s)da)=c„U (n-1)(pi«i+...+pA)ds 
Q S • • 

(4) 
şi analog, pentru n par 

B(xv . . . ,xn) = cA ( w ^ + . . . + <*nxn)-năa, = 
Q 

(5) =On[(?1C01+ ... +frXu)-â*. 
•s 

Formulele (4) şi (5) sînt invariante la transformări afine. 

§ 4. Funcţii şi distribuţii asociate* 

4.1. Funcţii asociate. După cum rezultă din definiţie, funcţiile 
omogene sînt funcţiile proprii ale operatorului de omotetie u : 

într-adevăr, dacă f(x) este o funcţie omogenă de grad X, atunci 

«/(«) = / ( «» ) - <#(»)• 
Atunci cînd considerăm o transformare liniară oarecare, o 

dată cu funcţia proprie f0 ce corespunde valorii proprii a, se au în 
vedere de obicei şi funcţiile asociate de diferite ordine. Funcţiile 
/ j , / 2 ) , ..,fk, se numesc asociate funcţiei proprii f0 a transformării u, 
dacă verifică relaţiile: 

*• •••••/•:•• ufi = af1 + bfQ, • ' 

;;;;̂ :.: , ; . **/« = aU + bfv -; 

uf* = afk + bfk-i-

.'* Acest paragraf poate fi omis Ia prima citire. 
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Altfel spus, transformarea u reproduce funcţia asociată de ordin Jc 
eu aproximaţia funcţiei asociate de ordin k — 1. 

Să mai observăm, că, după cum se poate dovedi uşor, suma dintre 
o funcţie asociată de ordin Jc şi o funcţie asociată de ordin &—1 este o 
funcţie asociată de ordin 1. într-un spaţiu finit dimensional, matricea 
operatorului exprimată într-o bază formată din vectorii proprii şi cei 
asociaţi operatorului, are forma normală Jordan. Vectorii asociaţi 
se aleg astfel încît constanta b să fie egală cu 1. 

Eevenind acum la funcţii şi la operatorul de omotetie în domeniul 
variabilelor independente, vom spune că f±(x) este o funcţie asociată 
de ordinul 1 şi de grad X, dacă pentru orice a > 0, este îndeplinită 
egalitatea 

f^x) = ax/i<®)'+ ft(a)/0(aO, 

unde f0(x) este o funcţie omogenă de grad X. Funcţia h{a) este deter
minată în mod unic de relaţia 

7i(a(3) ' = a*A(p) + p*A(a), 

obţinută considerînd f^xfix). Divizînd ambii membri ai acestei ega
lităţi, obţinem că ^(a) = —— verifică ecuaţia 

a* 
ft1(aP)=Aa(a)+fc1(p). 

Se ştie că unica soluţie continuă a acestei ecuaţii este funcţia logarit-
mică. Ţinînd seama că h(l) = 0, obţinem : 

• li(a.) = ax ln a. 

în definitiv vom spune că ft{x) este funcţie asociată de ordinul 1 şi 
de grad X dacă pentru orice a > 0, ea verifică ecuaţia 

(1) ft{*m) = *xfi(x) + axln af0(x), 

fo(x) fiind o funcţie omogenă de grad X. De exemplu, ln |# | este func
ţia asociată de ordinul 1, de grad 0, căci pentru x> 0 

In | «a? | — In | x | + In a. 
Prin analogie, aşa cum s-a procedat pentru definirea distribu

ţiilor omogene, vom defini acum distribuţiile asociate. Distribuţia 
/ i se va numi distribuţie asociată de ordinul 1 şi de grad X, dacă pentru 
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orice a > 0 

(2) (A, ? ( A ) . ) = «n\fv ?) + a i + 1 ln a(/0, 9), 

/„ fiind o distribuţie omogenă de grad X. în general, pentru orice h, 
distribuţia fk se numeşte distribuţie omogenă asociată de ordin k şi 
de grad X dacă pentru orice a > 0 

(3) (fk, < ? ( f ) ) = a * + U , ?) +a^+1ln«(/fc_1, 9), 

unde /fc-j. este o distribuţie asociată de ordin fc —-1 . 
Să clarificăm acum la ce revin distribuţiile asociate de diferite 

ordine şi de grad arbitrar X. Pentru această remarcăm că ăacăfx este 
o distribuţie omogenă ăe grad X, derivabilă în raport cu X, atunci deri
vata sa în raport cu X va fi o distribuţie asociată de ordinul 1. 

într-adevăr, derivînd în raport cu X identitatea 

(Mi)) 
găsim 

(iMi)F11H+",+,1M/^ 
adică —— este o distribuţie asociată de ordinul 1. Analog, derivata 

dX 
în raport X a unei distribuţii asociate de ordin & va fi o distribuţie 
asociată de ordin (fc + 1). 

4.2. Dezvoltarea funcţiilor #+ şi aPl în serie Taylor şi în serie 
Laurent. Este firesc ca în dezvoltările în serie Taylor şi Laurent ale 
distribuţiilor omogene x\, x\ să intervină distribuţii asociate. Dez
voltarea' în serie Taylor a distribuţiei x\ în vecinătatea unui punct 
regulat X0 se scrie: 

<* = <»+(x - x0) JL'£ + i (x - x 0 ) ^ <o + ... = 

CD: 
; : ' = < » + (X - X0)a^mtf+ + i ( X - X 0 ) 2 ^ l n % + f ; . . • 

2 
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în această dezvoltare apar noi distribuţii 

a4lnroi»+ = 
dV 

(m = l,2, . . . ) , 

Aici, distribuţia a w —- a este o distribuţie asociată de ordinul m. 
O definiţie explicită a acestor distribuţii se poate obţine fie urmînd 
calea pe care s-a definit distribuţia x\, fiederivînd de'm ori în raport 
cu X formulele (3) şi (4) din § 3.2 ; astfel pentru Be7,> ~n — 1, X # 
^ — 1 , —2, . . . , — « , avem : 

(a^ lnma?+, 9) = 

; \ xHr^x (2) = \xxlnmx\ <p(a?) — ?(0)—»<p'(0)- ; » • 
.re — 1 

(a? — 1 ) ! 
cp(»-i)(0) da; -f 

+ V xKlnmx<?(x)ăx + ^] ^ ' " ' w 

^ j ( 7 c - l ) ! ( X + A)»-1 

Pentru — ?t — 1 <BeX< —n, avem 

k a?xln'n«(p(a;)da; = 
o 

(3) 

= \ xllnmx j <f(x) - 9 ( 0 ) - . . . -
(n—1)! ' 

n<»-U (0) d«. 

în vecinătatea polului X =? — w distribuţia a^ se dezvoltă în 
serie Laurent cu parte principală de grad — 1 . Pentru a explica acea
stă dezvoltare, izolăm în regularizată integralei 

y xx<?(x) ăx —. y ^ 9(0?) — 9(0) — a?9'(0) . . . xn 

(n — 1) I p
(»-i)(0)ld» 
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termenul care nu converge pentru X = — n, adică scriem această regu
larizată sub forma * 

00 1 

f xx^{x)dx = [ xx I" <p(0) - . . . — ^"""(O) 1 da? + 

f r IYM-2 -l 
+ \ x1] <p(a>) - ... <p("-2)(0) da? + 

J L {ai-2)1 J 

<p(»-i) 

(71 — 1 ) ! (X +71) 

Suma integralelor din partea dreaptă a acestei egalităţi este 
partea regulată a seriei Laurent. Ea este o funcţie analitică în X în 
banda \Re~k + n\ < 1 . Vom nota această funcţională cu F_a(cc+, X). 
Astfel : 

oo 

(F.n(x+, X), cp) = 

<p(a) - 9(0) - a?9'(0) - . • • cp(*-2>(0) — 
(x — 2)!. 

(71-1 ) 
^ !cp<-1)(0)e(l-a3)lda ? 

unde §{x) este funcţia nulă pentru x < 0 şi egală cu 1 pentru x> O. 
Altfel spus, ultimul termen al integrandului trebuie considerat doar 
pentru O <x < 1 , iar pentru a ; > l se anulează; astfel integrala de 
mai sus converge pentru x = O şi pentru ar = oo. 

Valoarea acestei funcţionale pentru X = — n, pe care o vom 
nota x+n, adică valoarea părţii regulate a seriei Laurent pentru 
X — — n, 

xln = lim [(X + n)x\] 

joacă un rol deosebit. 
Se vede de aici că distribuţia x+" este distribuţia asociată de 

ordinul 1, de grad —TI. Această funcţională acţionează asupra unei 
oo 

V a;Vt-M-* în locul integralei ^ ^Vm-l dx am putea calcula integrala V a^+»-i dx pentru 

1 a 
•orice a > 0. Ar trebui apoi dezvoltat in serie Taylor a*+» şi formulele ulterioare ar fi 
mult mai complicate. 
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funcţii test o(x) după formula : 

(4) (x+a, <p) = \arm[<p(aŢ) — cp(0) —. . . ——-^"-"(O) 0(1 — x) \dx. 
' J L (71-1)! J 

o 
Subliniem că distribuţia x+n nu este valoarea lui x\ pentru 

X = — TI ; aceasta din urmă, pentru X ->— n are un pol, şi, ca atare, 
pentru X = — TI nu există. Totuşi funcţionala x+n este o anumită 
regularizată a funcţiei uzuale xŢ_n. 

Să remarcăm o interesantă formulă care dă derivata lui a?+" în 
raport cu x : 

f - f - a ţ » , 9(x))= ~{x~+», 9'(x)) = 
\ dx ) 

oo 

= — [ a?-"f<p'(») —q>'(0) — • • • — c?(n)(0)8(l — a?)] da; = 
J L ( T I — 1 ) ! J 

1 

o 

co 

i X~A <p' 

/ y . B - 1 -l 

( » ) - «p'(O) - . . . - — <?M(0) \dx -
(71—1)! J 

(x) - cp'(O) - . . . - — 9<«-i>(0) dx. 
(x—2)\ J 

i • 

Integrăm prin părţi fiecare termen şi găsim 

00 C 

= [ nx-'-tf <p(ic)-<e(0) — .... - — y ( M )(0)9(l-a;) lda?-+' '9"^ • 
J L »! j ' | »'! 
o 

Prin urmare 
(5) — a?+" = — nxin~l + - i—ii- 8W(#). 

da? n! 
Astfel, cînd comparăm funcţia uzuală arjl" cu distribuţia notată la 
fel, trebuie să „sacrificăm" formula uzuală de derivare; regularizată (4) 
nu este regularizată canonică a funcţiei a>+n. 
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!Ne sînt utile şi derivatele lui F_n(x+, X) în raport cu X pentru 
X = —n. Le vom nota corespunzător 

F-n(w+, \)\i=-n=x2nlnx+ . 
<3X 

-•—-F,n(x+, X)\1=,_n=xinln2x+, 
9X2 

şi este uşor de arătat că expresiile explicite ale acestor distribuţii 
se obţin înlocuind în formula (5) pe x~n cu x-nlnx+, respectiv 
x~n In2 .r, ş.a.m.d. 

Cum am văzut, aceste distribuţii sînt distribuţii asociate de 
grad —n şi ordine 2, 3,4, . . . . 

Acum după ce am introdus distribuţiile xin, xinlnx+... putem 
scrie dezvoltarea în serie Laurent a distribuţiei x\ în vecinătatea 
punctului X = —n. Pentru aceasta trebuie dezvoltată F-n(x+, X) în. 
serie Taylor şi obţinem : 

" 4 ( n - l ) ! ( X + ») 

+ xin + (X + n)xi~nlnx+ + . . . + (x + n> x+nlnlcx++ ... 
k! 

Dezvoltarea Taylor a distribuţiei xJL în vecinătatea valorii 
regulate X0 este de forma 

a*_ = ofa + (X — X0)aMn x H "(X — X0)2 aA>ln2 x+ ... 

în care figurează noile distribuţii #_ In* #_(fc = 1, 2, . . . ) ; cea de a 
Jc—a distribuţie este distribuţia asociată de grad X şi de ordin fc. Ele 
sînt analitice în X pentru X ¥= — 1, — 2, . . . şi în banda — n\— 1 < 
< Be\ < — n sînt definite de formulele 

(a£_ln*;r_,cp) = 
(6) 

00 
r V •• • ( I V - 1 xn-i- ~] 

= V os* In*»] 9( - ic ) -9(0)+«9 ' (0) — . . . — ^ - ?("-tt(0) d*. 
J L (n - 1 ) ! J 
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Pentru a scrie dezvoltarea Laurent lui xz în vecinătatea polului 
X = — n, îndepărtăm şi în acest caz termenii care converg pentru 
X = — n : 

o 
\ x>iy(x)ă.x = 

o 
9 ( - a î ) _ 9 ( 0 ) + a ? 9 ' ( 0 ) - . . . - ( l ) - « ' • 

M - l 

( n - 1 ) ! 
9<«-i'(0) d# + 

oo 

+ r cp(-a;)-?(0) + ^cp'(0)--• • + ( - i r 2 

(n - 2)! 
?(»-a)(0) d* + 

+ 
( -1 ) " - 1 9("-1)(0) 
(«•-şl)! X + » 

Suma integralelor din membrul drept este partea regulată a 
seriei Laurent căutate. Ea este analitică pentru |S«X + n | < 1. 
Să notăm această funcţională cu -F_ffi(#_, X). Avem 

(F.n(x-, X), 9) -H 9(-a?)-9(0)+a!9'(0)-

- ( - 1 ) * 
„,?»' - l 

( n - 1 ) 
-9<w-1>(0)6(l-«)1d«. 

Valoarea acestei funcţii pentru X = — n, adică valoarea pentru 
X => — n a părţii regulate a dezvoltării Laurent a lui x'lţp notăm cu 
x~n, astfel încît 

xZn — lim —- [(X + n)a£.]. 
x—« dX 

Această distribuţie acţionează asupra unei funcţii test y(x) după 
formula 

<x> 

(xzn, 9) = \ x-a\ <?'•(—oc) — <?(0)+x<?'(0) — . . .— 
o 

(7) 
—.. . - ( l ) " - 1 - - ^ 9,*-1)(0)8(l - x) ]ăx 

(n — l ) ! J 
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.-şi este regularizarea funcţiei xz". Subliniem încă odată că distribuţia 
~xZn nu este valoarea funcţiei aPi pentru X = — n. 

Derivatele în raport cu X a lui -F_„(a;_, X) pentru X = — n le 
snotăm : 

F-n(x-, X)|x=-«== ar"lna?_, 
dX 
d2 

.F_„(«_, X)]x=-»= x-'lln2x, 
d\2 

Se obţin expresii explicite ale acestor distribuţii înlocuind în formu
lele (7) x~n cu x~n ln«, x~n In2 x, .. . 

Dezvoltînd pe F_n(x_, X) în serie după puterile lui (X + n), ob
ţinem seria Laurent a distribuţiei x\ : 

,(8) xx = ^ h xZn + (X + n)xznlnx_ + ... 
( » - l ) ! ( X + n) 

I n această serie, coeficientul lui (X+w)~x este o distribuţie omogenă 
de grad — n, iar coeficientul lui (X + n)~m m = 0 ,1 , 2, . . . este dis
tribuţia asociată de grad — n şi de ordin m + 1. 

4.3. Dezvoltările distribuţiilor \x\x şi |#|xsgn x. Să scriem dez
voltările Taylor şi Laurent ale distribuţiilor | x |x şi | x |xsgn x. Le vom 
-obţine, desigur, combinînd dezvoltările corespunzătoare pentru x\ 
•şixt. Cu această ocazie introducem şi o serie de noi distribuţii. Dacă 
X0 este o valoare regulată pentru distribuţia \x\x, atunci 

t(l) \x\x = \x\x«+{\ - X0) | # ] M n | x\+ — (X - X0)2 |af»In21 a? | + . . . , 
2 

unde | x \x ln*| x | sînt noi distribuţii, cea de a Te — a distribuţie este 
^asociată de ordin Ic şi grad X. Toate sînt analitice în raport cu X pentru 
X ̂  _ i ; — s, . . . şi sînt definite pentru ~2m —l<Be X<— 2m+l 

«de formulele 
00 

|# |x ln* \x\, <p)==.\ a^ln*#i(a;) + <p(—x) — 
o 

'•(2) 
ffi(0) +&1 a,2 +.... + • ^ ' — ©(2ffl-2'(0)ll da>. 
,V I 2 (2m ^ 2 ) ! JJ 
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Analog, dacă X0 este o valoare regulată a distribuţiei |a?Jxsgna;-
atunci dezvoltarea sa Taylor în jurul lui X0 se scrie sub forma 

\x\xsgnx = \x\xsgnx + (X — X0)| x\x°ln\x\ sgnx+ 
(3) 

H (X — X)2|#|A°La|#| sgn#-f- . . . 

Aici | x \x In* [ x j sgn » sînt distribuţii noi, şi cea de a Ttf este asociata 
de grad X şi ordin Ic. Ele sînt toate analitice în X pentru X ̂  —2,, 
—4, . . ., şi sînt definite pentru —2m — 2<Re X<— 2m de formulele-

00 

(\x\xln'c\x\sgnx, 9) = l â 1 In*# i y(x) — <p(—#) — 

(4) 

[ # 3 /»>2m—1 -] 1 

a;«p'(0) + — 9"'(0) + . . . + — 9<8»-i)(0) dtf. 
3 ! ( 2 O T - 1 ) ! JJ 

Dacă X0 = — 2m — 1, X0 fiind în acest caz pol simplu al distribu
ţiei \x\x, dezvoltarea Laurent respectivă se scrie sub forma 

,,x _ 0 8<»«>(aO 
(2w»)I X + 2m + l \ + ^ 

(5) 
+ (X + 2m + l ) [«; 2 m - 1 lna;+ -f a c ^ ^ l n » . . ] + . . . 

Analog, dacă X0 = —2m (pol simplu al distribuţiei | x \x sgn 00)1 
dezvoltarea Laurent a lui \x\xsgnx în vecinătatea acestui punct; 
este de forma 

§(2m+l)/«\ -1 
| x\x sgn 0 = - 2 LJ_. —~ . x~2m - x~2m + 

(2m - 1 ) ! X + 2m + ~ ^ 
(6) 

+ (X + 2w)|>Ţ2ralna;+ — ac2mln#_] + . . . 
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Vom nota distribuţia xz2m~l + xz2m~l cu \x\-im~1. Rezulta
t u l aplicării sale unei funcţii test <p(a?) se exprimă prn formula 

00 

{\x\-*m-\ 9) = V x-2m-1ic?(x) + (o(—x) — 
O 

[ rpi qp2m~Z 

?(0) + - ?"(0) + • • • + —- 9
<2m-2)(0) + 

2! (2m — 2)! <7) 

+ 7^—7?(2m)(0)6(l - ^ . (2w.)' 
. da? 

(—2m — 2 <-ReX <—2m), 
Tinde 8(i») are aceleaşi sens ca mai înainte. 

Analog, vom liota | x | ~2m sgn x distribuţia x"i2m — xz2m ; ea ac
ţionează asupra funcţiei test <p(x) prin formula 

00 

{\x\~2msgD.x, 9) = V x~2m J 9(0;) — <p(—x) — 2|a7<p'(Q) + 

+ — <p'"(0)+ . . . H 9<2»-3)(0) + 
3 ! (2m - 3)! 

<8) 
x 2 m - l 

9<*»-i)(6)6(l - 1 ) 1 da? ] } • (2w - 1 ) ! 
(—2m—1<J2<?X< ~2w + 1) 

ş.a.m.d. Finalmente dezvoltările Laurent căutate se scriu sub forma : 

\x\k=2 m ^ •+\x\-2m-1+(X+2m+l)\x\-2m-1ln\x\+ ... 
(2w)'! X + 2 T O + 1 

8«»-i>(aJ) 1 
a? * sgn x = —2 —• — \-

' (2m - 1 ) ! X + 2m ' 
(10) 

+ \x\-2ms,gn.x -f (X + 2j»)|a?|-îfflln|a?| sgn a? + . 
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în aceste serii primii coeficienţi S(2ra)(«) şi S(2m-1)(a;) sînt distribuţii 
omogene de grade — 2m — 1, respectiv —2m — 2, iar următorii 
sînt distribuţii asociate de acelaş grad şi de ordinul 1, 2, 3, . . . 

î n particular, dacă în egalitatea (5) punem m — O obţinem dezvol
tarea distribuţiei | x |* în vecinătatea polului X = —1 : 

(11) [#|x = 2 — ^ - - | r \x\~l + (X + 1)\X\-1\T\\X\ + . . . 

X -\r 1 

Funcţionala \x\~l este definită prin formula 

°° 9(0) + <?(-*) - 29(0)6(1 - x) dx _ 
x 

o 
(12) 

•a;) - 9 ( 0 ) 6 ( 1 - x*) 
x 

—00 

unde factorul 9(1 —- x2) arată că de termenul 9(0) trebuie ţinut seama 
doar peutru | a? |^ l , pentru \x\ > 1 în locul său punîndu-se zero. 

Distribuţiile introduse mai înainte 
l^-am-i _ xl2m-1 4- ac2™-1, 

|a-|r»»Bgn x = ac2m — xz%m 

au sînt valorile funcţiilor analitice | x |x şi | o? | sgn â  pentru valorile 
corespunzătoare ale lui X (— 2TO — 1, respectiv —2m). în punctele 
respective, funcţiile (de X) | x |x şi | x |A sgn x au poli simpli, iar valo
rile l^i -2™ -1 şi |a?|-2OTsgno; sînt valorile, în punctele respective, 
ale părţilor regulate ale seriei Laurent corespunzătoare în aceşti 
poli. 

Se pot considera şi distribuţiile 

Este uşor de văzut că prima dintre ele coincide cu distribuţia x~2m 

(valoarea lui \x\* în punctul regulat X == —2m), a 2* eu distribuţia 

(|*|-S.9) = 

= 
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{13) 

Am introdus în § 3.5 distribuţiile 

x\. xx_ \xf~ \x \x sgn x 
r(x + i) F (x+i ) *m rm ) 

aceste distribuţii nu au singularităţi. 
Dezvoltînd numitorii şi numărătorii fracţiilor (13) în serie Taylor 

(sau Laurent) şi făcînd cîtul lor după regula cunoscută, putem obţine 
dezvoltările Taylor ale distribuţiilor respective în vecinătatea ori
cărui punct X. 

Dezvoltarea funcţiei T(X + 1) după puterile lui X 

T(X + 1) = 1 + e{k + c2X2 + c3X3 + . . . 

este bine cunoscută* ; aici cx = o — 0,505 . . . constanta lui Euler, 
iar coeficienţii c2, c3, . . . se calculează cu ajutorul formulelor de recu
renţă 

1 " 
c.+i = — Y ( - l r + 1 < W S * + i , sx = o, sn= ţ(n). 

n + 1 k?o 

în particular, pentru X = 0 se obţine dezvoltarea 

x\ Q(x) + X In x + . . . 
Q(x) + X(ln^+ — c0(»))-

r(x + i) î +cx + ... 
(ii) 

4.4. Distribuţiile (x -f i0)x şi {x — i0)\ Aceste distribuţii au fost 
introduse în § 3.6. Le vom considera acum mai amănunţit. Distri
buţiile amintite au fost definite pentru ReX > —1 ca limitele expre
siilor (x -f- iy)7" şi {x—iyf pentru y-> -f 0 ; aceasta ne-a condus la for
mulele 
(1) (x + i0)x = x\ + eiX"^_, 

(2) (x — i0)* = x\ + e~Anxz. 

Membrii drepţi ai formulelor (1), (2) admit prelungiri analitice în 
întreg planul variabilei X; tocmai prin aceste prelungiri analitice vom 
defini pentru Re\ <—1 primii membri ai egalităţilor (1), (2). Am 

* v. I. M. Rljik şi I. S. Gradstein. Tabele de integrale, sume, serii si produse, 
Ed. tehnica, 1955, pag. 331, formula 6.3.21. în continuare vom scrie pe scurţi 
I. M. Rijik şi I. S. Gradstein, Tabele. 
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remarcat deja că în prelungirea analitică a membrilor din dreapta 
din (1) şi (2) nu apar singularităţi în punctele X = — 1 , —2, . . . ; 
vom căuta acum valorile distribuţiilor {x + i0)x şi (a>— i0)x în aceste 
puncte. ,'.. 

î n § 4.2 s-au dat dezvoltările Laurent ale distribuţiilor x\ şi act 
în vecinătatea punctului X=— n sub forma: 

f_1y»-l8<m-l>('/n,) 
(3) * 4 - \ * ~ \ +F-n(®+, -fr*), 

(n — 1)!(X + n) 

(4) xl = y ' " " ( a > ) - + *_„(*.., X). 
(n — l)!(X + n) 

Aici -F-M(»+, X) şi F^n(x^, X) sînt părţile regulate ale seriilor Laurent ; 
valorile lor pentru X = — n au fost notate în § 4.2 prin xln, respec
tiv xZn. Să mai scriem 

<5) e
± f t " = ( -1 )" e±i(X+">™ = (-1)"[1 â i(X + »)ic + . . . ]• 

Substituind expresiile (3) — (5) în membrul drept al formulei 
<1), respectiv (2), reducînd termenii cu singularităţi, şi trecmd la limită 
pentru X -*• —n, obţinem : 

(x ± i0)-« = x+n + ( -1 ) " â"VF - '- -8<»-1,(a>). 
(n — 1)1 

Am remarcat la § 4.3 că pentru n = 2m 

x±2m + xz2m = x~2m = \x\%=-2m, 

şi pentru n = 2m + 1 

aj-am-1 _ aj-am-i ==, a,-a»-i _ | a? fx s^n a? |x=-2jra-.i-

Astfel, am obţinut în definitiv 

(6) («> 4> i0).— = ar" - - l ; #"-»(»), 
(«—,!) ! 

(7) . (<p - i0)— •=, ar* + • ;—- h(n-x)(x):. 
•t; . V - v . i > '..:: ..'. (n — 1)! 
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în particular, pentru n = 2 . 
co 

V ( « + i 0 ) 2 ; J .::•,•.,.•,, «?2S ., - • \ 
0 > , • • " : . 

oo 

o 

Să observăm că, după cum se vede din formulele (1) şi (2) pentru. 
X ̂  — 1 , —2, . . . şi din formulele (6) şi (7) pentru X = — n = — 1 , 
- 2 , . . . 

(io) ^ 0 » + iO)*=xo» + iO)x-V 
d a ? ;.• ;••: . , v 

(11) — (a - i0)x = l(x - i0)x-'. 
da; 

Pentru că prin derivare exponentul scade eu o unitate, formu
lele (10) şi (11) pot fi folosite pentru a defini distribuţiile (x + i0)x şi 
(x — i0)x pentru \^ — 1 , —2, . . . De exemplu, (x + i0)"3/2 poate fi 
definită ca — 2 — (x -f i0)_1/2, unde — înseamnă derivarea în 

dx dx 
sensul distribuţiilor, iar (x + i0)~1/2 este o. funcţie local integra
bilă definită de formula (1) pentru X = —1/2. 

Formulele (10) şi (11) conduc la următorul rezultat important : 
pentru X ̂  — 1 , —2, . . . 
(12) lim (x + iy? = (x + i0)\ 

J.-. + 0 

{13) lim (x + iyf = (x- i0)\ 
y-» -0 

în sensul teoriei distribuţiilor. într-adevăr, pentru JBeX suficient de 
mare, aceasta rezultă din înseşi definiţia acestor funcţii, iar prin 
derivare în sensul distribuţiilor un şir convergent rămîne un şir con
vergent. 

în punctele întregi negative — n, distribuţiile (x + i0)~n şi 
(x — i0)-ffi se pot introduce de asemenea prin derivare. Beamintim 
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•Că mai înainte (§2.2. exemplul (6)) a fost considerată funcţia (local 
integrabilă) 

(14) In (x + iO) = lim In {x + iy) =In j x]' + inQ(-x), 

a cărei derivată este 

(15) — In (x + iO) = — - ÎTZ8(X). 
dx x 

Kezultă din formulele (6) că pentru n = 1 avem 

(16) A i n ( a ; + i 0 ) = - 1 

dx x -f iO 
Asemănător lui (14) putem introduce 
(17) In (o? — iO) = lim In (x + iy) = lnl x\ — i7r0( —x). 

y _ _ 0 

Derivata acestei funcţii este 

(18) —In(a? - iO) = — + m$(x), 
dx x 

adică, avînd în vedere (7), pentru n = 1, 

(19) — - l n ( # - i 0 ) 1 

da? x — iO 
Astfel/distribuţiile (x rfe iO)-1 pot fi definite de formulele (16), 

respectiv (19), iar (x i i0)_ra pentru celelalte valori întregi negative, 
iarăşi cu ajutorul formulelor (10) şi (11). 

Oum relaţiile (14) şi (17) au loc şi în sensul teoriei distribuţiilor, 
obţinem *eă relaţiile (12) şi (13) sînt: valorile pentru orice X în sensul 
distribuţiilor. 

Aceasta permite, de pildă, de a scrie în locul formulelor (8) şi (9): 

lim [-*°L. a* = l g(g)±*l-»>-W) dx _ i7V{0) 
o .' 

oo 

iim [ J«*L. ^ = [ m + f(-)~^W ăx + i w ? m 
y-+oj(a?-iy)2 J x2 
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4.5. Dezvoltarea distribuţiilor (w + i0)x şi (x — i0)x în serie 
Taylor. Distribuţia (x + i0)x fiind funcţie întreagă de parametrul 
X se dezvoltă în jurul valorii X0 în serie Taylor după puterile lui 
X — X0, convergentă pentru orice X: 

(x + i0)x = (0 + i0)x» + (X - XQ)(x + i0)x« In (a? 4 iO) + 
(1) 

+ A (x — x0)2(a; + i0)x» In2 (a? + iO) + . . . 
2 

Noile distribuţii ce apar în (1), (x 4 iO)x°ln(a? -f- iO), . . . sînt 
derivatele succesive în raport cu X ale lui (x + i0)x în punctul X = 
= X0. Expresiile explicite ale acestor distribuţii se pot obţine dacă 
se compară dezvoltarea (1) cu dezvoltarea analoagă după puterile 
lui X — X0 ce rezultă din egalitatea 

(2) (x 4 i0)x = x\ + &lnxl. 

Avem, pentru X0 ^ — 1 , —2, . . . 

(3) x\ = a ^ + ( X - X 0 ) a ^ l n x+ + — (X - X0)2a^m2a?+ 4 ..., 
2 

1 + i ; i (X-X 0 ) - — ( X - X0)2+ . . . J x 

X (xb + (X—X^aklno;. 4- — (X — X0)2 a^ln2<»_ 4 - . . . ] . 

Oomparînd coeficienţii seriei (1) cu cei ai seriei obţinute intro-
ducînd seriile (3) şi (4) în formula (2), obţinem, înlocuind pe X0 cu X: 

(5) (# 4- i0)x In (x 4 iO) = x\ In x+ 4 i7xeiX,ta^_ + e**a£. Ina?_, 

(6) (a?+iO)x In2 (x+iO)=x\ In2 x+ +ean[a£_ In2 a?_ -jr2i7t a i In a?_ —TUV:] 

ş.a.m.d. 
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Aceste formule sînt valabile pentru X # — 1, —2, . . . 
Dezvoltarea lui (x — i0)x în serie Taylor după puterile lui 

X — x0 este de forma 
(x — i0)x = (x — i0)x° + (X - \)(x — iO)Mn(a? - iO) 4> 

(7) 

+ i - (X - X0)2(^ - iO)Mn2 (x - iO) + • • • 
2 

Am notat aici cu 
(x - iO)xln (x - iO), (a? - i0)xln2 (x - iO), . . . 

derivatele succesive în raport cu X ale funcţiei (x — i0)\ Exact ca 
mai înainte, putem obţine formulele 
(8) (x — iO)Mn (x — iO) = x\ In x+ — i7re~a,t a i 4 e~iX,î a i In *_ 

(9) (x—iOf In2 (a?—iO)=a^ ln2a;+4e-an[a£ln2a;_-2i7ra£ In x_ —n2a?L] 

( X ^ _ 1 , - 2 , . . . ) 
ş.a.m.d. 

Pentru a obţine formulele corespunzătoare pentru X0 egal cu 
un întreg negativ — n, în locul formulelor (5) şi (4) considerăm 
seriile Laurent corespunzătoare : 

rX _ {-D*-1 #-»{<») 

(10) 

(11) 

x% = v '. \-± 4 ajŢ" 4 (X4^)«+Mlna;+ 4 
( n - l ) ! ( X + «) 

4 — ( X 4 w)2arji"ln2a;+ 4 . . , 

x\ = — i-i fr a?zm 4 (X 4 n)acM In *_ •*• 
( » - l ) ! ( X + ») 

4 — ( X 4n)2ac , î ln2a;_ 4 . . . 
2 

(12) e i X r c=(-l)« 1 4 i7 t (X4 % ) _ _ ( X 4 » ) 2 _ i _ ( X 4 n ) 3 4 . 
2i u 
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înmulţind (11) cu (12) şi adunînd (10) găsim : 

(13) x\ + earcxl = I ar* +l7r( ^ V—»{x) 
[n — 1)! + 

+ (X + ri) \iiz{ — l)nx-_n + ( - l ) " - 1 T2 Mn-l) 

2 (îi —1)1 
•«-nln|a?| + ] 

+ 2Tci(— 1)" acB In a?_ + araln2[a? 4-

Am obţinut astfel 

(14) 0»+iO)-" ln («+ i0 )=( - l ) B i 7 îo ; r B +( - l ) B - 1 ^ - + «_"ln>> 
2 (w — 1)! 

(a? + i 0 ) - In2 (x + iO) - ( - 1 ) " - 1 i — K—\ 4 -
3 («, — 1)! 

(15) 
+ ( — l)"'1™2 xZn + 2n( —l)nacnln#_ + a?-w In21 a; | 

ş.a.m.d. 
Formulele (14) şi (15), aşa cum rezultă din considerente generale 

sînt rezultatul trecerii la limită, pentru X0 -> — n în formulele (5) 
şi (6). Analog 

_2 Sfo-D/V) 
(x-iO)~n\n(x-iQ)={~-l)>'-1mxz»+(-l)n-î K^+x~n\n\x\ 

2 (n — 1)1 
(16) 

(a7-iO)-"ln2(a;~iO) = ( - l ) B i ^ 4-(-l)"-17t2aCn + 

(17) 
3 (» —1)! 

+ 2in(—l)n~1wznlnx + arB ln2 |«; | 
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Lăsăm cititorului sarcina de a găsi, printre distribuţiile intro
duse, distribuţiile omogene şi distribuţiile omogene asociate, precum 
şi ordinele şi gradele respective. 

4.6. Dezvoltarea distribuţiei r \ Distribuţia r1 a fost definită. 
în §3.9 prin formula 
(1) (r\ <p)=\?A9(#)d#, ^ 

valabilă pentru J?eX> —n. Este clar că pentru aceste valori ale-
lui X, r* este omogenă de grad X. 

Am transformat în §3.9, expresia (1) în 

(r\(?)=nAr'^-hSJr)dr, 

o 
unde 

[rk+n-1Sqi( 

w=iS SJr)=^-\f(x)dCl 

este valoarea medie a funcţiei test <o(os) = <p(a715 ..., xn) pe sfera de 
rază r. î n acest mod (rx, 9) coincide cu rezultatul aplicării funcţio
nalei Q„ x% ([i — X -f- n — 1) funcţiei test pare S^r) şi prin urmare,. 
se prelungeşte analitic în întreg planul cu excepţia punctelor X = — n,, 
—n — 2, . . . Este evident că omogenitatea lui rx se păstrează prin 
prelungire analitică. 

Dezvoltarea lui rx în serie Taylor sau în serie Laurent se poate-
obţine direct din dezvoltările corespunzătoare ale lui OK x%. De 
exemplu, seria Taylor în vecinătatea unui punct X0 este de forma, 

r*- = r*° + (X — X0)rMn r 4- •— (X — X0)2rMn2 r + + . . . , 
2 

unde am notat cu rA° • In* r funcţionala ce operează conform formulei 
(rl'lnkr, 9) = 

00 

= Q„ C rA.+"-1 In*r |"#;(r) — 9 (0 ) - . . . *—k.r Sf-»(0) 1 dr 
o 

pentru — m — » < Be\ < — m — n + 1. 
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Să scriem dezvoltarea lui r1 în serie Laurent în vecinătatea 
punctului X = — n — 21c. Această dezvoltare, desigur, coincide cu 
dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei Q.nw\ în vecinătatea punctului 
(x = — 27c — 1 (§4.3), şi avem 

r" = Q»~^Vr ; , 1 , OT +n»r-**-+n,(\+n+2k)r-*-»-ln r+ . . . (21c) ! X + n + 27c 
<(2) 

Aici am notat cu r2k-n-lnmr funcţionala 

o 

(r-&-" hxm r, SJr}) = \ »•-•»-2* lnm r tf„(r) - 9(0) 

.(3) 
(.2*-2 r2fc 

â^*-s)(0) —• 42*>(O)0(l - r) 
(27c - 2)! (27c)! 

dr. 

Să remarcăm că r - 2* -" nu este valoarea distribuţiei r'A pentru 
:X == —27c — n (căci funcţia respectivă are un pol pentru această 
valoare a lui X), ci este valoarea pentru X == —21c — na, părţii regu
late a dezvoltării Laurent a lui rx. 

în dezvoltarea de mai sus, distribuţia rx« In* r este asociată de 
.grad X0 şi ordin 7c, iar r-2k~nlD.mr— asociată de grad —27c — n şi de 
ordin m. 

§ 5. Convoluţia distribuţiilor 

în analiza clasică se utilizează adesea convoluţia a două funcţii 
J(x) şi g(x): 

(i) m*g(x)^\s(l)g(x-l)ăl. 

"în teoria distribuţiilor operaţia analoagă joacă un rol şi mai însemnat. 
Definiţia convoluţiei în cadrul teoriei distribuţiilor se bazează 

pe noţiunea de produs direct de distribuţii. De aceea începem cu 
introducerea produselor directe (§5.1). î n celelalte puncte ale para
grafului de faţă se va introduce şi studia convoluţia cu exemple de 
aplicare a ei. 
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5.1. Produsul direct de distribuţii. Fie dată distribuţia f(x)> 
definită pe spaţiul Xk al funcţiilor test de 7c variabile independente-
xx, . . . , xk, precum şi distribuţia g(y) definită pe spaţiul Ym al func
ţiilor test de m variabile independente ylf ..., ym. Cu ajutorul acestor 
distribuţii definim o distribuţie ~h(z) pe spaţiul Zn al funcţiilor test 
de n = Ic -\- m variabile independente zx — xv z% = xz, ..., zţ. = xk, 
zk+1 = yv zk+2 — y2, ..-.,»» = ym. Vom proceda în modul următor.. 
Vom nota funcţia test <p(#) prin <p(x, y). Fixînd variabila x vom con
sidera pe <p(x, y) ca funcţie numai de y. Evident ea este o funcţie test 
din Ym. Să aplicăm funcţionala g(y); drept rezultat obţinem o anumită 
funcţie ty(x). Această funcţie este indefinit derivabilă în raport cu x,, 
căci 
<j»(a> + Ax,) - j>(g) =lq(y\ «Pfo+Aa?,, y . ) -y(g,y) \ J . , dc?(x,y)\ 

Axj \ Ax} } V ^Xj } 
» , » T - • , <p(* + Ax>, y) — <p(x, y) 

avmd m vedere ca şirul —— —-— converge către-
AXj 

— ' '•• în sensul convergenţei spaţiului Ym şi că funcţionala g(y) 
dxj 

este continuă. Este de asemenea evident că funcţia ty(x) este cu 
suport compact. Astfel, <\>(x) este o funcţie fundamentală în spaţiul 
Xk şi putem să-i aplicăm funcţionala f(x). Deci are sens expresia 

(2) (f(w),(9(y),<?(®,y)))-
care defineşte o anumită funcţională pe spaţiul Zn; din continuitatea 
funcţionalelor g(y) şi f(x) se poate deduce că această funcţională este 
continuă *. O vom nota li(z) — f(x) x g(y) şi o vom numi produsul 
direct al funcţionalelor f(x) şi g(y). 

* Fie şirul <pv(x, y) tinzînd către zero în spaţiul Zn ; trebuie să arătăm că numerele-
if(x), (g(y), <pv(£> J/)) tind de asemenea către zero. Pentru aceasta este suficient de arătat 
că funcţiile <]iv(x) = (ff(î/)> 9v(a:) u)) stat toate nule în afara unui aceluiaşi compact şî; 
converg uniform către zero împreună cu derivatele de orice ordin. Prima afirmaţie este 
evidentă, căci q>sj(x, y) sînt nule în afara unui domeniu fixat în spaţiul variabilelor xv 
. . . , ym. Să presupunem că <l>v(x) nu converg uniform către zero. Aceasta înseamnă ră> 
pentru un anumit e > 0 , există un şir de puncte xa\ ..., a;<v', . . . astfel .încît |ijjv(a;v)[ = 
= Mii), ?v(a\>2/))l > s. 

Dar cum şirul ipv(a;, y) converge uniform către zero împreună cu toate derivatele,. 
rezultă că funcţiile <ţ*(y) — <pv(xv, {/) converg către zero ca funcţii test în Ym. Din conti
nuitatea funcţionalei g(y) ar trebui să rezulte 

(g(y), 9*(.Î/)) = (ff(ff), <Pv(*». y ) ) - > o , 

în contradicţie cu ipoteza noastră. Astfel <\>.AX) converge uniform către 0 ; analog se d e 
monstrează şi convergenţa uniformă a tuturor derivatelor. 
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Produsul direct are o expresie deosebit de simplă atunci cînd 
;se aplică unei funcţii test <p(x, y) de forma unui produs de funcţii 
test <p1(a?) şi <pz(y). In acest caz, conform definiţiei produsului direct 

(3) (/(a?) x g(y), <h(a>) p2(y)) = (f(x), (g(y), 9 l ( i j <pB(y)) = 

= (f(oo), <?±(x) (#(?/), ?3(2/))) = (/ , 9O for, cp2). 

Exemple. Produsul direct S(#) x S(#) este S(a?, 2/). Produsul 
-direct 8(x) x 1(2/) este funcţionala ce operează după formula 

(8(a>) X l(y), 9(0, y)) = t ?(0,2/) dy. 
Y 

Produsul direct a două funcţionale f(x) şi #(?/) este funcţionala 
regulată ce corespunde funcţiei f(x)g{y). 

Suportul produsului direct. Să reamintim că am numit (§1.4) 
suportul distribuţiei / , mulţimea acelor puncte care posedă proprie
tatea că în orice vecinătate a unui astfel de punct distribuţia / nu 
«ste nulă. Să presupunem că suporturile funcţionalelor f şi g sînt 
F, respectiv 67; care este suportul lui Ji=fxg^ Băspunsul este 
următorul: suportul H al funcţionalei li este produsul cartezian F x G 
al suporturilor lui f şi g; altfel spus, mulţimea H constă exact din 
acele perechi (x, y) în care x aparţine lui F iar y lui G. 

Într-adevăr, să considerăm punctul (x0, y0) în care una din coor
donate — să zicem x0 pentru a fixa ideile — nu aparţine suportului 
corespunzător. Aceasta înseamnă că funcţionala / se anulează 
pentru orice funcţie test <p{x) ce se anulează identic în afara unei 
anumite vecinătăţi fixate U a punctului x0. Să considerăm o funcţie 
test arbitrară <p(a?, y), diferită de zero doar pentru xe U şi să arătăm 
că (/ x g, <f{x, y)) = 0. Vom avea 

(fxg, f(x,y)) = (f(y), (g(x), <?{x,y))) = (f(y), 0) == 0, 

prin urmare funcţionala / x g se anulează în vecinătatea punctului 
{<% Ho)-

Pe de altă parte, dacă x0 şi y0 aparţin mulţimilor F şi G, atunci 
pentru orice vecinătate a punctului (x0, y0) putem găsi,' evident, o 
funcţie de forma y(x)ty(y) care să se anuleze în afara acestei vecină
tăţi pentru care funcţionala / x g să nu se anuleze.„Astfel valabili
tatea afirmaţiei noastre a fost stabilită. 
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Comutativitale şi asociativitate. Au loc formulele 

( 4 ) | f{x) x g(y) = g{y) x f(x) 
W<B) x (9(V) x h(z)) = (f(x) x g(y)) x h(z). 

Pentru demonstraţie, deoarece în ambii membrii ai acestor 
egalităţi figurează funcţionale continue, este suficient de a demonstra 
aceste egalităţi pentru o mulţime densă de funcţii test. Pentru a 
justifica prima egalitate, alegem o mulţime densă de funcţii de forma 
£ M Uy), unde ^(x), Uy), ( j = 1, 2, . . . , v; v = l , 2, . . . ) sînt 

funcţii test în variabilele respective *. Vom avea in acest caz 

(/(«) x g(y), £g»,(j?')jfcte» = .'X (/(<») x g(y),^My)) -

= E ( / (<») ,*& (9(y),Uy)) 
şi analog .,j,, 

(g(y) x f(x), t fJ(ooMy)) := EMtf, bfsfi (/&)> ^m 
Pentru a demonstra cea de-a doua egalitate, se face un calcul 

analog cu funcţii test de forma Ş<Pj(a?)^(?/)Xj(2;)-
i 

5.2. Convoluţia distribuţiilor. Dacă f{x) şi g(x) sînt două funcţii 
absolut integrabile pe dreapta reală, iar h(x) = f{x) * g(x) convoluţia 
lor, atunci expresia funcţionalei definită de funcţia (de asemenea 
absolut integrabilă) h(x) se poate exprima în modul următor: 

(h(x), <p(x)) = [h(x)<?{x) ăx =[i\f(ţ)g{x H ) d l <p(a>) da?• = 

- K / ( ' ^ ( v i ) 9 a + v ] ) d ^ d 7 ) . 

* Mulţimea funcţiilor de acest tip este într-adevăr densă în spaţiul K. Dacă, de 
.exemplu, funcţia tp(x, y) se anulează în afara lui Q= :{\x\ % a, \y\ <a}, atunci pentru 
t>ps 1 /v dat, folosind teorema lui Weierstrass, construim polinomul Pv(x, y) care în Q' = 
==,{|o:| ag 2q, | j / | < 2a} diferă de (?(x, y) cu mai, puţin de z, împreună cu derivatele sale 
pînă la ordinul v. Fie apoi b(x) o funcţie test fixată egală cu 1 pentru \x\ < a şi zero pentru 
|'*| > 2a. Atunci pentru e -> 0 funcţia PV(.T, y) b(x) b(y) converge către funcţia <p(x, y) 
in spaţiul K. ' • ' 
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Ou alte cuvinte, rezultatul căutat este rezultatul aplicării func
ţionalei f(x)g(y), pe care o putem considera produsul direct al distri
buţiilor f(x) şi g{y), funcţiei <p(a? + y). 

De aceea este natural de a defini convoluţia a două distribuţii 
/ şi g cu ajutorul formulei 

(!) ( /* 9, 9) = (/(*) x g(y), 9(0 + ?/))• 

Dar acum trebuie să ţinem seama că <p(a? + y) nu mai este o 
funcţie cu suport compact în spaţiul variabilelor x, y şi ca atare, în 
general, formula (1) nu are sens. Dar în condiţii suficient de generale, 
pe care le vom discuta acum, formula (1) are sens. 

După cum am văzut în punctul precedent, suportul produsului 
direct al funcţionalelor f(x) şi g(y) este produsul cartezian al supor
turilor acestor funcţionale. Egalitatea (1) va avea sens dacă banda 
| x + y | < a în care este inclus suportul funcţiei 9(x -f y) are inter
secţie compactă cu suportul produsului direct / x g. î n acest caz 
funcţia <p(.a? -f y) se poate înlocui în banda | x + y | < a cu o funcţie 
cu suport compact <p(a?, y), lăsînd neschimbate valorile sale în punctele 
de intersecţie ale benzii cu suportul funcţionalei / x g; dar atunci 
expresia 

(/ x g, ?(x,y)) 

a fost definită mai înainte, şi, după cum uşor se poate vedea, ea nu 
depinde de valorile funcţiei f(x, y) în afara intersecţiei sus amintite. 

în particular egalitatea (1) are sens în următoarele cazuri:' 
a) una dintre funcţionalele f, g are suportul compact; 
b) suporturile ambelor funcţionale, / , g sînt mărginite de aceea/şi 

parte (de pildă / = 0 pentru x < a, g = 0 pentru y < b). 
Să considerăm mai întîi cazul a). Fie, de exemplu, f(x) o distri

buţie cu suportul compact, iar g{y) o distribuţie oarecare. Atunci 

(2) (/*</, 9) = (/(*) X g(y), 9(3! + y)) = 

= (g(y), (/(«O, ?(* + y)))-

Funcţia (f(x), q>(x + y)) este indefinit derivabilă şi se anulează 
pentru \y\ suficient de mare, căci pentru \y\ suficient de mari supor
tul funcţiei f(x + y) şi al funcţionalei f(x) nu se intersectează. Din 
acest motiv (f(x), cp(x -j- y)) este o funcţie test în variabila y şi putem 
să-i aplicăm funcţionala g(y). 
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Dacă, dimpotrivă g{y) este cu suport compact, iar f(x) arbitrar, 
atunci funcţia (f(x), <?(x + y)) va fi indefinit derivabilă dar în general 
nu va avea suportul compact, dar funcţionala g(y) avînd suport 
compact, necompacitatea suportului lui (f(x), <?(x + y)) nu va juca 
nici un rol şi (2) are sens. 

Să considerăm acum cazul b ) : presupunem, pentru a fixa ideile 
că suporturile funcţionalelor f{x) şi g(y) sînt mărginite la stînga. 
Considerăm funcţia \f{x), <?(x + y)\- Ca mai înainte, aceasta este o 
funcţie indefinit' derivabilă în variabila y. Pentru valori pozitive 
.suficient de mari ale lui y, suportul funcţiei y{x + y) nu va inter
secta suportul funcţionalei f(x); deci, pentru aceşti y funcţia (f(x), 
M® + '?/)) se va anula. Astfel funcţia (f(x), y(x + y)) va avea supor
tul mărginit la dreapta. Cum prin ipoteză suportul funcţionalei g(y) 
este mărginit la stînga, intersecţia suporturilor respective va fi com
pactă şi deci (2) are sens. 

Astfel, în cazurile a) şi b) convoluţia funcţionalelor f, g are sens. 
î n particular, sînt definite întotdeauna convoluţiile 8 * / , D S * / , 
D fiind un operator diferenţial arbitrar; aceasta rezultă din aceea că 
funcţionalele 8, D8 sînt concentrate într-un singur punct. 

Să calculăm 8 * / . în conformitate cu definiţiile, avem : 

(8 */, 9) = (8(a>) x f(y), <p(<r + y)) = (/(*/), (»(<*), ?(® + V)) = 

= (f(y), 9(y)) = (/, ?)• 
Astfel, pentru orice funcţională / , 
(3) 8 * / = / 
Analog 
<l) D8 * / = ! ) / . 
Din proprietăţile generale ale produsului direct al funcţionalelor 
convoluţia distribuţiilor este comutativă, cel puţin în cazurile a) 
şi b) : 

f*g = g*f. 

Se poate scrie analog egalitatea ce exprimă asociativitatea 
(f*g)*h=f* (g*h), 

presupiinîiid că suporturile a două dintre cele trei funcţionale,/, g, h 
«înt compacte sau că suporturile tuturor celor 3 funcţionale sînt 
mărginite toate de aceeaşi parte. 
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Sa stabilim următoarea formulă de derivare a convoluţiei: 

(5) D(/*.^j. = î3f ; . . f lŢ=/*D f f . 

în continuare această formulă va fi adesea folosită. 
Avem : 

(B(f*g),9) =(f*g, I)*<p), 
unde, de exemplu, 

D* = (-1)VD, 
dacă D este operator diferenţial omogen de ordin v. Apoi din defini
ţia convoluţiei 
(f*g, D*cp) = (g(y), (f(x), T>*9(x + y))) == {g(y\ (Df(.v), o(x + y))) = 

— (D . / * 9, ?)i 
de unde: 

D(f * g) = l)f * g. 
Şi deoarece convoluţia este comutativă 

D ( / * g) =T>(g * /) = Bg * / = / * Dg, 
şi astfel formula (5) a fost stabilită. Demonstrăm acum o Iernă utilă. 
privind continuitatea convoluţiei. 

Lemă. Din/V ->/rezultă/„ * g —> f * g în fiecare din următoarele 
ipoteze: 

a) Toate funcţionalele /v au suportul într-un acelaşi compact. 
b) Funcţionala g este cu suport compact. 
o) Suporturile funcţionalelor /„ şi g sînt mărginite de aceeaşi 

parte, această mărginire nedepinzînd de v. 
Demonstraţie. Din definiţia convoluţiei, pentru orice funcţie 

test • ••• 
(6) (/„ * g, 9) = (Uy), (9(oo), ${x + y))). 

în cazul a) funcţia (</(#), j(x + ?/)) se poate înlocui cu funcţia 
test <\>(x), identic nulă în afara domeniului pe care sînt concentrate 
toate funcţionalele fv(y); deci, 

(/v * 0, ?) = (Aty,), <%)) -> (/, *) = (/ * 0, ?), 
adică 

L*g->f*9, ";,. 
adică ceea ce trebuia demonstrat. 
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în cazul b), <Jj(y) = (</(#), <p(o? + #)) este o funcţie test, şi prin 
urmare, ca mai înainte, obţinem concluzia. 

în cazul c), dacă, pentru a fixa ideile, presupunem că suporturile 
funcţionalelor ,/'v şi g sînt mărginite la stînga, atunci funcţia <\>(y) = 
— (g(x)i 90'' I .'/)) a r e suportul mărginit la dreapta ; ea se poate deci 
înlocui cu o funcţie test, nulă în afara domeniului în care sînt concen
trate toate funcţionalele fv(y), de aici încolo demonstraţia se încheie 
oa mai înainte. Lema este dovedită. 

Consecinţă. Dacă funcţionala / = ft depinde de parametrul t şi 
există derivata — ft* atunci avem 

dt 

dt at 

în fiecare din următoarele trei cazuri. 
a) Funcţionalele / , au suportul conţinut în acelaşi compact. 
b) Funcţionala g are suportul compact. 
c) Suporturile funcţionalelor /, şi g sînt mărginite de aceeaşi 

parte şi această mărginire nu depinde de t. 
Demonstraţia se reduce xişor la demonstrarea lemei dacă ţinem 

seama că derivata — f este limita rapoartelor 
dt' 

-, Jt+At ,/* .. ; 

- ... . ..• M 
pentru At -> 0: , 

5.3. Potenţialul newtonian şi soluţiile fundamentale ale ecuaţii
lor difeienţiale. Formula clasică a potenţialului newtonian al unei 
distribuţii de mase de densitate (x(%, x2, x3) cu suport compact, regu
lată pe porţiuni este : 

(l) «<*„«;„*,) = ' - K««5„5.)d&d5,d5, 
4TC )))][(!, - xtfMt2 - x2f + (lz - x9)* 

Se ştie că u{xly x2, %%) este o funcţie avînd derivate pînă la ordinul 
doi şi că verifică ecuaţia lui Poisson 

Aw(#x, x2, x3) = \i(%n %2, x3). 

* Despre derivarea în raport cu un parametru vom disnita mai amănunţit în anexa 4. 
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Formula (1) se poate scrie sub forma unei convoluţii 

u = (x * j — — j (r2 = x\ + x\ + #§)• 

Aici jx poate fi orice distribuţie cu suport compact. în cazul general 
u este o distribuţie. Dar şi în acest caz general formula lui Poisson 
rămîne adevărată; într-adevăr ţinînd seama de faptul că A—• = —4TC8 

r 
(v. §2.3) putem scrie 

A ^ A ^ - ^ ) ) ^ * ^ - ^ , * ^ , . 

Fie acum 
(2) P(D)u = y. 

o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi, arbitrară şi 
avînd în membrul drept o distribuţie fi. Vom numi soluţie fundamen
tală a ecuaţiei diferenţiale (2), funcţionala E(x) care verifică ecuaţia 

P{B)E = S 

(această funcţională este definită cu aproximaţia unei soluţii a ecua
ţiei omogene). Atunci cînd se cunoaşte o soluţie fundamentală E, 
soluţia ecuaţiei (2) se poate scrie sub forma unei convoluţii 

u ?= (x * E, 

dacă — de pildă— \i este o distribuţie cu suport compact. într-
adevăr 

P{B)u = [x * P(D)E = [x * 8 = ;x. 

Astfel, pentru operatorul lui Laplace în spaţiul cu 3 dimensiuni 
vom avea ca soluţie fundamentală funcţionala regulată E — 

inr 
în spaţiul n-dimensional soluţia fundamentală pentru operatorul 
lui Laplace pentru n > 2 este funcţionala regulată > 

(n—2)0„ rn~2 
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unde £l„ este aria sferei unitate, iar pentru n — 2, funcţionala regu
lată In — • 

2 T C • • , f 

Drept exemplu să calculăm soluţia fundamentală a unei ecuaţii 
diferenţiale cu coeficienţi constanţi*. 
(3) a0Ein) + axE(n-x) + . . - . + anE = S(x). 

Fie %(#), . . . , un(x) un sistem fundamental de soluţii ale ecuaţiei 
omogene 
(4) a0u{n){x) + a^'-^ix) + . . . + anu(x)=0. 

Vom pune 
[JL(a?) =={*!%(#) + . . . + x„un(oo) pentru x<0, 
[B(x) = fijU^x) + ... + fi„un{x) pentru x>0 

E(x) -t 
alegînd constantele a.t şi $} astfel încît să fie verificată ecuaţia (3). 
Pentru că &(#) este derivata funcţiei Q(x), egale cu 1 pentru x > 0 
şi 0 pentru x < 0, este suficient de a cere ca în punctul x = 0 să 
fie îndeplinite condiţiile: 

(5) U(0) = B(0), A'(0) = li'(Q), ..., A(n~2)(0) ' = B(n-2)(0), 

Notînd «j — % = yt(i = 1, . . . , n) obţinem pentru numerele 
Y<, sistemul de ecuaţii: 

(«) 

Y,Ml(0) -f . . . -j-TA(O) = 0 , 

Y A ( 0 ) + . . . + yX(0) = 0, 

Yl«"'-2)(0)+. . : + T » < * + " ( ° ) = 0 » 

Yi< !~1)(0)+. . .+YX"-1 )(0) = - • 

Acest sistem are întotdeauna soluţii căci determinantul său 
este wronskianul sistemului fundamental de soluţii ux{x), ..., un(w) 
şi, prin urmare, nu se anulează în nici un punct. 

* Se utilizează în fapt doar existenţa unui sistem .fundamental de soluţii care 
există şi In cazul coeficienţilor variabili, a Ut timp cit coeficientul as nu se anulează. 
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Vedem astfel că soluţia fundamentală se defineşte cu un mare 
grad de arbitrar, unic definite fiind doar diferenţele y«J- Această 
libertate se explică uşor : soluţia fundamentală este definită cu apro
ximaţia unei soluţii arbitrare a ecuaţiei (4). Ea se foloseşte de ase
menea pentru construcţia funcţiei Green — o soluţie fundamentală 
ce verifică diferite condiţii la limită *. 

"Exemplu: Să considerăm ecuaţia 

(7) !. .,.,..,, W! =?,$(«?), 

Putem alege în acest caz ux = 1, u2 = x şi, prin urmare, 

A{x) = Xl + a.2x, B(x) = px -f- j32a?. '• 

Pentru y* = «fe — fa obţinem 
.. . ,; , T l = 0, y2 = 1. 

Deci 

E = Pi + Psx + x+-
ceea ce, bineînţeles se vede direct din ecuaţia (7). în §6 ca şi în 
§2 al capitolului 3 vom determina soluţiile fundamentale ale unei 
clase de ecuaţii cu derivate parţiale. 

5.4. Integrala Poisson şi soluţia fundamentală a problemei 
Cauchy. Formula clasică a lui Poisson în teoria propagării căldurii 
este: 

(1) •«(*)() = - r - V e M AVăi 
2)1 nt J 

>). - ° ° . • 
unde (x(5) este de pildă, o funcţie integrabilă cu suport compact. 
Se ştie ** că u{x, t) este derivabilă în raport cu t, are derivate de 
ordinul 2 în raport cu x şi verifică ecuaţia căldurii 

::
(2) "• •v'-u:.:-'i"V--£V: ' k . I & . ^ ^ v ^ 

* V. de exemplu M-.A- Naimark, O/icralori diferenţiali liniari; (iii •]. rusă). 
** V. V. I. Sminiov. Curs, t. II, pct. 201, pag. 647. 
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cu condiţia iniţială 
(3) u(x, 0) •== \L{X). 

Funcţia,.U(x, t) reprezintă temperatura în momentul t şi în 
punctul x a unei bare infinite atunci cînd se cunoaşte temperatura 
iniţială p.(x) pentru t = o. Formula (1) se poate scrie ca o convoluţie 

(4) 4M) = ^)*ie-*, 
•£]/Ttt 

Aici, putem lua drept \x orice distribuţie cu suport compact. 
De aceea în cazul general, funcţia u(x, t), definită de formula (4) 
este, bineînţeles, o distribuţie (depinzînd de parametrul t). Vom 
arăta că această distribuţie' •verifică ecuaţia propagării căldurii cu 
condiţia iniţială (3). 

Mai întîi remarcăm că, pentru £>Q, derivînd funcţia. 

•-• ' • • • • 2fnt 

considerată ca distribuţie, în raport cu x şi în raport cu parametrul 
t, obţinem acelaşi rezultat ca atunci cînd derivăm uzual în raport 
cu x şi t. Din- consecinţa lemei privind continuitatea convolutiei 
(§5.2), rezultă 

— (y.(x) * v(x, t)) = y.(x) * — v(x, t) 
dt dt 

şi din formula de derivare a convolutiei (§5.2) 
o 2 Q2 

(\x*v)~\x * v. dx2 ' dx2 

Prin urmare, 

.{bt dx* } \dt dx*} 
Dar 

( 
d d* \ 1 -x± n 

„ 1 —__ e u = o 
dt dx") 2fxt ' ' 

şi deci [x * v este într-adevăr o soluţie a ecuaţiei căldurii. 
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Pe de altă parte, pentru că ,—• e~gl/" are drept limită în 

sensul teoriei distribuţiilor pentru t -+ 0, pe S(a?) (v. §2.5, ex. 2), 
avem pentru # -* 0, ţinînd seama de lema privind continuitatea con-
voluţiei (§5.2), 

1 -* 
u(x, t) — ji. * .— e u -» fi * S = [x. 

2}/TC< 

Fie acum 

dt \dx} 
o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi. Să considerăm 
problema Cauchy: a găsi o soluţie a acestei ecuaţii (o distribuţie, 
depinzînd de t ca parametru), ce se reduce pentru t = 0 la distri
buţia dată u0(x). Soluţia particulară ce se reduce pentru t = 0 Ia 
$(x), se numeşte soluţia fundamentală a acestei probleme, şi va fi 
notată E(x, t). Pentru ecuaţia căldurii ea este funcţia —-j= %~X*IU. 

Dacă se cunoaşte soluţia fundamentală, atunci solttţia problemei 
Cauchy cu data iniţială.«„'(x) — în ipoteza că funcţionala u0(x) este 
cu suport compact — se poate exprima ca o convoluţie 

u(x, t) = E(x, t) * u0(x). 
într-adevăr, avem pe de o parte, pentru t > 0 

[jt ~P{îv)]U{X,t) ^Jt'•t^»tJ*M«)]-'*(^[^,-«)^«o(aO] = 

=
 d^lJl,Uo{x)^p^E(x,t),u0(x)=, 

= \$~ - pC~- YE j* U0(X) = 0*u0(x) = 0, 

iar pe de altă parte 
lim u(x, t) ~ [liia.E(x,t),* u0(x)] — 8(x) * u0{x) = u0(x), 
( - . 0 « - . 0 • . . - . . . •,• ; 

tocmai ceea ce se. afirmase. •..••}, "ir, •«!«,•. - -.:•.. ••>.••.- . *• , 

Se poa te considera şi cazul mai general a l ecuaţiei l iniare 

(5) p{ît>oh)uM=° 
de ordin oarecare, să zicem m, în'/, de asemenea cu coeficienţi con
stanţi. în acest caz problema Cauchy constă în a găsi o soluţie a 
ecuaţiei (5) verificînd condiţiile iniţiale, 

(6) u(x, 0)= u0(x), - -BŞ-J = u0(x), 
dt 

., - —um_x{x). 
dt 

Soluţia fundamentală a ecuaţiei (5) se numeşte soluţia E(x, t), 
verificînd condiţiile iniţiale 

(7) 

I M ) ^ , » ^ , . . , ^ » ^ , 
dt 

a1-1» E(x, o) 
ar-1 

gpn-Z 

= 8(<r). 

Dacă distribuţia um-.x{x) este cu suport compact, atunci soluţia 
problemei Cauchy (5) cu datele iniţiale 

(8) 

u(x, 0) = 0, du(x, 0) 
dt 

O dm~2u(x, 0) 
^ m - 2 

se poate scrie sub forma 

(9) u(x, t) = E(x,t)*um-X(x). 

Această formulă este valabilă pentru orice iim.x{ai}), dacă soluţia 
fundamentală este cu. suport compact. într-adevăr, funcţia u(x, t) 
este pe de o parte soluţie a ecuaţiei (5), pentru că operatorul dife-

( ft fi \ 

— i — j se poate aplica lui E(x, t); apoi, pentru f - * 0 
dt dx) 
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avem: u(x, t) -> E{x, 0) * um_x{x) = 0, 

dn(x,t) dE(x, 0) 
dt dt 

* «m-l(») = 0> 

d^'hiix.t) dm-^E{x, 0) ; ' , . . 
9 f m - l 3fm- î 

Exemplu. Să considerăm ecuaţia coardei, 

(10) = ( — oo < x< oo) 

şi să arătăm că soluţia fundamentală a problemei Cauchy pentru 
această ecuaţie este funcţia 

2 
•> 1^1 < *? 

$0»,«) = 
O, \x\ >t. 

într-adevăr, pentru t > O fixat, avem : 

... 5a? 2 . . • • 2 

da2 2 2 

iar pentru » fixat, derivînd pe E(x, t) în raport cu parametrul t, 
găsim 

dElx, t) 1 . . , ., . 1 ~, .. -—L_L_ .̂—;•_ Ux -f- £) H 8(« — <), 
5$ 2 2 

(11) 

q ; 2 " i ' ' • • • - ' ' 2 - • • 0 * 2 

şi deci ecuaţia (10) este verificată. 
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Apoi, făcînd pe t -+ 0 în formula (11), obţinem: 
dE(x, t) 

dt = 8(<c), 

deci şi condiţia iniţială prin care se defineşte soluţia fundamentală 
a problemei Caucliy este îndeplinită (este evident că E(x, t) pentru 
t -> 0 are limita 0). 

Deducem de aici forma soluţiei problemei Cauchy pentru ecuaţia 
coardei (10) cu condiţiile iniţiale, 

, _. _ du(x, 0) 
u(x, 0) = 0, — - ~ =%(»). 

oi 
Conform formulei (9) avem (presupunînd ^(a?) local integra

bilă), 
°° 

u(x,t)= E(x, t)*u^x) = \ E{1, t)ux(x —l)dţ = 

%(a? — £) d? = -£- V ^(7)) dr;. =-^„ i ( i._5)(15=i_^ 

în cazul de faţă soluţia fundamentală este cu suport compact 
deci convoluţia E{x, t) * ux{x) există pentru orice distribuţie ux(x) 

Putem trece acum la cazul mai general în care datele iniţiale 

u(x, 0) = u0(x), 
..;.., ... du{x,0) .... / ,:. dm~>n(x, 0) . , , • • .-, 

sînt toate cu suport compact (se poate renunţa la această condiţie 
dacă soluţia fundamentală E(x,t) este cu suport compact). Să re
marcăm că dacă u este o soluţie a ecuaţiei, verificînd condiţiile ini
ţiale 

^ ' 0 ) . = 0(fc = 0, l , 2 , . . . , m - 2 ) , 
dt* 

d^ru{x, 0) 
dt"1-1 ^ m - 2 ( 0 ) j 
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atunci uJx, t) — — verifică aceeaşi ecuaţie cu condiţii iniţiate 
dt 

dintre care nu smt nule doar î—1—— şi • —i— . Sca-

zînd din ux{x, t) soluţia u2(x, t), verificînd condiţiile 

dk^X>0l = Ql(k,=:0, 1, 2,...,m-2), 
• dt" 

dm-luz{x, 0) d^H-^x, 0) 
dtm~x ~ dt"1-1 

obţinem o soluţie us pentru care, atunci cînd t = 0, doar derivata!. 
Qnî-i 

este nenulă, ea fiind egală cu funcţia dată um„Jx). Analog. 
Qft-t 
pentru orice k < m — 1 se poate obţine o soluţie cu proprietatea că 
pentru t — 0 dintre primele (m — 1) derivate în raport cu t este dife-
rită de zero doar derivata , care este egală cu uk(x). Suma. 

dtk 

acestor soluţii particulare dă soluţia problemei generale. 
Soluţia problemei Cauchy pentru ecuaţia corzii (10) eu date 

iniţiale generale 

(12) u{x, 0) = u0(x), U^[ = u,(x) 
dt 

se obţine prin aceasta metodă în modul următor. Găsim soluţia 
uY{x, t), ce corespunde datelor iniţiale 

«!(*, 0) = 0, • ' -L = u0(x). 
ot , 

Din cele arătate, ea este de forma 

x+t 

«i(a>>.<) = — V• .«0(5);d5. 
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Derivînd pe ut{x, t) în raport cu t, găsim o nouă soluţie 

1 5 = u2(x, t). = — [u0{x + t) + u0(x — *)], 
dt ^ ' •:. 2 

verificînd condiţiile iniţiale 

. _., duAx, 0) . , 
«„(a!, 0) = " ' = u0(x), 

ot 
du2(x, 0) 1 I" a^0(a?) dw0(a?) 

dt 2 I di a« H 
Se vede de aici că soluţia corespunzătoare datelor iniţiale (12), este 
funcţia 

u(x f ) - %(a? + <) ~frM"^ - * ) 
' "~ 2 ' 2 

Am obţinut astfel celebra formulă a lui d'Alembert. 
Vom găsi în continuare (v. §6) prin metode analoage soluţii 

fundamentale ale problemei Cauchy pentru o clasă vastă de ecuaţii 
cu derivate parţiale. 

5.5. Integrare şi derivare de ordin oarecare. Este bine cunoscută 
formula lui Oauchy 

g , • O •: - ' 

* *B~I 5a Si * 

Sn(a>) = \ \ ...[[ g{%}dŞdŞ1;...:dL-x. = / _ fg{%){x -xy - 1 ^ 
0 0 0 0 0J 

«are reduce calculul n-ori itera%,jal primitivei funcţiei g(x), definite-
pentru x > 0, la calculul unei integrale simple. Această formulă se 
poate scrie şi sub formă • ' ' •••'•' ' ~ ' 

9n(o) = g{os) * —• == g(x) * 
(n-l){ Vin)1 

unde funcţiile g{x) şi as"-1 se consideră nutepentru a? < 0. 
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Este natural să generalizăm această formulă la cazul oricărui 
exponent X şi oricărei distribuţii g, cu suportul situat pe semiaxa 
x > 0, definind primitiva de ordin X ca fiind convolutia 

g-Ax) = g(x) * —-—. 
' r(X) . 

Această formulă are sens pentru _ReX> 0. Pentru celelalte valori 
ale lui X, —-— trebuie înţeleasă ca distribuţia introdusă în §3.5 ; 

r(x) 
cum aceasta este concentrată pe semidreapta x > 0, convolutia este 

«, -. ^«x—i 
bine definită. Este comod de a nota —-— = ®x, astfel încît 

r(x) 
(2) gx(x) = g(x) * <&k. 

Din egalitatea 
®„k=SW(x) (k =0,1,2, ...) 

(§3.5) deducem că 

9o(®) = *<») * $o == 9i®) * *(») = 9(n), 

gt{x) = g(x) * $_x = gr(a?) * §'{x) = g'(x) 
ş.a.m.d.; astfel formula (2) dă nu numai primitivele iterate, dar şi 
toate derivatele funcţiei g(x). Aceasta ne face a numi convolutia 

g~x = g*if. X) 

derivata de ordin X a distribuţiei g şi o notăm astfel 
dx 

• • ' ' • - • ' - d a r - :'.; • • • • ' ! - ' : 

Pentru funcţionalele <£>x are loc formula 

(3) 0>x * % = <&x+lt, 

sau 

(3') * 
r(x) i » r<x+jx) 
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Să demonstrăm pentru început că ea este adevărată pentru 
Re~k > 0, Ee y, > 0. Cum 

r((x) j 

a; 

r(x) i » J r(x) i » 
o 

r(x + pi.) 

trebuie demonstrată doar relaţia 
X • " • " . ' ' 

3 r(x + [A) 
o 

Facem în membrul stîng substituţia 5 = « * ; atunci integrala din 
membrul stîng se reduce la integrala 

i 

-f~l 

şi relaţia căutată este consecinţa următoarei formule cunoscute 

o 

Pentru celelalte valori ale lui X şi ;x,, formula (3) va rămîne vala
bilă în virtutea unicităţii prelungirii analitice. 

Din formulele (3) rezultă că pentru orice distribuţie g (concen
trată pe semiaxa x > 0), avem 

(4) (g * %) * 0»,, =g * (*** €>„) = £ * Ox+ll. 

Pentru y, = —X se vede că derivarea şi integrarea de acelaşi 
ordin sînt operatorii inverse. Apoi, din formulele (4) se vede că, 

dg / dYg V ds+Tff 
d«*"Vdafr J~d« 9 + Y ' 

pentru orice $, y. 
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;Să mai remarcăm o consecinţă a formulei (3). Schimbînd pe X în 
—X, putem scrie 

"(6) da* [ I » j r([A-X) * 
în particular, pentru [A = 1 , avem 

dx XŢX-

<6'> ^d^9(a;)=îx^+r)' 
Dacă în formula (6) \x este un număr întreg negativ sau nul, \i — —Jc, 
obţinem că 

. l Âk ™-;.-X-i 
.(7) -^-(^>(x)) = X+ 

dxx T(-lc-X) 

VPe de altă parte, dacă p, — X = —7c este un întreg pozitiv sau nul, 
din (6) rezultă că, 

(8) _ d _ / x+ * 1 )==$V(X}. 

dxx V r ( x - ic) ) dar 

Exemple. 1. Fie aşa-numita ecuaţie integrală a lui Abel, 

(9, • 'im- ' ~l,m-T(l - a ) )(x-lf 
o 

Aici g este funcţia dată, / cea căutată. 
în teoria clasică*' se presupune a mai mic decît 1 ; această 

condiţie asigură convergenţa integralei din membrul drept. Dar noi 
nu avem nevoie de această ipoteză, căci pentru orice a putem con
sidera membrul drept al ecuaţiei (9) ca integrala de ordin X — — a -f- 1 
a distribuţiei / , adicăMrept convoluţia * 
-(9'). : :, , g(xy-f(x)*Q>^ 
Pentru a obţine p e / din g este evident necesar de a aplica acesteia 

dx 

din urmă o derivare de ordin X,. ş i astfel 'f(x) = —— g(x). Soluţia se 

*' v. G. M. Fichtengolt, Curs, t. III, pct. 617, pag. 215 (cazul a = 1/2);, ,' :l\< 

im 

obţine făcînd produsul de convoluţie cu funcţionala <E>x: 

g{x)* <D_X = ( / ( « ) * OA)*0»_-A= q 
(10) 

- f(x) * (*x * 0_x) =f{(0) * 8 =f(x) 

Fie, în particular 0 < a. < 1 ; atunci Ox se reduce la funcţia* 
x7a şi ecuaţia (9') capătă forma (9). î n acest caz, —X = 

r ( i - a) • , 
= a — 1 şi funcţionala ®_x este singulară, astfel încît, în general, 
soluţia ecuaţiei (9) nu se „reduce la formula clasică. Dacă se presupune 
în plus că f uncţia g{x) este diferenţiabilă, atunci se poate scrie soluţia. 
sub forma clasică. Anume, avem 

X 

g(x) * Oa_! = g(x) * — - Oa = —-g(x) * 0>a = —ţ— [ - 9^J d?„ 
dx dx r(a) }(x — ţ)1'* 

o 
adică 

n i , . . ' , 1 f jr'(5)d5 
r(a) }{x — lf a 

o 

Formula (11) pentru a = — a fost de fapt obţinută de Abel. 
2 

2. Numeroase funcţii speciale se pot exprima ca derivate de* 
ordin fracţionar ale funcţiilor elementare. Pentru funcţia hipergeo-
metrică *> există două astfel de reprezentări. Funcţia hipergeometrică 
F(x, 3, y, x) este definită pentru Rey>Be$ > 0 şi.|a?| < 1 ca 
integrala, 

X 

F(a, S, Y; a>) = EkL____CiP- i ( i _ i ) r -P- i ( i -tx)~*dt. 
r(s)r(y-B) 3 

o 
(12) 

Pentru celelalte valori ale lui S, y (y # 0, —1, —2, . . . ) şi \x\ < 1 
ea este definită prin prelungire analitică, adică (v. §3.8) ca regularizată, 
acestei integrale. Să efectuăm în această integrală substituţia w—tx. 

*' v. G. M. Fichtengolt, Curs, t. II, pct. 441 pag. 439. 
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Obţinem 

F(<x, 8 , v ; a?) = r ( y ) ItpP-^l-w)^» -ÎOF-P-HIW. 

r ( a ) r ( Y - 3)^-1 J 
.o 

<13) 
Această formulă se poate scrie sub forma, 

a^-1
 a, N _ #~Y ( a>f-ţ(l.—.#)+" <14) - l - ^ ( * i P , ,

Y ; i r ) = 
r(y) dar -

v \ . r.(3) j ' 

Astfel, funcţia F(<x, 3, y ; x) este derivata de ordin 3 — y 
' F(y) 

i funcţiei ——. Aceasta se poate scrie si astfel 
r(s) 

((15) ^—F(», 3 , Y ; oo)= W+ • •'••'• U " l ) " 
r(Y) r(T - 3) r(S) 

Altă expresie a ftmcţiei hipergeometrice sub forma unei deri
vate fracţionare se obţine dacă în integrala (12) se face substituţia 

xn ţ\ 
« p = - - - • Obţinem în acest caz 

1-tx 

Ma, 8, Y ; *) = - r ( r ) ( 1 —^—— [ W''^-1(l - w)a-Y(* - t»)*-W. 
, p ;'. r(s)r(T - B ) ^ - 1 ) • ., 

mxi-*-l(i—xy&y. } 

•(16) 
Ou alte cuvinte 

T(y) da? P L T(T - 6) 
Oomparînd formulele (14) şi (1-7), obţinem formula celebră, -i 

<18) F{a, 3, T J se) - (1 - « r — ^ ( y - «, Y - P, T 5 *)• 

O relaţie frumoasă relativ la funcţia hipergeometrică se deduce din 
egalitatea%5)] adică din •• -

Y19) ' ''" '''" '"' ":":: r ^ Ţ ^ T ^ \ 
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Să efectuăm derivarea de ordin —S în egalitatea (14). Obţinem: 
d - 8 r g.t-1 -l (JP-Y-- 0 T / n Y - l 1 

— F(a, 3, T ; ar) 
5-8 L T(Y) J da?"8 L T(Y) I d a ^ - « 

<20) 

£»+ 2 (1 — a?)!' 

j pY+S- l 

r(s) j 

*-(«, 3, Y + 8;a;) . . . 
1 (y + 8) 

Punînd această egalitate sub formă integrală, obţinem : 

' r ' ; r ( Y ) r ( 8 ) ^ + 5 - 1 j V , H , T , M 

! . ' ' , . ' ' , ' " ' ' " ' "'• \ ' ° 

(2 1> T V „ , » r 
- V M)T-X(1 — wf-lF( a, 3, Y> » ) d«J. T(T + *) 

T(Y) r(S) 

Această fomulă este adevărată pentru toţi a, 3, y, 8, dacă integrala 
din membrul drept este considerată ca regularizată integralei respec
tive (v, §. 3. 8). 

Reprezentările (14) şi (17) ale funcţiei hipergeometrice sub forma 
unor derivate fracţionare, permit de a stabili cazurile în care această 
funcţie este un polinom, sau un polinom înmulţit cu (1 — x)p. 

•' ' a;9-1 

Fie 8 un întreg negativ sau nul, B = —Ic. Atunci = 8(k)(x). 
• ••• • • • • • - . • r ( 8 ) 

Prin urmare formula (14) capătă forma, •' . - ' ,s ' . 

(22) gll'jgK " f c ' 1l£l „ j L l U i • m __ X)-X6^(x)l "•' 
r(Y) . âp-'^x 

Dar (1 — x)~"Bli)(x) *) este o combinaţie liniară de 8 şi de deri
vatele sale: - ,.•• : . 

(23) (1 - x)-a8(k)(x)= V (-iyCl-^-^^8ik-r)(x). 
r=0 T( a ) 

*' Este «Vident că un astfel de produs are sens; căci S{l''(aî) are Isirportul redus la O 
iar (1 — x)—<* poate fi înlocuită cu o funcţie indefinit derivabilă, egală cu (1 — x)~a In 
vecinătatea originii. .: . .•• : ! ' 
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î n conformitate cu formula (7), 
d _ * - Y 

[8<*-r"(a0] 
dar*~Y T(r + y) 

Introducînd această expresie a lui (1 — a;)~°tâ<*)(a?) în formula (22), 
efectuînd derivarea si simplificînd cu obţinem : 

r(Y) 
(24) F(i, -Ic, Y;x)=i ( - l j 'Ot r ( " + , r ) T ^ T - ^ 

r-o r (a) T(y+r) 
(aici y nu trebuie să fie un întreg negativ sau zero). Polihomul 
î^a , — n, y ; a?) se numeşte polinomul lui Jacobi şi se notează 
(?(<x, —n, y; X). Eezultă din formulele (18) şi (24), că, atunci cînd 
Y — P este un întreg negativ, sau zero, y — (i = — n, funcţia 
hipergeometrica capătă forma 

JP(a, Y + >̂ T 5 x) — (1 — «)_a-"<?(y _ «J ~w> T 5 ®)' 
Din egalitatea JP(OC, £J, y ; x) — F($, x, y ; x) rezultă o afirmaţie ana-
loagă, în cazul în care a sau y — a sînt întregi negativi sau zero. 

Să considerăm acum funcţia hipergeometrica ca funcţie de y. 
Se vede din egalitatea (14) că această funcţie are singularităţi dacă 
y este un întreg negativ sau zero. Funcţia T(y) are pentru y — — n 

'(— l)n 
un pol de reziduu —. Dacă a sau Ş sînt de asemenea întregi 

n! 
negativi sau zero, de pildă (J = — m, cu m < n, atunci din cele spuse 
mai înainte, funcţia hipergeometrica este un polinom. Dacă această 
condiţie nu este verificată, funcţia hipergeometrica considerată ca 
funcţie de y are un pol avînd reziduul 

n [ r(p) J n! d« p + M V r(p) 
(25*) 

(_l)»af+i dB+1r(a, p, 1; X) 
»! d#'î+1 

Să considerăm acum funcţiile Bessel *> şi să arătăm că funcţia 
«p/2 • <7j,(f Ş). se poate de asemenea reprezenta ca o derivată de ordin 

*) v. V. I. Smirnov, Curs, voi. III, partea 2-a, cap. VI, § 2. 
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fracţionar defuncţii elementare. Funcţia Jp{z) are pentru Bep> — -
2 

următoarea reprezentare integrală: 

2/ — I 
<26) Jv{*)= V 2 / \ ( 1 - * 2 / 2 cos^d* . 

Pentru ceilalţi >̂, această integrală trebuie considerată ca o regulari
zată. Făcînd zt — w, obţinem : 

v*-4. /97i «^(s) = . -7 r r - V"^2 - w2f 2cos w dw, 
(2*)*r(j> + | 4 

sau 

Această egalitate se mai poato scrie : 

(29) 2'fH «n/p(K«) = d^~' /2 [ C 0 S ^ 1 . 

Să luăm acum derivata de ordin (—gr — 1) a ambilor membri ai 
acestei egalităţi, 

(30) i -'.;. .. 

Scriind aceste egalităţi sub formă integrală, găsim: 
• ' • ' - • • •••• • • • •• - h u • ; . • ) . . . . „ • , . . „ • : . . - . . . ; . - • • ; - - > ' i - \ - y 

(3i).;- 2^ 1
J t- î - t7,+ 8 + 1( i / ţ ()«i^ .^) u* -.-[H •";; 

151 



Substituţiile u — x2, v = «2sin 6 transformă formula (31) în 

(32) Jv+a+1(x) = '— \JV(x sin 0) sin*'1 6eos2*+1 6d0. 

Această integrală se numeşte integrala lui Sonin, căci ÎT. Ia. Sonin 
a demonstrat formula (32) pentrup şi q întregi, p > 0, q>0. 

§ 6. Soluţii fundamentale ale ecuaţiilor diferenţiale cu 
coeficienţi constanţi 

6.1. Soluţii fundamentale ale ecuaţiilor eliptiee. Fie dat un opera-
•, . . . , — 1 cu coeficienţi 

dxx dxn ) 
constanţi. Să notăm cu L0 partea sa principală, adică partea ce con
ţine numai termenii de ordin 2m. Operatorul L se numeşte eliptic 
dacă atunci cînd înlocuim în Lw -——, . . . , cu <alf . . . , w,„ ob-

dx-y dxn 
ţinem un polinom L0{oiu . . . , <»>,,) ce nu se anulează pentru w = 
= (coj, . . . , « „ ) # 0. 

Trebuie să rezolvăm ecuaţia 

(1) A , . . . , I u(xv . . . , # „ ) = 8(x1} ..., xn). 
X.dXi :•, . vxn } 

Urmăm pentru aceasta următoarea metodă: 
1°. înlocuim distribuţia . 8 din membrul drept cu funcţia 
2r^ '-

care, pentru X ==;—n, este egală cu S (v. § 3,9, (9))-o.r(^±i) 
2r 2°. Descompunem pe — — - v în unde plane, adică o 

Un <°rm 
reprezentăm conform formulei (4), §3.10, ca media sa după toate 
direcţiile o ~ («ifj . . ., <•>„), a funcţiilor de forma 0|<o1j% + ... + 
+ <anxn\x şi/rezolvăm ecuaţia pentru membrii drepţi de forma 
| «!#! + . . . + co„«„ | \ ceea ce este deja elementar. 
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Astfel, înlocuim ecuaţia (1) prin 

2rx 

(2) L[——,-••,- — )u = 
V BXi Sx,t } -4T) 

din care ecuaţia (1) se obţine pentru X = —n. 
Reprezentăm acum membrul drept cu ajutorul formulei (4) 

din § 3.10. 

2rx 1 f 

Dacă căutăm o soluţie v a ecuaţiei .. .;•, \ •_,. -, ,;; ; 

<*> t a * " " ' â»J ' p ^ r p ^ V ' ^ '••• 

depinzînd doar de \ = <si1x1 + ... + «„#„, atunci soluţia ecuaţiei (2) 
se scrie sub forma 

u(xx, ..., %„) = V v-i^Xy + ... + oitlxn) ăQ. 
a 

Eezolvarea ecuaţiei (4) se reduce la rezolvarea linei ecuaţii 
diferenţiale ordinare. Funcţia 'v(ţ) fiind egală cu vfaxi -f- . . . + 
-+- w»«») vom avea — w -—-, şi introducînd v(ţ) în ecuaţia (4) 

..«'• ;, dan d£ 
obţinem ecuaţia diferenţială ordinară de ordin 2m : 

• , .. J y | O) , — , , • . . . , < ! > „ » .== — — - — z — • 

* ' . . . . ' [ A% d 5 i ^ r ( A ± i ) ::; 
Cel de al doilea membra al acestei ecuaţii în afară de £, depinde şi 
de X, iar coeficienţii primului membru depind de-o^, . . . , «„. Prin 
urmare, soluţia v depinde de £, X, şi w şi vom scrie v = va(^, 1), 
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Fie 0(1, <o) soluţia fundamentală a ecuaţiei (5), adică soluţia 
ecuaţiei 

Dar, atunci 
1 °° 

(6) ».(5,D- j ^ j j + n \0(5->|, »)| ,!«.lr, 

Ş1 

ţ7 j «(«!,. . . ,#„) = ^ ^ (« i^ i + + <">»#»; X) «IO. 
n 

Pentru a obţine soluţia fundamentală căutată, trebuie să facem în 
formulele precedente X = — n. 

Un rezultat deose°bit de simplu se obţine în cazul unui număr 
impar de variabile. î n acest caz, 

şi deci 
••••••• r m 

(8) va&, ~n) = C 
Bl11'1 

Prin urmare, în cazul unui număr impar de variabile soluţia funda
mentală a ecuaţiei eliptice (1) se poate reprezenta sub forma 

(9) "te» ' • • » » • ) = 0X V ^ ^ g , ^ w ) d a 

Aici 5 — w i% + • • • - + - w A> iar # ( | , coi) este soluţia fundamentală 
a ecuaţiei diferenţiale ordinare Li ^—, . . . , co„— 1 .Se poate arăta 

V d£ ăl] 
că , 

c = ( - l ) ("-" / 3 

1 -Qf,(2TC)f",-«/8-1-3 . . . (n — 2 ) 
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Biguros vorbind, existenţa convoluţiei în formula (6).şi posibi
litatea integrării în formula (7) trebuie demonstrate. Prima cale 
pentru aceasta ar fi obţinerea unei formule explicite pentru G(l, w). 
î n loc de aceasta, lăsînd deoparte problema existenţei convoluţiei 
(6), dăm un mod de calcul al funcţiei 0m(Sco^), care nu va lăsa nici 
un dubiu asupra posibilităţii integrării sale pe sfera unitate. 

Să remarcăm că dacă distribuţia v(l) depinde continuu de anu
miţi parametri, atunci derivata sa de orice ordin în raport cu % de
pinde şi ea continuu de aceşti parametri (v. §2). Apoi, dacă distri
buţia v(l) verifică ecuaţia L^v(l) = f(l)(Lţ — operator diferenţial 

ăv(£) 
cu coeficienţi constanţi), atunci derivata w(l) = — — este soluţia 

d£ 
ecua|iei Lgv(l) = • • 

d£ 
Să mai remarcăm că dacă distribuţiile vx(l) şifxil) depind con

tinuu de parametrul X şi pentru X j= X0 (în vecinătatea lui X0), vx(l) 
este soluţia ecuaţiei Lţvfâ) — f\(l), atunci şi vx0(l) va fi soluţia 
ecuaţiei LţVxJ£) = Ml). 

Să presupunem la început că Be\ > 0. Atunci membrul drept al 
ecuaţiei (5) este o funcţie continuă de \ şi soluţia există în virtutea 
teoremelor clasice de existenţă. De asemenea, pentru J?eX>0, 
membrul drept depinde continuu de X, şi deci v depinde continuu de 
X. în sfîrşit, coeficienţii ecuaţiei (5), ce figurează în membrul stîng, 
depind continuu de w(S«f = 1), şi din cauza elipticităţii, modulul 
părţii principale -Z/0(a>i, • • • > w») a r e u n minim pozitiv. î n particular, 
i) depinde continuu de <o şi X în sensul distribuţiilor. 

Să remarcăm acum că a deriva de două ori în raport cu l mem
brul drept al ecuaţiei (5) revine (cu aproximaţia factorului 2X) la a 
micşora indicele cu doi, dacă X ^ 0. Pe baza observaţiilor precedente, 
putem deci găsi o soluţie a ecuaţiei (5), depinzînd continuu de co, 
pentru orice X, derivând de mai multe ori soluţia va(l, X) găsită pen
tru is!eX>0, şi, dacă este necesar, trecînd la limită. 

î n cazul n impar vom pleca de la va(l, X) cu X = 1. După două 
derivări succesive vom obţine, cu aproximaţia unui factor, funcţia 
G(l, w), pentru că membrul drept al ecuaţiei (5) se reduce pentru 
X = — 1 la un multiplu al lui 8(1). Derivînd în continuare obţinem 
formula (8). 

î n cazul n par, definim soluţia va(l, X) pentru valori pozitive 
mici ale lui X, o derivăm apoi de două ori în raport cu l, împărţim 
cu X şi facem pe X să tindă la 0. Obţinem astfel soluţia ecuaţiei (5) 
ce corespunde lui X = —2. Derivînd în continuare obţinem va(l, X) 
pentru X = — â, —6, . . . 
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Să examinăm mai amănunţit cazul unui operator diferenţial 
eliptic omogen L(— L0). Ecuaţia diferenţială ordinară (5) devine în 
acest caz 

ZW„ ..., o„K»(iy = —,_, 7 
a,„Tr(A.+ i ) 

şi deci, 

Pentru a găsi pe «(£) este suficient să integrăm succesiv de 2 m oiv 
membrul drept al ecuaţiei obţinute. După cum am arătat în §3.4î 
rezultatul va f i : 

HI) = 
1 ( \l\x*2m 

o^ir(^).LK)...)W„)l(x+i)...(x + 2 w ) •f:'&<:5) • 

unde 

9x®"= .S 
j;2m~2fc 

j® (2fc - 1) !(2m - 2fc)! (X + 27c) 
Prin urmare, soluţia ecuaţiei eliptice omogene 

este dată de formula 

L( 8 8 \ = 2rA • 
{ dx^'--'' 8xn)U

 a ; r p -rf- » \ 
ila 
__ 1 f | I gj£i |X+2»> 

('1'" • " "' ̂  ~ 0 _ = £ * / X + 1 V i i (X + 1) . . . (X + 2m) " 

(10) 

J 1>(«X, . . ., coM 

în particular, pentru X = —n se obţine soluţia fundamentală. 
a ecuaţiei eliptice omogene de ordin 2m. 
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Să remarcăm că integrala pe sfera unitate Q a fiecărui terme» 
din expresia Qx ( Ş] coB #„ 1 fiind un polinom de grad mai mic decît 

/ p p \ 
2m, şi care deci va verifica ecuaţia i [ , . . . , J u = 0, putem 

^ dxy 8xn ) 
include în soluţia fundamentală doar acel termen necesar pentru a 
asigura absenţa unui pol pentru X = — n al funcţiei obţinute, dînd 
de o parte toţi ceilalţi termeni. 

Să examinăm mai detaliat forma soluţiei fundamentale. Pentru 
aceasta vom cerceta separat cazul în care ordinul ecuaţiei nu este 
inferior dimensiunii spaţiului, adică 2m> n şi cazul în care 2m < n. 
Să considerăm mai întîi cazul 2m"> n. Va trebui să distingem cazul n 
par şi n impar. Pentru n impar şi 2m> n, trecerea la limită în (10) 
dă pentru soluţia fundamentală expresia 

' {_1)S=i [ l ^ ^ + ^ Ţ d a . 

4(2Tr)M(2m — n)! ft v " ' "' 
(11) 
Polinomul Qx{V> a fost îndepărtat, căci el nu este necesar în trecerea. 
la limită. 

în cazul n par şi 2m> n, spre a obţine pentru X = — n un re-
I ^ ( o X \X + 2m 

zultat finit, trebuie adăugat funcţiei — • acel 
(X + 1 ) , . . . (X + 2m) 

termen al polinomului .Q]£Z <£nx„), al cărui coeficient conţine fac-
J_ 52»» — » 

torul ; anume . î n acest mod, suma 
\ + n (n — l)\(2m — »)!(X + n) , 

I c |X + 2m K-n+m 
(X + 1) . . . (X + 2m) (n - 1) \{2m — n) !(X + n) 

?-«+2'"ln IEI 
tinde pentru X -* — n către — - —! , si obţinem 

(n — l ) ! ( 2 m - »)! ' 
următoarea expresie pentru soluţia fundamentală : 

( - 1 ) 2 

x t . x-.-i + • • • + <o»a;M)2'"~nln [ c o ^ + • • • + <*nxn\ d Q 

(12) 

I,(tox, 
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Să remarcăm că, atunci cînd ordinul ecuaţiei nu este inferior 
dimensiunii spaţiului, integralele pe sferă converg şi funcţia Green 
este o funcţie (şi nu o distribuţie) de xv x2, . . . , xn, continuă în 
punctul xx = x2 = • • • = x„ = 0. 

Să trecem la cazul în care ordinul ecuaţiei este inferior dimensiunii 
spaţiului (2m < n). î n acest caz : 

|X+2(M 

tm 
<-x>"(^). 

i f L- «»-

X=-n 

pentru n impar, şi 
I C |X + 2«M 

1^- ) 

(» — 2ro — 1)! 

- n + 2m 

y""2"-1^®), 

X*» — n f-T5) 
pentru « par. 

Eezultă deci că soluţia fundamentală are pentru w impar 
<(2OT < n) expresia 

<13) 
u(xv ...,xn) = 

= : ( - 1 ) !_1_\8<-
»-l J 

2#(- X ) ( % * 1 + '<»>»«»)- dO 
2(27r)M - n 

iar pentru w par (2m < n) forma 
u(xX) . . . , xn) 

<14) 

i(co1 , . . .w s) 

(—l)g(» — 2 m - ^ l ) I 
2(271)" 

\ I w i« •x -f . . . + anxn 
\-n + 2m dn 

i(coi, .'..,«>„) 

Se poate arăta că soluţia fundamentală «(%, . . . , a?„), dată de 
formulele (11) —(14) este întotdeauna o funcţie şi posedă proprietă
ţile următoare: pentru x <£ 0 ea este analitică, iar în vecinătatea 
originii verifică evaluările 

_ fO(r2m~"), dacă n este impar sau n par şi m < n 
[0(r2m-n In r), dacă n este par şi m > n, 

a.58 

unde r = (Sa^)1'2; în plus pentru 2?»>« , «.(#!, . . . , x„) are în ori
gine derivate pînă la ordinul 2m — n —- 1. 

Exemplu. Fie £ - — - , . . . , — \ = / — + . . . + — J ope-

ratorul lui Laplace iterat de m ori. Polinomul L0{av . . . , « „ ) = 
— (Sco|)m este identic egal cu 1 pe sfera unitate CI. Integralele (8)T. 
(10) şi (11) se pot deci calcula cu ajutorul formulei (3), şi pentru 
2w < n, sau pentru n impar şi2m> n, obţinem : 

«t(a?) = 0mtlr^-". 

Dacă 2m> n şi n par, atunci trecînd în integrala (12) la coordo
nate sferice, obţinem: 

u{x) = C'mnr'lm-n\wr 4- C'^nr2m~n. 

Ultimul termen se poate omite, căci el verifică ecuaţia omogenă, 
Amu = 0. 

6.2. Soluţia fundamentală a ecuaţiilor omogene regulate. 
Considerăm ecuaţia 

(1) L{~— > -—,..-,-—-\u{xv ...,xn) == h{xu ...,xn), \ 8xt 8xz 3xa] 
unde L este operator diferenţial cu proprietatea că dacă înlocuim în-
expresia cu Wj, obţinem un polinom omogen de grad m*K 

dx'i 
Vom presupune că aici conul -£(<%, . . . , <o„) — 0 nu are puncte sin
gulare (în afara originii), ceea ce înseamnă că în punctele în care 
L(oit, . . . , o>n) = 0 şi E<o| # 0 graăientul lui X(w l t . . , <o„) nu se 
anulează. î n acest caz ecuaţia L\ \u — 8(a?) si operatorulL f-— I 

\ Bx) • W « / 
le vom numi regulate. 

Am considerat în 6.1 cazul eliptic, cu m par şi deci partea prin
cipală, L0((x>v . ..,<o„) ^ 0 pentru Sa- # 0. î n cazul general, pe 
aceeaşi cale ajungem formal la expresia 

(2) u(x1,...,xn)^[fŢ/
{I'Xi<*i 

o 
* în § 6.1, ordinul operatorului L era 2m. 

)_dQ 
0>J 
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unde Q este sfera unitate £ <£ = 1, dQ -elementul de arie al acestei 
t « i • • 

sfere, iar funcţia / „ are următoarea expresie: dacă n este par şi 
m>n:j atunci 

dacă M par şi m < » 
(—i)f»/2)+»(»_ m — 1)! m_„ 

(4) /„(a?) = r ® ' 

iar dacă n este impar şi w > « , 
/ -t \ f»- i>/a 

(5) /**(») = - - V i ; — i n ^~"sgu * ; 

4(27r)w X(W —»)! 

iar dacă n este impar şi m < n, •> f. » " 
/ _ i y » - l ) / 2 

(6) /„„(«) = {~y f S'"—1^)-
w *m?\ ' 2(2TC)B-;1 

Dar acum, în general integrala (2) diverge, căci vom avea pe 
sfera unitate puncte în care JC(W1( . . . , coB).= 0. 

Totuşi, dacă operatorul L este regulat şi prin urmare varietatea 
P*> nu are puncte singulare (în afara originii), integrala (2) poate 
fi regularizată în modul următor : 

*(*i, • • . , ut,) ^ i - ^ & H — ; m = l i m ^ ^ , . . . .,xn) , 
J £(>i, •••,«») 

unde « ; •::,, 

„(Sa^ydfil " 

co„ 

*' S-a notat prin P varietatea algebrică, mai precis conul definit de 1 = 0 
{Nota trad.). 
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Am notat aici Cu Q, mulţimea acelor puncte pe sfera unitate pentru 
care m^, . . . , <o„) | > s.' 

Mai înainte de toate trebuie arătat că există limita distribuţiilor 
ii-, deci că pentru orice funcţie test <p există limita 

lim (us, <pi>1? . . . , xn)) '= (u, cp(x1} ..., »„)). 
E-+0 

Să remarcăm că, dacă fmn(H «,««) este definită de una din 
formulele (3)—(6), atunci (f„, <p) este o funcţie indefinit derivabilă 
de (x>±, ....-, coM, ceea ce se demonstrează printr-o simplă schimbare 
de variabilă în integrala ce reprezintă pe (fmn, <p), şi care transformă 
dependenţa de coj, . . . , co„ în dependenţa în raport cu 9. 

Să notăm (/ma(2 Xi<&t}, <p) P r m *"(wi> •••)««) şi să arătăm că 
există limita 

e-o J - M " i , . • . , <On) = (», <?)• 

Pentru aceasta reprezentăm pe rfa, . . . , « „ ) sub forma r = J r , ; 
»=i 

funcţiile J,
i(w1, . . . , o „ ) sînt indefinit derivabile şi se anulează în 

afara unui domeniu suficient de mic S{. Trebuie' considerate doar 
integralele acelor funcţii rt, pentru care aderenţele domeniilor S( 
intersectează varietatea P . Putem astfel presupune că funcţia 
^•(wj, . . . , 6)„), pentru care trebuie stabilită existenta limitei 

f rdiî 
lim V , se anulează în afara unei vecinătăţi suficient de mici a 
«-0 J L 

°« ' f 
punctului JL, aparţinînd varietăţii P . î n acest punct, ca şi pe întreaga varietate P, gradientul lui L nu se anulează. Deci în punctul A una - j -
din derivatele ——• (i = 1, 2, . . . , » ) nu se va anula. î n plus, 
avem în punctul A Sta? = 1 şi deci cel puţin una din coordonatele 
toj va fi nenulă. Pentru a fixa ideile, fie # 0 şi &>„# 0. î n 

acest caz, în vecinătatea punctului A se poate introduce pe P , sis
temul de coordonate L, o>2, . . . , w,,^. î n aceste condiţii, dQ se ex
primă sub forma 

dQ = I(L, o>2, . . ., o^.j) d i d«3 , ...., dco,^, 
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I(L, «2, • • •, ««-î) fiind o funcţie netedă. Prin urmare, 

». 

^ l i m C . . . C n ( X ' M 2 V - , - ' ^ l ) / ( L > t o 2 > - - - > t o 8 - 1 L d X d t , 2 > . . . , d ^ . 1 ^ 

00 

=[...[[ [ ^^^'•'"•"^^•••'^-^d£]dco,...d<B.:1. 
-•-"-os | i |>e 

Cum integrala V — converge pentru s -» 0, către valoarea 
|Z.f>* 

principală Cauchy, există limita 
lim C fxK, •;..,««.)'' d 0 ? 

şi prin urmare şi limita 

lim [ — ( (0" ' • •' (-^L dO .= lim («„, ? ) . 
t-o J L{^, ..., a>„) 6-o 

Am demonstrat astfel că există regularizată după Caueuy a 
integralei 

(8) [ ^••-><L ăCi. 
n 

Pentru fiecare regularizată a integralei (8) putem defini distri
buţia (2) 

în modul următor 

( «, 9 ( % , . . . , a,,)) = C - (/"""<p) dQ, 
o 

integrala fiind considerată în sensul regularizării considerate. 
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Pentru scopul nostru, ar conveni orice regularizată a integralei 
(8), care verifică următoarea condiţie: dacă funcţia r este de forma : 

r(«i, . . . , 6>„) = £(«!, . . . , coj r^lr ..., o>„), 

cu r şi rx indefinit derivabile, atunci 

( 9) f r ( « > t , . . . , * ^ _ d ° = \ r i ^ • • •' w») d ° -
a n 

Două regularizate care verifică condiţia (9), diferă între ele prin 
expresia 
(10) \ r(<alf . . . , wjdfi , 

\" 

unde P este ca mai înainte, mulţimea zcrourilor polinomului 
L(W|, . . . , d»,) = 0 pe sfera unitate iî, iar jx — o anumită măsură pe 
această varietate. 

într-adevăr, pentru funcţia r, anulîndu-se pe varietatea P , toate 
regularizatele integralei (8), verificînd (9) dau acelaşi rezultat (pen
tru că o astfel de funcţie se poate reprezenta sub forma r = rxL), 
deci diferenţa dintre două regularizate nu poate depinde de valorile 
funcţiei r(oix, . . . , wB) în afara varietăţii P , nici de valorile deriva
telor sale pe această varietate, şi deci este de forma (10). 

Să arătăm acum că două regularizate ale integralei (2), verifi
cînd (9), diferă printr-o soluţie a ecuaţiei omogene 

V dxx 8xa J 

într-adevăr, diferenţa între aceste distribuţii se poate reprezenta, 
din (10) sub forma 

s(xv ..., <*„) = \ / ,„„(£ #«<»,)dji.. 
p 

Introducînd expresia obţinută în operatorul L, avem: 

XlsT' ' ' ''~dx) S^v ' ' ' ' ^ = \ i ( W l ' • • *' w ») /™(£ ®^ d!J-
p 

şi cum integrala se efectuează pe varietatea P , unde L(o>v... ,wB) = 0 r 
ultima integrală se anulează. 
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Mai rămîne de arătat că integrala (2) dă într-adevăr soluţia 
ecuaţiei (1). Pentru a demonstra acest fapt aplicăm integralei (2) 

avea operatorul diferenţial L | , . . . , I • Vom 
V 3xx dxu ) 

L (T~> ' • • ' T ~ I u(-x" •••.}»»)- te(£ eottit) aa. 
\8xx 8x2J . J 

Folosind formulele (3) — (6) pentru funcţiile fmn precum şi formulele 
de descompunere ale lui 8 în unde plane (§2), obţinem dacă n este 
par, 

Tj 8 •••>'• 8 \ ; 

V oxx 8xn J 

=±^-2- (n ~1}! C ( £ ^o>,)-«dQ - «(«i , : . . ,xn); 
(2;t)» 

iar dacă n este impar, 

X, . . . , Xn) — 

- ^ r ^ - ^ ^ d Q ^ - ^ ( 1 )2 ^ ^ - " ^ - - - - - ^ ă ^ , ? . ; ; ^ ) : 
ii 

Prin urmare, dacă conul £(cox, . . . , coB) = 0 nu are puncte sin

gulare, formulele (2)—(6) dau într-adevăr soluţia ecuaţiei L[ —•—. j w= 
\ 8x J ' 

6.3. Soluţia fundamentală a problemei Cauchy. Să considerăm 
ecuaţia diferenţială 

(i) P(-L,J-,\..,J-)U-=O, . 
••''••. a "• V dt 8xx 8xn) \ 

de ordin m în raport cu —- • • 
' 8 t . . > : • . - • . • • , . • ••;•'•• •••>/-•• 
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Vom indica ulterior condiţiile ce trebuie impuse acestei ecuaţii. 
Scopul nostru este de a construi soluţia problemei Cauchy pentru 
această ecuaţie (v. § 5.4). Cu alte cuvinte trebuie să găsim soluţia 
u(x, t) verificînd condiţiile iniţiale 

U(0, . , ) :<» , ^ J L ^ O , . . . , . 3 " - 1 " * 0 ' " ) 
8t .8tn 

S(x). 

Soluţia problemei Cauchy pentru ecuaţia (1) în cazul unui nu
măr oarecare de variabile independente o vom găsi reducîndu-ne la 
soluţia problemei Cauchy în două variabile independente. Referitor 
la ecuaţia (1) facem următoarea ipoteză: 

Operatorul diferenţial 

(2) 

(•'>) 

{ 8t 81) \ co 
8_ 

8t 81 ) V St 
are proprietatea că problema Cauchy pentru ecuaţia, 

8__ _8_ 
8t ' 3\ 

(3 8 \ 

1 sV 

o 

8 \ 
dl) 

este corect pusă. 
Să trecem acum la căutarea soluţiei fundamentale a problemei 

Cauchy pentru ecuaţia (1). : 
Avînd în vedere că 

2rx 

8(x) Q-rrH 
cuimiilurftin pentru ecuaţia (1) (§3.9) 

x=-

V 8t dXi) 
problema cu datele iniţiale 

8" I 

(-') 

••8ik - | i « d 

a1"-1 u ] 

0 (k = 0, 1, 

2fk 

m - 2 ) , 

at" -1 -1^ aar (kk»i 
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Dezvoltînd 

2r* 

2rx 

«.r(i±--) 
după formula 

°-r(^) ^-r(^lj) 
V | «iO?! + . . . + 0 . * . | x d Q . 

vom căuta soluţia ecuaţiei (1) cu condiţiile iniţiale (4), unde în 
ultima condiţie membrul al doilea va fi înlocuit cu 

<a1xl+ ...'+ coax.J\ 

Dacă vom căuta soluţia acestei probleme sub forma 

ua(t, l, X) = uia(t, w ^ + . . . + coB#„,X), 

ajungem la următoarea problemă în două variabile: a găsi soluţia 
ua(t, ţ, X) a ecuaţiei (3) 

ii-Th-'i- 8 d 
— » w l — 1 
dt dţ 

*.-£)«.•-o, 

cu condiţiile iniţiale 

f aĂM*, ?, x) 

(5) 
«X* 

= 0 (7c = 0 , 1 , . . . m —• 2), 

a—'M*, g, x) 
ar-1 I'-0 n f , V r ( l t i j 

Soluţia fundamentală a probleriîSLjDauchy pentru ecuaţia (1) 
pe care o căutăm se va reprezenta sub forma 

(6) u(t , x) — V Ua(t, X1Oi1+ . .. + Xn(Mn, — n)dii. 
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Am făcut X = — n pentru că tocmai pentru această valoare a lui X 

,/X"+«'Y*e Mduoe la 8(<», . . . , x„). n,r(i±») 
Funcţia « (̂1!, 5, X) se exprimă la rîndul său cu ajutorul soluţiei 

fundamentale (]„(t, £) a problemei Cauchy pentru ecuaţia (3),' şi 
anume: 

(7) Uu(t, l, X) = S^TY-T-TT 1 °^,l - ij)|ij|* dvj. 
a„ ̂ «-mf 

O formulă deosebit de simplă se obţine în cazul unui număr 
impar de variabile; în acest caz 

(8) *»(*,*,-») = 0-£^-Qa(t, D-

Prin urmare, soluţia fundamentală u(t, x) a problemei Cauchy pen
tru ecuaţia (1) se exprimă prin intermediul soluţiei fundamentale 
<],0(t, l) a problemei Cauchy pentru ecuaţia (3) prin formula 

(0) »(«,»)= - - , - , , , - \ \ \Ga(t, l - 7))| Tj^dvjfdo) 

a, 
iar în cazul unui număr impar de variabile se obţine formula mai 
simplă 

(-if^L^i), 
(io) u(t, x) = — » - . \ - ^ r ^ ( ^ ) d f l -

£V ^ (n-1)! i^ 
în această formulă derivarea trebuie înţeleasă în sensul teoriei 

«listributiilor, iar integrarea ca integrarea distribuţiilor depinzînd 
continuu de parametri. 

Subliniem că formulele de mai sus sînt valabile pentru toate 
««•naţiile pentru care problema Cauchy este corect pusă, de pildă, 
pentru toate ecuaţiile parabolice şi hiperbolice. 

Dacă dorim să evităm problema existenţei convoluţiei în for
mula (7) şi să obţinem funcţia %,{t, £, — n) sub o formă care face 
explicita posibilitatea integrării pe sfera unitate, putem face consi
deraţii analoagc făcute în §6.1. 
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Soluţia problemei Cauchy .pentru, ecuaţii, hiperbolice wtidgene. 
Formulele lui Herglotz-Petrovshi. 

Să examinăm mai detaliat cazul ecuaţiilor hiperbolice, ce nu 
conţin derivate de ordin <m. ' 

:.:, Operatorul omogen P ( — - V * \ ^ P ( T 7 ' ^ ~ ' * - - >£~) s e 

numeşte hiperbolic, dacă pentru orice <o15..., <«„, JI «y = 1> ecuaţia 
de ordinul TO în raport cu v,,. 
(11) P(V, *>„ coj = 0 
are m rădăcini reale şi distincte. 

Considerăm problema 

(12) 

cu condiţiile 

(13) 

« = o 

o <fc = o , i , . . . , m - 2), 

2 / 

w(^) 
Cum am spus mai înainte, soluţia acestei problemo se reduce la, 

rezolvarea următoarei probleme Cauchy unidimensionale 

(14)P-(i'i)"" = p(- 8t dl 
8 

8\ h = o, 
cu condiţiile 

(15) 

8kua 

8? \ 

8m-h 

l*-=o 
(h = 0 , 1 , ... 

ISJ X . , „ 
B —1 

d„Tu * r 

m 2), 

m 
'"''" Este Uşor de arătat că orice funcţie de forma/(5J a;/i;% -j- Vjt) veri

fică ecuaţia (12), Vj fiind aici rădăcină a ecuaţiei algebrice (11);. 
Toate rădăcinile acestei ecuaţii sînt reale şi distincte dihcauza hiper1 
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bolicităţii.ecuaţiei (12).. Soluţia/(JJ xtiok r\t. v}t) reprezintă o undă plană 
ce se propagă, cu. viteza — v}. 

Vom căuta soluţia problemei Cauchy (14) — (15)-sub forma unei 
sume do astfel de unde plane 

(16) ujt, 5>»s,) = 5>/ ( £ ^ w * + M ' 
i=o \ft=i / 

protMlRtntlu-se cu vitezele --»}. Sumarea în formula (16) se face după 
ttoufcb rădăcinile ecuaţiei1 (11):' ^.: 
0()ridi(iile iniţiale definesc pe c/şi pe / din ecuaţiile 

(17) IE I X ' 
/""M5) = - —-—!-

0,„7r 2 r ' m 
Bezultă: 
( 1 8 ) c y ^ = • - ' • • • • • • • -1- ^ — 

(Vj - % ) . . . (% - 0^i)(t>, - t>,+1) . . . (Vj — Vm) 

Pentru a obţine pe/(£) trebuie integrat | \ | de m — 1 ori. Obţinem : 

(19). M) 1 ' f , ,l^|x+-»-1(sghS)"-i V 
n , / ^ r (^t- 1 : ) lVx."+ i) • • • (* + m - i) + $ « H 

linele •• 

(20) ,.^(5).'= : Ş , , . . ; ( 2 ^ - ' 1 ) J ' ( T O - 2 > ' T 1 ) ; ( A , - . 2 A ; ) ,, 

( v : ; § 3 : 4 ' ) ; ; ; ; ; ; ; ; • ; " ; • ; 

,'Âşţfel, încazul considerat soluţia problemei Cauchy, (14) —. (15.)-
a fost'găsită sub formă explicita •..,.';'..... ,,..-•' 

^ i l (X + l)-(X-f 2 ) . . . ( X + w + - l ) V M Z J , is . i | ; , 



unde e} sînt definite de formulele (18), iar Q\(ţ) de formula (20). 
Soluţia problemei Cauchy (12) şi (13) se obţine din (21) inte-

grînd pe sfera unitate «? + . . . + w| = 1 : 

(22) u(t, xi , . . . » „ ; X) = \ ««,(*, 5] w4,a?s,)dQ. 

Pentru X = — w. se obţine din această formulă, ca mai înainte, soluţia 
fundamentală a problemei Cauchy. în formula (22) integrarea se 
face pe sfera unitate. Dar alegerea sferei ca suprafaţă de integrare 
este pur accidentală; din acest motiv vom transforma această for
mulă astfel încît ea să corespundă mai bine acestei probleme. 

î n formula (22), ua este suma a m termeni, dată de formula (21). 
Să considerăm cel de-al j-lea termen: 

H £ ^ + vj r ^ [ s g n ^ ^ H ^ 1 

i (X + l)(X + 2 ) . . . ( X - f TO-1) * V * 7 

Să efectuăm în integrala luată pe sfera O din acest termen, urmă

toarea schimbare de variabile : —- = \s. Vom încerca să schimbăm 
n 

integrarea pe Q prin integrarea pe suprafaţa P ( l , 51? •••, 5«) = 
= H(iv . . . , 5») — 0- Pentru fiecare alegere a valorilor (aL, . . . , o>n), 
ecuaţia P(v, <alt ..., «„) = 0 are w rădăcini distincte »j. Pentru că 
aceste rădăcini depind continuu de parametrii «,, putem urmări va
riaţia tmei rădăcini atunci cînd variază <o(. Atunci cînd punctul 
(a>i, . . . , <•>„) parcurge sfera unitate ii, punctul (1,!;, . . . , £„) par
curge o anumită componentă a suprafeţei P( l , £ , , . . ,£ , , )== 0. 

Fiecare componentă poate fi de două tipuri: 1) trecînd de la 
(«j, . . . , a>„) la (— w1, . . . , — G)J rădăcina v} trece în altă rădăcină 
vk; 2) la o astfel de variaţie v} se transformă în ea însăşi. Componen
tele de primul tip le vom numi ,,ovale", componentele de tipul al 
doilea „bucăţi fără pereche". Se poate arăta că dacă ecuaţia este de 
ordin par, atunci suprafaţa P(l, ţif . - . , $») = 0 constă din 

2 
ovale, iar dacă m este impar, există ovale şi o bucată fără 

pereche. ÎTe vom mărgini la primul caz (fig. 5); celălalt se tratează 
similar. 
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: ,;... Astfel, trebuie să presupunem că, atunci cînd punctul 
<co„ . . . , <oa) parcurge pe Q, punctul (1, lx, . . . , ?B) parcurge ovalul ce 
corespunde la două rădăcini distincte v, şi vk. De aceea atunci cînd vom 

Fig. 5 

suma integralele pe Q corespunzînd termenilor din formula (21), vom 
obţine de două ori integrala calculată pe suprafaţa H(lv . V »,£»:). =..Q. 
Dacă notăm cu d a elementul de arie al "suprafeţei H(ţv ...,(„) = o 
subîntinsă de unghiul solid sprijinindu-se pe dO, iar cu <p unghiul 
dintre normalele la da şi ACI, atunci, evident 

1 COS<p jder I5 j^ - f f 5j d a r . 
|£|MjgradH| 

ACI 
| £ | - i 

Coeficientul c} este egal cu 

1 
(V, - Vy) . . . (Vi- V,^(V, ~.V( + 1) . . . (V, 

Din omogenitatea poliîiomului P(v, uv ..., «,), rezultă 

8P\ 
dv L 

dP 
8v + £ <o„ 8P 

8U>I; 
mP(v} wx, . . . , «,) = 0 

(căci v} este rădăcina ecuaţiei P(», co1? . . . , « j = 0); şi deci 

8P 
8v 

8P 
8co k \v=v] 

l ? î 



înlocuind pe <ss* prin vfa şi P ( l , 5„ . . . Ztt)ouH(ţv ..., $,), obţinem Î 

':,',:';'t,'.', ; V _ ' . *>j-y. (sgP.gj.y-Hgif"1 •••• ; -

î n continuare, 
I X ^ C O , + ^ p . " - 1 [ sgn(S%-^ + ^ ) ] m - 1 = 

= i^ l x + , "- 1 (sgn^r- 1 I I I «5» + « ^ — H a g ^ S ^ * + <)]w_1 

şi pentru orice j , avem : 

2 1 - 1 
,»» — 2 * - l 

V 151 i 
Introducînd expresiile lui c» du şi ale funcţiei de £';%%.+ tfj« 

formula (22), obţinem : . ţ 
. -". .2. . ... 

*",rH-) 
(23) 

Si v . . S | - x - l S ^ + « l x + - 1 B g n ( I ^ g * + «r" 1 ! 

H = 0 
(X + l )(X4-2) . . . X + m- 1) 

. + «^ — JJ | gradjff| sgn s ^y 
Trecerea la limită pentru x -» —» ne dă formula lui Herglotz-Pe-
trovski ce exprimă soluţia fundamentală a problemei Oauchy. Dacă 
n este impar, formula este 

(—1)2 
u(t, <sv... xm)= — — * 

2(2n)nl(m — n — l)\ 
(24) 

X 
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H = 0 

unde am notat cu <a e x p r e s i a — — , , „ - '•'"'."'. Formule 
grad JZ| sgnf £ w O 

avind o structură asemănătoare vdr fi studiate amănunţit în capi
tolul I IL 

=£ - fc • I dispar cînd trecem la limită, 

integralele lor fiind nule. Pentru n par se obţine formula 
"". •" 2(-lf12 

u(xv...,x)= —— X 
(2TC)B(W — m - 1)! 

< 2 5 > , " • " - : . - • • • > • ' . ' ' ' ; , . . , 

x ( (ii^gt+fr-'^inl-S-^ + -\-u\-
J i . 2 J **5fc 

î n cazul în care ordinul w al ecuaţiei este inferior lui n—l, 
formulele dînd soluţia fundamentală a problemei Cauchy capătă 
forma : 

pentru n impar, 
«+i 

(26) M(<, ^ , . . . , ar,) = ^~^r~ ^ S<«-"»( £ a?, & + t) <o, 

iar pentru » pa r : 
«4-1 

i27) uit T r , - ( ~ 1 ) - 2 ( * - W U C - •" 

ITtilizînd descompunerea invariantă a distribuţiei 8 în unde plane 
( | 3.11, formulele (4) şi (5)) şi alegînd ca domeniu de integrare supra
faţa H = 0, s-ar fi putut obţine formulele (24) — 27).pe o cale mai 
directă, evitînd totodată integrarea pe sfera unitate. 

ANEXA I 

PROPRIETĂŢILE LOCALE ALE EISTRIBUŢIILOR 

Am afirmat în § 1 că distribuţiile pot fi definite local, adică pe 
-funcţiile test diferite de zero doar în vecinătatea unei vecinătăţi 
©rieît de mici a fiecărui punct. 
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în această anexă vom obţine acest rezultat, împreună cu altele, 
toate în legătură cu proprietăţile locale ale distribuţiilor; astfel de 
rezultate au numeroase aplicaţii. 

începem prin a ne reîntoarce la studiul spaţiului K al funcţiilor 
test. Arătăm că printre funcţiile test există unele luînd valori con
stante arbitrare, date dinainte pe mulţimi compacte ce nu se intersec
tează. Tocmai existenţa acestor funcţii test permite obţinerea pe 
o cale cît mai simplă a proprietăţilor locale ale distribuţiilor. 

1.1. Construcţia funcţiilor test cu ajutorul medierii funcţiilor 
continui. 

Arătăm că pentru orice funcţie continuă (nu neapărat cu suport 
compact) f(x) se pot construi funcţii indefinit derivabile f$(x), cu pro
prietate că pentru â -» 0 : 

f8(x) ->/(*), 

convergenţa fiind uniformă pe orice compact. 
Drept fs(x) alegem o mediere a funcţiei /(x) de forma 

(i) Ux) = cs i / (&)?<»-S,a)d*, 
|*-I|<8 

în care <p(.#, 8) este funcţia cu care ne-am întîlmt în § 1.2 : 

_ 8a 

e «' 
9(x, 8) - \ 

O" 

(TW=^j pentru \x\ < 8, 1 { 
' \ 9(«, S) âx. 

pentru \x\> 8, €, 

Se vede din expresia (1) că funcţia fs(x) este indefinit derivabilă 
odată cu funcţia <p(x, 8). Avem apoi 

/(*) - M*) = 
= Ct [ f(x) 9(x - l, 8)di - Cs C f(l)f(x - l, â) d | = 

| * -5 ]<8 | * - ţ | < 8 

i*-ţi<« 
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Cum/(.-») este o funcţie continuă, cantitatea \f(x) — /(£)[ va putea 
fi făcută, pentru m şi \ într-un compact fixat dar altfel arbitrar, 
inferioară unui s dat, dacă | x — £ | < 8 şl pentru 8 ales suficient de 
mic. 
Cu această alegere a lui 8, obţinem 

! / ( ? ) - / « ( * ) I •<=(?,• t ^ - : ^ , 8 ) d 5 = s. 

î n particular, dacă,funcţia f(x) este cu suport compact, atunci şi 
f$(x) este cu suport compact: fs(x) == 0 t» afara unei ^-vecinătăţi 
a suportului funcţiei f(x). . -., • 

Dacă funcţia /(a;) este constantă în bila de rază 8, centrată în 
punctul x0, 

f{x) = f(x0) pentru j x — x0\ < 8 , 
atunci 

Mx0y = f(x0)Cs\®(x^ţ,zym^f(v0).: 

Prin urmare, dacă funcţia f(x) este constantă în domeniul G, atunci 
J'a(x) este constantă (şi egală cu/(>«)) în domeniul <xs, constînd din punc
tele x e G, odată cu o bilă de rază 8 şi centrată în x. 

Să mai remarcăm că tlacă valorile lui f{x) sînt cuprinse între 0 şi 
1, atunci acelaşi lucru se întîmplă şi cu valorile funcţiei fs(x). 

Demonstrăm acum că, dacă F este un compact şi ti o mulţime des
chisă care îl conţine, există o funcţie test identic egală cu 1 pe F, 0 în 
afara lui U şi avînd valorile cuprinse între 0 şi 1 în celelalte puncte. 

într-adevăr, F fiind mărginită ea este conţinută în U odată cu 
o s-vecinătatea sa, pentru un anumit s > 0. îfotăm cu î*j aderenţa 
s 2s 

vecinătăţii mulţimii F, cu t/,,—- — vecinătatea deschisă a lui 
3 3 

F şi cu W complemantara sa (faţă de întreg R"). Funcţia continuă dea? 
p(x, W) - min ?(x, y) 

este pozitivă pe U1 şi pe mulţimea Ft are un minim pozitiv \x. 
Funcţia 

/(*) - mini— P(x, W), 1 i 
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este de asemenea continuă, nulă pe UxşiljţeF, iar în celelalte puncte 
are valori cuprinse între 0 şi 1. Drept funcţia test căutată este sufi
cient de ă alege f$(x) cu 8 == — • 

1.2. Partiţia unităţii. 
Fie o acoperire numărabilă a spaţiului RM — cu deschişi mărgi

niţi, Ux, U2, . . . , Um, . . . , care să fie local finită, adică astfel încît 
fiecare punct să fie acoperit doar de un număr finit de mulţimi U}. 
Trebuie construit un şir de funcţii infinit derivabile ex(x), e.2(x), ... 
..., em(x), . . . astfel încît să fie îndeplinite următoarele condiţii: 

a) 0 < 0* (#) < 1 ; 
b)ek (x) — 0 în afara mulţimii Uk(Jc = 1,2, ..-.)'> 
c) ex (x) + e2(x) + ... + em(x) + ... = 1. 

î n membrul sting, din condiţia b), rezultă că pentru orice x nu figu
rează decît un număr finit de termeni nenuli. Familia funcţiilor {et{x)} 
se numeşte partiţie a unităţii, mai precis, partiţia unităţii corespun
zătoare acoperirii {Ut}. 

Construcţia partiţiei unităţii se poate face astfel. Mai întîi se 
consideră o altă acoperire a spaţiului R", constînd din mulţimile 
deschise Vx, V2,"..., Vn, .".. cu proprietatea că închiderea "V.k(k = 
= 1 , 2 , . . . ) este inclusă în l)k. într-adevăr să_ presupunem des
chişii Vx . . . , Vk~x, deja construiţi, astfel încît Vt cUt (i == 1, . . . 
...,1c — 1) şi astfel ca Vx, .'.., Vk~x, Uk, Uk+1, ... să constituie o 
acoperire local finită a spaţiului RB." Complementarea mulţimii des
chise Vx u V2 u . . . u Vk-X u Z7js-+1 u . . . este o mulţime1 închisă, 
FK care este inclusă în Uk.Putem alege drept mulţime Vk orice deschis 
care include pe Fk şi a cărui închidere este inclusă în Uk, ş.a m d. 

Mulţimea Vk fiind compactă, în virtutea rezultatelor de la.p.,1.1, 
există "o funcţie infinit" derivabilă lik(x) avînd valorile cuprinse între 
0 şi 1, egală cu 1 p.e.F* Şi 0 în afara lui Uk. Punenx .,. 

co 
..-,.. <•• H<C) =*». , ;£ h k { x ) . •• ' . V - l , - : : - , 

Această funcţie există pentru toţi a; şi nu este inferioară lui 1. Dacă, 
punem acum 

" ^ ) = T T T ( f c = = 1 ' 2 ' - - - ) ' , " ^ - : - ' -

este evident că funcţiile ek(x) constituie o partiţie a unităţii. 
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Observaţie. Fie {et (x)} o partiţie a unităţii coreşpunzînd aco
peririi (local finite) {£/",} a spaţiului Rft. î n acest caz, pentru orice. 
funcţie test 'y(x) avem: ' ' : 

oo 

(!) '"••<P(«)= S;9V(«>,- ' 
i 

unde <pt(x) = y(x) et(x) este o funcţie test, nulă în afara mulţimii 
U(. Numărul de termeni nenuli într-un punct a; oarecare care: figu
rează în (1) este finit dacă se face ipoteza suplimentară, că fiecare bilă 
| x\ < n intersectează doar un număr finit de deschişi Ut. Să mai re
marcăm că dacă funcţiile <pv(«0 tind către zero în spaţiul K pentru 
v -*• co,. atunci şi fiecare şir ^î{x) ~ %(w) e* (x) tinde către zero pen
tru v -+ co în spaţiul K. 

1.3. Proprietăţi locale ale distribuţiilor. 
î n § 1.4, am dat următoarea definiţie: distribuţia / este nulă 

într-o vecinătate a unui punct dat dacă,'pentru orice funcţie test 
9, avînd. suportul conţinut în acea vecinătate, are loc egalitatea 
(/ ,9) = 0. 

î n continuare vom spune că distribuţia / este nulă într-un des
chis G, dacă ea este nulă într-o anumită vecinătate a fiecărui punct 
aparţinînd lui G. Aceasta este tipic o definiţie locală. 

Se poate da altă definiţie, nelocală a anulării unei distribuţii 
/ în domeniul G; distribuţia f este nulă în domeniul G, dacă pentru 
orice funcţie test 9, cu suportul Q conţinut în G, avem (/, 9) = 0. 

Indicăm demonstraţia echivalenţei'acestor două definiţii. Este 
suficient de arătat că faptul de a fi egal cu zero în sensul definiţiei 
nelocale rezultă din anularea în sensul definiţiei locale (reciproca 
este evidentă). Să presupunem deci că / s e anulează pe G in sensul 
definiţiei locale, şi fie,9(0?) o funcţiejbest ce este diferită de zero doar 
pe mulţimea Q, a cărei aderenţă Q este conţinută în G. Fiecărui 
punct x e Q vse poate găsi, prin ipoteză, o vecinătate U în oare dîs^ 
t r i b u ţ i a / e s t e zero. Fără a micşora generalitatea putem presupune 
pe U mărginită. Familia acestor vecinătăţi constituie o acoperire'a 
mulţimii Q, de unde, din lema lui Heine-Borel; putem alege o acope
rire numărabilă Ux, U2, ..., Um . . . avînd proprietatea că fiecare 
bilă | x\ < n intersectează doar un număr finit de vecinătăţi U{. 
Conform observaţiei de la finele punctul I . 2, funcţia ş{x) se poate 
scrie sub forma 

K - c . 630 17? 



unde 9*0») are suportul conţinut în Ut. Suma de mai sus are sens da
torită faptului că acoperirea Ut este local finită. Din ipoteză (/, yk) ~ 0 
-şi deci (/, 9) = "£ (/, 9 ) = 0 e. t.a. 

Avem corolarul evident dar important: distribuţia f, nulă în 
vecinătatea fiecărui punct, este nulă, adică pentru orice funcţie test 9 

(/, <?) = 0. 

Să mai remarcăm încă o consecinţă : dacă funcţia test <p(x) este 
nulă într-o vecinătate JJ a suportului F al distribuţiei f, atunci (f, 9) = 0 

într-adevăr, în conformitate cu definiţia locală, / — 0 în afara 
lui F şi nu ne rămîne decît să aplicăm definiţia nelocală. Am spus mai 
înainte că două distribuţii f şi g coincid în vecinătatea unui punct x0 
dacă diferenţa lor / — g este nulă în vecinătatea acestui punct. Din 
propoziţia demonstrată mai sus rezultă că distribuţiile ce coincid cu 
vecinătatea fiecărui punct sînt egale. Astfel fiecare distribuţie este unic 
•determinată de valorile sale locale. 

Se poate utiliza această proprietate pentru a construi global o 
«distribuţie, atunci cînd ea este dată local. Anume, să presupunem 
•că fiecărui punct x0 îi corespunde o vecinătate U(x0), astfel ca, pentru 
toate funcţii test 9(3;), avînd suportul conţinut în U(x0), sînt date 
numerele (/, 9) depinzînd liniar şi continuu de 9. Mai presupunem 
că numărul (/, 9) depinde doar de funcţia 9 şi nu de alegerea punc
tului x0, pentru care 9(0?) se anulează în afara vecinătăţii U(x0). Se 
poate afirma iri aceste condiţii că există o funcţională pe spaţiul K, 
•ce coincide cu funcţionala f pe acei <p(x) pentru, care funcţionala f este 
definită. , 

Pentru demonstraţie vom proceda astfel. 
Prin ipoteză, pentru fiecare punct există o vecinătate U(x0) ea mai sus, 
şi prin urinare aceste vecinătăţi constituie o acoperire a spaţiului R". 
3?ără a micşora generalitatea putem presupune că toate aceste veci
nătăţi sînt mărginite ca mai înainte; folosind lemalui Heine-Borel, 
yputem extrage din această acoperire o acoperire numărabilă Ult..., 
... Um, ... avînd proprietatea că fiecare bilă \x\ < n intersectează 

«doar un număr finit de vecinătăţi U{. Conform observaţiei de la § 1.2 
•orice funcţie test 9(0?-) se poate scrie 

,(i) 90») =1 £ :?«(*)»' 

-unde 9j(a?) este o funcţie test, nulă în afara lui U(, iar suma din mem
brul drept este întotdeauna finită. Pentru toţi termenii este definită 
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valoarea funcţionalei / . Definim atunci 

(2) (/, 9) = £ (/, 9,). 
1 

Am obţinut astfel evident o funcţională liniară pe spaţiul func
ţiilor test. Ea este şi continuă. într-adevăr, dacă şirul funcţiilor fun
damentale tinde către zero în spaţiul K, atunci, cum s-a remarcat 
în § 1.2, <pm(x) -*0inK pentru orice m fixat. Suma (1) conţine un număr 
finit de termeni căci suporturile funcţiilor sînt toate incluse într-un 
acelaşi compact. Deci (/, 9) -* 0. 

Este evident că valorile funcţionalei astfel construite pe funcţiile-
test nule în afara vecinătăţii Um coincid cu valorile funcţionalelor,, 
căci în acest caz toate 9* ce figurează în membrul drept din (1) sînt 
identic nule în afara lui Um. 

Rezultă de aici că funcţionala astfel definită / n u depinde de ale
gerea acoperirii Ut cu proprietăţile indicate mai sus : dacă F8 este o 
altă acoperire cu aceste proprietăţi şi g este funcţionala ce se deduce,. 
atunci / = g local şi prin urmare şi global. > 

1.4. Derivarea ca operaţie locală. 
Am spus că o distribuţie este nulă în vecinătatea punctului ,% 

dacă ea se anulează pe orice funcţie test avînd suportul conţinut în 
acea vecinătate. Arătăm acum că în acest caz şi toate derivatele distri
buţiei f se anulează în aceiaşi vecinătate. într-adevăr, dacă funcţia 
test este diferită de zero doar în vecinătatea U(x0), atunci şi toate deri
vatele vor fi nenule doar în acea vecinătate, deci pentru orice astfel: 
de funcţie avem 

\ dx} j \ dx} } 

De aici rezultă că funcţionalele ce coincid în domeniul G au în 
acest domeniu derivatele de orice ordin identice. 

Fie de exemplu o funcţională/ ce coincide în G cu o funcţională 
regulată, corespunzînd unei funcţii derivabile/. Atunci —— coincide 

dXj 
df(x) în 6' cu funcţionala regulată generată de funcţia . Astfel, 
dxf •• 

chiar pentru distribuţiile singulare, acolo unde se poate deriva în sens 
uzual, obţinem derivate uzuale. .:. 
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Altă consecinţă din cele spuse este faptul următor : dacă func-
ţionala f este concentrată pe mulţimea F, atunci şi derivatele sale — > 

dx 
• — ş.a.m.ă. sînt toate concentrate pe mulţimea F. 
dx, dxk. , . 

De exemplu, derivatele distribuţiei S(x — x0) sînt concentrate 
în punctul x0 (ceea ce este imediat); orice derivată a unei funcţii 
continue ce are suportul conţinut în mulţimea închisă F, are de ase
menea suportul conţinut în aceeaşi mulţime F.. 

Este remarcabil faptul că aceste afirmaţii admit reciproce. 
1°. Orice distribuţie, concentrată într-un singur punct, se poate 

reprezenta ca o combinaţie liniară finită de $(x — xQ) şi de derivate
le sale. 

2°. Orice distribuţie avînd drept suport mulţimea închisă F poate 
fi reprezentată, pentru orice e > 0 ca o combinaţie liniară (finită) de 
derivate de funcţii continui, anulîndu-se identic în afara s -vecinătăţii 
mulţimii F. 

Demonstraţiile afirmaţiilor 1° şi 2 vor fi date în volumul al doilea 
(cap. I I , § 4). 

. , • • : • • ; . ' : t V v :.,:'•••' ANEXA II :,..;.'-,.?*••:,.....-• 

D I S T R I B U Ţ I I D E P l N Z l N D D E U N P A R A M E T R U 

î n această anexă vor fi considerate proprietăţile distribuţiilor 
depinzînd de parametri, în particular proprietăţile distribuţiilor ce 
depind analitic de parametri. Aceste proprietăţi sînt în mare măsură 
asemănătoare proprietăţilor funcţiilor analitice uzuale şi în majori
tatea cazurilor se demonstrează reducîndu-le la acestea. O teoremă 
esenţială este teorema de completitudine * a spaţiului distribuţiilor : 
dacă s-a dat un şir de distribuţii f1,fat • • • > / • • • astfel încît şirul 
numeric (/„, cp) are limită pentru orice cp, atunci lim (fv, cp).— (/, cp) 

defineşte o distribuţie. Demonstraţia acestei teoreme va fi dată în 
anexa de la finele acestui volum. , 

I I . 1. Funcţii continui. 
Fiecărei valori reale sau complexe a parametrului X, parcurgînd 

o anumită mulţime A, i se asociază o distribuţie fv î n conformitate 

* Este vorba de completitudine prin şiruri. (Nota trad.).> 
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ca definiţia dată în § 1.8^ distribuţia/ se numeşte limita distribuţiilor 
Jx pentru X-> X0 dacă funcţia numerică (fx, cp)> converge către (/, cp) pen
tru orice cp. 

Funcţia /x se numeşte continuă în raport cu X în domeniul A, 
dacă pentru orice X0 e A are loc relaţia fXo = lim fx. 

Â->?,0 

Să considerăm acum chestiunea extrem de importantă privind 
posibilitatea de a prelungi prin continuitate distribuţia f\ depinzîrid 
continuu de X. 

Să considerăm o astfel de distribuţie fx definită şi continuă pe mul
ţimea A şi fie X0 un punct de acumulare al mulţimii A în care dis
tribuţia fi nu este definită. Se ridică problema posibilităţii definirii 
distribuţiei fx şi în punctul X0, astfel încît să se obţină o funcţie 
«continuă de Xpe Au{X0}. 

Este evident că o condiţie necesară pentru posibilitatea unei 
astfel de prelungiri este posibilitatea prelungirii tuturor funcţiilor 
numerice (fx, ?) în punctul X0. Această condiţie este şi suficientă; 
intr-adevăr, dacă pentru orice funcţie test cp şi orice şir Xv -» X0, Xv e A 
există limita şirului de numere (fxv, cp), atunci datorită completitu
dinii spaţiului distribuţiilor, există o distribuţie / — f\„ care va fi 
limita şirului/-^. Se arată ca de obicei că această distribuţie nu depinde 
de alegerea şirului X„ -> X0. 

Să remarcăm de asemenea că derivata (în raport cu x) unei dis
tribuţii depinzînd continuu de parametrul X, depinde la rîndul său 
continuu de parametrul X. Căci aşa Cum am Văzut în §:274" din/xv ->/x, 
rezultă 

X} OXj 

Distribuţiile ce depind continuu de un parametru se pot integra 
în raport cu acest parametru (v. § 3.10). Fie, de pildă, funcţionala fx 
continuă în raport cu X, parcurgînd o curbă rectificabilă P. Să for
măm suma 

considerînd o diviziune a lui T prin n + 1 puncte X0, Xx . . . X» şi 
alegînd în mod arbitrar Xj, din intervalul [X/ii-, Xy]. Pentru | AXy | -s» 0, 
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vom avea pentru orice funcţie test 9, şi datorită continuităţii expre
siei (/ai <p)> că limita expresiei 

există, nu depinde de diviziunea lui r şi de alegerea punctelor X-, 
şi că este egală cu integrala pe T a funcţiei (fv 9). Această limită 
defineşte prin urmare o funcţională continuă pe spaţiul funcţiilor 
test ; ea se numeşte integrala distribuţiei fx pe curba T. Bineînţeles 
se poate integra şi pe un domeniu cu un număr arbitrar de dimensiuni. 

1.2. Funcţii derivabile. 
în § 3.1, s-a dat următoarea definiţie : distribuţia g se numeşte 

derivata funcţiei fk în raport cu parametrul X pentru X = X0, da«ă 

...... g = Hm h ~ ih. • 
Ji-XO X — X0 • • : . • • 

Pentru existenţa derivatei —— pentru X == X0 este necesar'şi 
dx • ' • • • . 

suficient ca toate funcţiile mimerice (f, 9) să fie derivabile în raport 
cu x pentru X == X0. 
Necesitatea acestei condiţii este evidentă, să demonstrăm suficienţa. 
sa. Prin ipoteză, pentru orice 9 şi orice şir Xv -> X0 există limita,»-, 
portului 

(/« 9) ~..(/*.» ?) 
X0 KH' 

Dar atunci, asa cum s-a arătat mai sus, distribuţia ———' definită 
' :•->•• ' X-Xo - : • 

pentru X ̂  -X0 se poate prelungi prin continuitate în X = X0;; cu alte 
f f . . . . . . 

cuvinte există distribuţia limita raportului — — pentru X -» X0 
X — X0 

adică ceea ce trebuia arătat. 
Dacă fk are derivată în raport cu X pentru orice Xe A, atunci 

funcţia f} se numeşte derivabilă în raport cu X în domeniul A. Se 
definesc analog derivatele de .ordin superior în raport cu parametrul 
şi derivabilitateade ordin superior, ••:_.,••;. 
1#2 

Este uşor de arătat că dacă funcţia / este derivabilă în raport cu 
X. in A, atunci şi toate derivatele lui fx în raport cu x sînt derivabile 
în X şi are loc formula 

(1) JLJL/? = — —/>. 
âx doBj ' dsdj dX 

într-adevăr, pentru orice funcţie test, funcţia numerică 

este derivabilă în X şi are derivata 
_d_ 
dx, dx\ "' d>ţ>j} \ dX dxj J \dXj dX ' / 

Aceasta înseamnă că funcţionala fx are derivată în raport cu X 
dXj 

şi este valabilă formula (1), adică ceea ce se afirmase. 

I I . 3. Funcţii analitice. 
Dacă X este un parametru complex, parcurgînd mulţimea deschi

să A, atunci distribuţia fk, derivabilă în raport cu X în A, se numeşte 
funcţie analitică de, X. în acest caz, toate funcţiile numerice {fv 9) sînt 
funcţii analitice obişnuite de X în A. Şi reciproc, dacă 'pentru o distri
buţie /x toate funcţiile numerice (/>, 9) sînt analitice în X, pentru X e A, 
«lunci fx este o funcţie analitică de X(v. §3.1). în acest caz în fiecare 
punct X al lui A există derivatele——»——, . . . şi în vecinătatea punc-

dX dX% 

tului X0 e A este valabilă dezvoltarea în serie Taylor 

m A = />.. + (x - x0) d^-+~ (x - x0)s ~^+ ... 
dX 2 dX* 

într-adevăr, distribuţia - ^ - e x i s t ă , căci prin ipoteză pentru X = X0 
dx 

toate funcţiile numerice (fKl 9) au derivată In raport cu X ; din acelaşi d2h motiv există şi derivatele de ordin superior —•=*-*• , . . . . încontinua-
dXa 
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re, pentru orice funcţie t^st 9(0;) este Valabilă dezvoltarea; iii. serie 
Taylor a funcţiei analitice (/x, 9 ) : 

(A, ?) = (A., <p) + (x - x0) A ( / 9) I + 
^ IX-JL. 

+ i ( X _ X . o ) 2 . ^ ( / A v ( p ) . L , . + . , . . M / cp) + ( X _ X o ) / _ ^ V . : ? Y ; + 
2 9X2 |x=x0 V #X / 

de unde rezultă valabi l i ta tea dezvoltării (2). 
Două funcţii analitice fx şi <jrx definite în domeniul A şi cai'e 

coincid p e o mul ţ ime de punc te X, avîrid uri punc t de acumulare în ;A,: 

coincid p e A. în t r -adevăr , pen t ru orice funcţie tes t <p(a?), expresiile 
(A> ?) Ş̂  (#,» ?) coincid în domeniul A pe baza teoremei clasice de urii- ' 
citate a funcţiilor analitice. 

Pe această proprietate se bazează importanta metodă de. pre
lungire analitică â funcţionalei fx după parametrul X. Să presupunem 
că funcţionala fx este analitică în domeniul A. Să mai presupunem'că 
toate funcţiile numerice (fv 9) admit o prelungire analitică îriţr-un 
domeniu mai mare Av Putem afirma în acest caz că numerele ( j^ , , 
9) pentru orice Xx e Ax definesc de asemenea o funcţională liniară pe 
spaţiul K. într-adevăr, prelungirea analitică în orice punct al doriie-
niului. Ai seppaţe face, după cum se ştie, cu ajutorul unui număr finit 
de dezvoltări în serie Taylor. Deoarece fiecare serie Taylor 

(U ?) = (A., ?) + (X - * o ) ( ^ ^ Î + J ^ - ^ j j j X0, ? ) + • • M 

converge pentru orice funcţie test 9 şi pentru că raza sa de conver
genţă depinde de configuraţia domeniilor A şi Ax şi nu depinde de 9, 
are ca sumăin discul său de convergenţă, o funcţională liniară.eonştinuă. 

Este evident că derivatele (în raport, cu as) ale unei distribuţii 
analiticei/jt sînt de asemenea distribuţii analitice;desX. Săremarcăm^ 
apoi că prelungirea analitică păstrează multe proprietăţi ale funcţio
nalei A-: De pildă, dacă funcţionala/^ 6ste invariantă îri domeniul1 A 
faţă de operaţia u, astfel încît fx(ux) = /x(«) atunci şi prelungirea sa 
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analitică în Kx este invariantă faţă de această operaţie. într-adevăr, 
egalităţile 

$h£WŞhiM*)^f 4fv/*)? 9(«!)) *&&&e)i;<Ttf&&;0#i 
valabile în domeniul A, rămîn valabile şi în A1( din cauza unici
tăţii prelungirii analitice. Astfel, de exemplu, funcţionalele cu 
simetrie sferică au, de asemenea, şi prelungirile analitice respective 
cu simetrie sferică. 

Să remarcăm în încheiere, că prelungirea analitică a unei dis
tribuţii depinzînd de un parametru, aşa cum se întîmpla cu prelungi
rea analitică a funcţiilor analitice obişnuite, poate conduce la funcţii 
cu singularităţi izolate (poli sau singularităţi'esenţiale) precum şi îa 
funcţii multiforme. 
..... î n vecinătatea unui punct singular izolat X0? distribuţia analitică 

Jx.admite o dezvoltare în serie Laurent sub forma clasică.:. . 

'• : i : - • .. A = E <?„(X - X0)'\ •••' rţ.h.,r,. .-• ' . 

în care c„ (n — O, fe 1, rt 2, . . . ) sînt funcţionale fixate (ce nu depind 
de X). într-adevăr, dezvoltarea în serie Laurent are loc pentru orice 
funcţie test 9) : 

(A, T ) = S «•(?)(*- h)n, 
—00 

•coeficienţii c„(9) exprimîndu-se cu ajutorul formulelor lui Cauchy 

(3) c ^ ^ M - ^ ^ d X (n^0,±l,±2,...), : 
2mJ(X —X0)re+1 

r 
r fiind un contur în domeniul de analiticitate al lu i / x , înconjurînd 
punctul X0. Integrala (3) se poate reprezenta sub forma 

T M L ^ i > ?)dx = T ^ W ?)dx' h •?>•; fî.»+i 
. . •...; ••:.:;'• :•'-, • » V. C » i • 

şi; curii s-a arătat, va fi de asemenea o funcţională liniara continuă 
de 9. Putem pune deci «„(9) = (e„, 9), unde c„ este o funcţională li
niară şi continuă. 

Aşadar, fx = £ eM(X — X0)°, aşa cum se afirmase. 
—00 
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Capitolul II 

TRANSFORMAREA FOURIER A DISTRIBUŢIILOR 

§ 1. Transformarea Fourier a funcţiilor test 

1.1. Transformarea Fourier a funcţiilor din spaţiul K. Din 
acest moment vom considera spaţiul K al funcţiilor test cu valori 
complexe (v. cap. I, § 1.9) şi spaţiul corespunzător K' al distribuţiilor. 

Să considerăm pentru început cazul unei singure variabile. 
Fie <?(#) o funcţie test oarecare. Transformata sa Fourier este 

dată d e : 
00 

(1) <|i(<r) = I <p(a?)eiojrda>. 
- o o ' 

Funcţia <J/(<r) va fi notată de asemenea Ş(a?) sau F[y(%)]. 
Funcţia <p(a?) fiind cu suport compact, integrala (1) este de fapt 

considerată pe un compact, de pildă — a < # < a ; de aceea funcţia 
4*< <T) poate fi definită şi pentru valori complexe ale lui s — © + i r : 

(2) <KCT + i-r) = \ 9(«)eisa: da? = V <p(a?)ei<we~T* da?. 

Integrala (2) putînd fi derivată în raport cu parametrul complex 
8 — a + if, rezultă că (̂«r + ÎT) va fi o funcţie analitică întreagă. 
Derivarea funcţiei <p(#) duce la înmulţirea lui <J/(s) cu — i*; într-adevăr, 

q>'(«) eiTS d« = ?(«) e"« | i 0 — Viscp^e^da? = — isty(s). 
-a -a 
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Eepetînd derivarea obţinem, pentru orice g = 0 , 1 , 2, . . . . 

(3) W ( * ) l = (-i*)«F[<p(a?)] 
§i în general 

P(«) fiind un polinom arbitrar cu coeficienţi constanţi. Totodată, 
obţinem şi evaluarea 

|s|9iK«)| == V<p<»'(a?)e,OTdir <<7,e*M. 

Prin urmare, transformata Fourier ty(s) a unei funcţii test arbi
trare <p(a?), avînd suportul conţinut în mulţimea | x,\ < a este o func
ţie analitică întreagă de variabile s — a + i-r, ce verifică pentru orice 
# == 0 ,1 , 2, . . . inegalitatea 

(S) |«"<K*)I < C,©»W. 

Afirmăm că şi reciproca este adevărată : orice funcţie întreagă 
y(8), verificînd pentru orice q inegalitatea (5), este transformata Fourier 
# unei funcţii indefinit derivabile <?(x), anulîndu-se identic pentru | a?| > « . 

Vom defini, în mod natural, funcţia <p(z) prin formula 
. 00 

Folosind formula lui Cauchy, se poate înlocui integrarea pe axa reală 
cu integrarea pe o dreaptă paralelă: 

oo 

<p(#) = — V tj»(0 -f iT)e'c+'^'ds» = — e w \ t|*(ff + iT)e-io*d<r, 
2?t J 2TT J 

— 00 —00 

şi din cauza evaluării (5) integrala rămîne absolut convergentă. Ea 
rămîne de asemenea absolut convergentă şi derivînd formal în raport 
cu-x sub semnul integral; de aceea funcţia <?(») este indefinit deri-
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vabilă şi 
oo 

2TC J 

Fie | x i > a; să dăm un anumit i > 0 şi definim pe T prin condi
ţia xr — — t\x\. Utilizînd inegalitatea (5) pentru q = 0 şi q < 2, 
obţinem 

1*1* 1 + 1 ffl 

• , ,po 

<p(a>)| < — e ^ t o . — d<r = C'e-'M+" = C'e«" 
^ " ^ 2 * J 1 + 1 a|* 

1*1). 

Cum 0' nu depinde de t, făcînd pe t să tindă la oo, obţinem că <?(*) = ; 0. 
Astfel funcţia <?(«) are suportul conţinut în mulţimea | x \ < « ş i 
deci funcţia <?(x) verifică toate condiţiile cerute. In virtutea teoremei 
cunoscute privind integrala Fourier*, transformata sa Fourier coincid» 
cu funcţia <j>( a), adică ceea ce trebuia arătat. 

Să mai notăm o formulă ut i lă: 

(6) . 7 '-..-.:. FFM®)] = -2iwp(- *)• ; , . . ; : • 

într-adevăr,, dacă J? [<?.(*)] = <Kcr)5 avem •:.: . -'•• = •'-

2TÎ J ; , 
de unde 

: „ -.. , ,U(?)e i*0d«r^JP[(<Ko)] ~=27r<p(-a>). . .,. ;, : :,,:, : i,, 

1.2. Spaţiul Z. Studiul transformării Fourier pe spaţiul K, înce
put în punctul precedent, conduce în mod natural la următoarea 
definiţie. Introducem spaţiul Z al tuturor funcţiilor întregi ••<]*(») ce 
verifică inegalităţile 

(1) .......... \s\«\m\ <C*(ia{z](ă = 0,1,2, •••) .;,; i; 

. * v,. V, Ii Smirnoy, Curs, ţ , ' I I , pct. 160, pag. 506. . , .••..;. ., ... 

m 

(constantele a şi Ca depinzînd de funcţia •<$-, cu definiţia evidentă a 
operaţiilor liniare fundamentale — adunarea şi înmulţirea cu un 
număr. 

După cum s-a arătat la § 1.1, transformata Fourier stabileşte o 
corespondenţă biunivocă între spaţiile K şi Z. Este evident că această 
corespondenţă este un izomorfism de spaţii vectoriale. 

Bezultă de aici că la fiecare operator liniar definit în spaţiul 
K corespunde un anumit operator liniar ,,dual", definit în spaţiul Z. 
Astfel, de exemplu, operatorului de derivare din K îi corespunde, 
ţinînd seama de formula (3) pct. 1.1., operatorul de înmulţire cu - is în 
spaţiul Z. Pe de altă parte, formula 

dm-[ixe^9(x)ăx 
ds 4 

arată că operatorului de înmulţire cu ix în spaţiul K îi corespunde 
operatorul de derivare în spaţiul Z; iterînd acest operator, ajungem 
la formula, valabilă pentru orice q = 0 ,1 , 2, . . . 

(2) ~^M ='F[(ix)°9(x)], q = 0,l, 2 ,7 .7 
ds-9 

Din existenţa membrului drept rezultă existenţa celui stîng; de 
aceea, în spaţiul Z funcţiile <l>(s) s"e pot deriva de ori de cîte ori, fără 
a părăsi spaţiul Z. Se poate scrie şi o formulă ceva mai generală. 

(3) , ,,.. . . p(~\F[^==F{P{iw)9(x)l s _ ; , . 

unde F(t) este un polinom arbitrar cu coeficienţi constanţi. 
Operatorului de translaţie y(x) —> ep(a; — h) din spaţiul K î i 

corespunde operatorul de înmulţire cu eis* în spaţiul Z; într-adevăr 
OO 00 

F[<p(x — h,)] = V eiax<p(x — h) dx = \eia(y+h <p(y)ăy = eKFfXa?)]. Y 
Eeciproc, operatorului de înmulţire cu eixh (pentru orice h, eventual 
complex) îi corespunde în spaţiul Z operatorul de translaţie : 

00 00 

F[eix°c?(x)] = [eixheicx^(x)dx — \eixlh+°\cp(x)dx == <j>(.s.+ * ) • 
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Vedem astfel că spaţiul Z conţine odată cu o funcţie <KS) Şi 
toate translatatele sale. 

Se poate introduce în spaţiul Z şi operaţia de trecere la limită, 
convenind a zice că şirul de funcţii 4»„(*) tinde către 0 dacă şirul ima
ginilor respective %(x) tinde către zero în K. Putem defini de altfel şi 
-direct convergenţa în Z. Anume şirul tyv{w) tinde către zero în Z dacă, 
în primul rînd, sînt îndeplinite inegalităţile 

l»«+v(«)'l <Oqe°M, 

cu constante Crj şi a nedepinzînd de v, şi dacă aceste funcţii converg 
uniform către zero pe orice interval al axei a. 

Să remarcăm că dezvoltarea în serie Taylor 

co 7,8 

pentru orice h fixat (7; complex) are loc sensul convergenţei de mai 
:sus; aceasta rezultă din validitatea formulei dnale 

V (ix)q — <a(x) = em mise) 
fr0 ?! 

în sensul convergenţei din spaţiul K. 

1.3. Cazul mai multor variabile. Eaţionamentele precedente ar 
fi putut fi făcute aproape fără modificări în cazul a n variabile. Trans
formata Fourier a unei funcţii test <p(#) — ^(x^ • • -, xa) este definită 
de formula 

00 OO 

Ma) = *(*„ • • -, en) = f • • • U(.%, • • ., af.)e,(*i"+-+'-°">d*1 . • • dar,, 
— OO —00 

sau, pe scurt 

(1) 4,(0) = £ <?(•») ei(i',a)d.», 
R» 

unde am notat cu (x, a) produsul scalar xls1 + • • • + xna„. Datorită 
faptului că funcţia <a(x) este cu suport compact, funcţia <b poate fi 
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definită şi pentru valorile complexe ale argumentului «={«j, . . . ,«„) = 
= (crj ~f- irx, . . . , a„ + ÎT„) : 

(2) <K«) ^V^^e^^'d*. 
R» 

Funcţia obţinută <Ks), definită acum pe spaţiul C", este con
tinuă şi analitică în fiecare din argumentele sale sv . . . , su. Dacă* 
funcţia cp(a?) se anulează identic pentru \xk\> ak(k — 1, 2, . . . »), a-
tunci transformata sa Fourier ^(s) verifică evaluarea 

(3) |s«» . . . «î'iKari+iTi, • • • <JH+iTB)|<C\expKI TX| + • • • +« . (* . |)-

Becipi"oc, orice funcţie întreagă 4'(«1. . . . , s j , verificînd inegali
tăţile (3), este transformata Fourier a funcţiei test <?(#,, . . . , # „ ) cu 
suportul conţinut în \xk\^ak(h = 1,2, ..., n) (demonstraţia se= 
face exact ca în cazul unei singure variabile). Au loc formule asemă
nătoare formulelor (4) § 1.1 şi (3) § 1.2. 

(4) P (-£-, ..., -~-)F[9] = FiPiix» ..., ixu)9(x)], 

(5) Ftp(£-,...,J~>j9(x)]=P(~i81,...,-isn)FM, • 

P fiind un polinom arbitrar cu coeficienţi constanţi. 
Spaţiul tuturor funcţiilor întregi <\>(s), verificînd inegalităţile 

de forma (3), în care sînt definite în mod natural operaţiile liniare de 
adunare şi de înmulţire cu un număr, va fi notat cu Z. Transformata 
Fourier stabileşte un izomorfism de spaţii vectoriale între spaţiile 
K şi Z. Convergenţa în spaţiul Z se defineşte astfel: şirul <liv(s) (v — 
= 1,2, . . . ) se zice că converge către zero, dacă şirul funcţiilor test cores
punzătoare %(x) converge către zero în spaţiul K. Direct, această 
convergenţă se defineşte astfel: inegalităţile 

|s*<k(«) < Cae^^+---+a»r» 

sînt verificate, constantele CQ şi a nedepinzînd de v, iar funcţiile t|/v( a) 
converg uniform către zero pe orice compact din spaţiul R". 
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1.4. Funcţionale pe spaţiul Z. Pe spaţiulZ, ca şi pe spaţiul E 
se pot considera funcţionale liniare continue pe care le vom numi 
funcţii generalizate. Să considerăm din nou cazul unei singure varia
bile. Vom numi în acest caz funcţională regulată o funcţională dată 
de o expresie de forma 

co 

(1) ! (9,^) = ^g(<y)'l>(o)do. -
... V o o :>,;;•:-"• 

Funcţionalele de forma 

(2) • ••- ^g,^^[g(s)i>(s)ds, 
L 

unde L este un anumit drum le vom numi funcţionale analitice*. 
Astfel, >,funcţia S", (8(s — «„), i}>) = <^(s0) ($0 fiind un număr complex 
arbitrar) nu este o funcţionala regulată ci una analitică, căci în vir
tutea formulei lui Cauchy, 

. . . 1 f #*)ds 
. -* ; -2TCI J S — s0 

X fiind orice contur ce înconjoară punctul s0; deci 8(s — s0) este 
funcţionala analitică ce corespunde funcţiei • " 

27TÎ S — S0 

Mulţimea tuturor funcţionalelor liniare şi continue pe spaţiu 
Zo vom nota cu Z'. Pe aceste funcţionale, pe carele vom numifuncţii 
generalizate, se pot efectua operaţii similare celor ce au fost intro
duse pentru distribuţii. Este limpede că definiţia adunării, înmulţirii 
eu un număr j şi chiar trecerea la limită nu aduc nimic nou. înmulţirea 
cu o funcţie h(s) este definită formal prin 

(.3) ; il{s)g^)==(g,li^), 

dar mulţimea funcţiilor Ji(s) este mult mai mică. într-adevăr, pentru 
ca această definiţie să aibă sens, trebuie ca produsul funcţiei %(s) cu 
orice funcţie test ty(s) să fie iarăşi o funcţie test. Funcţiile Ji(s) avînd 

* Termenul folosit aici de autori, de funcţionala analitică, nu este cel actualmente 
acceptat. în general se înţelege prin funcţională analitică o funcţională liniară şi continuă 
pe spaţiul funcţiilor analitice, acesta fiind înzestrat cu topologia sa naturală. Vom utiliza 
in continuare terminologia autorilor (Nota trad.). 
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această proprietate le vom numi multiplicatori în Z. Funcţia h{s) are 
această proprietate dacă este analitică, întreagă şi verifică o evaluare 
de forma \h(s)\ < Ce6M (1 + \s\Y pentru anumiţi b, q şi 0. 

Derivata funcţionalei g e Z' este definită prin formula 

, . q(s 4-Ji) — g(s) ea se poate defini şi ca limita raportului 
h 

II Exact ca în cazul spaţiului K', funcţionalele geZ' pot fi deri
vate de ori de cîte ori. Dar, spre deosebire de distribuţii, funcţionalele 
geZ' sînt nu numai infinit derivabile ci chiar analitice; aceasta 
înseamnă că pentru orice g eZ' avem 

unde seria din membrul stîng converge în spaţiul Z' iar g(s + h) este 
translatata prin li a lui g{s). 
într-adevăr, pentru orice ty(s) e Z 

( 1 \ 8 M 
şi seria V, — <M»> (s) converge în spaţiul Z, aşa cum am mai 

g! 
remarcat, către funcţia ty(s — h); prin urmare : 

( S 9{1) (*) —^ <K8)) = (£(»)> <KS ~ 7i)) = ^s + *)> *<*»> 

adică ceea ce trebuia arătat. 
Să remarcăm, în special, dezvoltarea 

(5) 
00 T, J 

g=0 g i 

13 — c. 630 193 



valabilă pentru orice li (complex); distribuţia 8 translatată se defi
neşte prin 

(6) ' (.B(s + 70, +(*))• - («(«), «M» - *)) = <H-*> '•''•• 

în cazul mai multor variabile, spaţiul 2 ' se defineşte asemănă
tor. în el, ca mai sus, se defineşte adunarea, înmulţirea cu un număr, 
trecerea la limită şi înmulţirea cu o funcţie h(s) = h(sx, . . . , sn). Funcţia, 
Ji(s) se va numi multiplicator în Z dacă este continuă, analitică (adică 
analitică în fiecare variabilă s( pentru % . . ., st_1, si+1, . . ., sn fixaţi) 
şi dacă 

\h(s)\ < O e x p ^ i Tl) f . . . + & M | T J ) ( 1 + Kljfi :.'; (1 + |ft.l)*"" 

Derivatele funcţionalei g £ Z' se definesc exact ca mai înainte. Fie
care funcţională din Z' este nu numai infinit derivabilă dar şi anali
tică, adică poate fi dezvoltată în serie Taylor, ce converge în sensul 
convergenţei din Z'. 

1.5. Funcţionale analitice. în punctul precedent am numit o> 
funcţională g pe spaţiul Z analitică dacă ea se poate reprezenta sub 
forma 

(9, <J0=U(«) V(«)ds, 

g(s) fiind o anumită funcţie, iar T un contur în planul complex (pen
tru început considerăm cazul unei singure variabile independente) „ 
Conform regulilor generale ale teoriei funcţiilor analitice, dacă g (s)este 
analitică atunci conturul T se poate deforma continuu, fără a se 
modifica mărimea (g, <j>); pentru aceasta trebuie ca ambele capete ale 
conturului să rămînă neschimbate şi conturul să nu treacă prinţ 
puncte singulare ale funcţiei g(s). Astfel, funcţionala unitate 

.... oo j 

1(8) == ll.(|;(*)d« 

poate fi dată nu numai prin integrarea de-a lungul axei reale, ci şi 
cu ajutorul integrării de-a lungul oricărui contur mergînd de la — oo 
la + oo în limitele unei anumite benzi \Ims\ <(7, de pildă de-a 
lungul oricărei drepte paralele axei reale. Toate aceste contururi,, 
de-a lungul cărora integrala unei funcţii test oarecare ty nu se schimbă, 
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Ie vom numi echivalente. Dacă integrăm pe 1 de-a lungul unui alt con
tur F vom obţine o altă funcţională. De exemplu, dacă F este un 
contur închis sau o buclă închisă, situată în banda \Ims\ < G şi 
mergînd de la —oo la —oo (sau de la + co la + oo) se va obţine, evi
dent, funcţionala identic nulă. Astfel de contururi, de-a lungul că
rora integrala oricărei funcţii test este nulă se vor numi contururi 
nule sau contururi închise generalizate. 

Fie funcţia g(s) = —. Cu ajutorul ei se pot considera două 
s 

funcţionale analitice diferite : 

(0+tt*)-= ( ^l&* ( «>0) , 
— oo+ai 

-j-oo - ai 

(g-A)= [ —A* («>o). 

în ambele cazuri integrarea se face de-a lungul unei drepte paralele 
axei reale şi situată, în primul caz, în semiplanul superior, iar în 
tal doilea — în cel inferior. 

Amândouă aceste funcţionale verifică ecuaţia 

sg = 1. 

Diferenţa acestor funcţionale se poate aduce la forma 

. -. . , J . s ' , 

integrînd de-a lungul circonferinţei unitate în sens orar. Din formula 
lui Cauchv . .....; 

(g+ -g-,ty)!*± - 2 i< i (0 ) , 
<le unde 

g+-9- - -2i8(«). 

Fuiicţionala g() = g+ — g_ verifică, evident, ecuaţia 

sg0 ==; 0. 
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Să considerăm o funcţie raţională arbitrară 

Eădăcinile distincte ale polinomului Q(s) le notăm sv ..., sn. Inte
grarea pe orice contur V, echivalent axei reale, conduce la funcţionala 

(g,W=[g(»M*)a*, 

ce depinde în general de conturul T; orice funcţională de acest fel 
verifică ecuaţia 

Qg = P. 

Integrarea pe orice contur nul T0 conduce la funcţionala 

(do, 40==U(s)<Hs)ds, 
r 

care iarăşi depinde de conturul T0. Toate aceste funcţionale verifică 
ecuaţia 

Qg0 = 0. 

De pildă, dacă r 0 este un contur ce înconjoară, în sens direct o ră
dăcină simplă sx a polinomului Q(s), atunci 

(9o, W=[g(s)m ds = 2jciResfo(*)<K*)] - (tyfo) 
J s = s i 
r, 

şi deci g0 = (7S(s — sx). Dacă r o înconjoară o rădăcină sx de multi
plicitate k a polinomului Q(s) atunci 

(gQ, (J») = 2i7tEeB[flr(*)<J»(»)] = - — - — •——- [(s - «i)*0(«)<K*)oW 
s=Si (k — l ) ! d s & _ 1 

Fie funcţionalele analitice legate de funcţiile 
g(s) = e*B 
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Din egalitatea 

j e S » | _ QReS« = e |S |«ccs«6 } c u Q _ a r g s 

rezultă că planul variabilei complexe s se poate descompune în 2n 
sectoare, de deschidere —, fiecare, astfel ca în aceste sectoare fune-

n 
ţia es° alternativ creşte exponenţial, şi apoi descreşte exponenţial. 
Sectoarele de primul tip le vom numi ,,creste", cele de al doilea tip 
„văi". Fie un drum arbitrar T*. care pleacă de la oo din prima vale şi 
ajunge la oo în cea de a k — a (k = 2, . . . , n). Putem considera func
ţionala 

(JP„ <J,)=ţe»"<K«)d*, 

iar integrala converge, căci es" descreşte exponenţial în ambele văi, 
iar funcţia test 4>(s) creşte încet. 

Obţinem astfel n — 1 funcţionale distincte, pe care le vom nota 
respectiv cu ef, . . . , e%_y Ele toate verifică o anume ecuaţie dife
renţială de ordinul întîi, care se obţine uşor astfel. Derivăm funcţio-
nala ef 

(i<,t)-(ţf,-a)--^fl T ds . 

Această expresie se integrează prin părţi (termenul integrat 
dispare datorită descreşterii rapide a funcţiei es" în văi) şi se obţine : 

[£ * •) - j r -V/t|»(s) ds = (nsn~1ef, ty) 

Rezultă deci că funcţionalele ef verifică ecuaţia 

ds k " 

Se vede de aici că în spaţiul funcţionalelor pe spaţiul Z ecuaţia liniară 
omogenă ăe ordinul I are oricît de multe soluţii liniare independente. 
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Un interes deosebit îl prezintă şi funcţionalele analitice de mai 
multe variabile sv . . . , sn. î n acest caz funcţionalele analitice sînt 
date de 

(9, <I0 = W)<K«)d*» 

V fiind o hipersuprafaţă (deci de dimensiune 2w — 1) în spaţiul 2n 
dimensional a n variabile complexe s1} . . . , sn. 

Din teorema lui Poinoare *, ce generalizează formula integrală a 
lui Cauchy la cazul funcţiilor analitice de n variabile, hipersuprafaţă 
T poate fi deformată arbitrar, atît timp cît frontiera sa nu se modifică 
şi, prin deformare, V nu trece prin singularităţi ale funcţiei g(s). 

Vom numi suprafaţa V echivalentă cu spaţiul real, dacă pentru 
orice funcţie test 

U(«)d*=( <Ka)d( 

(integrala din membrul drept fiind calculată pe spaţiul real R?cC"). 
Un exemplu de hipersuprafaţă echivalentă cu spaţiul real îl constituie 
„scara lui Hormander" care .este locul geometric al punctelor av .. • 
..., sn în care s2, ..., sn sînt reali, iar sx descrie (în planul sx) un contur 
echivalent cu axa reală (din planul sx). Funcţionala g definită de for
mula 

(9, ty) = \-zr,— ^(s)ds1, )IJ1 
T fiind o scară a lui Hormander pe care polinomiil (sau funcţia în 
treagă) P(s) nu se anulează, verifică ecuaţia 

(i) . . . Pg = i- i 
Se poate arăta că pentru orice polinom P(s) se poate construi o astfel 
de scară şi că deci ecuaţia (1) are întotdeauna o soluţie în spaţiul Z'. 

Vom' numi o suprafaţă V nulă, sau închisă în sens generalizat 
dacă pentru orice funcţie test <\>(s) 

(+(*)d* = 0. 

* v. B. A. Fuks, Teoria funcţiilor analitice de mai multe variabile complexe (in 
1b. rusă). 
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Ua exemplu de suprafaţă nulă îl poate constitui varietatea produs 
dintre un contur nul în spaţiul s1 cu o suprafaţă oarecare în spaţiul 
celorlalte variabile. 

Pentru orice polinom P(s) pentru care este mărginit pe 
P(s) 

conturul nul F se defineşte funcţionala 

(9, <]>)=[--—m &»; 
r 

ea este o soluţie a ecuaţiei 
(2) Pg = 0. 

Observaţie. Transformînd Fourier ecuaţiile (1) şi (2) (v. mai 
departe § 2) obţinem soluţia ecuaţiilor 

(3) P/i f ]/~S(*) 

unde prin i — trebuie înţeles ( i , . . . , i-—- | • 
dx \ dx± dxj 

Pe această cale se poate arăta că orice ecuaţie liniară cu derivate 
parţiale cu coeficienţi constanţi are o soluţie fundamentală. 

Vom utiliza în cele ce urmează aceste consideraţii simple pentru a 
construi efectiv soluţii pentru astfel de ecuaţii. 

1.6. Transformarea Fourier în spaţiul 8. Am introdus la sfîrşi-
tul § 1, cap. I, spaţiul 8 al funcţiilor indefinit derivabile ®{oo), ce 
verifică inegalităţile 

O \a?D*y{w)\ < C, 

Şi 

i r 

Să găsim acum clasa funcţiilor ce sînt transformate Fourier ale 
riinctiilor din spaţiul 8. Orice funcţie ~<?{w) e 8 are evident o trans
formată Koiirier clasică 

v if'f.,.-
(|/(<T) = 1 9(a?)ei<"r*0)da?, 
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şi funcţia i>(a) este indefiait derivabilă din cauza convergenţei 
absolute a integralelor 

B'Mo) = [ (ix)«<?{x) e't*' °) &x. 

Funcţia (ixf^{x) fiind indefinit derivabilă odată cu <p(#) şi toate 
derivatele sale fiind absolut integrabile, funcţia DsiK<r) v a converge 
către zero mai repede decît orice putere a lui . Prin urmare, 

I < * l 
funcţia i>(a), ca funcţie de variabilele o = (<n . . . , cr„) are aceleaşi 
proprietăţi ca funcţia <p(a?) ca funcţie de variabila a\ Vedem deci că 
transformarea Fourier duce spaţiul 8 în el însuşi. Mai mult, cum ace
leaşi consideraţii se pot face şi pentru transformarea Fourier inversă, 
rezultă că transformarea Fourier transformă pe 8 în el însuşi, adică 
orice funcţie <JJ(<T) e 8 este deci imaginea prin transformarea Fourier 
a unei funcţii din spaţiul 8. Se poate arăta că orice şir de funcţii <ţ>v{x) 
ce converge în 8 se transformă prin transformarea Fourier într-un 
şir tyy(a) ce converge în 8. 

Eezultă în particular, din cele de mai sus, că orice element <\)( a) al 
spaţiului Z aparţine şi lui 8 (acest lucru se poate obţine şi direct: 
din definiţia spaţiului Z rezultă că orice funcţie <\i{ a) e Z este indefinit 
derivabilă şi converge către zero pentru | c | -> oo mai repede decît 

orice putere a lui ; apoi, aplicînd la calculul derivatelor for-
I or I 

mula integrală a lui Cauchy, se obţine că aceeaşi proprietate o au 
derivatele de orice ordin ale lui ty(a)). î n plus, din cele spuse rezultă 
că dacă un şir de funcţii „̂(cx) din Z converge inZ, el va converge şi 
în sensul convergenţei din 8. în sfîrşit spaţiul K fiind dens în spaţiul 8, 
imaginea sa — spaţiul Z — va fi dens în 8, deci orice funcţie <\>(a) e 
e8 se poate obţine ca limită (în sensul convergenţei din 8) a unui 
şir de funcţii tyv(a) eZ. 

§ 2. Transformarea Fourier a distribuţiilor. Cazul unei 
singure variabile 

2.1. Definiţie. Din cauză că există un izomorfism de spaţii vec
toriale între spaţiile K şi Z, se poate găsi de asemenea un izomorfism 
între dualele acestor spaţii. Vom găsi acest izomorfism astfel încît 

200 

aplicat unei funcţionale regulate ce corespunde unei funcţii absolut 
integrabile, să dăm peste funcţionala regulată ce corespunde trans
formatei Fourier clasice a funcţiei respective. 

Vom începe prin a considera cazul unei singure variabile. 
Fie f(x) o funcţie absolut integrabilă şi gr(cr) transformata sa 

Fourier. Atunci, dacă <p(a?) este o funcţie test arbitrară şi <]>(<r) trans
formata sa Fourier, vom avea relaţia 

00 OO OO 

CA?) = fe?0») <ta = ~\M \ \ +(<*)e_ko d4<^ = 
— oo —oo —oo 

oo co oo 

[==t ^(<7) { § J ^ ^ 4 da = jM^M*) d° T= Yr (ff' ^ 
— OO —00 —OO 

care se numeşte de obicei egalitatea lui Parseval; ea rămîne adevărată 
şi atunci cînd/(«) şi <p(#), şi prin urmare şi transformatele lor Fourier, 
g(a) şi ty(a) sînt doar de pătrat integrabil pe axa reală. Egalitatea 
lui Parseval ne spune că g{a), considerată ca distribuţie acţionează 
pe funcţia test conform formulei 

(i) Gv?)=27<A?), 
sub această formă ea poate fi folosită pentru a defini funcţionala g 
pe spaţiul Z, pentru orice distribuţie / . Vom numi funcţionala g, 
definită de egalitatea (1) transformata Fourier a funcţionalei f, şi 
o vom nota F[f] sau / . 

Subliniem că funcţionala F[f\ nu acţionează pe spaţiul K ei 
pe spaţiul Z. 

Pentru transformatele Fourier ale distribuţiilor se păstrează 
formulele de derivare ale transformatelor Fourier uzuale: 

(2) P(^F[f]=F[P(ix)fl 

(3) F[p^f] = P(-is)F[f], 

astfel că, în particular, înmulţirii cu ix în spaţiul K' îi corespunde 
derivarea în spaţiul Z% iar derivării în spaţiul K' îi corespunde în
mulţirea cu — is în spaţiul Z'. 
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Pentru demonstraţie este suficient a considera cazul Pi — I == 
v a»; 

= —. Avem în acest caz 
ăx 

(F[ixf], F[9}) = 27z(ixf, 9) = 2rc(/, - ix?) = 

= (F[f],F[-ix<?]) = ( P [ / ] , - ^ [ ( p ] ^ ^ ^ / ] , ^ ? ] ) ' 

ceea ce dă tocmai formula (2); analog se stabileşte (3). 
Operatorul invers F'1, este definit pe spaţiul Z' şi duce func

ţionala g în funcţionala / prin aceeaşi formulă (1) (citită însă de la 
dreapta la stînga), astfel încît 

(4) . (F-l[g], 9) = i (g, F[<?]). 
2TC 

Să mai observăm că formula FF[<p(x)] = 2719 (—x) (§ 1.1, for
mula (6)) se transportă uşor la distribuţii. într-adevăr, pentru func
ţia 9 aparţinînd spaţiului 8: 

(FFlft, FF[9(x)-\) - 2*(P[/J, F[9(x))) = (2rc)2(/, 9(x)). 

Dar în locul lui FF[y(x)] putem scrie 2ny(-— x). Simplificînd eu 2TC 
şi înlocuind pe x an —x obţinem : 

,". .. . (FF[f], <p('«)) = (2TC/, q>(-aO), ,.': .',,,» 
adică 
(5) FFtmi = M{\~x)\ '•• 
ceea ce trebuia arătat. 

2.2. Exemple, i . Să găsim pe FţjSJ. Conform definiţiei 
oo 

;;V.;-;:;,;;. (ir 9) = MS, |) =2x9(0) $™°JŞ*.^ww, ;.,.„',';•':..,;": 
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deci . • 

(1) P[8] = S = . l , > - i [ l ] " ^ 8. 

2. Analog să calculăm pe P [ l ] : 

00 00 

(î, 9) = 2TC(1, 9) = 2TA <p(a>) da? = 2îîf 9(«)e.-^°da; = 
— c» —00 

= 2TT9(0) = 2TC(8, 9), 

deci 

(2) P [ l ] = î =27tS,P- 1 [8] = —• 
> i 271 

3. Transformata Fourier a unui polinom. 
Utilizînd formule (2)—(3) de la § 2.1, găsim 

(3) F[P(x)] = F[P(x)-l] = P f - i A j î = 2*P( - i A j 8(8), 

(4) J? rp ( A^j 8(0)1 = P ( - i S )S = P(_fo) . l = P ( - i s ) . 

î n particular 

JP[8<2»>(*)] - (-1)-**», 

4. Ecuaţia diferenţială de ordinul (» — 1) 

(6) nfn-x\x) = OT/(O?) 

devine, după aplicarea transformării Fourier, o ecuaţie de ordinul 1 

(7) «(-iaJ-Htfa) = - i-M^.1 („ = £). 
da 
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Cum ecuaţia de ordinul (n — 1), (6) are (n — 1) soluţii (uzuale), 
liniar independente, rezultă că ecuaţia (7) de ordinul 1 are n — 1 
soluţii liniar independente în spaţiul funcţiilor generalizate pe Z. 
Am considerat deja aceste soluţii în § 1.5. 

5. Transformata Fourier a funcţiei exponenţiale eix. 
Folosim faptul că seria 

„=o ni 

converge în sensul convergenţei spaţiului K'; aceasta permite calculul 
transformatei ete prin aplicarea operatorului F term'en cu termen. 
Obţinem (v. formulele (5) - (6), § 1.4) : 

(8) » = y; — a- = 2TT V — - i — 8(«) = 2TTS(S - ifc). 
«To»! o n!V d s / 

Formula (8) permite să obţinem uşor transformatele Fourier 
ale funcţiilor sin bx, cos &#, sh bx, eh fca;: 

[pite p - i 6 j : - | 
^ — = i7t[8(s - 6) - 5(§ + 6)], 

[piS« _L. p—ite 1 
?_Jt^ = ^(8 -b) + »(*+&)], 

(11) JF[Bh6a;] = F - ^ — - — = *[*(» - iZ>) - S(s + *&)], 

±-X^— = ft[S(s - ») + S(s + i&)]. 

6. Transformata Fourier a distribuţiilor ce se prelungesc la 
spaţiul 8. • 
Să presupunem că funcţionala/, definită iniţial pe spaţiul K poate fi 
prelungită prin continuitate la spaţiul 8 (v. cap. I , § 1.10). Vom arăta 
că transformata sa Fourier g = /~se prelungeşte de asemenea (de la 
spaţiul Z) pe spaţiul 8. > 
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într- adevăr, formula 

(13) (g, <J0 = 2 4 / , 9), * = 9, 

defineşte funcţionala # pentru toate acele funcţii 4» care sînt transfor
mate Fourier de funcţii 9 ; cum 9 parcurge întreg spaţiul 8, funcţia 
9 parcurge de asemenea întreg spaţiul 8. De asemenea, cum din 
convergenţa către zero a funcţiilor 4\,( o) e 8 rezultă convergenţa 
către zero a imaginilor lor inverse <?v(x) e 8 (ambele în sensul conver
genţei în 8), obţinem că funcţionala g este continuă pe 8. într-adevăr, 
dacă 9v(cr) -s» 0, atunci (g, <1>V) = 2TC(/, cpv) -> 0. 

î n acest mod formula (13) defineşte o funcţională continuă 
g pe 8. Dar pentru 9 e £ ea coincide desigur cu transformata Fourier 
/ a funcţionalei / , aeţionînd pe spaţiul E. Astfel / se prelungeşte de 
la Z la 8, aşa cum se afirmase. 

î n particular, transformatele Fourier ale funcţiilor periodice, 
ale distribuţiilor cu suport compact, ale tuturor funcţiilor uzuale cu 
creştere polinomială pot fi considerate funcţionale pe 8. Aceasta este 
cazul, de exemplu, al funcţiilor generalizate x\, x\, | x |x şi | x |x sgn x, 
pe care le vom considera în mod amănunţit în punctui 2.3. 

7. Transformatele Fourier ale funcţiilor periodice. 
Orice funcţie f(x), periodică (de perioadă 2n), local integrabilă, se 
poate reprezenta, după cum s-a văzut în cap. I , § 2.4 sub forma unei 
serii Fourier 

+00 
(14) f(x) = £ cj™, 

—00 

ce converge în sensul distribuţiilor (şi chiar în spaţiul 8'). 
Luînd în egalitatea (14) transformatele Fourier termen cu ter

men (ceea ce este permis avînd în vedere continuitatea sa) şi utili-
zînd rezultatul de la exemplul 5, găsim: 

j^, 00 

(15) f{oo) = £ c„S(s + n)/ 

Astfel, funcţionala fix), considerată ca element al spaţiului 8' are 
suportul concentrat în punctele « = 0 , ^ 1 , ^ 2 , . . . 

2.3. Transformatele Fourier ale distribuţiilor x\, x\, \ x |x, | x\xX 
Xsgna;. Să calculăm transformata Fourier a distribuţiei x\. IsTe 
mărginim la început la valorile X verificînd —1 < BeX < 0. 

205 



Considerăm expresia 

(1) 

00 00 

F[co+&-'!X] = \xKei°*e~Txăx = \ xxesxdos 

:A0J 
pentru T = Jms > O, deei astfel ca O <args <7t. Această integrala 
converge. Atunci cînd T - > + 0, x\e~™ converge către a?+ în sensul 
distribuţiilor şi deci transformata Fourier a lui x+ e-** converge 
către transformata Fourier a lui x\. 

Vom calcula integrala (1) cu ajutorul substituţiei 
;,iuiihio<j Sl«i«oi] ni' i • • = - ; - n i « " : 

l A ăl 
isca = — l, isd« = —d£, a? = — —, ax = — — • 

îs îs 
Obţinem astfel: 

drumul de integrare L fiind o rază ce pleacă din O la oo de argument 

arg£ = arg s — —. Prin urmare, 

< a r g £ < — • 
2 2 

Dar în semiplanul drept e~* descreşte exponenţial. Utilizînd formula 
mi Cauchy obţinem că ultima integrală este egală cu integrala pe 
semiaxa l > O, adică 

5 x e -«d ţ= r(X + 1 ) , 

§i deci 
•»" j P [ 4 e - « ] - ie *(« + i f ) - ^ i r ( X + 1). 

Ipoteza —1 <EeX < 0 atrage şi 

- l <Re( — X —1) < 0 . 
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Trecînd la limită pentru T -> + O obţinem (v. cap. I, § 3.6) 

(2) / \F[ak] = iidkI*Tfr + l)(p + iO)-*-1. 
• . - . . . 1 • -J ' . ) •'•'• • • ' • _ . • 

i ^ 
Din unicitatea prelungirii analitice * această formulă va rezulta 
adevărată pentru orice X ^ — 1 , —2, . . . . ......... 

Dacă împărţim în ambii membri cu T(X + 1), obţinem atît in 
dreapta cît şi în stînga funcţiile întregi de X, şi prin urmare, pentru 
toate valorile lui X 

<3) F \ £± 1 = i e
i x î ( a + i0)-\4i . 

. T(X+t) J 
Putem să introducem în membrul drept expresia distribuţiei 

( a + iO)-x-1 (v. cap. I, § 3). Obţinem atuncipentru X# O, ± 1, ± 2, . ' . . 

<4) _F[>X] = ir(X + l ) [ e l x ^ " o Ţ x - 1 - e ~ i x T a - ^ - i ] . 

pentru X =•»(» = O, 1, 2, . . . ) : 

<5) F[x\] = i-'+J^tr-"-1 + ( ~ !)»+> iTcS(»)(cr)J. • - : '> ' 

î n particular. • ' ' !* ' ' • •"[ (-î-'-P 

<6) •••'•-.• T •..'. ,-, j r ^O] : s J p ^ j ] = fo-i + '7IS{^)) ,: : .;:' v'J .^ 

<7) F(X\] S F[X + ] = - (7-2 _ i7t8'(o) 
ş . a . m . d . . " i ' ? ," -' ' •- • • • • » ' • ' l>:; *- • r ;. -:'; i '- >-'! , i $ • j '->• '.'•=>' : 

în mod asemănător se poate calcula transformata Fourier a lui 
JB*. . Pentru aceasta este necesar pentru început a presupune că —1 < 
<$eX < 0 , a calcula .F[>x e"""f j cu T < 0 şi apoi atrece,la limită pen-

* Aici (şi adesea In continuare) se vor folosi următoarele consideraţii simple. Sie 
fx Şi 9x distribuţii ce depind analitic de X în domeniul G, şi să presupunem că este cunoscut 
faptul că într-un domeniu mai mic ,G, c .G distribuţia gx este .transformate Fourier a dis
tribuţiei fx ;fl%5= 7x- Aceasta Inseaiiină în primul rînd'câ funcţiile hunierice (f*,"9) şi (gxt 
40 cu 9 şi <|* funcţii test, sînt analitice în. ţlomeniul G, iar în al dpilea rînd că în domeniul ,GV 
•dacă' <|» = f, funcţiile (fx, 9) şi (ffx, 41) s în* legate1 de relaţia (gx,• ip) -*= bn(fx, <f>)(+).' Unicitatea 
prelungirii analitice asigură valabilitatea relaţiei (+) în întreg domeniul G şi prin urmare 
în G, distribuţia gx este transformata Fourier ţa distribuţiei ,fe.-' »,,» .-) » "• 
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tru T -» — 0. Obţinem astfel: 
O oo 

JSŢoV1*] =[|a^|rf°*e-'wdir = Uxe-!s(df = ( — — \ + ' T ( X + 1). 
oo O 

Rezultă deci că pentru X # — 1 , —2, ,,',-,, 

(8) ,F|>L] = -ie" ix^"r(X + 1) (<r - iO)-^"1. 

şi pentru orice X 

(9) F\ 1 = - Ur°^(a - iO)-^"1. 
Lr(x + i ) J 

Pentru X^O, &ţ 1, dn 2, . . . , introducînd expresia lui (o—iO) -* -1 

găsim: 

(10) J [a^ ] = ir(X + 1 ) [e^ff^- 1 - eT^oŢ* - 1 ] . 

Pentru X — n (n = 0 , 1 , 2, . . . ) obţinem: 

(11) F[xn] = in+1[(-l)n+1n'0a-n-1 - iit8(<j)]. 

Trecem acum la distribuţiile | x |x şi | o; |x sgn a?. Adunlnd, res
pectiv scăzîndformulele (4) şi (10), găsim : pentru X#O, th 1> cb 2 , . . . 

(12) J [ | « | x ] = F[_X\l + FlxJL]=-2V(l + l)Sm^\a[^-\ 
2 

F[\x\x8gna}]mF[x\-\ - F[xl] = 2iI\X + 1 ) cos — I cri-*-1 sgn<r. 
2 

(13) 

împărţind ambii membri ai egalităţii (12) cu V I 1 şi apli-

cînd o formulă clasică pentru funcţia T*, obţinem următoarea formulă 

* v. G. M. Fichtengolt, Curs, voi. II, pag. 695. 
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elegantă pentru transformarea Fourier a funcţiei întregi f\(x) = 

= 2 » <B 

12' ) JP[ /^ ) ] - JP 2 2 I « | = |f2T C mi I-T) 
/arc/.x.^o). 

Transformînd în mod analog formula (13) şi p unind #A(#) 

2 z\x\hmx m 
(13') *Tfr(.aO] - f 2 ^ i 2 3 l

/
g | ' X ' 1 ? ? g = 1 ^ i<?U-i(a). 

t-^) 
La fel, pentru X = n (n — 0,1,2, . . . ) , plecînd de la formulele (5) şi 
(11), găsim: 

(14) F{\ x [B] s Fla%] + F[xl) = in+1[(l + {-If+^-^^n! + 

+ ( ( -1) B + 1 - 1 ) i7t8("'(o)], 

(15) F[\x\nBgn x] s F{xl1 — F[xn-~\ = iH+1[(l - ( - l ) n + 1 ) c r B - 1 % ! + 

+ ( - l ) r a + 1 + l)i7rSw(o)]. 

în particular, pentru « par n = 0, 2, . . . , 2h, ..., 

(16) JŢ®»] = (-1)*27TS(2*>((T), 

(17) 

14-c . 630 

F[\ x |2&sgn#] = 2i(-l)*(2fc)! a"2*-1, 
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iar pentru n impar, n = 1,3, ..., 27c -f 1, . . . : 

•(18) JP[a»a*+i] =27ti(-l)*+18 fa*+1)(o), 

(19) F[\x\u+1] =2{-l)k+1{21i + l)la-M-\ 

Distribuţiile \x\x şi \x\x sgna; rămîn continue şi pentru unele 
valori întregi negative ale lui X; prima pentru valorile pare X— 
= —27c — 2, cea de-a doua — pentru valori impare X = — 27c — 1 

r(k = 0 , 1 , 2, . . . ) . Formulele ce dau transformatele Fourier ale aces
tor distribuţii se obţin direct din formulele (12), (13) dacă le aplicăm 
încă odată operatorului F, utilizînd formula FF[f(x)"\= 2TC/(—X) 
(v. §2.1 formula (5)) şi permutînd în rezultatul obţinut pe x. cu a. 
Obţinem astfel: 

(20) F[x-™-zi = (-1)"+1 i<r |°+ 1 , 
(2fc + l ) ! ' ' "•• 

(21) . . FI®-**-1] = ^ ^ | a | » 8 g n o . 
" ' • >"j '. • (27c)! •' 

Vedem că aceste formule se obţin din formulele (12) şi (13) făcînd pe 
X = —27c — 2, respectiv X = —27c — 1. 

Pe aceeaşi cale, aplicînd de două ori operatorul F formulelor 
(3) şi (9) şi schimbînd pe — X — 1 cu X se pot obţine transformatele 
Fourier ale distribuţiilor (x + i0)x şi (x — iO)* : 

(22) F{(x + i0f] 
. . TI 

r> 1ATT 

,*1 — ^ „ - > - l . 

r(-x) 
— a_ 

. . TE 

•(23) F[(x - i0)x] = — af~\ 

Formulele obţinute sînt strînse în. tabelul 1. 
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ţtjt ~; Tabelul 1 

Nr. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

10 
11 

12 

13 

14 

• 

Distribuţia f 

| x | X ( X # - 1 , - 3 , • • - ) 

r(T) 
|x|Xsgnx(Â # - 2 , —4, . . . 

<7xW = J 

x m 

x -m 

X-1 

x-2 

* + < X # - 1 , - 2 , . . . ) 

X + 

6(x) 

* i ( X * - l , - 2 , . . . ) 

• ' ' ' . • : ' • . • • • ' . • 

(x + iO)X 

(x - iO)X 

Prima pentru X # 0 , 1 , ± 1, ± 2, . . . 

Transformata Fourier F[f] 

X7T i 
- 2 s ta—-IXX-f- lJ l tTl-fc- 1 

yăSf_3ui(e) 

X7T 
2i cos r(X + 1) J o J-X-i sgno 

y2Siff_X_i(o) 

2 ( - i)'"irS<m>(<j) 
jTO^ 

( m - l ) l 
Î7T S g n <J 

- 7 r | a | 

i T ( X + l ) [ c 2 o+ a - e a <7_ Â - 1 ] = 
. -71 

= ie ZT(X + 1) (o + iO)-X-i*) 

i B + 1 j ! ! o - " - 1 + (-i)m-S< B ,(;r) 

i a - 1 + ^S(tr) 
. ,7 t 

rr(X + l ) [ e ' 2 a - * - 1 -

-»X-s- _ X - i , . - Î X T — e z c + ] = — ie * x 

xr(x + i)(<x- ta)-*-1*]) 
2TT «*£• _ X _ I 

r(-x) 
27t -»XÎ- _ x _ ! 

I X - x ) + 
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2.4. Transformatele Fourier ale distribuţiei w\ lna;+ şi ale altor 
distribuţii *. Derivînd în raport cu X transformatele Fourier obţinute 
la punctul precedent, obţinem noi formule de transformate Fourier. 
Astfel, derivînd formula (2) de la punctul precedent găsim că pentru 
X # - l , - 2 , . . . 

(I) F[x\hx x+] = ieiX*8J P(X + l ) (o + iO)-^1 -

^ X + l J C a + i O j - ^ l n C a + i ^ + i - ^ r C X + l J C a + iO)-^1}: 

iei^|["r'(x+i) + i-r(x+i)l(<r + iO)-x-1-

- T( X + 1)( o + iO)"^1 ln( a + iO) l • 

De asemenea, derivînd formula (8) de la §2.3 găsim că pentru 
X # - l , - 2 , . . . 

= ie 

(2) 

.F[>xln x..] — — ie" { 
. 7t 

r'(x+i)-i—r(x+i) 
2 

(o - i O ) " ^ 1 -

- r(X + l)((7 - iOJ-^-ilnto- - iO)U 

î n particular, punînd X = 0, obţinem : 

(3) ^ [ I n a ? + ] = i | f r ' ( l ) + i ^ j ( a + i 0 ) - i - ( a + i0)-1ln(a + i0)l ; 

(4) ^ [ l n a ; _ ] = - i | [ r ' ( l ) - i — } ( « r - i O ) - 1 - ( c x - i O ^ l n C a - i O ) U 

* Acest punct poate fi omis la prima citire. Rezultatele slnt adunate la finele 
volumului într-un tabel de transformate Fourier. 
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Adunînd şi scăzînd formulele (1)—(2) găsim i 

Fl\x\Hn\x\] = i e ^ . 7T 

r'(x+i) + i-^r(x + i) 
Â 

— ie 2 r'(x + i ) - i - r (x+ i ) ] « . -
. a - i e • r(X + l)(CT + iO)-x-1ui((7 + iO) + 

(5) - t t ~ + ie a F(X + l)(<r - i0)- x- 1 ln(<r - i O ) , 

'-F ,[|»|xln!»|sgn»] = ieiX" fr '(X + l ) + i — T ( X + 1 ) 1 (a + iO)-^1 + 

+ ie~iX^rr'(x + i) - i — r(x+i)l x(o - io)-*-1-

- i e a ^ r ( X + l ) ( a + iO)-x-1ln((T + i 0 ) -

(6) - a - i e •» r ( X + l ) ( a — iOJ^^ ln to - iO). 

în particular, pentru X = 0 avem : 

i[r'( JF[In|(p|] = i | r ' ( l ) + i — (CT+io)-i _ if"r(i) - ij] (o -a»-» -

(7) - i( <r + iO)"1 ln( a + iO) + i( a - iO)"1 ln( a - iO), 

^ [ l n | a ; | s g n a ; ] = i r r ' ( l ) + i | - 1 ( a + i 0 ) - 1 + i r r ' ( l ) - i | - J -

(8) • (a - iO)-1 — i(o + iO)"1 l n (a + iO) - i ( a - iO)"1 ln(cr - iO). 
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Trecînd la limită, jX -*- —2fc, în formula (5) şi X ~> —-27c — 1 în 
formula (6), putem găsi expresiile lui F \x~~ik In] x |] şiJP [x~2k~1 In | a?]]. 
Vom găsi aceste expresii în continuare pe o altă cale. 

Transformatele Fourier ale distribuţiilor xln, xzn, osln \nx+J 
xzn lna; se pot obţine cu ajutorul dezvoltărilor Laurent ale lui aiţ, x\ 
în vecinătatea valorii X = — n. 
După cum ştim, dezvoltarea Laurent a funcţiei x+ în vecinătatea lui 
X = — % este de forma 

(—l)»-iS(»-D(a;) & _ i L. W + ^ - n + (x + ») a;ţ" In a?+ + . . . 
(n — 1)' (X + n) 

Aplicînd transformarea Fourier termen cu termen, ajungem la dez
voltarea 

LJL! 1 \ZL + F[xin] + (k + n)F([xinlnx+]+... 
(n — 1)'(X + »)J 

(9) 
Deci, dezvoltînd după puterile lui X -f n distribuţia (considerată 
ca funcţie de X + «) 

(10) F[x\] = ief1 T(X + 1) (<r + iO)-^-1 

şi comparînd coeficienţii seriei astfel obţinute cu coeficienţii seriei 
(9) găsim expresia transformatelor Fourier ale lui xln, xln In x+, ... 

.7.71 

Să remarcăm că e'"5" şi (a + i0)~x_1 sînt funcţii întregi, iar T(X -f- 1) 
are în X = — 1 un pol simplu; prin urmare, dezvoltarea căutată a 
funcţiei (10) după puterile lui X + n se poate obţine ca produsul 
dintre seria Taylor a funcţiei (a + i0) - x _ 1 şi seria Laurent a funcţiei 

A(\) = i e ^ 2 T(X + 1). 

Prima dintre aceste serii este de forma 

(a + iO)-*-1 = o""1 — (X + n) o"-1 In («r+ iO) + 

' 4- — (X + n)Kn~l In2 (a + iO).. . , 
Â 

<11) 
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iar a doua o scriem sub forma 

(12) A(k) = -£=î- + a^ + <> (X + n) + . . . 
X + » ' 

Coeficienţii al"{, al
0

n), . . . se pot calcula explicit, vom da în continuare 
valorile lor. Multiplicînd seriile (11) şi (12) găsim : 

ie« T(X + 1) (c+iO)-*-1 = —=i- ffV1 K " ^ " " 1 - ^ ! " " 1 In (ar + iO)] + 

X-j-W 

+ (X -l- n) [a?>o"-1 - a<"> c"-1 ln(cr+ i0) + — a<?&-1la*(o+i0)']-\r... 

(13) • i< 

Comparînd coeficienţii dezvoltărilor (9) şi (13) se obţine: > 

F[x~n~\ = 4 V - ' - a^{ an~x In (a + iO), 

(14) F[x+n la a?+] = <» o»-1 - fflWff'1-1 ln(<5 + iO) + 

(15) " ' + — d-io"-1 In2 (o + iO). 

Calcule asemănătoare conduc la determinarea transformatelor 
Fourier ale distribuţiilor air"', ac* In a?, ş.a.m.d. Plecăm de la dezvol
tarea în serie Laurent 

§(«-i) ix\ 
x\ — K— 1- *-" + (x + n) x-n l n x- +.•*-, 

t» — 1)!(X + ») 

căreia îi aplicăm transformarea Fourier termen cu termen 

: — +F[xzn] + (X + n) F [a?z"lna?]+ . . . 
(n —1)! (X + n)] . • -yy 

(16) , , , , : . . - . -
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Pentru că 
F O i ] = - ie^/2 r (X + 1) (<r - iO)-31"1, 

putem obţine formulele ce ne interesează dezvoltînd această ultimă 
funcţie după puterile lui (X + n) şi comparînd coeficienţii cu coefi
cienţii corespunzători ai seriei (16). Avem : 

(er - iO)-7'-1 = o""1 - (X + ») o"-1 ln(<j - iO) + 
(17) 

+ - (X + n)2 a""1 In2 (o - iO) + . . . , 

_;^! W*> 
(18) - i e »r(X + l ) = B(X) = —- 1 - + 6ţ«) + 6<») (x + « ) . . . , 

X + n 
de unde 

F [0Î.J X) = — = i o"-1 + [%"> a""1 - b™ o—1 In (<x-iO)]1+ 
X -f- w 

(19) + (X + »)[&<»> o»-1 - &jj»> c»-' In (a - iO) + 

+ - 6<"i c ^ 1 In2 (a - iO) + . . . 

Comparînd coeficienţii din (16) şi (19) obţinem : 

(20) F [>:»] = 6g»> a"-1 - &!»> a»-1 In (a - iO), 

(21) F{x^^x\ = 6f) a'-1 - & « e»-»ln (<r-i0) + - bt\ o»-1 hx(a- iO), 

Să găsim acum transformatele Fourier ale distribuţiilor 

\x\~'1, \os\-" sgn a;, \x\~n In \x\ şi |a?|-" l n | « | s g n x. 

Dezvoltăm funcţia \x\x în serie Taylor în vecinătatea punctului 
X = -2fc : 

\x\x = x-2k + (X + 2fc)a;-2*Ln|a;| + . . . 
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Aplicăm transformarea Fourier termen cu termen: 

(22) F[ | *|x] = F [x-2"] + (X + 2fc) F O6»2* In |«]] + . . . 

Pe de altă parte avem: 
i ATT 

FU^U = - 2 sin '— T(X + 1) |c |-*-*. 
2 

Notăm 

(23) C (X) = - 2 sin — T(X + 1). 
2t 

Această funcţie este regulată pentru X = — 27>;, şi avem : 

(24) O(X) = cf® + (X + 21c) 4 a , + . . . 

Apoi, în vecinătatea punctului X = —21c: 

(25) | G \-~>-1 = | a I2*-1 - (X + 27c) [a \2k~* In [ cr | + . . . 

înmulţind dezvoltările (24) şi (25) şi comparînd rezultatul cu (22), 
găsim : 
(26) F[x'2k]'=\c^\a\2k-] 

(v. formula 20) de la § 2.3), 

(27) F [x~2k In | JT|] = cfk) j cr j^-x _ c(»> ; ff|»-i l n | c | ; ' 

Termenii de ordin superior din (22), (24) şi (25) pot fi folosiţi pentru 
a găsi F[x~2k In2 [ x| ], ş.a.m.d. 

Procedăm analog cu \x\x sgn a; în vecinătatea punctului X = 
= - 27c - 1 : 

| x |x sgn a? = a;-2*-1 + (X + 2fc + 1) a?"2'--1 In | x | + 

Aplicînd transformarea Fourier termen cu termen, obţinem : 

(28) F[\ x\x sgn x] =F[x~2k-1} + (X + 27c + 1)F [ar»-» lnj » | ] + . . . 
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Pe de altă parte 

F\\ x \x sgn x~\ = i-D(̂ ) | o- ! _ x - 1 sgn<r, 
unde 

(29) D (X) = 2 cos — T (X + 1). 
2 

Dezvoltăm funcţiile D(X) şi j a |'-*-i sgn a după puterile lui X + 27c 4- 1 : 

(30) J>(X) = 42*"1) + (X + 27c + 1) d{2k+1) + ..., 

(31) [ <J\->-I sgn a = j «r [2* sgn a - (X+ 2fc+1) |o|2* lnj a| sgna + . . . 

înmulţind (30) cu (31) şi comparînd cu (28), găsim : 

(32) F[ x-™-1] = W«2i+1) | a î2* sgn a 

(v. formula (21) § 2.3). 
I r . . , 

(33) F [ar1»-» In | x\] = iăi2k+»\oj2* sgn a - ta$"+1> j o P InI «r| sgn c 
ş.a.m.d. 

Mai trebuie calculate transformatele Fourier ale distribuţiilor 
| x \~n şi | x \~n In | x | pentru valorile impare ale lui n şi transformatele-
Fourier ale distribuţiilor \x\~n sgn x şi |«j~" ln| a?| sgn# pentru 
w. par. Vom găsi aceste transformate Fourier pe aceeaşi cale ca mai 
înainte, cu diferenţa că în locul seriei Taylor vom utiliza dezvol
tarea Laurent. 

Să dezvoltăm pe [ x |x în serie Laurent în vecinătatea lui X = 
= — 27c - 1 : 

\x\x = 2 K— l-\x\-2*-l + (\+21c+l)\x\-2k-1 In \x\ + ... 
(27c)! X 4-27c 4-1 

Aplicînd transformarea Fourier fiecărui termen în parte şi sumînd 
găsim: 

F [ | a ! | * ] - = 2 ^ ^ M + F[\x\-**->] + 
(27c)! X + 21c + 1 

(34) 
+ (X 4-27c 4-1) F[\x[-a+i \n\x\] + . . . 
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Pe r1<s altă parte, înmulţind dezvoltarea 

(35) O (X) = —2=1 + cj»-« + (X + 27c + 1) cP+ 1 ) + . . 
X + 21c + 1 

şi 
| o |-*-i = a2/i - (X + 27c 4-1)0» In | o | + 

(36) 
4 - i (X 4-27 i ;4>l)2o2fcln2! o| 4- . . . , 

2i 

obţinem : 

\x?-~\ = , „ 
X + 27c 4-1 

w | „ix-i = _£T !̂1_ + [c(^+i) c » _C(«-D „* In | o|] + 

(37) 

4- (X 4- 27c 4-1) [cf-'+1) o2* - 4& + 1 ) «2* In I o 14- ̂  c<2*+1) o* In21 o | ] 4- • 

Prin urmare: 

(38) F [ | x |-8*-1] = cg*-+1> o2* - c^f1? ^Sfc lnl * 11 

l ' [ j « ! -2*-1 ln| ar | ] = c<M+1> o» - <f fc+1) o8* m I a I + 

(39) 

• ' • +-o»*r'1)o2*"ln*|(rr> 
•2 

Calculele asemănătoare cu distribuţia | a? |* sgn o? în vecinătatea 
punctului X = —27c conduc la : 

:| a?|x sjm # = 2 —— — r- la?!-2* sgn a? 4-
(27c - 1)! X + 27c 

+ (X + 27c) |«|~2* In | a? | sgn x 4- . . . , 
(40) 

F[ [ ,T|X sgn ar] = 2 g g l ^ l f l l _ J L _ + Fn x\~2hgn x\ + 
' ( 2 7 c - 1 ) ! X4-27c ' 

4- (X + 21c)F[\x\-™ln\ x\ sgn a?] + . . . 
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Pe de altă parte, înmulţind dezvoltarea 

i a l - ^ s g n s = a2"-1 - (X + 2ft)0»+i ln|<r| + i ( x + 2 * ) * = o » - i l n * | a | , 

(41) 
şi 

-7(2*) 
(42) D (X) = _ = i - + dg»J + (X + 2ft) df*) + . . . , 

găsim 
$(2*) 

•D(X) l o l - ^ s g n o = — - 1 - o»-» + [dJ»)o»-» _ d«î> e»-»ln |g | ] + 

(43) 
+ (X + 27c) K2*V*- J - ( C V * - 1 ln| a | + I ^ ) „a- i ]n2 ( CT ( ] + . . . 

Comparînd (40) şi (43), obţinem formulele : 

F[ | x | -» sgn a»] = WJ») o*-1 _ Wm CT2A-i in jC T j , 

• ̂ [ I x | -« In 10! sgn a>] = i<2<2*> s2*-1 - i42*> a2*-» In | a | + 

+ i ^ o » - ! ln»|«y|, 
.6 

în cursul calculelor am introdus următoarele funcţii: 

-1(X) - ie r(X + 1) = - ^ î _ + < ) + of) (X 4- ») + . . . , 
X -f- n 

B(X) = - ie * 8 T(X + 1) = _ ^ L + fc« + 6 j . ) ( x + n ) + . . ^ 2 r /•>. _L. i \ _ ° - i 
X 4 - % 

•5- /.<•» 
0(X) = - 2 sin F(X + 1) = -±=L_ + C(») +-e(»)(x + w ) + . . 

X 4- « 

D (X) = 2 cos2 T(X 4-1) = ~^=— + 4») 4- < ) (X 4- n) +\ . 
X 4- n "" 
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Eemarcăm că -B(X) = J.(X) pentru X reali, adică £(X) se obţine 
din A{\) schimbînd pe i cu —i. în plus, C(X) — J.(X) 4- B{\), adică 
0(1) = 2EeJ.(X) pentru Xreal, iarD(X) == -A(X) — £(X), adicăD(X) = 
= 2i ImJ.(X) pentru X real. Valorile lui a<*l a0" şi ajn> le dăm fără 
demonstraţie: 

1 ' (n-l)l' 

<) = r
j^h+* + ---+-J-r + r'(i) + i^\, 

(n — 1 ) ! L 2 n — 1 2 J 
,-»-i f»-i i 1 TC2 / 1 

( « — ! ) ! li_i j 2 i% Jk 8 \ 2 
l<i, k^n— 1 

4- _ i - ) r'(i) 4- r"(i) 4- i ~ h + ̂  + • •..+ - 1 - + r"'(i)]l> 
(n —1); 2 L 2 » — l JJ 

&<•> = 5<ţ>; c(,|> = 2Ee o«î>; dfy = 2 Im a"4
!). 

în particular; 
m = - 5 — ^ — ; ©<•>, = ( ' cos (n - | 1 ) - ; 

( n - 1 ) ! ( » - l ) l 2 

o W „ 2 ( ~ 1 ) " s i n ( ? l _ i )21 . 
( n - 1 ) ! 2 

2.5. Transformata Fourier a distribuţiei (a«2 4- bx 4- c)^. Să 
considerăm funcţia (ax2 4- 6« 4- e)^, egală cu (ax2 -\-bx -\- c)x pen
tru acei x pentru care ax2 + te + c > 0, nulă pentru celelalte valori 
ale lui x. Distribuţia corespunzătoare este definită prin egalitatea 

(1) ((ax2 4- bx 4- o)\, ? (#) )= V (««2 + &» 4- c)x y(x) ăx 
ax*+bx+c>0 

pentru acei X pentru care integrala există, iar pentru alţi X, ca pre
lungirea analitică a acestei integrale. 

221 



Domeniul în care ax2 -f bx + c> 0, dacă există, poate fi unul 
din următoarele t ipuri : 

1) intervalul a <x < Ş ; 
2) întreaga dreaptă; 
3) semiaxele x <oe şi x> (3 (a <(3) ; ;,,>•• 
4) întreaga axă reală cu excepţia unui singur punct x = a. 
Prin transformări liniare asupra variabilei x (o translaţie şi o 

omotetie) se poate reduce funcţia {ax2 -\-bx -{- c)\ la unul din urmă
toarele trei tipuri : în cazul 1) la (1 — x2)\ ; în cazul 2) la (1 + x2)\ = 
= (1+ x2f; în cazul 3) la (x2 — 1)\ ; în cazul 4) la xf. Ultimul caz 
nu ne interesează pentru că distribuţia x2+ şi transformata sa Fourier 
au fost deja studiate. 

în primul caz integrala, 

f(1 _ xif9 (a-j da,; 

-convergepentruBcX > — 1 ; pentrualţi Xregularizată sa (prin prelun
gire analitică) se obţine cu ajutorul formulelor date în cap. I, § 3. 
Este dealtfel clar că distribuţia (1 — x2)\ este analitică peste tot, 
cu excepţia punctelor X — —1, —2, . . . , — k . . . în care are poli; 

(— l )* - 1 S*-1 CI — x2) reziduul în polul X = — h este egal cu - ~ . 
(k - 1) ! 

Aici Sw_1) (1 — x2) este distribuţia definită de formula 

$*-i) (i - as») = ( ~ 1 ) f c - 1 [j(«*-i) (a> - 1) - a*-i(jr -f 1)1. 
2* a;*-1 

Analog, distribuţia (1 + x2)x este definită de integrala conver
gentă pentru EeX < » 

(1 -f- x2)x <p(a;) &x., 

analitică pentru toţi X, iar distribuţia (x2 — 1)*. este definită ca suma 
integralelor convergente pentru —1 <EeX < » 

2 
- l .oo 

t (1 _ x*f a, (x) ax + \ (1 — x2f 9 (x) âx, 
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analitică pentru X ̂  — 1 , —2, . . . şi avmd în punctul X = ~lc un-

pol de reziduu <—±2 [-- - ; . Aici 8<*~« (a* - 1) este distri-
(fc - 1)! 

buţia definită de formula 

8'*-D(aî»_l)=(-l)8<*-U(l_ar2) = - - - i — [ ^ ' ( t f - l K ^ - ^ + l ) ] -
O A» /ptG— 1 

în legătură cu definiţiile de mai sus să definim distribuţiile &(/(«)> 
şi 8(*> (/(<»)). 

Fie, pentru început, /(«) o funcţie indefinit derivabilă, avînd o 
unică rădăcină, simplă în punctul x = x0, pentru care f'(oo0) > 0.. 
în integrala 

(T) U(«)(p(i)a< !=o(0). 

vom face substituţia t = f(x). Formula (I) devine, 

[Hf(x))9(f(x))f'{x)dx = <?(0); 

punînd o(f(x)) f(x) == <]>(x), obţinem : 

C 8 (/(»)) ^ (ic) dai = J ^ | , 

Dacă /'(#„) < 0 , pentru ca integrarea să se facă în sensul crescător 
al variabilei a?, trebuie introdus în faţa integralei semnul minus. Deci,. 
în cazul general 

(II) U(/(^))<H*)d,T- = 
l/'(*o)l 

Aceste considerente sugerează natural următoarea definiţie-
Fie f{x) o funcţie diferenţiabilă avînd o singură rădăcină, simplă, 
în punctul x = x0. Distribuţia 8(/(x)) este funcţionala definită de-
formula (II), §{x) fiind o funcţie test oarecare. 

Fie acum f(x) avînd un număr oarecare de zerouri simple. în. 
acest caz este natural de a defini S(f(x)) prin formula 

(III) L(f(x))^(x)dx=Yi 
. . . • • • . . • ] * 
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şumarea făcîndu-se după toate rădăcinile ecuaţiei f(x) — 0. Ea se 
poate rescrie 

(IV) S (f(x)) = £ — L — S (x - xn). 

De pildă, S (sin #) = £ S (a? — u»). 
n 

Definiţia lui 5(ft) (/(»)) se obţine uşor din (IV) prin derivare for
mală. Derivînd odată formula (IV) obţinem : 

8'(f(w))f'(x) = £ ] ~M%,- xn). 
» 1/ (ff»)l da? 

Putem împărţi cu /'(a?), căci în punctele a? = x„, f nu se anulează : 

• / ' (»,) /'(«O clas 

Eepetînd derivarea ajungem la următoarea definiţie: 

(V) S'*> (/(a)) - £ - 7 - ( - - - j - V 8(0 - *„). 
« 1/'(®,)| V/ (») d«/ 

Să găsim transformatele Fourier ale distribuţiilor (1 — x2)\ 
(1 -f- x2)\ (x2 — 1)+. Aceste transformate Fourier, pentru acele valori 
ale lui X pentru care integralele corespunzătoare converg, se exprimă 
cu ajutorul funcţiilor Bessel; în virtutea unicităţii prelungirii analiti
ce, aceste expresii se păstrează şi pentru alţi X. Este interesant fap
tul că, pentru valorile întregi ale lui X, aceste transformate Fourier se 
exprimă cu ajutorul funcţiilor elementare şi al derivatelor lui S. 
Astfel se stabileşte o legătură între funcţiile Bessel, pe de o parte, şi 
derivatele lui 8 pe de altă parte. 

începem cu calculul transformatei Fourier a distribuţiei (1 — x2f-. 
Pentru ReX > —1 are loc formula * 

(2) ( ( i _ x*)x ei*s dx = y ^ r ( x + 1 } t±\ x l j ^ (s)_ 

* v. I. M. Rijik şi I. S. Gradstein, Tabele, pag. 345, formula (0.413, 3). 
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Funcţia ce figurează în membrul drept, şi prin urmare şi cea din 
membrul sting, este analitică pentru toţi X cu excepţia lui X = — 1 , 
—2, . . . în aceste puncte expresia considerată are poli simpli. 

Astfel, transformata Fourier a distribuţiei (1 — x2)\ este dată 
de formula 

(2') F[(i - x*)H = ][•* r(x + 1 ) W A 2 J»ţ{s), 

pentru orice X # — 1, —2, . . . 
Reziduul expresiei considerate pentru X = — n este egal cu 

( - 1 ) -l)»-1 .r~(sy 

Acest reziduu se poate exprima şi altfel. Pentru aceasta împăr-
ţim ambii membrii ai formulei (2) prin T(X + 1 ) şi calculăm limita 
pentru X -> — n. Cum 

lim y a = S'"-1» (1 - x2), 
x--»r(x+i) 

atunci 
i °° 

(4) }[K r | j 2 J_n+i_(s) = \ S(»-« (1 - x2)eixsdx. 
— oo 

Această integrală, după cum se verifică uşor, este egală cu 

. _, 1 „ , dK_1 / coss \ 
(5) s2»-1 • • 

2""1 (s ds)"-1 V s ) 
Aceasta este a doua expresie a reziduului pentru X = — n. Pentru 
X = n, întregi pozitivi se obţine uşor formula 

(6) 
i 

[ (1 - x'T eUs dx = 2n+1n! ( -1 )» - ^ — ( iHLi^ . 
J (sds)n { s j 

Pentru demonstraţia acestei formule remarcăm că ea este vala
bilă pentru n = 0. Să presupunem formula (6) valabilă pentru un 
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2d 
anumit n. Aplicînd ambilor membri ai egalităţii (6) operatorul 

sâs 
şi integrînd prin părţi se v erif ică valabilitatea formulei şi pentru n + 1. 

Din formulele obţinute se deduce uşor expresia funcţiilor Bessel 
de indice semiîntreg cu ajutorul funcţiilor elementare. Egalînd expre
siile (3) — (5) găsim : 

-»+r \ TZ {săsf-1 \ s j 

Expresia de mai sus se aplică dacă indicele funcţiei Bessel este ne
gativ. Pentru a găsi expresia funcţiei Bessel de ordin semiîntreg, 
pozitiv, cu ajutorul funcţiilor elementare, facem în formula (2) >. = « : 

(8) Y - ar")- e!« ăx = n !. /TU ( | j " 2 Jw+ _̂ ( s ) . 

Egalînd pe (6) cu (8), găsim 

(7') J i (a?) = ( - l f / 2 y - / _ . (• • 

Am arătat astfel că, atît pentru semiîntregi negativi cît şi pentru 
semiîntregi pozitivi r, funcţia Jr(x) se exprimă cu ajutorul funcţiilor 
elementare. 

Să considerăm acum funcţia (1+ x2f. Transformata Fourier a 
acestei funcţii pentru BeX < 0 este* 

(9) y i + x*Wăw =-J(Z^ {1"j X-x-± (\»\). 

Formula (9) se păstrează pentru toţi X. Pentru X = n întreg nenega
tiv, transformata Fourier se găseşte uşor direct: funcţia (1 + x2)x 

este polinomul (1 + x2)n, iar funcţia [ s\~x~1!i -2"_x-vs (Is I) a r e u n P01-
Transformata Fourier a lui (1 + x2)n este, după cum ştim, egală ca 

f i -—V 
V ds2) 

i(a). 

* v. I. M. Rîjic şi I. S. Gradstein, Tabele, pag. 281, formula (5.116, 1) 
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Eezultă deci că 

CIO) lim 
x~-« r(x) | 2 

*x_i.([«l) = * ( - & 
8(8). 

în sfîrşit, să considerăm transformata Fourier a distribuţiei 
(x2 —1)+. Ea este egală cu 

— 1 CO 00 p 

(11) V (x2 — l)x eUx ăx+ V (x2 — l ) x e îsr da; = 2 V (a;2—1)* cos a£da? 

- o o 1 1 

Dar pentru —1 <EeX < 0 are loc egalitatea * 
00 

(12) [ (x2 - 1)* cos M? da? = - F ( X + 1 } L? # , i (| s |). 

Eezultă că, pentru orice X # — 1 , —2, . . . transformata Fourier a 
distribuţiei (a?2 — 1)+ este egală cu 

2\(a;2— l^Gossxlăx— — T(X + l)frc 
i 

(13) 

= r(x + i)F* 

-A 7-^|( |s| 

- x - Y C O S T C / x + | ] <7_x_| ( | s | ) - J x + ^ ( | s | ) . 

sin TI r x + —! 

2 

Deosebit de simplu se calculează transformatele Fourier ale funcţiei 
(a;2 — 1)" (ii = 0 , 1 , 2, . . . ) . î n acest caz, 

00 00 

(14) 2 V (x2 — 1)" cos sx dx= f (x2 — l ) n eisv da; + 

* v. Idem, pag. 347, formula (6.422). 
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+ ( -1) B + 1 [ (1 - &)n eis* da? = 2n ( - l)n (l + !LX 8 (*) -f-

<14) 

+ (-irif^^j~M - vjM +±(S). 

Astfel, transformata Fourier a funcţiei (.*2 — 1)+ este egală eu : 

(15) 2* ( - l ) - ( l + J ^ ' 8(.) + ( - 1 ) * " ^ ( | ) " " T ^ 

2.6. Transformatele Fourier ale funcţionalelor analitice. Să con
siderăm funcţionala analitică pe spaţiul Z : 

(1) (g,W=L(s)^(s)d«. 
r 

Conturul de integrare T poate fi mărginit sau nu, dar în orice caz 
pe el funcţia g (s) eT6 trebuie să fie integrabilă pentru orice valoare 
reală a lui 6. Afirmăm că funcţionala g este transformata Fourier a 
unei funcţionale regulate pe spaţiul K, anume cea definită de funcţia 

(2) f(x) = ±-\ g(a) eis* dx. 
2iTZ J 

Mai întîi remarcăm că funcţia f(x) este definită pentru orice x dato
rită ipotezei făcute privind conturai T. Fie z>(x) o funcţie test a 
cărei transformată Fourier este funcţia <]>(s); atunci, introducînd 
în formula (1) expresia lui ^(s), transformata Fourier a Iui <p(a>), 
găsim 

oo oo 

(g, <10 = t (») { ( ?'(*) e ;» d* 1 = f o (a?) | f y(s) e5« d* 1 dar = 
r -oo -oo r 

oo 

= 2* [f(x)9(x)dw = 2n(f, <p), 
— oo 

unde /(a?) este definită de formula (2), adică ceea ce se afirmase. 
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Fie de pildă V un contur închis mărginit ce înconjoară o singula
ritate izolată s0 a funcţiei g(s). î n acest caz, funcţia f(x), conform 
teoremei reziduurilor, este de forma 

/ » = \g(*) eu* daj=27ti Eess=So[<7 (s) e1"1**]. 
r 

Exemplu. Să considerăm funcţionala analitică 

ioo _£_ 

(3) (flr(s), <K*))={ e % ( s ) d s 

— ioo 

integrala efectuîndu-se pe axa imaginară (sau pe orice drum echi
valent). Din cele arătate, funcţionala g este transformata Fourier a 
funcţiei / , definită de egalitatea 

ioo * • 

f(x) = jL[ e2 e - ^ . 
l-K J 

Această integrală se calculează uşor. înlocuind s cu ir, ea devine: 

oo oo „ o o , 

— V e - T - d r = — e 2 V e-^(T+a!>3 d r = — e 2 l e~T d r = — e2 • 
2TU 3 2jt J 2TC J K2TC 

— 00 — 0 0 —00 

Aşadar, funcţionala analitică (3) este transformata Fourier a 
funcţiei 

Putem astfel spune că transformata Fourier a funcţiei e este func-
i ! 

ţionala analitică definită de funcţia i ][2n e2 şi conturul (—ioo, -f-ioo). 
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§ 3. Transformarea Fourier a distribuţiilor, Cazul mai multor 
variabile 

3.1. Definiţii. Transformata Fourier a funcţionalei / , definită 
pe spaţiul K al funcţiilor test <pk'(<»), x = {xu . . . , xn) se defineşte 
ca fiind funcţionala g definită pe spaţiul Z al funcţiilor i>(s), s — (s^ . . 
. . . , sn), ce acţionează astfel 

(i) (g, < W ' = W (/,<?), 

în care 9 = 9 este transformata Fourier a funcţiei <p(#). Funcţionala 
# este liniară şi continuă; ea se notează c u / sau cu F[f]. Rezultatele 
paragrafului 2 se transpun la acest caz fără modificări deosebite. 
Formulele (2) —(3) din §2.1 capătă forma următoare: dacă P este 
un polinom do n variabile, cu coeficienţi constanţi, atunci 

(2) P ( - , . - . , ~) PUI ^F[P(ix1,...,ixn)f], 
\ds1 dsj 

(3) F [p[£- ,...,-±-\A =P(-isv. ..,-isn)f. 

Operatorul invers F~x este definit pe spaţiul Z' cu valori în 
spaţiul K' şi este definit de formula 

(4) {F-1 g, <D) = - J — (g, F 9). 

Dacă f(x) este o funcţie avînd transformata Fourier în sens 
uzual, atunci funcţionala / este funcţionala regulată ce corespunde 
transformatei Fourier a funcţiei f{x). 

Dintre funcţionalele singulare, cea mai simplă este distribuţia â; 
pentru ea avem formulele 

(5) $&)=*.!, i~<27c>"8(s), 

asemănătoare formulelor (2) din § 2.2. 
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Formula ce dă transformata Fourier a unui polinom se obţine 
combinînd formulele (2) şi (5) : 

FlPfa, ..., xn)] = F [P {xx, . . . , xn) 1] = 
(6) 

= ( 2 , ) « p ( - i i - ! . . , - i f ) s ( S ) . 

Să vedem ce devine transformata Fourier a unei distribuţii 
căreia i s-a aplicat o transformare liniară a variabilelor (cap. I, §1.6). 
Avem, pentru o funcţie test <p(#), după ce am notat 

u~x x = y, x = iM/, da? = \u \ dy : 

F[cp (w-1#)] = V 9 (u-1 x) e't''*' d« — | w | V 9 (y) ei<T,"3') d?/ = 

= N \ 9(2/) e'i"'*'*' d# = \u\ 9(u'a), 

adică transformării « _ 1 efectuate asupra variabilelor x îi corespunde 
transformarea transpusă u' efectuată asupra variabilelor duale şi 
înmulţirea rezultatului cu \u\. î n continuare, pentru o distribuţie 
/ vom nota ca de obicei <j>(<r) = F[<p(x)] : 

(F[f(ux)],F[9(x)-]) = 

= (2*)- (f(ux), 9 (0)) = 
= (2TU)» (/(*), «p («-**)) = (-P[/(^)], F [ 9 ( « - ^ ) ] ) = 
= (* [/(*)], M ?(«'*)) = M W M ] , * [? («'*)])• 

Notînd apoi #(c) = -?[/(#)], </„ (a) = F[f(ux)], obţinem: 

(ff. (a), + (*)) = (flr(<r), 9 (Wa)) = (fl^ '"1*), 9 » ) , 
de unde 

gu (a) = |tt| g ^ ' - 1 ^ ) . 
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Astfel, transformării f(x) ->f(ux) în spaţiul distribuţiilor, îi cores
punde ÎQ spaţial transform iţelor Fonrier, transformarea g(a) -> 
\u\giu'-1 a). 

în particular, dacă distribuţia / este invariantă faţă de transfor
marea u, deci f(ux) = f(x), atunci transformata sa Fourier este inva
riantă faţă de transformarea %'~x urmată de înmulţirea cu \u\, adică 
Iu! <7(w'-1a) — ff(a). De pildă, dacă,/are simetrie sferică, atunci trans
formata sa Fourier are simetrie sferică, căci în cazul unei rotaţii u'~x = 
= 11, \u\ — 1 . 

3.2. Transformata Fourier a produsului direct. Fie/(%), g(y) două 
distribuţii date, respectiv în variabilele x = (xlt ..., ock) şi y = (yx,...., 
ym), i a r / (?) şi g (TJ) transformatele lor Fourier. Atunci transformata 
Fourier a produsului direct f(x) g(y) (în raport cu ansamblul varia
bilelor) este dată de formula 

F[f x g] = / (a>) x £ (vj), 

adică este e^aM cu produsul direct al transformatelor Fourier a 
funcţionalelor f şi g. Pentru demonstraţie este suficient (v. cap. I, 
§ 4.1) de a demonstra egalitatea doar pentru funcţiile test <p(x, y) 

n 
de forma £j <pt (#)<ĵ  (y). Avem în acest caz 

( 7 x 7 , Î T P T C ) = (2rt)w+s (/x</, S cp, 4.,) = (2n)m£(f, 9j) (g, $,) = 

= S (/» ?/) (St $t) = (fx0,YtÎi h) = (7xff> I ! < P 7 B o-t-a-

Exemple. 1. Dacă/(a?) = o*(#), formula noastră devine 

T[8(a>) X ^ ( y ) ] = l ( 5 ) X £(TJ). 

în particular, 

T[8(x) x l ( y ) ] = l(?) X (27r)m 8(1,). 

Cu alte cuvinte, transformata Fourier a funcţiei caracteristice a 
subspaţiului Bu este funcţia caracteristică a spaţiului B*, înmulţită 
CU (2 T C ) m . 

2. Să calculăm transformata Fourier a funcţiei f(x, y) de două 
variabile, egală cu 1 pentru x > 0, y > 0 şi egală cu 0 în rest. Această 
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funcţie este produsul (şi prin urmare, produsul direct) al funcţiilor 
6(#)'şi Q(y). Prin urmare, ţinînd seama de formula (6) din § 2.3, ob
ţinem : 

/ S 7 ) = H%) x QTF) = M ( ? ) + îsr1 x i>8 (T) + f/]-i]. 
3.3. Transformata Fourier a distribuţiei r\ Conform cap. I , 

§ 3.9, distribuţia r* este definită pentru X ̂  —n, —n —2, . . . şi are 
simetrie sferică. De aceea transformata sa Fourier gx(o) va avea şi ea 
simetrie sferică. Integrala Fourier 

gx( a) = rxei'p,*) doc 

converge pentru — n <EeX < 0 şi este o funcţie cu simetrie sferică, 
adică o funcţie de p == ]f J] a\. 
Apoi, pentru orice t > 0 

gx (ta) = l r1 ei<+°';t) dx = V rx e^a-+tx)dx; 

efectuînd transformarea de coordonate tx = y, x = t~ly, da>}=> t~ndy 
r = \x\ = t~1\y], obţinem : 

9x Va) = [\y\xt-7-n e'^ dy = t~^n gx(a). 

Această înseamnă că ^ ( a ) este omogenă cu grad de omogenitate 
— A — n. Ca atare ea este de forma gx(a) = Gxp-'K-n. Să calculăm 
constanta (7X. Pentru aceasta utilizăm formula (gx, <]>) = {2n)H (rx, cp), 
în care facem * 

9(x) = e-'*'2 = e-**/2 ... e~x>-

Atunci tj;(a) = (]f%n e~T^) . . . (̂ 2Jt e_~T~) = (2TC)»/2 e~T şi obţinem 

" r °- c -— 
Cx (2;t)T \ e"2 p-»-1 dex = (2TS)" \r* e 2 d«. 7t) T V e"2 p - " - * dex = (2TE)" \ 

, pa 
* Am folosit formula F [e~ *V2] = \?2K e~ y (n = 1) v. I. M. Rîjik şi I. S. Gra d-

stein, Tabele, pag. 281, formula (5.119). 
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Integralele din această egalitate se calculează trecînd în coordonate 
sferice : putem atunci împărţi ambii membrii prin aria sferei unitate 
şi obţine integrale simple scriind pn _ 1 dp în loc de d<r şi r" - 1 dr în 
loc de ăx. Expresiile obţinute se calculează cu ajutorul funcţiei V : 

Eezultă deci 

oo 

i 
0 

0 

X 

_ p a - x 
2 P 

j . X + B - 1 

xdp 

dr = 

^ 2 2 ' 

x+«-
2 

2 

"H-
r ( ~ 

+ n\ 
2 J 

(1) Cx 

^/X + nN r / X + » \ 
« x+«-2 x , « r | — • — i » r — — 
«+-F-+T+* T l 2 j * T l 2 j 

şi, prin urmare, 

(2) P[rx] == 2XI" na — — - — - p-*-". rR) 
Această egalitate, obţinută pentru — n < Re X < 0, rămîne valabilă 
pe întreg domeniul de existenţă al funcţiei analitice rx, adică pentru 
toţi X # —h, —n —2, . . . (în punctele excluse* funcţia rx are poli). 

împărţind formula (2) cu V l ———J , ajungem la următoarea 

formulă simplă pentru transformata Fourier a funcţiei întregi 

A(r)=-2-V» 

t^) 
(2') F[h(r)] = (2TT)2 2 2 ''~?'~" = ( ^ ) / - x - . ( p ) -

(4) 
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Dezvoltarea lui rx în serie Taylor sau Laurent conduce la noi 
formule de transformate Fourier. 

Ştim din cap. I, § 4.6 că în vecinătatea unui punct regulat X0: 

rx _ j.x0+ (X _ X()) fX„ j n r _| (x — X0)2 r*« In2 r -f . . . 
2 

De aici rezultă că : 

(3) r* = rx» + (x - X0) P[>*° In r}+ — (X - X0)2i? [rx« In2 r] + . . . 
2 

Pe de altă parte, dezvoltînd funcţia r* = Cx p-*-M în vecinătatea 
punctului X0 în serie Taylor, obţinem: 

Cx p-*.-" = C-M p - * . - + (X - X0) [0£ p-*.-« + <7Ao p - * . - In p] + 

(4) 

+ ^ (x - xo)2 [<?x'0 P-A°-B + 2C{ p-»— In P + Cx, p -» . - In2 p] + . . . 

Comparînd coeficienţii dezvoltării (4) şi (3), obţinem: 

(5) JF[r->.-« In r] = <7{0p-x«-« + (7,o p-*-« In p, 

(6) ^[r-x«-» ln 2 r ] = 01', p-x°~ra + 2C,op-*-» In p + 0X< p~x'~n In2 p 
ş.a.m.d. 

î n vecinătatea punctului singular X = —n — 2m : 

i a — 1 
(?) r* = — — — + a0 + ax (X + n + 2m) + . . . , 

X + n+ 2m 
în care coeficienţii %, a0, a1? . . . au expresiile (cap. I, § 4.6) 

(8) a_x = 0B — - L i , a0 = 0„ r - » - » , ax = OK r-2«-m In r, ... 
(2m)! 

Aplicînd ambilor membri ai egalităţii (7) transformarea Fourier găsim : 

;.x = _ i^ F[#**(r)] + Qn JP[rr*.-«] + 
(2m)J X + » + 2«» •. 

(9) 
+ £î„ (X + » + 2m)F[r~*-n-m In r] + . . . 
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Pe de altă parte, în vecinătatea aceluiaşi punct 

_=î _ + CS«+«-)+ C{n+2m> (X+ n + 2w) + . . . I x 
X + n + 2TO / 

/J(n+2m) Q2m 
X (p2m + (X + n+2m) p2mln p + . . . ) = — h 

X + n -\- 2m 
(10) 

+ (C<»+*»> P
2m In p + Cj?+2m)

 P
2m) -f (X + it + 2m) x 

x (1 Cf+2m) p2ro ln2p + G(
0

n+2mi p2» lnp + C[n+2m)
 P

2 m ) + . . . 

Oomparînd coeficienţii corespunzători din dezvoltările (10) şi (8), 
obţinem : 

" " J^r§(2>n> UAl _ (I(n4 2i»)p2m 

(2TO) ! 

(11) anF[r-^-m] = 0(^2m)p2m lnp + <7(,"42m,p2ra, 
QnF [r-*»-« ln r ] = - (7'̂ +2»"p^ In2

 p + C"0
n+2m'p2mlnp+ C^2»» p2m, 

Aici coeficienţii numerici c{,"+2m>, 4B+2ro> ş.a.m.d. sînt coeficienţii dez
voltării în serie Laurent ai funcţiei 0^(1) în vecinătatea punctului 
X = — n — 2m. 

3.4. Transformatele Fourier ale distribuţiilor eu suport compact. 
Să arătăm că transformata Fourier a oricărei distribuţii / cu suport 
compact, este, ca funcţie de a, o funcţională de tipul următor 

Această expresie trebuie înţeleasă în modul următor: funcţia e'**'"1 este 
înlocuită de o funcţie de bază <p0 (as), egală cu e''*'0' pe suportul lui 
/ , şi nulă în afara unui compact suficient de mare; putem apoi aplica 
funcţionala / : 

(/, To(*)) = (f, "?&>)). 
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Numărul obţinut astfel nu depinde de alegerea funcţiei <p0(x) cu pro
prietăţile indicate (v. Anexa la cap. I, p . 3). Trebuie arătat că are 
loc egalitatea 

y&), e»l*«>) <b (a) da = (2re)" (/, cp) 

pentru orice funcţie test <p(#), <J;(cr) fiind transformata ei Fourier. 
Dar 

(/,?)=(/, T T V U(a) e->(*-°) da). 

Dacă putem trece funcţionala / sub integrală, afirmaţia noastră 
va fi demonstrată : 

(1) &<?)= ^ U ( ^ ) ( / J ^ 0 ' * ' ) d c = - ^ ( ( J ^ j , e M < ' - ) ) ^ ( a ) d « T . 

Eămîne doar de demonstrat legitimitatea introducerii funcţionalei / 
sub integrală. Să arătăm mai întîi că aceasta este posibil dacă inte
grala este calculată pe un domeniu mărginit: 

(/, U(or) e-{<^> da) = U ( a ) (/, e-<**>)dff. 
G G 

Integrarea pe un domeniu mărginit (? este limita sumelor integrale 

Sumele siV(«) converg către integrala pe domeniul (?, uniform pe orice 
«ompaet din spaţiul variabilei x, ca şi derivatele sale de orice ordin 
în raport cu x. De aceea transformînd aceste sume în funcţii test, 
aşa cum se procedează de obicei (înmulţind cu o funcţie test fixată, 
•egală eu 1 pe o vecinătate a suportului lui / ) , vom obţine un şir ce 
converge în spaţiul K. Eezulta deci că 

{ / ,%)= £"-+(°i)(/>e-,l°*K)Aa; 
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are drept limită 

M 

G 

Dar, pe de altă parte, (/, sN) este o sumă integrală a funcţiei continue 
de or': 

<K<r)(/,e-« <**)); 

şi are deci ca limită integrala acestei funcţii. Prin urmare, egalitatea 
(1) este stabilită pentru un domeniu O mărginit. 

în continuare, integrala pe întreg spaţiul este limita integralelor 
pe domenii mărginite: 

U(.(j) e-'P-*) da = lim idi(a) e-'"5'*' da. 
1 Ar-,» J 
fi" \oUN 

Funcţiile de ce, ce apar în membrul drept, converg către limita 
lor, adică către membrul Htîng, uniform împreună cu toate deriva
tele, pe orice compact în spaţiul variabilei x şi, ca atare, este vorba 
•de fapt de convergenţă în spaţiul K. Prin urmare, 

(/, [ <K*) e~°<0")do) == lim (/, ( ty(a) e-*<<Ml do-) = 
J AT-.00 J 

fi» \a\<N 

= lim C +(a) (/, e-« (••*>) d a = U (<r) (/, e~« (<* *>) d o-, 
N—OD J J 

|p |<W fi» 

adică ceea ce trebuia arătat. 
Ca exemplu să găsim transformata Fourier a distribuţiei $(r — a)? 

corespunzînd unei distribuţii omogene de masă, de densitate 1, pe 
sfera TJa de rază a eu centrul în origine : 

(S (r — a), 9) = v <p(#) d«. 
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Distribuţia 8(r — a) are suportul compact, din cele arătate transfor
mata sa Fourier va fi funcţia 

F[S(r — a)~] = (S(r — a), e'1'*-0') = l e1^3' da; i eH*.° 

Trecînd la coordonate sferice (r — |a>| = a, p = |<y|, 9 —unghiul 
dintre vectorii a? şi a), găsim 

J?[S(r_a)]=L î a p c o sV î-1 sin"-1 6 d6 d« = a"-1 Q.n^ \ ei«pcosesinn-18 d0, 
o 

«dw fiind elementul de arie al sferei în subspaţiul (n — 2) dimensio
nal, ortogonal vectorului p. 

După cum se ştie, integrala obţinută se exprimă cu ajutorul 
funcţiilor Bessel * : 

Jl 1» 

<2) l> [8( r -a ) ]=a»- i O , ^ (ap)1"" J„_2 (ap) = fl^o'-T JK_2 (ap). 

Pentru » impar, n = 2w + 3, funcţia Bessel se poate exprima cu 
ajutorul funcţiilor trigonometrice (v. § 2.6, formula (7')) 

•v̂ Fs™*' 

Astfel, pentru n ~ 2m + 3, avem : 

J?[8Cr-a)]=Q,_1.a» P 1 ~ ( - i r («P)ro+¥ / - ^ j / ^ = J ± (*)J*=ap. 

<3) 
î n particular, pentru n = 3, m — 0 

<4) JP[8(r —a)] = 2i:a2 J x (ap) = 47** ŞHLP£.„ 

* v. I. M. Rljik şi I. S. Gradstein, Tabele, pag. 165, formula 3.27,3 (se pune x = 
= cos 0). 
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Pe de altă parte, pentru orice n = 2m + 3 se poate utiliza formula 
cunoscută * : 

(5) [~titeY[0m+^jm+± ( s ) ] = v * j±{!s)=v-sins" 
înlocuim în (2) argumentul ap cu z; obţinem atunci: 

1 » 
p - » - - F [ 8 ( r - a ) ] = 0 . . 1 «7 . fe)*?"1. 

şi conform formulei (5), 
pB"2 f 4 T - F^r -«n = ".-i 1/- ™*, 

V «d^ / a |r 7r 
sau, făcînd substituţia inversă z = ap, ds = p da, 

P( ~ 4 T - FWr ~ aK = '"-i 1/- sin «P-
\ a da / a ' \ -n 

Transformarea Fourier făcîndu-se în raport cu variabila x şi deriva
rea în raport cu parametrul a, vom avea : 

(-±-Ţ i 2?-[8 (r - a)] = i H Y - f T - »(r - a) 
V ada / a LV fflda / a 

Obţinem deci formula interesantă : 

m 4 (A) ' î r^] = n M f !»Ht . 
L V « d a / a J r rc p 

3.5. Transformata Fourier ca limita unui şir de funcţii. Metoda 
de la §3.4 poate fi folosită şi la căutarea transformatelor Fourier ale 
distribuţiilor oarecare (nu neapărat cu suport compact). 

F i e / o distribuţie oarecare. După cum ştim (cap. I, §1.8), func
ţionala j se poate reprezenta ca limita unui şir de funcţionale /„ 
fiecare din acestea avînd suportul compact. Din cele arătate, trans
formata Fourier a funcţionalei /„ este o funcţie gv (s). Cum trans
formarea Fourier duce şirurile convergente în şiruri convergente se 
poate obţine transformata Fourier căutată a funcţionalei / , ca limita 
(în sensul convergenţei din spaţiul Z') a şirului de funcţii gv (s) pen
tru v -> oo. 

* I. M. Rîjik şi I. S. Gradstein, Tabele, pag. 359, formula (6.482, 3>. 
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în particular, pentru orice funcţie (uzuală) f(oc) (putînd creşte 
oricît de repede), transformata Fourier poate fi definită ca limita (în 
sensul convergenţei în Z') a şirului de funcţii 

a) sa*) = [ m^-^dx. 
\a\ < v 

Dacă funcţia f{x) creşte cel mult polinomial, şi dacă defineşt e 
o funcţională pe spaţiul S, atunci integrala (1) converge către trans
formata Fourier a funcţiei f(x) şi în sensul convergenţei spaţiului Sr 

(adică pentru toate funcţiile test ty(c)e/S). î n particular, funcţio
nalele gv(a) converg către limita g(a), pentru toate funcţiile test cu 
suport compact, în sensul convergenţei din spaţiul K'. Am mai 
întîlnit o astfel de situaţie în exemplele din cap. I, § 2.5. 

§ 4. Transformarea Fourier si ecuaţiile diferenţiale 

4.1. Observaţii preliminare. Transformata Fourier, în forma sa 
clasică este una din metodele importante de rezolvare a problemelor 
referitoare la ecuaţiile diferenţiale. Dar domeniul de aplicabilitate 
a metodei transformării Fourier este restrîns în esenţă la clasa func
ţiilor integrabile pe întreg spaţiul, sau la cele de putere integrabilă. 
Utilizarea transformatei Fourier în planul complex permite include
rea în domeniul de aplicabilitate a transformării Fourier şi a funcţiilor 
cu creştere exponenţială, dar atunci, în mod obligatoriu, aceste funcţii 
se anulează pentru valorile negative ale argumentului. Aceasta se 
referă la transformarea Laplace *, ea însăşi o modificare a transfor
mării Fourier. Pentru transformarea Laplace bilaterală, luată drept. 
punct de plecare în cartea lui Van del Pol **, clasa funcţiilor admisibile 
cuprinde funcţiile ce cresc exponenţial pentru x -> + oo, sînt diferite 
de zero pentru x < 0 , dar cu descreştere exponenţială, ceea ce asigură 
prezenţa unei benzi în planul complex, în care transformata Laplace 
există. O altă metodă elegantă pentru dezvoltarea calculului opera
ţional a fost dezvoltată de I. Mikusinski *** ; această metodă (dezvol
tată pînă în prezent doar pentru funcţii de o singură variabilă) per
mite considerarea funcţiilor cu creştere arbitrară pentru x -» +oo, 
identic nule pentru x negativi. 

* v. de exemplu H. S. Carlslaw şi D. Eger, Metode operaţionale In matematica 
aplicată (lb. engleză), London Oxford University Press, 1948. 

* B. Van der Pol şi Bremmer, Calcul operaţional cu ajutorul transformatei Laplace 
bilaterale (lb. engleză), Cambridge, 1958. 

** Jan Mikusinski, Calcul operejional, Pergamon Press New York, 1959. 
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Metoda transformării Fourier a distribuţiilor, expusă în volumul 
«de faţă nu impune nici o condiţie creşterii funcţiilor, atît pentru 
•x -> oo, cit şi pentru» -> —oo şi este valabilă pentru oricîte variabile. 
Este deci firesc ca această metodă să permită, în particular, rezolvarea 
tuturor tipurilor de probleme la care se puteau aplica transformarea 
Fourier clasică, transformarea lui Laplace sau metoda lui Mikusinski, 
precum şi numeroase alte probleme care nu erau accesibile acelor 
metode. 

]STe vom mărgini în acest volum la considerarea numai a unor 
«exemple simple. 

4.2. Ecuaţia iterată a lui Laplace Amu = / . Soluţia acestei ecuaţii 
v a fi găsită dacă se cunoaşte soluţia fundamentală E, căci atunci 
•u = / * E. Soluţia fundamentală este soluţia ecuaţiei 

<1) A"J0 = 8(a>). 

Yom căuta soluţia fundamentală în spahiul K'. Aplicînd transfor
marea Fourier ecuaţiei (1), obţinem : 

i(2) (-l)™p2»7 = l ( p 2 = £ a ? ) , 

unde cu V s-a notat transformata Fourier a distribuţiei E. Problema 
s-a redus deci la rezolvarea ecuaţiei (2). 

Dacă 2m < n, atunci soluţia va fi funcţia (local integrabilă 
— . Dacă n = —2m < 0 nu este un pol al funcţiei analitice px 

v m 
(cap. I , § 3.9) — reamint im că polii funcţiei p7- sînt s i tuaţ i în 
punc te le—n ,—n— 2, . . . a tunci soluţia este funcţionala (•—l)OTp""2OT, 
ce se obţ ine t recînd la limită în egali tatea p2mpx = p

2ro+x pentru 
,A -> —2m. 

Fie, în sfîrşit, X = —2m un pol al funcţiei analitice px. Consi
derăm dezvoltarea în serie Laurent în jurul acestui punct al func
ţiei px : 

1(3) px - a~1 + a0 +-«i(X + 2m)+ ..., 
~k-\-2m 

an care a_v a0, a±, . . . sînt distribuţii (cap. I, § 4.6). 
înmulţim, această egalitate cu p2ro termen cu termen şi trecem 

:apoi la limită pentru X -» —2m. Membrul stîng, ca mai sus, are 
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limita 1. în membrul drept, toţi termenii începînd cu al treilea, prin* 
trecere la limită se anulează; al doilea termen p2ma0 rămîne constant, 
iar primul, dacă se presupune că p2wa_1 *£ 0 ar tinde la infinit. Dar 
aceasta ar contrazice relaţia limită, în care toţi ceilalţi termeni sînt 
finiţi, şi deci deducem că p2ma_x — 0 şi, prin urmare, ' 

p2ma0 = 1. 

Astfel, în acest caz, soluţia ecuaţiei (— l)mp2mV = 1 este (—l)maot, 
în care a0 este pa r t ea regula tă a seriei L a u r e n t în X == —2m *K î n 
p r i m u l şi în al doilea caz, rezu l ta tu l t ransformări i Fourier inverse,, 
conform formulei (2) şi din §3.3, este funcţia Gimr2m~n. î n al treilea» 
caz, conform formulei (5) din § 3.3, soluţia este funcţia 

Dar , în cazul de faţă, al doilea t e rmen se poa t e omite, [căci el verifică 
ecuaţ ia Amr2m-'1 — 0. P r in u rmare , soluţia fundamentală E este-

w \ __ f Or2jra-w In r, dacă 2m>n şi n pa r 
\Cr2m~n în celelalte cazuri. 

4 .3. Ecuaţia undelor în spaţiul cu un număr impar de dimensi
uni. Undele 

e-«[(o,*)±rt (p « | c | = yjt + . . . + ă«), 

const i tuie soluţii par t iculare ale ecuaţiei undelor 

d*u 
dt2 

d2u , 
= —-+ . dx\ 

, d2u 
. . - ] 

dx2
tt 

(1) 

cu ajutorul cărora se poate obţine orice soluţie, sub forma : 

«*(a» *) = " ~ - \ W») e-«««")+"P'd<r + -~- C <j,2(a) e - ^ - ^ d * 

*) Acest coeficient este distribuţia flar-0-2™. Dar forma sa explicită nu joacă aici-
nici un rol. 
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Soluţia u(x, t) trebuie să fie determinată din condiţiile iniţiale 
pe care le alegem (v. cap. I, § 5.4) sub forma 

<2) u(x, 0) = 0 , ^ M = m . 
dt 

\ 

Prima din aceste condiţii conduce la ecuaţia 

[(<M+<M°)]e-,t<**>d<r = 0, 

oare este verificată, dacă 2̂(CT) = — W 0 ) — —• "M*7)* m a § a ̂ 1 m ° î t 
2i 

<3) u(x, t) — f tp(CT)e-!(CT' *> sin pi da = ^ - ^ ^ ( a ) sin pS], 

A doua condiţie iniţială poate fi scrisă 

9^,o ) = =_j_r 
a* (2TU)« J 

«au 
^-i[p^(a)] = 8(a>). 

Bezultă că 

P<Kc) = Ifr) = 1 
«i, prin urmare, conform cu (3) 

, ^ -n 1 rsîn pn 
M(#, t) = F'1 — . 

Dar transformata Fourier inversă a lui — o cunoaştem deja; 
P 

•conform formulei (6) de la § 3.4, pentru n = 2m .+ 3 

I" sin 9t 1 | / u _ 1 _ f _d_r 8(r - ţ) 
L P J r 2 Q . . ! V«wy * 
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Obţinem deci soluţia problemei Cauchy cu data iniţială '—-= /(a?), 

unde âTeC,/] este media funcţiei/(a; — £) pe bila | 51 <£• 
î n particular, pentru n = 3, m — 0 

«(», 0 = < JCiE/]-

Cu ajutorul metodei uzuale de coborîre se poate obţine soluţia 
ecuaţiei undelor în spaţiul cu un număr par de dimensiuni *. 

4.4. Legătura între soluţia fundamentală a unei ecuaţii şi soluţia 
lundamentală a problemei Cauehy a aceleiaşi ecuaţii. Conform 
definiţiei, soluţia fundamentală a ecuaţiei 

dt \ doc) J 

este o distribuţie E(a), t) (din spaţiul K'), verificînd ecuaţia 

<2) ^-r(i±}EM = H.,t). 

Soluţia fundamentală a soluţiei problemei Cauchy pentru ecuaţia 

1 dt { dx) v ' 

este o distribuţie u(x, t), definită pentru t > 0, pe funcţiile test cp(&) 
(depinzînd de t ca parametru), verificînd ecuaţia (2) şi reducîndu-se 
la 8(x) pentru t — 0. 

* v. Courant şi D. Hilbert, Metodele fizicii matematice, tom II, Springcr Vcrlag 
<în lb. germană). 
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Cunoscînd distribuţia u(x, t), se poate construi soluţia funda
mentală JE(x, t); anume are loc teorema : 

Presupunem cunoscută soluţia fundamentală u(x, t) a problemei 
Cauchy pentru, ecuaţia (3). Fie 

... T,/ JX f 0, pentru t<0 
[u(x, t) pentru t >0 . 

Atunci E(x, t) este o soluţie fundamentală a ecuaţiei (1). 
Definiţia (4) cere încă anumite clarificări pentru £>'0. îfoi 

trebuie să găsim o distribuţie definită pe funcţiile test, depinzînd 
de x şi t, iar u(x, t) este definită ca o funcţională pe funcţiile test ce 
depind doar de x, t fiind un parametru. Dăm distribuţiei u{x, t) urmă
torul sens ca distribuţie în variabilele x şi t: 

•fi ; ' . ' • . . ' ' • . . * ' • oo . " 

«.. (u(x, t), y(x, t) — \ (u(x, t) o(x, t)) ăl. 

Sub integrală, u(x, t) se aplică pentru t fixat, funcţiei test cp(.r, t) 
ca funcţie de x pentru aceeaşi valoare a lui t; rezultatul este o funcţie 
cu suport compact în t, şi integrarea în raport cu t are sens. 

Să arătăm că distribuţia obţinută E(x, t) este soluţia ecuaţiei 
(2). Este suficient de demonstrat că ea verifică ecuaţia duală (ob
ţinută aplicînd ecuaţiei (2) transformarea Fourier în raport cu x şi 
t). Variabilele xx . . . x„ devenind prin transformarea Fourier 
at . . . , c„ iar t devenind <r0, ecuaţia duală se scrie 

(5) : ir- ia0- - P(o)] V(a, a0) = 1. 

Să efectuăm, pentru început, transformarea Fourier asupra lui 
E(x, t), doar în variabila x, lăsînd pe t fixat. Ebtînd cu v(a, t) re
zultatul acestei transformări, obţinem din (3): 

. ..' f v(e,.t) = 0 (*<0) , 

(6) y , o) = i (* - o), 
- «(a, t) - P(a) v(a, t) = 0 (* > 0 ) . 

. di 
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d 
Derivarea — este înţeleasă în sensul uzual; ea poate fi înlocu-

ăt 

ită printr-o derivare în sensul distribuţiilor, ţinînd seama de saltul 
lui v(a, t) pentru t = 0 (cap. I, § 2.2, ex. 2); ecuaţia (6) poate fi deci 
înlocuită cu ecuaţia 

ţv(o,t) - P(a)v(c,t) -?>(a) =0, 
dt 

d 
unde— reprezintă derivarea în sensul distribuţiilor. Efectuînd o 

dt 
transformare Fourier în raport cu t, ajungem la ecuaţia dorită, 

4.5. Calculul operaţional clasic. î n calculul operaţional clasic 
se consideră ecuaţii diferenţiale şi sisteme de forma 

dt \dx) 

pentru t > 0 cu anumite condiţii iniţiale (pentru t = 0) şi la limită 
(în domeniul variabilei x). Cu ajutorul transformatei Laplace în raport 
cu t, problema se reduce la o ecuaţie diferenţială doar în raport cu x 
(sau la o problemă algebrică în cazul ecuaţiilor diferenţiale ordi
nare). Considerăm această problemă din punct de vedere al teoriei 
distribuţiilor. Introducem distribuţia JJ(x, t) (distribuţie în variabila t 
depinzînd de x ca parametru), egală cu u(x, t) pentru O 0 şi nulă 
pentru t < 0. Cum, la trecerea de la t > 0 la t < 0, funcţia u(x,t) 
are un salt egal cu valoarea iniţială dată, u(x, 0), avem : 

M = ^ ! ) + , M ) S ( ( ) . 
dt dt 

Deci U(x, t) verifică ecuaţia (sau sistemul) 

(1) ^ Ş ^ = P (-f\ U(x, t) + u(x, 0)S(«). 
dt \8x) 
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Efectuînd o transformare Fourier în raport cu t şi notînd noua 
variabilă cu p = px + \pz, obţinem ecuaţia 

(2) - ipV(x, p)=P (~\ V(x,p) HJ. U(X, 0) • 1. 

Pentru problemele corect puse, ecuaţia obţinută în condiţiile la limită 
în raport cu x dat, are o singură soluţie V(cc, p), care vâ fi o funcţie 
analitică de p (în cazul ecuaţiilor diferenţiale ordinare chiar' o 
funcţie raţională de p), avînd anumite singularităţi (şi even
tual neuniformă). Avînd funcţia V(x,p) se poate construi' familia, 
de funcţionale analitice de forma 

(3) (V,<IO = [v(x,p) ţ(p) ăp, 
r 

în care T este un contur fixat, care evită singularităţile funcţiei 
V(x, p) şi, este echivalent axei reale, adică astfel încît 

co 

tji(s) d s = V ty(<y) da, 
r -l 

pentru orice funcţie test 4*(s)- D e pildă» orice dreaptă paralelă 
axei reale din planul variabilei s, care nu întîlneşte punctele sin
gulare ale lui V(x, p) poate fi un astfel de contur. 

Fiecare din aceste funcţionale defineşte o soluţie a ecuaţiei (2)r 
iar transformata Fourier inversă a unei astfel de funcţionale, o soluţie 
a ecuaţiei (1). Numai că, în general, aceste soluţii nu se anulează» 
pentru t < 0. 

A alege o funcţională analitică (3), a cărei transformată Fourier 
să se anuleze pentru t < 0 este, în cazul general, dificil. 

Presupunem că funcţia V(x, p) are următoarele proprietăţi spe
ciale : 

a) Deasupra dreptei Tiap — p% funcţia V{x,p) nu are puncte 
singulare. 

b) In domeniul indicat, funcţia V(x,p) are o major antă W(px) 
integrabilă : 

OO 

\V(x,p)\<W(Pl), [ W(p\) dPl < oo. 
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Atunci funcţionala analitică 

(V, i ) = [ V(x, p) <\>(p) dp (p2>pt) 
-<x> + ip3 

este transformata Fourier a unei funcţii u(x, t) ce se anulează pentru 
t < 0 şi verifică ecuaţia (sistemul) (1). 

Ipotezele acestei teoreme sînt condiţiile uzuale de existenţă a 
transformatei Laplace inverse. Transformata Fourier a funcţionalei 
V este dată de formula (2), § 2.5 : 

co + ipi 

u(x, t) = — \ V(x, p) e~iptdp. 
2TC J 

Faptul că u(x, t) se anulează identic pentru t < 0 rezultă din eva
luarea 

— 00 

\u(x,t)\^-ţ-eM\ Wipjdpv 
— oo 

dacă p2 -*• -\roo. 
Fie apoi dată funcţia V^x, p) ce poate fi reprezentată sub forma 

(4) V1(x,p) = Q(p)V(x,p), 

unde V(x, p) verifică condiţiile de mai înainte, iar Q(p) un anumit 
polinom. 

Ecuaţia (4) este echivalentă ecuaţiei 

ux{x,t) == Qn-Au{x,t), 

în care ux(x, t) şi u(x, t) sînt transformatele Fourier inverse ale func
ţiilor Vx(x, p) şi V(x, p); vedem că în acest caz şi Yx(x, p) este trans
formata Fourier a unei funcţionale avînd suportul conţinut în se-
miaxa #> 0. 
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Capitolul III 

TIPURI PARTICULARE DE DISTRIBUŢII 

§ 1. Distribuţii concentrate pe suprafeţe netede 

Cel mai simplu exemplu de distribuţie concentrată pe o supra
faţă este distribuţia 

(1) ( / ,9)=\ /(«0?(»)d<r, 
s 

8 fiind o suprafaţă dată, da-elementul său de arie, f(x) o funcţie 
fixată, iar <p(a?) o funcţie test arbitrară *. TJn exemplu întrucîtva 
mai complicat se obţine dacă se înlocuieşte funcţia de sub integrală 
printr-o expresie conţinînd derivatele funcţiei <p(«). 

în acest paragraf vom studia alte funcţionale importante, con
centrate pe suprafeţe de dimensiune < n, situate în spaţiul n-dimen
sionai. în cazul n = 1, după cum ştim, exemple de funcţionale con
centrate într-un singur punct sînt: distribuţia S şi derivatele sale. 
Mai mult, după cum se va arăta în volumul doi, orice funcţională 
ayînd suportul redus la un singur punct este o combinaţie liniară a 
distribuţiei S şi a derivatelor sale. î n cazul n> 1, atunci cînd supra
faţa S este (w — l)-dimensională şi este dată de ecuaţia 

(2) P(xt, . . . , wn) = 0, 

un rol analog îl joacă distribuţiile, pe care le vom nota B(P), S'(P) 
ş.a.m.d.; despre ele va fi vorba în cele ce urmează. 

* în acest capitol funcţiile test se presupun CIT suport compact şi indefinit deri-
vabile, adică se consideră numai spaţiul K. 
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Dacă P s xv adică dacă 8 este hiperplanul w1 = 0, este natural 
de a scrie că * 

8(0i)<pO»i> •••» « J d ^ i 0.î3?2?" " 'jCt-^n—' (B(CBJ), (p(x))sU(x1)f(x)dx = l V 

= \ ?(07 ®2i • • • > a>n) da?a, . . . ,&x n , 

adică este natural de a defini distribuţia 8(Xj) prin ** 

(3) \ S(a?1)<p(a;) dx = V 9(0, w2, ..., xn) ăx2 . . . ăxn. 

Din acelaşi motiv, distribuţia S ® ^ ) este firesc a fi definită prin 
formula : 

(4) i ^(xjfix) ăx = (-1)* UW(0, »2, . . . , &„') da?2 . . . ' ăxn. 

Fie acum P(x17 . . . , #„) o funcţie arbitrară suficient de netedă, 
astfel încît, pentru P — 0 să avem 
(5) grad P ^ 0 
(adică pe suprafaţa P = 0 nu sînt puncte singulare). în acest caz, 
distribuţia S(P) se poate defini în modul următor. 

într-o vecinătate suficient de mică U a unui punct arbitrar 
al suprafeţei P = 0, putem introduce noi coordonate, astfel încît 
suprafaţa P = 0 să fie dată prin anularea unuia dintre ele. Pentru 
aceasta punem P = uv iar celelalte coordonate u\, . . . , un le alegem 
supuse la singura condiţie ca jacobianul D l j al variabilelor x±,... 

. . . , xM în raport cu variabilele uv . . . , un să fie diferit de zero 
(aceasta este întotdeauna posibil datorită condiţiei g radP # 0 pe 
jp = 0). Fără a scădea generalitatea se poate admite că funcţia test 
<p(x) are suportul conţinut în vecinătatea U*f*. Să efectuăm în „in-

* Folosim notaţia introdusă la finele § 1.3, cap. I. 
** Prin aceasta vrem să spunem că S(xx) este produsul direct, Ş(x1)xl(s3> • • •> *»)» 

unde S(xj) este distribuţia delta pe variabila xL, iar l (x 2 , . . . , x„), funcţia de variabilele 
(x2, . . ., xn) identic egală cu 1 (v. cap. I, § 5.1). 

*** v. Completarea 1 la cap. I, p . 2. 
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tegrala" \${P)<pdx, pe care dorim să o definim, schimbarea de 

variabile: 

[s{P)<?{x)dx = C 8{P)<p1(u)J}(a>\&u = [8(u1Wu)ău, 

unde 

(6) 9l(uv ..., un) = <p(x1} ..., xn), 9 = (a^u)!) (XI • 

Se vede de aici că distribuţia 8(P) trebuie definită prin formula 

(7) (S(P), 9) = C 8(P)9 ăx = C 9(0, w,, . . . , w„) dw2 . . . dwB. 

Ultima integrală se calculează pe suprafaţa P = 0, ceea ce ne permite 
să spunem că funcţionala ă(P) este concentrată pe suprafaţa P = 0. 
La fel de firesc este să definim SW(P) prin 

(8) (8»(P), 9) = C 8<*>(P)9 d« - (-1)*C <»(0, * , , . . . , un)ău2... dw„, 

funcţia 9(it) fiind definită de (6), iar integrala din membrul drept 
din (8) este calculată de asemenea pe suprafaţa P — 0. 

Pentru ca aceste formule să aibă sens este suficient de a presu
pune că funcţia P(x) are derivate continue pînă la ordinul 7<; -j~ 1. 

La o primă vedere s-ar părea că definiţiile (6) şi (7) depind esen-
ţialmente de alegerea sistemului de coordonate. Dar, de fapt nu este 
aşa : arătăm că distribuţiile S(P), S'(P), . . . sînt unic determinate 
chiar de funcţia P . Cel mai bine ar fi de a le defini în formă invariantă 
deci în care coordonatele particulare, ux, ..., un nu intervin, şi de a 
utiliza pentru aceasta consideraţii în termeni de teoria formelor dife
renţiale. Cititorul care ar dori să evite formele diferenţiale poate 
utiliza formulele finale, care vor fi date mai jos. Totuşi, limbajul 
formelor diferenţiale este deosebit de potrivit şi îl vom folosi siste
matic în cursul acestui paragraf. Minimul necesar privind formele 
diferenţiale este dat în § 1.1. 

Dacă sub semnul integral ce figurează în membrul drept al for
mulei (7) revenim la vechile coordonate şi la vechile notaţii, găsim 
o combinaţie liniară a funcţiei <p(x) şi a derivatelor sale, cu coefici-
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enţi depinzînd de x. Vom arăta în § 1.7 că orice funcţională / , de 
forma 

K+..~ti<k J k dxi1 ... 8xn» 
1 n p=o 

se exprimă cu ajutorul distribuţiilor S(P), â'(P), ş.a.m.d. în modul 
următor : 

(10) (/, 9) = f [b3(x)^\P)<păx. 

î n scrierea (10) apar doar k + 1 derivate, pe cîtă vreme în scrierea 
(9), în general, mult mai multe. Prezentarea (10) are şi avantajul că 
este unică : dacă / = 0, atunci b0(x) = . . . = bk{x) = 0, ceea ce nu se 
poate afirma despre coeficienţii cn^.j (x). 

Să dăm acum formulele pe care le vom demonstra mai tîrziu. 
î n aceste formule funcţia P trebuie să fie mai regulată decît am pre
supus pînă acum; de aceea vom presupune că P este indefinit deri-
vabilă. 

Să notăm cu 6(P) funcţia caracteristică a domeniului P > 0 : 

(11) 0(P) = i ° ' P < °' (0(P), 9) = i 9(0) ăx. 
1.1, P ^ 0, ^J^ p>o 

Atunci are loc relaţia : 

(12) 8'(P) = ă(P), 

care trebuie înţeleasă în sensul următor : 

(12') - ^ L = ^ â ( P ) . 
dXj SXJ 

Apoi este valabilă formula „de derivare a lui S(A)(P), ca o func
ţie compusă" : 

(13) — SW(P) -
8Xj 

, SF 8f»*1>(P) 
dXj 

(h = 0, 1, 2, . . . ) . 
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Sînt de asemenea adevărate următoarele identităţi, ce leagă distri
buţia o(P) de derivatele sale : 

(14) P8(P) = 0, 

(15) PZ'(P) + 8(P) = 0, 

<16) P8"(P) + 2ă'(P) = 0, 

(17) PS^iP) + &S<*-«(P) = 0, 

Dacă suprafeţele P = 0 şi $ = 0 (funcţia Q verificînd aceleaşi 
•condiţii ca şi P) nu se intersectează, atunci' 

(18) S(PQ) = P-lB(Q) + Q~lB(P). 

în particular, dacă funcţia a(x) nu se anulează, atunci 

<19) S(aP) = a~x8(P). 

Se poate deduce de aici că, 

<20) 8<h\aP) = a-(*+.«8<*'(P). 

Cele spuse mai sus se referă la funcţionalele concentrate pe o 
suprafaţă (n — 1) dimensională în spaţiul «-dimensional *. Fie acum 
o suprafaţă avînd o dimensiune mai mică. Să presupunem că ea este 
dată de ecuaţiile 
>(21) Pi(<h, • • •, xn) = 0, ..., Pk{xx, ..., x„) = 0, 
în care Pv ...,Pk sînt funcţii suficient de netede şi astfel încît 
suprafeţele Pt{x) = 0 (i = 1, . . . , 7c) sînt în poziţie regulată, adică 
astfel încît, în vecinătatea fiecărui punct al suprafeţei S se pot alege 
funcţiile P^x), . . . , Pk{x) drept primele Ic coordonate locale, cele
lalte uk+v .. ., un fiind alese astfel ea jacobianul J? { j să fie diferit 
de zero. Ca mai înainte, putem defini distribuţia S(P1? . . . , Pk) şi 

* în mod uzual, o astfel de suprafaţă se numeşte hipersuprafaţă. (Nota trad.). 
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•3»»*/ Ţ> P ) 
derivatele sale K " ' " ' . Anume, dacă dorim să aibă loc» 

dPÎ* . . . Pi" 
identitatea 

t 8(PV ..., Pk)oăx = [ S(wx, . . . , te*)?i(u>/> r J dw == 

= [ B(uv . . . , wi)^(i*1, • • •, un) ăuv..., ăun, 

unde 
(22) <px(w) = <p(a?) şi <!»(«*) = ?i(«0-D I j ' 

atunci trebuie să punem : 

(23) [ S(P„ . . ., Pfc)<pd« = i ^(0, . . ., 0, uk+1, . . . , »„ ) d%+1 . . . d«„ ;; 

şi din aceleaşi motive trebuie să punem : 

3*+-+B*a(P1, ...,Pk) s-
(24) 

= ( 

^PÎ1 . . . &p"* 
<p(#) d# 

J Sw?1 . . . 5«t"* 

Vom arăta în §1.9 că aceste definiţii nu depind de alegerea sis
temului de coordonate. Pentru aceste distribuţii sînt adevărate ur
mătoarele identităţi: 

ram s
 i(P r ) y g » ( P » . - - , f » ) gP. 

(25) l i"* ( p M""P t )-S AP, a* 
(26) PS(PX , . . . , P t ) = 0, 
(27) PP ,S(P 1 , . . . , P , ) = 0, 

(28) P j P a . . . P ^ P i , . . . , P » ) = 0, 

precum şi identităţile ce se obţin prin derivare formală a acestora.. 
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1.1. Informaţii introductive privind formele diferenţiale *. O 
formă diferenţială de ordin k într-un domeniu al spaţiului «-di
mensional, de coordonate este o expresie de forma 

Yiahh-..i,.(x) da?», • • . da;. , 

sumarea făcîndu-se după toate aranjamentele de n obiecte luate 
cîte Ic. Funcţiile #»!...<(#) se presupun funcţii indefinit derivabile 
de coordonate. Două forme de grad Jc sînt egale dacă se transformă 
una în alta ţinînd seama că produsele diferenţialelor verifică formula 

(1) ăxidxj = — dXjdXi 

şi după reducerea termenilor asemenea. 
Eezultă în particular că orice termen ce conţine două diferen

ţiale cu acelaşi indice este nul. în afară de aceasta, utilizînd regula 
(1) de anticomutativitate, orice formă se poate scrie într-un mod 
„canonic", astfel ca în fiecare termen al său indicii să apară în ordine 
•crescătoare. 

Vom spune că o formă are suport compact, dacă toţi coeficienţii 
săi sînt funcţii cu suport compact. 

Produsul exterior al formelor V. a, j(x) da;», . . . da?,- şi 
2jt>h.~jm(x) &xh • - • da?j este forma de grad fc+m, ce se obţine prin 
înmulţirea algebrică formală a celor două forme; rezultatul se poate 
bineînţeles simplifica, folosind regula (1) şi reducerea termenilor 
asemenea **. 

Eezultă în particular, din această definiţie, că, anticomutativi-
tatea se păstrează şi pentru produsul a două forme de gradul 1, 
<<x = J^aj(x) ăXj şi p = 'Yibk{x)dxk; într-adevăr, 

aj3 = 5J a>i(%)bk(x) ăXj dxk = — YiaAx)bk(®)dxkdxj — — $<*.. 

* Nu vom avea nevoie de teoria formelor diferenţiale în forma sa cea mai generală. 
Peste tot unde va fi posibil vom face simplificări. Cititorul care doreşte să se familiarizeze 
•mai bine cu conceptele introduse aici poate să consulte, de exemplu, cartea lui P.K. 
Raşevski, Teoria geometrică a ecuaţiilor cu derivate parţiale (lb. rusă) sau cea a lui G. 
•de Rliam, Varietăţi diţerenţiabile, lb. franceză, Hermann Paris, 1955. 

** Presupunem desigur că coeficienţii a,- • şi b: '- comută între ei precum şi cu 
i - . . * n « • • • ' m 

•diferenţialele. 
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Să vedem acum cum se transformă o formă diferenţială la o 
schimbare diferenţială de coordonate xt! = xt(x[, ..., x'n). Avem: 

Axi = E 7 7 - ^ 
; = 1 BXj 

Şi 
E . ail...i.dxi1 ... ăxik = 

BX: 8Xi, 

. ZJ . iU <• k fix. CXj h Jk 

Termenii din suma obţinută, în care aceeaşi diferenţială apare de 
două ori, se anulează. Termenii care conţin aceleaşi diferenţiale pot 
fi reuniţi, utilizînd regula dx'jdx'k = —dx'kdx'j; după aceasta se vede 
uşor că'pentru jx < j , < . ' . . < j * , coeficientul lui dx'k-.. dx'^ este 
înmulţit cu jacobianul 

U x'u---XJ 
Obţinem astfel 

(2) , . E a^.j^Xi, ...dmi;= E . a'k..Jdx'h • •• • d * V 
H<-.<i

k ' H<--.<3k 

unde 
/ /y» /v» •• \ 

/ *i ' ' " W 
J» .x<.,<-<« t I #' . . . a? 

V h 3
k' , . . . ' . . 

î n particular, pentru formele de grad «, care se reduc întot
deauna la un singur termen, avem: 

(4) adx1...dxn = aD(X)--- XAdx[...dx'n. 
\Xi . . . Xn) 

Să remarcăm că aceasta este formula după care se schimbă in-
tegranăul într-o integrală multiplă la o schimbare de variabile. Acesta 
este motivul pentru care, pentru astfel de schimbări, se poate utiliza 

17-c. 630 15 2 5 7 



tehnica formelor diferenţiale. De exemplu, pentru orice integrală 
dublă, dacă x — <p(u, v), y = $(u, v), atunci 

dx = <?â du + 9; dv; dy = «J»i da + <K d», 

da; dy = (c?;^ — «pj^) di* du. 

Diferenţiala exterioară a formei diferenţiale 

a = S a'i-.*"t d«H • • • d£<t 

se defineşte ca fiind forma diferenţială de grad k + 1, 

(5) ( oai.,„i, \ 
S *. d a ? J i . . . d a . 

i dxt } k 

în care, bineînţeles, se pot face simplificări utilizînd regula d#,d#^ = 
= — da7jda?(. 

De pildă, diferenţiala exterioară a unei forme diferenţiale de 
ordinul zero, adică a unei funcţii scalare a(x) este diferenţiala uzuală, 
adică forma de gradul 1, £ — - dxt (ai cărei coeficienţi sînt com-

dXi 
ponentele gradientului lui a(x)). Diferenţiala exterioară a l-formei 
£ a*(®) dxs este 2-forma : 

Yi I •— 1 dx( da;; 

(dacă coeficienţilor formei Yiai&xi le facem să corespundă vectorul 
a = {at}, atunci coeficienţii diferenţialei exterioare sînt compo
nentele rotorului vectorului a). Diferenţiala (n — l)-formei 

%a}(x) dx1 ... dx^ dx1+1 ... dxn 
este «-forma: 

{s(-iy--^-}d,1...d,B. 
Se deduce uşor din (1) că, pentru orice formă « avem 
(6) d d a = 0. 
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Să considerăm acum problema integrării formelor diferenţiale pe 
deschişi şi pe varietăţi. Convenim că «-forma a = a{x)ăx1 ... dxB se 
integrează pe un deschis G din spaţiul Ba conform regulii obişnuit© 
pentru integralele multiple. 

Dorim acum să definim integrala unei forme de gradul k pe o 
mulţime fc-dimensională. î n prealabil cîteva cuvinte despre orientarea 
domeniilor şi suprafeţelor. 

Dacă într-o anumită vecinătate V (de dimensiune oarecare m) 
este dat un sistem local de coordonate uv . . . , um, spunem că acestea 
definesc orientarea vecinătăţii V. Un alt sistem de coordonate locale 
vv ..., vm defineşte aceeaşi orientare, dacă jacobianul coordonatelor 
<cit exprimate ca funcţii de u( este pozitiv. Există şi orientarea 
opusă a lui V. Ea este definită de orice sistem local de coordonate 
wv ..., wm pentru care jacobianul în raport cu este 
negativ. 

Domeniul, sau suprafaţa T (de dimensiune m) se numeşte orien-
tabil, dacă în vecinătatea tuturor punctelor sale se pot defini orien
tări ooncordante, în aşa fel încît, în vecinătăţile ce se intersectează, 
coordonatele locale ale fiecărei vecinătăţi, să definească pe intersecţie 
aceeaşi orientare. Nu vom considera suprafeţe neorientabile (dej 
exemplu banda lui Mobius). 

Fie acum o vecinătate w-dimensională U, conţinută într-o 
vecinătate (m + l)-dimensională V şi care separă pe aceasta din 
urmă în două păr ţ i : una din aceste părţi o vom numi interioară, 
cealaltă exterioară. Admitem că sistemul de coordonate wv ..., wm 
din U poate fi completat la un sistem de coordonate w0, wx, . . . , wm 
pe V. Vom spune că orientarea respectivă corespunde direcţiei pozitive 
a normalei, dacă w0 creşte în partea exterioară a lui U; în cazul con
trar vom spune că orientarea lui V corespunde direcţiei negative a 
normalei. 

Să definim acum integrala formei de grad li, a, pe un domeniu 
orientabil T, de dimensiune k (k < n). Presupunem că acest domeniu 
este închis, mărginit, şi suficient de neted. Descompunem pe r în 
porţiuni r(1), . . . , F(ra), astfel încît, în fiecare dintre acestea se pot 
introduce coordonate locale, şi introducem aceste coordonate în mod 
concordant. Astfel, pe T se defineşte una din cele două orientări po
sibile. î n fiecare porţiune r ( 0 exprimăm forma a în coordonatele 
locale Dacă forma a a fost dată într-un domeniu «-di
mensional ce conţine pe T, atunci coordonatele locale uv ..., un tre
buie alese, astfel încît, n.— k dintre ele, de exemplu uk+1, ..., ua să 
se anuleze pe T; atunci dwfc+1 = 0, . . . , dw„ = 0 pe V, şi forma a 
se va scrie, : 

a — a(uv . . . , U].) diix . . . dut. 
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Integrăm în raport cu aceste coordonate forma a în mod uzual, 
pe fiecare porţiune r ( 0 şi adunăm rezultatele obţinute. Este uşor 
de înţeles că valoarea astfel definită a integralei V a, nu depinde de 

• • • , - • v 

descompunerea domeniului T în porţiuni şi nici de alegerea coordo
natelor locale pe fiecare porţiune, corespunzînd unei orientări de
terminate, Este suficient să ne reamintim că, la trecerea la noi coor
donate u[, . . . , u'k, forma a devine: 

a:== it((«i(wi, ..;.-, u'k), ...,%($}......, u'h)D l u y UA d M ; . . . ciu'k, 
\Ui--yUkJ 

Dar, dacă în porţiunile T(i\ trecem la coordonate locale ce 
corespund orientării opuse, atunci integrala V a îşi schimbă semnul, 

r 
căci în acest caz jacobienii i)( 1'""'' *) sînt negativi. 

\u'i . . . u'J 
Astfel, \ a este determinat unic, eu aproximaţia semnului, iar 

, r ' ' 
semnul la rîndul său este unic determinat de orientarea lui F. 

Formula Gauss-Ostrogradski. Fie a o (11 — l)-formă definită pe 
un domeniu mărginit G, w-dimensional cu frontieră T, netedă pe por
ţiuni. Presupunem că orientarea lui G corespunde direcţiei pozitive 
a normalei la frontiera sa T. Prin da, ca mai înainte, se notează dife
renţiala formei a. Atunci are loc formula 

(?) Sa"=S" 
numită formula lui Gauss-Ostrogradski. Tfacă orientarea lui G cores
punde direcţiei negative a normalei, trebuie să punem semnul minus 
în faţa uneia dintre cele două integrale. 

;. Ca exemplu, să considerăm 2-forma «în spaţiul cu 3 dimensiuni. 
î n coordonatele'a?!, x2, x3 ea se scrie sub forma 

x = ax dx2 ăx3 + a2 ăx3 dxt -f- as dxx dx2, 
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îar diferenţiala sa sub forma 

( 8a, 8a2 Sa„ \ , 
— - -j H ) ax1 ăx2 dx3, 8xx 8x2 8x3 ) 

formula lui Gauss-Ostrogradski scriindu-se deci, în acest caz, 

V \a1dx2dx3 -\r a2âx3dx1 + asdxtdx2] — 

(8) 
= \l — 2 L _J i - _|_.—3- J d«x dx2 dx3, 

J \ 8xx 8x2 8x3 ) 
G 

formă sub care ea este de obicei predată în cursurile de analiză. 
Generalizarea formulei lui Gauss-Ostrogradski este formula lui 

Stokes *. Ea se scrie sub. aceeaşi formă 

SM-
G r . 

cii diferenţa că, în acest caz, G este un domeniu /«-dimensional măr
ginit (k < n), iar a este o (k — l)-formă; orientarea domeniului G 
ca mai sus, corespunde direcţiei pozitive a normalei la frontiera I\ 

Drept exemplu poate sluji formula clasică a lui Stokes. î n spa
ţiul tridimensional, în coordonatele xx, x2, x3, l-forma a se scrie 

a = «x ăxt + a2 dx2 + a3 dx3, 
iar diferenţiala sa 

d« = f^-^W dx2+(^-^)dx2dx3 + f^-^d*, . 
\8x1 8xoJ \8x2 dx3J \8x3 8x1) 

Prin urmare, formula lui Stokes devine 

JlKdx, ox2) \<Jr2 dx3J \ox3 8x1) 
G 
(9) 

— V [«! d.Kj + «2 d.r2 + «3 da?3], 
r 

(? fiind un domeniu tridimensional, iar V curba ce-1 mărgineşte. 
* v. G. de Rham, Varietăţi diferenţiabile, (lb. franceză), Ed. Hermann. unde această 

formulă este dată in termeni apropiaţi de cei utilizaţi aici. 
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1.2. Forma w. Considerăm acum suprafaţa 8, definită de ecuaţia 
P(xv xz, ..., xn) = 0, funcţia P(x) fiind indefinit derivabilă şi 

( 8P 8P\ 

——, . . . , — J neanulîndu-se pe suprafaţa 8 (deci lipsesc 
ax1 8x„J 

punctele singulare). 
Vom studia în cele ce urmează o anume (n — 1) formă w, in

variant legată de suprafaţa P ~ 0, mai precis, unic determinată de 
funcţia P pe suprafaţa P — 0 şi care va juca un rol însemnat în con
tinuare. 

Această formă este definită de ecuaţia 
(1) dPw = ăv, 

unde dv = dx = dxt ... dxn, iar d P este diferenţiala funcţiei P . 
Mai înainte de toate să arătăm că, în ipotezele făcute mai sus, 

forma a> într-adevăr există într-un domeniu n-dimensional ce conţine 
suprafaţa 8. 

într-adevăr, în aceste condiţii, în vecinătatea fiecărui punct al 
suprafeţei se poate introduce un sistem local de coordonate, uv ... 
..., un, astfel încît una dintre ele, să zicem u} este chiar mărimea 
P(x), iar formulele de trecere de la coordonatele la coor
donatele «!, u2, ..., u„ sînt date de funcţii indefinit derivabile cu 
jacobian pozitiv D I j . Avem în aceste coordonate dv = ol J d ^ . . . 

. . . duj^dPdUj+x ... du„ şi, prin urmare, putem pune 

( - ) d W l (2) co = ( — ±)j-lD I I dux ... diij_1du}+1 . . . di* "nJ 

în acest mod existenţa formei w este demonstrată. 
8P Dacă, în particular, în vecinătatea unui punct dat, # 0, 

atunci putem alege drept coordonate uv . . . , un, 

Uy = %lf . . . , Uj — P , . . . , un = xa; 

dXj 

şi atunci 

\x) dx} 
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iar forma definită de formula (2) se poate scrie 
,_! d ^ . . . ăxj-xdxj+i ... dxn 

dXj 

Să considerăm acum problema unicităţii formei co. în general, 
forma w nu este definită în mod unic de ecuaţia (1); este evident că 
odată cu forma w, orice formă de tipul <o + y, y fiind o formă „orto
gonală" formei dP, adică verificînd dPy = 0, va verifica ecuaţia (1). 
Arătăm că aici forma y, ortogonală formei d P se poate reprezenta 

v = adP , 
«.fiind o anumită (n — 2) formă. într-adevăr, în coordonatele ux — P, 
u2, ...-»• un, forma diferenţială y, ca orice (n — 1) formă se poate scrie 
y = gxdu2 ... dun + 02 d P du3 ... dun + . . . + gndP duz . . . dun^u 

coeficienţii gv g2, . . . , gn fiind funcţii de coordonate. Egalitatea 
d P y =*= 0 conduce la relaţia gt — 0. Scoţînd pe d P în factor în restul 
termenilor, obţinem rezultatul căutat. 

Să remarcăm (şi această observaţie ne va fi utilă în continuare) 
că, precum se vede din demonstraţie, dacă forma y este cu suport 
compact, atunci şi a este cu suport compact. 

Bezultă de asemenea din demonstraţie că, pe suprafaţa 8, forma 
y este identic nulă (căci d P = 0) şi, prin urmare, pe suprafaţa P = 0, 
forma to este determinată în mod unic de funcţia P . 

Fig. 6 

Să lămurim sensul geometric al formei w. Considerăm suprafeţele 
8 şi 8h, definite de ecuaţiile P = 0, respectiv P = h, pentru h sufi
cient de mic (fig. 6). Alegem un element de suprafaţă da pe supra-
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faţa 8 şi îl transportăm de-a lungul liniilor de coordonate, uu ... 
. . . , «,_!, u1+1, ..., un pe suprafaţa Sh. Obţinem astfel corpul IT 
avînd un anumit volum dv. Forma co, conform definiţiei, reprezintă 
raportul dintre dv şi dP = li. Ca atare, forma co reprezintă viteza de 
variaţie a volumului elementar dv în raport cu variaţia lui P. 

Pe acest model se arată uşor invarianta formei co pe suprafaţa 8. 
într-adevăr, la o schimbare a coordonatelor ux, . . . , u}Ji, uj+x, ... 
. . . , un în unele noi, se modifică înclinarea corpului TI în raport cu 
suprafaţa 8'; dar baza sa nu se modifică, după cum nu se modifică 
nici înălţimea sa, dată de distanţa la suprafaţa Sn, şi deci nici volumul 

dv său, de unde rezultă că nu se va modifica nici co == . Astfel, 
d P 

forma co nu depinde de alegerea celorlalte coordonate uv . . . , u,j-lf 

Totuşi, forma co depinde, bineînţeles, de alegerea funcţiei P 
ce defineşte, prin ecuaţia P = 0, suprafaţa S. Să vedem cum trebuie 
să se modifice forma co dacă, în locul ecuaţiei P = 0, considerăm 
ecuaţia Pt ..= aP == 0, cn(x) fiind o funcţie ce nu se anulează. De-a 
lungul suprafeţei 8 vom avea egalitatea dPx = a dP, de unde rezultă 
că forma corespunzătoare va verifica relaţia . 

dv 1 

Să mai observăm că, dacă funcţia P(x) este distanţa euclidiană 
a punctului x la suprafaţa P = 0 (sau diferă de această distanţă prin 
infiniţi mici de ordiu superior), forma co pe 8 coincide cu elementul 
de arie euclidian do- al suprafeţei 8. 

1.3. Distribuţia â(P). Să trecem acum la definiţia noastră funda
mentală. Fiecărei funcţii test, q>(%), îi facem să corespundă numărul 

Obţinem, evident, o funcţională liniară continuă pe spaţiul 
funcţiilor test. Să notăm această funcţionala cu S(P), adică să punem 

(1) (S.(P),9) = [ Z(P)9 dx = [ <?(x)o). 
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Din cele spuse mai înainte rezultă că funcţionala §(P) nu 
depinde ăe alegerea formei co, ci depinde numai $e funcţia P(x). 

Pentru a arăta echivalenţa acestei definiţii cu definiţia lui S(P), 
dată la începutul acestui paragraf, este suficient de remarcat că, 
în coordonatele ux = P , uz, . . . , u„ conform formulei (2) § 1.2 : 

co = D | " | dw2 . . . dun, W 
Exemple. 1. Mai întîi să considerăm distribuţia ^(xj), care la 

începutul acestui paragraf a fost punctul de pornire pentru definiţia 
generală a distribuţiei o{P). Ecuaţia xx = 0 defineşte un hiperplan 
de coordonate; forma co este în acest caz, 

co = ăxz ... dx,„, 
şi deci 

(2) [ 8(a?1)<p(a;) dx = (â(%), 9) = V <p(0, x2, .. ., xn) dx2 . .. dxa. 

2. Să considerăm distribuţia S^a^ - j - . . . -f <znxn), unde J] a? = 1-
Ecuaţia 

«î^i + - •• + « A = ° 

defineşte un hiperplan ce trece prin originea coordonatelor, ortogonal 
vectorului unitar a. 

Dacă se introduc coordonatele 

a>i — cc1x1 -f-... "T- &nxM u21 ..., u„ 

astfel ca matricea transformării să fie ortogonală (o rotaţie a axelor), 
forma co se poate scrie dw2 . . . dun. Prin urmare, 

(3);'( ,̂(«i.a?i + -', •, +-, «y»»)> <p) =fi \ f,â«2 . . . dun == V O cpda, 
sv«=° sv«=0 

unde der este elementul euclidian de arie al hiperplanului JJ a^; = 0. 
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3. Să calculăm distribuţia 8(xy — c) în spaţiul cu 2 dimensiuni. 
Ecuaţia xy — c = O defineşte o hiperbolă *. î n coordonatele u^ — x, 

fi "71 

uz — xy — c, obţinem din formula (3), §1.2, co = '—, şi prin 
••• x urmare: 

($(xy — o), <p(x, y)) = 

= V 8(xy — 0)9(3?, y) dx dy = — l <p / a?, - | -1 - ~ • 

4. Să căutam distribuţia S(r — c), în care r2 = j ] a$, e > 0. Ecua
ţia r — c = 0 defineşte sfera 0C, de rază o. Cum P == r — o este 
distanţa euclidiană la suprafaţa sferei, atunci pentru r = o forma » 
coincide cu elementul euclidian de arie al sferei Oc şi deci **, 

(5) (S(r - c), 9) = ţ 8(r - o)? da? = ( 9 dOe. 

Prin urmare, S(r — o) poate fi caracterizată ca fiind funcţionala ce 
corespunde masei uniform distribuite pe sfera r == o, cii densitatea 
egală cu 1. 

Aceeaşi sferă, de rază c este dată de ecuaţia r- — c2 => 0. Să 
găsim expresia lui 8(r2 — c2). Punem j ^ == r2 — c2, w2 = 0X, . . . , ua — 
•== e„_j, 6X, . . . , 0W_! fiind unghiurile uzuale ce apar în coordonatele 
sferice. Obţinem: 

w = — dOe — —- dOc, 
2r 2c 

şi 

(6) (S(r2 - e2), 9) = ( S(r2 - c2)9 da? = - i - ţ 9 dO,. 

Distribuţia 8(P) se obţine în mod natural prin derivarea funcţiei 
caracteristice 8(P) a domeniului P > 0 , adică funcţia egală cu 1 

** 
* Dacă c ^t 0. în ceea ce priveşte cazul c = 0, v. § 4.2. 
'* v. şi exemplul 4, § 1.5. 
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pentru P(a?) > 0 şi 0 pentru P(x) < 0 : 

, ; _ , , , (6(P), 9 ) = V ?(a)da?. 

Afirmăm că are loc formula 
(7) 6'(P) = S(P), 

oare trebuie înţeleasă astfel: 

(7') . - « - = -f»(P) (j = l,2,...,«) 
• :•• • day da?,: :; 

Pentru a demonstra formula (7), arătăm la început că, pentru j 
fixat, funcţionalele ce figurează în ambii membri ai egalităţii (7') 
coincid în vecinătatea fiecărui punct al suprafeţei P — 0, în care 

şt 0 (în afara suprafeţei ambele sînt nule). Pentru aceasta, 
dx} 

aplicăm atît membrul drept cît şi cel stîng unei funcţii test ce are 
suportul conţinut într-o mică vecinătate a unui astfel de punct. 
Membrul stîng devine: 

V dXj ' ) V ' Sx}) j dXj 
P>0 

iar cel drept 

Presupunem pentru început că domeniul P > 0 este mărginit. 
Aplicăm (n — l)-formei ce figurează sub semnul integral în membrul 
stîng şi acestui domeniu formula lui Gauss-Ostrogradski. Printre 
coordonate includem mărimea P însăşi; atunci, ţinînd seama că în/ 
cazul de faţă această mărime creşte spre interiorul domeniului, ob-; 
ţ inem: 

\ -T~ 9« = - \ d ( - 7 — <PW|-
J 8x3 ... J V dXj J 

p=o P>O 
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Presupunînd funcţia test <p{x) diferită de zero doar într-o yecină-
tate suficient de mică a suprafeţei P = 0, forma ce figurează sub 
integrală în membrul drept se poate calcula în coordonatele «x = 
— ~ ., «,_! = xir.x, Uj — P, ..., un — xn. î n aceste coordonate, = x 

W = ( — l ) 7 : r 
dP\dXi 

şi, prin urmare, 

\ 8xj } 8XJ 

în afara domeniului considerat, egalitatea 

dl cp—-w = —— da? 

are de asemenea loc, căci acolo <p(%) = 0. De aici 

r ap r a9 , 
\ <p&> = — \ — — a x . 
J 8xj J d ^ p=o P > 0 

Membrul stîng al acestei egalităţi este { S(P), 9 ) , iar cel drept 
\ dx } 

/ — — L } ep j . Astfel egalitatea (7') a fost demonstrată în cazul 
considerat. 

Dacă domeniul P > 0 nu este mărginit, atunci îl înlocuim cu 
intersecţia sa GR cu o bilă de rază suficient de mare, \x] < B, în 
afara căreia funcţia y(x) este identic nulă. Dacă FR este frontiera 
lui GR, atunci formula lui Gauss-Ostrogradski dă 

f 8P f 39 3 

J 8Xj J dXj 
• p 
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dar, cum în afara bilei \x\ «S R, funcţia <p(a?) este egală cu zero, este 
Talabilă şi egalitatea 

C BP [ ,-39 , 
J 3.»,- J ^ 

P=0 P>0 

care ne trebuia. , s ..,?•.„•.., 
F i e acum a? un punct arbi t rar al suprafeţei P = 0. P u t e m construi 

un nou sistem de coordonate 2L, .= V x , - i A ( j === 1, 2 , ; . . , , w), astfel 
• ;.... . a p . , , ., . ..,;. .. . 
încît - —• ^ 0 pent ru orice j . Atunci , d in cele a ră ta te , în vecina-
l a l ea punctului considerat vor fi adevăra te toa t e relaţiile 

(8) 

Pe de altă parte, , avem 

8xk 

ae(P) _ 

v 8 $ • 

8P 
8lt 

•8. : 

8(P). 

','.'•3 

înmulţind egalitatea (8) cu c*.jk şi sumînd în raport cu j , găsim că în 
vecinătatea punctului dat 

36(P) v aO(P) _ . . „ 3P _ 3P 
2»* 81) . 3 4; 3«fc 

2G(P) 8P 
Astfel, funcţionalele ——4- şi —— &(P) coincid în vecinătatea 

8xk • ' ' Bxk 
oricărui punct al suprafeţei P = 0. Dar atunci ele sînt egale, ceea ce 
termină demonstraţia. ? 

Cîteodată este util de a considera distribuţii vectoriale, adică vec
tori /.— (fx, .. . , /„) , pentru care componentele flf ..,,/„ sînt distri
buţii, Două distribuţii vectoriale/ = (,/r, . . . , , /„) şi g = (gs, ...,g„) 
sînt egale, dacă fx — gx, ..., fn — gn. Dacă punem, pentru orice dis-
tribiiţie «7 

l Sa „ , 1 > (9) g r a d , = ( - ^ - , , . . , - ^ ) 
V 8xx 8xn J 
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atunci formula (7') se poate scrie sub forma 

(7") grad 8(P) = $(P) grad P . 

în punctul următor, această formulă va fi utilizată pentru a obţine 
simplu formula lui Green. 

1.4. Exemplu : deducerea formulei luiGreen. Am demonstrat mai 
sus posibilitatea de a considera distribuţii vectoriale, adică vectori 
/ = (/1; . . . , /„) ale căror componente ft sînt distribuţii. Distribuţiile 
vectoriale pot fi considerate şi ca funcţionale definite pe funcţii test 
vectoriale: d a c ă / = (fv . . . , /») şi 9 = (91; • • -, 4'n)> T o m pune 

De exemplu, dacă g este o distribuţie şi 9 o funcţie test, putem scrie 
funcţionala ăg (A — operatorul lui Laplace) sub forma 

(2) (A<7, <,M = - (grad #, grad 9), 

unde grad «7 este distribuţia vectorială j ——, . . . , —— J, iar grad 4> 
\ dxx dxn ) 

funcţia test vectorială { ——, . . . , —— ) • 
V dxx Sxn ) 

In punctul precedent a fost demonstrată formula 

(3) grad 6(P) = S(P) grad P. 

Folosind această formulă vom da acum o demonstraţie simplă a for
mulei lui Green, • 

Să remarcăm că, dacă g este o distribuţie, iar h(x) o funcţie 
indefinit derivabilă, atunci avem 

grad (Jig) = g grad h -f h grad g. 

Fie u(x) o funcţie indefinit derivabilă arbitrară: să examinăm 
rezultatul aplicării funcţionalei A[«8(P)] funcţiei test <p(%). Folosind 
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scrierea vectorială vom transforma această expresie în modul urmă
tor : 

(A[>8(P)], <p) (grad [u6(P)], grad 9) = 

- (u grad 0(P), grad 9) — (0(P) grad u, grad 9) = 

= — (w8(P) grad P , grad <p) — (6(P) grad u, grad 9). 

Roumintindu-ne de definiţia funcţionalelor S(P) şi G(P), putem scrie 

(4) (A[«8(P)], <p) = — 1 (grad u, grad 9) da; — V «(grad P, grad <p)a>. 

Aceasta este tocmai formula lui Green scrisă în distribuţii. î n cazul 
în care P{x) este — cu aproximaţia unor infiniţi mici de ordin supe
rior — distanţa de la punctul x la suprafaţa P = 0, şi prin urmare 
grad P este versorul normal, (grad P , grad 9) va fi derivata normală 
a funcţiei 9, iar « se reduce la elementul euclidian de arie de a supra
feţei P = 0. în acest caz, formula (4) se reduce la cea uzuală : 

(5) V Auf ăv--= — \ (grad u, grad 9) do?— V tt—--do. 
P>0 P>0 P=0 

Am demonstrat-o pentru funcţiile infinit derivabile u şi 9 ; dar prin 
trecere la limită putem s-o extidem la funcţii avînd exact derivate 
de ordinul ce apare în formulă. 

1.5. Formele «4(9) şi distribuţiile SW(P). TJn rol important 
îl joacă şi derivatele funcţionalei S(P) în raport cu argumentul P . 

(1) ( «„(9) = 9(0, 

(2) do>0(9) = dPWl(9), 

(3) dwt_!(9) = dPwfc(9), 

â fiind diferenţială exterioară. 
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Existenţa acestor forme într-un domeniu continînd suprafaţa 
P = 0 se demonstrează uşor utilizînd coordonatele' ux = P, ih .,. 
. . . , ua. Intr-adevăr, reamintindu-ne că > - ? • • • 

« = D | \du2 . . . d«„ 

şi punînd <p(x) == ^((t), putem scrie ecuaţia 

d6>0 =a(91<a) = —-(<Pi-0( ]](*«! . . . dtt„ = dPc^(şp), 

de unde se vede că se poate pune 

.-»w-^(^C))««........ 
î n continuare, în acelaşi mod avem ecuaţia 

dfo(9)) = i_-|9 lJD^j j dp dM2 ... dt(n = d p W 2 ( ( p ) j > 

şi putem pune 

ş.a.m.d., în general 

(*> »,W = ^(^(-))d« ! . . .d„„ 

unde 9x(w) = 9(0). 
Spre deosebire de forma w, aceste noi forme nu mai sînt unic 

determinate de funcţia P(x) (şi de funcţia test <p(x}} nici măcar pe 
suprafaţa P = 0. Pentru noi însă este important faptul că integrala 
formei <ot(<p) j>e suprafaţa P = 0 este unic determinată. Pentru a 
arăta aceasta vom dovedi că dacă forma &*(<p) verifică aceeaşi ecuaţie 
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ca şi «j,.(<p), atunci 
(5) t*t - wfc = doc + pdP, 
unde a şi fi sînt anumite forme cu suport compact, de grad (n — 1 ) 
respectiv (n — 2). Să lămurim mai întîi de ce de aici rezultă deter
minarea unică a integralei. Pe suprafaţa P = 0 al doilea termen se-
anulează, şi deci 

« t — <•>* = d a . 

Din teorema lui Stokes, 

V da = \ a, 
p=o r 

T fiind frontiera suprafeţei P = 0. Dar suprafaţa P sau este închisă 
şi atunci nu are frontieră, sau se întinde la infinit, şi în acest caz; 
V a = 0, forma a fiind cu suport compact. 
i* 

Eelaţia (5) o demonstrăm prin inducţie. Eeamintim că după 
cum s-a arătat la pct. 1.2, dacă o formă y este ortogonală lui d P r 
atunci se poate scrie 

Y — Ti ă?i 

Yi fiind o (n — 2) formă, şi că dacă y este cu suport compact, atunci 
şi YX are suportul compact. De aici, pentru Ic = 0 rezultă direct că,, 

«o - So = P d P> 

p avînd suportul compact, căci formele o0 şi w0 au suportul compact, 
ele conţin funcţia test 9 ca factor. Să presupunem acum că relaţia 
(5) este îndeplinită pentru forme cu suport compact a şi p şi să efec
tuăm trecerea de la Ic la Ic + 1. Pentru aceasta diferenţiem relaţia 
(5); obţinem: 

deda — dwfc = dp dP, 

căci diferenţiala diferenţialei unei forme este întotdeauna nulă. Din 
definiţia formelor ut+1 şi w t+i, 

d P («»+1 - a1+1 - { - i r - 1 dp) - 0. 

18-c. 630 2 7 3 



Prin urmare, 
<o*+i - â>*+i - ( ~ l ) s - l d p - y dP , 

şi rămîne de arătat că forma y este cu suport compact. Pentru aceasta 
•este necesar, după cum s-a mai spus, de a arăta că wfc+1 şi o>t+1 sînt 
cu suport compact. Dar aceasta se vede din definiţia lor (din egali
tăţile (1)—(3)). 

Astfel, integrala formei 00,(9) pe suprafaţa P = 0 este într-ade
văr unic determinată de funcţiile P(x) şi <?(%). Punem, prin definiţie 

(8(*>(P), <?) = \8u<\P)<?dx = 
(6) 

= ( -1)* C 0,(9) (*==0,1 ,2 , . . . ) • 

Că această definiţie a distribuţiei Sa ,(P) coincide cu definiţia dată 
ia începutul acestui paragraf este vizibil din formula (4). 

Exemple. 1. în cazul P(x) s xx = O avem conform formulei (4) 

«*(?) = — V ^ da?2 • • • d^» ' 
şi 
(7) t 8^(^)9 dx - (-lA Sk(?{°' x"'"'Xm) ăxa ... dxA. 

2. Calculăm ^ ( a ^ + ... + a„a?B), unde £ a? = 1. Efectuînd 
a,ceeaşi rotaţie a axelor ca în exemplul 2, §1.3, găsim 

3*9 

şi 

W*(<P) = T i " di*2 • • • d«„ 

<8) 

SV j=o 
derivata din dreapta efectuîndu-se după direcţia ortogonală hiper-
planului 

JJ a,#< » O 
.274 

(în direcţia în care V a,#, creşte), iar da este elementul de arie a l 
hiperplanului. 

3. Să găsim 8lk)(xy —• c). Ca în exemplul 3, § 1.3 trecem la coor
donatele «x — x, uz ~ xy — o. Cum 

D[X M' = i-, 
avem: 

«t (9 ) 

şi 

(9) 
r r 2*9J «x j 
^<*>(^ - c)v(x, y) dx dy = (-1)*+1^ \ * ' ^ -

4. Să construim distribuţia $<k)(r — c), r2 = ]£a?f. Introducem 
coordonatele sferice «! = ?", i*2 = 8, . . . , « „ = 6„_x. Este uşor do 
stabilit că în aceste coordonate 

dO fiind elementul de arie al sferei r = 1. De'aici 

«0 = 9^-MQ, o)x(9) = — (9J-"-1) dQ 

ş.a.m.d. în general 

'•>•"'' ' ":.V: ,-:.- ^ ( H t ^ ^ S I f i S . "* 
şi de ' i 

(10) i ă ( f c ) ( » - - c ) 9 d a ; ^ - ^ i ^ { — ( 9 ^ - ^ d O e , 
J...:-., <>! imn o""1 J 3r* 

în care Oc este sfera r ->• o •= O şi dO„ elementul său de arie. 

275 



5. î n sfîrşit, pentru a calcula pe 8a)(r2 — c2) trecem la coordo
natele ux — r2 — c% w2 — %v .'."'., MB = 6,,^; obţinem 

HI 

2 

1 / 5 \* 
*>*(?) = — ( — - <F«-2dO, 

2 \2r Br J 
de unde 

(11) [ S(i)(r2 - c2)(p da? = -* 1)fc V f — — ^ (<pr"-2) dOc 
J 2c"-1 J \ 2 r 3rj o» 

şi prin urmare 

' (12) (8«>(a£ + . . . + x\ - c2), <p) = 

2c""1 J V 2r Sr / 

1.6. Identităţi pentru 8a">(P). Să arătăm că distribuţia 8(i)(P) 
se poate deriva ca o funcţie compusă : 

(1) -±- 8'(ri(p) = J A 8«+U(P) (le = 0 ,1 , 2, . . . ) 
ca?* ca?, 

Pentru demonstraţie este suficient de arătat, ca şi în § 1.3, că 
pentru un j fixat, funcţionalele din membrul stîng şi din membrul 
drept coincid în vecinătatea oricărui punct al suprafeţei P = O în 
care ^ 0. 

da?; 
Pentru aceasta aplicăm funcţiei test <p(a?), diferită de zero doar 

într-o vecinătate suficient de mică a unui astfel de punct, funcţiona
lele ce figurează în ambii membri ai lui (1), luînd drept coordonate 
în această vecinătate ux = xv ..., ut — P , . . . , un — xn. Atunci 
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m \ — ——, D\ I — - - r şi forma «,. devine 

BXj 

Funcţionala din membrul drept al egalităţii (1) acţionează astfel: 

= ( - l ) t + 1 \ — ^ - d a ? x . . . dajj-xd^+i . . . da?M. 
P = 0 

Funcţionala din membrul stîng al egalităţii (1) acţionează conform 
formulei 

I #9 \ 

( - 1 ) ft+ 

P = 0 
"ăp* BP da?x . . . dxj^dxj+i . . . dx„. 

Este deci suficient de arătat că are loc egalitatea 

/ 39 \ 
(2) 

BPk+1 

B* 
BPk 

8x} 

BP 
BXj ) 
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Pentru fe = O ea este evident îndeplinită căci 9 == (p(seu ... 
, . . , x}(P), ...,3Sn) Şi, prin urmare, 

dtp dep 

8P 8x} i—Y-
\ 8xt ) 

Rezultă de aici egalitatea (2) pentru orice Jc, căci 

dk+1c? 8" 
8Pk+1 8Pk m 

în acest mod egalitatea funcţionalelor ce apar în ambii membri 
ai formulei (1) a fost stabilită în vecinătatea oricărui punct al supra-

8P 
feţei P — 0, în care ¥= 0 ; cum am văzut mai înainte aceasta 

8X) 
este suficient pentru valabilitatea formulei (1). 

Să arătăm acum că au loc următoarele identităţi ce leagă func
ţionala 8(P) de derivatele sale : 

(3) P 8 ( P ) = 0 , 

(4) PS'(P) + 8(P) =• 0, 

(5) PZ"(P) + 2S'(P) = 0, 

(6) P8^(P) + U(k-»(P) = 0, 

Prima dintre aceste inegalităţi este evidentă, căci integrala 
produsului P<p este nulă pe suprafaţa P = 0. Derivînd această iden
titate în raport cu xt şi utilizînd formula (1) găsim 

t)P 8P 
8x1 8xj 
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8P 
^i cum ştim că pentru un anumit j , j= 0 putem simplifica cu 

8XJ 
8P 

şi obţinem a doua identitate *. Procedînd analog se poate 
dXj 

arăta valabilitatea celorlalte identităţi. 
Exemplu. Distribuţia S<s)(r2 — t2), ea. soluţie a ecuaţiei undelor 

în spaţiul cu un număr impar de dimensiuni. Să calculăm rezultatul 
aplicării operatorului undelor A distribuţiei S(k)(r2 — t2). 

8P ' 
A v e m : 

' 8<*>(r2 - P) = 2^a<*+1)(r2 ~ t2), 
8XJ 

— - S(t,(r3 - t2) = 2Sa '+1)(r2 - t2) + ix)8("+2)(r2 - tz), 

V — 8'*>(r" - t2) = 2»8'*+1>(r» - t2) + 
OXj 

+ 4(r2 - t2)8tk+2)(r2 - t2) + 4<2â(i'+2)(r2 - t2), 

ceea ce, în conformitate cu formula (6), se poate scrie 

§« (r2 _ t2) = [ 2 « - 4(7c + 2)]o*'*<-1)(r2 - *2) + it2Slk+2)(r2 - f2)« 
3a^ 

P e de altă parte, în mod asemănător, 

82 

8t2 S«( f2 _ t2) = _2S (*+ 1 )(r2 — t2) + 4«28(*+2)(r2 — J2), 

* In general este valabilă următoarea afirmaţie : dacă au loc egalităţile aAx)f = 0 
O' =* 1» 2, . . . , m), iar funcţiile a,(x) nu au rădăcini comune (pentru toţi indicii j) pe mul
ţimea tnchisă F în care este conţinut suportul funcţionalei f, atunci f = 0. Într-adevăr pen
tru flecare punct x0 al mulţimii F se poate găsi o vecinătate U in care, pentru o anumită 
funcţie a}, \aj(x)\ este superior unei constante pozitive, să zicem de pildă funcţia aj(x). 
Atunci pentru orice funcţie test ţ(x) cu suportul conţinut in V se poate scrie <p(x) = 
=5= ax(x)<!/(x), ty o nouă funcţie test. Avem (f, <ţ) = (f, ax<\i)= (ax f, ij/) = O, adică funcţio
nala f este nulă în vecinătatea punctului x0. în acest mod f rezultă nulă In vecinătatea 
oricărui punct şi prin urmare f = 0. 
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de unde 

V _ i L Sft)(r2. - i2) - - ^ - S(s)(f2 - t2) = (2n - 41c - 6)â(*+1)(r2 —>) . 
2a?2 8t2 

Ultima expresie se anulează pentru h = - . Astfel, dacă ...» 

n — 3 esie impar şi k = • , atunci distribuţia B<k)(r2 — f2) verifică 
2 

ecuaţia undelor: 
(&-JL) u — 0. 

în particular, pentru n = 3, distribuţia S(r2 — i2) este o soluţie 
a ecuaţiei undelor. 

Să examinăm la ce condiţii iniţiale corespunde soluţia găsită. 
Conform formulei (11), § 1.5, 

(7) (S'«(r2-/2),9(^))-^C(^^j%r»-2 |^da 
a 

Pentru n — 2fc + 3 funcţia de integrat este de forma 

( 8 -\ mr2*+1. 
\2rdr) 

• ) 

Fiecare aplicare a operatorului reduce exponentul lui rm eu 
două unităţi. După -fc astfel de iterări, asupra lui <prM+1 se obţine 
o sumă de termeni care conţin pe r la cel mult puterea întîi. Făeînd 
r = t şi făeînd pe t să tindă la zero, obţinem : 

(8) lim 8<«(r» - *2) = 0. 

în continuare avem: 
|<2 _ £2\ / _ 1 \ f c f / "P \* + l 

2 )\2rdr) 8t 
a 
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î n acest caz integrandul conţine un singur termen ce conţine 
pe r la o putere negativă; după cum se calculează uşor el este egal cu 

(27c - M ) ! ! <p(x) 

De aceea, făeînd r = t şi făeînd pe t să tindă la zero, obţinem la 
limită 

<9) i*^ ~ P) 
<=o ^ : 2*+ 1 - ^ 3* 

unde Q„ este aria sferei unitate. După cum se ştie 

_B 2k±S_ 
2K* 2k 2 2 S + 2 ' 

T(—\ rf2fc+3) (2fc+ '!)!! 

î n definitiv obţinem, 

,1 r t . 38 ( % 2 - *2) = (- l ) f t2^+ 19(0) , 
z=o 

adică soluţia 

u(x,t) = 8(*>(r2 - > ) 

verifică condiţiile iniţiale 

{11} u(x, 0) = 0, aM(a?> 0 ) = (-1)^2^+1S(«). 

Astfel, cu aproximaţia unui factor numeric, distribuţia u(x, t) este 
soluţia fundamentală a problemei Cauchy pentru ecuaţia undelor 
(v. cap. I, §4.4). 

1.7. Identităţi pentru <$(1c)(a(x)P). Să considerăm funcţiile 
JP(x) şi Q(x) pentru care suprafeţele corespunzătoare P — 0 şi Q = 0 
ca mai înainte nu au puncte singulare, şi în plus nu se intersectează, 
astfel încît suprafaţa PQ '=»•• 0 nu are puncte singulare. Are atunci 
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loc formula 

(i) *(PQ) = P-XHQ) + Q-'HP). 

Pentru demonstraţie să notăm cu wP forma ce corespunde supra
feţei P = 0 şi cu «Q forma ce corespunde suprafeţei Q = 0, iar cu &» 
forma ataşată ecuaţiei PQ = 0. Aceste forme verifică ecuaţiile : 

(2) wp d P = dv pe suprafaţa P = 0, 

(3) w0 dQ = dv pe suprafaţa Q — 0, 

(4) w(P dQ -f Q dP) = dv pe ambele suprafeţe. 

Comparînd (2) cu (4) şi remarcînd că pe suprafaţa P = 0 ecuaţia 
(4) se reduce la ecuaţia 

<o#dP = dî>, 

vedem că <o = # - V P ; analog, pe suprafaţa Q = 0 avem w = P - 1 ^ 
Deci 

(S(P<2), cp) = \ 9C0 + i <pw = \ 9 ^ - ^ p + l 9P-1<o0 = 
p-o o=o p=o 0=0 

= (Q-^(P), 9) + ( P - 1 ^ ) , 9). 
c.t.a. 

în particular, dacă funcţia a{x) nu se anulează 

(5) S(aP) = a-1 S(P). 

Formule noi interesante se obţin derivînd relaţia (5). în par
ticular, derivînd în raport cu xt, obţinem 

t'iaP) 4 * 2 - „ S'(aP)P i t - + S'(aP)« J ? * = 
dx} dXj dXj 

= a - i « ' ( P ) — - o-*8(P)- 9<* 
9 ^ da?j 
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Ţinînd seama de formula (4), § 1.6, putem pune în locul lui 8'(ap), 
—a-18(«P) = — a~s8(P) şi, reducînd, găsim 

S'(fflP) = a-2S'(P). 

Analog, pentru orice k şi orice funcţie a(x)* 

(6) 8<«(aP) = a-(t+1>8<»(P). 

Exemplu. 

(7) 8<*>(r2 — c2) = ă(*»[(f + c)(r - o)] = (r + e ) -»- 1 **^ — o)„ 

Această formulă afirmă că pentru orice funcţie test 9 

C s«)(ra _ c2)<p(a;) da; = t (r + c)-t'-1S«)(r — o) <?(x)dx. 

Bineînţeles, comparînd formulele (10) şi (11) de la § 1.5 era 
gr eu de a vedea această identitate. Pentiu h = 0 ea devine 

C 8(r2 _ e*)<t(x) dx == — l 8(r — 0)9(0) dx, 

ceea ce se vedea deja din formulele (5) şi (6) de la § 1.3. 

1.8. Straturi. O funcţională de forma iL(x)8ik-1}(P), sau 

(1) L(aî)y*-»(P)<pO»)dfl»= i ^ . ^ 9 ) , 
p=o 

se numeşte h-strat sau strat de ordin fc, pe suprafaţa P — 0. în par
ticular, un strat simplu (k = 1) este definit de 

(2) M ( P ) , 9) = V (A<p<o = V «0(5x9), 

* Care nu se anulează. 

283 



uii dublu strat (li = 2) de formula 

(3) (|**'(P), ?) r= \ «i(fl?). 

Funcţia fi.(a;) ce figurează în aceaste formule se numeşte densitatea 
stratului respectiv. 

Definiţiile date nu ar fi corecte dacă ele ar depinde de modul 
în care este scrisă ecuaţia suprafeţei P = 0. Dar faptul că o func
ţionala dată /es te un 7^-strat, nu depinde de ecuaţia suprafeţei P = 0, 
căcftrecînd de la ecuaţia P = 0 la ecuaţia a(x)P = 0, funcţia a{%) 
neanulîndu-se, se modifică doar funcţia \x(x). într-adevăr, din formula 
(6) din §1.6. 

|i(<r)«(*-u(aJ?) == |i(a>)a-*(a?)8<*-»(P) = [A1(«)Sa'-1'(P). 

Să arătăm că orice funcţională f de forma 

[i = «„...,i.)f 2 > i = ^ - ^ j 

se ^)oa(e reprezenta ca suma unor straturi de diferite ordine. După cum. 
rezultă din cele spuse, pentru aceasta se poate utiliza orice formă 
specială a ecuaţiei suprafeţei P = 0; să presupunem că am scris- o 
astfel încît P(x) să fie distanţa de la punctul x la suprafaţa P = 0, 
şi prin urmare forma « asociată coincide cu elementul de arie du. 
Vom avea 

( / , » = [ %a}{x)V^{x)<*•=.(. co0(ţa,(^)DV)=(S(P), 5>,(J>ty)== 

i • j k 

= (I6*(»)8«)(P), ? ) , 
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unde , ! . 
W = £(-l)'«;*(<*). 

Astfel 
/ = £6,(*)8(*>(P), 

c.t.a. 

fim i( p P V 
1.9. Distribuţiile S(P,, . . . , ? » ) s i — * f " "'•>•?** î n punctele 

precedente ale acestui paragraf s-au considerat distribuţii asociate 
unei hipersuprafeţe P = 0. î n acest punct vom considera distribuţii 
asociate unei suprafeţe 8 de dimensiune mai mică, şi deci definită nu 
de o singură ci de It ecuaţii 

(1) jpi(%> • • • > ®n) = °> pz(x» • • • x«) = °> • • • 

Vom presupune că : 
1) Funcţiile P< sînt indefinit derivabile. 
2) Mulţimea suprafeţelor P^x^ x2, ..., «„) = £j (i = 1, . . . , Ic) 

este în poziţie regulată, adică în vecinătatea fiecărui punct al suprafeţei 
S se poate alege un sistem local de coordonate în care ui=Pi{xv... xn) 
(i = 1, 2,..,..,, Jc), celelalte coordonate %+1, . . . un fiind alese 
astfel încît jacobianul Dl 1 > 0. 

\u) 
Să considerăm elementul de volum în RM : 

dv = dxx ... dxn 

ca o ra-formă diferenţială în acest spaţiu şi să reprezentăm această 
formă ea produsul l-formelor diferenţiale dPx . . . dP* cu o anumită 
n — k formă co : 
(2) ăv = dPx... dPko>. 

Este evident că dacă o astfel de formă « există, atunci ea nu este 
unic determinată. într-adevăr, dacă la o anumită formă co, definită 

* 
de (2) adăugăm forma £ at dPu <Xj fiind (n — Ic — 1) forme arbi-

n 

trare, forma obţinută o + V a4dP4 va verifica de asemenea egali-

tatea (2), căci produsele dP4 dP4 sînt nule. 
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Pentru a demonstra existenţa formei to o vom pune în evidenţă 
în variabilele xx, . . . , x„. î n aceste variabile, elementul de volum se 
scrie ăv =ldx± . . . dxa. Formele dP4 se scriu 

dP dP4 = Z±L d ^ dPl 

dxx * ' dxn 

şi, cum se uşor (v. formulele (2) şi (3) § 1.1) 

<3) 

dx„ 

dPj . . . d P , = d», 

Din condiţiile impuse funcţiilor P ^ , ..., x„) în matricea 

f 9Pi_ JPţ ^ 
dxl dxn 

\ dxx 

dP, 
dx, n I 

«există cel puţin un minor de ordin k, care nu se anulează identic. 
Să admitem că în domeniul considerat este diferit de zero minorul 
<ce conţine derivatele în primele k variabile x1 ..., xk: 

Putem atunci pune 

»(4) 

D(PI'" P * W O . 

dxk+1 ... dxn 

\Xţ . . . Xj. / 

•căci prin înmulţirea cu această formă toţi termenii din (3) în afara 
lui 

\Xy . . . Xţ ) 
dxt... dxt 
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se anulează, căci fiecare va conţine cel puţin o aceeaşi diferenţială» 
de două ori. Singurul termen rămas dă 

D (P% . . . PA # ^ âxll+1...dx = _ = dv 

\X± . . . Xk j 

Analog, dacă pentru ix < i2 < . . . <ik, avem : 

înlocuim (4) prin 

« * +< *(*-D da?*, • • • d a ? , 
>«! + . . . + ».. 5 • H ], (4') co = ( - ! ) ' 2 

D ( P I • • • p ^ 
Va;. . . . x. ) 

unde ji < . . . <j„_ s şi j ^ / j v pentru orice ţx ?£ v. Am arătat astfel 
existenţa formei w. 

O reprezentare mai simetrică (dar nu întotdeauna cea mai como
dă în calcule) a formei« se obţine dacă se realeg într-o vecinătate mică 
drept coordonate % == P^x^ . . . , xn), . . . , % = Pkixii • • •» *»)> i*1*" 
celelalte coordonate «s+i, . . . ,%„ se realeg suficient de netede şi astfel 
ca > 0 . în aceste coordonate elementul de volum se scrie-D(X\>0. în 

dt> = Dl I dux . . . du„ 

1-formele dP4 coincid pur şi simplu cu diferenţialele d«« (i = 1 , , , , 
. . . , k) şi forma to ce ne interesează poate fi aleasă egală cu 

(o) o = D [ ) d«4 + 1 . . . ăun. »C) 
Demonstrăm acum o lemă simplă din teoria formelor diferenţiale 

de care avem nevoie pentru definirea distribuţiei $(P15 . . . , Pt)-
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Lemă. Dacă (n — fc)-forma y este astfel încît produsul său 
cu h diferenţiale independente dPx ... dPk este nul, atunci există 
formele diferenţiale a15 . . . , a*, astfel ca 

y = x1dP1 + ..-. + asdPfc. 

Aici prin diferenţială înţelegem diferenţiala exterioară unei 
0-forme (adică a unei funcţii), iar independenţa diferenţialelor în
seamnă că , ;f 

dPj . . . dPk f. 0. 

Această ft-formă se poate scrie 

v dJ±-lE±_ dl± dx. dx- = 

= Y D'1PI'" P * W ... <ty. 

faptul că dPj . . . dPfc ^ o înseamnă că matricea derivatelor 

(i = 1, 2, . , . , 7c, j = 1, 2, . . . .•») are rangul 7»;. Bezultă de aici că 
funcţiile Plf . . . , Pk pot fi alese ca primele h funcţii ale unui sistem 
local de coordonate în W. 

Pentru demonstraţia lemei trecem la coordonatele indicate mai 
sus, ut = Pt{xx, . ' . . , xn) (i = 1, . . . , 7c) uk+1, . . . , un. Forma dife
renţială y se va reprezenta, în aceste coordonate prin termeni ce 
conţin diferenţialele ăuv . . . , duk şi prin termenul q_duk+1 ... dun ce 
nu conţine astfel de diferenţiale. Avem : 

ăux . . . d%y = <?d% ... dun = 0 

din ipotezele lemei. Cum toate diferenţialele d«? sînt independente 
şi deci cum produsul lor exterior nu poate fi nul, rezultă că q s 0. 
Prin urmare forma y constă doar din suma acelor termeni ce conţin 
cel puţin o diferenţială du,- (i = 1J ,,., 7c). Anume y se poate repre
zenta (în general în mai multe moduri) 

' y == «idtfj + > • • + oci-du*, 
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adică 
v = a i dP x + . . . + akdPk 

tocmai ceea ce trebuia arătat. 
Definim acum distribuţia S(PX, . . ., Pk) prin egalitatea 

(6) (S(P1; . . . , Pk), cpto, . . .,xn)) = i 9.co, 
s 

unde « este forma despre care a fost vorba mai sus, iar S suprafaţa (1). 
Se vede din formula (5) că această definiţie coincide cu cea dată 

la începutul acestui paragraf. 
Este uşor de arătat că această definiţie nu depinde de alegerea 

formei co. într-adevăr, fie dv = dPx . . . dPfcco = dP1 . . . dPkS). Să 
arătăm că \ <p(co — co) = 0 pentru orice funcţie test cp(.r). Conform 

lemei demonstrate co — co = a1dP1 -f- . . . + a.kdPk, în care at sînt 
(n — 7c — 1)-forme. Este evident că de-a lungul suprafeţei Px = 0 , . . . 
. . . , Pk = 0 această formă este nulă, adică distribuţia S(Plţ . . . , Pk) 
este unic determinată de funcţiile Px . .., Pk. 

Trebuie avut în vedere că forma co şi funcţionala S(Pj, . . . , P,) 
se schimbă odată cu schimbarea ecuaţiilor ce descriu suprafaţa 8. 
Să vedem cum se modifică forma co prin trecerea de la ecuaţiile 
Pj = 0, . . . Pk — 0 ale suprafeţei S la ecuaţiile Q1 = 0, . . . , Qk = 0, 
unde : 

Q,{x) = £ *„(x)Pt(x) (j = 1, 2, . . . , 7c), 
«•=o 

iar matricea ale cărei elemente sînt funcţiile indefinit derivabile aw(a?), 
este inversabilă. (Este evident că al doilea sistem de ecuaţii descrie 
aceeaşi suprafaţă ca şi primul sistem.) Pentru aceasta scriem ecuaţiile 
ce definesc forma iniţială co şi cea modificată co, 

dPxdP2 . . . dP,..co = dv; 

ăQ% • • • d^co = ( £ a n dP . ) • • . ( £ <x„ dP f )S = dv. 

Dezvoltând termenii din paranteze şi. ţinînd seama de regula de 
antiComutativitate dP* d P ; = — dPj dPt, vedem că a doua ecuaţie 
se reduce la următoarea 

det |!a^|| dP x . . . dP,.co = dv. 
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De aici 

d e t | | a j j | 

Aceasta este formula căutată de transformare a formei w. Distribu
ţia corespunzătoare S(Qt, ..., Qk) este legată de distribuţia S(P1, . . . 
. . . , P*), prin egalitatea 

Jdet| |aw | | V det||a„-||; 

Definim acum derivatele distribuţiei S(P1; . . . , Pk) în raport cu 
dmS(P P ) 

argumentele P„ adică distribuţiile v *>•••>—L; . Aceste distri-
dPÎ1 ... OP"* 

k 
butii vor fi definite ca integrale pe suprafaţaS (P 1=0, . . . , Pfc=0)& 
anumitor forme diferenţiale «0l...a , depinzînd de funcţiile Px, . . ., P,, 
şi de funcţia test cp(a?1, . . . , «„ ) şi de derivatele sale pînă la ordinul 
m inclusiv. 

Să notăm cu co00 . . . 0(cp) forma <p« (aici w este forma definită 
mai înainte de ecuaţia d-y = &P± .. . dPtco). Pentru a defini de pildă 
forma w10 . . . 0(<p) [a cărei integrală pe 8 ne dă valoarea distribuţiei 
dB(Pu...tPt 

dPk 

j , alegem (n — 1) forma 

dP 2 . . . dP^oo . . . 0(«p), 

o diferenţiem şi reprezentăm w-forma obţinută astfel 

d(dP2 . . . dPtco00 . . . 0(<p)) = dPj . . . dP*<o10 . . . „(9). 

Posibilitatea unei astfel de operaţii se demonstrează uşor trecînd Ia 
un sistem local de coordonate. într-adevăr, în coordonatele 
u{ ~ Pj(&\, . . . , xn) (i = 1, . . . , Jc), v-ic+i, . . . . un, dacă notăm funcţia 
?(a>i(«ii • • -i «• ) , • • -i * » ( % , • • -, «•)) p ™ ? i ( % , •• •, M») = 9 i ( « ) , 
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obţinem : 

(7) 

w, 00 

dP a 

d(dP2 

uio 

\u 
du2 du 

p(9) = ŞP j a ? jd% + 1 . . . dit», 

dPtco00 . . . 0(<p) 

• • dP*o>00 ... „(<?))= - ? - [ŞD f ^ " W 

? # r \ăuk+1 

ăun, 

o(?) d«„. 

în mod asemănător, oricare dintre indicii formei w00 . . .„(9) se poate 
mări de la 0 la 1. în general, dacă presupunem că avem forma 
<o%a*x...a (9)5 atunci, pentru a mări cel de-al j-lea indice, înmulţim 
formula noastră la stînga cu toţi ăP( cu excepţia lui dP.,, diferenţiem 
şi reprezentăm forma obţinută astfel 

(8) 
d(dPx . . . d P , _ x d P m • • • dP»<oBl...Bt(9)) 

= ( - î y - i d P i . . . dP t M a , . . V i , J / + l l « : m •**• 

î n acest mod se definesc formele <">ai...0 (9) pentru [orice valori 
nenegative ale indicilor. 

Este evident că dacă forma iniţială co00.. .0 (9) nu este definită 
în mod unic, formele <oai...« (9) pot fi definite în mai multe feluri. 

Vom arăta însă că formele o>ai...ak(f) definite inductiv plecînd 
de la co00.. .0(9) prin egalităţi de forma (8) pentru orice a1? . . . ak pot 
diferi numai prin forme de tipul 

dx + $xdPx + . . . + %dPK, 

unde d-r — este diferenţiala unei (n — Te — 1) forme T, iar $v ..., Ş>k 
sînt (n — h — 1) forme arbitrare. în plus, forma T, cît şi formele 
Şly...... (3S sînt cu suport compact, adică fiecare din aceste forme 
se anulează identic în afara unui anumit compact. 
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Demonstraţia acestei afirmaţii se face prin inducţie. După cum 
rezultă din lema demonstrată mai înainte, în întreg spaţiul, 

<%>• • -o - aoo- • -o = Pi dPx • • • + M-P* 

pentru orice două forme ce definesc pe S(P1? . . . , Pk). Cum în primul 
rînd ambele forme w00.. >0(<p) şi o 0 0 . . . 0(<p) conţin ca factor funcţia eu 
suport compact <?(x^ ..., xjşi în al doilea rînd diferenţialele dP1 ... 
. . . , dPfc sînt liniar independente, evident toate formele fa, . . . , fa ce 
apar în membrul drept al egalităţii, sînt cu suport compact. Să pre
supunem acum că diferenţa a două forme oarecare cu indicii <xv . . . , y.k 
se poate reprezenta în întreg spaţiul sub forma 

(9) <oBl...at - 5ai...at = CIT + fadP1 + . . . + p*dP*, 

în care T, fa, ..., fa sînt forme cu suport compact, şi să arătăm că, 
prin majorarea unuia dintre indici (peniru a fixa ideile — primul 
indice) cu 1 această proprietnte se păstrează. Pentru demonstraţie 
înmulţim ambii membri ai egalităţii (9) cu dP2 , . . . , dP* şi apoi dife-
renţiem. Cum d(dP4) == d(dr) ~ 0, obţinem 

d[dP 2 . . . dP,,(wai...aA; — Sai.„afc)] == 

= dP1dP2 . . . d.Pk(aai+illXt,..ak — «a, M, <*a...<*,.) = 

= ( - l f d p 1 . . . dpkdfa. 

Rezultă 

dPxdP2 . . . dPs(toai+i,a2...ai - Sai+1)aa...afc - '(—l)kAfa) = 0 

şi, conform lemei 

co«1+1>at...aj - ««!+!,'«,...«, = (—lj*dPi + YxdPj + • • • + ŢfcdPj, 

iar din faptul că formele toai+i,aj...a- şi &>a1+i>as...a7. sînt cu suport 
compact, şi formele px, yx, . . . , yB sînt şi ele cu suport compact, adică 
ceea ce trebuia demonstrat. 
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Să considerăm acum egalitatea (9), valabilă după cum s-a ară
ta t pentru orice indici a1? . . . , a,, pe suprafaţa 8. Pe această supra
faţă dPx = . . . = dPfc = 0, iar forma d T este egală cu o anumită 
formă dx* (diferenţiala exterioară a formei cu suport compact T*, 
ce se obţine din forma T prin proiecţie pe suprafaţa 8). Astfel, pe supra
faţa 8 : 

KV...,H = d-r*, *al,...,ak ~ c 0 " 

unde d-r* este diferenţiala formei cu suport compact T*. 
Să definim acum distribuţia ) ~ L : ' ' ' ,! în modul urmă-

dP^ ..-Ol k'c 
tor : 

Se vede din formule de tipul (7) că această definiţie coincide cu de
finiţia dată la începutul acestui paragraf. Această definiţie nu de
pinde de formele ««,...^ : într-adevăr, dacă u>ai...H şi &ai...ak sînt 
două forme ce se obţin din co0o...o printr-un şir de înmulţiri, dife
renţieri şi împăiiiri, atunci din cele arătate 

[ (**, at(?)- \ w«x. •..-«*(?) = \ d~* 

s 
Conform teoremei lui Stokes 

S l1 

r fiind frontiera suprafeţei $. Dar, avînd în vedere ipotezele făcute 
asupra funcţiilor Pt{xr, . . ., xn) (i = 1, . . ., A), suprafaţa S sau este 
închisă sau se întinde spre infinit. în ambele cazuri integrala V T* = 0 

i' 
căci forma T* este cu suport compact, şi prin urmare 

V- *,= 
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dm8(P P ) 
Astfel distribuţia • ^ 1

1 , " ' ' k ' este unic definită de funetiile 
a r i • • • v^k 

Pi> ••-••> P* pe suprafaţa P1 = 0, , P = 0. 
Pentru distribuţiile B(Plt . . . , P»j şi ̂ f 1 ' - - - P*} au loc urmă-

OPŢ ... ap^ft 
toarele teoreme: 

1. Distribuţiile S(Plf ..., Pt) ş i * " * ^ " - ' ' ^ se pot deriva ca 
oPŢ . . . dP~* 

funcţiile compuse: 

i w p . P i - y J J L P x , ...,Pt)dPt 

•ti ap , a ^ 
• S ( p , . . . p , ) = s 

Aici derivata unei distribuţii în raport cu coordonatele a? se defineşte 
ca de obicei, adică 

2. Distribuţiile â(P1, . . . , P s) şi derivatele lor verifică urmă
toarele relaţii 

Pt(i(Pu . . . , P S ) = 0, 

p p , â ( P 1 ( . . . , p f t ) = o, 

pp/. . . ' psj(p1, '.. ' .>y=o, 
şi toate relaţiile ce se deduc din acestea prin derivare formală în raport 
cu Px , . . . , Pk. De pildă, derivînd succesiv prima identitate în raport 
cu P4, obţinem : 

S(P1; . . ^ P J + P S ^ P x , . . . , P , ) = 0 , 

"»47:ÎP4 (Px, • • •, pt) + J M ^ L P , (P„ . . . , P*) = o, 

Derivarea se poate face în raport cu orice ansamblu de variabile 
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de exemplu derivînd a doua identitate în raport cu Pt şi P} obţinem : 

B(Ply ..., Pk) + PtS',t{Pv • • •, P J + P. *P(P» • • •, P») + 

+ P P ^ > J ( P 1 , . . . , P , ) = 0. 

Demonstraţia acestor fapte se face analog cu cea a rezultatelor 
similare pentru S(P) şi o omitem. 

în încheiere remarcăm că, în analogie cu cele precedente, putem 
defini un m-strat ca fiind o funcţională de tipul 

[ S V-J^'HP» ••;Pk)?(oc)Ax, 
J|o|-m 

unde a = (a1? . . . , as), | a | = ax + . . . + a*, 

iw(Plt . . . , P » ) 

W , D „ , . _ SW^P,, . . . , P S ) 
dP*1 . . . 5P"* 

i « 

în particular, «n strat simplu corespunde formulei 

([xă(P1, . ..,Pk) 9) =V|i(») §(Pi, . . - , P * ) ?(«)da> = l«oo...o ({*?)• 

Se poate demonstra iarăşi că orice funcţională de forma 

tr.rt-Jî.iOfl'fC)*- (*» = 3 a / ' ^ , > 
unde d a — este elementul de arie al suprafeţei S, se poate reprezenta 
ca o sumă de straturi de diferite ordine. 

§ 2. Distribuţii ataşate unei forme pâtratice 

în acest paragraf vor fi considerate diferite distribuţii, în legă
tură cu o formă pătratică indefinită, nedegenerată. în punctele 2.1 şi 
2.2 vor fi construite efectiv regularizatele anumitor mtegrale fără a 
utiliza trecerea la domeniul complex. în celelalte puncte ale acestui 
paragraf se va folosi pe larg metoda convergenţei în domeniul complex. 
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Metoda trecerii în complex este mai simplă şi de aceea la o primă 
citire recomandăm a se începe cu studiul punctului 2.3, după ce în 
prealabil cititorul a luat cunoştinţă de conţinutul punctelor 2.1 — 
2.2 care conţin o serie de rezultate utile relative la distribuţiile aso
ciate formelor pătratice. 

2.1. Definiţia distribuţiilor â«(P) şi 8£*>(P). în § 1 au fost defi
nite distribuţiile 8'~(P) pentru o funcţie P(xlf . . . , xn), indefinit deri-
vabilă şi avînd proprietatea că suprafaţa P(xv ..., xn) = 0 nu are 
puncte singulare. Dacă însă 

(1) 1 {Xv . . . , Xn) = Xx -\~ . . . -\- Xp Xp + 1 — . . . ^jj + ţ 

(V + <Z) = n), suprafaţa P(xv . . . , xn) = 0 este un con cu un punct* 
singular (vîrful) în originea coordonatelor. 

în acest caz distribuţia ă(A)(P) se poate defini în modul următor. 
Cum singura singularităţi; a conului P == 0 se gis sşl o în origine, atunci 
pentru acele funcţii 9 c.ire sînt identic nule îitr-o veainătate a ori
ginii, (^k)(P), 9) a fost în fapt deja definită în §1 : 

(2) (S(fc)(P), ?) = [ â («(P)? da; = ( - l)''' [ w*(?). 

Dacă cp este o funcţie arbitrară indefinit derivabilă c i suport 
compact, atunci integrala (2) poate să fie divergentă. De aceea de
finim (£(fc)(P), 9) ca regularizată integralei (2). 

Vom urma acest plan; vom proceda elementar fără a ne spri
jini pe definiţia lui \ <•>*(<?) dată în § 1. 

p=o 
Fie pentru început o(x) anulîndu-se într-o anumită vecinătate a. 

originii coordonatelor. După îndepărtarea acestei vecinătăţi supra
faţa P = 0 nu mai are puncte singulare. Prin urmare, iu orice vecină
tate suficient de mică a unui punct arbitrar al suprafeţei P = 0 
sepot introduce noi coordonate u x = P , . . .,«Mcu jacobianul D I j > 0 . 

Atunci, conform definiţiei distribuţiei Sa>(P) date în § 1, avem : 

(3) (â<«(P), <p) = ( du.z . .. du„, 
i ( 1 = 0 
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în care integrala se ia pe suprfata P = 0. Această definiţie nu depinde 
de alegerea coordonatelor %, . . . , «•„. 

într-adevăr, după cum s-a arătat în § 1, expresia scrisă anterior 
pentru (S('J>(P), '9) coincide cu (—1)* \ w,.(9)şi deci nu depinde de - 1 ) * [ u*( 

p=o 
alegerea sistemului de coordonate. 

Să scriem în mod explicit (8U)(P), 9), alegînd coordonatele %, . . 
. . . , un în mod special. 

Vom presupune că p > 1 şi q > 1 ; cazul în care p sau g sînt egale 
eu 1 va fi considerat la finele acestui punct. 

Introducem coordonate bipolare, punînd 

(4) xx = r«x, . . ., xp = rcoy, «p+1 = sWj,+1, . . . , ,r3,.. 8 = s t o ^ , 
unde 

(5) r.= /af+.. . . + 4 , »=l/"4+1+ ••• + 4+9-
Elementul de volum în aceste coordonate este dat de formula 

(6) dx = rP-V-idr ds d Q ^ d O ^ , 

în care d O w (respectiv dQ(9)) este elementul de arie al sferei unitate 
în spaţiul cu p (respectiv cu q) dimensiuni. 
în aceste coordonate 

Să luăm acum ca nou sistem de coordonate pe P , r şi coordona
tele bipolare 6>f. Expresia (6) a elementului de volum în (acest co
ordonate va fi 

dx = — (r3 - P p ~ r^ăPărdLl^km"^. 
2 

Conform definiţiei (3) avem 

(7)(S*'(P), 9) = (-1)*[~- k o(r2 — p / a ] r^-hlrdOJ^dQ.^. 
2 

Trecînd de la P la variabila s — (r2 — p)1/2 şi remareînd că 

p=o 
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2sds 
, obţinem 

(8) (SW(P), <p) — C (^—X f*4-2 — 11 rP-1d»" dQ(p)da<«>. 

Dacă punem acum 

(9) <ji(r, s) = i 9 dO<p) dJQ(î>, 

atunci formula (8) devine 
oo 

La alegerea noului sistem de coordonate în spaţiu, în locul lui 
r s-ar fi putut alege coordonata s. Am fi obţinut atunci expresia echi
valentă 

00 

(10') (ăw(P), <p) = (-1)* [ f — V |"rP~2 - ^ - ^ 1 s ^ d s . 
O 

Din cauza ipotezei făcute la începutul raţionamentului, că func
ţia 9 este nulă într-o vecinătate a originii, integralele (10) şi (10') 
converg pentru orice 7c. Dar dacă (p — 1) -f- (g — 2)5* 27c, adică 
dacă 7c < , aceste integrale converg pentru orice funcţie 

2i 

n -\- q — 2 
<p(«)'cu'suport compact. De aceea, pentru h < oricaredm 

2 
formulele (10) şi (10') se poate lua drept definiţie a distribuţiei 8(&)(P). 
Dacă 7c > — q ~ - , definim (S{fc>(P), 9) şi (8<*>(P), 9) ca regulari-

2 
zatele integralelor (10) şi (10') într-un sens care va fi precizat puţin 
mai tîrziu. 

Astfel, pentru p>l, g > l definim distribuţiile 8[fc>(P) şi 8jf>(P) 
prin formulele 

00 
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00 

(11') (8?J(P), 9) = (-!)*( ( ~ ) * [^-2 ^ ^ ] I ^ ds, 
o 

unde 9(r, s) este integrala funcţiei 9 pe suprafaţa a?? -f . •. + «§ == 
= r2, a?£+1 + . . . + a£+B == s2, împărţite cu r p - 1 s 8 - 1 . Integralele de 
mai sus converg şi sînt egale pentru 

T. ^ g + g - 2 

Dacă 

7 c ^ + g - 2 , 
2 

atunci aceste integrale trebuie înţelese ca regularizatele respective. 
Să indicăm ce înţelegem prin regularizatele integralelor (11) şi 

(11'). Să remarcăm pentru început eă funcţia <\/(r, s) definită de for
mula (9) este o funcţie indefinit derivabilă, de r2 şi s2, cu suport com
pact. Făcînd în integrala (11) în mod formal schimbarea de variabile 
r2 = u, s2 = v şi punînd 

W,«) = <W(«*, v) 
vom avea 

00 

1 f 34 / ţ ? VI *r 
(8<»(P), ?) = T J ^ ( « ' <K(*, *)) L ^ 2 di*. 

o 

Funcţia. i>i(u, v) este o funcţie cu suport compact, indefinit derivabilă 
în u şi v. Dar~atunci 

dk ( t± \\ fc2-* 

unde ^(-w) este de asemenea o funcţie indefinit derivabilă. Astfel, 

•'•••i •• * ir p+g o—k 

(i2)- ( T O ^ ^ j U ' YMdt*:: 
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Eegularizarea unor astfel de integrale a fost considerată în cap. I , 
§ 3. Membrul drept al formulei (12) este valoarea — (u\, Y(it)) pen-

4 
tru X = '—- — 2 —li, unde u\ este funcţia egală cu ux pentru 

2 
u > 0 şi zero pentru H < 0. Eegularizarea acestei funcţii este distri
buţia. u+, oare pe i t iu X ̂  — 1, —2, . . . se obţine prin prelungirea 
analitici a lui u\ din semiplanul BeX > — 1 . Pentru X = — 1 , —2, . . . 
această funcţie analitică cu valori distribuţii are poli simpli: distri
buţiile ur"(m = 1, 2, . . . ) le-an definit ca fiind partea regulată a 
dezvoltării Laurent a lui u\ în vecinătatea punctului X = — n. Astfel, 
dacă dimensiune spaţiului n = p -f q este un întreg impar, atunci 
regularizată integralei (1.2) se defineşte ea fiind prelungirea analitică 
a funcţiei 

co 

/(X) = — iunF(u)ău 
o 

p -i- (I în punctul X = -'•—- — 2 — h (prin formulele indicate în cap. I 
§ 3), iar dacă dimensiunea n a spaţiului este pară, ca partea regulată a 

Ti 1 (1 
dezvoltării Laurent a lui f(X) în jurul punctului X = 2 — Jc. 

2 
în mod asemănător se defineşte şi regularizată integralei (11'). 

în general se poate întîmpla ca distribuţiile S(/;)(P) şi 8£fc)(P) să nu coin
cidă . în § 2.3 va fi arătat că în cazul unui spaţiu de dimensiune impară 
aceste distribuţii coincid întotdeauna, iar în cazul dimensiunii pare 
n, dacă k> — —1, diferenţa 8<*>(P) - 8i»(P) este o distribuţie 
concentrată în vîrful conului P = 0. în plus, în § 2.3, se va da o altă 
definiţie mai naturală a distribuţiilor omogene concentrate pe conul 
P == <). 

Să remarcăm că dirt definiţia distribuţiilor 8»>(P) şi 8<*>(P) rezultă 
direct următoarea relaţie 

ă<»(P) = (_ i )*8i«(-P) . 

Pînă în prezent am presupus p>l şi 3 > 1 . Cazurile p sau q 
egale cu 1 sint deosebite, în aceste cazuri trecerea la coordonate bipo
lare nu mai are sens. Să dăm definiţia distribuţiilor 8^(P) şi 8|fc)(P) 
şi în aceste cazuri. 
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Fie la început p = q = 1, adică P == x2 — y~. Alegînd drej>t 
coordonate locale P şi %, obţinem, în analogie cu formula (10), urmă
toarea definiţie a distribuţiei ^;)(x2 — y-) : 

W\wa-y*), 
CO 

9)=f f ^ -Vp i ^ ld , , 
integrarea făcîndu-se pe fascicolul de drepte x2 — y2 = 0. Prin ur
inare ; 

y\2ydy)[ 2y J U ^){2ydy)[ 2y J |, da?. 

Integralele se înţeleg şi aici în sensul regularizatelor (şi aici se folosesc 
uşor rezultatele cap. I, § 3). Avem în particular : 

( 8 ^ - ?/-), o) 9(*L.V)| 
2// + 

?(•»,?/)! dx, 

adică 

(13) 

<M 

2M I 
3'=* - . ' / | y = -

— co 

*&* - jr») = 1 Z(x~ y) + i 8(«r -f y). 
2# 2.// 

Analog, dacă p = 1 şi q = n — 1 > 1 , distribuţiile 8f>(P) şi 
8FJ(P) se definesc cu ajutorul formulelor 

co 

(w) (â(»(P),9)= [ ( ^ y r ^ i ^ i i d ^ 
- oo 

oo 

J V 2.^ aa?x 7 \, 2®i 
o 

co ™ *-*s(=k)w 
s»-2 ds + 

|A'l=S 

sn~2ds, 
i * i = - » 
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în care ty(sv s) este integrala funcţiei 9 pe suprafaţa xx = const, 
x\ + • • • + °°% = s2> împărţită la sa_1. 

Dacă q = 1 şiJ> = n- 1 > 1, atunci distribuţiile 8J*>(P) şi of >(P) 
sînt definite de formulele 

00 

(15) MW,.)-(-V ^ ( i ^ H ' - 1 ^ ] ! , - , , / * " ' 
oo 

(15') (8f»(P), 9) = f fr"—f ( n T ^ ) ^ ^ + 
)\2xndxn) \ 2xu ) *n=r 
o 

^)\2x„dxJ \ 2xn )\*tt~-r 
o 

unde i>(r, xn) este integrala funcţiei <p pe suprafaţa x\ + . . . •+ 4 - i = 
= r2, »„ = const., împărţită la r*"1. Toate aceste integrale trebuie 
luate în sensul regularizării*. 

2.2. Distribuţia P+ . Fie din nou 

(i) P(«) = x\ + . . . + 4 — 4+i — • • • — 4+« CP + s = »)* 

Definim distribuţia P + , unde X este un număr complex, prin formula 

(2) ( -?+ ,? )= ( Px(x)f(x) ăx, 
p>o 

* Să remarcăm că dacă p = 1 sau ? = 1, se poate cîteodată evita medierea lui 
o pe sferă. Formulele (14") şi (15') se pot reprezenta şi sub forma următoare : dacă 
p = 1, atunci 

*,(P,;")=,-1i(iîk),fe)'"-'--a«-
Integrarea făcîndu-se pe suprafaţa conului P = 5 O ; dacă q = 1, atunci 

Bnde din nou integrarea se face pe suprafaţa conului P — 0. 
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eu x = (xv ..., xn)şiăx = dxx ... dxn. Pentru EeX^ O integrala(2) 
converge şi este o funcţie analitică în X. Prelungind analitic această 
funcţie în domeniul EeX > O, definim funcţionala (P\, 9) şi pentru 
alte valori ale lui X. 

Să căutăm polii funcţionalei (P+, 9). Pentru aceasta scriem 
integrala (2) în coordonate bipolare 

(3) xx = rwj, ...,xP = roip, xp+1 — sap+1, ..., xp+3 = sa*^, 

unde 

(4) r = ][x*+ ... +0%, * = / 4 + 1 + .... + 4 + r * 
Atunci integrala (2) devine 

(5) ( P i , <p) = V (r2 - s 2 ) V _ I « « - 1 ăr ăs d O ^ dO<*\ 
P>0 

unde clQW (respectiv dO(9)) este elementul de arie al sferei unitate 
în spaţiul p — dimensional (respectiv q — dimensional). Punînd 
ca în § 2.1 : 

<6) 4»(r, s) = C 9dOw dO^', 

«obţinem . . 

(7) (P^, fp).=i f (r2 - s2)x =(J)(r,-*) r-^-1 s ^ d s dr. 
0 0 

Pentru că funcţia test <?{x) este cu suport compact şi indefinit de-
rivabilă, funcţia ty(r, s) definită de formula (6) va fi la'rîndul său cu 
suport compact şi indefinit derivabilă în raport cu r2 şi s2. Efectuînd 
în integrala (7) schimbarea de variabile u = r2, v = s2 şi notînd 

<8) 4»(r, s) = ^(w, «), 
obţinem 

ci « 

<9) (P\, 9) = — V \ (« - i>)x<W«, u)i42 « 2 du di4. 
0 0 

* Pentru simplificare presupunem în tot ceea ce urmează că p> 1 şi q> 1. Totuşi 
toate rezultatele obţinute rămîn valabile şi în cazurile speciale p — 1 sau q = 1. 
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în sfîrşit prin schimbarea de variabilă v = ut aducem integrala (9) 
la forma 

i 

(10) (P%, 9) = ~[ux + t2~ 1ău[(l-tyt*!Lty1(u,tu)ăt. 
o o 

Rezultă din formula (10) că funcţionala (P+, cp) are două serii de poli. 
Prima serie constă din polii funcţiei 

( i i) o( x, u) = i C (i - ty-h <Wdh, *«) d*. 
o 

Ca şi funcţia (x\, cp), considerată in cap. I, §3, această funoţiie este 
regulată pentru orice X, cu excepţia punctelor 

X = - l , - 2 , . . . . , - A - , . . . , 

în care are poli simpli. în aceşti poli 

(12) ResO(X, u) = ) .' .—— [O <!*,(«, (»)] |,.». 
x—» 4(7i — 1)! di*_1 

Prin urmare, Res <D(X, K) este o funcţională concentrată pe suprafaţa 

conului P = 0. 
Pe de altă parte, dacă <5(X, it) este o funcţie regulată, atimei inte
grala 

;i3) (P\, 9) = iuX + " ? ' <E>(X, u) du 

poate să mai aibă poli în punctele 

n n 11 
v ~~ _ ~2 ' "~ ~2 ~ ' ' ' ' ~ 2 ~ {' "' " " 
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unde n = p + <Z este dimensiunea spaţiului. în aceste puncte 

1 dk 

(14 Ees ( P i , cp) = — - H 0)f _ ± - &, M ) 

şi deci Ees (P+, cp) este o funcţională concentrată în vîrful conului. 

Prin urmare, există două serii de puncte singulare ale funcţionalei 

(15) X = - l , - 2 , . . . , - f c , . . . 
şi 

(10 ) X = > 1, . . ., li. . . . 
2 2 2 

Res(P+, cp) este o funcţională concentrată pe suprafaţa conului P = 0 
dacă X aparţine primei serii, şi în vîrful conului P = 0 dacă X opar-
ţine celei de a 2a serii de puncte. 

în cazul în care X aparţine simultan ambelor serii, situaţia evi
dent poate, fi mai complicată. 

Să considerăm separat mai amănunţit toate cazurile ce se pot ivi. 
Caşul 1. Punctul singular X = — Ic aparţine primei serii dar nu 

aparţine celei de a 2-a serii de puncte singulare. 
Aceasta se întîmpla întotdeauna atunci cînd dimensiunea spaţiului 

n = p + q este impară, şi de asemenea în cazul dimensiunii pare a 
spaţiului, dacă X> 

' 2 
Să reprezentăm funcţia (11) în vecinătatea punctului X = — li, 

sub forma 

(16) <D(X, u) = - ^ M - + ^ ( x , u), 
x + k 

unde (I>0(") = Ees 0(X, fc), iar funcţia <DX(X,«) este regulată în ve-
cinătatea punctului X= —li. Introducînd această expresie în formula 
(13) obţinem : 

co oo 

(17) ( P i , cp) = — \ u * 2 - %(u)ău 4- V « " 2 l <px( X, tt) 
* + Te J 3 

dît. 
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Din ipoteza făcută relativ la X, integralele din formula (17) sînt funcţii 
«regulate în vecinătatea punctului X = — Jc. p r in urmare, funcţia 
(P\, 9) are în acest punct un pol simplu, şi 

oo 

Ees {P\, 9) = CM - »+w+«)-t d>o (tt)dtt, 
X = — h J 

0 

ninde, pentru h > * integrala trebuie luată ca regularizată. 

Ţinînd seama de valoarea lui <1>0= Ees 0(A, u) dată de (12), obţinem : 
x = — k 

Ees(P^o) = 

'(18) 
co 

o 

Astfel, Ees Pi. este o distribuţie, concentrată pe conul P = 0. 
x=-* 

Să stabilim legătura între această distribuţie şi distribuţia 
•8ifc(P) definită în §2.1. Să remarcăm că dacă punem tu ~ v, atunci 

Qlc-l 8^2 Qk-l 3^2 — 1 + f t 

3 P = r : P ' W«»"to)]l«-t = g ^ r ' ţ * 2 *i(»,'«)3!.•-.«"" • 

BPrin urmare formula (18) poate fi rescrisă sub forma 

/• 1 ) * - 1 C Qk~1 8 - 2 J>-2 v - l )*- 1 f d*-1 

Ees (P?J., cp) = 4 ( f c _ 1 ) , \g^=r [« 2 <W«, * ) ] | - . « 2 dw, 
o 

n •unde pentru & 3ş — , integrala trebuie înţeleasă în sensul regulari-
2 

jzării. Pe de altă parte, conform definiţiei date în § 2.1 : 

00 
1 f sik—1 ff 2 ÎJ — 2 

(srw, ?) = x j ^ ^ [«"̂ («i fDi.-.i*"^, 
o 

:806 

unde iarăşi, pentru it > — integrala trebuie regularizată. Dar în?, 

cazul în care dimensiunea n — p + <Z a spaţiului este un număr impar,., 
regularizarea integralei anterioară se defineşte prin prelungire ana
litică. Ca atare 

Ees(JP*f 9) = l " 1 ^ " 1 , (S^_1 ( P ) ' c?)-x—* (ft — 1 ) ! 

Astfel, foi punctul X = — ft(7<; = + 1 , +2, . . . ) , în caswZ în care? 
dimensiunea n a spaţiului este impară, şi în cazul în care dimensiunea 
n este pară iar k < — , distribuţia P\ are un pol simplu de reziduu. 

(19) Ees P i = 1 ^ 1 §<*-') (P). 
x—* (Jc — 1 ) 1 

Acest rezultat nu este surprinzător. într-adevăr, încă în cap. I, am* 
stabilit că 

Ees oh = -i '- S^Hx), 
x=_ft

 + (fc-1)! 

Din formula (19) rezultă că în cazul spaţiului cu un număr impar-
de dimensiuni, şi de asemenea în cazul unui număr par de dimensiuni 
pentru Jc < — , distribuţia S(j*-1)(P) este complet determinată dacă se: 

dă forma pătratică P. 
în § 2.1 s-a remarcat că distribuţia 8ţ4)(P) poate fi definită de-

formula 

(S<*>(P), cp) = ( - 1 ) * C <o,(?), 
JP-0 

integrala respectivă fiind convergentă pentru Jc < —. iar pentru* 
2 

n — 2 fc> trebuind luată regularizată sa. Prin urmare 
2 

Ees ( P ^ 9 ) = — J — - U » ( 9 ) . 
x=-» (fc — 1) ! J 

J>=0 
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Avem în particular 

B e s ( P x ) = f 9(*)d« 
• - JlgradPI x=-i 

unde dcr este elementul de arie al conului P = 0. 
Cazul 2. Punctul singular X aparţine celei de a 2-a serii de puiicte 

singulare dar nu aparţine primei serii. 
Aceasta se întâmplă dacă X — — h (Ic = 0 ,1 , 2, . . . ) şi dimen-

siunea spaţiului n este un număr impar. 
în acest caz funcţia $(X, u) este regulată în vecinătatea punctu-

lui X = — Ic si deci funcţia 
2 

oo 

(P\, 9) = Ux+(»/2)-' <D(X, u)du 
o 

.are în acest punct un pol simplu de reziduu 

oo 

Ees (i»,<p) = Ees CMx+(«/2j-i 0> ( - ~ - fc, u)du, 
0 

şi deci 
(20) Ees ( P x + ) 9 ) = = J L ^ ( - W 2 - / M 0 ; . 

Astfel, Ees (P\ , 9) este o funcţională avînd drept suport originea 
X = -(«/2)-ft 

-coordonatelor. 
Să exprimăm valoarea acestei funcţionale direct, cu ajutorul 

valorilor derivatelor funcţiei cp(#) în origine: 

Pentru X = , formula (20) dă 
2 

Ees (P\, c?) =. 'o ( _ JL , o) 
x=-(«/2) V 2 / 
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Folosind expresia (11) a funcţiei €>(X, tt), obţinem: 

i 

Ees ( i * , <p) = — [ (1 - t)-"'H^-2)'2 ăt^O, 0). 
X=-«/2 4 J 

o 
Dar 

V ( l - t ) 2f 2 <M = - V J ' ' 
r(-f + 1 ) 

î)acă |> este un număr par, atunci T(—p[2 -j- 1) = oo şi deci 

«'21) Ees (P*., cp) = 0. 
X=-» /2 

Fie acum p impar, iar g par. Conform definiţiilor (8) şi (6) avem : 

^(0 , 0) = 9(0, 0) = [ 9(0) d Q w dQ<9), 

şi deci 
9l(0, 0) = Q Â ? ( 0 ) . 

unde cu Op şi Q, s-au notat ariile sferelor unitate în spaţiul cu p — 
respectiv cu q — dimensiuni. Prin urmare 

toft,l-y-'gt^, 
A=-«/2 4T(1 — p\2) 

adică 
(22) Ees 2* = r (^ /2) r ( l - n/2) 

x=-«/2 ' 4r_(I -J>/2) v 

După cum se ştie, aria Qs a sferei unitate în spaţiul s-dimensiona 1 este 
«dată de formula 

2ns/z 

n — • r(S/2) 
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Introducînd în (22) expresiile lui QP şi Os obţinem după calcule ele
mentare 

(23) Ees P\ =[ ; * 8(x). 
X = — »/2 "" 

(l) 
Pentru a găsi reziduurile lui P\ pentru X = Ic, cu li 

= 1, 2, . . . , considerăm operatorul diferenţial omogen 

i=p/f -U 
adică 

d2 d2 d 
(24) L=4-+.. • ° dx\ • • dx% dx*+1 ' " 9 4 + a 

Un calcul direct arată că, 
(25) £P* + 1 = 2(X + 1)(2X + n)P\ 

cu n — p + q. 
Pe de altă parte, pentru orice funcţie cu suport compact, inde

finit derivabilă, <?(%), are loc formula 

(26) \ [9(XP1+1) - i»+»(l^)]daj = 0*. . . . 
p > o •• • •• 

Să introducem în formula (26) expresia LPx+i dată de (25); obţinem : 

[ Px<pdtf = [ P*+l(Lc?)dx, 
p>o " v" T - / | « -r — j P->o 

adică 

(27) ( I » , 9) - — ; * - (P^S-^T)-
22(X + 1)(X + »/2) 

* într-adevăr, dacă ReX >0 , din formula lui Green rezultă că- această integrală 
se reduce la integrala pe suprafaţa P = 0. Dar cum pe această suprafaţa funcţia P*+i şi 
derivatele sale parţiale se anulează, integrala este egală cu zero. Din unicitatea prelun
girii analitice, formula (26) rămine valabilă şi pentru ReX <0. 
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Aplicînd ft-ori formula (27) vom avea : 

(28) (P\,9) = 
1 <Px

+
+*,£*9). 

22*(X H» 1) . . . (X + h) (X + y ) • • • U + Y + h -1 \ 

Prin urmare, 
Ees (Px+, 9) = 

X = - » / 2 - * 

X 
| X — n / 2 - » 22*(X + 1) - . . . (X + fc)(X+w/2). . .(X -> »/2 + k - 1) 

(29) X Ees (Px
+

+S, ifc9)-
X = - ( t t / 2 ) - f t 

Dar 
Ees (PV*> £*<?) = Ees {P\, £*<p). 

X — ( * / 2 ) - * X = . - » / 2 

De aceea, dacă p este par, atunci acest reziduu, conform formu
lei (21) va fi nul. Dacă p este impar, atunci, conform lui (23) avem : 

C _ 1 W 2 - T B / 2 
Ees (!»+», XAf) = { (8(a>), £*9). 

X=-(»/2)-A i ( W 2 ) 

Introducînd această expresie în formula (29) şi ţinînd seama că 
(S(x), Ittp) = (Z*8(a>), 9,) 

obţinem după calcule elementare 

Ees {P\, 9) = *• ' (£* 8(a>), 9). 
x—(»/2)-t + ' r 22%! r(n/2+fc) 

Astfel, dacă dimensiunea spaţiului este un număr impar, atunci 
dacăp este impar iar q par, distribuţia P\ are în punctele X = 

2 
— Jc(k = 0 ,1 , . . . ) #oZi simpli cu reziduurile 

_. ( - l ) T j r / 92 , , 9" 9 2 

Ees Pţ. = i j - . . . -\ 

(30) 
d2 \* 

da?2- 9a?2 
Î> t ," t / p + i -
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Bacă dimpotrivă, p este par iar q impar, funcţia P\ va fi regulată îw* 
aceste puncte. 

Cazul 3. Punctul X aparţine simultan ambelor serii de puncte sin
gulare. Aceasta se întîmplă în cazul spaţiului cu un număr par de 
dimensiuni pentru toţi 

X = -1-jc (Jc = 0,1, . . . ) . 

Ca si în cazul 1, reprezentăm (P\, 9) sub forma 
0 0 -—• • 0 0 

(p \ 9) = 1 C u
x + T ~ * q>0(u)dii + [ ux + ^~ ~1 a>x( \u}ăit, 

(31) 
în care <I>0(it) = Ees $(X, u), iar «D^X, u) este o funcţie regulată î a 

- i i 

vecinătatea punctului X = — 7i;. Din ipotezele făcute, fiecare di» 

integralele ce figurează în formula (31) pot avea în punctul X = 

—Ic, un pol simplu. 
n Deci funcţia {P%, cp) poate «wa ?w punctul X = — ft «<* 

po? <Ze ordinul 2. 

în vecinătatea punctului X = . Ic funcţia P\ se poate 

deci dezvolta în serie Laurent 

(X + w/2 + hf X + M/2 + fc 
Vom căuta coeficienţii c('i\ şi c'i'J ai acestei dezvoltări. 

Mai întîi, rezultă din (31) că 

(32) (c% ?) = Ees L A + " 1*0(it).d«=-i;«6 , )(0). 
x__4_*J. . ,* k l 
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Astfel, distribuţia c(f| este concentrată în vîrful conului P = 0. 
Exprimăm direct pe c{!% cu ajutorul derivatelor lui S(x). Mai întîi, 
pentru Ic = 0, formula (32) dă 

.Prin definiţie, 
i 

* „ ( « ) = — E e s t ( l - 0 x t<*-2,/2<}>i(»,ftO<M. 
4 X = -» /2J 

0 

Obţinem de aici 

<D0(0) — J;. ^ (0 ,0) Ees \{1 —tftU-Wăt 
4 X = -«/2J 

o 

= <h(0, 0) E e s r(^/2)r(x + i) 
x~-«i2 4T(X+ g/2 + 1) 

î n virtutea cunoscutei relaţii pentru funcţia V, 
T(l - co)V(x) = • * 

avem : 
sinwa; 

r(f)r<^> —(-H r(f)r(-'-f) 
r(x + | + x ) - sinrt (— X) r(-X) 

Cum, pe de altă parte, 

rezultă 

lim X + n/2 (—i)W2) + i 
X=-» /2 = I 

s m ( — ftX) 7Î 

r(l)r,x + i) 

( - 1 ) » sin-
r(l)rf-x-l) 

/ ! -_^_A 2 / v 2-' 
TCr( - x) 
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Astfel, 

C M ) ^r(x + | + a ) - ( - 1 ) S m f ^ I f T 
Ţinînd seama că 

^ (0 , 0) = flf£],<p(0), 
unde Oj, şi Oa sînt ariile sferelor de rază 1, obţinem 

r • + i np (f)r(t) (34) (o°_2, ?) = ( - 1 ) 2 s i n ^ K~' ,^~' ¥ , # ) • 

u. 4.r^) 

Dac# p esie un număr par, atunci cl°J = 0, căci s in— = 0. 
2 

P rm urmare, atunci cină p şi q sînt pare, funcţia P+ are în punctul 
X = doar un pol simplu. 

.2 
Dacă atît p cît şi q sînt impare, formula (34) ne dă, 

4 - 1 , , 2 

71 
- - T T ^ 1 

r(f) 
pentru că în acest caz 

£ JL 

sin— = (— 1) 2 , 0„ = —-——, Qa = — - — r r(f) r(l) 
deci, pentru p şi q impari 

, (35) c<_°>2 = ( - l p ~ - T C
/ i v > , «(a?) 

(f) 
Aplicînd acum formula (28) şi repetî-nd întocmai calculele făcute 
pentru cazul 2, se stabileşte că pentru p şi q pari, dîl = 0, adică funcţia 
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P?H are I» punctul X = • — fc doar un pol simplu. Bacă atît p 

eît şi q sînt impare, atunci 
" • — i 

« - 1 „ 2 
oL*J = ( - 1 ) 2 

7C 

22*ft! r [ — + &] 
(36) 

f— 4- 4 - — - 62 ^2 V 
'[dat •" & 4 ~ ă ^ " ~ "•• ~d^~JHx)-

Să calculăm acum distribuţia o{t\. Din formula (31) rezultă 
OO OO 

(0i, 9)=U-s-IO0(«)dw+ Ees [«^ -W-J t - f c , itW 
o = ~ " 2 ~ ~ o 

(37) 
Prima dintre integralele din formula (37) trebuie înţeleasă ca termenul 
liber al dezvoltării Laurent a funcţiei 

OO 

/(X) = CMM-W»-I %(u)du 
o 

n în vecinătatea punctului X = • — k. Valoarea acestei integrale 
2 

este o funcţională concentrată pe suprafaţa P = 0 pe care o definim 
acum. Pentru că 

<£0(w) = BesO(X, u), 

din formula^(21) conchidem c ă : 

*>oW = A r - — [t 2 Mu, te)]l«-i = 

- l ' - [ V 2 ^(«*,t>)]l,_,«2 

*(f + * - l ) l 8^-> 
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De aici rezulta 
co 

i + S-1 co J^+k-l q_Ă P-2 

u 2 du. 

Pe de altă parte, conform definiţiei date în § 2.1. 

(P), 9 ) - 4 ' \ JL [« 2 9i(«, v)]\ u 2 d«. ( O i 

o a«2 

Aici regularizată integralei a fost definită exact ca şi regularizată 
co 

integralei \ «'"-^„(wjdw. Prin urmare, 

+ £ - 1 
r / _ i ) 2 (~+*-i) 

(38) \a -*-^ 0 (M)di t= / } ^-(Si2 7(P), 9)-

Din formula (38) rezultă, în particular, că dacă spaţiul este de 
dimensiune pară şi Jc>—, distribuţia Sf-1' (P) esie perfect definita-

2t 
de forma pâtratică P . 

Să considerăm acum al doilea termen al formulei (37). Avem:: 
co n d"®! j — — — IC, H\ 

(39) Res { u+T~ W - — - fc, i tUtt = L ^ --
2 o 

Funcţionala definită de acest termen are deci suportul redus la vîrfrtî 
conului P = 0. Astfel, 

(40) c-i - / n v di \X> -r K 

' ' fc- l l l ( i+H 
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unde a(fc! este o distribuţie avînd drept suport vîrful conului P = 0 
şi care se exprimă cu ajutorul funcţionalei (3 9 ) : 

(41) (a<*\ 9) - X l 3 j 

fc! ^i** W = 0 

Să găsim forma explicită a funcţionalei a'*' cu ajutorul derivatelor 
distribuţiei <5(x). Considerăm la început cazul Ic = 0. Conform formu
lei (41), 

(a<°>, <p) = « | J - - • * - , o V 

Dar O, j -, 0 1 este termenul liber al dezvoltării Laurent 

a funcţiei $ (X, 0) în vecinătatea punctului X = Avem : 
2 

<3>(X, 0) = I C (l-tffT- d%(0, 0) = L2 i - 0,0,9(0). 
M 4 r ( x + | + i) 

Folosind atît relaţia F(l — x) Y(x) = -, cît şi expresiile lui 
sin nx 

Qp, Q.q putem rescrie această formulă sub forma, 

s i n ^ X + X V r f - x - A U 

suiTtx r/-2.)r(-?^ 

Dacă f> şi g sînt numere pare, funcţia de mai sus este regulată p e n t m 
X = . Prin urmare O, | , 0 1 = Of , 0 I, de unde 

2 1 2 / l 2 
n 

jo) m\ __ f_-t\T ± -r2 

(««", 9 ) = ( - 1 ) 2 — - — 9 ( 0 ) . 

7 
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Dacă p şi q sînt impare, funcţia <E>(X, 0) are un pol în punctul X = 
•= ——--în acest caz (a(0), <p) = oJ ——, 0 j =x?(0) , încare x este ter-

2 v 2 ; ,,., ,• , ^ T i "« .• . s iniu(X+g/2)r(-X-î /2) menul liber dm dezvoltarea Laurent a funcţiei — - •— x 

X nn'2 în vecinătatea punctului X = Calcule elementare, p e 
2i 

sinTcXr(p/2) 
Icule elemenl 

«are le omitem, conduc la următoarea expresie a coeficientului x : 

^r(f)-(f)-r(f)-(f) *-, r(iMi) 
adică 

?+i «__j 

unde funcţia tjj este definită de formula 

Y{w) 

Introducînd valoarea obţinută pentru a(0) în formula (40), obţi
nem pentru k = 0 : 

•(43) c<_°> = j — [(-1)"5"_1 s ! T _ l ) (P) + 6 ^ 8(a?)], m 
*' Valorile funcţiei ty(x) pentru valori întregi şi semiîntregi ale argumentului sint 

-date de formulele următoare 

m = -c + i + - +... + . — . , 

•«nde C este constanta lui Euler. (v. I. M. Rîjik şi I. S. FGradstein, Tabele ... secţia 6.35.) 
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în care 6 = (—1 )?/a dacă p şiq sînt ambele pare, iar 
0 = (— l)!^1 ' /2 — I (J> j i - j — ty j — J J, dacă i> şi 2 sînt impare. 

în sfîrşit, pentru a găsi c{h\ pentru Jc arbitrar se poate utiliza dins 
nou formula „de coborâre" (28). Obţinem : 

ij+*) 
(_1)» — Si2 ' (P) + 

(44) 

22*7c! \ 8x, 8xn 

Aici coeficientul numeric 02;3, este egal cu (—1)«/2 a tunci cînd p ş i 
g sînt pare . 

Expres ia lui a a ) se poa te obţ ine şi din următoare le consideraţii. 
Cum dţ{= Ees P + este o dis t r ibuţ ie omogenă de grad— n— 21c,. 
acest lucru va fi adevăra t şi pen t ru aU). D a r distribuţii le a(k) sînt con
cen t ra te î » origine, şi deci vor fi de forma *>: 

a'*> Qn\——>•••>-7—) *(<•>)» 
\ 8xx 8xn } 

unde Q2k este polinom omogen de grad 21c. 
Pe de altă parte, distribuţia a(w ca şi distribuţia P+ pentru orice-

valoare a lui X este invariabilă la transformările liniare care invariază 
forma pătratică 

ir(a?!, . . ., Xp+q) = Xi -\- . . . -p Xp a?j,+i . . . a?j,+î. 

, . . . , I trebuie să fie 
8xx 8x„ ) 

invariant la aceste transformări. Unicul operator verificînd aceste 
condiţii este operatorul 

Qm — ck,p,Q P I ~ > • • •; — • 
V 8xx 8xP+a ) 

«(»==o,,MP*M-...,-A-)s(aO. 
V 3a?j 8xn j 

* în al doilea volum se va demonstra că o distribuţie avind suportul redus la ure 
iingur punct se poate reprezenta ca o combinaţie liniară de distribuţia 8 şi de derivatele sale. 
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Astfel, 



Coeficientul ck,p,g se poate găsi din expresia (41) dacă în această 
-expresie se introduce o funcţie fixată oarecare. 

Alegem funcţia <p, avînd în vecinătatea originii următoarea formă : 

<P(#) = (*'î + ... + %l — 4 - i - • • • ~ d%, ,)'''• 

Atunci, după cum rezultă din (6) şi (8), funcţia '^(u, tu) are în vecină
t a t ea punctului u = 0 forma 

^(u, tu) = Qj,Q9it*(l — *,R. 

Prin urmare, conform formulei (11), 

0(X, 
i 

adică 

r(x + fc + i ) r ( - | ) 
o (x, u) = —̂! npnaiiK 

r (x + fc + j + i ] 

Funcţia <Dj j — li, u 1 cu ajutorul căreia se exprimă («'*', 9) 

este termenul liber al dezvoltării Laurent a funcţiei <D(X, w) în vecină-
tatea punctului X = — Ic. • 

2 
Să considerăm, pentru a fixa ideile, cazul cînd p şi § sînt, impare. 

Cum coeficienţii dezvoltării Laurent ai funcţiei -4 —-—• • ^ 
' r(x + & + e/2 + i) 

n 
în vecinătatea lui X = h coincid cu coeficienţii dezvoltării 

2 
Laurent ai funcţiei — —^—t m vecinătatea lui X = » 

T(X + g/2 + l ) . . 2 
avem : 
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unde coeficientul x este dat de formula (42). Formula (41) ne di 

8+1 n__ 

(45) (f; 9) = x - ^ - ^ r y - (Hf) ~ • ( T ) ) ' 

Pe de altă parte, 
(aw, 9) = c t l, ;BP*9w | ,_0. 

Conform formulei (25) aplicate de 7c ori, 

(46) P*9(*) = 2«*fc ! ( - | ] ( | + l ) • • • ( | + * - l ) ' 

Comparînd expresiile (45) şi (46), obţinem : 

—----- ,.„ x i^i : , 1 - ^ ( 7 ) ) ^2* 1 p j ?v \ \ \ o. 

2 

în care j» şi g sînt numere impare. 
Astfel, coeficientul %,q din formula (44), în cazul în care p şi q 

sînt impare, este de forma 

Prin urmare, dacă dimensiunea spaţiului n este pară, iar 
p si q sînt ambele pare, atunci P+ are %n punctul X = - — k, 

(k = 0, 1,2, . . . ) un pol simplu de reziduu 

i+ i - i - -
C - 1 ^ 2 (-+"-1) f- l ) 27T 2 

Ees Px = ̂  : 5 U '(P) + - " k T1 / S^) ' ^ - T r(|+.) ' 2 ^ r ( | + ,) 
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unde 

L = - ^ - 4- -^— — - d2 

« o ™ • • • ~*Ţ~ „ „ _ „ . . . Soci ' ' Bx% dx*+1 "' da% p+a 

Bacă p şi q sînt impare, atunci în punctul X — h, P* 
2 

are un pol de of dinul 2. Coeficienţii cfi}2 şi e(*\ ai dezvoltării Laurent a 
funcţiei P+ 

P^ = £^i . î^i L 

(X + -Ş. + *) X + - + 1 (x + f + *)' 
2 

fn vecinătatea punctului X == — • k se exprimă prin formulele 
2 

5-hl »__ j 

c«> = ( 1 ) 2 T C ' J*a(a.) 
2*k\Tl — + /ci 2*fc!r[— + &] 

Q + l W 

r(l+") 2»,r(| + ,) 
unde <]>(a?) este dată de ${x) = J _ M _ . 

I » 
Odată cu funcţionala P\ se poate defini şi funcţionala P* cu 

ajutorul formulei 

•(47) ( P i , 9 ) = ţ ( - P)''9d,/;. 

Toate cele spuse mai sus în legătură cu P+ rămîn valabile şi 
pentru Pt; trebuie doar schimbate p si q între ele şi în formulele 
de mai sus trebuie înlocuit ăf> (P) cu âf»(-P) = (—1)*8£»(P). 

2.3. Distribuţiile Sx corespunzînd unei forme pătratice cu coe
ficienţii complecşi. Pînă în momentul de faţă am considerat exclusiv 
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forme pătratice cu coeficienţi reali. î n acest punct vom considera 
spaţiul tuturor formelor pătratice, 

<1) 2 = E Qr&r»* 

cu coeficienţi complecşi. 
Scopul nostru este de a defini distribuţia 2 \ x fiind un număr 

complex. Totuşi, în cazul general, 2* nu va fi o funcţie uniformă de X. 
De aceea în spaţiul tuturor formelor pătratice 

a = Px + iP2 

vom introduce „semiplanul superior" al formelor pătratice cu partea 
imaginară pozitiv definită şi pentru aceasta vom defini funcţia 2 \ 
Anume, dacă forma pătratică 2 aparţine acestui „semiplan", vom pune 

gX __ eX(ln|P| + la rgP) 

unde 0 < arg 2 < n. O astfel de funcţie 2X va fi o funcţie analitică 
uniformă de X. 

Facem acum să corespundă funcţiei SA distribuţia 

(2) (â \ cp) = C2 x
9d#, 

în care integrarea se face pe întreg spaţiul. Integrala (2) converge 
pentru B e X > 0 şi este în acest semiplan o funcţie analitică de X. 
Prelungind analitic această funcţie vom putea defini funcţionala 
(2X, cp) şi pentru alte valori ale lui X. 

Pentru formule pătratice 2 cu parte imaginară pozitiv definită, 
vom găsi acum punctele singulare ale funcţiei 2X şi vom calcula re
ziduurile acestei funcţii în punctele singulare. Calculul se poate simpli
fica în mod esenţial dacă urmăm o cale ce va fi folosită în continuare. 

Distribuţia 2* depinde analitic nu numai de X ci şi de coeficienţii 
formei pătratice 2. 2X apare deci ca o funcţie analitică definită 
în „semiplanul superior" al tuturor formelor pătratice 2 = 2X + i22, 
unde 22 este o formă pozitiv definită. Prin urmare 2X va fi deter
minată de valorile sale pe „axa imaginară", adică pe mulţimea matri-
celor de forma 2 = iP2 cu P 2 formă pozitiv definită. Din acest motiv 
este suficient de considerat cazul distribuţiilor de forma (iP2) \ Dar 
în acest caz problema a fost deja rezolvată în cap. I, § 3, căci forma 
pozitiv definită P 2 se poate întotdeauna reduce — printr-o trans
formare liniară nedegenerată — la o sumă de pătrate. 

323. 



Astfel, fie la început forma S = ^ grsxrxs aparţinînd „axei 

imaginare". Aceasta înseamnă că grs = iars(r, s — l, ..., n) cu a„ mira 
mere reale, iar forma Y] «rAa?5 este pozitiv_definită. în acest caz; 

r, s = 1 

(âx, <p) = e 2 (S« rA«J ? ' ? da;. 

Printr-o transformare liniară xr = J] a„a/ putem reduce forma 
« = 1 

J ] arsx,xt Ia r2 = «i2 + . . . + a/,2. Jacobianul acestei t ransformări 
1 

este ••• L •, unde | a | este discriminantul formefpătrat ice V 
ursxrxs 

r,s = l 

Astfel: 
2 

fie 

(3) 

e 2 f 
£A, ®) = ., - =U2Ay da/, 

K(-i)"l^lJ 
TTAi 

~~2~ 

FM J 
unde |^ ! este discriminantul formei 2, iar f(—i)n|gr| este radicalul 
aritmetic ((—i) n\ g | este un număr real pozitiv). 

Funcţionala (r2X, 9) a fost deja considerată în § 3.9, cap. I. 
Conform formulelor stabilite acolo, singurele singularităţi ale acestei 
funcţionale, şi prin urmare ale funcţionalei ( # , 9) sînt poli simpli 
în punctele X = — - -•> 1, . . . , — Te, ... ; în plus 

2 2 2 
n 

Ees f2A = ; '.7--X s ^ ) -
* = — 5 - l i 
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Prin urmare, 

4 2 e TC 
(4) Ees 2* = " - — S(a,). 

*-* fFi)%rr[|] 
Să găsim reziduurile funcţiei &x şi în celelalte puncte singulare. 

Pentru aceasta facem să-i corespundă formei S operatorul diferenţial 

(o) is = I^._JL_, 

ai cărui coeficienţi g»rs sînt determinanţi de relaţiile 

n 

s = l 

(Sjr = 1) pentru ?• = t şi Sf = 0 pentru r # tf). Deci matricea || grs || 
a coeficienţilor operatorului i g este inversa matricei || &,j'|| a formei 
pătratice. Avem 

£g2*+i = 4(X + 1) f X + -^ * ^ x 

Această relaţie se verifică uşor printr-un calcul direct. Aplicînd această 
relaţie de Te ori obţinem : 

i |SA + f t = 47c(X + 1) • • • (X -f 7;) (l + —\ ... [x + "- -l- Ic - l) 2% 

deci 

g x = ± . -L%^ 
4*(X + 1) •• • (X +h)U + j \ .. . (X + - | + fc - ]3 

(6) 
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Prin urmare, 
Ees SA = 

«(X + 1) . . . (X + it) ( x + nj2) . . . (x + n/2 + 7c - 1) 
X 

X=-« /2-A 

x Ees Z*;S\ 
A = — B/2 

de unde, aplicînd formula (4) găsim : 

(7) Ees * = e x p ( - ™ i / 4 K * _ 
x—^2-* 4*fe! r(n/2+fc)/(-i)*|jr | 

Formula (7) a fost obţinută în ipoteza că forma pătratică apar
ţine „axei imaginare". Trebuie acum să prelungim expresia obţi
nută la „semiplanul superior" al tuturor formelor pătratice 2 = P1 + 
-f- iP3 cu parte imaginară pozitiv definită. Dar prelungirea analitică 
a operatorului L$ este cunoscută, pentru că coeficienţii săi depind 
analitic de coeficienţii formei pătratice S. Eămîne de lămurit cum se 
prelungeşte la întreg „semiplanul superior" funcţia V(—i)n\g\. 
Prin urmare problema va fi complet rezolvată dacă vom şti să defi
nim ][{—• i)n\g\, ca o funcţie analitică uniformă în întreg „semipla
nul superior" al matricilor pătratice. 

Pentru aceasta reprezentăm diu nou forma S astfel : 

S = P1 + iP2, 

în care Px şi P 2 sînt forme pătratice cu coeficienţi reali, iar forma P 2 este pozitiv definită. 
Există o transformare liniară nedegenerată 

r - S Ky, SCy 

cu coeficienţi reali, care reduc formele P1 şi P 3 la 

Pi = hVl + • • • + Kvl, 

P2 = yl+ ... + yl 
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Coeficienţii reali X1? . . . , X„ ai formei P x nu depind de alegerea 
unei astfel de transformări şi sînt deci invarianţi ai formei 2. Avem : 

\g\ = \b\*(\ + i) . . . ( x , + i), 

unde | b | este determinantul matricii l\bi}\\. Deci 

(- i)» \g\ = b2(l- x x i ) . . . ( l - \ni). 

Să punem atunci 
i î 

(8) K ( - i r i < 7 l = }fW\2(l- h ^ ••• ( 1 - K i),1 

unde valorile rădăcinii pătratice sînt definite de formula 

î J_ 
]fz =-- \z\2 e2 ' —-re <arg0 <iz. 

Funcţia definită de formula (8) va fi funcţia analitică uniformă cău
tată în „semiplanul superior" al formelor pătratice complexe cu 
parte imaginară pozitiv definită. 

Astfel, dacă 

r,s— 1 

este o formă pâtratică arbitrară, cu partea imaginară pozitiv definită, 
atunci distribuţia 2X este o funcţie analitică de X peste tot cu excepţia 
punctelor X = » 1, . . . , Ic, ... în care această funcţie 

are poli simpli. Pentru acestea avem : 
7T»i n 

<9) Ees «*= — £ g -?— 8(x), 

wnâîe | flf| este discriminantul formei pătratice 3, iar funcţia][{~i)n\ g\ 
este definită de formula (8). 
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în mod asemănător se poate considera „semiplanul inferior" al 
formelor pătratice cu formă imaginară negativ definită. 

Dacă forma 
« 

i. = 1 i l . r a = 2J grsxrxs 
r,s=l 

aparţine „semiplanului inferior", atunci distribuţia S este de aseme
nea o funcţie analitică regulată de X peste tot cu excepţia punctelor 

X = , 1, ..., • k, . . . m care are poli simpli. 
2 2 2 

Pentru aceştia avem : 
nni n 

(9') Ees 3* = 

*"7-» 4 ^ ! r g + fc]]AF|7î 
unde iarăşi \g\ este discriminantul formei $ şi ]/i" \g\ este dat de o 
formulă analoagă formulei (8): 

w\ v\=yiw (i + ^i)v 2 . . . (i + x,. i)"2. 
2.4. Distribuţiile (P 4- i0)x şi (P — i0)\ Folosind rezultatele 

de la § 3.3 putem cerceta acum orice formă pătratică reală la puterea 
X. Fie 

n 
1 = 2 J g>s®r%s 

r,s=l 

o matrice nedegenerată, cu coeficienţi reali. Atunci în analogie cu 
distribuţiile (x -jr iu)x şi (x — iO)Â, considerate în cap. I, § 3, vom defin 
distribuţiile (P + iO)"A şi (P — i0)\ Pentru aceasta considerăm forma 
pătratică 

a = P + iP', 
unde P ' este o formă pozitiv definită (cu coeficienţi reali). Nu este 
greu de arătat că atunci cînd coeficienţii formei pătratice P ' tind către 
zero, distribuţia (P + iP')x tinde către o limită perfect determinată. 
Această limită o notăm (P %• i0)\ 

într-adevăr, această afirmaţie este evidentă pentru B e X > 0 , 
căci atunci se poate face trecerea la limită sub integrală V âx <p ăx. 
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W ^ i dXr'dx.) 
S(c 

Pe de altă parte, în virtutea relaţiei (6) de la § 2.3, 

g;x = . ±— Ll&*+", 
4*(X + 1) ...(X + &)(X + -|-J.'.. (x + ^+h-l\ 

care rămîne valabilă în toate punctele regulate ale lui â?1*. 
Analog, definim distribuţia (P — i0)x ca limita distribuţiei 

(P — iP'), unde P ' este o formă pozitiv definită, atunci cînd coefici
enţii lui P ' tind către zero. 

Din definiţia distribuţiilor (P + i0)x şi (P — i0)x rezultă că sînt 
funcţii analitice de X peste tot, exceptînd punctele 

n n n , 
2 ' ~~ 2 ' * " ' ~ 2 "' ' "" 

Nu este de asemenea greu de arătat, folosind relaţia (6) de la 
§ 2.3 că în aceste puncte funcţiile au poli simpli şi că 

Ees (P + iO)A = lim Ees (P + i P ' ) \ 

Ees (P - i0)x = lim Ees (P - iP ' ) \ 
X=-»/2-ft P'-»'J * = -nl2-k 

Pentru a explicita aceste reziduuri, este deci suficient do a găsi valo
rile limită ale funcţiilor ][(—i)n\g\ şi ]f in\ g\, g fiind discriminantul 
formei pătratice corespunzătoare complexe, P + iP' , atunci cînd 
P ' tinde către zero. 

Fără a micşora generalitatea se poate presupune că forma P ' 
se poate scrie 

P ' = s(&2 + . . . + xt), s > 0 . 

Atunci l/f(—i)n| g\ se poate reprezenta sub forma 
i 

U(-i)n\g\ = (e-iX)» .. . (s-iXJS 
* Nu ne vom opri asupra cazului X întreg negativ, neaparţinînd seriei de puncte 

singulare ale lui 8 . Remarcăm fără a demonstra acest lucru, că în aceste puncte (P -£> 
<f iO) nu are singularităţi. 
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unde Xv . . . , XM sînt valorile proprii ale matricii formei P . Să pre
supunem că forma P are în reprezentarea sa canonică p pătrate po
zitive şi q pătrate negative. 
Obţinem atunci pentru s -> 0 : 

l i m f ( - i n g\ = K U T ^ x j ( _ i )T JÎ 
adică 

I i m / ( - i ) » | ^ | = e 4 , " 7 | A | , 

unde A este discriminantul formei pătratice reale P . Aplicînd acum 
formula (9) de la § 2.3 pentru Ees 2 

X — B / 2 - J ; 

Ees (P + i0)x= 
X=-«/2-A 

4*&! r 

Analog, 

(— + *)/IA |^.fii aav&c, / 

7 " .T 
Ees ^ (P - i0)x = ^ _ Z ! _ _ _ _ / £ r __8* 

\r,s = l 
\ o. • • - / ' < - ' 

4**Mr/ |- + ftW|Ă| t Ă l ^ r ^ . ' 
fc 

Astfel, neziduurile funcţiilor (P + i0)x şi (P — i0)x în punctele X = — 
. . 1, . . . . — fc, sînt distribuţii avînă fiecare su-

2 2 ' 2 
portul redus la vîrful eonului P — 0. 

Distribuţiile (P -f- i0)x şi (P — i0)x se exprimă astfel cu ajutorul 
distribuţiilor' P\ şi P } : definite în §2 .2 : 

(2) (P + i0)x = P+ + e-x iPi, 

(2') (P - i0)x = P\ + ereXiPi. 
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într-adevăr, pentru EeX> 0, funcţionalelor (P\, <p) şi ( P i , cp) le co
respund funcţiile 

p x = J P \ pentru P > 0, 
IO, pentru P <0 ; 

px JO, pentru P > 0, 
l(—P)x, pentru P < 0. 

în acest caz, relaţiile (2) şi (2') rezultă direct din definiţia distribuţiilor 
(P + iO)A şi (P — i0)\ Dar atunci, din cauza unicităţii prelungirii 
analitice, formulele (2) şi (2') rămîn valabile şi pentru celelalte valori 
ale lui X. 

Să remarcăm în trecere, că din relaţiile (2) şi (2') rezultă că pentru 
X = 0, 1, 2, . . . distribuţiile (P + i0)\' (P - i0)x şi P x coincid. 

Să stabilim acum, bazîndu-sepe formulele (2) şi (2') legături 
între reziduurile lui P+ şi P i pentru X = k(k — 0,1, . . . ) . 

2 
Dezvoltările Laurent ale acestor funcţii în vecinătatea punctelor 

fi 
X = Jc sînt de forma 

2 
P x

+ = 7 ^ â + ^ i — + . . . , 
X + - - + &I X + —+7c 

2 • J 2 

în conformitate cu (2) şi (2' 
2 

e - C T x i ( P + i 0 ) x _ e7txi (p _ jQj* 
P + — — 2isin7rX 

p X = (P + jQ)X - (P - jQ)x _ 
2isin7iX 

Eezultă de aici, utilizînd expresiile (1) şi (1') pentru reziduurile 
lui (P +i0)x şi (P — i0)x, că dacă dimensiunea spaţiului n este impară, 
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unde 
^•r(~ + *)T\ 

n 0 2 

r . t l i" 8xrdxs 

Aceste rezultate fuseseră deja obţinute în § 2.2 prin altă metodă. 
Aşadar, din relaţia (2) avem : 

Ees (P + i0)x = Ees P\ + Ees e ^ ' P i 
de unde 

X=-(«/2)-
-7 t ( -2 + *)i - n ("- + /<)• 

-(n/i)-2 

Ţinînd seama do expresiile lui Ees (P + i0)x şi c^*\ obţinem : 
<?c«că dimensiunea n a spaţiului este un număr impar, sau ăacă n este 
par, iar p, q de asemenea pare, atunci 

Ees P\ + expf - w f— + ft) i) • Ees P i = 
(4) 

• = Tţfexpj-ixqlV _ Lk . 
4*&ir(»/2 + * ) / ] A | 

d«c« jp şi g smi5 impare, atunci 

(5) Ees P* + e x p f - TC f— + fc) i) • Ees P£ = 0. 

Să mai remarcăm că dacă » esfe impar, sau ăacă n este par şi k <w/2, 
atunci, conform formulei (2), 

(6) Ees P ^ + ( -1)* Ees P i = Ees (P + i0)x = 0. 

Vom presupune de acum încolo că forma pătratică P este adusă la forma canonică : 

. X = X\ -\- . . . ~r ,Xp &p+l ~~ ' ' ' fflp+g-
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în § 2.2 au fost găsite formule explicite pentru reziduurile 
funcţiilor P\ şi P i . cu ajutorul distribuţiilor S<S,(P), 8[k){ —P) = 
= (—1)*4A")(P) şi §(.«).Iutroducînd aceste expresii în (4), (5), (6) 
găsim : 

8<*>(P) - 8<*>(P) = c M . t X * ~ 7 + V ) , 
unde 

82 , o2 S2 32 
Yv = - + . . . H • . . . > 

iar Cj,,8,s = 0 dacă dimensiunea n a spaţiului este un număr impar, 
de asemenea dacă n este par şi.jt< 1 ; în celelalte cazuri cPit:}. 

2 
se pot obţine uşor pe baza formulelor din § 2.2. 

Astfel, dacă dimensiunea n a spaţiului este impară sau dacă n 
este par şi fc<—• — 1, 8[k)(P) — S^(P). Dacă n este par şi Jt >—• — 1, 

2t 2 
alunei diferenţa S(f(P) —S^'(P) este o distribuţie concentrată în vîrful 
conului P = 0. 

Conform teoriei generale, care va fi considerată în § 4, o defini
ţie mai naturală a distribuţiilor omogene concentrate pe suprafaţa 
P = 0 este următoarea (v. în continuare, pag. 401) 

8«*>.(P .) = ( - l )*f t ! Ees Pi, 
X - - A - 1 

şi analog 
8<*)(P_) = (_l)*'fc! Ees P i , 

x=—*—i 

în cazul dimensiunii impare a spaţiului, sau cazul dimensiunii 
n 

n pare, ft < — — 1, avem : 
2 

8<*>(P;) - 8[*>(P), s w (P i ) = s ( i s )(-P); 
'li 

î n cazul dimensiunii pare si fc>—- — 1, diferenţele 
/ : • - 2 ;•• 

8<*)(.P+.) - S<*>(P), şi S(*'(P_) - §ifc '(-P) 
sînt distribuţii concentrate în vîrful conului P = 0. 
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Eezultă din relaţiile (4) — (6) că dacă p şi q sînt simultan pare şi 
n 

&> 1, atunci 
2 

q M 

(-l)*â(*>(P+) - sw(p_) = IzU 2 ^2
 T

h+1~i*, , 
4 (*+1-ir) 

tar I» io«iîe celelalte cazuri 

5(*>(P_) = (-1)*8(*'(P+). 

2.5. Soluţii fundamentale ale ecuaţiilor diferenţiale liniare. Vom 
utiliza acum rezultatele obţinute în § 2.3 şi § 2.4 pentru a studia 
soluţiile fundamentale ale ecuaţiei 

(1) L*u=f{x), 

unde L este un operator liniar omogen de forma : 

d% r)2 PI2 32 L = 
M dx% 8xl+1 """ 8xţ+q 

1,2, 

Eeamintim că se numeşte soluţie fundamentală a ecuaţiei (1), 
o distribuţie K ce verifică 

(2) LkK = 8(x). 

în particular, orice ecuaţie liniară diferenţială de ordinul al 
doilea cu coeficienţi constanţi, conţinînd doar derivate de ordinul 2 
se poate reduce la ecuaţia (1), pentru h = 1. Această ecuaţie se 
numeşte de obicei ultrahiperbolică. Pentru p sau q nuli, ea se reduce 
la ecuaţia lui Laplace, iar pentru p sau q egali cu 1, la ecuaţia undelor. 

Este natural de căutat soluţia ecuaţiei (2) sub forma unei distri
buţii omogene, căci atît operatorul L cît şi distribuţia S(x) ce figu
rează în membrul drept sînt omogene (sau a unei distribuţii asociate,, 
v. definiţia din § 1). Cum după 2&-derivări succesive ale distribuţiei' 
K se obţine distribuţia S(x), avînd gradul de omogenitate — n, cu 
n — P + î dimensiunea spaţiului, gradul de omogenitate al lui K 
trebuie să fie — n + 21c. 
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Pe de altă parte, ecuaţia (2) este invariantă la transformările 
liniare ce nu schimbă forma pătratică 

JZ = — X\ - p . • • - p X% ^?p + l " • • « 3?p+g* 

Vom construi soluţia acestei ecuaţii sub forma 

K=f(P). 

î n § 2.4 au fost considerate distribuţiile omogene de P : (P + 
-f iOf şi (P — i0)\ Pentru X — J- Ic aceste distribuţii au 

gradul de omogenitate cerut, — n + 2fc. 
Vom arăta acum că, exceptînă cazul în care dimensiunea spaţiului 
•este un număr par, iar lc> — , fiecare dintre distribuţiile (P+iO)-~<M'2)+* 

2 
şi (P — iO)~(M/2i+ft este, cu aproximaţia unui factor constant, o soluţie 
Jundamentală a ecuaţiei Lku = f(x). 

Folosim relaţiile, stabilite în § 2.3 şi § 2.4 : 

Lk(P + i0)x+& = 
(3) 
= 4*(X + 1) . . . (X + fc)( X + — ] . . . [ X + — + k - l\(P + i0)\ 

JDe aici, pentru X = , obţinem : 
2 

Lk(P + iO)-C"2'+s = 

(4) 
= 4* ( l - —) . . . (ic - —Vfc -1 ) ! Ees (P + i0)\ 

Se vede deci că, dacă dimensiunea n a spaţiului este un număr par şi 
]c> — , atunci membrul drept al egalităţii (4) se anulează şi obţinem 

I/{P + i0)-("/2'+ft = 0, 

adică distribuţia (P + iO)~iM'2>+ft este o soluţie a ecuaţiei omogene Lku=0. 
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în toate celelalte cazuri, introducînd în (4) expresia lui 
Ees (P + i0)\ obţinem: ' 

Â=-» /2 

S(x). 

Prin urmare, distribuţia 

^ = ( _ ! ) * — * 

4"(7c -

T-*) , 2 ; 

- 1 ) ! n2 
f(P-+;iO) 2 

este o soluţie fundamentală a ecuaţiei i*« = /(<#). 
Astfel, ow excepţia cazului cînd dimensiunea n a spaţiului este un 

număr par şi Ic > — , distribuţia 
2 

(5) * i = ( - l ) * ^ - / . ( p + i 0 ) ^ + S 

4*(fc- l)\n2 

şi analog, distribuţia 

t^rUL-k 
- T +* (5') K2 = (-1)* ijf Z. ( P __ i 0 ) 

4*(ft - 1 ) ! TIT 

swi soZw/n fundamentale ale ecuaţiei Lku = f{x). Dacă n este par si 
n 

li>.~-, atunci distribuţia (P + i0)-"/2+* = (P - io)—tf+* este soluţia 

ecuaţiei omogene Lku — 0. 
Să remarcăm că soluţiile fundamentale Kx si 7L„ sînt complex 

conjugate. 
Formulele (5) şi (5') dau formele cele mai comode pentru solu

ţiile fundamentale ale ecuaţiei Lku =/(,-»). Am fi putut căuta solu-
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ţii fundamentale reale, combinînd părţile reale şi imaginare ale dis
tribuţiilor Kx şi Kz. Dar, după cum este paritatea sau imparitatea lui 
n precum şi după faptul c ă p şi q sînt pari sau impari, formulele solu
ţiilor fundamentale reale ale ecuaţiei Lku ~ J\x) sînt esenţial diferite. 

Formulele ce dau soluţiile fundamentale Kx şi Ez ale ecuaţiei 
Lku==f(x) se pot transforma exprimînd aceste distribuţii direct, 
cu ajutorul distribuţiilor P% şi P i . 

Vom utiliza pentru aceasta formulele do la § 2.4, ce exprimă pe 
(P + iO)A şi (P — iO)* cu ajutorul distribuţiilor P+ şi P i . Daca dimen
siunea n a'spaţiului este impară, atunci P + şi P_ sînt regulate * pen-
tru X = h Ic si obţinem : 

2 

(G) jr1 = jr8=(-i)* m-*) p. :î« + e-H-V>*). 
4*(fc - i ) : 

n Dacă n este par şi Ic < - ~ , atunci P\ şi P i au în punctul X= |-fo 
2 2 

poli simpli avînd reziduurile egale cu 
(_l)«/2-*-i Kes P i Ees P* 

X=-B/2 + Ă 

( _ l ) » / 2 - * - l 
Ees P i = - i — ^ 8W2-*-1'(P+). 

X=»/2+A (w/2 —/c—1)! 

Notînd cu P+M/2+ft şi pzm+k termenii liberi ai dezvoltării Lau ren ta . 

funcţiilor P+ şi P i în vecinătatea punctului X = \-)c, obţinem : 

Kx = K2={-lf-

(7; 

•^f-») 
4*(ft - 1)! n' 

P +
2 -|- ( - 1 ) 8 P_" + 

(f-H 
* Ca funcţii de variabila X. (Nota trad.). 
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Hezultă în particular, din formulele (6) şi (7), că distribuţiile K± şi K2 
sînt liniar independente. Distribuţia Kx— K2 este soluţia ecuaţiei 
omogene Lku = 0. 

Să considerăm, în fine, cazul în care dimensiunea spaţiului n 
este un număr par si &> — . Dezvoltînd funcţia (P + i0)x+* în serie 

2 
, , . n Taylor m vecinătatea punctului X ==' , avem 

2 
(P + i0)x+*= 

= (p + io) 2 + I X + — (P -¥ i0) 2 In (P + i0) + . . . 

Introducînd această dezvoltare în egalitatea (3) şi identificînd apoi 
/ i i 

coeficienţii lui X + — în ambii membri ai egalităţii, obţinem : 

2 

L\{P + iO) Y+* In (P + i0)] = 

= 4*( - l ) T ~ (— - l | ! (h - — W - 1)! Bw (P + i0)\ 
Tinînd seama de expresia lui Eos (P + i0)x vedem că dacă spaţiul 
estfe de dimensiunea pară n, atunci soluţia fundamentală a ecuaţiei 
Lku = /(*) pentru Jc> — esie distribuţia asociată 

2 

— i e ^ " T + * 
Ki = (_!)» __^ ® (P + i0) In (P + iO). 

4*(7c — — ]! ( fc- l ) l 

.Analog, o altă soluţie fundamentală a ecuaţiei Lku = f{x) este în acest 
• caz distribuţia 

1 i Q ~ ă ? i - - + * 
Z2=(-l)2" — ^ - (P-iO) 2 in ( P - i O ) . 

4 * ( f c - — ! (fc-1)! 
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Să remarcăm că formulele soluţiilor fundamentale ale ecuaţieii 
-Z/'M = /(a?) îşi păstrează sensul şi dacă L este un operator diferenţial] 
liniar omogen de ordinul al doilea arbitrar, 

în acest caz drept P trebuie considerată forma pătraticâ 

n 

« 

unde J] #rs#si = S* (r, f = 1, . . . , n). î n expresia coeficientului luii 
(P + i0)-«/2+* şi (P - i0)-»fl+* trebuie adăugat factorul ']/ŢĂŢ, A. 
fiind discriminantul formei pătratice P . 

De exemplu, soluţia fundamentală a ecuaţiei 

( d2 82 \ 
2~ : H—T-Jtt =/(»i» «2» «3) dxx 8x3 d%\ ) 

este distribuţia 

#1 = ~ ^ r ( 2 ^ 3 + ^ + iO)-1^2 

şi 
# 2 = JCX. 

2.6. Transformatele Fourier ale distribuţiilor (P + i0)x ?i (P — 
— i0)\ Pentru a găsi transformatele Fourier ale distribuţiilor (P + 
+ i0)x şi (P — i0)x aplicăm metoda prelungirii analitice în raport cu 
coeficienţii formei pătratice, dezvoltată în § 2.3. 

Fie 

(1) 2 = ac^2 + • • • + a . 4 , 
o formă pătratică, cu coeficienţi complecşi, pentru care I m ă este-
o formă pozitiv definită, adică Imas > 0 (s — 1, . . . , »). Distribuţia 
â!x şi deci şi transformata sa Fourier 1X este o funcţie analitică de 
« ! , . . . ,a„ în domeniul Ima, > 0 (s = 1, . . . , n). 
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Pentru a găsi pe Sx este deci suficient de a considera cazul în care toţi 
coeficienţii sînt pur imaginari: «s = ib„ cu bs > 0, (s — 1, ..., n). 
Dar în acest caz 

2* = e
2 {(b^l +... + bnxlfe?{'xA+---+vn)ăoo. 

După o schimbare de variabilă corespunzătoare obţinem 

'•( S l -L A-X S n ~\ r 
Vh... /&, 

. ^ e v r c ' y^ăx, 

under2 = x\ + . . . + x\. 
Transformata Fourier a distribuţiei rx a fost calculată în cap. 

II, § 3.3. Utilizînd formula găsită acolo, avem 

f r = ^ . . . R r ( - A ) Ui "" '»»/ 
a a a 

e 4 2 a + M 7T 2 r | X + 
(2) & = - — = X - f~+ ••• +-) 

M « i . . . f - i a„ r ( -X) U i « J 
Din unicitatea prelungirii analitice, formula (2) rămîne valabilă 

pentru orice formă pătratică de tipul (1) cu parte imaginara pozitiv 
definită; valorile rădăcinii pătratice sînt date de ]/W = |z|1/2. 

( 1 \ s2 . s2 

—• i arg z 1. Să remarcăm că forma — + . . . + — are partea 
2 ' j ax a„ 

imaginară negativ definită. 
Fie acum 

.P = %x - p . . . -(- flJjj • ^D+i • • • ' ^ Î ) + Î J 

# = Si + • • • + 8p —" Sj,+ 1 — . . . — SP+a: 340 

Efectuînd trecerea la limită în formula (2) obţinem pentru 

ax — . . . — ctp — 1, <xp+x — - l 

<3) F[(P ̂  i0)"A] = ^ — A 2-L {Q _ i0)" 

şi analog 
H-Xi 
i 

(3') JF[(P - 10)*] = -

r(-x) 

-B7tTrf x + 

r(-x) 
2 ; (<? + i0) / _ 2 -

Aplicînd formula (14) de la § 2.3 obţinem, după calcule elementare, 

n 

P+ = 2a+»7îT_1r(x + i) r(x + — ] X 

4) 

X - | e l 2J ( 0 - i 0 ) 2 - e l ' 2 J (Q + iO) 

P x = _ 22Ă+«„2
 r ( x + ij p/ x + JL \ x (>+i) 

(4') 

X 
2i 

e » (Q - i0) 2 - e
 2 (Q + 10) * 2 

Să remarcăm că formulele transformatelor Fourier obţinute aici 
rămîn valabile şi în cazul în care P este o formă pătratică' nedegene
rată reală oarecare, 

P = ti 0«f»a?«a?p-
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în acest caz, drept Q trebuie considerată forma pătratică adjunctă 

Q = t 'Ja\s& 
a, ( 3 = 1 

n 

unde Yi 9a&9®y = <̂ a(a> Y — Ij • • • > w )• î n plus m toate formulele tre-
( 3 = 1 

buie introdus în membrul al doilea factorul suplimentar —-—n 
K|A | 

A fiind discriminantul formei pătratice P . 

2.7. Distribuţii legate de funcţiile Bessel. Să considerăm clasa 
distribuţiilor de forma 2X/(S, X), unde /(#, X) este o funcţie întreagă 
de z şi X, iar 2 o formă pătratică complexă cu parte imaginară pozitiv 
definită. Aceste distribuţii sînt definite pentru Pe X > 0, prin 

(1) ( W , X), 9(x) = f 8^/(3, X) 9(a>) d*. 

Este evident că pentru PeX > — 1 , 2/(2, X) este o funcţie analitică 
de X. Cu ajutorul prelungirii analitice definim distribuţia 2x/(2, X)şi 
pentru alte valori ale lui X. Analog se definesc şi distribuţiile 
2X lnm2/ (2, X). 

!Nu este greu de arătat (de pildă plecînd de la dezvoltarea funcţiei 
f(z, X) în serie de puteri după variabila z) că pentru orice formă pă
tratică pozitivă 2 există limita 

(2) (P + iO)x/(P + i0, X) = lim (P + iPx)V(-P + i i V ) , 
P.-O 

unde Px este o formă pătratică pozitiv definită. 
Cu totul analog se defineşte pentru orice formă pătratică reală 

P , distribuţia 
(P - iO)x/(P - iO,X). 

Este clar că dacă forma P este pozitiv definită, atunci 
(P + io)x/(P + io, x) = (P - iO)Y(P - io, x) = p*f(P, x). 

în plus, cum pentru toate valorile întregi pozitive n are loc egali
tatea 

(P + io)" = (P - i0)w = P", 
avem 

/ ( P + iO, X) = / ( P - iO, X) = f(P, X). 
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Să exprimăm acum distribuţiile (P+iO)x/(P, X) şi (P—iO)x/(P, X) 
cu ajutorul lui P + ş i P_. Pentru aceasta remarcăm că, după cum 
s-a arătat la § 2.4, 

(P + i0)x = PX + e iX*Pi, 
(P - i0)x = Px

+ + e~iXnPl. 
Cum 

P X / (P , X) = P\f{P+, X) şi PX_/(P, X) = P?1/(P_, X), 
rezultă că 
(3) (P + iO)x/(P, X) = P\f(P+, X) + e4x*Px_/(P_, X) 
şi 
(4) (P - iO)x/(P, X) = P\f(P+, X) + e-^Px_/(P_, X). 

Clasa de distribuţii pe care am definit-o este suficient de largă 
Ei îi aparţin, în particular, distribuţii ca PX'2JX(P1/2) şi P-x/2t/A(P1/2) 
unde Jx{z) este funcţia Bessel de ordin X. Este uşor de verificat 
acest lucru, eonsiderînd dezvoltarea 

<5) Mg) = (±>i\-L-m*i2rL_. 
\2 )m%ml r ( X + m - l ) 

Alături de funcţiile Jx(z) vom considera de asemenea funcţiile Nx(z), 
H$fc), Hp(z), Ix(z), Kx{z), care, pentru valori neîntegri ale lui X sînt 
•definite de : 

NK{z) =— [cos XTC JX(Z) — J_x(»)], 
sm XTC 

W * ) = J&) + iNx(z), 

Hi*\z) = Jx(z) - iNx(z), 
izki 

Ix(g) = e 2 J x (^) , 

Zx(«) = " (I-X(g) - Ix(*)]. 
2 sm XTC 

Pentru valorile întregi ale lui X aceste funcţii se definesc cu ajutorul 
unei treceri la limită în raport cu X. 
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Dezvoltările funcţiilor Nx(^2), B£\zW), E^(^'2), 1^1% 
Kx(z1/2) în serii de puteri se obţin uşor, pentru valorile lui X neîntregi, 
din dezvoltarea (5) a funcţiei J\{z). Aceste funcţii aparţin clasei de 
funcţii considerate de noi, şi, ca atare putem introduce distribuţiile 
KX[{P + iO)1'2], (P + i0)~x/2, KX[{P + iO)1/2] ş.a.m.d. 

2.8. Transformatele Fourier ale distribuţiilor (o2 + P + i0)x şt' 
(c2 + P — i0)x. Am văzut în cap. II , § 2.6, că transformatele Fourier 
ale distribuţiilor (x2 — l)x , (1 — x2)x, (1 + x2)x se exprimă ca aju
torul funcţiilor Bessel. în acest punct, precum şi în următoarele vom 
arăta că acelaşi lucru se întîmplă şi cu transformatele Fourier ale 
distribuţiilor (c2 + P)+ şi (o2 + P)L,care sînt analoagele %-dimensio-
nale ale distribuţiilor (x2 — l)x , (1 — a?2)x, (1 + x2)x. 

Să începem cu considerarea distribuţiei (o2 + P)x pentru o formă 
pătratică pozitiv definită P . Transformata Fourier a distribuţiei 
(e2 + P)x este dată pentru Be X <—nj2 de integrala 

(1) P[(c2 + P)x] = Wc2 + P)x e"<* s)dx. S ji 

în care (x, s) — xxsx + . . . . + xnsn. 
n 

Să considerăm mai întîi cazul în care P are forma canonică ]£ x\. 

Este evident că în acest caz distribuţia F[(c2 + P)x] depinde doar 
de | s | — lungimea vectorului s. De aceea fără a micşora generali
tatea putem presupune că vectorul s este de forma s = (| s |, 0, . . . ,0)? 
şi prin urmare, integrala (1) este de forma 

(2) \(c2 + \x\2)eix^s^dx 

unde EeX<— n[2. 
Pentru a calcula integrala (2) trecem la coordonate polare. Inte-

grind în raport cu unghiurile <p2> • • •, ?„-i şi ţinînd seama că Qn_i= 
2(YK)'1~1 

— , obţinem că integrala (2) este egală cu 

• m 
2^^" 1 V \ (c2 + r2)x eir 's I °°s *» sin"-2 ^ r " " 1 d ^ dr. 
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Dar, este cunoscut că 

I 
l e i r | s ! cos cpx g m « - 2 ^ d ? i = V _Z J ^ ^ (-rj s | ^ 

J fr | s 1 \Y~1 ^_ 1 

iar 
00 -+X 

J ţ 2 (e 2 + r2)x J» _t (r | s j) dr = (-^-Y+1-^ % + x ( c I s l> -

De aceea mtegrala (2) are pentru Ee X< — w/2 următoarea expresie 

(3) [(c2 ^\x\2)* e^l°\ ăx = ^£^(_±_Y K (o\s\). 

) r(-x) l | S | j ¥+xl ' | ; 

Pentru celelalte valori ale lui X este de asemenea valabilă formula (3) 
stabilită cu ajutorul prelungirii analitice în raport cu X. 

Pentru a obţine formula transformatei Fourier a oricărei forme 
pătratice pozitiv definite, scriem egalitatea (3) sub forma 

(4) f A( (C2 + \X\2) rfC ») da; = ^ i l M l ( M 2
 Kn 

J r(-x) l |S | J -+x 
(c|*|) . 

(discriminantul A al formei pătratice |a?|2 = V a?| este egal cu 1). 

Printr-o transformare de coordonate ce duce forma \x\2 în forma » 
P = V gkra;k3t;r,][A dx rămîne invariantă, iar pătratul lungimii vec-

« / « 
torului din spaţiul dual capătă forma £ g ^ s , . I $ = J] i/*""**̂  — 

h, r - 1 \ A, r = l 
w 

forma pătratică duală formei P = Jj SkrSiSr). De aceea printr-o 

astfel de transformare de cooronate egalitatea (4) se transformă în 
,r— T+X K» i«QV2) 

KAI (G2 + P)xe'^dff = - ( | /2TC) ° 2 

J • r(-x) v2(±+x) Q 
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Bezultatul obţinut se poate formula în modul următor : 
Fie P o formă pătratică pozitiv definită, Q forma sa duală. Atunci 

transformata Fourier a distribuţiei (o2 -f- P)x este egală cu 
i 

, _ ţ+x K» (cQ2) 
2ui()2u)nc T + X 

- " — l^ >->-
A fiind discriminantul formei P. 

Fie acum P o formă pătratică reală oarecare. în acest caz vom 
considera distribuţiile (e2 + P + i0)x şi (c2 + P — i0)x, definite de 
(6) (c2 + P + i0)x = lim (c2 + P + iePx)\ 

£—0 

respectiv 

(7) (c2 + P - i0)x = lim (c2 + P — iePj)\ 

unde s > 0, iar Px este o formă pătratică pozitiv definită. Existenţa 
limitelor (6) şi (7) a fost demonstrată, pentru c = 0, în §2.4, iar 
existenţa lor pentru c # 0 rezultă din absenţa punctelor singulare 
pe suprafaţa c2 + P = 0. 

Dacă forma pătratică 2 variază în „semiplanul superior", atunci 
forma sa duală Q variază în ,,semiplanul inferior". De aceeea, din 
unicitatea prelungirii analitice rezultă din formula (5), că 

i 

(8) [(c2 + P + i0)x] 2Wl(f27x)Bc1 +x Kn [c(Q-i0y] 

(Q — io) 
/Ă" din formula (8) trebuie înţeles ca acea ramură a prelungirii ana
litice care ia valori pozitive pentru formele pătratice pozitive *. 
Să remarcăm că J/A = ^ |A | == e<iî71"2, dacă reprezentarea canonică. 
a formei P are q termeni negativi. Se demonstrează analog că 

i 

^_ v+x K» MQ + i0)Y] 
(9) Fw + P-m-*"^*' ^ — • 

(^ + i 0 ) 2 2 

*0 prelungire analitică de aceeaşi natură a fost considerată în mod amănunţit în 
§ 2.3 şi nu vom repeta acum consideraţiile corespunzătoare. 
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în acest caz are loc egalitatea J/A = ]/1 A | e~(i™V2 unde q este 
numărul termenilor negativi în reprezentarea canonică a formei P . 

Să exprimăm acum distribuţiile P[ |c2 + P -j- i0)x] şi P[(c2 + 
+ P — i0x)] cu ajutorul distribuţiilor <)+ şi Q_. Folosind dezvoltarea 
lui Kx(z) în serie de puteri şi formula (4) din § 2.7, obţinem după 
transformări simple 

P[(c2 + P + i0)x] = 
(10) 

2 2
 TC

2e 2 r 2 

r(-X)/[ĂT """" 
711 —X—^r-

« r ^ ^ ( - D 
Şl 

(11) 
P[(c2 + P - i0)x] 

X+—+ 1 - - -— X+ — 
) 2 2 2 „ 2 
5 7U C C 

r(-x)]A|Aj 

Jfx+«.(c^2) . H!l'_.(c^j?) 

Q2 H*+f). 
7C1 

2 ^ ( x + | ) 

Formulele (10) şi (11) se simplifică considerabil dacă forma P 
este definită : dacă P este pozitiv definită, atunci în parantezele drepte 
rămîn doar primii termeni, iar dacă P este negativ definită atunci 
rămîn ceilalţi. 

2.9. Transformatele Fourier ale distribuţiilor (c2 + P)\ şi (c2 + 
+ -?)-• Să considerăm acum distribuţiile (c2 -+- P)+ şi (c2 4- P)*_ ; 
ele sînt combinaţii liniare ale distribuţiilor (e2 + P + i0)'x şi (c2 + P — 
— i0)x şi deci transformatele lor Fourier vor fi combinaţii liniare ale 
transformatelor Fourier ale distribuţiilor (c2 + P + i0)x şi (c2 + 
+ P — i0)x, şi anume 

F[(c2 + Pft] = 
(1) 

1 {e-iX"P[(c2 + P + i0)x]— eiXîtP[(c2 + P - i0)"A]} 
2 sin XTC 

Şi 

(2) 

2 sin XTI 

P[(c2 + P)x] = 

{P[(c2+ P + i0)x] - F[(c2 + P - i0)x]}. 
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Introducînd în aceste formule în locul lui P[(c2 + P -f iO)xJ 
şi P[(c2 + P - i0)x] expresiile (8) şi (9) de la §2.8, obţinem : 

P[(c2 + P)x
+] 

T(X + 1) 

« n n 
2 1TC C 

/ | A | 
X 

(3) 

X 
- i (X+ f ) * 

ZM , , [(oQ - i o p ] . 2 • 

-+X 
f » [c(Q + io)Mţ 

1 ( X + T ) T + X 

Şl 

(4) 

1/2 (x+ i ) 
( 0 - i O ) v 2 / 

F[(c2 + P ) i ] 2 Mit* c 

(<? + i0) V 2J 

X 

r(x +1) 

.EL ^ » + x [ ( ^ - i O P ] 

/ I A I 
X 

1 

( Q - i O ) 
V2(x + | ) 

(<? + iO) : ^ 2 ( X + T ) 

Se pot exprima distribuţiile 
P[(c2 + P ) x ] . P[(c2 + P)x_] 

Şl cu ani-
-(x + i) ' r(x + î) ' 

torul distribuţiilor Q\ şi QyL. Pentru aceasta trebuie introduse în 
formulele (l)ş'i (2) în locul luiP[(c2 + P + i0)x] şi P[(c2 + P - i0)\] 
expresiile (10) şi (11) de la §2.8. Obţinem astfel 

*I(c2 + P)x
+] \^J 

X+—-+ ] —— 1 Y\ 
2 2 - 1 c2 

ffAT 

X 

r(x + i) 

K. n{cQl) 
~rn(? I q V- T 

" l " 2 ' ^ « ( ^ ' 2*sin(x + | ] 
r . .1 "j 

sin 1 X + -
J. n{0Ql) J , «(C^i2) 

2 J' V2(x+|) ' " 2 1/2(x+|) 

^ 

>. 

V 
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î n această formulă cu p s-a notat numărul termenilor pozitivi în 
reprezentarea canonică a formei P , p -f- q — n. 

pr(c2 4- P)?Ll Formula pen t ru— — se obţine din formula ce exprimă pe 

P[(c2 + P ) x ] 
r(x + i) 

r(x + D 
- sin [ X + — I TC 

înlocuind sin 

Ea se scrie 

• „ ( * + f ) . 2 . . piu cu - s i a g — si sin -— cu 
TU 2 

P [ ( c 2 + P ) - ] 
r(x +1) 

0 x + f + i f - i f + x 

f|A| sin 2-
# ,„(<^) x+ 

2sin I X + n 
X sm 

ŞTU 

0 
/ 2 ( X + | ) 

X+--
1 «(•?-) + 

+ sin Hi> ~ X ~ " 2 

Dacă facem c = 0 în formulele (3) şi (4), atunci acestea se reduc 
la formulele (5) şi (6) din § 2.6 pentru P+ şi P i . Cazuri particulare ale-
acestor formule sînt cele stabilite în cap. I I , § 2.6, pentru transfor
matele Fourier ale distribuţiilor (1— a;2)\ (1 -|r x2)x, (x2 — l) x . 

2.10. Transformatele Fourier ale distribuţiilor 

(c2 + P)î 

(o2 + P)x+ 
r(x +1) şi 

pentru valori întreqi ale lui X. Transformarea Fourier 
r(x +1) 

a distribuţiei §(c2 + P) Şi a derivatelor sale. Formulele date în 
(c2 4- P)x 

S 2.9 pentru transformatele Fourier ale distribuţiilor — 
r(x + i) 
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(c2 + P)i .şi J _̂_ cer 0 examinare mai amănunţită pentru valorile întregi 
r(x + i) • 

ale lui X. Aceasta este legat de faptul că distribuţiile 

, 2n K* Ă(o(Q + Wl I , , [ c ( # - i 0 ) 2 ] 
s i 

••au poli pentru valorile întregi ale lui X. 
_ . , ., ,. K»J2+-K[C{Q + iO1'2] „. .,„ „ 
Distribuţia — b— este definita de următoarea 

(Q + iO) 
'dezvoltare : 

K [o(Q+iOf] * -
«(1) _ X ^ = p^ — x 

( g + i 0 ) î < f + *) 2sin(|- + x)T: 

- Y (Q + iO) 2
 T (Q + ior 

x ^ 2J 
m=0 Wl 

'L 

? r f — x —— + w + i ) '"=°OT! r f x + — + m + î ) 

Dar conform § 2.4 distribuţia (# + i0)x are în X = ft 
2 

8(a>). 

1 
* Discriminantul formei Q este egal cu — unde A este discriminantul formei P . 

A 

un pol de reziduu * 

Ees (Q + i0)x = 
, n , 

e ^VTO1 
4*i!.rf— + 7<;) 

/ » Q2 

V,,s=l OXrOXs 

;?50 

De aceea distribuţia —"/2 ^—- are pentru X = s, s > 0 urr 

pol cu reziduu 

Ees 
X=s 

Kn [e(Q + i0)2] 
-— + A 

(<? + i0)1/2("/2+x) 

(-ir^(f) 
_TTJl 

2 fi AJ 

(<? io ) 2 ( " 2 " + A ) 
X 

(2). 

unde s-a notat 
„To 4"»»!(* 

(§)" 
TO) 

Z"8(a0, 

d2 

L = V ^ -
,,111 da?rda?t 

i pentru calculul reziduului am utilizat relaţia cunoscutăr(;r)r(l—a?)= 

SlIlltiC 

Sa găsim acum partea regulata a distribuţiei —^^^ • —-
(Q + i0)i«<«/2+*> 

pentru X = s. Aceasta este uşor dacă « este un întreg impar. în acest 
caz, partea regulată a distribuţiei Kn/2MQ + m112] pentru X = & (Q + i0)1/2<°/2+x) 
este suma a doi termeni. Primul dintre aceştia este dat de seria (1) 
pentru X = s unde prin (Q + iO)"s_M/2+m pentru m ^ s se înţelege 
valoarea părţii regulate a distribuţiei (Q + i())x pentru X = — s — 
— 1- m. Al doilea termen este de forma £ ampm, unde 

am = Ees (Q + i0)\ 

2(m !) \ 2 / dX 

Vom nota această parte regulată cu -

X=s 

(Q + iO) l/2(re/2 + «) 
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Situaţia este ceva mai complicată pentru valorile pare ale lui 
7i*\ în acest caz definim distribuţia 

K»i,+.[(e(Q + i0)1/2] 
(Q + iO)mw+s 

ca suma a doi termeni, dintre care unul va fi iarăşi egal cu j ] ampOT, 
« î=0 

iar al doilea este suma seriei 

1 2 ' ((J + iO)T<T + ") 

<3> +411^'(ff's''; i r (m-1' !(l)""w+»>-+ 

+ V 1 s — -rir r ( f (<?+i0)m' 

unde y este constanta lui Buler, iar hm = V _ . 

Camai sus, înţelegem aici prin (Q + i0) -m , m > — partea regulată 

a distribuţiei {Q + i0)x pentru X = — m. Distribuţia 
X.is+.[c(Q + i0) 1 / 2 ] c , 

«? + iO)l/2«2+S) 
-s:M/2+A[c((> + io)1/2] 

"/2+s este egală cu partea regulată a distribuţiei 
(Q + i0)i/2«2+s) " 

pentru X = s. 

Considerăm acum distribuţia 

(4) 
( # + i0)1''2<" /2+w 

*> Dezvoltarea (1), ce defineşte distribuţia • - r-— îşi pierde atunci 
(Q + iO)i/2(«/2+X) y 

•sensul. 
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pentru valorile întregi negative X, X = — s. în acest caz ea este egală 
K-nlz-MQ + Î0)1/2] ^ . . . ,. , ., ,. 

on —vdA- —i i—i_ unde pentru n impar distribuţia 
(Q+ iO)VaWa-«) 

—^ —- este definita de seria (1 , iar pentru n par de 

seria (3). 
Arirmaţii asemănătoare au loc şi pentru distribuţia 

B/2+AL i / —J c u g m o j U r a diferenţă că reziduul acestei funcţii 

pentru X = s este egal cu 

<6> Bes - ^ ^ 
x - , i / • 

2 <" 4m TO ! (s — m) 1 

PT(e2 4- P)x 1 
Putem trece acum la considerarea distribuţiilor —-—— r(x + i) 

Ff(o2 4- P)M si —ti LA. pentru valorile întregi ale lui X. Dacă X == — s, cu 
r(x + i) 

s întreg pozitiv, atunci membrul stîng al egalităţii (3) din § 2.9 se 
reduce la S<s-1,(c2 + P). De aceea rezultă din formula (3) de la § 2.9 că 

P[8<-i>(c2 + P)] = ( _ l ) ' + i _ L = 2 * *„a V ' X 

(6) 

X 

„i* KT» c(^-iO)1 /2 JiK [c(<2+iOU] 
— s y ——5 2 2 2 . - 5 — 2 

e _ — . e 
2 

(# — iO) 2 Va ' (g + iO)^ 2 ' 
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Are loc în particular formula 

(7) 

F|"8(c2 + P) l == - - 7 = - (2TIC)2 x 

X 

^ ^ _ r [ c ( ( ? - i 0 ) 2 ] ngi K_n^ [c(Q + iO)2J 

i())2U V 
e " — 

Să considerăm acum valori pozitive s. Are loc formula 

# „ J c ( g + i O ) 2 ] 
T + x c 

(<? + iO)"^r+ x) x -

Kn [c(Q + i0 ) 2 : 
1.......+ 

(9 + iO) 
unde cu cx s-a notat reziduul distribuţiei 

A'„/2+xL«(<? + iO)1''2] 

i- <-:-+ o 

l/2(o/2 + X) (CM- iO) 
în punctul X = s, iar termenii nescrişi t ind către zero pentru A->S. 
Analog : 

i 

Kn \c(Q - iO)T] 
2 

10)2^2 ' ?'J 

i f „ [c(Q-iO)2] 
2 

(C - io) 
unde e» este reziduul distribuţiei 

((> iO)T(T- ) 

g » / B + x [ c ( 9 - i0)1/2] 
( ( > - iO)V2(n/2 + D 

în punctul X = s. 
Introducînd aceste dezvoltări în formulele (3) si (4) din § 2.9 şi 

trecînd la limită pent ru X —> s obţinem : 

P [ ( c 2 + P ) L ] i - 2 2 7Î2 
n n n 

S +--; — — 1 — + s 

(8) 
F(,s- + 1) 

i 

Z . [o«? - iG)"2] 

KTĂI 
X 

_iovHf-+s) 
— e 2 

._ , .£„ IXQ + iO)2] 
2 

(Q - iO) (£ -j- iO)"H"2 + «) 
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ai 

^ c ^ + P M = l i 2 ' * TT^2+* x ^ _ X + S 

T(s + 1) ( < > - i 0 ) ^ + s ) 
(9) 

i _ 

"•> s / r. \ 2S - 2» 

. Kn {o{Q + iO)" ] (2*)" ^ ( - 1 W - ] 
s +S , m=0 V 2 / 2 

+ ==!! i^_£ _L™8(.<c). 

Eezul tă din formulele (8) şi (9) că 
/ f, \ 2 s - 2 m 

( - 1 ) " -
{ io ) P [ (c 2 + P ) ' ] = ( 2 7 r ) B ^ _ ^ 1 2 / ^ £ m S ( ^ 

; T{s + 1) V-=o 4WTO ! (s — m)! x ' 

§ 3. Distribuţii omogene 

3.1. Introducere. Am întîlnit deja diferite t ipuri de distribuţii 
omogene în cap. I , § 3 —4, şi de asemenea şi în § 2 al acestui capitol. 
î n acest paragraf vom considera distribuţii omogene oarecare, cu 
grad de omogenitate arbitrar , în spaţiul «-dimensional. 

Să reamint im că distribuţia f(x) = / ( ) este omogenă 
de grad X dacă, oricare ar fi a > 0 V./., 

(1) /(aa?!, . . ., axn) = <&f{x„ ..., xn) 

sau, ceea ce este echivalent dacă, 

(2) (f,9l-, ••-,-))=• «x+fl(/, <p(*i, • • •, <*"))• 

î n particular, vom face să corespundă unei funcţii omogene de 
grad X eu E e X > —n, continuă pent ru x # 0, d is t r ibuţ ia : 

(/> 9) = \ / ( a ; ) 9 ( a ; ) dj7> 
\ 

care este o distribuţie omogenă de grad X. Dacă /(./;) este o funcţie 
omogenă uzuală de grad X, cu Ee X < —n, ea are în origine o singula
r i t a te neintegrabi lă; nu este deci evident că ea admite o regularizată 
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care să fie o distribuţie omogenă de grad X. Astfel de funcţii (uzuale) 
vor fi numite formal omogene. 

Vom utiliza în continuare următoarea proprietate, caracteristică. 
distribuţiilor omogene de grad x : 

— Condiţia necesară şi suficientă pentru ca o distribuţie f să fie 
omogenă de grad X este ca ea să verifice ecuaţia lui Euler: 

" df 
(3) £ ^ - ^ - = X/. 

Demonstraţie. Să reamintim mai întîi eă aplicînd (3) unei funcţii 
test <p(x) avem: 

- v'?[~tor~}== {f'9)' 
V 1=1 ud/f j 

adică 

Fie / o distribuţie omogenă de grad X : 

(f,J^,...,^)]=^«(f,9(Xl,...,Xn)). 
Să derivăm această egalitate în raport cu a. După cum este uşor de 
văzut în membrul stîng derivarea trece asupra funcţiei test şi obţinem : 

- (/> î 4 T- * i—' • • •> ~ ) = ( x + n ) « x + n - u <?(*» •••,»»)) • 
Eămîne de făcut a = 1 pentru a găsi egalitatea (4). 

Eeciproc f ie / o distribuţie verificînd ecuaţia (4). Să considerăm 
fracţia 

(/, gCgţ/oc, . . • 0,/a)) 

pentru a > 0 . Derivînd-o în raport cu a, obţinem din condiţia (4) 
că această derivată este egală cu zero. Aceasta înseamnă că 

Mt--t)) = const 
( / , 9 ( 0 » . . . , & . ) ) . 

adică / este o distribuţie omogenă de grad X. 
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3.2. Funcţii omogene pozitive de mai multe variabile indepen
dente. Să considerăm o funcţie continuă omogenă de gradul întîi în 
xx, ..., xn pozitivă în întreg spaţiul, cu excepţia originii; de exemplu 
r — ][x\ -\- x\ + . . . + xl sau în general P1/2m(%, x% , . . . xn), 
unde P{xx, x2, . . . , x„) este o formă pozitiv omogenă de grad 2m. 
Să notăm această funcţie cu/(a7x, x2, .. ., x„) şi să considerăm pentru 
JSeX > — n distribuţia 

(1) (f\x), 9(x)) =\fix)9(x) dx. -s* 
Aici <p(a?) = <p(xv x2, . . . , xn) este, ca de obicei, o funcţie test (adică 
o funcţie cu suport compact, indefinit derivabilă). Este uşor de 
arătat că pentru acei X pentru care integrala converge, formula (1) 
defineşte o distribuţie omogenă de grad X, depinzînd analitic de X. 
Să arătăm că distribuţia / x se prelungeşte analitic în întreg planul 
complex, cu excepţia punctelor X = —n, . . ., — n — "k, ... în care 
fx poate avea poli simpli. 

D i S « „ ţ i a obţinut , este « g u ş a t a i n t e g r * fr « . (v. c p . I, 

§1.7) şi cum această regularizată coincide pentru X> —n cu inte
grala în sens uzual, vom păstra şi pentru regularizare notaţia \fx(p dx. 

Pentru demonstrarea afirmaţiei alegem în spaţiul cu w-dimen-
siuni un domeniu oarecare G cu frontieră regulară T, ce conţine 
originea, şi reprezentăm integrala (1), pentru JSeX> — n, sub forma : 

(2) ( / \ 9) = [f(x)[9(x) - 9(0)] dx + [ fix) <?(x) dx + <?(())[ fix) dx 
G R\G G 

(B\G este complementara domeniului 6r). Să transformăm -pe\fK(x)dx. 

Cum f\x) este omogenă de grad X, 

_ df\x) „ 
OXjc 

şi, prin urmare, 

(3) [f\x) dx = — V\[ xk -2L2TZ. dx. 9/*(a0 
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Integrând prin părţi fiecare termen al membrului drept în raport cu 
variabila corespunzătoare, obţinem că membrul drept al formulei 
(3) se poate reprezenta sub forma : 

Ti* (x)[a\ dx2 . . . dxn — x2 dx1 dx3 . . . dxn -f- . . . -j-

m \n + xn dxx . . . da?,,.!] • \f{x) dx 
G 

şi deci 

(4) [fix) ăx=- \ f(x){x1 dx2. . . d a r , - . . . ± xn ăxx.. .da?B_i]. 
J ^ + n ] 
G r 

Introducînd valoarea găsită pentru \f(x) dx în formula (2), 
G 

obţinem : 

(,/\ ?) = [fHx)[<?(x) - 9(0)] da; + C fix) <p(a?) dx + 
G R\G 

(5) 

+ — - \f(®)[®i dx2 • • • dx„ - • • • ± *» d»! . . . da?B_x]. 
X + '« J 

Fiindcă /x(a?) este o funcţie omogenă de grad X, iar cp(a?) — <p(0) are 
în punctul a? = 0 un zero de ordinul 1, prima integrală din membrul 
drept converge pentru Ee X > —n — 1. Cea de-a 2-a şi cea de-a 3-a 
integrală converg pentru orice X, căci domeniul de integrare nu cu
prinde originea, iar w(x) este cu suport compact. Aşadar membrul 
drept al formulei (5) are sens pentru EeX>—-n — Î ş i este o funcţie 
analitică- de X, primul său pol depinzînd de dimensiunea spaţiului, 
anume el găsindu-se în X = —n. 

Formula (2) dă prin urmare forma explicită a prelungirii ana
litice a distribuţiei \ /x(a?)cp(a?) dx pe domeniul Ee X > — n — 1, 
X # —n. Înainte de a continua prelungirea analitică, să studiem mai 
amănunţit reziduul pentru X = —n, care va juca un rol însemnat 
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în continuare. Eeziduul lui l/A(a?) <p(a?) da? în punctul X = — n este 

egal, după cum se vede din formula (5) cu 

dai2 . . . dxn — . . . -t ®n da?! . . - da?„_j 
(6) 9(0) ^ 

f"(x). 
r 

Introducem forma diferenţială 

x1 dx.2 . . . dxn — x2 da?j da?3 . . . da?„ + . . . ± xn da?x . . . da?„_x, 

pe care o notăm cu <x>. Este uşor de arătat că dacă a este elementul 
de arie, atunci — L este volumul conului cu vîrful în origine şi care 

n J 
o 

are drept bază suprafaţa a. 
Să presupunem că suprafaţa T este dată de ecuaţia P(x) = 1, 

P(x) fiind o funcţie omogenă ajutătoare de grad 1, şi să arătăm că 
în acest caz forma w este legată de suprafaţa P(x) —1 = 0 în sensul 
explicat la §1.2. Pentru a verifica aceasta este suficient, de arătat 
că în punctele suprafeţei T avem 

d P • « = da?! . . . da?B. 

dP dP Să introducem aici expresia lui dP = dxx + . . . -\ da"M şi 
dx1 oxn 

cea a lui to ; folosind regula ăxt da?,, = —da?., dxt(i ^ j) şi da?s da\> = 0, 
obţinem în membrul stîng 

( dP , dPxn\ , 1 

\ dxx dxn ) 

Conform formulei lui Euler, expresia ce figurează în paranteză este 
pur şi simplu P , şi prin definiţie P — 1 pe suprafaţa V. 

Eeziduul funcţiei V/A(a?)<p(a?) da? pentru X = —n se scrie pe scurt 

r 
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Expresia (7), fiind reziduul unei funcţii analitice nu depinde de ale
gerea suprafeţei V*. Prin urmare A — — este determinat de funcţia 

J /"(<*) r 
/ "(x) în orice vecinătate a originii. 

Vom numi mărimea \ ———reziduul funcţiei f~"(x) (omogene, 
}fn{so) ' • 
r 

cu grad de omogenitate —n) în origine. (Subliniem că acesta nu coin
cide cu reziduul distribuţiei f în punctul X = — n; ultimul este egal 
cu \- S(x)). Să remarcăm de asemenea că dacă reziduul func-

ţiei f'n(x) în origine este egal cu zero, atunci distribuţia, analitică 
în A./x(#) nu are un pol în X == —n, şi din proprietatea (4) din § 3.1, 
rezultă că formula (5) defineşte în acest caz o distribuţie omogenă 
de grad — n. Vom aA êa în vedere aceasta în punotul următor al aces
tui paragraf. 

Eeziduul unei funcţii omogene de grad — n are o interpretare 
geometrică simplă. într-adevăr, să alegem drept suprafaţă închisă T 
suprafaţa de nivel/(a?) = 1. în acest caz reziduul se seriei w. Pentru 

ca V w este egală cu de n ori volumul conului ce se sprijină pe supra-
r 

faţa or, obţinem că reziduul funcţiei f~n(x), adică V —-— este egal 
r 

cu nV, unde V este volumul domeniului f(x) < 1. 
Să trecem acum la prelungirea analitică în continuare a inte

gralei. Ca şi mai înainte, adică scăzînd din <p(a?) termeni succesivi 
ai dezvoltării sale Taylor, şi apoi adunîndu-i, se poate obţine o for
mulă analoagă lui (5) şi care dă prelungirea analitică a distribuţiei 
noastre în semiplanul Ee X > — n — Ti — 1. Pentru aceasta trebuie 
dat integralelor de forma 

f(x)xfi .. . xln ăx 
G 

* Lăsăm în sarcina cititorului demonstrarea acestui fapt. 
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aceeaşi formă care s-a dat lui 

[fix) dx, 
G 

exprimîndu-le ca integrale pe suprafaţa P, frontiera lui G, utilizînd 
omogenitatea funcţiei f(x)xfi... a%». Formula definitivă va fi 

if(x)o(x) dx = \f(x) f <p(a>) - ©(O) - . . . -
G G 

1 3*<p(0) 1 f 
(8) V. a^ ... Kn ~^~r Ax + \ f(x)?(®) ăx + 

Ici a,+.riu^k dafc... da%>] } a1 + . , .+aB=ft R\G 

. y 1 — y ^M91— [f(x)xfi . . .asg"&>. 
i f 0 m ! (X + « + m)ai+-r,3*n-mdafr ... dx%> } 

Eezultă din această formulă că [f(x)<?(x)ăx este o funcţie analitică 

pentru Ee X > —n — h — 1, X # —», —n — l, ...,—n — h (pen
tru x = — n — h — 1 prima integrală nu mai converge). In punctele 
X = —n — m (m = 0, 1, . . . , h), [f(®)<?(x) dx are poli simpli ai căror 

reziduuri sînt evident din ultimul termen al formulei (8). Anume, 
reziduul distribuţiei f{x) pentru X = — n — m este egal cu 

Astfel, pentru distribuţia fix) sînt valabile, de pildă, relaţiile 

lim(x + n)f(x)^8(x)[-£ <o 
n(x) 

f " 
„ , , , dS(ai)C xxoi dS(x)[ xnu> 

Jtai(x + . + D/W _ - — J — - ... - s - ^ 5 
r r 

ş.a.m.d. 
Inteerala l - 1 '••'••'—— « nu depinde de alegerea suprafeţei F. 

** j /»+ra(a?) 
Dacă se ia drept T suprafaţa /(<»)==1, atunci obţinem pentru această 
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integrală expresia laţi . . . x%n w, egală cu aproximaţia unui factor, 
/ = i 

cu unul din momentele de ordinul m ale domeniului mărginit de su
prafaţa f(x) = 1. 

Aceasta se demonstrează astfel. Să considerăm momentul do
m e n i u l u i / < 1, egal cu integrala 

I = \ X?i . . . 0£» dX. 

Introducem în domeniul / < 1 noi coordonate % = / , wa, . . ., un cu 

jacobianul D j — j # 0. în aceste coordonate, 

dx = I) \ -'- \ du, ău9 . . . dun. 

Notăm 
« = D j - - | dîto . . . dw.. 

I — j ăux ăi 

\u ) 
Pe suprafaţa/ = 1 această formă coincide cu cea considerată în text. 
Scriem integrala I sub forma 

i 

- s s aţi . . . a?J» de. 
0 f=c 

Este evident că a doua integrală este o funcţie omogenă de argument 
c, de grad de omogenitate ax + . . . -f a„ — n + 1. înseamnă că 

l aţi . . . a£» w = c«i+ •••+V™ + 1 i aţi . . . a£» w 

şi 
i 

I = ^ aţi . . . xl w C'+ ••• +S"" + 1dc, 

deci 

l aţi . . . a;*» da; = \ aţi . . . a£» • 

Aşadar, reziduul distribuţiei f\x), analitică în X, în punctul 
X == —-» — m esie rezultatul acţiunii unui operator diferenţial de 
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ordinul m cu coeficienţi constanţi, aplicat lui 8(x). Cu aproximaţia unui 
factor ce nu depinde de f, coeficienţii acestuia sînt egali cu toate momen
tele de ordinul m ale domeniului mărginit de suprafaţa / = 1. 

Integralele 
f aţi . . . x%n 

fn+m fn+m(x) 
co («i + • • • + oc„ = m) 

vor fi numite, prin analogie cu ceea ce precede, reziduurile funcţiei 
f-"-m(x) (/ omogenă de gradul —n —m). Eeziduul distribuţiei fx{x) 
în punctul X = — n — m este egal cu combinaţia lor liniară cu coefi-

i j_)™ dm$(x) 
cienţii respectiv — Dacă toate reziduurile func-

m ! daţi . . . dx%n 

ţiei omogene f~n-'m{x) sînt nule, atunci, conform formulei (8), 
pentru X = —n — m îi corespunde o distribuţie omogenă de grad 
—n — m. Vom utiliza această observaţie în § 3.5. 

Pentru calculul distribuţiei /A pentru Ee X < — n se poate da 
în locul formulei (8) o formulă mai utilă şi mai simetrică. Pentru 
aceasta remarcăm că pentru Ee X < —n — Ic integralele de forma 
(10) V /A(a;)aţi . . . xf*dx ( a i + . . . + ocn=m<lt), 

R\G 

converg. Frontiera domeniului Ii\G este aceeaşi suprafaţă T (fron
tiera lui G), cu orientarea opusă, şi deci, transformînd integrala (10) 
într-o integrală de suprafaţă, obţinem : 

v fx(x)xp . . . x%n dx — VZ^'M1 • • • xnn w. 
J X + m -f- n J 

fl\c r 

înlocuind astfel în formula (8) integralele pe suprafaţa T prin inte
grale pe domeniul T \ ( r şi reunind aceste integrale într-una singură, 
obţinem pentru regularizată integralei reprezentarea, 

[f (x)9(x) dx = C/*(a>) U(x) - 9(0) - . . . . -

(11) 
1 d*cp(0) 1 V x^ ... a%* • • xî-J dx 
hi. ai+,.^a^k da?*... dop] 

valabilă în banda — n — Ic — 1 < Ee X < —n—k. 
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Să remarcăm că dacă $(a?) este o funcţie omogenă arbitrară de 
grad X (nu neapărat de semn constant), avînd o singularitate doar 
în originea coordonatelor, şi astfel ca — n — li — 1 < Ee X < — n — Te, 
atunci formula (11) poate fi aplicată pentru a regulariza integrala 

<3>x(a?) q>(a?) da?. 

Funcţionala obţinută astfel va fi o distribuţie omogenă de grad X. 
Astfel, fiecărei funcţii formal omogene <3>(a?) de grad X, X ̂  —n — & 
îi corespunde prin formula (11) o distribuţie omogenă de acelaşi grad, 
regularizată funcţiei <E>(a?). Deoarece funcţiile omogene de orice grad 
avînd doar în origine o singularitate, pot fi definite dîndu-se valorile 
pe orice suprafaţă închisă T ce taie într-un singur punct orice rază 
plecînd din origine, putem spune că oricărei funcţii continue pe o 
astfel de suprafaţă închisă T, îi corespunde o distribuţie omogenă de 
grad X cu X ̂  — n — h. 

3.3. Distribuţii omogene de grad —n. Să considerăm o funcţie 
formal omogenă <I>(a?) = ®{xt, . . . , xn) de grad —n, care nu trebuie 
neapărat să aibă semnul constant, avînd o singularitate (din punct 
de vedere al integrabilităţii locale) doar în origine. Pentru a defini 
distribuţia corespunzătoare şi totodată a regulariza integrala diver
gentă 

®(a?)<p(a?) da?, 

alegem un domeniu oarecare G ce conţine originea şi punem 

(1) i <D(a?)9(a?) da? = l 0(a?)[ep(a?) — <p(0)] da? + i <b(x)<?{x) da?. 
G R\G 

Eegularizata definită astfel a integralei 

<D(a?)cp(a?) da?, 

depinde desigur de alegerea domeniului G. Să notăm cu O \a distri
buţia astfel obţinută şi să clarificăm cum se modifică ea la schimba
rea domeniului G într-un alt domeniu Gv Se vede direct că la trecerea 
de la G la Gx, G± <=. G, obţinem o funcţională ce diferă cu 

9(0) V ®(a?)da? 
G-G1 

\ 
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de cea iniţială. Astfel, 

(2) G> \a ~ * k = K®) [ W &x-
G-Gx 

Eezultă deci din formula (2) că diferenţa distribuţiilor <b\a şi <&|0l 
este o distribuţie omogenă de grad — n, deci faptul de a fi sau nu 
omogene a distribuţiilor definite de formula (1), nu depinde de ale
gerea domeniului G. 

îfe interesează acum, cînd o distribuţie definită de forma (1) 
este omogenă de grad — n, adică cînd este îndeplinită condiţia 

Mf)) = (<D, cp). 

Mai înainte de a trece la calcule, să comparăm formula (1) din 
acest punct cu formula (5) de la §3.2. Dacă în prima dintre aceste 
formule facem <I> —/"", f(x) fiind o funcţie omogenă pozitivă de 
gradul 1, obţinem formula (5) din § 3.2 cu diferenţa că \f~n(x)oi, adică 

reziduul funcţiei f~n{x) este înlocuit acum cu zero. Pe de altă parte, 
anularea acestui reziduu este necesară şi suficientă pentru ca distri
buţia fx(x), analitică în X, să nu aibă pol în X = —n, adică, după cum 
am remarcat la §3.2, ca formula (5) din §3.2 să definească, pentru 
X = — n o flistribuţie omogenă de grad —%. 

Arătăm acum că în cazul general pentru ca distribuţia (1) să 
fie omogenă de grad — n este necesară şi suficientă o condiţie ase
mănătoare. 

Efectuînd în integrala 

f ®(a?) <pj—\— 9(0) da? + V ®(a?)<p j — J da? 
G ' "' ff\G 

Ti 

schimbarea de variabile — = x'k şi notînd cu a.G domeniul obţinut 
a 

din G printr-o omotetie de coeficient a, vom avea 
C 0(<r)["<p(—] - 9 ( 0 ) da? + V <D(a?)9/—] da? = 
G ~ " R\G 

R\G G-aG 
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Este e T i d M t * , pentn, „ . „ e t a t e a . d l ^ t U i ţ . , . ) * . , d , este 
necesar şi suficient ca 

[ <b(x) dx = O, 
G—ceG 

pen t ru orice a. 
Să transformăm această condiţie. Pen t ru aceasta introducem în 

domeniul G — aG sistemul de coordonate p, uv . . ., un^x, unde p = 1 
şi p = a sînt ecuaţiile suprafeţelor T şi respectiv a.T, iar ztx, . . . un^1 
coordonate pe suprafeţele p = const. 

Să notăm xk = pa?*. Atunci, 

/ 00 00 OC \ 

dxx . . . dxn = D I i a ' • • » | {] p ^ . _ _ dtt^-j = 

= pw _ 1 dp(a?î d»2 . . . di»,', — #2 d#i d*3 • •. da^ + . . . 
. . . ±3?» da-J . . . ăx'n^i) = pm_1 dpco, 

unde forma diferenţială co este considerată pe suprafaţa p = 1. Pe 
de al tă par te <$>{x) = p-a®(x'). Deci, 

(3) ^ 0(a?) d « = ţ - - - ^ <D(a?)« = In a ţ <B(a?)co. m 
Aşadar, o condiţie necesară şi suficientă pentru ca regularizată 

integralei (1) a unei funcţii <P(xlf .. ., xn), formal omogene, adică 
distribuţia <£> \a, să fie o distribuţie omogenă de grad —n, este ca 

(4) f<E>co = 0. 
r 

Dacă această condiţie nu este îndeplinită, atunci distr ibuţia <J>|<. nu 
este omogenă, ci o distr ibuţie asociată. 

Vom numi integrala ce figurează în formula (4) reziduul funcţiei 
<&(#) faţă de origine (aceasta constituie o generalizare a definiţiei 
da te în §3.3). Aşadar, pent ru ca distr ibuţia (1) să fi omogenă de 
ordin — n este necesar şi suficient ca reziduul funcţiei <P(a?) faţă de 
origine să fie nul . 
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Derivarea funcţiilor omogene de grad —n + 1- Am întîlnit adesea 
în capitolul I situaţia u rmătoare : o funcţie local integrabilă / are 
o derivată uzuală peste to t cu excepţia unor puncte izolate, dar aceas
tă derivată nu este o funcţie local integrabilă (aşa încît ar fi mai 
corect s-o numim derivata formală a funcţiei). î n acest caz nu şt im 
să calculăm au tomat derivata în sensul distribuţiilor a funcţiei / 
şi de fiecare da tă t rebuie să recurgem la considerente speciale. D e 
pildă, în cap. I, § 2.3 pen t ru calculul operatorului lui Laplace aplicat 
lui l / r în spaţiul tridimensional a t rebui t în esenţă să repe tăm ra
ţ ionamentul clasic obişnuit, cu înlăturarea unei vecinătăţ i a originii 
şi aplicarea formulei lui Green. Un astfel de procedeu se reduce în 
fapt la o formulă pe care o demonstrăm acum. 

Fie <l> o funcţie uzuală local integrabilă de grad — n + 1. Atunci , 

d<3) f 9<E> \ f 
(5) — _ — + ( _ i ) * - i s ( a ? 1 , . . . , ay \0>daş l , . . . da? ,_ 1 da î i + 1 . . .da?,. 

dxt \ dx( ) G J 
r 

Aici, în membrul sting este derivata funcţiei <!> în sensul distri-
dxi 

buţiei, iar m dreapta este distribuţia construită plecînd, de la 
\ dXi ) G 

derivata formală, adică de la derivata în sens uzual a funcţiei <£. Cu 
r s-a notat frontiera lui G. 

Avem într-adevăr 

\dxt 

= -U(*i, • 

, d 
, . . ., xn) 

dx{ 

- [ ®(®x, • 
Ii\G 

, ? ) = - fa>, 
do(Xl, ... 

dx( 

[ ? ( « i , • • • , » » ) • 

dXi 

dx{ ) 

•'Xnhxx. 

- 9(0, . . . 

- ° l d , , 

. . dxa = 

, 0)] da^ 

. . ăx 

— —\ ®(*i, • • •, ®„) —— [?(*i, . . . , » , ) — 9(0, . . . , 0)] dx, . . . dar, 

Aici iZ \6r este complementara lui 6f. 
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Făeînd acum o integrare prin părţi, obţinem funcţionala 
I I • j , 9 I, iar dintre integralele pe suprafaţa F, doar integrala 
\\ d%t J G J 

(-1)* -i<p(0)t Od^ . . . d^_a dxi+1 ... dxn 

nu se anulează. Astfel formula (5) a fost demonstrată. Cum membrul 
său sting nu depinde de domeniul G, nici membrul drept nu va 
depinde de G. Lăsăm cititorului sarcina de a verifica acest lucru 
şi direct. 

Exemple. 
1. Să demonstrăm formula 

(6) 

Avem, 

{ dx2 dy2 ) 
In {x2 + y2) = 2n$(x, y). 

d 2x 
In (x2 + y2) — — dx x2 + tf~ 

Aceasta este adevărat şi în sens uzual şi în sensul distribuţiilor pentru 
că funcţia 2xj(x2 -f- y2) este local integrabilă. Obţinem atunci, con
form formulei (5), 

d , „. d 2x 
• In (ar + y ) = dx2 ' dx x2 -|- y2 

Analog, 

V ( « 2 + # 2 ) 2 / G J< 
r di/ 

)Xi-\-yd 

%2 1 ( ^ 2 + 2 / 2 ) 2 J G 3 ^ 2 + ^ 2 

Adunînd aceste două formule, obţinem 

d2 / d2 d2 \ 
\ dx2 dy2 ) ln(x2+y2) = S(x,y)\ x dy — y ăx 

x2 4- y2 
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Luînd drept cui'bă F circumferinţa cu centrul în origine, găsim uşor 
T OS ci '// V H.£C 

Această demonstrează formula (6). Rezultă 
J x2 4- y2 

r 
din aceasta că în spaţiul cu două dimensiuni 

A In — = 2TZS(X, y) 
r 

(o o , , A d2 d2 \ 

2. Să calculăm AI-—J în spaţiul cu 3 dimensiuni (r2=x2~\-y 24~22). 

Se poate deriva odată în sens uzual 

d l x d 1 y d 1 2 
-» 

Derivatele formale ale membrilor drepţi sînt egale respectiv c u : 

3x2 - r2 3y2 - r2 3s2 — r2 
— — » • — » > 

şi suma lor este nulă. Aplicînd de trei ori formula (5) şi sumînd re
zultatele găsim to" 

92 a2 , 9 M 1 . . . f x dy dz — y dx dz 4- -' dx dy - j — = 8(a?, jr, 0) V 
da;2 d?/2 d»2 

Să alegem drept F sfera şi să trecem la coordonate polare; obţinem 
că integrala din membriil drept este egală cu — in. Aşadar, în spa
ţiul cu 3 dimensiuni 

(7) A (1.\ =-- -4,nd(x, y, z). 

Analog se calculează fără dificultate A în spaţiul cu n di

mensiuni (n > 3) şi se obţine formula dată în cap. I, § 2.3. 

24 _ c. 630 3 6 8 , 



Să lămurim acum, oarecum pe alt plan, de ce anularea reziduu
lui unei funcţii omogene $>(x) de grad — n este condiţia ce asigură 
omogenitatea distribuţiei corespunzătoare, precum şi rolul noţiunii 
de reziduu. 

Cum 0(a;1, . . ., xn) este o funcţie formal omogenă de grad —n, 
atunci , conform relaţiei lui Euler 

V xk 
*=i dxk 

—«<[>, 

au sub altă formă 

*=i dxk 

Această egalitate este formală, adică ea este verificată în toa te punc
tele, cu excepţia originii, punct în care O are o singularitate. Pe de 
al tă par te , după cum ştim din §,'5.1, ecuaţia lui Euler jînţeleasă în 
sensul distribuţiilor caracterizează distribuţiile omogene de gradul 
corespunzător. Să a ră tăm că dacă %k<S> este considerat ca distribuţie, 
a tunci are loc egalitatea 

(8) 
*ti dxk 

unde c este reziduul funcţiei O. în t r -adevăr , conform formulei (5) 
avem : 

d(xkO) 
dxj. { dxt ) 

* { * 1 , ®n) \ 1>(-!)*-%,, dx1 . . . d.r,,-,. dx,c+1 . . . dxn. 

Sumînd 

şi cum 

după Ic obţ 

y d(xk®) 
* dx!c 

y d(xkQ>) 

k vXfc 

tnem : 

- i 
= o, 

d(xtO) \ 
dxk j 

ajungem la i 

8(Xl, <5«, 
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3ă c = i Pr in urmare, dacă c = U « ^ 0, a tunci distribuţia <5>(x) nu 

va fi omogenă în origine. Dacă 0(a?) este potenţ ialul unui cîmp, a tunci 
această lipsă de omogenitate scoate în evidenţă existenţa în acel 
punct singular a unor surse, sarcini etc. 

Am ară ta t că pen t ru ca o funcţie formal omogenă <S>(x) de grad 

—n să definească o distribuţie omogenă (regularizată V Qqdx) con

diţia constă în anularea reziduului funcţiei 0(a?) în origine. 
Pen t ru funcţiile <£>(x) de semn constant evident că reziduul nu 

se va anula, din acest mot iv funcţiile omogene de semn constant 
de grad —n nu pot defini distr ibuţi i omogene. Astfel, pe dreaptă , 

1 distr ibuţia — (v. cap. I , §8) nu este omogenă. In plan, distr ibuţia 
\x\ 

1 
(mai precis -x2 -f- y2 ' xz -J- y2 

5 acţionînd conform formulei 
G 

f 9KJŢ)_ d 
C ? ( « , » ) - 9(0,0) ^ ^ # , f 9(a?,y) ^ x dy = \ YV'"' — YV"' "y da; ăy + \ - T V ~ , ; ? / dxăy 
J < K ' ~ + # 2 J «2 + ?/2 

x2 — y2 

nu este omogenă; dar to todată distr ibuţia ! — > definită 
(x2+y2)2 

prin formula asemănătoare 

r _ 0 * _ _ j * _ ^ d ? / = f ^ - y ' [ ( p ( a . ?y) _ ? ( 0 , 0)] dtf d;y + 
j (»2 + 2/2)2 J (x + y) 

r .r: 

3 (.*2 + ?/2^2 

;e\G 

«2 

/V> 2 /iy 2 

este omogenă, căci reziduul funcţiei —'- » este nul (din con-
(x2 + y2)2 

siderente de simetrie). 
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3.4. Distribuţii omogene de grad — n — m. Fie acum Ofo ,̂ . . . 
. . . , xn) o funcţie omogenă de grad —n—m, m fiind un număr natu
ral. Să ne dăm iarăşi un domeniu arbitrar G conţinînd originea 
coordonatelor şi să definim regularizată integralei^ 0(a;)<p(a;) ăce prin 
formula 

H ? w M* w 
?(«) - 9(0) 

1 r > ~* dm(D(0) 

(1) 
m ! s£i« ' ' ' da;?1.. . 3a£» 

+ t *(*0 [" [?(<*)- 9(0) - ... -

da; -f 

K \ G 

i v .*, ^ ^9(0) V- a M
 d 9(0 1 , 

£ - i dxî1... dx> j (m — 1) ! a>-^_ 

Pentru omogenitatea distribuţiei definite de (1), este necesar şi su
ficient ca să fie îndeplinite condiţiile : 

d>(x)xa
1

1 . . . a£» da; = 0 ( a i 4- . . . + a„ = m), 
ff-«G 

pentru orice a sau, ceea ce este aceiaşi lucru (v. § 3.3 şi § 3.4) con
diţiile 

(2) \ ^(x)xa
l
l . . . a£« w = 0 ( < * ! + . . . + o, = m). [ ^(a;)^1 

Integralele din (2) le vom numi, prin analogie cu cele precedente 
reziduurile funcţiei omogene <&(#) de grad — n — m. 

Aşadar, pentru ca unei funcţii omogene ®(x) de ordin întreg 
—n — m să-i corespundă prin formula (1) o distribuţie omogenă de 
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grad — n —m este necesar şi suficient ca toate reziduurile acestei funcţii 
-sa fie nule. 

Pentru a lămuri acest rezultat să comparăm formula (1) cu for
mula (8) de la § 3.3. Dacă în prima dintre aceste formule introducem 
<&(x) =fn~m, f(x) fiind o funcţie pozitivă, omogenă de grad 1 se 
obţine atunci formula (8) de la § 3.3, în care integralele [f-n-™(x)x%1 ... 

r 
. . . Xnn « nu mai apar, adică reziduurile funcţiei f~n~m(x) sînt nule. 
Pe de altă parte, anularea acestor reziduuri este necesară şi suficientă 
ca distribuţia fx(x), considerată ca funcţie analitică de X să nu aibe 
poli în X = — n — m, adică pentru ca formula (8) să definească 
pentru X = — n —mo distribuţie omogenă de grad —n —m. Dacă 
unul dintre reziduurile lui f~n~m{x) este diferit de zero, atunci regulari
zată (1) a integralei 

f-"-m(x) ®{x) ăx 

ne dă o distribuţie omogenă asociată, de grad —n—m. 
Să remarcăm că pentru valorile X < — n, în afara distribuţiilor 

omogene definite de funcţii obişnuite sînt de asemenea cunoscute 
distribuţii omogene care nu sînt legate de nici o funcţie uzuală, 
anume distribuţia S(x) şi derivatele sale. Derivata de ordin fc a 
lui S(a?) este o distribuţie omogenă de grad — n — Io. Numărul diferi
telor derivate de ordin Ic este exact numărul condiţiilor (2). în acest 
sens, familia tuturor funcţiilor omogene de ordin — n —m, aşa cum 
se întîmplă şi în cazul lui X arbitrar neîntreg, coincide cu mulţimea 
funcţiilor continui pe suprafaţa închisă V ce înconjoară originea. 

3.5. Distribuţia rx f, f fiind o distribuţie dată de sfera unitate. 
Orice funcţie omogenă de grad X se poate reprezenta sub forma 
(1) ii£0(^i, ...,x„) = 0(rw, ro>2, . . . , rw») = rx/(Wl , . . . , o>„), 
/(«!, . . . , o>„) fiind o anumită funcţie dată pe sfera unitate ii : Sco? = 1. 
Să presupunem pentru simplitate că EeX > — n. Funcţionalii regulată 
corespunzătoare se poate reprezenta sub forma 

( « t e , . . . , x„), 9(xx, ..., xn)) = V 0<p dojj . . . . dx„ = 
oo 00 

) 
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(p(xv ...,%„) fiind o funcţie test arbitrară (din K), iar 

u(r) = \ • • • l / K , • • • <*«)<?(?<*!, • •., ro>B) dfl. 
u 

Aici, ca de obicei, dD este elementul de arie al sferei unitate. 
Fie acum/(&>!, . . ., coB) o distribuţie oarecare definită pe sfera O. 

Putem să definim distribuţia 

(2) <D?l(3a, . . . , « „ ) = ?'A/K, . . ., co„), 
prin formula 

(3) ($A><P)=^X+B-M*")<lr, 

unde 
(4) it(r) = ( / , cp(rWl, . ..,rcoB)). 
Funcţia u(r) este cu suport compact şi indefinit derivabilă odată 
cu <p(ro>x, • • •, rcoB). Faptul că % este indefinit derivabilă în raport cu 
r se vede, de pildă, din faptul că 

= =_-9( / . c d l , . . . , rw s )= £ Mi
or or 4=1 3«j 

ş.a.m.d. 
Din formula (2) se vede că funcţionala <J> este o funcţie analitică 

de X pentru X# — », — w — 1, . . . ; t»punctele X = — »,-—•»—• 1, . . . 
. . . are joott simpli. 

Calculăm reziduul acestei funcţii analitice pentru X = — n. 
Avem : 

-AJ cp)== Vrx+m_1(/, <p(»*w1, . . . r tx>„)) dr = vrx"; n~xu(r) Ar — 
o o 

1 oo 

**\iA+n-1(u(r) — «(0)) * •+ \ rx+B-1tt(»-) dr + - ^ 5 1 , 
J J ^ + » 

în expresia obţinută, primele două integrale sînt regulate pentru 
EeX> — n — 1. De aceea pentru X = — n reziduul lui (<DA, 9) este 
egal cu 

«(0) =09(0), 
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unde c—(f, 1) — valoarea funcţionalei / pe funcţia test egală cu 1 
pe sfera unitate £2. Aşadar, reziduul distribuţiei <&x pentru X= — n 
este egal cu 8(a?i, . . . , a?n). 

Este uşor de arătat că, dacă distribuţia/ depinde de asemenea 
analitic de X, / = j \ , şi dacă această funcţie este regulată pentru 
X = — n, atunci <L\ =r'Afx are un reziduu pentru X = — n egal cu 
«_„&(a?i> • • -j 0Bn), unde c_B = (fx, 1), pentru X = — w. Calculăm acum 
reziduul distribuţiei <J>x — rV(wi) • • • > w») pentru X = — n ~k. Reziduul 
funcţiei analitice numerice (4>x, 9) pentru X -~ — n — A: este egal 

1 d*"1 

cu u(r) . Dar 
(fc - 1 ) ! dr'^1

 f_0 
«(»") =(/> 9(rwi> • ..,ro>„)). 

Deci 
9 * - i 

w ̂ i /£ ~ 
M(r) f_o(/'|£1*<'-» • • - ' ->)" 

- £ ^ — 9(0, • • •, 0) (/, «?', . . ., o-»). 
E«^=A-I d ^ 1 . . . dx%n 

Funcţionala / («j , . . . ,«.„) fiind definită pe suprafaţa r = 1 , unde 
«j = i j , obţinem că reziduul funcţionalei 0A pentru X = — n — 7c 
este egal cu 

L-- -' y o., .« — — »(«i, ••-,.'•„), 
(& -i)!s . , t i . > " $#»... w 

unde oaj...« = (/, ajfi . . . a#» ). 

§ 4. Funcţii oarecare la puterea >» 

4.1. Definiţia punctelor sinţjulare reductibile. Fie G{xv . . . xn) o 
funcţie indefinit derivabilă arbitrară. Vom considera în acest para
graf distribuţia Ox(xu . . ., xn), adică vom studia funcţionala, 

(1) (67\ 9) = V Ox{xu ...,xn) 9(aj1? . . . ,#„) d ^ . . . dzr„ 
G>0 
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ca funcţie analitică de X. Punctele singulare ale acestei funcţii ana
litice sînt strîns legate de caracterul suprafeţei G(xx, ..., xn) = (L 
Ku ne vom ocupa de cazul în care suprafaţa G{xx, ..., xn) = 0 este 
arbitrară, ci ne vom mărgini la cazul cel mai important în toate apli
caţiile, şi anume cînd această suprafaţă constă numai din puncte pe 
care le numim reductibile. 

FuncţiaG(xx, . . . , xn) se numeşte echivalentă cu o funcţie omogenă 
în vecinătatea unui punct M, dacă în acea vecinătate există un sis
tem local de coordonate £i> • • • > 5» în care funcţiaG(xx, ..., xn)devine 
omogenă. Este clar că echivalenţa cu o funcţie omogenă se poate defini 
nu numai în spaţiul afin ci şi pe orice varietate analitică, de pildă 
pe sferă. 

Definiţia punctului reductibil se face prin inducţie după dimen
siunea spaţiului şi a suprafeţei. Să presupunem deci că noţiunea de 
punct reductibil a fost definită pentru spatii sau suprafeţe de dimen
siune inferioară lui n. Punctul M de pe suprafaţa G{xx, .. ., x„) = 0 
va fi numit reductibil, dacă: 

1) într-o anumită vecinătate a punctului M, funcţia G(xx, . . .,.«„) 
este echivalentă cu o funcţie omogenă; 

2) intersecţia suprafeţei G(xx, ...,x„) = 0 cu o sferă suficient 
de mică, centrată în M este o suprafaţă a căror puncte sînt toate 
reductibile pe sferă. 

Pentru o funcţie G{x) definită pe axa reală a doua cerinţă, bine
înţeles, nu apare. In acest caz, punctul x0, în care G(x0) = 0 se nu
meşte reductibil dacă în vecinătatea lui x0 există o funcţie inversa-
bilă, indefinit derivabilă \ — X(x), X(x0) = 0, astfel ca 

G[X-i{i)-\ = ţm 

în vecinătatea unui punct reductibil M se pot introduce coordo
nate locale £i> . . . , £„ astfel încît funcţia G să devină o funcţie omo
genă de grad m în \x, ..., \n. 

Dacă aceste coordonate locale, în vecinătatea unui punct reduc
tibil M pot fi alese astfel ca funcţia G să depindă de Ic variabile, şi 
nu pot fi alese ca funcţia G să depindă de mai puţine variabile, punc
tul M se numeşte punct de ordin Ic şi grad m. 

în acest mod, fiecărui punct al suprafeţei i se pot asocia două 
numere; ordinul ic şi numărul m ale acestui punct. în particular, dacă 
pe suprafaţa G = 0 , grad G <£ 0, atunci fiecare punct al acestei. 
suprafeţe vâ fi punct de ordinul 1 şi gradul 1. într-adevăr, în vecină
tatea oricărui astfel de punct se poate alege drept una dintre coordo
nate însăşi funcţia G(xx, . . . , # „ ) = £i şi oricare alte coordonate 
£2, . . . , ţn'. Este clar că în acest sistem de coordonate funcţia#(3^, . . . 
. . . , xn) se reduce la \x, adică la o funcţie omogenă de gradul 1, şi de o» 
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singură variabilă. înseamnă că un punct ordinar al suprafeţei este 
punct de ordinul 1 şi de gradul 1. Dacă, de exemplu, suprafaţa G — 0 
este formată, în spaţiul cu trei dimensiuni, din cele trei plane de coor
donate (G = Xix\x%), atunci originea este un punct de ordinul 3, 
axele de coordonate sînt formate din puncte de ordinul 2, iar restul 
punctelor suprafeţei sînt puncte de ordinul 1. Lăsăm cititorului să 
găsească gradele fiecăruia din aceste puncte singulare. 

Avînd în vedere că studiul integralei (1) în cazul general ar putea 
ridica dificultăţi, în § 4.2 vom considera eaznl în care suprafaţa G = 0 
are doar puncte de ordinul 1, în § 4.3, cazul în care pe suprafaţa G = 0 
se găsesc puncte singulare de cel mult ordinul 2 şi de abia în § 4.4 
vom considera cazul general. 

în acest punct vom utiliza teorema următoare, pe care o dăm fără 
demonstraţie. 

Fie G(xx, . . . , xn) un polinom. Dacă suprafaţa G = 0 constă doar 
din puncte reductibile, atunci ea se descompune într-un număr finit 
de componente conexe, fiecare din acestea fiind formate din puncte de 
acelaşi ordin şi de acelaşi grad. Anume, pe suprafaţa G = 0 se găseşte 
un număr finit de puncte de ordinul n, un număr finit de linii de puncte 
de ordinul (n —1) ş.a.m.d., în sfîrşit un număr finit de compo
nente de dimensiune (n —1) formate doar din puncte de ordinul 1. 

Cum în vecinătatea unui punct de ordinul 1 se pot introduce co
ordonate locale în care funcţia noastră G depinde de o singură variabilă 
în vecinătatea unui punct de ordinul 2, G depinzînd de două variabile 
în sistemul corespunzător de coordonate locale ş.a.m.d., atunci con
siderarea de funcţii cu puncte reductibile de ordinul 1 conduce la 
studiul distribuţiilor de singură variabilă independentă, considerarea 
funcţiilor cu puncte reductibile de ordinul 2 la studiul distribuţiilor 
de două variabile ş.a.m.d. 

î n încheierea acestui punct să remarcăm, că, după cum s-a de
monstrat la pct. 2 al anexei 1 la cap. I , dacă avem o acoperire a 
spaţiului cu un sistem numărabil de domenii deschise D} cu proprietate 
că orice sferă intersectează doar un număr finit dintre aceste domenii, 
atunci orice funcţie test cp(a?) se poate reprezenta sub forma unei 
sume finite <p(x) = J^<Pi(x) de funcţii test <p„ fiecare <pj avînd suportul 
conţinut în D{. Aşadar, ori de cîte ori va fi nevoie vom putea presu
pune că funcţia <p(xx, . . ., xn) este diferită de zero doar într-o vecină
tate oricît de mică a punctului ce ne interesează. 

Studiul integralei (1), care depinde de un singur parametru 
complex se va face considerînd o funcţie auxiliară depinzînd de două 

377 



variabile complexe. Această metodă va fi descrisă în § 4.3 în cazul 
cel mai simplu. 

4.2. Studiul distribuţiei G în cazul în care suprafaţa G(x1, . . . , xn) = 
— 0 este jormată doar din puncte de ordinul 1. Fie G(xv . . . , xn) o 

funcţie indefinit derivabilă, cu proprietatea că suprafaţa G = O 
este mărginită şi este formată numai din puncte de ordinul 1. 

Să considerăm funcţionala, depinzînd de X : 

(2) (G\ <p) ={••• \®H®i, ••-, #») <p(»u • • • *») ^ i • • • ăxn. 
G>0 

Pent ru J?eX>0 această integrală converge şi este o funcţie 
analitică de X. Vom ară ta că distribuţia 6?A este o funcţie meromorfă 
de X. Fiecărei componente conexe a varietăţii G = 0, constînă din puncte 
de grad l, îi corespunde un şir de poli simpli 

, 1 2 n 
(3) X = , , . . ., , . . . 

I l l 

în particular, dacă pe suprafaţa G=0 nu sînt puncte singulare, 
atunci G are poli doar în punctele 

X = — 1, — 2, . . ., — « , . . . 

Pen t ru demonstra ţ ia acestei afirmaţii alegem un punct oarecare. 
M pe suprafaţa G = 0. Pe baza observaţiilor făcute mai înainte, 
pu tem presupune fără a micşora generali tatea că <p(xlf . . . , xn) = 0 
identic în afara unei vecinătăţ i D a punctului M. Să no tăm cu 1),, 
intersecţia domeniului B cu domeniul G > 0. Atunci, 

( £ \ <p) = \ • • • \GH®i, •••, s») ?(•% • • • ocn) ăxx . . . dxn = [;Y{X-
= l . . A eA(.r1; . . . , xn) <p(xv . . . xn)ăxx ... dx„. 

Di 

Punc tu l M find de ordinul 1 (şi de gradul l) putem introdiice în D1 
u n sistem de coordonate în care G(x1, . . ., xn) = 'i\, iar restul de n — 1 
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coordonate <;2> ••••> 5» sînt alese funcţii indefinit derivabile de 
xVl . . . xn supuse singurei condiţii ca în D1 să avem : 

(00I • • • Xn\ 

Ux... U 
î n noile coordonate 

c p ^ , . . . , a?„) = 9 i ( ^ , . . . £„) 

şi 

\ • • • \ G\x„ . . ., xn) o(.r3, . . . xn) ăx1 . . . dxn 

Di 

dL. . — ........ - i <-=«-
J U i • • • SW 

Bl 

Să no tăm 

(4) 4 ( g = ( • • • { «hGi, • • •, In) D ( ^ • • ' *• ) d52 . . . dŞ„, 

integrala calculîndu-se pe intersecţia domeniului J^ cu suprafaţa 
G(xx, .. . , xn) = £,[ — corist. Funcţ ia <H5i) este cu suport compact şi 
indefinit derivabilă în variabila £-,, definită în domeniul D1 . P u t e m 
exprima pe (6?x, 9) în ajutorul acestei funcţii as t fe l : 

00 

(5) (G\ 9) = t l\l 9(?x) d^. 
o 

Amintindu-ne de rezultatele din cap. I , § 3.2 privind polii şi 
CO 

reziduurile funcţionalei V xl<\i(x)ăx, obţinem că fiecărui punct M de 

o 
ordinul 1 şi de grad l de pe varietatea G = 0 îi corespunde un şir 
d e poli ai distribuţiei G"A(xv . . . , xn), 

1 2 JH. 

" T , ~ T " " ' ~ T ' '" 
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Eeziduul integralei (5) pentru X l = — n, adică pentru X = — — 
Z 

se exprima uşor cu ajutorul funcţiei <J> date de formula (4); el este 
^ < » - i ) ( 0 ) • " 

egal cu — • 
(n —1) ! 

Să găsim acum rezidul lui 6?\ 
Eeziduul lui (G\ 9) pentru X = - — este egal cu ty(0), adică 

t 

f . . . U ( 0 , 5 i f . . . , 5 . ) D f ^ ' - - ; - ) | d?2...dEM, 

unde 9 ^ , . . . , E„) = ? ( ^ , . . . , « „ ) . Eotînd cu o forma diferenţialei 
ce înmulţeşte pe <pa în integrala (4) 

<6) • - * £ : : : 3 «••••«• 
reziduul se poate scrie sub forma 

G 

Dar 
da?! . . . dxn = dv = dEx ca 

şi dacă notăm 
GV'(3i, . . . o.) = P f o , . . . , a;.), 

vom avea 
d« = dPo>. 

Eeamintindu-ne de definiţia distribuţiei S(P), dată în § 3.3, vedem 
că reziduul (7) este tocmai (S(P), 9). Aşadar, reziduul lui G pentru 
X = —l/Z este egal eu 8(G1!1). 

Să găsim celelalte reziduuri. Pentru aceasta folosim faptul că. 
funcţia 
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a = ] - j ^ . . . , u ^ I , ^ j d i 8 . . . din 

se poate deriva sub semnul integral. Eeziduul lui {Gx, 9) pentru 
X= este egal cu 

l 

^ • • • ^ K «»(?:::£) d£2 dc„ 
61-0 

d5a • • • <£„. 

Avînd în vedere formula (6) din § 1.3 vedem că reziduul lui {G\ 9) 
-fc 1 

pentru X = este egal cu l 

(8) 

7;; I 1 Aşadar, reziduul distribuţiei Gx pentru X = este egal cu 

(9) ( - 1 ) * &(*>«ji/i). 

Pe baza observaţiilor făcute la § 4.1 putem presupune acum că 
funcţia test <?(x±, ..., xn) este diferită de zero într-un domeniu măr-

k + 1 ginit oarecare. Calculînd deci reziduul pentru X = , în formula 
L 

(8) trebuie integrat doar pe acele componente ale suprafeţei G = O 
care constau din puncte de grad Z. Desigur că dacă X aparţine mai 
multor serii de puncte de forma (3), reziduul în punctul X se va ob
ţine adunînd valorile reziduurilor corespunzînd valorilor corespunză
toare ale lui l. 

Să remarcăm că atunci cînd suprafaţa G = 0 constă din puncte 
de ordinul 1 şi de grad 1, funcţia analitică Gx are poli pentru exact acei 
X pentru care funcţia de o variabilă {xl)\ are poli (v. cap. I, §3). 
Eeziduul lui (x% pentru X = - k ~ţ~ 1 este egal cu \ . 8{"\x)} 

l 
Ic + 1 (• 

iar reziduul lui Gx pentru X = — e s t e egal cu — 
- 1)* 
M 

^(G1'1). 
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Aşadar, cazul în care G(xx, . . ., xn) = O constă doar din punc te 
de ordinul 1 este perfect analog cazului unei singure variabile inde
pendente . 

4.3. Studiul distribuţiei 6rx atunci eînd suprafaţa 0{xv . . . x„) = 0 
nu conţine puncte de ordin mai mare ca 2. Să presupunem acum că 
suprafaţa G(xu . . ., xn) = 0 este formată din puncte reductibile de 
ordin cel mult 2. Fiecare vecinătate suficient de mică a unui punct 
de ordinul 1 dă naştere unei serii de poli ai distribuţiei Gl(z\, . . ., xn) 
definite de 

(<7\ 9) = \ . . . i G%(xlt . . . , xn) (D(XI, . . . , xn) d ^ . . . âx„ 

serie considerată în § 4.2. Ne rămîne deci de lămurit ce influenţă 
privind comportarea acestei funcţionale ca funcţie X o au punctele 
reductibile de ordinul 2 (care desigur vor fi puncte singulare ale su
prafeţei G{xx, . . . , xn) — 0). 

Arătăm eă o vecinătate a unui punct M de ordin 2 şi de grad m dă 
naştere la o serie de poli ai funcţiei Gx(xx, • • •, xn) : 

m m m 

în general, într-o vecinătate suficient de mică a unui punct de 
ordinul 2 există puncte de ordinul 1, eventual de grade diferite. Dacă o 
valoare X — X0 aparţine simultan seriei (1) şi uneia sau mai multor 
serii corespunzînd punctelor de ordinul 1, dintr-o vecinătate oarecare a 
punctului M {incidente punctului M), atunci distribuţia G1(x1, . . ., xn) 
are, pentru X = X0, un pol de ordinul 2. 

Pen t ru demonstraţ ie vom alege in integrala 

\ • • • \ G\xu ..., xn) <P(x1 . . ., xn) ăx1 . .. ăxn 

G<0 

o funcţie 9 diferită de zero doar într-o vecinătate suficient de mică a 
punctului M şi alegem un sistem local de coordonate ?i, . . ., £M în 
acea vecinătate . Cum M este un punct de ordinul 2, acest sistem local 
de coordonate poate fi ales astfel ca funcţia G în noile coordonate să 
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devină o funcţie omogenă P de variabilele£1 şi£2 şi ne-am redus astfel 
la cercetarea funcţionalelor 

(2) [ . . . [p^ x , y ?&, • • • U D P 1 •'•X'\ ăl, dl2 . . • di;„, 
P>0 

unde 9!(^, . .., ln) = y{xv . .., xn). Punem : 

(3) •Hlu y = \- • • [ <Pi&, • • • ln) O h • ' ' * " ) dls . • . dla. 

Atunci, integrala (2) devine 

(4) [ [p^y^yd^d^ 
P>0 

unde P(£i, £2) este o funcţie omogenă de două variabile, de grad m, iar 
9(^!, £2) o funcţie test cu suportul conţinut într-o vecinătate suficient 
de mică a originii. 

Aşadar, după cum studiul lui (7X într-o vecinătate a punctelor de 
ordinul 1 se reduce la studiul funcţiilor omogene de o variabilă, to t 
aşa studiul lui Gxin vecinătatea unui punct de ordinul 2 se reduce la 
studiul funcţiilor omogene oarecare de două variabile. 

Un punct reductibil de ordinul 2 al curbei P ( ^ , £2) = 0 este 
u n punct singular izolat al curbei sau un punct în care se intersectează 
mai mul te ramuri cu tangente diferite (fig. 7). 
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Pentru a studia integrala (4) pentru acele valori X în care con
vergenţa este asigurată, vom trece la coordonate polare (r, u)* şi 
utilizînd omogenitatea vom scrie integrala 

«3*,<P) = ( ( p ^ y ^ y d ^ , 
P>0 

sub forma 

(5) (G\ f)=i r^+i d r [p* ( | l 7 ga) $&, g8) d«, 

în care \\ = r\x, £2 = r | 2 , \k—\k{u) sînt coordonatele unui punct 
pe curba r = const. 

Să considerăm acum o funcţională ajutătoare, depinzînd de 
doi parametri independenţi X şi y,: 

(6) IX.M =[^ăĂPHlvh)^i,^)ău. 

Este evident că pentru y, = X m + 1 integrala (6) se reduce la 
(5), şi este deci suficient de cercetat IXi(t[tp]. Areloo următoarea lemă : 

Pie <toa o funcţie mefomorfă de două variabile -P(X, \x) şi două 
şiruri de numere \ 
(7) \ , X2, . . . , X„, . . ., 

( 8 ) y.x, y,2, . . . , [J,,J, . . . , 

Să presupunem că P(X, y.), pentru orice y, ^ y,n, considerată ca 
funcţie de X are poli simpli în punctele şirului (7), iar în dezvoltarea 
Laurent în vecinătatea unui astfel de punct, 

F(k, ii.) =-^M + Co{ll) + 0 l ( f i ) (x - x j + . . . , 
X— X„ 

coeficienţii c_1([j,), c0(fx), . . . swrf funcţii meromorfe de y,, avînd poli 
simpli în punctele şirului (8). Atunci funcţia analitică F(h, X) are 

* în locul coordonatelor polare se poate alege orice alt sistem de cooronate curbi
linii pentru care curbele r = const. înconjoară originea. 
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poli în punctele ambelor şiruri (7) şi (8). Bacă o valoare X0 aparţine 
simultan ambelor şiruri, atunci pentru X = X0 funcţia F(\, X) are un 
pol de ordinul 2 ca, coeficientul lui din dezvoltarea Laurent 

(X-Xo)2 

egal cu reziduul pentru y.. = X al coeficientului C_1(JJ,). 
Demonstraţia rezultă direct din dezvoltarea funcţiei F(X, y.) în 

serie Laurent în două variabile în vecinătatea punctului (X,„ y.m). 
Să găsim acum polii funcţiei de două variabile complexe date 

de integrala (6). Să notăm cu fx{r) integrala în raport cu du, adică 

(9) />.(->•) =[p'ilx,h)^i,^)^ 

(cu r s-a notat acea parte a curbei r — 1 pe care P( |*, | 2 ) > 0). Punc
tele singulare în raport cu X ale funcţiei f(r) pot fi generate doar de 
acele puncte Nv N2, . . . de pe curbă în care P(f i , | 2 ) se anulează. 
Dar aceste puncte ale curbei P ( | 1 ? | 2 ) — 0 •îiit reductibile pe conturul 
de integrare r*'. Fie N{ unul dintre aceste puncte. 

Reductibilitatea sa j>e curba V înseamnă pur şi simplu că în 
vecinătatea lui Nt pe T se poate introduce o coordonată locală \ în 
care P este omogenă şi deci este de forma £'•'. 

Presupunînd că funcţia ^ este diferită de zero doar în vecinătatea 
punctului N( am redus studiul singularităţilor lui fk(r) la cel al singu-

1 * 0 , 0 . i n t e g r a jj p « , , B dţ, » H I - , » - * & , U . 
Dar singularităţile acestor integrale sînt bine cunoscute din 

cap. I, § 3. Anume, o astfel de integrală are poli simpli în punctele 

1 2 li 

Aşadar, am obţinut că integrala (9) adică funcţia fA(r) are pol 
simpli în punctele şirului 

(io) x = - I , - - - , , . . , - ! , . . . 
li n li 

* Se poate demonstra că dacă suprafaţa F(x) — 0 este reductibilă intr-un spaţiu 
n dimensional, dar F(x) depinzînd de exemplu, doar de primele două coordonate xv *2, 
atunci în planul (xj, x2) curba F(x) — 0 este de asemenea reductibilă. 

25 - c- 63° „, 385 



[<H 

unde l( este gradul punctului N\ de ordin zero, incident punctului 
M, adică, în plan, gradul lui Mt pe ramurile de curbă ce trec prin 
punctul M. 

Funcţia de două variabile complexe (6) se serie cu ajutorul func
ţiei considerate fx(r) în modul următor: 

09 

(11) hr»m^[r»măr. :•'•'., 
• .. o [ ' •, , . 

Aplicînd din nou integralei (11) rezultatele §3, cap. I, obţinem că 
I\. uC^pentru un X fixat ce nu aparţine.nici uneia din şirurile (.10) 
se prelungeşte analitic în întreg planul variabilei y, cu excepţia punctelor 

fi — — 1, — 2, . . . , — &-*-1, . . . , 

în care această funcţie are poli simpli. Punînd ;JL= "hm -\- 1, şi apli
cînd lema, obţinem de aici că integrala 

oo 

ate poli în punctele şirului (10) : 

- _ 1 2 k ± 1 • " • ' 

, . . . , : ; : . x . f . _ ^ ' T ; ' • : • • ' " ; *». ' " r •- i 
ş i ' î n p u n c t e l e ş i r u l u i : .̂ -J . •.•:•• • *;••; 

(12 ) X , , . . . , — - , . . . 
., . . w m , m 
. Dacă X— X0 aparţine simultan şirului, (12) şi unuia, dintre şiru

rile (10), atunci în punctul X = X0 integral considerată va avea în 
general un pol de ordinul 2. 

Cum în coordonate locale avem 

[. . A G\xv ..., xn) <p(«!, . . . , xn) dxx ... dxn = 

J°>0 
oo " > 

-= [ r*m+1 drf P* (^ » ^ j <K5-, 58) du, 
•: <••'•• ° ' i v i : ' • ' . - • • . . 

teorema formulată la începutul acestui punct este demonstrată. 

G>0 
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, Să calculăm reziduurile distribuţiei Gx( ) în polurile 
sale simple. 

fc 4 -1 Fie pentru început X0 = - u n pol al lui G\xx, . . ., xn) 

generat de anularea funcţiei G{xx, . . . , xn) în punctele de ordinul 1. 
Am văzut mai înainte, în § 4.2, că reziduul lui (67"A, cp) într-un astfel 
de pol este integrala-—\ w*(<p)> <at(<p) fiind forme diferenţiale în 

fc! J -• 
vecinătatea oricărui punct de ordinul 1 al suprafeţei G(xx ,. . ., xn) = 0. 
Dacă acea parte de suprafaţă pe care se integrează cofc(cp) este bordată 
de puncte de ordinul 2 ale suprafeţei G{xx, ..., x„) = o\ <ofc(<p) poate să 

fie divergentă. Eeziduul este egal în acest caz regularizarea inte
gralei corespunzătoare *\ 

fc -l- 2 
Să considerăm acum polul simplu X0 = al distribuţiei 

m 
G{xx, . .., xn) generat de anularea în punctele de ordinul 2 a 
funcţiei G{xx, ..., xn). Reprezentăm integrala 

[. . . V Gl{xx, . . . xn) 9(0?!, . . . , » „ ) d ^ . . . dxn 

G>0 

în vecinătatea unui punct de ordinul 2 
oo 

\r-"+y-.(r) Ar, unde fĂ(r) = C -P*(|1? | 2 ) W r | - , r | a ) dtt, 

P(£i, £2) — valoarea funcţiei" (?(;%,... , a?w), în coordonate locale, 

* & , £-)"---( . . . C 9i(?i, • • ., 5î)"D ( ^ ' ' ' X;} dl, ... d 4 , ' . 

iar cgj[4i» • • • i £„) = 9ixv • • • >. *»).• Pentru acele valori ale lui X pentru 
care integrala diverge, funcţia fx(r).este egală cu regularizată inter 

* Polul considerat X0 fiind simplu, există 

Hm (X - An) V . . . yGx (xv ...,xn) ^(xv ..., xn) ăx1 ... ăxn. 

G>0 

Regularizată lui \ 0^(9) se poate defini, de exemplu, ca fiind egală cu această limită. 
kl J 
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gralei (obţinută prin prelungirea analitică în raport cu X a funcţiei 
/Â(r) plecînd de la valorile pozitive ale lui X). 

co 

f k -f- 2 
Reziduul integralei V rXm+1fA(r) ăr pentru X — X0 = ——^— este 

j m • 
o 

egal cu 
(-i*)/f(Q). 

*! 
Derivăm funcţia /^(r) în raport cu r sub seninul integral (aceasta 
este permis pentru X pozitivi, şi prin urmare admis şi pentru regula
rizată integralei) şi facem r = 0. Obţinem atunci următoarea expresie 

(13) 

1 _ d* 4(0, 0) f . ~„ ~^±-2 

i_ a^(o, o) r ii &ţ& d?2 - 52 di-!) L y a^(o, o) r 
* ' a « * J pswu 

ft 4-2 pentru reziduul distribuţiei G^a?,, . . . , xn) în punctul X0: 
m 

în §1 , am obţinut formula pentru reziduurile distribuţiei f 7 
/ f i ind omogenă, pozitivă de ordinul 1 (v. fprmula (8) § 1.3). Oompa-
rînd expresia obţinută cu cea finală vedem că reziduul distribuţiei 
G\xx, . . . , xn) se exprimă, în coordonate locale, analog reziduului 
unei funcţii omogene pozitive, cu deosebire că integrala pe curba F 
este înţeleasă ca fiind regularizată integralei (pentru funcţii, pozitive 
în vecinătatea punctelor de ordinul 2, aceasta integrală converge 
întotdeauna). 

4.4. Distribuţia Gx(xt, . . . , xn) în cazul gehferal. Să trecem la 
distribuţia Gx(x\, . . . , xn), suprafaţa G{x, ..., xn) = 0 constînd din 
puncte reductibile de orice ordin de la 1 la n inclusiv. 

Să presupunem, pentru a simplifica, ca G(xx, ...,xn) este un 
polinom. Vom demostra următoarea teoremă : 

Distribuţia Gx{xy, . . . , xH) definită de egalitatea 

(Gx, 9) = l . . . I Gx{xx, ..., xn) (p(xlt .. .,xn) ăx1 . 
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pentru P e X > 0 şi ca prelungirea analitică a acestei integrale pentru 
ceilalţi X, este o funcţie meromorfă de X, ai cărei poli sînt plasaţi într-un 
număr de progresii aritmetice. Fiecărei componente conexe a suprafeţei 
Gx(x, . , . , xn) — 0 constînd din puncte de ordin r şi grad m (v. § 4.1) îi 
corespunde o mulţime de poli ai funcţionalei Gx[q>] situaţi în punctele 

r r + 1 r + k 
V 1 ) X = — • — , — , . . . , . — — , . . . 

m m m 

în plus, dacă avem două, trei ş.a.m.d. componente conexe ale supra
feţei G — 0, formate din puncte de ordine diferite, incidente două cîte 
două şi dacă X= X0 aparţine la două, trei etc. dintre şirurile (1) cores-
punzînd componentelor respective, atunci, pentru X = X0 distribuţia 
Gx(x1} . . ., xn) are un pol de ordin 2, 3, etc. 

Să presupunem că cunoaştem deja polii lui 

(2) \ • • • V Gx(x{,\\., xn) tf{Wx, ..., xn) d ^ . . . ăxn, $ • " 1 
provenind din punctele de ordin inferior lui n. Este atunci suficient 
de a studia integrala (2) într-o vecinătate oricit de mică a unui punct 
M de ordinul n. 

Să introducem în această vecinătate un sistem local de coordo
nate în care P ( ^ , . . . ,£„) = G{xlt ..., a?J este o funcţie omogenă de 
grad m, şi să presupunem că f(a?1? . . . , as„) — 0 în afara acestei veci
nătăţi. Integrala (2) se reduce atunci la integrala 

(3) Ix[4] =i . . . C p % .. .,&,) mx, ...,\n) c& . . . ăln, 
? D • r ' 

în care i ( ^ , . . . , Z,n) = ş(^15 . . . , xn) B j 1 '' ' n I , iar B este inter-
V>\ • • • W 

secţia vecinătăţii pe care <pt # 0 cu domeniul P(5i, . • •, ?») > 0. 
Pentru acei X pentru care integrala (3) converge, trecem la 

coordonate polare. Din omogenitatea lui P(Si, . . . , %„) rezultă că 

(4) 

CO 

h[?l={ ^m+"-1 drt PHIU ...,%n) $&,...,y do, 
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domeniul F fiind intersecţia sferei unitate cu domeniul P ( | x , • • •, |„) > 
> 0, ( |a , . . . , | 9 ) — punctul de pe T, £ft == r | t , d£2 — elementul de arie 
al sferei unitate. 

Integrala pe T este integrala pe sfera (n — 1) dimensională pe 
care suprafaţa P(£i, . . . , \n) = 0, conform ipotezei, are doar puncte 
reductibile şi de ordin cel mult (n — l). 

Conform ipotezei cunoaştem de asemenea polii acestei integrale 
precum şi multiplicităţile respective. 

Introducînd iarăşi, ca în § 4.3 o funcţională depinzînd de doi 
parametri complecşi 

(£•) U i i = t ^ d?- ţ px(Ei> • •:••', l.) Uli, • • • ,L) da, 
J r 

şi notînd integrala pe P cu fk(r): 

(6) Mr) = [PHlu • • • , !» ) *(5i , . . . . ,5 . )^Q, 
r 

ne-am redus la situaţia considerată în § 4.3. Anume, pentru n fixat, 
~h^ — n, funcţionala A^X^i] are poli în raport cu X situaţi într-un 
număr finit de şiruri, iar pentru X fixat, neaparţinînd nici unuia dintre 
aceste şiruri / ^ [ q j j . au poli pentru X = — i , — 2 , . . . , — "n, .... 
Singura deosebire faţă de cazul" considerat în §4.3, cînd suprafaţa 
&(x±, ..., xn) =0 consta din puncte de ordin cel mult 2, este că dato
rită inducţiei, polii în raport cu X, pot fi şi multipli. 

Este uşor de arătat că Iernă formulată în § 4.3 se extinde şi la 
acest caz. Punîncl \i = Xm -f- n + 1 obţinem că integrala 

rm+n-iărrpx/k, kf...,k\m„...,in)da = 
} \ r r r ) 

o r 
. . ( p ^ , . • •, U <KSi; • • -, U d& ... • ăţn = ' 

o • . : • . . - . . . : • . . . - . . • • • . " ; 

. . . i G ^ ' l , • • •»>.) ffali • • •> «») d a î • • • ăxm 
G>0 

în afara polilor în raport cu X ai funcţiei f-A(r) (generate de punctele 
suprafeţei G(xu ..., x) = 0 avînd ordine inferioare lui n) mai are 

=\ 

" 
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poli şi în punctele şirului 

n ' n + 1 '• n + k • 
m m ni 

Dacă în plus în punctul X = X0 funcţia fx(r) are un pol de multipli
citate p şi X0 aparţine şirului (7), atunci distribuţia G\xx, .., x„) are 
în punctul X= X0 un pol de multiplicitate p + 1. Aşadar, teorema 
noastră a fost demonstrată. 

Am văzut deci pentru ce valori ale lui X distribuţia 

, V • • • \ ®\®u • • •-, as») <p(»u • • • , »») d»i -,-• • d#„ 
G<0 

are-poli. .. . , . :..; 
, . î n cazul cel. mai simplu ăl unei funcţii omogene nenegative G 

am văzut de asemenea in § l , . că din mai multe motive era natural 
de a introduce noţiunea, de: reziduu în origine al unei funcţii formal 
omogene care caracterizează singularitatea acestei funcţii în origine 
asemănător cu felul în care 'reziduul unei funcţii analitice caracteri
zează punctul singular izolat respectiv. 

Pentru o funcţie oarecare G(xx,..., xn) cu singularităţi reductibile 
se pot defini analog reziduuri- legate de funcţia G. 

Anume, dacă JD este o componentă conexă maximală de ordin r 
şi' de grad m al"varietăţii (?•== &;•• atunci se numeşte reziduul funcţiei 

— r+k 
G,. '" .. (%i,,. •., xn) relativ la,aceasta., componentă, distribuţia ce este 

T -4- h I* 
reziduul funcţiei analitice de X, G^(xu ... ,x„) în punctul X = • 

m . 
î n particular, dacă G{xu . . . , xn) este o funcţie omogenă de grad m, 

un astfel de reziduu al lui G~^'+h)rm(x1, ..., x„) în origine este egal 
cu o combinaţie liniară de derivate de ordin Jc al distribuţiei 8 cu 
coeficienţi integrale pe suprafeţe închise ce înconjoară originea. 

Dacă GiXi, . .., xn) este o funcţie oarecare avînd în origine un 
punct singular reductibil de ordin (n — 1) şi de grad m, atunci rezi
duul funcţiei G~<n+k'llm(x1, ..., xn) relativ la acest punct va fi de ase
menea egal eu o combinaţie liniară de derivate ale lui 8, de ordin cel 
mult li, cu coeficienţi determinaţi de G. Se poate defini analog şi 
reziduul relativ la orice componentă conexă a varietăţii G = 0 de 
ordin m şi de grad r. 

4.5. Integralele unei funcţii indefinit derivabile pe suprafeţele 
de nivel G{xx, . . ., xn) = e. Să aplicăm rezultatele obţinute la studiul 
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integralelor funcţiei <?(xlt . . . , xn) pe suprafeţele de nivel ale polino-
mului G(xv . . . , xn). SG vom mărgini la cazul în care suprafaţa 
G(xv . .., xn) = 0 constă numai din puncte reductibile, iar suprafaţa 
G=e pentru c > 0 nu are puncte singulare ,şi vom considera integralele 

(1) l(e) = V 9(a^, . . . .#„)«, 

w fiind forma definită pe suprafaţa £(3^, . . . , a?J = c de relaţia 
d» — dGo). Are loc identitatea evidentă (în raport cu X) 

co 

(2) ^ ( c ^ d c ^ . . . ^ ^ , . . . , ^ ) ? ( ^ . . . ^ ^ d#„ 

Am stabilit mai înainte că integrala ce figurează în membrul 
drept (şi prin urmare şi cea din membrul stîng) este o funcţie ihero-
morfă de X şi am stabilit cum depind polii săi de sigularităţile supra
feţei (TO»!, . . . , xn)— 0. Cum comportarea funcţiei I(c) pentru c > e > 0 

oo . 

nu influenţează singularităţile integralei \ I(c)ex do atunci cunoseînd ralei \ 

aceste singularităţi, putem scrie o dezvoltare asimptotică, pentru 
funcţia I(c) pentru valori mici ale lui o. 

Anume se poate arăta că dacă polii lui F( X), definită de integrala 

V I(c) cx dc şi de prelungirea sa analitică sînt ordonaţi într-un şir 
o 
descres ător 

-Xx, ~X2, . . . , -X, , . . . (0 < Xâ < X2 . . . < X, < . . . ) 
şi dacă notăm cu mk multiplicitatea celei de al A:-lea pol, atunci 
pentru o mici, I(c) are următoarea dezvoltare asimptotică 

oo mk 
(3) I(o) « £ S o»,„o**-Vln—^. 

Este uşor de verificat că fiecare termen din membrul drept dă 
oo 

un pol de ordin mal integralei \ J(c)c*dc(v. cap. I, §3). Coeficientul 
o 

a,. „, este egal eu eoefcientul lui ->— în dezvoltarea Laurent a 
(K.+ X»)» 
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lui -F(X). în vecinătatea punctului X ==— X*, înmulţit cu 
(m— 1)! 

Eeamintindu-ne de definiţia lui S((r) putem rescrie integrala I(c) 
sub forma 

•I(o) - ţ ?*> =(S((? - o ) , <p). S î *" 
G=0 

Eezultă de aici că avînd dezvoltarea asimptotică a lui I(c) după 
puterile lui c, avem totodată şi dezvoltarea lui (§(6? — c), cp) după 
puterile lui o. Se obţine astfel din formula (3) dezvoltarea asimpto
tică a lui â((r — c) pentru valori mici ale lui c. 

Exemple. 1. Fie (?(.*, y) = xy. Atunci primul pol al distribuţiei 
(xyf-,. definite de integrala i l .(##-)x 9(«, #) ăx dy va fi X = — 1. 

ay>0 

Dezvoltarea integralei V l (»y)x 9(0, y) Ax dy după puterile lui X + 1 
*y>0 

este de forma 
r r 

(##)xep(a?, ;y) dx dy 
. ry>0 

«o oo 

Integrala Z(c) = V <p(x, y)co * are deci următoarea dezvoltare asim-
zy = c 

ptotică: 
oo oo 

J(o) = -29(0, 0) In c - t &***!&, + \ - * l > d y + . . . , 
J a 3 ?/ 

— oo —oo 

unde termenii indicaţi prin puncte tind la zero pentru c -> 0. 
di/ d* 

* Cum s-a arătat mai înainte, se poate lua w = •— sau o> — — — > adică considera 
U x 

integrala 
00 . 0 0 
f ?(*, aWll f 9'(*, y) da 
\ -T— sau — \ • — 

3 ,J 3 
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Conform celor spuse mai înainte putem obţine de aici dezvol
tarea după puterile lui c ale distribuţiei 8(xy — c). Ea va fi de forma 

(4) 8(xy -o) = - 2 8 ( 0 , y)lnc + [^l + ^ - } ) + o(c). 
\ x y ) 

2. G — x2 + y2 + #2 ~ t2- î n acest caz integrala 

1 V (*2+ #2 + z2 — t2) f(x, y, z,t). ăv are pentru X — — 1 un pol 
G>0 
simplu de reziduu 8(x2 -f y2 + z2 ~ t2) şi pentru X == —2 un pol 
de ordinul al doilea, în vecinătatea căruia această integrală are 
următoarea dezvoltare 

G>0 

o r °° °° 

+ •• 
JJ 

o P = , 
Putem deci reprezenta pe 8(& — e) sub forma 

(5) 8(0 - o) = 8(<?) + c In c S i f i l L ^ + cS '(#) + 

unde <j = a;2 + ?/2 + z2 — t2. 
Termenii indicaţi prin puncte sînt de forma o(c), iar prin 8'(G) 

se înţelege integrala divergentă \ to1?. regularizată aşa cum. indică 

parantezele de mai sus. '•••< 
în general, dacă G este o funcţie pentru care suprafaţa C? = 0 

are doar singularităţi reductibile, atunci dezvoltarea distribuţiei 
8(6? — o) pentru c mici poate fi utilizată pentru a defini distribuţiile 
S(G), 8'(G) ş.a.m.d. în acele cazuri în care integralele formelor diferen
ţiale corespunzătoare diverg. 
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Anume, dacă 

8 ( 0 - 0 ) - £ £ T)llikch-nnm-ie, 
oo m/c 

unde Tk.m sînt distribuţii astfel ca 

(ak,,„ — coeficienţii dezvoltării integralei I(c) = V <pco după puterile 

lui c şi Inc fv- formula (3)), atunci Ş(G) vă fi termenul liber al acestei 
dezvoltări, 8'(G) coeficientul cu senin schimbat al lui c, ş.a.m.d. î n 
particular, formula (4) se rescrie sub forma 

(4') 8(xy - h) = - 2 In c8(x, y) + 8(x, y) + . . . , 

astfel- încî t*; > /- :: ->: s- •'•••- '' -K'- . - 1 ' ; ; : • • • . - -;-'c>. 

« T "•""''''"•!i:" ^ ; _ " « S + M . - . : - : . 

î n cazul în care suprafaţa G = 0 nu are puncte singulare, o 
astfel de definiţie coincide desigur cu cea dată mai înainte. într-ade
văr, în acest caz integrala v are poli doar X = —1, — 2 , . . . , —7c,..,, 

G>0 

iar reziduul său pentru X = — k este egal cu — 8a-1)(Cr), si deci 
* ( f c -1 ) ! 

8(G-c)=8(G) - oi'iQ) + — *"(#)+• . . + - ( : z l ) - 8<»(G)+... 
2 & / 

* Această formulă nu putea fi obţinută in S 1 căci in deducerea formulei 

suprafeţele P = 0 şi Q = 0 nu se intersectau. Totuşi, cind ele se intersectează „trans
versal", adică atunci cind se poate alege un sistem de coordonate, uv ...,un cu Uj = 
= P, u2~Q, atunci (*) se deduce uşor din formula (6) utilizînd acest sistem de coordonate. 
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Din formula (4) se poate deduce un rezultat interesant. Deri-
vînd egalitatea (4) în raport cu c: 

~8'(xy - c) = - - 8(x, y)+ ... 
o 

înmulţind rezultatul cu —• o şi făcînd pe c -> 0, obţinem : 

cS'(xy -c)-^28{x,y). 

Analog, derivînd de două ori în raport cu c egalitatea (5)' în
mulţind rezultatul obţinut cu c şi făcînd pe c -> 0, obţinem : 

c8"(x* + y* + z* - V - c) -> * f g ' yJ *' ** • 

Aplicînd aceste formule unei funcţii test <p putem calcula valoarea 
lui 9 în origine cunoscînd integralele sale pe hiperbolele xy — o sau 
pe hiperboloizii 

ooz + y2 + *a —1% — c. 

Rezumat al principalelor definiţii şi formule ale volumului I 

Capitolul ti § 1 

1. Funcţie test — funcţie indefinit derivabilă <p(a?) = y{xl7 . . . 
..., xa), cu suportul compact pe RM. 

2. Spaţiul de bază K — spaţiul tuturor funcţiilor test. Opera
ţiile liniare în K se definesc în mod uzual. Şirul yJx)eK converge 
către zero dacă funcţiile <pv(») converg către zero împreună cu deri
vatele de orice ordin, şi au toate suportul conţinut într-un acelaşi 
compact. 

3. Distribuţie — funcţională liniară continuă pe spaţiul K. 
4. Distribuţie regulată — funcţională pe K de forma 

(/> <p) = \f(x) ?(») d^j 

./(,?;) fiind o funcţie local integrabilă. 
5. Distribuţiile ce nu simt regulate se numesc singulare. 
6. 6(<r)-funcţia egală cu 1 pentru a?>0 şi cu 0 pentru x < 0 

(n - 1 ) . 
7. Funcţia delta %{x — x0) este funcţionala singulară definită de 

formula ,. I 

8. Funcţionala f(x) este nulă în domeniul 6, dacă (/, 9) — 0 
pentru orice funcţie test nulă pe un deschis Gx cu proprietatea că 
G şi #! acoperă întreg R". 

9. Suportul funcţionalei/ — mulţimea închisă pe complementara 
căreia funcţionala / este nulă. 

10. Şirul de distribuţii /„ converge către distribuţia / , daca pen
tru orice 9 e K 

i im(/v ,9) = ( / , 9). : : ; •'• 
v-»oo 
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1 1 . Pen t ru distribuţii şi funcţii test cu valori complexe are loc 
regula 

*(/> ?) = (/> <*<P) = (*/> ?)• 

Funcţ ionala / de t ip funcţie /(a?) este definită de formula 

12. Distr ibuţia / , complex conjugată unei distribuţii date / , 
şe defineşte cu ajutorul formulei 

13. Spaţiul $ constă din funcţiile indefinit derivabile cp (40? veri-
ficînd inegalităţile '.'.'.,., ' ' , , : ' . • ' " ' 

. | x*^(x) i < <7,9 (k - 1, q; = 0, 1, 2, . . .) 

sau, în cazul mai multor variabile, 

< Gkl...Qn 
, , *. ^ + --+«»<p(aî1, . . . , A.) 

a^1.,... 9a&, 
(S1; . . . , t f a ) = (0, 1 , 2 , . . . ) 

cu convergenţa corespunzătoare. ' ; ' . . , • 

Capitolul I, § 2 -: t 

1. Derivata distribuţiei / în rapor t cu x} este definită de formula 

W¥¥% 
2. 6'Xa») = .*(?•)... • *A:J;; 

3 . — In (a + iO) = , — - iw.Wa?), ...... 
d x x • '•••• <•'•'• -"' 

stş 

(—, fix)) = lim f unde / —, <D(X) I = lim V -îi_2- da;. 
a; 

4 . A = — (» — 2) Q„8(a?), unde On este aria sferei un i ta te 

în spaţiul w-dimensional (» > 2) 

A In — = • — 2TC i(a>) (n = 2). 
r 

9/v 5. Dacă şirul de d is t r ibu ţ i i / v are ca l i m i t ă / , atunci şirul —^- are 

ca limită —— • 
dxj 

oo -^ oo 

6. £ cos nx ==' + TU ]£ S(a; — 2itn). 

OO 0 0 

1. Yi n s i n %£C = ~~ TC £ S'{«— 2rm). 
K = ) —00 

OO 

8. 1 + c1* + eal* + . . ' . + e-1* + e"21* + . . . = 2 * £ &(<C-2TC»). 
— OO 

00 1 - a ; 
9. y, sin na? = — c t g —• 

? 2 * 2 
• l e 

1 0 . ••:•- ; - > § ( « ) , pent ru e -> 0. ' 
ît s2 + e2 

1 *£ .. ..- , "-
1 1 . e 4 ( - > 8(a?), pentru f-> 0. 

2fTC< 
..„ 1 sin va? :. 
12. - - > §(«) , 'pentru v -> oo. 

7u a; .-... .... 
Capitolul I, § 3 « 

1. Distr ibuţia a)̂ . este da tă de următoarele1 formule;:» pent ru 
E e X " > - 1 

co 

(1) r (x\,:<?) = \x*(p(x) ăx; ; - . . ; 
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pentru BeX> — n — 1, X ̂  — 1, — 2; ..., — n, ( 
î / 

(x\, <p) = iat\9(x) - 9(0) - a?9'(0) - . . . - ^ " ' . ^ - " ( O ) ^ -
o 

(2) + [x^(x)dx + y 
j .-*«i 
i 

pentru —» — 1 < Ee X < — », . 

M ( & _ i ) ( x + /c) 

(3) L^[(p(«) - 9(0) -®9'(0) - . . . - " - i - 9«—D(6) 1 da?. 
J L ( « - l ) ! J 

Această distribuţie coincide jientru a? > O cu funcţia uzuală o;'-, iar 
pentru x < 0 este nulă. Ea este analitică pentru orice X, cu excepţia 
punctelor X = — 1, —2, ... —n, . . . , în care are poli simpli. 

Formula de derivare în raport cu x: 

(4) — x\ = Xa^"1 (X # 1, - 2, . . . ) . 
ăx 

2. Distribuţia xx este dată de formulele: pentru Ke X > — 1 
0 oo 

(5) (x7-, 9) == V | x \x<?{x) ăx = V a?x9( — a?) da;; 
— 00 O 

pentru Ee X > — » — 1, X jt — 1, — 2, . . . , — w, 
(6) (a?\ 9) = 

•e 
= U 1 r . ? ( - » ) - 9 ( 0 ) + a ? 9 ' ( 0 ) - . . . - ( - l ) " - 1 a;"~1 9(»-1)(0) 1 da? 4-

J L (n —1)! J 
1 

+L>-9(-,)d, + tlr1t.r i )(0)> »ti(fc—1)! (X + fc)' 
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pentru — n — 1 < Ee X < — n, j 

(7) , , / : : (^ , '9) = 
00 

= W ?(-<*)-?(<>) +®<p'(0)-. . . - ( - l ) - i — — 9(B_1)(°)1 &*• 
J L (oe—l)\ J 
o 

Această distribuţie coincide pentru x < 0 cu | x |x ; iar pentru a? > 0 
este nulă. Ea este analitică pentru orice X, exceptînd X — — 1, — 2 . . . 
. . . , —n, ..., în care are poli simpli. 

Formula de derivare în raport cu x : 

(8) — x*= -Xa*-1 ( X # - l , - 2 , . . . ) . 
da? 

3. Distribuţia |a?|x este dată de formulele : pentru Ee X> — 1, 
00 00 

(9) (M.\.9) =(|a?|Ma?)da? = L*[9(a?) + <?(-x)]dx; 
- 0 0 O 

pentru Ee X > — 2m — 1, X =£ — 1, — 3, . . . , — 2m + 1, 

î 

(10) (|»|S«p) = f^j(p(a?)+<p(-aî)~2r<p(0)+- |^9"(0)+ . . . 

a," 
2lM - 2 

(2m—2) ! 
(p«»-«)(0)lldjr + ]} 

f , "ir.1 <p(2J:i(0) 
+ U[9(a?) + 9(-a?)]da? + £ x i L l L , ^ 

J jtto (2 — fc) !(X + 2ft + 1) 
1 

Pentru — 2m — 1 < Ee X < — 2m + 1, 

os 

(11) (|a?|\ 9 ) = f c j # ) + 9(-ar) - 2 f9(0) + ~ ' ?"(0) + . . . 

r2m-2 
9<2" î-2\0)llda?. 

(2w—2) !. 
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Pentru x =£ O ea coincide cu funcţia uzuală [ x \x. Această distribuţie 
are singularităţi (poli simpli) pentru X = — 1, — 3, . . . , — 2m — 1 , . . . 
Pentru X = — 2m scriem \x\2~m —x~Zm si 

(ar*», 9) « L - « " L(x) + <p(-x) - 2 1*9(0) + —• <p"(0) + . . 

(12) ° 

+ 7~- 1 . 9<2m_2,(0) 11 Ax. 
(2m—2)! 

în particular, 

(13) ( a - , 9) f ^ ) + 9( - .x ' ) -29(0) ^ 
J a?2 

o 
4. Distribuţia |a?|x sgn a; este da tă de formulele: pentru 

E e X > —2 
OO 

{\oo\x sgn oo, 9) = V [#[x sgn a? ©(#) d# = 
/-< J \ — 0 0 

(14) 
OO 

•-^ix^ix)-<p(- a?)]da?; 

o 
pen t ru E e X > — 2m — 2, X =£ — 2 , - 4 , . . . , — 2TO, 

1 

(\x\x sgn a?, 9) = 

o 

1 

l a ^ ^ a ? ) — 9(— x) — 2 \xy'(0) + 

(15) + ^ ; <p'"(0) -!- . - . - ! • „ 7 : : T 7 . cp'*—^0)11 dx + 
rp6 rpi 

— 9"'(0) + ..',; + — 
3'. ( 2 m - l ) ! 

+ \ ^ [ 9 ( a ; ) - 9 ( - a ; ) ] d a ; . + 2 5] fp W 

/So(27i; + 1)!(X + 27;; + 2 ) ' 
I v' r. . - • • • • 
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pent ru — 2m —2 < Ee X < —2m, 

(I» |x sgn a;, 9) = V xx J 9(0?) — 9(— x) — 2 a?9'(0) + 

(16) 

+ fr?"'(0)+ ... + ,0 -•y(2m-1,(0) IU*-
3 ! (2m—1) Jj 

Ea coincide pentru x ^ 0 cu funcţia uzuală |a7|x sgn a\ 
Această distribuţie are singularităţi (poli simpli) pentru X= — 2, 
— 4, — 2m, . . . Pentru X = — 2m — 1 scriem | x\~2m~1 sgn x=x~2m~1, şi 

co 

(ar3"-1, 9) = f x-2™'1\(?{x) — 9(— a?) — 2 j #<p'(0) + 
o 

(17) 
r 3 r 2 m - l 11 

+ f- ?"'(0) + . . . +•-•• — 9<**--°(0) [dar. 
3 ! (2m—1)! JJ 

în particular, 
(18) (arS 9) = t '<*>-•**> d*, 

J * 
o 

00 

(19) ( , - , ?) = h W - 9 ( - « ) - ^ ( 0 ) ^ 
J X3 

O 

5. Integrala indefinită i tera tă de g-ori a lui \xx\ se poate scrie 
sub forma 

i x\xdx 

(20) 
W 

|«p-+*(sgn xf [%) xq-2k 

; (V- f i )v . . . ( x + j); *ti (2fc - 1 ) ! (# - 27c)! x +2fe; 

6. Distribuţiile ' r ; ; 
a;+ ;rx l#lx | a; [x sgn a; 

(^ ) rpT+i)' rSTiJ* r7X±T]' r(A±i] 
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smt funcţu întregi de X. 
î n particular, pentru X -> — n 

(22) —?± • « ; r « ; _ î L _ _*. ( ^l)«-iă'»-»(V): 
r(x + i) ( ) ' r(x + i) 

pentru X-> — 2m — 1, 
|a?jx (-l)mS<2m)(^)w! 

(23) -m <2m) ! 

iar pentru X -» — 2TO 
|#lxsgna; ' ( - i r p - " ( a ! ) ( w - l ) ! 

ri[A±JL^~* (2m-l)! 

7. Distribuţiile In (# + iO) şi In (.*• — iO) se definesc prin formu
lele : 
(25) In (ce + iO) = l im In (x + \y) — In | x \ + i7t6( —%), 

S/-++0 

(26) In (x — iO) — l im In (x — iy)\= In | x| — irc 8(—a?), 

f O, 0 < O unde 6(a?) = i 
\ 1, a; > O 

8. Dis t r ibu ţ i i l e (a? + i0)x şi (x— iO)x se definesc p r i n formulele : 

. v, ,. . ., f e ix"| a? j x , p e n t r u x < O, ; 
(27) a? + iO)x - h m (x + iyf- = ( ' , " * 

v-+o Jaf, pentru a? > 0 ; 
. v, ,. . ., f eriX,ţ1 a; |x, pentru x < O, (28) (a? — iO)x = l im (x — iyf = i ' ' ' ^ ' 

w-*+o ^ar., pentru a? > 0 . 

Aceste funcţii există pentru orice X complex şi definesc funcţionale 
regulate pentru Ee X> —1. Distribuţiile corespunzătoare se con
struiesc în modul următor : pentru X ^ — 1, —2, . . . ,. > 

(29) (ar-f i0)* ~w\ -f ea"a?i, -

(30) (« - iO)x = .rx
+ -f e~iXIIa;x_, 

în care distribuţiile x\ si a?L sînt definite de formulele (1)—(3) si 
(5) - (7 ) . Pentru X = - / ^ « == 1, 2 „ , . . , . 

(31) 

(32) 

(x + iO)-» = x-« - l ^ — 8ta-u(»K 
( « - ! ) ! 

(a? - iG)-» = a?-M + - ^ J #*-»(*), 
(n — 1) ! 

unde distribuţia x~" este definită de formulele (12) sau (17). Astfel, 
distribuţiile (x + iO)x şi (a? — iO)x âînt definite pentru toţi X. Ele 
sînt funcţii întregi de X. 

Eelaţiile 
(x + iO)x — lim (x -j- i#)\ 

(x — iO)x = lim (x — iy)x 

au loc atît în sens uzual cît şi în sensul teoriei distribuţiilor. ; 
Formule de derivare 

(33) 

d 
da; 

d 
ăx 

(34) 

(x + iO)x = X(x + iO)x-x (X ^ 0) 

(x — i0)x = \(x — i0)x-x (X jk 0) 

— In (a; + i0) = — - — 
dx x — iO 

— I n ( a ? - i 0 ) = — - — 
da? x '— iO 

9. Distribuţia rx este dată, pentru Be X > — n de formulele 

(35) (rx, <p) = \ rx<p(x) ăx = O T Jr) ăr, 

în care Q„ este aria sferei unitate în spaţiul «-dimensional, S„(r) 
este media funcţiei 9 pe sfera de rază r. 
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Această distribuţie se prelungeşte analitic în întreg planul X 
cu excepţia punctelor X = — n, —n — 2, —n —i,... în care are 
poli simpli. 

2rx 

10. Distribuţia — —; este o funcţie analitică de X. 
o.r(^±») 

Pentru X = — n ea se reduce la 8(00) pentru, X = — n — 2k la 

(36) (-l)*A*8(a>) 

(37) 

r-' 

(;, 

• . ' ' ' , 2k1cln(n + 2) :.. (n -f 2fc - 2 ) 

11. Formula de descompunere a lui rx în unde plane :... 

1 - [ lMJa'r + • • • <-yc,,lx ] _ 2r'A 

M r(A±i) ""r(i±.)-
Cazuri particulare : pentru n impar 

M — l 

(38) 8(x) = ( ~ 1 ) ' . .{ S(n-1\o1x1 + . . . + eyBn) 4 " ; 
2(2-rz)n~1j 

a 
pentru n par, 

(39) S(x) = (^ 1)* V " • . / ' \ K % + . . . + «A ) -M<o, 
(27a)" J 

şi de asemenea pentru orice n, 
in i \ ! f 

(40) 8(0) = - ~- V ( « A + . . . + « A - iO)~Mdco. 
(27ci)" J 

..; fi 

.. Capitolul I, § 4 

1. Distribuţia a^lnroa;+(X ^ —1, —2, . . . ) este definită de urmă
toarele formule : pentru Eş X> —-l, ,(,,; 

' ' " ' • • » ' • • : ' • " ' • • • • ' • - ' - • ' • ' ' • ' ; - . • ' - . ' - • • ' • 
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pentru Ee X> —n — 1, X ̂  —1, —2, . . . —n, 
1 

{x\ lnwa>+> cp) = Va;x \vLmx j <p(a?) — <p(0) — aj<p'(0) — . . . 
o 

(2) . . . - - ^ — — 9("-1}(0) dx + 
(n—l)l J 

CO 

" (~l)mm\ <pik-»(0) r » (—1)" 
+ i ,*x lnm« m(oj) d# + V — -

3 *ti (fc - 1 
1 

) ! (X + fc)m+1 

Pentru — n ~• 1 < Be X < — n 

**.„ „-̂ [rf.,-*.,-.,',.,-... 
0 

(3) 

. . . - - — T<-J>(0) Ida. 
(» • -1) l } 

2. Formula de derivare în raport cu X : 
3» 

(4) x\ = «+lnm«, (X^ —1, — 2, . . . ) . 
d\m 

Dezvoltarea funcţiei x\ în serie Taylor în vecinătatea unui punct 
regulat X0, 

(5) x\ = x\> + (X — X0) x\' In x+ H (X — X0)2 a?+° In2 ar+ + . . . 
2 

3. Distribuţia a?+* este definită de formula 

(xŢn, cp) = [ x- P(p(ar) - cp(O) - ttcp'(O) - . . . 
: . ; . 0 • . , 

(6) 
/y.m-2 ,v>» —1 
^ («-2)Cn\ ~(n + l) <p<»-2)(0) ?(,i.+ 1)(0) 6(1 - x) \ăx. } ( n - 2 ) ! ' {n-l)V 
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Această distribuţie coincide cu funcţia x~n pent ru x > 0 şi este 
nulă pentru x < 0. Ba nu este valoarea pentru X = — n a funcţiei 
x\ definită mai înainte. 

4. Distribuţiile x~n ln'n,*+ sînt date de formulele 

(x+n \nmx+, <p) = \x~n lnm x\ <p(x) — <p(0) — «cp'(O) — . . . 

o 

(7) 

^-M.,[ 

i» « - a ... /V.M—î 

(«—2)! 
9f"'-*(0) ^"-"(O) 6(1 - x) \ăx. 

; (» - 1 ) ! J 
5. î n vecinătatea polului \= —n dezvoltarea Laurent a lui 

x\ este de forma 

%\ = 1 L Li . . . po-n + x + n) xln In x+ + 
(n - 1 ) ! X + n 

(8) 
H (X + n)ax+*lo*x+ -f . . . 

6. Distribuţia xi lnmx-{X^ — 1 , — 2 , . . . ) se defineşte prin urmă
toarele formule : pentru E e X > — 1 

o 
(xxlnm a?_, <p) = i ja?\'A lnm | a;| <p(«) da; = 

00 

(9) 
00 

= l a?x lnwip cp(— a?) da;; 
• o 

pent ru Be X > — n — 1, X ^ — 1, —2, . . . , —», 
i 

(xi In a?", <p)= V x* In"1 a; F <p(— x) — <p(0) + aj<p*(0) — . . . 
o 

(10) . . . _ ( — l ) « - i — 9 ,"-1 ,(0)l ăx + \xx Wxrp(- x) dx + 
(» —1)! J J 

1 

+<5 (fc-i)! (x + icr+i' 
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Pen t ru —» — 1 < E e X < — n, 
00 

(«îl In a;'", 9) = V xx In™ x J <p(— a?) — 9(0) + a>9'(0) — . . . 
o 

(11) 
rf,n - 1 -l 

. . . . _ ( _ l ) - i _-9 (»-i>(0) da;. 
( n — 1 ) ! J 

•7. Formula de derivare în raport cu X: 
a» 

(12) — as*l== xzIn"1 a;_ (X # - 1 , - 2 , . . . . ) . 
dXm 

Dezvoltarea funcţiei xz în serie Taylor în vecinătatea unui punc t 
regulat X0, 

(13) xt = xb + (X - X0) x'2 In x. + — (X - X0)2 a;7!» m2a;_ + i . . . 

8. Distr ibuţ ia xzn este definită de formula 
00 

(a;%9) = L - « f 9 ( - a ; ) - <p(0) + *9'(0) - . . . 
o 

(14) 

( _ l ) - i - ^ — — 9(M"1>(0) 0(1 - a;) da;, 
(n—1)! J 

această distribuţie coincide cu funcţia uzuală |a?|~ra pentru x < O 
şi nulă pent ru a; > 0 . D a r ea nu este valoarea pentru X — — n a 
funcţiei analitice xt definită mai înainte. 

9. Distribuţiile xzn lnm a;_ sînt date de formulele • 
00 

(xzn.h\wx-, 9 )=\a ; -» ln m a ; F 9(— x) — 9(0) + axp'(O)— . . . 
o 

(15) 

. . . - ( - 1 ) " - l - — 9("-1)(0) 6(1 - x)] &x. 
(«—!)! J 



10. în vecinătatea polului X = — n dezvoltarea lui xt în serie 
Laurent este de forma 

x #n~l\x) 1 
xi= ^ - . - — - — -f- x~n+ (X + n) x~n\n «_ + 

( n - 1 ) ! X + n 
(16) 

H (X + w)2 or» In2 03_ + ' . . ' . 
; 2 ! 

11. Funcţionala | « | x ln*|o3| se defineşte cu ajutorul unor formule 
asemănătoare formulelor (9) —(11) de la pag. 397—398, schimbînd peste 
tot pe xx prin xx In* x. 

în vecinătatea unui punct regulatX0, dezvoltarea lui \x\% în 
serie Taylor este de forma 

(17) ' \x\1=\x\'k'+CK—X0)\xlK'ln\x\+ — (X-X0)2|a;|Mn2 \x\ + ... 
2! 

în vecinătatea polului X0 = — 2TO — 1 dezvoltarea Laurent a 
lui | x \x este 

. 2Sf2«X«) ' l 
(2m)! X + 2m + 1 : 

as) ; 
+ (X +2m -f 1) l^l-2™-1 In |* | + . . . 

unde, pentru ,-j- 2m — 2 < Re X < — 2w, 

(19) Ix]-2™-1 = X+2™-1 + xz2™-1; 

(19a) • | «l--24"-1 ln*|x|- = ,«;am-1 In* 03+ + or2™-1 In* &. 

în particular, :. . 

(I °°\ -Zm 
00 

-1 ,cp)=la;-a»-i | (p(«) + 9(^-x) - 2 L(0) + 

(20) 

410 

x •2M 

+ -^9"(0) + ... + 
2 ! T (2i»)! 

?(s»)(0) 0 ( 1 - 0 ) 1 [do?. 

Distribuţia |^|-2m-i coincide cu funcţia uzuală \x\~2,m~~l pentru 
w ^ 0. 

12. Distribuţia | a? |x sgn a?ln*|a?| este definită de formule asemă
nătoare formulelor (14)—(16) de la pag. 402—403, schimbînd peste 
tot pe x'K cu xx lnx x. 

în vecinătatea unui jranct regulat X0 dezvoltarea Taylor a lui 
;] x \'A sgn x este de forma 

| x \x sgn x — | x |A° sgn x + (X — X0) | x \x° In | x | sgn x + 
(21) 

^ (X — X0)2 | x |Mn j x | sgn a? + . . . 
2 ! 

î n vecinătatea polului X0 = —2m dezvoltarea lui \x\"A sgn * în serie 
Laurent este de forma 

\x\x sgn a; = — 2 — . \~ \x\~2m sgn o? 4-
1 ' S ( 2 m - l ) ! X + 2m ' ' h 

<22) 
+ (X + 2w) | a?! "2'm In | a? | sgn o? + ' . . . , 

nude, pentru — 2m — 1 < Ee X < — 2m + 1 
{23) | x |-2m sgn a; = a3.Ţ2m — ac2m ;'' 
(23a) [x\~2mIn* 1031 sgn 03 — x+2m In* x+ — 03i2m ln*:x. 
î n particular, 

(\x \~2m sgn o?, 9) = \ x~2m \ 9(03) — 9(— o;) — 2 

<24) 

A o?-2™ \«?(x) 039'(0) + 

+ ~7<p'"(0) + . . . + — — (?(2m~1)(0)8(1- x)lldo3. 
j .2m - 1 

3 ! ' ' ' ' ' ( 2 m - l ) ! 

Subliniem că j 031-2™-1 nu este valoarea lui | x \A pentru X ==—2m —1 
şi că \x\~2m sgn 03 nu este valoarea lui \x\x sgn 03 pentru X = — 2m. 
Distribuţia \x\~2m sgn x coincide pentru 03 ^ 0 cu funcţia uzuală 
\x\~2m sgn x. 

13. Derivatele în raport cu X ale distribuţiilor (03 + i0)x şi 
(03 — i0)x sînt notate 

(x + i0)x In (03 + iO), respectiv (as — i0)x In (x — iO). 

41-1 



Ele sînt funcţii întregi de X şi sînt date de formulele: 
(x + i0)x In (x + iO) = 

(25) 
x+ In x+ + ineiXnxt.+ e^xt In a?_ pentru X/ — n, 

_2 §(» —1>/^\ 
(— l)"i7MC" + (— l ) " - 1 5_2 + o?-" In | a?| pentru X = — » ; 

2 (n—l) ! 
(a? - iO)Â In (x - iO)* = 

(26) 

#+ In a?+ — meiVZx>LJr e'^xt In «_ pentru X # — », 

(—l^-iiTtaf-» + ( _ i ) » _ _ . IZL + ar» m - | a?.| pentru X = — ». 
2 (w — 1)! 

14. în vşeinătatea polului X — — n — 21c funcţia rx se dez
voltă în serie Laurent 

8mHr) 1 
(2fc)! X + n + 2fc 

(27) 
+ aB(X + n + 2k) r-"-^ In r + ... 

Aici funcţionalele ăf2W(r), r-"-2*, j--M-2*lnmr se aplică funcţiilor 89(r) 
conform formulelor: 
(28) (8<2*>(r), />>•)) - S<?*>(0), 

• 0 0 

( r - - « * , S,(r)) = C r-2*-» p 9 ( r ) - <p(0) - . . . 
o 

.J.2&-2 «2S T 
. . - . ' - — S(*~2)(0) - -^—£<2l)(0) 0(1 - r) dr, 

(2fc-2)! (2fc)! J 
oo. 

(29) 

(30) 

412 

o 

2 * 

(27c) 
£<,2*>(0) 6(1 - r)~\ ăr. 

Numărul 8^(0) se exprimă direct în raport cu funcţia qr(x) şi 
a derivatelor acesteia, prin formula 

(31) W 0 ) = ( 2 * > i * * 9 < 0 > 
2%l n(n + 2) . . , . (n +2Jc —2) 

Capitolul I, § 5 

1. Produsul direct f(x) x #(?/) al funcţionalelor /(a;) şi g(y) este 
acea funcţională pe spaţiul funcţiilor test <p(x, y), definită de for
mula 

(/(•*) x g(y), <p(a>.'/)) = (/(»)> fo(y)> ?(»»y)))-

2. Convoluţia f(x) * #(a;) a funcţionalelor / şi g este funcţionala 
definită pe spaţiul funcţiilor test 9(07), de formula 

(/ * 9, <p) = (f(oo), (g(y), <P(* + y))). 

Convoluţia este definită dacă este îndeplinită una din următoarele 
condiţii : 

a) una dintre funcţionalele / , g are suportul compact. 
b) Suporturile ambelor funcţionale sînt mărginite în aceeaşi 

parte. 
Aceste condiţii fiind îndeplinite, convoluţia este comutativă şi 

asociativă. 

3. <5 * / = / pentru orice / . 

4. * / = —±- • 
dXj ' dx} 

dXj ' " dxj dXj 

6. Din /v -> / rezultă /„ * g -> f * g în cazul îndeplinirii fiecăreia 
din condiţiile : 

a) Toate funcţionalele /v sînt concentrate în acelaşi compact. 
b) Funcţionala g are suportul compact. 
c) Suporturile funcţionalelor /v şi g sînt mărginite în aceeaşi 

parte şi această margine nu depinde de indicele v. 
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7. Soluţie fundamentală a ecuaţiei 

(1) p(~°~)n = g 
\ ox j 

este o distribuţie E(x), verificînd condiţia 

Soluţia ecuaţiei (1) poate fi exprimată cu ajutorul formulei 
u = E * g, 

în cazul în care există această convolutie. V. Cap. I, pct. 6.1—6.3, 
Cap. I I , pct. 4.3, Cap. I I I , pct. 2.5. 

8. Soluţie fundamentală a problemei Caucliy pentru ecuaţia 

(2) ~ - = - P | ~ l « \dx) 

este o distribuţie E(x, t), deirinzînd continuu de parametrul t care 
este pentru ( > 0 o soluţie a ecuaţiei (2) şi care pentru t -> 0 tinde 
către §(x). 

Soluţia ecuaţiei (2) cu condiţia iniţială u{x, 0) — u0(x) se poate 
reprezenta sub forma 

u(x, t) = E(x, t) * u0(x), 

în condiţiile existenţei acestei convoluţii. 
9. Soluţie fundamentală a problemei Caueliy pentru ecuaţia 

(3) p(-~, ^-)u(x,t)=0, 

de ordinul m în raport cu t este acea distribuţie E(x,t), depinzînd 
continuu de parametrul t, care pentru t > 0 este o soluţie a ecuaţiei 
(3) şi care verifică condiţiile 

lim E{x, t) = 0, lim dE^ ^ = 0, . . . 
' • • > • • ' • t->0 . t-yO dt 

.. dm-*E(x,t) n .. dm-*E{x,t) , 
. . . . hnv y—^ = 0, lim -̂z—' => B(x). 

t-*o dtm~2 t.r*o dt"1-1 

AIA 

Soluţia ecuaţiei (3) cu condiţiile iniţiale 

u(x, 0) = * » M . = ... = g - ^ ' 0 ) = o, 9 - ^ » ° ) = .,„_,(,) 
a* ar-2 ar-1 

se poate reprezenta sub forma 
«(a?, f) = JE(#, () * «,„_!(«), 

în condiţiile în care această convolutie există. Vezi de asemenea 
Cap. I, pct. 6.4-6.5, Cap. I I pct. 4.3', Cap. I I I , pct. 1.6. 

10. Integrala de ordin X a distribuţiei g(x), nulă pentru x < 0 
n == 1) este definită de formula 

. i ( X ) 
Pentru Re X < 0 această formulă defineşte derivata lui gr(a?) de ordin 

— X . • • ' ' 

11. Funcţia hipergeometrică f 
i 

P(a, p, Y ; a») = „ , , , / J / ' — Cf9"1^ - *)Y-B- i ( i"- te)~a d* r(y) 
r (p )r ( Y . -p ) . 

verifică ecuaţia 

. . . • . « . . . ] 

sau 

•F(x, p, Y ; a?) = ^ raff-^i - x) 
; , . r ( y ) • . . , d ^ 

a?Y-i(i-®)8+s-ir_,; „ ; d-p r ^ - ^ ' a - a>)t-Yi r „ , „ . d-p r^-^Hi - * ) r r i 
r(T) 

12, Funcţia Bessel J\(\fu) este legată de funcţiile elementare 
prin următoarea formulă de derivare fracţionară f . . 

•'oll^''!irtr';lf~"i d 2 COSlA* 

du-x~T X* 

Capitolul I , § 6 

1. Soluţia fundamentală a ecuaţiei eliptice P [ ) E(x) = $(x) 
\ dx ) 

se poate scrie sub forma , -
£(*•) = | k » J w ^ + , . . j - «„#„, — n) dO, 
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unde 
oo 

(1) «J5, X) = sr, * , — S ̂  - *)><•>) h i <H 

iar #(£, w) este soluţia ecuaţiei 

V dE, d£ / 
Pentru n impar expresia (1) se reduce la (E. = « ^ + . . . + <>>„*„) 

» - l 

E ( , ) = <=±L! C?!^^L) d o. 
JL, o . . . ( / e<—^; SJ 

9 
fi,(2w) 2 1, 3 . . . (»-2).fi 

2. Dacă P I I este, un polinom omogen de - de grad 
\dx) dXj 

m, 
atunci E(x) capătă forma 

r _ i vri-i • r dO 
4(2TT)'"-1(2m-w)!y P(<ol7 . . . , co J 

o 
(2ÎM > n, n impar) 

p—2 • ' 

= (-1)' 2 f K ^ + • • • +<o.a . ) ' " - In | o ^ r ţ • • • +<o,a?a | d Q = 

(27t)"(2m - n)! J P K , ••• ,"») 
(2w > w, » par); 

2 <• da 
2(2«)»-i 3 x1 + . . . + « A ) P K , . . . , G>„) 

(2m < «, ti. impar); 

( - l)T(w - 2m - 1)! f | o ^ + . . . + t*ux%\*m— _H|f J da 
(2w)" J P(W1 , . . . , W „ ) 

(2m < ÎI, ÎI par). 
3. Formulele de mai înainte rămîn valabile şi pentru operatorii 

omogeni P j J pentru care grad P(w) nu se anulează pentru P(«) = 
V dx ) 

= 0 , ( 0 ^ 0 ; dav integralele din aceste formule trebuie înţelese ca 
regularizate (în sensul valorii principale a lui Cauchy). 
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4. Soluţia fundamentală a problemei Caucliv pentru ecuaţia 
— , ] — o este de forma 
dt dx } 

co 

O,* n — \ 2 î 

unde <?„(£, £J este soluţia fundamentală a problemei Caucliv pentru ecuaţia 

în particular, pentru n impar ( - 1 ) 
n - I 

2 
l 2 / f d"-1 

U{x, t) = ^ — - — L - \ Ga(t, i) m. 
QiW /* ( n - ' i | ' { n 

j — , _ ^ , j , e s te un polinom hiperbolic omogen de 
V dt dx } 

5. Dacă F 
dt dx 

grad m, atunci u(x, t) capătă forma 

n(x, t) ( - 1 2 

X 
2(2TC)"-1(TO •'— » — 1)! 

2 ( - l ) 
(2TC)"(?Ş - n - 1) 

5 (S*. 5 

{m > îi — 1, n impar) 

P( l , S>=0 

Ş* -f 0 m _ n _ 1 In 
Sa?*5t 

da> = 

( -D 
«-n 

2 

(8TC)-

(w > n — 1, w par) 

F(l . 5) = 0 

(-1) 2 (n - w)! 
(2*)" 

(m < n — - 1 , w impar) 

r dto 
3 (s^^.+/f-»'+i 

P(i, 5)=o 
(m < n — 1, « par). 

2 7 - c . 630 ft3 417 



Capitolul H 

1. Transformata Fourier a funcţiei test tp(x) 

4*(s) =\ <p(x) e{^^+ — +*»»») d ^ . . . da?„ 

«este o funcţie analitică întreagă în variabilele s1 == ax + ixu ..., sn — 
= un + iT„; ea verifică inegalităţile .:•"..•• ; -

|sfl . . . 4 » ^ l r . . . ,*„) | s? Cj,e«iK1+...+<*»K«I, 

unde {|a?, | < %} este domeniul în afara căruia funcţia test <p(oc) 
se anulează identic. 

2. Mulţimea tuturor funcţiilor ty(s) de tipul arătat se numeşte 
spaţiul Z. Un şir (J'v(s) e Z converge către 0 în 2/ dacă imaginile Fou
rier inverse rpv(x) eK converg către 0 în K. 

3. Transformata Fourier a unei distribuţii / , adică a unei func
ţionale definite pe spaţiul K este funcţionala g — F(f)- definită pe 
spaţiul Z prin formula 

(g, «10 = (2TC)»(/, ? ) , . 

unde ty(s)eZ este transformata Fourier a funcţiei test <p(x)eK. 
4. Formulele ce dau transformatele Fourier ale derivării şi în

mulţirii cu variabila independentă : ' 

5. Transformata Fourier a produsului direct 

F[fxg]^F[f]xF[gl -
6. Transformata Fourier a unei funcţionale cu suport compact 

este o funcţională de tip funcţie 

*W = (JW, &*> ") = (/(a?), e"1^*'). 

7 . F{&\ =^:S: 

418 
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8. Dacă u(x^i) este soluţia fundamentală a problemei Cauchy 

pentru ecuaţia —— — P I i I u = 0, atunci 
* ' 9 * l dx J 

E(x,i) = ^{Ţ} * " > — " > u{xyt) pentru t > 0, 
pentru tf < 0 

verifică ecuaţia 
a jgt"» *>- - P f i - A . ) E(a?, *) = *(*, *)• 

. , . .:•, . . .dt ;., . V 5 i » / ; • - , . - . • • • : • • • > . . • • • . 

9. Transformatele Fourier ale diferitelor distribuţii concrete 
sînt date într-un tabel separat (pag. 432—441) 

Capitolul III, § 1 

1. Forma lui Leray w pe suprafaţa F(xlt .. .,xn) — 0 este defi
nită de relaţia 

d P • w = ăxx ... ăxn; 
dF î n punctele în care # 0 ea se poate.reprezenta sub forma 

. , . , rda?! . . . da?,-! da?:+1 . . . da?„ t 

2. Funcţionala S(P) este definită de formula 

• • ', (8(P),ş) = [ <p(a?)«. • "; ' S " 
3. 9(P) este funcţia caracteristică a mulţimii P(o?)>0. Are loc 

formula de derivare - • -
. np) = s(P), 

cu alte cuvinte, 

da?, 9a?, 
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4, Formelele M1? . . . , w t, . . . stat date de relaţiile 

4w0(f) = d P - Oj(9), 

d^^^ţp) = d P - «,,(©), 

Integrala formei %(<p) pe suprafaţa P = 0 este definită unic. 
5. Au loc egalităţile : 

P â(P) *= 0, 

F&'tP) + 8(P) = 0, 

PZ"(P) + 2S'(P) = 0, 

PZa\P) + kW-^P) = 0, 

6. Somtia fundamentală a problemei Gauchy pentru ecuaţia 

( 92 Y A — •— \u == 0, pentru » = 2fc + 3' este de forma 

E(x, t) = ( ~ 1 ) * 8(*>(r« - i2) <r2 = as? + . . . + *i)'-

7. Dacă suprafeţele P = 0 şi # == 0 nu au puncte comune, atunci 

S(P<?) = P~**{Q) + Q-tyP). 

8. Dacă a(x) nu se anulează, atunci: 

.' S(ttP) =a^H(P), 

$*\aP) ^:»-'*+ l ,4*!^P), 
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9. Pe suprafaţa Pţ = P 2 = . . . = Pk. = 0 forma lui Leray &> 
este definită de relaţia 

dPx . . . dPj.(o = ăxx ... ăxn. 

în particular, dacă iaeobiamil D j * ' ' ' * j # 0, se poate 

«pune 
da?jt+1 . . . da;* 

\* i ... ackJ 
10. Distribuţia S(P1? . . . , py) este definită de formula 

(3(P15 . . . , Pf:), tp(wu ..., xk)) = i ţ • <o. 
P j = . . . = P t = 0 

11. Forma 6i«i...^*a,.... «(*)(?) se defineşte pornind de la forma 
*»«,...<«...«*<*) (?) prin ecuaţia 

d(dPx . . . d<p,_1dPm . . . dPjto^...^...^) = 

= ( -1) ' -* dP1 ... a p . < . . . «,•,....*.. 
dmB(P P ) 

12. Distribuţia •— V ___*i e s t e definită de egalitatea 
•ap?»... 5P|* 

0»S(Px . . . Pt) \ 

Pi-... "n-o 
M*...0P? ?) = (-1)ra J ^ - ^ ) 

(m = «2 + . . . + ak). 
13. Âu loc relaţiile 

-? - S (p I . . .p . , - i :^ 'v^ , .^ . ' 
oxj t2\ aPi dXj 

P , S ( P 1 . . . P , ) = 0, 

p t p J â ( P 1 . . . p i ) = o, 

P,P, ... pti(p1... pk) = o, 
şi cele ce se obţin derivînd formal în raport cu Px... Pk aceste relaţii. 
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1. Notaţii 
P = x\ -f . • 

<?=sl+ ... 

9 a;2 

Capitolul III, §2 i ; ; . 

_ L _ / y > A /y>^ rv>^ 

-j- Sp 8pj.\—r. . . . ^p + g> • 

Q1 £2 Q% 

l OOG 6; ^2>-f 1 @$p+q 

n = p + q — dimensiunea spaţiului; p, q > 0. . ....,. 
2. Definiţia distribuţiilor 8{k)(P), S2

fc>(P), SW(P+), SW(P^), P ^ 
Pi , (P + i0)x, (P -i0)\ ' 

2.1. Pentru p > 1, # > 1 
oo 

••••• {^XP)9)=T^-^(V:^ i>^i,v))\^y^:' 

oo 

(—1)* f dk ?~2 I ^ 
(8?>(P), <p) = ^ T - y — («T'4»i(«,«) ^ * 2 dt», 

unde s-a notat cu ^(w,••») integrala funcţiei <p pe suprafaţa a? i+ . . . 
v—l g—1 

. . . + <»J == «, a;2
+1 -f- . . . + a?2

+î == v, divizată la u 2 v 2 .j 
Integralele de mai sus converg pentru Ic < — — 1 ; pentru 

u 

71/ 

fc > 1 ele trebuie înţelese ca regularizate, în conformitate cu 
C a p i , §3 . 

în mod analog se definesc B[k){P) şi §|fc)(P) în cazurile excluse, 
p = 1 sau q — 1. 

2.2. (P\, <p) = \ Px<p da?! . . . dxn ; 
p>o 

(Pl,<P)=[(-P)\dx1...dxa 

P<0 

.422 

Aceste integrale converg pentru EeX > 0 şi sînt funcţii analitice 
de X; pentru BeX<0 ele trebuie mţelese în sensul prelungirii ana
litice după X. 

2.3. 8<*>(P+) = ( - l )« fc ! Ees P\, 
x=-*-i 

SW(P) _(_i)*fc? Ees P i . 
X = - A - I 

2.4. (P + i0)x = P* ereAPi, 
( P - iO)* = P + + e x P i . 

3. Punctele singulare ale funcţiilor P\, P i , ( P + i0)x, (P — iO)i 
3.1. p-par, q-impar. Funcţia P+ are poli simpli în punctele X — 

= - l , - 2 , . . . , -Te, . . . , 
Ees P% = - ^ - ^ 8?-«(P). 
x=.-ft • (fc — 1)! 

3.2.: p-impar, q-par: Funcţia P i are poli simpli în punctele 
X = — 1, —2, . . . ,& , . . . , şi de asemenea şi în punctele X = > 

2 
i . . , A/- . . . I ".• • * 

2 2 

E e s P ^ l j Sr^CP), • .x—i (fc —1)! 

Ees P\ = ( ~ ^ TC — £*«(»!, . . . , a?,)-

(f-) 
3.3. p ?i q numere pare. Funcţia P\ are poli simpli în punctele 

X = - l , - 2 , . . . , - f c , . . . ; 

Ees P\ = t " 1 ) * " 1 8»->)(P), dacă fc < - - : 
x—* (fc - 1 ) ! \ 2 

- + *-.! 
+ • 

2 (I—F Ees P i = l z ± l l _ v , J f + - ) 

I 

/ -l \ 2 2 

+ u ^ — • • , - • • ; .- ,m(xt,.-.:.,xn). 
4*fcţr — + fc 

(P) + 

« ;« 

4.23; 



3.4. p şi q numere impare. Funcţia P\ are poli simpli în punctele 
\ = —1, —2, —3, . . . , — (n —1). în punctele X == —» - — 1 . . . , 

Jc această funcţie are poli de ordinal 2. 
2 

Pentru Ic < — 
o 

f 1 U - l 
Res P\ =±-M S,^-1}(P). 
?.= -* (A; —1)! 

în vecinătatea lui X = fc, 
2 

-f— —- -f-
x i-'"•--i-feV (* + •£• + * 

2 

unde 

<£ )2 = - i 1 )
/

2 J t 2 Z* 8{ar1, . . r, av> 
4* &! r 

Şl 

(f+'<) 

L ; . , ; J ^ « ^ • • • ^ 
'«! F — + k) 

+ 

3.5. La trecerea de la P+ la .PÎ trebuie schimbate în jjet. 3.1 — 
— 3.4 valorile indicilor p şi q şi de asemenea trebuie înlocuiţi L cu 
-L şi «{'-"(P) cu § i s - ] ) ( -P ) . 
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3.6. Funcţiile (P + iO)A şi (P — i0)?' au drept singure singulari
tăţi doar poli simpli în punctele X ==, — —-, ——. —1, . . . — fc, 

2. 2 2 

E«s (P + iO)A = Ees (P - iO) * *= 
X - - i _ * X - - f - * 

TE n 

Lk%{xx, . . ., a?„). 
4*&! r (7+») 

4. Relaţiile între distribuţii^ 8ţ'''>(P), 3£l)(P), ă( t)(P) şi â(*'(P+> 
4.1. 3<*>(-P) = ( -1)* 4*:)(P). 
4.2. Dacă « este impar, şi de asemenea dacă n este par şi 

h < 1, atunci 
2 

8?>(P) =3?>(P) = 8<*>(P+), 

^ 4 

dacă % este par şi & > — — 1, atunci 
o 

3</»(P) - #>(P) = 4,*.* L 2 ' âfe, . . . , * , ) . 

§«)(P) _ S w ( p + ) = c/j9)fc i * _ ^ + *8(^, . . . , » , ) , 

unde cv>q,h şi Cp 5,t sînt coeficienţi numerici. 
Iii 

4.3. Dacă p şi g sînt pare şi 7,; > — — 1, atunci 

(_l)*â<*>(P+) -S(*>(P_) = 
1 ; X 28(a : , . . . ,<r,) . 
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în toate celelalte cazuri 

8<*>(P_) = (-l)*S(*>(P+). 

5. Soluţia fundamentală K a ecuaţiei diferenţiate Lku = / ( # ) . 
5.1. Dacă n este impar, atunci , 

•Iji In \ 
e" r T - f c . _iL + Ă 

* ! = ( - 1 ) * — K— / t (P + 10) 2 = 

| ? . - (n^ \ 
© 11 <-* — " ' l » i / « , \ .• " 

(-1) (P+- + e • ; • ) , 

^ 2 = ^ 1 

4* (7c - 1 ) ! T C 2 

n 5.2. Dacă n este par şi Ic < — atunci 
2 

e2 r_- fc) _» + 
^=(-1)* V . J (P + iO) 2 ° = 

4*(7<; - 1 ) ! T C 2 

= ( - l f •' r(¥-") 
4*(fc -1)!V 

-T+* , , ^ - i + y r ^ p+ +(-1) + 

'» /,-iV. » (P+) (f-H 
- — + 6 - — + * 

unde P + 2 şi P _ 2 desemnează termenii liberi ai dezvoltării 
Laurent a funcţiilor P+, respectiv P i în vecinătatea punctului X = 

n - _ + . / < ; 
# 3 = ^ . 
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5.3. DâcăŢeste par si fc>—atunci 
. • . - : - • ; • • ; - a ; ; : ? ; ; 2 ^ f • ; '" ; : ••• • •_ 

K1=(-lf~k-~7 î ! _ _ (P + iO)~* + * l n ( P + i O ) 
4* ( f c . - — )!(&—1)! 

; • • . ' • K , ^ ^ 

6. Formulele § 3 —5 rămhi valabile pentru orice formă pătratieă 
nedegenerată 

în acest caz, 

P — Yi S«&0OaX&. 
a,3 = l 

» fii 
I Â = v ^ e — ? — 

• • • • " " • • ' • ! . • . ' ! * / . ' • • . . - • . : • • • ; • g = £ ^ % a s s , -.-,• : . - . • - • - * 

a, 3=1 

coeficienţii gf»8 sînt definiţi de ecuaţiile ^ ga&g*r = 82 (82 = 1 pentru 
ot = y,,:8£w:Q, pentru y ̂  a). . 

în îormulele de la punctul 3 trebuie adăugat ca factor în membrul 
drept . — , iar formulele de la punctul 5 analog 1/ŢÂ]. A fiind dis

criminantul formei pătratice P . 
7. Transformatele Fourier ale distribuţiilor descrise în punctele 

1 -H6 &k$\d&te în tabela separată a transformatelor Fouriei;. 
! Capitolul III, §3 J 

1. Distribuţia f(xu ..., xn) se numeşte omogenă de grad X, daeă 
pentru orice funcţie test y(x) şi « > 0 

((/,?(^-)) =^ + »(AI) . 

2. Dacă /(»!, . . . , x„) este o funcţie pozitivă, continuă omogena 
de gradul 1, atunci distribuţia 

(/Y?)=$'f ? da, 
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definită de această integrală pentru BeX> —», poate fi prelungită 
analitic în întreg planul X cu excepţia punctelor X = —n, —n — 1 , . . . 
. . . , — « — fc, . . . , unde au poli simpli. Prelungirea analitică fx în 
semiplanul EeX> — n — le — 1 este dată de formula 

G 

&(%) — <p(0) 

d*<p(0) 1 , 
•*» „ ' » cte?» . . . dx*n \ 

+ f/V) 9(̂ )tl« + 
R\G 

dm<ntQ) f ., 

"*"„ho m!(X + n + m) «,+ . .&„-„ *&' • • • °<» Y V' ' ' ' 
» r 

O fiind un domeniu ce conţine originea, P frontiera ea iar w forma 
diferenţială 
% d«2 . . . dxH — a?3 d i a d*3 . . . <Lxn+... + (— l)*+îwn d% . . . ăa)^t. 

î& banda —» — fe — 1 <EeX < — n —k această formulă poate fi 
scrisă sub forma 

(/X9) = 

Keziduul funcţiei / ' ' în punctul X = — n — le este egal cu 

îh.particular, in punctul X = —n el este egal eu 

4i8-

3. Pentru o funcţie oareoareţ formai omogenă #(#) de grad —n 
şi un domeniu G conţinînd origiuea, se construieşte distribuţia 

$5« = «$&<?) [<p0») — <p#)]0 â + V <&(«?} <?(a?)da?, 

care coincide local cu <!>{#) peste tot, eu exe*fiţia originii, Această 
distribuţie <&jG este omogenă de grad —n atunci şi numai atunci 
eînd 

k * . w = 0, 

T fiind frontiera domeniului (? iar «forma diferenţială indicată mai 
înainte. 

4. Pentru o funcţie oarecare <$(x) formal omogenă de grad — n — 
—m în domeniul Q ce conţine originea se construieşte distribuţia 

t>\G^(x)(9(x)~9(Q) ... 

+ [a>(x)L(x)-c9(o) -... 
li\G 

V X^ . . . X*n -jp-? ^ 4 — AX 
(fc-1)! = 

ce coincide local cu <£(•#) • peste tot cu excepţia originii. Această dis
tribuţie este omogenă de grad — n — m dacă:.ş| numai dacă are loc 
condiţia 

\ $(#)as*v.. xU w = 0 ( ^ «y = m). 
ţ 

5. Funcţia omogenă # r de grad — n + 1 poate fi derivată ca 
distribuţie) in coţiformitaţe eu formula 

___ ^~~~a -f» ( - l ) * ' 1 S{%, . . . , a?w)\ #fa?)d% . . . '40,i$kţ:
Jti... â*^ 

iar i«ezultatul px depiude d)e alegerea domew»lui G. ..,_u 
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Capitolul III, §4 

1. Funcţia G(x) = G(xx, ..., a?„) se numeşte echivalentă unei 
funcţii omogene în vecinătatea punctului M, dacă în acea vecinătate 
există un sistem local de coordonate \x, ..., \„ în care funcţia G{x) 
devine omogenă. , . , , . . . . . . . . 

.'•2. Definirea inductivă a punctelor ireductibile. Punctul x0 pe 
axa reală se numeşte reductibil (relativ, la funcţia G{x),G(x0) =0) dacă 
G{x) este echivalentă cu o funcţie omogenă în vecinătatea punctului x0. 

Punctul M pe suprafaţa ,G(xv ,..') xn) — 0 se numeşte reductibil 
dacă într-o anumită vecinătate a punctului M, funcţia G este echiva
lentă cu o funcţie omogenă şi intersecţia suprafeţei G . = O .cu orice 
sferă suficient de mică, centrată în M dă o suprafaţă ale cărei puncte? 
sînt toate reductibile pe acea sferă. , •.. ; 

3. Dacă se pot alege Coordonate locale în vecinătatea punctului 
31, astfel încît funcţia omogenă G de grad m să depindă de Ic variabile 
şi nu se pot alege astfel încît să depindă? doar de li — 1 variabile, 
atunci punctul M se numeşte punct de ordin Ic şi grad m. 

4. Presupunem că suprafaţa G = O constă numai din puncte 
reductibile. Funcţionala," definită de integrala convergentă pentru 
EeX>G, • '?' v '• 

(G\ 9) = V G\xx, . ..,xn) e?(«1, i . . ' , Xn) ăx, . ..,ăxn, 
G>0 

este o funcţie: analitică de X. Această funcţie analitică poate fi prelun
gită la întreg planul X ca o funcţie meromorfă ai cărei poli se află 
pe un nuitiăr finit de'progresii aritmetice. Anume, fiecăreicomjronenţei 
conexe a suprafeţei G = O, constînd din puncte de ortlin r ş i d^grâd' 

r r -|- T ' 
m, îi corespunde o serie de poli în punctele — -—., — , . . -

•' •. ' m •'• •" m 

. . . , — , . . . . Dacă există mai multe componente conexe 
-; . 4 ; , , : , - . , W " ; " "•• *:'» •• • ' ; "* ' • : . , • . '•;•••'.••r-.--y\-^:~:--' • ' - r ' ":•••• • ' 

scufundate unele în altele constîkâfdjn puncte de ordine diferite, şi 
dacă X = X0 aparţine la mai multe serii corespunzînd acestor compo: 
nertte, atunci ordinul polului în puietul. X0 creşte»§orespunzătdr. -**' 

în particular, dacă pe suprafaţa G == § nu sînt puncte singulare 
(adică puncte reductibile de ordinul 1 şi de grad 1), atunci polii func
ţiei ((rx, cp) epuizează• seria- ̂ %\ —2',"r. ;•'—•'-^•"'"V" ';•'•-!"••• '•-.'"''- '; v ' i ' 
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5. Presupunem că suprafaţa G•'== 0: constă doar din puncte re
ductibile, iar suprafaţa G == c, pentru c > 0 nu are puncte singulare. 
Fie apoi w forma definită de relaţia ăG • <o = dv. Pentru integrala 

I(o) = \ <?(xv ...,x„)M = (8(G- c), 9) 
G-a 

are loc dezvoltarea asimptotică 

oo mu 

1(0) S ^ akmc^\if-\ 

unde 0 > — Xj> —- X2 > . . . sînt polii funcţiei (G1,,,®), mk multipli
citatea polului Xfc, iar akm este coeficientul lui în dezvol-

- . (h + x»r 
tarea Laurent a lui (G , cp) în vecinătatea polului — Xs, înmulţit cu. 
< - ! ) ' «—i 

(m - 1 ) ! 
6. în particular, 

QO 

" j 3 y ) x 
•, >y=c .. — oo —oo 

^-2v(0,0)lnc+\^^ax+[?^<ly + ..., 
3 a> 3 y 

—OO — 0 0 

tinde punctele înseamnă termeni ce tind la zero pentru c -> 0. 
Echivalent, 

$(xy-o) = -2S(x,y)lne + ^ + ^~ +0(c). 
••••'-' ..• . - c °° y 

1. Pentru G = x2 + y2 -f s2 — t2, 

$(G - c) = *(0) + c i n e ^ ^ + c 8'(<?) + o(c). 
8 
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TABEL DE "TRANSFORMATE FOL'RIER 

1- Fum) ii •*; o vsiriubilu 

Nr. Distribuţia f Transformata Fomier F[f] 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

Funcţie integrabilă /'(x) 

S(x) 

1 

Polinom P(.r) 

§<-"">(x) 

H / ' l = \ /•(x)cii<'<l.r 

1 

2rrS(a) 

ţ (la) 

(_'l)St+l j„2»!+i 

2rrS(s - U) 

şin bx 

cos i x 

sh&x 

eh fcx 

X* 

C 2 

| x i > . ( > ^ - 1, - 3 , . . . ) 

/>(*) = 2 2 

jxjXsgnx 
( Â ^ 2 , - 4 . . . ) 

- i î î ( [S(s + b)-S(s-b)} 

*Ws + 1>) + 8 (s - b}} 

7r[S(s - ifc) - S (s + ifc) 

JE[«(S - i/;) + 8 <* + ifr)] 

Funcţionala analitieă 

S 2 

i] '27:c2 (integrarea pe axa imaginară) 

-2Sin^ra + i)iarx_1 

fX+1 
_ i r _ 2 2 f*|-»-i 

^ f_, _t(c) =y2« — -

tor , , 
2i c o s ™ DX + 1)1 CTI_A_I sgna 
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TABEL DE TRANSFORMATE FOURIER 

Nr. Distribuţia f Transformata Fourier F[f] 

16 

17 

18 

10 

20 

21 

22 

2.'î 

21 

20 

?• , ,-> -— x ' - s g n x 

«•m 

^ ( X # - l , - 2 , . . . ) 

+ 

6(x) 

x * < X # - l , - 2 , . . . ) 

(x + t0)> 

(x - rO)* 

y2n'?-? . - i (a) = 

2 2 | o r ' 1 - 1 sgn er 

f^ 
2(-i>n»jr&( ,B»(ff) 

(m - 1 ) ! 

uisgn a 

ie 2r<x + i) (a + to)-v» = i r a + i)x 

x ;[e •* <*+ — e l O - ]*> 

â^ln! o-»- 1 + ( - i ) s *§<«>( x) 

ia" 1 + 7rS(ti) 

-iX-'"-
- ie 2 T( X + 1) (o - t0)->-i=iT(X + 1 ) x 

x e ^a 

"i Z— 

2nt'2 

r ( - x) 

2ree ' ^ 

• ^ * 

, - X - i 

]*) 

, - X - l 
r ( - Â ) u + 

*) A doua pentru >. # o, ± 1, ± 2, ± 3 . . . 
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TABEL DE TRANSFORMATE FOURIER 

Nr. Distribuţia f Transformata FourierJ.F[/'] 

în formulele 27— 38 sint utilizate următoarele notaţii : 

iX- o ^ i 
ie 2 r(X + i ) = i_ + ain> + An){l + n ) + . . . , 

X + n v l 

-ie *; 2 T(X + 1 ) : 
X + n 

+ J(«i + &(n)(A + n ) + 

<*1\ •' XlT . 
2sin — T ( X + 1) 

2 X + n + c(») + C(«)(X + n ) + ..., 

+ 

34 

XTT * • / 
2 cos — T(X + 1) = 1- dW + ă(")(\ + n). 

-s X -f" TI 

Coeficienţii aWj, a*"), . . . au următoarele expresii 
jn-i 

a(B) = _ _ _ — ; 

- 1 (n-l)l 
i " - 1 r i i i ţ i 

4">-(-~3o7[1 + T + - + 7 3 T + r'(1) + i - 2 - ] : 

f„-i f « - i t i n » 

. 1<S;', ftoi—1 

(i4+ . . . + -4 T ) r W + r W + I - | [ i + l + . . . + - i T + rW]} 
ie'X ¥ | f r ' ( X + l ) + i — r ( X + l ) | ( a + ; 0 ) - X ~ i 

- T ( X + l)(cr + i'0)-*-i In ( a + iO) l+ 

* 2/rr'(x + i) - i f. r(x + i)l 

| x |Mn | x | sgn x 

( X * - 1 , - 2 , . . . ) 

+ ie •(x + D - i — r(x + i)|x 

x ( s - iO)-X-i _ 

•T(X + l)(cr - iO)-X-Mn(cr - iO)l 
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TABEL DE TRANSFORMATE FOURIER 

Nr. 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

• Distrjbuţia •/'•..• 

x - 2 m l n |x | 

x~2m-iln|x| 

I xp^ - i l n lx l 

| x r 2 m l n | x | s g n x 

(1 - x*)\ 

. , ( X # - l , - 2 , . . . ) 

(1 + x% 

(x2 - 1)*. 

( X # - 1 , - 2 , . . . ) 

• : . ' • . ' • • • ' ' • 

! ":! ' 

( x 2 - l ) ^ ,., 

• • f ; 

Transformata Fourier F[f] j 

c(2»t)|c|2TO-i _ f(2ro)| aiam-i]!!^! 

id^m+1) 02ra s g n ( I _ W(2>»+1) 02m m | C T | s g n o . : 

c(2m+l),j2»* _ c(2™+l)CT2">In|c| + 

j c(2m + l)a2»»ln2|(jl 
2 _ 1 

W (2m) a2m-i_ W(2m)02m-lln |0 | + 

2 ! 
, 1 . . — A — " - | 

/n~r(X+l)(-|J J _ x + i>> 

2 ^ ( i ° i y x - ^ (lBl) ] 
r ( - x ) l 2 j - ^ - f 

. - r ( x + DVS" - J [ ' ^ X _ J . < I ' 0 | ) = 1 
r •>_ i 

= r (x '+ . 1)1/^.1^-
: ' • " 

cosnfx + l ) j j L ( | o | ) - J _ x + i ( |0 | ) j 
V / 2 I 

sinTtjX+—1 j 

/• d21 I 
(_l)»2*[l+—Jo(a) + 

• J L ' 1 

;;:';
+(-i)-^(f}: 2^<*> | 
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TABEL D E TRANSFORMATE FOURIER 

Nr. Distribuţia f Transformate Fourier F[[} 

2. Funcţii de mai multe variabile 

1 oX*i» ••-, x„) 

2 1 

Polinomul 

r>.(r = j/lŞ|» 

m= 
X 

2~~ 2 rx 

In formulele 6—9 se foloseşte funcţia 

1 

(2jţ)« § ( « „ . . . , a») 

( 8 3 \ 
( 2 7 î ) » P | - i - - i S(G) 

ţ. cCTj « J 5 „ ; 

2 X ^ 2 .. ^ ' p -X-„ ( p = ^ ) 

'(4) 
X+ o 

U-»(p)=*(2*)2 
5. o 2 o X"« 

H) 

Ca = 2^<" . f i ) x+"+ — -fe<» + 2>») + c<»+2,")(X + n +2m)-f- . . 
•im 

In membru drept este scrisă dezvoltarea sa Laurcnt In vecinătatea punctu
lui = — n — 'im. Cu 0 « s-a notat 

Q» = 
2JT»'* 

aria sferei unitate in spaţiul n-dimensional 

(X¥> 

{X* 

r*- In r 
-n, - n - 2, . 

rX}ar r 
- n - n, - 2, . 

. . ) 

. . ) 

___i n-X-» -f C} •)"""'•-» Ino 

— Ş - p-î.-»+2 pr».-» Inp -J-Cvp-X 
dXB A 
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TABEL DE TRANSFORMATE FOURIER 

• N r . Distribuţia /" Transformata Fouricr F[f] 

1 10 

I 11 

12 

ia 

14 

15 

a „ r - a » - » l n r 

S(r - o) (n> i) 

Ca pentru n• = 3 

d V» SC" — a) t d V» W — 
\ad(i] a 

c<2+2»)p«»-iap + c<»+2B!)p?i 

4. , (« + 2»l)p-»!» 

0„ ._1« 2 2 f > 4 - i > ( « P ) 
'2 

te o 
sin a p 

sin-ap 

P 

Pentru notaţiile referitoare la formulele 13 — 25 vezi la rezumat pct. 1—2 

u.yi 

( P -f '"0)'~ 

<P - Î0)X 

pX 
+ • 

« 2 ' 2 * " * w * r X-f — : 
F ( - A ) l « J 

x ( O - i O ) 

'^2»<-^*Tr|x + - | - | 

r(->.) •«? + «>)': 

•5--1 ( n V 

2 » ! e > , K
2 ro.+i)r x + —Ix 

"2i 
K-r l« ^ * ( O - » ) 2 

_;(| + X)re (0+ a» 21 
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TABEL DE TRANSFORMATE FOURIER 

Nr. Distribuţia f Transformata Fourier F[f] 

16 

17 

18 

(c2 + p'+ toy-

(cs + p __ i0)x 

-2"+^n2 r(x+i)rj h# 
1 -~qi - X - - 2 

x [e 2 ( O - iO) 2-
2 . w 

- ^ ( C + i O ) . 

l 
2*+*(f 2TC)» c 2 + * IC ...... [c(G - iO)2 J 

T(->.)][A (Q-iO) 
\ rn i \ 

x + A + 1 i ' - l Ş ! x + A 

T(-X)yiA| 

2 jti _ A ~ ^ 

T ( - X ) K A (Q + i 0 ) 2 ^ 2 + ^ ' 

2 X + 2 + 1
T C 2 e - T c

X + 2 

IX—X)VTĂŢ 

n fr*î) 2 
Q 2 ft+i) 
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TABEL DE TRANSFORMATE FOURIER 

Nr. Distribuţia /" Transformata Fourier F[f] 

19 
(c2 + P)*+ 

nx + i) 
2 2 O T 2 c2 

x 1 e 

(0 + iO) 

. < * • * ) 

jff. [ c (Q+ i0 ) 2 ] 
-5- + x 

(0 - W) I 0 # * + * > 

f i A| 

x 

A; »(CQI) 

n X + |TT — 

2 sin X-| re 

J 

+ 

J » ( « Q 2 ) 

+ 

. P' 
sin 

1 

2 <F<x+*> 
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TABEL DE TRANSPOfiMÂTE FOURIER 

Nr. Distribuţia f Transformata Fotirier F[{] 

20 

21 

fr2 j - P)-
r(x + î) 

8(«-i)(cs + p) 

IAI 

i_ ^ 

2 * î f2 c2 

fîÂT 

sm-
<pt 

K „ 1. 

2 o|>+f) 2SitfJx+-|Jw 

1 

sin— 2 

M^î) 
n 1 

+ sin 
QV 

(-1Y 
, »._, J t _ j J L _ , 

/ |Ă| 

m . a_ s wo-^ j 

(G - ») 
1 / M \ 

; n ^ ( - 2 - s ) 

ia Kn MQ+iO)2] 

(0 + ») 
L(.£- s) 
2 \ 2 / 
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TABEL DE TRANSFORMATE FOURIER 

Nr. Distribuţia f Transformata Fouricr F[f] 

22 

23 

24 

25 

S(c* + F) 

(<a + py 
T(s + 1) 

12 

/ | A 
(2T:C)S 

K. [ c (Q- ' 0 ) 2 I 

(Q - ») -fV-0 + 

+ e 
2 

(0 + tO) 

( _ t ) « J 2 »Tt2" CS 
^ / ^ W0-«»« ] 

" " 2 ~ 2 

(o - m »>4&"> 

+ (2it)« £ 

• ~ 2 ~ 2 

/"C \ 2 S - 2 M 

' '-Hi) 
\^ 4ram !(s — m)! 

+ 

XmS(*), 

, - . 2
S + T „ 2 c2 + 

Al 

_ , * *S-**WQ-«>*l 

(G-(0) ,2Va / 

i2_K,L+fW© + «»M 

, o ) ^ + s ) 

(3*)» £ 

(Q + 

0 4TOm I(s — m) t 
- i f f l«(s) 
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ANEXA 3 

Am afirmat în cap. I (§ 1.8) că spaţiul distribuţiilor este complet 
în raport cu noţiunea de convergenţă introdusă; altfel spus, dacă 
şirul de funcţionale fijf%,---,fv, • • •' are proprietatea că pentru 
orice funcţie test cp, există limita şirului numeric (/v, cp), atunei acea
stă limită /(cp) = lim (/v, cp) va fi şi ea o funcţională continuă îri 
spaţiul K. 

î n această anexă afirmaţia de mai sus va fi demonstrată. Faptul 
că funcţionala/(cp) este liniară este imediat: 

/ («i?! + a292) =; l im/vK?i + «2?2) = lim {fv(<*i<?i) + /v(«2?2)} = 
V—K» V-+OO 

= «i/(?i) -'+ «2/(92)-

Eămîne de arătat continuitatea funcţionalei /(<p). Fie şirul de 
funcţii test cpvtinş;înd către zero în spaţiul K; trebuie arătat că/(cpv)--->(L 

Să presupunem contrariul. Atunci, eventual trecînd la un sub-
şir, putem presupune că \f(<?v)\>c>0. • 

Convergenţa şirului cpv către zero în spaţiul K înseamnă că toate 
funcţiile yv(ce) sînt identic nule în afara unui compact şi tind uniform 
către zero în W\ la fel ca şi derivatele lor de orice ordin. Trecînd încă 
O dată la un subşir, putem presupune că | Bk^(x) | < — (k = 0 , 1 , . . . , v).: 

4V 

Fie cpv = 2V 4*v; atunci şi funcţiile yv vor tinde către zero în spa
ţiul K, iar /(t|>y) -> 00. -

Vom construi acum un anume subşir fv şi un anumit subşir 4* 
în modul următor. 
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Alegem la început <b[ astfel ca |/(<K)I > 1. Pentru că (/v, 9)-^/(4) 
alegem apoi/î astfel ca (f[, <]>[) > 1 . 

Să presupunem /,', <\i'} (j = 1 , 2,..- • •, v — 1) deja aleşi. Drept 
4C alegem un element din şirul 1̂  cu indice suficient de mare încît să 
avem : 

<a) \(f*,W\<-Z~ (fc = 0 , l , / . ' . . , v - l ) ; 

W :.. . : , . , . , l/C'*;)'l^''Ii/(+i)'+y, '.• -.-, v;Y V-
Pentru prima condiţie o alegere este posibilă, căci funcţiile tind la 

zero în spaţiul K şi prin urmare pentru orice distribuţie /„ avem 
{/o? W :->.0. A doua condiţie poate fi îndeplinită căci f(%) -> 00. 
Cum (/v, ,9) ->/(4>), alegem f'v din şirul /v asbfel încît să avem 

•ffl) :' "'"•:••• K/ ;^) i>£i( / ;<w)i+v. 

în acest mod putem repeta construcţia lui 4i şi / i de oricîte ori. 
Punem : 

00 

+ = £ <K-

Prin construcţie, seria din membrul drept converge în spaţiul 
K şi, prin urmare, suma sa <\> va fi un element din K. Apoi 

V - l 0 0 

(/v, 9) = £ (/« <M) + (/v> M + £ . '(/v,iî)v .;: 

Dar din (b') şi 
00 co 1 

£ (A*î)< £ ^—= 1' 
i = v + l 7*=V+1 ^ 

obţinem : 
'-. ' •'"• ; | ( / V 9 J I > v - l , ' ' 

adică, pentru v -> 00, (/^, <J0 -> 00. Dar aceasta contrazice relaţia 
lim(/C, 4.) =/(+). 
V-»oo 

Eezultă prin urmare că/(cpv) —> 0 şi astfel continuitatea funcţio
nalei / a fost demonstrată. . 
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AiVEXA 4 

DISTRIBUŢII IN SPAŢIUL COMPLEX 

§ 1. IMsliilniiii de o variabila complexă 

1. Variabilele z şi i . Este adesea comod de a considera o fune-
ţie f(x,y) ca funcţie de o singură variabilă complexă s = x 4- [y. 
în acest caz se înlocuiesc operatorii de derivare ? cu -opcra-

dx dy 
torii de derivare în raport cu z şi i : > --— • Aceşti operatori —— 

dz dz dz 
şi —— sînt astfel definiţi încît regulile uzuale de derivare a funcţiilor 

dz 
compuse să fie satisfăcute, deci să avem: 

Şi 
d 

d 
dx 

— 

Deducem de aici 

(1) 

(2) 

Să remarcăm i apt 

= 

d 
:dz 

că 

ui 

d 
dz 

dz 
dy 

d 
dz 

d 
dz 

că o 

dz 3 dz d 
dx dz dx dz 

d dz .( d 
dz dy \ dz 

_ 1 ( d i d ) 
2 [dx ~~ dy j ? 

= ±/jL + ijM 
2 V dx dy ) 

peratorul lui Laplace 

' dz 

dz } 
v.. 

A - ^ 

• ' • • < 

+ -—- s® 
dx2 d-y2 

exprimă în operatorii > —— > astfel 

a»as 
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Iată acum cîteva exemple de derivare în raport cu z şi z: 

1) — jzl2 = — («i) ==s i . Analoa; — \z\z = z. 
dz dz dz 

d 
2) — z» = 0. 

da 
3) Fie P{x,y) un polinom în * şi v. înlocuind x — —2—^? 

2 
y = — — > obţinem polinomul P(x, y) ca un polinom în z si i : 

2i 
P(#, #) = Pj(^, £). Se verifică uşor că derivarea, polinomului 
Pi(z, z) în raport ctt z şi I se face ca şi cum z şi z ar fi variabile indepen
dente. Atunci cînd se vo# utiliza simbolurile"z şi i , în loc def(x,y) se 
va scrie fx(z, i), înţelegmd prin aceasta că 

(2) . /l(S)5)-/(i[»-5],[^]). 

Cu aeeastă notaţie, o funcţie analitică se va nota/(£). Aceasta pentru 
. . . „ „ , • '-,. du dv du dv J , 

ca condiţiile Caucnv-Riemann — - = —— > = pentru fu&e-
dx dy dy dx 

tia / = w + iv se pot scrie— = 0. 
dz 

Analog, funcţiile antianalitice se definesc prin condiţia —i- = 0. 
dz 

Din acest motiv, este natural ca ele să fie notate f(z)*K (Remarcam eă, 
dacă / este analitică, atunci / este antianalitieă). 

Să scriem acum dezvoltarea MacLaurin în raport cu z şi i a 
unei funcţii indefinit derivabile arbitrare, f(x, y) ~fi(z, s). Fie 

d d \" , _ « #+*/{0, 0) so* y' 00 1 / d d \" °° 
<Mo dx^dy" j ! h ! 

*' Vom păstra această convenţie doar un timp, piuă cînd cititorul se va obişnui cu 
notaţia. Apoi, pentru a nu complica scrierea, vom nota cu /'(") orice funcţie (nu neapărat 
analitică) ele i şi î . 
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' C u m a v e m , • : • . . . ; . . ' - . : - . v .•'••>•., ;:•••••. •;'.."..•• "•.•• '. •<•- '";.•;"';"'" 

d d d _ d 
x \ - - y — r ^ = z . 1 - 3 — — - ' 

d x ,dy dz dz, • 

dezvoltarea MacLaurin în raport cu variabilele z, z este de forma (în 
-care am scris / în loc de fx) 

• . _ . °9. 1 l d ' - d \ s °° fti-WfO &) . 
(3)/(̂ ) = S i 7 2 T + 4 /(0,0)= S J r—T1 *'*"> 

lîn care s-a introdus notaţia :( , , , . , . ,.; , 

- . • • " • • • ;••;';•• dz?â.zk. ; , „ , , - •..• • , . . .v ' - ţ , 

în particular, în cazul.funcţiilor analitice această serie nu con
ţine termeni în 2, iar pentru / antianaliţică nu conţine termeni în 0. 

Atunci cînd se integrează funcţia f(z\ z) este mai comod de a con
sidera în locul formei diferenţiale dxdy forma dzdz. Această formă, 
se defineşte ca fiind produsul exterior al formelor d» = da?.4- idy 
•şi ăz = dx —'idy,.adică ,. - " '•••'" 

dzdz = (ăx 4- idy) (dx — idy) — — 2ida?dy. 
Prin urmare, 

(4) ,;,:...'.,••' dxdy = — d s d i , , . ; . .;:.•.-'li • 

Fentru integrarea în planul complex este adevărată următoarea 
regulă de schimbare de variabilă. , , ,:. -

Fie £ — 9(C.) o funcţie analitică de X,, aplicînd biunivoc domeniul 
DK din planul ţ pe domeniul JDZ din planul 0. Atunci, 

<5):: . j{f(z,~z) dzdz ±±[fh&);şmwwte& 
Dz Dj-

într-adevăr, în acest caz dz = <p'(£)d£, di — 9'(£)di£. 
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De asemenea este uşor de a demonstra formula de integrare-
prin părţi 

(6) — [ (p(A*)(», *)/(«, i) d0 di = ( - l)'+*_i(j 9(2, z)fMfa i ) d^ di, 

unde 9(0, i) şi /(«, i) sînt funcţii suficient de regulate, cu suport com
pact. 

2. Funcţii omogene de variabilă complexă. Fie X şi fi numere-
complexe arbitrare, a căror diferenţă să fie'un: număr întreg. Func
ţia F(z, z) se numeşte omogenă cu grad de omogenitate (X, ji), dacă pentru-
orice număr complex a # 0 avem:*) 

(1) ^vF(az,cz) •^=axa-'xF(z,z). . ; 

Am fi putut încerca să definim funcţiile omogene prin condiţia. 
mai generală, 
(1') F(<iz,ăz) = >a(«) F(z !)• ' 

Dar din relaţia (1') rezultă că funcţia a(a) trebuie să satisfacă ecuaţia. 
funcţională 

(x(a6) = <x(a) «(6). 

Rezolvarea acestei ecuaţii (de exemplu trecînd în coordonate polare) 
conduce la 

0 • - \ • • ' : " • ' , ' ' 

a ( a . ) = a ^ , " • • . ' : ' • ' ' . - • ,.'•••-;• 

unde X şi fi sînt numere complexe, legate doar de condiţia ca X — fi. 
să fie un întreg. ..._, -

O distribuţie F(z, z) omogenă," cu grad de omogenitate (X, ji) o-
vom defini de asemenea prin condiţia (1). 

Pentru a da un sens acestei relaţii, o scriem sub forma în care 
ea este valabilă pentru distribuţii. Funcţiei F(z, z) îi corespunde func
ţionala 

(F, 9) = — C F{z, z) 9(0, z)dz dz. 

*) Prin definiţie a V s | a | 7 + 1 J ' e i a ~ | J ' ) a I g a ; pentru X - y. întreg, aceasta este o 
funcţie uniformă de a. 

447; 



Cu ajutorul; unei schimbări formale de "variabile obţinem : 

(F, cp (—, -- | J = aă~ ^ F(az, «z)f(z, z) ăz di . 

Prin urmare, condiţia ca F să fie distribuţie omogenă cu grad de 
omogenitate (X, ţi) se exprimă astfel : 

(2) [FT 9 fe» f)) = ax+1ă*+1(F, <?{*, i)). 

Vom arăta mai tîrziu (pot. 6) că pentru orice pereche de numere com
plexe X, ţi, a căror diferenţă este un întreg, există — cu aproximaţia 
amui factor — exact o singură distribuţie omogenă cu grad de omo
genitate (X, ţi). 

3. Distribuţiile omogene a1 • ă®1. Vom defini acum distribuţiile 
omogene a**" ca funcţionale liniare continue pe spaţiul /(' al funcţiilor 
test. Vie pentru început Ee(X + \x)> —2. Mefinim hi acest caz dis
tribuţia z^ Oii ajutorul integralei convergente 

<1) {zxz^, 9) = — iz^oiz, z) âz di , — işVofî ' , z) âz 

9 fiind o funcţie indefinit derivabilă cu suport compact. 
Este clar că zx~~z* este omogenă cu grad de omogenitate (X, \x), 

Eămînc de a defini distribuţia zhtJ- în cazul în care Be(X -f- ţi) <—2. 
Nu mai putem utiliza formula (1) pentru definiţie, căci în acest caz 
integrala respectivă diverge. Vom arăta totuşi că această integrală 
se poate regulariza, iar regularizată obţinută furnizează o distribuţie 
omogenă. 

Introducem notaţiile : X -f ţi = h\ X' —• ji =='•» (reamintim că n 
•este întotdeauna un întreg, »-puţind fi un număr complex arbitrar). 
Trecînd la formula (1) în coordonate polare", z = re", obţinem: 

o 
<2) ( s ^ , 9) = (^+19B(f)dr, 

unde s-a notat 
: •. 2TT 

9B(r) =: i <?.{mix, re-'3) eiBS d < 
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Presupunem acum că funcţia test 9(0, i) şi numărul n sînt 
fixate. Atunci expresia (z^, 9), definită de formula (2) este o funcţie 
analitică în s, pentru E e s > —2. Prelungim analitic această funcţie 
pentru Ees <—2. Tocmai această prelungire analitică (în punctele 
sale regulate, adică pentru s # —2, —3, . . . ) o luăm drept definiţie 
a funcţionalei (z^, 9),pentru Ees <—2. Este limpede că prelungirea 
analitică în raport cu s păstrează proprietatea de omogenitate, expri
mată prin 

(Mfi))- /,X+l / r!-t-H/-A-,!i. a La ţsV-, 9(0, z)). 

Astfel, funcţionala (z^z11, 9) defineşte în punctele de regularitate în 
raport cu s o distribuţie pe care o vom nota a^i". Prin urmare, definim 
distribuţia z'-zv' prin integrala 

(s\ i", 9) = ±L^9(z, z) ăz ăz. 

Această integrală converge pentru Ee(X + ţi) > —2, şi este o funcţie 
analitică de s — X -j- \i pentru Ees > —2. Pentru Ees <—- 2 această 
integrală trebuie înţeleasă în sensul prelungirii analitice în raport cu 
s (pentru o valoare fixată a diferenţei X — ţi). 

Să găsim o formă explicită pentru distribuţia z'-z*. Pentru acea
sta transformăm integrala (zxz'x, 9), Ee(X + ţi) > —2 sub forma 

(zW, 9) = 

(3) 

-1- [ «V 
2 , J 

i) 

i f _ m — l 
— \ z^<?(3, i) ăz d i + £ 

* + /=0 

* - ' 9("'"(0,0) ^ . ,1 
d# d.3 + 

7i !Z! 2 3 

Ultimele integrale se pot calcula direct. 
Anume, trecînd în coordonate polare, obţinem 

1 

2 

1 2~ 

U]< i o o 

2« 

h + l + s + 2 

0 

dacă 7c — Z = — n 

dacă k — Z ^ — ». 
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Astfel («V, 9) se poate reprezenta, pentru Ee(X+ p.) > —2 sub forma 

(s*£i», cp) = — V A?1 n m-l m(W)(0,0) 
d^d» + 

m-l <p(*'')(0, 0) ; r m—l 

+ J_ i zW<?(z, z) ăz ăz + 2TT J] 
2 J k+l=0,k-i 

|«f>i 

Egalitatea (4) defineşte distribuţia « ^ pentru Be(X + fx) > — m — 2. 
Primii termeni ai acestei expresii sînt funcţii analitice de s = X + \x 
pentru E e s > —m — 2. Prin urmare, singurele singularităţi ale dis
tribuţiei z^z'1 sînt cele ale celui de-al treilea termen, pentru s = —li —l 
—2, —n — Tc — l, adică pentru X == — Ic — 1, fx = — l — 1. Prin 
urmare, distribuţia z^ este regulă peste tot, cu excepţia punctelor X, 
li = — 1 , —2, . . . . în aceste puncte, distribuţia z1^, considerată ca 
funcţie de s — fx -f- fx (pentru, X — jjt = n fixat), are poli simpli. 
în punctele regulate aparţinînd semiplanului Ees > — m — 2, func
ţionala (^i1*, cp) este dată de formula (4). Eeziduul funcţiei (sV\<p) în 
punctele X = —7;; — 1, jx = — l — 1 (k = 0 ,1 , . . . ) este dat de 
formula 

(5) Ees (zxz11, o) = - — <p<*''>(0, 0) *> 
x=-*-i 7c !7! 

Aceasta egalitate se mai poate scrie 

(6) Ees zW = 2TÎ -—=i— 8<w>(*, I), 
3 i — f t — i k M ! 
n = - ; - i 

unde distribuţia 8(2, £) este definită de 
(S, 9) = 9(0,0), 

iar 
Qk+l 

W-l)(z, 5) = S(», i) **> 
dz"dzl 

*) Acest reziduu trebuie înţeles ca reziduul funcţiei de s — ."A + p. pentru o valoare 
fixată a lui X — |x. 

**J Derivata distribuţiei f este definită de formula I —;—r> <D I = (— l)'c+' I f — - — - I. 
[Sz^cz' ) X d&8V) 
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Să remarcăm că în banda — m — 2 <Ee(X + V-) <—tn — 1, 
expresia lui (zlz^, 9) se poate aduce la o formă mai simplă 

(7) (ste*, 9) = — [ zW f 9(0, i) - "J1 9 ' ' ' (0> °-̂ - z«zl] ăz ăz. 
2 J L s+i=o 7c !7! J 

în locul distribuţiei z^ este util de a considera regularizată sa 
în raport cu s 

zxz^ 
+ n +2 

) 

/ (s + \n\ 4- 2 \ unde s = X -j- jx, re = X — y.. Funcţia T J !——— j are poli 

simpli în punctele s — —li — 1 — 2, —n — Ic, — l, lc,l, = 0 , 1 , 2, . . . , 
adică pentru X, jx = — 1 , —2, . . . , adică în exact aceleaşi puncte ca 
şi funcţia «V*. Beziduurile sale în aceste puncte sînt date de formula 

(8) Ees r f 
X = - » - l \ 

» 1 v 

, / « + | n | + 2 \ 2 ( - l ) ' 
j ! u = - ' - i ' J 

, (7c -f 7) - |& - 7 | . /7 T. _ ..w , . . w 
unde s = ! = mm(7c, 7). Eezulta de aici ca 

p | s + \n\ + 2 
( 

este o funcţie întreagă de s = X + [x pentru orice valoare fixată X — jx. 
Această funcţie este omogenă în 0 şi a cu grad de omogenitate (X, jx). 

Din (8) rezultă că valoarea acestei funcţii pentru X = —Ic — 1, 
(x = — 7 — 1 este dată de formula următoare : 

«.XXM. 

(9) 
W* + M + 2 j 7c !7 ! 

"( X> J-W)(z,z), 

(li +l)-\lc-l\ .. .. .. 
cu j = !— ! = mm(7c, 7). 
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Prin urmare, pentru orice pereche de numere complexe (X, \x) a 
căror diferenţă este un întreg am construit o distribuţie omogenă cu grad 
de omogenitate (X, y.). Dacă cel puţin unul dintre numerele X, [i este 
diferit de — 1 , —2, . . . această distribuţie are ca suport întreg planul 
z. Dacă X, JJŢ, = —1 —2, . . . distribuţia respectivă este concentrată 
în punctul z — 0. Vom arăta la punctul 6 că nu există alte distribuţii 
omogene. 

4. Distribuţia z~k~1 şi derivatele sale. După cum am văzut la pct. 3 
distribuţia zxz[L, considerată ca funcţie analitică de X, \x este regulată 
pentru X = — 1 , —2, . . . şi y. = 0. Există deci distribuţia omogenă 
z'"-1 cu Ic = 0,1, . . . . Această distribuţie este definită ea regulari
zată integralei 

(1) {z-«-\ 9) - jU-*'1^, i) d^ di, 

anume, integrînd de Ic ori prin părţi în raport cu z în 

(z1^, 9) = — V 2*51>(2, i) ăz di 

şi făcînd X = —7c — 1, y. = 0 obţinem 

(2) (s-*-1, 9) = •— —iz-^i^iz, z) ăz d i . 

Egalitatea (2) înseamnă că 
1 d'iz-1) 

( - 1 ) *. 
7c! di k 

Şi calculăm derivata distribuţiei z~k~l în raport cu i. La o primă ve
dere s-ar părea că această derivată se anulează. Totuşi nu este aşa, 
căcifnncţia z-*-1 are un pol în punctul z — 0. De aceea, derivînd funcţia 
g-*-i î n raport cu # trebuie să obţinem o distribuţie concentrată în 

d(z~lc~1) punctul z — 0. Pentru a calcula derivata dorită — se utili-
dz 

zează formula 

dl = a» -* - ""*" - 1 , 
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unde facem pe a să tindă la zero. Confoim punctului 3 avem : 

lim «s,- i - i +"i a- î = — -Kes ^ = (— 1)*— âi*><%, z). 
o—o 2 x=-«-i 7s! 

I X - - l 

Astfel, 

(3) ^ - J = ( - i ) * - ! L î W ( < ! ) i ) . 
3s 7v! 

o. Distribuţii omogene asociate. Vom numi distribuţia JF(«, *), 
distribuţie asociată de ordinul întîi, cu grad de omogenitate (X, ţi.), 
dacă pentru orice număr complex a # 0 are loc egalitatea 

(1) #(<*?, Ăi) = a ^ p F f o i) + ln[ a \ F0(z, i )] , 

unde •J1
0(2'> i) e s^ e ° anumită distribuţie omogenă cu acelaşi grad de 

omogenitate. Analog se pot defini distribuţiile omogene asociate, 
de ordine superioare. 

Să găsim distribuţiile omogene asociate cu grad de omogenitate 
(li X). 

Pentru început, să presupunem că X, \x nu sînt simultan întregi 
negativi. î n acest caz distribuţia zx+si2z,l+l'12 este regulată în vecinătatea 
punctului s = 0. Dezvoltînd-o în serie Taylor în vecinătatea acestui 
punct obţinem 

s s 2 

(2) / + Tzl + T == zW + szxznn\ z | + — zW In2] z\ + ... 
2i! 

Este uşor de văzut că coeficienţii acestei dezvoltări, adică dis
tribuţiile s ^ l n l ^ l , ^i^ln2!»! . . . sînt distribuţii asociate de ordi
nul întîi, respectiv al doilea ş.a.m.d. Eeamintim că distribuţia 
zKzv'h\m\z\ este dată explicit de formula 

r 
(3) (zW lnm |z | , 9) = — ̂ &&\nM\z\9(0, i) dz di , 

în care integrala trebuie înţeleasă în sensul regularizării *\ 

*) Regularizată integralei (3) se defineşte în acelaşi mod in care s-a definit regula
rizată integralei (2 z1*, 9), v. pct. 3. 
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Consideram acum cazul singular, atunci cînd X = — fc — 1, 
;jr — — l — 1 (7c, l — 0 , 1 , . . .)• în acest caz distribuţia zx+si2zll+sl2 

are un pol simplu în s = 0 . Dezvoltînd-o în serie Laurent după puterile 
lui s, coeficienţii dezvoltării vor fi distribuţiile asociate. Termenul 
liber al seriei Laurent, care este o distribuţie asociată de ordinul 
iutii, îl vom nota cu z~,c-lz-l~l; el este definit de formula 

(- -k-ly-l- "!, cp) = i^- ' - ' -V' - 1 (p(z, Z) — 

_>+£ 9 ^ ( 0 , 0 ) ^ _ e ( 1 _ | g | j £ ^ ( 0 , 0) z}-zi ds ds, 

în care 0(,«) = 0 pentru x < 0 şi 0(a>) = 1 pentru x > 0. Această for
mulă se deduce direct din expresia lui («V*,*»), dată la punctul 3 
(formula (4)). 

6. Teorema de unicitate pentru distribuţiile omogene. La pcfc. 3 
aia construit pentru fiecare pereche de numere complexe (X, y.) a 
căror diferenţă este un întreg, o distribuţie omogenă cu grad de 
omogenitate (X, u,). Vom demonstra acum că aceste funcţionale epui
zează (cu aproximaţia unor factori constanţi) toate distribuţiile 
omogene în z şi z. Cu alte cuvinte arătăm că există exact o singură 
distribuţie omogenă cu un grad dat de omogenitate. 

La început vom stabili ecuaţiile diferenţiale pentru distribuţiile 
omogene. Fie F o distribuţie omogenă, cu grad de omogenitate 
(X, ;x), adică verificînd 
(1) F(az, az) = axă*F{ts, z). 

Derivîud egalitatea (1) în raport cu a şi făcînd a — 1, obţinem : 

dF 
(2) z-P-=\F. 

Analog, derivîud relaţia (1) în raport cu a şi făcînd a = 1, găsim : 

(2') 5 - ^ - = |xJ\ 
dz 

Prin urmare, distribuţiile omogene F(z, z) eu grad de omogenitate 
(X, fi,) verifică sistemul de ecuaţii diferenţiale (2), (2'). Să rezolvăm 
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acest sistem. Trecînd în coordonate polare z = reai, z = re~ai, siste
mul capătă forma 

dF . dF 

(3) 

1 r dF . dFl 
— r- î 
2 L dr da_ 

dF 
~dr 

= XP, 

u.F. 

Pentru r # 0 acest sistem se poate integra prin metoda obişnuită. 
Calcule simple conduc la 

(4) I) = Cr^e KX-Wa CzW. 

Am arătat deci, eă pentru z =£ 0, distribuţia omogenă F(z, z) ou 
grad de omogenitate (X, \L) coincide cu funcţia Cz'-z"1. 

Demonstrăm acum unicitatea distribuţiei omogene în cazul ne-
slngular (X, \x) # (—h — 1, — l — 1), 7c, l = 0 ,1 , 2, . . . . în acest caz 
distribuţia zV1, considerată la pct. 3 este diferită de zero în vecină
tatea oricărui punct z. Să presupunem că <D(2, z) este de asemenea o 
distribuţie omogenă cu grad de omogenitate A, \).) Cum tocmai am 
arătat, distribuţia <b(z, z) trebuie să aibă forma ®>(z, z) = Gz^z^ pen
tru z # 0. Prin urmare, distribuţia 

<l\(z, z) = <S>(z, z) - CzH* 

trebuie să fie concentrată în punctul z = 0. Eămine de arătat că 
<E>j(£, z) = 0. Pentru acesta vom folosi următorul fapt cunoscut*' : 
orice distribuţie de două variabile, avînd suportul redus la punctul 
x = 0, y = 0 este o combinaţie liniaaă de derivare ale lui §(«, y). 

PLezultă deci că distribuţia ®i(%, z), concentrată în punctul z = 0 
se poate reprezenta sub forma 

$ ,(*, z) - £ o«8<M(«, 3 ). 
W=0 

Termenii acestei sume, Cj.,S<w,(2;, 2) sînt distribuţii cu grad de omo
genitate (— h — 1, — Z — 1). Prin urmare, «Ĵ fo i), avînd gradul de 
omogenitate (X, ţj), cu (X, (i,)^(— 7c — 1, — Z — 1), 7c, Z = 0,1,2, . . . 

*) V ezi „Funcţii generalizate" voi. 2. 
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este evident nul». Am stabilit astfel că orice distribuţie omogenă 
<&(z, z) cu grad de omogenitate (X, \i), unde (X, \i) # (—fc — 1, 
— Z — 1), 7c, l — 0 , 1 , 2, . . . este de forma 

d>(z, 5) = Cz'-z'1. 

Să considerăm acum cazul singular, atunci cînd X = — h — 1, 
[j. = — Z —1 cu fc, Z = 0,1,2, . . . . î n acest caz există distribuţia 
omogenă cu grad de omogenitate (—li — 1, — l — 1), 

SM(,, i ) = J^M ' 

concentrată în punctul # = 0. Este uşor de văzut că nu există alte 
distribuţii cu grad de omogenitate (—Ic — 1, — l — 1), concentrate 
în z = 0. 

Vom arăta că de asemenea nu există distribuţii omogene cu grad 
de omogenitate (—& — 1), ( — 1 — 1), avînd suportul diferit de z = 0. 
într-adevăr, să presupunem că ar exista o astfel de distribuţie <S>(s, 5). 
Atunci, pentru z ^ 0 ea coincide cu Ckr*"1;?"1-1, G # 0. Pe de altă 
parte, există după cum am văzut la p. 5 distribuţia omogenă asociată 
z-k-ig-h-i c u grad de omogenitate (—li — 1 , — Z — 1). Această distri
buţie coincide cu funcţia g-t-ig-t-i pentru z # 0 *\ Diferenţa 

«!(», i) == *(», 5) - Cz-"-1^1-1 

este o distribuţie omogenă asociată, concentrată în punctul ce = 0. 
Dar toate distribuţiile concentrate în punctul » = 0 sînt combinaţii 
liniare ale distribuţiilor omogene 8<w>(#, z), şi ca atare, nu pot 
fi distribuţii omogene asociate. Am demonstrat deci că distribuţia 
omogenă cu grad de omogenitate (—h — 1), (—l — 1) trebuie să fie 
concentrată în punctul z = 0. 

Astfel a fost arătat faptul că fiecărei perechi de numere complexe 
(X, ţi.) a căror diferenţă este un întreg, îi corespunde o unică (cu apro
ximaţia unui factor constant) distribuţie omogenă cu grad de omo
genitate (X, [L). 

îfa e*te greu de arătat, cu aseleaşi raţionamente, că fiecare 
perechi de numere complexe (X, y.) (X — JJ.) întreg) îi corespunde cu 

*) v. formula (4), pct. 5. 
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aproximaţia unui factor constant o singură distribuţie omogenă aso
ciată de orice rang, cu grad de omogenitate (X, [x)Z 

7. Transformata Fourier a funcţiilor test şi a distribuţiilor. Trans
formata Fourier a unei funcţii infinitderivabile cu suport compact 
9(2, z) este prin definiţie funcţia Ş(w, w), definită de formula 

(1) Ş(w, io) \ 9(0, z) e*«<») ăz di = f-i- 9(z, 5) â [zw^] dz dz. 
3 j 2 

Dacă trecem de la variabilele complexe z, io la cele reale, punînd 
z = x + iy, 1» = u -f h>, atunci formula (1) capătă forma următoare 

(1') Ş(u, v) = l v(w, y) e^-yo) ăx ăy. 

Astfel, cu excepţia semnului argumentului v, funcţia 9 coincide cu 
transformata Fourier uzuală a funcţiei 9, dacă aceasta din urmă este 
considerată ca funcţie de două variabile reale x, y *>. 

Dacă <?(z, z) şif(z, z) sînt două funcţii test, iar $(•«?. w) şif(w, w) 
transformatele lor Fourier, are loc relaţia 

(2) — \ Âz> 5)9(0, z) dz ăz = \ f(w, wWw w) âw ăw, 
2 J 4r.2 2 y 

care se numeşte jjgalitatea lui Plancherel. Această egalitate arată 
că funcţia f(w, w), considerată ca distribuţie, acţionează asupra 
funcţiei $(«?, w) după formula 

(3) C/,1) = ^ (f, 9). 
Nu este greu de văzut că funcţia 9(w, w) este transformata Fourier 

a funcţiei <p(—*, —5). Astfel, dacă în egalitatea (3) înlocuim funcţia 
9 cu 9 obţinem : 

(4) (/, 9) = 4TI2(/, <p(— ar, — «)). 

*' Este eitcodatâ comod de a defini transformata Fourier printr-o altă formulă: 

(f(w, w) = — V ep(z, 2) e2 dz dz. 

Cu această definiţie, funcţia 9 coincide cu transformata Fourier a funcţiei 9, considerată 
ca funcţie de variabilele x şi y. Vom utiliza de Ia caz la caz ambele definiţii. 
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Egalitatea (4) poate sluji drept definiţie a transformatei Fourier 
a distribuţiei F (z, z). Anume, transformata Fourier a distribuţiei 
F(z,e) va fi funcţia generalizată F(w, w) definită de egalitatea 

(5) (F, 9) == 4TZ*(F, ? 1 ) , 

în care ${w, w) este transformata Fourier a funcţiei 9(2, 5), iar 
9i(«,i) = ? ( - « , - * ) • _ 

Să remarcăm că F nu va fi o distribuţie, adică o funcţională 
liniară pe spaţiul K al funcţiilor indefinit derivabile cu suport com
pact, ci o funcţională pe spaţiulZ, ale cărui elemente sînt transforma
tele Fourier ale funcţiilor test. 

Dimpotrivă dacă considerăm distribuţii ce sînt funcţionale li
niare continue pe spaţiul 8 ale funcţiilor infinit derivabile ce tind 
rapid către zero împreună cu derivatele lor de orice ordin, atunci F 
şi F vor fi definite pe acelaşi spaţiu de funcţii test *K 

A r ă t ă m că transformata Fourier F a unei distribuţii F cu grad de 
omogenitate (X, IA) este o funcţie generalizată omogenă eu grad de omo
genitate ( —X — 1, —[i — 1). într-adevăr, dacă 9(w, w) este trans
formata Fourier a funcţiei 9(2, 5), atunci transformata Fourier a 
funcţiei 9 I—> — 1 va fi |a |2 §(aw, ăw). Deci dacă F(z, i) este o dis-

V a a• ) 
tribuţie omogenă cu grad de omogenitate (X, \x) vom avea : 

\a\z(F, §(aw, ăw)) = 4TC 2 [ .F , 9 

= 4:Tzza>>+1ălx+1{F, 9(—a - z)) = a*+1ăM{F, 9) . 

înlocuind în această egalitate pe a cu a~\ obţinem : 

(6) fe9^>y)] = «X«-W). 

Prin urmare, F este o funcţională omogenă cu grad de omogenitate 
( - X - 1 , - jx, - 1 ) . 

*) Distribuţiile pe S, adică elementele dualului S'al spaţiului S se numesc distri-. 
butii temperate. (Nota trad). 
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Am arătat în pet. 3 că distribuţia omogenă cu grad de omogeni
tate (X, u) este dată de formula 

zW Fi^-rfs + i m ^ 

în care S = X + £ A , » = X — p.. Avem deci, 

unde c(X, u.) este o anumită constantă. Această constantă se poate 
calcula eomparînd pe (F, y(-z, -s)) şi (F, 9) pentra o funcţie 9(0, i) 
convenabilă. Vom arăta că 

(Ş) c(X, p.) = 2x+M-+27i:i^-^l. 

Prin urmare, transformata Fourier a distribuţiei omogene cu grad 
de omogenitate (X, jx) este dată de formula 

(9) — — — 2^+i*+%il>--^l " ll 

r (^tişbtl) " r (-ţMj 
în care s = X + JA, « = X — u>. 

Să trecem la calculul constantei c(X, [A). Presupunem pentiu afişa 
ideile că n = X — L I > 0 . Alegem drept funcţie test *> 

2 2 

9(2:, 5) = âx_lx e 2 . 

*) Această funcţie nu este cu suport compact. Totuşi, deoarece funcţia .zXzli este cu 
creştere polinomială, funcţionala ( z V \ 9) se poate prelungi pe spaţiul tuturor funcţiilor 
indefinit derivabile cu descreştere rapidă şi deci, în particular alegerea făcută este justi
ficată. 
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Toni calcula transformata Fourier a acestei funcţii. Un calcul direct 
dă : 

zz i , , — . ww 
L > • —{zw-{-zw) -

— V e 2 e2 dz ăz = 27te 2 . % 2 

Derivînd această egalitate de n ori în raport cu w(n — X — jx), obţi
nem : 

x-w+i r z? i , ,—, , „,. v ?,_[! wîiî 
(I) y^^e^^+^d,di = 2.(- | ] e 2 , 

de aici rezultă 

j x - i t e 2 _ 27cix- , i i<;x- l ie 2 

_ 2Z gA,v5* 

Introducînd expresiile obţinute pentru P-'^e 2 şi —/ g i !
 n 1 4- 2 V" 

r i 2 J 
în egalitatea 

•v?.-,!.!. 

r p + j n | + 2 
) 

zz . 

(r(-!±M±± 
obţinem : 

27i i x -^ (X, JX) 

r ( - jx) 
(io) 

(w~x~1w~,l~1, wx_!ie 2 ) = 

4TT2 — — 

( _ i)i-i* ZH fa&p 5-^-^ e
 2 ). 

T(X + 1) 
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Expresiile ce figurează în ambii membri ai acestei egalităţi se cal
culează uşor ţinînd seama de formula 

- °° 
—A (««)«->e 2 d^ds = 2TT l r ^ - ' e 2 dr = 2*nT(a) 

o 
(pentru Eeoc < 0 integrala trebuie înţeleasă ca regularizată). Avem 

_ ~zz_ • r _ zz 

(z^z-v; &•-» e 2~) = — V {zzfe 2 dz dS = 2x+17tr(X + 1) 

şi 
wvS 

(W-^w*-11, ivx-sle 2 ) = 2 - ^ r ( - ;x). 
Introducînd aceste expresii în (10) obţinem formula căutată c(X, ;x) = 
= 2x+ll+27ax- ,i. Formula a fost obţinută în ipoteza X — jx ^ 0 . Atunci 
cînd X — [o. < 0 , în această formulă trebuie permutat X cu fx. Are 
loc deci formula unică C(X, ţx) = 2x+u+2rrilx-lil. 

Drept exemplu, iată formulele transformatelor Fourier atunci 
cînd X şi [x sînt întregi de acelaşi semn : 

«%l = 4TC2(- 2i)*+,8<*'°(«7, w) 
şi 

S<M(^) = (2i)-«-'wkwl, 
It, l = 0,1, 2, ... 

8. Distribuţia f\z) j*{z), f{z) fiind o funeţie meromorfă. Definim 
distribuţia f\z) p(z), f(z) fiind funcţie meromorfă de variabilă z, 
iar X, jx numere complexe a căror diferenţă X — jx este un număr întreg. 

La început considerăm cazul cel mai simplu, atunci cînd/(2) este 
o funcţie întreagă. în acest caz distribuţia f\z) fx{z) se defineşte cu 
ajutorul formulei 

(i) (fr, ?) = j\fi*)f»(*M*, *) a* di. 

Pentru un X — jx = n fixat integrala (1) converge atunci cînd 
Ee(X -fr jx) > 0 şi este în banda respectivă o funcţie analitică de X+[x. 
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Pentru Be(X 4- y) < O integrala va fi înţeleasă în sensul prelun
girii analitice în raport cu X + y. Scopul nostru este de a da un sens 
integralei (1), atunci cînd f(z) este meromorfă. O definiţie ca mai 
sus nu se poate da, căci în acest caz integrala (1), în general, nu 
converge pentru niciun X şi y. 

Orice funcţie test 9(0, z) din spaţiul K se poate reprezenta ca o 
combinaţie liniară de funcţii din K, avînd fiecare suportul suficient 
de mic. De aceea, trebuie pentru început să dăm un sens integralei 
(1) pentru funcţii 9(2, z) avînd suportul suficient de mic. 

Fie 9(0, i) o funcţie avînd suportul într-un domeniu ce con
ţine un zero de multiplicitate fc al funcţiei f(z) şi care să nu conţină 
poli ai funcţiei f(z). î n acest caz, pentru X — jx dat, integrala' (1) 
converge pentru Ee(X -f- y) > 0 şi este analitică, ca funcţie de X + y, 
în acest domeniu. Pentru Ee(X -+- y) < 0 o definim cu ajutorul pre
lungirii analitice în raport cu X -J- JA. 

Să găsim singularităţile funcţiei (/*/"', 9) în acest caz. Nu mic
şorăm generalitatea presupunînd că zeroul funcţiei/(s) este punctul 
z = 0 şi că funcţia 9(2) are suportul inclus într-o vecinătate a acestui 
punct. Atunci 

/(*) = z%(z), 

funcţia fx{z) fiind regulată în vecinătatea punctului z = 0, iar 
/i(0) ¥= 6. Prin urmare 

(fr, 9) = jt»tt«w/î(*)/f(*)?(«, 5) dzaz. 

Se vede de aici că punctele singulare ale funcţiei ( / x / t \ 9) coincid 
cu punctele singulare ale distribuţiei omogene zkXzkv-, considerată 
ca funcţie de X, y. Aplicînd rezultatele de la pct. 3, conchidem : 
dacă funcţia 9(0) are suportul conţinut într-o vecinătate a unui zerou 
de multiplicitate h al funcţiei f(z), atunci singurele singularităţi ale 
lui (fxf~lx, 9) {considerată ca funcţie analitică de X, y.) sîntpoli simpli 
în punctele (X, y) = ( — — > — — 1^ ,^ = 1,2, . . .) (X— y, întreg). 

Fie acum funcţia 9(0) avînd suportul conţinut într-un domeniu 
ce conţine un pol de multiplicitate l al funcţiei/(s) şi care să nu con
ţină zerouri ale funcţiei f(z). Atunci (f'f*, 9) din nou converge pentru 
Ee(X + y) < 0 ; pentru Ee(X+ y) > 0 o definim cu ajutorul prelun
girii analitice în raport cu X + y, 
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Eepetînd raţionamentele precedente conchidem fără dificultate că 
dacă funcţia 9(0) are suportul într-o vecinătate a_ unui pol de ordin l 
al funcţiei f(z), singurele singularităţi ale lui (/x/w , 9) (considerată ca 
funcţie analitică de X, y) sînt poli simpli în punctele (X, y.) = 

= ( y ' y ) ' 2», î = 1,. 2, . . . (X - n întreg). 
Am dat astfel un sens integralei (/x/ l i , 9) în cazul în care funcţia 

9 are suportul conţinut într-un domeniu ce conţine un singur zerou, 
sau un singur pol al funcţiei / ( » ) • _ 

Definim, în sfîrşit, integrala (/x/ l t, 9) pentru o funcţie_<?(z, z) 
arbitrară, cu suport compact. Eeprezentăm funcţia 9(0, z) sub 
forma unei sume finite 

(2) ?(*>«) = !><(*>*) 
i 

de funcţii cu suport compact 9,(0, i), suportul fiecăreia dintre aceste 
funcţii conţinînd cel mult un singur zerou sau un singur pol al func
ţ i e i / ^ ) . Integralele {fxf*, 9) avînd deja sens, vom pune : 

(3) (m ft) = £(/xr,9)-
i 

Este uşor de văzut că (/x/ l i, 9) nu depinde de alegerea reprezen
tării funcţiei 9(2, z). într-adevăr fie 9 = 5] 9} şi 9 = £ 9" două astfel 
de reprezentări, în care funcţiile ce corespund unui acelaşi zerou sau 
pol al funcţiei f(z) vor fi notate cu acelaşi indice. Atunci funcţiile 
<p'̂  _ cp'/ se anulează în vecinătatea oricărui zerou şi pol al funcţiei 

f(z), şi deci, pentru orice X, y. avem : 

(ff11, ti - 97) = y \ H * [9Î(«) - ?"(*)] ** ^ , 

unde în membrul drept figurează o integrală convergentă. Pentru că 
£ ( 9 j _ <pj') = o, sumînd în raport cu j acestei integrale, obţinem 
zero. Prin urmare, 

K/*/*, 9;) - S ( / X r ; 9i') = L(/\T> 9; - 95') - 0. 
i ;' •* 

Am definit deci distribuţia /X/ |X, /(«) fiind o funcţie meromorfă arbi
trară. Distribuţia ff11 este o funcţie analitică de X, y peste tot, cu 
excepţia punctelor 
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în care Ic parcurge mulţimea multiplicităţilor zerourilor funcţiei f(z), 
l cea a polurilor, iar p, q — 1, 2, . . .(X — ji, întreg). 
IM aceste puncte funcţia fx f^ are poli simpli. 

Vedem, în particular, că distribuţia / x / t t , considerată ca funcţie 
de X, JJL este regulată pentru X = Ic, \x — 0, Ic = ± 1, rt 2, . . . Astfel, 
pentru orice funcţie meromorfă f(z) am definit distribuţia /'•', k — 
— CC J-j CC « j • • • • 

§ 2. DISTRIBUŢII Î1V m VARIABILE COMPLEXE 

1. Distribuţiile S(P) şt S<W'(P). Începem cu definirea distri
buţiilor în spaţiul complex m-dimensional, concentrate pe hipersu-
prafaţa S de dimensiune reală 2m — 2. Considerăm hipersupfa-
faţa 8, dată de ecuaţia 

P(z) = Pfo, . . . ,*„) = (>, 

P(#) fiind o funcţie infinit derivabilă (de z şi 5) *>. 
Vom presupune că forma diferenţială dPdP nu se anulează ni-

căeri pe hipersuprafaţa P = 0. 
Această condiţie are un sens geometric simplu. Anume vom con

sidera spaţiul variabilelor zx, ...«, zm ca un spaţiu 2m-dimensional 
al variabilelor xk, yk (zt = xk + i2/fc), fc = 1, . . . , m. Suprafaţa 8 este 
dată în spaţiul real de două ecuaţii, Ee P = 0, ImZ-* == 0. Condiţia 
impusă funcţiei P revine la faptul că suprafeţele EeP = \ şi I m P = TJ 
au proprietatea că, în vecinătatea fiecărui punct al suprafeţei 
8 se pot introduce coordonate locale reale astfel încît două dintre 
ele să fie \ şi i\. 

Sub această ipoteză a fost definită distribuţia S(Ee P , Im P) 
concentrată pe suprafaţa 8. Vom nota acum această distribuţie cu 
S(P). Este însă preferabil de a defini 8(P) fără a trece prin termino
logia spaţiului real; acest lucru îl facem în cele ce urmează ; 

Definim distribuţia S(P) prin formula următoare 

(1) (S(P), ? ) = V cpco, 

*) Ar fi fost mai corect de a nota această funcţie cu P{z, z). Totuşi, pentru a nu com
plica scrierea vom nota funcţiile de m variabile complexe mai simplu P(z). 
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în care &> este o 2m — 2 formă diferenţială, definită de relaţia 

(ir (2) | V ) &z&z = — d P d P w * * 

Am folosit aici notaţia 

j — j d© d i = j — j d>i dij . . . ăzm dzm. 

( i \m 
— I dz1ăz este notaţia prescurtată pentru forma diferenţială 

j — I d% dix . . . dzm âzm = ăxx ăyx ... ăxm ăym. 

Pentru schimbarea de variabile în integrale este mai convenabil de 
a schimba ordinea termenilor si de a scrie această formă astfel: 

Mai departe, 

— d% . . . dzmdz1 . . . ăzm. 

, D v dP . , dP , . 
d P = 2i -— d>*H—- ds 

dZk dzk 

Qk+l § / p \ 
Definim acum derivatele S(*,0(P) = ^ - ale distribuţiei 

dPkdPl 

S(P). Aceste distribuţii vor fi definite ca integralele pe supra
faţa P — 0 ale anumitor forme diferenţiale u>k,i (9), depinzînd de 
funcţia P precum şi de funcţia test cp împreună cu derivatele sale. 

Notăm cu «0,0(9) forma diferenţială cp«, undeforma diferenţială 
este definită de formula (2). Introducem forma co7iM(cp) (Ic, 1=0,1,...) 
cu ajutorai formulelor de recurenţă 

(3) d(dFco,_lsI( 9)) = d P dP *>,,,< 9), 

(4) d(dP<o,5,_1(9)) = - dPdP co,fJ(9).**> 

*> Trecînd în real se vede uşor că forma diferenţială ti, verifietnd condiţia (2), există 
şi câ distribuţia S(P) definită de formula (1) este unic definită (deşi forma co nu este defi
nită în mod unic). 

**> Formule analoage au fost cercetate amănunţit in cap. VII, § 1.9. 

3 0 - c 630 29 465 



dk+lB (P) 
Distribuţia 8U"'Z)(P) = ~ este definită de formula urmă-

toare : 

(5) (8'*-»(P), ?) = (-l)*+,U,.,(9). 

Se poate arăta că fonnele oo^ (9) există şi că ele sînt definite de egali
tăţile (3), (4) cu aproximaţia unor termeni de forma dr + ocdP + 
+ pdP cu T, a, p, 2TO — 3 — forme. Eezultă de aici, în virtutea teo
remei lui Stokes, că distribuţia 8kJ (P) este definită în mod unic 
de formula (5). Demonstraţia acestui fapt se face exact ca în cazul 
spaţiului real (v. cap. VII, § 1.9). 

Să dăm cîteva proprietăţi ale distribuţiilor 8"a (P)* 
1. Distribuţia 8*''(P) se poate deriva ca o funcţie compusă 

f) flP 8P 
(6) — 8*-'(P) = — 8<*+i-»(P) + — 8<*- «+D (P) , 

9»« d£« d^s 

r) r )P dP 
(6') ~ §<W)(.P) = ~ S'ft+1'() (P) > - ~ S(*''+,) (P). 

2. Au loc următoarele identităţi ce leagă pe 8(P) de derivatele 
sale: 
(7) P8(P) = PS(P) = 0, 

(8) P8(*-')(P) + ft8(*-».')(P) = 0, 

(8') PS(W)(P) -f Z8(*.'-«(P) = 0. 

3. Dacă suprafeţele P = 0, Q = 0 nu au puncte singulare şi nu 
se intersectează, şi deci suprafaţa PQ = 0 nu are puncte singulare, 
atunci 
(9) Z(PQ) = P - i P - 1 8(9) + 9 - 1 <H 8(P). 

** Demonstraţiile se fac ca în cazul spaţiului real. 

466 

în particular, dacă funcţia a{z) nu se anulează, atunci 

<10) 8(aP) = «-1»-1 8(P). 

Noi formule interesante se obţin derivînd egalitatea (10). 
fdP \ 

Astfel, dacă funcţia P este analitică/-^- = OKatunci 
\dZi ) 

(11) 8i*'J)(«P) = a-"-1 a-'-* S<*'<> (P), 

pentru orice funcţie a(z) ce nu se anulează. Lăsăm cititorului deducerea 
acestei formule. 

2.2. Distribuţiile GXQ~P\ Vom defini aici distribuţii asociate un ei 
funcţii analitice întregi G. Fie G{zx, . . . , zm) o funcţie întreagă oare
care. Dacă X, \K sînt numere complexe astfel încît diferenţa lor să fie 
întreagă, atunci funcţia 
(1) &&• •= \Q^eia-mr,G 

este o funcţie univocă de zlf . . . , zm. 
Asociem funcţiei (PG^ distribuţia G*(fr, definită astfel: 

(2) (fl* §*, 9) = I-)*[&(*)&&) v(z) dz dz, 

în care s = (zx, . . . , zm), ăz dz = d^dij . . . dzmâzm (integrarea se face 
pe întreg spaţiul complex). Pentru Ke(X -f jx) > 0 , integrala (2) con
verge, şi pentru X — [x dat este analitică în X + [*• Prelungind anali
tic această funcţie în raportcu X + jz definim funcţionala (G* G**, 9) 
pentru alte valori ale lui X, y,. 

Dorim să studiem distribuţia G^G11 ea funcţie analitică de X, \i. 
Punctele singulare ale acestei funcţii analitice sînt strîns legate de 
caracterul suprafeţei G(zv . . . , zm) = 0. 

în acest paragraf vom considera cazul cel mai simplu, atunci 
cînd suprafaţa G(zv ..., zm) nu are puncte singulare, adică atunci 
cînd derivatele — , . . . , — nu se anulează simultan într-un punct 

dz-, dz 
al suprafeţei. 

Cazul general, atunci cînd pe suprafaţa G = 0 sînt puncte sin
gulare se va considera mai târziu la pct. 9. 
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Dacă suprafaţa G(zx, . . .zm) — O nu are puncte singulare, atunci 
singurele .singularităţi ale distribuţiei GxGl, considerată ea funcţie 
<le X, [x sînt poli simpli în punctele 

(X. fi) = (-Ic - 1, -l — 1) K, 1 = 0,1,... 
€U reziduuri 

(3) Ees Gx& = (-1)*+' -^-8(f t , Z) (<?)* 

într-adevăr, dacă suprafaţa (?(%, . . . , zm) — 0 nu are singularităţi, 
atunci în vecinătatea Z7 a oricărui punct al acestei suprafeţe se pot 
introduce coordonatele locale wx, ...,wm-lt X cu X, — G(zx,.. .,?„). 
Dacă acum funcţia test are suportul în U, atunci 

(~Ţ [ Gx (z) & (z) 9(«) d* di = - f Cx C!J' « ( 0 dCdl, 

unde prin 0(£) s-a notat integrala funcţiei 9(0) în raport cu ansamblul 
variabilelor ivx, ... wm-± (pentru un X, dat). 

Dar, după_cum am văzut deja în § 1, singurele singularităţi ale 
distribuţiei frj?1, considerată ca funcţie analitică de X, jx, sînt poli 
simpli în punctele 

(X, |i) = (—h - l , -l - 1 ) fc, Z = 0,1, . . . , 
avînd reziduurile 

Ees ^ = (-l)*+'-^-S(W> (0). 
x=-*-i fe!Z! 
n = - f -1 

Prin urmare, acelaşi lucru este adevărat şi pentru funcţia Gx§"- şi 
anume, singurele singularităţi ale distribuţiei Gx &1 considerată ca 
funcţie de X, y. sînt poli simpli în punctele (X, [i) = (—Ic —1, — l —1), 
7c, l = 0,1, . . . . După cnm se vede uşor, 

Ees Gx & = (_i)*+'-?^-S(W) (<?). 
p.=—J —1 

* Reamintim că reziduul trebuie Înţeles ca reziduu în raport cus = X + [xpentru 
o valoare fixată a lui X — [i. 
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Observaţie. Avînd în vedere caracterul local al consideraţiilor 
făcute, acelaşi rezultat are loc şi atunci cînd se consideră funcţii ce 
nu sînt definite pe întreg spaţiul variabilelor zx,..., zm ci pe o supra
faţă analitică neavînd puncte singulare. 

3. Distribuţii omogene. Funcţia f(z), z — (zv ...,zm) de m va
riabile complexe se numeşte omogenă cu grad de omogenitate (X, u.), 
dacă pentru orice număr complex a i= 0 are loc relaţia 

(1) /(«*) = oWf(zj. 

Să presupunem că diferenţa X — jx este un întreg. Această condiţie 
asigură faptul că produsul ocxoP este definit în mod unic. 

O distribuţie omogenă f(z) cu grad de omogenitate (X, \x) este 
definită de aceeaşi relaţie (1), scrisă însă astfel încît să aibă sens 
pentru distribuţii. 

Funcţiei f(z) îi asociem funcţionala 

(2) (/,.?)=f4-r\/(*) ?(«)•*» ^ -m 
cu (tedz = Az1dz1 ... ăzmăzm. Este evident că relaţia (1) este echi
valentă cu următoarea relaţie 

(3) (f, <?(~Yj = o ^ - ă ^ - U <?(z)). 

Să dăm exemplu important de distribuţie omogenă. Definim 
distribuţia B(z) prin 

(8, 9) = 9(0). 

Este evident că 8(0) este omogenă, ' cu grad de omogenitate 
dk+lS(z) 

(—m, —m). Derivatele sale —- sînt distribuţii omogene de 
dz\dz\ 

grad (— m — k, —m — l). 
Arătăm că nu există, în afara lui 8(0), alte distribuţii omogene 

de grad (— m, —m), cu suportul redus la punctul z = 0. într-adevăr, 
orice distribuţie concentrată în punctul z = 0 este o combinaţie 
liniară de 8 şi de derivatele sale. Dar derivatele lui 8(2) au grade de 
omogenitate diferite de (—m, —m). Prin urmare, dacă distribuţia 
/ , concentrată în z — 0 este omogenă de grad (—m, —m), ea trebuie 
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să coincidă — cu aproximaţia unui factor constant — cu distribuţia 

Dăm fără demonstraţie cîteva proprietăţi simple ale distribu
ţiilor omogene; 

1. Produsul dintre o distribuţie omogenă / de grad (X, jx) cu o 
funcţie indefinit derivabilă, omogenă de grad (X', ;!') este o distri
buţie omogenă cu grad de omogenitate (X + X', u. + a'). 

2. Derivata — ~ ~ unei distribuţii omogene f{z) de grad (X, jx) 

este o distribuţie omogenă de grad (X — Ic, ;x — l). 
3. Pentru ca distribuţia / să fie omogenă cu grad de omogeni

tate (X, (A), este necesar şi suficient ca ea să verifice sistemul de ecuaţii 
ale lui Euler, 

4. Funcţii omogene asociate. Numim funcţie omogenă asociată 
de ordinul întîi, cu grad de omogenitate (X, jx), o funcţie ft(z) ce veri
fică pentru orice număr complex a # 0 condiţia următoare : 

(1) A M = «^[A(«) + In | a |/o(0)], 

cu /„(«) ^ 0, funcţie omogenă de grad (X, jx). De exemplu, In j ^ j 
este funcţia omogenă asociată de ordinul întîi, cu grad de omogeni
tate (0, 0) pentru că, 

In jccsjj = In \zx\ + In | a|. 

O distribuţie omogenă asociată, de ordinul întîi, cu grad de omo
genitate (X, [x) se defineşte prin aceeaşi condiţie (1). Pentru a scrie 
această condiţie sub o formă aplicabilă distribuţiilor, considerăm în 
locul funcţiei fx{z) funcţionala (/x, <p). Atunci condiţia (1) este echi
valentă cu 

(2) U, 9U-\\ = a ^ ^ + ^ A , q>(*)) + a^»ă*+»ln | «] (/„, <p(*)), 

în care/o ^ 0 e s te o distribuţie omogenă de grad (X, jx). Să dăm o 
definiţie prin recurenţă a distribuţiilor asociate de ordin 7c. Vom 
spune că distribuţia /„ este distribuţie omogenă asociată de ordin 
7c, cu grad de omogenitate (X, jx), dacă pentru orice a # 0 are loc 
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relaţia 

(3) (fk, ?(-^\) = a*+*8»+»(A, <?) + « x + W » I n I a!</»_!, cp), 

îa oare.A-i este distribuţia omogenă asociată de ordin (7c — 1) cu 
grad de omogenitate (X, JX). 

Distribuţiile asociate se pot obţine din distribuţiile omogene în 
modul următor. Fie fx,,x distribuţia omogenă cu grad de omogenitate 
(X, jx), derivabilă în raport cu parametrul s = X + |x *. în acest caz, 
derivata - ^ va fi distribuţia asociată de ordinul 1. Analog, 

ds 
derivata în raport cu s a distribuţiei asociate de ordin 7c va fi distri
buţia asociată de ordin (7c + 1). 

Demonstraţia se face derivînd ambii membri ai egalităţii. (3) 
în raport cu s, ţinînd seama că 

a"Aâ!1 = | aisei(x-f1'arga. 

f). Reziduul unei funcţii omogene. Numeroase rezultate privind 
funcţiile omogene se pot formula în termeni de reziduuri. 

Pentru început să reamintim definiţia reziduului unei funcţii 
omogene definite pe spaţiul real (v. cap. III) Fie dată o funcţie 
omogenă f(x), x == (xx, . . . , xm), cu grad de omogenitate — m, adică 
verificînd pentru orice a > 0 

f(ocx) = a~™f(x). 

Presupunem funcţia f(x) continuă peste tot, cu excepţia originii. 
în aceste condiţii, reziduul funcţiei omogene f(x) (în origine) se numeşte 
expresia 

(!) Besjff» = { /0»K 
r 

unde 
m 

<o = £ (—lf-1xkdx1 ... d^ - jd^+x . • • dxm, 

iar integrala este calculată pe o suprafaţă oarecare F ce înconjoară 
originea. 

* Mai precis, pentru fiecare valoare fixata X — fx, funcţia f\iU. este derivabilă In 
raport cu s = X + fx. 
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Forma diferenţială co are o interpretare geometrică simplă. 
Anume, -—« reprezintă volumul conului cu vîrful în punctul a- = 0 

şi a cărui bază este elementul de arie. Se vede de aici că Hesf(x) 
nu depinde de alegerea suprafeţei F, şi deci este perfect definit dîn-
du-se doar funcţia f(x). î n particular, dacă f(x) > 0, atunci alegînd 
drept r varietatea f(x) = 1, obţinem : 

Ees f(x) = y co = wF, 
r 

unde cu V s-a notat volumul domeniului f(x) > 1, ce conţine originea. 
Să remarcăm că se poate exprima integrala unei funcţii f(x) 

calculată pe întreg spaţiul cu ajutorul reziduului. Fie F o suprafaţă 
oarecare, supusă la singura condiţie că intersectează orice rază ce 
trece prin origine o singură dată. Atunci orice punct al spaţiului se 
poate reprezenta în mod unic sub forma 

x = a.y, 

cu <x > 0} iar y aparţine suprafeţei F. Perechea a, y se poate considera 
ca fiind coordonatele polare generalizate ale punctului x. Pentru a 
integra funcţia f(x) pe întreg spaţiul putem integra mai întîi pe razele 
ce pornesc din punctul x — 0 iar apoi integrăm rezultatul obţinut 
pe suprafaţa F. 

Anume 
OO 00 

(2) [f(x) ăx = i (if(<x.y)cyJn-1da\<i>(y) = Ees [/(aa?)»*-'1^ * 

Formula (2) poate fi considerată ca formula trecerii la coordonate 
polare generalizate sub semnul integral. 

Eeziduul unei distribuţii omogene în spaţiul complex îl definim 
prin analogie cu cazul real. Anume, fie dată funcţia omogenă /(»), 
s — (zu .. .,zm), cu grad de omogenitate (—m, —m), adică verifi-
cînd 

f(«z) = «-mă-m/(^), 

* Această formulă rezultă direct din diferenţierea relaţiei 
dx = a™""1 daco<i/). 

m 

pentru orice număr complex a ^ 0. Presupunem de asemenea, 
că funcţia f(z) este continuă peste tot, exceptând originea. 
Introducem forma diferenţială 

r/i 

(3) co = Yi {—lf'%^ . .. dss_!d.%+1.. . ă,zm. 

Eeziduul funcţiei omogene f(z) cu grad de omogenitate { — m, — m) 
este prin definiţie expresia următoare: 

•(«'-l!3 f 
« Bes /<*)=-2^ r y(*)a><5. 

r 
Integrala este calculată pe o suprafaţă arbitrară F, ce are proprietatea 
că taie orice dreaptă complexă ce trece prin origine într-un singur 
punct (cu excepţia eventuală a unei mulţimi de drepte de dimensiune 
inferioară) *. Se poate arăta că nu există suprafeţe mărginite avînd 
proprietatea de mai sus. De aceea suprafaţa V va consta, în general, 
dintr-un număr finit de porţiuni de suprafeţe netede. Să arătăm cum 
se construieşte o astfel de suprafaţă. 

Descompunem spaţiul complex într-un număr finit de conuri Ct 
,,cu descindere suficient de mică", cu vîrful în origine (adică în domenii 
ce conţin odată cu un punct « şi întreaga dreaptă complexă ce trece 
prin origine şi prin punctul z). în fiecare con Ct dăm o secţiune Tt, 
adică o bucată de hipersuprafaţă ce taie orice dreaptă din C{ ce 
trece prin origine, într-un singur punct. Atunci drept T putem lua 
familia tuturor secţiunilor Vt Astfel, 

•(m-l)« r ,(m-l)2 r 

Să remarcăm că integrala (4) nu depinde de alegerea „supra
feţei" r (mai precis, ea nu depinde de modal în care a fost descom
pus spaţiul în conuri cu vîrful în origine, nici de modul în care au 
fost alese secţiunile în aceste conuri). într-adevăr, integrandul /COM 
are grad de omogenitate (0, 0) adică nu se modifică atunci cînd se 
schimbă a în s.z, a # 0. Prin urmare V/coco nu se va modifica la nici o 

deformare a suprafeţei F. 

* Subliniem că in spaţiul complex noţiunea de rază ce aparţine unei drepte complexe 
nu există. De aceea, spre deosebire de cazul real, în definiţia reziduului figurează drepte 
şi nu raze. 
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Forma diferenţială /(~)co« fiind invariantă de schimbarea lui 
z cu O.S, unde a ^ 0, ea poate fi considerată ca o formă diferenţială, 
dată pe spaţiul dreptelor complexe ce trec prin origine. La fel, inte
grala (4) se poate considera ca o integrală pe spaţiul proiectiv al 
tuturor dreptelor complexe, ce trec prin originea coordonatelor. 

Să remarcăm următoarea proprietate a formei diferenţiale 

w = £ (—lf-xzkdz% • • • d2t*_1d^+1 . . . dzm. 

Dacă z = a.u, unde ti. este o variabilă complexă şi u un punct 
al unei anumite suprafeţe analitice T, atunci 

(6) dz = d»! • • . dsm = ccm-hloLu{u) *. 

Se obţine de aici o formulă utilă de trecere de la, coordonatele 
carteziene zx, . . . , zm la coordonate polare generalizate. Anume, 
vom considera numărul complex a şi punctul u al suprafeţei 
r drept coordonatele polare generalizate ale punctului z — au. Vom 
avea : 

9(c) dz dz = Ees— f 9(as)ara-1ăm-1 da da = 

cp(a«) K"'~] a'"~ * d a dă J io w. 
1' 

Observaţie. ^Noţiunile de funcţie omogenă şi de reziduu al unei 
funcţii omogene pot fi introduse nu numai pentru funcţii definite 
pe întreg spaţiul, ei şi pentru funcţii definite pe o suprafaţă conică 
cu vîrful în origine. (O suprafaţă se numeşte conică, dacă odată cu 
un punct z conţine toată dreapta complexă, ce trece prin origine şi 
prin punctul z). 

6. Distribuţii omogene ca grad de omogenitate {—ni, —mi). Să 
considerăm o funcţie omogenă f(z) cu grad de omogenitate (*-w, — m) 
adică verificînd, pentru orice a # 0 

f(az) = c-'"a-"'f(z), 

* într-adevăr, dr = dz3,.. .,dr„,=Jj.(aduj + Ujda)=aM_:ldaoj(ti), căci du-,,.. .duM,=0. 
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T 
(JB-1)»+1 f 

( 

m fiind dimensiunea spaţiului. Vom presupune că funcţia /(«) este 
peste tot continuă, cu excepţia punctului 0 = 0. Pentru a defini 
distribuţia ce-i corespunde şi totodată regularizată integralei diver
gente 

alegem un domeniu mărginit arbitrar G, continuul originea şi punem 

(jŢifizM^dzăz = (jYimWs) - 9(0)]d»dă -f 
G 

+ (yY"(/(*)?(3)d*di, 
(1) 

unde prin (7 am desemnat întreg spaţiul (şi astfel € — G este comple
mentara- domeniului 6'). Regularizată integralei 

m f(z)y(z)ăzdz, 

definită astfel, depinde desigur de alegerea domeniului G. 
Vom nota distribuţia obţinută astfel prin f(z)\a şi vom studia 

cum depinde această distribuţie de domeniul G. Se vede imediat că 
înlocuind pe G cu Gx <= G, funcţionala se va modifica cu 

?(°)(v)m ţ /(*)d«di. 
G-Gt 

Prin urmare, 

(2) f\a-fh = m^jj [f(z)dzăz. 

Constatăm că diferenţa f\a — / j G j este o distribuţie omogenă cu grad 
de omogenitate { — m, —m). Din acest motiv, omogenitatea sau 
neomogenitatea distribuţiei definită de formula. (1) nu depind de 
alegerea domeniului G. 
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Să vedem acum în ce condiţii, distribuţia definită de formula (1) 
va fi omogenă cu grad de omogeneitate ( —m, —m), adică verifică 
condiţia 

Mv)) (/, ?(*))• 

Vom arăta că o condiţie necesară şi suficientă este ca reziduul func
ţiei omogene/ să fie nul. 

Demonstraţie. Efectuînd schimbarea de variabile — = sL 
a 

obţinem : 

(i)"H?(^) - î ( , | ] " + (îF \ Wf)*"0 = 
G C~G 

= (J
2Ţ[m\'A-) - ?(0)](fcdS + (jY [ /(s)?(*)d*di, 

C-ccG 

unde am notat cu «.G domeniul ce se obţine din domeniul G printr-o 
dilatare de coeficient a. Se vede de aici că, pentru a avea omogenitatea 
distribuţiei /|G este necesar şi suficient ca, 

(in f{z)ăzăz = Q, 
G-aG 

pentru orice a. Să transformăm integrala obţinută. Pentru aceasta 
descompunem întreg spaţiul complex în conuri C, şi vom presupune 
că în interiorul fiecărui con frontiera domeniului G constă din toate 
punctele de forma 

ei!% 
cu 0 < cp < 2n, iar punctul u parcurge o bucată P{ de suprafaţă 
analitică, ce taie într-un singur punct orice dreaptă complexă din 
Ci ce trece prin origine. Atunci, trecînd la coordonate polare genera
lizate, obţinem : 

fi-)" \ ^)d0di== 
G-aG 

T4 ja|<|X|<l 
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unde 
m 

co = V (•—l)k~lekdjs1 ... ăz^iăZjc+i ... ăzt, 

Pentru că f(Xz) = l~m'k~mf(z), vom avea deci 
i m r (i)" f(z)ăzăi = 

G-O.G 

A 
2dXdX][]- • • y(»)w(i) = 2TC In ja| Res/(«) 

M<W<i r. 
Prin urmare, pentru ea funcţiei omogene f(z) cu grad ele omogeni

tate {—-m, —m) să-i corespundă o distribuţie omogenă este necesar şi 
suficient ca reziduul funcţiei f(z) să fie nul. 

Vedem deci că, vorbind strict, nu este cu totul corect de a vorbi 
despre reziduul unei funcţii omogene, aşa cum se întîmplă de altfel 
şi cu reziduul unei funcţii analitice. Anume, existenţa unui reziduu 
al funcţiei analitice f(z) este legată de faptul că distribuţia corespun
zătoare nu este analiticăi *. Similar, existenţa reziduului unei funcţii 
omogene f{z) este legată de faptul că distribuţia corespunzătoare 
f(z) nu este omogenă. _ 

7. Distribuţiile P7p,,x, P fiind o formă pătraiieă nedegenerală. 
Fie dată forma pătratică nedegenerată de in variabile complexe, 
•*1J ' * • î *«l» 

(i) P= 5 <w,. 
Vom studia acum distribuţia omogenă JPP*, adică funcţionala 

(2) (P*F», 9) = (~Ţ i P\z)P»(z)v(z)i\z di, 

considerată funcţie analitică de X, \x (diferenţa X — ;x fiind un întreg). 
Remarcăm că pe suprafaţa P = 0 există un punct singular, anume 
z = 0 şi deci că raţionamentele făcute la pct. 2 nu mai sînt valabile 
aici. 

s 
* Astfel, relaţia ——(2 ' ) = -8(1) (v. § 1, pct. 4) arată că distribuţia z""1 nu este 

hz 
analitică. 
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Formula (2) defineşte pe PW-1 numai atunci cînd Ee (X + JJ.) > 0. 
Să găsim expresia ce dă distribuţia PxPl pentru Re (A + [A)< 0. 
Pentru aceasta, exprimăm distribuţia P^P» cu ajutorul distribuţiilor 
p/.+&ps*+z_ introducem operatorii diferenţiali 

m a 2 m Ci 2 

(3) !*=%# — - — ţi £ , - S ^ — 2 - , 

în care coeficienţii #'* se definesc cu ajutorul relaţiilor 

m 

S 0 V = si 

(as = 1 pentru i = & şi § 1 = 0 pentru i ¥= Ic). Prin urmare, matricea 
ll^ll a coeficienţilor operatorului LP este inversa matricei \\gtj\\ a 
formei pătratice. Avem atunci 

LPPX^P^ = 4(X + 1)[ X + — ] PXP», 

cum se verifică direct prin caicul. 
Aplicînd de /.; ori această formulă, obţinem : 

(4) £ | P ^ P ^ 4 ' U + l ) . . . ( X + & ) ( x + ™) ...(x + -+k-l\pxP». 

Analog 

(o) PPP*P^' =4!(;A+I). . .(u.+i)L+—)... L+—+?-i)p^. 

Din formulele (4) şi (5) obţinem direct că distribuţia PXPV- se 
exprimă cu ajutorul distribuţiilor p^+'-p1-^' [k, l — 0 ,1, . . ' . ) , în modul 
următor 
(6) PXPX = c(X, fc)o(fi, l)Lk

PLl
PPx^P^1, 

unde 

o(y,î»)=J4»(v + i ) . . . (v + j»)(v + | - j . . . ( v + ^ + p - i j l " 1 . 
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Prin urmare, 
(7) (PXP^, 9) = c(X, fc)o(n, Z)(P?-+*.P*+Î, I&Z&). 

Formula (7) ne dă expresia căutată pentru distribuţia P'P^ 
atunci cînd Be(X + JJ.)> —li — l, li, l fiind întregi nenegativi. 

Să studiem acum singularităţile distribuţiei PXP]1, considerată 
ca funcţie de X, ;x. Eezultă direct din formula (6) că distribuţia pxp* 
are două serii de puncte singulare: 

(X, ti.) = ( - * - l , —l - 1 ) , li, l = 0 , 1. 2 , . . . , 
si 

(X, {l) = -("f - * ' - f - ' ) ' *.'-0^ 
.Daca punctul (X, (A) aparţine doar uneia din aceste serii, atunci 

în cel punct, distribuţia PxPlL are un pol simplu. Dacă punctul (X, \i.) 
aparţine simultan ambelor serii, ceea ce este posibil doar în cazul spa
ţiului de dimensiune pară, atunci, în acest punct, distribuţia PXP* are 
un pol de multiplicitate 2. 

Să studiem singularităţile lui PXP'- în fiecare din aceste cazuri. 
1. Punctul singular X = — h — 1, y. — — l — 1 aparţine primei 

serii de puncte singulare dar nu aparţine celei de a doua. în acest caz, 

Ees PXP* 
X=-fc-l 

este o anumită distribuţie, concentrată pe suprafaţa P — 0. Ştim 
deja că dacă / este o funcţie analitică, astfel încît suprafaţa / = 0 
nu are puncte singulare, atunci 

Ees fj» =2J~^S{Kl)(f)*. 
H = - { - l 

Prin analogie, este natural de a introduce distribuţiile ăi;'v,)(P) âvînd 
drept suport suprafaţa P = 0 

(8) 8<*-«(P) =—-(- l )* + , fc!Z! Ees P 'p*. 

* Reamintim că reziduul trebuie înţeles ca reziduul funcţiei de s = X + y. pentru 
o valoare întreagă fixată a lui X— jt. 
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Eemarcăm următoarea formulă pentru 8<!'-l'l(P): 

(9) 8(*.')(P) = - l ? L~~x V&'AP), 
4*+T a (—-1] 

ce se obţine prin recurenţă din formula (6), pentru P^P1. 
2. Punctul (A, JJ.) aparţine celei de a doua serii de puncte singulare, 

dar nu aparţine primei, adică 

m m 

şi dimensiunea m a spaţiului este un număr par. Arătăm că în acest 
caz Ees PHJi este o distribuţie avind suportul redus la punctul 
0 = 0 , anume, 

— - - — m—2h — 21+1 m + l 

(10) Ees P*P'M = {—^ —^— ~ IţLl
Fl(z). 

:::!:; 1!nr(î--)r(f+!)^ 
unde A este discriminantul formei pătratice P. 

Să calculăm pentru început Ees P \ P \ Este clar că Ees P^P^ 
r,i m 

este o distribuţie omogenă cu grad de omogenitate {—m, — m). Să 
arătăm că este concentrată în punctul 0 = 0 . 

într-adevăr, « = 0 este singurul punct singular al suprafeţei 
P = 0. De aceea, dacă funcţia © se anulează identic pe o vecinătate 
a punctului st = 0, atunci, aşa cum s-a arătat la pct. 2, (P'P1*, 9) 

rvyt 

este o funcţie regulată de >., \i în punctul X = \x = , adică 
Ees (PM5^, <p) = 0. 

Astfel, Ees P^P** este o distribuţie concentrată în 0 = 0. Cum, 

pe de altă parte, este omogenă eu grad de omogenitate {— m, —m), 
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Votu avea 

Ees P 'P* = cM&(*). 
[ I * J , ni 

iiăinîne de calculat constanta cm. Se poate arăta că 

m - X 

(12) c = 1=*H-? * , 
r , ( = ) u 

A fiind discriminantul formei pătratice P . 
Calculul constantei cm. Constanta cm este definită de relaţia 

offl9(0) = Ees (P x PVf) = Ees (!P|S, <?) 

9 fiind o funcţie test oarecare. Facem în spaţiul variabilelor st o trans
formare liniară de variabile, care aduce forma pătratică P la forma 
02 + • • • + ~l>- Obţinem : 

c*?(0) = - ; 4 T E e s f - i - H \z\ + ... + &\>9(z) ăz di , 
1A| s = - « \ 2 j J 

în care A este discriminantul formei pătratice. 

Să luăm <p — e"""1'*1™'" '̂'"'3'". Avem atunci 

(13) oM = - l _ E e s f — V f l « | + ••• + 4 l , e " ' l 5 x " - ~ ' ^ » < l » d 5 . 
|A| S=-»»V2 j 3 

Calculăm integrala 

(14) /(X) - ( ~ r ^ i + • • • + Al^e-*1*1 - -*» S »d»d5; 

aici m poate fi şi par şi impar. 
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Pe baza formulei LPJPX+1PX = 4(X + 1)[ X + — ] PXPX se obţine 

uşor, pentru funcţia/(X): 

(15) /(X) = ) - ~ / ( X + 1). 
4(X+1)(X + ^ J 

Prin urmare, 

(ie) /(x) = 4T(x + i)r (x + yU(x), 

unde /X(X) este o funcţie periodică: 

A(x + 1 ) =A(x). 
Să arătăm că de fapt/x(X) s const. Pentru aceasta, remarcăm, 

aşa cum s-a stabilit deja, că funcţia/(X) are exact aceleaşi singulari-
taţi ca şi funcţia T(X + 1)T X -\ j . Eezultă de aici că /X(X) este 

o funcţie întreagă. 
Să evaluăm creşterea funcţiei/X(X) =fi(a + ix) pentru | T| -» oo. 

Avînd în vedere periodicitatea funcţiei fx putem presupune căO< a < l . 
Funcţia căutată /X(X) = fi(a + ir) este mărginită i)entru 0 < < T < 1 . 
De aceea, ţinînd seama do bine cunoscuta formulă asimptotică 
pentru funcţia T, 

|T(CT + iT) i~f2^e~^ | T , | T | C - 1 / 2 , * 

obţinem din formula (16), că, pentru | T | -> oo, 

(17) l/i(<r + iT)|<Oe»W. 

Dar pentru o funcţie întreagă/^ X) de perioadă 1, o astfel de evaluare 
poate avea loc doar dacă/^X) este constantă (aceasta se poate vedea 
dezvoltînd pe /X(X) în serie Laurent după puterile lui z = e2™x şi 
considerînd comportarea lui g{z) = /x( X) în vecinătatea punctelor 
0 = 0 şi z — oo). Prin urmare /i(X) = const. 

* v. I. M. Rîjik şi I. S. Gradstein, Tabele, pag. 322, formula (G.328). 
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Am stabilit deci că 

(18) /(x)=o4xr(x+i)rfx + - j ) -

Facem în egalitatea (18) X = 0. Cum 

/(O) = (~Y [ e-*^---Wm ^ di = nm, 

obţinem din (18) 

Am obţinut deci formula următoare : 

(j)m\^'+ ••• + 4|2Ae-^-
19) 

7T'"4'T(X -1- l ) r [ x - | 

" mi 

m \ 

m~m ăz ăz 

tf) 
Pentru m impar, această formulă, împreună cu formula (13) ne dă 
valoarea constantei em: 

tf) rs(f> | A | o — - « . - n , •..• , I T •» 1 " " 1 1 A l 

Pentru calculul BesP^J* pentru X = - — -Ic, u. = - — - l se 
2 • 2 

foloseşte formula de recurenţă (6). Obţinem: <2acă dimensiunea 

483 



m a spaţiului este un număr impar, alunei distribuţia P7IJil are în 
punctele (X, ti) = j - /,:, —-•- — l\, k, l = O, 1, . . . poli simpli 

av înă reziduurile 
m - 1 

2 ^ — m-2k-2li-l m 11 

(20) Ees P ^ p ^ ^ — L i l — 1 _ _ _ f_ -X*X^S(S) 

unde 

*»ir(f+*)r(f+»)|A| 

32 d2 

LP = If/'y — - r - ' £p = E ff" -rr-=-» 

w A este discriminantul formei pălralice P. 
3. Punctul (X, ;x) aparţine simultan celor două serii de puncte 

singulare, adică X = — — Zc, u = — - - — L iar dimensiunea m 
2 2 

a spaţiului este un număr par. în acest caz, distribuţia IAFl se dezvoltă . v, . , , • f 'm , m ,\ . iu vecinătatea punctului I fc, — îl ui scrie Laurent 
(în raport cu X + ţx) : 

(21) P7P'1 - nkAs) , 1>kl(z) , 
' _ ((* + \>.) + (»» -l- fc + O)3 (X -l- ix) + (m + k + l) """' 

îu care nu sa, explicitat decit partea singulară. Eepetînd aproape 
cuvitit cu cuvînt raţionamentele făcute la cazul 2, obţinem că 

(22) au(z) - «nLÎ.£|.S(c), 

unde 
m 

- „ — 1 -m-2%-21 + 2 m 

(23) a ( _ 1 ) 2 

ifcU!r(^.+ fcJr(^. + i)|A] 

Pe de altă parte, coeficientul bu{z) din dezvoltarea (21) va fi o 
distribuţie, concentrată pe suprafaţa P — 0. în analogie cu cazul în 

•184 

care suprafaţa P—0 nu are puncte singulare, introducem distribuţia 
( m I k 1 "* +1 1 \ 

5 l ' r ' * " T " }{P), definită de 

(24) Ees W = M ' 3 V), 
2 

, , n R 2 T T ( ~ 1 ) ^ 

>> 

(v. cazul 1, în care am avut, de-a face doar cu poli simpli). 
Astfel, dacă punctul (X, \i) aparţine simultan ambelor serii de 

,. „ m , m , ,. 
puncte singulare, adică X — —— • - k, \i = — (, iar aimen-

2 2 
siunea spaţiului m este para, atunci distribuţia P'F1 are în acel punct 
un pol de ordinul 2. Dezvoltarea distribuţiei P'F'1 în serie Laurent are 
. . „ , , , . m , m 7 . 
in vecinătatea punctului X = k, \J. — l forma urma-
toare : 

PH»1 -.••• - - - ' - - - — TţL'M -|-
((X + (JL) + (m -|- k -|- î))3 

(26) 
R . . : ( m 1-7= 1. "' 

*' - i r 5 ' " " '(•?) (X + fi.) + (m-\- k + l) 

unde 8 (P) este distribuţia concentrata pe suprataţa 
P —0, iar coeficienţii a,,; şi $kl sînt definiţi de formulele (23) şi (25) 
(şi unde s-a omis partea regulată a seriei Laurent). 

8. Soluţia fundamentală a ecuaţiilor diferenţiale liniara în corn plex. 
Vom aplic-a rezultatele punctului 7 la căutarea soluţiilor fundamen
tale ale ecuaţiei 
(1) L*u =/(«), 
unde L este un operator diferenţial liniar, omogen de forma 

t,j=.l OZiOZj 

cu matricea ||gf';lj simetrică şi de rang maxim, 7c — 1, 2, . . . 
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Eeamintim că numim soluţie fundamentală a ecuaţiei (1) • o 
distribuţie K c i proprietatea că : 

L*K = S(0). 

Considerăm forma pătratică 

m 

9) P — Yi Sif&t 

a cărei matrice este inversa matricii operatorului L. Arătăm că, 
exceptînd caşul în care dimensiunea m a spaţiului este pară şi Ic < — j 

distribuţia P a P 2 este, CM aproximaţia unei constante multipli
cative, o soluţie fundamentală a ecuaţiei Lku =/(»). 

Pentru demonstraţie vom utiliza relaţia stabilită la pct. 7 (v. 
pct. 7, formula (4-)), 

(4) L*F*+*2»=4*(X+l)..3(X+fc)(x + ^ j . . . fx + — + ft-l]j»P. 

Dacă dimensiunea spaţiului este un număr impar, atunci pentru 
X — obţinem din (4) 

(5) £ * p - " - + * p - ^ = W l - ™ | . . . (]c--)(k~l)! lim ( \ + f )PAPX. 

Dar, pentru w impar : 

m—1 
-m+1 m+1 

Eos P'-P» = ( ~ X ) ' a , — î 8(s) 

w ~ f r-(-=.)[A| 

* vezi observaţia de la pag. 479 
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în care A este discriminantul formei pătratice P . Prin urmare, în 
cazul spaţiului cu un număr impar de dimensiuni, distribuţia 

este o soluţie fundamentală a ecuaţiei (1). 
Dacă dimensiunea m a spaţiului este un număr par, şi l > — i 

obţinem din (4), pentru X = 

9 

» 4 * ( - l ) ^ 1 ( ^ ^ l ) ! ( * - ^ ) u f c - l ) l l t o f x 4 - ~ ) V j a 

Dar în spaţiul cu im număr m par de dimensiuni avem : 

X 4 - — 1 
2 j 

-l — m m 
9 x +—| i*P - ^ 1 } / * n- m-m |A| 

Prin urmare, în cazul spaţiului cu un număr par de dimensiani 
fvyy 

m şi pentru k > —- distribuţia 
2 

2»-2*rf~,j|A| 
(7) x « \JL± P~-*p-T 

este o soluţie fundamentală a ecuaţiei (4). Afirmaţia a fost demon
strată. 
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Să considerăm acum cazul exceptat, anume atunci cînd dimensiu

nea «paliului este un număr par şi h < - - . După cum s-a arătat la 
7)1 

pct. 7, distribuţia i""-'Ij1' are în acest caz, pentru X — \t — - un 
pol simplu şi 

(S) Ees px+*i*=-- M.=±ţ- ^f-*-1'""-^?); 
*-n—-"- — -7e - l ! - - - ! ! 

înmulţind ambii membri ai egalităţii (4) cu 21 X -f-~ - j şi trecînd ( » + f ) * 
TO apoi la limită pentru X-> —--•-, obţinem 
-> 

2*1-1)! I*»(T-*-1- f - 0 ( P ) „ 

r- t - i ) , (v- 1 ) ' 
= 2»« (.1 - ;" ) ....(* ~^-)(ft - D! Km (x + -^)Vp* = 

= 2»" fi -*)...(* W % - D ' - ( ' f - f ™ ^ ^ ) . . 
I -=i l 2j r , ^ j | A | 

Astfel, în cazul de excepţie, adică atunci cînd m-dimensiunea spaţiului-
este nară si h < — soluţia fundamentală a ecuaţiei (1) este o dis-

2 
U'ibuţie concentrată pe suprafaţa P = 0 : 

( 9 ) j£ _- \ _£>. _± Liii â^ ^ * ' (P). 
^ " - ' ( ^ - 1 ) ! 
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Observaţie- Consideraţii analoage permit uşor obţinerea soluţiei 
fundamentale a ecuaţiei: 

unde L — 5 ] ^ — — - > £ •==. Etf̂ -*—-— ' fc, £ *» 1, 2, . . . Lăsăm 

aceasta în seama cititorului. 
9. Studiul distribuţiei GlG{i (cazul general). Fie ©(%, . . ., sm) o 

funcţie analitică întreagă. Considerăm distribuţia G7ffi : 

(1) {GfW, 9) - (jJ[G^mz)f(0) dsdi 

ca funcţie analitică de X, \x. Cazul cel mai simplu, cînd suprafaţa G = 0 
nu are puncte singulare, a fost deja considerat (v. pct. 2). Vom con
sidera acum cazul cînd suportul G = 0 poate avea puncte singulare. 

Nu vom cerceta cazul cînd G{z) = 0 este arbitrar, ci ne vom 
restxlnge la cazul important cînd suprafaţa respectivă constă numai 
din puncte reductibile. Definiţia unui punct reductibil pe o suprafaţă 
analitică este analoagă celei din caziilreal (v. cap. III) . 

Vom spune că variabilele ^ =*/iOi,. • -,sm),.. • ,lm = / , ( * « . . .,*„) 
constituie un sistem local de coordonate într-o vecinătate Z7 a 
punctului M, dacă sînt îndeplinite următoarele condiţii; 

1) Funcţiile /<(#) sînt analitice în vecinătatea punctului W. 
2) Jaeobianul - - ^ nu se anulează în vecinătatea !7. 

3) Punctul N corespunde lui £x — . . . = £m , = 0. 
Vom spune că funcţia G{z) este echivalentă unei funcţii omogene 

în vecinătatea punctului M, dacă în această vecinătate există un 
sistem local de coordonate £1? . . . , Z,m faţă de care funcţia G devine 
o funcţie omogenă (un polinom). Convenim să alegem astfel aceste 
coordonate ea funcţia G să depindă de cel mai mic număr posibil de 
variabile. Acest număr de variabile îl numim ordinul punctului M. 

Este limpede că noţiunea de funcţie echivalentă cu una omogenă 
se poate introduce şi în cazul funcţiilor ce nu sînt definite pe întreg 
spaţiul complex, ci sînt definite pe orice suprafaţă analitică. 

Definiţia punctelor reductibile ale unei suprafeţe se face induc
tiv, după dimensiunea suprafeţei. Această definiţie este cu caracter 
local. Cu alte cuvinte, definiţia unui punct reductibil este legată doar 
de varietatea analitică considerată şi de o vecinătate orieît de mică 
a punctului. 
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Să presupunem deci că definiţia punctelor reductibile pentru 
spaţii (sau pe varietăţi analitice) do dimensiune inferioară lui m este 
deja dată. Vom numi punctul M al suprafeţei G{zx, . . .,zm)=0 re
ductibil, dacă există o vecinătate suficient de mică U a punctului 
M, astfel încît să fie verificate următoarele condiţii: 

1) Funcţia G este echivalentă în U unei funcţii omogene. 
2) Fie ţu ..., Cm coordonate pe U, în*care G este o funcţie omo

genă. Considerăm în U un element P de varietate analitică, cu pro
prietatea că orice dreaptă complexă (în sistemul de coordonate 
d, . . . , Cm) ce trece prin punctul M intersectează pe P în cel mult un 
punct. Atunci, intersecţia oricărui astfel de P cu suprafaţa G = 0 
trebuie să fie o varietate ale cărei puncte să fie toate reductibile pe P . 

Introducem în vecinătatea punctului reductibil M al varietăţii 
G — o coordonate locale Cu • • ••, Cm, m care funcţia G devine omogenă 
cu grad de omogenitate k, depinzând de n < m variabile complexe. 
Vom spune că în acest caz punctul M este de ordinul n şi de grad k. 

Atribuim astfel fiecărui punct al varietăţii G ~ 0 două numere 
naturale, ordinul n şi gradulft. în particular, dacă pe suprafaţa (7 — 0 
derivatele - - nu se anulează simultan, atunci fiecare punct al 

dz( 
acestei suprafeţe va fi de ordinul 1 şi de grad 1. într-adevăr, în vecină
tatea unui astfel de punct se poate alege drept una din noile coordonate 
chiar pe G. 

Studiem acum singularităţile lui G^G^, considerată ca funcţie de 
X, p. în cazul în care toate punctele suprafeţei G — 0 sînt reductibile. 

Pentru a simplifica, presupunem că <?(%, . . ., zn) este un polinom. 
Este adevărată următoarea afirmaţie, pe care o dăm fără demonstraţie. 

Dacă G(zx, . . ., zn) este un polinom şi varietatea G — 0 constă 
din puncte reductibile, atunci această varietate se poate descompune 
într-un număr finit de componente conexe, fiecare din acestea fiind for
mate din puncte de acelaşi ordin şi de acelaşi grad. 

Teoremă. Fie G{z) un polimon cu proprietatea că toate punctele 
varietăţii G(z) = 0 sînt reductibile. Atunci distribuţia GhG^ este 
o funcţie meromorfă de X, \>. *. Polii săi se găsesc într-un număr finit 
de şiruri. Anume, fiecărei componente conexe a lui lui G = 0, constînd 
din puncte de ordin n şi de grad Tt îi corespunde o mulţime de poli ai 
funcţionalei Gl& situaţi în punctele 

(2) {y,^) == (-L±JL, _ - L ± ! } , p,q=0,l,^,...,l-ix~ întreg. 
\ K Ic J 

* Reamintim^ că numerele X, [x nu sînt arbitrare, diferenţa lor fiind un întreg. Teo
rema afirma că CMi^ este o funcţie meromorfă de 7. -f y., pentru orice, valoare fixată a lui 
A - [J.. 
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Dacă există, două, trei sau mai multe şiruri de componente conexe ale 
lui G, incidente fiecare cu fiecare, şi constînd din puncte de ordine dife
rite, iar (Aa, fjtp) aparţine la două, trei sau mai multe şiruri (2), ce 
corespund • acestor componente, atunci în punctul (A0, \x0) distribuţia 
G'XGA are un pol de ordinul 2, de ordinul 3, respectiv de ordin mai mare. 

Demonstraţia acestei teoreme constă în esenţă în repetarea de
monstraţiei teoremei corespunzătoare din cazul real (v.. cap. I I I , 
§ 4). Din acest motiv o vom schiţa doar, oiniţînd anumite detalii. 

Presupunem că cunoaştem deja polii în raport cu X -4- jx ai inter 
gralei 

(1) (G^, 9) = 1~X\G\Z)G»{Z)9{Z) ds di, 

ce apar datorită punctelor de ordin inferior lui m. Este atunci suficient 
de a studia integrala luată într-o vecinătate oricît de mică a unui 
punct M de ordinul m. î n vecinătatea lui M- există un sistem de 
coordonate în care G devine un polinom omogen de grad k în m variai-
bile. Fără a micşora generalitatea, putem presupune că G(z) este el 
însuşi un polinom omogen în a (eu z — 0 în punctul M). 

Trecînd în (1) la coordonate polare generalizate (v. pct. 5) ob
ţinem : 

(GH1*, <p)== E ~~^\nGH*z)G<J(xz)9(az)^~r*m^ 
vi 

(3) 
.(w-i)a+i r 

; =S- - -2Sr i -^^ )^ (» )<D^( a r )coS , 

unde s-a notat 

(4) ®x,M = — [ a^+m-1ăxt i+m-1
9(a0)da dâ. 

Integralele din (3) sînt calculate pe porţiuni I \ de suprafeţe analitice, 
ce nu taie decît cel mult într-un singur punct orice dreaptă complexă 
ce trece prin punctul M. 

Integralele (3) şi (4) converg pentru Ee(X -|- \i) > 0, iar pentru 
Be(X + [-<•)< 0 ele trebuie înţelese ca obţinute prin prelungire ana
litică în raport cu X + y- Să găsim pentru început singularităţile 
integralei ®\itx(z), considerată ca funcţie analitică de X, y.. Pentru că, 
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dacă 0 # O, funcţia <p(«s) ce figurează sub integrală este infinit deri
vabilă în raport cu a şi cu suport compact, putem conchide, pe baza 
pct. 2, că singurele singularităţi ale integralei <S>^ ^(z) sînt poli simpli 
în punctele (X, tf = (~ -»±£ . , _ -*±1-V* * , 9 « 0 ,1 ,2 , . . . 

\ & K J 
. . . (X — (Aîntreg). 

Este evident, că, dacă (X,fi) nu aparţine acestui şir, atunci 0^(8) 
este o funcţie omogenă de z, continuă şi infinit derivabilă peste tot, 
eu excepţia originii. 

Să găsim acum singularităţile integralei 

i 

Pentru aceasta introducem funcţionala ajutătoare 

.(m-i)« r 

Este evident că pentru X' — X, fi' = fi, integrala (6) se reduce la inte
grala (3) şi este deci suficient de a studia singularităţile funcţionalei 
^.n;-x'.n'[<p] *• 

Punctele singulare ale lui Ix.n;vn' în raport cu (X', fi') au fost 
găsite mai înainte. Ele sînt punctele (X', n') = f - w + y , _ J Î ± 3 ) , 

V & A / 
p, q — 0,1,2, . . . Punctele singulare ale lui I în raport cu 
(*» !̂ ) pot fi generate doar de acele puncte ale suprafeţei T< în care 
G{z) = 0. Prin ipoteză aceste puncte sînt reductibile şi de ordin cel 
mult m — 1. Prin urmare, în virtutea ipotezei de inducţie, cunoaş
tem polii funcţiei I , considerată ca funcţie de (X, fi), precum si multi-
plicităţile lor. 

S-a arătat astfel că integrala (2) are, în afara polilor în (X, (x) 
generaţi de punctele de ordin inferior lui n, şi alţi poli în punctele 

(X, fi) = l —£-, k f P ' 5 = = 0 ' 1 ' 3 ' - - -

* Această metodă, bazată pe „splitarea" variabilelor a fost utilizată în cap. III 
§ 4.4 pentru a dovedi teoreme analoage ta cazul real. 
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Eămîne de demonstrat afirmaţia teoremei în legătură cu multi
plicitatea polilor lui CP&. Această afirmaţie rezultă direct din ob
servaţia următoare *. 

Dacă Ix.da'.u', considerată ca funcţie de (X, fi) are în (X, fi) = 
= (*o> Po) uit pol de ordin j , iar considerată ca funcţie de X', fi' 
are în (X', fi'). == (X0, fi0) un pol de ordin j ' , atunci Ix,n;:x,w are în 
(X, fi) = (X0, fx0) un pol de ordin cel mult j +j'. 

Am lămurit deci natura singularităţilor distribuţiei G^Ct* în 
cazul în care G(z) este un polinom cu proprietatea că toate punctele 
suprafeţei G = 0 sînt reductibile. 

în general, teorema demonstrată nu este adevărată dacă G(z) este 
o funcţie întreagă arbitrară, astfel încît toate punctele suprafeţei 
G = 0 să fie reductibile. 

Totuşi, repetînd argumentele de mai înainte se poate uşor arăta, 
că dacă G(z) este o funcţie analitică întreagă, atunci are loc o aser
ţiune mai slabă. Anume, orice punct singular al distribuţiei Gx& 

( V T \ 
_ . _ i . , 1 ] , unde fu r2, Jt 

fc k } 
sînt numere naturale. î n particular, în punctele X = — 1, —2, . . . 
pt = 0 distribuţia G^ va fi regulată. 

Deci, ăacăG este o funcţie analitică întreagă, cu proprietatea că 
toate punctele suprafeţei G = 0 sînt reductibile, există atunci distribu
ţia G~". Această distribuţie se defineşte ca fiind valoarea funcţionalei 

(Gf*#S <p) = (~Ţ ( ^ ( ^ ( 0 ) 9 ( 0 ) dsdă 

pentru X — —Jc, fi = 0. 
Observaţie. î n locul unei funcţii analitice G(z) se poate considera 

de asemenea o funcţie arbitrară, continuă şi infinit derivabilă în 
raport cu z şi z. î n acest caz, definiţia unei funcţii echivalente cu una 
omogenă se schimbă întrucîtva. Anume, noile variabile pentru care 
funcţia G devine omogenă pot fi funcţii indefinit derivabile (şi nu 
neapărat analitice) în vechile variabile. 

Dacă G(z) este un polinom în z şi g astfel ca toate punctele varie
tăţii G(z) = 0 să fie reductibile, atunci pentru distribuţia G^Gr* are 
loc o teoremă analoagă celei demonstrate mai sus. (]S"u vom da enun
ţul precis al acestei teoreme). 

10. Distribuţii ce corespund funcţiilor meromorfe de m variabile 
complexe. Fie dată o funcţie meromorfă f(z), z = (zv..., zm), adică 
o astfel de funcţie încît într-o vecinătate suficient de mică a oricărui 

* Un raţionament analog s-a făcut la pag. 384 
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punct să poată fi reprezentată sub forma f(s)'=^^\ ca raport a 
ff(*0 doua, funcţii analitice în acea vecinătate. 

Arătăm că funcţiei f(z) putem să-i facem să corespundă o distribuţie 
F(-z): Este firesc să cerem ca distribuţia F(z) să verifice următoarea 
condiţie : dacă f(z) — --^- într-o vecinătate (închisă) L7, în care 

p{z), q(si) sînt analitice, atunci pentru orice funcţie test 9(2), cu su
portul conţinut în U,. să aibă loc egalitatea 

(1) (F, qco) - ( {•Y[p(z)<?(z) cbdi. i~\ \'P (*)?(* 

Vom arăta .că o astfel de distribuţie .F(s), verificind condiţia (1) 
există întotdeauna. Să remarcăm că distribuţia F(«) este definită 
de condiţia (1) cu aproximaţia unui termen Fv ce verifică condiţia 

(2) (Fvq9) = 0, 

pentru orice funcţie 9 cu suport compact conţinut în U. Este clar 
că o astfel de funcţie va fi concentrată pe mulţimea punctelor sin
gulare ale funcţiei f{z). 

Să trecem la construcţia distribuţiei F(z). Pentru început con
struim distribuţia FL, pe subspaţiul funcţiilor test 9(0) avînd suportul 
conţinut într-o vecinătate suficient de mică U a punctului dat z0. 

Eeprezentăm funcţia / s u b forma unui raport 

2o(*0 
a două funcţii analitice în II. Oonsiderînd o derivată, de ordin suficient 
de mare a funcţiei q0{s) în raport cu z, obţinem o funcţie analitică 

îi(») = -jrt—~~Z*ln~' & = &i + • • • +km, 
VZ\ . . . O^m 

care să nu aibă zerouri în U (vecinătatea U se presupune suficient de 
mică). Distribuţia Fv, este dată pe spaţiul funcţiilor test 9(0) avînd 
suportul conţinut în U, de integrala convergentă 

m 1 * • * U'tvţţ J<Hm 
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Cu ajutorul distribuţiilor Fv construim acum funcţionala F pe întreg 
spaţiul funcţiilor test. Pentru aceasta, ataşăm fiecărui punct zg o 
vecinătate suficient de mică U. Apoi, din familia acestor vecinătăţi 
alegem o acoperire local finită a întregului spaţiu *. 
Fie Ui, U2, . . . , Un,... această acoperire. Luăm apoi o partiţie a 
unităţii 

1 = Eflr«(*0 
• = i 

cu funcţii infinit derivabile gt(si), suportul fiecărei g((m) fiind inclus 
în vecinătatea U, **. 

Atunci, orice funcţie test 9(0) se poate scrie sub forma unei sume 
de funcţii, fiecare avînd suportul într-o vecinătate Ut, 

co 

(Eemarcăm că pentru orice funcţie cu suport compact 9(0), această 
sumă conţine doar un număr finit de termeni nenuli). 

Definim distribuţia F{z) cu ajutorul formulei 
00 

(F, 9) = £ (FV(, m)-
» = i 

Este clar că funcţionala F este continuă. Să arătăm că verifică şi 
condiţia (2). într-adevăr, fie 

într-o vecinătate (închisă) U, p(z) şi q(z) fiind funcţii analitice în U. 
Fie 9(0) o funcţie test avînd suportul conţinut în U. Atunci, din 
definiţia funcţiei Fv. (formula (3)), integrînd prin părţi, şi simplifi-
cînd cu q(z) obţinem 

(FV{, q.9<Ji) = f y j U(»)qW d0 di. 

Sumînd aceste egalităţi după i, găsim 

adică ceea ce trebuia demonstrat. 

* Adică orice compact intersectează doar un număr finit de vecinătăţi din acoperire. 
** Construcţia unei partiţii de acest tel a fost dată în Anexa 1, cap. I. 
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ANEXA 5 

MEROMORFIA FUNCŢIEI PK 

ele I. N. Bei'nstein şi S. I. Gelfand * 

în această notă se rezolvă următoarea problemă : 
Fie P(xv . . . , xn) un polinom cu coeficienţi reali, <p(x) o funcţie test 
pe R" (adică o funcţie indefinit derivabilă cu suport compact). Consi
derăm integrala 

I(X)\=:[\P(x)Mx)ăx1... &*«• 

Integrala converge absolut pentru EeX > 0 şi este o funcţie analitică 
de X. Trebuie demonstrat că I(X) se prelungeşte în întreg planul com
plex ca o funcţie meromtirfă de X. Această problemă, a fost pusă de 
I. M. Gelfand la Congresul de la Amsterdam. Ea a fost rezolvată 
pentru diferte clase de polinoame (v, [1]). I. M. Gelfand a 
exprimat presupunerea că s-ar putea obţine soluţia acestei 
probleme pentru un polinom arbitrar utilizînd rezultatele lui 
H. Hironaka privind rezoluţia singularităţilor. Şi într-adevăr, 
aşa cum se arată în această notă, soluţia problemei referitoare la 
Px rezultă uşor din rezultatele lucrării [2]** (Metode analoage sînt 
folosite în [1], Cap. 3, § 4). 

Fie X o varietate algebrică de dimensiune n, dată de ecuaţii eu 
coeficienţi reali, XR, respectiv Xc mulţimea punctelor sale reale, res
pectiv complexe. 

în cele ce urmează vom presupune Xc nesingulară şi ireductibilă, 
XR nevidă. Vom numi funcţie regulată orice funcţie raţională P pe 
X cu coeficienţi reali, cu proprietatea că P osie regulată pe Xc. 
Mulţimea zerourilor unei astfel de funcţii o vom nota Z(P) • Z(P) « 

Lama 1. Dacă P este o funcţie regulată pe X, atunci există o 
varietate X şi o aplicaţie dată de funcţii cu coeficienţi reali, n • X->X", 
astfel încît să fie îndeplinite următoarele condiţii: 

1. Te este nesingulară, ireductibilă. 
2. TI este o aplicaţie proprie, adică imaginea inversă a oricărui 

compact este compactă. 
> 

* Această notă a fost publicată In Funcţionabili analiz i ego prilojenoe, t. 3, nr. 1. 1969,. pag. 84-85. 
** O demonstraţie similară a fost obţinută independent de M. Atiyali in[3] (Nota trad-)f 
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3. în afara, zerourilor polinomului P , TT este un izomorfism : 
7t: Xt\Z{P) => Xt\Z{P), unde P = rt*(P). 

- A 

4. Pentru orice punct x e Xc există funcţii raţionale cu coefi
cienţii reali yv y2, ... ., y„ şi Q, astfel ca 

a) y:(x) =, . . . = yn{x) = 0, Q(x) ¥> 0 ; 
b) diferenţialele ăyv . •., ăyn sînt liniar independente în punctul 

x (adică yv . , . , y , sînt parametri locali în jurul punctului x); 
c) P — y\i, . . . , y"n

n. Q unde alfaz, . . ., an sînt întregi nenegativi. 
Aceasta rezultă din rezultatele lui H. Hironaka (v. [2], Cap. 0, 
§ o., corolarul 3). 

Le'ma 2. Fie (?(xlf . . . , xn, y.) o funcţie test pe W fiind o funcţie 
meromorfă de parametrul [i. Atunci funcţia 

I(\, ..:, x„, \t)==y JTJ |Xl . . . ! x\\<?(x, ii,)do?1 . . . dxn 

&* 
se prelungeşte analitic pentru toate valorile XD . . ., X„ ca funcţie me
romorfă de X1( . . . , Xn, (i, şi polii săi diferiţi de polii care sînt deja poli 
ai funcţiei <p(pO pot fi situaţi doar pe hiperplane de forma X, -f- s = 0, 
unde * sînt numere naturale impare. 

Această afirmaţie se reduce prin integrări repetate la cazul n = 1, 
care a fost considerat în fi], Capit. 1, §3 . 

Teorema 1. Fie X o varietate, P o funcţie regulată pe X, co o 
forma diferenţială regulată de grad maxim pe X (adică o formă dată 
pe numerele reale şi regulată pe Xc), 9 o funcţie test pe XR. Fie forma 
co uodegenerată pe X C \£ (P) . Atunci integrala I( X) = I(X, P , 9, w ; X) = 

=*'l \P\x(p(x)\to\, definită pentru EeX > 0 , se prelungeşte ana-
x 

litic ca funcţie rueromorfă de X în întreg planul complex, iar polii 
săi aparţin unui număr finit de progresii aritmetice de forma 
aX -f b .4- 8 = 0, unde a > 0, b > 0 sînt întregi fixaţi, s parcurge toate 
numerele naturale impare (aici [ <o | este măsura pe XR corespunză
toare formei o»; de exemplu pe dreaptă formei xdx îi corespunde 
măsura \x\ dx). 

Demonstraţie. Conform lemei 1 găsim aplicaţia n: X - » X . 
Notăm P = TC*(P), 9 = n*(<p), w = Tt*(ep). Atunci, după cum se constată 
uşor X, P, 9, S> verifică condiţiile teoremei şi I(X, P , P , 9;-coX) =± 
±a I(X, P%9, &; ^)- De aceea este suficient de a demonstra 
teorema pentru X. Fie x e XR. Considerăm parametrii locali yx.. .y„, 



amintiţi îu Ierna 1. Atunci, într-o anumită vecinătate a punctului x 
P = y^ ... yl".Q Şi & = Sfflây!. '..6yn. Aşadar, cum 8{y) = 0 doar 
pe Z(P), din teorema zerourilor a lui Hilbert rezultă existenţa unui 
N, astfel încît j>* să se di vidă la 8(y). înseamnă că S(y)= y\l .. '. yn

n. Q 
cu Qi(x) =£ 0. Cu ajutorul partiţiei unităţii putem reprezenta pe 
V~ H ? » u n d e suportul fiecărei funcţii cp, este concentrat într-o veci
nătate suficient de mică U a unui anumit punct w}, astfel ca a) <%) si 
Qi(y) să nu se anuleze pe U; b) ^ . . . y„ să dea un izomorfism al lui 
tf cu un anumit domeniu în R»(yi, y„ . . . , yn, Q Q depind de 
punctul CC}). Atunci, 

hW =\\Y^^... |y ,h+»»|« | x |9 1 | (p ;dy 1 .... dyB • 
o?» 

şi teorema rezultă din lema 2. 
Teorema 2. Fie X o varietate, P}, ...,Pk funcţii regulate pe Z , 

w — o formă regulată, cp o funcţie test pe ZH . Atunci, integrala 

i(\---,^)=[\P1\Xl ... |P,|x*cp-M 

se prelungeşte ca o funcţie meromorfă în întreg spaţiul variabilelor 
complexe X1? . . . , \k; polii săi pot fi răspîndiţi pe un'număr finit de 
serii de liiperplane de -forma a^ -f- . . . + afcxt •[- ft -4- s = 0, a, . . 
. . . , «j;, & numere întregi nenegative fixate, s parcurgînd toate nume
rele naturale impare. 

Demonstraţia este analoagă demonstraţiei teoremei 1. Trebuie, 
folosind o partiţie a unităţii, să ne reducem la o vecinătate afină U, 
pe care w = 8(y)6y1 ... 6yn (di/, . . . 6y — nedegenerată) si apoi 
să aplicăm lema 1 funcţiei P = Px ... Pk8. 

Observaţia 1. Această teoremă se generalizează uşor la cazul în 
care Pv ,.., Pk sînt funcţii raţionale arbitrare. 

Observaţia 2. Teoreme analoage se pot demonstra pe varietăţi 
peste orice corp local compact. 

Autorii mulţumesc lui I. M. Gelfand pentru interesul acordat 
lucrării. 
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ANEXA G 

UNELE ASPECTE ALE DEZVOLTĂRII T E O R I E I FUNCŢIILOR 
GENERALIZATE 

de G. Gussi 

Introducere 
Avînd în vedere că au trecut mai bine de 20 de ani de la apariţia 

tratatului Iu i I.M. Gelfand şi al colaboratorilor săi privind funcţiile gene
ralizate, este firesc să încercăm a arăta unele dintre progresele cele 
mai semnificative ale teoriei în perioada ce a trecut de atunci. Vom 
indica, dind definiţii şi unele enunţuri precise, dar fără demonstraţii, a 
ceea ce ni se pare că este indispensabil pentru a aborda aspecte con
temporane alo cercetării matematice în acest domeniu, trimiţînd citi
torul interesat la o bibliografie (selectivă) pentru demonstraţii şi 
dezvoltări ulterioare. Pentru a nu lungi excesiv această anexă nu vom 
indica decît în trecere aplicaţiile cele mai importante. 

în evoluţia, teoriei funcţiilor generalizate putem distinge două 
aspecte principale (care — dealtfel — nu au fost independente, după 
cum se va vedea). Unul dintre acestea constă în încercare iniţiată 
cu succes de Gelfand şi Şilov în [0] şi dezvoltată în detaliu în volu
mele i i şi I I I ale tratatului, de-a introduce clase cît mai largi de 
funcţii generalizate, bine adaptate problemelor ce intervin în mod 
natural în diferite domenii ale matematicii, in special în studiul ope
ratorilor diferenţiali şi în teoria reprezentării grupurilor. 

A doua direcţie constă în studiul cît mai amănunţit al distribu
ţiilor, sau al unor clase importante de distribuţii, direcţie ce a căpă
tai o mare amploare odată cu degajarea conceptului de spectru sin
gular (sau front de undă) alunei distribuţii (sau al unei liiperfunc/ţii) şi 
care a condus la ceea ce se numeşte astăzi analiză microlocală. Au 
apărut cu această ocazie aspecte geometrice importante. 

Anexai de faţă este alcătuită din 5 paragrafe : 1. Ultradistribu-
ţiile (în care se definesc clase importante defuncţii generalizate şi se 
dau unele rezultate). 2. Introducere în teoria hiper'funcţiilor în care se 
indică, principalele definiţii şi unele rezultate legate de cea mai largă 
clasă de funcţii generalizate localizabile (care cuprinde în particular 
clasele de ultradistribuţii introduse de Koumieu, Beurling, Komatsu, 
dar care necesită argumente coomologice şi utilizarea unor rezultate 
adinei din teoria funcţiilor analitice de mai multe variabile). 3. 
Microlocalisarea introduce spectrul singular al unei distribuţii şi 
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respectiv al unei hiperfuncţii şi conţine unele exemple importante. 
în sfîrşit, în §4. se indică alte dezvoltări, ia în §5 unele comentarii şi 
indicaţii bibliografice. 

Această rapidă trecere în revistă va sublinia însă şi actualitatea 
volumului lui Gelfand şi Şilov, ca o excelentă introducere. Se va vedea 
dealtfel, influenţa puternică pe care ideile lui I. M. Gelfand au avut-o 
în dezvoltarea ulterioară a teoriei. 

1. Ultradistribuţii şi alte clase de funcţii generalizate 
După cum se ştie, I . M. Gelfand şi G. E . ŞHov au aplicat con

secvent următoarea idee : fiecărei probleme specifice îi corespunde o 
clasă anume de „funcţii generalizate", acestea fiind prin definiţie 
elemente ale dualului W al unui ,,spaţiu fundamental"; prin spaţiu 
fundamental înţelegîndu-se un spaţiu vectorial topologic, ale cărui 
elemente, „funcţiile fundamentale" sau în terminologia actuală, func
ţiile test, să fie funcţii indefinit derivabile definite pe un deschis din 
tRa şi care să verifice următoarele două condiţii: 

1°. Să fie un spaţiu numărabil normat sau limită inductivă de 
astfel de spaţii. 

2°. Convergenţa unui şir c?v(%) în topologia spaţiului fundamental 
respectiv să implice convergenţa punctuală a şirului de funcţii {%(%)} 
pe mulţimea deschisă pe care acestea sînt definite. Din motive teh
nice, condiţia 1° trebuie cîteodată slăbită. 

Terminologia actualmente folosită este cea de ultradistribuţie. 
Este evident că pentru a putea dezvolta o teorie asemănătoare cu 
cea a distribuţiilor, trebuie impuse spaţiului de funcţii test o serie 
de condiţii naturale, în primul rînd de a fi invariant la operaţia de 
dei'ivare aceasta din urmă fiind continuă în topologia considerată. 
Condiţiile se pot exprima precis astfel (Schapira [50]), TJn subspaţiu 
vectorial ®*(0) al lui Cf(Q.) va fi un ultra-subspaţiu, dacă 

1) S*' & {()}, 
2) ®* este un ideal al algebrei de convoluţie £, 
3) ®* este o algebră faţă de înmulţire, 
4) Pentru orice <p 6 ©*, conjugata ,q> şi <px(<») = <p(Xa?) aparţin 

încă lui ®* ; să remarcăm că 2) implică şi stabilitatea faţă de derivare. 
Schapira arată că pe un ultraspaţiu există o unică topologie de 

spaţiu local convex făcînd continue operaţiile de convoluţie (de la 
$' x ®* ->®*) de înmulţire (de la ®* x § * -> •©*}, de conjugare, 
de omotetie şi care este „suficient de naturală". (Nu explicităm acea
stă ultimă aserţiune). Dualul (®*)' înzestrat cu topologia Mackey se 
va numi spaţiu de ultradistribuţii pe ii . 
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Se vede oă alegerea unui spaţiu ®* ce verifică condiţiile 
nu este banală; în particular, cerinţa ca @* <£ {0} poate ridica 
probleme delicate de analiză. 

î n anii '60, C. Eoumieu [43] şi A. Beurling [8] reuşesc să 
introducă spaţii interesante de ultradistribuţii. O prezentare mai gene
rală, oare cup'rinde atît clasa lui Eoumieu cît şi cea a lui Beurling 
a fost dată de H. Komatsu [31]. î n continuare urmînd îndeaproape 
[31], vom defini aceste ultradistribuţii. Dar înainte de aceasta să 
remarcăm că, încă din 1958, M. Sato, bazîndu-sepe idei complet dife
rite, introducea noţiunea cea mai generală de funcţie generalizată 
localizabilă) anume noţiunea de hiperfuncţie, ce cuprinde drept 

cazuri particulare ultradistribuţiile lui Komatsu (şi deci şi cele ale 
lui Eoumieu, şi Beurling). 

Explicaţia faptului că, deşi avînd o noţiune extrem de generală 
ca cea de hiperfuncţie, se studiază astăzi diferite clase de ultradis
tribuţii (deci cazuri'particulare de hiperfuncţii) este de natură teh
nică. In toate cazurile cunoscute de ultradistribuţii se poate lucra cu 
transformata Fourier, eventual cu transformata Fourier-Laplace, şi 
există analoage ale teoremei lui Paley-Wiener, ceea ce permite utili
zarea metodelor analizei armonice, lucru ce nu este posibil în general 
pentru hiperfuncţii. De asemenea se pot utiliza metode de spaţii 
vectoriale topologice. 

Fie a un deschis în jRn, fe <7°°((i). Dacă {Mp} p == 0 ,1 ,2 , . . . este 
un şir de numere pozitive, / se zice ultradiferenţiabilâ de clasă {Mp}, 
daca pentru orice compact KcQ., există constantele C şi h astfel 
încî t : 

(*)sup | |D*/| |<C*WJfw , | a | = 0 , 1 , 2 , . . . 
E 

Daoă (*) are loc pentru orice h vom zice că / este de clasă (Mv), 
iar dacă (*) are loc pentru un h > 0, / va fi de clasă {Mp}, î n eeea 
ce priveşte şirul {Mv}, se impun următoarele condiţii: 

1° Ml*£MP-xMv+tf> = 1, 2, . . . (convexitate logaritmică) 
2° (3) constantele A şi H astfel încît, 

MP ss A Hp min MtMp.„ p = 0 ,1 , 2, . . . 

3° (3) o constantă A astfel încît, 

£ f J t i . K A P . — £ . , 
M9 MP+1 
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Cîteodată se înlocuiesc condiţiile 2° şi 8° cu 

(2°)' MP+1 < AHp MP, 

Să remarcăm că şirul MP — (p !)s, cu s > 1 corespunde claselor Gervey 
şi verifică această condiţie. 

Condiţia. 2° asigură stabilitate faţă de acţiunea operatorilor ultra-
diferenţiali, iar 3° este o condiţie tare de necvasi-analiticitate. 

Condiţia (2°)', asigură stabilitatea faţă de acţiunea operatorilor 
diferenţiali, iar (3°), este condiţia uzuală Denjoy-Carleman-Mandel-
brojt. 

Notăm cu f̂ w">(Q) (respectiv &{Mpi(Q) spaţiul tuturor funcţiilor 
ultradiferenţiabile de clasă (Mp) (respectiv {MP}), iar cu ®{Mp)(Q) (res
pectiv @>lit*\a)) subspaţiul lui §(Mp)(Q) (respectiv al. lui %{Mp){D.) al 
funcţiilor cu suport compact. 

Condiţiile 1° şi 3", ne asigură că există suficiente funcţii cu 
suport compact în &{Mp)(Q), respectiv în &{Mp) (A), deci în particular 
căc3)(,Wp)(0) şiă)<M*}(0) nu sînt triviale, acest lucru rezultînd dintr-o 
teoremă clasică a lui Denjoy-Carleman-Mardelbrojt. 

Pe spaţiile ®(Mp)(Q.) şi ®lMp}(Q.) se introduc topologii naturale şi 
se poate arăta că ®iMp)(Q) este un dual de spaţii Freehet-Schwartz 
(şi deci în acest caz condiţia impusă de (ielfand-Şilov de a fi limită 
inductivă de spaţii număratul normate mi mai este îndeplinită), iar 
§){Mp)(Q,) este o limită inductivă de spaţii Freehet-Schwartz. 

Putem considera dualelc ®(Mpî'(Q), respectiv ă)<4f»''(fl), care 
vor fi numite spaţiile de ultradistribuţii de clasă {Mp}, respectiv(Mp). 
®{M"\£l) este exact spaţiul introdus de Roumieu, iar dacă MP este 
şirul Gervey, ®iMp]'(Q.) este spaţiul introdus de Beurling. 

Spaţiile respective de funcţii test avînd partiţii ale unităţii subor
donate oricărei acoperiri deschise, se poate dezvolta teoria în mod 
asemănător cu cea a lui Schwartz. 

în particular, asocierea O H> ®(AW(Q) (respectiv £2 H* @(M^'(0)) 
defineşte un fascicol moale, pentru care înmulţirea eu o funcţie din 
S(M^(0), respectiv din §( tp) (12), defineşte un morfism de fascicole. 

Dacă şirul (Mv) verifică (2°)', orice operator diferenţial de ordin 
finit eu coeficient ii în §>lMp\Q.), respectiv în ®[Mp) (O), dă naştere unui 
morfism de fascicole. 
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Daca (MP) verifică (2°)', atunci orice operator de ordin infinit 
co 

P(D) = £ «a!>a,aicăruicoeficientverifică|aa |<CfI/ ia)/-^r |a|)|aJ=0)lv 
[«1=0 

(operator ultradiferenţial) defineşte un morfism de fascicole. Se pot 
da teoreme de structură pentru aceste ultradistribuţii. Anume : 

1 ° / este o ultradistribuţie de clasă (Mp) (respectiv {MP}) într-un 
deschis £2 dacă şi numai dacă pentru orice deschis G relativ compact 
în O, / se poate reprezenta sub forma 

00 

./' - £ v%, 
|a|=0 

cu /„ măsuri pe G (respectiv pe O) verificînd, pentru un L şi C 

\\MC*GY<-CLWIM\*\, l«l = 0 , 1 , 2 , . . . 

(respectiv pentru orice L > 0 şi un anume C). 
2° f este o ultradistribuţie de clasă (MP) (respectiv {Mv}) dacă 

şi numai dacă pentru orice deschis G relativ compact în Q. şi convex 
există un operator ultradiferenţial P(-D) de clasă (MP) (respectiv {Mp}) 
şi o măsură g pe 67, astfel că 

(A se compara acest ultim rezultat cu reprezentarea uzuală a distri
buţiilor ca derivate de funcţii continue). 

în sfîrşit, pentru (Mp) verificînd condiţiile 1°, (2°)' şi (3°)' se obţine 
teoreme de tip Paley—Wiener, câracterizînd funcţiile întregi ce sînt 
transformatele Fourier ale funcţiilor din ®{Mp) sau din ®WP) avînd 

' suportul într-un compact convex fixat. 
Cu aceste teoreme, după cum am mai spus, se dezvoltă o teorie 

analoagă celei uzuale, avînd aplicaţii mai ales în studiul singularită
ţilor soluţiilor ecuaţiilor diferenţiale liniare cu coeficienţi analitici. 

Iată acum o altă descriere a ultradistribuţiilor introduse de 
Beurling. Fie pentru aceasta o funcţie « : RM —> |R, continuă în origine 
şi verificînd condiţia 

0 = «(6) = lim w(a>) < <o(£ + TJ) < «(£) + cofo) (ii, >j e R"). 
B-.0 * 

Un caz particular interesant de astfel de funcţii este dat de 

G>(£) =f i ( |5 | ) cu Q : [0, 00)-*-R + , ^(0) = 0 

O crescătoare, continuă, concavă. 
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Spaţiul funcţiilor test (notat ©W(R") s« ®u) este mulţimea 
acelor cp e i1(.|R0), cu suportul compact, si astfel încît, pentru orice 
Â > 0 

IMk = \\f\\£ = [\9(Ş)\ e^M dţ < oo, 

unde, ca de obicei, <p este transformata Fourier a lui 9. 
Dacă £2 este un deschis în R", atunci se defineşte ®w(fl) ca 

lim © J 7 Q unde {ifv} este o exhausţiune cu compacţi a lui Q, iar 
V 

®JKV) desemnează subspaţiul lui ®w format din toate funcţiile test 
avind suportul în i£v, fiecare ®>a(Kv) fiind înzestrat în mod' natural 
cu o topologie de spaţiu Frechet. 

Dacă se alege «(£) = log (1 + \l\), este uşor de arătat (via 
teorema lui Paley-Wiener) că ©M coincide cu Cro°(RB). 

Dacă se alege co(£) — | 5| se poate constata că ®w este trivial, 
Dualul ®>'a este spaţiul ultradistribuţiilor lui Beurling. 
Echivalenţa celor două definiţii ale lui ©w rezultă din echivalenţa 

condiţiilor de creştere a derivatelor şi a condiţiilor de creştere Iii 
infinit a transformatelor Fourier a funcţiilor respective, 

Spaţiile considerate mai înainte erau obţinute prin dualitate şi 
paţiile corespunzătoare de funcţii test (sau în' terminologia lui Sehâ-
pira-Komatsu, ultrasubspaţiile respective) aveau proprietatea fun
damentală de a conţine funcţii cu suportul oricît de mic, şi, prin 
urmare, ultradistribuţiile considerate erau „localizabile". 

TJn spaţiu de natură diferită a fost introdus de N. Aronszajn [1] 
şi studiat de M. Baouendi [5], Ceea ce îl face interesant este faptul că în 
acest spaţiu se pot găsi soluţii ale ecuaţiei lui H. Lewy; ceea ce, după 
cum se ştie era imposibil în distribuţii şi chiar în hîperfuneţii. 

Fie deci E operatorul căldurii în spaţiul (n f 1) — dimensional, 

JIU — — y 
dt jtT) dxf 

Se notează cu &•„ •= d spaţiul soluţiilor analitice ale ecuaţiei căldurii 
în CBX(C+ = <E"f+\ unde<C+ —{*'e'c» Boic>0}. Spaţiul i i este în^ 
zestrat eu topologia convergenţei pe mulţimile compacte. Spaţiul 
dn este un subspaţiu închis al lui W(<E\+1) şi are o structură de spaţiu 
Freehet. 

Aplicaţia u >-> (u0, •%) (în care w0, ux sînt datele Cauchy iniţiale) 
ii0{x', t) = u{x', 0, /) iar ux{x', t) = - - - - ( » ' , 0, t), {x' e C""1) de la 

dx„ 
ăn la (I(C""1XC+))2 este un izomorfism topologie. Se poate arăta că. 
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dualul d'n se poate considera ca un subspaţiu al lui &(R") n 3C(C")Î 
deci spaţiul funcţiilor test ar fi un subspaţiu al spaţiului funcţiilor 
întregi (căci dn este reflexiv, Montei şi deci dn = (d'J). Interpretării 
lui d ca dual îi este însă preferabilă interpretarea sa (via izomorfisrmil 
indicat mai sus) ca spaţiu de urme. 

Este uşor de arătat că §'(RB) şi %'«E,n) ( = funcţionalele analitice) 
se scufundă în dn. î n acest spaţiu se poate studia rezolubilitatea 
ecuaţiilor cu derivate parţiale liniare cu coeficienţi polinomiali. Există 
şi alte clase de ultradistribuţii, dar ne-am mărginit a le menţiona pe 
cele mai importante şi care nu apar în volumele I I şi I I I ale trata
tului Gelfand-Şilov. 

2. Introducere în teoria hiperfuncţiilor 
O generalizare ce prezintă o mare importanţă a noţiunii de dis

tribuţie o constituie noţiunea de hiperfuncţie introdusă de M. Sato 
[45] în 1958. Această generalizare este importantă pentru că hiper-
funcţiile constituie cadrul cel mai general — şi totodată cel mai 
natural — al noţiunii de funcţie generalizată localizabilă. 

M. Sato a plecat de la observaţia, de altfel exploatată şi de 
alţi matematicieni, că distribuţiile pot fi considerate ca valori de 
bord ale funcţiilor analitice. 

Acest lucru se poate exemplifica uşor pe distribuţiile studiate 
în volumul lui Gelfand şi Şilov. De pildă, formula S = — 

— j — J poate fi interpretată astfel. Distribuţia 
ini \ x + iO x - iO / 27 
1 1 1 

este limita (în sensul teoriei distribuţiilor) a lui x + iO ' z x + iy 
atunci cînd y > 0 tinde către 0, ceea ce vom nota prin [ — I ; analog 

- = l i m , adică = ( — | . în acest caz, distri-
x — iO y—o x — iy x — iO \ 2 /-

y>0 
buţia lui Dirac apare ca valoare de bord a lui 

2TCÎ 
Sau, dacă T este o distribuţie oarecare cu suport compact pe 

dreaptă, dacă notăm cu 9(0) = 1 Tx, | , 9(2) este o 
2TC \ x — s j 

funcţie definită şi olomorfă pe C \ s u p p T , iar T apare ca valoarea la 
bord a lui <l>(x), anume \ [<l>(x + ie) — <b(x —- ie)] 9(3?) ăx -> (T, 9), 

2TU L z J 

\ 
IR 

pentru s -> 0, e > 0 pentru orice funcţie test 9 e Cf{\R'). 
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în general are loc următorul rezultat. 
Teoremă (Martineau [37]). Fie T o distribuţie pe bila de rază r, 

B(0, r) = {x e C" I I x I < »*} 

şi fie (IJaei o acoperire finită cu mulţimi închise a sferei S"-1, astfel 
încît I 0 n / g să fie de măsură nulă şi Ia # S"'1 pentru orice a el. 
Fie Ta conul deschis a cărui polară este Ia (adică J« = {y eS"-1] 
<x, y > = 0, pentru orice a? e Ta}. Atunci pentru orice ?•' < r există 
funcţii olomorfe (fa)aei c u creştere lentă în vecinătatea lui RB, 
adică verificînd condiţia \fa(x + iy)\ < pe B(0, r') -j- iFa si 

astfel încît restricţia lui x la £(0, r') să fie egală cu Jj fa(°° + h0), unde 
s-a notat cu fa(x + iO) = lim/a(# + iO), y e r„, limita fiind consi-

y-*0 
derată în ®'(J3(0, r'). Beciproc, pentru orice funcţie olomorfă cu 
creştere lentă limita de mai sus există în @'. 

în cazul unei singure variabile, hiperfuncţiile se introduc destul 
de simplu. Fie I un deschis din R. O vecinătate complexă a lui I este 
un deschis V din (C, astfel încît 1° I <= U, 2° I să fie închis în U. 

Vom introduce acum următoarea relaţie de echivalenţă : dacă 
notăm cu 6(0 \ I) spaţiul funcţiilor olomorfe pe U \ I, vom spune că 
/ j e ©(Cj \ I ) este echivalentă cu / 2 e &(U2\I), U1 şi C2 fiind două 
vecinătăţi complexe ale lui 7, dacă există o funcţie olomorfă / p e TJX n Î72 
astfel ca /x — / 2 — / P e ^ î n C2 \ -̂  • Cu alte cuvinte^ ft este echi
valentă cu /2 dacă / i — /2, a priori definită pe E/j n U2 \ I, se prelun
geşte la o funcţie olomorfă pe întreg Î7j n ?72. Este limpede că am definit 
astfel o relaţie de echivalenţă. Mai precis, putem lua U1 = XJ2 — U şi 
atunci putem factoriza <3(U\I) prin această relaţie, ceea ce revine la 
a face cîtul £>(U\I)I&(U). Este uşor de văzut că dacă U1şi U2sînt 
două vecinătăţi complexe ale lui I, avem izomorfismul <S(U1\ 
\I)/<9(î7i) ~ <3(U2\I)/<3(U2), care în cazul UX^>U2 este indus de res
tricţia naturală &( U1 \ Z) —> 6( U2\I). Ca atare se poate defini, după 
Sato, B(I) = 6(U\I)fd(U) mulţimea Mp erfuncţiilor pe I , U fiind 
vecinătate complexă oarecare a lui I. Vom nota cu [/] clasa lui / , 
adică hiperfuncţia corespunzătoare a lu i / . Ce se poate spune despre 
B(I) ? Este un spaţiu vectorial, dar mai mult, este un ă(I) — modul, 
unde cu ă(I) am notat spaţiul funcţiilor real analitice pe I, înmul
ţirea cu o funcţie real analitică definindu-se în mod evident. Dacă 
notăm cu 

. . f i pentru Im z>0 . _, , f 0 pentru Im z > 0 
e(«) = 4 S1 z(z) — 1 

l 0 pentru Im z<0 [ — 1 pentru Im « < 0 
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şi observăm că s — e este olomorfă (fiind constantă), notînd cu 
l(x) — [e(»)] = [i(^)] obţinem o injecţie a lui €1(1) în B(I) prin apli
caţia â(x) i-> â(#) • l(x) = \&(z) s(»)], deci aplicaţia conduce funcţia 
•&(;») în hiperfuncţia egală cu a(a?) pentru lmz>0 şi 0 pentru 
/mz < 0. 

Fie <p 6 6(V \ I ) ; vom nota cu <p(a?-f iO) = [s(») 9(2)], cu 9(0; — 
— iO) = [1(2;) 9(0)] şi vom avea [<?(»)]*=.* = 9(# + iO) — (?(x — iO), 
cu alte cuvinte [<?(»)]*=* este ,,saltul lui 9" la traversarea lui I. 

Dacă 9 este analitică în întreg 17, adică dacă [9] = 0, saltul 
este evident nul. Hiperfuncţiile [£(2)9(2)] respectiv [s(#) 9(2)] se 
vor numi valoarea la bord corespunzînd semiplanului superior, res
pectiv semiplanul inferior. 

Dacă dorini să trecem la cazul mai multor variabile, lucrurile 
se complică simţitor, mai ales datorită fenomenelor de prelungire 
analitică specifice în cazul mai multor variabile complexe; de pildă, 
orice funcţie olomorfă p e C 2 \ CR2 este de fapt olomorfă pe(C2-

Din acest motiv trebuie găsită noţiunea convenabilă de valoare 
de bord, şi acest lucru a fost făcut de M. Sato utilizînd argumente 
coomologice. 

înainte de a trece la acestea să remarcăm că plasîndu-ne în 
cazul unei singure variabile, dacă Ix c J2 sînt doi deschişi din R, 
restricţiaOfâ^Ix) -> 6(U\IZ) induce o aplicaţie ^(Ix) -» $(I2) de 
restricţie, care este tranzitivă. în acest mod, aplicaţia I -> @>(I) de
fineşte un prefascicol pe [R, care se dovedeşte a fi un fascicol, fasci
colul $ al Mperfuncţiilor pe [R, mai mult, acest fascicol ®> se dovedeşte 
a ii flasc, adică are proprietatea că toate aplicaţiile de restricţie sînt 
surjeetive sau, altfel spus, că orice hiperfuncţie peste un deschis se 
prelungeşte la o hiperfuncţie peste întreg [R. 

Pentru a vedea cum e natural de definit o hiperfuncţie în mai 
multe variabile, să considerăm cazul simplu în care %, « 2 e S (R), 
deci reprezentate respectiv de funcţiile <?v 92 e <S((C\[R)şisă încercăm 
să dăm un sens expresiei u^xj u2(x2) considerată ca hiperfuncţie de 
2 variabile cu ajutorul funcţiei <f(gu z2) = 91(21) <p2(z2). Această func
ţie este olomorfă în ( < C \ R ) X ( ( C \ R ) dar cum 9^ respectiv 92 sînt 
definite modulo <9(<C) rezultă că 9(0^ z2) este definită doar modulo 
< 9((CX((D\R))+ ®{{<E\ R) X<C)> c u alte cuvinte u(xx, x2) ar trebui 
considerat ca elementallui«S)(«E\R)x(C\R))/<s,(CX((C\R))+<S ,(C\ 
\R)x<C))- Ceea ce este remarcabil este faptul (pus în evidenţă de 
Sato) că acest cît (sau analogul său ?i-dimensional) are o interpretare 
coomologică. 

Pentru aceasta sînt necesare cîteva pregătiri privind coomologia 
Cech relativă. 

Fie TJX c U2 doi deschişi din <£n şi fie (IC, 1f') o acoperire deschisă 
relativă a perechii (ZTj, U2). Aceasta înseamnă că s-a dat o acoperire 
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deschisă V = (J7a)a6i-aalui Z72 şi o subacoperire deschisă %'•.= (Ua)aei, 
a lui Ux cu I ic:I2 . 

Se notează cu Gp(% U', &) grupul aditiv al ^-colanţurilor alter
nate ale lui (ie, W) cu coeficienţi în 6, adică al familiilor 9 = (?«,...«„) 
(oc0, . . . , ap) e Zf+1, în care : 

i° ?«„...â,e«(Cr,,,n . . . n?7a3,) 
2° 9«0...«j> = ° d a c a («o» • • -, «p)« Zf+1 

3° (Pa0...ajat+1...aî) = — ?«„...<x,-+1 «j...aj, (condiţia de alternare). 
Se vede că singura deosebire faţă de cazul clasic este apariţia 

condiţiei 2°. 
Se defineşte morfisnrul coborcl: S : ep(fLtt V , 6) -> (E^+ l̂f, %l', â) 

prin formula uzuală: (§?)«....aj)+1 = £ ( - 1)J' ?«,..£..;,„„, unde 
i=o 

notaţia ?<,,.. :ăj...aj,+, înseamnă că indicele a, nu apare şi se obţine 
complexul de grupuri 

o -> e°(% %', e) -> e\% % <9) _•..... _> e*+l<% w , «)-»>..>. (căci 

S05 == 0), ceea ce permite definirea grupurilor de coomologie 

Ep(% 11', <9) = g e r ( £ g ( a e > Ti &) ^ eP+1{^ *"'> ̂  , 

im(£3 i- l(% nr a) A e^ne, o?',<?» 
Dacă ("?, T ) este o altă acoperire relativă a lui (Uv U2) mai fină decît 
(V., W) (într-un sens evident pe care nu-1 mai precizăm), este uşor 
de văzut că se obţine un morfism canonic, 

Ev(% IV, 6) -> Şp(% T, €>). 

Acesta permite considerarea limitei inductive 

lim Bp{% W, <S>), 
cu. nr) 

care este prin definiţie -B^W^a» e) ¥ care, în cazul în care U1 — 0 
coincide cu grupul Ep{ U2, &). Pentru E^JJJ^ &) se foloseşte cîteodată 
şi notaţia E P(U% mod Uv 6). Conform teoremei lui Leray, dacă Eq\ U«a n 
n • • • fi Uacp, &) = 0 pentru orice q > 1 avem un izomorfism între 
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ff&.Wtf* <9) ?i fl*(tf> î7'» fî)- D a r condiţia #8(E7«0n . . . n Uap, <3) = Q 
este îndeplinită dacă TJa este un deschis de olomorfie în <£" pentru 
orice a e I2 , conform teoremei B a lui Cartan (un rezultat fundamental 
al teoriei funcţiilor analitice de mai multe variabile). 

Fie acum ti un deschis din R" şi U o vecinătate complexă a sa 
(deci un deschis din <£" conţinînd pe Q. şi astfel încît Q să fie închis 
în U). Spre deosebire de cazul n = 1, pentru w >2 , existenţa unor astfel 
de vecinătăţi nu este un fapt trivial; el a fost demonstrat în 
cazul de faţă de H. Cartan şi în contextul general al varietăţilor 
analitice reale de H. Grauert. Prin urmare, U\Q. este un deschis în 
U şi putem considera grupurile Eu\a{U, &). 

Sato demonstrează următoarea teoremă 
Teoremă 
1) EP(U mod U\£l, <S>) = 0 pentru p # n 
2) Prefascicolul O 1-9- En(U mod f / \Q, £>), O deschis în \Rn este 

un fascicol flasc, denumit fascicolul S> ale hiperfuncţiilor. 
Vom utiliza notaţia &(Q) = H'Â(?7, (3). 
O hiperfuncţie apare deci ca secţiunea unui anumit fascicol, şi 

ca atare suportul său va fi prin definiţie suportul secţiunii respective. 
Să ne întoarcem acum la problema reprezentării mai „concrete" 

a unei hiperfuncţii. 
Pentru aceasta se va utiliza izomorfismul EUU, <9)~JP(1f, <W,6) 

în condiţiile : V deschis de olomorfie în Cn , U n DR,J = & 
Alegem acoperirea relativă (1f, 1t") a lui (U, D\Q) , astfel: 

*lf=(CT0, J7l5 . . . ,Z7.) , U0 = Z7 

l i ' = (Z7l, . . . , 17,), 17, - Z7 n {2 6 <Cn, Im-; * 0} i *= 1, .,"., ». 

Se verifică uşor că 

e»+1<% ne', a) = {0} 

£»(% ne', (gi) ~ (9(17 n ( c \ R ) n ) 

£-i(«u, ne', <9)~ {9 =(?,.);=i,...,», ?,e<5(t7i n ... n V,^ n 17,+1 n. . . 

... n Z7.)} 

şi că 

s : e^-^ne, «w, e>) -> en(n«} ne', a) 
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este dat de 

* ( * ) = E ( - i ) ' ? , . 

Bezultă de aici că 

»(a) = 0(D'n(c\iR)-)/j ;<9(i71 ;,...,„). 

în cazul D = R 2 , U=<£? se regăseşte citul considerat mai înainte. 
Dacă ţinem seama de faptul că (<C\R)" are2" componente conexe, 

fiecare dintre acestea putîndu-se scrie sub forma 

\R" + i r o , cr=(or1, . . . , CT„), o,= &l, 

iar r o este conul deschis definit prin 

r o = {^eR», a} y,>Q, j=l, . . . , n } , 

putem conchide că 

»(ft) = © 6(U n (R- + iro)) I j ; a(î71( / j 

şi deci orice hiperfuncţie / e U(Q) poate fi reprezentată de 2" funcţii 
olomorfe <pa e &{U n (R'( + ir„)). 

Alegînd altă acoperire relativă, se obţine altă reprezentare. O 
reprezentare utilă în cele ce urmează va fi următoarea : 

Se dau » + 1 vectori Y]I , . . . , T)B+1, nenuli din R" cu proprietatea 
că semispaţiile -qf- = {y e RK, y- CT;> 0} acoperă pe R"\{0}. 
^ Se ia apoi acoperirea relativă (I,'1*1) a lui (U, U\C1) definită de 

i=>(v0,rv ...,vn+1) 

1' = (Vv...,Vn+l) 

cu V0 =TJ, F, =U n (RB + ii,/-) (j = 1, . . . , « + 1). 

Notînd r / = r ] f n . . . n ^ / - n . . . n Y]J-+1, 
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T3 este un con deschis convex, şi se obţine că 

®(Cl) =©1<9(l7u(R" + i r ; ) ) / Ş <9(^1,.../},...,£...,.+i) 

şi prin urmare orice hiperfuncţie/ e $(Q) poate fi reprezentată de n + 1 
funcţii olomorfe ^ e &(U n (R" + i^ ) ) . Fie acum Oun deschis dinR", 
T un con deschis, convex în R®, U un deschis de olomorfie, vecină
tate a lui CI în <C" şi în sfîrşit fie cp o funcţie olomorfă în U n (R"+ i r ) 
(vom numi mulţimile de acest tip ,,tuburi locale"). 

Vom asocia lui cp o hiperfuncţie, valoarea de bord, în modul 
următor. 

Presupunem spaţiul R" orientat; alegem vectorii ra, ..., -qn+1 ca 
mai înainte, verificînd în plus condiţia ca 

Fie I \ = r,f n . . . n r,j}-+1 <= T. 

$i e ®(U n (R« + ir,)), l < j < n - - + l , 
funcţiile definite de i j» 1 =s9 | r i cu s = t b l după cum orientarea 
bazei 752 , . . . , 7}„+J a lui R" este pozitivă sau negativă, <Ĵ  = 0 pentru 
j = 2 , . . . , n + l . 

Atunci, hiperfuncţia / 6 $>(£!) definită ca mai sus cu ajutorul 
celor (n+ 1) funcţii 9 nu depinde de alegerea vectorilor ra, ..., -qn+1 
şi se numeşte valoarea la bord a lui cp după conul T; ea se notează cu 
<p(x + iTo) sau Mcp). Se poate arăta că morfismul br: €>(U n (Rn + 
-f- iT)) -> ®(îi) este injectiv. Are loc de asemenea 

Teorema. Fie CI un deschis din RB, / e $(Q) şi U un deschis de 
olomorfie, vecinătate complexă a lui Ci, astfel ca TJ n Rw — ii. 

Fie de asemenea, r i 5 . . . , TTO conuri convexe deschise din R" cu 
proprietatea că dualele T£, ..., T^ (unde r ;f = {-q e R", \v\> 0, 
V \ e I\.}) acoperă pe R". 

Există atunci funcţii olomorfe 9, e <9(Î7 n (R" -f- il^)), j = 1 , . . . 
. . . , m, astfel încît / = J) <p}(x + iTj 0) = $] ^ ( 9 , ) . Altfel spus, orice 
hiperfuncţie apare ca sumă de valori la bord ale unor funcţii olo
morfe pe anumite tuburi locale. Merită a compara această teoremă cu 
teorema ce caracterizează distribuţiile ca valori la bord. în general, 
în vecinătatea unui punct x0 e Ci, funcţiile 9, nu vor fi olomorfe, căci 
fiecare punct din CI este în fapt „vîrful" conului R" + iT,. 

Dacă notăm cu & fascicolul (pe RM) al funcţiilor analitice, şi 
9 e <2(£2), atunci există 9 — 0 prelungire analitică lui 9 pe o vecină
tate complexă U a lui Ci (deci U n R " = Ci). Are deci sens, conform 
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celor de mai înainte, să considerăm hiperfuncţia valoare la bord <p(o? + 
+ iT0), F fiind un con deschis convex arbitrar din \Rn. 

Asocierea 9 H> §{X + iTO) care duce pe <3(Q) în &(Q) este injec-
tivă şi »w depinde de alegerea conului T. Am obţinut astfel un mor-
fism injectiv de fascicole & -» 36. 

Obţinem analog un morfism injectiv de fascicole &' -> 36 dacă 
remarcăm că, pentru orice T e &'([Rra) funcţia 

-A-/T(tl7 ..., tn), — L — - \ aparţine lui <9((C\R)") 
( 2 r a ) " \ ( * t - 0 ! ) . . . ( * „ - » „ ) / 
şi deci dă naştere unei hiperfuncţii / r e $(R"), cu proprietatea că 
suportul lui fT este egal cu suportul lui T, şi că orice distribuţie 
u € ®'(Q) se descompune într-o sumă local finită de distribuţii cu 
suport compact, u = J] T;. Proprietatea amintită a suporţilor arată 
că $J/T> va fi de asemenea local finită şi deci va genera o hiperfuncţie 
fv pe O, independentă de descompunere utilizată. Se obţine astfel 
un morfism injectiv de fascicole ®' -*• &'. 

î n ceea ce priveşte ultradistribuţiile studiate de Komatsu şi 
acestea se scufundă în hiperfuncţii, Komatsu [31] caracterizînd acele 
hiperfuncţii ce corespund ultradistribuţiilor de clasă (Mp) sau {Mp}. 
Dacă şirul (MP) verifică condiţiile 1°, 2°, 3°, atunci, notînd cu M*(p) = 

p 'Jf = sup log pp——-, condiţia de creştere lentă a lui Martineau este 
p Mp 

înlocuită de condiţia următoare pentru f e 6{Q. + iF) (F fiind un 
con convex deschis). Pentru orice compact Z c f l şi orice con V <= c T 
există constante L şi 0 (respectiv pentru orice L > 0 există o con
stantă (7) astfel ca 

sup \f(oc + i?/) | «S 0 exp Jf*{Lj\ y |), pentru orice y e F'. 

D a c ă / verifică această condiţie, hiperfuncţia pe care o defineşte este 
de clasă (MP) (respectiv {MP}) şi reciproc, dar — ca de altfel şi în 
cazul distribuţiilor — local, orice ultradistribuţie de clasă {Mp) sau 
{MP} poate fi reprezentată ca valori ale unor funcţii olomorfe ce veri
fică condiţia de mai sus. 

Avînd noţiunea de hiperfuncţie, ce operaţii se pot efectua cu 
astfel de obiecte matematice? într-o primă fază, să remarcăm că 
orice hiperfuncţie se poate deriva de orieîte ori (derivînd funcţiile ce o 
reprezintă şi luînd apoi hiperfuncţia ce corespunde acestor derivate). 
Hiperfuncţiile se pot aduna, înmulţi cu funcţiile analitice, şi, de 
asemenea important, orice hiperfuncţie definită pe un deschis se 
poate prelungi la întreg spaţiul (lucru ce nu se întîmplă cu distribu
ţiile). Alte aspecte importante se vor indica în paragraful 3. 
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Definiţia coomologică dată hiperfuncţiilor ascunde în fapt un 
fenomen de dualitate destul de subtil, legat de fenomenul de duali
tate pus în evidenţă de J . P Serre în analiza complexă, şi remarcat 
de A. Martineanu [36]. în primul rînd, dacă K este im compact din 
<Cn verificînd HP(K, 6) = 0 ptr. Vp > 0, se poate arăta că if |(C'S ®) — 
= 0, pentru orice p ^ n şi că E»K{(ţn, 0) ~ II'(K). Aici H'(K) este 
dualul spaţiului H(K), E(K) fiind definit ca lim 1I(U), iar U un deschis 

C/CA' 
din C'S H(U) fiind spaţiul secţiunilor peste U al fascicolului defuncţii 
olomorfe în U; S(U) a fost notat, deasemenea şi ®{U) şi este înzes
trat cu o topologie naturală de spaţiu Frechet-Schwartz. H(K) capătă 
astfel o topologie de spaţiu dual de Frechet-Schwartz, iar dualul 
său II'(K) o topologie de tip Frechet-Schwartz. 

Dacă K este un compact din [R", condiţiile de anulare a coomo-
logiei sînt automat satisfăcute, şi în plus II(K) = &(K) (— spaţiul 
funcţiilor real analitice în vecinătatea lui K). DacăQ este un deschis 
în Kra, spaţiul ă(Q) al funcţiilor real analitice pe Q este înzestrat cu 
topologia — de altfel extrem de complicată — limită proiectivă de ă(K). 
Eezultatul dinainte permite a se deduce uşor că 36(Q) ~ tl'(Q) / ă'(dQ), 
deci o definiţie a hiperfuncţiilor obţinute prin „dualitate", şi care, 
în anumite probleme prezintă unele avantaje tehnice. Vedem deci 
în ce sens hiperfuncţiile reprezintă cea mai largă clasă de funcţii 
generalizate (localizabile) : ele sînt local elemente ale celui mai 
„mare" dual, corespunzînd „celui mai mic" spaţiu „natural" de funcţii 
test, spaţiul tuturor funcţiilor analitice. 

3. Mierolocalizarea 

Dacă este important de a avea un cadru cît mai general în care 
se pot considera, de pildă, soluţii ale ecuaţiilor cu derivate parţiale, 
sau funcţii proprii (într-un sens generalizat) ale anumitor operatori, 
este evident că a avea posibilitatea de a determina gradul de regula
ritate a soluţiilor astfel obţinute este cel puţin tot atît de important. 
Acest deziderat, era, în cazul distribuţiilor, realizat într-o oarecare 
măsură. Astfel, teoremele de tip Sobolev permiteau a decide din pro
prietăţi de integrabilitate ale derivatelor pînă la un ordin dat, regu
laritatea (apartenenţa globală la o clasă & sau S™), iar teoremele de 
tip Paley-Wiener permiteau — din condiţii de creştere la infinit ale 
transformatei Fourier a decide dacă o distribuţie (cu suport compact — 
— ceea ce, via înmulţirea cu o funcţie din Cf permite tratarea cazu

lui distribuţiilor oarecare) este de clasă O00 (sau de clasă Gevrey de 
ex.). în cazul hiperfuncţiilor însă nu există pînă la Conferinţa lui 
M. Sato (1968) [46] nici o posibilitate de a-i studia singularităţile, în 
particular de a hotărî dacă şi unde este ea analitică. Ideea funda-
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meatală a lui Sato a fost de a transfera studiul regularităţii în fibratul 
cotxngent, adică de „a microlocaliza". La puţin timp după aceea L. 
Hormander [21] în cazul distribuţiilor şi regularităţii GM introduce 
noţiunea de front de undă al unei distribuţii, iar ulterior [22] aceea 
de front de uadă analitic al unei distribuţii, ce permite studiul ana-
liticităţii. 

Pentru a face lucrurile mai clare reamintim teorema lui Paley-
Wiener (în forma în care ea caracterizează funcţiile indefinit deriva-
bile cu suport compact). 

Fie T o distribuţie cu sunort compact îu R". Se ştie că transfor
mata sa Fourier T(£,) este o funcţie analitică întreagă, creşterea sa 
fiind legată de suportul distribuţiei T. în notaţia de mai sus, T este 
0 funcţională regulată dată de o funcţie indefinit derivabilă cu suport 
compact dacă şi numai dacă, pentru orice JV = 1,2, . . . există o 
coustantă 0N, astfel încît (*) \T(ţ)\^:CN{i + \ţ\)~N pentru orice 
1 e DR"-

Eeamintim că suportul singular al unei distribuţii este comple
mentara celei mai mari mulţimi deschise pe care distribuţia res
pectivă este definită de o funcţie indefinit derivabilă, sau, cu o for
mulare mai scurtă, pe care distribuţia este indefinit derivabilă; acest 
suport singular al unei distribuţii T se notează singsupp T. 

Mulţimea (închisă, eventual vidă) singsuppT ne indică doar 
punctele în care sînt situate singularităţile, dar nu „frecvenţele V 
care le provoacă. 

Dacă T nu este indefinit derivabilă, vor exista direcţii Z, e [R" 
pentru care (*) nu va fi verificată : acestea vor fi ,,frecvenţele" ce 
provoacă singularităţile, si deformează un con J] (T)c[R' !\{0}.Dacă 
<?eOf(\Rn) şi Te©'([RB) este uşor de arătat că £ (cp !)<=. £ ( T ) . 
De aceea, dacă T este o distribuţie oarecare într-un deschis £1 <= [RM 

pentru orice % e £l, notăm cu YiX= O 5j(?2') intersecţia făcîndu-se 
<p 

după toţi acei <p e Oo°(Q) care nu se anulează în punctul x. 
Definiţie. Fie T e ®'(£l). Spectrul singular sau frontul de undă 

al distribuţiei T, notat WF(T) sau singspec T, este submulţimea 
închisă din £1XR"\{0} definită prin {(x, £), « e f l ^ e £]*}• Este u S o r 

de văzut că proiecţia pe prima variabilă SblaiWF(T) este chiar singsupp. 
Mulţimea WF(T) este „conică" în a 2° variabilă adică, dacă 
(x, l) e WF(T), atunci şi (x, \ţ)eWF(T) pentru orice X > 0 , ceea 
ce permite considerarea (prin factorizarea cu R + ) spectrului singular 
peQxtf"- 1 . 

Se poate da o definiţie invariantă a spectrului singular, care să 
fie imediat aplicabilă distribuţiilor definite pe varietăţi. Are loc însă 
următoarea teoremă a lui L. Hormander [21]. 
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Teoremă. Fie Q1<=iZB, AgcR"' doi deschişi, § : £l1 ~> £l2 o 
aplicaţie C°° şi fie N* = {(<!&>, I) eOxR ' " , '<]>'(!/% = 0} (unde ti/ 
este aplicaţia tangentă). Atunci, pentru orice u e ®'(Q2) cu proprie
tatea că NQ n WF(U) = 0 se poate defini imaginea, inversă $*u, 
astfel încît, dacă u este continuă, fy*n = «o ty, 
Mai mult, WF($*u)^ {(y, '<J>'(y)5), (<J»(y), ţ)eWF(u)}. 
Se deduc din aeest rezultat mai multe consecinţe importante, prima 
fiind că WF(u) se poate defini ca o submulţime în fibratul cotangent 
T*(£l) dacă u este o distribuţie pe varietatea ii. Altă consecinţă este 
următoarea: dacă M este o subvarietate în £1 şi dacă N(M) este 
fibratul conormal ( c T* {£!)), atunci dacă N{M) n WF(U) = 0 se 
poate defini restricţia lui u la subvarietatea M (aplicaţia <j> fiind în 
acest caz aplicaţia de incluziune). 

în sfîrşit, putem înmulţi în anumite cazuri distribuţiile între ele 
(se ştie că în general aeest lucru nu este posibil). 

Fie «u u2 două distribuţii definite pe £1. Putem considera pro
dusul tensorial ux ® u2 (distribuţie pe fi x fl). Să presupunem acum 
că WF{th) + WF(u2) = {(x, lx+ £,), (xv lt) e WF(ut) % = 1, 2} este 
inclus în T*(£l)\0 (cu alte cuvinte £i + ?2 # 0 pentru orice (x, ^) e 
e WF(ux), (x£t) e WF{u2)). 
Atunci produsul este definit prin UjU2— A*(îfx ® u2), unde A este apli
caţia £1 s x i-> (x, x) e £1X £1 şi 

WFiUjUjcWFiuJ U WF(u2) u (WF{ux) + WF(u2)). 

Aeest produs coincide, desigur, cu produsul uzual, atunci cînd % şi 
u2 sînt funcţii continue. 

Din simpla enumerare a acestor cîteva proprietăţi se poate vedea 
utilitatea noţiunii de spectru singular. 

Dacă dorim însă să studiem analilicitaiea unei distribuţii, cum 
nu există funcţii analitice cu suport compact şi bineînţeles nici o 
teoremă de tip Paley-Wiener ca cea dată mai înainte, apar dificultăţi. 
L. Hfemander a dat o definiţie a spectrului singular analitic, sau 
al frontului de undă analitic, notat WFA{u) al unei distribuţii u. Se 
pleacă de la observaţia bine cunoscută că o funcţie u(x) este real ana
litică într-un deschis i l c R » dacă şi numai dacă, pentru orice 
compact K din £1, există constantele CK>mK, astfel încît 

(**) sup i i>*u | *s 0,(0x1«|)w+m*, 
pentru orice multiidice a = («1? . . . , a„). 
L. Hdrmander arată că o distribuţie « e S'(fl) este real analitică în 
vecinătatea unui punct x9e £î dacă şi numai dacă există un şir {UN} 
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de distribuţii cu suport compact, mărginit în &'(Rn) şi o vecinătate V 
a lui x0, astfel ca 

1) TJN = U pe V pentru N •= 1, 2, . . . 
2) Există o constantă C astfel ca 

(***) I Vifâ) I < (G#)w (1+ 15I)2* Pentru orice JT = 1,2, , . . ,'. 
• şi V £ e'R". 

Acest rezultat sugerează definiţia următoare: 
*'• ' Definiţie. (Hormander [22]). WFA(u), unde u e ®.'(Q), este com
plementara în QX/S*-1 a mulţimii punctelor (x0, £0) avînd pro
prietatea următoare : există o vecinătate V0 a punctului x0, o vecină
tatea conică r a lui Ş0 şi un şir mărginit {UN} <= l'(|R"), astfel încît 
să fie verificate punctele 1) şi 2)'de mai sus, (***) fiind verificat^ doar 
pentru £ e T (şi « t ca în 2) pentru orice % e R"). 

: Această definiţie este însă relativ complicată, şi nu atît de natu
rală ca şi cea a spectrului singular. Există şi alte definiţii echivalente, 
de pildă cea dată de doi fizicieni Bros-Iagolnitzer [13] sau cea dată 
de Guillemin-Stenberg [19]. Pentru variante de definiţii utilizînd 
diferite compactificări ale lui R", a se vedea [23]. Pentru niperfuncţii 
există definiţia spectrului singular, dată de Sato, pe care o vom exa
mina, în cele ce urmează. 

Fie deci Q un deschis din R" (în fapt O ar putea fi o varietate ana
litică reală oarecare!). Fiecărei funcţii analitice reale 9 pe O i se 
asocia hiperfuncţia y(x + iFO), F fiind un con convex deschis din 
R™, definită de prelungirea (notată încă 9) a lui 91a o funcţie olomorfă 
pe o vecinătate complexă £7 a lui O, şi considerată pe tubul local O -fi T; 
această asociere este independentă de alegerea conului. 

Teorema de reprezentare a hiperfuncţiilor ca valori la bord de 
funcţii olomorfe conduce la următoarea observaţie. Dacă / = 
= X\ <p](x + iT] 0) este o hiperfuncţie pe fi şi dacă <p} (care în 

3 = 1 

general sînt olomorfe doar pe U n (R" + iFj) cu U, T, ca mai înainte) 
sint olomorfe în vecinătatea lui x0, atunci / rezultă analitică în vecină
tatea lui w0. 

Aceasta sugerează următoarea definiţie: 
Definiţie (Sato). Fie T)0 e (Rn)*, vj0 # 0 şi x0 e fi. Se spune că 

f e o&(Q) este micro-analitică în vecinătatea lui (x0, iy)0) dacă ea se 
poate reprezenta sub forma : 

f = £ 9i(*+ iri 0), 9i e egj n (RM + ir,)), 
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în care toate funcţiile <p} sînt olomorfe în vecinătatea lui x0 dacă 
conul T} verifică V} (={•%}•!- = {£[<£, 7]0 > >0}. 

în fapt, ceea ce este esenţial nu este atît VJ0 ^ 0 ci direcţia, deci 
semiăreapta pe care acesta o defineşte în R", notată cu vjS0. Familiar 
vorbind, microanaliticitatea înseamnă analiticitatea pe anumite 
direcţii. 

Vectorii iv) (de fapt, ei fiind consideraţi ca elemente ale dualului 
lui Rw — dealtfel identificat cu R", astfel încît trebuie să-i numim 
covectori) pot fi interpretaţi ca elemente ale fibratului conormal al 
lui fi în (CM, fibrat notat TQ(£H. Fibratul conormal fiind definit pe fibre 
drept nucleul morfismului (de spaţii vectoriale) 

dat de (r^ -f- ivj2) t-> -q±, pentru orice xe ti. 
Factorizînd acum fibrele fată de acţiunea lui R + se obţine $n<E" — 

~ fi x iS* = i£*fi (unde S* = (R" )* \0 /R + ), numit fibratul în 
cosfere normale. Dacă notăm cu rz proiecţia canonică (x, ivj) -> x de la 
i#*fi la O se poate da, în sfîrşit, următoarea definiţie. 

Definiţie. F i e / e $ ( f i ) . Spectrul singular al lui f, notat SSf este 
mulţimea (ce rezultă închisă) din i#*fi al acelor (x, iv) 00) în care / 
nu este microanalitică. 

Am văzut că distribuţiile pot fi considerate hiperfuncţii parti
culare. Deci pentru /e@'(fi) avem simultan noţiunea de front de 
undă analitic, WFA(f) şi de spectru singular al lui / , SSf. Cele două 
noţiuni coincid, adică WFJJ) — SSf dacă / e ®'(fi) (demonstraţia 
fiind nebanală [12], [10],) ceea ce confirmă naturaleţea definiţiei de 
mai sus. Ca toată aparenta complicaţie, această definiţie este mult 
mai naturală decît cea a frontului de undă analitic, nefăcînd să in
tervină noţiuni străine de analiticitate, ca cea a şirului {UN} din 
definiţia frontului de undă analitic. 

Mergînd mai departe M. Sato defineşte un fascicol, numit fasci
colul microfuncţiilor analitice, pe i#*fi. Pentru aceasta, se defineşte 
pe baza de deschişi ai lui iS*£l formaţi din mulţimile UxiT în care 
U este un deschis din Q şi T urma pe S* a unui con convex deschis 
din (Rn)*, prefascicolul UxiV -> {fe &(TJ), SSfn(U + ir)=0}, 
şi se consideră fascicolul asociat, notat ă*. Dacă se ţine seama de de
finiţia fascicolului imagine inversă, se constată că &* se poate inter
preta ca un subfascicol al lui 7r_1($), TC fiind aplicaţia canonică de la 
i$*fi pe fi. Avem deci şirul exact 

o - » a * - ^ T t - 1 ^ ) 
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pe care îl completăm, considerînd fascicolul cît n~ J( $)/&*. Acest din urmă 
fascicol, notat cu <2 şi numit fascicolul microfuncţiilor verifică deci 

0 -4 ă* -> 7t-i($) -> 6 -> 0 {şir exact pe L8*£î). 

Secţiunile lui 6 peste deschişi de forma U x i T sîntdeci &(U)[GL*(U + 
-f iT). Dar dacă s-ar pleca de la această definiţie a secţiunilor ar fi 
extrem de dificil de demonstrat că avem de-a face cu un fascicol. 

Au loc 2 rezultate importante. 
Teoremă. 
1) Fascicolul (3 este flasc. 
2) Avem şirul exact (pe ii) 

0 ->• & -> & -> 7r*<2 -» 0, 

în care 7r#<2 este imaginea directă prin TI a fascicolului 5. 
Se vede de aici că ffl/d ^ TC^S, CU alte cuvinte studiul singulari

tăţilor este concentrat pe S. 
Avem de asemenea, notînd cu S M ^ stwjr „/ suportul singular ana

litic al hiperfuncţiei/, egalitatea 

suppsing , / = n(SSf). 

Cu ajutorul spectrului, singular putem defini — cum am făcut 
şi pentru distribuţii, diferite operaţii importante între hiperfuncţii, 
în ipoteze corespunzătoare pe care nu le mai explicităm, privind spec
trul singular. Astfel, în anumite condiţii hiperfuncţiile se pot înmulţi; 
se poate considera restricţia unei hiperfuncţii la o subvarietate, se 
poate defini imaginea inversă, sepoateface integrarea unei hiperfuncţii 
de-a lungul fibrei unui morfism (imaginea directă) etc. 

Aceste proprietăţi sînt esenţiale în aplicaţii ele făcînd din hiper
funcţii obiecte matematice nu numai foarte generale, dar şi suficient 
de maniabile. 

4. Clase importante de distribuţii 

în acest paragraf vom examina pe scurt două clase importante 
de distribuţii. Prima clasă este cea a distribuţiilor reprezentate prin 
integrale oscilante, numite distribuţii Fourier — sau, cu ceea ce 
este probabil termenul cel mai adecvat — distribuţii lagrangiene. 

Discuţia ce urmează nu este absolut riguroasă deoarece nu vom 
specifica întotdeauna — pentru a nu încărca prea mult expunerea — 
toate condiţiile impuse elementelor ce intervin în continuare. 
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După cum se ştie, soluţiile fundamentale ale operatorilor 
eliptici se pot reprezenta ca distribuţii de forma (x, y) -> 
-> (27r)-"V ei<x~y> 6> a(x, 0) dG pentru a(x, 6) convenabilă. Calcule 

formale arată că pentru alţi operatori (de exemplu pentru opera

torul undelor) apar expresii de forma V ei<p(r'e) a(x, 0) d0 în care 

funcţia <p(#, 6) nu mai este liniară în variabila 0. Problema constă 
în a găsi condiţii privind pe y(%, 0) „funcţia de fază") şi pe a(x, G) 
(„amplitudinea") care să permită să se dea un sens (ca distribuţii) 
unor expresii de acest fel (integralele respective nefiind absolut 
convergente). Expresii de acest tip erau în atenţia fizicienilor de 
multă vreme. S-a constatat că este util dea considera şi un parametru y, 
deci de a considera expresii de forma i e'*1*'5'' e) a(x, y,Q) d0. 

Definiţie. Fie <p(x,y,Q) definită pe Q. x O x(!Rra\0), cu O des
chis în \Rn. Se presupune că : 

1) cp este cu valori reale şi de clasă C°° pe O xQx( |R*\0) . 
2) cp este pozitiv omogenă de grad 1 în raport cu variabila 0. 
,3) diferenţialele d̂ >e cp şi ăyfi cp nu se anulează peQxOx( rR" \0 ) . 

Atunci funcţia cp se numeşte funcţie de fază nedegenerată. 
Condiţia 3) asigură că factorul e'* oscilează rapid pentru 101 mare, 

de unde şi numele de integrală oscilantă, dată expresiilor dinainte. 
Dacă funcţia a(x, 0) verifică anumite condiţii naturale, se 

poate arăta, utilizînd integrări prin părţi repetate că u «->• 
^ L ei<p(*, 0) a(x, Q) u(x) dxlft (ueC?(Q,)) defineşte o distribuţie pe 

care o vom numi distribuţie Fourier, sau distribuţie lagrangiană din 
motive ce se vor vedea în continuare. Un rezultat analog are loc dacă 
apareun parametru?/ în funcţia de fază şi în amplitudine. Şi în acest caz 
aplicaţia u t-> v e'*1*' "•0) a(x, y, 0) <p(oe) dx d0 defineşte o aplicaţie de la 

Co°(0) la (7°°(Q) ce se poate prelungi prin continuitate de la ©'(O) la 
^)'(O). Aceştia sînt operatorii Fourier integrali numiţi şi operatori 
Fourier-Lax-Maslov. 

„Definiţia" dată este locală şi nu are un caracter geometric. 
Faptul remarcabil este că se poate da o caracterizare geometrică a 
spectrului singular al unei astfel de distribuţii. Anume, dacă I9{a) 
este distribuţia Fourier definită de funcţia de fază cp şi de amplitu
dinea a şi dacă notăm cu esssuppa cea mai [mică mulţime conică în 
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Q x ( R " \ 0 ) în afara căreia a este „foarte regulată" (omitem preci
zarea acestei ultime proprietăţi), atunci 

WF{Iy(a))a{(x,dxy(a,%)) cu (x, Q)eesssuppa, d0cp(#, 8) = 0}, 

adică singularităţile lui I9(a) sînt determinate de punctele critice ale 
lui cp în raport cu variabila duală 6, şi bineînţeles de punctele în care 
a(x, 6) nu este „foarte regulată". Foarte regulat însemnînd o rapidă 
descreştere a derivatelor D%a(x, 6) şi o creştere bine controlată a 
derivatelor D%a(x, 6). 

Dar şi mai remarcabil este faptul că varietăţile de forma 
{x, dx<p(x, 0), decp(a;, 6) = 0} considerate ca subvarietăţi în fibratul 
cotangent Q x ( R " \ 0 ) sînt ceea ce se numeşte varietăţilagrangiene şi 
că fiecărei varietăţi lagrangiene scufundată în fibratul cotangent i se 
poate asocia un operator Fourier. Aceasta permite definirea globală a 
acestor operatori şi are o importanţă fundamentală în evoluţia ulte
rioară a teoriei asupra cărei nu este locul de a insista aici. 

Considerente geometrice asemănătoare apar şi în studiul liiper-
funcţiilor. 

Să remarcăm că aceste considerente geometrice permit defini
rea operatorilor Fourier pe varietăţ.i în sfîrşit să amintim că V. Guil-
lemin şi S. Sterberg în [19] au dat o prenzentare extrem de elegantă 
a teoriei plecînd de la o famlie de distribuţii pe DR1, în speţă de la distri
buţiile (#+ i0)x din care, prin operaţii de imagine inversă, imagine 
directă, înmulţire cu o funcţie se pot obţine toate distribuţiile lagran
giene. î n această ultimă prezentare influenţa ideilor lui I. M. Gelfand 
este evidentă. 

Altă clasă importantă de distribuţii sînt cele introduse de 
I. N. Berstein, un strălucit elev al lui Gelfand. 

Menţionăm că între altele, Bernstein a reuşit să dea o demon
straţie a existenţei soluţiei fundamentale a unui operator liniar cu 
coeficienţi constanţi fără a utiliza teorema lui Hironaka de rezoluţia 
a singularităţilor. 

Această demonstraţie se bazează pe posibilitatea prelungirii la o 
funcţie meromorfă în întreg planul cu valori distribuţii a Iui â?1 

definită de < 3 \ <p> = (2TT)-» C P\l) $(?) d£, pentru 9eCS°(|R«) Şi 

pentru Be A > 0, obţinîndu-se în final o distribuţie temperată ca soluţia 
ecuaţiei P(— B) u = S. Această distribuţie aparţine de fapt clasei do 
< '̂(|Rffl), introduse de Bernstein pe care o definim în cele ce urmează. 

Ideea remarcabilă a lui Bernstein atunci cînd a introdus clasa 
o&'([Rw) a fost de a studia distribuţiile respective în legătură cu ecuaţiile 
diferenţiale pe care acestea le verifică, ideea apărută independent la 
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M. Sato şi dezvoltată de strălucitul său elev M. Kashiwara. Ne vor 
fi necesare unele definiţii algebrice. 

Dacă K este un corp comutativ de caracteristică 0 se notează cu 
An{K) algebra Weyl a operatorilor diferenţiali peste K cu coeficienţi 
polinominali. Fie M un An(K) modul stîng înzestrat cu o filtrare T. 
Se zice că filtrarea F este „bună" dacă graduatul asociat grT(M) 
este un gr(An(K)) — modul de tip finit. Dacă d(M) este dimensiunea 
lui M, Bernstein a demonstrat că ă{M) > n pentru orice An(K) — modul 
stîng netrivial. Clasa lui Bernstein de An(K) — module stingi este clasa 
acelor module M pentru care ă(M) = n. Să ne întoarcem la distri
buţii. Este imediat că @'([Rn) este un An((£) — modul sting. Fie 
tiel3)'(\Rn)şiîieLu= {QeAn((C), Q(x, D)u = 0} anulatorul lui u, adică 
mulţimea acelor operatori diferenţiali cu coeficienţi polinomiali ce 
anulează pe u. Prin definiţie u e ®> (W) dacă şi numai dacă An{(£,)ILu 
(care este un A»«C) — modul sting) aparţine clasei lui Bernstein, 
adică dacă ă(An{(£,)jLu)= n 

Cîteva proprietăţi importante ale lui $>'([Rn): 1° ®>'(\Rn) este un 
^««C) — submodul aî lui ®'(DR"). 

2) o distribuţie temperată aparţine lui <$>'([R"). dacă şi numai dacă 
transformata sa Fourier aparţine lui $>'(IRB). 

3) în &>' se poate face un calcul operatorial. 
ISTe oprim aici cu aceste sumare considerente privind clasa distri

buţiilor lui Bernstein. 

6. Comentarii şi indicaţii bibliografice 

Din cele precedente rezultă destul de clar progresele însemnate 
ale teoriei funcţiilor generalizate. Este însă cazul că subliniem rolul 
pe care ideile lui Gelfand le-au jucat în aceste progrese. în cazul ultra-
distribuţiilor acest lucru este evident, dar chiar în cazul hiperfuncţiilor, 
deşi definiţia acestora se bazează pe alte idei, anumite hiperfuncţii 
ca de pildă |^|x, x\,(x + i0)x etc. (deci de fapt distribuţii studiate în 
volumul de faţă) joacă un rol important. Mai însemnat însă este rolul 
pe care îl au distribuţiile ce depind de parametri în mod analitic. Şi aici 
cititorul tratatului lui Gelfand este în măsură să recunoască idei dez
voltate sistematic pentru prima dată în acest volum. Subliniem de 
asemenea, rolul însemnat pe care îl au diferitele descompuneri ale 
măsurii Dirac în unde plane. 

în altă ordine de idei trebuie menţionat că expunerea de faţă nu 
are un caracter exhaustiv. Astfel, o clasă interesantă de distribuţii a 
fost pusă în evidenţă de Jaff e [24] în legătură cu probleme ale fizicii 
teoretice. Clase interesante de ultradistribuţii au fost introduse şi 
studiate de Chou [14] s i l . Ciorănescu — L. Zsido [15]. 

521 



Pentru detalii, bibliografie şi aplicaţii în acest domeniu trimi
tem la [34]. în ceea ce priveşte ultradistribuţiile lui Beurling şi 
aplicaţiile acestuia a se vedea [9]. 

Pentru o iniţiere rapidă în teoria „elementară" a hiperfuncţiilor 
(stadiul dinainte de 1968) a se vedea cursul lui Schapira [49]. Pentru 
detalii privind valoarea la bord, [37]. Conferinţele lui M. Sato de la 
Tokio, respectiv Nisa [46], [47] dau unele exemple de calcul de spectru 
singular. Lucrarea fundamentală în care sînt studiate şi aplicate fas
cicolul microfuncţiilor, spectrul singular etc. este [48]. în acelaşi 
volum se găsesc alte expuneri interesante : Komatsu [33] şi Morimoto. 
O prezentare „axiomatică" dar cu multe aplicaţii îl constituie cursul 
lui Bony [11]. O altă introducere bazată pe [48] este cea a lui Kashi-
wara [27]. O prezentare din care ne-am inspirat mult este [53]. Pro
babil că cel mai bun text introductiv cu demonstraţii complete este 
cursul de la Grenoble a lui A. Kaneko [26]. 

Pentru studiul acelor hiperfuncţii pentru care se poate defini trans
formata Fourier a se vedea Kawai [28] şi nota lui Palamodov [54]. 
Diferite compaetificări ale lui B" dau posibilitatea de a defini în dife
rite moduri spectrul singular. A se vedea [23] Echivalenţa frontului 
de undă analitic cu spectrul singular alunei distribuţii este demontrată 
de mai mulţi autori. A se vedea cartea lui Bjorck [10], Mshîwada 
Bony [12]; [10] conţine şi o excelentă introducere la aspectele mai 
avansate legate de problemele microlocale în studiul sistemelor. Tot 
acolo se găseşte şi o prezentare a distribuţiilor lui Bernstein şi apli
caţiile lor. 

în ceea ce priveşte distribuţiile lagrangiene, operatorii integrali 
Pourier şi aplicaţiile lor există o literatură bogată. Becomandăm 
articolele [21], [23] ale lui L. Hormander, [18] Duistermaat-Ho'r-
mander, cursul lui Duistermat [16] şi volumul deja amintit a lui 
Guillemin-Sternberg [19]. De asemenea o prezentare excelentă cu 
numeroase aplicaţii importante o constituie lucrarea în 2 volume a 
lui Treves [52]. 

Pentru studiul sistemelor supradetermniate din punctul de vedere 
a lui Sato-Kashiwara a se vedea cursul lui P. Schapira [51] şi mai ales 
volumul lui Pham [42]. 

Aplicaţii importante ale teoriei hiperfuncţiilor se pot găsi rezu
mate în volumul [53]. Transformarea Badon pentru hiperfuncţii 
este studiată în teza lui Kataoka [29] care apoi o aplică în studiul 
problemelor la limită [30]. 

Pentru alte aplicaţii în fizica teoretică a se vedea [58] [59], iar 
pentru legătura ca funcţiile de clasă Nilsson a se vedea conferinţa lui 
Pham [41]. Becomandăm de asemenea articolul lui Duistermat' [17] 
şi cursul lui Pham [40] în care se studiază aspecte geometrice şi topo
logice legate de vaietăţile lagrangiene. 
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Aici trebuie subliniat rolul important jucat ele Maslov sideArnold 
[2]. A se vedea şi [55], [56]. 

Pentru diferite generalizări ale noţiunii de hiperfuncţii a se 
vedea Morimoto [39] şi Jarinov [25]. 
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Note şi referiri bibliografice 

In această carte au fost considerate probleme ale analizei clasice, care, tn majoritatea 
cazurilor au oistoriedestuldelndelungatâ.Deacccareferirilc pe carele vom face şi care in 
multe cazuri sint aproximative—pot da loc la discuţii. De pildă, ana legat noţiunea de regu
larizare a integralelor divergente de numele lui I. Hadamard şi M. Kicsz, dar ea se intil-
neşte deja la Cauchy (la definirea funcţiei T in afara domeniului de convergenţă a inte
gralei) şi fără indoială Euler a folosit pentru calculele sale considerente foarte apropiate. 

Capitolul I, § 1. Noţiunea de funcţie generalizată, ca funcţională pe un anumit spa
ţiu de funcţii, a fost introdusă de S. L. Sobolev [20]. Sub forma pe care o prezentăm, ea 
a fost dată de L. Schwartz [4] § 2. Conţinutul acestui paragraf este in esenţă preluat din 
cartea lui L. Schwartz [4]. 

§3—4. Ideea regularizării integralelor divergente pentru aplicaţii in probleme de 
ecuaţii diferenţiale porneşte de la J. Hadamard [8]. Lui M. Riesz [13] ii aparţine metoda 
generală de regularizare prin prelungire analitică (v. de asemenea L. Schwartz [14]). 
Materialul prezentat în acest paragraf este o versiune extinsă şi prelucrată a Materialului 
corespunzător din articolul lui I. M. Gelfand şi Z. Ia. Şapiro [16]. Noi in comparaţie cu 
acel articol sint: introducerea şi utilizarea sistematică a funcţionalelor (x + it))A şi (x — 
— iO)* , precum şi punerea problemei regularizării canonice şi rezolvarea ci pentru funcţiile 
de o variabilă. în clasa funcţiilor de două (sau mai multe) variabile cu singularităţi alge
brice, problema regularizării canonice deja nu mai are soluţie; după cum au descoperit 

V. Gruşin şi R. Ismagilov, deja funcţiilor de forma — (aici a(x, y) este o funcţie 
r* 

indefinit derivabilă) nu li se mai pot asocia funcţionale, astfel incit condiţiile regularizării 
canonice să fie verificate. în clase mai restrînsc de funcţii de mai multe variabile, regula
rizarea canonică este posibilă; V. Palamodov a găsit citeva astfel de clase. De exemplu 

a(x, y) regularizarea canonică este posibilă în clasa funcţiilor , dacă distanţele 

între rădăcinile fiecărui polinom P(x, y), situate in semiplanul superior şi rădăcinile 
aceluiaşi polinom, situate în semiplanul inferior rămîn, atunci clnd x parcurge un compact 
oarecare al axei x, superioare unei constante pozitive. 

Problema descompunerii distribuţiei delta hi unde plane, in formularea clasică (cal
culul valorii unei funcţii Într-un punct atunci cind se cunosc integralele acestei funcţii 
pe hiperplane) a fost pusă de Radon In 1917 şi rezolvată de F. John [10] şi de alţi autori ; 
In legătură cu aceasta amintim nota lui A. Haciaturov [22], § 5, eap. I. Conţinutul acestui 
paragraf a fost în esenţă împrumutat din cartea lui L. Schwartz [14]. La prelucrarea ulti
melor exemple din pct. 5 a participat şi H. Ia. Vilenkin. 
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§6, cap. I. Conţinutul pct. 1 şi 3 au fost luate din articolul lui I. M. Gelfand şi 
Z. la. Şapiro [10]. Rezultatclepct. 1 au fost]obţinutceu metode apropiate de cătreF. John 
[10], rezultatele punctului :; au fost obţinute independent şi aproximativ simultan de 
către R. Courant şi A. Lax 11|. Ilerglotz [9] şi 1. G. Pctrovski au fost aceia care au dat 
primele formule generale pentru soluţia generală a ecuaţiei hiperbolice cu coeficienţi 
constanţi în acele cazuri iu care acestea puteau fi exprimate în termenii clasici ai teoriei 
funcţiilor, adică pentru ecuaţiile de ordin suficient de mare (;n> n + 1). Ecuaţiile 
hiperbolice cu coeficienţi constanţi au fost studiate în lucrările importante ale lui 
L. Gârding [7], cu ajutorul metodei lui Ricsz şi ale lui Leray [11], cu ajutorul transfor
mării Laplace generale. Punctul 2 a fost redactat de V. A. Borovikov după propriile sale 
rezultate [24]. 

Anexa 1. Conţinutul acestei anexe este prelucrat din cartea lui L. Schwartz [14]. 
Capitolul II. Definirea transformării Fourier pentru funcţiile cu creştere polinomială, 

ca distribuţii, aparţine lui L. Schwartz [14]. O altă definiţie a transformării Fourier pen
tru astfel de funcţii apare la S. Bochner [1] şi la T. Carleman [3]. Definiţia din § 2 şi 
§ 3 a transformării Fourier pentru funcţii cu creştere arbitrară aparţine lui I. M. Gelfand 
şi G. E. Şilov [17]. în articolul [17] este dată o definiţie mai generală, care va fi discutată 
în cap. IU al volumului al doilea. Spaţiul Z a fost introdus de I. M. Gelfand şi G. E. Şilov 
[17] (sub denumirea de Z1), iar in acelaşi timp şi independent de B. Malgrange [12] şi 
L. Ehvenpreis [5], Textul punctului § 2.6 aparţine lui N. Ia. Vilenkin şi Z. Ia. Şapiro. 

§ 1, Cap. III. Definiţia formelor diferenţiale (o;(/ >0), a funcţionalei 8(P) şi a deri
vatelor sale aparţine lui I. M. Gelfand şi Z. Ia. Şapiro [16]. Forma co0 a fost introdusă de 
J . Leray [11]. Punctul 9 este împrumutat din lucrarea lui Z. Ia. Şapiro [23]. 

§ 2, cap. III. Studiul polilor şi reziduurilor unei forme pătratice la puterea X a fost 
efectuat de M. Riesz [13], în cazul în care forma pătratică are cel mult un minus, şi a fost 
fundamentală pentru el în studiul soluţiilor ecuaţiei undelor. Studiul formei pătratice în 
cazul general, avind drept scop teoria reprezentărilor a fost întreprinsă de I. M. Gelfand 
şi M. I. Graev [15]. Soluţiile fundamentale ale ecuaţiilor ultrahiperbolice Lu=S au fost 
construite pentru prima oară de Y. Foures-Bruhat [6]; forma în care sînt prezentate aici 
a fost indicată de Z. Ia. Şapiro ; pentru L,cu = B ele sînt publicate acum prima oară. Punc
tele 1, 2 urmează lucrările lui M. Riesz [13] şi I. M. Gelfand şi M. Graev [15]. Ideea care 
«tăia baza punctelor 3 —10 — trecerea în domeniul complex — aparţine lui I. M. Gelfand. 
Această idee este prezentată in pct. 3. Rezultatele punctelor 4 — 6 aparţin lui I. M. Gelfand 
şi M. I. Graeev, iar a punctelor 7 — 10 lui N. Ia. Vilenkin, I. M. Gelfand şi Z. Ia., Şapiro. 
Punctele respective au fost redactate de către cei ce au obţinut rezultatele corespunzătoare. 

§3, cap. III. Rezultatele acestui paragraf sînt luate în principal din articolul lui 
1. M. Gelfand şi Z. Ia. Şapiro [16]. M. V. Fcdoriuk a construit Px pentru orice polinom 
•de două variabile cu un zero simplu în origine. 

Anexa 3 conţine o demonstraţie a completitudinii spaţiului K' şi se datorează Iui 
Brodski. 

Anexa 4. Materialul acestei anexe este în esenţă extinderea la domeniul complex a 
rezultatelor lui I. M. Gelfand şi Z. Ia. Şapiro [10]. Aceasta este prima dată cînd ele sînt 
publicate sub această formă. Forma diferenţiată o a fost introdusă de Leray [16] şi <â  
au fost introduse independent (în cazul spaţiului real) de Leray, I. M. Gelfand şi 
Z. Ia. Şapiro. 

Anexa 5 este reproducerea notej lui I. N. Bernstein şi S. I. Gelfand. 
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