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Prefatd la prima editie in limba rusa

Functiile generalizate capdtd in momentul de fald o rdspindire din
ce in ce mai mare in diferite ramuri ale matematicis. Sub o formd neri-
guroasd ele au fost folosite de mulld vreme de fizicieni.

Un rol insemnat in formarea teoriei funcfiilor generalizate l-au
jucat Tuerdrile lui J. Hadamard in care, in legdturd cu studiul solutiilor
fundamentale ale ecuafiei undelor, eraw considerate integrale diver-
gente, precum $i unele lucrdri ale lui M. Riesz. Nu vom vorbi aici de
lucrdri §i mai vechi, in care s-ar putea gdsi elementele viitoarei teorii
a functiilor generalizate. S. L. Sobolev a fost primul care a inirodus in
1936 functiile generalizate intr-o formd explicitd si unanim acceptatd
azi, oy ocazie studiului unicitdfii solujiilor problemei Cauchy pentry
ecuatiile lintare hiperbolice.

Pe de altd parte, teoria tui 8. Bochner a transformdrii Fourier o
functiilor cu orestere polinomiald conduce foarie aproape de teoria func-
tiilor generalizate. Aceste tramsformate Fourier sint in esentd funciii
generalizate gi apar la S. Bochner ca derivate formale de functii con-
tinue.

In 1950—51 apare monografia Wi L. Schwartz ,,Teoria distri-
butiilor”. In aceastd carte L. Schwartz a sistematizat teoria functiilor
generalizate, cuprinzind unitar toate aborddrile anterioare, bazindu-se
pe teoria spagiilor vectoriale topologice §i obfine mulle rezullate impor-
lanie gi cu consecinfe deosebite. Neobignuit de repede dupd aparific
sy Teoriei distributiilor’, in fapt in doi sau trei ani, distributiile aw
capdatat o largd popularitate. Estesuficient sdremarcam fapiul cd numdrul
lucrdrilor matematice continind distribuii a crescut considerabil.

In volumele acestei serii vem da o dezvoltare sistematicd a teoriei
Sunctiilor generalizate si @ unei serii intregi de probleme de analizd legate
de ele. Autorit nu gi-au stabilit insd ca fel de a aduna inireq materialul
legat, intr-o mdasurd mai mare sau mai micd de functiile generalizaie.
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Pe de altd parte, foarte mulie din problemele considerate aici ar puten
Ji tratate st fara distribufii. Totusi notiunea de functie generalizatd sta-
bilesie o legdturd utild intre multe probleme ale analizei, analizei func-
tionale, teoriei ecuafiilor diferentiale, teoriei reprezenidrilor grupurilor
Lie local compacte st teoriet probabilitdtilor. De aceea s-ar putea ca titlul
,Funelit generalizate” dat intregii serii de volume de analizd functionald
sd fie cel mai potrivit.

Sd descriem pe scurt confinutul primelor pairu volume ale seriei.

Primul volum este dedical in esentd aspectelor algoritmice ale
teoriei functiilor generalizate. Primele sale doud capilole reprezinid o
introducere elementard in teoria distributiilor. In acest volum cititorul
intilneste multe aplicaiii ale distribufiilor la diferite chestiuni de analizd.
In citeva locuri sint date teoreme fird demonstrafii, cu trimiteri la
volumul ol doilea. In acest volum se ulilizeazd pe larg, aldiuri de cartea
lui L. Schwartz, st articolul lwi I. M. Gelfand st Z. La. Sapiro ,,Functii
omogene’ (U.M.N., 1955, nr. 3): Z. Ia. Sapiro a redactat de asemeneca
citeva puncle ale acestut volum.

In volumul al doilea se dezvoltd mofiunile, imtroduse in primul
volum, se demonstreazd folosind metode topologice, acele teoreme date
fdra demonstrafii in primul volum si, de asemenea, se considerd si se
studiazd o mare varietate de spafii concrete de functii generalizaie. La
baza tuluror acestora se gdseste studiul facut in capitolul I al celui de-al
doilea volum al uneia dintre cele mai elementare i utile, pentru analisti,
ramuri ale teoriei gemerale a spagiilor wvectoriale topologice — teoria
spajiilor numdrabil normate.

Al treilea volum este dedicat anumitor aplicatii ale teoriei functiilor
generalizate la teoria ecuagiilor diferenjiale si anume la constructia
dlaselor de unicitate i a clasclor de corectitudine o problemei Cauchy
peniru ecuatiile cu derivate parfiale si la dezvoltarea dupd functiile
proprii ale operatorilor diferentiali. Aici se folosesc sistematic rezul-
tatele obtinute in al doilea volum.

In volumul al patrulea se considerd probleme ale teoriei probabili-
idgilor (procese aleatoare generalizate) si ale teoriei reprezentirilor gru-
purilor Lie, legate de teoria functiilor generalizate. Conceplul unificator
il joacd amaliza armonicd (analogul teoriei iransformatei Fourier) &
Sunctiilor generalizaie $i, in particular, problema reprezenidrii funcfi-
1lor pozitiv definite. In acest voluwm un rol esenfial il are teorema nucleelor
a lwi L. Schwartz.

Volumele 1—3 au fost scrise de @, E. Silov i de mine, volumul 4
de N. Ia. Vilenkin $i de mine.

Intr-o,,Notd bibliografica’ se daw anumite referinje istorice, citarea
de surse gi bibliografie. In text nu se fac referiri ; indicagiile referitoare lo
manuale se daw in notele de subsol.
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Bineinjeles cd aceasta wici pe departe nu epuizeazd toale posibi-
litafile de aplicare ale functiilor generalizate. Fard indoiald se simte
necesitatea aprofunddriv legdturii cu ecuatiile diferentiale (probleme la
limitd, ecuati cu coeficienti variabili, o serie de probleme ale ecuatiilor
evasiliniare).

Mai mult, teoria functiilor generalizate este baza cea mai polrivitd
Ppentru edificarea teoriei generale a reprezemtdrilor grupurilor Lie gi,

in particular, teoria generald a functiilor sferice si a functiilor automorfe

generalizate. Sperdm sd putem aduce unele contribulii §i in aceste
probleme.

Autoric primului volum isi exprimd gratitudinea colegilor si stu-
dentilor lor care intr-un fel saw altul aw contribuit la realizarea acestui
volum, indeosebi lui V. A. Borovikov, N. Ia. Vilenkin, M.I. Graev
$i Z. Ia. Sapiro. Autorii muliumesc de asemenea lui M. 8. Agranovici
care a editat manuscrisul si a introdus o serie de imbundldtiri.

I. M. GELFAND



Prefaid la a doua editie in limba rusa a
primului volum

In a doua editie & primului volum s-au fdcut unele permutdri ale
materialului expus, peniryu a ugura cilirea sa.

Primele doud capitole ,,Definifia gi proprietdtile elementare ale
distributiilor” gi ,,Transformata Fourier a distribufiilor” se pot reco-
manda ca o introducere initiald, ele confin minimul standard, necesar
tuturor matematicienilor §i fizicienilor care au de-a face cu distributii.

Planul ulterior de studiu depinde de interesul cititorului. Cititorul
interesat in aspectul algoritmic poate sd se tntoarcd lo capitolul III al
acestui volum, eare este dedicat studiului unor clase speciale de distri-
bugii : distributia della pe suprafefe de diferite dimensiuni, disiributii
legate de forme pdtratice (de signaturd arbitrard), distribujii omogene §i
distributii defimite de functit echivalenie cu functii omogene, precum §i
la inceputul capitolului IV din volumul £*, in care se considerd distri-
butii omogene in domeniul complex. Cititorului interesat in teoria gene-
rald 11 recomanddm, dupd primele doud capitole ale acestui volum, sd
treacd la primele trei capilole ale volumului 2 ce contin, in particular,
necesarul privind ieoria spajiilor vecloriale topologice, iar apoi la
capitolul 1 al volumului 4, in care se studiazd spagiile nucleare gi mdisu-
rile definite pe acestea. Cititorul dornic sd invete despre aplicatiile func-
tiilor generalizate in teoria ecuajiilor cu derivale pariiale, se poate
tntoarce spre capitolele 11 si 111 ale volumului 3, dupd o examinare a
capitolelor referitoare la spatiile de tip 8 gi de tip W (cap. IV al vol. 2,
gi cap. I al vol. 3). Teoria spectrald §i aplicatiile sale [sint considerate
in capitolul IV, vol. 3 gi tn capitolul I, vol. £4; pentru aceasta este
necesard cunoagterea primelor doud capitole ale volumului 2.

Sint posibile gi alte planuri de studiu ; de pildd, problemele ce se
concenlreazd in jurul transformdrii Fourier a functiilor gemeralizate

* Aceasti parte figureaza! in traducerea in[limba rom#n# drept anexa 4. (Nota trad.)-
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sint dezvoltate, dupd capitolul II, vol. 1 st capitolele .III st I V. al
volumului 2, in primele 3 capitole al volumului 3, in capitolul al. do-zlfa
si in urmdtoarele din volumul 4; cum intervin functiile generalizate in
teoria reprezentdrilor si in teoria transformatei Fourier pe grupuri
este expus in ultimele trei capitole ale volumului 4, pentru citirea carors
este mecesar doar cunoasterea primelor doud capitole ale volumulus 1.

Pentru a usura utilizarca primului volum, s-a dat la sfir;situl. s
un rezumat al definitiilor si formulelor fundamentale, precum $iv Uun
tabel de transformate Fourier de distribufit.

AUTORII

12

Notda privind terminologia si notatia

Atragem atentia eititorului edl in acest tratat autorii utilizeazd o
terminologie $i uneori notatii care le sint proprii. Ca atare, dorim s
stabilim la ce corespund acestea in terminologia actualmente unanim
acceptati.

In primul rind, autorii ntilizeazi sistematic termenul de functii
weneralizate, intelegind prin aceasta o functionald liniard §i continusd
pe un spatin de funetii test (functiile test fiind denumite de autori
functii fundamentale, iar spatiile de funectii test, spatii fundamentale).
Termenul foarte general de funciie generalizati are, in cazuri parti-
culare deosebit de importante, corespondenti mult mai des utilizafi.
Astfel am preferat pentru elementele lui I’ terminologia unanim
acceptati a lui L. Schwartz de distribufie. De asemenea, dacii ® este
un spatiu fundamental, astfel incit spatiul K s fie dens in ®, topo-
logia lui K fiind maifinad decit cea indusi de topologia lui K, are loc o
scufundare injectivi continuil a dualului @' in K'. Ca atare, elementele
fui @' vor fi numite de asemenea distributii. Exemple tipice ale
acestei situatii le oferd spatiile S §i 8, ale edror duale S’ (distributiile
temperate) §i &' (distributiile cu suport compact) sint natural seu-
fundate in K’'. Mentiondm de asemenea, c¢i spatiul K este notat de
obicei prin D(R*) sau prin CP(RR*), iar spatinl funcyiilor indefinit deri-
vabile pe R” se noteazi, cu §(R*) sau C°(IR*). Pentru celelalte duale de
spatii fundamentale pastrdm terminologia autorilor. Subiniem insd
¢ adesea in loe de functie generalizati se utilizeazd in literatura de
specialitate termenul de ultradistributie (precizind de la caz la caz
dlualul in cauzi ).

Autorii folosese termenul de funectie finitd infelegind prin aceasia
funetie cu suport compact. Au adoptat sistematic terminologia uzuali.
De asemenea, ei folosesc termenul de funcfie sau de functie generali-
zatd ,,concentrati pe o multime’. Aceasta inseamné ci functia, res-
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pectiv functia generalizatd are suportul continut in acea multime.
Termenul de ,,concentrat’ fiind foarte sugestiv I-am utilizat adesea
in cazul distributiilor (de pildd, distribufie concentraté pe o suprafati)

De asemenea, autorii utilizeazd termenul de suprafatd pentru
ceea ce se numeste de obicei hipersuprafatd (adici avind codimen-
siunea unu). Avind in vedere ci nu existi pericol de confuzii vom face
5i noi acelas abuz care simplificd scrierea. Termenul de suprafati
trebuie infeles aici in sensul geometriei algebrice, adicd cu posibile
singularitdti (daeci nu se mentfioneazd in mod expres contrariul).
Analog, termenul utilizat citeodatd de varietate trebuie inteles in
sensul anglo-saxon de ,,variety’’, adicd de multime analiticd §i nu
in sensul de ,,manifold” adicd de varietate diferentiabild. Acest abuz
de limbaj este utilizat numai pentru a simplifica exprimarea. In ceea
ce privegte formele diferentiale, autorii utilizeazid pentru produsul
exterior a doud forme u, v notat de obicei 4 Av, notatia mai simpld
4+ v. Am pastrat notatia originald. Autorii folosesc termenul de fune-
tionald hermitiand in dou# sensuri diferite: atit in sensul larg de
form# seschiliniars cit i in sensul strict al termenului. In traducere
s-a ficut distinctia necesari. Adesea, in cazul distributiilor (sau al
functiilor generalizate) regulate, adici definite de anumite functii
uzuale, autorii nu au ficut distinetia intre functia respectivi si dis-
tributia pe care aceasta o defineste; acolo unde nu era pericol de
confuzie am pistrat aceastd identificare.

Alt abuz de limbaj utilizat citeodats este urmatorul : se considera
digtributii depinzind analitic de un parametru A complex, in fapt,
funetii analitice de A avind valori distributii. Atunci e¢ind ne intere-
seazd dependenta distributiei de parametrul A, de pildé cind este vorba
de o dezvoltare dup# puterile lui A vom serie ,,dezvoltarea functiei”
si nu ,,dezvoltarea funcfiei de A cu valori distributii’’, acest abuz
neputind crea confuzii.

Autorii folosesc termenul de continuitate, intelegind continui-
tatea prin siruri. In traducere, am folosit de asemenea, termenii
sinonimi de regularizata unei integrale sau de valoare regularizaté
a unei integrale, de la caz la caz.

Tradueitorii

14

Capitolul |

DEFINITIA DISTRIBUTIILOR SI PROPRIETATI ELEMENTARE

§ 1. Functii test si distributii

1.1. Observatii introduetive. De multd vreme fizicienii utilizau
asa-numitele funetii singulare, care nu pot fi definite coreet in cadrul
teoriei clasice a funetiilor. : ‘

Functia singulard cea mai simpld este functia delta, 3(z — #,) :
aceasta, conform definifiei fizicienilor este ,,egali cu zero peste tot.
cu exceptia punctului @, in acest punct este egald cu infinit gi posedi
o integrali egald cu 1”. Este inutil de ardtat ci aceste conditii sint
incompatibile cu definitiile clasice ale funectiei §i ale integralei. Dar
putem incerca si analizam conceptul de functie singulard si si clari-
ficim sensul sfu real. Mai intii, s& remarcim cf in rezolvarea proble-
melor concrete de fizicii matematic#, functia delta (§i alte functii
singulare) nu se intilnese, de reguld, decit in etape intermediare;
in rezultatul final, sau functia singulard nu apare, sau dac# intervine
ea figureaz# sub semnul integralei, inmultitd cu o functie ,,ce se com-
portd bine’. Din acest motiv nu este nevoie si rispundem la intre-
barea : ,,ce sint functiile singulare?’’ ci este suficient si gtim ce in-
seamni integrala produsului dintre o functie singulari cu o functie
,,buni’’. De pildd, in loc de a ne intreba care este natura functiei 3,
este suficient de indicat cd, pentru orice functie ¢(2), ,,suficient de
buni”, avem egalitatea

—co ’
S o — T)e(@)ds — o(z,).
+ oo
Altfel spus, fiecirei functii singulare ii atagim o functionald,
astfel incit, fieciirei functii ,,suficient de bune’ ii corespunde un nu-
mar, perfect definit. De exemplu, functiei delta 3(z — x,) 1i atagim
functionala care fiecirei functii ,,suficicnt de bune” ¢(x) ii face si
corespundd valoarea o(wx,). Dar dacéi proceddm astfel, nu mai este
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nevoie s ne aplecim asupra conceptului de ,,functie singulari’”;
vom identifica de acum incolo ,,functia singulari’® cu functionala
atagatd ei. Aceasta va fi o definitie suficientd (atita vreme cit am defi-
nit precis clasa functiilor ,,suficient de bune’ pe care este dati acea-
stéd funetionald). Funectiile integrabile uzuale sint evident incluse in
acest cadru : pentru fiecare astfel de functie f stim cit este integrala
produsului dintre f §i o functie ,,bun#’. In acest mod, reprezentarea

distributiilor sub forma de functionale, include atit ,,functiile sin--

gulare” ecit si functiile uzuale.
Sé trecem acum la definitii precise.

1.2. Funetii test. Mai intii trebuie caracterizate functiile pe care
le numim ,,suficient de bune’ §i pe care actioneazd functionalele
noastre. Pentru aceasta considerim multimea K a functiilor reale
o(x)*, cu suport compact (adici anulindu-se in afara unei mulfimi
compacte, ce depinde de functia considerati), indefinit derivabile.
Aceste functii vor fi numite funcfii test, si mulfimea K se va numi
spajiul de bazd. Adunarea functiilor test, precum inmultirea cu
numere reale a functiilor test nu ne scoate din clasa K ; altfel spus, K
este un spatiu vectorial.

Vom spune ci sirul

o (#)y Pa(@)y v -y 2(@),

de funetii test tinde ciitre zero in K, daci toate aceste functii se anu-
leazd in afara unui compact (acelasi pentru toate) si daci ele converg
uniform cétre zero (in sensul uzual) impreuns cu derivatele lor de
orice ordin. Ca exemplu de functie test anulindu-se pentru r = | #| =

=VE“>?> a, se poate da funetia
2

o
exp| ——— entru r <a
) o(w, @) = P ( a® — 7‘2) P

0 pentru 7> a.
. .. 1 . < .
Sirul funetiilor ¢,(®) =— o(x, a) (v =1, 2, ...) tinde citre zero in
v
- . 1 i .
spatiul K. Sirul ¢, (#) = —¢|{—, a} (v=1,2, ...) converge citre
v v
zero uniform impreuns cu toate derivatele sale, dar el nu tinde citre
0 in K, céei nu existd niciun compact in afari ciruia si se anuleze

toate aceste functii.

* De reguld, z = (x4, 25 ..., T,;) desemneazi un punct al spatiului n-dimensional
R?, Cititorul poate, la prima lecturd, considera x ca un punct pe dreapta reald.
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Existd foarte multe functii test. De exemplu (v. Anexa 1 a aces-
tui capitol, nr.1) pentru orice functie continui cu suport compact
exist® Intotdeauna o functie ¢(x) din K ce o aproximeazi oricit de
bine, adici pentru orice ¢ > 0 existd ¢ € K astfel ¢d, pentru orice z,

[f(@) — o(@)] <e

1.3. Distrihutii. Spunem c# ne-am dat o functionald liniard
continud f pe spatiul K dacd avem o reguli care atribuie fiecérei func-
tii test o(2) un numir (f, ¢) astfel incit si fie verificate urmitoarele
conditii :

a) Pentru orice douii numere reale «;, a, $i orice doud functii
test (), ¢x(x) are loc egalitatea (f, oypy + o92) = ou(f, ¢1) +
+ as(f, @) (proprietatea de liniaritate a functionalei f);

b) Dach sirul functiilor test ¢, @5 ..., @,... tinde citre zero
in spatiul K, atunci sirul numerelor (f, @;), (f, @)y -« -y (fs @.)s-
tinde citre zero (proprietatea de continuitate a functionalei f).

De exemplu, fie datd o functie f(x), absolut integrabild pe orice
domeniu compact din spatiul R® (o astfel de functie se numeste local
integrabild). Cu ajutorul acestei functii putem atagsa fiecirei functii
test o(x) numarul :

(1) (, @) =Sf(w) o) de,
Rn

unde integrarea se efectueazi de fapt, pe un compact, in afara ciruis
functia ¢(2) se anuleazy identic. Este ugor de verificat ¢ functionala
f indeplineste conditiile a) si b); de pildé, faptul ¢i conditia b} este
indeplinitd rezultd din posibilitatea trecerii la limitd sub semnul
integral in cazul unui sir de funectili uniform convergent pe un com-
pact. Functionala de forma (1) este deci un exemplu foarte parti-
cular de functionali liniard continué pe spatiul K. Sint usor de gisit
functionale de altd formi. De pilds, functionala care face sd-i cores-
pundd oricirei funetii ¢(«) valoarea sa in punctul , = 0 estein mod
evident liniars si continu#. Dar esteusor dearitat ci aceastd func-
tional¥ nu poate fi reprezentaté sub forma (1), oricum am alege functia.
local integrabild f(x).

Intr-adevir, si presupunem c# existé o functie local integrabild
f(#), astfel incit, pentru orice functie test ¢(#) are loc egalitatea

Sf(w)cp(w)dw = o(0).
Rn

2—c. 630 15 17



in particular, aceasts reprezentare are loc si pentru functia
@(x, a), consideratd in punctul precedent egald cu exp (— a?/(a? — r2))
pentru r <a §i nuld pentru 7> a.

@) yw)w%de=@wm>=yl

Dar pentru ¢ — 0 integrala din membrul sting tinde cétre zero, ceea
ce contrazice egalitatea (2). Functionala consideratd o vom numi
,,functia delta’ in concordantd cu terminologia stabilitd (desi aceasta
nu este corectd, pentru ci functia delta nu este o functie in sensul
clagic) §i o vom nota prin 3(x); astfel

(3(2), o(@)) = 9(0).

Adesea se intilnegte i functia delta ,,translatatd’, 3(x — ),
definitd prin egalitatea

(& — @)y, 9(@)) = ¢(@o)-

Vom numi distribufie orice functionali liniard continui definiti
pe spatiul funetiilor test K. O distributie datd de o formuld de forma
(1) se va numi requlatdé — sau de tip functie, toate celelalte (printre
care §i functia delta) — singulare.

O distributie regulatd f, definitd prin formula *

(ﬁ@%=OSM@dW=SCMmdw

8e va numi constanta C. De exemplu, distributia unitate este daté de
formula '

uq@r=g@w>dm

Se poate arita (v. vol. 2, cap. 1T, § 1, si pet. 5) ¢l valorile unei
functionale regulate pe toate functiile test permit definirea functiei
corespunzitoare f(«), in mod unic cu exeeptia unei multimi de mésuri
nuli. Aceasta inseamnd ci la functii diferite fi(x) si fo(@) corespund
distributii diferite (adicd avind valori diferite pentru unele functii test).
Din acest motiv multimea tuturor funetiilor local integrabile poate fi
consideratd ca o parte din multimea tuturor distributiilor. Tot din

* Este vorba de integrarea pe intreg spatiul si in acest caz simbolul R? sub semnul
integralei lipseste.
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acelagi motiv este citeodatd coinod de a pistra pentru distributii
notatia f(x), ca de exemplu pentru functia delta, desi nu se poate vorbi
despre valoarea unei distributii in puncte diferite (cici scrierea f(a,),
pentru o distributie, nu are sens in general). De asemenea, in loe de

f, @) vom scrie citeodati f(z) o(x) do, desi din punct de vedere al

analizei clasice o astfel de notatie nu are, in géneral, sens. De exemplu,
vom scrie citeodatd in loc de (3(x), (%)), S 3(w) o(x) dow. Astfel.

S(@)p(2)da = ¢(0).

~ Mulfimea tuturor distributiilor se va nota cu K'*."

1.4. Proprietiiti locale ale distributiilor. Stim deja ¢i nu putem
vorbi despre valoarea unei distributii intr-un punct. De exemplu
nu se poate spune ci distributia f ,,este nuld in punctul #,”. Dar ex-
presia ,,distributia f este nuld in vecinitatea U a punctului ,’ are
un sens precis : anume aceasta inseamné ci pentru orice functie test
o(x) diferdi de zero doar in punctele frontierd ale vecinititii U, are
loc egalitatea (f, ) = 0. Astfel, distributia f, corespunzind funectiei
uzuale f(x), este egald in zero in vecinitatea U a punctului z,, dacs
in aceastd vecindtate se anuleazi (aproape peste tot) functia f(x) insasi.
Distributia singulard 3(@ — ;) este nuld intr-o anumitd vecinitate a
oricirui punet x, # ;.

Convenim a spune cé distributia f este nuli pe o mulfime des-
chish G, dacs ea este nuld in veecindtatea fieciirui punct al multimii @.
Se poate ardta (v. Anexa 1) ¢i o distributie nuld in veciniitatea oricirui
punct este nuld, adica pentru orice functie test ¢(z):

(fs CP) = 0.

Dacid distributia f nu este nuld in nici o vecinitate a punctului
Z,, atunci se zice ci x, este punct esential al funetionalei f. Astfel,
de exemplu, pe dreaptd punctul x, = 0 este punct esenfial pentru
functionala f(x) = «* (desi in acel punct functia #? se anuleazi!).
Este limpede ci i toate celelalte puncte ale axei sint esentiale pentru
f(x) = «%. Mulfimea tuturor punctelor esentiale se numegte suportul
distributiei f. Suportul distributiei f, corespunzind functiei uzuale
continue (sau continué pe poriuni) f(x) este aderenta multimii pune-
telor in care f(w) # 0. Suportul distributiei 8(z — #,) este x,. Daci

* Notatia uzuald, unanim acceptati, este D’ (Nota trad.).
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multimea F confine suportul functionalei f, atunei se mai spune ci
T cste concentraid pe mullimea T.

Denumirea de ,,punct esential” se justificd prin urmitoarele
proprietéti (care vor fi demonstrate in pet. 3 al anexei 1) : dacs fune-
tia test @(«) se anuleazi intr-o vecindtate a suportului functionalei f,
atunci (f, ) = 0. De aici rezultd ci orice modificare a functiei test
in afara unei veciniti{i a suportului distributiei f nu influenteazi
valoarea lui (f, ¢); intr-adevir, modificarea amintitd este echivalents
cu adunarea la functia test ¢ auneialte functii test ¢ nule in vecinii-
tatea suportului functionalei f, deci pentru care (f, ¢) = 0, §i prin
urmare (f, ¢ -+ ¢) = (f, 9).

Trecem acum la compararea locali a douit distributii oarecare.
Vom spune c& distributiile f §i g coincid pe mulimea deschisd G, daci
diferenta f—g este nuld pe aceastd multime. Se poate ariita ci daci
J si g coincid in vecinitatea fiecirui punct, atunci ele coineid §i glo-
bal, adicd (f, ¢) = (g, ¢) pentru orice ¢; rezulti din aceasta ci o
distributie este perfect determinaté de proprietitile sale locale. Mai
mult, putem gisi orice distributie pleecind de la valorile sale locale
{anexa 1, pct. 3).

In particular, vom spune ci distributia f este regulaid in domeniul
W, dach in acest domeniu ea coincide eu o functie local integrabili.
De exemplu, functia delta 3(x — ;) este regulatd in afara punctului
@, (31 egald cu zero).

Una dintre problemele importante ale teoriei distributiilor
constd In urmétoarele : dindu-se o funetie (uzuald) f(#), care in gene-

. 1x 1 « .
ral nu este local integrabild, de exemplu — pe dreaptii, existii oare
X

o distributie f coineizind cu f(x) in toate punctele in care f(x) este local
integrabila ? Se poate construi o aplicatie f(w) — f astfel incit ope-
ratiile obisnuite de adunare, inmultire, diferentiere, pe care le defi-
nim in continuare §i pentru distributii si se pistreze prin aceasti
aplicatie? Este clar c¢i un rispuns pozitiv la asemenea chestiuni este
foarte important : el ar permite includerea in cadrul distributfiilor gia
functiile uzuale avind singulariti{i neintegrabile. La aceste chestiuni
avem pind in prezent doar rispunsuri partiale (v. pet. 7, § 1 si § 3).

1.5. Operatiile de adunare si de inmulfire cu un numir si cu o
funetie. Fie date doud distributii f i g; definim suma f 4 ¢ ca func-
tionala pe spatiul X, definiti prin formula

(f +9) = (f, @) + (g, @)

Este usor de aridtat ci functionala f + ¢ definitid de aceasti formuls
este o functionald liniard continud. In particular dacs f $i g sint func-
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tionale regulate, corespunzind functiilor f(x) si g(2), atunci f + g

este de asemenea o functionald regulati, corespunzind functiei f(=) +

-+ g(x). Acest fapt arati cd definitia sumei distributiilor este naturali.
Produsul distribugiei f eu numdrul o este definit de formula

(“fa 9) = “(fa ?) = (f, a9).

Este evident cid aceastd funetionald este liniard i continud. Pentru
o functionald regulatii f, corespunzind unei functii local integrabile

J{x) operatia introdusit mai sus eorespunde inmulfirii funetiei f(x) cu

numirul «.

Nu este posibil de a defini in niei un mod natural produsul a
doudt distributii. Dar se definegte perfect natural produsul unei dis-
tributit oarecare f cu o functic indefinit derivabild a(x). Remarcim mai
intli ci produsul dintr-o funectie indefinit derivabild a(x) cu o functie
test o(x) este de asemenea o functie test Y(2) = a(x) o(2); in plus,
dacd sirul de functii test ¢, () tinde citre zero in spatiul K, atunci
sirul produselor a(x) o, () de asemenea tinde ciitre zero in spatiul X.
Fie acum datd o distributie arbitrard f; definim funetionala af prin

(af, ) = (f, ao).
Fuanetionala af este evident liniard. Ea este §i continud : daci ¢ (o) =0
atunei, cum s-a arvitat, si a(x) ¢,(¢) — 0 si prin urmare :
((lf, C?v) = (f7 a“?v) — 0.

Pentru o functionald regulati f, corespunzind unei functii local
integrabile f(#), inmultirea cu funectia a(x) corespunde inmultirii
functiei f(«) cu functia a(x). Intr-adevir, in acest caz avem :

(of, ) = (f, @, 9) = Sf(w) [a(2) (z)]de ———S [a(2) f(2)] (@)

formula

1.6. Translatii, rotatii si alte transforméri liniare efeetuate asupra
variabilelor independente. Pentru % >0 functia f(o — h) pe axi se
numeste in analizd translatata la dreapta cu b a functiei f(x). Atra-
gem atentia ci aceastdh operatie revine la a. efectua o translafie
la stinga cu h a variabilei independente.

Putem generaliza aceastii transformare in cazul functiilor de
# variabile, in modul urmitor. Fie » o transformare liniard inversa-
bild in spatiul R” si v~! transformarea inversi. Definim in acest caz
operatorul « corespunzitor, in spatiul functiilor f(#) prin formula

(1) uf(z) = flu=t @).
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Operatorul u se poate generaliza §i la distributii. Remarcim, mai
intii, c& odatd cu fiecare functie test o(x) si functia o(ux) este de ase-
menea o funcfie test. Apoi si vedem la ce egalitate intre functionale
revine egalitatea (1). Presupunind ei f(x) este local integrabili si
aplicind aceastdi egalitate functiei test o¢(z), gisim :

(uf(@), o(x)) = (flu~t x), ¢(z)) = Sf(u“W) o(x) dw.
S% efectuim in integrala obtinut# astfel schimbarea de variabile

u~le =y, adicd # = uy, do = |u| dy, unde |u| este determinantul
transformirii . Obtinem :

(uf, 9) = |u| Sf(y) o(uy) dy = |u| (f(2), oua)).

Aceasti egalitate furnizeazii definitia operatorului u, aplicabikt
acum tuturor distributiilor : uf este functionala definiti de formula

(2) (ufy @) = [ul (f, o(u @)).
Functionala uf se poate nota de asemenea §i prin f(u-1z) (ca
pentru funetii) ceea ce citeodats face formulele mai clare. vir-

tutea conventiilor noastre de secriere (v. sfirgitul pet. 1.3) putem
scrie in loc de (2)

@) Sf(u“lw) o) do = Jul Sf(w) o(ua) dz,

unde f este o distributie oarecare.
. Deosebit de simpli este formula ce se obtine in cazul transformé-
rilor unimodulare (|| = 1), in particular pentru rotatii :

3)  (fumta), o(@) = (4, ¢) =(f, p(ua)).
Exemple de operatii. ' :

1. Translatia prin vectorul % :uz = x + h. Translatia distri-
butiei f prin vectorul % este datd de formula '

(ufy @) = (fy e(u®)) = (f, o(@ + h)).

Aceastd formuld se poate serie sub forma :

(flz = k), 9) =(f, o(x + h)),
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sau

Sf(w — 1) g(@)de = Sf(w) o(@ -+ 1) .

2. Simetria fatd de originea coordonatelor : ur = —a.
Simetria distributiei f este datd de formula

(f(—'w)a o(x)) = (uf7 ?) = (.fy CP('_"D))’

sau
Sf(~ 2) o(7) do = S 1) o —2) .

3. Omotetia : ux = aw. Transformata prin omotetie a distribu-
tiei f este datd de formula.

(flutw), o(x)) = (uf, ¢) = o*(f(#), @(ax)).

Distributia f se numegte bineinteles invarianta fa{i de opera-

torul w dach uf =f.

De pildi, distributia f poate fi invarianti in raport cu simetria fatd
de origine (adic si verifice ecuatia (f, o(—x)) = (f, ¢); ea desigur
va fi numitd central simetrici. Distributiile invariante la toate ro-
tatiile vor fi numite cu simetrie sferici. Ca exemplu de astfel de dis-
tributii se pot da toate distributiile regulate, ce corespund unor
functii ce depind doar de r = (Y,2%)"? i de asemenea distributia 3.
Distributiile invariante la translatia de vector h vor fi numite perio-
dice, de perioadd h. Se poate arita ci o distributie invariantd la
toate translatiile este constants (v. § 2, pet. 6).

Distributia f, verificind ecuatia

(4) flaz) = o*(f @)

pentru orice numir real «>0 se va numi bineinteles omogeni de
grad A. Conditia (4) poate fi scrisd si sub forma :

a'"(f(w), cp(—f—)) = @(f(a), o(@)

sau, de asemenes
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Astfel 8(zy, ..., ®,) este o distributie de grad —=. De asemenea,
functiile omogene uzuale (local integrabile) definese distributii omogene:
de acelagi grad de omogenitate. Vom studia mai aminuntit distri-
butiile omogene in § 4 §i apoi in capitolul ITT.

1.7. Problema regularizarii integralelor divergente. Fie f o fune-
tie local integrabild peste tot, cu execeptia punetului x, in acest

punct avind o singularitate neintegrabild (de pildd f(z) = e s pe
@

axa realid). Atunci integrala
M \fto) e(o) @,

unde @(x) este o funetie test, va diverge, in general. Dar ea va con-
verge dacd ¢(x) este identic nuli in vecindtatea punectului «,. Ne
punem intrebarea : nu se poate defini o funetionald fe K’ care si fie
definitd cu ajutorul formulei (1) pentru acele functii test ce se¢ anu-
leazd identic in vecindtatea punctului #,% Orice astfel de funciionaki
se numesgte regularizata integralei divergente (1) (sau regularizata

lui f()).
Astfel, pentru f(z) =-1- putem pune
@

-a b ©0

® (o= (K= g (F e,
&

& v

—00 —_
in orice @, b>0.

Se poate da o form# oarecum diferitd a definitiei regularizarii:
regularizata functiei f(x) este o functionald liniard continmud f care
coincide cu f(x) peste tot, cu exeeptia punctului z, (v. pet. 4).

Intr-adevir, daci avem o functionals f care pentru toate func-
tiile test o(x) identic nule in vecindtatea punctului #,, este datd de
integrala (1), atuneci f coincide cu functia f(x) intr-o vecinitate a
oricarui punct #; # &, anume in orice vecinitate pentru care x, s&
nu fie punct aderent. Pe de altd parte, daci functionala f coincide en
functia f(x) peste tot cu exceptia punctului z,, atunci pentru orice
functie test ce se anuleazd identic intr-o vecinitate a punctului g,
are loc formula (1) si, prin urmare, f definegte o regularizatd a func-
tiei f(x).

Sa facem citeva observatii generale, in legdturi cu rezolvarea
problemei regularizirii. Pentru a simplifica, luim z, = 0.

1° Dacd pentru un anumit m >0 funcfia f(z)- ™ este local inte-
grabild, atunct integrala (1) admile o regularizaid.
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Intr-adevir, in acest caz, putem construi regularizata f cu aju-
torul formulei

‘{3) (f’ <P) =
= Sf(w) {cp(w) . [cp(m b 280, Ly aell) ﬂ] B(L — r)}dm

2, X m!

{din functia ¢(») se indepirteazd exact atifia termeni din dezvol-
‘barea sa Taylor pentru ca restul s fie de ordin maimare ca #™). Funec-
tia 0(1 — 7) este egald cu 1 pentru » <1, nuld pentru » > 1.

Este evident ¢ integrala (3) converge oricare ar fi ¢(#) si ¢i este
0 functionald liniard continud. Dach functia o(x) este nuld in veci-
métatea originii, atunci expresia (3) devine

f, @) = Sf(w)cp(ov) az,

51 astfel funectionala f este identici cu funefia f(#) in afara originii.
In cazul considerat problema regularizirii are deci o solufie.

2° Dacd f, este o solufie particulard a problemei regularizdrii inte-
gralei (1), atunci solufia generald f se obfine addugind lui f, o funcfio-
nald liniard oarecare avind suportul redus la punctul x,.

Intr-adevir, fie f, regularizata, iar ¢ o functionald concentrati
in acel punet. Atunci pentru functiile test ¢(z) identic nule in veci-
nitatea punetului #, = 0:

(fo -+ 9u @) = (fo, @) + (9, ) = (foy @),

51 astfel f, 4+ g este o regularizatd. Reciproc, daci f, si f; sint doud
regularizate, atunci pentru orice functie test o(») nuld in origine,

wyernt :
(fi —Jor @) = (fs9) — (foy #) =0,
adied diferenta f, — f, este concentratd in x, = 0.

De pildd, in cazul f(z) = L diferenta a dou# regularizate de-
®

finite de formula (2) este, dupé cum se poate usor deduce din insdsi
formula amintiti, C3(x), unde C este o constanti.

Vom examina in § 3 problema alegerii dintre numeroasele regu-
larizate posibile ale unei functii date pe cea care arputea fi considerati
¢a regularizata sa naturali.

3° Dacd intr-un anumit unghi solid cu virful in originea coordonate-
lor functia f(x) verificd inegalitatea

{4) fle) = F(r),
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unde B(r) cresle mai repede decit orice putere a lut 1[r pentru v — 0,
atunci integrala (1) nu aedmite regularizate.

Pentru simplitate, presupunem ¢ unghiul solid despre care este
vorba contine domeniul H = (#, >0, ..., 2,> 0). In cazul general
demonstra.tm se face in mod aseminator. Considerdm o functle test
o(#), nenegativi, anulindu-se identic pentru | 2| > 1, si eu mtecrrala,
egalid cu 1. Fie apoi ¢, > 0, un sir de numere tinzind citre zero mat

.1 . e .
repede decit orice puterea lui— . Funetia ¢,(x) obf{inutd din funectia
v

€,9y(¥) deplabam cu Vn/ v de-a lungul bisectoarei », = ... = 2, se
anuleazd identic in afara domenmlul H i, pentru v suficient de mare,
este identic nuld in afara intersectiei lui H cu o bilé cu razéd suficient
de micé, centratd in origine. Sirul de funetii ¢,(x) converge, pentru
v — oo citre0 in spatiul K, dupé cum usor se poate vedea. Deci daci ar
exista o functionald f care si regularizeze integrala (1), ar trebui si.
avem

(5) (fy @) = 0.

Dar cum funcfia ¢,(2) se anuleazd identic in vecindtatea punctu-
lui # = 0, iar in afara originii functionala f coincide cu functia f(x),
verificind inegalitatea (4), avem:

(f, b)) = Sf(w) bio) Az,

S F(r) o(va) da.

‘ . 1 .
Integrala functiei o(v @) fiind egald eu —, obfinem astfel evaluarea
V”

s\)
(6) (fy do)y> — 73
Vil (—« Vn)
v
Numerele ¢, nu sint inef fixate. Vom pune

(7) | e, = —r it

v 2 -
v
. . . - .1
sicum I'(r) creste mairepede decit orice putere a lui—, numerele ¢,,
7

. y . . : .1
date de (7) vor tinde citre zero mai repede decit orice puterea lui —,
r

aga cum trebuia. Dar in acest caz inegalitatea (6) aratd cid (f, ¢,) este
mai mare decit 1 §i prin urmare nu tinde citre 0, in eontrsudle’glc eu (5).
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Din acest motiv, in cazul considerat, integrala (1) nu poate fi regu-
larizati.

Observagie. Acest rezultat nu trebuie si ne facd s credem ci in
analiza distributiilor ar trebui s& nu considerdm funectii avind singu-
larititi de grad mare. Noi nu am considerat pind in prezent decit
fanetii test de tip special (spatiul K). Se pot utiliza numeroase alte
spatii de funectii test; pentru aceste spatii se vor putea intotdeauna
dsi unele pentru care funectiile ce au singularitdti oricit de mari si
aibi sens ca functionale.

In concluzie, si remarcim ci se poate da o definitie analoagh
regularizirii in cazul in care f(x) posedd nu doar unul, c¢i mai multe,
sau chiar o infinitate numérabild de puncte singulare 1zolate, cu pro-
prietatea ci acestea formeazi o multime looal finitd. O astfel de
funetie f(x) se poate scrie intotdeauna sub forma unei sume

fl@) =Y fule),

unde fi(x) posedsd un singur punct singular (anexa 1, nr. 2). Din acest
motiv gtudiul cazului cu o infinitate numfrabild de singularitdti
izolate nu aduce nimic esenfial nou.

1.8. Trecerea la limitd. Prin definitie, sirul de distributii f;, f5, . . -
<.y for .. converge cdtre distribugia f dacit pentra orice functie
test o(z):

11_1)210 (for @)=(f, @)-

Bineinteles, putem considera si cazul in care indicele parcurge n
multime continud de valori, definitia trecerii la limitd réminind ace-
eagi.

Analog, se spune ci seria de distributii A, + by 4+ ... + b, + .

.. converge citre distribufia g dach sirnl sumelor parfiale ale acestei

serii _
gl=h1792:hl+h27"‘7gv:h1+h2+"' +h\1‘ oo

converge citre distributia ¢, in sensul indicat mai sus.
Este ugor de ardtat c& limita unui sir convergent de distributii
este definitd in mod unie.
In plus, operatia de trecere la limith este liniard : daci f = limf, si
V=300
§1 o un numir (sau o functie indefinit derivabild), atunei lim«f, exis-
V=>00

t3 i este egald cu «lim f,= of ; dach f = lim f,, ¢ = lim g¢,, atunci
v=->00 V=300 V=200

lim (f, 4 g,) existd si este egald cu f + g¢.

V—-»00
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Dacd funectiile local integrabile f(z) (v=1,2,...) converg
uniform pe orice compaet citre o funectie local integrabild, atunei
functionalele corespunzitoare f, converg citre functionala regulati f.
Intr-adevir, fie o funcie test o(x) pe G — adici pe domeniul in afara
caruia functia ¢o(x) este identic nuld; atunci, in virtutea teoremei
cunoscute despre trecerea la limitd sub semnul integral,

(f @) = va(w) o(#) do — Sf(w) o(@)ls = (1, o),

adicd ceea ce trebuia aritat.

Dealtfel, conditia privind convergenta uniformd a funetiilor f,(z)
pe orice compact poate fi slabitd ; posibilitatea trecerii la limitd sub
integrald este posibild siin conditii mai putin tari, ca de pildd =

a) fo(x) - f(x) aproape peste tot, |f,(x)| uniform méirginite
de o constantd (sau de o functie local integrabild).

b) fu(#) — f(x) monoton crescitor sau descrescitor, f(x) loeal
integrabild.

Bzemplu. Un gir de functionale regulate poate avea ca limiti
o functionald singulard. Astfel, functionala

() = lim S 2(1) g
e-0 @£

[#|>e

. .1 . .
coincide, pentru z # 0 cu functia —, care nu este integrabili pe
@
nici o vecindtate a originii, i ca atare nu este regulatid. Dar din insisi
constructia sa, aceastd functionald este limita (pentru ¢ — 0) funetio-

. . 1
nalelor regulate, corespunzind funetiilor, egale cu — pentru | 2| > =
r

si egale cu zero pentru | z| <e.

In general, se poate deomonstra ci orice functionald singulard.
este limitd de functionale regulate.

Este de asemenea ugor de aritat ci orice distribufie este limitd
de distributit avind suportul compact.

Pentru a demonstra acest fapt, sé consideram o funcjie indefinit
diferentiabild g,(x), identic egald cu 1 in bila || < v i nuld in afara
bilei |#] < 2v. Oricare ar fi funcfia test ¢, este evident ci g,0 = o
ineepind cu un anume v. Rezultd de aici ¢i pentru orice funetionala
f, produsul g¢,f tinde citre f; intr-adevir, pentru orice funeciie test
avem (g, 1, ¢) = (f, ¢, ¢) = (f, ¢) incepind cu un anumit v, deci con-
ditia (g, f, ©) = (f, o) este verificatii. Este clar ¢l functionala g,f este:
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nuld in domeniul [#| > 2v i prin urmare este concentrati pe mulpi-
mea mirginitid |z | < 2v. Astfel, distributia f este limita distributiilor
g.f, cu suportul compact, adicd ceea ce trebuia ardtat.

Un fapt important il constituie completitudinea spatiului distri-
butiilor, fatd de notiunea de convergen{i introdusd. Cu alte cuvinte,
dacd sirul functionalelor fi, f,, ... f,, . .. este astfel incit pentru orice
funecfie test ¢ existd limita girului numeric (f,, ¢), atunei aceastd
limité defineste o functionald liniard continud pe spatiul . Demon-
stratia acestel afirmatii va fi datd in anexa de la finele acestui volum.

1.9. Distributii si funetii test cu valori eomplexe. Piné in prezent
am presupus cd functiile test lnau numai valorile reale, si ¢i valorile
functionalei (f, ¢) erau de asemenea reale.

Se pot defini si distributii cu valori complexe. Pentru aceasta, vom
trece de la spatiul funetiilor test realela spatiul functiilor test cu valori
complexe (avind suportul compact si indefinit derivabile). Vom defini
o distributie complexd orice functionald liniard si continud pe acesb
nou spatiu, putind lua §i valori complexe. Fiecérei funetii local inte-
grabile f(x), cu valori complexe, ii facem s corespundd functionala

1) (f, o) = S]‘(E) o) o,

unde bara superioard inseamni trecerea la numérul complex con-
jugat.

Vom pistra pentru spatiul functiilor test cu valori complexe si
cel al distribufiilor respective aceleasi notatii ca cele folosite mai
inainte : I(, respectiv K’.

Adunarea §i inmulfirea printr-un numar complex in spafiul distri-
butiilor complexe sint date prin formulele

(i -+ fos @) = (frs 9) + (fo #)y
(ofy0) = a(fy0) = (fig).

Inmulgirea cu o funetie a(x), indefinit derivabili cu valori complexe
se face in conformitate cu formula

8) (@(@)f; ¢) = (f, a(@)9).

Fieciirei distributii f i se poate asocia distributia conjugatd f,
prin formula :

) (fio) = (r 9).

2)
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Este usor de verificat e pentru o functie uzuald f(z), considerati ca
distributfie, operatia de conjugare corespunde trecerii la functia com-
blex conjugatd uzuali.

In continuare vom considera, de reguld, cazul real. Dar rezul-
tatele obtinute pentru distributiile reale se transpun, in cele mai
multe cazuri, in mod automat la cazul complex, cu modificirile evi-
dente ce decurg din formulele (1) — (4).

1.10. Alte spatii de funetii test. Functionalele definite pe spatiul
funectiilor test K, se pot adesea prelungi la alte spatii mai largi si
studia in aceste spatu
Unul dintre acestea, ce se intilnegte adesea in aplicatii este spatiul S,
ale cirui elemente sint 'Leele functn indefinit diferentiabile ¢(x) care,
pentru | o it orice putere a lui

ﬁ , impreund cu toate derivatele lor de orice ordin (de exemplu
1

e~#). Astfel, pe dreapta reald — oo <& < oo, functiile ¢(z)e S
verifici megahtatlle de forma

1) |0¥e@(0)| < Clyy
pentru orice k, ¢ = 0,1,2, ...
In cazul mai multor variabile independente =, ... , @, inegali-

tatea (1) este inlocuitd de inegalitdtile

3qi+"'+qn z
ayh L gl 2 e(@) <Oh,...,

0w ... dwin Ry qureer

(Fyy vov g =0,1,2,...),
care, simbolic, ge pot scrie sub o formi mai simpld
[@*D?(@)] <Oy,
unde & = (k, ...

k __ pk
Q) B =af... a'n

’ k’n)) qQ= (QU .

aq1+ ety

Dt = — .
a1 a
o ... oxlr

Convergenta in spatiul § se introduce astfel: sirul o, (z) converge
cdtre functia o(x), dact derivatele de orice ordin ale functiilor o, (),
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pe orice compact, converg uniform cétre derivatele corespunzitoare
ale functiei ¢(®) §i in inegalitdfile

(2) |#*Doy(@)| < Cig

umstantele O s€ pot alefre independent de indicele v. In aceste con-
difii, funectia limitd ¢(z) aparfine spatiului 8, ceea ce rezultd din ine-
galitatea (2), dupd_trecerea la limité pentru v — 00.

Este evident ¢4 orice functie indefinit diferentiabild cu suport
compact, adicd orice functie test din K apartine de asemenea spatiului
S. Mai mult, functiile cu suport compact formeazd in spafiul S un
subspagiu dens. Pentru a demonsta aceasta construim functiile e,(x) € K
identic egale cu 1 in cubul |#;]| < v, identic nule in afara cubului
|x;] <2v si astfel incit derivatele de un ordin fixat, dar arbitrar, ale
tuturor funetiilor e,(z) (v =1, 2, ...) si fie mirginite de un numéir
independent de v.*

Daci ¢(x) este o funectie oarecare aparfinind spafiului §, atunei
produsele o, () = o(z)e,(x) vor fi cu suport compaet i, dupid cum se
vede usor, vor converge citre o in spatiul §, adicd ceea ce trebuia
aratat.

S# remarcim in plus cid dacd o, 9€ K §i o, > ¢ in K, atunci
evident ¢y > @ §i in sensul convergentei in S cu alte cuvmte con-

vergenta in spatiul K este mai tare decit convergenta, in spatiul S.

Mulfimea tuturor functionalelor continue pe spatiul § o
notiim cu 8’. Este evident c¢i orice functionald liniard continudi pe
spatinl S este totodatd si o funetionald liniard continud pe spatiul K,
deci 8" < K'. Dar desigur, nu orice functionald liniard i continud
pe K poate fi prelungitd la spagiul 8. (Sd observiim ci ori de cite ori o
asecmenea prelungire a unei funclionale date f este posibild, atunci
ou estounied, in virtutea densitdtii lui K in 8). Totusi, pe S se prelun-
gese toate functionalele cu suport compact, toate functionalele
rogulate ce corespund la functii f(#) ce nu crese mai repede decit o
anumitd putere a lui # pentra | | — co si ined altele.

lste evident cii 8" este un spatiu vectorial : dacd f, g € §’, atunci
«f + Pge S pentra orice numere « i B. Prin urmare S’ este un sub-
spatin vectorial al spatiului K’. In spatiul 8 se poate defini conver-
gonta asemiindtor cu felul in care a fost definitd aceasta in K’ : vom
Apune o yirul de funclionale f, din §" converge citre functionala f
din 8" daed pentra ories o(z)€ 8,

(for 0) = ([ @)

x
* De exemplu se poate alege e,(x) si apoi pune e(x)=¢, (_M-,)_
v

3t



Cum S contine pe X este clar ¢i dacd f, f apartin lui 8’ §if, - fin
8’, atunci f, - f in K’. Astfel spatiul §” este inclus in spatiul K’, si
notiunile de convergentd (cea definitd pe 8’ §i cea indusd din K')
coineid.

In afara spapiului S existd multe alte tipuri de spatii de functii
test, definite prin diferite tipuri de conditii privind comportarea la
infinit a funectiilor test. Vom considera astfel de spatii in volumele
urmatoare.

In volumul de fatd spatiile S si 8" vor juca un rol secundar. De
reguld, vom considera spatiile K §i K’; in acele cazuri ¢ind va fi nece-
sara utilizarea altor spatii, acest lucru va fi specificat.

§ 2. Derivarea si integrarea distributiilor

2.1. Definitii. Se stie ci operatia de derivare nu poate fi aplicaté
oriciirei funetii ; existidh foarte multe funcfii ce nu au derivate, in sensul
uzual. Dimpotrivi, vom ardta cf distribufiile posedd derivate (de
orice ordin) i ci acestea sint la rindul lor distribugii.

Pentru a ajunge la definirea derivatei unei distributii, s& consi-
deram pentru inceput cazul functiilor uzuale de o variabild.
Dacd functia f(x) este continudl si are derivata continud (in sensul
uzual), putem considera functionala

(', @)= Sf’(x) o) .

Integrind prin pirti si tinind seama de faptul i functia ¢(x) se anu-
leazi in afara unui anumit interval [a, b], obfinem

co

= Sf(w) o) e = (f, — o).

-0

©0

) (J's @) = f(z) ¢(@)

—0
Aceastii egalitate ne va furniza definifia derivatei unei distribufii.

Fie f o funetionald liniard si continud, altfel arbitrard, pe spafiul K.
Atunei funetionala g, definitd de formula

2) g, 9) = (fy — @),
af

o vom mumi derivala fumctionalei f si o vom nota f’ saua— .
x
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Ca urmare a conventiilor de notatie (§ 1.3), vom putea scrie sub
o formé extrem de sugestivd definitia derivatei f’ a distributiei f:

@) Sf’(w) o(@)da = — Sf(w) o'(@) do.

Pentru a ne convinge de corectitudinea definifiei derivatei ard-
tdm cd functionala g este de asemenea o functionald liniard gi-con-
tinud pe spatiul K.

Pentru inceput, funeyionala g este definitd pentru toate functiile
test, cici — o'(w) este functie test odatd cu o(x). Evident, funetionala
¢ este liniard. Rimine de aritat ci este si continui.

Fie dat un sir ¢ (2) de funetii test (v =1, 2, ...) ce converge
citre zero in spatiul K. Atunei, in conformitate cu definitia conver-
gentei in spatiul K, girul derivatelor — ¢i(z) converge de asemenea
citre zero in spatiul K. De aceea continuitatea functionalei f implick

(9, 9,) = (f — @v) = 0,
adicd ceea ce trebuia aratat.
Astfel, orice distributie f are o derivati.
Lste ugor de aritat ci regulile uzuale de derivare rimin valabile:

derivata sumei este suma derivatelor i orice factor constant comuti
cu derivarea. :

n ceea ce privegte produsul unei functii a(z) indefinit derivabile
cu o distributie, regula clasicd de derivare rdmine valabili.

3) (af)" = &’f + af’.
Intr-adeviir, avem
((@f)s ¢) = — (afy ¢') = —(f, ag’) = —(f, (ap)’ — a’¢) =
= — (f; (a9')) + (f, ’0) = (f’; a9) + (¢’f, ) =
= (af’, @) + (d, 19) = (_“f’ + a’f, ®).
Si trecem acum la cazul mai multor variabile independente.
In acest caz putem defini pentru orice distributie f derivatele sale

parfiale in raport cu fiecare dintre variabilele independente x;, %5 . . .
..., @, prin formulele

) (g;,?):(f,_?ﬁ) (G=1,2,... )

3~ ¢ 830
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Ca mai inainte esteusor dea verifica corectitudinea acestei definitii :
dacé funetionala f este regulatd, functia corespunzitoare f(w;, s, .

oy @) fiind continui i avind o derivatd continud in raport cu varia-
bila x;, atunci, o integrare prin parti, ca mai sus, ne permite s con-

chidem ca functionala —— este o functionald de tip functie atasati

. ow;
lui 3f(w17 ) mn)_
am,
Rezultatul derivirii unei distributii fiind o distributie putem defini
a2f E o3f

0w, 015 0w; w402y,
Astfel, toate distributiile admit derivate de orice ordin. In particular,
orice functle local mtegmblla are in sensul generalizat al derivirii
distribui;,iilor derivate de ordice ordin (de altfel, dacd funectia f are
derivata in gens uzual, atunci functionala pe care o defineste nu coin-
cide neapirat cu derivata lui f in sensul distributiilor).

In volumul IT (cap. II, § 4) va fi demonstrata teorema reciprocs :
orice distribujie este derivata, in sens generalizat, de anumit ordin @
unet functii local integrabile (3i chiar a unei functii continui), sau even-
tual, o sumd finitd de astfel de derivate.

Derivatele mixte ale distributiilor nu depind de ordinea de deri-
vare : astfel, de exemplu

o 0%

derivatele succesive s.am.d. de orice ordin.

0%, 0%, 0, 0Ty

Intr-adevir
ik a d ks 02
_(_;L”@) (f __i):@h_im}=@_~&):
3371 6&72 awz 3071 3.%2 3601 3(11'1 309'2

(o) ()
om, 0w, owy 0,

Observatie. Se poate defini derivata unei distributii ea limita
unui anumit raport, ceea ce este mai apropiat de definitia uzuald a
derivatei. Pentru simplitate ne mérginim la ecazul functulor de o
singurd variabild.

Reamintim c# oricéirei distributii f putem si-i construim trans-
latata, de pildd cu Aw, cu ajutorul formulel (v. §1.6)

(5) o+ Aw), 9(@) = (f@), o(e — Aw)).
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84 aritim acum ci, oricare ar fi distribupia f, existd limita (in
sensul distributiilor) raportului
fle + Az) — f(@)
Aw

(6)

S . Sdaf
pentru Az — 0, §i cit aceastd limitd coincide cu derivata Tii defi-
x
nits mai inainte. Intr- -adevér, aplicind (6) functiei test o(z) si uti-
lizind formula (5), gisim : :

(f(m + A:Z — f(x) , @(’$)> _ (f(-?), cp(w— AAZ) '_“?(w)‘)_

(@ — Aw) — o(x)
Az

gentei in spatiul K, pentru Az — 0, functia test — o (x) Cum funec-

nonala, f este continud, avem :

: ( flo + Aw) — flw)
Ax - g

Dar raportul e are ca limitd "in' sensul conver-

,@m)emmey@ﬁap@g

unde f* este derivata distribufieif definiti mai inainte. 'Astfel,

(@ +Aw) — f(z)
Az

funcfionala f'(2), ceea ce trebuia aréta,t..

raportul are intr-adevir ca limitd in spatiul K’

22. E xemple in eazul funetiilor de o variabildi. Am vizut mai
sus ok funcfionala f’ coresplmde funetiei f'(x), dacd funetiile f(x) i
J'(w) sint continue. Nu este greu de verificat ¢ acest lucru rimine
adeviirat gi in cazul in care f(«) este continud, iar f'(x) este doar con-
tinud pe f orfiuni (si poate chiar sé nu existe intr-un numir finit de
puncte). Intr-adevir, in acest caz rimine Valabllzb egalitatea (1) din
punctul precedent.

O condifie i mai generald care amgurii, valablhtatw ogallblw (1)
osle continuitatea absolutd a functiei f(«), care impliei, dupi oum eato
bine cunoseut, existenfa derivatel f'(w) aproape peste tot, integrabi-
litaten sa loca,lé, yi legitimitatea integririi prin pirfl corespunsitonre
ogalitifii (1), §2.1.

St recem la exemple.
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Exemplul 1. Considerdm funetia
0(x) = 0 c}nd z <0,
1 cind 2>0.
Functionala ce-i corespunde o vom nota de asemenea prin 0().

Conform formulei generale (2) din § 2.1, functionala 0'(x) acfioneazd
asupra functiei test ¢(z) astfel:

(0'(2), (@) = (6(), — @'(#))=— S@’(W)dw = ¢(0)
4]
gi deci, avind in vedere definitia functiei 8 (§ 1.3)
0'(z) = ().
Analog, se aratd ugor ci
v 0'(@x — h) = 8(z — h).

Bzemplul 2. Fie acum f(z) o funetie continud pe portiuni, avind
in punctele @, @,, ... discontinuititi de prima speid cu salturile
By by, ... (fig. 1), cu derivata f'(») continud pe portiuni. Derivata
f'(x) este definitd peste tot, in afara unui numir finit de puncte.

S4 gisim derivata functionalei f corespunzind functiei f(#).
Introducem functia

1) ful@) = f(@) — % hyO(x — @p).

+ i
W X7 X3 X
Fig. 1

Este evident ci ea este continud peste tot §i cd are, cu exceptia unui
numér finit de puncte, o derivatd egald cu f'(x). Derivata func’gionalei
regulate f,, corespunzind functiei f,(#), in urma celor spuse la incepu-
tul acestui punet, coincide cu functionala regulatd definitd de funcfia
f'(z). Astfel, derivind relatia (1) gisim

fa=F - }:.k hid(z — ),

de unde

f=f-+ EkhkS(m — Zy).

Prin urmare, dacd f(z) este o functie continud pe portiunt cu derivatd
continud pe portiuni, atunci prin derivare, la orice punct de discon-
Linuttate de prima spetd x; a functiet f(z), cu un salt by, trebuie sa add-
ugdm expresiei derivatei o contribujie egald cu hd(x — x ).

O situatie specialé apare atunei cind se deriveazd o funefie uzuald
f(®), a efdrei derivatd f'(#) existd in sens obisnuit, eu exceptia even-
tuald a unor puncte izolate, dar care nu este local integrabild (de

exemplu, f(z) = V%}— sau f(w) = In| #|). In acest ecaz, distributia f’

ar trebui s& fie definitd formal, prin integrala

(o]

@) (', 9)= Sf’(w) o(w) da.

- 00

Dar aceastd integrald este divergentd in general si ca atare nu defi-
neste funetionala.

In pet. 4 al anexei 1 va fi demonstrat ¢ functionala ciutati f’
trebuie si coincidd cu functia f'(#) in toate punctele in care f’'(x) este
local integrabild. Astfel, functionala ciutatd f’ apare ca una dintre
regularizatele posibile (v. § 1.7) ale integralei (2) si anume, regulari-
zata definitd de formula

[~}

3) Sf'(w)’ o2}z = (', ) = —(f, ¢') = — Sf(w) o'(2) da.

In § 1.7 am vizut cd regularizata f a funetiei f(#) cu singulari-
ti{i neintegrabile in puncte izolate este definitd (daed exigté) doar
cu aproximatia unei functionale, concentratd in aceste puncte. For-
mula (3) definegte o regularizatid concretd. Se poate arita ed aceastd
regularizati apare ca o regularizare naturald (v. § 3.1 si § 3.7).

Este de dorit ca in rezultatul definitiv si figureze funectia ¢(x)
§i nu derivata sa. Se poate adesea ajunge la aceasta simplificare,
utilizind forma concreta a functiei f(x) pentru a transforma al doilea
membru al relafiei (3).

Ezemplul 3. S& calculim derivata distributiei

= {O pentru 2 <0,

A (—1 <A <0).
x" pentru x>0,
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Aceastd funcfie este local integrablla, dar derivata sa in sens uzual,
22*~! nu este local integrabild si sintem condusi la ploblemm regu-
larizdrii mtegmlel divergente : :

@ Sm)“lcp(w)dw.

Conform regulii generale de derivare a distributiilor avem :

(=] o0
(@9 == @h ) = = | #¢') a0 = ~lim | o)
. . c
0 s
Integrind prin piryi, punind o (z)dz = du, 2* = v, u = ¢(@) + €
obfinem :
() ) = — lim|z(o) + 17 S 1+ ole) + 01 de |
Termenul integrat are o limitd pentru ¢ —0, care va fi zero daci
seia 0 = — (p(O) Sa; ~ bresupunem ¢ l-am ales pe O astfel, ave m
atunci .

(@h), @) = lim \ 2o (1) — @(0)]dz = S [o(2)— 0(0)] oA,

0w g

(3)
ceca ce constituie regula ciutati pentru a da un sens integralei
divergente (4). Aceastd reguld, dupd cum se vede, consm, in cazul de
fa’m, in a inlocui functia o(z) prin ¢(z) — ¢(0), ceea ce asiguri con-
vergeni;a mtegralex pentru ¢ =0 (fam a modifica eonvergenfa la
infinit). Vom notain modnatumlpmn N ’dxstr;butg;a, definitd de (5 ) si
astiel ] . .

(m+) == )\w !
Functionala 2% nu este regulati. Dar pentru orice @ # 0 ea este
identicd cu o funcfionald regulatd ; din formula (5) este limpede ci

pentra funectii test cp(w) al céiror suport nu conbine pe 0, ex aclioneazd
ca functia vzuali yN A ' ' ’

38

Exemplul 4. Este putin mai complicat de & obtine derivata fune-

o

tiei
Inw,= 0 Pentl‘u 7 <0
Inz pentru #>0.

Si aiei derivarea formald
o .
) (I w,),p) = S @_(;o)_ i

0

conduce la o integrali divergentii. Aceastd integrald divergentd nu
poate fi insii regularizatd schimbind pe o(z) cu o(@) — ¢(0), pentru
¢l dupil aceastd schimbare integrala obtinutd diverge la infinit.
Urmind calea prin exemplul precedent, obfinem :

(a,),) = — (nos ) = — S Ina¢'(e) do =
0 .
= — lim S Inz¢'(2)de = — lim [lnw o(x) |2 — S i@ldm]z
e->0 . ) . €=0 i

. e=30

- lim[— o(e)ln e — S @(®) dw]-

Bxpresia — p(¢) Inc s¢ poate inlocui prin expresia mai simpld —
9(0) In ¢, pentru cd diferenta dintre ele, [¢(c) — co(O)] Ine tinde
citre 0 odatdi cu e. In contlnuare, putem scrie ©

1 0
—@(O)lns?sﬂdwzs @

€ €

(0)6(1 — w).,

dax

unde, ¢a maiinainte,

0(w) = 0 pentf'u z <0,
1 pentru » > 0.
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Obfinem in final

&

(10 2,), ¢) = lim S o) =
€~30

-3

_ §°<.o(w> — G0 —a) o

&
0

ceea ce constituie regula prin care putem atribui un sens integralei
divergente (6). Vedem ci ea asigurd convergenfa integralei pentru @ =
= 0 fard a strica convergenta sa la infinit.

Oa gi in exemplul precedent, functionala obfinuti nu este

s e .1
regulati global; dar pentru 2 # 0 ea eoincide cu funclia —-
@

Exemplul 5. Si gisim derivata distributiei In|z|. Aici ne lovim
o

de necesitatea regularizirii integralei divergente S i(~)-clco.
®

-0

S-ar putea obfine regularizarea, combinind regulile, deja cunoscute,
de derivare ale lui In @, si In(—a),. Dar este mai simplu de dat o
construcfie directs :

din o] B o
(—-———dx ,w)) = (Infa], — ¢'(2))
= — S In(x) ¢'(x)de = -.linol S In|z| ¢'(x)de =
— 00 |#]>e

_ _lim {1ni 2] o(@)]|=5 + In] o} o(@)|® ~§S (@) dw} -
e-20 ¥ @

|#]>e
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Dupid eum se gbie, limita ob{inuti se numegte valoaree prinei-

¢ . . .o @ .
pald in sensul lui Cauchy a integralei din 2(2) ; vom past ra pentra
@

0
ea notatia Sgﬂdw* Astfel
@

dmjz| 1
da @

. 1 « . .1,
Fumhonala~ nu este regulatd®, dar coincide eu funetia — in
x
afara punctulul x = 0.

Se poate defini aceastd funetionald §i prin alm formuld, evident

identici cu rezultatul obtinut mai sus, dar care nu contine decit inte-
grale convergente :

(dlnlw! , qo) :S P(#) = ¢(—=2) 4.

da x

bt

) ‘Ezemplul 6. Si gisim derivata distributiei In(z + i0) definiti
prin :

In(z + i0) = lim In(z - iy).
Y340

Seriind In(z 4 4y) sub forma In| # 4- iy| 4 i arg(s -- iy) si trecind
la limitd, vedem eci

In(z + i0) = In| @] + inb(— z).
In conformitate cu exemplul 2, 0'(z) = 8(x); deoarece 6(x) + 8(—z)
=1, rezultd 0'(— 2) = —3(w). De aceea

-(}—1n(a7 -+ 10) :—(—i——ln[m[ e in—i 0 — ) =—1——— ir 8(x)
da dz da @

unde distributia L a fost definitd in exemplul 5. (v. de asemenea
@
ex. 4 din § 2.4).

* De obicei aceasti valoare principala se noteazi v.p., deci in cazul nostru rezultatul
d 1
vafi —In]z]=vp. (——) (Nota trad.)
dax -
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Exemplul 7. In incheierea acestui punct calculim derivatele
digtributiei 3. Avem, evident v

(3@ — ), 9) = (3@ — h)y — @) = — (k)
si in general: Ij
(S(k)(x — k), @) = (_I)P @(};)(h) k=1,2,. )5

sau, utilizind notatia din § 1.3,
SB(’“)(:U — h) o(x)de = (—1)% o®(h).

2.3. Exemple in eazul funetiilor de mai muite. variabile. Si
remarcim, inainte de toate, ¢ pentru functiile continue f(2) avind
derivate parjiale continue pe porjiuni, derivarea functionalelor
regulate care le corespund, conduce iardsi la functionale regulate,
corespunzind derivatelor respective.

Exemplul 1. Fie f(x) o functie avind derivate continue in dome-
niul @, mirginit de un contur I' neted pe portiuni, in planul », ..

Presupunem funetia f(#) nuld in afara domeniului &, deci la trecerea
b

. . < e : of
prin frontiera I' funcfia are un sait. 84 gdsim funepionala —5—
. &

Conform regulei generale, avem, pentru orice functie test ¢ :
d 0 dp(@y, s ﬂ
(._'_f.‘_ y (P) == (f, — »_EP..) = — Sg.f(mj7 wz) CP( 17 : ) dwl d.’,ﬂz.

0w, dwy

Integrind prin parfi in raport cu variabila @, gdsim :

,1
ng('l'n *2) ’@%@ Ay dzy = S{f(xu @) (1, ) ,1, —
Ly . e . L Fr

(o

x

C of (), @, o |
— M oy, @) d‘vl} da, =
‘ ax,

x

0 FEREN ) . : b
1 .

&y

By B) a4
Sf(xu ) CO8(1y @3) @(wy, )y — SS ‘ﬂ“a—,'—_ oy, vy dey do,
unde (7, ©,) este unghiul ficut in pgnétul (z1y @2) de pe frontiera r
a domeniului G, intre normala exterioard si axa @,. In acest m~d,
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{
|
|
(
|
l

of

functionala Py este suma wunei funectionale regulate, = corespun-

zind funetiei -—J%L’—z—) 81 a uneia singulare, ce corespunde saltului
Ty

lui f(z;, #,) la trecerea prin frontiera I' a domeniului@. Un rezultat

analog are loc intr-un spatiu cu un numéir oarecare de dimensiuni.

Cunoscuta formuld a lui Green (A — operatorul lui Laplace)

S Sf(wl, 20) Agp(ay, 20) 0+ iz =

G

/0 )
- SSAf(wu 22) (g @) day day -+ S(f—i _ar @)dv
) o) on on

se poate interpreta, {inind scama de egalitatea (Af, ¢) = (f, Ag),
in modul urmétor : dacd f este o distributie ce coincide in domeniul G
cu o functie local integrabild f(w,, ©,) st este nuld in afara lui G, atunci
distributia Af este suma dintre o functionald requlati, corespunzind
Junctiei Af(ay, @,) tn intertorul lui G, st doud functionale singulare, ce
corespund salturilor functiilor f si EUfH
n

Un rezultat analog are loc si in cazul unui numar oarecare de variabile.
In cap. IIT (§ 1.4) vom da o demonstratie directdi pentru acest

tip de relatii, utilizind anumite distributii 3(P) si altele analoage.
Bxemplul 2. Si gdsim in spatiul cu 3 dimensiuni rezultatul apli-

la trecerea prin frontierd,

- S . . - 1
cirii operatorului lui Laplace A, functionalei regulate definite de —»

;
(r* = af + af + aj).

< g .1 C e "
Si remarcim cd functia — este armonicd in orice domeniu ce nu
»

. - < a1 < .
conbine originea, caci A — se anuleazi pentru+ # 0 (in sensul uzual).
-
Considerind operatorul A in spatiul distributiilor, gisim :

(o) (o) -

r2e
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Aplicim integralei obfinute astfel formula lui Green (ex. 1) luind
ca domeniu G coroana sterici ¢ <7 < a, & fiind suficient de mare ca,
in afara sferei de razi r = @, funcjia ¢(z) si fie identic nuld :

.

r>e

Lagy ({22t U
SSSS@A—;M“SS or ¥ ds & SS(P a v
8

Ir>e r=¢e r=

ds fiind elementul de suprafatd al sfereide razir = e. In continuare

avem :
SSS oA L dv=0,
r

r>¢

.1 . o . -
cici — este o funepie armonici in exteriorul bilei r < ¢,
r

Sg_aii s :lssﬁds — 0(c)

ar 7 € or
r==g =8
1
Sgcp—a—'—l—ds [ TSSquS = — 47 S (o),
or r g
¥ =g r=¢

unde S (¢) este media funcfiei ¢(x) pe stera de razii e. Trecind la
limit# € — 0, objinem S(¢@) — ¢(0) si prin urmare

(A ~1—, (p) = limgggf\—@—dv = — 4mwo(0) = 4=(3(@), ¢(x)).
r r

Avem deci:

) A o 47 d(x).
r

Un caleul analog di, in cazul a » variabile, n> 3,

1
Tn—l

— — (n — 2) 0,3(2),

g o e
* Aici y = O(x) inseamn¥ cé raportul ; este marginit.
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unde Q, este aria sferei de razid 1 in spatiul n-dimensional. Pentru
n = 2,

At — — arsa).
r

In continuare (cap. III, § 3.3) vom da unele reguli generale pri”
vind derivarea functiilor atunci cind derivatele nu sint local inte-
grabile. Cu ajutorul acestor reguli, formule de tipul (1) vor putea fi

obtinute automat caleulind A L ca sumi de derivate de ordinul 2 ale
r

Iui~1--

»

2.4. Continuitatea operatiei de derivare. Fie dat un sir de dis-
tributii fi, fz . .- f,, - .. ce converge citre distribupia f; afirmim ci

sirul derivatelor i converge cdtre derivata aif
: &y Ty
Intr-adeviir, pentru orice functie test ¢(z) avem :

a9, ( de ) ( A of
= —_— ] - _— e =
(3091 ’ cp) T 2y ’ 3-”1) (3901 ’ <P)’
adicih ceea ce trebuia demonstrat.
Analog, seria de distributii hy 4+ hy + ... + kb, ... ceconverge

cdtre distributia g, poate fi derivatd termen cu termen, cu alte cuvinte
are loc

Byt e LR A .. =g

Teoreme de acest gen nu au loc in analiza clasicd : un sir con-

- vergent de functii derivabile in general nu se poate deriva termen

< A . : 1 .
cu termen. S& considerdm, de exemplu, sirul f(¢) = — sinva pe

v
axa reald, ce converge uniform citre 0. Sirul derivatelor f;(x) = cosva
in sens clagic nu are limitd, deci in particular nu converge citre deri-
vata funcfiei limitd. Dar in sensul distributiilor, sirul f;(x) converge,

si anume el converge citre zero; ceea ce se verified printr-un caleul
direct : :

a a
(fyy @) = S cos v o(x) de = 1 S sin va o'(x) de — 0,
v

-—a
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unde [— @, ] este un seginent in afara edruia funectia ¢(a) este iden-
tic nuld. Mai mult, s1ru111e fi' = — vsinva, f’ = — vicos v,
(v=12,...), s.a.m. d. converg toate citre zero, ca distributii.

Bxemplul 1. Dezvoltarea whei funetii periodice in serie Fourier.
Fie f(x) o functie periodicii (de perioadd 2r), local integrabild avind
coeficientil Foumer definiti de formulele clasice:

2n

1 ,
e, = — \ f(z)e~"*dx.
% ) T
4 b M e
Afirmim ci seria Fourier ¥, ¢, ™ are ca sumd (in sensul dlstmbutu-
—C0
lor) funcfia f(x). Tntr-adevir, dupd o teoremd bine cunoscutd * in

anahza, seria, integratd formal

-1

Z _f’l_”_einx ! Cot® + Z n” mr

Zoo 1IN 1 in

converge uniform citre o functie absolut continud F(x), a carei deri-
vatd commde aproape peste tot cu f(z).Derivind termen cu termen ega-
litatea

F(m) Z ___,emx __i__ c T + z eﬂﬂf

1
- wi -
gisim f(z) =Y, ¢, €", adicd ceea ce trebuia aratat.
—00

N [ee)
Bazemplul 2. Orice serie de forma Y, a,e™* ai cdrei coeficienti, pen-

-0

tru [nl — 00 N CTESC MAL 7epede decit o anwmitd putere & lui n, con- .

verge in sensul d@stmbutnlor cici ea se obtine prin deriviri termen cu

a,
termen din seria 5‘_' ¥ e””‘, care converO‘e uniform pentru k sufi-
cient de mare.

sin 2z
Ezxemplul 3. Egte bme cunoscut ci seria sm © + ——a— -+
sin 3z < . . T — &
-+ B -+ ... converge citre functia f(x), egald cu 5 pentru

* A, Zygmund, Serii lrzgonometnce, Vol. 1, pag. 74, teorema 2.5 (ed. a 11-a, trad.
din 1. rusi).
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0 <o <2n si prelungitd apoi prin periodicitate (cu perioada 2r) pe
intreaga axd reald. Sumele partiale ale acestei serii sint uniform mér-
ginite *. Astfel seria converge in sensul distributiilor (v. § 1.8 a).
Derwmd aceastd serie gdsim

.

co§w+cos2x +.o o Feosnet.. = — —;« +n § 3(x —2mn),
)
] smet2enge b pusing =~ Y ¥(w — 2mn),
cos x-+4cos2x--... +n2cosnet-. .. =57 Z 28"(9: — 2xn),

- Daci in prima din aceste formule seriem cosinusii dupé for-
mulele Iui Euler, obfinem de asemenea egalitatea

(2) 1+ e*+efr ... felrf e | =2¢ ¥, 8z — 27n).
. ; . 2 o : ST —co :
Aplicind-o apoi funetiei test o(w) i utilizind faptul ci
+00 '
(67 9(@) = | slodes do = y(-m*
-C0

este valoarea in punctul — # a transformatel Fourier a functiei ¢(2),
obtinem egalitatea

E-q)(n) — 2z § <_p(2nn), 5 e

numiti formula, de sumare a lui Pmsson ** Ha este decl demonstrata
aiei pentru funetiile o(2) aparblnlnd spatmlul 'K ; dar, prin treceri

* v. G. M. Fichtengolt : Curs de calcul diferential si integral, vol, III, pg. 408—409.
gd tehnica, 1965 traducere in - contmuare vom *scrie:pe .scurt : G. I\I Flchten«tolt.
urs.

*
§1.9.

** v. ex. de. A. Zygmund, Seru lngonometrlce, vol I, pag 117, formule (13 4)
ed. a IT-a, trad. in 1. rusd). . . RET

etix fiind o functie cu valori complexe, ea se aphca functlel test cf. i’ormulel (1)
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Ia limitd, ea poate fi extinsd la clase mai largi de functii, de exempliu,
la funectiile @(2) absolut integrabile impreund cu derivatele lor.
Analog, egalitatea™ :

3) cos @ -+ 0082200 -+ eo;.’im 4+ ...=—1In

2 sin—aE
2

permite, prin derivare, calculul a noi serii trigonometrice. Derivind
formal, obtinem :

1
sin@ -+ sin2z 4 sindz + ... = —é—etgg-
1 z\ 1 1
cos £--2¢0822-+3cos3x +...= | —clg —) = — ’
2 2 4 gin2 2
(4) 1
1 » g coS —
sin @ + 4sin22 - 9sindx 4 - - = (——ctg —) = s
2 2 4 gins 2

Dar functia ctg—g— nu este local integrabild si integrala

Sctgﬁ;— o() dz,

-0

in general, diverge. In § 3.7 vor fi construite distributii, ce corespund
functiilor uzuale ce figureazi in membrul al 2-lea in (4). Pedealtd parte

~ va fi derivata distri-
sin? —

.o 1
distributia corespunzind funcfiei — —

butiei —;— ctg—g— etc. Altfel spus, vom da sens egalitdtilor (4) din
punct de vedere al teoriei distributiilor.

* Fichtengolt, Curs, t. III, pag. 416.
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Formulele (1) si (4) permit separarea singularitidtilor in suma se-
riei tmgonometmce Z(a, cosnw + b, sinnx), ai cirei coeficienti sint
dati, de pild#, in felul urmétor :

T e

@, = ant - oy nFt -
7 2

B8 3

— ~1 3

by =B+ BTt o By + =
n n?

cu «; 5i B; — constante, iar {y,} si {8,} siruri mirginite de numere *
Eosemplul 4. Considerim tunctlon‘bla, [, definitd de functia

In|@| 4 iz pentru z < 0,

In(x 4 i0) =
In pentru z > g.

Cum se vede din definitie, aceastd functie este limita (in sensul dis-
tributiilor) a funetiei In(z - iy) pentru ¥ — 0. Si ariitiim cit

In(z-+ i0) = lim In(z+ iy),
y=-20

limita fiind inteleasi in sensul teoriei distributiilor. Intr-adevir,
pentru ¥ >0 fixat,

In(z - iy) -”:%111(502 -+ y?) + iare tgl;
x
pentru ¥ — 0 aceasti functie tinde citre In(x - i0), deci:

a) primul termen % In(x? +

-

y?2) descreste monoton, convergind
citre In |#,

b) al doilea termen i arctg %, mirginit in modul de =, converge
citre functia
ir pentru o < 0,

()=
0 pentru > 0.

*) v. V. L. Smirnov, Curs de matematici superioare, t. II, pct. 158, pag 493, Ed.
tehniecd, 1954. In continuare vom scrie ;: V. I. Smirnov, Curs.
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Converdenta, In(z 4 iy) — In(x + i0) in sensul distributiilor are loc
deci in virtutea conditiilor mentionate la §1.8.

Derivata lui In| 2| este 1/00 (§ 2.2 ex. b); derivata lui h(x) este egali
cu — ind(x) (§2.2, ex. 2). $i regidsim astfel rezultatul exemplulm
6, §2.2:

4 (e +10) =L — in3(a).
do @

Pe de altd parte, datoritd continuitdtii derivirii

d d
—In(z 10—11m —In(z 4+ iy)= lim ———.
9o (2 -+ i0) 4o (x + iy) R

Obtinem formula interesanta

(5) lim —t— =1 i),
y->+0 & - 1Yy @

care are urmétorul sens: pentru orice functie test o(x), integrala

lim S ——2(—90_)——doo= S @) g5 ing(0)
y=>+0 x4 1y x
—00 —c0

din membrul drept trebuie luati in sensul valorii prihcipale (v.$2.2
ex. D).

Siruri eare au ca limitd pe 3 (,,d-giruri’). Se pot construi in
multe moduri giruri de functionale regulate care si conveargd citre
distributia 3. Pentru aceasta este suficient ca functiile f,(#) corespun-
zitoare si aibd, dupd cum s-ar putea spune, alura ,,functiei 3.
Ace%sta, Se exprimi, mai precis, prin conditiile urmatoare :

-a) Pentru orice M >0, pentru |a| <M, |b| < M mirimile:

ib

‘Sf,(i) |

a.

sint mirginite de o constantd ce nu depmde de a, b (%1 depmde doar
de M). : . -
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b) Pentru a si b fixati, diferiti de zero
) -

lim va(ﬁ) a8) = {0 pentru a <b <0 0 <a <),
V=00

1 pentru e < 0 <b.

@
Fie f,(z) — un astfel de sir (pe care il vom numi 3-sir); s& consi-
derdm sirul primitivelor

x

B0= | 1.0
-1

Cum rezultd usor din insdsi definitia sirului f,(2), c¢ind v cre~’£e,
functia B, () are ca limitd o constantit eoala cu zero pentru « <0 si
eﬂalw cu 1 pentru # > 0, si este totodatid umform marginitd (in rapor .
cu v) pe orice interval. Rezulti de aici ci functia I (#) are drept limita,
in sensul distributiilor functia 6(2), egali cu 0 pentru » <0 si 1 pen-
tru #> 0. Dar atunei I 90) =I(z) care au limitd (in dxstmbutu)
distributia 0'(z) = 3(x), ceea ce trebuia aritat.

Exemplul 1. Considerdm functia
1 ¢
() =~ ———— (> 0).
Jlo) = (6> 0)

Graficul siu este dat in fig. 2. Egalitatea
b

st(%) do = 1 [arc tg—b— — arctg _],
T

€ >4

S

a
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pentru @ # b permite ugor de a ardta ¢ pentru ¢ — 0, functiile
f.(x) formeazd un ,,d-§ir”’. De aceea pentru ¢ -0

1 €
1) e — 3(@).

Se obtine acelagi rezultat remarcind cé

1 €
T

1-————8 1 1 — — 3().
x -+ 1¢

Derivind in raport cu « 3-girul, vom obtine un §ir ce converge cii-
tre derivata 3’. De exemplu, din relatia (1) rezultd

(@) R —
n (22 + 2)?
s.a.m.d. In fig. 3 se dau graficele functiilor ce figureaz in primul
membru al relatiei (2).
Exzemplul 2. Considerim functia

%2

1 e ¥ (1> 0).

2|/ =t

fil@) =

S84 aratam cd, pentru ¢ — 0, aceastd funetie tinde ciitre 8. Remarcim
mai intii ¢d f,(#) > 0; de aceea, pentru orice @ §i b
- b 1 0
ft(m) dx<—-—::‘ e 4 do = 1.%
2|/ =t

a -0

*) v. G. M. Fichtengolt, Curs, vol. II, pct. 492, pag. 568.
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1

Efectuind schimbarea de variabile —]% =y vedem ci pentrua <0<b

b
; 1 Vg
lim\ fi(2) dz=lm—= | ¢ ¢ dy=1.
=0 £->0 21/7::
“ .
Ve
Ia)
11
1A
i\
P
1 ]
o
[t
! \
I I
! i
1] ki
I 1
r
- —____;":m—-b-
P 2= X
€=05 7
/""
1 j’
1 { e
¢ 7e=03
1 ]
1 1
[
]
[
[
[
A/
(v
Fig. 3

In continuare, pentru orice b > 0

0o . o0 " R

.__1'?:_8 o # dp< 1 g o & 2 2 dw:li.e”lt— 0
2|/t ; 2|/t ) 2t b b=

pentru ¢ — 0, astfel ci integralele pe orice interval (b, c0), b > 0, tind
citre zero. Rezultat analog pentru intervalele (— oo, @), @ <0 ; func-
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tiile f,(z) formeazd deci un 3-sir, adicd

3)

Fig. 4

Ewzemplul 3. Considerdm functia

f(@)= 1 sinve

T

(0<<v < 00)

(fig. 4). Aritim cd pentru v — co aceste functii tind citre 3.
Se stie cd

S fia) do="1 S SV =1
7 @
—c0 —o00!
Apoi, pentru orice b>a>0 !
b b ol
va(x) dz _1 S ST a _1 S siny dy — 0, pentru v — co;
T T y

acelasirezultat este adevirat pentru « <b <0 in sﬁr it mérimea.
by

lgsinlfd mlgsing/
)y

X T

dy

T
ay

*) v. G. M. Fichtengolt, Curs, vol. II, pct. 497, pag. 586,
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este uniform mérginitd in raport cu @ §i b pentru tofi v. Rezultd
de aici cd, pentru v — oo, functiile f,(#) formeazi un §-gir,

) lim i sinvx

V300 TT x

=3(x).

. o .1 sinvz
La rindul sau, funcfia —
T

poate fi reprezentati ca rezultatul

e I S

integrarii functlel?z— e in raport cu & de la — v la v. De aceea
. = .

rezultatul nostru poate fi reformulat astfel : in sensul convergentei

spatiului K’ are loc relatia

(5) lim S el € = 2 3(x).
V=00
—v
In primul membru figureazi transformata Fourier a unititii.

(Mai ‘mmanun‘nt, si din alt punct de vedere ne vom ocupa de transfor-
mata Fourier in cap. I1, v. remarca de la finele § 3, cap. II).

Derivind in raport cu © relatia ob{inuti, obtlnem noi egalititi
§i mai 1nt01csante‘

.. S 0% ag =2 (x)
{7 . lim S (i€ )2ei®r dE—~Hr8"(x)

si altele. In general, pentru orice funciie local integrabild f(x) care nu
cregle, pentru | @] — oo, mai repede decit o anumitd putere a lui |z,
oxista, in sensul (lzsmbumlor, transformata sa Fourier, limita expre-
sies

S )

peniry v—~. 0o,



Intr-adeviir, putem exprima functia f(§) sub forma, (£2 4~ 1)™ f,(£),
cu f,(£) functie integrabili. Cum fy(&) are transformats Fourier in
sens uzual, existd limita

v
lim S FoB)e® A8 = Gy(x).
Y—00
—v
In plus, convergenta este uniforms in raport cu « pe orice compact ;
prin urmare convergenta are loc si in sensul distributiilor. Aplieind
d? "o e

-+ 1) si utilizind continuita-
da? ]
tea derivirii, putem conchide ¢ existi limita

ambilor membri operatorul (—

tim | siegeraz =

-V

a2
dax?

+ 1)”5610(:2).

2.6. Ecuatii diferentiale in distributii. Operatiile care au fost
definite pentru distributii — derivarea, inmultirea cu o functie, adu-
narea — permit considerarea de expresii diferentiale de forma

ao(@)y™ (@) + ay(@)y" @) + ... 4 @, (@)y(@) — b(z),
unde ay(@), a(x), ..., a,(x) sint functii date indefinit derivabile,
iar y(z) si b(x) distributii. Egalind cu zero o astfel de expresie obfinem
o ecuatie diferentiald liniars ordinardi de ordinul % in raport cu dis-
tributia y(«). Se pune atunci problema de a descrie multimea tuturor

solutiilor unei astfel de ecuatii.
S considerim pentru inceput cea mai simpld ecuatie

dy
® W

Aritim e aceastd ecuatie are ca solufic generald in clasa distribu-
tiilor, pe y = O(= const).
Ecuatia (1) este echivalentd ecuatiei

(2) 9= —¢)=0,

pentru orice functie test o(x). Dar de aici rezults ed funcfionala y
este definitd pe multimea @, a celor functii test, care se pot repre-
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zenta ca derivate ale altor funectii test. Trebuie s} indicim modul in
care functionala y poate fi prelungiti de la multimea @, la intreg
spatiul K.

Este ugor de ariitat ci o functie test oy (x) se poate reprezenta
ca derivata unei anumite functii test dac si numai dacd este inde-
plinitd conditia

3) S%wmw=&
Tntr-adeviir, dacit o,() = 9{(x), atunci

S%WMw:%mF _o.

Pe de altd parte, conditia (3) fiind indeplinitd, punem :

x

%ww=g%@ma

—Q0

§irdmine doar de aridtat e o,(w) este o functie test ; acest lucru este

evident, pentru cii ¢ (@) este indefinit derivabili odatii cu ou(@) si

in virtutea conditiei (3) are suportul compact. '
Fie acum ¢,(w) o functie test fixati, verificind conditia

S oy(w) do = 1..
-
Pentru orice functie test o(x) putem scrie
oo
o(0) = 2ie) | oo + (),

unde (), evident verifici conditia (3). Rezultd de aici ci daci s-a
dat valoarea functionalei y pe functia test o,(x), atunci valoarea sa
be orice functie test o(2) va fi unic determinats,

(o]

n m@hd%%%S@wmm

=00
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Fie, de exemplu (y, 9,) = €, — un numdr fixat arbitrar. Atunci (4}
ne da

W, 7) = 0, S o) do — S Oy0(2) dz,

adied distributia y este constanta Cj, c.t.a. Am vizut ci ecuatia dife-
rentiald (1) nu are alte solutii in clasa dlstmbutnlor, in afara celor
clasice.

Exemplu. Si aritim ci pe dreaptd, orice distribufie f invariantd
la translafii se reduce la o constantd. Avem in cazul acesta

flo + Az) — f@) = 0,

Ax-—»O Ax

de unde,

din cele de mai sus, deci f(x) = const, ¢.t.a.
Se poate arita ci orice sistem omogen de ecuatii de forma

d
N Y1+ - Gl
dx
(5) 1
dy,,
"l_ = QY + .. + CrmY ms
dx

unde ay;, - .., @y sint functii indefinit derivabile de #, nu are alte
solutii (yy, ..., ¥,) in distributii in afara celor clasice. Situatia este
aceeasi pentru o singuri ecuatie de ordin superior :

YO+ @@y e+ au@ly =0,
cu coeficienti indefinit derivabili si de asemenea pentru sisteme de
astfel de ecua’ru
Indicim demonstratia acestor afirmatii. Slstemul (5) 11 seriem
pentru a simplifica, sub foxma vectoriald #) .

ly -
L= Ay, 4 = |

&

*) v. R. F. Gantmacher, Teoria.mairicilor, pag. 371 si urmétoarele, in 1b. rusi.

Considerdim matricea - U = ||uf(2){| a unui sistem fundamental
de solutii (uzuale) ale sistemului. Se stie ci matricea U este inversa-
bild. Si trecem de la necunoscutele y la necunoscutele 2 dupi formu-
lay = Uz ; substituind aceastid expresie in sistemul (5), obtinem

dU :
U——— = AUz -
dw g do o .

: . dU . dz
si, pentru ¢ —— = AU, oblinem U
R dw L dw
Irunulfirea cu U-?! conduce la sistemul de ecuatii cu variabile sepa-
rate

= 0.

conform celor demonstrate, rezulti = = const, deci ¥y = Uz este un
vector, combinatie liniard de vectori fundamentali ai sistemului.
Celclalte rezultate decurg de aici, adicd o ecuatie liniard de
ordin superior i un sistem liniar de astfel de ecuatii se pot reduce la
un gsistem echivalent de ordinul 1.
Observatie. Spre deosebire de cazul considerat, ecuatiile ale ciror

‘coeficienti an singularititi, pot avea in clasa dlstrlbutulor noi solu-
‘tu. $i chmr se poate intimpla si nu avem solutii clasme '

Ememplul 1. Consulemm ecuatm de ordmul 1

Solutia trebuie sd coincidd cu o constantd, atit pentru @ >0, cit si
pentru  <0. Rezultd de aici ci aceastd, ecuafie are 2 solutu liniar
independente’ ‘

Y1 =1,y2i= 0(2).
Bremplul 2. Ecuatia i
— 2% =y

are o singuri solutie in clasa distributiilor, anume y = 0. Intr-adeviir,
peutru @« # 0 distribufia trebuie s coincidd cu solufia clasicd
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Yy - Oe, cu C # 0 sau € = 0. Dar primul caz nu este posibil, ciei,
cf. cu §1.7, integrala .

Se‘”’ o(x) do

nu admite regularizate. o )
Buistenfa primitivei. Sa considerim cea mai simpli ecuatie ne-
omogeni :

9 _
(6) Pyt

unde f este o distributie dati, iar g cea ce trebuie gisiti. Ardtim cid
ecuatia (6) are solutie tn distributii pentry orice membry drepl f E§te
natural de a numi aceasti solutie primitiva sau integrale nedefinitd a
distributiei f

g = Sfdm.

Ecuatia (6) este echivalentd ecuatiei

(g, — @) = ([, 9),

pentru o functie test oarecare . Rezultd ci functionala g este da_,t.z}
pe orice functie test ¢, care este derivata unei functii test ¢, adici
pe multimea ®, consideratd mai inainte. Trebuie si prelungim fune-
tionala ¢ pe intreg spatiul K, ceea ce se poate realiza, de exemplu,
astfel : considerim o functie test o,(x) pentru care

S o(@) A = 1

si din nou, seriem o functie test oarecare ¢ sub forma

©o

P = ¢ S o dw - @,

— 00

cu g, apartinind lni @,. Astfel, la orice functie test ¢ am ficut si
corespunds ,,proiectia’ sa @, pe subspatiul ®,. Punind atunei

(7) 90y @) = (9y @0)s
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este usor de dovedit ¢ functionala g, astfel construitd este liniard si
continu#. Solutia generald a ecuatieil (7) se obtine adunind solutiei
particulare gdsite solutia generald a ecuatiei omogene, care, pe baza
celor ardtate la inceputul acestui punct este g, = C = const. Astfel,
toate solutiile ecuatiei (6) se scriu ;

g=gov+0',

unde functionala g, este datd de formula (7).
Ciutarea solutiei generale a sistemului neomogen

d : m .
8) LYy =f (G=1,2...,m)
da j=1 :

unde f; sint distributii, iar a,,; functii indefinit derivabile, se reduce la

rezolvarea unor ecuatii de tipul (6). |
Intr-adevir, daci se face substitutia deja folositdi mai inainte

y = Uz, unde U este matricea solufiei fundamentale a sistemului

omogen (f; = 0), obtinem UE‘i = f sau it Iy U-1f. In acest
dx dz

sistem necunoscutele s-au ,,separat’, fiecare ecuatie care apare este
de tipul (6).
In sfirgit, ecuatia neomogen# de ordin superior

(9) :l/(m) + al?/(m—l) + o any =fa

unde a; — sint functii indefinit derivabile, iar f o distribu{ie oarecare,
se reduce la un sistem de forma (8) cu ajutorul substitutiei

dy dy.,—2
h=y, yzz"(—lli;’1"'7?/m—1= ?fim.’l) .

Prin urmare, ciutarea solutiei generale a ecuatiei (9) se reduce
de asemenea la rezolvarea de ecuatii de tipul (6).

2.7. Derivarea in spatiul 8. La finele primului paragraf am intro-
dus un nou spatiu fundamental S. Acest spatiu constd din funetiile
indefinit derivabile ¢(x) ce verificd inegalitdti de forma

| " old(2) | < Oy, (kyq=0,1,2,...).
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Am vizut ¢i multimea functionalelor liniare, definite pe spatiul 8,
notati 8’ este un subspatiu al spatiului X', dualul spatiului K.

Vom arita cum ¢l operatia de derivare nu me scoate din acest
subspajiv. Pentru simplificare ne mirginim la cazul unei variabile
independente. S remarciim mai intii, ca pentru orice functie ¢(x) e S,
derivata sa o'(x) apartine de asemenea Iui § §i ¢i din convergenta
o, — 0 in § rezulti de asemenea convergenta ¢, — 0 in §. De aceea
funectionala f' definitd de formula

o) =, @) |

va fi o functionald liniard continud pe .

Dar evident c#, in cadrul spatiului I{, ea coincide cu derivata
functionalei f in cazul indicat mai inainte (§2.1). Altfel spus, deri-
vata f’ a functionalei f, consideratd ca functionald pe K se prelungeste
pe spatiul S odatd cu functionala f, c.t.a. Extensia acestui rezultat
la cazul derivatelor de ordin superior sau la cazul mai multor varia-
bile nu oferd nici o dificultate. - ¥ ’

Am vizut mai inainte ci toate functionalele regulate, corespun-
zind funetiilor cu crestere polinomiald se prelungesc de la spatiul S.
Vedem acum cit de aceeasi proprietate se bucurd si derivatele unor
astfel de functionale. In volumul IT (cap. II, § 4) se va arita ci orice
funetionald liniar¥ continud pe S este rezultatul aplicirii unei ope-
ratii de derivare uneifunctii cu crestere polinomiali. ' ‘

§ 3. Regularizarea functiilor cu singularitti algebrice
R  (sau de tip putere) .-

3.1. Punerea problemei. Printre functiile avind singularitati
neintegrabile in puncte izolate, cele mai importante sint acelea cu
singularitii algebrice, adicd care nu cresc mai repede decit o anumiti
l ,,\i_atunci_ cind « tinde citre 2,. Vom construi
T — &) . -
in acest paragraf distributiile ce corespund unei largi clase de functii
de acest fel. _ ‘ )

Reamintim definitia regularizatei, datd in §1.7. Regularizata
integralei : : : . -

W o es@a,

putere a lui
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sau regularizata functiei f(«), avind in general puncte in care nu este
local integrabild, este o functionald f care, pentru functiile test ()
1deI}t10 nule in vecindtatea punctelor singulare ale functiei f(z) este
datéd 519 integrala (1). In § 1.7 s-a ariitat ci orice functie f(«) cu sin-
gularitati algebrice (in puncte care se gisese in numir finit pe orice
comp@(zt) admite o regularizati. In plus, aceastd functionald este
d_eflmta cu aproximatia unei functionale concentrate in punctele
singulare ale functiei f(z).

Din acest punct de vedere, continutul celei mai mari piirti al
acestui paragraf poate fi caracterizat astfel. Pentru o vasti clasi de
funetii de o variabild cu singularititi algebrice, vom indica o regula-
rizare, naturald in sensul urmitor : sumei a doud funcfii uzuale ii
corespunde suma regularizatelor respective ; derivatei uzuale — deri-
vata regularizatei, produsului cu o functie indefinit derivabili h(w) —
produsul regularizatei cu h(x).

Vom incepe cu regularizarea functiilor concrete, cele mai impor-
tante, aminind cele mai generale definifii gi verificarea completi a
proprietitilor amintite ale regularizatelor pentru punctul 7.

; Prep’ﬁ exemplu de functie cu singularititi algebrice poate sluji
uncuvia

a8 — {0 @ <O0,.
x=3% x>0,
’]§)i23.t211ibu’gia ce-i corespunde a fost in fapt deja"construitf?u in ex. 3,
@ g (x;m’ ?) = S <P(»m)~w;2?(0) da.

(8]
Pentru aceasta plecasem de la faptul ci distributia ——3—'0013’2'

trebuia si fie derivata distributiei #3'”, adic% a functionalei regulate
definite de functia

o [0 » <0,
* 22 5> 0.

5 ;in § 2 am vizub §i pe alte exemple ci adesea considerente ase-
manatoare permiteau construirea de distributii care s corespundi
unei functii cu singularititi algebrice.
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Altd metodd permitind obtinerea de definitii de forma (2) este
metoda prelungirii analitice, pe care o vom utiliza de reguli. Tnainte
de a indica ideea de bazi, introducem urméitoarele definifii. Consi-
derfim distributia f,, depinzind de parametrul 2, acesta parcurgind
domeniul A din planul complex. Vom spune ci distributia f, este
functie analiticd de 2, in domeniul A, dacd in acest domeniu toate
functiile numerice (f3, ¢), unde ¢ este o functie test oarecare, sint
analitice.

Distributiile analitice in 2, prin proprietitile lor, sint analoage

of

functiilor analitice obisnuite de A. Astfel, dac} definim derivata —-

Functionalei f5 in raport cu parametrul X ca limita

lim f)\+A7k '—‘fl y
AR—0 Ax

(in sensul din § 1.8), se poate spune ci distributia f este analiticd in A
in domeniul A dacd gi numai daci in fiecare punet al acestui domeniu

g . df;,
existd derivata 4f., Avem de asemenea teoreme analoage teore-

da

. toelor clasice privind dezvoltirile Taylor, in serie Laurent, de pre-
lungire analitich etc. ; toate aceste teoreme sint reunite in anexa 2 a
acestui capitol.

Ideea metodei prelungirii analitice este urmitoarea. Fie datd
functia f;(«), local integrabild, atunci cind A parcurge un anumit
domeniu din planul complex si in general, pierzind aceastd proprie-
tate pentru A in afara domeniului A. Fie, apoi, pentru A e A si pentru
orice functie test o(x), functia numericd (f;, ¢), analitici in A i
putind fi prelungitd analitic intr-un domeniu A; mai mare, indepen-
dent de alegerea functiei test o(x). In acest caz functiei f (), cu
o€ Ay — A putem s#-i facem si corespundd functionala (fi,, @) obti-
nutd prin prelungirea analitici a functionalei (f,, ¢) dincolo de A,
cu alte cuvinte, vom pune

Sf;.o(év)@(w) dz = prelung. anal. S f(@)p(x) da.
Ao

De exemplu, pentru a defini distributia 7", consideriim functia :

m;_ - 0, <0
, > 0.
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Pentru Re)h> — 1, ea defineste functionala regulatd
' o
3) @ ) = | Polo)
0

Funetia numerici (3) este evident analiticd in 3, ea are derivata
in raport cu i, egali cu

Mo () do.

TS 1

Membrul drept al formulei (3) il rescriem sub forma

Sﬁw(m) — ¢(0)] dz +S P o(a) + Tci—()ll_'

1 -]

0 1

Primul termen este definit pentru Rel > —2, al doilea pentru
orice A, al treilea pentru 2 # —1. Prin urmare functionala (3) se
prelungeste analitic pe domeniul Rex> —2, A # —1. In particular,
pentru A = — 3/2 obtinem :

1 (<)
(1) @7, p(2) = gw-m[@(w) — p(0)]da + S w-5t2g(2) dz — 26(0).
0

Membrul drept al formulei (4) coincide cu membrul al doilea
al formulei (2) cfei

————L:Sm"dx.
k1 Y
J

Bineinteles, pentru altd alegere a paramet_rului, p_rel}mgirea analitic
poate conduce la un rezultat complet diferit. De pildd : :

— a7 4 3(x), cind N — — 3/2

L (i3j)
L E 02

(v. §2.5.). » : :
Subliniem cii aceastd metodd, sau alta, conducind la definitii
de forma (2) sau (4) joacd pentru noi doar un rol ajutdtor ; ea nu este
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decit un mijloc pe citd vreme scopul este de a obtine definitii care,
ca §i formulele (2) sau (4), vor avea un sens independent de metoda
cu care s-a ajuns la ele.

3.2. Distributiile 2%, si 2*. Si considerim functia o, egald cu o*
pentru > 0 §i nuld pentru # < 0. Dorim si construim §i s& cercetdm
-distributia ce-i corespunde. Cum s-a spus mai sus, functionala regu-
lata

) (2 9) = S P o(z) dr,

definiti de functia 2% pentru Rerx> —1 se prelungeste in domeniul
Re)>—2, A# —1, cu ajutorul identitdtii, valabile pentru Rex >—1

oo oo

1
@) Smpm o = Sw‘[g»(w) — 9(0)]dz + Smm dz +7‘P%
0 1

Anume, pentru Rex> —2, A # —1, membrul drept existd si defi-
neste o regularizatid a integralei din membrul sting : dac —2<Rer<
< —1, A ¥ —1 s§i daci functia test este identic nuli in vecindtatem
originii, atunci sigur subsistd in membrul drept integrala

S 2 o(x) da.
0

Se construieste analog prelungirea functionalei #, pe domeniul
Rea>—n—1, A # —1, —2,..., — n,
o0 1
S 2 p(e) do = Sw*[cp(w) — 9(0) — 9(0) — ..\ — -
1]

0

3)

(=]

<p<"~1><0)] ao +S Poe) do + 3 — L 0)

B—1

C (n—1)!

i1 (k—1) & + B)

Si aici membrul drept d# o regularizati a integralei ce figureazi
in membrul sting. Astfel, distributia % este definiti pentru orice
A#E 1, —2, ... \ :
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In banda —n — 1 <€ Re A<<— n, formula (3) poate fi pusi sub o
formi mai simpli :

o
{,U"“l

Wy 9 = | 0 [o0) = 20) —o0) .. — T o(0) | s,

0

pentru e, in acest caz, pentru 1 <k < »,
(H) R dp — 1
4 ‘ ARk
1
Formula (3) aratd ci (¢4, o) ca functie de X are un polde ordinul
1 in punetele A= — 1, — 2, ..., reziduul in punctul A = —k fi-
rlk—1) )
ind egal 011“9—(%- Cum o®=1(0) = (—1)*=D(8¢-1(z), o(x)), func-
tionala 2% are in = —k un pol de ordinul 1 avind ca reziduu
{1 Ye—1 )
(=1P Jt=1) () (k=1,2,...).
(k — 1)! .
< < Lo dahy .
S4 calculim derivata T Pentru Re)>0 avem egalitatea
d :
'7\. .
ovidentd (ilx‘“ = a2, adicl (2%, 9'(#)) = — (A}, @(2)). Cum ambii
®

membri ai acestei egalitiifi se prelungesc analitic in planul complex
(cu exceptia punctelor —1, —2,...), in virtutea proprietitii de
unicitate a prelungirii analitice egalitatea va fi valabild in intreg
planul. Astfel

A
———ddw-'*' — 7\.@)_‘:1 (7\ ESS ———1, —-2, .. .).
i

Do pildd, pentru —1 < A <0 avem

=]

((;17 T ‘P) = (W 0) = S At o(@) — ¢(0)]dw.

Acoastit formuli am dedus-o pe altd cale in § 2.2.
Tn § 4 we v da dezvoltarea lui 2% in serie Taylor in vecindtatea
unul punet regulat, gi in serie Laurent in vecindtatea polilor.
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Sé trecem acum la definirea gi studiul distributiei corespunzi-
toare functiei '
P — [@* pentru z < 0
0 pentru z > 0.
Pentru Rer> —1 aceastd functie defineste functionala regulat
o :

Ao(x) de.

(6) (22, 9) = S I
—00
Aceastd functionald se poate prelungi in semiplanul Ren < —1

exact ca si #%. Pentru aceasta, cel maisimplu este de a schimba pe
@z in —x gi de a scrie (2%, @) sub forma

(]

(@, o(@)) = S 2o(— 2) Qo = (@}, 9(— ).

Aceasta permite de a aplica imediat toate rezultatele obtinute pentru

functionala a%, functionalei #*, inlocuind in formulele corespunzi-

toare functia o(x) prin o(— @) si deeci ¢(9(0) prin (—1)o¥)(0).
Vedem in particular ci distributia #%, ca i 2%, existd si este ana-

liticé in intreg planul, cu exceptia punctelor A = — 1, —2, ... ; in
JE=1) (g
punctul A = —F, distributia 2 are un pol simplu de reziduu %v»%
fo— 4
Formula ce di regularizata integralei
0
(2, g) = g @ o(e) da,
-0

in banda —n — 1 <Rex <— n, se poafoé scrie sub forma
0 0 o
| 17Pe@ a0 = (o= y a0 = { & o= 01— o0 =
0 ’ 0

(M)

_ _(__:_ 1)n~1mu—-1
(@ —1)!

In § 4 se vor da dezvoltirile distributiei #* in serie Taylor si in serie
Laurent.

+ o (0)— ... w*%m] az.
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Combinatii pare si impare ale disteibutiilor o7 si o*. Distri-
buiia se numeste pard daci,

(J(2), o(—2)) = (f{z), ¢(2))
i impard daci,
(f(@), 9(—)) = —(f(#), o(x)).

Pornind de la distributiile introduse in pet. 3.2, si formi#m urmi-
toarcle combinatii pare gi impare

| A
(1) i‘pil:‘%)-‘i- RS
(2) o sgn o = ah — at.
S examinidm  singularitdtile distributiilor |#* si |2 sgn .
Cum aistributia % are pentru A = —Fk un pol simplu de reziduu
(—1)E=0 . Y . .
o 3=N(g), dar distributia 2 un pol simplu de reziduu
(l— 1)1
8= () Y C o WA —1. —3
L pezultdh e distributia |« | are poli doar pentru A = —1, —3,
(b — 1)!
—3y ey —2m —1,.... Reziduul lui |2* in 2= —2m — 1 este
';(2;11) 37 . TN . LA
2 ") fn punctele A= —2m@m =1, 2,...), distributia |z,
2m)!

este definitd ; evident, pentru aceste valori ale lui A vom scrie in loc
de |w]-2m, gp=2m,
Analog, distribugia |#[* sgn @ are poli in punctele A = —2, —4,
.y —2m, ... cu reziduul corespunzitor lui A= —2 m egal cu
-2 @) Pentru A — —2m — 1(m = 1,2, ...), distributia
(2m — 1)1}
fen o este definitd si vom serie -2~ inloc de | |~%"~1 sgn x. Astfel
distributiile = sint definite pentru orice » = 1,2, ...
Si dim definitii directe ale distributiilor L “oo jz* sgn .

Pentru aceasta, vom utiliza regularizatele integralelor SJJ p(x)dr

0
0

.

| [P ep(0) de, adicd formulele (4) 51 (7) dela §3.2: inbanda —n — 1<
oo
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<Rex <—n:

(@, 9) = Sm"[cp(a}) — o(0) — BG(0) — ... — -(n””_" ’;)7 w-”(m] ax,
0

(2, §) = S wl[w— 2)—(0)+-29’(0) — ... — %w*’(m] du.
5 A

Schimbind » in 2m, adiugind si respectiv scizind, obt{inem :

[~}

(ol 9) = Sw*{cpw) +o(— @) — 2[<p(0> +
. 0
3)

$2
21

9" (0) + ... +

m2m—2

(2m—2) 0 1 ,
+ @m — 21 " ( )]}m

(jPsgn @, ) =S w‘{@(m — g(—a) — 2 [mcp'w) +
@) ’

ma 1224
ETR 0)+...+

T p2m—1

—_— (2'”“”(0)]} da.
(2m — 1)! ?

Prima expresie este convergentid pentru —2m —1<<BeA<<—2m+1,
a doua, pentru —2m — 2 <Re: <—2m. In particular,

(oo}

(== 9) = Sx—% {@(W) + ¢(— @) — 2[@(0) + —f—z‘ @""(0) + e+
(5) ’

$2m -2

(2m — 2)!

o-20) || 0,

(z7n=1, ¢) =

8
8
13
N
L
o e,
=N
N
!
g
|
=
l
[ ]
| e |
8
’e\
S
..i_

(6)

m?m —1

ws
e O) e —Z (o) |,
R TR e TR ] | T8
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astfel incit, de exemplu:

') (272, o) = S o(@) + ?(—;25(7) — 29(0) dz,
(8) (271, ¢) = S pl) = #(= 2) qp,
@x

Ultima expresie coincide cu valoarea principald in sensul Iui Cauchy

o)

a integralei din -

m t
S #—L@—dx = lim { S -g)—(ij)—dx -+ Sf—(—a—c—)— dx}. »
A g—0 X X

Si dim si formulele de derivare ale distributiilor | * si |a[*
sgn . Vom avea:

@ Sjep=2

o [t = (@ + ) = 2t — a}Il= A2 P lsgn a,
X aw

(10) (—;l |@|* sgn o= él— (@ — &) =a7t e = A |g L

Ob{inem, in particular, pentru r = — =,
(1) A = e,
dx

Tn § 4 se vor da dezvoltirile lui [#[* si |2]|* sgn « in serie Taylor
#i in serie Laurent. :

In incheiere si remarciim ci functionalele a%, a*, |z, |z|*
agn @ sint, pentru Rek > —1 functionale regulate ce corespund unor
functii cu cregterea polinomiali ; ele se prelungesc deci pe spatiul
A al functillor ¢(») indefinit derivabile, ce descrese, impreund cu
derivatele lor de orice ordin, pentru |2} — co, mai repede decit orice

putere o lui—{--ll-(§ 1.10). Functionalele % ... obtinute, pentru ce-
x
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lelalte valori ale lui 2 prin prelungive analitici ale celor anterioare,
se prelungesc de asemenea pe spafiul S; aceastd rezulti atit din
formulele de prelungire analitici cit si dln formulele de derivare

—él—(w ) =»71 i din remarcile ficute la sfirsitul paragrafului 2,
x

privind posibilitatea deriviirii funectionalelor definite pe S. Prin
urmare, tfunctionalele mﬁr, co. Se pot aplica nu numai funetiilor cu
‘supmtul compact ci oricarei functii din spagiul 8, de pildi mnﬂw
e~ ete.

BExemplul 1. Functia I' este definitd de integrala :

-
o) = S a*le~* da,
V]
ce converge pentru e > —1. Putem considera aceasti integraly ca

rezultatul aplicdrii functionalei &%~ funcplel test, egale cu o pen-

tru 0 <& <oo (o astfel de functie %txm ¢ mpari,mb spatiului &).
Aphclnd formulele regularizatelor § 3.2) , obfinem exprmu functiel
I" in domeniul Rer<<—1; pentrad Rex > —n—1, as —1, —2,

\ n ml;
ootlem— § a2 ar s
o k=0

k1

. ”n __1 b
o lem* dw 4 =T

1
T() = g
ht
+
S} k‘};o k !(L,L-;‘.) ’

pentru —n — 1 <Reh <— n:

n ,)»;k
r(x):S i l[e“‘ ): ”}aas.

0
BEzemplul 2. Fie integrala
. (=]
g otMemw — o] d,
5 :

care converfre pentru Be > — 2. Ea Doate i consideratd-ca rezultatul
aplicdrii functlonalm ak, funcina tebt e~ — e~%, de aceea

1~ ) 0
S o [e—aﬁ; . e~b,v] dw = w:\e-—m dr — S a;?-e—b.r (]_?6',

]

=

oL/ﬁ

0

-]
)

unde fiecare din termenil din dreapta este iarasi rezultatul aplicirii
functionalei 2’ funetiilor test respective. Dar pentru Pe?\> —1 se
*}mto face substltutm az = &, ceea ce di:

(5Y04%:ifﬂ+1>

@ - @t

[0}

S e oy =

H
@

Sl 8

formuli adeviiratd oricare ar fi 2, datoritd unieitdtii prelungirii ana-
litice, Obtinem deel ca rezultat final

T 1 1

\ ot [emer — et de = (‘/»ﬂ_ﬁ—» — =} T(A 1),
A g gl Z[).:—l

(8]

Pentru Reh> —2 aceastd formuld di valoarea integralei con-
vergente din primul membru. Este interesant cit am obtmut -0 cu
ajutorul unor integrale divergente. Bineinteles, ea poate fi g gasita, si
pe cii obignuite (de pildd derivind in raport cu parametrii @ g b).

3.4. Integrale indefinite ale lui o4, 2, |2, |2 sgn a.

Cuin integrarea indefinitd este inversa operatiei de derivare
(§2.6), pentru » # —1,—2, =3, ....

2 da
S@+ dw = —

apoi, pentru’ a # —1, —3, —7, co

, X v(,‘ wux ) N
S 103‘7‘ d.\,’: == T - C"g(/\),
A

inr nentra A # —2, —4, —6, ... (si pentru » ¥ —1, clici peatru
- —1 nu avem formule corespunzdtoare pentru derivare),

A+l
1

(1) ' zPhsenwde = ————— - (2
gl Iy N A(M),

4

functiile (2}, ..., C4(2) putind £i alese arbitrar.
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_Utilizind aceastd libertate de alegere, vom gisi, prin trecere
la limitd, primitiva lui #=! = [#|~1 sgn x. Primul termen al membru-
lui al doilea al formulei (1) are pentru 2 = —1 un pol de reziduu 1.

Punem C ) = — 4+ C; astfel membrul drept va putea

fi prelungit analitic in punctul A = —1 si prin continuitate formula
de integrare igi va piistra sensul. Astfel,
A+l
opsgnado= 22 =L o
A1
pentru A - — 1:
A+l
lim [z =1 In|z],
Amr—1 A —+~ 1
§i prin urmare
@) Sm~1dx=1n;ml+0.

Se pot calcula de asemenea si integrale repetate ale functiilor
considerate. Astfel, integrala iterata de ¢-ori a lui |#|* este de forma

[ [9(sgn @)
A1) . (A

(3) S"'SW ot = + o),

e
q

unde @,(x) este un polinom arbitrar in @, de grad <gq.
Functia de sub semnul integral din stinga are poli in punctele

A+« 7
A= —1,—3,.... Funcia — 2/ -g08)
A+1)...(x+0)
punctele A = —2, —4, ..., | 7| <¢. Este natural si le eliminim pe
acestea din urmi printr-o alegere convenabild a polinomului Q,(x).
Reziduul primului termen din membrul drept pentru » = —2k(2k < q)
fiind, evident,

are in plus gi poli in

o] o(sgn oy
(— 2k +1)(—2k+2) ... (—1)-1-2 ... (—2 + g)
__xq-zk
T2k — 1)l (g — 2k)!

vom putea pune

n(2) =

[ —2k
L(I/?] p—2k+q 1

Yo g2 i

(la care eventual se poate adiduga un polinem arbitrar in « de grad < q,
depinzind analitic de ). Astfel :

(%]

r Atg a 2 —2k+q

S---S[wl;\da}q: Iml (Sgnm) + Z xr . 1 -
A+ (A q)  r=2 (2k—1)Ng—2k)! A2k

T—d .

(4)

in particular, integrala dubli se scrie sub forma

SS'NW: P2 1
G+ 2 at2

3.5. Regularizarea in raport eu » a funetiilor 2%, 2%, |z, |2
sgn ). Dupid cum am vizut functiile &%, 22, |x, |2* sgn @ au in
planul A poli simpli. Este natural de a incerca si facem s& dispard
acegti poli, impirtind fiecare din aceste functii cu o funectie uzualid
de A, avind poli simpli in exact aceleagi puncte. Modul cel mai sim-
plu dea construi o astfel de functie consta in a aplica distributia ce ne
intereseazi (a%, etc.) unei functii test fixate g,(«). Pentru aceasta
vom utiliza faptul, mentionat la finele din § 3.3, c# functionalele a%,
o, @, |z sgn & se prelungesc la spatiul 8, aceasta permite de a
alege pe o (x) din S.

Si considerim distributia ;. Ea are poli in punctele —1, —2, ...
(___ 1)"“18(”‘”(00)

(n—1)
@o(z) trebuie aleasd astfel incit reziduurile functiei de A, (a%,9.(x))
in punctele —1, —2, ... si fie diferite de zero. Aceasta inseamn# ci
in punctul z = 0, functia ¢, si toate derivatele sale trebuie si nu se
anuleze. Vom alege drept functie ¢, (2) functia e~*, astfel incit vom
avea

cu reziduul in punctul —n egal cu

- Funectia test

(2, e=%) = S are~* de = (A + 1).
0

*) Spunem ;,functia xﬁ" cte. pentru a marca faptul cii ne intereseazii dependenta
de A a distributiei xﬁ. (Nota trad.).
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Analog procediim si pentru distributiile o, | @[> §i | # | sgna. Pentru
o™ trebuie aleasi o functie ¢,(x), astfel incit toate derivatele sale in
punctul 2 = 0 s nu fie nule; este natural s& lufin ¢y (z) = ¢* §i
deci

(2, 0%) = e~ de = T + 1).

|
s o
8 sy

(=]
o e® de = S a
8]

‘Functia [«|* are poli in punctele —1, —3, ..
25e(2)
(2m)!
tiv funefia ¢y (x) trebuie aleasd astfel incit toate derivatele sale de
ordin par in punctul z = 0 si nu fie nule. Este natural de a alege

¢olw) = e~** §i obtinem

., &1 reziduul

siu in punctul » = — 2m — 1 este egal cu » din acest mo-

4]

In sfirgit, functia | » |* sgn w are poli in punctele —2, —4, ... aviad

8 (2m— 1)(50) ‘

@m — 1)1

De aceea functia ¢,(z) trebuie aleasd astfel inecit toate derivatele

de ordin impar in pumtal x = 0 si fie diferite de zero. Putem lua
@o{@) = @we™* si gisim

remduul in punctul —2m egwl cu —2

i

(| w|"sgn x, ¢ we—” =2\ M e dy =T _7“{—2
‘)
0

Putem deci construi functiile intregi in a:

zh , 2 , [ o[> [ofsgna
T T () ()
2 5 )

“‘m_

g A

Valoarea acestor functii in punctele singulare comune numéari-
torilor §i numitorilor sint pur gi simplu egale cu raporturile reziduurilor
corespunzatoare. Objinem astfel :

A
o E?snm
'+ 1) ]A:—n RES (w+7 _")
(l) (___1)7;——18(1;-—1)(" _ 1)'
_ L s,
(=130 (w), e~*)(n — 1)!
8(11—1) @
2 Res o™ n— i)%
T e =(—Lymae-v),
T4+ 1) h=-n  Res! (s, eﬁ) - B T(@), em)
7\-———11 B (n _ l) ! :
2)
] 1% B(Zm) @
@ _ x—%}:—l,w _ (29 )! @
% F1 - A g—s .
r (_:}3—“) s , Tes_ (el o) (”2—)—,(3 (@), 6~ *)

Rezultatul aplicirii funcjionalei 8®*)(x) funciiei e—* este
(e~ |, o Cum

A z2m
f—w—w+;—~+ (1
2m
— (e—w)(zm)[ _
,,:‘V:‘o °( 2m)!
avem evident:
’ (e e (zm)l ( 1)”‘(2m) )
Astfel : B
3) e (=1)"3eia)m!
: . 4(2A‘m) L

r (;_\ + 1) l I
2 A=—2m—1
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In sfirgit :

|z'sgna | Res |x|'sgn

A2 | — A==—2m oo
' ( 2 ) !7»=-- 201 xggi,,l(lw * sghn , re )
— ____%___ 8(21;;—1)(w)
(2m — 1)!
—2

o 0 e ae)

Rezultatul aplicdrii functionalei 3P"~V(x) funetiei axe=*2 este
_ (me-—xz)(Zm-—l) lx=0.

5 7 2im—1
Cumxe“"z-——m—w?—:}—ﬂ—f—:,... B B Y T
o1 3!-}* + (—1) (m——l)!{
[ ) »w2m—1
— ge—em—) T
P ).'°@m—nf

avem evident :
2m — 1)!
we—:ﬁ (2m—1) R -1 m—l(
(o= )y = (=1 R
i deci

(4)

|oPsgn @

I{kt%
2 Awm—2m

Formulele (1) — (4) pot fi obtinute si substituind direct valorile
cunoscute ale reziduurilor funefiei I" in punctele respective.
Formula de derivare in raport cu x pentru funetionala

m S V() m — 1)1
2m — 1)!

= (-1

A
A Ty
I I(x + 1)
este mai simpld decit cea pentru functionala &’ ; intr-adevir,
d d @) A)? ot _
{5) —fi=— = = =L = fi,
dz dz (A + 1) v+ 1) ()
8

|

agtfel incit a deriva functionala

A
Ao &y
T T + 1)

este echivalent cu micgorarea indicelui A cu 1, Analog, pentru func-
tionala

f)\ — m;:,
N '+ 1)
se obtine formula de derivare
d -
6 = A = . fP1
(6) dwf =

echivalentd cu micgorarea lui A cu 1 §i cu schimbarea semnului.
——,—w—li-—— rin derivare di _lelsgna
A Fiy? A+ 2
r r
2 2
cu 1 3i totul inmulfit cu un factor numeric. O a doua derivare a lui
LS
%—— dd, cu aproximatia unui factor, aceeasi functie, dar A
(")
2
8-a micgorat cu 2 :

) @ laf

da? P(x+1)
2

Funefia cu A micsorat

2P

"5

< = 2\

Formula
e 1 d |2 ]*

1_,()\~1) o dax? F(7\+1)

2 9

“

(8)

ar fi putut fi utilizatd pentru a face prelungirea analiticd a functiei
£l
(57)
2
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3.6. Distributiile (¢ + i0)* si (# — i0)*. Vom defini acum noi dis-
tribufii (# 4- i0)* §i (# — i0)*. Spre deosebire de distributiile a%,
%, |z @ sgn @, definite mai inainte, aceste noi digtributii nu
mai necesitd vreo regularizare : ele sint functii analitice intregi de ..
Alte avantaje ale distributiilor (z - i0)* si (# — i0)* vor apare in
capitolul relativ la transformarea Fourier (cap. II). Dupd cum se
stie, expresia (z 4 iy)* se defineste astfel

(x - iy)" = eMn(#+iy) — e?n[ln]x-H;y]+iAf'g(x+iy)].
Avem acum k
Arg(w + iy) = arg (v + iy) (— =< arg 2 < =).
Atunei (# + iy)* va fi o funcgie analiticd uniformi de variabili com-
plexd 2 = & + 1y In semiplanul superior ¥ > 0 §i analog (x - iy)* va
fi o functie analiticd uniform% in semiplanul inferior y << 0. Ne vor

interesa valorile la limitd ale acestor funetii pe axa reald. Ele se
calculeazd usor :

(# + 10 = lim (% 4 y2)V2 exp Darg(e -+ iy) =
y-=+0

(1)
: __ {e™ |z pentru x <0,
@ pentru z > 0,
(¢ — i0)* = lim (2% 4 y2)2 exp idar g(w w,~ iy) =
y——0 )
@)

_[e7mgp pentru x <0,
@ pentru z > 0.

Aceste funectii sint definite pentru orice 2 complex. Problema noastri
constd acum in a defini distributiile ee corespund acestor funetii, si
care vor fi notate tot cu (z 4 10)* §i (@ — 10)™, '

Utilizind functiile ) si 2* definite in 3.2 putem serie pentru
Re>—1:

3) (@ + 0P = 2} L eyl
“4) (@ — 0P = o + e~irmgh |
80

Dar, se vede de aici ¢d pentru orice » # —1, —2, ... funeiiilor
(1) si (2) le vor corespunde distributiile ce figureazd in membrul
drept al relagiilor (3) si (4). Distributiile (2 4- 10)* 5i (» — i0)* vor fi
definite pentru A # —1, —2, ...

Dar dacd pentru A = —n, compariim reziduurile distributiilor
&) &i % (obtinute in § 3.2) constatiim ei singularitiitile termenilor
ce figureazd in membrii drepti din (3) si (4) se compenseazi reciproc;
si de aceea distributiile (z -+ i0)* §i (# — i0)* sint funetii intregi de
variabila a. In § 4 vom obtine, in particular, formulele

fel 1\ —1
—i Ilv( 1) \a(n—l)(,-/«)

(2 4+ i0)™" = w ),

(n — 1)!
(‘)3 . iO)_“’ = g~ -+ EE(___J“)ii 8(”""1)(&7).
(n — 1)! )

Faptul ci distributiile (@ 4+ i0)* si (# — i0)* nu au poli se poate
explica §i in modul urmiitor. Si presupunem cd functia test ¢(a)
apartine spatiului § §i eé se prelungeste analitic intr-o vecindtate a
axei reale. Iie integrala

S 2ozydz  (z=a-iy),

Lg

caleulatd pe conturul L., compus din acea parte din axa realid
intre (— co, —¢) (cu ¢ >0), semicercul de razi ¢ cu centrul in ori-
gine situat in semiplanul superior si semiaxa (s, - c0) (ne mirginim
la, considerarea distribufiei (z 4 10)?). Din teorema lui Cauchy rezultd
c# valoarea acestei integrale nu depinde de . Cum pe conturul I,
integrandul nu are singularitdti §i ¢(x) descreste pentru |x]| — oo
mai repede decit orice putere a lui | x|, integrala existd pentru orice
n sl este — dupd cum se vede imediat — o funcfie analitied in 2.
Pentru Re) > —1, aceastd functie coincide cu functia

\ @+ i0Pe(r) as;

astfel, prelungirea analiticii a acesteia din urmi nu are poli.

6 — c. 630 81



3.7. Regularizarea canonici. In paragrafele precedente am con-
struit distributiile ce corespund anumitor functii coneretecu singulari-
titi algebrice (5icu aceastd ocazie am invitat si calculim numeroase
integrale divergente). Vom considera in acest paragraf o reguld unicé
deregularizare valabili pentru o subclasd suficient de bogatd de functii
cu singularititi algebrice. Vom numi aceast# regularizare canonicd si
vom introduce temporar notatia

f=r-of@)

(f — funcfionala care este regularizata functiei f(x)).

Vom arita ci aceastd regularizare canonicid este naturald in
sensul urmitor :

r 7"0'|;°61f1(x) + axfa(@)] = oy 1. fi(@) + aot@.fo(@) 5
d d
2 o | —fle) | = —[r.c.fla
o )| =g i@
{aici in membrul sting este vorba de derivata functiei in sens obignuit,
iar in membrul drept de derivata functionalei);

3° r.e.[h(x)f(x)] = M(x). r.c.f(2)
pentru orice functie indefinit derivabild h(z).

Considerim, la inceput, functii avind o singularitate neintegra-
bild doar in singurul punet z = 0.

Si ne mirginim la functiile ce se reprezinti sub forma unei
sume finite

(1) f(@) = Y. pu()q:(w),

cu p;(x) functii indefinit derivabile, iar ¢,(#) una din urmitoarele
functii 7}, «, =", parametrul A neluind valorile —1, —2, ...

Tuturor acestor funcyii i s-au atagat in §3.2 si 3.3 distributii
i s-a ariitat i pentru aceste distributii se pastreazi formulele natu-
rale de derivare in raport cu . Si remarcim c# operatiile de adunare,
-de inmultire cu o functie indefinit derivabild si de derivare nu ne scob
-din clasa (1).

Pentru ci au fost definite pentru distributii operatiile de adu-
nare si de inmultire cu o functie indefinit derivabild (v. § 1) vom ob{ine
regula de regularizare ciutatd, dacii vom inlocui in (1) functiile ¢,(«)
prin distributiile corespunzitoare.
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_ Astfel vom lua drept regularizate canonice ale lui 7%, oty dis-
tribugiile corespunzétoare introduse in § 3.2 si § 3.3, iar regularizarea.
canonicd a functiei f(z) o definim ca fiind

(2) r.e. f(x) = ¥ pi(n).r.c.q:(x).

In particular |2|° = 1, astfel incit vom lua drept regularizata
canonicd a unei functii indefinit derivabile functionala regulaty ce-i.
corespunde.

_ Este clar cd sint verificate conditiile 1° si 3°. S& verifiedm con-
ditia 2°. Hste suficient de a face aceasta pentru un singur termen,.
adicd atunei cind

f(@) = p(a)q(z).

aen . d .
Pentru a simplifica serierea vom nota cua— derivarea in sensul dis-
h

gi)bug;izﬂcir §i cu ( )derivarea uzuali. In conformitate cu formula
, §2.1.

d d

— r.c.f(x) = p'(x). r.c —_

1o f(@) = p’(@). r.c.q(x) + p(w) 1 q9(w).
Dar, dupd cum s-a mai remarcat

d
— r.¢. g(w) = 1.¢. ¢'(x)
dx

§i utilizind condiiile 1° §i 3° obtinem :
d
e J(@)=r.c. [p'(@)g(z) + p(x)g' (®)] = r.c. [ ().

_ Se ridicd problema uniciti{ii regularizirii canonice astfel defi-
nite. 83 ardtdm ci aceastd definitie este univocdi. Pentru aceasta.
remarcam e dezvoltind functiile indefinit derivabile p,(x) dup# for--
mula lui Taylor, putem reprezenta pe f(x) sub forma unei sume finite :-

1) J(@) = Y em(w) + W(w),
unde 7(z) este iarisi una dintre functiile #}, #*, #—* (insi cu 2, in
general, modificat), ¢, factori constanti, iar h(x) o functie local:
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integrabild. Presupunem cd in suma Y.ceri(w) s-au grupab telimen}x
in asa fel incit n-au riamas decit acei 7;(x) pentrl,l ecare Re\ <7 ) Gel-
lalti fiind cupringi in R(a). Reprezentarea (1) este a};_ur}m uniecé,
ciici termenii distineti au ordine diferite pentru = — 0. Tinind seama
de (1’) este natural de a scrie regularizata

(2') Y or.eri(@) + ().

Aritdm ci regularizatele (2) si (2’) coincid, ceea ce va fi suflcﬁfeng
pentru a demonstra unicitatea regularizatei canonice aga cum a fos
“ dlggggt:uficient de a presupunevcg“a, suma din formula (1) congt-a,
dintr-un singur termen p_(qc)vq(x), c3cl Iu numal regulgglzzgta (zgaz?lll‘
si regularizata (2') verificd propmetaﬁusea 1°. Consi era12n<Rel<
(}(93):501 ; celelalte doudl cazuri se trateaza analpg. Fie —m—

< —m — 1. Dezvoltim p(x) conform formulei Taylor.

" 7

p@) =% %pm (0) + o *s(a).

j—0

Trebuie si aritim ci pentru orice funclie test o(x)

® (@ p@sta) = A @ o) +| e s@iel) aa.

J=0 J .8

Pentru aceasta pornim de la membrul sting al acestei egalitdti (3)

o / N ’f‘ﬁ . (%) . dx =
(o, p(@)o(a) = S w’-{p(w)\e(»v) k);:o 1 [p(@)o(@)]®)] —0} @
0 STV '
@ v m 5(/" X .
= S wx{@(w[x'-ﬁ PI0) + @ '“s(m)] B
_Li=0 ]
D .
IR ) » 7 L
— & ¢(0). ¥, —”_ p(i)(O)} do =
1§=0 ’L' 7=0 .7 ' . ‘
_ m _rp(j)(()) g wl.}.}[cp(m) — i ‘_,E_i;_ ?(z)(o)} _l__ S w7\+m+lé.(x)cp(w) dz
=3 TH Syt o

§i constatim ci aceasta coincide cu membrul drept din (3).
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Remarcim ci am fi putut porni de la formula (
regularizata canonicd. In cazuri concrete vom
formula (2) cit si formula (27).

Sd considerim acum cazul in car
multe singularititi deacelasi tip ca i
rabild de astfel de singularititi,
proprietatea demonstrat
tifiel unitagii

2') pentru a defini
butea utiliza atit

e functia f(») are nu una, ci mai
n (1), §i chiar o infinitate numi-
local finite. In acest caz vom utiliza
& la p. 2 al anexei 1, §i anume existenta par-

1= % ei($)7
i==1

cu funciii ¢;(z) indefinit derivabile, local finite. In plus, la capetele
suportului oricirei functii ¢; se poate gisi cel mult un punct singular
al functiei f(z). Inmulind ultima egalitate cu f(#) vedem ci putem
porni de la reprezentarea

(1) f@) = 3 pda)as@),

t=1

unde g;(x) sint translatatele tunctiilor #}, o, x~, iar :(x) functii
indefinit derivabile, astfel incit pe orice interval infinit seria (4) si
devind o sumi finitd. Putem atunci lardsi s& punem (5)

(5) refl@)= Y, pa)rc.q ),
=1 -
adicd
(6) (re.f(@), 9(2)) = 3, (re.qu(a), p(2)p(z)
N i=1

i aicl seria va fi intotdeauna finitsh ciei functiile test sint cu suportul
compact. Operatiile de adunare, de ‘Inmultire cu o functie indefinit
derivabild, de derivare din nou nu se scot in afara clasei (4). Binein-
teles, reprezentarea (4) a unei funetii date f(#), ea si reprezentarea
(1) nu’sint unice, dar se poate ariita ci definitia (5) nu depinde de
alegerea reprezentirii. : ' ' ' S
Proprietitile 1° — 5° so demonstreazi £ir% dificultate.

In continuare nu vom mai utiliza notatia ,,r.c.f(2)”; vom con-

voul a nota regularizarea funetiei f{o) — sau mai bine spus, distri-

85



butia ce corespunde functiei f(#) — prin acelagi simbol f(z) asa cum
s-a ficut in § 3.2 si 3.3 pentru functiile #% ete.

In particular, in conformitate cu simbolul introdus in § 1.3, vom
nota prin :

Sf(xmw) dz,

f(z) fiind o functie uzuali admitind o regularizatd canonici, rezul-
tatul aplicirii functiei test ¢(x) acestei regularizate canonice.

Exemplu. In § 2.4 am intilnit functia ctg g Ea se poate re-

prezenta pentru || <—72E sub forma

GOS—?;— 1
&x
ctgf—:w——T——_——p(—-)-y
sin— % ®
2

unde p(x) este o functie indefinit derivabili. In vecinitatea punec-

telor kx, b = &1, ¢ 2, ... functia ctg —;—0— poate fi scrisi analog.

Vedem astfel cé ctg % admite o regularizatd canonicd. Pentru func-

tiile test diferite de zero doar intr-o vecinitate mici a originii, aceasts
regularizati se scrie astfel :

(otg = cp(m)) - (ﬂfl w(w)) — (% p(w)cp(w)) —

_ Sp(w)ep(w) —p@ e(—a) . _

[e(z) — @(— @)] ctg 2 qe.
? 2

ot 8

0

in virtutea proprietitii 2°, derivata acestei funectii va fi regula-
rizata canonicd a functiei
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adicd, tinind seama de definitia lui #—2, o functionald ce se exprimi
prin formula :

o o]

("3"1—;0 ‘?)_ 1S
sin2 — Y
5 2

0

o) + o(—=2) _ 42(0)] 4,

) 2
sin? =~ &
2

(iardsi in ipoteza cd @(x)= 0 in afara unei veciniti{i mici a originii).
Se vor caleula in mod aseminitor derivatele succesive ale distribu-

. . x
leli ctg —-
{ £

_ 3.8. Regularizarea altor integrale. Am vizut anterior ce trebuie
ingeles, din punct de vedere al teoriei distributiilor, prin integrala
{divergentd in sens uzual)

©o

S f@)o(@) da),

-—00

unde f(x) este o functie fixatd cu singularitdti algebrice suficient de
generale iar ¢(x) o functie test arbitrari. In particular, fixind acea-
std functie test, obfinem un mod de a calcula anumite integrale diver-
gente.

Totugi, erau excluse integrale simple dar importante ca
b 00
Sa:ldx siSaﬂ‘dx
0

:(I;rirlna, diverge pentru Rex <<—1, a doua pentru orice 1), i multe
altele.

] In acest paragraf vom incerca si d¥mun sens natural unor astfel
de integrale.

— Regularizarea pe un interval finit. In punctele precedente
am considerat funcfionalele, definite de functiile 2}, #*, =" pe semi-
axa, sau pe intreagi axid reald. Se pot considera functionale definite
de integrale pe intervale finite, ca de pildi

b
(1) (ml(o<x<b)a ?) =Sm7‘cp(a7) da.

[}
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Am ales aici segmentul 0 <& <b ca cel mai tipic : el posedd; Ia
o cxtremitate un punct posibil de divergentd (# = 0). Cazul seg-
mentului @ < < b pe care nu sint puncte singulare, nu prezintd in-
teres, si, dacd el contine in interior un punet de divergentd, il vom
de%compune in doud seg mente, astfe] inelt fiecare dmtr ele s aibi
Ia o extremitate un punct de divergenti.

S& considerdm dect integrala (1). Ea converge pentiu Rea > —1,
8i este in acest caz o functie analitici de A. Seriind-o sub forma

b

&o o(z)de = Sx’[c(oy) — 0(0) — wo(0) — —

a1 (1) O) 1 (O) 173 (0) hr+2
oy alE=1(( da G 1 onf(0 i L
( n—1)1 " < ] TRV TP e
],7.»’{11,‘

)
—
. 1

{;1_,1)<0)

-G

(A 4+ n)(n — 1)‘;,

vedem ci integrala noastrd, ca functie de 2, se prefungeste in intreg
planul complex, cu exceptia valorilor A = —1, —2, ..., — %, ...,
unde are poli simpli. Utilizdm formula (2) pentru & deﬁni regulari-
zata integralei din membrul sting pentru r#E —1, —2,.... Vom
nota aceastd funetionald cu aoo<x<b.

Drept o(x) putem alege aici in fmpt orice functie mdeﬁmt deri-
vabili pentru 0 < #<b, cici orice astfel de funclie se poate prelun-
ei dincolo de punctele 0 si b pind la o functie indefinit derivabili
cu suport compact.

S4 alegem, in particular, o(z) = 1 pentru 0<x<b. Obtfinem
egalitatea

. : bt
(3) . g 0&" do = N -9
U

valabild pentru orice n # —1, —2, .... Este inutil de precizat ci
integrala din membrul sting este inteleasd aici (pentru Rex < —1) ca
1*e°ulamza,ta, dupi regula nomstm, si nu in sensul uzual ®.

Fie acum o funo‘gze oarecare de forma

#p(x) pentru 0 < z<b
(4) f(03)={ 1( )P

0  pentru ceilalti z,
*) in cazul de fatd membrul drept si odatiicu el si cel sting au o unicit singularitate
pentru A= —
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unde p(x) este o functie indefinit derivabili. Prin analogie cu § 3.7 vom
considera regularizata functiei f(x) definitd de formula

(5) (reg. f(@), () = (Fberaty P(#)6(@)).

Urmitoarea remarcd va fi utild in continuare. Egalitatea, valabild
pentru Rei > —1,

b c b .
(6) Srmp(m) do =S (o) d +Swl<p<w) da,
Q 9} c

unde 0 <¢ <b, va ramine adeviratd pentru toti » # —1, —2, ...
dacd primele douit integrale sint infelese ca fiind regula}rlzate in sensul
de mai sus. Intr- adevaur toate cele trei integrale au independent, pre-
lungiri analitice in mtrew planul cu exceptla punctelor —1, —2, ... ;
in plus ultima integrald “existd in sens oblmmt pentru tom A §i egali-
tatea (6) se pa%treazw datorité teoremei de unicitate.

B8 considerim acum functia f(x) cu singularitdti algebrice in

punctele e si b astfel incit in vecinitatea punctulm a si aibid loc

reprezentarea
f(J?) = ((U - 60)7‘_pa(3]>,
iar in Vecmatateaf punctului b — reprezentaren :
(@) = (b — 2)p(),

unde p,(z) i p,() sint functii indefinit derivabile, prima in intervalul
t <@ <b,a dona in intervalul '@ < x<b. Definim acum regulari-

zata foneliel f(x), adici integrala
b

ij(év)ao(m) ae,
prin egalitatea ¢
b _ o,
Sf(w)cp(ob) Az = Sf(m B do - %f(m

4

b

a

unde ¢ este un punct situat intre @ $i o, integralele din al doilea mem-
bru fiind regularizatele corespunzitoare.
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Rezultatul nu deplnde de alegerea punctului e.
Intr-adevir, dacs ¢’ > c, este un alt punct arbitrar din a, b atunci
din cele spuse mai inainte

[4

Sﬂwwwdw=gﬂwwde+Sﬂ@ﬂ@d%

a

b

Sﬂmwmd =Sﬂ@ﬂ@dw+gﬂ@ﬂ@dm

[4

§i, prin urmare:
c b I3 ¢ b c b
VMWMMx+yMWWMw=S+S+S=S+&
adica ceea ce trebuia aridtat.
S4 considerim drept exemplu functia B a lui Euler

1

B, p) = S 11 — o) 1de.

1]

Aceastd integraldi converge in sens uzual pentru Re\> 0, Rep > 0;
din cele aritate, ea se prelungeste analitic in intreg planul varia,bilei
A §iin intreg pla,nul variabilei u, cu exceptia valorilor A = 0, —1, —2,

Lsip = —1, . Formula de regularizare pentru ReA> -k,
Repn > —s are forma

"il (—1) ()

B =
 w) P2 r 1 T(p — 1)

OL,\N;IH

P [(1 — Pt — ]dm +

il S T — ay
S (—urw i 1)"T()

22 I D (p —

)(r +7\) 2ty 'P A—7)(r +p)
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Regularizarea la infinit.
Am vizut anterior cum se poate da un sens integralei
b
S o dw,
0
pentru orice A # —1, considerind-o ca rezultatul aplicirii funectio-

nalel #<res :funcmel test ¢(x), identic egald cu 1 pesegmentul 0 <o <b.
A1 i de dorit: si se poa.m da un sens aseminitor mtegmlm

S o dw (b>0).

0

Dar nu existd functie test egali cu 1 pe semiaxa (b, c0). Din acesb
motiv vom proceda astfel. Vom considera clasa K(b, c0) a tuturor
functiilor ¢(x), definite pentru tofi @ > b, indefinit derivabile si
astfel ineit in o (i) = {(z) s fie funcyie test pe intervalul { 0, %—-

’ x
mai precis ¢(«) 8% coincidd pe acest interval cu o anumité funcfie test
apartinind spatiului K. Vom defini atunci funcfionala

S wro(w) dw
b

I |
prin formula ce rezultd efectuind substitutia — =9 :
Ha

o)

integrala obt{inutd fiind inteleass, da,ca este necesar, in sensul regula-
rizatei : ea existd prin urmare, pentru — A —2 # — 1, —2, ... adic
pentru A # —1, 0 41, ...

Pentru functia F(x), definitd pe semiaxa [b, 00) i de forma
F(x)=a*(x), cu f(x) apartinind clasei K (b, oo), vom lua drept formuli
de regularizare

L/ﬁe-]r-

' Sw@(w)dw—

(oe]

(M9E¢%=Sﬂwwmdm=§ﬁHMNWH&n
b
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Este evident ci funectionala reg. F', definitd pentru orice funciie
¢(2) din clasa K (b, co) verificd conditiile urmétoare :

reg. [a ) - a,lly] = ayveq. Iy 4+ agreq. F,,
reg.[g(x)F ()] = g(x). reg. F(x),

pentru orice functie indefinit derivabild g(z).

Si trecem acum la cazul mai general al functiei F(2) avind un
numir oarecare (finit) de singularitdti algebrice. Aranjind in ordine
crescitoare aceste singularititi —oo <b, < ...<< b,<<oo, diviziim
axa reald intr-un numdr finit de intervale

(— 00, 1)y (A, by), (byy @a)y (Agy By)y - ooy (Buy Wpiq) (@yog,y 00).

Fiecare dintre aceste intervale confine la una din extremititile sale,
un singur punct singular. Putem aplica formula de regularizare cores-
punzitoare fieciruia din aceste intervale §i sumim rezultatele astiel
obtinute. Ca mai inainte se aratid ugor ci rezultatul final nu depinde
de alegerea punctelor a, ..., a,.

Sd- remarcdm apoi ci regularizata obtinutd pentru F(x) pe
intreaga axi, verificd conditiile :
reg.-[uFy 4+ wully] = oy req. Fy + o, veg. Fy,
reg. [g(2)F(2)] = g(x). reg. F(w)

(g(®) — funetie indefinit derivabild).
Ezxemple.

o0
1. Si calculim S #* dw. Cum s-aremarcatmaiinainte, pentrud >0
0

b

Pl
Sa‘;xda,?:—*a— (n# —1).
A1 ‘

Q
Pe de altd parte,

_ prit
S:c?" do = — ———— (n #= —1).
A1

b
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De aceea , "
Soo“dngxldw»}«swclw:o (n # —1).
0 0 b

Rezultatul fiind o functie analiticd de 2, el este valabil si in cazul
A= —1.
2. Integrala

S Y1 )"t de
[v]

converge in sens uzual pentru ReA >0, Rep > 0 §i coincide, cum ze

vede imediat efectuind sehimbarea de variabild

=4, cu

B(2, ). De aceea prelungirea sa analitici coincide cu B(2, w) pentru
orice A, p = —1, —2, ...
3. S84 gisim

I= S [(z 4+ 1P — a*]* da.

Dezvoltind integrandnl dupi binomul Iui Newton si aplieind prima
proprietate a regularizirii canonice gisim

(oo}

I = }”3 (— 1)%*;38 (x 4 1)m=0ng™ do =
k=0
0

= ¥, (— 1)CiB(kp+ 1, E(h — p) — 02 — 1)
k=0
in virtutea rezultatului din exemplul precedent.l
1 : :
S% observiim cf pentru A=p, — — <A<1l—-—, integrala I con-
n

(]
. < < . %
verge in sens uzual ; obtinem astfel urmitoarea formuli ,,clasicd’

S (& + 1P — ] de = 2 (— 1)"CEB(EN + 1, — nk — 1),
k=0
0

1
(-Larem-1)
n n
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3.9. Distributia . Notind » = }/a} 4
tionala 7, definitd prin formula

@ (", o)= S P {o(e) da,

R"

. + @2, consideriim fune-

-care are sens pentru ReA> —n. Cum putem deriva, avem

Z‘% (r*, @) = 87*11117'@(90) dx

sifunctionala r* va apare ca o funciie analitici de A in domeniul
Rex>—n. Pentru Rex < —n, functia »”* nu mai este local integrabila ;
definim in acest caz functionala 7* cu ajutorul prelungirii analitice,
ceea ce se poate face, generalizind metoda utilizatd in punctele pre-
cedente (aceastd idee va fi reluatd in continuare §i aplicatd unei clase
mai largi de functii de forma P* ), cu P(x) functie omogend pozitivi,
(v. cap. II1, § 3). Vom utiliza aici o cale mai simpli, bazatd pe trece-
rea de la functia 7 la .

Trecind Ia coordonate sferice, integrala (1) se scrie

(r*, @) = Srl {S o7 @) dm} =1y,

0 Q

unde do este elementul de arie al sferei Q. Putem scrie

S o(r, o) do = Q,8,(r),
o)

unde £, este aria sferei unitate in spatiul n-dimensional, iar S (r) este
valoarca medie a functiei o(z) pe sfera de razd r. Obtinem astfel

@) (" 9) =0, S P18 () dr.
(4]

Stabilim acum unele proprietéti ale functiei S, (r). Afirmim c#
Sunctia S_(r) (definitd pentru r>0) este cu suport compact, indefinit
der wabzla st avind toate derivatele sale de ordin impar nule peniry r= 0.
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Pentru r suficient de mare functia ¢(2) se anuleazi, deci valoa-
rea 8a medie S,(7) se va anula ; astfel §,(r) rezulté cusuport compact.

Este de asemenea ev1dent ca S(r) este indefinit derivabils pentru
r>0. Pentru a dovedi existent{a derivatelor de orice ordin ale func-
tiei S,(r), in punctul r = 0, dezvoltim functia o(2) dupd formula.
lui Taylor. Vom avea

Q,,Sm:S[ O +3% g 4 2y g” 2, +
.‘l

- ..]dm.

Este limpede ci fiecare termen al integrandului (cu exceptia
restului) care confine un numdr impar de factori ;, integrat va da
zero. Termenii integrandului care contin un numir par, si zicem 2m,
de factori «;, dupd integraresisumare dau un termen de forma a,r".
Obtinem

(3) o) = 9(0) + @t 4 agrt 4 ... 4 A o(r) P

Aceastd expresie aratd ci pentru r = 0 functia S (r) are derivati
pind la ordinul 2k, derivatele de ordin impar anulindu-se. Cum %
poate fi ales a1b1tr¢r, S,(r) va rezulta indefinit derivabild siin » = 0
5i toate derivatele sale de ordin impar se vor anula in r = 0.

Rezultd de aici ci functia S (r) poate fi consideratid ca o functie
test pard de variabila r. Dar atunci integrala (2) se poate considera
ca rezultatul aplicirii functionalei Q x+(p, = A+ n — 1) functiei
test S,(r). Noi stim insd ci func’gin, o', analiticd pentru Rey. > —1
(adici pentru Eex>> —n), are o prelungire analitics in intreg planul

variabilei p(respectiv 1), cu exceptia punctelor n= —1, ——2,
(A= —mn, —n + 1, ...) in care are poli simpli, rezuhlul in polul

w=—m (h= —n —m -+ 1) este egal cu

(_ 1)'”_18(“—”(9?),347(&7) B Sgaz—-)l(o)
(m — 1)! T (m —1)!

Derivatele de ordin impar ale functiei 8, () anulindu-se pentru # =0,
rezultd ci de fapt nu avem poli pentru valorile pare ale lui m. Rimin
polii ce corespund valorilor m =1, 3, 5, ... sau, ceea ce este acelasi
lueru, A = —n, —n — 2, —n —4, ...

I
*) Notatia y(z) = o(x) tnseamni ci raportul y linde citre zcro.
x
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S& remarciam cib reziduul functiei (#*, S (7)) pentru A = —n —2k
{(k =0,1,...), dupd cum rezultd din ceea ce s-a spus mai inainte,
este egal cu ,

, o (3(@), Sy(x) _ - 8570) .
) = (2k)!¢ =% (28)1

In particular, in punctul 2 = —n, functia (+, §) are un pol simplu de
reziduu Q,8,(0) = Q,¢(0). Aceasta inseamnd ca distributia 2, pentru
7 = —mn are un pol simplu, de reziduu Q,3(x).

Hste posibil de a obtine direct S€7(0) din functia o, fird a mai
trece prin calculul valorii medii.

Pentru aceasta vom da o alti expresie reziduului distributiei
7+ pentru A = —n — 2k. Utilizdm formula de derivare

A(2) = (1 + 2) (h + 2),

unde A este operatorul lui Laplace (Pentru Ie) > 0 aceastdt formuld
se demonstreaziv direct calculind primul membru, iar pentru celelalte
valori ale lui 7 ea riumine valabild prin prelungire analiticdi). Inte-
grind aceasth formuld putem obfine pentru orice intreg & egalitaten

AFpr+2k
= .
(A2)(n-4) ... (AE2E) (AFn) (A 4 n42). .. (AFn+-2k—2)
Reziduul funectiei » pentrn A = —n — 2k se poate obtine ca

reziduul membrului drept al acestei formule pentru valoarea res-
pectivd a lui 2. Cumn numitorul membrului drept nu se anuleazi pen-
tru A = —n — 2F este suficient de a gisi reziduul numiritorului.
Dar pentru orice functie test o(x),

(A7, () = (125, Alg(a),

~adicd trebuie si lufim reziduul functiei (", Afo(x)) pentru » = —n.
Un astfel de reziduu l-am calculat mai inainte pentru orice functie
test ; el este egal cu valoarea funetiei test respectivein punctul # = 0
inmultit ca Q,. In cazul de fatd obtinem valoarea reziduului, egalid
cu Q,A¢(0). Rezultdi de aici e reziduul functiei (%, ¢) pentru
»= —n — 2L este egal cu

: Q,A%¢(0)
=2k —n A7) .. (=) (—2K) ...(—2)

—_—

-
(13
-

— Q,(A*3(w), o(w)) ,
25t aln -2y ... (0 + 28 — 2)
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deci reziduul distributiei ™ pentru acelasi A este egal cu

2k n(n +2) ... (0 + 2k — 2)

Comparind (5) cu valoarea (4) gisité mai inainte a reziduului, obtinem
2k)! Q,AF (0

2! n(n 4 2) ... (n + 2k — 2)

~ Acest rezultat ne di posibilitatea de a scrie dezvoltarea Taylor

a functiei S (r):

1 1 2%) or
") = — 2 L8 (0) 7 ceo=

Sy(r) = (9(0) + 21&%(0)?“ + + @1 e (0) 7™ +
@ Akep(0

— Qn Z (P( ) + .
= 2k n(n - 2) ... (n 4+ 2k — 2)

(Formula lui Pizzetti ). o

In continuare va fi util si regularizim in raport cu dlsbrlbu'gla,
7, asa cum am ficut mai inainte cu puterile lui # pe dreapti. Pentru
aceasta, s& impértim pe » cu

Q
(1, e7") = Sﬂe—’%‘”“l dQ dr = 2" r ( rkn )

‘)

d

Tunctia
27

n
or (57
2
este, evident, o functie analiticl intreagh in . Valorile acestei functii

in punctele singulare ale numiritorului si numitorului se pot gasi
ea fiind raporturile reziduurilor respective. Obfinem astfel

9 P : | i ReSZkﬂ
—— = — 1 -
Q, p(r+ '”) Res (r* e~")
2 Am—n—gy TR
QAR
(8) 25 m(n + 2). .. (n 42k —2) (— 1) A*S(x) ;

(€358 (), =) o _ 2k tn ... (n 28 —2)
(2R

#) v, R. Courant — D. Hilbert, Metodele fizicii malematice, vol. 11, cap. IV, §3,
Springer-Verlag (in 1b. germani).
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In particular, pentru k = 0,

2 rr

Q, 1"(7‘_’*_71)
2

9) = ().

A=—n

3.10. Descompunerea funetiei © in unde plane. Fie o = (ay,. ..
.., &,;) un punct de pe sfera unitate in spatiul R*. Fie apoi Rex > —1;
construim distributia I\(w, 2, + ... + o,2,) prin formula

](”)’ ! + tc +7<")nmn i)\
r A1
2
Efectuind o rotatie de axe y = ux dupid care punctul o va avea

-coordonatele (1,0,0, ...,0) si punind ¢(y) = e(u~1) = @(x), inte-
grala de mai sus devine

(1) (FZ((‘)I T+ .o+ o0,), CP(.L‘)) =S o(w) da.

W _
S?(‘%%f)’ bly)dy =

2

(2)

_lml |
- S r (Lﬂ) { S d(y) dy, ... d?/n} dy.
2 Vor o0 ¥y

y1= —00

Expresia dintre paranteze este o anumitd functie oq(y;), inde-
finit derivabild gi cu suport compact, adicé o functie test in variabila
%,. Dar atunci expresia (2) poate fi prelungitd analitic la toate valorile
A si ea defineste totodatd pentru orice ) functionala Fi(wx, - ...
vee Foouxy).

Este ugor de vizut ci functionala I (o@; 4. ..+ o,2,) depinde
continuu de punctul . Intr-adevir, subspatiul ortogonal vec-
torului o variazad continuu odati cu o, integrala lui ¢(y) pe acest
subspatiu variazd continuu odati cu o si deci functia @y(y,) variazéi
continuu cu o ; mai mult, ea variazi continuu in sensul convergentet
spatiului K. Prin urmare, pentru orice x fixat, numarul (Fy(w,2;, +
+ ... + o,x,), o(x) variazd continuu, ceea ce demonstreazi conti-
nuitatea functionalei I, in raport cu parametrul o (v. § 1.8).
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De aceea putem integra funclionala F, in raport cu parametrul «,
cind acesta parcurge sfera unitate Q, adicd putem construi o functio-
nald &,, astfel incit, pentru orice functie test o(x)

G,y ola)) = S(F“ o(2)) do.
Q

(Pentrumaimulte detalii privind integrarea in raport cu un parametru
v. Anexa 4).

Sd calculdim aceastd integrald, la inceput pentru Rer> —1.
In acest caz este usor de vizut ci

S[cola?l + oo 0,2, de
o)

este o functie cu simetrie sferied in @, @, . .., @,, omogend de grad A
§i egaldl cu ™ cu aproximatia unui factor. Astfel spus :

3) Sl @ + ... + 00, do = O(ny ) ™.
Q

Pentru a giisi valoarea constantei C(n, A) punem x, =1, 3, = @, =
: = wx,_,; = 0. Ob{inem atunci*

O(n, A) = S[ o, do =2x * __\ < /.
A4n
0 T (.__:t_-)
* Pentru caleulul integralei trecem la coordonate sferice 0y, 0,, ... 0, _4.

g = €08 Oy_y, 31 do = sin® 2 0,_, doy,_j,

unde do,_, este elementul de arie a sferei unitate in spatiul (n — 1) dimensional. Inte-
grala capili forma
n

~1

=l gt
P) 2 T
=)

)

2Q, 4\ sin®2 0 cosr 6 d =

o rc‘_:l

ciicl

1 n—1 x+41
sin®?™2 G cosh 6 dO = - B s — |-

..\
I~
L
1
~
[ o
=4
I
f ]
v.
2,
cwiv)
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Introducind in (3) valoarea gisitd pentru O(n, A) si impérfind la

a1 A1 .
w2 I‘( = ), obtinem formula

d

1 2rr
4 RO S Wy [* Ao = ——
) #-l A1 wal ik e, [ do A
=2 I (——————) ) 1 (—*"""—)
2 2

fundamentald pentru cele ce urmeazd. Aceastd formuld, stabilit®

pentru Reir> —1 rdmine valabild $i pentru celelalte valori ale lui 2,

in virtutea unicitatii prelungirii analitice (v. anexa 2). Ea este o
A

2r
A4 mn
r +
2
si totodatd, permite, dupd cum vom vedea in continuare, redu-
cerea problemelor spatiale la probleme plane sau unidimensionale.

Si considerim cazul particular al acestei formule pentiu A =
= —n. Dach n este impar, atunci din formula (3), pet. 3.5.

descompunere a functiei in ceea ce numim ,,unde plane’”

A | n=l/p—1
| =) e
( 2 ) IJ?\= - n (?l —_ 17r

Pe de altd parte, din formula (9) §3.9:

3Ny, « v ey @),

n

___L? -0
F()x—f—n)
2 \]:—-n

unde Q, este aria sferei unitate. Introducind acestea in formula (4),
si divizind ambii membri cu Q,, obtinem :

n-—-1
(—1) 2 (T‘; 1) !
2 Stn=1)

3wy, ooy m,) = (0, +. .. + 0,2,)do,
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in spatiul de dimensiune impard

3 n—1
0 — 2n? 2(2n) 2
" r ﬁ) 135 ... (n —2)
(5

Introducind aceastd valoare a lui Q, si simplificind, obtinem formula
definitivi

n—1
(—1* (s, |
(B)  Swyy. . @, =t =\ V(0 + ... + 0,2, do.
2(2my=t )

S& dim acum formula ce di descompunerea lui 3 in unde plane
in spatiul de dimensiune pari. Din ceea ce s-a aritat mai inainte,
membrul drept al formulei (4) se reduce pentru » = — n, la Q,3(w, ..
..., 2,). Pe de alth parte, pentru n par

lw | S 1

—

A1) o R 1
r{tT2) r{—-" 2
( 2 )1A=~n ( 2+2)

unde expresia " este datd de formula (5) § 3.3. Introducind aceasti
expresie in (4), obtinem pentru n par

—n

)

8("[’nl’ A ] mn)‘:

= ! — (00 + .. + 2,2,)"" do.

F(—— —gi -+ —%‘—)TCTTQTI Q

Reamintindu-ne ci Q, = - , obfinem c& pentru n par

r (™

(%)

(—1)7 (0 — 1)1
(2m)"

(0) 8('”!’ MRS wn) = S(wlml + “ e + .’L’nmn>_” (1(.!). *
Q

* Cazurile n par si n impar pot fi reunite intr-o formuli unic#

(n— 1)1

T pene

S (0% + ... + g, —i0) 7 do,
Q
conform ew definila funciici (x —i0)™=, (v. pct. 26).
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Pentru a intelege mai bine sensul formulei (5) si aplicim ambii
membrii ai egahtatn, functiel o(zy, ..., «,). Obfinem :

7n—-1
(~1)'2S Y o(wy, ..., 2,)
7 0,...,0) =2—"2__\(d ? ?
(7 @(0, ,0) 2(2ﬂ)n_19 © Gor1

d oy,
Loprp=0

unde ds, este elementul de arie al planului Zew,z, = 0, iar —60— deri-

v
varea dupd directia vectorului v care ii este ortogonal. Analog se
poate scrie formula (6). Punem, pentru functia test o(x)

(& ) = (&) =
Zoprp=§

unde dog este elementul de arie al planului 2w, = & (valoarea acestei
integrale depinde de directia vectorului ). Este evident ci (&) este
o functie indefinit derivabild cu suport compact. Conform formulei
() pet. 3.3.

(@15 o0 ,)doz,

(E-", U(E)) =S a—"{np(a) (- E) — 2[ $(0) + 25,- R

n—2)
e __2),¢< (0>]}

Putem scrie acum rezultatul aplicarii formulei (6), functiei ¢(x), sub
forma

90, ..., 0) =
(8)

(U7 —1)!
@

(((")lml +' . + wnwn)~n’ (I/((’)lwl +' .. + mnmn))dw'
Q

Formulele (7) si (8) dau solutia asa-numitei probleme a lui Radon,
care constd in a regdsi functia ¢(x) sau (sau Y(#)) cunoscind in-
tegralele sale pe hiperplanele (e, ) = C.

3. 11 Distributii omogene. S3i considerim acum distributiile
zy, «*, s.am.d. dintr-un nou punct de vedere, anume acela al no-
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tiunii de functie omogena. Am definit in § 1.6 notiunea de digtributie
omogens de grad A prin conditia,

() Flam) = af(a),
adicd
(f(w), p(%)) — o (f(a), o)),

pentru orice functie test si orice a« pozitiv.

Stabilin acum citeva proprietati simple ale distributiilor omogene.

1. Suma a doud distribuit omogene de grad ) este de asemenea o
dislribulie omogend de acelasi grad.

2. Produsul dintr-o distributie omogend f de grad N cu o funchie
indefinit derivabild a(x) omogend de grad p este o distribufie omogend
de grad- N\ + p.

Demonstratia pxopne’mhlol (1) si (2) rezultd direct din defi-
nitia (1).

3. Derivata tn rapoit cu x; a unei distribufii omogene f de gmd A
este o distribulie omogend de grad h — 1.

Avem, intr-adevar,

(e (2) == (rame(2)) -

_ 1 e ( 520 a7\—1+n( o <P)'
« I 0z

4. Distributiile omogene de grade diferite stnt liniar independente.
S& presupunem ci are loc egalitatea

clfl(w) + <. + Cm.fm(m) = 07

unde f.(x) este o distributie omogeni de grad 2, §i toti A, sint diferiti
intre ei. Conform definitiei, pentru orice « pozitiv §i pentru orice
functie test ¢(x) are loe egalitatea

c,oM(fi, ©) + ex?(fy, ©) + ..+ e, @n(f,, @) =0.

Exponentii A, fiind prin ipotezd distincti, pentru orice k si pentru
orice @ rezultd ¢x(fy, ¢) = 0. Dacd fi # 0, atunci functia ¢(#) poate fi
aleasi astiel ca (fy, @) # 0; rezultd ¢, = 0 pentru orice k c.t.a.

b, Ie f, o distributie omogend de grad X, depinzind analitic de
tn domeniul A. Sd presupunem cd f, are o prelungire analiticd tntr-un

domeniv A\, > A. Atunci funclionala f, ramine omogend de grad N si
pentru » in A,.
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Intr-adevir, pentru orice A fixat si orice functie test o(w),
domeniul A, este verificatd egalitatea

( T @ (%)) =+, o).

Tu dreapta si in stinga figareazd functii analitice de » in A. Tn baza
unicitabii prelunglru analitice ele vor comclde §i In domeniul A,,
adicd ceea ce trebula, ardtat.

Distributia % considerat# in punctele precedente e'ste pentru
Re) > —1 o distributie omogeni de grad A, Mai stim ¢ . se prelun-
geste analitic in mtreg planulcu exeeptxa, valorilor A = -1, —2,

Pe baza proprietétii 5 distribuia o’ este o distributie omogena de
grad A pentru orice h % —1, —2, ..., —n,".. Acelam lueru se
poate spune despre dlstmbutla, 2. Dlstmbutule }aslx lwl’* sen. @,
(z 4~ i0)*, (x — i0)* fiind combinatii liniare ale distributiilor @, o sint
de asemenea distributii omogene de grad 2, §1 aceste inintreg dome-
niul lor de exisbeni;a, Im]"\ este omogeni pentru A # —1 —3,
=5, ..., | @[ sgn @ este omogend pentru not — 2, =4, ..., (@ + oy
si(# — 10)* sint omogene pentru orice A, fard excep‘m Tn particular,
distributia =™ este omogend de grad — m pentru orice m intreg.
Mai avem incd o distributie omogend de grad —m, si anume dtm— 17(50)

intr-adevir

(3<m~n(m), ¢ (—”-)) = (= 11 & em e (3, ().

™1

Si ghsim toate distributiile omogene de grad A pe dreapti. in
conformitate cu definitia, o astfel de dls‘rrlbutle trebuie si verifice
ecuatia

(2) flaw) = f(@),

pentru orice «>>0. Derivind aceastd relatie in rapmt cu o §i fieind
apoi « =1, obtinem : .

(3) of (@) = N(@).

SHY gisim toate solutiile acestel ecuafii. Pentru » s 0 putem
integra in mod obisnuit ; deci distributia ciutatd trebuie si coincidd
cuO a7 pentru #>>0 §i cu O'zle‘ pentru < 0. Cunoastem deja dis-
trlbu’ru de acest tip : Oy si Opt pentru h # —mn, n=1,2,.

S& presupuoem cd A nu este un mtreg negativ st si consuiemm dIS-
tributia fo(2) = flo) — Ca% — Ox. Ba verificd ecuatia (2) s tot-
odati este identic nuls pentru x # 0. Distributia fo(m) are deci supor-
tul redus la un singur punect. Ori, se va demonstra in volumul IT urms-
toarea teoremi pe care o vom a,phca. fard demonstratie. Dacd o dis-
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ribupie fy are suportul redus la. um. singur punct, sd zicem %y =0
atunds éa este de forma -

Jolw) = Z e d%(2),

pentru un anwmit m (finit).
Pe baza acestei teoreme avem :

flo) — Oy — Cra® — % e 3M (@) = 0.
k=0

Aplicind proprietatea 4, obiiném ¢, =¢ = ... = ¢, = 0 §i prin

urmare
fl@) = Oy + Oyl
este soluiia generald a problemei noastre, pentru A = —1, —2,
Fie acum A = —n un intreg negativ. Vom presupune cd f ebte

pard pentru n par §i impard pentru » impar. Pentru w#0 , J{&) coineide
cu funectia Cz~". 0unoa<;tem o distributie omogend cu aceastd pro-
prietate, §i anume Cz-". Diferenta fo(z)=f (@) O‘w"”, ca mai inainte,
are suportul concentlat in punctil o =0 5i este deci o combinatie
liniard a distributiei d §i a derivatelor sale. Aplicind iarisi proprle-
tatea 4, obfinem c# solutiz generalii a ecuatiei (2) pentru 2 = —
este de form'l,

f(w)= Ca=" 4 C3"D(a).

in toate cazurile obhnem dous distributii omogene de grad k
liniar independente.

In spatiul n-dimensional, dlStI‘lbutl‘(); r*, pentru Rea> —n este
o distributie’ omogena“ de grad n. Rezultd dm proprletatea, 5 cd ea
rimine omogend acolo unde se prelungeste analitic, adicd in mtreg
planul complex cu exceptia punctelor A = —n, —N, — n—2,
Distributia - 3(#y, ..., ,) este o distributie omogens de gmd —~n,
ceea ce se poate ob‘rme atit du’ect dm definitie, cit §i cu ajutorul for-
mulei (9), §3.9. ‘

Utilizind omogenitatea dlstmbupulor 3*=1(g) gi =", putem scrie
formulele de deseompunere a lui § in unde plane (§3.10, formulele
(b) §i (6)) sub o formd invariantd la transformiri afine. Si cons1demm
orice suprafaté 8 avind proprietatea cé orice razi vectoare prin orlgme
o taie exact odatd ; atunci ea poate fi ob{inutd din sfera unitate, in-
mulfind veectorul de pozitie al punctului o)-—( ©; ..., 0,) cl numgrul

pozitiv f(w). Notdm p, = f(m) ©. Avind in vedere omogenitatea
distribugiei 3#=)(z) avem

8(" ])(Pl Ty o« + Pn n) = [f(w)w}_n 8(”.-_1)("‘)13';1 + v + mnwn)'
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Pe de altii parte, produsul [f(w)]*de este elementul de arie dS al
suprafetei S; deci, pentru n impar avem :

3(y... ,) =6, S 3=V, 0, + .. F 0,2, )0 =6, S 3= o 2 4. Fp,2,) ds
e} 5

(4)

si analog, pentru n par

3(ayy - - ,50,,) =6\ (0@ + ... + 0,,)" " do =

D™

(5) =0, S(plcvl + oo o pay) " ds.
S

Formulele (4) si (5) sint invariante la transforméri afine.

§ 4. Functii si distributii asociate *

4.1. Funetii asociate. Dup# cum rezultd din definifie, functiile
omogene sint functiile proprii ale operatorului de omotetie u :

uf(w) = flaw),
Intr-adeviir, dac f(z) este o functie omogeni de grad 2, atunei
uf(®) = flax) = of(2).

Atunei cind congiderim o transformare liniard oarecare, o
dati cu functia proprie f, ce corespunde valorii proprii «, se au in
vedere de obicei si functiile asociate de diferite ordine. Fupqgiile
Fisfore - -5 fir S€ MUMeSC asociate functiei proprii fo a transformadrii w,
dacs verificd relatiile : g -

' ' ufy = afy,

ufy = afy + bfm‘
ufz = “fz + bfn
ufy, = afy + bfy-i.

% Acest paragraf poate fi omis la prima -citire.
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Altfel spus, transformarea u reproduce functia asociatd de ordin k&
cu aproximatia functiei asociate de ordin k¥ — 1.

S4 mai ebse