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PREFATA LA EDITIA A II-A

In aceastd editic s-au introdus unele modificiri i addugivi mewite
sd imbundtdteascd textul.

Astfel in primele doud capitole s-a introdus demonstvatia datd de
Euler pentru teorema Ilur Fermat in cazul n = 4, precum si unele
probleme ce an facut obiectul unor cercetdri ale matematicienilor romdni
D. Pompeiu si Dan Barbilian.

In capitolul 111 s-au addugat sub formd de teoveme proprieldfile
mai importante ale dveptelor si planelor perpendiculare din  spatiul
obisnuil st aw fost modificate unele demonstratii legate de nofiunea de
perpendicularitate.

La capitolul 1V s-auw addugat paragrafe noi, -privind clasificarea
ecuativlor gravitationale.

n noua sa formd, cartea se adveseazd unor cercuri lavgi de citi-
tori, dornici a-si desdvivsi cultura matematicd st in special cumostintele
legate de spatiul in care trdim. '
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PREFATA LA EDITIA

Cartea de fatd prezintd notiunile de bazd din domeniul geometrier
euclidiene si cel al geometritlor neeuclidiene precum sv aplicagiile loy
in cadrul uneia dintve cele mai cuprinzdtoare conceptii fizice despre
universul in care trdim, anume teoria relativitdatii.

In expunerea problemelor majore, cit st a celor de detaliu se vor
utiliza  pe  cit - posibil, un  nwmdr minim de cunostinte  mate-
matice.

Am socotit ¢d o asemenea carte poate fi utild in actuala perioadd
de dezvollare stiinfificd din tara noastrd, cind prin invdtdmintul de
toate gradele precum si prin munca noastri de rdspindive a stiinter

in vindul maselor, se creeazd oameni luminati, cadre de constructori
ar socialismului.

Succesele stiinter si tehmicii din ultimii ani, carve au fdcut posibil
zborul omului in cosmos, au marcat totodatsd st inceputul uner epoct
in care probleme considerate altidati ca o preocupare exclusivd a oameni-
lor de stiintd de strictd specialitate, devin lreptat elemente ce fac parte
din viata noastrd obisnuitd. Printre aceste probleme se numdrd desigur
st cele tratate in aceastd carte.

Lucrarea contine o introducere st patru capilole. In introducere se
Jace un scurt astoric al geometriei lui Fuclid st a momenteloy mat
importante din_descoperirile geometriilor neeuclidiene. Se aratd apoi
cum interesul lumii stiintifice pentru aceste geomelris a crescut mai
ales dupd wtilizarea lor in teoria relativitdtii.

Primul capitol cuprinde elementele mai wmportante ale geomelries
euclidiene, unele din_ aceste elemente dindu-se, ca de altfel si alte pro-

prietdge din capitolele urmdtoare, fird demonstratii sau cu demonstratii
sumare.

Paragrafele 5, 6 se ocupd de curbe si suprafete de gradul al doilea,
Saw cum se mar numesc, conice $i cuadrice. Teoria comicelor st cuadrici-
lor veprezintd o parte interesantd a geometriei euclidiene cu multiple
aplicatii in astronomie, mecanicd, Sfizicd elc.

In paragraful 7 sint prezentate problemele geometrice celebre care
aw suscitat mult interes in decursul timpurilor st aw avut o contributie
insemnatd la adincirea multor altor probleme de geometrie, cum este
de exemplu aceea de a sti care sint conditiile ca o problemd geometrici
datd, sd poatd fi vezolvatd numai cu rigla st compasul.
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In paragraful 8 se dau unele elemente de geometrie proiectivd. F;jﬁ
vorba de acele proprictti ale geometrier euclidiene, care vdmin n -
viante la transformdrile grupului /)rozectzv.'Cons¢derz%d subg%@bur; o;%
grupulur  provectiv se obtin alte geomelrit, Ala_ Jundarea cdror
adus contributii vmportante unie geomelry yOMine.  dau diforite

Capitolul Il se ocupd de geomelriile nﬁeeuchdwne. Se daw d
modele, scofindu-se in cvidentd in special in _ultimul pamgm{, cum sc
pot utiliza grupurile discrele pentru construivea unor ?nnodel; j)e]ce%Z
geomelria se vealizeazd global. De asemenea, se aAdmcgsc av,mw\r;iv e ?;Zzn 0
geomelrice, scheme care amt;i_cd topologia se inglobeazd astdzi
11 nai organic in geometrie. ) )

o Clen“@l;llilim;l yﬁamgm? al capitolului 11 intitulat Topologie f:(}}lﬂ;}lnaj
torie se dau unele proprietati geometrice ale com;béex@lqy poliea rale, st
se introduc numerele lur Betti, care constituie o clasd de invartanty topo-
logict, de o importanld deosebitd pentru geometric st topolog;ue.smtpl{_

Capitolul 111, intitulat Axiomatizare, expune sub o {(Zz’m simpli-
ficatd axiomatizarea dati de Hilbert geomelrier lur Euc Ll /)Mv L 5
a unor geomelrii m’wml{idiem ; Ziné acelast timp se completeazd u
veaultate date in capitolele precedente. ) _
‘nhuélgjl;iléll?zl( v csl/a consafmt Leorier relativildin restrinse 5t gcnemlla;’
teovie care dupd cum se stic dd o interpretare geometricd femomenelo

zice gravilationale. - .
jZJCZ@]]?;ZZZlMI,‘)MMMf contine umncle 1'1¢clrigagf1fziAasv4pya teortilor 1;mzm7’<_:_,b
teorii ce wrmdresc s interpreleze geometric atil fenomenele Jizice gravi
tationale cit si fenomenele clectromagnetice. I

" Prezenta lucrare a fost concepuld initial din actualele capitole I,

7 ](,I/o.labomrm cu distinsul meu elev Costache Teleman a cl‘u,s 'lal 010;4;-
pletarea unora din paragrafe i la addugarea actualului capitol ,

in intregime de el. o .
eldbﬁfifozz s‘zj?tf:;ig;?sub aceastd formd cartea va da Acitv/itoy‘ung'zr 0 tmagine
mai completd a geomelriei de la inceputul er si pind astazi.

Acad. Prof. G. VRANCEANU

15. XI. 1963



INTRODUCERE

Matematica este una din cele mai vechi stiinfe; posibilitatea
omului de a numdra si de a face socoteli a constituit una din primele
lui victorii in drumul spre cucerirea naturiit. Fa a apdrut din nevoile
practice ale oamenilor, din masurarea loturilor de pamint si a capa-
citdtii vaselor, din calcularea timpului si din mecanica.

Notiunile si concluziile matematicii cu tot caracterul lor abstract
isi au rddicinile in realitate si-si gdsesc vaste aplicatii 1n alte stiinte,
in tehnicdi, in toatd practica vietii. In general, progresul stiinfei
este legat de progresul matematicii. Fard matematicd ar fi fost
imposibild intreaga tehnicd modernd, cit si dezvoltarea mecanicii,
astronomiei, i iIn bund mdasurd a chimiei. La inceput matematica
continea aritmetica — stiinta numerelor, $i geometria— stiinta figurilor.
Mai tirziu s-au impus alte discipline matematice, cum sint algebra,
analiza, sau disciplinele care au un pronuntat caracter aplicativ,
cum sint astronomia si mecanica.

Printre disciplinele matematice, geometria a fost aceea care i-a
pasionat mult pe matematicieni in decursul timpurilor, atit prin
caracterul ei abstract, cit si prin legaturile pe care ea le are cu
problemele filozofice ce se referd la notiunile de spatiu, timp si
materie.

Antichitatea, intelegind stiinta egipteand, babiloniand, chineza,
arabd si 1n special greacd, ne-a ldsat ca mostenire stiinfificd importan-
td, geometria, denumitd si geometria lui Huclid, deoarece de la
Fuclid, savant grec ce a trait in jurul anului 285 i.e.n., ne-a rdmas
o expunere completd a acestei geometrii compusd din 13 carti si
intitulatd Llemente de geometrie. Stiinta geometriei s-a ndscut desigur
din nevoia pe care omul a avut-o de a misura si de a compara
diferitele figuri intre ele, de a evalua arii §i volume pentru scopurile
lui practice. Ea a fost descoperitd de egipteni si a apdrut in pro-
bleme privind misurarea paimintului. Herodot (secolul al V-lea i.em.)
spune cd Sesostris (Ramses al ITI-lea, 1300 i.e.n.), a impartit pamintul

'

1 Pentru a vedea cum s-a format, de-a lungul timpurilor, notiunea de numér se
poate consulta cartea Iui I¥. K olm amn, Istoria matimaticii in antichitate, Y,ditura $tiin-
tificd, Bucuresti, 1963 gi Matematica, confinutul, metodele si importanta ei, vol. I, Editura
Stiintificd, Bucuresti, 1962,



in Fgipt in bucitfi dreptunghiulare asupra cirora a instituit un impozit
anual. Inundatnle Nilului acoperind o parte din aceste terenuri, a
fost necesard o reducere a impozitelor. Aceasta s-a efectuat pe baza
masurdrii suprafefelor inundate gi de aici — zice Herodot — pare si fi
luat nastere geometria. De altfel numele de gcome‘rne este format
din doud cuvinte grecesti: primul, geo, Inseamnd pamint, in timp
ce al doilea, melreos, inseamni maisor.

In cdrtile lui Euclid, geometria apare ca o doctrind complet
constituitd din punct de vedere teoretic, ca o stiingd deductivi,
ale cdrei adeviruri denumite | teoreme® se deduc pe cale logica
dintr-un anumit numdr de definitii ¢i de axiome (sau postulate),
deci de propozifii care nu se demounstreazi, ci se admit ca adevir.

Desigur insd ca definitiile si axiomele at fost determinate de
experientd, deci de observatiile care se pot face asupra figurilor in
spatiul in care trdim. Astfel, definitiile date punctului, dreptei,
planului corespund 111fo1111<1t1110r pe care in mod intuitiv le obfinem
despre aceste nofiuni. De asemenea, relafiile existente intre aceste
notiuni, de Lxemplu faptul ca prin doud puncte trece o singurd drea-
ptd, corespund de asemenea intuitiei noastre. Adevirurile stiintei
geometriei corespundeau in expunerea lui Fuclid realitatii in asa
masurd, incit s-a considerat ci ele au o valoare absolu‘cu, ci feno-
menele care au loc in naturd sint obligatoriu acele ce ni le indicd
geometria lui Fuclid. Au fost filozofi, ca Immanuel Kant, care au
socotit cd spatiul in care trdim are proprietati apriorice, deci nu
este nevoie de a mai cerceta natura, pentru a afirma cd spatiul
nostru este cu trei dimensiuni, cd in acest spafiu, drumul cel mai
scurt este linia dreaptd, cd printr un punct la o dreaptd intr-un
plan se poate duce o singurd paraleld, deci proprietdifi care rezultd
din geometria lui Euclid.

Se admitea deci cd existd o identitate intre geometria Iui Fuclid
si geometna spatiului in care trdim. Secolul al XVIII-lea a supus
insd geometria lui Kuclid la o analizd criticd din care a rezultat cd
aceastd identitate poate sd nu existe. S-a pus astfel problema de a
se stie dacd axiomele care stau la baza geometriei sint obligatorii,
adici daci schimbind unele din aceste axiome, se ajunge la o contra-
dicfie. Se punea, prin urmare, problema dacd existd sau nu o singuri
geometne

Incd din antichitate matematicienii au observat c¢i axioma liniilor
paralele — denumitd axioma a unsprezecea sau postulatul al cincilea
al lui Fuclid — nu este tot atit de evidentd ca celelalte axiome.
Aceastd axiomd se enuntd astfel:

Printr-un punct la o dreaptd intr-un plan se poate duce o singuri
paraleld.
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Matematicieni ca Legendre, Saccheri, Gauss, Lobacevski Bolyai
ete. gi-au pus problema de a demonstra aceastd axiomd, deci de a
ardta cd dacd am presupune cd aceastd axiomd nu este adeviratd,
Ym ajunge la o contradictie logicd. Perioada discutiei acestei axiome
a durat aproape doui secole si constituie una dintre cele mai incor-
date perioade ale stiintei matematice. Discufia este transatd in
1826 de geometrul rus ILobacevski, profesor la Universitateg din
Kazan, care aratd intr-o lucrare intitulatd Cercetdri geometrice ?n
teoria paralelelor, ci este imposibil a deduce axioma ardtatd din
celelalte, fntrucit ea este independentd de ele. Admitind cd printr-un
punct la o dreaptd intr-un plan se pot duce doud pamlele si o infini-
‘mtg de drepte nesecante, el a obtinut o geometrie diferitd de a lui

Fuclid si care nu u)ntme nici un fel de contrachctn interne. Aproape
in ’Lcelasl timp cu el, geometrul ardelean Janos Bolya1 (1802*1860)
a ob1,111ut rezultate asennnatoare Tucrarea in care si-a pubhcqt
rezultatele cu privire la noua geometrie a fost pubhcata in 1831
sub numele de Appendix. [Este vorba de un adaos la o lucrare a
lui I'arkas Bolyailt.

Dintr-o scrisoare datatd 6 martie 1832, adresatd lui Farkas
Bolyai, tatdl lui J4nos Bolyai, rezulta cid si Gauss, numit in acea
vreme ,principe al matematicienilor®, ajunsese la aceastd desc.ope—
rire. El hotdrise insd si nu publice nimic, atit timp cit va fi in viata,
de teama criticilor ce i s-ar fi putut aduce, deoarece credinta intr-o
geometrie unicd era pe vremea aceea prea puternic inrdddcinatd.
Gauss scrie? cd ,,cei mai mulfi oameni nu au o infelegere clard
asupra chestiunilor despre care este aci vorba si eu am gdsit putfini
dintre ei care sd pund un interes particular in ceea ce eu le spuneam
in legdturd cu acest subiect. Pentru a putea avea acest interes
trebum mai Intli si simi adine ceea ce lipseste aici i asupra acestor
chestiuni cea mai mare parte a oamenilor sint intr-o obscuritate
completd“

Descoperirea lui Lobacevski si Bolyai a unei alte geometrii decit
aceea a lui Fuclid se poate con51dera ca inceputul uneia din cele
mai mari revolutii in istoria stiintei. In adevir, aceastd descoperire
a pus si ploblenn naturii spatmlm in care trdim. Insusi Lobacevskl
a cdutat si aducd un suport geometriei create de el, uulntmd ipo-
teza cd in spatiul cosmic — deci la mari distante de Pamint —

1 Pentra un comentariu al operelor Iui Lobacevski si Bolyai se pot vedea studiile
lui V. ¥. Kagan. Vezigi Jdnos Bolyai, Appendix, Academia R. P. R., Bucu-
regti, 1951. o

2 Vezi G. Vrdnceanu, Viafa si opera lui Jdnos Bolyai, Analele Academiei
R. P. R., vol. II, Bucuresti, 1960.
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s-ar putea ca si nu fie valabild geometria lui Fuclid, ¢i noua geo-
metrie descoperitd.

In 1854, matematicianul german Bernhard Riemann in lucrarea
intitulatd Asupra ipotezelor ce staw la baza geometriei supune la o
analizd amdnuntitd notiunea de geometrie si ajunge la concluzia
cd ceea ce putem si considerdm ca proprietate a spafiului furni-
zatd de experien{d este faptul ci fiind date doud puncte indeajuns
de aproape unul de altul, distanta intre aceste puncte este dat3
de o formuld analogd celeia din geometria Iui Euclid, cunoscuti
sub numele de formula lui Pitagora.

Geometriile introduse de Riemann au in general o curburd dife-
ritd de zero, cazul curburii nule corespunzind geometriei lui
Fuclid.

Notfiunea de curburd este un invariant geometric, care arati
in ce masurd o curbd, o suprafati sau o geometrie diferd de linia
dreaptd, de plan sau de geometria lui FEuclid. De exemplu, curbura

. 9 . . . 1
unui cerc este madsuratd prin cantitatea —, unde R este raza cercu-
R

lui. Deci curbura este cu atit mai micd cu cit raza este mai mare

si curbura este zero, dacd raza este infinitd, caz ce corespunde
dreptei. » '

Dacd curba nu este un cerc, usd este o curba pland, deci situati
intr-un plan, atunci fiind dat un punct P al curbei, se poate asocia
acestui punct un cerc, numit cercul osculator, care intilneste curba
in trei puncte confundate in P si atunci curbura curbei in P se

B « .1 . .
mdsoard prin—, unde R este raza cercului osculator in P.
R

In cazul unei suprafete, curbura K, denumitd si curbura lui
< < » . . 1
Gauss, se mdsoard intr-un puunct P prin cantitatea -, unde R,

1Ry
si R, sint razele de curburd minimi si maximi calculate in punctul P
ale sectiunilor suprafetei cu plane ce confin normala in P la
suprafatd. )

Dacd suprafata este o sferd, atunci R, si R, sfut egale cu raza
sferei R, iar curbura K a sferei este o constanti pozitivi ;;—2 . Exista
si suprafete pentru care curbura K si fie o constanti negativi
si printre aceste suprafefe intrd pseudosfera.

Geometria lui Lobacevski este si ea un caz particular al geo-
metriei lui Riemann; ea corespunde cazului cind curbura este o
constantd negativa.
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Mai tirziu au fost descoperite geometrii diferite de geometriile
lui Riemann, geometrii in care fie cd se renuntd la notiunea de dis-
tantd, fie cd se di aceastd notiune sub o formd mai generald decit
aceea din geometria lui Riemann. Printre geometriile in care nu se
definegte notiunea de distantd este §i geometria centro-afind, creatd
la inceputul secolului nostru de geometrul romin G. Titeica’.

Asadar din punct de vedere matematic se pot concepe mai
multe geometrii, deci mai multe spafii.

Trebuia dat un rdspuns intrebdrii: care este geometria corespun-
zdtoare spatiului in care trdim.

Problema se punea si prin faptul cd anumite observatii in spatiile
interplanetare nu puteau fi explicate cu notiunea de spatiu eucli-
dian. Intr-adevir, se stie cd sistemul solar, din care face parte ca
planetd ¢i Pdmintul, contine si alte planete, intre care cea mai apro-
piatd de Soare este planeta Mercur. Pentru a faxphca migearea pe
care planetele o au in jurul Soarelui se utilizeazd in mecanica clasicd
asa-numita lege a gravitatiel umiversale, sau legea lui Newton,
care afirmi ca fiind date doud corpuri ceresti, de exemplu, Soarele
si una din planetele sale, ele se atrag unul spre altul cu o forfd
proportionald cu produsul maselor acestor corpuri §i invers propor-
tionald cu patratul distantei dintre ele. Tinind seama de aceastd
lege rezultd, considerind ecuafiile mecanicii, cd planetele descriu
in jurul Soarelui anumite curbe numite elipse, care apar ca niste
cercuri pufin alungite. Observatiile executate asupra traiectoriei pla-
netei Mercur ardtau fusd cd aceastd traiectorie nu era exact aceea
rezultatd din legea lui Newton, ci suferea o deviafie. Explicatia
acestei deviafii nu a putut fi obfinutd cu ajutorul legii gravitatiei
a Iui Newton, sau prin eventuale modificiri ale acestel legi, ci a
fost datd in 1915 de Albert Finstein prin teoria relativitatii. In
acecastd teorie se considerd c¢d spatiul fn care trdim este un spatiu
al lui Riemann cu patru dimensiuni, a patra dimensiune fiind timpul.
In acest spatiu drumul cel mai scurt intre doud puncte nu mai
este linia dreaptd, ci o linie curbd, numitd geodezicd, spatiul nemai-
fiind drept ca acela al lui Fuclid, ci curb. Traiectoriile Iuminii nu
mai sint linii drepte, c¢i geodezice curbe. Pentru verificarea acestei
teorii s-au ficut observatii fn timpul eclipselor de Soare, in vederea
calculdrii curbdrii traiectoriilor razelor luminoase ce trec prin veci-
nitatea Soarelui, socotitd ca o regiune in care curbura razelor lumi-

1G. Titeica (1870—1930) a fost aproape 40 de ani profesor de geometrie la
Universitatea din Bucuresti. Are lucriri remarcabile in domeniul geometriei dferientiale
projective gi centro-afine.
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noase este maximi. In adevir, printre principiile introduse de teori

lui Finstein figureaza si acela cd spatiul este drept numai in r i
uml_e goa]? de materie, ci materia este aceea care curbea;i s ate'gll-
Deci, in sistemul nostru solar, in regiunea din vecinthtea‘c%‘ 3 ;}u‘.
spatiul are cea mai mare curburd. ( R
- Alt? tleofyn au cdautat si explice pe bazi geometrici nu numai
enomenele gravitationale, ci si fenomencle electromagnetice. Acest

ttgom se nunvlesc.teorii unitare, Insd ele nu au reusit pind in'pre7en(‘z
sd se impund prin explicarea unor fenomene pc'care nu le poat

explica teoria relativitdtii a lui Einstein. ey

Capitolful |

GEOMETRIE EUCLIDIANA

§ 1. DEFINITIl. AXIOME. TEOREME

Prin geometrie cuclidiand se infelege, acea geometrie care are
la bazi cele 13 cirti scrise de Tuclid. Elementele lui Fuclid constituie
una din operele de stiin{d care s-au bucurat de cel mai mare numar
de editii pe care le-a avut vreodatd o carte. Multe sute de ani geo-
metria s-a invitat in diferite dri dupd lucrarea de bazid a lui Fuclid®

Asa cum am mai spus si in prefatd, in aceste cirfi geometria
apare ca o stiinfa deductivd, bazata pe un anumit numdr de defi-
nitii si de axiome sau postulate care se admit ca adevarate fard
demonstratie, celelalte adeviruri ale geometriei, teoremele, necesitind
o demonstratie, deci o deducere logica din definitii, postulate sau
axiolie.

Datoritd faptului cd orice teoremi se demonstreazad, geometria
lui Fuclid a fost consideratd mult timp ca un exemplu de stiinta
perfectd, ca o stiintd in care nimic nu ramine fard o explicatie logicd,
deci o stiintd care nu se bazeazd pe simple observatii sau experi-
ente. Se stie fnsd cd la inceput, deci inainte de Euclid, geometria
era formati dintr-un anumit numir de rezultate practice relative
la lungimile, suprafetele si volumele figurilor. Tatd ce scrie, de exemplu,
A. D. Aleksandrov, rectorul Universitdtii din Leningrad, in cartea:
Matematica, continutul, metodele s 1mportania ei, editatd de Institutul

" de matematicd al Academiei de Stiinte a Uniunii Sovietice,

., Primele notiuni si cunostinfe de geometrie s-au format in epo-
cile preistorice si s-au cristalizat tot in procesul activitdfii practice
(ca si notiunile aritmetice — N.R.). Omul a luat formele geometrice:
chiar din naturd. Discul si secera T,unii, oglinda lacului, liniaritatea.
unei raze sau a unui copac zvelt au existat cu mult inaintea omului
si s-au aflat permanent in fata ochilor sdi. Desigur, ochiul nostru
intilnegte rar in naturd, linii destul de drepte, si cu atit mai putin
triunghiuri si pitrate. Hste limpede cd omul si-a elaborat o idee
despre aceste figuri, in primul rind pentru cd a perceput natura in

) 1 Kuclid a triit intre anii 306 si 283 1. e. n. Tn fara noastrd, o editie completd im

limba romind a Llementelor ui Buclida a aparut in 1939, intocmiti si adnotatd de V.
Marian cu o introducere de I. Ionescu. '
2 Matemalica, continutul, metodele si importanta ci, vol. I, p. 28.
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mod activ si, dind urmare nevoilor sale practice, a confectionat
obiecte de formd tot mai regulati. Oamenii si-au construit locuinte,
au cioplit pietre, au ingridit loturi de pimint, au intins corzi pe
arcurile lor, au modelat vase de argild, le-au perfectionat si, in mod
corespunzitor, au creat nofiunea ca vasul este rofund, ci o coardi
bine intinsd este dreaptd‘.

Liste deci fdrd indoiald cid activitatea practici a oamenilor a
servit ca fundament pentru elaborarea mnofiunilor abstracte ale
geometriei: punctul, dreapta, triunghiul, pitratul, cercul, sfera,
cubul si suprafetele sau volumele acestor figuri geometrice.

Se pare insd cd de-abia in secolele al VI-lea gi al V-lea f.e.n. s-a
format ideea de demonstratie a unui adevir geometric, deci de dedu-
cere pe cale logicd a acestui adevidr din alte adevidruri mai simple.
Ceea ce se gtie insd este cd in documente scrise, ideea de demonstra-
tle apare abia 1n Elementele lui Euclid, deci in secolul al IIT-lea
i.e.n. sub o formi atit de bine realizati, incit Elementele au constituit
o carte cdreia timp de 2000 de ani nu i s-au mai putut aduce
modificdri importante.

Din cele 13 cdrfi ce formeazd Elementele, 8 sint de geometrie
purd, in timp ce 5 din aceste cdrti, si anume cirtile V, VII, VIII,
IX, X, sint dedicate teoriei proportiilor si aritmeticii tratate prin
metode geometrice. :

Este interesant de observat cid Elementele contin materialul a
ceea ce numim azi geometrie elementard. Este de asemenea interesant
de observat cd notiuni geometrice cunoscute in timpul lui Fuclid,
cum este de exemplu teoria conicelor, deci teoria curbelor ce se
obtin prin intersectia unui con circular cu un plan, nu sint considerate
in Elemente.

Fiecare carte a lui Kuclid, incepe cu definirea notiunilor pe care
le utilizeazd acea carte. Astfel, Cartea I fncepe cu 23 de definitii.
Dam aici aceste definitii :

I. Punctul este ceea ce nu are nici o parte.

2. Linia este o lungimz firi litime.

3. FExtremitdtile unei linii sint puncte. »

4. Dreapta este linia situatd la fel fafi de toate punctele ei.

5. Suprafafa este ceea ce are numai lungime si ldtime.

6. Extremitdtile unei suprafefe sint linii.

7.  Planul este suprafata situatd la fel fafa de toate dreptele
continute in el.

3. Unphiul plan este inclinatia reciprocd a doud linii concurente

situate intr-un plan.
9. Dacd liniile care cuprind unghiul sint drepte, unghiul se
numeste rectiliniu.
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10. Cind o dreaptd, ridicatd pe o altd dreaptd, formeazd unghiu-
rile adiacente egale intre ele, fiecare din cele doud unghiuri egale

| este drept si dreapta ridicatd se numeste perpendiculard la aceea

pe care a fost ridicatd.

11. Unghiul obtuz este acela care e mai mare decit unghiul drept.

12. Unghiul ascutit, este acel unghi mai mic decit unghiul drept.

13. Margine este ceea ce este extremitate la ceva.

14. Figurd este ceea ce e cuprins de una sau mai multe margini.

15. Cerc este o figurd pland cuprinsid de o linie pland, astfel cd
toate dreptele duse dintr-un punct fn interiorul figurii sint egale
intre ele.

16, Acel punct se numeste centrul cercului.

17, Diametru al cercului este o dreaptd oarecare dusd prin centru
si terminatd de ambele pdrti pe periferia cercului §i care injumiti-
feste cercul.

18. Semicerc este figura cuprinsi intre diametre si periferia taiata
de el, iar centrul semicercului e acelasi ca al cercului.

19. Figuri rectilinii slnt cele cuprinse de drepte, trilatere de trei,
patralatere de patru, iar multilatere cele cuprinse de mai multe
decit patru drepte.

20. Dintre figurile trilatere, triunghiul echilateral este acela care
are trei laturi egale ; isoscel, acela care are numai doud laturi egale ;
scalen, acela care are cele trei laturi neegale.

21. Dintre figurile trilatere, triunghiul dreptunghic este acela
care are un unghi drept; triunghiul obtuzunghi, acela care are un
wunghi obtuz; triunghiul ascutitunghi, acela care are trei unghiuri
ascutite. ‘

22. Dintre figurile patrulatere, pidtrat e acela care este echilater
si dreptunghic; dreptunghi, acela care este dreptunghic dar nu e
echilater ; romb, acela care este echilater, dar nu e dreptunghic;
romboid, acela care are atit laturile cit ¢i unghiarile opuse egale
intre ele, dar nu este nici echilater nici dreptunghic; patrulaterele
in afard de acestea sd se numeascd trapezt.

23. Paralelele sint drepte care, fiind situate inacela si plan si fiind
prelungite In mod indefinit, de ambele parft, nu se intilnesc In nici
o parte.

Dupd cum vedem, definitiile 1, 4, 7, 9 definesc punctul, dreapta,
planul si unghiul a doud drepte, deci acele figuri geometrice ce se
impun in constructia figurilor care sint formate din linii drepte
cum ar fi triunghiurile sau poligoanele cu mai multe laturi in plan,
cubul sau prisma in spafiu.

1 In terminologia actuald, trapezul este un patrulater cu doud laturi paralele.
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In ce priveste definitiile 2 si 5, ele definesc notiunea de linie, |

deci de curbd, si notiunea de suprafatd, in timp ce definitiile 3 si |
6 fac legitura intre notiunile de curba si punct gi notiunile de supra- |
fatd si curbd, ardtind cd extremitatile unei curbe, de exemplu extre-
mitdfile unui arc de cerc, sint puncte, in timp ce marginile unei
suprafete sint curbe, de exemplu cercurile ce marginesc o suprafata
cilindricd. Definitia 8 ne spune ce este unghiul a doud curbe, iar
definitiile 1122 se referd la clementele geometrice simple cerc, trinnghi,
patrulater etc.

In ce priveste ultima definitie, ca se referd la drepte paralele.
Desigur unele din definitiile date de Huclid, cum sint acelea relative
la punct, curbd, suprafete, nu sint considerate azi satisfdcdtoare gi
asupra lor vom reveni in cadrul acestei cdrti. '

Dupi definifii, Kuclid introduce postulatele gi axiomele. Ordinea
acestor postulate si axiome variaza de la o editie la alta a Elemente-
Jor. Dim aici o enumerare ce se utilizeazd de obicei, care introduce
cinci postulate, i anume:

I. Doud puncte determind o dreaptd.

II. Orice dreaptid poate fi prelungitd indefinit.

I1I. Din orice centru se poate duce un cerc cu orice razd vreni.

IV. Toate unghiurile drepte sint egale intre ele.

V. Cind o secantd taie alte doud drepte si formeazd cu ele unghiuri
interne gi agezate de aceeagi parte a secantei a cdror sumd este
mai micd decit doud unghiuri drepte, dreptele se vor intersecta de
acea parte a secantei unde aceasta sumd este mai mica decit doud
unghiuri drepte.

Postulatele dau deci proprietdti ce leagd mnotiunile geometrice
introduse In definitii. .

Urmeazd apoi axiomele. In unele edifii apar cinci axiome si
dupi unii comentatori cuvintul axiomd are sens de nofiune comunat.
Intr-adevir, axiomele se referd la elemente numite cantitafi a cdror
naturd nu se specificd, ele putind fi numere sau segmente, arii,
volume etc. Tatd aceste cinci axiome :

I. Doud cantitdfi egale cu a treia sint egale intre ele.

II. Dacd la cantitdti egale se adaugd cantitdfi egale se obtin
cantitdti egale. '

II1. Dacd din cantititi egale se scad cantitdti egale se obtin
cantitati egale.

IV. Mirimile care coincid sint egale.

V. Intregul este mai mare ca partea.

1 Vezi Luclid, Ilemente, vol. I, Biblioteca Gazetei matematice, 1939—1941, p. 7.
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In alte editii apar noud axiome, adiugindu-se axiomele :

VI. Dacd la mirimi neegale se adaugd mdirimi egale se obtin
mirimi neegale. '

VII. Dacd se dubleazd mirimi egale se obtin mirimi egale.

VIIL. Jumadtdtile marimilor egale sint egale, care dupi cum vedem
stut ca i primele cinci mai mult de naturd aritmeticd. In sfirsit,
a nona axiomd ce se introduce este de naturd geometricd si spuﬁe:

IX. Doud drepte nu pot inchide un spatiul.

_ Nu se stie cu precizie dacd aceastd axiomd apartine lui Euclid.
In unele edifii ale Elementelor, postulatele IV si V sint trecute printe
axiome gi deci postulatul V, carese numeste si postulatul paralelelor,
apare ca axioma XI. De altfel, nu se poate face o distinctie intre
postulate si axiome, aga cd de fapt postulatul sau axioma inseamni
un adevdr, care se acceptd fird demonstratii.

O datd insd date definifiile si axiomele sau postulatele, toati
constructia geometriei trebuie sd rezulte prin demonstratie, deci si
fie formata din teoreme.

Iatd prima teoremda pe care o dd Fuclid.

Pe o dreapld fimild datd sd se construiascd un triunghi echilateral.

Iie ADB dreapta finitd datd?.

Trebuie asadar sd se construiasci
pe dreapta A4 B un triunghi echilateral.

Sa se descrie cu centrul A i dis-
tanta A5 cercul BCD; din nou si
se descrie cu centrul B gi distanta
B4 cercul ACE i din punctul C
in care se intersecteazd cercurile si
se ducd la punctele 4, B dreptele
CA, CB. Rezultd atunci ca CA =—
= (B, in virtutea axiomei I, deoa-
rece ele sint egale cu A B si deci CAB
este triunghiul echilateral ciutat.

Este interesant de observat c# Tig. 1
Fuclid a ales ca primi. teoremi
de demonstrat aceastd teoremd in care utilizeazi notiunea de cerc,
pe care el o considerd ca o notiune datd de definifia 15. De asemenea
este de observat cd Fuclid nu conchide cid sint doud solutii, desi
doud cercuri se taie in doud puncte si deci triunghiul C'4B, unde

! Vezide exemplu N. V. T fimo v, Geometrie superioard, Editura Tehnicd, Bucuresti
1952, p. 9.
? Utilizdm traducerea lui V. Marian. Se foloseste insi azi in geometrie notiunea de

segment 4B, in loc de dreaptd finiti 4 5.
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C’ este al doil i
< ea punct de intersecti i
o solutie a problemei. In sfirsitsecsjca”:eoz’tl)lsecrervcurﬂqr,LeStle e
ufie a i, irsit, vam cd Fucli
stre;t\za cd cele doud cercuri se intersecteazi. et
. -eoremele 2—26 care urmeazd sint relative 1
antd este mai ales teorema 16, care spune :

A In orice tri ) '
. rounghi - prelungind wun ' /
‘ . gIN a din latu 7
] i rungind. u; 71, unghiul extern
8311261;1 mare decit fiecare din unghiurile interne s on)%seg iy
a demonstrg a i i .
mare( e ustr?]m,l de exemplu, cd unghiul exterior din C este mai
ot Ang ul imterior din 4. Pentru aceasta, fie O Irllij’IOC{ﬂ
segmentului AC. S& unin i s ) .
_ 1 B cu O si sd considerin
S siderdm punctul 5
B iy sd e am punctul N asa
triulfahig] 2:10 /11"& mijlocul segmentului BN. Unind N cu (fi 1)
R 18800 " t( ste e%rgl cu triunghiul NOC, deoarece printr-o 1‘0%;1tic
b Zh'n» 2 Arm}tlg 1111111.5? suprapun si atunci se vede cif ungl(li’ul
m triunghiul 4 BC este 1 i o in ui
nterio 1 E - este numai o parte i
exterior din C i teorema este demonstratd T Snunsn
ct atd.
Teorema 27 dati i i
d de Kuclid prezints i i
Teorem a un interes special ’
e dats : ecial deoarece
¢ 1elf)eravla ddreptc paralele. Teorema 27 are urmétoz?rea fornml;fé%
- Daca o dreaptd, tdind doud e
) 4 oud drepte, formeazd ure
o 4 > 1 L un, ! v ’ g
egale intre ele, cele doud drepte sint pam)le{e s alians
Demonstratia s zeazl .
s e bazeaz:
Sa presupttmem ca e]a/d e teOTC‘HAla AA.'
triumghy monp e (lre%)_tele s-ar intilni. Atunci s-ar forma um
t h are unul din unghiuri me este i1 ior,
far eolAlalt et oyt di g Alle alterne este unghi interior,
e d};q ¢ ;tglum ele sint egale, avem o contrazicere
" 3 , 1 dreptele nu s intilni, ¢ it
Snt o pt e pot intilni, cu alte cuvinte ele
Rezultd de aici ¢4 doui dr

1 epte perpendiculare ia sf
paralele intre ele. Intr-adevir Sunghingle sieae Dol brela stnt

, unghiurile alterne sint in acest caz

P £

Tig. 2

drepte si iuri i

patlr)u lit: lel‘éghzlunle drepte sint toate egale in baza postulatului
. a de asemenea cd printr-un punct P se poate duce

intotdeauna o dreapty paraleld la o dreaptd dati a (fig. 2). Sd ducem
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a triunghiuri i impor-

din P perpendiculard pe dreapta a. Fie PQ aceastd perpendiculard.
S% ducem atunci prin P o perpendiculara pe dreapta PQ. Fie Pt
aceastd perpendiculari. Rezultd atunci cd dreapta P/ este paraleld
cu dreapta a, deoarece formeazd cu dreapta PQ unghiuri alterne
egale.

S4i demonstrdm acum teorema :

C. Printr-un punct la o dreaptd intr-un plan se poate duce o sin-
gurd paraleld.

S5 notdm ca mai sus cu @ dreapta datd si cu P un punct exterior
dreptei. i ducem prin P o perpendiculard pe dreapta a. Fie PQ
aceastid perpendiculard. S& ducem prin P o perpendiculard P la
dreapta PQ. Aceastd perpendiculard este evident paraleld la dreapta
a conform teoremei de mai sus.

S3 ardtim ci dreapta’ Pt construitd mai sus este singura paraleld.
dusd prin P la dreapta a. In adevir, si presupunem cd ducem prin
P o dreaptd Ps ce nu este perpendiculara la dreapta PQ, deci face
cu PQ de o anumitd parte un unghi mai mic decit un unghi drept.
Dreapta Ps si a fac deci de o anumitd parte a dreptei PQ unghiuri
interne a cdror sumid este mai micd ca doud unghiuri drepte, deci
conform postulatului V dreptele Ps si a se intilnesc. Prin urmare,
singura dreaptid dusd prin P ce nu intilnegte dreapta a este per-
pendiculara Pt pe PQ si teorema este demonstratd.

Rezultd deci cd postulatul V are drept consecin{d teorema C.

Este insd interesant de observat cd dacd se admite ca postulat
teorema C, rezulti ca teoremd postulatul V.

S4 presupunem in adevdr cd in loc de postulatul V ludm ca
postulat teorema C, sau aga-numitul postulat al paralelelor : printr-un
punct la o dreapld se poate duce o singurd paraleld.

Rezultd atunci ca fiind date doud drepte a, b taiate de o secantd
in punctele A, B, dacd aceste drepte formeazd unghiuri interne de
o aceeasi parte a ciror sumd este mai micd decit doud unghiuri
drepte, atunci ele se intilnesc, cdci altfel prin 4 am putea duce
doud drepte paralele la dreapta b, si anume dreapta a i dreapta
ce face cu a un unghi in asa fel ca suma unghiurilor interne sa
fie doud unghiuri drepte.

S4 demonstram acum teorema :

D. Doud drepte paralele tdiate de o secantd formeazd unghiuri
alterne interne si unghiuri covespondente egale. :

Teorema rezultd, evident, din faptul ci conform postulatului V.,
suma unghiurilor interne de o aceeasi parte trebuie sd fie egald cu
doud unghiuri drepte.
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Sa demonstrdm de asemenea teorema :

K. Suma unghiurilor intr-un triunghi este egald cu doud unghiuri

drepte.

Tie ABC tnunghml dat si fie At paralela dusd prin A la dreapta
BC. Se observd cd unglnul o este egal cu unghiul B ca alterne
interne, in timp ce unghiul B este egal cu ulwlnul C ca corespon-
dente, ceea ce demoustu‘am teorema, cici
A+B +C =4+ o+ B = 180".

Se poate ardta de asemeneca cd in locul
postulatului V poate filuatd teorema I, deci
ipoteza cd suma unghiurilor intr-un triunghi
este egald cu doud unghiuri drepte si e posi-
bild demonstrarea urmditoarei teoreme :

Dacd swma wunghiurilor unui singur tri-
unght este egald cu doud unghiuri dreple,
atunci orice triunghi va avea suma wnghiurilor
egald cu doud unghiury dreple.

Tig. 3 De observat insa cd pentru demonstra-

tia acestel teoreme este nevoie de a utiliza

axioma lui Arhimede, care spune cd fiind date doud segmente «

si b, unde a este mai mic decit b, atunci existd un numdir intreg,

#n, astfel fncit si avem na > ', axioma care sti la baza teoriei
marimilor dezvoltati de nmtenmtxcienﬁ greci.

Mentiondm cd existd si alte teoreme echivalente cu postulatul lui
Tuclid, cum este teorema :

5 ¢

Daca existd un unghi asculit astfel cd pervpendiculara ridicatd in
orice punct al umer laturi taie cealalld lalurd, inscamnd cd are loc
postulatul lui Ewuclid?.

Demonstratiile date mai sus utilizeazd anumite propozitii a cdror
justificare nu pérea necesard lui Fuclid. De exemplu, proprietatea
cd doud puncte intr-un plan sint sau nu de aceeasi parte a unei
drepte rezultd numai dacd se admite un numir de axiome numite
de ordonare, aga cum ne aratd axiomatizarea geometriei euclidiene fi-
cutd de Hilbert in 1899 si care va fi expusd in capitolul III. De ase-
menea proprietatea unui segment de a avea un mijloc depinde tot de
aceste axiome de ordonare.

1 Vezi N. V. Efimov, op. cit., pp. 27, 28. Aceasti propozitie, numiti principiul
:san axioma lui Arhimede, fusese enuntatd de asemenea de udoxus (468355 1. e. 1n.)
si de Aristotel (384 —322 1. e. n.). Arhimede (287 —212 1. e. n.) este insd acela care a scos
in evidenti importanta acestei propozitii.

2 Ibidem, p. 30.

§ 2. EGALITATEA SI ASEMANAREA FIGURILOR.
TEOREMA LUI PITAGORA

O notiune geometricd importantd este notiunea de egalitate a
figurilor. Doud figuri geometrice, de exemplu doud triunghiuri, se
zic egale, dacd putem deplasa unul din triunghiuri in asa fel incit
sd se suprapund peste celdlalt. Posibilitatea dephsarn thI'llOl dintr-un
loc in altul apare ca un lucru de la sine inteles In geometria lui
Fuclid. Astfel, am utilizat proprietatea de eg'xlltate a triunghiurilor
la demonstrarea teoremei A din paragraful precedent. Hste insd
interesant de remarcat cd comportarea figurilor prin suprapunere
presupunie migcarea unei figuri dintr-un loc in altul si In aceastd
miscare se presupune implicit cd elementele figurii, segmente si
unghiuri rdmin neschimbate. Euclid presupune deci fdrd a preciza

explicit cd fiind dat un segment A B ce unegte punctul A cu punctul
B se poate construi un segment egal cu AB ce uneste punctul C

cu un alt punct D, deci in asa fel incit si avem AB = CD. Se
presupune o proprietate analogi pentru unghiuri. Iatd de exemplu
teorema 46 a lui Fuclid.

Pe un segment dat AB sd se construiascd un pdtrat.

Pentru demonstrafie si ducem pe dreapta AB (fig. 4) in punctele
A st B drepte perpendiculare pe AB de o aceeasi parte a lui
AB. Tie AC s¢i BE aceste drepte.
Pe dreapta AC sd ludim punctul D c £

in asa fel incit AD sd fie egal cu AB.

S4 ducem acum prin D o paraleld
la dreapta AB. Aceastd paraleld taie
dreapta BE in . Tigura ABDF este
patmtul cautat. In adevir, aceastd fi-
gurd este un pdmldogram cu laturile
egale si unghiurile drepte.

In teorema imediat urmitoare, deci
in teorema 47, Tuclid demonstreazd _
teorema care se datoreste lui Pitago- A &
ra gl care spune cd intr-un triunghi Tig. 4
ABC  dreptunghic in A (fig. 5), suma
ariilor pitratelor laturilor AB si AC ce se numesc si catetele
triunghiului este egald cu aria pitratului construit pe latura BC,

ce se numeste ipotenuza triunghiului. Deci, dacd convenim sd no-

0 ~
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tim cu a ipotenuza BC, cu b, ¢, catetele AC si AB, iacu a?, 12
¢? ariile patratelor construite pe aceste laturi, atunci avem:

a? = b2 - ¢, (1)

ce constituie teorema lui Pitagora'. Pentru a obtine demonstratfia
datd de Fuclid teoremei lui Pitagora sd construim pe laturile triunghi-
lui ABC pitratele AGI'B, AHKC, BCSR (fig. 5). Sa ducem din 4
perpendiculara pe ipotenuzd si
fie D ¢ L intersectiile cu BC
& si RS.

Sd observdm acum cd tri-
. unghiurile ABR si FBC sint
\ egale deoarece AB=1I'B, BR =
p T = BC si unghiul ABR egal cu
unghiul IFBC. In adevir, fie-
.. care din aceste unghiuri se ob-
fine din unghiul 4 BC adiugind
un unghi drept. De altfel, este
usor de vazut ca ABR se su-
prapune pe I'BC dupd o rotatie
de un unghi drept in jurul lui
B. Pe de altd parte, aria triun-
e ‘ ghiului ABR este jumitate din
aria dreptunghiului BRLD, deoa-
Tig. 5 rece triunghiul si dreptunghiul
au aceeagi bazid BR i aceeasi

indltime, distanta intre laturile paralele BR si AL.
De asemenea, triunghiul I'BC are ca arie jumidtate din aria
pitratului AGFB, deci pitratul AGFB si dreptunghiul BDLR au

ariile egale, deci avem egalitatea :

2=a -BD, (2)
care spune ci: )

Cateta este medic proportionald intre ipotenuzd si segmentul BD,

unde punctul D este piciorul perpendicularei coborite din A pe ipote-
nuzd.

!Pitagora din Samos (580—5001. e. n.). Lui Pitagora, in afari de aceasti teoremi,
i se datoresc gi alte descoperiri importante in geometrie, si in particular teorema ci suma
unghiurilor intr-un triunghi este egald cu doud unghiuri drepte. Cazuri particulare ale
teoremei lui Pitagora erau cunoscute cu mult inainte de egipteni, indieni si chinezi. Ma-
tematicienii indieni cunogteau chiar principiile pentru demonstrarea teoremei.
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In mod analog se demonstreazi ci avem :
B —a.DC ; (2)
adunind obtinem :
b2 + ¢z =a(BD + DC) = a2,

deci egalitatea (1) este demonstratd. Din demonstrafie re;zul‘cé cid
formula (1) trebuie interpretatd ca o relatie intre ariile pétratelor
construite pe laturile triunghiului 4 BC. De altfel, in teoria marimi-
lor a lui Kudoxus, doud marimi nu se inmultesc, deci nu are sens
produsul unei laturi cu ea insdsi. Produsul a doud lungimi se considerd
ca o mirime de naturi noud, numiti arie. Ariile fiind mdirimi, se
pot aduna si egalitatea a doud arii are de asemenea sens. §

Dacid tinem seama de faptul cd suprafata unui pitrat de laturd
@ este egald cu a?, teorema lui Pitagora spune cd aria patratului
construit pe ipotenuzi este egald cu suma ariilor pétratelor construite
pe catete. Se pot da si alte demonstratii teoremei lui Pitagora. O
demonstrafie bazatd pe teoria asemindrii triunghiurilor se datoreste
lui Bhaskara al II-lea, ndscut in anul 1114, iar alta lui Leonardo
Pisano (aproximativ 1170-1250). In adevir, si coborim din virful
unghiului drept 4 o perpendiculard pe ipotenuzd si fie D piciorul
perpendicularei. Se formeazd atunci doud triunghiuri ABD §i ADC.
Aceste triunghiuri sint si ele triunghiuri dreptunghice ca si triunghiul
dat ABC. Cum pe de altd parte unghiurile B si C sint complementare,
deci au ca suma un unghi drept, iar unghiurile o $i B sint de aseme-
nea complementare, rezulti cd avem B = B, C = o, deci triunghiurile
ABD si ADC au unghiurile egale.

Se zice cd doud triunghiuri care au unghiurile egale sint asemenea.

Doud triunghiuri asemenea au insi laturile proportionale. Demon-
stratia acestei proprietdti utilizeazd teorema lui Tales'.

Aceastd teoremd spune:

Dacd intr-un triunght ABC (fig. 6) ducem o paraleld la una din

laturi, de exemplu, paralela DE la latura BC, atunct segmentele deter-
minate pe laturile triunghiuluc sint proporiionale.

Deci avem :

! Cunoscut sub numele de T ales din Milet (639—5481. e.n.), este dupd Proclus
(485—412 1.e.n.) primul matematician grec care vizitind Egiptul a adus doctrina geome-
tricd din aceastd tard in Grecia.
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Addugind numitorii la numéritori, obtinem :

AB AC

AD  AE

Sd presupunem insd cd deplasim triunghiul BAC de-a lungul
laturii BA pind ce B vine in D. Vom avea atunci relatia :

A AB  BC

AD  DE

si tinind seama de relatia de mai sus rezultd
formulele :

AB  AC _ BC

AD AL DI

Sid observidm cd dacd avem doud triunghiuri
Tig. 6 ABC, A’B’C’ cu unghiurile respectiv egale, deci
asemenea, putem Intotdeauna printr-o mis-

care sd ducem punctul 4’ in punctul 4, iar latura A’B’ si se supra-
pund pe latura AB. Cum insi unghiul A’ este egal cu unghiul A,
rezultd cd putem face ca i A’C’ sd se suprapuni pe AC si atunci

aceste drepte formeazd cu dreapta 4B unghiuri corespondente egale.

Rezultd deci cd fiind date doud triunghiuri asemenea ABC,
A’B’C’, laturile lor sint proporfionale, deci avem :

AR AC

4B AT

Este de remarcat cd proportionalitatea laturilor in cele doud
triunghiuri trebuie si fie scrisd in asa fel, incit laturile corespondente
sd corespundd unghiurilor egale din cele doud triunghiuri. Si revenim
acum la demonstrarea teoremei lui Pitagora prin triunghiuri asemenea

Tinind seama cd triunghiul 4 BD este asemenea cu A BC (v.fig.5),

deoarece au unghiul din B comun si unghiul C egal cu «, putem
scrie proporfia :

2|y

unde la numdrdtor avem laturile triunghiului ABD si la numitor
laturile corespunzitoare din triunghiul 4 BC, ceea ce ne dd formula (2).

In mod analog obtinem formula (2') din aseminarea triunghiuri-
lor ADC si ABC si prin urmare obtinem demonstrarea teoriei
asemdnarii.

Teorema lui Pitagora se poate extinde in
spatiu la un paralelipiped dreptunghic (fig. 7),
deci un paralelipiped ale cdrui fete plane sint
perpendiculare una pe alta. Notind AB = a,

AD = b, BF = ¢ si diagonala DF cu d, avem * | i
formula : . ll ,

az = a* + b + % 3) ! /

s/
Teorema lui Pitagora aplicatd triunghiului A BD, . ] i _J -
dreptunghic in éL ‘ne da: // \\\
BD? = a? |- b / N

De asemenea, aplicind teorema 1lui Pitagora A 5
triunghiului DBI’ dreptunghic in B, obtinem: Fig. 7

@ — BD* + ¢,

din care rezultd formula (3) dacd inlocuim pe BD? cu valoarea obti-
nutd mai sus.

§ 3. TRIGONOMETRIE PLANA

Cele mai simple figuri plane sint desigur triunghiurile. Un triunghi
A BC este cunoscut dacd se cunosc laturile a, b, ¢ ¢i unghiurile opuse
4, B, C.

Cum insd suma unghiurilor intr-un triunghi este egald cu doud
unghiuri drepte, rezultd deci cd este deajuns si cunoastem laturile
si doud din unghiuri pentru a cunoaste triunghiul®.

Tinind seama cd unghiurile se misoard in grade si laturile in uni-
titi de lungime s-a simtit nevoia si se asocieze unghiurilor mérimi
care sd poatd fi de asemenea misurate cu o unitate de lungime. De
aici a luat nastere trigonometria, care studiazi triunghiurile asociind
unghiurilor anumite numere numite linii trigonometrice.

1 In ce priveste laturile a, b, ¢, ele trebuie si satisfacd conditia ca fiecare din ele s&
fie mai mici ca suma celorlalte doui.
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Fiind dat un unghi A4 al triunghiului ABC (fig. 8) din virful 4
descriem un cerc de razid egald cu unitatea si fie M, N punctele de
intersectie ale cercului cu laturile tnunghmlul Din punctul M sd

coborim o perpendiculard pe latura AB si fie P piciorul acestei per-
pendiculare. Lungimea segmentului M P se zice ci constituie sinusul
unghiului 4, iar lungimea lui 4 P cosinusul unghiului 4 si se noteazi :

o sind = MP, cosd = AP. (4)
Formula lui Pitagora mne spune ci

M 7 avem :
4 sin? 4 4 cos* 4 = 1. 4

Dacd A este, ca In figurd, un unghi
ascufit, M P si AP sint considerate can-
Tig. 8 titdti po71t1ve. Daca unghiul A este zero,

atunci sinusul lui este zero, In timp

ce cosinusul este 1. Dacd unghiul A este drept, deci de 90°,
atunci sinusul ia valoarea 1 $i cosinusul este zero. Daci conve-

A P gN ¢ &

. o » . . T ' . o
nim s notim cu = un unghi de 180°, deci cu - unghiul de 90° si dacd

. . v A ™ . . . . o
A este un unghi obtuz ce variaza intre o si 7, atunci sinusul variaza

de la 1 1a 0, in timp ce cosinusul variazd de la 0 la —1. Formulele
(4) se pot extinde si la alte valori ale lui 4 negative sau pozitive, utili-
zind relatiile : '

sin (A4 + 7)) = —sin 4, cos (4 + ) = — cos 4,

in care s-a finut seama cd liniile trigonometrice nu se schimba dacd
unghiului 1 se adaugd un multiplu de 27, deci un unghi de forma 2nr,
unde 7 este un numadr intreg.

Se introduc, si alte linii trigonometrice, i anume tg 4, cotg 4,
sec A, cosesc A definite prin formulele :

sin A4 cos A
tgd =-"——, cotgd = ;
cos A sin A4
1
sec A = , cosec A =
sin A4 cos A4

S4 observdm acum cd dacid avem o dreaptd 4B si un segment AC
si considerdm proiectia AQ a segmentului AC pe A B, deci din C ducem
o perpendiculard CQ pe A B, atunci triunghiurile AMP si ACQ sint
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asemenea, deoarece MP si CQ sint paralele. Din proportionalitatea
laturilor rezultd, tinind seama cd AM = 1:

AP 1 MP

kS
©Q

si din prima egalitate obtinem formula:
AQ = AC cos 4, (5

care se exprimd spunind cd lungimea proiectiei unui segment pe o
dreaptd este egald cu lungimea segmentului inmultitd cu cosinusul
unghiului pe care segmentul il face cu dreapta.

Rezultd deci ci in formula (2) putem finlocui BD prin formula
BD = ¢ cos B, si deci formula (2) se poate incd scrie:

¢ =acos B, (6)
care se exprimd spunind :

Intr-un triunghi drveptunghic o catetd este egald cu vpotenuza tnmul-
litd cu cosinusul unghiului aldturat.

Tinind seama cd suma unghiurilor B 4 C intr-un triunghi drept-
unwln(‘ este un unghi drept, deci unghiurile 5, C sint complementare,
rezultd usor formulele :

cos B = sin C, cos C =sin B

sl deci Intr-un triunghi dreptunghic avem in afard de formula (6) si
analoga ei:

b=acosC; 7 ©)
de asemenea, formulele:
b=asinB, c¢=uasinC (7)
st prin Impdartire formulele v
c=10btgC, ¢ =bcotg B (7)
b=rctgB, b =ccotgC
ceea ce spun o catletd este egald cu cealaltd cateld immulfitd cu tan-
genta unghiului opus sau cu cotangenta unghiului aldturat.

Formulele (6), (6), (7), (7') contin toata trigonometria unui triunghi
dreptunghic si evident si formula lui Pitagora. In adevir, ridicind
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formula (6) la pétrat si insumind-o cu prima formuli (7) ridicatd la
pitrat se obtine formula (1).

Dacd avem un triunghi oarecare 4 BC, atunci {inind seama de for-
mula (5') gi de formula analogd

NB = a cos B,

rezultd formula :

¢=AN -+ NB = acos B - b cos 4, 8)
formuld care exprimd urmitorul rezultat.

Intr-un triunght oarecare o laturd este egald cu suma celorvlalte doud
Inmultite vespectiv cu cosinusurile unghiurilor aldturate lor.

De asemenca din formula (5) obtinem:

CN =bsind — asin P,
si, prin urmare, au loc urmditoarele egalitifi:

a _ b . , (9)

sin A sin B sin C

care mne spun cd avem teorema :

Intr-un triunghi laturile sint proportionale cu sinusurile uwnghiu-
riloy opuse.

Dacd scriem si formulele analoge formulelor (8), si anume

b=acosC 4 ccos 4, ©)
a = ccos B 4 bcosC
si dacd Inmulfim prima din aceste formule cu b si o adundm cu for-
mula (8) inmultitd cu ¢, obfinem:
b2 +- ¢ = a(b cos C -+ ¢ cos B) 4 2bc cos 4,
ceea ce ne conduce tinind seama de ultima formuld (9') la formula :
a? == b% -+ ¢ — 2bc cos 4, (10)

formuld ce generalizeazd pentru un triunghi oarccare teorema lui
Pitagora. Formula (10) a fost datd in limbaj pur geomctnc ca o rela-
tie intre arii, de Fuclid si Heron.

Formulele (8), (9), (10) contin in ele toatd tngonometrm trlungluu—
rilor oarecare si din ele objunem formulele de trigonometrie intr-un
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triunghi dreptunghic, presupunind cd unul din unghiuri este un unghi
drept Astfel, dacd A este un unghi drept, avem cos 4 = 0 sisin 4 =

= 1. In acest caz, formula (10) devine formula lui Pltagora (1), iar
formulele (8), (9) si prima formuld (9) devin formulele (6), (6'), (7).

Tinind seama cd formulele (9) precum si formula (10) ne permit
sd exprimdm unul din elementele unui triunghi (laturi sau unghiuri)
in funcfie de alte trei, dintre care cel putin un element este o latura,
rezultd cd un tr1u11gh1 este In general determinat dacd se dau trei
din elementele sale, si anume trei laturi, sau doud laturi si un unghi,
sau o laturd si doud unghiuri. De exemplu, dacd se dau doud laturi
si zicem b, ¢ si unghiul A cuprins intre ele, atunci formula (10) ne da
latura a, iar formulele (5) ne dau sin B, deci unghiul B si triunghiul
este complet cunoscut, deoarece al treilea unghi C este dat de formula :

C=mn—4— B.

Pentru triunghiurile dreptunghice, un unghi fiind Intotdeauna
drept, este suficient a se da doud din elementele triunghiului, anume
un unghi ascutit i una din laturi san doud laturi.

Fste interesant de observat cd in cazul triunghiurilor dreptunghice
se poate pune o problema interesantd, care a preocupat pe matemati-
cieni incd din antichitate, si anume de a se gési triunghiuri dreptun-
ghice pentru care laturile sint numere intregi, ceea ce revine a rezolva
in numere Intregi ecuatia

P = a. (10")
O solutie se atribuie chiar lui Pitagora:
b=mnc=—(m—1), a=-(+1), (10)

unde # este un numér intreg impar.

O altd solutie se atribuie lui Platon!
b=2n, c=n*—1, a=mn*-+1, (10""")

in care » este un numéar oarecare.

Solutia lui Pitagora pentru # = 3 si soluia lui Platon pentru
n = 2, conduc la triunghiul dreptunghic in care catetele sint numerele
3, 4, iar ipotenuza este 5.

1 Platon (429—348 1. e. n.) este cunoscut mai ales ca filozof ; ca matematician a
contribuit la descoperirea numerelor irationale.
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Solufia lui Pitagora se poate generaliza. Astfel avem, de exemplu:
1 ’
b = nm, ¢ = ) (2 — m?), a=-—m -+ m?, (10v)

in care numerele %, m sint amindoud de aceeasi paritate (ambele pare
sau ambele impare). De asemenea, se poate generaliza solufia lui
Platon

b = 2nm, ¢ = n*— m?, a = n* | m?

unde #n, m sint numere oarecare.

§ 4. COORDONATE ORTOGONALE. GRUP DE MISCARE

Tiind datd o dreaptd » (fig. 9) sd fixdm un punct al acestei drepte,
sd zicem O, si sd ludm un punct 4; la dreapta lui O pe care sd-1 nu-
mim punct unitate. Altfel spus sd considerdm segmentul 04, ca uni-
tate si sd aplicim acest segment fie la dreapta fie la stinga lui O de

(2] AT] G AT Apl2] Ay(] Ald] nlin]
Tig. 9.

g-

un  anumit numidr de ori. Obtinem atunci anumite puncte

A,2), ..., A,n), A_(—1). Dacd convenim si atribuim punct-
alui O numirul 0, punctului A, numdrul 1, punctului 4, nu-
mirul 2, ..., punctului A4, numirul #, unde » este un numdir

fntreg pozitiv, punctului 4 _; numérul —1, etc., zicem cad am reprezen-
tat pe dreapta » numerele intregi pozitive si negative. Tinind seama
de axioma lui Arhimede, putem deci sd reprezentdm pe dreaptd punctele

cu coordonate intregi oricit de mari. Iie atunci ? un numir fractio-

q

nar, deci un numir pentru care p $i ¢ sint numere intregi. Impdrtind
unitatea in ¢ parti si luind p din aceste pdrti vom putea reprezenta
si acest numidr pe dreaptd, i anume la dreapta lui O dacd numdrul
fractionar este pozitiv, altfel el se va reprezenta pe dreaptd printr-un
punct la stinga lui O.

Putem deci si reprezentdm pe o dreaptd atit numerele intregi cit
si numerele fracfionare, care se numsc numere rvafionale. In afard de
aceste numere existd si agsa-numitele numere irafionale, numere care

nu se pot scrie sub forma £ | unde p si g sint numere intregi. Un
q
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asemenea numir este, de exemplu, V2 care reprezintd diagonala unui
pitrat de laturd 1, sau ipotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel,
cu catetele egale cu unitatea. Din formula lui’Pitagora (1) rezulti
ci pentru b =c¢ =1 avem a? = 2 deci a =\/2.

Un alt exemplu de numdr real irational este numdrul =, care repre-
zintd raportul dintre lungimea (circumferinta) unui cerc si diametrul
cercului; deci avem:

L
T = —,
2R

unde L este lungimea cercului iar R este raza lui. Numdrul © repre-
zintd deci jumitate din lungimea unui cerc de razd 1 si corespunde
unghiului la centru de 180°, care in paragraful precedent a fost de
asemenea notat cu m. ,

Se aratd cd numerele irationale se pot si ele reprezenta pe dreapti
utilizind aga-numita axiomd de continuitate sau axioma lui Cantor-
Dedekind si se convine sd se numeascd numere reale totalitatea de nu-
mere formate din numerele intregi, rationale si avem atunci pro-
prietateal : ‘

. :S“e poate reprezenta pe o dreaptd u orice mumdr real in asa fel,
incit oricdrui mumdy veal x sd-i covespumdd un punct de pe dreaptd
s1 wnvers, oricdrui punct P sd-i corespundd un nuwmdr veal si numai
unl. '

5 Se zice c¢d «x constituie o coordonatd pe dreapta u, astfel ci fie-
cdrui punct P i se asociazd un numdr real x, coordonata lui.
Este de observat cd numerele irafionale se pot calcula cu ajutorul
numerelor zecimale cu o aproximatie oricit de mare vrem, asa cum
aratase 8. Stevin (1548—1620). Si luim de exemplu v/2 si si calcu-

. < .. 1 T .
lam acest numdr cu o aproximatie de o prin lipsd. Este vorba deci
1

de a cduta cel mai mare numir cu o zecimald al cdrui pitrat si fie
mal mic decit 2. Un numir cu o zecimali se scrie: -

B
m = —_
, oc+10

undve o, § sint numere intregi si B este cuprins intre 0 i 9. Avem deci,
dacd m? < 2,

BY: _ o
x+-—= <

1 Veri de : T oA P ; Phit Toctindd 1 ials
i Vezi .dg exemplu, G. Vrdunceanu, Geomelrie analiticd proiectivii si deéh’%ﬂalu,
Editura Didactici si Pedagogicd, Bucuregti, 1962. .
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si treb}llg sd calculdm cele mai mari valori pentru a, P care satisfac
aceastd inegalitate. Este ugor de vizut cid trebuie si luim o — 1

’

cdci altfel numdral s ar fi mai mare ca 2 si pitratul lui ar fi mai mare

dfemt 4. Trebuie sd cautdm deci cel mai mare numir B, in asa fel incit
sd avem: ’

P by
( 10 %5+1oo<z’

ceea ce ne dd inegalitatea :
B>+ 208 — 100 < 0.

A 4

Se vveAde ugor ca pentru § = 1, 2, 3, 4 accastd inegalitate este verifi-
watd, In timp ce pentru § = 5, ea nu mai este verificatd ; deci trebuie
Ia lilam B = 4, astfel cd valoarea aproximativd a lui Y2 este 1,4 prin
ipsd.

~ Dacd vrem sd calculim incd o zecimald, trebuie si considerim
inegalitatea

14 v \2

[0t o) <2

10 100

si sd ludm cea mai mare valoare intreagd a lui y ce satisface aceastd
i}lcg{alitate. Se gédseste y = 1, deci valoarea aproximativd a lui Y2 prin
lipsd, cu doud zecimale, este 1,41. Este de observat ci aceste operatii
se pot face ori de cfte ori vrem si nu vom putea exprima printr—t‘m
numir zecimal valoarea Iui Y2 decit cu aproximatie. Aceeasi proprie-
tate are loc si pentru alte numere reale, de exemplu} T, care cti o aproxi-
matie de doud zecimale este dat de numirul 3,14. Pentru numerele

intregi $i numerele date de fractii zecimale, deci de forma L unde P
107

st 7 sint numere Intregi, operatiile se opresc dupd un numdr finit de
pasi.

Orice numdr real se poate deci scrie sub forma unei sume in gene-
ral, cu o infinitate de termeni nenuli:

o oo - oy
R N . AR
10 10 + } 10"+ ’
}mde o este partea intreagd a numdrului, iar o, ..., «, sint numere
1n’§re;g1 cuprinse intre 0 ¢i 9 inclusiv, si constituie zecimalele numi-
rului,
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Un alt exemplu important de numdr irational definit de suma unei
serii infinite este numdirul ¢, introdus de Euler?

e=l+14 14 Tt (11)

n!

unde # ! inseamnd produsul primelor #» numere intregi 1, 2, ..., n.
Se arati ci valoarea lui ¢, este cu o aproximatie de doud zecimale, 271..
Numirul ¢ este luat ca bazd a logaritmilor naturali. Dacd aveny
un numir pozitiv a, se numegte logaritmul natural allui @ §i se noteazd
cu In a, puterea la care trebuie s ridicim numdrul e ca sd ne dea pe
a. Avem deci:
a — glnﬂ

Rezulti cd In @ este zero dacd a = 1 si este pozitiv sau negativ
dupd cum a este mai mare sau mai mic ca unitatea.

S4 observdm acum ci alegerea unei coordonate x pe o dreaptd u
depinde de originea O si de unitatea de lungime 0A4,. Dacd ludm o
noud origine Q si o noud unitate de lungime QB, i notdim cu X
coordonata referitoare la Q ¢i QB;, avem:

P a— }\fo **!* /\hY, (11’)

unde x, este coordonata Iui Q fatd de sistemul de coordonate x.
Dacii pistrim aceeagi unitate de lungime, atunci & = 1 si se zice
cd transformarea (11') este o translafie.
Daci pistrdm aceeasi unitate de lungime, precum si originea, insd
schimbidm partea pozitivd a dreptei in partea negativd, ceea ce se
exprimd spunind cd am schimbat orientarea dreptei, atunci rezultd :

= — X (117)

si avem de-a face cu o simetrie fatd de origine.

Dacd avem doud puncte pe dreaptd, si zicem P gi P’, cdror le
corespund coordonatele x si x’, atunci putem conveni sd numim dis-
tantd a celor doud puncte diferenta x” — x, luatd in valoare absolutaZ

Distanta dintre doud puncte ale dreptei » nu se schimba daca
facem o translatie, deci o transformare de forma:

x =% + X, (11

satt o simetrie (11”).

tT,eonard FEuler (1707—1783) mare matematician. A lucrat la Betlin si’
Leningrad. A adus o contributie fundamentali la dezvoltarea matematicii, obtinind.
rezultate importante in domeniile geometriei, algebrei ¢i analizei.

2 Valoarea absolutd |e¢| a unui numir a este numirnl insusi daci a este
pozitiv, i numarnl schimbat de semn dacd a este negativ. Deci valoarea absoluté
este totdeauna pozitivd .
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In acest caz avem:
I — x| = | X' — X],

deci distanta nu se schimbi printr-o translatie sau simetrie.

é “ A ’A * ~ ~
) rS g‘resilpunem acum ca intr-un plan = (fig. 10) ludim doud drepte
perpendiculare ce se tate ntr-un punct O si le prelungim de o parte

giv de alta indefinit. S4 notdm cu Ox si Oy aceste drepte. Se observi
cd fiind dat un punct oarecare P in planul = putem cobori din P

perpendiculare pe dreptele Ox si Oy; atunci fi P
dreptunghi. Avem deci: Y € Tetie COER. e

00 — RP, OR — OP.

Convenim sd notdm cu » lungimea segmentului OQ si cu y lungi-
mea segmentului OR si convenim sd considerdm x pozitiv sau negativ
dupzul cum @ este la dreapta sau la stinga lui O si y pozitiv sau negativ
dupd cum R este deasupra sau dedesubtul lui 0. Rezulti ci pozij;ia.’
pun;tulm P determini complet numerele reale x si y si reciproc.

_ e spune cd ¥, y sint coordonatele punctului P di )
sistemul de axe de coordonate Ox, Oy, si eli)nume se zicedéle{l xpelzz’?e i%:cifslzet
$1 y este ordonata. Asa fiind, rezultd ci in baza teoremei lui Pitagora
distanta OP este dati de formula:

OP = \x* 4 y2.
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De asemenea, fiind dat un alt punct P’ de coordonate %', y’, dis-
tanta PP’ este datd in baza teoremei lui Pitagora de formula :

PP = V@ — 2 + (7 — ) 1)

Introducerea coordonatelor in geometrie a fost ficutd empiric,
adicd fird demonstratii, de matematicieni babilonieni.

seometrii greci din antichitate utilizau de asemenea coordonate,
dar la ei acestea nu erau numere care si se poatd inmulfi sau din care
s4 se poatd extrage ridicini de diferite ordine, ci mdrimi de un anumit
tip — anume lungimi. De asemenea, geometrii elini utilizau sisteme
de coordonate legate de o anumitd figurd, ceea ce limita posibilitdtile
de dezvoltare ale acestei metode. Geometria analiticd ca metodd a
fost creati de Fermat! si mai ales de Descartes?, intr-o perioada in
care calculul cu numere rationale si irationale era foarte dezvoltat
(secolul al XVII-lea).

Prin introducerea coordonatelor se poate utiliza in studiul geome-
triei calculul algebric, si diferite probleme geometrice pot fi rezolvate
cu mai multd usuringd gi intr-o forma generald.

Sistemul de coordonate din fig. 10 se numeste sinistrorsum, deoarece
trebuie si rotim axa Ox de un unghi de 90° pentrua o face si se supra-
puni peste axa y de la dreapta la stinga, deci ficind o migcare inversa
aceleia ce o fac acele unui ceasornic. Dacd axa y ar avea orientarea
inversi, deci aceea ce corespunde lui Oy’, sistemul s-ar numi dextror-
sum. Dacd numim cu #’, y’ coordonatele fatd de sistemul Oxy’, atunci
avem formulele : :

¥ =x, ¥y =y, (12)

care constituie o simetrie fatd de axa x. Rezultd deci cd se trece de
la sistemul de coordonate sinistrorsum Oxy la sistemul de coordonate
dextrorsum Oxy’ prin simetria (12').

Ecuatia unei drepte. Si demonstrim urmdtoarea teoremd :

In sistemul de coordonate x, y o ecuatie de forma
ax + by + ¢ =0, (12")

unde a, b, ¢ sint numere reale si a, b nu sint ambele nule, veprezintd
o dreaptd. '

1 Pierre Fermat (1601 —1665) a contribuit prin cercetirile sale la dezvoltarea
teoriei numerelor si este cunoscut mai ales prin teorema lui IFermat, nedemonstratd
inci in intregime (vezi cap. I. § 7).

2 René Descartes (1596—1650), matematician §i filozof francez.
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Intr-adevir, daci b — 0, deci a == 0, ecuafia se poate scrie :
%= (cl = — i), (12")

un‘d? ?” este o constanti, si ecuatia (12') reprezinti evident o dreaptd

Il)liiy? eld 0(111 aX'i“ Oy. Reciproca este de asemenea adevirati. Prin
are o dr a a i

(12”<’) eaptd paraleld cu axa Oy este datd de o ecuatie de forma

DaC& b - () atUllCl rez IV lld n p t u [) 1t ecuc ‘:
T ) olvi 1 raport ¢ utem scrie
' ’ atia
(12 ) Sub fOI’I]la . y

Yy = mx - n (m = Z "= — %) ’ (13)

si dacd m == 0, deci a = 0, a a ecuatie r int3 a

51 ¢ 1 a = 0, aceastd ecuatie reprezinti o dreaptd para-

leld cu axa Ox. R
Dacd m = 0 aceastd ecuatie reprezinti o dreapti ce taie axa y

A o . . ,
in punctul N de ordonati #, iar axa x in punctul M de abscisi — .
m

Pentru demonstratie se observa ci punctele N(0, ) si ~2.0
)

. . ~ v . w . "
satisfac ecuatia (13). S4 considerim atunci dreapta MN si fie S(x, y)
. . ~ w ™ ’
un punct oarecare al acestei drepte. Sd notdm cu 7'(x, 0) proiectia
acestul punct pe axa «. '

Din aseminarea triunghiurilor MON si M TS rezulti :

=

|

Mo

S
=

Tinind seama ci avem

ﬁ:y, ON = n, MT 0+ 0T

>

MO =—0M =", OT = x,
m
obtinem ecuafia (13); Asadar, orice punct S al dreptei MN verificd
ecuatia (13)L Rezultd cd ecuafia (13) reprezintd dreapta MN si ci
orice dreaptd este definitid de o ecuatie de forma (12”), deci de o
ecuafie liniard in x, v.
Rezultd deci teorema :

0 dfeapta“ in planul Oxy este datd sau de ecuagia (12"'), dacd este
paraleld cu Oy, sau de ecuatia (13).
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Se poate observa ci o dreaptd (12'") si o dreaptd (18) nu sint nici-
odatd paralele, coordonatele w, v, ale punctului lor de intersecfie
fiind definite de formulele : »

Xy, = C1, Yo = MCy + 7.
Daci sint date doud drepte (13), de exemplu dreptele
y=mx +mn, y=mx +n,
scdzind membru cu membru aceste ecuatii, obfinem ecuafia:
(m —m')x +n —n=0.

Aceastd ecuatie se poate rezolva in raport cu «x, dacd m este diferit
de m/, si in acest caz dreptele se Intilnesc. Dacd m = m’ si n == n/,
dreptele nu se intilnesc, deci sint paralele. Dreptele coincid dacd avem
in acelasi timp m = m', n = n'.

Rezultd deci cd fiind date doud ecuatii liniare:

ax by +c¢=0, ax+by+c =0,

cle reprezinti doud drepte confundate dacd coeficientii ecuatiilor lor
sint proportionali, deci dacd avem :

a b ¢

a’ 24 ¢
Dac aceste conditii nu sint verificate, ecuatiile noastre reprezintd
doud drepte distincte si dreptele sint paralele daca a, b sint propor-
tionale cu a’, 0" .

Dreapta ee trece prin douit punete date. Sd ardtdm acum cd o drea-
pti este complet determinatd prin doud puncte. Fie Py(x, o) sl
Py(x,, v;) aceste puncte. S& scriem cd aceste puncte sint pe dreapta
(12""). " Aceasta inseamnd cd ele verificd ecuatia (12”), deci cd avem
ecuatiile :

axy + by, +¢=0
ax, + by; + ¢ = 0.
Scizind prima din aceste ecuatii din ecuatia a doua, obfinem:
a(xy — %) + b(y1 — ¥o) = 0.
Intrucit P, si P; sint distincte, nu avem in acelasi timp x; = %, $i
Y1 = Y. S4 presupunem cd avem X, # %, deci cd punctele Py, Py
nu sint pe o aceeasi paraleld la axa y, ecuatia de mai sus ne dd:

b a

= ’

Y — Ao Y1 — Yo
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§1 cum avem, de asemenea, pentru punctele P(x, ¥), Py(xo, ¥,)
b a

¥ — X Y=o

b

rezultd cd dreapta ce trece prin punctele P,, P, se scrie sub forma :
¥—Xy Y=Y .
Y1 Ve Y1— Yo ’

sau sub forma unui determinant egalat cu zero :

x v 1
X Vo 1|=0.
X oy 1

Dacd x; = x,, atunci trebuie sd avem y, = y, si dreapta este paraleli
la axa y datd de ecuatia (12'"), in care ¢, = x, = x,.
O altd formd importantd a ecuatiei unei drepte este:

¥ y
= = =1,
oc+B

unde M(«, 0) si N(O, p) sint punctele de intersectie ale dreptei cu
axele de coordonate Ox, Oy (fig. 10).

De asemenea, dacd proiectdm originea pe dreapta d (v. fig. 10)
i notdm cu p distanta de la origine la dreaptd, avem ecuatia :

X cosq + ysin ¢ = p,

care se numegte ecuafia normald a dreptei. In sfirgit, si amintim
ecuafia unei drepte ce trece printr-un punct Py(x,, y,) $i este paraleld
cu o directie datd m

Y=Y + m(x — ).

Dacd m este variabil avem o infinitate de drepte ce trec prin P,.

Ele constituie un fascicul de drepte cu centrul in P,.
» * " Intare MTrot S0 PN . /
Punete coliniare. Trei puncte Py(xg, o), Pi(%1, 31), Pa(%s, ¥o)
se zic coliniare dacid se gidsese pe aceeasi dreaptd, in care caz determi-
nantul
Yo Yo
D= % y 1
Yy Yo 1
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P ———

este egal cu zero si invers, daci D este egal cu zero punctele sint coli-
niare. Vom observa, de asemenea, ci daci punctele nu sint coliniare,
deci daci D == 0, atunci aria triunghiului P,P,P, este datd de for-
mula :

Ko Yo 1
a2l (13)
.2 2 N
oy 1

Unghiul a douii drepte. Fiind dati o dreapta 4 (fig. 10) defi-
niti de ecuatia (12") numind cu 0 unghiul pe care aceastd dreaptd
il face cu axa Ox, atunci m este egal cu tangenta unghiului 0 i se
numeste cocficientul unghiular al dreptei d. In ce priveste n, aceastd
cantitate se cheami ordonata la origine. Ea reprezinta depdrtarea
de origine a punctului N (fig. 10).

Daci avem doud drepte de ecuatii (13), atunci unghiul intre aceste
drepte este dat de formula ¢ = 0’ — 0, deci avem:

tg 0 — tg 0

tg(P:tg(O,—e) :1—!— tq()tg()’:

m’ — m

1 - mm’
si prin urmare dreptele sint perpendiculare dacd avem :
1+ mm" = 0. (13”)

De asemenea, daci avem doud puncte Pi(xy, y,) $i Py(%s, V) este
usor de vizut cd numind cu ¢ unghiul dintre O P, 51 O, avem formula :

F1¥ -+ Y1Y2 . (131//)
Vot &+ Ve + 93
Cercul. Si observdm acum ci fiind dati o curbd oarecare in
plan, ea va fi reprezentati de o ecuatie de forma:
F(x,y) =0,

deci de o legiturd intre coordonatele x, y. Aceastd ecuatie este
liniard in x, y numai dacd curba este o dreaptd. Dacd curba este
un cerc cu centrul in punctul C(a, b) si de razd », ecuafia ei se scrie:

(v — @+ (y =B =1 (13)

y
deci este o ecuatie de gradul al doilea si exprimd faptul cd distanta
unui punct P(x, y) al cercului la centrul C este egala cu r (fig. 10).
Dacd cercul are centrul pe axa Ox, atunci b = 0 si ecuatia cercului
se scrie - : '

cos @ =

(x — a)? + 42 =12
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Dacd centrul cercului este in origine, atunci ecuatia Iui se scrie:
x4yt =% (137)

Elipsa. Mentiondm, de asemenea, ca o curba speciald elipsa (fig. 11)
a cérel ecuafie este:

Ey¥og, (13v1)

. unde a, b (@ > b) sint constante
B(04) pozitive date.

L Punctele I'(c, 0) si F'(—c¢, 0)
- situate pe axa Ox avind abscisele
¢, —c in aga fel fncit avem:

Afag)
at == b* -+ 2,
510-6) deci astfel incit b, ¢, a sint catetele
si ipotenuza unui triunghi drept-~
Fig. 11 unghic, se numesc focarele elipsei.

Elipsa se poate defini ca locul geo-~
metric al punctelor pentru care suma distantelor de la un punct P
al curbei la cele doud focare este constantd. Avem deci formula :

PF 4 PF =24, [ —cF + 52+ V{ o = 2a].

Se vede ca elipsa se reduce la un cerc dacd cele doud focare
coincid intr-un punct, ce devine centrul cercului: in acest caz,
a=1=b=r.

_ Coordonate in spatiu. Coordonatele se pot introduce si in spafiu.
In acest caz, luind trei plane perpendiculare doud cite doud, si
notdm cu Ox, Oy, Oz dreptele de intersectie ale celor trei plane,
luate cite doud. Putem sd considerdm atunci drept coordonate ale
unui punct P distantele %, y, z ale acestui punct la cele trei plane,
aceste distante fiind numere pozitive sau negative (vezi fig. 12). In
acest caz, distanta intre doud puncte P(x,y,z), P'(x',y’, ') este datd
de formula lui Pitagora in spatiu

d=V — 2+ (¥ — 3?2+ (& —2)? (14)
i care cste echivalentd cu faptul cd pitratul diagonalei unui
paralelipiped dreptunghic este egal cu suma pitratelor muchiilor
(tig. 7).
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Dacd ludm doud puncte Py, P, de coordonate xy, Vi, Z1, %s, Y
z, $i notim cu ¢ unghiul dintre 0P, i OP,, avem formula :

X%y Y1Ye -+ A%

Vit oE AV T+ A

Cos @ =

(14)

Se convine deseori si se spund cd un segment OP, defineste

ot

VALR %2 7

7/A¢ij
)

i
|
|
M { v
2
|
|

Py
L

Tig. 12

un vector v, ale cidrui componente sint x;, vy, 2. Aceastd formuld
se scrie atunci:
: (147)
Xy Xy A+ V1 Va - 217 = V105 COS O,

- =
unde v,, v, sint lungimile vectorilor vy, v,.

Primul membru al formulei (14"') se zice cd constituie produsul
scalar al vectorilor vy, ©,. '

in spatiu, intr-un sistem de coordonate carteziene ortogonale,
un plan este dat de o ecuatie liniard '

Ax + By +Cz+ D =0,

in care A, B, C, D sint constante i bineinfeles 4, B, C nu sint
toate nule.

O suprafati este dati de o ecuatie de forma F(x,y,2) = 0; de
exemplu ecuatia unei sfere cu centrul C(a, b, ¢) si raza R se scrie:

(x — @ + (y—0)? + (z—0)* = R~
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O curbd se poate defini ca intersectia a doud suprafete sipoate
fi de asemenea definitd de ecuatii de forma :

x=f(t), vy=o), z2=1490), (14™y

unde se presupune in general cd functiile f, ¢, ¢ sint continue si
derivabile, in raport cu parametrul £. Dacd f, ¢, ¢ sint functii liniare
deci avem:

¥=at+a, y=0-+8, z2=ct+y, (14

unde a, b, ¢, «, B, v sint constante, curba este o linie dreaptd si
in acest caz derivatele functiilor f, ¢, ¢ sint constantele a, b, ¢,

constante ce se numesc si parametrii directori ai dreptei (141V).
In general, derivatele f’, o', ¢’ ale functiilor f, o, ¢ Intr-un punct
P ne dau parametrii directori ai tangentei la curbd in P (fig. 12).
Vom mentiona si in acest caz cd sistemul de coordonate din
fig. 12 se spune cd este orientat sinistrorsum, deoarece un observator
care ar sta cu picioarele in O si cu capul in directia pozitivd a axei
z ar vedea axa Ox rotindu-se de un unghi de 90°, ca si se supra-
pund peste Oy, de la dreapta la stinga. Dacd partea pozitivi Oz ar
fi luatd ca Oz, atunci sistemul Oxyz’ ar fi orientat dextrorsum.
Doud sisteme de axe se zice
cd au aceeasi orientare, daca
v - ambele sint orientate sinistror-

sum sau dextrorsum.

Transformiiri de coordonate.
Introducerea sistemelor de coor-
donate ortogonale in plan sau
/2, 1) in spatiu si notiunea de distan-
td datd de formula (12) in plan
si de formula (14) in spafiu ri-
7 dicd problema de a sti cum se

-~ modificA abscisa si ordonata
unui punct sau distanta intre
doud puncte cind schimbim sis-
. temul de coordonate. S& presu-
7 punem cd intr-un plan, unde

Fig. 13 avem un sistem de coordonate
ortogonale Oxy, considerim un

alt sistem de coordonate QXY cu aceeasi orientare (fig. 13).
Tinind seama cd proiectiile pe o axd a doud linii poligonale ce
au aceeagi origine §i aceeagi extremitate sint egale, obtinem, proiec-

‘x;{
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tind segm\émtul OP si linia poligonald OQQP pe axa x si apoi pe
axa Y, respectiv:

=%+ Xcose —Ysinog
y =y, + X sin ¢ -+ Y cos o, (15)

unde x,, y, sint coordonatele lui Q fatd de sistemul de axe Ouxy,
iar ¢ este unghiul dintre axa Ox si axa QX.

Rezultd deci ci cele doud coordonate x, y se exprimd in functie
de coordonatele X, Y prin o transformare (15). Dacd sistemul Oxy
ar fi fost dextrorsum, deci Oxy’, atunci in formula (15) y ar fi fost
cu semn schimbat, asadar, am fi avut formulele:

x = % + X cose — Ysing
y =3y, — X sin g — Y cos o. (151

In primul caz perechea de semidrepte Ox, Oy se poate supra
pune pe QX, QY printr-o deplasare in plan, cum se vede din fig. 13

In al doilea caz suprapunerea unghiului xOy’ peste unghiul QXY
necesitd si o simetrie fatd de o dreaptd si se zice cd transformarea
de variabile schimbi in acest caz orientarea axelor. In cazul formule-
lor (15) se poate trece de la sistemul de axe Oxy la sistemul de
axe QXV, ficind o translatie a sistemului Oxy de-a lungul segmentu-
lui Q si apoi o rotatie de unghi ¢ si axa Ox se suprapune pe axa QX,
iar axa Oy pe axa Qy. In loc si interpretim formulele (15) sau (15')
ca o schimbare de coordonate, putem presupune ca ele definesc o
transformare a planului, ce asociazd fiecdrui punct de coordonate
(X, Y) punctul de coordonate (¥, v). Se spune atunci cd formulele
(15), (15') definesc migcdri ale planului.

Notiunile de deplasare si de migcare ce schimba orientarea figuri-
lor ii erau cunoscute lui FEuclid, care le folosea insd cu multd rezerva.
Astfel se pare cd Fuclid apeleazi la notiunea de deplasare in cazul
egalitdtii triunghiurilor numai fiinded nu a putut si formuleze o
axiomd adecvata.

Intrucit atit sistemul de coordonate Oxy, cit si QXY sint orto-
gonale rezulti ci distanfele se definesc prin aceeasi formuld (12).
Invers, dacd o transformare de variabile pdstreazd distanfa definitd
de formula (12), aceastd transformare este de forma (15) sau (15).

In formulele (15), (15) cauntitdfile #,, v, ¢ au valori arbitrare

si ele pot varia prin continuitate. Dacd x, =1y, = ¢ = 0, atunci
formulele (15) definesc transformarea identica : :

x=X, y=Y,
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in timp ce formulele (15') definesc simetria fati de axa Ou:
¥=2X, y=—Y. (15")

De asemenea, formulele (15), (15%) se pot rezolvd in raport cu
X, Y si avem evident formulele : /

X = (x — %) cos @ + (£ y — ) sin o,
V= — (x— ) sing + (43— 5,) cos g, (15")

unde semnul 4 in 4 corespunde formulelor (15), iar semnul —
corespunde formulelor (15). Formulele (15') se mai pot scrie :
X =X,+ xcosg + ysing

Y =Y, — xsing + ycos e

unde X,, Y, sint coordonatele lui O fati de sistemul de axe QXV.
Fste de asemenea evident cd dacd efectudm o alti transformare
de axe, ce trece de la sistemul QXV la un alt sistem, si zicem
2uv, se poate trece direct printr-o miscare (15) sau (15') de la Oxy
la Xuw, ceea ce se exprimd spunind c¢i produsul a doui transformiri
(15) sau (15’), deci rezultatul a doua transformiri executate una
dupd alta, este o transformare de aceeasi formi. Faptul cd trans-
formdrile (15), (15’) posedd transformarea identicX, ci orice trans-
formare are o inversa si cd produsul a doud transformiri este o
transformare de aceeasi formd se exprimd spunind cd transformdirile
(15), (15') formeaza un grup—grupul miscdrilor din planul lui Euclid.
Acest grup este deci format din translatii, ce sint de forma :

=2+ X, y=y,F Y, (16)
ce se oblin, In cazul in care in (15) avem ¢ = 0, din rotatii
¥ = Xcos¢g— Ysing
Vv =Xsing 4 Y cose (16")
ce se obfin din (15) cind x, — vy = 0, deci cind sistemele de coordo-
nate Oxy, OXY au acecagi origine si aceeasi orientare si din simetriile
b ey z
(15") ce se obtin din (15) cind xy = vy, = ¢ = 0.
Dacd sintem in spatfiu, grupul deplasirilor’ este de asemenea
format din translajii:
r=%+X y=3%+Y, 1=2z+7Z, (17)
din simetria fatd de un plan, de exemplu :

x=X, y=Y, z2=—<7 (17)
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\ .
si din rotﬁfgn, care se scriu:

%= oX + BY + vZ
.\\\ ’ Y = o' X - Q/Y - ‘Y’Z . (18)
\ P (Z”X + BII‘&Y _,_ 'Y”Z,

\

unde o, B, v, o’y B, v, &, B, v satisfac ecuatiile numite relatii de
ortogonalitate :

@ 4B+ =1 o +BE 1y =0

o LB Ly =1 R by’ =0 (18)

\allz __I_ B’/z + Y!/z — 1 alall + BIB// _{_ Y,Y,I — O.
In adevir transformirile (17), (17') si (18), (18') péastreazd distanta
definitd de formula (14) si invers, dacd o transformare de coordonate
are aceasti proprietate, ea este de forma (17), (17'), (18) (18').

Faptul ci grupul deplasirilor in plan sau spafiu péstreazd distan-
tele este de o deosebitd importantd. Se aratd cd el pastreaza si
unghiurile si deci lasd figurile geometriei lui Fuclid neschimbate ;
in schimb, putem printr-o migcare si ducem o figurd dintr-un loc
al spatiului 1n alt loc si s-o compardm cu altd figurd prin supra-
punere. Se poate spune deci cd geometria lui Euclid este geometria
unui grup de transformiri, si anume grupul deplasdrilor (translatii,
rotafii ¢i simetrii).

Considerarea geometriei euclidiene ca geometria unui grup de
transformdri este utild deoarece s-a stabilit cd si alte geometrii, de
exemplu, geometriile neeuclidiene sau geometria proiectivd, se pot
defini ca geometrii asociate anumitor grupuri si a condus la stabilirea
unei metode unitare de cercetare pentru o clasi importantd de geo-
metrii. Aceastd metodd, cunoscutd sub numele de Programul de la
Evlangen, se datoreste lui Felix Klein, care a indicat-o In anul 1872%.

Ideea de compunere a doud transforméri a aparut explicit tirziu,
anume prin secolul al XVII-lea. Totusi, dacd tinem seama cd Fuclid
ficea legdtura intre egalitatea a doud figuri si posibilitatea de a
trece de la o figurd la alta egald cu prima printr-o deplasare, putem
afirma ci un aspect al operatiei de compunere a doud transformari
se giseste in cirfile lui FEuclid. Intr-adevir, in teoria mirimilor se
presupunea cd doud mérimi egale cu a treia sint egale intre ele.
Dacid aplicim acest principiu la figuri, rezulti cd dacd o figurd 4

1 Telix Klein (1849—1925), matematician german ce a contribuit in mare
misurd la fundamentarea geometriei euclidiene si a introdus noi geometrii, care astézi se
numesc geometrii kleiniene sau geometrii cu grup fundamental.
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se poate deplasa in figura C si dacd figura B se poate d,e/ asemenea
deplasa in figura C, atunci 4 se poate deplasa in figura B, prin
compunerea transformairii care duce pe 4 in C cu deplasarea care
duce inapoi figura C in figura B. De altfel, cele tvei condifii ce
caracterizeazd un grup redau in limbajul transformfrilor cele trei
proprietiti ale egalitdtii: 1) orice mirime este egald cu ea insisi;
2) dacd mdrimea A este egald cu mirimea B, atufici B este egala
cu A; 3) doud mirimi egale cu a treia sint egale intre ele.

Posibilitatea de a interpreta formulele (15), (15’) sau (17) si (18)
in doud moduri; ca provenind dintr-o schimbare a sistemului de
coordonate sau ca o deplasare a planului sau spatiului intreg a fost
pusa in evidentd incepind din secolul al XVII-lea.

Fuler a consacrat citeva lucrdri studiului transformadrilor ortogo-
nale si a obtinut rezultate ce au gisit aplicatili importante In meca-
nicd. Astfel, .el a ardtat cd orice rotafie in spatiu se poate exprima
cu ajutorul a trei unghiuri, ce se numesc unghiurile lui Euler. Altfel
spus, ecuatiile (18') se pot rezolva introducind trei unghiuri ¢, J,
02 Mecanica a dat un impuls important studiului deplasdrilor in
plan i in spatiu. Astfel, Toricelli (1608-1647), Roberval (1602-1675),
Descartes, Bernoulli (1654-1705), d’Alembert (1717-1783), Euler au
aratat cd o deplasare in plan sau in spatiu, ce pdstreaza orientarca
si care nu este o translatie, are un centru de rotatie, respectiv o
axd de rotatie. Aceste rezultate au aplicatii importante la studiul
migcdrii corpurilor rigide.

§ 5. CURBE DE GRADUL AL DOILEA

Am vazut in paragraful precedent ca atit cercul cit si elipsa
sint definite In coordonate carteziene ortogonale de ecuatii de
gradul al doilea. Curbele de gradul al doilea au fost mult studiate
incd din antichitate, datoritd faptului cd ele se prezinti in multe
probleme de aplicatii si au fost numite de geometrii greci, conice,
deoarece se obtin prin intersectia unui con circular drept cu un
plan. In afari de elipsi sau cerc, avem alte doud tipuri interesante
de comnice: hiperbola si parabola. Toate aceste curbe se pot obtine
plecind de la o ecuatie generald de gradul al doilea in doud varia-
bile, pe care o putem scrie:

a8 + 2015X) + Ay Y + 2a15% + 2055y + ag3 = 0, (19)

unde a;;, @5, Gys, @3, Ay, @y3 SInt sase constante, nu toate nule.
Ne putem intreba cum aratd curba definitd de o asemenea ecuatie.

% Vezi, de exemplu, G. Vridnceanu, op, cit., pp. 221 —222.
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Pentru\aceasta vom presupune cd cel putin una din constantele
@1, Gg, @gs este diferitd de zero, cici altfel curba (19) nu ar fi de
gradul al doilea. S& considerdm o rotafie de axe datd de formulele
(16"). Fcuatia (19) se va transforma fintr-o ecuafie de aceeasi
form#, deci tot intr-o ecuatie de gradul al doilea.

A X224 XV 4 Ay, V2 424 13X+ 24,V -+ Ag3 = 0, (197
in care coeficientii termenilor de gradul al doilea sint dati de formulele:
A, = ay;co82 0 + 2a4, cOS @ SIiN @ + @y, SINZ @
Ay = [Agy — @11 8i11 @ COS @ + ay,[cos’p — sin? @] (20)
Ay = ayysin? @ — 2a,, cos ¢ sin ¢ - a,, cos? o.
Tinind seama de formulele trigonometrice
sin 29 = 2 sin ¢ cos ¢, c¢os 2@ = cos? ¢ — sin? @,

putem si mai scriem a doua formula (20) ;

Ay, =22 ; " sin 2 + ay4 cos 20, (20)

ceea ce ne spune cd A, depinde de unghiul 2¢, afard de cazul in
care avem in acelagli timp:

a;,, = 0. . (21)

In acest caz, presupunind cid a,, = ay, 5= 0, cici altfel ecuatia
(19) nu ar fi de gradul al doilea, ecuafia (19) se scrie:

A (¥2 4 32) - 2a,3% + 205y + a3 = 0 (21)

si reprezintd un cerc cu centrul in punctul de coordonate

Ay = gy,

A3 A3

In adevir, ifmpirfind cu a,; putem scrie ecuafia (21') sub forma

2 2
N R CR i it

2
11 11 L 11

ecuatie ce reprezintd evident ecuatia unui cerc real, dacd membrul
al doilea este pozitiv.
Avem deci teorema :

In coordonate carteziene ortogonale ecuatia (19) reprezintd un cerc,
dacd conditiile (21) sint verificate.
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Acest cerc este real dacd cantitatea din membrul al doilea al
ecuafiei (217) este pozitivd. Dacd membrul al doilea este nul se
spune ci ecuatia reprezintd doud drepte i 1111ag1nare iar d/aca membrul
al doilea este negativ se convine a spune cd ecuafia /reprezintd un
cerc imaginar.

Introducerea elementelor imaginare in geometrie a fost fdcuta
de Monge si de Poncelet. In plan sau spatiu, in afara de punctele
reale ce au coordonate reale si primesc o reprezentare in plan sau
spatiu, existd si puncte 1mag1nare deci puncte in care cel putin una
din coordonate este imaginard. Aceste puncte nu se reprezintd geo-
metric.

Dacid sintem de exemplu in planul O(x, y), un punct P(x, y)
pentru care avem:

=a -+ b, y=-c -+,
unde i = \—1, iar a, b, ¢, d sint numere reale se numegte un punct
imaginar al planului O(x, V).

Perechile de puncte imaginare P, (), care au coordonatele con-
jugate, au proprietatea importantd de a se gisi pe o aceeagi dreaptd
reald.

Intr-adevir, daci punctul @ are coordonatele

X =a—1ib, y=c¢—1id,
punctele P, @ se gédsesc pe dreapta
X y 1
a+1 c+id 1|=0,
a—1 c¢c—1id 1

ecuafia ce se scrie:

care reprezintd evident o dreaptd reala.

De asemenea, se numeste dreaptd imaginard, figura geometrica
definitd intr-un plan de o ecuatie liniard cu coeficienti numere com-
plexe. Doud drepte imaginare conjugate au ca intersectie un punct
real.
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Utilizarea elementelor imaginare in geometrie, care a fost in
decursul timpurilor obiect de discutie intre geometri, are avantajul
de a permite enuntarea unor proprleta’,m geometrice sub formd gene-
rald. De exemplu, o dreaptd intr-un plan intilneste un cerc in doui
puncte reale dacd este secantd, In doud puncte confundate dacid
este tangentad si In doud puncte imaginare dacd este nesecanti.
Utilizind puncte imaginare, putem enunta teorema :

O dreapta intilneste un cevc in doud puncte cave pot fi veale, con-
Jundate san imaginare.

Dacd nu am utiliza elementele imaginare, am spune cd o dreaptd
intilneste un cerc in doud puncte, Intr-un punct sau in nici unul,
dupd cum este secantd, tangentd sau exterioard cercului.

Vom mentiona, de asemenea, faptul cd unele elemente imaginare
joacd un rol important in probleme de geometrie. Sd considerim de
exemplu cazul ecuatiei (21”) cu membrul al doilea nul, ecuatie pe
care o putem scrie:

(x — 3 + (3 — 3)* = 0. (22)

Aceastd ecuatie are ca solufie un singur punct real, punctul
Py(xy,v,), deoarece suma a doud numere reale si pozitive nu poate fi
zero decit dacil fiecare din ele este nul.

Cum ecuafia (22) este o ecuatie de gradul al doilea, se convine
a spune cid reprezintd doud drepte imaginare. Aceste drepte sint
evident date de ecuatiile:

YoV —U(w — ) =0
Y =y F iy —x) =0

Sint deci doud drepte conjugate, ce au ca intersectie punctul
real xy, v, Aceste drepte se numesc dreptele izotrope ce trec prin
P, Dupd cum vedem, ele au coeficientii unghiulari ¢ si —1.

Rezultd deci cd prin orice punct trec doud drepte izotrope.

Iste interesant de observat cd aceste drepte au proprietdti
curioase. De exemplu, o dreaptd izotropd este perpendlculara pe ea
insdsi. Aplicind formula (13"), punind m = ¢ $i m' = —i, obtinem:

mm' 1 = —>-F1=0,
ceea ce demonstreazd afirmatia noastrd. De asememnea, se introduc
curbe imaginare, cum este cercul imaginar de razi Y —1 sau / —1R
unde R este un numdir real, sau suprafete imaginare,
Desigur, atit punctele imaginare cit si dreptele, curbele sau supra-
fetele imaginare nu pot fi reprezentate in plan sau spatiu.

Sd presupunem cd ecuatia (19) nu reprezinti un cerc, deci ci
ecuatiile (21) nu sint verificate.

51



in acest caz formula (20’) ne aratd cid putem alege unghiul de
rotatie ¢ in asa fel, incit si avem A4, = 0, cdci aceasta revine a
determina ¢ prin ecuatia:

Ay — dog
Avem deci teorema :

Utilizind o votatie de axe, putem sd scriem ecuatia umei curbe
de gradul al doilea sub forma :

an ¥ 4 gy + 2a15% + 2a5,y + a3 = 0. (22')

Si presupunem cd aceastd curbd nu este un cerc, deci cd a;;
== gy, 1 sd deosebim cazul In care nici una din constantele a,y, @qq
nu este nuld de cazul in care una din aceste constante este nuld,
de exemplu a,,. In acest ultim caz, ecuatia (22) se scrie, impirtind
cu dy, sl rezolvind In raport cu 32

V2= 2px 4 2qy + 7. 22"y

Daci in aceastd ecuatie p = 0, deci a3 = 0, ecuatia reprezintd doud
drepte paralele cu axa Ox, cum este usor de vazut.

Parabola. 33 presupunem cd in

ecuatia (22") p == 0. In acest caz,

facind o translatie datd de for-

Mizy) mulele (16), putem reduce atit ¢
cit ¢i 7 la zero, deci ecuatia de-

vine :
V= 2px. (23)

Aceasta reprezintd forma canonica
la care se reduce ecuatia unei para-
bole, curbd ce este reprezentata
de figura 14. Presupunind p > O,

@ v 4.0/

punctul F (%, O) se numeste foca-

Fig. 14, rul parabolei, iar dreapta ¥ = — »Z«

se numeste directoarea parabolei si parabola poate fi definitd ca loc

geometric al punctelor egal depidrtate de focar i de directoare.
Intr-adevir, daci M(x, vy) este un punct al parabolei, distanta

de 1la M la directoare este dati de formula:

W:x—}—%,
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in timp ce distanta la focar este dati de formula:

MF:\/tx—-g)2+y2:\/xz—f—yz——]ﬁx—}—%z.

/

Astfel cd {inind seama de ecuatia parabolei (23), obtinem MP =
= MF.
Avem deci teorema :

Locul geometric al punctelor egal depdrtate de un punct fix si de
o dreaptd fixd este o pavabold.

Ne putem intreba cum se poate deduce din forma generald (19)
dacd avem de-a face cu o paraboli. Pentru aceasta vom observa
cd  formulele (20) ne spun cd avem:

Apdyy — Al = ayaz — al,.
Rezultd deci cd expresia
2
I = apay — ai,

este un envariant la rotatiile axelor. Cum pentru forma redusd (22')
acest invariant este zero, rezultd ca el este si in ecuatia (19) zero.
Dect avem teorema :

Dacd in ecuatia (18) avem I = 0, aceastd ecuatie reprezinid o para-
bold saw doud dreple paralele.

Sd revenim acum la cazul in care in ecuatia (22') atit a,, cit
sl a,, sint diferiti de zero, deci la cazul in care [ este diferit de
zero. Este usor de vdzut atunci cd printr-o translatie (16) putem
reduce a5 si a,; la zero. Avem deci teorema :

Dacd invariantul I este diferit de zero, printr-o votajie si o trans--
latie putem face ca ecuatia de gradul al doilea sd fie scrisd sub forma:
simpld :

¥+ dgyy? + agy = 0. (24)

In acest caz se zice ci originea este centrul conicei, iar axele-
de coordonate sint axele conicei. Conicele pentru care I =% 0 sint
deci conice cu centru. Se mai spune cd sint conice cu centrul la
distantd finitd si cd parabola are centrul la infinit'.

1 Tlementele de la infinit (puncte, drepte, plane) au fost introduse in secolul al X VII-
-lea de Desargues. Doui drepte paralele se spune ca se intilnesc intr-un punct la infinit.
Un fascicul de drepte paralele determini deci un punct la infinit, asa cum un fascicul de-
drepte ce se intilnesc la distanta finiti determind punctul lor de intilnire, De asemenea,
doud plane paralele determind o dreapti la infinit.
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Pentru a vedea ce curbd reprezintd ecuatia (24), vom observa
<d dacd: ag3 = 0, curba reprezintd doud drepte ce trec prin origine,
reale dacd ay;, 4,y sint de semne contrare, deci daci I < 0 si imagi-
nare dacd a;y $i a,, sint de acelagi semn, deci dacd I > 0. S& presu-
punem ci ay; = 0, a5 # 0, ag3+0. Putem atunci scrie ecuatia (24)

y sub forma :
¥ A -2 2
i X Ay
——-—l—-}i—:‘:. 1, m = — ”}
! m n aqq
no= — (24"
Ao
¢ L . . PR
)T AN RS Aceastd ecuatie ne aratd cid
dacd cantitdtile m, n sint pozitive,
curba este o elipsd datd de ecuatia
, (13'), iar dacd sint negative atunci
< v . . . v o
vy ; curba este imaginard, se spune ca
o este o elipsd imaginard si se poate
Tig. 15 scrie sub forma:
;VZ 2
T4+ p1=0. (24"
612 b2

Hiperbola. Sa presupunem cd m, n sint de semne contrare. Atunci
putem scrie ecuatia (24') schimbind eventual rolul variabilelor x, v
sub forma:

care reprezintd ecuatia canonicd a hiperbolei si curba este reprezentatd
in fig. 15.
Dreptele date de ecuatiile

b
X

y =

a

se numesc- asimptotele hiperbolei si sint tangente la hiperbold in
punctele ei de la infinit, iar punctele F(c,0), F'(—c,0) unde

= \EF P,
sint focarele hiperbolei. Dacd b = a, deci dacd ecuatia (25) se scrie:
x2 — 32 = a?, (25")

hiperbola se numeste echilatera.
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Avem deci urmitoarea teorem4 :

Curba (19) reprezintd o elipsd (sau doud drvepte imaginare), o hiper-
bold (saw doud drepte veale comcurente) dupd cum invariantul I este
pozibw saw negativ.

Aceastd teoremd era cunoscutd de Fermat si de Descartes.

Din cele expuse mai sus rezultd cd o comicd, dacd nu este formata
din doud drepte, este o elipsd, o hiperboli sau o paraboli. In cazul
in care conica este formatd din doud drepte avem o conicd degene-
ratd. De altfel, fiind datd ecuatia (19), se poate considera ceea ce
se cheamd discriminantul sau determinantul acestei ecuatii, care
se scrie:

@11 Qrs Gy
A =y @y 4y (25"
@31 A3y Qg
cu convenfia cid a; = a;;.

Se aratd cd conditia necesard si suficientd ca ecuatia (19) sd
reprezinte o conicd degenerati este ca A sd fie zero, rezultat ce
era cunoscut de Gauss.

§ 6. SUPRAFETE DE GRADUL AL DOILEA

Sa consideram acum suprafetele de gradul al doilea, care sint
definite de ecuatia

F(x,,2) = ans® + 20550y + yy? + 2a15%2 + (26)
+ 2a53y7 | @ge?® + 20,5 + 205y 4 2057 + 4 =0

de gradul al doilea in trei variabile %, y, z, unde %, vy, z sint coordo-
nate carteziene ortogonale in spatiu.

Asemenea suprafete se numesc cuadrice si se clasificd in cuadrice
nedegenerate si cuadrice degenerate, dupi cum determinantul 4 =
= |a,;| este diferit de zero sau nu. Prima clasd se imparte in cuadrice
cu centru si cuadrice fard centru (cu centru la infinit). Avem patru
tipuri de cuadrice cu centrul la distantd finita :

Elipsoidul imaginar care se poate reduce la ecuatia

Py r L2 2o, (26)
a? b? c?
Elipsoidul real, definit de ecuatia:
L T ) (27)
@@
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a cdrui reprezentare se poate vedea 1n fig. 16. Dacd a = b = ¢ = R,
atunci ecuafia (27) se scrie:

A% 4 42 4 22 = R?

T'ig. 16

;51 reprezintd ecuatia unei sfere cu centrul in origine si cu raza R
(fig. 17). Dacd a = b = ¢, atunci avem un elipsoid de rotatie.

De asemenea, avem doud tipuri de hiperboloizi, hiperboloidul cu
-0 pinza (fig. 18), dat de ecuatia:

S ) (28)

e e .
¥

Fig. 17
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si hiperboloidul cu doud pinze (fig. 19), ce are ca ecuatie:

B ) (29)

a? b2 c?

Avem in sfirsit tipuri de paraboloizi, deci cuadrice cu centrul
la infinit, paraboloidul eliptic (fig. 20), dat de ecuatia:

R, ¥y (30)
a? b?

si paraboloidul hiperbolic (fig. 21), dat de ecuatia:

2P 9 (p < O). (307)

a? b2

In ce priveste cuadricele degenerate, ele sint conuri reale sau imagi-
nare (fig. 22) care au ca ecuatie:

ET G (31)

a? b? c?

sau cilindri eliptici — real sau imaginar — gi cilindrii hiperbolici au
ca ecuatii:

— 11, (31")
A (31}

Cilindrul eliptic real si cel hiperbolic sint reprezentati in fig. 23
si 24. Existd de asemenea cilindrul parabolic, care are ca ecuatie:

32— 2px = 0, (31'"")

si este reprezentat in fig. 25, sau perechi de plane reale sau imaginare
conjugate.

Cuadricele de rotatie erau cunoscute de geometrii greci. Faptul
cd o ecuatie de gradul al doilea in spatiu reprezintd o cuadricé, a fost
intrevdzut de TFermat. Demonstrarea acestui fapt revenea la a ardta
cd orice formd pétraticd poate fi adusd la o sumé de pédtrate prin trans-
formdri ortogonale, rezultat stabilit de Iagrange, Jacobi, Sylvester,
Euler si Cauchy.
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Vom mentiona o proprietate generald a cuadricelor, aceea de a fi
suprafete dublu riglate. O suprafatd se zice riglatd dacd contine pe ea
©o familie de drepte. Este evident cd planele, conurile si cilindrii sint
suprafete riglate. Planele au o infinitate de familii de drepte, in timp
ce conurile ¢i cilindrii au cite o singura familie; conul este descris
de o dreaptd ce trece prin virf, iar cilindrul de o dreaptd para-

leld cu axa.

> Celelalte cuadrice, deci elip-
soizii, hiperboloizii si parabolo-
izii, au cite doud familii de
drepte, aceste familii fiind reale
numai in cazul hiperboloidului
cu o pinza si a paraboloidului
hiperbolic. Astfel, in cazul hi-
perboloidului cu o pinza, dat de
ecuatia (28), putem satisface
T 7Y aceasti ecuatie luind pentru

%, ¥, z solutii ale sistemului:

3 2)
& 1 ¥y
_ —l- - = (1 ',— M) >
a c A

Fig. 25 unde A este un parametru vari-

abil.
Dreptele (32) se zice cd constituie o familie de generatoare a hiper-
boloidului cu o pinzd (28), reprezentat in fig. 18.

O altd familie se obtine considerind dreptele

x z y X 2z 1 ¥ f
a G—H(l+b), a+c (L(I b). (32)

Prin fiecare punct al hiperboloidului (28) trec astfel doud genera-
toare. Planul format de aceste generatoare este planul tangent la
hiperboloid in punctul P. Planul tangent taie deci hiperboloidul dupa
aceste gemneratoare. O proprietate analogd are loc pentru paraboloi-
dul hiperbolic.

Pentru elipsoizi (In particular, pentru sfere), hiperboloizi cu doud
pinze si paraboloizi eliptici, generatoarele sint imaginare si planul
tangent intr-un punct atinge suprafata numai in acel punct, deci
lasd suprafata de o aceeasi parte a planului tangent, ca in cazul parti-
cular al unei sfere.
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In cazu conurilor si cilindrilor, planul tangent intr-un punct

<ontine generatoarea trecind prin acel punct si planul tangent este
acelasi pentru orice punct al generatoarei. Convenind sd spunem ci

pentru conuri si cilindri, cele doua familii de generatoare sint con-
fundate, rezulti proprietatea enuntatd mai sus cd suprafetele de
gradul al doilea sint suprafete dublu riglate. Reciproca este de ase-
menea adevaratd, si anume orice suprafatd dublu riglatd este de gra-
«dul al doilea.

§ 7. PROBLEME GEOMETRICE CELEBRE

Unele din problemele celebre ce i-au preocupat pe geometrii greci .
au putut fi rezolvate cu ajutorul geometriei. Am spus in paragraful 5
¢4 numele de conice dat elipsei, hiperbolei si parabolei vine de la fap-
tul cd aceste curbe se obtin prin intersectia unui plan cu un con
«circular drept, intelegind cd generatoarele conului sint prelungite in
ambele sensuri (fig. 26). Daca planul secant taie numai o pinza a conu-
lui, atunci obtinem ca sectiune o elipsda sau o parabold, cind planul
este paralel cu una din generatoare (pozifia [
sau II) din figura aldturata.

Dacd planul taie ambele pinze ale co-
nului se obtine hiperbola (pozifia III).

In ce priveste denumirile de parabola,
elipsd si hiperbold, ele vin de la urmétoarele
trel probleme puse si rezolvate de Pitagora si
scoala lui, cu 500 de ani i.e.n.l. Prima proble-
md se enunta astfel: Sd se facd parabola unei
arit.

Problema revine a spune ca fiind dat un
segment de lungime 2p si aria 32, sd se cons-
truiasca un segment x In aga fel incit drept-
unghiul construit pe laturile 2p si x si aibi
aria %, ceea ce conduce la ecuatia (23) a
parabolei.

Vom menfiona cd in limba greacid para- Tig. 26
bold inseamna echivalentd.

A doua problemd cere sd se facd elipsa unei arii, elipsd in limba
greacd insemnind lipsd. Problema consti in faptul ci fiind date
segmentele 2p, ¥ si un numair oarecare m, si se construiascd segmen-
tul x in asa fel, incit aria patratului de laturd y si fie egald cu aria

~

1 Vezi. A. M yller, Cursdegeometrie analiticd, pentru elevii clasei a VIII-a, Editura
Seminarului Matematic, Tasi, 1936.
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dreptunghiului avind ca laturi 2p si », mai pufin aria pdtratului de
laturd mx. Avem deci formula:

¥ = 2px — m2a?, (33)

care reprezintd ecuatia unei elipse, deoarece I = m? > 0. In acest
caz determinarea lui » depinde de rezolvarea unei ecuatii de gradul
al doilea si avem:

s \/Pz—my2

m?

X =

A treia problemi cere sd se facd hiperbola unei arii; hiperbold in
limba greacd insemnind exces. Problema se reduce la rezolvarea
ecuatiei :

V2= 2px -+ mEx?, (33"

care reprezintd in variabilele x, y o hiperbold, deoarece I = — m?* <0.
Avem astfel explicatia denumirilor curbelor de gradul al doilea, care
mai tirziu au fost utilizate i la denumirile suprafetelor de gradul al
doilea.

Dar si considerdm acum doud probleme celebre ce sint legate de
curbe de gradul al treilea si al patrulea.

Prima din aceste probleme este dublarea cubului: fiind dat un
cub de laturd a, si se construiascd un cub de laturd x in asa fel, incit
volumul noului cub si fie de doui ori mai mare decit al vechiului cub,
deci sd avem:

x% = 2a®,

ceea ce ne dia

x=a3y/2.

Aceastd problemd, numitd si problema delicd, isi are originea in
urmdtoarea legenda:

Asupra Atenei se abdtuse o molima care nu putea fi nici cum sta-
vilitd. Fiind consultat oracolul din insula Delos, acesta a raspuns
cd molima se va stinge atunci cind atenienii vor dubla altarul cubic din
templul inchinat lui Apolo. Bucurogi cad preful Incetdrii molimii este
atit de mic, atenienii au construit un altar cu o muchie dubld. Dar
molima se intindea mai mult. Au cerut din nou sfatul oracolului, care
de astd data le-a dat un rdspuns enigmatic: Cullivati mai mult geo-
melria. Atunci au ingeles atenienii cd ei facuserd cubul de opt ori mai
mare si nu de doud ori.
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Se poate ardta cd problema duphcaru cubului se reduce la inter-
sectia a doud conice. In adevir, si considerim urm#toarele conice :

y2 = 2ax, xy = 2a?. (34)

Intersectia acestor conice este echivalentd cu gésirea valorilor lui x,
v ce satisfac proportiile :

cum este ugor de vazut.
Prima din conicele (34) este ev1du1t parabola A doua este o hiper-
bold echilaterd. Intr-adevir, daci in ecuafia (25) presupunem
= b sl facem o rotafie de axe de 45°, deci facem o transformare
de coordonate de forma:

L (x —v);

¥=-—=(X+Y), y= Vi

\/z

tinind seama cd avem :

cos 45° = sin 45° = ,

obtinem 1In noile variabile X, Y,
ecuatia :

2XY = b

Deci conica xy = 2a® rezultd prin-

tr-o rotatie de axe de 45° din hiper- z

bola echilaterd X% — Y2 = 4a® - - ~
De altfel, este usor de viazut

cd reprezentarea curbei xy = 242 z

este datda in fig. 27 de curba [ si

se vede ca hiperbola echilaterd are

ca asimptote chiar axele de coordo-

nate. S4 cdutdm si rezolvim ecua.

tiile (34). Obfinem fard dificultate Tig. 27

ecuatiile :

&

x = _yj y3 = 4ad.
Avem deci:
y =a¥4,
¥ =ay2; (34)



ultima ecuatie ne spune cd problema delicd este rezolvati de abscisa
ON a punctului M de intersectie a conicelor (34).

In mod analog se poate rezolva problema cu alte conice, de exem-
plu cu o parabola si un cerc, date de ecuatiile :

y* = 2ax, x* + y* — 2ax — ay = 0. (35)

O altd problema celebrd studiata de geometrii greci este impir-
tirea unghiului in trei parti egale, care de asemenea se reduce la pro-
blema intersectiei a doud conice, de exemplu, o parabold si un cerc
date de ecuatnle

292 =1y, ¥+ 324 cx — 2y =0,

unde ¢ este un numdr cuprins intre —1 si 1.
Ultima ecuatie dd, tinind seama de prima
4x% 4 % 4 cx — 4x% = (),

astfel ¢d impartind cu x, avem :

>

443 — 3x + ¢ =

R . .0 . "
Punind ¢ =sin 0, avem x = sin 3 deoarcce este binecunoscutid

3

formula trigonometrica :

) o . B . a0
sin 0 = 3sin — — 45111*; )

<

care se obtine din formula lui Moivre:

m m

o C . Bm .
(cos — -} i sin ~) =cos 0 + ¢sin 0

pentru m = 3.

Cisoida lui Dioecles. Si ardtim cd problema duplicdrii cubului
poate fi de asemenea legati de o curbd de gradul al treilea.

Fiind dat un cerc, un punct O pe acest cerc si tangenta in punctul
diametral opus 4, se duce prin O o dreaptd pe care se ia un punct P,
in asa fel, cd:

0P — MN, | ©(36)

M fiind al doilea punct de intersecfie al acestei drepte cu cercul, iar
N punctul de intersectie al dreptei cu tangenta in A (fig. 28).
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Tocul punctului P astfel obfinut se numegte cisoidd, curkd ce a
fost descopenta de geometrul grec Diocles (secolul al II-lea ie.n.).
Pentru a gési ecuafia cisoidei, sd ludm ca axd x diametrul prin
0 al cercului si ca axi y tangenta in O la cerc. Insemnind cu ¢ si o
coordonatele }olare ale Iui P fata de polul O si axa & si tinind seama

cid AM este perpendiculari pe dreapta OM deoarece triunghiul OAM
este fnscris Intr-un cerc ce are :

latura OA ca diametru, avem:

MN = AN sin ¢ = 04 tg g sing. W

fnsemnind cu a diametrul
cercului si tinind seama de ecu-
atia de definitie (36) a cisoidei,
obtinem :

sin? o
p=a—-:,
cos @

deci, trecind la coordonate car-
teziene, rezultd:

(22 4+ y¥)x — ay* =0, (37)
ceea ce mne spune cd cisoida este o curbd algebricd de s;ladul al
treilea. Rezolvind fn raport cu y, avem: .

y =+ \/v_ (37')

de uude fe vede (& ddscida atre purcle teale nvmai intre dl‘eptele x =0,
¥ = a, deci intie axa v ¢i tangenta fn A la cercul de definifie. Se vede
de asememnea, cé originea este un punct al curbei, ci aceastd curbd
are doud ramuri, ea fiind simetricd in raport cu axa % si cd, -atunct
cind « creste de la 0 la a, valearea pozitiva a lui y cregte dela 01a oo.
Dreapta x = a este deci o d‘simp‘cot& a curbei. Originea, in care se
intilnesc cele doud ramuri ale curbei, este un puncb singular. O dreap-
td care trece prin origine

Tig. 28

V= mx (37")

intilneste curba in trei puncte, din care doud sint confundate in ori-
gine. Intr-adevir, ccuafia (87), in care iun loc de y punem mx, ne da
ecuatia :

¥3(1 + m*) — am?x* = 0. (38)

5 — Geometria euclidiand 65



Rezultd deci cd doud dintre punctele de intersectie sint totdeauna
in origine, de aceea originea se numeste un punct dublu.
Cele doud ramuri sint tangente in origine la axa Ox, deoarece ra-

X . - o A . . . o
ortul = dat de ecuatia (37') se anuleazi in origine. Se zice cd punctul
s g

y
O este un punct de intoarcere al cisoidei si cd axa x este tangenta in
punctul de intoarcere.

Coordonatele punctului P de intersectie a dreptei (37") cu cisoida
sint date, in virtutea ecuatiei (38), de formulele:

3 am? am®
X mmm e e
1} m? 1 m2
care ne aratd cd cisoida este o curbd rationald, deci o curbd pentru
care este posibil a gdsi o reprezentare parametricd prin functii raio-
nale.

Pentru a vedea cum ne conduce cisoida la rezolvarea problemei
dubldrii cubului, si unim A4 cu P. Fie N’ punctul de intersecfie al
acestel drepte cu axa y. Si calculdm ON’. Pentru aceasta se observi
cd dreapta AP are ecuafia:

Vo= — (¥ — a),

pe a ca unitate de mdasurd, avem :

AN — YON,

Deci avem latura AN a unui cub al cdrui volum este egal cu volu-
mul cubului construit pe latura ON’.

In concluzie, fiind datd latura OA a unui cub, se ia pe axa v lungi-
mea ON' egald cu de doud ori aceastd laturd. Lungimea AN, pe para-
lela Ta y, va constitui latura unui cub avind volumul egal cu dublul
cubului dat.

Coneoida dreptei. Fiind datd o dreaptd d si un punct O exterior
ei, sd ducem prin O o dreapti care intilneste pe d in punctul M (fig. 29).
Pe aceastd dreapta, de o parte si de alta a lui M, sd considerim doui
puncte P si Q, astfel incit sd avem relatia :

PM = MQ =1,

[ fiind o lungime fixd. Locul geometric al punctelor P, (, cind dreapta

OM se rotegte in jurul lui O, se numeste concoida dreptei d, curbi des-
coperitd de geometrul grec Nicomede. '
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Pentru a obtine ecuatia concoidei, si ludm ca origine punctul O,
polul concoidei, iar ca axd « perpendiculara pe dreapta d, baza concor-
dei. Indicind cu a distanta de la pol la bazd, ecuatia concoidei in coor-
donate polare se scrie:

p= "l

cos o

(39)

)

si pentru a trece la coordonate y
carteziene, se observi cd avem: yg

e[ pcosp — a | = [?p2cos?y, g
asadar ecuafia cautatd este: ' g

(22 + v¥)(x — a)® = a2 (39)

Concoida este deci o curbd de
gradul al patrulea. Rezolvind in
raport cu variabila y, obfinem:

y=4 " VP — (v —aP.
N

Sub aceastd formd se vede ca Thig. 29
avem puncte reale ale curbei numai
pentru valorile lui x cuprinse intre y
a—1 si a- 1. De asemenea, se _
vede ci dreapta x = a, anume baza ‘ ;
concoidei este o asimptotd a curbei,
adicd atunci cind x se apropie
de a, prin valori la stinga ori la
dreapta lui a, y cregte in valoare
absolutd la infinit. Curba are deci,
asa cum rezultd gi din definifia
geometricd, doud ramuri: una cu-
prinsd intre dreptele x = a — [ si
x = a si alta intre dreptele x = a
si x = a -} I, aceste ramuri fiind
simetrice fafd de axa Ox (fig. 30).
Intersectind curba cu o dreaptad )
care trece prin origine, fie aceasta y = mx, abscisele punctelor de in-
tersectie ale acestei drepte cu curba sint date de ecuafia:

Tig. 30

(1 - m?) 23(x — a)? = 242,
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care are intotdeauna doud raddcini nule. Punctul O este deci un punct
dublu al curbei. Celelalte doud rddacini sint date de formula:

Z
X = a
j: \/I —mz

Dacd m este dat de formula:
I e —
m =+ — &= a

a

ceea ce poate avea loc numai dacd / > a, dre%pta corespunzitoare
are trei puncte de intersectie cu curba, U)llflﬂldate in origine. Existd
doud drepte reale avind aceste proprietdti dacd I > a, siuna singurd
dacd [ = a, anume chiar axa x.

Prin urmare, avem de considerat trei cazuri:

in cazul I < a, curba nu trece pun origine, desi coordonatele ori-
ginii satisfac ecuatia curbei. Se zice cd or1gmea este un punct dublu
izolat (fig. 30).

Dacid I = a curba trece prin origine $i o ramura a ei are in acest
punct o formi analogi cu aceea a cisoidei. Originea este deci un punct
de futoarcere pentru concoidd (fig. 31).

In cazul I > a, curba are doud ramuri care trec prin origine facind

bucld sau un nod (fig. 32).

#

o 1%

&

Fig. 31 Tig. 32

t= =

Sa ardtdm In continuare cum ne putem servi de concoidd, si anu-
me de ramura cea mai depdrtatd de pol, pentru a impdrti un unghi
in trei parti egale. Fie MOA un asemenea unghi (fig. 33). S4 ducem

@ perpendiculard pe OA si si considerim concoida acestei drepte
MA fatd de polul O, lungimea [ fiind de doud ori distanta OM. Si
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ducem prin M o paraleld la 04 si fie N punctul ei de intersectie cu
ramura 1ndepartata a concoidei. Unim O cu M sifie S punctul de inter-

sectie al dreptei ON cu A M.
Din proprietatea concoidei vom avea SN = 20M. Pe de altd partte,
<-SMN fiind drept, unind pe M cu mijlocul 7 al lui SN vom avea

4

Zp

Tig. 33

MT = ST = TN ca raze ale aceluiagi cerc trecind prin S,M,N. Urmea-
zd deci cd triunghiurile MOT si M TN sint isoscele si rezultd ci XMTS,
exterior triunghiului M TN, este egal cu suma unghiurilor NMT
s1 TINM, deci este egal cu de doud ori 3r7NM. Cum acest unghi este
egal cu 32504, notind 4S04 cu o, rezultd cd 32 MOS este egal cu
de doud ori ¢, ca fiind egal cu M 7TS. Rezulti ci SOA este egal
cu a treia parte din MOA.

Faptul cd atit dublarea cubului cit si impartirea unui unghi in trei
parti egale depind de determinarea intersecfiei unei drepte cu curbe
de gradul al treilea si al patrulea si cd aceste probleme nu pot fi rezol-

vate cu rigla si compasul l-a ficut pe Euclid sa le omité in teoria méri-
milor incomensurabile, expuse de el in Cartea a X-a. Intr-adevir,
Fuclid considerd rezolvate numai acele probleme ce se reduc la inter-
sectia de drepte si cercuri gi prin aceasta el urma un principiu enuntat
de Platon. Kuclid n-a ardtat cd problema dublirii cubului sau trisec-
tiei unghiului nu se poate rezolva cu linia si compasul, deoarece meto-
dele de care dispunea erau insuficiente pentru aceasta. Galois, creind
teoria rezolvirii prin radicali a ecuatiilor algebrice, a dat instrumen-
tul prin care s-a putut arita imposibilitatea rezolvirii celor doud
probleme cu rigla $i compasul. In acelasi fel s-a demonstrat cd poli-
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goanele regulate cu 7 sau 9 laturi ce au fost studiate de arabi nu se
pot construi cu rigla si compasul. Euclid construise in Cartea a XIII-a
poligoanele regulate cu 3, 4, 5, 6 laturi cu rigla si compasul. Gauss
a demonstrat cd se poate construi cu rigla si compasul orice poligon
regulat al cdrui numdr de laturi este produsul unei puteri arbitrare
a lui 2, cu un produs de factori egali cu 3, 5, 17, 257, 65 537, luati
fiecare cel mult o datd. Cu ajutorul teoriei lui Galois s-a ardtat cd
poligonul regulat cu # laturi se poate construi cu rigla si compasul
numai dacd # este de forma 2"p ... p,, unde p, ..., P, sint
numere prime de forma 22 -+ 1. Numerele 22" - 1 sint prime pentru

N =0, 1, 2, 3, 4, ceea ce corespunde cazului lui Gauss, dar 22° - 1
nu mai este prim, avind factorul 641.

O altd problemd de constructie celebrd, dar a cdrei rezolvare nu mai
este de naturd algebricd, este problema cvadraturii cercului, care
cere sd se construiascd un pidtrat avind aria egald cu aria unui cerc
dat. Pentru rezolvarea acestei probleme Arhinmede a inventat spirala,
dar el n-a reusit sd decida dacd problema este rezolvabild, sau nu cu
rigla si compasul. A reusit totusi sd calculeze aria wR? a cercului de
razd R, deci factorul =, cu o aproximatie foarte bund. Aceastd apro-
ximare a obiinut-o prin metoda exhaustivdi, considerind poligoane
regulate Inscrise $i circumscrise la cerc cu # laturi, cu # din ce in ce
mai mare, care se obtin prin extrageri succesive de rddicini pétrate.
Astédzi se stie cid problema cvadraturii cercului nu se poate rezolva
cu rigla si compasul i nici prin intersectie de curbe algebrice de ordin
superior, = fiind la fel ca gi e, un numair transcendent.

Teorema lui Fermat'. Datorim lui Fermat o altd problemd celebrid
ce a preocupat pe matematicieni in ultimele trei secole. Aceastd pro-
blemd se poate pune in legdturd cu teorema lui Pitagora, i anume in
legdturd cu rezolvarea in numere intregi a ecuafiei (10’), problemi
consideratd fn § 3. In adevir, problema lui Fermaf cere si se arate
cd o ecuatie de forma

P ‘{_ yn — zn’

unde # este un numdr Intreg mai mare ca 2, nu are solufii in numere
intregi diferite de zero. Problema a fost rezolvatd pentru anumite
valori a lui #, intre care # = 3 gi # = 4 Insd a ramas nerezolvatd in
general, deci pentru orice valori a lui #. Pentru # = 4 existd o demon-

1 Pierre Fermat (1601—1665) a rdmas celebru prin teorema care-i poartd
numele. Fermat a enuntat aceastd teoremi pe marginea cirtii Iui Diofant cu adaosul:
,,Dispun de o demonstratie cu adevdrat minunatd, dar marginile cirtii sint prea
inguste ca s-o pot scrie aici.”
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stratie simpld datoritd lui Fuler'. Aceastd demonstrafie aratd mai
intfi cd ecuatia
a4 oyt =22 (39"

nu are solutii intregi toate nenule. Este evident ci dacd ecuatia lui
Fermat
— a4
ot 4 Bt = v

ar avea o solufie intreagd (o, B, v) si ecuatia (39") ar avea ca solutie
intreagd
x=a, y=0 2=

Deci pentru a ardta cd teorema lui Fermat este verificatd pentru
2 = 4 este suficient s ardtim ci ecuatia (39”) nu are solufii intregi
nenule. ) )

Si observim cd putem presupune cd x, y, z sint numere prime
intre ele, cici dacd v si z ar avea de exemplu un factor comun, acest
factor ar interveni si in x si deci am putea imparti cu el, deci in parti-

. . . 2y
cular cel putin unul dintre numerele x, y este impar. Sd presupunem
& impar si sd scriem atunci ecuatia (39”) sub forma
at = (z — V) (2 + 7).
Si ardtdm cid numerele z — 32, z - 3 nu pot sd aibd factori comuni.
Intr-adevar dacd am avea
2 — Yt = kp,x 4 v = [p,
unde p este factorul comun al numerelor z — 32, 7 -|- %, atunci rezultd
2z = (k -+ D)p, 2% = (I — k)P

Deci numerele z si ¥2 au in comun factorul p, dacd p este impar gi
eventual p/2 dacd p este par. Cum noi am presupus cd 2, y uu au
factori comuni rezultd cd p poate fi cel mult egal cu 2. Insa in acest
caz « este divizibil cu 2, ceea ce este in contradictie cu faptul cd not
am presupus x impar. ' o

Rezultd deci cd dacd un factor ¢ a lui x aparfine unuia din nume-
rele 2 — %, z + 42 de exemplu lui z — y* atunci z — 3* contine ¢*
deci ecuatia (39") se descompune in ecuatiile

2—yt=uwt z+y =0 x=uv

unde #, v sint numere intregi impare, prime intre ele.

1 A se vedea Hans Reichardt ,, Unmdiglichkeitbeweise in der Mathematik”, Mathema-
tik in der Schule, vol. 2, 1964, p. 410—-415.
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Rezultd deci cd avem
2z = ut + v, 2y? = ot — ut = (v* 4 1?)(v? — u?).
Prin consideratii asemdndtoare rezultd cd v? + #® ¢i v — 2 nu pot
avea ca factor comun decit factorul 2 si deci avem:
v = 2s% v — u? =42,y = 2/
unde s, ¢ sint numere prime Intre ele. Aplicind aceleasi consideratii
ecuatiel ‘
442 = (v — u)(v -+ u)

rezultd cd avem

v =2a% v—u = 20° { =ab
unde a, b sint de asemenea prime intre ele. Rezultd deci

w = a*— 0 v = a*-| b
astfel ca ridicind la pétrat si insumind obfinem
at - ot = 2 (39""")
Avem deci teorema:

Daca x, v, z ar rveprezenta o solutre in nwmere inlregi a ccuaties
(39), a, b, s ar veprezenta o solutic in numere intregi a ecualici de
aceeast formd (39').

Avem 1nsd pentru z formula

2z = ut + vt = 2[a® + Gal* 4 03]
deci avem
2 = st | 4al*

deci z este mai mare ca s. Acest fapt ne aratd cd daca ecuatia (39")
s-ar putea rezolva, am obfine un sir de ecuatii in care z ar avea
valori din ce in ce mai mici. Insd pentru valori mici ale variabilei z
se vede ugor cd ecuatia (39”) este imposibild in numere intregi, ceea
ce demonstreazd teorema lui Fermat pentru # = 4. Si aratdm cid pen-
tra » = 3, problema rezolvdrili in numere intregi a ecuatiei

x4 3 =23 (40)
revine a ardta cd datd fiind curba de gradul al treilea
3 1 = 487, (407
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aceastd curbd nu are alte puncte de coordonate P(«, f) rationale
decit punctele A(1, 1) i B(—1, 1) care sint evident solufii ale ecua-
tiei (40)'. Intr-adevdr, sd consideram transformarea de variabile

o — 1 o+ 1
E=pRy=p—)m, 2= (40"
unde p este un factor nenul.

Inlocuind in ecuatia (40) valorile lui x, v, z de mai sus obtinem
ecuatia (40'), cum se poate vedea usor. Or aceasta transformare ne
da, presupunind z == y (cdci altfel am avea x = 0):

' ¥ ity

p=2—1Y, B: s
&=y &=y

Deci avem teorema :

Dacd ecuatia (40) ar avea o solutie intreagd pentvu cave y =£ z, ecua-
fia (40") ar avea o solutie vationald su invers. :

Dacid x, v, z sint numere Intregi si y = 2, ultimele formule ne spun
¢l p este un numir intreg, in timp ce «, B sint numere fractionare.

Invers, daci o, P ar fi o solutie rationald a ecuafiei (40’)
pentru , care o* == 1, altfel sau

y, sau 2z ar fi nuli, formulele AP
(11”) ne spun cid %, y, 2z sint de
asemenea numere rationale, dacd ) )
p este rational. B(-17, !
5) < P Y AL N
Putem sd ludm insd p intreg, 7 ?&2—

destul de mare, Tncit x, y, 2z sd
fie intregi, deci teorema este
demonstrata.

Sd observdm cd putem scrie
ecuatia (40') sub forma:

4p — 1
0\
3 Tig. 34

deci intr-un sistem de coordonate O«B, ecuatia (40') reprezintd o curba
datd in fig. 34, care se numeste si parabold cubicd.
Teorema iui Fermat pentru 7 = 3 se enuntd deci astfel:

Parabola cubicd (40') nu are alie puncte vationale decit punctele A, B.

VG, Vrwanceanu, dsupra unei teoreme echivalente cu teovema luwi Fevmat si
observafie asupra unei nole precedente, Gazeta Mat. si Fizicd, seria A, 8, 1956, p. 23—24
si 1960, p. 12
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Rezultd de aici urmétoarea proprietate :
Dacd P este un numdr rational mai mare decit unu, atunci numérul
N1
3
nu este patratul unui numar rational.

Revenind la ecuatia (40) putem observa cd aceastd ecuatie repre-
zintd un con de gradul al treilea, fiind o ecuatie omogend in «, y, 2.
Daca P(x, y, 2) ar i o solutie intreagd, ar urma cd pe acest con
ar exista o generatoare a conului definitd de acest punct P si de ori-
gine si atunci punctele de forma (px, py, pz), unde p este un intreg
sau un numdr rafional, puncte ce apartin aceleiagi generatoare, ar li
solutii ale ecuatiei (40). Deci ecuatia (40) nu poate avea nici solutii
rationale, cdci atunci ar avea solutii intregi. Putem spune deci in vir-
tutea teoremei lui Fermat:

Conul (40) nu are generatoave rationale in afard de acelea pentru
care una dintre cantitdtile x, v, z este nuld.

Iiste interesant de observat cd dacd considerdm in loc de (40)
ecuatia

+ ¥ =23 o,

unde m este un numar intreg diferit de zero, aceastd ecuatie are in
general solutii ntregi.
Astfel, daca m este cubul unui intreg #, deci m = 73, avem solutia :

X=n,v =2z,
in timp ce dacd m = —3, de exemplu, avem solutiile :
x=9y=—1, z=1x=95, y= 2 = 8.

Acest fapt se poate exprima spunind cd fiind dat un numir intreg,
el se poate scrie in mai multe feluri ca suma a trei cuburi, de numere
pozitive sau negative intregi. Problema analogi pentru pitrate nu
este Insd in general posibild, deoarece un numir intreg se poate scrie
totdeauna ca o suma de patru pitrate, ceea ce constituie teorema lui
Lagrange. O demonstratie a acestei teoreme a fost dati de D. Bar-
bilian, in lucrarea sa Grupuri cu operatorit.

~ Probleme diofantice. Se numesc probleme diofantice, dupd numele

geometrului grec Diofant, acele probleme ce se referi la rezolvarea-

!Dan Barbilian, (1895—1962), a fost profesor la Universitatea din Bucuresti.
Matematician de o mare originalitate, are rezultate importante in domeniul geometriei
si algebrei.
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in numere intregi a unor ecuatii. Astfel, rezolvarea ecuatiei (10')

numere intregi, deci gisirea triunghiurilor dreptunghice cu laturi
numere intregi, face parte din categoria problemelor diofantice, si
anume este o problemd diofantici de gradul al doilea, in timp ce pro-
blema lui Fermat pentru ecuafia (40) este o problemd diofanticd de
gradul al treilea. Desigur, cele mai simple sint problemele diofantice
de gradul Intii si partea cea mai simpld a acestor probleme constd in
a ardta cd fiind datd o ecuatie linjard in doud variabile x, y de forma

ax -+ by =1, (40"

unde a, b sint numere 111treg1 prime intre ele, aceastd ecuatie admite
solutii », y numere intregi, $1 anume admite o infinitate numirabild
de asemenea solutii. In adevir, si observim in primul rind ¢i ecuatia
(40" 1eprc7111ta in planul Oxy o dreaptd, deci problema revine a
ariita cd pe aceastd dreaptd existd o infinitate numadrabild de puncte
cu coordonate intregi. S4 presupunem cd cunoastem o asemenea
solutie (x,, v,), deci cd avem:

i

axy - by, = 1,

unde %,, v, sint numere intregi. O asemenea solutie se gdseste imediat
dacd a sau b este egal cu 1. De exemplu, dacd @ = 1, avem:

KXy =1, vy = 0.

Revenind la cazul general, cind cunoagtem o solutie (¥, V), sd consi-
derdm formulele :

X=Xy + pb, ¥ =Y — pa

Punctul x, v satisface evident ecuafia (40") si reprezintd un punct
cu u)ordolnte intregi pentru orice valoare 1ntreag1 alui psi propr1e~
tatea este demonstrati. Am presupus cd @, b sint primii Intre ei,
deci cd nu au factori comuni. Dacd a, b ar avea factori comuni, ecuafia
(40""") este imposibild in numere m’rregl deoarece primul membru s-ar
divide cu factorul comun a luia si b oricare ar fi x, y intregi, in timp
ce al doilea membru este 1.

Considerind deci a, b primi intre ei, putem sd presupunem cd
schimbind eventual semnul lui x sau v, sau schimbind x cu y, a si
b sint pozitivi si cd b >a. S& Impdrtim atunci b la a. Vom avea o
relatie de forma:

b= ka + 7,
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unde %, 7 sint numere intregi pozitive si unde 7 este un numir mai
mic decit a. Introducind in loc de b, cantitatea ka -+ 7, ecuatia (40"}
se scrie:

a(x + ky) +ry =1

Fdcind transformarea de coordonate
X=x2+ky, Y=y,
ecuafia diofanticd (40") se transformd in ecuatia (li()fal;ticé
X 4V =1, (401)

cu coeficientii mai mari.
‘Desigur dacid am cunoaste o solutie particulard X,, Y, a acestei
ecuatii ar rezulta pentru (40"") bqu‘,cn particulara :

%=Xy — kY, Vo= Yo

Putem scrie imediat o solutie paltmulam a ecuatiei (40"V) dacd
7 este egal cu 1, si anume solupa o=1, X, =0. Daci 7 nu este 1
1mparjc1m a la 7 gi avem:

a = kg + 74,

unde 7, este mai mic decit 7 §i ne reducem la o ecuatie diofantici avind
ca coeficien‘,ci 7, 71, deci cu coeficienti mai mici decit (40"). Iste
evident cd dupa un numadr finit de asemenea operatii ajungem la o
ecuajme diofanticd pentru care unul din coeficienti este 1, in care caz
stim cd obtinem o solutie particulard si deci si scriem solu’ua generald
a ecuatiei (40"").

Se observam acum cd rezolvarea ecuatiei diofantice (40""') revine
a spune cd fiind dat, in planul Oxy unde x,y sint coordonate carte-

ziene ortogonale un punct de coordonate intregi Py(b, —a), sd se
gdseascd un punct P(x, y) in asa fel ca determinantul

b —a

xr oy

sd fie egal cu unitatea. De asemenea, dacd considerim triunghiul
format de originea O si punctele P,, P, el are aria datd de cktuml—
nantul de ordinul al treilea (formula 13)

0 0 1
A= ib —a 1 :—L(ax+by):
2 2 2
x y 1

\l.

\
S\ observim cd fiind date trei puncte oarecare de coordonate
intregi \ Py(wy, v1), Pa(#s, 3s), Ps(xs, vs), aria triunghiului P, P,P,
\ 7 A < - .
este de forma — , unde 7 este un intreg cdct avem:
o .

o
4 = X2 Ve
ETECER

si determinantul din membrul al doilea este un numar intreg. Dacd
nu este zero, el este cel putin egal cu 1. Putem spune deci cd a rezolva
ccuatia diofanticd (40”') Inseamnd a gési acele puncte de coordonate
intregi, care fmpreund cu O i Py sd ne dea un triunghi avind su-
prafata minimd.

S4 considerdm actm totalitatea numerelor intregi din planul Oxy,
ce ge zice cd constituie reteaua numerelor intregi. Considerind trei
puncte din retea P, P,, P, ce formeazd un triunghi de arie minimd,
in interiorul acestui triunghi nu mai existd nici un punct al retelei,
dei dacd P, ar fi un asemenea punct, aria lui P P,P,, de exemplu,
ar fi mai micd decit aria lui P, P, P,, ceea ce nu este posibil. De ase-
menea, e poate chrerva ¢d aria unui pdtrat format din puncte ale
retelei are suprafaja minimd 1 §i ¢d un asemenea patrat nu mai poate
avea puncte ale refelei in interiorul sdu'.

Inainte de a termina acest paragraf ¢d expunem unele probleme
considerate de matematicienii remani in prima jumdtate a secolului
nostru. 8d fnccpem cu o problemd diofanticd de ordinul al doilea dato-
ritd lui D. Pompeiun?, problemd care constd in a cduta numerele intregi
N pentru care ntmiiul N2 se termind cu cifrele numérului N. Astfel
dacd N este un numdér Intreg cu » cifre avem

N = oy + 0,10 + ... + opy - 10771

unde «,, ... «,_; sint numere de o singurd cifrd, atunci N? este dat
de formula ‘

N? = oy + 100y + ... + 10* 1o,y 4 10", + ... -+
+ 107a,(p < 20—1).

1 Pentru alte probleme geometrice legate de reteana numerelor intregi a se vedea:
Gabriel Sudaun. Geemetrizarea fractiilor continue, Editura tehnicd, Bucuresti, 1959.

2D. Pompeiu, 1873—1951, a fost profesor la Universitatea din Iagi gi Univer-
sitatea din Bucuresti, unul dintre matematicienii roméni cu mare renume.
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isface ecuatia lui Pompeiu /
/ (41)

N2 — N =10"4

unde A este un numér 111treg convenabil ales. Aceastd egua’me ne spu-
ne ci trebuie sd avem in primul rind

Rezultd deci cd numdrul N

D)

ay — o = 10a

unde a este un numdr intreg. Rezultd cd o, are una dintre valorile

0, 1, 5, 6. Primele doua valori sint compatibile numai cu N = 0, 1 T

si deci cu A = 0, cum se poate verifica ugor. Dacid «, este 5 sau 6 se
poate arata cd existd numere N, N’ bine determinate care verificd
ecuatia (41).

Intr-adevir si presupunem ci N are doud cifre. In primul caz
avem deci N = 5 + 10a, si ecuatia (41) se scrie

20 + 1020y + 1020} — 100, = 1024.
Avem deci
2 — oy -+ 10[e; + o] = 104
ceca ce ne dd ca unicad solutie
o = 2, A = 6.
In al doilea caz avem N’ = 6 |- 10a; si ecuatia (41) devine
3 + 1lay + 100 = 104’
ceea ce ne di de asemenea ca unicd solufie

o =7, A =57

Rezultd deci cd in cazul in care N este cu doud cifre avem ca solutii
ale ecuatiei (41) respectiv

N = 25, =6, N =76, A = 57.

Presupunem cd avem pentru # > 2 o solutie a ecuatiei (41).
aratdm cd putem obfine o solutie pentru # + 1 de forma

N = 10"o + N

unde o este un numdir pozitiv de o singurd cifra.
Intr-adevér inlocuind N in ecuatia (41) obtinem conditia

10" 4+ (2N — 1) o + 4 = 104.
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Rezultd deci cd numirul (2N — D)o -+ A trebuie si fie divizibil
cu 10. ,inind seama ci N se termind cu 5 sau 6, rezultd cd 2N — 1
se terming dcu 9sau 1. Dacad o, este ufm umtatﬂor numirului A, rezulta
in p11111111 rind cd trebuie sd avem o = o, in timp ce in al doilea
trebuie si avem o = 10 — ¢, In orice caz A este unic determinat.

Rezultd astfel teorema lui Pompeiu:

Ecuatia (415 admite pentru orice numdr intreg pozitiv n doud solutis
intregi de n cifre si numai doud, numdrul intreg A fisnd convenabil
determinat.

Dacid considerim ecuatia (41) ca fiind o ecuatie in doud variabile
N si A, aceastd ecuatie defineste o parahold cu axa paraleld cu axa 4.
Rezultd deci cd aceste parabole au numai doud solutii intregi de =
cifre in variabila N. Tinind seama ca pdtratul unui numaér de n cifre
are cel mult 2n cifre, rezultd cd A este de asemenea un numér cu cel
mult # cifre. De altfel sd observim ca dacd N, N’ sint cele doud solu-
tii ale ecuatiei (41), deci avem

Nz — N =10"4, N"? - N =10"4" (41%)
rezultd prin scaddere

(N" = N)(N" + N — 1) = 10"(4" — 4).
Cum N’ — N nu este divizibil cu 10, deoarece are pe 1 ca cifrd a unitg-

tilor, rezultd ¢ N’ 4 N — 1 este divizibil cu 10" i cum N’, N sint
numere de # cifre trebuie si avem

N + N — 1= 10" (41")
Rezultd deci ¢d suma N - N’ este egald cu 1 + 10" i cd avem
N — N=4"— 4.

Prin urmare dreapta care uneste punctele P(N, 4), P'(N’, A') este
paraleld cu prima bisectoare.
Adunind ecuatiile (41') obtinem

(N + N')2 — 2NN’ = N + N’ + 10"(4 + 4")
ecuatfia care tinind seama de (41"') se scrie
NN’ = 10N — A4).

Rezultd deci cd produsul NN’ este divizibil cu 10". Toate aceste
formule ne aratd cd dacd presupunem N cunoscut rezultd

A="N=D " NN 444NN
10" N
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deci problema depinde de un singur numir cu N cifre. Astfél dacid
=9 avem ca numdr N numdrul

N = 212 890 625 /

si celelalte numere 4’, N, A sint date de formulele precedente.
Fcuatia (41) se poate generahza considerind ecud‘,t;m

N2z — kN =104

unde % este un numdr intreg si se obtine rezultate aseminitoare!.
O alta problemd datoritd lui D. Pompeiu se enuntd prin urmi-
toarea teoremd :

Fiind dat in plan un triunghin echilateral definit de punctele P,
P,, Py si un punct oavecare P, distantele PP,, PP, PP, pot fi consi-
derate mtotdemma ca laturi ale wnui tmunghz~

Pentru demonstmtm trebuie sd ardtdm deci cil subsistid 1ncrm—
litdtile

PP, < PP; + PP, (41%)

unde %, j, £ iau valorile 1, 2, 3. O demonstratie analitici simplid
a acestui fapt se poate da utilizind coordonatele complexe z = x - iy
unde x, v sint coordonatele unui punct din plan. In acest caz avem
evident identitatea

(z — 2)(22 — 23) + (2 — ?2)(23 —z) + (2 — )(n — ) =0

unde 2, z,, 25 sint referitoare la P, P,, P;. Dacd in aceastd identitate
trecem un termen in al doilea membru si ludm modulele {inind seama
cd modulul unei sume este mai mic sau cel mult egal cu suma modu-
lelor se obtin inegalitdtile
rp;. r,P, < PP,P,P, + PP, P,P;

intelegind prin P.P; lungimea laturii P,.P;. Rezultd deci ci dacd
triunghiul - P, P, P; este echilateral, sint verificate conditiile (41'),
deci teorema lui Pompeiu este demonstrati.

Se poate da si o demonstratie care constd in constructia triunghiu-
lui format cu PPl, PP, PP Pentru aceasta se rotute triunghial
Py P, P in jurul punctului P, cu un unghi de 60° asa fel ca Py sd coin-
Cl(LL cu Py;. In aceastd rotire P ia o pozitie P’ si triungl 11ul P.PP

L'G. Vranceanu, Asupra unei ecualii avitmetice, Comunicirile Acad. R.S.R.,
vol. III, 1953, pp. 5—8.

*D. Pompeiu, Une identité entre nombres complexes el un théoréme de géomé-
wrie elementaire, Bulletin Mathématique et de Physique de I'Ticole Polytechnique, vol. VI,
1934 —35, pp. 6—7.
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este trittnghiul ciutat. In adevir PP’ este latura unui exagon inscris.
intr-un derc cu centrul in P, i raza P,P deci PP’ este egal cu P,P.
In ceea ce priveste latura P, P, este evident egala cu PP, cdci provine
din latura PP, prin rotlrea considerata.
Sint si alte demonstratii ce se pot da acestei teoreme ce a constituit
obiectul multor generalizari importantel.

§ 8. GEOMETRIE PROIECTIVA

Incepind din secolul al XVIII-lea, un capitol al geometriei eucli-
diene a cipatat o mare dezvoltare, devenind o disciplind independentd ;
este vorba de geometria proiectiva, creata prin lucrdrile lui Desargues?,
Poncelet?, Chables‘l etc.

Sa presupunem ci pe o dreaptd « considerdm patru puncte distine-
te 4, B, C, D. Se poate forma cu aceste patru puncte ceea ce se nu-
meste raportul anarmonic sau biraportul (4BCD) al acestor patru
puncte punind : '

(ABCD) — 4C  AD

BC BD

Acest biraport are anumite proprietdfi interesante. El nu se schimbi
dacd facem o proiectie a dreptei u pe o altd dreaptd #', dintr-un punct
oarecare S situat in planul dreptelor u, ' (fig. 35). Altfel spus, bi-
raportul (A'B'C'D') este egal cu (ABCD). Se spune cd bimportul
(ABCD) este un invariant al fasciculului de drepte ABCD, astfel cd

sm AC  sin. ll)
punind S(ABCD) — 2220 ZRE0 - unde sin AC este sinusul un-
siu BC  sin BD

ghiului dintre dreptele SA4 gi SC, se poate demonstra cd avem :
S(ABCD) = (ABCD).

Se zice cd biraportul (4 BCD) este un invariant proiectiv. Acest
invariant nu se schimba dacd proiectdm dreapta # pe o altd dreaptd

1A se vedea de ex. D. Barbilian, Ixkurs iiber die Dreiecke, Bul. Math.
1937.p. 1—62.

2 Gérard Desargues (1591—1661), inginer din Iyon, {ine la Paris, incepind
din 1623, lectii de perspectivd si este cunoscut in geom:trie mai ales prin teorema lui
Desargues.

3 Victor Poncelet (1788—1867), geometru francez, a lnat parte lfa expeditia
lui Napoleon in Rusia in 1812 si, fiind facut prizonier, a petrecut citiva ani intr-un lagir
unde a pus bazele geometriei proiective, utiliziud raportul anarmonic, principiul duali-
tatii etc.

t Michel Chasles (1793—1880) a fost unul dintre geometrii francezi de
seamd a timpului sau.
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u', sau d'lca sectiondm fasciculul de drepte S(4ABCD) cu drepte dife-
rite u, u'. Propneta‘;l analoge sint valabile daci conmderamgascmu-
lul de p]ane (plane ce trec printr-o dreaptd) ¢i intersectdm acegte plane

cu drepte u, u'.
S revenim la dreapta u $i sd presupunem ci am introdus o coordo-
natd x pe aceastd dreaptd gi sd notdm cu a, b, ¢, d coordonatele punc-
telor A, B, C, D. Avem atunci:

A (ABCD) =t 4=2
c—b d—0b

Sa  presupunem cid facem o
schimbare de coordonate x, prin
formula :

N X -

) O\
T e 'J'\ > (42}
Yy -+ 8
unde o, B, v, 3 sint constante, astfel
~d ad — By == 0, deci putem scrie
inversa formulei (42)
YT e B\ O\ ‘
x=2=F . (42)
Fig. 35 R C

Se constatd atunci cd notind cu a’, ¥, ¢/, d’ coordonatele x' ale
punctelor 4, B, C, D, avem:

(ABCD) =~ &~
¢ — b d -V

deci biraportul nu se schimbd printr-o transformare a coordonatei
x datd de formula (42).

Transformdrile (42) se numesc transformdri proiective pe dreapti
si se pot interpreta ca transformiri intre punctele dreptei. Aceste
transformiri nu pastreaza 11111gllllllc si pot duce un punct situat la
distantd finitd la infinit ¢i invers. In adevir, daci x tinde la infinit,
deci dacd punctul P(x) de pe dreapta u tinde la infinit, punctul P’(x’)

tinde la punctul P’(—f], ce este un punct la distanta {initd, daci

v
# 0. Tinind seamd pe de altd parte cd punctelor P(— o), P(- o)

le corespunde acelasi punct P’ , se convine a spune cd pe dreapta u

Y
avem un singur punct la infinit, fie cd facem pe x si tindd la infinit
prin valori pozitive, fie cd facem pe x sd tindd la infinit prin valori
negative. Dreapta #, formata din punctele ei la distanta finitd si
dintr-un unic punct la infinit, se zice cd formeazd dreapta proiec-
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tivd. \Deci avem doud concepte de dreaptd, dreapta euclidiani
formatd din puncte la distanfa finitd si dreapta proiectiva

Dredpta euclidiand este deschisi la infinit, in timp ce dreapta
projectivd este Inchisd, asa cum cercul este o curbd inchisd. De altfel,
se poate stabili o corespondentd biunivoca si continud intre punctele
dreptei proiective si punctele cercului, deci o corespondenta care
la fiecare punct de pe cerc face sd corespundd un punct si numai
unul de pe dreapta proiectivd, corespondenta fiind continug. In
adevidr, dacd ¢ este un unghi ce determind punctele unui cerc prin
formulele x = cos @, y = sin ¢ iar X este o coordonatd pe o dreaptd
proiectivd, putem lua drept o asemenea corespondentd biunivoca,
corespondenta datd de formula:

X =tg—- (42"

. 2
Aceastd formuld ne di pentru X o valoare finitd dacd ¢ este
cupring intre — 7w si 7, extremitédtile fiind excluse. Cind ¢ ia valo-
rile m sau — w, «x ia valorile oo, — oo, care insd am couvenit ci
reprezintd punctul P, de pe dreapta proiectivd. Pe cerc unghiul
@ = 7 $i unghiul ¢ = — 7 reprezintd de asemenea un acelagi punct,

dcoare(e aceste Valon ale lui o diferd prin 2r. Corespondenta este
deci biunivocd si evident si continud.

Se spune cid dreapta proiectivd este echivalentd din punct de
vedere topologic cu cercul, in timp ce dreapta euclidiand este echi-
valentd cu cercul din care am scos un punct.

O transformare (42) realizeazd o corespondenta biunivocd intre
punctele dreptei proiective #, sau intre punctele a doud drepte
proiective u, #’, dacd considerdm x’ ca o coordonatd pe dreapta
o', diferita de u.

Sd presupunem cd mtroducem pe dreapta # coordonatele omogene
Xy, %y punind

X o= L. : (42'")
Xy
Rezultd imediat cid aceste coordonate x;, x, sint determinate de
punctele dreptei, deci de coordonata neomogend x, abstractie fdcind
de un factor nenul, deoarece doud puncte coincid dacd au coordona-
tele omogene de forma (x;, x,) si (A¥;, Ax,) unde A este un numdr
diferit de zero.

De asemenea, rezulti ci «x,, x, nu pot fi in acelasi timp nuli,
cdel atunci formula (42”") nu ar putea determina coordonata neomo-
gend x a punctului. Formula (42"') ne spune cd x tinde la infinit
dacd x, este finit gi diferit de zero si dacd x, tinde la zero. '

83



.o /
Deci in coordonate omogene, punctul P, de pe dreapta/u aie
coordonatele (x;, 0) cu x; == 0 si putem, prin inmultirea cu un factor,

sd presupunem cd P, are coordonatele omogene (1, 0). D¢ aseme-

nea, putem presupune cd originea O de pe dreapta u are coordonatele

omogene (0, 1). In ce priveste punctul unitate A(1), el poate fi’

considerat punctul de coordonate omogene (1, 1) si in general un
punct P(x) poate fi comsiderat ca avind coordonatele omogene
(x, 1).

Sd observdm acum cd transformarea proiectivd care pistreazi
punctele O, P, A este transformarea identicd, deoarece trebuie
sd avem In (42), pentru x =0, oo, 1 respectiv &’ =0, o, 1, de
unde rezultd

B=0, v=0, o=>

Mai general, o transformare proiectivi este determinati dacit
se dau trei perechi de puncte corespondente. In adevir, desi in
formula (42) apar patru constante, ele nu sint esentfiale, putindu-se
impdrfi cu o aceeagi constantd, fdrd ca transformarea (42) si se
schimbe. Deci transformirile (42) depind de trei constante si pe pe
altd parte, fiecare pereche de puncte corespondente P, P’ impune
o relatie intre aceste constante.

Transformarea (42) formeazd un grup, grupul proiectiv pe dreap-
td, si am vdzut cd acest grup contine trei constante. Se zice cit
acesta este un grup continuu cu trei parametri.

Dacd utilizdm coordonate omogene, putem scrie formulele (42)
sub forma :

¥ = lax, + By,

(43}
Xy = o(y¥; + 3xy),

unde p este un factor de proportionalitate.
Consideratii analoge se pot face si in planul euclidian. Astfel,
dacd «x, y sint coordonate carteziene i dacd punem

=1 y=2, (43")
Xy Xy

se zice cd x;, %y, ¥y sint coordonate omogene ale punctului P(x, v)
si se scrie P(x, 4y, ¥3). Desigur vy, x,, x4 sint determinate, abstractie
facind de un factor, si nu pot fi toate nule. Daci x, tinde ciitre zero
atunci x sau y tinde cdtre infinit, deci punctele P(x,, x, 0) sint
puncte la infinit. Tinind seama de (43'), ecuafia unei drepte din
planul euclidian

ax + by +c¢c =0, (a®+ 625£0)
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se scrie in coordonate omogene sub forma:
axy + bxy + cxy = 0, (43"

deci este o ecuatie linfard si omogend in coordonatele wy, x5, ;.
Se cuvine a se considera punctele de la infinit, deci punctele satis--
fdcind conditiei

Xy = O, (43///)\

ca fiind situate pe o dreaptd, dreapta de la infinit. Aceastd dreap-
ti este datd deci de ecuafia (43"'), care se obtine din (43"”), luind
a=>0=0,c¢=1.

Planul euclidian completat cu aceastd dreaptd se zice cd coun-
stituie planul proiectiv. Planul euclidian este deci deschis la infinit,.
in timp ce planul proiectiv este Inchis.

In planul proiectiv este natural a considera transformadrile de
coordonate x,, ¥, %, determinate de o transformare liniard oarecare

¥ = p(a;%; + b1%y + €1%3),
xh = p(asx; + baxy 4 €2%3), » (44)
x5 = p(as¥y 4 ba%p 4 C3%s), A

unde o, a, b, ¢ sint constante ¢i unde determinantul

{
a, by ¢
a, by ¢,
as, by ¢y

si p sint diferiti de zero. Aceste transformiri pdstreazd forma linia--
rd omogend a ecuafiei unei drepte. Rezultd atunci cd coordonatele
neomogene ¥, y sint determinate, abstractie ficind de o transformare-
de forma:

o — ax + by + ¢y ¢ ¥ A Dbyy A+ 02.

as¥ + byy + ¢ ’ azy + byy + ¢

(44)

Totalitatea acestor transformiri counstituie grupul proiectiv al pla--
nului, grup ce depinde de opt constante arbitrare, deoarece putem
impérti si la numitor i la numdrdtor cu una dintre constantele «,
b, ¢ ce nu este nuld. Proprietifile planului proiectiv sint prin defi--
nitie invariantii acestui grup. In particular sint invarian{i ai grupului



proiectiv dreptele si rapoartele anarmonice ale grupelor de patru
puncte situate pe aceste drepte.

In mod analog, putem considera coordonate omogene in spafiu,
punind

si se convine sd se spund cd punctele la infinit sint situate intr-un
plan, care are ecuatia x, = 0. Spatiul euclidian F, completat cu
acest plan se zice cd constituie spatiul proiectiv. Spatfiul euclidian
este deci deschis la infinit, In timp ce spatiul proiectiv este inchis.
Grupul proiectiv in spatiu este grupul transformarilor liniare si omo-
gene ale variabilelor x,, %, %, %, grup care se scrie in coordonatele
neomogene %, v, z sub forma:

g X b by e dy -
e , ) =
aun - by - ocgr - dy

(45)

@y - byy -1 37

2

ax - byy |

si este un grup cu 15 parametri.

Denumirea de transformdri proiective datd transformirilor (44)
si analogelor lor in spatiu provine din urmitorul fapt. Sid numim
proiectie centrald a unui plan P pe alt plan P’ transformarea care
asociazd fiecdrui punct M din planul P intersectia M’ a dreptei
CM cu planul P’, C fiind an punct fix, numit centrul /Woz‘cc,liwf.
Dacd xy, x,, x5, x4 sint coordonate omogene in spatiu si daci plq—
nele P, P’ nu coincid cu nici unul din planele x, = 0, x, = 0,
%#0 atunci xy, %, ¥; se pot alege drept L001donfttc omogene
in fiecare din aceste plane. In acest caz, proiectia centrali din C
a lut P pe planul P’ este datd analitic de formule de tipul (44).

Reciproc, se poate ardta cd orice transformare definitd analitic

prin formule de tipul (44), intre doud plane P, P’ din spatiu, se
poate obtfine compunind trei proiecfii centrale, de centre convenabil
alese.

Din aceste consideratii se vede cid geometria pr01ect1v4 contine
numai o parte a proprietdtilor geometriei euclidiene §i anume acele
ce nu se schimba prin proiectii sau sectiuni si ci aceste proprietati
sint invarianti ai grupului proiectiv.

Geometria afind. S-au studiat si alte geometrii, care considerd
dnvarianfii unor subgrupuri ale grupului proiectiv.
O asemenea geometrie a fost studiatd de geometrul roman
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G. Tifeica. Fste vorba de geometria centro-afind. In spatiu aceastd
geometrie este formatd din proprietdfile invariante la grupul

¥ = ayx + by + o2 ’
Vo= ayx + byy + cy2 (46)
2= ayx -+ byy -+ c52.

grup ce lasid originea neschimbatd. Alte geometrii, corespunzitoare
altor subrupuri ale grupului proiectiv, au fost studiate de $coala
de geometrie de la lagi, condusa de academicienii Al ’\/Iyller si
O. Mayer. Aceste geometrii se numesc, dupa Felix Klein, geometrii cu
grup fmzdampm‘al Printre aceste geometrn se afld si geometria con-
forma, unde existid notiunea de unghi, insd nu existd notiunea de
distantd, grupul geomctnel fiind format din rotatii, t1anblat11 simi-
litudini gi inversiuni fad de sferele spatiului.

in 1ngt111d cu aceastd geometrie vom observa ci se poate inchide
planul sau spatiul euclidian, addugind la infinit un singur punct
si nu o dreaptd sau un plan cum se face in geometria proiectiva.
Acest fapt este in legdturd cu o proprietate a sferei. In adevir,
daci proiectim o sferd-dintr-un punct al
sdu S, pe un plan wm care nu trece prin
acest punct, se obtine o corespondentd
biunivocd, numitd proiectie stereografica
intre punctele planului si punctele sferei,
si anume la orice punct al sferei diferit
de S corespunde un punct la distanta
finitd al planului = $i invers (fig. 36).
Pentru a avea o corespondentd intre sfera
intreagd si planul = este deci mnecesar
sd completdim planul = cu un singur
punct P, pe care sd-l1 considerdm cores-
pondentul lui S. Rezultd deci cd planul M
euclidian completat cu un singur punct la
infinit este echivalent topologic cu sfera /7
intreagd.

In mod analog, spafiul euclidian com- Fig. 36
pletat cu un singur punct la infinit este
echivalent topologic cu sfera x* 4 y* 4 2* | ¢* =1 din spafiul eu-
clidian cu patru dimensiuni E,(x, v, z, {) si proprietatea se extin-
de pentru spatii cu mai multe dimensiuni.

Vom termina capitolul despre geometria eculidiand observind ca.
in studiul geometriei proiective joacd un mare rol ceea ce se numeste:
principiul dualitatii.
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In planul proiectiv, acest principiu se enuntid spunind ci orice
teoremd de geometrie proiectivd ramine valabild, dacd se schimbi
intre ele cuvintele de punct si dreaptd ; in spatiul proiectiv se schimbi
cuvintele de punct si plan gi se lasd invariant cuvintul de dreapta.
Pentru a justifica acest principiu in planul proiectiv vom observa
<a o dreaptd se poate scrie In coordonate omogene

WXy + UoXy + Ugxy = 0 (45)

s se zice cd uy, u,, g sint coordonatele omogene ale dreptei. Aceas-
td ecuafie poate fi interpretatd si ca ecuatia unui punct fix
P,(x4 x5, x5) In sensul cd ea defineste totalitatea dreptelor ce trec prin
acest punct, conditia ca dreapta de coordonate u,, u,, #; sd confind
punctul de coordonate omogene x;, %,, %, fiind date tocmai de
-ecuatia (45).

Se zice cd ¥, %, %3 sint coordonate punctuale omogene, in
timp ce 1wy, u,, uy sint coordonate tangenfiale omogene. Rezultd
deci cd atit dreapta cit si punctul sint determinate de trei coordo-
nate omogene si ecuafia (45) aratd condifia de incidentd intre punct
si dreapta.

Forme pitratice. Sa presupunem acum cd avem un spatiu pro-
dectiv cu n dimensiuni, deci un spatiu ale cdrui puncte sint definite
de n 4 1 coordonate omogene x;, ..., x,, %, care sint definite,
abstractie fdcind de o transformare Iiniard si omogend. Intr-un
asemenea spatint o expresie linjard si omogend in variabilele x;.

J=ax + ... Fax, + X (46)

se numeste o formd liniard in n 4 1 variabile, in timp ce o expresie
«de gradul al doilea

F = anx% 4+ 2a001%0 + oL @ w1 X5 . (46')

-deci o expresie ai cldrel termeni sint fiecare de gradul al doilea in
variabilele x;, se zice o formd de gradul al doilea in n -~ 1 variabile.
Egalind cu zero o forma de gradul intli, se obfine o dreaptd daci
‘=2 ¢l un plan dacd n = 3. Se convine a se spune cd pentru
valori oarecare a Iui 7 > 3, ecuatia f =0 defineste un hiperplan,
in timp ce o ecuatie I =0 delineste o hipersuprafatd.

Tfiind datd o formi f oarecare, putem alege noi coordonate ca
J sd fie una din variabile, de exemplu x;. Zicem atunci cd f a fost
redusd la forma canonici. In mod analog fiind dati o formd pi-
traticd I', ea poate fi redusd prin transformdri de variabile 1a forma
canonicd :

F=egxt+ ... 4 ¥, (47)

unde &, ..., &,01 sint egali cu 1, — 1 sau zero. TForma se zicg
nedegeneratd, dacd ¢, sint toti diferifi de zero, ceea ce are loc daca
determinantul |a ;| este diferit de zero.

Proprietatea este evident adevdratd cind # = 0, deci dacd:

F = ax?.
fn acest caz, luind X, = Veax, unde =, este 1 sau — 1 dupa
cum a este pozitiv sau negativ, obfinem:
F = ¢, X5

S4 presupunem atunci proprietatea adevdratd pentru = variabile

b4 A 1 1 1 N e (> ya¥

si s aritim ci este adevidratd si pentru n -|- 1 variabile. Se deose-

besc doud cazuri dupd cum existd in I coeficienti a;; dilerifi de zero
sau nu. In primul caz presupunem a,y 7= 0. Putem deci scrie:

n--1 n1

I = a;xt + 22 AqaX X0 2 Aup XX
o2 o, B=2

Si consideram acum ca noi variabile

n--1

X, = Ve + 2 al“xi, X, =x,(0=2, ..., n-1),

=2 \/31“11

unde ¢, este 1 dacd ay, este pozitiv $i este — 1 dacd a,, este negativ.
In aceste noi variabile forma I se scrie:

I o= X7+ O,

unde @ este o formd pitratici numai in ‘variabilele X,, ce si_nt
in numir de ». Cum noi am presupus cd pentru formele in 7 varia-
bile, proprietatea de reducere la forma canonicd este adevarata,
rezultd atunci ci este adeviratd ¢i pentru n -+ L

S4 presupunem insd cd a4 ar fi nuli. Atunci existd cel putin un
coeficient a,; cu i=j nenul, cdci altfel I ar fi identic egald cu
Zero.

Putem presupune, schimbind eventual indicit variabilelor, cé&
avem dy, == 0 si deci putem scrie:

7

n-1 n+1 n--

! N Y ¢ oA
F = 2a,,x,x, + 2 2,/ Ay X1%y - 22 Ao XX + u;gazgxaxﬁ.
a3 f5=23 5 =3
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Tuind atunci ca noi variabile
- n4-1
‘Xl = Ay9Xy —I‘ (Egdg@k’g

n4-1

i (I/l X .

X2: x2+ E ;@-—z, Aa:xa(d>2),
=3

o
forma F devine:
F=XX,+0
unde ® este o formd in n — 1 variabile X,, ..., X,.;, care am

admis cd se poate reduce la forma canonicd. Cum pe de alti parte
punind

Xi=y1—Yo Xo =31+ v, X,

Ve

forma I* devine
; 2 2
I' == yl — ;\’z "i’ ‘1)(_3’3, ey yn |-1),
prin urmare, formula (47) este demonstrati. Rezultd deci cd dacd

in planul proiectiv ni se da o curbd de gradul al doilea, deci o conici
pe care o putem scrie in coordonate proiective omogene

3
>0 axxg =0, (48)
i1

atunci prin transformarea de coordonate (44) se poate aduce aceasti
curbd la forma canonici

e ¥% F 048 + 13 = 0, (48"

unde e,, e, ¢ sint 1, — 1 sau zero. Cantitdfile ¢ sint toate diferite
de zero, dacd determinantul |a,| al curbei este diferit de zero; in
acest caz (46) reprezintd o conicd nedegenerati.

Rezultd deci, schimbind eventual semnul ecuatiei (46), ci avem
doud forme canonice in planul proiectiv, dacd curba este nedegene-
ratd, si anume sau e, ¢, g sint toti de acelagi semn si atunci
avem forma canonicd :

o4 xf + 45 =0 (49)

si curba este imaginard, sau doi dintre ¢ sint de un semn si celilalt
de semn contrar i atunci obtinem forma canonicd

xf 4 x3 — 23 =0

si avem de-a face cu o curbi reald.
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In mod analog o suprafatd de gradul al doilea in spafiu, deAci
o cuadricd, in geometria proiectivd este datd de o ecuatie (46') in
care apar patru variabile, coordonatele omogene proiective. Printr-o
transformare de variabile se poate reduce aceastd cuadricd la forma
canonici analogi lui (48'), insd in patru variabile, si cuadrica se zice
nedegeneratd, daci e, e, &, ¢, sint tofi diferiti de zero, ceea ce
are loc dacid determinantul cuadricii este diferit de zero. O cuadricd
nedegenerati se poate deci reduce in geometria proiectivd la urmaé-
toarele forme canomnice :

x4 2% + 23 + a4 =0,
x3 4 23 + 2 — a3 =0, (50)
2 + 23 — a3 — x5 = 0.

Vedem deci cd in primul caz cuadrica este imaginard, in al doilea
caz este o cuadricd riglatd imaginar, deci de tipul sferei, in timp
ce in al treilea caz avem o cuadricid riglatd real (§6).



Capitolul 1l

GEOMETRI NEEUCLIDIENE

§ 1. INCERCARI DE DEMONSTRARE A AXIOMEI PARALELELOR

In capitolul T am vizut rolul important pe care-l are axioma
paralelelor in demonstrarea multor proprietdti geometrice. De aceea
unii geometri s-au intrebat dacid aceasti axiomd nu ar putea trece
in rindul teoremelor, in care caz caracterul de stiinta deductivi a
geometriei ar fi considerabil intarit: este probabil ca si Fuclid si
se fi gindit la acest lucru, deoarece cum am vizut el utilizeazi axioma
paralelelor, dupd ce demonstreazi o serie de teoreme care nu presu-
pun aceastd axiomd.

Primele incercari de demonstrare a axiomei paralelelor care au
condus la o anumita limurire a problemei au loc in secolul al
\VIII-lea ¢i se datoresc in special matematicienilor Saccheri, T,am-
bert si Legendre. Cercetirile Iui Saccheri au fost publicate in 1733,
sub titlul Euclid curdtat de ovice patd. Intr-adeviir, Saccheri socotea
ca o patd a geometrici lui Fuclid faptul ci axioma paralelelor nu
este demonstratd, si de aceea el ciuta si dea o asemenea demon-
strare. Pentru aceasta Saccheri considerd un segment AB pe care
ridicd perpendiculare egale AA’, BB’ si apoi unested’ cu B’. Figura
astfel formatd se numeste patrulaterul
lui Saccheri (fig. 37). Iu acest patru-
later unghiurile din A si din B sint deci
unghiuri drepte. Pe de altid parte, din
cauza simetriei se poate admite ci si
unghiurile 4" si B’ sint egale. Desigur
cd dacd se admite axioma paralelelor
rezultd cd unghiurile A7, B’ sint drepte.
In adevir, este deajuns si unim A’ cu
B si sd considerim suma unghiurilor
patrulaterului ABB’A’ care este suma
unghiurilor triunghiurilor ABA’ si BB'A
si deci aceastd sumd este egala cu patru unghiuri drepte. Cum A4,
B sint unghiuri drepte rezultd ci si A’, B’ sint drepte.

Or am vidzut in capitolul I cd daci suma unghiurilor intr-un
triunghi este egald cu doud unghiuri drepte, aceasta echivaleazi cu
postulatul paralelelor.
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Sd presupunem insd ci NU admitem axioma paralelelor, ci vrem
s-0 demonstrdm. Saccheri observi ci se pot face trei ipoteze relatw?
la unghiurile 4’, B’: cd slut — obtuze, ascutite, sau drepte. Daca
am putea sa excludem primele doud ipoteze, ar rezulta o demonstrare
a axiomei paralelelor. . )

Saccheri aratd ca prima ipotezi se exclude usor. In ce priveste
a doua, aratd cd acceptarca ei ar conduce la rezultate asa de nena-
turale, Incit considerd ci si aceastd solutie se poate exclude, ceea
ce 1nsd nu constituie desigur o demonstratie. i

Lambert a expus ideile sale asupra axiomei paralelelor in lu-
crarea sa T'eoria lintilor paralele din 1766. Aceste idei se apropie mult,
de acele ale lui Saccheri. El considerd un patrulater 4 BA’B’ in care
trei unghiuri, ¢i anume A, B, A’, sint unghiuri drepte (fig. 37).
Se poate obtine un asemenea patrulater ridicind .perpendlculare
in punctele 4 si B i apoi duclnd pe perpendiculara din 4 o perpen-
diculard dintr-un punct B’ al perpendicularei in B §i problema revine
a demonstra cd unghiul B’ este si el drept. Lambert aratd cd acest
unghi nu este obtuz, insd nu demonstreazi ci el nu poate fi ascufit.

Spre deosebire de Saccheri, Lambert nu afirma cd ar fi demonstrat
postulatul paralelelor si este interesant de citat urmitorul paragraf
din cartea sa: ) .

,,Demonstratiile postulatului V al lui Huclid pot fi duse atit de
departe, incit se pare ci nu a rimas decit o nimica jcoz_\ti‘x. Insa: daca
am analiza cu atenfie, am observa cd In aceastd nimica toata este
ascunsd esenta chestiunii: de obicei ea contine sau o afirmatie care
trebuie demonstrati sau un postulat echivalent cu postulatul Y“.

Hste de asemenea interesant de observat cd ILambert, de.zxzoltmd
sistemul consecintelor unghiului ascutit, descoperd o anumitd ana-
logie a acestui sistem cu geometria sfericd si in aceasta analogie
vede posibilitatea existentei acestui sistem $i adaugd: )

,,Sint chiar inclinat s gindesc ci ipoteza unghiului ascufit este
valabild pe vreo sferd imaginara. Trebuie si existe o cauzd datorita
careia ea nu se lasi dezmintitd in plan, asa cum se poate usor face
cu ipoteza unghiului obtuz‘. 5 _

Relativ la aceste consideratii ale lui Lambert, este cazul sa amin-
tim cd fiind datd o sferd, cercurile mari pe aceastd sferd joacd rolul
dreptelor din plan, deoarece axele lor reprezintd cel mai drep} drum
intre cele doud puncte ale sferei. Fiste insd ugor de vizut cd suma
unghiurilor intr-un triunghi sferic (format din arce de cercuri mari)
este mai mare ca doud unghiuri drepte. Astfel pe o sferd reala, deci
de raza reald, se verificd ipoteza unghiului obtuz si de aceea Lam-
bert spune ci pe o sferd imaginarid se verificd poate ipoteza unghiu-
lui ascutit.
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Legeundre isi publicd 1n 1794 lucrarea sa FElementele geometriei
in care di o demonstratie a postulatului V, demonstratie care este
mereu schimbatd in editiile ce urmeazd. Desi nici una din demonstratii
nu s-a dovedit a fi corectd, cercetdrile lui Legendre au dus la rezul-
tate importante, 1n ce priveste stabilirea legdturii Intre postulatul
V si suma unghiurilor unui triunghi, despre care am vorbit si in
capitolul I.

Se atribuie lui Legendre urmatoarea teoremd interesantd, desi
aceastd teoremd a fost cumoscutd in oarecare misurd de Saccheri
si Lambert :

Dacd intr-un singur triunghi suma unghiuvilor este doud unghiuri
drepte, atunci orice triunghi arve aceastd proprietate.

Rezulti deci c¢d dacd un singur patrulater al lui Saccheri este
dreptunghi, toate sint dre])tunOhmn

Este interesant de observat cd in fara noastrd 111va’mnnutul geo-
metriei in scolile de inginerie, 111f11nju1te la 111Leputul secolului al
XIX-lea de catre Gheorghe Asachi si Gheorghe Lazar, era facut
mai ales dupa traducerea' cirfii lui Iegendre, carte care a apdrut
pind in 1833, anul cind a murit Legendre, in peste 20 de editii, si
care a continuat sd fie editatd gi mai tirziu.

§ 2. PRIMA GEOMETRIE NEEUCLIDIANA

Faptul cd diferite Incercari de demonstrare a postulatului para-
lelelor au dat gres a fdcut sd se mnascd ideea ca acest postulat nu
poate fi demonstrat, deci cd dacd ar fi negat s-ar putea construi
o geometrie diferitd de geometria lui Kuclid. Realizarea acestei idei
se datoreste matematicianului rus N. I. T,obacevski

Lobacevski a incercat si el la inceput si demonstreze postulatul
lui Fuclid, insd dindu-si seama cd acest lucru nu este posibil a pornit
la construirea umnei noometrn in care acest postulat este inlocuit cu
postulatul :

Printr-un punct la o dreaptd intr-un plan se pol duce mai mulle
paralele. :

Prima expunere publicd asupra acestei noi geometrii a fost facuta

de Iobacevski la 12 februarie 1826 in fata Societdtii de matematici
s ’

1 O traducere a cértii lui Tegendre a fost ficutd in 1837 de Petrache Poenaru.
2 Nicolai Ivanovici Lobacevski (1792—1856) a fost profesor si
rector al Universititii din Kazan.
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a Universitdfii din Kazan. Textul expunerii nu s-a péstrat, insd s-a
gdsit scrisoarea prin care el depune manuscrisul in limba francezi
la Sectiunea stiintelor fizico-matematice.

Scrisoarea are urmdtorul cuprins:

Anexez lucrarea mea intitulatd Expunere prescuriatd a princi-
piilor geometrice. ,Doresc si cunosc pdrerea savantilor mei colegi
despre aceastd lucrare si, dacd va fi posibil, rog cu respect ca lucrarea
propusd de mine sd fie primitd printre memoriile didactice ale Sectiu-
nii fizico-matematice*.

Aceastd scrisoare a rdmas multd vreme necunoscutd, fiind desco-
peritd abia dupd o sutd de ani, In 1926, in arhiva Universitdtii din
Kazan.

Extrase ale expunerii lui T,obacevski au apdrut in prima parte
a lucrdrii sale Priucipiile geomelrier publicatd in 1829--1830 in
Buletinul Universitatii, ,,Kazanski vestnik‘‘.

In 1840, Lobacevski publici, la Berlin, in limba germani o
expunere a cercetdrilor sale sub titlul Cercetdre geometvice in teovia
paraleleloy, in care se referd la prima sa lucrare, publicatd in
,, Kazanski vestnik in 1829, precum si la alte lucriri.

Lobacevski fncepe prin a pune la baza geometriei sale 15 din
propozitiile enuntate de Fuclid: 1. Definitfia liniei drepte (o linie
dreaptd este egald cu ea insdsi in toate pozitiile). 2 Doud drepte
distincte nu se pot intilni in doud puncte. 3. Linia dreaptd poate
[i prelungitd oricit. 4. Doud drepte perpendiculare pe o a treia nu
se Intilnesc etc. Urmeazd apoi definitia 16, care confine si ipoteza
sa asupra liniilor paralele. Toate liniile drepte, carve trec printr-um
punct A dintr-un plan, pot fi impdrtite in raport cu o alid dreapt
CB din plan in doud clase: secante si
nesecante. Drveptele AH si AH', care
separd cele doud clase, se numesc para-

lelele dreptei CB. ‘!

Unghiul dreptelor AH, AH" (fig. N4
38) cu perpendiculara AD din A pe g
CD este notat de ILobacevski cu 4~ #

a(p), p fiind distanta AD; se aratd
cd dreptele AH, AH' sint simetri-
ce faji de AD. ¢ o g
Dacd wunghiul «(p) este drept, Tig. 38

obtinem postulatul paralelelor al lui

‘uclid si avem o singurd paraleli AE la dreapta CB prin punctul
A. Dacd unghiul «(p) este mai mic declt un unghi drept, atunci
avem doud paralele prin 4, anume dreptele AH si AH' si o infini-
tate de drepte AG duse prin A4, care nu intersecteazd dreapta CB.
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In ce priveste unghiul «(p), se aratd cd el cregte, cind p descreste
si tinde la 90°, cind p tinde la zero.

In geometria lui Lobacevski suma unghiurilor intr-un triunghi
este mai micd decit doud unghiuri drepte. Sd consideram triunghiul

degenerat format din segmentul AD si din semidreptele DB si AH.
Acest triunghi are ca ung]uun unghml drept din D, unoLml %
din A ¢i unghiul zero, deoarece dreptele DB si AH sint para-

lele.

Notind cu S suma 90 4 «, avem evident S < 180°. Daci variem
dreapta AH micsorind putin unghiul « se obtine o dreaptd ce intil-
neste dreapta CB, deci obtinem un triunghi veritabil, a cdrui sumi
a unghiurilor va diferi putin datoritd continuitdtii, de S. Vom obtine
deci un triunghi in care suma unghiurilor este mai mici ca doud
unghiuri drepte.

In timp ce ILobacevski construia la Kazan prima geometric
neeuclidiand, la citeva mii de kilometri distantd, la Timisoara, Janos
Bo}yqi construia aceeasi geometrie publicind prima oard rezultatele
sale in 1831 la lg Mure ca un adaos la o carte de matematici
tlpdnta de tatal siu, 1@11«13 Bolyai, care studiase la Géttingen
si se ocupase si el de teoria paralelelor. Ifind prieten cu Gausst,
el a considerat necesar sd-i trimitd acestuia, lucrarea fiului siu
pentru a-gi exprima pidrerea asupra rezultatului obtinut. In rids-
punsul siu, Gauss scrie: ,,Tot continutul lucririi, dramul pe care
l-a urmat fiul tiu si rezultatele pe care le-a obtinut corespund aproa-
pe In intregime cu meditatiile care le fac de 30—35 de ani** si adaugi :
,Intr-adevir, aceasta m-a surprins extraordinar. Am avut intentia
ca din munca mea proprie, din care de altfel am pus pind acum foarte
pufin pe hirtie, sd nu public nimic atita timp cit voi fi in viatd,
insd intentia mea a fost ca, cu timpul, sd scriu totul in asa fel incit
sd nu piard o datd cu mine. M-a qurprins deci foarte mult ci tocmai
fiul bunului si vechiului meu prieten sd fie acela care mi-a luat-o
inainte intr-un mod atit de uimitor‘. a

De altfel Gauss nu numai ¢d nu a publicat nimie, dar nici nuw
a luat atitudine publicd in legdturd cu noua descoperire, pentru
cd aga cum rezultd din alte scrisori ¢i marturii ale timpului siu,
el considera aceastd descoperire o adevirati revolutie in domeniul
matematicii, care era de maturd si tulbure profund ideile de atunci
ale filozofiei gi religiei. Dar, dupd cum se stic el se temea de atacurile

TKarl Friedrich Gauss (1777 —1855) a fost cel mai mare matematician
al tiwpului sdu. ste creatorul gwmntrici diferentiale a suprafetelor gi al multor altor
domenii ale matematicii.
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ce i s-ar fi adus, de ,tipetele beotienilor” — cum spune in una din
scrisorile sale.

FEste de remarcat cd intr-o scrisoare din 1824 cidtre Taurinus,
elev al lui Gauss ce se ocupa de asemenea de problema paralelelor,
Gauss scrie: ,,Ipoteza cid suma celor trei unghiuri (intr-un triunghi}
este mai micad decit 180° duce la o geometrie deosebitd, cu totul
diferitd de a mnoastrd (euclidiand), geometrie care cu toate acestea
este pe deplin consecventd si pe care eu am dezvoltat-o in mod
satisfdcdtor, cu exceptia determindrii unei comnstante care nu poate
fi obtinutd apriori. Cu cit este mai mare aceastd constantd, cu atit
mai mult ne apropiem de geometria euclidiand i, la o valoare infinitd
a ei, acestea doud u)mmd Teoremele acestei gcometrn par in parte
paradoxale si pentru cei neinitiati, absurde: dar dupd un examen
calm gi riguros gisim ¢d ea nu confine nimic imposibil. Asa, de
exemplya, cele trei unghiuri ale unui triunghi pot fi oricit de mici
dorim, dacd laturile sint suficient de mari. Cu toate acestea, oricit
de mari ar fi laturile, aria triunghiului nu poate depdsi o anumitd
limitd, pe care nici micar nu o poate atinge”. Aceste rinduri arata
ci Gauss obfinuse unele rezultate ale geometriei neeuclidiene inainte
de a cerceta rezultatele lui Bolyai, i mai tirziu rezultatele lui I,oba-
cevski, rezultate pe care le-a aplcuat agsa de mult Incit a 1nceput
si mvdfg limba rusd pentru a le urmdri in original.

Afirmarea primei geonietrii neeuclidiene s-a lovit de o rezistentd
inversunati din partea multor matematicieni gi filozofi. Dupd cum.
se gtie, la fnceputul secolului al XIX-lea erau admise in filozofie
ideile lui Kant, care socotea cunostinfele noastre despre spatiu ca
apriorice, nu ca idei rezultate din cunoasterea lumii materiale in
care trdim.

Ceometria lui Huclid constituia un exemplu de stiintd deductiva,
deci dedusd pe cale logicd, dintr-un anumit numdr de adevaruri
admise apriori. Iixistenfa unei alte geometrii decit cea euclidiand
tulbura deci bazele filozofici Iui Kant si ale altor conceptiiidea~
liste.

Trau insd si alte cauze care frinau dezvoltarea mnoii geometrii.
De exemplu, faptul cd teoremele el erau foarte complicate si, asa
cum spunea Gauss, pdreau chiar paradoxale. Tle puteau fi urmadrite
ctt mare greutate. Xra mnecesar prin urmare de a privi g;r-omttria
si spatinl fn care triiim dintr-un punct de vedere nou, care s usureze

b
A

Intelegerea lucrurilor. Acest punct de vedere nou a fost udu:, in 1854
de Riemann in lucrarea sa de abilitare finutd la Gottingen in fata
unei comisii din care ficea parte si Gauss. Lucrarea avea titlul: Asupra
ipotezelor carve staw la baza geomelrier, titlul lucrdrii fiind propus
chiar de Gauss.
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§ 3. GEOMETRI RIEMANNIENE

In lucrarea sa Riemann considerd ci este esentiald in construirea
unet geomietrii notiunea de distantd intre doud puncte foarte apropiate
datd de o formuld analogd aceleia a lui Pitagora.

. In capitolul I, § 4 am ardtat cum intr-un plan euclidian se poate
introduce un sistem de coordonate ortogonale, astfel ci distanta
dintre doud puncte este datd de formula (11""). Dacd punem

X = x4 dx, ¥y =1y 4 dy, (1)
distanfa dintre punctele I’, I/, pe care s-o notim cu ds, este dati
de formula :

ds? = dx® 4 dy2 ' (2)

Sd presupunem acum cid punctele P, si P’ sint foarte aproape
unul de altul, atunci cantitdtile dx, dy, deci cresterile ce se dau lui x,
» ca sd obfinem &', y" sint foarte mici, asa ¢ in calcule putem si ne-
glijam cantitatile (dx)?, dxdy, (dy)?, fatd de dx, dy. Accasta revine a
spune cd dacd avem o cantitate a, foarte mica, puterile ei sint mult
mai mici.

Dacd acum in loc sd midsurdm distanta ds intre doud puncte prin
formula (2) o misurdm cu o formuli de forma ' A

as? = adx® 4+ 2bdxdy -+ cdy?, (3)

unde a, b, ¢ sint functii de w, y, deci functii de coordonatele punctului
P, avem in general o geometrie diferitd de a lui Kuclid. Se zice ¢d avem
o geometrie a lui Riemann'. In accastd geometrie putem misura, ca si
in geometria lui Huclid, distantele ds de la un punct P(x, v) la alt punct
Q(x + dx, v 4 dy) prin formula (3). Se zice c¢d formula (3) consti-
tuiec metrica geometriei. Aceasti metricd permite si calculdm lun-
gimea unui arc de curbd

v = fl), v = gll) (0<t< 1)
prin formula :
1

L= S\/&(fw, 2120 + (W, g g0+ U, st at (3

IBernhard Riemann (1826—1866), unul dintre cei mai mari matematicieni,
care a contribuit prin lucrdrile sale la progresul geometriei, topologiei, teoriei functiilor
de variabila complexd, etc.
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si se defineste distanta dintre doud puncte oarecare P, ) drept mar-
ginea inferioard a lungimilor arcelor de curbd ce leagd aceste puncte.

Dacd a =c¢ =1 si b =0, deci dacd metrica (3) coincide cu (2)s
atunci lungimile minime sint realizate de segmentele de dreapta.
Pentru un astfel de segment

X o= g b U — X)), ¥y =00+ Uy —y) O],

formula (8') devine, punind @ =c¢ =1, b = 0:
1
b= S\/(“‘l — Xo)* (31— o)%dt = V(x — %)+ (y1 — 30)?

0

si reprezintd distanta cuclidiand dintre punctele P(xg, v,), Q(xy, ¥4).
Metrici de forma (3) au fost considerate, inaintea lui Riemann, de
Gauss, in legiturd cu calculul lungimilor pe suprafetele din spatiul
obignuit. Riemann cunoscind cercetdrile lui Gauss a cdutat principiile
cu care sit se poatd stabili structura spatiului in care trdim. Astfel,
el considera ca elemente fundamentale ale spatiului acelea de punct
si de lungime $i gi-a propus si determine modul in care poate depinde
lungimea unei curbe de pozitia curbei in spatiu.

Presupunind ca spatiul este cu # dimensiuni, deci cd este necesard
cunoasterea a # miarimi pentru a determina pozitia unui punct in spa-
tiu, el a indicat prin consideratii geometrice ingenioase ca o genera-
lizare naturald a spatiului euclidian, cazul In care pétratul distantei
intre doud puncte vecine ale spatiului trebuie sa fie o forma pd-
traticd pozitiv definitd in diferentele coordonatelor celor doud puncte,
coeficientii ei depinzind de aceste coordonate.

Tdeea de spatit cu 7 dimensiuni apdruse in lucrdrile lui Cayley!
si ale lui Grassmann, primul studiind astfel de spatii analitic, iar al
doilea — prin consideratii geometrice. Spatiile cu # dimensiuni au
gdsit aplicatii importante in lucrdrile lui Lagrange privind mecanica
sistemelor de puncte materiale. Intr-adevidr, un sistem de N puncte
materiale P,(v;,, v;, 2)(i =1,..., N) are pozitia determinatd daca
se cunosc 3N — p parametri, deci pozitiile Iui posibile pot fi inter-
pretate ca puncte ale unui spatiu cu # = 3N — p dimensiuni. In ce
priveste energia cineticd

- 1 a.vivi (% dxt
I A S T I [ L.
I = & dt

LArthur, Cayley (1821-—1895), matematician englez care a adns contributii
importante in geometrie, algebrd, teoria functiilor etc.
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2 sistemului, de{tca o inmulfim cu de doud ori pdtratul variatiei tim-
pului, deci cu 2d#%, obfinem o expresie de tipul aceleia considerate
de Riemann

ds* = a;dxidxi

ca metrica a spafialui cu 2 dimensiuni. Analogia merge insi mai de-
parte. Dacd asupra sistemului mecanic nu actioneazi forfe exterioare,
traiectoriile sistemului mecanic sint solutii ale ecuatiilor lui Iagrange!

d | or oT
Sl —Z=0 (3)
dt | 0z7
§1 aceste ecuatil reprezintd in acelasi timp ecuatiile geodezicilor spa-
finlui lui Riemann corespunzitor.

- Dacd sintem in cazul unui punct n miscare in spatiul eucli-
dian raportat la coordonate carteziene ortogonale, atunci forta vie
este datd de formula:

$1 prin urmare ecuatiile lui Lagrange se scriu:

=0, 5 =0, 7—=0

astfel ca integrind, cdpitam:

X =l 4 by, y = ayt + by, 2= aygt + b,
unde a, b sint constante. Obfinem deci ca geodezice dreptele spatiului
euclidian. ' ’

Dar sa revenim la metrica (3). Dacd notdm cu R(x -+ 3x, v -+ 8y)
un alt punct apropiat de P, (fig. 39) unde 3x, 3y sint alte cresteri date
variabilelor x, y ¢i daci notim cu 8s distanta intre P si R, deci
dacd avem: '

3s? = adx? 4 208x3y + ¢dy2,
atunci putem defini unghiul ¢ intre segmentele PQ, PR prinformula :

adx 8% -+ b(dxdy -1 dy3x) - cdySy

S =
cos @ ds s (4)

1 3 « v .
Josepl Louis TLagrange (1736—1833) a triit la Torino, l-a urmat
pe Fuler la Berlin si a lucrat la Paris din 1787. Iiste unul dintre marii matematicieni
francezi, fondator al mecanicii analitice.
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si este ugor de vizut cd aceastd formuld generalizeazd formula (13”)
din capitolul I, care are loc in geometria lui Fuclid. Se observd cd dis-
tanta ds dintre doud puncte distincte P, Q este un numdir pozitiv dacd
membrul al doilea al formulei (3) este o formd patraticd pozitiv defi-
nitd. Altfel, ds poate si fie zero sau imaginar. De asemenea, membrul
al doilea al formulei (4) poate sd nu fie cuprins intre —1 si +1, deci
unghiul ¢ si nu fie real, ceea ce ne depirteazd mult de geometria
lui Fuclid. Planele lui Riemann pen-

tru care membrul al doilea al for- /’r’/{ﬂ&:,;/“;%/

mulei (8) este totdeauna pozitiv se 4

zic plane ale lui Riemann cu metri- \
cd delinitd pozitivd, metrica fiind \
datit de formula (3). Pentru aceste \
plane formula (4) ne defineste in- Plzy)
totdeauna fdrd ambiguitate unghiul -2
intre doud segmente, cdci numito-
rul ds 3s al formulei (4) nu poate
[i nul gi se poate vedea ugor ci
membrul al doilea al formulei (4)
este cuprins intre — 1 g1 41 si g, 399
deci unghiul ¢ existd.

Si ne intrebdm acum in ce conditii formula (3) defineste o geo-
metrie a lui Fuclid. Pentru aceasta trebuie sd existe o transformare
de coordonate, sd zicem

4 N VA

Xo=flx, 3), ¥V = g(x, ¥),
in ssa fel ca prin aceastd transformare formula (3) sd treacd la formula
{2), deci sd avem:

dX? - dY? = adx? -+ 20bdxdy + cdy?.

Se aratd od pentru ca acest lucru si fie posibil trebuie ca o anumita
cantitate K, formatid cu a, b, ¢ gi derivatele lor de primul gi al doilea
ordin, sd sc anuleze. Aceastd cantitate K coincide cu ceea ce am numit
in introducere curbura lui Gauss a metricei (3). Rezultd deci cd planul
lui Riemann coincide ctt acela al 1ui Fuclid, dacd curbura sa este zero.

84 observim de asemenea cd fiind datd formula (3) putem intot-
deauna si alegem coordonatele x, y in aga fel ca b sd fie zero, ceea ce
revine a alege un sistem de coordonate ortogonale. In adevir, in baza
formulei (4), dacd segmentul PQ este paralel cu axa x, deci dacd dy =
= 0 si dacd segmentul PR este paralel cu axa y, deci dacd 3x = 0,

bdx 3 . ¥
avem cos ¢ = — ¥ deci ¢ = 90°, dacd b =0. Se poate presu-

ds 3s

Qlacrds y+dy)

-,
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pune intotdeauna ci metrica planului lui Riemann este datd de
formula ;

ds? = a’dx? - by, (5)

dacd aceastd metric este pozitiv definitd, unde a, b sint functii pozi-
tive de variabilele x, y ce nu se anuleazd, cel putin intr-o regiune a
planului. Se zice ¢4 in acea regiune metrica este regulati. De asemenea,
~fiind dat un punct fix, de exemplu originea, putem si alegem coordo-
natele x, v in asa fel ca in origine si avem a — 1, b =1, deci formula
(5) devine :

ds® = dx? -+ ayt 4 ...

s
termenii nescrisi anulindu-se in origine. Aceasta aratd 3 in apropierea
originii, planul Iui Riemann coincide, din punctul de vedere al misuririi
distanfelor, intr-un punct, cu planul lui Tuclid, ceea ce se exprima
spunind cd intr-o prima aproximatie geometria lui Riemann coincide
cu aceea a lui Fuclid.

Se aratd cd formula (5) poate fi Tned simplificatd, alegind coordo-
natele x, v in asa fel fncit b — I, deci ca sd avem:

ds® = a?dx® | dy?, (6)

unde a este o functie de variabilele u, . Dacd a este o constantd, atunci
luind ax ca noud variabild «, obtinem metrica (2) a lui Fuclid. Daci
a=Fky 4+ [ unde %, I, sint constante, de asemenea se aratd ci puteny
lua noi variabile pentru a obfine metrica lui Fuclid.

Pentru metrica (6) curbura K este de altfel dati de formula :

a”
K= - = 7
a @)
unde a’ este derivata a doua a lai @ in raport cu variabila v. Planul
lui Riemann coincide cu planul lui Fuclid dacd K — 0, deci atunci
cind a este o functie linjard de y. Prin urmare, planul in care avem o
metricd (6), unde a nu este o functie liniard de v, este un plan al lui

Riemann cu curburd diferiti de zero, deci diferit de un plan al Iui
Fuclid.

Am vizut cd in planul lui Fuclid existi un grup de misciri cu trei
parametri [cap. I, § 4, formulele (15)], grup care permite si dacem
un segment dintr-un loc in altul si si-1 compardm cu alt segment, sau
sd suprapunem doud figuri egale printr-o translafie si o rotatie. Or se
aratd cd un plan al lui Riemann are si el aceastd proprietate numai
dacd curbura K este o constanti si avem doud cazuri de considerat,

dupd cum aceasti constanti este pozitivd sau negativi.
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1
; 1 .. . K _ L
Putem pune in primul caz K = g siin al doilea caz o
unde R este o constantd pozitivd. Formula (7) ne dd in primul caz
. Y y A

pentru a valorile sin = sau cos - sau In general

.y Y )
a=A sin = 4+ B cos =,
R R

unde A, B sint constante oarecare, in timp ce in al doilea caz obfinem :

¥y

kA Y 12
a= Ae® +'Be *, (7")

unde ¢ este numirul irational definit in capitolul I, § 4, formula (11).

§ 4. MODELE ALE GEOMETRIEI LUI LOBACEVSKI-BOLYAI

Sd considerdm planul lui Riemann pentru care cur?ura llK' .este o
constantd negativd si a cdrui metricd este datd de formula:
. "

ds? = e_ ?dxz -+ dy2 8)

Aceastd metrici este regulatd pentru orice valor;}f11'11te ale Yafnqlt)ﬂdm
x, v si tinde la metrica (2) a lui Euclid, cind R tinde la infinit. ;
J’ k . . R )

S4 observim acum ci pentru metrica lui Fuclid (2) 1{};111111t11;r)1})e
cele mai scurte sint liniile drepte, deci sint date de ecuatiile (12'),
(12"} din capitolul I.
 in cazul metricei (8), drumurile cele mai scurte sint sau dreptele

k| ~

paralele cu axa Oy, date de ecuafiile:
| | ®)

x=c,

bele date de ecuatiile! :
unde ¢ este o constantd oarecare, sau curbele date de ecuatiile

2y
9 R
(x — m)? + R2" = n? 9)
ceca ce rezultd utilizind ecuatiile (3”) ale lui Lag.rqugec.; In (écua?a (22
m este o constantd oarecare, iar # un numdr pozitiv. Se vede ugor
aceste curbe au forma datd in fig. 40.

1 Pentru demonstratie, vezi G. Vrdnceanu, op. cit., cap XVIIL
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Tinind seama cd putem scrie ecuatia (9) sub forma:
2z
R
Re” = (n + x — m)(n — & 4+ m),
{ezultz} 4 0 asemenea curbd, pe care o putem nota C(m, n), este situatd
in regiunea planului cuprinsd Intre dreptele paralele cu axa Oy si date
de ecuatiile : ' '
Xo=m —n, Xx=1m - n 97

Notind aceastd regiune cu R(m — n, m -+ n), rezultd ci ea defi-
neste complet curba C(m, n), deoarece depinde de aceiagi parametri m, n.

Almem,0)

Tig. 40

: Vom observa, de asemenea, ¢ fiecare curbd C(m, n) are un maxim
in punctul x = m, acest maxim fiind definit de ecuatia:

n
y = Rlog —-
. R
Rezultd deci cil maximul este pozitiv dacd # > R, este zero dacd n = R
si este negativ dacd # < R.
APERT N \ y 1\ - ~ - (- 1 S 3

Cur ﬁflc: C(m, n) au comun cu dreptele proprietatea de a se intinde
1{; \mflz.n-, in ambele sensuri. Vom ardta in continuare cd doud curbe
QN s A an . A = w
(8") sau (9) se intilnesc cel mult intr-un punct. In adevdr, doud curbe
(8) nu se tntilnesc 1n nici un punct afard de cazul in care sint confun-
ST N . N » ’ : N ~ A A N
date. Dacd avem o'cyruba (8) si o curbd (9), ele se intilnesc intr-un
punct la distanta finitd daca

m—n<<c<<m-n;
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ele sint paralele (se intilnesc la infinit) dacd m — n=csaum +n =20
si nu se intilnesc in celelalte cazuri. g
94 consideram acum doud curbe (9), deci doud curbe C(m, n),
C(m', n')
2y 2y
® ®
(x — m)? + R =n?, (x —m')* | R2e”™ = n". (10)
Daci scidem membru cu membru aceste ecuafii, obfinem:
2m’ — m)x + m? — m'? = n? — n'2,

ceea ce ne di o singurd valoare pentru x, dacd m' este diferit de m.
Daci m' = m si dacd ' este diferit de #, curbele nu se intilnesc si sint
confundate dacd #' = 7. S presupunem ', diferit de . Avem atunci
pentru x valoarea

X =

m + m’ ‘47,2 — n'? (11)

2 2(m’ — m)

in acest caz prima ecuatie (10 )rezolvatd in raport cu y se scrie

y = Rlog L/Zﬁi:(g,:;,’ﬁ)i

si ne dd o valoare reald pentru y, dacd cantitatea n2— (¥ — m)?%, in
care x este dat de formula (11), este o cantitate pozitiva.

Rezults deci oi cele doud curbe se intilnesc cel mult intr-un punct
si este ugor de vizut pe fig. 40, cd cele doud curbe se intilnesc daca
regiunile R(m — n, m + n), R'(m" — o', m" + n') au puncte comune
si nu se intilnesc, dacd aceste regiuni nu au puncte comune sau dacd una
este interioard celeilalte.

S4 presupunem ci ne este dati o curbd (8') sau (9) $i un punct oare-
care P, (%, o) ce nu se gdseste pe curbd. Prin acest punct trec o infi-
nitate de curbe C(m/, n'); pentru aceste curbe m, 7 satisfac ecuatia :

?L"u
P 3o I 5
(g — m')? 4+ R2%™ = n",
astfel cd putem lua:

Yo
Q’n _R R

I e

m' = %y Re"tg 0, n =-—>> (12)

cos 0

unde 0 este un unghi care variazd intre —90° ¢i 907, ceea ce ne asigurd
cd n' este pozitiv.
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Regiunea R'(m" — n', m’ + #') a unei curbe C(m’, n')este deci
cuprinsd intre dreptele:

Yo Yo
7 sin 0 — 1 R sin 6 4 1 N
d=x+ Re" 2Ly oy p ReFSROTT (13)
cos 0 cos 0

o A . . T ™ o .
Atunci cind 0 ia valorile extreme — 5 sat—, aceastd regiune cu-

prinde un semiplan, deoarece una din dreptele (13) este x = x,, iar
alta x = co. Rezultd deci cd existi o infinitate de curbe Cim’, n')
ce trec prin P, care ntilnesc o curbd (8) sau (9) dati si o infinitate ce
nu o intilnesc. Aceste curbe sint separate de curbele pentru care una
din dreptele (13) coincide cu dreapta (8') sau cu una din dreptele (9').

Rezultd deci ci in aceasti geometrie se verificd axioma paralele-
lor a lui TLobacevski (§ 2, fig. 38).

In concluzie putem enunta teorema :

Dacd intr-un plan se ia ca lege de mdsurare a distantelor formula
(8), atunci dreptele acestei geometrii sint date de Jormulele (8') si (9)
st in acest plan se verificd axioma paralelelor a lui Lobacevsks.

Se spune cd planul dotat cu metrica (8) constituie un model al
planului geometriei mneeuclidiene a lui Lobacevski-Bolyai.

Fixistd si alte modele ale geometriei planului lui Lobacevski. Unul
dintre acestea este aga-numitul semiplan al lui Poincaré'. Pentru a
obtine acest model din cel considerat mai sus, observim ci ecuatiile
(9) devin ecuatiile unor cercuri dacd facem schimbarea de coordonate -

(14)

v
R
x¥ =u, Re" = v,

In noile coordonate u, v, ecuatiile (8') se pistreazi, in timp ce
ecuatiile (9) se scriu:

(v — m)® + 02 = u2 (15)

si reprezintd cercuri cu centrele pe axa u, deci cercuri ortogonale aces-
tei axe.

Trebuie sd observdm fnsd cd formulele (14) ne dau numai valorile
pozitive ale lui v, prin urmare intreg planul x, y se transform4 in semi-
planul v > 0, deci curbele (9) se transformi in semicercuri, anume in

Y H. Poincaré (1854-1912) este socotit cel mai mare matematician al tim-
purilor noastre. Tmpreuni cu Riemann el a intemeiat topologia. Lucririle sale in meca-
nica cereasci, in ecuatii diferentiale ete. au creat domenii noi.
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acele pirti ale cercurilor (15) ce sint deasupra axei ». De altfel, utilizind
transformarea (14), formula (8) se scrie:
g2 - )2
ds? — R *:_"_"’_ (16)
ot
si constituie o metrici regulatd pentru v > 0, punctele pentru care
v = 0 constituind infinitul geometriet. _ o
Taind deci un sistem de axe Quo Intr-un plan si conslderm(}{ pulnctu—
~ ' e a lui acevs 2
tele pentru care v > 0, se obtine o geometrie a lut L(')b’lceafs 1tF ac1 '
misurim distantele cu formula (16) si considerdm deci ca drepte ale
»trici semicercurile (15)!
geometriei semicercurile (15)%. L 5 ‘ . . )
Este atunci usor de vizut ci fiind datd o dreaptd a gc'ometu'u(dem
o dreapti paraleld cu axa v sau un semicerc ortogonal axei %), printr-un
punct P din semiplanul superior trec o infinitate de semicercuri care
intilnesc sau nu dreapta datd, deci se verificd axioma paralelelor a
lui Lobacevski. Modelul lui Poincaré are fatd de modelul dat mai sus
dezavantajul de a aduce o parte din 1nf1111tu1 geometriei la d1sta1_1§ca
finitd, insd prezintd multe alte avantaje din punct de vedere geo;lneh ic.
Si utilizdm astfel modelul lui Poincaré pentru a obfine grupul de mig-
care al geometriei lui Loobacevski. o
Pentru aceasta si utilizim coordonate complexe, punind:
(i =V—1).
Putem scrie atunci metrica (16) sub forma:
4 R%dzdz (17)

dS2 = o —
—(z — 2)?

2 = U —}‘ 1;V,

~

unde 7 este u# — v, deci Z este cantitatea complexd conjugatd lui z.
Considerind transformdrile de variabild complexa,

N + B ) (a8 — By = 1) (18)
Yz + 8
ande o, B, v, 8 sint cantitdti reale, avem formulele:
- dz
Ay = — % , di=-—"
(vz + 8) (vz -+ 97
-, = Z—2z
7 —i=

(yz + 3)(vz - 3)
deci metrica (17) rdmine invariantd la transformdrile (18). Aceste tr)al'ls—
formdri constituie prin urmare grupul de migcare al planului lui Poin-
caré. Cum aceste transformdri se scriu

. e 2 -
u 1V =
+ Yt - S - Y

1) V. N. Mihdileanu, geometrie neeuclidiand, Iditura Academiei, Bucuresti
1954, p. 123,
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rezultd, inmultind n membrul al doilea si numéritorul ¢i numitorul
cuyu + 3 — yiv, cd avem :

uw — (o -+ B) (v 4 ) - ay‘u'-",
(yu 4 8)% - 8%2 (19)\
v = yo(oaw + B) + cv(yu -+ ) , (0(8 - BY _ 1) ¢

(yu + 8)* + Yo

Avem aici un grup cu trei parametri, deoarece «, 8, v, § sint legate
de relafia a8 — By = 1. Acest grup constituie prin urmare grupul
de miscare al planului lui Lobacevski, asa cum grupul (15) din cap.I
constituie grupul de miscare al planului lui Fuclid. Daci in formulele
(19) presupunem v = 0 si 8 = 1, obfinem un grup cu doi parametri

u' = ou -+ 2, v = «2u

ce joacd rolul translaiilor din planul lui Euclid.

§ 5. SFERA Sl PSEUDOSFERA

Se pot considera rezultatele din paragrafele 3 si 4 si dintr-un
alt punct de vedere. Gauss a ariitat chiar inaintea lui Riemann ¢ daci
se dd o suprafatd in spatiul euclidian cu trei dimensiuni, deci daci
se dau trei functii f, ¢, ¢ de doud variabile %, v $i dacd punem

’ xo=f(u,v), y=0¢@,0), 2=1{u,o) (20}
atunci din formula lui Pitagora din spatiu
ds* = dx® + dy* + dz? (207
obtinem, tinind seama de formulele (20), o formuld de forma :
ds? = Edu? -}- 2Fdudv - Gdv?, (207}

deci o formuld de forma (3), in care #, v joacd rolul Iui %, v, deci un
plan al lui Riemann. Orice suprafatd conduce prin urmare la un plan
al lui Riemann si reciproca este de asemenea adeviratd, deci orice
plan al Tui Riemann provine din cel putin o suprafatd si in acest caz
curbura K a planului lui Riemann coincide cu curbura lui Gauss a
suprafetei, curburd care se defineste prin formula :
1
)
R R,

unde R;, R, sint razele de curburd principale ale curbelor trasate pe
suprafatd. Dacd sintem de exemplu in cazul unei sfere de razi R, atunci

K=
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sectiunile normale la sferd ne dau cercuri mari ale sfere1,‘dec1 cercuri
avind raza R. Prin urmare, atit R, cit si R,sint egale cu R i curbura lut

Gauss K a sferei este L De altfel, cercurile mari reprezintd pentrw
2

R

sfers drumurile cele mai scurte (geodezicile) suprafetfei. Rezult;lx deci
y Do “ o PR R B
¢ un plan al lui Riemann de curburd constanta pozitivd K — T

vine dintr-o sferd de razi R. Pentru a se vedea explicit acest lucre
i considerim sfera de razd R cu centrul in origine. Deci ecuatia ei
se va scrie:
1
x% 4 42 4 22 = R, (20"}
si putem lua ca formule (20):
" 1 v
x = R cos gcos 0, y= Rsin ¢ cos 0, 2= Rsin 0, (201}
unde o si 0 sint coordonatele geografice (longitudinea i latitudinea).
Obtinem in acest caz formula :
ds? = R2[d0? -} cos® Od¢?]. .
Dacd punem
Ro = u, RO = v,
obtinem formula : pe

ds? = cos? % du? ++ dv?,  (21)

i
l
S/02G-K)

\
i
- 1101 ~1 T [N
care coincide cu formula (6) pentru L\ s
v b
@ = cos — - {&01}\_ P
19 . \J
Existi de asemenea o altd for- VA

muld importantd ce ne dd metrica
unei sfere. Se ajunge la aceasta for-

muld utilizind proiectia stereogra- e Wyt
ficd (fig. 36), care se obtine facind /
proicctia sferei, de exemplu, din -

i Fig. 41

polul nord N pe planul tangent in

polul sud S. Fie P(x, y, 2), Q(?;L, 5 § i dsente ¢

v, — R) puncte corespondente. Sd observdm ca ecuatiile dreptei tre-

cind prin N gi P se scriu, considerind X, Y, Z drept coordonate curente,
X Y Z-R

¥ y z— R
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Aceastd dreaptd confine punctul Q(u, v, —R) daci avem :

u v —2R

3
x ¥ z— R

formule ce ne dau:

2R 2R ' (21’)

astfel cd inlocuind in ecuatia sferei (20") obtinem :
t :
(u* + v?3) (R —2)? = 4R2[z*» — R2],
a . ~ 5] ) LA . ) . P
Cum presupunem ci P nu este In N, deci 2z == R, putem simplifica cu
2 — R, astfel ci punind K — '

4

putem scrie :

Py

(R — 2)(u2 4 V%) = (R + z),

4
K
ceea ce ne di:

K
1 — = (u? 4 v?)

4
oo I, e ., Q177
) 1 _])_ 2 2 (—)‘l )
+ : (u? -+ v%)
iar formulele (21') devin :
Py u ) — . Q1112
3 K @17

K
1+ " (1% 4 0?) 1 n (u? - v?)

Inlocuind in formula lui Pitagora (20’), obtinem :

ds? = W+ av (22)

K 2
14— (w2 + vz)]
4
ceea ce constituie formula lui Riemann. Fste interesant de observat

ca not am obtinut aceastd formuld presupunind K — L , deci K pozi-
R2

tiv. Ha se poate scrie si pentru K mnegativ. In particular, pentru
K = — 4 ea se scrie:
du?® 4 dv?

ds? = 2O (22/)

(1 — 2w — 9?2
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si evident aceastd formula are sens atit timp cit numitorul nu se anu-
leazd, deci, In particular, atit timp cit #, v satisfac la conditia :

u? 02 < 1,

care ne spune cd #, v sint puncte in interiorul cercului de razd unitate
si cu centrul in originea axelor de coordonate.

Ne putem intreba acum dacd existd suprafete pentru care curbura
lui Gauss este negativd. Astfel de suprafete au fost descoperite de
Beltrami! in 1868 si denumite pseudosfere. Ele pot fi definite de
ecuatiile :

¥ = Rcosusiny,y = R sin u sin v,

22//
2= R(cos v + log tg %) , (224)
iar metrica lor este data de formula:
as? = R2[5i112 vdu® 59-53—7) dvz] . (23)
sin? v

Formulele (22”') ne aratd cd pseudosfera este o suprafatd de rotatie,
deoarece avem :

X2 4 y? = R?sin?v,

deci suprafata este ndscutd prin miscarea unui cerc paralel cu planul
z2=0 sl cu centrul pe axa z.
Intersectia suprafetei cu planul ¥ = 0 (deci # = 90°) este curba:

v = Rsinv, z = R[COS v - log tg%]»

numitd ractrice (fig. 42) si pseudosfera se obtine rotind aceastd curba
in jurul axei z.

Rezultd deci cd pentru a obtine punctele pseudosferei trebuie
sd facem sd varieze in formulele (22") parametrul # intre O si 360°,
iar parametrul v si ia valori intre 0 si 180°.

Trebuie sd remarcim insd cd pentru v = 90° se obtin punctele
suprafetei din planul 2 = 0 ¢i in aceste puncte tractricea are un punct
de intoarcere. Aceste puncte sint deci puncte singulare ale pseudo-
sferei, numind puncte singulare ale unei suprafete punctele in care
suprafata nu are un plan tangent. Sfera este o suprafatd pentru care

1Hugenio Beltrami (1835—1900), mare matematician italian, care a aridtat
cid geometria Ini Lobacevski-Bolyai se poate realiza pe pseudosferd.
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toate punctele sint puncte regulate, deci are planele tangente de-
terminate.

De altfel, in punctele singulare ale pseudosferei nici metrica (23
a pseudosferei nu este regulatd. In adevir, pentru v =: 90°, tinind
seama cd avem sin 90° = 1, cos 90° = 0, aceastd metricd se scrie:

ds® = R2du?,

deci se reduce la un singur pétrat. Intr-un punct regulat al pseudo-
sferei metrica este formatd din suma a doud pétrate, altfel spus dis-
criminantul metricei este diferit de
Zero.

Pentru a obfine partea din pseu-
dosfera situatd deasupra planului
2z =0, trebuie si facem si varieze v
intre 90° si 180°.

Sd  facem atunci transformarea
de variabile :

z

M:fi, siny =e¢ *. (24)
|8

Se observi cil dacd v variaza intre
90° si 180°, atunci sin » variazd intre
I st 0, deci B variazd intre zero si in-
finit. Cum pe de altd parte formula
(23) devine formula (8), rezulti cid

T'ig. 42 printr-o transformare (24) pseudo-

sfera (22") se asterne peste regiunea

din semiplanul lui Poincaré situatd deasupra axei o, intre para-
lelele o =0, « = 2%R.

Dacd convenim acum si facem pe u si ia alte valori decit acele
dintre 0 si 2rR rezultd cd unui punct u,, v, al regiunii superioare a
pseudosferei 1i corespund o infinitate de puncte in semiplanul superior
al lui Poincaré, ale ciiror abscise o diferd printr-un numir de forma
2nmR, unde n este un numir intreg.

Dacd convenim si presupunem regiunea superioard a pseudosferei
infasuratd de o infinitate de ori de o pinzd subfire, atunci aceasti
pinzd se asterne pe semiplanul superior al lui Poincaré. Se spune cd
aceastd pinzd reprezintd o suprafatd de acoperire a regiunii superioare
a pseudosferei.

Rezultd deci cd proprietitile pseudosferei fntr-o regiune suficient
de micd corespund cu proprietitile regiunii corespunzitoare din planul
lui Lobacevski i din acest punct de vedere se spune ci pseudosfera
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constituie un model local al geometriei lui Lobacevski. Cum am vazut
insd, nu avem o asternere pe intreg planul lui Lobacevski, datorita
faptului cd pseudosfera are o linie de puncte singulare.

Hilbert! a aritat de altfel cd nu existd suprafete cu curburd cons-
tantd negativid fard puncte singulare, deci suprafete care sd fie ana-
logele sferelor (suprafete care nu au puncte singulare).

Totusi, faptul aratat de Beltrami cd pseudosfera constituie un model
al geometriei lui Tobacevski a fost de o deosebitd importantd; prin
aceasta s-a ardtat In mod convingidtor ci aceastd geometrie existd
(nu este contradictorie), cdci altfel ar fi contradictorie geometria lui
Fuclid, pseudosfera fiind o figurd a acestei geometrii.

S4 observdm acum cd noi am utilizat faptul cd intr-un plan al
lui Riemann cu curburd constanta existd un grup de miscare cu trei
parametri, deci se pot compara figurile prin suprapunere.

Proprietatea este adevdratd pentru planul lui Euclid, pentru pla-
nul lui TLobacevski (unde curbura este negativd) si este adevdratd
si pentru sferd, céci rotatiile in jurul centrului sferei lasd sfera neschim-
batd. Deci putem considera ca o geometrie neeuclidiand si geometria
pe o sferd. Helmholtz a pus problema de a determina geometriile ce
au proprietatea de mobilitate maximd, care in cazul planului se
enuntd spunind cid doud segmente egale se pot suprapune unul peste
altul printr-o deplasare a planului. Problema a fost rezolvatad de
Sophus ILie, matematician norvegian, care a utilizat teoria sa a gru-
purilor continue de transformdiri i a aritat cd singurele plane cu
mobilitate maximd sint planele lui Riemann cu curburd constanta.
Este insd de observat cd in geometria pe o sferd este verificatd axioma ;
printr-un punct la o dreaptd nu se poale dice nici o paraleld. In adevar,
pe sferd cercurile mari joacd rolul dreptelor; deci orice doud cercuri
mari se intilnesc intotdeauna in doud puncte diametral opuse. Acest
fapt contrazice insa si axioma cd doud drepte se intilnesc in cel mult
un punct. Pentru a Indepdrta acest inconvenient se presupunc cd
doud puncte diametral opuse ale sferei reprezintd acelasi punct al
planului geometriei, plan care se convine a se numi planul eliptic,
in timp ce acela al geometriei Lobacevski-Bolyai se convine a se numi
planul hipevbolic, iar planul lui Fuclid — planul parabolic.

Se poate avea o reprezentare a sferei pe un plan care sd faca sa
corespunda la doud puncte diametral opuse ale sferei, un singur punct
din plan, utilizind proiectia centrald a sferei. In adevir, si considerdm
planul tangent la sferd in polul sud S(G,0, — R) si sd numim cu %, v

IDavid Hilbert (1861—1943), mare matematician german. A realizat prima
oaridi o constructie complet axiomaticd a geometriei lui Fuclid si a adus contributii im-
portante in domeniul ecuatiilor integrale, in teoria invariantilor algebrici ete.
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coordonatele din acest plan, avind ca origine punctul S si axele
paralele cu Ox si Oy. In acest caz, dacd P(x, y, z) este un punct de
pe sferd si Q(u, v, —R) proiectia lui din plan, avem formulele :

u v
X == e e = e ———— ’
'\/1 + K(u? -+ v?) Y V1 + K@? + ¥
1
b4 —

c \/K\/l + K(u? + v?)

3

unde K =— -1 este curbura sferci. Introducind in formula (20'), se

obtine ca metricd a sferei in proiectia centrald:
du? - dv® )

s @,{_{lu “I_ v dv)z , (25/)
1 K(u® - o?) 1+ K(u? 0%

ds? =

deci planul %, » devine un plan al lui Riemann cu curburd constanta
pozitivd. Si observidm insd cd punctele ecuatorului sferei n-au cores-
pondentele in planul %, v decit dacd completdm acest plan cu dreapta
de la infinit. Deci punctele planului eliptic sint punctele planului
proiectiv.

Fste insd de observat cd aceastd metricd ca si metrica (22) poate
fi utilizatd si pentru K mai mic ca zero, caz care se obtine presupu-

R 1 o - Imacinatrs
nind ¢ in formula K = o R este o cantitate pur imaginard, deci
L

de forma 7 {V— 1, unde 7 este un numir real. In acest caz insd me-
trica (25') devine infinitd, dacd coordonatele u, v satisfac condifia

3

1 : "
u? 4 02 = — — =7 (25"")
K

deci daci punctele P(x, v) se gisesc pe un cerc de }fay:zi e Metrica

este insi regulatd pentru punctele interioare cercului (25”).
Metrica (25") pentru K mai mic ca zero ne dd deci un model al

. ; . . e ot

planului hiperbolic, constituit de regiunea interioard a cercului (25”).
Geometria planului hiperbolic poate fi deci consideratd ca geo-
metria unei sfere de razd imaginard, agsa cum au observat ¢i Lambert
si Loobacevski. o oo .
Revenind la geometria planului eliptic, vom observa cd sint g1
alte axiome prin care aceastd geometrie diferd fle aceea a lui Ix}}c!lqh
in particular, in aceastd geometrie dreptele sint de lungime finitd,
ori una din axiomele geometriei lui FEuclid este cd dreapta se poate
prelungi la infinit in ambele direcfii. Se convine totusi a se numt geo-
metrii neeuclidiene plane atit geometria planului hiperbolic, cit si
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geometria planului eliptic, deoarece ele au in comun cu planul para-
bolic proprietatea de mobilitate maxima, dar se disting de acest plan
prin axioma paralelelor.

Prima dintre aceste geometrii, deci geometria planului hiperbolic,
are insd proprietatea interesantd de a diferi de aceea euclidiani numai
prin axioma paralelelor, in timp ce geometria eliptici diferd si prin
alte axiome.

Se va ardta in capitolul IIT ¢d axiomatizarea datd de Hilbert geo-
metriei lui Fuclid in spatin utilizeazd doudzeci de axiome, impirtite
in cinci grupe, ultima grupd continind axioma paralelelor, in timp ce
grupa I confine axiomele de legdturd in numdir de opt, grupa a II-a
confine axiomele de ordonare in numir de patru, grupa a III-a con-
{ine axiomele de congruentd in numdir de cinci, iar grupa a IV-a —
axiomele de continuitate in numir de doud'. Din cele doudzeci de
axiome, cincisprezece sint axiome de geometrie pland, in timp ce
cinei din cele opt axiome de incidenfd privesc relatiile de incidentd
intre puncte si plane sau intre drepte si plane.

Fiste de asemenea interesant de observat ci in axiomatizarea
lui Hilbert punctele, dreptele si planele sint considerate ca trei sis-
teme de obiecte geometrice, primare, deci care nu se definesc, axiomele
venind sd arate ce relatii existi intre aceste clemente geometrice.
ixistd si alte axiomatiziri ale geometriei lui Fuclid, in care se di
punctului un rol fundamental, asa cum ne spune intuifia noastri,
dreptele, planele precum si alte figuri ale geometriei putind fi definite
prin punctele lor2

Din axiomele lui Hilbert, in planul eliptic se verificid axiomele
plane de incidentd, in numdr de 3, axiomele de congruenti si axioma
de continuitate a lui Cantor-Dedekind ce capiti insi o formulare
putin schimbati.

Modelul lui Cayley. Se datoreste lui Cayley un model al geometrii-
lor parabolica, elipticd i hiperbolicd, ce aratd legitura strinsi intre
aceste geometrii. Este interesant faptul cd modelul lui Cayley a
fost descoperit independent de Iobacevski si simultan cu cercetarile
geometrului rus, fdrd ca autorul modelului si facd legdtura intre
geometria sa gi geometria lui Lobacevski. Modelul lui Cayley se obtine
considerind in planul proiectiv raportat la coordonatele omogene
X, ¥, 2 0 conicd nedegeneratd, numitd absolutul geomelriei

Qx, v, 2) = 0.

L Vezi N. V. Ii £ m o v, Geometrie superioard, Editura Tehnicd, Bucuresti, 1952 p. 40.
?Vezi K. Borsuk ¢i W. Szmielew, Foundations of Geometry (Fundamentele
geometrier), Amsterdam, 1960.
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Prin transformiri liniare $i omogene ale coordonatelor se poate
aduce ecuatia conicei la forma:

x2 .A[._ yz —I— 1 22 = (.

Se considerd ca puncte ale modelului lui Cayley toate punctele
planului proiectiv, dacd avem I > 0, deci daca absolutul este ima-
ginar, $i punctele interioare absolutului in

cazul K < 0.

¢ Distanta dintre doud puncte 4, B ale
modelului 1ui Cayley se defineste prin
formula :
M d(A, B) = —— |log(d BMN)],

VIE|

unde M, N sint punctele de’intersectie ale

dreptei AB cu absolutul, (fig. 43) puncte

Tig. 43 ce sint reale In cazul K < 0 gi imaginar
conjugate in cazul K > 0, iar (ABMN)

este raportul anarmonic al punctelor 4, B, M, N (cap. 1, §8).
In primul caz avem (ABMN) > 0, iar in al doilea caz, (4 BMN)
este un numdr complex de modul 1, deci de forma eip. In ficcare
din aceste cazuri, d(4, B) este un numdr real pozitiv. Dacd pre-
supunem punctele A, B apropiate si trecem la coordonate mnco-
mogene punind % = u, v =9, z =1, distanta intre punctele 4,
B coincide, pind la termenii de ordin su-
perior in du, dv, cu distanta data de for-
mula (25) Deci geometria modelului lui
Cayley este o geometrie neeuclidiand, rezul-
tat care a fost pus in evidentd de Felix Klein.

Dreptele modelului lui Cayley sint drep-
tele planului proiectiv in cazul K > 0 si seg-
mentele dreptelor planului proiectiv din in-
teriorul absolutului, in cazul X << 0.

Din faptul cid transformdrile proiective
pistreazd rapoartele anarmonice rezultd cd
migcirile modelului lui Cayley sint transfor-

Tig. 44 mirile proiective care lasd invariant ab-
solutul.

Modelul lui Cayley di o imagine clard a felului In care sint distri~
buite secantele, nesecantele si paralelele ce se pot duce ditr-un punct
P la o dreaptd 4 (fig. 44).
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Modelul Iui Cayley se poate generaliza in spatiu, considerind in
spafiul proiectiv cu coordomnatele omogene x, ¥, z, ¢ cuadrica

A (26)

si definind distanta intre doud puncte prin aceeasi formuld (26),
M, N fiind de data aceasta intersectiile dreptei 4 B cu cuadrica (26).

Miscérile spatiului lui Cayley sint date de transformirile liniare
si omogene

X = ax 4+ by ez dit

Vo= ayx + by |- ¢z - dyt

v (26")
2= agx + byy + cyz - dyt

’ ) S

Vo= aux A by oz | odyd,
care lasd invariantd cuadrica (26'). Iile depind de 6 parametri, ca
si deplasdrile spatiului euclidian. Pentru K <2 0 se obtine un model
al spatiului lui Lobacevski.

Sd observdm cd atit in cazul plan cit si in spatiu, modelul lui
Cayley ne dd geometria lui Fuclid dacd punem K = 0. Intr-adevir,
dacd in formula (26) punem K - 0, obfinem metrica geometriei
lui Euclid in plan si acelagi fenomen se prezintd in cazul spatiului.

Sd studiem deplasdrile spatiului lui I,obacevski. Ele sint date,
dupd cum am aratat, de transformairile proiective (26"), care pastreazi

. - 1 . o o
cuadrica (26"), unde K = — — , deci care pidstreazi sfera:
Rt

¥ 492 22 — R =0

Deci o deplasare neeuclidiand transformd un punct al acestei sfere-
intr-un alt punct al sferei. Utilizind reprezentarea geometricd a sferei
dati de formulele (21"), rezultd cd pentru punctele sferei, tran-
sformarea (26") se exprimd ca o transformare a parametrilor u, v.
Punind # - 7v = 2Rw, unde w este o coordonatd complexd, iar w
conjugata ei, formulele (21"), (21"’) se pot scrie in coordonate
omogene %, vy, 2, ¢ sub forma:

%+ 1y = 2Rw, z= Rww — 1), {=ww -+ 1.

Din aceste relatii rezultd :

Rt — Rt 1
z - Y — w, z - (26”')‘
¥ - iy ¥ — iy w
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Dacd fixdm valoarea lui w, ecuatiile precedente definesc o genera-
‘toare a sferei. In mod analog se pot obtine relafiile :
& — Rt 1

e —_

x— 1y ’ ¥ - iy w

-«care penfru valori date lui w definesc o a doua generatoare a sferei.
Cum  transformdrile proiective transformd dreptele in drepte, ecle
vor transforma generatoare ale sferei in generatoare ale sferei. Sint
insd posibile doud cazuri: generatoarele din familia I se pot trans-
forma intre ele sau se pot transforma in generatoare din familia a
II-a. In primul caz, transformarea (26') se exprimi pe sferd printr-o
formula de forma w’ = f(w), iar in al doilea caz, printr-o formuld
de forma ' = f(w), unde f este in ambele cazuri o functie analitici.
Din expresia lui w, datd de formula (26") ca functie de «, v, z, ¢,
si din faptul cd variabilele v, v, z, ¢ suferi o transformare liniara,
rezultd ca feste o functie omografica, deci avem una dintre formulele :

ow A+ p
Yw + 3

o -
u’}, = — ;.m...@ w’ —

et (26"

unde o, B, v, § sint numere complexe cu ad — By = 1.

Prima formuld corespunde la deplasdri ce pistreazi orientarca
figurilor spatiului, iar a doua — la deplasari ce schimbid orientarea
figurilor. Rezultd cd grupul deplasdrilor ce pistreazi orientarea
spatiului lui Lobacevski se identificd cu grupul omografiilor dreptei
proiective complexe w. Acest fapt are o deosebitd importantd pentru
fizica relativistd unde joacd un rol important grupul deplasirilor
«ce pistreazd orientarea spatiului lui Lobacevski, grup ce se mai
numeste grup al lui Lorentz.

Rezultatul precedent se mai poate lega de o proprietate intere-

santd din geometria elementarf. In adevir, daci #, y sint coor-
donate carteziene ortogonale in plan i dacd punem w = x -|- 7y,
atunci formulele (26'V) definesc transformdrile planului care duc
dreptele si cercurile in drepte si cercuri, care constituie grupul con-
form al planului. Aceastd coincidentd se explicd in felul urmitor :
transformdrile (26') care péstreazd sfera consideratd mai sus trans-
formd cercurile acestei sfere in cercuri, deoarece cercurile sferei se
obtin prin intersectiile sferei cu plane si planele se transformi in
plane prin orice transformare proiectivd. Pe de altd parte, reprezen-
tarea parametricd a sferei utilizatd in rationamentele precedente era
obtinutd cu ajutorul proiecfiei stereografice a sferei pe un plan i
aceastd proiectie transformd cercurile sferei in cercurile si dreptele
planului. Deci, proiectia stereograficd face si corespundd fiecirei
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transformiri proiective a sferei in ea insdgi, o transformare conforma.
a planului.

Metrica lui Barbilian® S& presupunem cd ne este datd in plan
o curbi inchisi C si doud puncte A, B in interiorul acestei curbe.
Fie atunci un punct P situat pe curba C si fie PB[PA raportul dintre:
ditantele lui P la A ¢i B. Cind P descrie curba C acest raport trece
printr-un maxim M ¢i un minim 7. Se numeste distanta Barbilian
a punctelor 4 si B in raport cu curba C cantitatea

d(A - B) = log M — log m.

Este evident ci aceastd distan{i se anuleazd dacd A = B si este
infinitd daci unul sau altul din punctele A, B este pe curba C, céci.
in acest caz m este zero. Rezultii deci cd C este infinitul pentru dis-
tantele d.

S4 ardtim cd in cazul in care curba C este un cerc, distanfa o
are proprietdji analoge distanfelor neeuclidiene. Sd presupunem
deci cd C este dat de ecuatia

X2 - Y2 =2 (26V)
in acest caz luind o reprezentare parametricd a cercului
X =rcost, Y —=rsint

averm

(m;)zm (rcost — y)* | (rsinz — 82

PA (r cos t o) | (rsin 2 — B)?

unde o, P sint coordonatele punctuluj A §i y, 8 coordonatele punc--
tului B.

Deci putem scrie

PB\2 ¢ 4 y% 8 — 2y(y cost 4 Ssin 7
(PA e 4+ a? 4 P — 2r(a cos { -+ B osin £)

si prin urmare acest raport trece printr-un maxim sau minim numai
daci derivata cantitdtii din membrul al doilea se anuleaza, deci dacd.
avem

(ysint — Scost)[r? + o + P2 — 2r(wcos? 4 Bsini)] —
— (xsint — Beost) [r2 4+ v + 3 — 2r(ycost 4 dsinf)]= 0.

1Dan Barbilian, Generalizavea metricilor neeuclidiene, Congresul matema-
ticienilor slavi, Praga, 1934.
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TFdcind calculele rezultd cd ¢ trebuie sd satisfacd ecuatia
Psint —Qcost+ R=0 (27)
unde am pus
P — (1 — @) — o) + Py — B
Q= (35— B)(r* — B3) + 5o — By
R = 2 (a3 — B).
Existd deci doud valori £, si £, care ne dau doud puncte P, si P, pentru

care raportele PB/PA sint maxime gi minime si distanta d(4 - B)
este datd de formula

P,B  P,B
(A - B) = log —— : 2~ =
g ) 8 PA " Pd

1 log 7Pyt 8 = Zr(ycosty | Fsinty) % o 4 B2 — 27w costy | Psin 4y

2 e 4 o 4 B — 2r(occos £y - Bsindy) 2 4 4% 4 82 — 2r(y cos i, | S sinty)
Rezultd deci cd distanta lui Barbilian coincide cu distanta definitd
de formula lui Cayley, dacd punctele P; ,P, se gisesc pe dreapta
A, B ceea ce are loc dacd dreapta AB este un diametru.

Sd calculam distanta d in cazul cind punctele sint infinit vecine,
deci cind avem

=2, B=1w, yv=2u-Fdyv, §=1y | dy.

In acest caz, neglijind termenii de gradul al doilea, avem

PB 1 2dr — 2r(cos t dx -|- sint dy)
PA P — 2r(x cos t 4 xsin f)

unde am pus

astfel cd finind seama numai de termeni de primul ordin obtinem

PB 1 dr —v (cos t dv 4 sin ¢ dy)
PrA P — 2v(x cos ¢ 4 ysin {)
Rezultd deci ¢d acest raport trece printr-un maxim sau minim
dacd ¢ este o rddicind a ecuatiei (27) in care P, Q, R au valorile
P =yrdx — xdr — ydo
O =7’y — vdr + xdo (27%)
R =2rde, do = xdy — ydx
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Deci ecuatia (27) ne dd
P sint R
cost = Sk
('J
astfel cd ridicind la pitrat se obfine o ccuatie de gradul al doilea
in sin?
sin?¢[P? -+ Q% + 2PRsint |- R* — Q? = 0.

Aceasti ecuatie are doud solufii pentru sin? si cost date de for-
mulele

. — PR — Qd! ‘ RO — Pdl
ginf, = ——F— COS by == ——

P20 pe 2
. — PR+ Qdl RQ + Pdi
sin fy = ———— COS by = —=——

= P2 | Q“’ P2 Q2

unde am pus
di2 = P? 4 Q% — K2, (27"}
Tinind seama cd dacd |«| <= 1 atunci

log (1 + o) == a -]

deci rezulti ci notind cu ds distanta Barbilian a punctelor 4(x,y),
B(x -+ dx, y -+ dy), putem scrie

d d= — 7(cos t,dy - sin t;dy) d= — r(cos lydy |- sin 4,dy)
s = —— :
p — 2r(x costy 4 ysinty) b Lr(x cos ly -y sindy)
Deci
1 — r(pdx — ’lrdr:‘,\(u»s:r/:‘; cos ty) Ly (pdy — Zydm)(sin £y — sin #;) — 2r¥sin (f, — §)do
8= j‘l'_r 2rp[a(cos by ;- cos by) - plsin £, - sinty) & 4r2® cos fy cos 1 + y2 sin ¢y sin £, + aysin (4 —4)
(27")
Tinind seama cad avem
2rdl
sin f, — sinfy = Cos ly — costy = — o ;
= 7= ¥
210
sin fy -} sin é = — - COs by 4 COSly == - S
= - " 4 : 5‘;..
/ R — P2
in ) sin i, cos by oS fy = ———>
5_11“‘1,1~ OS5 0y 9 ]324_(‘3
\ . 2Rl
1 (¢ ly) = sin (fy — &) =
sin (f, + 1) (Z ) P

121



formula (27") se scrie

ds — (pdx — 2xdm) P + (Pdy — 2ydn)Q — 2vRdo

= PP Q%) — drp R(Qx— Py) + 4R %2 +92) — 42(Px - Qy)? 2rdl. (28)

'S4 observdm cid avem

P2 Q2= ri(da® -+ dy?) + (%24 v — 2r2)dn? 4 (22 + y2 - 2r%)do?;

Px + Qy = (r* — a2 — y¥dr, Qx — Py = pdo. (28"
Pdx + Qdy = r*(da? 4 dy?) — dn* 4 do?, R = 2rdo.

deci se obtine

ds=— Pl (dx? 4 dy?) — dn® 4 do?] — 2(r% — 2% — ¢} dn? — 4r2de?
P dy®) S [p2(0% 2 —20%) — 42 (72 — % — y?) 2] - [ P (4% 2 — Or®) —4r3(r® — a2 —y2) 2 161 (42 y?) | do®

- 2rdl (28")
unde d/ este dat de formula
di? = y{(dx? + dy?) + (%2 + y2 — 273 (dn® + do?).

Tinind seama cd avem

dn? + do® = (#* + »%)(da* + dy?)
rezultd

A2 = (1> — 2% - y%)2 (da® - dy?)
deci numdrdtorul formulei (28”) se scrie

( — a3t + dy)

In ce priveste numitorul formulei (28"') se poate observa cd termenii
in dm? $i do® sint egali cu

PR 2 — WP) — 420t — 4% — )2 =
= (3% 977 — 4% 4 3 - 5P(R o 3) — G
astfel ci acest numitor se scrie
(7 — 2* — 9t (A2 | dp?)

Rezultd deci cd formula (28") se scrie sub forma simpld

(28/!/)
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" considerdm, de exemplu, cazul pla-

Metrica lui Barbilian este deci o metricit riemanniand dati de formula

[+ At 39 ”

ds? — 4(da® 4 dy?) (/‘ 1 ) . (29)

Punind 2x = %; 2y = v se obfine metrica lui Riemann (22), cu
curburd negativd. Avem deci teorema:

Metrica lui Barbilian pentru wn cerc coineide cu metvica (22) a
lui Riemann cu curbura negativd.

Rezulti deci ¢i metrica lui Barbilian ne dd in cazul cerculuio
interpretare geometricid simpld a metricei lui Riemann cu curburd
negativa.

Vom observa de asemenea ci geodezicile metricel (29) sint cercuri
ortogonale cercului (26Y), astfel ¢ notind cu M, N punctele de inter-
sectie al unui asemenea cerc ce trece prin A, B, distanta este datd de
ormula (26) in care 4, B, M, N sint puncte situate pe acest cerc.

§ 6. TRIGONOMETRIE NEEUCLIDIANA

8% calculim acum formulele ftrigonometrice intr-un triunghi
din planul hiperbolic i din planul eliptic. Pentru aceasta trebuie sd
considerim un model pentru unul din aceste plane si si vedem ce
relatii existd intre clementele unui
triunghi (laturi ¢i unghiuri). 5a

nului eliptic. Pentru aceasta putem
considera ca model sfera cu punc-
tele diametral opuse identificate,
deci trebuie si consideram un tri-
unghi sferic ABC, a carui supra-
fatd nu depigeste o semisferd.
Daci acest triunghi este drep-
tunghic, putem prin rotatii ale
sferei si facem ca A sd fie Polul
Nord, deci 4 si aibd coordonatele Tig. 45
0, 0, R, iar punctele B, C sia fie
situate respectiv in planele de coordonate Oxz, Oyz, deci B sd aibd
coordonatele Rsino, 0, Rcosg jar C sd aibd coordonatele 0,
R sin ¢, Rcos {, unde ¢ si ¢ sint unghiurile pe care razele 0B, OC
le fac cu axa z (fig. 45). Se observi ci notind cu a, b, ¢ laturile

123



triunghiului, deci lungimile arcurilor de cercuri mari BC, AC, 4B,
avem relatiile :

¢ =Rg, b= Ry

Sd observdm acum cd fiind date doud puncte M(x, vy, z), M'(x’
', 2') situate pe sferd, «:o@iuusul unghiului 0 pe care-1 fac razele OM,
OM' este dat de formula (14") din c<1p1tolul I deci avem :

»

vy vy oz

cos 0 = ~"n D (30)
Dacd aplicdm aceastd formuld razelor OC, OB, obfinem formula :
cos % — cos 2 cos %, (30")

I R R

care constituie deci formula lui Pitagora intr-un triunghi dreptunghic
din planul eliptic, unde 0, ¢ sint catetele si a este ipotenuza triunghiului
dreptunghic.

Sd vedem cum aratd aceastd formuld in planul hiperbolic. Pentru
aceasta trebuie sd schimbdm R si 7R si sd observdm cd finind seama
de formulele lui Euler

Cos ¥ = ———, Sy =——-— ‘
P o (31)
si de faptul ca dacd numim cosinus ¢ sinus hiperbolic, funcyiile

X —
e e

¢ shg=%T°¢ "
» shg= - , (317

A ch x =
9

b rezultd cd avem formulele :

c ch ¥ = cos 1%, sh x = 7 sin iy, (32)

-y . . o .
¢ Deci schimbind R cu 1R, formula

(30") devine:
2 ch? —chZen® , (32
R R R
Tig. 46 care constituie formula lui Pitagora
in planul lui Labacevski-Bolyai.
5S4 considerdm acum un triunghi sferic oarecare (fig. 46). Putem
face, prin rotafil ale sferei, ca A si fie In Polul Nord, ca B si fie
in planul y = 0, deci B, C sid aibd respectiv coordonatele :

B [P sin —, O, R cos ~]
R

. b . b . 12
C [R sin p cos A, Rsin —sin 4, R cos })—] .
R 0

T

Rezultd deci, aplicind formula (30), cd unghiul a/R dintre OB si

- 0C este dat de formula:

b ¢ .b .
COS — == €0S — 08 — - sin —sin — cos 4, (33)
R R 1

2 R R
care generalizeazd teorema Jlui Pitagora pentru un triunghi carecare.
\dnmbmd R in iR si tinind seama de formuleie (32), obtinem formula
din  planul hlperbohc :

ch’ —chchl —ah ”shcos A. (33)

n I R R R

demonstreazi de asemenea ci intr-un triunghi sferic dreptunghic
ig. 20) avem formulal:

tg — = tghb sin ,[{ (34)

1 C

i deci si formula corespunzdtoare pentru un triunghi dreptunghic
din planul hiperbolic

b ¢
th = ==+t Bsh - 4!
'k & e (349

S aplicim aceastd formuld wunui triunghi din planul hiperbo-
lic, a cdrui laturd b creste la infinit

(fig. 47). In acest caz u11gh1u1 B tinde 5
la unghiul de paralelism al dreptei pa-
ralele dusd prin B la dreapta AC. Ti-
nind seama cd tangenta hiperbolicd

o
b b 4

: E2 |
) e — ¢
TS ———

4 b b !

[ S p 7 -
e e
Tig. 47

tinde la valoarea 1 cind b tinde la infi-
nit, obtinem notind cu « unghiul de paralelism $i cu p distanta AB

" 2

Lo of =~ ———o -

° » »
R TR

e —e

1 Vezi G. Vranceanu, op. cit, cap XVIIIL
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Tinind seama cd avem

ore %
2tg 2
o — T
ta o o i
1 . t‘\,:‘." —
2
rezultd formula lui Iobacevski:
_r _r
ol N R -
tg - =¢ ( . = 2 arctg ¢ ‘J (35)

care ne dd unghiul de paralelism.
Revenind la un triunghi oarecare avem, de asemenea, in planu
eliptic, formulele :

a b . c

sinn — sin — sin —
R R R (36)
— == — = - B

sin A sin B sin C

iar in planul hiperbolic formulele :

a ¢
sh T sh ; sh T

R Y QN
L 1 (36")
sin A sin f5 sin C

sl este interesant de remarcat cd aceste formule sint asemandtoare cu
formulele din planul euclidian (planul parabolic), care ne spun ci
intr-un triunghi laturile sint proportionale cu sinusurile unghiurilor
opuse [cap. I, formulele (9)].

Intr-un triunghi sferic oarecare suma unghiurilor este mai mare
decit doud unghiuri drepte, si avem formula lui Gauss

A+B+C:wm+%, ' (37)

unde S este aria triunghiului. S& verificdm aceastd formuld cind
triunghiul are doud unghiuri drepte, de exemplu, unghiurile B, C.
In acest caz avem:

S

A==,

R?
formuld care se verifici observind cd luind virful 4 in Polul Nord
si B, C pe ecuator, aria triunghiului A BC este evident proportionald
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cu unghiul 4 si atunci cind 4 ia valoarea maximid de 360° se obtine

suprafata semisferei 2mIR2.
Formula (37) in planul hiperbolic se inlocuieste cu:

A+B+C:BW-% (38)

sl regdsim proprietatea cd suma unghiurilor intr-un triunghi este
mai micd decit doud unghiuri drepte.

§ 7. PROPRIETATI GLOBALE

Ne vom ocupa in acest paragraf de unele probleme privind pro-
prietdtile globale sau topologice referitoare la o geometrie datd. Se
numeste topologie acea parte a geometriei care considerd proprieta-
tile ce rdmin invariante la o transformare continud. Se numeste geo-
melrie diferentiald globald, acea geometrie care considerd proprietiti
ale obiectelor geometrice care sint definite in intreg spatiul consi-
derat, cum ar fi metrica spatiului, sau o corespondentd intre spatiul
dat si alt spatiu ete.

Am vizut, de exemplu, Tnu § 5 cd Beltrami a ardtat c¢i geometria
lui Lobacevski-Bolyai poate fi realizatd pe pseudosferd. Am vidzut
< aceastd realizare nu este insd globald, deci nu se poate reprezenta
intreg planul hiperbolic pe pseudosferd, deoarece pseudosfera are
metrica degeneratd in punctele ei singulare. Se exprimd acest fapt,

spunind ca reprezentarea planului hiperbolic pe pseudosferd este

locald, deci valabild intr-o anumita regiune, care nu cuprinde intreg
planul hiperbolic, datoritd faptului ca pseudosfera are singularititi.

Cum pe de alta parte Hilbert a aratat cd nu existd in spatiul eucli-
dian cu trei dimensiuni suprafete cu curburd constantd negativid
fara singularitati', rezultd cd planul hiperbolic nu poate fi realizat
clobal in spatiul euclidian F7,. Se exprimd acest fapt spunind c¢& planul
hiperbolic nu poate fi scufundat in spatiul euclidian Z,.

S-a pus problema de a sti daca planul hiperbolic poate fi scu-
fundat global intr-un spatiu euclidian cu mai multe dimensiuni.
Un prim rezultat a fost obtinut de Bieberbach, care a ardtat ca acest
plan poate fi scufundat intr-un spatiu euclidian cu o infinitate nume-
rabild de dimensiuni, deci Intr-un spatiu Hilbert.

1 Vezi M. Antonescu, Asuprateovemei lui Hilbert din geometria lui Labacevski—
DBolyai, ,,Studii si cercetdri matematice”, vol. IV, Bucuresti, 1953, pp. 197 —211.



Notind cu H(xy, %o, . . ., X2y _1, Xgp,. .

.) un asemenea spatiu trebuie
1 2 2 2 5
ca seria X1 - x4 - ...+ a8, ...

sd fie convergentd. Dacd punem

. 1 .
Ly == Xop—1 “l' 1Xgy = = (M —|“ i‘l))”,
Vi
. | , o (39)
ZM = Xop-1 — 1Xy, == —— (H — l'l})n‘, (l — '\/_,_ ]).
\/n

unde 7 este un numir intreg pozitiv, rezultd ci avem

el 2
zzn 2114—7}

n=1

J 8

o o

T R T

I

e

n=

Qi prin urmare seria din primul membru este convergentd daci
22 < 1.

In spatiul H, formulele (39) definesc o suprafatd cu doud dimensiuni
raportatd la parametrii u, » i avem:
o « \n—1 .
dz, = VYn(u -+ iv)" (du + idv)
5 . —1I .
= Vu(u — i) (du — idv),
prin urmare rezultd formula

dz,dz, = dxj, 4 dxl = n[u® - v )" du? + do?].

2n
Rezultd deci ¢ putem scrie formula:

[

ds* = SO do = S ® 4 v [du® + dot), (39)

n=1

Tinind seami pe de altd parte de formula care ne di suma unei
progresii geometrice

1 — yn—(»l

Ldtr4+. . =",

1 —7
daca facem pe 7 sd tindd la infinit si presupunem || < 1, atunci
lim »t1 =0 ‘pentru 7 - oo gl deci avem:

=l (397

l — 7
ceea ce se exprimd spunind cd membrul al doilea reprezinti dezvol-

tarea in serie a primului membru ; acest fapt fiind posibil, bineinteles,
numai daca |7 < 1.
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Derivind formula (39”) in raport cu 7, termen cu termen, se obfine
formula :
1

[— 1 + 27 —{— e

(39///)\
(1 —p)2

Y Gl S
membrul al doilea reprezentind dezvoltarea in serie a primului membru..
Tinind seama de aceastd formuld, putem scrie deci (39') sub forma
lui Bieberbach?!

e du? - do?

ds? = 30 daz = T,

(I — u? — v?)?

( 39 IV)

o= 1
care coincide cu formula (22') a metricei planului hiperbolic dacd
u? - 0?2 < 1.

" Existi si o alti scufundare a planului lui Lobacevski intr-un
spatiu Hilbert datoritd lui Blanusa, care se obfine plecind de la metrica
(16) pe care o vom scrie schimbind rolul variabilelor u, v deci sub
forma

dst — o 00t (40)

u?*

S4 considerdm deci ca spaliu Iilbert spatiul avind coordonatele xg,
si sd punem

Xo — I;('”’); Xop—1 == fn(“) Cos (anv)’
Ko, = [,(u) sin (a,v), n =1, 2,

Xiy, ooy Koy oo

unde g, sint constante.
Avem deci o suprafatd in spatiul Hilbert a cirei metricd coincide

cu (40), dacd sint verificate condifiile
, RE o~ e, 2 R "
FW&+ZJ =2, S = I (40')
n=1 us
Dar se poate satisface ultima dintre aceste condifii luind

r 1 r
Jul) = = - — (40"

dy 13

(1 + u?) z

11, Bieberbach, Eine singulaviiitenfreie Ilache constanter Kritmmung m
Hilberteschen Rawm, Comentarii math., Helvetici, 4, 1932, pp. 248—-255.

O — Geometria cuclidiand 129



Intr-adevir in acest caz primul membru al ultimei ecuatii este,
abstractie fdcind de R?, o serie geometrici avind ca ratie (1 4 2?)—2
§1 ca prim termen (1 4 #2)~1, deci avem

[

2 2 52 1 1 2
/fnﬂn = ]\ . — If .
1 1

n= -+ u? 1 u2
1

Dacd derivim formulele (40”) obfinem

Ru 1
7
fn (M) = — 2. "
a/n A;_{‘ 1
(1 4 u®)”
astfel cd avem
S R) = R 302 ! (40"")
”:_{ n — (,;3, (1 ,Uz)n—l 2
Tinind seama cd formula (39"') ne da
o 9\ 9
Z%" 1 o 1 It {-u~)~’
n—1 (1- '1{,2)”*‘l . 1 2 wt
1+ u?

rezultd cd formula (40") pentru a, = \n se scrie

o0

SOFRu) = —2—

n=1 u?(1 4 u?)
si prin urmare prima formuld (40') ne dd

R

Pl = =i

31 deci putem lua
F(u) = R log (u + V1 u2).

Avem deci teorema lui Blanuga':

1 Danilo Blanusa, Eine isomelrische und singulavitelen freie Eimbetung des
hyperbolischen Raumes tn Hilberleschen Raum, Monatshefte fiir Math. 57, 1953, pp. 102—
—108.
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Se obtine o scufundare a semi-planului Poincaré inlv-un spagiu.
Hilbert luind

% = Rlog (w +V1+ ),

R 1 —
Xon—1 = W- T cos (\/" 7)):
1+ uy?
R 1 . —
Xy, = V—E————n«sm Wnv), n=12...
(1 -+ u?)?

Tiste de observat ci atit scufundarea lui Bieberbach cit si scufuu-
darea lui Blanuga sint analitice, deci functiile care se utilizeazd nu
numai cd au derivate de orice ordin, insd sint si dezvoltabile in serii
convergente, sint deci functii analitice.

Recent Blanuga! a ardtat ci planul hiperbolic poate fi scufundat
intr-un spatiu euclidian cu sase dimensiuni, insd scufundarea sa nu
este analiticd ; functiile pe care le utilizeazd Blanuga au derivate de
orice ordin, insd nu sint dezvoltabile in serii convergente.

Ca exemplu de functie care are derivate de orice ordin, dar nu
este analiticd, se poate da functia continud, definitd pentru x == 0
prin

1
T 1
y:‘:e xz:—l—,

X

3

N,

1

. o .. . "
care are evident valoarea zero 1in origine, deoarece ¢“ tinde citre
infinit pentru x — 0. Derivata de primul ordin a acestei funciii este:

1

2 Tz
o = X
Y=
si in mod analog se obtin derivatele ‘de orice ordin si toate aceste deri-
vate sint nule In origine. Or, dezvoltarea in serie a acestei functii in

jurul originii ar trebui sd fie datd de formula :

o

X

Y=o+ (¥ex+ (o + .. (40)

2

ande (¥)g, (v'), ... sint valorile functiei si derivatelor sale in origine.

1'D. Blanusa, Uber die Einbettung hypevbolischer Riume in euklidische Rdiume,
in ,,Monatshefte fiir Mathematik”, 59, 1955, pp. 217 —229.
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. . 2 . e, u

Or, agsa cum am observat deja, functia ¢" are valoarea infiniti

pentlu x=0, deci v are valoarea zero pen‘mu x= 0, deci (y), = 0 si
1

. e .
avem de asemenea (y), = 0, deoarece functia ¢ creste mai

repede decit orice pute1e cind «x tinde la zero.

S

Deci seria (40) ne (h v = (, prin urmare nu reprezinti func-
1

tia ¢ ¥

Am spus cd nu se cunoagte o scufundare analitici a spatiului hi-
perbolic intr-un spatiu cuclidian cu un numir finit de dimensiuni, fn
schimb cunoastem scufundidri ale planului chptlc cu aceastd proprie-
tate. In adevir, am numit plan eliptic sfera in care am identificat
punctele diametral opuse. Astfel, dacd considerim sfera de razd 1

Pyt 1 (41)

in spafiul cuclidian g Iudm un spatiu euclidian cu sase dimensiuni
E g raportat la coordonate ortogonale vy, vy, V4, vy, V5, Ve, $1 punem

Vo = V202, vy \/ Vo= V2ay,
obtinem in I un loc geometric cu doud (hnwnsiuni, dacd presupunem
cad x, v, z sint legate de ecuatia (41).

In acest caz vzduu cd la orice punct al planului eliptic cores-
punde un punct al locului geometric (42). Invers, dacd avem un punct

al locului geometrlc pentru care avem, de exemplu, y, == 0, atunci
f ormulele (42) ne dau:
o Vs
:a\/ylrz_:: » ¥ o= = (C::[:])
szl V

deci avem doud solutii: (x, v, 2) si (—wx,—v,—2), deci doud puncte
diametral opuse pe sferd, prin urmare un singur punct al planului
eliptic. Cum cel putin una din coordonatele x, v, 7z este diferitd de
zero, deci cel putin una din coordonatele vy, v,, v, este diferita de zero,
rezultd teorema :

Formulele (42) realizeazd o scufundare globald analiticd a planului
eliptic in T

Formulele (42) ne dau de fapt o scufundare a planului eliptic in,
spatiul I;, deoarece avem, tinind seama de (41),

Y1+ Vet ys =1
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Rezultd, prin urmare, ¢i avem o scufundare intr-un hiperplan
al spatiului Ig, deci intr-un spatiu euclidian cu § dimensiuni.

Scufundarea (42) se cheamd scufundarea lui Manoury? si se vede cd
locul geometric (42) este situat pe sfera unitate din spatiul Eg, céci
avem :

VPR b E b ood bR ok = (0 f ot b =1 (42)

Tixistd scufundidri ale planului eliptic si intr-un spatiu euclidian
cu patru dimensiuni E, (z,, 2, 2y, 2,); de exemplu, putem considera
scufundarea

2= AR g, = XY, 2y == X2 -F 42, g, = 2. (43)
Scufundarea (42) a lai Manoury are insd anumite proprietdfi geo-
ietrice, pe care nu le are scufundarea (43), si anume dreptelor geome-
triei planului eliptic le corespund prin (42), cercuri in spatiul I,
Vom trece acum la alte probleme globale, plecind de la faptul
cd se poate obtine un spatiu din altul identificind anumite puncte,
ctm este cazul trecerii de la sferd la planul proiectiv (eliptic) prin
identificarca punctelor diametral opuse. Se poate prezenta aceastd
operatie considerind transformarea

W=y =y = — 2 (44)

care transformd punctul P(x, y, z) in punctul diametral opus P’ (—x,
—y, —z). Se vede atunci cd p1anul eliptic se obtine din sferd identi-
Ticind punctele ce se transformd unul in altul prin grupul (44). Grupul
generat de (44) este un grup discret pe sferd gi este format din doud
transformiri, transformarea (44) si transformarea identicd, cdci apli-
cind incd o datd transformarea (44) se ajunge la transformarea identici :
xll = x, y// =¥, ZII — 7.
Un grup se zice discret dacd nu are puncte fixe gi dacd transforma
orice punct P Intr-un punct P’ unde distanta PP’ este mai mare decit
un numdr dat a > 0.

Se aratd cid nu existd alt grup discret pe sferd in afard de grupul
considerat mai sus ¢i cd singurele spatii complete cu doua dimensiuni
cu curburd constantd pozitivd sint sfera si planul eliptic. Prin spafiu
complet se intelege un spatiu in care pe orice dreaptd in orice sens se
pot parcurge distante oricit de mari.

1G. Manoury, Sphives de seconde espece, in ', Niew Archief Wiskunde” (2),
4 (1898), Amsterdam, pp. 83—39.
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Utilizarea grupurilor discrete poate fi ficutd si in cazul planului
euclidian si in cazul planului hiperbolic, pentru a obfine din ele alte
spatii, asa cum din sferd am obtinut planul eliptic.

Sd considerdm in primul rind planul euclidian raportat la coordo-
nate carteziene ortogonale x, y si si considerim grupul generat
de transformarea

¥ =x-+1 9y =y (44")
care constituie o translatie de lungime 1 de-a lungul axei x. Grupul
este format in acest caz de transformarea identicd si din translafiile :

X =x+mn y =y, (45)
unde 7 este un numdr intreg pozitiv sau negativ, deci grupul are in
acest caz o infinitate numdrabild de transformiri. Dacd impirtim
planul in fisii de latime 1 prin paralele la axa vy, asa cum aratid fig. 48,
transformairile (45) duc aceste figii una in alta.

In adevir, transformarea (45) transformd un punct de coordo-
nate (%, y,) Intr-un punct de coordonate (x, + %, v,).

Jacd presupunem acum ci planul este de hirtie gi 1l
tdiem dupd dreptele indicate in figurd si ludm una din fisiile obtinute,
de exemplu fisia avind baza 04, si o indoim asa fel ca dreptele duse
prin O si A si se agtearnd una peste alta, se obtine un cilindru, supra-
, fatd binecunoscutd in geometria
l% clementard.

Dacd P(x,, v,) este un punct
pe acest cilindru, avem 0 <Cx, <1
Tt Tinind seama cd avem o in-
finitate de asemenea fisii, rezul-
td cd la orice punct P de pe
cilindrul de bazd 04 corespund
o infinitate de puncte in planul
euclidian, echivalente cu punc-
tul P fatd de grupul (45).

Rezultd atunci cd spafiul
obfinut prin identificarea punc-

Tig. 48 telor transformate unul in altul

de grupul (45) este cilindrul,

iar planul euclidian acoperd cilindrul de o infinitate de ori. Se zice
cd planul euclidian este spatiul de acoperire universald a cilindrului.

Invers, fiind dat cilindrul, dacd il tdiem dupd o generatoare, il
putem asterne in intregime pe plan, fard alte rupturi; de aceea se zice
cd cilindrul este o suprafatd desfdsurabili. :

Planul euclidian si cilindrul au deci din punct de vedere local ace-
eagi geometrie euclidiand ; mésurarea distantelor se face dupd aceeasi

crr8) A(10) B120)
o0
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formuld a lui Pitagora. Din punct de vedere global insd, planul eucli-
dian si cilindrul sint suprafete distincte. In adevir, in plan este vala-
bild proprietatea cd orice curbd inchisi se poate deforma prin continui-
tate la un punct, ceea ce se exprimi spunind cd planul euclidian este
o stuprafatd simpld conexd. Pe cilindru proprietatea nu mai este ade-
viraté, deoarece cercul de sectiune al cilindrului cu un plan, de exem-
plu, nu poate fi deformat la un punct.

Sd presupunem acum cd avem pe fiecare dintre axele x, y cite
un grup discret, anume grupul (45) pe axa Ox i grupul

X =,y =y 4 m (46)

pe axa Oy, unde m este un numdr Intreg oarecare.

Dacd impdrtim planul euclidian prin drepte paralele la cele doud
axe la distantd egald cu unitatea, se obtine un pavaj al planului cu
pitrate de laturd 1.

Daci considerim un punct Py(x,,v,) In pitratul OABC, avem
evident :

O], 0Ly, <1

si grupul (45), (46) transformd acest punct in puncte Q (¥, -+ 7, v, -+ ),
deci transformd pitratul 04 BC in celelalte pidtrate ale pavajului.
Reciproc, orice patrat al pavajului y

este transformatul patratului O4ABC
printr-o transformare (45), (46).

A identifica punctele transformate
unul in altul de grupul (45), (46) P
inseamna a presupune cid punctele e
Q (% + n, vy -+ m) slat identice cu
punctul (%, v,). Daci i in acest caz —
presupunem planul euclidian taiat s
dupd dreptele indicate In fig, 49 i
dacd luam unul din pédtratele obtinu-
te, de exemplu OABC si il Indoim in
asa fel ca CO si se suprapund pe B4,
se obtine o sectiune dintr-un cilindru,
04 ¢ CB fiind doud cercuri de sec- Ttig. 49
tiune. Dacd acum Iindoim aceastd
sectiune de cilindru in asa fel ca cele doud cercuri OA, CB sd se
suprapund, se obtfine o suprafajd finchisd analogd unei camere
de cauciunc de masini, suprafatd ce se numeste for (fig. 50).

Rezultd i prin identificarea punctelor din planul euclidian, trans-
formate unul In altul de translatiile (45), (46), se obtine torul.

o
Gy
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Torul este deci a4 Inchigy i

ca suprafasd antversalh do scupente paCare admite planul cuctidian
euclidian, cilindrul si torul au zﬁ‘eea;‘i “ ,n D o e .cl‘evoca.I , Planal
icudian, S b aceeas: geometrie euclidiand. Din punc
de vedere global planul euclidian, C}]indrul si torul sint suprafetgudii
tincte. Prima este deschisi éi sim-
1A)lu conexd, a doua este deschisa
insd nu este simplu conexi si a
treia este fnchisd si nu este evi-
dent simplu conexid. Dacd com-
pardm sfera cu torul, ecle sint
evident ambele suprafete inchise,
sfera  nsi  este simplu conexi
pe cind torul nueste simplu conex.
Comnsideratiile ficute mai sus ne
aratd cd exista trei suprafete pe
S care se pon.te'da in intregime o Seo-
g metrie cuclidiand : planul euclidian
cilindral si torul, '”
."'.,zchs.te suprafete sint orientabile, deci au doud fete. Ta plan, ci-
]1-11(,1_11:11 $1 tor putem deosebi o fatd de cealaltd, deci un '.m(;l)i]‘ care ar
i \’3:[111’:1} pe una di ntre fefe, de exemplu, pe fata interioard a cilin(iruh;lil
nu poate trece prin continuitate pe fata (';;h‘\'iu:nfﬁ; bil&(‘il%'i:d(‘\‘. ci-
lindrul se considerd intins la
infinit T ambele seusuri ale

generatoarelor.

Toiods Ao s ,
l?).lfjt:; _insa gt suprafefe
neorientabile, deci ce au o
stngurd fatd i exemplul cel
mai simplu ne este dat de
banda lui Moébius. Pentru a
obfine aceastd suprafatdi si
: presupunem cd ludm pidtratul
i s i e e T AT
io. 51 0ABC din fig. 49 s1 il fndoim

suprapund pe latura AB, insd asa fel ca C o viniin 4 i 0 in B, Se
(>b‘,t1}1e atunci suprafata datd in fig. 51 a unui cordon ijﬁsiicit Plia.w‘uc-
punind cd aceastd bandd se intinde la infinit pe directia OC n ﬂllli;ém
]16 sensuri, se Qbi:n}efigtn'a denumitd cilindrul neovientabil : operatia
de mrdon"c aplicatd In cazul acesta revine la identificarea puhctvf&r
transformate unul in altul de transformarea : -

4 ’

X = «'V*,L 1, Y o= =,

astfel ci cilindrul neorientabil are si el planul euclidian ca suprafatd
universali de acoperire.

Txisti de asemenea un tor neorientabil si avem urmdtoarea teore-
mit:

Existd cinci suprafete si numai cinct pe care se poate da o geometrie
euclidiand, si anwme trei suprafete deschise: planul euclidian, cilindrul
propriu-zis si cilindrul neovientabil, si doud suprafete inchise: torul
propriu-zis si torul neorientabil.

Grupul modular. Si trecem acum la planul hiperbolic, definit
in semiplanul lui Poincaré (§ 4). Am vidzut cd in acest caz grupul
de migedri ale spafiului este dat de transformdrile (18),

U -+~ P (28 — By = 1), (48)
vz 4+ 3
in care o, B, v, § sint numere reale.
S4 presupunem acum ci «, B, v, § sint numere Intregi.
S% vedem daci o asemenea transformare poate avea puncte fixe.
Punind 2’ = z, avem ecuafia:

v+ [§—alz—p =0,
care are ca solufii:

o — 84 V(e — 8 + 4By

2y
Avind in vedere condifia a8 — By = 1, putem incd scrie:

o — 34 V(e + 82 — 4

Dnr

~

Acecasti formuld ne aratid cd dacd
o+ 8] =22, (48")

valorile 1ui # sint reale, deci punctele fixe sint pe axa reald agadar la
infinitul geometriei. Transformirile (48) cu «, & impar si B, vy pari
formeazi un grup numit grupul modular. Pentru aceste transformari
nu putem avea o 4 8 = 0, deoarece condifia ad — By = lar da By =
— —(14o?) ecuatie care nu are solutii intregi cu B, ¥ pari: dacd punem

v = 2n, B = 2m, rezultd 4m = — 1—o2, deci rezultd cd o trebuie
sd fie impar, o = 2p 1 si atunci obfinem ecuatia — 4mn = 24-4p--4p%

1R, Cartan, Legons sur les espaces de Riemann, Gauthier Villars, 1928, vol. IIT.

137



satt 1 + 2p 4 2p% + 2mn = 0 care este imposibils a cd
D N = e 1mposibild. Rezultd cd pentru
transformarile grupului modular avem oo + 8] > 2, cHci ocL %e sint

impari, deci aceste transformsri i i i
dect arl au puncte fixe numai la infini
geometriei lui I,obacevski. ' - e

Grupul modular este generat de doud transformiri

7

P=r—2 = : (48")

in sensul cd orice transformare a grupului se sc

A ori 1 rie ca un produs finit
de transformdri (48"). Transformirile (48") :

transforma dreapta

x =1 : (49)
in dreapta

xX= —1, (49"
respectiv semicercul de diametru OA egal cu unitatea (fig. 52).

22442 — x =0
in semicercul de diametru OB

4y + x =0,

X In asa fel, inclt punctul A4 se
transformd in punctul B,

~ Se poate ardta ci orice punct
din semiplanul lui Poincaré este
echivalent fati de grupul modu-
lar cu un punct din regiunea ha-
suratd. Deci identificarea punc-
______ » , telor din plan, transformate unul
In altul de grupul modular, duce
la un spatiu ce se poate obtine
din regiunea hasuratd (fig. 52),
identificind doud puncte PP’
Fig. 52 sﬂ:usate pe dreptele x=1, x——1
avind ordonatel > sl i

puncte O, Q' de pe semicercurile care limiteazi regiueligeaz}C fs(:rri(i):(;
unghlurﬂe‘mgrca_te in figurd egale. Se obtine atunci o sup,rafaté de
forma cele} din fig. 53, unde cele trei brate se intind fiecare la infinit
in sensul sdgefilor. Intr-adevir, punctele 4, B devin puncte singulare-
gselme'neg virfului pentru un con. Al treilea brat are ca virf pEnctu?
e la infinit al dreptelor AP, BP” §i se obtine in acelasi mod in care
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cilindrul se poate obfine dintr-o pinzi a unui con, indepartindu-i
virful. ]

S4 observiam acum ci folosind mai multe suprafefe de forma celei
indicate in fig. 53 putem forma mnoi surafete. Dacd de exemplu consi-
derim doud suprafete asemdndtoare celei d1r} fig. 53 si le lipim bra-
tele doud cite doud, (fig. 54), obfinem o noud S}llzrafaj,c%, care nu mai
este fnsd cu brate infinite, ci este o suprafatd inchisa. B_mem’,ce}es,
acest procedeu se poate aplica intr-o infinitate de moduri. Dupa o
teoremd a lui Camille-Jor-
dan, oricum am lipi, orice A
numdr de suprafefe ase-
minitoare celei din fig. 53,
dacd suprafata rezultatd
este Inchisd, atunci ea se
poate aduce, prin deformdri
fard rupturi, la forma unui
disc in care s-au facut un
numdr p de gduri. Figura 55
reprezintd o astfel de su-
prafatd pentru cazul p =3.
Iiste clar cd suprafata din
fig. 54 corespunde cazului
p = 2. In general, p se nu-
meste genul suprafefei. To-
rul are genul 1, iar sfera —
genul 0, deoarece sfera este
echivalenti cu un disc in
care nu s-a fdcut mici o
gaurd.

In teoria functiilor ana-
litice de o wvariabild com-
plexd se aratd cd exceptind
sfera, cilindrul i torul, orice
suprafatd inchisd sau des-
chisd se poate obfine din
semiplanul  lui  Poincaré
prin identificarea punctelor
transformate unul in altul
de transformadrile unui grup
liniar (48), in care o, B, v, d
nu mai sint in general nu-
mere intregi, ci reale. Re-
zulti cid aceste suprafefe
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bot primi ~tricd inci
%301113\5;1{111])0 ?]lctuca', care coincide local cu metrica planuloi  Tui
weare. Dect pe orice suprafatd diferits fera, cilindru si :
. ‘ 1itd de sferd, cilindru ¢i tor se
Gate: conce: . Tite stera, ndru ¢1 tor se
iochevsgt]{ﬁdoﬁ geometrie, care coincide local cu geometria 1ui
ace » dectin care suma unghiurilor unui tri i suficier :
Ybac dect ] F o] r unut triunghi suficie >
aoacey 3 1 5 ghiu git sulicient de

¢ este mai micd decit doud unghiuri drepte ete. Doud drepte de pe o
astfel de suprafati pot
avea insd doud i chiar
mat multe puncte co-
mune,

Faptul cd pe sferd
se poate da o metricd
cu curbura constantd po-
zitivd, ¢d in plan, pe
cilindru gi pe tor se pot
. da metrici cu  curburi

Dig. 55 nuld i cd pe orice altd
o 5 suprafati se te d:
metricd cu g A ivi 1 turd o Tormule
e Ga(us; ggﬂ)uia zonstai}ta negativd, este in legiturd cu formula
tipul o o }(iag. s Sceasta formuld priveste suprafetele inchise S de
' . ce sint ori i 2 ste ¢ i
astic] de suomps 29 t oﬂ:rlentablle. Dacd p este genul unei
€ supralefe, formula Iui Gauss-Bonnet se scrie:

S

unde am n L cu K i si S
et 1 f)jcat ‘U.l K si de curbur_a i elementul de arie corespunzind
e trice oarecare a suprafetei. In cazul sferei, avem P=0, deci
p ) )

Kd , i i deci
SS o> 0. In cazul torului, p — 1 si deci SSKdG:O. In cazul

S
N

> 1 rezulti V i sf
? Itd \\ Kdo < 0. Aceste relatii sint valabile, oricare ar fi
s
metrica considerati supr iva, si
e eC(glf;ldel’dt.d.pe suprafafa respectivi, si ele sint in particular
F, o ¢ metricile cu curburd constanti indicate mai sus
faptul cd o aceeasi suprafats + imi ; ot
ol 1% p(c):t((; ‘Cflg((i(aﬁl sup}lafag(zl poate primi mai multe metrice dis-
se lea considerind o suprafatd (20) tn spatiul obting
e s poate ve 1 1} td (20) in spatiul obtinut
riem’mn(il;lln/f_ll%unlv. Fa primeste atunci de Ia acest spatiu o me%crici
punc(tul (‘lem; 1aca deforman} acum suprafata, ea rimine aceeasi din
le vedere al topologiei, dar metrica ei s-a schimbat. Formula

lui Gauss-B 1 oA
-Bonnet aratd ci expresi s : :
a expresia .Kdo este un invariant fatd

- 4 1 S
de aceste deformiri,
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ixistd st un alt mod de a ardita cd pe orice suprafatd de gen mai
mare ca unitatea se poate construi o geometrie hiperbolica.

Obtinem aceste suprafete prin operafii analoge aceleia prin care
am obtinut torul din pitrat (v. fig. 49) luind insd de astd datd wun
| poligon regulat cu 4p laturi®.

Avem deci teorema:

Pe orice suprafatd inchisd de gen p > 1 se poate da o geometria
Tiperbolicd.

Tixistda deci o infinitate numdirabild de asemenea geometrii echi-
valente local si distincte topologic.

De asemenca se aratd ci existi o infinitate de geometrii hiper-
bolice deschise.

in cele de mai sus ne-am ocupat de geometriile euclidiene gi ne-
cuclidiene (cliptice si hiperbolice) plane, deci cu doud dimensiuni.

Considerafii analoge se pot face relativ la geometriile cu trei sau
mai multe dimensiuni. Vom mentiona astfel faptul cd dacd ni se
di o sferi cu trei dimensiuni, deci o sferd in spatiul euclidian
Ey(¥,v,21) cu patru dimensiuni

A2 by g R = R2,
existd si alte grupuri discrete decit acela ce schimbd un punct in
punctul diametral opus
¥ = —x y =—y 2=—2 =—1 (49")

deci in afari de spatiul sferic si spatiul eliptic, avem si alte spafii
cu curburd constantd pozitivd; astfel, spafiile lenticulare se obfin
identificind punctele transformate unul in altul de rotatiile in perechile
de variabile x, y; z, ¢ date de formulele:

, 2np . 2xmp
&' = x cos —— — Y sin —*—
m m

.2 2y
y’~xSm—nf——E—yCOS‘T‘IZ

m m =
2 2 (30})
o = 2 cos St sin il &
m m
J
.92 . 2n
¢ = z sin =L 4 ¢ cos —2,
wm m

1 Vezi N. V. fimov, Geometrie superioard, Editura Tehnicd, Bucurest ,1952

p. 295.
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unde p, ¢, m sint numere intregi sip 1 i mici
, q, 1 $1 P, ¢ sint mai mici ca m. Se poate
zlsinzélitggl C(l)lbs(zg% cg pentn;‘ g; 1: g=1, m =2, transformareap (50)
¢ c » dect spatiul lemnticular coincide, in :
Spatinl eliptic ciae, 1 acest caz, cu

) g::)ste de asemenea de observat cd spatiul eliptic Sy este orientabil ‘j
I timp ce, dupd cum am vizut mai inainte, planul eliptic S, este!

meongntabﬂ si proprietatea se generalizeazi pentru orice 7 in sern-
sul cd spatiul eliptic S, cu 7 par este neorientabil, in timp ce spatiul
eliptic SJ’ cu 7z 1mpar este orientabil. De asemenea,)se mentine pr(())ri-
(“t‘dte% cd pentru # par existd numai doud geometrii cu curburd cI())n-
stantd pozitivd, geometria sferici si geometria elipticd.
quumgnhona, de asemenea, faptul cd fntr-un spatiu euclidian
E; existd §i alte grupuri discrete decit translatiile. Ele ‘sint formate
din ceea ce putem numi rototranslatii. Un asemenea grup este 00119;'1‘5
de transformarea : j R

’
X =x -+ a,

=y cos B — zsin 0, (50")

Z' = ysin 0 4 zcos 0,
unde a == Q $1 0 este un unghi oarecare. Identificind punctele echi-
valente fafi de acest grup se obfine un spatiu deschis analog cilin-
drului. .UP grup discret conduce la un spafiu inchis daci 6011‘;i1’10
tral}sla;n in trei directii necoplanare. Se poate ariita cil pcntruy ca gru ul
(50" sd poatd forma cu translatii de-a lungul variabilelor j}b zlnn
grup dlSCl‘e‘F, trebuie ca 0 si fie de forma 2x fm, unde m are una
d}ntre valorile 1, 2,‘ 3, 4, 6, cazul m = 1 corespunzind la o transla-
fie de-a lungul axei x. De asemenea, se aratd ci dous 1'otot1:11(1
slatii de axe diferite port forma un grup discret numai daci m — 2
pentru fiecare dintre ele. T
Spatiul obtinut identificind punctele transformate de unul dintre
aceste grupuri este un spatiu inchis si unul din cele mai simple dintre
aceste spatii este torul cu trei dimensiuni, deci spatiul inchis care
se obtine din spatiul euclidian identificind punctele echivalente pri
tre1 translafii unitare pe cele trei axe Ox, 0y, Oz. o
Ca domeniu fundamental al acestui Spatiu’avem cubul de laturi 1
aga cum torul obignuit are ca domeniu fundamental pitratul de latur(é 1.

_ Produs de spatii. Spatii fibrate. Daci avem doui spatii eucli-
diene L, si I, de dimensiune 7 si m, in primul avind coordonatele
carteziene ', ..., 4" si in al doilea coordonatele Yo Y™ s ajciui
ale cirui puncte sint definite de numerele 1 ...’, x:”' Jyl e )"
este un spafiu cu 7 + m dimensiuni si se numeste S]bat;'ul produ,s jal
spatitlor F,, E, si se noteazi cu E, . .=F, X L. Astfel, planul

142

r

|

\

euclidian este produsul a doud spatii euclidiene cu o dimensiune, deci
produsul a doud drepte euclidiene. Spafiul E, este produsul a trei
drepte euclidiene sau produsul unei drepte euclidiene cu un plan
cuclidian. De asemenea, torul obisnuit poate fi considerat ca produsul
a doud cercuri, sau daci vrem a doud drepte proiective.

De asemenea, torul din spatiul E; este produsul a trei cercuri,
in timp ce torul din spatiul euclidian F,, deci suprafata inchisd
ce se obtfine identificind punctele echivalente prin # translatii pe
n axe ortogonale din spatiu, este produsul a 7 cercuri.

Operatia inversi a produsului conduce la ceea ce putem numt

\spatiu cit sau spatti fibrate. Fie de exemplu planul euclidian raportat

la coordonate carteziene ortogonale Oxy. S& presupunem cd fie-
cdrui punct P (x, y) din plan ii facem sd corespundd proiectia lui Q(x, O)
pe axa x. Avem atunci o corespondentd care face ca la orice punct
din plan si corespundd un punct @, de pe Ox insd invers punctului
Q 1i corespund o infinitate de puncte din planul Oxy, $i anume punic-
tele situate pe dreapta d ce trece prin Q si este paraleld cu axa Oy.
Se zice atunci cd planul Oxy este un spatiu fibrat, cd Ox este baza
spatiului, in timp ce dreptele d sint fibrele. In mod analog cercul
se obtine din torul obignuit printr-o fibrare, in care fibrele sint
cercuri, una dintre familiile de cercuri al cdror produs ne dd torul.
Pentru ca spatiile obtinute prin fibrare sd aibd proprietitfi geometrice
interesante, se cere ca fibrele diferitelor puncte ale spatiului fibrat
si fie asemenea, deci si se obtind una din alta prin transformadrile
unui grup. In cazul spafiului Oxy considerat mai sus, grupul care
transformi dreptele paralele cu Oy una in alta este grupul translatiilor
de-a lungul axei x, deci de-a lungul bazei.

Printre spatiile fibrate care conduc la spatii interesante sint
spatiile fibrate de sfere. Dacd avem o sferd in spatiul euclidian cu
patru dimensiuni atunci existd pe o asemenea sferd o familie de cercuri
mari ale sferei, care, fiind considerate ca fibre, deci fiind considerate:
ca un punct unic, ne conduc la dreapta proiectivd complexd. Intr-
adevdr si considerdm doud cantitdti z;, 2, numere complexe. Aceste
cantitdti determind o varietate cu patru dimensiuni, cdci dacd punem =

lex—}—ﬁ'_’/\/, 22:u+i'i),

sintem in prezenta a patru coordonate reale w, y, u, v.

S4 presupunem ci 2y, 2, sint considerate coordonate omogene,
deci cd nu sint ambele nule si cd sint determinate abstractie fdcind
de un factor de proportionalitate. Dacd z,, 2, ar fi reale, am avea
dreapta proiectivd reald (cap. I, § 8). Dacd z;, 2, sint complexe, se
zice cd punctele avind z;, 2, drept coordonate omogene sint punciele
drepter prozective complexe. ‘
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s A ~ w A .
o thml-l(»l iegmg cd zy, 2, sint determinate, abstractie ficind de un
actor, rezultd cd putemn utiliza acel factor ca si normalizim coordo-
natele z,, z,, Impunind conditia:

Aceastd normali ina
: zare de a coor atele z{, 2z, abstractie fict ]
E determind coordonatele z,, 2, abstractie ficind ‘de/

1nn jsftor de modul 1, Vdeci de forma e, unde ¢ este un numir oarecare
| wa - presupunem ca z, = 0, deci #® + 92 == 0 si si considerim pc.\[
dreapta proiectivi complexi coordonata neomogéni

Z=X 41y ="
4y
MAw A . A . . :
nd Inmulfim in membrul al doilea si la numiritor si la numitor

7

QW Y 210 aQ e 16 { 1
Sl %y, care cste evident de asemenea diferit de zero. Avem atunci

X Y = N

Zody u? -+ 02,

ceea ce ne dd, egalind pirtile reale si pirtile imaginare :

(b i) (e — ),

— —_—,

X — ru |- yv

o bl

u? |- v <50”)
ceea ce me spune cd la orice punct al sferei S,
2%yt ot = 1

din spati idian F,(x

q tspajclu cuclidian Ey(x, v, u, v) corespunde un punct X, Y al

reptei complexe de coordonate omogene z, z,. V ’
Tinind seama cd din formulele (50") rezultd :

Xefyrpq— !

‘ u? —]:v;
putem Iua:
_ €os o sin :
U = , by — —*—777%@,,, — ’
\/1 -+ a2 4+ _’,VZ .‘/‘—1 T A,2+ }72 ) (50’1 )

si atunci formulele (50”) ne dau:

_ Xcosg—Vsing _ Xsino - Ycos g
Vit +»? \/Ty\——,ﬁ[ V2 o

_ unAtce;te formule impreund cu formulele (50") ne spun ci la orice
gmlgte q; )%fJ‘f 1Y al _d:fe‘zpfcm complexe corespund o infinitate de
bt ale sferei VS3, infinitate care depinde de unghiul o. Toate
aceste puncte se gdsesc pe un cerc mare al sferei S situat ilqi' ialclucl
x == Xu—Yv, y = Xv — Yu care se obtine prin combinatia fofmule-

lor (50"") si (50m) '

x (507)
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in concluzie rezultd deci ci la puncte ale dreptei complexe cores-

pund anumite cercuri mari de pe sfera S;. Pentru a avea o cores-
| pondentd biunivocd, se convine ca fiecare dintre aceste cercuri sid
fie comsiderat ca un unic punct.

Dreapta complexd apare deci ca o fibrare a sferei S;, printr-o
familie de cercuri mari.

Consideratii analoge au loc pentru planul proiectiv complex,
care se poate considera ca o fibrare prin cercuri mari a sferei Ss
din spatiul euclidian E, etc. Existd gi spatii fibrate in care fibrele
$i fie nu curbe, ci varietiti cu doud sau mai multe dimensiuni’.

Varietiti diferentiabile. Consideratiile pe care le-am fdcut in acest
paragraf nc permit si ajungem la nofiunea de varietate diferentiala
cu 7 dimensiuni, care este notiunea de bazd a geometriei diferentiale
moderne. Se numeste varietale diferentiabild o mulfime numdrabild
de vecinititi, inzestrate fiecare cu un sistem de coordonate, un punct
al varietdtii apartinind la cel pufin una dintre aceste vecindtati.
Dacid el apartine la doud. vecindtati, transformarea de coordonate
care face si se treacd de la una la alta din vecindtdti este o trans-
formare diferentiabild. Se numeste vecindtate multimea de puncte
in corespondentd biunivocd si continud cu punctele unui spafia eucli-
dian cu 2 dimensiuni. Deci dacd V(a%,...,a") si V'(x'%, ..., »™") sint
doud asemenea vecindtiti si un punct P al varietdfii apartine gi lui
I” i lui V', atunci intre coordonatele x gi a’ existd o transformare

A= a4, L., AT
continui si diferentiabild. S# considerdm ca exemplu cazul sferei
22 4 % | 2% = R

Am vizut (v. fig. 41) cd prin proiectie stercograficd obtinem o cores-
pondentd biunivocd si continud a sferei pe un plan euclidian si avem
formulele (21") si (21"), care se scriu:

X = 2 y = -
Ty - 1o e o)
A S e (e
4 4
(51)
) 1 — — (u® - 0% 1
e ) k = ="
Vi k Ie2
B (u? v
4

1 G, Vrinceanu, Lectii de geomelrie diferenfiald, Fditura Academiei, Bucuresti,
1951, vol. II, cap. VI.
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Aceastd corespondentd nu este insi fird exceptie, si anume Polul
Nord, nu are un corespondent in planul euclidian E,(u, v), deci un
punct de coordonate finite u, v.

S& considerdm atunci proiecfia stereografici a sferei din Polul!
Sud pe planul tangent in Polul Nord. Notind cu ', v’ coordonate
in acel plan, obfinem formulele :

Aceste formule ne aratd cd dacd notdm cu P(u, v) punctul din
planul E,(#, v) si cu Q(u', »') punctul din planul Ej(u’, v’} care
corespund la un acelasi punct de pe sferd si finem seama ci unghiu-
rile din M sint drepte, cdci triunghiul NSM este inscris intr-o jumi-
tate de sferd, rezultd atunci cd triunghiurile dreptunghice NSP’ si
SNP sint asemenea si ci avem deci: ; ’

NP’ NS

NS sP
Prin urmare avem formula:

SP - NP = NS? — 4Re,
ceea ce ne conduce la formulele :

ISR S 1)

0 >
kou? - 0?

formule ce reprezin’fzrt o inversiune, dacd proiectdm planul Ej(u’, v')
pe planul Ey(u, v). Trecerea de coordonate de la vecinidtatea Ey(u,v)
la Vecn}atatea_ Ei(u', v') este asadar datd de aceste formule.

Spatiul sferic este prin urmare o varietate diferentiabild definiti

de doud vecindtdfi E,(u,v), Ej(u',v’), avind ca formule de trecere
de la o vecindtate la alta formulele (51'). o

_In ploduanalog, planul proiectiv se poate defini ca varietate
diferenjmabﬂa cu ajutorul a trei vecindtdti care se obfin presupunind
cd una sau alta dintre coordonatele omogene, care definesc planul
proiectiv, este diferiti de zero.
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Astfel, dacd «x;, %, x5 sint coordonate omogene ale planului proie-
ctiv, si considerdm cele trei vecindtiti V, V', V' formate din punctele
pentru care x,, x, respectiv x5 este diferit de zero; putem lua drept
coordonate neomogene in V, V', V", respectiv

Xy _ ¥
x=2, y==
Ay X1

x X

’ 1 r 3
¥F=-", y=—=
KXo Xy

X Xo

r 1 124 2
g = Yy ==
XNy X3

51 atunci trecerea de coordonate
de la V la V', de exemplu, este
datd prin formulele :

(517)

Fig. 56

si formule analoge pentru (V', V")
si (V, V).

In mod analog este usor de vizut cd spatiul proiectiv cu »
dimensiuni poate fi definit cu # 4+ 1 vecindtdfi si acelagi lucru are
loc pentru spatiul proiectiv complex.

Fundamentarea teoriei varietdtilor diferentiabile a fost fdcutd de
‘Whitney, care a arfitat cd o asemenea varietate se poate scufunda
global futr-un spatiu euclidian avind cel mult 2% dimensiuni i cd
deci poate fi inzestrat in mai multe feluri cu o metricd definitd
pozitiva regulatd pentru toate vecindtitile.

Relativ la exemplele pe care le-am considerat mai sus ale spatiu-
lui sferic ¢i planului proiectiv am ardtat cd avem asemenea metrice
considerind formulele (22) si (25). Existd evident gi altele. Metricele
(22) si (25') sint Insa dintre cele mai simple i se numesc metrice
naturale. Fle au proprietatea cd sint aceleasi pentru vecinatitile F,,
E} sau V, V', V" care determind spatiul respectiv.

De asemenea, este de observat cd dacid o varietate diferentiabila
este definiti de un sistem de vecinidtdfi, ea poate fi definitd si de
un alt sistem, cu conditia ca sd existe corespondente biunivoce si
continue intre ansamblele celor doud sisteme de vecinatafi.

Astfel, spatiul euclidian poate fi definit de o singurd vecindtate
in coordonate carteziene. Dacd se introduc coordonate curbilinii, el
poate fi definit prin mai multe vecindtdfi. Este insd interesant uneori
de stiut care este cea mai simpld formd de a alege sistemul de
vecindtati, fapt ce poate fi util in calcule. Astfel, dacd un spatiu
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este inchis, ca sfera, de exemplu, sau ca planul sau spatiul proiectiv,
atunci el poate i acoperit cu un numir finit de vecinititi. In cazul
sferei acest numdr este 2 ¢i evident nu ar putea fi mai mic, cici
o singurd vecindtate nu poate defini decit un spatiu deschis.

In cazul planului proiectiv am vizut ci el poate fi acoperit cu
trei vecindtdfi si nu pot fi mai putine, cici doud vecindtifi definesc
intotdeauna o varietate orientabild, si planul proicctiv nu  este
orientabil.

Spatii eu o infinitate de dimensiuni. Din cele expuse am vizut
ca obiectul proprin al geometriei il constituie studiul spatiilor cu
un numdr finit de dimensiuni. In matematicd s-au considerat insi
si spatii cu o infinitate de dimensiuni si studiul acestor spatii con-
stituie obiectul analizei funcfionale. Denumirea de spatiu dati la
inceput acestor obiecte geometrice a fost pur conventionald ; cu
timpul insd s-a observat cd analogia cu spatiile cu un numir finit
de dimensiuni este mai adincd, (si astizi sint matematicieni care
propun sd se inglobeze in geometrie si aceste spatii).

Am vidzut la fnceputul acestui paragraf cum planal hiperbolic
poate fi scufundat intr-un spafiu Hilbert. Spatiile Hilbert constituie
clasa cea mai simpld a spatiilor cu o infinitate de dimensiuni. Se
cunosc i alte spatii cu o infinitate de dimensiuni si in special au
fost mult studiate spatiile Banach. Spatiile Hilbert sint spatii vecto-
riale pe corpul numerelor teale sau complexe in care este definit
produsul scalar [cap. I, formula (14”)]. Deci dacd avem doi vectori
¥, v de componente %, ..., &", v, ... y" numdral » putind creste
la infinit, existd o formi

F(x, )

biliniard in %, y, numitd produsul scalar al vectorilor x, y. Daci
¥ =y, atunci se zice cd F(x, v) defineste patratul lungimii vectorului
¥, sau patratul normei [x| a acestui vector. In cazul spatiilor Hilbert

F(x, ) = (612 + ... (¥™)2 4 ...

este o formd patraticd definit pozitivd si aceste spatii se impun ca
o generalizare a spatiilor euclidiene, cind numirul dimensiunilor
cregte la infinit.

Vom menfiona de asemenea cd denumirea de spafiu este utilizati
$i in topologie intr-un semns foarte general, numindu-se spatiu o
mulfime de vecindtdti ale ciror elemente se numesc puncte si care
satisfac anumite axiome. Intre altele se cere ca orice punct al
spafiului sd aparfind cel pufin uneia dintre vecinitdfi si ci la doud
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puncte distincte si putem asocia doud vecinitdfi care nu au puncte
comuuile. : iy

Dacd intr-un asemenea spatiu topologic se pot introduce in fie-
care vecinitate un sistem de # coordonate, se ajunge la nofiunea
de varietate diferentiabild de dimensiune 7 definitd mai sus.

§ 8. TOPOLOGIE COMBINATORIE

Am spus in § 7 cd se numesc proprietdti topologice, acele pro-
prietiti ale unei figuri care rdmin invariante printr-o tr'fmsfs)rnmr_e
biunivocd si bicontinud a figurii in ea insdsi sau intr-o figurd echi-
valentd cu ca din punct de vedere topologic. ‘

Studiul proprietétilor topologice, sau topologia, este d_ec1u o parte
a geometriei, Aceastd parte se ocupd astfel de proprietatile cclg
mai generale ale figurilor geometrice. Inceputurile topologiei pleacd
de la cercetdrile lui Riemann, Betti si Poincaré! care au incadrat
topologia varietdfilor cu mai multe dimensiuni in teoria poliedrelor
care constituie ceea ce se cheami topologia combinatorie. Rezultatele
acestor discipline reprezintd generalizari ale celebrei formuule a lui
Touler, care spune cd fiind dat un poliedru convex, ale cidrui thL
sint triunghiuri, de exemplu, un tetraedru, dacd a, este Zlumgml
acestor triunghiuri, o, este numirul laturilor §i «, numdrul virfurilor,
atunci avem :
ty — Oy + % = 2,

. e e _ . s
formuld care este evident verificatd pentru un tetraedru (v. fig. 58),
cdcel In acest caz avem:

oy = 4, o = 6, oy = 4.

Simplexe. Scopul acestui paragraf este de a studia unele proprie-
tiati clementare ale figurilor poliedrice $i de a ardta cum se poate
introduce o clasi importantd de invarianti topologici, clasa numere-
lor lui Betti. }

S4 observdm in primul rind ci filnd date intr-un plan Oxy, doud
puncte P, Q) segmentul deschis determinat de aceste puncte se zice
cd constituie un simplex de dimensiune 1, gi cd frontiera acestut
simplex este formatd din punctele P, Q, care sint simplexe de dimen-
siune zero.

1 fn tara noastrd topologia a avut ca reprezentant de seami pe S. Sto ilov [1“887 -
—19601, creator al topologiei functiilor de variabild complexd. Vezi cartea sa, Functii
de variabild complexd, vol. I, II, Editura Academiei, Bucuresti, 1954, 1958,
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Dacd punctele P, Q au coordonatele (a, a2); (4, 5%, atunci un
punct al dreptei PQ este dat de formulele : :

x = Aa* -+ pbl, v = A 4 pb? (52)
unde %, p sint parametri satisficind la ecuatia :
A po=1 (527

In adevir, eliminind 2, p intre ecuatiile (52), (52) se obtine ecuatia
dreptei PQ sub forma de determinant

x oy 1
al a* 1|=0, (53)
e |

cantitdfile 2, p se numesc coordonate baricentrice pe dreapta PO si
utilizarea lor va fi frecventi in cele ce urmeazd. Denumirea de
«coordonate baricentrice provine de la faptul ci centrul de greutate
a doud puncte P, Q avind respectiv masele %, p, satisficind conditia
(52'), este dat de formulele (52). Se observd cd dacd 2, p sint pozitive
si satisfac la ecuatia (52'), atunci punctul M(x, v) dat de formulele
(52) este interior segmentului PQ. In adevir, si presupunem, ceca
ce este posibil, cd a' 0, deci i proiectiile P;, Q, pe axa x ale
punctelor P,  se gisesc in situafia cd (), urmeazi lui P,. S4 aritim
atunci cd M, proiectia lui M pe axa x, deci punctul de coordonate
rat + pbt, 0, satisface conditiile :

al << hat bt L O

Tinind seama de formula (52'), avem :

at < at + p(bt — al) < L
Rezultd deci, scdzind @' din fiecare membru al acestor inegalititi
cd trebuie sd avem:

O<p@ —a) <0t —a

condifii ce sint evident verificate, cdci 0 — al > 0, 0 < << 1.
Rezultd de asemenea cd dacd avem p =0, atunci % = 1 si deci
punctul M coincide cu P, in timp ce dacd . = 1, deci 2 == 0, punctul

M coincide cu Q. Considerind segmentul P(Q deschis rezulti teorema:

Formulele (52), (52') reprezintd coordonatele punctelor segmentului
deschis PQ, dacd % > 0, u > 0 st reprezintd extremititile segmentului
dacd N san p sint nule.
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Fiind date trei puncte in planul Oxy (fig. 57)
Py(at, ai), Pylay, af), Plas, ai)

ce formeazi un triunghi propriu-zis, deci pentru care determinantul

at a1
ai a3 1 (53')
ay aj 1

este diferit de zero, in care caz punctele se zic independente, vom
putea exprima coordonatele punctelor interioare ale segmentelor
p——— T e —— . 0!
PP, P,P, P,P, prin formula (52), (52').

83 considerdm insd formulele

x = Na} -+ Nal + 2%ai, y = Na} + A\aj + 2a3,

(53")
A 2 03 = 1.

Punctele M(x, y) umplu in acest caz intregul plan, deoarece
formulele (53") se pot rezolva in raport cu A, 2% 7\3Ior1care ar fi
x, v tinind seama tocmai de faptul cd determinantul (53’) este diferit
de zero. Si considerdm insd numai punctele x, vy pentru care Meas
2% sint numere pozitive. In acest caz formulele (53”) reprezintd punc-
tele interioare triunghiului P,P,P,. Intr-adevidr, sd presupunem ca
punctele P,, P,, Py se gidsesc in situatia cd pro1ec1,:}11e lor pe axa
x, P}, P,;, Pj sint astfel agezate incit Pj este la stinga lui Pl,. P

Putem si scoatem valoarea lui 2® din ultima ecuatie (53”) si s-o
introducem in celelalte. ) )

Punctele M(x, y) depind deci de doi parametri A;, A, $i coordo-
natele lor sint date de formulele:

% =2(a} — a) +2%(a} — @) + ai,
Y =N(ag — @) + na} — ) + ai;

cum cantitidtile A, 2%, al — a}, a, — a} sint pozitive, rezultd cd x—ay,
este pozitiv, deci ci M’ este la dreapta lui Pj. o

Dacd Pj ar fi fost la dreapta punctelor Pj, Pj, A, 2* continuind
sd fie pozitive, a} — al, al — al ar fi fost negative i ar fi rezultat.
deci ¢ M’ este la stinga lui P, Rezultd deci cd formulelf: (83")..
in cazul in care A%, A%, A3 sint pozitive, determind un punct in inte-
riorul triunghiului P,P,P, si invers.

Dacé una sau doud dintre cantitatile 2%, 22, 23 sint nnle,‘forrfnﬂel_e
(54) reprezintd una dintre laturile triunghiului sau unul din virfuri.
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Se zice cd laturile si virfurile constituie frontiera triunghiului. In
-T‘pecml este 1mportantd partea din frontierd formatd din l(uturi, infe-
ese ca segmente deschise. In mod analog se poate considera inspa”tiu
un tetraedru format din 4 puncte, si zicem PyP,P,P,, care constituie
un simplex de dimensiune 3 i atunci frontiera este ‘1?(’)1‘111211/12“14 din cele
4 fete, din cele 6 muchii i din cele 4 virfuri, iar partea importanti
din frontierd este formatd din cele 4 fefe (fig. 58) A

/7

/

3 3
Tig. 57

Tig. 58

' 1}1 general sd considerim in spatiul euclidian £, cu n dimensiuni
unt b]lbterji de n -+ 1 puncte independente P,, ..., P, avind coordo-
natele ai(t =1, ceon, o= 0, ..., n), deci puncte pentru care deter-
minantul de ordinul 72 - 1

1 2
ay ai . . . . a1
al a? at 1
(54)
1 2
Ay a; . . . . arl

este dlferlt'de zero. In acest caz un punct P(a, ..., ") al spatiului
I, poate fi definit prin formulele : o

=00 N, N0 - L =1

51 atunct 2°,..., 0" se numesc coordonate bavicentvice ale lui P fatd
de sistemul .de puncte Py, ..., P,. Dacd cantititile 20 a 11{1
numai valori pozitive, se obfin punctele interioare ﬁo-urii.(.léilulni(tﬁ
:sl)mplex, )de ordvlnul n sau de dimensiune # definitd de 4puucte1ce
Py, ..., P,. Daci una sau mai multe dintre cantitdtile 29,. .. \" sint
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nule, se obtin fefele de diferite ordine ale simplexului. S& notdm
ct E, = QpQ;. . .Q, simplexul format din p -+ 1 puncte independente
Q. . .,Q, din spatiul euclidian F,. Se zice cd simplexul E, este
orientat daci el este definit de punctele Q,,...,Q, date intr-o anu-
mitd ordine Qj,...,Q;, sau o alta ordine Q@ ,...,Q;, unded,y,.. lp
se obtin din numerele jy,...j, printr-un numdr par de transpozifii.
Avem deci doud orientiari posibile ale unui simplex, date de ordinea
Oor- - -0, satt Qy, Q... 00, Se convine sd se scrie 91040, ... Qp =

= 00010, ..0,.

Complexe. Se numegte complex simplicial K sau mai simplu,
complex K, o mulfime de simplexe care au urmitoarele doud proprie=
tati:

1. Doud simplexe ale complexului nu au niciodatd puncte comune.

2. Daca un simplex £ aparfine lui K, apargin lui K si fefele de
diferite ordine ale lui /7.

Dimensiunea unui complex A este cea mai mare din dimensiunile
simplexelor din K.

Ca exemplu de complex cu o dimensiune putem lua un segment
inchis @ gi atunci K este format din a si din extremitifile lui a.
Ca exempla de complex K cu doud dimensiuni, avem un triunghi
nchis. In acest caz K este format din trivnghiul 7', din laturile lui
T si din virfurile lui 7.

De asemenea, putem avea ca exemple de complexe cu doud
dimensiuni, complexe formate din doud sau mai multe triunghiuri
care nu au puncte comune. Desigur ele pot avea cite o laturd comund,
care face atunci parte din frontierele ambelor triunghiuri.

Si considerim in spafiu tetracdrul dat in fig. 58. Putem con-
sidera ca complex K cu doud dimensiuni, complexul format din
cele 4 fete ale tetraedrului, din cele 6 laturi si din cele 4 virfuri.
Deci in acest complex nu intrd interiorul tetraedralui, ci numai
periferia lui.

Tiind dat un simplex orientat /7, = ¢, ... @), se numegte Sfronticra
algebricd a sa i se noteazd cu I([,) suma algebricd a fetelor sale
de ordinul p — 1 datd de formula:

?

F(E) = 3 (— 10+ QiiQisr -0 (54
care se poate incd scrie:
F(Ep) = Qe Qp — Qs - -Up + Qo105 - -Qp + (54”}
+ oo R (=DPQ. L Qpa



51 evident avem I'(—E,) = —I'(E,). Se spune ci I(E,) este un lang
de dimensiune p — 1, In general se numeste Jant orice combinatie
liniard de simplexe de anumits dimensiune, cu coeficienti Intregi,
rationali, reali etc. Noi vom considera numai lanfuri cu coeficienti
intregi. Frontiera unuj lant 2= Vg, se defineste prin formula F () =
= MaF(E)). Este important de observat ci dacd aplicim formulei
(54') incd o dati operatorul frontierd F, obfinem zero. in adevilr,
este ugor de vizut ci elementele lui F(F(E,)) sint simplexe generate
de cite p — 1 puncte. Formula (54”") ne spune insi ci simplexul
definit de (,.. .Qp apare in F(F(E,) o datd cu semnul plus si o
datd cu semnul minus, cdci avem, punind in evidentd numai sim-
plexul format din Qs...0

< P

FI(E) = F(Q10s. . .0p) — F(Qu0s...0,) - ... —
= Qs Qp— Qe Op + ...,

deci rezulti formula :

F(F(E,)) = 0. (54"

TFiind dat un complex K, si notim cu o numdrul punctelor sale,
<t oy numarul simplexelor cu o dimensiune si in general cu o, numi-
rul simplexelor cu p dimensiuni.

Sd notdm cu Ei(f = 1,.. .,0) simplexele de ordinul s si sd con-
siderdm formulele de incidentd

PE) = wnlEl |, (s=1, ..., p) (55)

care me spun cd I(E;) se poate exprima cu ajutorul simplexelor
Ll de ordinul s — I, cdci complexul are proprietatea de a confine
toate fefele simplexelor sale.

Numerele q]’ sint numere intregi ce pot i pozitive, negative
sau nule. Deci se asociazi unui complex de dimensiune p un numir
de p matrici

ce se mumesc i matrici de incidentd. Ele ne arati cum sint formate
frontierele diferitelor simplexe din complexul X

In cazul complexului de ordinul al doilea  definit de periferia
unui tetracdru, putem lua (v. fig. 58)

Eb = DyP\Py, E} == P,PyP,, E§ — P,P,P, FEi— P.P,P,
E\ = PP\, E} = PP, E}— P,P, (56)
Bl = PyPy Ef = PyP,, Y = PPy, Eitt — D (i — .. .3)

0
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si atunci avem douid formule (55) pentru s =2 i s :5(13, formulele
ce se scrin pentru s = 2, tinind seama de formulele (56)

F(E)) = Et — E? + E},

F(E3) = — E$ + E} — EI, (57)
F(E3) = Ef — E} + F3,
F(E%) = — E} + E$ — Et.

De asemenea, avem pentru s = 1 formulele
I{(EY = E§ — E}, F(E3) = E§ — Ej,
I'(E}) = E§ — Ef, I(E}) = E} — E3, (57")
['(E}) = E§ — E§, I'(EY) = E§ — E3.
Deci, In acest caz matricea (o7 este definitd de tabloul
1 -1 0 1 0 O
-1 0 1 0 0 —1
O 1-1 0 1 O
o 1 0-—1-—1 1

cu 4 linii §i 6 coloane, in timp ce matricea ()7 este definitd de un
tablou cu 6 linii si 4 coloane. 55), i nots . .
Numere Betti. Revenind la formulele , 54 motdm cu p; ra
gurile matricilor  intelegind prin rang numirul lanturilor liniar
independente nigi . ‘ B
In cazul ecuatiilor (57), acest rang este 3, deci avem p, = 3, cici
lanturile (57) satisfac conditia :
F(E) + F(EY) + F(E) + F(E3) = 0. (577)
De asemenea, in cazul ecuatiilor (57°) avem p; = 3, cici lam;urﬂe.
satisfac conditiile de dimensiune
F(E) + I'(E}) = F(E3)
F(ES) 4 F(E3) = F(E})
F(EY) + F(EY) = F(E?).

155



Se asociazd deci in general p numere Intregi p, unui complex K
de dimensiune p si se pot scrie numerele R, date de formulele :

Ry =0y — py, Ry =0y — 01— ps, ...,
Rpy=0p1 — pp1 — ppp By =, — gy, (58)

care se numesc numerele Betlr asociate complexului K.

Aceste numere au o importantd foarte mare, cici se aratd cd ele
sfut invarianti topologici, deci cd au aceleasi valori pentru doud com-
plexe echivalente topologic.

In primul 1ind se arati cd numerele R sint invariante la o divi-
ziune baricentricd a complexului K, care face ca complexul £ si fie in-
locuit cu un complex K, format din simplexe obtinute addugind punc-
telor lui K centrele de greutate ale diferitelor simplexe din complex.
Daca sintem in cazul unui complex format dintr-un simplex PQ de
dimensiune 1, deci din segmentul PQ si din extremitdtile sale, P, (),
complexul K va fi format din segmentele PC, CQ, unde C este mij-
locul segmentului PQ, si din punctele P, @, C.

Sd presupunem acum cad avem un complex K de dimensiune 1
format deci din o, virfuri si din oy segmente. Formuléle de incidentd
sint in acest caz date de ecuatiile:

11‘(1—?{.]]{/) == [)I J— 1)1_’ (5&))
unde P; P, este unul din segmentele complexului.

Dacd introducem in acest segment centrul lui de greutate I,
atunci lantul IF(P,P;) este inlocuit cu doud lanturi:

F(P,P) =P — P, IPP)=P;—DP.
Aceste lanturi nu sint independente de (59), deoarece avem:
F(P,P') + F(P'P) = F(P,P);

rezultd deci cd pe lingd ecuatiile (59) se asociazd o, ecuatii noi indepen-
dente de (59). Dacid p,; este rangul matricei definite de ecuatiile (59)

si pf este rangul corespunzitor ecuatiilor de incidentd in K’, avem:

Pi = p1 + .

De asemenea, notlnd cu «g, o numerele corespunzitoare pentru
K’ avem evident:

! !
oy = oy + g, oy = 2a,.

Tinind seama de formulele (58), care se scriu in cazul nostru:
Ry= oy — p1, Ry = oy — py,
rezultd cd avem:
Ry=ag— p1=o0g — py = Ry, Ri= 0o — pf = o — py = Ry.

Deci am demounstrat astfel ca in cazul complexelor de dimensiune 1
numerele lui Betti sint invariante la o diviziune baricentrica.

S4 considerdm cazul unui complex de dimensiune 2. In acest caz,

fiecare simplex de dimensiune 2, P, P,P, se descompune prin centrul
sdu de greutate Q' si prin centrele de greutate Py, P3, Pj ale laturi-

dor opuse virfurilor Py, P, P, in sase triunghiuri (fig. §9) deci
avem :

o = Bay. (60)
De asemenea, formulele (55) fac sd corespundd fiecdrui lang
F(P,P,P,)

sase lanturi I/(P;P;jQ'), unde P; este mijlocul uneia dintre laturile
adiacente lui P; si Q' este centrul de greutate al triunghiului. Aceste
sase lanturi nu sint insd independente de I7(P, P, P;), deoarece avem :

F(P,P{Q) — F(PPAQ') +
+ F(PyPYQ') — F(PPiQ') — F(PPQ) +
 F(PPYQ) = F(P,PyPy).

Rezultd deci cad avem: A
oh = oy + 5ot (60"
De asemenea, avem evident formulele:
oo = oy + o F o, of = 20y + Gay, (607) £ VR g
deoarece la fiecare segment si la fiecare triunghi Fig. 59

se adaugd un punct nou, iar fiecare segment

este inlocuit cu doud segmente, in timp ce un triunghi introduce 6
noi segmente care unesc centrul de greutate cu cele 6 puncte de
pe frontiera triunghiului. De asemenea avem formula :

P = py oy A (60™)



deoarece fiecare laturd §i fiecare triunghi introduc cite o ecuatie in-
dependenti in ecuatiile P} — Pj unde P’ sint puncte ale lui K’ in
afard de acele provenite din K,

Rezultd atunci gi fn acest caz formulele :

!’ ! ’ ’ !
%o = P1 = oy — py, % = P P2 = o — P — Qo

’ ’
Py == Py = Oy — Py,

deci numerele lui Betti Ry, Ry, R, sint invariante la o diviziune bari-
centricd i in cazul unui complex de ordinul al doilea.

In mod analog se arati ci fiind dat un complex K de ordinul al
treilea, deci format din virfuri, muchii, fete si tetraedre, daci consi-
derdm complexul K’ obtinut prin diviziunea baricentrici, avem
formulele :

Uy = oy oy - oy - oy

oy = 20, -+ Bay - 140,

oty = Goy -+ 360y, af — 2z, D
Pr==p1 - oy F oy |- ay

P2 = P2 + Doy + 13, Py = pg | 23y,

care me spun cd si in acest caz numerele. Betti sint invariante la o
diviziune baricentrici, si proprietatea este adevidrati in general, deci
§i pentru un complex de ordinul P > 3.

Sd introducem acum o notiune topologici importanti relativ la
complexe, si anume notiunea de conexitate.

Un complex K se zice comex, daci de la orice punct al complexu-
lui, sd zicem P, se poate trece la un punct oarecare parcurgind seg-
mente ale complexului. Daci acest lucru nu este posibil, complexul
K se zice meconex si atunci el este format din doud sau mai multe
componente conexe. In adevir, punctele din complex ce se obtin
dintr-un punct P, parcurgind segmente ale complexului formeazi o
componentd a complexului. O alti componentd contine punctele ce
se obtin dintr-un alt virf etc. Rezultd deci o un complex neconex
este format din % > 1 componente conexe. $3 presupunem complexul
K conex si fie

Py, Py, ..., P, (62)

o insirui rea punctelor complexului care face si se treaci de la P,
la P,,, astfel ci in aceastd ingiruire un virf oarecare apare cel putin
o datd si doud puncte vecine si fie extremitdtile unui segment din
complex. Sd ardtdm cd in acest caz matricea w7 este de rang oy — 1.
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Aceasta revine a ardta cd printre lanturile
F(P,P) = P, — P,

avem un numidr de «, — 1 lanfuri independente. Intr-adevir, pentru

orice segment P,P; al complexului K, cu 7 > ¢ putem scrie :

F(P;P) = F(P;P; ) + F(P;_1P;_) + ... + F(Piy.P),

§i fiecare termen din membrul al doilea apare in frontlera' unui seg-
” . .
ment din ingiruirea (62). Avem deci g, = oy — 1 lanfuri frontierd

liniar independente, anume F(P,P,), F(P,P,), ..., F(Py_q, P,).

Avem deci teorema :
SN o s .
Pentru un complex conex K, numdrul Ry al lui Betti este egal cu 1.

Dacii complexul nu este conex si are 4 componente conexe, atunci
cste evident cd avem R, = h. ) - o

Sd presupunem complexul K conex, deci admitind o insiruire (62)
unde oy > p + 1, p fiind dimensiunea lui K, deci K nu este un sim-
plex, si sd considerdm doud simplexe ale sale £, si S, de dimensiune
p. D4 zicem cid avem:

, . , -
E,= Py ... PPy, S, = — Py... PPy, 7

Se vede atunci cd £, si S, sint incidente si ¢ in formulele de inc1:
dentd (55) in IF(k,) si I'(S,) intrd simplextl E,_; = Py ... P, o datd
cu semnul - i o datd cu semnul —, deci in formula F(E,) + F(S)
simplexul £, ; dispare. Daci un complex K de dimensiunea p poate
fi orientat in aga fel, ca in matricea de incidenti @ fecare simplex
‘p—1 s apard o datd cu semnul -+ si o datd cu semnul —, complexul
K se zice orientabil. Tn acest caz avem:

Oif) ) )
> E(E) <o, (62

si deci rangul matricei (57 este «, ;. ' ) ‘

In adevir, acest rang nu poate fi mai mic decit a,_j, deci nu p'ot
exista alte condifii intre F(E}) diferite de (62'), cdci in lan‘,curﬂf?
F(E}) intrd toate simplexele F, formate din p puncte ale Insiruirii
(62) i aceste puncte sint in numir mai mare decit p -+ 1. '

Rezultd deci cd fiind dat un complex orientabil conex de dimen-
siune p cu oy > p - 1, numarul lui Betti R, este de asemernea egal
cu 1. Daca complexul este orientabil, insi nu este comex, gi mici o
componentd a sa nu este un simplex, atunci avem R, = h. Deci
avem in general pentru complexele orientabile R, = R,, formuld
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care reprezintd un caz particular al formulelor generale ale Iui
Poincaré ;

Ro=Ry , (s=0,...,p),

care constituie ceea ce se numesc jormulele de dualitate $i care se
demonstreazd presupunind cd punctele simplexelor K formeazid o
varietate.

r

Formula Iui Euler-Poincaré. Tinind seama de formulele (58)
rezultd cd existd o combinatfic a numerelor lui Betti, care nu depinde
de rangurile matricelor de incidentd. In adevir, avem formula

il NP7 4 2
Ry — Ry 4+ Ry + ... (—1)'Ry = og — oy + ag + ... (—1)7a,.  (63)
care se zice cd constituie formula Iui Tuler-Poincaré, deoarece pen-
tru complexe de dimensiune doi obfinem formula (51) a lui Fuler,
care ne spune dacd avem un poliedru format din fefe triunghiulare,
numdrul fetelor plus numdrul virfurilor fntrece cu doud unitidfi numi-
rul muchiilor.

Lanturi si eicluri. Fiind dat un complex K de dimensiune p,
format deci din simplexe FE¢7 =1, ..., «, s=0, ., P), consi-
derind simplexele de un anumit ordin, de exemplu acelea de dimen-
siune p, se poate forma cu ele o combinatic

0l 4,
z

Cp= > al, (64)

>

i

£

unde a; sint numere intregi. Se spune atunci cd €, este un lant de
dimensiune p al complexului N. Mai precis, C, este un lant in raport
cu numerele intregi.

Se pot comnsidera ¢i lanturi In raport cu numere fractionare sau
reale, dar nu ne vom ocupa de aceste lanfuri. Se pot considera de
asemenea lanturi in raport cuo anumite clase de numere Intregi, de
exemplu pentru care a; sint detérminate, abstractie fdcind de un
multiplu de un numér prim m. In particular este interesant cazul
in care a; sint determinate, abstractie ficind de un numir par. In acest
caz se presupune cd numerele @, sint 0 sau 1.

Am ardtat cd fiind dat un lant C,, se numeste frontierd a lui C,
si se noteazd cu I'(C,) expresia:

"/,/)

Cor = F(C)) = D aF(C}).

=1
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Dacil aceastd frontierd este nuld, se zice cd lanjul este un ciclu.
In cazul unui complex orientabil, suma simplexelor de dimensiune p
este un ciclu, cum ne aratd formula (62'). De asemenea, frontiera
oricirui simplex de dimensiune p este un ciclu, cum reiese din formula
(54’"). Un ciclu poate proveni dintr-un ciclu frontierd sau nu.

Sd considerdm acum o, lanturi Cy(¢ = 1, ..., «,) fatd de numerele
intregi, deci «, combinafii liniare

Chp= 21 o 64y

cu a; numere intregi.

Aceste lanfjuri se zice ci constituie o bazd de ordinul p pentru
complexul K, dacid formulele (64') se pot rezolva in raport cu FEi,
deci dacd avem formule de forma:

; oo
) Tt
‘BP = Z bicf’:
i1
unde b} sint de asemenea ntimere intregi. Fvident cd pentru aceasta

este necesar si suficient ca determinantul \a;] sd fie egal cu 1 sau — 1.

Fiind dat un complex K se poate ardta cd putem alege cite o bazid
pentru simplexele de diferite dimensiuni, in asa fel ca formulele de
incidentd sd cuprindd atit in primul membru cit si in membrul al doi-
lea un singur lant al bazei sau sa fie zero, deci s avem pentru matricea
o7 formulele :

F(Ch) = dChy (E=1,...,0)
F(Ch) =0 (i=9p+1,...,a),

unde 4, sint numere intregi diferite de zero. Tinind seama de for-
mula F(F(Cp)) = 0, rezulti ci avem:

(65)

F(Ch ) =0, (G=1,...,0); (65

in ceea ce priveste celelalte lanfuri F(Cj, ;) (i > ep), ele sepot pune
de asemenea sub o formd canonicd (65), deci in asa fel ca sd avem
relatii de forma

F(C};.‘l) — GI.C;)._Z, (Z == P{) "I‘ 1 y e e ey Pp + Pp-l); (65,,)
F(C;—-l) = 0, (7: = pp + pp_1 -+ 1, < “p—l),
11 — Geometria euclidian&‘ 161



e, fiind numere intregi. Aceste formule ne aratd cd dacd interpretdm
cele o, simplexe F), ale complexului K, drept generatorii unui grup
comutativ G, de exemplu, un grup format din translatii cu compo-
nente intregi intr-un spatiu cu o, dimensiuni, atunci C, este o trans-
latie oarecare din G si grupul (- are un subgrup H format din lanturile
ce sint cicle, deci pentru care 1#(Cy) = 0 st grupul H are R, = a, — p)
generatori, deci numirul K, al lui Betti apare ca numdrul generatori-
lor grupului A definit de cicluri de ordin p.
in mod analog formulcle (657) ne aratd c¢d numarul

Ry, = % 1 — Prt — Pp

reprezintd numirul maxim de cicluri de dimensiune p - 1 pentru
care pici o combinatie liniard nu este un multiplu de o frontierd si
proprietatea se mentine in general. Avem astfel o posibilitate de a
defini numerele lui Betti, ca ranguri ale unor grupuri comutative,
care se asociazi unui complex. Aceste grupuri se numesc grupuri
Beltz.
Dar si revenim la primele formule (65). Putem presupune evident
ci numerele d; sint scrise tn ordine descrescatoare, deci cd avem :
dy =dy = ... > dp/,.

Daci vreunul din aceste numere este mai mare declt unitatea,
ol se zice ci constituic o lorsiune sau un nwmdy lorsional. De asemenea
sint torsinni numerele ¢, mai mari ca unitatea cte. Torsiunile sint
si cle invariante la diviziunea baricentricad s
constituie de asemenca invarianii topologici
ai complexului. Vom observa doar ca la o
torsiune, s, zicem dq > 1, se asociazd un
lang C, astfel incit multiplul siu &,C este o
frontieri. Se spune ci C este de ordin finit,
ca o rotatie de unghi 2n/d, a cirei putere de
ordinul d, este transformarea identicd.

Am spus cit numerele lui Betti §i nume-
rele torsionale constituie invarianti topologici
ai complexelor.

Aceste nunmere sint invarianti nu numai la
diviziunile baricentrice, care transformd un
complex dat in alt complex, cu fete si muchii oricit de mici vrem,
ci si fagi de deformirile continue ale complexului intr-un alt complex
cu fete curbilinii. Txemplul cel mai simpla si sugestiv este acela
dat de complexul K, considerat mai sus in fig. 58 si format din fetele
auui tetraedru Py P, P, Py Presupunind cd virfurile tetraedrului sint

1. 60

8-2-33

pe o sferd (fig. 60), se poate considera complexul K* format din fefele
curbe care se obfin proiectind complexul K pe sferd, din centrul
sferei. Txistd evident o corespondentd biunivocd si continui intre
punctele tetraedrelor K si K*; una dintre aceste corespondente este
proiectia din centrul sferei O a lui K in K*. Prin diviziune baricentrici
complexul K se transformd in complexul K’, complex care are ace-
1fea§,1 r_mmere.Be:ctl ca i K. Fie acum H’, complexul rectiliniu care
se obfine proiectind virfurile lui K’ pe sferi.

‘ Complexu} rcfctilil}iuA H’ are aceeasi agezare a fefelor ca gi K’, deci
11(;&1‘;ulde de incidentd sint aceleasi, agsadar H’ si K’ au acelezis;i numere
_ Considerind diviziunea baricentrici a lui H' se obfine prin pro-
iecfie un complex H” rectiliniu §i cu virfurile pe sferd etc Re7{11ti
atunci cd complexele H', H"”, ... H" au aceleasi numere'BettJi cé
1 complexul K. Si considerdm complexele corespondente pe sferd
deci complexele curbilinii corespunzitoare ! -

(K%, ..., (K™, ...

‘ ‘«S_i’c cevident cd pe masurd ce n creste, complexele H” si (K
se apropie unul de altul, deoarece distanta dintre doud punct)e cores-
])on(!entg: prin protectia centrala tinde la zero. Este deci natural si
con.mdveram cd complexele H®™ si (K*) au aceleasi numere Betti
deci cd complexele K’ si K* au aceleasi numere Betti. )

]r; general fiind datid o suprafatd, dacd ea poate fi acoperitd cu un
complex, 1A1umere1e‘Bett1 si numerele torsionale ale complexului se
(Aonsl([ir_er% in acelagi timp numere Betti si numere torsionale pentru
supra ‘d',td, ceea ce este posibil datoritd proprietdtii de invarian{d a
numerelor Betti fatd de deformiri continue.

f Numerele Betdi ale sferei. Pentru a calcula numerele Betti ale
s| crg}ildm spatiul cuclidian obisnuit ne putem referi la ecuatiile (57)
‘1 L . - . - ~ ‘;/ s > ~ r AN
x; ( 3). 1()1, am aratat‘rj'lm(s(%?) au p, = 3. In mod analog rezulti ca

1 = 3, deoarece ecuatiile se pot rezolva in rapor 2 B3I
: : t 577) s Lolva ort cu EZ E3, I}
Avem dect : ! B

p) —— « I A « «
Ry=4-3=1 R =6-3-3=0 Ry,=4—3=1.
s y .
Rezultd prin urmare cd numercle Betti ale sferei sint:
Ry=R,=1 R, =0. (66)

De asemenea, daci iderd i i

< , ca consideram sfera § lidi >
7 -+ 1 dimensiuni ca fiind periferi i Sn e Spat%u! P
n : _ca fiind periferia unui simplex definit de punctele
0 - -, P, se gidsesc formulele :

Ry =R, =1, R, =0, (s=0, n). (66')
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S4 ardtim acum cd pentru sfera S numerele torsionale nu exista.
Pentru aceasta vom observa ci luind ca lanturi de dimensiune doi

Ci—E, (i=1,2 3

9
Ct = E! + E2 + E} + Ej,

se vede il Cj(j = 1, ..., 4) constituie o bazd i cd avem F(C3) = 0.
S4 considerdam atunci ca bazii pentru simplexele de dimensiune 1,
baza datd de formulele:

N ~4 r2 ~1

C! = E{ — E} |- I},

C{ = — E{ +-E} — Ei,

C{ = E} — E} -+ EY,
Cxt3 = E* (a=1, 2, 3).

1
In acest caz formulele (57) se scriu:

F(C) = Ci, (i =1, 2, 3), F(C}) =0,

coca ce constituie o formd canonicid pentru aceste formule, forma
anonicd in care o, sint toate egale cu unitatea.
Tinind seama de aceste formule, rezultd cd avem :

FC) =0, @1, 2, 3)

Y —— 2 1

I(CY) = E} — E|,

P VR

1{(( 4) L() hu’

T8 —— 4 1

F(CS) = E} — E.
Tuind deci ca lanturi de ordin zero

Cl=E! C»— E* — El, («-=4,35, 6),

0’
obtinem o formi canonici pentru formulele (57) in care se vede cd
numerele torsionale de asemenca nu exista.
Avem deci teorema:
Pentru sferd nu existd numere torsionale.

Se aratd ci sfera S este complet cafacteriz'até tqpo}oglc prmtr‘(}
suprafetele inchise prin condifia ca numerele lui Betti sd fie date dg
(66) si prin absenta numerclor torsionale, dar nu se cunoagte dacs
acelasi lucru are loc sau nu pentru sferele S,(n = 3).
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Numerele Betti si torsionale ale planului proiectiv. Am vizut in
§ 7 cd putem considera planul proiectiv ca o varietate cu dou# dimen-
siuni, obfinuta din sferd identificind punctele diametral opuse. Daci
consideram numai o semisferd, atunci putem considera planul proiec-
tiv ca fiind aceastd semisferd cu condifia ca punctele diametral opuse
de pe ecuator sd fie considerate identice. Printr-o proiecfie para-
leli cu o directie, semisfera se poate reprezenta biumivoc si conti-
nuu (topologic) pe un cerc, deci putem
considera planul proiectiv. ca un disc
circular in care punctele diametral opuse
de pe cercul frontierd sint identificate.
Sda consideram atunci trei puncte de pe
cercul frontierd, fie Ay, 4,, A5 (fig. 61) si
sd notdm cu aceleasi litere punctele diame-
tral opuse lor.

Sa considerdm de asemenea trei puncte
interioare A,, A;, Ay formind un triunghi
echilateral avind ca centru centrul cercu-
lui In aga fel ca laturile AzA, A4, A4,
sit fie respectiv perpendiculare diametrelor
treeind prin A, 4, A, In acest caz, Fig. 61

Juind punctul A4, care este imai apropiat

de A;A4g, avem triunghiul A4,4,4, care nu contine centrul cercu-
lui. De asemenea avem alte doud triunghiuri 4,44, Azd,A4,.
Sd notdm aceste triunghiuri cu E!, E2 E? deci avem :

97
¢

By = A,AsAy, B2 — A,A A, ES = A,A,4,

De asemenea, sd notam cu EI° triunghiul 4,4 ,4 ;i cu E% (o = 4, ...)9)
triunghiurile :
E) = A A,A,, £ = A A, 4, ES = A,4,4,,

E7 = Aydyd; ES — Ayd Ay ES = AA A,

Avem deci in acest caz a, = 10. De asemenea, se vede usor ci sint
15 laturi, deci avem numerele:

oy = 10, oy = 15, «y =6

si este usor de constatat cd simplexele considerate pot fi orientate in
aga fel ca fiecare laturd interioard si fie parcursi, intr-un sens si intr-
altul, pe cind laturile exterioare sint parcurse intr-un singur seuns.
Aceasta ne spune cd planul proiectiv nu este orientabil.
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Pentru a calcula p,, p; observdm cd dacd notdm cu y,; frontiercle
triunghiurilor Ei (i =1, ...,10) ¢i prin x; laturile triunghiurilor
noastre, punind

Xy = Agdg, Xy = Agdy, x5 = A4Ad;, x4 = A A5, x5 = A A
Ng = Agdy, x,=Axd,, x3= A4, xy= A1A,, %y = A34, (67)
Xy = Agdy, Xyp = Apdy, 2%y = A1 A4,, 2y = A4y, %5 = Ay

avem formulele

Ny = Xy X Ay, Ve = — ¥y + Xyg 4 Xy,
Yo = Ky — Xg - Xq, Vg = Xy — Xys = Xy5,
V3 = Xz — Xy -F X, Vg = X5 — Xg + Xy, (67)
Yo = Xg — Xy + X3, Vo = —%X7 + X35 + X,
Y5 = — K19 — X1g T Xg, Vo = —¥ — Xy — X
Vom arita acum cd toate aceste lanturi sint independente, deci
cd g, = 10. Intr-adevir, dacd ar exista o relatie intre vy, ..., ¥
a Voo b agye =0, (68)
tinind seama ¢ x,, X, ¥, apar succesiv numai in yy, ¥y, Vs, V4o, 0 datd
cu semnul 4 si altd datd cu semnul — | trebuie sd avem:

Ay == Ay = Ay == Ay,

cdci altfel in ecuatia (68) nu ar dispdrea termenii in Xy, Xy, Xy, Dato-
ritd faptului cd «x, se giseste in y, cu semnul - si In y, cu semnul
— trebuie sd avem a, = d,.

De asemenea, din cauza lui x, trebuie sd avem a, = a,; din cauza
lui x,, trebuie ca ay = a,; din cauza lui x; trebuie ca @; = a4; din
cauza lui x, trebuie ca a, = a, i din cauza lui x,, avem a, = da;.

Deci tofi a, trebuie si fie egali. Dar suma cantitatilor y se scrie:

Y+ oo Y= 2(%13 — Xy + X15), (68')

prin urmare nu este nuld, deci y; sint independenti.

Cum avem p, = 0, cici nu existd o matrice (37, rezultd cd numa-
rul lui Betti R, este nul

Ry — oy — pp = 10 — 10 = 0.
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Notind cu 2z, frontierele laturilor », avem:

i
po=Ag— Ag, 2y = A, — Ay, 33 = A, — Ay,
Zg=Ag— Ay 2, = A5 — A,
rp=Ay — Ay, 25 =Ag — Ay, 29 = A, — A,
Zig= Ay — Ay, 24=A4A; — 4,

g = Ay — Ay, 219 = Ay — Ay, 2y, = Ay, — Ay,

Zig = A5 — Ay, 25, = Ay — A,

(68")

Or, este ugor de viazut cd avem aici cinci ecuafii independente, de
exemplu z,, 25, Zg, %3, %4 Avem deci p; = 5 si in consecintd :

Ry = oy — g —py=15—-10 — 5 =0,

De asemenca, avem :

Avem deci teorema :

Numerele R,, R, ale lui Belti pentru planul proiectiv sint nule si
Ry = 1.

Se poate observa cd aceste numere coincid cu numerele lui Betti
ale complexului format dintr-un triunghi, triunghiul fiind un simplex

cu doua dimensiuni. Intr-adevir se poate vedea usor ci avem pentru
un triunghi :

= 1, 0y =3, 0g=3, py =1, p, =2,
siin consecintd :
> - . > - .
Ry=0y—p =1 Ri=0o — py — oy =0,

Se zice ¢d un segment este o celuld de dimensiune 1, triunghiul — o
celuld de dimensiune 2, in timp ce tetraedrul este o celuli de dimen-
siune 3. Pentru celule, toate numerele lui Betti sint nule afari de
Ry = 1. Putem spune deci ¢ planul proiectiv are aceleasi numere
Betti ca o celuli de dimensiune doi.

Sa punem acum pe de o parte

-

Y=y (=1...,9);, Y=+ ...+

yl();



ceea ce mne spune cd Y, constituie de asemenea o bazd pentru v,
Pe de altd parte si punem:

Xy = — x5+ 2y, Xg= — %4 + %33 + ¥4y
Xy = %5 — %y + %, ‘ X = Xy — X3 -+ 255
Xy = x5 — 2y + 2, Xy = %5 — 26 + ¥y
X=Xy — X9 | Xy, Xy= — xy + 245 + x5 (69}
Xy = —%9 — %4 + %, Xig == X3 — Xy + Xy
Xy = 2y, Xy, = g, X = x5, Xqq = %y,
X15 = Xyq-.

wste usor de vidzut cd aceste ecuatii se pot rezolva in raport cu
variabilele x; prin formulele :

2= Xy + Xy — Xy,
Xy =Xy -+ X; — X¢ - Xy — Xy + Xy
Xy = Xy + X+ Xg++ Xy — Xjp — Xy — X + Xy,

X, = Xy Xy = Xy,

X = — Xy — Xy + Xyp + X3, — Xy

Xy = — Xy —2X; — Xy — Xg+ Xy -+ Xpp + X5+ X0 — 2X,,
xg = X3 X9 = Xy, Xpg = Xy5

X = X5 + X+ X7 — X+ Xy — Xy + X

Xpp = — Xy + X+ Xyy -+ X3 — Xy0,

Xy =Xy — X5 + Xy

Xy = —X; + Xy — Xy,

Xy = —X, — X5+ Xy + X3 — Xg5

Aceste formule ne spun cd X, constituie de asemenea o bazi
pentru variabilele x; Pe de altd parte, {inind seama de (67') si (69),

avem formulele camnonice :

V,=X(i=1,...,9), Yy =2X,, (70)
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ceea ce ne spune cd unul din numerele d;, si anume d,, = 2, prin ur-
mare este mai mare, decit 1, deci la planul proiectiv apar torsiuni.
Sd trecem acum la formulele (68”). Cum z; sint frontierele segmen-
telor (67) i cum frontierele lanturilor X,z = 1, ..., 10) sint nule,
deoarece sint lanturi frontierd conform formulelor (70), obtinem notind
prin Z, frontiera lui X:
Z,=0(@G0=1, ...,10), Zy=A;— A, Zyp=4;,— 4,

5

iy = Ay — Ay Zyg= Ay — Ay, Zyy— Ay — Ay,

by

Punind :
Uy=4, — Ay, Up=4,—4,, Uy=4,— 4,
Uy = A, — A;, Ay =4, — 4,, U= A,
avem formulele :
Ay =Uy+ U, Ag=U; -+ U, Ad;,=24,+ U
Ay = Uy — Uy + U, Ay= Uy — Uy + U,

bl

ceea ce ne spune cd U, Uy(a==11, ..., 15) coustituie de asemenea o
bazi a punctelor 4,, ..., 44 din complex. Or avem formulele cano-
nice

Z.=0(@ =1, ...10), Zy, = U, (« = 11, .. .,15) (70")

si in consecin{d toate numerele ¢; sint Ao
egale cu unitatea pentru matricea (7.
Prin urmare, nu exista altd torsiune
decit aceea data prin relatia (68"), fapt
care poate fi gdsit direct. Intr-adevir,
se observd cd orientind triunghiurile din
fig. 61 rezultd cd toate laturile inte-
rioare sint parcurse o datd Intr-un sens
si o datd in celalalt, in timp ce laturile
exterioare /13/12,. 42/1 3 /13./11 sint par- g 25 P 7,
curse de doud ori in acelasi sens, ceea ce N
ne di formula (68'). Tig. 62
Se vede deci cd planul proiectiv are
accleagi numere ale lui Betti ca ¢l un simplex cu doud dimensi-
uni, insd are torsitini, in timp ce simplexul este fard torsiuni.
sS4 considerdm complexul dat de fig. 62 care corespunde benzii
lui M6bius, deoarece se obtine dintr-un pdtrat identificind doud la-

Az Az
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turi cu sens de parcurs inversat (fig. 62). Avem in acest caz sase triun-
ghiuri pe care le notim astfel:

El = A,4,4, FE
Ef = A,A,A,, E:
E‘«

(=)

— A A4, (71)
o A4A3A5’ Eg et A1[14[1.5.

I

S

b

De asemenea, vom nota prin x; simplexele de dimensiune 1, deci
segmentele punind :

vy = Aydy, Xy = Apd,, xy = A A, x, = A,A,
vy = Aydg, 5= Azl x,= Azd;, vy = A4, (71")
¥y = Agdy, %39 = AgAy, %y = A Ay, %), = A A,
Notind cu z; frontierele lui ,, avem :
h=Ay— Ay, 2y =A,— A, z,=A; — A, 25 = A4 — Ay,
2, =A; — A,

obtinem deci :

Ay = Ay — 2, Ay = Ay + 2, A=Ay 42, Ag= A, + 25,

ceea ce ne spune cd rangul p, al matricei ;)1 este egal cu 5.
. AAccstch fiind spuse, sd notdm cu y, frontierele lui £, Avem deci,
finind seama de formulele (71) si (71')

y

V1= Xy — X3+ xy, Yo = — Xy x5 — 7y,
Vg = Xg — X5+ Xy, Vo= — X9 — X7 + X,
Vs = — Xy |- X7 — Xy, Ve = X3 -+ X9 + x4,

s oxrso ok g e -
Sd ardtdm cd y, sint liniar independente. Intr-adevir, daci am avea
o relatie de forma:

@Y1+ b agys =0,

finind seama ci x, figureazd numai in y, $i in y, cu semne contrare,
trebuie si avem @y = a,. De asemenea, din cauza lui x, trebuic si
avem a, = ay; din cauza lui %,a, = a;; din cauza lui %, a, = a,;
din cauza lui xy, a; = a, Deci coeficientii a, trebuie si fie egali fntre
el; dar avem : '

Yib oo d Ve =2 Xy — Xy | xyy + 20 — Xy — Ay,
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TLangurile y, sint deci independente §i avem p, = 6. Avem deci:
oy = 6, a; = 12, oy = 6.
Dacil scriem numerele lui Betti pentru banda lui M&bius, obtfinem :
R, =10, Ry = R, = 1. (72)

In mod analog se pot obtine numerele lui Betti pentru tor, luind
ca triangulafie, triangulatia datd in fig. 63 care confine 12 puncte
Po@g=1, ..., 12). In acest caz avem:

oy = 24, oy = 36, oy = 12,

deoarece sint 24 de triunghiuri si 36 de laturi diferite.
Avem, de exemplu, ca laturi:

PP, r.pr, prr, nrpr, PP, PP, PPy
r,r,, r,y, PDP)P; r,r, P,P,, P,P,

r,r, P,pP,, P,Ps, PP, P3Py, PP

pr,r, r,ry, pr,P,, PPy, PP, PP

p.r, PP, PP, PP, PPy, PP,

PPy, P,Py,, PgP, PgPy, PPy,

Rezultd cd avem:
Ry — R, + Ry = ay — oy + oy =0,

deci caracteristica lui -Luler este nuld. Cum pe de altd parte avem
R, = R, = 1, deoarece torul este conex gi orientabil, rezultd cd R, =
= 2 deci avem toate numerele lui Betti ale torului.

Tiste de remarcat ci triangularea torului datd prin fig. 63 contine
72 de simplexe de diferite dimensiuni, cdci avem:

oy oy oy = 72

Se poate ardta cd triangularea cea mai simpla a torului confine 42
de simplexe!, dar aceastd triangulare este mai pufin simetricd decit
accea datd de fig.63. Avem o realizare a acestei trianguldri in fig.64
datoritd lui T Hangan.

1 Steenrod, Topology of Fibre DBundles, Princeton University, Press, 1951,
p. 156.
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Realizarea naturald a unui eomplex. Vom incheia acest paragraf
ardtind ca orice complex format din » virfuri poate fi realizat in spa-
tiul euclidian £, cu » dimensiuni. In adevir, si presupunem ci avem
un complex K cu n virfuri. Putem sid presupunem ca aceste virfuri

sint punctele unitare A4,, ..., 4, ale axelor de coordonate in E,. In
R N, S
Ne T
7 e
G z
7Y
% 3
o 4
7
L 2
G % % 5
Iig. 63 Tig. 64
acest caz, matricea (54) a coordonatelor punctelor 4,, ..., A, este
datd de tabloul:
ro ..... 01
o1 .. ... 01
(73)
0 A T |
%11 coordonatel.e bancentrice A , A" ale unui punct din simplexul
‘i-“ el /_1” coincid cu coordonatele carteziene ortogonale x', ... a"
din spatiul £, ale aceluiasi punct. Avem deci:
¥ = 1 (74)
Dach virfuc C ) . .
acd virfurile Iui K sint punctele 4,, ..., 4,, simplexele lui K vor

fi i fete ale simplexului A, ... A,, deci complexul K este realizat in
hiperplanul (74) care-1 putem numi hiperplanul unitar al spatiului
E, In adevir, fiecdrei fete din complexul K, formati din punctele
Si . .‘5,', (r << m) 1i putem face si corespundi fata formatd din punc-
tele unitare pe axele lui E, corespunzdtoare lui S;, ..., S;.

4
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\ Tiind date doud puncte P, ..., a") si Q(ut, , w") ale comple-
xui\ui K, unde 7, p sint coordonate baricentrice, deci doud puncte
P, oo, a"), QY oL, "), unde xf =00 gt =t ale spatiului F,,
distanta P’Q intre aceste puncte este datd de formula lui Pitagora:

PO = VOF =2 - .+ (" — A, (75)

care se zice cd constituie de aseme-
nea distanta punctelor PQ din com-
plex si aceastd distantd este data
de aceeagi formuld in coordonate
baricentrice. Realizarea complexu-
lui K astfel obfinutd se zice cd
constituie realizarea naturald si (75)
este metrica naturald a complexu-
lui K.

Sid considerdam cazul complexu- -
lui K format de un triunghi P, P, P, Iig. 65
(fig. 65). Considerind punctele P,
P,, P, in spatiu drept punctele unitare ale unui sistem de axe orto-
gonale O(x, v, z), complexul K este format din triunghiul P,P,P,
situat in planul

K4y dr=1,

unde x, v, z sint cantitdti pozitive sau nule (fig. 65).

Sd considerdm de asemenea complexul format din fefele unui
tetraedru ; acest complex fiind format din 4 virfuri, realizarea lui
naturald are loc intr-un spatiu euclidian cu patru dimensiuni. Ifie
¥, a2 a3, at coordonate ortogonale in spatiul E,. Avem atunci pentru
punctele P(x', a2, 23, %) din K, a' + a® - &% 4 4 = 1, unde canti-
tdtile #f, %, 4%, ' sint numere pozitive.

Dacd presupunem ci Py, ,P,, P,, P, corespund respectiv punctelor
unitare de pe axele x', a2, a3, x% atunci fetele E} E2 FE3 I} definite
de formulele (56) sint, in aceastd realizare, definite respectiv de ecuatiile:

A afat =1, a3 at=1, 424 ¥+ =1,

A a4 x =1

sau dacd vrem de ecuatiile:

=0, 22=0, =0 «=0

Tcuatiile laturilor se obtin luind cite doud din aceste ecuafii.
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/
Desigur ca un complex K dat poate avea si alte realiziri debit
realizarea naturald, insid orice alti realizare admite o transformbare
topologicd (bicontinud ¢i biunivocd) in realizarea naturald. |/
Astfel, dacd ne referim la complexul K, pe care-l putem pumi
complexul sferic, dat de fefele unui tetraedru, el are o realizare in
acest caz in spafiul euclidian cu trei dimensiuni. El are, asa cum am

Tig. 66

aritat mai sus, o realizare (realizarea naturald) in spatiul euclidian
cu patru dimensiuni. I poate avea o realizare In planul euclidian
conform, deci pentru care punctele la infinit sint considerate ca for-
mind un singur punct. Dacd P, este acest punct si Py, P,, P, sint puncte
la distantd finitd, triunghiurile formate cu P P, P, P, (fig. 66) rea-
lizeazd de asemenea complexul K. Am vizut in § 7 ¢d planul conform
este topologic echivalent cu sfera, ceea ce explicd realizarea datd in
fig. 66 complexului sferic. Desigur, putem presupune de asemenea
cd sfera este datd de un disc, in care periferia conteazd ca un singur
punct, asa cum aratd fig. 67.

Seufundarea unui complex H, in Ey, . ,. Realizarea naturald a unui
complex abstract H pe care am considerat-o mai sus depinde de nu-
mdarul virfurilor complexului. Se poate face o scufundare sau reali-
zare a unui complex de dimensiune » intr-un spafiu euclidian £,, (. In
adevdr, fie 1), ..., 7, virfurile complexului abstract H,. S facem si co-
respunda acestor virfuri £+1 puncte in Ey, ,; 1n pozitie generald, deci in
aga fel ca oricare s+2 dintre ele unde s<<2zn- 1 sd nu se giseascd in acelagi
hiperplan de dimensiune s. Fie atunci doud simplexe de dimensiune 7 si
s din A, la care corespund doud simplexe 4,51 B, din E,, . S aritim
cd 4,51 B nuau puncte comune, deci c¢d mulfimea simplexelor 4, din
[£5, 1 1 Tormeazd un complex K, care realizeazi complexul H . In adevir,
tie €, simplexul format din virfurile lui 4, ¢i B,. Cum avem 7 < n, s<#n,
deoarece /, este de dimensiune #, rezultd {<<2n--1, deci C, este un sim-
plex de dimensiune ¢ din R., ,, iar 4, si B, sint doui fete ale lui. Deci
A, $1 B, nu au puncte comune si proprietatea este demonstrati.
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Capitolul Il
\AXIOMATIZARE

\

\

\

\

inlacest capitol vom ardta cum se poate ajungela o construcfie axio-
maticd a geometriei lui Huclid, evitind unele deficienfe ce au fost
semnalate in capitolele precedente si care apar in construcfia datd iv
Elementele 1ai Fuclid. :

Vom ncepe prin a presupune cd geometria lui Huclid existd, fiind,
cel putin in prima aproximatie, geometria spafiului lumii ma}temals.,
Prin geometria euclidiand am ardtat in primul capitol ci se infelege
totalitatea proprietatilor continute in Elementele lui Fuclid, de exemplu\‘,
teorema lui Tales, teorema lui Pitagora, teoremele de congruenfa
ale triunghiurilor etc. Ne punem aici problema de a scoate in evidentd
numérul minim de propozitii care trebuie luate ca axiome, pentru
ca toate celelalte proprietdfi ale geometriei euclidiene sd devina teo-
reme, deci si poata fi demonstrate numai cu ajutorul ra‘ponalne_n”‘gel(ir
logice. De asemenea, vom cduta si alegem ca axiome propozifii cit
mai simple, al cdror adevir sd fie recunoscut nu numai de Spemahstvl,
ci de orice om care posedd notiunile fundanmentale de punct, dreapta,
plan, sens de parcurs pe o directie datd i de perpendicularitate. Nu
vom presupune cunoscutd nofiunea de numdr real, deoarece vomn
ajunge la ea in cursul expunerii si vom defini geometric operafiile
cu numere. . )

Acest punct de vedere, dupd cum am ardtat in primul capltol,\ a
fost introdus in stiind de geometrii greci, dintre care citdm pe Fu-
doxus, Pitagora, Aristotel, Platon, Tales, Teetet, Etlclid si Al'.hl‘nle‘\de:

Spre deosebire de ei fnsd, vom duce constructia geometrier pind
la introducerea sistemelor de coordonate carteziene ortogonale si la
notiunea de distan{d, conceputd ca numdr real. Importanta acestor
nofiuni este fundamentald si ele au contribuit la dezvoltarea geometriel
prin introducerea unor spatii noi si la deschider.ea unor Sap1tole noi
de geometrie: geometria algebricd, geometria diferenfiald, topologia
diferentiald etc.

Geometria creatd de vechii greci s-a oprit in fata anor obstacole
grave : mirimile cu care lucrau geometrii grect (lungimi, ;\1’11,Avolum.e
ete.) se puteau aduna sise puteau compara, dar nu se putcau inmulfi.
Doud mirimi defineau in teoria lor, care se datorest c_.iu sp_ecxavl Tui
Fudoxus, un raport, care era un operator care asocia fiecarel marimi
altd mérime. Rapoartele se puteau inmulfi, prin compunerea opera-
torilor pe care-i reprezentau, dar nu se puteau aduna. In teoria lui
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Fudoxus nu exista deci un cimp unic de marimi cdrora si li se poatid
aplica operatiile fundamentale: adunare §i fnmulfire. De asemerfea,
ei n-au reugit sd creeze o teorie generald a numerelor irafionale.

Un astfel de cimp, pe care-l numim astdzi corpul numerelor peale,
a fost creat in secolul al XVI-lea e.n., prin lucrdrile algebristilor italieni.
Din acegtia menfiondm pe Bombelli, care in Algebra sa a ficut primul
distinctia intre punctele unei drepte si numere, si in acelagi timp a
aratat cd se poate stabili o corespondenta biunivocd intre punctele
unei drepte $i numerele reale. Cu ajutorul acestei corespondente el a
obtinut o constructie geometricid a sumei si produsului a doudl numere,
construcfie ce constituie in acelagi timp prima definitie riguroasi
a acestor operatii.

In acelasi secol, Simon Stevin, matematician olandez, a reluat
teoriile 1ui Bombelli si a dat scrierea zecimald a numerelor reale, in-
dicind si metode de calcul prin aproximatie. Pe aceste baze, Ifermat
si Descartes au creat in secolul al XVII-lea geometria analiticd, ca
metodd de cercetare a geometriei euclidiene. De la Burrow si Newton,
pind la Riemann insd, numerele reale erau concepute ca rapoarte
de marimi geometrice, asa cum gindeau §i matematicienii greci, pentru
care numere abstracte erau numai numerele 2, 3, 4, ...

Pentrn a pastra acelasi punct de vedere, care ni se pare deosebit
de interesant, vom introduce ca mirimi translatiile spatiului si ca
rapoarte, omotetiile. Compunerca acestor transformiri ne va duce la
operatiile de adunare gi tnmultire fntr-un anumit cimp, ce va rezulta
pind la urmd identic cu cimpul numerelor reale.

Lixpunerea care urmeazi are avantajul ¢d nu introduce constructii
artificiale, constituind o inldntuire logicd de propozitii (axiome sau
teoreme) simple, care joacd fiecare un rol important in geometrie.
Expunerea noastrd foloseste idei ce apar la von Staudt, Hilbert, Veb-
len si Young, Artin, Coxeter si alfii.

§ 1. SPATIUL AFIN

Vom considera urmétoarele proprietdfi ale punctelor, dreptelor
si planelor din spafiu, numite axiome:

I. Prin doud puncte distincte trece o dreaptd s$i numai una.

II. Prin trei puncte nesituate pe aceeasi dreaptd trece un plan
51 numai unul singur.

I11. Dacd o dreaptd are doud puncte comune cu un plan, atunci
toate punctele dreptei se afld in acel plan.

IV. Dacd doud plane au un punct comun, ele mai au cel pufin incd
un punct comun.
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V. Existd trei puncte necoliniare. Orice plan confine cel pufin
un punct.

VI Existd patru puncte nesituate in acelagi plan.

VII, Orice dreapta contine cel putin doud puncte.

VIII Fiind datid o dreaptd d si un punct P nesituat pe dreapta
d, existd\in planul dreptei d $i punctalui * o singurd dreaptd @', tre-
cind priny P si nesecanta (paralela) cu d. '

Orice proprietate a figurilor din spafiu care se deduce din aceste
opt axiome se numeste proprictale afind. Totalitatea .]j)roprieté’gil_or
aline constituie geometria afind. Spatiul in care se considera proprie-
tatile afine si numai acestea se numeste spafiul afin (cu trei dimen-
siunt).

Vom da exemple de proprictafi aline.

Teorema 1. Doud dreple distincle au cel mult un punct comun.

Intr-adevir, din axioma I rezulti ci dacd dreptele d i d’ ar avea
doud puncte comune A, B atunci «, ¢ ar {i confundate.

Doud drepte distinete pot {1 deci sccante, nesecante coplanare
(paralele) sau nesecante gi necoplanare (strimbe).

Teorema 2. O dreaptd care nu apartine unui plan are cel mult
un punct comun ciu acel plan.

Intr-adevir, dacd dreapta d ar avea douit puncte comune cu planul
«, din axioma IIT ar rezulta cd dreapta  ar aparfine planului «.

Teorema 3. IFiind date dowd plane distincte o, B, ele sint sau
paralele (n-aw nict un punct comun ), saw au o dreapla d comund. In
ultimul caz nu existd alte puncte comune planclor o, B, in afara punctelor
dreplet d.

Intr-adevar, dacid planele «, [ nu sint paralele, ele aun Cgl putin
an punct comun 4. Din axioma [V rezultd cd planele o, § mai au un
punct comun B, diferit de A. Punctele A4, B apartin, conform axiomet
I, unei drepte 4. Dreapta d avind douid puncte comune A, If cu t%ecare
dintre planele o, B din axioma IIT rezulti ca d este situatd in fiecare
din planele «, B, deci «, B au dreapta comund 4. . _

Sd presupunem ci planele o, § mai au un punct comun C, nesituat
pe dreapta d. Prin urmare, planele o, § au trei puncte comune A, B, C,
nesituate pe aceeasi dreaptd. Atunci axioma II ne spune cd planele o,
B sint confundate, contrar ipotezei.

* Din axioma VII rezultd ci pe dreapta d existid doudt puncte 4, B. Din axioma IT
rozultd ci punctele 4, B, P apartin unui plan unic. Acest plan, care se numeste planul
punctului P §i al dreptei d, contine dreapta d, datoritd axiomei ITL.
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Teorema 4. O dreapti d, paraleld cu o dreaptd d' dintr-un plan
o st mesituatd in planul o, este paraleld cu planul o (nu are wici up punct
comun cu o).

/

Sd presupunem ca dreapta d nu este paraleld cu planul o. Atunci

ea are un punct comun A cu acest plan (fig. 68). Fie B un/punct al
. Lo > . . {
dreptei d'. Punctul B existd, conform axiomei VII. /

Fig. 68

Prin punctul B putem duce, conform axiomei VIII, o singurd
dreaptd d" coplanard cu d si nesecantd cu d, deci paraleld cu d. I'ie B pla-
nul dreptelor 4, d’. Din axioma VIIT gi din ipotezd rezultd cid dreptele
d’, d” coincid. Dar dreapta d” trece prin punctul A, deoarece d”" = d’
este dreapta de intersectie a planclor «, i 4 apartine fieciruia din
cele doud plane. Aceasta contrazice faptul cd d’este paraleld cu d. Acesti
contrazicere ne spune cd nu putem presupune ci dreapta 4 are un
punct comun A4 cu planul o, deci d este paraleld cu acest plan.

7 Teorema 5. Doud drepte paralele cu
a treta sint paralele intre ele.

A

Intr-adevir, fie dreptele d,, d, paralele

s cu dreapta 4 (fig. 69). Fie o planul deter-

4 minat de dreapta d, si de un punct A al

—— dreptei d, (vezi nota de la axioma VIIL.)

Dreptele d, d, fiind paralele, ele aparfin
unui plan f.

Cazul 7. Planele o, B sint confundate. Atunci dreptele d,, d, sint
coplanare si nu sint secante, deoarece dacd d,, d, ar avea un punct
comun P, ar rezulta cd prin P ar exista doud paralele la dreapta d.

Cazul 2. Planele o, B sint distincte. Cum acestea au un punct
cumun A, ele au, conform teoremei 3, o dreaptd comuni §, ce trece
prin punctul 4. Dreapta 3§ este paraleld cu dreapta d,, deoarece este

Fig. 69

178

3z

in acelasi plan « cu d; §i deoarcce este nesecantd cu 4, fiind in planul
B, care este paralel cu dy, in baza teoremei 4(d, este paraleld cu dreapta
d din planul B). Deci 3 || d,.

Pe deé alti parte, dreapta § este in acelagi plan B cu 4 si este nese-
cantd cu d, deoarece § este in planul « si d este paraleld cu planul «,
fiind paraleld cu dreapta d, din planul «. Deci 3 este paraleld cu d.
Din axioma VIII rezultd ca § co-
incide cu d,, care este paralela prin
ipotezd cu d. Din 9§ ||dy si 8 = d, 4
rezultd d; || d.

. o y 7
Teorema 6. Dacdodreapld d

este parvaleld cu un plan o s dacd 7] 7
A este un punct din planul o, atunct /=
paralela dusd din A la dreapla d
este situatd in planul .

Fig. 70

Itie d’ paralela dusid din A la dreapta d (fig. 70) si fie § planul drep-
telor d, d’. Acest plan are punctul /4 comun cu o si din axioma IV
rezultd ci plancle «, p au o dreapti comuni "', trecind prin 4. Dreapta

d fiind paraleld cu planul «, d nu poate intilni dreapta ", deci @ || d”.
Asadar, prin 4 avem doud paralele d', d'" la dreapta 4. Din axioma
VIII rezultd cd d’ = d’’. Dar d"' este in planul «, deci d” este in planul o.

5S4 demonstrdm urmdtoarea teorema :
Teorema 7. Orice plan o conline cel putin doud drepte concurente.

Din axioma V rezultd cd planul o are cel putin un punct 4, iar
din axioma VI rezulti cd existd patru puncte M, N, P, Q nesituate
in acelasi plan. Atunci oricare trei dintre acest patru puncte sint neco-
liniare si 4 nu poate apartine fieciiruia dintre planele MNP, MNQ,
NPQ, MPQ. S3 presupunem cid A4 este exterior planului B=MNP. Daci
planul 8 nu este paralel cu planul «, @ intersecteazd planul « dupa
o dreaptd d, care nu confine punctul 4. Din axioma VII rezultd cd
dreapta d contine cel putin doud puncte B, C. Dreptele 4B, AC sint
distincte si situate in planul «, conform axiomei IIL

Dacid planul B este paralel cu planul «, dreptele MN, MP sint
paralele cu planul o, Fie d’, d"' paralelele duse prin 4 la MN si MP.
Din teorema 6 rezultd cd 4’ si d'' sint continute in planul «; @' i 4"/
sint distincte, deoarece dacd am avea d’ = d’/, ar rezulta cd din M
putem duce doud paralele MN, MP la aceeasi dreaptd d’, ceea ce
contrazice axioma VIII.
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Teorema 8. Dacd M este un punct exterior planului o, prin
M tyece un plan paralel cu o« st numar unul.

Pentru demonstratie s consideram un punct oarecare A in planul
o g1 fie d’, d'" doud drepte duse prin A in planul «, ceea ce este posibil
dupd teorema 7. Fie 3’, 8" paralelele duse prin M la dreptele d’, d”.
Dreptele §', 3" fiind councurente, aparfin unui plan B 8 si 87 sint
distincte, deoarece altfel a,d’ ar fi dous paralele duse prin A la aceceasi
dreaptd 3’ = 3”. Deci 8’ 3" apartin unui singur plan,

Sd aratdam cd planul r& este paralel cu planul «. Dacd 8 n-ar fi
paralel cu a, B $i o ar avea o dreaptd comuni l. Dreapta / ar inte rsecta
cel putin una din dreptele d’, d”’. Dar dacd [ ar intersecta de exemplu
dreapta d’, am contrazice faptul cd d’ este paraleld cu planul 8, fiind
paraleld cu dreapta & din planul f. Deci intr-adevir avem B «

Sd presupunem acum cd prin punctul M putem duce doud ]»l(mo
B, B, paralele cu planul «. Aceste plane se vor intersecta dupd o dreaptd
7, continind punctul M. I'ie N uu punct al dreptet 7, diferit de M (axi-
oma VII). Fie B, C doud puncte pe dreptele d’, respectiv d", diferite
de A. Punctele N, B, C sint necoliniare (N nu poate apartmc planu-
Iui o, deci nici dreptei BC) si determind, prin urmare, an plan . Pla-
nul R intersecteazd planele B, ', « dupd trei drepte s, &7, £, astfel fncit
s, s’ au punctul comun N si sint paralele cu ¢. Tntr- adc var, pentru a
arata de exemplu cd s este paraleld cu £, observdm ci s, / sint in acel: asi
plan vy st nu se intflnesc, fiind situate in planele paralele §, «. Am ajuns
astfel la concluzia cd prin acelagi punct N am putea duce doud
paralele s, s" la aceeasi dreaptd f, ceea ce contrazice axioma VIII.
Deci g = p'.

Din demonstratia precedentd rezultd si

Teorema 9. Parvalelele duse dintv-un punct M exterior la un
plan o apartin unui plan B, care este planul paralel dus prin M la o.

Teorema 10. Doud plane paralele o, «, sint tdiale de un plan
neparalel cu oy dupd doud drepte paralele.

Intr-adevir, fie «;, o, doud plane paralele si 8 un plan care inter-
secteazd planul o, dupd o dreaptd d,. Planul § nu poate fi paralel cu
planul o,, deoarece in caz contrar, prin orice punct al dreptei d, am
avea doud plane paralele: o, si 8, la planul a,. Deci B intersecteazi
planul «, dupd o dreaptd d,. Dreptele d,, d, sint in acelagi plan  si
nu se intflnesc, fiind situate in planele «,, o, Deci d; || d,.

Teorema 11. (Teorema speciald a lui Desargues). Dacd triun-
ghiurile ABC, A'B’'C' au laturile paralele

AB | A'B’, AC | A'C’
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st dacd dreptele AA', BB', CC' sint
laturile BC, B’C’ sint paralele.

Cazul 1. Plancle a=ABC, o
Dreptele AB, AC fiind paralele cu
dreptele A’B’, A'C’, din teorema Y,
rezultd cd planul o = ABC este para
lel cu planul o = A'B’C’. Din teore-
ma 10, aplicatd planului B = OBC si
planelor paralele o, o', rezultd BC|B'C’

Cazul 2. o = o gi dreptele A4
BB, CC' sint concurente Iintr-un
punct O. Din axioma VIII rezulta ci
nu toate punctele spatiului se gisesc
in planul . Deci existd un punct S
exterior planului (fig. 72) «. Punctele
0, S determind o dreapta d. Yie [, m, n
paralelele duse din A4, B, €' la
dreapta d. Dreptele S4, [ fiind 1n pla-
nul dreptelor &, 04, sint paralele sau
secante. Ele nu pot fi paralele, de
oarece prin S nu se pot duce doud
paralele d, SA la aceeagi dreapta /.
Deci SA si I au un punct comun A",
T.a fel putem considera intersectiile
B, C" ale dreptelor SB, m respec-
tiv SC, n. Dreptele AB, A"'B" sint
paralele sau secante, fiind in planul
SAB. Dar A B nu poate intilni dreapta

A" B, deoarece AB este paraleld cu
dreapta A’ B’ din planul dreptelor /, m,
in care se giseste si A”"B""; deci ADB
este paraleld cu A”B"":

AB | A"E". (n
La fel se aratd cd avem:

”C”. (2)

Din  teorema 9 rezulti cd planu
A"B"C" este paralel cu planul o si
deci avem:

BC | B"C". (3)

concurente sau paralele, atunct

A'B'C sint distinete (fig. 71).
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De altfel, triunghiurile ABC, A"”B"C"” se gisesc in cazull studiat
mai sus. in ace1351 caz se incadreazd tnunghlurlle A'B'C’ A”B”C"
deoarece o || o’ . Rezultid :

B/CI H B//C/l. (4)

Din (3), (4) ¢i din teorema 5 rezultd ¢i avem BC || B'C'.

Cazul 3. o = o' i dreptele AA’, BB’, CC’ sint paralele. In acest
caz, considerﬁm o dreaptd d, paraleld cu AA’, BB, CC’' dar nesi-
tuatd in planul acestor drepte gi alegem doud puncte S, S” pe d; dacd
perechile de drepte coplanare (SB, S'B’), (SC, S'C’), dau doud puncte
de intersectie B/, C" se aratd ca mai sus ca BC || B"C"”, B'C' || B"C”
deci BC || B’C’. Dacd SB || S'B’, triunghiurile 4 BS, A'B'S’ se gisesc
in cazul 1 si rezultd SA4 || S’A’. La fel considerind triunghiurile SAC,
S'A'C’, deducem SC || S’C" si in sfirsit, considerind triunghiurile
SBC, S'B'C’, deducem BC || B'C’.

§ 2. VECTORI SI TRANSLATI iN SPATIUL AFIN

Se numeste veclor' in spatiul afin orice pereche ordonatd de puncte
N
din spatiu. Vectorul format din perechea 4, B se noteazd A B. Vectorii
> > A . N . . “ ege o
AB, B4, sint distineti prin definifie. Dacd 4 £ B, dreapta AB se

—>
numeste suportul vectorului AB. Dacd 4 = B se spune ca vectorul

—
AD este nul. In general, A este originea vectorului 4B, iar B este

capatul vectorului 4 B.
Doi vectori se spun coliniari daca suportii lor coincid si coplanari,
dacd suportii lor sint in acelasi plan.

Tie AB, CD doi vectori necoliniari ; AB, CD se numesc echipolenti

. _—> ———‘9 -~ .
51 se noteazd AB ~ CD, dacd dreptele AC, BD sint paralele si daci

_ S e

suportii lor AB, CD sint de asemenea paraleli. Dacd A B, CD sint doi
e

vectori coliniari, ei se numesc echipolenti, dacd existd un vector EI7,

—> —
necoliniar cu 4B (deci nici cu CD) echipolent cu fiecare dintre vec-

N

.. TZ T NN - Tz
torti, 4B, CD. Vom scrie §i in acest caz: AB ~CD.

1 Vectorul definit aici se intilneste uneori in literatura matematici sub denumirea
de wvector legat.
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Sd demonstrim ci echipolenta vectorilor este o relafie de echi-
valentd, deci are proprietatile:
1° (reflexivitate). Orice vector este echipolent cu el insusi:

— >
AB ~ AB.
— —=> = —>
2° (simetrie). Dacd AB ~ CD, atunci CD ~ AB.

= . prp g e
3° (transitivitate). Dacd AB este echipolent cu CD gi dacd CD

— >

este echipolent cu EF, atunci AB este echipolent cu EF.
Reflexivitatea rezultd din definifia echipolentei a doi vectori
coliniari. Intr-adevir, fie £ un pungt exterior dreptei AB (fig. 73).
Prin E s ducem paralela /la A B, iar prin B paralela I’ la AE. Dreptele
[, I’ sint in planul definit de dreptele concurente AB, AFE ¢i nu sint

Fig. 73 Fig. 74

paralele, deoarece dacd ¥ ||/, ar rezulta cd prin B putem duce doud
paralele BA, I la aceeasi dreaptd I. Deci, /, I/, au un puunct comun

'_—9 _—_> . . . . . .
F. Vectorii AB, EF sint necoliniari si echipolenti. Din
—_ = > =
AB ~ EF, AB ~ EF

—_ —
rezultd AB ~ AB.
blmetrla Ie/lllt'l din faptul cd definitia insdsi a echlpolentel vec-
—

torilor AB CD nu se schimbi dacd schimbidm AB cu CD

183



Pentru a demonstra tmns1t1v1tatea considerdm :
—
Cazul 1, und vectorn AB C D, EI sint pe trei drepte distincte
e
(fig. 74) Din AB ~ C]) CD ~ ]*Z“ rezultd :

AB | CD, CD || EF, (5)
AcC CL || DF. . (6)

Din (5) rezultd:
AB || EL. (7)

Din teorema speciald a lui Desargues, aplicatd triunghiurilor
ACE, BDI rezulta :

AE || BF. (8)

. .o % —>
Din relatiile (7), (8) rezulti AB ~ EI.

P py= SR e . ==
Cazul 2. Tie acuma CD coliniar cu A B si necoliniar cu EF (fig. 75).

A v

Tig. 75

. . o3 v} S . ‘_.>
Atunci existi, daca AB ~ ( D, un vect()r MN, necoliniar cu Ab

—>
CD si echipolent cu AB sicu (,]) Daca MN nu este coliniar cu FP
din :wlatnle

_— = S s s
AB ~MN, MN ~CD, CD ~ EF
. . .« . . . . . . . . —-.%
si din transitivitatea echipolentei vectorilor necoliniari deducem A B ~

- i .. %
~ EF. Dacd MN este coliniar cu EF, alegem un punct P in afara
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—
planului dreptelor AB, EF si construim vectorul P(Q), echipolent cu
—>
MN, asa cum s-a procedat in fig. 68. Din relatiile

e e
AB ~MN, MN ~ PQ,

e e e e
(PQ ~ MN, MN ~CD), CD ~EF

— > > > i _ =
1e/ult(1 A B~ I’Q (PQ ~CD, CD ~ EF) si mai departe, 4B ~ P(Q,

—>
P() ~ Il 1' si In Slll';lt /1B EZ'
Cazul 3, cind A B, C]), EF sint pe aceeasi dreaptd 4. Din EFF ~ CD
' —>
rezultd cd existd un vector M N, nesituat pe d, astfel ca:
—_ = > —>
EF ~MN, CD ~ MN. 9)

e
Vectorit 4D, 1) ]WN se incadreaza in cazul 2 gi rezultd AB ~

— 7 . —_—> .
~ MN. Din aceastd relatie ¢i din prima relatie (9) rezultda AB ~ l:F.

Cazul 4, ¢ind (‘1) EF sint coliniari, este simetric cu cazul 2.
s —
Cazul 5, ¢ind 1]) EI7 sint coliniari i CD necoliniar cu ei, rezultd
——
din definitia echipolentei a doi vectori coliniari cd AB ~ EF.!

Din rationamentele precedente retinem urmétoarea teoremd, de-
monstratd o datd cu reflexivitatea echipolentei.

Teorema 12, Orice punct I din spatiu este originea unui vec-
tor unic, echipolent cu un vector dat arbitrar AB.

. T . R

Tie AB un vector oarecare. Transformarea care asociazd fieca-

— —_

rui punct P din spatiu capdtul Q al vectorului PQ echipolent cu 4B

—>
se numeste translatia definitd de vectorul AB si se noteazd cu T _,
AB

L Teorema demonstrati arati cd multimea vectorilor dintr-un spatiu afin poate

fi descompusa in clase, astfel incit doud clase distincte sd nu aibd nici un vector comun.
- —

Anume vom asocia fiecdrui vector # multimea vectorilor echipolenti cu #, pe care o vom

numi clasa lui u §i o vom nota {u}. Avem u € {u} siv€ {u} daci gi numai dacd v ~ u.

=
Clasele {u} se numesc vectori liberi.
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A T . . "
sau 1. Transformatorul punctului P prin translatie se noteazi

T (P)sau TH(P) ; deci Q=T3H(P) = T _(P) este o relatie echivalenti

AL AB
—> >
cu AB ~ PQ.
Teorema 13. Doi vectori echipolenti definesc aceeasi translatie,
. . z v ~A ~C
dect din AB ~CD vexultd Ty = T).
I'te P un punct oarecare in spatiu. Trebuie sd aritim ci Tﬁ(P) =
C As A . > 2) -
= TH(P). I'te Q = Tp(P). Atunci avem PQ ~AB. Cum AB ~CD

. LA e e > . -C
rezultd, aplicind transitivitatea, PPQ ~ CD, deci Q = T,(P).

l

e
. o A .
Daca vectorul AFB este nul, punem 75(P) = P pentru orice punct

I
P din spatiu. Daca 4B nu este nul, deci dacd 4 == B, avem evident
! ’ . .
T3p(P) = P, oricare ar fi punctul P,
Iiind date trei puncte 4, B, C oarecare, vom cousidera operafia

.. . = 52 = .
care asociazd vectorilor 4B, BC vectorul AC si vom nota :

_— >
AC = AB + BC.

—_—

—> — >
Vectorul AC se va numi suma vectorilor AB, BC. Deci doi vectori

A’ 5’
Fig. 76

se pot aduna numai dacd originea unuia coincide cu capitul celuilalt

B BC

— e o
Teorema 14, Din relajitle AB ~ A’ ~ B'C" yezultd
_ —

— : e
AB + BC ~A'B | B'C. (10)

eoip

e — =
Intr-adevir trebuie sd aratdm cd avem AC ~ A’C’. Dacd punc-
tele A4, B, C nu sint coliniare, (fig. 76) observind cd avem AA’|
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IBB'||CC’ si aplicind teorema speciald a lui Desargues, rezultd AC]
|14'C". Combinind cu AA'||CC’, rezultd AC ~ A'C’".

Dacd A, B, C sint coliniare, A’, B’, C’ sint de asemenea coli-
niare. .

Din AB ~ A'B', BC ~ B'C’ rezultd AA’||BB’, BB'||CC’, deci

— —
avem AA'|CC’'. Cum si AC||A'C’, deducem AC ~ A'C'?

Iie T,, T, doud transformiri oarecare ale spatiului in el insusi.
Asociind fiecdrui punct P din spafiu transformatul prin 7', al punc-
tului To(P), se obfine o noud transformare, care se noteaza 1,71, $i
se numeste produsul transformdirilor 7, 7,. Avem deci:

(T1\T) (P) = To(TH(P)).

I . 4 . P>} N — -y
Iiind datd o translatie 7% si o a doua translatie T, luind BC ~ EI7,
E B
avem 1Tr = T¢.
Teorema 15. Avem, oricare ar fi punctele A, B, C,
o oy B A el
jlf‘ B = 1(?] B = j C, (12)
deci produsul a doud translatii este o translatie, si anume dacd factorit
sint translatiile definite de vectoric AB, BC, produsul este definit de
- =2 T2
suma lor AB -+ BC = AC.

Iie P un punct oarecare in spatiu si R

Q = TH(P), R = THQ).

. . . c
Atunci avem (fig. 77)
_ = = —>
AB ~ PO, BC ~ QR
D N s Sl e <
si din teorema precedenta rezultd AC ~ PR
. . A .
si avem prin urmare R = T¢(P). Deci: 4 5
A B A
Te =1TcTp. Tig. 77
1 Aceastd teoremd aratd cd se poate introduce o lege de compunere in multimea vec-
— — —
torilor liberi dintr-un spatiu afin, punind {4B} -} {BC} = {AC}. Aceasti operatie

are proprietitile adundrii numerelor si anume comutativitate, asociativitate, existenta
clementului neutru (clasa vectorilor nuli) si existenta elementului opus unui element
—> —

{AB} (clasa {BA}). Se spune ci vectorii liberi din spatiul afin formeazi un grup
abelian. '
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Teorema 16. Produsul a doud translativ este comutativ:
T\T,=T,T,. (12"

Tie P un punct oarecate, $i sd notdm @ = 7°(P), R = T,(Q)
(fig. 78). Atunci avem T, = Ty, T, — T%, T,T, = Th Daci S =

- % % . -~ .
= T4(P), avem PS ~ QR, deci PS||QR, PQISR si presupunind punc-

tele 2, (), R necoliniare, rcy,ult?t SR ~ P()
deci R = T4(S) sau R — T, ‘) I'(To(P)) =
S = (1,T,) (P); dar delafnceput K = 1T,(7,(P)) =
r = (7,1,) (P), deci am ardtat c& avem (12’)
daca 1,, T, nu sint paralele.
Demonstratia comutativitifii produsului a
7 doud trauslatii, in cazul in care translatiile sint
definite de vectori paraleli sau coliniari, se poate
Q da in modul urmitor.

~

7 - — . - . . .
7 e w = AB, v =CD doi vectori paraleli
sau coliman. Trebuie si aritim ci 1,7

(23 4

Iig. 78 P, < - .. .
-1, 7T, Iie w = LEI' un vector necoliniar si
e
neparalel cu » si v $i lie w' = I'll. Avem 1,71, = identitatea.
Sa observam acuma cd produsul a trei transformdari 17, 7, 1
oarecare ale spatiului este asociativ, deci avem:

(1,15 Ty = Ty(T:T5). (13)

Intr-adevir, fie P un punct oarecare al spatiului, apoi P’ =
— TyP), P = Ty(P') = (T,T9)(P), P = Ty(P") = (Ty(T,Ty) (P).
Avem (T,7)Ty) (P) = (I3 15) (Ty(B)) = (TyT5) (P) = T3(T5(F') —
= T(F") = P" = (T(T,T5) (P), ceeace demonstreazd relatia (13).
Aplicind aceasta relatie, putem scrie:

T, 7T, = (T, T) (ToTw) = (T T)To) Tar = To(T,T,) T

Dar vectorii v, w fiind neparaleli, avem 1,7, = T,7T, si putem scrie
mai departe :
11;’[1} = ‘I (‘[ wj

"

)T

De asemenea, translatia 7,7, e datd de un vector neparalel cu

0

T, deci T (T,T,) = (T,T,)7T, si atunci putem scrie mai departe:
Yufv = (’qw-l‘v) TuTw' = (T'UTw) TuTw' = T (T T ) -
= ("[‘zr(Tu ]‘w)) ]‘w - ((T'u Tu) Tw) Tw' - ( u)(j w [Nf") = Tu Tu'
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Teorema 17. Dacd T este o translatie si dacd punctul P des-
crie o dreapld, vespectiv un plan, atunci [(P) descrie o dreapld respec-
Hv un plan.

Fie T = T% si P, Py, P trei puncte pe dreapta d (fig. 79). Puniz

— —_ >

Q1= T(Py), Qs =T(Py), Q = T(P), avem P,Q, ~AB, P,Q, = AB,
PQ ~ AB s atunci 0, || d, 0,0 | d.

Din axioma VIIT rezultd cd punc-
tele Q, Q, @ sint coliniare. Deci ori-
care ar fi P’ pe dreapta d, punctul Q =
= T(P) se afld pe dreapta Q,Q,.

I'ie P, P, P, trei puncte necoli-

8 miare (fig. 80), intr-un plan «, P un
punct oarecare al planului o st Q@ =

= T(Pl)» Q: = T(Pz), ()3 - T(Z’E,),

L

7
r Q
A A @
R 4 &
[ ——
) 0‘2
Tig. 79 IYig. 80

o — > = —> ‘
Q = T(P). Atunci avem P,Q, ~ P,Q, ~ P,Q; ~ PQ ~ AB. Punctele
0, Q,, Oy nu sint coliniare, deci determind un plan . Daca P se afld
pe una dintre dreptele PP, PP, transformatul sdu Q sc afld pe
dreapta Q,Q, sau Q,(Qs, de01 Q se aﬂx in phnul B. In general, din rela-

— >

fille P,Q, ~ PQ (¢ = 1,2, 3) rezultd P P HQQ Deci dreptele QQ,, Q0Q,,
QQ, sint paralele cu planul o, care C()HUHL drcptde PP, PP, PP,
dect QQ,, QQ,, QQ, sint in (1U3LL§1 phm anume in planul paralel
prin @ la o. Deci Q = 1'(P) se giseste in planul B = Q,0,0,, oricare
ar fi P in planul «.

Teorema. 18 Orice translatie transformd o dreaptd d intr-o
dreaptd parvaleld cu d sau confundatd cu d.

Intr-adevir, in fig. 79 avem Q,Q]ld.
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O transformare a spatiului afin, care transformd dreptele in drepte
si puncte distincte in puncte distincte si pentru care orice punct al
spatiului este transformatul unui punct! se numeste automorfism al
spatiului afin.

Teorema 19. Translatiile sint automorfisme ale spatiului afin.

Intr-adevidr, prima condifie rezulti din teorema 7, iar a doua

. . e Al Al ”’w> .o

este evidentd: din T(P) = T(Q) = R rezultd PR ~ QR; vectorii
—>

PR, QR n-au suporti diferiti, deoarece dacd PR == ()R, am avea

PRIIQR. Deci vectorii PR, QR sint coliniari. Fiind echipolenti, existi

— . — = — =
un vector AB, necoliniar cu PR si QR, astfel ca AP||BR, AQ|BR
si rezultd din axioma VIII ca dreptele AP, AQ coincid cuo acecasi
dreaptd 4. Dreapta d taie dreapta PQR intr-un singur punct, deci
P = Q. »

Mai putem demonstra cid P = () in modul urmitor : presupunind

translatia T definitd de vectorul ZE, deci T = T4 ¢inotind T'=T7%,
avem pentru orice punct P din spatiu:
(T'T) (P) = THTHP) = THP) = P.
Dacid TH(P) = THQ) = R, rezulti:
P = (1"T)(P)=1(T(P) =1
Q = (1"T) () — T'(T(Q) = T'(R),

—
-
~

deci P = Q.

§ 3. OMOTETIILE SPATIULUI AFIN

Am vizut mai sus cd translatiile sint automorfisme ale spatiului
afin, care duc drepte in drepte paralele, deci dacd d este o dreaptd
si 1T o translatie, avem:

T(d)|d sau T(d) — d. (14)

Mai putem da un exemplu de transformare a spatiului afin cu
proprietatea (14), anume omotetia. Pentru a defini omotetia, sd con-

1 O transformare care verifici ultimele doud conditii, deci pentru care orice punct
al spatiului este imaginea unui punct gi a unuia singur, se numeste biunivocd.
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siderdm trei puncte coliniare G, P, P’ (fig. 81), cu P == 0, I" == 0.
Aceste puncte definesc o transformare /[ in modul urmitor. Dacd
M este un punct exterior dreptei OP 1, definim H(M) ca intersectia
dreptei OM cu paralela dusa din ' la dreapta M P. Dacd N este
un punct al dreptei OPP’, alegem un punct M exterior acestei drepte,
construim M’ = H(M) in modul indicat si definim N’ = H(N) ca in-
tersectia dreptei OPF cu
paralela dusd din M’ la
dreapta MN.

Punctul N’ nu de-
pinde de alegerea punc-
tulmi M. Intr-adevir,
fie M, un punct exterior
dreptei O P, diferit de M.
Putem presupune cd O,
M, M, nu sint coliniare.
Iie M| = H(M,). Tre-
buie s ardtam cd dreap-
ta M N’ este paraleld cu
M,N. Din teorema lui
Desargues aplicatd tri-
unghiurilor PMM,,
P"M'M;, tinind seama cd

Tig. 81

PMP'M’, PMP'M,,
rezultd relatia MM ||M'M|. Dar MN|M'N’, astfel incit aplicind din
nou teorema lui Desargues de data accasta triunghiurilor MM N,
M'M{N', rezulta M, N|M /N’

Transformarea H, definitd mai sus, se va numi omotetia de cenlru
O cu punctele omologe, I, P’. Din constructia lui H rezultd cd pentru
orice punct M din spafiu, punctele O, M, M’ = H(M) definesc acceasi
omotetie ca O, P, P'.

Vom conveni sd considerdm [{(0) = O ; avem evident H(P) = 1.

Sd observam de asemenea cd in cazul in care P’ = P, omotetia
I este transformarea identicd.

Teorema 20. Omotetiile sint aulomorfisme ale spatiului  afin
care transformad o dveapld inly-o dreapld pavaleld saw confundald cu d,
deci avem

H(dy|ld san H(d) = d.
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Intr-adevidr, dacd dreapta d trece prin centrul omotetiei 0, avem
H(d) = d. Presupunind cd 4 nu contine punctul O (fig. 82) si con-
siderdm doud puncte 4, B pe dreapta 4. Daci

A’ = H(A), B = H(B),

avem :

A'B"|AB sau A'B" || d.

Dacd C este un alt punct

al dreptei d si dacd C' = H(C),

vom avea A'C'||AC sau A'C'||d;

comparind cu relatia precedentd

si aplicind axioma VIII, rezultd:
A'B" = A'C’,

deci punctele A’, B’, C’ sint co-
liniare. Teorema 20 este astfel
demonstrati.
Tig. 82 Vom numi automorfism spe-
cial al spatiului afin, orice tran-
sformare 7', care duce puncte distincte 1n puncte distincte si astfel
cd oricare ar fi dreapta d, transformata ei prin T este o dreaptd
paralela sau condundatd cu d.

Teorema 21. Orice aulomorfism special 1T al spatiului afin
este fie o tramslatie, fic o omoletic.

Tie P un punct al spatiului, P" = T(P), d = PP’'. Dreapta d’' —
= T'(d) este paraleld sau confundatd cu 4. Dar 4’ si d au punctul
comun P’ deci d' = d.

O dreaptd care coincide cu transformata sa se numeste tnvariantd.
Deci dreptele care unesc puncte omologe P, T(P) sint invariante.

Tie Q un punct nesituat pe dreapta d, Q' = T(Q) st § = QQ".
3 este o dreaptd invariantd. Dreapta P’Q’ este transformata dreptei

PQ, deci avem P'Q'||PQ, prin urmare, dreptele 4, § sint coplanare..

Distingem doud cazuri:
Cazul 1. Dreptele 8, d sint paralele (fig. 83). In acest caz, avem:

— —_>
PP ~QQ".
Fie R un punct nesituat pe dreptele d, § si fie R'=T(R). Avem

PR||P'R’, QR||Q'R’. Fie I paralela dusd din R la dreapta 4 si R”
intersectia lui / cu Q'R'.
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Aplicind teorema lui Desargues triunghiurilor PQR, P'Q'R"
rezultda P'R"||PR, deci, cum avem P'R'|PR, rezultd P'R"” = P'R’.

Dreptele Q'R’, P'R’ nu coincid $i cum ele nu pot avea doud puncte.
comune R’, R" rezulti ci avem R’ = R”, deci RR' =1 sau:

RR'"|| PP"||QQ".

/
Jq7 .
q
¢
R
Tig. 83 Tig. 84

Cum avem ¢i PR|P'R’, rezulta :
— —>
RR' ~ PP'.
Deci in cazul 1, transformarea T este o translatie, definitd de
—>
orice vector de forma PP’, unde P’ = T(P).
Cazul 2. Dreptele d, 5 au un punct comun O (fig. 84). Atunci
T(0) = 0, deoarece T (0) aparfine dreptelor T (d) =&, (3) =3.
Fie R un punct oarecare, R’ = 7(R). Notind I = OR, I’ = RAR',\,
avem T'(l) = OR’. Dar T(l) e paraleld sau confundatd cu /. Avind
punctul O comun cu /, rezultd T(/) = I, deci OR" = OR i punctele
0, R, R' sint coliniare. Din PR||P'R’ rezultd cd T este o omotetie
cu centrul in punctul O.

Din demonstratie rezultd ci translatiile se deosebesc de omotetii
prin faptul ci translajiile n-au puncte invariante (fixe), in timp ce
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© omotetie are ca punct fix centrul siu. De asemenea, rezulti ci auto-
morfismele speciale sint transformdri biunivoce, deoarece atit trans-
latiile cit gi omotetiile au aceastd proprietate.

, . .
T'eorema 22 Orice omoletie se poate descompune in produsul
uner translaic cu o omotetie avind centrul intr-un punct dat O

Intr-adevir, fie H o omotetie oarecare si 0" = H(0). Vectorul

—_—
0’0 defineste o translatie 7" Transformarea TH este un automorfism
special al spatiului afin, care lasi invariant punctul O :

(TH) (0) = T(H(0)) = T(0") = 0.

Deci H' = TH este o omotetic de centru O. Relafia H' = TH d4,
prin inmulfire la stinga cu translatia 77 definitd de vectorul (?O,
T'H = T"(TH) = (1"T)H = H, deci:
H="1TH.

Se numeste grup de transformdri al spatiului o familie nevidi de
t}‘mlsformfm biunivoce, care o datd cu doud transformiri 7, S con-
tine si produsul 7S, ¢i o datd cu o transformare 7T contine si trans-
formarea inversi 71 l

Transformarea inversi 7-1 este transformarea care transformi
un punct 7' (P) in punctul P.

" . . . S
Teorema 23. Automorfismele speciale ale spatiului afin  for-
meazd wun grup de transformdri.

Fie S, T doud automorfisme speciale. Dacd d este o dreaptd oare-
care, ' = S(d) este o dreaptd paraleld sau confundati cu d si d”’ —=
= T(d') = (1S) (d) este o dreaptd paraleli sau confundati cu d’,
deci avem:

(IS) (d) =d sau (TS) (d)]d.

Sa ardtim cd 7S este biunivocd. Dacd R este un punct oarecare
al spafiului, existd @, astfel ca T(Q) = R si existd apoi punctul P
astfel ca S(P) = Q. Atunci (TS) (P) = R.
Fie P, Q astfel ca (7S5)(P) = (1S) (Q), deci punind P’ = S(P),
Q" = S(Q), avem:
T(P) = T(Q). |
I fiind biunivocd, avem P’ = Q' si S fiind si ea biunivoci, rezultd

P = Q. Deci TS este biunivoci.
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Inversul unui automorfism special este un automorfism special,
deoarece din T'(d) = d sau T(d)[|d rezultd d = T—Yd) sau d|T—*(d).

Inversa transformirii 7S este transformarea S—'7—', deoarece
daci P’ = S(P), P" = T(P') = TS(P), avem P' = T—(P") si P=
= S—YP’), deci:

(S—1T-1 (P") = S~YT-YP")) = S~YP') = P.

Am ardtat mai sus ci produsul a doud translatii si inversa unei trans-
latii sint de asemenea translatii. Deci translatiile formeazd ¢i ele un
grup.t

Vom mnota cu & grupul automorfismelor speciale ale spafiului
afin ¢i cu I' grupul translatiilor. I' este un subgrup al grupului .

Teorecma 24. Omotetiile avind acelasi centru O formeazd grup.

intr-adevir, dacd H,, H, sint omotetii cu centrul O, H, H, si
Hi' sint automorfisme speciale avind punctul fix O, deci sint omo-
tetii de centru O. »

Teorema 25 Grupul translatiilor T este un subgrup invariant
al grupului S, dect pentru ovice translapic T g1 orice automorfism spe-
cital S, STS—1 este o translatie.

Intr-adevir dacd S este o translafie, avem ST = T'S si deci:

STS—1=7TS5"1=T1.

——
Dacd S este o omotetie, fie O centrul ei i PP’, un vector ce defineste
translatia 7" (I'ig. 85.) Putem presupune cd O nu este pe suportul
-
PP al vectorului PP’.
Tie Q = S(P), Q" = S(P').

Atunci avem :
Q|| PP
Pe de alta parte,

(STS=)Q = (ST)(ST1Q) = (ST)(P) = S(P) = Q.

1 Acest grup este izomorf cu grupul L al vectorilor liberi, deoarece corespondenia

—
o care asociazd fiecdrui vector liber {4 B} translatia Ti_z); este biunivocd si péstreaza le-
4

, — — —> e
gile de compunerc: ¢ ({AB} - {BC}) = o({4C}) = T;l—e = TZ—E_TE(); = ¢ ({4B}) 4
+o ({BCY). Se mai spune ci g realizeazi grupul L ca grup de transformdri al spafivlui afin.
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Deci punind 77 = STS-1, rezultd cd 7" este un automorfism spe-
cial ce are proprietatea cd dreptele de forma QQ’, Q' = T7(Q) sint
paralele cu o dreaptd fixd PP’. Din demonstratia teoremei 21 rezultd

—
cd T este o translatie, definitd de un vector paralel cu vectorul PP’
care defineste translatia 7.

a

Iig. 85 Fig. 86

Teorema 26. Grupul omotetitlor avind acelasi cenlru este comu-
faliv dacd si numai dacd in spatiul afin este adeviratd propozitia lui
1’(1/)}5113—1’&5001[.1

Fie Ty, T, doud omotetii de centru O, I" un punct oarecare dife-
rit de O si Q un punct exterior dl(ptu op (I'ig. 86). Iie apoi P’
= T\(P), I = T,(P). Punctul Q" = T,(Q) se obtine inter‘;ectind
rdlmpta OQ cu paralela dusa din P 11 QP Apoi Q" = T,(Q") se
obtine intersectind dreapta OQ cu paralela dusa din P’ la I’Q” Avem :

P = (T,T,) (P), Q" = (1T, (Q).

Omotetiile 7,7, T,T, cu centrul O coincid dacd dreptele PQ, P"'(Q’
sint paralele. Or, relatia PQ|P"Q" rezultd din relatiile PQ"||P'Q’,
P'Q|P"Q" daca este adevdratd propozitia lui Pappus-Pascal.

Teorema 27. Fie H,, H, doud omotetii avind acelasi centru
0. Transformarea T, cave duce fiecare punct P in punctul P’, astfel

ca pumind P, = H,(P), P, = Hy(P), 1, = 0P, uy = OP,y, u' = 0P’
sd avem: T, =1, -T,, este o omotetic de centru O?.

Transformarea 7' lasd invariantd fiecare dreaptd ce trece prin O.
Fie d o dreaptd ce nu trece prin O si X, Y doud puncte ale ei; fie
X, =H(X), X, =H)X), Y,=H (Y), Y, = H,(Y) (fig. 87).

! Enuntul acestei propozitii este : dacd, in fig. 86 PQ” || P’'Q’ si P'Q| P Q”, atunci
PQ | P §
% Omotetia T va fi notatd H, -+ H, si se va numi suma omotetitlor Hy, H,.
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Vom presupune cd H, 5= H,.
Avem atunci X, #+ X,, Y, #Y, si

XY XY 1XY s,

—
Punctul U = T(X) se construieste ducind vectorul X,U echipolent

—> — —>
ctt OX,; si V = T(Y) se obtine din vectorul Y,V echipolent cu OY.
Dacd ducem din X, Y,
paralela la OY respectiv OX,
aceste paralele se Intilnesc
intr-un punct 4 gi avem:
— s >

XU~OX ~Y.4,

,....} __
Y,V ~0V, ~ XA,

deci:
AU|XY,, AVIX,Y,.
Triunghiurile AX,\Y,,

0X,Y, avind laturile paralele, ¢
din reciproca teoremei lui
Desargues (se demoustreaza
prin reducere la absurd) re-
zultd ca dreptele 40, X,Y,,
X,Y, sint concurente sau pa-
ralele, deci dreptele X,Y,,
X,Y, se taie Intr-un punct B
al dreptei A0 sau sint para-
lele cu aceastd dreapti. In
primul caz, aplicind teorema
lui Desargues triunghiurilor
AUV, BX,Y, rewulta UV
1X,Y,, deci:

UV|IXY.

Dacd Z este un al treilea punct al dreptei XY, punind W = 1'(2),
va rezulta:

Fig. 88

UW|XZ, deci UW|XY

si comparind cu rezultatul precedent, rezulti cd punctele U, V, W
sint pe o dreaptd paraleld cu dreapta punctelor X, Y, Z. Deci trans-
formarea T este o omotetie de centru O.
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Dacid dreptele X,Y,, X,Y, sint paralele cu 04 (fig. 88), deoa-
rece avem X,Y,||X,Y,, rezultd:

—_— = —> -
XA ~Y,0, X, 4 ~0Y,,

deci avem :
— —
Y, 0 ~0Y,,

de unde deducem ci avem, no-
tind cu 7, 7, translatiile defi-

, e
nite de vectorii 0Y;, 0Y,,
(Hy + Hy)(Y) = (717,)(0) =
=T,(Y,) = 0.

Y fiind un punct oarecare, re-
zultd cd transformarea H, -|- H,
este omotetia nuld de centru O,
deci transformarea care duce
\ toate punctele spatiului afin in
Y punctul O.

Tig. 89 Dacd H, = H,, avem X, =

= X,, Y, =Y, sipunctele X’ =

= (I, + H)(X), Y = (Hy -+ H)(Y) se obfin ducind vectorii

—

. — > — s e
(fig. 89) X;4 ~0Y,, Y4 ~0X,, si apoi X; X' ~Y 4, V,V' ~ X, 4.
Atunci avem AX'||Y,X,||AY’, deci AX’, AY' sint drepte paralele
Xﬂ;,(,ydeci coincid ¢i dreapta X'Y' este paraleld cu X,Y,, deci si
cu .

§ 4. INTRODUCEREA COORDONATELOR iN SPATIUL
AFIN DUPA ARTIN

Fie O un punct fix al spafiului afin. Notdm cu C multimea omo-
tetiilor de centru 0. C contine in particular omotetia identitate J
s1 omotetia nuld ©. Avem pentru orice omotetie H din C

HJ =JH =H (16)
si orice omotetie nenuld H admite o omotetie inversi H—* astfel ci
HH?' = H-H =J (17)

LE. Artin, Geometric Algebra, New York, 1957.
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TFie H,, H, doud omotetii din C. Pentru un punct oarecare P din
spatiu, sd notdm cu uy, u, vectorii
uy = OPy, uy = 0P,, unde P, = H,(P), P, = H,(P). (18)
In paragraful precedent am ardtat cd transformarea
P - T,T,(0) (19)

este o omotetie de centru O si am notat aceastd omotetie cu H,; |
+ H,. Avem deci:

(Hy + Hy)(P) = T, Tw(0) (20)

si translatiile 7%, 7', sint legate de punctul P si de omotetiile H,,
H, prin relatiile ce rezultd din (18),

T,(0) = Hy(P), Tu(0) = Hy(P). (21)

Am definit deci In multimea C doud operatii: inmulfirea, datd
de compunerea omotetiilor $i adunarea, datd de formulele (20), (21).
Vrem sd ardtdm cd C este fatd de aceste operatii un corp, deci cd ele
verificd regulile obisnuite de calcul cu numere.

Intr-adevir, compunerea translatiilor fiind comutativd gi asocia-
tivd, rezultd din formula (20) cd adunarea in C este comutativa si
asociativa, deci avem :

H, + H, = H, + H,, (Hl -+ Hz) + My =
= H; + (Hz + H:s)~ (22)

Dacd in formula (20) presupunem ca H, este omotetia nuld O,
din (21) rezulta 7',(0) = O, si obtinem:

- -
(Hy =+ 0) (P) = T0,(0) = I(P),
deci oricare ar fi omotetia H, avem:

Hoio—H. (23)

Daci asociem fiecirei omotetii H omotetia —H datd de formula

—s  —
(—H)(P) =0Q, (0Q ~P0, P'=H(P), (23)
avem . .
— H -+ H=20. (23”)
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“Conlppnerea omotetiilor fiind asociativi, avem pentru trei omo-
tetii arbitrare H,, H, H, din C

(Hle)Hs = Hl(HzHa)- (24)-

Fie H,, H, H trei omotetii arbitrare in C. S& demonstrim for-
mula de distributivitate

7 (Hy + H)H = H,H 4 H,H. (25)
Fie P un punct oarecare in spafiu §i fie P’ — H(P); avem:
((H, -+ H)H)(P) = (H, + H)(P). (26)
Notind cu 7, T, translatiile pentru care avem
H,\(P') = T,(0), Hy(P'") = T,0), (27)
din (20) si (26) rezulti:
((Hy + Hy)H) (P) = (T,T5) (0). (28)

Din faptul cd P’ = H(P) si din (27) rezulti
(H,H) (P) = T4(0), H,H(P) = T(0)
si comparind cu (20) si (21) deducem :
(H,H | H,H) (P) = (T,Ty) (0), (29)
astfel incit formula (28) devine:
((Hy -+ Hy)H) (P) = (H,H ++ H,H) (P),

ceea ce demonstreazd formula (25).
Sd demonstrdm in sfirsit formula :

H(H, + H,) = HH, + HH,, (30)

o . o
Fie P un punct oarecare in spatiu si fie Ty, 7, translatiile pentru’
care

Hy(P) = T4(0), Hy(P) = T4(0). (31)
Atunci avem :

(H; + H,) (P) = (T1T,) (0).
Aplicind omotetia H, rezulti :

(H(H, + Hy)) (P) = (HT1T,) (0).
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Putem insd scrie:
HT,T, = (HT,H-YWHT,, O = H='(0)
si rezultd :
(H(H, - H,)) (P) = (HTH™Y) (HT,H=") (0).
Stim cd transformdrile
Ti=HT,H, Ti,=HT,H™ (32)
sint translafii ¢i rezultd din ultima formuld
(H(H, + Hy)) (P) = (T1T2) (0)- (33)
Din (31) si (32) rezultd pe de altd parte
T1(0) = (HT,) (0) = (HH,) (P),

astfel incit din formulele (20), (21) deducem:
(141%) (0) = (HH, + HIL,) (P) (31)
si comparind cu (33) rezultd formula (30).
Formulele (16), (17), (22), (23), (23"), (24), (25), (30) aratd cd

familia C a omotetiilor de acelasi centru O formeazd un corp, avind
ca element unitate omotetia identitate J gi ca clement neutru omo-
tetia nuli ©. Corpul C se numeste corpul coordonatelor spatiunlui afin.

$3 considerim acuma translafiile spatiului afin si sd convenim
s4 notim de acum inainte prin 7, -+ 7', produsul translafiilor T4,
T, iar prin H(T) translatia dati de formula:

H(T) = HTH, (35)
T fiind o translatie, iar H o omotetie nenuld de centru 0. Dacd trans-
latia T este definitd de vectorul ()_A), deci dacd T(0) = A, atunci
H(T) duce punctul O in punctul H(A) = A’, deci translafia H(T)
este definitd de vectorul H(EZ) = Oj>’. Avem :
H(T, + Ty) = HT,T,H—' = HT \H=*- HT ,H™,
deci:
H(T, + T = H(Ty) + H(TY). (36)
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De asemet " i1 a i
menea, H' fiind o alty omotetie de centru 0, aven -

H'(H(T)) = H" . -H(T) - H'—1 —
=H" -HTH-' . H'-1 — g . T . (H'H)-1
deci :
H'(H(T)) = (H'H) (7). (37)
-+ H,. Pentru un punct P din spatiu, avem :
(H(T)) (P) = ((H, -+ H)T (H, 1 1) (p). (38)

Pentru a determina translatia H(7 (1)
N Ty : , este suficient A
punctul 0 = (H(T)) (0). Pentru P — 0, formula (38) djr1 cunoagtem

(H(T)) (0) = (H, - H,) (T(0)). (39)

tie T(0) = 4, H\(T(0)) = A, = 1,(0), H(T(0)) = 4, — T,(0)
Atunci “

Tie H = 1,

(Hy + Hy) (T(0) = (T,T,) (0). (40)
Pe de altd parte avem, Hy(T) si Hy(T) fiind translatii,
(IL(T) - HA(T)) (0) = (H,(T) - H(T)) (0) —
= (U, TH;' . H, L THY) (0) = (H, TH; ! LT (H;10)) =
= (H,\TH ) (H,T1)(0) = (L TH Y (4y) =
= (HLTH ) (T4(0)) = (H,TH - T, (0).

Observind c¢i avem :

T3(0) = 4y = (H,T) (0) = (H,TH) (0),
deci :
T,=H,TH-,

ultima formuld se scrie:
' (HA(T) + Hy(T)) (0) = (T, Ty) (0) I
$1 comparind cu (40) rezults : |

| (Hy 4 H)|(T) = Hy(T) + Hy(T). (41)

Dacd H este omotetia identicd J, avem evident ;

IT) =ITI1 =T
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Formulele (86), (37), (41), (42) aratd cd translatitle spatiului afin
Jormeazd un spatin vectorial peste corpul Ct. Acest spatiu se numeste
spatiul tramslatitlor asociat spatiului afin.

Obtinem o imagine geometricd a acestui spatiu dacd fixdm un
punct O in spafiu gi asociem fiecdrei translatiit 7" punctul P = T(0)

P QN . O g s
si apoi vectorul OP. In acest fel stabilim o corespondentd biunivocd
intre translatiile spatiului afin si vectorii cu originea in 0. Omotetiile

—
de centru O opereazd asupra vectorilor OF prin formula:
=
H(OP) = OP’ (P" = H(P))

st suma a doi vectori OP;, OP, se obtine considerind vectorul OP,

—_
unde P este punctul, astfel ca P,P ~OP;.
Pentru a construi corpul coordonatelor C am ales un punct fix
0, centrul comun al omotetiilor ce formeazd corpul C. Dacd alegem
alt punct fix 0, se obtine In acelasi fel un corp C'.

Teorema 1. Corpurile C, C' sint izomorfe printr-o covespon-
dentd H — H' cu proprieldtile :

l. Daca H,—~H{ st Hy—~HS, atunci H, -+ Hy—H{ 4+ Hj i H H,—
—H{H;. ‘ '

2. Dacd H—H' si T este o translatie, atunci H(T) = H'(T).

Intr-adevir, si notdm cu A translajia care duce punctul O in 0,
deci pentru care avem:

A(0) = 0,
si sd asociem fiecdrei omotetii A din corpul C transformarea
= AHA (43)

Transformarea H’ este un automorfism special, fiind un produs
de automorfisme speciale, si avem :

H'(0") = A(H(A=1(0"))) = A(H(0)) = A(0) = 0,

U Se numeste spatin vectorial peste un covp C un grup comutativ I' pentru care
s-a dat o lege de finmultire a unui element din C cu un element din T,
verificind conditiile (36), (37), (41), (42).. $i grupul L al vectorilor liberi se poate
organiza ca spatiul vectorial peste corpul C. Se obtine atunci un spatiu vectorial
izomorf cu I. Aceste doud spatii vectoriale au dimensiunea 3, in seunsul cid existd
sisteme formate din cite 3 translatii sau 3 vectori liberi, astfel ca orice vector sd se
serie in mod unic ca o combinatie liniard cu coeficienti in C de cele trei translatii
sau de cei trei vectori liberi (v. p. 210).
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Rezulté C(vl H’ este 0 om 1
- L oteti ' ; , y
corpului C'}. Dacd avem : e de centru 0, deci H' € ¢, (H' apartine

H{ = AH A-, H} — AH,A—1,
avem si
HiHj = (AH, A1) (AH, A1) = A(HHy) A1, (44)

deci prin (43), omotetici H,H 1i
N : 1Hy&C 11 corespund Hy=C!
» { 1eHP un punct oarecare fu spatiu, P’ :I-) A"e(Pf)jlg dg C—. H, (P’
Ly = Hy(P') si fie T,, T, translatiile pentru care avem [1 (_0) iy
1

5

T4(0) = P,. Atunci (Hy + H,) (P) = (1 T9)(0) si rezultd : T
(A(H, + 1)) (A=(P)) = (A(H, + H,)) (P') — (AT,T,) (0) =
= (AT, 1,47 (0') = (AT, A=) (A T,4-7) (0.
Ultima expresie ne arati cf avem :
(A(Hy + H)A=Y)(P) = (H{ 4 m{3) (P), (44')

unde Hj, H; sint omotetiil ’ :
AT, A i relagie ¢ 4¢ centru 0 legate de translafiile 47,43,

Hi(P) = (AT 4% (0), Hy(P) = (4 Tyd=)(0').
Avem deci
Py
51(1) = (AT3)(0) = A(Ty(0)) = A(P,) = (AH,)(P") — (AH,A=1)(P)
.Z(P) = (AT.)(0) = A(T,(0)) = A(P,) — (4H,) (P) — (AH,A=%)(P)
i rezultd cd Hi, H} sint omotetiile care corespund prin (43) omote-

tillor H,, H, I , / nd |
rermei 11. 2 Formulele (44), (44') demonstreazi prima parte a teo-

Partea a doua rezulti imediat, deoarece avem :
H(T) = HTH=' — AHA- . T . AH-14-1,
Dar A, T, A-1 sint translatii, deci:
ATYTA = A7AT =T

b}

si rezultd
H(T)=A .HTH— CA-1

HTH-! fiind de asemene

a o 1 4 .
rezulty : translafie, este permutabili cu 4-1 si

(1) = 44— . HTH-' — HTH-1 — H(7),
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|\ Din teorema demonstratd mai sus rezultd cd alegerea punctului
O 1lu influenfeazi asupra proprietdtilor corpului C si asupra modului
in éare acest corp actioneazd asupra spatiului translatiilor.

e acum inainte vom presupune cd am ales un punct fix O pentru
definitia corpului C.

A notim cu 7, 7' doud translatii paralele, deci definite de vec-
torii \u, ' paraleli sau coliniari. Putem presupune cd acesti vectori

—> —
au originea in punctul O. Fie u = 04, w' = 0A4’. Atunci punctele
0. A A’ sint coliniare ; si presupunem cd 7" == 0, deci A == 0. Atunci
’ X -’ - .
punctele O, A, A’ definesc o omotetie H si avem:

H(T)H TH—* T,
deoarece :

(HTH-)(0) = (HT)(0) = H(T(0)) = H(4) = 4" = T"(0).

. . T .
Vom nota omotetia H prin sunbolul;. Avem dect:

’

T LT . '
—_ —_— f— l. 4
TgC si T(T) 1 (45}

Revenind la corpul C al omotetiilor de centru O, sd observam cd
daci 7', T', T" sint translatii paralele nenule, avem:

T T T ‘

o4 1 46
T T

L . (AT

- =+ = (47)

Pentru demonstrarea primei formule, sd punem:
T T’
H=-, H="—:
T o

Atunci avem H(T') = T, H'(1") = T', deci:

= (HH')(T"),
deci avem :
T _gp=%Lt.1.
:Z// TI 24



A doua formuld rezultd observind 3 avem, datoritd formulei (41)

[+ =5 +2

>

N

(1) = 1"+ 77.

Vom numi sistem de coordonate carteziene in spatiul afin orice f{guré
Tormatd din patru puncte necoplanare QA4,4,4, (fig. 90). Punctul
L se numeste originea sistemului, iar dreptele QA4,, QA,, QA, se nu-

mesc axele sistemului. Punctele 4,,

A, Ay se numesc punctele unitate

ale axelor.

A Fiecdrui punct P din spatin i
putem asocia trei elemente X,
Xy, Xy din corpul C al omotetiilor
cu centrul in punctul fixat O al
spatiului.

Si ducem prin punctul P plane
paralele la planele QA4,4,, Q4,4
QA,4,. Aceste plane intersecteazi
axele A4y, QA,, QA,in trei puncte

Tig. 90 Py, P, P Intr-adevir, de exem-

plu dreapta QA4, nu poate fi para-

leld cu planul =, dus prin P paralel la- planul QA4,4,, deoarece para-
lelele duse prin Q la planul =, se gasesc in planul QA4,4, si 4, nu
aparfine acestui plan. Punctul Py se mai poate obtine intersectind
paralela PQ dusi prin P la QA4, cu planul QA4,4, in punctul Q si
ducind prin Q paralela § la QA4 ; aceastd paraleld intersecteazi axa

QA4 intr-un punct P,, deoarcce § §1 PQ se gisesc In planul =, fiind

paralele cu doud drepte din planul QA 2d3. PunctulPy se mai poate

obfine ducind prin @ paralela la QA si intersectind aceastd paralels
cu axa QA4,, iar P, se giseste la intersectia axei Q4, cu paralela dusid
prin P la dreapta QQ.

: - —
Sd notdm cu Sy, S,, S, translatiile definite de vectorii 4, QA4,,
—

QOAy; atunci avem:

Si(Q) = 4, Sy(Q) = 4, S,(Q) — 4, (48)

Sd notdm cu Ty, T, Ty translatiile definite de vectorii QP,,
— —> .
QP,, QP, Atunci avem :

Ty(Q) = Py, TyQ) = P, T,Q) =P, (49)

—>

. . . 3 .

\An sfirsit, si notim cu 7 translatia definitd de vectorul QP, deci

v )

pen\iru care avem:
/

[ 7(Q) = P. (50)
| .
l}veln din definitia punctelor Py, P, Pj, Q,

\ Py= T,(Q), Q= T4(P) = (s + T)(Q),
| P = T,Q) = (7 + Ty + Ts)(Q>
si rczﬁltﬁ: 5
T=T,+ 7T, + Ty (51}

Prin urmare, orice translatie se poate descompune in suma a tre:
translatii, de-a lungul axelor QA4,, Q4,, QA,.
Tie, folosind notatia datd de formula (41),

Xy = Tl/Sl’ Xy = T,/S,, Xz= TS5 (52)’

Atunci avem: :
Xl(Sl) =1, Xz(sz) = T, X3(53) = T, (53)

si formula (51) devine:
T = X,(Sy) + Xo(Ss) + Xa(Ss)- (54)

Formula (54) dd o descompunere a tra1_1sla‘p}e1 1 ;u _a;}i’c(r);gllttgaj%s—
laiilor S;, S,, Sy, care sint fixe, si cu ajutorul a trei 602%}1)0%6%'56[2
X,, X, din corpul C. Elementele X, X,, X; se nujzlllejch pomentele
translatiei T in raport cu sistemul de coordonate QA4 ?ta S i
menea, coordonatele punctului P in raport cu z&ce}t Esoeilil. entm
un punct P din planul Q4,45 avem P; = Q,“(%e(? tlm_d 5t A lT 0.
Reciproc, dacd pentru un punct P avem X 1= > alt bet Renhté,.
= 0si P = 1,(Q) = Q, deci P se giseste in p aim - fleli: Y
cd acest plan este definit de ec‘tl1a1,:1an 1= 0 s al\? og:Xp a1 ‘ iy,
QA,A4, sint definite de ecuatiile X; = 0 respectiv. Xy = 0. e <

Vrem si vedem acum cum se pot exprima analitic tragls % ii LU"
omotetiile spatiului afin. 1FSAUAO 1t1'a1.1s¥i1éc1epc(1§( CO;I{lpOEl(CI)l fm 1p’un Cgé

1 i 1 g G111 1, Ag Ag) U :
(Zli’elg;r?glor;cpg‘jcliuis‘itzrinP’(X 1,1X;2, )i’:’,) transformatul sdu prin trans-

latia U. Avem:
P = (Xl(S].) + Xz(sz> + X3(53))(Q),
P = (X3(Sy) + X3(Se) + Xa(Ss) (@)



$1, pe de alti parte, , si gricare ar fi translatia 7, avem:
, - 1y — — . b -1
— U S U S U S N . r‘) ) . R T B t”, SN U—lTU — LT"lU . T ] T §i I‘eZulta
WS + UalS) + 3( ) b %S+ XSy + f 2(?(1 7 )T_;_ ({fﬁ-mff]‘t;[a‘lisl-ai}l‘ﬁvflglr HTH-1 este tot o translajie i per-
+ X3(S4)) ()5 / mutind cu U, rezultd:
utilizind formula (41), mai putem scrie : / \\\ H'(T) = HTH ' = H(T).

P = ((Uy + Xi) (S0) + (U, + Xo) (Sa) +
+ (Us + X3)(S5) ()

51 rezultd relatiile :

Xi = X1 -+ Ul

Xy = X, + U,

Xy = X3 + U,,
care definesc analitic translatia U, deoarece permit sd se afle coordo-
natele punctului P’ = U(P) in functie de coordonatele punctului P.
Din aceste formule rezultd de asemenea ci fiind date doud puncte
oarecare P(X,, X,, X;), P'(X], X Xj), translatia U definitd de
vectorul PP’, are componentele :

UL:XS,‘“Xb Uszé—Xm U3:X:/3*X3-
Sd considerdm acum o omotetie H de centru C (Cy, Cy, Cy).

Fie P(X,, X,, X,) un punct oarecare in spatiu si P'(X{, X;, X})
transformatul siu. Notind cu I’ translatia ce duce punctul Q in C, avem
Pr= (X{(S)) + X3(Sy) -+ X}(Sy) (Q) = H(P) =
- (H(Xl(‘sl) + Xo(5,) + Xy(Ss) — ) (C).

Translatia T' are componentele Cy, Cy, Cy, deci —TIM are componen-
tele —C;, —C,, —C, si avem :
Pl = (H[(X, — C) (S)) + (X, — C;) (S) +
+ (X — Cy) (Sy)1HY) (C),
deoarece C = H-1(C).

Dacd U este translatia care duce punctul C in punctul O, centrul
omotetiilor din corpul C, avem :

H — UHU-1¢C

t — I este alti notatie pentru 1,
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Apiicind aceastd formuld translafiei 7" = (X; — Cy) (Sy) + (X%—
— Cy) (Sy) + (X3 — Cy) (S;), relatia obtinutd mai sus devine, tinind

seamd ca C = I'(Q),

Pr= (H'[(X, — C)(S) + (X, — C) (Si) +
(X — C(S)(C) = (H'(X, — C))(S) +

+ (H'(Xy — Cy))(Se) + (H'(Xy — C4))(Ss) + D))

i 5 i ind ama o datia T are ¢ ntele
i rezultd relatiile, tinind seamd ca translatia 1" are componente

Cy, Cy, Cy

X| = H'(X, —C) + C,, X,=HI(X,—C,y)+ C,,
X) = H'(X, — Cy) + C4

care dau expresia analiticd a unei omoteil de centru C(Cy, C,, Cy).

§ 5. ECUATIA PLANULUI

Fie QA,A4,4, un sistem de coordonate vcarfcezlene in spatiul agn.
Am vizut cd planele definite de cite doud dintre axele de coordo-

nate sint date de ecuatiile:
QA A,: X3=0,
QA,4,: X, =0,
QA4 X, =0.

Sa presupunem acum cid avem un plan o paralel cu planul QA4,4,
{fig. 91). Planul « interesecteazd axa QA4 1ntr—m; punct P;. Planul
paralel cu QA4,4, dus printr-un punct oarecare P al planului ® co-
incide cu «, deci intersecteazd axa QA4; in pu}m‘rul P,. Rezulti ci
punctele P din planul o cu aceeasi coordonatda X,; anume raportul
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translatiilor 7, S; definite de vectorii ficsi OP respectiv OA N()/tllld

cu H, € C acest raport avem deci pentru punctele planului e, ;

Xy = H,, (Hy(d,) = Py (55)

Reciproc, daca un punct P din spafiu are coordonata X, = H,,
atunci planul o' paralel cu QA4,4, si trec md prin P trece si pnnP =
= H,(4,), deci coincide cu

A, ])lanul « si rezultd P € a.
/ Deci ecuatia (55) caracte-
s rizeazd punctele planului «

§1 o vom numi ecuafia pla-
nulii o.
Sd considerdm acum un
plan o oarecare. Il nu
poate fi paralel sau si con-
tind fiecare dintre axele
de coordonate, deoarece
/Q\/ A5 aceste axe nu sint copla-
- nare. Sd presupunem ci
i € planul o« nu este paralel
cu axa QA4,; si cd nu con-
fine aceastd axd.' Atunci
« va intilni axa QA, intr-
un punct M (fig. 92). Pla-
nul « este diferit de planele
QA 4,5, QA,4,, deci el va
intersecta aceste  plane
dupi drep‘tele dy, d,, care
trec prin punctul M. Tie
M, un punct al dreptei d,,
diferit de M, si M, un

Az punct al dreptei d,, diferit
si el de M. S notim :

Fig. 91

— —
wy = MM,, uy= MM,;

uy u, fiind vectori in pla-

nele QA A, QA,A,, trans-

latiile U,, U, definite de
, uy s u, sint de forma :
Az Uy =1L, (51) + Hl(Ss):
Fig. 92 U, = Lz(Sz) + Hz(sa)-
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\
| Daca P este un punct oarecare in planul «, ducmd prm P paralelele

Ql, PQ, la dreptele d,, d,, obtinem vectorii A[Ql, MQ, care definesc
translatiile V', V, paralele cu Ul, respectiv U,, deci de forma:
\

Vy = V() = (ViL)(S) + (ViH,)(Ss),
Vy = Y(Us) = (VaLo)(S)) + (YaH)(Sy),

unde Y,, Y, sint clemente din corpul C, care depind de pozifia punc-
tului P in planul « si pot lua orice valori in corpul C. Considerind

translatia T, = H(S,) definitd de vectorul fif[ si translatia T =
= X,(S;) + Xo(S,) + Xy(Sy) definitd de vectorul SS‘IS), avem :
» I To+V,+V
= Ty + (YiL1)(S)) + (Vi l1)(Sa) 4 (Valo)(Sa) 4 (YoH2)(Ss)-
1

Tinind seama de expresiile translafiilor 7, T i egalind compo-
nentele translatiilor din cei doi me mbri ai ultimei egalitati obtinem

relatiile :
X, =Y,L,, X,=Y,L, X,=H+4+Y,H +Y,H,, (56)

e
a

care definesc parametric planul «. Avem Ly == 0, Ly == 0; eliminind
parametrii Y, Y, obfinem ccuafia intre coordonatele X, X, X
ale unui punct din planul « sub forma:

X, = H 4 X,L{'H, + X,Li'H,, (57)

care este o ecuafie liniard in X, X, X, rezolvatd in raport cu X,

Reciproc, se-poate ardta ci orice punct P(X;, X,, X;) ce verificd
ecuatia (57) aparfine planului . Intr-adevir, punind Y, = X,L{,
Y, = X,L;" si tinind seama de (57), obtinem ecuatiile (56), care spun

cd P se gaceste in planul vectorilor #y, u,.
S4 observam de asemenea cd orice ecuatie liniard in X, X,, X,, fie

Xy Py b XoPy o XoPy o Py = 0, (58)

care se poate rezolva in raport cu una din coordonatele Xy, X,, X,
deci care nu are toti coeficientii Pl, P,, P, nuli, se poate aduce la
forma (57) sau la o forma anqlooa in care locul indicelui 3 este luat

de 1 sau 2.
Rezulti ci planele spatiului afin siut date de ecuatiile liniare

(58) cu P,, P,, P, nu toti nuli $i ¢d reciproc orice astfel de ecuatie
defineste un plan.
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f/
/
/

/
Tinind seama cd prin orice dreaptd putem duce cel putin dous

plane, rezultdi ci o dreaptdi d este definity analitic de doux
ecuatii liniare. Reciproc, orice sistem de doud ecuatii
independente, daci are solutii, defineste punctele comune
plane neparalele, deci defineste o dreapta.

Mai putem obtine o reprezen-
tare analiticd a dreptei considerind
0/ M, P /"7/ cellc p >

. o

linjare
a doud

. — >

d si vectorii QM,, M,M, (tig. 93).
Acesti vectori definesc translatiile
Ty, Ty. Daci P este un punct al
dreptei d, translatia definiti de

—
o vectorul MyP este de forma H (79
si translatia T definiti de vectorul

—
QP este datd de formula -
I'=7T,+H (14).

Fig. 93

Presupunind ci avem

Ty = Ql(sl) + Q2(52) + Qs(ss):
T, = Ll(sl) + 1;2(52) + L3(53),
obfinem ecuatiile parametrice ale dreptei d sub forma :
Xy =Q, + HL, Xy = Q, + HL,, Xy =0, + HL,, (59)

H fiind parametru in corpul C, iar Q,, Q,, Qs Ly, Ly, L, constante
in acest corp.
Dacd avem doui drepte paralele d, &', putem alege pe dreapta

, — . i A . ..
d' ca vector MM} un vector echipolent cu MM, si obtinem ecuatiile
Parametrice pentru 4’ :

X]_::Ql,—f—HLl, 4Y2;::Qé _.}_ HLZ, H3:Q;;+HL3

Rezultd cd L, L, L, sint aceeasi pentru doui drepte paralele.
Aceste cantititi se numesc parametri divectori ai drepteloy d, d’. Para-
metrii directori ai unei drepte sint definiti pini la Inmultirea la stinga
cua un factor din corpul C, deoarcce daca alegem in locul punctelor

—>
M,, M, pe dreapta d alte doui puncte N,, N,, vectorul NN, defi-
neste o translatie U, si avem o relatie de forma :

U, = H(T)).
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>/ doud puncte M,, M, pe o dreapti

Deci componentele vectorului U; se obtin (llil}icompmu'ntcle vec-
lui 7T, prin inmulfire la si.?ngq cu factorq e
tomPlelntrul CI;L dreapta t(59) sd aparfind planului (58), trebuie sd avem

pentru orice valoare a lui //, _
(Ql + HLl)Pl -+ (Qa + HLy) Py + (Qa + HLa)Pa + Py=0. (60)
Rezultd ecuatiile :
Q1Py + Qul’s | Q3P5 -+ Py = 0,
LiPy + LyPy -+ LyPy = 0.
i i afii ne s ! tul M, de coordo-
Prima dintre aceste ecuafii e spune ca punc Iy ¢ ord¢
nate @y, ¢y, Q5 apartine planului (58), iar a doua constituie o rela‘fme
intre Cgefigientii lui Xy, X,, Xy din ecuatia planului si intre para-
trii dreptei (59). o 5
e é”l cz“m‘lcﬁm z(xcu)m condifia ca dreapta (59) sd fie paraleld cu planul
(58). In acest caz ecuafia (60) n-are solutie in H, deci avem :
lel o (.)::I,z b Osls + Po =+ 0,
LPy + LyPy 4 LyPy = 0.

De exemplu, axa QA4, are pa SN .
rametrii 0, 0, 1 si rezultd cid daci / . 4
/

planul (58) este paralel cu axa

. . /’4’
QOA,, avem Py =0, deci ecuafin p
unui plan paralel cu axa Q4, este Mi \ A
de forma : - 71;_
. p ,
Xy Py + X, Py + P 0, 1
20

iz

si trebuie sd avem P, :ﬁ_()vl’("!!‘"}'
ca acest plan sd nu confind origi-
nea £, deci nici axa QA4,.

Sd considerdm acum un plan

X Py + X,Py + Xy Py -+ [)(,) =0
(61) TFig. 94

a

si sd cdutdm condifia ca planele (58), (61)st2;1 fie pe}ri{llgle;.or}l’éeju&tézzg
>4 aceste plane nu sint paralele cu axa QA4, si cad conf

;Xi. AtunIZi ele vor intersecta planul QA4,4, dupa/drc'p‘cesl)i:’r palriliilg
dy, dy si planul QA4,4, dupd dreptele paralele d,, d, (fig. 94).
vectorii

MM, ~M'M;, MM, ~ M'M,,
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vom avea ecuatia (57) pentru primul plan si o ecuatie analogd
Xy=H"++ X,L'H, + X,L'H,, (62)

cu aceleasi elemente L,, H,, L,, H, pentru al doilea plan. Rezultd
cd dacd ecuatiile (57), (58) pe de o parte si (61), (62) pe de alta repre-
zintd doud plane paralele, atunci avem :

—_1 DLAN b 1A ) —1 LA B LA
PPt = PP, PPyt = PPy,
Punind P4 = P,K, rezultd:
P{ = P,P; P, = P,K, Pi= P,K,
deci dacd ccuatiile (88), (61) reprezintd plane paralele, atunci coefi-
cienfii Py, P, P se obfin din Py, P, P, inmultindu- la dreapta
cu acelagi element K din corpul C.

Dacd ecuatiile (58), (61) reprezintd acelasi plan, aducindu-le la
formele (57), (62) rezultd:

PPyt = PiPt, PPyt = PPy, PyP;! = PPt
si punind ca mai sus Pj = P,K, rezultd:
Py = P, Pl = PK, P)= P,K, Py-—= P,K.

Reciproc, dacd coeficientii ecuatiilor a doud plane sint legati
prin relatii de aceastd formd, atunci cele doud plane coincid, fiind
date de o aceeasi ecuatie (57).

Transformiri de coordonate carteziene. Fie QA4 4,4, Q'A[AA;
doud sisteme de coordonate carteziene, (fig. 95). Sy, S,, Ss, Si, S5, Sh
translatiile unitare ale axelor acestor sisteme, P un punct din spatiu,

T translatia care duce Q in P, 7’ translatia care duce Q' in P, U
translatia care duce pe Q in Q'. Deci avem :

TQ) =P, T"Q) =P, UQ) =Q, T= 1"+ U. (63)

Fie apoi X, X,, X, coordonatele lui P in raport cu primul sistem
si X, Xg, Xi coordonatele lui P 1n raport cu al doilea sistem de coor-
donate. Avem atunci formulele:

T = Xy(Sy) + Xu(S2) + X3(Ss), (64)
T' = X|(S}) + X4(S2) 1+ X5(Sh). (65)
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Si exprimdam acum translafiile Si, S3, Si cu ajutorul “Lr}]]lg?:]:li‘i?lur
Sy, S, Ss. Notind cu (', Cy, Cy; componentele translafici S, (i =
=1, 2, 3) in raport cu sistemul Q4,4,4, vom avea formulele :

S,' == (“1,(~\‘|) I {‘;!,(‘\.:',) I (":l/('s‘:t)r (7/ = 1) 2) ‘;)

(2

Inlocuind in (65), ultima formuli (63) si I‘o]‘nlulu‘((w‘»j) (lu,u,‘(-g:‘lﬁn(l
componentele relative la aceeagi axi gi punind U = Cy(S;) + Cu(Ss) +
'|" ("3(53)’

X, = C, PR ey, (1=1,2,8).  (66)
Az

/47\\ \ /:
AW g
YA PR 4

I G )

Fig. 95

Formulele (66) arati cum se transformi coordonatele unui punct
din spatiu cind schimbdm sistemul de coordonate. Schimbind rolurile
celor doud sisteime, objinem formule de forma:

Xi=Ci+ Xl ;1 + chgz + X3C§3, (7/ =1, 2, 3): (67>
unde Ci, Cj; C3; sint componentele translatiei S; in raport cu si,stAe-
mul Q'A}AA%L, iar C; sint componentele translatiei care duce pe Q" in

Q, In raport cu acelagi sistem.
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§ 6. SPATIUL EUCLIDIAN

Ordonarea (ranslatiilor spatiului afin. Axiomele spatiului afin
ne-au condus la constructia unui corp C si la sisteme de coordonate
in care planele sint definite de ecuatii liniare, iar dreptele sint defi-
nite de sisteme de cite doud ecuatii liniare. Aceste axiome nu pot
.caracteriza corpul C, deoarece oricare ar {i corpul C, chiar necomu-
tativ, dacd definim punctele prin sisteme de trei elemente (X;, X,, X,)
din corpul C, planele prin ecuatii liniare in X, X,, X, si dreptele
ca intersectii de cite doud plane, obfinem o geometrie care verifica
axiomele geometriei afine. Aceastd geometrie se numeste geometria
analiticd peste corpul C.

Astfel se poate obtine, de exemplu, o geometrie afind complexi
luind pentru C corpul numerelor complexe.

Corpul numerelor reale, care corespunde geometriei spatiului
euclidian, se deosebeste de corpul numerelor complexe prin aceea
cd este un corp ordonal, in timp ce corpul numerelor complexe nu
poate fi ordonat.

Putem ajunge la nofiunea de ordonare pe cale geometricd, plecind
de la anumite observatii simple.

Sd observdam in primul rind ¢d iIn spatiul in care traim, transla-
tiile avind directia datd, deci definite de vectori paraleli cu o dreaptd
datd, se impart in doud clase, dupd sensul lor. Astfel, translatiile

—
definite de vectorii AB ai unei drepte & (fig. 96) pot {i numite pozi-
tive dacd B este la dreapta lui A4 si megative, dacd B este la stinga
lui A4.

In legaturd cu sensul translafiilor spatiului real vom desprinde
urmdtoarele proprietdti:

74

S
®
h\

Fig. 96

Axiomele ordonirii translatiilor. Multimea translatiilor nenule
avind o directie datd (definite de vectorii ce au acelasi suport) se im-
part In doud clase, astfel Incit:

.o ——9 —.—~> . . .
1. Vectorii AB, BA, (A = B) definesc translatii din clase dife-
rite (de sensuri opuse).

2. Dacd translatiile T,, T, au acelasi sens, 7, + T, nu este nuld
si are acelasi sens cu 75 si 1.
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3. Daci translatiile Ty, T, au acelasi sens, atunci, oricare ar fi
omotetia nenuld H, translatiile

H(Ty) = HT,H-', H(T,) = HT,H-*

au de asemenea acelasi sens.

4. Dacd H(T), T au acelasi sens pentru o translatie 7, atunci
H(T') si T' au acelagi sens pentru orice translajie 77

a7

Fig. 97
Caracterul intuitiv al proprietdfii 2 este clar. Pentru a da o justi-
ficare intuitivd proprietdfii 3, sd observim cd dacd traunslatille 77,

— —> )
T, au acelagi sens si sint definite de vectorii PQ,, PQ,, $i dacd omo-
tetia H are centrul in O, atunci translatiile H(T,), H(T,) vor fi defi-
nite de vectorii

PO, PG unde D= H(P), = H(Qy), Qb — H(Qy.

Figura 97 reprezintd douii omotetii, una care pastreazd sensurile
pe dreptele OP, 0Q,, 00, si a doua care schimba aceste sensuri. In
>

._..> .
ambele cazuri vectorii P'Q{, P'Q; au acelagi sens.
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Axioma 4 este de asemenea intuitivd. Presupunind translatia T
—

definitd de vectorul 04 si presupunind cd A’ = H(A4) este astfel

A A P - 5, . . w o .o

incit vectorii 04, 04’ au acelasi sens, fig. 98 aratd cd vectorii OB,

—_—
OB’, (B' = H(B)) nu pot avea sensuri opuse, avind AB|4A'B".
Vom folosi notatia 7"~ 7’ pentru a exprima c translatiile 7,
T’ au aceeasi directie $i acelagi sens gi vom citi: 7, 77 au acelasi
sens. Dacd 7, 7" nu au acelasi
) sens, vom scrie 1" =& 7.

4’ Din axioma 2 rezulta cd dacd
translatia 7" nu este nuld, atunci
translatiile

2T =T 4+ 1,
3l =T+T+T, ...

nu sint nule si au acelasi sens
cu 7T.

Tig. 98 Axiomele 3, 4 ne permit sd dis-

tingem in corpul C al omotetiilor

de centru dat O, elementele pozitive si elementele negative. Vom

spune cd omotetia H este pozitiva (In scris: H > ()) dacd pentru o

translatie I menuld avem H(7) =~ 7. In cazul contrar, deci cind

H(T) z T,

vom spune cid H este o omotetie negativd.
Axioma 4 arati cd fmpértirea elementelor nenule din C in ele-
mente pozitive i negative nu depinde de translatia 7.

Teorema 1. Impdrtivea elementelor nenule din C in elemente
pozitive st megative ave urmdtoarvele proprieldti :
1. Dacd H > 0O, atunci avem — H <) st din H < () rezultd
— H > 0.
2. Dacd H, > O si Hy, > O, atunci avem H, + H, > O, H H,> 0.
—>
T'ie T translatia definitd de un vector OA, (O == 4) sifie A’ = H(A).

e
Atunci H(T) este definitd de vectorul 0A4’.
Daca H > 0, avem H(T) = 1. Fie A" (fig. 99) punctul pentru
care avem

—s
OA" ~ A'O.

Atunci avem (— H) (4) = A" si deci translatia (— H) (7)) este
—>

—_ .
definitd de vectorul OA’ sau de vectorul echipolent cu el, A’0. Din
axioma 1 rezultd:

(— H) (1) » H(T).
Din H(T) = T rezultd cd avem:
(— H) (1) 5 T,

Tig. 99

si deci — H < (). La fel se aratd cad dacd H(1) = T, atunci

(— H) (T) =~ T, deci din H < ) rezultd — H > 0.
Tie H,, H, doud omotetii pozitive, T o translatie definitd de vec-
—
torul nenul 04 ¢i fie A4, = H,(4), 4, = H,(A). Translatia H(T)
s

—
este definitd de vectorul 04,, H,(T) de vectorul OA4,; H, + H, duce
punctul A in (H(T) + H(1))(0), deci (Hy + H,) (T) = H(T) +
+ Hy(T). Din Hy > 0, Hy > O rezultd H(T) = T, Hy(T) = T, deci
H(T) = Hy(T).

Din axioma 2 rezulti cad avem:
H(T) + Hy(T) = Hy(T) = T, deci (Hy + H)(T) =T,
deci avem H, -+ H, > ().
Cu aceleasi ipoteze Hy > (), H, > 0, T # 0, avem:

H,(Hy(T)) = Hy(T) ~ T,
deci H,H, > 0.
Un corp care verificd proprietitile teoremei 1 se numeste ordonat.
Am ardtat deci cd dacd spatiul afin verificd axiomele ordondrii trans-
lagiilor, atunci corpul coordonatelor este ordonat.
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Intr-un corp ordonat C, oricare elemente distincte se pot com-
para, punind:

H' > H daci H' — H > ().

Daci avem H — H' > (), atunci H' — H = — (H — H') < ().
De aceea vom scrie uneori H << H' in loc de H' > H. Fie H' << H
si H” un element oarecare al corpului C. Avem: (H +4 H") —
— H 4+ H")=H — H > (), deci

H ++H" < H -+ H",
deci adunavea cu acelasi element H'' nu schimbd ordonavea elemen-
telor H, H'.

Fie acum H' < H ¢t H” > (). Atunci avem, dupa proprietatea
2 a corpurilor ordonate

HHI/ . H’HII — (H o H’)Ii!l > (()
H/IH . HIIHI’ — HI/ (H . HI) > ()’

dect : ,
HH" > H'H", H'H > H"H',
prin urmare, inmulfivea cu acelasi factor pozitiv, fie la dreapta, fie la
stinga, a doud elemente din C, nu schimbd ovdonavea acestor elemente.
Din relatia J = JJ = (— J) (— ) rezultd J > (.
Intr-adevir, dacd am avea J < (), din proprietatea 1 a corpurilor
ordonate rezultd — J > () si din proprietatea a doua rezultd
(— ) (—T) >0, deci I > (), ceea ce constituie o contradictie.
In acelasi mod se aratd cid pentru orice element a = 0 din corpul
ordonat C, avem a® > 0. De aici rezulti ci nu se poate ordona corpul
numerelor . complexe, unde avem 2= — 1 <0,
In orice corp ordonat avem, notind cu J elementul unitate,

N<Id<IdH+Id<Id+I+I<...
deoarece (J +J) —d=d>0, (d+IT+I)—(F+I)=d>0

etc.
Rezulti cd orice corp ordonat C contine elementele, pozitive si
distincte, doud cite doud.

2,29 =9d+39,3=d+ I+, ...
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De asemenea, corpul C contine inversele acestor elemente, care
se noteazd :
7

M <z
g;';r -51

- Q

v oA . . o qee . . mT eps s
si, In general, contine tofi multiplii rationali —=, porzitivi sau mnega-
n

P . . . m
tivi, ai lui &, ¢i avem —— = m(n J)7L
n

Cel mai simplu exemplu de corp ordonat il constituie corpul nume-
relor rationale. Orice alt corp ordonat C contine acest corp (mai
corect, C contine un corp izomorf cu corpul numerelor rationale).
Iiind date doud translatii 7', 77, vom scrie:

T>1
dacd avem 17 =0, 1" 0, T~ 1" sl

T 7
— =7 (sau = < 27);
T T .

deci dacd T > T', atunci translatiile 7°, 7" au acelasi seus $i omo-
tetia care transformd translatia 77 in 7" este mai mare decit J, in
sensul ordondrii corpului C,

Din proprietatile ordondrii corpului C rezultd:

Teorema 2. Din velagisle T > T', T' > T vezultda T > T,
say din velagrile T > T1, Ty > 1%, T\~ Tyrezultda T, -+ Ty > T14+T5.
Intr-adevir, din primele ipoteze rezultd:
A N R A o
I'=1,1 ~ ,:l:>f7,’——>g

17

si avem deci 1=~ 1" si

T T 1 T
T o d > dd =,
T T T T

deci T > T".
Pentru translatiile T, 7,, T, T3, ipotezele dau

; v T T
leT{k[ngéx ﬁ‘}>g) -’_?>g'
Ty To

3]
[}
—



n T4 .
Punind - = H, avem H > O si
Iy
T T, T T
Pttt S S JH = H, 2> J.
T T, T, T, T,

Rezultd :
R N
T, T

Cum omotetiile opereazd distributiv fatd de adunare in spatiul

T T,
translaiilor, rezultd cd omotetia —* - =2 transformd translatia 7' in
2 2
Ty Lo\ Ty ops T T T
(9 = (1) 4+ 2 () = Ta+ T
s 1 T T

deci avem :
_1_1_ + 21 2

T Ty T,

si am ardtat astfel cd avem:

T, -
KA Tl B - RN
Ty
De aici rezultd:
T+ Ty T+ T, 1, T T, (lﬁ;‘:?‘é -
Ty + T4 Ty, Ty Ty 1y T4 )
Ty Ty, T : Iy
T, o\ T, J

=D T gy (H o IYH I =,

deci avem :
j‘l '{‘ 1;/ - L—I jﬂ'

§ 7. CONTINUITATEA SPATIULUI AFIN

— e

Fie pe o dreaptd d doi vectori nenuli de acelasi sens 04, OA’,

sl fie T, T’ translatiile definite de ace§t1 vectori. I‘xperlen‘pa ne arati
ca daca T> 1, aphcmd de un numair suficient de mare de ori trans-
latia 77 punctului O, putem depisi punctul A. Acest fapt constituie
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principiul sau axioma lui Arvhimede si se poate enunta ‘sub forma:
Find date doud translatii de acelasi sens T > T, existd un numdr
natural n, astfel ca nT’ > T,

Aceasti propo71t1e nu se poate demonstra cu ajutorul axiomelor
introduse pind acum. Vom studia aici consecintele ei.

In primul rind, fiind date translatiile 7', 7" cu T = 7", si notim
ctt % cel mai mic numér natural, pentru care avem :

nl’ > T. (68)
In acest caz, vom avea:
n— 1T =< T, (69)
deci :
7 g1 (69)
(n — 1)17

_ Din formula (69) rezulti H — J =, deci dacd H == J, sau
Tz n— 17T, avem

IT'=1T" =H—-J) (n—1)T") =
=H(n-—-1)T1T)—JIn —-1)1T"=T1T — (n—1)T".
S4 notam cu R translatia
R=T—(n—-1T". (70)
Am ardtat cd avem:
R~1T=~T1". (71)
Pe de alta parte, avem :

R T—@m DT T—al 1T T —nl
———, =} - = - - - -—|—- J =
T 77 1 T

] —nl" T 171
TonllL Ly g — "L
S o= f] +a

Din (68) rezulti 1nsd % > J, deci avem:
J — ﬁlz <o,
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sl cum T£,> O, rezulta —jﬁ < J, deci:
R < T (72)
Dacd H=J, avem T = (n—1)T" si R =0.
Din principiul lui Arhimede rezultd deci:
Te orema 3. Fiind date translatiile T, T’ astfel ca T =~ T,
existd un numdr natural n st o translatie R, astfel incit sd avem relatiile :
T=mn—1T+R, R<T sau R=0. (73)

In loc sd spunem ci are loc una din relatiile R < 77 sau R = 0, vom
spune mai simplu cd avem 0 < R < 7', R se numeste restul masu-
rdrii translatiei 7 prin translatia 1" i se spune cd 77 intrd de (n — 1)
ori in translatia T.

Aplicind formula (73) de mai multe ori, objinem relatii de forma:

R — 1)1_'1%'-1- R, 0< R, <1% 0 < p, < 10

1’;’)() F Ry 0< Ry<-, 0<py< 10

Rl :]52

.............................................................

............................................................

— o i gy T
si médsurarea translatiei 7  prin translatiile 77, T Togr tc VA con-
duce la un simbol de forma:
T:T =(n—1) 2 P e
( ) 10 100 10" ’

D1, Pos -+ vy Papr - .- Hind numere intregi de la 0 la 9 inclusiv.

Simbolul T': 77 se numeste nwmdrul zecimal care mdsoard trans-
lagia T prin translatia 1°. Numerele py, pa, ..., P, -.. sint legate
de T, T prin urmiatoarea proprietate : oricare ar fi numadrul natural
m, avem o relatie de forma:

/71 ﬁfﬂ ’ >
=n—-1 424+ ... 21T R,,
[( ) - o f 10,,,] + K,
unde :
0< R, < '1"’” .
10

De aici rezultd cd nu existd m, astfel incit sd& avem p,, = 9 pentru
orice 7 > m.
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A

Intr-adevdr, daci ar exista m cu aceasti proprietate, notind

s:[<n—1>+{g+... T,

10m
am avea pentru orice 7 > m,

S — T:[L---S)(

) (I L)]T'“Ry: LR
10

1o+t 10" 0" i’

-

6 < A 8 L
si rezultd din R, < Ty cd avem: S>T st
0

i

S—T<
10"

In acest caz, translatiile S — 7 si 7’ ar contrazice principiul
ui Arhimede,

Teorema 4 (Hilbert). Dacd se admite axioma lui Arhimede,
inmultirea in corpul C este comulativd.

Fie H, H' doud omotetii pozitive din corpul C. Sd presupunem
cd avem HH' == H'H. Schimbind eventual rolul lui H cu al lui H’,
putem presupune cd avem:

HH — H'H > O, (74)
Fie T, o translatie nenuld arbitrard si fie
T,="0 T —H(T), T — H(T), (75)

n fiind un numir natural.

Aplicind teorema 3, gdsim, pentru fiecare n, doud numere natu-
rale p,, P, astfel incit sd avem:

]‘ = _ZﬁnTn + l\)w Tl - P'IlTn ‘lﬁ- R:"’
: : (76)
O< R, <T, O<R,<T,
Din formulele (75) rezulta:
(HH')/(T,) = H(H'(To)) = H(T") = puH(T,) + H(R;),
(H'H)(Ty) = H'(H(T,)) = H'(T) = p,H"(T,) + H'(R,).
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Dar, pe de altd parte, avem:

H(T,) = H[)= " H(T) = T,
n n n
H/( ) HI(:Z ] — 27
n n
‘deci avem
H(RY < H(T,) = LT, H'(R)<H(T,)="1
" n
si
’ - /)711'1‘ B pn’j" 1 r
(HH' — H'H) (T,) < ———"—+—(T + 1.
Inlocuind 7, 77 prin expresiile (76), rezultd :
v ’ ’ 7 P” n Pn " 1 ’
(i — )Ty < 2R P Ly ) o
J)m + F 2, /
< Ty + — (T + 17).
Deci translatia 7% = (HH’ — H'H) (T,) verificd inegalitatea
T (T 4 T 1), (10 = 7). (77)
Din formulele (76) rezultd insd :
{; =T — R, <T, p“z‘)_ T — RL< T
si avem deci:
T+ LU, U=2T+ T). (78)
n

Relatia (78) a fost dedusd fard nici o restrictie pentru xn. Rezultd
cd oricare ar fi n, avem #1* < U, ceea ce contrazice principiul lui
Arhimede.

Deci pentru orice doud omotetii pozitive H, H' avem:

HH' = H'H.
Dacd H este negativd, — H va fi pozitivd si vom avea:
— HH' = (- H) H' =H' (—H)=—HH
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deci HH' = H'H, Ta fel se aratd cd produsﬁl a doud omotetii nega-
tive este comutativ.

Teorema 4 se datoreste lui Hilbert.

Teorema 5. (Teorema lui Tales). Dacd pentru translatiile T,
7', S, S" avem:

T T r S
~ _= —
T S’
atumct avem i
T:7"=S:5.

.. . T S .
Iie H omotetia P ; avem atunci:

' H(T)=T, HS') = S.
Aplicind perechilor de translatii (7', 77), (S, S’) teorema 3, putem
scrie relatii de forma:
T=n—HTI"+T1T,S=@m-—1)S+S5,
(ry << 17, 5, <5
din care rezultd :

H:H’%:(n—1)5~|—{%:(m—1)‘
o<t <0<

Din ultima relatie rezultd » = m. Intr-adevir, daci am avea
m == n, de exemplu m > n, ar rezulta:

T S1

m — n) J =
( ) e

<J,

o % Aplicind acelasi

procedeu perechilor (1, 717), (S,, Sj), unde

! T' ’
(S

obtinem relatii de forma:

Tl = ZblTi + Tz, S1 = _75151 + Sz,
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unde :

0< T, <T] 0<S,<58, 25
T, S

’ )
1
$i continuind in acest mod, obfinem rezultatul ci perechilor (7, 17,
n1s N : S . . P
(S, ') 1i se asociaza acelagi numir zecimal, deci avem 7: 7" = S S”.
Din teorema 5 rezultd cd fiecdrei omotetii pozitive H i se poate
asocla un numar zecimal determinat x(H), punind:

x(H) = H(T): T

)

T fiind o translaic nenuld oarccare. Pentru omotetiile H negative
punem :

(M) = — x(— H).
Se pune acum problema dacd orice numir zecimal x corespunde
unei omotetii /. FExemplul geometriei analitice peste corpul numere-
lor rationale aratd ca axiomele introduse pind acum nu sint suficiente

pentru a se putea ardta cd orice numar zecimal este de forma x(H).
Pentru a verifica aceastd proprietate, vom introduce.

Axioma lui Cantor-Dedekind. Fiind date un sir crescitor de trans-
latii
TW<Ty,< ...<T,< ...
si un gir descrescdtor

Si>So> ... >8> ...

astfel incit S, 7', sd aibd acelasi sens si astfel incit oricare ar i nume-
rele naturale #, m, sd avem:

]‘Hl < 5‘)”

existd o translatie U, astfel ca si avem:

oricare ar fi m.
Sa considerdm numarul zecimal

Py P2 P
X = -T- — 1 — ...
ot ]02+ T

0<p <9)
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sl sd-1 asociem sirurile de translatii

~$:@r%%+.n+fﬁﬂTm

10"

— pl pn
Tn - (PO + 10” + LR |~ 10" TO’

T, fiind o translatie fixa.

Aceste giruri verificd condifiile axiomei lui Cantor-Dedekind si
rezultd cd existd o translatie U, astfel ca sd avem:

Tm < U < Sm'
Se verificd imediat cd avem U: T, = x.
Putem acum defini operatiile cu numere zecimale punind :

x(Hy) + x(H,y) = x(H, + H,)
x(Hy)w(Hy) = x(H, - Hy).

Se verificd usor ci aceste ecuatii conduc la operatiile elementare
cu numere.
Spatiul afin in care se verificd axiomele lui Arhimede $i Cantor-
Dedekind se numeste spatiul cuclidian afin'.
Fiind datd o omotetie H si o translatie 7', vom conveni sd notdm
cu x7T translatia H(7T), unde x = x(H). Avem atunci proprietafile :
2 T) = (xa)T, (v + 2T = xT + &'T, 2(T + 1) =

=xT + x1T', 1T =T,
1 fiind numarul zecimal 1,00 ... 0....

§ 8 AUTOMORFISMELE SPATIULUI EUCLIDIAN AFIN

Am numit automorfism al spatiului afin orice transformare biuni-
vocd T a spafiului pe el insusi, care duce puncte coliniare in puncte
coliniare. Transformarea fiind biunivocd, in sensul cd orice punct al
spatiului este imaginea unui punct si a unuia singur prin 7.

1 Axioma lui Cantor-Dedekind a avut un rol fundamental in dezvoltarea mate-
maticii moderne si este echivalentd cu admiterea existentei numerelor zecimale. Aceastd
existentd este asigurati in cadrul Teoriei multimilor ce are la bazd o altd axiomai,
numitd axioma alegerii, sau a lui Zermelo. Aceasti axiomi a dat nagtere la discutii
cel putin tot atit de vii ca gi axioma paralelelor, cu rezultate nu mai putin importante.
Aceste discutii s-au incheiat, prin lucrarea matematicianului american Cohen. Acesta
a ardtat cid existd matematici in care axioma alegerii nu este indeplinitd, tot aga
cum  existi geometrii, in care axioma paralelelor este falsi. In aceste matematici,
axioma lui Cantor-Dedekind poate fi contradictorie. Studiul acestor probleme face
obicetul logicii matematice.
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Teorema 1. Automorfismele spatiului afin transformd puncte
coplanare in puncte coplanare.

e o un plan oarecare, d,, d, (fig. 100) doud drepte concurente
in acest plan, P un punct oarecare al planului « si P’, df, 4 imaginile
lui P, dy, dy prin automorfismul 0. Daci d,, d, au punctul comun O,
dy, d, vor avea punctul comun O’ = 0 (0). Vom arita cd P’ = O(P)
se gase;tc in planul o' definit de dreptele dj, d;. Pentru aceasta, si
observdm céd prin P se poate duce o sin-
gurd paraleld la dreapta ;. Deci dacai
alegem doud puncte pe dreapta d,, diferite
de O, unul din aceste puncte, fie Q, va
defini Impreund cu punctul P o dreaptd §
ce intersecteaza gi dreapta d; Intr-un punct
R. Tie @', R’ imaginile punctelor Q, R
prin automorfismul 0. Punctele P, Q’, R’
sint coliniare, fiind imaginile a trei punc-
te coliniare. Dreapta 'R’ avind doud
puncte comune cu planul o' va apartine
acestui plan si rezultd cd P’ este un punct
al planului «'.

Teorema 2.  Automorfismele duc

Ttg. 100 puncle necoplanare in puncte necoplanave si
puncte necolintare in puncte necoliniare.
Iie 4, B, C, D patru puncte necoplanare ale spatiului afin. S&

presupunem ci 1magllllle lor A', B’, C', D' printr-un automorfism 0
al spatiului afin se gisesc intr-un plan «. Tie P un punct oarecare
al spatiului.

Sd ducem prin punctul P o dreaptd d ce nu intilneste nici una
din muchiile tetraedrului ABCD, deci care nu se giseste in nici unul
din planele definite de P si de aceste muchii. Dreapta d nu poate
fi paraleld cu trei din fetele tetraedrului ABCD, deoarece dacd d
ar fi paraleld de exemplu cu fefele ce trec prin 4, aceste fefe ar con-
fine paralela d’ dusd prin 4 la dreapta d. Rezultd cd 4’ ar fi inter-
sectia planelor ABC, ABD si a planelor ABC, ACD, deci 4, B, C
ar fi situate pe dreapta d’, ceea ce nu este posibil. Sd presupunem
atunci cd dreapta @ intersecteazd fetele A BC, ABD in punctele M,
respectiv V. Aceste puncte sint distincte, deoarece d nu intersecteazi
muchia AB. Dacd M’, N’ siut imaginile punctelor M, N prin 0, M
fiind coplanar cu 4, B, C si N fiind coplanar cu 4, B, D, rezultd cd
M', N’ se gdsesc in planul «. Dar P este coliniar cu M, N, deci P’
este coliniar cu M’, N’ si se gdseste in planul «. Deci am ardtat cid
toate punctele spatiului se transformd in puncte ale planului «, cecea
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ce nu este posibil, deoarece 0 este o aplicatie biunivoca si orice punct
al spatiului trebuie sd fie imagine a unui punct P.
Aceasta aratd cd punctele A', B’, C', D' nu pot fi coplanare.
TFie acum A, B, C trei puncte necoliniare. Punctele 4’ = 6 (4),
B’ = 0(B), C" = 0 (C) nu pot fi coliniare, deoarece daca A’, B’, C’
ar fi coliniare, atunci A’, B’, C' si imaginea P’ a unui punct P oare-
care ar fi coplanare. Or, dacd alegem pentru P un punct exterior
planului 4 BC am contrazice proprietatea stabilitd mai sus.

Teorema 3. Un aulomorfism al spatiulu afm transforma
drepte concurente in dreple concurente st dvepte paralele in drepte paralele.

Tie d,, d, doud drepte concurente in punctul O. Imaginile lor
prin automorfismul 0 vor fi doud drepte concurente in punctul
0" = 0(0).

Fie acum d,, d, doud drepte paralele si di, dy imaginile lor prin 0.
Dreptele d,, d, sint coplanare, deci dj, ds att aceeasi proprietate. Drep-

tele di, di nu pot fi concurente, deoarece in caz contrar punctul lor

de concurentd P’ ar fi imaginea unui punct P, ce nu poate apartine
st dreptei dy si dreptei dy. Dacd P este exterior dreptei dy, el va fi neco-
liniar cu doud puncte 4, B ale dreptei d; si punctele necoliniare 4,
B, P ar avea imaginile, prin 0 coliniare pe dreapta dj, ceea ce nu este
posibil. Deci df || ds.

Folosind teoremele precedente, vom determina analitic automor-
fismele spa1,1ulu1 afin.

Tie QA , 4,4, un sistem de coordonate carteziene si Q'AjA4545 un
al doilea sistem de acelagi tip, astfel incit punctul Q' si dlbd fata de
primul sistem coordonatele Cy, C,, C,, iar translatiile unitare Si, Ss, Si
de-a lungul axelor Q'A4], Q'A4;, Q'A% sd aibd, tot fatd de primul sistem,,
componentele :

(C]h C‘ll’ C31): (612) C2‘2> C32)’ ((‘]3: (:231 (‘23)

Dacd un punct oarecare P din spafiu are coordonatele X,, X,, X,
in raport cu sistemul QA,4,4,, si coordonatele X{, X;, X3 in raport
cu sistemul Q'A{ALA%5 atunci am ardtat cid intre X, X,, X, si X|,
X5, X5 avem formulele :

Xy = X{Cyy + XoCyp + X5C5 + €,

Xz = XICZI -+ Xéczz -+ X§C23 + Cz, (79)
Xa = X{C:n + Xécsz -+ ’§C33 + Ca-
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Am ardtat de asemenea cd formulele (79) se pot inversa prin for-
mule de aceeasi forma

X{ZXC{1+XC{2+XC{3+C{

K= X,CrumsBi S St Gl - (79')

(3 = X1C31 £p X2C32 ar X3C33 ek C'J»
unde Cy;, Cj;, Cj sint componentele translatiilor S, in raport cu
sistemul Q'A743435, iar Ci, Cs, C3 slut coordonatele punctului Q in
raport cu acelasi sistem.

Piastrind aceleagi elemente Cj;, Ci, si considerdm transformarea
spatiului afin 0, care asociazd fiecdrui punct P, de coordonate X;,
X, X in raport cu sistemul QA4,4,4,, punctul P’ de coordonate Xj,
X;, X3, date de formulele (79’), in raport tot cu sistemul QA,4,4,.

Transformarea 0 astfel definitd este biunivocid, avind transfor-
marea inversd 0= datd de formulele (79).

Sa ardtidm cd 0 transformd puncte coliniare in puncte coliniare.
5S4 considerim pentru aceasta o dreaptd d, definitd prin ecuatiile
parametrice :

Xy =HP, + M, X,=HP, + M,, Xy = HP3 + M,,

H fiind parametrul, P, P,, P; — parametrii directori ai dreptei,
iar M,, M,, My — coordonatele unui punct M al dreptei 4. Introdu-
cind aceste relatii in formulele (79’), obtinem :

(1 = H(P,Ciy + PyCiz + P3Cla) + (M,Ciy 4+ MyCra+
. + MsCiz + Ci)

X; = H(P,Cy + PyCo + PyCo3) + (M,Cs + M,Cio +
+ M;3C3 + Cy)

X3 = H(P,C3 + PyCss + P3Cs3) + (M,Cs + M,C3y +
+ M;Cy + C3),

care arata cd punctul P’ de coordonate Xi{, Xy, X3 deci transformatul
prin 0 al punctului P(X,, X,, X,), care descrie dreapta d, descrie
o dreaptd 4', avind parametrii directori:

P{:Plcil +ch{2+P3C{3
Py = P,Cyy + PyCoy + PyCis
PS’ i P1C§1 + chéz + Pscés,
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et

si trecind prin punctul M’ = 0(M) avind coordonatele :
M = M,Ciy + M,Ciz + M3Cis + Ci
M} = MyCh + MyChy + MyCis + Cj
My = M,Cy + M,Cs + MyCis + Cs.
Rezultd ca formulele (79') definesc un automorfism al spatiului afin.

Vrem sd ardtdm acum cd orice automorfism 0 al spatiului eucli-
dian afin este dat de formule de forma (79).

Pentru demonstratie, sd observdm in primul rind cd dacd T,
respectiv. H este o transla’;le respectiv o omotetie, atunci 07761,
0H0— este o translatie, respectiv o omotetie. Intr- adeval daca Pl,
P; sint doud puncte oarecare ale spatiului si dacd P = 0—(Fy),
Py, = 0-Y(Ps), Q= T(Py), Q, = T(P,), atunci avem:

Q1 = ( 0"1) (P1) = (07) (P,) = 0 (Qy),
Q2 = (07 )(Pz)*(OT)( o) = 0 (Q).
Din relatiile Q, = ( Py), Qy = T(P,) rezultd :

)11’2 | ©1Q2,
asadar, avem, utilizind teorema 3,
PiP; =9 (P1P2) Il 0 (Qle) - Q{Qé

‘Prin urmare, transformarea 07°0—! transformd dreapta PiP; intr-o
dreaptd Q{Qs, paraleld cu P{Pj; Rezultd cd 676-1 este un automor-
fism special. La fel se arati ci 0HO-! este un automorfism special.

T fiind o translatie, avem :

PiQy |} P20,
si aplicind automorfismul 0, rezultd:
P11 | PaQs
si ultima relatie aratd cd transformarea 67°6—! este o translafie.
H fiind o omotetie admite un punct O invariant, deci:

_ H(0) = 0.
Punind O’ = 0 (0), vom avea 6=10') = O si deci:
(6HO-1) (0") = (0H) (0) = 0(0) = O’

si rezultd cd 0HO-1 este o omotetie de centru O’
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Sd observam acum cd notind cu S translatia care duce punctul O
in punctul 0’ = 0 (0), avem :

(5-16) (0) = 0,

deci 0" = S—10 este un automorfism al spatiului afin, ce lasd inva-
riant punctul O.

Presupunind cd O este centrul omotetiilor ce formeazi corpul
coordonatelor, sd considerdm un sistem de coordonate QA4,4,4, in
spatiu si sd punem :

Q' =0(Q), 4] = 0" (4,), 45 = 0"(4,),
Az = 0" (4,), 0" = S—10.
Pentru un punct oarecare P(X,, X,, X,), avem :
P = [XI(SI) + Xz(sz) + Xa(SS)](Q),
P’ = [Xi(Sy) + X3(Ss) + X5(S55) ()
si pe de altd parte, dacd P’ = 0’ (P), Q' = 0’ (Q),
Pr= 0" [X4(S1) + Xo(Sa) + Xy(Ss)] (Q) =
=0 [Xl(sl)Xz(Sz) + Xy(S 3)] 077Y) (7).
Ultima formuld se mai poate scrie:
P = (0 XS, X1 - XS, X1 - XS, X 10/-1) (<)),
Notind in general, pentru o transformare U, prin U transformarea
U=0 U681,
mai putem scrie :
P = (0'X,6—1 . 0'S,0—10' X 101 L 07X 107-1)(Q),
sau:
P = (XS, X1 X,5,X 0 XS, X)),

Dintr-o observatie ficutd mai sus rezulti ci X,, X, X, sint omo-

tetii de centru 0’ (0) = 0, deci din corpul coordonatelor, iar S;, S,, S,
sint translatii. Putem deci scrie ;

P = [XI(SI) + X2(§2) + Xa(SN:s)] (Q’) (80)
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et ]

Si4 observdm acum cd avem :
S1(Q) = (05,01 () =

si in mod analog, obtinem:

S,Q) = A4, Sy(Q) = Aj.

(0"S)(Q) = 0'(4y) = 4

Rezultd ca S,, S,, S, sint translatiile unitare de-a lungul axelor
sistemului de coordonate Q'AjA43A5. Formula (80) ne spune atunci
ci X,, X,, X, sint coordonatele punctului P’ = 6(P) in raport cu
sistemul Q' A41A4345. Coordonatele X{, X;, X3 ale punctului P’ in raport
ctt sistemul QA,4,4, vor fi. date de formule de forma (79):

X; = X1C11 + X2C12 -+ X3C13 + Cl
7% = X1C21 + X’2C22 + Xacza + Cz (81)
X3 = X1C31 + X2C32 + X3C33 + Ca-

Rezultd cd transformarea 0 = S0’ va fi datd de formule de aceeasi
formi, unde in loc de C,, C,, C,; vor aparea elementele £y, = C; + D4,
L, =Cy, D, E,—Cy- D, unde D, D, D, sint componentele
translatiei S in raport cu sistemul QA4,4,4, Notind cu Y,, Y, ¥,
coordonatele punctului @ = 0(P), vom avea deci:

Y, = X:1C11 + chl2 + X:;Cw + £y
Y, = X—1C21 + Xaczz + X3cz3 + Iy (82)
Y, = X1C31 + chm + X3C33 + E,.

Rezultd cd automorfismul 0 este dat de formule de forma (82),
unde avem :

X, = 0X,0-1, X, = 0'X,0—1, X, = 0X,0-1, (82')

iis transformarea (82) transforma

puncte coliniare in puncte coliniare si puncte coplanare in puncte

coplanare, dar s-ar putea intimpla ca transformarea (82) si nu fie
biunivoca.

De exemplu, transformarea YV, = X,, Y, =10, Y, = 0 duce toate

punctele spatiului pe axa QA4,. Dacd insd Cy;, Cy;, Cgy; sint componen-

tele a trei translatii necoplanare, transformarea (82) este biunivocd.

Oricare ar fi coeficientii C,, C,

235



Sd ardtdm acum cd in cazul spatiului euclidian afin avem :
le = Xy, Xz = X,, :X’3 = X,
Intr-adevir, corespondenta
X X =0X0-1
este un automorfism al corpului coordonatelor, deoarece avem :
0" (X 4+ Y)0'—1 = 0'X0'—1 4 0'Y0—1; (83)
0"(XY)0'—1 = (0°X0—1)(0'Y 0. (84)

Formula (84) este evidentd, deoarece putem suprima in dreapta
produsul 016"

Pentru a demonstra formula (83), sd comnsideram un punct oare-
care P’ in spatiu i sd punem P = 0’“](1’) Atunci avem :

(0"(X + V)0 =)(P) = 0" (X + Y)(P) = 0 (U - V)(0), (85)
unde U, V sint translatiile definite de formulele :
U0) = X(P), V(0) = Y(P). (86)
Mai putem scrie formula (85) sub forma:
(0"(X 4 Y) 0= (P") = (0"(UV)0) (0),
deoarece 0" lasd invariant punctul O ; putem scrie mai departe :
(0°(X + Y)0=)(P) =
unde U, V sint translatiile :
U=0U0-1, V=0ve-1
Punind X = 0/X0'-, V = 0'Y0'-1, avem:
(0°X)(P) = (0°U)(0) =
= (0'U0'Y) (0) = U(0),
Y(P) = (0Y0 ) (P) = (0Y)(P) =
= (

O'TO—0'Vo-1(0) = (UV)(0), (87)

X(P) = (0X01)(P) =

(0'7) (0) =

Ve -1)(0) = V(0);
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comparind cu (87) si tinind seama de definitia sumei a doud omotetii,
rezultd cd avem:

(0 (X 4 V) 0= (F)

ceea ce demonstreazd formula (83).

In cazul spatiului euclidian afin corpul coordonatelor este izomorf
cu corpul numerelor reale. Vom ardta céd acest corp nu admite auto-
morfisme diferite de automorfismul identic, utilizind faptul cid orice
numar real pozitiv este padtratul unui numér real.

Intr-adevir, fie ¢ un automorfism al corpului numerelor reale..
Atunci avem, oricare ar fi numerele reale x, ¥y,

o(x + ) = 9(x) + ¢(v), (88)

P(xy) = 2(x) - o(y). (89)

Punind in (88) x =0, rezultd ¢(y) = ¢(v) + ¢(0), deci avem
¢(0) = 0. Punind in (89) x =1, rezultd ¢(y) = ¢(1) ¢(y) si cum
o(y) 20, dacd yz£0, rezultd o¢(l) = 1. Atunci avem: ¢(m) =
=1+ ... +1)=9() + ... + 9(l) =m, pentru orice numir

natural m. Apoi din L =1 rezults: ® (i) o(m) =1, deci:
m m

= (X + Y)(P),

Slav M 1
si din — = # . — deducem :
m m
n 1 n
¢l—=0n) ¢|—|=—"
m m m

Deci automorfismul ¢ lasd invariante toate numerele rationale
pozitive. Din — % + % =0 rezultd ® (- ﬁ) + ¢ (7—7) =0, deci:
m m

m m

n

o) (—« »«) = — —, deci ¢ nu schimbd nici numerele rationale nega-
m m

tive. :
Fie x un numdr irational oarecare si 7/, #"* doud numere rationale,
astfel ca:
r<x <7

Atunci numerele irationale »” — x, x — 7' sint pozitive. Deci
existd doud numere reale @, b, astfel incit sd avem:
r’

v’ — x=a? x — v = b2
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Aplicind automorfismul ¢, rezultd: / /

7 — (%) = o(r") — ¢(%) = ¢(r" — %) = ¢(a®) = ¢((a))? > 0, V' q

o) — 7 = o(x) — o) = p(x — 7) = o(1?) = (p(b))* > 0 |

si deducem relatiile : |
< o(x) < 7.

Asadar, orice interval cu capetele rationale, ce contine numirul x,
contine si numdrul ¢(x). Rezultd:

o(x) = . (90)

Deci corpul numerelor reale nu admite automorfisme diferite de
automorfismul identic (90) si rezultd cd in cazul spatiului euclidian
afin, in formulele (82) avem X, = X,, X, = X, X,= X, Avem
deci : :

Teorema 4. Automorfismele spatiului euclidian afin sint date
de formule de forma :

Yl = C11X1 + C12X2 S C13X3 + Cl
Y, = C21X1 + szXz o Csts + Cz (91)
Ya = C31X1 + CazXz + C33X3 =t Ca,

coeficientie C;, C, fitnd astfel, incit transformarea (91) sd fie inver-
sabild.

Se gtie din algebrd cd ultima conditie se poate exprima sub forma :

Ciu Cin Cys
Ca Coy Coy | 520.
Cor Cgo Cug

Se numeste spatiu afin complex spatiul afin in care corpul coordo-
natelor este izomorf cu corpul K al numerelor complexe. Corpul K
admite, In afara automorfismului identic, automorfismul care asociazi

fiecdrui numidr complex z conjugatul siu z. Avem intr-adevir:

1

2yt 8y =2+ Z,

212 = %y * 2.
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Rezultd ci aﬁt\omorﬁsmele spaiului afin complex sint de doud
tipuri. Ele pot fi definite de formule de forma:

2y < C1121 & C12%s 1 C13%5 + €4,
Ay :‘\52121 + CosZa + CagZs + €,
2y = 0312‘1‘4‘ 3272 + C33%5 - Cg,
sau
2y = €121 & 1oy - C1a%s + ¢y,
2y = Ca1Z; + Cas¥a + CagZ3 + Co,
Zy = Cg181 + C30%y - Cy323 + Cy,

unde c;, ¢; sint numere complexe cu determinantul |c;| diferit de
zerot,

Corespondente afine intre plane din spatiul afin. Fie o, 8 doud
plane in spafiu. Se numeste transformare afind sau covespondentd
afind intre planele o, B o corespondentd biunivocd 0 intre aceste
plane, care transformd puncte co-
liniare ale planului « in puncte co-
linjare ale planului B. O astfel de
corespondentd transformd puncte
necoliniare ale planului o in puncte g
necoliniarve ale planului . A

Intr-adevir, sd presupunem prin
absurd c¢d transformarea afind 0
duce punctele necoliniare P, Q, R ¢
ale planului « in punctele coli-
niare P’, Q', R’ ale planului {

(fig. 101).
In acest caz dreptele PQ, RQ,
RP se transformad in aceeasi dreaptd
P'Q'R'. Ducind printr-un punct
oarecare M al planului o o dreapta
d ce intersecteazd laturile triunghiu- Fig. 101
lui PQR in doud puncte distincte
A, B, punctul M’ = 6(M) se va gisi pe dreapta A’B’, unde 4’ = 0(4),
B’ = 0(B). Dar dreapta A’B’ coincide cu dreapta P'Q'R’, deci rezulta
cd toate punctele planului o au imaginile pe dreapta P'Q'R’, deci

P

1 In Algebrd se aratd ci existd o infinitate de automorfisme ale corpului complex.
Dintre acestea, numai cele dous automotrfisme indicate ¢(z) = 2z, ¢(2) =z sint continue,
in sensul ci transformy giruri convergente de numere complexe in siruri convergente.
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punctele planului p exterioare dreptei P’Q’'R’ nu sin’p*iﬁlagini de puncte |

din planul «, deci corespondenta 0 nu poate fi biunivoca.

Rezultd din proprietatea demonstratd cd o transformare afind

intre plancele o, B duce drepte paralele in drepte paralele. Intr-adevir,
dacd dreptele d,, dy din planul « n-au nici un punct comun si daca
imaginile lor di, d, din planul § ar avea un punct comun M’ acest
punct ar fi imaginea unui punct M din planul «. Punctul M ar fi
exterior cel putin uneia din dreptele 4, d,, deoarece d, || d,. Daci
M este insd exterior dreptei d,, de exemplu, M impreund cu doud
puncte ale dreptei d, s-ar transforma in trei puncte ale dreptei di,
ceea ce contrazice rezultatul stabilit mai sus.

Cele doud proprietiti demonstrate pentru corespondentele afine
intre doud plane permit s ardtdm, ca in cazul automorfismelor spa-
tiului afin, cd dacd 0 este o corespondentd afini intre planele «, 8
si dacd T, H este o translatie, respectiv o omotetie in planul o!, atunci:

7" =070—1, H' = 0H0?
va fi o translafie, respectiv o omotetie in planul .
Fie Q, A4,, 4, trei puncte necoliniare in planul o (fig. 102) i S,, S,
e
translatiile planului o definite de vectorii Q4,, respectiv Q4,. Avem
deci:
Sl(Q) = 4, SZ(Q) = 4,.

Fiind dat un punct oarecare P in planul o, paralele duse prin
P la axele Q4,, QA4, intilnesc aceste axe in punctele P;, P, si putem
considera translatiile 7, T, definite
A de vectorii
— —
G QP,, QP,;

deci avem :

Q r T,(Q) = Py, T,Q)= P,
Omotetiile din corpul coordonate-
P lor spatiului afin, date de rapoartele
Az X1 - L’ ’ Xz = Zz ’
Fig. 102 S, Sy

1 Prin translatie sau omotetie intr-un plan « intelegem o translatie sau o omotetie

e
a spatiului afin, definite de un vector AB sau de trei puncte O, P, P’, cu 4, B, O,
P, P’ situate in planul «. Aceste transformiri vor induce transformiri ale planului o
in el insusi. )
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| se pot considera drept coordonatele punciului P in raport cu sistemul

de coordonate carteziene QA,4, din planul «. Ele coincid cu primele
doud coordonate ale lui P, in raport cu un sistem de coordonate in
spatiu de forma QA,4,4; cu A, exterior planului .

Omotetiile X;, X, nu transformd planul « in el insugi, deoarece
au centrul intr-un punct O ce nu se presupune in planul «, fiind cen-
trul fixat de la inceput al omotetiilor ce formeazad corpul coordona-
telor. X, si X, transformd insd translatiile din planul «, deci trans-
latiile definite de vectori din planul o« sau paraleli cu planul «, in
translatii de acelasi fel.

Pentru punctul P putem scrie formula :
P = [X,(S)) + Xo(So) Q) = X S, X - X,5,XHQ).

S4 notim cu Q, Aj, A, I imaginile in planul § ale punctelor Q,
A,, A, P, prin transformarea afind 0. Avem:

P = 0(P) = 0(X,S: X1 X,S,X;7HQ)) =
= (0X S, X, 1X,S, X710 1)(Q) = (0X,0-1.0S,0-. 0X 101
S 0X,071 - 05,0710X10- 1) (Q) = X{SIX 7T - XiSiXHQ)
unde am notat:
X{ = 0X,0-1, X} = 0X,0-1, S{ = 0S,0-1, S5 = 05,01

si deci X{, X} sint omotetii, iar Sj,

5 sint translatii. Avem:
SHQ) = (05,071 (Q) = (05)(&) = 0(4,) = 4;
SHEY) — (05,07 1)(Q) = (0S,)(Q) — 0(d,) = A5,

deci S, S} sint translatiile unitare de-a lungul axelor sistemului de
coordonate carteziene Q'A{4; din planul . Apoi avem:

(XUSHNQ) = (XISTX ) (Q) = (0X,5, X107 (Q) =
= (0X, S, X 1)(Q) = (07)(Q) = 0(P) = P
si analog gasim:
(X2(S52))(Q) = O(P,) = P

Cum dreptele P’ Pj, P'Pj sint paralele cu axele Q'A{, A3, rezultd
cid X!, X} sint coordonatele punctului P’ in raport cu sistemul Q'4{4;
din planul B.
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Rezultd cd dacd alegem in planele «, § sistemele de coordonate |

QA A, Q'A{A5 ce se corespund prin transformarea 0, aceastd trans-
formare va duce punctul P(X;, X,) din planul in punctul P’ (X, X3)
din planul B, unde:

X = 0X,01, Xj = 0X,0—L
Ca in cazul automorfismelor spatiului afin, se aratd cd asociind

fiecdrui element X al corpului C al coordonatelor elementul
X' = 0X0-1, obfinem un automorfism al corpului C.

Tig. 103

In cazul spafiului euclidian afin, cind C este izomorf cu corpul
numerelor reale, am aridtat cd nu existd alte automorfisme ale corpului
in afara automorfismului identic. In acest caz, corespondentele afine
0 intre planele «, B, raportate la sisteme de coordonate corespondente
prin 0, sint date de formulele:

X! = X, X} = X,. (92)

Obtinem un exemplu geometric de corespondentd afind intre
planele o, B dacd alegem o dreaptd 4 in spatiu, care sd nu fie paraleld
cu nici unul din planele «, p (fig. 103), asociind fiecdrui punct P
din planul o intersecfia F’ a dreptei paralele cu 4, dusd prin P, cu
planul B. Intr-adevir, se verifici usor cd aceastd coresponden‘,ca este
biunivocd gi duce dreptele in drepte. Corespondentele de acest fel
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au proprietatea cd lasd invariante punctele comune planelor «, B,
daca aceste plane nu sint paralele.

Dacd planele «, B sint paralele, unei drepte § din planul o Ii cores-
punde o dreaptd 3’ din planul B, paraleld cu dreapta §. Corespondentele
de acest fel se numesc protectii prin drepte parvalele sau proiectii afine.

Se poate ardta cd dacd o corespondentd afind 6 intre doud plane
o, B lasd invariante punctele comune celor doud plane, sau dacd trans-
formd orice dreaptd § din planul « intr-o dreapta d, paraleld cu 3§,
atunci 0 este o proiectie afind. De asemenea, se aratd ca orice cores-
pondentd afind intre doud plane «, B se poate obfine ca un produs
de cel mult trei proiecfii afine:

&= Y1, Y1 > Y2 Y2 B,

cu ajutorul unor plane auxiliare vy, 7.

Sd observam, in sfirsit, cd se pot considera corespondente afine
in acelagi plan, deci transforméri biunivoce ale punctelor unui plan,
care transformd puncte coliniare in puncte coliniare. Analitic, aceste
transformiri se pot exprima prin formule de forma:

X! = X GG 4 C,

: (93)
X; s X1C21 5 “Yz(j-az + Cz:
unde X,, X, sint coordonatele unui punct P in raport cu un sistem
de coordonate QA 1A, 1ar XF, XJ sint coordonatele punctului trans-
format, in raport cu acelasi sistem de coordonate. Intr-adevir, folosind
formulele (92) si formulele care dau trecerea de la sistemul de coor-
donate Q'A{A} la sistemul QA4,4,, obtinem formulele (93).

Corelatii intre plane. Fie o, £ doud plane din spafiul euclidian afin.
Se numeste corelatie Intre aceste plane o transformare o care asociazd
punctelor din planul « drepte din planul B, astfel incit la puncte
coliniare si corespundd drepte concurente sau paralele. O astfel de
corespondentd nu poate fi niciodatd biunivocd; existd intotdeauna
drepte tn planul B ce nu corespund la puncte din planul «. Vom con-
sidera de asemenea corelaiii cu centru, care nu sint definite intr-un
anumit punct al planului «, numit centrul corelatiei.

S4 presupunem, de exemplu, ci am ales sisteme de coordonate
carteziene QA,4, Q'A{A; in planele «, B. Dreptele planului B sint
date de ecuatii de forma:

a,% +-ayxy Fa=0 (94)
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unde a,, @, nu pot fi in acelasi timp nuli. Dacd asociem fiecirui punct
P(xy, %,) dreapta (94) din planul 8 avind:

@y = Xy, @y = Xy, @ = 1, (95)

obtinem o corespondentd ce nu este definitd in punctul Q.

Dacd punctul P(xy, x,) descrie o dreaptd, coordonatele x,, x,
depind de un parametru ¢ sub forma:

Xy = pit + g4,
Xy = Pol -+ gs,

P1, Pay ¢4, g2 fiind numere fixe. Pentru dreptele corespondente in
planul B vom avea:

ay = Pil + i, ay = pol + g, a =1

si vor fi date de ecuatii de forma:

(95")

(Pat + qi)x1 -+ (pot + qo)as + 1 = 0. (96)
Aceste drepte trec toate prin punctul comun dreptelor
Puvt A+ pavs =0, quxi + gpaz + 1 =0, (96"

sau sint paralele intre ele, dacd ultimele doud drepte sint paralele.
Intr-adevdr, dacd dreptele (96') au punctul comun (xi, x3), atunci
acest punct verificd ecuatia (96), oricare ar {i parametrul ¢, Iar daci
dreptele (96") sint paralele, avem :

91 92
si atunci, oricare ar fi /, avem:

Pl A4y Pt A Gs
71 9

Rezultd cd formulele (95) definesc o corelatie cu centrul in punc-
tul Q.

Ca exemplu de corelajiec fard centru putem da corespondenta
care asociazd fiecdrui punct P(x,, x,) din planul « dreapta (94) din
planul B, avind:

ay =%, ay=1, a=x, (97)

In acest caz avem intotdeauna a, == 0, deci transformarea este defi-
nitd in orice punct al planului «. Dacd punctul P(x,, x,) descrie
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dreapta (95'), atunci dreapta corespunzitoare trece prin punctul
comun dreptelor

pixy + Py =0, qx5 + x5 4 ¢, =0,

deci formulele (97) definesc o corelatie fdrd centru.

Sa observam cé pentru corelatia (95), dreptele planului B ce trec
prin punctul Q" nu corespund la puncte din planul «, deoarece pentru
aceste drepte avem a = 0.

Tar pentru corelatia (97), dreptele din planul B pentru care avem
a, = 0, deci dreptele paralele cu axa Q'A; nu corespund la puncte
din planul «.

Vom numi punct singular al unei corelatii o intre planele o, B
un punct din planul B, astfel fncit dreptele ce trec prin acest punct
nu corespund la puncte din planul o«. Astfel Q' este punct singular
al corelatiei (95). Corelatia (97) n-are nici un punct singular, dar are
o divectie singulard, anume directia axei Q'A,, in sensul cid dreptele
planului B, paralele cu aceastd axd, nu corespund la puncte din pla-
nul o.

Vom spune cd o corelatie o este nedegencratd, daca are un singur
punct singular sau o singurd directie singulard. Deci cu exceptia
dreptelor ce trec printr-un anumit punct, sau ce sint paralele cu o
anumitd dreaptd, orice altd dreaptd din planul B este imaginea unui
punct din planul .

Dacd o este o corelatie a planelor o, § si dacd 0 este o transfor-
mare afind a planului « in el Insusi, atunci w0 este o corelatie a pla-
nului o In planul B, avind acelagi punct singular sau aceeasi directie
singulard cu .

Reciproc, dacd o', o sint doud corelatii ale planului « cu planul
B, avind acelasi punct singular sau aceeasi directie singulard, atunci
0 = 0! w este o transformare afind a planului o in el insusi.

Dacd o este o corelatie a planului « in planul f si dacd 0 este o
transformare afind a planului B in el insusi, atunci 0'w este o corelatie
intre planele «, B, avind ca punct singular sau ca directie singulard
imaginea prin 0’ a punctului singular sau a directiei singulare a core-
latiei w.

Tie w,, w, doui corelatii intre planele «, p avind un punct singular,
respectiv, o directie singulard. Putem presupune, de exemplu, ca
aceste corelatii sint date de formulele (95), respectiv (97). Din obser-
vatiile precedente rezultd ca orice corelatie intre planele «, P este
de forma 0'w, 0 sau 6’w,0, unde 0, 0" sint transformdri afine ale pla-
nelor «, B in ele insele. In particular, corelatiile cu punctul singular
Q) sint de forma 0, iar corelatiile cu punctul singular ' i cu cen-
trul in Q sint de forma wy0, unde 0 este o transformare afind a pla-
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nului o, ce lasd invariant punctul Q. Rezultd cd aceste corelatii sint
date de formule de forma:

@y = Cy3%y + C1a¥y + ¢4
Ay = Cy1¥y -+ Coy + €y,

unde a,, a, sint coeficientii din ecuatia:

i1 Cio ‘:‘.—O, (98)

Cor  Cog

a ¥y + agxy 1 =0,

ce defineste dreapta din planul B, imagine a punctului P(x,, x,) din
planul a.

Sd presupunem cd planele «, B coincid si cid sistemele de coordo-
nate Q4,4,, Q'A{A; sint de asemenea identice.

O corelafie » a planului « cu el fnsusi se numeste corelatie involu-
tivd sau polaritate, daci pentru orice punct P al planului o, diferit
de centru, dreptele (') ce corespund punctelor P’ de pe dreapta
d = o(P), trec prin punctul P.

Un punct P'(xy, x5) de pe dreapta o(P) ce corespunde punctului
P(x,, x,) prin corelatia (98) verificd ecuatia:

(C11%1 + C12%s + 1) %7 + (C21% + Can%y + c)xy + 1 =0. (99)

Prin aceeasi corelatie, punctului P’ ii corespunde dreapta d’ datd
de ecuatia :

;, ”
(c11xy + C12%s A+ €)%y + (Car®y + Cony - €)% + 1 = 0.
Conditia ca o sd fie involutivd este ca si avem:
’ 4 ,
(C1a¥1 = C1a%p 4 1) ¥y + (€] + Coa¥y + co)%, + 1 =0, (100)
indatd ce (w7, xy) verificd ecuatia (99).
Luind %, =2, x, = 0, va trebui si avem:
Aerxy + e+ ¢) + 1 =0,
Indatd ce
(eih + c)ag + (Cad + ca); + 1 =0,
de unde rezultd conditiile :

R X1
L Y

deci trebuie si avem :

A201161 + Aed 01 = 0, Aeyp == W2y169 + AeiCa + €4 + ACay,

=x+1;
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oricare ar fi A. Deci avem:
OB == Coy, ¢y = 0.

Daci aceste condifii sint verificate, se vede cd ecuatiile (99), (100)
sint identice, deci corelatia (98) este involutivd. Punind ¢;; = u,
Cip = Cgy = ¥, Cyy = w Tezultd cd putem defini corelafiile involutive
de centru Q si cu punctul singular tot Q, prin formulele:

Ay = UXqy + VX, Ay = VX + WXy, a = 1. (101)

Punctului 4, (1, 0) ii corespunde prin aceastd corelajie dreapta

uxy -+ vx, + 1 =0,

Daci presupunem cd am ales axa Q4, paraleld cu aceastd dreaptd,
v =0 si avem deci:

Teorema 5. Corelattile involutive in planul o, avind centrul
confundat cu punctul singular, se pot aduce la forma canonica :

a, = Ux,, dy = WXy, @ = 1, (102)
deci se poate alege sistemul de coordonate QA,A,, astfel incit punctulus
P(x,, x,) sd-i corespundd dreapta :

UK %y + Wxxy + 1 = 0. (103)

'

Corelatia (102) este nedegeneratd dacd ww = 0.

Pentru corelatia (102) joacd un rol important locul geometric
al punctelor P(x,, x,) ce aparfin dreptelor ce le corespund. Acest
loc se obtine punind condifia ca ecuafia (103) si fie verificatd pentru
X = x,, xp = %, $i este dat de ecuatia:

uxt +wxd+1=0 (104)

Tocul este deci o conicd cu centrul in punctul Q; aceastd conicd
este o elipsa daca:
u<<0, w<0;

o hiperbola dacd:
>0, w<0sauu<0, w>0
si este imaginard dacd avem: ‘
uw >0, w>0.
In ultimul caz nu existd puncte care sd apartind dreptelor cores-

pondente lor.
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Conica (104) se numeste conica directoare a polarititii (102), deoa-
rece cunoasterea acestei conice face ca polaritatea si fie determinata.
Imaginea d a unui punct P printr-o polaritate se mai numeste polara
acelui punct in raport cu conica directoare, iar I’ se numegte polul
dreptei d. Proprietatea caracteristicd a corelatiilor involutive se
poate exprima in felul urmator: polarele punctelor de pe o dreaptid d
lrec prin polul dreptei d.

Polarele punctelor de pe conica directoare sint tangente in aceste
puncte la conica directoare. Iiind date doud puncte 4, B pe conica
directoare, polarele lor, deci tangentele in A, B la conicd, se intilnesc
in polul dreptei AB. Se obtine de aici un procedeu simplu de con-
structie a polului unei drepte ce taie conica directoare, in doud puncte,
sau a polarei unui punct din care se pot duce doud tangente la conica
directoare.

§ 9. SPATIUL EUCLIDIAN METRIC

In spatiul euclidian afin raportul a doud translatii este definit
numai dacd cele doud translatii sint paralele. Raportul se poate comn-
sidera fie ca o omotetie H, fie ca un numdr real x — x(H).

In geometria lui Fuclid joacd un rol important faptul ci se poate
considera raportul a doud translatii oarecare. Aceastd posibilitate
are la bazd faptul cd existd nofiunea de mdrime a unei translatii si
deci se pot considera lranslatii neparalele de aceeasi mdarime. Aceasti
notiune se poate lega, la rindul ei, de notiunea de perpendicularitate:

. . R .. LT >
putemi spune cd translatiile 7', 77, definite de vectorii 04, 0A"
au aceeasi marime, dacd dreapta ce trece prin O si prin mijlocul seg-
mentului 44" este perpendiculard pe acest segment. Apoi putem defini
raportul a doud translatii 7', 7" ca raportul a doud translatii paralele
S, S, avind aceeagi mdrime cu 7, respectiv 717

Relatia de perpendicularitate se poate caracteriza cu ajutorul
urmatoarelor axiome :

I. Dacd dreapta d este perpendiculard pe dreapta d’, atunci si
dreapta d’ este perpendiculard pe dreapta d.

2. Dacd dreptele d,, d, sint perpendiculare si daci dj este para-
leld cu d,, atunci dreptele dj, d, sint perpendiculare.

3. Dreptele trecind printr-un punct O si perpendiculare pe o
«dreaptd d aparfin unui plan o; orice dreaptd ce trece prin O si care
este situatd in planul o este perpendiculari pe dreapta d.

4. O dreaptd nu poate fi perpendiculari pe ea insisi.
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Planul o dus prin O conform axiomei 3 se numeste planul perpen-
dicular in O pe dreapta d. Planele paralele cu o« se numesc perpendi-
culare pe d. Dreptele confinute in aceste plane sint perpendiculare
toate pe dreapta d.

Din axiomele precedente se deduc fara dificultate urmétoarele pro-
pozitii, a ciror demonstratie o lisim in grija cititorului:

Propozitia 1. Dacd o dreaptd d este perpendiculard pe doua
drepte concurente (si distincte) dintr-un plan «, atunci d este perpen-
dicularid pe planul « si deci pe orice dreaptd din planul a.

Propozifia 2. Prin ficcare punct O al spatiului trece un
plan si numai unul, perpendicular pe o dreaptd data.

Propozitia 3. Dacd un plan « este perpendicular pe o dreap-
td d, atunci « nu confine dreapta d si nu este paralel cu d, dect o i
d au un singur punct comun.

Propozitia 4. Prin fiecare punct O al spatiului trece o dreapu-v
td ¢i numai una, perpendiculard pe un plan dat o; aceastd dreapte}
este intersectia a doud plane trecind prin O gi perpendiculare pe doud
drepte concurente (si distincte) din planul o.

Propozitia 5. Doud drepte perpendiculare pe un acelasi
plan sint paralele.

Propozitia 6. Doud plane perpendiculare pe o aceeagi dreaptd
sint paralele.

Propozitia 7. Dacd o dreaptd d este perpendiculard pe un
plan o, atunci d este paraleld cu planele ce sint perpendiculare pe cite
o dreaptd din planul e. )

Un spatiu euclidian afin in care s-a introdus nofiunea de perpen-
dicularitate, se numeste spatiul lui Euclid, iar proprietdfile lui formeaza
geometria elementard sau geometria lui Euclid. - )

Dacd in aceastd geometrie s-a ales o clasd de translafii de o aceeasi
mirime, atunci se poate defini distanta intre doud puncte si se obfine
spatiul melric euclidian. _ .

Cu ajutorul acestor axiome putem introduce in spafiu — sisteme de
coordonate cartezieme ortogonale QA A,A, in care axele QA4,, QA,,

QA sint perpendiculare doud cite doud, si in care translatiile S, Sy, Sy,
1 ’ S o4 5
definite de vectorii QA4,, QA4,, QA,, au aceeasi marime. Pastrind aceastd

mirime pentru orice alt sistem de coordonate carteziene ortogonaAle,.
se aratd cd transformirile de coordonate carteziene ortogonale sint
date de formule de forma:

Xp = Cpfy  Cp¥a F Gy + ¢, (0= 1,2, 3),
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unde matricea |lc;|| este ortogonala, deci verificd conditiile :
0, daca 7 7= ] ;
CiaCjr T CnCjo + CiaCiy = o - .
1, dacd i = 7.
Rezultd ca dacd doud puncte P, Q au intr-un sistem de coordonate
ortogonale coordonatele x;, x,, x5, respectiv v;, ¥,, V5, atunci expresia

d? = (%—y1)? 4+ (%2—y2)? 4+ (%3—Y5)?

nu depinde de sistemul de coordonate ortogonale ales. Ajungem astfel
la notiunea de distantd euclidiand si geometria metricd a lui Tuclid
se poate considera comstruitd. Spatiul acestei geometrii se numeste
spatiul metric cuclidian.

Sa demonstram afirmatiile ficute mai sus. Pentru aceasta vom
cduta sd gidsim conditia analiticd pentru ca doud drepte si fie perpen-
diculare.

Fie pentru aceasta S un punct fix in spatiu, « un plan ce nu contine
punctul S. Putem considera perpendiculara § pe planul o (fig. 104).

S
/
/
/

|

|

I / !
L Y !

d

2 Ny

Q

o

Fig. 104

Dreapta § este perpendiculard pe orice dreapti din planul «.

Dreapta 8§ intersecteazd planul « Iutr-un punct Q.

Fie o' planul paralel cu planul « si trecind prin punctul S. Si aso-
ciem fiecdrui punct P din planul o, diferit de punctul Q, planul =
dus prin S perpendicular pe dreapta PS. Planul & este diferit de planul
o', deci 7 intersecteazd planul « dupd o dreaptd 4. Dreapta d nu trece
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prin punctul Q. Intr-adevir, daci planul = ar contine punctul Q,
dreapta SP ar fi perpendiculard pe dreapta SQ, ceea ce nu este posi-
bil, deoarece dreptele perpendiculare pe dreapta SQ sint paralele cu
planul « sau apartin acestui plan, conform axiomei 3. Or, dreapta PS
nu este nici paraleld cu planul «, nici continutd in acest plan, avind
un punct P in planul « si un punct S exterior planului .

Vom ardta cd asociind fiecdrui punct P € o dreapta d = = ] «,
obfinem o polaritate cu centrul Q, avind conica directoare imaginari.
S& observim pentru aceasta cd orice dreaptd d, ce nu trece prm pun-
ctul Q, corespunde unui punct P. Intr-adevir, d1eapta d, impreund
cu punctu] S, defineste un plan =, diferit de o'. Perpenchculara ! pe
acest plan dusd prin S va intersecta planul o Intr-un punct P. Dreaptal
nu poate fi paraleld cu planul «, deoarece in caz contrar, / s-ar gisi
in planul o’ si atunci planul =, deci i dreapta d, ar contine punctul
Q, contrar ipotezei.

Sd presupunem actim cd un punct @ descrie dreapta d in planul ;
atunci dreptele QS formeazd un plan w. Dreapta ! construitd mai sus,
perpendiculard pe planul =, va fi perpendiculard pe orice dreaptd QS
din acest plan. Rezultd cd planele =/, perpendiculare in S pe dreptele
QS, trec prin P, deci ¢i intersectiile d’ ale planelor =’ cu planul «trec
prin P. Deci am ardtat cd dacd un punct Q descrie o dreaptd 4 in pla-
nul o, atunci dreptele d’ corespunzitoare punctelor Q trec prin punctul
P, a cdrui transformatd este tocmai dreapta d.

Din consideratiile precedente rezultd cd transformarea w, ce aso-
ciazd punctelor P din planul o dreptele d, prin constructia indicatd
mai sus, este o polaritate de centru Q in planul .

Deci alegind un sistem de coordonate convenabil in planul «, de
forma QA,4,, putem face ca transformarea o si fie definitd de formulele
(39). Dar punctul P nu poate aparfine niciodatd d1eptei d = o (P),
deoarece dreapta PS nu poate fi perpendiculard pe ea insasi, conform
axiomei 4. Rezulta cd avem, in formulele (102) uw>0w> 0. Atunci
existd doud numere reale p, g, astfel 111c11: sd avem # = p% w = ¢* $i
ecuatiile (102) se pot scrie: i sy i

= ple: Ay = szz, a =1,
Prin transformarea de coordonate

V1= DX, Y2 = ¥,

aceste ecuatii devin:

by =y1, by=1u, 0=1,
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deci ® asociazd punctului P(y,, v,), dreapta

Yivi+ ey, + 1= 0. (105)

Vom nota cu A4,, A, punctele unitate ale noului sistem de coordonate.
Sd introducem in spafiu sistemul de coordonate definit de reperul
QA,4,S. Atunci punctul S are coordonatele (0, 0, 1). O dreaptd care

trece prin S si nu este paraleld cu planul o are ecuatii parametrice de
forma

Xy = Pit, Xy = Pot, Xy =pst + 1, (ps=£0). X
O astfel de dreaptd 4 intersecteazd planul « in punctul pentru care
Xy =0, deci ¢ = — 1 Deci primele doud coordonate ale punctului

Ps
P de intersectie sint:

“:_Z’,L’ r\r‘):—_—_pz.

P P
O a doua dreaptd d’, de acelagi fel,

Xy = pit, Xy =pot, Xy=pt + 1, (p3720)
va intersecta planul « In punctul P’ avind primele doud coordonate

. .
Py Ps
Dreptele d, d’ sint perpendiculare, dacd punctele P(yy, v5), P'(v1, V)
verificd ecuatia (105), deci daca avem:

Pip1 + beps + Paps = 0. (106)

Am obtinut deci conditia pe care trebuie s-o verifice parametrii
directori a doud drepte d, d’, pentru ca aceste drepte sid fie perpendi-
culare, presupunind cid d, 4’ nu sint paralele cu planul .

Daca dreapta 4’ este in planul o' (fig. 105), 4@’ defineste impreund
cu § un plan o, ce intersecteazd planul « dupd o dreaptd d, paraleld
cu d'. Fie m perpendiculara ridicatd in Q pe planul s. Deoarece o
contfine dreapta 8§, m se gdseste in planul o, care contine toate per-
pendicularele duse prin Q la dreapta §. Dreapta 4’ fiind perpendicu-
lara pe dreptele 3, m va fi perpendiculard pe planul = definit in aceste
drepte si orice perpendiculard pe dreapta 4’ trecind prin S va fi con-
finutd in planul .

Sd presupunem ci dreapta d’ este definitd de ecuatiile parametrice

%1 = Pib, Xy = Pof, xg=1.

"
Y=
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Un punct P de pe dreapta d, paraleld cu d’, va avea coordona-
tele de forma:

Y1 =Dt Yo =Pot, V3=

Dreapta m’ de intersectie a planelor o', 7 este paraleld cu m, deci
este perpendiculard pe planul o; in particular m’ este perpendiculard
pe dreapta PS. Rezultd cd m' se
gdseste in planul § dus prin S per- [
pendicular pe dreapta PS. Planul §8
intersecteazd planul o dupd o
dreaptd n, paraleld cu m i m'. Deci
putem afla parametrii directori ai
dreptei m’, aflind parametrii direc-
tori ai dreptei #. 2 !

Dreapta 7 este transformata ‘
punctului P prin polaritatea (105). \
Deci n are ecuatiile ;

P1%y + pors + LESH 0, x3=20 3 \
t

si rezultd cd n sau m' are para- 3
metrii directori —p,, py, 0. \ }
Am aritat cd dreptele perpen- 5 p
diculare pe dreapta d’ sint dreptele g
paralele cu planul =. Dintre acestea,
dreptele paralele cu m au parametrii <
directori : 7

P = —pa Pr=201 p5=0, "(\

care verificd impreund cu py, p,, P, Tig. 105
ecuatia (106). Celelalte drepte, per-
pendiculare pe 4’ si neparalele cu m, sint paralele cu drepte de forma

SM, M fiind un punct pe dreapta m, care este definitd de ecuatiile
parametrice

Xy = — pot, %y = pit, x5 =0.
Aceste drepte au parametrii directori de forma:
Pi= — by P =p1, p;= arbitrar
si ele verificd Impreund cu p,, p,, p5 ecuatia (106). Deci aceastd ecuatie

constituie conditia de perpendicularitate a doud dvepte oavecare in spatiu.
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Conditia de perpendicularitate a dreptei

¥y =Pil + g1, Xy = Pol + gy, X5 = pgl + g4 (107)
cu planul

Uy Xy | WXy |- UgXy + 1 = 0 (107"

se poate obtine tinind seama cd parametrii directori p3, p;, pp ai unei
drepte din planul (107’) verificd ecuatia :

by + wuypy + gy = 0.

Deci dreptele planului (107°) sint toate perpendiculare pe dreapta
de parametri directori (wy, ,, ).

Deci condifia ca dreapta (107) sd fie perpendiculard pe planul (107')
este ca py, Do, Py sd fie egali saw proporvtionali cu 1wy, wu,, us.

Sd observdm acum cd axele QA4,, QA4, au parametrii director
(1, 0, 0), respectiv (0,1,0) si acesti parametri verificd conditia de peri
pendicularitate (106). Deci dreptele QA4,, QA4, sint perpendiculare.
Ele sint perpendiculare gi pe dreapta QA prin constructie.

Un sistem de coordonate carteziene in spatiu, format din axe Q4,,
QA4,, QA4 perpendiculare doua cite doud, astfel fnclt conditia de orto-
gonalitate a doud drepte sd fie datd de ecuatia (106), se numeste sis-
tem de coordonate carleziene ortogonale.

Tie QA, QF doi vectori cu originea In Q. Vom spune ci acesti
vectori sint congruenti, dacd dreapta ce uneste punctul Q cu mijlocul
M al segmentului 4B este perpendiculard pe segmentul A B.

Sa presupunem cd A, B au coordonatele xy, x,, 3 respectiv vy, v,,

. E o Xy & Yo Xy Vs .
. Atunci M are coordonatele =t 7 —=, Hth si dreapta QM
p . >
are parametrii directori x; 4 yy, ¥y -} ¥y, %3 -+ vy Dreapta AB are
parametrii directori y, — ¥y, v, — 4y, vy — 3. Conditia de perpendi-
cularitate se scrie:

(v + v (0 — 3) (e 4 V) (e — 2) + (5 4 vs) (vs — %) =0
sau
R R R A
— s =
Rezultd de aici cd vectorii Q4 ,, QA4,, QA, sint congruenti.

Sa presupunem acum cd avem trei drepte Qd,, Q4,, QA, perpen-
diculare doud cite doud si punctele 4, 4,, A, alese astfel, incit vectorii
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._-> .——) —% . “ . .
QA,, QA,, QA, sd fie congruenti cite doi. Conditia de ortogonalitate
a doud drepte rezulta din (39) sub forma:

up py 4 whepy + 1 =0,

deci conditia de congruentd a vectorilor Q4, QB se scrie sub forma :

w(%y + 31) (%1 — ¥1) + w(¥y 4 ya) (% — Vs) + (X5 + ¥5) (¥ — y5) =0
sau:
u(rt — 31) + wl — 59 + (3 — 39 = 0.
e
Dacd aceastd conditie este verificatd de vectorii QA4,, Q.4,

— —>
QA,, QA, avem:

N
=¥

u—w=0 u—1=0,
deci, u = w =

Rezultd ca un sistem de coordonale carleziene ortogonale se mat
poate defini prin condifia ca axele sistemelor si fie ortogonale cite doud,
iar vectorit unitari av axelor sd fie congruenti.

Putem defini congruenta a doi vectori #, v oarecare in spatiu prin
conditia ca vectorii echipolenti cu %, v $i avind originea intr-un punct
Q sd fie congruenti. Dacd vectorii #, v au componentele uy, u,, 3,
respectiv vy, v,, v,, fatd de un sistem de coordonate carteziene ortogo-
nale, conditia de congruentd se poate scrie sub forma :

ud -+ uf = 0} + o3 + o},

Sd presupunem cd vectorii Q'A;, Q'A,, Q'A; definesc un al
doilea sistem de coordonate carteziene ortogonale in spafin. Atunci

notind cu ¢, ¢y, ¢;; componentele vectorilor QTZ? (¢ =1,2 3),
avem conditiile de ortogonalitate ale acestor vectori,

Ciilyj F Coiloj + G555 =0, (1 72)) (108)
si conditiile de congruentd

G = (=123 - (109)

—
# fiind un numir real nenul arbitrar. Dacd vectorii Q'A45 sint congruenti

o 2
cu vectorii Q4;, avem p = 1.

|Se)
W
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Dacid alegem un vector fix « in spatiu, putem considera clasa sis-
temelor de coordonate ortogonale, pentru care vectorii unitari ai
axelor sint congruenti cu vectorul . Trecerea de la un sistem de coor-
donate din aceastd clasi la altul se va face prin formule de forma
(91), unde ¢;; verifica conditiile (108), (109), in care p = 1.

Sd observam ci fiind dati o dreapta QP existd pe dreapta QP

—_— —
numai doud puncte P;, P,, astfel incit vectorii PP,, PP, si fie congru-
enfi cu un vector dat u(iy, ty, uy). Intr-adevir, daci P are coordo-
natele gy, g,, ¢, putem si definim dreapta d prin ecuatiile parametrice :

X1 =Pt + G, Xy = Pol + gy, vy = pyt + &R
dacd ¢ corespunde punctului Py conditia de congruentd a vec-
torilor P_Z;)l, u se scrie :
(B3 + B3+ PDE = 1, + 163+ a2
§i dd doud valori de semne opuse pentru £ Rezultd cid avem doud
solutii P, P, si cd vectorii PP, Elé-’z au sensurile opuse.

— —
Se spune cd vectorii PP, PP, coustituie purtirile congruente ale
vectorului #, pe dreapta QP, cu originea in P.
Dacd u este un vector fix, putem defini lungimea unui vector
arbitrar v ca raport al vectorului vy, purtat congruent pe suportul lui
u $i avind acelasi sens cu u, prin vectorul 1 insugi. Dacd vectorul u

are componentele uy, u,, 1y, suportul siu se poate defini prin ecuafii
de forma :

Xy = gt |- Ay, Ny = Uyl |- Ay, Xy = Uyt |- as.

Purtarea congruentd a vectorului v (v1, vs, vy) pe aceastd dreapti

si cu originea In punctul de coordonate a 1 @y, d3, este definitd de ecua-
fia In ¢,

(3 + 3+ 2 = 03 - 02 + 03,
§i rezultd cd lungimea vectorului v este dati de formula :
PR e i M

uf + ul - ul

—
Dacd u este unul din vectorii QA » obfinem pentru lungimea lui »
formula :

P= v} 4 v} + o}
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A

Distanta d(4, B) intre doud puncte A, B se defineste ca lungimea

vectorului zﬂ%’} Daci A, B au coordonatele (v;, %, %3), (V1, Yar Va)s
rezultd : ‘
A4, B = (v — 32" + (2 — 92"+ (e — 03
Daci avem dreptele perpendiculare 4B, AC, unde punctele 4, B, C

iti erpen-
au coordonatele (¥;, %s, %3), (V1, Vo, ¥s), (21, %2, 23), condifia de perp
dicularitate se scrie:

(%1 — y) (%1 — 21) + (%2 — ¥) (%2 — 22) + (%5 — ¥5) (¥ — 25) = 0
sau sub forma echivalenta : |
‘ (20 — y1)* + (%2 — p2)* + (%5 — ¥5)* + (2 — 2)* +
+(x — 2 (i — 25 = (y1 — 20 (2 — 2)° -+ (1e— %)

sau .
d(A, B)® + d(4, C)2 = d(B, C)*.

Am obtinut astfel formula lui Pitagora.

§ 10. AXIOMATIZAREA LUl HILBERT. AXIOMATIZAREA GEOMETRIILOR
NEEUCLIDIENE

Axiomatizarea datd de moi este simpld datoritd faptului cd am
introdus de la inceput postulatul lui Euchfl, prin ultima _gmxiogni O?,
spatiului afin. In acest 1fe_l z;{m exclus de la inceput geometria lu

i si geometria lui Riemann. ) ) )
baceAVXSilf)lnlzltiggrca lui Hilbert, mentionatd in primul capitol al aceste‘i
lucridri, are la bazd un sistem de douézgm de axiome, dmlc‘?ie d(i)ge
axiome de inciden{d, cinci de congruentd, si una de complett ]131 ine
sint comune celor trei geometrii: elipticd, hiperbolica s1 parado lcﬁ
Geometria hiperbolicd admite de asemenea cele patru amim_leH _1% (1)-t
donare din sistemul lui Hilbert i axioma de continuitate a Iui d'lf' et,{
ultima axiomd, de paralelism, fiind singura care trebuie modi 1caki(
cind trecem de la geometria lui Euclid la geometria lui Lo_bacivsde_.
De aceea, axiomatizarea lui Hilbert, desi incomodd in ce priveste
ducerea teoremelor, prezintd un interes deosebit. o il

Sistemul lui Hilbert considerd ca elemente primitive nodn;l;r:
de punct, dreaptd, plan gi relatiile Udmtre ele: fie 1_}1c1‘dcnjc§, ortocL e
si congruentd. Relatiile de incidentd se exprima F11n>‘t}lll I?Fl-lgicnet Enui
tine unei drepte, un punct apartine unui plan, o dreaptd apart

257

17 — Geometria euclidiand



plan. Ordonarea se referd la situafia descrisd prin propozifia: un punct
B se afld intre doud puncte A4, C si are ca notiuni derivate notiunile
de semidreaptd, segment, semiplan, unghi etc. Relatiile de congruentd
leagd intre ele anumite perechi de segmente sau unghiuri, numite
perechi de segmente sau unghiuri congruente (egale). Vom da axiomele
care caracterizeazd aceste relatii, dupda Hilbert?.

Axiomele de incidentd

1. Prin doud puncte trece totdeauna o dreapta.

2. Prin doud puncte distincte trece o singurd dreapta.

3. Orice dreaptd contine cel putin doud puncte. Existd trei puncte
nesituate pe aceeasi dreaptd.

4. Prin trei puncte nesituate pe aceeagi dreapta trece un plan.
Orice plan contine cel putin un punct.

5. Prin trei puncte nesituate pe aceeasi dreaptd trece un singur
plan.

6. Dacd o dreapti are doud puncte situate intr-un plan, atunci
toate punctele dreptei apartin planului.

7. Daci douid plane trec printr-un punct, atunci ele mai trec
printr-un al doilea punct.

8. Existd patru puncte nesituate in acelasi plan.

A xiomele de ordonare

1. Dacd punctul B se gdseste intre punctele 4, C, atunci punctele
A, B, C sint pe aceeasi dreaptd, sint distincte si B se giseste intre C i 4.

2. Fiind date doud puncte distincte 4, B existd un punct C, astfel
incit B sd se gdseascd intre 4 si C.

3. Fiind date trei puncte coliniare distincte 4, B, C, dacd A4 se
afld intre B, C atunci C nu se afld intre 4, B, si nici B nu se afld intre
4, C.

4. (Axioma lui Pash). Fiind date trei puncte nesituate pe aceeasi
dreaptd 4, B, C si o dreapta d in planul lor ce nu trece prin nici unul
din aceste puncte, dacd dreapta 4 trece printr-un punct situat intre
A, B, atunci ea trece cu sigurantd printr-un punct situat intre 4, C
saul printr-un punct situat intre B, C.

Axiomele de congruentd

1. Fiind dat un segment A B, o dreapti d si un punct O pe dreapta
d, existd pe dreapta d exact doud puncte P,, P,, astfel incit sd avem

OP,= AB, OP,= AB. Punctul O se giseste intre punctele P,, P,.

David Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig und Berlin, 1930.
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it 2.

2. Doud segmente congruente cu al treilea sint congruente intre
ele.

3. Dacid B este intre A, C, dacd B’ este intre 47, C’, si daci sint
verificate congruentele AB=A'B’, BC = B'C’, atunci este adevirati
si congruenta AC = A'C’.

4. Fiind dat un unghi (4, %) i o semidreaptd %' intr-un plan «,
existd in planul « exact doud semidrepte %, k,, care si formeze cu 4’
unghiuri congruente cu unghiul (4, £). Semidreptele %,, k, sint de o
parte gi de alta a dreptei ce contine semidreapta 7’

Orice unghi este congruent cu el fnsusi.

4. Fiind date doud triunghiuri ABC, A'B’'C’, din congruentele

A J—

A 51/4\’, AB=A'B'", AC=A'C’

rezulta :
N N
B = B

La aceste axiome se adaugd conventiile: punctele 4, B si B, 4
definesc acelagi segment; semidreptele %, %k si %k, & definesc acelasi
unghi.

Din axiomele precedente rezultd un numir insemnat de teoreme
remarcabile, comune geometriei lui Euclid i geometriei lui Liobacevski.
Dintre acestea, mentiondm teorema unghiului exterior si teoremele
de congruentd ale triunghiurilor. De asemenea, se poate arita cd
dintr-un punct la o dreaptd se poate duce o perpendiculard si numai
una i cel pufin o paraleld. Se mai arati ci toate unghiurile drepte
sint congruente. In sistemul lui Hilbert, ca si la Euclid, doud drepte
se numesc perpendiculare dacd formeazd patru unghiuri congruente
si aceste unghiuri se numesc drepte.

Axiomele de continuitate

1. Axioma lui Arhimede.

2. Axioma lui Cantor-Dedekind, sau axioma de completitudine
echivalentd cu ea: nu putem adiuga puncte, drepte si plane noi,
astfel incit axiomele precedente si fie verificate.

Axioma de paralelism

Printr-un punct exterior unei drepte nu se poate dice mai mult
de o paraleld la acea dreapti.

Ultima axiomd are drept consecin{d posibilitatea introducerii co-
ordonatelor, mésurdrii segmentelor, cu ajutorul formulei Iui Pitagora,
si teoremei lui Tales.


Tal.es

O misurare a segmentelor se poate face fird axioma de paralelism,
cu ajutorul axiomei lui Arhimede, ceea ce permite calculul distanfelor
si unghiurilor si in geometria Iui Lobacevski. Tot cu axioma lui Arhi-
mede, firi a folosi axioma paralelelor, se aratd cd suma unghiurilor
unui triunghi nu poate fi mai mare decit suma a doud unghiuri drepte.

' Mai mult, dacid intr-un sin-
gur triunghi suma unghiuri-
lor este egald cu suma a
doud unghiuri drepte, teore-
ma lui Legendre aratd ca ori-
ce triunghi are aceeasi pro-
prietate. De aici rezultd cd
daci existd un punct P, §i o
., dreaptd d, astfel incit prin P,

si nu treacd decit o paralela
Tig. 106 la dreapta d, (fig. 106), atunci

prin orice punct P nu se poate

duce decit o paraleld la o dreaptd d ce nu trece prin P. Sd demonstrim
aceastd proprietate. Fie Q,, R, doud puncte pe dreapta d,; prin Py sd
ducem semidreptele a, B care fac cu PyQ,, PyR, unghiuri congruente cu
unghiurile avind virfurile in Q,, respectiv R, Din teorema unghiului
exterior rezulti ci dreptele ce confin semidreptele «, § nu intilnesc
dreapta d,. Cum prin P, am presupus ci trece o singurd paraleld,
rezulti cd «§B sint in prelungire si atunci suma unghiuarilor 1, 2, 3
din P, este egali cu suma a doud unghiuri drepte. Deci existd un
triunghi in care suma unghiurilor este egald cu suma a doud unghiuri
drepte. Teorema lui Legendre spune atunci cd orice alt triunghi are
aceeasi proprietate. Tie PQ perpendiculara dusa dintr-un punct P
la, o dreaptd d ce nu trece prin P si fie R un punct pe dreapta d, astfel
ca QR = PQ. Daci prin P trec mai multe paralele la d, una din ele,
sd spunem 8, va forma cu PQ un unghi mai mic decit un unghi drept.

S4 ludm pe dreapta d, de aceeasi parte a lui Q, segmentul RR,, con-
gruent cu PR, apoi in prelungire segmentele R;R,, R,R;,... congru-
ente respectiv cu PR;, PR, ...; se formeazd triunghiurile isoscele
PQR, PRR,, PRyR,, ... (fig. 107). In fiecare din aceste triunghiuri,
suma unghiurilor este de doui unghiuri drepte. Un calcul simplu
aratd cid unghiurile din P ale acestor triunghiuri au valorile :

o Y s

« [0} «© «©
’ H y

2’ 4’8 on

unde am notat cu o unghiul drept. Notind cu w—e unghiul format de
3 si PQ, din faptul cid toate semidreptele PR, PR, PR, ..., sint

y v e
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cuprinse in interiorul acestui unghi, re-
zultd cd avem: :

oricare ar fi numdral natural ». Dar
aceastd relatie este imposibild, deoare-
ce suma din membrul sting tinde spre o,
deci poate si se apropie de o, pentru 7
suficient de mare, astfel incit semi-
dreapta PR, si depidgeascid semidreapta
S. Am ajuns deci la o contradictie, care
arati cd prin punctul P nu trece decit
o paraleld la dreapta d.

Geometria elipticd a lui Riemann
se deosebeste de geometriile hiperbolica
si parabolicd in primul rind prin pro-
prietatea ci dreptele sint aici curbe in-
chise, care se pot identifica cu cercuri.
intr-adevir, dreptele geometriei eliptice
sint drepte proiective, care se pot ob-
tine din drepte euclidiene adiugind un
singur punct la infinit. Figura 108 ara-
t4 cum se poate stabili o corespondentd
biunivocd intre punctele dreptei proiec-
tive i punctele unui cerc, prin proiectie
dintr-un punct O al cercului. Cind punc-
tele Q,, Q, ale dreptei tind la stinga,
respectiv la dreapta cidtre punctul de
la infinit, punctele P,, P, tind citre

0
()

s &
Fig. 108

/3

131

atd

Fig. 107
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punctul 0. Deci O este corespondentul punctului de la infinit al dreptei
010, si corespondenta este continui in punctul O.

Fiind date trei puncte pe un cerc, nu se poate spune care din ele
este situat intre celelalte doud (fig. 109), deci axioma a treia de ordonare
a lui Hilbert nu se verifici in geometria Iui Riemann. in aceasti
geometrie are sens sd considerdm perechi de puncte (4, B), (C, D)

A c E 4

c D
Fig. 109 Fig. 110 Fig. 111

care se separd (fig. 110) i perechi (4, B), (E, F) care nu se separi.
Proprietatea de separare a ‘doudl perechi se poate caracteriza prin
urmitoarele axiome?:

1. Existd o dreaptd ce contine patru puncte distincte.
_ 2. Dacd 4, B, C, D sint puncte diferite ale unei drepte, unul singur
dintre punctele B, C, D formeazi cu punctul 4 o pereche se separd

0 : perechea formatid din celelal-

te doud puncte ramase.

3. Dacd perechea (A4, B)
separd perechea (C, D) si da-
cd (4, C) separd perechea
(B, £), atunci (4, B) separi.
perechea (D, E) (fig. 111).

4. Dacd A’, B”, C’, D", sint;
proiectiile punctelor 4, B, C,
D, pe o dreaptd 4 dintr-un.
punct O, si dacd (4, B) se-
parda pe (C, D) atunci (4', B)
separd pe (C', D') (fig. 112).

De asemenea, proprietatea
L ) de separare o presupunem si-
metricd, deci dacd (4, B) separd pe (C, D), atunci si (C, D) separi pe
(4, B). Doud puncte 4, B pe un cerc sau pe dreapta proiectivi defi-
nesc doud segmente complementare. |
: Fiind date trei puncte distincte 4, B, C vom numi segment AT.C mul-
fimea punctelor D care formeaza cu C perechi ce separi perechea (4, B)..

!Coxeter H. S. M., The Real Projective Plane, Cambridge,. 1955.
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Pentru a putea introduce axioma continuitdfii, ce se datoreste
lui Coxeter, vom introduce notiunea de corespondentd ordonatd pe o
dreaptd. Infelegem prin aceasta o corespondentd biunivocd a unei
drepte proiective pe ea insisi, care transformd perechi ce se separi in
perechi ce se separd. .

Axioma lui Coxeter se poate entunta in felul urmator:

TFie T o corespondentd ordonatd pe dreapta AB.

Dacid segmentul 4B, contine punctele A’, B’, atunci segmentu

A'B’, confine un punct fix M al corespondentei, astfel incit segmentul

AMy nu confine nici un punct fix al aceleiasi
corespondenge (fig. 113). ¢ B

Axiomele de congruentd ale lui Hilbert se A

pot adapta la cadrul dat de axiomele de ordo-

nare ale planului eliptic. 8’
Sd observidm cd axioma de paralelism are A

in geometria elipticd urmdétorul enunt :
Oricare doud drepte coplanare au cel putin M

un punct comun. Fig. 113

§ 11. SPATII AFINE CU MAI MULTE DIMENSIUNI

Constructia geometriei lui Euclid dezvoltatd in acest capitol s-a
ficut in trei etape. Prima etapd a constituit-o construcfia corpului
coordonatelor, utilizind axiomele de incidentd si descrierea analiticd
a dreptelor, planelor gi automorfismelor spatiului afin. A doua etapad
a constat in restringerea corpului coordonatelor cu ajutorul axiomelor
de ordonare si continuitate. Iar a treia etapd a constat in restringerea
grupului antomorfismelor, cu ajutorul notiunii de perpendicularitate.

Aceste etape pot fi generalizate, dacid inlocuim axiomele de inci-
dentd prin axiome mai slabe. Se obtin atunci spatii afine cu mai multe
dimensiuni si spatii euclidiene cu mai multe dimensiuni, pe care le
vom numi spatis gemeralizale.

Anume vom iunlocui sistemul de axiome de incidentd al spatiului
afin, ldsind de o parte axiomele 4,8 si punind in locul lor trei propozifii
ce le-am dedus cu ajutorul axiomelor 4,8 si care au servit la demon-
strarea teoremei speciale a lui Desargues. Deci vom defini spatiul afin
prin axiomele 1, 2, 3, 5, 6, 7 de incidentd si prin axiomele :

4’. Dacd doud drepte AB, AC sint paralele cu doud drepte concu-
rente dintr-un plan o, atunci planul definit de punctele 4, B, C nu
are nici un punct comun cu planul « i contine toate paralele duse
prin A la dreptele planului o.
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8’. Fiind dat un punct P si o dreaptd d intr-un plan «, existi o
paralela prin P la dreapta d, deci o dreaptd d, trecind prin P, situati
in planul « §i nesecantd cu dreapta: d. Doud drepte in spatiu paralele
cu aceeasi dreaptd sint paralele intre ele sau confundate.

Cititorul poate vedea usor ci demonstratia teoremei speciale a lui
Desargues se poate reface folosind axiomele 1, 2, 3,4’ 5,6,7, 8.
Atunci putem defini translatiile si omotetiile in spatiul afin generalizat
si putem construi corpul coordonatelor.

Se numegte subspafiu liniar al spatiului afin generalizat, orice
mulfime de puncte din acest spatiu, care o datd cu dou#d puncte 4, B
contine toate punctele dreptei 4B. Din axioma 3 rezultd ci planele
sint subspatii liniare. Intersectia mai multor subspatii liniare este un
subspatiu liniar. I'iind date mai multe puncte 4, B, C, ... in spatiul
afin generalizat, se numegte subspatiu liniar generat de aceste puncte
intersectia tuturor subspatiilor liniare ce le contin.

Se numeste sistem de coordonale carteziene in spatiul afin gencrali-
zat un sistem de puncte Q, A, 4,, ..., 4,, avind urmaitoarele
proprietati :

1. Punctele Q, A4;, A4,, genereazd spafiul intreg.

2. Dacd din punctele A4,, 4,, se scoate un punct oarecare,
sistemul de puncte rdmas nu mai genereazd spatiul intreg.

Dacd punctele sistemelor de coordonate sint in numir finit, de
exemplu # -+ 1, se spune cd spatiul afin are dimensiunea . In caz

rcontrar, se spune cd avem un spatiu afin de dimensiune infinitd.

Int-un spafiu de dimensiune finitd se pot introduce coordonatele
ca in cazul » = 3. Fiind dat un punct oarecare P, ducem prin P para-
lela la axa QA,, care intersecteazd spatiul liniar generat de Q, A, ...,
A,y in P’ . Prin P’ ducem paralelala Q4,_,, care intersecteazd spatiul
liniar generat de Q, 4,, ..., A,_»in P""; continuind procedeul, ajungem
la un punct P, al axei A4,. Raportul translatiilor definite de vectorit

—
QP,, QA este prin definitie coordonata X, a punctului P,. Coordona-
tele X,, ..., X, se definesc schimbind rolul axei Q4,. O dreapti
se poate atunci defini prin ecuatiile parametrice :

vy =pt+q, =12 ..., n).

Daca avem un sistem de coordonate’ carteziene QA,4, ... intr-un
spatiu infinit dimensional, orice punct P al acestui gpatiu se giseste
tntr-un subspatiu liniar definit de un numdr finit de puncte Q, 4,, ...,
A;,. Coordonatele lui P se definesc atunci ca mai sus pentru indicii 7,,

., T, si se iau nule pentru indicii diferiti de 7,, ..., 7,.

264

Axiomele de ordonare si continuitate date pentru cazul n = 3 se
pot pistra in cazul general si se obtin spatiile afine reale generalizate
{cu mai multe dimensiuni). ' ‘ ' '

fn ce priveste axiomele date pentru relatia de perpendicularitate,
extinderea lor la mai multe dimensiuni se poateAface fara dificultate.
Dar pentru a se obtine proprietdfi remarcabile in spatiile infinit di-
mensionale, limitarea expunerii la consideratii elementare nu mai este
posibild, fiind necesare anumite considerafii de topologie. .

Generalizarea naturald a spafiului euclidian la cazul infinit dimen-
sional a fost datd de David JHilbert si spatiile introduse de el pe ace-
astd cale se numesc spatii jHilbert. :

Un spatiu JHilbert se poate defini in modul urmétor.

Se considerd un spatiu afin real H cu un numir oarecare de dimen-
siuni (finit sau infinit).

Se presupune apoi ci este datd o functie cu valori Areale F, sieﬁmta
pentru perechile de translatii S, 7" din spatiul #, avind urmdtoarele

proprietati:

1) F(S, T) =1I(T, S),
oricare ar fi tranmslatiile S, T.

2) F(x,Sy + %55, 1) = %, F(Sy, T) + %1(S,, 1),
oricare ar fi translatiile S;, Sy, T i numerele reale x4, %,.

3) F(S, S) =0.

4) F (S, S) = 0 numai pentru translatia nuld, S = O.

5) Dacd avem un gir de translatii Sy, S,, . S S. e gstfel' ir&cit
F(S,—S;j, S;—S;) si tindd la zero cind 4, j tind la infinit, existd o
translatie S astfel ca F(S,—S, S;—S) sd tindd la zero cind ¢ tinde la
infinit. ' .

Functia F se numeste produsul scalar din spajiul Hilbert H, iar
VE(S, S) se numeste norma translaties S. Fiind date dPué puncte
A, B ele definesc o translatie S si norma lui S se considerd ca distanid
intre punctele 4, B si se noteazd d(4, B).

Doui translatii S, 7 se numesc perpendiculare, dacd produsul
lor scalar F (S, T) este nul. . o

Distanta in spatiul Hilbert H verificd inegalitatea triunghiului

d(A, B) +d(B, C) =d(4, C)
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si avem egalitate numai dacd punctele 4, B, C sint coliniare si daci
— —> ’
vectorii BA, BC au sensurile opuse.

o e B TR
Dacid vectorii 4B, AC sint perpendiculari, avem relatia Iui Pita-
gora :

d(A, B): + d(A, C)2 = d(B, C).

§ 12. SPATII PROIECTIVE

Axioma 8 a spafiului afin generalizat aratd ci putem Impirti
dreptele spatiului afin in clase, punind in aceeasi clasi doui drepfe
ori de cite ori aceste drepte sint paralele.

De asemenea, prima parte a axiomei 8 arati cid prin fiecare
punct al spatiului trece cite o dreaptd din fiecare clasd de drepte
paralele. Dacd convenim sd asociem fiecdrei clase un punct in afara
spafiului afin ¢i dacd numim acest punct punctul de la infinit al
d.repf.:elor din clasa respectivd, rezultd ci prin fiecare punct al spa-
fiului afin i prin fiecare punct de la infinit trece o dreapti si numai
una. Deci axioma 1 a spatiului afin se pistreazi dacid zfdziugim
spafiului afin punctele de la infinit si considerim perechi de puncte
din care unul aparfine spatiului afin.

Fie 4, B doud puncte oarecare in spafiu si P un punct la infinit,

nesituat pe dreapta A B ; dreptele ce trec prin A, B si confin punctul
P sint paralele, deci dupd axioma 8 apartin unui plan gi acest plan
este unic dacd A, B sint distincte. Deci prin doud puncte distincte
A, B ale spatiului afin ¢i prin orice punct de la infinit P trece un
plan si unul singur, dacd punctele 4, B, P nu sint coliniare.
. Fiind dat un punct 4 al spatiului afin si doud puncte P, Q la
infinit, dreptele ce trec prin A4 si confin punctul P, respectiv (),
definesc un plan. Rezultd cid axioma 2 a spatiului afinse pistreazi
dacd adaugdm punctele de la infinit si considerim sisteme de trei
puncte, din care cel putin unul apartine spatiului afin.

Fiind date doud puncte la infinit, P, @, alegind un punct 4
in spafiul afin, in planul definit de punctele 4, P, Q putem consi-
dera dreptele ce trec prin 4. Aceste drepte au cite un punct la infinit
§1 putem spune cd mulfimea acestor puncte constituie dreapta de
la infinit care trece prin punctele P, Q. Axioma 4’ arati ci punc-
tele dreptei PQ nu depind de alegerea punctului 4. In acest mod
axioma 1 se verificd pentru perechile de puncte de lainfinit.

Fiind date trei puncte necoliniare la infinit P, Q, R, sd alegem
un punct 4 in spafiul afin §i sd considerdm dreptele AP, AQ,
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AR. Aceste drepte sint necoplanare si definesc doud cite doud trei

plane,
« = (AQ, AR), B = (AP, AR), vy = (4P, AQ).

Vom numi punctele ale planului PQR punctele de la infinit ale
dreptelor ce sint definite de doud puncte distincte situate fiecare
in cite unul din planele «, B, vy (nu neapdrat in acelasi plan).

Si ardtim ci daci alegem alt punct in locul lui A, fie A’, obfi-
nem aceleagi puncte ale planului PQR. Fie M, N doud puncte dis-
tincte aflate in cite unul din planele «, B, v. Dacd M, N sint de
exemplu in planul o, punctul de la infinit al dreptei MN este un
punct la infinit si al planului A’QR, conform axiomei 4'. Sd presu-
punem ci M se giseste in planul «,iar N in planul p; paralelele ',
n' duse prin A’ la dreptele AM, AN se vor gisi in planele o' =
= (A'Q, A"R), respectiv B’ = (4'P, A'R). Planul definit de dreptele
', n', conginind punctul de la infinit al dreptei MN, potrivit axio-
mei 4', rezultd ci acest punct aparfine si planului PQR, definit cu
ajutorul punctului A" in loc de A.

Cu aceasta am aritat cid prin trei puncte necoliniare la infinit
trece un plan gi unul singur.

Axioma 5 se intdreste prin adiugarea punctelor de la infinit
si devine :

5. Orice dreaptd contine cel pufin trei puncte, al treilea fiind
de exemplu punctul de la infinit.

Axioma 8 nu se mai verificd dupi adiugarea punctelor de la
infinit si se inlocuieste cu:

8*. Orice doui drepte coplanare sint concurente.

intr-adevir, perechile de drepte paralele in spatiul afin capata
un punct comun la infinit.

Spatiul afin completat cu punctele de la infinit se numeste spa-
Ziul protectiv asociat spatiului afin.

Daci numai vrem si deosebim punctele de la infinit de celelalte
puncte ale spatiului proiectiv, trebuie si renunjdm la nofiunea de
paralelism. Putem defini spatiul proiectiv direct cu ajutorul axiomelor
1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, axioma 4, fiind o consecintd a extinderii axio-
melor 1, 2, la spatiul proiectiv. Prin aceasta se considera ca elemente
primitive ale spatiului proiectiv punctele, dreptele si planele, ca
in cazul spatiului afin.

O axiomatizare mai simpli a spatiului proiectiv, care foloseste
ca notiuni primitive numai punctul si dreapta se datoreste lui Veb-
len. Axiomele lui Veblen se pot enunta sub forma:

V,. Prin doud puncte distincte trece o dreaptd si numai una.

V,. Orice dreaptd contine cel putin trei puncte.
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Vg Dacd %, v sint doud drepte distincte concurente intr-um
punct O si dacd dreptele /, m nu trec prin O, dar intilnesc fiecare
din dreptele %, v, atunci /, m au un punct comun.

V,. Existd doua drepte ce n-au nici un punct comun.

Axioma V; permite sd se asocieze la oricare doud drepte distincte
si concurente un plan. Dacd cerem ca orice dreaptd si intilneascd
orice plan, obfinem spatiul proiectiv cu trei dimensiuni. Dacd din
acest spafiu scoatem un plan Impreund cu punctele si dreptele lui,
obtinem spatiul afin cu trei dimensiuni; elementele scoase joacid
rol de elemente de la infinit. _

In cazul spatiului proiectiv asociat spatiului afin real cu trei dimen-
siuni, dacd alegem wun sistem de coordonate carteziene QA4,4,4,
in spatiul afin, un punct P al spatiului afin se poate defini prin
coordonatele sale X,, X, X, iar un punct la infinit M se poate
defini prin parametrii directori p,, p,, p, ai dreptelor paralele care
trec prin punctul M.

Conditia ca planul
U Xy + Xy -+ 43Xy -+ 14, =0 (110)

sd confind punctul P(X,, X, X, este ca X, X, X, si verifice
ecuatia planului.

Conditia ca acelagi plan sd contind punctul de la infinit M este
ca planul sd fie paralel cu dreptele de parametrii directori p,, p.,
Ps 51 stim cd aceastd conditie se scrie:

Uypy + WPy + uzpy = 0. (111}

Parametrii directori p,, p,, Py pot fi Inmultiti cu acelasi factor,
fard ca punctul M si se schimbe.

Ecuatiile (110),  (111) capitd o formd unitard dacd asociem punc-
telor P(X;, X,, X3 patru coordonate omogene, deci definite pini
la un factor, prin formulele:

¥1 Xy X3
-_:'le _:X2: — = X3: (xA;'LO)
A Xy Xy

si dacd presupunem cd punctul”™ M are coordonatele omogene (7,
Do Ps 0). In acest caz, oricare ar fi punctul 4 din spatiul proiectiv,
dacd A4 are coordonatele omogene Yy, y,, Vs V4 atunci condifia ca
A sd aparfinid planului (110) este datd de formula:

UyYq + UpYy F Yy 4 gy, = 0. (112)

Din felul in care am introdus coordonatele omogene rezulti ci
punctele de la infinit verificd ecuatia y, = 0, care este de forma
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A

(112) si se numeste ecuatia planului de la infinit al spatiului proiec-
tiv asociat spatiului afin. o o ) _

Deci punctele spafiului proiectiv sint definite prin patru coordo-
nate omogene y;, Vs, ¥s ¥s Ce nu pot fi toate nule, deoarece pentru
punctele spatiului afin avem y, == 0, iar pentru punctele de la infinit
avem Vv, = Py, Vo = Po, V3 = Ps si parametrii directori p,, P, Ps a¥
unei drepte nu pot fi tofi nuli. In ce priveste planele sgaglulm
proiectiv, ele sint date de cite o ecuafie liniard si omogend in y,,
Vo Ve ¥a Dreptele sint deci date de sisteme de doud ecuatii liniare

: n v . L e S 4 hara-
si omogene in y;, Vs, Y3 Y4 SaUl se mai pot defini prin ecuafii pare

metrice de forma:

Yy = aqt + bys
Yo = Ayt + bys
Yg = agt -+ DS

y4 = a4t "I" b4s,

t, s fiilnd parametrii omogeni pe _dreé_lpta.A : -
Automorfismele spafiului proiectiv sint date de transformari
liniare si omogene cu determinant nenul,

V= Ap ¥y @ 1 @Y T Gl (=123 4

la;| = 0.

Planele proiective, deci planele “spzutti}llui proiectiv, spre deose-
bire de planele afine, admit corelafii fdrd puncte sau directii singu-
lare. Deci existi intr-un plan proiectiv corevsponden‘,ce 1)_1qmv09e
intre punctele si dreptele sale, care transfourma puncte coliniare in
drepte concurente. O astfel de corespondentd este de exemplu trans-
formarea care asociazd fiecidrui punct A(a,, @, a,) din planul y, = 0
dreapta din acest plan de ecuatie a3y, -+ gy, + agy; = 0.



Capitolul IV

TEORIA RELATIVITATII

§ 1. RELATIVITATEA RESTRINSA

In mecanica clasicd se presupune ci spafiul in care au loc feno-
menele fizice este un spatiu euclidian. ILuind deci in acest spatiu
un sistem de coordonate carteziene ortogonale Oxyz [Cap. I, § 21]

. ) . ) _ D & )
an@gsu?a unut punct material P(x, v, z) ce reprezinti un corp esté

atd, dacd se cunosc coordonatele - 2 fia ! i

: g ) atele «x, y, 7 ale punctului in fu
de timp. } ! e

Tlmp;ul s¢ masoard printr-o coordonati / care creste continuu
de la nzmuf 1111f1111t la plus infinit. Miscarea unui punct material
ce se gaseste la momentul ¢ =/, In pozitia P.(x a

ydses - 1, pozitia Py« , %) este d
de formulele : ' olor Qs e

v =10, v = o), = — ), (1)

functiile ! 7 ietatea of ]
L S, e, ¥ avind pbroprietatea ca pentru ¢ = t, ne dau

Xy = J(h), vo = 9(ly), 2 = (to)-

Rezultd deci ci miscarea punctului se face pe o curbi definiti de

ecuatiile (1) [cap. I, § 4] si care se numeste traiectoria punctului
De:%lgur,_un punct poate si se miste mai repede sau mai ince‘;

pe traiectorie, dupd modul cum cresc sau descresc functiile f,

cind ¢ creste. Se comnvine a spune atunci ci viteza punctului ’l’cpf,lre

ca directie vectorul avind componentele date de derivatele fﬁnctii‘]or

Joo@, 4, ¢l cd piatratul vitezei este dat de formula :

V=g 2, @)

unde am notat cu x, v, z derivatele lui f, ¢, ¢ in raport cu ¢ Tinind
seama ca derivatele intr-un punct reprezintd parametrii ('Iil"ectori
ai tangentei la curba in acel punct [cap. I, § 4], rezulti ci viteza
in fiecare punct este un vector indreptat de-a Tungul tangentei fr
acel punct la curbai. g senter

Tinind seama de fort 20 ; :
3 § e ormula (20') din capitolul II, puten i
’ 1
formula (2) sub forma: P putem - scrie

» v — ds s
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unde ds este diferenfiala distantei dintre doud puncte, unul fix si
altul mobil, ale curbei definitd de miscarea (1), considerind aceastd
distanta ca functie de timp. Se mai spune cd v este derivata spa-
fiului in raport cu timpul. Dacd derivatele f’, ¢’, ¢’ sint constante,
deci daca f, ¢, ¢ sint date de formulele (14") din capitolul I, viteza
este o constanta si avem:

2 = a% - b% 1 2.

Se zice In acest caz cd migcarea este uniforma i aceastd migcare
se face evident in linie dreaptd.

In mecanica clasici se admite ca o axiomd, principiul inertiei
al lui Galilei® care spune ci migcarea unui punct asupra ciruia nu
actioneaza nici o fortd este o miscare uniforma4.

Rezultd deci cd dacd asupra unui corp redus la un punct nu
actioneaza mnici o fortd, atunci dacd el este in repaus, deci are o
vitezd nula fn momentul inifial, continud sd rdmind in repaus, iar
dacd este In miscare si are in momentul initial viteza v,, el continui
miscarea cu viteza v, in linie dreapta.

Dacd asupra unui corp (redus la un punct P) actioneazd o fortd,
aceastd fortd poate fi reprezentatd printr-un vector ce are originea
in punctul P si extremitatea intr-un punct Q. Notind cu X, Y, Z

—
proiectiile vectorului PQ pe axele coordonate, X, Y, Z se considerd
functii de coordonatele v, vy, z ale punctului P, si eventual de deri-
vatele lui v, v, z1In raport cu ¢ i pot depinde si de 7. Ecuatiile funda-
mentale ale mecanicii, care definesc miscarea punctului P, sint
date de ecuatiile lui Newton?

my — X, mj; Y, mz = Z, (3)

unde m este masa corpului, iar «x, v, z sint derivatele de ordinuf
al doilea ale functiilor f, ¢, .

Se zice ¢d x, v, z sint componentele acceleratiei punctului P
aflat in migcare. Acceleratia aratd deci modul cum variazd viteza.

Dacd forta este nuld, deci X =Y = Z = 0, acceleratia este nuld
sl viteza este constantd. Regisim principiul de inertie al Iui Galilei
care spune ca miscarea este uniformd si in linie dreapta.

Rezultd prin urmare cd daca asupra unui corp (redus la un punct)
actioneazd forte, el se migcd dupd o curba care poate fi o linie dreaptd

1Galileo Galilei (1564-1642), mare matematician italian, fondator al meca~
nicii §i descoperitor al legilor cidderii corpurilor.

2Isaac Newton (1643-1727), mare matematician englez, fondator impreund
cu Galilei al mecanicii §i unul dintre creatorii calculului infinitezimal.
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dacd forfa are o directie constantd ce coincide cu directia vitezei
inifiale a corpului.

Ecuatiile fundamentale (3) ale migcdrii unui corp rimin invari-
ante la o migcare uniformd a sistemului de coordonate daci X, A

sint constante. In adevir, dacd ludm noi coordonate, si zicem u, v, W,
asa fel ca sd avem:

U=x+at+ o, v=y b +p w=2z+4ct+ v, (4)

ecuafiile (3) nu se schimbd, deoarece avem w = v, v =1y, w — 2.
O migcare a sistemului de coordonate datd de formulele (4) se zice

o miscare galiletand. Printr-o asemenea miscare, vitezele se schimbi
dupd formulele :

w==%4a v=9-40b w=2-c.

Se gtie pe de altd parte cd lumina se deplaseazd ct o vitezd
de aproape 300000 km/s. Experienfele lui Michelson ( 1889) au
ardtat cd viteza luminii pdstreazd aceeasi valoare, independent de faptul
cd observatorul care midsoard viteza este in repaus sau in migcare
fatd de sursia. Acest rezultat a stat la baza postulatului fundamental
al teoriei restrinse a relativititii, formulat de Finsteinl. Acest postulat
spune cd viteza luminii fafd de orice sistem de referinfd (si tot-
odatd, viteza maximi a oricdrei interactiuni) este o constanti abso-
lutd, independentd de sistemul de referin{d. Experienfele ulterioare
ale lui Kennedy si Thorndike (1932), ale lui Tomaschek (1926) si obser-
vatiile Iui de Sitter asupra stelelor duble (1913) au confirmat ipoteza
mai sus amintitd.

Aceasta constituie un paradox (un fapt ce nu se poate explica)
pentru mecanica clasicd si relativitatea restrinsi creati de Einstein
vine si evite acest paradox, considerind spatiul fizic in care triim
ca un spafiu ct patru dimensiuni. Trei dimensiuni ale spatiului
fizic sint trei dimensiuni ale geometriei euclidiene i a patra dimen-
siune este timpul ¢, dimensiunile fiind legate in asa fel, incit in spa-
tinl 4-dimensional, distanta do intre doui puncte vecine

Px, v, 2, 1), Qv +dx, vy + dy, z +dz, t + di)

este datd de formula :

do® = 2dt? — da® — dy* — dz2, 5)

Albert HEinstein (1879-1955), profesor la Universitatea din Berlin si Prin-
ceton (S. U. A.), creatorul teoriei relativititii ¢i altor teorii fizice.
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ande ¢ este viteza luminii. Dacid punem ct = %, aceastd formuld
se scrie:

ot — dny — dt — dt — & )

si prin urmare spafiul coordg)nvatelor X N, 7, ¢ este un s;lzzrll‘;é; Caii‘g
cu patru dimensiuni, cu metrica Pede.fnnta,.dem cu o me L ear
poate avea atit valori pozitive, cit §1 .valon‘ negative sau nule. \Se
spune ci este un spafiu pseudoeuclidian. Spatiul cu nvletgmda ~(0)
se mai numeste spatiul lui Minkowski. Formula (5) ne fquta cd d 'G‘: ,
daci punctul (x, v, 2) se miscd cu viteza luminii fatd de un sistem
de coordonate carteziene al spafiului euclidian cu trei dimensiuni,
deoarece avem:

do? — dt2(c2 — i—[) — i (2 — v?), (6)

unde ds este definit de formula (20') din capitolul 1T, iar v este definit
de formula (27). ‘ o :
Formula (6) ne aratd cd do este real numai dacd membrul )a
doilea este pozitiv, deci dacd v < c. ES’Ee deci 'natural sd p.1_'esupun(‘,1‘1r\
i in spatiul fizic al relativitdfii restrinse, viteza lumann _este (u
mai mare vitezd posibild, sau altfel spus, celelalte viteze sint inferioare
vitezei luminii. Viteza luminii apare deci ca un invariant al spatiu-
lui fizic, astfel cd paradoxul lui Michelson este inlaturat. Ne putem
intreba care sint miscdrile spatiului pseudoeuclidian (V5). al relativi-
tafii restrinse. Aceste migcari confin desigur deplasdrile spa‘pul;l}
euclidian al coordonatelor x, y, z, formate din rotafii §i translafii
si confin si transformarea ¢’ =17+ k, care este o translatie a
timpului. . .
Pentru aceste transformdri, coordonatele §pav‘,aAalev X, y, % §i coor-
donata temporald ¢ se transformd separat. Existd insa s transformari
care nu mai au aceastd proprietate. . o
S84 considerdm de exemplu o transformarg care lasd variabilele
y, 2z neschimbate, insd transformd x,, « dupd formulele :
%o = %y ch oo | &’ sh a ©)

¥ = x5sh a + %' ch «,

unde o este un parametru oarecare i unde sh o, Ch, o sint fnlmsﬁl
si cosinusul hiperbolic, deci sint date de forr.nglelel(?;l ), capitolu :
Aceste transformiri pastreazi forma pitraticd (5'), deoarece avem:

’
dx? — dx® = dx? — dx'?,
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cum este ugor de vizut, {inind seama cid avem formula :

ch?2 o — sh?2 g = 1.

v

Avind in vedere cid x, = ct, rezulti cid transformdrile

¥=xcha+ct'sha, y=1'
(6”)

W
te="~sha-tt'cha z=712
c

lasd neschimbatd forma pétraticd (5). Aceste transformiri se numesc
transformdri Lorentz.

Rezultd de aici cd doud evenimente care apar simultane pentru
un observator, care mdsoard timpul cu variabila ¢, pentru un obser-
vator care mdsoard timpul cu variabila # nu apar in acelasi timp,
daci o £ 0. Intr-adevir, si considerim doud puncte Py(%, yq, 24, &),
Po(%y, Vs, 25, 1y) ale spafiului fizic 4-dimensional (5) si fie xf, y1,
zy, by St Xy, vs, 2y, Ly coordonatele acelor puncte in noul sistem de
coordonate dat de formulele (6"”). Avem atunci formulele :

Xy — Xy = (¥, — &) ch a0 + ¢(fy — £;) sh «

v v

4 T2 T M
ty — t; = -
c

sh o + (t, — 4;) ch «

s prin urmare, presupunind ¢, = ¢; si x,3£ x,, rezulti ci avem
ty = ¢, numai dacd sh o =0, deci daci « = 0.

In teoria relativitifii restrinse, Albert Einstein a presupus ci
migcarile spafiului lui Minkowski, avind invariantul de* dat de for-
mula (5), constituie transformirile de sisteme de referintd spatio-
temporale, care lasd invariante legile fizicii. Deci aceste migciiri
joaca un rol fundamental in teoria relativitifii restrinse. In aceastd
teorie se presupune in primul rind cd existd un sistem de referin{d
(¥, ¥, 2, t), care atribuie oricdrui punct din spatiul real, la orice
moment #, trei numere reale x, y, z. Fatd de acest sistem, la fiecare
moment, distantele intre doud puncte se misoard in centimetri prin
formula lui Pitagora, iar timpul se misoard in secunde, cu ajutorul
unui ceasornic universal, astfel incit lumina parcurge, fatd de acest
sistem de referintd, 300 000 km /s.

Teoria relativitdfii restrinse este in primul rind o teorie a cimpu-
rilor electromagnetice ; aceste cimpuri sint produse in spatiu de curenti
electrici aflati in migcare si sint caracterizate prin doi vectori E, M
care sint functii de punct si timp.. Aceste functii sint determinate
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cind se cunosc intensitatea curentului electric ¢ si densitatea o ca
functii de timp si sint legate prin ecuatiile lui Maxwell :
rot H — -‘;D-: i, divD =g,
t
(7)

rot E + %’i 0, divB =0,
I3

unde D, B sint vectori definifi de curentul si densitatea electricd
considerate. Clmpurile E, H actioneazd asupra sarcinilor si curen-
tilor electrici din spatiu, imprimind de exemplu unui electron de
sarcind electricd e si vitezd v acceleratia

a— 2 (E + v X B). 7)

m

Vectorii H, D, ..., v, a au cite trei componente, relativela axele

A doua ipotezd a teoriei relativitdtii restrinse est’c cd in orice
alt sistem de referinfd al spatiului si timpului (¥, ¥, 2, 1), legat
de sistemul (x, v, 2, {) prin formule liniare, ce invariaza exlpres1;el
do?, ecuatiile (7) (7') rdmin invariante ca formd; vectori Ev , M,
D', B', i si densitatea p' relativi la noul sistem de referinta fiind
legati de vectorii £, H, D, B, 7, si de midrimea p prin anumite
relatii liniare. Menfionam insd cid legile de transform%re impuse
componentelor vectorilor indicati se exprima sub o formd sugestiva
cu ajutorul caleulului tensorial. R

In ceea ce priveste legile de transformare pentru vectorii viteza

-2 . . - o . .
v si acceleratie a, acestea rezultd din formulele:

dx’ day’ , dz
‘U;/ == , 7_);,, = = ; , 7)2, f— =
at’ dt dt
, azx’ , a2y’ ;o a¥
Ay = y Ay = ——, ay = B
at’? ’ dt'? dt'?

si din legea de transformare cunoscutd a variabilelor %, v, 2, t,
si rezultd in particular cd avem v = ¢, dacd v = c. L

" Inainte de a considera miscirile generale ale spafiului lui Min-
kowski, si revenim la transformarea ILorentz speciald (6") si sd
observim ci dacd avem la un moment ¢ ={, o bard agezatd rigid
pe axa x si avind extremititile in punctele P,(x,, O,‘O), Py(x,, 0,0),
atunci ea va avea lungimea ! = |x, — x,|. Pentru sistemul de refe’-
ringd (x', y’, 2/, ¢), lungimea barei se va calcula la un moment 7.
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Sa presupunem cd la acest moment, bara are extremititile 1
L D cd ¢ , emitétile In punctele
Pi(x1, 0, 0), Py(x,, 0, 0). Din (6"”) rezulti formule de forma:

r
%y =% cha-clysha, x,=x,cha- ctysha.

Scizind, rezultid :

— !
b= o) — %] = | — xy) ch o = V' ch o, (I' = |27 — x3)).
Pe de altd parte, si observidm cd originea sistemului (x’, y’, 2/, ')
. t .
are la momentul ¢, cind ¢’ = abscisa x datd de formula:
chno

A(t) = ct’ sh o = ¢t th «,
deci viteza originii sistemului de referintid accentuat este:
v = c¢th a

De aici rezultd cd punind

avem formula:
1 B 1
Vi—ie Vi—p

A A Y B . .
astfel incit formula gésitd mai sus se poate scrie:

ch o =

U=1Iy1—p <l

Aceastd formuld aratd cd bara consideratd are o lungime mai micd
pentru sistemul care se migcd fatd de bard decit pentru sistemul
legat solidar de bard. Interpretind formula (6”) ca definind o mis-
care a 51§t§n_1ulu} (x', y', 2, t') fatd de sistemul (%, vy, z, £), rezulti
cd o bard isi micgoreazd lungimea pe directia migcdrii, pentru un
obse1;vator care se miscad fatd de bard. Deci in teoria relativitatii
restrinse apare fenomenul de contractie a lumgimilor, fenomen care
fusese prevdzut in 1903—1904 de Lorentz, in incercdrile sale de a
elimina din mecanica clasicd paradoxul ivit prin experienta lui
Michelson. ‘

Uvn fe{lomen analog are loc pentru intervale temporale. Intr-
adevidr, sd presupunem cd din originea sistemului (x, v, z, ¢) trimi-
tem doud semnale luminoase la momentele #;, £, Din ’(6”’) rezulta
cd pentru un ceasornic pus in originea sistemului (x', 3/, 2/, '),
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; i t . .
rimul semnal a fost dat la momentul ¢ =-—, iar al doilea, la
{Ea t cha :

1, . .
momentul #; = 1‘ , astfel ci obfinem formula:

ch o
t, = (ty — ty) ch o = hoh
1 2 1 - ‘/1 — B'Z,‘
care arati ci dacd in loc si mdsoare timpul un observator din O’,
care este in migcare fatd de ceasornicul din originea O a sistemului
(x, v, 2, t), il misoard observatorul din O, timpul apare dilatat cu

Ao o

)
2

factorul ——=— >
e . . .
S4 observim cid primul semmnal luminos trimis din O va fi primit
in originea O’ a sistemului (¥, »', &, I) la momentul #7, pentru
care ‘¢(tt — t) = (I} -+ 1) v, deci avem:
¢+ v 1
poootr g IRy
c— v 1—p

fn acest moment ¢}, ceasornicul din punctul O’ inregistreazd timpul

{ Ly 1 1— g T+p
o 4 _u+pVIi-§ t1=(1+a)\/1—i—§t1

S L—p

si astfel observatorul din O’, care cunoagte pe ¢%, are posibilitatea
¢4 cunoascd momentul #, in care a fost trimis primul semnal din
0; o formuld analogd este valabild pentru al doilea semnal,

SRR VIES T

Rezulti ci cele doui semnale luminoase se vdd in punctul O°
la intervalul de timp

g = 8\ )

Pentru orice viteze v, deci pentru orice B >0, avem:

(1+s>\/1—+—ﬂ>1,

-8

deci intervalul de timp ce desparte momentele de primire in 0" a
semnalelor este totdeauna mai mare decit intervalul ce desparte

momentele de trimitere a semmnalelor.
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Sd studiem acum grupul miscirilor spafiului lui Minkowski,
«care poartd numele de grup al lui Lorentz, dupd numele fizicianului
olandez H. A. Iorentz, care a aritat primul legitura dintre acest
grup si ecuatiile lui Maxwell.

Grupul Lorentz fiind format din transformédri liniare in patru
variabile x, y, z, ¢, ce invariazi forma pitraticd 2 + V4 2% — e,
poate fi identificat cu grupul deplasdrilor modelului 1ui Cayley al
geometriei lui Lobacevski in spafiu (cap. II, § 6). Considerind
formulele [cap. II, (26')] pentru R = ¢,

z - ct 0w |-
I.::w, w = "B,
X -2y Yw - 8
observim ci pentru w — 0 rezulti » — ¢t si din ecuatia x2 4 v+

22— % = 0 rezulti v — ¥ =0, deci x + 4y = 0. Prin urmare,
transformirile

’ o
W= ——,

Yw -} 8
care pdstreazd w = 0, corespunde la transforméri Lorentz care pis-
treaza sistemul de ecuatii ¥ =y = 0, deci la transformiri I,orentz
speciale in variabilele z, ¢,

Transformdrile Lorentz care lasi invarianti variabila ¢ corespund

la rotatii in jurul centrului sferei X2 A4 Y2 72 = ¢ gnde X — %,
t

- z . v % .
V=2 72 $1 se poate ardta cd orice transformare Torentz
t t

se poate descompune in produsul unei astfel de rotatii cu o trans-
formare Lorentz speciali i cu o altd rotatie. Intr-adevir, si presu-
punem ca o transformare T,orentz oarecare I duce punctul 0(0, 0,0, 1)
intr-un punct A(a, b, ¢, d), diferit de 0. Printr-o rotatie R putem
face ca dreapta 04 si se suprapund peste axa Oz. Atunci A vine
intr-un punct B al acestei axe. Fxists o transformare ILorentz L,
de forma (6'), care duce punctul O in punctul B. '

Transformarea T,orentz RLyR—" va duce punctul O in punctul
A, iar transformarea Torentz L(RLyR=1)~' va lisa punctul O invari-
ant, deci va fi o rotatie R’ in variabilele x, ¥, %, adici

L(RLyR=1)~1 — R’

De aici rezulti formula :

L =RiLR, (R, =RR, R,— R,

)
~]
oo

care aratd cd orice transformare Lorentz se descompuneG'mtr-um
produs-a doud rotatii cu o transformare Iorentz de f,orn}a f ).

Numind tnertial orice sistem de rvfcriutﬁ (x', v, 2, t') care e

i ul (x 4, 1) printr-o transformare Lorentz, formgla

legat de sistemul (x, y, 2, A e I i rotatiile
precedentd aratd ca schimbind axele x, v, = §i &/, ¥/, 2 ._pt fafiile
Ry, R,, se obtin doud sisteme "f' rclm.'n.l;:euleg‘a_l.te prin 1'1—9 _ vl
formare Lorentz speciald. Rezulti de aici ca orice fOl’an%fl 1n\ia?11
antd fatd de rotatiile variabilelor v, v, z si fa;ca‘ df: (;:ran_s_ orrtnarl e
Torentz speciale in variabilele z, / e¢ste invariantd fatd de orice trans-
formare Iorentz. b ‘

Mentiondm in incheiere cii scriind legea de transfon}lale aJ1f ect-
atiilor lui Maxwell fatd de o transformare Lorentz 1&6'), lIfl con lorr?éI
tate cu ipotezele teoriei relativitifii restrinse, se o ‘;1(11e ormula ui
Biot-Savart cunoscutd in fizica vlmuenta.ra, ’dupa care ur& c;uge
in migcare di nagtere unui cimp magnetic. A_nun?e,' com:i er(lin 1o
transformare Lorentz speciald vnr:wte’rlzz}ta’prl1l vv1teLa v 'et epla-
sare a unui sistem de referinfd (', y', 2', #') fatd d§ a1t151_s ?rr{t(x,
v, 2, t) de-a lungul axei v, legile de transformare ale cimpului electro
‘magnetic in vid dau relatiile :

1
R - (E, 'H),
E =l B, Vﬂ—W( y— B

i (B BH), (8 = o

El—

1 r
i N ——— (H, + B"E),
t=H, H, Vhﬁﬂ y 1+ B
L= (M, — BE), (87 =)
H; = Vi ,(,5.; z i o

i i de sarcin
Dacid in originea sistemului (x, vy, 2, ¢) avem un electron de 1
- . - logoa.
electricd ¢, cimpul (£, H) definit de acest electron este dat de leg
lui Coulomb :

—> e X
H=0, E, = drey (¢ + 2+ )
-t . v E — e . 4
= - a7 I

drey (v 4 97+ s dmey (624 32+ )
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= .
In sistemul acc 4
entuat va rezulta un cimp m i ;
n agnetic H i
v, z avind componentele : P mag situat in planul

1
H, =0, H;zﬁﬁ”(lﬁﬁz) ’ z
4re, (% + 92 + 22)3/2 ’
_ L
H— By ” y
4re, (%2 4 y% + 2%
Mirimea acestui cimp este:
P Vst o+ 2

\/1 — B? Arey(a? - g2 4 2)% s ’

Pentru viteze v mici iji
Z ici, neglijind pe p fati de 1 i
. . O : 1
lui Biot-Savart, sub forma : b  obfinem formula

H ev \/ 32 4 5 . ev sin o

dregec® (42 4 9% z‘l):’/z o dmegpec? 72

)

u 1

' ul}de&r este d1stanjc§ deﬂla clectron la punctul P(x, y, z) al spatiu-
lwg, in care calculdm cimpul H, iar « este unghiul dreptei OP cu
axa Ox. Dar avem gy c? = 1 si rezultd :

ey sin
H = -
4mp?

’

formuld binecunoscuti in electricitate.

§ 2. RELATIVITATEA GENERALA

e Iiela’g;ntatef:_l testrinsd nu a reusit si explice alte fenomene fizice
e dlijntfst; i ‘Sxpfhcate cu ajutorul principiilor mecanicii clasice.
ceste fenomene se referd la fapt a i ia unei
ac ul cd traiectori

raze de lumini care ne vi indepis atunci
vine de la stele indepartat a i

a : > 1 s e se curbeazi at
cind trece prin vecinit S i . rvat

atea Soarelui, fenomen i

cind i » ce a putut fi obs t
in timpul eclipselor de S 7 ivit raiec

1 oare. Or, in relativitat trinsi i
toris toni deTEor are. Or, 1 atea restrinsd traiec-
Z 14 continud sd fie considerati ini &
« ) j f deratd ca o linie dreapti.
Vdiztaice(fa’“ Einstein presupune cd numai in primi aproxim};tie
fele in spatfiul fizic sint date de o formuld de forma (5), dar

280

ci in general do este dat de o formi pitraticd in dx, dy, dz, di care
se poate scrie sub forma: :

do® = (ds)? — (ds')* — (ds?)* — (ds°)? (7y
unde dst, ds!, ds?, ds® sint forme liniare in dx, dy, dz, di,
dsi — aidx -+ bidy - ¢'dz |- didt, (1 =1, 2, 3, 4),

in care ai, bi, ¢i, & sint funcfii de variabilele x, v, z, {. Spajiul
fizic este deci un spafiu al lui Riemann cu patru dimensiuni cu me-
trica formati dintr-un pitrat pozitiv si trei patrate negative. Un
asemenea spafiu este in general un spafiu curb, deci drumurile cele
mai scurte nu sint linii drepte. Se admite ci spatiul este mai curb:
in regiunile unde materia este mai concentratd. Iumina in acest
spatiu descrie o geodezicd de lungime nuld, ca si in cazul teoriei
relativititii restrinse unde do, definit de formula (5), este zero pentru
traiectoriile luminii. Tinind seama cd regiunea din vecindtatea Soarelui
este o regiune unde densitatea materiei este foarte mare, razele de
lumini trecind prin aceastdi regiune se curbeazd mai mult decit in
alte regiuni din sistemul nostru solar, pe care lumina le traverseazd.

84 presupunem ci sintem in cazul unei eclipse de Soare. In acest
timp stelele din vecindtatea Soarelui pot fi observate si se cons-
tatd cid ele au o pozifie schimba- ‘
td fajd de aceea care este cunos-
cutd din miscarea bolfii ceregti.

in fig. 114, P este punctul de
pe Pamint din care sc fac obser-
vatiile, cercul S reprezinti Soare-
le, E este pozifia realdt a unei ste-
le, E' — pozitia aparenta.

Relativitatea generald a reusit
si explice si un alt fenomen, numit
miscarea pertheliulur lui Mercur.
Dupi cum se stie, conform legilor
lui Kepler, traiectoriile planetelor
in jurul Soarelui sint elipse (cap.
I, § 4), Soarele ocupind unul din Tig. 114
focare.

Explicatia acestui fapt a putut fi dati admitind legea gravita-
tiei universale, care spune cd doud corpuri ceresti se atrag unulpe altul
cu o for{d proporfionald cu masele celor doud corpuri si invers
proportionald cu patratul distanfei dintre ele.

w
”
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Observatiile astronomice au aritat insd cd miscarea plantei
Mercur, cea mai apropiatd planeti de Soare, prezinti o anomalie
fatd de legea gravitatiei universale.,

Intr-adevidr, considerind elipsa descrisd de aceastd planeti in
jurul Soarelui si numind cu P punctul cel mai apropiat de Soare
(periheliu), acest punct nu rdmine acelasi de la o'rotatie a planetei
la alta. Cu alte cuvinte, elipsa suferi cu
timpul o rotatie.

In fig. 115 sint prezentate dous pozi-
tii ale traiectoriei lui Mercur ; una este da-
td printr-o trasituri plina, cealaltqd —
punctatad.

Aceastd anomalie nu a putut fi ex-
plicatd in mecanica clasici cu ajutorul
legii gravitatiei universale. Ea a putut fi
insd explicatd in teoria relativititii  gene-
rale, si anume datoriti curburii spatiu-

Pig. 115 lui. In relativitatea generald se intro-

duce un principiu conform cdruia mig-

carea corpurilor ceresti, in particular a planetelor in jurul Soare-

lui se datoreste faptului ci metrica spatiului posedi o curburi

si cd planetele descriu drumurile cole mai scurte compatibile cu

metrica spatiului, asa cum un punct pe o sferd descrie in absentd
de forte un cerc mare (0 geodezicd).

Rezultd deci ci in relativitatea generald, legea gravitatiei uni-
versale este inlocuiti cu principiul inertiei lui Finstein.

Corpurile ceresti descriv drumurile cele mai scurte compatibile cu
melvica spatiului presupusd de lipul (7).

§ 3. ECUATIILE GEODEZICILOR UNUI SPATIU RIEMANN

Am vizut in paragraful precedent cd conform ipotezei lui Einstein,
spatiul in care tridim este un spatiu al lui Riemann cu patru dimen-
siuni i ¢ geodezicile de lungime wnuld sint traiectoriile razelor
luminoase. Deci geodezicile joacd in spatiul riemannian rolal dreptelor
din spatiul euclidian. Este prin urmare necesar si se gdseascd ecu-
afiile geodezicilor cind este cunoscutd metrica spatiului. Pentru a
rezolva aceastd problemi vom presupune cd avem un spafiu ¥,
cu # dimensiuni raportat la un sistem de coordonate N
In cazul teoriei relativitatii, numirul » este egal cu 4, insi asa cum
am spus in paragraful precedent, existi unele teorii unitare in care
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# are valoarea 5, 6 sau un numar mai mare, de aceea vom presupune,
pentru moment, cd # este un numir intreg pozitiv arbitrar.

Fie atunci o .
ds* — a;dxidxs 8)

metrica spatiului V,. Sa presupuncm cd ¢ este un parametru oare-
zicem timpul din mecanica obignuitd si sd considerdm expresia

T = } a, x'xi (.ifi e %l;l) (8

-

care, sa

ca fortd vie a unui sistem mecanic care are » grade de .lllnertagc:‘
xt ., a". S presupunem cil sistemul este supus la un sistem (1L
for ! leriva dintr-un potential U. Atunci ecuatiile de
forte externe ce de r-un f e S
migcare ale sistemului mecanic sint date de ecuatiile lui Lagrange:

d (0l 1)1' -(237 (8,,)’
dt\ ot oxt " oat

In cazul particular in care se considerd migcarea unui punc‘t
material oarecare P de masit m din spafiul euclidian obignuit rapm‘—
tat la coordonate carteziene ortogonale % Y, 2 atunct m1§c_arve€ilipufn;-
tului sub actiunea unei forfe / este datd in mecanica clasicd de fo
mula fundamentald a Iui Newton:

ma —= I, (8"

unde a este accelerafia i are drept componente derivatele det 01(211:
nul al doilea ale lui x, v, #z, in raport cu £, deci a este un vector

componente i
d*a - a*y Z d*z

X Y = — , f—

e’ - dr i
I ii igcarii se scri d I’ derivd dintr-un potential
‘cuatiile migedrii se scriu deci, dacd ' derivd di I
U, astfel : ’
} %) ou " oU 711;/. _au
mx my = —, mi = —.
oxv ay’ 0z
In acest caz forfa vie este datd de formula:
. 1 . ; o1
I = —m (%2 | 92 4 22) = — M,
2

“

i 5 istd ok
unde v este viteza punctului. Dacd nu existd forte externe, dec
U = 0, ecuatiile miscdrii se scriu:

x=0,9y=02=0,
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care integrate ne dau:

Xx=at+ o, y=0+4 8, z=ct+ v, ~(8Y)
care reprezintd ecuatiile unei drepte si ajungem astfel la principiul
de inertie a lui Galilei:
 Un punct material in miscare, asupra cirwia nu actioneazd mici
o fortd, se miscd in linie dreapti cu wvitezd comstantd.

In adevir, ecuatiile (8') ne spun ci:

2 =a% + 0? 4 ¢,

deci viteza v a punctului P este constanti.

Dacd punctul material este imobil in momentul initial, deci
dacd pentru ¢ = 0, viteza v este nuli, aceasta inseamni ci a — b —
= ¢ = 0 si ecuatiile (8'Y) ne spun cd punctul rimine fix.

Revenind la ecuatiile Iui Lagrange, vedem ci ele coincid in cazul
particular al migcdrii unui punct material P cu ecuatia fundamen-
tald (8'") a mecanicii clasice ¢i sint de altfel deduse in general din
aceastd ecuafie aplicatd unui sistem de puncte, care pot constitui
unul sau mai multe corpuri materiale.

Sd ardtdm acum cd ecuatiile lui Lagrange admit integrala prima

T=U-+ L, 9)
unde E este o constantd. Aceasta revine a spune ci daci «f ca functii
de ¢ satisfac sistemul (8”), atunci avem:

AT dU
dt dr

Or, aceastd ecuatfie se scrie, finind seama cd T depinde atit de «*
cit si de #% in timp ce U depinde numai de x?,

i_ OT dxt 1 T a#t U d_‘l] — 0. ©)
' oxt at 04t di oxi dt

Pe de altd parte, finind seama cd 7 este o functie de gradul al
doilea In %, omogend, deci tofi termenii sint de gradul al doilea, putem
utiliza teorema lui Kuler, care spune ci avem:

n ™ ;
dT Jx’ ™
i — =21

T/ dxt dl

Derivind aceastd relatie in raport cu £, obtinem:

i T\ dxt T dii T
2"[2 (0_'J__‘_+,‘7,,T dit 90T
7 Yar \ oxt) dat oxt dt dt
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“Tinind seama de ecuatiile lui Iagrange, putem scrie aceastd ecuatie:

oxt dt 0%t dt oxt dt dt

2

» [OT axt 0T axt oU dvi] 9 arT
avt ) gL ew T er ) 9t
1
care este echivalentd cu ecuafia (9'), deci (9) este o integrald primd.
Aceastd integrald primad se numeste integrala forfei vii a sistAemulul
S3 presupunem acum cd nu existd forfe externe, deci cd in ecu-
atiile lui Tagrange (8') avem U = 0. In acest caz ecuatiile lui La-

grange se scriti:

L ) (9")
dt \ oAt dxi

Aceastd ecuatie reprezintd ecuafiile geodezicilor spatiului V,. Avem
deci teorema :

Fiind dat un s]bqgfmAVn, geodfzicz'le sale sint traiectoriile - siste-
amului mecanic asociat in absentd de forte externe.

Tinind seama cid ecuatiile lui Lagrange admit 111tegr%1a primd
(9), rezulti ci ecuafiile geodezicilor admit integrala’ primd T = E.
Cum avem formula :

& 9T — 2F,
dt?

rezultd ci geodezica este de lungime nuld dacd E este zero.
Daci E == 0, deci arcul ds nu este zero, geodezicile pot fi definite,
de asemenea, drept curbele ce fac extremd integrala

I = Sds,

s0

deci geodezicile ce nu sint de lungime nuld au proprietatea ca inte-
grala I are cea mai micd valoare, cea mai mare sau este stajionara
pentru o geodezicd trecind prin doud puncte P,, P fati de oricealtd
curbd trecind prin aceleasi puncte.
Tinind seama cd avem
0T _ o, 9T _ L 00y,
oxt 0wt 2 0t

ecuatiile (9”) se pot incd scrie sub forma:
L 95 gigr — 0.

0aij o: i
a.:x - —= XIxk —
i + ox* 2 Oxt
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Cuam al doilea termen se poate simetriza in 4, k, scriind :
aaii ik — 1 [ Oa;j day,

gy Yk ijk
Ox 2 | oxk K aij ’
ecuatiile (9) devin:

@i - |j k, i3t = 0,

unde am pus:

Gk il =

2
4

Qagj | Oajy, dajy, L
ot i O ] (107

si cantitdfile |7, &, ¢ se numesc simbolii lui Christoffel de prima speta
asociafi metricii (8). Tinind seama cd noi presupunem ci determi-
nantul @ = |a,| este diferit de zero, rezultd cd ecuatiile (10) se pot
rezolva in raport cu X% si avem:

A P .

Fid Uk!xu = 0, (11)
unde am pus:

i = a¥ljk, | (11)
$1 am notat cu a* reciprocii determinantului @, deci avem :

ajsal = 3.

Cantititile ]]’:kl se numesc simbolii lui Chrisoffel de-a doua spetd
ai metricei (8)

A v - - - A ol A .
Sa observdm acum cd dacd in formula (8) cantitatile a;; sint con-
stante, deci nu depind de wvariabilele &1, ..., 2", derivatele gﬁ’,’—
ox”™

sint nule, deci simbolii lui Christoffel de prima si a doua speta sint
zero, prin urmare ecuatiile (11) ne spun cd derivatele de ordinul al
doilea ale variabilelor % in raport cu ¢ sint nule, deci v sint functii
liniare de variabila /; altfel spus avem:

X = ait - b, (12)

unde a’, 0" sint constante. Aceasta inseamni ci geodezicile sint in
acest caz linii drepte date de ecuatii de forma :

,xl — bt - i”“;[_)f’ (12/)

ﬂl “ﬂ
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deci sint drepte care trec prin punctul B (8% ..., d") si au
directia datd de vectorul a', ..., a", vector ce-l presupunem diferit
de zero, altfel geodezica s-ar reduce la un punct, punctul B.

Rezultd cid atit in spatiul euclidian obisnuit, in care metrica este
datd de formula:

ds? = dx® | dy* + d22, (13)

cit ¢i In spatiul lui Minkowski al teoriei relativitdtii restrinse, in care
avem :
ds® = c2dt* — dx® — dy* — dz* (13"

geodezicile sint linii drepte. Altfel spus: fiind date doud puncte ale
unei drepte, distanta intre aceste puncte, calculatd pe dreapta, este
mai micd decit distanta calculatd pe orice altd curbd ce unegte aceste

puncte.
Sd presupunem acum ca putem scrie metrica spatiului sub forma :

ds? = edo® + V(dx")?, (14)

unde ¢ = 1 sau — 1 si unde do® este o metricd in n — 1 variabile
A ..., A" sl cd V2 este de asemenea o functie numai de varia-
bilele «', ..., "1 Se $pune atunci cid metrica noastrd este de tip
static g1 cazul se prezintd in teoria relativitdtii, cind #» =4, ¢ = — 1
si do* este o metricd pozitiv definitd in variabilele %', x2, x3. In
cazul relativitdtii restrinse avem, tinind seama de formula (13'):

V2 = ¢? do® = da® + dy? + dz?, (13")

deci do? reprezintd metrica spatiului euclidian £, Dacd notim cu
T forta vie asociatd spatiului (14) si cu 17 forta vie a spatiului cu
metrica do? presupusd datd de o formuld de forma:

do? = bydxt dxi(i, 7 = 1,2,...,n — 1), (14')
avem evident formula:

Ve, . 1 o
T =<1’ -+ 7 (xn)z, 1" = —‘;‘Z)“'X%x].

Sd scriem atunci ecuatiile (9) ale geodezicilor. Avem, deosebind
cazul 1n care 7 ia valori de la 1 la » — 1 si cazul in care 7 = #,

d (0T’ 011 1 oKe
© I:_—( ) N i‘] g ’ ; (xn)ZZO)
di \ 0#x¢ ox? 2 0t

2z v ") — 0.
dt dt

(16)
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Ultima din aceste ecuatii se poate integra si se scrie:

dxm
V:—=K,
dt
unde K este o constanti, pe care o putem presupune diferitd de zero,
cdci altfel 4™ ar fi o constantd, si alegind %", putem presupune K = c?,
deci in asa fel ca sid avem:

v "2

unde ¢ este o constanti fixd. In cazul relativititii restrinse aveny
dx* = di, deci x* coincide cu timpul ¢, abstractie facind de o deplasare.
Tinind seama de ecuatia (16'), primele ecuatii (16) se scriu:

dfoT ] 9T 9 [ et ]

dt | o#t oxi x| 212’
Aceste formule ne aratd cd integrala fortelor vii referitoare la metrica
(14) se scrie

7= L E (17

unde E este o constantd.

Avem deci teorema :

Ecuatiile geodezicilor unui spatiu Riemann cu metrica de formd
statica (14) sint date de ecuatiile (17), deci de traiectoriile miscdarilor
unut punct in spatiul 'V, sub influenta unui cimp de forte deri-
vind din potentialul

n—1

Wz_%y (17')

variabila x" fiind definit@ in functiile de t de formula (16').

§ 4. CURBAREA RAZELOR LUMINOASE $I DEPLASAREA PERIHELIULUI

Am spus la inceputul paragrafului 2 cd relativitatea generald a
reugit sd explice doud fenomene importante si anume: migcarea
perihelinlui lui Mercur §i curbarea traectorilor luminii. Vrem sa
aratdm cum se face aceastd explicare presupunind cd spatiul fizic
este spatiu curb cu patru dimensiuni, de tipul aceluia dat de teoria
relativitatii generale si presupunind cd miscarea planelor, se face pe
geodezice ale acestui spatiu, iar traiectoriile luminii sint geodezice

e

=

.

de lungnne nuli. Pentru aceasta vom presupune cid elementul de
arc in spatiul timp este definit de formula statica simpld

do* = £ (d)? — da? — dy* — d7%, (18)

unde R este o functie de 7 = Va2 + 9% 4 22 Comparind cu formula

(14) rezulta cd avem
ot

e=—1, V=2 FC=FRe
R dt
si deci integrala forfelor vii se scrie
dx

P24 gt 4 2= @R 4 2E (x#d_}-

z

Putem sd interpretdm c¢*R?/2 ca potentialul fortelor, deci sd punem

Rezultd deci teorema :

Traiectoritle geodezicelor metvicer (18) coincid cu miscdrile unui
punct in spatiul euclidian E4(x, v, z) sub actiunea unor forte ce derivd
din potentialul U.

Cum noi presupunem ca R? este o functie de 7, sintem in prezenta
unor migcdri centrale, deci migcdri plane. Putem presupune deci
cd aceste migcari se fac in planul z = 0, astfel cd utilizind coordonatele
polare #, 0 deci punind

o =V T,

integrala fortelor vii i inte-

x=7rcos 0, y=rsinb

rezultd cd avem doud integrale prime,

- grala ariilor, deci 7, 0 ca functii de ¢ satisfac ecuatiile

72 -+ %62 = 2R? - 2F. (18"
720 =1
Intr-adevir dacid miscarea este pland ecuatiile miscirii sint

x =9, 5_9U,
. O Ay

v

Cum U depinde in cazul nostru prin ipotezd numai de 7, rezultd cid

U v
a__ — a_U _a.i a_U ﬁji — 7 g(l Slrl O __[__ y
a0 dx 00 dy 00 ox ()y

cosO—O
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Ori aceasti ecuatie se scrie

ay ox

si se poate integra luind

xy — vk = 129 =1,
ceea ce constituie integrala ariilor. Denumirea vine din faptul ci
ariile descrise de raza vectoare OP unde O este originea si P este

punctul de coordonate x, y in timpuri egale, sint egale. Intr-adevar
notind cu dA aria triunghiului OPP’ unde P’ are coordonatele x +

4+ dx, ¥y + dy avem

0 0 1
20d = | x y 1| xdy — ydx = ldf,
dx dy O

ceea ce demonstreazi denumirea de integrald a ariilor.

S4 revenim la sistemul (18). Daci presupunem ci 6 == 0 deci dacd
excludem miscirile rectilinii ce trec prin origine, deci presupunem
13£0, atunci putem elimina 6 $i avem pentru 7, ca functie de 0,
ecuatia

l(‘1¥)2 + 72 } Ly SI) o (18”)
ao . 7t

S3 presupunem acum cd pentru 7 indeajuns de mare metrica (18)
este de tip Minkowski. Este natural atunci sd presupunem cad pentru
7 tinzind la infinit R?tinde la 1, deci cd pentru valori ale lui 7 indea-
juns de mari avem

k k k

RR=1+2+24 . 2+ (181
s v v

seria din membrul al doilea fiind convergenta pentru 7 > #, unde

7, este o constanti convenabil aleasd.

Intr-adevir aceasta corespunde faptului cd noi presupunem ma-
teria concentrati in origine, deci cd la infinit spatiul fizic devine
spatiul lui Minkowski.

Si presupunem de asemenea cd in formula (18"), tinem seama
numai de primii trei termeni deci cd ludm

A 2a b
R=1+—+4— (19)
ey

ey
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unde a, b sint constante. Presupunem deci ca integram ecuatia (18’)
cu K2 dat de formula (19) si vrem sa ardtdm cd aceasta revine a lua

R—-—t (19')
1 -+ ecos af .
unde p, ¢, o sint constante. In adevir derivind avem
flzf __ peasinad
do [1 - ¢ cos a0]?
si prin urmare ecuatia (18”) se scrie finind seama de (19)
Pleto sin 2o O - (1 4 ¢ cos a 6)%] = p*(c® + 2E) + 2ap(1 -+ ecosad) -
4 b[1 4 ecos a 02
Inlocuind deci sin? a0 cu 1 — cos? « 0 obfinem o ecuatie de gradul
al doilea in cos « 0, care trebuie sd fie identic verificata. Fgalind
cu zero coeficientii acestei ecuatii obtinem formulele :
12le*o® 4 1] = p2le + 2E7 + 2ap + b, (19"
2= ap b, (1 — a?)e? =D.

Ultima ecuatie ne spune ca dacd b = 0, atunci o2 = 1 si invers. In
acest caz insa curba definitd de (19') se scrie

s P

‘1+8COS6

(20)

si reprezintd o conicd, originea fiind unul din focare.
Intr-adevar, putem scrie aceastd ecuatie sub forma

\/M?—{jﬁ =p —ex
si prin urmare ridicind la pédtrat obtinem
WL = e o 42 2 pex — 2 = 0

adicd o elipsd, o iperbold sau o parabold dupd cum, ¢ < 1, sau ¢ > 1,
2 - . o . . .
sau ¢* = I. De asemenea se vede cd originea este unul dintre focare
cdct raportul distantelor unui punct al curbei la origine ¢i la dreapta
x=7ple
Vi e

— — 2

v o— —

e

este o constanta.
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Dacd b == 0, deci 0?21 se constatd cd ecuatia (19') nu poate
defini o comnicd, observind de exemplu cd punctul P al curbei nu
revine in aceeasi pozitie cind 0 variazd de la 0 la 2r. Astfel, daci
notdm cu 7, valoarea lui #» pentru 6 = 0, si cu », valoarea lui » pentru
0 =7 si cu 7, valoarea lui » pentru 6 = 2rx avem :

Py, ? e ?

Vo — ) = — y ==
0 14 e ¥ 14 e cos no

1 + e cos 2ra
deci 7y == 7, = 7, daca o? == 1.

Rezultd deci cd o dreaptd ce trece prin origine intilneste curba
in mai mult decit doud puncte, deci curba nu este de gradul al doi-
lea, deci nu este o conici.

Avem deci teorema :

Conditia mecesard si suficientd ca traiectoriile metricei (18), (19)
sd fie comice este ca b sd fie zero.

In acest caz potentialul U al forfelor este dat de formula
=2 + 2,
2 3
astfel cd derivata in directia razei vectoare, deci componenta forfei
pe aceastd directie se scrie
ou @
F, = — == —— —
o v?
Punind deci a = fm, unde m, este masa soarelui cind presupunem
masa planetei unitatea, se regiseste legea gravitatiei universale a
lui Newton.

Sa utilizdm 1nsd acest caz pentru a explica curbarea razelor lumi-
noasel. Trebuie sd presupunem atunci cd E = 0, pentru ci traciec-
toriile luminii sint in spatiul V', geodezice de lungime nuld, deci trebuie
sd avem conform formulei (18)

(dxY? = da® 4 dy? + d2?

02
R2
si prin urmare, pentru 2 = 0 in coordonate polare, rezultd

72 - 7262 = 2R2,

1T. Levi-Civita, The absolute differential calculus, Blackie, Londra, 1927, p.
403.
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Formulele (19"”) ne dau

]5:%,32:14‘%”2, (20")

ceea ce ne defineste constantele p, ¢ din ecuatia (20) in functie de
viteza luminii ¢ si de constantele a, / care au caracter mecanic.
Cum din prima formuld rezultd ca p, a sint de acelagi semn rezulta
cd e? este mai mare ca unitatea.
Prin urmare ecuatia 1 + ecos 6 = 0 are solufii, deci existd un
unghi ¢ in asa fel, ca s avem:

cos o= — —, (207)

1 . .. . .
deoarece — este o cantitate mai micd ca unitatea. Pentru valorile
e
0=0 0= —o¢

care satisfac ecuatia (20"'), raza vectoare # este infinitd, deci curba
de gradul al doilea (20) are ramuri care merg la infinit, prin urmare,
aceastd curbi este o hiperbola, ale carei asimptote fac intre ele unghiul
Zo.

Avind in vedere distanfele mari care separd o stea, care me trimite
o0 razd luminoasd, atit de Soare cit $i de Pamint, unde este receptatd
raza luminoasi putem presupune cd unghiul care misoard deviatia
razelor luminoase, deci unghiul sub care se vede pozitia reald a stelei
fatd de pozitia observatd, este aproximativ unghiul exterior al asimp-
totelor hiperbolei, ca gi cum raza luminoasd ar veni pe una din asimp-
tote pind in centrul hiperbolei, si de acolo pe cealalti asimptota.
Ori, pentru asimptote este valabilda ecuatia (20''), deci dacd oeste
o solutie, —o este o altd solutie, astfel cd unghiul exterior al asimp-
totelor este © — 2c si avem:

sin (r — 26) = sin 26 = 2 cos s sin o

astfel cd avem, finind seama de formula (20")

. 2 T
sin26 = ~1/1 — —
e e?

si pentru cd e este foarte mare putem mneglija 1/e?, deci putem lua
sin 26 = 2/e sau, dacd facem o noud aproximatie, avem, ¢ = 1/e.
Tinind seama de a doua formuld (20), putem lua mai departe,
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abstractie fdcind de termeni de ordinul Iui —, observatiile ficute in
4

timpul eclipselor de Soare au aritat cd acest unghi este de circa 1,7,
ceea ce ne determind constanta a = fum,.

Teoria relativitidfii generale permite deci explicarea fenomenului

curbdrii razelor luminoase, cind ele trec prin imediata vecinitate a

soarelui, fenomen ce nu poate fi explicat in mecanica clasici.

Sd presupunem acum cid b =% 0, o2 == 1. In acest caz ecuatiile
(19”) ne dau

w=1—1 p="E o1 P2 y2E).
a a

2

Rezultd deci cd aceste ecuatii ne determind o, p si e in functie de
constantele mecanice /, a, b.

Tinlnd seama cd p ¢i a sint de acelagi semn, ultima formulid ne
spune cd ¢* este mai mic ca unitatea numai dacd ¢ 4+ 2E < 0. Rezulta
deci cd E trebuie sd fie o cantitate negativi si mai mare in valoare
absolutd ca ¢/2, In acest caz la limitd, deci pentru «2 tinzind la -1,
curba (19) este o elipsd. In general insd, deci pentru «? == 1, curba
(19’) nu este o elipsd insd este o curbi situatd la distanta finitd de-
oarece numitorul 1 -+ e cos «f nu se poate anula.

54 observdm acum cd maximile si minimile lui » ca functie de 0
sint date de valorile ce anuleazi derivata lui » in raport cu 0, deci
de valorile

0 T 2w kr
y T - PR
o

unde % este un numadr intreg. Ori este usor de vizut ci pentru & par
avem valori minime. Deci punctele de coordonate polare

1 2nr
PO[ ’ ]y
T4 e o

in cazul in care ne preocupa, miscarea unei plante P in timpul soa-
relui S, constituie cite un perhileu (punct in care planeta este in pozi-
fia cea mai apropiatd de soare). Dacd ne referim la primele puncte
Py st Py, presupunind o? > 1, atunci punctul P, este atins dupid ce
0 face ceva mai mult ca o rotatie completd si unghiul intre OP, si
0P, este dat de formula

1
1+ ¢

,0], Pl[ ! 3}]’

14 e o

(21)

2
6 = = — 2.
o

Daci presupunem o? foarte aproape de 1 atunci b [I? este foarte mic
astfel cd putem neglija termenii de ordin superior, deci avem

— b b
“=\/1—Te=1 —oEs 0=

Pentru a calcula 2 si observim ci pentru o = 1, maximul 7, a lui »
se obtine dind lui 0 valoarea w, deci avem

P

1—e

7y =

Daci facem suma lui #, cu », obtinem

deci semiaxa mare a, a elipsel este datd de formula

P

1 — e?

ay =
si formula (20") ne da
P = pa = ay(1 — eHa
si prin urmare avem

o= =T (21)

a(l —e%a ay(l — e?)fmy

Deci dacd prin observatii putem cunoaste unghiul 5, rezultd o valoare
a constantei b. _

Observatiile arati ci pentru planeta Mercur, deci a, are cea mai
mici valoare, migcarea periheliului in 100 de ani insumeazd 42", in
timp ce pentru celelalte planete mai depértate”unghlurlle sint prea
mici pentru a fi puse in evidentd prin observatii.

In concluzie teoria relativititii reuseste sd explice atit curl_aar;q
razelor luminoase cit si miscarea periheliului lui Mercur ca migcart
datorite curburii spatiului cu patru dimensiuni (x, y, 2z, ¢) dat de
formulele (187), (19) deci fird si introducd forte. Aceste explicatii
au ca echivalent in spatiul euclidian FEg4(x, y, 2) considerarea unor
forte centrale ce derivd dintr-un potential

U:?ﬂ”_ﬂ

v



A . . . .
in cazul traiectoriilor luminoase si forte ce derivi dintr-un potential

U:ﬁ’ﬁu_b

4 v2

und%e b este dat de formula (21’).

" tl'l primul caz, aga cum am observat mai sus, utilizim legea gra-
vitatiei universale a lui Newton, in timp ce in al doilea caz fortele:
confin un termen ce depinde de 1/72 i un altul ce depinde de 1 /'r".

§ 5. ECUATIILE GRAVITATIONALE ALE LUI EINSTEIN

~ Vom incerca acum si exprimim, utilizind mijloace matematice
cit mai simple, ecuatiile gravitationale ale lui Einstein. Pentru (:1ce;
asta vom presupune, ca §i in §3, cd avem un spatiu cu # dimensiuni
rapo;tqtv la un sistem de coordonate #', ..., ¥ In cazul ‘((:()I'i i
1'e1at1v1tajc1‘1-, numdrul # este egal cu 4, fnsi ctim am mai spu; s‘i;t
unele teorii unitare in care 7 are valoarea 5 sau 6 sau 0 vsll(;'lre
mai mare, de aceea vom presupune pentru moment ci # este Lun
numar intreg pozitiv oarecare.

) Sf‘- presupunem acum cd in spafiul nostru cu # dimensiuni con-
siderdm # forme cu diferentiale totale

ds* = 2edwi (a = 1, on, =1, ..., n), (22)

unde 27 sint functii de variabilele 1,

5 — |5@ e .. .
r l)xz ‘Aeste diferit de zero, cel putin fntr-o regiune R a spatfiului
F carg 517\111: V(z)ﬂablle consideratiile noastre. Rezultd deci ci in regiunea
v unde A == 0 putem rezolva ecuatiile (22) 1 i si

4 7 atule (22) in raport cu da’ si
formule de forma : %) P e

x" g1 unde determinantul

dxi = pidse. (22"
- Daca Z\f — 8?_, unde 3 este simbolul lui Kronneker, deci este egal cu
S1e dszziiiufz =1 i egal cu zero dacd a == 4, deci daci formulele (22)
ds® = dx*,
atunci avem :
P——— + o,

unde ¢* sint constante.

296

Rezultd atunci cd dacid presupunem toate ds® nule afard de una,
de exemplu ds!, obfinem drepte paralele cu axa x'. Aceste drepte
constituie ceea ce se cheami o congruentd de drepte, cdci prin fie-
care punct al spafiului trece una si numai una din aceste drepte.

in general, daci ds® sint date de formulele (22), presupunind
toate ds® nule afard de una, de exemplu ds!, formulele (22') mne dau
dyi = pids' si se obfine o familie de curbe care formeazd o congru-

entd de curbe, deci o familie de curbe care are proprietatea cd prin-
tr-un punct din spafiu sau dintr-o anumitd regiune trece o curbd
a familiei si numai una, pentru care vectorul tangent are parametrit

wi. De exemplu, cercurile cu centrul in origine dintr-un plan Oxy,

deci curbele

a2yt = R?

constituie o congruenti de curbe pentru orice punct diferit de origine,
cdci prin orice astfel de punct trece un cerc cu centrul in origine si

numai unul.

A se da deci formulele (22) inseamnd a se da un sistem de con-
gruente de curbe pe care le putem numi congruente (%) (@ =1, ...,
n) si sistemul se zice sistem independent de congruenge, deoarece tan-
gentele la aceste curbe intr-un punct formeazd un sistem independent,
asa cum sint in cazul @ = 3 muchiile unui cub ce trec printr-un
virf al cubului. '

Rezultd deci ci introducerea congruentelor constituie o genera-
lizare a notiunii de coordonate si coincide cu aceasta numai in cazul
in care formele ds® sint diferentiale totale exacte, deci in cazul in

care 2%, care se numesc momenlele sistemului de congruente, sint
derivatele partiale ale unor functii f%, deci avem:

. of*

=2

94"

Dach aceste formule sint verificate pentru un anumit indice a4, zicem
i ds® cu acest indice este o diferentiald totald exactd. Derivind
ecuatiile de mai sus in raport cu a7 (j ==1), avem:

ny %"

1

0l awiox’
Schimbind 4 cu j si scdzind rezultd, tinind seama cd derivatele
de ordinul al doilea ale unei functii sint simetrice,

o] 0‘;\;’
M, (22)
ox! ox'
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Rezultd deci cd dacd forma ds® este o diferentiald totali exacti,

atunci sint verificate ecuatiile (22") si reciproca este de asemenea
adevirati.

Dacd formulele (22") sint verificate oricare ar fi indicii a, v, 7,
atunci formulele (22) se scriu:

ds* = dfe, s* = fo(x1, ..., &%) + ¢

si congruentele (3%), de exemplu congruenta (3!), se obtin ca inter-
sectie a hipersuprafefelor :

St o, ) =k (a=2, ..., n),
unde %° a sint constante.

Dacéd ecuatiile (22”) nu sint verificate, ceea ce constituie cazul
general, atunci cantitifile

« oy Z R 93)
Wye = P wriud
By o bp'c (

nu sint toate nule si invers, daci aceste cantitdti nu sint toate nule,
ecuatiile (22”) nu sint verificate, deoarece avem formulele :

¢ O}
—— L — L (23')
ox! ox*

Sd presupunem acum ci spafiul nostru cu » dimensiuni este rie-
mannian, deci cd posedd o metricd dati de o formi patratica.

Putem intotdeauna si presupunem ci aceastd metrics este data
de o formuli de forma :

§ = g, (ds?)? = e (ds?)2 ... - g,(ds™)?, (24)
unde ¢, ..., ¢, sint egale cu 1 sau — 1.
Rezultd deci cd dacid ds!, ..., ds” sint diferentiale totale exacte,
deci daci toate cantititile wy sint nule, spatiul este euclidian sau
pseudoeuclidian, dupd cum ¢, sint toti pozitivi sau nu.

Sd observim acum ci prin formula (24) cantitdtile ds?, ..., ds”
sint determinate, abstractie ficind de o transformare ortogonald
d3* = cyds’, cict = o

dacd e, sint toti de acelasi semn sau de o transformare pseudoorto-
gonald, deci in care cfsint legati prin relatiile

a a b
€400, = £,0,.
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Dac# sintem in cazul particular in care 7 = 2, avem dcglua.i c:ixz::g1
de considerat, dupd cum e, sint de acelagi semn sau nu, dect av
cazurile :

¢y = (ds?)? 4 (ds?)?, gy = (ds?)® — (As%)™ (24')

fn primul caz metrica este pozitiv definitd ?i in al doilea cazbn%etntci:;
este indefinitid. In primul caz ds!, ds® sint determinate abstract
ficind de o transformare ortogonald

ds! = cos 0 ds! — sin 6 ds?
d52 = sin 0 ds! 4 cos 0 ds?,

unde 0 este o functie oarecare de Variabjlele A, %2, iar in al gpﬂia
caz dsl, ds? sint determinate abstractie facind de o transformare hipe

. dst, 1
bolici (sau pseudoortogonald)

dst = ch 0 dst + sh 0 ds?
ds2 = sh 6 dst 4 ch 0 ds?,

unde ch 0 si sh 0 sint definite de formulele (31'), capitolul A{I. whd
Tinind seama cd prin fiecare punct al spatiului trece cite o ¢ a
din 'congruentele (A) si cd tangentele la aceste curbe fo“rmeafraéctor
fiecare punct un sistem de vectori independenti, rezultd cd un
oarecare v al spatiului este determinat
dacd se cunosc in fiecare punct compo- £,
nentele sale pe vectorii f;, ..., 4, definifi
de tangentele la congruenfele (A) in P
fig. 116).
( gSé nz)tém cuv® (@ =1, ..., n) aceste
componente. Dacd notdm cu »' componen-
tele aceluiasi vector fatd de coordonatele
&%, ..., x" atunci avem formulele:

(25)

(25)

,ﬂa’w

1 3 i_a
v* =20, v = pa”.

Sd presupunem ci ludm in considerare un
alt punct Q al spa}:i;l)lm, Afosgce ialz)roc;a(lil())e
de punctul P(«1, ..., x"), avind decic - W
nZtEle de forr(na Q(a* + d«at, ..., x" 4 d«") in care ?xljc ;r.x ,r gxorzlzll‘i
cantitdti foarte mici. Rezultd ca punctulv Q este defini tilté ilep o
P de cantititile d«', ..., d#”, sau dacd vrem, de cantitdf

= 2dx’, unde intelegem cd 2{ sint calculate in punctuluP.. Ptrlr‘fezri
deci considera ci punctele P, @ (}efmesc un vector ale ca&m C%toI;ul
nente pe sistemul de congruente sint ds®. Notind cu v + dv ve

Fig. 116
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v in punctul Q, si presupunem ci dve sint definite de formulele de
forma :

dv* = y;}cvbdsc. (26)

Aceasta inseamni ci in trecerea de la P la @ variatiile compo-

nentelor dv* sint date de formule care depind de punctul P, daci Yoe
depind de #%, ..., 2" de vectorul dat v si de vectorul PQ. Daci

cantitdtile yj, sint nule, atunci dv sint de asemenea nule, deci vec-
torul V are in punctul Q aceleasi componente fatd de sistemul de con-
gruente () ca si in punctul P, deci a rimas paralel cu el insusi fatd
de sistemul nostru de congruente, stiut fiind cd in spatiul euclidian,
doi vectori sint paraleli daci au aceleasi componente fata de un sistem
de axe dat.

Vom continua si zicem ci vectorul v s-a transportat prin para-
lelism din P in @, daci avem verificate ecuatiile (26) cu vj, functii
oarecare de variabilele &7, ..., 4" si vrem s& aritim cd intr-un spatiu
Riemann V, existi un transport paralel intrinsec legat de spatiu.
Acesta este transportul paralel al Iuj Levi-Civital, caracterizat de
faptul cd inchide paralelogramele infinitezimale si consevi lungimile.

Intr-adevir, si presupunem ci avem doui puncte apropiate de
P, punctul Q (#* + dat, %" + dx") si punctul S(xt 4 Sa1, .. .,
¥" -+ 3x") (fig. 117), deci vectorii
— =

¢ ¢ Ly ot .
Axsdla'sdat iy PQ si PS au componentele dse,
dse fatd de sistemul de con-
gruente ().

o Sd transportim prin para-
Jrxi+ o) ) —_—
lelism vectorul PQ de-a lungul

3 £, =2
Sttsdzy vectorului PS si fie R extremi-

AxY tatea acestui vector. R are atunci
coordonatele R(x? 4 dx’ 4 §xi -

Fig. 117 ; < <
& + 8dx’). S transportim acum

—> —>
vectorul PS de-a lungul vectorului PQ si fie T extremitatea acestui
vector. I are atunci coordonatele T(x* + 8x° + da' + ddxi) si
pentru ca R si T sd coincidd, deci ca paralelogramul si se inchida,
trebuie sd avem :

ddxt — ddxi = 0.

'T. Levi-Civita (1873— 1941), matematician si mecanician, profesor la Univer-
sitatea din Padova si Roma, a descoperit in 1917 paralelismul ce-i poarti numele.
mpreund cu G. Ricci este creatorul calculului diferential absolut si a contribuit prin
lucrdrile sale la sistematizarea teoriei re]ativitatii_
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Tinind insi seama de formulele (22), avem:

Sds® — dds* = (ai — E)\j) Ax' Sy’ = wida’ds, (26")
) ox? o'
unde w; sint date de formulele (23).

Cum pe de alti parte prin transportul paralel al vectorilor FPQ

si FS? avem, in baza formulelor (26),
dds® = vy dsdse
dds® = ¢ 3stds’,

rezultd ¢4 inlocuind in formula (26”), obfinem :
— a (27)

a
Y‘l:c - Ycl) - wbu'
Avem deci teorema : o
Transportul paralel (26) inchide paralelogramele infinitezimale,
dacd ~¢ verificd ecuatiile (27) si invers.
c
i - i lui PQ este data
S4 finem seama acum cd lungimea ds a vectoru 0
de formula :
ds? = ¢,(ds%)?,
astfel cd aplicind operatorul 3§, avem formula :
3 b adcbNce
dsdds = e, ds*8ds® = (e,yp, + ¢,75,) ds"dsds.

Transportul paralel conservd deci lungimile, dacd avem condiiile:

EaYZc + abYZC = 0’ (28)

unde a, b, ¢ sint indici ficsi. o o
a i i ii e ram combinatia
Sa inmulfim ecuatiile (27) cu ¢, si sd conside
- b __ Wb c c  ___ ayt —
Su(YZc - Y?b) + °n(Ych Yac) + C(Ybﬂ Yub)
b ¢
= g, w(blc+ El,wca, + Eczwlm ‘
tinind seama de formulele (28) obtinem cd primul membrual acestel
’ inmultind cu = §i tinind seama ci
’ l)

pa

.. o u
combinatii este egal cu Z%Y?w'
2 =1, cdpitim formula:

1 I~
Y?:C - (7?);)1(‘ + E{lrsl)w!bftl + E!L;C wzﬂ)’ (29)

2
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§i prin urmare coeficientii v* din tra s
urm fii e nsportul paralel (26) si
determinati. Avem deci teo;ema: ! : = E0 St sonnies

Transportul paralel a lui Levi-Civi
evi-Civita este fn oie
de congruente (2) de formulele 29). wita este determinat in sistemul

Faptul cd spati a ‘
N eXpIrinﬁ csd blfaglﬂv V., posedd un transport paralel al vectorilor
° 4 spunind ca spatiul posedd o conexiune afini si ci y¢ sint
) . . . - - A . ’ ’
Cgﬁ;};gﬁe}ﬂiclg acestel conexiuni in sistemul de congruente () Kceste
e qlc hianl]l) Vle b&ntumvzluglaltl)te la o schimbare de coordonate, insi cle
se ¢ a, dacda schimbdm sistemul d - nenf
se schin lacd sc e congruente (A ntind
insd forma patraticd (24) neschimbati ¢ o (), menginind

Fiind date comyt s
L ate componentele con P e . .
tétile : ! exiunii vy, putem si scriem canti-

) ~ a
a ()\ be J Yod
Yoca = -

- a ~f __ aa . X
().g‘[ 0s¢ I_ Yre Via Yf{l ‘Y;:C —i‘ Ytblf (Y{d — .\[L/[L') (29/)

unde am pus o9 cpd
a’

95 a i

cantitati care constitui
antitaf ituie componente 3 i 4
e 1 ponentele tensorului de curburd al spa-
Daca e ¢ 1 i
in(trc- azcllceij{; colmpuonente'smt nule, spatiul este euclidian si invers
puten ar, dacd spafiul este euclidian sau pseudoeuclidian
P tojc " tn sistem de congruente in asa fel, ca ds* si fie diferen-
e ale exacte, deci ca wi sd fie nule; rezultd c3 vy, sint nule
brin urmare v <} ; C .
§1 1 urmare yp o sint de asemenea nule. Se arati ci inversa este
de asemenea adeviraty i cd d al
1, de : 4 yd sl g
dratd, deci cd dacd ¢ sint nule, putem si alegem

1Clzrl1 ;llls‘cei; de‘vc(_).ug}‘uenjce ortogonale sau pseudoortogonale in asa fel

D,,f, pe 54 fie zero, deci ca ds* sd fie diferentiale totale exacte.
7. dl:n iﬁfﬁlﬂelzm(szg,)z cle/'dle)ﬁnesc tensorul de curburd al spatiului
Pt it _«l/tm:u tur IKremann care este un tensor de ordinul
ohtine ! tavar}adl in indicele @ §i covariant in indicii b, ¢, d, se
ov) n ensor de ordm'ul al doilea, contractind in raport cu indicii
» ¢, deci ficind ¢ = a i sumind in raport cu a de la 1 la n. Fie
7y acest tensor, pe care il vom numi tensorul lui Ricci. Av(enl.:

0vy Oy
V4 _ a = — — 2 fo—
bd — Ypaa Py 95 F Y Y — Yo (30)
unde am pus:

Yo = Vi, Yoa = Yof¥her (30")
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fnmulfind 7,, cu ¢, si ficind d = b se obfine invariantul de curburd

R, sau invariantul lui Ricci

(307)

Einstein se scriufatd de sis-

R = ey,

si atunci ecuafiile gravitationale ale lui
temul de congruente ()

y R”
— — g
bd 9

(31)

Py —

unde % este o constantd i Z,, sint componentele tensorului de energie

pe sistemul de congruente (1)

fntr-un sistem de coordonate ecuatiile (31) se scriut

Ry— Fag=—hTy (=12, ) (31")

unde avem evident
b d el by d
Rj; = 7yghid;, Ty = tyhiky-
Pentru 7 — 4, metrica are forma canonicd (7), iar ecuatiile (31)
se scriu:
R . ' "
Ry + == — kT, Ry=— RT,, (h,1=1,2,3) (31")

p4

- R -
Ryy — : = — kT4, Ry = —kTy

y/

si constituie deci zece ecuatii. De asemenea (31"") definesc zece ecuafii.
fntroducerea acestor zece ecuatii a fost ficutd de Finstein pentru
a determina cei zece coeficienfi ai unei forme pétratice in patru va-

riabile
Aqq, Bog, A3, Ay, A13, Bz, A145 X245 P34 Aaas
N - . @ .
care in cazul nostru se exprima cu ajutorul momentelor A; prin for-
mulele :
4.4 141 2.2 3.3
di]‘ = 7\4;)\]' —_ 7\i7\j — 7\,‘7\]' - 7\{7\]'.

consideratii fizice, ecuatiile

Presupunind tensorul T' cunoscut din
erivate partiale de ordinul

(31”) sint in acesti coeficienti ecuatii cu d

1A, Lichnerowicz, Theories relativistes de la gravitation et de Pélectromagne-
tisme, Masson, Paris, 1955 p. 11.
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al doilea si problema principald a teoriei relativitafii este de a deter-
mina acesti coeficienti, problem# ce este in general greu de rezolvat
§i se cunosc solutii ale ecuatiilor  (31”") numai in cazuri speciale.
Unul din aceste cazuri este acela in care se presupune cid existd
in spatiu un sistem de coordonate ortogonale, deci un sistem de coor-
donate in care cantitdtile a; (732£7) sint nule, deci cd metrica se
scrie :
ds® = @, (dx')? 4 a,,(dx)2 |- Ao (dX%)? + agy(dad)2, (32)

unde cantititile a,,, Ass, gy sint negative. Putem atunci si ludm ca
sistenl de congruente (3) sistemul peuntru care avem :

dst = Pl[le’ ds? = P‘.’.dxgy ds? = p:;d;\'g, st — P‘l[hﬂ (32/)

unde gy, 0y, py, p, sint definite de formulele :

9

P = F— 2 2
PL= = pp = — @oa, Py = — Ay, O-; gy (32”)

\

Se poate spune in acest caz i metrica spatiului (32) se obtine din
metrica spatiului pseudoeuclidian al relativitdtii restrinse (138'), prin
dilatatii de-a lungul fiecireia din coordonate.

Daca presupunem ci sintem intr-unul din cele mai simple cazuri,
in care ay,, a,,, @y sint egali cu unitatea, deci nu existd dilatatii
de-a lungul axelor spatiale &%, %, #% in timp ce avem Ay = c* — 2U,
unde ¢ este viteza luminii si unde U este o functie oarecare de varia.
bilele x', 2, 43 ddm din nou peste cazul considerat in § 4, care ne-a
permis sd explicim curbarea traiectoriilor razelor luminoase.

In cadrul dezvoltirii ulterioare a teoriei generale clasice a rela-
tivitdtii, realizarea cea mai importantd este deducerea din ecuatiile
cimpului gravific a ecuatiilor miscdrii  particulei neutre ; aceastd
teorie a fost initiati de A. Finstein, J. Grommer si G. Darmois
(1927) si apoi generalizati de A. Einstein, I,. Infeld, B. Hoffmann,
L Schild ete. si sub altd formd de V. Fok i colaboratorii siiN. Pe-
trova, I. Fisctengoltz ete. De asemenea, A. Papapetrou a deter-
minat ecuatiile migcdrii particulei electrizate,

Aceste lucriri au ardtat ci ecuatiile migcdrii pe geodezicd a par-
ticulei se pot deduce din legile de conservare si transformare ale
energiei si impulsului gi deci sint o consecintd a ecuatiilor cimpului
gravific. In timp ce particula neincireats se migcd pe o geodezici
in spatiul-timp riemannian V4, s-a ardtat ci particula incircati (de
pildd, electrizati) se miged pe o geodezicd dintr-un spatfiu cu mai multe
dimensiuni®.

YVezi G. Vrinceanu, A. Po povici, Fundamentele teoriei generale a vela-
tivitdfii, in “Studii $i cercetiri matematice'* Bucuregti, 1964,
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§ 6. SOLUTII PARTICULARE

S4 considerdm unele solufii particulflr_e ale ecuatiilor gri;?tﬁ‘éltci):
nale ale lui Einstein. Pentru aceasta sd 111trodu<;em mai 111nea ofi-
tunea de metricd cu simetrie sferica. Pelvltru.a obj;l.llel o1 aIsIeme
tricd vom pleca de la formulele (20") din capitolu

x =—7rcosqcos B, y=rsingcosl, z=rsinb (33)

care reprezintd trecerea de la coordonate carteziene 8rt9gé)nla11§z i(‘ziln
: 7 e !
spatiul euclidian F,, la coordonate sferice, unde o, d'S}gnntaO dge -
dinea si latitudinea, iar 7 este raza vectoare, deci Alstadéci P
origine la punctul P(x, v, z). Asemenea coordona:cce sint ’ a :
ile . ori io > rigine 7 = 0,
i ( . de origine. Pentru orig = 0,
bile pentru orice punct P diferit Pe : :
insd l(') ¢ sint nedeterminate. In coordonate sferice metrica spafiulu

euclidian E, se scrie: ,
ds® = da® - dy? + dz® = dr* + r? (d0* + cos? Ode?). (83"
Tinind seama cd fatd de orice rotafie in jurul originii, cantitdtile
’ ' ! 2 33/’)
dx® 4 dy* + dz2, 7> = x* 4 y? 4 2%, (
rdy = xdx - ydy -+ zdz
. - . i a .
sint invariante, rezultd cd obfinem o metricd gen.erzzla dl 1111 Sr]i)aﬁﬁl
(¥, v, 2) care sd rdmind invariantd la orice rotatie in jurul originii,
Vy Vo E
dacd ludm: Ny
di* = A2dR*  R*[d0*> + cos B2do?], (33"
unde A si R sint funcfii numai de 7. Intr-adevir, tinind seama de
(33"), (33") aceastd metricd se scrie:
M ] A2R21,2 — R2 " . 9
ar — = [dx® -+ dy? + dz2] + ———— [xdx 4 ydy + zdz]
72 B

74

. LYRR " NSRS ste
si prin urmare depinde numai de canhta‘,m.lev (33 )..Re;qnog? rc;z’%
~£1e asemenea adevidratd, deci dacd o metricda are simetrie ste R

1 rrr
atunci ea este de forma (33"). - y o -
S4 presupunem acum cd asociem metricei (33"’) o metricd rela

tivistd datd de formula:
ds? = V2 (dx%)? — dI?,

. . Co a
unde V2 este de asemenea o functie numai de » $i sd scriem pentr
» D e L,
aceastd metricd ecuatiile lui Hinstein. Punind

=t 0= %% ¢ =%
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obtinem
ds* = V2(dx?)? — A(dx")? — (x1)2[(da2)? + cos?x?(dx®)?] (34)

unde V, A depind numai de variabila .

Metrieii eu simetrie sferieit generalid. Se poate considera o metrics
cu simetrie sfericd mai generald decit aceea datd de formula (34),
luind

do® = V(dx*)? — A%(dx")? — B2[(dx?)® -+ cos2x?(d x®)? ] (34")
unde V, 4, B sint functiuni de &' gi a* deci obtinem o metrici cu si-
metrie sfericd obisnuitd dacd x* este constant. Aceasti metricd este
deci o metricd de forma

dc? = ayy(Ax")? - Apy(dX?)? - agy(da?)? +- Aygq(dx2)2

deci pentru care coeficientii a,;; (¢ 5= j) sint tofi nuli, ceea ce inseamni

*d hipersuprafetele ' = ¢i sint ortogonale, doud cite doudl.
Pentru o asemenea metricd avem formulele

k 1 da;;

Qi () = ),

a” —_—, —‘ - .
Za’kk oxk

ag;

Z . 1 da i
il

iar simbolurile lui Christoffel cu trei indici distineti sint toti nuli.

'L. 7, 2(1,',7 oal

Tinind seama de metrica (34') rezultd cd singurii coeficienti

/ /v’l

nenuli sint
R [ [y . )
|2 2 A2 33 A2 44 A2 ox'
2 . 4 A4 4 BB 4 BB
= sin %2 cos 22, T =—1, | =—2 cosx?
33 11 Ve 22 Ve 33 V2 ’
(34")
1 A4, 4 v, 2 B, 3 B, 4 vy
_ — _ = — = — e )
11 A4 |44 Vo o|21 B 31 B |41 v
1 A 2 B B ‘
l — 7 I 7Y - tex.
14 A 2 4 B 3 4 B |32
Notind cu p, conexiunea contractati
7
j)k = .
ik

!) Un caz particular al metricilor cu simetrie sferici generald este acela in care
presupunem ci ¥V, 4, B nu depind de variabila x!. Pentru scufundiri ale acestor
metrici se poate vedea D. Smaranda, Immersion d’un modéle d’univers, Bull.
Sor. Royale Siége, 1967, Nr. 3—4.
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tezultd formulele

¢ A 2B, V. e
A 2B vy a2 b — =l et (347
,'Pl.:—/l‘l*l‘—lf"l“?’ Po = —YX*, Ps 0, s y) { B - (
Tinind seama cd simbolurile lui Riemann de a doua spetd se scriu
7 i
3} \ d| . . ; S
i i k je % s | :
R = — 10 ,.
I\jm B ' 9t + ax" ik 7l sl jk

vezulti i tensorul lui Ricci este dat de formulele

7
d
ap jl s
Ry, = *'*k"’l__]_'.“‘i‘]bs 27
axt o' Ji
unde am pus
sy e
b= ijl| |st
Cum in cazul nostru simbolurile ¥ cu trei indici distincti sint nuli,
J
rezultd cd avem
i j i1 il
o e R RN F AT
s iG] ji| |1g vl i
> [ESIERIR
Py = 20|y il |ii

si prin urmare pentru j = [/ avem

o aﬂ ai.ll‘
R, — i A Uy g,

5 o 7):1 o7 o

3ol =l -

1‘ .
il

i

ij

_VZ‘ ‘fljl— ;
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'l_‘;nillled sgima de formulele (34”), (34'”') se constatd ci toate cantiti-
1;_1.e (7 5 ) sint nule afari de R,,. Avem de exemplu pentru j =

> -

B
Ry, = Bl (tg x* — tg 4?) = 0.

In ceea ce priveste R,, avem formula

R [ [A_l ﬁ;‘_l __l/_l.] N __4‘_1 N ll/i A4 ],/1 P A 'Vl
11 Fiai = T ) F(A)l F(l,)d*F—A*PH* Vﬁ;—zj'**‘

v
_ o Ady ViV, 2BB,
A2 & B2
ceea ce ne da
Ry = — 2 + 20y + 200, .
B AB VB

Sd trecem acum la cale

Si acum la calculul componentelor R,;. S5 culdm 1 i

> : , ;- od.calculdm in primul
rind R,,. Avem deci N P :
5 i
R 0ps 22

lé
Voo == — 2 L 1221
- ox? . Oxi t ]5‘

) 7 [* 2 7

22

12 21|22
Dar primul termen impreuni cu penultimul pentru ¢ = 3 ne di 1
\

astfel cd R,, nu depinde de %2 si este dat de formula

2 2
Ry=1—"28uy BB B Bi | BB | BAB,
A2 e A2 v A3 AV?
’ "
__ BV:Bi _ BBV, (857)
VA2 14
In ceea ce priveste Ry, se gdseste formula
Ry = R,, cos? x2. (35"
De asemenea calculind Ry, si R,, obtinem formulele
Ry —— 2B, Vi 4 AA,, 1 24,B, 4 244,B, ° AV, AAV,
B v ye AB BV av. s’
2B A 4% 2B,V <35’”)’
R44:___ 44 _ﬂ 11 + ]4]/4 ZVVIBI A4V4 .VAJI/I
B A PE T T av T a
y BV BA? AV A3

Avem deci teorema :
Componentele tensorului lui Ricci al formei pdtratice (34') sint date
de formulele (35), (85'), (35"), (35""). ’

Eecuatiile gravitationale. Dacd considerdm ecuafiile ‘gravitafionale
(31") relative la metrica (34") rezultd cd avem

R .
Ru -+ 7142 - kIll)
Ry, - —1;—32 — kT
R . . . o
Ry + - B2 cos? % = — kTg3, (36)
R44 - % V2= — kT44,
Ry = —kTy, Ty=0(G<j i j+1 4)
unde
R— Fu _ Bn 2l (36)
Ve A2 B2

Rezultd deci in primul rind cd toate componentele T,;(z == j) ale
tensorului energie impuls sint nule, afard eventual de T

De asemenea a doua si a treia ecuafie (36) ne spune, finind seama
de (35") cd trebuie sd avem

Tz = Tap COSZA2. (36")

Rezultd deci teorema :

Pentru ca un tensor energie-impuls T'; si fie compatibil cu o met-
rici cu simetrie sfericd generald, trebuie ca toate componentele T';
(i £ j) sd fie nule afard eventual de Ty, si sd verifice ecuatia (36”).

Prin urmare putem lua ca ecuatii gravitationale relative la metrica
(34') ecuatiile (36) exceptind a treia ecuatie §i ultimele cinei ecuatii.

S4 observim acum ci dacd calculim invariantul de curburd, de-
finit de formula (36') cu ajutorul formulelor (35'), (35'”), obfinem

R 2By 2By Vi  Au 2VyB, _l_E?}_Vi,_{_

2 A®B B2 AV AV? VA®B BY*®
(36111)
AV 24, 24,8, AV, B B 1
VA ABV? A3B v4s = 4*B BE B?
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Tinind seama de aceasti formuld, prima si a patra ecuatie (36) se
) . .
seriu

2B, n 2A2B4Ij4+ 2V,B, A | B} 4%B, T
BY? BY3 VB B ' g pepe 1w
2B,V | 24,B,V? v: e e - (37)
e Tt el L. SR I QU ¥/
AB AB B Arpr | pe

De asemenea a doua ecuatie (36) si a cincea se scriu

B(Bu _ @) o, B (ﬁ_@ BBy A,B,  A,B,
A2 Ve av \v v A\ v4 Az Ve

)+

B (BVy | BAV, BAV, - ,
B R TR T (57)
2B 2B,4 2V,B
_.__14_{__ 1_4_}_#: — kT,,.
B AB VB

Rezultd deci teorema :

Presupunind tensorul energie-impuls cunoscut determinarea unei
mebyicy cu simelrie sfericd generald ~depinde de wntegravea  sistemului

(37), (37') de patru ecuatii cu trei necunoscute A, B, V de al doilea or-
din in doud variabile x', x°,

Pentru integrarea ecuatiilor gravitationale (37), (87') si observim
cd fiind datd metrica (34') in care B este o functie ce depinde de varia-
bila #%, putem alege in general noi variabile ¥, x" in aga fel ca B si
fie egal cu noua variabild 2. Acest fapt este evident dacd B nu depinde
de 41, Vom presupune decici B depinde si de x%. In acest caz si luim
ca variabile noi pe

= B(x', a%), 1" = S(xt, x4
unde f este o functie independenti de functia B, deci avem conditia
fiBy — fuBy 0. (37")
Sa cdutdm a determina funcfia necunoscutd f asa fel ca si avem
VR(dx")? — A(dx")? = Vr(dat): — A2(dat)e,

deci in aga fel ca forma pitraticd formatd din primii doi termeni ai

formulei (84’) si continue a fi o diferentd de pidtrate. Avem atunci
formulele

Vi AR = P2
VI2 12 . A'zBf —— _Az (37///)
Ve fo — A”B,B, — 0.
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94 presupunem acum ci functia f satisface nu numai la conditia (37"}
ci ¢i la conditia |
fiBy + fuB, # 0. (38}
in acest caz primele doud ecuatii (37""') ne dau
pra PR B Vefi 4 A:f;z
Bif* — fiBi Bifi — fiBi

si deci ultima ecuatie (37"') se scrie
BB, [V} + Af3] = [V*Bi + A*Bil /ife
Ori aceastd ecuatie are ca solufii

LoV B LB 88

h A* By A B,

& . 4 0 ;
si aceste solutii satisfac condifia (38). In cea ce priveste L’Ollil'tld'(r?)h/nl
ca nu este evident suficientd pentru a doua solutie. Pentru prima
solutie avem

fiBy — fuiB1 = Af;p [B3A* — V2Bi] = 0.

Tinind seama ci putem schimba semnul uneia Admtre Vill‘lablle,‘a Il)lrlia-
s’upunc cd aceastd ecuatie nu este verificatd inseammna a presup
cid avem B,A = B,V, deci avem formulele

A. = W@Bl, V — mB4

. . ,
unde m este o functie oarecare de variabilele %, &, deci metrica (34')
este de forma

do? — m2[BA(da) — Bi(dx)2] — B2[(dx2)? + costa?(da®)?]. (38"

Avem deci teorema:

. . ok S
Daca cocficientul B al former (34") depinde de :gl'l\s.z at $ 1;{4021;20:; g;z

este de forma (38"), atunci prin mtegm’ym ecuatiel )mmwee,B mog

in functie f, datd de prima ecuatie (38'), putem presupun = x.
Daci B nu depinde de ' insa depinde de x*, plitem presupune prin-

tr-o schimbare a variabilei 2% cd avem B = x4

— 4l
Rezultd deci cd o metricd de forma (34") se poate re(%}lce la B = :i:
sau B = #* sau B = 1, sau metrica este de forma (38"). Vom con
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dera cazul general, deci cazul in care putem presupune B = 41. in
acest caz metrica cu simetrie sferics se scrie

do? = Vz(d.ﬂ#)“‘ — A¥da")z — (*1)2[(dx?)? cos?x?(da®)?] | (39)
unde V, A sint functii de #1, x4, |
In acest caz ecuatiile (87) constituie un sistem de primul ordin

in necunoscutele A, V, ca functii de variabila x%, sistem ce se poate
scrie sub forma

e 1— 42 .
b/ N — kAT,
V at
(39)
24, A% —1 A*
_11 ‘I_ ———— ]C T xlT44
A 8 &

In ceea ce priveste ccuatiile (37') ele se scriu

VAz A2V A3V atAgz

A Tﬂ‘_{ 397
= (39")

Va o Aw AV L, A,
AVs (x1)2

/14 =3 “/13’[‘,14"7]‘/4'

Tinind seama de (39') putem elimina derivatele Ay, Vy din prima ecua-
tie (39”) precum si A,,. Rezulti astfel ca dacd A, == 0, deci Ty, 0
sistemul ecuatiilor gravitationale (39’), (39”) este un sistem cu dife-
rentiale totale in functiile 4, V. Avem deci teorema :

_Dat fiind tensorul energie-timpuls cu T, = 0, determinarea  func-
tiilor A, V' in metrica (39), depinde de un sistem cu diferentiale totale.

Rezultd decicd 4, V pot contine cel mult dous constante arbitrare
si aceasta are loc numai dacg conditiile de integrabilitate sint iden-
tic verificate. In general fnsi functiile 4, V sint determinate prin
rezolvarea unor ecuatii algebrice.

Dacd 7T, = 0 atunci Ay =0, deci 4 nu depinde de variabila 2
1 sistemul de ecuatii gravitationale se compune din ecuatiile (39’
$1 din prima ecuatie (39”), care se scrie

()Lt

vil v oal v T A

Vi ﬁ] = —p Lo Az, (39"")
v 4 (w12

ccare devine o ecuatie in termeni finiti, daci utilizam ecuatiile (39').
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R i watie (39" se poate
S4 presupunem Ty, 5 0. In acest caz prima ec 11;11,1(_ (39) se 13;()",1:5(;
rez lvapin raport cu V si atunci a doua ecuatie (39") si o_(‘]ua‘;,l.\1 §, o)
di i i € ‘elea ord
conostituie doud ecuatii diferentiale de al iitogea Bl (lll‘, 1111(1 :1‘ l'n'])itrqre
i i 4 cel mult doud constante ¢ are..
functia 4, deci problema comporta ce

Avem deci teorema : “
Dacé tensorul energie-impuls nu satisface condifiile )
20w

Tyy=Tu= (39™)

determinarea functiilor A, V depinde cel mult de doud constante arbilrare.

wa l 1 ‘\ll[)llll 11 um ca ecua l: lle 35) lllt VeI]fl( dl( . i“ « (ﬁ;ﬁtr
ore er acuIx C 1 ( ) S

caz ) C al: S ( ) . i

az Pprima ecu 1¢e 39 ne (lcjllleSte 11 I)I m f()IIIlula

1

A? =
P
fie facind
a i a, i sste definit abstractie fdct
" ‘onstantid arbitrard, iar V este ~abs o cind
1de o este o constanta a  lar V' este ¢ 7t i
gleld(: foiumtie arbitrard de a' multiplicativa. Ib ul’celnié 41112:;&)81 PR
aceastd functie printr-o transformare a variabtlet X%
este zero putem lua ca

szcz[lﬂi

P

unde ¢ este viteza luminii. Avem deci teorema : | Dt
i le T, Tai, Tya Sint nule, obfinem wmetrica luy
Dacd componentele Ty, Ty, L1a
Schwartzschild :

pe e[t 2] (e — L A oL

ds? =
=

Xt

at

it ie-impuls.
i cd ol = tensorul energie-imp
i ") ne td cd si Ty = 0, dect . ,
1atia (39") ne ara K leci | icympls
::s?cte }ero(pent?ru metrica lui Schwartzschild si spajiul este
Ricei nul. o o N
Se obtine de asemenea o metricd cu tensor Ricel nf;nul insd upin (f
a1 1, deei un spatiu Kinstemn lul
tional ca tensorul fundamental, de

| 1
V2= 2 1—%+Y(x‘)2J»A2:-— - ‘
' b gy

al
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unde o, v sint constante. In acest caz tensorul energie impuls este
«definit de formulele

kT, = — S S
NEET
o
kTyp = —3y(x')?
kT g3 = —3y(¥Y? cos® &2 (40")

Ty = 3Yc2[1 — i] 4 ()2
xl

si deci constantele sint determinate de tensorul energie-impuls. In
acest caz metrica spatiului este definitd de formula

ot = 21 — =y (] (A — —— P — (a[(dad
: gy
X
+ cos?y?(d«®)?]. (40

si-aceastd metricd generalizeazd evident metrica lui Schwartzschild,

Solutii regulate. Si observim acum cd putem numi regulati o
metricd cu simetrie sfericd (34') cu B = «*, deci o metricd (39), daci
-este regulatd in orice punct in exteriorul unui cerc cu centrul in origine,
«t fiind interpretat ca raza vectoare intr-un sistem de coordonate
polare si dacd la infinit, deci pentru x' — oo, metrica se reduce la
metrica lui Minkovsky si prin urmare avem

Iim V =¢, lim A4 = 1.

. al— o al — o
Metrica (40) are evident aceastd proprietate pentru x' — oo, in timp
ce metrica (41) nu are aceastd proprietate deoarece pentru x' — oo,
V2 tinde la infinit.

Sd vedem in ce conditii o metricd (34') este regulatd, presupunind
V si A functii analitice In exteriorul unui cerc de razd R deci date de
serii de forma

Vet 4 gy }
Al (at)m
l ! (41)
Ar =1 4o e
At (w)n

unde a, b depind in general de variabila x%
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Tinind seama de aceste formule in ecuafiile (39), pe care le
putem scrie
V 12(42 — 1) Atk

(Az)l + T~ = Ve TM N
(41"
(V3 D kx'V2 Ty,
,’Vl
primul membru al primei dintre aceste ecuatii se scrie
T 22 b iy
(a1 ()? T ()t
1 b b
+ 2= =5+
+ [1 P H ' oyt ]

deci este cel putin de ordinul al treilea in 1/x' ¢i coeficientul lui
(1/a1)n+1 se scrie pentru n = 2p

P—1
b(1 — n) + 2 ba_sb, -+ b (41"
§s=1
in timp ce pentru # = 2p -} 1 lipseste ultimul termen.

Rezultd deci ci membrul al doilea al primei ecuatii (41”) trebuie
sd fie cel putin de ordinul al treilea in 1/x* i cum A*/V? este de ordinul
zero urmeazi ci 1, trebuie si fie de ordinul al patrulea, deci trebuie
sd avem

_omy Mg

T, = 2L o 42)
4 (1) + (a1)5 + (

si atunci ecuatiile (41") ne dau pentru #n =2, n =3, ...

1
2
by — b2 = " Ry
(427)
k
2by — 20,0, = = (20, — ay) mq + 5]
si ne definesc din aproape in aproape b,, bs, ..., in functie de m; gi de
bl, fl’l» a‘?.: . . . A » R oo 2
In ceea ce priveste a doua ecuatie (41”), Imparfind cu -¢*, ea se
scrie :

a 2a, na, 1 by
wp T T T T W[ ' oy
<1 ‘f‘a;l‘l“ }:ll _|_7a14 + | kAT, (42")
i at at
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«deci Ty, este cel putin de ordinul al treilea in 1/4%, astfel cd dacid ludm

g 7y 3, ;
Ty=2ot 2ot (43)

avem formulele
a; -+ by = kng
2a, + by + a0, = k(ny + ayn,) ) (43"
si este ugor de vizut cd ecuatiile (42') gi (43') definesc din aproape
in aproape by, ..., b, ..., &), ay, a,, ..., dacd b,, m,; n,sint dati.

In ceea ce priveste demonstrarea convergentei seriilor utilizate ea se
poate obtine prin metoda functiilor majorante. Avem deci teorema :

Ecuatiile gravitationale posedd solutii de forma (41'), dacd T,y si Ty,
sint date de formulele (42) si (43) si in aceste solupiv b, este o constantd
arbityvard. '

Se poate de asemenea observa cd dacd V2 si A2 sint dati de formulele
41') atunci ecuatiile (39”) definesc 7'y, 1 74 ca serii in 1/4! de primul
. . . . 2‘ 7 14
si al treilea ordin, deci avem

Tpp= M To=-2 1 ... (44)

P2 (x1)3

Acest fapt ne aratd cd tensorul energiei-impuls este nul la infinit,
ceea ce corespunde ipotezel cd se presupune materia concenrati in
origine si deci, la infinit tensorul energiei-impuls este nul.

Sd revenim la metrica (40). Dacd o = 0 aceastd metricd este evi-
«dent de tip Minkovski, deci euclidiani.

Dacd « == 0 aceastd metricd nu este euclidiand, deci existi com-
ponente ale tensorului de curburd care nu sint nule cum este de exemplu
co cos? x2

T (44')

2

—
R323 o

si prin urmare tensorul de curburd nu este nul, desi tensorul lui Ricci
este nul.

In concluzie putem enunfa urmitoarea teoremdi :

Dacd in ecuatiile gravitationale a lur Einstein, membrii ai doilea
sint nuli, dect spatiul este gol de materie in afara originiv si tensorul lus
Ricci este de asemenea pul, melrica spatiului este metrica lui
Schwartschild si aceastd metricd este euclidiand numai dacd o = 0.
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S3 observim cd metrica (18), (19) pe care am utilizat-o in § 4
pentru a explica curbarea traiectoriilor luminii §i deplasarea periheliului
planetei Mercur, este o metricd cu simetrie sfericd (39), pentru care
A=1. Avem deci o metricd cu simetrie sfericd pentru care metrica
spatiald d este euclidiand gi ecuatiile (39') ne dau

2a b

14 R k
T e —1:———1:—-—~XIT R2=1 e 4 .
G 0, Vv R 2 1w I et | c(ah)2

Deci a doua ecuatie defineste 7%, in functie de ' gi avem :

1 . (R?), L 2) . A{_( _g)_ " 44’
kAT = Y (log R?), ey a—+ xl) (44)
De asemenea Ty, este definit de (39"'), deci avem:
ET 1[ (&%), 1 [ (&2),]? 1 (R®), "
e 2 U U M 44
(a2 2[ R* L_l 4[ RZ] T 221 R2 (447)

Avem deci teorema :

Metrica cu simetrie sfericd (18), (19) este caracterizatd de faptul cd
tensorul emergiec — impuls ave ca singure componente nenule Tiq 51 Ty
unde T,y este definit de formulele (44"), iar T,y de formula (44").

Aceastd metricd se poate incd scrie:

dr?

— 72[d62 + cos? O de?], (45)
o

1] — —
v

ds? = [1 g %](d.ﬂ)a L

.

unde o este o constantd. Dacd o este egal cu zero sintem in cazul unei
metrici euclidiene, 7 fiind atunci raza vectoare obignuitd.

Dacd « este diferit de zero sintem in prezenta unei metrici neeucli-
diene creatd de cimpul gravitational datorit unei singure mase situati
in origine si se poate determina valoarea lui « in functie de valoarea
masei M concentratd in origine. Tinind seama de formula (19') si de
faptul ca avem

ey _lpf 2ol les
2 2 v 2 2 v

si cd potentialul creat de masa m se poate scrie:

L

4
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rezultd cd avem :
__ 2fm

02

Relativ la metrica lui Schwarzschild vom spune de asemenea ci se
cunosc formulele de scufundare ale acestei metrici in spatii pseudo-

euclidiene cu 6 dimensiuni, avind metrica :
2 &2 52 2 ~2 2
ds? = dz} + d22 — da2 — d2? — dz2 — d22. (46)

Considerind formulele

.
o[~

2, = /.(1 — i’—') billi, 2y = k(l — %—7) cos -
v k v k (46/)'
) 2 2m73 + m2k?
( 73(r — 2m)

g1 presupunind ca z,, z;, 24 sint dati de formulele (33), se obtine un loc
geometric cu patru dimensiuni in spatiul Eq ( 2y, 2o, 2y, 24, 25, 2¢) CC
posedd o metrica Schwarzschild!. O scufundare analogd se obtine
presupunind cd spatiul pseudoeuclidian are metrica formatd dintr-un
singur patrat pozitiv, punind in formulele (86’) sh si chin loc de sin si
cos obisnuit.

Se obtine o metricd cu simetrie sferici mai generald decit aceea
a lui Schwarzschild, utilizind i influenta potentialului electromag-
netic. Aceasta metricd, numitd metrica lui Reissner si Weyl, se scrie :
d I\

ds? = V24 — o — R2[d0® - cos? 0de?] (46"
unde avem :
pro g —t o P
R R

in care B este o constantd ca si o?.

Se pot gési de asemenea solutn in care metrica di? cbu, cu curbura
constanta po¢1t1v<1, 1)1'L5upu]1111d cd materia este uniform distribuitad
in univers.

Dacd spatiul V3 cu metrica

dP? = aydxidxi

1. Fusitani, M. Tkeda, M. Matsumoto, Journal of Mathematics of Kito
University, 1961, 1.

? Pentru o scufundare a metricei Iui Reissner-Weyl in I; se poate vedea,
S. Janus. Scufundarea metrici Reissner-Weyl, Comunicarile Ac. R.P.R. T. XIII,-
1963, p. 857—862.
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este cut curburd constantd, atunci tensorul lui Ricei R; (4, j = 1, 2, 3)
este proportional cu tensorul a;, avem deci R; = ka;. Pe de altd
parte, ecuatiile lui Einstein referitoare la metrica

ds? = V2(dat)? — di3,

unde V nu depinde de x?, se scriu':

|4 AV p
I\” —{— ”-——V‘ﬂj:—k[“‘, R:k——)

T Vz

unde R=aVR;; este invariantul lui Ricci relativ la metrica d* §i cum
avem R = 3K rezultd, daci presupunem tensorul energetic uniform,

Ty = V2, T = pay,
in care 7 si p sint constante, ceea ce ne da:
3K = kn

si K trebuie sd fie pozitiv, caci v este pozitiv.

Cum spatiile cu curbura constantd pozitivd g¢int spatii inchise ca
sfera, deci geodezicile sint de asemenea curbe inchise, asa cum sint
cercurile mari ale sferei, se pun probleme de naturd cosmologicd relative
la volumul spatiului si la cantitatea de materie ce se afld In el. Se
evalueazd cd acest volum ar fi 2x®K—%2 in timp ce cantitatea de
materie ar fi M =2n%nK %%~

Daci spatiul fizic este inchis sau nu vom spune doar ci raminind
la cazul simplu al relativitdtii restrinse, se poate pune problema de
geometrie globald de a gdsi spatii inchise pe care si fie valabila o geo-
metrie euclidiand cu metricd indefinitd, deci de tipul formulei (5').
Desigur cd aceastd metricd poate fi realizatd in intregime, fie pe cilindrii
de diferite tipuri, deci in care una, doud sau trei variabile se inchid
prin translatii de o lungime datd, fie pe tor, in care se considerd ca
identice punctele ce sint transformate de patru translatii, de exemplu,
translatiile unitare pe axele %, %, y, 2z

Existd insd si alte grupuri discrete ce lasd invariantd forma patraticd
(5') cum sint acele in care grupul discret este format de o transfor-
mare ortogonald (3) si din translatii. Avem patru asemenea grupuri,
dupd cum s are valorile 2, 3, 4, 6, deci patru asemenea spatii Inchise,
diferite de tor.

1Vezi T. Levi-Civita, The Absolute Differential Calculus, London, 1927, p.
426, V. A. Foch, Teorvia spatiului, timpului si gravitatiei, Editura Academiei R.P.R.,
I S. R. S., Bucuresti, 1962.
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Avem insd si alte grupuri discrete. Pentru a vedea acest lucra si
scriem metrica (5’) sub forma :

do® = dudv — dy? — 2% (u = x, — x, v = x, + x). (47)

Este usor de vidzut cd aceasti metrici rimine invariantd fata
de transfogmdrile grupului discret t

w = pu, v = qu,y =y 41, =z (pg = 1).

Se poate ardta atunci cid putem asocia acestui grup translatii
unitare pe axele u, v, 2, astfel incit si avem un grup discret cu patru
generatori, deci in aga fel ca spatiul obfinut prin identificarea punc-
telor echivalente fatd de grup si fie inchis, numai dacd P+ g este
un numdr intreg £ mai mare decit 2. Rezultd deci cd avem o infinitate
numdrabild de spatii inchise pe care se poate realiza o geometrie (5),
deci o geometrie Minkowski.

§ 7. FORMA CANONICA A ECUATIILOR GRAVITATIONALE

Sd aratam acum cd existd un sistem de congruente (3) in care ecua-
tiile gravitationale (31) se reduc la o formi canonici, ce se obtine
reducind la o formi canonici forma pitratics ‘

(D _ tab dS“ dSb

asociatd tensorului energie impuls.
Pentru aceasta sa ardtdm mai intii cd fiind date doud forme pitra-
ticet
Y Y SN ST
=M1 — Vi — Vs — 3
b= by,
in patru variabile y,, v,, 5, v, putem prin transformiri pseudoorto-
gonale, ce pdstreazd forma canonicd a formei ¢, si reducem la zero
toate cantitatile b,(i == j) afard poate de b,,. In adevir printr-o trans-
formare ortogonald a variabilelor y,, v,, ¥; putem sd reducem ¢, cum
este bine stiut, ¢ la forma

b= kayi — Riyi —kayy — kgyi 4 2403154 F 2a5y5y, + 2a3Y5Y, . (48')

Dacd doud din cantititile a4, a,, a4 ar fi nule proprietatea ar fi demon-
stratd. Dacd una ar fi nuld, deci dacd ay ar fi zero, avem o problemi

(48)

PG, Vranceanu, Reducerea la formd canonicd a unei forme pdtratice prin trans-
Jormdri iperbolice Analele Univ. Parhon, vol. 25, 1960 ; p. 93-104.
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analogd in variabilele yy, ¥, ¥4 S& presupunem de_ciu a, # 0, a, # 0,
a, # 0 si sd considerim ecuatfia caracteristicd relativd la ff)rma patra-
ticd ¢ — pe unde ¢ este datd de formula (48’). Aceastd ecuatie se

scrie

p —Fky 0 0 a,
O _ ko O a
F(p) = o *o|=0
0 0 p— kg as
1 L2 a3 ky—p

Rezultd deci cd p satisface ecuatia de gradul al patrulea
F(p) = (p — ka)(p — ka)(p — ko) (ks — 0) — af (o — ko) (p — k) — (48")
— a3 (p —ky)(p — k) — a3 (p — k) (o — ko) = 0.

Daci doud dintre numerele %y, k,, 2, ar fi egale de ez.:emplu daci &k, =k,
aceasta ectiajie ar avea ca rdddcina p = k,; §i printr-o transformare
ortogonald a variabilelor y,, y, putem reduce a,, la zero, luind ca una

din variabilele y,, y, variabila
@Yy + Y
Vai + o
si deci problema noastrd s-ar reduce la o problema numai in varia-

bilele y,, ¥ Y4 . ‘
Sa presupunem deci k,, k,, k3 diferite. Putem atunci schimbind

eventual indicii 1, 2, 3, intre ei sd avem

ky < ky < ks
Rezultd atunci cd inlocuind ¢ in F (p), prin valorile k;, ks, k3 avem
F(ky) = — a3 (ky — k) (Ry — k3) <O
F(ky) = — a3 (ks — y) (ks — k) >0 (48"
F(ky) = — a2 (ks — ky) (ks — ky) <O.

Aceasta ne aratd ci ecuatia F (p) = 0 are cel putin doud raddcini reale
una intre &, si k, si alta intre %, si k5. Fie p,, p, aceste raddcini:

Sd observim cid directia caracteristicd asociata la radacina p, este
definitd de ecuatiile

@y g

yl__Pl“k1y4,y2— pr — kg oy — ks
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astfel forma pitraticd ¢ pentru aceastd directie, este datd de formula

=421 — a'f —_— dg —_ a§ ) 49
q.) ye [ (pr — ky)? (pr — ko) (p1 — ky)? ( )

deci aceastd directie este interioard conului ¢ = 0, daci cantitatea din

parantezd este negativd. Pentru a ardta aceasta este cazul si observim.

cd putem scrie ecuatia (48”) sub forma

F(e) L. S SR
(p—h)p—ha)p—ks) " T A
astfel cd derivind avem pentru p = p,;, tinind seama cd F (p,) = 0,
F(py) a} af a
= —1+4 T I Ly
(p1—Ry) (pr—Fa) (p1—Fs) (pr—Fy)* (er—k1)* - (p—hy)?

Tinind seama de formulele (48") rezulta ca functia F(p) creste in
intervalul (ky, k) deci ['(p;) >0 si cum p; — &, este pozitiv
in timp ce p; — Ry sl py — kg sint ambii negativi, rezultd cd membrul
al doilea al acestei relatii este pozitiv si deci directia caractreristicd
referitoare la p, este interiocard conuluig = (. Aceeasi proprietate
are loc gi pentru direcfia caracteristicd referitoare la rddédcina p,.
Rezultd astfel cd existd o transformare pseudo-ortogonali a varia-

bilelor yy, ¥, 3, ¥4 asa fel ca direcfiile a doud dintre variabilele-

Y1 Vo, Vs de exemplu y,, vy, sd fie direclii caracteristice relative la
py 1 pg, deci ca ¢ sd se poatd scrie
Y = byy -+ ayi + oyi + dvi -+ 201y (50)
Avem deci teorema :
Putem presupune cd@ in formulele (48) forma 1§ este definitd de
Jormula  (50).

S4 observdm acum cd putem presupune cd variabilele vy, i, s,
v, suferd o transformare de forma

yi=y ch ¢+ y, sh ¢ y2=1,

Ya=2y1 sh ¢ 4y, sh g, y3 =y,
unde ¢ este un parametru oarecare i atunci coeficientii a, b,
sufera transformarea

’

@' =ach® ¢ 4 2x ch ¢ sh ¢ 4+ b ch? .
A = (a+0b) chg sh ¢ 4 Alch? ¢} sh? ¢] (50"
b = a sh® ¢ 4 2\ ch ¢ sh ¢ 4+ b sh2p.
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Tinind seama cd avem ch?¢ — sh? ¢ = 1, rezultd cd a — b este un
invariant astfel cd punind ¢ — b =2I, m =a — I = b 4 I rezultd
formulele

m = —;« (m + A]e* - % (m — n)e %

(50")

W= L n)er — L — 2)e2e

1
2 2
si prin urmare avem

m N = (m 4 Nexe, m' — N = (m — hje, (50"
ceea ce ne spune cd m? — A2 este de asemenea un invariant. Sa obser-
vam acum cd ecuatia caracteristicd relativa la forma pétratica
) — pep unde ¢ este dat de prima forma (48) si ¢ de formula (50)
are doud rddicini reale —¢, —d si doud rddicini date de ecuatia

p? + (a—b)p 422 4 ab = 0.

Aceastd ecuatie are deci rdddcini reale, imaginare sau confundate,
dupa cum cantitatea
(a+0) — 42 = 4(m? — 23

este pozitivd, negativd sau zero.
Dacd radacinile sint reale ¢i distincte deci m? > A%, atunci putem
reduce A" la zero, alegind ¢ In asa fel fncit sd avem

m—An m? — A2

G4<P = e —
mA (m—+n)2
si forma ¢ se scrie

! — 2 2 2

b= byi + ayt + by + oy§ (51)
unde b -+ a == 0.

Dacid radicinile sint imaginare deci m?* — 22 < 0, atunci putem

reduce m’ la zero alegind ¢ in asa fel incit sd avem

A+ m (A4-m)?

h— W 2 — m?
oo — m~_7\ m

si forma { se scrie
| J— 2 2 2 !
Y= 0(yi—yi)+eyi 4+ dyd 4 20y (51)
Daca m? — 32 = 0 deci avem doud rddidcini confundate, atunci
trebuie sa deosebim doud cazuri, dupd cum avem unul din factori
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m -+ X, m — X este diferit de zero sau ambii sint nuli. Dacd m — )\ =
=0 si m + A = 0, ecuatiile (50”) ne dau

)\, _ )\.@2¢,

deci putem reduce 2’ la 41 si forma ¢ se scrie

b= ([e)yit(—T+e)yit2ep (e = L), (52)
Dacd ambii factori sint nuli deci m = % = 0, forma ¢ se scrie
b= b(yi — %) + i+ dy3 (52)
si coincide cu forma (51) dacd a = —0.

Avem deci teorema :

Forma § poate fi redusd prin M'mzsjommm iperbolice la una din
Jormele canonice (51), (51'), (52), in care cantititile a, b, c, d, », I
potl avea orice valori.

Sd utilizim aceastd teoremid in cazul ecuafiilor gravitationale,
considerind ca formd ¢, forma pdtmhca @ asociatd tensorului ener-
gle-impuls. In cazul (51), deci in cazul cind forma @ se reduce la
forma canonicd

= #,,(ds?)? +t11(dsl) +150(ds?)? - £55(ds?)?, (52")

ecuatiile gravitationale (31) pentru indici ¢, j egali se scriu

R .
v, -+ ’;~ = —kt, (i =

R
1) 2; 3), 7’44 - E - kt44 (53)
in timp ce ecuatiile (31) cu indici ¢, 7 distineti se scriu

=0 (i) (53)

Rezulta deci c@ ecunafiile gravitationale se impart in acest caz in
doud categorii. Functiile (53) ce contin componente ale tensorului
energie-impuls si ecuatiile (53") ce nu confin asemenea componente.
Vom zice ci ecuatiile (53') sint de naturd geometricd, in timp ce
(63) sint de natura fizicd. Rezultd de asemenea cd avem cel pufin
sase ecuatii de naturd geometricd. Zicem cel putin, deoarece dacid
ecuatia caracteristicd referitoare la forma pitratici ® — ods? unde
ds? este dat de formula (7), are rdddcini multiple, numéarul ecuatii-
lor de naturi geometricd creste. Intr-adevir ridécinile ecuatiei carac-
teristice sint —i#;y, —Zas, —lg3, f4q. Dacid avem o ridicina dubla,
de exemplu #,, = t,, ecuatiile (53) ne spun cd r,; = 7,,, ectuatie care
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se adaugd deci la ecuatiile (53'), raminind numai trei ecuatii de
naturd f1z1ca de exemplu ecuatiile (53) din care se lasid la o parte
ecuatia corespunzatoare lui ¢ = 1. De asemenea daci avem o a doua
riddcind dubld f,, = —i43 rezultd ecuatia 7, = —7y, ce se adauga
la ecuatiile (53') i ramin numai doud ecuafii de naturd fizici e umtiile
(53) pentru care ¢ = 2, 3. Acelasi lucru dacd am avea o ridicinad
tripla. In sfirsit daci am avea o rddicind cuadrupld, deci

big = log = gy = — 14y Vg = Vag = Vg3 = — T

se ajunge la o singurd ecuatie de naturd fizica
711 = 2kt

In sfirsit toate ecuafiile gravitationale sint de maturd geometricd,
dacd tensorul energie impuls este zero si aceste ecuatili ne spun ci
spai;ml V,_; este un sp'mu Einstein cu R = 0. Si presupunent acuimn
ci sintem in cazul (51°) deci in cazul cind ecuatia caracteristicd refe-
ritoare la forma ® — ¢ds? are doud rdddcini imaginare, deci O ecste
datd de forma canonicda

D = 45, (dsY)? 4 Lyo(ds?)? - £35(ds3)2 — £, (ds?)? - 24,,ds'dst (£, == 0).
in acest caz ccuatiile gravitationale de naturd geometrici se scriu
Vio == Vg = Vg = Voq=733 =0, 713 744 =0 (54)
in timp ce ecuatiile de naturd fizicd sint date de ecuatiile

Fa= — ke it = — Rkt (i=1,23). (54')

Evident unele dintre aceste ultime ecuatii pot trece in rindul ecuafii-
lor (54), dacd ecuatia caracteristicd are o rdddcind dubld ceea ce are
loc dacd £y, = t45 sau daci £y, = t,,, deoarece atunciavem de asemenea
Vog == Va3 SAU 75 = Vs, Cum avem 7y, == 0 rezultd cid In acest caz
existd cel putin o ecuatie de natura fizica, sau altfel spus, asemenea
caz nu este compatibil declt cu un tensor energie-impuls nenul. Si
presupunem ci sintem in cazul (52), deci cazul in care @ este dat
de formula canonicd

O = (—1 - =) (dsY)? -+ £y5(ds2)? + £45(ds?)2 + (I + 2)(ds?)? 4 2edstdst
(= = &1)

deci avem
byy = e — I,



Tn acest caz ecuatiile gravitationale de naturd fizici se scriu

R
Tas ry = —kiy, 743+ “f‘ = — ki,
(55)
Ty — s+ R= — 2RI, 7y + vy = — 2ke,

in timp ce ecuatiile gravitationale de naturid geometricise scriu

Yo Va2 =0, vy =1y = vy =1y =75, = 0. (55%)

Vom observa cd desi sintem in cazul in care ecuatia caracteristici
are o rdddcind dubld, numidrul ecuatiilor de natura fizici (55) este
in general patru, totusi ultima are un caracter special deoarece depind
numai de constanta %, {inind seama cid e = 4 1.

Dacd convenim sid trecem aceastd ecuatie in rindul ecuatiilor de
naturd geometricd, putem enunta urmitoarea teoremi. i

Numdrul ecuatiilor gravitationale de natnrd geometricd este 6, 7
8, 9 sau 10 dupd cum ecuatia caracteristicd referitoare la forma pdtm:
ticdi ® — pds? are vdddcini distincle, o rdddcind dubld, doud rdddcini
duble saw o vaddcind tripld, o rvaddcind cuadrupld saw tensorul ener-
gie-impuls este zero.

In integrarea ecuafiilor gravitafionale este natural si mne ocupim
in primul rind de ecuatiile de naturd geometricd. Este deci important
sd cunoastem metrici pentru care aceste conditii sint verificate.
Consideratiile ficute mai sus ne arati ci metricile cu simetrie sferici
convin cazului cind forma ® are forma canonici (52”), deoarece in
acest caz ecuafiile gravitationale (53’) sint identic verificate.

In ceea ce privegte metrica cu simetrie sfericd generald se poate
conveni celorlalte cazuri, deoarece pentru aceasti metrici rezultd
cd tensorul Iui Ricci in coordonate are proprietatea cd toate compo-
nentele R;(i = j) sint nule, afard eventual de R,,. Totusi aceste
metrici sint particulare, deoarece ecuatia caracteristici are intot-
deauna o rddacind dubld. Altfel, spus, o metrici cu simetrie sferici
generald, poate conveni numai unui tensor emergie-impuls a c#rei
ecuatie caracteristicd are o rdddcind reald dubli.

§ 8. TEORII UNITARE

Faptul cd teoria relativitdfii a reusit prin criterii geometrice
sa explice unele fenomene fizice gravitationale, care nu puteau fi
explicate de mecanica clasicd, a facut si se puni intrebarea daci
nu pot primi o interpretare geometricd si alte fenomene fizice. Printre
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acestea, cele mai importante sint desigur fenomencle electromagnetice.
Pentru aceasta s-a simfit nevoia si se admitd ci spafiul fizic este
un spatiu mai general decit un spatin riemannian cu patru dimensiuni
si teoriile care cautd si dea o explicatie pe consideratii geometrice
atit a fenomenelor gravitationale cit si a fenomenclor electromag-
netice se numesc teorii unitare. Prima teorie unitard a fost creatd
de Weyl in 1918, introducind spatiile cu conexiune afind. Aceste
spatii sint mai generale decit spatiile lui Riemann in sensul cd posedd
o familie de curbe invariante, care joaca rolul geodezicilor, insd pot
si nu aibid o metricd in sensul lui Riemann. Aceste curbe se scriu
sub forma:

a2t i dvi dxt (43)

— L ik b
e Toar a

in care T, sint functii de variabilele &%, ..., 2". Aceste functii se
numesc componentele conexiunii afine gi cu ajutorul lor se construiesc
componentele tensorului de curburd

P alﬂt, I L:[ ] 2
Dju= —2 — — 0 4 T4 Ty — T T (48)
X! ox

Dacid 1Y, sint simetrice in indicii 7, £, spatiul se zice fdrd torsiune,
dacd nu, atunci:
i 7 7
Tip= I — Ty (49)

se numesc componentele tensorului de torsiune. Un spafiu cu cone-
xiune afind A4, are deci in general doi tensori, tensorul de torsiune
si tensorul de curburd.

Tn fapt, teoria unitari a lui Weyl presupune cd spatiul fizic
este cu patru dimensiuni si ca poseda o metricd care nu este aceeasl
pentru tot spatiul, dar care diferd de la punct la punct cu o unitate
de mi#suri dati de un vector covariant ¢; deci de o formd Pfaff
invarianta

do = ¢.dx". (50)

Aceastd forma este deci un invariant al spatiului gi se presupune
<} aceastd formi nu este in general o diferentiald totald exactd, deci
i coeficientii covariantului biliniar

Oo, O,

st T ({7 =1,234 51
= T o (4,7 ,2,3,4) ( )

1H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, Berlin, Springer, 1923.
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nu sint toti nuli. Presupunind cd metrica spatiului este datd de
formula :

ds? = egq’i‘w a;;dxidxd, (52)

in care #* are rolul timpului, iar 2%, 2%, 23, rolul coordonatelor ¥,

y, 2 se obfin vectorii magnetic si electric. Considerind vectorii avind
componentele

/

M, = 9, M, = ¢g, M, = ¢1» (52}

E, = ou, Ey = Qg E, = oy

ecuatiile lui Maxwell (7) care definesc legiturile dintre E i M,
capitd astfel o formd invariantd la transformdri oarecare variabile.

In 1921, Kaluza si apoi independent de el Klein propun o altd
teorie unitari in care spatiul fizic se presupune cu cinci dimensiuni
avind ca metricd

ds? = a;dx dui + 2, dxidxe® + (d3%2, (5,5 = 1,2,3,4), (53)

in care a; si ¢; depind numai de variabilele x', 2%, x° x* ¢i in
aceasti teorie ¢; este vectorul electromagnetic. S-au dat si alte
teorii unitare, datorite lui Einstein, lui Einstein si Mayer, Veblen etc.
In 1936, autorul acestei cirti, plecind de la o teorie unitard a lui
Einstein si Mayer, care urmirea o imbunitidtire a teoriei lui Kaluza
si Klein, in sensul de a evita cit mai mult presupunerea ci spatiul
fizic este cu cinci dimensiuni, ceea ce ar contrazice intuifia noastrd,
a construit o teorie unitari neolonomil. In aceastd teorie se presu-
pune ci avem in spafiul cu cinci dimensiuni o ecuafie a lui Pfaff:

ds® = dx® — @ dx* — @udx® — @gda® — @udx* = 0, (54)
unde ¢, ..., @, este vectorul electromagnetic. Spafiul V; are astfel
metrica :

ds? = a,; da' dxi 4 (ds)?, (54"

sau, utilizind congruente pseudoortogonale,

ds? = (ds*)? — (ds)? — (ds?)? — (ds®)® + (ds)

Presupunind ds®= 0, rezultd cd avem de-a face in fiecare punct cu

un spatiu V,, spatiul-timp al relativitdfii generale. Totalitatea
acestor spatii nu poate fi insi consideratd ca formind spatiile tan-
gente ale unei hipersuprafete in V. deoarece se presupune cd ecuafia

1G. Vrdnceanu, Sur une théovie unitaive nonholonome des champs physiques,
in ,Le Journal de Physique et de Radium”, vol. VII, 1936, pp. 514-526.
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(44) nu este complet integrabili, daci se consideri ci temsorul (41)
nu este nul, aceasta avind loc numai daci cimpul electromagnetic-
(42") este nul.

) In genera{, se numeste spafiu neolonom riemannian V', un spativ
Riemann V, in care se di un sistem de ecuatii cu diferentiale totale
(ecuatii Pfaff) :

ds* = 27dx =0 (a=m+1,...,n),

ce nu este complet integrabil. Ca exemplu de o ecuatie cu diferentiale
totale ce nu este complet integrabild se poate da ecuatia:

dz — ydx = 0. (55):
O asemenea ecuatie nu poate fi scrisd sub forma:

df(x,y,t) = 0. (55")
deci nu poate fi integrati sub forma:

Jx,y,2) = ¢, (55"

unde ¢ este o constantd. Intr-adevir, daci (55) si (55') ar fi echi-
valente, am avea:

df = pldz — ydx], (56)

‘unde p este un factor de proporfionalitate.

Avem deci sistemul de ecuatii cu derivate parfiale :
LU

of
0z ® ox 0y 5 =0

Derivind insd prima ecuatic in raport cu y si tinind seama de
ultlmg ecuafie rtezultd cd p nu depinde de y. In acest caz insi
ecuatia a doua ne spune cd f depinde de v, deci f depinde de y
daca o = 0, ceea ce este in contrazicere cu ultima ecuatie, care
spune cd f nu depinde de y, prin urmare ecuatia (56) este imposi-
Pﬂa pentru p == 0, deci (55) nu este o ecuatie complet integrabili,
infelegind prin aceasta ci nu este o familie de suprafete (65" a
cdrei diferenfiald egald cu zero si fie ecuatia (55).

IAi)xdisté insd o infinitate de curbe care satisfac ecuafia (55), cici
punind :

z2=1¢(x), y=q¢'(%)

se obtine o solufie a ecuatiei (55) oricare ar fi functia o(x), o'(x)
fiind derivata in raport cu x a fuanctiei ¢. He o), EAE
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Fiind dat un spagiu neolonom V7, el posedd un tensor de curburd
si un tensor de torsiune. De asemenea, posedd doud familii de curbe
invariante, si anume geodezicile considerate drept curbe de ceea
mai scurtd distani si geodezicile considerate drept curbe autopara-
lele. Siin teoria unitard neolonoma V4, geodezicile de lungime nuld
sint traiectoriile razelor luminoase, iar geodezicile autoparalele sint
traiectorii ale particulelor incircate cu electricitate.

S-au propus in continuare teorii unitare in care existd doud
ecuatii ale lui Pfaff, deci teorii care aula bazi un spatiu neolonom V7.

fn una din ultimele teorii unitare propusi de Hinstein in 1945
se presupune ci spafiul-timp este cu patru dimensiuni insd cu

metricd imaginard, deci avem:
aj, = bjy +1cj; (i=V—1), (57)

unde b, sint cantitati simetrice in j, k, in timp ce ¢;, sint strimb
simetrice, deci avem: i N
bjy, = Ui Cip = — Cijr
Cum cj = 0, rezultd ci existd gase cantitdfi ¢ distincte, $i anume:
C12, C13, C1ar C23) Coas Caa .

care sint utilizate pentru a defini cimpul electromagnetic. In pre-
fata ce insoteste aceastd teorie unitari, care generalizeazd i teoria
relativititii generale, Finstein spune ca o teorie unitard ar trebui
s3 aibd doud proprietdfi:

1. Cimpul si apard ca o entitate covarianta unificatd. Ca exemplu,
Tinstein citeazd unificarea cimpului electric i magnetic, in teoria
speciald a relativitatii. Unificarea constd in acest caz—spune Einstein—
in aceea ca intregul cimp considerat sd fie descris de un tensor
strimb simetric si grupul de baza al transformarilor lui Lorentz sd
nu ne permiti si desfacem acest cimp — independent de sistemul de
coordonate —intr-un cimp electric si unul magnetic.

2. A doua conditie pusd de Finstein este ca nici ecuatiile cimpu-
fui, nici functia lagrangeand si nu poatad fi exprimate ca sume de
mai multe pirti invariante, ci sd fie formal entitdti unificate.

. Teoria pe care o propun — spune el — satisface la conditia a doua,
dar nu si la prima, caci de fapt b;n sioc¢j, sint tensori independenti
de ordinul al doilea, fatd de transformarile de variabile reale ale
spatiului”.

Dupi cum a subliniat S. I. Vavilov, fostul presedinte al Academiei
de Stiinte a U.R.S.S., teoria unitard a structurii materiei e indispen-
sabild. In ultimele doud decenii, teoriile unitare au evoluat de la
teoriile continue spre teorii unitare cuantice, deci spre teorii unitare
ale cimpului material i ale strii continue a materiei si ale particulei
elementare, care constituie starea discontinui a materiei. Dacd
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‘teoriile un}tare pur continue n-au reusit si se impuni, teoriile unitare
cuantice, 1n strinsd legdturd cu experienta, au inregi’strat o serie de
'stecese ; 1ntre alte}e, ele verificid ambele criterii einsteiniene de mai sus

.Pe linia ac'estel dezvoltari, cele mai remarcabile realiziri de teofii
umtfclre cuantice sint: teoria fuziunii cimpurilor si particulelor ele-
gle;n 3?1 z%le.lm L. de Broglie (1?43),_ecuat;ia universald neliniard a
c aé)unl‘ ;)3 f§1 particulelor a lui W. Heisenberg (1958), anticipatd sub
0 Afur ;11 % . ormd in 1958 de D. Ivanenko, si teoria cuantici conformi
_ Invarianta conformd a legilor fizice, deci invarianta lor fati de
inmultirea distantei ds? cu un factor arbitrar functie de coordo-
:};a;e, revine la independe}ﬁ;a lor fata de a’legereé unitatilor de
%11 srl;ra tEa este tot atit ‘ de fundamentald ca si i1’1vari;m1;a lor
T pfl); cu transformdrile sistemului de coordonate. Ecuatiile lai
*tran:flgrﬁ ca si c§1e mezonice i spmorizzle, sint invariante fatd de

nsto 1ar1 conforme. Teoria conformd a gravitafiei a fost dez-
voltatd de FEinstein insusi, apoi de J. Schouten, de R. Ingrahal:n

< “ 4 X gt
~§.a. Grupul transformirilor conforme relativist-restrinse este legat de

migcarea coTpurilor uniform accelerate, in timp ce transformairile
;1111 Lorenz sint legate de migcarea sistemelor inerfiale, deci de acce-
leratie nuld si constituie un subgrup. A. Popov'ici i vcolaborz;torii
sdi 1au dezvolfcat, inc.elgind din anul 1953, o teorie conform3 generald
;ifssgllggliega;;a;ﬁca a 'cimpurilor tensoriale §i spinoriale, pentru
R ecare; pentru mase de repaus nule s-a asociat
‘penfru m:l ec ré)magne’ac si gravific o varietate neolonomi V% care
S invariszta ioéigfgz gerlléﬂi sef_pgate reduge la o varietate V3.
IelatiViSt—genéralé o legilor fizice rezulti ‘atul}m, sgb form3
fiice Tats fa oS g_l reciprocitdfil, care descrie simetria legilor
implsurency ienar1rn_1 e 1canomc conjugate : coordonate-duratd si
cimpurilor s gecﬁa%tli)‘(ln 0 ‘ege.general_lza}ta a fuziunii particulelor si
D A rénﬂtﬁ ! ile spl.nonz_xle neh‘m.are conform invariante, de
aravifice g b‘ ain ap.rox‘l,_ma",cla 1'e1at1v1s‘§ restrinsd, pentru cimpuri
grayiice ;da g,‘legea fuziunii lui I. de Broglie si ecuatia lui Heisenberg.
divesa i;iil’uilil :i/ntutte'a‘ 1111tera01:iu11ii §iv transformdrii reciproce a
din feors cua&tica‘) paf icule, demonstrati d_e (_fxpierem;é. si dedusa
o mivear s interfa tglmpulm, ele nu constituie decit stiri, forme
neliniar descris de :cculz:iﬁe dseat}dpau]g?actuﬁlg alli chmpales spinorial

1 ecuaf rac-Heisenberg. Fuzi i
numar par, respectiv impar de cimpuri funda111er§tal};}lzclltz}1ni?m1;$;

1A se vedea : . %
mele de bazd ale tpf)lfie?sfnlmﬁe?'v 'Q-AV ranceanu si A. Popovici, Despre proble-
1959, Academia R o % a w}z’lam, in Luctédrile Consfituirii romino-sovietice din iunie
ST . P. R., Bucuresti, 1960: i - LiC
velativitatii. ’ sti, 1960; idem, Fundamentele teoviei generale a
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si particule deschise de ecuatii tensoriale, respectiv spinoriale—fapt
care reflectd unitatea materiali a lumii, in concordan{d cu materia-
lismul dialectic.

Observatiile efectuate cu ocazia diferitelor zboruri cosmice au adus
o contributie importantd in direcfia unei cunoasteri mai adinci a
proprietitilor spatiului fizic in care traim si fird indoiald cd vor
conduce 1a teorii unitare cu ridicini din ce in ce mai adinci in reali-
tatea fizica.

§ 9. ECUATIILE LUl MAXWELL iN TEORIILE UNITARE

Am spus mai sus ci utilizind formulele (52') se poate da ecuatii-
lor 1ui Maxwell o formi invariantd la transformari de coordonate.
Pentru a vedea mai de aproape acest lucru® sd observim cd ecuatiile
lui Maxwell in cazul cind ne gisim intr-un cimp dielectric omogen:
fara sarje electrice, se scriu

. 1 0M 1 0E 4.,
divM =0, tot E=— = —, tot M = — —,divE=0. (58}
c Ot ¢ Ot

Ori notind cu m,, #, m, componentele lui M si cu e, e, €, com-
ponentele lui E pe axele de coordonate x, v, z primele doud ecuafir

iau forma
omy | Omy | Omy
ox dy 0z

Oey dey B _1_ Omy,

e B - ’

dy 0z ¢ Ot ,
dey  Oey 1 dmy : (58')

0z ox e Ot
dej dos | 1 Omy, — 0.
ox oy e Ot
in timp ce ultimile ecuafii se obfin din acestea schimbind m cu ¢

si e cu —m.
Daci utilizim ecuatiile (52'), deci dacd ludm

= )

N ) ¢, 0 P
m, — 09 _ 083y 0oy _ 001y — 001 _ 0%
0z dy dx 0z oy dx ‘
(59)
L Op Oog _ Opy  doq __ Opy  doy
gx___ s TR gy_ —_——, gz___._.___
ot ox ot dy ot 0z

1G. Vrinceanu, Ecuatiile lui Maxwell in teoria unitard neolonomd, volunu

original dedicat lui I. Nistor, Cerniuti, 1937.
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ﬂlllde (P eSte un ve t()I ovaria 1' 11 S[)al“]l cu [)all a1l 1
i C C ariar
p mensiuni X s

2

) M=%, =y, =z 4= i
Ecuatiile (59") se pot scrie 2
9o dui | du _ y
Ok ow 0w Y g e PR =L234)(60)
111)1;(13 17, j}e ]j; aslglrtﬂ treli indici distincti. Intr-adevir dacd dim indici-
indicilor 4, j, % veeﬂor’ﬂez ’2:,3 3 4025212 prima ecasfie (58) dact dém

9% e

i

%": _af?j‘% 4 O0pqs -0

o ox | o,
care coincide e s
i o teide Czltl a Scloua ecuatie (oé}'). In mod analog se poate vedea
punem 4 — 3 . batra ecuafie (58) sint date de (60), respectiv cind
Re/ultT d. )=1k=4si1=3, J=2, k=4
VA a = 1A — .
valente cn eceucijciCifL 1Elél(l)nd seama dev (89'), ecuatiile (58) sint echi-
conditia necesars ff ( ) . Pev de altd parte ecuatiile (60) reprezinti
stl‘imf) e 52 av§1_suf1c10nta ca componentele ¢, ale unui tensor
s . N g
Results deiirlé‘.is:etcfllet.c_;)nl(%(glentele tensorului asociat vectorului @
< - C atiile au X s . v i
mare de variabile. ) o formd invarianti la o transfor-
Sd vedem
c < s .
(58) ccuafii ce ::11 bP}ltem da o formd invarianti ultimelor ecuatii
i i e I)a} ;v)l 1,'1}1)1, cum am observat din (58’), schimbind e in
L7 . L 5d observam ca
mixte ca tensorul v, are drept componente

Pl= ¢ 9
unde avem / ¢ P
81 == €9 = g4 == -_1 J—
0G0, 2 3 g =1
cantititile ¢ rep ) s e 7T
5 ! ; rezentind coef ii . s
Hiass i elictentii nenuli ai metricei pseudoeucli-

ds® = —(da")2 — (da2)2 — (dw2)2 L (do)?

care conduce, tinind seama de (59"

fiind dat tensorul mixt of se p , la metrica lui Minkovsky. Ori
J

oate forma divergenfa acestui tensor
o’
D; =%
. . axi
si ultimele ecuatii (58)

e ne spun c¢i 53 <
deci ci avem ! ca aceastd divergentd este nulj,

()’p::

=0. (62)

oxi
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Intr-adevir dacd presupunem j = ¢, avell

a 4 .
ot =0, 9= 0 =% AT " Pu
Rezulti deci A
Dﬁﬁﬁ+éﬁ-ﬁﬁ:ﬂﬂ_ﬁ@~~mi=0
S R PR g e 02

in care insi e a luat locullui

. ’
rezinti ua ecuatie (58 !
care rteprezinti a doua tie (58') entitatea cu cele—

m si —m locul lui e. In mod analog se aratd id
lalte ecuatii (58).
Avem deci teorema:

Fiind dat un vector covaviani o, in spatiul pseudo-euclidian E cu

metrica (61) lutnd ca vectori m, ¢ aceia dal de fom‘mlelg (59), ecuatiile
lui Maxwell sint echivalente cu ccuatitle (60) si (62). il
84 presupunem acum cd Judm un alt sistem de variabile

!

= Kt %, AP, at). (62

Daci in aceste variabile metrica (61) se Sollser\‘?,1 6511?1‘;’1\}11;;(31;111\/[5?1}1(‘;‘
dmin i i arati ca ecuatiile lut ]

well rimin invariante, ceea ce 5 t ,

invariante la transformiri Lorentz. Dacd transformarea (62") nu

conservd forma canonicd (61) atunci ecuatiile. (60) ioiltiﬁ‘ézrf; 21'
PO i au un caracte .

< n timp ce (62) nu mai a a 11V
pistreze forma, 1 b 2 iu cu patru dimensiuni cu o

a cd si intr-un spafl
S4 presupunem cd sintem 1 t i co g
;11et¥icé cu un tensor fundamental a;. In acest caz compone

rului nd i ¢int date de formulele
tensorului mixt ¢} sit : '
g .
P == a7 Qg
. . . . . .  estes
unde a® sint reciprocii determinantului jal|, iar divergenta D; es

datd de formulele D o g o
i Py sin N

i a1 [ C i §is

unde 7 reprezintd derivata covarianta in raport cu tensorul a;. Aven

deci formulele p

k (4

Y

a .
= D Prj

Psivi ™ i

Pis

unde | * \sin‘c simbolurile lui Christoffel de a doua spetd relativ la.

ji
tensorul a;

icd Dj= i1 i idera ecuafiile:
. A spune deci cd D;=0 revine deci a cons 1

. - Dgsj si LA
— gt I a .
9 =" 5 P g |

j
st

zultd deci teorema : o - s
Reflggzal ceZZt un spatiu V4 oarecare dacd luamA vectorut e,Vm d%ﬁgﬁ;
de formulele (59), atunci ecuatiile lut Maxwell in spatiul V4 sir .

de ecuatitle (63).
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