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PREFAŢA LA EDIŢIA A II-A 

în această ediţie s-au introdus unele modificări şi adăugiri menite 
să îmbunătăţească textul. 

• Astfel în primele două capitole s-a introdus demonstraţia dată de 
Euler pentru teorema lui Fermat în cazul n = 4, precum şi unele 
probleme ce au făcut obiectul unor cercetări ale matematicienilor români 
D. Pompeiu şi Dan Barbilian. 

In capitolul III s-au adăugat sub formă de teoreme proprietăţile 
mai importante ale dreptelor şi planelor perpendiculare din spaţiul 
obişnuit şi au fost modificate unele demonstraţii legate de noţiunea de 
perpendicularitate. 

La capitolul IV s-au adăugat paragrafe noi, privind clasificarea 
ecuaţiilor gravitaţionale. 

în noua sa formă, cartea se adresează unor cercuri largi de citi­
tori, dornici a-şi desăvîrşi cultura matematică şi în special cunoştinţele 
legate de spaţiul în care trăim. 
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PREFAŢĂ LA EDIŢIA 

Cartea de faţă prezintă noţiunile de bază din domeniul geometriei 
euclidiene şi cel al geometriilor neeuclidiene precum şi aplicaţiile lor 
în cadrul uneia dintre cele mai cuprinzătoare concepţii fizice despre 
universul în care trăim, anume teoria relativităţii. 

în expunerea problemelor majore, cît şi a celor de detaliu se vor 
utiliza pe cît posibil, un număr minim de cunoştinţe mate­
matice. 

Am socotit că o asemenea carte poate fi utilă în actuala perioadă 
de dezvoltare ştiinţifică din ţara noastră, cînd prin învăţămîntul de 
toate gradele precum şi prin munca noastră de râspîndire a ştiinţei 
în rîndul maselor, se creează oameni luminaţi, cadre de constructori 
ai socialismului. 

Succesele ştiinţei şi tehnicii din ultimii ani, care au făcut posibil 
zborul omului în cosmos, au marcat totodată şi începutul unei epoci 
în care probleme considerate altădată ca o preocupare exclusivă a oameni­
lor de ştiinţă de strictă specialitate, devin treptat elemente ce fac parte 
din viaţa noastră obişnuită. Printre aceste probleme se numără desigur 
şi cele tratate în această carte. 

Lucrarea conţine o introducere şi patru capitole. In introducere se 
face un scurt istoric al geometrici lui Euclid şi a momentelor mai 
importante din descoperirile geometriilor neeuclidiene. Se arată apoi 
cum interesul lumii ştiinţifice pentru aceste geometrii a crescut mai 
ales după utilizarea lor în teoria relativităţii. 

Primul capitol cuprinde elementele mai importante ale geometriei 
euclidiene, unele din aceste elemente dîndu-se, ca de altfel şi alte pro­
prietăţi din capitolele următoare, fără demonstraţii sau cu demonstraţii 
sumare. 

Paragrafele 5, 6 se ocupă de curbe şi suprafeţe de gradul al doilea, 
sau cum se mai numesc, conice şi cuadrice. Teoria conicelor şi cuadrici-
lor reprezintă o parte interesantă a geometriei euclidiene cu multiple 
aplicaţii în astronomie, mecanică, fizică etc. 

In paragraful 7 sînt prezentate problemele geometrice celebre care 
au suscitat mult interes în decursul timpurilor şi au avut o contribuţie 
însemnată la adîncirea multor altor probleme de geometrie, cum este 
de exemplu aceea de a şti care sînt condiţiile ca o problemă geometrică 
dată, să poată fi rezolvată numai cu rigla şi compasul. 

In paragraful 8 se dau unele elemente de geometrie proiectivă. Este 
vorba de acele proprietăţi ale geometriei euclidiene, care rămîn inva­
riante la transformările grupului proiectiv. Considerînd subgrupuri ale 
grupului proiectiv se obţin alte geometrii, la fundarea cărora au 
adus contribuţii importante unii geometri romîni. 

Capitolul II se ocupă de geometriile neeuclidiene. Se dau diferite 
modele, scoţîndu-se în evidenţă în special în ultimul paragraf, cum se 
pot utiliza grupurile discrete pentru construirea unor modele pe care 
geometria se realizează global. De asemenea, se adîncesc anumite scheme 
geometrice, scheme care arată că topologia se înglobează astăzi din ce 
în ce mai organic în geometrie. 

In ultimul paragraf al capitolului II intitulat Topologie combina­
torie se dau unele proprietăţi geometrice ale complexelor policdrale, şi 
se introduc numerele lui Betti, care constituie o clasă de invarianţi topo­
logici, de o importanţă deosebită pentru geometrie şi topologie. 

Capitolul III, intitulat Axiomatizare, expune sub o formă simpli­
ficată axiomatizarea dată de Hilbert geometriei lui Euclid precum şi 
a unor geometrii neeuclidiene; în acelaşi timp se completează unele 
rezultate dale în capitolele precedente. 

Capitolul IV este consacrat teoriei relativităţii restrînse şi generale, 
teorie care după cum se ştie dă o interpretare geometrică fenomenelor 
fizice gravitaţionale. 

Ultimul paragraf conţine unele indicaţii asupra teoriilor unitare, 
teorii ce urmăresc să interpreteze geometric atît fenomenele fizice gravi--
taţionale cît şi fenomenele electromagnetice. 

Prezenta lucrare a fost concepută iniţial din actualele capitole I, II 
şi IV. 

Colaborarea cu distinsul meu elev Costache Teleman a dus la com­
pletarea unora din paragrafe şi la adăugarea actualului capitol III, 
elaborat în întregime de el. 

Autorii speră că sub această formă cartea va da cititorului o imagine 
mai completă a geometriei de la începutul ei şi pînă astăzi. 

Acad. Prof. G. VRĂNCEANU 

15. XI . 1963 
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INTRODUCERE 

Matematica este una din cele mai vechi ş t i in ţe ; posibilitatea 
omului de a număra şi de a face socoteli a constituit una din primele 
lui victorii în drumul spre cucerirea naturii1. Ea a apărut din nevoile 
practice ale oamenilor, din măsurarea loturilor de pămînt şi a capa­
cităţii vaselor, din calcularea t impului şi din mecanică. 

Noţiunile şi concluziile matematicii cu to t caracterul lor abstract 
îşi au rădăcinile în realitate şi-şi găsesc vaste aplicaţii în alte ştiinţe, 
în tehnică, în toa tă practica vieţii. î n general, progresul ştiinţei 
este legat de progresul matematicii. Fără matematică ar fi fost 
imposibilă întreaga tehnică modernă, cît şi dezvoltarea mecanicii, 
astronomiei, şi în bună măsură a chimiei. I,a început matematica 
conţinea aritmetica — ştiinţa numerelor, şi geometria— ştiinţa figurilor. 
Mai tîrziu s-au impus alte discipline matematice, cum sînt algebra, 
analiza, sau disciplinele care au un pronunţat caracter aplicativ, 
cum sînt astronomia şi mecanica. 

Printre disciplinele matematice, geometria a fost aceea care i-a 
pasionat mult pe matematicieni în decursul timpurilor, at î t prin 
caracterul ei abstract, cît şi prin legăturile pe care ea le are cu 
problemele filozofice ce se referă la noţiunile de spaţiu, t imp şi 
materie. 

Antichitatea, înţelegînd ştiinţa egipteană, babiloniană, chineză, 
arabă şi în special greacă, ne-a lăsat ca moştenire ştiinţifică importan­
tă, geometria, denumită şi geometria lui Euclid, deoarece de la 
Euclid, savant grec ce a t ră i t în jurul anului 285 î.e.n., ne-a rămas 
o expunere completă a acestei geometrii compusă din 13 cărţi şi 
int i tulată Elemente de geometrie. Ştiinţa geometriei s-a născut desigur 
din nevoia pe care omul a avut-o de a măsura şi de a compara 
diferitele figuri între ele, de a evalua arii si volume pentru scopurile 
lui practice. Ea a fost descoperită de egipteni şi a apărut în pro­
bleme privind măsurarea pămîutului. Herodot (secolul al V-lea î.e.n.) 
spune că Sesostris (Ramses al II-lea, 1300 î.e.n.), a împărţit pămîiitul 

1 Pentru a vedea cum s-a format, de-a lungul timpurilor, noţiunea de număr se 
poate consulta cartea lui B. K o 1 m a ii, Istoria matimaticii în antichitate, Bditura Ştiin­
ţifică, Bucureşti, 1963 şi Matemalica, conţinutul, metodele şi importanţa ei, voi. I, Editura 
Ştiinţifică, Bucureşti, 1962, 
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în Egipt în bucăţi dreptunghiulare asupra cărora a instituit un impozit 
anual. Inundaţiile Nilului acoperind o par te din aceste terenuri, a. 
fost necesară o reducere a impozitelor. Aceasta s-a efectuat pe baza 
măsurării suprafeţelor inundate şi de aici — zice Berodot — pare să fi 
luat naştere geometria. De altfel numele de geometrie este format 
din două cuvinte greceşti: primul, geo, înseamnă pămînt, în tini]) 
ce al doilea, metreos, înseamnă măsor. 

î n cărţile lui Euclid, geometria apare ca o doctrină complet. 
constituită din punct de vedere teoretic, ca o ştiinţă deductivă, 
ale cărei adevăruri denumite „teoreme" se deduc pe cale logică 
dintr-un anumit număr de definiţii şi de axiome (sau postulate)* 
deci de propoziţii care nu se demonstrează, ci se admit ca adevăr. 

Desigur însă că definiţiile şi axiomele au fost determinate de 
experienţă, deci de observaţiile care se pot face asupra figurilor în 
spaţiul în care trăim. Astfel, definiţiile date punctului, dreptei, 
planului corespund informaţiilor pe care în mod intuitiv le obţinem 
despre aceste noţiuni. De asemenea, relaţiile existente între aceste 
noţiuni, de exemplu faptul că prin două puncte trece o singură drea­
ptă, corespund de asemenea intuiţiei noastre. Adevărurile ştiinţei 
geometriei corespundeau în expunerea lui Euclid realităţii în aşa 
măsură, încît s-a considerat că ele au o valoare absolută, că feno­
menele care au loc în natură sînt obligatoriu acele ce ni le indică 
geometria lui Euclid. Au fost filozofi, ca Immanuel Kant, care au 
socotit că spaţiul în care trăim are proprietăţi apriorice, deci nu 
este nevoie de a mai cerceta natura, pentru a afirma că spaţiul 
nostru este cu trei dimensiuni, că în acest spaţiu, drumul cel mai 
scurt este linia dreaptă, că printr-un punct la o dreaptă într-un 
plan se poate duce o singură paralelă, deci proprietăţi care rezultă 
din geometria lui Euclid. 

Se admitea deci că există o identitate între geometria lui Euclid 
şi geometria spaţiului în care trăim. Secolul al XVIII-leâ a supus 
însă geometria lui Euclid la o analiză critică din care a rezultat că. 
această identitate poate să nu existe. S-a pus astfel problema de a 
se ştie dacă axiomele care stau la baza geometriei sînt obligatorii, 
adică dacă schimbînd unele din aceste axiome, se ajunge la o contra­
dicţie. Se punea, prin urmare, problema dacă există sau nu o singură 
geometrie. 

încă din antichitate matematicienii au observat că axioma liniilor 
paralele — denumită axioma a unsprezecea sau postulatul al cincilea 
al lui Euclid — nu este tot atît de evidentă ca celelalte axiome. 
Această axiomă se enunţă astfel: 

Printr-un punct la o dreaptă într-un plan se poate duce o singura, 
paralelă. 
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Matematicieni ca Eegendre, Saccheri, Gauss, Eobacevski, Bolyai 
etc. şi-au pus problema de a demonstra această axiomă, deci de a 
^răta că dacă am presupune că această axiomă nu este adevărată, 
I m ajunge la o contradicţie logică. Perioada discuţiei acestei axiome 
a durat aproape două secole şi constituie una dintre cele mai încor­
date perioade ale ştiinţei matematice. Discuţia este t ranşată în 
1826 de geometrul rus hobacevski, profesor la Universitatea din 
Kazan, care arată într-o lucrare intitulată Cercetări geometrice hi 
teoria paralelelor, că este imposibil a deduce axioma arăta tă din 
celelalte, îutrucît ea este independentă de ele. Admiţînd că printr-un 
punct la o dreaptă într-un plan se pot duce două paralele şi o infini­
t a te de drepte uesecante, el a obţinut o geometrie diferită de a lui 
Euclid şi care nu conţine nici un fel de contradicţii interne. Aproape 
în acelaşi t imp cu el, geometrul ardelean Jânos Bolyai (1802—1860) 
a obţinut rezultate asemănătoare. Lucrarea în care şi-a publicat 
rezultatele cu privire la noua geometrie a fost publicată în 1831 
sub numele de Appendix. [Este vorba de un adaos la o lucrare a 
lui Farkas Bolyai]1. 

Dintr-o scrisoare datată 6 martie 1832, adresată lui Farkas 
Bolyai, ta tă l lui Jânos Bolyai, rezulta că şi Gauss, numit în acea 
vreme „principe al matematicienilor", ajunsese la această descope­
rire. El hotărîse însă să nu publice nimic, atît t imp cît va fi în viaţă, 
de teama criticilor ce i s-ar fi pu tu t aduce, deoarece credinţa într-o 
geometrie unică era pe vremea aceea prea puternic înrădăcinată. 
Gauss scrie2 că „cei mai mulţi oameni nu au o înţelegere clară 
asupra chestiunilor despre care este aci vorba şi eu am găsit puţini 
dintre ei care să pună un interes particular în ceea ce eu le spuneam 
în legătură cu acest subiect. Pentru a putea avea acest interes 
trebuie mai întîi să simţi adînc ceea ce lipseşte aici şi asupra acestor 
chestiuni cea mai mare parte a oamenilor sînt într-o obscuritate 
completă". 

Descoperirea lui Lobacevski şi Bolyai a unei alte geometrii decît 
aceea a lui Euclid se poate considera^ ca începutul uneia din cele 
mai mari revoluţii în istoria ştiinţei. î n adevăr, această descoperire 
a pus şi problema naturii spaţiului în care trăim. însuşi Dobacevski 
a căutat să aducă un suport geometriei create de el, enunţînd ipo­
teza că în spaţiul cosmic — deci la mari distanţe de Pămînt — 

1 Pentru un comentariu al operelor lui Lobacevski şi Bolyai se pot vedea studiile 
lui V. F. K a « a n. Vezi şi j a n o s B o l y a i, Appendix, Academia R. P. R., Bucu­
reşti, 1951. 

2 Vezi G. V r ă n c e a n u , Viaţa şi opera lui Jânos Bolyai, Analele Academiei 
R. P. R., voi. II , Bucureşti, 1960. 
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s-ar putea ca să nu fie valabilă geometria lui Euclid, ci noua geo­
metrie descoperită. 

î n 1854, matematicianul german Bernhard Riemann în lucrarea 
inti tulată Asupra ipotezelor ce stau la baza geometriei supune la o-
analiză amănunţi tă noţiunea de geometrie şi ajunge la concluzia 
că ceea ce putem să considerăm ca proprietate a spaţiului furni­
zată de experienţă este faptul că fiind date două puncte îndeajuns 
de aproape unul de altul, distanţa între aceste puncte este dată 
de o formulă analogă celeia din geometria lui Euclid, cunoscută 
sub numele de formula lui Pitagora. 

Geometriile introduse de Riemann au în general o curbură dife­
rită de zero, cazul curburii nule corespunzînd geometriei lui 
Euclid. 

Noţiunea de curbură este un invariant geometric, care arată 
în ce măsură o curbă, o suprafaţă sau o geometrie diferă de linia 
dreaptă, de plan sau de geometria lui Euclid. De exemplu, curbura 
unui cerc este măsurată prin cantitatea — , unde R este raza cereu-

R 
lui. Deci curbura este cu atît mai mică cu cît raza este mai mare 
şi curbura este zero, dacă raza este infinită, caz ce corespunde 
dreptei. 

Dacă curba nu este un cerc, însă este o curbă plană, deci si tuată 
într-un plan, atunci fiind dat un punct P al curbei, se poate asocia 
acestui punct un cerc, numit cercul osculator, care întîlneşte curba 
în trei puncte confundate în P şi atunci curbura curbei în P se 
măsoară prin — , unde R este raza cercului osculator în P. 

R 

î n cazul unei suprafeţe, curbura K, denumită şi curbura lui 
Gauss, se măsoară într-un punct P prin cantitatea , unde Rt 

şi R2 sînt razele de curbură minimă şi maximă calculate în punctul P 
ale secţiunilor suprafeţei cu plane ce conţin normala în P la 
suprafaţă. 

Dacă suprafaţa este o sferă, atunci Rx şi R2 sînt egale cu raza 
sferei R, iar curbura K a sferei este o constantă pozitivă — . Există 

şi suprafeţe pentru care curbura K să fie o constantă negativă 
şi printre aceste suprafeţe intră pseudosfera. 

Geometria lui Lobacevski este şi ea un caz particular al geo­
metriei lui Riemann; ea corespunde cazului cînd curbura este o 
constantă negativă. 
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Mai tîrziu au fost descoperite geometrii diferite de geometriile 
lui Riemann, geometrii în care fie că se renunţă la noţiunea de dis­
tanţă , fie că se dă această noţiune sub o formă mai generală decît 
aceea din geometria lui Riemann. Printre geometriile în care nu se 
defineşte noţiunea de distanţă este şi' geometria centro-afină, creată 
la începutul secolului nostru de geometrul romîn G. Ţiţeica1. 

Aşadar din punct de vedere matematic se pot concepe mai 
multe geometrii, deci mai multe spaţii. 

Trebuia dat un răspuns întrebări i : care este geometria corespun­
zătoare spaţiului în care trăim. 

Problema se punea şi prin faptul că anumite observaţii în spaţiile 
interplanetare nu puteau fi explicate cu noţiunea de spaţiu eucli­
dian. într-adevăr, se ştie că sistemul solar, din care face parte ca 
planetă şi Pămîntul, conţine şi alte planete, între care cea mai apro­
piată de Soare este planeta Mercur. Pentru a explica mişcarea pe 
care planetele o au în jurul Soarelui se utilizează în mecanica clasică 
aşa-nnmita lege a gravitaţiei universale, sau legea lui Newton, 
care afirmă că fiind date două corpuri cereşti, de exemplu, Soarele 
şi una din planetele sale, ele se atrag unul spre altul cu o forţă 
proporţională cu produsul maselor acestor corpuri şi invers propor­
ţională cu pătratul distanţei dintre ele. Ţinînd seama de această 
lege rezultă, considerînd ecuaţiile mecanicii, că planetele descriu 
în jurul Soarelui anumite curbe numite elipse, care apar ca nişte 
cercuri puţin alungite. Observaţiile executate asupra traiectoriei pla­
netei Mercur arătau însă că această traiectorie nu era exact aceea 
rezultată din legea lui Newton, ci suferea o deviaţie. Explicaţia 
acestei deviaţii nu a pu tu t fi obţinută cu ajutorul legii gravitaţiei 
a ,lui Newton, sau prin eventuale modificări ale acestei legi, ci a 
fost dată în 1915 de Albert Einstein prin teoria relativităţii. î n 
acea.stă teorie se consideră că spaţiul în care trăim este un spaţiu. 
al lui Riemann cu patru dimensiuni, a patra dimensiune fiind timpul. 
în acest spaţiu drumul cel mai scurt între două puncte nu mai 
este linia dreaptă, ci o linie curbă, numită geodezică, spaţiul nemai-
fiind drept ca acela al lui Euclid, ci curb. Traiectoriile luminii nu 
mai sînt linii drepte, ci geodezice curbe. Pentru verificarea acestei 
teorii s-au făcut observaţii în timpul eclipselor de Soare, în vederea 
calculării curbării traiectoriilor razelor luminoase ce trec prin veci­
nătatea Soarelui, socotită ca o regiune în care curbura razelor lumi-

1 G. Ţ i ţ e i c a (1870—1930) a fost aproape 40 de ani profesor de geometrie la 
Universitatea din Bucureşti. Are lucrări remarcabile în domeniul geometriei dferienţiale 
proiective şi centro-afme. 
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noase este maximă. î n adevăr, printre principiile introduse de teoria 
luî Einstein figurează şi acela că spaţiul este drept numai în regi­
unile goale de materie, că materia este aceea care curbează spaţiul. 
Deci, în sistemul nostru solar, în regiunea din vecinătatea Soarelui, 
spaţiul are cea mai mare curbură. 

Alte teorii au căutat să explice pe bază geometrică nu numai 
fenomenele gravitaţionale, ci şi fenomenele electromagnetice. Aceste 
teorii se numesc teorii unitare, însă ele nu au reuşit pînă în prezent 
:să se impună prin explicarea unor fenomene pe care nu le poate 
explica teoria relativităţii a lui Einstein. 

C a p i t o l u l I 

GEOMETRIE EUCLIDIANĂ 

§ 1. DEFINIŢII. AXIOME. TEOREME 

Prin geometrie euclidiană se înţelege, acea geometrie care are^ 
la bază cele 13 cărţi scrise de Euclid. Elementele lui Euclid constituie 
una din operele de ştiinţă care s-au bucurat de cel mai mare număr' 
de ediţii pe care le-a avut vreodată o carte. Multe sute de ani geo­
metria s-a învăţat în diferite ţări după lucrarea de bază a lui Euclid1. 

Aşa cum am mai spus şi în prefaţă, în aceste cărţi geometria 
apare ca o ştiinţă deductivă, bazată pe un anumit număr de defi­
niţii şi de axiome sau postulate care se admit ca adevărate fără. 
demonstraţie, celelalte adevăruri ale geometriei, teoremele, necesitînd 
o demonstraţie, deci o deducere logică din definiţii, postulate sau. 
axiome. 

Datorită faptului că orice teoremă se demonstrează, geometria. 
lui Euclid a fost considerată mult t imp ea un exemplu de ştiinţă 
perfectă, ca o ştiinţă în care nimic im rămîue fără o explicaţie logică, 
deci o ştiinţă care nu se bazează pe simple observaţii sau experi­
enţe. Se ştie însă că la început, deci înainte de Euclid, geometria 
era formată dintr-un anumit număr de rezultate practice relative 
la lungimile, suprafeţele şi volumele figurilor. Ia tă ce scrie, de exemplu, 
A. D. Aleksandrov, rectorul Universităţii din Leningrad, în ca r tea : 
Matematica, conţinutul, metodele şi importanţa ei, editată de Inst i tu tul 
de matematică al Academiei de Ştiinţe a Uniunii Sovietice2. 

„Primele noţiuni şi cunoştinţe de geometrie s-au format în epo­
cile preistorice şi s-au cristalizat tot în procesul activităţii practice-
(ca şi noţiunile aritmetice — N.R.). Omul a luat formele geometrice-
chiar din natură. Discul şi secera Lunii, oglinda lacului, liniaritatea. 
unei raze sau a unui copac zvelt au existat cu mult înaintea omului 
şi s-au aflat permanent în faţa ochilor săi. Desigur, ochiul nostru 
întîlneşte rar în natură, linii destul de drepte, şi cu atît mai puţin 
triunghiuri şi pătrate. Este limpede că omul şi-a elaborat o idee 
despre aceste figuri, în primul rînd pentru că a perceput natura îrt 

1 B u c 1 i d a trăi t între anii 306 şi 283 î. e. n. î n ţa ra noastră, o ediţie completă îrj 
limba ronrînă a Elementelor lui Euclida a apărut în 1939, întocmită şi adnotată de V. 
Marian cu o introducere de I. Ionescu. 

2 Matematica, conţinutul, metodele şi importanţa ei, voi. I, p. 28. 
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mod activ şi, dînd urmare nevoilor sale practice, a confecţionat 
obiecte de formă tot mai regulată. Oamenii şi-au construit locuinţe, 
au cioplit pietre, au îngrădit loturi de pămînt, au întins corzi pe 
arcurile lor, au modelat vase de argilă, le-au perfecţionat şi, în mod 
corespunzător, au creat noţiunea că vasul este rotund, că o coardă 
bine întinsă este dreaptă". 

Este deci fără îndoială că activitatea practică a oamenilor a 
servit ca fundament pentru elaborarea noţiunilor abstracte ale 
geometriei: punctul, dreapta , triunghiul, pătratul , cercul, sfera, 
cubul şi suprafeţele sau volumele acestor figuri geometrice. 

Se pare însă că de-abia în secolele al Vl-lea şi al V-lea î.e.n. s-a 
format ideea de demonstraţie a unui adevăr geometric, deci de dedu­
cere pe cale logică a acestui adevăr din alte adevăruri mai simple. 
Ceea ce se ştie însă este că în documente scrise, ideea de demonstra­
ţie apare abia în Elementele lui Euclid, deci în secolul al III-lea 
î.e.n. sub o formă at î t de bine realizată, încît Elementele au constituit 
o carte căreia t imp de 2 000 de ani nu i s-au mai pu tu t aduce 
modificări importante. 

Din cele 13 cărţi ce formează Elementele, 8 sînt de geometrie 
pură, în t imp ce 5 din aceste cărţi, şi anume cărţile V, VII, VIII , 
IX, X, sînt dedicate teoriei proporţiilor şi aritmeticii t ra ta te prin 
metode geometrice. 

Este interesant de observat că Elementele conţin materialul a 
ceea ce numim azi geometrie elementară. Este de asemenea interesant 
de observat că noţiuni geometrice cunoscute în t impul lui Fuclid, 
cum este de exemplu teoria conicelor, deci teoria curbelor ce se 
obţin prin intersecţia unui con circular cu un plan, nu sînt considerate 
în Elemente. 

Fiecare carte a lui Enclid, începe cu definirea noţiunilor pe care 
le utilizează acea carte. Astfel, Cartea I începe cu 23 de definiţii. 
Dăm aici aceste definiţii: 

1. Punctul este ceea ce nu are nici o parte. 
2. Linia este o lungime fără lăţime. 
3. Extremităţile unei linii sînt puncte. 
4. Dreapta este linia situată la fel faţă de toate punctele ei. 
5. Suprafaţa este ceea ce are numai lungime şi lăţ ime. 
6. Extremităţile unei suprafeţe sînt linii. 
7. Planul este suprafaţa situată la fel faţă de toate dreptele 

conţinute în el. 
8. Unphiul plan este înclinaţia reciprocă a două linii concurente 

situate într-un plan. 
9. Dacă liniile care cuprind unghiul sînt drepte, unghiul se 

numeşte rectiliniu. 
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10. Crud o dreaptă, ridicată pe o altă dreaptă, formează unghiu­
rile adiacente egale între ele, fiecare din cele două unghiuri egale 
este drept şi dreapta ridicată se numeşte perpendiculară la aceea 
pe care a fost ridicată. 

11. Unghiul obtuz este acela care e mai mare decît unghiul drept. 
12. Unghiul ascuţit, este acel unghi mai mic decît unghiul drept. 
13. Margine este ceea ce este extremitate la ceva. 
14. Figură este ceea ce e cuprins de una sau mai multe margini. 
15. Cerc este o figură plană cuprinsă de o linie plană, astfel că 

toate dreptele duse dintr-un punct în interiorul figurii sînt egale 
între ele. 

16. Acel punct se numeşte centrul cercului. 
17. Diametru al cercului este o dreaptă oarecare dusă prin centru 

şi terminată de ambele părţ i pe periferia cercului şi care înjumătă­
ţeşte cercul. 

18. Semicerc este figura cuprinsă între diametre şi periferia tă iată 
•fie el, iar centrul semicercului e acelaşi ca al cercului. 

19. Figuri rectilinii sînt cele cuprinse de drepte, trilatere de trei, 
patrulatere de patru, iar multilatere cele cuprinse de mai multe 
decît patru drepte. 

.20. Dintre figurile trilatere, triunghiul echilateral este acela care 
are trei laturi egale; isoscel, acela care are numai două laturi egale; 
scalen, acela care are cele trei laturi neegale. 

21. Dintre figurile trilatere, triunghiul dreptunghic este acela 
care are un unghi d rep t ; triunghiul obtuzunghi, acela care are un 
unghi ob tuz ; triunghiul ascuţitunghi, acela care arc trei unghiuri 
ascuţite. 

22. Dintre figurile patrulatere, pă t ra t e acela care este echilater 
şi dreptunghic; dreptunghi, acela care este dreptunghic dar nu e 
echilater; romb, acela care este echilater, dar nu e dreptunghic ; 
:romboid, acela care are atî t laturile cît şi unghiurile opuse egale 
între ele, dar nu este nici echilater nici dreptunghic; patrulaterele 
în afară de acestea să se numească trapez1. 

23. Paralelele sînt drepte care, fiind situate înacela şi plan si fiind 
prelungite în mod indefinit, de ambele părţi , nu se întîlnesc în nici 
«o parte. 

După cum vedem, definiţiile 1, 4, 7, 9 definesc punctul, dreapta, 
planul şi unghiul a două drepte, deci acele figuri geometrice ce se 
impun în construcţia figurilor care sînt formate din linii drepte 
cum ar fi triunghiurile sau poligoanele cu mai multe laturi în plan, 
cubul sau prisma în spaţiu. 

1 î u terminologia actuală, trapezul este uri patrulater cu două laturi paralele. 
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în ce priveşte definiţiile 2 şi 5, ele definesc noţiunea de linie, 
deci de curbă, şi noţiunea de suprafaţă, în t imp ce definiţiile 3 şi 
6 fac legătura între noţiunile de curbă şi punct şi noţiunile de supra­
faţă şi curbă, arătînd că extremităţile unei curbe, de exemplu extre­
mităţile unui arc de cerc, sînt puncte, în t imp ce marginile unei 
suprafeţe sînt curbe, de exemplu cercurile ce mărginesc o suprafaţă 
cilindrică. Definiţia 8 ne spune ce este unghiul a două curbe, iar 
definiţiile 11.-22 se referă la elementele geometrice simple cerc, triunghi, 
patrulater etc. 

î n ce priveşte ultima definiţie, ea se referă la drepte p aralele.. 
Desigur unele din definiţiile date de Euclid, cum sînt acelea relative 
la punct, curbă, suprafeţe, nu sînt considerate azi satisfăcătoare si 
asupra lor vom reveni în cadrul acestei cărţi. 

După definiţii, Euclid introduce postulatele şi axiomele. Ordinea 
acestor postulate şi axiome variază de la o ediţie la alta a Elemente­
lor. Dăm aici o enumerare ce se utilizează de obicei, care introduce 
cinci postulate, şi anume : 

I. Două puncte determină o dreaptă. 
I I . Orice dreaptă poate fi prelungită indefinit. 
I I I . Din orice centru se poate duce un cerc cu orice rază vrem. 
IV. Toate unghiurile drepte sînt egale între ele. 
V. Cînd o secantă taie alte două drepte şi formează cu ele unghiuri 

interne şi aşezate de aceeaşi parte a secantei a căror sumă este 
mai mică decît două unghiuri drepte, dreptele se vor intersecta de 
acea parte a secantei unde această sumă este mai mică decît două 
unghiuri drepte. 

Postulatele dau deci proprietăţi ce leagă noţiunile geometrice 
introduse în definiţii. 

Urmează apoi axiomele. în unele ediţii apar cinci axiome şi 
după unii comentatori cuvîntul axiomă are sens de noţiune comună1. 
într-adevăr, axiomele se referă la elemente numite cantităţi a căror 
natură nu se specifică, ele putînd fi numere sau segmente, arii, 
volume etc. Ia tă aceste cinci axiome : 

I. Două cantităţi egale cu a treia sînt egale între ele. 
I I . Dacă la canti tăţ i egale se adaugă cantităţi egale se obţin 

canti tăţ i egale. 
I I I . Dacă din cantităţi egale se scad cantităţi egale se obţin 

canti tăţ i egale. 
IV. Mărimile care coincid sînt egale. 
V. întregul este mai mare ca partea. 

1 Vezi E u c l i d , Elemente, voi. I, Biblioteca Gazetei matematice, 1939—1941, p. 7. 
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In alte ediţii apar nouă axiome, adăugîndu-se axiomele : 
VI. Dacă la mărimi neegale se adaugă mărimi egale se obţin 

mărimi neegale. 
VII . Dacă se dublează mărimi egale se obţin mărimi egale. 
VIII . Jumătăţ i le mărimilor egale sînt egale, care după cum vedem 

sînt ca şi primele cinci mai mult de na tură aritmetică. în sfîrşit, 
a noua axiomă ce se introduce este de natură geometrică şi spune : 

IX. Două drepte nu pot închide un spaţiu1. 
Nu se ştie cu precizie dacă această axiomă aparţine lui Euclid. 

î n unele ediţii ale Elementelor, postulatele IV şi V sînt trecute printe 
axiome şi deci postulatul V, care se numeşte şi postulatul paralelelor, 
apare ca axioma XI . De altfel, nu se poate face o distincţie între 
postulate şi axiome, aşa că de fapt postulatul sau axioma înseamnă 
un adevăr, care se acceptă fără demonstraţii. 

O dată însă date definiţiile şi axiomele sau postulatele, toată 
construcţia geometriei trebuie să rezulte prin demonstraţie, deci să 
fie formată din teoreme. 

Ia tă prima teoremă pe care o dă Euclid. 
Pe o dreaptă finită dată să se construiască un triunghi echilateral. 
Fie AB dreapta finită dată2. 
Trebuie aşadar să se construiască 

pe dreapta AB un triunghi echilateral. 
Să se descrie cu centrul A şi dis­

tan ţa AB cercul BCD; din nou să 
se descrie cu centrul B şi distanţa 
BA cercul ACE şi din punctul C 
în care se intersectează cercurile să 
se ducă la punctele A, B dreptele 
CA, CB. Rezultă atunci că CA = 
= CB, în virtutea axiomei I, deoa­
rece ele sînt egale cu AB şi deci CAB 
este triunghiul echilateral căutat . 

Este interesant de observat că Pig. 1 
Euclid a ales ca primă. teoremă 
de demonstrat această teoremă în care utilizează noţiunea de cerc, 
pe care el o consideră ca. o noţiune dată de definiţia 15. De asemenea 
este de observat că Euclid nu conchide că sînt două soluţii, deşi 
două cercuri se taie în. două puncte şi deci triunghiul CAB, unde 

1 Vezi de exemplu N. V. E f i i n o v, Geometrie superioară, Editura Tehnică, Bucureşti 
1952, p. 9. 

2 Utilizăm traducerea lui V. Marian. Se foloseşte însă azi în geometrie noţiunea de 
segment AB, în loc de dreaptă finită AB. 

i 
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C este al doilea punct d̂e intersecţie al cercurilor, este de asemenea-. 
o soluţie a problemei. î n sfîrşit, să observăm că Euclid nu demon­
strează că cele două cercuri se intersectează. 

Teoremele 2—26 care urmează sînt relative la triunghiuri şi impor­
tan tă este mai ales teorema 16, care spune: 

A. In orice triunghi prelungind una din laturi, unghiul extern 
este mai mare decît fiecare din unghiurile interne şi opuse. 

Să demonstrăm, de exemplu, că unghiul exterior din C este mai. 
mare decît unghiul interior din A, Pentru aceasta, fie 0 mijlocul 
segmentului AC. Să unim B cu 0 şi să considerăm punctul N aşa 
fel ca 0 să fie mijlocul segmentului 7SN. Unind N eu C (fig. 1) 
triunghiul BOA este egal cu triunghiul NOC, deoarece printr~o rotaţie 
de 180° aceste triunghiuri se suprapun şi atunci se vede că unghiul 
interior din A în triunghiul ABC este numai o parte din unghiul 
exterior clin C şi teorema este demonstrată. 

Teorema 27 dată de Euclid prezintă un interes special deoarece 
ea se referă la drepte paralele. Teorema 27 are următoarea formulare : 

B. Dacă o dreaptă, tăind două drepte, formează unghiurile alterne: 
egale între ele, cele două drepte sînt paralele. 

Demonstraţia se bazează pe teorema A. 
Să presupunem că dreptele s-ar întîlni. Atunci s-ar forma un: 

triunghi pentru care unul din unghiurile alterne este unghi interior, 
iar celălalt este exterior şi cum ele sînt egale, avem o contrazicere 
cu teorema 16, deci dreptele nu se pot întîlni, cu alte cuvinte ele 
sînt paralele. 

Rezultă de aici că două drepte perpendiculare pe o a treia sînt 
paralele între ele. într-adevăr, unghiurile alterne sînt în acest caz. 

P t 

O 
Fig- 2 

drepte şi unghiurile drepte sînt toate egale în baza postulatului 
patru. Rezultă de asemenea eă printr-un punct P se poate duce 
întotdeauna o dreaptă paralelă la o dreaptă dată a (fig. 2). Să duceni 
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din P perpendiculară pe dreapta a. Fie PQ această perpendiculară. 
Să ducem atunci prin P o perpendiculară pe dreapta PQ. Fie Pi 
această perpendiculară. Rezultă atunci că dreapta Pt este paralelă 
cu dreapta a, deoarece formează cu dreapta PQ unghiuri alterne 
egale. 

Să demonstrăm acum teorema: 
C. Printr-un punct la o dreaptă într-un plan se poate duce o sin­

gură paralelă. 
Să notăm ca mai sus cu a dreapta dată şi cu P un punct exterior 

dreptei. Să ducem prin P o perpendiculară pe dreapta a. Fie PQ 
această perpendiculară. Să ducem prin P o perpendiculară Pt la. 
dreapta PQ. Această perpendiculară este evident paralelă la dreapta 
a conform teoremei de mai sus. 

Să ară tăm că dreapta Pt construită mai sus este singura paralelă. 
dusă prin P la dreapta a. î n adevăr, să presupunem că ducem prin 
P o dreaptă Ps ce nu este perpendiculară la dreapta PQ, deci face 
cu PQ de o anumită parte un unghi mai mic decît un unghi drept. 
Dreapta Ps şi a fac deci de o anumită parte a dreptei PQ unghiuri 
interne a căror sumă este mai mică ca două unghiuri drepte, deci. 
conform postulatului V dreptele Ps şi a se întîlnesc. Prin urmare, 
singura dreaptă dusă prin P ce nu întîlneşte dreapta a este per­
pendiculara Pt pe PQ şi teorema este demonstrată. 

Rezultă deci că postulatul V are drept consecinţă teorema C. 
Este însă interesant de observat că dacă se admite ea postulat 

teorema C, rezultă ca teoremă postulatul V. 
Să presupunem în adevăr că în loc de postulatul V luăm ca. 

postulat teorema C, sau aşa-numitul postulat al paralelelor : printr-un 
punct la o dreaptă se poate duce o singură paralelă. 

Rezultă atunci ca fiind date două drepte a, b tăiate de o secantă 
în punctele A, B, dacă aceste drepte formează unghiuri interne de 
o aceeaşi par te a căror sumă este mai mică decît două unghiur i 
drepte, atunci ele se întîlnesc, căci altfel prin A am putea duce 
două drepte paralele la dreapta b, şi anume dreapta a şi dreapta 
ce face cu a un unghi în aşa fel ca suma unghiurilor interne să 
fie două unghiuri drepte. 

Să demonstrăm acum teorema : 
D. Două drepte paralele tăiate de o secantă formează unghiuri' 

alterne interne şi unghiuri corespondente egale. 
Teorema rezultă, evident, din faptul că conform postulatului V,. 

suma unghiurilor interne de o aceeaşi parte trebuie să fie egală cu 
două unghiuri drepte. 
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Să demonstrăm de asemenea teorema : 
E. Suma unghiurilor într-un triunghi este egală cu două unghiuri 

drepte. 
Fie ABC triunghiul dat şi fie At paralela dusă prin A la dreapta 

BC. Se observă că unghiul a este egal cu unghiul B ca alterne 
interne, în t imp ce unghiul (3 este egal cu unghiul C ca corespon­

dente, ceea ce demonstrează teorema, căci 
A+B + C = A + a + p = 180". 

Se poate arăta de asemenea că în locul 
postulatului V poate fi luată teorema E, deci 
ipoteza că suma unghiurilor într-un triunghi 
este egală cu două unghiuri drepte şi e posi­
bilă demonstrarea următoarei teoreme : 

Dacă suma unghiurilor unui singur tri­
unghi este egală cu două unghiuri drepte, 
atunci orice triunghi va avea suma unghiurilor 
egală cu două unghiuri drepte. 

De observat însă că pentru demonstra­
ţia acestei teoreme este nevoie de a utiliza 

axioma lui Arhimede, care spune că fiind date două segmente a 
şi b, unde a este mai mic decît b, atunci există un număr întreg, 
n, astfel încît să avem na > /;', axiomă care stă la baza teoriei 
mărimilor dezvoltată de matematicienii greci. 

Menţionăm că există şi alte teoreme echivalente cu postulatul lui 
Euclid, cum este teorema : 

Dacă există un unghi ascuţit astfel că perpendiculara ridicată în 
orice punct al unei laturi laie cealaltă latură, înseamnă, că are loc 
piostulatul lui Euclid?. 

Demonstraţiile date mai sus utilizează anumite propoziţii a căror 
justificare nu părea necesară lui Euclid. De exemplu, proprietatea 
că două puncte într-uu plan sînt sau nu de aceeaşi parte a unei 
drepte rezultă numai dacă se admite un număr de axiome numite 
de ordonare, aşa cum ne arată axiomatizarea geometriei euclidiene fă­
cută de Hilbert în 1899 şi care va fi expusă în capitolul I I I . De ase­
menea proprietatea unui segment de a avea un mijloc depinde tot de 
aceste axiome de ordonare. 

1 Vezi N. V. B f i m o v, op. cit., pp. 27, 28. Această propoziţie, numită principiul 
sau axioma lui Arhimede, fusese enunţată de asemenea de Kudoxus (468 — 355 î. e. ii.) 
şi de Aristotel (384 — 322 î. e. n.). Arhimede (287 — 212 î. e. n.) este însă acela care a scos 
în evidenţă importanţa acestei propoziţii. 

2 îbidem, p. 30. 

§ 2. EGALITATEA Şi ASEMĂNAREA FIGURILOR. 
TEOREMA Lui PITAGORA 

O noţiune geometrică importantă este noţiunea de egalitate a 
figurilor. Două figuri geometrice, de exemplu două triunghiuri, se 
zic egale, dacă putem deplasa unul din triunghiuri în aşa fel încît 
să se suprapună peste celălalt. Posibilitatea deplasării figurilor dintr-un 
loc în altul apare ca un lucru de la sine înţeles în geometria lui 
Euclid. Astfel, am utilizat proprietatea de egalitate a triuughiurilor 
la demonstrarea teoremei A din paragraful precedent. Este însă 
interesant de remarcat că comportarea figurilor prin suprapunere 
presupune mişcarea unei figuri dintr-un loc în altul şi în această 
mişcare se presupune implicit că elementele figurii, segmente şi 
unghiuri rămîn neschimbate. Euclid presupune deci fără a preciza 
explicit că fiind dat un segment AB ce uneşte punctul A cu punctul 
B se poate construi un segment egal cu AB ce uneşte punctul C 
cu un alt punct D, deci în aşa fel încît să avem AB = CD. Se 
presupune o proprietate analogă pentru unghiuri. Ia tă de exemplu 
teorema 46 a lui Euclid. 

F 

Pe un segment dai AB să se construiască un pătrat. 
Pentru demonstraţie să ducem pe dreapta AB (fig. 4) în punctele 

A şi B drepte perpendiculare pe AB de o aceeaşi parte a lui 
AB. Fie AC şi BE aceste drepte. 
Pe dreapta AC să luăm punctul D 
în aşa fel încît AD să fie egal cu AB. 

vSă ducem acum prin D o paralelă 
la dreapta AB. Această paralelă taie 
dreapta BE în F. Figura ABDF este 
păt ra tul căutat . î n adevăr, această fi­
gură este ' un paralelogram cu laturile 
egale şi unghiurile drepte. 

î n teorema imediat următoare, deci 
în teorema 47, Euclid demonstrează —. 
teorema care se datoreşte lui Pitago-
ra şi care spune că într-un triunghi 
ABC dreptunghic în A (fig. 5), suma 
ariilor pătratelor laturilor AB şi AC ce se numesc şi catetele 
triunghiului este egală cu aria pătratului construit pe latura BC, 
ce se numeşte ipotenuza triunghiului. Deci, dacă convenim să no-

S 
PiS 
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t ă m cu a ipotenuza BC, cu b, c, catetele AC şi AB, ia cu a2, Ir, 
c"" ariile pătratelor construite pe aceste laturi, atunci avem: 

a2 = b* + c2. (1) 

ce constituie teorema lui Pitagora1. Pentru a obţine demonstraţia 
da tă de Euclid teoremei lui Pitagora să construim pe laturile triunghi-
lui ABC pătratele AGFB, AHKC, BCSR (fig. 5). Să ducem din A 

perpendiculara pe ipotenuză şi 
fie D şi L intersecţiile cu BC 
şi RS. 

Să observăm acum că tri­
unghiurile ABR şi FBC smt 
egale deoarece Ă B = FB, BR = 
= BC şi unghiul ABR egal cu 
unghiul FBC. î n adevăr, fie­
care din aceste unghiuri se ob­
ţine din unghiul A BC adăugînd 
un unghi drept. De altfel, este 
uşor de văzut că ABR se su­
prapune pe FBC după o rotaţie 
de un unghi drept în jurul lui 
B. Pe de altă parte, aria triun­
ghiului ABR este jumătate din 
aria dreptunghiului BRLD, deoa­
rece triunghiul şi dreptunghiul 
au aceeaşi bază BR şi aceeaşi 

înălţime, distanţa între laturile paralele BR şi AL. 
De asemenea, triunghiul FBC are ca arie jumătate din aria 

pătratului AGFB, deci pătratul AGFB şi dreptunghiul BDLR au 
ariile egale, deci avem egalitatea : 

c2 = a • iBD, (2) 
care spune c ă : * 

Cateta este medie proporţională între ipotenuză şi segmentul BD, 
unde punctul D este piciorul perpendicularei coborîte din A pe ipote­
nuză. 

Fig. 5 

1 P i t a g o r a din Samos (580 — 500 î. e. n.). Lui Pitagora, în afară de această teoremă 
i se datoresc şi alte descoperiri importante în geometrie, şi în particular teorema că suma 
unghiurilor într-un triunghi este egală cu două unghiuri drepte. Cazuri particulare ale 
teoremei lui Pitagora erau cunoscute cu mult înainte de egipteni, indieni şi chinezi. Ma­
tematicienii indieni cunoşteau chiar principiile pentru demonstrarea teoremei. 
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î n mod analog se demonstrează că avem: 

)>* = a.DC; (2') 

adunînd obţinem : 

02 _j_ C2 = a(Bf) _j_ jrjQ = ar, 

deci egalitatea (1) este demonstrată. Din demonstraţie rezultă că 
formula (1) trebuie interpretată ca o relaţie între ariile pătratelor 
construite pe laturile triunghiului ABC. De altfel, în teoria mărimi­
lor a lui Eudoxus, două mărimi nu se înmulţesc, deci nu are sens 
produsul unei laturi cu ea însăşi. Produsul a două lungimi se consideră 
ca o mărime de natură nouă, numită arie. Ariile fiind mărimi, se 
pot aduna şi egalitatea a două arii are de asemenea sens. 

Dacă ţinem seama de faptul că suprafaţa unui pă t ra t de la tură 
a este egală cu ar, teorema lui Pitagora spune că aria pătratului 
construit pe ipotenuză este egală cu suma ariilor pătratelor construite 
pe catete. Se pot da şi alte demonstraţii teoremei lui Pitagora. O 
demonstraţie bazată pe teoria asemănării triunghiurilor se datoreşte 
lui Bhaskara al II-lea, născut în anul 1114, iar alta lui Deonardo 
Pisano (aproximativ 1170-1250). î n adevăr, să coborîm din vîrful 
unghiului drept A o perpendiculară pe ipotenuză şi fie D piciorul 
perpendicularei. Se formează atunci două triunghiuri ABD şi ADC. 
Aceste triunghiuri sînt şi ele triunghiuri dreptunghice ca şi triunghiul 
dat ABC. Cum pe de altă parte unghiurile B şi C sînt complementare, 
deci au ca sumă un unghi drept, iar unghiurile a şi fi sînt de aseme­
nea complementare, rezultă că avem B = (3, C = «, deci triunghiurile 
ABD şi A DC au unghiurile egale. 

Se zice că două triunghiuri care au unghiurile egale sînt asemenea. 
Două triunghiuri asemenea au însă laturile proporţionale. Demon­

straţia acestei proprietăţi utilizează teorema lui Tales1. 
Această teoremă spune : 

- Dacă într-un triunghi A BC (fig. 6) ducem o paralelă la una din 
laturi, de exemplu, paralela DE la latura BC, atunci segmentele deter­
minate pe laturile triunghiului sînt proporţionale. 

Deci avem: 

Z D Z E 

1 Cunoscut sub numele de T a l e s din Milet (639 —548 î. e. n.), este după Produs 
(485 — 412 î.e.n.) primul matematician grec care vizitînd Egiptul a adus doctrina geome­
trică din această ţară în Grecia. 
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Adăugind numitorii la numărători, obţinem: 

AB 

AJD 

_AC 

A~B 

Să presupunem însă că deplasăm triunghiul BAC de-a lungul 
laturii BA pînă ce B vine în D. Vom avea atunci relaţia : 

AB 

~AD 

BC 

DE 

şi ţinînd seama de relaţia de mai sus rezultă 
formulele : 

AB 

Al) 

AC 

Aii 

BC 

DE 

vSă observăm că dacă avem două triunghiuri 
KiR- 6 ABC, A'B'C cu unghiurile respectiv egale, deci 

asemenea, putem întotdeauna printr-o miş­
care să ducem punctul A' în punctul A, iar latura A'B' să se supra­
pună pe latura AB. Cum însă unghiul A' este egal cu unghiul A, 
rezultă că putem face ca şi A'C să se suprapună pe AC şi atunci 
sîutem în cazul figurii 6 deoarece B'C va fi paralelă cu BC, căci 
aceste drepte formează cu dreapta AB unghiuri corespondente egale. 

Rezultă deci că fiind date două triunghiuri asemenea ABC, 
A'B'C, laturile lor sînt proporţionale, deci avem: 

AB 

A'ir 

AC 

A'C 

BC 

Wc 

Este de remarcat că proporţionalitatea laturilor în cele două 
triunghiuri trebuie să fie scrisă în aşa fel, încît laturile corespondente 
să corespundă unghiurilor egale din cele două triunghiuri. Să revenim 
acum la demonstrarea teoremei lui Pitagora prin triunghiuri asemenea 

Ţinînd seama că triunghiul ABD este asemenea cu ABC (v.fig.5), 
deoarece au unghiul din B comun şi unghiul C egal cu a, putem 
scrie proporţ ia: 

AB 

BC 

BD 

~ĂB 
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unde la numărător avem laturile triunghiului ABD şi la numitor 
laturile corespunzătoare din triunghiul A BC, ceea ce ne dă formula (2). 

î n mod analog obţinem formula (2') din asemănarea tr iunghiuri-
lor A DC şi ABC şi prin urmare obţinem demonstrarea teoriei 
asemănării. 

Teorema lui Pitagora se poate extinde în 
spaţiu la un paralelipiped dreptunghic (fig. 7), 
deci un paralelipiped ale cărui feţe plane sînt 
perpendiculare una pe alta. Notînd AB == a, 
AD = b, BF = c şi diagonala DF cu d, avem 
formula : 

d2 = a
2 + b2 + c2. (3) 

Teorema lui Pitagora aplicată triunghiului A BD, 
dreptunghic în A, ne d ă : 

~BD2 = a2 + b2. 

De asemenea, aplicînd teorema lui Pitagora 
triunghiului DBF dreptunghic în B, obţ inem: 

d2 = ~WD2 + c2, 

din care rezultă formula (3) dacă înlocuim pe BD2 cu valoarea obţi­
nută mai sus. 

§ 3. TRIGONOMETRIE PLANĂ 

Cele mai simple figuri plane sînt desigur triunghiurile. Un triunghi 
ABC este cunoscut dacă se cunosc laturile a, b, c şi unghiurile opuse 
A, B, C. 

Cum însă suma unghiurilor într-un triunghi este egală cu două 
unghiuri drepte, rezultă deci că este deajuns să cunoaştem laturile 
şi două din unghiuri pentru a cunoaşte triunghiul1. 

Ţinînd seama că unghiurile se măsoară în grade şi laturile în uni­
tă ţ i de lungime s-a simţit nevoia să se asocieze unghiurilor mărimi 
care să poată fi de asemenea măsurate cu o unitate de lungime. De 
aici a luat naştere trigonometria, care studiază triunghiurile asociind 
unghiurilor anumite numere numite linii trigonometrice. 

1 î n ce priveşte laturile a, b, c, ele trebuie să satisfacă condiţia ca fiecare din ele să 
fie mai mică ca suma celorlalte două. 

Fig. 7 
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Fiind dat un unghi A al triunghiului ABC (fig. 8) din vîrful A 
descriem un cerc de rază egală cu unitatea şi fie M, N punctele de 
intersecţie ale cercului cu laturile triunghiului. Din punctul M să 
coborîm o perpendiculară pe latura AB şi fie P piciorul acestei per­
pendiculare. Lungimea segmentului MP se zice că constituie sinusul 
unghiului A, iar lungimea lui A P cosinusul unghiului A şi se notează : 

sin A = MP, cos A = AP. (4) 

Formula lui Pitagora ne spune că 
avem: 

sin2 A + cos* A = 1. (4') 

Dacă A este, ca în figură, un unghi 
ascuţit, MP şi AP sînt considerate can-

Mg. 8 t i tă ţ i pozitive. Dacă unghiul A este zero, 
atunci sinusul lui este zero, în t imp 

•ce cosinusul este 1. Dacă unghiul A este drept, deci de 90°, 
atunci sinusul ia valoarea 1 şi cosinusul este zero. Dacă conve­
nim să notăm cu iz un unghi de 180°, deci cu — unghiul de 90° şi dacă 

A este un unghi obtuz ce variază între — şi TU, atunci sinusul variază 
2 

<ie la 1 la 0, în t imp ce cosinusul variază de la 0 la — 1. Formulele 
(4) se pot extinde şi la alte valori ale lui A negative sau pozitive, utili-
zînd relaţiile: 

sin [A + 7t) = ' — sin A, cos {A -f n) = — cos A, 

în care s-a ţ inut seama că liniile trigonometrice nu se schimbă dacă 
unghiului i se adaugă un multiplu de 2ir, deci uu unghi de forma 2»TT, 
unde n este un număr întreg. 

Se introduc, şi alte linii trigonometrice, şi anume tg A, cotg A, 
sec A, cosesc A definite prin formulele : 

, , sin A . . cos A 
tg A = , cotg A = > 

cos A ' sin A 

sec A = , cosec A = 
sin A cos A 

Să observăm acum că dacă avem o dreaptă AB şi un segment AC 
şi considerăm proiecţia AQ a segmentului AC pe AB, deci din C ducem 
o perpendiculară CQ pe AB, atunci triunghiurile AMP şi ACQ sînt 
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asemenea, deoarece MP şi CQ sînt paralele. Din proporţionalitatea 
laturilor rezultă, ţinînd seama că AM = 1 : 

~Ă~Q _ ~A~C CQ ,£v 

~ĂP l Î P 

şi din prima egalitate obţinem formula : 

A~Q =TC cos A, (5') 

care se exprimă spunînd că lungimea proiecţiei unui segment pe o 
•dreaptă este egală cu lungimea segmentului înmulţită cu cosinusul 
unghiului pe care segmentul îl face cu dreapta. 

Rezultă deci că în formula (2) putem înlocui BD prin formula 
BD = c cos B, şi deci formula (2) se poate încă scrie : 

c = a cos B, (6) 

•care se exprimă spunînd : 
Într-un triunghi dreptunghic o catetă este egală cu ipotenuza înmul­

ţită cu cosinusul unghiului alăturat. 

Ţinînd seama că suma unghiurilor B A- C într-un triunghi drept­
unghic este un unghi drept, deci unghiurile B, C sînt complementare, 
rezultă uşor formulele : 

cos B — sin C, cos C = sin B 

.şi deci într-un triunghi dreptunghic avem în afară de formula (6) şi 
analoga e i : 

b = a cos C ; («') 

de asemenea, formulele : 

b = a sin B, c = a sin C (7) 

.şi prin împărţire formulele 

c = b tg C, c = b cotg B 
b = c tg B, b = c cotg C 

ceea ce spun o catetă este egală cu cealaltă catetă înmulţită cu tan­
genta unghiului opus sau cu cotangenta unghiului alăturat. 

Formulele (6), (6'), (7), (7') conţin toată trigonometria unui triunghi 
•dreptunghic şi evident şi formula lui Pitagora. î n adevăr, ridicînd 
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formula (6) la pătrat şi însumînd-o cu prima formulă (7) ridicată la. 
păt ra t se obţine formula (1). 

Dacă avem un triunghi oarecare ABC, atunci ţinînd seama de for­
mula (5') şi de formula analogă 

WB = a cos B, 
rezultă formula : 

c = AN + NB = a cos B + b cos A, (8) 

formulă care exprimă următorul rezultat. 

Intr-un triunghi oarecare o latură este egală cu suma celorlalte două 
înmulţite respectiv cu cosinusurile unghiurilor alăturate lor. 

De asemenea din formula (5) obţinem: 

CN = b sin A = a sin B, 

şi, prin urmare, au loc următoarele egalităţi: 

_ 1 _ = ^ _ = = _ L _ , ( 9 ) 
sin A sin B sin C 

care ne spun că avem teorema : 
Intr-un triunghi laturile sini proporţionale cu sinusurile unghiu­

rilor opuse. 
Dacă scriem şi formulele analoge formulelor (8), şi anume 

b = a cos C + c cos ^1, 
(9) 

a = c cos B -f- o cos C 

şi dacă înmulţim prima clin aceste formule cu & şi o adunăm cu for­
mula (8) înmulţită cu c, obţinem: 

&2 + c2 = a(b cos C -|- c cos S) + 25c cos A, 

ceea ce ne conduce ţinînd seama de ultima formulă (9') la formula : 

a2 = ¥ + c2 — 26c cos /!, (10) 

formulă ce generalizează pentru un triunghi oarecare teorema lui 
Pitagora. Formula (10) a fost dată în limbaj pur geometric, ca o rela­
ţie între arii, de Puclid şi Heron. 

Formulele (8), (9), (10) conţin în ele toată trigonometria triunghiu-
rilor oarecare şi din ele obţinem formulele de trigonometrie într-un 
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triunghi dreptunghic, presupunînd că unul din unghiuri este un unghi 
drept. Astfel, dacă A este un unghi drept, avem cos A = 0 şi sin A = 
= 1. în acest caz, formula (10) devine formula lui Pitagora (1), iar 
formulele (8) , (9) şi prima formulă (9') devin formulele (6), (6'), (7). 

Ţinînd seama că formulele (9) precum şi formula (10) ne permit 
să exprimăm unul din elementele unui triunghi (laturi sau unghiuri) 
în funcţie de alte trei, dintre care cel puţin un element este o latură, 
rezultă că un triunghi este în general determinat dacă se dau trei 
din elementele sale, şi anume trei laturi, sau două laturi şi un unghi, 
sau o latură şi două unghiuri. De exemplu, dacă se dau două laturi 
să zicem b, c şi unghiul A cuprins între ele, atunci formula (10) ne dă 
latura a, iar formulele (5) ne dau sin B, deci unghiul B şi triunghiul 
este complet cunoscut, deoarece al treilea unghi C este dat de formula : 

C =• n - A - B. 

Pentru triunghiurile dreptunghice, un unghi fiind întotdeauna 
drept, este suficient a se da două din elementele triunghiului, anume 
un unghi ascuţit şi una din laturi sau două laturi. 

Kste interesant de observat că în cazul triunghiurilor dreptunghice 
se poate pune o problemă interesantă, care a preocupat pe matemati­
cieni încă din antichitate, şi anume de a se găsi triunghiuri dreptun­
ghice pentru care laturile sînt numere întregi, ceea ce revine a rezolva 
în numere întregi ecuaţia 

&2 + c2 = a2. (10') 

O soluţie se atribuie chiar lui Pitagora : 

b = n, c = — (w2 - 1), a = - (w2 + 1), (10") 

unde n este un număr întreg impar. 

O altă soluţie se atribuie lui Platon1 

b = In, c = n* - 1, a == w2 + 1, (10'") 

în care n este un număr oarecare. 
Soluţia lui Pitagora pentru n = 3 şi soluţia lui Platon pentru 

n = 2, conduc la triunghiul dreptunghic în care catetele sînt numerele 
3, 4, iar ipotenuza este 5. 

1 P l a t o n (429 — 348 î. e. n.) este cunoscut mai ales ca filozof; ca matematician a 
contribuit la descoperirea numerelor iraţionale. 
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Soluţia lui Pitagora se poate generaliza. Astfel avem, de exemplu : 

b = nm, c — — («2 — m2), a = — [n% -f m2), (10IV) 

în care numerele n, m sînt aniîndouă de aceeaşi paritate (ambele pare 
sau ambele impare). De asemenea, se poate generaliza soluţia lui 
Platou 

b = 2nm, c = n2- — m2, a = n" -f m-, 

unde 11, m sînt numere oarecare. 

§ 4. COORDONATE ORTOGONALE. GRUP DE MIŞCARE 

Fiind dată o dreaptă u (fig. 9) să fixăm un punct al acestei drepte, 
să zicem 0, şi să luăm un punct Ax la dreapta lui 0 pe care să-1 nu­
mim punct unitate. Altfel spus să considerăm segmentul 0Ă1 ca uni­
tate si să aplicăm acest segment fie la dreapta fie la stînga lui 0 de 

4/-2J Aj-t) £ A,(O At(Z) Aâ(3j A\M An(n) 

Pig. 9. 

un anumit număr de ori. Obţinem atunci anumite puncte 
yl2(2), . . . , An(n), .4_i(— 1). Dacă convenim să atribuim punct­
ului 0 numărul 0, punctului Ax numărul 1, punctului A2 nu­
mărul 2, . . . , punctului An numărul n, unde n este un număr 
întreg pozitiv, punctului A-\ numărul — 1 , e t c , zicem că am reprezen­
t a t pe dreapta u numerele întregi pozitive şi negative. Ţinînd seama 
de axioma lui Arhimede, putem deci să reprezentăm pe dreaptă punctele 
cu coordonate întregi oricît de- mari. Fie atunci — un număr fracţio-

1 „ 
nar, deci un număr pentru care p şi q sînt numere întregi. împărţ ind 
unitatea în q părţi şi luînd p din aceste părţi vom putea reprezenta 
şi acest număr pe dreaptă, şi anume la dreapta lui O dacă numărul 
fracţionar este pozitiv, altfel el se va reprezenta pe dreaptă printr-un 
punct la stînga lui O. 

Putem deci să reprezentăm pe o dreaptă atît numerele întregi cît 
şi numerele fracţionare, care se numsc numere raţionale. î n afară de 
aceste numere există şi aşa-numitele numere iraţionale, numere care 
nu se pot scrie sub forma — , unde p şi q sînt numere întregi. Un 

1 
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asemenea număr este, de exemplu, y/2 care reprezintă diagonala unui 
păt ra t de latură 1, sau ipotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel, 
cu catetele egale cu unitatea. Din formula lui 'Pi tagora (1) rezultă 
că pentru b = c = 1 avem a2 — 2 deci a = ~\J2. 

Un alt exemplu de număr real iraţional este numărul T., care repre­
zintă raportul dintre lungimea (circumferinţa) unui cerc şi diametrul 
cercului; deci avem : 

L 

unde L este lungimea cercului iar R este raza lui. Numărul 7t repre­
zintă deci jumătate din lungimea unui cerc de rază 1 şi corespunde 
unghiului la centru de 180°, care în paragraful precedent a fost de 
asemenea nota t cu TT. 

Se arată că numerele iraţionale se pot şi ele reprezenta pe dreaptă 
utilizînd aşa-numita axiomă de continuitate sau axioma lui Cantor-
Dedekind şi se convine să se numească numere reale totalitatea de nu­
mere formate din numerele întregi, raţionale şi avem atunci pro­
prietatea1 : 

Se poate reprezenta pe o dreaptă u orice număr real în aşa fel, 
încît oricărui număr real x să-i corespundă un punct de pe dreaptă 
şi invers, oricărui punct P să-i corespundă un număr real şi numai 
unul. 

Se zice că x constituie o coordonată pe dreapta u, astfel că fie­
cărui punct P i se asociază un număr real x, coordonata lui. 

Este de observat că numerele iraţionale se pot calcula cu ajutorul 
numerelor zecimale cu o aproximaţie oricît de mare vrem, aşa cum 
arătase S. Steviu (1548—1620). Să luăm de exemplu ^2 şi să calcu­
lăm acest număr cu o aproximaţie de — prin lipsă. Este vorba deci 
de a căuta cel mai mare număr cu o zecimală al cărui păt ra t să fie 
mai mic decît 2. Un număr cu o zecimală se scrie : 

m = a + J - . • - . • . - . - : 
10 

unde a, (3 sînt numere întregi şi [3 este cuprins între 0 şi 9. Avem deci, 
dacă m2 < 2, 

(« + $ ' < 2 . . , . , . . / . , . , . .„„ 
1 Vezi de exemplu, O. V t i o c e a ii u, Geometrie analitica proiectivă si diferenţială, 

Editura Didactică şi Pedagogică, Bucureşti, 1962. : ' , ' 
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şi trebuie să calculăm cele mai mari valori pentru a, (3 care satisfac 
această inegalitate. Este uşor de văzut că trebuie să luăm & = 1, 
căci altfel numărul m ar fi mai mare ca 2 şi pătratul lui ar fi mai mare 
decît 4. Trebuie să căutăm deci cel mai mare număr (3, în aşa fel încît 
să avem: 

(1 + £) W = l + i + Jl<2, 
5 100 

ceea ce ne dă inegalitatea : 

(32 + 20(3 - 100 < 0. 

'Se vede uşor că pentru ( 3 = 1 , 2, 3, 4 această inegalitate este verifi­
ca t ă , în t imp ce pentru (3 = 5, ea nu mai este verificată ; deci trebuie 
să luăm (3 = 4, astfel că valoarea aproximativă a lui ~\J72 este 1,4 prin 
lipsă. 

Dacă vrem să calculăm încă o zecimală, trebuie să considerăm 
inegalitatea 

H + - X . ) 2 < 2 
10 100j 

şi să luăm cea mai mare valoare întreagă a lui y ce satisface această 
inegalitate. Se găseşte y — 1, deci valoarea aproximativă a lui \2 prin 
lipsă, cu două zecimale, este 1,41. Este de observat că aceste operaţii 
se pot face ori de eîte ori vrem şi nu vom putea exprima printr-un 
număr zecimal valoarea lui ^ 2 decît cu aproximaţie. Aceeaşi proprie­
ta te are loc şi pentru alte numere reale, de exemplu TU, care cu o aproxi­
maţie de două zecimale este dat de numărul 3,14. Pentru numerele 

fi întregi si numerele date de fracţii zecimale, deci de forma — , unde fi 
io» 

şi n sînt numere întregi, operaţiile se opresc după un număr finit de 
paşi. 

Orice număr real se poate deci scrie sub forma unei sume în gene­
ral, cu o infinitate de termeni nenuli : 

a, a 2 . • , <x„ 

a ^ Y- ... \- . . ., 
10 102 10" 

unde a este partea întreagă a numărului, iar a1( . . . , x„ sînt numere 
întregi cuprinse între 0 şi 9 inclusiv, şi constituie zecimalele numă­
rului. 
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Un alt exemplu important de număr iraţional definit de suma une i 
serii infinite este numărul e, introdus de Euler1 

e = l+h + h + ••• + - T + - - ( ^ 
1 ! 2 ! n ! 

unde n\ înseamnă produsul primelor n numere întregi 1, 2, . . . , n.. 
Se arată că valoarea lui e, este cu o aproximaţie de două zecimale, 2,71.. 

Numărul e este luat ca bază a logaritmilor naturali. Dacă avem' 
un număr pozitiv a, se numeşte logaritmul natural al lui a şi se notează 
cu In a, puterea la care trebuie să ridicăm numărul e ca să ne dea pe 
a. Avem deci: 

In a 

a = e 
Rezultă că In a este zero dacă a = 1 şi este pozitiv sau negativ 

după cum a este mai mare sau mai mic ca unitatea. 
Să observăm acum că alegerea unei coordonate x pe o dreaptă u 

depinde de originea O şi de unitatea de lungime O A x. Dacă luăm o 
nouă origine O şi o nouă unitate de lungime QBX şi notăm cu X 
coordonata referitoare la ii şi OBj, avem: 

x = x0 + kX, (11') 
unde x0 este coordonata lui Q faţă de sistemul de coordonate x. 

Dacă păstrăm aceeaşi unitate de lungime, atunci k = 1 şi se zice 
că transformarea (11') este o translaţie. 

Dacă păstrăm aceeaşi unitate de lungime, precum şi originea, însă 
schimbăm partea pozitivă a dreptei în partea negativă, ceea ce se 
exprimă spunînd că am schimbat orientarea dreptei, atunci rezul tă : 

x=-X (11") 
şi avem de-a face cu o simetrie faţă de origine. 

Dacă avem două puncte pe dreaptă, să zicem P şi P', căror le 
corespund coordonatele x şi x', atunci putem conveni să numim dis­
tan ţă a celor două puncte diferenţa x' — x, luată în valoare absolută2. 

Distanţa dintre două puncte ale dreptei u nu se schimbă dacă-
facem o translaţie, deci o transformare de forma : 

x = x0 + X, . {IV")) 

sau o simetrie (11"). 
1 I J e o n a r d E u l e r (1707 — 1783) mare matematician. A lucrat la Berlin şi» 

Leningrad. A adus o contribuţie fundamentală la dezvoltarea matematicii, obţinînd. 
rezultate importante în domeniile geometriei, algebrei şi analizei. 

2 Valoarea absolută \ a\ a unui număr a este numărul însuşi dacă a este-
pozitiv, şi număru l schimbat de semn dacă a este negativ. Deci valoarea absolută» 
este t o tdeauna pozitivă . 
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î n acest caz avem: 

\x' -x\ = \X' - X\, 
deci distanţa nu se schimbă printr-o translaţie sau simetrie. 

Să presupunem acum că într-un plan TC (fig. 10) luăm două drepte 
perpendiculare ce se taie într-un punct O şi le prelungim de o parte 

Fia. 10 

şi de alta indefinit. Să notăm cu Ox şi Oy aceste drepte. Se observă 
că fiind dat un punct oarecare P în planul 7T putem coborî din P 
perpendiculare pe dreptele Ox şi Oy; atunci figura OQPR este un 
dreptunghi. Avem deci: 

OQ = RP, 0R = QP. 

Convenim să notăm cu * lungimea segmentului OQ şi cu y lungi­
mea segmentului OR şi convenim să considerăm x pozitiv sau negativ 
după cum Q este la dreapta sau la stîuga lui O şi y pozitiv sau negativ, 
după cum R este deasupra sau dedesubtul lui O. Rezultă că poziţia 
punctului P determină complet numerele reale x şi y şi reciproc. 

Se spune că x, y sînt coordonatele punctului P din plan faţă de 
sistemul de axe de coordonate Ox, Oy, şi anume se zice că x este abscisa 
şi y este ordonata. Aşa fiind, rezultă că în baza teoremei lui Pitagora 
distanţa OP este dată de formula: 

OP = V*2 -f y*. 
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De asemenea, fiind dat un alt punct P' de coordonate x', y', dis­
t an ţ a PP' este dată în baza teoremei lui Pitagora de formula : 

'PP' = V<y - xf + (y' ~ y)\ (12) 
Introducerea coordonatelor în geometrie a fost făcută empiric, 

adică fără demonstraţii, de matematicieni babilonieni. 
Geometrii greci din antichitate utilizau de asemenea coordonate, 

dar la ei acestea nu erau numere care să se poată înmulţi sau din care 
să se poată extrage rădăcini de diferite ordine, ci mărimi de un anumit 
t ip — anume lungimi. De asemenea, geometrii elini utilizau sisteme 
de coordonate legate de o anumită figură, ceea ce limita posibilităţile 
de dezvoltare ale acestei metode. Geometria analitică ca metodă a 
fost creată de Fermat1 şi mai ales de Descartes2, într-o perioadă în 
care calculul cu numere raţionale si iraţionale era foarte dezvoltat 
(secolul al XVII-lea). 

Prin introducerea coordonatelor se poate utiliza în studiul geome­
triei calculul algebric, şi diferite probleme geometrice pot fi rezolvate 
cu mai multă uşurinţă şi într-o formă generală. 

Sistemul de coordonate din fig. 10 se numeşte sinistrorsum, deoarece 
trebuie să rot im axa Ox de un unghi de 90° pentru a o face să se supra­
pună peste axa y de la dreapta la stînga, deci făcînd o mişcare inversă 
aceleia ce o fac acele unui ceasornic. Dacă axa y ar avea orientarea 
inversă, deci aceea ce corespunde lui Oy', sistemul s-ar numi dextror-
sum. Dacă numim cu x', y' coordonatele faţă de sistemul Oxy', atunci 
avem formulele: 

x' = x, y' — —y, (12') 

care constituie o simetrie faţă de axa x. Rezultă deci că se trece de 
la sistemul de coordonate sinistrorsum Oxy la sistemul de coordonate 
dextrorsum Oxy' prin simetria (12'). 

Ecuaţia unei drepte. Să demonstrăm următoarea teoremă: 
In sistemul de coordonate x, y o ecuaţie de forma 

ax + by + c = 0, (12") 

unde a, b, c sînt numere reale şi a, b nu sînt ambele nule, reprezintă 
o dreaptă. 

1 P i e r r e F e r m a t (1601 —1665) a contribuit prin cercetările sale la dezvoltarea 
teoriei numerelor şi este cunoscut mai ales prin teorema lui Fermat, nedemonstrată 
Sncă în întregime (vezi cap. I. § 7). 

2 R e n e B e s c a r t e s (1596—1650), matematician şi filozof francez. 
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într-adevăr, dacă b = O, deci a =fe 0, ecuaţia se poate scrie : 

[ci = - f ) - (12»') x = c, 

a unde Cj este o constantă, şi ecuaţia (12'") reprezintă evident o dreaptă 
paralelă cu axa Oy. Reciproca este de asemenea adevărată. Prin 
urmare o dreaptă paralelă cu axa Oy este dată de o ecuaţie de forma 
(12'"). 

Dacă b •=£ 0, atunci rezolvînd în raport cu y, putem scrie ecuaţia 
(12") sub forma: 

y = mx + n im = — —, n = 
b -f)- <13> 

şi dacă m =£ 0, deci « = 0, această ecuaţie reprezintă o dreaptă para­
lelă cu axa Ox. 

Dacă m =fr 0 această ecuaţie reprezintă o dreaptă ce taie axa y 
în punctul N de ordonată n, iar axa x în punctul Af de abscisă — - • 

•ui 

Pentru demonstraţie se observă că punctele IV"(0, n) şi MI — —, 01 

satisfac ecuaţia (13). Să considerăm atunci dreapta MN şi fie S(x, y) 
un punct oarecare al acestei drepte. Să notăm cu T(x, 0) proiecţia 
acestui punct pe axa x. 

Din asemănarea triungliiurilor MON şi MTS rezultă : 

Ts _ Wr 
ON MO 

f in ind seama că avem 

YS =y, ON = n, MT = MO +~0T, 

MO = -OM = —, OT = x, 
m 

obţinem ecuaţia (13). Aşadar, orice punct S al dreptei MN verifică 
ecuaţia (13). Rezultă că ecuaţia (13) reprezintă dreapta MN şi că 
orice dreaptă este definită de o ecuaţie de forma (12"), deci de o 
ecuaţie liniară în x, y. 

Rezultă deci teorema: 
O dreaptă în planul Oxy este dată sau de ecuaţia (12"'), dacă este 

paralelă cu Oy, sau de ecuaţia (13). 
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Se poate observa că o dreaptă (12'") şi o dreaptă (13) nu sînt nici­
odată paralele, coordonatele x0, ya ale punctului lor de intersecţie 
fiind definite de formulele : 

#o> = ci> ^o = mci + n. 
Dacă sînt date două drepte (13), de exemplu dreptele 

y = mx -\- n, y = m'x' + n', 
scăzînd membru cu membru aceste ecuaţii, obţinem ecuaţia: 

[m — m') x -\~ n' — n = 0. 
Această ecuaţie se poate rezolva în raport cu x, dacă m este diferit 
de m', şi în acest caz dreptele se întîlnesc. Dacă m = m' şi n =£ n', 
dreptele nu se întîlnesc, deci sînt paralele. Dreptele coincid dacă avem 
în acelaşi t imp m = m', n = n'. 

Rezultă deci că fiind date două ecuaţii l iniare: 

ax + by + c = 0, a'x -\- b'y -\- c ' .= 0, 

ele reprezintă două drepte confundate dacă coeficienţii ecuaţiilor lor 
.sînt proporţionali, deci dacă avem: 

a b c 

a' b' c' 

Dacă aceste condiţii nu sînt verificate, ecuaţiile noastre reprezintă 
două drepte distincte şi dreptele sînt paralele dacă a, b sînt propor­
ţionale eu a', V. 

Dreapta ce trece prin două puncte date. Să arătăm acum că o drea­
p tă este complet determinată prin două puncte. Fie Pn(x(], y0) şi 
l\{xi,yi) aceste puncte. Să scriem că aceste puncte sînt pe dreapta 
(12"). Aceasta înseamnă că ele verifică ecuaţia (12"), deci că avem 
ecuaţiile : 

ax0 -f- by0 -\- c == 0 
ax1 -j- byx + c = 0. 

Scăzînd prima din aceste ecuaţii din ecuaţia a doua, obţ inem: 
a(xx — x0) + b{yx - y0) = 0. 

în t rucî t P0 şi Px sînt distincte, nu avem în acelaşi t imp xx = x0 şi 
yx = y0. vSă presupunem că avem xx =£ x0, deci că punctele P0 , Pt 
nu sînt pe o aceeaşi paralelă la axa y, ecuaţia de mai sus ne dă : 

b a 
xi ~ x« yx - y<> 
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şi cum avem, de asemenea, pentru punctele P(x, y), P0(x0, y0) 
b a 

— ) 
x - x„ y-y0 

rezultă că dreapta ce trece prin punctele P0 , P1 se scrie sub forma: 
x - x0 __ y — y0 . 
xx - x, y^ — ya' 

sau sub forma unui determinant egalat cu zero : 

= 0. 

Dacă xx ~ x0, atunci trebuie să avem yx •=£ y0 şi dreapta este paralelă 
la axa y dată de ecuaţia (12'"), în care cx = xx = x0. 

O altă formă importantă a ecuaţiei unei drepte este : 

X y 1 
x„ y» 1 
* 1 yx î 

*_ , y_ 1, 

unde M(x, 0) şi N(0, p) sînt punctele de intersecţie ale dreptei cu 
axele de coordonate Ox, Oy (fig. 10). 

De asemenea, dacă proiectăm originea pe dreapta d (v. fig. 10) 
şi notăm cu p distanţa de la origine la dreaptă, avem ecuaţia : 

x cos 9 -|- y sin 9 = p, 

care se numeşte ecuaţia normală a dreptei. î n sfîrşit, să amintim 
ecuaţia unei drepte ce trece printr-un punct P0(x0, y0) şi este paralelă 
cu o direcţie dată m 

y =y0 + m{x — x0). 
Dacă m este variabil avem o infinitate de drepte ce trec prin P0.. 

Ele constituie un fascicul de drepte cu centrul în P 0 . 
Plinele colinitire. Trei puncte P0(*o» ^o). Pi(*i . >'i). Pi{x-i, :v2) 

se zic coliniare dacă se găsesc pe aceeaşi dreaptă, în care caz determi­
nantul , : , , 

D = 
x0 y 0 1 
%i y t i 
x% y 2 1 
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este egal cu zero şi invers, dacă D este egal cu zero punctele sînt coli­
niare. Vom observa, de asemenea, că dacă punctele nu sînt coliniare, 
deci dacă D =£ 0, atunci aria triunghiului PQPJ^P^ este dată de for­
mula : 

A = °=±-
xa y0 1 
%l yi 1 
%% 3'2 1 

(13') 

Unghiul a două drepte. Fiind dată o dreaptă d (fig. 10) defi­
nită de ecuaţia (12") numind cu 6 unghiul pe care această dreaptă 
îl face cu axa Ox, atunci m este egal cu tangenta unghiului 6 şi se 
numeşte coeficientul unghiular al dreptei d. î n ce priveşte n, această 
cant i ta te se cheamă ordonata la origine. Ea reprezintă depărtarea 
de origine a punctului N (fig. 10). 

D a c ă avem două drepte de ecuaţii (13), atunci unghiul între aceste 
drepte este da t de formula cp = 6' — 6, deci avem: 

tgcp = t g ( 0 ' - e ) = t g O ' - t g 0 - - m'~m 

1 + tg 6 tg 0' 1 + mm' 

şi prin urmare dreptele s în t perpendiculare dacă avem: 

1 + mm' = 0. (13") 
De asemenea, dacă avem două puncte P1{x1, yx) şi P2(#2, y2) este 
uşor de văzut că numind cu 9 unghiul dintre OPx şi OP2 avem formula : 

cos 9 = - - ^ ^ 1 ^ = • (13'") 

Cercul. Să observăm acum că fiind da tă o curbă oarecare în 
plan, ea va fi reprezentată de o ecuaţie de forma: 

F(x,y)=0, 
deci de o legătură între coordonatele x, y. Această ecuaţie este 
liniară îii x, y numai dacă curba este o dreaptă. Dacă curba este 
un cerc cu centrul în punctul C(a, b) şi de rază r, ecuaţia ei se scrie : 

(x - af + {y — bf = r2, (13™) 
deci este o ecuaţie de gradul al doilea şi exprimă faptul că distanţa 
unui punc t P(x, y) al cercului la centrul C este egală cu r (fig. 10). 
Dacă cercul are centrul pe axa Ox, atunci b — 0 şi ecuaţia cercului 
se scrie • . ' 

(* — af + y2 = f2. 
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Dacă centrul cercului este în origine, atunci ecuaţia lui se scrie: 

yZ (13*) 

Elipsa. Menţionăm, de asemenea, ca o curbă specială elipsa (fig. 11) 
a cărei ecuaţie es te : 

y2 
= 1, (13^ 

B(o.b) 

AfaoJ /'-(c.oj lAfs.o) 

unde a, b (a > b) sînt constante 
pozitive date. 

Punctele F(c, 0) şi F'{—c, 0) 
situate pe axa Ox avînd abscisele 
c, — c în aşa fel încît avem: 

a2 = b2 + c1, 

deci astfel încît b, c, a sînt catetele 
şi ipotenuza unui triunghi drept-
unghic, se numesc focarele elipsei. 
Elipsa se poate defini ca locul geo­

metric al punctelor pentru care suma distanţelor de la un punct P 
al curbei la cele două focare este constantă. Avem deci formula : 

PF + W' = 2a, [V(* - c)2 +y* + V(? + c)a + y2 = 2a\. 

Se vede că elipsa se reduce la un cerc dacă cele două focare 
coincid într-un punct, ce devine centrul cercului: în acest caz, 
a = b = r. 

Coordonate în spaţiu. Coordonatele se pot introduce şi în spaţiu. 
î n acest caz, luînd trei plane perpendiculare două cîte două, să 
notăm cu Ox, Oy, Oz dreptele de intersecţie ale celor trei plane, 
luate cîte două. Putem să considerăm atunci drept coordonate ale 
unui punct P distanţele x, y, z ale acestui punct la cele t re i plane, 
aceste distanţe fiind numere pozitive sau negative (vezi fig. 12). î n 
acest caz, distanţa între două puncte P(x,y,z), P'(x',y', z') este dată 
de formula lui Pitagora în spaţiu 

d = yj(x' - x)2 + (y' —yY + (z' (14) 

şi care este echivalentă cu faptul că pătratul diagonalei unui 
paralelipiped dreptunghic este egal cu suma pătratelor muchiilor 
(fig- 7). 
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Dacă luăm două puncte P 1 ; P2_de coordonate xx, yu zu x%, y2, 
z2 şi notăm cu cp unghiul dintre OI\ şi 0P2, avem formula: 

cos • 
xrx2 -l- yLy2 + z^z 

V-̂ 'i +y'i+ 4V*2 + yl + 4 

vSe convine deseori să se spună că un segment 0Pt defineşte 

(14') 

Fig. 12 

lin vector vx ale cărui componente sînt xu ylt zx. Această formulă 
se scrie a tunc i : 

xxx% + yxy% + z±z2 =•- vxv.2 cos 9, (14") 

unde v-,, v» sînt lungimile vectorilor vv v%. 
Primul membru al formulei (14") se zice că constituie produsul 

scalar al vectorilor vlt v2. 
î n spaţiu, într-un sistem de coordonate carteziene ortogonale, 

un plan este dat de o ecuaţie liniară 

Ax + By + Cz. + D = 0, 

în care A, B, C, D sînt constante şi bineînţeles A, B, C nu sînt 
toate nule. 

O suprafaţă este dată de o ecuaţie de forma F{x, y,z) — 0 ; de 
exemplu ecuaţia unei sfere cu centrul C(a, b, c) şi raza R se scrie : 

(* - af + [y-bf + (z-cf = R2. 
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O curbă se poate defini ca intersecţia a două suprafeţe şi poate 
fi de asemenea definită de ecuaţii de forma : 

* = / ( * ) . y = W), * = +(<), (14'" 

unde se presupune în general că funcţiile / , 9, 9 sînt continue şi 
derivabile, în raport cu parametrul t. Dacă / , 9, 9 sînt funcţii liniare 
deci avem: 

at + a, v = bt + [3, rf+ y, ; i4 i v ) 

unde a, 5, c, a, (3, y sînt constante, curba este o linie dreaptă şî 
în acest caz derivatele funcţiilor / , 9, 9 sînt constantele a, b, c, 
constante ce se numesc şi parametrii directori ai dreptei (141V). 

î n general, derivatele / ' , 9', 9' ale funcţiilor / , 9, 9 într-un punct 
P ne dau parametrii directori ai tangentei la curbă în P (fig. 12),. 

Vom menţiona şi în acest caz că sistemul de coordonate din 
fig. 12 se spune că este orientat sinistrorsum, deoarece un observator 
care ar sta cu picioarele în 0 şi cu capul în direcţia pozitivă a axei 
z ar vedea axa Ox rotindu-se de un unghi de 90°, ca să se supra­
pună peste Oy, de la dreapta la stînga. Dacă partea pozitivă Oz ar 
fi luată ca Oz', atunci sistemul Oxyz' ar fi orientat dextrorsum. 

Două sisteme de axe se zice 
că au aceeaşi orientare, dacă 
ambele sînt orientate sinistror­
sum sau dextrorsum. 

Transformări de coordonate. 
Introducerea sistemelor de coor­
donate ortogonale în plan sau 
în spaţiu şi noţiunea de distan­
ţă dată de formula (12) în plan 
şi de formula (14) în spaţiu ri­
dică problema de a şti cum se 
modifică abscisa şi ordonata 
unui punct sau distanţa între 
două puncte cînd schimbăm sis­
temul de coordonate. Să presu­
punem că într-un plan, unde 
avem un sistem de coordonate 
ortogonale Oxy, considerăm un 

alt sistem de coordonate D.XY cu aceeaşi orientare (fig. 13). 
Ţinînd seama că proiecţiile pe o axă a două linii poligonale ce 
au aceeaşi origine şi aceeaşi extremitate sînt egale, obţinem, proiec-

l'ig. 13 
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t înd segmentul OP şi linia poligonală OQ,QP pe axa x şi apoi pe 
axa y, respectiv : 

\ x = x0 -f- X cos 9 — Y sin 9 

y — Ja + X s m 9- + Y cos 9, (15) 
unde x0, y0 sînt coordonatele lui O faţă de sistemul de axe Oxy, 
iar 9 este unghiul dintre axa Ox şi axa D.X. 

Rezultă deci că cele două coordonate x, y se exprimă în funcţie 
de coordonatele X, Y prin o transformare (15). Dacă sistemul Oxy 
ar fi fost dextrorsum, deci Oxy', atunci în formula (15) y ar fi fost 
cu semn schimbat, aşadar, am fi avut formulele : 

x = x0 + X cos 9 — Y sin 9 

y = y0 — X sin 9 — Y cos 9. (15') 

î n primul caz perechea de semidrepte Ox, Oy se poate supra 
pune pe £IX, OY printr-o deplasare în plan, cum se vede din fig. 13 

î n al doilea caz suprapunerea unghiului xOy' peste unghiul Q.XY 
necesită şi o simetrie faţă de o dreaptă şi se zice că transformarea 
de variabile schimbă în acest caz orientarea axelor. î n cazul formule­
lor (15) se poate trece de la sistemul de axe Oxy la sistemul de 
axe tlXY, făcînd o translaţie a sistemului Oxy de-a lungul segmentu­
lui Q, şi apoi o rotaţie de unghi 9 şi axa Ox se suprapune pe axa Q.X, 
iar axa Oy pe axa Qy. î n loc să interpretăm formulele (15) sau (15') 
ca o schimbare de coordonate, putem presupune că ele definesc o 
transformare a planului, ce asociază fiecărui punct de coordonate 
(X, Y) punctul de coordonate (x, y). Se spune atunci că formulele 
(15), (15') definesc mişcări ale planului. 

Noţiunile de deplasare şi de mişcare ce schimbă orientarea figuri­
lor îi erau cunoscute lui Euclid, care le folosea însă cu multă rezervă. 
Astfel se pare că Euclid apelează la noţiunea de deplasare în cazul 
egalităţii triunghiurilor numai fiindcă nu a putut să formuleze o 
axiomă adecvată. 

în t ruc î t atî t sistemul de coordonate Oxy, cît şi Q.XY sînt orto­
gonale rezultă că distanţele se definesc prin aceeaşi formulă (12). 
Invers, dacă o transformare de variabile păstrează distanţa definită 
de formula (12), această transformare este de forma (15) sau (15'). 

î n formulele (15), (15') cantităţile x0, y0, 9 au valori arbitrare 
şi ele pot varia prin continuitate. Dacă x0 = y0 = 9 = 0, atunci 
formulele (15) definesc transformarea identică: 

x = X, y=Y, 
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/ 
în t imp ce formulele (15') definesc simetria faţă de axa 0x: 

x = X, y = - Y . (15") 

De asemenea, formulele (15), (15') se pot rezolva în raport cu 
A, Y şi avem evident formulele : / 

/ 
x = (x — x0) cos 9 4- ( ± y — y<>) sm <p. 
Y = — {x — x0) sin 9 + (± y - y0) cos cp, (15'") 

tinde semnul + în ± corespunde formulelor (15), iar semnul — 
corespunde formulelor (15'). Formulele (15'") se mai pot scrie: 

X — X0 + * cos cp =|- ^ sin cp 
Y = Y0 — x sin 9 =t: 3' cos 9 

unde A7",,, Y0 sînt coordonatele lui 0 faţă de sistemul de axe Q.XY. 
Este de asemenea evident că dacă efectuăm o altă transformare 

de axe, ce trece de la sistemul QAY la un alt sistem, să zicem 
%itv, se poate trece direct printr-o mişcare (15) sau (15') de la Oxy 
la Huv, ceea ce se exprimă spunînd că produsul a două transformări 
(15) sau (15'), deci rezultatul a două transformări executate una 
după alta, este o transformare de aceeaşi formă. Faptul că trans­
formările (15), (15') posedă transformarea identică, că orice trans­
formare are o inversă şi că produsul a două transformări este o 
transformare de aceeaşi formă se exprimă spunînd că transformările 
(15), (15') formează un grup — grupul mişcărilor din planul lui Fuclid. 
Acest grup este deci format din translaţii, ce sînt de forma : 

x*=x9 + X, y=y0 + Y, (16) 
ce se obţin, în cazul în care în (15) avem 9 = 0, din rotaţii 

x — X cos 9 — Y sin 9 
y = A sin 9 -j- Y cos 9 (16') 

ce se obţin din (15) cînd .v„ v„ = 0, deci cînd sistemele de coordo­
nate Oxy, OXY au aceeaşi origine şi aceeaşi orientare şi din simetriile 
(15") ce se obţin din (15') cînd x0 — y0 = 9 = 0. 

Dacă sîntein în spaţiu, grupul deplasărilor' este de asemenea 
format din translaţ i i : 

* = %0+"X, y y0 | Y, z =z0 + Z, (17) 
din simetria faţă de un plan, de exemplu : 

x = X, y = Y, z= -Z (IV) 
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şi din rotaţii, care se scriu: 
\ x = aA + (3Y + yZ 

\ • y = a 'A + (3'Y + y'Z . (18) 

\ z = a"A + p"Y + y"Z, 

unde a, (3, y, a', S', y', a", (}", y" satisfac ecuaţiile numite relaţii de 
oviogonalitate: 

a2 _)_ p2 + y 2 = J a a - _J_ pp# _|_ y y ' _ 0 

a'2 + P'z + y'2 = 1 ococ" + [3p" + yy" = 0 (18') 

~a"2 + P"2 + y"2 = 1 a ' a" + P'(3" + y 'y" = 0. 

în adevăr transformările (17), (17') şi (18), (18') păstrează distanţai 
definită de formula (14) şi invers, dacă o transformare de coordonate 
are această proprietate, ea este de forma (17), (17'), (18) (18'). 

Faptul că grupul deplasărilor în plan sau spaţiu păstrează distan­
ţele este de o deosebită importanţă. Se arată că el păstrează şi 
unghiurile şi deci lasă figurile geometriei lui Euclid neschimbate; 
în schimb, putem printr-o mişcare să ducem o figură dintr-un loc 
al spaţiului în alt loc şi s-o comparăm cu altă figură prin supra­
punere. vSe poate spune deci că geometria lui Euclid este geometria 
unui grup de transformări, şi anume grupul deplasărilor (translaţii, 
rotaţii şi simetrii). 

Considerarea geometriei euclidiene ca geometria unui grup de 
transformări este utilă deoarece s-a stabilit că şi alte geometrii, de 
exemplu, geometriile neeuclidiene sau geometria proiectivă, se pot 
defini ca geometrii asociate anumitor grupuri şi a condus la stabilirea 
unei metode unitare de cercetare pentru o clasă importantă de geo­
metrii. Această metodă, cunoscută sub numele de Programul de la, 
Erlangen, se datoreşte lui Felix Klein, care a indicat-o în anul 18721.. 

Ideea de compunere a două transformări a apărut explicit t îrziu, 
anume prin secolul al XVII-lea. Totuşi, dacă ţinem seama că E u c l i i 
făcea legătura între egalitatea a două figuri şi posibilitatea de a 
trece de la o figură la alta egală cu prima printr-o deplasare, pu tem 
afirma că un aspect al operaţiei de compunere a două transformări 
se găseşte în cărţile lui Euclid. într-adevăr, în teoria mărimilor se 
presupunea că două mărimi egale cu a treia sînt egale între ele.. 
Dacă aplicăm acest principiu la figuri, rezultă că dacă o figură A 

1 P e 1 i x K 1 e i 11 (1849 — 1925), matematician german ce a contribuit în mare 
măsură la fundamentarea geometriei euclidiene şi a introdus noi geometrii, care astăzi se 
numesc geometrii khiniene sau geometrii cu grup fundamental . 

47 



/ • • 

se poate deplasa în figura C şi dacă figura B se poate de asemenea 
deplasa în figura C, atunci A se poate deplasa în figura B, prin 
compunerea transformării care duce pe A în C cu deplasarea care 
duce înapoi figura C în figura B. De altfel, cele tr/ei condiţii ce 
caracterizează un grup redau în limbajul transformărilor cele trei 
proprietăţi ale egali tăţi i : 1) orice mărime este egala cu ea însăşi; 
2) dacă mărimea A este egală cu mărimea B, atunci B este egală 
cu A ; 3) două mărimi egale cu a treia sînt egale între ele. 

Posibilitatea de a interpreta formulele (15), (15') sau (17) şi (18) 
în două modur i ; ca provenind dintr-o schimbare a sistemului de 
coordonate sau ca o deplasare a planului sau spaţiului întreg a fost 
pusă în evidenţă începînd din secolul al XVII-lea. 

Euler a consacrat cîteva lucrări studiului transformărilor ortogo­
nale şi a obţinut rezultate ce au găsit aplicaţii importante în meca­
nică. Astfel, el a arătat că orice rotaţie în spaţiu se poate exprima 
cu ajutorul a t reiunghiuri .ee se numesc unghiurile lui Euler. Altfel 
spus, ecuaţiile (18') se pot rezolva introducînd trei unghiuri 9, ty, 
02. Mecanica a dat un impuls important studiului deplasărilor în 
plan şi în spaţiu. Astfel, Toricelli (1608-1647), Roberval (1602-1675), 
Descartes, Bernoulli (1654-1705), d'Alembert (1717-1783), Euler au 
arăta t că o deplasare în plan sau în spaţiu, ce păstrează orientarea 
şi care nu este o translaţie, are un centru de rotaţie, respectiv o 
axă de rotaţie. Aceste rezultate au aplicaţii importante la studiul 
mişcării corpurilor rigide. 

§ 5. CURBE DE GRADUL AL DOILEA 

Am văzut în paragraful precedent că at î t cercul cît şi elipsa 
sînt definite în coordonate carteziene ortogonale de ecuaţii de 
gradul al doilea. Curbele de gradul al doilea au fost mult studiate 
încă din antichitate, datorită faptului că ele se prezintă în multe 
probleme de aplicaţii şi au fost numite de geometrii greci, conice, 
deoarece se obţin prin intersecţia unui con circular drept cu un 
plan. î n afară de elipsă sau cerc, avem alte două tipuri interesante 
de conice : hiperbola şi parabola. Toate aceste curbe se pot obţine 
plecînd de la o ecuaţie generală de gradul al doilea în două varia­
bile, pe care o putem scrie : 

axlx2 + 2a12xy 4- «22>'2 + 2a13x + 2^23^ + #33 = 0, (19) 
unde (Ju , #12, a22, als, a23, a33 sînt şase constante, nu toate nule. 
Ne pu tem întreba cum arată curba definită de o asemenea ecuaţie. 

2 Vezi, de exemplu, G. V r ă n c e a n 11, op, cit., pp. 221—222. 
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Pentru \aceasta vom presupune că cel puţin una din constantele 
an, fl12, a22\este diferită de zero, căci altfel curba (19) nu ar fi de 
gradul al doilea. Să considerăm o rotaţie de axe dată de formulele 
(16'). Ecuaţia (19) se va transforma într-o ecuaţie de aceeaşi 
formă, deci tot într-o ecuaţie de gradul al doilea. 

AllX^2A12XY+A,2Y^+2AlzX+2A,zY^A39 = 0, (19') 

în care coeficienţii termenilor de gradul al doilea sînt daţi de formulele: 

Alt = axx cos2 9 -j- 2an cos 9 sin 9 + ^22 s i n 2 9 

A12 = [a22 — axl] sin 9 cos 9 + «i2[cos2cp — sin2 9] (20) 

^422 =̂  axl sin2 9 — 2«12 cos 9 sin 9 -f- a22 c °s 2 <P-

Ţinînd seama de formulele trigonometrice 

sin 29 = 2 sin 9 cos 9, cos 29 = cos2 9 — sin2 9, 

putem să mai scriem a doua formulă (20) ;• 

A12 = — sin 29 + a12 cos 29, (20') 

ceea ce ne spune că Al2 depinde de unghiul 29, afară de cazul în 
care avem în acelaşi t imp : 

alx = aM, a12 = 0. , (21) 
în acest caz, presupunînd că a n = a22 =jt 0, căci altfel ecuaţia 

(19) nu ar fi de gradul al doilea, ecuaţia (19) se scrie : 

«n(*2 + y2) + 20i3* + 2«2s3' + «33 = 0 (21') 
şi reprezintă un cerc cu centrul în punctul de coordonate 

î n adevăr, împărţind cu an putem scrie ecuaţia (21') sub forma 

(x + ̂  + [y + ̂  = ^k-^, 
ecuaţie ce reprezintă evident ecuaţia unui cerc real, dacă membrul 
al doilea este pozitiv. 

Avem deci teorema: 
In coordonate carteziene ortogonale ecuaţia (19) reprezintă un cerc, 

dacă condiţiile (21) sînt verificate. 
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Acest cerc este real dacă cantitatea din membrul al doilea al 
ecuaţiei (21") este pozitivă. Dacă membrul al doilea feste nul se 
spune că ecuaţia reprezintă două drepte imaginare iar dacă membrul 
al doilea este negativ se convine a spune că ecuaţia 'reprezintă un 
cerc imaginar. / 

Introducerea elementelor imaginare îu geometrie a fost făcută 
de Monge şi de Poncelet. î n plan sau spaţiu, în afară de punctele 
reale ce au coordonate reale şi primesc o reprezentare în plan sau 
spaţiu, există şi puncte imaginare, deci puncte în care cel puţ in una 
din coordonate este imaginară. Aceste puncte nu se reprezintă geo­
metric. 

Dacă sîntem de exemplu în planul 0(x, y), un punct P(x, y) 
pentru care avem: 

x = a + tt>, y — c + id, 
unde i = V~—î, iar a, b, c, d sînt numere reale se numeşte un punct 
imaginar al planului 0(x, y). 

Perechile de puncte imaginare P, Q, care au coordonatele con­
jugate, au proprietatea importantă de a se găsi pe o aceeaşi dreaptă 
reală. 

într-adevăr, dacă punctul Q are coordonatele 

x — a, — ib, y = c — id, 

punctele P, Q se găsesc pe dreapta 

x y 1 

a -f- ib c -\- id 1 = 0, 

a — ib c — id 1 

ecuaţia ce se scrie: 
X y 1 

a c 1 

b d 0 
= o, 

care reprezintă evident o dreaptă reală. 
De asemenea, se numeşte dreaptă imaginară, figura geometrică 

definită într-un plan de o ecuaţie liniară cu coeficienţi numere com­
plexe. Două drepte imaginare conjugate au ca intersecţie un punct 
real. 

50 

\ 
Utilizarea elementelor imaginare în geometrie, care a fost în 

decursul timpurilor obiect de discuţie între geometri, are avantajul 
de a permite enunţarea unor proprietăţi geometrice sub formă gene­
rală. De exemplu, o dreaptă într-un plan întîlneşte un cerc în două 
puncte reale dacă este secantă, în două puncte confundate dacă 
este tangentă şi în două puncte imaginare dacă este nesecantă. 
Utilizînd puncte imaginare, pu tem enunţa teorema : 

O dreaptă întâlneşte un cerc în două puncte care pot fi reale, con­
fundate sau imaginare. 

Dacă nu am utiliza elementele imaginare, am spune că o dreaptă 
întîlneşte tui cerc în două puncte, într-un punct sau în nici unul, 
după cum este secantă, tangentă sau exterioară cercului. 

Vom menţiona, de asemenea, faptul că unele elemente imaginare 
joacă un rol important în probleme de geometrie. Să considerăm de 
exemplu cazul ecuaţiei (21") cu membrul al doilea nul, ecuaţie pe 
care o pu tem scrie: 

{x - *0)2 + (}' ~ v«)2 = 0. (22) 
Această ecuaţie are ca soluţie un singur punct real, punctul 

P0{x0,y0), deoarece suma a două numere reale şi pozitive nu poate fi 
zero decît dacă fiecare din ele este nul. 

Cum ecuaţia (22) este o ecuaţie de gradul al doilea, se convine 
a spune că reprezintă două drepte imaginare. Aceste drepte sînt 
evident date de ecuaţiile : 

y — y0 — i{x - x0) = o 
y _. ya _|_ {{x _ X()) _ 0 

Sînt deci două drepte conjugate, ce au ca intersecţie punctul 
real x0, y„. Aceste drepte se numesc dreptele izotrope ce trec prin 
P„: După cum vedem, ele au coeficienţii unghiulari i şi —i. 

Rezultă deci că prin orice punct trec două drepte izotrope. 
Este interesant de observat că aceste drepte au proprietăţi 

curioase. De exemplu, o dreaptă izotropă este perpendiculară pe ea 
însăşi. Aplicînd formula (13"), punînd m = i şi m' = —i, obţ inem: 

mm' + 1 = — i'2, + 1 = 0 , 
ceea ce demonstrează afirmaţia noastră. De asemenea, se introduc 
curbe imaginare, cum este cercul imaginar de rază }/— 1 sau TJ — IR 
unde R este un număr real, sau suprafeţe imaginare. 

Desigur, at î t punctele imaginare cît şi dreptele, curbele sau supra­
feţele imaginare nu pot fi reprezentate în plan sau spaţiu. 

Să presupunem că ecuaţia (19) nu. reprezintă un cerc, deci că 
ecuaţiile (21) nu sînt verificate. 
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î n acest caz formula (20') ne a ra tă că putem alege unghiul d e 
rotaţie cp în aşa fel, încît să avem A12 = 0, căci aceasta revine a. 
determina 9 prin ecuaţia : 

tg 2 9 = _ ? f i î _ . 
' 

Avem deci teorema : 
Utilizînd o rotaţie de axe, putem 

de gradul al doilea sub forma : 
sa 

I 

scriem ecuaţia unei curbe 

« , , f « 2 2 ^ + 2anx + 2a233/ + «33 = 0. (22') 
Să presupunem că această curbă nu este un cerc, deci că an =jt 

deosebim cazul în care nici una din constantele an, aVi. 
nu este nulă de cazul în care una din aceste constante este nulă, 
de exemplu alv î n acest ultim caz, ecuaţia (22) se scrie, împărţind 
cu a22 şi rezolvînd în raport cu y2, 

y2 = 2px + 2qy + r. (22") 

Dacă în această ecuaţie p = 0, deci als = 0, ecuaţia reprezintă două 
drepte paralele cu axa Ox, cum este uşor de văzut. 

Parabola. Să presupunem că în 
ecuaţia (22") p =£ 0. în acest caz, 
făcînd o translaţie dată de for­
mulele (16), putem reduce atît q 
cît şi r la zero, deci ecuaţia de­
vine : 

y2 = 2px. (23) 
Aceasta reprezintă forma canonică 
la care se reduce ecuaţia unei para­
bole, curbă ce este reprezentată 
de figura 14. Presupunînd p > 0, 

punctul F j — , 01 se numeşte foca­

rul parabolei, iar dreapta x = — — 
se numeşte directoarea parabolei şi parabola poate fi definită ca loc 
geometric al punctelor egal depărtate de focar şi de directoare. 

într-adevăr, dacă M(x, y) este un punct al parabolei, dis tanţa 
de la M la directoare este dată de formula : 

MP * + 4> 
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în t imp ce distanţa la focar este dată de formula: 

MF=y\x- f f + y2 —~\lx2 +y2 —px + £. 

Astfel că ţinînd seama de ecuaţia parabolei (23), obţinem MP = 
= UF. 

Avem deci teorema : 
Locul geometric al punctelor egal depărtate de un punct fix şi de-

o dreaptă fixă este o parabolă. 
Ne putem întreba cum se poate deduce din forma generală (19) 

dacă avem de-a face cu o parabolă. Pentru aceasta vom observa, 
că formulele (20) ne spun că avem: 

^ 1 1 - ^ 2 2 ^ 1 2 = = ^ 1 1 ^ 2 2 # 1 2 -

Rezultă deci că expresia 
/ O 

1 1 2 2 —" 12 ' 

este un invariant la rotaţiile axelor. Cum pentru forma redusă (22') 
acest invariant este zero, rezultă că el este şi în ecuaţia (19) zero.-
Deci avem teorema : 

Dacă in ecuaţia (18) avem 1 = 0, această ecuaţie reprezintă o para­
bolă sau două drepte paralele. 

Să revenim acum la cazul în care în ecuaţia (22') at î t an cît 
şi «22 sînt diferiţi de zero, deci la cazul în care I este diferit de 
zero. Este uşor de văzut atunci că printr-o translaţie (16) putem 
reduce als şi «23 la zero. Avem deci teorema: 

Dacă invariantul I este diferit de zero, printr-o rotaţie şi o trans­
laţie putem face ca ecuaţia de gradul al doilea să fie scrisă sub forma 
simplă: 

aux2 + a22y2 + a33 = 0. (24) 

î n acest caz se zice că originea este centrul conicei, iar axele-
de coordonate sînt axele conicei. Conicele pentru care 7 ^ 0 sînt 
deci conice cu centru. Se mai spune că sînt conice cu centrul la 
distanţă finită şi că parabola are centrul la infinit1. 

1 Elementele de la infinit (puncte, drepte, plane) au fost introduse în secolul al X V I I -
-lea de Desargues. Două drepte paralele se spune că se întîlnesc într-un punct la infinit. 
Un fascicul de drepte paralele determină deci un punct la infinit, aşa cum un fascicul de-
drepte ce se întîlnesc la distanţa finită determină punctul lor de întîlnire. De asemenea, 
două plane paralele determină o dreaptă la infinit. 
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Pentru a vedea ce curbă reprezintă ecuaţia (24), vom observa 
că dacă : «33 = 0, curba reprezintă două drepte ce trec prin origine, 
reale dacă axx, a22 sînt de semne contrare, deci dacă I < 0 şi imagi­
nare dacă au şi a22 sînt de acelaşi semn, deci dacă / > 0. Să presu­
punem că an =£ 0, a22 =fc 0, «33 =p 0. Putem atunci scrie ecuaţia (24) 

sub forma : 

+ i- = i, m = 

n — — (24') 

Fig. 15 

Această ecuaţie ne arată că 
dacă cantităţile m, n sînt pozitive, 
curba este o elipsă dată de ecuaţia 
(13'), iar dacă sînt negative atunci 
curba este imaginară, se spune că 
este o elipsă imaginară şi se poate 
scrie sub forma: 

-: + 62 
1 0. (24") 

Hiperbola. Să presupunem că m, n sînt de senine contrare. Atunci 
putem scrie ecuaţia (24') schimbînd eventual rolul variabilelor x, y 
sub forma: 

a1 62 1 = 0 . (25) 

care reprezintă ecuaţia canonică a hiperbolei şi curba este reprezentată 
în fig. 15. 

Dreptele date de ecuaţiile 

i b 

se numesc asimptotele hiperbolei şi sînt tangente la hiperbolă în 
punctele ei de la infinit, iar punctele F(c,0), F'(—c,0) unde 

c = V«2 + &2, 
sînt focarele hiperbolei. Dacă b = a, deci dacă ecuaţia (25) se scrie: 

X' — y 

hiperbola se numeşte echilateră. 

(25') 
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Avem deci următoarea teoremă: 
Curba (19) reprezintă o elipsă (sau două drepte imaginare), o hiper­

bolă (sau două drepte reale concurente) după cum invariantul I este 
pozitiv sau negativ. 

Această teoremă era cunoscută de Fermat şi de Descartes. 
Din cele expuse mai sus rezultă că o conică, dacă nu este formată 

din două drepte, este o elipsă, o hiperbolă sau o parabolă. î n cazul 
în care conica este formată din două drepte avem o conică degene­
rată. De altfel, fiind dată ecuaţia (19), se poate considera ceea ce 
se cheamă discriminantul sau determinantul acestei ecuaţii, care 
se scrie : 

A 
al2 a13 

^•22 ^23 

^32 ^33 

(25") 

cu convenţia că a\j = a^. 
Se arată că condiţia necesară şi suficientă ca ecuaţia (19) să 

reprezinte o conică degenerată este ca A să fie zero, rezultat ce 
era cunoscut de Gauss. 

§ 6. SUPRAFEŢE DE GRADUL AL DOILEA 

Să considerăm acum suprafeţele de gradul al doilea, care sînt 
definite de ecuaţia 

F(x, y, z) = axlx2 + 2a12xy + a22y* + 2a13xz + 
+ 2a23yz + a33z2 + 2aux + 2auy + 2a.uz + au — 0 

de gradul al doilea în trei variabile x, y, z, unde x, y, z sînt coordo­
nate carteziene ortogonale în spaţiu. 

Asemenea suprafeţe se numesc cuadrice şi se clasifică în cuadrice 
nedegenerate şi cuadrice degenerate, după cum determinantul A — 
= \atj\ este diferit de zero sau nu. Prima clasă se împarte în cuadrice 
cu centru şi cuadrice fără centru (cu centru la infinit). Avem pa t ru 
tipuri de cuadrice cu centrul la distanţă finită : 

Elipsoidul imaginar care se poate reduce la ecuaţia 

i î l + ^ + £ l + l = 0 . (26) 
a? b2 c2 

Elipsoidul real, definit de ecuaţia : 

i_+*i + ^ _ l = 0 , (27) 
a2 b2 c2 
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•SL cărui reprezentare se poate vedea în fig. 16. Dacă a = b = c 
.atunci ecuaţia (27) se scrie: 

R, 

Fig. 16 

;şi reprezintă ecuaţia unei sfere cu centrul în origine şi cu raza R 
{fig. 17). Dacă a = b =£ c, atunci avem un elipsoid de rotaţie. 

De asemenea, avem două tipuri de hiperboloizi, hiperboloidul cu 
o pînză (fig. 18), dat de ecuaţia : 

1 = 0 , (28) 

Fig. 17 Fig. 18 
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şi hiperboloidul cu două pînze (fig. 19), ce are ca ecuaţie: 

_ ^ ! ^ Z ! + i ! „ i = o . (29> 
a% 6 2 c 2 

Avem în sfîrşit tipuri de paraboloizi, deci cuadrice cu centrul 
la infinit, paraboloidul eliptic (fig. 20), dat de ecuaţ ia: 

4+5=%>*> (30> 
a2 o 2 

şi paraboloidul hiperbolic (fig. 21), dat de ecuaţia : 
a1 o1 

î n ce priveşte cuadricele degenerate, ele sînt conuri reale sau imagi­
nare (fig. 22) care au ca ecuaţie: 

^ + fe±T==0' (31> 
a' o 2 c* 

sau cilindri eliptici — real sau imaginar — şi cilindrii hiperbolici au 
ca ecuaţi i : 

-£! + £ ! = ± l , (31') 
« 2 62 

Jtr-£•*=!. (31") 
a2 62 

Cilindrul eliptic real şi cel hiperbolic sînt reprezentaţi în fig. 23 
şi 24. Există de asemenea cilindrul parabolic, care are ca ecuaţie : 

y2 - 2px = 0, (31'") 

şi este reprezentat în fig. 25, sau perechi de plane reale sau imaginare 
conjugate. 

Cuadricele de rotaţie erau cunoscute de geometrii greci. Faptul 
că o ecuaţie de gradul al doilea în spaţiu reprezintă o cuadrică, a fost 
întrevăzut de Fermat. Demonstrarea acestui fapt revenea la a arăta 
că orice formă pătratică poate fi adusă la o sumă de pătrate prin trans­
formări ortogonale, rezultat stabilit de Dagrange, Jacobi, Sylvester, 
Fuler şi Cauchy. 
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Vom menţiona o proprietate generală a cuadricelor, aceea de a fi 
suprafeţe dublu riglate. O suprafaţă se zice riglată dacă conţine pe ea 
•o familie de drepte. Este evident că planele, conurile şi cilindrii sînt 
suprafeţe riglate. Planele au o infinitate de familii de drepte, în t imp 

ce conurile şi cilindrii au cîte o singură familie; conul este descris 
de o dreaptă ce trece prin vîrf, iar cilindrul de o dreaptă para­

lelă cu axa. 
Celelalte cuadrice, deci elip-

soizii, hiperboloizii şi parabolo­
izii, au cîte două familii de 
drepte, aceste familii fiind reale 
numai în cazul hiperboloidului 
cu o pînză şi a paraboloidului 
hiperbolic. Astfel, în cazul hi­
perboloidului cu o pînză, dat de 
ecuaţia (28), putem satisface 
această ecuaţie luîud pentru 
x, y, z soluţii ale sistemului: 

X I (• 

, a c A [ b j 

( 
3 2) 

Fig. 25 unde X este un parametru vari­
abil. 

Dreptele (32) se zice că constituie o familie de generatoare a hiper­
boloidului cu o pînză (28), reprezentat în fig. 18. 

O altă familie se obţine considerînd dreptele 

l + f ) , £ + -i = I( i-Z 
o J a c [A v " 

(32') 

Prin fiecare punct al hiperboloidului (28) trec astfel două genera­
toare. Planul format de aceste generatoare este planul tangent la 
hiperboloid în punctul P. Planul tangent taie deci hiperboloidul după 
aceste generatoare. O proprietate analogă are loc pentru paraboloi­
dul hiperbolic. 

Pentru elipsoizi (în particular, pentru sfere), hiperboloizi cu două 
pînze şi paraboloizi eliptici, generatoarele sînt imaginare şi planul 
tangent într-un punct atinge suprafaţa numai în acel punct, deci 
lasă suprafaţa de o aceeaşi parte a planului tangent, ca în cazul parti­
cular al unei sfere. 
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î n căzu conurilor şi cilindrilor, planul tangent într-un p u n c t 
•conţine generatoarea trecînd prin acel punct şi planul tangent es te 
acelaşi pentru orice punct al generatoarei. Convenind să spunem că 
pentru conuri şi cilindri, cele două familii de generatoare sînt con­
fundate, rezultă proprietatea enunţată mai sus că suprafeţele de 
gradul al doilea sînt suprafeţe dublu riglate. Reciproca este de ase­
menea adevărată, şi anume orice suprafaţă dublu riglată este de gra­
jdul al doilea. 

§ 7. PROBLEME GEOMETRICE CELEBRE 

Unele din problemele celebre ce i-au preocupat pe geometrii greci 
au putut fi rezolvate cu ajutorul geometriei. Am spus în paragraful 5 
-că numele de conice dat elipsei, hiperbolei şi parabolei vine de la fap­
tul că aceste curbe se obţin prin intersecţia unui plan cu un con 
-circular drept, înţelegînd că generatoarele conului sînt prelungite în 
ambele sensuri (fig. 26). Dacă planul secant taie numai o pînză a conu­
lui, atunci obţinem ca secţiune o elipsă sau o parabolă, cîud planul 
este paralel cu una din generatoare (poziţia I 
•sau / / ) din figura alăturată. 

Dacă planul taie ambele pînze ale co­
nului se obţine hiperbola (poziţia I I I ) . 

î n ce priveşte denumirile de parabolă, 
elipsă şi hiperbolă, ele vin de la următoarele 
trei probleme puse şi rezolvate de Pitagora şi 
şcoala lui, cu 500 de ani î.e.n.1. Prima proble­
mă se enunţa astfel: Să se facă parabola unei 
arii. 

Problema revine a spune că fiind dat un 
segment de lungime 2p şi aria y%, să se cons­
truiască un segment x în aşa fel încît drept­
unghiul construit pe laturile 2/> şi x să aibă 
aria y2, ceea ce conduce la ecuaţia (23) a 
parabolei. 

Vom menţiona că în limba greacă para­
bolă înseamnă echivalenţă. 

A doua problemă cere să se facă elipsa unei arii, elipsă în limba 
greacă însemnînd lipsă. Problema constă în faptul că fiind date 
segmentele 2ft, y şi un număr oarecare m, să se construiască segmen­
tul x în aşa fel, încît aria pătratului de latură y să fie egală cu aria 

1 Vezi. A. M y 1 1 e r, Curs de geometrie analitică, pentru elevii clasei a VlII-a, Edi tura 
Seminarului Matematic, Iaşi, 1936. 

Fig. 26 
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dreptunghiului avînd ca laturi 1p şi x, mai puţin aria pătratului de 
latură mx. Avem deci formula: 

y2 = 2px — m2x2, (33) 

care reprezintă ecuaţia unei elipse, deoarece / = m2 > 0. în acest 
caz determinarea lui x depinde de rezolvarea unei ecuaţii de gradul 
al doilea şi avem: 

P i V P2 ~ m2y2 

A treia problemă cere să se facă hiperbola unei ar i i ; hiperbolă în 
limba greacă însemnînd exces. Problema se reduce la rezolvarea 
ecuaţiei: 

y2 = 2px + m2x2, (33') 

care reprezintă în variabilele x, y o hiperbolă, deoarece I = — m2 <(). 
Avem astfel explicaţia denumirilor curbelor de gradul al doilea, care 
mai tîrziu au fost utilizate şi la denumirile suprafeţelor de gradul al 
doilea. 

Dar să considerăm acum două probleme celebre ce sînt legate de 
curbe de gradul al treilea şi al patrulea. 

Prima din aceste probleme este dublarea cubului: fiind dat un 
cub de latură a, să se construiască un cub de latură x în aşa fel, încît 
volumul noului cub să fie de două ori mai marc dccît al vechiului cub, 
deci să avem: 

xz = 2a3, 

ceea ce ne dă 

x = a\J2. 
Această problemă, numită şi problema delică, îşi are originea în 

următoarea legendă: 
Asupra Atenei se abătuse o molimă care nu putea fi nici cum stă­

vilită. Fiind consultat oracolul din insula Delos, acesta a răspuns 
că molima se va stinge atunci cînd atenienii vor dubla altarul cubic din 
templul închinat lui Apolo. Bucuroşi că preţul încetării molimii este 
atît de mic, atenienii au construit un altar cu o muchie dublă. Dar 
molima se întindea mai mult. Au cerut din nou sfatul oracolului, care 
de astă dată le-a dat un răspuns enigmatic : Cultivaţi mai mult geo­
metria. Atunci au înţeles atenienii că ei făcuseră cubul de opt ori mai 
mare şi nu de două ori. 
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Se poate arăta că problema duplicării cubului se reduce la inter­
secţia a două conice. în adevăr, să considerăm următoarele conice: 

yi 2ax, xy = 2a2 (34) 

Intersecţia acestor conice este echivalentă cu găsirea valorilor lui x, 
y ce satisfac proporţiile : 

L 
2a 

x 
y 

cum este uşor de văzut. 
Prima din conicele (34) este evident parabolă. A doua este o hiper­

bolă echilateră. într-adevăr, dacă în ecuaţia (25) presupunem 
a = b şi facem o rotaţie de axe de 45°, deci facem o transformare 
de coordonate de forma : 

x = ±(X + Y), y = ±\X-Y); 

ţinînd seama că avem : 

cos 45° = sin 45 

•obţinem în noile variabile X, Y, 
ecuaţia: 

2XY = b2. 

Deci c onica xy = 2a2 rezultă prin-
tr-o ro ta ţ i e de axe de 45° din hiper­
bola echilateră X2 — Y2 = 4a2. 

De altfel, este uşor de văzut 
că rep rezentarea curbei xy = 2a2 

este d a t ă în fig. 27 de curba I şi 
se vede că hiperbola echilateră are 
•ca asimptote chiar axele de coordo­
nate. Să căutăm să rezolvăm ecua­
ţiile (34). Obţinem fără dificultate 
ecuaţiile: 

yf 
X = — 

2a 

Avem deci : 

— , yz = 4as 

y «ţ/4, 
« ^ 2 ; (34') 
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ultima ecuaţie ne spune că problema delică este rezolvată de abscisa 
ON a punctului M de intersecţie a conicelor (34). 

î n mod analog se poate rezolva problema cu alte conice, de exem­
plu cu o parabolă şi un cerc, date de ecuaţiile : 

y2 = 2ax, x2 + y2 — lax — ay = 0. (35) 

O altă problemă celebră studiată de geometrii greci este împăr­
ţirea unghiului în trei părţi egale, care de asemenea se reduce la pro­
blema intersecţiei a două conice, de exemplu, o parabolă şi un cerc 
date de ecuaţiile : 

2x2 =y, x2 + y* + cx - 2y = 0, 

unde c este un număr cuprins între — 1 şi -(-1. 

Ultima ecuaţie dă, ţinînd seama de prima, 

4A;4 + x2 + cx — Ax2 — 0, 

astfel că împărţind cu x, avem: 

4xa — 3x + c = 0. 

Punînd c = sin 0, avem x = sin — , deoarece este binecunoscută 

formula trigonometrică: 

sin 0 = 3 sin 4 sina— , 
3 3 

care se obţine din formula lui Moivre: 

(cos \- t sm — = cos 6 + t, sin 6 

pentru m = 3. 

Cişoida lui Dioclcs. Să ară tăm că problema duplicării cubului 
poate fi de asemenea legată de o curbă de gradul al treilea. 

Fiind dat un cerc, un punct O pe acest cerc şi tangenta în punctul 
diametral opus A, se duce prin O o dreaptă pe care se ia un punct P, 
în aşa fel, c ă : 

OP = MN~, (36) 

M fiind al doilea punct de intersecţie al acestei drepte cu cercul, iar 
N punctul de intersecţie al dreptei cu tangenta în A (fig. 28). 
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I,ocul punctului P astfel obţinut se numeşte cisoidă, curbă ce a 
fost descoperită de geometrul grec Diocles (secolul al II-lea î.e.n.). 

Pentru a găsi ecuaţia cisoidei, să luăm ca axă x diametrul prin 
O al cercului şi ca axă y tangenta în O la cerc. îusemnînd cu p şi 9 
coordonatele polare ale lui P faţă de polul O şi axa x şi ţinînd seama 
că AM este perpendiculară pe dreapta OM deoarece triunghiul O AM 
este înscris într-un cerc ce are 
latura O A ca diametru, avem : 

MN = AN sin 9 = OA tg 9 sin 9. 

însemnînd cu a diametrul 
cercului şi ţinînd seama de ecu­
aţia de definiţie (36) a cisoidei, 
obţinem: 

p = a sm-2 9 

cos 9 

deci, trecînd la coordonate car­
teziene, rezul tă : 

{x2 +y2)x - ay2 = 0, (37) 
ceea ce ne spune că cisoida este o curbă algebrică de gradul al 
treilea. Rezolvînd în raport cu y, avem: '?!££.* 

y ± V— 
V a — x 

(37') 

de unde se vede că decidă are puncte reale numai între dreptele x = 0, 
x = a, deci înt ie ?xa y şi tangenta îu A la cercul de definiţie. Se vede 
de asemenea, că originea este un punct al curbei, că această curbă 
are două ramuri , ea fiind simetrică în raport cu axa x şi că, atunci 
cînd x creşte de la 0 la a, văicărea pozitivă a lui y creşte de la 0 la 00. 
Dreapta x = a este deci o asimptotă a curbei. Originea, în care se 
întîlnesc cele două ramuri ale curbei, este un punct singular. O dreap­
tă care trece prin origine 

(37") y mx 
întîlneşte curba în trei puncte, din care două sînt confundate în ori­
gine. în t r -adevăr , ecuaţia (37), în care îu loc de y punem mx, ue dă 
ecuaţia : 

xs{l + m2) - am2x2 = 0. (38) 
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Rezultă deci că două dintre punctele de intersecţie sînt totdeauna 
în origine, de aceea originea se numeşte un punct dublu. 

Cele două ramuri sînt tangente în origine la axa Ox, deoarece ra­
portul — dat de ecuaţia (37') se anulează în origine. Se zice că punctul 

y 
0 este un punct de întoarcere al cisoidei şi că axa x este tangenta în 
punctul de întoarcere. 

Coordonatele punctului P de intersecţie a dreptei (37") cu cisoida 
sînt date, în virtutea ecuaţiei (38), de formulele: 

am2 am3 

X = , y = , 
1 -| in2 1 | ml 

•care ne arată că cisoida este o curbă raţională, deci o curbă pentru 
care este posibil a găsi o reprezentare parametrică prin funcţii raţio­
nale. 

Pentru a vedea cum ne conduce cisoida la rezolvarea problemei 
dublării cubului, să unim A cu P. Fie N' punctul de intersecţie al 
acestei drepte cu axa y. Să calculăm ON'. Pentru aceasta se observă 
că dreapta AP are ecuaţia : 

y _ _ mS (% _ a^ 

deci ON' = ams. Cum în acelaşi t imp AN --- ma, urmează că luînd 
pe a ca unitate de măsură, avem : 

2~N = yON'. 

Deci avem latura AN a unui cub al cărui volum este egal cu volu­
mul cubului construit pe latura ON'. 

In concluzie, fiind dată latura OA a unui cub, se ia pe axa y lungi­
mea ON' egală cu de două ori această latură. Lungimea AN, pe para­
lela la y, va constitui latura unui cub avînd volitnral egal cu dublul 
cubului dat. 

Coneoida dreptei. Fiind dată o dreaptă d şi un punct 0 exterior 
ei, să ducem prin 0 o dreaptă care întîlueşte pe d în punctul M (fig. 29). 
Pe această dreaptă, de o parte şi de alta a lui M, să considerăm două 
puncte P şi Q,. astfel încît să avem relaţia : 

¥M = MQ = l, 

1 fiind o lungime fixă. Focul geometric al punctelor P, Q, cînd dreapta 
OM se roteşte în jurul lui O, se numeşte coneoida dreptei d, curbă des­
coperită de geometrul grec Nicomede. 
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Pentru a obţine ecuaţia concoidei, să luăm ca origine punctul 0,. 
polul concoidei, iar ca axă x perpendiculara pe dreapta d, baza concoi­
dei. Indicînd cu a distanţa de la pol la bază, ecuaţia concoidei în coor­
donate polare se scrie : 

cos 9 
±1, (39) 

şi pentru a trece la coordonate 
carteziene, se observă că avem : 

p2[pcos9 — a}2 = Z2p2cos29, 

aşadar ecuaţia căutată este : 

{x2 +y*){x - af = l2x2. (39') 

Coneoida este deci o curbă de 
gradul al patrulea. Rezolvînd în 
raport cu variabila y, obţinem : 

y=± y]l2 ~ {x — af 

y-.» (d) 

0^< 
Al 

^a 

0 A 

Fig. 29 

& 

O 

Sub această formă se vede ca 
avem puncte reale ale curbei numai 
pentru valorile lui x cuprinse între 
a — l şi a -J- l. De asemenea, se 
vede că dreapta x == a, anume baza 
concoidei este o asimptotă a curbei, 
adică atunci cînd x se apropie 
de a, prin valori la stîuga ori la 
dreapta lui a, y creşte în valoare 
absolută la infinit. Curba are deci, 
aşa cum rezultă şi din definiţia 
geometrică, două ramur i : una cu­
prinsă între dreptele x = a — l şi 
X = a şi alta între dreptele x = a 
şi * = a -j- /, aceste ramuri fiind 
simetrice faţă de axa Ox (fig. 30). 

Iutersectînd curba cu o dreaptă 
care trece prin origine, fie aceasta y = mx, abscisele punctelor de in­
tersecţie ale acestei drepte cu curba sînt date de ecuaţia : 

Fig. 30 

(1 + m2) x2(x — a)2 = l2x2, 
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care are întotdeauna două rădăcini nule. Punctul 0 este deci un punct 
dublu al curbei. Celelalte două rădăcini sînt date de formula : 

x a Az l 
Vr 

Dacă m este dat de formula : 

m = ± — fl2-"^, 
a 

ceea ce poate avea loc numai dacă l > a, dreapta corespunzătoare 
are trei puncte de intersecţie cu curba, confundate în origine. Există 
două drepte reale avînd aceste proprietăţi dacă / > a, şi una singură 
dacă l = a, anume chiar axa x. 

Prin urmare, avem de considerat trei ca/Airi: 
în cazul / < a, curba nu trece prin origine, de.şi coordonatele ori­

ginii satisfac ecuaţia curbei. Se zice că originea este nu punct dublu 
izolat (fig. 30). 

Dacă / = a curba trece prin origine şi o ramură a ei are în acest 
punct o formă analogă eu aceea a cisoidei. Originea este deci un punct 
de întoarcere pentru concoidă (fig. 31). 

în cazul l > a, curba are două ramuri care trec prin origine făcîud 
o buclă sau un nod (fig. 32). 

Să arătăm în continuare cum ne putem servi de concoidă, şi anu­
me de ramura cea mai depărtată de pol, pentru a împărţi un unghi 
în trei părţ i egale. Fie MO A un asemenea unghi (fig. 33). Să ducem 
MA perpendiculară pe OA şi să considerăm concoidă acestei drepte 
MA faţă de polul O, lungimea / fiind de două ori distanţa OM. Să 
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ducem prin M o paralelă la O A şi fie N punctul ei de intersecţie cu 
ramura îndepărtată a concoidei. Unim 0 cu M şi fie S punctul de inter­
secţie al dreptei ON cu AM. 

Din proprietatea concoidei vom avea SN = 10M. Pe de altă parte, 
-$zSMN fiind drept, unind pe M cu mijlocul T al lui SN vom avea 

, 

Al \ 

Z - > T T 

~~j$x>-^^ 

0 A 

Big. 33 

MT = ST = TN ca raze ale aceluiaşi cerc trecînd prin S,M,N. Urmea­
ză deci că triunghiurile MOT şi MTN sînt isoscele şi rezultă că -^zMTS, 
exterior triunghiului MTN, este egal cu suma unghiurilor NMT 
şi TNM, deci este egal cu de două ori ^zTNM. Cum acest unghi este 
egal cu -ŞzSOA, notmd -ŞZ.S0A cu cp, rezultă că «£: MOS este egal cu 
de două ori cp, ca fiind egal cu ^MTS. Rezultă că ^zSOA este egal 
cu a treia parte din ^cMOA. 

Faptul că atît dublarea cubului cît şi împărţirea unui unghi în trei 
păr ţ i egale depind de determinarea intersecţiei unei drepte cu curbe 
•de gradul al treilea şi al patrulea şi că aceste probleme nu pot fi rezol­
vate cu rigla şi compasul 1-a făcut pe Euclid să le omită în teoria mări­
milor incomensurabile, expuse de el în Cartea a X-a. într-adevăr, 
Euclid consideră rezolvate numai acele probleme ce se reduc la inter­
secţia de drepte şi cercuri şi prin aceasta el urma un principiu enunţat 
de Platon. Euclid n-a a ră ta t că problema dublării cubului sau trisec-
ţiei unghiului nu se poate rezolva cu linia şi compasul, deoarece meto­
dele de care dispunea erau insuficiente pentru aceasta. Galois, creînd 
teoria rezolvării prin radicali a ecuaţiilor algebrice, a dat instrumen­
tul prin care s-a pu tu t arăta imposibilitatea rezolvării celor două 
probleme cu rigla şi compasul. î n acelaşi fel s-a demonstrat ca poli-
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goanele regulate cu 7 sau 9 laturi ce au fost studiate de arabi nu se 
pot construi cu rigla şi compasul. Euclid construise în Cartea a XII I -a 
poligoanele regulate cu 3, 4, 5, 6 laturi cu rigla şi compasul. Gauss 
a demonstrat că se poate construi cu rigla şi compasul orice poligon 
regulat al cărui număr de laturi este produsul unei puteri arbitrare 
a lui 2, cu un produs de factori egali cu 3, 5, 17, 257, 65 537, luaţi 
fiecare cel mult o dată. Cu ajutorul teoriei lui Galois s-a arătat că 
poligonul regulat eu n laturi se poate construi cu rigla şi compasul 
numai dacă n este de forma 2mfl ... fn, unde fiu . . ., pn sînt 
numere prime de forma 22 + 1. Numerele 22 -f- 1 sînt prime pentru 
N = 0, 1, 2, 3, 4, ceea ce corespunde cazului lui Gauss, dar '2f -f- 1 
nu mai este prim, avînd factorul 641. 

O altă problemă de construcţie celebră, dar a cărei rezolvare nu mai 
este de natură algebrică, este problema cvadraturii cercului, care 
cere să se construiască un pătrat avînd aria egală cu aria unui cerc 
dat. Pentru rezolvarea acestei probleme Arliimede a inventat spirala, 
dar el n-a reuşit să decidă dacă problema este rezolvabilă, sau nu cu 
rigla şi compasul. A reuşit totuşi să calculeze aria TC/V2 a cercului de 
rază 7v', deci factorul TC, cu o aproximaţie foarte bună. Această apro­
ximare a obţinut-o prin metoda exhaustivă, considerîud poligoane 
regulate înscrise şi circumscrise la cerc cu n laturi, cu n din ce în ce 
mai mare, care se obţin prin extrageri succesive de rădăcini pătrate. 
Astăzi se ştie că problema cvadraturii cercului nu se poate rezolva 
cu rigla şi compasul şi nici prin intersecţie de curbe algebrice de ordin 
superior, r. fiind la fel ca şi c, un număr transcendent. 

Teorema lui Fermat1. Datorim lui Fermat o altă problemă celebră 
ce a preocupat pe matematicieni în ultimele trei secole. Această pro­
blemă se poate pune în legătură cu teorema lui Pitagora, şi anume în 
legătură cu rezolvarea în numere întregi a ecuaţiei (10'), problemă 
considerată în § 3. în adevăr, problema lui Fermat cere să se arate 
că o ecuaţie de forma 

xn _|_ y» _ z»> 

unde n este un număr întreg mai mare ca 2, nu are soluţii în numere 
întregi diferite de zero. Problema a fost rezolvată pentru anumite 
valori a lui n, între care »••£= 3 şi n = 4 însă a rămas nerezolvată în 
general, deci pentru orice valori a lui n. Pentru n = 4 există o demon-

1 P i e r r e F e r m a t (1601 — 1665) a rămas celebru prin teorema care-i poartă 
numele. Fermat a enunţat această teoremă pe marginea cărţii lui Diofaut cu adaosul: 
„Dispun de o demonstraţie cu adevărat minunată, dar marginile cărţii sînt prea 
înguste ca s-o pot scrie aici." 
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straţie simplă datorită lui Euler1. Această demonstraţie arată mai 
întîi că ecuaţia 

xt _j_ yi = gi (39") 

nu are soluţii întregi toate nenule. Este evident că dacă ecuaţia lui 
Fermat 

a 4 _|_ j^l _ y 4 

ar avea o soluţie întreagă (a, Ş, y) şi ecuaţia (39") ar avea ca soluţie 
întreagă 

x — a, y = p, z = Y2. 

Deci pentru a arăta că teorema lui Fermat este verificată pentru 
n — 4 este suficient să a ră tăm că ecuaţia (39") nu are soluţii întregi 
nenule. 

Să observăm că putem presupune că x, y, z sînt numere prime 
între ele, căci dacă y şi z ar avea de exemplu un factor comun, acest 
factor ar interveni şi în x şi deci am putea împărţi cu el, deci în parti­
cular cel puţin unul dintre numerele x, y este impar. Să presupunem 
x impar şi să scriem atunci ecuaţia (39") sub forma 

*4 = (z - y2){z + v2). 

Să ară tăm că numerele z — y'\ z + y'1 nu pot să aibă factori comuni. 
într-adevăr dacă am avea 

g „_3;2 =: kp,Z + V2 = lp, 

unde p este factorul comun al numerelor z — y2, z + v2, atunci rezultă 

22 = {k + l)p, 2v2 = (Z - k)p. 
Deci numerele z şi v2 au în comun factorul p, dacă p este impar şi 
eventual p}2 dacă p este par. Cum noi am presupus că̂  z, y nu au 
factori comuni rezultă că p poate fi cel mult egal cu 2. însă în acest 
•caz x este divizibil cu 2, ceea ce este în contradicţie cu faptul că noi 
am presupus x impar. 

Rezultă deci că dacă un factor q a lui x aparţine unuia din nume-
iele x — y2-, z + y2 de exemplu lui z — y2 atunci z — y"- conţine q* 
deci ecuaţia (39") se descompune în ecuaţiile 

z — y2 — w4, z + v2 = v*, x = tiv 

unde u, v sînt numere întregi impare, prime între ele. 
1 A se vedea Hans Reichardt ,, Unmoglichkeitbeweise in der Mathematik", Mathema-

t ik in der Schule, voi. 2, 1964, p. 4 1 0 - 4 1 5 . 
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Rezultă deci că avem 

22 = «* + v\ 2y2 = v* — u* = {v" + u2)(v2 — u2). 

Prin consideraţii asemănătoare rezultă că v2 -|- u2 şi w3 — M2 nu pot 
avea ca factor comun decît factorul 2 şi deci avem : 

v2 -f u2 = 2s2, v2 — u2 = 4t2, y = 'Ist 

unde s, t sînt numere prime între ele. Aplicînd aceleaşi consideraţii 
ecuaţiei 

4/2 = (v — u)(v + «) 

rezultă că avem 

11 -f- u = 'la2, v — u = 2b2, t = ab 

unde a, 6 sînt de asemenea prime între ele. Rezultă deci 

u = a2 — b2, v = a2 -\- b2 

astfel că ridicînd la pătrat şi însumînd obţinem 

a* + ¥ = s2. (39'") 

Avem deci teorema : 

Dacă x, y, z ar reprezenta o soluţie în numere întregi a ecuaţiei 
(39"), a, b, s ar reprezenta o soluţie în numere întregi a ecuaţiei de 
aceeaşi formă (39'"). 

Avem însă pentru z formula 

Iz = u* + vl = 2 [as + GaW + bs] 

deci avem 
z — s" + 4al¥ 

deci 2 este mai mare ca s. Acest fapt ne arată că dacă ecuaţia (39") 
s-ar putea rezolva, am obţine un şir de ecuaţii în care z ar avea 
valori din ce în ce mai mici. Lisă pentru valori mici ale variabilei z 
se vede uşor că ecuaţia (39") este imposibilă în numere întregi, ceea 
ce demonstrează teorema lui Fermat pentru n = 4. Să arătăm că pen­
t ru n = 3, problema rezolvării în numere întregi a ecuaţiei 

xs + y* = zs (40) 

revine a arăta că dată fiind curba de gradul al treilea 

3x2 + 1 = 4p3, (40') 
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această curbă nu are alte puncte de coordonate P(a, (3) raţionale 
decît punctele A(l, 1) şi B( — 1, 1) care sînt evident soluţii ale ecua­
ţiei (40')1. într-adevăr, să considerăm transformarea de variabile 

x = P p , j y • = p- z = 
< x + 1 (40") 

unde p este un factor nenul. 
înlocuind în ecuaţia (40) valorile lui x, y, z de mai sus obţinem 

ecuaţia (40'), cum se poate vedea uşor. Or această transformare ne 
dă, presupunînd z =fc y (căci altfel am avea x == 0) : 

+ y i 
-y 

p — z—y, ?> = 

Deci avem teorema: 
Dacă ecuaţia (40) ar avea o soluţie întreagă pentru care y =£ z, ecua­

ţia (40') ar avea o soluţie raţională şi invers. 
Dacă x, y, z sînt numere întregi şi y =£ z, ultimele formule ne spun 

că p este un număr întreg, în t imp ce a, ($ sînt numere fracţionare. 
Invers, dacă a, (3 ar fi o soluţie raţională a ecuaţiei (40') 

pentru > care a2 =p 1, altfel sau 
y, sau z ar fi nuli, formulele 
(11") ne spun că x, y, z sînt de 
asemenea numere raţionale, dacă 
p este raţional. 

Put em să luăm însă p întreg, 
destul de mare, încît x, y, z să 
fie întregi, deci teorema este 
demonstrată . 

Să observăm că putem scrie 
ecuaţia (40') sub forma : 

± ya 
Mg. 34 

deci într-un sistem de coordonate O a Ş>, ecuaţia (40') reprezintă o curbă 
dată în fig. 34, care se numeşte şi parabolă cubică. 

Teorema lui Fermat pentru n — 3 se enunţă deci astfel: 
Parabola cubică (40') nu are alte puncte raţionale decît punctele A, B. 
1 G. V r â n c e a n u , Asupra unei teoreme echivalente cu teorema lui Fermat şi 

observaţie asupra unei note precedente, Gazeta Mat. şi Fizică, seria A, 8, 1956, p. 23 — 24 
şi 1960, p . 1 - 2 . 
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Rezultă de aici următoarea proprietate : 
Dacă p este un număr raţional mai mare decît unu, atunci numărul 

3 

nu este pătratul unui număr raţional. 
Revenind la ecuaţia (40) putem observa că această ecuaţie repre­

zintă un con de gradul al treilea, fiind o ecuaţie omogenă în x, y, z. 
Dacă P(x, y, z) ar fi o soluţie întreagă, ar urma că pe acest con 
ar exista o generatoare a conului definită de acest punct P şi de ori­
gine şi atunci punctele de forma (px, py, pz), unde p este un întreg 
sau un număr raţional, puncte ce aparţin aceleiaşi generatoare, ar fi 
soluţii ale ecuaţiei (40). Deci ecuaţia (40) nu poate avea nici soluţii 
raţionale, căci atunci ar avea soluţii întregi. Putem spune deci în vir­
tutea. teoremei lui P'ermat: 

Conul (40) nu are generatoare raţionale în afară de acelea pentru 
care una dintre cantităţile x, y, z este nulă. 

Iîste interesant de observat că dacă considerăm în loc de (40) 
ecuaţia 

x3 -\- y3 == z3 + in, 

unde m este un număr întreg diferit de zero, această ecuaţie are în 
general soluţii întregi. 

Astfel, dacă m este cubul unui întreg n, deci m = n3, avem soluţia : 

x = n, y = z, 

în t imp ce dacă m = —3, de exemplu, avem soluţiile : 

x = y = — 1, z = 1, x = 5, y = 6, z = 8. 

Acest fapt se poate exprima spunînd că fiind dat un număr întreg, 
el se poate scrie în mai multe feluri ca suma a trei cuburi, de numere 
pozitive sau negative întregi. Problema analogă pentru pătrate nu 
este însă în general posibilă, deoarece un număr întreg se poate scrie 
totdeauna ca o sumă de patru pătrate, ceea ce constituie teorema lui 
Dagrange. O demonstraţie a acestei teoreme a fost dată de D. Bar-
bilian, în lucrarea sa Grupuri cu operatori1, 

Probleme diofantiee. Se numesc probleme diofantice, după numele 
geometrului grec Diofant, acele probleme ce se referă la rezolvarea 

1 D a n B a r b i l i a n , (1895 — 1962), a fost profesor la Universitatea din Bucureşti. 
Matematician de o mare originalitate, are rezultate importante în domeniul geometriei 
şi algebrei. 
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în numere întregi a unor ecuaţii. Astfel, rezolvarea ecuaţiei (10') în 
numere întregi, deci găsirea triungliiurilor dreptunghice cu laturi 
numere întregi, face parte din categoria problemelor diofantice, şi 
anume este o problemă diofantică de gradul al doilea, în t imp ce pro­
blema lui Fermat pentru ecuaţia (40) este o problemă diofantică de 
gradul al treilea. Desigur, cele mai simple sînt problemele diofantice 
de gradul întîi şi partea cea mai simplă a acestor probleme constă în 
a arăta că fiind dată o ecuaţie liniară în două variabile x, y de forma 

ax + by=-l, (40'") 

unde a, b sînt numere întregi, prime între ele, această ecuaţie admite 
soluţii x, y numere întregi, şi anume admite o infinitate numărabilă 
de asemenea soluţii. î n adevăr, să observăm în primul rind că ecuaţia 
(40'") reprezintă în planul Oxy o dreaptă, deci problema revine a 
arăta că pe această dreaptă există o infinitate numărabilă de puncte 
cu coordonate întregi. Să presupunem că cunoaştem o asemenea 
soluţie (x0, y0), deci că avem: 

ax0 + by0 = 1, 

unde xn, y0 sînt numere întregi. O asemenea soluţie se găseşte imediat 
dacă a sau b este egal cu 1. De exemplu, dacă a = 1, avem: 

%0 = 1, y0 = 0. 

Revenind la cazul general, cînd cunoaştem o soluţie (x0, y0), să consi­
derăm formulele : 

x = x0 + pb, y = y0 — pa. 

Punctul x, y satisface evident ecuaţia (40'") şi reprezintă un punct 
cu coordonate întregi pentru orice valoare întreagă a lui p şi proprie­
tatea este demonstrată. Am presupus că a, b sînt primii între ei, 
deci că nu au factori comuni. Dacă a, b ar avea factori comuni, ecuaţia 
(40'") este imposibilă în numere întregi, deoarece primul membru s-ar 
divide cu factorul comun a lui a şi b oricare ar fi x, y întregi, în t imp 
ce al doilea membru este 1. 

Considerîud deci a, b primi între ei, putem să presupunem că 
schimbînd eventual semnul lui x sau y, sau schimbînd x cu y, a şi 
b sînt pozitivi şi că b > a. Să împărţim atunci b la a. Vom avea o 
relaţie de forma: 

b = ka -f r, 
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unde k, r sînt numere întregi pozitive şi unde r este un număr mai 
mic decît a. Introducînd în loc de b, canti tatea ha + r, ecuaţia (40'") 
se scrie : 

ă{x -\- ky) -\- ry = 1. 

Făcînd transformarea de coordonate 

X — x + ky, Y — y, 
ecuaţia diofantică (40'") se transformă în ecuaţia diofautică 

aX + rY = 1, (401V) 
cu coeficienţii mai mari. 

Desigur dacă am cunoaşte o soluţie, particulară X0, Y0 a acestei 
ecuaţii ar rezulta pentru (40'") soluţia part iculară: 

x0 = X0 - kY0, y0 = Y0. 

Putem scrie imediat o soluţie particulară a ecuaţiei (40IV) dacă 
r este egal cu 1, şi anume soluţia Y0 = 1, Z 0 = 0. Dacă r nu este 1 
împărţim a la r şi avem: 

a = V + rx, 
unde rj este mai mic decît r şi ne reducem la o ecuaţie diofantică avînd 
ca coeficienţi r, rlt deci cu coeficienţi mai mici decît (40 u ) . Este 
evident că după un număr finit de asemenea operaţii ajungem la o 
ecuaţie diofantică pentru care unul din coeficienţi este 1, în care caz 
ştim că obţinem o soluţie particulară şi deci să scriem soluţia generală 
a ecuaţiei (40'"). 

Se observăm acum că rezolvarea ecuaţiei diofantice (40'") revine 
a spune că fiind dat, în planul Oxy unde x,y sînt coordonate carte­
ziene ortogonale, un punct de coordonate întregi P0{b, —a), să se 
găsească un punct P(x, y) în aşa fel ca determinantul 

b —a 
x y 

să fie egal cu unitatea. De asemenea, dacă considerăm triunghiul 
format de originea O şi punctele P0 , P, el are aria dată de determi­
nantul de ordinul al treilea (formula 13') 

A = 
0 0 1 

1 b —a 1 
2 

X y 1 
= - {ax + by) = 1 • 
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SăXobservăm că fiind date trei puncte oarecare de coordonate 
întregi \P1{x1, yt), P2(*2 , v2), Ps{xs, y3), aria triunghiului P^P^P^ 
este de forma — , unde n este un întreg căci avem: 

x2 v» 1 
%s ys i 

şi determinantul din membrul al doilea este un număr întreg. Dacă 
nu este zero, el este cel puţin egal cu 1. Putem spune deci că a rezolva 
ecuaţia diofantică (40'") înseamnă a găsi acele puncte de coordonate 
întregi, care împreună cu 0 şi P 0 să ne dea un triunghi avînd su­

prafaţa minimă. 
Să considerăm acum totalitatea numerelor întregi din planul Oxy, 

ce se zice că constituie reţeaua numerelor întregi. Considerînd trei 
puncte din reţea P 1 ( P 2 , P 3 , ce formează un triunghi de arie minimă, 
în interiorul acestui triunghi nu mai există nici un punct al reţelei, 
căci dacă Pn ar fi un asemenea punct, aria lui P0PXP2, de exemplu, 
ar fi mai mică decît aria lui P jP 2 P 3 , ceea ce nu este posibil. De ase­
menea, se poate cbserva că aria unui păt ra t format din puncte ale 
reţelei are suprafaţa minimă 1 şi că un asemenea pătrat nu mai poate 
avea puncte ale reţelei în interiorul său1. 

Înainte de a termina acest paragraf să expunem unele probleme 
considerate de matematicienii români în prima jumătate a secolului 
nostru. Să începem cu o problemă diofantică de ordinul al doilea dato­
rită lui D. Pcmpeiu2, problemă care constă în a căuta numerele întregi 
N pentru care numărul iV2 se termină cir cifrele numărului N. Astfel 
dacă iV este un număr întreg cu n cifre avem 

N = a0 + «j.10 + . . . + aK_i • 10"-1 

unde a0, . . . aK_j sînt numere de o singură cifră, atunci Nz este dat 
de formula 

iV2 = «o + 10a! + . . . + 1 0 - V , ^ + 10V.B + . . . + 

+ 1 0 % ( £ < 2 » - 1 ) . 

1 Pentru alte probleme geometrice legate de reţeaua numerelor întregi a se vedea : 
G a b r i e l S u d a n . Gecmetrizarea fracţiilor continue, Edi tura tehnică, Bucureşti, 1959. 

2 I). P o m p e i u , 1873 — 1951, a fost profesor la Universitatea din Iaşi şi Univer­
sitatea din Bucureşti, unul dintre matematicienii români cu mare renume. 

\ 
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Rezultă deci că numărul N isface ecuaţia lui Pompeiu 

A2 - A = 10M (41) 

unde A este un număr întreg convenabil ales. Această ecuaţie ne spu­
ne că trebuie să avem în primul rînd 

ocj — a0 = 10a 

unde a este un număr întreg. Rezultă că a0 are una dintre valorile 
O, 1, 5, 6. Primele două valori sînt compatibile numai cu N = 0, 1 
şi deci cu A = 0, cum se poate verifica uşor. Dacă <x0 este 5 sau 6 se 
poate arăta că există numere IV, N' bine determinate care verifică 
ecuaţia (41). 

într-adevăr să presupunem că A are două cifre. î n primul caz 
avem deci N = 5 + lOocţ şi ecuaţia (41) se scrie 

20 + 102ax + 102a| - 10ax = 10M. 

Avem deci 

2 - ot! + 10 [oj + af] = 10/4 

ceea ce ne dă ca unică soluţie 

ax = 2, A = 6. 

î n al doilea caz avem A7' — 6 -f 10oĉ  şi ecuaţia (41) devine 

3 + l l a j + 1 0 < 2 = 10A' 

ceea ce ne dă de asemenea ca unică soluţie 

ocj - 7, A' = 57. 

Rezultă deci că în cazul în care A este cu două cifre avem ca soluţii 
ale ecuaţiei (41) respectiv 

A = 25, A = 6, A ' = 76, A' = 57. 

Presupunem că avem pentru n > 2 o soluţie a ecuaţiei (41). Să 
a ră tăm că putem obţine o soluţie pentru n -f- 1 de forma 

A = IOV + A 

unde a este un număr pozitiv de o singură cifră. 
într-adevăr înlocuind A în ecuaţia (41) obţinem condiţia 

IOV2 + (2A - 1) a + A = 102. 
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Remită deci că numărul (2A — l)oc + A trebuie să fie divizibil 

cu 10. Tinînd seama că A se termină cu 5 sau 6, rezultă că 2A' — 1 
se termină cu 9 sau 1. Dacă a0 este cifra unităţilor numărului A, rezultă 
în prirnuB rînd că trebuie să avem a = oc0 în t imp ce în al doilea 
trebuie să avem a = 10 — a0. î n orice caz A este unic determinat. 

Rezultă astfel teorema lui Pompeiu: 
Ecuaţia (41) admite pentru orice număr întreg -pozitiv n două soluţii 

întregi de n cifre şi numai două, numărul întreg A fiind convenabil 
determinat. 

Dacă considerăm ecuaţia (41) ca fiind o ecuaţie în două variabile 
N şi A, această ecuaţie defineşte o parabolă cu axa paralelă cu axa A, 
Rezultă deci că aceste parabole au numai două soluţii întregi de n 
cifre în variabila AT. Tinînd seama că pătratul unui număr de n cifre 
are cel mult In cifre, rezultă că A este de asemenea un număr cu cel 
mult n cifre. De altfel să observăm că dacă N, N' sînt cele două solu­
ţii ale ecuaţiei (41), deci avem 

A2 - N = 10M, A' 2 - A ' = 10M' (41') 

rezultă prin scădere 
(A' - A)(A' + A - 1) = 10"{A' - A). 

Cum A ' — A nu este divizibil cu 10, deoarece are pe 1 ca cifră a unită­
ţilor, rezultă că A ' -j- A — 1 este divizibil cu 10" şi cum A', A sînt 
numere de n cifre trebuie să avem 

N' + N - 1 = 10". (41") 

Rezultă deci că suma A + A ' este egală cu 1 -j- 10" şi că avem 
N' - N = A' - A. 

Prin urmare dreapta care uneşte punctele P(N, A), P'(N', A') este 
paralelă cu prima bisectoare. 

Adunîud ecuaţiile (41') obţinem 

(A + A')2 - 2AA' = AT + A ' + 10"(^ + A') 

ecuaţia care tinînd seama de (41") se scrie 

NN' = 10"(A - A). 

Rezultă deci că produsul NN' este divizibil cu 10". Toate aceste 
formule ne arată că dacă presupunem A cunoscut rezultă 

A==N(N-_1l N , = 1Qn^A A, = A + N ' _ N 

10" JV 
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deci problema depinde de un singur număr cu N cifre. Astfel dacă 
n = 9 avem ca număr N numărul / 

N = 212 890 625 / 
/ 

şi celelalte numere A', N', A sînt date de formulele precedente. 
Ecuaţia (41) se poate generaliza considerînd ecuaţia 

iV2 - kN = 10M 

unde k este un număr întreg şi se obţine rezultate asemănătoare1. 
0 altă problemă datorită lui D. Pompeiu se enunţă prin urmă­

toarea teoremă: 
Fiind dat în plan un iriunghiu echilateral definit de punctele 1\, 

P 2 , P3 şi un punct oarecare P, distanţele PPU PPZ, PPS pot fi consi­
derate întotdeauna ca laturi ale unui triunghi?-. 

Pentru demonstraţie trebuie să arătăm deci că subsistă inega­
lităţile 

PP,^PPj + PPl{. (41') 

unde i, j , k iau valorile 1, 2, 3. O demonstraţie analitică simplă 
a acestui fapt se poate da utilizînd coordonatele complexe z = x A- iy 
unde x, y sînt coordonatele unui punct din plan. In acest caz avem 
evident identitatea 

(* - z0(22 - *•) + (* - z2){zs - zx) + (z - *,)(*! - *,) = 0 

unde zx, z.2, z3 sînt referitoare la Plt P2, P3. Dacă în această identi tate 
trecem un termen în al doilea membru şi luăm modulele ţiuînd seama 
că modulul unei sume este mai mic sau cel mult egal cu suma modu­
lelor se obţin inegalităţile 

PPt • P3Pk < PPjP^, + PPk • P,Pj 

înţelegîud prin P^j lungimea laturii P{Pj. Rezultă deci că dacă 
triunghiul PXP2P3 este echilateral, sînt verificate condiţiile (41'), 
deci teorema lui Pompeiu este demonstrată. 

Se poate da şi o demonstraţie care constă în construcţia triunghiu­
lui format cu PPlt PP2, PP3. Pentru aceasta se roteşte triunghiul 
P2PSP în jurul punctului P 2 cu un unghi de 60° aşa fel ca P3 să coin­
cidă cu Px. î n această rotire P ia o poziţie P' şi triunghiul PXPP' 

1 G. V r â n c e a n u , Asupra unei ecuaţii aritmetice, Comunicările Acad. R.S.R., 
voi, I I I , 1953, pp. 5 — 8. 

3 D. P o m p e i u, Une identite entre nombres complexes el un theoreme de geome­
trie elementaii'c, Bulletin Mathematique et de Phvsique de l'Iîcole Polytechnique, voi. VI, 
1934-35 , pp. 6 - 7 . 
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este triunghiul căutat. î n adevăr PP' este latura unui exagon înscris. 
într-un cerc cu centrul în P2 şi raza P.,P deci PP' este egal cu P2P. 
în ceea ce priveşte latura PXP', este evident egală cu PPS căci provine 
din la tura PP3 prin rotirea considerată. 

Sînt şi alte demonstraţii ce se pot da acestei teoreme ce a constituit 
obiectul multor generalizări importante1 . 

§ 8. GEOMETRIE PROIECTIVĂ 

începînd din secolul al XVIII-lea, un capitol al geometriei eucli­
diene a căpătat o mare dezvoltare, devenind o disciplină independentă ; 
este vorba de geometria proiectivă, creată prin lucrările lui Desargues2, 
Poncelet:i, Chasles'1 etc. 

Să presupunem că pe o dreaptă u considerăm patru puncte distinc­
te A, B, C, D. Se poate forma cu aceste patru puncte ceea ce se nu­
meşte raportul anarmonic sau biraportul (ABCD) al acestor pa t ru 
puncte punînd: 

[ABCD) =4^-~ 
BC BD 

Acest biraport are anumite proprietăţi interesante. El nu se schimbă 
dacă facem o proiecţie a dreptei u pe o altă dreaptă u', diutr-uu punct 
oarecare 5 situat în planul dreptelor u, u' (fig. 35). Altfel spus, bi­
raportul (A'B'C'D') este egal cu (ABCD). Se spune că biraportul 
(ABCD) este un invariant al fasciculului de drepte ABCD, astfel că 

punînd S(ABCD) = s m : unde sin AC este sinusul un-
sin ISC sin BD 

ginului dintre dreptele SA si SC, se poate demonstra că avem : 

S(ABCD) = (ABCD). 

Se zice că biraportul (ABCD) este un invariant proiectiv. Acest 
invariant nu se schimbă dacă proiectăm dreapta u pe o altă dreaptă 

1 A se vedea de ex. IX B a r b i l i a n , Exkurs iiber die Dreiecke, Bul. Math. 
1937.p; 1 - 6 2 . 

2 G e r a r d 1) e s a r g u e s (1591 — 1661), inginer din I,yon, ţine la Paris, începînd 
din 1623, lecţii de perspectivă şi este cunoscut în geometrie mai ales prin teorema lui 
Desargues. 

3 V i c t o r P o n c e 1 e t (1788 — 1867), geometru francez, a luat parte la expediţia 
lui Napoleon în Rusia în 1812 şi, fiind făcut prizonier, a petrecut cîţiva ani într-un lagăr 
unde a pus bazele geometriei proiective, utilizînd raportul anarmonic, principiul duali­
tăţ i i etc. 

1 M i c h e l C h a s l e s (1793—1880) a fost unul dintre geometrii francezi de 
seamă a timpului său. 

4$ — Geometria euclidiană 81 



/ 
u', sau dacă secţionăm fasciculul de drepte S(ABCD) cu drepte dife­
rite u, «'.' Proprietăţi analoge sînt valabile dacă considerăm/fascicu­
lul de plane (plane ce trec printr-o dreaptă) şi intersectăm aceste plane 
cu drepte u, u'. 

Să revenim la dreapta u şi să presupunem că am introdus o coordo­
nată x pe această dreaptă şi să notăm cu a, b, c, d coordonatele punc­

telor A, B, C, D. Avem atunci : 

(ABCD) = • 
— b d — b 

Să presupunem că facem o 
schimbare de coordonate x, prin 
formula : 

, _ ax + p 
yX + S ' 

unde a, (3, y, 8 sînt constante, astfel 
că oc8 — f3y =i 0, deci putem serie 
inversa formulei (42) 

Sx' - p 

42) 

# = 

&'. 
— f # •+• a 

^' coordonatele %' 

(42') 

ale 

a!' 

Fig. 35 

Se constată atunci că notînd cu 
punctelor A, B, C, D, avem: 

(ABCD) = -
c' — V d' — b' 

deci biraportul nu se schimbă printr-o transformare a coordonatei 
x dată de formula (42). 

Transformările (42) se numesc transformări proiective pe dreaptă 
şi se pot interpreta ca transformări între punctele dreptei. Aceste 
transformări nu păstrează lungimile şi pot duce un punct s i tuat la 
distanţă finită la infinit şi invers. î n adevăr, dacă x tinde la infinit, 
deci dacă punctul P(x) de pe dreapta u tinde la infinit, punctul P'(x') 
tinde la punctul P'l— , ce este un punct la distanţa finită, dacă 

y=jfc0. Ţinînd seamă pe de altă parte că punctelor P(— oo), P(-f oo) 
le corespunde acelaşi punct -P'j— , se convine a spune că pe dreapta u 

avem un singur punct la infinit, fie că facem pe x să t indă la infinit 
prin valori pozitive, fie eă facem pe x să tindă la infinit prin valori 
negative. Dreapta u, formată din punctele ei la distanţa finită şi 
dintr-un unic punct la infinit, se zice că formează dreapta proiec-
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tivă. VDeci avem două concepte de dreaptă, dreapta euclidiană 
formata din puncte la distanţa finită şi dreapta proiectivă. 

Dreapta euclidiană este deschisă la infinit, în t imp ce dreapta 
proiectivă este închisă, aşa cum cercul este o curbă închisă. De altfel, 
se poate stabili o corespondenţă biunivocă şi continuă între punctele 
dreptei proiective şi punctele cercului, deci o corespondenţă care 
la fiecare punct de pe cerc face să corespundă un punct şi numai 
unul de pe dreapta proiectivă, corespondenţa fiind continuă. î n 
adevăr, dacă 9 este un unghi ce determină punctele unui cerc prin 
formulele x = cos 9, y — sin cp iar X este o coordonată pe o dreaptă 
proiectivă, putem lua drept o asemenea corespondenţă biunivocă, 
corespondenţa dată de formula : 

A = t g | - (42") 

Această formulă ne dă pentru X o valoare finită dacă 9 este 
cuprins între — TC şi -n, extremităţile fiind excluse. Cînd 9 ia valo­
rile TI sau — TC, x ia valorile 00, —00, care însă am convenit că 
reprezintă punctul PK de pe dreapta proiectivă. Pe cerc unghiul 
<p == TC şi unghiul 9 = — TC reprezintă de asemenea un acelaşi punct, 
deoarece aceste valori ale lui 9 diferă prin 2rc. Corespondenţa este 
deci biunivocă şi evident şi continuă. 

Se spune că dreapta proiectivă este echivalentă din punct de 
vedere topologic cu cercul, în t imp ce dreapta euclidiană este echi­
valentă cu cercul din care am scos un punct. 

O transformare (42) realizează o corespondenţă biunivocă între 
punctele dreptei proiective u, sau între punctele a două drepte 
proiective «, u', dacă considerăm x' ca o coordonată pe dreapta 
«', diferită de 11. 

Să presupunem că introducem pe dreapta u coordonatele omogene 
x\, x2 punîud 

x = ^ • (42'") 

Rezultă imediat că aceste coordonate %, x2 sînt determinate de 
punctele dreptei, deci de coordonata neomogenă x, abstracţie făcînd 
ele un factor nenul, deoarece două puncte coincid dacă au coordona­
tele omogene de forma (xt, x.2) şi (\xlt ~kx2) unde X este un număr 
diferit de zero. 

De asemenea, rezultă că xlt x% uu pot fi în acelaşi t imp nuli, 
căci atunci formula (42'") nu ar putea determina coordonata neomo­
genă x a punctului. Formula (42'") ne spune că x tinde la infinit 
dacă xx este finit şi diferit de zero şi dacă x2 tinde la zero. 
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Deci în coordonate omogene, punctul Pm de pe d reap ta /« ai e 
coordonatele {xt, 0) cu xx =£ 0 şi putem, prin înmulţirea cu un' factor, 
să presupunem că POT are coordonatele omogene (1, 0). De aseme­
nea, putem presupune că originea 0 de pe dreapta u are coordonatele 
omogene (0, 1). î n ce priveşte punctul unitate A(\), el poate fi' 
considerat punctul de coordonate omogene (1, 1) şi în general un 
punct P(x) poate fi considerat ca avînd coordonatele omogene 
(x, 1). 

Să observăm acum ca transformarea proiectivă care păstrează. 
punctele O, Px, A este transformarea identică, deoarece trebuie 
să avem în (42), pentru x = 0, oo, 1 respectiv x' = 0, oo, 1, de: 
unde rezultă 

(3 = 0, y = 0, «.= 8. 

Mai general, o transformare proiectivă este determinată dacă, 
se dau trei perechi de puncte corespondente. în adevăr, deşi în 
formula (42) apar patru constante, ele nu sînt esenţiale, putîndu-se 
împărţi cu o aceeaşi constantă, fără ca transformarea (42) să se 
schimbe. Deci transformările (42) depind de trei constante şi pe pe 
altă parte, fiecare pereche de puncte corespondente P, P' impune 
o relaţie între aceste constante. 

Transformarea (42) formează un grup, grupul proiectiv pe dreap­
tă, şi am văzut că acest grup conţine trei constante. Se zice eă 
acesta este un grup continuu cu trei parametri. 

Dacă utilizăm coordonate omogene, putem scrie formulele (42) 
sub forma: 

x'i = p(«*i + P#j). 
(43) 

xt — p(y% -f- §x2), 

unde p este un factor de proporţionalitate. 
Consideraţii analoge se pot face şi în planul euclidian. Astfel, 

dacă x, y sînt coordonate carteziene şi dacă punem 

x = -±, y = -îa, (43') 
x3 x3 

se zice că xr, x2, x3 sînt coordonate omogene ale punctului P(x, y) 
şi se scrie P(x1, xs, x3). Desigur xlt x„, x3 sînt determinate, abstracţie 
făcînd de un factor, şi nu pot fi toate nule. Dacă xa tinde către zero 
atunci x sau y tinde către infinit, deci punctele P(xv x2, 0) sînt 
puncte la infinit. Ţinînd seama de (43'), ecuaţia unei drepte din 
planul euclidian 

ax + by + c = 0, (a2 + b2 ^ 0) 
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se scrie în coordonate omogene sub forma 

ax-, bx, cx3 '= 0, (43"> 

deci este o ecuaţie liniară şi omogenă în coordonatele xx, x2, x3. 
Se cuvine a se considera punctele de la infinit, deci punctele sa t i s -
făcînd condiţiei 

0, (43'") 

ca fiind s i tuate pe o dreaptă, dreapta de la infinit. Această dreap­
tă este dată deci de ecuaţia (43'"), care se obţine din (43"), luînd 
a = b = 0, c == 1. 

Planul euclidian completat cu această dreaptă se zice că con­
stituie planul proiectiv. Planul euclidian este deci deschis la infinit,, 
în t imp ce planul proiectiv este închis. 

î n planul proiectiv este natural a considera transformările de 
coordonate xx, x2, x3 determinate de o transformare liniară oarecare 

x[ =-- p{a1x1 + btx2 + cxxs), 

%2 = p(a2x1 -f- b2x2 -f- c2x3), (44)» 

x's = p{a3x1 + b3x2 + c3x3), 

unde p, a, b, c sînt constante şi unde determinantul 

i Jh <• 

a3 o3 c3 

şi p sînt diferiţi de zero. Aceste transformări păstrează forma l inia­
ră omogenă a ' ecuaţiei unei drepte. Rezultă atunci că coordonatele-
neomogene x, y sînt 'determinate, abstracţie făcînd de o transformare 
de forma : 

x = 
axx + bLy + Cj 
a3x + b3y + c3 

y = 
a„x + b.,y + c2 

3x + bsy • 
(44') 

Totalitatea acestor transformări constituie grupul proiectiv al pla­
nului, grup ce depinde de opt constante arbitrare, deoarece putem 
împărţi şi la numitor şi la numărător cu una dintre constantele a, 
b, c ce nu este nulă. Proprietăţile planului proiectiv sînt prin defi­
niţie invarianţii acestui grup. î n particular sînt invarianţi ai grupului.. 
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proiectiv dreptele şi rapoartele anarmonice ale grupelor de patru 
puncte .situate pe aceste drepte. 

In mod analog, putem considera coordonate omogene în spaţiu, 
punînd 

şi se convine să se spună că punctele la infinit sînt situate într-un 
plan, care are ecuaţia xi = 0. Spaţiul euclidian E3 completat cu 
.acest plan se zice că constituie spaţiul proiectiv. Spaţiul euclidian 
este deci deschis la infinit, în t imp ce spaţiul proiectiv este închis. 
Grupul proiectiv în spaţiu este grupul transformărilor liniare şi omo­
gene ale variabilelor xlt x2, x3, xi, grup care se scrie în coordonatele 
neomogene x, y, z sub forma : 

., a-iX + bxy -|- cxz -\- d, , a,2x + b.,y -f c„j + d, 
X — , V — , 

a,x -V b„y + ctz + rfd a^x + b4v + ctz + dt 

(45) 
, __ a3x + b3y + c3z + d,3 

",,x [ /).,>• ! CfZ j - d, 

şi este un grup cu 15 parametri. 
Denumirea de transformări proiective dată transformărilor (44) 

şi analogelor lor în spaţiu provine din următorul fapt. vSă numim 
proiecţie centrală a unui plan P pe alt plan P' transformarea care 
asociază fiecărui punct M din planul P intersecţia M' a dreptei 
CM cu planul P', C fiind un punct fix, numit centrul proiecţiei. 
Dacă xlt x,,, x3, xt sînt coordonate omogene în spaţiu şi dacă pla­
nele P, P' nu coincid cu nici unul din planele xx = 0, xz = 0, 
x3 = 0, atunci xx, x„, xs se pot alege drept coordonate omogene 
în fiecare din aceste plane. în acest caz, proiecţia centrală din C 
a lui P pe planul P' este dată analitic de formule de tipul (44). 

Reciproc, se poate arăta că orice transformare definită analitic 
prin formule de tipul (44), între două plane P, P' din spaţiu, se 
poate obţine compunînd trei proiecţii centrale, de centre convenabil 
alese. 

Din aceste consideraţii se vede că geometria proiectivă conţine 
numai o parte a proprietăţilor geometriei euclidiene şi anume acele 
ce nu se schimbă prin proiecţii sau secţiuni şi că aceste proprietăţi 
sînt invarianţi ai grupului proiectiv. 

Geometria afină. S-au studiat şi alte geometrii, care consideră 
invarianţi i unor subgrupuri ale grupului proiectiv. 

O asemenea geometrie a fost studiată de geometrul român 
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G. Ţiţeica. Este vorba de geometria centro-afină. î n spaţiu această. 
geometrie este formată din proprietăţile invariante la grupul 

%' = axx -f bxy -f cxz 
y = a2x + b2y + c2z (46> 
z' = a3x + b3y + c3z. 

grup ce lasă originea neschimbată. Alte geometrii, corespunzătoare-
altor subrupuri ale grupului proiectiv, au fost studiate de Şcoala 
de geometrie de la Iaşi, condusă de academicienii Al. Mjdler şi 
O. Mayer. Aceste geometrii se numesc, după Felix Klein, geometrii cu 
grup fundamental. Printre aceste geometrii se află şi geometria con­
formă, unde există noţiunea de unghi, însă nu există noţiunea de 
distanţă, grupul geometriei fiind format din rotaţii, translaţii, simi­
litudini şi inversiuni faţă de sferele spaţiului. 

î n legătură cu această geometrie vom observa că se poate închide 
planul sau spaţiul euclidian, adăugind la infinit un singur punct. 
şi nu o dreaptă sau un plan, cum se face în geometria proiectivă. 
Acest fapt este în legătură cu o proprietate a sferei. î n adevăr, 
dacă proiectăm o sferă • dintr-un punct al 
său S, pe un plan n care nu trece prin 
acest punct, se obţine o corespondenţă 
biunivocă, numită proiecţie stereografică 
între punctele planului şi punctele sferei, 
şi anume la orice punct al sferei diferit 
de 5 corespunde r:n punct la distanţa 
finită al planului TT şi invers (fig. 36). 
Pentru a avea o corespondenţă între sfera 
întreagă şi planul n este deci necesar 
să completăm planul iz cu un singur 
punct P M , pe care să-1 considerăm cores­
pondentul lui S. Rezultă deci că planul 
euclidian completat cu un singur punct la 
infinit este echivalent topologic cu sfera 
întreagă. 

î n mod analog, spaţiul euclidian corn- Fig- 36 
pletat cu un singur punct la infinit este 
echivalent topologic cu sfera x2 + y2 -f z2 -f- t2 = 1 din spaţiul eu­
clidian cu patru dimensiuni Et(x, y, z, t) şi proprietatea se extin­
de pentru spaţii cu mai multe dimensiuni. 

Vom termina capitolul despre geometria eculidiană observînd că. 
în studiul geometriei proiective joacă un mare rol ceea ce se numeşte; 
principiul dualităţii. 
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î n planul proiectiv, acest principiu se enunţă spunînd că orice 
teoremă de geometrie proiectivă rămîne valabilă, dacă se schimbă 
între ele cuvintele de punct şi dreaptă ; în spaţiul proiectiv se schimbă 
•cuvintele de punct şi plan şi se lasă invariant cuvîiitul de dreaptă. 
Pentru a justifica acest principiu în planul proiectiv vom observa 
ca o dreaptă se poate scrie în coordonate omogene 

u1x1 + u2x2 + %^3 = 0 (45) 

si se zice că ux, u2, u3 sînt coordonatele omogene ale dreptei. Aceas­
tă ecuaţie poate fi interpretată şi ca ecuaţia unui punct fix 
P,(x1 x2, x3) în sensul că ea defineşte totalitatea dreptelor ce trec prin 
.acest punct, condiţia ca dreapta de coordonate ux, wa, u3 să conţină 
punctul de coordonate omogene xx, x2, x3 fiind date tocmai de 
ecuaţia (45). 

vSe zice că xx, xa, x3 sînt coordonate punctuale omogene, în 
t imp ce ux, u2, u3 sînt coordonate tangenţiale omogene. Rezultă 
deci că atît dreapta cît şi punctul sînt determinate de trei coordo­
nate omogene şi ecuaţia (45) arată condiţia de incidenţă între punct 
şi dreaptă. 

Forme pătratiee. Să presupunem acum că avem un spaţiu pro­
iectiv cu n dimensiuni, deci un spaţiu ale cărui puncte sînt definite 
• de n -f- 1 coordonate omogene xx, ..., x„, xn+l care sînt definite, 
abstracţie făcînd de o transformare liniară şi omogenă. într-un 
asemenea spaţiu o expresie liniară şi omogenă în variabilele x(. 

f = axxx + . . . + anxn + an+ix„+l (46) 

se numeşte o formă liniară în n + 1 variabile, în t imp ce o expresie 
•de gradul al doilea 

F = alxxj + 2aX2xxx2 + ... + an+i »+i^+i (46') 

•deci o expresie ai cărei termeni sînt fiecare de gradul al doilea în 
variabilele xit se zice o formă de gradul al doilea în n + 1 variabile. 
Kgalînd cu zero o formă de gradul întîi, se obţine o dreaptă dacă 
n = 2 şi un plan dacă n = 3. Se convine a se spune că pentru 
valori oarecare a lui n > 3, ecuaţia / = 0 defineşte un hiperplan, 
în t imp ce o ecuaţie F = 0 defineşte o Mpersuprafaţă. 

Fiind dată o formă / oarecare, putem alege noi coordonate ca 
f să fie una din variabile, de exemplu xx. Zicem atunci că / a fost 
redusă la forma canonică. î n mod analog fiind dată o formă pă-
tratică F, ea poate fi redusă prin transformări de variabile la forma 
canonică: 

F = exx'f + ... + zn+1xl+u (47) 
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unde sx, ..., en+i sînt egali cu 1 , - 1 sau zero. Forma se zice 
nedegenerată, dacă e{ sînt toţi diferiţi de zero, ceea ce are loc dacă. 
determinantul \atj\ este diferit de zero. 

Proprietatea este evident adevărată cînd n — 0, deci dacă : 

F = ax\. 

î n acest caz, luîud Xx = y/exaxx unde ex este 1 sau — 1 după. 
cum a este pozitiv sau negativ, obţinem : 

F = HX\. 

Să presupunem atunci proprietatea adevărată pentru n variabile 
şi să arătăm că este adevărată şi pentru n + 1 variabile. Se deose­
besc două cazuri după cum există în F coeficienţi au diferiţi de zero 
sau nu. î n primul caz presupunem axx =£ 0. Putem deci scrie : 

F = axxx\ -\- 2 ^ axaxxXa. + /2 a<x$%aX$. 

Să considerăm acum ca noi variabile 
M+1 a x 

Xx = V^Ăi*i + E 7 ^ - > X« = x«(* = 2- • • • • n + ! ) ' 

unde sj este 1 dacă axx este pozitiv şi este — 1 dacă an este negativ. 
î n aceste noi variabile forma F se scrie : 

F = sxX'i + O, 

unde <3> este o fermă pătratică numai în 'variabilele X„, ce sînt 
în număr de n. Cum noi am presupus că pentru formele în n varia­
bile, proprietatea de reducere la forma canonică este adevărată, 
rezultă atunci că este adevărată şi pentru « + 1. 

Să presupunem însă că au ar fi nuli. Atunci există cel puţin un 
coeficient atj cu i =£; nenul, căci altfel F ar fi identic egală cu. 
zero. 

Putem presupune, schimbînd eventual indicii variabilelor, că 
avem aXi =£ 0 şi deci putem scrie : 

K-l 1 « + 1 » + l 

F = 2ax2xxx2 + 2 Y] alxxxxx + 2 ^ ci2^x2x& + J2 a*vxo<.x&-
a 3 (3=3 a, ( i -3 
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uînd atunci ca noi variabile 

X1 = a 12X1 ~T~ 

tt+T. 

E 
(3=3 

«2f % 

* 2 = 
n-l-l 

= *2 + E 
a = 3 

a, x la a 
^ " a = * 2 = 

n-l-l 

= *2 + E 
a = 3 « i 2 

^ " a = # c 

rma F devine 
F = = XjX 2 + 0) 

2), 

unde $ este o formă în n— 1 variabile X3, ..., Xn+i, care am 
.admis că se poate reduce la forma canonică. Cum pe de altă parte 
punînd 

X i = y i - >'2, X2 = yL + y.,, Xa = ya, 
forma F devine 

F =yţ-yi+ 0{ya, ...,yn+1), 
prin urmare, formula (47) este demonstrată. Rezultă deci că dacă 
în planul proiectiv ni se dă o curbă de gradul al doilea, deci o conică 
pe care o putem scrie în coordonate proiective omogene 

3 

E aax&i = : °> (48) 

atunci prin transformarea de coordonate (44) se poate aduce această 
curbă la forma canonică 

zxx\ + zzxl + e„*§ = 0, (48') 

unde e1( e8, s3 sînt 1, — 1 sau zero. Cantităţile e sînt toate diferite 
de zero, dacă determinantul \a^\ al curbei este diferit de zero; în 
acest caz (46) reprezintă o conică nedegenerată. 

Rezultă deci, scbimbînd eventual semnul ecuaţiei (46), că avem 
două forme canonice în planul proiectiv, dacă curba este nedegene­
rată, şi anume sau sx, s2, s3 sînt toţi de acelaşi semn şi atunci 
avem forma canonică : 

x\ + x\ + 4 = 0 (49) 

şi curba este imaginară, sau doi dintre s sînt de un semn şi celălalt 
de semn contrar şi atunci obţinem forma canonică 

x\ + xl — x% — 0 
şi avem de-a face cu o curbă reală. 
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în mod analog o suprafaţă de gradul al doilea în spaţiu, deci 
o cuadrică, în geometria proiectivă este dată de o ecuaţie (46') în 
care apar patru variabile, coordonatele omogene proiective. Printr-o-
transformare de variabile se poate reduce această cuadrică la forma 
canonică analogă lui (48'), însă în pa t ru variabile, şi cuadrica se zice 
nedegenerată, dacă s t, s2, s3, s4 sînt toţi diferiţi de zero, ceea ce 
are loc dacă determinantul cuadricii este diferit de zero. O cuadrică 
nedegenerată se poate deci reduce în geometria proiectivă la urmă­
toarele forme canonice : 

%i + %l + x'i + x\ = 0, 
«î + «i + «8 - xl - o, (50)-
x\ -f- x\ — x% — x\ -•= Q. 

Vedem deci că în primul caz cuadrica este imaginară, în al doilea 
caz este o cuadrică riglată imaginar, deci de tipul sferei, în t imp 
ce în al treilea caz avem o cuadrică riglată real (§6) . 
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C a p i t o l u l II 

GEOMETRII NEEUCLIDIENE 

§ 1. ÎNCERCĂRI DE DEMONSTRARE A AXIOMEI PARALELELOR 

î n capitolul I am văzut rolul important pe care-1 are axioma 
paralelelor în demonstrarea multor proprietăţi geometrice. De aceea 
unii geometri s-au întrebat dacă această axiomă nu ar putea trece 
în rîndul teoremelor, în care caz caracterul de ştiinţă deductivă a 
geometriei ar fi considerabil în tăr i t : este probabil că şi Euclid să 
se fi gîudit la acest lucru, deoarece cum am văzut el utilizează axioma 
paralelelor, după ce demonstrează o serie de teoreme care nu presu­
pun această axiomă. 

Primele încercări de demonstrare a axiomei paralelelor care au 
condus la o anumită lămurire a problemei au loc în secolul al 
XVIII-lea .şi se datoresc în special matematicienilor Saccheri, Eam-
hert şi Legeudre. Cercetările lui Saccheri au fost publicate în 1733, 
sub titlul Euclid curăţat de orice pală. într-adevăr, Saccheri socotea 
ca o pată a geometriei lui Euclid faptul că axioma paralelelor nu 
este demonstrată, şi de aceea el căuta să dea o asemenea demon­
strare. Pentru aceasta Saccheri consideră un segment A B pe care 
ridică perpendiculare egale AA', BB' şi apoi uneşte/1' cu B'. Figura 

astfel formată se numeşte patrulaterul 
lui Saccheri (fig. 37). î n acest patru-

/!' B' later unghiurile din A şi din B sîut deci 
\ ~ """" ' ' " ' unghiuri drepte. Pe de altă parte, din 

\ cauza simetriei se poate admite că şi 
\ . unghiurile A' şi B' sînt egale. Desigur 

N. că dacă se admite axioma paralelelor 
\ - rezultă că unghiurile A', B' sînt drepte. 

N. î n adevăr, este deajuus să unim A' cu 
^ s B şi să considerăm suma unghiurilor 

patrulaterului ABB'A' care este suma 
unghiurilor triunghiurilor ABA' şi BB'A 

şi deci această sumă este egală cu patru unghiuri drepte. Cum A, 
B sînt unghiuri drepte rezultă că şi A', B' sînt drepte. 

Or am văzut în capitolul I că dacă suma unghiurilor într-un 
triunghi este egală cu două unghiuri drepte, aceasta echivalează cu 
postulatul paralelelor. 
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Să presupunem însă că nu admitem axioma paralelelor, ci vrem 
s-o demonstrăm. Saccheri observă că se pot face trei ipoteze relative 
l a unghiurile A', B': că sînt — obtuze, ascuţite, sau drepte. Dacă 
am putea să excludem primele două ipoteze, ar rezulta o demonstrare 
a axiomei paralelelor. 

Saccheri arată că prima ipoteză se exclude uşor. î n ce priveşte 
a doua, arată că acceptarea ei ar conduce la rezultate aşa de nena­
turale, încît consideră că şi această soluţie se poate exclude, ceea 
ce însă nu constituie desigur o demonstraţie. 

Lambert a expus ideile sale asupra axiomei paralelelor în lu­
crarea sa 'Teoria liniilor paralele din 1766. Aceste idei se apropie mult, 
de acele ale lui Saccheri. El consideră un patrulater ABA'B' în care 
trei unghiuri, şi anume A, B, A', sînt unghiuri drepte (fig. 37). 
Se poate obţine un asemenea patrulater ridicînd perpendiculare 
în punctele A şi B şi apoi ducînd pe perpendiculara din A o perpen­
diculară dintr-un punct B' al perpendicularei în B şi problema revine 
.a demonstra că unghiul B' este şi el drept. Lambert arată că acest 
unghi nu este obtuz, însă nu demonstrează că el nu poate fi ascuţit. 

Spre deosebire de Saccheri, Lambert nu afirmă că ar fi demonstrat 
postulatul paralelelor şi este interesant de citat următorul paragraf 
din cartea sa : 

„Demonstraţiile postulatului V al lui Euclid pot fi duse atî t de 
departe, încît se pare că nu a rămas decît o nimica toată. însă dacă 
am analiza cu atenţie, am observa că în această nimica toată este 
ascunsă esenţa chestiunii: de obicei ea conţine sau o afirmaţie care 
trebuie demonstrată sau un postulat echivalent cu postulatul V". 

Este de asemenea interesant de observat că Lambert, dezvoltînd 
sistemul consecinţelor unghiului ascuţit, descoperă o anumită ana­
logie a acestui sistem cu geometria sferică şi în această analogie 
vede posibilitatea existenţei acestui sistem şi adaugă : 

„Sînt chiar înclinat să gîudesc că ipoteza unghiului ascuţit este 
valabilă pe vreo sferă imaginară. Trebuie să existe o cauză datorită 
căreia ea nu se lasă dezminţită în plan, aşa cum se poate uşor face 
cu ipoteza unghiului obtuz". 

Relativ la aceste consideraţii ale lui Lambert, este cazul să amin­
t im că fiind dată o sferă, cercurile mari pe această sferă joacă rolul 
dreptelor din plan, deoarece axele lor reprezintă cel mai drept drum 
între cele două puncte ale sferei. Este însă uşor de văzut că suma 
unghiurilor într-un triunghi sferic (format din arce de cercuri mari) 
este mai mare ca două unghiuri drepte. Astfel pe o sferă reală, deci 
de rază reală, se verifică ipoteza unghiului obtuz şi de aceea Lani-
bert spune că pe o sferă imaginară se verifică poate ipoteza unghiu­
lui ascuţit . 
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Legendre îşi publică în 1794 lucrarea sa Elementele geometriei 
în care dă o demonstraţie a postulatului V, demonstraţie care este 
mereu schimbată în ediţiile ce urmează. Deşi nici una din demonstraţii 
nu s-a dovedit a fi corectă, cercetările lui Legendre au dus la rezul-
ta te importante, în ce priveşte stabilirea legăturii între postulatul 
V şi suma unghiurilor unui triunghi, despre care am vorbit şi în 
capitolul I. 

Se atribuie lui Legendre următoarea teoremă interesantă, deşi 
această teoremă a fost cunoscută în oarecare măsură de Saccheri 
şi Lamber t : 

Dacă într-un singur triunghi suma unghiurilor este două unghiuri 
drepte, atunci orice triunghi are această proprietate. 

Rezultă deci că dacă un singur patrulater al lui Saccheri este 
dreptunghi, toate sînt dreptunghiuri. 

Este interesant de observat că în ţara noastră îuvăţăniîntul geo­
metriei în şcolile de inginerie, înfiinţate la începutul secolului al 
XlX-lea de către Gheorghe Asachi şi Gheorghe Lazăr, era făcut 
mai ales după traducerea1 cărţii lui Legendre, carte care a apărut 
pîuă în 1833, anul cînd a murit Legendre, în peste 20 de ediţii, şi 
care a continuat să fie editată şi mai tîrziu. 

§ 2. PRIMA GEOMETRIE NEEUCLIDIANĂ 

Faptul că diferite încercări de demonstrare a postulatului para­
lelelor au dat greş a făcut să se nască ideea că acest postulat nu 
poate fi demonstrat, deci că dacă ar fi negat s-ar putea construi 
o geometrie diferită de geometria lui Euclid. Realizarea acestei idei 
se datoreşte matematicianului rus N. I. Lobacevski2. 

Lobacevski a încercat şi el la început să demonstreze postulatul 
lui Euclid, însă dîndu-şi seama că acest lucru nu este posibil a pornit 
la construirea unei geometrii în care acest postulat este înlocuit cu 
postulatul : 

Printr-un punct la o dreaptă într-un plan se pot duce mai multe 
paralele. 

Prima expunere publică asupra acestei noi geometrii a fost făcută 
de Lobacevski la 12 februarie 1826 în faţa Societăţii de matematică 

1 O traducere a cărţii lui Legendre a fost făcută în 1837 de Petrache Poenaru. 
2 N i c o 1 a i I v a n o v i c i L o b a c e v s k i (1792 — 1856) a fost profesor şi 

rector al Universităţii din Kazan. 

94 

a Universităţii din Kazan. Textul expunerii nu s-a păstrat, însă s-a 
găsit scrisoarea prin care el depune manuscrisul în limba franceză 
la Secţiunea ştiinţelor fizico-matematice. 

Scrisoarea are următorul cuprins : 
Anexez lucrarea mea inti tulată Expunere prescurtată a princi­

piilor geometrice. „Doresc să cunosc părerea savanţilor mei colegi 
despre această lucrare şi, dacă va fi posibil, rog cu respect ca lucrarea 
propusă de mine să fie primită printre memoriile didactice ale Secţiu­
nii fizico-matematice". 

Această scrisoare a rămas multă vreme necunoscută, fiind desco­
perită abia după o sută de ani, în 1926, în arhiva Universităţii din 
Kazan. 

Extrase ale expunerii lui Lobacevski au apărut în prima parte 
a lucrării sale Principiile geometriei publicată în 1829—1830 în 
Buletinul Universităţii, „Kazanski vestnik". 

î n 1840, Lobacevski publică, la Berlin, în limba germană o 
expunere a cercetărilor sale sub titlul Cercetări geometrice în teoria 
paralelelor, în care se referă la prima sa lucrare, publicată în 
„Kazanski vestnik" în 1829, precum şi la alte lucrări. 

Lobacevski începe prin a pune la baza geometriei sale 15 din 
propoziţiile enunţate de Eucl id: 1. Definiţia liniei drepte (o linie 
dreaptă este egală cu ea însăşi în toate poziţiile). 2 Două drepte 
distincte nu se pot întîlni în două puncte. 3. Linia dreaptă poate 
fi prelungită oricît. 4. Două drepte perpendiculare pe o a treia nu 
se întîluesc etc. Urmează apoi definiţia 16, care conţine şi ipoteza 
sa asupra liniilor paralele. Toate liniile drepte, care trec printr-un 
punct A dintr-un plan, pot fi împărţite în raport cu o altă dreapt 
CB din plan în două clase : secante şi 
nesecante. Dreptele AH şi AH', care 
separă cele două clase, se numesc para­
lelele dreptei CB. 

Unghiul dreptelor AH, AH' (fig. 
38) cu perpendiculara Al) din A pe 
CD este nota t de Lobacevski cu #' H 
a(p), p fiind distanţa AD; se arată 
că dreptele AH, AH' sînt simetri- I  

ce faţă de AD. c D B 

Dacă unghiul «.(p) este drept, Fig. 38 
obţinem postulatul paralelelor al lui 
Euclid şi avem o singură paralelă AE la dreapta CB prin punctul 
A. Dacă unghiul a.(p) este mai mic decît un unghi drept, atunci 
avem două paralele prin A, anume dreptele AH şi AH' şi o infini­
ta te de drepte AG duse prin A, care nu intersectează dreapta CB. 
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î n ce priveşte unghiul «.(p), se arată că el creşte, cînd p descreşte 
şi tinde la 90°, cînd p tinde la zero. 

In geometria lui Dobaeevski suma unghiurilor într-un triunghi 
este mai mică decît două unghiuri drepte. Să considerăm triunghiul 
degenerat format din segmentul AD şi din semidreptele DB şi AH-
Acest triunghi are ca unghiuri unghiul drept din 1), unghiul x 
din A şi unghiul zero, deoarece dreptele DB si AII sîut para­
lele. 

Notînd cu S suma 90 + «-, avem evident S < 180°. Dacă variem 
dreapta AII micşorînd puţin unghiul a se obţine o dreaptă ce întâl­
neşte dreapta CB, deci obţinem un triunghi veritabil, a cărui sumă 
a unghiurilor va diferi puţin datorită continuităţii, de 5. Vom obţine 
deci un triunghi în care suma unghiurilor este mai mică ca două 
unghiuri drepte. 

î n t imp ce Lobacevski construia la Kazau prima geometrie 
neeuclidiană, la cîteva mii de kilometri distanţă, la Timişoara, Janos 
Bolyai construia aceeaşi geometrie publicînd prima oară rezultatele 
sale în 1831 la Tg. Mureş, ca un adaos la o carte de matematici 
tipărită de tatăl său, Farkaş. Bolyai, care studiase la Gottingen 
şi se ocupase şi el de teoria paralelelor. Fiind prieten cu Gauss1, 
el a considerat necesar să-i tr imită acestuia, lucrarea fiului său 
pentru a-şi exprima părerea asupra rezultatului obţinut. î n răs­
punsul său, Gauss scrie: „Tot conţinutul lucrării, drumul pe care 
1-a urmat fiul tău şi rezultatele pe care le-a obţinut corespund aproa­
pe în întregime cu meditaţiile care le fac de 30 — 35 de ani" şi adaugă : 
, , într-adevăr, aceasta m-a surprins extraordinar. Am avut intenţia 
ca diu munca mea proprie, din care de altfel am pus pînă acum foarte 
puţin pe hîrtie, să nu public nimic atî ta t imp cît voi fi în viaţă, 
însă intenţia mea a fost ca, cu timpul, să scriu totul în aşa fel încît 
să nu piară o dată cu mine. M-a surprins deci foarte mult că tocmai 
fiul bunului şi vechiului meu prieten să fie acela care mi-a luat-o 
înainte într-un mod atît de uimitor". )$. 

De altfel Gauss nu numai că nu a publicat nimic, dar nici nu 
a luat atitudine publică în legătură cu noua descoperire, pentru 
că aşa cum rezultă din alte scrisori şi mărturii ale timpului său, 
el considera această descoperire o adevărată revoluţie în domeniul 
matematicii, care era de natură să tulbure profund ideile de atunci 
ale filozofiei şi religiei. Dar, după cum se ştie el se temea de atacurile 

1 ' K a r 1 1' r i e (1 r i c h G a n s s (1777-1855) a fost cel mai mau- matematician 
al timpului său. Este creatorul geometriei diferenţiale a suprafeţelor şi al multor altor 
domenii ale matematicii. 
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ce i s-ar fi adus, de „ţipetele beoţienilor" — cum spune în una din 
scrisorile sale. 

Este de remarcat că într-o scrisoare din 1824 către Taurinus, 
elev al lui Gauss ce se ocupa de asemenea de problema paralelelor,. 
Gauss scrie : „Ipoteza că suma celor trei unghiuri (într-un triunghi) 
este mai mică decît 180° duce la o geometrie deosebită, cu to tu l 
diferită de a noastră (euclidiană), geometrie care cu toate acestea 
este pe deplin consecventă şi pe care eu am dezvoltat-o în mod 
satisfăcător, eu excepţia determinării unei constante care nu poate 
fi obţinută apriori. Cu cît este mai mare această constantă, cu a t î t 
mai mult ne apropiem de geometria euclidiană şi, la o valoare infinită. 
a ei, acestea două coincid. Teoremele acestei geometrii par în parte 
paradoxale şi pentru cei neiniţiaţi, absurde : dar după un examen 
calm şi riguros găsim că ea nu conţine nimic imposibil. Aşa, de 
exemplu, cele trei unghiuri ale unui triunghi pot fi oricît de mici 
dorim, dacă laturile sînt suficient de mari. Cu toate acestea, oricît 
de mari ar fi laturile, aria triunghiului nu poate depăşi o anumită. 
limită, pe care nici măcar nu o poate atinge". Aceste rîndurî ara tă 
că Gauss obţinuse unele rezultate ale geometriei neeuclidiene înainte 
de a cerceta, rezultatele lui Bolyai, şi mai tîrziu rezultatele lui Loba­
cevski, rezultate pe care le-a apreciat aşa de mult încît a început 
să înveţe limba rusă pentru a le urmări în original. 

Afirmarea primei geometrii neeuclidiene s-a lovit de o rezistenţă. 
înverşunată din partea multor matematicieni şi filozofi. După cum. 
se ştie, la începutul secolului al XlX-lea erau admise în filozofie 
ideile lui Kant , care socotea cunoştinţele noastre despre spaţiu ca 
apriorice, nu ca idei rezultate diu cunoaşterea lumii materiale în 
care trăim. 

Geometria lui Euclid constituia un exemplu de ştiinţă deductivă, 
deci dedusă pe cale logică, dintr-un anumit număr de adevăruri 
admise apriori. Existenţa unei alte geometrii decît cea euclidiană. 
tulbura deci bazele filozofiei lui Kant şi ale altor concepţii idea­
liste. 

E rau însă şi alte cauze care frînau dezvoltarea noii geometrii. 
De exemplu, faptul că teoremele ei erau foarte complicate şi, aşa 
cum spunea Gauss, păreau chiar paradoxale. Ele puteau fi urmărite: 
cu mare greutate. Era necesar prin urmare de a privi geometria 
şi spaţiul în care trăim dintr-uri punct de vedere nou, care să uşureze 
înţelegerea lucrurilor. Acest punct de vedere nou a fost adus în 1854 
de Riemann în lucrarea sa de abilitare ţ inută la Gottingen în faţa 
unei comisii diu care făcea parte şi Gauss. Lucrarea avea titlul: Asupra 
ipotezelor care stau la baza geometriei, titlul lucrării fiind propus, 
chiar de Gauss. 
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§ 3. GEOMETRII RIEMANNIENE 

î n lucrarea sa Riemann consideră că este esenţială în construirea 
unei geometrii noţiunea de distanţă între două puncte foarte apropiate 
dată de o formulă analogă aceleia a lui Pitagora. 

In capitolul I, § 4 am arătat cum într-un plan euclidian se poate 
introduce un sistem de coordonate ortogonale, astfel că distanţa 
dintre două puncte este dată de formula (11'"). Dacă punem 

x' = x + dx, y' = y + dy, (1) 

distanţa dintre punctele P, P', pe care s-o notăm cu ds, este dată 
de formula : 

ds2 = dx2 + dy2. (2) 

Să presupunem acum că punctele P, şi P' sînt foarte aproape 
unul de altul, atunci cantităţile dx, dy, deci creşterile ce se dau lui x, 
y ca să obţinem x', y' sînt foarte mici, aşa că în calcule putem să ne­
glijăm cantităţile (dx)2, dxdy, (dy)2, faţă de dx, dy. Aceasta revine a 
spune eă dacă avem o cantitate a, foarte mică, puterile ei sînt mult 
mai mici. 

Dacă acum în loc să măsurăm distanţa ds între două puncte prin 
formula (2) o măsurăm cu o formulă de forma 

ds2 = adx2 + 'Ibdxdy + cdy2, (3) 

unde a, b, C sînt funcţii de x, y, deci funcţii de coordonatele punctului 
P, avem în general o geometrie diferită de a lui Euclid. Se zice că avem 
o geometrie a lui Riemann1. î n această geometrie putem măsura, ca şi 
în geometria lui Euclid, distanţele ds de la un punct P(x, v) la alt punct 
Q(x -j- dx, y -f dy) prin formula (3). Se zice că formula (3) consti­
tuie metrica geometriei. Această metrică permite să calculăm lun­
gimea unui arc de curbă 

* = / ( ' ) . y =g(t) ( 0 < / < l) 
prin formula : 

i 

i - \ V«(/w, J(WW+WIKlmJWV) -FKf(i), IrnW) dt (3') 

1 B e r n li a n i R i e m a u n (1826— 1866), unul dintre cei mai mari matematicieni, 
care a contribuit prin lucrările sale la progresul geometriei, topologiei, teoriei funcţiilor 
de variabilă complexă, etc. 
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şi se defineşte distanţa dintre două puncte oarecare P, Q drept mar­
ginea inferioară a lungimilor arcelor de curbă ce leagă aceste puncte. 

Dacă «' — c — 1 şi b = 0, deci dacă metrica (3) coincide cu (2). 
atunci lungimile minime sînt realizate de segmentele de dreaptă-
Pent ru un astfel de segment 

x = x0 -\- t(x1 — x„), y = y0 + t(yx — y0) (0 < t < 1), 

formula (3') devine, punînd a — c = 1, 6 = 0 : 
î 

l = J V(*i - *o)2 + (yi - yo)2dt = ^(x1-x0f + (y1-y,Y 
o 

şi reprezintă distanţa euclidiană dintre punctele P(x0, y0), Q(xlt y±). 
Metrici de forma (3) au fost considerate, înaintea lui Riemann, de 
Gauss, în legătură cu calculul lungimilor pe suprafeţele din spaţiul 
obişnuit. Rieinann cunoscînd cercetările lui Gauss a căutat principiile 
cu care să se poată stabili structura spaţiului în care trăim. Astfel, 
el considera ca elemente fundamentale ale spaţiului acelea de punct 
şi de lungime şi şi-a propus să determine modul în care poate depinde 
lungimea unei curbe de poziţia curbei în spaţiu. 

Presupuiiînd că spaţiul este cu n dimensiuni, deci că este necesară 
cunoaşterea a n mărimi pentru a determina poziţia unui punct în spa­
ţiu, el a indicat prin consideraţii geometrice ingenioase ca o genera­
lizare naturală a spaţiului euclidian, cazul în care pătratul distanţei 
între două puncte vecine ale spaţiului trebuie să fie o formă pă-
t ra t ică pozitiv definită în diferenţele coordonatelor celor două puncte, 
coeficienţii ei depiuzînd de aceste coordonate. 

Ideea de spaţiu cu n dimensiuni apăruse în lucrările lui Cayley1 

şi ale lui Grassmanu, primul studiind astfel de spaţii analitic, iar al 
doilea — prin consideraţii geometrice. Spaţiile cu n dimensiuni au 
găsit aplicaţii importante în lucrările lui Dagrange privind mecanica 
sistemelor de puncte materiale. într-adevăr, un sistem de N puncte 
materiale P^x^ yit z{)(i = 1,. . . , N) are poziţia determinată dacă 
se cunosc 3A — p parametri, deci poziţiile lui posibile pot fi inter­
pretate ca puncte ale unui spaţiu c u « = 3A — p dimensiuni. î n ce 
priveşte energia cinetică 

1 I • dx' 
T=i v* r=Ti) 

1 A r t li u r, C a y l e y (1821 —1895), matematician englez care a adus contribuţii 
importante în geometrie, algebră, teoria funcţiilor etc. 
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a sistemului, dacă o înmulţim cu de două ori pătratul variaţiei tim­
pului, deci cu 2dt2, obţinem o expresie de tipul aceleia considerate 
de Riemann 

ds2 = cifjdxhlx' 

ca metrică a spaţiului cu n dimensiuni. Analogia merge însă mai de­
parte. Dacă asupra sistemului mecanic nu acţionează forţe exterioare, 
-traiectoriile sistemului mecanic sînt soluţii ale ecuaţiilor lui Ragrange1 

!|il]-i! = 0 (3") 
dl 1 ()%>) dx* 

"şi aceste ecuaţii reprezintă în acelaşi t imp ecuaţiile geodezicilor spa­
ţiul ui lui Riemann corespunzător. 

Dacă sîntem în cazul nuni punct în mişcare în spaţiul eucli­
dian rapor ta t la coordonate carteziene ortogonale, atunci forţa vie 
este da tă de formula: 

r = I (*» + f + ») 
şi prin urmare ecuaţiile lui L-agrauge se scriu : 

* = 0, y = 0, z = 0, 
astfel că integrînd, căpătăm: 

x = att + blt y = a.j, + b%, z = a%i + b3, 

unde a, b sînt constante. Obţinem deci ca geodezice dreptele spaţiului 
euclidian. 

Dar sa revenim la metrica (3). Dacă notăm cu R(x -|- 8x, y -f- 8y) 
un alt punct apropiat de P, (fig. 39) unde 8x, Sv sînt alte creşteri date 
variabilelor x, y şi dacă notăm cu 8s distanţa între P şi A', deci 
dacă avem: 

Ss2 = a$xz + 2b$x8y + cBy2, 

atunci putem defini unghiul 9 între segmentele PQ, PR prin formula : 

adxSx + b(dx8y + dyix) + cdySy 
cos 9 = (4) 

dsSs v ; 

1 J o s e p 11 I < o u i s h a g r a n g e (1736 — 1833) a trăit la Torino, 1-a urmat 
pe Iîuler la Berlin şi a lucrat la Paris din 1787. Este unul dintre marii matematicieni 
francezi, fondator al mecanicii analitice. 
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şi este uşor de văzut că această formulă generalizează formula (13") 
din capitolul I, care are loc în geometria lui Euclid. Se observă că dis­
t an ţa ds dintre două puncte distincte P, Q este un număr pozitiv dacă 
membrul al doilea al formulei (3) este o formă pătrat ică pozitiv defi­
nită. Altfel, ds poate să fie zero sau imaginar. De asemenea, membrul 
al doilea al formulei (4) poate să nu fie cuprins între —1 şi + 1 , deci 
unghiul cp să nu fie real, ceea ce ne depărtează mult de geometria 
lui Euclid. Planele lui Riemann pen­
tru care membrul al doilea al for­
mulei (3) este totdeauna pozitiv se 
zic plane ale lui Riemann cu metri­
că definită pozitivă, metrica fiind 
dată de formula (3). Pentru aceste 
plane formula (4) ne defineşte în­
totdeauna fără ambiguitate unghiul 
între două segmente, căci numito-

8s al formulei (4) nu poate 
poate vedea uşor că 
doilea al formulei (4) 
între — 1 şi + 1 şi 
9 există. 

Q(x*dx,%+dy.}. 

p(x.p 

Fif 

rul ds 
fi nul şi se 
membrul al 
este cuprins 
deci unghiul 

Să ne întrebăm acum în ce condiţii formula (3) defineşte o geo­
metrie a lui Euclid. Pentru aceasta trebuie să existe o transformare 
de coordonate, să zicem 

X =--f(x, y), Y = <p(z, y), 
în aşa fel ca prin această transformare formula (3) să treacă la formula 
(2), deci să avem: 

dXz + dY2 = adx1 + Ibdxdy + cdy\ 

Se arata că pentru ca acest lucru să fie posibil trebuie ca o anumită 
canti tate A', formată cu a, b, c şi derivatele lor de primul şi al doilea 
ordin, să se anuleze. Această cantitate K coincide cu ceea ce am numit 
în introducere curbura lui Gauss a metricei (3). Rezultă deci că planul 
lui Riemann coincide cu acela al lui Euclid, dacă curbura sa este zero. 

Să observăm de asemenea că fiind dată formula (3) putem întot­
deauna să alegem coordonatele x, y în aşa fel ca b să fie zero, ceea ce 
revine a alege un sistem de coordonate ortogonale. î n adevăr, în baza 
"formulei (4), dacă segmentul PQ este paralel cu axa x, deci dacă dy = 
= 0 şi dacă segmentul PR este paralel cu axa y, deci dacă Sx = 0, 

avem cos 9 
b dx Sy 

ds Ss 
deci 9 = 90°, dacă 6 = 0. Se poate presu-
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pune întotdeauna că metrica planului lui Riemarm este dată de 
formula: 

ds2 = a2dx2 + IMy2, (5) 

dacă această metrică este pozitiv definită, unde a, b sînt funcţii pozi­
tive de variabilele x, y ce nu se anulează, cel puţin într-o regiune a. 
planului. Se zice că în acea regiune metrica este regulată. De asemenea,, 
fiind dat un punct fix, de exemplu originea, putem să alegem coordo­
natele x, y în aşa fel ca în origine să avem a == 1, b = 1, deci formula 
(5) devine: 

ds2 = dx2 + dy2 + 

termenii nescrişi anulîndu-se în origine. Aceasta arată că în apropierea 
originii, planul lui Riemarm coincide, din punctul de vedere al măsurării 
distanţelor, într-un punct, cu planul lui Kuclid, ceea ce se exprimă 
spunînd că într-o primă aproximaţie geometria Ini Riemarm coincide 
cu aceea a lui Kuclid. 

Se arată că formula (5) poate fi încă simplificată, alegînd coordo­
natele x, y în aşa fel încît b= I, deci ca să avem: 

d.s2 = a2dx2 -\- dy%, (6) 

unde a este o funcţie de variabilele x, y. Dacă a este o constantă, atunci. 
luînd ax ca nouă variabilă x, obţinem metrica (2) a lui Kuclid. Dacă 
a = ky -f- / unde k, l, suit constante, de asemenea se arată că putem 
lua noi variabile pentru a. obţine metrica lui Kuclid. 

Pentru metrica (6) curbura A' este de altfel dată de formula :. 

K= - - Î -* 
(7) 

unde a" este derivata a doua a. lui a în raport cu variabila y. Planul 
lui Riemarm coincide cu planul lui Kuclid dacă K = 0, deci atunci 
cînd a este o funcţie liniară de y. Prin urmare, planul în care avem o 
metrică (6), unde a nu este o funcţie liniară de y, este un plan al lui 
Riemarm cu curbură diferită de zero, deci diferit de un plan al- lui 
Kuclid. 

Am văzut că în planul lui Kuclid există un grup de mişcări cu trei 
parametri [cap. I, § 4, formulele (15)], grup care permite să ducem 
un segment dintr-un loc în altul şi să-1 comparăm cu alt segment, sau 
să suprapunem două figuri egale printr-o translaţie şi o rotaţie. Or se 
arată că un plan al lui Riemann are şi el această proprietate numai 
dacă curbura K este o constantă şi avem două cazuri de considerat, 
după cum această constantă este pozitivă sau negativă. 
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Putem pune în primul caz K = — şi în al doilea caz K = , 
R2 R2 

unde R este o constantă pozitivă. Formula (7) ne dă în primul caz 
pentru a valorile sin — sau cos — sau în general 

R R 

a — A sin — + B cos — , n'\ 
R R V ' 

unde A, B sînt constante oarecare, în t imp ce în al doilea caz obţinem : 

v y_ 
a = Aell+[Be R, (7") 

unde e este numărul iraţional definit în capitolul I, § 4, formula (11). 

§ 4. MODELE ALE GEOMETRIEI LUI LOBACEVSKI-BOLYAI I 

Să considerăm planul lui Riemann pentru care curbura K este o 
co i istantă negativă şi a căiui metrică este dată de formula: 

2y 

ds* = e Kdx2 + dy2. (8) 

Această metrică este regulată pentru orice valori finite ale variabilelor 
x, y şi t inde la metrica (2) a lui Kuclid, cîncl R tinde la infinit. 

Să observăm acum că pentru metrica lui Kuclid (2) drumurile 
cele mai scurte sînt liniile drepte, deci sînt date de ecuaţiile (12'), 
(12") din capitolul I. 

î n cazul metricei (8), drumurile cele mai scurte sînt sau dreptele 
paralele cu axa Oy, date de ecuaţiile : 

x = c, (8') 

unde c este o constantă oarecare, sau curbele date de ecuaţiile1: 

(x -m)z + R2eR = n2, (9) 

ceea ce rezultă utilizînd ecuaţiile (3") ale lui Kagrange. în ecuaţia (9) 
m este o constantă oarecare, iar n un număr pozitiv. Se vede uşor că 
aceste curbe au forma dată în fig. 40. 

1 Pentru demonstraţie, vezi G. V r ă n c e a u u, op. cit., cap XVIII . 
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Tinîiid seama că putem scrie ecuaţia (9) sub forma: 
2y 

R2e v = (n -f- x — m)(n — x -\~ m), 

rezultă că o asemenea curbă, pe care o putem nota C(m, n), este situată 
în regiunea planului cuprinsă între dreptele paralele cu axa Oy şi date 
de ecuaţiile : 

x = m n, x = m ~\- n. (9') 

Notînd această regiune cu K(m — n, m + n), rezultă că ea defi­
neşte complet curba C(m, n), deoarece depinde de aceiaşi parametri m, n. 

A(m-n,oJ Af/?7*n,oJ 

Fie. 40 

Vom observa, de asemenea, că fiecare curbă C[m, n) are un maxim 
în punctul x — m, acest maxim fiind definit de ecuaţia: 

y = R log 
R 

Rezultă deci că maximul este pozitiv dacă n > R, este zero dacă n — R 
şi este negativ clacă n < R. 

Curbele C(m, n) au comun cu dreptele proprietatea de a se întinde 
la infinit în ambele sensuri. Vom arăta în continuare că două curbe 
(8') sau (9) se întîlnesc cel mult într-un punct. î n adevăr, două curbe 
(8') nu se întîlnesc în nici un punct afară de cazul în care sînt confun­
date. Bacă avem o curbă (8') şi o curbă (9), ele se întîlnesc într-un 
punct la distanţă finită dacă 

m n < c < m + n ; 
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ele sînt paralele (se întîlnesc la infinit) dacă m — » = c sau m -{- n = c 
şi nu se întîlnesc în celelalte cazuri. &% 

Să considerăm acum două curbe (9), deci două curbe C(m, n), 
C(m', n') 

2y 2y 

{x - mf + RHR = ri\ (x - m'f + R2eK = n'\ (10) 

Dacă scădem membru cu membru aceste ecuaţii, obţinem: 

2(w' — m)x + m% — m'2 = ri2, — n'2, 
ceea ce ne dă o singură valoare pentru x, dacă m! este diferit de m. 
Dacă m' = m şi dacă n' este diferit de n, curbele nu se întîlnesc şi sînt 
confundate dacă n' = n. Să presupunem m', diferit de m. Avem atunci 
pentru x valoarea 

X = 1 (11) 
2 2(m — m) 

î n acest caz prima ecuaţie (10 )rezolvată în raport cu y se scrie: 

-r, ., v « 2 — (x — mY 
y = R\oz- \ 

(x — mf, m şi ne dă o valoare reală pentru y, dacă cantitatea «2 

care x este dat de formula (11), este o cantitate pozitivă. 
Rezultă deci că cele două curbe se întîlnesc cel mult într-un punct 

şi este uşor de văzut pe fig. 40, că cele două curbe se întîlnesc dacă 
regiunile R(m — n, m + n), R'(m' — n', m' + n') au puncte comune 
şi nu se întîlnesc, dacă aceste regiuni nu au puncte comune sau dacă una 
este interioară celeilalte. 

Să presupunem că ne este dată o curbă (8') sau (9) şi un punct oare­
care P 0 (x0, yn) ce nu se găseşte pe curbă. Prin acest punct trec o infi­
nitate de curbe C(m', n') ; pentru aceste curbe m, n satisfac ecuaţia : 

2}'o 

(x0 — nif + R2e 

astfel că putem lua : 

m' = x0 + ReRtg% n>=^-, (12) Re 

cos 0 

unde 0 este un unghi care variază între —90° şi 90°, ceea ce ne asigură 
că »' este pozitiv. 
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Regiunea R'(m' — n', m' -f- n') a unei curbe C(m', n') este deci 
cuprinsă între dreptele : 

. -r, R sin G — 1 , T, R sin 8 + 1 ,- .„, 
x = #0 + Re , x = x0 + Re 2—? (13? 

cos 9 cos 0 

Atunci cînd 0 ia valorile extreme sau —, această regiune cu­
prinde un semiplan, deoarece una din dreptele (13) este x = %Q) l e i i 

alta x = oo. Rezultă deci că există o infinitate de curbe C(m', n') 
ce trec prin P0, care întîlnesc o curbă (8') sau (9) dată şi o infinitate ce 
nu o întîlnesc. Aceste curbe sînt separate de curbele pentru care una 
din dreptele (13) coincide cu dreapta (8') sau cu una din dreptele (9'). 

Rezultă deci că în această geometrie se verifică axioma paralele­
lor a lui Lobacevski (§ 2, fig. 38). 

î n concluzie putem enunţa teorema : 

Dacă într-un plan se ia ca lege de măsurare a distanţelor formula 
(8), atunci dreptele acestei geometrii sînt dale de formulele (8') şi (9) 
şi în acest plan se verifică axioma paralelelor a lui Lobacevski. 

Se spune că planul dotat cu metrica (8) constituie un model al 
planului geometriei neeuclidiene a lui Lobaeevski-Bolyai. 

Există şi alte modele ale geometriei planului lui Lobacevski. Unul 
dintre acestea este aşa-numitul semiplan al lui Poincare1. Pentru a 
obţine acest model din cel considerat mai sus, observăm că ecuaţiile 
(9) devin ecuaţiile unor cercuri dacă facem schimbarea de coordonate: 

T, i (14) 
x = u, Re = v. v ' 

î n noile coordonate u, v, ecuaţiile (8') se păstrează, în t imp ce 
ecuaţiile (9) se scriu: 

(u — m)2 + ^2 = n2 (15) 

şi reprezintă cercuri cu centrele pe axa u, deci cercuri ortogonale aces­
tei axe. 

Trebuie să observăm însă că formulele (14) ne dau numai valorile 
pozitive ale lui v, prin urmare întreg planul x, y se transformă în semi­
planul v > O, deci curbele (9) se transformă în semicercuri, anume în. 

1 H. P o i n c a r e (1854-1912) este socotit cel mai mare matematician al t im­
purilor noastre. împreună cu Riemann el a întemeiat topologia. Lucrările sale în meca­
nica cerească, în ecuaţii diferenţiale etc. au creat domenii noi. 
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acele părţi ale cercurilor (15) ce sînt deasupra axei v. De altfel, utilizînd 
transformarea (14), formula (8) se scrie: 

ds* = R2 + (16) 
v° 

şi constituie o metrică regulată pentru v > 0, punctele pentru care 
v = 0 constituind infinitul geometriei. 

Luînd deci un sistem de axe Quv într-un plan şi considerînd punct -
tele pentru care v > 0, se obţine o geometrie a lui Lobacevski dacă 
măsurăm distanţele cu formula (16) şi considerăm deci ca drepte ale 
geometriei semicercurile (15)1. 

Es te atunci uşor de văzut că fiind dată o dreaptă ageometriei(deci 
o dreaptă paralelă cu axa v sau un semicerc ortogonal axei u), printr-un 
punct P din semiplanul superior trec o infinitate de semicercuri care 
întîlnesc sau nu dreapta dată, deci se verifică axioma paralelelor a 
lui Lobacevski. Modelul lui Poincare are faţă de modelul dat mai sus 
dezavantajul de a aduce o parte din infinitul geometriei la distanţă 
finită, însă prezintă multe alte avantaje din punct de vedere geometric. 
Să utilizăm astfel modelul lui Poincare pentru a obţine grupul de miş­
care al geometriei lui Lobacevski. 

Pentru aceasta să utilizăm coordonate complexe, punînd: 
z = u + iv> {i = V - l)-

Putem scrie atunci metrica (16) sub forma : 
ds* = - 4 g < t e g , (17) 

- (z - zY 
unde z este u — iv, deci z este cantitatea complexă conjugată lui z. 
Considerînd transformările de variabilă complexă, 

(«5 - pY = 1) (18) P 
Yz+ S 

unde a, [3, y, S sînt canti tăţi reale, avem formulele 
dz' = — — , dz = dz 

{yz+ W (y?+ W 

• ( y * + 8)(Y* + 8) 
deci metrica (17) rămîne invariantă la transformările (18). Aceste trans­
formări constituie prin urmare grupul de mişcare al planului lui Poin­
care. Cum aceste transformări se scriu 

, , . , au -\- S -f- aiv 
U + IV =<= 

Y« + 8 + yiv 
x) V. N. Mihăileanu, geometrie neeuclidiană, Edi tura Academiei, Bucureşti 

1954, p . 123. 
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rezultă, înmulţind în membrul al doilea şi numărătorul şi numitorul 
cu yw + S — yiv, că avem: 

, (au -|- p)(y« + S) -|- «Y»! 

( Y « + 8 ) * + W ( l 9 ) 

(yw + 8)2 + y2»2 

Avem aici un grup cu trei parametri, deoarece a, |3, y, 8 sînt legate 
de relaţia aS — (3y = 1. Acest grup constituie prin urmare grupul 
de mişcare al planului lui Dobacevski, aşa cum grupul (15) din cap. I 
constituie grupul de mişcare al planului lui Euclid. Dacă în formulele 
(19) presupunem y = 0 şi aS — 1, obţinem un grup cu doi parametri 

u' = v.Ht + X, v' = a?u 

ce joacă rolul translaţiilor din planul lui Euclid. 

§ 5. SFERA ŞI PSEUDOSFERA 

vSe pot considera rezultatele din paragrafele 3 şi 4 şi dintr-un 
alt punct de vedere. Gauss a arătat chiar înaintea lui Riemann că dacă 
se dă o suprafaţă în spaţiul euclidian cu trei dimensiuni, deci dacă 
se dau trei funcţii / , cp, <\i de două variabile u, v şi dacă punem 

x = / (u, v), y = ff(u, v), z = I\I(U, v) (20) 

atunci din formula lui Pitagora din spaţiu 

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (20') 
obţinem, ţinînd seama de formulele (20), o formulă de forma: 

ds* = Edu2 + 2Fdudv + Gdv*, (20") 

deci o formulă de forma (3), în care u, v joacă rolul lui x, y, deci un 
plan al lui Riemann. Orice suprafaţă conduce prin urmare la un plan. 
al lui Riemann şi reciproca este de asemenea adevărată, deci orice 
plan al lui Riemann provine din cel puţin o suprafaţă şi în acest caz 
curbura K a planului lui Riemann coincide cu curbura lui Gauss a 
suprafeţei, curbură care se defineşte prin formula: 

RXR2 

unde Rf, R2 sînt razele de curbură principale ale curbelor t rasate pe 
suprafaţă. Dacă sîntem de exemplu în cazul unei sfere de rază R, atunci 
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secţiunile normale la sferă ne dau cercuri mari ale sferei, deci cercuri. 
avînd raza R. Prin urmare, atî t R± cît şi i?2 sînt egale cu R şi curbura lui 
Gauss K a sferei este — . De altfel, cercurile mari reprezintă pentru 
sferă drumurile cele mai scurte (geodezicile) suprafeţei. Rezultă deci 
că un plan al lui Riemann de curbură constantă pozitivă K = — pro-

vine dintr-o sferă de rază R. Pentru a se vedea explicit acest lucru 
să considerăm sfera de rază R cu centrul în origine. Deci ecuaţia eî 
se va scrie : 

x2 + y* + z* = R\ (20'") 

şi putem lua ca formule (20) : 

x = R cos cp cos 0, y = R sin cp cos 0, z = R sin 0, (201V) 

unde 9 şi 0 sînt coordonatele geografice (longitudinea şi latitudinea). 
Obţinem în acest caz formula : 

ds2 R*[dW j s 2 0icp 2 ] . 

Dacă punem 

obţinem formula: 

i?cp = u, RQ — v, 

ds2 cos2 - du2 + dv2, 
R 

(21) 

care coincide cu formula (6) pentru 
V 

a = cos — • 
R 

Există de asemenea o altă for­
mulă importantă ce ne dă metrica 
unei sfere. Se ajunge la această for­
mulă utilizînd proiecţia stereogra-
fică (fig. 36), care se obţine făcînd 
proiecţia sferei, de exemplu, din 
polul nord N pe planul tangent în F;g- 41 

polul sud S. Fie P(x, y, z), Q(u, 
v, —R) puncte corespondente. Să observăm că ecuaţiile dreptei t re -
cînd prin N şi P se scriu, considerînd X, Y, Z drept coordonate curente, 

X __ Y _ z - R 
x y z — R 
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Această dreaptă conţine punctul Q(u, v, — R) dacă avem: 
_M _ _v_ __ - 2 A 

x y z — R 

formule ce ne dau : 

„, R ~ z R — z 
X = U , y = V , (21') 

2R J IR ^ i I 
astfel că înlocuind în ecuaţia sferei (20'") obţinem : 

(«• + V2) (R -~-'z)2 = 4R2[Z2 _ £2], 

Cum presupunem că P nu este în N, deci * =£ i?, putem simplifica cu 

z — R, astfel că punînd K = — putem scrie : 
A'2 

4 

ceea ce ne dă 

{R-z)(u* + v*) =±(R.+ z), 
K 

K 
1 - — („a + „2) 

2 = - # 4 , 
K 

I ! — (l<2 + D») 

(21") 

•I 
iar formulele (21') devin : 

v
 u V 

x , 3- = __ {2V1 

4 4 

înlocuind în formula lui Pitagora (20'), obţinem : 

ds2 = - ^"2 + <&2 

A' 
1 + — (M2 + w2) 

4 

(22) 

ceea ce constituie formula lui Riemann. Este interesant de observat 
eă noi am obţinut această formulă presupunînd K = — , deci K pozi-

A 2 

tiv. Ea se poate scrie şi pentru K negativ. î n particular, pentru 
A = — 4 ea se scrie: 

, o du2 + dvs 

ClSd = ! , / 9 9 ' \ 
(1 _ M2 __ „2)2 \ ^ ) 
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şi evident această formulă are sens atît t imp cît numitorul nu se anu­
lează, deci, în particular, at î t t imp cît u, v satisfac la condiţia :. 

u2 + v2 < 1, 
care ne spune că u, v sînt puncte în interiorul cercului de rază unitate 
şi cu centrul în originea axelor de coordonate. 

Ne putem întreba acum dacă există suprafeţe pentru care curbura 
lui Gauss este negativă. Astfel de suprafeţe au fost descoperite de 
Beltrami1 în 1868 şi denumite pseudosfere. Ele pot fi definite' de 
ecuaţiile : 

x = R cos u sin v, y = R sin u sin v, 
r v\ (22") 

z = R cos v -f- log tg — 

iar metrica lor este dată de formula: 

ds2 = R2 sin2 vdu2 + dv2 (23) 

Formulele (22") ne arată că pseudosfera este o suprafaţă de rotaţie, 
deoarece avem : 

x2 + y2 = R2
 sin2 v, 

deci suprafaţa este născută prin mişcarea unui cerc paralel cu planul 
z = 0 şi cu centrul pe axa z. 

Intersecţia suprafeţei cu planul x = 0 (deci u = 90°) este curba : 

y = R sin v, z = R cos v + log tg — 

numită tractricc (fig. 42) şi pseudosfera se obţine rotind această curbă 
în jurul axei z. 

Rezultă deci că pentru a obţine punctele pseudosferei trebuie 
să facem să varieze în formulele (22") parametrul u între 0 şi 360°, 
iar parametrul v să ia valori între 0 şi 180°. 

Trebuie să remarcăm însă că pentru v = 90° se obţin punctele 
suprafeţei din planul z = 0 şi în aceste puncte tractricea are un punct 
de întoarcere. Aceste puncte sînt deci puncte singulare ale pseudo­
sferei, numind puncte singulare ale unei suprafeţe punctele în care 
suprafaţa nu are un plan tangent. Sfera este o suprafaţă pentru care 

1 E u g c n i o B e 1 t r a m i (1835 — 1900), mare matematician italian, care a arătat 
că geometria lui I<obacevski-Bolyai se poate realiza pe pseudosfera. 
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toa te punctele sînt puncte regulate, deci are planele tangente de­
terminate. 

De altfel, în punctele singulare ale pseudosferei nici metrica (23) 
a pseudosferei nu este regulată. î n adevăr, pentru v — 90°, ţinînd 
seama că avem sin 90° = 1, cos 90° = 0, această metrică se 'scrie: 

ds* = RHu\ 

deci se reduce la un singur pătrat . în t r -un punct regulat al pseudo­
sferei metrica este formată din suma a două pătrate, altfel spus dis­

criminantul metricei este diferit de 
zero. 

Pentru a obţine partea din pseu­
dosfera situată deasupra planului 
z = 0, trebuie să facem să varieze v 
între 90° şi 180°. 

Să facem atunci transformarea 
de variabile: 

u = —, sin v = e . (24) 

Se observă că dacă v variază între 
90° şi 180", atunci sin v variază între 
1 şi 0, deci fi variază între zero şi in­
finit. Cum pe de altă parte formula 
(23) devine formula (8), rezultă că 

ms- 42 printr-o transformare (24) pseudo­
sfera (22") se aşterne peste regiunea 

din semiplanul lui Poincare si tuată deasupra axei a, între para­
lelele a == 0, a = 2KR. 

Dacă convenim acum să facem pe u să ia alte valori decît acele 
dintre 0 şi 2TZR rezultă că unui punct u0, vg al regiunii superioare a 
pseudosferei îi corespund o infinitate de puncte în semiplanul superior 
a l lui Poincare, ale căror abscise ce diferă printr-un număr de forma 
2nnR, unde n este un număr întreg. 

Dacă convenim să presupunem regiunea superioară a pseudosferei 
înfăşurată de o infinitate de ori de o pînză subţire, atunci această 
pînză se aşterne pe semiplanul superior al lui Poincare. Se spune că 
această pînză reprezintă o suprafaţă de acoperire a regiunii superioare 
a pseudosferei. 

Rezultă deci că proprietăţile pseudosferei într-o regiune suficient 
de mică corespund cu proprietăţile regiunii corespunzătoare din planul 
lui Dobacevski şi din acest punct de vedere se spune că pseudosfera 

y-
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constituie un model local al geometriei lui Eobacevski. Cum am văzut 
însă, nu avem o aşternere pe întreg planul lui Lobacevski, datorită 
faptului că pseudosfera are o linie de puncte singulare. 

Hilbert1 a arătat de altfel că nu există suprafeţe cu curbură cons­
tan tă negativă fără puncte singulare, deci suprafeţe care să fie ana­
logele sferelor (suprafeţe care nu au puncte singulare). 

Totuşi, faptul arătat de Beltrami că pseudosfera constituie un model 
al geometriei lui Eobacevski a fost de o deosebită impor tan ţă ; prin 
aceasta s-a arăta t în mod convingător că această geometrie există 
(nu este contradictorie), căci altfel ar fi contradictorie geometria lui 
Euclid, pseudosfera fiind o figură a acestei geometrii. 

Să observăm acum că noi am utilizat faptul că într-un plan al 
lui Riemann cu curbură constantă există un grup de mişcare cu trei 
parametri , deci se pot compara figurile prin suprapunere. 

Proprietatea este adevărată pentru planul lui Euclid, pentru pla­
nul lui Dobacevski (unde curbura este negativă) şi este adevărată 
şi pentru sferă, căci rotaţiile în jurul centrului sferei lasă sfera neschim­
bată. Deci putem considera ca o geometrie neeuclidiană şi geometria 
pe o sferă. Helmholtz a pus problema de a determina geometriile ce 
au proprietatea de mobilitate maximă, care în cazul planului se 
enunţă spunînd că două segmente egale se pot suprapune unul peste 
altul printr-o deplasare a planului. Problema a fost rezolvată de 
Sophus Die, matematician norvegian, care a utilizat teoria sa a gru­
purilor continue de ' transformări şi a arăta t că singurele plane cu 
mobilitate maximă sînt planele lui Riemann cu curbură constantă. 
Este însă de observat că în geometria pe o sferă este verificată axioma ; 
printr-un punct la o dreaptă nu se poale duce nici o paralelă. î n adevăr, 
pe sferă cercurile mari joacă rolul dreptelor ; deci orice două cercuri 
mari se întîlnesc întotdeauna în două puncte diametral opuse. Acest 
fapt contrazice însă şi axioma că două drepite se întîlnesc în cel mult 
un punct. Pentru a îndepărta acest inconvenient se presupune că 
două puncte diametral opuse ale sferei reprezintă acelaşi punct al 
planului geometriei, plan care se convine a se numi planul eliptic, 
în t imp ce acela al geometriei Lobacevski-Bolyai se convine a se numi 
planul hiperbolic, iar planul lui Euclid — planul parabolic. 

Se poate avea o reprezentare a sferei pe un plan care să facă să 
corespundă la două puncte diametral opuse ale sferei, un singur punct 
din plan, utilizând proiecţia centrală a sferei. în adevăr, să considerăm 
planul tangent la sferă în polul sud 5(0,0, —R) şi să numim cu u, v 

1 I) a v i (1 H i l b e r t (1861 — 1943), mare matematician german. A realizat prima 
oară o construcţie complet axiomatică a geometriei lui Euclid şi a adus contribuţii im­
portante îu domeniul ecuaţiilor integrale, în teoria invarianţilor algebrici etc. 
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coordonatele din acest plan, avînd ca origine punctul S şi axele 
paralele cu Ox şi Oy. î n acest caz, dacă P(x, y, z) este un punct de 
pe sferă şi Q(ii, v, — R) proiecţia lui din plan, avem formulele: 

y = Vi + if(«a + V) Yl + K{u* + v*) 

z = — ; > 
VA'Vl + A"(«2 + »*) 

unde K = — este curbura sferei. Introducînd în formula (20'), se 

obţine ca metrică a sferei în proiecţia centrală: 
du1 + ăva K(u du + v dv)* , o c , \ 

ds- = • , [^ ) 
1 + K{u*+ v"-) [1 + K{u* + v*)f 

deci planul u, v devine un plan al lui Riemann cu curbură constanta 
pozitivă. Să observăm însă că punctele ecuatorului sferei n-au cores­
pondentele în planul u, v decît dacă completăm acest plan cu dreapta. 
de la infinit. Deci punctele planului eliptic sînt punctele planului 
proiectiv. 

Este însă de observat că această metrică ca şi metrica (22) poate 
fi utilizată şi pentru K mai mic ea zero, caz care se obţine presupu-
nînd că în formula K = — , R este o cantitate pur imaginară, deci 

A'2 

de forma r ~\J— 1, unde r este un număr real. î n acest caz însă me­
trica (25') devine infinită, dacă coordonatele u, v satisfac condiţia 

u* + v* = - - - r\ (25") 
K 

deci dacă punctele P(u, v) se găsesc pe un cerc de rază r. Metrica 
este însă regulată pentru punctele interioare cercului (25"). 

Metrica (25') pentru K mai mic ca zero ne dă deci un model a! 
planului hiperbolic, constituit de regiunea interioară a cercului (25"). 

Geometria planului hiperbolic poate fi deci considerată ca geo­
metria unei sfere de rază imaginară, aşa cum au observat şi Eambert 
şi Eobacevski. 

Revenind la geometria planului eliptic, vom observa că sînt şi 
alte axiome prin care această geometrie diferă de aceea a lui Euclid. 
îu particular, în această geometrie dreptele sînt de lungime finită, 
ori una din axiomele geometriei lui Euclid este că dreapta se poate 
prelungi la infinit în ambele direcţii. Se convine totuşi a se numi geo­
metrii neeuclidiene plane atît geometria planului hiperbolic, cît şi 
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geometria planului eliptic, deoarece ele au în comun cu planul para­
bolic proprietatea de mobilitate maximă, dar se disting de acest plan 
prin axioma paralelelor. 

Prima dintre aceste geometrii, deci geometria planului hiperbolic, 
are însă proprietatea interesantă de a diferi de aceea euclidiană numai 
prin axioma paralelelor, în t imp ce geometria eliptică diferă şi prin 
alte axiome. 

Se va arăta în capitolul I I I că axiomatizarea dată de Hilbert geo­
metriei lui Euclid în spaţiu utilizează douăzeci de axiome, împărţite 
în cinci grupe, ultima grupă conţinînd axioma paralelelor, în t imp ce 
grupa I conţine axiomele de legătură în număr de opt, grupa a I i -a 
conţine axiomele de ordonare în număr de patru, grupa a I l I -a con­
ţine axiomele de congruenţă în număr de cinci, iar grupa a IV-a -
axiomele de continuitate în număr de două1. Din cele douăzeci de 
axiome, cincisprezece sînt axiome de geometrie plană, în t imp ce 
cinci din cele opt axiome de incidenţă privesc relaţiile de incidenţă 
între puncte şi plane sau între drepte şi plane. 

Este de asemenea interesant de observat că în axiomatizarea 
lui Hilbert punctele, dreptele şi planele sînt; considerate ca trei sis­
teme de obiecte geometrice, primare, deci care nu se definesc, axiomele 
venind să arate ce relaţii există între aceste elemente geometrice. 
Există şi alte axiomatizări ale geometriei lui Euclid, în care se dă 
punctului un rol fundamental, aşa cum ne spune intuiţia noastră, 
dreptele, planele precum şi alte figuri ale geometriei putînd fi definite 
prin punctele lor2. 

Din axiomele lui Hilbert, în planul eliptic se verifică axiomele 
plane de incidenţă, în număr de 3, axiomele de congruenţă şi axioma 
de continuitate a lui Cantor-Dedekiud ce capătă însă o formulare 
puţin schimbată. 

Modelul lui Cayley. Se datoreşte lui Cayley un model al geometrii-
lor parabolică, eliptică şi hiperbolică, ce arată legătura strînsă între 
aceste geometrii. Este interesant faptul că modelul lui Cayley a 
fost descoperit independent de Eobacevski si simultan cu cercetările 
geometrului rus, fără ca autorul modelului să facă legătura între 
geometria sa şi geometria lui Eobacevski. Modelul lui Cayley se obţine 
considerînd în planul proiectiv raportat la coordonatele omogene 
x, y, z o conică nedegenerată, numită absolutul geometriei 

Q.(x, y, z) = 0. 

1 Vezi N. V. E f i m o v, Geometrie superioară, Editura Tehnică, Bucureşti, 1952 p. 40. 
2 Vezi K. B o t s u k şi W. S z m i e l e w , Foundations of Geometry {Fundamentele 

geometriei), Amsterdam, 1960. 

115 



Prin transformări liniare şi omogene ale coordonatelor se poate 
aduce ecuaţia conicei la forma : 

x* + v2 + ~ z* 
K 

0. 

Se consideră ca puncte ale modelului lui Cayley toate punctele 
planului proiectiv, dacă avem i i > 0, deci dacă absolutul este ima­

ginar, si punctele interioare absolutului în 
cazul K < 0. 

Distanţa dintre două puncte A, B ale 
modelului lui Cayley se defineşte prin 
formula : 

d(A, B) l 
s/\K\ 

\log(ABMN)\ 

unde M, N sîut punctele de'intersecţie ale 
dreptei A B cu absolutul, (fig. 43) puncte 

Plg- 43 ce sînt reale în cazul K < 0 şi imaginar 
conjugate în cazul K > 0, iar (ABMN) 

este raportul anarmonic al punctelor A, B, M, N (cap. 1, § 8).. 
î n primul caz avem {ABMN) > 0, iar în al doilea caz, (ABMN) 
este un număr complex de modul 1, deci" de forma e{(p. î n fiecare 
din aceste cazuri, d(A, B) este un număr real pozitiv. Dacă pre­
supunem punctele A, B apropiate şi trecem la coordonate neo­
mogene punînd x = u, y = v, z = 1, distanţa între punctele A„ 

B coincide, pînă la termenii de ordin su­
perior în du, dv, cu distanţa dată de for­
mula (25') Deci geometria modelului lui 
Cayley este o geometrie neeuclidiană, rezul­
t a t care a fost pus în evidenţă de Felix Klein. 

Dreptele modelului lui Cayley sînt drep­
tele planului proiectiv în cazul K > 0 şi seg­
mentele dreptelor planului proiectiv din in­
teriorul absolutului, în cazul K < 0. 

Din faptul că transformările proiective 
păstrează rapoartele anarmonice rezultă că 
mişcările modelului lui Cayley sînt transfo.r-

lhs- 4 4 mările proiective care lasă invariant ab­
solutul. 

Modelul lui Cayley dă o imagine clară a felului în care sînt distri­
buite secantele, nesecantele şi paralelele ce se pot duce ditr-uu punct 
P la o dreaptă d (fig. 44). 
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Modelul lui Cayley se poate generaliza în spaţiu, considerînd în 
spaţiul proiectiv cu coordonatele omogene x, y, z, t cuadrica 

x2 + v2 + z2 -l- — t* = 0 (26') 
K 

şi definind distanţa între două puncte prin aceeaşi formulă (26), 
M, N fiind de data aceasta intersecţiile dreptei AB cu cuadrica (26').. 

Mişcările spaţiului lui Cayley sînt date de transformările liniare 
şi omogene 

x' = axx + /;,y -f c,z + dxt 

y' = a«x 4- b„y -\- c.,z + dJ 

z' = a3x + b3y | csz -1 - dat 

t' = a^x + bty • i (\z \ • d,xt, 

care lasă invariantă cuadrica (26'). Ele depind de 6 parametri, ca. 
şi deplasările spaţiului euclidian. Pentru K < 0 se obţine un model 
al spaţiului lui Dobacevski. 

vSă observăm că atît în cazul plan cît şi în spaţiu, modelul lui. 
Cayley ne dă geometria lui Ivuclid dacă punem K = 0. într-adevăr, 
dacă în formula (26) punem K 0, obţinem metrica geometriei 
lui Euclid în plan şi acelaşi fenomen se prezintă în cazul spaţiului. 

Să studiem deplasările spaţiului lui Dobacevski. Ele sînt date, 
după cum am arătat , de transformările proiective (26"), care păstrează. 
cuadrica (26'), unde K = , deci care păstrează sfera: 

x* + y* + z" - RH* = 0 

Deci o deplasare neeuclidiană transformă un punct al acestei sfere 
într-un alt punct al sferei. Utilizînd reprezentarea geometrică a sferei 
dată de formulele (21"), rezultă că pentru punctele sferei, t ran­
sformarea (26") se exprimă ca o transformare a parametrilor u, v. 
Punînd u -f- iv = 2Rw, unde w este o coordonată complexă, iar w 
conjugata ei, formulele (21"), (21'") se pot scrie în coordonate 
omogene x, y, z, t sub forma: 

x ~|- iy = 2Rw, z = R(ww — 1), t = ww + 1. 

Din aceste relaţii rezul tă: 
z-±B = w, f — ^ = _ ± , (26"'} 
x + iy x — iy w 
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"Dacă fixăm valoarea lui w, ecuaţiile precedente definesc o genera­
toare a sferei. In mod analog se pot obţine relaţiile : 

z + Rt _ _ z — Ut _ 1 
x — iy x -]-- iy w 

•care pentru valori date lui w definesc o a doua generatoare a sferei. 
•Cum transformările proiective transformă dreptele în drepte, ele 
vor transforma generatoare ale sferei în generatoare ale sferei. Sînt 
însă posibile două cazuri: generatoarele din familia I se pot trans­
forma^ între ele sau se pot transforma îu generatoare din familia a 
I i -a . î n primul caz, transformarea (26") se exprimă pe sferă printr-o 
formulă de forma w'=f(w), iar îu al doilea caz, printr-o formulă 
•de forma w' :=f(w), unde / este îu ambele cazuri o funcţie analitică. 
Din expresia lui w, dată de formula (26") ca funcţie de x, y, z, I, 
şi din faptul că variabilele x, y, z, t suferă o transformare "liniară, 
rezultă c ă / e s t e o funcţie omografică, deci avem una dintre formulele : 

, GOT' -!- (3 , aw + |3 / o / r v \ 
w — c j j ^ == — E, (26 n ) 

y/v -\ S yw + 8 
unde «., (3, y, S sînt numere complexe cu ocS — (iy = 1. 

Prima formulă corespunde la deplasări ce păstrează orientarea 
figurilor spaţiului, iar a doua — la deplasări ce schimbă orientarea 
figurilor. Rezultă că grupul deplasărilor ce păstrează orientarea 
spaţiului lui Lobacevski se identifică cu grupul omografiilor dreptei 
proiective complexe w. Acest fapt are o deosebită importanţă pentru 
fizica relativistă unde joacă un rol important grupul deplasărilor 
ce păstrează orientarea spaţiului lui Dobacevski, grup ce se mai 
numeşte grup al lui Dorentz. 

Rezultatul precedent se mai poate lega de o proprietate intere­
santă din geometria elementară. î n adevăr, dacă x, y sînt coor­
donate carteziene ortogonale în plan şi dacă punem w = x + iy, 
atunci formulele (26^) definesc transformările planului care duc 
dreptele şi cercurile în drepte şi cercuri, care constituie grupul con­
form al planului. Această coincidenţă se explică în felul u rmător : 
transformările (26IV) care păstrează sfera considerată mai sus trans­
formă cercurile acestei sfere în cercuri, deoarece cercurile sferei se 
obţin prin intersecţiile sferei cu plane şi planele se transformă în 
plane prin orice transformare proiectivă. Pe de altă parte, reprezen­
tarea parametrică a sferei utilizată în raţionamentele precedente era 
•obţinută cu ajutorul proiecţiei stereografice a sferei pe un plan şi 
.această proiecţie transformă cercurile sferei în cercurile şi dreptele 
planului. Deci, proiecţia stereografică face să corespundă fiecărei 
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transformări proiective a sferei în ea însăşi, o transformare conformă-
a planului. 

Metrica lui Barbilian1 Să presupunem că ne este dată în plan 
o curbă închisă C şi două puncte A, B în interiorul acestei curbe. 
Fie atunci un punct P situat pe curba (' şi fie PB\PA raportul dintre 
ditanţele lui P la A şi B. Cînd P descrie curba C acest raport trece 
printr-un maxim M şi un minim m. Se numeşte distanţa Barbilian 
a punctelor A şi B în raport cu curba C canti tatea 

d(A • B) log M — logm. 

Este evident că această distanţă se anulează dacă A = B şi este-
infinită dacă unul sau altul din punctele A, B este pe curba C, căci. 
în acest caz m este zero. Rezultă deci că C este infinitul pentru d i s ­
tanţele d. 

Să ară tăm că în cazul în care curba C este un cerc, distanţa d-
are proprietăţi analoge distanţelor neeuclidiene. Să presupunem. 
deci că C este dat de ecuaţia 

X> + Y» = f\ (26v> 

î n acest caz luînd o reprezentare parametrică a cercului 

X = r cos /, V r sin t 

avem 

(i^Y— (r cos t - Y)' + (''sin { - 8 ) 2 

{PA 1 {r cos t — a)a + (r sin t - p)2 

unde a, j3 sînt coordonatele punctului A si y, S coordonatele p u n c ­
tului B. 

Deci putem scrie 
fPB\2__ r* -l- Y2 + Ss — 2r(y cost + S sin *) 
[PAJ f2 + a2 + p2 — 2r(a cos t + (3 sin t) 

şi prin urmare acest raport trece printr-un maxim sau minim numai 
dacă derivata cantităţii din membrul al doilea se anulează, deci dacă. 
avem 

(y sin t — S cos t) [r2 + a2 + p2 — 2r(a cos t + |3 sin t) ] — 

— (a sin t - (3 cos t) [f2 + y2 + S2 - 2r(y cos t + 8 sin t)]= 0. 

1 I) a n B a r b i l i a n , Generalizarea metricilor neeuclidiene, Congresul matema­
ticienilor slavi, Praga, 1934. 
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Făcînd calculele rezultă că t trebuie să satisfacă ecuaţia 

P sin t - Q cos t + R = 0 (27) 

unde am pus 
P = (y — oc)(r2 - ay) + p2y - S2a. 
Q = (S - P)(f2 - PS) + Sa2 - py2. 
P = 2r (a8 - py). 

Există deci două valori tx şi t2 care ne dau două puncte Px şi P2 pentru 
care raportele PB jPA sînt maxime şi minime şi distanţa d(A • B) 
•este dată de formula 

tfM • B) = log —i- : — = 

1 r2 + y2 + s2 - 2>-(YCOS;1 + Ssia/j) rs + K2 + (32 — 2r(« cos ^ + (3 sin *,) 

2 î'2 -1 • a2 -|- (32 - 2r(a cos ^ + (3 sin tx) r2 + y2 + S2 - 2r{y cos t2 + 8 sin /2) 

Rezultă deci că distanţa lui Barbilian coincide cu distanţa definită 
«de formula lui Cayley, dacă punctele P1 , P 2 se găsesc pe dreapta 
A, B ceea ce are loc dacă dreapta AB este un diametru. 

Să calculăm distanţa d în cazul cînd punctele sînt infinit vecine, 
•deci cînd avem 

a = x, (3 = y, y = x -{- d#, 8 = y -\- dy. 

î n acest caz, neglijînd termenii, de gradul al doilea, avem 

V-PB "\ / 1 I ~'IK ~ 2r(cos t dx +• sin i! dy) 
P^4 V P — 2('(;v cos i |- * sin t) 

unde am pus 
diz = xăx + 3'd_y, /> = r" + A;2 -J- _y2 

astfel că ţinînd seama numai de termeni de primul ordin obţinem 
PB 1 dr. —r (cos t dx + sin t dy) 
P^4 £ — 2Î'(A- cos 2 + y sm t) 

Rezultă deci că acest raport frece printr-un maxim sau minim 
•dacă l este o rădăcină a ecuaţiei (27) în care P, Q, R au valorile 

P = rdx — xdn — ydc 
Q == r2ăy — ydn + xdtx (27') 
R = 2rdc, c/cr = xdy — j d # 
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Deci ecuaţia (27) ne dă 
P sin t + R cos t = — 

Q 
astfel că ridicînd la pă t ra t se obţine o ecuaţie de gradul al doilea 
în sin t 

sin21 [P2 + Q2] + 2PR sin / | A'2 - Q* = 0. 

Această ecuaţie are două soluţii pentru sin t şi cos t date de for­
mulele 

. , - PR - om , RO - Păi sm &, = —. cos u — — 
P2 _[_ Q2 p2 _|_ Q2 

- P i? + 0d/ . RQ + Păi 
s m L = ^ » cos /2 = - î ^ - 1  

P 2 + o2 -fJ2 -i- e2 

unde am pus 
d/2 = pa + ^a _ J?«# (27") 

Ţinînd seama că dacă |a| < 1 atunci 

log (1 | a) = a -f- . . . 

deci rezultă că notîud cu âs distanţa Barbilian a punctelor A(x,y), 
B(x -\- dx, y -f dy), putem scrie 

i d- — r(cos tjăy -f sin txăy) dn — c(cos tsdx -|- sin t3dy) 
p — 2r(x cos tx -\- y sin tx) p — 2r(x cos t2 + y sin i8) 

Deci 
i __ t(păx — 2xd~)(cns t2 — cos tx) + y(/idv — 2ydn){$in t2 — s in ^) — 2f3 s in (^ — t j d e 

p ; ! — 2J-/>[.T(COS ^ j - cos /j) + ^(s in ta -\- s in ^) + 4?-a^a cos ^ cos /2 + y2 s in ^ sin t2 + xysi-j. (t2 — tx] 

(27") 
Ţinînd seama că avem 

2Qăl , , 2PAI 
sm L — sm i, = — - — , cos t2 — cos ^ — 

P2 + g2 

21 J I 

sin 2̂ + «in tx = — ^ , cos /2 -f- cos ^ 

I 

2 P P 

P2 + e2 

7 L > 2 - 63 

P 2 -|- Q 2 ' 

2P0 

sin l-, sin ;',, == — — , cos t, cos t„ = 

— 2P() 
sin (*„ + ifj) = ——f-, sin (^ - <J = 

iJ2 + Qr 

P2 + Q2 

2RQ 
pa + ga 

R2 - P 2 

P 2 + S 2 ' 
2 :.fid/ 

pa + e2 
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formula (27'") se scrie 

d s _ (Pd* - 2*dn)P + (Pdy - 2ydv:)Q - 2rRdrj ^ 
p*(pîj\-Qi) — 4trpR(Qx-~Py)+4t*Ri{x*+y*)—'ikri(Px-\-Qyy 

Să observăm că avem 

pa + Qi = r*{dx2 + dv2) + {x2 + y2 - 2r2)dv:2 + {x* + y2 + 2r2)da2;] 
Px -|- Qy = {r2 - x2 - y2)dn, Qx — Py = ^der. 1 (28') 
P d # + (?dv = r\dx2 + dv2) - dTT2 + da2, R = 2rd<r. J 

•deci se obţine 
i plr'jăx' + dy») - irf + do'] - 2(r» - *' - y') dn» - 4i-'Jg8  

^ « ( d I H d y ! ) + [#a(*Hya-2f !)-4?'(^-*»-y>) !]rf71: ! + [^ !(* î+y»-6f•)-4f"(f"-*>-y»)H16fH**+y')]ao , 

• 2r<# (28") 

Tinde dl este dat de formula 

dl2 = r4(d*2 + dv2) + (*2 + y2 - 2r2)(d-K2 + da2). 

"Ţinînd seama că avem 

dTr2 + da2 = {x2 + y2)(dx2 + dv2) 

rezultă 
d /2 = : = ( f 2 __ %2 + yl}!, ( d % 2 _|_ dy,2) 

•deci numărătorul formulei (28") se serie 

(r2 — x2 — y2)2(dx2 + dy2) 

î n ce priveşte numitorul formulei (28") se poate observa că termenii 
în dn2 şi da2 sînt egali cu 

^2(^2 _|_ ys _ 2 f2) _ 4f2(r2 — * 2 — v2)2 = 

= {x2 + y2)3 — 4r2{x2 + y2)2 + 5râ(x2 + y2) — Gr 

astfel că acest numitor se scrie 
(y2 _ _T2 _ yg)t ( d % 2 _|_ ^ 2 ) 

Rezultă deci că formula (28") se scrie sub forma simplă 

, 2»"\/<U-3 + dy2 tOQ'"\ 
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Metrica lui Barbilian este deci o metrică riemauniana dată de formula. 
4(cU-2 + dy-) I , 1 

ds2- [k (29): 
[i -s- H%2 + y2)f 

Punînd 2x~ţ,;2y = 7) se obţine metrica lui Riemann (22), cu: 
curbură negativă. Avem deci teorema: 

Metrica lui Barbilian pentru un cerc coincide cu metrica (22) a 
lui Riemann cu curbura negativă. 

Rezultă deci că metrica lui Barbilian ne clă în cazul cercului o 
interpretare geometrică simplă a metricei lui Riemann cu curbură 
negativă. 

Vom observa de asemenea că geodezieile metricei (29) sînt cercuri 
ortogonale cercului (26v), astfel că liotînd cu M, N punctele de inter­
secţie al unui asemenea cerc ce trece prin A, B, distanţa este dată de 
ormula (26) în care A, B, M, N sînt puncte situate pe acest cerc. 

§ 6. TRIGONOMETRIE NEEUCLIDIANA 

Să calculăm acum formulele trigonometrice într-un tr iunghi 
din planul hiperbolic şi din planul eliptic. Pentru aceasta trebuie să 
considerăm un model pentru unul din aceste plane şi să vedem ce 
relaţii există între elementele umii 
triunghi (laturi şi unghiuri). Să 
considerăm, de exemplu, cazul pla­
nului eliptic. Pentru aceasta putem 
considera ca model sfera cu punc­
tele diametral opuse identificate, 
deci trebuie să considerăm un tri­
unghi sferic ABC, a cărui supra­
faţă nu depăşeşte o semisferă. 

Dacă acest triunghi este drep-
tunghic, putem prin rotaţii ale 
sferei să facem ca A să fie Polul 
Nord, deci A să aibă coordonatele 
0, 0, R, iar punctele B, C să fie 
situate respectiv în planele de coordonate Oxz, Oyz, deci B să aibă 
coordonatele R sin cp, 0, R cos cp iar C să aibă coordonatele 0, 
7? sin <JJ, R cos <\i, unde cp şi tp sînt unghiurile pe care razele OB, OC 
le fac cu axa z (fig. 45). Se observă că notînd cu 

*ig. 45 

b, c laturile 
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triunghiului, deci lungimile arcurilor de cercuri mari BC, AC, AB, 
avem relaţiile : 

c = R<p, b = R<\> 

Să observăm acum că fiind date două puncte M(x, y, z), M'(x', 
y', z') situate pe sferă, cosinusul unghiului 8 pe care-1 fac razele OM, 
OM' este dat de formula (14') din capitolul I deci avem: 

ft xx' -l- yy' + zz' 
cos 8 = ( 3 0 ) 

Daca aplicăm această formulă razelor OC, OB, obţinem formula: 

cos — cos — (30') 

•care constituie deci formula lui Pitagora într-un triunghi dreptunghic 
din planul eliptic, unde b, c sînt catetele şi a este ipotenuza triunghiului 
dreptunghic. 

Să vedem cum arată această formulă în planul hiperbolic. Pentru 
aceasta trebuie să schimbăm R şi iR şi să observăm că ţinînd seama 
de formulele lui Euler 

cos x = sin x = (31) 

si de faptul că dacă numim cosinus şi sinus hiperbolic, funcţiile 

eh x -, sh x= , (31') 

rezultă că avem formulele : 
eh x = cos ix, sh x = i sin ix. (32) 

& Deci schimbînd A' cu iR, formula 
(30') devine : 

eh - = eh - eh - , (32') 

Fig. 46 care constituie formula lui Pitagora 
în planul lui Dabacevski-Bolyai. 

Să considerăm acum un triunghi sferic oarecare (fig. 46). Putem 
face, prin rotaţii ale sferei, ca A să fie în Polul Nord, ca B să fie 
în planul y = 0, deci B, C să aibă respectiv coordonatele : 

B R sin — , O, R cos — 
R R 

c R sin — cos A, R sin — sin A, R cos — 
R R R 
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Rezultă deci, aplicînd formula (30), că unghiul ajR dintre OB şi 
OC este dat de formula : 

a h c , . b . c . 
cos — — cos — cos \- sin — sin — cos A, 

R R R R R 

(33) 

care generalizează teorema lui Pitagora pentru un triunghi oarecare. 
Schimbînd R în iR şi ţinînd seama de formulele (32), obţinem formula 

•din planul hiperbolic : 

cli - : = eh — eh — sh — sh — cos A. (33') 

Se demonstrează de asemenea că într-un triunghi sferic dreptunghic 
(fig. 20) avem formula1: 

tg == tg-B sin — 
R ' R 

(34) 

si deci şi formula corespunzătoare pentru un triunghi dreptunghic 
din planul hiperbolic 

t h - = t g £ s h -
R R 

(34') 

Să aplicăm această formulă unui triunghi din planul hiperbo­
lic, a cărui latură b creşte la infinit 
(fig. 47). î n acest caz unghiul B tinde e 
la unghiul de paralelism al dreptei pa­
ralele dusă prin B la dreapta AC. Ţi­
nînd seama că tangenta hiperbolică 

6 c 
Fig. 47 

t inde la valoarea 1 cînd b tinde la infi­
nit, obţinem notînd cu a unghiul de paralelism şi cu p distanţa A B 

tg a p P 
R R 

e -- e 

1 Vezi G. V t i a c e a n u, op. cît, cap XVIII . 
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Tinîrid seama că avem 
ce 

2 t g ^ 

tg a = ~ 
1 - tga -

rezultă formula lui L-obacevski: 

tg ~ = 6 K(y. = 2 arctg e R) (35) 

care ne dă unghiul de paralelism. 
Revenind la un triunghi oarecare avem, de asemenea, în plaim 

eliptic, formulele: 
a b c 

sin — sin — sin — 
R li R 

sin A sin B sin C 

iar în planul hiperbolic formulele : 

(36) 

a b c 
sh — sh — sli — 

* = _Ji_ = _ A (36') 
sin ./ sin B sin C 

şi este interesant de remarcat că aceste formule sîut asemănătoare cu 
formulele din planul euclidian (planul parabolic), care ne spun că 
într-un triunghi laturile sînt proporţionale cu sinusurile unghiurilor 
opuse [cap. I, formulele (9)]. 

într-un triunghi sferic oarecare suma unghiurilor este mai mare 
decît două unghiuri drepte, şi avem formula lui Gauss 

A + B + C = 180° +£, (37) 

unde 5 este aria triunghiului. Să verificăm această formulă cînd 
triunghiul are două unghiuri drepte, de exemplu, unghiurile B, C. 
î n acest caz avem : 

formulă care se verifică observînd că luînd vîrful A în Polul Nord 
şi B, C pe ecuator, aria triunghiului ABC este evident proporţională 
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cu unghiul A şi atunci cînd A ia valoarea maximă de 360° se obţine 
suprafaţa semisferei 2-KR2. 

Formula (37) în planul hiperbolic se înlocuieşte cu : 

A + B + C = 180° - — (38) 

şi regăsim proprietatea că suma unghiurilor într-un triunghi este 
mai mică decît două unghiuri drepte. 

§ 7. PROPRIETĂŢI GLOBALE 

Ne vom ocupa în acest paragraf de unele probleme privind pro­
prietăţile globale sau topologice referitoare la o geometrie dată. Se 
numeşte topologie acea parte a geometriei care consideră proprietă­
ţile ce rămîn invariante la o transformare continuă. Se numeşte geo­
metrie diferenţială globală, acea geometrie care consideră proprietăţi 
ale obiectelor geometrice care sînt definite în întreg spaţiul consi­
derat, cum ar fi metrica spaţiului, sau o corespondenţă între spaţiul 
dat şi alt spaţiu etc. 

Am văzut, de exemplu, în § 5 că Beltrami a ară ta t că geometria 
lui Lobacevski-Bolyai poate fi realizată pe pseudosferă. Am văzut 
că această realizare nu este însă globală, deci nu se poate reprezenta 
întreg planul hiperbolic pe pseudosferă, deoarece pseudosferă are 
metrica degenerată în punctele ei singulare. Se exprimă acest fapt, 
spunînd că reprezentarea planului hiperbolic pe pseudosferă este 
locală, deci valabilă într-o anumită regiune, care nu cuprinde întreg 
planul hiperbolic, datorită faptului că pseudosferă are singularităţi. 

Cum pe de altă parte Hilbert a arăta t că nu există în spaţiul eucli­
dian cu trei dimensiuni suprafeţe cu curbură constantă negativă 
fără singularităţi1, rezultă că planul hiperbolic nu poate fi realizat 
global în spaţiul euclidian Es. Se exprimă acest fapt spunînd că planul 
hiperbolic nu poate fi scufundat în spaţiul euclidian Es. 

S-a pus problema de a şti dacă planul hiperbolic poate fi scu­
fundat global într-un spaţiu euclidian cu mai multe dimensiuni. 
Un prim rezultat a fost obţinut de Bieberbach, care a arătat că acest 
plan poate fi scufundat într-un spaţiu euclidian cu o infinitate nume-
rabilă de dimensiuni, deci într-un spaţiu Hilbert. 

1 Vezi M. A li t o n c s c u, Asupra teoremei lui Hilbert din geometria lui Labacevski — 
Bolyai, „Studii şi cercetări matematice", voi. IV, Bucureşti, 1953, pp. 197 — 211. 
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Notînd cuH(xlt x2, . . . , x2„-i, x2n,. . .) un asemenea spaţiu trebuie 
ca seria x\ + x\ + • • • + *f« + . . . să fie convergentă. Dacă punem 

zn = x2n-i + ix2n = — (u + «>)», 

, (39) 
Zn = #2»- 1 — ÎXtn = -y^ (« — M>)*, (î = V — l ) . 

unde w este un număr întreg pozitiv, rezultă că avem 

Xl + . . . + X2n + . . . = }_jVn = 2_/ 1  
»=1 » = l n 

şi prin urmare seria din primul membru este convergentă dacă 
u2 -\- v2 < 1. 

în spaţiul H, formulele (39) definesc o suprafaţă cu două dimensiuni 
raportată la parametrii u, v şi avem: 

dz„ — "\jn(u + iv)n~l{du -f- idv) 

dzn = \n(u — iv)n~l{du — idv), 

prin urmare rezultă formula 

dzndzn = dx\n x-\- dx\n = n[u2 -\- v2\" -l[du* + dv2]. 

Rezultă deci că putem scrie formula : 
CO CO 

ds2 = J2 d*l == ^ « ( « 2 + w2)"-1 [du2 + dv2]. (39') 
ce — 1 n~ 1 

Ţiuîiid seamă pe de altă parte de formula care ne dă suma unei 
progresii geometrice 

1 +r + ... +rn = V~!—' 
dacă facem pe n să tindă la infinit şi presupunem \r\ < l, atunci 
Hm rn+1 ----- 0 pentru n ~> oo şi deci avem: 

—— = 1 + r + . . . ' + rn + . . . , (39") 
1 — r 

ceea ce se exprimă spunînd că membrul al doilea reprezintă dezvol­
tarea în serie a primului membru; acest fapt fiind posibil, bineînţeles, 
numai dacă \r\ < 1. 
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Derivînd formula (39") în raport cu r, termen cu termen, se obţine-
formula: 

- L _ = 1 + 2r + ,. . + nr«~l + . . . , (39'")' 
(1 ~YY 

membrul al doilea reprezentînd dezvoltarea în serie a primului membru. 
Ţinînd seama de această formulă, putem scrie deci (39') sub forma 
lui Bieberbach1 

care coincide cu formula (22') a metricei planului hiperbolic dacă 

u2 + v2<l. 

' Există şi o altă scufundare a planului lui Dobacevski într-un 
spaţiu Hilbert datorită lui Blanuşa, care se obţine plecînd de la metrica 
(16) pe care o vom scrie schimbînd rolul variabilelor u, v deci sub 
forma 

fcz^Rt^L^l. (40) 

Să considerăm deci ca spaţiu Hilbert spaţiul avînd coordonatele x0, 
Xx, . . . , x2n . . . şi să punem 

x0 = F{u), x2n-i = /„(«) cos ianv), 

x2n = /;(«) sin (*.»), n = 1, 2, . . . 

unde an sînt constante. 
Avem deci o suprafaţă în spaţiul Hilbert a cărei metrică coincide 

cu (40), dacă sînt verificate condiţiile 

F'\U) + E/«V) = -> E/'(«)«* = ^ • (40') 
»=1 « 2 n—l «" 

Dar se poate satisface ultima dintre aceste condiţii luînd 

/ . („) = * . _ _ ! _ . (40") 
«„ n_ 

( l+« 2 ) 2 

1 Iv. B i e b e r b a c h , £j«« singularitătenfreie Flăche constanter Ktiimmung im 
Uilberteschen Raum, Comentarii math., Helvetici, 4, 1932, pp. 248 — 255. 
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într-adevăr în acest caz primul membru al ultimei ecuaţii este, 
•abstracţie făcînd de A2, o serie geometrică avînd ca raţie (1 +M 2 ) - 1 

şi ca prim termen (1 -f u2)'1, deci avem 

/ / înttn — A 
,2 1 1 R* 

1 -!- u2 1 
1 1 + w2 

Dacă derivăm formulele (40") obţinem 

Rnu 1 /»'(«) = 
f+ 1 

( l - ! • « > ) -

ustfel că avem 

fV ' 2 M = BW • f " 4 • - 5 • (40'") 

Ţinînd seama că formula (39'") ne dă 
00 

1 1 X> ;,-l (i i « y - 1 1 \2 / „4 

1 -l- «2j / 

rezultă că formula (40'") pentru an = yw se scrie 

E/'.V w M2(l + K2) 

şi prin urmare prima formulă (40') ne dă 

F'lu) = -=jLr 
v ; y i+« 2 

şi deci putem lua 

F(u) = R log (« + VlT+172). 
Avem deci teorema lui Blanuşa1: 

1 D a n i 1 o B l a n u ş a , Eine isonietrische und singulariteten freie Eimbetung des 
hyperbolischen Raumes în Hilberteschen Raum, Monatshefte flir Math. 57, 1953, pp. 102 — 
- 1 0 8 . 

Î3Q 

Se obţine o scufundare a semi-planului Poincare într-un spaţiu.. 
Hilbert luînd 

xQ = R log (« + y]T+~uF)r 

x2n~\ — -i= • cos (V« v), 

(1 + w2)2 

*2» = "7= s i n ( V n y)> w = 1 , 2 , . . , 

(l+w !)2 

Kste de observat că atî t scufundarea lui Bieberbach cît şi scufun­
darea lui Blanuşa sînt analitice, deci funcţiile care se utilizează nu 
numai că au derivate de orice ordin, însă sînt şi dezvoltabile în serii 
convergente, sînt deci funcţii analitice. 

Recent Blanuşa1 a arăta t că planul hiperbolic poate fi scufundat 
într-un spaţiu euclidian cu şase dimensiuni, însă scufundarea sa nu 
este analit ică; funcţiile pe care le utilizează Blanuşa au derivate de 
orice ordin, însă nu sînt dezvoltabile în serii convergente. 

Ca exemplu de funcţie care are derivate de orice ordin, dar nu 
este analitică, se poate da funcţia continuă, definită pentru x =fc 0 
prin 

j 
care are evident valoarea zero în origine, deoarece cx tinde către 
infinit pentru x -> 0. Derivata de primul ordin a acestei funcţii este:. 

î 2 r^ y = - « 
şi în mod analog se obţin derivatele ele orice ordin şi toate aceste deri­
vate sînt nule în origine. Or, dezvoltarea în serie a acestei funcţii în 
jurul originii ar trebui să fie dată de formula : 

y = {y)o + (y')o% + (y")o^+ . . . . (40> 

unde (y)0, (y')0, ... sînt valorile funcţiei şi derivatelor sale în origine» 

1 D. B 1 a n u ş a, ÎJber die Einbettung hyperbolischer Răume in euklidische Răume., 
în „Monatshefte fur Matliematik", 59, 1955, pp. 2 1 7 - 2 2 9 . 
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Or, aşa cum am observat deja, funcţia ex" are valoarea infinită 
pentru x=0, deci y are valoarea zero pentru x— 0, deci (y)0 = 0 şi 

i 

avem de asemenea (y')g = 0, . . . , deoarece funcţia e*' creşte mai 
.repede decît orice putere —% cînd x tinde la zero. 

Deci seria (40) ne dă y = 0, prin urmare nu reprezintă func-
i 

ţia e~T\ 
Am spus că nu se cunoaşte o scufundare analitică a spaţiului hi­

perbolic într-un spaţiu euclidian cu un număr finit de dimensiuni, în 
schimb cunoaştem scufundări ale planului eliptic cu această proprie­
ta te . î n adevăr, am numit plan eliptic sfera în care am identificat 
punctele diametral opuse. Astfel, 'dacă considerăm sfera de rază 1 

&+?+0=l (41) 
în spaţiul euclidian şi luăm un spaţiu euclidian cu şase dimensiuni 
Ea raportat la coordonate ortogonale y,, ys, y3, yit y5, yt, şi punem 

yx =.-= %\ y , = y*, ys = z'\ ' 

yt, = \J'2yz, y5 ----- ^j'lxz, y6 = \2xy, 
obţinem în ECt un loc geometric cu două dimensiuni, dacă presupunem 
că x, y, z sînt legate de ecuaţia (41). 

In acest caz evident că la orice punct al planului eliptic cores­
punde un punct al locului geometric (42). Invers, dacă avem un punct 
al locului geometrie, pentru care avem, de exemplu, yy =£ 0, atunci 
formulele (42) ne dau : 

deci avem două soluţii: (,r, y, z) şi { — x,—y,~ z), deci două puncte 
diametral opuse pe sferă, prin urmare un singur punct al planului 
eliptic. Cum cel puţin una din coordonatele x, y, z este diferită de 
zero, deci cel puţin una din coordonatele ylt yt, y3 este diferită de zero, 
rezul tă teorema : 

Formulele (42) realizează o scufundare globală analitică a planului 
eliptic in E6 . 

Formulele (42) ne dau de fapt o scufundare a planului eliptic în, 
spaţiul Es, deoarece avem, ţinînd seama de (41), 

yx + y-z + y3 = *• 
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Rezultă, prin urmare, că avem o scufundare într-un hiperplan 
al spaţiului Ee> deci într-un spaţiu euclidian cu 5 dimensiuni. 

Scufundarea (42) se cheamă scufundarea lui Manoury1 şi se vede că 
locul geometric (42) este situat pe sfera unitate din spaţiul E6, căci 
avem : 

y\ + yl + y\ + y'î + yî + yl = (*2 + y2 + *2)2 = 1 . (42') 
Există scufundări ale planului eliptic şi într-un spaţiu euclidian 

cu patru dimensiuni EA (zlt z2, z3, zt) ; de exemplu, putem considera 
scufundarea 

zx = x%, z2 = xy, z3 = xz + y2, z4 = yz. (43) 

Scufundarea (42) a lui Manoury are însă anumite proprietăţi geo­
metrice, pe care nu le are scufundarea (43), şi anume dreptelor geome­
triei planului eliptic le corespund prin (42), cercuri în spaţiul E6. 

Vom trece acum la alte probleme globale, plecînd de la faptul 
că se poate obţine un spaţiu din altul identificînd anumite puncte, 
cum este cazul trecerii de la sferă la planul proiectiv (eliptic) prin 
identificarea punctelor diametral opuse. Se poate prezenta această 
operaţie considerînd transformarea 

x' = - x, y' = - y, z' = - z (44) 

care transformă punctul P(x, y, z) în punctul diametral opus P' { — x, 
—y, —z). Se vede atunci că planul eliptic se obţine din sferă identi­
ficînd punctele ce se transformă unul în altul prin grupul (44). Grupul 
generat de (44) este un grup discret pe sferă şi este format din două 
transformări, transformarea (44) şi transformarea identică, căci apli-
cînd încă o dată transformarea (44) se ajunge la transformarea identică : 

x" = x, y" — y, z" = z. 

Un grup se zice discret dacă nu are puncte fixe şi dacă transformă 
orice punct- P într-un punct P' unde distanţa PP' este mai mare decît 
un număr dat a > 0. 

vSe arată că nu există alt grup discret pe sferă în afară de grupul 
considerat mai sus şi că singurele spaţii complete cu două dimensiuni 
cu curbură constantă pozitivă sînt sfera şi planul eliptic. Prin spaţiu 
complet se înţelege un spaţiu în care pe orice dreaptă în orice sens se 
pot parcurge distanţe oricît de mari. 

1 G. M a n o u r y , Spheres de seconde espece, în „Niew Archief Wiskunde" (2), 
4 (1898), Amsterdam', pp. 8 3 - 3 9 . 
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Utilizarea grupurilor discrete poate fi făcută şi în cazul planului 
euclidian şi în cazul planului hiperbolic, pentru a obţine din ele alte 
spaţii, aşa cum din sferă am obţinut planul eliptic. 

Să considerăm în primul rînd planul euclidian raportat la coordo­
nate carteziene ortogonale x, y şi să considerăm grupul generat 
de transformarea 

x' = x + 1, y' = y (44') 
care constituie o translaţie de lungime 1 de-a lungul axei x. Grupul 
este format în acest caz de transformarea identică şi din translaţiile : 

%' = % + n, y' = y, (45) 
unde n este un număr întreg pozitiv sau negativ, deci grupul are în. 
acest caz o infinitate uumărabilă de transformări. Dacă împărţim 
planul în fîşii de lăţime 1 prin paralele la axa y, aşa cum arată fig. 48, 
transformările (45) duc aceste fîşii una în alta. -

î n adevăr, transformarea (45) transformă un punct de coordo­
nate (x0, y0) într-un punct de coordonate (xg + n, y0). 

D a c ă p r e s u p u n e m acum că planul este de liîrtie şi îl 
tăiem după dreptele indicate în figură şi luăm una din fîşiile obţinute, 
de exemplu fîşia avînd baza OA, şi o îndoim aşa fel ca dreptele duse 
prin 0 şi A să se aştearnă una peste alta, se obţine un cilindru, supra­

faţă binecunoscută în geometria 
* elementară. 

Dacă P(x0, y0) este un punct 
pe acest cilindru, avem 0 ^ ^ 0 s g l 

'finind seama că avem o in­
finitate de asemenea fîşii, rezul­
tă că la orice punct P de pe 

A(/,o/\ B(ZD}__ cilindrul de bază OA corespund 
o infinitate de puncte în planul 
euclidian, echivalente cu punc­
tul P faţă de grupul (45). 

Rezultă atunci că spaţiul 
I obţinut prin identificarea punc-

Fig. 48 telor transformate unul în altul 
de grupul (45) este cilindrul, 

iar planul euclidian acoperă cilindrul de o infinitate de ori. Se zice 
că planul euclidian este spaţiul de acoperire universală a cilindrului. 

Invers, fiind dat cilindrul, dacă îl tăiem după o generatoare, îl 
putem aşterne în întregime pe plan, fără alte ruptur i ; de aceea se zice 
că cilindrul este o suprafaţă desfăşurabilă. 

Planul euclidian şi cilindrul au deci din punct de vedere local ace­
eaşi geometrie euclidiană ; măsurarea distanţelor se face după aceeaşi 

Cf-r.i 
Ofooj x 
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formulă a lui Pitagora. Din punct de vedere global însă, planul eucli­
dian şi cilindrul sînt suprafeţe distincte. î n adevăr, în plan este vala­
bilă proprietatea că orice curbă închisă se poate deforma prin continui­
t a te la un punct, ceea ce se exprimă spunînd că planul euclidian este 
o suprafaţă simplă conexă. Pe cilindru proprietatea nu mai este ade­
vărată, deoarece cercul de secţiune al cilindrului cu un plan, de exem­
plu, nu poate fi deformat la un punct. 

Să presupunem acum că avem pe fiecare dintre axele x, y cîte 
un grup discret, anume grupul (45) pe axa Ox şi grupul 

x, y' = y -f- m (46) 

pe axa Oy, unde m este un număr întreg oarecare. 
Dacă împărţim planul euclidian prin drepte paralele la cele două 

axe la distanţă egală cu unitatea, se obţine un pavaj al planului cu 
pătrate de latură 1. 

Dacă considerăm un punct P0{x0,y^} m pătratul OABC, avem 
evident : 

0 < xe < 1, 0 < y0 < 1 

0 

y-

şi grupul (45), (46) transformă acest punct în puncte Q (x0 + n, y0 + ni), 
deci transformă pătratul OABC în celelalte pătra te ale pavajului. 
Reciproc, orice păt ra t al pavajului 
este transformatul pătratului OABC 
printr-o transformare (45), (46). 

A identifica punctele transformate — 
unul în altul de grupul (45), (46) 
înseamnă a presupune că punctele 
Q (xo + n> }'o + m) s m t identice cu 
punctul P(x0, y„). Dacă şi în acest, caz . . . 
presupunem planul euclidian tăiat 
după dreptele indicate în fig. 49 şi 
dacă luăm unul din pătratele obţinu­
te , de exemplu OABC şi îl îndoim în _ 
aşa fel ca CO să se suprapună pe BA, 
se obţine o secţiune diutr-un cilindru, 
O A si CB fiind două cercuri de sec- Fig. 49 
ţiune. Dacă acum îndoim această 
secţiune de cilindru în aşa fel ca cele două cercuri OA, CB să se 
suprapună, se obţine o suprafaţă închisă analogă unei camere 
de cauciuc de maşină, suprafaţă ce se numeşte tor (fig. 50). 

Rezultă că prin identificarea punctelor din planul euclidian, t rans­
formate unul în altul de translaţiile (45), (46), se obţine torul. 
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Torul este deci o suprafaţă închisă care admite planul euclidian 
ca suprafaţă universală de acoperire. Din punct de vedere local, planul 
euclidian, cilindrul şi torul au aceeaşi geometrie euclidiană. Din punct 
de vedere global planul euclidian, cilindrul şi torul sînt suprafeţe dis­

tincte. Prima este deschisă şi sim­
plu conexă, a doua este deschisă 
însă nu este simplu conexă şi a 
treia este închisă şi nu este evi­
dent simplii conexă. Dacă com­
parăm sfera eu torul, ele sînt 
evident ambele suprafeţe închise, 
sfera însă este simplu conexă 
pe cînd torul nu este simplu conex. 

Consideraţiile făcute mai sus ne 
arată că există trei suprafeţe pe 
care se poate da în întregime o geo­
metrie euclidiană : planul euclidian, 
cilindrul şi torul. 

Aceste suprafeţe sînt orientabile, deci au două feţe. Da plan, ci­
lindru şi tor putem deosebi o faţă de cealaltă, deci un mobil care ar 
fi situat pe una dintre feţe, de exemplu, pe faţa interioară a cilindrului, 
nu poate trece prin continuitate pe faţa exterioară ; bineînţeles ci­

lindrul se consideră întins la 
infinit în ambele sensuri ale 
generatoarelor. 

Există. însă şi suprafeţe 
neorientabile, deci ce au o 
singură faţă şi exemplul cel 
mai simplu ne este dat de 
banda lui Mdbius. Pentru a 
obţine această suprafaţă să 
presupunem că luăm pătratul 
O ABC din fig. 49 şi îl îndoim 
astfel încît latura OC să se 

suprapună pe latura AB, însă aşa fel ca C să vină în A şi 0 în B. Se 
obţine atunci suprafaţa dată în fig. 51 a unui cordon răsucit. Presu-
punînd că această bandă se întinde la infinit pe direcţia OCîn ambe­
le sensuri, se obţine figura denumită cilindrul neorientabil: operaţia 
de îndoire aplicată în cazul acesta revine la identificarea punctelor 
transformate unul în altul de transformarea: 

Fie 

x' = x + 1, y' = — y, 
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astfel că cilindrul neorientabil are şi el planul euclidian ca suprafaţă 
universală de acoperire. 

Există de asemenea un tor neorientabil şi avem următoarea teore­
mă1 : 

Există cinci suprafeţe şi numai cinci pe care se poale da o geometrie 
euclidiană, şi anume trei suprafeţe deschise : planul euclidian, cilindrul 
propriu-zis şi cilindrul neorientabil, şi două suprafeţe închise: torul 
propriu-zis şi torul neorientabil. 

Grupul modular. Să trecem acum la planul hiperbolic, definit 
în semiplanul lui Poiucare ( § 4 ) . Am văzut că în acest caz grupul 
de mişcări ale spaţiului este dat de transformările (18), 

*' = ~ ~ («8 - PT = 1), (48) 
yz + 8 

în care a, [î, y, 8 sînt numere reale. 
Să presupunem acum că <x, (3, y, § sînt numere întregi. 
Să vedem dacă o asemenea transformare poate avea puncte fixe. 

Punînd z' = z, avem ecuaţia : 

y z% + [8 - a > - p = 0, 

care are ca soluţii: 
__ K - 8 ± V(cc - 8)2 + 4|3Y _ 

Avînd în vedere condiţia a 8 —- (3y = 1, putem încă scrie : 

Z = " ~ S â ^ ( K + S)2 

Această formulă ne arată că dacă 
| a + 8 | > 2, (48') 

valorile lui z sînt reale, deci punctele fixe sînt pe axa reală aşadar la 
infinitul geometriei. Transformările (48) cu a, 8 impar şi [3, y pari 
formează un grup numit grupul modular. Pentru aceste transformări 
nu putem avea a + S = 0, deoarece condiţia a8 — py = 1 ar da (3y = 
= — (1 + a2) ecuaţie care nu are soluţii întregi cu (J, y pari: dacă punem 
y = In, (3 = Im, rezultă 4w = — 1 —aa, deci rezultă că a trebuie 
să fie impar, a = 2p-\-1 şi atunci obţinem ecuaţia — Amn — 2A-Ap-\-Ap% 

E. C a r t a u , Leţons sur Ies espaces de Riemann, Gauthier Villars, 1928, voi. I I I . 
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sau 1 + 2 / ) + 2pz + Imn = O care este imposibilă. Rezultă că pentru 
transformările grupului modular avem | a + 8| > 2, căci a, S sînt 
impari, deci aceste transformări au puncte fixe numai la infinitul 
geometriei lui Dobacevski. 

Grupul modular este generat de două transformări 

2z (48") 

în sensul că orice transformare a grupului se scrie ca un produs finit 
de transformări (48"). Transformările (48") transformă dreapta 

1 
în dreapta 

(49) 

(49') 

se 

x = - 1, 

respectiv semicercul de diametru O A egal cu unitatea (fig. 52). 

%% + y i — x = 0 
în semicercul de diametru OB 

x* + y2 + x = 0, 

în aşa fel, încît punctul A 
transformă în punctul B. 

Se poate arăta că orice punct 
din semiplanul lui Poincare este 
echivalent faţă de grupul modu­
lar cu un punct din regiunea ha­
şurată. Deci identificaiea punc­
telor din plan, transformate unul 
în altul de grupul modular, duce 
la un spaţiu ce se poate obţine 
din regiunea haşurată (fig. 52), 
identificînd două puncte PP' 
situate pe dreptele x=l, X— — 1, 
avînd ordonatele egale şi două 

puncte Q, Q' de pe semicercurile care limitează regiunea, formînd 
unghiurile marcate în figură egale. Se obţine atunci o suprafaţă de 
forma celei din fig. 53, unde cele trei braţe se întind fiecare la infinit 
în sensul săgeţilor. într-adevăr, punctele A, B devin puncte singulare 
asemenea vîrfului pentru un con. Al treilea braţ are ca vîrf punctul 
de la infinit al dreptelor AP, BP' şi se obţine în acelaşi mod în care 

Fig. 55 
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cilindrul se poate obţine dintr-o pînză a unui con, îndepărtîndu-i 
vîrf ui. 

Să observăm acum că folosind mai multe suprafeţe de forma celei 
indicate în fig. 53 putem forma noi surafeţe. Dacă de exemplu consi­
derăm două suprafeţe asemănătoare celei din fig. 53 şi le lipim bra­
ţele două cîte două, (fig. 54), obţinem o nouă suprafaţă, care nu mai 
este însă cu braţe infinite, ci este o suprafaţă închisă. Bineînţeles, 
acest procedeu se poate aplica într-o infinitate de moduri. După o 
teoremă a lui Camille-Jor-
dau, oricum am lipi, orice 
număr de suprafeţe ase­
mănătoare celei din fig. 53, 
dacă suprafaţa rezultată 
este închisă, atunci ea se 
poate aduce, prin deformări 
fără rupturi , la forma unui 
disc în care s-au făcut un 
număr/) de găuri. Figura 55 
reprezintă o astfel de su­
prafaţă pentru cazul p = 3 . 
î ţs te clar că suprafaţa din 
fig. 54 corespunde cazului 
p = 2. î n general, p se nu­
meşte genul suprafeţei. To­
rul are genul 1, iar sfera — 
genul 0, deoarece sfera este 
echivalentă cu un disc în 
care nu s-a făcut nici o 
gaură. 

în teoria funcţiilor ana­
litice de o variabilă com­
plexă se arată că exceptîiid 
sfera, cilindrul şi torul, orice 
suprafaţă închisă sau des­
chisă se poate obţine din 
semiplanul lui Poincare 
prin identificarea punctelor 
transformate unul în altul 
de transformările unui grup 
liniar (48), în care a, (3, y, S 
nu mai sînt în general nu­
mere întregi, ci reale. Re­
zultă că aceste suprafeţe Fig. 54 
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pot primi o metrică, care coincide local cu metrica planului lui 
Poincare. Deci pe orice suprafaţă diferită de sferă, cilindru şi tor se 
poate construi o geometrie, care coincide local cu geometria lui 
Lobaeevski, deci în care suma unghiurilor unui triunghi suficient de 
mic este mai mică decît două unghiuri drepte etc. Două drepte de pe o 

astfel de suprafaţă pot 
s ş j ş ^ avea însă două şi chiar 
..-•.•:iKîwsi msi rnulte puncte co­

mune. 
Faptul că pe sferă 

se poate da o metrică 
cu curbură constantă po­
zitivă, că în plan, pe 
cilindru şi pe tor se pot 
da metrici cu curbură 
nulă şi că pe orice altă 
suprafaţă se poate da o 

metrică cu curbură constantă negativă, este în legătură cu formula 
lui Gauss-Bonnet. Această formulă priveşte suprafeţele închise 5 de 
tipul celei din fig. 55, ce sînt orientabile. Dacă p este genul unei 
astfel de suprafeţe, formula lui Gauss-Bonnet se scrie : 

fi Ader = 4TC(1 — /)) 

unde am notat cu K şi âa curbura şi elementul de arie corespunzînd 
unei metrice oarecare a suprafeţei. î n cazul sferei, avem p=0, deci 
\ \ A ' d ( j > 0 . în cazul torului, p = 1 şi deci H Ada = 0. î n cazul 
s s 

p > 1 rezultă \ \ Kda < 0. Aceste relaţii sînt valabile, oricare ar fi 
s 

metrica considerată pe suprafaţa respectivă, şi ele sînt în particular 
verificate de metricile cu curbură constantă indicate mai sus. 

Faptul că o aceeaşi suprafaţă poate primi mai multe metrice dis­
tincte se poate vedea considerîiid o suprafaţă (20) în spaţiul obţinut 
cu trei dimensiuni. Ea primeşte atunci de la acest spaţiu o metrică 
riemanniană. Dacă deformăm acum suprafaţa, ea rămîne aceeaşi din 
punctul de vedere al topologiei, dar metrica ei s-a schimbat. Formula 
lui Gauss-Bonnet arată că expresia VVAdu este un invariant faţă 

s de aceste deformări. 
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Există şi un alt mod de a arăta că pe orice suprafaţă de gen mai 
mare ca unitatea se poate construi o geometrie hiperbolică. 

Obţinem aceste suprafeţe prin operaţii analoge aceleia prin care 
lam obţinut torul din păt ra t (v. fig. 49) luînd însă de astă dată un 
\ poligon regulat cu \p laturi1. 
1 Avem deci teorema : 

Pe orice suprafaţă închisă de gen p > 1 se poate da o geometria 
hiperbolică. 

Există deci o infinitate numărabilă de asemenea geometrii echi­
valente local şi distincte topologic. 

De asemenea se arată că există o infinitate de geometrii hiper­
bolice deschise. 

în cele de mai sus ne-am ocupat de geometriile euclidiene şi ne-
euclidiene (eliptice şi hiperbolice) plane, deci cu două dimensiuni. 
Consideraţii analoge se pot face relativ la geometriile cu trei sau 
mai multe dimensiuni. Vom menţiona astfel faptul că dacă ni se 
dă o sferă eu trei dimensiuni, deci o sferă în spaţiul euclidian 
2T4(#, y, z, t) cu patru dimensiuni 

X2 + yt _|_ f. _]_ p r_-= JR2j 

există şi alte grupuri discrete decît acela ce schimbă un punct în 
punctul diametral opus 

x' = — x, y' = — y, z' = — z, t' — — t, (49") 

deci în afară de spaţiul sferic şi spaţiul eliptic, avem şi alte spaţii 
cu curbură constantă pozit ivă; astfel, spaţiile lenticulare se obţin 
ideutificînd punctele transformate unul în altul de rotaţiile în perechile 
de variabile x, y ; z, t date de formulele : 

2TÎ;6 . 2~p 
x = x cos — y sm -—— 

ni m 
, . 2-np , 2TT* 

y = x sm —~ -j- y cos —J— 
m m 

(50) 
2r.q , . 2r.q 

Z — Z COS — t Sili -
m m 

,, . 2iţq , , 2nq 
t = z sm — - -f- t cos — - > 

m m 
1 Vezi N. V. l i f i m o v , Geometrie superioară, Editura Tehnică, Bucureşti, 1952 

p. 295. 
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unde p, q, m sînt numere întregi şi p, q sînt mai mici ca m. Se poate 
de altfel observa că pentru p = q — \, m — 2, transformarea (50) 
coincide cu (49"), deci spaţiul lenticular coincide, în acest caz, cu 
spaţiul eliptic. 

Kste de asemenea de observat că spaţiul eliptic 5 3 este orientabil, 
m t imp ce, după cum am văzut mai înainte, planul eliptic S2 estej 
aieorientabil şi proprietatea se generalizează pentru orice n în sen­
sul că spaţiul eliptic Sn cu n par este neorientabil, în t imp ce spaţiul 
eliptic S„ cu n impar este orientabil. De asemenea, se menţine propri­
e ta tea că pentru n par există numai două geometrii cu curbură con­
s tan tă pozitivă, geometria sferică şi geometria eliptică. 

Vom menţiona, de asemenea, faptul că într-un spaţiu euclidian 
Ea există şi alte grupuri discrete decît translaţiile. Iile sînt formate 
din ceea ce putem numi rototranslaţii. Un asemenea grup este generat 
de transformarea: 

x' = x -f- a, 
y' = y cos 8 — z sin 0, (50') 
z' = y sin 6 -f- z cos 0, 

unde a =£ 0 şi 0 este un unghi oarecare. Identificînd punctele echi­
valente faţă de acest grup se obţine un spaţiu deschis analog cilin­
drului . Un grup discret conduce la un spaţiu închis dacă conţine 
translaţii în trei direcţii necoplanare. Se poate arăta că pentru ca grupul 
(50') să poată forma cu translaţii de-a lungul variabilelor y, z nu 
grup discret, trebuie ca 6 să fie de forma 2izjm, unde m are una 
dintre valorile 1, 2, 3, 4, 6, cazul m = 1 corespunzînd la o transla­
ţie de-a lungul axei x. De asemenea, se arată că două rototran­
slaţii de axe diferite port forma un grup discret numai dacă m == 1, 2 
pentru fiecare dintre ele. 

Spaţiul obţinut identificînd punctele transformate de unul dintre 
aceste grupuri este un spaţiu închis şi unul din cele mai simple dintre 
aceste spaţii este torul cu trei dimensiuni, deci spaţiul închis care 
se obţine din spaţiul euclidian identificînd punctele echivalente prin 
trei translaţii unitare pe cele trei axe Ox, Oy, Oz. 

Ca domeniu fundamental al acestui spaţiu avem cubul de latură 1, 
aşa cum torul obişnuit are ca domeniu fundamental pătratul de latură 1. 

Produs de spaţii. Spaţii fibra te. Dacă avem două spaţii eucli­
diene En şi Em de dimensiune n şi m, în primul avînd coordonatele 
carteziene x1, . . . , xn şi în al doilea coordonatele y1, . . . , ym, spaţiul 
ale cărui puncte sînt definite de numerele x1, . . . , xn, y1, . . . , ym 

este un spaţiu c u « + » dimensiuni şi se numeşte spaţiul produs al 
spaţiilor En, Em şi se notează cu En+m = En X Em. Astfel, planul 
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euclidian este produsul a două spaţii euclidiene cu o dimensiune, deci 
produsul a două drepte euclidiene. Spaţiul E3 este produsul a trei 
drepte euclidiene sau produsul unei drepte euclidiene cu un plan 
euclidian. De asemenea, torul obişnuit poate fi considerat ca produsul 
a două cercuri, sau dacă vrem a două drepte proiective. 

De asemenea, torul din spaţiul E3 este produsul a trei cercuri, 
în t imp ce torul din spaţiul euclidian En, deci suprafaţa închisă 

i ce se obţine identificînd punctele echivalente prin n t ranslaţi i pe 
\n axe ortogonale din spaţiu, este produsul a n cercuri. 

Operaţia inversă a produsului conduce la ceea ce putem uumî 
.spaţiu cit sau spaţii fibrate. Fie de exemplu planul euclidian rapor ta t 
la coordonate carteziene ortogonale Oxy. Să presupunem că fie­
cărui punct P (x, y) din plan îi facem să corespundă proiecţia lui Q(x, 0} 
pe axa x. Avem atunci o corespondenţă care face ca la orice punct 
din plan să corespundă un punct Q, de pe Ox însă invers punctului 
Q îi corespund o infinitate de puncte din planul Oxy, şi anume punc­
tele situate pe dreapta d ce trece prin Q şi este paralelă cu axa Oy. 
Se zice atunci că planul Oxy este un spaţiu fibrat, că Ox este baza 
spaţiului, în t imp ce dreptele d sînt fibrele. î n mod analog cercul 
se obţine din torul obişnuit printr-o fibrare, în care fibrele sînt 
cercuri, una dintre familiile de cercuri al căror produs ne dă torul . 
Pentru ca spaţiile obţinute prin fibrare să aibă proprietăţi geometrice 
interesante, se cere ca fibrele diferitelor puncte ale spaţiului fibrat 
să fie asemenea, deci să se obţină una din alta prin transformările 
unui grup. î n cazul spaţiului Oxy considerat mai sus, grupul care 
transformă dreptele paralele cu Oy una în alta este grupul translaţiilor 
de-a lungul axei x, deci de-a lungul bazei. 

Printre spaţiile fibrate care conduc la spaţii interesante sînt. 
spaţiile fibrate de sfere. Dacă avem o sferă în spaţiul euclidian cu. 
patru dimensiuni atunci există pe o asemenea sferă o familie de cercuri 
mari ale sferei, care, fiind considerate ca fibre, deci fiind considerate: 
ca un punct unic, ne conduc la dreapta proiectivă complexă. î n t r -
adevăr să considerăm două cantităţi zlt z% numere complexe. Aceste 
cant i tă ţ i determină o varietate cu patru dimensiuni, căci dacă punem : 

z1 = x + iy, z2 = u + iv, 

sîntem în prezenţa a pa t ru coordonate reale x, y, u, v. 
Să presupunem că zlt z2 sînt considerate coordonate omogene,, 

deci că nu sînt ambele nule şi că sînt determinate abstracţie făcînd 
de un factor de proporţionalitate. Dacă zx, z2 ar fi reale, am avea 
dreapta proiectivă reală (cap. I, § 8). Dacă zv z2 sînt complexe, se 
zice ca punctele avînd zx, z2 drept coordonate omogene sînt punctele 
dreptei proiective complexe. 
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Tinînd seamă că zv z2 sînt determinate, abstracţie făcînd de un 
factor, rezultă că putem utiliza acel factor ca să normalizăm coordo­
natele zv z2, împunîncl condiţia: 

z{zx + z2z~2 = x2 -f- y2 -)- u2 + v2 = 1. 
Această normalizare determină coordonatele 2^ z2 abstracţie făcînd de 
un factor de modul 1, deci de forma ei<f, unde 9 este un număr oarecare./ 

Să presupunem că z2 =fc 0, deci u2 + » 2 ~ 0 şi să considerăm pej 
«dreapt a proiectivă complexă coordonata neomogenă 

Z = X + i i v/ 
£« 

Să înmulţim în membrul al doilea şi la numărător şi la numitor 
;u 52, care este evident de asemenea diferit de zero. Avem atunci 

X + iY = 5£î (.r -| ijy)(« — Î ' Î ; ) I 

ceea ce ne dă, egalînd părţile reale şi părţile imaginare : 

X = xu "'" -v" V = ~xv + yu > /50") 
M 2 -l- v2 a 2 -f- Î»2 

ceea ce ne spune că la orice punct al sferei S3 

x2 -f- y2 -f M2 -f- w2 = 1 
din spaţiu euclidian E^x, y, u, v) corespunde un punct X, Y al 
dreptei complexe de coordonate omogene zlt z2. 

Tinînd seama că din formulele (50") rezultă : 

pu tem l u a : 

X2 + Y2 + 1 = * -
U1 4 - V2 

cos cp sin 9 . _ , . , 

VI + x1 + y* y 1 + A-2 + ^2 

şi atunci formulele (50") ne dau : 

X COS m — Y Sili 9 A's i l i o - | - Y COS cp /r-/-,Ti7\ 
% = — •• _ - , y = y ••• = r ^ • ( 5 0 I V ) Vi + A-2 + y y 1 + *2 + ,v2 

Aceste formule împreună cu formulele (50'") ne spun că la orice 
punc t Z = X + iY al dreptei complexe corespund o infinitate de 
puncte ale sferei Sz, infinitate care depinde de unghiul 9. Toate 
aceste puncte se găsesc pe un cerc mare al sferei 5 situat în planul 
x == Xu — Yv, y = Xv — Yu care se obţine prin combinaţia formule­
lor (50'") şi (50IV). 
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î n concluzie rezultă deci că la puncte ale dreptei complexe cores­
pund anumite cercuri mari de pe sfera S3. Pentru a avea o cores­
pondenţă biunivocă, se convine ca fiecare dintre aceste cercuri să 
fie considerat ca un unic punct. 

Dreapta complexă apare deci ca o fibrare a sferei Ss, printr-o 
tfamilie de cercuri mari. 

Consideraţii analoge au loc pentru planul proiectiv complex, 
care se poate considera ca o fibrare prin cercuri mari a sferei S6 
din spaţiul euclidian E6 etc. Există şi spaţii fibrate în care fibrele 
să fie nu curbe, ci varietăţi cu două sau mai multe dimensiuni1. 

Varietăţi diferenţiabile. Consideraţiile pe care le-am făcut în acest 
paragraf ne permit să ajungem la noţiunea de varietate diferenţială 
cu n dimensiuni, care este noţiunea de baza a geometriei diferenţiale 
moderne. Se numeşte varietate diferenţiabilă o mulţime numărabilă 
de veciuităţi, înzestrate fiecare cu un sistem de coordonate, un punct 
al varietăţii aparţinînd la cel puţin una dintre aceste vecinătăţi. 
Dacă el aparţine la două. vecinătăţi, transformarea de coordonate 
care face să se treacă de la una la alta din vecinătăţi este o trans­
formare diferenţiabilă. Se numeşte vecinătate mulţimea de puncte 
în corespondenţă biunivocă şi continuă cu punctele unui spaţiu eucli­
dian cu n dimensiuni. Deci dacă V{x1,. . . ,xn) şi V'^x'1, . . ., x'n) sînt 
două asemenea vecinătăţi si un punct P al varietăţii aparţine şi lui 
V şi lui V, atunci între coordonatele x şi x' există o transformare 

xn = xH{xx, . . ., xn) 

continuă şi diferenţiabilă. Să considerăm ca exemplu cazul sferei 

x2 + y2 + z2 = R2. 
Am văzut (v. fig. 41) că prin proiecţie stereografică obţinem o< cores­
pondenţă biunivocă şi continuă a sferei pe un plan euclidian şi avem 
formulele (21") şi (21'"), care se scriu: 

V 
y=—l • 

1 + — (M2 + f2) 

1 G. V t â n c e a t i i i , Lecţii de geometrie diferenţială. E d i t u r a Academie i , Bucu re ş t i , 
1951, vo i . I I , c a p . V I . 

10 — Geometria euclidiană A**V 

X = 

1 + — (u" + 
4 



Această corespondenţă nu este însă fără excepţie, şi anume Polul 
Nord, nu are un corespondent în planul euclidian E2(u, v), deci un 
punct de coordonate finite u, v. 

Să considerăm atunci proiecţia stereografică a sferei din Polul" 
Sud pe planul tangent în Polul Nord. Notînd cu «', v' coordonate 
în acel plan, obţinem formulele : 

y k " h 
1 + — («'• + Î''2) 1 + — («'» -.\- v'O) 

4 4 

1 - — («'> + »'!) 
1 4 

2 = • 
VA k 

4 

Aceste formule ne arată că dacă notăm cu P(u, v) punctul din 
planul Et(u, v) şi cu Q(u', »') punctul din planul ££(«', z/) care 
corespund la un acelaşi punct de pe sferă şi ţinem seama că unghiu­
rile din M sînt drepte, căci triunghiul NSM este înscris într-o jumă­
ta te dê  sferă, rezultă atunci că triunghiurile dreptunghice NSP' şi 
SNP sînt asemenea şi că avem deci: 

NI" NS 

NS SP 

Prin urmare avem formula : 

SP . NP' = NS* = AR\ 

ceea ce ne conduce la formulele: 
, 4 u , 4 v 

U = , V — (51') 

formule ce reprezintă o inversiune, dacă proiectăm planul E2(u', v') 
pe planul E2(u, v). Trecerea de coordonate de la vecinătatea EJu v 

h M2 • | v* k «» + z;2 

im planul E'2(u' 
vecinătatea E2{u,v) 

la vecinătatea _ E2(u', v') este aşadar dată de aceste formule. 
Spaţiul sferic este prin urinare o varietate diferenţiabilă definită 

de două vecinătăţi E2(u, v), E2{u', %>'), avînd ca formule de trecere 
de la o vecinătate la alta formulele (51'). % 

î n mod analog, planul proiectiv se poate defini ca varietate 
diferenţiabilă cu ajutorul a trei vecinătăţi care se obţin presupuiiînd 
că una sau alta dintre coordonatele omogene, care definesc planul 
proiectiv, este diferită de zero. 

146 

Astfel, dacă sînt coordonate omogene ale planului proie-
I ctiv, să considerăm cele trei vecinătăţi V, V, V" formate din punctele 

pentru care xXt x2 respectiv x3 este diferit de zero; putem lua drept 
coordonate neomogene în V, V, V", respectiv 

şi formule analoge pentru (V, V") Pig. 56 
şi (V, V"). 

î n mod analog este uşor de văzut că spaţiul proiectiv cu n 
dimensiuni poate fi definit cu n -\- 1 vecinătăţi şi acelaşi lucru are 
loc pentru spaţiul proiectiv complex. 

Fundamentarea teoriei varietăţilor diferenţiabile a fost făcută de 
Whitney, care a arăta t că o asemenea varietate se poate scufunda 
global într-un spaţiu euclidian avînd cel mult 2n dimensiuni şi că 
deci poate fi înzestrat în mai multe feluri cu o metrică definită 
pozitivă regulată pentru toate vecinătăţile. 

Relativ la exemplele pe care le-am considerat mai sus ale spaţiu­
lui sferic şi planului proiectiv am arăta t că avem asemenea metrice 
considerînd formulele (22) şi (25'). Există evident şi altele. Metricele 
(22) şi (25') sînt însă dintre cele mai simple şi se numesc metrice 
naturale. Ele au proprietatea că sînt aceleaşi pentru vecinătăţile E2, 
E'2 sau V, V, V" care determină spaţiul respectiv. 

De asemenea, este de observat că dacă o varietate diferenţiabilă 
este definită de un sistem de vecinătăţi, ea poate fi definită şi de 
un alt sistem, cu condiţia ca să existe corespondenţe biunivoce şi 
continue între ansamblele celor două sisteme de vecinătăţi. 

Astfel, spaţiul euclidian poate fi definit de o singură vecinătate 
in coordonate carteziene. Dacă se introduc coordonate curbilinii, el 
poate fi definit prin mai multe vecinătăţi. Este însă interesant uneori 
•de ştiut care este cea mai simplă formă de a alege sistemul de 
vecinătăţi, fapt ce poate fi util în calcule. Astfel, dacă un spaţiu 
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este închis, ca sfera, de exemplu, sau ea planul sau spaţiul proiectiv, 
atunci el poate fi acoperit cu un număr finit de vecinătăţi. î n cazul 
sferei acest număr este 2 şi evident nu ar putea fi mai mic, căci 
o singură vecinătate nu poate defini decît un spaţiu deschis. 

î u cazul planului proiectiv am văzut că el poate fi acoperit cu 
trei vecinătăţi şi nu pot fi mai puţine, căci două vecinătăţi definesc 
întotdeauna o varietate orientabilă, şi planul proiectiv nu este 
orientabil. 

Spaţii cu o infinitate <k dimensiuni. Din cele expuse am văzut 
că obiectul propriu al geometriei îl constituie studiul spaţiilor cu 
un număr finit de dimensiuni. în matematică s-au considerat însă 
şi spaţii cu o infinitate de dimensiuni şi studiul acestor spaţii con­
stituie obiectul analizei funcţionale. Denumirea de spaţiu dată la 
început acestor obiecte geometrice a fost pur convenţională; cu 
timpul însă s-a observat că analogia cu spaţiile cu un număr finit 
de dimensiuni este mai adîncă, (şi astăzi sînt matematicieni care 
propun să se înglobeze în geometrie şi aceste spaţii). 

Am văzut la începutul acestui paragraf cum planul hiperbolic 
poate fi scufundat într-un spaţiu Hilbert. Spaţiile Hilbert constituie 
clasa cea mai simplă a spaţiilor cu o infinitate de dimensiuni. Se 
cunosc şi alte spaţii cu o infinitate de dimensiuni si în special au 
fost mult studiate spaţiile Banach. Spaţiile Hilbert sîîit spaţii vecto­
riale pe corpul numerelor reale sau complexe îu care este definit 
produsul scalar [cap. I, formula (14")]. Deci dacă avem doi vectori 
x, y de componente x1, . . ., x", y\ . . .,y", numărul n put înd creşte 
la infinit, există o formă 

F(x, y) 

biliniară în x\ y\ numită -produsul scalar al vectorilor x, y. Daca 
x = y, atunci se zice că F(x, x) defineşte pătratul lungimii vectorului 
x, sau pătratul normei \x\ a acestui vector. î n cazul spaţiilor Hilbert 

F(x, x) = (x1)2 + . . . + [xnf + ... 

este o formă pătratică definit pozitivă şi aceste spaţii se impun ca 
o generalizare a spaţiilor euclidiene, cîud numărul dimensiunilor 
creşte la infinit. 

Vom menţiona de asemenea că denumirea de spaţiu este utilizată 
şi în topologie într-uu sens foarte general, uumindu-se spaţiu o 
mulţime de vecinătăţi ale căror elemente se numesc puncte şi care 
satisfac _ anumite axiome. în t re altele se cere ca orice punct al 
spaţiului să aparţină cel puţin uneia dintre vecinătăţi şi că la două 
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puncte distincte să putem asocia două vecinătăţi care nu au puncte 
comune. 

Dacă într-un asemenea spaţiu topologic se pot introduce în fie­
care vecinătate un sistem de u coordonate, se ajunge la noţiunea. 
de varietate difcrenţiabilă de dimensiune n definită mai sus. 

§ 8. TOPOLOGIE COMBINATORIE 

Am spus în § 7 că se numesc proprietăţi topologice, acele pro­
prietăţi ale unei figuri care rămîn invariante printr-o transformare 
biunivocă şi bicontinuă a figurii în ea însăşi sau într-o figură echi­
valentă cu ea din punct de vedere topologic. 

Studiul proprietăţilor topologice, sau topologia, este deci o parte 
a geometriei. Această parte se ocupă astfel de proprietăţile cele 
mai generale ale figurilor geometrice. începuturile topologiei pleacă. 
de la cercetările lui Riemann, Betti şi Poincare1 care au încadrat 
topologia varietăţilor cu mai multe dimensiuni în teoria poliedrelor 
care constituie ceea ce se cheamă topologia combinatorie. Rezultatele 
acestor discipline reprezintă generalizări ale celebrei formule a lui 
Euler, care spune că fiind dat un poliedru convex, ale cărui feţe 
sînt triunghiuri, de exemplu, un tetraedru, dacă <x2 este numărul' 
acestor triunghiuri, aci este numărul laturilor şi a0 numărul vîrfurilor, 
atunci avem: 

a2 — a, + a0 = 2, 

formulă care este evident verificată pentru un tetraedru (v. fig. 58), 
căci în acest caz avem: 

a2 = 4, v.x — 6, a„ = 4. 

Simplcxe. Scopul acestui paragraf este de a studia unele proprie­
tă ţ i elementare ale figurilor poliedrice şi de a arăta cum se poate 
introduce o clasă importantă de invarianţi topologici, clasa numere­
lor lui Betti . 

Să observăm în primul rîud că fiind date într-un plan Oxy, două. 
puncte P, Q segmentul deschis determinat de aceste puncte se zice 
că constituie un simplex de dimensiune 1, şi că frontiera acestui. 
simplex este formată din punctele P, Q, care sînt simplexe de dimen­
siune zero. 

1 î n ţa ra noastră topologia a avut ca reprezentant de seamă pe S. S t o i l o v [1887 — 
— 1960], creator al topologiei funcţiilor de variabilă complexă. Vezi cartea sa, Funcţii. 
de variabilă complexă, voi. I, I I , Edi tura Academiei, Bucureşti, 1954, 1958, 
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Dacă punctele P, Q au coordonatele {a1, a2) ; (b1, ¥), atunci un 
punc t al dreptei PQ este dat de formulele : 

X ~ la1 + [j.b\ y = Xa2 + y.b2, (52) 

unde X, [j. sînt parametri satisfăcînd la ecuaţia : 

A + (i = 1. (52') 

î n adevăr, eliminînd X, y. între ecuaţiile (52), (52') se obţine ecuaţia 
dreptei PQ sub forma de determinant 

x y 1 
a1 a2 1 
b1 b2 1 

= 0, (53) 

cantităţile X, [x se numesc coordonate bariceutrice pe dreapta PQ şi 
utilizarea lor va fi frecventă în cele ce urmează. Denumirea de 
coordonate bariceutrice provine de la faptul că centrul de greutate 
a două puncte P, Q avînd respectiv masele X, \i, satisfăcînd condiţia 
(52'), este dat de formulele (52). Se observă că dacă X, JX sînt pozitive 
:şi satisfac la ecuaţia (52'), atunci punctul M(x, y) dat de formulele 
(52) este interior segmentului PQ. î n adevăr, să presupunem, ceea 
ce este posibil, că a1 ^ b1, deci că proiecţiile P , , Qx pe axa x ale 
punctelor P, Q se găsesc în situaţia că Qx urmează lui Pv Să arătăm 
atunci că Mx, proiecţia lui M pe axa x, deci punctul de coordonate 
Xa1 + y-b1, 0, satisface condiţiile : 

a1 < Xa1 + [xbl < b\ 
Ţinînd seama de formula (52'), avem: 

a1 < a1 + ţiib1 - a1) < b\ 

Rezultă deci, scăzînd a1 din fiecare membru al acestor inegalităţi 
că trebuie să avem: 

0 < [x(&! - a1) < b1 - a1, 

condiţii ce sînt evident verificate, căci b1 — a1 ^ 0, 0 srC \x <1 1. 
Rezultă de asemenea că dacă avem \L = 0, atunci X = 1 şi deci 

punctul M coincide cu P, în t imp ce dacă p. = 1, deci X = 0, punctul 
M coincide cu Q. Considerînd segmentul PQ deschis rezultă teorema: 

Formulele (52), (52') reprezintă coordonatele punctelor segmentului 
deschis PQ, dacă X > 0, [z > 0 şi reprezintă extremităţile segmentului 
dacă X sau \x sînt nule. 
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Fiind date trei puncte în planul Oxy (fig. 57) 

a\ a\ 1 
a\ a\ 1 
a\ a\ 1 

Px(a\, a2), P2{a\, a2), Ps{a\, a2) 

ce formează un triunghi propriu-zis, deci pentru care determinantul 

(53') 

este diferit de zero, în care caz punctele se zic independente, vom. 
putea exprima coordonatele punctelor interioare ale segmentelor 
P~P~2, P\P*, T\l\ prin formula (52), (52'). 

Să considerăm însă formulele 
x = Va\ + \2a\ + l?a\, y = Va\ + Va2 + X3a|, 

\1 + \2+'As=l. 
Punctele M(x, y) umplu în acest caz întregul plan, deoarece 

formulele (53") se pot rezolva în raport cu X1, X2, X3 oricare ar fi 
%, y ţinînd seama tocmai de faptul că determinantul (53') este diferit 
de zero. Să considerăm însă numai punctele x, y pentru care X1, X2, 
X3 sînt numere pozitive. î n acest caz formulele (53") reprezintă punc­
tele interioare triunghiului PXP2P3. într-adevăr, să presupunem că 
punctele Plt P2, P% se găsesc în situaţia că proiecţiile lor pe axa 
x, P[, P'%, P'z sînt astfel aşezate încît P'A este la stingă lui P[, P?. 

Putem să scoatem valoarea lui X3 din ultima ecuaţie (53") şi s-o 
introducem în celelalte. 

Punctele M(x, y) depind deci de doi parametri X1; X2 şi coordo­
natele lor sînt date de formulele : 

x = K(a\ — a\) + X2(4 — al) + a\, 

y = xi(«î - a2) + X2(af - al) + a\ 2 • 

cum cantităţile X1, X2, a\ — a\, a2 — al sînt pozitive, rezultă că x—a% 
este pozitiv, deci că M' este la dreapta lui P's. 

Dacă PI ar fi fost la dreapta punctelor P[, P'2, X1, X2 continuînd 
să fie pozitive, a\ — a\, a\ — a\ ar fi fost negative şi ar fi rezultat. 
deci că M' este la stînga lui P'z. Rezultă deci că formulele (53"),. 
în cazul în care X1, X2, X3 sînt pozitive, determină un punct în inte­
riorul triunghiului P1P2PS şi invers. 

Dacă una sau două dintre cantităţile X1, X2, X3 sînt nule, formulele 
(54) reprezintă una dintre laturile triunghiului sau unul din vîrfuri. 
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Se zice că laturile şi vîrfurile constituie frontiera triunghiului. î n 
special este importantă partea din frontieră formată din laturi, înţe­
lese ca segmente deschise. î n mod analog se poate considera în spaţiu 
un tetraedru format din 4 puncte, să zicem P0PXPZP9> care constituie 
tiu simplex de dimensiune 3 şi atunci frontiera este formată din cele 
4 feţe, din cele 6 muchii şi din cele 4 vîrfuri, iar partea importantă 
din frontieră este formată din cele 4 feţe (fig. 58). 

Fig. 57 

î n general să considerăm în spaţiul euclidian EH cu n dimensiuni 
-un sistem de n + 1 puncte independente P0, . . ., Pn, avînd coordo­
natele a\(i = 1, . . . , n, oc = 0, . . ., n), deci puncte pentru care deter­
minantul de ordinul n + 1 

fl0 «2 

a\ 

a2 

«8 1 
a'{ 1 

< 1 
este diferit de zero. î n acest caz un punct P(x1, 
En poate fi definit prin formulele : 

(54) 

., x") al spaţiului 

Val + XV, A" + X" = 1, 
•şi atunci Â ° , . . . , X" se numesc coordonate baricentrice ale lui P faţă 
•de sistemul de puncte P0, ...,Pn. Dacă cantităţile X°. . . . , A " iau 
numai valori pozitive, se obţin punctele interioare figurii denumită 
simplex, de ordinul n sau de dimensiune n definită de punctele 
P0, . . ., Pn. Dacă una sau mai multe dintre cantităţile X°,.. .,?«." sîut 
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nule, se obţin feţele de diferite ordine ale simplexului. Să notăm 
cu E.p = QoQi- • -Qp simplexul format din p -f- 1 puncte independente 
<2„,. . . ,QP din spaţiul euclidian E„. Se zice că simplexul Ep este 
orientat dacă el este definit de punctele Q„,...,QP date într-o anu­
mită ordine Qj{),. . . ,Qj , sau o altă ordine Qi(j ,.. . ,Q,: , unde ig,. . . ,iP 
se obţin din numerele j 0 , . . .jp printr-un număr par de transpoziţii. 
Avem deci două orientări posibile ale unui simplex, date de ordinea 
(A)»- • ->QP s a t l Qi> Q»>- • • •{'/>• ^( ' conv ine să se scr ie Q1Q0Q2 •• -Qp — 
= -Q0Q*Qf.-Qp. 

Complexe. Se numeşte complex simplicial K sau mai simplu, 
complex K, o mulţime de siniplexe care au următoarele două proprie­
t ă ţ i : 

1. Două siniplexe ale complexului nu au niciodată puncte comune. 
2. Dacă un simplex E aparţine lui K, aparţin lui K şi feţele de 

diferite ordine ale lui E. 
Dimensiunea unui complex K este cea mai mare din dimensiunile 

simplexelor din K. 
Ca exemplu de complex eu o dimensiune putem lua un segment 

închis a şi atunci K este format din a şi din extremităţile lui a. 
Ca exemplu de complex K cu două dimensiuni, avern un tr iunghi 
închis. î n acest caz K este format din triunghiul T, din laturile lui 
T si din vîrfurile lui T. 

De asemenea, putem avea ca exemple de complexe cu două 
dimensiuni, complexe formate din două sau mai multe triunghiuri 
care nu au puncte comune. Desigur ele pot avea cîte o latură comună, 
care face atunci parte din frontierele ambelor triunghiuri. 

Să considerăm în spaţiu tetraedrul dat în fig. 58. Putem con­
sidera ca complex K cu două dimensiuni, complexul format din 
cele 4 feţe ale tetraedrului, din cele 6 laturi şi din cele 4 vîrfuri. 
Deci în acest complex nu intră interiorul tetraedrului, ci numai 
periferia lui. 

Fiind dat un simplex orientat Ep — Q0 . . . QP, se numeşte frontiera 
algebrică a, sa si se notează cu F{Ep) suma algebrică a feţelor sale 
de ordinul p — 1 dată de formula : 

F(EP) = E ( - l ) U - .-Qi-iQi+i- --QP. (54') 
4 = 0 

care se poate încă scrie: 
F(Ep) = Q1...QP- Q$t...QP + <2o<2i<?3...Qt+ (54") 

+ ••• + ( - l)*Q0...Qp-i 
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•şi evident avemF(— Ep) = — F(EP). Se spune că F(EP) este un lanţ 
<le dimensiune p — 1. î n general se numeşte lanţ orice combinaţie 
liniară de simplexe de anumită dimensiune, cu coeficienţi întregi, 
raţionali, reali etc. Noi vom considera numai lanţuri cu coeficienţi 
întregi. Frontiera unui lanţ z= Yfii&z s e defineşte prin formula F(z) = 
= 1£iaiF{E\). Este important de observat că dacă aplicăm formulei 
(54') încă o dată operatorul frontieră F, obţinem zero. în adevăr, 
este uşor de văzut că elementele lui F(F(Ep)) sînt simplexe generate 
de cîte p — 1 puncte. Formula (54") ne spune însă că simplexul 
definit de Q2. . .Qp apare în F(F{EP)) o dată cu semnul plus şi o 
dată cu semnul minus, căci avem, punînd în evidenţă numai sim­
plexul format din Q2. . . Qp, 

F{F(EP)) = F(QXQ2. ..Qp) - F(QaQ2.. .Qp) + ...= 

= Q2...QP-Q*...QP+ • • • , 
deci rezultă formula : 

F(F(EP)) = 0. (54'") 
Fiind dat un complex K, să notăm cu a0 numărul punctelor sale, 
cu <*! numărul simplexelor cu o dimensiune şi în general cu aP numă­
rul simplexelor cu p dimensiuni. 

Să notăm cu E\(i = l , . . . , a s ) simplexele de ordinul 5 şi să con­
siderăm formulele de incidenţă 

^ = W ^ . , H 1 . ••;P) (55) 
care ne spun că F(El) se poate exprima cu ajutorul simplexelor 
J?s_i de ordinul s — 1, căci complexul are proprietatea de a conţine 
toate feţele simplexelor sale. 

Numerele (s) vf. sînt numere întregi ce pot fi pozitive, negative 
sau nule. Deci se asociază unui complex de dimensiune p un număr 
de p matrici 

M ) . (s = i, :..,P) 
ce se numesc şi matrici de incidenţă. Ele ne arată cum sînt formate 
frontierele diferitelor simplexe din complexul K. 

In cazul complexului de ordinul al doilea definit de periferia 
unui tetraedru, putem lua (v. fig. 58). 

E\ = P„PJ\, El = l\I\l\, El = l\Pd\, FJ = PlP,Pt 

E\ = PJ',, E\ = P0P2, E\ = PnPa (56) 
Ef = 1\1\, Ef = P3P3, El = 1\P,, £H i = pi{i = o,. . .,3) 
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şi atunci avem două formule (55) pentru s — 2 şi s = 1, forniulele-
ce se scriu pentru s = 2, ţ inînd seama de formulele (56) 

F(El) =E}-El + E\, 

F(El) = - m + E\ ~ E\, (57) 

F{El) =EÎ-E* + El 

F(Ei) = -EÎ + EI- El 

De asemenea, avem pentru s = 1 formulele 

F(E\) = El - El F(El) = El - E\, 

F{E\) = Et - El F(Ef) =Eţ- El (57') 

F(£f) = Et - El F(Ef) =Et- El 

Deci, în acest caz matricea (2)7) este definită de tabloul 

1 - 1 0 1 0 0 

- 1 0 1 0 0 - 1 

0 1 - 1 0 1 0 

0 1 0 - l - l 1 

cu 4 linii şi 6 coloane, în t imp ce matricea ţi) TJ este definită de un 
tablou cu 6 linii şi 4 coloane. 

Numere Belii. Revenind, la formulele (55), să notăm cu ps ran­
gurile nmtricilor (S)Y) înţelegînd prin rang numărul lanţurilor liniar 
independente (S^ELI • 

î n cazul ecuaţiilor (57), acest rang este 3, deci avem p2 = 3, căci 
lanţurile (57) satisfac condiţia: 

F(E2) + F(El) + F(Ef) + F(Eţ) = 0. (57") 

De asemenea, în cazul ecuaţiilor (57') avem px = 3, căci lanţurile 
satisfac condiţiile de dimensiune p 

F(E\) + F(E\) = F{El) 

F(E\) + F(El) = F{E\) 

F(Ef) + F(E\) = F(Ef). 
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Se asociază deci în general p numere întregi ps unui complex K 
•de dimensiune p şi se pot scrie numerele Rs date de formulele : 

R0--= <*0 — p1; Rx = a.x — px — pa, . . . , 

Rp-i = a-p-i — pp-i — Pp, Rp = <*p — Pp, (58) 

care se numesc numerele Betti asociate complexului K. 
Aceste numere au o importanţă foarte mare, căci se arată că ele 

sînt invarianţi topologici, deci că au aceleaşi valori pentru două com­
plexe echivalente topologic. 

în primul rîud se arată că numerele R sînt invariante la o divi­
ziune baricentrică a complexului K, care face ca complexul K să fie în­
locuit cu un complex K', format din simplexc obţinute adăugind punc­
telor lui K centrele de greutate ale diferitelor simplexe din complex. 
Dacă sîntem în cazul unui complex format dintr-un simplex PQ de 
dimensiune 1, deci din segmentul PQ şi din extremităţile sale, P, Q, 
•complexul K va fi format din segmentele PC, CQ, unde C este mij­
locul segmentului PQ, şi din punctele P, Q, C. 

Să presupunem acum că avem un complex K de dimensiune 1 
format deci din <x0 vîrfuri şi din ax segmente. Formulele de incidenţă 
sînt în acest caz date de ecuaţiile : 

F(P,PJ = p:i - p„ (59) 

unde Pi Pj este unul din segmentele complexului. 
Dacă introducem în acest segment centrul lui de greutate P', 

atunci lanţul F{PiPj) este înlocuit cu două lanţur i : 

F(PtP') = P' - Pt, F(P'Pj) = Pj - P'. 

Aceste lanţuri nu sînt independente de (59), deoarece avem: 

FiP.P') + FiP'P,) = FiPiP,) ; 

rezultă deci că pe lîngă ecuaţiile (59) se asociază ocx ecuaţii noi indepen­
dente de (59). Dacă px este rangul matricei definite de ecuaţiile (59) 
şi pj este rangul corespunzător ecuaţiilor de incidenţă în K', avem: 

Pi = Pi + «i-
De asemenea, notînd cu ao, aî numerele corespunzătoare pentru 

K', avem evident: 

«o = a0 + «i, «i = 2av 
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f i n i n d seama de formulele (58), care se scriu în cazul nost ru : 

Po = ao — Pi» Ri= <*i — pi, 

iezuit ă că avem: 

R'o = <XQ — pî = a0 — pi = R0, R[ = a.[ — p[ = ^ — Pi = Rv 

Deci am demonstrat astfel că în cazul complexelor de dimensiune 1 
numerele lui Betti sînt invariante la o diviziune baricentrică. 

Să considerăm cazul unui complex de dimensiune 2. în acest caz, 
fiecare simplex de dimensiune 2, P1P2P3 se descompune prin centrul 
său de greutate Q' şi prin centrele de greutate P[, P'%, P'& ale laturi­
lor opuse vîrfurilor P±, P„, P3, în şase triunghiuri (fig. 59) deci 
avem : 

a.!, = 6a2 . (60) 

De asemenea, formulele (55) fac să corespundă fiecărui lanţ 

şase lanţuri F(PiP'jQ'), unde Pj este mijlocul uneia dintre laturile 
adiacente lui P{ şi Q' este centrul de greutate al triunghiului. Aceste 
şase lanţuri nu sînt însă independente de F(P1P2PS), deoarece avem : 

F(P,PiQ') - F(P3P'2Q') + 

+ F{P1P'2Q') -FiPiP'sQ') -F(P%PiQ') + 

+ F(PtP'aQ') = F{P1PtPJ. 

Rezultă deci că avem: 

P2 P2 + 5a,. (60') 

De asemenea, avem evident formulele: 

ao = a0 -f- a.j -f- a2, <y.[ = 2aj + 6a2, (60") 

deoarece la fiecare segment şi la fiecare triunghi 
se adaugă un punct nou, iar fiecare segment 
este înlocuit cu două segmente, în t imp ce un triunghi introduce 6 
noi segmente care unesc centrul de greutate cu cele 6 puncte de 
pe frontiera triunghiului. De asemenea avem formula: 

Pi = Pi -t- a, 0.0, (60'") 
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deoarece fiecare latură şi fiecare triunghi introduc cîte o ecuaţie in­
dependentă în ecuaţiile P\ — P] unde P' sînt puncte ale lui K' în 
afară de acele provenite din K. 

Rezultă atunci şi în acest caz formulele : 

«0 = Pi = «0 — Pi, «1 — PÎ — P2 = «1 — Pi — P2, 

«2 — Pa = «2 — Pa. 
deci numerele lui Betti R0, Rlt R2 sînt invariante la o diviziune bari­
centrică şi în cazul unui complex de ordinul al doilea. 

In mod analog se arată că fiind dat un complex K de ordinul al 
treilea, deci format din vîrfuri, muchii, feţe şi tetraedre, dacă consi­
derăm complexul K' obţinut prin diviziunea baricentrică, avem 
formulele: 

«O = a0 + «1 + «2 + «3 

a.[ = 2«j -f- 6ag + 14a3 

o4 = 6<x2 + 36a3, «3 = 24oc3 (61) 

Pi = Pi + <*•! + «2 + «3 

Pa = p2 + 5 a 2 + 13«8. Ps — Ps + 23a3 , 
care ne spun că şi în acest caz numerele, Betti sînt invariante la o 
diviziune baricentrică, şi proprietatea este adevărată în general, deci 
şi pentru un complex de ordinul p > 3. 

Să introducem acum o noţiune topologică importantă relativ la 
complexe, şi anume noţiunea de conexitate. 

Un complex K se zice conex, dacă de la orice punct al complexu­
lui, să zicem Pt, se poate trece la un punct oarecare parcurgînd seg­
mente ale complexului. Dacă acest lucru nu este posibil, complexul 
K se zice neconex şi atunci el este format din două sau mai multe 
componente conexe. în adevăr, punctele din complex ce se obţin 
dintr-un punct P1 parcurgînd segmente ale complexului formează o 
componentă a complexului. O altă componentă conţine punctele ce 
se obţin dintr-un alt vîrf etc. Rezultă deci că un complex neconex 
este format din h > 1 componente conexe. Să presupunem complexul 
K conex şi fie 

1\, l\, .-., P„ (62) 
o înşirui rea punctelor complexului care face să se treacă de la Px 
la PXo, astfel că în această înşiruire un vîrf oarecare apare cel puţin 
o dată şi două puncte vecine să fie extremităţile unui segment din 
complex. Să arătăm că în acest caz matricea (IJYJ este de rang a0 — 1. 
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Aceasta revine a arăta că printre lanţurile 

F(PtPj) = Pi - Ps 
avem un număr de a0 — 1 lanţuri independente. într-adevăr, pentru 
orice segment PtPj al complexului K, cu j > i putem scrie: 

FiPjPJ = F(P}-P^r) + ^(Py-1Py_ a) + • • • + F{Pi+lP,), 
şi fiecare termen din membrul al doilea apare în frontiera unui seg­
ment din înşiruirea (62). Avem deci p1 = a0 — 1 lanţuri frontieră 
liniar independente, anume F(P1PS), F(PzPa), ..., F(Paa-i, Pa„). 
Avem deci teorema : 

Pentru un complex conex K, numărul R0 al lui Betti este egal cu 1. 
Dacă complexul nu este conex şi are h componente conexe, atunci 

este evident că avem R0 = h. 
Să presupunem complexul K conex, deci admiţînd o înşiruire (62) 

unde a0 > p + 1, p fiind dimensiunea lui K, deci K nu este un sim­
plex, şi să considerăm două simplexe ale sale Ep şi Sp de dimensiune 
p. Să zicem că avem: 

77 - - / ) 7> l> 9 — ]> P P 1 
£Lp - l [ . . . I pi p+1, O/, - 1 j . . . 1 pi p+Z-% 

Se vede atunci că Ep şi SP sînt incidente şi că în formulele de inci­
denţă (55) în F(EP) şi F(SP) intră simplexul Ep_1 = P1 .. . PP o dată 
cu semnul -|- şi o dată cu semnul —, deci în formula F(Ep) -f- F(SP) 
simplexul Ep_x dispare. Dacă un complex K de dimensiunea p poate 
fi orientat în aşa fel, ca în matricea de incidenţă (y,)7) fiecare simplex 
Elp_-y să apară o dată cu semnul -|- şi o dată cu semnul —, complexul 
K se zice orientabil. î n acest caz avem: 

IX4) = 0, (62') 
şi deci rangul matricei {P)t\ e.ste a.p__v 

î n adevăr, acest rang nu poate fi mai mic decît ap__lt deci nu pot 
exista alte condiţii între F(EP) diferite de (62'), căci în lanţurile 
F(Ep) intră toate simplexele Ep-i formate din p puncte ale înşiruirii 
(62) şi aceste puncte sînt în număr mai mare decît p -f- 1. 

Rezultă deci că fiind dat un complex orientabil conex de dimen­
siune p cu a0 > p + 1, numărul lui Betti Rp este de asemenea egal 
cu 1. Dacă complexul este orientabil, însă nu este conex, şi nici o 
componentă a sa nu este un simplex, atunci avem RP = li. Deci 
avem în general pentru complexele orieutabile Rp = Ra, formulă 
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care* reprezintă un caz particular al formulelor generale ale lui 
Poincare; 

RS = RP_S (s = 0 p), 

care constituie ceea ce se numesc formulele de dualitate şi care se 
demonstrează presupunîud că punctele simplexelor K formează o 
varietate. 

Formula lui Euler-Poiuear6. Ţinînd seama de formulele (58) 
rezultă că există o combinaţie a numerelor lui Betti, care nu depinde 
de rangurile matricelor de incidenţă. Jn adevăr, avem formula 

R0 - R, + R2 + ... {-l)pRp = a0 - K l + a2 + . . . ( - 1 ) % . (63) 

care se zice că constituie formula lui Euler-Poiucare, deoarece pen­
tru complexe de dimensiune doi obţinem formula (51) a lui Euler, 
care ne spune dacă avem un poliedru format din feţe triunghiulare, 
numărul feţelor plus numărul vîrfurilor întrece cu două unităţi numă­
rul muchiilor. 

Lanţuri şi cicluri. Fiind dat un complex K de dimensiune p, 
format deci din simplexe E1

s(i = 1, . . ., <xs, s ==0, . . ., p), consi-
derînd simplexele de un anumit ordin, de exemplu acelea de dimen­
siune p, se poate forma cu ele o combinaţie 

CP = £ *&, (64) 
• = i 

unde «,; sînt numere întregi. Se spune atunci că Cp este un lanţ de 
dimensiune p al complexului K. Mai precis, CP este un lanţ în raport 
cu numerele întregi. 

Se pot considera şi lanţuri în raport cu numere fracţionare sau 
reale, dar nu ne vom ocupa de aceste lanţuri. Se pot considera de 
asemenea lanţuri în raport cu anumite clase de numere întregi, de 
exemplu pentru care ai sînt determinate, abstracţie făcînd de un 
multiplu de un număr prim m. î n particular este interesant cazul 
îu care ai sînt determinate, abstracţie făcînd de un număr par. î n acest 
caz se presupune că numerele ai sînt 0 sau 1. 

Am arătat că fiind dat un lanţ Cp, se numeşte frontieră a lui Cp 
şi se notează cu F(CP) expresia: 

s = l 
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Dacă această frontieră este nulă, se zice că lanţul este un ciclu. 
în cazul unui complex orientabil, suma simplexelor de dimensiune p 
este un ciclu, cum ne arată formula (62'). De asemenea, frontiera 
oricărui simplex de dimensiune p este un ciclu, cum reiese din formula 
(54'"). Un ciclu poate proveni dintr-un ciclu frontieră sau nu. 

vSă considerăm acum a.P lanţuri Cp(i — 1, . . ., ap) faţă de numerele 
întregi, deci ap combinaţii liniare 

CP — 2_, ajEp (64') 

cu a) numere întregi. 
Aceste lanţuri se zice că constituie o bază de ordinul p pentru 

complexul K, dacă formulele (64') se pot rezolva în raport cu Ep, 
deci dacă avem formule de forma : 

Ep = £biCP 

unde bl sînt de asemenea numere întregi. Evident că pentru aceasta 
este necesar şi suficient ca determinantul | a] j să fie egal cu 1 sau — 1. 

Fiind dat un complex K se poate arăta că putem alege cîte o bază 
pentru simplexele de diferite dimensiuni, în aşa fel ca formulele de 
incidenţă să cuprindă atî t îu primul membru cît şi în membrul al doi­
lea un singur lanţ al bazei sau să fie zero, deci să avem pentru matricea 
y,)7j formulele : 

F{C'P) — dfp_x (i = 1, . . ., 9p) 

F(CP) = 0 ( * = 9p-+ l, ...,OLP), 
(65) 

unde di sînt numere întregi diferite de zero. Ţinînd seama de for­
mula F(F(CP)) = 0, rezultă că avem: 

F(CU)=0, (i = l,...,Pp); (65') 

în ceea ce priveşte celelalte lanţuri F{CP-i) (i > p^), ele se pot pune 
de asemenea sub o formă canonică (65), deci îu aşa fel ca să avem 
relaţii de forma 

F{C'P~i) = efip-z, 

F(C'p-i) = 0, (* 

(* = Pp + 1 , . . . 
= ?P + Pp-i + 1. 

PP + Pp-i)> (65") 
*P-lh 

11 — Geometria euclidiană 161 



e; fiind numere întregi. Aceste formule ne arată că dacă interpretăm 
cele aP simplexe E'p ale complexului K, drept generatorii unui grup 
comutativ G, de exemplu, un «rup format din translaţii cu compo­
nente întregi într-un spaţiu cu xp dimensiuni, atunci Cp este o trans­
laţie oarecare din G şi grupul G are un subgrup H format din lanţurile 
ce sînt eicle, deci pentru care F(CP) = 0 şi grupul H are Rp = ap — pp 
generatori, deci numărul Rp al lui Betti apare ca numărul generatori­
lor grupului H definit de cicluri de ordin p. 

î n mod analog formulele (65') ne arată că numărul 

'Rp i ; v-p i p/>-i — ?p 

reprezintă numărul maxim de cicluri de dimensiune p — 1 pentru 
care nici o combinaţie liniară nu este un multiplu de o frontieră şi 
proprietatea se menţine în general. Avem astfel o posibilitate de a 
defini numerele lui Betti, ca ranguri ale unor grupuri comutative, 
care se asociază unui complex. Aceste grupuri se numesc grupuri 
Betti. 

Dar să revenim la primele formule (65). Putem presupune evident 
că numerele di sînt scrise în ordine descrescătoare, deci că avem: 

dt > dz > . . . > d9p. 

Dacă vreunul din aceste numere este mai mare decît unitatea, 
el se zice că constituie o torsiune sau un număr torsionai. De asemenea 
sînt torsiuni numerele ei mai mari ca unitatea etc. Torsiunile sînt. 

şi ele invariante, la diviziunea baricentrică şi 
- ^ constituie de asemenea invarianţi topologici 

/ p >v ai complexului. Vom observa doar că la o 
/ /% \ torsiune, să\ zicem d1 > 1, se asociază un 

/ / ' \ \ \ lanţ C, astfel încît multiplul său d{C este o 
/ / vA \ frontieră. Se spune că C este de ordin finit, 
I / ,.'""' N \ I ca o rotaţie do, unghi 2njd1 a cărei putere de 
\ £c". ^A / ordinul d, este transformarea identică. 
\ * y Am spus că numerele lui Betti şi nume-

\ . y rele torsionale constituie invarianţi topologici 
^ ~ - ~ _ _ — - ^ ai complexelor. 

p,j 6 0 Aceste numere sînt invarianţi nu numai la 
diviziunile baricentrice, care transformă un 

complex dat în alt complex, cu feţe şi muchii oricît de mici vrem, 
ci şi faţă de deformările continue ale complexului într-un alt complex 
cu feţe curbilinii. Exemplul cel mai simplu, şi sugestiv este acela 
dat de complexul K, considerat mai sus în fig. 58 şi format din feţele 
unui tetraedru P0P1P2P3. Presupunînd că vîrfurile tetraedrului sînt 
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pe o sferă (fig. 60), se poate considera complexul K* format din feţele 
curbe care se obţin proiectînd complexul K pe sferă, din centrul 
sferei. Există evident o corespondenţă biunivocă şi continuă între 
punctele tetraedrelor K şi K*; una dintre aceste corespondenţe este 
proiecţia din centrul sferei O a lui K în K*. Prin diviziune baricentrică 
complexul K se transformă în complexul K', complex care are ace­
leaşi numere Betti ca şi K. Fie acum H', complexul rectiliniu care 
se obţine proiectînd vîrfurile lui K' pe sferă. 

Complexul rectiliniu 11' are aceeaşi aşezare a feţelor ca şi K', deci 
formulele de incidenţă sînt aceleaşi, aşadar 11' şi K' au aceleaşi numere 
Betti. 

Considermd diviziunea baricentrică a lui H' se obţine prin pro­
iecţie un complex 11" rectiliniu şi cu vîrfurile pe sferă etc. Rezultă 
atunci că complexele H', H", . .. , Hn au aceleaşi numere Betti ca 
şi complexul K. Să considerăm complexele corespondente pe sferă, 
deci complexele curbilinii corespunzătoare 

(A'*)', . . . , (K*)W, ... 

Este evident că pe măsură ce n creşte, complexele H" şi (K*)" 
se apropie unul de altul, deoarece distanţa dintre două puncte cores­
pondente prin proiecţia centrală tinde la zero. Este deci natural să 
considerăm că complexele H{n) şi (A*)("> au aceleaşi numere Betti, 
deci^ că complexele K' şi K* au aceleaşi numere Betti. 

î n general fiind dată o suprafaţă, dacă ea poate fi acoperită cu un 
complex, numerele Betti şi numerele torsionale ale complexului se 
consideră în acelaşi t imp numere Betti şi numere torsionale pentru 
suprafaţă, ceea ce este posibil datorită proprietăţii de invariantă a 
numerelor Betti faţă de deformări continue. 

Numerele Betti ale sferei. Pentru a calcula numerele Betti ale 
sferei din spaţiul euclidian obişnuit ne putem referi la ecuaţiile (57) 
şi (57'). Or, am arătat că (57) au p2 = 3. în mod analog rezultă că 
px = 3, deoarece ecuaţiile (57') se pot rezolva în raport cu E%, E%, E*. 
Avem deci : 

K2 = 4 - 3 = 1, Rx = 6 - 3 - 3 = 0, R0 = 4 - 3 = 1. 

Rezultă prin urmare că numerele Betti ale sferei s în t : 

R0 = R2 = 1, A\ = 0. (66) 

De asemenea, dacă considerăm sfera Sn în spaţiul euclidian cu 
n -f 1 dimensiuni ca fiind periferia unui simplex definit de punctele 
1\, . . ., Pn se găsesc formulele : 

R0 = Rn = 1 , Rs = 0, (s =p 0, n). (66') 
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Să arătăm acum că pentru sfera S numerele torsionale nu există. 
Pentru aceasta vom observa că luîncl ca lanţuri de dimensiune doi 

C* = E\, (i = 1, 2, 3) 

C* = £ i + E* • h E\ + Ei, 

se vede că Cj,(j = 1, . . ., 4) constituie o bază şi că avem F(Cţ) = 0. 
Să considerăm atunci ca bază pentru simplexele de dimensiune 1, 
baza dată de formulele: 

C\ = Et-E~ | E\, 

C? = Ef - El + El 

C«+3 = E* ( a = 1, 2, 3). 

în acest caz formulele (57) se scriu : 

F(Cl) - C{, (i = 1, 2, 3), F(C\) = 0, 

ceea ce constituie o formă canonică pentru aceste formule, formă 
canonică în care ii sînt toate egale cu unitatea. 

Ţinînd seama de aceste formule, rezultă că avem : 

F(C$ - 0, (t = 1 , 2, 3) 

F(GÎ) = £2
0 - El 

F(C% = El - £J, 

F(C«) = ^ - El 

Luînd deci ca lanţuri de ordin zero 

C\ = E\, C* = Eî-E\, (« 4, 5, 6), 

obţinem o formă canonică pentru formulele (57') în care se vede că 
numerele torsionale de asemenea nu există. 

Avem deci teorema : 

Pentru sferă nu există miniere torsionale. 
Se arată că sfera S este complet caracterizată topologic printre 

suprafeţele închise prin condiţia ca numerele lui Betti să fie date de 
(66) şi prin absenţa numerelor torsionale, dar nu se cunoaşte dacă 
acelaşi lucru are loc sau nu pentru sferele Sn(n > 3). 
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Niltaerelc Betti şi torsionale ale planului proiectiv. Am văzut în 
§ 7 că putem considera planul proiectiv ca o varietate cu două dimen­

siuni, obţinută din sferă identificînd punctele diametral opuse. Dacă 
considerăm numai o semisferă, atunci putem considera planul proiec­
tiv ca iiind această semisferă cu condiţia ca punctele diametral opuse 
de pe ecuator să fie considerate identice. Printr-o proiecţie para­
lelă cu o direcţie, semisferă se poate reprezenta biunivoc şi conti­
nuu (topologic) pe un cerc, deci putem 
considera planul proiectiv ca un disc 
circular în care punctele diametral opuse 
de pe cercul frontieră sînt identificate. 
Să considerăm atunci trei puncte de pe 
cercul frontieră, fie Alt A2, A3 (fig. 61) şi 
să notăm cu aceleaşi litere punctele diame­
tral opuse lor. 

Să considerăm de asemenea trei puncte 
interioare At, Ar>, A(. formînd un triunghi 
echilateral avînd ca centru centrul cercu­
lui în aşa fel ea laturile A'5At, AtA6, AAAS 
să fie respectiv perpendiculare diametrelor 
trecînd prin Alt A2, A3. î n acest caz, Fig- 61 
luînd punctul A1 care este mai apropiat 
de ASA6, avem triunghiul A^A^A^ care nu conţine centrul cercu­
lui. De asemenea avem alte două triunghiuri A^A^A^ A^A^A^. 

Să notăm aceste triunghiuri cu E\, E\, E\ deci avem : 

El l,,45^6, E'i = A.A.A,, Ei = A3AtAs. 

De asemenea, să notăm cu E\° triunghiul A6AtA „ şi cu E\ (a = 4, . . . ,9) 
triunghiurile : 

E\ = AiAaAto El = AXA^A%> E\ = A2A,Ai, 

El = A2A3A5, El = AZAXA„ E\ = A3A6A2. 

Avem deci în acest caz <x2 — 10. De asemenea, se vede uşor că sînt 
15 laturi, deci avem numerele: 

a3 = 10, «i = 15, 6 

şi este uşor de constatat că simplexele considerate pot fi orientate în 
aşa fel ca fiecare latură interioară să fie parcursă, într-un sens şi într-
altul, pe cînd laturile exterioare sînt parcurse într-un singur sens. 
Aceasta ne spune că planul proiectiv nu este orientabil. 
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Pentru a calcula p2, p1 observăm că dacă notăm cu yi frontierele 
triunghiurilor E\ (i = 1, . . . , 10) şi prin x{ laturile triunghiurilor 
noastre, punînd 

xx = A^A-g, x,, = AeAA, x3 = A^Ar,, x4 = AxAr„ x5 = AXAC> 

x(i = A3Ali, x7 = A2A6, Xg=--A2Ait xa = AxAit xw = A3A4 ((37) 

xxx = AsAr„ x12 = A2^5, xls = AxA2, xu = AXA3, x15 = A,A3 

avem formulele : 

v, = xx — Xr, + xt, ye = — xx + x13 + xX3, 

y2 = x2 — x8 -p x*,, y 7 -— xxx x12 ~\- xXft, 

ya — %3 — Xn + %m, v8 = x5 — xe + xu, (67') 

y â = xs — #9 + A'13, 3; 9 = — x7 + x15 + xK, 

y5 = — XW — *14 + *8> ^10 = —Xx — Xi— X3. 

Vom arăta acum că toate aceste lanţuri sînt independente, deci 
că p2 = 10. într-adevăr, dacă ar exista o relaţie între yx, . . . ,yw 

a1yl+ . . . + ainy10 = 0, (68) 
ţinînd seama că xx, x2, x3 apar succesiv numai în yv y2, y3, y10, o dată 
cu semnul -f şi altă dată cu semnul — , trebuie să avem: 

Ci,-, —— Ci-o — ^*3 — 10 > 

căci altfel în ecuaţia (68) nu ar dispărea termenii în xx, x2, x3. Dato­
rită faptului că Xi se găseşte în yx cu semnul + şi în yt cu semnul 
— trebuie să avem ax = «6. 

De asemenea, din cauza lui x7 trebuie să avem a2 = a9; din cauza 
lui xxx trebuie ca a3 = a 7 ; din cauza lui x5 trebuie ca ax = as; din 
cauza lui xs trebuie ca a2 = a4 şi din cauza lui x10 avem a3 = «fl. 

Deci toţi fl; trebuie să fie egali. Dar suma cantităţilor y se scrie : 

yi+ • • • + yw = 2(%s - *« + xu), (68') 

prin urmare nu este nulă, deci y, sînt independenţi. 
Cum avem p3 == 0, căci nu există o matrice (3)Y), rezultă că numă­

rul lui Betti R2 este nul 

R2 = a2 - p2 = 10 - 10 = 0. 
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Notînd cu Zf frontierele laturilor x, avem : 

Zl = An~ Âs, 22 = Ai— A6, z3 = 4 5 - ,44, 

^6 = ^ e — ^ 3 . 2 7 = -4e — ^ 2 

24 = AB - Ax, zs = A6 — Ax, z9 = At - yf1( 

213 = ^ 2 - ^ 1 , 2 M = 4 8 .— 4 i ^ ' 

Z8 = /1 4 - 4 „ *M = i i , — / 1 3 , 2 n = yl5 - / 1 3 , 

z12 —. A5 — ^42, z16 — As — A2. 

Or, este uşor de văzut că avem aici cinci ecuaţii independente, de 
exemplu z4, zB, z9, zlz, zX4. Avem deci px — 5 şi în consecinţă : 

Rx = a2 — px — p2 = 15 - 10 - 5 = 0. 

De asemenea, avem: 

R0 = a0 — pj = 6 — 5 = 1. 

Avem deci teorema : 

Numerele Rx, R2 ale lui Betti pentru planul proiectiv sînt nule si 
R0 = 1. 

Se poate observa că aceste numere coincid cu numerele lui Betti 
ale complexului format dintr-un triunghi, triunghiul fiind un simplex 
cu două dimensiuni. într-adevăr se poate vedea uşor că avem pentru 
un t r iunghi : 

a2 1, oci = 3, a0 = 3, p2 = 1, p, = 2, 
şi în consecinţă : 

R0 = a0 — p3 = 1, Rx = «x — pj — p2 = 0, 

R2 = a2 — p2 = 0. 

Se zice că un segment este o celulă de dimensiune 1, triunghiul — o 
celulă de dimensiune 2, în t imp ce tetraedrul este o celulă de dimen­
siune 3. Pentru celule, toate numerele lui Betti sînt nule afară de 
R0 = 1. Putem spune deci că planul proiectiv are aceleaşi numere 
Betti ca o celulă de dimensiune doi. 

Să punem acum pe de o parte 

Yt = Mi = 1,-. . . -, 9)j Yw =yx+ ... + yxo, 
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ceea ce ne spune că Y{ constituie de asemenea o bază pentru yf. 
Pe de altă parte să punem : 

x i = x1 — x„ + xit A 6 = - xt + X1S + xu 

A 3 = ^ 3 X u - ) - j \ ; 1 0 , A g = X5 — Xe -|~ X14 

x i — #8 — x9 + xls, Z 4 = - -r7 + .tlr, + xCy (69) 

A6 = X10 — A'14 -J- a:9, A10 = A',3 — #14 -|- X15 

Xn = A4, A,», == #B, A1 3 = ,l'H, A 1̂4 : ,V9, 

A1 5 = xm. 

Este uşor de văzut că aceste ecuaţii se pot rezolva în raport cu 
variabilele xi prin formulele: 

Xl = X , + Z 1 2 - Z U ) 

*2 - X2 + X, - XK + A 9 - Xw + X12 

x3 = X3 + X5 + Xe + X7 - X10 - Xn - Xu + A15, 

Xt = Xlt Xr0 = A*12, 

*„ = - A s ~ X8 + A12 + A1 4 - A1 5 

x., = - X4 - 2A5 - A8 - A9 • H A10 + X12 + A13 + X14 - 2A'„ 

^8 == A13 ^9 = XyA X10 = A, s 

xn = A 5 + A 6 -f- A 7 — X10 + A^j — A14 + A1 5 

#12 = —Xi + A 6 + -X"n + ^13 — ^14» 

x13 = A4 — X13 -f ^ i4 : 

xlt = —X5 + Xu — X15, 
xir, — Xţ — A5 -f- X10 -j- A13 — A13. 

Aceste formule ne spun că Xt constituie de asemenea o bază 
pentru variabilele rxt. Pe de altă parte, ţinînd seama de (67') şi (69), 
avem formulele canonice : 

Y, = X{(i = 1, . . . , 9), Y10 = 2X10r (70) 
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ceea ce ne spune că unul din numerele dit şi anume d10 — 2. prin ur­
mare este mai mare, decît 1, deci la planul proiectiv apar torsiuni. 

Să trecem acum la formulele (68"). Cum zi sînt frontierele segmen­
telor (67) şi cum frontierele lanţurilor XA\i = 1, . . . , 1 0 ) sînt nule, 
deoarece sînt lanţuri frontieră conform formulelor (70), obţinem notînd 
prin Z, frontiera lui Xi: 

Z, = 0 (i 

Zx, = Ax -

Punînd : 

1, 

A2, Z, 

,10), Z u = A t - Alt Z12 A, Ax 

At Ax, Z15 At A,. 

U^^As-Au c712 = A6- Alt Ui3 = A4 

Un = A, - Ax, A15 = Ai • - i i , , C7 = -41; 

avem formulele : 

AB = J7U + ^ . - 4 6 = ^ i a + t/, ^« 4 i 

/ l . 

Î7, 

^ 2 = Uu - U13 + U, A3 == (714 - L/15 + f/, 

ceea ce ne spune că [/, c7a(a == 11, . . ., 15) constituie de asemenea o 
bază a punctelor Ax, . . ., Ae din complex. Or avem formulele cano­
nice 

Zt = 0 (* = 1, . . . ,10), Za = Ux (or. = 11, . . .,15) (70') 

At A? A3 A<t şi în consecinţă toate numerele ei sînt 
egale cu unitatea pentru matricea (I)7). 
Prin urmare, uu există altă torsiune 
decît aceea dată prin relaţia (68'), fapt 
care poate fi găsit direct. într-adevăr, 
se observă că orientînd triunghiurile din 
fig. 61 rezultă că toate laturile inte­
rioare sînt parcurse o dată într-un sens 
şi o dată în celălalt, în t imp ce laturile 
exterioare AXA.,, A2A3, A3AX sînt par­
curse de două ori în acelaşi sens, ceea ce 
ne dă formula (68'). 

Se vede deci că planul proiectiv are 
aceleaşi numere ale lui Betti ca şi un simplex cu două dimensi­
uni, însă are torsiuni, în t imp ce simplexul este fără torsiuni. 

Să considerăm complexul dat de fig. 62 care corespunde benzii 
lui Mobius, deoarece se obţine clintr-un pă t ra t identificînd două la-

/ / , As AS 
Fie. 62 

Ai 
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turi cu sens de parcurs inversat (fig. 62). Avem în acest caz şase triun­
ghiuri pe care le notăm astfel: 

Ei = A1A2Aţ, E^ = AiA2A6 

El = A2ASA6, FJ, = A3A SAS (71) 

Ei= A,A3A5, £f = AXAJ.,. 

De asemenea, vom nota prin xi simplexele de dimensiune 1, deci 
segmentele punînd : 

xx = AxA2, x2^A2Ax, x3 = AxAi, xi = AzA3 

xs=sA,At, x6 = A3Ae, x7 = A3A5, x8 = AaAs (71') 

xB = A^Ar,, x10 = AhAx, xxl = A^A%, xl2 = Jr /1G . 

Notînd cu zi frontierele lui xit avem : 

zx = A2 — Ax, z2 = Aţ — A2, 24 = A3 — A2, z& = Ae — A,, 

Z-j = - ^ 5 — - ^ 3 ) • • • 

obţinem deci: 

Ax = At- zx, Ai = A, + z„ A3 = Ai + z„ AR = A, + zr„ 

ceea ce ne spune că rangul px al matricei (ijvj este egal cu 5. 
Acestea fiind spuse, să notăm cu yi frontierele lui E\. Avem deci, 

ţinînd seama de formulele (71) şi (71'), 
yx = x2 — x3 + xx, y2 = - xn + xr> - x.,, 

y3 = Xţ — x, + xit yt — — xXi — x7 + xe, 

y5 = — %» + x7 — #8) _y6 = x3 + xa + x10. 
Să arătăm că y. sînt liniar independente. într-adevăr, dacă am avea 
o relaţie de forma: 

«l>'l + • • • + «6^6 = 0, 

ţinînd seama că x2 figurează numai în yx şi în y„ cu semne contrare, 
trebuie să avem ax = a2. De asemenea, din cauza lui xs trebuie să 
avem a2 = a3; din cauza lui x1,ai = ar>; din cauza lui x3, aî = a3; 
din cauza lui xa, a5 = a6. Deci coeficienţii at trebuie să fie egali între 
e i ; dar avem : 

}'l + • • • + ^6 = Xl + X4 — XS + #10 + 2.t6 ~" X\X ~ X1Z-
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Danturile yi sînt deci independente şi avem p2 = 6. Avem deci: 

a2 = 6, <xx = 12, a0 = 6. 

Dacă scriem numerele lui Betti pentru banda lui Mobius, obţinem : 

A>2 = 0, Rx = R0 = 1. (72) 

în mod analog se pot obţine numerele lui Betti pentru tor, luînd 
ca triangulatie, triangulaţia dată în fig. 63 care conţine 12 puncte 
1\ (i — 1, . . . , 12). în acest caz avem: 

a2 = 24, aj = 36, a0 = 12, 

deoarece sînt 24 de triunghiuri şi 36 de laturi diferite. 
Avem, de exemplu , ca la tur i : 

J°i-P. P P 
-1 l-1 3 

PiP» PXP7 PiPs, 7J P 
•* 1-* 9) 

P , / ' 

P P 
1 i ' i i » 

iVY. P2-P5 P*P„ P.Ps, P P r 2 • ' 1 1 

P P 
x 3 - ^ 4 , 

P3-P5, P P 
•» 3 X 6) 

PSP*, p*pu, P P 
J 4 Z fi 

P P p p 
1 4 ^ 8' 

^ 4 ^ 9 , P*Piv P,Pl2, P P 
1 5 1 6 

P P 
1 r,1 7) 

7J P 
•* 5-1 8) 

P . ^ 9 , PcP 
± 5X 10> 

P P 1 bl 11 , P P 
1 6^ 7 

P P 
1 <SX 10) 

P P -* 7-17 12 , ^ 9 , P»P 10, P P 
-17 9-17 12-

Rezultă că avem : 

A\ - A't + R0 = a2 — ax + a0 = 0, 

deci caracteristica lui Euler este nulă. Cum pe de altă parte avem 
Iu = Rn = 1, deoarece torul este conex şi orientabil, rezultă că Rx = 
= 2, deci a veni toate numerele lui Betti ale torului. 

Este de remarcat că triangularea torului dată prin fig. 63 conţine 
72 de simplexe de diferite dimensiuni, căci avem: 

«2 + «i + «o =r: 72. 

Se poate arăta că triangularea cea mai simplă a tonrlui conţine 42 
de simplexe1, dar această triangnlare este mai puţin simetrică decît 
aceea dată de fig.63. Avem o realizare a acestei triangulări în fig.64 
datorită lui T. Hangan. 

1 S t e e n r o d , Topohgy of Fibre Bundles, Princeton University, Press, 1951, 
p. 156. 
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Realizarea naturală a unui eomplex. Vom încheia acest paragraf 
arătînd că orice complex format din n vîrfnri poate fi realizat în spa­
ţiul euclidian En cu n dimensiuni. î n adevăr, să presupunem că avem 
un complex A cu n vîrfuri. Putem să presupunem că aceste vîrfnri 
sînt punctele unitare At, . . ., An ale axelor de coordonate în E . în 

y°s /% 

/% 

/% 

P? 

Pe 

xx X 
xk/ 

/ 

/ X 

A, Ag A, 

/7 X X 
A¥ 

,X-X" Uf 
As \ /A?/ / 

* \ 
" " \ /y 

/ X 
As 

Fig. 63 Fig. 64 

acest caz, matricea (54) a coordonatelor punctelor Au . 
dată de tabloul: este 

0 
0 

! 

0 1 1 

(73) 

şi coordonatele baricentrice X1, . . ., A" ale unui punct din simplexul 
Ax, ...,An coincid cu coordonatele carteziene ortogonale x1, ...,xn 

dm spaţiul En ale aceluiaşi punct. Avem deci: 

*i + 1. (74) 
Daca virfunle lui A sînt punctele Alt ..., A„, simplexele lui K vor 
ti şi feţe ale simplexului A, . . . An, deci complexul A este realizat în 
hiperplanul (74) care-1 putem numi hiperplanul unitar al spaţiului 
En. I n adevăr, fiecărei feţe din complexul A', formată din punctele 
' H • • • S \ (r < n) îi putem face să corespundă faţa formată clin punc­
tele unitare pe axele lui En corespunzătoare lui S,• , . . ., S, . 
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\ F i i n d date două puncte P(V, . . ., X") şi Q(\xx, . . ., \x") ale comple­
xului A, unde X, \L sînt coordonate baricentrice, deci două puncte 
P(x\, . . ., xn), Q(v\ - . ., y"), unde xi — X\ y' = fx' ale spaţiului E„, 
distanţa PQ între aceste puncte este dată de formula lui Pitagora : 

(75) PQ = V(y - x1)1 + ... + (y x»f, 

care se\zice că constituie de aseme­
nea distanţa punctelor PQ din com­
plex şi 'această distanţă este dată 
de aceeaşi formulă în coordonate 
baricentrice. Pealizarea complexu­
lui A astfel obţinută se zice că 
constituie realizarea naturală şi (75) 
este metrica naturală a complexu­
lui A. 

Să considerăm cazul complexu­
lui A format de un triunghi PXP2P3 £*%• 65 
(fig. 65). Cons ider înd p u n c t e l e Pl: 

I'.,, />., în spaţiu drept punctele unitare ale unui sistem de axe orto­
gonale 0(x, y, z), complexul A este format din triunghiul PiP^P» 
situat în planul 

x + y + ~ = 1, 
unde x, y, z sînt cantităţi pozitive sau nule (fig. 65). 

Să considerăm de asemenea complexul format clin feţele unui 
t e t raedru ; acest complex fiind format din 4 vîrfuri, realizarea lui 
naturală are loc într-un spaţiu euclidian cu patru dimensiuni. Fie 
x1, X-, x'", x" coordonate ortogonale în spaţiul A4. Avem atunci pentru 
punctele P(x1, x-\ x*) din K, x1 + x* + x3 + x* = 1, ide canti­
tăţile x1, x2, x''\ x-i sînt numere pozitive. 

Dacă presupunem că P1, ,P2, P3, P 4 corespund respectiv punctelor 
unitare de pe axele x1, x2, x3 atunci feţele E\, E\, E\, E\ definite 
de formulele (56) sînt, în această realizare, definite respectiv de ecuaţiile:: 

X1 + X2 + X1 = 1, X* -l- X* + X< = 1, X2 + X3 + X* = 1, 

X1 + A'2 + X3 = 1 

sau dacă vrem de ecuaţiile : 

xs = 0, x°- = 0, x1 = 0, x* 0. 

Ecuaţiile laturilor se obţin luînd cîte două din aceste ecuaţii . 
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Desigur că un complex K dat poate avea şi alte realizări decît 
realizarea naturală, însă orice altă realizare admite o transformare 
topologică (bicontinuă şi biunivocă) în realizarea naturală. / 

Astfel, dacă ne referim la complexul K, pe care-1 putem ilumi 
complexul sferic, dat de feţele unui tetraedru, el are o realizare în 
acest caz în spaţiul euclidian cu trei dimensiuni. El are, aşa cum am 

Fig. 66 Fig. 67 

arăta t mai sus, o realizare (realizarea naturală) în spaţiul euclidian 
cu patru dimensiuni. El poate avea o realizare în planul euclidian 
conform, deci pentru care punctele la infinit sînt considerate ca for­
năind un singur punct. Dacă P0 este acest punct şi I\,P2, I\ sînt puncte 
la distanţă finită, triunghiurile formate cu P0P1P2Pa (fig. 66) rea­
lizează de asemenea complexul K. Am văzut în § 7 că planul conform 
este topologic echivalent cu sfera, ceea ce explică realizarea dată în 
fig. 66 complexului sferic. Desigur, putem presupune de asemenea 
că sfera este dată de un disc, în care periferia contează ca un singur 
punct, aşa cum arată fig. 67. 

Scufundarea unui complex Hn în E2n+1. Realizarea naturală a unui 
complex abstract H pe care am considerat-o mai sus depinde de nu­
mărul vîrfurilor complexului. Se poate face o scufundare sau reali­
zare a unui complex de dimensiune n într-un spaţiu euclidian E2„ M. în 
adevăr, fie i0, ... ,.ik vîrfurile complexului abstract Hn. Să facem să co­
respundă acestor vîrfuri k+l puncte în E2n+1 îu poziţie generală, deci în 
aşa fel ca oricare s + 2 dintre ele unde s<2n+1 să nu se găsească în acelaşi 
hiperplan de dimensiune s. Fie atunci două simplexe de dimensiune r şi 
.s din Hn la care corespund două simplexe A r şi Bs din E2n ,,. Să arătăm 
că Ar şi Bs nu au puncte comune, deci că mulţimea simplexelor A, din 
E2n+, formează un complex Kn, care realizează complexul E î n adevăr, 
fie C, simplexul format din vîrfurile lui Ar şi Bs. Cum avem r-:^n,s-<^n, 
deoarece Hn este de dimensiune n, rezultă tf<2»+1, deci Ct este un sim­
plex de dimensiune t din R2n i-i, iar Ar şi Bs sînt două feţe ale lui. Deci 
Ar şi Bs nu au puncte comune şi proprietatea este demonstrată. 
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C a p i t o l u l Iii 

AXiOMATIZARE 

î n W e s t capitol vom arăta cum se poate ajunge la o construcţie axio­
matică a geometriei lui Euclid, evitînd unele deficienţe ce au fost 
semnalate în capitolele precedente şi care apar în construcţia dată în 
Elemenvele lui Euclid. 

Vom începe prin a presupune că geometria lui Euclid există, fiind',, 
cel puţin în prima aproximaţie, geometria spaţiului lumii materiale.. 
Prin geometria euclidiană am arătat îu primul capitol că se înţelege 
totali tatea proprietăţilor conţinute în Elementele lui Euclid, de exemplu, 
teorema lui Tales, teorema lui Pitagora, teoremele de congruenţă 
ale triunghiurilor etc. Ne punem aici problema de a scoate în evidenţă 
numărul minim de propoziţii care trebuie luate ca axiome, pentru 
ca toate celelalte proprietăţi ale geometriei euclidiene să devină teo­
reme, deci să poată fi demonstrate numai cu ajutorul raţionamentelor 
logice. De asemenea, vom căuta să alegem ca axiome propoziţii cît 
mai simple, al căror adevăr să fie recunoscut nu numai de specialişti, 
ci de orice om care posedă noţiunile fundamentale de punct, dreaptă, 
plan, sens de parcurs pe o direcţie dată şi de perpendicularitate. Nu 
vom presupune cunoscută noţiunea de număr real, deoarece vom 
ajunge la ea în cursul expunerii şi vom defini geometric operaţiile 
cu numere. 

Acest punct de vedere, după cum am arăta t în primul capitol, a 
fost introdus în ştiinţă de geometrii greci, dintre care cităm pe Eu-
doxus, Pitagora, Aristotel, Platou, Tales, Teetet, Euclid şi Arhimede,. 

Spre deosebire de ei însă, vom duce construcţia geometriei pînă 
la introducerea sistemelor de coordonate carteziene ortogonale şi la 
noţiunea de distanţă, concepută ca număr real. Importanţa acestor 
noţiuni este fundamentală şi ele au contribuit la dezvoltarea geometriei 
prin introducerea unor spaţii noi şi la deschiderea unor capitole noi 
de geometrie : geometria algebrică, geometria diferenţială, topologia. 
diferenţială etc. 

Geometria creată de vechii greci s-a oprit în faţa unor obstacole 
grave : mărimile cu care lucrau geometrii greci (lungimi, arii, volume 
etc.) se puteau aduna şi se puteau compara, dar nu se puteau înmulţi. 
Două mărimi defineau în teoria lor, care se datoreşte îu special lui 
Eudoxus, un raport, care era un operator care asocia fiecărei mărimi 
altă mărime. Rapoartele se puteau înmulţi, prin compunerea opera­
torilor pe care-i reprezentau, dar nu se puteau aduna. î n teoria lui 
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Eudoxus nu exista deci un cîmp unic de mărimi cărora să li se poată 
aplica operaţiile fundamentale: adunare şi înmulţire. De asemenea, 
ei n-au reuşit să creeze o teorie generală a numerelor iraţionale. 

Un astfel de cîmp, pe care-1 numim astăzi corpul numerelor leale, 
a fost creat în secolul al XVI-lea e.u., prin lucrările algebriştilor italieni. 
Din aceştia menţionăm pe Bombelli, care în Algebra sa a făcut primul 
distincţia între punctele unei drepte şi numere, şi în acelaşi £imp a 
ară ta t că se poate stabili o corespondenţă biunivocă între punctele 
unei drepte şi numerele reale. Cu ajutorul acestei corespondenţe el a 
obţinut o construcţie geometrică a sumei şi produsului a două^numere, 
construcţie ce constituie în acelaşi t imp prima definiţie riguroasă 
a acestor operaţii. 

în acelaşi secol, Simon Stevin, matematician olandez, a reluat 
teoriile lui Bombelli şi a dat scrierea zecimală a numerelor reale, in­
dicând şi metode de calcul prin aproximaţie. Pe aceste baze, Fermat 
şi Descartes au creat în secolul al XVII-lea geometria analitică, ca 
metodă de cercetare a geometriei euclidiene. De la Burrow şi Newton, 
p înă la Riemann însă, numerele reale erau concepute ca rapoarte 
de mărimi geometrice, aşa cum gîndeau şi matematicienii greci, pentru 
care numere abstracte erau numai numerele 2, 3, 4, . . . 

Pentru a păstra acelaşi punct de vedere, care ni se pare deosebit 
de interesant, vom introduce ca mărimi translaţiile spaţiului şi ca 
rapoarte, omotetiile. Compunerea acestor transformări ne va duce la 
operaţiile de adunare şi înmulţire într-un anumit cîmp, ce va rezulta 
pînă la urmă identic cu cîmpul numerelor reale. 

Pvxpunerea care urmează are avantajul că nu introduce construcţii 
artificiale, constituind o înlănţuire logică de propoziţii (axiome sau 
teoreme) simple, care joacă fiecare un rol important în geometrie. 
Expunerea noastră foloseşte idei ce apar la von Staudt, Hilbert, Veb-
len şi Young, Artin, Coxeter şi alţii. 

§ 1, SPAŢIUL AFIN 

Vom considera următoarele proprietăţi ale punctelor, dreptelor 
şi planelor din spaţiu, numite axiome: 

I. Prin două puncte distincte trece o dreaptă şi numai una. 
I I . Prin trei puncte uesituate pe aceeaşi dreaptă trece un plan 

şi numai unul singur. 
I I I . Dacă o dreaptă are două puncte comune cu un plan, atunci 

toate punctele dreptei se află în acel plan. 
IV. Dacă două plane au un punct comun, ele mai au cel puţin încă 

un punct comun. 
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V- Există Irei puncte nccoliniare. Orice plan conţine cel puţin 
un pknct. 

VD Există patrii puncte uesituate în acelaşi plan. 
VITi Orice dreaptă conţine cel puţin două puncte. 
VIIL Fiind dată o dreaptă d şi un punct P nesituat pe dreapta 

ă, există\în planul dreptei d şi punctului P* o singură dreaptă d', tre-
cînd prin P şi nesecantâ (paralelă) cu d. 

Orice proprietate a figurilor din spaţiu care se deduce din -aceste 
opt axiome se numeşte proprietate afină. Totali tatea proprietăţilor 
afine constituie geometria afina. Spaţiul în care se consideră proprie­
tăţile afine şi numai acestea se numeşte spaţiul afin (cu trei dimen­
siuni). 

Vom da exemple de proprietăţi afine. 
T e o r e m a 1. Două drepte distincte au cel mult un punct comun, 

într-adevăr, din axioma I rezultă că dacă dreptele d şi d' ar avea 
dona puncte comune A, B atunci ci, d' ar fi confundate. 

Două drepte distincte pot fi deci secante, nesecante coplanare 
(paralele) sau nesecante şi necoplanare (strîmbe). 

T e o r e m a 2. 0 dreaptă care nu aparţine unui plan are cel mult 
un punct comun cu acel plan. 

într-adevăr, dacă dreapta d ar avea două puncte comune cu planul 
a, din axioma I I I ar rezulta că dreapta d ar aparţine planului a. 

T e o r e m a 3. Fiind date doică plane distincte «, fi, ele sînl sau 
paralele (n-au nici un punct comun), sau au o dreaptă d comună. în 
ultimul caz nu există alte puncte comune planelor a, fi, în afara punctelor 
dreptei d. 

în t r -adevăr , dacă planele a, fi nu sînl paralele, ele au cel puţin 
un punct comun A. Din axioma IV rezultă că planele a, fi mai au un 
punct comun B, diferit de A. Punctele A, B aparţin, conform axiomei 
I, unei drepte d. Dreapta d avînd două puncte comune A, B cu fiecare 
dintre planele a, fi din axioma I I I rezultă că d este situată în fiecare 
din planele a, fi, deci a, fi au dreapta comună d. 

Să presupunem că planele a, fi mai au un punct comun C, nesituat 
pe dreapta d. Prin urmare, planele a, fi au trei puncte comune A, B, C, 
uesituate pe aceeaşi dreaptă. Atunci axioma I I ne spune că planele a, 
fi sînt confundate, contrar ipotezei. 

* Din axioma VII rezultă că pe dreapta d există două puncte A, B. Din axioma I I 
rjzultă că punctele A, B, P aparţin unui plan unic. Acest plan, care se numeşte planul 
punctului P şi al dreptei d, conţine dreapta d, datorită axiomei I I I . 
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T e o r e m a 4. O dreaptă d, paralelă cu o dreaptă d' dinlr-un/ plan 
a şi nesituată în planul cu, este paralelă cu planul a (nu are nici un punct 
comun cu a). j 

Să presupunem că dreapta d nu este paralelă cu planul d. Atunci 
ea are un punct comun A cu acest plan (fig. 68). Fie B un/ punct al 
dreptei d'. Punctul B există, conform axiomei VII . j 

Pig. 68 

Prin punctul B putem duce, conform axiomei VIII , o singură 
dreaptă d" coplanară cu d si nesecantă cu d, deci paralelă cu d. Fie (3 pla­
nul dreptelor d, d'. Din axioma VIII şi din ipoteză rezultă că dreptele 
d', d" coincid. Dar dreapta d" trece prin punctul A, deoarece d" = dr 

este dreapta de intersecţie a planelor a, (3 şi A aparţine fiecăruia din 
cele două plane. Aceasta contrazice faptul că d'este paralelă cu d. Acesta 
contrazicere ne spune că nu putem presupune că dreapta d are un 
punct comun A cu planul a, deci d este paralelă eu acest plan. 

o' ________ T e o r e m a 5. Două drepte paralele cu 
a treia sînt paralele între ele. 

'"' într-adevăr, fie dreptele dlt d.t paralele 
g cu dreapta d (fig. 69). Fie a planul deter­

minat de dreapta dx şi de un punct A al 
dreptei d2 (vezi nota de la axioma VIII.) 

Pig. 69 Dreptele d, d2 fiind paralele, ele aparţin 
unui plan (3. 

Cazul 1. Planele a, (3 sînt confundate. Atunci dreptele dx, d2 sînt 
coplanare şi nu sînt secante, deoarece dacă dx, d2 ar avea un punct 
comun P, ar rezulta că prin P ar exista două paralele la dreapta d. 

Cazul 2. Planele a, (3 sînt distincte. Cum acestea au un punct 
cumun A, ele au, conform teoremei 3, o dreaptă comună 8, ce trece 
prin punctul A. Dreapta S este paralelă cu dreapta d_, deoarece este 
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în acelaşi plan a cu dx şi deoarece este nesecantă cu d_, fiind în planul 
[3, care'este paralel cu d_, în baza teoremei 4(d_ este paralelă cu dreapta 
d din planul (3). Deci ă \\dv 

Pe de altă parte, dreapta 8 este în acelaşi plan [3 cu d şi este nese­
cantă cu d, deoarece & este în planul a şi d este paralelă cu planul a, 
fiind paralelă cu dreapta d, din planul a. Deci S este paralelă cu d. 
Din axioma VIII rezultă că 8 co­
incide cu eh, care este paralelă prin 
ipoteză cu d. Din 8 || d_ şi 8 = d% — 
rezultă dx jj d_ 

T e o r e m a 6. Dacă o dreaptă d 
este paralelă cu un plan a şi dacă 
A este un punct din planul a, atunci 
paralela dună din A la dreapta d 
este situată în planul a. 

Fie d' paralela dusă din A la dreapta d (fig. 70) şi fie (3 planul drep­
telor d, d'. Acest plan are punctul A comun cu a şi din axioma IV 
rezultă că planele a, [3 au o dreaptă comunii d", trecînd prin A. Dreapta 
d fiind paralelă cu planul a, d nu poate întîlni dreapta d", deci d || d". 
Aşadar, prin A avem două paralele d', d" la dreapta d. Din axioma 
VIII rezultă că d' = d". Dar ^"es te în planul a, deci d' este în planul a. 

Să demonstrăm următoarea teoremă: 

T e o r e m a 7. Orice plan a con/ine cel puţin două drepte concurente. 

Din axioma V rezultă că planul o-, are cel puţin un punct A, iar 
din axioma VI rezultă că există patru puncte M, N, P, Q nesituate 
în acelaşi plan. Atunci oricare trei dintre acest patru puncte sînt neco-
liniare şi A nu poate aparţine fiecăruia dintre planele MNP, MNQ, 
NPQ, MPQ. Să presupunem că A este exterior planului [3 = MAI J . Dacă 
planul (3 nu este paralel cu planul «,, (3 intersectează planul a după 
o dreaptă d, care nu conţine punctul ,1. Din axioma VII rezultă că 
dreapta d conţine cel puţin două puncte B, C. Dreptele AB, AC sînt 
distincte şi situate în planul a, conform axiomei I I I . 

Dacă planul (3 este paralel cu planul a, dreptele MN, MP sînt 
paralele cu planul a. Fie d', d" paralelele duse prin A la MN şi MP. 
Din teorema 6 rezultă că d' şi d" sînt conţinute în planul a ; d' şi d" 
sînt distincte, deoarece dacă am avea d' = d", ar rezulta că din M 
putem duce două paralele MN, MP la aceeaşi dreaptă d', ceea ce 
contrazice axioma VII I . 
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T e o r e m a 8. Dacă M este un panel exterior planului a, prin 
M trece un plan paralel cu a şi numai unul. 

Pentru demonstraţie să considerăm un punct oarecare A îu planul 
a şi fie d', d" două drepte duse prin A în planul ce, ceea ce este posibil 
după teorema 7. Fie 8', 8" paralelele duse prin M la dreptele d', d". 
Dreptele 8', 8" fiind concurente, aparţin unui plan B; 8' şi 8 " sînt 
distincte, deoarece altfel d', d" ar fi două paralele duse prin A la aceeaşi 
dreaptă 8' = S". Deci 8', §" aparţin unui singur plan. 

Să arătăm că planul 8 este paralel cu planul a. Dacă 8 n-ar fi 
paralel cu a, 8 şi a ar avea o dreaptă comună l. Dreapta / ar intersecta 
cel puţin una din dreptele d', d". Dar dacă / ?.r intersecta de exemplu 
dreapta d', am contrazice faptul că d' este paralelă cu planul 8, fiind 
paralelă cu dreapta 8' din planul 8. Deci într-adevăr avem 6 || a. 

Să presupunem acum că prin punctul M putem duce două plane 
8, B', paralele cu planul a. Aceste plane se vor intersecta după o dreaptă 
r, conţinînd punctul M. Fie N un punct al dreptei r, diferit de M (axi­
oma VII). Fie B, C două puncte pe dreptele d', respectiv d", diferite 
de A. Punctele N, B, C sînt necoliniare (N nu poate aparţine planu­
lui a, deci nici dreptei BC) şi determină, prin urmare, un plan y. Pla­
nul y intersectează planele 8, B', a după trei drepte s, s', t, astfel încît 
-s, s' au punctul comun N şi sînt paralele cu /. într-adevăr, pen t ru a 
arăta de exemplu că s este paralelă cu /, observăm că s, / sînt în acelaşi 
plan Y şi nu se întîlnesc, fiind situate în planele paralele 8, a. Am ajuns 
astfel la concluzia că prin acelaşi punct N am putea duce două 
paralele s, s' la aceeaşi dreaptă t, ceea ce contrazice axioma VIII . 
Deci 3 = 8'. 

Din demonstraţia precedentă rezultă şi 

T e o r e m a 9. Paralelele duse dintr-un punct M exterior la un 
plan a. aparţin unui plan B, care este planul paralel dus prin M la a. 

T e o r e m a 10. Două plane paralele a.lt <x2 sînt tăiate de un plan 
neparalel cu ax după două drepte paralele. 

într-adevăr, fie a.lt a2 două plane paralele şi 8 un plan care inter­
sectează planul % după o dreaptă d^. Planul (3 nu poate fi paralel cu 
planul a2, deoarece în caz contrar, prin orice punct al dreptei dt am 
avea două plane paralele : al şi B, la planul a2. Deci B intersectează 
planul a2 după o dreaptă d2. Dreptele dlt d2 sînt în acelaşi plan 8 şi 
nu se întîlnesc, fiind situate în planele a1} a-,. Deci d1 || d2. 

T e o r e m a 11. (Teorema specială a lui Desargues). Dac â triun­
ghiurile ABC, A'B'C au laturile paralele 

AB \\A'B', AC \\A'C 
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şi dacă dreptele AA', BB', CC sînt concurente sau paralele, atunci 
laturile BC, B'C sînt paralele. 

Cazul 1. Planele x = ABC, «' = A'B'C sînt distincte (fig. 71). 
Dreptele AB, AC fiind paralele cu 
dreptele A'B', A'C, din teorema 9, 
rezultă că planul a = ABC este para­
lel cu planul a' = A'B'C. Din teore­
ma 10, aplicată planului 8 = OBC şi 
planelor paralele a, a', rezultă BC\\B'C. 

Cazul 2. c. = vj şi dreptele AA', 
BB', CC sînt concurente într-un 
punct O. Din axioma VI I I rezultă că 
nu toate punctele spaţiului se găsesc 
în planul a. Deci există un punct S 
exterior planului (fig. 72) a. Punctele 
O, S determină o dreaptă d. Fie /, m, " 
paralelele duse din A', />", C' la 
dreapta d. Dreptele 5 ^ , / fiind în pla­
nul dreptelor d, OA, sînt paralele sau 
secante. Ele nu pot fi paralele, de 
oarece prin S nu se pot duce două 
paralele d, SA la aceeaşi dreaptă /. 
Deci SA şi l au un punct comun A". 
Fa fel putem considera intersecţiile 
B", C" ale dreptelor SB, m respec­
tiv SC, n. Dreptele AB, A"B" sînt 
paralele sau secante, fiind în planul 
SAB. Dar AB nu poate întîlni dreapta 
A"B", deoarece AB este paralelă cu 
dreapta A'B' din planul dreptelor /, in, 
în care se găseşte şi A"B" ; deci AB 
este paralelă cu A"B" : 

AB\\A"B". (1) 

Fa fel se arată că avem: 

AC \\A"C". (2) 

Din teorema 9 rezultă că planul 
A"B"C" este paralel cu planul a. şi 
deci avem : 

BC || B"C". (3) 
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De altfel, triunghiurile ABC, A"B"C" se găsesc în cazul 1 studiat 
mai sus. în acelaşi caz se încadrează triunghiurile A'B'C, A"B"C", 
•deoarece a || a". Rezul tă : 

B'C 1! B"C". (4) 

Din (3), (4) şi din teorema 5 rezultă că avem BC || B'C. 
Cazul 3. a. = a' şi dreptele A A'', BB', CC sînt paralele. î n acest 

caz, considerăm o dreaptă d, paralelă cu AA', BB', CC dar nesi-
tua tă în planul acestor drepte şi alegem două puncte S, S' pe d; dacă 
perechile de drepte coplanare (SB, S'B'), (SC, S'C), dau două puncte 
de intersecţie B", C" se arată ca mai sus ca BC || B"C", B'C || B"C" 
deci BC || B'C. Dacă SB \\ S'B', triunghiurile ABS, A'B'S' se găsesc 
în cazul 1 şi rezultă SA \\S'A'. Da fel considerînd triunghiurile SAC, 
S'A'C, deducem SC || S'C şi în sfîrşit, considerînd triunghiurile 
SBC, S'B'C, deducem BC [| B'C. 

§ 2. VECTORI Şl TRANSLAŢII ÎN SPAŢIUL AFIN 

vSe numeşte vector1 în spaţiul afin orice pereche ordonată de puncte 

din spaţiu. Vectorul format din perechea A, B se notează AB. Vectorii 

AB, BA, sînt distincţi prin definiţie. Dacă A -/- B, dreapta AB se 

numeşte suportul vectorului AB. Dacă A B se spune că vectorul 

AB este viul. în general, A este originea vectorului AB, iar B este 
—-> 

•capătul vectorului AB. 
Doi vectori se spun coliniari dacă suporţii lor coincid şi coplanari, 

dacă suporţii lor sînt în acelaşi plan. 

Fie A B, CD doi vectori necoliniari; A B, CD se numesc echipolenţi 

si se notează AB ~ CD, dacă dreptele AC, BD sînt paralele şi dacă 

suporţii lor AB, CD sînt de asemenea paraleli. Dacă AB, CD sînt doi 

vectori coliniari, ei se numesc echipolenţi, dacă există un vector EF, 

necoliniar cu AB (deci nici cu CD) echipolent cu fiecare dintre vec­

torii, AB, CD. Vom scrie şi în acest caz : AB ~ CD. 

1 Vectorul definit aici se îutîlueşte uneori în literatura matematică sub denumirea 
de vector legal. 
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Să demonstrăm că echipolenta vectorilor este o relaţie de echi­
valenţă, deci are proprietăţi le: 

1° (reflexivitate). Orice vector este echipolent cu el însuşi: 

AB ~ AB. 

2° (simetrie). Dacă AB ~ CD, atunci CD ~ AB. 
3° (transitivitate). Dacă AB este echipolent cu CD şi dacă CD 

este echipolent cu EF, atunci AB este echipolent cu EF. 
Reflexivitatea rezultă din definiţia echipolentei a doi vectori 

coliniari. într-adevăr, fie E un punct exterior dreptei AB (fig. 73). 
Prin E să ducem paralela / l a AB, iar prin B paralela V la AE. Dreptele 
/, /' sînt în planul definit de dreptele concurente AB, AE şi nu sînt 

Fig. 73 

f F 

D 

Fig. 74 

paralele, deoarece dacă V || /, ar rezulta că prin B putem duce două 
paralele BA, V la aceeaşi dreaptă /. Deci, /, V, au un punct comun 

F. Vectorii AB, EF sînt necoliniari şi echipolenţi. Din 

AB ~ EF, AB ~ EF 

rezultă AB ~ AB. 
Simetria rezultă din faptul că definiţia însăşi a echipolentei vec­

torilor AB, CD nu se schimbă dacă schimbăm AB cu CD. 
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Pentru a demonstra transitivitatea, considerăm: 

Cazul 1, cîud vectorii AB, CD, EF sînt pe trei drepte distincte 

<fig. 74) Din AB ~~CD, CD ~E~F rezultă: 

AB\\CD, CD\\EF, (5) 

AC || Bl), CE || 1)F. (6) 

Din (5) rezultă: 

AB\\EF. (7) 

Din teorema specială a lui Desargues, aplicată triunghiurilor 
ACE, BDF rezultă: 

AE\\ BF. 

Din relaţiile (7), (8) rezultă AB ~ EF 

(S) 

C«2M/ 2. Fie acuma C£> coliniar cu A B şi necoliniar cu EF (fig. 75). 

Al /V 

Fig. 75 

Atunci există, dacă / Î S ~ CL>, un vector MN, necoliniar cu AB, 

CD şi echipolent cu AB şi cu CD. Dacă MN mi este coliniar cu EF, 
din relaţiile 

^15 ~ MN, MN ~C~D, CD ~ ~EF 

şi din transitivitatea echipolentei vectorilor uecoliiiiari deducem AB~ 

~ EF. Dacă MN este coliniar cu EF, alegem un punct P în afara 

184 

planului dreptelor AB, EF şi construim vectorul PQ, echipolent cu 

MN, aşa cum s-a procedat în fig. 68. Din relaţiile 

AB ~ MN, MN ~ P Ş , 

(PQ ~ MN, MN ~ CD), CD ~ EF 

rezultă AB ~ PQ, {PQ ~ CD, CD ~ EF) şi mai departe, AB - PQ,. 

PQ ~ EF şi în sfîrşit AB - EF. 

Cazul 3, cînd AB, CD, EF sînt pe aceeaşi dreaptă d. Din EF ~ CD 

rezultă că există un vector MN, nesituat pe d, astfel ca : 

EF ~ MN, CD ~ MN. (9) 

Vectorii AB, CD, MN se încadrează în cazul 2 şi rezultă AB — 

~ MN. Din această relaţie şi din prima relaţie (9) rezultă AB — EF. 

Cazul 4, cînd CD, EF sînt coliniari, este simetric cu cazul 2. 

Cazul 5, cînd AB, EF sînt coliniari şi CD necoliniar cu ei, rezultă 

din definiţia echipolentei a doi vectori coliniari că AB ~ EF.1 

Din raţionamentele precedente reţinem următoarea teoremă, de­
monstrată o dată cu reflexivitatea echipolentei. 

T e o r e m a 12. Orice punct E din spaţiu este originea unui vec­

tor unic, echipolent cu un vector dat arbitrar AB. 

Ine AB un vector oarecare. Transformarea care asociază fiecă­

rui punct P din spaţiu capătul Q al vectorului PQ echipolent cu AB 

se numeşte translaţia definită de vectorul AB şi se notează cu 7"_> 
A U 

1 Teorema demonstrată arată că mulţimea vectorilor dintr-un spaţiu afin poate 
fi descompusă în clase, astfel încît două clase distincte să nu aibă nici un vector comun. 

—> —> 
Anume vom asocia fiecărui vector « mulţimea vectorilor echipolenţi cu u, pe care o vom 

—> —> — > — > — » — > —> —> 
numi clasa lui » şi o vom nota {«}. Avem u d {«} şi v £ {«} dacă şi numai dacă v ~ u. 
Clasele {u} se numesc vectori liberi. 
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sau TB. Transformatorul punctului P prin translaţie se notează 

r_»(P) sau T?S(P) ; deci Q=TA
B(P) = r_+(P) este o relaţie echivalentă 

.1 B .4 B 

cu AB ~ PQ. 
T e o r e m a 13. Doi vectori echipolenţi definesc aceeaşi translaţie, 

deci din AB ~ CD rezultă TB = Ti,-
Fie P un punct oarecare în spaţiu. Trebuie să arătăm că TB(P) = 

= TD(P). Fie Q = TA
B(P). Atunci avem PQ ~ AB. Cum AB - CD, 

rezultă, aplicînd transitivitatea, PQ ~ CD, deci Q = T(
D(P), 

Dacă vectorul AB este nul, punem TB{P) = P pentru orice punct 
P din spaţiu. Dacă AB nu este nul, deci dacă A ~ B, avem evident 
TB(P) =p P, oricare ar fi punctul P. 

Fiind date trei puncte A, B, C oarecare, vom considera operaţia 
care asociază vectorilor AB, BC vectorul AC şi vom no ta : 

A C = AB + BC. 

Vectorul AC se va nunii suma vectorilor AB, BC. Deci doi vectori 

A •*-

se pot aduna numai dacă originea unuia coincide cu capătul celuilalt 

T e o r e m a 14. Din relaţiile AB ~ A'B', BC ~ B'C rezultă 

AB + BC ~ A'B' -\- B'C. (10) 

într-adevăr trebuie să arătăm că avem AC ~ A'C. Dacă punc­
tele A, B, C nu sînt coliniare, (fig. 76) observînd că avem AA'\\ 
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\\BB'\\CC şi aplicînd teorema specială a lui Desargues, rezultă AC\\ 

\\A'C. Combinîud cu AA'\\CC, rezultă AC ~ A'C. 
Dacă A, B, C sînt coliniare, A', B', C sînt de asemenea coli­

niare. 

Din ~AB~1VB', BC ~ B'C rezultă AA'\\BB', BB'\\CC, deci 

avem AA'\\CC. Cum şi AC\\A'C, deducem AC -A'C'} 
Fie 1\, 7'2 două transformări oarecare ale spaţiului în el însuşi. 

Asociind fiecărui punct P din spaţiu transformatul prin 1\ al punc­
tului T2(P), se obţine o nouă transformare, care se notează TXT% şi 
se numeşte produsul transformărilor 7\ , T2- Avem deci: 

(TJ-,) (P) = 7\(r2(P)). 
Fiind dată o translaţie TB şi o a doua translaţie T'F, luînd BC ~ EF,. 
avem 1 p = 1 c • 

T e o r e m a 15. Avem, oricare ar fi punctele A, B, C, 

TE
FTA

B = TBcTA
B = Ti (12) 

deci produsul a două translaţii este o translaţie, şi anume dacă factorii 

sînt translaţiile definite de vectorii AB, BC, produsul este definit de 

suma lor AB + BC ----- AC. 

Fie V un punct oarecare în spaţiu şi 

Q = Ti(P), R = TSc(Q). 
Atunci avem (fig. 77) 

AB ~ PQ, BC ~ QR 

şi din teorema precedentă rezultă AC ~ PR 
şi avem prin urmare R = TC(P). Deci: 

Tf; = TCTB. 

1 Această teoremă arată că se poate introduce o lege de compunere în mulţimea vec­
torilor liberi dintr-un spaţiu afin, punînd {AB} -\- {BC} = {AC}. Această operaţie 
are proprietăţile adunării numerelor şi anume comutativitate, asociativitate, existenţa 
elementului neutru (clasa vectorilor nuli) şi existenţa elementului opus unui element 

{AB} (clasa {BA}). >Se spune că vectorii liberi din spaţiul afin formează un grup 
abelian. 
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T e o r e m a 16. Produsul a doua translaţii este comutativ : 

TXT2 = T2TX. (12') 

Fie P un punct oarecare, şi să notăm Q = TX(P), P = J T 2 ( 0 
(fig. 78). Atunci avem 2 \ = TQ, T2 = P | , P 2 7 \ = TR. Dacă S = 

= P2(P), avem P S ~ QR, deci PS| | ()P, P<?||SP şi presupunînd punc­
tele P, Q, R necoliniare, rezultă SR. ~ PQ, 
deci R = r J (S) sau R = 7',(.S) = TX(T2(P)) = 
= ( r x P 2 ) (P); dar de la început A' = T,('[\(P)) = 
= (T21\) (P), deci am arăta t că avem (12'), 
dacă I \ , P2 nu sînt paralele. 

Demonstraţia comutativităţii produsului a 
două translaţii, în cazul în care translaţiile sînt 
definite de vectori paraleli sau coliniari, se poate 
da în modul următor. 

Fig. 78 

Fie u ----- AB, v CD doi vectori paraleli 
sau coliniari. Trebuie să arătăm că TUT„ = 

— T T Fie w EF un vector necoliniar si 

neparalel cu u şi v şi fie w' = FE. Avem TWTW' = identitatea. 
Să observăm acuma că produsul a trei transformări Tx, T2, T3 

oarecare ale spaţiului este asociativ, deci avem : 

[TXT2)TS = TX(T2T., (13) 

într-adevăr, fie P un punct oarecare al spaţiului, apoi P ' = 
= T3(P), P" = T2(P') = (T2T3)(P), P'" = 7\(P") = (TX(T2TS)) (P). 
Avem((r1r2)r3) (P) = (7\r2) (r3(P)) = (rxr2) (P') = r1(r2(P')) = = 
= Ti(P") = P'" = (TX(T2T3)) (P), ceea ce demonstrează relaţia (13). 
Aplicînd această relaţie, putem scrie : 

Dar vectorii w, w fiind neparaleli, avem P„T„, = P w P e şi putem scrie 
mai departe : 

r r = ?' (r r )P,< 
De asemenea, translaţia TWTV e dată de un vector neparalel cu 

Tu, deci l'tt(TwTv) = (TaTv)Tu şi atunci putem scrie mai depar te : 
T j _ (Ţ T)T T - = (T T \T T • = T (T T \T - = 

V ' î l - ' » " ' w / i -* " ' = U - ' » - ' « / •* w) *• te' == V-' ti-* u / l - ' i»-* » r r 
-*• w •*• « * 
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T e o r e m a 17. Ducă P este o translaţie şi dacă punctul P des­
crie o dreaptă, respectiv un plan, atunci T(P) descrie o dreaptă respec­
tiv un plan. 

Fie T --= TB şi Px, P2 , P trei puncte pe dreapta d (fig. 79). Punînd 

g ^ = Ţ ţ P J , «?2 = T(P2), Q = T(P), avem P&i ~A~B, P£2 = AB, 

PQ ~ AB si atunci QXQ2 || <*, &(? || rf. 
Din axioma VII I rezultă că punc­

tele Qx, Q2, Q sînt coliniare. Deci ori­
care ar fi P pe dreapta d, punctul Q = 
= P(P) se află pe dreapta QXQ2. 

Fie P x , P2 , P 3 trei puncte necoli-
B niare (fig. 80), într-un plan a, P un 

punct oarecare al planului a si Qx — 
= P(P!) , <22 = P(P2) , <?3 = P(P 3) , 

/? 

Fig. 79 Fig. 80 

Q = T(P). Atunci avem PXQX ~ P2Q2 ~ P2Q3 ~ PQ ~ AB. Punctele 
0i> (?2. 'Ja n u s î n t coliniare, deci determină un plan B. Dacă P se află 
pe una dintre dreptele PXP2, PJ^A, transformatul său Q se află pe 
dreapta QXQ2 sau QXQS, deci (̂  se află în planul B. î n general, din reia-

ţiile P j - PQ (» = 1, 2, 3) rezultă P P , 110^. Deci dreptele QQX, QQ2, 
QQ3 sînt paralele cu planul a, care conţine dreptele P P 1 ; P P 2 , PP3, 
deci 00 ! , (?(?2. (?(?3 s i n t în acelaşi plan, anume în planul paralel 
prin Q la «. Deci <2 == P(P) se găseşte în planul B = QXQ2Q3, oricare 
ar fi P în planul a. 

T e o r e m a. 18. Or/c^ translaţie transformă o dreaptă d într-o 
ă paralelă cu d sau confundată cu d. 

într-adevăr , în fig. 79 avem QxQ\\d. 
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O transformare a spaţiului afin, care transformă dreptele în drepte 
şi puncte distincte în puncte distincte şi pentru care orice punct al 
spaţiului este transformatul unui punct1 se numeşte automorfism al 
spaţiului afin. 

T e o r e m a 19. Translaţiile sînt aulomorfisme ale spaţiului afin. 

într-adevăr, prima condiţie rezultă din teorema 7, iar a doua 

este evidentă: din T(P) = T(Q) — R rezultă PR~QR; vectorii 

PR, QR n-au suporţi diferiţi, deoarece dacă PR =jfc QR, am avea 

PR\\QR. Deci vectorii PR, QR sînt coliniari. Fiind echipolenţi, există 

un vector AB, necoliniar cu PR şi QR, astfel ca AP\\BR, AQ\\BR 
şi rezultă din axioma VII I că dreptele AP, AQ coincid cu o aceeaşi 
dreaptă d. Dreapta d taie dreapta PQR într-un singur punct, deci 
P - Q-

Mai putem demonstra că P = Q în modul următor : presupunînd 
translaţia T definită de vectorul AB, deci T — TA„ şi notînd T'=TB. 
avem pentru orice punct P din spaţiu : 

(T'T) (P) = TB
A(TÎ{P)) = TÎ(P) = P. 

Dacă T'u{P) = Ti(Q) --- R, rezultă : 

P=(T'T)(P) = T'(T(P)) == T'(R), 

Q = (T'T) (Q) = T'(T(Q)) = T'(R), 

deci P = Q. 

§ 3. OMOTETIILE SPAŢIULUI AFIN 

Am văzut mai sus că translaţiile sînt automorfisme ale spaţiului 
afin, care duc drepte în drepte paralele, deci dacă d este o dreaptă 
şi T o translaţie, avem : 

T(d)\\d sau T(d) =d. (14) 

Mai putem da un exemplu de transformare a spaţiului afin cu 
proprietatea (14), anume omotetia. Pentru a defini omotetia, să con-

1 O transformare care verifică ultimele două condiţii, deci pentru care orice punct 
al spaţiului este imaginea unui punct şi a unuia singur, se numeşte biunivocă. 
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siderăm trei puncte coliniare O, P, P' (fig. 81), cu P =£• O, P' == O. 
Aceste puncte definesc o transformare H în modul următor. Dacă 
M este un punct exterior dreptei OPP', definim H(M) ca intersecţia 
dreptei OM cu paralela dusă din P' la dreapta MP. Dacă N este 
un punct al dreptei OPP', alegem un punct M exterior acestei drepte, 
construim M' = H(M) în modul indicat şi definim N' = H(N) ca in­
tersecţia dreptei OP cu 
paralela dusă din M' la 
dreapta MN. 

Punctul AT' nu de­
pinde de alegerea punc­
tului M. într-adevăr, 
fie M, un punct exterior 
dreptei OP, diferit de M. O 
Putem presupune că O, 
M, M{ nu sînt coliniare. 
Fie M[ =-- HiM,). Tre­
buie să ară tăm că dreap­
ta M[N' este paralelă cu 
MjiV. Din teorema lui 
Desargues aplicată tri-
unghiîirilor PMMX, 
P'M'M'X, ţinînd seama că Fig. 81 

PM\\P'M', PM^P'M,, 

rezultă relaţia MMX\\M'M[. Dar MN]\M'N', astfel încît aplicînd din 
nou teorema lui Desargues de data aceasta triunghiurilor MM^N, 
M'M[N', rezultă M.N^M.N'. 

Transformarea H, definită mai sus, se va numi omotetia de centru 
O cu punctele omologe, P, P'. Din construcţia lui FI rezultă că pentru 
orice punct M din spaţiu, punctele O, M, M' — H(M) definesc aceeaşi 
omotetie ca O, P, P'. 

Vom conveni să considerăm H(0) ------ 0 ; avem evident H(P) = P'. 
Să observăm de asemenea că în cazul în care P' = P, omotetia 

H este transformarea identică. 

T e o r e m a 20. Omoletiile sînt automorfisme ale spaţiului afin 
care transformă o dreaptă într-o dreaptă paralelă sau confundată cu d, 
deci avem: 

H(d) \\d sau H(d) =.d. 
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într-adevăr, dacă dreapta d trece prin centrul omotetiei O, avem 
H(d) = d. Presupunând că d nu conţine punctul 0 (fig. 82) să con­
siderăm două puncte A, B pe dreapta d. Dacă 

A' = H{A), B' = H(B), 
avem: 

A'B' \\AB sau A'B' \\d. 
t 

Dacă C este un alt punct 
al dreptei d şi dacă C = H(C), 
vom avea A'C'\\AC sau A'C'\\d : 
comparînd cu relaţia precedentă 
şi aplicînd axioma VIII , rezultă: 

A'B' = 4'C", 

deci punctele /T, A', C sînt co­
liniare. Teorema 20 este astfel 
demonstrată. 

Fig. 82 Vom numi automorfism spe­
cial al spaţiului afin, orice tran­

sformare T, care duce puncte distincte în puncte distincte şi astfel 
că oricare ar fi dreapta d, transformata ei prin T este o dreaptă 
paralelă sau condundată cu d. 

T e o r e m a 21. Orice automorfism special T al spaţiului afin 
este fie o translaţie, fie o omotetie. 

Fie P un punct al spaţiului, P' = T(P), d = PP'. Dreapta d' = 
= T(d) este paralelă sau confundată cu d. Dar d' şi d au punctul 
comun P', deci d' = d. 

O dreaptă care coincide cu transformata sa se numeşte invariantă. 
Deci dreptele care unesc puncte omologe P, T(P) sînt invariante. 

Fie Q un punct nesituat pe dreapta d, Q' = T(Q) şi 8 = QQ'. 
S este o dreaptă invariantă. Dreapta P'Q' este transformata dreptei 
PQ, deci avem P'Q'\\PQ, prin urmare, dreptele d, 8 sînt coplanare. 
Distingem două cazuri: 

Cazul 7. Dreptele §, d sînt paralele (fig. 83). î n acest caz, avem: 

PP' ~ QQ'. 

Fie R un punct nesituat pe dreptele d, 8 si fie R'=T(R). Avem 
PR\\P'R', QR\\Q'R'. Fie l paralela dusă din R la dreapta d şi R" 
intersecţia lui / cu Q'R'. 
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Aplicînd teorema lui Desargues triunghiurilor PQR, P'Q'R" 
rezultă P'R"\\PR, deci, cum avem P'R'\\PR, rezultă P'R" = P'R'. 

Dreptele Q'R', P'R' nu coincid şi cum ele nu pot avea două puncte 
comune R', A " rezultă că avem A' = R", deci RR' = l sau : 

RR' || PP' || QQ'. 

Cum avem şi PR\\P'R', rezul tă: 

RR' ~ PP'. 

Deci în cazul 1, transformarea T este o translaţie, definită de 

orice vector de forma PP', unde P' = T(P). 
Cazul 2. Dreptele d, S au un punct comun O (fig. 84). Atunci 

T(0) = O, deoarece T (0) aparţine dreptelor T (d) = d,T{8) — S. 
Fie A' un punct oarecare, A' = T{R). Notînd / = OR, V = A A', 

avem T(l) = OR'. Dar T(/) e paralelă sau confundată cu l. Avînd 
punctul O comun cu /, rezultă T(l) = l, deci OR' = OA şi punctele 
O, A, A' sînt coliniare. Din PR\\P'R' rezultă că T este o omotetie 
cu centrul în punctul O. 

Din demonstraţie rezultă că translaţiile se deosebesc de oniotetii 
prin faptul că translaţiile u-au puncte invariante (fixe), în t imp ce 
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o omotetie are ca punct fix centrul său. De asemenea, rezultă că auto-
morfismele speciale sîut transformări biunivoce, deoarece atît trans­
laţiile cît şi omotetiile au această proprietate. 

T e o r e m a 22. Orice omotetie se poate descompune în produsul 
unei translaţii cu o omotetie avînd centrul într-un punct dat O. 

într-adevăr, fie H o omotetie oarecare şi O' = 11(0). Vectorul 

O'O defineşte o translaţie T. Transformarea TH este un automorfism 
special al spaţiului afin, care lasă invariant punctul 0 : 

(TH) (O) = T(H(0)) = T(0') = O. 

Deci H' = TH este o omotetie de centru 0. Relaţia H' = TH dă, 

prin înmulţire la stînga eu translaţia T' definită de vectorul 00', 

TH' = T'(TH) == (T'T)H = II, deci: 

II = TIF. 

Se numeşte grup de transformări al spaţiului o familie nevidă de 
transformări biunivoce, care o dată cu două transformări T, S con­
ţine şi produsul TS, si o dată cu o transformare T conţine şi trans­
formarea inversă T~}. 

Transformarea inversă P - 1 este transformarea, care transformă 
un punct T(P) în punctul P. 

T e o r e m a 23. Automorfismele speciale ale spaţiului afin for­
mează un grup de transformări. 

Fie S, T două automorfisme speciale. Dacă d este o dreaptă oare­
care, d' = S(d) este o dreaptă paralelă sau confundată cu d şi d" — 
= T(d') = (TS) (d) este o dreaptă paralelă sau confundată cu d', 
deci avem: 

(TS) (d) = d sau (TS) (d)\\d. 

Să arătăm că TS este biunivocă. Dacă R este un punct oarecare 
al spaţiului, există Q, astfel ca T(Q) — R şi există apoi punctul P 
astfel ca S(P) = Q. Atunci (TS) (P) = R. 

Fie P, Q astfel ca (TS)(P) = (TS) (Q), deci punînd P' = S(P), 
Q' = S(<2), avem : 

T(P') = T(Q'). 

T fiind biunivocă, avem P' = Q' şi S fiind şi ea biunivocă, rezultă 
P = Q. Deci TS este biunivocă. 
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Inversul unui automorfism special este un automorfism special,. 
deoarece din T(d) = d sau T(d)\\d rezultă d = T-X{d) sau d\\T~^-(d). 

Inversa transformării TS este transformarea S^T"1, deoarece 
dacă P' = S(P), P" = P(P ' ) = TS(P), avem P ' = T-\P") şi P = 
= S~1(P'), deci: 

[S-lT~l) (P") = S-^T-^P")) = 5 - ^ P ' ) = P . 

Am arăta t mai sus că produsul a două translaţii şi inversa unei t r ans ­
laţii sînt de asemenea translaţii. Deci translaţiile formează şi ele un 
grup.1 

Vom nota cu 3 grupul automorfismelor speciale ale spaţiului 
afin şi cu F grupul translaţiilor. T este un subgrup al grupului S. 

T e o r c m a 24. Omotetiile avînd acelaşi centru O formează grup. 

într-adevăr, dacă Hx, H3 sînt omotetii cu centrul O, Hx H2 şi 
ffŢ1 sînt automorfisme speciale avînd punctul fix O, deci sînt omo­
tetii de centru O. 

T e o r e m a 25. Grupul translaţiilor T este un subgrup invariant 
al grupului S, deci pentru orice translaţie T şi orice automorfism spe­
cial S, STS^1 este o translaţie. 

într-adevăr dacă S este o translaţie, avem ST = TS şi deci : 

STS-1 = TSS-1 = T. 

Dacă S este o omotetie, fie 0 centrul ei şi PP', un vector ce defineşte 
translaţia T (Fig. 85.) Putem presupune că O nu este pe suportul 

PP' al vectorului PP'. 
Fie Q = S(P), Q' = S(P'). 
Atunci avem: 

QQ> |! PP'. 

Pe de altă parte, 

(STS~*)Q = (ST)(S~iQ) = (ST)(P) = S(P') = Q'. 

1 Acest grup este izomorf cu grupul L al vectorilor liberi, deoarece corespondenţa 

cp care asociază fiecărui vector liber \AB\ translaţia X—• este biunivocă şi păstrează le--T AB 

gile de compunere: cp ({AB} + {BC}) = 9({AC}) = T-+ = T-+T-£ = cp ({^B}) +• 

+ cp ({BC}). Se mai spune că cp realizează grupul L ca grup de transformări al spaţiului afirV. 
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Deci puuînd T' = STS-1, rezultă că T' este un automorfism spe­
cial ce are proprietatea că dreptele de forma QQ', Q' = T'(Q) sînt 
paralele cu o dreaptă fixă PP'. Din demonstraţia teoremei 21 rezultă 

că T' este o translaţie, definită de un vector paralel cti vectorul PP' 
care defineşte translaţia T. 

Fig. 85 Fig. 86 

T e o r e ni a 26. Grupul omotetiilor avînd acelaşi centru este comu­
tativ dacă şi mimai dacă în spaţiul afin este adevărată propoziţia lui 
Pappus-Pascal.1 

Fie Tx, P 2 două omotetii de centru 0, F un punct oarecare dife­
r i t de O şi Q un punct exterior dreptei OP (Fig. 86). Fie apoi P' = 
= TX{P), P" = Tt{P'). Punctul Q" = T2(Q) se obţine intersectînd 
dreapta OQ cu paralela dusă din P" la QP'. Apoi Q' — TX(Q") se 
obţine intersectînd dreapta OQ cu paralela dusă clin P' la P(?". Avem : 

P" = ( r . r j (P), <?' = (^r.) (0. 
Omotetiile PiPo, Po2\ cu centrul 0 coincid dacă dreptele PQ, P"Q' 
sînt paralele. Or, relaţia PQ\\P"Q' rezultă clin relaţiile PO/ ' | |P '0/ , 
P'(?!|P"(?" dacă este adevărată propoziţia lui Pappus-Pascal. 

T e o r e m a 27. Fie H1, H2 două omotetii avînd acelaşi centru 
O. Transformarea T, care duce fiecare punct P în punctul P', astfel 

ca pu-nînd PX = HX(P), P 2 = H2(P), ux = OPlt u2 = OP2 , u' = 01?' 
.să avem: Tu- = TUi • T,,,,, este o omotetie de centru 02K 

Transformarea P lasă invariantă fiecare dreaptă ce trece prin 0. 
Fie ă o dreaptă ce nu trece prin 0 si X, Y două puncte ale e i ; fie 
Xx = HX(X), X2 = tf2(Z), Yj = tf^Y), Y2 = H,{Y) (fig. 87). 

1 Enunţul acestei propoziţii este : dacă, în fig. 86 PO" || P'Q' şi P 'Q| | i 3 " 0" , atunci 
PQ II ^ ' 0 ' - ' 

â Omotetia T va fi notată H1 j - J/2 şi se va numi suma omotetiilor Hv H%. 
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H2. Vom presupune că Hx 
Avem atunci Ax =P X2, Yx=fe Y2 şi 

XY\\XXYX\\X2Y2. 

Punctul U = P(A) se construieşte ducînd vectorul X2U echipolent 

cu 0XX şi V = T(Y) se obţine din vectorul Y2V echipolent cu 0YX. 
Dacă ducem din Xx, Yx 

paralela la OY respectiv OX, u^T^} 
aceste paralele se întîlnesc 
într-un punct A şi avem: 

Pig. 87 

X2U ~0XX -YXA, 

Y2V ~0YX~< Xfl, 
deci: 

AU\\X,Ylt AV\\XXY2. 
Triunghiurile AXXYX, 

OX2Y2 avînd laturile paralele, 
din reciproca teoremei lui 
Desargues (se demonstrează 
prin reducere la absurd) re­
zultă că dreptele AO, X^Y2, 
X2YX sînt concurente sau pa­
ralele, deci dreptele X2YX, 
XXY2 se taie într-un punct B 
al dreptei AO sau sînt para­
lele cu această dreaptă. î n 
primul caz, aplicînd teorema 
lui Desargues triunghiurilor 
AUV, BX2Y2 rezultă UV\\ 
\\X2Y2, deci: 

UV\\XY. 
Dacă Z este un al treilea punct al dreptei XY, punînd W = T{Z), 

va rezulta : 
UW\\XZ, deci UW\\XY 

şi comparînd cu rezultatul precedent, rezultă că punctele U, V, W 
sînt pe o dreaptă paralelă cu dreapta punctelor X, Y, Z. Deci trans­
formarea P este o omotetie de centru 0. 

Pig. 88 
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Dacă dreptele X^Y%, XiY1 sînt paralele cu O A (fig. 88), deoa­
rece avem X^^X^Y^, rezultă: 

~X~U ~Y~J), X~A ~OY„ 
deci avem: 

Y20 ~ OYx, 

de unde dedticem că avem, no-
tînd cu 1\, T2 translaţiile defi­
nite de vectorii OYlt OY2, 

(Hx + HZ)(Y) = {TJ\)(0) = 
= UYz) = 0. 

Y fiind un punct oarecare, re­
zultă că transformarea Ht -j- H2 
este omotetia nulă de centru O, 
deci transformarea care duce 
toate punctele spaţiului afin în 
punctul O, 

Dacă H1 = TI2, avem X2 = 
= X1 ; Y2 = Y t şi punctele X' = 

= (#1 + #,)(.X), Y'_^= ( ^ + #a)(Y) se obţin ducînd vectorii 

(fig. 89) X~A J0Ylt Y~A ~~OXx, şi apoi X$' ~ Y~A, Y$' ~ X\A. 
Atunci avem AX'\\YXXX\\AY', deci AX', AY' sînt drepte paralele 
XxYlt deci coincid şi dreapta X'Y' este paralelă cu XxYlt deci si 
cu XY. 

§ 4. INTRODUCEREA COORDONATELOR IN SPAŢIUL 
AFIN DUPĂ ARTIN 

Fie O un punct fix al spaţiului afin. Notăm cu C mulţimea omo-
tetiilor de centru O. C conţine în particular omotetia identitate J 
şi omotetia nulă 6. Avem pentru orice omotetie H din C 

HJ = JH = H (16) 

şi orice omotetie nenulă H admite o omotetie inversă H"1 astfel că 

HH-i = H-m = 3 (17) 

1 E . A r t i n, Geometric Algebra, New York, 1957. 

Fig. 89 
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Fie Hlt H2 două omotetii din C. Pentru un punct oarecare P din 
spaţiu, să notăm cu uv u2 vectorii 

ux = ~OPlt u2 = ~0P2, unde I\ = HX(P), P 2 = H2{P). (18) 

î n paragraful precedent am ară ta t că transformarea 

P -> TUlTUl{0) (19) 

•este o omotetie de centru O şi am notat această omotetie cu H1 + 
+ H2. Avem deci: 

( ^ + H2)(P) = TUJUSP) (20) 

şi translaţiile TUl, T„2 sînt legate de punctul P şi de omotetiile Hx, 
H2 prin relaţiile ce rezultă din (18), 

TllL(0) = ^ ( P ) , P«a(0) = ff2(P). (21) 

Am definit deci în mulţimea C două operaţi i : înmulţirea, dată 
de compunerea omotetiilor şi adunarea, dată de formulele (20), (21). 
Vrem să arătăm că C este faţă de aceste operaţii un corp, deci că ele 
verifică regulile obişnuite de calcul cu numere. 

într-adevăr, compunerea translaţiilor fiind comutativă şi asocia­
tivă, rezultă din formula (20) că adunarea în C este comutativă şi 
asociativă, deci avem : 

Ht + H2 = H2 + Hv [Hx + Ht) + H3 = 

= HX + (H2 + Ht), (22) 

Dacă în formula (20) presupunem că H2 este omotetia nulă 0, 
clin (21) rezultă P«a(0) = O, şi obţinem : 

(Hx + 6) (P) = TUi{0) = 11,(1'), 

deci oricare ar fi omotetia H, avem: 

H + S = H. (23) 

Dacă asociem fiecărei omotetii H omotetia —H dată de formula 

(-H){P) = Q, {OQ ~ PV, P' = H(P)), (23') 

a v e m : 
-H + H = 0. (23") 
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Compunerea omotetiilor fiind asociativă, avem pentru trei omo-
tetii arbitrare Hx, H2, Ha din C 

(HXH2)H, = HX(H2HS), (24)' 

Fie H1, H2, H trei omotetii arbitrare în C. Să demonstrăm for­
mula de distributivitate 

(Hx + H2)H = HXH + HJI. (25) 

Fie P un punct oarecare în spaţiu şi fie P' = H(P) ; avem: 

((Hx + H2)H)(P) = (Hx + H2)(P'). (26) 

Notînd cu Tx, T2 translaţiile pentru care avem 

Ht(P') = 7,(0), H2(P') = T2(0), (27) 
din (20) şi (26) rezultă: 

((Hx + # a ) # ) (P) = (TXT2) (O). (28) 
Din faptul că P' = # ( P ) şi din (27) rezultă 

( ^ f l ) (P) = Tx(0), H2H(P) = P(O) 

şi comparînd cu (20) şi (21) deducem: 

{HJI + HJI) (P) = (TXT2) (O), (29) 
astfel încît formula (28) devine: 

'((Hx + H2)H) (P) = (HJI + HJI) (P), 
ceea ce demonstrează formula (25). 

Să demonstrăm în sfîrşit formula: 

H(HX + Ht) = HHX + HH2. (30) 

Fie P un punct oarecare în spaţiu şi fie Tx, T2 translaţiile pentru ' 
care 

HX(P) = Tx(0), H2(P) = T2(0). (31) 

Atunci avem: 

(Hx + H2) (P) = (TXT2) (O). 

Aplicînd omotetia H, rezultă: 

(H(HX + H2)) (P) = (HTXT2) (O). 
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Putem însă scrie : 

HTJ\ = (HTJI-*)HT2, O = H-i (O) 

şi rezultă: 

(H(HX -| H2)) (P) = (HTxH~i) (HTJI-i) (O). 

Ştim că transformările 
T[ = HTJI-i, T'2 = HTJI-1 (32) 

sînt translaţii si rezultă din ultima formulă 

(H(HX + Hi)) (P) = (T[T!2) (O). (33) 

Din (31) şi (32) rezultă pe de altă parte 

T[(0) = (HT,) (O) = (HHX) (P), 

T'2(0) = (HT.2) (O) = (HH2) (P), 

astfel încît din formulele (20), (21) deducem: 
(T[T'2) (O) = (HHX + HH2) (P) (34) 

şi comparînd cu (33) rezultă formula (30). 
Formulele (16), (17), (22), (23), (23"), (24), (25), (30) arată că 

familia C a omotetiilor de acelaşi centru O formează un corp, avînd 
ca element unitate omotetia identitate 3 şi ca element neutru omo­
tetia nulă Q. Corpul C se numeşte corpul coordonatelor spaţiului afin. 

Să considerăm acuma translaţiile spaţiului afin şi să convenim 
să notăm de acum înainte prin Tx + T2 produsul translaţiilor Tx, 
T„, iar prin H(T) translaţia dată de formula: 

H(T) = HTH-\ (35) 

7" fiind o translaţie, iar H o omotetie nenulă de centru O. Dacă trans­
laţia T este definită de vectorul OA, deci dacă T(0) = A, atunci 
H(T) duce punctul O în punctul H(A) = A', deci translaţia H(T) 

este definită de vectorul H(OA) = OA'. Avem: 

H(TX + T2) = HTJTJI-1 = HTXH-^ • HTJI-1, 

deci : 
H(TX + T2) = H(TX) + H(T2). (36) 
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De asemenea, W fiind o altă omotetie de centru O, avem • 
H'(H(T))=H' .H(T) .H'-i = 

= H> . HTH-i . H'-i = W R . T . {H>Hyy} 

deci : 

H'(H{T)) = (H'H) (T). , ( 3 7 ) 

Fie H = / / a + H2. Pentru un punct P din spaţiu, avem • 
(H(T)) (P) = {{Hl + H2)T {Hi + H^){P). ( 3 8 ) 

P-5Î51 ©55fa.tSS£ft>^; M ^ * - — 
(ff(7)) (0) = ( ^ + H J { T m 

Fie 7X0) = , 1 , ff-(r(0)) = ^ = r i ( 0 ) , H2(T(0)) = ^ = r , ( 0 ) . 
Atunci 

(Bl + HJ(T(0)) = (T1TJ(0). (40) 
Pe de alta parte avem, Hl(T) şi H2(T) fiind translaţii, 

(^i(r) + Ht(T)) (0) = (£rl(r) . ̂ a(r)) (0) = 

= (^r^ r>) (fr,r)(0) = (^ r^ - i ) {A2) = 
- (i/^T/^) (3T.(0)) = (HiŢH-i . r2) (0). 

Observînd că avem : 
Tx{0) =Al== (HXT) (0) = (HJHj-t) (0), 

deci : 
Tx = HXTH~\ 

ultima formulă se scrie : 

(Hi(T) + H2(T)) (0) = ( 7 ^ , ) (0) 
şi comparînd cu (40) rezultă: 

{H1 + H2){T)=Hl{T)+IUT). ( 4 1 ) 

Dacă H este omotetia identică J , avem evident: 

J ( T ) = jTj-i = r . ( 4 2 ) 
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Formulele (36), (37), (41), (42) arată că translaţiile spaţiului afin 
formează un spaţiu vectorial peste corpul C1. Acest spaţiu se numeşte 
spaţiul translaţiilor asociat spaţiului afin. 

Obţinem o imagine geometrică a acestui spaţiu dacă fixăm un 
punct O în spaţiu şi asociem fiecărei translaţii T punctul P — T(0) 

şi apoi vectorul OP. î n acest fel stabilim o corespondenţă biunivocă 
între translaţiile spaţiului afin şi vectorii cu originea în 0. Omotetiile 

de centru 0 operează asupra vectorilor OP prin formula: 

II {OP) = OP', (P ' = H(P)) 

şi suma a doi vectori 0Plt 0P2 se obţine considerîud vectorul OP, 
unde P este punctul, astfel ca P2P ~ 0P1. 

Pentru a construi corpul coordonatelor C am ales mi punct fix 
O, centrul comun al omotetiilor ce formează corpul C. Dacă alegem 
alt punct fix 0', se obţine în acelaşi fel un corp C. 

T e o r e m a 1. Corpurile C, C sînt izomorfe printr-o corespon­
denţă 11 -*• IT cu proprietăţile : 

1. Dacă HX-*H[ şi H.>-*W,, atunci II, + H%~*H{ + H', si I1JP-+ -mm. 
2. Dacă H-rir şi T este o translaţie, atunci H{T) = Il'(T). 
într-adevăr, să notăm cu A translaţia care duce punctul 0 în 0', 

deci pentru care avem: 
A(0) = 0 ' , 

şi să asociem fiecărei omotetii H din corpul C transformarea 

H' = AHA'1. (43) 
Transformarea II' este un automorfism special, fiind un produs 

de automorfisme speciale, şi avem: 

H'{0') = A(H(A-\0'))) = A{H{0)) = A (O) = 0'. 

1 Se. numeşte spaţiu vectorial peste un corp C un grup comutativ Y pentru care 
S-a dat o lege de înmulţire a unui element din C cu un element din F, 
verificînd condiţiile (36), (37), (41), (42). Şi grupul L al vectorilor liberi se poate 
organiza ca spaţiul vectorial peste corpul C. Se obţine atunci un spaţiu vectorial 
izomorf cu r . Aceste două spaţii vectoriale au dimensiunea 3, în sensul că există 
sisteme formate din cîte 3 translaţii sau 3 vectori liberi, astfel ca orice vector să se 
scrie în mod unic ca o combinaţie liniară cu coeficienţi în C de cele trei translaţii 
sau de cei trei vectori liberi (v. p. 210). 
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Rezultă că H este o omotetie de centru O', deci H' € C, (H' aparţine 
corpului C). Dacă avem: 

H[ = AHjAr1, H'z = AH2A~\ 
avem şi 

H'M = {AHtA-i) (AH2A~i) = A{H^H2)A-\ (44) 
deci prin (43), omotetiei HXH^GC îi corespunde H[H'2^C'. 

Fie P un punct oarecare în spaţiu, P ' = A~1(P) şi P x — H^P'), 
P 2 = Hn(P') şi fie Pj , P2 translaţiile pentru care avem 1\(0) = Pu 
T2(0) = P 2 . Atunci (#,. + P2) (P') = (PxP2)(0) şi rezultă: 

(,4(/fx + P2)) (4-»(P)) = ( J ( ^ + Ha)) (P') = ( ^ P , ) (0) = 

= (ATXT2A-^) (0') = ( ( ^ V l - i X / l î y h 1 ) ^ ' ) -
Ultima expresie ne arată că avem: 

(AiH, + H2)A~i)(P) = (Pi + H'2) (P), (44') 

unde H[, H'2 sînt omotetiile de centru 0' legate de translaţiile ATXA-X, 
AT2A~X prin relaţiile 

H[(P) = (AT.A-i) (0'), H'2(P) = (AT2A~i) (0'). 
Avem deci: 

Hi(P) = (AT,)(0) = A(Tx(0)) = A{P,) = (AHx)(P') - ( . 4 P ^ - i ) ( P ) , 
ffJ(P) = (AT2)(0) = 4(P a (0)) = ^ (P 2 ) = (^P 2 ) (P') = ( M a 4 - i ) ( P ) 
şi rezultă că H[, H2 sînt omotetiile care corespund prin (43) omote-
tiilor H1, H2. Formulele (44), (44') demonstrează prima parte a teo­
remei 1. 

Partea a doua rezultă imediat, deoarece avem : 

H'{T) = H'TH'-1 = AHA-1 • T • AH^A-1. 
Dar A, T, A~1 sînt translaţii, deci : 

A~lTA =A-1AT= T 
şi rezultă 

H'(T) = A -HTH-1 -A-1; ' 

HTH—1 fiind de asemenea o translaţie, este permutabilă cu A~x şi rezultă : 

H'{T) = AA-1 • HTH-i = HTH~X = H(T). 
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\Din teorema demonstrată mai sus rezultă că alegerea punctului 
0 îiu influenţează asupra proprietăţilor corpului C şi asupra modului 
în care acest corp acţionează asupra spaţiului translaţiilor. 

De acum înainte vom presupune că am ales un punct fix 0 pentru 
definiţia corpului C. 

Să notăm cu T, T' două translaţii paralele, deci definite de vec­
torii \u, u' paraleli sau coliniari. Putem presupune că aceşti vectori 
au originea în punctul 0. Fie u = OA, u' = OA'. Atunci punctele-
0, A, A' sînt coliniare ; să presupunem că T =£ 0, deci A ~£ 0. Atunci 
punctele O, A, A.' definesc o omotetie H şi avem : 

H{T)H TH-1 T, 

deoarece: 
(HTH-^iO) = {HT){0) = H{T(0)) = H{A) = A' = T'{0). 

Vom nota oniotetia H prin simbolul — . Avem deci: 

Ş e c şi^(P) = r'. (45) 

Revenind la corpul C al omotetiilor de centru 0, să observăm că 
dacă 7', T', T" sînt translaţii paralele nenule, avem: 

r T ^ r 
T T" T" 

V + T" T , T" 

(46) 

=.± + i _ . (47) 
T T ' T 

r e n t r u demonstrarea primei formule, să punem: 
T T' 

H = - , H' = — • r r" 
Atunci avem P ( T ' ) = P, P ' ( 2 " ) = P ' , deci : 

P = HT'H-1 = 7/ • P ' P ' P P - 1 • P - 1 = {HH')T"{HH')-X = 

= (HH')(T"), 

deci avem : 

T" T' T" 
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A doua formulă rezultă observînd că avem, datorită formulei (pi), 

( 
T" 
T (T)=L.(T) +I1{T) = T'+T" 

Vom numi sistem de coordonate carteziene în spaţiul afin orice figură 
formată din patru puncte neeoplanare QAXA2A3 (fig. 90). Punctul 
O se numeşte originea sistemului, iar dreptele C1AX, Q.A2, £lA3 se nu­

mesc axele sistemului. Punctele Ax, 
A 2, A 3 se numesc punctele unitate 
ale axelor. 

Fiecărui punct P din spaţiu îi 
putem asocia trei elemente Xlt 
X2, X3 din corpul C al omotetiilor 
cu centrul în punctul fixat 0 al 
spaţiului. 

vSă ducem prin punctul P plane 
paralele la planele QA2A3, QA3AX, 
Q.A-yAz. Aceste plane intersectează 
axele L2AX, QA2, QABîn trei puncte 
/ ' , , I'.,, P3. într-adevăr, de exem­
plu dreapta Q.AX nu poate fi para-

Pig. 90 

lela cu planul TCX dus prin P paralel la planul D,A2A3, deoarece para­
lelele duse prin O la planul TVX se găsesc în planul QASAS şi Ax nu 
aparţ ine acestui plan. Punctul P a se mai poate obţine intersectînd 
paralela PQ dusă prin P la QA2 cu planul Q.AXA3 în punctul Q şi 
ducînd prin Q paralela 8 la HA 3; această paralelă intersectează axa 
QAX într-un punct Px, deoarece § şi PQ se găsesc în planul nx, fiind 
paralele cu două drepte din planul Q.A2A3. Punctu lP 3 se mai poate 
obţine ducînd prin Q paralela la D.AX şi intersectînd această paralelă 
cu axa QAS, iar P 2 se găseşte la intersecţia axei Q.A a cu paralela dusă 
prin P la dreapta QQ. 

Să notăm cu Sx, S2, S3 translaţiile definite de vectorii LiAx, QA2, 
QA3 ; atunci avem*: 

SX(Q) = Ax, S2(Q) = A2, 53(Q) == A. (48) 

vSă notăm cu Tlt T2, T3 translaţiile definite de vectorii Q,PX, 
QP2, OP 3 . Atunci avem : 

Tx(n) = i\, r,(Q) = P2, r,(fl) = p3. (49) 
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un sfîrşit, să notăm cu T translaţia definită de vectorul OP, deci 
pentru care avem: 

\ P(O) = P . (50) 

Avem din definiţia punctelor P 1 ; P 2 , P 3 , Q, 

px = rx(0), Q = 7-3(p]) = (r, + rA(Q), 
p = r2((?) = (7\ + T2 + r3)(Q) 

şi rezultă : 
T=TX + T2 1 P8 . (51) 

Prin urmare, orice translaţie se poate descompune în suma a trei 
translaţii, de-a lungul axelor O.Alt 0 / l 2 , HA3. 

Fie, folosind notaţia dată de formula (41), 

xx = rxisx, x2 = r2/52, xs = r8/s8. (52) 
Atunci avem: 

XxţSJ = Px, X2(S2) = Tt, X3(S3) = P 3 (S3) 

şi formula (51) devine : 
T = XX(SX) + X2(S2) + A3(S3). (54) 

Formula (54) dă o descompunere a translaţiei T cu ajutorul t rans­
laţiilor Sx, S2, S3, care sînt fixe, şi cu ajutorul a trei elemente Xx, 
X2, X3 din corpul C. Elementele Xx, X2, X3 se numesc componentele 
translaţiei T în raport cu sistemul de coordonate Q.AXA2A3 şi de ase­
menea, coordonatele punctului P în raport cu acest sistem. Pentru. 
un punct P din planul Q,A2A3 avem Px = O, deci Tx = 0 şi Xx = 0. 
Reciproc, dacă pentru un punct P avem Xx = 0, atunci avem 7\ — 
= 0 şi Px = Px(O) = O, deci P se găseşte în planul QA2A3. Rezulta. 
că acest plan este definit de ecuaţia Xx = 0 şi analog, planele Q.AXA2, 
0^4x^3 sînt definite de ecuaţiile X3 — 0 respectiv X2 = 0. 

Vrem sa vedem acum cum se pot exprima analitic translaţiile şt 
omotetiile spaţiului afin. Fie U o translaţie de componente Ux, U2, 
U3 în raport cu sistemul £lAxA2A3 şi fie P(XX, X2, X3) un punct 
oarecare al spaţiului şi P'(X[, X'%, X's) transformatul său prin t r ans ­
laţia U. Avem : 

P = (XX(SX) + X2(S2) + X3(S3))(D), 

P ' = (X'X(SX) + Z2(S2) + A'3(S3)) (O) 
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şi, pe de altă parte, 

P> = U(P) = (U + XX(SJ + X2(S2) + X3(S3)) (O) = 
= ( ^ ( S J + *72(52) + U3(S3) + ^ ( S J + X2(S2) + 

+ X3(58)) (O) ; 
uiilizînd formula (41), mai putem scrie : 

P' - ((Ux + Xi) (S^ + (U2 + X2) (S2) + 

+ (*73 + X3)(58)) (Q) 
şi rezultă relaţiile: 

x'i =---- Xi + ux 

x2 = x2 + u2 

X3 = X3 + U3, 
care definesc analitic translaţia U, deoarece permit să se afle coordo­
natele punctului P' = U(P) în funcţie de coordonatele punctului P. 
Din aceste formule rezultă de asemenea că fiind date două puncte 
oarecare P(XX, X2) X3), P'(X'lt X2, X'3), translaţia U definită de 
vectorul PP', arc componentele : 

UL = X\ — Xx, U2 = X'2 — X2, U3 = X's — X3. 
Să considerăm acum o omotetie H de centru C(Cx, C2, Cz). 
Fie P(XX, X2, Xs) un punct oarecare în spaţiu şi P'(X{, X2, X's) 

transformatul său. Notînd cu F translaţia ce duce punctul 12 în C, avem 

P' = (X{(SX) + X'2(S2) + X'S(S3)) (O) = H(P) = 
= (H(XX(SJ + X2(S2) + X3(S3) - D) (C). 

Translaţia F are componentele C1( C2, C3, deci — F 1 are componen­
tele — Clt — C2, — C3 şi avem: 

P' = (tf [(Xx - CO (5J + (Xt - C ) (52) + 
+ ( Z , - C 8 ) (5 3 ) ]^ - i ) (C) , 

deoarece C = H~1(C). 
Bacă Lr este translaţia care duce punctul C în punctul O, centrul 

•omotetiilor din corpul C, avem: 

H' = UHU-1 g C 
1 — r este altă notaţ ie pentru V •' 

208 

şi oricare ar fi translaţia T, avem: 

W'(T) = L'7/t/-1 • T • (UHU-1)-1 = <7H • C/^TC/ • H'1^1. 

Dar! T, <7 fiind translaţii, avem U~1TU = U^1U • T = T si rezultă 
ff'(ij) = [7 . ffIT?-1 • t / - 1 ; dar tfl^ff-1 este to t o translaţie şi per-
mutmd cu U, rezultă: 

\ H'(T) = HTIP1 = H(T). 

Aplicînd această formulă translaţiei T = (X1 — Ct) (Sx) + (X2 — 
— C2) (S2) + (X3 — C3) (53), relaţia obţinută mai sus devine, ţinînd 
seamă că C = F(O), 

P' = (F ' [ (A\ - C^Si) I- (X, - C2) (S2) + 

+ (x, - c3)(s3)])(Q = ( j y ^ - c1))(s1) + 
+ (7/'(X2 - C2))(52) + (/ i ' (X3 - C3))(53) + r)(Q) 

şi rezultă relaţiile, ţinînd seamă că translaţia F are componentele 
C\, C2, C3 

X'i = H'(X1 - C\) + (\, X'2 = H'(Xt - C2) + C2, 

X'3 = H'(X3 - C,) + C3 

care dau expresia analitică a unei omoteii de centru C(CX, C2, C3). 

§ 5. ECUAŢIA PLANULUI 

Fie QA1AiAi un sistem de coordonate carteziene în spaţiul afin. 
.Am văzut că planele definite de cîte două dintre axele de coordo­
nate sînt date de ecuaţiile : 

Q , M 2 : X 3 = O, 
aA2A3:X1^Q, 

QASA1 : A2 = 0 . 

Să presupunem acum că avem un plan a paralel cu planul Q.A2A3 
'{fig. 91). Planul a interesectează axa O.Ax într-un punct Pv Planul 
paralel cu D,A2A3 dus printr-un punct oarecare P al planului a co­
incide cu a, deci intersectează axa Q.At în punctul Pv Rezultă că 
punctele P din planul a cu aceeaşi coordonată Xx anume raportul 

~I4 — Geometria euclidiană 209 



1 

translaţiilor Tx, Sx definite de vectorii ficşi OPx respectiv OAx. Notînd 
cu Hx 6 C acest raport avem deci pentru punctele planului «, 

/ (55) Xx = Hx> (HX(AX) = Pi) 
Reciproc, dacă un punct P 

atunci planul a.' paralel cu HA 2. 

Fig. 91 

din spaţiu are coordonata Xx *= Hx, 
1 a şi trecînd prin P trece şi prin Px = 

= HX(AX), deci coincide cu 
planul a şi rezultă P e a. 
Deci ecuaţia (55) caracte­
rizează punctele planului a 
şi o vom numi ecu aţia pla­
nului a. 

Să considerăm acum un 
plan a oarecare. El nu 
poate fi paralel sau să con­
ţină fiecare dintre axele 
de coordonate, deoarece 
aceste axe nu sînt copla-
nare. Să presupunem că 
planul a nu este paralel 
cu axa QA3 şi că nu con­
ţine această axă. ' Atunci 
a va întîlni axa QA3 într-
un punct M (fig. 92). Pla­
nul a este diferit de planele 
QAXA3, QA2A3, deci el va 
intersecta aceste plane 
după dreptele dx, d2, care 
trec prin punctul M. Fie 
Mx un punct al dreptei dx, 
diferit de M, şi M2 un 
punct al dreptei d2, diferit 
şi el de M. Să notăm : 

MMX, u2 = MM2 ; 

fiind vectori în pla-ux u2 
nele QAXA3, QA2A3, t rans­
laţiile Ux, U2 definite de 
«j şi «2 sînt de forma : 

Fig. 92 

Ux = Lx (Sx) + HX(SS), 
U, = L2(S2) + H2(S3). 
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I Dacă P este un punct oarecare în planul a, ducînd prin P paralelele 

PQX, PQ2 la dreptele du d.,, obţinem vectorii MQX, MQ% care definesc 
translaţiile F , , I'._, paralele cu Ux, respectiv U2, deci de forma: 

Vx = Y^UJ « (YXLX)(SX) + (YXHX)(SS), 

v2 = y2(c/2) = (Y2L8)(S2) + (Y2ff2)(s3), 
unde Yx, Y2 sînt elemente din corpul C, care depind de poziţia punc­
tului P în planul a. si pol Lua orice valori în corpul C. Considerînd 

translaţia T0 — JI{S3) definită de vectorul OM şi translaţia 2" = 

= ZilSj) + A2(S2) | Xt{St) definită de vectorul QP, avem: 

T 7 0 | F, |- F 2 = 

= T0 + (YiLJ(SJ I (V,//,)(.S:1) + (Yy.2)(.S2) + (Y2H2)(SS). 

Tinînd seama de expresiile translaţiilor T0, T şi egalînd compo­
nentele translaţiilor din cei doi membri ai ultimei egalităţi obţinem 
relaţiile : 

XX = YXLX, X2 = Y2L2, X3 = H + YXHX + Y2H2, (56) 

care definesc parametric planul a. Avem Lx =fc 0, L2 =£ 0 ; eliminînd 
parametrii Yx, Y2l obţinem ecuaţia între coordonatele Xx, X2, X3 
ale unui punct din planul a sub forma: 

X3 = H + XxL7lHx + X2L2
XH2, (57) 

care este o ecuaţie liniară în Xx, X2, Xs, rezolvată în raport cu X3. 
Reciproc, se-poate arăta că orice punct P(XX, X2, X3) ce verifică 

ecuaţia (57) aparţine planului a. într-adevăr, punînd Yx = XXLX
X, 

Y2 = X2L2
l şi tinînd seama de (57), obţinem ecuaţiile (56), care spun 

că P se găseşte în planul vectorilor ux, u2. 
Să observăm de asemenea că orice ecuaţie liniară în Xx, X2, X3, fie 

A', / ' , + X2P2 + XSPZ + P0 = 0, (58) 

care se poate rezolva în raport cu una din coordonatele Xx, X2, X3, 
deci care nu are toţi coeficienţii Px, P 2 , P3 nuli, se poate aduce la 
forma (57) sau la o formă analogă, în care locul indicelui 3 este luat 
de 1 sau 2. 

Rezultă că planele spaţiului afin sînt date de ecuaţiile liniare 
(58) cu Px, P2, P3 nu toţi nuli şi că reciproc orice astfel de ecuaţie 
defineşte un plan. 
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/ Ţinînd seama că prin orice dreaptă putem duce cel puţin dcftiă. 
plane, rezultă că o dreaptă d este definită analitic de două 
ecuaţii liniare. Reciproc, orice sistem de două ecuaţii liniare 
independente, dacă are soluţii, defineşte punctele comune a două 
plane neparalele, deci defineşte o dreaptă. 

Mai putem obţine o reprezen­
tare analitică a dreptei, considerîud 
două puncte M0, Mx pe o dreaptă. 

d şi vectorii QM0, M0MX (fig. 93).. 
Aceşti vectori definesc translaţiile 
T„, Tx. Dacă P este un punct al 
dreptei d, translaţia definită de: 

> 
vectorul M0P este de forma H(TX) 
şi translaţia T definită de vectorul 
O P este dată de formula ; 

T = T0 + H(TX). 

Fig. 93 

Presupunîud că avem 

T0 = Q1(S1) + Q2(S2) + Q3(S3), 

Tx = LX(SX) + L2(S2) + L3(S3), 

obţinem ecuaţiile parametrice ale dreptei d sub forma : 

Xx = Qx + HLX, X2 = Q2 + HL2, X3 = Q3 + HL3 (59) 
H fiind parametru în corpul C, iar Qx, Q2, Qa, Lx, L2, L3 constante în acest corp. 

Dacă avem două drepte paralele d, d', putem alege pe dreapta. 

d' ca vector MaM'x un vector echipolent cu M0MX şi obţinem ecuaţiile 
parametrice pentru d': 

Xx = Q[ + HLX, X2 = Q'2 + HL2, H3 = Q'3 + HL3. 
Rezultă că Lx, L2, L3 sînt aceeaşi pentru două drepte paralele.. 

Aceste cantităţi se numesc parametri directori ai dreptelor d, d'. Para­
metrii directori ai unei drepte sînt definiţi pînă la înmulţirea la stînga. 
cu un factor din corpul C, deoarece daca alegem în locul punctelor 

—> 
M0, Mx pe dreapta d alte două puncte N0, Nx, vectorul N0NX defi­
neşte o translaţie Ux şi avem o relaţie de forma : 

Ux = H(TX). 
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\ 
Deci componentele vectorului Ux se obţin din componentele vec­

torului Tx prin înmulţire la stînga cu factorul H. 
Pentru ca dreapta (59) să aparţină planului (58), trebuie să avem 

pentru orice valoare a lui II, 

tox + HLt)Px + (Q% + HLJP, 

Rezultă ecuaţiile : 
(03 HL.)P* Po = 0. (60) 

QiPt + Q,P*-\ Q,PS + P0-=O, 

Lxl\ \L2I\+L3P3 = 0. 

Prima dintre aceste ecuaţii ne spune că punctul M0 de coordo­
nate Qx, Q2, Q3 aparţine planului (58), iar a doua constituie o relaţie 
între coeficienţii lui Xx, X2, A'8 (lin ecuaţia planului şi între para­
metrii dreptei (59). 

Să căutăm acum condiţia ca dreapta (59) să fie paralelă cu planul 
(58). î n acest caz ecuaţia (60) n-are soluţie în H, deci avem: 

QiPi + Q»Pt I QtPs + P0=tO, 

De exemplu, axa 0^43 are pa­
rametrii 0, 0, 1 şi rezultă c i dacă 
planul (58) este paralel cu axa 
O/l 3, avem P3 = 0, deci ecuaţia 
unui plan paralel cu axa ii A B este 
de forma : 

XlPl + X2P2 + P0 = 0, 

şi trebuie să avem P0 =£ 0 pentru 
ca acest plan să nu conţină origi­
nea O, deci nici axa O/l B, 

Să considerăm acum un plan 

XXP'X + X2P'2 + X3P'3 K o 
(SI) Fig. 94 

şi să căutăm condiţia ca planele (58), (61) să fie paralele. Presupunem 
că aceste plane nu sînt paralele cu axa 0.4 3 şi că nu conţin această 
axă. Atunci ele vor intersecta planul Q.AXA3 după dreptele paralele 
dx, d'x şi planul iîA2A3 după dreptele paralele d2, d'2 (fig. 94). Luînd 
vectorii 

MMX ~ M'M'X, MM2 ~ M'M'2, 
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vom avea ecuaţia (57) pentru primul plan şi o ecuaţie analogă 

X% = H' + XXL^HX + X2L^H2, (62) 

cu aceleaşi elemente Z,-,, Hlt L2, H2 pentru al doilea plan. Rezultă 
că dacă ecuaţiile (57), (58) pe de o parte şi (61), (62) pe de alta repre­
zintă două plane paralele, atunci avem : 

PtP^ = P[P'3~\ PJ>3
1 = P2-P3-1. 

Punînd P'i = PaK, rezultă : 

P[ = P lPg- 'P ; = P1K, P', = P2K, 

deci dacă ecuaţiile (58), (61) reprezintă plane paralele, atunci coefi­
cienţii P\, Pn, P's se obţin din Px, P 2 , Ps, înmulţindu-i la dreapta 
cu acelaşi element K din corpul C. 

Dacă ecuaţiile (58), (61) reprezintă acelaşi plan, aducîndu-le la 
formele (57), (62) rezultă: 

1> / ) - i __ p ' p ' - i p p - i — P ' P ' - i P p - i — PAP ' - i 

şi punînd ca mai sus P 3 = P3K, rezultă: 

P'0 = P0K, P[ = px/f, P; = P.K, P3 - P 3 # . 

Reciproc, dacă coeficienţii ecuaţiilor a două plane sînt legaţi 
prin relaţii de această formă, atunci cele două plane coincid, fiind 
date de o aceeaşi ecuaţie (57). 

Transformări de coordonate carteziene. Fie Q.AXA2A3, Q.'A[A'2A's 
două sisteme de coordonate carteziene, (fig. 95). Slt S2, S3, S[, S2, S 3 
translaţiile unitare ale axelor acestor sisteme, P un punct din spaţiu, 
T translaţia care duce D. în P , T' translaţia care duce O' în P, U 

t ranslaţ ia care duce pe O în Q,'. Deci avem: 

r(Q) = P, r(Q') = p, u(Q) = a', T = r + u. (63) 
Fie apoi X,, X2, X3 coordonatele lui P în raport cu primul sistem 

şi X[, X'z, X's coordonatele lui P în raport cu al doilea sistem de coor­
donate. Avem atunci formulele : 

T = X^SJ + X2(SZ) + X3(S3), (64) 

V = X[{S[) + X'a(SQ + X'S(S'S). (65) 
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Să exprimau) acum translaţiile S'u S'2, Ss cu ajutorul translaţiilor 
Si, S2, Ss. Notînd eu (',,, (",'„(, C'3I componentele translaţiei S',, (i = 
= 1,2, 3) în raport cu sistemul HAlA2A3 vom avea formulele: 

Si - r„(,s',) + C„(Sa) + C3,(S.,), (i = 1, 2, 3). 

înlocuind în (65), ultima formulă (63) şi formula (64) dau, egalîud 
componentele relative la aceeaşi axă şi punînd U = ('i(St) + CJS2) + 
+ C,(Si), 

Xt = C( + XţC4l + X&tl + X'3Citl (.' - 1, 2, 3). (66) 

Fig. 95 

Formulele (66) arată cum se transformă coordonatele unui punc t 
din spaţiu cîud schimbăm sistemul de coordonate. Schimbînd rolurile 
celor două sisteme, obţinem formule de forma : 

Xi = Q + XiC'n + X2C'l2 + X3Q3, (* = 1, 2, 3), (67) 

unde C'u, C2p C3i sînt componentele translaţiei St în raport cu siste­
mul QfA'iA'zA's, iar C< sînt componentele translaţiei care duce pe O' în 
Q, în raport cu acelaşi sistem. 
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§ 6. SPAŢIUL EUCLIDIAN 

Ordonarea translaţiilor spaţiului afin. Axiomele spaţiului afin 
iie-au condus la construcţia unui corp C şi la sisteme de coordonate 
în care planele sînt definite de ecuaţii liniare, iar dreptele sînt defi­
nite de sisteme de cîte două ecuaţii liniare. Aceste axiome nu pot 
caracteriza corpul C, deoarece oricare ar fi corpul C, chiar necomu­
tativ, dacă definim punctele prin sisteme de trei elemente (Xx, X2, X3) 
din corpul C, planele prin ecuaţii liniare în Xx, X2, X3 şi dreptele 
ca intersecţii de cîte două plane, obţinem o geometrie care verifică 
axiomele geometriei afine. Această geometrie se numeşte geometria 
•analitică peste corpul C. 

Astfel se poate obţine, de exemplu, o geometrie afină complexă 
luînd pentru C corpul numerelor complexe. 

Corpul numerelor reale, care corespunde geometriei spaţiului 
euclidian, se deosebeşte de corpul numerelor complexe prin aceea 
•că este un corp ordonat, în t imp ce corpul numerelor complexe nu 
poate fi ordonat. 

Putem ajunge la noţiunea de ordonare pe cale geometrică, plecînd 
de la anumite observaţii simple. 

vSă observăm în primul rînd că în spaţiul în care trăim, transla-
-ţiile avînd direcţia dată, deci definite de vectori paraleli cu o dreaptă 
'dată, se împart în două clase, după sensul lor. Astfel, translaţiile 

definite de vectorii AB ai unei drepte d (fig. 96) pot fi numite pozi­
tive dacă B este la dreapta lui A si negative, dacă B este la stingă 
lui A. 

î n legătură cu sensul translaţiilor spaţiului real vom desprinde 
următoarele proprietăţ i : 

j •• ; >• < 
0 A B 8' A' 

Fig. 96 

Axiomele ordonării translaţiilor. Mulţimea translaţiilor nenule 
avînd o direcţie dată (definite de vectorii ce au acelaşi suport) se îm­
par t în două clase, astfel încît : 

1. Vectorii AB, BA, (A =£ B) definesc translaţii din clase dife­
rite (de sensuri opuse). 

2. Dacă translaţiile Tx, T2 au acelaşi sens, Tx -f- T2 nu este nulă 
şi are acelaşi sens cu Tx şi T2. 
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3. Dacă translaţiile Tx, T2 au acelaşi sens, atunci, oricare ar fi 
omotetia nenulă H, translaţiile 

H{TX) = HTXH~\ H(T2) = HT2H^ 

au de asemenea acelaşi sens. 
4. Dacă H(T), T au acelaşi sens pentru o translaţie T, atunci 

H(T') şi T' au acelaşi sens pentru orice translaţie T'. 

Fig. 97 

Caracterul intuitiv al proprietăţii 2 este clar. Pentru a da o just i­
ficare intuitivă proprietăţii 3, să observăm că dacă translaţiile J\, 

T2 au acelaşi sens şi sînt definite de vectorii PQX, PQ2, şi dacă omo­
tetia H are 'centrul în O, atunci translaţiile H(TX), H{T2) vor fi defi­
nite de vectorii 

PVu PV* unde P' = H(P), t?i = H(QX), Q'2 = H(Q2). 

Figura 97 reprezintă două omotetii, una care păstrează sensurile 
pe dreptele OP, OQx, OQ2 şi a doua care schimbă aceste sensuri. î n 

ambele cazuri vectorii P'Q{, P'Q'2 au acelaşi sens. 
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Axioma 4 este de asemenea intuitivă. Presupunind translaţia T 

definită de vectorul O A şi presupunînd că A' = H(A) este astfel 

încît vectorii O A, O A' au acelaşi sens, fig. 98 arată că vectorii OB, 

OB', (B' = H(B)) nu pot avea sensuri opuse, avînd AB\\A'B'. 
Vom folosi notaţia T ;» T' pentru a exprima că translaţiile T, 

T au aceeaşi direcţie şi acelaşi sens şi vom cit i : T, T' au acelaşi 
sens. Dacă T, T' nu au acelaşi 
sens, vom scrie T ?& T'. 

Din axioma 2 rezultă că dacă 
translaţia T nu este nulă, atunci 
translaţiile 

2T = T + Ti 
3T = T + T + T, . . . 

nu sînt nule şi au acelaşi sens 
cu T. 

FiR- 98 Axiomele 3, 4 ne permit să dis­
tingem în corpul C al omotetiilor 

de centru dat O, elementele pozitive şi elementele negative. Vom 
spune că omotetia H este pozitivă (în scris : 77 > Q) dacă pentru o 
translaţie T nenulă avem H(T) ^ T. î n cazul contrar, deci cînd 

77(77) <&T, 

vom spune că 77 este o omotetie negativă. 
Axioma 4 arată că împărţirea elementelor nenule din C în ele­

mente pozitive şi negative nu depinde de translaţia T. 
T e o r e m a 1. împărţirea elementelor nenule din C în elemente 

pozitive şi negative are următoarele proprietăţi: 

1. Dacă 77 > 0, atunci avem — H < 0 si din 77 < () rezultă 
- H > 0 . 

2. Dacă H1 > Q şi 772 > (), atunci avem HX + 772 > (), H1Hi> (). 

Fie 7' translaţia definită de un vector O A, (O =£ A) şi fie A' = H(A). 

Atunci II(T) este definită de vectorul OA'. 
Dacă H > 0, avem H(T) ;= 7\ Fie A" (fig. 99) punctul pentru 

care avem 

O A" ~ 4 'O. 
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Atunci avem {—II) {A) — A" şi deci translaţia (—77) (T) este 

definită de vectorul O A" sau de vectorul echipolent cu el, A O. Din 
axioma 1 rezul tă: 

(-7-7) (T)**H(T). 

Din II(T) ^ T rezultă că avem : 

( - 77) (7") ^ T, 

Fig. 99 

si deci — H < ()• Da fel se arată că dacă H(T) •?& T, atunci 
( - 77) (T) «s T, deci din 77 < 0 rezultă - H > Q. 

Fie 77,, 772 două omotetii pozitive, T o translaţie definită de vec­

torul nenul O A şi fie Ax = H^A), A2 = H2(A). Translaţia HX(T) 
este definită de vectorul OAL, II.,(T) de vectorul O A 2 ; 77, -J- H° duce 
punctul .4 în {H^T) + Ht{T)){0), deci (77, + 772) (T) = H^T) + 
+ 77,(7). Din Hx > 0, H2> 0 rezultă 77a(r) 96 7\ 772(T) 9» T, deci 
H j ( r ) » f f , ( r ) . 

Din axioma 2 rezultă că avem : 

7fx(T) + 7-72(T) » ffx(r) « r , deci (77, + 772)(T) « 7\ 

deci avem 77, + 772 > Q. 

Cu aceleaşi ipoteze 77, > 0, Hz > 0, T =£ 0, avem: 

77,(77,(7)) « 772(T) « 7\ 
deci 77^77,, > 0. 

Un corp care verifică proprietăţile teoremei 1 se numeşte ordonat. 
Am arăta t deci că dacă spaţiul afin verifică axiomele ordonării trans­
laţiilor, atunci corpul coordonatelor este ordonat. 
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în t r -un corp ordonat C, oricare elemente distincte se pot com­
para, punînd : 

•W > H dacă IV - H > Q. 

Dacă avem H — H' > 0, atunci H' — H = — (// — # ' ) < f). 
De aceea vom scrie uneori H < H' în loc de H' > / / . Fie H' <_ H 
şi 7?" un element oarecare al corpului C. Avem: (H -\- H") — 
- (H' + H") = / / - # ' > 0, deci 

/ / ' + H" < II + II", 

deci adunarea cu acelaşi element II" nu schimbă ordonarea elemen­
telor Ii, IV. 

Fie acum IV < H şi / / " > 0. Atunci avem, după proprietatea 
.2 a corpurilor ordonate 

HH" - # ' # " = (H - H')H" > 0 

H"H - # " # ' = ff" (H - # ' ) > 0, 

deci : 
HH" > H'H", IVII > IVII', 

prin urmare, înmulţirea cu acelaşi factor pozitiv, fie la dreapta, fie la 
stingă, a două elemente din C, nu schimbă ordonarea acestor elemente. 

Din relaţia 9 = 99 = ( - 9) ( - 9) rezultă £7 > f). 
într-adevăr, dacă am avea 9 < (), din proprietatea 1 a corpurilor 

ordonate rezultă — 9 > 0 Şi clin proprietatea a doua rezultă 
(—9) (— c7) > 0, deci S7 > 0, ceea ce constituie o contradicţie. 

î n acelaşi mod se arată că pentru orice element a ^ 0 din corpul 
ordonat C, avem a2 > 0. De aici rezultă că nu se poate ordona corpul 
numerelor, complexe, unde avem i2 — — 1 < 0. 

î n orice corp ordonat avem, notînd cu 9 elementul unitate, 

0<9<9 + 9<9 + 9 + 9<... 
deoarece {9 + 9) - 9 = 9 > 0, {9 + 9 + 9) - {9 + 9) = 9 > 0 
etc. 

Rezultă că orice corp ordonat C conţine elementele, pozitive şi 
distincte, două cîte două. 

9, 29 = 9 + 9, 39 = 9 + 9 + 9, ... 
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De asemenea, corpul C conţine inversele acestor elemente, care 
se notează: 

n £ £ •? 
C ' 2 ' 3 ' 4 ' 

şi, în general, conţine toţi multiplii raţionali —, pozitivi sau nega­
re 

m y 
t ivi, ai lui 9, şi avem — == m(n 9)~1. 

n 
Cel mai simplu exemplu de corp ordonat îl constituie corpul nume­

relor raţionale. Orice alt corp ordonat C conţine acest corp (mai 
corect, C conţine un corp izomorf cu corpul numerelor raţionale). 
Fiind date două translaţii T, T', vom serie : 

T > T 

•dacă avem T =fc 0, T' =£ 0, T ss T' şi 

^>2fsau ~<?); 
deci dacă T > T', atunci translaţiile T, T' au acelaşi sens şi omo-
tetia care transformă translaţia T' în T este mai mare decît 9, în 
sensul ordonării corpului C. 

Din proprietăţile ordonării corpului C rezultă : 

T e o r e m a 2. Din relaţiile T > T', T' > T" rezultă T > T", 
iar din relaţiile T, > T{, T2 > T'%, I\ « T2 rezultă I\ + T2 > T[-\-T2. 

într-adevăr, din primele ipoteze rezultă : 

T as T, T « T", - >9, —>9 
T T" 

si ave m deci T «r J" şi 

— z=-±->-9>99 = 9, 
T" T T" T 

deci T > T". 
Pentru translaţiile i\, T2, T[, T'1: ipotezele dau 

Ti Ti 
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T' Punînd ---1- == H, avem H > 6 şi 

n 
i ţ = i i -^ =^H > J # = # , —^ > J . 

-t a -t i J 2 7 \ •* 2 

Rezultă : 
i i + i î > / / _|_ J . 
ra r, 

Cum omotetiile operează distributiv faţă de adunare în spaţiul 
translaţiilor, rezultă că omotetia —* + —j- transformă translaţia T'% în 

V i) = î l 
Ti 

(T'%) + if(2 
-1 2 

deci avem : 
i i . 
ra 

+ Is.- T, + 2"2 

2"2 

şi am arăta t astfel că avem: 

Tt + ^ > II + J. 
2", 

De aici rezultă: 
Tj + ra __ -r, + ra r, _ rx + T2 tŢ\_±J« 
T{ + ra r, T[ + ra r2 l ra 

— 1 

n l r, ra. 

deci avem : 
1\ + T2 > T[ + TI 

§ 7. CONTINUITATEA SPAŢIULUI AFIN 

Fie pe o dreaptă d doi vectori nenuli de acelaşi sens OA, OA', 
şi fie T, 7" translaţiile definite de aceşti vectori. Experienţa ne arată 
că dacă T > T', aplicînd de un număr suficient de mare de ori trans­
laţia T punctului 0, putem depăşi punctul A. Acest fapt constituie 
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principiul sau axioma lui Arhimede şi se poate enunţa -sub forma : 
Fiind date două translaţii de acelaşi sens T > T', există un număr 
natural n, astfel ca nT' > T. 

Această propoziţie nu se poate demonstra cu ajutorul axiomelor 
introduse pînă acum. Vom studia aici consecinţele ei. 

î n primul rînd, fiind date translaţiile T, 7" cu T « T", să notăm 
cu n cel mai mic număr natural , pentru care avem: 

nT > T. (68) 
In acest caz, vom avea : 

( » - i ) r < r , (69) 
deci : 

II = > J . (69') 
( n - l ) r 

Din formula (69') rezultă TY — J > <S>, deci dacă II =£ J , sau 
T =£ (« — 1) J ' , avem 

T**T'**{H-3) ( ( n - l ) T ' ) -

= # ((» - i) 7") - j ( » - i) r = r - (» - i) r . 

Să notăm cu 2? translaţia 

R = T — (n-l) T. (70) 

Am arăta t că avem : 

a « r « r . (7i) 
l'e de altă parte, avem : 

« _ r - (« - i)7" r - «7v -i- 7" r - »7v 

T, T T, T, + J 

T - nT 7 
r 7" ? + J = (J-?)?+J-

Din (68) rezultă ursă > J , deci avem : 

J < (9, 
r 
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T R 
şi cum — > &, rezultă — < J , deci: 

V T • • : 

R <T'. (72) 
Dacă H = J , avem T = (n — 1) T' şi 7? = 0. 

Din principiul lui Arhimede rezultă deci: 
T e o r e m a 3. Fiind date translaţiile T, T' astfel ca T «=- T', ; 

există un număr natural n şi o translaţie R, astfel încît să avem relaţiile : 
T = (n - 1) T + R, R< 7" sau A' = 0. (73) i 

î n loc să spunem că are loc una din relaţiile R < T' sau R = 0, vom 
spune mai simplu că avem 0 < R < T'. R se numeşte restul măsu­
rării translaţiei T prin translaţia T' şi se spune că T' intră de (w — 1) 
ori în translaţia T. 

Aplicînd formula (73) de mai multe ori, obţinem relaţii de forma: 

R = px — -|- Rlt 0 < A\ < — , 0 < * j < 10 
r 10 10 

I 
\ ;;••;••; ::~;~¥~r 
şi măsurarea translaţiei 7 prin translaţiile T , — , — . . . . va con-

10 100 
duce la un simbol de forma: 

T:T' = (n~ 1) + ti + îl + . . . + J ^ + . . . , 
10 100 10 

plt p2, . . ., pm, . . . fiind numere întregi de la 0 la 9 inclusiv. 
Simbolul T: T' se numeşte numărul zecimal care măsoară trans­

laţia T prin translaţia T, Numerele />,, fi3, . . ., p„, ... sînt legate 
de T, T' prin următoarea proprietate : oricare ar fi numărul natural 
m, avem o relaţie de forma : 

T = 

unde : 
' ~r Io ^ " ' ~h io" 

0 <*.<•£ 

T + A' 

De aici rezultă că nu există m, astfel încît să avem p,„ = 9 pentru 
orice r > m. 
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i 

într-adevăr, dacă ar exista m cu această proprietate, notînd 

S = ( n _ l ) + & + ... £m + 1 
10» r, 

am avea pentru orice r > w, 

5 - T = 1 

io" 10 

1 
m+1 ... + 10' 

V -Rr=—T' — Rr 
i o ' 

si rezultă din Rr < —— că avem : S > T şi 
' io' 

7"' 
5 - T < — • 

io' 

î n acest caz, translaţiile S — T şi 7" ar contrazice principiul 
ui Arhimede. 

T e o r e m a 4 (Hilbert), Daca se admite axioma lui Arhimede, 
înmulţirea în corpul C este comutativă. 

Fie 77, 77' două omotetii pozitive din corpul C. Să presupunem 
că avem 7777' =£ 77'//. Schimbîiid eventual rolul lui 77 cu al lui 77', 
putem presupune că avem: 

7777' - 77'77 > &. 

Fie T0 o translaţie nenulă arbitrară şi fie 

T '-», 7'==77(70), T' = H'(T0) 

(74) 

(75) 

n fiind un număr natural. 
Aplicînd teorema 3, găsim, pentru fiecare n, două numere natu­

rale pn, p'n astfel încît să avem : 

T = pnTn + Rn, T =p<nTn+R'n, 

0 < Rn < TH, 0 < R'n < Tn. 

Din formulele (75) rezultă : 

(7777')(r0) = H(H'(T0)) = H(T') = p'nH{Tn) + H{R'n), 

(H'H)(T0) = H'(H(T0)) = H'(T) =pnH'(Tn) + H'(R„) 

(76) 

15 — Geometria euclidiană 225 



Dar, pe de altă parte, avem: 

H(Tn) = H[^\=^H(T0) = I r , 

\ n ) n 

deci avem 

H(R'n) < H(Tn) = I T, H'(Rn) < H'(T„) = l T 

Şi 

(IIH' - H'H) (Te) < Pnl J*1 + — (T + T). 

înlocuind T, T' prin expresiile (76), rezultă : 

(HH' - H'H)(T0) < PnR" ~ ^"— + J L ( r ' + : r ) < 

/>£ + £M o, , 1 

Deci translaţia T* = (H/i"' — ff'H) (T0) verifică inegalitatea 

T* < -U*"**" r0 + r + T'\, (T* ~ 70). (77) 
Din formulele (76) rezultă însă : 

şi avem deci: 

T* < -11, U = 2(T + V). (78) 

Relaţia (78) a fost dedusă fără nici o restricţie pentru n. Rezultă 
că oricare ar fi n, avem nT* < U, ceea ce contrazice principiul lui 
Arliimede. 

Deci pentru orice două omotetii pozitive H, H' avem : 

HH' = H'H. 

Dacă H este negativă, — H va fi pozitivă şi vom avea : 

- HH' = (- H) H' = W ( - ff) = - ff'ff, 
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deci HH' = H'H. La fel se arată că produsul a două omotetii nega­
tive este comutativ. 

Teorema 4 se datoreşte lui Hilbert. 

T e o r e m a 5. (Teorema lui Tales). Dacă pentru translaţiile T,, 
T', S, S' avem: 

T S 
T^T' - = - • T S' 

atunci avem şi 

T:T' = S:S': 
. T S 

Fie H omotetia — = — ; avem a tunc i : 
T s' 

H(T) = T, H(S') = 5 . 

Aplicîud perechilor de translaţii (T, T'), (S, S') teorema 3, putem 
scrie relaţii ele forma : 

T= (n - 1)T> + Tit S = (m - \)S' + Sp 

(I\ < T, S1 < S') 

din care rezultă : 

H = — =(n-l)J + --1- = (m - 1) J + A 
V ' T - S' 

r s' 
Din ultima relaţie rezultă « = w. într-adevăr, dacă am avea 

m =fe n, de exemplu m > w, ar rezulta: 

im - «) 3 = - ^ — -S- < J, 
v s' 

ceea ce nu este posibil. Rezultă atunci ş i — L ^ - U - ^ Aplicîud acelaşi 
V S' 

procedeu perechilor (Tlt T[), (S1}S[), unde ;• 
• • . . • 

obţinem relaţii de forma : 

Ti = PJ\ + T2, S, = P& + Ss, 
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unde 

•şi continuînd în acest mod, obţinem rezultatul că perechilor (T, T), 
(S, S') li se asociază acelaşi număr zecimal, deci avem f : . T' ==s S: S'[ 

Din teorema 5 rezultă că fiecărei omotetii pozitive II i se poate 
asocia un număr zecimal determinat x{H), punînd: 

x(H) = H{T) : T, 

T fiind o translaţie nenulă oarecare. Pentru omotetiile H negative 
punem : 

x{II) = - x{- II). 

vSe pune acum problema dacă orice număr zecimal x corespunde 
unei omotetii II. Exemplul geometriei analitice peste corpul numere­
lor raţionale arată că axiomele introduse pînă acum nu sînt suficiente 
pentru a se putea arăta că orice număr zecimal este de forma x(H). 

Pentru a verifica această proprietate, vom introduce. 
Axioma Iui Cantor-Dedekind. Fiind date un şir crescător de trans­

laţii 
J\ <TZ< ... < Tn < ... 

şi un şir descrescător 

S1 > S,2 > . . . > Sn > . . . 

astfel încît Su T1 să aibă acelaşi sens şi astfel încît oricare ar fi nume­
rele naturale n, m, să avem : 

există o translaţie U, astfel ca să avem : 

Tm < U < Sm, 
oricare ar fi m. 

Să considerăm numărul zecimal 

* = £ , + -£- + — + • • • + J ~ + ••• 10 102 10" 
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şi să-i asociem şirurile de translaţii 

*•-[*•+£+•'••+$*•• 
T0 fiind o translaţie fixă. 

Aceste şiruri verifică condiţiile axiomei lui Cantor-Dedekind şi 
rezultă că există o translaţie U, astfel ca să avem: 

Se verifică imediat că avem U: T0 = x. 
Putem acum defini operaţiile cu numere zecimale punînd: 

x(Hx) + x{H2) = x{Ht + H2) 
x(Ht)x(H2) = x(H1 -H2). 

Se verifică uşor că aceste ecuaţii conduc la operaţiile elementare 
cu numere. 

Spaţiul afin în care se verifică axiomele lui Arhimede şi Cantor-
Dedekind se numeşte spaţiul euclidian afin1. 

Fiind dată o omotetie H şi o translaţie T, vom conveni să notăm 
cu xT translaţia H(T), unde x = x(H). Avem atunci proprietăţile: 

x(x'T) = (xx')T, (x + x')T = xT + x'T, x{T + T) = 
= xT + xT, 1 T = T, 

1 fiind numărul zecimal 1,00 . . . 0 . . . . 

§ 8. AUTOMORFISMELE SPAŢIULUI EUCLIDIAN AFIN 

Am numit automorfism al spaţiului afin orice transformare biuni­
vocă T a spaţiului pe el însuşi, care duce puncte coliniare în puncte 
coliniare. Transformarea fiind biunivocă, în sensul că orice punct al 
spaţiului este imaginea unui punct şi a unuia singur prin T. 

1 Axioma lui Cautor-Dedekind a avut un rol fundamental în dezvoltarea mate­
maticii moderne şi este echivalentă cu admiterea existenţei numerelor zecimale. Această 
existenţă este asigurată în cadrul Teoriei mulţimilor ce are la bază o altă axiomă, 
numită axioma alegerii, sau a lui Zermelo. Această axiomă a dat naştere la discuţii 
cel puţin tot atît de vii ca şi axioma paralelelor, cu rezultate nu mai puţin importante. 
Aceste discuţii s-au încheiat, prin lucrarea matematicianului american Cohen. Acesta 
a arătat că există matematici în care axioma alegerii nu este îndeplinită, to t aşa 
cum există geometrii, în care axioma paralelelor este falsă. î n aceste matematici, 
axioma lui Cantor-Dedekind poate fi contradictorie. Studiul acestor probleme face 
obiceiul logicii matematice. 
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T e o r e m a 1. Automorfismele spaţiului afin transformă puncte 
coplanare în puncte coplanare. 

Fie a un plan oarecare, dlt d2 (fig. 100) două drepte concurente 
în acest plan, P un punct oarecare al planului a şi P', d[, d'2 imaginile 
lui P, dx, d2 prin automorfismul 0. Dacă âx, d2 au punctul comun O, 
d'v d2 vor avea punctul comun O' = 6 (O). Vom arăta că P' = G(P) 
se găseşte în planul «.' definit de dreptele d[, d'%. Pentru aceasta, să 

observăm că prin P se poate duce o sin­
gură paralelă la dreapta dv Deci dacă 
alegem două puncte pe dreapta d2, diferite 
de O, unul din aceste puncte, fie Q, va 
defini împreună cu punctul P o dreaptă 8 
ce intersectează şi dreapta dx într-un punct 
li. Fie Q', R' imaginile punctelor Q, R 
prin automorfismul 6. Punctele P', Q', R' 
sînt coliniare, fiind imaginile a trei punc­
te coliniare. Dreapta Q'R' avîud două 
puncte comune cu planul a' va aparţine 
acestui plan şi rezultă că P' este un punct 
al planului a.'. 

T e o r e m a 2. Automorfismele duc 
Mg- 100 puncte necoplanare în puncte necoplanare şi 

puncte necoliniare în puncte necoliniare. 
Fie A, B, C, D pat ru puncte necoplanare ale spaţiului afin. Să 

presupunem că imaginile lor A', B', C, D' priutr-un automorfism 0 
al spaţiului afin se găsesc într-un plan a. Fie P un punct oarecare 
al spaţiului. 

Să ducem prin punctul P o dreaptă d ce nu întîlueşte nici una 
din muchiile tetraedrului ABCD, deci care nu se găseşte în nici unul 
din planele definite de P şi de aceste muchii. Dreapta d nu poate 
fi paralelă cu trei din feţele tetraedrului ABCD, deoarece dacă d 
ar fi paralelă de exemplu cu feţele ce trec prin A, aceste feţe ar con­
ţine paralela d' dusă prin A la dreapta d. Rezultă că d' ar fi inter­
secţia planelor ABC, ABD şi a planelor ABC, ACD, deci A, B, C 
ar fi situate pe dreapta d', ceea ce nu este posibil. Să presupunem 
atunci că dreapta d intersectează feţele ABC, ABD în punctele M, 
respectiv N. Aceste puncte sînt distincte, deoarece d nu intersectează 
muchia AB. Dacă M', N' sînt imaginile punctelor M, N prin 0, M 
fiind coplanar cu A, B, C şi N fiind coplanar cu A, B, D, rezultă că 
M', N' se găsesc în planul a. Dar P este coliniar cu M, N, deci Pr 

este coliniar cu M', N' şi se găseşte în planul a. Deci am arăta t că 
toate punctele spaţiului se transformă în puncte ale planului a., ceea 
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ce nu este posibil, deoarece 6 este o aplicaţie biunivocă şi orice punct 
al. spaţiului trebuie să fie imagine a unui punct P. 

Aceasta arată că punctele A', B', C, D' nu pot fi coplanare. 
Fie acum A, B, C trei puncte necoliniare. Punctele A' = Q (A), 

B' = 6 (B), C = 0 (C) nu pot fi coliniare, deoarece dacă A', B', C' 
ar fi coliniare, atunci A', B', C şi imaginea P' a unui punct P oare­
care ar fi coplanare. Or, dacă alegem pentru P un punct exterior 
planului ABC am contrazice proprietatea stabilită mai sus. 

T e o r e m a 3. Un automorfism al spaţiului afin transformă 
drepte concurente în drepte concurente şi drepte paralele în drepte paralele. 

Fie dlt d2 două drepte concurente în punctul O. Imaginile lor 
prin automorfismul 6 vor fi două drepte concurente în punctul 
O' = 0 (O). 

Fie acum dx, d2 două drepte paralele şi d[, d'% imaginile lor prin 0. 
Dreptele dx, d2 sînt coplanare, deci d[, d'2 au aceeaşi proprietate. Drep­
tele d[, d'i nu pot fi concurente, deoarece în caz contrar punctul lor 
de concurenţă P' ar fi imaginea unui punct P, ce nu poate aparţine 
şi dreptei dx şi dreptei d2. Dacă P este exterior dreptei dx, el va fi neco-
liniar cu două puncte A, B ale dreptei dx şi punctele necoliniare A, 
B, P ar avea imaginile, prin 0 coliniare pe dreapta d[, ceea ce nu este 
posibil. Deci d[ \\ dţ>. 

Folosind teoremele precedente, vom determina analitic automor­
fismele spaţiului afin. 

Fie QAtA2A3 un sistem de coordonate carteziene şi Ll'AlAzA's un 
al doilea sistem de acelaşi t ip, astfel încît punctul O' să aibă faţă de 
primul sistem coordonatele Cx, C2, C3, iar translaţiile unitare S[, S!2, S* 
de-a lungul axelor Q'A[, D.'A'2, Q ' i J să aibă, tot faţă de primul sistem,, 
componentele : 

( L , n > C2X, L- 3 1 ) , (L- 1 2 , L22, C-a g), (,t"i3, C 2 3 , (--33). 

Dacă un punct oarecare P din spaţiu are coordonatele XXl X2, XA 
în raport cu sistemul Q.AxA2Aa, şi coordonatele X[, X2, X's în raport 
cu sistemul Q ' i j i ^ â atunci am arătat că între Xx, X2, X3 şi X[, 
X'2, X'z avem formulele : 

Xx = X[C1X + X2CX2 -f A^3C13 + Cx, 

X2 = X[C21 -\- X'2C22 4- A3C2 3 -|- C2, (79) 

A 3 == X[C31 + A2C32 -jr A3C33 -j- C3. 



Am arătat de asemenea că formulele (79) se pot inversa prin for­
mule de aceeaşi formă 

X[ = XxCn -\- X2C{2 + X3C[S -\- C[ 

x'2 = xxc21 + x2c22 + x3a23 + c2 (79') 
X3 = XxC3i 4" X2C32 + X3C'3u + C's, 

unde C[i, C2i, C'3i sînt componentele translaţiilor St, în raport cu 
sistemul £YA[A2A3, iar C{, C ,̂ C3 sînt coordonatele punctului Q în 
raport cu acelaşi sistem. 

Păstrînd aceleaşi elemente C'q, C\, să considerăm transformarea 
spaţiului afin 0, care asociază fiecărui punct P, de coordonate Xx, 
X2, X3 în raport cu sistemul D.A1A2A3, punctul P' de coordonate X{, 
X'2, X'3, date de formulele (79'), în raport tot cu sistemul HA^^A^ 

Transformarea 6 astfel definită este biunivocă, avînd transfor­
marea inversă 0 _ 1 dată de formulele (79). 

Să arătăm că 6 transformă puncte coliniare în puncte coliniare. 
Să considerăm pentru aceasta o dreaptă d, definită prin ecuaţiile 
parametrice : 

Xj = HP1 + Mx, X2 = HP2 + M2, X3 = HP3 + M3I 

H fiind parametrul, P1: P2, P3 — parametrii directori ai dreptei, 
iar Mx, M2, M3 — coordonatele unui punct M al dreptei d. Introdu-
cînd aceste relaţii în formulele (79'), obţinem: 

Xi = H(PxC'n + t\C'n + PjC'a) + (MjCU + Af,GS+ 

+ M3C[3 + C'x). 

x:z = H(PXC^ + P2C22 + p3c2i) + fftficj, + M2C22 + 
+ M3C2Z + Q) 

X'3 = HiP.C^ + P,Ci + -P3C33) + ( f e , + Jlf ,Ci + 
+ M3C33 + Q , 

care arată că punctul P' de coordonate X[, X%, X'3 deci transformatul 
prin 0 al punctului P(X1, X2, X3), care descrie dreapta d, descrie 
o dreaptă d', avînd parametrii directori: 

P'x = PiC'n + P2C[2 + P3C[3 

P2 — "1C21 4" P^C22 4- P3C23 

P3 — PiCsi + P2C32 + PsC'w, 
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şi trecînd prin punctul M' = 6(M) avînd coordonatele : 

M[ = MxCn + M2C[2 + M3C'n + CI 

M'2 = MxCn 4- M2C22 + M3Ca + C2 

M', = AfjC'n + M2C32 + M3C!a + Ci 

Rezultă că formulele (79') definesc un automorfism al spaţiului 'afin. 

Vrem să arătăm acum că orice automorfism 6 al spaţiului eucli­
dian afin este dat de formule de forma (79). 

Pentru demonstraţie, să observăm în primul rînd că dacă T, 
respectiv H este- o translaţie, respectiv o omotetie, atunci 0T0"""1, 
0 / / 0 - 1 este o translaţie, respectiv o omotetie. într-adevăr, dacă P[, 
P2 sînt două puncte oarecare ale spaţiului si dacă P = Q~1(P[), 
P2 = Q-i(Pl), Qx = T(PX), Q2 = T(P2), atunci avem: 

Q[ = (0TO-i) (P[) = (UT) (Px) = 6 (Qx), 

Q'i = (07'0-i) (P'2) = (07) (P2) = 0 (Q2). 

Din relaţiile Qx = T(PX), Q2 = T(P.2) rezultă: 

PiPtWQiQi, 
aşadar, avem, utilizînd teorema 3, 

P[P2 = Q (P1P2) \\ HQxQ.) = Q'xQl 
Prin urmare, transformarea 0T0~a transformă dreapta P\P2 într-o 

dreaptă Q[Q'2, paralelă cu P[P2. Rezultă că 0T0" 1 este un automor­
fism special. Iya fel se arată că 0i?0~ x este un automorfism special. 

T fiind o translaţie, avem: 

şi aplicînd automorfismul 0, rezultă : 

şi ultima relaţie arată că transformarea QTQ^1 este o translaţie. 
H fiind o omotetie admite un punct O invariant, deci: 

H(0) = O. 

Punînd O' = 0 (0), vom avea 0- l(0') = 0 şi deci: 

(O^re-1) (o') = (8H) (0) = 0 (O) = & 

şi rezultă că 0 H 0 - 1 este o omotetie de centru O'. 
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Să observăm acum că notînd cu 5 translaţia care duce punctul O 
în punctul O' = 0 (O), avem: 

(S-*8) (0) - 0, 

deci 6' = 5~x0 este un automorfism al spaţiului afin, ce lasă inva­
riant punctul O. 

Presupunînd că O este centrul omotetiilor ce formează corpul 
coordonatelor, să considerăm un sistem de coordonate QA^A^A^ în 
spaţiu şi să punem: 

Q' = 6'(0), A[ = 0' (A,), A'2 = 0' (A2), 

A'a = 0' (A3), 0' = 5- i0 . 

Pentru un punct oarecare P(Xlt X2, Xs), avem: 

P = [Xt(SJ + X2(S2) + X3(S3)](il), 

P ' = [ZJKSJ + Xi(S2) + X3(S8) ].(£}) 

şi pe de altă parte, dacă P' = 0' (P), O' = 0' (ii), 

p> = 0' [XV(SJ + X2(S2) + X3(S3)] (ii) = 

= 0' [X^SjX^S,) + X3(S3)] 0'~i) (O')-

Ultima formulă se mai poate scrie : 

P' = {Q'X&X-i -X2S2X~l •Z3S3Z3- I0'-1)(O') . 

Notînd în general, pentru o transformare U, prin U transformarea 

U=WU 0'-1 , 

mai putem scrie: 

P' = (Q'XJ'-i • Q'StW-WXŢW-i . . . e'X-J&'^XQ'), 
sau : 

P' = (X&X-i • X2S2X^ • X3S3X~i)(iY). 

Dintr-o observaţie făcută mai sus rezultă ca Xlt X2, X3 sînt omo-
tetii de centru 0' (O) = O, deci din corpul coordonatelor, iar 5^, 52 , 5 3 
sînt translaţii. Putem deci scrie : 

P ' = [ X ^ j + X2(52) + X3(S3)] (O'). (80) 
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Să observăm acum că avem : 

5\(D') = (0'S1O'-1)(Q') = (0'SO(O) = W(AJ = A[ 

şi în mod analog, obţinem: 

S2(il') = Ai S~(Q') = Ai 

Rezultă că SXl S2, S3 sînt translaţiile unitare de-a lungul axelor 
sistemului de coordonate £l'A{Â'iAi Formula (80) ne spune atunci 
că Xlt X2, X3 sînt coordonatele punctului P ' = 0(P) în raport cu 
sistemul ă'A[A'2Ai Coordonatele X[, X'z, X3 ale punctului P ' î n raport 
cu sistemul Q.A1A2A3 vor fi. date de formule de forma (79) : 

X[ = XjCjj, + X2C12 + X3C13 -f- Cx 

X'2 = XtC21 + X2C22 -f- X3C23 + Ca (81) 

X 3 = XiCgj + X2C32 + X3C33 4- C3. 

Rezultă că transformarea 0 = 50 ' va fi dată de formule de aceeaşi 
formă, unde în loc de Cx, C2, C3 vor apărea elementele Ex = Cx + Dx, 
E2 = C2 -|~ D2, E3 — C3 -f- D3, unde D1: D2, D3 sînt componentele 
translaţiei 5 în raport cu sistemul Q.AXA2A3. Notînd cu Y1; Y2, Y3 
coordonatele punctului Q = 0(P), vom avea deci: 

Yx = XxCn + X2C12 + X3C13 + Et 

Y2 = XXC21 + X2CZ2 + X3C23 + E2 (82) 

Y3 = XXC31 A- X2C32 A- X3C33 4* E3. 

Rezultă că automorfismul 0 este dat de formule de forma (82), 
unde avem: 

Xx = WXJ'-1, X2 = 0 'X 2 0'- \ X3 = ®'X3W-\ (82') 

Oricare ar fi coeficienţii Q;-, Ci transformarea (82) transformă 
puncte coliniare în puncte coliniare şi puncte coplanare în puncte 
coplanare, dar s-ar putea întîmpla ca transformarea (82) să nu fie 
biunivocă. 

De exemplu, transformarea Yx = Xlt Y2 = 0, Y3 = 0 duce toate 
punctele spaţiului pe axa Q.A v Dacă însă Cliy C2i, C3i sînt componen­
tele a trei translaţii uecoplanare, transformarea (82) este biunivocă. 
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Să arătăm acum că în cazul spaţiului euclidian afin avem : 

X1 = Xlt X2 = X2, X3 = X3. 

într-adevăr, corespondenţa 

X -*X = 0'AO'"1 

este un automorfism al corpului coordonatelor, deoarece avem: 

6' {X + Y)©'-1 = Q'XQ'-1 + O'FO'-1; (83) 

0'(XY)Q''1 = (6 'X6'-1)(e 'F6'- '). (84) 

Formula (84) este evidentă, deoarece putem suprima în dreapta 
produsul 6 ' - 1 0'. 

Pentru a demonstra formula (83), să considerăm un punct oare­
care P' în spaţiu şi să punem P = Q'~1(P'). Atunci avem: 

(Q'(X + Y)6'-1)(P') = 6' {X -|- Y)(P) = Q'{U • V)(0), (85) 

unde U, V sînt translaţiile definite de formulele: 

17(0) = X(P) , 7(0) = Y{P). (86) 

Mai putem scrie formula (85) sub forma : 

(0'(X + Y) 6'-1)(P') = {Q'iUV)®'-1) (O), 

deoarece 6' lasă invariant punctul 0 ; putem scrie mai departe : 

(0'(A + Y)0'-!)(P') = (Q'UQ'-iQ'VQ'-^iO) = (UV)(6), (87) 

unde U, V sînt translaţii le: 

u = o'?y 9'-1, v = e'79'-1. 
Punînd X = Q'XQ'-\ Y = 0'YO'-1, avem : 

X{P') = (0'X0'-i)(P') = {WX)[P) = (6'C7)(0) = 

= {WUQ'-i) (O) = £7(0), 

Y{P') = (0'Y0'-i)(P') = (0'Y)(P) = (%'Y) {0) = 

= (0'FO'-1)(0) = 7(0) ; 
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comparînd cu (87) şi ţinînd seama de definiţia sumei a două omotetii, 
rezultă că avem : 

(O'(X + Y)0 ' -*)(P ' ) = ( 2 + Y)(P') , 

ceea ce demonstrează formula (83). 
î n cazul spaţiului euclidian afin corpul coordonatelor este izomorf 

cu corpul numerelor reale. Vom arăta că acest corp nu admite auto-
morfisme diferite de automorfismul identic, utilizînd faptul că orice 
număr real pozitiv este pătratul unui număr real. 

într-adevăr, fie cp un automorfism al corpului numerelor reale.. 
Atunci avem, oricare ar fi numerele reale x, y, 

<?(x+y) = 9{x) +<?(y), (88) 
f{xy) = v{x) . 9 (v) . . ,(89) 

Punînd în (88) x = 0, rezultă cp(j') = y(y) + ep(0), deci avem 
9(0) = 0 . Punînd în (89) x = 1, rezultă f(y) = 9(1) 9(3/) şi cum 
9(v) şzS 0, dacă y ^ O , rezultă 9(1) = 1. Atunci avem: <p(m) = 
= 9(1 -j- . . . . -|- f) = 9(1) + • • • + 9(1) — m> pentru orice număr 
natural m. Apoi din — • m = \ rezultă : 9 I— tp(m) = 1, deci: 

m \ m j 

-)= — = L 

rn) qi(m) m 

şi din — = n • — deducem : 
m m 

9 — = 9 ( w ) 9 — = — • 
\m' \mj m 

Deci automorfismul 9 lasă invariante toate numerele raţionale 
pozitive. Din — — + — = 0 rezultă 9 I— — I -f 9 I—• = 0, dec i : 

m m \ m) \m J 
, deci 9 nu schimbă nici numerele raţionale nega-n 

m 
tive. 

Fie x un număr iraţional oarecare şi r', r" două numere raţionale, 
astfel ca : 

r' < x < r". 
Atunci numerele iraţionale r" — x, x — r' sînt pozitive. Deci 

există două numere reale a, b, astfel încît să avem : 

r" — x = a2, x — r' = b2. 
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9 (a 
2 

* - 9((«))2 > O, 

(<?W)2 > o 

Aplicînd automorfismul cp, rezultă : 

r " — <ţ>(x) = (p(r") — <p(x) = <p(r" — x) 

f[x) — r' = <p(x) — cp(r') = tp(^ — r') = <ţ>(b 

şi deducem relaţiile : 

r' < (p(x) < r". 

Aşadar, orice interval cu capetele raţionale, ce conţine numărul x, 
conţine şi numărul <p(x). Rezultă: 

<p(x) = x. (90) 

Deci corpul numerelor reale nu admite automorfisme diferite de 
automorfismul identic (90) şi rezultă că în cazul spaţiului euclidian 
afin, în formulele (82) avem Xt = Xlt X% = X2, Xs = A8. Avem 
deci: 

T e o r e m a 4. Automorfismele spaţiului euclidian afin sînt date 
de formule de forma : 

Yx = C11X1 + C12Aa -f C13XS -f- Cx 

* 2 = ^ 21^-1 ~T ^ 2 2 ^ 2 ~T ^23y*-3 T" ^ 2 

Ys ^ 3 1 A i + ^ 3 2 ^ 2 ~f~ ^ 3 3 ^ - 3 ca 

(91) 

coeficienţii Ca-, C^ / « « ^ astfel, încît transformarea (91) să /je inver-
sabilă. 

Se ştie din algebră că ultima condiţie se poate exprima sub forma: 

10. 
Cu ^ 1 2 V18 

^ 2 1 c 2 2 r 
^ 2 3 

^ 3 1 c3 2 ^ 3 3 

Se numeşte spaţiu afin complex spaţiul afin în care corpul coordo­
natelor este izomorf cu corpul K al numerelor complexe. Corpul K 
admite, în afara automorfismului identic, automorfismul care asociază 
fiecărui număr complex z conjugatul său z. Avem într-adevăr: 

zi T z2 — zi T zi> 

ZXZ2 z== zi ' *2« 
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Rezultă că automorfismele spaţiului afin complex sînt de două 
tipuri. Ele pot fi definite de formule de forma: 

zt — clxzx -\- c12z2 - j - clsz3 -f- clt 

Zn Cin Z-\ ^23^3 T ^2> 

C 3 1 % "f" Ci2Z2 "T* C33^3 H C3> 

s a u : 
Zl — C H ^ l + C12Z2 "T C 13 2 3 + Cl> 

^2 = = ^21^1 T C22^2 T~ ^23^3 T ^2> 

^3 ~ CZXZ1 ~T C32^2 "T C33Z3 + C3> 

unde c„, cf sînt numere complexe cu determinantul | ci;- | diferit de 
zero1. 

Corespondenţe afine între plane din spaţiul aîin. Fie <x, (3 două 
plane în spaţiu. Se numeşte transformare afină sau corespondenţă 
afină între planele a, (3 o corespondenţă biunivocă 6 între aceste 
plane, care transformă puncte co-
liniare ale planului a în puncte co-
liniare ale planului (3. O astfel de 
corespondenţă transformă puncte 
necoliniare ale planului a în puncte 
necoliniare ale planului (3. 

într-adevăr, să presupunem prin 
absurd că transformarea afină 0 
duce punctele necoliniare P, Q, R 
ale planului a în punctele coli-
uiare P', Q', R' ale planului (3 
(fig: îoi). 

î n acest caz dreptele PQ, RQ, 
RP se transformă în aceeaşi dreaptă 
P'Q'R'. Ducîtid print'r-un punct 
oarecare M al planului a o dreaptă 
d ce intersectează laturile triunghiu­
lui PQR în două puncte distincte 
A, B, punctul M' = 0(M) se va găsi pe dreapta A'B', unde A' — 6(A)> 
B' = 6(2?). Dar dreapta A'B' coincide cu dreapta P'Q'R', deci rezultă 
că toate punctele planului a au imaginile pe dreapta P'Q'R', deci 

Fig. 101 

1 î u Algebră se arată că există o infinitate de automorfisme ale corpului complex. 
Dintre acestea, numai cele două automorfisme indicate y.(z) — z, 9(2) = î sînt continue, 
în sensul că transformă şiruri convergente de numere complexe în şiruri convergente.. 
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punctele planului (3 exterioare dreptei P'Q'R' nu sînţ imagini de puncte 
din planul a, deci corespondenţa 6 nu poate fi biunivocă. 

Rezultă din proprietatea demonstrată că /o transformare afină 
între planele a, (3 duce drepte paralele în drepte paralele. într-adevăr, 
dacă dreptele âu d2 din planul a n-au nici un punct comun şi dacă 
imaginile lor d'x, d'2 din planul (3 ar avea Un punct comun M', acest 
punct ar fi imaginea unui punct M din' planul a. Punctul M ar fi 
exterior cel puţin uneia din dreptele ăx, d2, deoarece rfr j | d». Dacă 
M este însă exterior dreptei dlt ele exemplu, M împreună cu două 
puncte ale dreptei dx s-ar transforma în trei puncte ale dreptei d[, 
•ceea ce contrazice rezultatul stabilit mai sus. 

Cele două proprietăţi demonstrate pentru corespondenţele afine 
între două plane permit să arătăm, ca în cazul automorfismelor spa­
ţiului afin, că dacă 0 este o corespondenţă afină între planele a, [3 
şi dacă T, H este o translaţie, respectiv o omotetie în planul a1 a tunci : 

T = 076- 1 , H' = QHO-1 

va fi o translaţie, respectiv o omotetie în planul (3. 
Fie Q, Ax, A2 trei puncte uecoliniare în planul a (fig. 102) şi Sx, S.2 

translaţiile planului a definite de vectorii QAX, respectiv £IA2. Avem 
deci: 

SX(Q) = Ax> S2(n) = A2. 

Fiind dat un punct oarecare P în planul a, paralele duse prin 
P la axele Q.AX, D.A a întîlnesc aceste axe în punctele Px, P2 şi putem 

considera translaţiile Tx, T2 definite 
de vectorii 

flP1; Q P 2 ; 
deci avem : 

rţ(h) = PX, r2(0) = P2 . 
Omotetiile din corpul coordonate­

lor spaţiului afin, date de rapoartele 

Fia. 102 Xi Ii 
s, x2 = 

1 Prin translaţie sau omotetie într-un plan a înţelegem o translaţie sau o omotetie 
—> 

a spaţiului afin, definite de un vector AB sau de trei puncte O, P, P', cu A, B, O, 
P, P' situate în planul a. Aceste transformări vor induce transformări ale planului a 
în el însuşi. 
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se pot considera drept coordonatele punctului P în raport cu sistemul 
de coordonate carteziene Q.AXA2 din planul oc. Ele coincid cu primele 
două coordonate ale lui P, în raport cu un sistem de coordonate în 
spaţiu de forma D.AXA2AS, cu A3 exterior planului «. 

Omotetiile Xx, X2 nu transformă' planul a în el însuşi, deoarece 
au centrul într-un punct O ce nu se presupune în planul a, fiind cen­
trul fixat de la început al omotetiilor ce formează corpul coordona­
telor. Xx şi X2 transformă însă translaţiile din planul a, deci t rans­
laţiile definite de vectori din planul a sau paraleli cu planul <x, în 
translaţii de acelaşi fel. 

Pentru punctul P putem scrie formula : 

P = [XX(SX) + X2(S2)](Q) = XxSxXri • X2S2Xf(Q). 

Să notăm cu £1', A[, Ai,, P' imaginile în pla'nul [3 ale punctelor O, 
A t, A 2, P, prin transformarea afină 6. Avem: 

p> = 0(p) = Q(XxSxX-i-X2S2X-l)Cl)) = 

= {QXxSxX^XzS2X^d-i){Q') = (QXfi-t-OSJ'i-QX-^-1-

• 0A 2 0- i • 9520-18Xr- i8-1)(Q') = XlSlX'r1 • XiSiXi-^Cl') 

unde am no ta t : 

x[ = §xx%-\ x'2 = ex^e-1, 5; = esx o~\ s2 = es2o-* 
şi deci X[, X2 sînt omotetii, iar S[, S'2 sînt translaţii. Avem : 

Sf(fl') = (65ir}V)(a') = (BS^Q) = 0 (^0 = A[ 

S2{Q') = (eS,e- ij(fi /) = (052)(O) = %A2) = Ai, 

deci S[, S2 sînt translaţiile unitare de-a lungul axelor sistemului de 
coordonate carteziene Q.'A[A2 din planul (3. Apoi avem: 

( A ; ( S ; ) ) ( Q ' ) = ( A ; 5 Î A ; - I ) ( Q ' ) = (OXXSXX^Q-^(Q') = 

= (QXxSxX^)(n) = ( 8 ^ ( 0 ) == Q(PX) = P[ 

şi analog găsim: 

(x:2(S2))(tt') = 6(P2) = Pi. 

Cum dreptele P'Pi, P'P'i sînt paralele cu axele Q.'A[, Q'A2, rezultă 
că X{, X'2 sînt coordonatele punctului P' în raport cu sistemul Q! A\Ai 
•din planul (3. 
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Rezultă că dacă alegem în planele a, S sistemele de coordonate 
QAXA2, Q,'A[Âi ce se corespund prin transformarea 0, această trans­
formare va duce punctul P(X1, X2) din planul a în punctul P' (X[, X'2) 
din planul 6, unde : 

X[ = QXx0~\ X!2 = QX2Q-\ 
Ca în cazul automorfismelor spaţiului afin, se arată că asociind 

fiecărui element X al corpului C al coordonatelor elementul 
X' = QXQ-1, obţinem un automorfism al corpului C. 

y 

Fig. 103 

î n cazul spaţiului euclidian afin, cînd C este izomorf cu corpul 
numerelor reale, am arătat că nu există alte automorfisme ale corpului 
în afara automorfismului identic. î n acest caz, corespondenţele afine 
6 între planele oc, 6, raportate la sisteme de coordonate corespondente 
prin 0, sînt date de formulele : 

X[ = Xx, X'2 = X2. (92) 
Obţinem un exemplu geometric de corespondenţă afină între 

planele a, S dacă alegem o dreaptă d în spaţiu, care să nu fie paralelă 
cu nici unul din planele a, 8 (fig. 103), asociind fiecărui punct P 
din planul a intersecţia J" a dreptei paralele cu d, dusă priu P, cu 
planul B. într-adevăr, se verifică uşor că această corespondenţă este 
biunivocă şi duce dreptele în drepte. Corespondenţele de acest fel 
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au proprietatea că lasă invariante punctele comune planelor a, B, 
dacă aceste plane nu sînt paralele. 

Dacă planele a, B sînt paralele, unei drepte § din planul a îi cores­
punde o dreaptă S' din planul B, paralelă cu dreapta 8. Corespondenţele 
de acest fel se numesc proiecţii prin drepte paralele sau proiecţii afine. 

Se poate arăta că dacă o corespondenţă afină 6 între două plane 
a, B lasă invariante punctele comune celor două plane, sau dacă trans­
formă orice dreaptă 8 din planul a într-o dreaptă 8', paralelă cu 8, 
atunci 0 este o proiecţie afină. De asemenea, se arată că orice cores­
pondenţă afină între două plane a., B se poate obţine ca un produs 
de cel mult trei proiecţii afine : 

<* -*• Ti. Ti -* T2. Ta -*• P> 

cu ajutorul unor plane auxiliare Yi> T2-
Să observăm, în sfîrşit, că se pot considera corespondenţe afine 

în acelaşi plan, deci transformări biunivoce ale punctelor unui plan, 
care transformă puncte coliniare în puncte coliniare. Analitic, aceste 
transformări se pot exprima prin formule de forma : 

XI = XXC1X + XX,, + Cx 
(93) 

Xi = XXC2X T ^2^22 H~ C2, 

unde Xx, X2 sînt coordonatele unui punct P în raport cu un sistem 
de coordonate QA XA2, iar Xt, X* sînt coordonatele punctului t rans­
format, în raport cu acelaşi sistem de coordonate. într-adevăr, folosind 
formulele (92) şi formulele care dau trecerea de la sistemul de coor­
donate Q.'A[A2 la sistemul D.AXA2, obţinem formulele (93). 

Corelaţii între plane. Fie a, p două plane din spaţiul euclidian afin. 
Se numeşte corelaţie între aceste plane o transformare w care asociază 
punctelor din planul a drepte din planul B, astfel încît la puncte 
coliniare să corespundă drepte concurente sau paralele. O astfel de 
corespondenţă nu poate fi niciodată biunivocă; există întotdeauna 
drepte în planul B ce nu corespund la puncte din planul a. Vom con­
sidera de asemenea corelaţii cu centru, care nu sînt definite într-un 
anumit punct al planului a, numit centrul corelaţiei. 

Să presupunem, de exemplu, că am ales sisteme de coordonate 
carteziene ClA^^ Q.'A[A'2 în planele a, B. Dreptele planului B sînt 
date de ecuaţii de forma : 

axx[ + a2x2 -\- a = 0 (94) 
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unde alt a2 nu pot fi în acelaşi t imp nuli. Dacă asociem fiecărui punct 
P{x1, x2) dreapta (94) din planul B avînd: 

ax = xt, a2 = x2, a = 1, (95) 

obţinem o corespondenţă ce nu este definită în punctul O. 
Dacă punctul P(x1, x2) descrie o dreaptă, coordonatele xu x2 

depind de un parametru t sub forma : 

* - * < • + * ; ( 9 5 , ; 
x2 = p2t + q2t 

Pi> Pi> <7i, ?2 fiind numere fixe. Pentru dreptele corespondente în 
planul B vom avea : 

ai — P\t + q-u «2 = P4 + 1%, a = 1 
şi vor fi date de ecuaţii de forma : 

(Pit + ft)*i + (p2t + q2)x!2 + 1 = 0 . (96) 
Aceste drepte trec toate prin punctul comun dreptelor 

Piti + p*< = 0, glX[ + q2x'2 + 1 = 0 , (96') 

sau sînt paralele între ele, dacă ultimele două drepte sînt paralele. 
într-adevăr, dacă dreptele (96') au punctul comun {x[, x2), atunci 
acest punct verifică ecuaţia (96), oricare ar fi parametrul t. Iar dacă 
dreptele (96') sînt paralele, avem : 

Pj_ = h. 
«i ti 

şi atunci, oricare ar fi t, avem : 

P\t + h. _ P4 + g2 _ 
ii ?2 

Rezultă că formulele (95) definesc o corelaţie cu centrul în punc­
tu l O. 

Ca exemplu de corelaţie fără centru putem da corespondenţa 
care asociază fiecărui punct P(xl, x2) din planul a dreapta (94) din 
planul B, avînd : 

ax = xlt a2 = 1, a = x2. (97) 

î n acest caz avem întotdeauna a2 + 0, deci transformarea este defi­
nită în orice punct al planului a. Dacă punctul P(x1, x2) descrie 
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dreapta (95'), atunci dreapta corespunzătoare trece prin punctul 
comun dreptelor 

PiX'i + p2 == 0, qxx\ + x'2 + q2 = 0, 

deci formulele (97) definesc o corelaţie fără centru. 
vSă observăm că pentru corelaţia (95), dreptele planului B ce trec 

prin punctul Q.' nu corespund la puncte din planul a, deoarece pentru 
aceste drepte avem a = 0. 

Iar pentru corelaţia (97), dreptele din planul 8 pentru care avem 
a2 = 0, deci dreptele paralele cu axa Q.'A'2 nu corespund la puncte 
din planul a. 

Vom numi punct singular al unei corelaţii &> între planele a, 6 
nn punct din planul 6, astfel încît dreptele ce trec prin acest punct 
nu corespund la puncte din planul a. Astfel O' este punct singular 
al corelaţiei (95). Corelaţia (97) n-are nici un punct singular, dar are 
o direcţie singulară, anume direcţia axei LYA'2, în sensul că dreptele 
planului B, paralele cu această axă, nu corespund la puncte din pla­
nul a. 

Vom spune că o corelaţie co este nedegcncrată, dacă are un singur 
punct singular sau o singură direcţie singulară. Deci cu excepţia 
dreptelor ce trec printr-un anumit punct, sau ce sînt paralele cu o 
anumită dreaptă, orice altă dreaptă din planul B este imaginea unui 
punct din planul a. 

Dacă w este o corelaţie a planelor a, 6 şi dacă 9 este o transfor­
mare afină a planului a în el însuşi, atunci w6 este o corelaţie a pla­
nului a în planul S, avînd acelaşi punct singular sau aceeaşi direcţie 
singulară cu w. 

Reciproc, dacă co', w sînt două corelaţii ale planului a cu planul 
B, avînd acelaşi punct singular sau aceeaşi direcţie singulară, atunci 
6 = «~ ] w' este o transformare afină a planului a. în el însuşi. 

Dacă a) este o corelaţie a planului a în planul B şi dacă G' este o 
transformare afină a planului 8 în el însuşi, atunci 6'w este o corelaţie 
între planele a, B, avînd ca punct singular sau ca direcţie singulară 
imaginea prin 0' a punctului singular sau a direcţiei singulare a core­
laţiei co. 

Fie M0, coj două corelaţii între planele a, B avînd un punct singular, 
respectiv, o direcţie singulară. Putem presupune, de exemplu, că 
aceste corelaţii sînt date de formulele (95), respectiv (97). Din obser­
vaţiile precedente rezultă ca orice corelaţie între planele a, B este 
de forma O'co0 0 sau 0'co^, unde 0, 0' sînt transformări afine ale pla­
nelor a, 8 în ele însele. î n particular, corelaţiile cu punctul singular 
D.' sînt de forma wo0, iar corelaţiile cu punctul singular O' şi cu cen­
trul în Q, sînt de forma wo0, unde 0 este o transformare afină a pla-
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nului a, ce lasă invariant punctul O. Rezultă că aceste corelaţii sînt 
date de formule de forma: 

ax = cxxxx + c12#2 "~r ci 
2 — 21 1 ~~T" ^ 2 2 ^ 2 "~T~ ^2> 

unde ax, a2 sînt coeficienţii clin ecuaţia : 

axx'x + a2^2 + 1 = 0 , 

ce defineşte dreapta din planul |3, imagine a punctului P(x1: x2) din 
planul a. 

Să presupunem că planele a, (3 coincid şi că sistemele de coordo­
nate D.A^A^, Q,'A[A'2 sînt de asemenea identice. 

O corelaţie a> a planului a cu el însuşi se numeşte corelaţie involu-
tivâ sau polaritate, 'dacă pentru orice punct P al planului a, diferit 
de centru, dreptele co(P') ce corespund punctelor P' de pe dreapta 
d = co(P), trec prin punctul P. 

Un punct P'(*i, zj) de pe dreapta w(P) ce corespunde punctului 
P(#1 ; #2) prin corelaţia (98) verifică ecuaţia : 

( c u % + e ia#a + CjJ^i + ( c ^ + c22%2 + c2)x2 + 1 = 0. (99) 

Prin aceeaşi corelaţie, punctului P ' îi corespunde dreapta d' dată 
•de ecuaţia : 

(cn*i + c12«2 + %)*i -|- {c21x[ + c22%2 + c2)x2 + 1 = 0. 
Condiţia ca w să fie iuvolutivă este ca să avem: 

(cn% + c12x'2 + c1)x1 + (c21xi + c22x2 + c2)x2 + 1 = 0 , (100) 

îndată ce {x[, x'2) verifică ecuaţia (99). 

Duînd % = X, x., = 0, va trebui să avem: 

X(Cll*i + c12x% + ct) + 1 = 0, 
îndată ce 

(cuX + Cl)x'x + (c21X + c2)x'2 + 1 = 0 , 

de unde rezultă condiţiile: 

. ' X C " •• = - ^ - = XCl + 1 ; 

deci trebuie să avem: 
X^nC! + Xcf + c1 = 0, Xc12 = X^a^i + X c ^ + C2 + Xc21, 

0, (98) 
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oricare ar fi X. Deci avem: 

Ci = W, C 2x : = ^21> ^ 2 ^ ^ ^ ' 

Dacă aceste condiţii sînt verificate, se vede că ecuaţiile (99), (100) 
sînt identice, deci corelaţia (98) este involutivă. Punînd c u = u, 
c12 = c21 = v, c22 — w rezultă că putem defini corelaţiile involutive 
de centru ii şi cu punctul singular tot D, prin formulele : 

ax = uxx + vx2, a2 = vxx + wx2, a = 1. (101) 

Punctului A% (1, 0) îi corespunde prin această corelaţie dreapta 

ux1 + w:v2 + 1 = 0 . 

Dacă presupunem că am ales axa Q,A2 paralelă cu această dreaptă, 
v = 0 şi avem deci: 

T e o r e m a 5. Corelaţiile involutive în planul a, avînd centrul 
confundat cu punctul singular, se pot aduce la forma canonică: 

ax = uxx, a2 = wx2, a = 1, (102) 

deci se poate alege sistemul de coordonate 0^4 ^4 2, astfel încît punctului 
P{xu x2) să-i corespundă dreapta : 

uxxx\ + wx2x'2 + 1 = 0 . (103) 

Corelaţia (102) este nedegenerată dacă uw =fc 0. 
Pentru corelaţia (102) joacă un rol important locul geometric 

al punctelor P{x[, x2) ce aparţin dreptelor ce le corespund. Acest 
loc se obţine punînd condiţia ca ecuaţia (103) să fie verificată pentru 
x[ = xlt x'2 = x2 şi este dat de ecuaţia: 

ux\ + wx\ + 1 = 0. _ (104) 

Docul este deci o conică cu centrul în punctul O ; această conică 
este o elipsă dacă : 

u < 0, w < 0 ; 

o hiperbolă dacă : 

u > 0, w < 0 sau u < 0, w > 0 

şi este imaginară dacă avem: 

u > 0, w > 0. 
î n ultimul caz nu există puncte care să aparţină dreptelor cores­

pondente lor. 
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Conica (104) se numeşte conica directoare a polarităţii (102), deoa­
rece cunoaşterea acestei conice face ca polaritatea să fie determinată. 
Imaginea d a unui punct P printr-o polaritate se mai numeşte polara 
acelui punct în raport cu conica directoare, iar P se numeşte polul 
dreptei d. Proprietatea caracteristică a corelaţiilor involutive se 
poate exprima în felul u rmător : polarele punctelor de pe o dreaptă d 
trec prin polul dreptei d. 

Polarele punctelor de pe conica directoare sîirt tangente în aceste 
puncte la conica directoare. Fiind date două puncte A, B pe conica 
directoare, polarele lor, cleci tangentele în A, B la conică, se întîlnesc 
în polul dreptei AB. Se obţine de aici un procedeu simplu de con­
strucţie a polului unei drepte ce taie conica directoare, în două puncte, 
sau a polarei unui punct din care se pot duce două tangente la conica 
directoare. 

§ 9. SPAŢIUL EUCLIDIAN METRIC 

î n spaţiul euclidian afin raportul a două translaţii este definit 
numai dacă cele două translaţii sînt paralele. Raportul se poate con­
sidera fie ca o omotetie H, fie ca un număr real x = x(H). 

în geometria lui Euclid joacă un rol important faptul că se poate 
considera raportul a două translaţii oarecare. Această posibilitate 
are la bază faptul că există noţiunea de mărime a unei translaţii şi 
deci se pot considera translaţii neparalele de aceeaşi mărime. Această 
noţiune se poate lega, la rîudul ei, de noţiunea de perpendicularitate: 

putenl spune că translaţiile T, T', definite de vectorii O A, O A' 
au aceeaşi mărime, dacă dreapta ce trece prin O şi prin mijlocul seg­
mentului A A' este perpendiculară pe acest segment. Apoi putem defini 
raportul a două translaţii T, T ca raportul a două translaţii paralele 
S, S', avînd aceeaşi mărime cu T, respectiv T'. 

Relaţia de perpendicularitate se poate caracteriza cu ajutorul 
.următoarelor axiome : 

1. Dacă dreapta d este perpendiculară pe dreapta d', atunci şi 
dreapta d' este perpendiculară pe dreapta d. 

2. Dacă dreptele dt, d2 sînt perpendiculare şi dacă d[ este para­
lelă cu dL, atunci dreptele d[, d2 sînt perpendiculare. 

3. Dreptele trecînd printr-un punct O şi perpendiculare pe o 
dreaptă d aparţin unui plan a ; orice dreaptă ce trece prin O şi care 
este situată în planul a este perpendiculară pe dreapta d. 

4. O dreaptă nu poate fi perpendiculară pe ea însăşi. 
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Planul a dus prin O conform axiomei 3 se numeşte planul perpen­
dicular în 0 pe dreapta d. Planele paralele cu ce se numesc perpendi­
culare pe d. Dreptele conţinute în aceste plane sînt perpendiculare 
toate pe dreapta d. 

Din axiomele precedente se deduc fără dificultate următoarele pro­
poziţii, a căror demonstraţie o lăsăm în grija cit i torului: 

P r o p o z i ţ i a 1. Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe două 
drepte concurente (şi distincte) dintr-un plan a, atunci d este perpen­
diculară pe planul a şi deci pe orice dreaptă din planul a. 

P r o p o z i ţ i a 2. Prin fiecare punct 0 al spaţiului trece un 
plan şi numai unul, perpendicular pe o dreaptă dată. 

P r o p o z i ţ i a 3. Dacă un plan a este perpendicular pe o dreap­
t ă d, atunci a nu conţine dreapta d şi nu este paralel cu d, deci a şi 
d au un singur punct comun. 

P r o p o z i ţ i a 4. Prin fiecare punct O al spaţiului trece o dreap­
tă şi numai una, perpendiculară pe un plan dat a ; această dreaptă 
este intersecţia a două plane trecînd prin O şi perpendiculare pe două 
drepte concurente (şi distincte) din planul a. 

P r o p o z i ţ i a 5. Două drepte perpendiculare pe un acelaşi 
plan sînt paralele. 

P r o p o z i ţ i a 6. Două plane perpendiculare pe o aceeaşi dreaptă 
sînt paralele. 

P r o p o z i ţ i a 7. Dacă o dreaptă d este perpendiculară pe un 
plan a, atunci d este paralelă eu planele ce sînt perpendiculare pe cîte 
o dreaptă din planul a. 

Un spaţiu euclidian afin în care s-a introdus noţiunea de perpen­
dicularitate, se numeşte spaţiul lui Euclid, iar proprietăţile lui formează 
geometria elementară sau geometria lui Euclid. 

Dacă în această geometrie s-a ales o clasă de translaţii de o aceeaşi 
mărime, atunci se poate defini distanţa între două puncte şi se obţine 
spaţiul metric euclidian. 

Cu ajutorul acestor axiome putem introduce în spaţiu — sisteme de 
coordonate carteziene ortogonale QA1A2A3, în care axele Q.Alt O.A2>. 
QA3 sînt perpendiculare două cîte două, şi în care translaţiile Sv S2, S3 , 

definite de vectorii QA£, QA2, QA3, au aceeaşi mărime. Păstrînd această 
mărime pentru orice alt sistem de coordonate carteziene ortogonale,, 
se arată că transformările de coordonate carteziene ortogonale sînt 
date de formule de forma: 

x'i = cilx1 + ci2xz + clSx3 + c<, (i = 1, 2, 3), 
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unde matricea este ortogonală, deci verifică condiţiile : 

0, dacă i j£-j ; 

1, dacă i = j . 
cacji i ci2cjz ~r ci3cjs — 

Rezultă că dacă două puncte P, Q au într-un sistem de coordonate 
ortogonale coordonatele %, x2, x%, respectiv yv y2, y3, atunci expresia 

d* = (%-^i)2 + K - j g 2 + (^-ys)2 

nu depinde de sistemul de coordonate ortogonale ales. Ajungem astfel 
la noţiunea de distanţă euclidiană şi geometria metrică a lui Euclid 
se poate considera construită. Spaţiul acestei geometrii se numeşte 
spaţiul metric euclidian. 

Să demonstrăm afirmaţiile făcute mai sus. Pentru aceasta vom 
căuta să găsim condiţia analitică pentru ca două drepte să fie perpen­
diculare. 

Fie pentru aceasta S un punct fix în spaţiu, a un plan ce nu conţine 
punctul S. Putem considera perpendiculara 8 pe planul ec (fig. 104). 

Fig. 104 

Dreapta S este perpendiculară pe orice dreaptă din planul a. 
Dreapta S intersectează planul a într-un punct i i . 
Fie a' planul paralel cu planul a şi trecînd prin punctul S. Să aso­

ciem fiecărui punct P din planul a, diferit de punctul O, planul TC 
dus prin S perpendicular pe dreapta PS. Planul TC este diferit de planul 
a.', deci TC intersectează planul a. după o dreaptă d. Dreapta d nu trece 
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prin punctul O. într-adevăr, dacă planul TC ar conţine punctul Ci, 
dreapta SP ar fi perpendiculară pe dreapta SCI, ceea ce nu este posi­
bil, deoarece dreptele perpendiculare pe dreapta SO sînt paralele cu 
planul a sau aparţin acestui plan, conform axiomei 3. Or, dreapta PS 
nu este nici paralelă cu planul a, nici conţinută în acest plan, avînd 
un punct P în planul oc şi un punct S exterior planului a.. 

Vom arăta că asociind fiecărui punct P £ a dreapta i == TC fi OL, 
obţinem o polaritate cu centrul Ci, avînd conica directoare imaginară. 
Să observăm pentru aceasta că orice dreaptă d, ce nu trece prin pun­
ctul O, corespunde unui punct P. într-adevăr, dreapta d, împreună 
cu punctul S, defineşte un plan TC, diferit de a'. Perpendiculara / pe 
acest plan dusă prin S va intersecta planul a într-un punct P. Dreapta l 
nu poate fi paralelă cu plamrl a, deoarece în caz contrar, l s-ar găsi 
în planul a' şi atunci planul TC, deci şi dreapta d, ar conţine punctul 
O, contrar ipotezei. 

Să presupunem acum că un punct Q descrie dreapta d în p l a n u l « ; 
atunci dreptele QS formează un plan TC. Dreapta l construită mai sus, 
perpendiculară pe planul TC, va fi perpendiculară pe orice dreaptă QS 
din acest plan. Rezultă că planele TC', perpendiculare în S pe dreptele 
QS, trec prin P, deci şi intersecţiile d' ale planelor TC' CU planul octrec 
prin P. Deci am arăta t că dacă un punct Q descrie o dreaptă d în pla­
nul a, atunci dreptele d' corespunzătoare punctelor Q trec prin punctul 
P, a cărui transformată este tocmai dreapta d. 

Din consideraţiile precedente rezultă că transformarea co, ce aso­
ciază punctelor P din planul a dreptele d, prin construcţia indicată 
mai sus, este o polaritate de centru O în planul a. 

Deci alegînd un sistem de coordonate convenabil în planul a, de 
forma QA1A2, putem face ca transformarea w să fie definită de formulele 
(39). Dar punctul P nu poate aparţine niciodată dreptei d = « (P), 
deoarece dreapta PS nu poate fi perpendiculară pe ea însăşi, conform 
axiomei 4. Rezultă că avem, în formulele (102), u > 0, w >• 0. Atunci 
există două numere reale p, q, astfel încît să avem u = p2, w = q2 şi 
ecuaţiile (102) se pot scrie: 

a± — p2xx, a2 — q%x2, a = 1. 

Prin transformarea de coordonate 

yi = P%i, y% = q%s> 

aceste ecuaţii devin: 

h = yt, b2 = ys, b = 1, 
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•deci w asociază punctului P(yx, y2), dreapta 

^ ; + y 2 ^ + i = o. (105) 
Vom nota cu Ax, A2 punctele unitate ale noului sistem de coordonate. 

Să introducem în spaţiu sistemul de coordonate definit de reperul 
QAjA^S. Atunci punctul 5 are coordonatele (0, 0, 1). O dreaptă care 
trece prin 5 şi nu este paralelă cu planul a are ecuaţii parametrice de 
forma 

x1=p1t, x2=p2t, x3=p3t + l, (/>3=F0). ^ 
O astfel de dreaptă d intersectează planul a în punctul pentru care 
x3 = 0, deci t = . Deci primele două coordonate ale punctului 

A Pa 
P de intersecţie s îu t : 

yx = - ti; y% = _ h . 
Pz fa 

O a doua dreaptă d', de acelaşi fel, 

*i = Pi*, x2 = p'2t, x3=p'3i+l, (p'a ^ 0) 

va intersecta planul a în punctul P' avînd primele două coordonate 

Fa Pa 

Dreptele d, d' sînt perpendiculare, dacă punctele P(y1,y2), P'(yLy'2) 
verifică ecuaţia (105), deci dacă avem: 

PlPÎ+Pzp2+PSp3 = 0. (106) 

Am obţinut deci condiţia pe care trebuie s-o verifice parametrii 
directori a două drepte d, d', pentru ca aceste drepte să fie perpendi­
culare, presupunînd că d, d' nu sînt paralele cu planul a. 

Dacă dreapta d' este în planul a' (fig. 105), d' defineşte împreună 
cu S un plan <r, ce intersectează planul a după o dreaptă d, paralelă 
cu d'. Fie m perpendiculara ridicată în Q. pe planul a. Deoarece a 
conţine dreapta S, m se găseşte în planul a, care conţine toate per­
pendicularele duse prin Q la dreapta S. Dreapta d' fiind perpendicu­
lară pe dreptele S, m va fi perpendiculară pe planul TC definit în aceste 
drepte şi orice perpendiculară pe dreapta d' trecînd prin S va fi con­
ţ inută în planul 7t. 

Să presupunem că dreapta d' este definită de ecuaţiile parametrice 

Kx = P4> %2 = P4> X3= 1-
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Un punct P de pe dreapta d, paralelă cu d', va avea coordona­
tele de forma : 

yi = M y* = M 3's = °-
Dreapta m' de intersecţie a planelor a', n este paralelă cu m, deci 

•este perpendiculară pe planul a; în particular m' este perpendiculară 
pe dreapta PS. Rezultă că m' se 
găseşte în planul (3 dus prin S per­
pendicular pe dreapta PS. Planul (î 
intersectează planul a după o 
dreaptă n, paralelă cu m şi m'. Deci 
putem afla parametrii directori ai 
dreptei m', aflînd parametrii direc­
tori ai dreptei n. 

Dreapta n este transformata 
punctului P prin polaritatea (.105). 
Deci n are ecuaţiile 

pxxx + ptx2 + - = 0, x% =O 
i 

şi rezultă că n sau m' are para­
metrii directori —p%, pi, 0. 

Am ară ta t că dreptele perpen­
diculare pe dreapta d' sînt dreptele 
paralele cu planul n. Dintre acestea, 
dreptele paralele cu m au parametrii 
directori: 

P = - A > p2 = Pi, Pz = o, 
care verifică împreună cu px, p2, p3 Hg. 105 
ecuaţia (106). Celelalte drepte, per­
pendiculare pe d' şi neparalele cu m, sînt paralele cu drepte de forma 
SM, M fiind un punct pe dreapta m, care este definită de ecuaţiile 
parametrice 

x x = — p 2 t , %% = f>%t, x 3 = 0 . 

Aceste drepte au parametrii directori de forma : 

Px = — Pi, P — Pi, Pi = arbitrar 

şi ele verifică împreună cu px, p2, p3 ecuaţia (106). Deci această ecuaţie 
constituie condiţia de perpendicularitate a două drepte oarecare în spaţiu. 
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Condiţia de perpendicularitate a dreptei 
xi = P4 + q'i; x2 = p2t + g2, x3 = pst + qt (107) 

cu planul 

uxxx -f- u2x2 -f- uBxB -f- u = 0 (107') 

se poate obţine ţinînd seama că parametrii directori p[, p'2, p'3 ai unei 
drepte din planul (107') verifică ecuaţia : 

uxp[ + u'ţp't + u'zp'z = 0. 
Deci dreptele planului (107') sînt toate perpendiculare pe dreapta 

de parametri directori [ult u2, u3). 
Deci condiţia ca dreapta (107) să fie perpendiculară pe planul (107') 

este ca px, p2, p3 să fie egali sau proporţionali cu %, u2, u3. 
Să observăm acum că axele £IAX, D.A2 au parametrii director 

(1, 0, 0), respectiv (0,1,0) şi aceşti parametri verifică condiţia de peri 
pendicularitate (106). Deci dreptele Q.AX, Q.A2 sînt perpendiculare. 
Ele sînt perpendiculare şi pe dreapta D.A 3, prin construcţie. 

Un sistem de coordonate carteziene în spaţiu, format din axe QAlt 
Q.A2, D.A3 perpendiculare două cîte două, astfel încît condiţia de orto­
gonalitate a două drepte să fie dată de ecuaţia (106), se numeşte sis­
tem de coordonate carteziene ortogonale. 

Fie D.A, Q.B doi vectori cu originea în O. Vom spune că aceşti 
vectori sînt congruenţi, dacă dreapta ce uneşte punctul O cu mijlocul 
M al segmentului AB este perpendiculară pe segmentul AB. 

Să presupunem că A, B au coordonatele xx, x2, x3 respectiv yx, y2, 
y3. Atunci M are coordonatele 2±±2±t

 x°- ±Jli *3 + y» s i dreapta OM 
2 2 2 

are parametrii directori xx -[- yx> x2~\-y2, x3
J
ry3. Dreapta AB are 

parametrii directori yx — xx, y2 — x2, y3 —- x3. Condiţia de perpendi­
cularitate se scrie : 

[%i + yi)(yi - xi) + [xt + y*)(yi ~ %) + (*» + y»){ya - H) = ° 

sau 
x\ + %\ + x\ = y\ + y\ -|- y 

Rezultă de aici că vectorii Q.Ax, Q,A2, O/l3 sînt congruenţi. 
Să presupunem acum că avem trei drepte O/lx, Q,A2, QA3 perpen­

diculare două cîte două şi punctele Ax, A2, A3 alese astfel, încît vectorii 
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£IAX) Q.A2, Q.A3 să fie congruenţi cîte doi. Condiţia de ortogonalitate 
a două drepte rezultă din (39) sub forma : 

upxp[ + wp2p; + i = o, 

deci condiţia de congruenţă a vectorilor 0^4, QB se scrie sub forma: 

»(xi + yi)(xi —yî) + wix2 +-y*){xt — y*) + (-*« + y3)ixs — y3) = 0 
sau : 

«W -yî) + w(xî-yl) + (*î -yî) = 0. 
Dacă această condiţie este verificată de vectorii QAx, 0./42 şi 

€lA x, D.A 3, avem : 

u — w === 0, u — 1 '== 0, 

deci, u = w = 1. 
Rezultă că un sistem de coordonate carteziene ortogonale se mai 

poate defini prin condiţia ca axele sistemelor să fie ortogonale cîte două, 
iar vectorii unitari ai axelor să fie congruenţi. 

Putem defini congruenţa a doi vectori u, v oarecare în spaţiu prin 
condiţia ca vectorii echipolenţi cu u, v şi avînd originea într-un punct 
O să fie congruenţi. Dacă vectorii u, v au componentele ux, u2, u3, 
respectiv vx, v2, v3, faţă de un sistem de coordonate carteziene ortogo­
nale, condiţia de congruenţă se poate scrie sub forma : 

K + «| + U\ — Vf +. V% + fi-

Să presupunem că vectorii D,'A'X, £l'A2, Q.'A'3 definesc un al 
doilea sistem de coordonate carteziene ortogonale în spaţiu. Atunci 

> 
riotînd cu cH, c«, c.Ai componentele vectorilor Q.'A'i (i = 1, 2, 3), 
avem condiţiile de ortogonalitate ale acestor vectori, 

CHCU + c%fii + c3ic3j = 0, (» y±j) (108) 
şi condiţiile de congruenţă 

c\i + oh + el = p\ (i = 1, 2, 3) (109) 

p fiind un număr real nenul arbitrar. Dacă vectorii O''A\ sînt congruenţi 

cu vectorii 0/4 {, avem p = 1. 



Dacă alegem un vector fix u în spaţiu, putem considera clasa sis­
temelor de coordonate ortogonale, pentru care vectorii unitari ai 
axelor sînt congruenţi cu vectorul u. Trecerea de la un sistem de coor­
donate din această clasă la altul se va face prin formule de forma 
(91), unde % verifică condiţiile (108), (109), în care j> — I. 

Să observăm că fiind dată o dreaptă Q.P există pe dreapta QP 

numai două puncte Px, P2, astfel încît vectorii PPX, PP2 să fie congru­
enţi cu un vector dat u(u1} u2, u3). într-adevăr, dacă P are coordo­
natele qx, q2, q3, putem să definim dreapta d prin ecuaţiile parametrice : 

H = Pit + Si, *2 = P4 + Sa, xa = P4 + S3; 
dacă t corespunde punctului P1 condiţia de congruenţă a vec­
torilor PPX, u se scrie : 

(PI + PI + PI)'2 = ux + u\ + u\ 
şi dă două valori de semne opuse pentru t. Rezultă că avem două 
soluţii Px, P2 şi că vectorii PPX, PP2 au sensurile opuse. 

Se spune că vectorii PIJ
1, PP2 constituie purtările congruente ale 

vectorului u, pe dreapta QP, cu originea în P. 
Dacă u este un vector fix, putem defini lungimea unui vector 

arbitrar v ca raport al vectorului vx, pur ta t congruent pe suportul lui 
u şi avînd acelaşi sens cu u., prin vectorul u însuşi. Dacă vectorul u 
are componentele ux, u2, u3, suportul său se poate defini prin ecuaţii 
de forma : 

xx = uxt -\~ ax, x2 = u2t 4- «2, x3 = u4 + a3-

Purtarea congruentă a vectorului v (vx, v2, v3) pe această drearjtă 
şi cu originea în punctul de coordonate ax, a2, a3, este definită de ecua­
ţia în t, 

(uf + u\ + .ufjl2 = v\ + v\ + vi 

şi rezultă că lungimea vectorului v este dată de formula : 

» — "' + 7'' + "' . • uî + u\ + u\ 

Dacă u este unul din vectorii QA4, obţinem pentru lungimea lui v 
formula: 

p = v\ + vl + v: 
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.Distanţa d(A, B) între două puncte A, B se defineşte ca lungimea 

vectorului AB. Dacă A, B au coordonatele (xx, x2, x3), (ylt y2, y3), 
rezultă : 

d(A, BY = (Xl - yxf + (x2 - y2f + (x3 - y 3 ) \ 
Dacă avem dreptele perpendiculare AB, AC, unde punctele A, B, C 

au coordonatele (xx, x2, x3), (yx, y2, y3), (zx, z2,z3), condiţia de perpen­
dicularitate se scrie: 

(% — yi){%i - -i) + (̂ 2 - y%iix% — *«) + (*a - y3)ixs - *.*) = o 
sau sub forma echivalentă: 

{*î - yiY + (x2 - y^Y + (*a - y3)2 + K - *iY + 
+ (*. - ^ ) 2 + (x

3 - z3)2 = (yt - zi)2 +(y, - ^Y + (j'3 - z3)2 

sau : 
d(A, BY + d{A, Cf = d(B, C)2. 

Am obţinut astfel formula lui Pitagora. 

§ 10. AXIOMATIZAREA LUI HILBERT. AXIOMATIZAREA GEOMETRIILOR 
NEEUCLIDIENE 

Axiomatizarea dată de noi este simplă datorită faptului că am 
introdus de la început postulatul lui Euclid, prin ultima axiomă a 
spaţiului afin. î n acest fel am exclus de la început geometria lui Do-
bacevski şi geometria lui Riemann. 

Axiomatizarea lui Hilbert, menţionată în primul capitol al acestei 
lucrări, are la bază un sistem de douăzeci de axiome, din care opt 
axiome de incidenţă, cinci de congruenţă, şi una de completitudine 
sînt comune celor trei geometrii: eliptică, hiperbolică şi parabolică 
Geometria hiperbolică admite de asemenea cele patru axiome de or­
donare din sistemul lui Hilbert şi axioma de continuitate a lui Hilbert, 
ultima axiomă, de paralelism, fiind singura care trebuie modificată 
cînd trecem de la geometria lui Euclid la geometria lui Dobacevski. 
De aceea, axiomatizarea lui Hilbert, deşi incomodă în ce priveşte de­
ducerea teoremelor, prezintă un interes deosebit. 

Sistemul lui Hilbert consideră ca elemente primitive noţiunile 
de punct, dreaptă, plan şi relaţiile dintre ele : de incidenţă, ordonare 
şi congruenţă. Relaţiile de incidenţă se exprimă prin : un punct apar­
ţine unei drepte, un punct aparţine unui plan, o dreaptă aparţine unui 
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plan. Ordonarea se referă la situaţia descrisă prin propoziţia : un punct 
B se află între două puncte A, C şi are ca noţiuni derivate noţiunile 
de semidreaptă, segment, semiplan, unghi etc. Relaţiile de congruenţă 
leagă între ele anumite perechi de segmente sau unghiuri, numite 
perechi de segmente sau unghiuri congruente (egale). Vom da axiomele 
care caracterizează aceste relaţii, după Hilbert1. 

Axiomele de incidenţă 
1. Prin două puncte trece totdeauna o dreaptă. 
2. Prin două puncte distincte trece o singură dreaptă. 
3. Orice dreaptă conţine cel puţin două puncte. Există trei puncte 

nesituate pe aceeaşi dreaptă. 
4. Prin trei puncte nesituate pe aceeaşi dreaptă trece un plan. 

Orice plan conţine cel puţin un punct. 
5. Prin trei puncte nesituate pe aceeaşi dreaptă trece un singur 

plan. 
6. Dacă o dreaptă are două puncte situate într-un plan, atunci 

toate punctele dreptei aparţin planului. 
7. Dacă două plane trec printr-un punct, atunci ele mai trec 

printr-un al doilea punct. 
8. Există patru puncte nesituate în acelaşi plan. 

Axiomele de ordonare 
1. Dacă punctul B se găseşte între punctele A, C, atunci punctele 

A, B, C sînt pe aceeaşi dreaptă, sînt distincte şi B se găseşte între C şi A. 
2. B'iind date două puncte distincte A, B există un punct C, astfel 

încît B să se găsească între A şi C. 
3. Fiind date trei puncte coliniare distincte A, B, C, dacă A se 

află între B, C atunci C nu se află între A, B, şi nici B nu se află între 
A, C. 

4. (Axioma lui Pash). Fiind date trei puncte nesituate pe aceeaşi 
dreaptă A, B, C şi o dreaptă d în planul lor ce nu trece prin nici unul 
din aceste puncte, dacă dreapta d trece printr-un punct situat între 
A, B, atunci ea trece cu siguranţă printr-un punct situat între A, C 
sau printr-un punct situat între B, C. 

Axiomele de congruenţă 

1. Fiind dat un segment A B, o dreaptă d şi un punct O pe dreapta 
d, există pe dreapta d exact două puncte Pi, P2> astfel încît să avem 
WPX = AB, WPZ = AB. Punctul O se găseşte între punctele Pv P 2 . 

D a v i d H i 1 b e rt, Grundlagen der Geometrie, Leipzig and Berlin, 1930. 

258 

2. Două segmente congruente cu al treilea sînt congruente între 
ele. 

3. Dacă B este între A, C, dacă B' este între A', C, şi dacă sînt 
verificate congruenţele AB = A'B', BC = B'C, atunci este adevărată 
şi congruenţa AC^A'C'. 

4. Fiind dat un unghi (h, k) şi o semidreaptă ti într-un plan «., 
există în planul a exact două semidrepte k1, k2, care să formeze cu ti 
unghiuri congruente cu unghiul (h, k). Semidreptele klt k2 sînt de o 
parte şi de alta a dreptei ce conţine semidreaptă ti. 

Orice nnghi este congruent cu el însuşi. 
4. Fiind date două triunghiuri ABC, A'B'C, din congruenţele 

A as A', AB = Ă'B',' A~C = WC 
rezultă : 

A A 
B = B'. 

I,a aceste axiome se adaugă convenţiile: punctele A, Bşi B, A 
definesc acelaşi segment; semidreptele h, k şi k, h definesc acelaşi 
unghi. 

Din axiomele precedente rezultă un număr însemnat de teoreme 
remarcabile, comune geometriei lui Euclid şi geometriei lui Lobacevski. 
Dintre acestea, menţionăm teorema unghiului exterior şi teoremele 
de congruenţă ale triunghiurilor. De asemenea, se poate arăta că 
dintr-un punct la o dreaptă se poate duce o perpendiculară şi numai 
una şi cel puţin o paralelă. Se mai arată că toate unghiurile drepte 
sînt congruente. în sistemul lui Hilbert, ca şi la Euelid, doua drepte 
se numesc perpendiculare dacă formează patru unghiuri congruente 
şi aceste unghiuri se numesc drepte. 

Axiomele de continuitate 
1. Axioma lui Arhimede. 
2. Axioma lui Cantor-Dedekind, sau axioma de completitudine 

echivalentă cu ea : nu putem adăuga puncte, drepte şi plane noi, 
astfel încît axiomele precedente să fie verificate. 

Axioma de paralelism 
Printr-un punct exterior unei drepte nu se poate duce mai mult 

de o paralelă la acea dreaptă. 
Ultima axiomă are drept consecinţă posibilitatea introducerii co­

ordonatelor, măsurării segmentelor, cu ajutorul formulei lui Pitagora, 
şi teoremei lui Tal.es. 
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O măsurare a segmentelor se poate face fără axioma de paralelism, 
cu ajutorul axiomei lui Arhimede, ceea ce permite calculul distanţelor 
şi unghiurilor şi în geometria lui Ivobacevski. Tot cu axioma lui Arhi­
mede, fără a folosi axioma paralelelor, se arată că suma unghiurilor 
unui triunghi nu poate fi mai mare decît suma a două unghiuri drepte. 

Mai mult, dacă într-un sin­
gur triunghi suma unghiuri­
lor este egală cu suma a 
două unghiuri drepte, teore­
ma lui I^egendre arată că ori­
ce triunghi are aceeaşi pro­
prietate. De aici rezultă că 
dacă există un punct P0 şi o 
dreaptă d0 astfel încît prin P0 
să nu treacă decît o paralelă 

Fig. 106 la dreapta d0 (fig. 106), atunci 
prin orice punct P nu se poate 

duce decît o paralelă la o dreaptă d ce nu trece prin P. Să demonstrăm 
această proprietate. Fie Q0, R0 două puncte pe dreapta d0; prin P0 să 
ducem semidreptele a, p care fac cu PnQ0, P0R0 unghiuri congruente cu 
unghiurile avînd vîrfurile în Q0, respectiv R0. Din teorema unghiului 
exterior rezultă că dreptele ce conţin semidreptele a, [i nu întîlnesc 
dreapta d0. Cum prin P0 am presupus că trece o singură paralelă, 
rezultă că «,|(S sînt în prelungire şi atunci suma unghiurilor 1, 2, 3 
din P 0 este egală cu suma a două unghiuri drepte. Deci există _ un 
triunghi în care suma unghiurilor este egală cu suma a două unghiuri 
drepte. Teorema lui Legendre spune atunci că orice alt triunghi are 
aceeaşi proprietate. Fie PQ perpendiculara dusă diutr-un punct P 
la o dreaptă d ce nu trece prin P şi fie R un punct pe dreapta d, astfel 
ca IjR = PQ. Dacă prin P trec mai multe paralele la d, una din ele, 
să spunem 8, va forma cu PQ un unghi mai mic decît un unghi drept. 
Să luăm pe dreapta d, de aceeaşi parte a lui Q, segmentul RRlt con­
gruent cu PR, apoi în prelungire segmentele RxR2, R,tR8l... congru­
ente respectiv cu PRV PR2, ... •', se formează triunghiurile isoscele 
PQR, PRRt, P A \ P 2 , ... (fig. 107). î n fiecare din aceste triunghiuri, 
suma unghiurilor este de două unghiuri drepte. Un calcul simplu 
arată că unghiurile din P ale acestor triunghiuri au valorile: 

Ol (O Ci O) 

~2 ' 4 ' 8 ' ' " ' 2 " ' 

unde am notat cu w unghiul drept. Notînd cu co —s unghiul format de 
8 şi PQ, din faptul că toate semidreptele PR, PRX PR2 ..., sînt 
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cuprinse în interiorul acestui unghi, re­
zultă că avem: 

i • — -f- f- . . . H — < co — s, 
• 2 4 2" . . . 

oricare ar fi numărul natural n. Dar 
această relaţie este imposibilă, deoare­
ce suma din membrul stîng tinde spre co, 
deci poate să se apropie de co, pentru n 
suficient de mare, astfel încît semi-
dreapta PRn să depăşească semidreapta 
8. Am ajuns deci la o contradicţie, care 
a ra tă că prin punctul P nu trece decît 
o paralelă la dreapta d. 

Geometria eliptică a l u i 'R iemann 
se deosebeşte de geometriile hiperbolică 
şi parabolică în primul rînd prin pro­
prietatea că dreptele sînt aici curbe în­
chise, care se pot identifica cu cercuri. 
într-adevăr , dreptele geometriei eliptice 
sînt drepte proiective, care se pot ob­
ţine din drepte euclidiene adăugînd un 
•singur punct la infinit. Figura 108 ara­
t ă cum se poate stabili o corespondenţă 
biunivocă între punctele dreptei proiec­
tive şi punctele unui cerc, prin proiecţie 
dintr-un punct O al cercului. Cînd punc­
tele Qx, Q% ale dreptei t ind la stînga, 
respectiv la dreapta către punctul de 
l a infinit, punctele Px, P 2 t ind către 

Mg. 108 



punctul O. Deci O este corespondentul punctului de la infinit al dreptei 
(?i(?2.Şi corespondenţa este continuă în punctul O. 

Fiind date trei puncte pe un cerc, nu se poate spune care din ele 
este situat între celelalte două (fig. 109), deci axioma a treia de ordonare 
a lui Hilbert nu se verifică în geometria lui Riemann. î n această 
geometrie are sens să considerăm perechi de puncte (A,. B), (C, D) 

e^^S 

Fig. 109 Fîg. H t 

care se separă (fig. 110) şi perechi (A, B), (E, F) care nu se separă.. 
Proprietatea de separare a două perechi se poate caracteriza prin, 
următoarele axiome1: 

1. Există o dreaptă ce conţine patru puncte distincte. 
2. Dacă A, B, C, D sînt puncte diferite ale unei drepte, unul singur 

dintre punctele B, C, D formează cu punctul A o pereche se separă 
perechea formată din celelal­
te două puncte rămase. 

3. Dacă perechea (A, B) 
separă perechea (C, D) şi da­
că (A, C) separă perechea 
(B, E)„ atunci (,A,.B) separă. 
perechea (D, E) (fig. 111). 

4. T>ac&A',B",C',D', sînt; 
proiecţiile punctelor A, B, C„ 
D, pe o dreaptă d' dintr-un. 
punct O, şi dacă (A, B) se­
pară pe (C, D) atunci (A', B') 
separă pe (C'„ D') (fig. 112). 

De asemenea, proprietatea 
de separare o presupunem si­

metrică, deci dacă (A, B) separă pe (C, D), atunci şi (C, D) separă pe 
(A, B). Două puncte A, B -pe un cerc sau pe dreapta proiectivă defi­
nesc două segmente complementare. 

Fiind date trei puncte distincte A, B, C vom numi segment A Bc mul­
ţimea punctelor D care formează cu C perechi ce separă perechea (A, B)... 

1 C o x e t e r H. S. M., The Real Projective Plane,, Cainbridge,. 1,955. 

Fig. 112 
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Pentru a putea introduce axioma continuităţii, ce se datoreşte 
îui Coxeter, vom introduce noţiunea de corespondenţă ordonată pe o 
dreaptă. înţelegem prin aceasta o corespondenţă biunivocă a unei 
drepte proiective pe ea însăşi, care transformă perechi ce se separă în 
perechi ce se separă. 

Axioma lui Coxeter se poate enunţa în felul u rmă to r : 
Fie T o corespondenţă ordonată pe dreapta AB. 
Dacă segmentul ĂBC conţine punctele A', B', atunci segmentu 

A'B'c conţine un punct fix M al corespondenţei, astfel încît segmentul 
AMB nu conţine nici un punct fix al aceleiaşi 
corespondenţe (fig. 113). 

Axiomele de congruenţă ale lui Hilbert se 
po t adapta la cadrul dat de axiomele de ordo­
nare ale planului eliptic. 

Să observăm că axioma de paralelism are 
în geometria eliptică următorul enun ţ : 

Oricare două drepte coplanare au cel puţin 
un punct comun. 

§ 1 1 . SPAŢII AFINE CU MAI MULTE DIMENSIUNI 

Construcţia geometriei lui Euclid dezvoltată în acest capitol s-a 
îăcut în trei etape, Prima etapă a constituit-o construcţia corpului 
coordonatelor, utilizînd axiomele de incidenţă şi descrierea analitică 
a dreptelor, planelor şi autoniorfismelor spaţiului afin. A doua etapă 
a constat în restrîngerea corpului coordonatelor cu ajutorul axiomelor 
de ordonare şi continuitate. Iar a treia etapă a constat în restrîngerea 
grupului autoniorfismelor, cu ajutorul noţiunii de perpendicularitate. 

Aceste etape pot fi generalizate, dacă înlocuim axiomele de inci­
denţă prin axiome mai slabe. Se obţin atunci spaţii afine cu mai multe 
dimensiuni şi spaţii euclidiene cu mai multe dimensiuni, pe care le 
vom numi spaţii generalizate. 

Anume vom înlocui sistemul de axiome de incidenţă al spaţiului 
afin, lăsînd de o parte axiomele 4,8 şi punînd în locul lor trei propoziţii 
ce le-am dedus cu ajutorul axiomelor 4,8 şi care au servit la demon­
strarea teoremei speciale a lui Desargues. Deci vom defini spaţiul afin 
prin axiomele 1, 2, 3., 5., 6, 7 de incidenţă şi prin axiomele: 

4'. Dacă două drepte AB, AC sînt paralele cu două drepte concu­
rente dintr-un plan oc, atunci planul definit de punctele A, B, C nu 
are nici n n punct comun cu planul a. şi conţine toate paralele duse 
prin A la dreptele planului oc. 
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8'. Fiind dat un punct P şi o dreaptă â într-un plan a, există o 
paralelă prin P la dreapta d, deci o dreaptă d, trecînd prin P, s i tuată 
în planul <x şi nesecantă cu dreapta ă. Două drepte în spaţiu paralele 
cu aceeaşi dreaptă sînt paralele între ele sau confundate. 

Cititorul poate vedea uşor că demonstraţia teoremei speciale a lui 
Desargues se poate reface folosind axiomele 1, 2, 3 ,4 ' , 5 ,6 ,7 ,8 ' ' . 
Atunci putem defini translaţiile şi omotetiile în spaţiul afin generalizat. 
şi pu tem construi corpul coordonatelor. 

Se numeşte subspaţiu liniar al spaţiului afin generalizat, orice 
mulţime de puncte din acest spaţiu, care o dată cu două puncte A, B 
conţine toate punctele^ dreptei AB. Din axioma 3 rezultă că planele 
sînt subspaţii liniare. Intersecţia mai multor subspaţii liniare este un 
subspaţiu liniar. Fiind date mai multe puncte A, B, C, . . . în spaţiul 
afin generalizat, se numeşte subspaţiu liniar generat de aceste puncte 
intersecţia tuturor subspaţiilor liniare ce le conţin. 

Se numeşte sistem de coordonate carteziene în spaţiul afin generali­
zat un sistem de puncte £2, A1, A2, • • ., An, . .. avînd următoarele 
proprie tă ţ i : 

1. Punctele O, Alt A2, . . . generează spaţiul întreg. 
2. Dacă din punctele Alt A2, . . . se scoate un punct oarecare, 

sistemul de puncte rămas nu mai generează spaţiul întreg. 
Dacă punctele sistemelor de coordonate sînt în număr finit, de-

exemplu n + 1, se spune că spaţiul afin are dimensiunea n. în caz. 
• contrar, se spune că avem un spaţiu afin de dimensiune infinită. 

în t -un spaţiu de dimensiune finită se pot introduce coordonatele 
ca în cazul n = 3. Fiind dat un punct oarecare P, ducem prin P para­
lela la axa Q.A„, care intersectează spaţiul liniar generat de Q, A1; . . . „ 
^4„_i în P' . Prin P' ducem paralela la D.An^i, care intersectează spaţiul 
liniar generat de D,, Alt . . . , An~% în P" ; continuînd procedeul, ajungem. 
la un punct Px al axei A1. Raportul translaţiilor definite de vectorii. 

C1P1, Q.A1 este prin definiţie coordonata Xx a punctului Px. Coordona­
tele X2> . . ., Xn se definesc schimbînd rolul axei Q.AX. O dreaptă. 
;se poate atunci defini prin ecuaţiile parametrice : • 

xi —Pţ + ai> (*' = l, % •;•', n)-

Dacă avem un sistem de coordonate' carteziene QA^z . . . într-uni 
spaţiu infinit dimensional, orice punct P al acestui spaţiu se găseşte 
într-un subspaţiu liniar definit de un număr finit de puncte Ci, Aiv ..., 
Ain. Coordonatele lui P se definesc atunci ca mai sus pentru indicii Î'1(> 
.. ., in şi se iau nule pentru indicii diferiţi de iIr .. ., in. • 
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Axiomele de ordonare şi continuitate. date pentru cazul n = 3 se 
pot păstra în cazul general şi se obţin spaţiile afine reale generalizate 
(cu mai multe dimensiuni). 

î n ce priveşte axiomele date pentru relaţia de perpendicularitate, 
extinderea lor la mai multe dimensiuni se poate face fără dificultate. 
Dar pentru a se obţine proprietăţi remarcabile în spaţiile infinit di­
mensionale, limitarea expunerii la consideraţii elementare nu mai este 
posibilă, fiind necesare anumite consideraţii de topologie. 

Generalizarea naturală a spaţiului euclidian la cazul infinit dimen­
sional a fost dată de David|Hilbert şi spaţiile introduse de el pe ace­
as tă cale se numesc spaţii |Hilbert . 

Un spaţiu JHilbert se poate defini în modul următor. 

Se consideră un spaţiu afin real H cu un număr oarecare de dimen­
siuni (finit sau infinit). 

Se presupune apoi că este dată o funcţie cu valori reale F, definită 
pentru perechile de translaţii S, T diu spaţiul H, avînd următoarele 
propr ie tă ţ i : 

1) F(S, T) ^F(T, S), 

oricare ar fi translaţiile 5 , T. 

2) F ^ + * 2S 2 , r ) = - % F ( S 1 ) T) + x2F{S„ T), 

oricare ar fi translaţiile Slt S2, T şi numerele reale %, x2-

3) F{S, S) > 0. 
4) F (S, S) = 0 numai pentru translaţia nulă, S = O. 

5) Dacă avem un şir de translaţii Si, S2, . . ., Sn, .. . astfel încît 
F(Si — Sj, Sj — Sj) să t indă la zero cînd i, j t ind la infinit, există o 
translaţie 5 astfel ca F{Si — S, St—S) să t indă la zero cînd i t inde la 
infinit. 

Funcţia F se numeşte produsul scalar din spaţiul Hilbert H, iar 
~\JF(S, S) se numeşte norma translaţiei S. Fiind date două puncte 
A, B ele definesc o translaţie S şi norma lui S se consideră ca distanţă 
între punctele A, B şi se notează d(A, B). 

Două translaţii S, T se numesc perpendiculare, dacă produsul 
lor scalar F (S, T) este nul. 

Distanţa în spaţiul Hilbert H verifică inegalitatea triunghiului 

d{A, B)+d{B, C) ^d{A, C) 
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şi avem egalitate numai dacă punctele A, B, C sînt coliniare şi dacă 

vectorii BA, BC au sensurile opuse. 

Dacă vectorii AB, AC sînt perpendiculari, avem relaţia lui Pita-
gora : 

d(A, B)* + d(A, C)2 = d(B, C)\ 
• 

§ 12. SPAŢII PROIECTIVE 

Axioma 8' a spaţiului afin generalizat arată că putem împărţi 
dreptele spaţiului afin în clase, punînd în aceeaşi clasă două drepte 
ori de cîte ori aceste drepte sînt paralele. 

De asemenea, prima parte a axiomei 8' arată că prin fiecare 
punct al spaţiului trece cîte o dreaptă din fiecare clasă de drepte 
paralele. Dacă convenim să asociem fiecărei clase un punct în afara 
spaţiului afin şi dacă numim acest punct punctul de la infinit al 
dreptelor din clasa respectivă, rezultă că prin fiecare punct al spa­
ţiului afin şi prin fiecare punct de la infinit trece o dreaptă şi numai 
una. Deci axioma 1 a spaţiului afin se păstrează dacă adăugăm 
spaţiului afin punctele de la infinit şi considerăm perechi de puncte 
din care unul aparţine spaţiului afin. 

Fie A, B două puncte oarecare în spaţiu şi P un punct la infinit, 
nesituat pe dreapta AB ; dreptele ce trec prin A, B şi conţin punctul 
P sînt paralele, deci după axioma 8' aparţin unui plan şi acest plan 
este unic dacă A, B sînt distincte. Deci prin două puncte distincte 
A, B ale spaţiului afin şi prin orice punct de la infinit P trece un 
p lan ' ş i unul singur, dacă punctele A, B, P nu sînt coliniare. 

Fiind dat un punct A al spaţiului afin şi două puncte P, Q la 
infinit, dreptele ce trec prin A şi conţin punctul P, respectiv Q, 
definesc un plan. Rezultă că axioma 2 a spaţiului afin se păstrează 
dacă adăugăm punctele de la infinit şi considerăm sisteme de trei 
puncte, din care cel puţin unul aparţine spaţiului afin. 

Fiind date două puncte la infinit, P, Q, alegînd un punct A 
în spaţiul afin, în planul definit de punctele A, P, Q putem consi­
dera dreptele ce trec prin A. Aceste drepte au cîte un punct la infinit 
şi putem spune că mulţimea acestor puncte constituie dreapta de 
la infinit care trece prin punctele P, Q. Axioma 4' arată că punc­
tele dreptei PQ nu depind de alegerea punctului A. î n acest mod 
axioma 1 se verifică pentru perechile de puncte de la,infinit. 

Fiind date trei puncte necoliniare la infinit P, Q, R, să alegem 
un punct A în spaţiul afin şi să considerăm dreptele AP, AQ, 
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AR. Aceste drepte sînt necoplanare şi definesc două cîte două trei 

« = {AQ, AR), (3 = {AP, AR), y = {AP, AQ). 

Vom numi punctele ale planului PQR punctele de la infinit ale 
dreptelor ce sînt definite de două puncte distincte situate fiecare 
în cîte unul din planele a, p, y (nu neapărat în acelaşi plan). 

Să ară tăm că dacă alegem alt punct în locul lui A, fie A', obţi­
nem aceleaşi puncte ale planului PQR. Fie M, N două puncte dis­
tincte aflate în cîte unul din planele a, (3, y. Dacă M, N sînt de 
exemplu în planul a, punctul de la infinit al dreptei .MW este un 
punct la infinit şi al planului A'QR, conform axiomei 4'. Să presu­
punem că M se găseşte în planul a, iar N în planul (3 ; paralelele m', 
n' duse prin A' la dreptele AM, AN se vor găsi în planele a' = 
= {A'Q, A'R), respectiv Ş>' = {A'P, A'R). Planul definit de dreptele 
m', n', conţinînd punctul de la infinit al dreptei MN, potrivit axio­
mei 4', rezultă că acest punct aparţine şi planului PQR, definit cu 
ajutorul punctului A' în loc de A. 

Cu aceasta ani arăta t că prin trei puncte necoliniare la infinit 
trece un plan şi unul singur. 

Axioma 5 se întăreşte prin adăugarea punctelor de la infinit 
şi devine : 

5. Orice dreaptă conţine cel puţin trei puncte, al treilea fiind 
de exemplu punctul de la infinit. 

Axioma 8' nu se mai verifică după adăugarea punctelor de la 
infinit şi se înlocuieşte c u : 

8*. Orice două drepte coplanare sînt concurente. 
într-adevăr, perechile de drepte paralele în spaţiul afin capătă 

u n punct comun la infinit. 
Spaţiul afin completat cu punctele de la infinit se numeşte spa­

ţiul proiectiv asociat spaţiului afin. 
Dacă numai vrem să deosebim punctele de la infinit de celelalte 

puncte ale spaţiului proiectiv, trebuie să renunţăm la noţiunea de 
paralelism. Putem defini spaţiul proiectiv direct cu ajutorul axiomelor 
1, 2, 3, 5, 6, 7, 8*, axioma 4, fiind o consecinţă a extinderii axio­
melor 1, 2, la spaţiul proiectiv. Prin aceasta se consideră ca elemente 
primitive ale spaţiului proiectiv punctele, dreptele şi planele, ca 
în cazul spaţiului afin. 

O axiomatizare mai simplă a spaţiului proiectiv, care foloseşte 
•ca noţiuni primitive numai punctul şi dreapta se datoreşte lui Veb-
len. Axiomele lui Veblen se pot enunţa sub forma: 

Vj. Prin două puncte distincte trece o dreaptă şi numai una. 
V2. Orice dreaptă conţine cel puţin trei puncte. 

267 



V3. Dacă u, v sînt două drepte distincte concurente într-uta 
punc t O şi dacă dreptele l, m nu trec prin O, dar întîlnesc fiecare 
din dreptele u, v, a tunci l, m au un punct comun. 

V4. Exis tă două drepte ce n-au nici un punct comun. 
Axioma V3 permite să se asocieze la oricare două drepte distincte 

şi concurente un plan. Dacă cerem ca orice dreaptă să întîlnească 
orice plan, obţinem spaţiul proiectiv cu trei dimensiuni. Dacă din 
acest spaţiu scoatem un plan împreună cu punctele şi dreptele lui, 
obţinem spaţiul afin cu trei dimensiuni; elementele scoase joacă 
rol de elemente de la infinit. 

î n cazul spaţiului proiectiv asociat spaţiului afin real cu trei dimen­
siuni, dacă alegem un sistem de coordonate carteziene £i.AxA%A% 

în spaţiul afin, un punct P al spaţiului afin se poate defini prin 
coordonatele sale Xx, X2, X3, iar un punct la infinit M se poate 
defini prin parametr i i directori px, p2, p3 ai dreptelor paralele care 
trec prin punctul M. 

Condiţia ca planul 

uxXx • + " « A + " « # , •+ % = 0 (HO) 
să conţină punctul P(XX, X2, X3) este ca Xx, X2, X3 să verifice 
ecuaţia planului. 

Condiţia ca acelaşi plan să conţină punctul de la infinit M este 
ca planul să fie paralel cu dreptele de parametrii directori px, pz, 
p3 şi ştim că această condiţie se scrie: 

uiPi + thpz + u»Pa = 0. (111) 
Parametrii directori px, p2, p3 pot fi înmulţiţi cu acelaşi factor, 

fără ca punctul M să se schimbe. 
Ecuaţiile (110), (111) capătă o formă unitară dacă asociem punc­

telor P{Xlt X2, X3) patru coordonate omogene, deci definite pînă 
la un factor, prin formulele: 

* = Xl, Hi = X2, ^ = X3, (Xi # 0) 
X& Xt Xi 

şi dacă presupunem că punctulT M are coordonatele omogene (plP 
p2> p3, 0). î n acest caz, oricare ar fi punctul A din spaţiul proiectiv, 
dacă A are coordonatele omogene ylt y2, y3, v4, atunci condiţia ca 
A să aparţină planului (110) este dată de formula: 

« î^ i + «2^2 + u3y3 + u4y4 = 0. (112) 

Din felul în care am introdus coordonatele omogene rezultă că 
punctele de la infinit verifică ecuaţia y4 = 0, care este de forma 
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(112) şi se numeşte ecuaţia planului de la infinit al spaţiului proiec­
tiv asociat spaţiului afin. 

Deci punctele spaţiului proiectiv sînt definite prin patru coordo­
nate omogene yt, y2, y3, y-„ ce nu pot fi toate nule, deoarece pentru 
punctele spaţiului afin avem y4 =£ 0, iar pentru punctele de la infinit 
avem yx = px, y2 = p2, y3 — p3 Şl parametrii directori px, p2, p3 ai 
unei drepte nu pot fi to ţ i nuli . In ce priveşte planele spaţiului 
proiectiv, ele sînt date de cîte o ecuaţie liniară şi omogenă în yx, 
y%, y*> y&- Dreptele sînt deci date de sisteme de două ecuaţii liniare 
ş i ' omogene în yx, y2, y3, y4 sau se mai pot defini prin ecuaţii para­
metrice de forma : 

yx = axt + bxs 
y2 = a2t + b2s 

ys = a3t + b3s 

y4 = aj, + b4s, 

t, s fiind parametrii omogeni pe dreaptă. 
Automorfismele spaţiului proiectiv sînt date de transformări 

liniare şi omogene cu determinant nenul, 
y'i = aiXyx + ai2y2 + ai3ya + at4y4, (i = 1, 2, 3, 4) 

\a-.\ =£0. 

Planele proiective, deci planele spaţiului proiectiv, spre deose­
bire de planele afine, admit corelaţii fără puncte sau direcţii singu­
lare. Deci există într-un plan proiectiv corespondenţe biunivoce 
între punctele şi dreptele sale, care transformă puncte coliniare în 
drepte concurente. O astfel de corespondenţă este de exemplu trans­
formarea care asociază fiecărui punct A(ax, a2, aB) din planul v4 = 0 
dreapta din acest plan de ecuaţie axyx + a2y2 + a3yz = 0. 
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C a p i t o l u l IV 

TEORIA RELATIVITĂŢII 

§ 1. RELATIVITATEA RESTRINSĂ 

In mecanica clasică se presupune că spaţiul în care au loc feno­
menele fizice este un spaţiu euclidian. IyUÎnd deci în acest spaţiu 
un sistem de coordonate carteziene ortogonale Oxyz [Cap. I, § 4] , 
mişcarea unui punct material P(x, y, z) ce reprezintă un corp este 
dată, dacă se cunosc coordonatele x, y, z ale punctului în funcţie 
de t imp. 

Timpul se măsoară printr-o coordonată i care creşte continuu 
de la minus infinit la plus infinit. Mişcarea unui punct material 
ce se găseşte la momentul / = t0 în poziţia Pa(x0, y0, za) este dată 
de formulele : 

x=f(t),yT9(t), * = # ) , (1) 
funcţiile / , cp, ty avîncl proprietatea că pentru t = t0 ne dau 

xo = /&>)> 3'o = <p(*o). 2o = Wo)-
Rezultă deci că mişcarea punctului se face pe o curbă definită de 
ecuaţiile (1) [cap. I, § 4] şi care se numeşte traiectoria punctului. 

Desigur, un punct poate să se mişte mai repede sau mai încet 
pe traiectorie, după modul cum cresc sau descresc funcţiile / , cp, 9 
cînd t creşte. Se convine a spune atunci că viteza punctului P are 
ca direcţie vectorul avînd componentele date de derivatele funcţiilor 
/ , 9, (JJ, şi că pătratul vitezei este dat de formula : 

v2 = x2 + y2 + z2, (2) 

unde am notat cu x, y, z derivatele lui / , 9, 9 în raport cu t. Ţinînd 
seama că derivatele într-un punct reprezintă parametrii directori 
ai tangentei la curbă în acel punct [cap. I, § 4], rezultă că viteza 
în fiecare punct este un vector îndreptat de-a lungul tangentei în 
acel punct la curbă. 

Ţinînd seama de formula (20') din capitolul I I , putem scrie 
formula (2) sub forma : 

unde ds este diferenţiala distanţei dintre două puncte, unul fix şi 
altul mobil, ale curbei definită de mişcarea (1), considerînd această 
distanţă ca funcţie de t imp. Se mai spune că v este derivata spa­
ţiului în raport cu timpul. Dacă derivatele / ' , cp', 9' s"1^ constante, 
deci dacă / , cp, j> sînt date de formulele (14") din capitolul I, viteza 
este o constantă şi avem : 

v2 = a2 -f- b2 -f- c2. 

Se zice în acest caz că mişcarea este uniformă şi această mişcare 
se face evident în linie dreaptă. 

î n mecanica clasică se admite ca o axiomă, principiul inerţiei 
al lui Galilei1 care spune că mişcarea unui punct asupra căruia nu 
acţionează nici o forţă este o mişcare uniformă. 

Rezultă deci că dacă asupra unui corp redus la un punct nu 
acţionează nici o forţă, atunci dacă el este în repaus, deci are o 
viteză nulă în momentul iniţial, continuă să rămînă în repaus, iar 
dacă este în mişcare şi are în momentul iniţial viteza v0, el continuă 
mişcarea cu viteza v0 în linie dreaptă. 

Dacă asupra unui corp (redus la un punct P) acţionează o forţă, 
această forţă poate fi reprezentată printr-un vector ce are originea 
în punctul P şi extremitatea într-un punct Q. Notînd cu X, Y, Z 

proiecţiile vectorului PQ pe axele coordonate, X, Y, Z se consideră 
funcţii de coordonatele x, y, z ale punctului P, şi eventual de deri­
vatele lui x, y, z în raport cu t şi pot depinde şi de t. Ecuaţiile funda­
mentale ale mecanicii, care definesc mişcarea punctului P, sînt 
date de ecuaţiile lui Newton2 

mx = X, my = Y, mz = Z, (3) 

unde m este masa corpului, iar x, y, z sînt derivatele de ordinul 
al doilea ale funcţiilor / , 9, 9. 

Se zice că x, y, z sînt componentele acceleraţiei punctului P 
aflat în mişcare. Acceleraţia arată deci modul cum variază viteza. 

Dacă forţa este nulă, deci X = Y — Z = 0, acceleraţia este nulă 
şi viteza este constantă. Regăsim principiul de inerţie al lui Galilei 
care spune că mişcarea este uniformă şi în linie dreaptă. 

Rezultă prin urmare că dacă asupra unui corp (redus la un punct) 
acţionează forţe, el se mişcă după o curbă care poate fi o linie dreaptă 

1 G a 1 i 1 e o G a l i l e i (1564-1642), mare matematician italian, fondator al meca­
nicii şi descoperitor al legilor căderii corpurilor. 

2 I s a a c N e w t o n (1643-1727), mare matematician englez, fondator împreună, 
cu Galilei al mecanicii şi unul dintre creatorii calculului infinitezimal. 
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dacă forţa are o direcţie constantă ce coincide cu direcţia vitezei 
iniţiale a corpului. 

Ecuaţiile fundamentale (3) ale mişcării unui corp rămîu invari­
ante la o mişcare uniformă a sistemului de coordonate dacă X, Y, Z 
sînt constante. î n adevăr, dacă luăm noi coordonate, să zicem u, v, w, 
aşa fel ca să avem: 

u = x -)- at -(- a, v = y + bt + '($, w = z + ct -f- Y> (4) 

ecuaţiile (3) nu se schimbă, deoarece avem u = x, v = y, w = z. 
O mişcare a sistemului de coordonate dată de formulele (4) se zice 
o mişcare galileiană. Priutr-o asemenea mişcare, vitezele se schimbă 
după formulele: 

u = x + «, V = y + b, w = z -f- £• 

vSe ştie pe de altă parte că lumina se deplasează cu o viteză 
de aproape 300 000 km/s. Experienţele lui Michelson (1889) au 
arăta t că viteza luminii păstrează aceeaşi valoare, independent de faptul 
că observatorul care măsoară viteza este în repaus sau în mişcare 
faţă de sursă. Acest rezultat a s tat la baza postulatului fundamental 
al teoriei restrînse a relativităţii, formulat de Einstein1. Acest postulat 
spune că viteza luminii faţă de orice sistem de referinţă (şi tot­
odată, viteza maximă a oricărei interacţiuni) este o constantă abso­
lută, independentă de sistemul de referinţă. Experienţele ulterioare 
ale lui Kenuedy şi Thorndike (1932), ale lui Tomasehek (1926) şi obser­
vaţiile lui de Sitter asupra stelelor duble (1913) au confirmat ipoteza 
mai sus amintită. 

Aceasta constituie un paradox (un fapt ce nu se poate explica) 
pentru mecanica clasică şi relativitatea restrîusă creată de Einstein 
vine să evite acest paradox, considerînd spaţiul fizic în care trăim 
ca un spaţiu cu patru dimensiuni. Trei dimensiuni ale spaţiului 
fizic sînt trei dimensiuni ale geometriei euclidiene şi a patra dimen­
siune este timpul t, dimensiunile fiind legate în aşa fel, încît în spa­
ţiul 4-dimensional, distanţa da între două puncte vecine 

P(x, y, z, t), Q{x + Ax, y + dy, z -f- dz, t -f- di) 

este dată de formula: 

da2 = c*ăt* - dx2 - dy2 - dz2, (5) 

1 A l b e r t E i n s t e i n (1879-1955), profesor la Universitatea din Berlin şi Prin-
ceton (vS. U. A.), creatorul teoriei relativităţii şi altor teorii fizice. 
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unde c este viteza luminii. Dacă punem ct = x0, această formulă 
se scrie : 

dv2 = dx\ - dx2 - dy2 - dz2 (5') 

şi prin urmare spaţiul coordonatelor x, y, z, t este un spaţiu afin 
cu patru dimensiuni, cu metrică nedefinită, deci cu o metrică care 
poate avea atî t valori pozitive, cît şi valori negative sau nule. Se 
spune că este un spaţiu pseudoeuclidian. Spaţiul cu metrica (5) 
se mai numeşte spaţiul lui Minkowski. Formula (5) ne arată că da=0, 
dacă punctul (x, y, z) se mişcă cu viteza luminii faţă de un sistem 
•de coordonate carteziene al spaţiului euclidian cu trei dimensiuni, 
deoarece avem: 

da2 ~ dt2\c2 - ^ j = dt2 (c2 - v2), (6) 

tinde ds este definit de formula (20') din capitolul I I , iar v este definit 
de formula (2'). 

Formula (6) ne arată că da este real numai dacă membrul al 
doilea este pozitiv, deci dacă n < c . Este deci natural să presupunem 
•că în spaţiul fizic al relativităţii restrînse, viteza luminii este cea 
mai mare viteză posibilă, sau altfel spus, celelalte viteze sînt inferioare 
vitezei luminii. Viteza luminii apare deci ca un invariant al spaţiu­
lui fizic, astfel că paradoxul lui Michelson este înlăturat. Ne putem 
întreba care sînt mişcările spaţiului pseudoeuclidian (5) al relativi­
tăţii restrînse. Aceste mişcări conţin desigur deplasările spaţiului 
•euclidian al coordonatelor x, y, z, formate din rotaţii şi translaţii 
şi conţin şi transformarea t' = t + k, care este o translaţie a 
timpului. 

Pentru aceste transformări, coordonatele spaţiale x, y, z şi coor­
donata temporală t se transformă separat. Există însă şi transformări 
•care nu mai au această proprietate. 

Să considerăm de exemplu o transformare care lasă variabilele 
y, z neschimbate, însă transformă x0, x după formulele: 

xn = x'n ch « + x' sh & 

x =s x'n sh a + x' ch a, 

unde a este un parametru oarecare şi unde sh a, ch a sînt sinusul 
şi cosinusul hiperbolic, deci sînt date de formulele (31'), capitolul I I . 
Aceste transformări păstrează forma pătratică (5'), deoarece avem: 

18 — Geometria euclidiană 
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cum este uşor de văzut, ţinînd seama că avem formula : 

eh2 a. — sh2 a = 1. 

Avînd în vedere că x0 = ct, rezultă că transformările 

x = x' eh OL -f- of sh OL, y = y' 
(6") tf= — sh a -|- £' eh OL, z = z 

c 

lasă neschimbată forma patratică (5). Aceste transformări se numesc 
transformări Lorentz. 

Rezultă de aici că două evenimente care apar simultane pentru. 
un observator, care măsoară t impul cu variabila t, pentru un obser­
vator care măsoară timpul cu variabila t' nu apar în acelaşi timp., 
dacă OL şzi 0. într-adevăr, să considerăm două puncte P1(^'1, y%, zx, tt), 
P2(x2, y2, z2, t2) ale spaţiului fizic 4-dimensioiial (5) şi fie x[, y\, 
z[, t'x şi x't, y2, z2, t'% coordonatele acelor puncte în noul sistem de 
coordonate dat de formulele (6"). Avem atunci formulele: 

x2 — xx = (x'2 — x[) eh OL + c(t2 — Q sh a 

t2 — tx = * ' - ^ - s h a + (^ — ^) eh a 
c 

şi prin urmare, presupunînd t., == ^ şi ,v2 şz£ %, rezultă că avem 
^ = ^, numai dacă sh a = 0, deci dacă a = 0. 

î n teoria relativităţii restrînse, Albert Einstein a presupus că 
mişcările spaţiului lui Minkowski, avînd invariantul do2 dat de for­
mula (5), constituie transformările de sisteme de referinţă spaţio-
temporale, care lasă invariante legile fizicii. Deci aceste mişcări 
joacă un rol fundamental în teoria relativităţii restrînse. î n această. 
teorie se presupune în primul rînd că există un sistem de referinţă 
(x, y, z, t), care atribuie oricărui punct din spaţiul real, la orice 
moment t, trei numere reale x, y, z. Fa ţ ă de acest sistem, la fiecare 
moment, distanţele între două puncte se măsoară în centimetri prin 
formula lui Pitagora, iar timpul se măsoară în secunde, eu ajutorul 
unui ceasornic universal, astfel încît lumina parcurge, faţă de acest 
sistem de referinţă, 300 000 km/s. 

Teoria relativităţii restrînse este în primul rînd o teorie a cîmpu-
rilor electromagnetice ; aceste cîmpuri sîut produse în spaţiu de curenţi 
electrici aflaţi în mişcare şi sînt caracterizate prin doi vectori E, M 
care sînt funcţii de punct şi t imp. Aceste funcţii sînt determinate 

I •cînd se cunosc intensitatea curentului electric i şi densitatea p ca 
funcţii de t imp şi sînt legate prin ecuaţiile lui Maxwell: 

rot H = *'. div D = p, 
dt *' 

(7) 
rot E + — = 0, div B = 0, 

dt 

unde D, B sînt vectori definiţi de curentul şi densitatea electrică 
•considerate. Cîmpurile E, H acţionează asupra sarcinilor şi curen­
ţilor electrici din spaţiu, imprimînd de exemplu unui electron de 
:sarcină electrică e şi viteză v acceleraţia 

a = -(E + v X B). (7') 
m 

Vectorii H, D, . . ., v, a au cîte trei componente, relative la axele 
x, y, z. 

A doua ipoteză a teoriei relativităţii restrînse este că în orice 
alt sistem de referinţă al spaţiului şi timpului (%', y', z', t'), legat 
de sistemul (x, y, z, t) prin formule liniare, ce invariază expresia 
•da2, ecuaţiile (7) (7') rămîn invariante ca formă; vectorii E', M', 
D', B', i şi densitatea p' relativi la noul sistem de referinţă fiind 
legaţi de vectorii E, H, D, B, i, şi de mărimea p prin anumite 
relaţii liniare. Menţionăm însă că legile de transformare impuse 
componentelor vectorilor indicaţi se exprimă sub o formă sugestivă 
cu ajutorul calculului tensorial. 

î n ceea ce priveşte legile de transformare pentru vectorii viteză 
•v şi acceleraţie a, acestea rezultă din formulele: 

, dx' 
vx- = — , 

dt' 
V'y 

dy' 
dt' 

, dz' 
dt' 

, d2x' 
otX' = , 

dt's 
a'y-

dt'2 ' 
, daz' a,' = 

dt'2 

şi din legea de transformare cunoscută a variabilelor x, y, z, t, 
şi rezultă în particular că avem v' = c, dacă v = c. 

înainte de a considera mişcările generale ale spaţiului lui Min­
kowski, să revenim la transformarea I,orentz specială (6") şi să 
observăm că dacă avem la un moment t = t0 o bară aşezată rigid 
pe axa * şi avînd extremităţile în punctele P1(^'1, 0, 0), P2{x2, 0, 0), 
a tunci ea va avea lungimea l = \xx — x%\. Pentru sistemul de refe­
rinţă {%', y', z', f), lungimea barei se va calcula la un moment t'0. 



Să presupunem că la acest moment, bara are extremităţile în punctele 
P'iiK, 0. 0), P'2(x'z, O, 0). Din (6") rezultă formule de forma: 

Xl — X'l C n a + C t'o S n a > X% — X2 C n K + C ^0 S n a-
Scăzînd, rezultă: 

l = \xx — £s | = |a?J — #Jj eh a. = /' eh a, (Z' = |#J — x'2\). 

Pe de altă parte, să observăm că originea sistemului [%', y', z', t'}> 
are la momentul t, cînd t' = — , abscisa x dată de formula: 

eh a 

x{t) = ci' sil a s= ci! tli a, 

deci viteza originii sistemului de referinţă accentuat este : 
v = c tli oc. 

De aici rezultă că punînd 

c 

avem formula: 

t, I > 
cn a = , = —, . > 

VI - th*a Vi - P2 

astfel încît formula găsită mai sus se poate scrie: 
V = ZVI^^F < l-

Această formulă arată că bara considerată are o lungime mai mică. 
pentru sistemul care se mişcă faţă de bară decît pentru sistemul1 

legat solidar de bară. Interpretînd formula (6") ca definind o miş­
care a sistemului (%', y', z', t') faţă de sistemul (x, y, z, t), rezultă 
că o bară îşi micşorează lungimea pe direcţia mişcării, pentru un 
observator care se mişcă faţă de bară. Deci în teoria relativităţii 
restrînse apare fenomenul de contracţie a lungimilor, fenomen care 
fusese prevăzut în 1903 — 1904 de Lorentz, în încercările sale de a 
elimina din mecanica clasică paradoxul ivit prin experienţa lui 
Michelson. 

Un fenomen analog are loc pentru intervale temporale. în t r -
adevăr, să presupunem că din originea sistemului (x, y, z, t) tr imi­
tem două semnale luminoase la momentele tx, t2. Din (6") rezultă 
că pentru un ceasornic pus în originea sistemului (x', y', z', Z'), 
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primul semnal a fost dat la momentul t[ = - ^ - , iar al doilea, la 
; ir eh a 

momentul tL = ' , astfel că obţinem formula : '•'•'• •' 
eh « 

h - h = & - t[) eh a = • li~ * 
v / l - P2 

care arată că dacă în loc să măsoare t impul un observator din-O' , 
care este în mişcare faţă de ceasornicul din originea O a sistemului 
(x, y, z, t), îl măsoară observatorul din O, t impul apare dilatat cu 

factorul - ; > 1. 
Să observăm că primul semnal luminos trimis din O va fi primit 

în originea O' a sistemului (x', y', z', t') la momentul t*, pentru 
care 'c(t* — tx) = (t* + tx) v, deci avem: 

.» _ c + v _ 1 + g 
ff—v l—ş 

î n acest moment t\, ceasornicul din punctul O' înregistrează t impul 

şi astfel observatorul din O', care cunoaşte pe tf, are posibilitatea 
să cunoască momentul tx în care a fost trimis primul semnal din 
O; o formulă analogă este valabilă pentru al doilea semnal, 

«'-(i-+'M<Vpţ«* 
Rezultă că cele două semnale luminoase se văd în punctul O' 

la intervalul de t imp 

tr ~tr = (i + v^/j^ih-h). 
Pentru orice viteze v, deci pentru orice p > 0, avem: 

deci intervalul de t imp ce desparte momentele de primire în O' a 
semnalelor este to tdeauna mai mare decît intervalul ce desparte 
momentele de trimitere a semnalelor. 
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Să studiem acum grupul mişcărilor spaţiului lui Minkowski, 
care poartă numele de grup al lui Lorentz, după numele fizicianului 
olandez H. A. Lorentz, care a ară ta t primul legătura dintre acest 
grup şi ecuaţiile lui Maxwell. 

Grupul Lorentz fiind format din transformări liniare în patru 
variabile x, y, z, t, ce invariază forma pătratică x2 -f- y2 + z2 — c2t2, 
poate fi identificat cu grupul deplasărilor modelului lui Cayley al 
geometriei lui Lobacevski în spaţiu (cap. I I , § 6). Considerînd 
formulele [cap. I I , (26'")] pentru R = c, 

X + ct , aw + & = w, w = —-> X -\- iy yw + 8 

•observăm că pentru w = 0 rezultă z — — ct şi din ecuaţia x2 + Vs + 
-f z2 — c2t2 = 0 rezultă x = y — 0, deci x -{- iy = 0. Prin urmare, 
transformările 

, aw 
W = • 

yw -\- S 

•care păstrează w — 0, corespunde la transformări Lorentz care păs­
trează sistemul de ecuaţii x = y = 0, deci la transformări Lorentz 
speciale în variabilele z, l. 

Transformările Lorentz care lasă invariantă variabila t corespund 
la rotaţii în jurul centrului sferei X2 + Y2 -f Z2 = c2, unde X = — * 

F = —, Z = — si se poate arăta că orice transformare Lorentz 
se poate descompune în produsul unei astfel de rotaţii cu o trans­
formare Lorentz specială şi cu o altă rotaţie. într-adevăr, să presu­
punem că o transformare Lorentz oarecare L duce punctul 0(0, 0, 0, 1) 
într-un punct A(a, b, c, d), diferit de 0, Printr-o rotaţie R putem 
face ca dreapta O A să se suprapună peste axa Oz. Atunci A vine 
într-un punct B al acestei axe. Există o transformare Lorentz L0 
de forma (6'), care duce punctul O în punctul B. 

Transformarea Lorentz RLQR-1 va duce punctul O în punctul 
A, iar transformarea Lorentz L(RL0R~1)-1 va lăsa punctul O invari­
an t , deci va fi o rotaţie R' în variabilele x, y, z, adică 

L{RL0R-i)~± = R>. 

De aici rezultă formula : 

L = R1L0R2, [Rt = R'R, R2 = R-1), 

care arată că orice transforma re Lorentz se descompune într-un 
produs a două rotaţii cu o transformare Lorentz de forma (6'). 

Numind inerţial orice sistem de referinţă (x', y', z'', f) care e 
legat de sistemul (x, y, z, l) printr-o transformare Lorentz, formula 
precedentă arată că schimbînd axele x, y, z şi x', y', z' prin rotaţiile 
Rx, Rit se obţin două sisteme de referinţe legate printr-o t rans­
formare Lorentz specială. Rezultă de aici că orice formulă invari­
antă faţă de rotaţiile variabilelor X, y, z şi faţă de transformările 
Lorentz speciale în variabilele ::, / eate invariantă faţă de orice t rans­
formare Lorentz. 

Menţionăm în încheiere că scriind legea de transformare a ecu­
aţiilor lui Maxwell faţă de o transformare Lorentz (6'), în conformi­
ta te cu ipotezele teoriei relativităţii restrînse, se obţine formula lui 
Biot-Savart cunoscută în fizica elementară, după care un curent 
în mişcare dă naştere unui cîmp magnetic. Anume, considerînd o 
transformare Lorentz specială caracterizată prin viteza v de depla­
sare a unui sistem de referinţă (x1, y', z', l') faţă de alt sistem (x,, 
y, z, t) de-a lungul axei X, legile de transformare ale cîmpului electro­
magnetic în vid dau relaţiile : 

E',L-E„E'f j=L=(Ey-pHt), 

£* = - / , ' =[E,+ pHy), ((*' = pc[x0) 

H'x- / / , , / / ; = - 7 - 1 — ( H y + $"£*)> 
V1 - P 

m . ' r-(HM- $"Ey), (P' 
Vi P" \ 

Dacă în originea sistemului (x, y, z, t) avem un electron de sarcină 
electrică e, cîmpul (E, H) definit de acest electron este dat de legea 
lui Coulomb : 

# = 0, EM An E„ {x*+y* + <rflt 

£ =_1 l E = — : -
y AKH (*« + y2 + *•)*/. ' * 4-e„ (x* + y* + ffl* 
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In sistemul accentuat va rezulta un cîmp magnetic H situat în planul 
y, z avînd componentele: 

H'x = 0 , H'y = 
_ JL 

47rE0 (x* + y*'+*>)*!» 

1 

H' = - =P-"(1 _ M 2 

4TCS0 (A-2 -l- y* + z2fU 

Mărimea acestui cîmp es te : 

H = $"e Vya + a2 

\ / l - P2 4rce0(;t.-2 4- y* + ^ 2 ) 3 / 2 

Pentru viteze w mici, neglijînd pe p faţă de 1, obţinem formula 
lui Biot-Savart, sub forma: 

• 

TT _ ev yjy' 4- z"* ev s in a 

47rs0[V2 ( # ' + y 2 + ^ ) 3 / 2 4TTSOM.0C2 r2 

unde r este distanţa de la electron la punctul P(x, y, z) al spaţiu­
lui, în care calculăm cîmpul H, iar a este unghiul dreptei OP cu 
axa 0#. Dar avem So^c2 — 1 Şi rezultă: 

-fj ev sin a 

formulă binecunoscută în electricitate. 

§ 2. RELATIVITATEA GENERALĂ 

Relativitatea restrînsă nu a reuşit să explice alte fenomene fizice, 
ce nu puteau fi explicate cu ajutorul principiilor mecanicii clasice. 
Unul dintre aceste fenomene se referă la faptul că traiectoria unei 
raze de lumină care ne vine de la stele îndepărtate se curbează atunci 
cînd trece prin vecinătatea Soarelui, fenomen ce a pu tu t fi observat 
în t impul eclipselor de Soare. Or, în relativitatea restrînsă traiec­
toria razei de lumină continuă să fie considerată ca o linie dreaptă. 
De aceea, Einstein presupune că numai în primă aproximaţie 
•distanţele în spaţiul fizic sînt date de o formulă de forma (5), dar 
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că în general da este dat de o formă pătratică în dx, dy, dz, dt care 
se poate scrie sub forma: 

da2 === (rfs4)2 -• ((fa1)' -- (rfs2)2 - (is3)2 (7} 

unde ds*, ds1, ds2, ds3 sînt forme liniare în dx, dy, dz, dt, 

dsi = aldx + Vdy \ c'd: \ dhit, (i = 1, 2, 3, 4), 

în care a\ ¥, c', d' sînt funcţii de variabilele x, y, z, t. Spaţiul: 
fizic este deci un spaţiu al lui Riemann cu patru dimensiuni cu me­
trica formată dintr-un pătrat, pozitiv şi trei păt ra te negative. Un 
asemenea spaţiu este în general un spaţiu curb, deci drumurile cele 
mai scurte nu sînt linii drepte. Se admite că spaţiul este mai cu rb 
în regiunile unde materia este mai concentrată. Lumina în acest 
spaţiu descrie o geodezică de lungime nulă, ca şi în cazul teoriei 
relativităţii restrînse unde dn, definit de formula (5), este zero pentru 
traiectoriile luminii. Ţiiiîiul seama că regiunea din vecinătatea Soarelui 
este o regiune unde densitatea materiei este foarte mare, razele de 
lumină trecîud prin această regiune se curbează mai mult decît în 
alte regiuni din sistemul nostru solar, pe care lumina le traversează. 

Să presupunem că sîntem în cazul unei eclipse de Soare. î n acest 
timp stelele din veciuătalea Soarelui pot fi observate şi se cons­
ta tă că ele au o poziţie schimba­
tă faţă de aceea care este cunos­
cută din mişcarea bolţii cereşti. 

î n fig. 114, P este punctul de 
pe Pămînt din care st' fac obser­
vaţiile, cercul S reprezintă Soare­
le, E este poziţia reală a unei ste­
le, E' — poziţia aparentă. 

Relativitatea generală a reuşit 
să explice şi un alt fenomen, numit 
mişcarea periheliului lui Mercur. 
După cum se ştie, conform legilor 
lui Kepler, traiectoriile planetelor 
în jurul Soarelui sînt elipse (cap. 
I, § 4), Soarele ocupînd unul din 
focare. 

Explicaţia acestui fapt a putut fi dată admiţînd legea gravita­
ţiei universale, care spune că două corpuri cereşti se atrag unul pe altul 
cu o forţă proporţională cu masele celor două corpuri şi invers 
proporţională cu pătratul distanţei dintre ele. 

Fig. 114 
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Observaţiile astronomice au arăta t însă că mişcarea plantei 
Mercur, cea mai apropiată planetă de Soare, prezintă o anomalie 
faţă de legea gravitaţiei universale. 

într-adevăr, considerînd elipsa descrisă de această planetă în 
jurul Soarelui şi numind cu P punctul cel mai apropiat de Soare 
i(periheliu), acest punct nu rămîne acelaşi de la o rotaţie a planetei 

__ la alta. Cu alte cuvinte, elipsa suferă eu 
~~""--^ timpul o rotaţie. 

î n fig. 115 sînt prezentate două pozi­
ţii ale traiectoriei lui Mercur ; una este da­
tă printr-o trăsătură plină, cealaltă — 
punctată. 

Această anomalie nu a putut fi ex­
plicată în mecanica clasică cu ajutorul 
legii gravitaţiei universale. Ea a putut fi 
însă explicată în teoria relativităţii gene­
rale, şi anume datorită curburii spaţiu-

Pîg. 115 lui. în relativitatea generală se intro­
duce un principiu conform căruia miş­

carea corpurilor cereşti, în particular a planetelor în jurul Soare­
lui se datoreşte faptului că metrica spaţiului posedă o curbură 
şi că planetele descriu drumurile cele mai scurte compatibile cu 
metrica spaţiului, aşa cum un punct pe o sferă descrie în absenţă 
de forţe un cerc mare (o geodezică). 

Rezultă deci că în relativitatea generală, legea gravitaţiei uni­
versale este înlocuită cu principiul inerţiei lui Einstein. 

Corpurile cereşti descriu drumurile cele mai scurte compatibile cu 
metrica spaţiului presupusă de tipul (7). 

§ 3. ECUAŢIILE GEODEZICILOR UNUI SPAŢIU RIEMANN 

Am văzut în paragraful precedent că conform ipotezei lui Einstein, 
spaţiul în care trăim este un spaţiu al lui Riemann cu patru dimen­
siuni şi că geodezicile de lungime nulă sînt traiectoriile razelor 
luminoase. Deci geodezicile joacă în spaţiul riemannian rolul dreptelor 
din spaţiul euclidian. Este prin urmare necesar să se găsească ecu­
aţiile geodezicilor cînd este cunoscută metrica spaţiului. Pentru a 
rezolva această problemă vom presupune că avem un spaţiu Vn 
cu 11 dimensiuni raportat la un sistem de coordonate x1, . .., xn. 
î n cazul teoriei relativităţii, numărul n este egal cu 4, însă aşa cum 
am spus în paragraful precedent, există unele teorii unitare în care 
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n are valoarea 5, 6 sau un număr mai mare, de aceea vom presupune,. 
pentru moment, că n este un număr întreg pozitiv arbitrar. 

Fie atunci 
i/s-' atl<lx'dxi (8) 

metrica spaţiului Vn. Să presupunem că t este un parametru oare­
care, să zicem timpul din mecanic ;i obişnuită şi să considerăm expresia 

ca forţă vie a unui sistem mecanic care are n grade de l ibertate 
x1, . . . , xn. Să presupunem că sistemul este supus la un sistem de 
forţe externe ce derivă dinii-un potenţial U. Atunci ecuaţiile de 
mişcare ale sistemului mecanic sînt date de ecuaţiile lui Eagrange :: 

. ' ' ( " ' ) '^ = ^ (8"). 
ill \ ,) I ' | ().v> dxi 

î n cazul particular în care se consideră mişcarea unui punct 
material oarecare P de masă in din spaţiul euclidian obişnuit rapor­
ta t la coordonate carteziene ortogonale x, y, z, atunci mişcarea punc­
tului sub acţiunea unei forţe /'' este dată în mecanica clasică de for­
mula fundamentală a lui Newton: 

ma = F, (8'") 
unde a este acceleraţia şi are drept componente derivatele de ordi­
nul al doilea ale lui v, v, t, în raport cu t, deci a este un vector de 
componente 

ii' v •• d2y •• d-z 

~ dl* dfi' dt* ' 

Ecuaţiile mişcării se scriu deci, dacă F derivă dintr-uu potenţiali 
U, astfel: 

dV - dU •• dU mx •• —, my = — , mz = — . 
dx dy dz 

î n acest ca/, forţa vie este dată de formula : 

V = — m (x2 -f- y2 -f- i2) = — mv2, 

unde v este viteza punctului. Dacă nu există forţe externe,, dec£ 
£7 = 0, ecuaţiile mişcării se scriu : 

x — 0, y = 0, "z = 0, 



care integrate ne dau : < • 
x = at + a, y = bt + (3, z = ci + y, (8IV) 

care reprezintă ecuaţiile unei drepte şi ajungem astfel la principiul 
de inerţie a lui Galilei: 

Un punct material în mişcare, asupra căruia nu acţionează nici 
o forţă, se mişcă în linie dreaptă cu viteză constantă. 

î n adevăr, ecuaţiile (8IV) ne spun c ă : 
v» = «2 _|_ 02 _ j _ C 2 ( 

deci viteza t> a punctului P este constantă. 
Dacă punctul material este imobil în momentul iniţial, deci 

dacă pentru t = 0, viteza v este nulă, aceasta înseamnă că a = b = 
= c = 0 şi ecuaţiile (8IV) ne spun că punctul rămîne fix. 

Revenind la ecuaţiile lui Iyagrange, vedem că ele coincid în cazul 
particular al mişcării unui punct material P cu ecuaţia fundamen­
tală (8'") a mecanicii clasice şi sînt de altfel deduse în general din 
această ecuaţie aplicată unui sistem de puncte, care pot constitui 
unul sau mai multe corpuri materiale. 

Să arătăm acum că ecuaţiile lui I^agrange admit integrala primă 

T = V + E, (9) 

unde E este o constantă. Aceasta revine a spune că dacă x' ca funcţii 
de t satisfac sistemul (8"), atunci avem : 

dT __ £27 
dl dl ' 

Or, această ecuaţie se scrie, ţinînd seama că T depinde atî t de xi 

cît şi de x\ în t imp ce U depinde numai de x\ 
" r_ar d%* j j r dxf_ m_ £#i _ 0 ,fl„ 

*ţji l dxi dt ' dx' dt ~~ dxi dt\ 

Pe de altă parte, ţinînd seama că T este o funcţie de gradul al 
doilea în x\ omogenă, deci toţi termenii sînt de gradul al doilea, putem 
utiliza teorema lui Euler, care spune că avem: 

E dT dx1 _ 9 7" 
, ' dxi ai 

Derivînd această relaţie în raport cu /, obţinem: 
A d_ fdT\ dxi QX_ dxi _ 
V f dt [ dxi J dt d:ii dt 
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"Ţinînd seama de ecuaţiile lui "Dagrange, putem scrie această ecuaţie 

J ^ IdT âst* '. dŢ_S& ', dU ăx*\ __ 2 dT_ 
' V ' [dxi at dxi dt dxi dt \ dt 

L {— 
dt \dxi 

care este echivalentă cu ecuaţia (9'), deci (9) este o integrală primă. 
Această integrală primă se numeşte integrala forţei vii a sistemului 

Să presupunem acum că nu există forţe externe, deci că în ecu­
aţiile lui Lagrange (8") avem (7 = 0. î n acest caz ecuaţiile lui La-
grange se scriu: 

1dT\ ^ ^ Q ( £ r ) 

dx1 

Această ecuaţie reprezintă ecuaţiile geodezicilor spaţiului V„. Avem 
deci teorema: 

Fiind dat un spaţiu Vn, geodezicile sale sînt traiectoriile siste­
mului mecanic asociat în absenţă de forţe externe. 

Ţinînd seama că ecuaţiile lui Dagrange admit integrala primă 
(9), rezultă că ecuaţiile geodezicilor admit integrala primă T — E. 
Cum avem formula : 

— =2T = 2E, 
dt2 

rezultă că geodezica este de lungime nulă dacă E este zero. 
Dacă E =p 0, deci arcul ds nu este zero, geodezicile pot fi definite, 

de asemenea, drept curbele ce fac extremă integrala 

r 
I = \ds, 

s0 

deci geodezicile ce nu sînt de lungime nulă au proprietatea că inte­
grala I are cea mai mică valoare, cea mai mare sau este staţionară 
pentru o geodezică trecînd prin două puncte P0 , P faţă de orice altă 
curbă trecînd prin aceleaşi puncte. 

Ţinînd seama că avem 
dT . . dT 1 daik . .,h - — = aiiP — = — X3xk, 
dxi »J Qxi 2 dxi 

ecuaţiile (9") se pot încă scrie sub forma: 

a xi + i 3 £ xix" - - -aik %i& = 0. 
11 dxk 2 dxi 
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Cum al doilea termen se poate simetriza în j , k, scriind 

dxk 2 l dxk dxi &%R 

ecuaţiile (9) devin: 

ai:jXJ -f- \j k, i\x>xk = 0, 
unde am pus : 

|; ft, »| = I 
dxk dxi dxi (10') 

şi cantităţile \j,k,i\s& numesc simbolii lui Christoffel d e p r i m a speţă 
asociaţi metricii (8). Ţinînd seama că noi presupunem că determi­
nantul a=> \a{j\ este diferit de zero, rezultă că ecuaţiile (10) se po t 
rezolva în raport cu xJ şi avem : 

x*+ \^xix" = 0, (11) 

unde am pus : 

U = ais\ik> s\ (ii') 
şi am notat cu a's reciprocii determinantului a, deci avem : 

aisa-y = 8t. 
1 

Cantităţile |*s| se numesc simbolii lui Chrisoffel de-a doua speţă 
ai metricei (8) 

vSă observăm acum că dacă în formula (8) cantităţile a{j sînt con­
stante, deci nu depind de variabilele x\ . . . , xn, d e r i v a t e l e ~ L 

dxk 

sînt nule, deci simbolii lui Christoffel de prima şi a doua speţă sînt 
zero, prin urmare ecuaţiile (11) ne spun că derivatele de ordinul al 
doilea ale variabilelor xi în raport cu t sînt nule, deci x* sînt funcţii 
liniare de variabila t; altfel spus avem: 

xt = aH -|- b\ (12) 

unde a\ b' sînt constante. Aceasta înseamnă că geodezicile sînt în 
acest caz linii drepte date de ecuaţii de forma : 

? - _ ! = . . . = £ _ J L , (12') 
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deci sînt drepte care trec prin punctul B (b1, . . . , bn) şi au 
direcţia da tă de vectorul a1, . . . , a", vector ce-1 presupunem diferit 
de zero, altfel geodezica s-ar reduce la un punct, punctul B. 

Rezultă că atî t în spaţiul euclidian obişnuit, în care metrica este 
da tă de formula : 

ds2 = dx2 + dy" + dz2, (13) 

cît şi în spaţiul lui Minkowski al teoriei relativităţii restrînse, în care 
a v e m : 

ds2 = c*dP — dx2 — df - dz2 (13') 

geodezicile sînt linii drepte. Altfel spus : fiind date două puncte ale 
unei drepte, distanţa între aceste puncte, calculată pe dreaptă, este 
mai mică decît distanţa calculată pe orice altă curbă ce uneşte aceste 
puncte. 

Să presupunem acum că putem scrie metrica spaţiului sub forma: 

ds2 = zda2 + V\dxnY, (14) 

unde s = 1 sau — 1 şi unde da2 este o metrică în n — 1 variabile 
x1, . . . , xn~'x şi că V2 este de asemenea o funcţie numai de varia­
bilele x1, . . . , xn~i. vSe spune atunci că metrica noastră este de t ip 
static şi cazul se prezintă în teoria relativităţii, cînd n = 4, e = — 1 
şi dd2 este o metrică pozitiv definită în variabilele x1, x2, x3. î n 
cazul relativităţii restrînse avem, ţiiiînd seama de formula (13') : 

V2 = c2, da2 = dx2 + dy2 + dz2, (13") 

deci da2 reprezintă metrica spaţiului euclidian E3. Dacă notăm cu 
T forţa vie asociată spaţiului (14) şi cu T' forţa vie a spaţiului cu 
metrica da2 presupusă dată de o formulă de forma: 

da2 = bijdxi dx\i, j = 1,2,. . . , n — 1), (14') 

avem evident formula : 

T = zT + — {xn)2, V — —b^xi. 

Să scriem atunci ecuaţiile (9) ale geodezicilor. Avem, deosebind 
cazul în care * ia valori de la 1 la n — 1 şi cazul în care i = n, 

\± (<?!') dT1] • * a** ( r ) 2 = 0 
[dl \dxi) dxij 2 dx' 

dt{ dl) 
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Ultima din aceste ecuaţii se poate integra şi se scrie : 
drn 

V2— = K, 
dt 

unde K este o constantă, pe care o putem presupune diferită de zero, 
căci altfel xn ar fi o constantă, şi alegînd %", putem presupune K == c2, 
deci în aşa fel ca să avem : 

— = - , (16') 
dt V» * ' 

unde c este o constantă fixă. î n cazul relativităţii restrînse avem. 
dx* — dt, deci xi coincide cu timpul t, abstracţie făcînd de o deplasare. 

Ţinînd seama de ecuaţia (16'), primele ecuaţii (16) se scriu: 

d VdT 
dxi 

dV _ d 
dx* " dxi 2V2 

Aceste formule ne arată că integrala forţelor vii referitoare la metrica 
(14) se scrie 

T = - — + E (17') 

unde E este o constantă. 
Avem deci teorema: 
Ecuaţiile geodezicilor unui spaţiu Riemann cu metrica de formă 

statică (14) sînt date de ecuaţiile (17), deci de traiectoriile mişcărilor 
unui punct în spaţiul F„_ ] ; sub influenţa unui cîmp de forţe deri-
vîud din potenţialul 

W= - — , (17') 

variabila x" fiind definită în funcţiile de t de formula (16'). 

§ 4. CURBAREA RAZELOR LUMINOASE Şl DEPLASAREA PERIHEL1ULUI 

Am spus la începutul paragrafului 2 că relativitatea generală a 
reuşit să explice două fenomene importante şi anume : mişcarea 
periheliului lui .Mercur şi curbarea traectorilor luminii. Vrem să 
ară tăm cum se face această explicare presupunînd că spaţiul fizic 
este spaţiu curb cu patru dimensiuni, de tipul aceluia dat de teoria 
relativităţii generale şi presupunînd că mişcarea planelor, se face pe 
geodezice ale acestui spaţiu, iar traiectoriile luminii sînt geodezice 
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de lungime nulă. Pentru aceasta vom presupune că elementul de 
arc în spaţiul t imp este definit de formula statică simplă 

do2 = - (ăx*)2 - d*2 - ăy2 - d^2, (18) 

unde R este o funcţie de r = *\Jx2 + y2 + z2. Comparînd cu formula 
(14) rezultă că avem 

ăxi 

li dt 
e = - 1, F = - > —=R* 

şi deci integrala forţelor vii se scrie 

& 4. y« - j . z* = c2R2 + IE (x = —) • 

Putem să interpretăm c2R2j2 ca potenţialul forţelor, deci să punem 

u = ™. 
Rezultă deci teorema : 
Traiectoriile geodezicelor metricei (18) coincid cu mişcările unui 

punct în spaţiul euclidian E3(x, y, z) sub acţiunea unor forţe ce derivă 
din potenţialul U. 

Cum noi presupunem că R2 este o funcţie de r, sîntem în prezenţa 
unor mişcări centrale, deci mişcări plane. Putem presupune deci 
că aceste mişcări se fac în planul 2 = 0, astfel că utilizînd coordonatele 
polare r, 0 deci punînd 

x = r cos 0, y = r sin 0 (r = ~\jx2 -J- y2), 

rezultă că avem două integrale prime, integrala forţelor vii şi inte­
grala ariilor, deci r, 0 ca funcţii de t satisfac ecuaţiile 

f2 + r2G2 = c2R2 + 2E. (18') 

m = i 
într-adevăr dacă mişcarea este plană ecuaţiile mişcării sînt 

•• _ dU •• _ dU 
dx dy 

Cum U depinde în cazul nostru prin ipoteză numai de r, rezultă că 
dU dU dx , dU dy dU . „ . dV n „ 
— = — 1 —— = — r — sm 6 + r — cos 0 = 0. 
50 dx d& ăy ăO dx dy 

• 
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Ori această ecuaţie se scrie 
du du •• •• A 

x y — = xy — yx = v 
dy dx 

şi se poate integra luînd 
Xy _ yx = r2Q = l, 

ceea ce constituie integrala ariilor. Denumirea vine din faptul că 
ariile descrise de raza vectoare OP unde 0 este originea şi P este 
punctul de coordonate x, y în t impuri egale, sînt egale. într-adevăr 
notînd cu d^ aria triunghiului OPP' unde P' are coordonatele x + 
+ ăx, y + dy avem 

2dA = 
0 
y xăy — ydx = Idt, 

dx dy 0 

ceea ce demonstrează denumirea de integrală a ariilor. 
Să revenim la sistemul (18'). Dacă presupunem că 0 =p. 0 deci dacă 

excludem mişcările rectilinii ce trec prin origine, deci presupunem 
Z ^ O , atunci putem elimina 0 şi avem pentru r, ca funcţie de 0, 
ecuaţia 

Q — + r2 
dO 

= c2R2 + 2E. (18") 

Să presupunem acum că pentru r îndeajuns de mare metrica (18) 
este de t ip Minkowski. Este natural atunci să presupunem că pentru 
r tinzînd la infinit R2 tinde la 1, deci că pentru valori ale lui r îndea­
juns de mari avem 

R* l _|_ h j ^ h + ̂  + (18'") 

seria diu membrul al doilea fiind convergentă pentru r > r0 unde 
r0 este o constantă convenabil aleasă. 

într-adevăr aceasta corespunde faptului că noi presupunem ma­
teria concentrată în origine, deci că la infinit spaţiul fizic devine 
spaţiul lui Minkowski. 

Să presupunem de asemenea că în formula (18'"), ţinem seama 
numai de primii trei termeni deci că luăm 

R2 = l _|_ ?f + (19) 

290 

unde a, b sînt constante. Presupunem deci că integrăm ecuaţia (18') 
cu R2 dat de formula (19) şi vrem să arătăm că aceasta revine a lua 

R = p- (19') 
1 + e cos K0 

unde p, e, a sînt constante. î n adevăr derivînd avem 
ăy pe a sin aO 

d 6 [1 -h e cos K G ] 2 

şi prin urmare ecuaţia (18") se scrie ţ.inînd seama de (19) 

l2[c2a2 sin 2a 6 + (1 + e cos a 6)2] = p2{c2 + 2E) + 2ap(l + ecosotO) + 
+ b[l + ecos a O]2. 

înlocuind deci sin2 a0 cu 1 — cos2 a G obţinem o ecuaţie de gradul 
al doilea în cos a 0, care trebuie să fie identic verificată. Egalîud 
cu zero coeficienţii acestei ecuaţii obţinem formulele: 

l2{e2a? + 1] = p*\e2 + 2E] + 2ap + b, (19") 

P = ap + b, (1 - a2)c2 = b. 

Ultima ecuaţie ne spune că dacă 6 = 0, atunci a2 = 1 şi invers. î n 
acest caz însă curba definită de (19') se scrie 

P 
1 + e cos 9 

(20) 

şi reprezintă o conică, originea fiind unul din focare. 
într-adevăr, putem scrie această ecuaţie sub forma 

\/%2 -\- y2 = p — ex 

şi prin urmare ridicînd la pă t ra t obţinem 

*2(1 - e2) + y2 + 2-pex - p2 = 0 
adică o elipsă, o iperbolă sau o parabolă după cum, e2 < 1, sau e2 > 1, 
sau e2 = 1. De asemenea se vede că originea este unul dintre focare 
căci raportul distanţelor unui punct al curbei la origine şi la dreapta 
x — p/e 

\/x2 + y* 
c 

p 

este o constantă. 
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Dacă b =£ O, deci a2 ?£ 1 se constată că ecuaţia (19') nu poate 
defini o conică, observînd de exemplu că punctul P al curbei nu 
revine în aceeaşi poziţie cînd 6 variază de la 0 la 2TC. Astfel, dacă 
notăm cu r0 valoarea lui r pentru 6 = 0, şi cu rx valoarea lui r pentru 
6 = TC şi cu r2 valoarea lui r pentru 6 = 2TC avem: 

P P P r0 = —!—- > rx = » r2 = 
1 + e 1 + e cos mt 1 + e cos 2na 

deci r0 sjk rx =fc r2 d a c ă a.2 =jh 1. 
Rezultă deci că o dreaptă ce .trece prin origine întîlneşte curba 

în mai mult decît două puncte, deci curba nu este de gradul al doi­
lea, deci nu este o conică. 

Avem deci teorema : 

Condiţia necesară şi suficientă ca traiectoriile metricei (18), (19) 
să fie conice este ca b să fie zero. 

î n acest caz potenţialul U al forţelor este dat de formula 

£/ = - + - , 
2 r 

astfel că derivata în direcţia razei vectoare, deci componenta forţei 
pe această direcţie se scrie 

r dU a 
dr r2 

Puuîud deci a = fmQ unde m0 este masa soarelui cînd presupunem 
masa planetei unitatea, se regăseşte legea gravitaţiei universale a 
lui Newton. 

Să utilizăm însă acest caz pentru a explica curbarea razelor lumi­
noase1. Trebuie să presupunem atunci că E = 0, pentru că traciec-
toriile luminii sînt în spaţiul Vi geodezice de lungime nulă, deci trebuie 
să avem conform formulei (18) 

— (d*4)2 = d*2 + dy2 + d^2 

şi prin urmare, pentru z = 0 în coordonate polare, rezultă 
y% _|_ r 2 0 2 _ C 2 ^ 2 _ 

1 T. 1/e v i-C i v i t a, The absolute differential calculus, Blackie, Londra, 1927, p . 
403. 
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Formulele (19'") ne dau 

p = ii, ^ = j + *£, (2()') 
a a 

ceea ce ne defineşte constantele p, e din ecuaţia (20) în funcţie de 
viteza luminii c şi de constantele a, l care au caracter mecanic. 

Cum din prima formulă rezultă că. p, a sînt de acelaşi semn rezultă 
că e2 este mai mare ca unitatea. 

Prin urmare ecuaţia 1 + e cos 6 = 0 are soluţii, deci există un 
unghi o- în aşa fel, ca să avem : 

cos a = - -i , (20") 
e 

deoarece — este o cantitate mai mică ca unitatea. Pentru valorile 

8 = a, 6 = — a 
care satisfac ecuaţia (20"), raza vectoare r este infinită, deci curba 
de gradul al doilea (20) are ramuri care merg la infinit, prin urmare, 
această curbă este o hiperbolă, ale cărei asimptote fac între ele unghiul 
•2a. 

Avînd în vedere distanţele mari care separă o stea, care ne trimite 
o rază luminoasă, atît de Soare cît şi de Pămînt, unde este receptată 
raza luminoasă putem presupune că unghiul care măsoară deviaţia 
.razelor luminoase, deci unghiul sub care se vede poziţia reală a stelei 
faţă de poziţia observată, este aproximativ unghiul exterior al asimp­
totelor hiperbolei, ca şi cum raza luminoasă ar veni pe una din asimp­
to te pînă în centrul hiperbolei, şi de acolo pe cealaltă asimptotă. 
Ori, pentru asimptote este valabilă ecuaţia (20"), deci dacă a este 
o soluţie, —a este o altă soluţie, astfel că unghiul exterior al asimp­
totelor este iz — 2a şi avem: 

sin (TC — 2CT) = sin 2a = 2 cos a sin a 

.astfel că avem, ţinînd seama de formula (20") 

sin 2cr — — " l / j 
e V e 

:şi pentru că e este foarte mare putem neglija l/e2, deci putem lua 
•sin 2a = 2 je sau, dacă facem o nouă aproximaţie, avem, a = Iţe. 
Ţinînd seama .de a doua formulă (20'), putem lua mai departe, 
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abstracţie făcînd de termeni de ordinul lui —, observaţiile făcute în 

t impul eclipselor de Soare au arăta t că acest unghi este de circa 1,1", 
ceea ce ne determină constanta aj= fm0. 

Teoria relativităţii generale permite deci explicarea fenomenului 
curbării razelor luminoase, cînd ele trec prin imediata vecinătate a 
soarelui, fenomen ce nu poate fi explicat în mecanica clasică. 

Să presupunem acum că b =fc 0, a2 =ţt 1. î n acest caz ecuaţiile 
(19") ne dau 

* - ! - £ , P a2/2 

1 + t (c2 + 2E). 

Rezultă deci că aceste ecuaţii ne determină a, p şi e în funcţie de 
constantele mecanice l, a, b. 

Ţinînd seama că p şi a sînt de acelaşi semn, ultima formulă ne 
spune că e2 este mai mic ca unitatea numai dacă c2 + 2E < 0. Rezultă: 
deci că E trebuie să fie o cantitate negativă şi mai mare în valoare 
absolută ca c2/2. î n acest caz la limită, deci pentru a2 tinzînd l a - l , 
curba (19') este o elipsă. î n general însă, deci pentru a2 =fe 1, curba 
(19') nu este o elipsă însă este o curbă situată la distanţa finită de­
oarece numitorul 1 -f- e cos <x6 nu se poate anula. 

Să observăm acum că maximile şi minimile lui r ca funcţie de 0 
sînt date de valorile ce anulează derivata lui r în raport cu 0, deci 
de valorile 

,-. TT 2 T T Â'7T 

u, , , . . . , , 
a a a 

unde k este un număr întreg. Ori este uşor de văzut că pentru k par 
avem valori minime. Deci punctele de coordonate polare 

3 [ l o Pi 
2TT 

1 + e > Pn 
2MTÎ 

(21), 

în cazul în care ne preocupă, mişcarea unei plante P în timpul soa­
relui S, constituie cîte un perhileu (punct în care planeta este în pozi­
ţia cea mai apropiată de soare). Dacă ne referim la primele puncte 
P 0 şi P x , presupunînd a2 > 1, atunci punctul P x este atins după ce 
6 face ceva mai mult ca o rotaţie completă şi unghiul între 0P0 şi. 
OPx este dat de formula 

2re 
2TT. 
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Dacă presupunem a2 foarte aproape de 1 atunci b/l2 este foarte mic 
astfel că putem neglija termenii de ordin superior, deci avem 

a = Y 1 _ ^ = 1 ~i' a b 

Pentru a calcula l% să observăm că pentru a = 1, maximul rx a lui r 
se obţine dînd lui 6 valoarea TC, deci avem 

P 
1 — e 

Dacă facem suma lui r0 cu rx obţinem 

H + H = — £ - . 
1 — ea 

deci semiaxa mare a0 a elipsei este da tă de formula 

P 
1 — e1 

şi formula (20') ne dă 
p = pa = a0(l — e2)a 

şi prin urmare avem 
Tib izb 

a = a„(l — e2)a a„{l — e2)/m0 

(21') 

Deci dacă prin observaţii putem cunoaşte unghiul <j, rezultă o valoare 
a constantei b, 

Observaţiile arată că pentru planeta Mercur, deci a0 are cea mai 
mică valoare, mişcarea periheliului în 100 de ani însumează 42", în 
t imp ce pentru celelalte planete mai depărtate unghiurile sînt prea 
mici pent ru a fi puse în evidenţă prin observaţii. 

î n concluzie teoria relativităţii reuşeşte să explice at î t curbarea 
razelor luminoase cît şi mişcarea periheliului lui Mercur ca mişcări 
datorite curburii spaţiului cu pat ru dimensiuni (x, y, z, t) dat de 
formulele (18"), (19) deci fără să introducă forţe. Aceste explicaţii 
au ca echivalent în spaţiul euclidian E3(x, y, z) considerarea unor 
forţe centrale ce derivă dintr-un potenţial 
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în cazul traiectoriilor luminoase şi forţe ce derivă dintr-un potenţial 

ŢJ __ 2 / W Q , t>_ 

v r" 

unde b este dat de formula (21'). 
î n primul caz, aşa cum am observat mai sus, utilizăm legea gra­

vitaţiei universale a lui Newton, în t imp ce în al doilea caz forţele 
conţin un termen ce depinde de 1 \r% si un altul ce depinde de 1 Jr3. 

§ 5. ECUAŢIILE GRAVITAŢIONALE ALE LUI EINSTEIN 

Vom încerca acum să exprimăm, utilizînd mijloace matematice 
cît mai simple, ecuaţiile gravitaţionale ale lui Einstein. Pentru ace­
asta vom presupune, ca şi în § 3, că avem un spaţiu cu n dimensiuni 
raportat la un sistem de coordonate x1, . . . , xn. î n cazul teoriei 
relativităţii, numărul n este egal cu 4, însă cum am mai spus sînt. 
unele teorii unitare în care n are valoarea 5 sau 6 sau o valoare 
mai mare, de aceea vom presupune pentru moment că n este un 
număr întreg pozitiv oarecare. 

Să presupunem acum că în spaţiul nostru cu n dimensiuni con­
siderăm n forme cu diferenţiale totale 

ds" = X£d#* (a = 1, . . . , n, i = 1, . . . , n), (22) 

unde X? sînt funcţii de variabilele x1, . . . , xn şi unde determinantul 
X = |X*| este diferit de zero, cel puţin într-o regiune R a spaţiului 
în care sînt valabile consideraţiile noastre. Rezultă deci că în regiunea 
R unde X =£ 0 putem rezolva ecuaţiile (22) în raport cu ăxi şi avem 
formule de forma: 

ăxi ^ [Xij[sa_ (22'> 

Dacă X" = B", unde 8 este simbolul lui Kronneker, deci este egal cu 
1 dacă a = i si egal cu zero dacă a zfc i, deci dacă formulele (22) 
se scriu : 

ds" = ăx", 
atunci avem : 

s" = x" -f- c", 
• 

unde c" sînt constante. 
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Rezultă atunci că dacă presupunem toate dsa nule afară de una, 
•ele exemplu ds1, obţinem drepte paralele cu axa x1. Aceste drepte 
constituie ceea ce se cheamă o congruenţă de drepte, căci prin fie­
care punct al spaţiului trece una şi numai una din aceste drepte. 

î n general, dacă d$a sînt date de formulele (22), presupunînd 
toate dsa nule afară de una, de exemplu ds1, formulele (22') ne dau 
dx' == [tfds1 şi se obţine o familie de curbe care formează o congru­
enţă de curbe, deci o familie de curbe care are proprietatea că prin-
tr-un punct din spaţiu sau dintr-o anumită regiune trece o curbă 
a familiei şi numai una, pentru care vectorul tangent are parametrii 
pi. De exemplu, cercurile cu centrul în origine dintr-un plan Oxy, 
deci curbele 

x* + y" = R2 

constituie o congruenţă de curbe pentru orice punct diferit de origine, 
căci prin orice astfel de punct trece un cerc cu centrul în origine şi 
numai unul. 

A se da deci formulele (22) înseamnă a se da un sistem de con­
gruenţe de curbe pe care le putem numi congruente (Xa) (a = 1, . . . , 
n) şi sistemul se zice sistem independent de congruenţe, deoarece tan­
gentele la aceste curbe într-un punct formează un sistem independent, 
aşa cum sînt în cazul a = 3 muchiile unui cub ce trec printr-un 
vîrf al cubului. 

Rezultă deci că introducerea congruenţelor constituie o genera­
lizare a noţiunii de coordonate şi coincide cu aceasta numai în cazul 
în care formele dsa sînt diferenţiale totale exacte, deci în cazul în 
care X", care se numesc momentele sistemului de congruenţe, sînt 
derivatele parţiale ale unor funcţii fa, deci avem: 

.« df 

Dacă aceste formule sînt verificate pentru un anumit indice a, zicem 
că dsa cu acest indice este o diferenţială totală exactă. Derivînd 
ecuaţiile de mai sus în raport cu xi (j =ţz i), avem: 

< .•_ dY 

Schimbînd i cu j şi scăzînd rezultă, ţinînd seama că derivatele 
de ordinul al doilea ale unei funcţii sînt simetrice, 

di! < 
— - - —L = 0. (22") 
dxi dx1 
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Rezultă deci că dacă forma dsa este o diferenţială totală exactă, 
atunci sînt verificate ecuaţiile (22") şi reciproca este de asemenea 
adevărată. 

Dacă formulele (22") sînt verificate oricare ar fi indicii a, i, j , 
atunci formulele (22) se scriu: 

dsa = df", sa = /"(x1, . . . , x") + ca 

şi congruenţele (X°), de exemplu congruenţa (X1), se obţin ca inter­
secţie a hipersuprafeţelor: 

f'(x\ . . . , x») = *• (a = 2, . . . , n), 
unde ka a sînt constante. 

Dacă ecuaţiile (22") nu sînt verificate, ceea ce constituie cazul 
general, atunci cantităţile 

-t - (4 - 4) m (23) 
\dxl dx*) 

nu sînt toate nule şi invers, dacă aceste cantităţi nu sînt toate nule, 
ecuaţiile (22") nu sînt verificate, deoarece avem formulele : 

—T h = wUhj. (23') 
dx$ dx' 

Să presupunem acum că spaţiul nostru cu n dimensiuni este rie-
mannian, deci că posedă o metrică dată de o formă pătratică. 

Putem întotdeauna să presupunem că această metrică este dată 
de o formulă de forma : 

<f> = ea(ds")2 = ^(ds1)2 + ...+ zt,(dsy, (24) 
unde Sj, . . . , E„ sînt egale cu 1 sau — 1. 

Rezultă deci că dacă ds1, . . . , dsn sînt diferenţiale totale exacte, 
deci dacă toate cantităţile wa

bc sînt nule, spaţiul este euclidian sau 
pseudoeuclidian, după cum za sînt toţi pozitivi sau nu. 

Să observăm acum că prin formula (24) cantităţile ds1, . . . , ds™ 
sînt determinate, abstracţie făcînd de o transformare ortogonală 

ds — cbds , cbcc = 8„ 

dacă sa sînt toţi de acelaşi semn sau de o transformare pseudoorto-
gonală, deci în care cţ sînt legaţi prin relaţiile 

a a oo 
ssc&Cc == ebbc. 

298 

Dacă sîntem în cazul particular în care n = 2, avem două cazuri 
de considerat, după cum ea sînt de acelaşi semn sau nu, deci avem 
cazurile : 

«J»! = (ds1)2 + (ds2)2, i|>a = (ds1)2 - (ds2)2. (24') 
î n primul caz metrica este pozitiv definită şi în al doilea caz metrica 
este indefinită. î n primul caz ds1, ds2 sînt determinate abstracţie 
făcînd de o transformare ortogonală 

ds 1 = cos 0 ds1 — sin 0 ds2 

ds2 = sin 0 ds1 -f- cos 0 ds2, 
(25) 

unde 0 este o funcţie oarecare de variabilele x1, x2, iar în al doilea 
caz ds1, ds2 sînt determinate abstracţie făcînd de o transformare hiper­
bolică (sau pseudoortogonală) 

ds1 = eh 0 ds1 + sh 0 ds2 

ds2 = sh 0 ds1 + eh 0 ds2, 
(25') 

unde eh 0 şi sh 0 sînt definite de formulele (31'), capitolul I I . 
Ţinînd seama că prin fiecare punct al spaţiului trece cîte o curbă 

din congruenţele (X) şi că tangentele la aceste curbe formează în 
fiecare punct un sistem de vectori independenţi, rezultă că un vector 
oarecare v al spaţiului este determinat 
dacă se cunosc îu fiecare punct compo­
nentele sale pe vectorii t^, . . . , tn definiţi 
de tangentele la congruenţele (X) în P 
(fig. 116). 

Să no tăm c u » " (a = 1, . . . , n) aceste 
componente. Dacă notăm cu vi componen­
tele aceluiaşi vector faţă de coordonatele 
x1, . . . , xn, atunci avem formulele : 

v = X»w, \LaV 

Să presupunem că luăm în considerare un 
alt punct Q al spaţiului, foarte aproape PiS- 1 1 6 

de punctul P[xx, ... , xn), avînd deci coordo­
natele de forma Q{xx + dx1, . . . , xn + dxn) în care d*1, . . ., dxn sînt 
cant i tă ţ i foarte mici. Rezultă că punctul Q este definit în raport cu 
P de cantităţile dx1, . . . , dxn, sau dacă vrem, de cantităţile ds" == 
= \idx\ unde înţelegem că X? sînt calculate în punctul P. Putem 
deci considera că punctele P, Q definesc un vector ale cărui compo­
nente pe sistemul de congruenţe sînt ds". Notînd cu v + dv vectorul 
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v în punctul Q, să presupunem că dva sînt definite de formulele de 
forma : 

dva • Y%vbdsc. (26) 
Aceasta înseamnă că în trecerea de la P la. Q variaţiile compo­

nentelor dva sînt date de formule care depind de punctul P, dacă yte 
depind de x1, . . . , x", de vectorul dat v şi de vectorul PQ. Dacă 
cantităţile yL sînt nule, atunci dva sînt de asemenea nule, deci vec­
torul F a r e în punctul Q aceleaşi componente faţă de sistemul de con­
gruenţe (X) ca şi în punctul P, deci a rămas paralel cu el însuşi faţă 
de sistemul nostru de congruenţe, ştiut fiind că în spaţiul euclidian, 
doi vectori sînt paraleli dacă au aceleaşi componente faţă de un sistem 
de axe dat. 

Vom continua să zicem că vectorul v s-a t ransportat prin para­
lelism din P în Q, dacă avem verificate ecuaţiile (26) cu ytc funcţii 
oarecare de variabilele x1, . . . , xn şi vrem să arătăm că într-un spaţiu 
Eiemann V„ există un transport paralel intrinsec legat de spaţiu. 
Acesta este transportul paralel al lui Levi-Civita1, caracterizat de 
faptul că închide paralelogramele infinitezimale şi consevă lungimile. 

într-adevăr, să presupunem că avem două puncte apropiate de 
n m i r t i i l Ci /Vi _L ,4~l -» < -J --»» -P, punctul Q (x1 -f- dx1, 

/ffx'+dz'+Jx^nt/x'J 

tyxWxy 

xn + dxn) şi punctul Six1 + fx1, . . . , 
xn+ 8xn) (fig. 117), deci vectorii 

PQ şi PS au componentele dsa, 
8sa iată. de sistemul de con­
gruenţe (X). 

Să t ransportăm prin para­

lelism vectorul PQ de-a lungul 
vectorului PS şi fie R extremi­
tatea acestui vector. R are atunci 
coordonatele R(x* + dx* + 8x* + 
-f- Mx*). Să t ransportăm acum 

vectorul PS de-a lungul vectorului PQ şi fie T extremitatea acestui 
vector. T are atunci coordonatele T(x* -f- 8x* + dx* -f dSx') şi 
pentru ca R şi T să coincidă, deci ca paralelogramul să se închidă,, 
trebuie să avem: 

idx* — &Bx4<~ 0. 
1 T. L e v i - C i v i t a (1873—1941), matematician şi mecanician, profesor la Univer­

sitatea din Padova şi Roma, a descoperit în 1917 paralelismul ce-i poartă numele. 
împreună cu G. Ricci este creatorul calculului diferenţial absolut şi a contribuit prin 
lucrările sale la sistematizarea teoriei relativităţii. 
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Ţinînd însă seama de formulele (22), avem: 

8ds" - d lstt = —V 7 d%i ^ = w^dx"*s'> (26 ') 
V dx3 dx* j 

unde wlc sînt date de formulele (23). 

Cum pe de altă parte prin transportul paralel al vectorilor PQ 

şi PS avem, în baza formulelor (26), 

S d s a = y*câsb§$c 

d8s" = y£c8s6dsc, • 

rezultă că înlocuind în formula (26'}, obţinem : 

•c - rcb = K, (27) 
Avem deci teorema: 
Transportul paralel (26) închide paralelogramele infinitezimale, 

dacă Y* verifică ecuaţiile (27) şi invers. 

Să ţinem seama acum că lungimea ds a vectorului PQ este dată 
de formula: 

ds2 = sa{ds°)*, 

astfel că aplicînd operatorul 8, avem formula : 

dsSds = s ds<*8dsa = (s vf + e,yb) dsaăsb§sc. 
a V a, • bc l o ' ac) 

Transportul paralel conservă deci lungimile, dacă avem condiţiile : 

e X + £»rl = o, (28) 
unde a, b, c sînt indici ficşi. 

Să înmulţim ecuaţiile (27) cu sa şi să considerăm combinaţia 
Sa\~(bc Ycb' T S-a\fca T « i T s

c W i , a Ta{,j = 

= sa « 4 + ebwb
ea + scwc

ba 

ţinînd seama de formulele (28) obţinem că primul membru al acestei 
combinaţii este egal cu 2saY*.. înmulţind cu — şi ţinînd seama că 
s§ == 1, căpătăm formula : 

yf = — (w'! 4- z z,wb -4- e s wc. ) , 19C,\ 
* bc ,y \ bc ' a b ca ' a c ba'' K-^^J 
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şi prin urmare coeficienţii y£c din transportul paralel (26) sînt complet 
determinaţi. Avem deci teorema: 

Transportul paralel a lui Levi-Civiia este determinat în sistemul 
de congruenţe (X) de formulele (29). 

Faptul că spaţiul Vn posedă un transport paralel al vectorilor 
se exprimă spunînd că spaţiul posedă o conexiune afină şi că yţe sînt 
componentele acestei conexiuni în sistemul de congruenţe (X). Aceste 
componente sînt invariante la o schimbare de coordonate, însă ele 
se schimbă, dacă schimbăm sistemul de congruenţe (X), meuţinînd 
însă forma pătratică (24) neschimbată. 

Fiind date componentele conexiunii yjc, putem să scriem canti­
tăţile : 

T^ = V ~ 1 7 + ^ T- ~~nMc + rbf (rL - Y&) (29') 
unde am pus = — . • u*, 

cantităţi care constituie componentele tensorului de curbură al spa­
ţiului Vn. 

Dacă aceste componente sînt nule, spaţiul este euclidian şi invers. 
într-adevăr, dacă spaţiul este euclidian sau pseudoeuclidian, 

putem alege un sistem de congruenţe îu aşa fel, ca ds" să fie diferen­
ţiale totale exacte, deci ca wa

bc să fie nule ; rezultă că yţc sînt nule 
şi prin urmare yţcd sînt de asemenea nule. Se arată că inversa este 
de asemenea adevărată, deci că dacă y? sînt nule, putem să alegem 
un sistem de congruenţe ortogonale sau pseudoortogonale în aşa fel 
ca y£c, wa să fie zero, deci ca dsa să fie diferenţiale totale exacte. 

Din formulele (29') ce definesc tensorul de curbură al spaţiului 
Vn, denumit şi tensorul lui Riemann care este un tensor de ordinul 
patru contravariant în indicele a şi covariant în indicii b, c, d, se 
obţine un tensor de ordinul al doilea, contractînd în raport cu indicii 
a, c, deci făcînd c = a şi sumînd în raport cu a de la 1 la n. Fie 
- acest tensor, pe care îl vom numi tensorul lui Ricci. Avem: 'bd 

d~ib Hi 
r — 
'bd 

: v " — - -
b"d dsd dsa + Y/YJ 

unde am p u s : 

^b ~ Yba, tbd = y« y! 
ibf'da-

(30) 

(30') 
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înmulţ ind rM cu ea şi făcînd d = b se obţine invariantul de curbură 
R, sau invariantul lui Ricci 

R = V * . (30") 

şi atunci ecuaţiile gravitaţionale ale lui Einstein se scriu faţă de sis­
temul de congruenţe (X) 

rbd ~ - zb^i = ~ khd> ( 3 1 ) 

unde k este o constantă şi tu sînt componentele tensorului de energie 
pe sistemul de congruenţe (X). 

în t r -un sistem de coordonate ecuaţiile (31) se scriu1 

Ri} - f Hi = ~ ftîV (i, j = 1, 2 , . . . , n) (31') 

unde avem evident 

Ril = rbdK^'j> Ta — hP^-ih-
Pentru n = 4, metrica are forma canonică (7), iar ecuaţiile (31) 

se scriu : 

RHH + f = ~ kThh, Rhl = - kTM, (h, l = 1, 2, 3) (31") 

A 4 4 — = kl 44, Ri]t = Ri- a 

şi constituie deci zece ecuaţii. De asemenea (31") definesc zece ecuaţii. 
Introducerea acestor zece ecuaţii a fost făcută de Einstein pentru 

a determina cei zece coeficienţi ai unei forme pătratice în patru va­
riabile 

^ 1 1 ) ^22> ^33> ^12> ^13> ^23> ^14> ^24> ^34> ^ 4 4 J 

care în cazul nostru se exprimă cu ajutorul momentelor X* prin for­
mulele : 

- 4 4 , 1 - 1 2 .2 . 3 . 3 
aij ~ A » A i — A-ikj — AjAj — A,'Aj. 

Presupunînd tensorul T cunoscut din consideraţii fizice, ecuaţiile 
(31") sînt în aceşti coeficienţi ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul 

1 A. L i c h n e i o w i c z , Theories relativistes de la gravitation et de l'electromagne-
tisme, Masson, Paris, 1955 p. 11. 
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al doilea şi problema principală a teoriei relativităţii este de a deter­
mina aceşti coeficienţi, problemă ce este în general greu de rezolvat 
şi se cunosc soluţii ale ecuaţiilor (31") numai în cazuri speciale. 

Unul din aceste cazuri este acela în care se presupune că există 
în spaţiu un sistem de coordonate ortogonale, deci un sistem de coor­
donate în care cantităţile «,-y [ij£j) sînt nule, deci că metrica se 
scrie : 

ds2 = a^dx*)2 + all{ix1f + a22(dx2)2 + a33(dx3)2. (32) 

unde cantităţile an, a22, a33 sînt negative. Putem atunci să luăm ca 
sistem de congruenţe (X) sistemul pentru care avem : 

ds1 = pxdx1, ds2 = <?2dx2, ds3 = p3dx3, ds* =- p4^*4 (32') 
unde pi, p2, p3, p4 sînt definite de formulele: 

PÎ = — «11» P" = — «22. Pi = — <l33, PÎ = «44 ( 3 2 " ) 

vSe poate spune în acest caz că metrica spaţiului (32) se obţine din 
metrica spaţiului pseudoeuclidian al relativităţii restrîiise (13'), prin 
dilataţii de-a lungul fiecăreia din coordonate. 

Dacă presupunem că sîntem într-unui din cele mai simple cazuri, 
în care an, a22, a33 sînt egali cu unitatea, deci nu există dilataţii 
de-a lungul axelor spaţiale x1, x2, x3, în timp ce avem au = c2 — 2(7, 
unde c este viteza luminii şi unde U este o funcţie oarecare de varia­
bilele x1, x2, .T3, dăm din nou peste cazul considerat în § 4, care ne-a 
permis să explicăm curbarea traiectoriilor razelor luminoase. 

în cadrul dezvoltării ulterioare a teoriei generale clasice a rela­
tivităţii, realizarea cea mai importantă este deducerea din ecuaţiile 
cîmpului gravific a ecuaţiilor mişcării particulei neut re ; această 
teorie a fost iniţiată de A. Einstein, J. Gronimer şi G. Darmois 
(1927) şi apoi generalizată de A. Einstein, L. Iufeld, B. Hoffmann, 
I. Scliild etc. şi sub altă formă de V. Fok şi colaboratorii săi N. Pe-
trova, I. Fisctengoltz etc. De asemenea, A. Papapetrou a deter­
minat ecuaţiile mişcării particulei electrizate. 

Aceste lucrări au arătat că ecuaţiile mişcării pe geodezică a par­
ticulei se pot deduce din legile de conservare şi transformare ale 
energiei şi impulsului şi deci sînt o consecinţă a ecuaţiilor cîmpului 
gravific. î n t imp ce particula neîncărcată se mişcă pe o geodezică 
în spaţiul-timp riemannian V4, s-a arăta t că particula încărcată (de 
pildă, electrizată) se mişcă pe o geodezică dintr-uu spaţiu cu mai multe 
dimensiuni1. 

1 Vezi G. V r ă n c e a n u , A. P o p o v i c i , Fundamentele teoriei generale a rela­
tivităţii, în "Stadii şi cercetări matematice" Bucureşti, 1964. 
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§ 6. SOLUŢII PARTICULARE 

Să considerăm unele soluţii particulare ale ecuaţiilor gravitaţio­
nale ale lui Einstein. Pentru aceasta să introducem mai întîi noţi­
unea de metrică cu simetrie sferică. Pentru a obţine o asemenea me­
trică vom pleca de la formulele (20IV) din capitolul I I 

x — r cos cp cos 0, y — r sin cp cos 0, z = r sin 0 (33) 

care reprezintă trecerea de la coordonate carteziene ortogonale din 
spaţiul euclidian E3, la coordonate sferice, unde cp, 0 sînt longitu­
dinea şi latitudinea, iar r este raza vectoare, deci distanţa de la 
•origine la punctul P(x, y, z). Asemenea coordonate sînt deci vala­
bile pentru orice punct P diferit de origine. Pentru origine r = 0, 
însă 0, cp sînt nedeterminate. î n coordonate sferice metrica spaţiului 
euclidian E3 se scrie : 

ds* =s dx2 + dy2 + dz2 = dr2 + r2 (dQ2 + cos2 6^<p2). (33') 

Ţinînd seama că faţă de orice rotaţie în jurul originii, cantităţile 

dx2 -j- dy2 + dz2, r2 = x2 + y2 + z2, (33") 

rdr = xdx -f- ydy + zdz 

sînt invariante, rezultă că obţinem o metrică generală dl2 în spaţiul 
(x, y, z) care să rămînă invariantă la orice rotaţie în jurul originii, 
•dacă luăm : 

dl2 = AHR2 4- R2[dQ2 4- cos 02^<p2], (33'") 

unde A şi R sînt funcţii numai de r. într-adevăr, ţinînd seama de 
(33'), (33") această metrică se scrie : 

ăl2 = —— [dx2 4- dy2 4- dz2] -] [xdx -\- ydy + zdz]2 

r2 rl 

şi prin urmare depinde numai de cantităţile (33"). Reciproca este 
de asemenea adevărată, deci dacă o metrică are simetrie sferică, 
atunci ea este de forma (33'"). 

Să presupunem acum că asociem metricei (33'") o metrică reia- ' 
tivistă dată de formula : 

ds2 = V2 (dx")2 - dl2, 

unde V2 este de asemenea o funcţie numai de r şi să scriem pentru 
această metrică ecuaţiile lui Einstein. Punînd 

r = x1, 0 = x2, 9 = x3, 
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obţinem 
ds2 = V2(dx*)2 - A^dx1)2 — (x^Kdx-)2 + cos2x2(dx3)2} (34) 

unde V, A depind numai de variabila x1. 
Metrică eu simetrie sferică generală. Se poate considera o metrică 

cu simetrie sferică mai generală decît aceea dată de formula (34), 
luînd 

da2 = V2(dx*)2 - A2(dx1)2 - B2[{dx2)2 + cos2x2(dx3)2] (34') 
unde V, A, B sînt funcţiuni de x1 şi x* deci obţinem o metrică cu si­
metrie sferică obişnuită dacă xi este constant. Această metrică este 
deci o metrică de forma 

da2 = « n ( t f ) 2 -f" ?«i(^**)* + «aa(^8)2 + a^dx1)2 

deci pentru care coeficienţii atj (i =£ j) sînt toţi nuli, ceea ce înseamnă 
că hipersuprafeţele x{ = c* sînt ortogonale, două cîte două1 '. 

J . j . z - - — 0 - , — ^ 

Pentru o asemenea metrică avem formulele 

a" = 
k 

i i 
l 

2 * * * 
- ^ t (/ =* k), 
dxk V " 

1 
- ' « „ • 5*' 

iar simbolurile lui Cliristoffel cu trei indici distincţi sînt toţi nuli. 
i Tinînd seama de metrica (34') rezultă că singurii coeficienţi 

neuuli sînt 

dxl 

jk 

1 
2 2 !̂2 

1 
3 3 = - cos^x-

A* 

1 

4 4 
VV \B 1 

2 2 !̂2 
1 

3 3 = - cos^x-
A* 

1 

4 4 A* 
\B 

2 

3 3 
= sin x2 cos x2, 4 

1 1 
__ AAt 4 

2 2 1/2 
4 

3 3 

1 1 
1 1 A 

4 
4 4 

2 
2 1 

3 
3 1 B 

4 
4 1 

1 
1 4 A 

2 
2 4 

__ 1 h 
— i 

9 

3 
3 4 S 3 

î 
2 

— tgX; 

V 

:Vif 
V 

cos2x2, 

(34") 

Notînd cu ph conexiunea contractată 
i 

ik Pu = 

J) Un caz part icular al metricilor cu simetrie sferică generală este acela în care 
presupunem că V, A, B nu depind de variabila **. Pent ru scufundări ale acestor 
metrici se poate vedea D. Smaranda, Immersion d'im modele d'univers, BulL 
Sor. Royale Siege, 1967, Nr. 3 - 4 . 
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rezultă formulele 

A = ^ + 2-J + ^- P^-y^Ps = 0,pi-^ + 2^ + ^. (34"') 

Tinînd seama că simbolurile lui Riemann de a doua speţă se scriu 

Rl = j h\ j e 
+ 

i 
jk 

s 

jl 
— i 

si 

$ 
jk 

rezultă că tensorul lui Ricci este dat de formulele 

a l . 

unde am pus 

li- - - & 

Pi 

dx* 
+ Ps 

jl 
Pil 

Cum în cazul nostru simbolurile 
jl 

cu trei indici distincţi sînt nuli, 

rezultă că avem 

Pn = E 
' J + 

Pa = E 
» j 

ij 

+ 2 

+ 
j 
i j 

33 
U^i) 

:i S 

şi prin urmare pentru j = l avem 

«*.--£+ 
a 

d 

j 1 

jl\ + 
a 

a 

i 

ji 

xl + Pi 
i 
jl 

+ PI 
l 

jl\ 

j 

jl 

— i 
11 

i 

jj 
-E 

i 

i 

ij 

i 

ii 

ii 
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Tinînd seama de formulele (34"), (34'") se constată că toate cantită­
ţile Rji(j =# /) sînt nule afară de Ru. Avem de exemplu pentru j — 
= 1, 1 = 1 

R, B, (tg x2 - tg %*) = 0. 

în ceea ce priveşte Rlt avem formula 

R™ T= — fii 
A 

+^+m+a+â+;f>' V A V 

^M« l\V, 2BlBi 

7i2 

ceea ce ne dă 

i\14 — 
B A B VB 

Să trecem acum la calculul componentelor Ri3: Să calculăm în primul 
rînd i?22. Avem deci 

R — dp* I 

' % 
22 

dxi '
J + Pi 

i 
2 2 

— i 
1 2 

2 

- 2 
2 

2 »' 2 2 

Dar primul termen împreună cu penultimul pentru i = 3 ne dă 1, 
astfel că i?22 nu depinde de x2 şi este dat de formula 

i?22 = i _ **$ + Mi Bt . B4 . BAxBt BAtBi 
F 2 A3 AV% V A 

_ ăVţBt BBiVi 

VA* V3 

î n ceea ce priveşte R33 se găseşte formula 

i?33 = R22 cos2 x2. 

De asemenea calculmd R1X şi .K44 obţinem formulele 

•IB R, 

R^ = 

(35') 

(35") 

£ F F2 J S B P ^ K F3 

• ^ 4 4 - T j 4 I 

JS A A 

Au , F F „ , 2.B4F4 2ŢŢijBi ^ 4 F 4 ra,Fj ." + 
(35'") 

-BF 1^4 2 
I " 4 ' 4 
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Avem deci teorema : 
Componentele tensorului lui Ricci al formei pătraticc (34') sînt date 
de formulele (35), (35'), (35"), (35'"). 

Ecuaţiile gravitaţionale. Dacă considerăm ecuaţiile 'gravitaţionale 
(31') relative la metrica (34') rezultă că avem 

R11+-^A2 = ~kTn, 

R33 + -f B2 cos2 x2 = - k T33, (36> 

Rii ~T V2 = — / î i 44, 

unde 

A'14 = - A T 1 4 , T,,. = 0 (• <j, i, j * 1, 4) 

# _ £H _ *» _ ^ Î 2 . (36') 
F 2 y42 A'2 

Rezultă deci în primul rînd că toate componentele T i ;(î =£ j) ale 
tensorului energie impuls sînt nule, afară eventual de T14. 

De asemenea a doua şi a treia ecuaţie (36) ne spune, ţinînd seama 
de (35") că trebuie să avem 

T33 = T22 cos2*2. (36") 

Rezultă deci teorema : 
Pentru ca un tensor energie-impuls T^ să fie compatibil cu o met­

rică cu simetrie sferică generală, trebuie ca toate componentele l\j 
(iy±j) să fie nule afară eventual de T14 şi să verifice ecuaţia (36"). 

Prin urmare putem lua ca ecuaţii gravitaţionale relative la metrica 
(34') ecuaţiile (36) exceptînd a treia ecuaţie şi ultimele cinci ecuaţii. 

Să observăm acum că dacă calculăm invariantul de curbură, de­
finit de formula (36') cu ajutorul formulelor (35'), (35'"), obţinem 

R _ 2Sn %BM , Va- Au 2V1B1 2BiVi 

2 A*B B P AW AVS VA2B BV3 

, AtVt _ 2A,Bi __ 2AlBl __ A1V1 J B | _ B\ Jţ_ 
V3A ABV A"B VA3 AW B 2 F 2 B 2 

(36'")-
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"Ţinînd seama de această formulă, prima şi a patra ecuaţie (36) se 
scriu 

2BU . 2A*BfV, . 2V1B1 A* B\ A2Bt , „ 
BV* BV* VB B* J32 B2F2 

2BnV* 2A1B1V* V* V'Bl B\ , _ •'' > 
A*B A3B B2 AW B* 

De asemenea a doua ecuaţie (36) şi a cincea se scriu 

[A* V ] A V { V V J A\ VA A* V1 j 

V [ V2 AV* AW } ' 
_ 2BU 2BxAi 2VxBt _ ' j , 

B AS VB ~ 1V 

Rezultă deci teorema : 
Presupunînd iensorul cnergie-impuls cunoscut determinarea unei 

metrici cu simetrie sferică generată depinde de integrarea sistemului 
(37), (37') de patru ecuaţii cu trei necunoscute A, B, V de al doilea or­
din în două variabile x1, x*. 

Pentru integrarea ecuaţiilor gravitaţionale (37), (37') să observăm 
că fiind dată metrica (34') în care B este o funcţie ce depinde de varia­
bila x1, putem alege în general noi variabile x'1, x"1 în aşa fel ca B să 
fie egal cu noua variabilă x'1. Acest fapt este evident dacă B nu depinde 
de x*. Vom presupune deci că B depinde şi de x*. î n acest caz să luăm 
ea variabile noi pe 

x'1 = B{x\ x% x'4 = f(x\ x*) 

unde / este o funcţie independentă de funcţia B, deci avem condiţia 

/ i J ? 4 - / A * 0 - (37") 
.Să căutăm a determina funcţia necunoscută / aşa fel ca să avem 

V'^dx'*)2 - A'^dx'1)2 = F 2 (d^) 2 - A^dx1)2, 
deci în aşa fel ca forma pătratică formată din primii doi termeni ai 
formulei (34') să continue a fi o diferenţă de pătrate . Avem atunci 
formulele 

V'% - A'2B\ = V2 

VJ2 _ A>2B2 = _ ^ 2 (37»') 

V*fJt - A'*BtBt = 0, 
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Să presupunem acum că funcţia / satisface nu numai la condiţia (37'") 
ci şi la condiţia 

/ A 4 - / 4 * 1 * 0 . (38) 

în acest caz primele două ecuaţii (37'") ne dau 
F < 2 __ VW* + A*B\ ( A,2 _ Vţfl + A'fţ 

~~B\f\-flB% ' ' " B\f\-f\B\ 

şi deci ultima ecuaţie (37'") se scrie 

B1Bt[Vfî + A2ff] = \V2B\ + A*B%fJt. 

Ori această ecuaţie are ca soluţii 

L^Yl.h., 4 = ^ i (38'> 
A A"- B, h Bt 

şi aceste soluţii satisfac condiţia (38). î n cea ce priveşte condiţia (37")j 

ea nu este evident suficientă pentru a doua soluţie. Pentru prima 
soluţie avem 

/ A - / A = jfc [B\A2 - V2B2] * 0. 

Ţinînd seama că putem schimba semnul uneia dintre variabile, a p re ­
supune că această ecuaţie nu este verificată înseamnă a presupune 
că avem B^A = BVV, deci avem formulele 

A = mBv V = mBi 

unde m este o funcţie oarecare de variabilele x1, x*, deci metrica (34') 
este de forma 

de2 = m2 [BUdx*)2 - Bfidx1)2] - B2 [{dx2)2 + c o s ^ d * 8 ) 2 ] . (38") 

Avem deci teorema : 

Dacă coeficientul B al formei (34') depinde de x1 şi x* şi metrica nu 
este de forma (38"), atunci prin integrarea ecuaţiei [liniare şi omogene 
în funcţie f, dată de prima ecuaţie (38'), putem presupune B = x1. 

Dacă B nu depinde de x1 însă depinde de x9-, putem presupune prin-
tr-o schimbare a variabilei x4, că avem B = x*. 

Rezultă deci că o metrică de forma (34') se poate reduce la B = x1, 
sau B = x'k sau B = 1, sau metrica este de forma (38"). Vom consi-
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•dera cazul general, deci cazul în care putem presupune B = x1. î n 
.acest caz metrica cu simetrie sferică se scrie 

do2 = F2(d*4)2 - A^dx1)2 - ( ^ [ ( d * 2 ) 2 4- cos2x2\ăx3)2] (39) 

unde V, A sînt funcţii de x\ x4. 

î n acest caz ecuaţiile (37) constituie un sistem de primul ordin 
în necunoscutele A, V, ca funcţii de variabila x1, sistem ce se poate 
scrie sub forma 

n V, 1 -A* 
V ^ xi kX 2 i i 

2Ai , A* - 1 A2 
~T + = — k~ xlTit 

(39') 

(39") 

î n ceea ce priveşte ecuaţiile (37') ele se scriu 

Z i i _ AiL _ diijs 4- _ i _ [Zi _ Z + Z Z i _ _ ^ Z 
VA* A2V A3V x1A* V A AV* (xl) 

Ai = —kTupfiA. 

Ţiuînd seama de (39') putem elimina derivatele Av Vx din prima ecua­
ţie (39") precum şi Au. Rezultă astfel că dacă At =£ 0, deci Tu =fe 0 
sistemul ecuaţiilor gravitaţionale (39'), (39") este un sistem cu dife­
renţiale totale în funcţiile A, V. Avem deci teorema : 

Dat fiind tensorul energie-impuls cu Tu =£ 0, determinarea func­
ţiilor A, V în metrica (39), depinde de un sistem cu diferenţiale totale. 

Rezultă deci că A, V pot conţine cel mult două constante arbitrare 
şi aceasta are loc numai dacă condiţiile de integrabilitate sînt iden­
tic verificate. î n general însă funcţiile A, V sînt determinate prin 
rezolvarea unor ecuaţii algebrice. 

Dacă T14 = 0 atunci 4 4 = 0, deci A nu depinde de variabila x4 

şi sistemul de ecuaţii gravitaţionale se compune din ecuaţiile (39') 
•şi din prima ecuaţie (39"), care se scrie 

[V'J IV A \ V x1 V A \ (x1)* (39'") 

•care devine o ecuaţie în termeni finiţi, dacă utilizăm ecuaţiile (39'). 
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Să presupunem Tu =r 0. î n acest caz prima ecuaţie (39') se poate 
rezolva în raport cu V şi atunci a doua ecuaţie (39') şi ecuaţia (39'") 
constituie două ecuaţii diferenţiale de al doilea şi al treilea ordin în 
funcţia A, deci problema comportă cel mult două constante arbitrare-

Avem deci teorema : 

Dacă tensorul energie-impuls nu satisface condiţiile 

Tu = T44 = 0 (39w) 

determinarea funcţiilor A, V depinde cel mult de două constante arbitrare. 

Să presupunem acum că ecuaţiile (39IV) sînt verificate. în acest 
caz prima ecuaţie (39') ne defineşte A prin formula 

42=_L_ 
i • - ' — 

X1 

unde <x este o constantă arbitrară, iar V este definit abstracţie făcîud" 
de o funcţie arbitrară de x* multiplicativă. Putem însă particulariza 
această funcţie printr-o transformare a variabilei x*. Astfel dacă T1T 
este zero putem lua că 

V2 = c2 1 -

unde c este viteza luminii. Avem deci teorema : 
Dacă componentele Tu, T44, T14 sînt nule, obţinem metrica lui 

Schwartzschild: 

ds2 (ăx1)'* (ăx^r-

î - — 
X1 

'[(d*»>» + eos2%2(d.x3)2]. (40) 

Ecuaţia (39'") ne arată că şi r 2 2 — 0, deci tensorul energie-impuls 
este zero pentru metrica lui Schwartzschild şi spaţiul este cu tensor 
Ricci nul. 

Se obţine de asemenea o metrică cu tensor Ricci nenul însă propor­
ţional ca tensorul fundamental, deci un spaţiu Einstein luînd 

V2 = c2 

X1 
, A2 = 

i - — •'+ Y.(*T 
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tvnde oc, f sînt constante. î n acest caz tensorul energie impuls este 
-definit de formulele 

kT, 3Y 

1 __ — + T (^ )2 
X1 

kTi2 = -3Y (*i)2 

kT3S = —3y(a;1)2 cos2 x2 (40') 

kTti = 3^[l-J + Y(^)2 

•şi deci constantele sînt determinate de tensorul energie-impuls. în 
acest caz metrica spaţiului este definită de formula 

1 _ JL + T(^i)2 
A;1 

(d%4)2 (d.n; (^)2[(cU-2)2 + 

+ Y W 

+ cos2*2(d*8)2]. (40") 

şi această metrică generalizează evident metrica lui Schwartzschild. 
Soluţii regulate. Să observăm acum că putem numi regulată o 

metrică cu simetrie sferică (34') cu B = x1, deci o metrică (39), dacă 
•este regulată în orice punct în exteriorul unui cerc cu centrul în origine, 
X1 fiind interpretat ca raza vectoare într-un sistem de coordonate 
polare şi dacă la infinit, deci pentru x1 —- oo, metrica se reduce la 
metrica lui Minkovsky şi prin urmare avem 

Hm V — c, lim A = 1. 
A'1 — } CO A'1 —> CO 

Metrica (40) are evident această proprietate pentru x1 -»• co, în t imp 
ce metrica (41) nu are această proprietate deoarece pentru x1 -*• oo, 
V2 tinde la infinit. 

Să vedem în ce condiţii o metrică (34') este regulată, presupunînd 
V şi A funcţii analitice în exteriorul unui cerc de rază R deci date de 
:serii de forma 

V2 1 + ^ + + 
A2 = 1 -|-

x1- (*»)« + 
(41') 

(*»)« 
-unde a, b depind în general de variabila x4. 
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Ţinînd seama de aceste formule în ecuaţiile (39'), pe care Ie 
putem scrie 

(V), -l 

.r\A* - i) 

V*(A* - 1) 

A*kxl 

Tâ 

(41") 
kxW2 T, 

primul membru al primei dintre aceste ecuaţii se scrie 
b, nbn . 

"•" f* 1 ) 2 

(,v')2 (.V1)3 

1 + " ' I -^-+ ...1 
w 1 J deci; este cel puţin de ordinul al treilea în l/x1 şi coeficientul lui 

(\lxl)n+l se scrie pentru n — 1p 

&„U - * ) + X X - A + ^ (4I"') 
în t imp ce pentru n — 2p -\- 1 lipseşte ultimul termen. 

Rezultă deci că membrul al doilea al primei ecuaţii (41") trebuie 
să fie cel puţin de ordinul al treilea în 1 /x1 şi cum Ai/V2 este de ordinul 
zero urmează că Tu trebuie să fie de ordinul al patrulea, deci trebuie 
să avem 

r44 = ^ + ^ - + . . . (42) 
(x^y (A-1)5 

şi atunci ecuaţiile (41") ne dau pentru n = 2, n = 3 , . .. .. 

b2 — bf ~ — km4 

2b3 — 2b-p% = - [(2bz — «0 w4 + ws.l 
c2 

(42') 

şi ne definesc din aproape în aproape b.2, bs, . . ., în funcţie de mt şi de 
blt au «2, . . . 

în ceea ce priveşte a doua ecuaţie (41"), împărţind cu -c2, ea se 
scrie : 

b,+ ... +—n— + ...]• 

1+-=-+ ••• 
x1-

1 +-=•+ . . . . 
A-1 

fceT, (42") 
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•deci Tlt este cel puţin de ordinul al treilea în 1 jx1, astfel că dacă luăm 
M.i , n. 

avem formulele 

Tn = -=s_ + -24- + . . . (43) 

al + &i = ^M3 

2«2 + S2 4- «!&! == k(nă 4- <%ra8) , (43') 

şi este uşor de văzut că ecuaţiile (42') şi (43') definesc din aproape 
în aproape b2, . . ., bn, . . ., a1: a2, aH, . . ., dacă b1, m-, nt sînt daţi. 
î n ceea ce priveşte demonstrarea convergenţei seriilor utilizate ea se 
poate obţine prin metoda funcţiilor majorante. Avem deci teorema : 

Ecuaţiile gravitaţionale posedă soluţii deforma (41'), dacă TM şi Tn 
sînt date de formulele (42) şi (43) şi în aceste soluţii b1 este o constantă 
arbitrară. 

Se poate de asemenea observa că dacă V2 şi A2 sînt daţi de formulele 
(41') atunci ecuaţiile (39") definesc T a 2şi T14 ca serii în l/x1 de primul 
şi al treilea ordin, deci avem 

r 2 2 = A +,..,TU = 7
9 ; - + - - - (44) 

xl (x1)3 

Acest fapt ne arată că tensorul euergiei-impuls este nul la infinit, 
-ceea ce corespunde ipotezei că se presupune materia concenrată în 
origine şi deci, la infinit tensorul energiei-impuls este nul. 

Să revenim la metrica (40). Dacă a = 0 această metrică este evi­
dent de t ip Minkovski, deci euclidiană. 

Dacă a =£ 0 această metrică nu este euclidiană, deci există com­
ponente ale tensorului de curbură care nu sînt nule cum este de exemplu 

R*w = g g C ° a 8 * a (44') 
X1 

şi prin urmare tensorul de curbură nu este nul, deşi tensorul lui Ricci 
este^ nul. 

î n concluzie putem enunţa următoarea teoremă: 
Dacă în ecuaţiile gravitaţionale a lui Einstein, membrii ai doilea 

sînt nuli, deci spaţiul este gol de materie în afara originii şi tensorul lui 
Ricci este de asemenea \nul, metrica spaţiului este metrica lui 
Schwartschild şi această metrică este euclidiană numai dacă a — 0. 
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Să observăm că metrica (18), (19) pe care am utilizat-o în § 4 
pentru a explica curbarea traiectoriilor luminii şi deplasarea periheliului 
planetei Mercur, este o metrică cu simetrie sferică (39), pentru care 
A = l. Avem deci o metrică cu simetrie sferică pentru care metrica 
spaţială d este euclidiană şi ecuaţiile (39') ne dau 

TA 0, Vr EL 
R 

-xxTxx, R2=l + 'la 

, V 
! 

V R 2 ca.v' rs(.v')2 

Deci a doua ecuaţie defineşte T1X în funcţie de x1 şi avem : 

R* 
_ ! _ ( , • + _ L | . (44') 

De asemenea T22 este definit de (39'"), deci avem: 

(tf2)t 
R* . + 7 R* 

2 , 1 («2)i 
2A;1 RO 

(44") " j ^22 _ 

Avem deci teorema : 
Metrica cu simetrie sferică (18), (19) este caracterizată de faptul că 

tensorul energie — impuls are ca singure componente nenule T1X şi T22 
unde Tu este definit de formulele (44'), iar T22 de formula (44"). 

Această metrică se poate încă scrie: 

ds2 = | l - - l (d* 4 ) 2 — r2[d62 + cos2 6 d<p2], (45) 
1 - — 

r 

unde a este o constantă. Dacă « este egal cu zero sîntem în cazul unei 
metrici euclidiene, r fiind atunci raza vectoare obişnuită. 

Dacă a este diferit de zero sîntem în prezenţa unei metrici neeucli-
diene creată de cînipul gravitaţional datorit unei singure mase situată 
în origine şi se poate determina valoarea lui a. în funcţie de valoarea 
masei M concentrată în origine. Ţinînd seama de formula (19') şi de 
faptul că avem 

1 c2F2 = i c2 + 
2 2 { r) 2 

şi că potenţialul creat de masa m se poate scrie : 

U = fm 
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rezultă că avem: 
_ Ifm 

c2 

Relativ la metrica lui Scliwarzschild vom spune de asemenea că se 
cunosc formulele de scufundare ale acestei metrici în spaţii pseudo-
euclidiene cu 6 dimensiuni, avînd metr ica: 

ds2 = dz2 + dz2 — dsf - ăz\ - dz2 - dz2. (46) 
Considerînd formulele 

i 

z1 = kll — —1 sin —, z2 = /e/l — 

ti \ Idf i2 2mrs 4- m2kz 

2m\2 t 
cos — 

Ii (46'> 

r3(r — Im) 

şi presupunînd că zit zs, ze sînt daţi de formulele (33), se obţine un loc 
geometric cu patru dimensiuni în spaţiul Ee ( zx, z2, zs, zt, z5, zb) ce 
posedă o metrică Scliwarzschild1. O scufundare analogă se obţine 
presupunînd că spaţiul pseudoeuclidian are metrica formată dintr-un 
singur păt ra t pozitiv, punînd în formulele (36') sh şi eh în loc de sin şi 
cos obişnuit. 

Se obţine o metrică cu simetrie sferică mai generală decît aceea 
a lui Scliwarzschild, utilizîud şi influenţa potenţialului electromag­
netic. Această metrică, numită metrica lui Reissner şi Weyl, se scrie :. 

ds2 = c2F2d/2 — — ' — A>2 [de2 + cos2 Odcp2] (46") 

unde avem: 

R R2 

în care p este o constantă ca şi ot2). 
vSe pot găsi de asemenea soluţii în care metrica dP este cu curbura 

constantă pozitivă, presupumnd că materia este uniform distribuită. 
în univers. 

Dacă spaţiul V3 cu metrica 

d/2 = a^dx^dxi 

1 I. I'" n s i t a n i, M. I k e d a, M. M a t s u m o t o, Journal of Mathemaiics of Kilo 
Universily, 1961, 1. 

2 Pen t ru o scufundare a metricei lui Keissner-Weyl în E6 se poate vedea, 
S. J anus . Scufundarea metrici Reissuer-Weyl, Comunicările Ac. R.P.R. T. X I I I , ' 
1963, p . 8 5 7 - 8 6 2 . 
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este cu curbură constantă, atunci tensorul lui Ricci Rtj (i, j = 1, 2, 3) 
este proporţional cu tensorul ad, avem deci R{j = katj. Pe de altă 
parte, ecuaţiile lui Einstein referitoare la metrica 

ds2 = F2(d%*)2 - dl2, 

unde V nu depinde de x^, se scriu1: 

R + YiL _ M a =-kTijt R = k B» , 

unde R=ai'Rij este invariantul lui Ricci relativ la metrica dl2 şi cum 
avem R = 3K, rezultă, dacă presupunem tensorul energetic uniform, 

^oo — V*H, Ta = paijt 

în care TJ şi p sînt constante, ceea ce ne d ă : 

3K = kri 

şi K trebuie să fie pozitiv, căci i\ este pozitiv. 
Cum spaţiile cu curbură constantă pozitivă s jnt spaţii închise ca 

sfera, deci geodezicile sînt de asemenea curbe închise, aşa cum sînt 
cercurile mari ale sferei, se pun probleme de natură cosmologică relative 
la volumul spaţiului şi la cantitatea de materie ce se află în el. Se 
evaluează că acest volum ar fi 2n2K-312, în t imp ce cantitatea de 
materie ar fi M=2v:2-qK^al'2c-''i. 

Dacă spaţiul fizic este închis sau nu vom spune doar că ramînînd 
la cazul simplu al relativităţii restrînse, se poate pune problema de 
geometrie globală de a găsi spaţii închise pe care să fie valabilă o geo­
metrie euclidiană cu metrică indefinită, deci de tipul formulei (5'). 
Desigur că această metrică poate fi realizată în întregime, fie pe cilindrii 
de diferite tipuri, deci în care una, două sau trei variabile se închid 
prin translaţii de o lungime dată, fie pe tor, în care se consideră ca 
identice punctele ce sînt transformate de patru translaţii, de exemplu, 
translaţiile unitare pe axele x0, x, y, z. 

Există însă şi alte grupuri discrete ce lasă invariantă forma pătratică 
(5') cum sînt acele în care grupul discret este format de o transfor­
mare ortogonală (3) şi din translaţii. Avem patru asemenea grupuri, 
după cum m are valorile 2, 3, 4, 6, deci patru asemenea spaţii închise, 
diferite de tor. 

1 Vezi T. L e v i-C i v i t a, The Absolute Differential Calculus, I/ondon, 1927, p . 
426, V. A. P o c li, Teoria spaţiului, timpului şi gravitaţiei, Editura Academiei R.P.R., 
I, S. R. S-, Bucureşti, 1962. 
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Avem însă şi alte grupuri discrete. Pentru a vedea acest lucru să 
scriem metrica (5') sub forma: 

da2 = dudv — d/y2 — ăz2, (u = x0 — x, v = x0 + x). (47) 

Este uşor de văzut că această metrică rămîne invariantă faţă 
de transformările grupului discret 

u' = pu) v' = qv, y' = y + 1, z' = Z (pq = 1). 

Se poate arăta atunci că putem asocia acestui grup translaţii 
unitare pe axele u, v, z, astfel încît să avem un grup discret cu patru 
generatori, deci în aşa fel ca spaţiul obţinut prin identificarea punc­
telor echivalente faţă de grup să fie închis, numai dacă p -f- q este 
un număr întreg k mai mare decît 2. Rezultă deci că avem o infinitate 
numărabilă de spaţii închise pe care se poate realiza o geometrie (5'),, 
deci o geometrie Minkowski. 

§ 7. FORMA CANONICĂ A ECUAŢIILOR GRAVITAŢIONALE 

Să arătăm acum că există un sistem de congruenţe (X) în care ecua­
ţiile gravitaţionale (31) se reduc la o formă canonică, ce se obţine 
reducînd la o formă canonică forma pătratică 

<I> = tah dsa ăsb 

asociată tensorului energie impuls. 
Pentru aceasta să arătăm mai întîi că fiind date două forme pătra-

tice1 

9 = y\ - y\ - y\ - yl ( 4 8 ) 

+ = hy-ty 
în patru variabile ylt y2, y3, .v4, putem prin transformări pseudoorto-
gonale, ce păstrează forma canonică a formei 9, să reducem la zero 
toate cantităţile btj(i =fc j) afară poate de &14. î n adevăr priutr-o trans­
formare ortogonală a variabilelor ylt y2, y3 putem să reducem 1];, cum 
este bine ştiut, <J> la forma 

4> = Ky\ — hyî -hyl — hyl + 2«1v1y4 + '^hy^yu + 2a3y3yu. (48') 
Dacă două din cantităţile at, a2, a3 ar fi nule proprietatea ar fi demon­
strată. Dacă una ar fi nulă, deci d 3.C3. £lj> cil" fi zero, avem o problemă 

1 G. V r a n c e a n u , Reducerea la formă canonică a unei forme pătratice prin trans­
formări iperbolice Anale le U n i v . P a r h o n , voi. 25, 1960 ; p . 93-104. 
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analogă în variabilele y1} y2, yt. Să presupunem deci ax =£ 0, a2 =£ 0, 
a3 =fr 0 şi să considerăm ecuaţia caracteristică relativă la forma pătra­
tică d; — p<p unde <\i este dată de formula (48'). Această ecuaţie se 
scrie 

F(p) = 
0 
0 

0 

o 
a» 

0 

0 

p — k3 

a2 

a3 

k i - 9 

= 0. 

(48") 

Rezultă deci că p satisface ecuaţia de gradul al patrulea 

^(p) ~ (P - *0(P - *a)(p - h)(K — p) - «i (p - h)(? - h) 
— a\ (p — ftOl? — k3) - a\ (p — kj)(9 — k2) = 0. 

Dacă două dintre numerele klt k2, k3 ar fi egale de exemplu dacă kx =k% 
aceasta ecuaţie ar avea ca rădăcină p == kx §i printr-o transformare 
ortogonală a variabilelor ylt y2 putem reduce ax, la zero, luînd ca una 
din variabilele ylt y2 variabila 

« i ? i a 2 y 2 

\/«! + < 
şi deci problema noastră s-ar reduce la o problemă numai în varia­
bilele y2, ys, y4. 

Să presupunem deci klt k2, k3 diferite. Putem atunci schimbînd 
eventual indicii 1, 2, 3, între ei să avem 

Kx <Z K2 <C « 3 . 

Rezultă atunci că înlocuind p în F (p), prin valorile kt, k2, k3 avem 

F(kx) = - a\ (kt - k2)(kt -h3)<0 

F{k2) = - a\ {k2 - kj{ht -k3)>0 (48'") 

F(k3) = -a% (k3 - k,)(k3 - k2) < 0. 

Aceasta ne arată că ecuaţia F (p) = 0 are cel puţin două rădăcini reale 
una între kx şi k2 şi alta între k2 şi k3. Fie p1( p2 aceste rădăcini: 
Să observăm că direcţia caracteristică asociată la rădăcina px este 
definită de ecuaţiile 

yx= -
Pi — ki 

y*y* 
Pi — /<! 

,y3 = 
«3 

Pi — h 
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astfel forma pătrat ică 9 pentru această direcţie, este dată de formula 

•y\ \\ _ a° _ , < 
h)' (Pl - kzy 

(49) 

deci această direcţie este interioară conului cp = 0, dacă cantitatea din 
paranteză este negativă. Pentru a arăta aceasta este cazul să observăm 
că putem scrie ecuaţia (48") sub forma 

F(p) _ , __ a\ a\ a\ 
( P - A X P - ^ H P - ^ - I ) P - * I p-*a p-ft3 

astfel că derivînd avem pentru p = pj, ţinînd seama că F (px) = 0, 

-F'(Pi) _ __ j i a\ • j | |_ a% _ 

(•pi-*i)(pl-*i)(Pi-^ (Pi-Ai)2 (Px-^i)3 (p-£3)s ' 

Ţinînd seama de formulele (48'") rezultă că funcţia F(p) creşte în 
intervalul (klt kjj deci jF'(pi) > 0 şi cum pt — k1 este pozitiv 
în t imp ce px — k2 şi px — A3 sînt ambii negativi, rezultă că membrul 
al doilea al acestei relaţii este pozitiv şi deci direcţia caractreristică 
referitoare la px este interioară conului cp = 0. Aceeaşi proprietate 
are loc şi pentru direcţia caracteristică referitoare la rădăcina p2. 
Rezultă astfel că există o transformare pseudo-ortogonală a varia­
bilelor yx, y2, y3, y*, aşa fel ca direcţiile a două dintre variabilele 
y~l, y2, y3 de exemplu y2, y3 să fie direcţii caracteristice relative la 
p t şi p2, deci ca 9 să se poată scrie 

ty = byl + ay\ + cy\ + dyt + 2Xy$>4. (50) 

Avem deci teorema: 
Putem presupune că în formulele (48) forma 9 este definită de 

formula (50). 
Să observăm acum că putem presupune că variabilele y1; y2, y3> 

y^ suferă o transformare de forma 

yi = Jx c h <P + Vi sh cp, y'2 = y2 

yk = y\ sb 9 + y*sh ?> y* = yz 

unde cp este un parametru oarecare şi atunci coeficienţii a, b, X 
suferă transformarea 

a' = a eh2 9 + 2X eh 9 sh 9 + & eh2 cp. 
X' = (a+b) eh cp sh 9 + A [eh2 9 + sh2 9] (50') 
V = a sh2 9 + 2A eh 9 sh 9 -ţ- b sh29. 
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Ţinînd seama că avem eh2 9 — sh2 9 = 1, rezultă că a — b este un 
invariant astfel că punînd a — b = 27, m = 0 — / = b + 7 rezultă 
formulele 

« ' = i (m + \]e2f + - (m — X)^21» 

X' = - (m + X)e2tP — - (m — X)e~2tf 
2 v 2 • 

(50") 

şi prin urmare avem 
m' + X' = (m + X)fi2*, m' — X' = (*« — X)e-2*, (50'") 

ceea ce ne spune că m% — X2 este de asemenea un invariant. Să obser­
văm acum ca ecuaţia caracteristică relativă la forma pătrat ică 
9 — P9 unde 9 este dat de prima formă (48) şi 9 de formula (50) 
are două rădăcini reale —c, —d şi două rădăcini date de ecuaţia 

p2 -f (« —6)p -f X2 + ab == 0. 

Această ecuaţie are deci rădăcini reale, imaginare sau confundate, 
după cum canti tatea 

{a+b)2 - 4x2 = 4(m2 - X2) 

este pozitivă, negativă sau zero. 
Dacă rădăcinile sînt reale şi distincte deci mz > X2, atunci putem 

reduce X' la zero, alegîud 9 în aşa fel încît să avem 

şi forma 9 se scrie 
9 = by\ + ayl + by\ + cy\ (51) 

unde b + a =£ 0. 
Dacă rădăcinile sînt imaginare deci m2 — X2 < 0, atunci putem 

reduce m' la zero alegînd 9 în aşa fel încît să avem 

şi forma 9 se scrie 

9 = b{yt-yl) +cyl + dy\ + 2X^y*. (51') 

Dacă m2 — X2 = 0 deci avem două rădăcini confundate, atunci 
trebuie să deosebim două cazuri, după cum avem unul din factori 
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•m + X, m — X este diferit de zero sau ambii sînt nuli. Dacă m — X = 
= 0 şi m + X = 0, ecuaţiile (50") ne dau 

X' = Xe2*, 

deci putem reduce X' la ± 1 şi forma ty se scrie 

il = (r+z)yl+(-I+s)yi+2sy1yi (E = ±X). (52) 

Dacă ambii factori sînt nuli deci m = X == 0, forma tj; se scrie 

d, = J(yj _ y t ) + cy\ + dyl (52') 

şi coincide cu forma (51) dacă a = —6. 
Avem deci teorema: 
Forma (JJ poate fi redusă prin transformări iperbolice la una din 

formele canonice (51), (51'), (52), în care cantităţile a, b, c, d, X, / 
pot avea orice valori. 

Să utilizăm această teoremă în cazul ecuaţiilor gravitaţionale, 
considerînd ca formă ty, forma pătratică <D asociată tensorului ener-
gie-impuls. î n cazul (51), deci în cazul cînd forma <1> se reduce la 
forma canonică 

<î> = U d s T + ^ i W + U d s 2 ) 2 + t33(dsr, (52") 

ecuaţiile gravitaţionale (31) pentru indici i, j egali se scriu 

r« + ~ = - Mu (i = 1, 2, 3), ru - | = - ktAi (53) 

în t imp ce ecuaţiile (31) cu indici i, j distincţi se scriu 

rd = 0 ( * > / ) . (53') 

Rezultă deci că ecuaţiile gravitaţionale se împart în acest caz în 
două categorii. Funcţiile (53) ce conţin componente ale tensorului 
energie-impuls şi ecuaţiile (53') ce nu conţin asemenea componente. 
Vom zice că ecuaţiile (53') sînt de natură geometrică, în t imp ce 
(53) sînt de natură fizică. Rezultă de asemenea că avem cel puţin 
şase ecuaţii de natură geometrică. Zicem cel puţin, deoarece dacă 
ecuaţia caracteristică referitoare la forma pătratică <I> — pds2 unde 
ds2 este dat de formula (7), are rădăcini multiple, numărul ecuaţii­
lor de natură geometrică creşte. într-adevăr rădăcinile ecuaţiei carac­
teristice sînt — tn, —t22, —t33, tu. Dacă avem o rădăcină dublă, 
de exemplu txl = t22 ecuaţiile (53) ne spun că rtl — r22, ecuaţie care 
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se adaugă deci la ecuaţiile (53'), rămînînd numai trei ecuaţii de 
natură fizică, de exemplu ecuaţiile (53) din care se lasă la o parte 
ecuaţia corespunzătoare lui i = 1. De asemenea dacă avem o a doua 
rădăcină dublă tM = —133 rezultă ecuaţia ru = — r33, ce se adaugă 
la ecuaţiile (53') şi rămîn numai două ecuaţii de natură fizică ecuaţiile 
(53) pentru care i = 2, 3. Acelaşi lucru dacă am avea o rădăcină 
triplă. î n sfîrşit dacă am avea o rădăcină cuadruplă, ded 

' l l = ^22 = = ^33 ~ ^44 > ^11 == ^22 = ^33 = ^44 

se ajunge la o singură ecuaţie de natură fizică 
yn. — 2«îu. 

î n sfîrşit toate ecuaţiile gravitaţionale sînt de natură geometrică, 
dacă tensorul energie impuls este zero şi aceste ecuaţii ne spun că 
spaţiul V\ este un spaţiu Einstein cu R = 0. Să presupunem acum 
că sîntem în cazul (51') deci în cazul cînd ecuaţia caracterislii:ă refe 
ritoare la forma O — cpds2 are două rădăcini imaginare, deci <l> este-
dată de forma canonică 

<Sf = /„(ds1)2 + *22(ds2)2 + t33{ăs*)z - * n ( d s 4 ) 2 + 2/14ds1ds* {tu * 0). 

î n acest caz ecuaţiile gravitaţionale de natură geometrică se BCriu 

Hz = r13 = r23 = r2i= r3i — 0, r n + rAi = 0 (54) 

în t imp ce ecuaţiile de natură fizică sînt date de ecuaţiile 

ru = - # u , ' « + . - f - = T w « ( « = 1 , 2 , 3 ) . (54') 

Evident unele dintre aceste ultime ecuaţii pot trece în rîndul ecuaţii­
lor (54), dacă ecuaţia caracteristică are o rădăcină dublă ceea ce are 
loc dacă t22 = t33 sau dacă tlt = t22, deoarece atunci avem de asemenea 
f22 = r33 sau rn = r22. Cum avem ru s/b 0 rezultă că în acest caz 
există cel puţin o ecuaţie de natură fizică, sau altfel spus, asemenea 
caz nu este compatibil decît cu un tensor energie-impuls nenul. Să 
presupunem că sîntem în cazul (52), deci cazul în care <D este da t 
de formula canonică 

* = ( - / + e) (d.si)2 + *22(ds2)2 + t33(ds*)z + (I + £)(dS4)2 + 2 s d s W 

( £ = ± 1 ) 
deci avem 

frn = & — 1, ti4: = z -j- 1, tli — s. 
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î n acest caz ecuaţiile gravitaţionale de natură fizică se scriu 

r22 H ~~ = ^ 2 2 > ^33 H T" = — ™33> 

(55) 

^i4 — 4̂4 + R = — 2/fe/, ru + ru = — 2&e, 

în t imp ce ecuaţiile gravitaţionale de natură geometrică se scriu 

Hx + ru + 2ru = 0, rn = ris = r23 = r24 = r3i = 0. (551) 

Vom observa că deşi sîntem în cazul în care ecuaţia caracteristică 
are o rădăcină dublă, numărul ecuaţiilor de natură fizică (55) este 
în general patru, totuşi ultima are un caracter special deoarece depind 
numai de constanta k, ţ inînd seama că s = i ' l . 

Dacă convenim să trecem această ecuaţie în rîndul ecuaţiilor de 
natură geometrică, putem enunţa următoarea teoremă. 

Numărul ecuaţiilor gravitaţionale de natnrâ geometrică este 6, 1, 
8, 9 sau 10 după cum ecuaţia caracteristică referitoare la forma pătra-
tică <D — pds2 are rădăcini distincte, o rădăcină dublă, două rădăcini 
duble sau o rădăcină triplă, o rădăcină cuadruplă sau tensorul ener-
gie-impuls este zero. 

î n integrarea ecuaţiilor gravitaţionale este natural să ne ocupăm 
în primul rînd de ecuaţiile de natură geometrică. Este deci important 
să cunoaştem metrici pentru care aceste condiţii sînt verificate. 
Consideraţiile făcute mai sus ne arată că metricile cu simetrie sferică 
convin cazului cînd forma O are forma canonică (52"), deoarece în 
acest caz ecuaţiile gravitaţionale (53') sînt identic verificate. 

î n ceea ce priveşte metrica cu simetrie sferică generală se poate 
conveni celorlalte cazuri, deoarece pentru această metrică rezultă 
că tensorul lui Ricci în coordonate are proprietatea că toate compo­
nentele Rd(i =p j) sînt nule, afară eventual de i?14. Totuşi aceste 
metrici sînt particulare, deoarece ecuaţia caracteristică are întot­
deauna o rădăcină dublă. Altfel, spus, o metrică cu simetrie sferică 
generală, poate conveni numai unui tensor energie-impuls a cărei 
ecuaţie caracteristică are o rădăcină reală dublă. 

§ 8. TEORII UNITARE 

Faptul că teoria relativităţii a reuşit prin criterii geometrice 
să explice unele fenomene fizice gravitaţionale, care nu puteau fi 
explicate de mecanica clasică, a făcut să se pună întrebarea dacă 
nu pot primi o interpretare geometrică şi alte fenomene fizice. Printre 
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acestea, cele mai importante sînt desigur fenomenele electromagnetice. 
Pentru aceasta s-a simţit nevoia să se admită că spaţiul fizic este 
•un spaţiu mai general decît un spaţiu riemaunian CU patru dimensiuni 
şi teoriile care caută să dea o explicaţie pe consideraţii geometrice 
at î t a fenomenelor gravitaţionale cît şi a fenomenelor electromag­
netice se numesc teorii unitare. Prima teorie unitară a fost creată 
•de Weyl în 19181, introducînd spaţiile cu conexiune alină. Aceste 
spaţii sînt mai generale decît spaţiile lui Riemanu în sensul că posedă 
«o familie de curbe invariante, care joacă rolul geodezicilor, însă pot 
să nu aibă o metrică în sensul lui Riemann. Aceste curbe se scriu 
.sub forma 

gL^şL *&*£.', (48) 
di* dt dt 

în care F% sînt funcţii de variabilele x1, . .., xtt. Aceste funcţii se 
numesc componentele conexiunii afine şi cu ajutorul lor se construiesc 
.componentele tensorului de curbură 

+ Fii rs
jk - rU rit, (48') 

Dacă Vjk sînt simetrice în indicii j , k, spaţiul se zice fără torsiune, 
dacă nu, a tunci : 

T% = T]k - Ti, (49) 

se numesc componentele tensorului de torsiune. Un spaţiu cu cone­
xiune afină An are deci în general doi tensori, tensorul de torsiune 
şi tensorul de curbură. 

în fapt, teoria unitară a lui Weyl presupune că spaţiul fizic 
•este cu pa t ru dimensiuni şi că posedă o metrică care nu este aceeaşi 
pentru to t spaţiul, dar care diferă de la punct la punct cu o unitate 
4e măsură dată de un vector covariant <p{, deci de o formă Pfaff 
invariantă 

dţ» = (^ăx*. (50) 

Această formă este deci un invariant al spaţiului şi se presupune 
că această formă nu este în general o diferenţială totală exactă, deci 
că coeficienţii covariantului biliniar 

9 , = i ! L _ ^ _ ( , , ; = 1,2, 3, 4) (51) 

1 H . W e y l , Raum, Zeit, Materie, Berlin, Springer, 1923. 
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nu sînt toţi nuli. Presupunînd că metrica spaţiului este dată de 
formula: 

ds2 = ^ dij dx<dxl, (52) 

în care x* are rolul timpului, iar x1, x2, xa, rolul coordonatelor x, 
y, z se obţin vectorii magnetic şi electric. Considerînd vectorii avînd 
componentele 

Mx = <p23, My = <p81, Mz = <p12 (52') 

Ex = <Pi4, Ey = <p24, E, = 934 

ecuaţiile lui Maxwell (7) care definesc legăturile dintre E şi My 
capătă astfel o formă invariantă la transformări oarecare variabile. 

î n 1921, Kaluza şi apoi independent de el Klein propun o altă 
teorie unitară în care spaţiul fizic se presupune cu cinci dimensiuni 
avînd ca metrică 

i 

ds2 = ai3- dxi dxi + 2<pt dxiăx5 + (dx5)2, (i, j = 1, 2, 3, 4), (53) 
în care a{i şi cp̂  depind numai de variabilele x1, x2, x3, x4- şi în 
această teorie y{ este vectorul electromagnetic. S-au dat şi alte-
teorii unitare, datorite lui Einstein, lui Einstein şi Mayer, Veblen e t c 
î n 1936, autorul acestei cărţi, plecînd de la o teorie unitară a lui 
Einstein şi Mayer, care urmărea o îmbunătăţire a teoriei lui Kaluza 
şi Klein, în sensul de a evita cît mai mult presupunerea că spaţiul 
fizic este cu cinci dimensiuni, ceea ce ar contrazice intuiţia noastră, 
a construit o teorie unitară neolonomă1. î n această teorie se presu­
pune că avem în spaţiul cu cinci dimensiuni o ecuaţie a lui Pfaff: 

dss = dxb — <şxdxx — (p,Jx2 — (ţ>3dx3 — 94 i^4 = 0, (54) 

unde cpx, . . . ,<p4 este vectorul electromagnetic. Spaţiul V-a are astfel! 
metr ica: 

ds2 = ati dx{ dxi + (ds5)2, (54") 

sau, utilizînd congruenţe pseudoortogonale, 

ds2 = (ds*)2 - (ds1)* - (ds2)2 - (dss)2 + (ds5)2. 

Presupunînd ds*— 0, rezultă că avem de-a face în fiecare punct cu. 
un spaţiu F 4 , spaţiul-timp al relativităţii generale. Totalitatea 
acestor spaţii nu poate fi însă considerată ca formînd spaţiile t an ­
gente ale unei hipersuprafeţe în F5 . deoarece se presupune că ecuaţia 

1 G. V r â n c e a n u , Sur une theorie unitaire nonholonome des champs physiques^. 
în „Le Journal de Physique et de Radium", voi. VII, 1936, pp. 514-526.. 
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(44) nu este complet integrabilă, dacă se consideră că tensorul (41> 
nu este nul, aceasta avînd loc numai dacă cîmpul electromagnetic-
(42') este nul. 

î n general, se numeşte spaţiu neolonom riemannian V™, un spaţiu. 
Riemann Vn în care se dă un sistem de ecuaţii cu diferenţiale totale 
(ecuaţii Pfaff) : 

dsa = Xf dx* = 0 ( « = « 4 - 1 , » . . , » ) , 

ce nu este complet integrabil. Ca exemplu de o ecuaţie cu diferenţiale-
totale ce nu este complet integrabilă se poate da' ecuaţia : 

iz — y dx = 0. (55); 

O asemenea ecuaţie nu poate fi scrisă sub forma: 

df{x,y,t)=0. (55') 
deci nu poate fi integrată sub forma : 

f(%,y,z)=ct (55"> 
unde c este o constantă. într-adevăr, dacă (55) şi (55') ar fi echi­
valente, am avea: 

df = p [d* — ydx], (56) 
unde p este un factor de proporţionalitate. 

Avem deci sistemul de ecuaţii cu derivate parţ iale: 

df df df „ 
— = p, —- = - p v, -f- = 0. 
az dx dy 

Derivînd însă prima ecuaţie în raport cu y şi ţinînd seama de 
ultima ecuaţie rezultă că p nu depinde de "v. î n acest caz însă 
ecuaţia a doua ne spune că / depinde de y, deci / depinde de y 
dacă p =£ 0, ceea ce este în contrazicere cu ultima ecuaţie, care 
spune că / nu depinde de y, prin urmare ecuaţia (56) este imposi­
bilă pentru p =£ 0, deci (55) nu este o ecuaţie complet integrabilă, 
înţelegînd prin aceasta că nu este o familie de suprafeţe (55") a 
cărei diferenţială egală cu zero să fie ecuaţia (55). 

Există însă o infinitate de curbe care satisfac ecuaţia (55), căci 
punînd: 

« - 9 ( * ) » y = ?'(«) 
s_e obţine o soluţie a ecuaţiei (55) oricare ar fi funcţia cp(x), rp'(x) 
fiind derivata în raport cu x a funcţiei 9. 
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Fiind dat un spaţiu neolonom V", el posedă un tensor de curbură 
şi un tensor de torsiune. De asemenea, posedă două familii de curbe 
invariante, şi anume geodezicile considerate drept curbe de ceea 
mai scurtă distanţă şi geodezicile considerate drept curbe autopara-
lele. Şi în teoria unitară neolonomă V\, geodezicile de lungime nulă 
sînt traiectoriile razelor luminoase, iar geodezicile autoparalele sînt 
traiectorii ale particulelor încărcate cu electricitate. 

S-au propus în continuare teorii unitare în care există două 
ecuaţii ale lui Pfaff, deci teorii care au la bază un spaţiu neolonom V\. 

î n una din ultimele teorii unitare propusă de Einstein în 1945 
se presupune că spaţiul-timp este cu patru dimensiuni însă cu 
metrică imaginară, deci avem: 

ajk=hk + icŞk (*' = V ~ - Î ) . (57) 
unde bjk sînt cantităţi simetrice în j , k, în t imp ce cik sînt strîmb 
simetrice, deci avem: 

"jk ~ "ki< cjk = — cki-
Cum Cjj = 0, rezultă că există şase cantităţi c distincte, şi anume: 

C12> C 13) C14> C 23) C24> C 3 4 

care sînt utilizate pentru a defini cîmpul electromagnetic. In pre­
faţa ce însoţeşte această teorie unitară, care generalizează şi teoria 
relativităţii generale, Eiustein spune că o teorie unitară ar trebui 
să aibă două proprietăţ i : 

1. Cîmpul să apară ca o entitate covariantă unificată. Ca exemplu, 
lîinstein citează unificarea cîmpului electric şi magnetic, în teoria 
specială a relativităţii. Unificarea constă în acest caz—spune Einstein— 
în aceea ca întregul cîmp considerat să fie descris de un tensor 
strîmb simetric şi grupul de bază al transformărilor lui I^orentz să 
nu ne permită să desfacem acest cîmp — independent de sistemul de 
coordonate —într-un cîmp electric şi unul magnetic. 

2. A doua condiţie pusă de Einstein este ca nici ecuaţiile cîmpu­
lui, nici funcţia lagraugeană să nu poată fi exprimate ca sume de 
mai multe părţi invariante, ci să fie formal entităţi unificate. 

„Teoria pe care o propun — spune el — satisface la condiţia a doua, 
dar nu şi la prima, căci de fapt b.j\ şi c/;, sînt tensori independenţi 
de ordinul al doilea, faţă de transformările de variabile reale ale 
spaţiului". 

După cum a subliniat S. I. Vavilov, fostul preşedinte al Academiei 
de Ştiinţe a U.R.S.S., teoria unitară a structurii materiei e indispen­
sabilă. î n ultimele două decenii, teoriile unitare au evoluat de la 
teoriile continue spre teorii unitare cuantice, deci spre teorii unitare 
ale cîmpului material şi ale stării continue a materiei şi ale particulei 
•elementare, care constituie starea discontinuă a materiei. Dacă 
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"teoriile unitare pur continue n-au reuşit să se impună, teoriile unitare 
cuantice, în strînsă legătură cu experienţa, au înregistrat o serie de 
succese ; între altele, ele verifică ambele criterii eiusteiniene de mai sus. 

Pe linia acestei dezvoltări, cele mai remarcabile realizări de teorii 
unitare cuantice s în t : teoria fuziunii cîinpurilor şi particulelor ele­
mentare ale lui L. de Broglie (1943), ecuaţia universală neliniară a 
cîmpurilor şi particulelor a lui W. Heisenberg (1958), anticipată sub 
•o anumită formă în 1958 de D. Ivanenko, şi teoria cuantică conformă 
neolonomă. 

Invarianta conformă a legilor fizice, deci invarianta lor faţă de 
înmulţirea distanţei ds2 cu un factor arbitrar, funcţie de coordo­
nate, revine la independenţa lor faţă de alegerea unităţi lor de 
măsură. Ea este to t atî t de fundamentală ca şi invarianta lor 
'în raport cu transformările sistemului ele coordonate. Ecuaţiile lui 
Maxwell, ca şi cele mezonice şi spiuoriale, sînt invariante faţă de 
transformări conforme. Teoria conformă a gravitaţiei a fost dez­
voltată de Einstein însuşi, apoi de J . Schouten, de R. Ingrabam 
ş.a. Grupul transformărilor conforme relativist-restrîuse este legat de 
mişcarea corpurilor uniform accelerate, în t imp ce transformările 
•lui Eorenz sînt legate de mişcarea sistemelor inerţiale, deci de acce­
leraţie nulă şi constituie un subgrup. A. Popovici şi colaboratorii 
•săi au dezvoltat, începînd din anul 1953, o teorie conformă generală 
meolonomă şi cuantică a cîmpurilor tensoriale şi spiuoriale, pentru 
mase de repaus oarecare; pentru mase de repaus nule s-a asociat 
•cîmpului electromagnetic şi gravific o varietate neolonomă V\, care 
pentru mase de repaus nenule se poate reduce la o varietate V\. 
Din invarianta conformă a legilor fizice rezultă atunci, sub formă 
xelativist-generală, legea reciprocităţii, care descrie simetria legilor 
•fizice faţă de mărimile canonic conjugate: coordonate-durată şi 
impulsuri-energie, apoi o lege generalizată a fuziunii particulelor şi 
•cîmpurilor şi ecuaţiile spinoriale neliniare conform invariante, de 
asemenea, rezultă în aproximaţia relativist restrînsă, pentru cîmpuri 
gravifice slabe, legea fuziunii lui E. de Broglie şi ecuaţia lui Heisenberg. 

într-adevăr, în virtutea interacţiunii şi transformării reciproce a 
diverselor cîmpuri şi particule, demonstrată de expierenţă şi dedusă 
din teoria cuantică a cîmpului, ele nu constituie decît stări, forme 
de _ mişcare şi interacţiune sau autoacţiune ale cîmpului spinorial 
neliniar descris de ecuaţii de t ip Dirac-Heisenberg. Euziunea unui 
număr par, respectiv impar de cîmpuri fundamentale, dă cîmpuri 

1 A se vedea de asemenea : G. V r ă n c e a n ti şi A. P o p o v i c i , Despre proble­
mele de bază ale teoriei relativităţii, îti Lucrările Consfătuirii romîno-sovietice din iunie 
1959, Academia R. P. R., Eucureşti, 1960; i d e ra, Fundamentele teoriei generale a 
relativităţii. 
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şi particule deschise de ecuaţii tensoriale, respectiv spinoriale—-fapt 
care reflectă unitatea materială a lumii, în concordanţă cu materia­
lismul dialectic. 

Observaţiile efectuate cu ocazia diferitelor zboruri cosmice au adus 
o contribuţie importantă în direcţia unei cunoaşteri mai adînci a 
proprietăţilor spaţiului fizic în care trăim şi fără îndoială că vor 
conduce la teorii unitare cu rădăcini din ce în ce mai adînci în reali­
ta tea fizică. 

§ 9. ECUAŢIILE LUI MAXWELL IN TEORIILE UNITARE 

Am spus mai sus că utilizind formulele (52') se poate da ecuaţii­
lor lui Maxwell o formă invariantă la transformări de coordonate. 
Pentru a vedea mai de aproape acest lucru1 să observăm că ecuaţiile 
lui Maxwell în cazul cînd ne găsim întf-un cîmp dielectric omogen 
fără şarje electrice, se scriu 

div M = 0, rot E = - - — , rot M = ~ ~ , d i v £ = 0. (58) 
c dt c dt 

Ori notînd cu mx, my, mz componentele lui M şi cu ex, ey, ez com­
ponentele lui E pe axele de coordonate x, y, z primele două ecuaţii 
iau forma 

dmx . dmy . dm„ ,, 
dx dy d~ 

de. dey . 1 dmx „ 

dy dz e di /S8 ' l 
dex de, . 1 dmy „ ' ^ ' 
dz dx c dt 
dej dex 1 dmz „ 

dx dy e dt 
în t imp ce ultimile ecuaţii se obţin din acestea schimbînd m cu e 
şi e cu — m. 

Dacă utilizăm ecuaţiile (52'), deci dacă luăm 

m* = Tz~Ty' my~ Tx dz' m* dy dx 
d<ţi dy4 _ dy* _ ^94 g _ <hz _ Şt} 

6"~ dt dx' y ' d t " dy' z dt dz 

(59) 

1 O. V r ă n c e a n u , Ecuaţiile lui Maxwell în teoria unitară neolonomă, volum 
original dedicat lui I . Nistor, Cernăuţi, 1937. 
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unde 9j este un vector covariant în spaţiul cu patru dimensiuni x1, 
x%, x3, xi şi avem 

x1 — x, x2 = y, xs = z, x* =-- t. (59') 
Ecuaţiile (59') se pot scrie 

§*& + *m + ?M -= 0, 9ij = 2fi _ *2i \i, j , k = % 2, 3, 4) (60) 
dxk dx* dxi dxi dx' 

unde i, j , k sînt trei indici distincţi. într-adevăr dacă dăm indici­
lor i, j , k valorile 1, 2, 3 se obţine prima ecuaţie (58') dacă dăm 
indicilor i, j , k valorile 2, 3, 4 avem 

dx1 dx* dx.a 

care coincide cu a doua ecuaţie (58'). î n mod analog se poate vedea 
că a treia şi a patra ecuaţie (58') sîut date de (60), respectiv cînd 
punem * — 3, J = 1, k = 4 şi i = 3, j = 2, k — 4. 

Rezultă deci că ţinînd seama de (59'), ecuaţiile (58') sînt echi­
valente cu ecuaţiile (60). Pe de altă parte ecuaţiile (60) reprezintă 
condiţia necesară şi suficientă ca componentele <pa-, ale unui tensor 
str îmb simetric să fie componentele tensorului asociat vectorului 9,-. 
Rezultă deci că ecuaţiile (60) au o formă invariantă la o transfor­
mare de variabile. 

Să vedem cum putem da o formă invariantă ultimelor ecuaţii 
(58) ecuaţii ce se obţin, cum am observat din (58'), schimbînd e în 
m şi m în c. Dar să observăm că tensorul <p#- are drept componente 
mixte 

unde avem 
ex = s2 = sg — — 1, e4 = 1 

cantităţile zi reprezentînd coeficienţii nenuli ai metricei pseudoeucli-
diene 

ds2 = - ( d # ) 2 — (da:2)2 — (dx3)'2 + (dx1)2 

care conduce, ţinînd seama de (59'), la metrica lui Miukovsky. Ori 
fiind dat tensorul mixt <p« se poate forma divergenţa acestui tensor 

' dxi 

şi ultimele ecuaţii (58) ne spun că această divergenţă este nulă, 
deci că avem 

' : 0. (62) 
dx' 
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într-adevăr dacă presupunem j — i, avem 
ţ i = 0, q>| == cp12, (p| = 9,3, cpf = — cp14. 

Rezultă deci 

â*2 o^8 (5A-1 ây cfc e dz 
care reprezintă a doua ecuaţie (58') în care însă e a luat locul lu i 
m şi —w locul lui e. î n mod analog se arată identitatea cu cele­
lalte ecuaţii (58). 

Avem deci teorema: 
Fiind dat un vector covariani tp4 în spaţiul pseudo-euclidiăfi E cu 

metrica (61) luînd ca vectori m, e aceia dat de formulele (59), ecuaţiile 
lui Maxwell sînt echivalente cu ecuaţiile (60) fi (62). 

Să presupunem acum că luăm un alt sistem de variabile 
*« = xu(xx, x-, x*, xty. (62') 

Dacă în aceste variabile metrica (61) se conservă, ecuaţiile lui Max­
well rămîn invariante, ceea ce arată că ecuaţiile lui Maxwell sînt 
invariante la transformări Lorentz. Dacă transformarea (62') nu 
conservă forma canonică (61) atunci ecuaţiile (60) continuă să-şi. 
păstreze forma, în t imp ce (62) nu mai au un caracter invariant. 
Să presupunem că sîntem într-un spaţiu ^cu patru dimensiuni cu o 
metrică cu un teusor fundamental atj. î n acest caz componentele-
tensorului mixt 9*. sînt date de formulele 

unde ak sînt reciprocii determinantului | a j ; iar divergenţa Dj este-
dată de formulele 

D, = mi . = ais Cp . 
unde i reprezintă derivata covariantă în raport cu tensorul atj. Avem 
deci formulele 

3<W ' l ' k 
<?hi 

li I 

si ji 

unde 

. 9si,i ~~ , i 

ax* 
sînt simbolurile lui Christoffel de a doua speţă relativ la. 

tensorul %. A spune deci că Dj —0 revine deci a considera ecuaţiile 
k 

• i — nis d<?S> - 1 ^ 1 - »si 

cp*.. == a' dxi ?«« 

Rezultă deci teorema : 
Fiind dat un spaţiu F 4 oarecare dacă luăm vectorii e, m definiţi 

de formulele (59), atunci ecuaţiile lui Maxwell în spaţiul F 4 sînt date 
de ecuaţiile (63). 
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