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RELATI INTRE UNELE UNITATI

1A =10"1"m,

1N = 10°dyne,

1J=1Nm =107 ergi,

1 torr = 1 mm Hg la 0°C = 1,33.-10° N m %,
1atm = 760 torri = 1,013-10° N m 2 = 1,01-10° dyne cm 3,
1at=9807.10*Nm™? =1kgfcm™2,

1bar = 10° N m ™ = 10% dyne cm %,

1cal = 4,183 J,

1eV = 1,§02-102 J,

1 MeV = 10%eV, 1 GeV = 10° eV,

Baza logaritmilor naturali, e = 2,718,

PRINCIPALELE SIMBOLURI

tensiunea superficials,

inductia magnetic,

coeficientii de virial; B, — numerele lui Bernoulli,
coeficientii Van der Waals,

constanta Curie,

capacitatea caloricd la z — congt (¢ =V, P ete.),
caldura specificd la # = const,

viteza luminii; numirul de componenti ai unui
sistem,

viteza vibratiilor longitudinale gi transversale in
solid,

inductia electrics,

diferentiald neexacti,

energia sistemului; intensitatea cimpului electrie,
energia nivelului Fermi,

sarcina electronului,

f.em.,

energia liberd, tensiunea,

functia de distributie; numirul gradelor termo-
dinamice de libertate ale sistemului,

entalpia liberd (potentialul lui Gibbs),

entalpia liberd pe mol sau unitate de masd ; acce-
leratia gravitatiei

gradul de degenerare al nivelului 1,

entalpia ; intensitatea cimpului magnetic; hamil-
tonianul sistemului; functia lui Boltzmann,
entalpia pe mol sau unitate de masd ; indlimea ;
constanta lui Planck, # = /2,

fluxul de céldurd pe unitate de suprafatd ; momen-
tul de inertie,
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iacobianul ; J, — fluxurile termodinamice,
densitatea eurentului electric,

constanta echilibrului chimie,

constanta lui Boltzmann,

coeficientii de compresibilitate izoterm si adiabat,
luerul mecanic,

lungimea,

masa molard ; magnetizarea,

masa unei particule,

numsirul de particule al sistemului; n = % — nu-

mérul de particule din unitatea de volum,
numir cuantic; numérul de moli; indicele poli-
tropic,

numerele de ocupare,

presiunea ; polarizarea electricd,

probabilitatea evenimentului 4,

coordonatele punctului triplu,

numirul de faze al sistemului; probabilitatea ;
impulsul generalizat,

cantitatea de cilduri,

eantitatea de cilduri pe mol sau unitate de masd;
coordonata generalizatd ; sarcina electried,

raza sferei; raﬂdamentul constanta universald a
gazelor,

numirul cuantic de rotajie,

entropia,

entropia pe mol sau unitate de masi; spinul;
aria,

temperatura absolutéd,

temperatura Boyle; T, — temperatura phncmlm
critic; Tp — temperatul'a Debye, Ty — tempe-
ratura Emswm,

timpul, '

energm interni,

energia internd per mol sau unitate de masd;

: denmtatea energiei de ra,dlaple,
“wyolumul, -
. volumul unei particule; viteza,

viteza cea mai probabilé,
probabilitatea ; probabilitatea termodmamwa,
un punct al spatiului fazelor,
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forele termodinamice,

valoarea medie a mérimii z ; x, — fractiile molare,
modulul izoterm al Iui Young,

functia de partitie (suma sau integrala de stare)
in distributia macrocanonicd; Z, — funcfia de
partitie in distributia canonicd,

functia de partitie a unei particule; fugacitatea,
coeficientul de dilatare in volum,

coeficientul de tensiune,

volumul fazic; integrala Euler de speta I,
conductivitatea electricd; v = Op/Cy,

functia lui Dirac,

fluctuatia relativi a mirimii x,

permitivitatea ; puterea termoelectrici,

sirul nivelelor energetice,

functia lui Riemann,

coeficientul de viscozitate,

temperatura in scdri neabsolute; 0 = kT — tem-
peratura statisticed,

susceptibilitatea magnetic,

conductivitatea termicé; drumul liber mijlociu;
lungimea de und# ; coeficientul de dilatare liniard ;
caldura latentd molara,

potentialul chimie; permeabilitatea magnetics ;
coeficientul Joule-Thomson ; coeficientul termo-
electric Thomson ; momentul magnetic elementar,
frecventa ; eoeﬁmentul Poisson,

coeflelentul Peltier,

densitatea; p(X, ?) — densitatea fazicd de pro-
babilitate,

constanta Iui Stefan-Boltzmann ; sarcina electricd
superficiald,

timpul de relaxare,

potentialul electrie,

functia de undi,

factorul de normare in distributia microcanonici,
frecventa unghiularé.
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INTRODUCERE

Studiul aprofundat al fizicii teoretice §i, in particular, al
termodinamicii gi fizicii statistice, ca un capitol al acesteia,
se aseamin# in multe privinte cu ascensiunea unui masiv
muntos, cu urcuguri abrupte, ce par inaccesibile la prima
vedere.

Multe exercifii si probleme, multe aplicatii, iatd ciirarea
care gerpuiegte cidtre virful muntelui, de unde se deschid
adesea largi §i nebdnuite perspective in toate directiile.

Termodinamica §i fizica statisticdi dateazd de mai bine
de un veac, dacid ne gindim cd doud dintre cele patru prin-
cipii fundamentale ale termodinamicii (principiul energiei
i cel al entropiei, de care sint legate numele lui 8. Carnot,
J. P. Joule, J. R. Mayer, R. Clausius, W. Thomson) au
fost formulate in jurul anului 1850, iar bazele teoriei cinetice
§i fizicil statistice au fost puse i ele in deceniul al optulea
al secolului trecut, prin luerdrile profunde ale lui J. K. Max-
well, L. Boltzmann gi mai apoi ale lui J. W. Gibbs.

Cu toatd virsta solidd de predare a termodinamicii si
tizieil statistice in facultdti, ele ramin mereu tinere si actuale,
prin caracterul lor fundamental, fiind unele dintre discipli-
nele importante, ce servesc infelegerii intregii fizici §i con-
stituie baza unor importante ramuri ale tehnieii. In afard
de aceasta, termodinamica §i fiziea statisticd igi imbogitesc
mereu continutul prin cimpul larg de aplicatii nu numai in
fizica modernd, dar §i in chimie, in biologie precum si in
variatele ramuri ale tehnicii, a céror dezvoltare este core-
lath gi determinatd de succesele fizicii.

Prezenta culegere se adreseazd tuturor celor ce vor si se
antreneze pe povirnisurile initiale ale termodinamicii si fizicii
statistice, a cdror parcurgere este necesard pentru a putea
trece intr-o etapd superioars.
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Cartea este compusé; din douél parti: o parte teoreticd
gi culegerea propriu-zisd. Partea teoretici cuprinde : sumarul
teoriei, intrebirile si anexele. In prima sint _expuse in mod
succint principalele rezultate ale teoriei, a ciror cunocasbere
este necesard pentru rezolvarea exercitiilor. Ha implicd
desigur parcurgerea prealabild, sistematicd a unui manual.
Sumarul teoriei poate fi citit §i partial, el servind drept ghid
dupé nevoile capitolelor de exereifii.

intrebirile ce urmeazi, simple dealtfel, formeazi ele-
mentul de control prin care cititorul se autoverificd in ce
mdsurd are insugite bazele teoriei §i poate trece la exercitiile
propuse. Instrumentul a,gutator in acest sens il constituie
anexele de la sfirsitul culegerii, in care au fost sintetizate acele
cunostinte de matematici ce servese nemijlocit la gésirea
solutiilor.

1 partea a doua a carfii, exermtule propuse sint gru-
pate in 5 capitole : doud de termodinamici §i trei de fizicd
statisticd si termocineticd. Rezolvirile incluse au fost date
pe cit posibil detaliat, iar in majoritatea cazurilor calculele
au fost duse pind la capit, cu mlocuxrea, datelor numerice
acolo unde. era cazul. v

SUMARUL TEORIEX

1. Obiectul de siudian

Termodinamica, fizica statistic 51 cinetica se ocupi
cu studiul procoseior fizice ce au loc in sistemele macro-
scopice, adicd in corpurile ce constau dintr-un numir foarte
mare de particule.

Dintre acestea, fermodinamica reprezinti calea fenome-
nologwa, macroscopicd de studiu, care : ignorind cauza feno-
menelor termice, deduce legitifile termice pe baza a patru
principii extrase din experienta.

Fizica statisticd este o teorie deductivd microscopics.
Ba stabilegte legitdtile macroscopice pe baza cunoasterii
structurii atomo-moleculare a sistemului si prin aceasta
fundamenteazd termodinamica. ,

Unei stéri termodinamice, macroscopice, a sistemului
(datd de exemplu prin parametrii : presiune (P), volum (V),
temperaturd (7)), ii corespund, in general, o multitudine de
stiri microscopice, intrucit o microstare este caracterizati
prin indicarea la un moment dat a tuturor coordonatelor
generalizate, ¢;, $i @ impulsurilor generalizate, p,(i = 1,2, ...

. 3N), ale particulelor sistemului. Trecerea de la descrierea
microscopicd, (statisticd), la cea macroscopicii (termodi-
namiecd), se face printr-un proces de mediere.

Ambele, atit termodinamica cit §i fizica statistiest, stu-
diazd stdrile de echilibru ale corpurilor macroscopice, care,
fiind stafglona,re, sint lipsite de transport de masd, energie,
sarcinfi efc. Spre deosebire de ele, termocineiica (numits
deseori cineticd) se ocupi cu’studiul stirilor de neechilibru
81 a proceselor de trecere a sistemului din stérile de neechi-
libru in stérile de echilibru.
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2. Legile fundamentale ale termodinamieii

Prin sistem termodinamic se infelege orice corp macro-
scopic, sau sistem de corpuri macroscopice (ce contine un
numar foarte mare de constituenti), aflat in starea de echi-
libru termic sau aproape de starea de echilibru. Aga sint, de
exemplu : o bard de fier, un bloc de gheatd, un amestec
gazos, o solufie ete.

Sistemele termodinamice pot fi omogene cind au aceeasi
compozitie chimicd si aceleagi proprietdfi fizice in toate
punctele, sau neomogene cind confin mai multe substante
chimice numite componenfi §i (sau) sint alcituite in general
din mai multe faze. Fazo este o parte a unui sistem neomogen,
delimitatd printr-o suprafatd de separatie si care se carac-
terizeaz# in absenta unui cimp extern de forte prin aceleasgi
proprietati fizice in toate punctele sale.

Un sistem termodinamic este caracterizat printr-un
numir de parametri macroscopici ca : volumul, densitatea,
magnetizarea, temperatura ete. Deosebim intre acestia para-
metrii numiti intensivi, care nu depind de masa sau numérul
de particule ale sistemului (in aceastd categorie intrd tempe-
ratura, presiunea, potentialul chimic ete.), §i parametrii ex-
tensivi, cge sint proporfionali cu masa sau cu numérul de
particule din sistem (cum ar fi: energia, volumul, entropia ete. ).

Totalitatea parametrilor care descriu starea unui sistem
nu sint independenti, ci sint legati prin aga-numitele ecuafis
de stare. Pentru gaze ecuatia de stare reprezintd o legitura
de tipul f(P, V, T) = 0. In aceast# categorie intri :

ecuatbia gazului ideal
(1) PV =nRT, (n— numirul de kmoli; R — con-

stanta universald a gazelor),
ecuatia Van der Waals

(2) (P -+ —a~) (v —08) = kT, (&, b — constante ce depind
, v? de natura gazului;
v =V/|N — volumul
; unei particule,
N — numirul de particule; k¥ — constanta lui Boltzmann),
- sau, mai general, dezvoltarea de virial

‘ Po By T)
:3 ———.—-21 e L
( ) : kT +§ o

unde B,(T) se numesc coeficienti de virial.

- Totalitatea parametrilor. termodinamici independenti
determind starea sistemului. Dacd in conditii externe ne-
schimbate valorile parametrilor termodinamici ramin ace-
leasi, avem de-a face cu sidri de echilibru care sint stationare.
Dacd in sistem existd gradientgi ai parametrilor macroscopici
{presiune, temperaturd, densitate), el se va afla intr-o stare
de mneechilibru. Trecerea : stare de neechilibru — stare de
echilibru este numitd proces de relaxare §i se caracterizeazs
printr-o duratd de relaxare. Aceasta din urmi se determind
doar in termocineticé.

Categorii de procese termodinamice importante sint
cele de echilibru §i cele reversibile. Daci procesul termodi-
namic este foarte lent, iar viteza sa cu mult mai mies decit
viteza procesului de relaxare, el este o suitii de stdri de echi-
libru — adicd avem de-a face cu un proces de echilibry (cvo-
sistatic). Restul proceselor cu vitezd finitd sint procese de
neechilibry,. '

Un proces 1 — 2 prin eare un sistem evolueazd intr-un
timp finit dlin starea 1 in starea 2 este reversibil dacd revenirea
sistemului in starea initiald din 2 in 1 poate fi realizatd fird
schimbéri in mediul inconjuritor. Procesul de trecere a sis-
temului din starea 1 in starea 2 se numesgte ireversibil dach
trecerea inversd a sistemului din starea 2 in starea 1 nu poate
1i realizatd fird schimbiri in mediul inconjuritor. Exemple
de procese ireversibile sint procesul de difuzie, cel de dila-
tare a unui gaz in vid §i in general toate procesele cu frecare.
Din cauza vitezei cu care se desfigoard, un proces de ne-
echilibru este intotdeauna ireversibil. Inversa, in general,
nu este adeviarati.

La baza axiomaticii termodinamicii stau urmitoarele 4
prineipii fundamentale, extrase din experienti.

Principiul 0. Principiul temperaturii (Fowler, 1928)

Existd o functie de stare numitd temperaturi. Egali-
tatea temperaturilor in toate punctele este conditia de echi-
libru termic a doud sisteme sau a doudi pirti ale aceluiagi
sistem.

Consecinid. Doud corpuri in echilibru cu al treilea sint
in echilibru intre ele (legea tranzitivititii echilibrului termie).

Principiul I. Legea conservirii energiei (Joule, Helm-
holtz, Mayer, 1842).

Existd o functie de stare numits energie interni, care
rdmine constantd pentru un sistem izolat (AU = 0). Dacé
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sistemul nu este izolat, avind cu mediul inconjuritor con-
tact mecanic gi termiec, atunci variaia energiei sale interne
va satisface relatia :

(4) AU = ¢Q + aL,*

unde luerul mecanic L este energia transferatd sistemului
cu variatia parametrilor extensivi de stare, iar cildura d@Q)
oste energia transferatéd sistemului (prin conductie, convectie
sau radiatie) in cursul unui proces in care parametrii exten-
sivi de stare ridmin constanti.

Luerul mecanic §i cdldura au dimensiunile unei energii, -

darnu sint forme de energie, ci doar modalititi de transmitere
a energiei. ' ‘
Conwenlia semmnelor. Cele doud moduri de transfer a
energiei, caldura si luerul mecanic, se considerd pozitive
dacé sistemului i se transferd energie de la mediul incon-
Jjuridtor, ‘
Luecrul mecanic de variafie al volumului are expresia

(5) aL = — PAv.
Mai general, avem
&

(5" B dL = ); Y, day,

unde @, sint coordonatele generalizate macroscopice, iar
Y, — fortele generalizate conjugate corespunzitoare.

Principiul al II-lea. Legea cresterii entropiei (Carnot,
1824 ; Clausius, Thomson (Kelvin), Carathéodory g.a.)

Acest principiu aratd sensul evolutiei fenomenelor na-
turale. El are mai multe formuldri echivalente. Admitind
ung dintre ele, celelalte apar drept consecinte. :

1) Clausius — Caldura nu trece de lo sine de la un corp
cu temperatura mai coboritd la altul cu temperatura mai
ridicaté. S : T

* Se utilizeazd notatiile 4L si 4Q pentru a indica faptul cd mérimile res-
pective nu sint funciii de stare si, prin urmare, nu sint diferentiale totale
exacte, cum este de exemplu dU. Pentru aminunte, vezi anexa II.

2) Thomson — Este .imposibild realizarea unei masini
ciclice monoterme, dispozitiv care si transforme integral,
in lueru mecanic, cdldura extras® de la o singurd sursi.
: 2) Carathéodory — In vecinidtatea oricdrei stiri termo-
dinamice existd stiri care nu pot fi atinse pe cale adiabaticd.

4) Existd o functie de stare numitd entropic definits
prin relajia

, d@
6) a8 o .
(6) >
Reunind (4), (5) si (6) rezultd inegalitatea fundamentald o

termodinamicit
(M) 748 > dU + ¥} ¥, day,
R B

care sintetizeazd principiile . I gi al IT-lea. In formulele (6)
§i (7) semnul egal corespunde proceselor reversibile de echi-
libru, iar inegalitatea, proceselor de neechilibru.

In cazul sistemelor izolate adiabatic, din (6) rezultd
legea cregierii entropiei ~

(8) : A8 = 0,

care aratd cd intr-un proces adiabatic ireversibil entropia
creste pind la atingerea valorii maxime corespunzitoare
stdrii de echilibru, iar intr-un proces adiabatic reversibil
entropia ridmine constantd. Prin urmare, sensul in care
evolueazs procesele naturale este sensul in care cregte entropia.

Principiul ol III-lea. Teorema lui Nernst ‘(Nemst,
Planck, 1906)

Experimental se constatd cd

) Te0 . .
adicd, atunci eind T - 0, entropia sistemului 8 (T, x,)
inceteazd si depind4i de variabila x,, devenind o mirime
constantd pentru toate substanfele. Prin conventia propuss
de Planck constanta respectivi se ia egali cu 0.
Oonsecintd. Temperatura de 0 K nu poate fi atinsi prin
nici un proces finit ; de ea ne putem apropia doar asimptotie.
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- Rezultatele ce decurg din principiile termodinamicii
se obtin prin inetoda funciiilor caracteristice (numite §i poten-
tiale termodinamice, intrucit la echilibru ele posedi proprie-
tapi extremale). Prin funefie caracteristicd infelegem acea
functie termodinamics, care, exprimats in variabilele sale
naturale, permite determinarea tuturor proprietitilor ter-
modinamice ale sistemului prin simple operatii algebrice sau
de diferentiere. In termodinamics se utilizeazd 4 funetii
caracteristice mai importante : energia internii, U, entalpia,
H, energia liberi, F, si entalpia libersi, @G. Tabelul de mai
Jjos sintetizeazi citeva dintre proprietitile lor, care se deduc
cu ugurintd din relatia de definitie i ecuatia fundamentals a
termodinamicii extinsd la sistemele cu numir de particule
variabil. :

U(s, v, N) AU = TdS — PAV + wdlN

i cO o
7=(22) , p=—[2) . {2V} .
(68)”’ («W)S,N’ : (61\7)&#

HS,P,N) = U + PV dH = T8 + VAP + pdlV

0H 0H 0H
G R O IR I
08 Jp,n 0P ) sy 0N Js.p

PV, T,N)=U — T8 dF = — 84T — PAV + pdN

OF : oF oF
8= — (”—“) i P= —“(*—) T (—“) 3
OT V.N 6V TN 8.N v.r

&P, T,N) = U + PV—T8 ¢ = — 84T + VdP +pd¥

0@ | 06 oG\
==(5) "= (o) (i),
0T ] p.n 0Py ON |

Aici ¢ este potentialul chimic al sistemului. Dacd sistemul
este omogen §i unicomponent, ¢ = N astfel ¢ n se inter-
preteazd ca entalpia liberd speeificd. | N ‘

o In sfirgit, mentiondm conditiile necesare de echilibru
termodinamic a doud sisteme care reclami egalitatea para-
metrilor intensivi, adicd: P, = P, (echilibrul mecanic) ;
Ty = T, (echilibrul termic); u; = u, (echilibrul in raport
imbul de particule). ‘ :

3. Rezultatele fundamentale ale statistieii elasice

Fizica statisticd explicd proprietétile globale, macro-

seopice, ale sistemului pe baza comportirii constituientilor

sii microscopici. O stare microscopich a sistemului se defi-
negte indicind coordonatele generalizate, ¢;, si impulsurile
generalizate, p;, ale particulelor sistemului, solutii ale ecua-
tiillor canonice

. 0H . oH .
(10) @i=——; Pi=—— (i=1,2,...3N),

Ip, dq.’

unde H(p;, ¢;) este hamiltonianul sistemului.

Diversele microstiri se reprezinti intr-un spatin 6N-di-
mensional, numit spafiul fazelor al sistemului in care un
punct este caracterizat de 3N coordonate generalizate gi
3N impulsuri generalizate. Un astfel de punct reprezinti
microstarea unui sistem la un moment dat. Evolutia micro-
starilor sistemului in timp da nagtere la o fraiectorie in spa-
tiul fazelor.

Legitdtile statistice caracterizind un numir mare de
particule nu pot fi reduse la cele mecanice. Aplicate siste-
melor cu numir mic de particule ele igi pierd sensul. Pro-
blema centrald a fizicii statistice este aceea a medierii diver-
selor marimi microscopice; valorile medii obfinute trebuie
84 reprezinte mirimile termodinamice corespunzitoare.

In acceptia lui Gibbs, studiul evolutiei sistemului in
timp este inlocuit cu considerarea la un moment dat a multi-
tudinii sistemelor macroscopic echivalente cu sistemul con-
siderat, numitd ansaembly. Ansamblul reproduce la un mo-
ment dat totalitatea microstérilor prin care trece sistemul
in evolutia sa temporald. Prin aceasta are loc inlocuirea va-
lorii medii in timp cu media in raport cu ansamblul, mai ugor
de evaluat. Demonstratia matematicd riguroasi a echiva-
lentei celor doud tipuri de mediere este anevoioasi, ea con-
dueind la asa-numita ipotezd ergodicd.

Distributia ansamblului statistic al lui Gibbs in spatinl
fazelor se face cu densilatea de probabilitate p(qs, py, 1)
(1 =1, ... 3 N), numitd $i funcjie de distributic. Mirimea
o(p, ¢, 1) dpdg reprezintd partea din numiirul total de micro-
stari (compatibile cu o macrostare datd) care se giiseste la
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momentul ¢ in elementul de volum dpdg == dg, . . . dgsxdp, ...
oo lpay al spatiului fazelor. Cunoasterea functiei de distri-
butie p permite evaluarea valorii medii in raport cu ansam-
blul a unei marimi M :

() 7= S | S M(p, ¢,1) olp, 4, 1) dpde,
. (P} (g

precum §i a masurii deviatiel mérimii reale, méisurate, de la
valoarea medie, numitd fluctuatie sau dispersia mirimii M

(12) oAM= == VIR = 3

Daci AM < M atunci valoarea medie aproximeazd bine
mirimea termodinamicd respectivi. Problema se reduce deci
la. determinarea densitdtii de probabilitate, p, deoarece
cunoagterea ei permite apoi deducerea intregii termodinamici
a sistemului. ,
 Observajie. Dacd densitatea o(p, ¢) nu depinde explicit

de timp, sistemul se giseste intr-o stare stationard (de echi-
libru) si valorile medii corespunzitoare sint mérimi con-
stante. Dupé cum am vizut mai sus, studiul stérilor de echi-
libru ale sistemelor macroscopice constituie obiectul fizicii
statistice, iar de legitdtile sistemelor ai ciror parametri ma-
croscopici de stare se modificd in timp se ocupd termo-
cinetica. o . , ;

Dupé conditiile in care se poate gisi sistemul existd trei
tipuri mai importante de ansambluri statistice.

1. Ansamblul microcanonic. El se aplicd sistemelor izo-
late (E, V, N = const) cu energia constanté

(13) : H( p,q) = E.

In acest caz functia de distribufie este datd de expresia
, 1 . |

14 H)=—3H — B).

(14) ~e(H) ) S(H(p, q) — E)

Aici 3(x) este functia hii Dirae (vezi anexa VI), iar factoruk
de normare : ;
oT'(H)

15 et (B =1\...\ dpdg.
)  om= TE)= { apag

(H(p, 9) & E)
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in conditiile distribufiei microcanonice, entropia S(&, V, N}
joacd rol de funcfie caracteristicid. Ea se calculeazd din con-
giderente microscopice pe baza formulei

(16) S=FkInT.

Dupi determinarea entropiei, celelalte mirimi funcfie de
stare ale sistemului rezultd prin operafii algebrice sau de

diferentiere. . . '
Tn comparatie cu alte ansambluri, cel microcanonic este
putin utilizat, intrueit in naturd se realizeazé rareori o izolare

totald a sistemului. )
9. Ansamblul canonic, valabil pentru sistemele in con-

tact cu un termostat (7, V, N = const), este caracterizat
prin legea de distributie :

(A7) p(H) = exp ({—‘ﬁ) 7 exp (_- %)

unde 0 = k7, iar I(V, T, N ) — enerngia liberd a sisbemulni,
este functie caracteristicft in aceste condifii. Dupd cum se
vede din (17),

(18) F=—0InZ,

in care Z, este functia de partifie a sistemului, numitd uneori
§1 integrald (sau sumd) de stare

1 H
o = S e Sexp («7;) dpdg, sau

yoj
7, = p | — =%,
. §gkew( e)

Existd douit expresii diferite pentru Z,, dupd cum energia
sistemulni variazd in mod continuu sau diseret. Aici g,
reprezintd gradul de degenerare al nivelului F,, adicd nu-
mirul de stiri cuantice care posedd aceeagi energie, H,.
in (19,) factorul R?* ! ia in considerafie, in aproximatia
semiclasicd, stractura discretd a spatinlui fazelor §i indiseer-
nabilitatea particulelor. R
Observatie. Notind cu p, probabilitatea ca sistemul s& 8
afle in starea cu energia X, se poate arita c& - :

(20) 8 =—Xplnp,

(19)
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adicd entropia sistemului este determinats exclusiv de pro-
babilitatea ca sistemul si se afle in diferitele stiri dinamice
accesibile. Punind in evidentd legitura fundamentals dintre
entropie i lipsa de informatie, formula aceasta a constituit
punctul de plecare a lucririlor lui Shanon (1948) in teoria
informagiei.

3. Ansemblul macrocanonic este tipic pentru sistemele
care realizeazé schimb de energie $i de substantd cu mediul
inconjurdtor (7, V, u = const). In aceste conditii, densi-
tatea de probabilitate este datd de expresia

Q-+ uN —H

(21) o = oxp (HT=H),
functie caracteristici fiind mirimea XUV, T, p) = —PV.
Dupd eum rezultd din conditia de normare,
(22) Q= —01n 2,
unde

‘ - W
(23) s 7 = ¥, exp (L) Z,,

# N=o 0

Z, fiind dat de (19). Cunosecind functia Q se pot calcula
imediat

(24) x_(ﬁjg) ;‘p:_(_‘z?_) ;N:——(ﬁ;%) .
0T )y AGrm Yulry

4, Statistici cuantice

In descrierea cuantomecanici a sistemului maecroseopic,
oricdrei marimi fizice i se asociazd un operator sau matricea
corespunzitoare. Stérile stagionare ale unui sistem cuanto-
mecanic format din N particule sint descrise de functia de

undd Wilq) = Wulry, ... ry), solutia ecuatiei lui Schré-
dinger,

(25) HY(q) = B (q),

unde hamiltonignul sistemului

, N 2 2 - I .
(26) H= Z[ 2ive + Uy 5)] + % Unlre 1)

k=1 2 my kfj=1
in care
, 0% 62 _(12_
Ve = dat  0yE: 02

in (26), U,g(iz;c, 1) eﬁte_)energia potentiald a particulei & in

cimp extern si Uy (v, 7;) este energia de intemc‘giqne a par-
ticulelor k si j. Valoarea pe care o ia o mérime fizied f in starea
L este datd de formula

(7) Pox = S Vi, dg,

2 s ~ » au s s
unde f este operatorul corespunzitor méirimii f. Atribuind
stédrii de energie H, probabilitatea de realizare p,, vom
avea

F=% e{fu= gpkgwm dg =
(28) ’ )
:S S 8¢ — ¢) J(@)elg, ¢') dgdg’,
{9) “)g’)

in ecare
olg, ¢') = % e FPE (") Vi),

este mairicea densiidfii in reprezentarea coordonatelor. Ea
joacd in statistica cuanticd rolul de functie de distribuie.
De exemplu, in condifiile valabilitdtii ansamblului canonie,
vom avea :

— B,
(29) Py = EXp (E——EJ—?L) = Z;* exp ("‘ _Ol')a

unde suma de stare Z, este datd de formula (19,). _
In cazul sistemelor de particule identice, prmmpnl_e_
generale ale mecanicii cuanfice impun anumite restrictii
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asupra numerelor de ocupare, n,, ale stirilor ¢nantice. Co-
respunzitor cu aceasta vom avea doud statistici cuantice.

a) Statistica Fermi-Dirac. Ea se aplici particulelor cu
spin semiintreg care se supun principiului lni Fermi, conform
céruia ny = 0,1 Numérul mediu de particule din sta,rea
cu energie F, este atunei dat de expresia

(30) 7, — L, (4= B, nivelul Fermi).
exp(ﬂi_p’ +1 “
BT
b) Statistica Bose-Hinstein este valabild penuu parti-
eulele cu spin intreg §i n, arbitrar (n; = 0,1,2,...). In acest

caz avem legea de dmtnbu@e
1

exp (Z%-%—&) 1

In ambele statistici, energia Sl numirul total de particule ale
sistemultui rezults din formulele

(32) o N = ,?;;1 gitty 5 B o= Z) 9: By
i : (i

(31) =

in cazul in care exponentiala este mult mai mare ca
unitatea, cele dou# distributii cvantice se reduc la distri-
butia clasicd Maxvell- Boltymann, pentru care

{33) ';7?, ~ Xp ( — Z%)

Conditiile de apiicabﬂitatey ale sta;txsticii clasice rezultd din
inegalitatea

N 2remk T \ %2
(34) ?<(' )

. < Y . - . .
ceea ce inseamnd : densitdti 7]~ miei, temperaturi mari

§i mase ale partl(,ulelor mari. Daci se realizeazd inegalitatea
inversd, adicd la : densitdfi mari, temperaturi joase si mase
mici ale particulelor (de ordinul maselor particulelor elemen-
tare), sistemul necesitd o tratare cuantied.
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5. Fluetuafii

Probabilitatea unei fluctuafii a mirimii fizice », fatd
de valoarea de echilibru, a;, este datd de relatia

: Lmin (wm 93)
&) = ¢ ex T ——
(@) ' P( kT, )

unde Ly, (%, 2) reprezintd lucrul mecanic minim necesar
trecerii sistemului de la valoarea 2, la #, iar T, este tempe-
ratura in starea de echilibru. Pentru abateri finite de la
echilibru se obtine, de aici,

APAV — ATAS
2L T, ) ’

formuld cu care se pot determina, alegind in mod adecvab
variabilele independente, -fluctuatiile diferitelor mérimi ter-
modinamice. :

Se poate arita ci atunci cind numirul de particule in
sistem_este mare, fluctuajiile relative ale tuturor mérimilor
termodinamice au aceeasi formd asimptoticl, §i anume

(35) o(2) = ¢ exp (

(36) 8, = __V_(_!;ﬁ ~ aN-2,

unde o este o constantf de ordinul unititii. Acest rezul-
tat simplu araté cid la asa-numita limitd termodinamicd

(N — 00, V - 00, 9;; finit) fluctuatiile dispar. Termodi-

namica este deci o teorie asunptotlca ce poate fi dedusd din
flzma statistics. o

6. Elemente de cinetiei

Am considerat pind acum stirile de echilibru. Stirile
de neechilibru; dependente de timp, pot fi tratate, de ase-
menea; fi¢ fenomenologic, fie mieroscopic. Ignorind repre-
zentérile- atomo-molculare, calea fenomenologie, corespun~
zdtoare termodingmicii proceselor de neechilibrit, se ocupi
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in special cu stabilirea legiturilor dintre J,, fluxurile diver-
selor marimi (energie, masi, impuls ete.) si fortele termo-
dinamice care le genereazi, X,. Primul postulat fundamentat
al termodinamicii proceselor de neechilibru afirm$ e dacs
abaterile de la echilibru sint mici, sint valabile urmitoarele
ecuatii fenomenclogice liniare

(37) Ji = ;.Y; Ly, Xk’

unde I, sint aga-numitii coeficienti fenomenologici sau cine-
tici. In general insd J; = f(X,, ... X,;) in care f este o
functie arbitrari.

Un al doilea postulat fundamental, stabilit de eciltre
Onsager (1931), afirmi simetria coeficientilor cinetici (in
absenta cimpului magnetic §i a rotatiei sistemului ca un tot),

(38) Lz;c = Lki'

Calea microscopicd de studiu a proceselor de neechilibru
corespunde cineticii. Ea se bazeazd pe reprezentirile atomo-
moleculare §i opereazi cu notiunea de functie de distributie

fr, 0, 1) in spatiul fazelor . Prin definitie, f(7, o, ¢) d7 d» repre-
zintd numéirul de particule ce se giisese la momentul ¢ in ele-

mentul de volum dr §i au viteza in intervalul (v, v + dw).

O problem# fundamentald a cineticii este aceea a gisirii
ecuatiei pe care o satisface functia de distributie gi apoi a
stabilirii legiturii dintre funcfia de distributie si mirimile
maeroscopice (fluxurile).

Spre deosebire de stérile de echilibru, pentru care exists
metoda statisticd generald de rezolvare a problemei, datd de
Gibbs, in cazul stirilor de neechilibru particularititile indi-
viduale ale sistemului si multitudinea influentelor externe
posibile fac ca o astfel de metodd si nu existe. Mai mult
chiar, ecuatia care descrie variatia functiei de distributie
in spatiu gi timp (ecuatia cineticil), se poate deduce doar in
doud cazuri limitd, ficind o serie de presupumeri simplifi-
catoare. Cele dou# cazuri limit% corespund: 1) descrierii
gazelor dense (ecuatiile Smoluckhowski si Fokker-Planck);
2) descrierii fenomenelor in gazele rarefiate (ecuatia cine-
ticd Boltzmann).

1. In cazul gazelor dense (A< 1y ©< 7, unde X este
drumul liber mijlociu, r, — raza de actiune a fortelor inter-
moleculare, v — timpul parcursului liber, =, — timpul inter-
actiunii dintre doud molecule), gisirea functiei de distributie
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2 sistemului se reduce la problema migedrii stochastice 2 unei
particule in cimpul creat de celelalte particule. In ipoteza.
¢4 existdh doar corelatii intre doud evenimente suceesive
(procese Markoff), se introduce nofiunea de probabilitate a
tranzitiei particulei din punectul » al spatiului fazelor 6-di-
mensional, al particulei (numit spatiul p), in volumul ele-
mentar dy din apropierea punctului ¢, in intervalul =

: dw = W (y, z; 7, 1) dy, ;
unde W(y, z; v, t) este densitatea de probabilitate a trecerii
din punctul # in punctul y in intervalul v, dac# timpul piri-
sirii punctului # este . In aceste conditii se obtine pentru W
ecuaita lut Smoluckhowski
(39)  W(y, @51+, ty) = S«W(g,, 25 %y by + 7) Wiz, 231, 1) Az,
Prin liniarizare ea conduce la ecuatia Fokker-Planck

oW 0
(yy @51, 0) + — [W(yax§t7 0) ay(y, )] —
ot oy,

(40)
- ‘1‘- ""‘6“‘2‘— [W(y, ®;51,0) by (y,1)1=0,
2 0y, 0y, ~
unde ‘
a(y,1) = E-E-l [%— S(m; —ys) Wiz, y; =, £) dx],
(41)

. 1y
b0y ) =i [ = § (e i) (o= 9 W95 =) ]
T
Ecuatia Fokker-Planck mai poate fi scrisd in termenii functiei
de distributie f(r, v,t) = f(x, t) tinind seama ci

(42) f(aw, t) = S W(z,2;1,0) f(z, 0) de.

Se obtine atuneci

Ay, )+ 159, 2y, 0] —
0t dyq ’
~ 5 5o L 0 buly, 91 =0,

2 0y, 0y,
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care este de fapt o ecuatie de continuitate in spatiul fazelor .
Ca aplicatii imediate ale ecuafiei Fokker-Planck menfionim
teoria miseirii browniene, teoria difuziei, probleme legate de
cinetica plasmei ete. : :

© 2. In cazul gazelor rorvefiate (A > 1, © > 7,), in ipo-
tezele ¢4 se iau in consideraie dear ciocnirile binare, se
neglijeazd actiunea perefilor vasului §i se presupune cg Vi‘r;e:
zele particulelor sint independente de pozitiile lor, rezultd
pentru functia de distributie ecuafia integro-diferentiold datd
de Boltzmann :

W L (o) + - (o =
Vg

=4 —
ot Jaay,

(4‘4) . - - ) >
= SS o(Q) (v — v) (fIfi — ff) AQ dv,,

unde w; este accelerafia particulei, iar partea dreapt# repre-
zintd integrala ciocnirilor. Aici, v i 'I;Iéint vitezele particu-
lelor inainte de ciocnire, iar ;;' §i {,’; — dupd ciocnire; dQ
este elementul de unghi solid ; f, = f (7*, 511 1), fi = f(?-, ;{, t),
f'=f Gﬁﬂb’, t); in sfirgit, o(Q) este sectiunea diferentiald a
ciocnirii. Ea a fost determinaté de citre Boltzmann din con-

siderente de mecanicd clasicd, in presupunerea ci atomii
gazului sint sfere rigide de diametru d §i anume

(45) 6(Q) = cos 0d?

Functia de distribufie, solutie a ecuatiei cinetice a lui Boltz-
mann,- servegte, in primul rind, la determinarea divergilor
coeficienti, ¢inetici cum ar fi: tensorul de electroconductibi-
~ litate, coeficientul conductiei termice, al viscozitatii; difuziei
etc. De asemenea, ecuatia cineticd a lui Boltzmann servegte
la obfinerea diverselor legi de conservare, care conduc apoi
prin mediere la ecuafiile hidrodinamicii, precum si la sta-
bilirea legii cresterii entropiei. R

In aproximatia de ordin zero ecuatia Iui Boltzmann
conduce la cunoscuta distributie. Maxwell-Boltzmann.

INTREBARI

Termodinamica

1. Care dintre mfrimile : Xdw, d(Xuz), xd X, reprezinti
un lueru mecanic §i de ce? Poatefi integratsi vreuna dintre
ele fdrd a gti cum variazd X ca functie de @, sau » ca funetie
de X% .

2. In ce conditii lucrul mecanic este de forma : X(wy—ay) ¢

3. De ce lucrul mecanic elementar ¢ nu este, in gene~
ral, o diferentiald totald exact®?

4. Existé vreo distinetie intre o stare stationard si o
stare de echilibru termodinamic ? Exemplificati.

5. Este cdldura o functie de stare? ~

6. B corect sd spunem: e#ldura continutd in sistem
este de 5 J7

7. Explicati deosebirea dintre c#ldurd $1  energis
interné.

8. De ce este esentiald punerea indicelui jos la o deri-
vatd partialéd pentru a arita parametrul care se mentine
constant ¢ ‘ ~

9. Dafi exemple de sisteme deschise si sisteme inchise.

10. Ce este o stare termodinamic%? Prin citi parametri
intensivi independenti se caracterizeaz$ un sistem termo-
dinamic omogen'? . o

11. Care este deosebires dintre un parametru extensiv
$i unul- intensiv ? ; : ,

12. Dati exemple de sisteme care nu sint in stare de
echilibru termodinamic precum si de altele care sint intr-o
astfel de stare.

13. Cum se reprezintdi grafic un proces termodinamic
intr-un plan PV sau T'S? Ce semnificatie are aria de sab o
curbd intr-un astfel de plan? : :

14. Ardtati cum se poate determinag €, firy mésurdtori
directe. - IR ‘ :
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15. Dacé pentru un gaz ideal C), = constant, trebuie ca
§1 Op sd fie la fel? Dar pentru un gaz real?
16. In ce conditii : PV" = const? (y = 0p/Cy).
17. Oare din parametrii urmétori sint extensivi §i care
intensivi.
pPV,T,U0QS8 F,H si G?

18. Definiti entalpia. De ce variatia entalpiei este egalid
cu cantitatea de céldurd intr-un proces izobar §i nu in alte
tipuri de procese ?

19. Ce este coeficientul de compresibilitate ? De ce in
definitia lui intervine semnul minus?

20. Care este continutul fizic al principiului al II-lea
al termodinamicii gi care este formularea lui matematicsd?

21. Definiti gi exemplificali notiunile de proces rever-
8ibil §i ireversibil. ‘

22, Cum explicati unui nespecialist conceptul de en-
fropie ? . .

23. O magind termicd cu o singurd sursd termicd con-
trazice principiul I, al II-lea sau ambele principii?

24 In ce condifii variatia entropiei unei substante ce
suferd un proces adiabatic va fi egald cu zero? ) .

25. Definiti temperatura si presiunea cu ajutorul deri-
vatelor parfiale ale altor mérimi. 4

26. Este valabild intotdeauna relatia : d§ = ——;—? ?

27. Ce se intimpld cu entropia sistemului cind doi con-
stituienti se amestecd intr-un vas izolat?

28. De ce cind amestecdm doud gaze identice entropia
nu variaza? '

29. Oare este baza conceptuald si definifia temperaturii
absolute ? )

30. Oorespunde —10°F unei temperaturi absolute ne-
gative ?

31. Poate entropias unui sistem vreodats si descreascd ?

32. De ce entropia este o misurd a dezordinii?

33. In ce circumstante misurarea energiei transferate
sistemului sub formi de cildurs i cunoasterea temperaturii
ne permit s& deducem valoarea entropiei siste}nului? ;

34. Care dintre mérimile : temperaturi, energie, en-
tropie, au inteles in stérile de neechilibru si de ce?
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35. Un proces este reprezentat intr-o diagrami 78 prin-
tr-o curbd. Ce arie are suprafata mirginit4 de curbi siaxa T

36. Ce este un proces izentropic? Oe procese pot fi
aproximate ca fiind izentropice ?

37. Un vas izolat este impértit printr-un perete in dous
comtpartimente egale, fiecare continind aer in aceleasi con-
ditii de presiune si temperaturi. Ce puteti spune despre va-
riatia entropiei intregului sistem dupd inldturarea peretelui
despéartitor?

38. Ce este producerea de entropie ? .

39. Analiza unui proces aratd o producere de entropie

kJ

de —0,02 ———. Comentati acest rezultat.
kg K

i<}

40. Ce sint coeficientii Onsager L;;* Pot fi ei dedusi in
termodinamics 2

41, In ce conditii L,; = 1,1

42, Poate fi definit zeroul absolut al entropiei 7

43. Ce sint functiile caracteristice si care este scopul
introducerii lor? ‘

44%. Ce este o fazd? Dar un component ?

45. Ce semnificatie are potentialul chimic ?

46. Care este conditia de echilibru a unui amestec de
substante care reactioneazi chimic intre ele $i sint mentinute
la P si T = const?

47. Care este legiitura dintre potentialul chimic §i funetia
Iui Gibbs in cazul unui amestec de substante care nu reac-
tioneazd chimic? "

48. In ce constd regula fazelor datid de Gibbs?

49. Oare este numirul maxim de faze ce pot coexistn
in echilibru in cazul unui amestec format din trei componenti?

50. Ce se infelege prin notiunea de grad de libertate
termodinamic al sistermului?

51. Cite grade de libertate posedd un sistem unifazie,
unicomponent ? Dar sistemul format din 3 faze ale aceluiagl
cormponent ? ‘ ‘ :

52, De ce radiafia termici de echilibru poate fi consi-
deratd un sistern termodinamic ? :

53. Oe este presiunea de radiatie ?

54. Credeti ¢4 termodinamica, Ppoate fi utilizat¥ in studiul
interiorului stelelor?

535. Cu ajutorul a citi parametri se definegte starea unui
gaz polarizat din punct de vedere electrict

33

g~c. 325 g1




Fiziea statistied

1. Comentati deosebirea dintre o microstare §i o ma-
crostare. : ~ '

2. B corect si spunem cd un sistem in stare de echilibru
se afld totdeauna in aceeasi microstare ? L

3. Poate avea un-atom o energie arbitrard? Dar un
corp macroscopic? ’ .

4 In ce constd principiul indiscernabilitdtii particu-
lelor identice gi care sint consecintele lui in fiziea statisticd ?

5. Oomentati notiunile de probabilitate matematics
§i probabilitate termodinamicd.

6. De ce starea cea mai probabild este importantid chiar
¢ind probabilitatea respectivd este mici ? ,

7. Uare este semnifieatia faptului cd microscopic en-
tropia se defineste prin intermediul funetiei logaritrice?

8. In ce constd principiul echipartifiei energiei pe grade
de libertate ? Este el valabil gi in statistica cuanticd ?

9. Oe puteti spune aplicind principiul echipartifiei ener-
giei despre variatia céldurii specifice a gazelor sau solidelor
cu temperatura ¢ o

10. “Oe este temperatura caracteristicd ?

11. Ce semnificatie are spatiul fazelor ? Dar traiectoriile
in spatiul fazelor? .

- 12, Oe se intelege in fizica statisticd prin functie de dis-
tributie si ce reprezinté, in particular, functia de distributie
8 vitezelor?

13. In ce condifii unui gaz i se aplicd distributia Max-
well-Boltzmann ? ‘ ‘

14 Oe este functia de partifie si care este importanta

ei? Dar integrala (suma) de stare? ,
15, Este functia de partitie un parametru intensiv sau
extensiv gi de ce? ,
16. Care este avantajul tratérii statisticii clasice prin
metoda i Gibbs fatd de cea Maxwell-Boltzmann ¢

17. Justificati necesitatea introducerii notiunii de an-

samblu in statistica lui Gibbs.
18. In ce constd ipoteza ergodicd si care este impor-

tanta ei? i
19. Cunoasteti exemple din alte domenii in care se sub-

stituie valoarea medie in raport cu timpul cu valoarea medie-
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in raport cu ansamblul? Oe ipotez# trebuie s# stea s baza
unei astfel de substitutii? SHss ;

20. Oe semnificatie fizicd se atribuie valorilor medii in
raport cu ansamblul statistic ? '

21. La ce serveste cunoasterea densitdtii de probabili-
tate in statistica lui Gibbs, respectiv a funciei de distributie
in statistica lui Maxwell-Boltzmann *

22, Care este interpretarea statistich a principinlui al
II-lex al termodinamicii?

23. In ce conditii sint valabile distributiile : microca-
nonicd, canonied i macrocanonies? Conduc ele la rezultate
fizice diferite? .

24. Legile de distributie canonici si microcanonich sint
descrise de functii complet deosebite. In ce sens trebuie
inteleasd echivalenta termodinamics a celor doud tipuri de
ansambluri ¢

235. Oare este functia termodinamics caracteristick in
distributia mierocanonic#? Dar in cele canonicd §i macro-
canonich ? ~

26. Moleculele unui gaz monoatomic ce se gisesc intr-un
vas menfinut la temperatura 7' ies printr-un orificiu f%cut
in unul dintre peretii vasului. Oum va fi energia cinetics
medie a moleculelor care ies fatd de cea a moleculelor din
vas : mai mare, mai micé, sau la fel si de ce?

27. Cum se definegte temperatura statistics

28. Dati explicafia statistic cuantics a paradoxului lui
Gibbs.

29. Exemplificati importanta studiului statistic a flue-
tuafiilor. Oe rol joaca fluctuatiile in termodinamics gide cet

30. In ce conditii cunoasterea valorii medii §i a disper-
siei (fluctuatia pitraticd medie) descrie in mod suficient
comportares reald a4 unei mirimi¢

31. Intotdeauna valoarea medie 3 produsului a doul
marimi este egald cu produsul valorilor medii respeetive ¥

32. Ce este miscarea browniand si care este procesul
macroscopic echivalent ei? S

33. In ce conditii ecuatia de transport a lui Boltzmann
conduce la legea de distributie a vitezelor lui Maxwell

34. Pe ce ipoteze tizice simplificatoare se bazeazd dedu-
cerea ecuatiei lui Boltzmann §i in consecints care sint limi-
tele sale de aplicabilitate %

35. Care este semnificatia fizic4 » teoremei H , datd de
Boltzmann ? ‘ :
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36. Explicd fiziea statistied caracterul u'everwbd al
proceselor macroscopice ? :

37. Indicafi calea prin care-se pot Sta:blh ecuatiile hi-
drodinamieii plemnd de la ecuatia lui Boltzmann.

38, Ce ecuaftii cinetice cunoasteti in cazul gazelor dense?

39. Existd o iegaturé, biunivoc# intre nivelele ener-
0’6{1@8 ale unui sistem si starile Tuicuantice?

40. Ce se numeste un gaz degenerat, dar un nivel dege-
nerat ¢

41, Care este criteriul fizic dupé care stabilim daci o
microparticuls este un boson sau un fermion? Dar cel ma-
tematic ?

42 Care este prmelpml fundamental care distinge
bosonii de fermioni?

43, In ce conditii ii putem aphca unui §1stem statistica
clasicd si cind este necesard tratarea cuanticd?

44. Ce este pragul (nivelul) Fermi gi ce rol joacd el?

45, Existd vreo deosebire intre dlstrlbutm, bosonilor
§1 cea a fermionilor pe nivele energetice la T = O K? Dar
Ea Lempcratum obignuite ¥

<. 46. Prin ce se deosebest@ gazul elbctromc in meta,lc de un
gaz obispuit i ce consecinte atrage aceasta dup# sine?
47.°In termodinamicsi prineipiul al III-lea era consi-
derat un rezultat experimental. Ardta{i cd el -este o mani-
festare a propmewtﬂor cuantice ale 0‘azelor hosoriic i fer-
mionic.

48. In ce consm fenomenul de condensare bosonicd ?
Pentru ce sisteme are el loc i in ce conditii?

49. Ce este densitatea spectrald de energie ? Ardtati de
ce in cazul corpului negru ea este o funetie universalsd de
frecventd si temperatura.

50. Indicati ce metode statistice de determinare a con-
stantei lui Planck cunoasteti.

. 51, Cum se explicd schimbarea euloru 00113111111 care ra-
diazi, cind temperatura lui variazi?

32. Cunoasgtef1 vreo metodd de stabilire a temperaturii
eorpurilor foarte flerbm’gl cum ar fi stelele sau unele cuptoare ?

53. Stiti in ce a constat ,,cata%trofa ultravioletd” ? Cine
st cum a rezolvat situatia ‘criticd creatd ?

54. De ce potenmalul chimic al gazului fotonic este egal
¢u zero?

“55. Care sint fundamentele teoriei cuantice a céldurii
gpecifice la solide i gaze?
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EXERCITI

Enuniuri

Cap. I. Notivani fundamwiaie. Prineipiile ¢ si I ale
termodinamieii

I. 54 se arate cd dacd fiecare dintre variabilele g, Ys
# este functie diferentiabild de celelalte dou#, considerate
mdcpendente, sint valabile relatiile

)y L)
Ty

' b'g. a) S& se demonstreze c¢d dacd forma de doud va-
riabile

df = X(w, y) de + Y(2, v) dy,
este o diferentiald totald exactd, atunci are loc conditia

( X ) . (aY
oy am) )

b) Presupunind cd funetiile X §i Y sint univoce, econ-
tinue si derivabile, iar Y ## () s4 se arate o forma d f poseds
intotodeauna factor mtegrant adicd o formd diferentiald
de doud variabile este totdeaun& olonomi.

3. S& se stabileascd care dintre formele diferentiale de

mal jos este diferentiald totald exacts, dgtermmmd acolo
unde este eazul, si func@m z res_peetna

dz; = axdy +ydae; dz, = ady — yda;

dzy = ayde - wydy‘; dzy = o*dy + yPadw;

a2 = (v 4y) dy+Ho—y) do;  deg = (@ +y)da+ (v —y) dy.
4. R fiind o constantd nenuld si se arate cd expresia

d V

Q= o(T ar -+ r7 &L




nu este o diferentiald totald exacts, dar c& ea posedd factor
integrant si s& se integreze. -

5. Si se determine functia f(V, T) din conditia ca ex-
presiile dU de mai jos si fie diferengiale totale exacte. 5%
ge caleuleze apoi functiile U corespunzitoare

a) AU = eo(T)dT +f(V, T)dV;

iy = [é(’f} +ﬂ(§l]d1’ + AV, T) dv.

6. ) Si se arate ci in cazul unei forme Pfaff de trei
variabile (se pot considers, in general, forme de »n variabile)

dF = X(z,9,2) dv + V@, 9, 2) dy + 2z, 9, 2) d2,

conditia ca ea s& fie o diferentiald totald exacti poate £
serisd in ung dintre formele echivalente

rot T = 0, unde B= E(X? Y, Z), sau é,fﬂﬂ = Q.

b) Formele Pfaff de frei sau mai multe variabile nu
posedd, in general, factor integrant. Oonvingeli-vi de lucrul
acesta cbnsiderind expresia ;

dF = xdy 4 kd?, unde k este o constantd diferitd de 0.

9. Fie Mz, y,) sl My(2,, y,) dous puncte in planul zy
astfel ca @, # @y, ¥; # ¥, 81 fie formele diferentiale

&y = do +dy; dz, = 2do + 2dy.

Integrind pe dz si dz, dupi dreptele
(@1 1) - {932 Y1) ==> (@3, ¥5) (I
(@, y0) ==> (@, ¥2) ~=> (@0, ¥2) (IT)

8% se arate ci

a) g Cdzy = S dz, =2 (M,) — 2 (M), unde 2, =04y}
J{T) (I ‘
b) S dz, # S dz, si 4 se debtermine factorul integramt
o an
al lui dz,.

B8

‘8. Miérimile termodinamice numite extensive sint pro-
portionale cu numdrul de particule al sistemului (masa), in
vreme ce mdrimile intensive sint parametri de echilibru,
independenti de numérul de particule. Care dintre. miirimile
de mai jos sint extensive i care intensive : U, L, Q, P, T, §,

o0H oH .
H="U+ PV, (517)5’ '(3757); Cpy Oy, V, B =U — T8, G =
i oG
=F + PV, |—— ?
; + ! (01\7 .

9. Conform legii tranzitivité{ii echilibrului termic, dous
ecorpuri in echilibru termic cu al treilea sint in echilibru
intre ele. 5S4 se demonstreze ¢4 de aici decurge principiul 0
care afirmd cé existd o functie de stare numits temperaturs
empiricd, b = f(P, V), in asa fel inecit echilibrul termic
dintre sistemele 1 gi 2 reclam# egalitatea temperaturilor celor
doud sisteme. ,

10. Si se determine coeficientul de dilatare cubicd

1 [0V . .. iays
¢ = —— w——) , §1 coeficientul de compresibilitate izoterm
V- \oT Jp :
1 [V .
kp=-—"— | ——] : a) pentru un gaz ideal; b) pentru un
gaz Van der Waals.
11. Propagarea undelor elastice intr-un gaz se face in
‘ N1z
mod adiabatic cu viteza v, = %) l , unde p este densi-
Frls
. 1 /9
tatea, iar kg = — 7 (%) . a) S& se giseased ky pentru
. v . 3
un gaz ideal. b) Si se explice de ce misurind v, se poate
caleula v(y = O #/Cp). ¢) B4 se arate ¢4 v, depinde doar de 7.
12. a) S se stabileascd formula care leags coeficientii
termodinamici :

ax}ﬂ(ﬁlf_) B-xi(?£ b L [0V
- wvier), ™ P 6T)y’ ‘o V(ap)r'

. b) Si& se verifice relatia k; = «/PB calculind in mod
direct coeficientii «, B, k7 pentru un gaz ideal, sau pentru un
gaz Van der Waals. : :

¢) Sé se deducd relatia ce existd intre coeficientii o gi
kr pentru un gaz Van der Waals,
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13. a) S se demonstreze cd intr-un proces cvagistatic,
avem

AP = k! (cch»— d;f},

1 ({oV 1 fov
undekyzwm(m) s o = —"“)'
VAIP s vV \al )

b) Si se arate cé intre coeficientil termodinamici « $i
; iy . do ks
ky existd relatia : (-~ =1
; orP )y od ],
14. a) S#se determine ecuatia de stare a unei substante
pentru care se cunose coeficientii termodinamici

: AP ‘ ATy
b= (o) =1 s = () =5
VL - T P

r \or v

b) Tn ce condifii se obfine chiar ecuatia de stare @ ga-
zului ideal ?
15. “Fie o bard caracterizaté prin ecuaiia de stare

vear (]

unde : F este mirimea fortei ce actioneaz# in lungul barei,
T — temperatura, A — o constantd, [ — lungimea barei
I, — lungimes in lipsa fortei; I, este functie de temperaturd,
a) 84 se deducd expresia modulului izoterm al lui
Young, Y. ‘ ‘
b) 8% se determine coeficientul de dilatare liniard, 2.
16. Si se deducd ecuatia de stare a unei substante
pentru care coeficientul de dilatare in volum, «, §i coefici-
entul de compresibilitate izoterm, k,, sint dati de expresiile :
V —a 3(V—a
R 7 8V —a) (@ == const).
VT . 4PV SRus ,
17. a) S& se giseascd ecuaiia de stare a unul lich
care are coeficientul de compresibilitate izoterm iy =a
[1 4 b (T — T,)], iar coeficientul de dilatare in volum
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a = e(1 — v I’), unde @ = 2,52.107% atm™, h = 2.10"% K-
T, =273 K, 7 = 1,2:10" atm™, ¢ — 4.2.104 KL, ’

- b) Initial lichidul are temperatura 7T, = 273 K si
P, —::AO. La ce temperaturd presiunea devine P = 100 atm
dacd in cursul procesului volumul rdmine constant ¢ ’

18. Se dau : (?ﬁ) :;3’_1_’3*’ (_‘3_1_)) __ _nRT
or)y, V—>b \ov), (V— b2

2a ‘ e v
4, Sd se caleuleze : (m) si (_____ isd 5,
V3 ar), ” \av ), si 88 se ghseased

ecuatia de stare corespunzatoare.

19. 84 se scrie ecuatia lui Van der Waals : (P +

@ N . -
-+ ;{)(v — by = kT, sub forma dezvoltirii de virial.

2. Fie un gaz ce se supune ecuatiei de stare Dietericei

nRT na \ -
P=_—""—exp (~ ,
V — nb PTV

unde @ i b sint constante ce caracterizeazd substanfa, iar
n este numarul de moli. Si se arate cd in punctul eritie,
presitnea, volumul §i temperatura sint date de formulele :

a a@
s Ve=2nb; T, —=-"_,
4p2e2’ " e T

¢

21. 84 se arate cd in cazul gazului Van der Waals, pa-
rametrii de stare a gazului in starea criticd verified relatis s
P BT, = 3/8.

, 22. 54 se determine temperatura Boyle, Ty, a unui gaz
care satisface ecuafiei de stare Berthelot :

P2 Ywv—0=rr
(r ) -

23. Sd se evalueze temperatura Boyle a oxigenului pre-
supunind c# el satisface ecuatia Van der Waals in care:
a = 1,35 mfat/kmol? b = 0,03 m?kmol.
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24, Pentru sistemele descrise prin parametrii de stare
P, V, T cildura elementard primitd intr-un proces cvasi-

aplicd ‘o diferentd de poteﬁtgial pldcilor unui condensator
static poate fi scrisd in ung din formele

care include sistemul, '

28, 54 se obtind expresiile luerului mecanic de magne-
tizare ale unui sistem plasat intr-un cimp magnetic.

30. Un gaz ideal, avind presiunea P = 2 atm si tempe-
ratura T’ = 300 K ocupd un volum de 0,5 m® Gazul se des-
tinde intii in mod adiabatic pind la volumul V=1,2m?3,
apoi se comprimé izobar pind la volumul initial, far in final
presiunea sa cregte izocor pind cind gazul revine la stares lui
initiald. Reprezentind procesele intr-o diagrami VP si se
giseascd : a) temperatura la sfirsitul fiecfirei transformri
by luerul mecanic efectuat in timpul eiclului. Se d4 eXpo«’
nentul adiabatic y = 0,/0, = 1,4. ‘

31. Un gaz ideal se giseste initial in starea descrish de
parametrii: T = 300 K, P, = 3atm, V,=4m? Gazul
se destinde izoterm pind la V = 16 m® Apoi, are loc un
proces izocor, urmat de o comprimare adiabaticd, ce aduce
gazul in starea initiald. Stiind cd v = 1,4 : 1) 54 se deseneze
ciclul in diagramele P V i 7' S, determinind datele numerice
ale parametrilor de stare in punctele finale ale celor trei
procese : 2) sé se calculeze lucrul mecanic efectuat de gaz
in timpul ciclului. ; o

32. O cantitate de oxigen, care se presupune gaz ideal
ceupd initial volumul V, =1 1 la presiunea P, — 2 atm.
S@stemul este trecut in mod cvasistatic in starea finalid cind
V; =41, in urmitoarele moduri: 1) printr-o expansiune
adiabaticd 1 — f; 2) printr-o expansiune izoterm# V, — Vfl
urmatsd de o variatie izocorid a presiunii ; 3) printr-o Lmtisfor}
mare izocord P;-> P, urmaté de o expansiune izobari.
Sé se verifice afirmatia ed lucrul mecanic efectuat de sistem
la trecerea i — f depinde, in general, de drumul urmat. Se
da exponentul adiabatic y = 05/, = 1,4.

33. a) Un fir metalic de lungime I = 100 cm, modul.
Young Y == 2.10%kgf/em? si arie a sectiunii transversale
§ = 0,001 cm? se afld la 0°C sub actiunea unei forte I ce
actioneazd de-a lungul firului. Procesul alungirii firului este
cvasistatic §i izoterm. Sa se caleuleze lucrul mecanic efectuat
prin cregterea fortei de la 0 la 10 kgf. .

b) Se considerd o variantd a problemei din a) in care
volumul nu mai este constant, iar coeficientul Poisson al
firului, v = 0,3. Cit este luerul mecanic suplimentar efectuat
impotriva presiunii atmoskerice '

(1) dQ = C,dT $5,AV = CdT +1,AP = mdV 4 m,dP,

unde coeficientii care intervin depind si ei de P, V, 7. S&
se demonstreze ci

a) My = ZVOPKGﬁ — Oy) 5 mp = — 1p0;/(Cr — G!”);

mplly 4+ m},/lF = 1.

P vy A
b [ =—(0pr — C)lp; | =] =(0p— O}/l
) (GT)V (Ue W le; (BT)p (Op 7l
indicindu-se sensul fizic al coeficientilor respectivi,

25, Tinind seama de definitiile coeficientilor «, &y (vezi
exercitiul 10) si v = Cp/Cy, s se stabileascd relafiile
Vv ( 28 aV

a) ' = — ande =
r=o-ler), 7Oy

b) "—«(ﬁf‘z ’(ﬁ_zi) LY __z(._af_) /(Eﬁ .
W ' aV}S/ E'V“T’ v—1 oT' Js| 317);!’

___‘;1_,.;(2_?_) /(,?ii ,
v—1 \eT/s| aT)P’

¢) y= kT/k.s

26. a) S4 se arate c# lucrul mecanic efectuat de un gaz
ideal in cursul unei transformiri adiabatice este nR (T, —
b) COe lucru mecanic efectueazd un mol de gaz care se
dilaté izoterm si cvasistatic la temperatura de 20°0 din
stares cu presitines P, = 20 atm in starea cu presiuneas
P, = 1 atm. ‘ a
27. Un cilindru contine un volum V, =10 1 aer la
presiunea P; =3 atm §i temperatura T, = 300 K. Care
este nonl volum si noua temperaturé a gazului dach presiunea
a) se dubleazi bruse ; b) se dubleazd lent.
28. S se determine lucrul mecanic de polarizare @ uni-
t#tii de volum & unui dielectric izotrop : a) dacs sisternul este
adus de 1a oo in cimpul generat de o sarcini fixé ; b) dacd se

¢
43




42, Un gaz ideal trece cvasistatic in conditii adiabatice
din starea (P, Vi, 1)) in starea (P,, V,, 7,). Si se arate ci
dacd se transmite gazului aflat in starea finald (la volum
constant), o cdldurd egald cu lucrul mecanic efectuat de gaz
in timpul procesului, temperatura sa devine cea initiald.

43. a) S& se deduc# ecuatia adiabatei unui gaz ideal.

b) S& se determine in ce conditii adiabata (dQ = 0)
coineide cu izoterma (d7 = 0).

%%, B4 se stabileascd formula lui Reech, v = ky/k,
care leagd coeficientii de compresibilitate izoterma gi adia-

baticd ai unui gaz ideal ( /Pf) .
v
45. Si se determine viteza unei unde sonore ce se pro-

pagh intr-un gaz real descris de ecuatia Van der Waals,
46, a) Utilizind relalin

oP oU
o))
oT ]y oV )
s se determine energia internd a unui mc;i de gaz ideal.
b) 54 se arate cd dacd f—g) =0, avem i (ﬁz) ==,
v i P T/'
~©) Folosind formula (1) sé se determine energia internd ai
unui mol de gaz Van de Waals, ;

47, Fie un mol de gaz Van der Wa;als monoatomm cu
energia internd

i Antr-un: cilindru eu: piston. sint 51 de apd la T =
— 293 K. Se dau coeficientul de dilatare in volum « = 2-107*
K si cel de compremblhmte fop = 4-10" B m?2/N. 54 se cal-
culeze lucrul mecanic efectuat in urmitoarele procese cva-
sistatice : a) izoterm, de crestere a presiunii de la 1 atm la
100 atm ; b) izobar (P=1 atzn), daci, tempera,tum creste
a 80°C.
5. Un gaz ideal trece din starea P; = 60 N/m2 Vs
m?, in starea P, =3Nm? V, = 4 m?® prin procegcle
serise de ecuatiile : a) P = 64/V?* si b) P=284—247V
(vezi figura de la raspuns la exercifin). a) S& se caleuleze
lucrul mecanic efectuat in cele doud procese ; b) sd se stabi-
leascé dependenta temperaturii de plesmne_pentm tiecare
roces.
E 36. Si se evalueze energia transferatd prin contach
termlc cu un mol de gaz din exercitiul precedent, dacd in
ambele procese are loc o crestere infinitezimald & volumului,
Se va considera Cy = const.

37. Fie un vas despértit in doud compartimente, A i B,
care comunicd printr-un robinet. Compartimentul A com-
tine un gaz, iar B este vidat. Deschizind robinetul, gazul va
trece dm gA in B. Alegeti care dintre alternativele de mai
jos se reaﬁlzeaza si de ce : a) gazul efectueazd lucrul mecanic ;
by gazului i se transfem din exterior energie sub formé de
luam mecanic ;¢) nu e,msté lueru mecanic in acest proces.

C 38, a) Sa- Se arate ¢i in general cantitatea de cildurd
dQ nu este diferentialid totali exacta

b) 8B4 se demonstreze aeelacu Tueru pentru Tuerwl me-
canic ¢l = —PdV. =

39, a) Un mol de gaz ideal la temperatury 7 are energis
internd: U = U, -+ O’y.’l’ Si se determine temperatura
finald a gazului dupa o destindere adiabatichd in vid. '

b) %a, se exprime variatia energiei interne a unui gaz
ideal ce se-dilatd izobar de la voluniul V; la volumul V,.

40, 84 se calculeze variafia energiei interne ca urmare

@ evapordrii unui mol de apd la P =1 atm i T =100°C.
Se dd4 volumul molar al apei = 18,8 cem?®/mol si cel al vapo-
rilor ==3,02-10* em®/mol in aceste conditii, precum gl cil-
dum latentd de evaporare = 4,06-10*J /mol.
41, Evaluati energia transferat® unui mol de gaz ideal
form# de lucru mecanic intr-o comprimare cvasistaticd
adiabaticd in decursul earen Volumul gazului variazd de
la V,1a V,.

L U=0T—2="22_2 (g=const).

Care este temperatura finald a gazului, dacd el se giseste
initial la temperatura T, gl ocupd Vﬂlumul V., si apoisge des-
tinde adiabatic in vid pind la volumul V,?

48. Un litru de gaz ideal avind tempemtura; T =
= 300 K si presiunea P = 15 atm se destinde izoterm pins
la volumul V = 101, S4 se calculeze : lucrul meeanic, I,
variatia energiei interne, AU, cildura, Q, 5i variatia enta‘i-
piei, AH ce intervin in 'west proces,

49. a) Sd se exprime capacitatea caloried, Cp, cu aju-
torul entalpiei, H = U + PV.




- 58, Uonsiderind oxigenul un gaz Van der Waals pentru
care se dau: oy =20,8-10°J mol™? kg 1°01; ¢ = 138.10°
Nmé mol™* kg™ si u, — ug = 0p(0;, — 6,) + a(v;? — v7Y),
vom presupune cé el suferd o destindere adiabat# in vid de
la densitates p; = 0,25 kg mol m™® Ia p;= 0,083 kgmolm™3,
84 se evalueze variatiz temperaturii gazului in acest proces.

539. Un gaz ideal se gisegte initial intr-un vas izolat la
presiunea P; i temperatura 1. El se destinde cvasistatic si

b) 84 se arate ¢4 in cazul unui proces adiabatic ce are
loc intr-un sistem a cérui energie internd, U = U(T, P) are
loc relatia : i <

. (0T FloUN |, o (VY
‘“(iap)s -1Gs).* (apu

3

58, a) B4 se demonstreze formula -

‘ v (30N o pl (oY adiabatic printr-o supap# intr-un cilindru cu piston pin%

(65 Op— 0Oy = [("517 ) ¢ (ﬁ) . cind presiunea sa devine egald cu P, — presiunea mentinuts

' - S A ? de cealaltd parte & pistonului. a) Presupunind cilindrul izolat,

31. S& se stabileased relatia fard frecdri, iar volumul initial inchis de piston — zero, s

A se determine temperatura finald 7', a gazului in vas. b) S&

o, — o =y [ (0P unde H — U + PV, se caleuleze numirul de kilomoliramas dup# destindere, n,,
PR oP ) or},’ : dacd se gtie cd numdrul initial de kilomoli era n,.

60. Fie din nou sistemul din problema precedentd, in
care u, $i u, sint energiile interne molare ale gazului din vas
in stdrile initiald gi finald, iar 1", o', W' respectiv : tempersa-
tura, volumul molar i energia internd molard a gazului din
cilindra dupéd expansiune. S# se arate ci au loe relatiile

52. Sd se gdseascd expresiile coefieientilor : €}, Oy,

] — (99_) Jh= (EQ-) cu ajutorul energei interne, U, si
dV 7 dP g :
a entalpiei, H = U + PV.

53. Un fluid are energia internd : U = Uy T) + PA(T)
si ecuatia de stare : PV =aRT -+ V1B(T). Si se calculeze
capacitdtile lui calorice, Op 81 Op.

54. Un mol de gaz ideal parcurge ciclul: (P,, V,) —
= (P, V)5 (P V) = (Pyy V) 3 (Pay Vo) —> (Pz; Vs
(P.Vy) = (P, V). S4 se evalueze  lucrul mecanic efectuat
si cdldura absorbitd de gaz in timpul ciclului.

835, S4% se calculeze energia transferatd sub formid de;
cildurd si lucrul mecanic efectuat de un mol de gaz ideal in
transformarea ciclicd : (T}, V)= (T,, V) - (T, V. —
= (T, Vi) = (14, V). . Lo

56. Un mol de gaz ideal, care are initial presiunea P,
si volumul V, se extinde liber, in conditii adiabatice, pini.
la volumul V,. Bl este comprimat apoi cvasistatic pind la
volumul 'V, printr-un proces izobar (P = P,). In sfirsit,
gazul este incdlzit la volum constant (V = V,) pind cind
presiunea sa devine P; {ciclul Mayer). Si se demonstreze cu
ajutorul acestui ciclu relatia lui Mayer Cp — (p = R.

57. Sd se arate cd pentru un gaz ideal definit in maniera
cea mai generald (Cp §i Opnu sint constante), are loc relatia

a) g — (Mgfny) Uy = (1 -_ ﬁg) (v’ 4 Po").
, Ny

. 1— PP
b) T = (T ————2L
Y

61. Unrecipient vidat, izolat din punct de vedere termic,
este in contact cu atmosfera unde presiunes este P, si tempe-
ratura Ty, pind cind presiunea sa devine egald en P,. Presu-
punind c& aerul se comport# ca un gaz ideal cu capacitiiti ca-
lorice constante, si se arate c#f temperatura finald a aerului
din recipient este T = T, (y = Cp/C5).

62. Un mol de vapori supraincilzifi au energia interni
gl ecuatia de stare date, respectiv, de relatiile

B W =aP (v —1b) +ec,
2) P(v —b) = RT — aPT™,

,._1_“(50?,) =t (501,');
vier), P \ov ),

unde a, b, ¢, n sinb niste constante. Sd se deduch expresiils
céldurilor specifice molare : a) ¢p; b) cp - :

46 47




63. a) Utilizind principiul I al termodinamicii s& se
arate pentm eoeﬁcleﬁtul I' din exercitiul 25 cd: I'=
(aU )
=V
oP
b) Si se gaseascw expresia energlel interne U in presu-
Punerea cid I' nu depinde de presiune.

 64. Utilizind prmelpml I al termodmamlcu i notamﬂe
din exercitiul 24 s3 se arate ca :

mp,:(@U;),;mV:(_ﬁ_Q) P (ﬁmz’) :(_U_?f@_xr_) 1
oP j, oV Je ovi ) \ 8P Jy

65. 'Sé,kse‘demonstreze relatiile
@ (57),~ (50),~ (79).(5%)
e aT) 6T v 5‘7 7 511 P

T A1V ‘
womea-[(22), =) 2,
T B

66. Ga,ldum de formare a apei din O i H este ¢, =28,6-107
J kmol ¢ iar cea de vaporizare a apei este @, = 3, 94 107
J kmol. S84 se determine caldura de formare a va;pomlor de
aph din elementele constitutive.

67. a) Si se arate ci in conditiile cind V sau P sint
constante, efectul termic nu depinde de reactiile intermediare,
ci doar de stérile initiald si finald ale Substantelor eare re-

actioneazd (regula lui Hess).

v b) Sa se determine prin ce se deosebeste efectul termie
al unei reactii la presiune constanta de efectul aceleiagi reactii
daed ea se pro&uoe fard efectuarea unui luern mecanic ex-

terior. , 4
68. S4 se demonstreze ecuatia lui Kirchhoff E% =

= (), — O;, utilizatd in ecalculul efectului termic al unei
reaetii chimice.
69. S4 se arate ci pentru o substanté magneticd omo-

o au - OM . .
gend, avem ¢y = (~—-~) — H ( ) , In cazul ecind se
H M

or or
neglijeazd variatia volumului la magnetizare. Aiei: M

este ma)gnetlzadreas H — intensitatea cimpului magnetic, ¢y
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este caldura specifici la cimp magnetic constant, iar w —
energia internd a unitdtii de Volum

70. Neglijind variatia volumului la magnemzare, 88 se
demonstreze ¢ are loc urmitoarea relatie intre suseeptabk
litatea magnetics izoterms si cea adiabaticd a unei substante
omaogene

ts = (Car/Cy) #p.

71 Sd se giseascd ecuatia adiabatei unei substante
paramagnetice ideale.

72, a) Fie un gaz ideal. S& se arate ci intr-un proves
politrop in care un parametru x se mentine constant, are
loe ecuatia .

PV* = const, n=(0p — OO, — C,).

b) In ce procese politrope capacitatea calorici 0, este
negativil, pozitivi, respeetiv, zero?

Cap. 1L Prineipiile al H-lea si al IIf-lea ale termodinamieii.
Potentiale termodinamice. Transfermiri de fazi

I. 84 se demonstreze ci intersectia a doudl adiabate
eva,szbta.txce nu este posibild, deoarece aceasta ar conduce la
neindeplinirea prmclpmlm al Il-lea, care spune ¢ nu se
poa,te realiza o magind termicd care sid functioneze cu un
singur izvor.

2. Doud gaze ideale (cite un mol din fiecare) avind capa-
eitdtile calorice Oy 81 O se gisese intr-un cilindru, despézr-
tite unul de altul prmtr-un plston mobil. S& se arate cd acest
sistem termic neomogen este neolonom, adied d¢ nu posedi
factor integrant. )

3. a) S& se stabileascd expresia randamentului unui
ciclu format din doud izoterme gi doud adiabate (ciclul
Carnot al unui gaz ideal) in functmna,re& lui ea motor i ca
masing frwomﬁea.

- b) Ciclul funetioneazi ca motor intre temperatura 7', =
— 400 K & 7, = 300 K. Lucrul mecanic efectuat intr-un
cichi este de 30 J. Se cere eiildura care a fost absorbiti de
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la sursa 7, si cea cedatd sursei T, precum i randamentul
masinii. o '
% Un gaz cu exponentul adiabatic y = Cp/Cy = 1,4
este utilizab drept corp de lueru intr-o magind Carnot care
functioneazd intre rezervoarele T, = 500 K gi 7, = 300 K.
La temperatura mai inaltd magina opereazd intre presiunile
Py =15 atm §i Py = 3 atm gi volumele V; =0,818i V=
=4 1. Care sint presiunile P, gi Py, gi volumele V', §i V) intre
care functioneazi masina la temperatura mai coboritd?
5. Se considerd o magind Carnot cu corpul de lueru un
gaz ideal, care evolueazdi intre punctele: P =2,5atm,
V,=291, T,=300K; Py=15atm, Vy=0,81, 7T, =
=500 K; Pp=3atm, Vo=41, T,=500K; Pp,=0,5atm,
Vp=14,31, T, = 300K. Ce energie @, este transferati
sub formi de caldurd de la corpul cald, care este randamen-
tul maginii gi eitd cildurd @, este transferatd rezervorului
rece in fiecare ciclu?
© 7 6. Sise arate ¢i ciclul Carnot are randamentul cel mai
mare in comparabie cu orice alk ciclu ce funcfioneazd intre
aceleasi temperaturi.

7. a) S4 se calculeze randamentul urei magini termice
care funcfioneazd dupd ciclul Stirling compus din izotermele
T=1T% T =T, si izocorele V="V, 5i V=7V, Si se
compare expresia ghsitd cu cea a randamentulni cielului
{arnot, care funcioneazd intre aceleagi temperaturi.

b) S84 se figureze ciclul in diagramele 7'V, PV gi T 8.

8. a) 84 se arate cd randamentul ciclului Diesel din
figurd {v. p. bl), executat de un gaz ideal, are expresia

1_.3(%")”(“?) (1=2),

ATy T
v, 'V,

unde procesele ab si cd sint adiabatice. ; ’

‘b) Presupunind temperaturile 7', gi T, fixate, s se
gaseascd temperaturile T, 517y, astfel inecit lucrul mecanie
obtinut intr-un ciclu sd fie maxim.

9. 54 se calculeze randamentul unei magini termice care
functioneazd dupd ciclul Joule, compus din doud adiabate
si doud izobare (£ = P, si P = P,). Substania de lucru se
considerd un-gaz ideal. : T R

30

£6. Considerind substanta de luern un gaz ideal s
se determine randamentul eiclului compus din urmitoarele
trei procese : izobar, cu temperatura initiald 7', gi finaly 7,,
adiabatic (€@ = 0) cu temperatura inifiald 7T, si finala 7,
siizoterm Ty, ‘ ‘ : ;

11. a) Fie un sistem (magina €) care schimbi in decursul
unei transformiri ciclice cdldurile ¢, cu sursele ce au tempe-
raturile Ty (i = 1,2, ..., n). S se demonstreze ¢ are loc

”

inegalitatea Iui Clausius: ¥, /T, < 0, in care semnul egal
=1 ’

se realizeazd numai pentru ciclurile reversibile.

b) S& se arate cu ajutorul inegalibitii lui Clausius o
dacd sistemul revine la starea inipiald printr-o transformare
reversibild izotermd, atunci ciildura totald absorbiti si
luerul mecanic efectuat sint nule.

12. Si se demonstreze egalitatea lui Clausius, consi-
derind un eiclu Carnot in care se ia drept substant# de lucru
radiatia termicd. Densitatea energiei interne a radiatiei este
# = cT*(c >0, const), iar presiunea radiatiei se determini
din ecuatia de stare P = /3. ‘

13. 84 se arate cd din imposibilitatea transferului
spontan al energiei prin contact termic de la un COrp rece
la unul cald (fdrd alte schimbiiri) decurge imposibilitatea
realizdrii unui eiclu in care : , ‘ \

§ aQ/T > 0.
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14. Se dau pentru un gaz relatiile: PV = f(6) si

oy - . - AT :
(W) = 0. 84 se demonstreze ¢d mirimea f{0) are sensul
termperaturii absolute (6 fiind temperatura intr- -0 seard
oarecare).

15. Utilizind ecuatia fanﬁ%memum & termodm&mhn
8% se stabileascd eeua;xa; energiei

‘W) =T(§£) —P.
ov ). \or),

16. Stiind cd w — energia internd a unitafii de volum
avnui gaz fotonic este functiedoar de temperaturd, iar ecuatia
de stare a gazului este P = u(T)[3, s se determine forma
in nctaonada a functiei w(T).

17. Se stabﬁegte in mod experimental cd energia in-
terné a unui gaz si produsul dintre presiune i volumul lui
specific, depind doar de temperatura 7. Oe se poate spune
din punct de vedere termodinamic despre ecuafia de stare o
unui astiel de gaz?

i8. a) U**zhzmd principiul al II-lea al termodinamicii

5 e de{glmim expresia entropiei unui gaz ideal.

b) B se stabileascd : 1) energia internd, 2) entropia si
3) ecuafia adiabatei unui mol de gaz Van der Waals.

19. 2) Plecind de la faptul cd dS este o diferentiald
totald exactd, si se demonstreze relatia

o (),

b) Si se arate cil din formulele : (_61/: = (?—E | =0,
: OV Jy T A

aP

se poate stabili ecuatia de stare a gazului ideal. Aici:
H este entalpia, P—-—-presmnea,, I — temperatura, V —

voiumul i U — energia internd & gazului.

20. a) Si se arate ¢il: Cp— Oy = T (@T) (8P) .

o

by Hste po%zbﬂ ca Cp= Cp gi pentru ce substanti’ ?f

¢) 83 se giseased Cp — Op la 300 X dacd se dau : vo-
Iamul melar, 18,27-10" 3m3/kmol coeficientul de dilatare

termici, « = 2,89.107% K1, gi coeﬁclentul de compresibis

litate izotermé, kT = 2,237.10 11 m2/N.
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21. a) Fie un mol de gaz Van der Waals in afars re-
giunii de saturajie. S3 se arate ci pentru acest gaa (}V =
= Op(T).

b) 54 se determine Cp — Cp. .

¢) Folosind ' ecuatia fundamentald a texmedzmmxcu
g4 se stabileased rw“ulm lui Maxwell care prevede egalitatea
portiunilor delummte intr-o diagramé PV de izoterma Van
der Waals si izoterma exgpemmenta,lcb, care commé{a cu o
z:&ma,m

22. Cu ajutorul principiului al II-lea al termodinamicii
(d8 = dQ/T), s& se stabileased urmitoarele relatii referi-
togre 1a eoeﬁciemﬂ introdugi in exercifiul 24 din capitelul T :

08 ' '
a)y Cp =1 (OT) ; CP—T(;};) ; umT(%) K
14 P 7 v

me=1(55) 5 w=r(50) o =1 ().
§VP a7 v g

b) Limy = — TCp; lymp=TCp; Ilp= — T (Cp— C’V),

23. a) Si se demonstreze relatiile

(55),+(25), - ().~ - #(23).
o or OP J 00 Jp

P.;_(@Dz) :T(f’_@) :T(i}_j_)
37 ), 07 ), iT),

b) Utilizind cea de 2 doua formuld din a), precum si

5

) . oU “ «
faptul o pentru un gaz ideal (}ﬁ; =0, 84 se arate cd in

4
acest caz este valabild relatia : PA(V) = T, unde f(V) este o
functie oarecare de V.
24. 84 se determine a.fha,bam unui gaz & cirui ecuatie de

stare ave forma: P = Py (1 -+ od — BV), iar Oy ca gl «

i & sint constanbe.

25. 1000 g api la 20°C sint in contact termic cu o sursd
la 80°C. a) Cu cit a variat entropia sisternului total (apd -+
+ sursd) dupd stabilirea echilibrului termic? b) Care este
variatia entropiei sistemului total dacd apa a fost intii pusi
in contact cu o sursi de 50°C si apoi cu cea de 80°C?
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¢) In ee conditii apa poate fi inedlzitd dela 20°C la 80°C f4 "Em
V&I‘I&t.l@ de entropie? Se di mldura specificd a apei

4,2-10% J[kg K.

26. a) Un mol de gaz ideal se destinde adiabatic in vid
de la velumul V; la V,. 84 se calculeze variatia de entropie
in acest proces. b@ se arate ol proeesul de d‘?btlﬂd@l‘E este
ireversibil. ;

b) B se caleuleze Va,rm‘;n enbmpm In o compmmaa e
izotermi a gazului de Iaf presiunea FP; =1 atm la P, =
= 10 atm.

L 27. O bard de n1eta,1 avind temperamm de 20°C este
introdusi intr-o ineint® mentinutd la temperatura de 300°C..
a) Si se demonstreze ci procesul de incdlzire a barei

este ireversibil. v

b) Si se calculeze variafia enwopici barei in ﬁm-
pui incdlzirii. Se dau: masa barei m -~05}1g §icp ==
=443 J kg™t KL

28. 1) “Gazul ideal continut intr-un vas se destinde in
altul vidat cu care este pus in legdturd. Presupunind vasele
izolate adiabatic sa se demomtreze cd procesul respechiv
este ireversibil.

i} S se caleuleze variatia entropiei in cursul proe{\a fui
pentru o = 2 moli de gaz, dack V, =11 i Vy =41

29. O piesd meta.hca zwxnd capa,mta,tea, caloricd Oy ==
== 250,8 J K71 §i temperatura 0, = 500°C este scufundati
intr-o baie de ulei izolatd adiabatic, avind capacitatea calo-
ricd Oy = 8360 J K™t gi temperatura 62 20°0.

a) S& se arate ed procesul de ridcire a piesei este ire-
versibil.

b) 84 se calculeze variatia entropiei Intregului sistem
(baie - piesd).

36. Un vas inchis e\te, impirtit in 3 compartimente:
egale, avind fiecare volumul V §i temperatura 7' gi conti-
nind cite un mol din 3 gaze ideale diferite care nu reactio-
neazd chimic. S& se calculeze variatia entropiei unuia din
gaze ¢ urmare & procesului de dzfume, ce are loe daca inla-
turam peretii despédriitori.

31. Doudt corpuri identice cu m = 10 kg i cp =
=400 J kg K}, au respectiv temperaturile 7, == 600 {4 gi
T, =300 K. Si ge evalueze : ;

a) eantitatea de energie maximé - ce poaﬂce fi transferatd
de citre sistem sub fazma de lueru mecanic in absent
altor rezervoate ;. . T

B4

; b) cantitatea de energm ,hetransferabild” prm. luczu
mecanic. ;

32. Un corp avind masa m, == 5 kg, caldurd specmczi,
0, = 120 J kg™t K™! cade de la indltimea % = 80m intr-o
baie de uie1 cu my = 256 kg, ¢, = 80 J kg7l K™, eare este
ineconjuratd de un rezervor m%re de api. Se presupune cl
initial cele 3 corpum au aceeasi temperaturd, cd piatra cade
fard frecdri si fard a virsa uleml din baie. S& se calouleze la
ce indlfime s-ar pubea ridica pzatra, din nou dacd pentru
aceasta s-ar utiliza engrgm, termicd in care s-a tran%fozmam
energia cineticd avutd in cidere. :

33. Care este energia necesard peniru a separa un mol

. .4
de aer [format din % Oy 51 — 12 2), aflat la temperatura de

5 5
300 K si presinnea de o atmosferd, in oxigen gi azot, avind
fiecare 1' = 300 K i P = 1 atm. Gazele se presupun ideale.

3%. Fie doudl vase A i B ce contin fiecare eite un mol
din acelagi gaz ideal. Inifial, ele erau izolate termic unul de
altul, ambele fiind la aceeagi presiune I si avind respectiv
temperaturile T, si T'p. Cind cele doud recipiente sint aduse
in contact termic presiunea isi pistreazd valoarea. Si se

calenleze variatia entroplel sisterului dupi stabilirea echi-
iﬁmﬁul termic §i s& se arate ¢l ea nu este negativa.

35. a) Doull vase de volum V, izolate adiabatic, contin
mase egale de gaz ideal la presiuni diferite P, §i P,. Vassle
sint unite printr-un tub cu robinet. 84 se determine variatia
entropiei sistemului dupd deschiderea robinetului gi stabi-
lireh echilibrului termic in functie de presiunile inifiale

P, osi P

h) Cele doudt vase contin gaze ideale diferite, mentinute
in aceleagi conditii de temperaturd i presiune. S& se arate
¢ 81 in acest caz, in urma procesului de difuzie ce are loc
prin  deschiderea robinetului, entropia sistemului oregte.

36. 84 se smbxle‘nsm ireversibilitatea proceselor de
mai jos :

a) dilatarea adiabatich liberd a unui gaz de la volumul
Vi VEdV@v=0;

b). trecerea adiabatkicd lentd a ga,zulm din smm,& ou pre-
sinnea P in cea cu presiunea P 4 dP (dP < 0), mentinind
meren P = const {procesul Joule- Thomson).

37. Doud, gaze cu volumele fixate si capa,cxm’gﬂe calo-
rice constante, 0, si U,, sint initial izolate adiabatic unul de

l
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ﬁe]il@iﬁ §i au respectiv temperaturile T gi T, (¥ > Ty

ma@in& Carnot evasistaticd utilizeazd primul gaz drept
sursd caldd gi pe al doilea drept sursd rece. Ea functioneazi
pind eind cele doud gaze ating temperatura comund Iy
84 se determine: a) 7, si b) lucrul mecanic efectuat de
magina Carnot. Vom presupune apoi c¢i cele douit gaze sint
‘aduse in contaet termic direct. S& se gaseased : ¢) tempera-
tura finald 7 i d) variatia entropiei AS in acest proces,
ardtind i ¢) A8 > 0 dacd O, §i-C, > 0.

J8. a) S4 se arate cé:

UP, V) ( (?Z_ (?:’3 ovy .
a(7, 8) 0[)5 as)T dS) (az’)s“"

B} 84 se demonstreze aceeasi relatie considerind o
magind termicd care efectucazd un ciclu ce se poate repre-
zenta fie in planul PV, fie in planul 7'S.

39. Si se demonstreze relatia : (E}E« = 071 (P——-
aVijy

— T (g%) ), unde: T este temperatura, V — volurmul,
- :
P o— preﬁiunea,, U — energia internd, iar O — capacitaten
caloried a sistemului la volum constant.
49. Notind cu V — volumul, cu P — presiunea, en 7 —
temperatura, iar cu Oy — ¢ ap&eita;tea; ealoricd Ia volum con-
stant & unui sistem oarecare, si se arate ¢i are loc urmi-

toarea, formuld
((}C’V_ 7 02P
av )T 0T )

41. 84 se stabileasei relatia lui Boltzmann : § =k In W,
care leagd intre ele entropia sistemului, §, si pmb%bmmf
tea Tui termodinamiai de realizare, W. '

42. S84 se arate cd in cazul unei radiatii termice ce se
dezvoltd intr-e cavitate mentginutd la temperaturi con-
stantd : a) izentropa poate fipusd sub forma PV4? = const,
unde P este presiunes radiatiei, iar V volumul eavitafii;
b) capacitatea caloricd la, presiune eonstanta a radiatiel
este infinitd.

43: a) Si se determine in ce misurd variazi pmba?nh«
tatea termodinamicd W a unui sistem format din doud cor-
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puri ce au temperaturile de 27°C si, respectiv, 28°C dacd
cle sint aduse in contact termic pentru intervalul in care
de la corpul cu tempera,’rurm mai mare trece la cel cu termpe-
ratura mai micd cantitatea de energie sub formi de cal-
durt, @ = 1077 J.

b) 8 se stabileased cum se schimbi rezultatul punctului
precedent dacd @ = 10718 J gi ce consecinte atrage dupi
sir ,‘bco‘ljsta..

44. B se giseascdl expresia enfropiel unui gaz care
satisface urmitoarele relatii: V=7V, {1+ a(l’ ]

O)J}

-—}—«») =0, O, = const, unde: ¥V este volumul gazului,
-

prebmnea, T — temperatura, Cp— capacitatea calo-
ricd la presiune eonstant&, Vo 81 T, sint, respectiv, volumul
§i temperatura in starea initiali, iar @ este o constanti.
45. In cazul unei substante paramagnetice pentru care
se neglijeazd luerul mecanic de Va,rmnjm al volumului, ecuatiia
fundamentald a termodinamicii se gerie sub forma

Tds = du — H d M,

unde 8 §i w sint respectiv entropia si energia interni a uni-

tatil de volum, H este intensitatea cimpului magnetic, iar
M -— magnetizarea. S4 se arate cd dacd energia internd

mi depinde de cimpul magnetic #H, adicd v = w(T), atunci
magnetizarea M = M(H/ 1’

46, Prin misurdtori experimenta,le s-a stabilit ed intr-un
domeniu de temperaturi dat magnetizarea M a unei substante
paramagnetice depinde doar de raportul H/T, adicd M =
== M(H|T), unde H este intensitatea cimpului magnetic.
a) 84 se demonstreze ¢d in acest caz energia internd a uni-
titii de volum, u, nu depinde de magnetizare. b) Si se gi-
seascd forma funcfionald a entropiei substantei paramnag-
netice.

47. Considerind o Subbt‘hnt(b paramagneticd ce se supune
legii lui Curie, M = CH|T, (M — magnetizarea, H — in-
tensitatea cimpului magnetic, 0 — o0 constantd numitd
constanta lui Curie), s se stabileascd ¢i in  conditiile
modifiedril adiabatice a temperaturii, are loc relatia

A7 = CHeg' T dH,

unde ¢y este capacitatea calorich a unitifii de voluin la
cimp magnetic constant.
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48, a) S& se arate c¢d pentru orice substanga paramag-
neticdk are Ioc rel@tm :

() = i)+
oM or
unde: weste energra; internd & unitdtii de volum, IE[ — mag-
netizarea, iar H — intensitatea cumpulm magnemo

© In conditiile in care substania paramagne‘uw sabis-
face legea lui Curie, s se demonstreze ci : b) energia el
mterna depinde doar de temperaturd gi ci ¢) ¢y — cildura
specificit la magnetizare constantd este si ea functie doar
de. tempera»tura.

49, a) Tinind seama de mpresule dxferentxale ale func-
;,ulor caracteristice U, H, FsiG (unde U este energia interna,
H—entalpia, F — energia liberd si ¢ — entalpia liberd), s&
se demonstreze relatiile lui Maxwell

(o), == (56), (G5), - (55),
bar),= (), (), == (%),

bh) Sa se determine functia caracteristied in variabilele
I, F.
c) S se arate cd entropis - este. functie ca;ractemstmi

A

variabilele P i H. Si se determine apoi coeficientul ( )

care intervine in efectul Joule-Thomson.

50. 84 se giseascd funetiile caracteristice U, H, ¥ & G
ale unni gaz ideal (U — energia interni; H — en 'alpia,.,
F — energia liberd §i @ — entalpia libers).

51. 84 se demonstreze relatiile

s (G5) --or(33),

arT av
av -1 -
b) (517) :"‘“’kTCWOﬂ 1T 1;
unde OH:_(?_K) skp = - 1 (817)
v\er), v \apP
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Aici: P este presiunca, 7' — tempemtum,, V — wolumul
iar § — entropia sistemului.

52. S84 se giseasclh Up — Uy in variabilele : a) vV, T;b)
F, T.

53. Bi se demonstreze cia Oy si Oy, capacititfile calorice
ale unui gaz ideal, nu depind de P sau V.

5% Eeuaﬁgm de stare, coeficientul de dilatare in volum 4
i cildura specificd la P = const ale unei substante sint date

respectiv de relatiile : P34 (@ —a) = el o = -—1-« (g—%)
= o 2 (v —a); cp = bT, unde a, b 5i e sint ni@te constante.
83 se deducd pentru substanta consideratdi: a) entropin
specificd gib) entalpia specificd.

55. Se dau pentru Ag : viteza sunetului, v, = (pkg)™¥* =

== 2480 ms™1, cp--25OJkg TK™t 8« = 6.10"5K 1 , unde g

este densitatea, kg — coeficientul de compr mlblhmte adia-
baticd, a« — coeficientul de dilatare in volum, iar ¢, cildura
rpecificd la presiuneconstantd. S se calculeze ¢, la T = 500K,

36. 84 se calculeze cildura de formare a unui mol de
apd la presiunea P =1 atm gi temperatura 7' = 298 K
dacd se dau entalpiile molare: hy = 8100 J mol %, ko =
= 17 200 Jmol™, hug,o = — 269300 J mol 1, Iste reactis
xespek(mva, exo- sau endotermi ?

37. Un fir care are initial lungimea I, este supus actiunii
fortei F. Cildura necesari pentru va,rm,ma, tempera.‘mm
firatui cu a7 §1 & tensiunii cu dF este

(1) 4.0, = CpdT -+ bdF,

unde O, este capacitatea caloricd la tractiune constanti,
iar b este energia transferatd sub forma de caldurd in condipii
izoterme pentru cresterea lui #' cu o unitate.

a) Si se gdseascd variafia entropiei, 8, si a energiei
interne, U, in variabilele 7 i #.

b) 84 se arate ¢l : b= 1T (—dmlm)

, or

¢y 84 se determine O, — .

38. S se evalueze cildura care intervine in cazul alun-
girii cvasistatice si izoterme a unui fir de lungime 7 supus la
tensiunea J.

59. Fie un fir de lungime [, si sectiune s, sapus acjiu-
nii fortei ¥. Definind coeficientul de dilatare liniard
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Of}

ai

‘ 01
A= %'(;;—7) si modulul lui Young izoterm ¥ =[5~ (

, or
sa se caleuleze coeficientul 6&? sisd se expmn1 e ca func-
i

tie de 2, Y gi s. ;

60. .'Borim F exerc m» asupra unui fir de lupgime I, si
sectiune 8, 0 fmumne reversibild izotermé. Si se detel‘nhm, :
?Munvnea firnlui, Al, variatia entropiei AS, variatia energiel
mtorne AU precum si energia tmnsferzb“m sistemului sub
formd de cildurd.

61. ch) For ta de tmcpiune (intindere) a cauciuculni
poate fi determinati in mod aproximativ din expresia :
J=al[llg*—1*15%], unde @ si [, sint niste constante. S
8e 9 }guloae functiile : 8, U, H, F, ¢, unde § este entropia,
U — energia mternd, H — entalpia, I — energia liber: si
G — entalpia liberd. '

(8 :
b) Se aratd m in eazul Czuuemculm, (T) < 0. Bazat
‘ r

be aceasta, si se stabileased cd 2, coeficientul de dilatare
liniard al caueciueului, este si el mai mie deeit 0.

-~ 62, Pentru a creste cu ds suprafata liberd a unui lichid
in contalt cu vaporil sdi saturati, trebuie furnizat lucrul
meeanic dL = Ads, (4 — tensiunea superficiald). Energia
transferatd prin contact termic eu mediul extern in -decw: sul
unei transformdri in care temperatura variazd cu di si
suprafata liberd cu ds, este: d@Q = 04T -+ hds, O, fiind
capacitatea caloricd @ lichidului de supra.fa,m constanti,
iar h — cantitatea de cilduri corespunzitoare unei variatii
izoterme a suprafetei. a) Aplicind principiile termodinamicii
sd se exprime coeficientul % ca functie de temperaturi gi

de mirimea (g-%) . F) Ce eoknefluzii decurg din faptul ci

h> 0%

63. 5S4 se calculeze variatia temperaturii AT a unui
gram de apd in decursul unei transforméri izentrope, care
duce la cregterea suprafefei de separare lichid- V&pom o1
As. Se va presupune AT <€ T.

64. O buld de sipun avind tensiunea superflmaia, A
§i suprafata s, se dilatd evasistatic si izoterm pe seama trai..
sferului de lucru mecanic d. = Ads. Ce eildurd intervine
in timpul procesulul gi care este semnul ei?
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65. Un mol de apd suprainealzit la 110°C si P =1
atm, se evapord la aceeasi temperaturd gi presiune. a) Si
se caleuleze variatia entropiei stiind cé : 1) entropia apei
lichide la 110°C poate fi consideratd constantd intre presi-
unile Py = 1 atm §i P, = 1,4 atm; 2) la 110° C apa lichidd
si vaporii ei sint in e(,hlhbru termic la presiunea P, = 1 4
‘z,tm, cildura latentd de evaporare fiind A = 4.10*J /mol
3) intre P; i P, vaporii de apd la 110°C se comportd ca un
gaz ideal. b) 83 se calculeze eroarea introdusi de ultima pre-
supunere, dacd pentru un mol de apd in conditiile de
presitne si temperaturd date, avem : (ﬁf—) = R/P

. Fad
+ 0,46.1076 m3 KL

66. Utilizind relatia lui Stefan-Boltzmann, w = oT*
(4 — densitatea de energie, ¢ = = const), Jprecum gi expresis
presiunii de radiatie, P = u/3, si se giseascd entropic gi
celelalte funefii termodinamice ale 1'ad1at1e1 termice de
echilibru.

67. Si se determine dependenta de temperaturd a den-
sitdtii energiei electromagnetice, u, in interiorul unei cavitifi
cu peretil ideal reflectanti. :

68. Un satelit sferic de razi », perfect absorbant, se
rotegte in jurul soarelui pe o orbitd Gnmu}wm, la distanta D
de centrul lui (r< D). Soarele, sferd de razi R, radiazd ca un
corp negru la temperatura 7, = 6000 K. El este viizut din
satelit sub un unghi 2« = 32'. Care este temperatura de
echilibru a satelitului?

69. a) S4 se arate c¢i ecuatia de stare P = f(V, T') de-
termind dependenta de presiune a capacititii calorice €, si
cea de volum a capacititii calorice Cp. Sa se paprmgu]a,mz«zze
pentru : PV = A(T) + B (T) + C{T) P2+

b) Si4 se arate ¢i in cazul bzhzulul xdga,l, avem

Y
{ffi’_ —_—"
ar .

70. Si se demonstreze ci dacd se eunoa,gte ecuatia de
stare P = P(V, T), dependenta de temperaturd a capaci-
titii ealorice Op rezultd din cea a lui Oy §i invers.

7i. S& se giseascd variatia energiei libere I' gi a ental-
piei libere G a unui mol de gaz biatomie cind acesta este
fnedlzit de la 0°C la 100°C: a) la V = const = 11; b) Ia
P = const = 1 atim. :
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72. S# se calculeze variagia entropiei, 8, a energiei
libere, F, si & entalpiei libere, @, in procesul comprimirii
unui mol de gaz ideal la temperatura de 20°C de la presiunea
de 1 atm la-100 atm. i o a ‘

73. Un mol de gaz ideal ocupi la temperatura 7' un
volum V,, separat de un volum gol V, printr-un perete
meobil. Sistemul se presupune izolat adiabatic. La inliturarea
peretelui despirfitor gazul va ocupa intregul volum V, 4 V.
54 se arate cd @ a) temperatura gazului rémine aceeasi; b)
eniropia variazd ew AS = Rln (1 + V,/V,) > 0.

74. La descompunerea unui mol de NO in O gi N(sistemul
fiind 1 25°C gi presiunea de 1 atm atit in starea initiald cit siin
cew finald), entropia sistemului, 8, cregte cu 76 J K1, jar
entalpia scade cu 8,2.104 J. 83 se calculeze variatia ental-
piei libere in acest proces. o

75. Si _se determine entalpia liberd, @, entropia, S,
gl entalpia, H, in functie de coeficientii A(T), B(T), C(T) etc.,
ce intervin in ecuatia de stare: PV = A(T) -+ B(T)P +
+ 0T P24 ... .

76. a) B4 se arate ci in cazul dilatirii cvasistatices
anui corp omogen la presiunea P = const, entropia lui
creste sau se micgoreazd dupd cum coeficientul de dilatare
termicd Ja P = const este >0 sau < 0.

b) Si se demonstreze ci in cazul unui gaz a cirui pre-
siune la volum constant variazd proportional cu tempera-
tura absolutd, entropia cregte odatd cu cresterea volumului.

77. 84 se stabileascd formula fundamentalil a electro-

striefiunii
AV B* ( de )
5 ?

14 2-10P
care A variafia relativd a volumului dielectricului sub aetiu-
nea cimpului eleetric (F — intensitatea cimpului electric, ¢ —
permitivitatea).

78. Si se calculeze Oy — O diferenta dintre capaciti-
tile calorice ale unui dielectric la cimp electric B si induciia
electried 1) constante. S v : &

79, Cunoseind susceptibilitatea molard, x, si cdlduwra
specific la cimp magnetic constant, ¢y = const 772 si se
evalueze temperatura finald, 1", pe care o atinge o substantd
paramagneticd plasatd intr-un cimp magnetic, H, care,
fiind la temperatura T' este demagnetizatd adiabatic pind
la valoarea H = 0. ,‘ :
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80. a) Utilizind proprietitile iacobienilor s se deducs o
ar ‘3
or /g
Aici: T este temperatura, P — presiunea $i H — entalpia
gistemului. )

b) S4 se calculeze p pentru un gaz ideal. :

¢) S se calculeze p pentru un gaz Van der Waals.

81. a) Ce temperaturd de inversie are un mol de gaz care
satisface ecuatia de stare Dietericci: P(V —b) = RT x
xexp (—a/RTV). ,

b) B4 se giseascd in planul P71 ecuatia curbei de inversie
care unegte toate punctele de inversie.

82. Considerind oxigenul un gaz Van der Waals pentru
care se dd wy— =y (T, — 1)) + a (v — v;l) (vezi
exercifiul 18, b, cap. II), s& se calculeze cu cit variazi tem-
peratura lui intr-un proces de destindere Joule-Thomison
cind densitatea variazi de la 0,25 kgmol m=3 la 0,083 kgmol »
xm~%. Se mai dau : ¢, = 20,8-10% J (kgmol)~1,

83. a) Si se arate cii : 1) intr-un proces ireversibil izo-
ferm variatia cu semn schimbat a energiei libere reprezinti
lucrul mecanic maxim efectuat de sistem ; 2) dacd sistemnul
nu efectueazd lucru mecanic §i temperatura lui nu variazi,
energia sa liberd nu poate creste (AF < 0).

b) Care este lucrul mecanic util maxim care se peate
objine prin ricirea unui mol de gaz idealla V = const, de
la temperatura 7' la temperatura mediului ambiant, Ty

84. a) Sd searate cé in conditiile in care P §i T = const
1) entalpia liberd, &, nu poate creste, iar in stirile de echi-
libru ia valoare minimé ; 2) variatia entalpiei libere reprezinti
lucrul mecanic minim furnizat sistemului de alte forte decit
cea de presiune. -

b) Care este lucrul mecanic util maxim ‘obtinut prin
expansiunea unui mol de gaz ideal de la presiunea P, la P,
la temperatura constantid a mediului ambiant, Ty, dacd pre-
siunea mediului ambiant este P, . :

expresie pentru coeficientul Joule-Thomson : y == (

85. Si se demonstreze inegalitdtile : (%) < 03
. . H

o8 .
(_517) > 0, unde § este entropia, P — presiunea, H — en-
v ,
talpia, V — volumul, iar U — energia internii a sistemului.
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86. 2) Sa se arate ci

o2y 020 62 2_*£(§£)
ov: on (vo) =5 &

unde U este energia internd, V — volumul, § — entropia,
AP — temperatura, iar P — presiunea sistemului.

b} Pe baza acestei relatii 83 se demonstreze ¢ coeficien-
tul des eompres;blhtate adiabatic este mai mare deeit cel
izoterm.

87. Sd se bmbilea%(‘i ()Onditiilc de echilibru ale unui
sistem  bifazic izolat (U = const, V = const, N = const,
unde U este energia lui internd, V — volumul $i N — -
mérul de particule). .

88. S4 se stabileasci conditiile generale de echilibin
pentru un sistem tcrmodma,mw in contact cu un termo-
st b dacit : a) P = const si T = const; b) V = = const i
T = const. . .

49, Si se Galculeze raza minimi a pxcdturﬂor sferice
care apar cind vaporiide a,pa purd sint suprardeiti in conditiile
presiunii atmosferice pind la 98°C. Se va considera ¢ in
intervalul de tempera,turcm de 1a 90°C la 110°C entalpia liberd
& unitdtii’ de masd depinde liniar de temperaturd si anume
pentru faza lichidd : g, = (57,4 — 1,26 6).10% J kg‘l iar
pentru vapori: g, = (67,4—1,36 O) 103 Jkg 1, unde 0 este
temperatura in scara (*elsms. Se did coeficientul de ten-
siune superficiald al apei la 98°C: A = 59,3-10"3 Nm !
s1 densitatea oy = 960kg m™2.

90. a) Presupunmd cd tempemtura. §i presiunes se
mentin constante, sd se deducd conditiile de ech1h‘mu termic
pentru un sistem format din N pa;rmeule 1den‘rlce care es ste
supus actinnii unui cimp extern.

b) Se considerd un gaz ideal format din ¥ parmcule iden-
tice, plasat intr-un cimp gravitational, in conditii de presiune
§i tmnperafuum conxta,nte. Utilizind condmﬂe de echilibru
termic din a), si se deducd formula barometries. :

91. Utilizind conditiile de stabilitate a echilibrului ter-
mic, 84 se arate ci orice proces spontan indus de o deviatie
a sistemului de la starea de echilibru termic i mecanic are o

el de directie incit tinde si readucd sistemul in sta,re de
echilibru (prmmpml lui Chatelier Braun).
92. Si se giseascil expresia potentialului ehmue al
gazului- ideal,

93. Be cunoasgte  capaocibaten  calorics Oy = Nf(T)
2 unui gaz . w‘i a1 format din N pauuuﬂe., Sd se determine :
en’ﬁropm, 8, energia liberd, 77, energia mtu‘n%, U, si pi)ten—
fialul chimic,, w, al sistemului,

9% Pe baza ecuatiei: Y, Nydp =V dP — ASdT, s

se arate cf expresia Q = MP?}’)GSW funetie caracteristics in
variabilele naturale T, V. gi TP ’

8_0. B34 se dem ’{)11‘3'{7185&1 e pewm.mkm chimice u; Sink
funetii omogene de srrmd nui in raport cu numirul de parti-
mﬂe, ;.

98. a) in f=@nu1%ii 5 unei iw‘nbfo miri de fazd de speta
intli, s& se deducd ecuatia dnemn‘rlasi 2 curbei de echilibru

a celor doudt faze, datil de rda-{sm lui Cl&psyron E:-i-——«:--
=" i care A este o¥ldura latentd ~molard,
L(vy— )

® — volumul molar, iar ¢n indicii 1 41 2 a am notat C\eie'fieui
faze.
b) Utilizind relagia lui Cl&peyron st sb comen‘aeze cum
reachioneaz dh.eutele sisteme la cregteres presiunil. i
, c) Se qtzc\,\“ocﬂmen‘ml de variajie al tc‘npemwru de
f;{gbe:e @ apel cu presiunea (la 7' = 100°C s P =1 atm):
g

dZ 3607
a vaporilor de api la 100"0

97. 84 se exphce de ce in apropierea punctului tmpiu
curba de echilibru, in planul P7, intre fazele solidd si gazoasd,
(s8-g), are de omwl o inclinare mai mare citre axa tumpa Q-
turii demt curba de echilibi i dmtre fa,zel hbhuia §1 gazoasd
(I—g).

98. Pre snpﬂmnd ¢l a) tempemﬁura. sistemului nu
este in apropicrea celei critice, astiel incit presiunea vapo-
rilor saturafi este suficient de mici , iar b) cildura latentd de
formare a va aporilor, 2, este consta.nm in intregul domemu,
sd se arate ci. are loc urmitoares formuld pentm presiunea
vaporilor saturati ai unui lichid: P ~ exp (—r/(BT)).

93, Tbmpbra.tm’“ de tranzitie staniu cenugin- sta,nm alb h.
presiunes de L atm este de 261 K, staninl cenusiu fiind faz
stabill sub aceastd temperaturd. Se dau : denmmtﬂ@ sta-
nialui cenugin i alb, respectiv de 5,75-10% $17,30.103 kg/m?3,
greutates ot 8 8n — 118,7 @1 cildura: latentm & tran-

Km? N-1, 83 ge c%lcde'@ cildura de formare
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a) Sa se determme _temperatura punctului triplu
: ;f‘ziwulm dacid se stie cil presiunea vaporilor Iui este

475342
zm%wulﬁ_§$
T m?
7
In P = 2;9;’17__‘{913‘3 N ,
k T m?

pmna,, pcntru ochlhbrul solid-vapori si a doua pentru
echilibrul lichid- -vapori.

b) Presupunind ¢d vaporii de amoniac se comporti ca
un gaz ideal sa se determine cdldura latentd de sublimare, ),
g1 cea de vaporizare, 2,.

¢) Sa se calculeze cialdura latentd de topire a amumd--
eului la punctul triplu.

- 161. Notind cu 2, cildura latentit de vaporizare si cu ¢
sl ¢p cildurile s pemf}ee respective ale lichidului saturat si ':do
va,pordg& s‘t‘zura.m, 5% se demonstreze ¢i intr-o transformare
d—v are loc relatia :

da, 2y
ar T

—

("V — CL'

102, Si se determine coordonatele punctului triphs al
apei (P3, T3), stiind e vaporii de api se comportd ca un gaz
ideal §i céd la temperatura T = 273,15 K cildurile la,tentzh de
ﬁopir si sublimare sint rebpcetiv Ay = 3,33-10° J kg

= 2 8& 108 J kg1, volumdc specifice ale %pe1 81 01& ttii
mnt v, = 1.107* m3 kg™! §i v, = 1,09-1073 m? kg™i, iar pre-
siunea vaporilor de apd in cchlhbrn cu ghea‘r& este I’ =
= 6,09.10* Nm~2 '

103, Si se deduci relatiile lui Bhrenfest, care dau legi-
tura dintre panta curbei de echilibru in pla;nul PT simiriuile
sare variazd  discontinuu intr-o transformare de fazi de

‘ ‘ dv [ O . o
speta o doua: ¢p, ( ) s (-—) . -Aiel s-a notat eu:

or 9P ;
ep — caldura specified la presiune constantd, v — volumul
specific, P — presiunea §i 7 — temperatura.
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104. a) S& se explice de ce capacitaten caloricdt a vapo-
rilor saturati poate fi mai micd decit 02
b) Si se stabileascd relatia care existd la punctul tmplu
intre cildura latentd de subhm&re Ay, cea de topire, X, si
cea de vaporizare, 2,?

165. Intr-un tub de sticld este mtrodum o0 cantitate mmJ

de lichid. Din tub este scos apoi tot aerul i tubul se sigileazi.

54 se stabileased cum se va comporta meniscul fatd de cres-

teres temperaturii, dacd : a) volumul tubului, V, intrece

cn mult volumul eritic al lichidului, V. (V > V,); b) V& V,;
Yy V=V,

106. Tntr-un sistem in care energia interna, U, si volumul -

V, sint fixate, are loc reactia chimici Z vid; =0, unde A4,

sint simbolurile substantelor ce 1‘e£~c’g10nea»za, iar v; sint coe-
ficientii stoichiometrici ai reactiei. Impunind conditia de
maxim a entropiei s se ob{ind ecuatia echilibrului chimic.

107, a) Utilizind GCU&tlau echilibrului chimie, deduséd in
exereitiul precedent si se demonstreze legea acfiunii maselor,
conform  careia : echilibrul intr-un sistem multicomponent
se stabileste pentru un raport determinat al concentratiilor

ubstantelor ce alciituiesc sistemul, caracterizat printr-o
c(msmntfb de echilibru, .

b) Si se studieze dependenta constantei de echilibru, &,
de presiune.

¢) S se stabileascd dependenta constantei K, de tem-
peraturd.

108. Si se calculeze cildura umnei reactii chimice ce are
loe la P gi I' = const, presupunind cunoscutil constanta de
echilibru chumc, I,

109. In reactia HyO +4- CO = 00, + H, echilibrul se

stabileste pentru temperatura 7, si (/omponenta, de echi-
hbm in moli: COy— ny5; CO —mny; H,0 —ng; H, — n,
S e determine constanta de echilibru chimic, K.

110. Si se calculeze cite molecule gram de HI se for-
meazd in urma reactiei de echilibru ce are loe la T = const :
H, - I, = 2HI, daci initial erau 2,94 molecule gram de I,
§i a,]O molocule gram de H,. Se dit consmmm de cchlhbru
chmnc =0 02

IT11. Si se demonstreze ci la echilibru, in conditii de
termperaturd si presiune constante, intr-un sistem multi-
fazie, multmomponem; potemm,lui chimic al unui compo-
nent are aceeasl valoare in toate fazele. :
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112, a) 84 se arate cd intr-un gisbemn. eberogen, format
din p faze §i ¢ componenti, numarul maxim de faze in echi-
iibru il poate intrece pe cel al componeniilor eel mult ¢u doi
(regula fazelor o lui Gibbs). v SR

b) S se calculeze numirul de grade de libertate al sis-
temului in ¢azul in ecare intre componentii sistemului existd
7 reactii chimice de echilibru. ;

113. 2) Presupunind, pe baza tecremei Iui Nernst, ci
entropis riunine finith gi continud cind T' — 0, 54 se ara !
fiecare dintre mirimile : Oy, Op, Iy, Ip, My, mp >0 cind T -0,
Pentru notatii vezi exercitiul 24, eap. 1.

b) O consecind & teoremei Iui Nernst spune ¢ | -
0w
cind 7 -0, unde o i y sint 2 variabile independente
(diferite de §). S& se arate atunci ei mirimile din punctul a)
tind 1a zero ¢ind 7' =» 0 mai repede decit liniar, adicd raportul
dintre milrimea respectivit gi 4 vinde ¢ el da zero ¢ind 7' - 0.
114, Fazele solidd gi lichidd ale He? pot coexista in
‘echilibru la 0 K, densitatea soliduiui fiind mai mare decit
S T ; 4P :
cea & lighidului. Care este panta dT

2 curbei de echilibru
2 celor doud faze la 0 K¢ .
115, S8 se demonstreze ef susceptibilitatea magnetick

9%, 0 cind T - 0.

satisface conditia : lim

116. 2) S# se arate ci pentru unitatea de volum de sub-

stantd are loc relatia : (—@E) =( 68) , unde P este
iy : aT E C}E T ‘
polarizarea, s—entropia specifici, iar B intensitatea cimpu-
iui electric. ‘ '
b) B34 se s’tabilefusez‘é, urmdtoarea consecintd & teoreme
Tui Nernst : Hm (%) =0 ¢ind 7 — 0.

-

117. S se giseased modul eum se comportd functiil
caracteristice cind 7' — 0 K. ;
- 118. La temperatura de ¢ X au loc relatiile:

_(GF\ .. (§U
im | — =1im - ) 3
0 \ 0T J, =0 \0T )y -

0 lm F(T) = lim U(T);
T-50 T30
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ande F este energia liberdl a sistemului, jar U — energia Iui
internd. 84 se calouleze pentru T = 0 : entropiag 8 coefi-
cientul de dilatare in -volum, «, coeficientul izocor a;i presi-
aunii, B, gi diferenta eapacititilor calorice; €p — Cp.

, 113, B4 se arate ci din inaccesibilitates temperatorii
de 0 K rezultd imposibilitatea realizirii unui ciclu Cornot
in care Sursa rece si aibd temperatura T, = 0, adicd a unui
motor fermic cu randamentul R =1 — 7] T =1,

-~ 126. IF.e.m.@a unui teimoeupiu de Cu-constantan este
lati derelatin : 6 = 3,8.1678%(7, — 7 (0 IR Rt & —
?&c: d f.eam. in voitid::;’@i? T:(}f?gé}; “xi 1>— + é{ 10 (22 4 ol

da i L Volyl presupunind ¢d temperatura jonctiumnii
reci, Xy = 273 K,iar cea a jonctiunii calde este raentinuti
sub 400 K. 88 se evalueze ce cantitate do energie frebuie trans-
feratd, pe secundd sub formi de eilduri Peltier peniry @
mentine joncpiunea caldf la temperatura de 200 H, la tre-
cerca unui curent, ¢ = 10 mA.
121. O reactie chimicd ce produce eildurd cu viteza
G == 20,91 J 571 are loc intr-o camerd cilindricd cu raza
7y = 0,6 em gi lungimea [ = 20 em. Ea este inconjuraté
de un strat izolator avind conductivitates termicd A =
=0,012J 571 em™°071, care la rindul siu, este fnconjurab
de un cilindru de rdeire cu raza interns ry == b e, Negli-
jind efectele marginale, si se calenleze temperatura 0, 1a
care trebuie mentinut cilindrul de ricire ca temperatura
camerei de reactie sd rimind 6, == 80°C.

, 122 O tija cilindricd de alami cu raza r = 0,001 m este
ugor inc&lzitd la un capit de ciitre o sursi de edldurd, ¢ = 2J
57t Tijase afldin vid, astfel ineib nu existd edldurs nierduti prin
convectie, in schimb nu se pot neglija picrderile prin radi-
atie. Tija are lungimes de 1 m §i temperatura celuilalt capit
este menginutd la 6, = 25°C. Suprafata tijei este innegritd
§i ave emisivitatea radiantd e = 0,8. Conductivitatea termics
a alamei egte A == 10 J,"2m~1°C"1, 84 se caleuleze visd se dege-
neze dependenta temperaturii tijei, in stare stationari, de
distanta # de la sursa de cflduri. : o '

123, O tij& de Ag, lungs de 20 em si avind aria sectiunii
transversale s = 1,6 em?, are un capit inedlzit la o sursd
Q@ =12,54 J s71, iar celdlalt este pus in contact cu un ter-
mostat. La mijlocul tijei sint atasate doui termocupluri (de

probii) de capacitate termicd neglijabild, distantate cu

Az = 0,5 em. Dac# prin ij3 nu trece curent electrie, termocu-

blurile arati respectiv 7 = 320,5 K si T, =319,5 K, iar

dacd in directia o negativi, adied de la termostab citre capie

¥
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tul inedlzit al tijei, trece un curent de 5,6 A, atunci citirile
respective sint : 1] = 345,1 K si 7} = 342,9 K. Se di conduc-
tivitatea electricd a Ag, v = 0,62- 106 ohm™ em™! g se presu-
pune ¢i nu sint pierderi prin pa,rnle laterale ale tl_]el ST
calculeze : a) conductivitatea termicdi, A, §i b) coeficientul
Thomsorn, p, pentru Ag la temperatura datd.

i

Cap. III. Statistiea clasieit a stirilor de echilibru

1. Care este probabilitatea ca la o aruncare cu zarul:
a) s cadd o fatd cu numir par; b) sd cadd fata 1 stiind ¢ a
cizut o fatd cu numir impar; c) care este numirul medin
de puncte care rezultd la o aruncare a zarului?

2. a) Presupunind ed se arunecdl 5 zaruri deodatd si se
determine probabilitatea sd cadd fata 6: 1) doar pe unul
dintre zaruri; 2) cel putin pe unul din zaruri; 3) pe doud
Zaruri. '

b) Care este probabilitatm ca aruncind
S% se O}Mm& de trei ori la rind o dubli?

3.Un trigitor nimereste tinta de 9 ori din 10 focuri,
jar altul numai de 7 ori. Cei doi tintasi trag cite un foe. a)
Care este probabilitatea ca ambii si nimereascs tinta ? b)
Oare este probabilitatea ca cel putin unul din ei si o atingi?

- 4. Se formeazid cuvintul MAMATA din litere decupam
Apot literele se amesteci si se extrag la intimplare 4 din ele
asezindu-le in ordinea extragerii. Cu ce probabﬂimte 88
obtme cuvintul MAMA?

5. Intr-o urnd sint 10 000 de bile identice, numerotatc
de Ia 11a 10 000. Care este probabilitatea ca numirul pmmm
bile extrase sd nu confini cifra 87

6. Intr-o urni se gisese 36 bile albe si 64 negre. Se fa,c
doudl extrageri consecutive, fird a pune bila extrasa inapot.
53 se determine probabilitatea ca ambele bile s& fie negre.

7. Intr-o fabricd de becuri defectele de fabricatie sint
in proportie de 29, iar cele de montaj de 59%,. Care este pm-
babilitatea elimindrii din comert a unui bec?

8. Dintr-un numir n = 30 de tranzistoare, i = 20 \mt
bune, iar j = 10 sint defecte. a) Carve este probabilitatea ex-
tragerii succesive & unui tranzistor bun si unul defect dacd
dupa, control ele nwmai sint puse la loc ? b) Care este probas

doudt zaruri

pilitatea ca In urma unei extrageri duble s obi;mem un
tranzistor bun si unul defect ?

9. Efectuarea unei serii de verificiri aratd ¢i 309, din
probe sint pure iar 709, prezinti unpunmm S se evalueze
pl()bﬂ:blhid-te‘b ca luind n = 8 probe, k = 5 si fie Impure si
W —= ko= 5 pur(‘

10. Un tindr care locuieste la blocul din punetul D al pla-
nului strizilor orasului din flgurd, de mai jos, se plimbi, zilnic

M

v

D . Mm:3

pini la casa logodnicii lui care sti in blocul M, situat cu m
blocuri mai la est si n blocuri mai la nord de D. Iu cite moduri
diferite poate el ajungedela Dla M ¢

I1. a) Sd se arate cd legen lui Poisson, a®
conditia de normare.

) Si se gdseascil valoarea mediea unei mirimi aleatorii
care se supune distributiei Pmsson

I2. @) Sd se determine @ §i «* pentru distributia expo-
nentiald normati : f(z) = ae“”‘ %y (0 << @ << 00).

b) Sk se evalueze &, x? si(Ag)? pentru distribufia gaus-
siand normatd : f(a) = (om—)lf2 e (—o0 < < -+ 00).

13, Se considerd mirimea aleatorie z care ia valorile
L,23,...n... cu probchblhtdmle 1/2, 1/4, 1/8, ...1/2". ..
Sd se calculeze valoarea medie .

14. Momentul magnetic u al unei pa,rtleule cu spinul 1/2
este astlel incit componenta sa indreptatd ,,in sus”, avmd
valoarea p,, se realizeazi cu probabilitatea p, in vreme ce
componenta — ., indreptatd ,,in jos”, are probabilitatea
¢ =1-—p. S secaleuleze : a) o; b) u?; ¢) (Ap)

e */n !, satisface
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15. Pornind dintr-un punct oarecare, un copil pisegbe

inainte sau inapoi cu pagi de lungime . Fie p probabilitatea

de 2 pilgi inainte gi ¢ = 1. — p — probabilitatea de a pisi

inapoi. Copilul fiind mie, nu tine minte cum a ficut pasii

precedenti, deci pagii lui vor fi statistic independenti. Pre-
supunind cd el a fadcut IV pagi, si se determine : a) cu ce pro-
babilitate, P(n), n dintre pasi sing ficuyi inainte, iar restul,
N—n, inapoi? b) Care este probabilitatea P’(m) ca depla-
sarea copllulul din punectul inijial si fic = ml, unde m =
= n — n' este un numir intreg? ¢) Fie p = ¢, fiecare pas
ficindu-se cu egali probabilitate inainte sau inapoi. Cu ce
probabilitate copilul revine de unde 2 plecat dupi ce a ficut

18. Fie IV electroni independenti intr-un cristal, adie
un sistem de N spini ideali, fiecars avind momentul mag-
netie p. Spinul electronului poate fi Indreptat in sus sau in
jos cu probabilitdtile p, respectiv ¢. Daci nu existd elmp
extern, (B = 0), p = ¢ = 1/2. In cimp, p > q. Si se deter-
mine : a) probabilitatea ca spinul sd fie indreptat in jos;
b) probabilitatea ca n spini s& fie indreptati in sus; ¢) mo-
nentul magnetic al sistemului si probabilitatea unei valori
date a luj.

=Y

. V7. Intr-un vas de volum V sint N molecule de gaz.
Considerind ¢i in stare de echilibru probabilitatea gisirii

unei molecule intr-un volum » este p = v/V, s se evalueze

2) probabilitatea f(n) ca » din moleculele gazului i se afle

in volumul »; b) si se caleuleze » §i (n — n)2, ,

18. Si se stabileascd cu ce probabilitate un punct care

vibreszé armonic de-a lungul axei x intre limitele —A gi
+A se gisegte in intervalul dg?

19. Un pendul matematic efectueaz vibratgiile armonice 1

§ b iy

2,;:' i . ;V, u,, .
6 = 0, cos & t, unde T = 2m (I/g)M2. B4 se giseascd

probabilitatea ca la o misurare intimplitoare a clongatiei

pendulului, €, valoarea 83 si fie in inbtervalul 6, 0 - d9.

20. In emisia termoeclectronic, electronii sint emisi

de pe suprafata metalului sau semiconductoruiui, In ipo-
b !

teza ©f v 1) omisia diversilor electroni constitue evenimente

statistic independente si ¢d 2) probabilitates emisiel unui
electron in inbervalul df este A 4funde A = const, &) sd

se evalueze probabilitatea ca in intervalul de timp ¢ si fie:

emigi » electroni; D) de asemenes, si se determine (An)%

electroni.

producd in intervalul (4, ¢ -+ k). Presupunind probabilitates
aparitiei simultane a doud sau mai multe evenimente in
acest interval neglijabild, si se calculeze pentru cazul cind
h — 0 : a) probabilitatea ca in timpul 1 evenimentul s% aib%
loc de n ori gi, de asemenea, b) valorile medii # gi nZ.

Intr-un vas izolat avind volumul V. Care este probabilitates
relativi ca ele si se restring® de la sine Intr-o treime din
volumul initial ¢

donatele carteziene la cele sferice gi s se verifice invarianta
volumului din spatiul fazelor in acest caz. ’

unui oscilator armonic liniar unidimensional ; b) pentru o
particuld relativistd ce se mised in volumul V siare energia #

spatinl fazelor a unui corp de masd m, care se miged intr-un
cuip gravific constant pleeind din punctul %y e viteza ini-
tiald v, indreptatd in sus. ;

presupunind c& in unitatea de timp sint emisi in medie n,

21 a) .Probabili'tatea. ¢a pentru un sistem oarecare valo-
rile variabilelor @ si y si fie plasate in intervalele (@, @ + !
+da), (v, y + 2(\1@/) este datd de expresia: W(z, y) da dy =
= (exp [maf(acu -+ yz_)] dg: dy.‘S&E Se determine constanta de
normare U, daci se stie i variabilele 2 si ¥ au valori intre
— 0 §i - oo, ’

b) S% e evalueze probabilitatea ca mirimen g s% fie
plasati in intervalul (g, » -- da). ‘

& 9 " .‘ ‘\4 L w i 3 e, . A e »

22, (1} particuld ce se gises initial in origine, face in
momentul uwrmitor saltul eu o unitate la dreapta sau la
sgmga. cu probabilitatea 1/2. 84 se¢ determine probabilitates
P.(n) ca dupd tastiel de salturi particula si ajungd in punectul
n al refelei unidimensionale din figuri. :

23. Fie p = ah probabilitatea ca un eveniment s3 se

24. N molecule de gaz ideal sint distribuite uniform

25. S se caleuleze iacobianul transformirii de la coor-
26. S se calculeze volumul in spatiul fazelor : a) al

27. B3 se determine i si se deseneze traiectoria din
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28. Si se determine gi sd se deseneze traiectoria in spa-
iul fazelor a unui oscilator armonic hnmr deacms de ecuatia
i - «Y!fé + mgx = O;/, oy = (Mm)l/“
cu eondifia ca y < ma. Si se emluexsc cum Va.ria;m volumul
din hp&;,mi fazelor cu timpul. ;
29, Si se arate ¢ pentru o densitate ‘(Jbl‘blt ari de proba;-
09

bilitate in spatiul fazelor, o(x, 1), care sati
w[H o], (in care H este hamiltonianul ms‘ocmulm), condltm de
no}:m&re sicare se anuleazd 1a oo, int efrmlaj S Fle(x, )] do nu

variazi cu tunpul daei I (p) este o funm;u, arbitrard care se
anuleazi eind p = 0. Se va considera ¢4 energia cinetici
depinde doar de impulsuri, iar cea potentgiali doar de coor-
donate.
30. Fie planul coordonatelor si vitezelor (g, ») unde
=+ 84 se determine traiectoria intr-un astfel de spafiu al
Luelor $isd se caleuleze variatia in mmp a volumului elemen-
tar dqdfv al unei particule, a carei fortd de frecare cu mediul
este pr@*pm fionald cu viteza.

31. Si se arate cd in cazul unui oseilator clasic cu energia
totald cen&;ta,nm, valoarea medie & unei mdrimi evaluata in
raport cu ansamblul coincide cu valoarea medie evaluatd in
raport cu perioada de timp.

32. Si se verifice teorema lui Lmuvﬂlg in ca/ul ciovenirit
elastice a doud pwrmcule ce se miseid pe oceeasl dreaptd.

33. Stirile inifiale a 3 jpcwncuie se ”d%eb(/ plasate in
‘punctele 4,(py, 7o) Po(fp{,, 2y + a), Cg(py + b, 2p) 2le 1)1 walui o
fazelor (p, 2). Presupunind c¢i cele 3 pwrhcuh se miged infr-un
c¢imp grav ific constant, a) s& se determine volumul din s JIE
tinl  fazelor al sistemului gi b) sa se Vemfmo teorema lui
Liouville.

34. Si se caleuleze volumul unei Sfere de vazi R nmf—un
spatin n dimensional.

35. a) Fie P, probabilitatea ca mstemul $d se giseasel

inuna din ;btcﬂ‘ll() (i =12, ...,n),unde Z P; = 1. Impunind
=1

eonditin de maximum a  entropici, datd ‘de expresis

8 =17 % P, In P, si utilizind metoda multiplicatorilor hui

4

Lagrange, (vezi anexa IX), si se arate cf : Pi=P
= P, = 1/n i cd B,y = Sl =k In n.

b) S se reconsidere gisirea maximului entropiei, dacd
ge stie cd aﬁ;unm eind sistemul se afld in starea 1y mzurim%a, ex-

2:-00

Vi, #b
tensivi, m, i valoarea z; si el valoarea ei medie, & = Z @ P;

Sa; se arate cd in acest caz: 1) P, = N @) exp (——i Bay),

Z{x) = Z exp ( Bay), unde 8 este un fa,etor nedeterminat,

_ {0z, i
2) o= (W) » Smax =8 =kBZ +kInZ, 5i 3) i

ge dea interpretarea termodma.mlea, & parametrilor statis
tiei B, Z,. o
JG Pr oblema precedentd se extinde la cazul cind se
considerd 2 variabile g si Y, ce iau respectiv valorile z
atunci ¢ind sistemul se afld in starea i si care au valori mzd{;
date # i ¥. Si se demonstreze ci din condzma, de maxim

@ cntroplel, rezultd : a) Py = Z71 exp ( px

P YY)y b=
=12, ... Nyunde Z =3 exp (—8a,— vy, eu B si ¥ niste
factori nedeterminati; b) B == ( ¢1nZ

” ) 9 g -
iz _dB T Yy
- (22 ) b ) Sua=8y = kB& + Ivjf + kin Z; d) S3
'\{ xl,...yN

s¢ determine cor &pondon‘sul termodinamic al mirimilor sta-
tistice core intervin in problems.

37. Fie distri butia Gauss normati la unitate

(1) P(x) = (27&?) 12 exp (— 2?/272) (— oo < o0),

unde #* coincide cu fluctuatia pitratics medie.
< g.“ 9 T e
@) Sd se caleuleze entropia, S:—Jcs LP(x)In P(z) da
b) In condifiile in care se di fluctuaiin pitratios, med:
B )+wn conditiile in care se di fluctuatia pitraticd medie,
N "2
x —S 2*P(x) da si conditia de normare, si se arate cf

distributia de probabilitate care realizeazs maximul entro-
piei este chiar distributia lui Gauss (1).

38. Scriind distributia mmroea.nomm a unui-giste
carui hamiltonian, H, variazi in 1111301*va,1u;m}5 %Stfﬁlzigl
sub  forma : () = 6(H — B)JQ(E), unde S(H — By este
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functia lui Dirac gi Q(F) — factorul de normare; sd se deter-
mine Q(F) in cazul : a) unui gaz ideal monoatomic format din
N particule; b) a N oscilatori liniar independenti.

39. Un sistem format dintr»,un n,umi%r mare de particule
are capacitatea calorics : O = , (>0, s >1). B4 se
determine factorul de normare a:} dlstr bnmu microcanonice
G(8).

40, Un gaz, ideal format din X particule si avind energia
F este inchis in volumul V. Si se calculeze cu ajutorul dis-
tributfiei microcanonice : &) volumul corespunzitor din spa-

tiul fazelor I'; b) entropia §; 0) temperatura 7' & sistemului-

precum si d) eeua;ma; de stare a gazului.

41. Bi se rezolve exercitiul precedent pentru un sistem
ce constd din IV oscilatori armonici independenti,

42. 2) Fie un mol dintr-o substantd cristalind format
din ¥, atomi identici care aleiituiese o rete& tridimensionals.
Atomii substaniel ecfectueazd oscilatii mmzsomale in jural
porzitiilor de echilibru avind pentru energie sirul de valori:
€ ==& £y == 28y ».. €4 = NE ..., §y = 0 fiind ener gia stirii
f‘ilndamenta,ie 1) Care cite probabzht«tm Pley) de & gasi

nul din atomi pe nivelul ¢,7 2) 84 se caleuleze suma de
St&re Zg. ‘

b) §4 se determine energia medie & a migodrii de vibraj
in directia « & unui atom din cristal. Se va ex pl‘lsﬂ& z ea.
functie de Z, 51 T’ §i apoi ca funeclie de e §i x = /BT

43. Fie un mol de metal 5 unei subqtaynw aflaté in stare
cristaling. ) B3 se calculeze epergia lui infernd, U. b) S
se deduci dependenta capacititil calorice, Oy, de parametrul

w = e[kl §i “valorile Limitd ale acestein pentru temyemmn

joase ¢l inalte. c) 84 se determine expresia entropiel cris-
talalui.

44, Prin definitie, integrala de stare in statistica clasics
este datd de expresia Z, :§ exp (— H/kTyép dg. Energia
e T R o imZ,
internd U rezultd atunci din formula U= Nki? ~~-~——i}7~- .

- 14
5% se exprime cu w]utoml hn Zc. capacitaten caloricd, Uy,

entropia, &, energia liberd, ¥, a sister nuhu 9188 ge stumleaasﬂa

formula : 8 — UZ4 — kN 1n Z,.

45. In volumul V se gaseste un gaz 1deau monoatemic la

temperatura 7, moleculele cdruia au energia e = mv?/

Presupunind- spa!;ml fazelor p al unei particule divizat in

16

celule de volum e, integrala de stare a unei particule va
fi datd de expresia: Z, = g1 Seﬁp(——» e/kT) aT', (a7 =

= dwdydedp,dp,dp,). a) 8% se demonstreze ci Z, = Vot
(2remb )32, b) B3 se deducd expresia energiei mteme U sia
capacitifii calorice a unui mol de gaz.

46. Valorile proprii permise ale energiel migcdrii de tra.n-
slatie ale moleculelor unui mol de gaz ideal dintr-o incinti
pwr%iemmpedlca. de dimensiuni a, b, ¢ sint date de formula :
e = wi? (2m)" ! (nda”? -+ niph? + nzc™?), unde & = h/2n,
Ny Ny Ny, = 1,2, ... 2) B se eva,lueze suma de stare din dis-
tributia canonicd Z,. b) 84 se deducé expresia energiei interne
Sia cntropxu in condifiile in care temperatura oa,zuhu este
7, iar presiunes P.

47. S& se ghseascd exprcsnle ¢ ontropiei, &, energiei
interne, U, entalpiei llbei‘b, G, 5ia enm,lplel, H, in funcme de
integrala de s stare Z,, in dxsmbupm canenics.

zi%% Hamiltonianul unui gaz ideal poate i seris sub fo
H =Y, H,, unde H, este hamiltonianul particulei 1. a) Sd:

()
se exprime integrala de stare a intregului gaz prin integrala
de stare s unei particule. b) Si se dctermme entropia, &,
energia medie, H, §i presiunea gazului, P. ‘

43. 84 se determine expres; 4 energiel interne & unui corp
solid utilizind distribufia canonicd. 8% se p&rtmuimmzeze
apoi pentru 1 kg de caz’bon la 1200 K gtiind cff mags atomicsd
relativd, A = 1 ,01 si 8% se compare rezultatul obtinut eu
energia de 1'(1;@“3 \33 88.10°% J [kg).

50. a) Utilizind legea de distributie c&nom@‘a 8% se 66-

, .. OH
monstreze teorema de virial conform cireia: ¢, - =
e . . c’Qk

0H - ' e ;
=, —— = k iy ou condipia ca pentm gr = &3 oo hamil-
8p;,

tonianul H - co. Zum, % sint. coardomﬂce}e genbmhzate ale
particulelor sistemului, iar p, — impulsurile generalizate co-
vespunzatowre, (%, g = 1,2 3, cey ON)
Plecind de la teorema de vma& Suubﬂ}t& in a): 0) st se

calculeze merﬂ;a, medie a unui oseilator ce posedi energrm
potentiald # o, = ax®; c) si se giseascid energia medie a unei
particule ce se afld intr-un elmp extern de petenynl U(g)

= a¢* (n — un numir natural)
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51, 84 se ealeuleze enecrgia medie a unui oscilator ar-
cdrui hamiltonian este dat de formula : H(p, g) =

monic. &

— p*2m + ag?2 — Bt

- 52, O oglindd suspendatd de un fir de cuarf suferd osci-
latii aleatorii avind o? = 4,18-107% pentru un modul de
torsiune D = 9,43.1071 Nm. 54 se determine pe baza acestor

date constanta lui Boltzmann, k.

' 53. Utilizind principiul echipartitiei energiei pe grade de
tate & se ecaleuleze capacitatea caloricd molard la volum
a) monoatonic; b) biatomic ;

Iber

constant a unui gaz ideal :
¢} plurtatomic.

54. Plecind de la principiul echipartifiei energici pe
grade de libertate : a) sa se determine capacitatea calorvic:
la presiune constantd a unui gaz ideal mono- si biatowmnic ;
b) sd se caleuleze exponentul adiabatic vy = 0,/0}, utilizind

pentru 0 datele din exercitiul precedent:

55. Intr-un cilindru de volum V=5 I se introduce o masi
m; =1 g de He, aducind temperatura sistemului la 400 K. a)
Sa se caleuleze intil integrala pe stare Z, siapoi : energia liberd,
F, energis internd, U, entropia, S, entalpia, H, si entalpia
liberd, G. b) Ce energic este transferatd de citre sistem intr-un
proces reyersibil dzoterm prin care volumul se dubleazi?

¢) Ce enefgic va primi gazul prin transfer dacd el trece, men-

tinindu-si presiunea constanid, printr-un sistem de tuburi

astlel incit temperatura lui ereste de la 7' = 400 K la 7, —

= 500 K7 d) Ce energic ¢ necesar si fie transferatd  gazului
in conditii izocore pentru a-i creste temperatura dela 7'=400K

la. T} = 500 K? Pentru toate cazurile indicate si se cal-
culeze variatia entropiei sia energiei interne.

36. Un jet de vapori de Ag cu temperatura 7' = 1100 K
si momentul magnetic al atomilor p = 0,927.10723 Amz,
este trecut printr-un cimp magnetic B = 0,15 Wb m™2,
Presupunind valabild distributia lui Beltzmann, s se deter-
mine raportul dintre npy — numirul atomilor eu momentul
magnetic orientat pavalel cimpului §i ny; — numirual ato-
milor cu momentul magnetic orientat antiparalel cu cimpnl.

57. Utilizind distributia canonicd a Iui Gibbs sit se ob-
tina diversele forme ale distribufiei lui Maxwell care dan :
a) probabilitatea ca viteza unei particule a gazului ideal si

fmm intervalul (—z);, » - dné;); b) kproba.bilitaltéa, ca modulul

vitezei particulei si fie in intervalul (v, v + dv); ¢) proba-
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bilitatea ca energia cineticd &
prinsi intre & i e + de. e :,
58. Un gaz ideal, ce are n molecule in unitatea de volum,
fiecare avind masa m, este inchis intr-o incintd la tempera-
tursy 7. Vitezele moleculelor lui sint distribuite conform
legii = dn = nf(v,) f(v,) f(v,) dv, dv, dv,, unde dn este numsirul
de molecule din unitatea de volum cu viteza cuprinsi intre

-y hd s

v i v -+ dy, dar f(v,) dv, = (M2 kT2 exp (—mo2/2kT) dv,,
este probabilitatea ca viteza sd aibd componenta a2 cu-
prinsd intre v, si v, + dv,. a) Si se gaseascit probabilitatea
L(v) dv e» o moleculd s3 aibd mirimea vitezei caprinsd intre
v gi v 4 dv. b) 84 se caleuleze viteza medie, #, & unei mole-
cule. ¢) Sad se caleuleze viteza patraticd medie, v2. e

39. Utilizind rezultatele stabilite in exercitiul 57 si se

determine : a) 9" pentru n > —2; b) v gi v*; ¢) v, — viteza
ced al probabild a particulei; d) ¢, — energia cea mai pro-
babild a particulei. Coincide ea cu mg/2?
60. S se giseascl, pe baza distributiei canonice, pro-
babilitatea ca o particuld & unui gaz ideal plasat intr-un cimp
extern, U{r), sd 2aibd coordonata cuprinsd in intervalul
(ry v - dr).

61. Un gaz ideal ce contine n molecule de masi m in
unitates de volum, este inchis la temperatura 7' intr-un
vag care are pe unul din perefi un mie orificiu. Care este
viteza medie cu care ies moleculele in directia axei g prin
orificiu ? Co . .

32, i se determine o3 pe baze distributiei maxwelliene
& vitezelor moleculelor unui gaz. Si se deducd apoi energia
cineticd medie care revine unui grad de libertate in miscarea
de translafie. ‘

63. Sd se determine : a) ce numéir din moleculele unui
gaz au modulul vitezei mai mic decit viteza medie v; b) ce
numdr de molecule au viteza mai mare declt viteza cea mai
prebabild vy ¢) ce numir din moleculele gazului au energia
cineticd 2 migedrii de translatie superioard energiei cinetice
medii 387/2. U

64. Sa sc gdseascd centrul de greutate al unei coloane de
gaz ideal ce se afld intr-un cimp gravific omogen. Se dau : ac-
celeratia gravitatiei g, masa moleculei m §i temperatura 7T'.

65. Fie un volum de 1 mm? de oxigen pur la temperatura
de 300 K si presiunea de 2 at. Si se determine ce numir de

particulei si aibd valoarea cu-

79




molecule au componentele vitezei in intervalele : v, — de la
200 1a 202 m/s; v, — de la 450 1a 455 m/s ; o, ~— de la — 300

unes de'0,1 mbar. a) S& se detérmine numdirul de mole-
cule de gaz al ciror vector al vitezei face cu axa & un unghi
‘nu mai mare de 1° iar mirimea absolutt & vitezei este pla-
sabd in inbervalul 5000—35010 my/s. S
o b) €ib este masa acestor molecule dacid se & masa
melard relativi a H, M, = 2,016, )
0 67,084 se determine numirul relativ de molecule de szot
a caror vitezd este cuprinsd la 0° C in intervalul 250—260 m /8.
Se di masa molard relativd a azotului M, —= 28,013.

68. Si se evalueze cu ajutorul tunectiei erorilor dim anexa
VIIL, numdrul de molecule dintr-un kgmol de H, cu 7 =
=500 K, a) care au proiectia & a vitezei, v, < 500 m/s;

v.s . W1 [P § i S -
b) care au mirimea vitezei V<< vy =10% —; ¢) care au
R H . = B ! 8 - e

em? de H, la temperatura de 1000 X g avind

m
8

69. Utilizind distributia lui Maxwell 83 se debermine
‘raportul alintre numirul de particule care au energia mai
micd, respectiv maimare decit k7. , ‘

70. Pentru misurarea numsrului lui Avogadro, Perrin
a studiat distributia unor particule in aps 1a temperatura de
4°C. Masa unei particule m = 1,25.10 -16 kg, iar volumul
unei particule, V = 1,03-1071 m3, a) 8% se determine inil-
timea h la care densitates se miesoreazs  de douil ori. b) Sa
se indice ¢ modalitate de caleul & numiralui lui Avogadro.
¢) Care trebuie s fie exactitatea mésurdtorilor, dach eroares
determinirii numsrului Iui Avogadro trebuie si fie mai
mied decit 59, ‘ : P

- 71. B4 se arate cil pentru orice mirime fizieh M. (g -+

eoes Gy Pry « oy Py), eXistd relatiile '

vf'>_'vo = 2.10

MC’H 0 (}]Vf; B OH — 0 (f]il
\_@Qi o dq T a}?s - 0Py

’ (0 =1,...,n),

unde H este hamiltonianul sistemului, 0 = k7T, iar p, st
¢; sint impulsurile gi coordonatele generalizate ale particu-
lelor sistemului. =~ i o o

B0

72. Fie doud esantioane din acelagi gaz la aceeagi tem-
peraturd T, compuse din N, gi, respectiv, N, molecule gi
ocupind volumele V;, V, — separate unul de altul printr-un
perete mobil. Dupa inldturarea peretelui cele I, - NV,
molectle vor ocupa volumul V; + V,. Si se arate ¢ in urma
procesului de difuzie temperatura gazului rimine neschim-

batd, in vreme ce entropia variazd cu

88 =y m St VM g

| (Vi + V)N,
(N, + Ny 7,

(V+ W) 7,

73. Intr-un sisteni format din N particule indepen-
dente, fiecare particulfi se poate plasa pe unul din nivelele :
0 sau . Si se determine : a) energia si capacitates caloricd a
sistemului ca functii de temperaturs gi de asemenen b) en-
tropia. ' :

74. 5i se determine energia si presiunes upui gaz format
din N particule ce se gisese intr-un vas de volum V, dach
hamiltonianul unei particule este de formsa : M — ap’,
(>0, s — numir pozitiv).

75, Utilizind distributia eanonicd a Iui Gibbs si se
determine energia, ¥, entropia, §, presiunea, P, §i eapaci-
tatea caloricd, Uy, pentru urmitoarele sisteme formate din N
particule independente ce se giisesc intr-un volum V a)
gaz monoatomic ; b) gaz biatomic (rotator rigid cu vibra-
tiile inghetate). o

76. Un gaz ideal se giseste intr-un cilindru care este
inchis printr-un piston mobil peste care este pusd maga M.
5% se determine ecuatia de stare a gazului, -

77. S se demonstreze ¢i pentru orice sistem avind hamil-
tonianul H, are loc relatia : €y = k™1 72 (H — H)2.

78. 84 se giseascd ecuatia de stare, energia infernd si
capacitatea caloricd a unui mol de gaz de parvicule libere, a
cdror energie este proportionald cu impulsul (F = pe —
— cazul ultrarelativist) si sd se compare cu expresiile coreg-
punzitoare pentru gazul ideal. N :

79. Un gaz ideal format din N molecule dipolare de

>0
moment electric p, este plasat intr-un elmp electric extern
S e
omogen H. Si se calculeze : 2) polarizarea electried, P, si
b) permitivitatea gazului.
80. a) In conditiile unui sistem izolat (¥ , V, B = const),

deseris de ansamblual microcanonie, entropia joacd rol de

81
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V —volumul, 0 = k7, N — numirul de particule, & —
— entropia, u — potentialul chimic, dI' = dpdg, elementul
de volum in spafiul fazelor, iar ¢, p — coordonatele §i im-

funetie caracteristicd, ea fiind datd de formula : 8 =L In »
(vezi exercitiul 35 punctul a). 84 se arate atunci cd

( filn " ) o f_ ] ( ?111 n N pulsurile generalizate ale particulelor sistemului.
s ,w‘— 7 £33 - ’ v ‘V 4 i i i i
0V )y KT 0N Juy LT 83. Si se calculeze, pe baza distributgiei macrocanonice :
L i presiunea, P, potentialul chimic, p, si entropia, §, ale unui-

gaz ideal monoatomic.

( 84."8& se gaseasci energia Hbel:‘fi, I, si entropia, S, 4 »
kilomoli de gaz {inind seama de primii doi coeticienti de virial.
1 ~85. Particulele unui gaz real interactioneazd conform

egli

@Eﬁ _ 1
0B Jyx kT

L) Daeil sistemul este in contact termic eu un rezervor
avind temperatura 7', el este deseris de ansamblul canonie
(variabile independente V, N, 1'), pentru cave trebuie aritat

ci suma statistica Z, satisface relatiile e — {oo r<d,
oE “int —
5 . . 4 — 1650
(U mzc) P (d 1an) " A=uo(dfr)r > d.
—) = o] T - . .
oV Jrx kT ON Jpr kT S se determine : a) integrala de stare in distributia canonics
- Z.; b) energia gazului, B, i ¢) capacitatea lui calorics, (.
0 InZ, _F :
0T Jpy  ET?

Cap. IV. Fluctuatii. Teoria ecinetie

¢) Sistemele in echilibru cu un termostat avind tempe-
ratura 1 si unrezervor de particule cu potentizlul chimic u
“sint desrise de ansamblul maerocanonie (variabile 7, V, u).

Sé se arate cd suma de stare Z satisface in acest caz relatiile I. Prin mésurarea temperaturii la un moment dat in

diverse puncte ale unui sistem au fost obtinute valorile : 10,2,

dmzZ\ _ P (0lnZ N 1¢ 110,8°C. S
(» /n ) = ( h ) — N : 12,4, 14,5, 13, 11,4 5110,8°C. Si se caleuleze in aceste conditii :
OV Jp. BT du Jpp kT a)tva}parea medie gi b) fluctuagia patratics medie a tem’pe—
o o raturii. ‘
((_)_ ’m VA ) s B—ypN - z: Utilizind pentru distributia vitezelor functia lui Max-
0T )y e well sd se determine : a) energia medie gi b) dispersia vitozel
moleculelor unui kmol de H aflat la 0°C. Se di masa, relativi

a H,, My, = 2,016.

. 3 Fie un gaz ideal monoatomic format din N particule
§1 avind energia K. Utilizind distributia eanonici si se cva-
lueze : a) B (n>0) 5 b) fluctuatia pitraticd medie a ener-

R, . 2 — TN G . - - 3 v -
giei (—AE’) = (8 — K)2; ¢) fluctuatia relativi a energiei,
5 = B (A,

4. 53 se stabileascd cu ajutorul distribufiei canonice cil

81. Si se demonstreze cu ajutorul distributiei macro-
canonice & lui Gibbs ¢& probabilitatea ca sistemul si posede
N particule care nu interactioneazfi intre ele este dati deo
distributie de tip Poisson. ‘ .

82. Tinind seama de proprietitile generale ale distri-
butiei macrocanonice si se demonstreze cd: a) PV =

=0InZ, unde Z:Zexp‘(%)Sexp(———%) ar;
N

, ar J, ¢

H=TU —i—' PV este entalpia. Aici: P este presiunes,

&3




In particular, si se arate i in cazul unui gaz ideal mono-
abomie, t(;rmzm; dm N pa,rtzwuie, reia,gm (1) ge redum, a

unde : # este energia, N — numirul de pa;rtieui@ T —tem-
pera,fm'a, iar Cy—mcapaeztmm caloried la volum constaunt.

% S 4 pe determine limita de sensibilitate a unui galva-
notetra cu ogimda, dw{)& 56 d% modulul de torsiune al fivului,
a, §l tempemtum

8. In stare de echilibru cele 2N molecule ale unui gaa
ideal se repartizeazd uniform in volumul unui recipient. a)
Si se ovalueze probabilitatea ca in wma fluctuatiilor n
dintre moleeulele gazului sd se acumuleze in una din jumi-
tatile vasului. b) {/are este numirul de microstéri W, prin
care se realizeazd starea de echilibru? ¢) Pre supunm& e la
un moment dat in una din jumititile V&sulm, in urma fiue-

uatiilor, se gisesc N -+ n particule, si se debermine nu-
nmrui de microstiri, W,, care realizeazd aceasti stare si legi-
tura dintre W, si W

7. Fie un smtem izolat format din cmpul de studin ai
mediul ipconjurdtor. S& se demonstreze c& probabilitatea ea
un parahetru g ce caracterizenzd proprietdfile corpului sd
varieze in intervalul Ag, este -

(1) pla) Az = € exp (~%ATAS27ﬁFéPAV> Ag,
unde 7', este meer&tura. in stdurea, de echilibru, § este en-
tropia, P — presivnes si ¥V — volumul. o
8. a) Tinind seama de formula (1) din exereifiul pre~
cedent, 84 se calculeze : (AT)% (AV)® si AVAT.
b) 5% se evalueze ﬂuctuama (AV)? pentru un gaz ideal.

9. a) 84 se caleuleze : (AP)2, (AS)? si ASAP.
b) 84 se evalueze ﬂucmatuie entmplel S sl pre%wnu
intr-un volum de 1T mm?3de vapori de Hg dacd valoares muixe

i

a temperaturii este de 2000 X, iar cea a presiunii de 1N/m?

16, B4 se determine corela,tiﬂe ATAP, ASAV.
11. S4 se gisecascid corelatiile : AVAP, ASAT
12. 84 se determine ﬂuctua,i,n}e rela.twe ale tempera-
tum i volumului unui sistem in conditiile in care temnpe-

84

ratura 8a medie este de 300 K, presumea estede 1071 N/m?,
iar volumul de 16718 m3. -

13. 8% se calculeze fluctuatiile numa,rulm de par tmuie
intr-un volum ¥ == 10"%m? de gaz ideal, in conditii normale
de presiune i temperaturs, (P =1 atm, T = 273 K).

14. 81 se giseascd coef icientul de corelare a fluctua-
tiilor temper turn si volumuiui, p;e@um gi coeficientul de
corelare a ﬂuctuad;u}ov tempumum §i presiunii, pentru un
gaz ideal monoatomic in condifii normale de presiune si
temperaturd.

15. Deplasarea s & unei molecule intre dou# ciocniri
se poate efectna cu egald probabilitate in ambele sensuri,

adici § = 0. In prima aproxzwmtu, mverbem depms&m sint

atistic mdepﬂndente Fie B R = =8 + sg + . Sy deplasare&
tOt‘ﬂ’dr dupi N cloeniri succesive. Si se defermine : a) depla-

sarea medm, K, §i b) dispersia, V(AR)2 Oit este dispersia
dach mirimes fiecdrei deplasiri este egalid cu 19

16. &) 8% se determine deplmsa.reas p"*rauw medie a
unei particule browniene de masi m gi razd @, ce se mised
intr-un mediu viscos cu coeficient de viscozitate dma.mlm, 7.

b) 54 ge evalueze numirul lui Avogadre sbiind ci deplar
sarea patraticd medie a particulelor br@wmene de mags m

siraza @, in timpul ¢, este z2.
17. Care este dista,mfz, medie la care p@trande in inter-
valul { un gaz format din molecule mari de razi o, emis de

K4

citre un emidtor punctual intr-un hahﬁ cu coeficient de

viscozitate v gi avind temperatura 7.

18. B4 se evalueze numirul mediu de eiocniri pe secunds
ale unei molecule de gaz. Se dau : raza moleculei, masa ei,
temperatura §§1 densitaten gazului.

13, Si se determine densitaten curentului emisiei termo-
electronics adzmtmd od energia. petenma,h % electronului
in metal este mal mich decit cea din afara metalului cu
mirimea W = eq. -

20, In incintels 1 si 2, despirgite printr-un perete POros,
se afld un gaz raretiat, avmd "e&spw*w temperaturile T, Ty
51 presiunile Py, P,. 84 se arate ¢4 in stare stapionard are loc
rvelatia : Py[Py = (I T5)" ‘

21, a) 84 se gaseascd energia medie a unei plasme rare-
fiate care ecuph volumul V. Prin plasmé infelegem un sistem

85




din doud tipuri de particule cu sarcini opuse --e i
s N particule din fiecare tip).

se determine apoi: presiunea, P, entropia, 8, gi
calorica Is volum constant, Oy, a plasmei.

84 se determine conductivitatea electricii a unui
aleulind mai intii viteza medie a electronilor, in
cd fiecare electron suferd, dupd intervale egale de
o difuzie izotropd pe impuritai.

. yﬁg € t

22,

(1) AT A R A
di ar ’ op S

sd se caleuleze conductivitaten electricd a unui metal omozen
asupra caruia actioneazd in directia axei @ un cimp electric

slab, &. In (1), f este functia de distributie, f, — functie de

distributie de echilibru, e — sarcina electronului, 5 = mv—
mnpulsul Ini, ©— timpul de relaxare. '

24. Sd se determine pe baza ecuatiei (1) din exercitiul

precedent conductivitatea electrict a unui metal omogen,
presupunind gazul electronic puternic degenerat, descris de
functia de, distributie Fermi-Dirac, f, (), unde & — ¢ {(p)

#

este energia electronului. Cimpul electric, 70, 8¢ considerd
omogen, iar timpul de relaxare dependent doar de 7' si e.

25. In interiorul unei sfere de razi « sint distribuitugpm--
ticule de masd mla temperatura 7 cuo densitate constant: p>.
La momentul ¢ = 0 invelisul sferic dispare si are loc ex;)mi
siunea liberd a particulelor. Si se determine densitates, par-
ticulelor o(r, t) la distanta r de centrul sferei la momentul 7.
Cioenirile se neglijeazs.

26. Si se demonstreze teorema H a lui Boltzmann care
afirmd i dacd functia de distributie f(;:, 1;: 1) satisface ecusiia
lni Boltzmann, atuneci, presupunind starea gazului omogu'zi:i

( ;31’ = O) 8i forta externd nuld (fﬂ = 0), are loc relatis
dH -
G =0 HO= Sfln‘fdv‘,

unde semnul egal se realizeazd doar eind f coincide cu distri-
butia Maxwell-Boltzmann.

B6

23, Utilizind ecuatia lui Boltzmann, scrisd sub forma :

. 27. 8B4 se arate ed. in cazul unui gaz omogen a cirui
energie medie §i numdr de particule sint date, conditia de

minim & functiei lui Boltzmann, H = S fIn fdve, conduce la

distributia  Maxwell-Boltzmann. :

28. S se demonstreze cd in prezenta unui cimp extern
distributia Maxwell-Boltzmann reprezintd o solutie statio-
nard a ecuwtiei lui Boltzmann. ;

29. 84 se deducd cu ajutorul ecuatiei lui Boltzmann
legile de conservare ale masei, impulsului gi energiei.

i —p -
30. Plecind de la expresia entropiei §=—4 S Fin f dvdr,
-ty ; =
{unde : # este coordonata, v — viteza, f— functiaz de dis-

tribitie, iar 4 = kmPh™3%) si utilizind ecuatia lui Boltzmann,
st se. dea deducerea cineticd a legii cregterii entropiel.

Cap. V. Statistiei ecuantice

1. &) S84 se stabileased numirul de modalititi de 2 plasa
N obiecte discernabile in m celule numerotate, dacd numerele
de ncupare ale celulelor sint respectiv ny, n,, ..., 2,

b) Bi se determine in cite feluri distincte se pot plasa
N obiecte indiscernabile in g celule. '

¢) B4 se giseased numirul de posibiliti
particule indiscernabile in g celule, asa fel ca
nu fie mai mult deeit o particuld (g > N). ,

2. Fiecare dintre cele N particule independente ale unui
sistem se poate gidsi pe unul dintre nivelele — gy, + &,
S8 se determine probabilitates termodinamicd, W, & starii
macroscopice cu energia I = Mey,, unde M = N, — N_
este diferenta numerelor de ocupare ale celor doudt nivele, gi
sd se discute proprietatile termodinamice ale sistemului in
reginnea f < 0.

3. Fie un sistem compus din subsistemele 4, B, € ...,
care interactioneazd slab intre ele. Si se arate ¢d suma de
stare a inftregului sistem este egald cu produsul sumelor de
stare a sistemelor componente, iar energia liberd a sistemului
este egald cu suma energiilor libere a subsistemelor :
Ziginve.. =ZLylighe ..o ; Lyipicy... =Ty + Fyg + Fe 4 ...

dea plasa N

i1
intr-o celuli sa
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mas# m se miged in inter-
in punctele 2 =0 si 5 = [.
iectoria. fazelor particulei in

energii mai mici deeit B.
ate ci yolumul I'(E) rimine constant la o
lentd a peretelui gz =1 (invarianta adiabaticd).
. se evalueze numirul de sti 'L cuantomecanice,
: energia mai micd decit B gi si se compare cu I'y(#).
- 5. Si.se calculeze suma de stare a unui oseilator unidi-
mensional de masd m §i vitezd unghiulard o : a) clasie, b)
cuantic si ¢) sd se glseascd dependenta de temperaturd o
energiei interne, capacitiitii calorice §i entropiei unui sistem
ce constd din N agtfel de oscilatori, :

6. B4 se giseascd fluctuatia pitratics a energiel unui
sistem cuantic ce posedi temperatura 7, daci se cunocaste
energia medie o sistemului la aceeasi temperaturi.

7. Fie un sistem format din N particule ce se pot plasa
doar pe nivelele 4 e §i —=z. S4'se arate ci exists relatia :
1k In N—Tle
T 2 N+ Ule
mului 7% 0 (< 0), dupi cum energia lui U < 0 (> 0).

8. Un semiconductor Posedd n nivele donoare de energie
—&g. Un nivel donor poate 1i ocupat de un electron cu spinul
»,in sus” sau de unul cu spinul ,in jos”’, dar nu poate con-
iine doi sau mai mulfi electroni simultan. Utilizind distri-
butia cuanticd macrocanonici si . se. determine suma de
stare & electronilor de pe nivelele donoare §i 8% se giseasci
numirul de electroni care le scupd. T

3. Fie un eristal ce contine in stare de echilibru la tem-
peratura T, N atomi cu gpin 1 si moment magnetic n. Pla-
sati intr-un ecimp magnetic uniform, B, atomii pot si se
rienteze 1 paralel, antiparalel sau perpendicular pe cimp.
B4 se giseased momentul magnetic &l cristalului presupuning
¢ se ia in considerare doar interactiunea dintre dipoli g1
cimpul magnetic. 84 se discute cazurile imitd : a) cristalul
este plasat intr-un cimp slab la temperaturéd inaltd ; b) eris-
talul este plasat intr-un cimp puternic la temperaturd joasid.

10. Un sistem constd din N subsisteme care interactio-
neazi slab intre ele. Fiecare subsistem posedd dear doud
nivele energetice nedegenerate, 7, si #,. S§ se gaseascd depen-

ermine volumul spatiului fazelor I'(H),

; din care se vede e temperatura siste-
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denta de temperaturd a energiei medil o sistemului precum si
expresia. capacitipii lui calorice. ‘ :

11. 84 presupunem ci energia moleculelor unui sistem
este de forma : B = H, o + By, (i = 1,2,...), unde E,
se referd la miscarea de translatie, iar By 1 — la migcares
internd (de rotafie sau vibratie). De ASCINONGD 3 == 5, tr i, 1ns
unde ¢;, 814, 1 8int probabilitdtile intrinseci corespunzitoare
celor doud tipuri de misciri. 84 ge arate cd : @) Z = erZw,;
b) U= Uy A U5 ©) 8 =98, + 8y, unde Sy = kN +
+ Un/T -+ kN In (Z)H) §1 S = Upe/ L + kN In Zyy,.

12. O particul?l cu spinul 1/2, aflatd intr-un clmp mag-
netic i, posedd doudl orientiiri posibile ale momentului mag-
netic w gi, corespunzitor, doud stiri cuantice ou energis
—pH §i +-pH. Fie In cimpul magnetic H un sistem de N
astfel de particule, menginut la temperatura 7' Utilizind
distribufia cuanticd canonicdi, si se determine : &) energia
liberd, b) enfropia, ¢) energia interni $1 capacitatea caloricd,
d) momentul magnetic total al sistemului.

13. 84 se determine energia medie a wnui sistem care
posedé un spectru energebic nedegenerat, dat de formu}a:
En == nS, (% = 0,;152,’?. . .)J_- RN IF R ; .

- 14. In modelul Ising unidimensional al feromagnetis-
mului, cele IV particule ale sistemului avind spinul :1/:‘3' sing
agezate in linie dreaptil. Se considerd ci interactioneass doar
particulele vecine si anume interactiunes = J dg,ca spinii
particulelor sint 11 i = —J daci spinii sint 4. 85 se deter-
mine suma de stare a sistemului presupunind ci temperatura
lai este I'.. oo ‘ ;

15. Si se giseascd densitatea de probabilitate a coordo-
natei unui oscilator cuantic ce se afldl in echilibru cu un ter-
mostat la temperatura 7. ‘

16. Un sistem posedd doud sbiri cuantice avind aceeagi
energie. Dacti ambele stiri sint vacante, energia sistemului
este egald cu 0. Dacid una dintre stari este ocupatsd de un
electron, energia lui este e, iar dach ambele stiri sint ocu-
pate, energia sistemului tinde la co. In ‘aceste uOOEl{il@u, 8d
searate cd: a) Suma de stare macrocanonicd Z =1 -+

- 2 exp ( fﬁi} ; b) numérul medin de electroni pe nivel
! it ,J' ~ 1 . ‘.l
este dat de relafia N = [ 5 ¢XP T +1 .
, , ) kT
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distributiel macrocanonice, eind para-
t, are loc urmitoarea formuld pentru

£ )
(1) N = . 91n Z), 6 =kT).

Fie o stare ce poate fi ocupatd de 0 sau 1 particuld, svind
energis respectiv 0 san e 54 se demonstreze ¢ in acest cas

S =—[fInf + (1 —fln(—p
‘ ' g — -1
(2) - unde f(g) :[exp(~v‘~-‘4) +1] .

18. Moleculele unui gaz  biatomie posedd nivelele de
2
rotatie: B, = 5; rir-+1), (r=0L2,... ;I = const),

nivelul £, fiind de (27 4 1) ori degenerat. Si se determine
sumade stare a miseirii de rotatie si capacitatea calorics mo-
lard o gazului la temperaturi joase si inalte.

19, )84 se obtind expresiile pentru contributia adusd
de rotatic in energia liberd £, entropia S gi capacitates calo-
ried Cp. : ‘ B ;

b) Si se evalueze contributia rotatiei la cildura Speei-
fica a HCL la temperatura 1 = 188 K, dacii momentn! de
nertie I = 2,6-107% kg m?=. o

20. O moleculi biatomicd posedi un set co de rivele

h]

. p . . S
energetice nedegenerate de vibratie: B, = fiw (n b —~‘) .

5 (5]

i

(n ::‘0,],,2, co )

@) Sise determine suma de stare de vibratie s1 capoci-
tatea caloricd respectivd, analizind cazurile temperatirilor
inalte si joase. - 7

b) Si se caleuleze capacitatea caloried molari de vibradie
pentru N, la 7' == 1000 K stiind ed distanta dintre uivele
ste fio = 0,3 eV.

‘ 2k, Studiind spectrul de benzi al H molecular ‘s-o sia-

bilit ¢d frecventa unghiulard a vibratiilor normale este

wo =8,28.10¥ 571 Si se evalueze contributia vibreiiilos
] i 3 5 ?

la energia liberdi, entropie, energia interni i caldura speci-
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fici molard a H, determinind comportarea functiilor res-
pective la temperaturi inalte i coborite.
22. a) Molecula N, posedd girul discret de stiri de vi-

bratie : B, =fo (n -+ -;—) y (n=10,1,2, ...). Stiind cd dis-

tanta dintre nivele este fiw = 0,3 eV §i ¢if gazul este in echi-
libr Ia temperatura 7' = 1000 K, si se determine popularea
relativd a primei stiri excitate (n= 1) in raport cu starea
fundamentald (n = 0).

) Aceeasi intrebare pentru un gaz de He, care se afli
i echilibra termic la 10 K, dacd prima stare excitatd a ato-
milor de He, care este triplu degeneratd, este distantatd de
starea fundamentald (nedegeneratd), cu 19,82 eV,

23. O moleculd liniard n-atomicd posedd 3 grade de li-
bertate de translatie, 2 de rotatie si 3n — 5 de vibratie. In
:azul moleculel de €O, n = 3, masa moleculard relativi
A, = 44,01, momentul de inertie I = 7,11.107% kg-m?, iar
frecventele de vibratie sint o, = w, = 1,256- 1014 s71, ¢, =
== 5,601 - 104871 o, = 4,59-10% 571, a) 8d se deducii expresia
energiel interne U si b) sd se evalueze cildura specifich o,
pentru 7' = 800 K.

24. S84 se calculeze cildura specifici molari a moleculei
de NHj la femperatura 7' = 400 K. Se dau, momentele de
i e Jp=44.-10"" kg.m? I, = I, = 2,8.10747 kg. m? si
rentele de vibragie : o, = 1,76- 104571, w,=6,28. 1014571,
gy = oy = 3,08. 1014571 o5 = wg = 6,43 1014 371,

25. Si se precizeze ce statisticd cuanticd sotisfac atomii
de ¥C, B0, pozitronium i, de asemenea, ionii de 20+,
“Hev, H™.

26. Sid se determine sensul parametrilor o i £ in legile
de distributie Bose-Einstein gi Fermi-Dirac.

(1) Ny = gi [exp (—a + BE) F 171,

unde semnul de sus se referid la statistica B—E, iar cel de jos
o statistica F—D.

27. S& se stabileascd in ce condifii cele doudt statistici
vice se reduc la cea clagicd.

28. 834 se studieze la ce rezultate conduce utilizares
statisticii cuantice in cazul unui gaz ideal format din particule
neutre in condifii normale de presiune gi temperaturii.

STEaY
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29. In eazul statisticilor Bose-Binstein yi Fermi-Dirac,
avem urmitoarele expresii pentru potentialul Q si encrgia
interni 2 sistemului

- k7
@) a:f:z_gia,[exp(ff_ﬂ&); 1} ,

unde semnul de sus se referd la bosoni, iar cel de jos la fer-
mioni. Presupunind ¢i energia particulei se exprimé cu aju-
torul impulsului prin formula : & = Bp*, (B = const, § =
= const), care cuprinde atit eazul particulelor nerelativiste,
cind e == p?/2m, s = 2, oit si cel al particulelor ultrarelsti-
NPT Yok - < . 8 .
viste eind € = ¢p, s = 1, sil se stabileascd relatia PV = —U.
. : ‘ , 3
30, a) B4 se arate of numirul de fermioni din volumul V
care au la temperatura 7' mirimes vitezei cuprinsd intre o

8w - do, este

fiNgy: ﬁfmi X:Q "}?2‘}92‘ _& 44 1‘} ot ’(72 dfv
B SAeokm kvl ’

(fly — energia Fermi).

~ b) S84 se arate cd in aceleasi conditii numirul fermio-
nilor cu componentele vitezei in intervalele : duv,, dv,, do,,
este '

car  2VmP wmo?  f =
AN = Z—Jex —=2V 1] de,de, dv,.
AN “\2kT kW
31. a) Pentru ce valori ale energiei (B > Hy) distributia

. L S H—F
Fermi se serie sub forma: N, =g, exp {——{ ! ~—’3)] ?

‘ kT
(Fy — energia Fermi). - o
- b) Pentru energii ce satisiae conditia din punctul aj,
numdrul de electroni cu energia in intervalul ¥, este dat de
expresia ‘

N(H) dE = 8=V h~* (2m>)y2 HY2 exp t}— (%—E—E)] .
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S se arate cd numirul:de electroni a céror energie intrece o
valoare H, (H, > Hy), este - oo :

. T 3\1/2 r
N(E> By = VOV 4 esp (_1135 (kT2 i
, h3 kT .

— eorf | 0 ] - FRZ ox {—« il
© (}’cT)M ’ P . kT)f’

‘ , s
erf (p,) = 2n~12 g Xp (— o?) da,
) 0

MIM,‘

unde erf este functia erorilor (vezi anexa VIII ¢).

32. a) 84 se glseasch energia §i viteza medie & electro-

nilor unui metal la ¢ K. '
~b) Utilizind legea de distributie Fermi-Dirac 83 se de-
termine presinnea gazului electronic Ia 0 K.

33. 84 se calculeze energia cineticd a nucleoniler (pro-
toni gi neutreni) din nucleu, la temperaturi joage, in ipotezs
¢l el formeazd doud gaze de fermioni. e

34. 84 se determine : a) energia intern® gi capacitates ca-
loried precum si b) entropia si presiunes unui gaz electronic
degenerat, la temperaturi joase (k7' < p), unde p este po-
tentialul chimie.

35. a) 84 secaleuleze viteza maximd s celor N = §,4.10%
electroni dintr-un cristal de Cu, avind volumul V = 10"4m?3,
Ia temperatura de 0 K. ,

b) Cit este lungimea de undi de Broglie a acestor elee-
troni?

36. Citi electroni liberi, avind energia iutre 6,90 5i 6,35 oV,
se gisesc la temperatura de 300 K intr-o bard de Cu
cu lungimea de 1 m gisectiunea del cm?2? Se dau : masa elec-
tronuluim = 9,1-107%1 kg, densitatea Cu, pg, = 8,9-10% kg m~2
gimasa lui atomicd my = 1,05.10"20kg.

37. 84 se calculeze cu cit variezd energia internd si
presiunea gazului electronic dintr-o tij% metalicd cu lungimea
de 1 m gisectiunea de 1 em? ce contine N = §,4.10% electroni,
dacd ea este inedlzitd dela I =0X la 7 = 300 K.

38. Bi se calculeze densitatea curentului de emisie ter-
moelectronicd in ipoteza e electronii satisfac statistica
Fermi-Dirac, iar lucrul meecanic de iesire al electronilor din
metal este W. Se va considera ci w = W — Fy > kT,
(g — energia Fermi). |
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39.a) Si se arate cii o stea neutronicd, suficient de
densd, poate fi tratatd ca un gaz degenerat Fermi-Dirac
relativist. "

b) Presupunind realizatd o stare de echilibru, si se
deducd relatia care leagh masa §i raza unei astfel de stele.

40. Intr-osteafoarte densd,avind temperatura I'=101K,

densitates electronilor este 77— = 10¥m"3, S84 se deter-

niine : &) energia internd, b) presiunes gi ¢) contributia elee-
tronilor la cdldura specifici.

41. a) Si se calculeze raportul temperaturilor critice
de rotatie pentru moleculele de H,, HD 51 Dy, considerind
razele moleculelor egale si ignorind spinul §i indiscernabili-
tatea moleculelor.

b) Sd se determine raportul temperaturilor critice de
vibratie pentru aceleasi molecule considerind forta cvasi-
elasticd a oscilatorilor aceeasi in toate cazurile.

42. a) Sd se arate cil pentru temperaturi mari in compa-
ratic cu temperatura Debye (1' > Ty), capacitatea calorici
a solidului satisface legea Dulong-Petit : U, = 3NE.

b) S se arate ¢i la temperaturi joase (I << T4), capa-
citatea calorici a solidului satisface legii Debye: () =

12
= = Nknt (T/T,)?.
D

¢) Fie un solid format din N atomi in domeniul de tem-
peraturi in care este valabili legea lui Debye: €y ~ Nk
(T]Tp)%. Si se arate ¢i in acest caz fluctuatia relativi a
energiel este de ordinul N1z (7'/T)3:2,

43. S se determine in aproximatia temperaturilor joase
energia unui corp solid avind volumul V, ale cfirui vibratii
elastice sint tratate ca un gaz fononic ce satisface statistica
Bose-Einstein (cu potentialul chimic w = 0). Viteza de pro-
pagure @ vibratiilor longitudinale si transversale in solid
sint respectiv ¢, si ¢,.

4%. S se arate ¢f la temperaturi joase capacitatea calo-

.. . . L— 1 e 4
riea & unui gaz Fermi-Dirac este O = - NE2T BEg'. Tinind
" “
seama de aceastd expresie si se explice de ce, cu exceptia
temperaturilor foarte joase, capacitatea calorici a gazului
cleetromic este neglijabilit fatd de cea a retelei cristaline, datd
de teoria Debye.

45. 5i se explice de ce capacitatea ealoried O a corpurilor
solide eu strueturd uni- i bidimensionald nu se supune la tem-
peraturi joase legii lui Debye Oy~ TI'?, c¢i respectiv legilor
Oy~ T 51 Cp ~ T2 ‘

46. In ce misurd s-ar schimba teoria cildurilor specifice |
a corpurilor solide, datd de Debye, dacd fononii ar satisface
nu statistica DBose-Einstein ci statistica Fermi-Dirac. Se
vor considera cazurile limitd ale temperaturilor joase si
inalte. :
47. In cazul statisticii Fermi-Dirac :

=[S

BS4 se arate ¢id : a) —(ﬂ—) =.(4kTY1; D) dacd F =
Ol JE-E,
=Ny + 8 [y + 8) =1— f(#Hp — 3).

48. Si se arate ¢ temperatura la care capacitatea calo-
ried electronicd si cea a retelei cristaline sint egale, este dati
5T}
2472 Ty
Debye, iar- T este temperatura Fermi, ultima rezultind din

egalitatea Ky = k1.
49. Si searate el ecuatia de stare a unui gaz Bose ideal,
slab degenerat, are forma f

kT \32 @ . ‘
PV =kTV (3’37”1“1' ) Y, exp (3“ ) poo,
1

; _ 1z
de formula : T, = ( ) -, unde T, este temperasfura

h? = ET
unde p este potentialul chimic, P — presiunea, V — volumul
T — temperatura, m — masa unei particule, &k — constanta
Ini Beltzmann, h — constanta lui Planck. §

50. Fieunmetal Ia0 K, plasat intr-uncimp magnetic 7.
Luind in consideratie momentele magnetice de spin ¢ ale
electronilor, si se calculeze magnetizarea, respectiv suscep-
tibilitatea paramagnetica a metalului. - }

51. Lucrind cu sistemul din exercitiul precedent, s se

. evalueze susceptibilitatea paramagneticd a gazului electronic

Ia o temperaturd oarecare, considerind apoi cazurile . limitd
¢ind gazul este : a) complet degenerat si b) slab degenerat.
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- macrocanonic, probabilitatea ca N,
sd se giseasci in sbarea cuanticd #,,

; ,Er.__.@N, (E,.—HN,-
( o 10 i G

se arate ci dispersia numirului de particule este

G = ()
b) 54 se determine dispersia numirului de OCUPAre

pentru stirile uniparticuldy in cazul cind particulele se supun

statisticilor : Fermi-Dirac, Bose-Einstein si Maxwell-Boltz-

mann. , s

53. 84 se demonstreze ci pentru corpurile cristaline

este valabili relatia lui Mi-Gritmeisen: Vo = yCyky, unde

1790 SO . .
* == (m) .. este coeficientul de dilatare in volum, ky =

VAeT), 5o sy
1 (aoVy T e
== — 7175} este coeficientul de compresibilitate izo-
LIP ), T
o oK o Olmy, o
termd, ar y = — L oyt o mirime constantd pentru

. olnvV \
toate frecventele normale ale cristalului (V) (i =12, ...
. 3N—6, unde N este numsirul de -atomi ai cristalului).

54. a) Utilizind proprietiitile generale, legate de conver-
genja seriei ce intervine in suma de stare Z, a distributiei
canonice, 84 8¢ determine conditiile in care sint posibile tem-
peraturile negative. :

b) B4 se considere un sistem in care densitaten stirilor
posibile creyte exponential, g(H) ~ exp («kf), (o > 0). Sé se
arate cd-im acest caz sinb posibile doar stirile cu tempera-

93. Care este nuniirul de vibratii normale transversale in
intervalul de frecvente v == 5104 Hz'si v 4 dv = 5,1-10% Hz,
intr-un corp transparent, cu volumul ¥V = Tem® giavind
indicele de refractie n = 1,5% nhete 4 : :
36, Presupunind cf fotonii'se comp , o oseilas
tori liniari, pentru care este valabild legea echipay

» iitiel en
giel, 8 se determine densitates speetrali de onergio o radigs
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tiei (legea Rayleigh-Jeans). In ce conditii expresia obtinuti
coincide cu cea. datd de formuala lui Planck ¢ :

37. a) Sd se demonstreze cil potentialul chimic al gazului
fotonic este egal eu 0. A : , s

b) Sa se stabileascd dependenta numirului medin de
fotoni ai radiatiel de echilibru de energia totald si volum.

38. Si se calculeze caracteristicile termodinamice ale
gazului fotonie : presiunea, energia liberil, entropia 51 energia
internd. , : o ,
3%. Sd se giseascd maximul distributiei spectrale a
energiei radiatiei termice de echilibru cu ajutorul legii Iui
Planck. Si se compare valoarea corespunzitoare maxi-
mului, calculatd pe scara frecventelor, pentru 7 = 1500 K
cu cea pentru 7' = 3000 K. :

60. Si se determine numirul de fotoni pe m® cu frec-
venta cuprinsd intre vy, §i 1,05 vy, in cimpul radiatiei ter-
mice de echilibru a corpului negru la 7 = 300 K, unde Yiax
este frecventa corespunzitoare maximului densititii spec-
trale de energie. : , -

61. a) Care este numirul de fotoni cu frecventa intre
v =10,15-10" Hz si v + dv = 5,20.104 Hz (regiunea vizi-
bild, lumina galbend). ; ' ‘

h) '8i se evalueze energia radiantd care revine acestor
fotoni. ‘ ‘

62. Sd se calculeze constanta o din legea Stefan-Bolta-
mann, % = ¢T% (uw — densitatea de energie a radiatiei,
T — temperatura), utilizind pentru densitatea spectrald de
energic legea lui Planck. ;

63. Fie un gaz la o temperaturd ridicatd in echilibru cu
radiatia. Si se stabileascd relatia dintre densitatea gazului
§1 temperaturd atunci cind presiunea gazului este egald cu
cewn o radiatiei. '

64. Energia emisd 1a temperatura 7 = 1000 K de un
corp absolut negru cu volumul V = 1 m?® este u = 7,54-107%
T4 J/m? Lungimea de undd corespunzitoare maximului
densitatii spectrale de energie la temperatura datd este Apax =
= 2,901.107%m. Si se determine constanta lui Planck hosi

cea o lul Boltzmann k.

65. Considerind He lichid un gaz ideal Bose-Einstein,
sd se stabileascd : a) la ce temperaturd 7, apare fenomenul de
condensare bosonicd ; b) cum variazd numirul de particule
ale j,condensatului” eu temperatura; c¢) ce densitate are
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gazul bosonic, dacd T, = 2,19 K; d) ecare este numdrul
relativ de particule-,,condensate? la temperatura 7' = 2K ?

66.- Capacitatea calorica molard. la volum constant a
unui gaz bosonic sub temperatura de condensare (1 < 1)
este CV = 1,93 R(T/T,.)%> Si se giseased in aceste condifii :
&) energia internc‘“m 4 unui moldc gaz; b) entropia unei par-
ticule;:¢) presiunnea gazului.

67 La temperatm1 I = 0,6 K, viteza undelor sonore
longitudinale in “He lichid csu Cq Lo ,083-10% em s7L Pre-
supunind ca densitatea este de 0,145- 1()3 kgm™3gicdin iichid
nu se propagd unde transver bale sd se calculeze : a) tempe-
raturas, Debye; b) cildura SpLlelCd, data de teoria Debye
5i 8% se compare cu valoarea experimentald ¢, = 0,0204
T Jkg 1K1

. 68. Pe baza teoriei caldurilor specifice a corpurilor solide,
datd de Einstein, si se determine temperatura Einstein carac-
teristicd Ty = hv/k, pentru Cu la temperatura 7' = 100 K,
dacd se gtie ¢l (Oy)egper= 15,9 J mol" 1 KL Apoi, utilizind
valoarea gasmL pentru Ty ) si se evalueze (OV)teoretic pentru
Cu: a) la 7' = 300 K si s& se compare cu (O )egper = 23,69
Jmol K™1; b) la T =15 K stiind ¢ (Cp)egper = 0,101 J
mol'IK L ‘

G{k S% se caleuleze capacitatea caloricd molard a Pb
la T = 300K si Al la T = 50K gtiind cd temperaturile
chye re%pcctlve sint de 90 K pentru Pb gi 400 K pentru Al

70. Gisiti greselile din aceastd carte gi comunicati-le
autoarei.
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REZOLVARI, INDICATII SI RASPUNSURI

Cap. 1

1. Dacé dependenta functionald dintre @, y 81 2 este data
de relatia fla, y, 2) = O atunci

(Qf_) dw+(@f) dy+(9i) dz = 0.
dp 9,2 ﬁy ‘x!*- 0z %y

Pentru @ = const,

oy _ (o 9f
(az }v (az)x,y/(a@/)x,z’ s

()~ (..,

de unde rezultd imediat a). Analog, se objine pentru y si

v == const
(@)= =), ),

(%L="@9;N%L,

Ficind produsul indicat in b) se ajunge la rezultatul cerut.
. 2. a) Dacd forma df este o diferentiali totali exacti,
atunei

aj‘:(a—i) do + (%f) dy = Xdo + Ydy

0w ]y Y«

ot f (_(Ex_) 0rf (oY
dxdy 0y )« Oyoz (%)y

unde
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. b) Scriem ' ecuatia Pfaff corespunzitoare formei df
dy X
Xde+ Ydy=0— = = ——.
z-+ Y dw %

in conditiile problemei a,eea.sta ccuatie are intotdeauna solutie.
Fie ea

F(z, y) = const — dF — (OUF) dx -+ (f_li) dy = 0.
: ‘ X )y x

Comparind coeficientii ecuatiilor df = 0 si dF = 0, gisim

1(0F 1(01” ( 1)-
— e == n .
x ()7 (). oo

Ca urmare, avem: dF = gXdz + gYdy = g df, adici ¢
este factorul integrant al formei df, ca,le este deci olonoma.

2%y y?
3. 2 = ay; 24:‘9 ;z::——+ —‘_i
4. "‘fntrucib 00(T) 5 _(7_(%3_1_ , forma d@ nu'eate 0
v IT\V

diferentiald totald exactd. Ea posedd insd factorul integrant
g = 1/1’ Intr-adevir

ag =19 _ =8 = SO(T)df‘Ian
T T
5. Procedind ca in problema precedents, se stabileste cd
» (53) =0 =1 (1) = 2.
a T v B é) v VZ

6. a) Pentru ca dI" si fie o diferentialil totald exacti este
necesar si suficient ca derivatele mixte de ordinul 2 si nu
- depindid de ordinea derivirii, adied

(). =), ()= (). ()= (5.
6@/),{!,‘ Jde y,’ 02 )y dy ,,x’ 0x)y.s 0z )y

(1)

100

= = \ =4 0Y
Notind B=R(X, Y, Z), se observi ¢l : rot, B = —?-——-———
‘ 8y oz
= 0 ete., deci (1) se poate scrie sub forma ret R = (. Apli-
cind teorema lui Stokes, avem

(j,fwd?msgmtﬁ-dé’ —0,

in care R-dl — Xde + Ydy + Zdz = aF. Ca urmare, con-

ditia de diferentiald totald exacti a formei dF devine ¢ @ F' =

= 0, ceca ce este echivalent cu afirmatia ca I este o functie
. 4 . .
de stare, adici 1ntegm]as df nu depinde de drum, ei doar
R
de starile initiald §i finald.
b) Si presupunem ci forma dF=gdy + kdz, are pe g

drept factor integrant. Atunci gdF este o diferenfiald totald
exactd, care satisface (1). Deci ar trebui ca

m(g@)“ﬂ
Oz

J 0 d
— (kg) = 0; — (ga) = — (kg).
de dz Jdy

Incompatibilitatea primelor doud relatii aratd cii de fapt nu
existd un factor integrant g care si satisfaci aceste conditii.

yé
A

Al & M,
& \

_}/‘ f—r—g‘l &> E(I)
-1 .
i ! >
Xy Xy X
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(de+

7. a) Din figura de la pagina, 101 rezulti S
‘ (o

,dzl zg
{1

(da-+dy)=(y2—
(1)
=@+

1
“5‘ (@3 — af) + @ — Yi) # S

+dw=c%—mm+u@—wo=5'd%:§
(11)

— 1) + (@s — @), de unde se vede i : 2,
ms dz,
[t

dzg=w; (¥, —
(In)

— ;) -+ ——21— (25 — &f). Desi dz; nu este o diferentiald totald

exactd, ea posedd totusi factorul integrant g=1/x, astfel
incit df = gdz, = da - dy este o diferentiald totali exacti.
8. Toate mdrimile indicate sint extensive in afari de

OH) ( (’)G) ]
P P

o8 oN ,

9. Dacd corpurile 1 5i 2, avind parametrii de stave P, V,
§1 Py, Vs, sint in echilibru termic cu al treilea de parametri
L3, Vs, atunei

urmitoarele : P, 7, (

(1 Fg(Pn Vis Py Vi) =05 Fy(Py, Vy; Py Vy)=0. -
y

Conform legii tranzitivitdtii echilibrului termic, va exista si

ecuatia :

(2) Bo( Py, Vi Py V) = 0.

Rezolvind (1) in raport cu P, , se gilseste

(3) Py=f (P, Vi5 Vg Py = fo(Py, Vy; Vy) —

2
=> fi( Ly, Vi Vi) = fo( Py, Vi V).

Pentru ca (3) sd fie echivalentd cu (2) trebuie ca

(4) fl (Pu Vl) :fz (Pz 9 V:z)'

Notind : 6, = f, (P, V) 8i 0, = f, (Py, V), conditia de echi-
libru termic a dous sisteme se scrie sub forma : 0, = 0,,
unde marimea 6 astfel definiti poartd numele de tempera-
turd empirici.

, P ;
10. @) Din PV=aRT remltd (l =—K; LA ==
of)p I (0P )
" 1
:—-—7—>c<——~:l; 7£Tr:~;-
dP aP o
b) Indicapie. Se caleuleasd ( $i (—m—) din ecuatia
oT Jy oV )r

0P

v

or

oz,

Van der Waals. Apoi, din relatia : (

)T(al’ 53;)V

care intrd in «. Coeficientul ky se

= —1 s¢ obtine { —
’ 01
P

calculeazd in mod analog. .

11. a) Intr-un proces adiabatic avem PVY = const —
N Bl

oV ,

b) Intrucit v, = (1/pkg)H/? = (vL/e)V?, misurind pe v

aP P . .
— v — si deci kg= 1/yP.
P V
i cunoscind pe p si P, se poate determina y.

. .. . P RT
¢) Din ecuatia gazului ideal rezulti : — = = (1),
P ]
unde M este masa kilomolari.
e . or av o
12. o) Utilizind relatia : (»—— — (7-— =-—1,56
oV jr\oT p\OP Jp
gidseste cd ] x
aseste ¢d Kp = —-
5 T EBP
.. . 1
b) Pe baza ecuatiei gazului ideal rezultd: o :3;;
1 1
P

¢) Utilizind aceeasi relatie ca in punctul a), se giseste

~(ir ), Gv),~ (),

unde, in ultima egalitate, s-a {inut seama de ecuatia de stare
a gazului.

13. a) Tinind seama de definitiile coeficientilor termo-
dinamici : o, 8 si kp precum si de relatia « = PB ky (dedusd

apr
oV

apr
aor

R

v o
V=0

ar

XL
}‘:T
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reitinl 12, punctul a), se poate scrie _ . ‘

in axelu‘g)m y P )y 8e P b) Pe baza relatiei : (%ﬁ") (d_y) (g%) = —1, se ob-
0.P y z &€ ¥y

ap— (Qf- a7+ (;—— av = ppar — - .4

v oV Jr

oq kp ¥V
7
v

kg

jine

;\x_;_(al) :M_l_(_q_lz (az _ 1 q(aF
L\ ol F { 817)1 0F)T SYT( )Z

Deoarece [, este funcfie de temperaturs, vom avea
_ _J‘A{l___(lq)‘z__'_@iu_o 1o (BY).
sY, Iy l by dT | 1, l |
M’[_zﬁ(_@)ﬂ]zﬂi (L5 k)]
sYp L1, ! sYp |1, ! 1)y
L TH - 3AT [ 1,\2
E=—J R [ e e — 1
Yr [ s + 8 ( l )} ’

b) Relafia cerutd rezultd din evaluarile
(00(. 1 i(av avy
dP) Vorol V2 oP) OT)
Okyy 1 102V +_:L (OV (51_11
(GT)p Voror V2 és‘P)T i)TL

14. a) Pe baza relatiei o = k,;pP, stabilitd in exer
citiul 12, punctul 2, in care cumoagtem pe ky i B,

oV olaV . N )
gdsim @ o= — 7) = ) = f(TI). De asemenes, : .
r V 6 1 or Je ) unde am {inut seama de relatia dedusd in a). Deel
oV dlnV 1 : ;
avem : Ly = — _: w—) == ~—«) = — . Atunei
¥ . 0P T P ’ Y 1 dl
e — ,F [t
sY,1 1, dT

dIln V =7fD)al — S dP, —»In¥V= Sf( TydT—InP -+const. ,
P ' \ 16, Utilizind definitiile coeficienfilor o §i ky, se poate
' ‘ ‘ gerie

b) Punind const = ln nk gi alegind f(7) = 1/7, se ob-

fine v (1) ars (27 ap = avar —pvar -
In PV = InnBT, - PV =aRT. o1 f oP VAl — ke VAP =
ar al ol 1 ar 3(V~a)
15, — =~ d74—{—— ) df =140+ —dF =(V —a)——
L (81’) z(oE)T ST, (V—a o b
unde : A= ) ( ol ; Yp = L (_OEW_) , lar s este sectiunea de unde rezulti
LT, AR av__ar sar
5 d _ar AF
transversald. e~ _24s In(V —a)=Inf-+In P34 4 const,

%) Tinind seama de definitie, rezultd ¢d in cazul de fata

2
v=Z (L)
; 8 s {

waa 1 4 P




17. a) Avem : fnlocuind i comparind cu (1), se obtine

dlnV = ¢l —rP)dT — o[l + b(T — Ty)] d P, rg .
Bil) =b—om 5 Ba(T) =% By(T) =07 ...

de unde, prin integrare, se determind ecuatia de stare

20. Indicajie. In starea critici, P, Vi T satisfac simul-
;2
tan conditiile : (-633 —o, (2P
oV Jr

ov?
de stare respectivi.
21. Vezi indicatia de la exercitiul precedent.

22. Bcuatia de stare a unui gaz real se poate pune sub
forma dezvoltdrii de virial : ,

m%:cu~ﬂWT—%FwD+MT—%mP~ﬂ%

. ) = 0, precum si ecuatia
r .

b) fnlocuind datele problemei in ecuatia de stare gisitd,
ge obyine 7' — T, = 6,1°.

o or oPNt V—b, (61’) _
15- (a—ﬁ)v-—(al’)v R v Jp

(V~@[Fﬂﬂﬂ;
(

PV =B, + B,V + B,/V? 4 ...

?

2a . .
— |» unde pentru scrierea ulti-

nR V—by Ve |
aP oV or unde coeficientii de virial si 1netii ; ]
- e (0P v 1. - > C tn de virial sint functii de temperaturi. Tem-
mei s-a utilizat faptul cd : ( PR )T ( ar )P ((, P )V peratura }l,%oylc este acea temperaturd la careun gaz real se
‘ _ ; . G a1 ¢ 14 la presiuni obignuite ca un gaz ideal, deci i ;
, y stare rezultd integrind relatia compor P . y } I g4z ideal, decl In aceste
cuatia fi;c | - gt cond11§11 le t: 0, 11@1" restul m;efynenpilor sint mici. Seriind
) ) R ecuatia de stare din enung sub forma
dP= or a7+ oL dV= (——nm—) AT+
a1 |, oV Iy V—ub 1
S PV:RT(l—_i) e,
2 2 . A /il
_"BZW——{#TC—L} av ’ -
: (V-____ b)z V3

si pinind seama ¢

. b -1 b b2
1 — — =14 l
( V) vV vz

i ea coincide cu ecuatin Van der Waals.
19. Pentru a scrie ecuatia Van der Waals ca o dezvol-
tare de virial, adicd
LT 00 1 rezulti
VA y T
0 p ="l g mm)
=1

v vj

PV = RT + (;RTbm_g_) 1 +,RTb2l 4
T,V 1

‘ , ' Comparind aceastd relatie cu dezvoltarea de virial s ~
9 ® 3 ay ared irial se vede
I _Ii’.+ 12 R B ¢ By = BT, By = RTb—al cte. Ca urmare, T —
- b v l v v : == ((l,/Rb)l/l_
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23. Procedind ca in exercitiul precedent, se scrie ecuatia
Van der Waals sub forma dezvoltdrii de virial

b';‘ a
PV =RT] 1— — ——
(1=7) -7

b b2 a
— j e 4 | ——
- RT(]. B i ) If

143

e @

de unde rezulti: B, = BTb-—a =0, adicai Ty ==

= 508,1 K. ,
24%. a) Din primele doud expresii ale lui d@ din (1),

se gisegte

(2) 1y dV — 1pd P = (Cp — OV)d_T.

Explicitind de aici pe d7'si inlocuind in a doua expresie & lui
dq) din (1%}, se ajunge la S

1,0, - (
40 = 7 qy 4 (1, — Y
v c,—0, \" ¢

care, comparatd cu ultima expresie a lui d@, ne conduce la

formulele pentru my gi mp din enunt. Cea de a treia relatie

din a) este o consecintd imediatd a primelor doud.

b) Vezi formula (2) din a). In ceea ce priveste sensul
fizic al coeficientilor : Cp si Cp sint capacititile calorice
(reprezentind cildura necesari pentru ridicarea temperaturii
substantei cu un grad) la V = const si respectiv /> = const;
Iy i lp sint cildurile latente de cregtere a volumului girespectiv
presiunii in conditii izoterme. Sensul lui my §i mp se desci-
freazd in mod analog.

25. a) In virtutea relagiei b) din exercifiul 1, avem

‘ AV (0P oP
I — —ov(22) (22 :0-117( ) .
v (01")P(av>q~ " \or ),

108

b) Tinind seama de relatiile (1) gi a) din exercifiul
precedent, se gidsegte

apr oP
— = -—m = Oply[Cplp ; — 1 =/l
(017),3 v/mp ply[Cylp ; '(OV)T W
aP aP\ '
(#6 1‘{)3 = —Cpflp H (M—BT )V = ((CP — Cy)[lg,
= — (/1 : Y = O./my.
(w )s vty ’ (aT)P ol

Raportul mirimilor respective din coloanele 1 i 2 furnizeazi
imediat primele doud relatii din enunt. Cea de a treia rezulti
utilizind pentru raportul my/l, prima expresie din punctul a)
al exercitiului precedent.

26. a) Pe baza ecuatiei adiabatei, PVY = const. §i cea
a garului ideal PV = nRT, se calculeazd

. ’ rdV

I = ——SPdV = — const §i~-=ﬁ«(1’2 —T).

vy oy —1

D) I = — SPdV = — RT In(P,/P,) = — 7,26.10%J.

27. a) Procesul fiind adiabatic: P,VY = P,Vi(y = 1,4
deoarece aerul este format din N, i O, — ambele gaze bia-
tomice), de unde rezultd ¢ V, = 6,1 1. Pentru a stabili nous
temperaturd se utilizeazd relatia : P,\V,/T, = Py V,/T, —
—= 1, = 366 K.

b) Procesul este izoterm, adied 7', = T, = 300 K. Apli-
cind legea lui Boyle, se giseste V, = 5 1. '

28. a) Asupra sistemului, format din dielectric gi sar-
cina fixd, actioneazd in directia axei g, care leagd dielectrical

X : . . s

. NV . = dF
de sarcina fixd, forta pe unitate de volum: F= P. —y
de
— -
unde P este vectorul de polarizare iar ¥ — intensitatea
cimpului electric. Prin apropierea dielectricului cu distanta
do de sarcina fixd, se efectueazd lucrul mecanic F da ==

== P-dl. Prin urmare, luerul mecanic efectuat asupra sis-
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temului va fi dat de expresia
AL = — P . A,

b) Se considerd c# dielectricul umple interiorul unui
condensator plan, aria armdturilor fiind notatd cu s, iar dis-
tanta dintre armituri cu d. Cimpul electric in interiorul con-
densatorului are valoarea : F = &/d, unde 8 este tensiunea
electromotoare la bornele bateriei. Dacd pe armdturile con-
densatorului se giseste sarcina cu densitatea - o, atunci
inductia electricd D = o, iar sarcina totald q va fi: q¢ = Ds.
La trecerea sarcinii dg de pe o a,rmétur:i pe a,lta. qibtgmul
efectueazi luerul mecanic : dL = & dg = Ed-sdD = VE- d])
unde V = sd este volumul dlelectrmulm In cazul unui dl—

electric de volum umtam, dL = E.dD.
dr?

9

Tinind seama ci D=FE -+ P, vom avea: dlL =

— -
Y- H-dP. Primul termen al acestei expresii determind lucrul
mecanic de excitare al eimpului electric si doar al doiles re-
prezintd, propriu-zis, lucrul mecanic de polarizare al unitifii
de Volum,, al unui dielectric izotrop. Deci

4L — E.dP.

29. Ficind in exercitiul precedent substitutiile : ¥ — H
si P — M (H — intensitatea cimpului magnetic i M — vec-
torul magnetizirii), se obt{in urmitoarele doud expresii pentru
luerul mecanic de magnetizare

AL = — M-dH ; 4L = H.dM.
30. a) Din datele problemei avem : V A'# Ve = 0,56 m3;
P, =2atm; T, = 300K; V, = 12m® Pe adiabata
AB:TVY1 = const adicd T, Vi t=T,V}"1, de unde rezulti

TB = T,(V, V)" = 180 K.

‘Pe izobara BC :Y'-?m Ty T = TBZ-C 274 K.
< TC ¥7)3

110

5 PV, — P,V -
D) Lth—s PV = =2 1*‘ A Ipe = — PAV =
-Y_._
=Py(Vy—Ve)s L = LAB A Lge = —3,25.10% J.

P

%

31. a) Procesul 12 fiind izoterm, avem T, = T, = 300K
iar din ecuatia P, V, = P, V, rezulti P,=0, 7a atm. In
procesul izocor 23, Vs = V2 = 16 m?, in Vreme ¢e in procesul
31, care este a,dmbatlc, avem

Voo s
PVT = PV] - Py 045 atm; T,V = T,Vi~! >7, —
) v-1
g Tl(zl) ~ 180 K.
7o) BANE,
b) Lyy= S PAV = — P, ViIn(Vy/V)=— 12-In 4 x

X 1,01-10°F — 16,84 7,

111




Lys = 05 Ly, =‘”S
= —12,12.10° J, ‘

L = Ly + Lyz + Ly = —28,96-105 J.

32. 1) Utilizind ecuatia adiabatei, PVY = const, se

determind presiunea finali P, = Py(V,/V,)¥ =2 (1 [4) A=
= 0,287 atm si de asemenea lucrul mecanic efectuat

de expresia

1 :
PAYV = — ! = (PeVy — T =
vy—1

3

Vs V ‘
L= — S PAV = P (V,— V,), unde V, —V,= — 2yl 3r—

141
— Omr? y 8] = 2 v L.

Utilizind definifia modulului Iui Young, se obtine 81 =
= [F[sY si atunci

_2PyIF 2-1,01-10°-0,3-10 -9,81
Y 2-106-9,81.10%

; f. __P,meP;iV‘,“
I, = -Si Pav R I —=3.1075J.
(2:107% — 0,287-4-10"%)1,01- 105

0,4

Se vede cil L' < L, ceea ce justificd neglijarea lui L' de cele
mai multe ori.

3% AV = (‘W) ar-+ (9}1) AP = aVdT —Vky dP,
P 0P jr

or
unde s-a finut seema de definitiile coeficientilor « i ky (vezi

2) Ly = Lisos +-Lion = Lt =— | PAV =PV In(V1¥,) =
V exercitiul 12, a).

%

= -—2.1,01-105-107? In 4 — —140 J, unde ne-am bazat pe a) In conditii izoterme, dV = — VErdP i ca urmare
ecuatia gzotermei PV = const. , ; - :
f !
8) Lig = Lizoc + Lizor = Lizor, = _Pfs AV=P, (V,—V,)= L= — S PdV;kTVS_ PdP = > kp(P} — P?) = 408 J.

~ —116 J. ;
33. a) Lucrul mecanic efectuat de fir intr-o intindere cva-
sistaticd : dL = F dl. Intrueit procesul este izoterm, dl =

=( Ol) dlf’:idF si deei
T Y

b) In conditii izobare, dV = «V d T si deci

L

il

T
Mpavs "AT = —PaV(T, — T)— —8,1 7,

Fr Observd,iie. Deoarece o §i kp sint miei s-a considerat in inte-
l ) \
L = “‘“S Bl = ——F} = grale V = const. : :
sY Jr 2s ¥ Ve AdV
35. a) L,:-—-—S pav :-—«648 Tr= 8
S S € (R 120 T :
'—* s - ? * ¥ 4 4 :
2-1077-2-10°-9,81-10* L,— _S " pav = —845 av + 24S Vav = — 12 J.
Vs 1 1
b) Coeficientul Poisson, v = — (3r/r) (31/1)"Y, unde 3r si

b) Gazul tiind ideal, avem : PV = aRT. In procesul a),

8l sint respectiv variatia razei si a lungimii firului. Tuerul ; ]
P = 64/V?, de unde rezultd V=8P 12 Inlocuind in ecuatia

mecanic impotriva presiunii atmosferice constante este dat

112 113
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nk
P(84— P)

b), rezulti: T = :
24nR

36. a) dQ, = C,dT + PdV. Din PV = RT i P =
= 64/V? eliminind pe P, se obfine: PdV = 64dV/V3;

. 8 N TR,
de stare, se ob{ine : ' =—— P12, In mod analog, in procesul

-4
P

N/m?

80

A@g
1D+
3
T = G4/RV - dT = —64 dV/RV2 Ca urmare
a0, = o1 5 ~%)- oo 1—F) (5=

=n(1-9)

Intrucit €, > R, (pentru gazele monoatomice = 3R/2,
iar pentru cele poliatomice €y este un multiplu al lui 1*_5),
Qs <0, deci.gazul va transfera energie prin contact termic.

114

b) Procedind la fel ca in a), se stabileste ci

0 4 20,1 (4
=84 1 v av —241 1 ¥ VdV =
@ ( + R)S ( - R)Sl ‘

1

— 712 —108% <o,
‘ R

37. ¢) In expresia principiului I: @@ = aU — &L,
d L este lucrul mecanic extern. In cazul de fati, gazul extin-
zindu-se in vid nu intimpini rezistentd si deci lucrul mecanic
e nul. Forta ce se opune expansiunii, exercitatii de gazul
ce se giseste deja in B este o for{d internd a sistemului si ca
atare nu contribuie la lucrul mecanic extern.

N o iU -
38. a) A0 =AU+ PdV=| =Y 47 — Pldv.
@) d¢=au+ (aT),V +[(av)r+ ] |

Dacd d@ ar fi diferentiald totald exactd ar trebui ca:
g (oU 0 (0U opP

—— =] =—|{—= 4+ P| > |{—] =0, ceca ce contra-
gV \ofr 0T \ov or )y A

zice, in general, datele experimentale. Intr-adevir, in
cazul gazului ideal, de exemplu, pentru care PV = nRT,

avem QE BB # 0. :
oT Jy 14
b) Presupunind starea sistemului deserisi de doui va-
riabile independente, se poate scrie: dL = — Pd¥V -

+ yda, cu y =0 i # = P sau 2. Conditia de diferentiald
totald exactd a formei dL este: — (%ll) = (_ﬁ’}i) =0
x)y %

av
De aici se vede ei pentru x = P se obfine — 1 = 0, iar
. ar . ..
pentru » = T se obtine : (—0—5) = 0, relatia care nici ea,
v

in general, nu se indeplineste. Deci dL nu este, in general,
o diferentiald exacta.

39. a) Intrueit dQ =0, dL = 0, avem din principiul
1:dU =dQ + dL = 0, adicid U = const - T = const.

Vs
b) AU=Q + L; L = -S PAV=—PAV ; Q=C,AT,

Va

115




PAV
y—I1

in care

unde AT :% AV. Atunci: AU =Q + L =

n
v = 0p/0y;Cp — Cp = nR.
40. AU = Q — PAV = 3,75 - 10* J/mol.
41. Pe baza principiului I: dQ = dU —dlL = 0. in-
trucit gazul este ideal, avem AU = CpdT si ca urmare:
I = S AU = Oy(T, — T)). Din ecuagia de stare, PV—RT,

se obtine T = PV/R = PV/[(Cp — Cy).Atunci :

C, 1

L = (szz'fP1V1):

PV, —P.V,);
Cp-’“ . .‘{ 1( 2‘ 2 111),?

(v = Cp/0y).

Tinind seama de ecuatia adiabatei, PVY = const, rezultatul
mai poate fi pus sub forma :

J ALY [(E)H__l :
/ v—1{\V,

#

42, Procesul 12 fiind adiabatic avem : AU — L, = 0,

adicd Uy — U, = Ly,. In procesul izocor 23 gazului isetrans-.
ferd energie sub formd de cildurd si anume: @,y = AU =
= Uz — U,. Deoarece prin conditie Q,; = —L,, de aici se
obtine ¢d U, = U,, adied T; = T3 ciei energia interni s
unui gaz ideal depinde doar de temperaturi.

%3. a) Intr-un proces adiabatic avem respectiv in varia-
bilele V, T si P, T urmiitoarele expresii pentru edldura ele-
mentard ;

40 = QU + PAV = CyaT + PAV =0 -
> PV = — G,d7,
4Q = dH — VdP = CpdT — V dP — 0 —
S VAP = Car,

116

unde H = U + PV este entalpia. Impiirfind a doua relagie
la prima se obtine dP/P = —ydV/V, unde vy = Cp/0, =
= const. Prin integrare, se ajunge la urmitoasrea ecuatie &
adiabatei gazului ideal

1 PVY = const,

care, pe baza ecuatiel de stare, mai poate fi scrisd si sub ur-
matoarele forme echivalente ‘ ‘

(2) TV¥"1 = const sau I'PUM~1 = const.
, | -
b) dQ = AU 4 PAV — Cyd T + [(ﬁ%) + P] av.
0V Jr

De aici se vede cid anularea simultand a lui dQ si d 7 necesitd,

‘ 00U
presupunind €y $ 0, indeplinirea conditiei : (W) A P =0.
r ,

4%. Din ecuatia izotermei gazului ideal, PV = const,
gi cea a adiabatei, PV = const, calculim

(?_P_ __r (311) RV N
av)T v \v)s v

(8P (8P ey
s> {=—] =v[—=] sau £ =y,
oV )3 oV )T kS

unde s-a finut seama de definitiile coeficientilor de compresi-

1 /0V . V 5 .

bilitate : kyp = — — ( ! ) sl g = — £ (9_& . Intrueit
: V \oP Jr VOP Js ‘

y >1, relafia obtinutd aratd cd in orice punct al diagramei

PV, panta adiabatei (—g%) este mai mare decit cea a izo-

g
. (61? )
termei { —— 1 -
45. Viteza de propagare a undelor sonore este dati de
‘ 1/2
formula v = (%—?—-) , in care p este densitatea gazului.
p/s
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Ea se mai poate scrie

Ve Y

unde s-a finut seama de relatia lui Reech dedusdi in exer-
citiul precedent precum si de faptul cf p = m/V. Pentru

gazul Van der Waals, vom avea

”:VVL[ an_*gng 14 X pp_
mi(V—0b2 V3| v—-blM
Vv
= Via

V—b

unde M = m/n este masa molari a gazului, iar v, este viteza
de propagare a sunetului intr-un gaz ideal.
46. a) Utilizind (1) §i ecuatia de stare PV = nRT, se

. 0
giseste cii pentru un gaz ideal 5—3—) =0. Atunci, deoarece

- (g%) oU i

T+ (,~,-) V= 0, aT, presupunind ¢, —
- v Jr

=const, rezultd urmétoarea formuld pentru energia interns :
U= 0,T + U,.
b) Pe baza proprietitii de inmultire a iacobienilor, avem

(@}_7_ _;a(U,.T):a(U,T),acv,Tz,_(gq vy
aP)T oP, Ty &V, T) o(P,T) aV‘)r(M)}T

ou

De aici se vede ¢i daci (?}Z) =0, atunei i (—— =0, cu
dP Jr

T
conditia ca <~-~—~) # 0.
0P Jr
¢) Cu ajutorul relatiei (1) i a ecuatiei Van der Waals,
se giseste : (Q-U— =17 (i‘l—)—) —P=2 (a urmare, AU =
R 7 or )y v TR

= CdT +aV2dV - U = 0,1 + UO———%.
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47. Destinderea gazului in vid fiind adiab_ati.ci:, avein

@@ = 0, dL = 0, ceea ce conduce, conform principiului I,
la AU = 0, adicit U = const. Din (1) rezultd atunci: T, =
=T, + 2a (—1— — —»1—) . Intrucit V, >V, temperatura scade.
3R Vz Vl . . v

48, Gazul fiind ideal §i destinderea izotermi fwexzn PV =

— const si AU = 0. In aceste condifii: L =— S PaV =

1

7
= — PlVlsng; = — PViln %‘z . Ca urmare: @ = AU —
v 1 :
—IL=—1 s AH =AU+ PV)=AU + A (PV)=0.
Inlocuind datele problemei, se giseste : :L = — Q = -
—15-1,01-105-107%-In 10 = — 3,48-10%J. ~

49. a) Utilizind principiul T al termodinamicii se poate
serie : dH = (U +-PV) =dU + P4V +VdP = a@ +VdP,
aQ oH .
. g 0, — 20} 220 .
de unde rezulta P ( )P (01’ )P
ovu au (6V
: = dT+{—| dP; dV =
b) 4T (aT )p ' ~(ap )T o aT

+ (a v ) dP. Atunci
T

) a7+
L6

| 0T oV
_ (29 o (2 lar+
1Q = AT + Pd) [(M)P+ (M)P]

), e o
0P Jr OP Jr) -

, S aQ oy (a‘v U
A =) = P|— . Tinind
de unde rezultd : Cp (dT)p (GT)pT T )P !
seama de aceasta, expresia pentru d¢ conduce in cazul
unwi proces adiabatic la relatia din enunt. .
50. a) Pe baza principinlui I, se poate scrie

' d av
o= () ()G, (),
dT P dT P QT P BT‘p




Utilizind proprietitile iacobienil S L
cifiul 1 se géjsestet PDIGILON, precum §i b) din - exer-

(«"U“) _O0U,P)_aU,P) a1, V)
y P

OT Jo oI, By AT, V) o1, P)

(0T + () (2
\or ), 6V)T T )p’
relatie, care inlocuiti in expresia lui 'y, d3 (1). ;
b) Deoarece in cazul gazului ideal : U= Uu(r) — (?—Q) =
T
A%

o - R
= 0, iar din PV = nRT, avem (ﬁ)l’x% , atunei (1) se

/-

reduce la 0, — 0, = nkR.

10011151. Se .r_ez‘olzé analog cu exercitiul 50a), utilizind in
energiel interne entalpia, H = IJ ; are
avem - GG o A, ohl p‘ , + PV, pentru care

52, 4Q = AU + PAV sau dQ — dH — VdP.

R A R
o=() 2 0n), e=(29) -(2).

53. Utilizind formulele din exercifiul precedent, precum
gl relatia (1) din exercitiul 50 a), gisim

GV;:(_?E) —U+PA’; 0,;:0,+[p+ ("U) ](GV) _
v oV /r P

.oV V . .
Pentru ealewdul lui (_}’f) se apeleazd la velatia b) din
P
exercifiul 1.
54. Transformaren fiind ciclicd, AU =0, adici € =
= —I. Atunci A

2 4
L= Z_S Pav — S PV = (P, — P)(V, — Vo).

1 3

VZ . 'VZ ' Vzd}/f
55. L= —Q = 'MS PdV+S PAV = — RTQS =t
' Vi LEY v, ‘V
Yo AV ,
+ RTIS df = R(T, —T,)ln %
7y 1
56. Intrucit pentru ciclu AU = 0, din expresia princi-
piului I vom avea ¢ = —I, adici
(1) Qs + Qog + Qs = —Lyy — Lpg — Ly,

Dar @, = 0, Ly, = 0 si deci pe acest parcurs AU = 0 ceea
ce inseamnd cd T = const, sau T, = T, deoarece gazul
este ideal. In procesul 23 temperatura variazi de la T, la
Ty .
T, gazul ricindu-se. Abunci : 923—_—S CpdT= O p(T5—T,)< 0,
Ty
7
iar Lyy == — S PV = P,(V, — V;). Pe parcursul 31, avem
, . .
7
in mod analog: @4 = S Oy dT = Cp (T, — T,), in vreme
Ty .
ce Ly == 0 intruecit V = const.
Tinind seama de toate aceste expresii, (1) se scrie sub
forma
(2) (GP'—'GV).(TS“' T1) +P2(Vz— Vl):().
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In virtutea ecuatiei de stare si a faptului i 7, = T,, sint
valabile relatiile : P,V, = RT,, P,V, = RT, si ca urmare
din (2) se obtine ¢, — C, = R

57. Utilizind principiul I, se giseste lucrind in variabile
P,V '

—d0 — pav _ [4€ aQ .
U = ag — payv — (%% 49\ _ plav
AU = aQ — PAV (CIP)VdP+[(dV)P p]dx

o
— P
(617)p ]dV’ ,
.

ar
— apP
" (ap)y +

ar - De aici, pe baza ecuatiei
de stare a gazului ideal, PV = nRT, se obtine

N

B
unde : (p = ( dQ) , Cp = d¢
P arT

e

nwlt

V P ,
dU=0p—dP+ | 0p — — P aV.
nle
%xprimind ci dU este o diferentiald totald exactd, adied
) V 7 P
OV( VnR) ap( e ), st tinind seama de faptul

¢d Up — Op = nR, se ajunge imediat la relatia din enunt.
58. Intrueit in acest caz dQ =0, L = 0, din prin-

cipiul I rezultd atunci si dU = 0. Pe baza expresiei Iui dU

din enunt, se obtine

e (1 1) @ '
B, — 0, = — | — - — =2 — o) = —1,1°C,.
’ Cy (”f Ui) CV<Pf & e

Deoarece procesele reale nu sint niciodatd strict adiabatice,
variatia reald a temperaturii intr-o expansiune libers va fi
mult mai micd decit cea caleulati.

59. a) Procesulfiind adiabatic, avem : P, VY = P, V¥ Con-
siderind un mol de gaz, se elimini V, si V, cu ajutorul ecuatiilor
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de stare P,\V; = RT,, P,V, = RT,;, de unde se obtine

1-v

=
TIP}Y = TYPy — T, =T, (g‘l ) '

b) Se serie ecunatia de stare pentru intreaga cantitate
de gaz din vasul cu volumul V¥, inainte si dupi destindere :
PV =nRT,, P,V = n,RT,. De aiei, utilizind relatia dedusi
in a), se determing

Ny = m Py TPy Ty = my( Py P
60. a) Conform principiului I, intr-un proces adiabatic
Q=0,—U,—L=0,

unde : U; = muy, Us=ngug+(ny — ny)u’, iar L= (n,—n,) Py’
este luerul mecanic efectuat contra presiunii externe.
Inlocuind toate aceste expresii in ecuatia de mai sus se ajunge
la a). : 0

b) Intrucit gazul este ideal, avem

Py’ = RT = (¢p — ) T';5 2y = ¢ Ty ;

; w =T,

P\
",52: C‘VTz :CVT:{( 1)

Py
unde in expresia lui u, s-a utilizat a) din exercitiul precedent.

Atunci, cu ajutorul rezultatului b) al exercitiului precedent,
se obtine o

1=/ 1/
ey T, — cpT, (%) § Y(;?) T
2 1

’ P 2 v ? 4
=[1-(3)" |t + ez

.Pl .
care rearanjatid conduce la relatia ceruti.
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61. Destinderea adiabatd a aerului in recipient nefiind
cvasistaticda nu se pot atribui valori definite parametrilor
termodinamiei in timpul procesului. Totusi, pentru stirile
de echilibru initiala, 7, si final, f, se poate scrie : Q=U, —
— U; — L = 0, unde lucrul mecanic efectuat de cei n moli
de acr ce pleacd din atmosfers si patrund in recipient este

4]
L= S Py dV = P,V,. Gazul fiind ideal, energia lui intern
: Vo .
vafi datd de expresia U= ne, T, astfel incit avem : nep (L, —
— Ty) — PyV, = 0. Tinind seamacii:c, — ¢, =0 8i P V=
= nRT, seobtine : T, = (¢p/ey) Ty = v T,.

62. a) Utilizind succesiv (1) si (2), se obfine

v = b - a(n +1)T””.
(v — b 4 al™)2

b) ¢p,se poate calcula in doudt moduri
#

¢p = (?h . sSatl 6p = ¢y + [P -J- (?}f ](6@) ,
ar)p v )ri\aT1),

(vezi exercitiile 52 5i 50, a).
N . oh
Alegind prima alternativi: ¢, = ol unde h = 4 +
P

+ Pv = (n +1) Pv — nPb -+ ¢, se elimind o din ultima,
relatie cu ajutorul lui (2) sise inlocuieste & in ¢,p. Procedind
astfel, se giseste : ¢p = (n -+ 1) ( R - nalP T~ ®+D),

63. a) Pe baza principiului I si a notatiilor din exer-
eitiul 24, avem

dQ = dU + PAV = AT -+ 1,dV = m,dV A mpd P,
de unde se determini : ¢} = (OU) = (8U) <8P s Mp=
’ : ar v oPrP vy \oT I

0 i A .. .
= ( GP) - Introduecind aceste expresii in formula coefici-
1 4

entului I' din exercitiul 24, a), se ajunge imediat la for-
mula din enunt. ) : _
b) Prinintegrarearelatiei deduse la punctul a), se obtine

1
_— V 5
u I‘(V)(PV + f(V)

unde f( V) este o funetie arbitrard de volum. Ecuatia de stare
a corpului solid se alege deseori sub aceastd formi, adici

PV =T (VYUWV, T)— f(V).
6%. Conform principiului I si 4 datelor din exercitiul 24,
ge poate scrie

ou

4Q — AU + PdV:[(aV

) T P] dv -t
P

+ (?lj—) dP = mpdV -+ mpdP.
OP Jy

U ou .
De aici, rezultd: my, = +P, mp= . Pentru
oV /p dP )y
a deduce ultima relatie a enunfului se tfine seami c¢id

. 0 U
d U este o diferentiald totald exactd, adicd avem : s
02U

=———,8i se inloeuiesc in ea derivatele energiei interne
aPoOV
de mai sus. - - o
5. a) AU — av + {29 ar :( ) apP +
65. a) 4T (aV)T +( )V OP |y

or
1(’6U

d7.
0T /p . o o
De aici, in cazul P = const, se obtfine relatia ciutatd si

ajnume
au ~(aU (8V) +(59_U).
(aT)P"‘ av)T aT)p \aT ),

e

H




b) Conform principiului I

. ~ ouU aQ
aQ — AU + Pav o:(_._ o, — (49y _
o 0T)V’ ’ (dT)p

oU ov
=(ZZ P} .

Atunci, utilizind a), se giseste

au\ (0V U v
Op= (22} [ZZ = -
’ (av)r (BT)P+ (6T)V + P (OT)P

o+ (39 + ] i),

66. Ecuatiile termochimice sint ecnatiile unei reactii
chimice in care in locul simbolurilor substantelor ce intri
in reactie se scriu energiile interne ale acestor substante si
efectele t€rmice ale reactiei. Deoarece energiile interne ale
unei substante in diferite stiride agregare sint diferite, pentru
a le putea distinge, se noteazi cu paranteze drepte energiile
interne ale solidelor, cu paranteze rotunde cele ale lichidelor
§i eu acolade cele ale gazelor.

In cazul nostru, seriind ecuatiile termochimice de for-
mare §i vaporizare a apei : -

{HL} 4 {0} — (1,0) = @,

{Hzo} — (HZO) == st

prin s cddere, rezultii, ecuatia de formare a vaporilor de api
din elementele constituente

{Hz}_ +_§_'{02} - {Hzo} = Q?* Q.=

=0 = 24,63 - 10! J kmol 1,
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Deoarece ¢ > 0, reactia se produce cu degajare de cilduri.
67. a) Conform principiului I al termodinamicii, avem

d4Q = AU + PAV - dQy = dU,
dQ = dH — VAP - dQ, = dH, unde H — U + PV

este entalpia.

In ambele cazuri @@ este o diferentiald totald exactd, astfel
incit efectul termic al reactiei nu depinde de drum, @ fiind
o functie de stare. .

b) Deoarece avem : dQ = dU + PdV, de aici rezultd
dQy = dU, iar dQr = QU + PV) = dH. Atunci: dQ,—
— dQy = d (PV), ceea ce pentru un gaz ideal conduce la
@r — Qp = (ny, — ny)RT, unde n, §i n, sint numerele de moli
ale substantelor care reactioneazi, inainte si respectiv dupi
reactie. De exemplu, in cazul reactiei de formare a apei:

H, + "} 0, & Hy0,avemn; = 3/2,n, = 1sideciQp — @y =

= — RT|2.

68. Fie @ 51 @ + d@ energiile transferate sub formi de
cildurd in reactiile ce au loc respectiv la temperaturile 7' si
T + dT, in conditiile in care presiunea P sau volumul V
se mentin constante i fie, de asemenea, C; 5i €, capacitiijile
calorice in stdrile : initiald (inainte de reactie, cind tempery-
tura este T') si finald (dupd reactie, cind temperatura este
T -+ dT). Tranzitia ¢ — f se poate efectua in douft moduri :

1) Sistemul se incilzeste la V = const, sau P = coust,
dela T'la T + d7, transferindu-i-se sub formd de eildurs
energia @ 4 d@). Bilantul cantititii de cilduri este atunci
urmétornl : —CdT + Q@ -+ 4Q.

2) Se efectueazi intii reactia la temperatura 7', cildura
emisd fiind . Apoi, sistemul se incélzeste de la T'1la 7 47,
mentinind V sau P constant. Energia transferatd sisternului
sub formd de cildurd este in acest caz — C,d7, iar cea glo-
bald — 0 dT -+ @. Conform regulei lui Hess, stabilite in
exercitiul 67 a, vom avea : —C,dT 4 @ 4 dQ = — a7 -+
+ @ - dQdT = C; — C,.

69. In aceste conditii, principiul I se scrie sub forma :
dQ) = du — HdM, unde dL = HdM reprezinti lucrul me-
canic de magnetizare. Considerind w §i M funetii de 7 si
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H; vom avea

o= [, =G - () Jon

Ca urmare,
SC R

70. Comparind dous formuliri ale prineipialui I
1Q = dU + PAV cu aQ = AU — HAM,

sevede cé se poate face corespondenta : P — —H §iV — M.
.o (O . (OMY\ oV

Ca urmare, mirimile | ——} si { == | sint analoage cu )
OH Jr \0H oP/r

§i respectiv { — | . Relatia cerut} in enuny se obfine trans-
s
punind formula lui Reech din exercitiul 44 in variabile
Hsi M, :
71. Neglijind in principiul T lucrul mecanic de variatie
a volumului §i exprimind in dou$ moduri lucrul mecanic
magnetic, avem

s

4Q = 0y dT — HdM; aQ = czd T + MdH,

unde am tinut seami ci pentru un material paramagnetic

. ou . Ou < {O0u aQ
ideal : ———-) si —-——) se anuleazd, iar : ) = ) ==
OM)r  \0H )z 0T ) \dT )y

= Gy §i (»—%) :(dQ) =cg sint edldurile specifice la mag-
07 )y \dT)m ,
netizare §i respectiv cimp magnetic constant.
In conditii adiabatice, (dQ — 0), impirtind relatia a

doua la prima, obtinem

v %;;I = — %? — HM" = const, (v = cy/cy).
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72. a) In virtutea principinlui I

dv

dQ = AU + PAV = C,dT +(Cp— Cp)T .

unde in ultima egalitate s-a utilizat faptul ¢ pentru un gaz
ideal sint valabile formulele: PV = aRT, dUA= Cpd T si
Up — Oy = nR. Pe de altd parte, intr-un proces in care z ==
= const, avem d@ = C,d7. Identificind cele doult expresii
peatru 4@, se giseste

ar dav
— Op)— = (Op — Op)—-
(Cy ¥) T { ¥) -

Din ecuadia de stare a gazului ideal rezultd atunel imediat 3

astfel cd se obfine
dP dv
Yy — Op)— = (Up — 0,)—-
(C. ¥) P (Cr ) -
De aici, prin integrare, se determini céi un proces politrop
este caracterizat prin ecuatia

Op — C,
/® = st N =
Py const, 0, —C.

b) Din formula indicelui politropei dedusid in a), se
giseste

¥ oo AP
we Gl g Ormnlr g, YT 0.
Oy — C, n — 1 n— 1

Deaicisevedeclh: 0, < Oinintervalull <n < v; 0, =0
intr-unproces adiabatic, cindn = y,iarpentru —oo << n < 1
gly <n<<oo, 0, >0,
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o virtutea celor ardtate in-anexa 11, condifia de existenid a

Cap. II
factorulul integrant poate fi pusd sub forma, , v

1. Presupunind ci cele dou#t adiabate se intersecteazs y T ( oY 0z | 7 {072 38X } 7 (0X  0X) 0
intr-un punct ¢, va exista totdeauna o izotermi care le (1) - R { 0w 0z ) + (@’“ 8?? =Y

taie in punctele A si B, deoarece panta izotermei este infe- oz (\9?”
rioard pantei adiabatei. Procesul: 4 — B - ¢ — A oon-
stituie un ciclu reversibil in care sistemului i se transfers
cantitatea de cildurd @ de la un termostat pe parcursul izo-
termei A B i, de asemenea, sistemul efectueazd luernl me-
canic L, dat de aria ciclului. Conform principiului I, avem

} = —L >0, deci are loc transformarea integraly in luernl
mecanic a cildurii transferate de la un singur izvor. Cum
fuerul acesta nu este posibil, rezultd ef adiabatele nu so pot
intersecta, :

2. Conform principiului I, avem pentru cele dou# gaze

Punind : ¢ = 1",y = TJ;, =P X=0,4+ R Y =(CJ +
y . R . . . .
4 B L= (T T”)}; » se stabileste imediat ci (1) nu
arelocsicd deci, in conditiile problemei, d¢ nu poseds tactor
integrant. Hxemplul acesta aratd ci intr-un sistem in care
peratura nu este omogeni, forma 4@ nu posedsd factor
rrant. De aiel decurge cé principianl T implics drept con-
ditie necesard ca sistemul studiat si fie omogen din punct
‘ere termie,
J. a) Pe portiunile izoterme ale ciclului, dU = ¢,
astfel incll principiul I se reduce Ia df) = PdV. Ua urmars

dQ' = Cyd T’ + P'ay’ ;

’r e 7 it r B va -
@@ = VdT -+ Pav 3 0 ___:5 PAdV=nR 171 n E7§ §1 QZZ nif[;ﬁz In '}/;:{}”

¢1

_ N y v, o
in care/P’ = P = P, gazele din dreapta si stinga pisto-
nului fiind in echilibru mecanie. Din ecuatia de stare, rezults unde, pentru caleularea integralelor, s-a utilizat ecuatis
PV =aRT.

v RT av RdT pp 4P - Pe portiunile adiabatice, avemn
o e o T — > A s Sq
P P e ' o
le‘vgwl — Tavgml ; TZ‘V}S«I s T]_ V;im'l‘“%‘ _:;_Bz : -C"
d A !/B

PAV = RAT — RT—.
P Pe baza acestei formule se obtine (], | (@) = T,] T, si deci
) 5 ] randamentul ciclului, in functionarea sa ca motor, va fi
Atunei, cildura totald va fi datd de expresia
- | Q] e |
4@ = 4Q' + 4Q" = (Cy + R)AT" + L s it
@ T,

R -
v RAT — — (T + T 4P . . . . ke
+(0r + F) P (" + )P, Pentru ciclul invers, care realizeazi o maging frigorifics;
randamentul este dat de formula

Ceea ce reprezintd o formd Pfaff de trei variabile, de tipul ; .
Y2 Ty
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4f = Xdg -+ Ydy -+ Zdz.
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= b) Potrivit datelor problemei, —L= @, —|@,] = 30J
si (1Q21/Q) = T5/Ty = 3/4. De aicirezulti: @, = 120 J,
@, = 90 J, iar randamentul, este
B — ‘—L:QI - le[ — 0725.
A @
4. Utilizind ecuatiile izotermelor BC 3i AD, se poate
serie ,

(1) LN

In ceea ce priveste adiabatele 4 B s1 0D, aici avem

(2) PAV33P3V3§§ PDV};:PC”T;{?'

132

’ Cu ajutorul relatiilor (1) si (2), se caleuleazy

1(re1) 4 1(r=1 |
';/YA =t P?B (%) e 279 I, ‘fp :VC' (%) = 14,3 1.

2 2

fnlocuind in (1) valorile gisite ale lui V, si V,, se objine s
P, = 2,6 atm, Pp = 0,5 atm.

5. Dupd cum se vede din figura din exerctiul 4 @, este
energia transferatd sistemului sub form# de eialdurd in pro-

_cesul izoterm B(, iar @, este energia pe care sistemul o trans-
ferd sub formé de caldurd pe parcursul izoterm DA . Deoarece

temperatura si deci gi energia interni a gazului rimin con-
stante, vom avea .

¢ 7
0, = Pav—nRzm (L':“) — P,V,In (Yg _
B V v

B B
= 151,01210%0,8-1073+2,3.0,70 J = 1950 J.
Caleuldm acum randamentul maginii
R—Lt 119l -?3:0,4»+Q2:1170J.
@ @ T
6. Fie Tp.y si Ty, temperaturile maximd si minim3
atinse de sistem pe parcursul unui cielu, @, ::S d¢—1fiind

. s » v {P}v 3 3
energia transferati sistemului sub form# de cldurd (indicele
(p) aratd ci integrarea se face pe portiunile ciclului unde

dQ > 0), iar @, = -—S d€), energia transferati de citre
(e)

sistem sub formi de cildurd sursei reci (fapt indicat prin

indicele (¢)). Conform inegalitdtii lui Clausius (vezi exer-

citiul 11)
ag a9 aQ
Sl Y Sk
3€ T Sw T S(c) T <
Dar
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Afunel, se obfine

W(_‘Z,_ < “@;21 @2 > :r‘?@.ﬁ_ B — ‘Qﬁi <
iz?ma.x Tmin Qi T‘max QI
= T -~ %mﬂ == RCamew

7. a) Utilizind ecuatia de stare a gazului ideal gi apl‘g-
“‘¢ind prineipiul I celor 4 procese din care se compune ei-
clul, se obtine

Qup=0p(Ty — T,), Qre = nBT) In (V,/Vy),

Qep = Op{Ty — T1y), k Yps == n BT, In (V,/V,).

‘ITIL . o ® 2
. ﬁ’
&
ES
P
- &
I] C
'/"1 - *-‘fWW"‘—"““
C A '
|
P AU S S
127 I
D Al
‘ 1
] i
i ;
o S !
V1 Vs v ) Vl
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Dintre acestea, Qup §i @y sint mai mari decit 0, in timp ce
Qep 51 Gp, sint mai mieci deelt 0. Atunci

o Qun + Quo— Qo] — Qo]

Qas + Qe

R (T, — T,)In (V,/V,) —
Oy T.l — T, + fR/RTl In <V2/V1)

7, — T, <T1nf1’2
TT Oy —Ty) R In (V) V) T,

= Rcasmot *

b) Procesul B0 este o dilatare izoterm# a gazului ideal
gi va fi reprezentat in diagrama PV printr-o hiperbols
ce satisface ecuatiel PV = nRT = const. Procesnl (D este
g rigire izocord, entropia trebuie deci 4 descreascd, ceea ce
conduce la curba respectivii din diagrama 7'S. Heuatia
acestel curbeeste : dS = Cpd T[T, adict 8 = Cpln?’ -+ const.

8. a) Pe baza principiului I al termodinamicii, avem
pentru ciclu

— L =6 — (@] = OkT. — Ty) — Cp(Ty — T,).

Atanel v
—— 1" : mo_: 7
R——L_y_ L Li—T.
& y To— 1T,

w2 BV = (V7)Y

¥ (Vzllvz} - (Va/vi)y

unde, pentru scrierea ultimei egalitidti au fost utilizate rela-
tiile

y 7 7Y -1 -1 — B )

TolTy = V[V T,VY™ = T,V TV = T,VY
by Expresia lucrului mecanic deduss in punctul a) con-
fine doud variabile: T, si 7,. Urmirind eliminarea uneia

dintre ele se fine seama ci transformarea fiind ciclicd,

AS = AAggc ‘4\7 ASM = 0-
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Dar, deoarece » Randamentul ciclului va avea atunci expresia

o Y 47
88, = =0T = 6,122, Re1-19ul_y _ Tr-17,
y T b T T
@so To — T,

% ¢ e« 47 ,
AS4 =§ - =\ 0= =0 (1. Ty,
4 2 T
‘ rile ABsi OD
se obfine : Op In (T,/T,) = — Oy In (T,/T,), de unde rezulty ; T PY-0F o PO . PA-YY . m pa-mpy
(7,1 = Ti/T“. Inlocuind, de exemplu, pe’ T4, dat de ultima at ahe ’ oFs Tobi ’

latie 1 resia luerului mecanice, ] . . .. . g
relafie in expresia Iu u anic, se gaseyte De aicl rezultd imediat urmitoarele relatii

j—?g_ g’?. _“Z:l}.__ (‘PZ (1—v)jx _P}‘ y—1jy
Ty T, Ty 'Pl) _(Pz) D
Ca urmare,

R = 1 e

—1 = Op (Tc - Tb) - OYTaHTc/TB)Y - i}*

Anulind derivata acestei rela{ii in raport cu T, ¢ obfina

acea valoare a lui 7, care corespunde unui lucru mecanio
Ao = Ty | [(Tp/Ts) — 10,

maxim., $i anume, ~
To — Ty (Te|Ts) — 1115
Tb = Td e (T‘Ziz)”(\"ﬁl) .
—1 P1 r—1fr
9. Conform principinlui I, =1 ( 1—3;) .

Que = Op({Ty — T4) 0, 16. Conform prineipiului I,

Qpa = (T, — Tp) < 0. @Qap = Op(T; — T,) >0,
A ) V
Qou = S PAV = nRT;In o2 < 0.

o 3

Atunei, randamentul este

Re1_ 19l 4 nRIIn(VyV,)_

Qur Op(Ty — Ty)
1 — T, n (_@)nﬂ/cp 1 ~—~T—2—-In (Z@ =ty
=1, \n -7, \v,
s ; =1 — HTZMID("Z—'!)Q
Iy— T, \T,
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Luind in consideratie ecuatia adiabatei in coordonate TP,
gi anume : TPI-0Y = const, se poate scrie pentru parcursu-
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nE_ Cr—Cy

unde s-a {inud seama ci pentru un gaz ideal :— = =

Cp Ce

o

\‘::' L e s e h s

S
<t
<

y—1

=-——. De asemenea, s-a utilizabt . ecuajia izobarei

AB:Y Tp/Ty = Vi|V, si adiabatei BO, T,V¥' = T,VI-
pentra ‘s obtine relaia : Vy/Vy = (I,/T, )1, ceea ce a
condus la expresia finald a randamentului.

11. a) Fie incd o sursid cu temperatura 7', i » magini
auxiliare reversibile, ¢;, care primese prin transfer cantititile
de cildurd —@; de la sursele 7, 5i ¢; de la 7, Ansamblnl
maginilor ¢ + ¢; realizeazd transfer de energie sub form# ds
cildurd doar cu sursa 7T, Intrucit in virtutea principiului
al II-lea un ciclu monoterm nu poate functiona, atunci in
mod necesar avem pentru sistemul ¢ + ¢

G F g+ .00 g, <O
Maginile o, fiind reversibile, sint valabile formulele

T T )
% =20 g =0g, (1 =1,2, ..., n),

care, substituite in relajia precedents, conduc la inegalitatea
cerutd.

‘Daci sistemul schimbi eidldursd cu o infinitate de surse,
guma ge transformd intr-o integrald, astfel incit inegalitatea

i Clausing devine

aQ _
(1) (}[; —g-— < 0,

unde semnul egal se realizeazs doar pentru eiclurile rever-
sibile.

b} Intr-un proces izoterm reversibil egalitatea lui Clau-
sing, (1), eonduce la

fag 1 [ g
o e (I T e e — —_ On» R
(_,? r r ié) ¢ r - "¢

Deoarece intr-o transformare ciclicd @ = — I, rezultd ci in
acest caz avem gl L = 0.

12. In cazul radiatiei U = uV = o¢V7, P = u/3 =
= oT%/3 si deci adiabata va avea ecualia

dQ =.4U + PAV = é; oI*dV 4 46T°VAT = 0, —
— VI3 = const, sau PV%3 = const.
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Fie ciclul Carnot 1234 din figur}, in care parcursurile 12 gi 34
sint izoterme, fiind caracterizate regpectiv prin temperaturile

Fa

T, i Ty, iar 23 si 41 sint adiabate. Atunei

2 G ;
g Ta=—{ POV = — 2 T4V, — V),
1

2
Qm: i GTgs dv= i GT%CVz "' V1)>0?
3 1 3
3 G
Qs = 0, Ty = —S PAV = — = T{VE* x
2

X 53 -1—.7—4/3‘«117 j— GT§I]§]3(V3—~1/3 - I/ré_ljg) _

2

= cTH VIV — V),

unde s-a utilizat ecuatia adiabatei PV =P, Vi’ = %— cTh Vg"’:“.‘

. [
Ou ajutorul egalitdtii V,T3=V T3, se giiseste Ty=T\(V,/V,)'?,
astfel incit

L23 - GT;Vg - GT%VQ.
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In mod analog, se calculeazd

4
L34 == "'g' Tg(V4 - Vg), Qg; = "g ch(Vl __V:i) < G?
Lﬂ = GT%V;_ - GT;V.g; qu = 0.

Pentru intreg ciclul, @ = —I, adicd : Q5 + Qy = —(Lqs-b
+ Lo + Ligy 4 Lygy)-

Scriind  ecuatiile adiabatelor: V,7% = V, 7%, V,T: =
= V;T%, rezultd imediat relagia V,/Vy = V,/V,. De aceea,

Yot _ 2 o3V, — V) = = oIy — Vo) =

= 7 = Y

Ql,%_>Q12+_Qﬁ .
T, T, 7,

ceea ce constituie egalitatea lui Clausius.

13. Reducind la absurd, presupunem existenta unuidis-
pozitiv care transferd in decursul unei transformiiri ciclice
energie sub formi de cidldurdi @ de la sursa rece T, la cea
caldd 77, fdrd alte schimbéri in mediul inconjuritor. Pentru
ciclul parcurs, avem

deoarece, prin ipotezd, T, > 7,. .

Dar aceasta contrazice inegalitatea Iui Clausius, stabilitd
in exercitiul 11, a) gi prin urmare caldura nu poate trece de
la sine de la un corp rece la unul mai cald.

14. Deoarece (%g) =0, vom avea dU = ¢(0)d8, cu
9
g o funefie arbitrard de 0. Conform principinlui I,

d4Q = dU + PAV = g(6)d6 + PdV.
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Tmpirtind aceasts relatie eu f(8) se verifiey nemijlociy ej
expresia objinutd este o diferentiald totald exacti :

1@ _g(0)ab_ v

a S 28 gV

oy fey v

Aici f(8) joacd rolul factorului integrant al formei QQ; ca sl T,

Pe de altd parte, din considerarea ciclului Carnot rezults
¢ raportul dintre Q, erergia transferatd sub formi de cil-
durd de la sursa caldd 6, si Q,, energia transferats sub forms
de edldurd sursei reci 8,, este ‘

G _ Q9 _f(6)
£ . 2N - ALY
A0 J(6) @ (6]
ceea ce aratd od f(0) = const 7.
15, Relatia cerutd se obtine exprimind ci ds, dat de
formula : ‘

as = ATLRT L (00) 4y L1(00) | play,
r r v TI\oV)r

este o diferenfiald totald exacts, adic : L. {}— Ej—q} =

d G "
1.(00

A I L Py

‘ ET[T (51’ H

16. Tnlocuind : U = Vu (T) 5i P = w(7)3 in ecuatia
energiei

(7). =7(55) -
\()I’T T df' v

dedusd in exercifiul 15, se obtine dup# integrare : u(7) =

P

= const 7% Gazul cu o astfel de dependentd a densitifii
energiel interne de temperaturi este gazul fotonie, iar for-
mula respectivi poartd numele de formula lui Stefan-Boltze

manin.

17. Avem : Pv = f(T), U = U(T). Din ecuabia ener-

giel (vezi exercitiul 15) ’
T
(29), = 2(2) - »,
oV )z oT )y
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rezultd atunci

T—dj« — ATy =0, = f{T) = const T,
a7 ;
astfel Incit ecuatia de stare va fi de forma: Per = AT, cu
A = const.

18. a) Gazul fiind ideal sint valabile expresiile : PV =
= aRT i AU = 0pdT. Inlocuindu-le in ecuafia fundamen-
tald a termodinamicii se obtine

ar  pdv,

CV i anTQ —>
T %

a5 =10 _ 40 + PV _

T
(1)

© > 8S=0yIn T nRInV -+ const,

unde la efectuarea integririi s-n considerat ci €, = const.
Pentru alte perechi de variabile, se stabileste in mod
analog

§S=0,InT —nRlu P -+ const,

23
@) S=0,1nP + Cpln ¥V 4 const.
oUy . au

Y DWdU=|—1 d7T — i dV

L 34U (OT}V +(6V)T ’

S AT g 9P
incare: | ——| =0p, {—1 = T} —P. Utilizind ecuz-
e (M’)V "’(W)T (az’}y s

fias Van der Waals, se caleuleazi

o 9

RT a (GP‘ ¥
RENY Juniy R,
,51’,);/ V —b

i ea urmare rezultid
au = 0, dT +§;d’i’, N, Uo—grUV’fw%

(Uy == oonst),
unde U, este econstanta de integrare.
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2) Luind in considerare expresia lui df7 de mai sus, se

glseste
dQ dU - PdV . dar B -
AS:S““*S“‘“‘"“‘: o S (= av, -
T T S T *Sv—b ’

>8=8,+0InT -+ Rln (V —b).

3) In cazul unui proces adiabatic, § = 8§, = const, .

astfel incit din expresia entropiei se deduce : T(V — b)R/0F =
== ¢onst.

19. a) 7dS =dU + PdV =dH — VAP, unde H =
= U 4 PV este entalpia. De aici rezults :

as — = (f':? ar+ i[(?ﬁ - -v} ar,
TAOT)p TI\0P)r

Exprimind condifia ¢4 dS este o diferentiali totali exacti,

avem
i(}.?}i _i[}_(ﬁﬁ_y]
, 9V T@T)“&T T\oP )
#

ceea ce conduce imediat la (1).
b) Se pleacd de la relatiile

(el () —ren ()
OP)r aT)p aV)r o vy

(vezi exereitiul 15),

de unde rezultd : (67/) = Y s («QE == £ . Pe baza lor si
oT)p T \0T)y T
a formulei b) din exercifiul 1 cap. I, scrisd in variabile P, V,

T, se obfine : (Qf) = — — . (a urmare,
oV)r v
aP apP P

apP=[22) ar+ (&£} ar— — L gy
(aV)T M’(aT)V v v+

P

PV
— a7, —— =const.
+ /A T
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20. a) Relafia cerutd rezultd finind seama de ecunaiia
energiei din exercifiul 15 in formula (1) stabiliti in exer-
citiul 50 a) din cap. I.

b) La temperatura de 4°C apa se caracterizeazi prin
v . . oI

ceea i { — | =0, intrucit pentru ¢<<4°C, avem | — | <
acee ( P T) s P =~ ] ( a T)

P
< 0, in vreme ce pentru ¢ > 4°C, (—g—g) >0. Din formula
P

P

dedusd In punctul a)se vede c# in cazul apei la 4°C,
OP = GV-

¢) Tinind seama de definifiile coeficientilor termodina-
mici « §i kyp (vezi exercifiul 10, cap. I) precum §i de relatia
b) din exereifiul 1, cap. I, se giseste

. 2
QP“.QV:T(,‘?Z) (fllf’_) _IVar
- ar P @T v

Ly

300 18,27 - 1073 (2,9 - 1075)2
- 2,24 - 10711

—205,78 JK kmol L.

21. a) Derivind ecuaiia energiei din exercifiul 15 in

raport eu temperatura si tinind seama ci (gij) = (Jy, 8e
14

(?_Ciz,) — T(f’f?i :
vV Jr are )V
Dar, dupd cum rezultd din ecuajia Van der Waals:
‘gtPy
ar:
= OV (T).

b) Pe baza relatiei deduse in exereitiul 20 a), precum si a
ecuatiel Van der Waals, se caleuleazi

o [0V (9PY _ , RT[(V — by
Or OV”T(M)P(M)V_R RT 24

(V—tp V3

obiine

) == 0, astfel incit €, nu depinde de volum, adici 0=
14
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Se observi. ¢d in cazul gazului ideal (¢ = b = 0) formuL-,s,

b) Conform formulelor din punctul a), avem
-aceasta se reduce la formula Ini Mayer Op — Oy = R. ,

Iphy = = 2 (?ﬁ) ((?"V-) == e P2 (?“é> = “ZYOP&
v P\ﬁT P o XQT/P

Y N .
() — (%) - 10,
oT \ar),

&

[5S]
lpthp = [’4
s ( =),

Pentru deducerea ultimei relafii se utilizeazd formuls :

(my,i;f;_'—{mpllp) = 1 (vezi exercitiul 24, cap. I, punctul
a), serisg sub forma

‘?nv’zp ‘“f“ 'n?/p?/p' = ZyZp,
in care se inlocuiese lpmy si lymy din formulele de mai sus.
23. a) Pentru deducerea primei formule se scrin %.n
eeu@‘na, fundamentald a termodinamicii: Td§ = 4T -

E Pdf/ diferentialele d8, dUJ §i dV in variabile P si T
in Ié‘l&ﬁa obtmu‘m?

T(»@-) apP & T(?fg a7 —
0P ): a7,

() # G Jor= (5] an 25 oo

se identificd coeficientii lui dP din dreapta §i stings i se ubi-
lizeazd apoi una dintre relatiile Maxwell din ex. 49
A doua formuld rezults in mod analog lucrind in varia-

bile V §i 7.
b)) Deoarece (—g——q) =0, cea de a doua formuld din
T

2} se reduce la

¢y Aplicind ciclului format ecuatia fundamentald =
termodipamicii, se poate scrie

ij,ds gﬁﬁdm ;jgi Pav.

Transformarea fiind ciclicd, 3&13' = 0, ‘édﬂ’z 0 gi ca urs

mare vom avea i ¢ PAV = 0, ceed ce arath egalitatea ce

doud suprafete.
22. a) Expresiile pentru Cp, Cp, my 81 mp 1e;'ulta, diree

din ecuatfia (1), exercitiul 24, cap. I, i;mm‘d. seama e d@
= T'd8. Procedind analog cu ly 1 1p si utilizind relatiile 1
Maxwell din exercitiul 49 a), se ob{ine

T (Mv) =P —1n P+ Inf =7, sau Pf (V) = T,

14 i : .

(88 aPy - (68) (W)

=7 (22} == =7 ,
=1 (w)T (M’)V’ : Py aT

, 1de [ reprezinti conqtanta de mtegrare si este o functie
rhitrard de volum.
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punctul a, entropia unui gaz ideal este datd de expresm 3
= Oyln T ++ Rln V + §8,. De aici rezulti imediat ¢f pro-

24, 4Q=1U+PdV = ("U) +[( ) + P]deQ. ;
cesul considerat este xreversxbﬂ intrueit
=T

. o . oU .
Intrucit : (ﬁ)v == O, iar (5—‘—;) (61’) — P, (vezi

_ 12
exercitiul 15), vom avea ecuafia =8(T, Vo) —8(T, V)= EIn %;?" > 0,

1

0
CdT + T (;;) dv = 0. b) Conform ecuafiei fundamentale a termodinamicii

4Q AU + PdvV _ (,dT 4 Pav

df =—= =
T T r

fnlocuind : (%) = Pya §i integrind se obfine urmitoarea
v ,
expresie a adiabatei '
Procesul fiind izoterm, avem PV = const — PdV =

Oy In T + P,V = const, sau T% e*P¥ — const, = — VAP si ca urmare

25. a) Deoarece dQ = ¢ AT = med T, vom avea pentru _ Py V.n B
variatia entropiei apei expresia ’ a8 = T dv= ’fdP P ar -
agy F
ASups = mcs — =meln =24 AS=—RInF2 = _101 5/mel K.
o T 1 P,

in ceea ce priveste variafia entropiei sursei, finind seama ci

Le ] 9 Ly 27. a) Un proces este reversibil dacd sistemul p{mte fi
ea igi menjine temperatura constantd, se giseste

readus in starea inifiald fird alte schimbiri in mediul incon-
juritor. In cazul de fatd, deoarece prin incilzire barei i s-a
transterat energie sub forma de cildurd, ar trebuisd fie posi-
bild si inversa, adicd transformarea integrald a cildurii in
Iucru mecanic. Luecrul acesta fiind inserzis de principiul al
II-lea al termodinamicii in formularea lui Kelvin, rezultd ci
procesul de incilzire al barei este ireversibil.

b} Procesul fiind ireversibil nu se poate aplica pentru

Assm’sé = S"‘—‘: = e

| T,
Atunei : A»\Stoyal = AS@a 4 ASsursa = MNe (IHE —1 4 T )
0

=1000-4,2(In1,2 —1 + 1,2)J/K =684 J/K.

b) In cazul a doui surse, se gasegte in mod analog ur-
mitoarea variatie a entropiei : AS = AS; + AS, = 50,4 Ej /

¢) Dupé cum s-a vizut in punctul b), Ia utlllzarea adous
surse, variafia entropiei este mai micd decit in cazul unei
sinﬂme surse. Multiplicind numirul surselor la infinit, se
realizeazs o incilzire reversibili a apei, ¢ind AS = 0.

26. a) In conditiile problemei, § =0, L = 0. Atunc
conform prmmplulm I avem AU = 0, ceea ce pentru un |
ideal ingeamni AT = 0 Dupé cum s a ardtat in exercit

calenlul variafiei entropiei formula: AS = S(IQ/ T, vala-

bild doar in procesele reversibile. Ea poate fi ins# aplicatd
pentru orice proces reversibil care leagh stirile 4 si f. Ca
urmare, se calculeazi variatia entropiei mtr -un proces izobar
reversibil de inc#ilzire al apei intre sbirile ¢ gi f.

f ! 1873
AS = Sgg—zmops%zmvplni’} =148 J K71,
3 ¢ 1253
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Intrucic entropia este funciie de stare, variaia ei, AS, cal-
culatd, pentru procesul reversibil i — f va coincide.cu cea din
procesul ireversibil care leagh aceleagi stiri. .

28. a) Deoarece destinderea gazului ideal este adiaba-
tied (4@ == 0) si are loc in vid (¢4 = 0) principiul I se reduce
la dU = Oy AT =0, ceea ce aratid ci ea este si izotermi.
Procesul acesta ar fi reversibil dacd sistemul si medinl in-
conjurdtor ar putea reveni la stirile lor initiale. Pentiu ca
gazul 8% revind la starea lui initiald el trebuie 83 fie comprimat
fara a-i varia temperatura. Energia mecanicii cheltuits la
comprimare. de citre mediul inconjurdtor ar putea fi com-
pensatd prin transformarea integrald in lucru mecanic a odi-
durii degajate la comprimare. Cum insd, conform pri j
ului al IT-lea (Kelvin), lucrul acesta este imposibil, procesul
respectiv este ireversibil. ‘

b) Procesul ¢ — f fiind ireversibil nu se poate: utiliza

Cini-

direct formula AS = S @/ T. Dar, pe baza faptului ¢ entropia

este o functie de stare, variatia ei, AS, intr-un proees rever-
sibil izoterm, i — f, va coincide cu cea din procesul nostru.
Ca urmare .

’an Fav .
A = Q EQ = %Rg @ = nRin Y =
L T sV V.

=2:831In4 =23J K,

unde s-u utilizat faptul e gazul fiind ideal si transformarea
izotermd, avem: PV =nRT, dU =0,dT =0 g dec

7
dQ = AU -+ P4V = PAV = aRT —dé .

29. a) Procesul ar fi reversibil dacd s-ar putea transfera
energia de la baia rece din nou piesei metalice fierbingi,

fard alte schimbéri. Luerul acesta nefiind posibil in virtutea
formuldrii lui Clausius a principinlui al IT-lea, rezultd ci pro-

cesul -considerat este ireversibil.

b) Desi procesul este adiabatic (dQ = 0), din cauza ire-
versibilititii sale, vom avea AS > 0. Temperatura finals a

amestecului, 6, este

0,0, + 8,

, = - = 34°C (vezi exercitiul 37 punctul e). |
0+ 0,
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{nlecuind procesul ireversibil cu unul reversibil ce are loc
intre aceleagi limite de temperaturfi, se gisesc respectiv
pentru variatia entropiei piesei i b#ii expresiile

307 =4
a8, = 6, 4T 9508 1n 2V
s 4 773
307 ird
Asz—..:czs AT 43601207
208 A 293

Ca wurmare, variatia entropiei totale va fi A8 = AS, -
-4+ AS, = 158,84 J/K.

30. Pentru calculul variatiei entropiei se inlocuieste
procesul ireversibil de difuzie cu unul reversibil intre ace-
leasi stari, in cazul de fatd cu o destindere izotermi reversibild
intre volumele V gi 3V.

Deoarece energia. internd rimine constantf, gazul fiind
ideal, vom avea pentru variatia entropiei

3V et 2 3V 7 3V 7
8= S a9 MS E‘E:g LPav. -_—_Rg av. Rlns.
v T v T vV vV

31. a) Energia maximi ce poate fi transferaty sub forms
de lucru mecanic de la un sistem se determind cu ajutorul
unei magini Carnot care funclioneazi intre cele doudi corpuri
pind cind ele igi egaleazii temperatura. ;

‘”“Lz@z“‘[Qz!;’ S

unde @, este energia transferatd sub formi de cildurd de la
corpul cald, iar @,-—energia transmisi sub formi de caldurs
corpului rece. Ele sint date de expresiile

Ta ,
& = mGPS a7 = 7NOP£Tn — Ty} Qg = mep (Ty — T))
1o
si deci
— L =mecp (T, + T, — 27 ),

unde T, este temperatura finald. Pentru a o determinarea-
mintim ¢i in cazul wnui cielu Carnot in care sursele au tem-
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peraturilé constante, T, s T,, avem &/ 19y = T,/ T,.
In cazul nostru temperaturile surselor sint variabile, astfel
¢d vom aves :

d T
—}&%—{ = T‘I’L’ unde d@; = me, AT, §i 4Q, = me, AT,.
2 2

Inlocuind i integrind, se obtine

Ty : Tg
S ar, _ “S Ty py (1T — 424 K.
Tq Tl

Ty 1’2
Ca urmare
— L =mex (T, + T, — 27;) = 10. 400 (300 -}- 600 —

— 848) = 208 kJ.

b) Rezerva de energie pe care o poseddi sistemul, este :
G = mop(T, — T,). Atunei, energia ,netransferabili prin
lueru meeanic” va fi
#

#
@ — (— L) = mep (T, — T,) — mep (Ty 4+ Ty — 2T,) =
= 2mep (Ty — T,y = 992 kJ.
Ea coincide cu energia necesary pentru a inedlzi ambele
corpuri de la temperatura T, la temperatura 7', .

32, Prin cidere energia potentiald a pietrei se transfers
sistemului ulei -+ piatrd sub form3 de cildurd :

my gh = (M0, + Mue) AT = AT, —

59,80 80

5-120 4+ 25-80

1,5°C,

unde g este acceleratia gravitatiei. Pentru transformares cil-
durii in lueru mecanic util, se pune si functioneze o magini
Carnot intre baia de wulei aflati la temperatura T, + AT
§1 rezervorul de api aflat la temperatura Te. Dupd cum se
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gtie, in cazul unei masgini eu surse de temperaturi constants

‘“L:Rlegi(l“%)-

Deoarece in cazul de faf#h sursa caldd are temperatura varia-
bild, vom avea

——dL:RdQ:—( m-—%—-}c,dT,—»
7, AT
Lo, S (E‘L 1 )dT::p, AT—o,T, m( 14 é:'-i_),
Ty4+ AT Ty

Semnul minus din membrul drept al expresiei lui &L apars

deocarece prin functionarea maginii, temperatura uleiului

scade. Tinind seama cf pentru valori miciale lui s, In (14 o) =
a? .

=g — o se obiine

—L=c¢

ATy (my gh)*
‘ 27, 2, T, =

Tn#ljimen b’ la care s-ar putea ridica din nou piatra este datd
de relatia
—L  gh*m 9,8 -80% 5

b= — —
gm; 20Ty  2-2600- 300

= 0,2 m.

33. Intr-un proces izoterm, energia interni a unui gaz
ideal rdmine constantd (AT = 0) gi deci ecuatia fundamentals,

- a termodinamicii se reduce la TAS = —I. Intrucit in vir-

tutea teoremei lui Gibbs entropia unui amestec de gaze ideale
este egali cu suma entropiilor parfiale ale componentilor,
vom avea in acest caz AS =0 §i prin urmare si L = 0.
Aceasta inseamn# ci pentru separarea constituientilor unui
amestec nu este necesarf efectuarea unui lucru mecanie,
atita timp cit acegtia igi pHstreazd presiunile lor partiale.

In schimb, este nevoie de un lucru mecanic pentru &
aduce fiecare component de la presiunea Iui parfiali: P; =
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= (n;] ¥, »;) P (n; fiind numirulde moli ai componentulni i),

7 ;
la cea finald, atmosfericd, P. In cazul nostru, presiunile

. N * 1 oo -4 .
partiale sint: Po, = — atm si Py, = - atm. Lucrul mecanic
9] 15

respectiv_ se caleuleazi eu ajutorul formulei

. P 1 N
AL = — PaV = aRT T L 1o 41y, — L RTINS -
? . 5 .
B VN
5 4
| | ' ’ ; . (frodg
34. Procesul fiind izobar, dQ = C,A7T,iar AS .;JS =
, . T‘,

Tempemtu‘r@ tinald T, = (T, 4+ T)/2 s ©a urmare

T dT | Tr A7
AS = A8, + AS, = € [S e
A 4 B P 5 T S‘[‘B T |
s TR T
O Opln (L -+ Ty > 0.
7,T, 4T, T,

Dupi cum era de asteptat, dach T, = Ty, AS = 0. -

35. a) Conform relatiei (2,) din exercifiul 18 punctul a)
avem urmitoarea expresie pentru -entropie: 8§ = S, -
+ Opln V 4 Cp In P. Aplicata celor dou#i gaze, inainte gi
dupa amestee, rezulti

P

. . P : :
ASy = Oy In o 3 AS, = Oy In B unde P = ~&—2F |

1 2

este presiunea finald dupd deschiderea robinetului. In baza

aditivitatii »
AS = A, + A8, = C;,(In;i 4 In W) -

1 2
2 » 2
—oym-t g mBERr
' PP, 4P, P,

b) Inainte de amestec, entropia fiecarnia dintre gaze
va ti datd de formula (1) din exercifiul 18 punctul a)

[

S;=0p, nT +nRInV 4+ 8, (v =1, 2),
iar entropia intregului sistem 8 = 8, 4+ 8,. Dupi amested,
8= 8 4+ 8, unde 8] = 0 In T + nRIn 2V + S (1= 1,2},

Javiatia enfropiel in urma difuziei va fi atunci
AS =8 — 8 =2nR In 2> 0,

ce aratd cd difuzia este un proces ireversibil.
In cazul cind cele doudi gaze gint identice formula i3
pierde  valabilitatea (paradoxul Ini  Gibbs). Intr-adevir

e

b
T
13

daci gazele sint identice, procesul de difuzie este reversibi
(decarece inchiderea robinetului restabileste starea initiald),
ceea ce inseamnd ef AS = 0. Rezolvarea paradoxului se da
abia 1 statistica cuantici. :

J6. a) Dilatarea gazului fiind adiabaticd (dQ = 0) i
liberd (4L == 0), principiul I se reduce la dU = 0. In acesie
conditii, ecuatia fundamentald a termodinamicii devine

fas]

TdS — PAV = 0, m}( ______

Intrucit dV >0, de aici se vede ci entropia creste, adich
i L t1 ?
procesul este ireversibil.
by Intr-un proces izobar, avem conform principinlui I,

3

%

A9, = AU + PAV = AU + PV) = dH,

unde I este entalpia. In conditii adiabatice, @, — dH — 0.
Pe de altd parte, utilizind ecuafia fundamentald a terrmodi-
nicll, se giseste ¢l o

~ TdS 4 VAP — 0, — (i‘i\% =Y <q
P |y 7

Intrucit dP < 0 §i in acest proces entropia creste.
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37. a) Intr-un proces ciclic reversibil variatia entropiet
este egali eu 0. In cazul de fatd ea se compune din variatia
entropiei celor doud gaze, sl anume

TG Tﬂ 1
ASizg 5@.:055 AT gm T o129
Fy T Ti
Atunci
To\C [ Ty \6
=m0 (B (5) ]
Cy Cqy

— LS— Ci4-C C1+C.
__{}’ —-a-ToﬂTl 1+|T2 1tCs |

b) Conform prineipiului I, intr-un proces ciclic: —I =
= @ — | @], unde ¢, este energia transferatd sisternului
prin contact termic de la gazul 1, iar @, este energia trans-
feratd prin contact termic de la sistem gazului 2.

7, _

Q== 6,( AT = O,(T, — To) 5i Qs = 0, (L, — 1))
& Ty

Ca urmare, vom avea: — L = O\T; + 0,T, — (0, + C,)T,.

¢) Bgalind energia transferatd prin contaet termic de
citre gazul 1 cu cea transferatd gazului 2, se objine

oy OT 4 Gy

OATy — Tp) = Co (Th — Ty), oo

d) Variafia entropiei sistemului se calculeazd ca gi in a)
cu deosebirea ci acum temperatura finali este 7 iar AS # 0
intrucit procesul este ireversibil. Avem deci

4 Cq ’Cl s O34 Cg
s=m () (z) Tz |-
T, T, T¢ T
N [CE A
0, 4+ 0y) T$Tg
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e) Fie sirul de numere pozitive a(l), a(2), ..., a(2").
Din inegalitdtile :

Mmmmz{%ﬁgﬁQQK{&ﬂrgamyg(mngamqi
MUMMM&MMQ(%ngﬂxmm§M®Y<

< o) +a@) +a@)+a@)]
4

se gliseste prin inductie

a(l) &(2) ee .;5‘(2”1}g [a.(l} + a(2) N a(gm) }zm“
om

Vom presupune acum c# printre numerele a(i), ¢; sint cgale
cu T} si €, sint egale cu T,. Atunci

Oy Cp =27, TO TG < (M)Q+ C, .

01+ 0,
Logaritmind aceastd expresie si confruntind-o cu AS din

d} se constatd cd AS = 0.

38. 2) AV — (ﬁi) 4T + (ﬂ) d8. Utilizind rela-
orT Js o8 Jr

tiile Maxwell din exercitiul 49 punctul a), se obtine

RERCIC R
(.0 CR ),

b) Aria unui ciclu in planul PV reprezintd lucrul me-

canic efectuat de sistem in decursul transformirii, iar aria
unui cielu in planul 7T'S reprezint¥ energia transferats sis-
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temuiul sub formi de calduri.
- SS apav: ¢ = SSM as.

Hfectuind o transformare de coordonate din planal PV in
planul T8, vom avea
OLP, V)

L= SS dPav — g( J AT ds, unde J =
J T, 8)

lacobianul transformirii. De aici se vede cf pentru ca si
fie indeplinitd conditia ca luerul mecanic efectnat de sis-
tem pe parcursul unui ciclu s fie egal cu energia transferats
prin contact termic, —1IL = @, este necesar ca J = 1. -

48, Utilizind proprietiifile iacobienilor, ecualia energiel

el

este

. R . . oy .
din exereitiul 15, precum si formula ¢, = {Hﬁaﬁ;f) - 8o gliseste

(ﬁl’) _ T, U) AT, YT, V)
U

avle 8V, T) oL, Vyav,U)

£ g -1 Pe
RS o [
OV Jr 0T jy o Jy

40. Deoareceinbaza principiuluial IT-lea : 0 = —{{?}% -
. : i
) g
= T (—a@ , yom avea (-@QX} =T o («—‘ib#w =
0T Jv oV Jr oV \ 0T Jy ‘
, 0 [ 08 : ' oo
/i B
o7 \ 0V Jr

f

Pentru a determina expresia derivatei | se {ine
v )’

4 — (_ﬁ%) dT%(~i~) av.
ar Jy av Jr

De asemenea, pe baza ecuatfiei fundamentale a termodina-
micii, precum §i a ecuatfiei energiei din exercifinl 15, avem

searma ol

158

in mod suceesiv ;

a8 = AU + PdV. :_1_-( U
T T\ o

+3Hf”£) + P} av — = (-‘fﬁ:"_‘ arT + (ﬁf_‘ av.
T oV Jr ryor Jy ol Jy
Identificind cele doud expresii ale lui a8, rezults
()~ (59), =52,
ov Jr 8T Jy  \ 0V Jr L 0a? Jy

Observafie. Demounstratia se putea simplifica, dacd pentru

n

detivata (-;f se lua in considerare una din relatiile
- T .
Maxwell din exerciiul 49 punctul a).

41. Existenta unei legituri functionale § = S(W) intre
entropia § i probabilitatea W, dats de o functie monoion
crescatoare, este consecinta similitudinii comportirii celor
doud fune{ii. Ambele, atit entropia cit si probabilitatea, tind
si creascd in procesele de mneechilibru atingind o valoare
maximé in stirile de echilibru. v

Considerind un sistem format din doud subsisteme inde-
pendente, in virtutea aditivitdtii entropiei, se poate secrie :
S == Sl "%‘ :Sz’g sau

S(W) = S(W3) -+ S(W,).

Inlocuind in stinga W = W W5, se observi, usor cfio asifel
de relatie este satisficutd doar de funetia logaritmics. Asadar,
rezultd

S="FkinW,

unde & este o constantd despre care se poate ariita i este
chiar constanta lui Boltzmann.

42. a) Dupd cum rezultd din ecuatia fundamentaly a
termodinamicii, intr-un proces izentrop, avem

oU ou '
10 4 PV = | —) 47T « — & P 1 dV =0,
av 4 P (ar)p- *ﬁ'[(av)T‘P }
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Tinind seama ci in cazul radiafieis U = uV = oV T4 gi
P = w/3 = cT%3, se obfine

AV 6T? AT + —2 cT*dV =0, -> V1? = const.

Eliminind temperatura 7' cu ajutorul expresiei lui P, se
giseste : PV = const.
b} Se scrie relafia lui Reech, (vezi exercifiul 44 cap. I),

sub forma
oP aP\ 17
Cp = Opf —— — 11,
? V(aV)s[(aV)r]

Tinind seama cd in cazul radiatiei: U =u¥V = o VI,
P = uf3 = cT43; PV*® = const, de aici se calculeazs,

oy
Cy ={——] =4a¥V7T3 3 0
’ (aT)y ° ’

e .
(22) —o; (22) =42 40
A N

Inlocuind aceste expresii in formula lui Reech, se vede ime-
diat ed in cazul radiatiei Cp = oo,

43. a) In urma transferului de cildurii entropia siste-
muloi variazd cu
Q 107 107

Q _
AR = A8, 4 A8y = 2 — ¥ — — = =107 J/K.
1 A% T, T, 300 301 /

CUonform formulei lui Boltzmann (vezi exercitinl 41):
AS = kln (W,;/W,), unde W, si W, sint respectiv proba-
bilitdtile termodinamice ale sistemului in stirile finaly si
initiald. De aici, se obtine

% = exp (AS[k) = exp (10712/1,38 - 10 -23) = 0™

1
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Agadar, probabilitatea termodinamics a stirii finale este cu
mult mai mare decit cea a stirii inifiale, adicd la nivel ma-
croscopic sensul transferului de energie la contactul termic
are loc de la corpul cu temperatura mai mare la cel cu tem-
peratura mai rici.

b) In cazul in care eildura transferati este @ — 1018 ,
objinem : W /W, = e = 2,7, de unde se vede ci la nivel
microscopic este posibil §i transferul de la corpul rece la
cel cald. :

4%4. Exprimind ecuafia fundamentalid a termodinamicii
cu ajutorul entalpiei, H = U -+ PV, se poate scrie

748 = dH — VP — (—‘?3) ar+ [(ﬂ) _ V] aP,
0T J, 0P )y

in care se inlocuiegte : (-?E—) =Up i ( GE) —V = —
aT P -P T

— T (-6_17) {vezi exercifiul 19, punctul a)). Atunei,
P

finind seama de datele problemei, se obgine

r (-‘W — aV,dP, —

»~—) dP = ¢,
T oT |,

=8 =8, +CpIn T — aV, P.
%5. In ecuatia fundamental a termodinamicii

Jarf 771
ds = U I 40
T T

termenul din stinga si primul termen din dreapta sint dife-
renfiale totale exacte. In consecintii, si al doilea termen din
dreapta trebuie si fie o diferentiald totali exacti. Pentru

H
aceasta este necesar ca: M = M (-—T—) .

46. a) Se scrie ecuatia fundamentald a termodinamicii
pentru un volum unitar, neglijind luerul mecanic de variatie
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al volumului i considerind i w = w(7T, M)

dg:_w:i(ﬂ_) ar L
7 r\ar },

(), o

Exprimind condifia ei ds este o diferentiald totali exacti,
se obfine ‘

A,
0 [i(é’u) ]: 9 “1_[(0“' MH]},‘%
e Lri\or ), or \7rilom), J]

: ",\(H)‘\
0 N b
A,.(M) _-.:_1'2( - }:0.
il

oM 0T Jy

Partea, dreaptd a ultimei relatii se anuleazii, intrueit in

condithile cind magnetizarea este constants, raportul H /T

este gl el constant, in virtutea relatiei M = f ( —T—) .
| 24

b) Deoarece M = f (%) , vom avea dM = f’ (-»l—q—) X

()
x d i §i ca urmare

o () 1)

de unde se obtine

As :SE“;T) __SH

<0

"y — oy B ()
yF () dy = ¢(T) Tf(T)+

H|T
+§ f(y) ay.
0
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47. Tie w, s, M, respectiv, energia interni, entropia si
momentul magnetic ale unitédtii de volum. Neglijind variatia
volumului la magnetizare, avem conform ecuatiei funda-
mentale a termodinamicii: du = T'ds 4+ HdM. Exprimind
diferentialele dw, ds si dM in variabile 7 si H, se gdseste
imediat '

(&), (), +n(2) |
0T Ju oT Jy 0T Jy

(). = (5, + = (%),
oH J, PY: g OH |,

cu ajutorul ciirora, din conditia de diferentiald totald a lui
du, se obtine

Ot O N ( 0s ) B (ﬁ]_l[_
dToH  oHAT ' 0H ) aT )H'
Tinind seama de aceastd relatie precum si de faptul ci

T{ 5 ;,“) = Cy, vom avea exprimind ds in variabile 7' si H
S yid

s

Tds = T( 98
aT

AT + T|—] d =
) (),

= ¢, AT - T(ﬂ) ax.
0T [y

De alei, in condifii adiabate (7ds = 0), utilizind legea lui
Curie, rezultd

o dH.

OI{T :

ar — _E(ﬂ
aT

Gy

) dH —
H

48. a) Presupunind w = u (T, M) $i neglijind lucrul

~ Iecanic de variatie al volumului, ecuatia fundamentald a
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termodinamiecii se scrie sub forma

. dw  H 1 (é‘u
=8 P g = ar
ds T T 8T)M +

1 o
——1 — H ldM.
o [(aM)T }

Deoarece ds este o diferentiald totald exactd, vom avea

@in Ff(g;)M]: 661’ {%[(j;;)T _H”’_

— (_a_u_.) — e T (i@, + H.
oM J oT |y
bh) Se evalueazi derivata :( _6_3&__) = (uﬁ) ( 6M)
oH oM 0H

Intrucit pentru o substanti care satisface legea lui Curie
B
M = €H|T, avem ( (;Z) # 0, iar pe baza relatiei deduse
T

in a), avem (~ai) = 0, rezultii atunci c3 (—?«QL) = 0,
OM T r

adicd v = u (1.

¢) Tds = du — HAM, — ¢y, m(f_@) _ T(_@S_ _
ar Jyu T )y
= (%) . Intrucit dupé cum s-a vizutin ), w=u(T)si ¢y
va fi funcyie doar de 7.

49. a) Conform ecuatiei fundamentale a termodinamieii

5i a definitiei functiilor caracteristice, avem

dU = Td8 — PV, —9(61’) :T(?_If) ,
av ), as ),

dH = &U + PV) = TdS + VAP, +(_‘?.T.) =(ﬁ.‘i) ,
P ), .
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dF = AU — T8)=—8 dT — PV, — (g%)

- (o),

) Ny oV
= U4PV—T8Y=—8SdT-+VdP, -1 2| =
AG=d(U -+ ) +vap, >(0P)T (M,)

unde relatiile Maxwell din dreapta se obtine impunind con-
ditia ca formele liniare : aU, dH, dF si A@ si fie diferentiale
totale exacte, adicd s albau deuvatele mixte egale (Vez1
exercitinl 2, punctul a, cap. I).

b) Scriind relatia diferentialdi pentru energia libery :
dF = —SdT .PdV sub farma

av — — »%dT -—§dF, -

S CORERCON NS

rezultd cd volumul este funetiz caracteristicd in variabile
T si F.

c¢) Se transcrie relatia diferential a entalpiei din punetul
a) astfel

as =¥ _Vap,
T T

Exprimind conditia c¢i dS este o diferentialdl totald exactd

si utilizind faptul ci Cp = ( -(3—1—{~) , rezultd
oT Jp

oz (o)), =~ (2], -

9 (l

(61’) T T
- — @
oP ), 0. L or |,

165




;, Pentra ca o functie termodinamicd si fie caracte-
visticd. adicd s% serveascd la obfineren proprietitilor termo-

dinamice ale sistemului, ea trebuie exprimatd in variabilele

el naturale §i anume
U=U(S,V); H=H(S, P); F =8V, T);
) @ = (P, T).
Cu priviz‘é la gazul ideal, se gtie ¢

(1) PV=aRT; U=U,+ C;T; H=H,+ C:T, (vezi
exercigiul 46, a cap. I).

(2) 8=8,+CInT - aRInV, sau 8 =8, + ClnT —
— nR Rln P (vezi exercitiul 18a).

Se poate obfine energia iuterni U in variabile § si ¥V prin

eliminarea temperaturii T din (l,) cu ajutorul lui (2y)

T = exp (%ﬁ)v_nmcr’ — U = UO + CVGXp (%§,) V-nRiCy

14 v

Se procedeazi analog pentru gisirea entalpiei inlocuind T
din (2,) in'(1,).

T = exp (%ﬁg)PnR/CP’ > H == HO -+ OP exp (:g;s_) PnRICp |

P P
Expresia energiei libere F in variabile V gi 7 se obt{ine in-
troducind in relafia de definifie pe U, dat de (1) 8i pe 8,
dat de (2;) v
F=U-T8=Fy+ C;T(1 ~InT) —aRTInV,

FOZUO—— TSO.

In mod similar, rezulty urmitoarea expresie pentru entalpia
iibers : ‘
G=H-—T§ =G, + CpT(1 — InT) + nRTInP,
Go - HO — TSO .
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51. a) Scriind relajia b) din exercitiul 1, cap. I, pentru

variabilele : 8, V s 7, avem

a8 "oV o
(325,55,
v )T er )\ o8 Jy

N

(98 *%(@T‘) {ﬁg _._'Cvr(_:ii?i_l‘
(@V)T 0V /s aT}V o \ov)s

08y
or J,
dintre relatiile Maxwell din exercitiul 49, a), obtinuti expri-
mind faptul ei dF = — 847 — PAV este o diferentiald
) o < . . f08 oP
totald exactd, rezultd ei |—-) = [
av jr or
conduce imediat la formula din enunt.

unde s-a {inut seama ¢ Oy = T ( . Dar, conform uneia

) , ceea ce
v

b} Se transerie relatia dedunsd in a), sub forms
¥ Fi

(ﬁl __&(@T
ﬁT)S L aP),,'

Utilizind b) din exereitiul 1, eap. I, pentru variabilele P, ¥,
T, se obfine atunci .

(@T) (@’P} (GV
= —1, =
0P jy VOV jr 5T)p :

() - (L (),
aP |, AP Jp\av ),

care, inlocuitd mai sus, di relatia doriti.

82. a) Pe baza proprietitilor iacobienilor, precum $i a

relatiei Maxwell ( fﬁ) _ (.?.E
OV or
a)), deduss exprimind faptul e dF = —8d7 — P4V este

) (vezi -exercitiul 49,
v
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erentiald totald, se obline

et 98\ _ 008, PYO(T, V) (68 (9P
e=2(55). =Tz oL, P) T[ (?ﬁ") ('537)

~(r ). (2,1 67), -
o= 2(5r), (Ge), /(7). -

-0y — T(ﬁ)z /(,@__

b) Procedind similar, rezults

0y — T@(S, Vyo(p, T) =CP+T(—QZ-)2/(—@—Z) .
oP,T)oT, V) or ] T

53Pe baza definitiilor capacititilor calorice Oy 51 0p
precum gi a relatiilor Maxwell din exercifiul 49, a), se poate

scrie

ds:(ﬁi) dT+(»~’?§~) dV:ngT—{—(—a}—)—) av,
orT J, vV T oT J,

san

a8 — (_".’_S_) aT + (ﬁiq_) ap = gqp _ (~-—) P,
(317 P aP T T a P

Tmpunind ca d§ s% fie o diferenfiald totald exacti, se obtin
relatiile :

2 (5), =), 5 (52), -~ (GF)
T\ v /), M’z)y’ T ap)T orzf,’
in care pértile din dreapta se anuleazi in virtutea ecuatiei de
. o aC, .{ 00,
stare a gazuluiideal. Deci, vom avea(——«) =0 si —M) =
o # q a.P T
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= 0. Dar

(2) - (%) (22) ~,

0V J)e \op T(av‘)T“ ’
(fg!i) :(EQ?;) (‘W —0
P ), ov ).\ op )T o
. . aPy ..
Intrucit pentra un gaz ideal (T) # 0, de aici rezulty
T

« . [ 00y ac e
el 51( 0P )T =0, (—51}‘1)T = 0. Ca urmare, capacititiile

calorice ale unui gaz ideal sint functii cel mult de tempe-
ratura.

54. a) Utilizind una din relatiile Maxwell, (vezi exer-

citiul 49, a)) si formuly ¢, — T(%) » YOI avea
P
' 0s ds ¢ " dv
ds :(m) aT + (&“) dp — % _ ( %Y ap.
0T Jp OP }r T o) »

De aici, obtinem prin integrare

T yal
s — 8, :S de»S
T,

[} PO

@ vdP=H(T—To)— e SP P33P

Py

=0T — Ty) — de (P — py»),

b) Pe baza definitiei entalpiei specifice » = g + Py,
precum si a ecuatiei fundamentale g termodinamicii, se
giseste cff 1 dh = Tds 4 od P, Tinind seama de expresia
pentru ds din a), se obtine atunei

dh = b1 4T + (— a? + ) AP = pTaT ad P, —

> h — hy x—Z—(im— T8 +a(P — Py).
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Tyal?

ke

(vezi exercifiul 20, ¢)), precum si definitia lui v,, se obfine
cu ugurintd

N CzP
o= T 940 J ket (K},
T“zq)i”}—CP g ( )

56. In conditii cind presiunea este constantd, princi-

piul I di d@Qp = du + Pdv = d(u + Py) = dh, unde %

este entalpia molard. Oa urmare
Qp = Ah = hno — (nghy + tioho).

In aceasts relatie, ng $i % sint numerele de moli ale sub-
stantelor care intrd in reactie. Inlocuind datele problemei,
rezultd , ‘

#

17 260

@p = — 269300 — — — 8100 = — 286+ 10% J mol 1,

2

reactia fiind exotermi.
57. a) Deoarece transformarea este reversibili

ar | b

2 : dS = — = Op—— 4 — dp.

@ T A

De asemenea, conform prmcipiuim I: dU = dg —%Q ar,

unde luerul mecanic 4L = Fdi, jar dl = (7?%) d7-+
CL Jp ‘

Y . 3 s
- _—“} dF, astfel incit
OF Jp

: gl i al )
3y dU = ¢ i e d7 4+ p L .
) [ ot (azaﬁj Lo {aF)T]dF
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b) Exprimind faptul cd d§ §i dU, date de formulele (2)
gi (3) sint diferentiale totale exacte, rezulti

0 [ Ca o (b 9 o
7 A L L A L
(4) aF(T) 01’(1’) ap(”L a:z’)

or oF Ty

c) Fie capacitatea caloric la lungime constants,
¢, :( ¢ ) . Din (1) §i (4), se objine atunei
] .

ar
0, — () — T(f?i) (_ﬁ‘_ﬁl_)
T ).\ a1 ),

38. Dupd cum s-a ardtat in exercigiul 57

al
d0 = ¢, 47 Ti— dpF.
Q= 0pdl + (aT)F

In cazul unei cresteri izoterme a tensiunii, firnlui i se trans-
ferd energie prin contact termic. In adevir, avem atunci:

Ay = T{ﬂ—) d& > 0, deoarece (ﬂ) > 0.
0T )p O Iy
59. Variabilele care caracterizeazi firul, I, [ si 7T, sa~
tisfac ecuatia de stare f(¥F, I, T) = 0. Aceste variabile veri-
ticd o relafie de tip b) din exercitiul 1, cap. I

oF (61’ al
() (),
{af}, a ). \or ),

\ar), Lot . \eT ),

60. Intrucit tractiunea firului este izotermd, avem d7 =
= 0 §i deci

al = (ﬂ) d}{n:&dﬁ’, - Al :_;ZP_. 7,
OF Jp sY sY
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unde Y = lps! (%1%) este modulul lui Young. Punind in
7 ;
relatia (2) din exercitiul 57 d7' = 0 si utilizind formula (4)
din acelagi exercifiu se giseste

as =2 ar :("a“l”) dF = M, dF, —~AS = Al F.
T oT )

Ca urmare,

d4Q = TdS = n1l, TAF, - @ = ), TF.

Transformarea fiind izotermd, relatia (3) din exercifiul 57,
in care se {ine seama de expresia pentru b, daté de formula
(4), se reduce la

01 a1l
AU =| T| — i — dF = Ti.»n4dF
[ (afz’)p+ (aﬁ’” b +

£l o F
Yo pap, > av =, [ ar 0T
+ sY ’ 0 ( E 28Y)

a8 a8 ar of
6l.2) dS = arT+{ 2} at =0, 2= (Y} q@
) (GT)l Jr(az, )T Yo (81’), ’

unde s-a utilizat definitia €, = T(—gg«) precum si relatia
4
. 0 of y

de tip Maxwell (»5—) = — (5—%) . Ba rezultd exprimind
7

conditia de diferenfiald totald exaclté pentru energia libers

dF = —8d7T + fdl. Pe baza expresiei lui f, presupunind

0, = const, se ghseste

2
-0t =i Jo -

alz  al’
+—.
21, 305

S=80+0;]n1,——
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De asemenea, deoarece dU = T'dS -+ fdl, vom avea U =
= (,T -+ U, si ca urmare

oo
H—U—fl = U0+G,T—a’l’[l—~-—-«],

2
0 A

F—U—T8=F,+ ¢, T —1InT)+

—— Fo= U, — T8y,

G=F —fl =Fy+ 0, T —1nT)—

aTl? 2aT1°
21, 38

b) Se pleacid de la expresia diferentialei entalpiei libere
(vezi exercitiul 49, a)) dG = —8d71' + VAP, in care se
inlocuieste V —1 si P — —f. Se ajunge astfel la relafia :
dG = —S§dT — idf. Exprimind condifia ¢i dG este o-dife-

rentiald totald exactd, se gisegbe : (?__’SL) = (_f‘i) -
of ). \ar), .

0
=1, \. Intrucit 98 < 0 vom avea §i A < 0.

T .
62. a) Pe baza datelor problemei, avem
dU = d@ + 4L = C AT + (4 +4) ds;

as =2 _ g, AL b g,
T T T

Intrueit dU si dS sint diferentiale totale exacte, se poate
gerie

a0 A oh
1 ) = Yy R
() (63):,. (GT)S+(9T): '
(aas) x,g(ﬁ&), S ____.T(ﬁé.)
688 ' T or § or &
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b) Pentru ca b, dat de (1;), si fie mai mare ca 0 este

necesar ca [—-| <0, adicd tensiunea superficiald a lichi-

: s

dului trebuie si fie o functie descresciitoare de temperaturs.

63. Tinind seama de expresia pentru d§ din punctul a)

al exercitiului precedent, in care se inlocuieste h dat de
formula (1), se giseste

a7 h
dS: OST+—Ed3 :O,—>

dT:—idSZi—(fﬁ ds.
o ¢ \ar ).
T

In ipoteza ci AT < T, de aici se obtine : AT = o ( EE) As
Intrueit, dupd cum s-a viizut in punctul b) al exerci‘gsiului

precedent, (%)s < 0, rezultd atunci cd A 7'< 0, adici
lichidul se va riei. ‘
64, I’Itilizind formula ¢}, = (——QE §i ecuatia energiei
| v
din exercitinl 15, ecuatia fundamentali a termodinamicii
se reduce la

ou ou
dQ = TdS =dU + PAV = | — PldV=
¢ - ( or )1’ - [( BVT) + J

— 0, dT + T( OP\ av.

0Ty ‘
Se transcrie aceastd relatie ficind inlocuirile: P — —4,
V —s, ce rezultd din compararea expresiilor celor dous

luerdri mecanice : dL = —PAV §i dL = Ads. Ca urmare,

’ ’ 0A DA ;

Q@ = CdTl — T|{——| ds, - dQp = — 7 |-} ds >0.
¢ ( oT ) a0 ( or )

Deci, cildurd implicatd intr-o crestere izotermi a suprafetei

este mai mare ca 0, intrucit, dupd cum am viizut in punctul b)

04
din ex 62, | —] < 0.
o ( oT )

65. a) AS = AS; -+ A8, +AS;.

1) In tranzitia : lichid la 1 atm si 110°C - lichid la 1,4
atm §i 110°C, avem §; = const gi deci AS; = 0.

2) In tranzigia : lichid la 1,4 atm si 11?"0 — vapori la
1,4 atm si 110°C, avem AS, — %}- — 5%8“3%1%“ —~104 J/K.

3) In tranzitia : vapori la 1,4 atm si 110°C — vapori la
1 atm. si 110°C, energia interni nu variazi, astfel incit

%:SdU+PdV :SPdV:“RSPlE_

AS‘"*:S T T T -

Py
— RIn 1,4 =28 J/K.

Sumind toate contribugiile, se giseste: AS = 106,8 J/K.
b) Dacid in etapa a treia vaporii de apd nu pot fi tratati
ca un gaz ideal, avem, conform uneia dintre relatiile Max-
. s (08 av
well din exercifinl 49, a): | ——|] = —[——1] , ceea ce
. G.P T aT P
in conditii izoterme ne conduce imediat Ia

08 (08 o8 ov
S ={——} AT +|— ) dP=|-2-| dP =— A> dp.
(Gr), 02+ (Gz), o2 - () o7 = (i),

In consecints,

asi=—((5r) = (5 046 ) ar

Py
3 Py N
— g el -;,-o,%g AP = AS, - 0,46- 10 5 x
Py

X0,4 - 1,01+ 105 = (2,8 - 0,019) J/K.

Evaluarea ficutd arati ci aceastd corectic de 0,019 J/K,
care se datoreste caracterului neideal al gazului, este negli-
jabild. :
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69. a) Plecind de la definitia capacititii calorice, se
calculeaz

(3 ).=ae [*(Ge)]- 737 (32) -

Deoarece energia internd U = uV, vomavea dU =
astfel incit = .

g9 AUTPAV oy mgp 4 oI5V, —
T 1 3 -

i} v a2V
A= e T or [ ( oT )p] ( o )P’
Atunei 08 oV
1 unde a fost utilizatd relatia Maxwell (51—;) = (—Eﬁ;) .
B=U~—T8 —~auV — T8 — _ o VI, T P

¢
<

(vezi exercitiul 49, a)). De aici, prin integrare, se obtine

oV
0T

Cp (P, T) = Op(Py, T) — .’Z’S:( )PdP,

HZU+PV=§GVT4;G:H—TS:O.

67. Se considers in planul PV wun cicly Carnot infini- care, jinind seama de ecuatia de stare datd in enunt, devine

tezimal in care substanta de lucru este gazul fotonic. Despre
gazul fotonic se gtie ci exercity o presiune P = /3, unde u » P .

este depsitatea de energie, functie doar de temf)eraturi. Op (P, T) = Cpo(Py, Ty — T [A (T )In“l‘g' + B(T)P — Py)]+-
Luerul mecanic efectuat coincide e suprafata ciclului si 0

este egal cu: — A = dPAV = %?— dV. Energia transferats
sistemului sub form de cildurs va, fi dQ = dU 4+ PAV =

= d(uV) + PAV = udV + PAV — %i udV. Atunci randa-

+ M_C";T)(pz — P2 4 ]

In mod analog, se evalueaz

mentul e p ’ o
6 OV : L e
- ’ -~ =7 e baza relatiei Maxwell ( ,,__) =
B = ~§=—?=§%, —>% = oT* (relatia Stefan-Boltz- ( oV )T ( aT? )V’ P oV Jr
U
mann). ' = (i‘lj-) , de unde, prin integrare, rezults
or Jy

68. Energia absorbitd de satelit de la Soare este dati
2
de expresia : (4n R? - ng)( 4MDZ ) La echilibru ea este
s
egalatd de ciitre energia radiaty de satelit §i anume : 7%
“4nr®. Ca urmare

O T, V)h= O(T, Vo) + T[A”(T) In Tg — BT (V 2~

[

1
B ]
T4 = I5R? [AD? = a2T4/4, > T — 288 K. 3
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b) In cazul gazului ideal: A(T) ~ T, iar B = ¢ =

2 “ S
=...=0, astfel ¢ (ﬂ =0. In consecint, (?—C—’f) =0
oT? ), OP )r

70. Plecind de la definitia capacitéfilor calorice si uti-
lizind proprietdtile iacobienilor, se pot stabili urmitoarele
formule pentru capacititile calorice €, si O, (vezi exerci-
tiul 52)

. 0P \\2 [ 0P !
Cp=0Cp— T|[——) [—] ;
e (aT)V(avV)T ’

; AV \2 [ BV \ 1
Cp =0, + T —) (2] .
7 et (BT)P(EJP)T

Din ele se vede ca in conditiile cind se cunoaste ecuatia d
stare a sistemului, dependen{a de temperaturs a capaciti
calorice la presiune constantd rezultd din cea a capacitiiyii
calorice/la volum constant si invers.

piei libere G finind seama de expresiile energiei interne
entropiei unui gaz ideal, reduse, respectiv, in exercitiul 4
a) , cap. I si in exercitiul 18, a)

AF = AT — T8) = AU — A(T8) = Oo(T, — T,) —
— B(TnV, — Tyln V) — Op(TyIn T, —
— TnTy) — (Ty — T)8,,
AG = A(F + PV) = AF + A(PV) = AF + R AT.

inlocnind aici: V;=7V,=11, 7, =213K, 7,=2373
Oy = 20,9 J/K mol (intrucit gazul este biatomic), rezult

AF = (— 12 061,2 — 400 8,) J/mol ; AG = (—11 2216 —
— 400 8;) J/mol.
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71. a) Se caleuleazi variatia energiei libere I si a ental-

b) Un calecul similar, ficut in variabile P §i 7, conduce
1a ‘

AF = (—16 640 — 400 8;) J/mol;
AG = (— 15 884 — 400 8,) J/mol.

72. Pentru calculul variatiei entropiei se utilizeazi
formula (2;) din exerei%iul 18, a), conform cireia : § = S, +
+ CpIn T'— R InP. In aceste conditii :

AS = 8(7, 100) — S(T, 1) = —R(In P, —In P) =

= — Rln 100 = — 382 J/K.

Transformarea fiind izotermi, variatia energiei interne va fi
nuld §i ca urmare, vom avea

AF = AU - T8) = AT — TAS = — TAS —
= RTIn 100 — 11,2 kJ.
AG = MF + PV) = AF + A(PV) = AF = 11,2 k7.

3. a) Destinderea gazului avind loc liber, in conditi
adiabatice, avem &L = 0 i ¢Q = 0. Din prineipiul I rezults
atunci ¢4 §i AU = 0. Dar ‘ ,

(9T gp . (0T
AU = (Tff)vdT T (W)TdV.

In cazul gazului ideal (_53_1_7*) =0 g deci AU = (—a-g«) x
oV Jr . ' T Jv

x AT = 0pdT =0.Cum Oy este 5 0, de aici rezaltd e A7 = 0.
b) Conform formulei entropiei unui gaz ideal din exerci-

tiul 18, a), avem pentru stirile initiald st finals

8;=8,+ Cyln T+ Rln (V,+ V).
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Atunei Deoarece P gi T sint mérimi mai mari ca 0, inseamni ci

(ﬁ) >0, adicd entropia cregte odatii cu cresterea volu-
C\oV Jr ’
mului.

77. Blectrostrictiunea reprezints, fenomenul de defor-
mare al unui dielectric sub actiunea cimpului electric. Se
considerd un dielectric ce umple interiorul unui condensator
plan, avind aria arméturilor s §i distanta dintre armituri d.
Luerul mecanic furnizat sistemului pentru variatia volumului
dielectricului cu dV gi a sarcinii arméturilor cu dg, este

Aszsf-s..zmn(1+%«) ~0.

1

74. Pentru un proces in care stirile initiald sifinald au
aceeasi temperaturd T, §i presiune P;, avem

AG = A(U + PV — T8) = AU + P, A V— TAS;

AH = AU + PV) = AU + PAV, AL = @Lyec + ALy = —PdV + ¢ dg.

de unde se vede ¢ii : AG = AH — Ty AS = —1,05 105 J/mol.

ialul electric. In aces i .
75. Indicajie. Se inlocuiegte expresia volumului, da unde o este potentialul electric. In acest ¢az, ecuatia funda

mentald a termodinamicii se scrie sub forma
. . - oGy . . ,
de ecuatia de stare, in relatia V = | — 1] §i se integreazi.
J T
Se obtine inacest mod entalpia liberd a sistemului. Cu ajutorul

-

) Td8 = AU — &L = dU + PAV — odg,

iar expresia entalpiei libere @ se gemeralizeazi astfel: @ =
=U — T8 ++ PV — ¢q. Atunci, pe baza ecuafiei (1), se
objine

A6 = AU — T8 + PV — ¢g) = — SAT + VAP — qdo.

ei, din formula S = — ( gg) se determing entropia §i apoi
P
din relﬁf@ia, H =G 4 T8 gi entalpia.
76. a) Luind in consideratie formulele p = T ( ?ﬁ_)

or
1¢( 8V ~ Intrucit d6G este o diferentialy totali exacti (-a—Ii = —
sl = «I—f—(ﬁ) , se evalueazd pe baza Pproprietd 0 Jp
' ‘ 0 N A . .
iacobienilor d (-5% . Dac# armditurile sint fixe, finind seamsa de for-
. P
v ' mulele: V =ds, E = o/d, ¢ =Ds, D = ¢F (V — volumul
( 98 ) ::G(S, Py _ 08, P) o(1,P) (?ﬁ) (8_1_1_) 01 dielectricului ; D— induet;i’a electrizzé), se ajunge la
oV Ip OV, P) oT,P)o(V,P) 0T Jp\ OV Jp T Va
avy [ dgy V‘Ei Oe
De aici se ggde cd intrueit: T > 0, V >0, 0p 2 0, semn do ) = oP . 4 ~5—I-;)¢, -
derivatei | —— | coincide cu cel al coeficientului . ;
, av. ~—E(--6€) aF
b) In acest caz, ecuatia de stare a gazului este de forma v op ),
P = Tf(V). Aplicind una din relatiile Maxwell din exerciti ) av B/ de
49, a), vom aves ~ecare integratd, di: T= ————{(-é?) .
L

78 Intr-un dielectric, neglijind Iucrul mecanic de va-
riatie al volumului, avem dL = HVAD (vezi exercitiul 28,

b), cap. I), astfel ci ecuatia fundamentald a termodinamieii

(g‘sﬁ)r:(%)y =fV) = "g- > 0.
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devine ‘ ,
(1) : AU = TdS + EvVdD.
De aici, tinind seama c# pentru un dielectric omogen gi

izotrop D= e(f)E se ghsegte penfru variafia energiei
libere o

. Z
AU T8)= — SAT+ BVAD AT, —EVaD—d (__._ V) :

2¢e

de unde, prin integraré, rezultd : F(D, T)=F(0, T)+ oe V.
. . €

Atunei
S:_“(_QF..) S (0, T)_-_VD d(}_ ,

o 2 dI'\ce

iar ' ;
) S vDrr 1 d 1

2 UJ=F I8 = U, T) 4 —_ =T ;
2 U=F+ 18 (,HZ[E dT(e)}
(a urndare ;

o VD2 a2 71
3 Op=|—) =0, ——— T~ = 1.
®) ? (&T)D ) dI&(e)

Ecuatia (1), in care se inlocuieste 7'dS cu d), mai poate f1
serisd sub forma

(4) dU — EVD) = aQ — VDA,

Introducind entalpia dislectricului

(5) Hy=U — EVD,
< c o 1 (0H, . SV
rezultd, dupd cum se vede din (4), Uy i ) .inlocuind
0 7

(2) in (), se giseste: H, = U0, T) + é— V E? (T(—i%y—~ a}
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gi de aici

d?e .
——, iar
dre

0H, | R
0, — =0, + =VET
. (OT)E ot 3

a7

(A
<

0 — Oy — I/T]y(de )

79. Pe baza formulelor: (p = T(éig—) i (57—5;) -

0T s opr
= — (ﬁ} (pentru ultima, vezi exercifiul 49, a)), se poate
R .
gerie
s = (LS;) ar 4-(_3*5’-) ap="Se gy _ (N ar,
o7 ), S\ 0P/, T T/ »

in care se face substitutia : P - —H, V —» M. Tinind seama
¢ procesul este adiabatic , se obfine

l:; _LW - N
CadT + T(»M— aH = o,
o Jy
O P, CH
Cu ajatorul fegll i Curie M = ol se ealeuleazdi derivata
oM CH .
(»~~~ = — ——. Atunci
or e
CH : a7 ,
oy I ————dH =0, sau const —— = OHAH,
r 7
de unde, iniegring, rszultd
T OH? )
const In—— == —— = 4= T exp (aH?), a=— v 1
2 cumt 2
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80. a) p — (8_@’_) _ 0T, H) o(T,H)JT,P)_ peratura de inversie a gazului, stability in punctul a)
H

oP a(P, H) (T, P) a(P, H)

Vo
- P(V-b):RTexp(mﬁ ,op eV b)),
(1) (QZ{) (gg’_) _ 1 [T( aV_) V] RTV RbY
orJ.\oH ), ¢ or ), [
’ ’ 7 ’ . 20 RT 1 a
s . . ‘ - fde unde rezultia: P = -\ exp (___* )
unde in ultima egalitate s-au utilizat formulele: ¢, = b? b 2 RIb
aQ oH . . -
e PP 3 1 ] y .
(dT )P ( or )P # (1) din exercifiul 1, a) 82. Intr-un proces Joule-Kelvin, entalpia molars ri-
b) Dupé cum rezultid din ecuatia de stare PV = nRT, mine constantd, adicd h; = k. Intrueit b =w + Pv, uti-
. vy ) lizind relafia din enunt, vom avea
in cazul gazului ideal (o_f) =~E si ca urmare, u dat de
P

formula (1) se anuleazd, u = 0.
¢} Din ecuafia Van der Waals, se giiseste pentru un

mol
vy_ . R
aT)P"'”“RT -

3
-———2—a—(V—b)',
V-5 V3

P — Ppoy = uy — u; =c (T, — 1)) — a(_l_—-——l—)»
Yy %

Pe baza ecuafiei Van der Waals, ea devine

Tf( Cy + R?)fb — Ti((lv + L%b):: 2“(’}“"‘—1‘):

Uy — Vy— Vs Py

de unde, neglijind contributia lui b, se obiine

1 T2aV(V — b)2 ++ RTHV?
- = o o | 2 1
Gl RTV? — 20(V ) Ty TP (o o= ~—1,6K( =~-_)-
oy + B v
; . - ory ‘
81. a) La temperatura de inversie 7}, p = ("5'1;)}1 =0. 83. a) 1) Inegalitatea fundamentali a termodinamicii

Pe baza relatiei (1) din punctul a) al exercitinlui precedent,
se giseste atunci 748 > dU — drL
L0V 1 v .
Ti=V o ) ) integratd in conditii izoterme, d#
P

1 —I< —Sde-+ TSde: (U, —U)+ T8, —

t

Calculul derivatei de la numitor se face logaritmind ecuatlia
de stare, ceea ce di

(av __ WD)+ (RYTY . 2a(V —b)
‘ aT)P‘“ 1V — b) — a/RTV?, ’ ' RW

2

_ TS, = (U@' - TAS'Q) - (Uf - TSf) == "“AF.

2) In cazul cind sistemul nu efectueazd lucru mecanic,
dL =0 i (1) sereduce la AF< 0. Aceasta aratii ci la echi-

b) Ecuatia curbei de inversie in planul P7 se obtine L (1) e red; U. Ac
libru energia liberd ia valoare minimi.

eliminind volumul din ecuatia de stare gi relatia care di tem-
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B) Conform eelor din punctul 1), avem =L = AF=
= —(AU — T AS). Deoarece pentru un gaz ideal: AU =
= Op(Ty — T') (vezi exercitiul 46, a), cap I),iar AS = (, x
xIn (T/T) (vezi exercifinl 18, a)), va rezulta
N , 'y
_ﬂllmax = Op(1 — T(}) 4= CVT() n TU

84. 2. 1) Dup# cum am vizut in exercitiul precedent,
in orice transformare izotermi: —L < —AF. Dacé in plus,

avem si P = const, atunei — L = SPdV = Psdv = PAV =

= A(PV)sicaurmare APV )< —AF, - AF+PV)=AG <0.
De aici se vede cil in procesele ireversibile, care au loc in c¢on-
ditii eind P i T == const, entalpia liberdt descreste, avind o
valoare minimi in starea de echilibru. ‘

2) Se pleacd de la inegalitatea fundamentald a termo
dinamieii

748 > dU — dal, unde dL = — PdV — ¥, X,da,

uitimul ;&ermen din expresia lui dZ reprezentind Inecrul
mecanicsal altor forie deecit esle de presiune. In acest caz

46 = (U — TS + PV) < —84T + VaP + ¥ Yida,

i
e unde rezultd ci in conditiile in care P si T = const, 4G <
< —), Xidw,, adicd variatia entalpiei libere reprezintd Ta-

* B
crul mecanic minim furnizat sistemului de alte forte decit
cea de presiune. Observajie. Daci am inmulti inegalitatea
obtinutd cu —1, ea devine —d@ > ¥, X,du,, ceea ce inseamnit
K]
cd variatia cu semn schimbat a entalpiei libere reprezinti
lucrul maxim efectuat de sistem in conditii cind P'si T =
= const.
b) Pe baza observatiei din punctul precedent, avem

Ly = — AG = AU + P,V — T,8) ——
nBYap
h T

— (AT + PAV — T,AS) = P, (V, — V,) — TS
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| . |
- Pn(li?—"———ﬂo—)— TORS 3%11: PORTO(Pi “i}) +

- BT 1In ~11—j—1~,

2

unde s-a finub seama cd in cazul gazului ideal, in conditii
izoterme, sint valabile relatiile: PV = RT, AU = 0,
PV = — VdP.

QQ
85. a) dH = T4S + VdP =0, -»(*C—S— — K<0_
P j, T
b) dU=Tds—Pav—o, _;(ﬁﬁ) _Z o
oVje T
86. a) Din ccuatia fundamentali a termodinamicii,

AU = 748 — PAV, remultd ci: T — (.@g_) . —P =
a5 ),

= (B—U—) . Atunci, utilizind proprietifile iacobienilor,
&

oV
precum §i formula O = T' ( _‘2@_) , 8¢ deduce
or J,
o[(20), (7
02T 021 _( 02U )2_ [ av)’(?ﬁ)]
ove: 08 \ aves (v, §) B
_o=pP,1)  9PT oV, T
9 (V,8) oV, Ty o(v,8)
_ _(@P (fﬁ _ wi(?.ﬂ :
BV)T GS)V Oy 81’)T
170V : 1
b) Prin definifie : by = — —{ -~ Iy = — — X
): rin definifie : I, V( P )T, 5 "
1 ) ; 2
X (ﬂ_) . iiﬂocuind(-azv) z(-(?-g—-) == r $i(-a U) =
0P/ Vose ), \os),~ o, " \ave/y
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= — ((ll-)—) in relatia dedusd in a) se giseste
S

_ T(EL) +(§_13_): M_z’_(za
e, \ov )y \a8 )y C, aV)T’

de unde rezultd imediat afirmatia din enunt.
£ R . . . o -1 -
87. In conditiile unui sistem izolat, la echilibru, entropia
realizeazd un maxim gi, prin urmare, din conditia generald
de extrem, vom avea : (38)y,x = 0. Se considery un sistem
bifazic, pentru care :

U:U1+U2; ) V:V1+V2; N:Nl»}—Nz’u——}

“?3U13 - SUZ; 8V1: ——SVZ;V SNI::_: ~—8N2_
Atunci " ‘
o8 08 a8 08 o
88 = 23T SU, 4 — - 8V, 4 — 5V
A T A T AR T
/ 08 s 08 sy
+ o, 11 o, N

Utilizind expresiile derivatelor partiale ale entropiei ce rezulti
din ecuatia fundamentali a termodinamicii, TdS = dU 4
+ PdV — n dN, unde p. este potentialul chimic al sistemului,
se obtine

1 1 P P
58 =2 X \sr, (B Pe)sy _
(13 Tz) . +(1; Tz) :

— (_&1.__._“_2_)31\71 =0,
111 1,1

de unde rezulty ci: T, = T, —const, P, = P, = const,
g1 = g = const. Agadar, la echilibru, parametrii intensivi :
presiunea, temperatura si potentialul chimie, trebuie si se
Enen%in{% constanti in orice punct al sistemului, indiferent
e fazi.
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88. Fie inegalitatea fundamentald a termodinamieii :
TdS > dU + PAV. Deoarece G = U + PV — T8, vom
avea atunci ‘

d¢ = d(U + PV — TS ) < — SdT + VaPp.

De aici se vede ci in condifii cind P si T sint constante,
dG < 0, adied entalpia liberd descregte realizind un minim
in starea de echilibru stabil. Notind cu G entalpia liberd a
sistemului intr-o stare de neechilibru §i eu G, valoarea ei la.
echilibru, vom avea AG = G — G, iar conditia de minim a
entalpiei libere poate fi serisd sub forma :

AG >0, sau 3G = 0, G >0,

unde anularea primei variafii este condifia necesard de
extrem, iar inegalitatea 8¢ >0, conditia suficientd de sta-
bilitate a echilibrului.

89. Aparitia intimplitoare a wunei pickturi de lichid
poate servi drept bazi pentru formarea fazei lichide, daci.
mirirea dimensiunilor ei este insotitd de o micsorare a ental-
piei libere, G. Luerul acesta se intimpld dacd descresterea
functiei @, care se manifestsd la trecerea moleculelor din stare
instabild de vapori in cea stabild de lichid (g,< gy) preva-
leazd asupra cregterii functiei @, ce se datoreste lucrului
mecanic al tensiunii superficiale. In conditiile problemei,
variatia entalpiei libere

dG = VdP — 84T + Ads 4 pwdNy + pdN,
unde s este suprafata piciturii, p, §i p, — potentialele chi-
mice ale fazelor lichidd si de vapori | u, :Né“‘?_)’ iar dN
LYy

§i dNy — variatiile numerelor de molecule corespunzitoare.
Dacd P gi T = const, vom avea

dG = Ads + p ANy, + ppdN, = Ads + gzdm, + gydmy,

unde m, §i m, sint respectiv masa apei si cea a vaporilor.
Notind cu r raza piedturii

aG ds dmy, dm,
B di——e A . ————— ==
ar ar T T,
ds V
= 4 — — L
ar + (g9 | !{V) P ar
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unde s-a finut seama ci : dmy =—dmy §i my = o, V;, (V, —

volumul piciturii). Impm:}ind conditia ca la echilibru (iq =

T lrmry

=0, pe baza formulelor : s = 4nr? §i V, = 47 73/3, obtinem

ro=—24 69 .10-m.
elgy — gz)

90. a) In absenta cimpului extern, condifia de echilibru
cere ca potentialul chimic p 8% fie constant in tot sistemul.
Pentru a deduce condifia valabili in prezenta cimpului
extern, se imparte sistemul intr-un numir de faze ce contin
fiecare cite N, particule, (N = ¥, N,). Variatia entalpiei

libere pentru fiecare fazi este da,’géb atunci de formula
dGi = V@dPi - SidTi + ({j.z “+‘ q)i) le,-,

unde @, este energia potentiald a unei particule datority
cimpului extern. Deoarece P g§i 1 = const, vom avea la
echilibrus’

dG:ZdGi:Z(Hi'i—@z)dNi:Oy ’ZdNi*:—O.

Din cele dou# relatii, pe baza metodei multiplicatorilor lui
Lagrange, (vezi anexa IX), obfinem

2- (4 +D; —0)dN; =0, —yu, + ©; = a = const.
‘Deci, conditia de echilibru, este in acest caz : p 4+ @ = const.

b) Se inlocuieste in condifia p + ® = const, expresia
potentialului chimic p dedusi in exercitiul 92 §i anume

w="LkTInP -+ f(T)si ® = mgh, pentru o particulii de masi m
aflatd in cimpul gravific la indlfimea k. Se obtine astfel

ETInP -+ mgh = éonst, -+ P = C exp ( ~—%ij)z
L R

care este formula barometrici.
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81. Fie un sistem a cidrui stare este deserisi de variabi-
lele @, §i @, si functiile generalizate corespunzitoare, ; si y,.
Daci f(@,, x,) este o functie de stare a sistemului, atunei si
J— oy — wgy, va fi tot o functie de stare si in consecintd

).~ Ge) (), =)
— mm ) ——— H — mm f — .
0wy ) x, 01 J 2, s )y, Y1/,

Pe baza acestor relatii, utilizind proprietitile iacobienilor,
se gaseste

(éﬁ) — 0wy, @,) — Oy, @5) O(yy, ?/z)n
WOy ey O @) 8(1/1’, Ya) (¥, @)

Y: / 92 NOYy /9, \Oms [y, 9/,

deoarece din conditia de echilibru, ( 04,

) >{. Inegalita-
Lo Ty,

tea gdgitd exprimi principiul Le Chatelier Braun si ea se
interpreteazd astfel. Actiunea externi, y,, determins schim-
barea parametrilor @, #,, y,. Se ia mirimea 0dx,/0y, drept
masurd a acestei actiuni. La inceput, cind y, isi pistreazi
incd valoarea sa initiald, actiunea externsi va fi caracteri-
oy ’
9y,
se va instaura o nou#t valoare a coordonatei x, si actiunea

S . . . 0wy
externé se va caracteriza prin derivata {—-| despre care
Zy

i

zatd prin derivata ( ) . Cu trecerea timpului, in sistem
Ve :

s-a ardtat cd este inferioard primei.
92. Conform formulei entalpiei unui gaz ideal, stabilitd
in exereitiul 50,

G =@y + 0pT(1 —InT) +n RTInP, G, — H, — T8,

Tinind seama cé nR = Nk, unde N este numirul de particule
ale sistemului, aceastd relatie poate fi scrisi sub forma

G = Nk [f(T) + TInP],
unde f(T) = [Gy + CpT (1 — InT)] (V).
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Intrucit pentru o substantd purd, p = G/N, de aici rezults
urmitoarea expresie pentru potentialul chimic al gazului
ideal: p =%k [f(T)+ TInP). .

93. Indicatie. Integrind relatia (g’%) — Cy/T, obfinem
L _saT —Pav +

. Prin integrare

entropia. Se f{ine apoi seama ci:

-+ udN, din care rezulti — 8§ = (%
V.N
relatia aceasta furnizeazdi energia libers F. In continu-

are, potenfialul chimic si energia intern# se obtin respec-

tiv din formulele : so= (%) $i U=F + T8. Preci-
v.r
zarea functiilor provenite prin integrare se face cu ajutorul
" oF. NKT
relatiilor : (w) = — P = —
TN V

§1G@=F-+4 PV =F + NkT = uN.
94. Din ecuatia datid, rezults

dQ:d(—?PV):: —PAV—VdP=—PAaV — 84T — 3 N dpy,
ceea ce aratd ci Q = —PV este intr-adevir functie carac-

teristicd in variabilele V, T' gi p;. Proprietitile termodinamice
ale sistemului se obtin atunci cu ajutorul urmitoarelor for-

mule
(?_9_) __p, (.‘9_9) — 8, (‘m) —~ _N, ete.
OV J1us 0T v O Jyr

95. O funclie f este omogeni de grad ¢ in variabilele
Ty By o .. By, dach

{1) Sv 2y Y&y o) =Y (2, @5 ...).

Are loc in acest caz teorema lui Fuler, care afirmi cf:
by mra—f- = gf. Ea poate fi dedusd derivind (1) in raport cu y
i @y "

§1 punind in relafia obfinutd v = 1. In cazul de fatl, pentru a

ardta ci potentialele chimice sint functii omogene de grad
nul in raport cu numdirul de particule, trebuie demonstrat
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. Oy, o
Ci s }_’ N, ;,'L:'; 0. Intr-adevir o

¢ ON, ‘ ON, 0N, B Jﬁ; \ i‘éi - ON, -
_ 06 oG
ON, 9N,

q . : . v . L
96 a) In cazul sistemelor eu numir de particule varia-
bil, avem ’ ' ‘

4G = — 84T + V dP + p 4w,
Dacd . sistemul este unicomponent : G(P,T,N) = Nu(P,T)

si deei d@ = Ndp 4 pwdN. Confruntind aceastd relatie
cu cea de mai sus, se obfine -

(1) Ndy = —§8 dl’ + VdP, sau dp = — sd? - vd P,

unde 3:1%, @:K,
N N

;Gon&igiaf de echilibru a dou# faze cere egalitatea parametrilor
intensivi, adied, in particular,

v (P, T) = uy (P, 1), = dy, (P, T):dp.z(P, ).

Pe baza relatiei (1) se giseste ecuatia diferentiald a curbei
de transformare si  anume : =
: Nk 31 = (8, — §)/(v, — B,).
| o ar 2 (v, )
Sal‘oq}i entropiei fiind legat de cildura molari a tranzifiei,
A prin formula : A = T'(s, — s,), se ajunge, in final, la ecuatia
Clapeyron

. d N
@) v x
arT. T(wy — wy)

b Presupl‘mind A >0 (tranzifie cu absorbfie de cil-
durd), avem din formula (2), AP/AT >0 pentru v, > v, si
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invers. Aceasta inseamnil ¢il la o tranzitie in care volumul
“creste, temperatura tranzifiei creste cu cresterea presiunii
(de exemplu, in conditiile fierberii unui lichid), in vreme ce la
o tranzitie insotitd de micgorarea volumului (topirea ghetii),
pe miisura cresterii presiunii, temperatura tranzitiel scade.

¢) Neglijind in (2) volumul lichidului in raport ci cel al
vaporilor (vg >v;) si utilizind ecuatia de stare a gazului
ideal : v = RT/PMyg,o = 1699 - 10-°m?/kg, unde Mgp cste
masa molard a apei, se obtine

i B ~ - ° v
J;}. Se utilizeazd ecuatia lui Clapeyron din exercitiul
96, & ) i

w_

AT T(o, —v,)

In cazul analizat

~ (11
A@r@rm:ﬂi’sn(-———) :21,18,7'1073(—L~ 1)
P2 fy 7,3 5,75

2 P i PR
—d—_?——: -——--——-—;i-——-——-=————9 - A = T@Gg"‘“:228634.]'O'J’J’/kg’
ar T (vg —r,) Tve 4z
= — 8,766 - 103 m?3/ kmol.

care este comparabili cu valoarea experimentali: X = Atunei
= 2 253,15 - 1(_)3 J/kg. ) ] 7 291 -1 s

97. Se scrie formula lui Clapeyron (vezi exercifiul 96, AT =— AP Ap — — 2917100 1,01 -10°- 8,68 _ 12X
a)) pentru echilibrele (s—g) si (I—g) no 2 236,310 TR

%EG} & A 11 P e ¢ 4 ';‘ e 1 2 esve ?

(d_P_) _ S0 8, ~(d1") S8
ar s—g /Dy'_‘fvs, ar l-g ﬂv—ﬂl'

o < : . o4 -
Se face apoi presupunerea cii v,> v, 5iv, > v, iars, > s > s,, P
in virtutea faptului ¢ entropia este o misurd a dezordinii.
Atuneci, vom avea
] 24
(95’_) S TS S TS (f_l}_) :
a7 J.—, Vg v, dT )i, IS ]
98. Conform formulei lui Clapeyron (vezi exercifiul
96, a)), F;‘ ““““““““““
apr n !
- . Loy
m T [ .
d7 T(vg —vy) ’:
, 1 >
Conditia a) inseamnd ¢ vg S v;. Neglijind pe vy, si utilizind ~ T

pentru ve aproximatia gazului ideal, v = RT/P, obiinem
. dP rodr . S s
relatia :-1—)_= —_— 7 care, integratd tinind seama de a),

B

conduce la formula : P ~ exp ( —

3 faze : solidi, lichidd si gazoasi. Ca urmare, in pmietul
triplu, cele doud relatii din enunt trebuie si fie valabile
Simultan. Ficind calculele, rezults :- T, =143,9K

£l

N
#1)

* Nu numai tn diagrama PT.
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b) Conform ecuatiei Clapeyron

ar P

= 5

a7 Ty — ;)

unde  este cildura latentd molard, v; si vy—volumele molare |

ale fazelor initiald si finald. Considerind vaporii de amoniac
un gaz ideal, pentru care Pv = RT si neglijind volumul
solidului sau lichidului, in comparatie cu volumul vaporilor,
se obtine ,
ar »r
d1rT  RT®

‘v

A y
Sof const; InP =—
B

--const,

s = InP = —

11

relatii, care; comparate cu cele din enunt, condue la valorile

A, = 3754 R = 31,2 - 10% J/mol;
A, = 3 063R = 25,5+ 103 J/mol.

¢),Se noteazd cu indicii s, 1, v mdrimile respective
pentru €ublimare, topire sau vaporizare si cu indiei majusculi

S, L, G stirile : solidd, lichidd i respectiv gazoasd. Atunci, in.

punctul triplu :

AH, = Hy —Hg = Hg — H, + H, — Hy = AH, + A1l ,

unde H este entalpia. Tinind seama ci intr-un proces la

P = const, AH = @p, relatia pentru cildurile latente este :
2, = A + k. Pe baza valorilor obtinute in punctul b),
se giseste 2, = 5,7 - 10° J/mol.

101. In cazul nostru, putem scrie ccuatia care exprimid
principiul al II-lea al termodinamicii : T'ds = d@, sub forma :
T(sy — 81) = hy, unde s, si s;, sint entropiile unitdtii de masi
a vaporilor saturati i lichidului saturat. Derivarea
acestel relatii in raport cu temperatura, tinind scama cd :

T (—a—ﬁ'- =cp 81 T (~0—S’f =gy, rezultd imediat relatia ceruti.
or or ) , _ ‘

a celor 3 curbe de echilibru din figura de la exercitinl 100,

a), care, pe o distantd micd pot fi aproximate prin drepte.
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102. Punctul triplu (£, T';) este punctul de intm@ecﬁie '

Pentru a dgternuna pe Py si Ty este suficient sit se cunoascit
pe curbele de topire si sublimare coordonatele cite unui punct
si pantele respective. Pe curba de topire se cunoaste punctul
de topire al ghetii avind temperatura 7 = 273,15 K i
presiunea P =1,01-105 Nm™2, iar pe cea de subli}nare se
dd punctul: 7' = 273,15 K, P = 6,09-102 Nm2. Pantele
curbelor de topire si sublimare se deduc pe baza ecuatiilor
Clapeyron corespunzitoare

(ap) - N (dP B A
ar )i T(v, —v,)’ ar )S“T(v,._.v,)’

unde volumul speeific al vaporilor. de api 5
nd¢ ' ‘ ‘ , pa la T = 273,15K
si I = 6,09 ~10* Nm~2 se determind cu ajutorul ecu,a@iei
gazulni ideal a fi »,= 2,07 - 102 m® kg1, Atunci pe baza
datelor problemei, se calculeazi ’

apr “
(—) = —13,5- 10 Nm=2 K-1; (%) = 50,1 Nm~ 2K~
¢ : B

PA
Nm?
1,0140° p——mm
56,0910 F———
T K

Ultimfx, pantd fiind mult inferioars primei, poate fi consi-
deratd orizontald. Urmirind figura, se vede cil

( df) ) 13,5100 01 10° — 6,09-10°
- ar /, T,— 273,15
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de unde rezulth: T, = 273,16 K, temperaturi cireia ii
corespunde presiunea £; = 6,09 - 10* N m~2. ' -

103. Prin definitie, intr-o transformare de speta a doua
derivatele potentialului chimic de ordinul II variazd dis-
continuu, in vreme ce derivatele de ordinul I variazi in mod
continuu. Dupid cum se vede din formula: dp = —sdT' 4
-+ odP (veziexercitiul 96, a)), derivatele de ordin T ale poten-
tialului chimic sint: — s = —7‘[1\) siv = (ﬁi) jar cele de

3 dPJ,
020

192 . 0 ;
ordinul IT, sint : /0 M) =( 2) = — kg, (—”‘) =

P2 P Jo

(#), = (Gar) o) e
) = 2, [ = =] = va, unde s-a
or )P T OPOT) ot )p

fiicut uz de definitiile coeficientilor « i ky din exercifiul
10, cap. 1. ’ » ,

Ca urmare, la trecerea de la o fazd la alta, entropia si
volumul nu suferit salt : As = 0, Av = 0. De-a lungul curbei

de transformare aceste formule se pistreazi nu numai

pentru variatii i si pentru diferenfialele lor, adicd

aT+A(£-)JdP —0;

: T

ﬁ, s
dAs = Ads = A(-‘-’i
aT

P .o
dM:Adv:A(ﬁ”— dT+A(—a~”— 4P — o.
9T » aP |y

or

< 0 - .
Tinind seama cd: (_(3_3_ = —(~—v— J(vezi exercitiul 49, a)),
) oP Jr P

cele doud formule devin

a7

AOP_T_. —pAadP =0; WAxdT — AkydP) =0,

de unde rezultd relatiile Ehrenfest

d.P . AOL - AC.P .
AT Aky  ToAa
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164, a) Dupi cum s-a ariitat in exercitiul 44

dQ = dh — vdP = ¢pdT + [(ﬂ) — v}dPx
oP Jr .

=¢p a7 — T(_a_lv.) ap.
a7 J,

De aici rezulti ca

CSat = (_.d:_(l)i.._) feend C’P — T (v—qg.) ig_ 7.
dT sat aT P dT sat

Luind in consideratie ecuatia Clapeyron : ( —d——ri) . si
5 - 7
. dl’ sat Z’A’U
faeind aproximatiile ) RPVNCIR Av i A
{ . = 51 Av = o, se gaseste ol
o P T

Cear = Cp — AT Intrucit entropia molaré a formirii vaporilor
la punctul de fierbere, /7, este pentru gazele obignuite de
ordinul lui 83,66 J/K, in timp ce ¢p < 41,83 J/K, in aceste
conditii rezultd ce << 0. ’ ’

’ b) Se porneste de la observatia ¢ intr-un proces ciclie
izoterm, lucrul mecanic §i prin urmare si cildura (@ = —I)
se anuleazi. Intr-adeviir, in condifii izoterme, P = P(V) si

luerul mecanic L == —S P(V)AV devine o functie de stare

astfel incit variatia sa dupid parcurgerea ciclului va fi nuld.
Deci, avem pentru o transformare ciclicit izotermi

Q :Qsmz. + Q¢ + QG-—S =0,

un_de QS_ 1 @r_a Qe_s sint cildurile transformirilor : solid-li-
chl_d, lichid-gaz si gaz-solid. Pe baza datelor din enuny, re-
latia obt{inutd mai poate fi scrisi sub forma : 2, = 2, L’ Age
. 105. a) Fie izotermele fluidului intr-o diagrami PV. Pe
diversele orizontale, in punctele din extremitatea stingii a
diagramei, fluidul este in stare lichidi, iar in cele din e;tre-
mitatea dreaptd, in stare de vapori. Deci, pe misura depla-
sarii pe orizontald spre dreapta, faza lichid$ descreste in fa-
voarea vaporilor. Tubul fiind sigilat, incilzirea fluidului are
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loc la V = const, ceea ce se reprezintd in diagramd printr-o
verticald. Dupi cum se vede din figurd, odatd cu deplasarea
pe verticala AB (pentru care V > V,) de la A citre B (po

unde se pot introduce potentialele chimice ale substantelor

_ o8
date de formulele : y; == — T( e .1 OaT
i N o, v, ¥, n plus, deoarece

numerele de particule ale diferitilor componenti nu variazs
mdependemf ¢i sint legate prin ecuafia reactiei, rezultsi ci
dN; ~ vi. Ca urmare, din (1) se obt{ine atunci conditia de

3

P

echilibru chimic 37 v; y; = 0.
3
5 107. a) ?m un amestec de gaze ideale ce formeazi o
fazd omogend, in care are loc reactia chimicii de echilibru
Zv; Ay = 0, unde A4, sint simbolurile substantelor care reac-

%i’onea@i, jar v; — coeficientii stoichiometrici ai reactiei.
nlocuind in conditia echilibrului chimie, stabilitd in exerci-
tiul precedent, expresia potentialului chimic al gazului ideal
din exercitiul 92 gi anume: p; = k(f; (1) + T In P,), unde
Py este presiunea partiald a componentului i legazcin de
fractia molard o; prin formula g, = PP, obtiném

2 Vg Ly k{E vi fi (T)y+ T Z v In (Pa;,)] = 0,
: : " - -
mz“msuré“!oe temperatura cregte) raportul lichid/vapori des- A : o
creste pind cind in B (7 = T,) fluidul este in intregime sub
form# de vapori. Ca urmare, pe misuri ce temperatura creste
meniscul in tub scade, dispdrind la fundul tubului. ,

b) Pentru V<€ V, fie verticala A'B’. Deplagsarea de
la A’ ciitre B', insotitié de cresterea temperaturii, conduce la
cresterea raportului lichid/vapori pind in punctul B’ cind
siskemul se giseste in intregime in stave lichidd. Corespun
z&tor, in tub meniscul cregte pind cind dispare in virt.

¢) Incazulcind V = V,, prin deplasarea de jos in sus pe
verticala corespunzitoare, raportul lichid/vapori rdmine
finit pind la atingerea temperaturii critice, 7', , peste care
fluidul existd doar sub formd gazoasi. Atunci cind tempera-
tura creste meniscul rdmine in interiorul tubului si dispare
doar cind este atinsd temperatura critica.

II;;;l.;é%)pronenm acestel relatii- se ajunge la legea actiunii

’:.’i. -~ v:_ - 1 : # S
Ma2i=P ¢ exp (—‘f ; v f; (T)) = K(P, T),

P Ay

unde & este constanta de echilibru chimie. Tn conditiile cind

presiunea 8 temperatura gi : e indi

presiunea si temperatura sint date, Jfay = const, indiferent
§ .

de starea initiald a sistemului. : ,

~ b) Conform legii actiunii maselor, dependenta de pre-
siune a constantei de echilibru, K, rezultd din evaluarea deri-
ratei ‘

106. La echilibru, entropia S(U, V, Ny, ..., N,) este -
maximi. Inipotesa cii U si V sint fixati, conditia de echilibr ( JIn K ) o .
se reduce la B . ‘ o 9P J» . P ’
() s =Yy ) AN, = o,
] ) - @N{ UaV"_-Nj¢i ’ '.:{3" ‘ ] v o i ’ } .
din care se vede ¢t semnul derivatei depinde de semnul sumei
200
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Zv,. Pot avea loc trei cazuxi:
1]

1) Ty, >0, adicd reactia merge cu cregterea numirului

L]
de molecule. Cresterea presiunii duce in acest caz la micgo-
rarea constantei &,
2) Xv; << 0. Cu cresterea presiunii constanta de echi-
7 ‘
libru creste. Reactia continud, micsorindu-se produsele
inifiale si sporind cele finale.
3) % v; = 0. Numirul de molecule este constant. Con-
£
stanta de echilibru nu depinde de presiune.
¢) Procedind ca in punetul precedent, se stabileste relajia
datd de Van't Hoff gi anume

oK 1 a1 94,
- = i“‘T"‘——‘ — . 5‘*1’*— =
( JT )P Y (f dT) Y (g 61’)

_AH ___j};;_
S RTE ET?

1 1 '
= Vi i 1’8@ = h'-
e v 00T T =

unde s-o wtilizat faptul cit ¢ = ZN,- i, luind pentru entalpia

4
liberil specificd expresia dati in exercitiul 92, precum si for-
mula entalpiei specifice, b, = g¢; -+ T's;. Dupid cum se vede
din formula dedusi, sint posibile cazurile: 1) @, >0,
cind reactia este endotermi (absoarbe cildurd) si avem

(_a_dlﬁl_]i) > 0. Behilibrul se deplaseazi in sensul formirii
0T ), ;
produselor reacfiei. 2} @p < 0, reactia este exoterma gi

Oln IX
( aoT ]y ,
seazd in sensul unei reactii endoterme giinvers.
108. @, = AU + PAV = A(U+PV) = AH.
Din ecuatia Gibbs-Helmholtz, avem urmétoarea formuld
pentru entalpie ,

) < 0. Cu cregterea temperaturii, echilibrul se depla-
r

or\ T

Variatia entalpiei libere, G, intr-o reactie chimicd reversibild
¢e are loc in conditii ¢ind P gi T = const, poate fi evaluata

H:G+TS=G—T(E’5> , ->AH:-T2~—()—-(Q—G-)-
oT ),
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astfel
AG = Y, AN, = 3 p; v = — kTInK(P, T) +

+ kT E V," ]D. 03{,
[]

unde v; sint coeficientii stoichiometrici ai reactiei, iar K (P,
T) este constanta echilibrului chimic. In ultima egalitate a
fost utilizatd expresia constantei A din punctul a) al exer-
¢itinlui 107. Inlocuind, obt{inem atunci

0 ,

109. Deoarece in reactia datd ¥ v, = 0, constanta de

B N L8

echilibru chimie, K, nu va depinde de presiune si va avea
expresia : (1) = nyny/nn,. / '

110. Scriind reactia chimicd sub forma Y, v, 4, = 0,

4

unde 4;sint simbolurile substantelor care reactioneasi, iar
v, sint coeficientii stoichiometrici ai reactiei se determind :
vi,= 1, vi,= 1, w1 = —2. Legea actiunii maselor va fi in
acest caz (vezi exercitiul 107, a))

wH" .1’;2 a’ﬁf == I( (1)7 T)u
Dacl y din cei 8,1 moli de H, initiali intréd in reactie cu y moli
de I, (din totalul de 2,94 moli), vor rezulta, in urma reactiei,
2y moli de HI. La echilibru .
8L —y 2,94 —y 2y
21 toor’ Ty T oan? THTIT oon
8,1 - 2,94 8,1 + 2,94 8,1 + 2,94

By, =

Inlocuind in legea actiunii maselor, se obtine

(871 - 3/) (2794 - y)
4y?

= 0,02, - y = 2,82

si deci numirul de moli de HI va fi ng = 2y = 5,64.
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111. Intr-un sistem format din ¢ componenti si p faze,
diferentiala entalpiei libere are expresia

B c p
4G = — 8dT 4 VdPr + %, Y pidhy,
o g=mlr=1
unde indicele r indicd faza, iar i—componentul. La echilibru,
in condtiile in care presiunea gi temperatura sint constante,
vom avea h

(1) aw=3 3% AN =

i==1 r=1

la care se adaugd relatiile

@ SiaN;—o

ye=l

ce rezultd din legile de conservare :ZN{ = N, = const.
=21

Utilizind metoda multiplicatorilor lui Lagrange (vezi anexa

IX), se inmulteste (2) cu factorii constanti, y;, §i se scade

expresia ob{inutd din (1). Rezultd atunci

s

c " p
Z Yy (i — py) dN] =0, — pi = p; = const,

feml =1
de unde s¢ vede ¢l potentialul chimic al componentului ¢
trebuie si fie acelagi in toate fazele.

112. a) In cazul unui sistem format din ¢ component;
distribuiti in p faze, existd doud variabile P, T, aceleasi in
toate fazele. In afarii de aceasta, in fiecare faza vorfi ¢ —1
concentratii independente. Ele smt in numir de e—1 deoarece
intre ¢ n(’cntmtule tuturor celor ¢ componenti in fiecare
fazd existi legatum '

Zq Zc = 1.
CTEm

c c T

In total, pentru p faze, avem (¢ — 1) p -+ 2 variabile. Dupd
cum a fost aritat in exercifiul precedent, la echilibru sint
valabile relatiile

we=ui= ... =pf.
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Pentru fiecare component existd p — 1 astfel de relatii. Do
aceca, pentru ¢ componenti ele vor fi ¢(p — 1) la numéir. Ca

-sistemul acesta sd aibd solufie trebuie ca numdrul ecuatiilor

8% fie inferior numdrului necunoscutelor, adicé :
(c—1L)yp+22¢p—1), -p<2+oe

b) In evaluarea ficutd in punctul a) diferenta dintre
numarul total de variabile si cel al ecuatiilor reprezintéd nu-
mirul de variabile care variazi independent, sau numirul
gradelor termodinamice de libertate ale sistemului: f = ¢ +

+2—p. In cazul in care intre componentii sistemului smt
7 reactii chimice de echilibru, numarul componentilor inde-
pendenti scade la ¢ = ¢ — 7 si.in consecin{d, vom avea :
f=1¢ -2 —p.
113, a) rds = ¢,d7 + IVdV =

= UpdT + [;dP = m, AV + m, d.P.

Dacd § rimine finitd si continud cind 7' — 0, atunci

[’(OAS):(]V(LT) +z(w) Y
03} y aa: y 01} ¥

7 — 0.

Punind pe rind
(ey ) (L, V) (T, P) (V,T) (P, 1)(V,P) (P, V)

vezultatul Cp = 0C, =0 I, =0 Ip =0 mp-—> 0 mp— 0.

&
mirimile Oy/T, Cp/T, ... - 0 cind T - 0.

114. Din ecuatia lui Clapeyron, utilizind principiul al

III-lea al termodinamicii si faptul ¢d stirile solidd si lichid#
dP As

=-——=0,c¢ind 7 - 0,
d7 Av

N 0
by Intrueit (~§—) =0 cind T - 0, din (1) rezultd ci
y

au densitdt{i diferite, se obtine :

adicd o pantd orizontald.
115. Conform principiului al III-lea al termodinamicii,
la 0 K entropia inceteazd si mai depindi de vreun para-

~

.. {98
metru, adicd :

) —0cind T— 0 (H — intensitatea cim-
. ,
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pului magnetic). In eccuatia fundamentald a termodina-
micii pentru substantele paramagnetice 7dS = dU —
—HdM, adiugim ambelor pirgi diferenfiala d(—78—
—HM). Se obtine atunci expresia

QU — T8 — HM) = — 84T — MaH,

de unde, impunind conditia de diferentiald totali exactd

g .o {08 am ’
se gaseste relatia ﬁ) ===
5% b, n o

Y < e, oM .
marca initiald, rezultd atuneci cil: lim (———~) — ¢ ecind
: H

) . Tinind seama de re-
H

T - 0, iar deoarece M = xpH, va rezulta de asemenes c :
. Oug .
lim—=%£ = 0 cind 7 — 0.

or :

Observajie. Legile lui Curie (x = O/T) §i Curie-Weiss
(n = C/T —0), sint valabile doar pentru temperaturi
finite. Cind 7' — 0 se pun in evidentd deviatii de la zceste
legi. Rezultatele experimentale aratd cd la temperaturi sufi-
cient de joase x inceteazi sid depindd de temperaturi, deve-
nind o mérime constanta. :

116, St rezolvd in mod cu totul amalog cu exercitiul

J

‘ . : . « {08
precedent, pornind de la obscrvatia ci (%«) = 0 cind
' T

T - 0, iar ecuatia fundamentali a termodinamicii va fi
in acest caz : 7dS = dU — EdP. :
117. Principalele functii caracteristice : energia interni
U, entalpia, I, energia liberd, F, si entalpia liberd, ¢, sint
legate una de alta prin relatiile: U = F + T8, H =G +
+ T'8. Utilizind principiul al IIT-lea, conform ciruis
lim § = 0, obtinem : Uy_g = Fyp_o, Hy_, = Gy Mirimile :

T30
oU JoH
O = § ——— 4 O = B °
g (aT.)V’ ! (M’)p’

== (5a), o == (3%),
i1ty ar ),

tind la zero odati cu temperatura. Ca wrmare, U, H, I' si
G, ca functii de temperaturs, cind cealalts variabili care
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defineste starea se menfine constantd, au pentru 7 =0
tangentd orizontald. : -
118. Din formulele : F = U — T8 si 8= _“(y~~ s
o1 ]y
oOF —
or ) :u. La 0K, in dreapta, se
ot Jy T
anuleazd si numdrdtorul si numitorul. Utilizind regula lui
I"'Hopitale, obtinem pe baza datelor problemei

. oF ) oF oU
N o [y L
oT )y 70 \ 0 T 0T )y

rezultd el (

Relatia aceasta rdmine valabild pentru orice valori ale pre-
o . a8 a8
siuniisi volumului. De aceea : | — =0, |- = Q.
- T g OV )ro

Tinind seama de definitiile coeficientilor « si 8 din exercitiul
12, a), cap. I, precumn gi de doud dintre relatiile Maxwell din
excreitiul 49, a), se giseste

‘1(0V) 1(3&).
== f e ———
vN\or), ~ v\er),

B_uk(ap)‘ui(ﬁﬁ )
~pP\oT ), P aV)T

Ca urmare : lim o = 0 gi lim £ = 0. De asemenea, conform

T-0 T30 .
formulei dedusd in exereitiul 52, avem pentru diferen{a capa-
cititilor calorice

2 -1 8 v
o (), ), ),
T Jy\ 0V Jr o J,\ 0T ],

p
=af PVI - 0.
T-0

119. Presupunind cii températura de 0K este accesi-
bild, fie ciclul 1234 din figurd, cu sursa caldd T si cea rece
avind temperatura T, = 0K. Intrucit entropia este o functie

. d
de stare vom avea pentru intregul ciclu: AS = {)«——g— = 0.
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y AN . S, =0T
ASps 4 Ay -+ ASgy - Ay, unde Abl% d1/ L 19
N A8, ;fa (pmé?ésele tiind adiabatice), ASg =0 in
{%{;ea principiului al II1I-lea. &1 termodinamicii. In con-

V.

1 7;—5' 2,
4 R
7;2 0 i

4 ' B

secintd : A8 = A8y, = Q,/T, =0, cu toate e atit @y
cit §i T sint diferite de 0. S-a ajuns la o contradictie, ceed
ce aratd cd temperatura 7' = 0 K nu poate fi atinsd decit
asimptotic. SRR T e )

120, Avem Q = ¢II, unde ‘coeficientul Peltier 11 este
legat de puterea termoelectrici € prin relatia & doua @ lui
Thomson € = II/T. Prin- definitie, '‘pentru o pereche de

- jonctiune caida -

‘ lc:)nstcmton

. ’ . + < -

Jonctiune rece

metale date, e <= d8/d 1. Atunci, pe baza relatici din exung,
in presupunerea cf T, = const, se obtine : € = ‘3,5}. 1078 4
+ 8,2 -10°87,. (a urmare, se giseste pentru jonctiunes
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caldib o : Il = ' =38 10T, + 82 -10*1% i apoi
Q =ill =102 (3,8 - 107 -300 48,2 - 10 -9 . 10%) —
= 18,78 - 103 Js! = 18,78 - 10~5 7.

121. Densitatea fluxului termie, :»d—izg fy 1wl =1,
. 5@

« o d o .
adicd fluxul de clldurd @ c»cg be unitate de arie este

-
dat de formula : I = —2 grad 0. In stare stationard, totald
tdldura generatd in unitatea de timp in camera de reactie
trece prin izolatie citre mangonul ricitor. In cazul fluxului

. - . v o oy Y
radial : grad 6 = ? n. Atunci, pentru o paturd cilindriei
o r

de arie 27 rl (unde r variazi de la 7, la r,), se obtine

care, dupd integrare, di

9 0, — 80°, > 6, = 49 5°C.
27 IA r ’ o

122, In conditiile problemei, este valabili urmitoares ecu-

. - . oodu
atle de continuitate, sau ecuatia energiei : —a—~ + div] = 9,
3

unde % este energia interndi a unitdtii de masi, o -
-
— densitatea, iar I — vectorul fluxului de cdldurd dat de

formula: 7 = —2 grad 0. De asemenea, se consideri cd
du/d¢t = ¢ d6/dt, unde ¢ este cHldura specifici, Inlocuiﬂd,,
s¢ obtine ecuatia

a6
¢—— = A div grad 0
P v osrad b,

la care trebuie addugat termenul pierderilor radiative. Dacil
diferenfa dintre temperatura tijei si cea a mediuluj inconju-
rator este micl, pierderile radiative be unitate de suprafati
sint (0 — 0,), unde K coeficientul de transfer termie prin
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suprafatd este o mirime constantd ce va fi determinatd mai
tirziu. Pentru a gisi pierderile radiative peunitate de volum,
se inmulteste K(0 — 0,) cu aria nnitdtii de volum. Pgntx~u o
tijd cilindried, aceasta did 2K (0 — 6y)/r. On urmare, in cazul

0, » A4 = —Be™%. Dina), rezultd, de asemenea : d0 jdo =
=a (4 — B) = —@ /A mr2. Ca urmare :

4

— Y az —a{z—2)
" ‘ = —e :
unidimensional, vom avea w2l (1 + e~2¢) (
60 % 0% 2 o o .
Fr oc Ozt cor (0= Go), Determinam acum constanta K. Conform legii lui Stefan-

Boltzmann, energia radiatd in unitate de timp Ppe unitate
de suprafatd este eo’ (7" — 17), unde o = 5,6 X 10°8
Js™im™2K™4 Punind T = T, + AT, avem, presupunind
AT < T,

T8 =To4+4ATTE + ..., » eo' (T4 — T & 4 e 6 TEAT =

=4deq T3 (6—0,)

care, considerind o distributie de temperaturd stationar:
’,} X
09 =10 ), devine
gt .
1207 , ., 2K
A a2 ®’, unde 6 =0 —0,, a*= .
da® Ay
Solutia acestei ecuatii este : 8" = A exp (az) + B exp (—ay).
Pentru determinarea constantelor 4 si B se impun condiiile

gi; prin urmare, I =4 € o' 1§ = 4.0,8 - 5,67 - 10 8(298)% =
= 4,8 JsTm (X)L Atunei (vezi fig.)

- 00 ,
la limitd si anume: a) pentru gz =0, @ =-—7wr 2;; o : 2(eM1H — o= 8,1z-2)) B
06 L e 3,14 - 107 - 3,1 - 100 (1 < 0,002
arec = A——; b entru gz = = A
deoarece 1 Py ) P ’ = 20,5 (e%1F — g=3.1(x—2)),

capitul indepirtat al tijei (w = Im) este mentinut la t‘:cr_rtpfz;
ratura mediului 6, Impunind b), se obfine : Ae* + Be™ = Pentru a obtine temperatura in °C trebuie si addugim la
0" pe 0, = 25°C, | ,

o 8n*C ‘ ! ‘
4 temperatura 8.in 123. a) Avem: I _9 _ 8,36 - 10% Jslem 2 Pe de
8
altd parte, in cazul unidimensional: I — — X grad =
o 319,65 — 320,5
= = A = — M7y — TV Ap = — A : —
deo 2 2 0,5 9

de unde se giseste ci : A = 4,18 - 102 Jylem™? (K)™,
b) In conditiile problemei, ecuafia energiei este de
forma

; du . ouj ik
(). e =div (\ grad T) + uj grad T + L

unde : p este densitatea tijei, w — energia interni pe unitate.
de masd, j — densitatea curentului electric, u — coeficientul
Thomson. Ecuatia contine in partea stingd viteza de variatie
@ energiei interne pe unitate de volum, jar in dreapta sint

B
3o

26 > 7 ¥ T T Y T T T T ] -
00, ! lungimea x in m
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indicate procesele de variatie a energiei tijei : fluxul termi
cildura Thomson gi caldura Joule. Serisé pentru o stare sta
tionard unidimensionald, (1) ia forma
azr
dz?

. d 2
+ uj du

Y

0 =12 +

Pentru a determina solutfia acestel ecuatii, se fac substit
. arT

tiile : ——
dx

y + My + N =0. Fie y =wuv, unde % si v sint funci
independente de . Inlocuind, se obtine '

w(v + Mv) +vwv 4+ N = 0.

Intruecit v si v sint functii independente, se poate considera
v - Mo =0, v=aexp (—Mg). In acest caz, in plus

wo - N =0->u= N Mz L b, de unde
M
~—-—L 4 O exp

a
()
wY A

in care O este o constantd care se determind punind in (

. arT . .
j = 0. Aceasta ne conduce la ¢ = (—— , adicid se obfin;

x Ji-o
o ecuatie doar pentru fluxul termiec.

=9, uj/h = M, j?)/yn = N, ceea ce conduce la

(2)

ﬁ/ Y = UV = :
X

Tinind seama e

I = @/s = —n grad, se giseste (_‘(11_@) = — I]A
% Jj=0
= — @/sh, astfel ¢d : € = —Q/sA. Atunci, (2) devine
ar :_L_&exp(wm).
do wy - SA A

Presupunind .« A, ne putem limita in dezvoltarea in seri
a exponentialei la primul termen, ceea ce furnizeazd relafi

CAP. HI
) 3 1 . 1
1. a) Ppar:~6—=~2~; b) P(1/impar) :E—;
_ 1 1 1
2) @ == ol =1 +2— 4 .. F6-—=235.
@) ) 6 6 ¢

2. a) 1) Aparitia la un zar a fetei 6 are probabilitatea
p == 1/6; neaparifia sa are probabilitatea ¢ = 5/6. Atunci,
conform distributiei binomiale, probabilitatea ca pe unul din
zaruri s cadid fata 6 este

2) Notind probabilitatea ca fata 6 si cadd cel putin
pe unul din cele 5 zaruri cu P’, iar cu Py — probabilitates ca

Aata 6 sid nuapard pe nici unul din zaruri, avem : P, + P’ = 1.

5 \5
e o 5] .
De aici, finind seama ¢ P, = ¢° = (—E«) , Se obtfine

)

: 5\
P::I-P,,:l—m( );0,6.
6

3) Procedind ca in 1), se giseste

I ) i

b) In cazul aruncirii a doud zaruri, sint 6° cazuri posi-

5! 1

3121 3

4
Pos = p* ¢* 3 ) =~ 0,16.

bile. Dintre acestea, 6 sint favorabile aparitiei unei duble.

Deci probabilitatea aparitici unei duble este P, = 6/62
=1/6, iar probabilitatea aparifiei de 3 ori la rind a unei

3
duble va fi: Py = P, PPy = (__1_) .
i

ar 3 9.
de pY  Sh
Pe baza datelor numerice indicate in enunt si a valorii |
A, calculatd in a), se obtine: u 2,5 - 107K,

o

: 9 . 7 63
3. a) P ,::3_—6’ Pz :; 1—0—’; — Pl? == Pl Pz T .
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b) Avind in vedere ci cele doudl evenimente sint compa-
tibile, legea de adunare a probabilititilor va da :

97
P =P+ Py— Py = —-
2 12 100
2 3 1 2
4, Py =3 Py=—; Py=-—; Py=-—-
M b A 5 M 47 A 3
12 1
P = Py P, PyP, = ——=-—"=0,033.
MAMA MAE ALX ME 4 360 30

5. Din cele 10 000 de numere posibile, sint favorabile
evenimentului nostru toate numerele cu 4 cifre care nu contin
cifra 8. BExistd 9* astfel de numere, obtinute asociind cele 9

valori posibile ale primei cifre, cu cele 9 valori posibile ale
celel de a doua s.a.m.d. Ca urmare

94

P=—"
10 000

= (0,9)* = 0,6561.

6. “Utilizind legea de inmultire a probabilitifilor pentru
cazul evenimentelor dependente, se obtine

R O I Y SO
100’ 99 2

7. Deoarcce un bec poate avea ambele defecte, eveni-
mentele sint compatibile. In acelasi timp, ele sint indepen-
dente cici defectele de montaj nu sint determinate de cele
de fabricafie sau invers. Ca urmare, nu vor fi bune becu-
rile care posedd cel putin unul dintre defecte, adici

P = 0,02 + 0,05 — 0,02 - 0,05 = 0,069 = 6,9 %,

8. a) Probabilitatea ca la prima extragere si iasd un
tranzistor bun este: P; = i/n = 20/30 = 0,66 .... Dupd
ce evenimentul ¢ a avut loc, probabilitatea ca la urmitoarea
extragere si apard un tranzistor defect, este : Py(i) = (n — i)/
[ (n—1) = 10/29 = 0,344 ... Atunm, probabilitatea apari-
tiel succesive a ambelor evemmente, 1 81 j, va fi data, con-
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form legii de inmulyire & probabilititilor, de formula

. . 9
P,y = P.Pyi) = —- (m—1) =“T(‘)‘ LU
n (n—1) 30 29
b) Probabilitatea ca in urma unei extrageri duble sd 56
ob‘rym% un tranzistor bun gi unul defect, mdlferent de ordines
obmn(km lor, va fi da,m, conform legii de adunare @ proba-
blhm,gﬂol de expresia

PiP!(i> + Pi-Pi(j) =2

0,229 ...

PP;(i) = 0,458 ...,
unde s-a tinut seama cd (dupd cum se poate verifica)
PiPy(i) = P;Pyj), adici Py = P

9. Conform datelor problemei, probabilitatea aparifiei
unei probe impure (pure), este respectiv: p = 0,70 i g=
= 0,30. Intrucit evenimentele sint independente, iar succe-
siunea aparitiei a 3 probe puresi 5 impure, din totalul de 8
probe, nu ne intereseazi, prababilitatea cerutd va fi datd de
leges binomiald

e

i
——(—1’——”—;_(0 TP+ (0,3)F 0 —0,2541.

3151
10. La fiecare colf, tindrul poate merge in sus (s) sau in
dreapta (d), cu eondltm ca numirul total de " g1 d'osi
fie respectiv » i m. De exemplu, drumul din figurd ‘este dat
de succesiunes (d, s, s, 8, d, d, 8). Numirul de modum diferite
prin care se poate merge de la Dla M este (m + n)!/m!nl

k n-¥

P—ptq"tOi=p"q

w

"w‘l

gor aﬂe—a 71

1t a) Y e Z — = ¢ %"= 1.
%= ! n=0 .
[ a%e*ar [+s) a/n

by z= Yja =ae¢"y — = a.
n=0 n ! 0 n!

i2. a) Integrind prin pirti, rezultd

X =S af(x)de = GS x ey —=———S yerdy =
it 0 0

a

|eo oo
. 0

42 ’0 a
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2 & SO 2 f(o) do= “S @? e dp :;12— Stwyzve"y dy=
: [¢]

_Ie _ 2
ar 4o (vezi anexa VII).

. b) Utilizind mteo*ralele Poiss oxa, VIT ¢
stabilesto | ‘ 1 on dm fmam VI, se

N too a \12 oo
o Tt (2T s
) e . ¢

T

. o . - : 12 400 o
=" o fa)do — (i‘-) [ oot an -

7‘:1.
( a 12 1 e 12 [1
n) 2 (07) eV
T 2,)2-5r3 — 7 :»J‘_;

Ar‘ , 1 1 »
;x"‘z" 1’:+2““+3~é- +eoota _14_ <+

E = _*-._:)_._*_,____‘L___ : ,2” :
P ENINES 1 :
§ 2+4+g‘+. "}“"2*,“}".

(1) Itodta?torr .. =L,
' lf—x‘f

Pe care intii o demvam, iar Iel&tlfl: obi;mum se mmulime cu
zs punindu-se apoi g = 1/2. Procedmd ’wtid se ajnnnv la.

1 : n
;;%'Pi ':1'?+2'*Z—+3-~§«+ ceioh n(i) 1

Pentru evaluarea sumei de la numitor, se punein (1) ¢ = 1/2,

ceen ce conduce 1a

1 1 1 | 1\®
Pi:»—* — — “ s e — e 88
D s +(2)+
1

—_—  _1=1
1—1/A

Inlocuind rezultatele gisite in expresia inifiald, se obtine:

a = 2.

1A a) o= uep — uo ¢ = 1o (2p — 1)

—

by W= php +oubg = b
¢) (Ap)? = p? = pf — pi (4p° — 4p+1) = dpqud.
15. ) Conform distribufiei binomiale, avem

N

1 P,,vr - 0%, unde C e —
(1) :p ¢ | B !

b) Din formula: m =mn-—n' = 2n — N, se vede ci
valorile posibile ale Iui m an aceeasi paritate ca gi IV ; deci

1
unui » dat ii corespunde un m dat §i invers, n = Y (N -+ m).

Atunci |
Nim y Nim Nim
{2> P,(,m) = _P (‘fy‘——gﬁ) = p 2 q 2 CN2

¢) Punind in (2) p = ¢ = 1/2 gim = 0, se obtme pentru
N par
1 - N
Py (1)"
[(NV/2)17 \ 2

{n cazul in care N este impar, P’ (0) = 0, deoarece revenires
in punectul inifial implicd un numir par de pasgi.
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16. a) ¢ =1 — p.
o Newg Nt
b) P(n) = p"¢¥ 0%, OfF =—" " .
) P(n) =1 _‘Z‘ Ny N w (—n)!
¢) M = ny,— (N —n)u, = (2n — Ny, = myp,,

{(m = 2n — N).

Unei valori & numirului m ii corespunde o valoare a lui »
. . m -+ N
mvers : n = (m + N)/2. Ca urmare : P'(m) = P( +:)

3]
“

17. a) Pe baza distributiei binomiale, rezulti
N

(n) = e P NS N—n.
Hm == Ny )

_ N‘ 7 N N ! .
b) i :”‘E nf(n)y= Np ,Z:x (‘n~—(ilv) !(I\R—n) !p"“l(l—p)l““” =
=Nplp + (1 —p)"t= Np = o,
unde ;zyﬁ: utilizat formula binomului lui N exﬂ’te)n
(@ + )V = XVI N1 ey,

w=0 B Y N—n)!

Atunci: (n—n)? = n® —i? = n(n — 1) -+ # — 1%, Prin-

tr-un caleul a2nalog cu cel pentru n, rezulti : n(n — 1) =
= p* N (N —1). In consecinti,

(n—n)2= P2 N(N — 1) 4 Np — N2p? = Np(l —p)—

18. Punctul efectueazi oscilatii armonice continue e
axa g, conform legii ¢ = A4 sin (2rt)/T. Probabilituten ca
punctul s fie in intervalul da este datd de raportul dintre

. . < . .7
di — timpul in care se giseste in intervalul da g — —
— tirpul in care punctul trece prin toate pozitiile posi-
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pile, intre —4 §i +A. Tinind seama cd : dt = da/z, unde
-

_ e
T
24t 2 do _ dg _ da .
dW () = 7 T & Ao zzf m( A2 — g

19. Printr-un rationament analog celui din exer-

citiul precedent, se gisegte

odr o
T w (0% —02)Y2

dW(0) =

20. a) Fie P,(1) probabilitatea ca in timpul ¢ si fi fost

emisi » electroni si P, — probabilitatea ca in acelasi'inte;}*vasl
& nu fi fost emis nici un electron. Tini]%d seama del) si de
regula de ealeul a probabilitdtii a doud évenimente succe-
sive, s¢ obtine

P, (2 %; dt) = P, y(t) P* + P,(t) (1 — P*),

(1)

Py (2 + dt) = Py(t) (1 — P7),

unde P* reprezintd probabilitatea de emisie a nnui«electllon
in intervalul dt; conform cu 2), avem P‘.L, = A dt. Dezvoltam
pirtile din stinga ale ecuatiilor (1) in serie in rvaport cu pute:
vile Tui dt, limitindu-ne la primii termeni. Dup# inlocuirea lor

in (1), se gisesc relatiile

dt

= [Poy (1) — Pu(D)] = — 1P, (1),

(2)

Ia care se adaugh conditiile initiale ale problemei

1 n=0,

) b= {'0 n# 0.

Solutia sisteraului (2), finind seama de (3), va fi datd de
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distributia Poisson si anume

P, (1) = %)T e,

D) (An) =0 —n2= nn— 1) + 0 — a2 =

n "

= Xl =12y () + 3wl (1) — [E nPﬂ(t)}2 ~

= E n{n-—1) E[—)j e E n (itz” oM

# n! " n

M[ E T M@jﬁ]z =2 tz‘e —At E (7‘3)”_2_.» i

n n!

(nty -t . eyt P
+ Ale L geprema|y AT
; ; (n— 1)! ¢ [; (n —1)! :'

#

= AT £ AL — AUE = A,

unde s-a utilizat dezvoltarea in serie a exponentialei: ¢® =
” .

=Y 2"/nl. Rezultatul -obfinut se mai poate punc sub
#n=0

forma : (An)? = M = n = nyt.

21. a) Constanta € se determind din conditia de
normare. Utilizind integralele Poisson din anexa VIII,, se
gageste ‘

' +co
Wi, ) dady = 0 (om0 dady —

—00
rt® +oo 7
- CS oo dsz ey = 0 =1,
—00 —o0 a
de unde se obtine : ¢ = a/x. o
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b) Conform legii de adunare a probabilitdtilor

o T

. 1/2
= (-a— e dp.
T/

‘ « . 1, . :
22. Se pleacd de la expresia: — (e 4 ¢7%), unde ©
2

+ 00 ' +00
Wix)dae = [S Wi, v) dy] dy = d e da‘:S e~ 'dy =

variazd intre —= 3i 47 In aceastd expresie, coeficientul 1/2
de pe lingii e’ se poate interpreta ca probabilitatea saltului
particulei la- dreapta, iar cel de pe lingd €79, ca probabili-
tatea unui pas analog la stinga. In aceste conditii, proba:
bilitatea ca particula dupd ¢ salturi sd ajungd in punciul »,
va fi datdi de coeficientul lui ¢ din dezvoltarea binomialid

! . . ' ’
[% (Eie 4 c—ie)] — 21¢ et L 4 P, (n)e‘“"—+— R
1
o™

Pentru a obtine probabilitatea P,(n) se inmulfeste aceastd
relatie cu (2r) " e~*% gi se integreazil inraport cu 0 intre —x

gl +m, tinind seama cd

k:j7

LS" G0N Q0 =3, =1 K=
27 Jon 0. k#j

Ca urmare, probabilitatea ciutatd va fi datd de formula
1 c~71,, U L
Pyn) = WﬁS [— (e® 4 e"")] e~ 46 =
: 27 Joxl 2 ‘
i .
= -—~S cos' 0 e~0%1 0.
T Jen
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ele. In general, numirul de moduri in care N particule se

23. a) Se imparte timpul ¢ in intervale h, care vor fi
pot distribui in n celule (ignorind permutdrile dintr-o celuld),

& la numir , N = t/h. Dintre acestea, n sint favorabile apa-

Tifiei evenimentului studiat, iar in ¥ — » dintre ete eveni este

mentul respectiv nu apare. Numsrul distinet de moduri de 5 J N1

alege n intervale dintre cele N totale este N !/ny (N *—‘n):' i _

§l, ca urmare, probabilitatea ca in timpul ¢ 5% se produci n W= v
i=1

evenimente, va fi

Dupi cum cele N particule se distribuie in toate n celulele,

N .
TNV — Y PHL — Pyt = san numai in o treime dintre ele, vom avea respectiv
N | : N N1
= . i (ah}u(lv—-ﬂh)w'—“_ TV o . - . -W/ — . (0 ! _ 1)
n (N — ) ! [(E) ! ] | [(ﬁ) 1]"'3(0 s
n "

Intrucit h—0, inseamnii N - oo, utilizind formula lui Stirling

VGZ e . f ~ . 1 —Ar . P TEFYTOL B
( ‘x a,nexz?. VII) ‘N = (2 N) 2 N¥ ¥ precum si faptul ci Ca urmare

w6

lim (1%..%@)”:11111 [1_32 %‘M:E(EL)L

N—co Neoo 1 ! : 2 y JZV
7 3 (F) o=l de unde, pe baza formulei lui Stirling In N ! 2 NInN — N,
(vezi anexa VIT), se giseste : In W//W =—NIn 3 = —In3".

De aici rezultd atunci: W/W = 1/3¥, ceea ce reprezinti o
probabilitate micd, dar diferitd de 0. Evenimentul respectiv
nefiind imposibil este doar foarte putin probabil.

25. Deoarece: g = rcosgsing, y = rsingsinb, 2z =
= r¢os 0, vom avea

ot (@ (@

e ar b T

5 . . . o » ‘. ) . o " ‘
se obgmg distributia Iui Poisson : P, = (a1)” e,

n!

QD

2 O Oz
or i) do

N . { ()
(R S I S [C7) P () U
)i =Y, ort 3 MO gy O

n=0 " S om—1)1
PRI A L) S R
T=ert — =e %l —— (af ) — (a])? L af 3 (r r do|=r*sin 0.
. &0 pYo (at e*) = (a1)? +- at. (ry U,9) P

0z 0z Jz

ar 96  d¢

24. Se presupune volumul ¥ impirtit in n celule. Pro-
ba,blhmteav relativi ca gazul care era continut initial in vo-
1ugnu}_ V' sé ocupe la un moment dat doar o treime din ol
coincide cu raportul W/W’, dintre numirul de cii de a dis-
tribui N molecule in n celule, sau numai in o treime dintre

Dupii cum se stie, elementul de volum in spatiul fuzelor
iy
este dI' = dV dp. Intrueit in subspatiul impulsurilor nu au
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fost operate transformiri, este suficient si fie ariitatil inva-
rianta fatd de trecerea de la coordonatele carteziene la
cele sferice ale volumului din subspatiul coordonatelor, adic

V= SSS‘W (2, 9, 7) = SSdedydz :Ssgjdrdedqp:

26. a) In cazul unui oscilator unidimensional, traiec-
toria din .spfmul fazelor este o elipsi, si anume

= 7,
2m

) 172
cu semiaxele : @ = (2mHE)2, b = ( ZE‘) .

m )

Vohimwcorespunmtor din, spa.mul fazelor va fi atunci egal cu
aria inchisd de aceastd elipsdh : I'(Z) = = ab = 2E/o

b) Legatura dintre energia si impulsul unei particule
relativiste, datd de formula : cp(F) = (B? — m2h)? arati
cd doar marimea 1mpulsu1u1 {nu gi directia hll) este limitaté
81 ca urmare, integrarea in subquxtlul impulsarilor se poate
:fa,cc in coordonate sferice, in limitele unei sfere cu raza p(#).
In consecintd, vom avea

- pLE) 27
T(B) :,—:SV dVSdp(p, 0, o) = S S S p2dp $ind A0 do —
vi 0

0 Y
4 3
=V — © p*(H).
5]
27. Din legea de conservare a energiei,

- Mgz =

= MY
2m e 2m 2= ),
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rezultd cd trajectoria corpului in spatiul fazelor este o para-
bold (vezi figura).

4
Vo
2y
|
=R Zy + R P

28. Pentru ecuatia dati avem urmitoarea ecuajie carac-
teristicd
2 ,]L ”{T + 0)?', ptet O’ —d

Fuo = — = S i(ed — = — T,
2 2

De aici, considerind ¢d la momentul initial coordonata si-
viteza sint respectiv x, i v, se obtine solutia

D) .
x = e Y2 [wo cos ot 4+ —L sin mt]
©

si, in continuare, deoarece v € w,, VoI aves
5 ’ Y 01
P= myg = e“”/z{po cos b — my, o sin mi],

Ca urmare, ecuatia traiectoriei in spatiul fazelor va fi o spi-

rald, si anume
2 % 2
x® X6 Dy
W_+ :p :e——vt(_.____*_,z__).

»? w? k2
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Pentru a stabili modul in care variazi volumul din spatinl
fazelor cu timpul, se ecalculeazi

P = ({apdo = S} 221 4, —

d (pm xg)

H‘LO\ ot ——m o sin ol

sin o J,fggdpodgrg:e"“""'I‘(O),
|
i

= e~

— cos o1
| Mmoo

29. Considerind X = (p, ¢) un punct al spatiului fezelor
§i dX volumul elementar corespunzitor se evalueazi

. do
TQSFEMX,U}dl"“SF’~»dX¥~SFTH,MdA’

— S}fﬂ*[z (il—{ de. M _ve )]ax —
S 0ge ope Ope 0g,

3N oH oF c?H oF )
£ Ry,
dq ()p;‘. dp, 0q;

unde eu prim & fost notatd derivata in raport eu argumentul.

"

Tinind seama c¢d prin ipotezd nu depinde de g, iar,

g5

oH

——de ¢, precum gide faptul ¢d F se anuleazi cind p =
Opx

iar p — 0 dacd impulsurile si coordonatele iau valori infinite,
obtinem intr-adevir

m;.oo P, =+ 0 B

—oo 0P = % gi‘
Tgk:J’w

=F " =0~ (Fle(x, nlax
==

30. Ecuatia de migcare a particulei : mé + yv = 0, unde
v este coeficientul de frocare, are drept solutie : v = e,
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(ko == v/m). Tinind seama ci v = ¢ §i integrind incd o datd
ge obtine

QMQUWL“““H““‘(‘ kt)—}g"‘T‘ QOT'"E@”?

cees ce aratd ci in planul tazelor (g, v) traiectoriile formeazd
o familie de drepte. In absenta frecirii, k = 0, » = const,
traiectoriile sint paralele cu axa coordonatelor. Iacobianul
transformirii este

og, ») _

of T= = g R,
dos o) .
De aiei rezultd cd volumul din planul fazelor scade expo-
wenfiad en timpul.

31, Dupd cum s-a vizub in exercifiul 26, a), traiectoria
din spatinl fazelor a unui oscilator este o elipsi. Deoarece pe
parcursil unei perioade punctul din spatial fazelor deserie
intreags clipsd, evaluarea mediei in timp trebuic facutd in
mp()rt cu ea. Pe de altid parte, ansamblul starilor oscilatorilor
cu energie totald constantid datd este reprezentat prin puncte
ale spatiului fazelor de pe aceeasi elipsd, intrueit unei valori
date & energiei ii coro%pund € 0 anumitd elipsd si reciproc (vezi
tot exerc mul 26, a)). Valoarea medie in raport cu ansamblul
va implica deci o mediere in raport cu aceeasi elipsd. De
aici se vede ¢d in cazul considerat, ambele modalitati de cal-
cul al valorii medii coineid.

32. Fie : qi, ps 81 5, pi (i= 1, 2), coordonatele si impulsu-
rile particulelor Inainte si respectiv dupd cioenire. Din legile
de congervare ale impulsului ¢i energiei

it pF b2 Pl

£ s } A & ! £

P F =Pt Py LT = o
2m,  2m,  2m, 2m,

go gdseste

, Wy — Py Zmy ]
D= . Pyt , Pay
Ny My My - My
N Wiq — Ny , 2,
Py = =Py e Py

My~ Mg Wy - Mo
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Atunei, iacobianul transformarii va fi

J — 0y @ pyph) _ O(pi, )
Gy G2 D1y P2) Py, P2)

pentru ¢

I dqq i=j
7?1“ = Oz‘fg—‘ = 3y, unde 3 = {1 6 J
dq; dq; ; 0 ©# 3

Faptul cd jacobianul, J = 1, araté c¢f volumul din spatiul
fazelor se conservi, '

33. a) In cazul dat, volumul din spatiul fazelor al sis-
temului coincide cu suprafata triunghiului A B,0,, care
este g, = ab/2.

I
,%4‘[)_;, ___________
E'fb —————————— c
BF-——=—-=-x
AT T T T e e e 8
" !
!
o
|
X ,
1
| -

Z#+a 4
_b) La momentul ¢, virfurile triunghiului 4 BO vor ocupa
pozitiile

- 2
Alpy, 2) unde py = p, —mgt, 2 =2z, + Lo 4. i ’

B m 2
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B{py, #2;) unde p, = py, 25 = 2 14,

b
€<p37 Z3) un“depS :pl +b; 23 :L”l *‘I_";;‘ z.

Dupd cum se vede din figurd, desi forma triunghiului s-a
schimbat, suprafata lui rdamine aceeagi, adici : s == ab/2 =
= §p, Ceed ce aratd cd teorema lui Liouville se verificd.
34,V i sfere nm-dimensionale, datd de ecuadfit
34%. Volumul unei sfere n-dimensionale, datd de ccuatia

2 2 2
oz b 4 an = R

va fi

V”(R):S...........Sda}l.,....&mﬁ.

(x% Fieest xiéR‘

Ficind schimbarea de variabile, z; = y, R, (i =1, ..., a),
se obfine

(1) V(R)=R*V,(1), unde V,(1) = S el .del. .. dy,.
R

In continuare, se calculeazd V,(1) tinind seama de formulele
(1) precum si de rezultatele din anexa VII cu privire la funec-
tiile Iui Buler B gi T’

+1
V,;(l):s dyl(s............“dez ...dyn)u:

-1
(Gh+... +r2<1—pd)

rrrrr -1

+1 B +1 ————
S ay, Vs (V1 —~~y%):g (1 — )% Ay, V()=

I
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relafie, care, pe baza legiturii dintre funefiile B i I', mai
poate fi scrisd si sub forma

T(1/2) (0 + 1)/2)

2

Aplicind in mod succesiv aceastd formuld de recurenid, se
obfine

()15 )0
V(1) = _\~ - - - =/ V) =
(5 +)

,,En/z

7

— —, V(1) = 1.
o)

2

e

De aici rezultici : V, (B) = B* ——— |

o2 11
(5 +1)

35. a) Trebuie evaluat maximul expresiei 8= —kY Pix
&

V(1) =

V(1)

xIn Py cuconditinca ¥, P; = 1. Pentru aceasta se caubd
P

maximul functiei

— kY (Pin P, —aPy),

unde « este un factor nedeterminat (vezi anexa 1X). Calcu-
lind, se glseste

B T |

@) =0, = In P, = « —1,
P,

pentru orice i. Ca urmare, toti P; sint egali intre ei si, dupd
cum rezultd din condipia de normare, Py = 1/n(i = 1, ..., ).
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Valoares maximi a entropiei este atunci datd de expresia

# 1 ‘ 1
1&1 e Smax N Z — l],'l (—-—) — k In .
i1 W n
b) 1) Avind doudl conditii suplimentare, se cautd ma-
yimul expresiel

f=—k Z (P, In P, — o« I, -+ BP; ), =
S L R S
0P, ‘

de unde rezultd

Po=2"(a)e P, Z,=N e, (i=1,2,...).

Spax = 85 =5 Y pilfay +MZ (2)) = k7 + kIn Z,

¢) In conditiile ansamblului canonic, & este energia
internd & sistemului, U. Identificind S, ¢u formula termo-
dinamicid corespunzitoare,

: U-—F
}8‘2:‘:71"/{8 U‘E"ZCIHZC:T,_’

1 . ; . .
se gaseste : f = T 8§kl InZ, = F,unde F este energia
{

liberd.
36. a) Se cautd maximul expresiei (vezi anexa IX)

J=— kY (Pim P —aP; + PPy o 4 v Poy).

12

Formulele din punctul a) al enuntului rezultd imediat, pe
baza relatiei

@ .
%m— — k(P + 1 — o + Bay + ) = 0.
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b) si¢) se demonstreazd la fel ca in exercifiul precedent.

d) In conditiile ansamblului macrocanonic, 7 este encrgia
interni a sistemului, U, iary este numirul mediu de parti-
cule N. Atfunci

T T 7
S =LkB8U +kyN +kinZ = U pw N 4 Py

Y

11
de unde rezulti: 5 _ L , Y = — M‘“_“M, ETIn7Z = PV,
kT kT
37.8) 8 = — & S pla)nP(x)dey = —

S

too 1 . .
— k& S P{a})[~—- —‘—-1]1(27’:3;2} e 702/251,4] dg =

0o 2

‘ — b op+oo ko —
= In (20 + ,S 22 P(2)d g = —5 [1 -+ In(2x &3]

b) Pe baza metodei multiplicatorilor lui Lagrange
(vezi anexa IX), se cautd maximul functiei

f(P(2)) = — & S+mf’(x) In P(z)de —a Sﬁ'wpmmx —
+00
bS 22P ()l

ceea ce conduce la relatia
—k —FklIn P(g) —a — bx* = 0, - pla) = ae~t",

Oonstanta a se determind impunind condifia de normare, iar
b — calculind pe 2% Intr-adevir :

+oo B =\ 12 B
as e—-bx’ ‘ix == {0 (_.Z;.) — 1’.—-)0,:: (——-)

3 ki)
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§i, respectiv,
— + oo 1/2 1
- . ! af = I 1
wzxag ptebt?dy = 2 [ T ==, 5 b=
o0 2 2b 2 p?

Inlocuind pea sib, se giseste : P(z)=(2n 2?)~12exp(—a2/242. |

L . 0T |
J8. Se stie cd : Q(H) = (—«%)( , unde ' este volumul
\H

] B

din spatiul fazelor limitat de hipersuprafata de energie
constantd H (p;, ¢;) = K.

- VN 3N2 (2mH )3N/2

a)y D(H) = S . “SdX = 11”5 . .Sde = Wi
(H<E) F( "i“ 1)

2

In subspatiul impulsurilor, integrarea s-a ficut in raport cu
hipersfera pf + ... 4 p% < 2mH, utilizindu-se rezultatele
excreitiului 34. La numitor, figureazd functia I' a Iui Kuler,
din anexa VII. Caleulind pe Q(), se obtine

ar ) _ BN V¥pwe(ogmyNe

on J’Hr-ER 2 p(ﬂ+1)
Lo 2

b) Energia unui oscilator este datd de expresia :
P m? 0? g .. . . .
—————— . Atunci, integrind in raport cu hipersfera:

o) — (

2m
N
¥ o (py +m? w?q}) < H, tinind seama de rezultatul
F=1 2 ‘ ‘
exercitiului 34 gi de faptul ¢ (N + 1) = N |, se gisegte

L(H) =S'. ...Squde _ (ﬁ)

©

N [N
=l
N

BN-1 27 \¥
= QUB) = - I R

[©)
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39. ¢, — (ilg) R Sﬁydeag AT —
1

1

541 s 1
_ert +1 s T = [——E (s + 1)] ﬁ
+ a

Deoarece
' 98
Oy = T§—
’ ( M)V’

gi, de asemenea : 8 = kln Q. Atunci

g =S—Cf£ AT = ag g 1 =21
T 8§

Q ~ exp(

a) T(E, V) :S....de —

r'd (H<E}

= 7\ f@papdp), . Cox

Domeniul dupi care se integreazd in subspatiul impulsurilor,
dat de conditia :

N 1 _ .
H=Y ——@p +p +p)< B
k=

1 2m

reprezintd o sferd cu raza B = (2mI)'? si volumul ~ R
(vezi exercitiul 34). Deci

T(E, V) = Ay VY B¥e,

unde 4, este o constanti ce nu depinde de volum gi energie.
3
D) S=kinD =Fklnd, + FNInV - E« LN In B
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O QN —1 ) 7 .!Ti-y
{*}T——(?é) :n.‘E’ E:*}:‘Z%,
0F 3k N 2
ﬂ}P:T(aS) 7;1\?;‘
A%

41. Domeniul de 1ntegra,re in &putml fazelor se stabileste

acum din condifia : H(X) = E L (p2 -+ miet) < E. In
=t 2m
vzhrmbﬂe Pi S owp = MG, cwe‘mm este ecuatia unei sfere
ON — dimensionale en raza ~ EY2. Ca urmare {vezi exer-
citiui 34) ‘

A g Ce ng qd¥p = By E¥, -

§ =Fkinl =FkinB¥N -L kN In R,

unde By este o constantd ce nu depinde de energie. Tempe-

—1
rotura sistenyalui se determind din relagia . T = ( 08) o=
’ O
:.E;, - I = NET. Ultimul rezultat este conform cu
principiul echipartitici energiei pe grade de libertate.
;..’, a) 1) Pr obabilitates de a gdsi unul dintre atomi pe
nivelul z; este

exp —; / Za T

Plg) = , undey] P(g) = 1.
m)
&g €1

2) Z, 2 exp(—e/kT)y = Le ™ L | =

1 —exp(—s

decarece este vorba de o progresie geometricd

- — l
b} & = ; g P (s) = 2‘?2 g expl—e, k) = ET? gldgg—
{t e (8
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Inlocuind valoarea lui Z,, gisitd in 2), se obfine cunoscuta
formuld a lui Planck pentru energia medie a unui oscilator

liniar
4

exp (e [kT) —1 w

ml

% z’zd [In (1 —e™®)] =

43. 2) Intr-un mol de metal ce contine N, atomi, fie-
care atom poate sd oscileze in 3 direct{ii perpendiculare. Sis-
temul celor 3N, oscilatori va avea energia interni

SNA 1
9
oxp (e/kT) —1

U=23N,% =

unde s-a {inubt seama pentru energia medie & unui oscilator
de formula dedusi in punctul b) al exercifiului 42.

7 QAT .2
b C,yg(@[} _ 3N ¢ exp (e/kT)

01 )y KI* [exp(e/WT)—1]*

s A9 750
\3EN,=3R T - oo.

Rezultatul valabil pentru temperaturi mari se obtine daci la
numitor se utilizeazi dezvoltarea in serie & exponentialei:
& =1-+g-Ppa?2+,..., limitindu-se la primii doi
termeni, iar la numirdtor se inlocuieste exponentiala cu 1.

¢) Conform evaludrii ficute in exercifiul 42, a, 2),
avem : In Z, = —In (1—e™") = e™". Atunci (vezi exercifiul
urmitor)

S=kNInZ, + g mhNe™

U . g 3Ne
— = LN exp(»« )+ .
T kT T(exp (e/kT)—1)

,
s 0,=20 O [NkTZ
0T oT

&inzg )
oy
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Pentru calculul entropiei, se utilizeazd formula: 71 =

(83) . S_@Ez,,
iU T

dInZ, 2
aU,,:d(W 7:910Z, ) =(2sz% ﬁ—A’kTZEl—nz ar.
0T )y 0T ar?
Atunci '
7
S :Sfu’ — Nk Sam& a7 + d(WIOanj
T aT or
:Nk[an "mZ]
aT
4 : ¥ T AT 7 U
In consecintl : ' = U — I8 = — NkTInZ., —» 8 = +

+ EkENInZ,.
43. a) Utilizind integralele Poisson din anexs VIIL,, se
caleuleazi,

v - v + v
Z, = 3’“5 . S e war( 2 dedydem? dv, dv,do, =
mvz
3 400 - 3 7
= ﬁSSS dedydz - (S e dvx> ¥ (2mmkTP2.
a oo a

b) Deoarece : €= Z; ' S A S o M ar Ap= k12 ——2 aan

energia internd a unui mol de gaz ce confine N molecule
va fi

- SNLT 3RT . 7] 3k
g xe— ST _3E ’__,OV___(_(E) _ o
2 2 T Jy 2
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- £
46. a) Z, = Y}, e -
. s, iy ty=0
® h2nk i henk @ Fin?
= ¥ exp|-———"— exp| — Y exp| — ———
et P( 8?;1@2791‘)”;‘:0 1[ Smbﬂkl’)ng’g p( Smcsz)

ubde s-a tinut seama ¢d =%k? = h?/4. Deoarece se constatd ca

, 2 2 1 X3
_ Ll <1:; B = *ﬁ;__k_ <1; O- M,_ﬁ’,,,, <1,

: ; = — - <K
Sma LT Smb2 kT

“swinele pot fi inlocuite cu integrale, ceea ce, tinind cont de va-
lorile integralelor Poisson din anexa VIII,, dd

o —Cnl F 1N =B N2
¢  duy=!—}f—1 -
9 2 JVARBC

2w m 7;1’}3/2
T ]

o

dn, S e diy,
4}

R i)

’iniocuin}’i valorilelui 4, Bsi Useobtine : 7, = ‘V( B
#

(V = abe).
b) Luind in considerare ecuatia gazului ideal,

Q2 MET 3/2 i .
ch(m mz) %f:[)rfsmjl):( _____

unde M este masa molard o gazului. Atunci: InZ, =
5 . - L0InZ, BRT

=-—1n P-In D, astfel ¢ci : U=R1T? ‘e
> .

e |
L U‘T - 2 T Or =

bR . - . .
= -, iar conform formulei deduse in exercifiul 44
wd

U 0 In Z, (D :
§ =Y L mrmz, —rr I2% gz —n (i In? —
T o 2
< M \302 5
— InP -+ const), unde const = In R ( 27_—];&—} + ~;§~-
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47. Cu ajutorul formulei termodinamice : d¥F =—8d 71—
— PaV, precum gi & formulei : ' = —kT In Z,, care exprimd
energia liberd in funcyie de integrala de stare Z,, se gisegte

S:_({m) :k[lﬂZC+T(M) ],
a1 v a7 v

P—_——«(@—) — kT (-.--w_*‘“n’fc :
oV )z v Ir

de unde rezultd in mod suceesiv

U=T -+ T8 = Lk1* (M) ;
0T Jy

G=F +PV =0T [(ﬁlﬁi) ;—mz;,],
dlnV T

H=G1T8=LT (w—dinzc‘ +(‘?1’%Z")}-
dInV Jr olnT Jv

48. a) 7, = S .. S exp (— Y, HifkT) &7 @V § —

i\!
=VN][ 2 = V¥ 2%,

i=1

unde integrals de stare & unei particule este datd de expresia

1 H, - e
2 = —— ex E— d?‘i d i

by Penmfru inceput, se caleuleazd energia liberd a sis-
temului

F=—kTnZ, =—NET (InV -+ 1nz).
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—8 4T — PdV, se giseste pe rind

oF
8 =—|—=1 =Nk [I V 2
(a )V 4 hn +}m+(

B =F + TS:NkTZ(Q“IE“z) , P
' v

49. Conform distributiei canonice, energia medie 2 unei
particule este datd de expresia

{

Ssexp&~<#kT)d?d§

©

Sexp (— =/kT) drap

In cazul solidului, s = ey + gy = —— (P2 -+ P2 + g2) -
4 2m

T . D .
-+ o (2 +y?-12?), energia este functie pitraticst de coordonate

Atunei

day
—C0 fp==1
£, .2 T
Lo T+ n :T?z
S .. S ¢ day .. dag
—00 —0
’ 2
-
6 S Gy iy © de,
. ' wul el OO
=N )_l ST
=1 400 - i
AT
S e dz,
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Ca urmare, energia interni a intregului sistem va fi : U = Nz,

si impulsuri, funectie ce poate fi serisd sub forma : ¢ =

De aici, Iuind in considerare formula termodinamics : dF —

0 Inz
ar )J

() -
V. jr 14

. ,
2 @, xt.
i m=

Ficind schimbarea de variabile y, = @,23/k T si {inind seama
de paritatea integrandelor, se obtine (pentru funcfia I' vezi
anexa VII)

F(a)
o 2
U=XNY kI

=1 F(_,l_ -

2
rezultat ce exprima legea echipartitiei energiei pe grade de
libertate. De aici, se gaseste energia internd pe kmol

:N%q=wmy

Uimor = SN T = 3RT =3-8,31-10%- 1200 =
= 29,93 - 10 /Kmol

si, de asemenea, pentru cea pe kg

3RT 29,93 - 10°
ng = A =

= .49 - 105 kg
12,01 ’ KEs

valoare, care, dupd cum se vede, este cu un ordin de mdrime
maj mici decit energia de ardere.

F—i

§

BT

avernl

50. 2) Scriind distributia canonicd sub forma exp (

i)_{{ MSJ.oo oo aH e\:p (}?____H d d B
vl IEER UE et oy LU
v ctw g F—H
::-kTS . ..S .-—[eX ( —)]

oo _mq‘aqk P kT X

Xdgy ... dpaye

De aici, printr-o integrare prin par{i in raport cu variabila
qx, 5¢ obiine

N I _— +oo |
:--‘—«kTS Ce S [qk exp (u) ,
F—

—aw kT —

) qu} dg, ... dgpy qu;l co. dpgy = KT,
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unde s-a utilizat conditia de normare a distribufiei canonice,
precum si taptul ¢i termenul din afara integralei seanuleazi
A doua relatie din enunty se demonstreazi similar. B

) 1 0H Y
rimes By, = — q,—— se numegte virial, in timp ce, pentru
2 7 0q,
. e, .. i OH =
acelasi grad de libertate, marimes Y P Pl Fyn, este

k
energia cineticd medie pe grad de libertate. Bgalitates
demonbtmm, By =B=LkT /2, poartd numele de teoremi de
virial. BEa extinde la cazul valorilor medii in raport cu an-
samblul o binecunoscutd teoremd din mecanicd, referitoare
1o valorite medii temporale.
b) Avem

_ z
E=H=FBon+ B =L 40t
2m
Conform teoremei de virial
o » 0H - kT — k7
How = - =2t =7, > agt=—~
850 e 4

Ca urmafe

| 3]
.
M

— 4 N L 7
Ecm :i*g:%aggﬁzg’_)agzﬂ= 7T“
29 2 2%
Atunei
2 2n 2 n

31. Conform teoremei demonstrate in exercijiul pre-
cedent, virialul medm al sistemului, va fi

@_aqz
2 dg 2 2
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Atunci

- h e B e .
Epm = .Bq y sz/eim - - 3

-¥ E cm + -E‘QO2 - Lf + PQ

2. In eazul micilor oscilafii, conform principinlui echi-
partitiel energiei pe grade de libertate,

— 2 T 02
p_ D¢ kL Dy

2 2
9,43 -10716.418-10"° e J

= 1,37 10723 .
300 ©

53. Pe baza principiului echipartitiei, energia internd pe
kmol
RT RT
Vp— e s UJI‘VTA = R),

Ekmel == F LY 4 =

unde f este numdrul de grade de libertate ale unei molecule.
Atunei

Oy = (OZ/) = f B f8314 162 J /kmol K.
o}y 2

ek ~

3 In eazul gazelor monoatomice avem 3 grade de liber-
tute Me misedrii de translatie (f = 3). In Lomer*lnta

Cfpond) = — R = -10°% J/kmol I,

ot

valoare concordantd cu datele experimentale.

b) In eazul moleculelor biatomice rigide (tip haltere),
existd 3 grade de libertate ale migedrii de tr ansmgtie 81 2 cores-
punzitoare misedrii de rotatic (f = 35)

Cp = R = 20,78 - 105 J/kmol K,

el
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valoare care se confirmil experimental pentru temperaturi
nu prea ridicate. In modelul moleculei biatomice oscilante,
f =17, astfel incit

(piat) T B =29,08-10% J/kmol K,
2

ceea ce corespunde datelor experimentale doar la temperaturi
foarte inalte. Aceasta inseamni cd gradele de libertate de
vibratie se excitd doar la temperaturi suficient de mari, cle
,inghetind’ sub o anumitd temperaturd. Dupd cum arati
experienta, cu sciiderea mai departe a temperaturii, capaci-
tatea caloricd a gazelor biatomice descreste tinzind la valoarea
corespunzdtoare gazelor monoatomice. Deci si gradele de
libertate de rotatie intrd in actiune doar de la o anumitd
temperaturd. Conform teoremeilui Nernst, Oy — Ocind 7 — 0
adicd in final ,,ingheatd”’ si gradele de libertate corespunzi-
toare migearii de translatie.

¢) Migcarea unei molecule n-atomice (n>3) este descrizd
fle 3n coordonate, dintre care 3 corespund migedrii de trans-
latie, 3 - migedrii de rotatie si restul de 3n — 6 corespund
migcdrii de vibratie a atomilor. De exemplu, pentru o mole-
culd triatomicd oarecare, f = 12 gi deci

s

2
Qs :?5)_ R = 49,88 - 10° J/kmol K,

od

valoarea ce concordd cu cele experimentale doar la tempera-
turi inalte.

5%4. a) In cazul gazului ideal, conform formulei Iui
Mayer

Cp =0y + B =0y 4+ 8,314 - 10° J/kmol K.

¢l pentru moleculele monoatomice

5

Gfpmono) — E_ R4+ B = R = ‘){}’78~103 J/kmol XK.
2

e

Pentru moleculele biatomice, in domeniul temperaturilor
medii, vom avea

|~

Cpiny) — —;:,R 4+ R =R = 29,08 - 10° J/kmol K,

bo

iar pentru temperaturi inalte-

. 9
0P = " R — 37,41.10° J/kmol K.
‘)

4

b) Conform calculelor din punctul =)

,,g,(mono) —— — 1,66,

TR

bzt SR = 1,4 (pentru temperaturi medii),
J “

BalL
9fj2
TR/2

aibiat)
é

= 1,28 {(pentru temperaturi inalte).

I~

33. a) Considerind gazul ideal, energia sa va fi — D3
51 ca urmare
Y2
EJ Dy

4= exp [—- [l @, ap
N R g o S o { 2mk T ),g i dPe =

VE ( 400 ?)2 3w v
= et PXD| — —1dp] = ———Zrmh T2,
N 1ho¥ S_oo ( 2mkfl’) N1 7&3*‘"( )
unde m este masa unel particule.
De aici, utilizind formula lui Stirling, In & 12 ¥ In ¥ —
—N, se obtine

= —kTInZ, =—NET [m

&

s




Deoarece masa atomului de He este m = M,[N,, voun aven
numdrul de particule (M, — masa moleculard relativi, N, —

— numdrul lui Avogadro)

6 . 26 . -3
v N,iml _ 6,02 - 10°%- 10 15102,
M, 4,003 ’
Atunei
- ) 7. -3
B o= e 1.5+ 10%7 1,38 - 10 723 - 400 (ln BUAE L -+
1,5 1023
25,144,003 1,38 10722 400
+ : ’ o +1)=—11,02k
6,02 - 1028 (6,62 - 10342 11,02
— Z A s V. _@rmkDyE 5 ,
o Jy N h? S 2
. 9 ; ol
U=F+I8=F—1T ( o == Tzij—— F = NET
ar )y or\r)y 2 ’
ceea of corespunde principiului echipartitiei energiei pé
gradele de libertate. Avem astfel
3. ,
AU = o 1,53 1029 - 1,58 < 10 728 - 400 = 1 242 J,
de unde
U—F 1242411520

= 31,9 J/K.

/A 400

Pentru a caleula entalpia trebuie gsitd intii presiunen

P ( oFN _NRT _aRT Ny
I v v o= j{ = A]h;,v , mndrul
de kilomoli.
In conditiile problemei
} 1072 8,314 - 103 - 400
P o= : N/m? = 1,69 atm.

4,003  5-10°¢

o]
Hes
(@]

Atunci
H=U+
G = H —

PV = 1242 + 1,69+ 9,81 - 10%-

TS = 2070 — 400 - 3,57 = 642 J.

b) Intr-un proces izoterm dF; = —PdV, adicd lu(ml
hic efectuat de sistem este egal cu micsoraren energiel

FH6CANIC
libere. In cazul nostru
AF =F32V, T)—F(V, T) = —NkTIn2 =
= —1,5+102%+ 1,38 - 10 2% 400 - 0,6931 = —574 J.

Deci intr-o expansiune izotermit a gazului in care volumul
giu se dubleazd, sistemul efectueazd luerul mecanic =
= — 574 J. Avem, de asemenes, in acest €az

AS = 82V, T) — Ty = Nk1n2;

AU = U 2V, Ty — U (V, T) = 0.

o
¢) Qp =dH, H=U + PV = -;— NET + NET =
BNET
2
terea temperaturii gazului cu 100° este

== . Ca urmare, energia termicd necesard pentru cres-

=
AH — O N AT =2
2 2

in vreme ce

AT =2 N (T, — T) — 310 7,
o e u

AS = kN In LEES S EN In k2
v 2 T

500

= 1,15 J/K.
400 1
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unde in penultima egalitate & ultimei formule au fost util
zate ecuatiile gazului ideal : V = aRT[/P si V, = aRT,/P,
d) Deoarece V = const, vom avea

[ e

<

AS =2 Nk Bt — 0,69 J/K,
T

e

AU = z NK(T, — T) = 310 J.

Conform principiului I seris pentru procese izocore, dfy =
= (U, cildura necesard sistemului intr-un proces izocor
este egald cu cresterea energici interne. De aici, rezultid :

Qv =AU = = Nk (T, — T) = 310 J.

56. In cimp magnetie, momentele magnetice ale atomilor

-3
posedd energia de interacfiune: = —73+B = — ;B X
xeos 0. In cazul analizat, existd doar doud orientiri posibile
ale moméntului magnetic pinraport cu B: § = 0, cos § = 1,
EH: — [J,JB SI ) — 1800, cos 0 = ——1, E“\:_—. E_LB Conform
legii de distributie a lui Boltzmann, avem

~ Ly ~ By
Hpp ~ exp | — ; Myp ~ eXp | —
1 I ( 11,)? i1 p( kT)»,

v

de unde, rezultd

M exp (2@ B) -
My BT

L {2:0,927 10725 0,15
= exp
( 1,38 - 10728 - 1100)

) = exp (1,83-107%),

57. a) Conform distributiei canonice

exp (—H/ET)
S. .. Sexp (—H[ET) d¥ Bd¥ ¢
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unde hamiltonianul gazului ideal are expresia

N 2
. “:?ZL .r~a -
H = ;‘Sx o + U(qy, - - qy).

Pe baza legii de adunare a probabilititilor, se poate trece de
Ia distributia in spafiul 6N -dimensional al fazelor 1a cea in
subspatiul 3-dimensional al impulsurilor unei particule. Pre-
supunind, pentru preciziune, particula aleasi cea cu numirul
1, se obfine

dp(ﬁl} =
N 2 N

) Ve B )
expy — — d odexpl — dp;
B 1( kaT) P 1( PUT g ) T y

5ol 5 )i)

x ==

(§esr( i e

2
e’xp( N W )dﬁl
/

— 2mkT
) p% e
expl — —=—— idp,
SSS 1( 2micT)(p‘

Omitind indicele 1 care nu are vreo semnificatie si tinind

. e e . - . e
cont ca p = mv, se poate trece de la distribupia dupi im-
pulsuri la cea dupid viteze i anume




Caleulind integrala de Ia numitor, rezulti

(@ mo? \ o= e o m S (2mkT\32
“Sexp(—m-—;mw dv = g expl ————jdu, z( B
J 2T oo 287 m

Ca urmare

nw)

o4 . . o
integrat ——- —— In raport cu toate directiile. Pentru aceasta
i

. K hed A . -
go serie elementul de volum dv in coordonate sferice - dv =
= v dwsin 0d0de, de unde va rezulta

s - m 3/2 ] 2 7 2
B{v) dv :(“‘i?‘*) OX})( - :;i%-l-')vrdws sin 0d @S do =

. 372 2 Dle T 3 i
. = i my -3 LT v g
(1) do(v) ::(M expl — ——— ldw - ¢ '
‘ W kT 2k N mo?
iz 2 TR )
= 47f(",*‘““7 2o My,
2k T

D) Pentru o gasi probabilitatea Lerum se scrie elementul

e
de volum dv in coordonate sferice : dv == v2 do sin 6d Odo si
aplicind legea de adunare a pmba;mht(mlor se integreazd
apoi (1) in m.pmf cu unghiurile 6 si o. Procedind wwfo1, se

obtine

N s Py 3/2 '3 G2
d o(2) :S S “de (D) ::{mm ) exp(——»»mv )@2 dv %
(6 e kT 28T

%) 3/
m 2 me?
6do S do =4= -1 expl —-—— Jvd.
Sa #n 0 ( ( 2kl ) p( EFJT)
&y

¢) Tinind seama ¢i ¢ = mo?/2, din (2) rezultd imediat

by Evaluim viteza medie mllumd integralele Poisson
din ancxs VIIL,

~ p 3/2 00 a2
v .-:S v (v} do = 47:( o ) S % exp ( - fﬁi)dw ==
0 kT 0 269

(81_1}) i - (44"
T TTHE

dpl(e) = 2r V2 (k)32 exp{»— i: )a“zda.

58. Conform datelor problemei, avem
59 - T Il

T (_‘i — i% I‘(__J: = 2 iz
2 4 2 4

59. a) Utilizind distributia maxwelliand dupid viteze,
dedusa in exercitiul 57, b), se obhne

32 po0 ¥
vt = 4r(~ﬁ-) S o2 Q};p(m vt dy =
2nkT o B 2hT

ot
=\ m 2 j

dn ) _ = f{v,) f(vy) f{v.) dv, dv, dov, =

7

( mo \¥2 o met -

_____ . exp} —-———jdv.
2nkT 28T )

Tntrucit se cere probabilitatea ca mirimea vitezel molecu-
lare s fie cuprinsd in intervalul de, indiferent de direclia
vitezel, in virtutea legii de adunare a probabilititilor, trebuie
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b) Lmind in considerare valorile functiei I' din 2nexa
VII, se gaseste ‘ :

ty

<

~ ( SET )1/2 ) - 3kT )

m

5 332 - . 1/2
¢} —iA (exp( -—M—@~)v2) ! =0, = 9, = (_27 T ) .
g 28T =1, .m

d) Avind in vedere distributia dupd energii, stabilits
in exercifiul 57, ¢), trebuie impusd conditia de extrem a

functiei

7 < [ 7] p2
{ (exp(-—~——) a“?)i =0, > g, = LS # —@0—0”

[
ge

8@ Folosind expresia hamiltonianului unui gaz ideal :
H o= V [J\L + U (r i)], distributia canonicd poate fi scrisd
i=} 2m
sub fdrma
—r x
o (Fyy .. ,,pv) == ¢onst e = const exp( )_'J‘ B

2
$

i
ka

) LN
-y U(m)-

=1
Integrind-o dupd toate variabilele canonice, cu exceptia

A ., =¥ . w .
Iui p; si vy, se realizeaza trecerea de la spatiul fazelor I'la
p%tml al unei particule, e¢ind

bcd 2 T (F |
o(B, ¥) =4 @XP(** L ve) 4 - const,

2mk T - kT

unde indicele ¢ & fost omis. Aceastd formuld di distributia
simultand & particulelor dupd coordonate si 1mpuisu1 i

252

Pentru & obtine doar distributia dupd coordonate, aplicind
}egea, de adunare a proba;blhmyllor, se integreazd functis

(19, _q) in raport cu impulsurile

= DF)Y
pl?) :—SSS o(B,7) AP, » o(r) d¥ =const exp( Mlc(%)_) dr .

Expresia obfinutd reprezintd legea de distributie dati de
Boltzmann.

61. Presupunem c& distributia vitezelor moleculare este
ceq maxwelliand gi anume

m 3/2 2kT( +v +vy, )
) dv, dv,do..

Viteza medie a moleculelor ce ies prin orificiu in divectia
axel g se evalueazd pe baza integralelor Poisson din anexa
VIII,, astfel

2
Y - Y

= 1 m 3/2p00 o 400 .2
7, = — Y vdn = P Vy € d%s e 2T dv, %
H 7T a ' -0

2

too 2 BT \V2
XS e ZRTTd,Uz _:_( ) .

oo 27em

o o . - 8k V2
Tinind seama de expresia vitezei medii: ¥ = --) :

M
(vezi exercifiul 58, b)), rezultd ¢ : v, = v/4,

62. Cu agumrul integralelor Pmsson din anexa VIIIL,,
se calculeazi

=3 m 1/2 p4oo —
B (T S g, -
2rkT

r(3 o
2T 2 kT mul ET
SEIT TR et P —

TR G 7
m /2 m 2 2

253




63. a) Se pleacd de la distributia Maxwell dupd viteze

m \¥? met

de unde se obtine

2 k

aft

0

(v d2ev -
N(v<wv) = 5 dN{v)=4m N( m T) S % exXPp ( MVOJZ’E,) dw.,

Tmpiu ﬁnd ou Na f&cind @ehimba,reh de V%rmbdd. Y=

_ 4 1,18 . 4 ewu“ !1313
N{w < v} zA:S yre " dy == [my -+
Vﬁ 0 ket “ o
~ 1,18 o i _
+_§)‘_5 e~ dy ]: —0,35 + © = — 0,35 + 0,39= 0,54.
< Jo

Deci N, (v < 0) = 549%,

b) Procedind ca in punctul precedent, se obiine

ae 20T \V*=
N{v > vy) = 0,67 =579, @0:(—*%) .
¢) Un caleul analog cu cel din punctul a) conduce la
o 3kT
N, (s >c¢) = 0,39 = 399, c =

64. Distributia particulelor dupd coordonate este datd

de formula lui Boltzmann (vezi exercitiul 60)

; ,(?’)
o (F)dr = C e:xp( " ) .

254

In eazul nostru, U = mgz i ca urmare vom avea

myz
dm (z) ~ exp| — dz.
(=) 1( s )

Tinind seama de aceasta, cenfrul de greutate al coloanei

de gaz va fi
S @ exp(-»ﬂgz—)dz
0 BT .

_ kT _.S*‘L.y_(_mjﬁ _ BT I(2) = T
myg g""e vy my mg
Jo

65. Conform distributiei lui Maxwell, numirul partic
lelor gazului care au componentele vitezel in intervaiele :
do,, dov, 31 de, este dat de formula

m(v?} o+ 1112’ —+ vf)

; 3/2 —
dN = N (W“) e T dvdo,de..

Masa unei molecule de oxigen

" — f}f_w o 32 kg/kmol

N. 6,02 10%kmol~?

= 5,316 - 10"2%kg,

nnde M, este masa moleculard relativil, iar N, — numarul
Iui Avogadro. Din ecuatia de stare a gazului ideal : PV =
= nRT, se poate determina n — numirul de kilomoli.
Pentru aceasta se exprimid presiunea in N/m?: P = 2 af =
=2 -9,81 - 10* N/m2 Numirul de molecule din 1 mm?,
va fi atunci

PV 2-9,81-10%-107°

N=nN,=——N,= 6,02-10% =4,74.10%,
RT 8,314 - 10% - 300
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De asemenea,

m
287

(v + 25 + 13) =

[ . -26
—59l6- 10 200 -+ 4502 + (— 300)* = 2,13,

"~ 21,3810 23 - 300

. n 2 2 ) 917y 1R
expl ————— (v + vy + 0 = exp (—2,13) = 0,115,
} ( LT ( v z)) p (—2,13) s

In consecintd,
nz(vi+v§+v§)

av =ye B ™ )4y duder — 1,63 - 108,
- / 2k d’ T 7

66. a) Se pleacit de la distributia Maxwell dupi viteze

» m 3/2 Mmoo\ -
# 1N =N exp| — ——ldv.
o ( ok T ) p( 27917)

Scriind elementul de volum al spafiului vitezelor in coor-
donate sferice, .

. ' Fid 27
47 = v dv dQ, dQ —-S sin GdGS do =

o 0

K

2 3
— o1 _1)::. .
2 - 1802 ; 1802

( m )3’26—;_( nM, V¥ v*de
27kl 2RT ) 1802

Q44 . . 3/2 (5 . 1032 . »
=( 3,14 - 2,016 ) (5109210 _ o 1eo. 1079
2 8,31 -103. 103 1802

256

De asemenes,
2 ry 10 108 k
N=nN,=21 p§, =LV __ 10 -10 —7,24. 10,
RT kT 1,38-10-28- 1000 '

unde s-au utilizat formulele : 1 mbar = 102 N/mé7 - P =
=10 N/m?; ¥ = i em® = 10 m?. in plus, '

expf — MU\ ocnf — My
B TV A zm)_

2,016 - (5 - 10%)2 ] ,
= exp| — = e 3035 — (048,
p( 2 8,31 -103-103) ’
Atunci '
AN = 7,24 - 10" - 0,048 - 0,182 - 1075 = 6,34 - 107,
M, . . 2,016 o
by dm —= 2 dN — = 6,34 -107=2,12 - 10 Wk, .
) N, 6,02 - 1026 ’ 8

67. Plecind de la distributia maxwelliand dupd viteze
Ay 4 ( mo\E met ).
e e | e X e 1
¥ V= orr P 27@1’) b
se calculeazd
) ( Wﬁ) ( M, »? ‘ M w2
expi — = eXpf — - —— | == eXP| — S
2kT 2NA7cT) v QRT}

28,013 - (250)2
2-8,31-10%- 273, 16

4 m ¥ 4 f M, \¥2
— V> Ay = = (~~——« 22y ==
Ve \ 2k7 V= \2RT

4 ( 28,013
14\ 2 - 8,31 - 102 273,16

= exp( — ) = exp (—0,386) =0,679,

3/2
) - 2502 - 10 = 0,0216,

de unde rezultd : dN /N = 0,0216 - 0,679 = 0,0147.
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. : T . ¢ calculeazii in continuare

68. a) Numarul respectiv de molecule se afld integrind S ’ ’
distribugia Maxwell pentru componenta x a vitezei, intre
limitele 0 si 500

m 2
‘e (27517) = 4,93 - 107, - y, = av, = 0,493.

3 m U2 500 , _
N (v, < 500) = N (%T—) S exp (—a* vf) du, Ca urmare,

275 k 0

N{v << vy) = N [erf (0,493) — 2r "2 - (0,493 ¢—(04992] ~
>~ 0,48 - 10%,

unde s-a avut in vedere ci : N = N,10? = 6,02.1028 kgmol L.

unde : N este numirul total de molecule, m — masa unei

m
28T

1/2
molecule, iar « =( ) . Facind substitutia 7 = av,,

se obtine ¢} N(v >v) =N — N(v <wy) = N [1—eri(y,) +

N (v, < 500) :_IX;S“O + 2x7V2 g, exp (—u5) 1.

V=

o N
ey = f; erf (500 a).

[ - .,
Intrucit in cazul analizat; y, = av, = 0,986, se obtine
R < . . M ‘ :
Tinind seama c¢d in cazul hidrogenului: m = —2?1-- = N (v >wv) = N [1—erf (0,986) -1 212 -
A
2,02 , g% o —0,972 9 26
= == 3,3 - 1072 kg.rno]’ se giseste 4 = - 0,986 - o0YR ] 3,5 - 10%,
6,02 - 10% ‘ ’

69. Conform distributiei Iui Maxwell, numirul de par-

= 4,93 - 10™, - 500 @ = 0,247. Ca urmare, vom uvea
ticule en mdrimea vitezel cuprinsd intre » si v - dv este

N (v, < 500) = 0,82 - 102,
b) Distributia Maxwell in raport cu mirimea vitezei

mory .
m 32 w A2 (1) dV =0 exp(— - )@3 do, C == const.
AN =4x N| ————1 ¢* exp (—a2?) dv, @ = b, . 2kT
2=kl 28T :
: ‘ I .. . . 27T Y2
se integreazd prin pdrti, utilizind substitutia y= ar, ceea Observind cd enecrgiei k7' il corespunde viteza ~ ) s

ce dad . . .
nunuirul de particule cu energia < k7 (respectiv > k1)

T e A1 o, 9 se ohtine integrind (1) dups cum urmeazi
N (v <) = 4= V2NN y2exp (—y))dy = g s
0

V(e < 1Ty = oV M N pdo— ' yrerd
Nz < kET) = m expl ——— p2do=—=0" o~
SO 1( QkT) Soy Y

Yo , 1
0+2

. x
2

i

= 42 N-[ Y e

N(e >kT) = USV@— exp( — )vz v = O’S y* e dy

Yo '
x{ " exp (=) d.y] = Nerf(yy) — 25 Ny, exp (— ). 2T s
0 : .

o 259
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s :
’ Impunem ca

1
9 L —g? st I
N(e < kT) Soy ey Po BXP( g gz): po/2, = b = LIS I
ARES AT : kT m*y
N(e > k1) gt
S y2e v dy : =28 . 9
1 _ 1,38 -107%% - 277,16- 0,693 12,3 - 109 m

0,22 - 107 - 981
In virtutea formulei (11), din anexa VIIL, se gidsegte atunc
cé b) N, ==R/k, in care se inlocuieste k din expresia pentru
, V?t 1 h de la punctul a)
S yz eV dy = [-—4——_: et — —erf (1) }

2 VTC 2

De asemenca, tinind seama de formula (4) din snexa VIIIa, .
rezultd

_ RTIn2
m* gF

¢) Eroarca masurfrii numdrului ui Avegadro se deter-
mina astfel

N(s < kT) - N(e > kT) = ¢’ Sw‘ 2ot dy =" ¢,
( ) ) V0T _ ANy, _ BT ah N

d N —
m*g h2 1

Atunci

1 \ - ‘ Conform conditiilor problemei
s S yre ™V dy = L erf (1) —-21- e 1, ’ P
. 4

dn k '
Ca urmare —ET—{ = ——‘“—2—- < 0,05, - |[dh] < 0,05k = 0,615 - 10 °m.
A
N(e < kI) (w12 /2) erf (1) — e — 04
N{e >EkT) E el V= ert (1) o 71. Pentru evaluarea valorii medii indicate se utilizeazé
; 2 2
distributia canonicd scrisd sub forma p = eXp( WH)
70. a) Conform formulei barometrice, densitatea de kT
distributie este descrisd de expresia
TTOH (} F'——‘ - o d
m*ge w97 S Jir’f;—g—exp( r;g)df‘r ga¥ p =
¢ = po GXP(“ -1 90 - s kT
kT ‘
g . 0 ([ FP—H 2
unde (pe baza principiului lui Arhimede) : m*=m—p, V= - L’TS g i 04 exp( kT ) 4ap.

— 210718 — 1000 - 1.03 - 10-19) — 0 99 . 1a-161 S .
= (1,25 - 107! 1000 - 1,03 - 107 = 0,22 - 1070kg. Integrind prin parti in raport cu variabila ¢, si presupunind
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¢d H — oo cind p; sau ¢ = - oo, se obtine Ce
’ - ’ Entropia starii finale, S, = 81 + 83, de unde va rezulta

pentru variatia entropiei, AS = §; — §,, relatia din enunt.
‘ 3. a) Suma de stare si, respectiv, energia medie & unei
particule sint date in acest caz de expresiile

i P\
M = kTS e S[~’H ex (———-
) @qv L P T [‘—oo+

+Sexp( r “—E—) oM 43, ] @ gay — ey 2 n=X "JXP(‘“ - }: 1+ GXP(’*‘ sT )’

BT ) oq aq,

A doua relatie se aratd in mod analog.
Observajie. Relatiile demonstrate aici constituie o gene-
ralizarea celor din exercitiul 50, a) care au servit la deducerea

teoremei de virial. : e )} ‘

72, Presupunem cd sistemul total este izolat adiabatic, - € exp ( - )
deci d@ = 0. Intrucit indepirtarea peretelui despirtitor se = ) = < s
poate face fard efectuare de lucru mecanic, ¢, = 0. Conform 1 4exp| —— \ exp | =1
principiului I al termodinamicii, vom avea atunei pentru un P T ) P LT

gaz ideal : dU = CpdT = 0, —» dT = 0, adicd in procesul
de difuzie temperatura ramine constanti.

In continuare, se transcrie expresia entropiei unui gaz
ideal dedusd in exercitiul 55, a) cu luarea in considerare a
indiscergiabilitdtii particulelor, sub forma

de unde rezultd urmatoarea expresie pentru energia intre-
gului sistem

E=N% = — -

' V 5
A — Hh 32 2 71y 3/2 =
8 = Nkln e B8 (2m mkT)3e - 5

= 8, + CplnT + Nk m-;;;.

ar e

; i exp(——:m)
—»Gy:(’E):Nk( s)“ °
1

unde s-a tinut seama cd in cazul gazului ideal, 0y = 3NE/2.
Ca urmare, vorn avea pentru cele doud gaze

A Ix 2
Cazuri limitd : a) kT > = COp = Al (——i—) ~ -2,
V; :

-
H

Si = e’go _}“ 01/11].1’ “:F‘ N,;k]n 5 (’i, == 1,2).

by R < Cp m-( c exp(-——i)-
In starea finald, ambele gaze vor ocupa volumul total V, 4 kT
+ V, si, de aceea,
b} Seevalueazd entropia sistemului, ficind vz de formula

Lo(2) n-{e
T \oFH ]y T

171 J:H ;’2

S; = 8, + Cpln T -+ N;kln e
e N+ A,

] (1= 192)'
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Pentru aceasta se exprimd 1/7 din expresia energiei

i=+m(~—l\fi‘+3 ) - fi[m( 1-£) —In E ]
T £ " = Ne Ne
Atunci ,
Ear E B
S(E) :S ar —k—g [ln (1 _ ) - ] dm.
‘ o T £ 790 _Z\TE Ne

Intrucit : Sin zdy = glng — 2, vom avea

S = * [NelnNe-—EBIn ¥l —(Ne —Eyln (Ne — H)].
€

74. Gazul fiind ideal, avem: P = NkT/V siH = Y, H,.

Atunci

Z k1 - o | ‘s N
Z,=\.d (-— : )dN“dN*zifN[SS (,_‘Q 1"]
S 4 S exp T ra’y SGXP BT ap

Scriind elementul de volum dp din subspatiul impulsurilor
in coordonate sferice, dp = p2dp sin 8d0 do si ficind schim-
barea de variabile @ = ap*[kT, se giseste

L] 5 N
7, = VN[z_lmS exp (- B )_PZ dpl =

0 kT
J 7 3js W
=S GET
s § a

o 1n z;) 3NET
oy 9
17'

de unde

oT

8.

= ka[”(

onZ,\ _ NkT sk
)T’" v 3V

P:kT( =
.oV
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75. Deoarecein cazul gazuluiideal H = ¥, H;, vom avea
H -
Z,::S..«gex (—;W d¥r @¥p = V¥
1Y o ) p &7y

unde H; este hamiltonianul unei particule, iar z — integrala
de stare corespunzitoare.

@) Pentru un gaz ideal monoatomic, H; = p?/2m,
astfel cd (omitind indicele 7)

2

E\SS (WSSS =P (;— 25151’) W =

[=5) 2
::amg exp | — 2"\ prap — (9 mpayR
. p( QmM)p p = (2 mEIP2,

T R—
JoA—

in care elementul de volum din subspatiul impulsurilor a fost
seris in coordonate sferice, dﬁzpz dp sin 0d0d.o g1 am utilizat

formula (4) din anexa VIIT,. Atunci s
Eﬁ_ﬁ
Zy = V¥ = V¥2amk ) , > F = — 1T 2, —
o 3NET
= — NEI'In ¥ —-225 In (2rmbT),
P::W(GF) _ VR (0R)
v Jr v arT )y

= [ I+ In Quemkl) - —g },nV],

Z 3 NET ’

b L) L3N (08) o,
g v 2 O jy 2
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~b) Cind se ia in consideratie si energia de rotafie, hamil
tonianul unei particule este dat de expresia

pi : ( s Do )
H; = —{ P T ———|°
ol T 2 \ P imeo
: 1 1 1
(M: My = My — =—— ——*)!
@ my My

unde 7, este distanta dintre atomi in moleculd. Atunci

2
2 ?9

il 27 Nl ; Lt
p= = SSS d?S dﬁS d@SSS e Z“WTd;pS o WA dp, X
0 -0 .

0

< |~

o
oo T T
XS e 2,1:,7%51:\2%3" dp©

-0
Utﬂizin@ integrala Poisson, datd de formula (2), din anexa
VIIL,, s& giseste \ ,

2 = (2 mkT¥? 8ntrfu kT = AT%2,
A = 8=} p B2 M2,

De aiei, procedind ea in punctul a), va rezulta ¢d in acest caz

N1 } ?‘"\7
p - NET 8 = Nln (VA4) 4-‘% (InT + 1),

76. In conditiile problemei, hamiltonianul sistemului

este dat de expresia

N 2 2

5 pz pﬂi /
H = A A2 Mge

& 2m + 2M 9%
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unde Py, §i 2 sint respectiv impulsul si coordonata pistonului
de masd M. Intrucit : Mg = Ps, (s — suprafata pistonului),
iar sz = V, distributia canonicd ia forma

1 1 (& ri | P
= exp | ———| § 4 LM py
"7 p[ kT(g‘x om o )]’
unde |
PV 7 52
o P r~ Np4oo M
o ar [ ] -
0 -00
ay 1 PV
: o -
= (2nmkT) (QWM‘RT)‘ZS o Tyngy —
4]
N+ 1 1 5N+3
— N1 @rm) (g)z (kT) * Pp-ovn .
\m “

Pentru rezolvarea integralelor in raport cu impulgurile s-a
ficut uz de formula (2) din anexa VIIL,, iar in ceea ce
priveste integrala inraport cu volumul, cu ajutorul substi-
tutiei PV/ET = g, am redus-o la o integrald Euler (vezi
anexa VII).

Volumul mediu al sistemului se calculeazii astfel

Vv :SV@ ar —
Py | * »2
1¢ee,, 7T cr T T L N P
=-—\ Ve dV S e d Sgdm g 6 MM dp. =
ZcSO [ SQ » g . Py
BN 1 PV
Lo =
.:,ri (2 mkT)" (2 Mkﬂf’)zg e 7oy gy —
”» Jo »
_RT (N1 o T
=7 W T

Relatia dedusi suplineste ecuatia de stare a gazului in cazul
cind volumul sistemului nu este constant.
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77. Fie o mirime M = M(p;, ¢.), (i = 1, ..., 3N). Tinind

seama de distributia -canonicd

H H
kT kT
p = ie kT, unde Z, =Se ar,

valoarea medie a mirimii M va fi datd de expresia

H
TR

i :SM cdl :_ILS e T ar.
Ze
Derivind aceastd relatic in raport cu mirimea 6 = kT,
ob{inem ’

H ) H

o _ _ 1 aZ“SMe Yar + igmfée “ar =
96 Y Z,) "
Lo =
_ 4 1 —T;'__H_ A\ i o ._‘i_”_‘:z...
—WB’—?SQ AU\ e "ar = arn |
_.iﬁMJr%;@—: L (H —fH) =
6‘2 2

1 —
= (0 —10) (i —H)

Punind in aceastd formuld M = H sitinind seamaci H = B,
. o t OB o
unde F este energia sistemului, iar O = (E} , se gh-
T |y
seste . (T — H)* = KI°Cy. o
78. Se calculeazd mai intii integrala de stare in distwi-
butia canonicd
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- Y A %/ LAANE: S ‘ N
.—:.[4';:7{7(,;”17) S e"xxgda}], -
. ¢ 0

[ () roT= [ (25)]

unde @ fost seris elementul de volum dp in coordonate sterice,

dp — p* dpsin 046 do, iar in integrala obtinutd s-a
folosit substitutia z = ep/kT ceea ce a condus la functia
Iui Euler I'(3) = 2. Cunoscind integrala de stare se poate
afla energia liberd a sistemului :

’ 3
F=—kTIng, = — NkT ln[ 14 ( ﬂ) ]
¢

iar de aici rezultd pentru un mol (kN, = R)

P m_w(_ap} _ RT o 7,
, _

: =B = kT2l 3RT, L ¢, =3R.
oV Vv aT

Agadar, presiunca gazului este aceeasi cu cea & unui mol de
gaz ideal, dar enmergia internd si capacitatea caloricd difers -

. . 3RT . 3R
respectiv de : # = = 8l Oy = 2.
dd
- 79. a) Energia potentiald a unui dipol electric in cimp
extern este: U= —(p g )= —pF cos 0. Conform dis-

tributici canonice, probabilitatea ca dipolul si fie plasat
intr-un unghi solid dQ = sin 6d6de (0si o sint unghiurile
intr-un sisterm de coordonate sferice cu centrul in centrul
dipolului §i cu axa z indreptatd de-a lungul cimpului) este
datd de relatia

_ }i PEcosh pEcosh

kT

T T 71
AW =10 Tag—e ” sin@d@dcp{gge i sin@d@dcp] .

L

Atunci, polarizarea, adicl momentul electric total al unitiyii
de volum al gazului va fi ‘

_z;’ == %‘{Ejz == ﬂ.gpc@s edjy.,
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unde n = N/V, este numirul de molecule in unitatea de

volum. Inlocuind expresia lui dW si tieind schimbarea de

- variabile z = cos 0, 4 = pE/[kT, se giiseste ci
I) +1 4 1 S+1 4 d ~1 d 1 §+1 . . .
= N ze” do e dp =np—-1_1In e dy | =
o\ [ » ] P [ . J
d | et —e~4 | 1 ,
= n In{————}| =mnp (cth 4 — — | =npl(4d
v dA[ ( 4 )] P ,/1) AL,

in cave IL(A) = I{pE|kT) este functia Iui Langevin.

b) In cazul temperaturilor mari sau umpurﬂor electrice
slabe, mportul A = pE|kET < 1, astfel cd dezvoltind cthd,
care intrd in functia lui Langevin L, in serie se obtine

‘ 1 A2 1 A
cthA g#(l AN, o) =cthd — = = 2 oy,
, AT 3) ) 2 = TiAn

Atunei&?
7 2 2
P——%pf(pb)gﬂﬁzx]j},——)xz np N

kL 3kT skT

Ca urmare, permitivitatea va avea expresia

80. a) Conform ecuatiei fundamentale a termodinamieii
$i @ expresiel entropiei date in enunt,

TiS = kT'dInn =4l + P4V — p dN,

de unde, calculind derivatele partiale ale functiei In n, rezultd
imediat formulele cerute.

b) Din termodinamici se stie i diferentiala energiei

libere este dati de expresia

dF = — 8dT — PdV + pdN.
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Pe de altd parte, in stamstlca

dF = — kT In A ) =—D%kInZ, dl — de(an )-

Din ecele doudl relajii, avind in vedere cid ¥ =TI + T8,
se obtine Co

ceea ce conduce la relatiile din enunt.
¢y Se pleacd de la functia Q = —P7V, pentru care
{veusl exereitiul 94, cap. 1)

dQ = A(F — pN) = — 84T — PAV — Ndy.
In statisticd
Q= —kTInZ - d0Q = — kin Zd7 — k7dInZ.

Tdentificind cele doud expresii ale lui A€, se giseste

T - oV ar -
T ET

dinZ =

unde s-a  utilizat faptul ¢d G = yN = ¥# — T8 - PV.

#1. Probabilitatea ca sistemul s contind un numir N
de particule si sd posede hamiltoniamul H, este datd, conform
distributiei macrocanonice, de formula

. o (Q—H+uN
pdf = m“i eXDP (T)df,

unde s-a tinut seama de indiscernabilitatea partieulelor iden-
tice. Pentru a gisi, cum cere problema, probabilitatea ca sis-
temul i posede N particule, se integreazd relatia de mai sus
in raport cu toate stdrile ener mmcc posibile ale sistemului,
adicd in raport cu variabilele 5paﬂ§uﬂul fazelor

. I S e o A H Y\ oy oy
Py =y AN =y Bp(‘“‘é’*’m)gew(_ﬁ?)d e




Intrucit s-a presupus cd particulele. sistemului nu interac-
tioneazd, H= ¥, pi/2m §i ca urmare, utilizind formula (4)

din anexa VIIL,

k H vz ang ol (O ( | p* ) 2.7, ]N__.
oxp [ — ) ¥ FAVE =7 xpf — - dm pidp | =
S@p( 701’)(” P ngp 2ty )L

= V¥ 2rmkTyN?2,
Notind A = h/(2n mkT)"2,

_ (v NOX,(_}Q_L@L).
pN—N!(N) ! BT

In virtutea conditiei de normare,

i
_ Q o) 1 14 WT\N
Y ey =1, sau exp (fj?) 3 M_z—(?\?’ ¢ ) B

N=0 N==(Q
‘{L @
kT

Fa

& &
Qy (VW _am Vo (
= exp (ﬁ) exp (-}T?—(‘ ) =1, = Q = -—L}f’m)@ exp

KN

5 9Q Vv e Lo
De aici rezultéi: N = —-—(—j——-) mmexp( : ) i deei
()EJL TV A3 LT
. . 1 _
Q= —FkTN. Ca urmare py =— o-¥ y¥
N1 !

ceea ce reprezintd intr-adevir o distributie de tip Poisson.

82. a) Plecind de la distributia macrocanonicd

+ —H . s
p = exp( Ly ‘ul; ) s impunem condifia de normare

k

8w _wm o
Mo R o ¥ , |
ekZe Se dPf=1, sau ¢ Z=1,—- Q= —kT1n Z.
. N=e :
Intrucit, dupi cum s-a vilzut in exercitiul 80, ¢), Q@ = — PV,

rezultd intr-adevir ci PV = kT In Z.
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b) dQ =d ( — PV) = — 84T — PdV — Ndyu, —

g (M_a <PV)) _ V(QE) B
ou Jvr du Jvr
¢) Relatiile cerute se obfin imediat utilizind urmitoarcle
expresii diferentiale ale energiei interne si entalpiei
Al = TdS — PAV 4 pndN; dH = T d8 - VdP + wdXN.

83. Tinind seama de indiscernabilitatea particulelor,
sumg statisticd in distributia macrocanonicd este

o 1 ulN H
Z = S X ——— Sex - ar
DI p( ZaT) p( ch’)

N
Deoarece in cazul gazului ideal H — Y pi2m, jar A0 =
$=1

N
=TI dv, dp,, dp = dnp? dp,
f==1

e H oo 2 N
exp | ——— (iP:IfNSeX (-— P 47 ZdJ —

) 1( kT) | [o P 2ger ) 2P

= V¥ 2z mkTP¥, de unde, notind A — h/(ZmmkT)v,

rezultd ed

B
V

> = —LkPInZ = — L7 e .
?\3

Cu ajutorul functiei Q, se gaseste in mod succesiv

f£3 ‘ ©
d 'T 7 s
T () T e (<)
();L v A3 \ 23
AT 93
== kT ID(NA )’
Vv

C 273
li—e. 325




85. a) Hamiltonianul unui gaz real : H — = Hq 4 Hint =

% 2 v = Hyy + Y u;. Atunci, integrala de smle a gazului va fi
i<k
ath d 3
. W( GQ) 5 : v o . . N d e expresia
o e 2 " T 2= e (~7) 75 = fexp[— L (1t +
e k
I e (529,
2 \ 7 , +Euu)}d 7dN__T)~7 — Sexp( 7 Eum)d F=
’ : k i<k
oF . ‘
84. Se gtie ¢l : P = — [——] . De aici ge giseste .,
( oV )T Se = Z1q Lyt -
energia liberd Introducind notatia : f, = exp ( 1 uzk) — 1,
. . k:’l‘,

) 7= — S PAV + const (T).

“1’(“‘”;5;,2% ) IIt‘Xp( 1’) =TI (1 + fu) =

Se face presupunerea cd presiunea se determind cu ajutorul i<k i<k

dezvoltarii de virial
n*C 2()

Vs

(1 +f12) 1 _E flS) 1 Jf fNulN} “‘1
—x'-igkfm + X fofon + o =214 2 fur-

'(2) g? I) — nRT ( %v

in care coeficientii de virial B, € ete. sint functn de tempe-
raturd. Dacd B = (¢ = =0, (2) se reduce la ecuayiz
de stare & gaznlui ideal. fnlocuind (2) in (1), rezultd

in consecintd, integrala de interactiune va lua forms

Zins = ?I"S S(l + Z fa)dr ... Cdry =

Z‘T - ”Rgv( +1?.§+_ —*—,,,)—}COHS@ (T)
e ’ +-—~ZSSf- drdm =1+ Y07 e, o
Punind aici B = C = ... = 0, se regisegte expresia ener- EX=0) A 2V S0 Jrysmriar =
giei libere a unui gaz ideal : F;; = — aRTIn V - const (7).

Ja urmare, se poate scrie

N2 )
- | RS y 2 a
=1+ o7 SO J(r) drer? dr,

F=F,+npr (™ mC
BIE

S = — (?—ﬁl) = Qg — 0B (2B -+ ne o ) —
oT Jy v ey

unde eu » a fost notatd distanta dintre cele dousl molecule ce
inter %tlone%z& 81 elementul de volum a fost seris in coordo-

nate sterice : d7 = 47mr? dr. Inlocuind Z,, in expresia lui Z,,
se gaseste cd

—-m,RT(——w«%f - ——

n dB  w dC | )
Vv ar 2v:ar )

7= Zm( 1+ é—‘% S: ) A d?‘)} f(r) = exp ( %}) "
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Se caleuleazit 2. a) Conferm prlnmpmhu echipartitiei, energia cinetics

unei molecule : € = 3572, Atunci, energia medie pe care
posedd gazul va fi

‘o . . d @ “ad° '
=\ f et = —an 2ar g am (@ HE - e ar
o0 4

0

= 3 3 3
' : B =Ny=—kN,T7T=2"RT = "..831.10°

~ 47“73~4““odﬁsm_@1'__é@(1uﬁg)=“ ) 2 8
DY kT o ot 3 KT

’ : X 273,16 = 3,4-10° kJ.
= — 8, (1 - —Qif’-«),

kT b) Prin definitie : (Av)2 = 9 — 2 Mirimea 27 se de-
im { d\? ternind din egalitatea : & = = M2 = 3kT/2 si anume
unde v, = —- (—é-) este volumul pirtii rigide a molecul
3

Ca urmare 2 = 3—74—’ = SRT .

m M

4Ny : 1)
Zy =Lyl 1l———27171 - 20 ]
¢ “*[ v ( kT)

In ceea ce priveste viteza medie ea se caleuleazi astfel

J1nZ, 4NZvy, w 4 3/2 o2
) T = ET (___«f ) = Hq— — 7 ’;S v f(v) dv, unde f(p) — & (J’L v2oxpf — Y .
o - V — 4N20p tl""‘?ﬁ)‘ o j( ) 3 f( } [TC o%T CXp QkT
g L7 v
0n 1 (482 vﬂuﬁ)z - Pe baza formulei (5) din anexa VIIL,, se giseste
¢) Op ={—1 = (Op)a — 3 , ’
o)y BTy g vep, (1— 2 572 ,
0 % _ 4 ( m \32 e mu?
VT FT—— S 8 exp( ~—— ) dr =
V= ZkT} o 2k 7
2ETNY2  (SRT\U2
Cap. IV V ) “( WM') '
t 8

l.a)g = Z 0,p:, unde p; este probabilitatea unei val

— e -~ 7} ) R T
Ca urmare : (Av)2 =% — 92 = ﬁ{i (3 — J-) = 0,453 ET

M M
date a Lempemturu In cazul analizat, diversele misurito lar dispersia
fiind echw&len‘fe, Py = 1 6, ('i == 1 6) .Cd’ UIszr RT 1;'
= 18 72,9 Lo s on AR — e
:”‘2 oS = 12,15 (A 0{73(M) _
6 = i
G ‘2 ., ig 62, —> [[AOJV2 — (62 — G2y 8,31.10%. 273,16\ 1/2
pos “ip 62 " ' = 0,673( ! ’ ) = 715 m/s.

= 1,32°C ' 2,016
276

277




In distribuia canonici

ﬁ‘.—:Z;‘S.‘.SE"exp(___A E:iSEexp(—BE)dF:—-iﬁ‘—Zﬁ, (@:.L.
T Z, 7, o8 T
; B > o
Zczs...Sex (__ d¥rd¥ p.

| p kT) rd" p

i;ltrucit gazul fiind ideal energia Iui depinde doar de impulsu-
rile partwglelor, integralele in raport cu coordonatele pot fi
efectuate in mod independent ceea ce di factorul V¥ cape

3. a) Prin definitie
B - -
) d¥rd”¥ p, unde

Se caleuleazd derivata

G (L)L (1) (0 (0%
opr  0p\z, op) z asﬂ) 63) Z, 083)

. S ; 8 . 3 e . _ R
se simplificd. Din acelagi motiv, printr-o substitutie de varia. — 2 ((‘?Z"') = —3H* K + P - 28° = (K — HE).
bild, elementul de volum din subspatiul 3N dimensional Z, \ 0B

al impulsurilor, poate fi inlocuit cu cel cuprins intre sferele
corespunzitoare valorilor energiei £ si B -+ 4. Dupi cum
s-& vazut in exercifiul 34 din cap. IIT, volumul sferei 35 dj-
m‘ensiona,le, cu raza B~ BV este ~ B2 deunde, diferen
tiind in raport cu energia, se obfine c& volumul paturii sferice
va fi ~ BV 4R, Utilizind functia I' din anexa VII, se
gisegte ’

Pe de altdh parte, tinind seama de valoarea lui B precum si de
3§ k‘) Y

o
faptul ca Cp = | — se gaseste
P v ( GT)V y gases

Py A7 )
0 E _ __6_)_ [IGTZ(()E):I _ 7&1’2"—0“ (kfg CV)‘:
A

opr 0 or
) Swe‘%E%v —14n dE Sw 6% m?izllr-:-m du ¥ B ‘ , | a0,
Tl Om i — (kT ?w - _ — k272 (2,’1 Cy + 1 7}-}—)
S e ¥ gz ' ap 6" p2 "y | -
(1) ’ 0 Identificind cele doud expresii ale derivatei Uﬁz se ajunge
T (EIY. 4 n) da (1). Formula (2) se obtine din (1) dacd se considerd cd :
= (kT)y 2 7= 54\;7‘51.7_; 0y = 312\% _

3N
r(3)
2
b) Aplicind formula (1) pentru cazurile : n = 1, n =
se obtine

5. In cazul unui oscilator armonie, conform teoremei de

virial (vezi exercitiul 50, a), cap. IIT), vom avea:a 02/2 =
= 12, de unde, deoarece ¢ = 0, rezultd '

Ag = [W]l/a _ (751’)1/2.

4]

BB = (B —B) — 72— J» — SN2

2

«

0) aEE_ELé@ﬂfir_.( 2 )”2.

6. a) Fiecare moleculd se plaseazd in una dintre jums-
tatile vasului cu probabilitatea 1/2. Moleculele fiind indepen-
dente, probabilitatea ca toate sd se concentreze in aceeasi
Jumittate de vas este Pyy=1/22¥ ceea ce reprezintd un numar
extrem de mic atunci cind N este mare. Daci intereseazi
probabilitatea ca n molecule si fie in una dintre jumdtitile

78 3N
4. Prin definitie

(B — E)® =R — 3B*F + 30 B2 — B° — Jj5 —
— 382 F + 2m®.
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vasului, fadm % pleclza- care anume, aceasta va fi egaliy o riulei lui Boltzmann, § = kin W. Atunci, probabili-
tatea ca parametrul  sd varieze in intervalul Ag, este

datit de formula

olw) Az ~ exp (%—?—) Ag = eXP(

P, = OZN el cu cazurile extreme : 03§ = 0% = 1. In star

de echilibru, care are o probabilitate ma,ximé, 0 o=
b) Deoarece fiecare moleculd se poate plasa in una dint

jumitatile vasului, numirul total de stiri microscopice

W = 22¥, Microstarile corespunzdtoare stirii celei mai p::

babile (de echilibru), eind in fiecare jumitate a vasului

2

cite N particule, sint in numir de W, = E(V—r—l%ﬁ Pentr

a compara pe W cu W,, se calculeazi pe baza formu

lui Stirling (5) din anexa VII

SETLITE
: |

Sistemnul total fiind 1zolat epergia §i volumul Iui sint con-
stante, astfel ineit AH, - AE’O =0, AV, + AV, = 0. Beu-
atia fundamentald a texmodma.mwu pentru corp poate fi
scrisd sub forma : AH, = T AS, — P AV, - L, unde L
este lucrul mecanie al ﬂuctuatnlor, efectuat Ia trecerea
reversibild a corpului din starea de echilibru in cea caracte-
rizatd prin deviatiile: AE, AS, AV, AP ale mirimilor
corespunzitoare. Pentru mediu, a.vem in mod analog s
- AE,=TAS8;— P,AV,. In consecinti,

L AE+PAV-——TAS

In =In@N)! —2InN!—2NIn2x

s o YL S S A+ Ay = = > ,
2 W (=N o 0
ABc+ PyAVe—TyASe

Prin urmare, microstérile corespunzitoare stirii de echilibry - o(a) ~ e kT,
sint doar o fractiune de ordinul N2 din numirul total de
microghiri ce se pot realiza cu egald probabilitate in decursul
timpului.

¢) In cazul in care in cele doud jumiltiti ale vasului sint
respectiv N +n §i N — »n particule, numéirul de micro-

stiri este

Daci fluctuatiile sint mieci

o (0F 1 [{oE
AE = A8 AV + = [ [E=2) a8y +
(G), 2+ () o3 [ (5, o

29 2
O°B NsAV -+ (—Qﬁ (AV)2].
o807 ov? ),

)
+ 2
2N !

(N +n)! (N —n)!

%

2
; ) Tinind cont ci: (%) =1T; (%) = — P, se giseste
Tinind seama de formula: In (1 4+ z) =g — % + ooy v s
17}

FEY 2p7 0AE
+ obtine atunci g AV AS =222 AS =
se obtine atunci { 882 - a8av } ( 98 )y

InW, =InW, ——%, - W, =W, pkp(__%)’

_A(aﬂ) AS — ATAS,
05 ),

2
[M’} AV 4 2E AS} AV — (——-ME AV —
v 380V a7 ),

ceea ce aratd cd probabilitatea este maximi eind n = 0.
Dacd n cregte, prin valori pozitive sau negative, probabi-
litatea scade dup® legea lui Gauss.

7. Fluctuatiile diverselor mérimi fizice determind fluc-
tuatii ale entropiei. Ca mirime aditivi: AS = AS, + ASg
unde indicele ¢ se refers la corp, iar o — la mediu. In virtutea

—A (ffiE—) AV — — APAV,
i),
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ceea ce conduce la

. — + a0 1/2 2 1
ATAS — APAV Y =S y*e(y) dy = ( ) S 2oxpf -2 Vay =L
p(m)~cxp( ) : I _my P 7 dy .

-0
28T

(1)

‘ _ Ca urmare, distributia gaussiani devine
8. a) Luerind in variabile V gi T, se poate scrie

| ,) Y
AS:(‘S) AT + (%) AV ;
- A v ()17 T

() £ A
Al):(ﬁi AP+(31—_) AV
a1 ), 0V )e

In virtutea relatiilor

1 Y 08 ; i ' N
(ﬁ) - ( o ) = (ﬁ) (vezi exereifiul 49,,
" 4

(2) o(y) = C exp («-——y:f) .
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Confruntarea formulelor (1) cu (2), aratd i

oV

(AT): = kT2/0y; (AV)E = kT — AVAT =0

T

b)  Cu ajutorul ccuatiei de stare: PV = NET, se sta-

- P T ,
or)y T \uV g o bileste pentru gazul ideal il : (AV)? = k7T ( al ) = V?/N.
o P )y
eap. II) (;—{) < 0, 9. a) Sesceriu variatiile AV gi A7 in variabile P gi 8.
§ T Procedind mai departe ca in punctul a) al c\umtmlm pre-
rezulta cedent, rezultd
’ AS AT 4 (81 AV 9
L k = P e e
f UT)V (A8) kCp; (AP) = —EkT (() ) ;0 ASAP =0
S

inlocuind AS i AP in formula (1) din exercitinl precedent,
se giseste i

b) Se pleacd de la expresiile pentru (AS)* si (AP)?,
deduse in punctul a). Utilizind ecuatia adiabatei PVY =
== const precum gi ecuatia de stare a gazului ideal, PV =
= nR7, ele devin

v

Y (ATY— l or

7(AV)2{I
2k 1 oV '

¢ 2ET

o)~ exp | =

(AS)? = knep; (AP)?: = — kT (-B—Ii) = LTy I v =
oV ) vV N

Expresia aceasta este formatd din doi factori independenti
81 anume

_ e -
T, 0 (VIAV ~ & #7T \av TAY, Aici: n este numdrul de kilomoli, ¢p — cildura specificd
molard §i N —— numdrul medin de particule in volumul

V = 1 min?. Din ecuatia de stare

..____(fvlr_(AT)z
(1) (1) AT ~ o 277 A

care sint ambii distributii de tip Gauss, adied sint de forma :
oly) = C exp (— ay?/2), unde Lommn’m ¢ rezultd din con-
ditia de normare

ey 1/2
CS oxp(-——g—'o—‘)djmi %C‘:(«g—) ,

o 00 ey

PV 1079
N o= == = 6,01-1071,
RT  8,3-107%-2000

- -.N = ’I’LNA $3’16 M 1010.
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care n este numirul de kilomoli, iar ¢, — cildura specificd
nolard. Intrueit la 300 K in molecule nu sint excitate inci vi-
bratiile, pe baza principiului echipartitiel energiei avem

In ceea ce priveste cp si v, pentru un gaz monoatomic, G
form principiului echipartitiei (vezi exercitiul 54, cap. II

ot

5R 5
}/'\; R .f':@ T s "{-—":-————-. J . . ~ o 5
acestea vor fi: ¢p 5 3 oy = —— (vezi exercifiul 53, cap III), astfel ci fluctuatia
Atunci relativi a temperaturii va fi
— 5 - 1/2 . /2 P ;
(AS)2 = lnep = T 2 1,38 10723 - 6,01 - 10717 ¢ 5, :[ (A2 ] _ ( LY _f 2k R _
2 ik ney 5Rn
- 9 1172
w2 8.31-10° = 1,72 -107% J2/K2, = (‘“‘? y (kN =nR).
5 5N
— s T De asemenea, folosind ecuatia de stare a gazului ideal, se
- [(AS)2]H? = 4,15 - 1078¥ J K. obtine
TAT V2 11/2 1/2
HG ’® 5-10™" .10 232 - P — [——Lv)z] e (_”_kT) = Jo1/2
B =y = S o0 OO el Slew) =Y

» =6 . 105 . 1018

unde N LY _10 %0 10 = 24,15. Ca urmare,

ET 1,38 - 10723 . 300

5 = 0,129, 3, = 0,203.

Valorile relativ mari ale fluctuatiilor obtinute se datorese -

presiunii mari si faptului ¢ volumul considerat este mic.
13. Fie formula fluctuatiei pitratice medii a volumului,

dedusd in exercitiul 8, a,

[

[(AP)]F = 8,3-10° N/m? .

exercitiilor precedente, se giseste

ap ap . RPAT 91’) (AT
— {2} AT ——-1 AV ~>APAT:(f~~ (AT
A-P ( R 7);; + (0 Tf)T ? dT v

0P
Considerind, N, numirul de particule al sistemului fix, de
aici se obfine urmitoarea expresie pentru fluctuatia T~
ticd medie o densitdtii numsrului de particule, n = NV

(AV)2 = — kT (”) .
. T

Py — 0P
+(§£) AVAT = k12 > (*) :
av 7 CV o1 14

; _ av
Tn mod analog, se stabilegte ed : AVAS = kT (__. ) .
»

or — ,
. . s N2 N2 - ETN2 (oV
i1s Procedind ca in exercitiul precedent si folosind rezul- (An)? = ( A _f) — (AV)? = — ;‘ oy pad
’ Vv |6 4 aP

tatele exercitiilor 8 si 9 se determind cd : AVAP = — kT

ASAT = kT. ;
12. Dupd cum s-a ardtat in exereitiul 8

Evident, acelasi rezultat se aplicd si unui sistem eu volumul
V fix si numirul de particule fluctuant. Oa urmare

. S — KTN? [0V
2 kT TA AN N2l 24 ANY2 = P2 An)2 = — - (—“‘* == e
(AT)? = (AV)? = — kI (OP)T ’ (AN (, ) Ve OP )y wRT
L0y ) -
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In cazul considerat, din datele problemei, se obfine : N

— PVET = 2,69.107. Atunci o . Dupd cum s-a ardtat in exerciiul 8, si 9,

[(AN)E2 = NV2 = 5180

kT2 S— :

(AT} =, (AP)z————JcT(dP).
S ' Oy oV)s
5, — (AN

i = N2 = 0,19 - 107%.

Atunel, finind seama de ecuagia de stare PV = NE7 precum
si de ecuatia adiabatei PVY == const, se obfine

14. Prin definitie, coeficientii de corelare ciiutadi sing e kX% (OP NE\1/2 ‘
dati de expresiile APAT = P ( . ,,) ’ AT, AP = (———~ {Op = +vCy).
{ : Oy \0T ), Op
' B ATAV o _ ATAP tn cazul .. L
Tar.av = [(AT) (AVR T2’ Tar,ap = U“&“j‘;)“g; (A?;g]m' ~ In cazul unui gaz monoatomic, din principiul echipartitiei

rezultd Cp = SR/2 (vezi exercitiul 54 cap. ITD), astfel ¢d :
raroar = (250 =063 ’

| :

Utilizind formula (1) din exercifiul 8, avem

M

,:=0.

g

b

5.

&

=1

b) (AR = (B — Rejie — [REpe,

-

ATAV = SS ATAV of(AT, AV)dAT AAT ~

NSM SM ATAV exp [('d‘“li) (A7 0,,(/_\1’)2] X

B 7 < ey . N N T e

, w oV 2kT 2k R = %, s = 3,12 = NI2, — [(AR)?]'/2=(R2)12 = | N1z,

‘ & [N =1
o L oL\ (AV)? ol A e R
xciAZdAV #S—wAVeXP[(WLb—]& }dA VS-O@ Af‘ LXP{ t_lﬁ.l a) Se scrie bilangul fortelor ce actioneazii asupra
particulei

_GAAT g 2 da

R T dAT = 0. m . h~d—‘t— + F(t), b = 67 an (legea i Stokes),

In virtutea imparitdtii integrandelor, ambii factori se anu-
leazii. Rezultd atunei 7aq; oy = 0, intruecit (AT)? gi (AV)?sing
diferiti de 0 (vezi exercitiul 8, a)). Deci fluctuatiile temper
turii si volumului nu sint corelate.

Pentru caleulul celui de-al doilea coeficient de corelare
ge evalueazd

unde F(¢) este forta fluctuantd cu care moleculele lichidului

actioneaza asupra particulei. Tinind seama de identitaten :
d%p 1 da dy 2 . " dq

z = g — ecuatia respectivid, dupi in-
di? 2 dg? ’ W b o R

d¢
mulfirea cu g, devine

‘ ) m d* de\*  k d
AP:(.Q_P) AV+(9—£) AT, - 2 ar ! (3?) R TR
' ov T or v '

b
2

TPAT — ap VAT -+ ( _{)_ P ) (AT, Se mediazih aceastd ecuatie, observind cid: m (dqi;—) =
87 7 dT -V .

= mvy = kI, conform principiului echipartitiei energiei,
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de o seeundfi, ea Se va ciocni cu toate moleculele ale ciror
centre se gdsesc in interiorul cilindrului cu suprafata bazei

e g e ey ot VO .
7(270) §1 Indlfimen = v, adicd cu noy 472 molecule,

iar @F(1) = #F () = 0, intrucit mirimile » si F sint in
pendente gi in plus F(f) = 0. Se obi{ine atunci

1 a (E_:) BT nod . dy . 7 . oL T ' %11(%? ‘;@ este Vnu}mgrul de molecule din unitatea de volum.
— —|= 2| = = a? sau o — = Novind numarul de ciocniri pe secundi cu N;, vom avea :
2 dartlat m 2m di dt  m m, Ny =4mr§ mv,q. Cu ajutorul distributiei M,alxwell dupd

8k T

T
b), cap. IIL), ceea ce, tinind seama ci densitatea gazului

Solutia acestei ecuatfii se compune din solutia generald

viteze, se giseste cd : v, = (
ecuatiei omogene, plus o solutie particulard a ecuatiei n

1/2
) , (Vezi exercitiul 58,

omogene A
. = 2
T . - p = mn, conduce la : N, =16 r2p (Eli?—) / .
— g =A exp(——)+ 5 A = const. . . m?
dt , m h . 19. In ipoteza ci clectronii se supun distributiei Max-
well, , :
Presupunind ¢ > m/h, se poate neglija exponentiala in rapors N
cu celilalt termen, de unde rezultd, prin integrare, Colod m \32pw S _m(my+ez)
iy ; js=e\v,dn=en i S v, e 21 d%SS e 2 do,do,,
77 =257 gormula lui Binstein). o
67ear

unde : n este numirul de electroni in unitate de volum,

b) Inlocuind in relatia lui Einstein & = RE/N4, se ¢ — sarcina electronului, m — masa lui, iar v,, se determing

giseste din conditia ca mvi,/2 = eq. Integrala in raport cu v, se
- BT . BTE — calculeazd nemijlocit, ea fiind de tipul €™ dy. In ce priveste

ol , 7, = (27 mtegmlele dupa_ vy 81 v,, ele se caleuleazi utilizind formula

3ranN, 3ray (2) din anexa VIII,. Ca urmare, se obfine formula clasicd a

Ini Richardson

17. Conform relatiei lui Einstein dedusd in exercifiul
Ty ( € _ 8L T\V2\

Jo = nev—exp| ———1|, 7 = [oFL ;
4 kT ) ( ( T ) )

precedent

P th,’ _’7‘2:m2+y2+ 2 — 9 : i X
3mam ) M.O. Fluxu.l moleculelor ce traverseazs in directia axei z,
| ;; In unitate de timp o sectiune s, poate fi calculat pe baza dis-
kTt . ([ T\ 172 tributiei Ma,xuwell §i a formulei (2) din anexa VIIT,, dupi
- (r3)H? = am : cum urmeazi \

’ 2
i 5 X oo . e m \SEeo U M™a TP m(gedd)
18. In drumul siu, molecula aleasd se ciocneste cu = 35 o dn=sn 2 o 6" T q (C o T dody
toate moleculele ale cdror centresint la o distantd nu mai ‘ Qnk T N ¢ ‘ vl
mare decit 27, (unde r, este raza moleculei). S-a presupus : i

valahil modelul moleculelor rigide. Pentru simplitate, se
considerd toate moleculele fixe, cu exceptia celei alese, care
se mised cu o vitezd relativil vy, si posedd masa redusa
o= m/2 (dacd moleculele an aceeasi masd). Atunci, in timp

mu2

1/2 poo  _ _® 2 . 1/2
:sn(_——m ) S e T (ii(:'—)—”E | =sn LES )
AnkcT 0 2 2nm

18 — c. 325 19
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e n este densitatea numirului de particule. Deocare o ' ; . 7] r
und 5 o1 liberd, ¥ = —ETIn Z,, se poate scrie B = — T2-__ [},

P =nKT, vom avea ' s\ )

> 2 xe2 N \1/2
j=s 1 ~ P . de unde se giseste : ¥ =F,, — = Neg? (m) / , iar apoi,
(2rmic LYz T2 _ 3 VET .
- § finind seama cd: dF = — SdT — PdV, rezultd
Pentru stéri stationare, fluxul in unitate de timp din vasul ' . . . s
1 in vasul 2 este egal cu fluxul corespunzitor din vasul 2 p—_ (OF) _NkT Ne* [8me:N \/2
in vasul 1, ceea ce este posibil doar dacd : P,/T}* = P,/ 112, oV Jp v 3 ETVS ’
21. a) Se considerd energia plasmei de forma: # — - o N o2 2N\ 172
= Ky + I, unde Eyq este energia plasmei consideratd un N o= — ( ?ﬁ’f) = Sy — i\;i (—84563?;) ,
: N . . 0 kT?V
gaz ideal, iar E' = — (e9, (0) — eq_(0)) este energia medie 3, ) i
‘ 9 ) . _{0E Ot Ne? [-8re2N (12 -
interactiunii electrostatice a particulelor plasmei, o. (0) i Al R =(Cy )+ : - .
y 7 ; o), 2 ET3V

e_(0) fiind potentialele create de toate sarcinile cu excepiia
uneia (>0 sau < 0). Potentialele respective se determing
din ecuatia Poisson in care se {ine seama cd distributia celor
doud sorturi de particule este o distribugie de tip Boltzmann,

co
adicd ~ ex e L T
P ( (+) ka)

4 Ao = dren [exp (%) TP (“ %)]

Aici n = N|V, este numdrul de particule din unitatea de
volum. In cazul temperaturilor inalte, ep € kT, astfel incit
dezvoltind exponentialele in serie si limitindu-ne la primii
doi termeni ai lor, vom aves B

22. In absenta cimpului electric, viteza medie a electro-
nilor este egald cu zero, desi ei se gisesc in agitatie termici.
—

In prezenta unui cimp B, indreptat dupi axa @, ei capitd

-
accelerafia : — eF/m. Imediat dup# ciocnire, viteza electro-
nului este egald cu 0. Ea creste apoi sub acliunea cimpului,
astiel incit la sfirgitul intervalului intre douil ciocniri succe-

>
sive, viteza atinge valoarea: — eKE</m. Blectronul este din
nou difuzat. Ca urmare, viteza lui devine din nou egali cu
0 s.a.an.d. Media in raport cu timpul a vitezei sistemului de
electroni, va fiv, — — ¢elt[2m, ceea ce di pentru densitatea
de curent : j, = — env, = ne?tE/2m, unde n este numirul
de electroni in unitatea de volum. Tinind cont ¢ : j, = vE,
Bt reziltd vy = ne?t/2m. .

Ag = »x2¢, unde x?== men

R Oy » i - : 3} .
y > (1) = - T+ s " 23. Incazul unor stiristationare, (_ﬁi = 0) i omogene
L t

. V. . .. : af X ‘
Cerind ca ¢ s& aibd o valoare finitd la co si in locul unde se (—d—l) == 0}, ecuafia (1) se reduce la
7 ,

gdseste sarcina insdgi, se obtine ¢, = ¢, ¢, = 0. Atunci: B
04 (0) =— ex, @_(0) = ex si, ca urmare, ell 8f  f—7, . well 8f _ . | «eE 0f,
8ot \12 N D At LR el et Lty ot
B = By — NePx = By — Ne? (———«—— . * ’ @ @
VT

Considerind cd”functia f, este datd de distributia lui Max-
well,

n Z,
' m 12 M2 of mY
fo :n( ) eX_p( - ”)7 - Jo =T -

b) Utilizind relatia B = k7T? o7 cunoscutd de la

ok T okT av PV

T

teoria ansamblului canonic, precum si faptul i energia
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densitatea curentului electric este

~e2
j;u = eg vxfd@x = ;11:] S ”ifod% =

- v . ,\‘ . o, - ~?
unde po(ro) este densitatea in momentul initial, iar fi(v) este
functia de distributie a lui Maxwell. Deoarece particulele

. v A . . o . g d g
se Imiscd in virtutea inertiei, la momentul ¢, r = r, - ot
. -5 - -3 -3 -3 R
§i, ca urmare, f(r, v, t) = po(r — i) fo(v). Densitatea la mo-.

2] mo\Vze - ;%:s W , mentul ¢ va fi datd atunci de expresia
= n 4 e == .
kT (%M) S ’ ? - s o 5 o o o
a(ry 1) = gf(n v, 1) dv = S oolr — 1) f, (2) do =
ner R ne*v
= E = N{_E, — Y — 3 ;
m ' ) m

1 - F—70\ >
“_"“t‘s‘ SPO(TO).fO( — p O) dr,

unde a fost utilizat faptul ci S v,fo dv, = 0, f, tiind functie ande

para de [ af . 8](‘ fo r—r, _ m 3/2 e_“ _2_;%7’ (,2_,,,,(2)__2—; ,“,)n; “
24. In cazul omogen ( pr = 0) $i staionar (-,— = 0) t 2k T
/ ar - ot
ecuatia Ini Boltzmann se reduce la e o - )
Considerind cd distributia pg(r,) = po(r,) are simetrie sfe-
= df f—1r f > = Af ricd, se scrie elementul de volum in coordonate sferice
3 — I o o~ g 0 g < : - . (VIS N
ekl - A J=fo + wel o5 S ot mev BT =2, dry == 7§ drosin 6 d6de si se integreazi in raport cu unghiu-
op » € rile 0 s1 @. Va rezulta astfel
. « J Ofy 0 g
unde s-a pinut seana ca : —{, = oo =—a—f°—a—i = %o v. Atunci - m \32 1 ,o . (2-13) o Procos®
‘ » 0p e Op de o(r t):(»«——- MS 7322 dr 2RTH ¥
’ Ok T # Y eol o) g drg e 5 &

- =2 5 afy) == = 2dp
Jﬂ——eSvf—h—s-dﬁ“ﬁzs(“g)rw-E—-.

2 ' "
Xd,(—COS 9) S dcp..—:(*__"?:b*w 12 i Soo [e..m(m-r)am
0 2k T2 r Jo

Factorul 2 ia in consideratie spinul electronului. Deoarece
-

j = yl-;},’, in cazul de fatd conductibilitatea electricd va fi un

#HE
—~ o (et
I 25T "
tensor de componente e T ool

o) 7o A7y,

Dax : 04(r) = g4, pentru r, < a 81 pg = 0, pentru 7,> a
§1 prin urmare

) 24w
05) 3

Yix :328 '”;i%(““

_ (r, 1) — mo Y21 .
25. Tn absenta cimpului extern si a ciocnirilor, ecuatia lui pry 1) = (B;T“) Po— L) — 3 (—n,
Boltzmann pentru functia de distributie f(r_: @_,) 1) devine:

-> 0 -5 =3 3 -
%—: 4. —% = 0. La momentul ¢-= 0, f(ry, vy, 0) ::po(fro).fo(v), ,

Mmirg—r)?

a
Jjr) :SO e HIE g dr,.
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26 Ecuagia lui Boltzmann se reduce in  acest caz ; pentru care se impune €a

termenul emenmlor adicd este de forma

] 2 * 8
o S =Infbatl+ 5[5’1%23“”0] 0, dﬁ?:_}>0
SS (ffl ~'“ffl rel G(Q) dlLi d. j t ., . '
ot (conditia de minim). De aici, rezulti
Atunei
dy f f =4 exp —@[ mo? -+ U(?)} (A — gwgaﬂ}j
T\ @*SS& (Inf +1)(f/ff — o 2 "W ’

unde constantele 4 si p se gisese din conditiile (1). Dacid
B = 1/ET (ceea ce se obfine dacd se ia pentru U un cimp
concret dat, de exemplu U = mgz si dacd se consideri ex-
presia energiei, F, datd de prmmpml echipartitiei: 7 =
= 3NkT/2), funetm S reprezintd distributia Maxwell-Boltz-
mann.

28. in prezenta unui cimp ex‘rern, U(r), ecuatialui Boltz-
mann se scrie sub forma

o 3.0 _NU o
()z‘ ar W d@;

- ffl) Vrey G(Q) d-; d’l—;l dQ.

Se observid cil expresia pentru

rdmine invarianti I(]:§

o . - - -
de permutirile : 1) = vl cind f=f 81 2) (@ v ) - (v, 1)),
eind : ff; — f'f1, (1vdv1 - d'u’d@l, Vpeg —> Vhgr- - Finind cont cd ;

Vpey = Uy, 1QT dv dvl = dp d’vh in virtutea teoremei mz
Liouville,

dH

o= L SSS (nf-Inf, —Inf —Inf)) (ff —

— 1) Py 0(Q) dudv, AL,

SS (F'fL = 1F2) e o) 0, A

Se constatd in mod nemijlocit cd distributia Maxwell-
Boltzma-nn,

De aici se vede ¢d : In (ffy/f'f]) este >0 sau < 0 dupid cum 1 T me
(f'f{ — ff.) este respectiv < 0 sau > 0. Cei doi factori fiind f(T ) = A exp {— — [—m + U(?‘)]}
opusi ca semn, produsul lor va fi totdeauna < 0. Deei kT 2

szxs; 0.

di
27. Se cautd minimul functiei :

anuleazd partea stingd a ecuafiei in conditii stationare.
Partea dreaptd se anuleazd, de asemenea, in virtutea legii
eonservirii energiei. ,
28. Se serie ecuafia lui Boltzmann sub forma

W9y + -2 oy =

ot Oy dv,

H = S f{;, Z, ) In f(;:, 1—;, 1) (_‘fra)v, cu condifia

(1) S{L@» + U{r)] Fdrds = B const ,5 fdrdv = N = const. 1)

B I - Y -3 -3 3
, . . = Plo, v v, 01) (f' f1 — ff) do, do” ae)
Aplicind metoda multiplicatorilor lui Lagrange (vezi anexa SSS (0 215 ¢ ) (L = Jf) o o
IX), se utilizeazd funciia

H = Sf{lnf+a+a[i”_’1 U(/)]} e,

unde w, sint componentele acceleratiei, iar P(@ fvl ; @ '01) este
densitatea de probabilitatea ciocnirii (QJ, 111) — (b ?Jl) Fie
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B . Lo, P ) L e
W(r, v, t) o funcyie oarecare i V(r, {) — valoarca ei medie {
raport cu viteza g

W(r, v, 1) f(r, v, 1) do

q}(;’ = - ~> ’
S F(r, v, 1y dv

care mai poate fi scrisd astiel
D(r, 1) o(r 1) :S W(r, , 1) f(r, v, t) do, unde

(2)
P(—;y 1) = Sf(;y —57 1) d;:

este densitatea numirului de particule. Ambele pdrti ale
3 o A : > MooA —*
ecuatiei (1) se inmultesc cu ¥ §i se integreazi in raport cu ».
. Partea, stingd a ecuatliei ob{inute se transformi dupd cum
urmedzi j

Qo[+t + e = [ £ e 4

0t Oy v
E

J . 0 . o
L ) (fw,:‘f)~~f(wr~+

day, 0, a1

(3)
oy o - o — g o

P w Ay = — (p ¥ e (W0, Y

ot kmk)] 5 ) (e

oy 0 ; 0 -
— e b e (W) 4 —— (Tw,) | do
Sf{ ik 0w, k)w{‘ dv, ( k)] ’

4 P

unde in primii doi termeni s-au scos simbolurile py §i——in

0y

afara integralelor gi s-a folosit (Z). Termenul trei dispare
prin transformarea lui cu ajutorul tecremei lui Gauss intr-o
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Tinind seama de proprietitile de simetrie ale densitdtii de
probabilitate .

relatia (4) poate fi scrisdh sub forma

5 SSSS P, 5 B, ) (= f) (T4 ¥, —

unde ¥, = W(r, 2, £), V' = ¥(r, 7', 1) ete. Bealind (3) si
4(5)s001§§me » Uyy Uy y Uy 1) g - (3) sl

.0 N -> 1 - o .
(6) (P [ 5= (000 PG 30 %, B st — g o

integrald de suprafatd, deoarece f(?, ’l_?: 1) = 0 cind v — co.
Dupd inmultirea cu ¥ partea dreaptd a ecuatiei (1) devine

w (§ff 2@ 5 5,5 ¢ 5 — 150 WG, B 1 daRad a3

Se face apoi urmdtoarea succesiune de schimbiri de variabile

-3 -> -5 3 -3 oy -3 -
Ve >0 0 0 9 > 0,

- -

e -3 -2
R

-3 -
2 —> v
L > 1 '01 — ’Ul 3

<

-3 ->, -—al - -3 3 - '«->
L A A I A - G

P I S S [ S Y
iy . ’ Ay o . a
Po, v 5 v, 0)) = P(vy, v; o, 1)y

- >

) S R T G,
Lo, o5 v, ) = P’y v v, V1),

- -3 - - . -3 = e -3
P(v, w5 o5 0]) = P(o, o5 of, v'),

— W) dvdw, dv’ de,

P R T
— () —— (p¥n, _S e w
pw oo P B —\f Py + . (To,) +

k
+ W, — W — ) dode,de’ dol.
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) . in partea dreapts
Fie pe rind in (6): ¥ =1, W' = 2, 1" = 02 Partea dreaptd o

5 4, in primul caz, in mod banal, iar in cazurile 2 313 9 - 2 S

e (_méglégat@: ;?gﬁx(;;mde enservare ale chergiel §i impulsului Pl T (osv:) = €,
pentru ciocniri. Ca urmare, se obtine, pentru 1 o o

p . ‘ ~ (= — P s 0 ] —

o1 dp +_i (¢7;) = 0 (legea conservirii masei), @ 1 SSSS (0, o5 0" o) (' fi — Jfi) %
Tt dmy '
S a —_— N s I fllf’ d_,d—’ d—)’, 1_’1
— v, = (p0) + o (poiey) = g, (legea conservirii. T dvde 4 de.
Py 5

@ 1

i i . . < @ . PR
impulsului), B J - ~ Inegalitatea evidentd : (¢ — y) In = > 0, arati ed @ > 0.
o O (ev2 o 9 [ "%\ — o5, (legea con- } B _ 3
W=7 '(;’t'{ o " ox L k Pty (leg Asadar, pentru un sistem inchis,- entropia poate doar si
i I — Et

servirii energiei). . ‘ | .

30. Cu ajutorul expresiei din enunt, se ealpule&zcz; den-

sitatea spatiali @ entropiei si densitatea fluxului de entropie
¢ A 4 - ¥

creasca, sal, dacit are loc egalitatea : f'f) = ff,, s rdmind
constantd (legea cresterii entropiei). .

pgz_ASflxlfd$z~A.pEﬁ Cap. V

I. a) Numarul de distributii posibile a N obiecte dis-
cernabile in m celule se obtine impirtind numirul total de
permutdri, N'!, cu numirul de permutiri nedistincte a obiec-
telor ce fac parte din aceeasi celuld : n, ! (i = 1,2, ..., m).

i

Asadar, W= N1] I » !
g=1

S o =—ASf'é1nfd’E:mApmnf.

B

Se vede de aici ¢t mirimea —4 In f reprezintd entropia unei
particule. In continuare, se utilizeazd ecuatia (6)_dm ex;fc-

J{]lﬂl 29 in care punem. Y = In f Termen‘l‘ﬂ al d()ll?di n. . ) o ) o
o leazi in virtutea legii conservirii masei. Intr-a- b) Pentru a calcula cite posibilititi sint de a distribui
stinga se anuieazs i N obiecte indiscernabile in ¢ celule, fard a limita numsirul

devar . rof @ ' e ggggdm dintr-o celuld, se pleacd de la eazul particular din
Jr"’f)“(fwl)} dg:g[ff J“—Oﬂ‘ (j’!):c)] d—i:‘ ‘ee e |00 AR KRN ® s @ ®
vy, Ji 0@y, : - ‘ . f g
Z%% + 8;; (pty) = 0. Obtinerea unei conﬁgum{;ii distincte de aceasta nu se poate
k

face prin permutarea obiectelor sau a ‘peretilor despiryitori
caci gi unele si celelalte sint mirimi indiscernabile §i deci

. e g s SoTiesy, ¢ cuatie . . . . .
Atunei, ecuatia (6) din exercifinl 29 poate fi serisi ca o ecuay totalul eclor ! permutiri ale obiectelor §i (g — 1) ! ale pere-

de continuitate pentru densitatea de entropie, dar cu surse
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tilor nu duc la stiri distincte. In schimb, permutarea un
obiect cu un perete despartitor sehimbéd configuratia in
tiald (vezi figura). Pornind de la aceastd observatie se concepe
totalitatea permutirilor celor N -+ g — 1 mirimi indiscer
nabile, adicd (¥ + g — 1) |, ca produsul dintre permutiril
distincte, W si cele nedistincte, care sint, respectiv, N1 g
(g — 1) !. Prin urmare

(Nbg—1)! =Nl (g—1) 1, w=TEtg—D!
NI (g—1D!

¢) Prima particuld se poate plasa in oricare dintre cele g

celule. A doua se poate plasa in una dintre cele g — 1 celule

rimase, a treia in g — 2 etec. Numdarul de cfi de aranjare a

N particule indiscernabile in g celule, asa fel ca intr-o celulj
54 nu fie mai mult de o particuld, va fi, prin urmare, :

wodg—1... (g—N+1)

g!
— CN
N

T Nlg—mt
2./Notind cu N, numirul de particule din starea cu

energia ey, iar cu N_ cel din starea —e,, vom avea pentru
energia intregului sistem si numirul total de particule

B = Mey=Nyey— N_ey, N=N,— N_.
In aceste conditii, probabilitatea, termodinamici este data
de expresia
N1 N1
N, IV ! (NMMJ \ (N + M)T

2 2

-
WM:

51 ca urmare, entropia sistemului

N—3) | (N—DM)

S:kaMgk[NmAh—( S

_ (N3 (N ]
2 2

300

- unde s-a utilizat formula lui Stirling In n! = »ln n —n.

Stiind entropia, se poate calcula temperatura

198 Lk N—M

( =2 == e n .
) 0F e, 0M 2%, N+M

Aceastd relatie prevede posibilitatea T <0 pentru M }0
(N, > N_— sisteme cu inversiune de populatie). Conside-

- rind doar domeniul normal, cind M < 0 (# < 0), din (1)

rezultd
N—M N ( IR )
e T == pr s Y
N+M N, kT
Atunci ,
N_ kT)
— = 9
N &g 20
exp| —% exp| —
p( kT ) +exp ( kT)
(2)
exp( Y
. BT

vor reprezenta probabilititile ca o particuld si fie plasatd
in starea —z,, respectiv, ¢,. De asemenea, se giseste ci

B =ey(N, — N_)

— Ne, th —fﬁ—, —
£T
2
Nk( %o
kT
ch( S0
kT ;
3. Fie K, , (m = 1,2, ...) sirul nivelelor energetice ale

sistemului A, Hg, (n = 1,2, ...) cel al sistemului B eic.
Atunei :
Joo
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| A, )
Za =13 ?Xp(_ M’); 7= eXP(“ kT




Intrueit sistemele sint statistic independente : H,, 5, ..
= HBym+ Hzn + .. . Ca urmare

Z‘Mm...:%gj...exp [»——ﬁ;( am + Epy + )j =

.5

. EAm ) EBn
= 4 B ) ex —_—— . =L . ...
gekp( M,);,p( kr) Ao
Energia liberd k

= —kTInZ4p,... =—kTIn(ZyZ5...) =

:FA““‘FB.-.n

Fiips -

4. a) Presupunind c¢i in intervalul 0 < x << I, impulsul
particulei, p, nu depinde de x, traiectoria in bpa‘mu} fazelor va
fi cea din figurd.

P

P - ‘ :

¥

|
{
H
|
i
!
o
|
|
{

_P‘

y 3

b) Intrucit energia particulei B = p22m, I, (E) =

= 12p = 20 (2 mE)Y2, ‘

) Dacd peretelese migcd cu viteza u, mirimea impnhului
particulei variazi la fiecare ciocnire de la p la p/ =p—
— 2 mu, adici dp = —2 mu. Intr-un interval d¢ = diju,

pozitia peretelul se schimba cu dl, iar particula va suferi un

21
numér de di/t, ciocniri, unde ¢, = — este timpul intre dou&

plm
L . 21 dal .
ciocniri succesive. Vom avea deci —: ——— :_ﬁ_m cioe-

% p/m 2mul
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niri. In urma acestor ciocniri, mirimea impulsului va

varia. cu

pdl pdl

=

2 mul

Din B) se obfine atunci dI'y (E)= 0. :
d) Lcuwm& lui Schrodmcrer este in acest caz de forma

dp = — 2mu S ldp 4 pdl = A(pl) —

- )
P g~ B W), o W (e) = A sin [@L—]—’—%—ﬁ—] +

Zm dg?
i
R
-+ B cos [ ,(:.Jln'ET)__ﬁ:; B

Din conditiile la limitd : ¥ (0) =0 g1 ¥ (1) = 0, rezultd
l
B =0 s {"mE)”z—;—}— = mn, {(n = 1,2, ...). Valorile proprii
h:
L)
8ml?

ale energiei vor fi atunci: ¥, = (n=1,2,...}

§1, ca urmare,

2y 1/2
W) = ¥ 1= [(8 ml) E]
Ens E h2

unde [ ]inseamni intregul cel mai apropiat, mai mic decit
numdrul din [ ]. Pentru valori suficient de mari ale Iui &,

2mE) :_I_‘Q(_E_)_

W(E) = 2 (

h? b
5. a) Utilizind expresia hamiltonianului oscilatorului
2 22
. p 2 mw <
=2 e g , se calculeazd

2

+00 ;
P S Sexp (———E{— dpdg =
oo \ kT h

1 *® : p? + ( maq>
S_— xpf——"——1d S exp | ——"— ] dg =
3 S exp( 2mhk T ) Py P orr ) Y

2 kT )uzm 2nkT KT kT

1
= S (2remk T2 == =
h ( T ) ( he fi hv

mo?
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b) In mecanica cuanticd, nivelele energetice ale unui Pentru a determina entropia, §, se giseste mai intii energia
1 ~ liberd
oscilator sint date de formula: ¢, = (n —}«——2— hyv.Inacest

‘ F=—kTnZ, =Nk TIn (zsh AR
eaz, ) 2kT
@ . n © 1\ hv ] S hv ’ ~¥T
5 — k”go‘exp (-—ﬁ) '—__ngf) exp [»— (n +3) kT] = = N[—z— 4+ kT In (1-—«@ H,
’ ( by ) de unde, deearece ¥ = U — T8,
24 eXp - m
( v ) f} (6 Ty = LA U—F h B h
= exp [———— = hv ) 8=—-=" =Nk |—  cth 2 _1nfoa -2 \].
2kT ) sz 1 —exp (—ﬁ) T leer ™ 2pr — U\ i
1 1 6. Utilizind distributia cuantics canonicd, avem pentru

energia medie

= Ty o ( b )
5 — — 2sh
exp ( ZkT) P ( 2kT ) N okT

In cele ce urmeazs, se va folqsi suma de st_zm? cuanticd deoa-
rece ceg,, clasicih se obfine din ea atunei cind Av/ET — 0.

- F—5
B =% E,exp |[——%].
% B p( kT)

Prin derivarea acestei relatii in raport cu temperatura si
luarea in considerare a ecuatiei Gibbs-Helmholtz : 5 — F —

7
— T %, rezultd

oF ¥ 5, exp (F_——Ek)[ 1 (aIf’)w(F—~Ek)}:
. kT \or kT

) ) hVV —N
= ¥ = 2 sh — .
¢) 2. =2 ( ok )

- Punind '3 = 1/kT, energia internd si capacitatea calorici &
- sistemului rezultd astfel

| 9 0 Bhy _ 1 (0F\y T B
e Lng, =N lnsh( )]: — == +
v 0B . OB[ 2 kT \ 0 Le Lz
B R 2
g ey b ) N [T
T2 kT 2 exp (hy/kT) —1) ) T
‘ 2 s _
L Gy,
kT kT ke
hv \2. .

* ()
e —
0 (2) o F)

- ( )N.v T -1 * kT adicit o expresie identicd cu cea dati de statistica clasicd
' (vezi exercitiul 77, cap. III).
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_ o . . -
7. Conform formulei lui Boltzmann, § =% 1o W, u ot - - B 2
actiune, ¥ = — (& - B), ~_~p.B,u+ wB, 0 si, ca urmare, suma
. | de stare a unui atom va fi datd de expresia
W= ——*—i—i:“—'v N. LN = N, Npe—N_e= U,
N, IV_ ! B

ET

s ‘
7 = %, exp (—
=1

):1+ex+ew:1+20hwy
N, si V_ tiind respectiv numerele de particule de pe nivelele
¢ 5i —e. Cu ajutorul formulei Iui Stirling, In N'! = NIn¥ —
— N, se gdseste

. - i 1 ~ D—r
8 =15%ln W:k{Nln N—~—;—(N +—D~) 1n[-2—(1\’ +—)]
>4

SRl

Formula din ¢nunf rezultd atunei imediat {inind seama cd

Momentul magnetic total

M= (ﬂl) :N-w(@ 1) _ 2N pshe
0B Jv OB Jyz 1+ 2chy

unde au fost utilizate formulele: dF — — §q7 — 2
—MdB §i F — — NLTIng SAT — Pav —
Observajie. Momentul magnetic al cri i '
: Y . ristalului putea fi
determinat evaluind mai intii moment ic o
do unde M = Ny, omentul magnetic mediu ty

1 08
T8 — AU + PAV — wdW, - .._:(_{.*) .
+ ST TG0 e
.ﬁ?
8. Fiecare nivel donor poate fi vid (emergia = 0), sau
ocupat de un electron cu spinul ,,in sus’, sau »in jos”’ (ener-
gia = —s,;). Nivelele fiind independente, suma de stare

o
:::;3‘%:: 1 —2 —&’-——0“ °
z { B exp( kT )]

a) & < 1. In acest caz sint valabile dezvoltirile in serie

she 2 p— .., cllx:—.“l-f—...,

care condue Ia
%g& 2N u*B

M Ey N
3 3T

(legea Iui Curie).
@

. 1!01 z > 1. Atunci, shy & chy =~ e® /2 > 1, de unde
Y e —— a o o . d
rezulti : M —:«NA;L, ceea ce Inseamnsd alinierea totall a
momentelor in eimp. '

 Numitrul de electroni de pe nivelele donore va fi dat atunci
de formula

00 P 'ln 7 " ; 10. Se ia drept zero al energiei nivelul B, gi'se noteazi.
NG = — (—«—) = kT ( ou ) = !}_(H ¥ 50‘)] p — By, = K. Atunci, avem pentru suma de stare

KT
R B, B
r=% exp | — ) = oxp [ —
pX ( kT ) P ( kT ) +

an ni
-+ ex It T R v £
P( kT)—-l—f—,exp (——k ),

(Q = — LT In Z).

9. Corespunzitor celor trei orientdari ale momentulu
magnetic in cimp, vor exista 3 valori pentru energia de inter
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de unde

, 12. Deoarece particulele sint independente, Z, = 27,
0lnz ande 2 este suma de stare a unei particule, dati de formula
B =N§LT? o7 =
zxexp(}ﬂ) -+ exp (m————“H) =2ch(“H L
_E LT kT kT
, 0 T NE
=Ne1 oo (Lre = 7 ’ a) = —kTInZ, = — NkT Inz =
exp (———-—kT ) + 1 .
| — — NkTIn [2011 (L—)J
E kT
— exp (__) R ‘ \
08 oy kT, i b) S:“(ﬂ) =Nmn[zch(“ﬂ)]“
0T . B Y 0T Jvu kT
‘| exp T )+ 1 )

—ir (i)
11. a) Suma de stare & unei molecule,

¢) U=F + T8 :—Np.ch( “H), '

—BEl — - —BEint —
& = Z g e7FF = Z Giax €7 PELI g, 0 €7 BELmt — 2y Zin,
s 3 )

de unde | ¢ = (-g—g)—‘: N “217{: ! s
A’ Zc = Z'N == (2’" zm)zf = Ztl’ Zin% . T k1 ch? (%)
' dInZz, OIn(Zyy Ziye) N H
b) U=— == = d ]VI-_—:"N=~—[ exp-— —ye (___%_{E_ =
9B 9B ) BE =P TR Ty
1
= Ut U, (8= 1) = Nuin (270).

kT ® kT

¢) Tinind seama de indiscernabilitatea particulelor si

13. Se calculeazd intii suma de stare ca o progresie
de formula lui Stirling, In¥N! >~ NIn N — N, se giseste

geometricd,
had ne 1
4, = 2 ©xXp ('_“ —| = ?

=0 kT 1—6Xp("—— €
Z@T)

de unde rezultd pentru energia medie

N

F=0U—1T8 =—FkTIn —— —
B Nt

U—F Uuw , Um
S = ==
- T T e

-+ Nk lnzy +

+ N KIn 2 — NEIDN 4+ kN = S + Sine = e

ceea ce conduce imediat la formulele din enunt.
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14. Din N particule aliniate se pot forma N — 1 p
rechi ce interactioneazd. Fie N, §i N, numirul peruhﬂ
cu spinii para,leh, respectiv, anhpamleh, unde N, 4 I,
= N — 1. Energia acestei configuratii va fi

unde suma de stare

o 1 |
Z, =Y, exp (*—"T ) E,=ho (% 4+ g) ’

) kT “

E,=JN,—JN, = J (2N, +1—N),
‘ jar functia de undd
iar suma de stare

Ze =Y, ¢, 6xp (»Eﬁ~)
7

wd

1/4 \ 2 R " ij2
Sy o2 (7, )12 i)

kT

(N —1!  (N—1)!
N,IN,! N, ’(N—-«l———jvp)

in care g, este gradul de degenerare al nivelului ¥, i este
dat de’numirul de permutiri distincte ale celor N — 1
perechi. Ca urmare ~

X%ﬂN”‘q$l W=Dt 2N,
ET  IvgloN, I (N—1—N,)! P '

se obtine rezolvind ecuatia lui Schrodinger pentru cazul
oscilatorului. Polinoamele Hermite, H (ac), care infrd in
tunctia de undd, satisfac relatia

Gy =

— & H, (@) ] =

f g ) : __________.____“________,,eX Aa’?z -
D YR (1 — 452y p(l+2a ) |

Pentru a determina probabilitatea W(g), se calculeazd intii
sums de stare,

how 1
7 = exy —_—— N — =
¢ ; P [ kT ( + 2)]
hos Y . ho \TP
= exp | — exp | —— ]| =
exp( 20T ) Z[ v ( kT )]
: 5 ko 1 ox (__ ho{ :5;’1.
= oxp ( 20T ) [ AT e )

] o
P (— nzw ), cu ajutorul formu-

Z, =2

w (D

&

unde factorul 2 este determinat de faptul ¢d schimbaren sinmi-
tana a orientdrii futuror spinilor incea inversi nu schimbi

e N, sau N,, dar conduce la o noud configuratie. Deoarcce
suma, care intervine in expresia lui Z, se poa,te calcula cu
ajutorul formulei binomului lui N ewton,

Z, = 2 exp [ TN — 1) } [1 -+ exp ( 2J )]Nvl -

kT A
N1
N (eh 7 .
kT

15. In conditiile distributiei cuantice canomnice, densi-
tatea de probabilitate a coordonatei este datéi de expresia

4

e

l

1
Atunci, notind : £ = Y -

lei (1), rezultd

me: 12 me? ¢\
W@F(gne) o ("‘T)’

En
Lo
Wi =_- 3 e * (g ¥. (@),

he ho
2 ok

0, = —
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Se vede astfel ci distributia dupd coordonate este, ca

. . 2 o
in cazul clasic, gaussiand. In cazul temperaturilor joase, (kT < Ef)’ se iau in con-

sideratie in exponentiald doar valerile » = 0,1. Tinind seama

16. 2) Z = § 3, exp (M) = e In (L + o) = 2 + ..., se obfine
H=0 3 kT
. 72 A
=1 +2exp( . In ey = In (1 -+ 3¢ "T)=3e ™.
T Atunci -
. Fx
b) N =— Z N exp ( ) By =112 h}lf”‘ — e 2 1;1sz: 3?“ Ne ™,
(2 5
iar ,
u—c s
2 ex P 8
- - 1k
n—g 1 E—
1-+2exp|—m- — X 1
p(kT) 2 p(IcT)+

i

. o h?
In caznl femperaturior inalie, (751’»;—),3111{1& destare
17. Se calculeazd suma de stare in dlstnbutla, mMACero- ’ 1

C&DODIC&
Ny — o) (u—— :
ex B SRS T § X — ]
0‘2": P ( kT ) T exp kT )

poate {i inlocuitd cu o integrald punind @ = r (r + 1), ceea
,d? .
In acest caz, conform relatiei (1)

ce did

© —smrr  OIkT
Zrot = S & dg =—=-
o h2

b8

Ca urmare

0 Eo

0 1In Zrot % Nk
MMA ?

Bt = NET? = NET, — Cro =

T o7 w—
SMIxZ+~———-——-ln1 ex —
£ o7 [ . p(k’f )]

i n— g p—e\Y 1 —¢
—oexpl /% 311 4 ex .
o (7 ) [ e z) (57)

La acclagi rezultat se ajunge inlocuind functia f(e), datd de
(2,), in (2,), ceea ce confirmai justetea formulei (2).
18. Suma de stare de rotatie este datd de formula

d

adict s-a regisit rezultatul eclagic dat de teorema echipar-
titiei energiei pe grade de libertate.

19. a) Dupd cum se gtie din mecanica cuantici
ﬁZ
By = ZI (7' + 1), (r=20,1,2,...).

Ca urmare, suma statisticd de rotatie va fi dati de ex‘presm

Ep
- - rir-+1)

. ¥ ® T hiad 2[k1
oy = Zroy UNAe 2oy = Y gr © = 9 (2r,+ 1)e
=0 r=0

-Ep At
oo — = <o —— y(r-1)
BT *T
Zrm = (zrot)Ny Zrot = E gr © = E; (27’ -+ 1) e o .
7 =0

¥ ==0
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h2

Dacdh T < ¥, = TR se iau in consideratie numai pring pgxpresiile
21k
T, T
. - -« - « : - i — ¢
doi termeni ai sumei si se poate scrie 68— e ( )(1+ T + )9 r<iy
oF “d'y
B = (,__ =
— EZC a T v T 1 Tz
(1) Zrot =1+ 3¢ R(1~:—1n~—--— t s T > T,
., 90 7?2

Pentru 7 > T, se utilizeazd dezvoltarea Euler-Mac-Laurin

. o8
o o 1, 1, 1 3 “%""“T( ,) B

f(ry =\ flr)ydr -+ = f(0) ———F" (0) + 0)—. .. 1 ;

45 T2
) e . rr + L7, by In cazul HCI |
in conditiile in care f(r) ={2r -+ 1) exp ______1_:,,,,,, . v A e ’
: I (1,05 - 10 -34)2 L

Atunci Ty = o =3 56 - 109 1as 0B 15,4 K.
gocj()-) dr = £ SOO oo da} — _:?.._. unde r o= r (} 71‘ 'l"v)ng R intlk‘( lt T =188 K > _17 — 10 4 K dln (32) 50 ()b’{;il’le
Jo 7 T, Jo T, ’ Vi atuned

15,4
188
Diferenta fatd de valoarea clasicd, (COp)w; = K, este de
0,015, .

28, a) Suma de stare de vibratie

N . 1 2 _
Inlocuind, se determing (Ot = R[ 1+ ?—( ) ]: 1,00015 L.
. 38}

T T, r 41
9) = (L gt S Tr )
@) 2o ( s T e e e )

Pe baza formulelor (1) i (2) se ghsegte ed rotatia iy aduee
urmitoarea contributie la energia liberdl a unui kmol

[SIR)

LY SN} = -
P ”*"2) - e

[2] o0
7 e N — — .
'Jvib "“E\-”vib) 1 Fyip = 2 © =0 E 1 az
Fioy=—-RET In 2,0y = n=0 n=0 —¢
2Ty

Lo : . de s-a introdus notatbi == is- iliz: Si%
—RTIn (1 +3¢77) T, unde -4 introdus notafia x = ko/kT §i s-a utilizat expresi

suinei unei progresii geometrice. Atunci

= . e 01N 2y he  Nioe
Vi . . 11,, 1 13 1 jgﬂu = ..._._,:._7,‘,_?..., = ‘N “_——+ h s
e RT[ln — 4+ Ini 1 4 — F =L s I'>=>T,, or 2 ex LT T 1
7, , 31 15 72 P kT

lar de aici, utilizind dezvoltarca in serie In{l + #) & » -+
-+ ..., rezultd pentru entropie i pentrn cdldura specificd,

o OBy o (B exp (k ofkT)
viy == ET (eﬁmjkT____ 1)2
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La temperaturi joase (z » 1), neglijind unitatea de
numitor, se obtine: Oy, @ B (fo/kT)2 exp (—-»—ﬁ&

Upp = Fypp + TSvib‘:_ZVA( R LR )9

2 exp (hoy/kT)y — 1

pentru un mol.
La temperaturi inalte (g <€ 1), pe baza dezvoltirii

) ,

. X . . v v

e =1+ 2+ 7 —+ ..., din care se ia la numdrdtor doay

0 — (@_ U,,n,) B R(’h ®, )2 exp (koo /kT)

0T KT ] (eroohT — 12

primul ftermen, iar la numitor doar primii dm, se regiseste Pentru 2 putea comenta aceste formule se caleuleazi

rezultatul eclasic, Oy = R.
b) Din datele problemei rezultd

ho 0,3 -1,6 - 10719 _
xr = = - - = 3,3.
BT 1,38- 102 - 1000

5. 1034 . 1014
T, = ho, _ 1,05 - 190 8,28 - 10 6300 K.
% 1,38 - 10 23

Dacd T'< T, atunci exp (T, /.T) > 1 si Oy =

_ho
how\2 hud ]
A A . . . . w X 0 s 5
Lucrind in aproximatia temperaturilor joase, se gilseste : :R( =e M. Conform teoremei lui Nernst, (. si

Cup = 0,37 B = 3,1 J|K. ’ o kL A T
9 S0 cind T — 0, in vreme ce energia liberd si cea internd
21. Conform mecanicii cuantice, energia de v 1bmtm o
tind ambele la energia de zero, U, = N, ——2—0— ..

: 1
By =1 (’)O(n B _“)’ (n = 0,1,2, ...). In cazul in care T > T,, exp (T,/T) =1+ T,/7T +

2.
Fe : .+ ... sl ca urmare
Intrucit spectrul de vibratie este nedegenerat, suma de stare 1 1 Nk P
de vib 'ﬂ@ie va fi Ovib =R (1 —_—— Fﬁb: LV 4t g —RT1ln —»
‘ g 12 T2 2 y 0
Eyib £, LY R0 ToRT

kT 2 N RT o s

(1) “yib T Z e = © = ; h/!’ Svib = R 3 Uvib == ,.l.v_é_k ©o —{— RT
ih 1~-»exp(—}$) 1+ In (2/T) 2

I
. 0 P et 106 ext Y ex. e
Atunci, contributia vibratiilor in energia liberd, pentru un 22. a) Popularea unei stari cuantice este ~ g(& )(’}‘p( v P

kmol, se caleuleazi, astfel unde g(F) este gradul de degenerare al nivelulni . Intrucit

Nk o spectrul de vibratie este nedegenerat,
- 1 A kT
Fop = — N kT In 2y = #%_ﬁ{o + NETIn 1—e ), .
‘ popularea primei stiri excitate e * . —F‘kTr t
unde N, este numiirul lui Avogadro. De aici, rezults popularea stirii fundamentale -~ ' -
T e
P 7w
g TR ]
S = —{(B) —pm T M s
ar ), T(ehooi 1) =e¢ * = 0,03.
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" b) Ca in punctul precedent,

‘ 5
popularea primei stiri excitate g(B)e *
== E, =
popularea stirii fundamentale g(Hye *
Ei~E,
3 B
=—e " =31-1070

1

23. a) Z = Ziy Zroy Zyip- Dupd cum s-a vilzut in exer-
citiul 75 ecap. IIL

= V¥ (2 mk D), — Fy — — LT 1n 7,y —

b= = NkT[ nV - —i’—m 2 =mkT) }

d

In ceea ce priveste contributia rotatiei, ea se ea;lculea,za, ca in

exercitinl 19. Deoarece,

T, _ w (1,05 - 10342 B
A 2IKTT 2 T11-10%- 1,38 10 23 500
= 0962 209 10,

800

adicd 1" > T, va i valabild formula (2) din e\u(mul 19,

cu un factor 1/2 care tine seamsa m molecula are 2 atum;

id 91113101 Deci

T T ¥
Zrgy = 14—,
“rot [21',( fup T )] T

Fry = — NkT(in~L+-~1~"-+ )

Pentru suma statisticd de vibratie, pe baza formulei (1) din
exercitiul 21, se gisegte

eKP( o ) )
m—5 - T o m
Z‘rib —_ H 27\/ 1 N

i1 o,
1 —expl —
p( kT )

318 .

astfel ineit

3n—5 QV wz;:
Fop=—kTIn Zy, = NET Y, [ v +In (1 —e 5],
i=1 “
T, = hoy
k

Energiile interre corespunzatoare se gasesc conform formulei
: JF .
Gibbs-Helmholtz, U =F + T8 = F — T(jf) , CU aju-
)

torul cireia se obfine pentru un mol

SRT T,
LTfr:: o 5 Lrot“‘RT(l“’“ ST—+ e.,.ﬁ )9
4 T, Tiexp (—T,/T
vab — R Z i + e}*p { ’i/ 'r)" )_
S\ 2 1 —exp (—T,/T)
ovU 3R
by ey = = — 4 Bl — ...} +
) o ( o9 )V 4 R )
s T\ exp (—T,/1)
+E Y, (m_) e
S\ T ) [e—exp (—TT)]
Caleuling '
-3 . 14
7, — 1 05-10 1, 2;)6 10 956 k’
1,38 - 1072 .
Ty=1990K, T, = 3490 K,
rezuitd '

oy — R(% £ 142 -0,89 + 0,61 - 0,25) — 5,14 R.

24. Dupd cum s-a vizut in exercitiul precedent, mis-
carea de translatie dd in cdldura specificd contributia 3R/2.
Deoarece

72 1.05. 10 ~34)2
T>Trn:k“‘ (1,03-10 7%%)

2Lk 2 -2,8 10797138 - 102
= 14,3 K > T,
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de aici se deduce ci la temperatura de 400 K sint total exe
tate sigradele de libertate de rotatie. Aceasta dd in cdldura
specificd molard contribufia 3B/2. In sfirgit, utilizind for-
mula (1) din exercitiul 21, se giseste pentxu un mol

),
ar ), ar: ),

k().)z/kT)
heokT)

J21n Zvib ) o
v

(= 1( =

= RT?

gz 8 . —
or? =y 1 — exp(—

Tinind seama ci
) ( 72(0,;) ( 1,05 -1073 - 1,76 - 101
exp | —— = exp| — \
kT 1,38 - 10728 - 400

— e 390 = 0,035 < 1,

)x

. ‘ 1 ; .
folosind dezvoltarea -~1—~—»—— = 1 -k g 4...sc poate scrie
— '

pf Ao Tini

(OV)vibgR—T2 E In [e sz( 14+e o,

feg

. g 8 h(:){ 1 T RT o 6 k(x)i 2 ;zmi .
"Raf &k (2 +.e )“RE(M) GXP(“M)

&

Efectuind calculele, se obtine

Sf+§~R—+O3QR

Cy = 0,001 B -+ 2 - 0,098 B +

+2 +0,001 R = 3,59 R.

25. Se constatd experimental c¢d electronii (¢7), pozi-
tronii (e*), protonii (p) , si neutronii (n), sint fermioni. in
ce privegte sistemele formate din mai mul{i fermioni, ele se
vor supune statisticii B—E sau F—D dupd paritatea numi-
rului de fermioni. Sistemele formate doar din bosoni satisfac
statisticii B—. Statistica sistemelor ce constau atit din
bosoni ecit gi din fermioni este determinatd in mod univoc

320

de paritatea numdrului de fermioni. Intrucit sistemele ato-
wice constau din fermioni, pentru a stabili statistica la care
ele satisfac este suficient sd stim citi fermioni contin
12C are 6p + 6n + 6¢° = 18 fermioni,
satisface statistica B—H,
B30 are 6p + Tn + 6¢” = 19 fermioni,
satisface statistica F—D,
pozitronium are le¢” 4+ le* = 2 fermioni,
satisface statistica B—H,
120% are 6p + 6n + be” = 17 fermioni,
satisface statistica F—D,
e 2p - 2n 4+ le” = 5 fermioni,
satisface statistica F-—D,

fHe* are

H~™ are 1p | In -+ 2¢~ = 4 fermioni, .
gtatistica B—H.

26. Se pleaci de la formula Ini Boltzmann § =k ln W,
in care se inlocuiesc

_ [N + ) g !
P = g e T

satistace

(vezi exercitiul 1 , )
Tinind seama de (1), se ajunge la

;}?— = gV + ‘BZ/’ :F Z [P In (1 :F ea_gEi)J
v $

unde numirul total de particule gi energia sistemului sind
date de expresiile

=X -

=D 2

Y exp(—a + BH) F 1

T <y — g’LE
L:LN"E”’_Z __,.W_i .
o 7 exp{—oa + BEH)F L
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- Atunei

(88) (@N ) ot
=—a|l=—] + B{—] >
d@ 8{5 )OLV ‘ (‘6(5)&,’9’

L) () (2T
k (284 8.V a()’, j{gyy o /v

Dacd se inmulfeste prima dintre aceste velatii eu dp, iar
a doua cu de §i apoi se adund cele doud relatii, rezultd :

- —,—« «dN 4 2dU. Conform eccuatiei fundamentale
v

a termodin&mieii, TA8 = AU -+ PAV — u 4N, —» dSy =
== »——E(EN +—de Confruntind cele doud expresii,

ge obtine: B = l/kT a = u k7, unde o este potentialul
chimic al sistemului.

27. Legﬂe de distributie cuanticd, B—H (semnul de
sus) si F—D (semnul de 303)
s
A N, 1
by == —— == 3
ik ex (L 1
P o7 +

se reduc la cea clasich de tip Boltzmann, in care n; ~
B, - Ey —

~exp( ~~2~g—]7),atgnc1cznd :exp(%}»l,eexp(——g/kﬁ’)>

> 1. Ultima inegalitate rezultd mlpumnd condifia ca

precedenta sd a,lba loc pentru orice E,, in pmtleuim gi

pentru F; = 0. Pentru a determina (,ondmﬂe fizice emd

aceastd inegalitate este valabild, se trece in expresia numi-
rului de particule de la sumd i integrald, inloeuind gradul

de degenerare al niveluluj ¢; cu %—I-;— yunde dI' este volumul

elementar al spatiului faziec w. Si anume

b4

P
N g No=Y 4 exp(-“—k:fi), SN =17 Se 7 ar.
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Tinind seama cii H=p?2 m, dT=aV dmp2dp =dV2r(2m)32 X

><E’2 dF, de unde, cu ajutorul integralelor Euler din anexa
VII, se obyme

- 2z V(2m)32
© T T e

/ -1
21: V (;\Jr;lngk]’):’ ‘S e TPl dp = _;_’:]g (@;}_) (2 mET)325 1.
- Jo

De aici se vede ci statistica clasicd se aplicd atunci cind
temperatura este ridicatd, masa particulelor este mare gi

E
Sme"‘_TEl/2 4B =
0

N -
densitatea gazului (i}; ) —— 1nicé.

28. Se scriu legile de dlstrlbume B—E gi F—D sub
forma

1) N, = e -
ex —IF1
p(a + T ):F

z
L3 expl| « F 1
[ p( * kT) ]
unde factorul « se giseste din condifia

N =

gan V S°° prdp )
B Jo exp (a + pE2mkT) T 1

Utilizind substitujia ¢ = p?2mkT ‘r;i apoi formula (11) din
anexa VIIL,, in care ¢ = exp «, se obtine ,

1/2
N = 7(27" ’ka)?’/z 2 gco - ! dt

TJo €XP (n' —Ft)"r 1
e-—{H—l)a

= IV o oy 3 (e S
hs (3 o) ‘zg (£) {(I+41)%72

323
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Pentru evaluarea parametrului «, se consideri doar primul

termen al summ, ceean ce di
qV (27: mk T)22
h3N

Conform ecuatiei de stare: V/N = kTP, iar m = M,/N, >
> Ay/N, = 1,01 . (6,02 -10%)1 kg, ¢ >1. Aici, A,—
este masa atomicéu relativiy a hzdrogenului,, iar M, — masa
moleculard relativi. Ca urmare ~ :
MTCAH

/4
Introduomd valorile numerice pentru T 273 K s P =
= 1,033 atm, se obtine « B>10,56, — exp o > exp 10,56 >
> 1 Deci, in condl’cn normale de presiune gi temperaturi,
e* > 1, pentru orice gaz neutru sau ionizat. Rezulti 4tun01

cdh se pmte neglija umta;tea Ia numitor in formulele (1),
astfel ci

(2) o = In

oc>~—1 —3In h—{— h]iu"———lnl)

g, k ’
N,=gqg,exp| ——}exp (—a);
; g p( kT) p( a),'
p ,
: 2
AN = g4 Vp?dp

15 exp (o + < [KT)
Utilizind (2)- si binind seama ci = = p?2m = mo?[2, se
regiseste legea clasici de distributie & vitezelor, & lui Max-
well, . ‘
2 .._!i’j_
AN=N2__ P mar gy :N—‘i< n
V= (2mkfz’)3/z V= \2kT
Agsadar, dacd e* > 1, ceea ce areloc in conditiile problemei
studiate, statisticile cuantice se reduc la cea clasici.
29. Se trece in (1) si (2) de la sumd la integrald prin’sub-

stitutia g, — 9£ = dV4Tp g—ﬁ Atunei
k3 h?

_, AnkTV ()
B3) Q=47 Y So [1$exp( - )}?2(1]9?

32 _m
) vie 2T dyp.

h3
:47:VS°°‘ e (p)p2dp )
B3 Jo (E(}?)""P’-y
exp | ————=- 1 F1
p“ kT ¥

324

Integrind in (3) prin pirti §i tinind seama ci ter menul din
a,fara: integralei se &nulea,&a,, rezulté

(78

y o pt—dp
0 - mhé‘rrcV& vdp _

3h3 v exp(a(p)'—p‘):Fl

| KT
_ 8 AmVe s(p)p? h/ Sy
3 ke So ( s (p) — 3
exp|—EL 21
p« kT *
Deoarece £ = —PV, vom avea PV = —;— U, ceea ce dé, in

. . - 2
particular, in cazul particulelor nerelativiste PV = —S—U,

iar pentru cele ultrarelativiste (fotonii), PV = Py U.

39. 2) Conform legii de distributie Fermi-Dirac

W) N = o (Be— nivelul Fermi).
exp (————————15— +1
, kT

Treeind de la distributia discontinud dupd energii Ia cea con-
tinudl, trebuie si fie inlocuit g, — gradul de degenerare al
mvelulm E;y cu dT'/h®, unde dT" este elementul de volum din
spatiul fazelor. Tinind seama ¢i p = mo, avem

dI‘ deinpf’-dpu rm?dV
e RS R

v2de,

unde factorul 2 este introdus pentm a lna in consideratie
cele dond orientiiri ale c:pmulm electronului. Ca urmare,

deoarece F = m‘; , Se obtme
3
AN = 87r1/tm 21 = vide.
B3 mo By
exp (—%ﬁ-——w— + 1
28T ET
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‘ integrare prin pirti, el devine
b) Procedind ca in punctul a), se inlocuieste distributia

o el s - e - ‘ ‘x i j
discontinud cu una continud, si anume S”“ et dy = — L o=t °+ 8 ’ e~ dy =
: ) 2 o 0
=g 5
Lar _dvap  m*dvVde mstd d o -2 V=
T W T T T T g deadnde, — e g erfla).

pe

Intrucit B = mo?/2, formula (1) devine in acest caz

fnlocuind rezultatele obtinute in formula de. mai sus, se
ajunge la relatia din enunt.

dN = Vel dv.dv,do, . 32. ) La 0K electronii completeazd in spatiul impulsu-
h? ex mv:  Hp) 41 rilor in mod compact toate starile intre 0 5i o valoare maxima
P 2kT kT Pmax. Numiirul de stdri cuantice avind zmpuisulv fuprgls
: ' . . ar Virp?dp
intre p si p-+dp este dat de relatia: g— = g ————>

31. a) Conform distributiei Fermi-Dirac, z r o hﬁ_ . R
' (unde g este multiplicitatea de spin) si el coineide cu nu-
: % mérul de electroni e¢u impulsul in intervalul p, p + dp.
Ne= Bi— By ) Atunci, numérul de electroni cu impulsul intre 0 gi Pmas va fi

exp (M) -1 . ® :
kT N 13
8V [ Pmax BV 3N
’ N = %n-Vg ma prp :%pamax; > Dmax = B {.g”?) .
De aici€e vede cii unitatea de la numitor poate fi neglijatd B Jo ' 3h . w

atunci cind exp [(B;, — Hy)/kT]> 1. Stiind ¢ ¥, > Ey,
bentru realizarea inegalitdfii respective este necesar ca H,>
> kT. In particular, pentru ca eroares si fie de 109, trebuie
ca B = 2,20 k7. . " :

Ca urmare, energia limitd (nivelul Fermi), va avea valoarea

M Br = B =2 = (Z5) 7
20 7 3yi/2 = {Imax = == 9
b) N(B > E,) = S N(E)AE = ?ﬂl%ﬂL exp (%) % 2m 8V, 2m
. g o :

o0 =V . i srgi a1d azului,

Xg B exp(-—g—‘)dE:Eﬂv(?mS)m’Q’ (ETY2 oxp By % iar energia totala a gazulwi |
C Iy ZCT hB ’ ) kT . Pmax j}z 47?V‘Pma,x

= (. B | B ="l () = oty =

XS e~ ptdg (c{:‘ = kT) . o 2m mh? Jo

Integraia care intervine se divide in doud integrale, dupd 4=V g 3 ’\TE 3 B2 ( 3\ W58
cum urmeazd : , LA = NHp = — | — :
smhs 40 m\ =) ves
oo N o0 . ¥ 7Y
y— 4% .2 A— 2 822 e 2 a8 . w
2, et da S@ @ne dz 50 2" e~ dy In mod analog, se evalueazi
1]
. ” . . . — 1 ?ma,x 2m Vm? 3 e o Prmax .
Primul termen, in virtutea formulei (4) din anexa VIII,, v o= ———S pdN =— v Uipaxs,  UNAE Trax = —
. ) m Jo . )

»

) ™ s . , .
este egal cu T In ce privegte al doilea termen, printr-c
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2 - '
b) Conform relatiei: PV = Y H, stabilite in exercitiul

29, 51 a formulei (2) din punctul a), se obfine : P =(3/87)%3 x
X{(h2[5 m)(N VI3,

33. Pentru energia la temperaturi joase se considerd
valabili formula (2) din punctul a) al exercitiului 32. In
nucleu existd A4 nucleoni (4 — greutatea atomicd), dintre
care Z —yprotoni si N =A—Z, neutroni. Neglijind diferenta
de masi dintre protoni si neutroni, energia nucleului va fi
dati de expresia

7 — ~.3; (_3__)2{3 E_zva/:a + Z5/3.
40 m Ves

In ipoteza ci nucleul este o sferd de razi B — oA (1, =

T

= const), volumul, siu V = 4nR?/3 = é— nrgd. Ca ur-

mare ,
75/3 753 3 23 pa
I = c%v%i;, ¢ o= — (—i) —— ~ 23,4 MeV.
Az \ 40 {42 nrg

Se transerie acum expresia energiei nucleului, sub forma

7 ) 5/3 o \ 5/3
i :2‘5/30A[(1 + 2) +(1H£) }
| 4 4

unde A =N +7 §i D =N —Z Intrucit D < A, se
poate utiliza dezvoltarea binomiald, conform cireia :

VIANE 5 D b5 D2
14— =1l 4 —— 44— ... ceea ce conduce
( = A} 3 4 9 4z ’
la relatia : B = 27234 ( 1 — == .
34. a) In statistica Fermi-Dirac, numirul de particule
g1 energia totall a sistemului sint date de expresiile
=) -glf2d
N = AV = ;) s
® expf—=) 41
! ( kT
= 3/ ‘ D\ 32
oo ~3/2
E.—:.A_Vg < d; : (A = 4x (TT) )
O exp| ——=) 1
P )
328

In virtutea formulei (13) din anexa VIII,, valabili pentru
temperaturi joase, ‘ ‘ '

e S s e )
OEXP(ITM)%—]; t ' ’

In aceste conditii, (1,) devine ,
N 2 72 (kN2
2 —— =Ly I L
(2) AV 1/2 3H [ +8(u)]
Daca T' = 0 K, dupd inlocuirea valorii lui A, (2) se reduce la
3N 2(3 h2 ’
Ho = (STEV) 2m

Daci T # 0, relatia (2) se scrie sub forma V

(1o == By, nivelul Fermi),

. . o2 2
(3) | o' = ua’z[l + = (—7?—1:) J
' 8 \ i
Utilizind dezvoltarea : (1 4 z)» =~ 1 4 my + ..., rezultd
n? (kT2
(4) b= 1T (2 |
12 4 g,
Energia internd se determini conform relatiilor (1) dupd cum
urmeazd
14 22 (H) |
E 1. 3 8 3 n? (ET\?
vz 90 14 = (_) D 2\
8 \u

Utilizind (4) precum si dezvoltarea i:lf— 2l—a + ...,
' X

se gisegte ci

Bap2 2
~ L1422 ()],
5 12 \p,

: 8] 2 kT
Oy = [=) =% N2,
0Ty 2 tho
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b) Pentru a stabili expresiile entropiei gi presiunii unu
gaz electronic degenerat, se calculeazd potentialul €, {inind
seama de formula dedusd in exercifiul 29, precum gi de (3)

1(2)
% 2 2 w2 TN\ 2
Q:»———E::M-S-Ng{lwk——(w) -
3 : o . 2 o
SR e
: 15 8 Ly,

De aici rezultd
> 2 LT w2 BT
8 = — (89 =T AV s — T Nk ==,
0T)vu 3 to 2 to
ceea ce aratd cf entropia §i capacitatea calor}@i’a a gazului
electronic — 0 e¢ind 7' — 0, conform teoremei lui Nernst.

In sfirgit, intrucit @ = — PV,
' 2 [ LT\2
P 82N, 2 ()]
Vo5V 2w
S 20w {1 I (E)z]
5 2 D12 g,

35. 2) La 0 K, starea gazului electronic este complet
degeneratd : in toate stirile cuantice, de la p = 0 la p = pg,
este plasat cite un electron. Intrucit numirul de stiri cuantice

este RSN sl

p%dp, integrind se ob{ine numirul total de
electroni

N

_'_STCVSPF’Zd __w8'n:V_1_p3
= s OP ¥y w3 PF

De aici rezultd urmitoarea expresie pentra viteza ma ximd

{viteza Fermi)
“pr B ( 3N )’/3
Q}F T TR i e =
m

m \8xV
. R 4 i3 » -34 . g
_ 38,4102 ) 6,63-107%% m 1570k_1}“1.
83,14 - 107 9,11-10731 g 8
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b) Prin definifie, A = h/mv. In cazul analizat, lungimea
de undd de Broglie a celor mai rapizi electroni este -

b _(&:V)!/é’*(s-3,»14-1044
’ 3N 3-8,4-10%

Y3
) = 4,64 - 107°m,
mop

36. In statistica Fermi-Dirac

W N=—te—, o ay = SV m(Enelie
exp [+—L) 41 ol
p (7 )+ | H »exp(m, g +1

Pentru determinarea parametrului & — w/kET, se serie con-
ditia ‘

SEV = e pg

" V2(ka)3/~§ LA s (m =
h Jo exp (z —E&) 41 kT
Integrala se calculeaz pe baza formulei (13) din anexa VIII,,

in care se ia in consideratie numai termenul principal al
dezvoltarii i se considerd n = 3/2. Se obtine astfel

8V 2 B (3w \ P
2) N = 2 (mkTy3e_gsiz = e L
@ w12 PR - & 2mn?aT(8V)
Deoarece Nmy, = pV,
- he2 (SVEP 2/3:
2 mk T\ 8m,
— (6,62 - 107342 -
2-3,14-9,11-107% - 1,38 - 10723 - 300
" ( 3 - V3,14 -8,9-10% 5,02 10 \*° -
8- 63,6 =2l

Valoarea £ = 271> 1 justificd limitarea la primul termen in

formula (13) din anexa VIIT,. Tinind seama in (1;) de valoarea
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Iui ﬁ, precum si de celelalte date ale problemei, se giseste
cd numirul de electroni hburx in intervalul dat de energie
este

dN =

1

8 3,14-107%.9,11- L0‘31(2 9,11 10781 6 9-1,6-10719)20,05-1,6- 10719

5 -
(6,62- 10“34)3[ o2 6,9-1,6-10 1]
1,38-107%.300

= 8,8 - 1022,

37. Conform distributiei Fermi-Dirac,

123 . : ,
AN — 8;::7 m(,?am e)lide , unde £ :”];%,’

. l/ v

exp | — — 1
P (M’ E’) " |
Atunei
- *© SV2 iv VmS/ I\/T 5/28 wslzdx

v _‘«SO. ey = TEETI (erpel s

(==53)
o @ =
, kT

#
In ce pr ivegte presiunea, dupd cum s-a vizut in exercitiul 29,
" in eazul nexehtwm ea se obfine cu ajutorul relatiei:
2 U
P = 3TV Folosind penfru calenlul integralei ce intervine
in expresia lui U formula (13) din anexa VIII,, in care
# = 5/2, se obtine, limitindu-ne la primii doi termeni ai
dezvoltirii

_BhE[ 3N \UE ] Brt [ SuV\4 mek2T?
0y 7 = Ny o
) 10 (Sﬂ:V) m[ 3 (%N) hA }

unde s-a utilizat pentru £ relatia (2) din exercitiul &
urmare, pentru temperatura 7 = 0 K rezultd

Sh"( 3N )2/3 N

36. Ca

8

AnV m
'. . ~341\ 2 3. . 24 2/3 o 24
_ 3" (6,63-107) ( 3-8,4 - 10 ) 8,4 10, = 5,64 - 108
10 8-3,14-10™* 9,11 - 1073
332

81 respectiv

2- 5,64 - 108

L A —3,83-10% atm.
Vo 3-107%-9,81-104

Termenul dependent de semperaturd din (1) are valoarca

5 (871:V)4/3 mT?

3 \ 3§ ht

5+ (3,14)? ( 8+ 3,14-107 \43 (9,11- 10731.1,38
3 38,4102 ) (6,63 - 10734)2

2
X 10723300 ) = 5,6+ 1075,

In cousecmpa la incilzirea tijei de la 0 K la 300 K, energia
internd si presiunea electronilor variazi uspecmv cu

AU = U — U, = 56105 - 5,64 10° = 316 J.

AP — P — Py = 3,83-10°- 5,6+ 10°° = 21,3 atm,

38, Conform formulei dcduw in exercifial 30, b), nu-
mdrul de palmouie din unitatea de velum cu viteza in in-

tervalul d% este

dN  2md

dv,dv,de
an = —= duket Aubed

R °
33 exp { mo Hy } 1
287 kT

tunel, densitatea curentului de electroni va fi

+o0 : o s da
Ja :68 v,dn = 2e m? L SS d@ydvzg : Q;”d'% - s
2791’ Y
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unde v, rezulti din condiyia;: mvg/2 = W. Se calculeazi
integrala dupid v,

(-]

S°° 0,4, | __S  wde,
m? : mut =
% ex 1 % gexp |l ——=®l
, P(zm 7T)+ ekp(zlaf)%l
kT o d kT
S —m——g—/-—-——-wl-ln (——1— + 1 ):
mJy, yloy +1)  m Y
kT e

= —In (14 %T o KT
om (1+e e ™),

. L ‘ .. ~ [ mg? 1
in care au fost introduse notatiile: e=exp (———~——~-——F—),

. 2ET kT
2 E L 2 — av M e [ MmUY
q v+, Y exp (27{/17) ’ yo" = eXp (QkT) =
e w D ) o < w
= exp ﬁ . Deoarece prin ipotezd exp (—- GT)<<1’ se

poate utiliza dezvoltarea In (1 4 z) & » - ..., iar inte-
gralele Poisson rdmase pot fi evaluate eu ajutorul for-
mulei (2) din anexa VIIL,. Ca urmare, se obtine

7
“ mP L _ Pt _m oo, 0
P i kT Torr'y
Jr = 2e W © SS o TR gy dp, =

00

szze“i'{F .

39. a) In cazul unui gaz fermienic complet; degenerat,
in fiecare stare cuanticd, cu energia cuprinsé intre 0 si Fp,
se gisese cite 2 electroni. Numirul de stiri cuantice dm ‘

elementul de volum al spatiului fazelor dI este JAr
h3

dV dnpd . _—
LS Atunei, numérul tetal de electroni

h3
2V ¢Eple
¥ =5\ edn,
7, —-hG(SNT) _ c(__.ii}.g.w 1/3
=V 32 2R3
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unde s-a Umut seama cid in cazul relativist: K = pe, iar
V = 4 =R3/3 (rmmm stelei). Dacil steaua este suficient de
densd, rezulti cid Hp > kT, ceea ce confirmd La:ptul cdh en
poate fi tratatd ca un gaz Ferrm degenerat.

b) Lucrind tot in aproximatgia gazului fermionic dege-
perat, avem pentru energia smtemulul f

8xV

E
(1) B = Mc? :—_% pch (p) =

o

El',,'o
cg pidp = — NEF
0

e

Presiunea stelei se calculeazd in doud moduri diferite : P =
o N]I‘/'F (vezi exercitiul 29) si P 4nR? = GM?/R? unde

%
G este constanta gravitationald. Bgalind cele doud expresii
pentru P, rezulta,

i 2
M3 O
E 4 ' . Re?

4%. a) Conform " legii de distributie Fermi-Dirac,

ay =7 _ 24P (if—”&‘)'
B oexp(—E& +e(p)rkT)+1 kT

Considerind electronii in cazul ultrarelativist, ¢ = ¢p §i ca
urmare :

N — &V S"" c3de
- ¢*h® Jo exp (e/kT — &) + 1

| TN > x? de ‘ €
— 8xV (w‘ g o= )
oh} o exp (@ — &)+ 1 T
U::fme:dN::STCV @, e3de

0 03};380 exp(—m—wi)

T
_E‘Snd"‘W Sm x3 dx .
e*h* )y exp(w— ) +1
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b) Agsa cum s-a ardtat in exercifiul 21, temperatura cri-
cd de vibratie Ty =k wy/k, unde o, = (oc/u)¥2, o fiind
-onstanta elasticd, iar u -— masa redus®. Ca urmare

Presiunes va rezulta atunei cu aljhutorul relatiei P = ‘U/3V
dedusd in exercigiul 29. Utilizind formula (13) din ane
VIIL,, se giseste

\ = 173
Vs s 3 2 To(H,) : T,(HD) : T,(D,) = 2:V-:1.
Nsﬁ“ﬂi;(i+iz+..., (Hy) : Ty(HD) : To(Dy) = J2 : |/
h3c? 3 3 '
42.  Inmodelul Debye, un corp solid format din ¥ atomi
SrVIA T4 [ E4  no _este considerat un sistem de 3N oscilatori legati, ale céror
U = _;_._wq ( = T E2o ) frecvente variazd intre 0 si o frecventd limitd v,. Energia.
h3 ¢? 4 2 = internd se obtine atunci prin integrarea produsului dintre

energia medie a unui oscilator, dati de formula lui Planck :
T = hv/(e™* — 1) si numidrul de oscilatori ce posedd o

Termenul principal in expresia iui N ne di in prima apro- ad )
, : : anumitd frecventd

ximatie

- ¢h [ 3N 1/3—_ 3-/108-6,63-‘10"34 (3.1042 1/3 oy
N 751’(87:77) 1,38-10723. 101 8-3,14) ™

2 1

g(vidv = 4x¥Vy2 (»5 +-—3~)dv (vezi exercitiul 55),
03 01 .

unde ¢; si ¢ sint vitezele de faz ale undelor transversale si

longitudinale. Deoarece numirul total de oscilatori este 3N .

de unde se obtine urmditoarea valoare pentru energia pe se poate scrie

unitate de volum

Vo . 3
BN:S g(v)dv::éan(—-z——l»—l-)—;:Q,—)
o

_ _t_@fz8.3,14(1,38-1()‘23.1011)4(z,.}f+7_g2_7,’]2+_“)= I
% (3108 -6,63-10734)3 4 "2 ; oN
\ - g(v)dy = — - Vvidv.
= 10% J/m3, Vo
Ca urmare, energia interni este
% 103 N . ) ’
b) P = Eszj&—zzi’»,o-m?‘a}tm. UMSv"ég(v)dv __9Nh S"« v3dyv _
P 82 2/3 - - .3 1
¢) ¢ = (i"i) -l T(ﬂ) — 6-10% J/m® K. 0 | v b exp(hvkT) — 1
0T )y ch 8V’ ~ ONET*ToT 23 dg
41. a) Dupd cum s-a vilzut in exercitiul 19, a), tem- = 73 S 00— 1
peratura eritici de rotatie, 7T, = #2/27%, unde momentul o Jo  EeXpy-—
de inertie I = p a? u = mymy/(m; + m,) fiind masa redusi )
iar @ — distanta dintre atomi. Atunei ’ unde : @ = hv/kT, iar Tp = hv,/k, este temperatura Debye.
‘ 2) La temperaturi inalte (I'> T,), » < 1, astfel cit
T.(H,) : T,(HD) : T(D,) = 21+ 2+ .... Atunci, in prima aproximatie
Mmoo Mo Mo, 3 ~ mgN‘kTT"/T 22de = 3 NET, — Cp = (O—U-) — 3N,
m¥ M My m 2 5 X or Jy
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‘ b) La temperaturi joase (I < T'p), limita superioar

Observafie. Se verificd usor ¢ formula aceasta coincide
integralei in expresia lui U, Tp/T — o0, ceea ce face ca

1 ¢cea din punctul b), exercitiul 42, In acest Scop este necesar

4 se {ind seama de valoarea lui 7'p precum 81 de relagia
4V V3

T3 3 «
44. Dupéd cum s-a ariitat in exercifiul 34, a), in aproxi-
atia in care se refin doar termenii pitratici in ET|H e,

B2 N2
UZE“NEF[l +9£(-]—G£)],—-)
~ 5 12\ B,

e 4 va (-—_....
Y .

unde Ep este nivelul Fermi. De aici se vede cd : Gt~ T,
in timp ce Cf** ~ T3 (vezi exercifiul 42, b)). Asadar, numai
la temperaturi extrem de scizute OF > Qi in rest, OF
poate fi neglijatd fatd de Cpetes,

45. Dupi cum se poate vedea urmirind demomnstratia
din exercitiul 55, in cazul unui mediu elastic unidimensional
numdrul de oscilatori cu frecventa in intervalul dv este
g(v) ~ dv, iar in cazul bidimensional g(v) ~ vdv. Introducind
aceste expresii in formulele corespunzitoare din teoria Iui
Debye (vezi exercitiul 42), rezultd ci Oy ~ T &i respectiv
OV [ad Tz.

B

S°° o’dy T (vezi anexa VIILy),

de unde rezultd , _
3 Nkn* T4 AOV:(aU) zlgNi?de
14

U= 5TS 0T 573

.

II1: (AE)? = (B — E)* = kT%Cy. De aceea, vom avea

[AEER  (hT2C)2 =( _71 )”2 _ N—;/z(?f}sf “
BEE o T e G r)

43. Concepind energia internd a corpului solid ca exn

. : ! ‘
gia unui gaz fononic, avem U = Z Nieyy unde’ &
‘ %

g in
; exp (g/kT)y — 1
legiy de distributie Bose-Einstein serisd }pen:uru ©
Trecind de la distributia discretd la una continud, se inlo
d' dVdrnp2dp

este energia fononului, iar N, =

iegte gi — r . B3 Intrucit impulsul - fonona 46. Dupil cum s-a aritat in exercitiul 43 gi 42, energia
; o 5 internd a corpului solid, conceput ca un gaz fononic de
p == =2 vom avea atunci dT/h? = dV 4x vidv/e?, bozoni, poate i serisé sub forma
¢ ¢ o N LT TpT .3
unde rezultd Uyp = ?*_1}3‘6“‘8 D ::;': da )
4 Vhw v3dv AnVh (BT\(* o®do p Jo e —1
U= 5 S B T s 1 SO et — 1 unde g = hv/kT, iar Ty este temperatura Debye. Dacé fo-
" 0 exp (ﬁ) —1 onii ar fi fost fermioni, din considerente analoage, se obtine
. . | INET T/l 28 dg
-y, fiind frecventa limitd a vibratiilor solidului, # = v/ 2) Urp == S w1
o - s TD 0 € + 1

oL 3 3 aproximatia temperaturilor jo : ‘
ar—y = (2/a) + (1]4). Inap ’ ‘ Se procedeazd in continuare ca in exercitiul 42, a) gi b).
Astfel, la temperaturi inalte 7' > Ty, (5 < 1), avem %
21+ ... 8 ca urmare

4 T |T .3 e :
ooy = SEL O 2, XMy, _ (00
‘ I3 ) 2 8 ar

2y = hvp/kT—o00, In aga fel cd integrala devine

oot —1 15 15 ¢® b

Sm Bdy _mt | ATV —o,
V
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ald. Pentru aceasta se tine seama ¢ i -—»ﬂl‘/iﬁ =

rezultat ce se deosebeste de cel dat de formula (1), cc ¢
' ' AV dp/k® = AV2r(2m)32 B*2 AB/h?, ceea ce di

ciruia Oy = const. : , .
La temperaturi joase, I < Ty, Tp/T — oo gl atun

U=Y NBE=Y, g9:;
. 4 4 ¥ - B, — s
S AL da Er (1“2_3)5::171-,]—’ GXP(———J)_._]_
Jo e 41 ‘ 15 120 kT
o 2LNE mt T4 o (U - U—29:V (2”@)3’2 S°° B3z 4B .
- Up—p ~ k40T§) y = Uy — dT ” ~ 9 he 0 exp (M) 3
’ ET

¢a i in cazul ce rezultd din formula (1). "
Deoarece gazul este slab degener T s

47. & eoarece g $ egenerat, (ef7 <1 vala
) rmitoares dezvoltare in serie (5 < 1)y osto valabild

| ox (%’7..::1’7_!; V | |
(9 B U kT ) 1 =l exp(yf:g_
\oE Jo-£5, ~ B — By 2T \e-E, 4kT 1 o kT
[eXP( kT )H] ' eXP(E““) 1 1—exp(t=E)

' - | 7 —ex
: kT P( LT )
.«’b) ‘ "

Do 814 e — B) 1 - 1 ,uk_}é% esB) @ ren

£1 T X = @ = ¥ T
flx-3)+ Jlbs exp(3kT)+1  exp(—3/kT)+1 = ae

Deci, probabilitatea ca sa fie ocupaté o stare J deasu
nivelnlui Fermi este egald cu probabilitatea ca sd
vacantd stareax — 3 de sub nivelul Fermi.
: 48. Capacitatea caloricd a metalului se compune
capacititile calorice ale gazului electronic §i retelei cristalin
0y = 0% + ¢3'**. Folosind rezultatele din exercifinl

(pentru gazul electronic) si 42, (pentru reteaua crista Pam\ 32 s ru poo
se poate scrie = 2nV e ) (kT)r Z.;] D 0’”5 e dy =
s " ‘ 2 AT I~ ’ i ’ 4 ' |
op = TR VBT s A2 TR o, =5 ppy (ZEmEL Y S exp (ru/kT)
2 Hy 2 Iy 5T% ~ 2 h? = /502 ’
- frd el g ;s 5. M2 5794 : . . < . R .
Wealind cele douil expresii, resultd: T = 5T5/24w nde 2 fost introdusi notatia g = »B/kT. intrucit, dupd

49. Energia internd a gazului, evaluatd pe baza |

um 8-a ardtat in exercifiul 29, PV = 2U/3, de
de distributie Bose-Einstein, poate fi serisd sub formd i o

: N aici rezuita
ediat formula din enunt. ici rezulta

340 341

B e e A .

L



50. in prezenta cimpului magnetic B, energia ele
nului va fi ¥ F p B, dupd cum momentul magnetic p
paralel sau antiparalel cimpului B. Ca urmare, vor exi
N, electroni cu p. 11 B §i N_, pentru care p [T B. Utiliz
statistica Fermi-Dirac, se poate scrie

51. Procedind ca in exercijiul precedent, se giseste
entru  magnetizare

4«

__,fj_ « y ) —
M=t Ho YE) nE — . B) AT

1 NiZ%gmmﬁW¥HBNR ) )
W&M@ME+MBME}:%SOME+Mﬁf
unde g¢g(#)dE = (2 )3/2 B2 QR ebte dengitatea stdr : ‘
lor, iar — g(& — uB)] n(H)dE.
| - ‘ ;1 in ipoteza cé, midrimes nB este mici, se dezvoltd functiile g
nE T p.B) = exp ( B uB — Ex ) 11 ’ in serie Taylor, ceea ce»conduce in prima- aproximatie la
’ wr M g
= =T ¢ EmEaE,

Magnetizarea este datd atunci de expresia : M = —%‘—(N £

Deoarece la 0 K, avem a) Se gtie cdl 1a 0 K, n(H) = L B <B si deci
re . ’ . N0 E>Hy
_ 1 BF uB < B :
ampFun ={ JTEE Iy G 200
F v B > Iy, :%M:ﬁ;gwumm: Lo,
. 0 : g

(1) devine

b) In absenta degeneririi, neglijind unitatea in legea

EpFuB ) IV . ’ - -
Ny= *‘*S g(EYAE = ey (2m)*2(He F pB)*? = de distributie, n(H) = exp (__1?_7“1_7{’7_1;) siatunci
o ¢

\ 2u? e
3 == IR E exX —
y 'v&9(>”ﬁ

— F,
kT

Cou By — B\
=3 ex —
vl ()

=2 E)3/°( F 2 “B)w—;“—zv(l _‘?L”L),

2 Eyp 5

]aE:

- unde s-a tinut cont ¢ N = N, -+ N_. In consecinti, rezult

LT !

1 (o By —F e
= Bexpl X — 2 \aqp | =Y
+kTSe 9(E) p( kT ) ] VET
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53. In aproximatia armonicd, energia solidului poate fi

52. a) Avem seriséd sub forma

- . 3N -6 1 »
ZN,exp(mfﬁ_iTifY—’) B =B+ g (et ) b,
— 7 ) " 5 i—1 L
v B N\ | | — L
Y exp T unde By(V) este energia potentiald a celor N atomi ai cris-

talului, in cazul in care ei ocupi Ppozitiile de echilibru. Atunei,
suma de stare va fi

. E (V) 3N —6 1
Z, = exp (M (])cT ) In T
’ - L. ) =1 2Sh (m
2T

de unde rezultd

1 2 N? exp (~_Ml)

(61\7) 1 kT
o T_kT ox (MEr — Yilyl-
' zr: P kT

ceea ce permite calculul energiei interne

U = LT M = J2 0 EO
. or

Y N, exp (_«M)hz

ar | kr
117 kT 3-8 in [oan By, P
—— ~ - - n{2sh [ — = H, 4+
kT ¥ exp (—“W) ,Z“l [ (sz )]} ’
LT 3N—6 X ) 3N —8 ) )
Y + % cth a2 Q:EO%— Y ;h.‘f_a_{,. b, .
1 = = j [ - 28T ) 2 “ 2 hy,
= (N* — N?) = —(AN)2. = o "XP-(“‘*} !
kT 4 kT LT

b) Se inlocuieste in formula dedusd in punctul 3) urma

In cele de mai sus s-a utilizat formula : ¢th 4 = (e 4+ ™%/
- /
toarea expresie pentru XN,

—e *)=142/(e**—1). Deasemenea, intrucit energia liberd,
F = —kTn Z,, jar dF = —PaVv — 847,

N, =- gi (G‘F IT(ﬁ}nZC)
it 9 e B = f . ot
‘ exp (_-Ej:_&)_l«a/ dV)T aV T
kT ‘ AT 3N—6 A :
unde @ = —1,1,0 respectiv pentru bosoni, fermioni 81 par 7 r =t ' o
ticule clasice. Se obtine atunei - dE, 1928 Ry + By, (Gln \)i) _
I ZI 2 (P omv)
7 oXPp 1
g: €Xp (v—-% “) _ | BT
kT AT (Nl)z ]
(AN)z — L = N, —a . dl’za ¥ :
¢ B, —n 2 gi == ——+ (U — H,)
[exp _W) + @ ¢ av v
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De aici rezultid ed

(55), =555, ~F o
ILY _x(28) L,
aT Jy VerT )y |4

, . ) o .
care, utilizind identitatea ( 0P ) ( iV ( ; z ) =
oV Jr o P\ oP Jy

numg”mr intreg §i > 0), in vreme ce daci unda se propagi
in directia datd de cosinugii directori, cos «, cos B, cos s

A A
@COS « = Ny—, @Co8 B=mn,—>
2 o2

§

A
o . . % Co8 Yy = n,— (n % n., >0).
conduee la relatia din enunt. ; iy (a5 My, m;>0)

54. a) Pentru marea majoritate a sistemelor, spectr
energetic nu este limitat superior (intrucit energia cinetica
unui sistem de particule in migecare este nelimitatd), i
g(F) — densitatea numidrului de stdri cu o energie dat

Al
~ FEN2=

De aici rezultd

)\2 2 2 %
— (n} + nf + nd) =

{1)  cos®a 4 co8%B - cosly =1 =
- 4a

. o dl
cregte cu energia dupd o lege la o putere g(£) ~

2
dE e ¢ ( 2 2 2
. .- . "y = e + n, -+ n
(vezi exercitiul 38, cap. ITI). In aceste condifii, conver © ety os ! =)

genta seriel :
unde ¢ este viteza de fazd a undei. Ecuagia (1) descrie in
spatiul n,, n,, n, o sferd cu raza 2av/c, iar fiecare punct din
acest spatin (corespunzitor valorilor > 0 ale lui Ngy Tyy Ng)
reprezinté o vibrafie de frecventd datd v. Ca urmare, nu-
mérul de vibratii cu frecventa in intervalul v, v + dv va fi
ogal cu 1/8 din volumul piturii sferice cu lirgimea dv

4 ( 2av \?2adv %14
8 c -

| _
Zc == N E‘ { —_—— ?
) ;m)mﬂ W)

reclamé temperaturi pozitive, T = 0, deoarece numai atune
cregterea ca o putere a functiel g(#;) este compensatd pri
descregterea exponentiald a factorului exp (—£&;/kZ). Exists
insd cazuri de sisteme speciale in care situatia se prezint:
altfel. Astfel, existd sisteme al edror spectru energetic est
limitat superior de o valoare K., Seria Z, se transform
atunei intr-o sumé finitd pentru orice 7. Deci, in acest caz
temperatura poate varia oriunde in intervalul — oo << T <
< oo, tiind posibile si temperaturile negative.

b) Dacd g(H,) ~ exp (), (¢« >0), termenul genera
al seriei Z, se comportd pentru &, mari ca exp [(« — 1/kD)E;
81 pentru convergenta seriei este necesard condifia 0 < I' <
< 1/ak.

55. Pentru simplitate, considerdm ¢ undele se propag
intr-un cub cu latura @, pe ale edrui muchii indreptim axel
de coordonate x, ¥, 2. Datoritd suprapunerii undelor inei
dente cu cele reflectate, in cub se formeazé unde stationare
In cazul in care unda se propagi paralel cu una dintre fetel
cubului, condifia de stationaritate este: @ = wA/2, (n —

vid v,
¢ c?

.

unde V' = a? este volumul cubului. In cazul vibratiilor acus-
tice, fiecirui vector de undd ii corespund doud vibratii
transversale gi una longitudinald, astfel ci
: .2 i ‘
g(v)dv = 4nTv =+ --1dy,
[ C?

unde ¢ §i ¢ sint vitezele de fazi ale undelor transversale si
longitudinale. In condifiile problemei, ¢, = ¢/n = 3 - 108/1,5
m/s. Ca urmare, ~ ‘

‘ 7]
gv)dy =4 3,14- 1075 (5 - 10¥)2 — =201 - 101 —
, (2-10%)°
= 7,85 - 10%2,
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56. Densitatea spectrald de energie (densitateade energi
corespunzitoare unei frecvente din intervalul dv) este dat:
de produsul dintre energia medie a unui oseilator §i numéirul
de oscilatori cu frecventa in intervalul dv. Conform prinei-
piului echipartitiei, energic medie a unui oscilator, e = k.
- Numirul de oscilatori din unitatea de volum cu freeventa
in intervalul dv este (vezi exercifiul 55) : g(v)dv = 8nvidv/c®
In consecintil, va rezulta legea lui Rayliegh-Jeans

o(v) dv =2 2 LT dv.

Dupd cum se poate verifica ugor, formula lui Planck

. ‘3
p(v)dv:STCh vidy ,
¢3 hv
expl — }—1
(701’)

g?
se reduce la ea atunei cind g = hyv/kT < 1 (frecvente mic
§i temperaturi mari), utilizind dezvoltarea in serie: &
2142+ ... :

57. 2) Considerind radiatia un gaz fotonie, caracteriza
prin spectrul energetic H; = nhv,, rezulti pentru sama d
gtare

1

)- 1— (2]

nh Vi
Z, =V exp| ———
; p( kT

care este o progresie geometricd cu ratis exp (—hv, jk
Numdral mediu de fotoni din starea 4 va fi atunei

- by

}; Ny eXp( T ) ; N, 3
— , unde n; = — , N, ~—fiind num
[CURD

= gf
exp| — ——
)} p( KT )
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i

rul de fotoni de pe nivelul ¢, iar g,— multiplicitatea nivelului.
Notind # = hw/kT, se obtine

2 N~ ME

— i d e™”
Ty == e = e I ( eMEY = T
Z e“””“ dw ; ) 11— o7F
1 N 1 . 1
oF _ 1-—-—- 7 ve = TN e |
exp( po )—~ 1 ex ( 1
k P kT :

ceea ce coincide cu distributia Bose-Binstein, dach in aceasta
din urmi se pune p = 0.

b) Conform evaludrii din punctul a), numirul mediu de

fotoni este

W = g:
; oxp(zb—vi 1
T o)

Transformdm suma in integrald tinind seama cd impulsul

fotonului p= By iar
[

_2dr _, avdp _ o Vianpip 8aV

R s ‘ I pe VY

i

unde factorul 2 ia in considerare dubla polarizare a fotonilor.
Vo;&n avea atunci, efectuind schimbarea de variabild g =—
= hv/kT

— &nV oo vidv g 8rV (kT3 234 ,
Y. SO by 1 T T (?L—) So Z; a;NVTsn
exp| — |— L
p( 751’)

Intrucit conform legii lui Stefen-Boltzmann, B ~ V7%,
eliminind din ultimile doud relatii pe I,
N ~ VisRA, ‘
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se  obtine :
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Fiicind schimbarea de variabili » = hv/PT ciutares maxi-
mului se reduce la conditia

58. In virtutea celor aritate in exercitiul 57,, in ca
gazului fotonic w = 0. In consecintd, pentru energia 1

Fz——lchnZ.——;—G—nPV:uNMPVY’——“—“PV iwﬁi— = xm(g_mm)__swgn:@?
de unde \ ' adied la rezolvarea ecuatiei transcendente : e™m(3 — z,,) —
- l‘.;i — 3 = 0. Raddeinile ei, ce rezulti prin caleul numerm, sint c
PV =k In Z, =——kTZIn (1 —e * ). S = hv, /BT = 2,822,

Observatie. Eou'z.tla poate fi rezolvatd si prin <hpf*om~
matil buceemve, utilizind dezvoltarea in serie e & 1 -+ 2+
- a;2 P4 ..., ceea ceconduce la acelasi rezultat.

In ea.zul de fatd, pentru cele doui temperaxmm indicate,
se giseste

Inlocuind suma prin integrala corespunzitoare, rezultd

PV — &V kTS v2In (1 — e~MAT)dy,
¢?

899 . 10723 .15
_ 599 BT _ 2822 1,38 - 10752 1500
h 6,63 103

v = 1,765 - 101 Hz.

§ 1= 8,82 -10'3 Hz,

Ficind seh1mbarea de variabild ¢ = hv/kT si integrind pm
piirti, ea se reduce la

Cu cregterea temperaturi, maximul se deplaseazi spre frec-
- vente mai mari (legea de deplasare a Ini Wien).

: 60. Dupéd cum s-a viizut in exercitiile 55 si 56, numarul
~fotonilor cu frecventa cuprinsd intre v si v -+ dv este g(v)dv =
== 81 v2d v/cs. Conform legii de deplasa.le a lui W:en (vezi
 exercitiul 59),

4 3 4
py _ Bm V(kT)S ride _ 8% oy oy

P’ 3h3cd o 6% —1 45 h3¢d
8 5 kit
45 h3e3

%

unde s-a utilizat o integralid din anexa VIIIb Atun

gigeste
=  Ca urmare

P—ATY, F = —PV = —AVIS, §— -(—;~—~) = GOv)dvy =T (2 822 Z) 72 0,05+, =
14 ¢

87::

=4 AV U =F + T8 =3 AVI* =3PV = (2 8227?“) 750,05 = 1 - 10%m -3,

¢3
Ultimul rezultat coincide cu cel dat de exercifiul 29.

59. Conform legii lui Planck, densitatea spectrald
energie este datd de formula

61. a) Se gtie cd fotonii sint bosoni al edivror potential
chimic este nul (vezi exercitiul 57,). Legea de dlstmbuﬂe
a fotonilor va fi datd atunci de expresia

¥V hyd

e by :
ex — 1
p( kT )

N, = i .

7,
expl —— j—1
p( kT)

ey, I = &
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Trecind de la dis%ribui;ia discretd la cea continud, se inl
iegte H; — hv, : ‘

pi = hvfe, iar g; - dTVR? = 2 Vir p2dp/h® =
| = 8n V vidv/c®, in asa fel incit

7 2
AN — 8 ¥V vidy _

o3 hv
exp| — |— 1
p(kT) -

8 - 3,14 -1 - (5,15 - 101)2- 0,05 - 104
g 3 . -3¢ ./ 1R - 14
5 ,108)3[62@( (6,63 - 10— 5,15 - 10%) )_1]

1,38 - 1072 - 6000
== 2,04 -101 m 3,

b) Energia de radiatie a acestor fotoni se giseste di
formula

AU = hvdN = 6,62 - 109 - 5,15 - 10 -
£ 2,04 - 10% = 6,9 - 10 “2J.

i

7 .
#
62. Pe bauza definifiel densitdfii spectrale de energie,

o0 3 P 7 AN Y %) 3 .
W% ::S p (vIdv _ 87 7{(@) g e —
i) ¢ ¢ h 0 8% —— 1
' 25 T4
:::—é)“ ZC T4 — 114,
15¢3h3

unde s-a introdus variabila o =hv/ET si s-a {inut seama c
valoarea integralei este n*/15, (vezi anexa VIIL,). Valoarea
constantel este , , '

_ 8nb RA 8(3,14)5 - (1,38 - 10 23)4

o == ==
15 ¢%h® 15+ (3 - 10%)3 (6, 63 - 10 343
= 7,56 - 1076 J m 3 (K).

63. Utilizind ecuatfia gazului ideal presiunea gazului va fi

 NET kT Nm
P, = 5 unde p = ———
g v P m ’ P %
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oste densitatea gazului. In ce priveste presiunea radiatie,
pentru ea se utilizeazd rezultatul din exercitiul 29, si anume

.U v W 7
jjr 1 — «;—gw y Sibti })r o ..:; ) Und{? o mfl; .

Dupd cum s-a demonstrat in exercitiul 62, demsitatea de
energie a radiatiei, u, satisface legii Stefan-Boltzmann % —
= ol in care o = 8 w3k*/15¢% k%, Deci P, — 875k T4/45¢303,
Atunci, egalind expresiile presiunii gazului gi radiatiei, se
giseste relatia ’

o

64. Din legea de deplasare o lui Wien, rezulti

r A b v 35 | ' ZY
& 1] — ’{1»}96{) 7\‘713 N
. C

unde mirimile care figureazi in dreapta sint cunoscute. Pe
de a.}m parte, conform legii i Stefand%ol‘bzmann, pentru
densitatea energiei de radiatie existd relatia ,

87 4

W == i . ,‘ |

Tinind seama de valoares raportului h/k de mai sus, se obfine
 8eS k c® - 8% kT

15e®  (4,965)% 23, 73 15 (4,965)%3,

De aici

15 (4,965)%3, u
Srd g

Inlocuind aceastd valoare in velatia care di raportul Afk,

: (4,965)4 - 15 - 24y y o
o= =t ) e 6,62 10784 g, , i

L I
373 ¢
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65. a) Trecind in statistica Bose- Lmsfem de la diﬁt
butia discontinud la cea continui,

4\”5 = g‘ - di\v L 4 TC" }U'L (i})

; cxp(ﬁf:u ------- iy
‘ _;u’)

kd

unde s-a° notat & = u/k7T, u fund potentmlul chimic. in

aceastd formuld, bt&l‘e& funda,menmla g = peme = g,
nu este lnatid in consxdum;ze din cauza fascwrulm p* de Ia

numiritor. De aceea, prin integrare nu se obtine pumirul

total de particule &, c1 N’ = N — N, unde N, este numirul
de particule din st&re& ﬁmda,menmm Se efeetueazd aceastd
integrare utilizind substitutia ¢/k7 = 2, precum si formula

(l]) din anexa V ]'T[b (In ("H'(:/ == (*‘5)7 ceedy Cn(s COHdUCL h}‘

‘\"7! ‘:LV{?'TC ;r J/A“' d;lr‘ ¥/ ‘ }' [ 4 st tﬁ(”ﬁ’h

S e (D 12 o
B3 R & ) HEO(’"“%’]»)’g

Pentru m seria din d;mptcu sd fie convergentd, trebuie ca
£ = u /b < 0. Seria ia valoare maximi in eazul cind
i =0, reducindu-se la functia { a hu Riemann (vezi anexa

Ca urmare

) N
(1) N & 2,612 (2m k1) = Nige (1),

Cu micgorarea temperaturii, N’,W se nuca@,oream tinzind I
zero odatd cu 7. Intrucit N = Ny + N’ = const, cu sci-
derea temperaturii particulele tmd s se a;cumulezc pe
nivelul fundamental, aledtuind asa-numitul condensat
bosonic. Fenomenul do condensare are loc incepind de la o
anumitd tempemmm de coadenmre, T,, definiti de egali-
tated 1 Npyee (1) = N, adiel ' e T

a = 2 2/3
(2) “g\: fo‘«"”’fil* (2m mET)¥2, - T, = 0,084 — h? (N) .
oA mk\ ¥
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. - \ 3!
bt exp( e ‘5,)«-« 1

b) - Dupd cum ;rezultﬁ. din. (1) §i (2), pentru

YL o Wi
N =N ( A" Loy, = w1 - ( £
T o i

-y Densitatea nomirului. de  particule

I < 1.

determing

N 2,612 203,144 1,38 - 1022
6,02 - 10%

1,28 103

- 2,19 }W

De Aém se giseste ci densitatea gazului bomnx( este

N 4

O

V6,020 10

e e 1,98 - 1078 kg /M = 0,085 g.cm

d) Partea din numdrul total de particule conginute in

condensat la temperatura T = 2K va {i atunci

2,19

) K z‘ 32
66. a) U \ e AT = 0,772 m( ----- ) -

(ke T)3/2 2
0,108 DM g
B

) 10,873 = 0,12
}

unde a fost luatd in <‘ﬂonﬁ<idm’are pent\ru_ temperatura (fxfrzug

¢) Utilizind rezultatul din exercitiul 29, referitor la par-

ticulele nerelativiste, s¢ poate scrie

2 U (ko2

P o= — - = 0,085 et i8I

3 ¥7 hs

v )

&
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‘aloare in“bund concordantil cu cea indicatd in enunt.

68. In teoria lui Einstein corpul solid este considerat
format din 3N oscilatori ce vibreazid cu aceeasi frecventd, v.
Atunci, energia lui internd vu fi

De aicl se vede cz} sub temperatura de condensare presiun
este independentd de volum si depinde doar de temperaturs
67. a) Conform teoriei lui Debye, prezentatd in exe

s kv
3 Do 0 ; 511
cifiul 42: 7' = - L unde v, se calculeazil din conditia

i

Yo ;
3N “S g()dy = m»:‘r(

(1]

unde s:a utilizat pentri energia medie & unui oscilator for-
mula hii’ Planck (vezi exercitiul 13). Tn aceste conditii,
pentru un mol

Punind ¢, = 0, se giseste

9N e h 9N 173 Ji ] : 0T NG o . ' ’ m
...... . : . 9. 1 G 5\ v CBR AT Y oxn (T T Ty
v, = 0 (4:5;) - T = = (’;( e ) . 9 s\ ¢, o8 (T, ‘) p (1T R L D
s I\ 4=l k 47 m (exp Xp/T — 1)2 T
- Ty 1 P , .
i AT e s M ., o« g . N . ; . . : (J)RE R
In care s-a finut seama cid densitatea este datid de formula ~ = .-‘»6»
N . ‘ o B ‘ v )
¢ = — m. Introducind datele numerice, se obfine ceea cé so Mai poate scrie sub forma
7 T 6,63 10 34 PR, ) / 9 ‘1 T[g m‘/aR FQA‘TE .
# D = o p "T"“"‘“;’B 13 ,e&(‘) * 10‘3( R — ~ b8t .:;"I’: ey | (;’“ T;;]T
v].,xgb -10 ¢ \4 ‘3514 ~ Uy 4
x ' In cazul de fatd ~ :
0,145 - 10%- 6,02 - 1028 \u3 - . L Obd : ‘
X — = 20 T, 3R .1/2_ {3.8,31 12, _—
4 SE) RS R
Cy 15,9
Tt S i 1278 NK T ) . .
b} Dupd cums-a viizut in exercifiul 42,, €y = — LA astfel i se obfine ecuafia: sh z == 1,25 2, cu o = T2
: o 5 T %‘ Rezolvatid prin metoda aproximatiilor succesive, ea da
De aiei rezultd pentru cildura specifics ' T B ‘
' : | ' g = ~7{‘ 2118, o Ty = 2. T = 236 Ko
el 4 .
N 1274 L T3 . N 1 - o )
Cp = = m e Ut e = e d) Tinind seama de valoarea lur 'y, se giseste
3 ? = 3
5 e -TD 4 Ve o - - o Lo )
gy L 3BT exp (TT)
, - (exp Tp/T — 1)*
1,38 - 10 722+ 6,02 - 1026 (e 3 08,31 (0,787)% 0¥ -
o T =s 528,81 (0,787) == 23,7 _(mol) I,
4 299 LA

:'((30’787 — 1 }2 »-

= 19,8 1% J kg 1K 7, valoare in bund concordantd cu cea experimentali.
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b) Intrueit pentru T =158, ¢ = T;2T = 7,87 Pentiu Pb, utilizind (1), se obtine

P . 1 (7 947y / . ¢ .3 -
Cp = 3K 2 - 3 b,371 ('78‘) =0 10T (mol) 1K 1 U= 3R 1 ’“":'%‘“(‘:g?q\“) o J‘ 91 31 ;
, (sh a)? (1305)* : ’ L 200 300

valoare mult inferoard celei e\pulmﬂnt,ﬂt, Ceen . Ce arst

care, evaluatd pentru 1 kg, da
cd teoria lui Ims‘rmn devine neadecvatd la temperatur

joase. « 0,991 -3 - 8,31 - 103 L :
. . S —— 4 e 18 . - op 1 -1
69. Conform teoriei lui Debye (vezi. exercifiul 42 = e T 121, 31 Jkg 7K,
energia internd a unui kmol dintr-un corp solid va fi - e
9 L; T8 (T L3 Ry Wy (4 { - H1A88% atomicd relahm)
S S St ( & e P ;___53%), In cazul aluminiuluij, c&iuulul se face cu ajutorul for-
T% X of-—1 \ kT k

mule: (2), de unde rezulti

Dacd T » T, (z < 1), functia de sub integrali poa

123,149 R .( 50 V7

fi dezvoltatd in serie dupi cum urmeazi - O e - z{m) = 0,456 I,
. X g
L pid . i@ . :
— = - = g 1 oo b 2 T iar pentru 1 kg
oF 1 I A A 2 12
(; o T o o .
2 G 24 ¢ 0,456 - 8,31 - 103
? e e It - - - 3 - Y
# ¢ e 2 2 w= 140,06 J kg VKL

A 26,08
. >: iar pen;

() 31?( AT )
SN 20T

Daca T'<< Tp (2> 1), limjta superioari a integralei
poate fi inlocuitd cu co si atunci, pe baza rezultatelor anexei

VILT,,
ey s
ceea ce conduce la
4 4 y ly ) m a
(2) g SERTE v m}.‘iﬁ(;"_) :
. 7*3 fj 17 - 5 r‘;n




ANEXE

1. Unele relatii utile intre deri'\"aiéiéUpm"gvial‘é -

Dacit # 51w sint functii de variabilels 2 51 g, se pos
verifica “imediat " sint adevirate relatiile = .

(1)

dy Js \vw ),, Uiy M(dm)y(ﬁy};,
(’é)w) ((’?g/) (dz) (()z (('/z
=il ==L ===
9y )\ 0z Je\da )y daf)y \ 0y

[0z (0z]0w),
Pl Bt
(da; )3 (Dawjiw),

dz dz d oy
) = () (%), (%),
\ i e u-‘lf, ¥ Y Js (jﬁ.ﬁ, [

undp ipdi(ie}e,ptxs in dreapta jos la o derivatd parfiald aratd
variabila care se mentine constanti in derivarea respectivi
In termodinamici, specificarea aceasta este necesari deoarec

360

. oV oV ;
de exemplu, derivatele de tipul (M) §i (———~ legate de
; piu, 1Y apr)." 0P, g
mirimea numitdh compresibilitate, sint diferite, dupd cum
procesul este izoterm sau adiabatic.

TI. Notiuni cu privire la formele diferenfiale liniare (Piaif)

general un numir arbitrar de variabile) si X(z, ¥, 2), X(x,
Y, 2), Z(x, ¥, 2) trei functii continue i diferentiabile de aceste
variabile. Expresia liniard si omogend in raport cu dg, dy, dz

{1) dF = Xdg + Ydy + Zdz,

poartd numele de formd diferentiald liniard (formd Pfaff).

Daci X, Y, Z sint functii oarecare, in general, forma dF

nu este o diferentiald totald exactd, iar citurile diferenfiale :

X :(@) y Y = (fl__l_?") y 4= (_@Qf) nu sint derivatele
dm 9,2 dy %2 . dz %y

pargiale ale functiei F'.

Dupi cum se gtie, se numeste diferentiala totald exactd
a unei functii f(z, ¥, 2) partea liniard a cresterii ei

=), () 0+ (),

Conditia necesard si suficientd ca df sd fie diferenfiald totald
exacti constd in egalitatea derivatelor mixte de ordinul IT

oz f orf o f oz f ot f a2 f
== 3 9, == b4 = 1
dxpdy Oyox dy 0z 0z ¢y dxdz Oz 0z

(2)

(3)

&

ceea ce se mai poate exprima prin condifia integrald

%wza,

4)
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Fie x, ¥, 2 trei variabile independente (se poate considera in




Se poa,te lesne ardta ed relatiile (3) gi (4) sint echi al

Intr- adevadr fle Vectorul M de companente ar s
dx

si respecmv dl de componente dz, dy, dz. Atunm,

scrie sub forma : df = M dl 1ar conditia de dlferenm‘%u 1;5

ta,laJ exacta (3) devme rot M =0, mtruut

—(E)-2(2

Utilizind teoremsa lui Stokes

rot, ]!}_ 0, 81!1_

oy dz

ffdf:%m-dz =Sgrot M-ds = o,

se vede ci relatia (3), adic rot M

de modul cum decurge procesul, ea depmzmd doar de sml ile.

initiald si finald.
Revenind la forma linjard

5e traduce prin relatiile

(5)(9%) 2(?£) ,(?E)
Y Jss 8.19’ e \ 02 [y

Ceea ce se scrie mai compact sub forma
rot B =0, unde R = R (X,Y, 2).

Exprimindfacelagi Incru sub form¥ integrald, rezultd
fJ;dF =0.

(6)
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= 0, atra e dupi sine
Oondn;m (4) este echivalents cu afuma,pla bg 7 ebfe 0 funct

de stame, adicd integrala S df este independents de drum,

dF se vede ¢i in virtutea for-
mulelor (3), conditia ca &F s3 fie o diferentiali totals exac?ta{

(04) (é’Z) (0X
I B
0y Jy: \Op w3 0z

b

) :

- 1n general, pentru o formi difere‘nt;ialz”t oarecare,

bar + 0,

ceed ce inseamni ¢d in cazul acesta integrala va depmdu de

drumul ales intre cele doudl puncte limits.
Daci forma dF nu este o diferentiald totald exacta, dar

produsul ei cu o functie g(z, ¥, 2) este o diferengiald fota:ld

se spune cii g este un factor mteg'raznt al formei dF*

acest caz, ‘
0 0 .0
?“‘(!IX)‘ = (91), —(gY) = (gZ), (gZ) == —-(gX),
oy oz 0z dy
de unde rezultd
(i,
ox oy
o2E-0) g0 _yo,
oy oy oz
o(Z2-2%) - 5252,
dx 0Oz 0z oz

fnmulgind prima dintre aceste ecuatii cu Z, a doua cu X,
iar a treia cu Y §i adunindu-le, se obpme

’}/’ 8 4 L
7 )Z(?_{f_,gi_), X(g_‘?.{'_') y(‘z_‘?_lf):o, o
by 0w 9 oy bw 0z2).
R- rotR = 0.

- Relatia (7) exprimd conditia necesard (se poate ariita ci ea

este si suficientd) de. ex1stenta a factorului integrant pentru
forma @F. Dacd (7) nu are 100, forma dF nu poate fi redusid
la o diferenfiald totald exacti.

* Dacil ¢ este un factor integrant al formel ¢F, adic# ¢@F = dM, atunci
si produsul gf (M), unde f(3) este o functie arbitrarii, de asemenea este un factor
integtant al formei gF.
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Formele Pfaff care posedd factor integrant se nu
olonome, iar cele care nu posedd factor integrant se nur
neolonome. Se demonstreazd ci orice formsd Pfaff de d
variabile este olonomi (vezi exercitiul 2,, cap. I). Forme]
dependente de trei sau mai multe variabile nu posedd,
general, factor integrant. ‘ L

~ In termodinamicl, cantitatea de cildurd @Q si lucy
mecanic dL sint exemple de forme Pfaff. Conform principiuk
IT al termodinamicii, 1/7' este factorul integrant care tran
formi forma @@ in diferentiala totald exactd a functiei numi
entropie. ¥

IIi. Determinanti funetionali de doui variabile
(iacobieni) ’ " - :

Determinantul functional sau iacobianul
Wz, Y) 81 vz, y) este prin definitie dat de expresia

wo_|(a2), (G2)
O(uy v) \oz)y \oa),

Iay y) (% (@_ .’
6?/)% a?/)x’

Geometric, valoarea absolutd a lui J reprezintd coeficientul
de transformare al unei suprafete elementare la trecerea din
planul gy in planul wo. Dupd cum se verificd cu usurintd
prin calcul nemijlocit, J posedd proprietitile

funectiil

&

J =

Ouy o) _ 0w, u) _ oy ) _ (v, u)

0z y) Oz y) 0y, @) oW, @)
9 (u, v) 1 . . .
3o, y)_ TP, (1acob1anul invers),
' o(u, v) g
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ﬂhﬂ:@ﬂ,

ouy v) ( ‘3_"}) ,
0w, v) \Ow .

(o, x) oz

v

9(u, v) _ 0w, v) d(p,
oz y) a(p,-q) 0(x,

i (teorema de inmultire).
)

IV. Unele dezvoltiri in serie

| Lt D
e-::1+m+§'i+g“i+ ey

.7/'3

w4 - : .
- s (I < << ),
3 4 ‘

B '.2 ‘
In( +2)=a—>+

1
14+ 2.

:i#x%-szFa& 4+,

2 b

ha 28t ‘
fl@ + B)=f(z) + Wf'(@) + ‘%f”(w) + T+

(seria Taylor),
2 3 .
fl@) = J(0) + af'(0) + 22 f(0) + =IO+
| (seriaz Mac-Laurin),

df fn :g_z__f

—_- - ete.
dz da?

unde : f’ =

V. Elemente de teoria probabilitifilor

Concepem probabilitatea ca o misurd cantimtiyﬁ @
posibilitdtii de realizare a wnui eveniment, sau 2 unui an-
samblu de evenimente, ce au loc intr-un complex de conditii
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date. Conform definitiei clasice, probabilitatea unui ev.
ment este raportul dintre numarul rezultatelor egal ro%)
bile, favorabile evenimentului dat, pe numérulb tot%l i
cazuri egal probabile. Aceastd definitie nu este comods
deoarece nu totdeauna se pot indica apriori rezultatele co
proba,bll‘e.. Totusi o preferim altora care ina‘usteajzénotiunga
de probabilitate, referindu-se doar Ia un amfmit tip de proc s
As,tf.elv conform definitiei ,,temporale”, prob&bilitate% ur‘izz
stdri a sistemului este proporfionald cu intervalul de timp
In care se gasegte sistemul in starea datd. Dar aceasta presul-)?
pune ca sistemul si posede proprietatea de a trece cu timpul
prin toate starile posibile. Un neajuns analog poseds i defi-
nigia : ,,probabilitatea este proporfionali cu frecvenia de
aparifie a unui eveniment dat in cazul realizirii multiple a |
experientei in aceleagi conditii”, pentru ci ea presupune
existenta unei limite a frecventei de aparitie a evenimentuluj
§1 posibilitatea repetirii nelimitate a experientei in condifii
1pvar1abﬂe: In cazul proceselor intimpliitoare insd prdbabi-
htat.e:% variazi repede cu timpul. De aceea se preferi definitia
clasicd a probabilitdfii, datd mai sus.

Ca urmare, dacd in urma efectuiirii in condifii identice a
N experiente, in N, dintre ele apare evenimentul 7, atunci
probabilitatea evenimentului ¢, va £i ’

¥

P, =
TN

g

Datorité simetriei, probabilitatea de aparitie a unei fete a

monedei = L iti : 1
oL = 5 lar cea de aparitie a uneifete 1a zar = —,
6

La jocul de cérti, probabilitatea de ext i cargi
{ » extragere a 1 €8
date este 1/32, respectiv 1/52. d e C@I’}J '
Pentru un eveniment cert, N; = N — P, = 1, in timp
ce in cazul unui [eveniment imposibil, N, =0, — P, = 0.
Dec_l probablhmma unui eveniment oarecare variazi intre
lxm}tple 0 5i 1. Dacd evenimentul ¢ este mai probabil decit
g;%qllm%tul 9},) agunel Py > P;, jar dacd ele sint ‘egal pro-
¥01Le, L = Ly Se numegte probabilitate contrarie — -
bilitatea cazurilor defavorabile ‘ e —proba
NN _

Pl==""=1—P, >P 4P =1
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Mentionim ci rezultatul concret 2l fiecdrei arunciri a
monedei, de pildd, este imprevizibil. Bl depinde de conditiile -
constante ale problemei, cum este ciderea monedei sub influ-
enta gravitatiei, dar si de o serie de factori intimplatori ca :
neomogenitatea monedei sau a suprafetel pe care ea cade,
variatia , de la caz la caz, a conditiilor de aruncare etc. Ca
atare, Iuat separat, fiecare eveniment intimpldtor este logic
si determinat de totalitatea factorilor intimplatori si funda-
mentali. Legitdtile la care sint supuse fenomenele intimpla-
toare aparabia pe baza studiului unui numdr mare de eve-
nimente. ' ‘ :

_LEGI FUNDAMENTALE

1. Legea de adunare a probabilitiilor. Incepem cu
cazul cind evenimentele luate in consideratie sint incompa-
tibile, adicd nu se pot realiza simultan. Vom numi eveniment
sumd, evenimentul prin care se realizeazd unul (oricare) dintre -
doud sau mai multe evenimente incompatibile. De exemplu,
dacid un sistem trece printr-un sir de stéri alternative ce se
exclud, cu probabilititile Py, P, ..., atunci, conform cu
(1), intr-un numdr N de experiente (N > 1) starea i se va
realiza de N; = NP, ori, iar starea j de N,= NF, ori.
Evenimentul sumi ¢ -+ j, ce prevede ca sistemul si se afle in
starea i seu in starea j, indiferent in care din ele, se va rea-
liza de N; + N, = N (P, + P)) ori. Ca urmare, probabili-
tatea evenimentului sumd, adicd probabilitatea ca sistemul
si se giseascd fie in starea i fie in starea j, va fi

Nt N,

—Pi+j: :Pe’*“P;-

(2)

Relatia (2) reprezintd legea de adunare a probabilitddilor. Ea
afirmi cd in cazul evenimentelor incompatibile, probabili-
tatea evenimentului sumi este egald cu suma probabilitdfilor
evenimentelor luate in mod separat.

- Bxemple. Probabilitatea cu care moleculele unui gaz
se gisese sau in volumul V; sau in volumul V, este datd de
relatia : Py, - Py,. La fel, probabilitatea ca aruncind
odatd zarul si iasd una din fefele 1 sau 2 este egald cu suma
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probabilitdilor corespunzitoare, adicd 3
ambele exemple ne-am referit 1a evenimente incompatibile.

Teorema de adunare a probabilititilor se extinde la 3
Sau mai multe evenimente. O consecinfd imediatd & ei este
condifia de normare

{3) Pigkire., = z P‘j =1,

i

cdiei probabilitatea de a giisi sistemul intr-o stare oarecare din -
girul tuturor stirilor posibile este egali cu 1, fiind vorba de
probabilitatea unui eveniment cert.

In cazul general, P, §i P; corespund unor evenimente
care nu se exclud, deci sint compatibile. De exemplu, la
~Jjocul de cdr{i, extragerea unui as sau a unei ciryi de caro

sint fenomene compatibile, deoarece se poate extrage asul
de caro. Dacd, in aceste conditii, se noteazd cu P,; probabi-
litatea aparifiei simultane a evenimentelor i §i j, atunci,
probabilitatea ca sid aibid loe saw evenimentul i saw eveni-
mentuljvar fi: I),g + Pj‘*“P” 5 unde Pi §i Pi“—'*-Pij Sint
deja probabilititile unor evenimente care se exclud 8ica
atare pentru ele este valabili formula (2). Deci, in cazul
generalglegea de adunare a probabilitdgilor se serie sub forma

(2’) P§+j:.Pi+Pj'—‘.P1j.

in exemplul de maj sﬁs, probabilitatea de a extrage uh’

p < 4 1 :
a8 in cazul a 52 de cirti este oy = —1—5 ; cea de a scoate un

3 1 - .
caro exte i Atunci, probabilitatea de a extrage un as
13 .

sau o carte de caro, in virtutea formulei (2'), va fi: —1~§+
1 1 . . -
——=—, unde $-a tinut seama ci probabilitatea
13 o ; S
. 1
de a extrage asul de caro este, conform cu (1), egald cu .
Mentiondm cd probabilitatea de a extrage un as sau o carte
de caro este egald cu probabilitatea de a scoate un caro sawn

un as de altd culoare, adicsi: 1,3 _ 4,
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2. Legea de inmulfire a probabilititilor. Prin eveniment
produs ingelegem aparifia concomitentd a doudl sau mai
multe evenimente. Vom incepe cu cazul cind evenimentele
sint statistic independente, ceea ce inseamnd ci aparitia
unuia dintre ele nu influenteazd si nu este influentatd de apa-
ritia celuilalt. Astfel, fie, de exemplu, 2 sisteme A si B care
nu interactioneazd intre ele (independente). 84 notim cu P4
probabilitatea ca sistemul A s se giseascd in starea i, iar cu
P? — probabilitatea ca sistemul B 83 se giseascd in starea j§
(unde i §i j trec printr-un gir de valori date). Evenimentul
produs, 1j, va consta in aparitia simultani a ambelor eveni-
mente : ¢ pentru sistemul 4 §i j pentru sistemul B. Pentru
a-1 calcula probabilitatea, se observd cd din N; =N P# cazuri
eind in sistemul A4 se produce evenimentul i trebuie
alese cele in care apare simultan gi evenimentul j al siste-
mului B. Ele sint ¥;P} la numir. Ca urmare, probabi-
litatea evenimentului compus, care constd in aparifia gi a
evenimentului ¢ g7 a evenimentului j, va fi

o NpP
(4) Pij:“:{;“j‘:PfPJB-

Relatia (4) reprezintd legea de inmulfire a probabilitdjilor
pentru cazul evenimentelor independente. Ea afirmi ¢ pro-
babilitatea evenimentului produs este egali cu produsul
probabilititilor evenimentelor luate in mod separat. De
exemplu, ne punem problema de a determina probabilitatea
ca doud molecule ale unui gaz si se giseascd intr-un volum
elementar, v. Daci se noteazd cu V volumul intregului gaz,
atunci probabilitatea ca una din molecule sii nimereased in

. v oy v -
volumul v este v Ca urmare, probabilitatea cerutd, va fi:

J’_J’__.(l’_)z-
v vy \v)’

Generalizind (4) pentru cazul a » evenimente indepen-
dente, se obtine ,

(4l) «P:Pl-ljz-..P":HPk.
' k=1
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Deoarece probabilitatea este intotdeauna subunitard, pr
babilitatea evenimentului compus va fi mai micd decit ce
a evenimentelor componente. B ‘ j
Vom trece acum la generalizarea legii de inmultire a pro
‘babilitdtilor pentru cazul cind evenimentele considerate "
Probabilitd}i condifionate. Analizim din nou exemplul

de mai sus, cu deosebirea cd acum sistemele A i B sint ‘prz""e-,‘

supuse in interactiune. Aceasta face ca probabilitatea

sistemul B s fie in starea j sd depindd de care din stdrile

sistemului 4 s-a realizat, sau invers. Fie, de aceea, P;(i)
probabilitatea condifionatd, ca sistemul B sa fie in stare
stiind ci A este in starea <. Din totalul de N experiente
efectuate, evenimentul i al sistemului 4 se realiz eazd de N, =
= NP{ ori, iar din ele in N,P}(i) cazuri se realizeazi si eve-
j al sistemului B. Atunci, probabilitatea evenimen-

nimentul j . 1ci, ]
tului compus, ij, va fi prin definifie

/Pl |
(5) P,y =2 — PAPHG),

7
#

eeea ce constituie generalizarea teoremei de inmuli;l:re & pro-
babilitdfilor, datd de formula (4), la cazul evenimentelor
dependente. -
Egemplu. Fie o urnd cu » bile de doud culori: m — albg
§i n—m — rogii. Probabilitatea de & scoate la rind una dupd
alta doud bile albe, cu conditia ca bila extrasd sd nu fie pusad
inapoi, va fi egald, conform relatiei (5), cu produsul proba-
bilitdpilor de aparifie a cite unei bile albe in cele doud extra-
geri. Probabilitatea de aparitie a unei bile albe la prima ex-

tragere este P, = — ; probabilitatea de aparifie a unei
: n
bile albe la a doua extragere este conditionatd de rezul-

. s m —
tatul primei extrageri, adicd P,(a) = -

Pr—

re, vom avea

m (m—1)

P :'Papaﬁ ==
aa () 7;,(7;,-_~1)
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. Ca urma-

Méarimi aleatorii. Functia de distribufie

O mirime intimplitoare (cum sint: energia, sarcina,
coordonata ete.) este datd prin setul valorilor ei posibile,
Tyy @y -+ §1 @& probabilitdtilor lor de realizare P, P,, ... ..
Mirimea aleatorie se numegte discret®h, dacii ea ia valori izo-
late ce alcdtuiesc o mulfime finitd sau numirabili. Asa, de
exemplu, numirul de molecule al unei portiuni delimitate de
gaz, ca urmare a miscdrii moleculare, este o mirime intimpli-
toare discretd. Mirimile aleatorii sint considerate continui,
atunci cind pot lua orice valori in interiorul unui interval,
adicd variazd in mod continuu. Astfel, coordonatele sau vite-
zele unei molecule & gazului aparfin acestei categorii de
mérimi. ,

‘Probabilitatea ca o miirime continud sii varieze in inter-
valul @, x + Aw, depinde de g si de intervalul Ag. La limitd,
cind Ag — 0, probabilitatea elementard ca mirimea gz si se

plaseze intre z §i @ + da, va fi datd de relatia
(6) AP =5 ()l

unde o(x) este densitatea de probabilitatea sau funcfia de dis-
tribujie, numitd astfel intrucit indied felul cum se distribuie
probabilitatea de aparitie a méirimii z. In esenti, sarcina
fizicii statistice se reduce la determinarea functiei de distri-
butie p, deoarece cunoasterea ei permite apoi caleulul valo-
rilor medii & tuturor mirimilor (vezi formulele (8)), iar aces-
tora (in cazul cind fluctuatiile respective sint mici) i se pun
in corespondentd mirimile termodinamice, experimentale,
corespunzitoare. ~ ‘ SRR

Dupéd cum am vizut mai sus, in cazul unei mérimi dis-
crete, conditia de normare (3), se serie sub forma

GO Y P=1,
{4)

unde indicele (i) aratd cd sumarea se efectueazd dupi toate
valorile posbile ale lui i. Daci mirimea consideratd este
continud, inlocuind suma printr-o integrald si tinind seama
de (6), conditia de normare devine

(7) S pla)de = 1.
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In fizica statisticd, condifia de normare joacd un rol impor
tant pentru precizarea constantei pind la care este determi
natd de obicei probabilitatea. S .

. Valori medii

Parametrii macroscopici (termodinamici) ai sistemului
sint conceputi in fizica statisticd sub forma unor valori medii
ale parametrilor microscopici corespunzitori. Pentru defi-

nirea valorii medii statistice se pleacd de la extinderea nofi-
unii de medie aritmeticd. Dup# cum se gtie, media aritmetics
& unei mirimi x este dati de relatia & = J—N—-— , unde N

este numdrul total de misuritori efectuate, iar N, numirul
de misuritori ce condue la valoarea g,. Observind ci raportul
N /N este probabilitatea de aparitie a valorii z;, notatd cu P,
se concepe valoarea medie statisticd o mirimii discrete z
sub forma

(8) 7 & = Z .CUiP 1)

# i

sau, in cazul eind mirimea x variazd in mod continuu
&) @ xsm (z) da.

Cind probabilitdtile nu sint normanﬁe la unitate relé@iile (8)
§i (8") se inlocuiesc prin

T = Z) xil’,-/(})_' P, sau & = S zp (x) dw'/g e (z)de.
(s i
(8") '
Dupd cum ne putem convinge usor, atit pentrun mirimile
aleatorii discrete cit si pentru cele continui, au loc urmitoarele
teoreme.

Teorema I. Valoarea medie & unei sume este egald cu
suma valorilor medii

(9) x+y=a+y.
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Intr-adevir, prin definitie

w*'y:Z(wi‘{‘?/i)P@':Zwipi+2yiP¢:a?+37.

I i

Teorema 2. Valoarea medie a produsului dintre o méarime
constantd, @, si una variabild, z, este egald cu produsul
dintre constantd si valoarea medie 2 mirimii variabile

(10) ax = ¥, apP; = a Y, aP; = 6.

(%) Q]

Teorema 3. Valoarea medie & produsului a doud
mirimi independente este egali cu produsul valorilor
lor medii.

fn virtutea independentei statistice, probabilitatea apa-
ritiei simultane a celor doud evenimente este egald cu pro-
dusul probabilitdtilor lor, Py, = P,‘P,,’_'. Ca urmare,

ay = Zws?hPu = zjw:?/fPst:: Zm,-P,- Zy,P, = @Y.
h]y . % v J
(11)

Fluciuafii

Studiul valorilor medii sugereazi intrebarea in ce md-
surd ele aproximeazi mirimea reald. Fie pentru aceasta
abaterea : Ax = ¢ — @. Intrucit deviatiile de la mérimea
reald z se produc cu egald probabilitate in ambele sensuri,
vom avea Ay = ¢ — @ = & — & = 0. De aceea, se ia drept
criteriu al deviatiei de la valoarea medie — dispersia mérimii
respective, adicd fluctuatia pitraticd medie

(12) (Az): = (# — @) = (22 — 200 + &%) = o* — &%

Cind [(Az)?]V2 < &, valoarea reald poate fi bine aproximatd
prin cea medie. Eroarea efectuatd inlocuind pe x cu x poate fi

caracterizatdh prin fluctuatia relativi 3, = V(Az)?/a.
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Teorema 4. In cazul unui sistem ce constd din N pirti
independente (particule), fluctuatia relativi a oriciirei mi-
rimi aditive, x, ca energia sau entropia, este

3 N
Intr-adevir, ca functie aditivi: z = Y @ Analog:
k=1

N
& =Y, % . Atunei
k=1

o N N2 N 2 N N N .
(Ax)? :(A b wk) =(2 Am,,) =¥ (Az)* + ¥ Y, Aw Az,
E=1 k=1 k=1 E=1j=1 :
oo « (k<j)
Deoarece a; §i @; corespund unor pirti independente ale
sistemului, valoarea medie a produsului este egali cu pro-
dusul valorilor medii, adicd Az Az, = Az, Az, = 0 deoarece
Ag, = Agy = 0. Valorile medii ale deviatiilor pitratice pot
fi presupuse aceleasi pentru toate particulele : (Agy)? =
= ... == (Azy)% de unde urmeazi ci

o N
(B2)*= ¥, (Az,)? = N (Agy)".

k=1

o o , i N R
Din acelasi motiv, vom avea: & = ¥, @ = N@,. In conse-
k=1 :

cinté,

5 :V(Aoc)2 o1
R /¥

Rezultatul acesta este semnificativ. Bl arati cd valorile
medii ale mirimilor aditive coincid cu gradul inalt de exac-
titate cu valorile reale, macroscopice (3, — 0 cind N — oo).
In acest context, pronosticurile probabiliste ale fizicii sta-
tistice capitd caracter de certitudine. Fluctuatiile relative
joacd un rol important doar in sistemele formate dintr-un
numir mic de particule. ' ‘ .
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VI. Funefia lni Dirae, §

Dacd in originea coordonatelor esto I
tiformd unitard, atunci, pentru a concepe
se introduce functia § a lui Dirac. Ha e
zero peste tot cu exceptia originii, unde are un vir

= o0) de intensitate unitard (S Ma) =1}
0 0
3(x) = { z #0, ~ S
fole} z =0,

Definifia datd iese din limitele clasice ale notiunii de

‘ O altd definifie a functiei  se bazeazi pe consid
in spatiul functiilor finite, infinit diferentiabile, ce se
leazd in exteriorul unui interval finit, a tuturor func
lelor liniare (&, f). Functionala care pune in corespondenti
functiei f(x) valoarea ei in origine (3, f) = f(0), genereazi
funectia lui Dirac 3, adic : o

Sm 3(z) f(a) da = £ (0).

—Q0

In unele cazuri, functia & poate fi tratatd ca o funcyie obis-
nuitd. Ca atare, ea posedd proprietitile

I—x) = ¥x), = ¥(x) = 0, S(ax) = -S—E—;@,
+co .
S 3w — wo) flz) dw = f(,),
8(w) = (—1)" (a),
1 o+ . ,
3(zx) = ;)-—S o' d g (dezvoltarea Fourier),
LT o oo



U = = T

VIL. Funetiile lui Euler ' si B

(1)

.1
Y 8 (2 —a)

3 (@)

@

(@) :S a

0

(unde gz, sint ridieinile sim
ale ecuatiei f(z) = 0), )

+ & 3" (2) = 0.

“Leody (@ > 0).

Prin integrare prin pirti, alegind u= z*1 i dv = e“dy, se
stabileste imediat o relatie de recurentd extrem de importantd

(2)

de unde, , deoarece I'(1) = Soo €%y = —e®
4]

#

derind ¢ = n = intreg, se obtine
I2)y=1, I'G) =2, I'4)=6,... P(n) = (n—1)!

- Utilizind (1) se mai poate scrie
o

I(a)D(b) = S
care, punind ¥ = — xz, devine

I(a) I'(b) :S a Sud"” a7 (U — g) e,
o 0

0

(o]

Fie = ut. Atunci

I'(a)T'(b) -_—-S
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o0 ¥
) e““ ua +o-1 du /
0

o0
wa~1 e da,/. S yb—l eV dy’
0

(@ — 1)T(a — 1),

0 3
= 1, consi

0

1
S 1741 — )7t = (a-+b) B(a, b),
.

unde B(a, b) este functia beta a lui Euler gi anume

T (a) T (b) “”:Sl 2 1—z) 1 de (a> 0, b>0).
C@+b X ' )

in pa,rtiyeular, dacd b = 1 — a, relatia aceasta se reduce la

(3) B(a, b) =

I'(a) I'(1 —a) =T'(1) B(a, 1 —a) = Sl 2" (1 — o) da.

0
De aici, punind 2 = /(1 + ?), se giseste ci
© e dy
o141

I'(a) T(1 —a) :'S

Sau, ficind ¢ = €Y, rezultd
+ 00 e“?l dy
—we¥ 4+ 1

I'(a) I'(1 — a) .:S (0 <a<1).

Conform teoremei reziduurilor : S f(z)dz=2ni ¥, rezid,

)
unde suma reziduurilor se ia in raport cu toate singulari-
tdtile functiei f(z) din interiorul conturului de integrare C.
Dacd integrala este de forma f(z) = ¢(2)/p(?), unde g(z) este
o functie regulatd, iar p(z) are un pol simplu in punectul z,,
atunci reziduul functiei f(2) in punctul z, poate fi calculat

astiel a_; = e

p' y=1g ) !
Integrala de mai sus are un numir infinit de poli dati
de totalitatea punctelor in care ¢+ 1 = 0, adicd z = (2k +
-+ 1)mi, unde k este un numir intreg. Deoarece in acest
caz avem : q(z) = %, iar p(2) = e* 4 1, reziduul din punctul

z == im, va fi e™[e!™ = —e™. De asemenea, reziduul din
punctul 2z = 3ix, va fi — %™ g.a.m.d. Ca urmare

400 0¥

e d
I'(a)T(1 — a) :S Y
o€ 1
= —2mie™[1 + e¥™ | e¥me L ] =
eite 7

== — 27 = .
1—e?™ sinma
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In particular, dacd @ = 1/2, de aici se obtine ¢d » I'(1/2

=l Acesta constitue un rezultat fundamental, intry, i
cunoagterea valorii lui I'(1/2) permite, prin intermediul for
mulei de recurentd (2), calculul a o serie de integrale Hule
Care intervin in mod curent in fizica statisticd, cum ar fj
r'(3/2) = % I'(1/2) = V=j2; I(5/2) = —‘;’— I'(3/2) = i}“l %

efe. ' , ‘
v In sfirgit, ne propunem si stabilim expresia asimptotics
a funectiei I'. Pentru aceasta, se considerd

. oo

I'(a + 1) =S 2 e dg,
: 0

in cazul cind @, despre care se stie cii este o milrime reald si-

Dpozitivd, ia valori mari, &> 1. Se observi ugor ¢ functia

‘de sub integrald x* e se poate scrie sub forma

'@’ = e = '@ unde f(z) = aln z — 2.
s . - .
Ea are vh maxim in punctul z = a. Intr-adevir
d ’ a
_I,: (@alng —z) =— —1=0 pentru g = a.

Dezvoltim f(x) in serie Taylor in jurul punctului de maximum
2 = a. Tinind seama cd

f’ (‘/’U) = _?...___ 17 —')‘f’ lz=a = 07
X

e 1
f”(m) :——.Z_'; 9 —)f” [2=a ’“_‘“_';’,— etcw
o aveas

f@) = j(@) + fla)e —a) + @=L =
:alna——a——-l-(w_“)z_{_ ey
2a
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de unde se obtine

I'(a+1)= Sw e’ dg Sw exp [a Ina— a'——w] dw;

0 o 2a
©0 — 2
= g#lna-a S exp [ Gl ] dz,
‘ ~00 2a

(dacd @ > 1 se face o eroare micd extinzind limita inferioar.
a integralei la — 00). In dreapta figureazd o integrald de tip
Poisson .

+ 00 o \12 ‘ C : - ‘
S e dy = (——-) (vezi formula (2) din anexa VIIT,),

—C0 o

ceea ce conduce la urmitoarea éXpresie asimptoticd a func-
tiei I' ,
’ Pla + 1) = (2na)V/? q%™

O evaluare mai exactd aratd ci de fapt

L]
4)  T(e+1) = (2ma)ate " = ()< 0< 1)

Din ea, in cazul cind @ = # = un numir intreg,
Jormula lui Stivling

(5)

decurge
i n\ 9
n! = (27cn)”2(~;3—) el

care, in prima aproximatie (valabili pentru n > 1), se scrie
sub forma

(6)

Inn! = nlnn—a.

VIII. Integrale necesare in fiziea statisticd

a) Integrale Poisson. Deseori in fizica statisticd intervin
integrale de tipul

+00 ‘
I(e) :S a"e Az, (m=0,1,2,...; n =246, ...).

-—00 .
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Remarcim ¢ in cazul cind m este un numir impar, in vij
tutea 1mpa.r11&tu integrandei, I(a) = 0, in timp ce daci m
este un numd,r par, vom avea , .

I(a) = 28 a6 .
1]

De aceea, ne vom limita s considerdm integralele respective
extinse doar intre limitele 0 §i co. Ficind schimbarea de vari-
abile y = ag", I(a) se poate reduce la o integrald Buler (vezi

anexa VII) gi anume

S
n n
(1). I(a) = SO ame=tdy = — — T

1n particular, considerind ¢i n = 2, jar m = 0,1,2,3, ..., de
aici rezultd valorile urmitoarelor integrale Poisson

. ® . 1/2
@ e oL (2)"
o 2

#

[/
oo : 1
(3) 1, :S ge Pt dy = —,
- Jo 2a
A 0 i/2
(4) 1, ={ atedy =1 (Ji) ,
0 4a @
. ® e am 1
«{5) I, :SO x° e do 25;5:

o0 1 I(5/2) 3 [ m\¥
— 4, -—an? _ — — -
(6) I MSO ate dgp = S mgaZ( ) ete.

Sau, in general

m! _(2m—11) w2
Lopri(a) = W’ Iom = om+1 a,zm“)
{7) (m =0,1,2,...).
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Observatie. Dupd cum se poate verifica direct, toate inte-
gralele Poisson de ordin par pot fi calculate prin deriviri suc-
cesive in raport cu parametrul g, pornind de la integrala
genericd I,, datd de formula (2). De asemenea, toate inte-
gralele Poisson de ordin impar rezultd din I, prin deriviri
succesive in raport cu a. De exemplu

o 00 ’
I, = — g_l. i (S e—ar dar;);—,s xrre~ " g =
da da \ J o

d{ 1y~ /2
~ T da ?V}?) = qar’

ceea ce OOInOldb cu (4). ~

b) Unele integrale din statistica cuanties. '[n statis-
picile cuantice Bose-Einstein gi Fermi-Dirac se intilnesc
integrale de- forma

(8) I(2) = S°° 7.

s 27le” 1

unde semnul de sus se referd la statistica F—D, iar cel
de jos la statistica B—E. In formula (8) numsrul n poate fi
intreg sau fractionar. In ceea ce priveste parametrul
:eW"T, el este >0; mai precis, in statistica B— K,
O <2< 1, iar in stamqtlca F—B, 0< 2 < 0.
1) Vom analiza pentrn mceput c&zul cind 2z =1.
Avem atunci de calculat integrale de tipul :

®© o™ da 0 _
==y @™l F e e e 1, )de
SO i SO ( ¥ )de,
unde s-a folosit dezvoltarea ¢
1 e

= = el F e f 720
¢ 111 Le= 1+ + Fo.e)

Utilizind formula (1) din anexa VII, un termen generic al
sumei care intervine in dreapta, se transomc sub forma

e 00
S e dy = n*("‘“’s Yy eVdy=n""+tV(m + 1), (y=nz).

0 0
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Tinind seama de aceasta, rezulti

S“m”‘dm
b €% -1

Seria din para,ntezé ce contine doar termeni pozmw ealao-'

teristicd statisticii Bose- Elnstem, constituie funectia ¢ a hn
Riemann, datd prin definifie de expresia

Z(n) =1 4 2 +3~" R A

Seria cu termenii alternativi, pozitivi §1 negativi, ce se obtine

in statistica Fermi-Dirac, dupa o gmp&re (30nven‘<z}oila~
conduce la ,

C(m 1) — 22 m+n 4 4-(m+1) ‘+ O=(1 ~ 2—?71) C(m ~f~]),

Reunind cele doud cazuri,

(9) S“m’”dw (]sz

N S ) F(m 1L (m +,1).

Funetia C a Tui Riemann t,ste tabelati. Smt indicate mai
jos citeva din valorile uzuale ‘

= T (m +1)(1F g 3—mi) ) o

x |1 1,5 2 25 3 35 4
Uz)

2 4
0o 2,612 T =1645 1,341 1,202 1127 = 1,082
6 - : 90

¥

4,5 5
Ux) | 1,054 .1,0'36

In cazul cind variabila trece prin valori intregi, n, este
valabili formula
B, (2m)2

Clm) = (2n) !

2
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unde B, sint numerele lui Bernoulli, date mai jos in eiteva
cazuri particulare

/7 1 2 3 4
1 1 1

Bl L 1L
6 30 42 30

Tinind seama de toate acestea, pe baza 1ormulel (9), rezultd
amedmt ammtoarele mteorale din statistica Bose-Einstein

© pdax 2 o p2p S°° a*da ot
i,, —— “_:" 8
S S o e¥ — 1 13

- — 8 p3/2 3 -
% xl/zd% Vo612 — 231, S rLAr 3 yzasan—1,7.
i) o ¥ — 1 . 4 ‘ ’

<

Pentru caleulul unor integrale analoge din statistica Fermi-
Dirac se va tine seama de factorul suplimentar (1—2) din
partea dre@pm a formulei (9).

2) Fie acum cazul # # 1. Pentra z mici, integrala poate
fi dezvoltatd in serie dupd puterile Iui 2, dupd cum urmeazd

00 mn“ldw

; 2} = e wmn—l - ze—x)im-l :F)kd{!}
e =\ S =) e g e

TFacind substitujia (X + 1)z = ¥, se ob{ine

© Kd oo ’ st o (o~ pl+1
=\ y"lew _ —
Lif=\ yenly 3 (FF (T =) 8 0FF o
{10) ,
=T gE LR TR ) o

Tn cazul cind 2 = 1 se regiseste evaluarea ficutd mai sus
in 1) cu ajutorul funectiei £ a lui Riemann. ;
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Caz :
) -] 12 dx 3 ©0 o+l
1, (2) = v kw;
s () = S ( )g FF
(11)

7

Ve (e 2
=g X (P

In mod analog

o g g 5y & orr1
I AR B = F — i SR —
L vl ),Eom (o + 1
(12) A

3= a1 2
_l_):,m .

¢) Pentru a studia comportarea integralelor Fermi-
Dirae la valori mari ale lui 2, se introduce variabila : £ =1In 2.
Avem atunci

Pt S 1 0 pn-l
Fy (0 =0 vt 1 = LR L
0 er—& +1 (] et~z +1 «E o7~ +1

Punind in prima integrald o = £ — 7, dar in a doua o =
= £ 4 7,, se obtine

F (%) = _E_ S (E—mg)"dwy +S°° (€ + mg)" dny ;
€ 0

) en 1 e L. 1

Deoarece E > 1, se poate inlocui in prlma integrald limita de
jos cuco. In plus, Iuerind cu aceeasi Vﬂ;l‘l‘(])bﬂ(b 7 In ambele
integrale si utilizind apoi la numiritor formula binomului
° Newton, vom gési In mod succesiv

F(8) =

S (& + 7 )“1~(£~n)?"1(17)$

e +1

=S40 3 f_l-[gm—mgw ’)"‘d’l].

MeT,3,5 o e - 1
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Fie, in particular, n = 3/2 i » = 5/2. Avem in primul

Integrala dupd v se calculeazd cu ajutorul formulei (9)

anume
ymdn .
=1 =2mr 1) ¢ (m + 1).
S(,ewl ( JT(m + 1) T (m + 1)
Tinind seama ¢ : T(m)=(m—1)! iar O™, = (rn —1)!
: ml(n—1—m)!
vom avea
Fo(E) = —&-:“ [ + ¥ 2n(n—1)...(n—m 4 1)1 — 270Dy
m=2,4,6 )
Lm)

] & [1 o — 1)L 1) n—2)n—3)
n 6 £

4 1

x 1= L + .
360 &*

ceea- ce reprezintd lema lui Sommerfeld.

¢) Integrala erorilor. Kuncpia sau integrala erorilor
este datd prin definitie de expresia

Em
(13)

{14) erf(x) = —VE:S e~ dt.
0

T

In cazul eind # < 1, integrala se poate dezvolta in serie,
de unde va rezulta dupd integrare ci

3 as z7

erf(x X — —

x—»()) Vﬂ:( 5+V2! 73'+ )
Utilizind defamtgm precum i faptul ci pentru z — co,
erf(x) — 1, se stabilesc urmitoarele proprietiti

{15) e dt = 1 F erf (),

=

2 (o :
(16) ~:S 2o df = j:{ﬁie = Lol
or 2 2

P ;
(17) erf (1) — -_:S e~#dt = 0,84.
Y=
385
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Dém mai jos tabelul cu unele valori ale funectiei erorilor

@ 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,5
erf 0,056 0,113 0,168 0,223 0,276 0,329 0,379 0,428 0,476 0,521

@ 0,55 0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,0
erf 0,563 0,604 0,642 0,678 0,701 0,742 0,771 0,797 0,821 0,843

IX. Metoda multiplicatorilor lui Lagrange

In multe probleme de fizici se cere determinat extremu-
mul unei funetii de » variabile, 7( 1y Xgy .., &), atunci cind
z(t =12, ..., n), nu sint independente, ci satisfac r con-
ditii suplimentare ' :

1) flay ooy 2,) = C; = const, (j= 1,2, ..oyr)

Pentru realizarea extremului este necesar ¢a
; ©
&

(2). 5P =¥ L 5a, 0,

i=1 O

Dacd relatiile (1) nu ar fi avot loc, presupunind variatiile
dz; independente, din (2) s-ar fi obtinut conditiile cunoscute

de extrem : = 0(t=1,2,...,n). Darin cazul de fati
~variatiile 8x; nu sint independente, ci satisfae, in afari de
(2), ecuatiile ce rezulti din (1) prin variere §i anume

7 (') ! ’ . .
(3) 27118@-:0, G=1,2,...,9),

i=1 0ay
Pentru a le lua in consideratie, se inmulfese relatiile(3) cu
factorii constanti 2;, numiti si multiplicatorii ui Lagrange
si se adund la (2). Se obtine astfel

(4) f;aa;‘(‘?pq_,',n,ﬂi):a.
f=1 Owi j=1 . §
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In (4) variatiile S, sint deja independente §i ca urmare va
rezulta

B B ’
(5) 7_____*_2)\},‘.:&:0 (’LZl,Q,..., n).
C¥y =1 Cdy

Aceste relafii stabilesc valorile coordonatelor @, pentru care
functia F arve extrem, in prezenya condifiilor suplimentare
(1). Precizarea valorilor pe care le iau multiplicatorii lui La-
grange se face impunind indeplinirea conditiilor (1). In multe
aplicapil multiplicatorii lui Lagrange posedi o semnificafie
fizicd bine determinatd cum ar fi temperatura statistics 6 —=
= LT, sau potenfialul chimic y.




BIBLIOGRAFIE

1. 1. P. Bazarov, Termodinamika, (ed. 11?), Vissaia Skola, Moskva
(1976). .
2. G. Bruhat, Thermodynamique, Masson Ed., Paris (1968).

3. E. Fermi, Termodinamica, Ed. stiintificsi, Bucuresti (1970).

4. Z. Gabos, O. Gherman, Termodinamica si fizica statisticsd, Ed. di-
dacticd si pedagogicd, Bucuresti (1967).

5. 0. Gherman, L., Saliu Fizica, statisticd, Ed. tehnici, Bucuresti (1976).

6. K. Huang, Stalistical Mechanics, Wiley, New-York (1963).

7. A. Isihara, Slalistical Physics, Academic Press, New-York (1971).

8. L. D. Landan, E. M. Litsit, Statisticescaia fizica, Mir, Moscova
(1964).

9. F. Mandl, Stalistical Physics, Wiley, New York (1971).

10. R. K. Pathria, Statistical Mechanies, Pergamon Press, Oxford (1972).

11. Tu. B. Rumer, M.S. Rivkin, Termodinamika, slatisticeskaia fizika
i kinetika, Nauka, Moskva (1972).

12. 1. P. Terletkil, Statisticeskaia fizika (ed. 112), Vissaia Scola, Moskva
(1973).

13. Sb. Titeica, Elemente de mecanicd statisticd, FEd. tehnici, Bucuresti
(1956). ‘~

14. M. W. Zemansky, Heal and Thermodynamics (ed. V®), Mac Graw-
Hill, New York (1968).

15. G. H. Wannier, Statistical Physics, Wiley, New York, (1966).

16. L. C. Wo‘ods, The Thermodynamics of Fluid Systems, Clarendon
Press, Oxford (1975).

Culegeri de prohleme

17. E. Braun, E. T. Wait, Programmed Problems in Thermodynamics,
McGraw-Hill, New York (1967).

389




18. J. A. Cronin, D. F. Greenberg, V. L. Telegdi, Graduate Problems
in Plysics with Solutions, Addison-Wesley, New-York (1967).

19. R. Kubo, Thermodynamics, North-Holland, - Amsterdam (1968).

20. R. Kubo, Statistical-#echanics,- Neorth-Hoelland, Amsterdam (1965).

21. P. T. Landsberg, Problems in Thermodynamics and Statistical -
Physics, Pion, London (1971).

22. H. Lumbroso, Probléimes de physique commentés, t. II, Masson -
Ed., Paris (1972).

23. H. J. Smith, J. W. Harris, Thermodynamies Problems in S1 Units,
Mc Donald, London (1970).

24. H. Schilling, Statistische Physik in beispielen, Leipzig (1972). |

25. Zbornik zadaci po leoreticeskoi fizike, Vissaia Skola, Moskva (1972).

Redactor: VIRGIL SPULBER
Tehnoredactor: CONSTANTIN IORDACHE

Coli de tipar: 24,5
Bun de tipar: 14.01.1981

B! c. 325 1., INFORMATIA”
g Str. Brezoianu 23--25

Bueuresti



	1.pdf
	2.pdf
	SKMBT_50012110911040.pdf

