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in aceastd lucrare sint prezentate teoria liniilor de cimp si
unele probleme conexe, cu exemplificari din mecanicd, mecanica
luidelor, electricitate si magnelism. tetmodinamica, biologie, chimie
ete. Problematica este expusd accesibil unui cerc larg de cititori si
poate i rezumata astfel: definirea eimpurilor vectoriale si a ope-
ratorilor diferentiali, prezentarea proprictatilor cimpurilor vectoriale
particulare (potentiale, irotationale, sclenoidale, Killing, conforme,
liniare, afine, proiective, torsionale, hamiltoniene, biscalare etc.),
teoria generald a liniilor de cimp si a curentilor, stahilitatea punctelor
de echilibru, rostul sistemeler potentiale si al catastrofelor elementare,
studiul hipersuprafetelor constituite din linii de cimp, explicarea
bifurcatiei in multimea de echilibru si a bifureatiei curentului, stu-
diul (‘xﬁrrlbhtlev nrﬂwmx ile unul cimp veclorial si cercetarea pro-
s or cimpuri vectoriale speciale.
L ucrarea este adresatd inginerilor, matematicienilor, fizicieni-
lor, bielogilor, chimistilor si studentilor.
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PREFATA

In veprezentarea matematicd a Jenomenelor lumii reale, linia de cimp
este o curbd definitd co solufie a unui sistem diferengial ordinar autonom.
Din punctul de vedere al intuitiei corpusculare, linta de cimp indicd traiectoria
pe care o urmeazd o particuld plasatd intr-unwul din punciele domeniului de
definitie al unui cimp vectorial,dacd particula esie sensibild la tipul de cimp
consideral. De aceea liniile de cimp apar in mod natural in probleme de me-
canicd, mecanica fluidelor, electricitaie s1 magnetism, termodinamicd, biologie,
chimie_ elc.

In aceasid carte se grupeazd inir-un tot unitar tof ce se stie despre lintile
de cimp st despre conceptele necesare §t cele conewve explicitirit proprietdtilor
acestor curbe in R". Rezumatul cdrfiv este urmdtorul : se dejinesc cimpurile
scalare, cimpurile vecioriale si operaiorii diferentiali,se prexinid proprietdg
ale cimpurilor vectoriale speciale (potentiale, trotaiionale, solenoidale, Killing,
conforme, liniare, afine, proveclive, torsionale, hamilioniene, biscalare ete.),
se expune teoria linitlor de cimp $1 a cureniilor generati de cimpurile vectoriale,
se cerceteazd stabilitetea puncielor de echilibru, se pune in evidenid rostul
sistemelor potentiale si al catastrofeloy elementare, se studiazd hipersupro-
Jetele constituite din linii de cimp, se explicd bijurcaiia in mullimea de
echilibru si bifurcatia curentului, se siudiozd distributia ortogonald unus
cimp vectorial §1 se cercetenzd proprietdjile energitlor unor cimpurt vecloriale.

Din punctul de vedeve al expri enalice s-a aprecial e¢d reeva-
ludrile accesibile sint mai jolositoare decii meniinereq unnui Himbaj matemaiic
ermetic. In acest sens s-au preferat exemp furnizale de alle discipline,
Javorizind in special pe cele care au (rii"e'fufw/ u ingroapd concepiele mate-
malice intr-un noian de doie neeses weneda, la inceputul frecdrut
capitol este dati o prezeniare succing i wlui, a aplicaiiilor in celelalie
discipline si a memp!eu_:r. smportania  practicd §i teoreticd
o capitolului respectiv. Ac Tuceri completeazd itlurile capite-
lelor s paragrajelor care s: 4t la confinutul matemaiic 1 nu la
aplicaiis.

Cartea este adresald ingine enilor, fizicienilor, biologilor,
chimistilor st studentilor, m;m pm;mu#q pe baza experieniei acumulale lo
Catedra de matemaiici I din Institutul Politehnic Bucuresti. Ea incling
spre modelul lucrdrilor acinale de (iz)iz’wﬁ'ii (v"P geomeiriei (72}'@’6-72117{116 st
ecualiilor diferentiale si cu deri )

In incheiere, fin sd aduc mulfumiri zimum ¢
fructuoase privind confinutul acestei cirt
specialistii 10EMA T-ului, acad. Sabba S escu, prof. dr. docent Aristide
Halanay, ")roj. dr. docent Radw BMiron, prof. dr. docent Marcel Rosculef,
zrof. dr. lier Olariu, prof. dr. Andrei Tug gulea, conf. dr. Ion Teodorescu,
lector dr. OZ*m Dogaru, lector dr. Tonel iw 51 asistent Serban Bolintineanu.
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1. CIMPURI VECTORIALE

Cimpurile sealare (v. 1.1) si cimpurile vectoriale (v. 1.2 i 1.5) sint medele matematice
derivate din legi ale naturii dinire care citam urméioarele exemple :

1) legea vitezei de sublimare a moleculelor si legea presiunii necesare aparitiei feno-
menului de sublimare, conditia de echilibru si expresia velumului in procesul de oblinere in
cosmos a unor produse sub forma de sfere.

2) viteza de evolutie locald a unui sistem biologic format dintr-o specie ,rdpitor si o
specie ,,prada‘s, cimpul gravitational, cimpul electrostatic, cimpul vitezelor in masa unui
iluid si gradientul unui cimp scalar.

Teorema funcliei inverse si teorema Iunctiei implicile stau la baza geomelriei diferen-
{iale. Partea elementara din aceasid geometrie se referd la subvarietatile Iui B? (v. 1.3).

Unele proprietili cantitative sau calitative ale cimpurilor scalare si vectoriale sint puse
in evidenta de derivata in raport cu un vector sau cu un cimp vectorial, tratate in 1.4, sau de
eoperatorii gradient, hessiana, rotor, divergenta si laplacian. prezentati in 1.6.

In1.3siin problemele 2 si 3 din 1.7 sint descrise alternative de definire a vecterilor tan-
genti, si deci a cimpurilor vectoriale, impuse de nevoile de abstractizare si anume de trecerea
de la R% la varietati diferentiabile ¢ sau infinit dimensionale. Tn 1.7 sint date citeva probleme
pe care le-am considerat utile in {fixarca si completarea teoriei.

1.1. Cimpuri scalare

Fie R multimea numerelor reale gl [R* spatiul euciidian canonic
cu dimensiunea mn.

O functie de tipul f: [R*— R se numeste c¢imp scalar pe R" Pentru
prescurtare cimpul scalar se noteazd cu f, iar valoarea sa in punctul
&y, Ly et )

Un cimp =calar continuu se numeste de clasd €°. Un cimp scalar
are are derivate pariiale continue pind la ordinul p inclusiv (p =1,
, ...) se numeste de clasdé C?, Un mmp sealar care admite o dezvoltaxe
in serie Taylor in vecindtatea oriedrui punct 2 € R”* se numneste de clasd Co
sau  analific.

’N)

Observatie. Fie S o submuliime oarecare a lui R2 Cimpul scalar {:S — R se nu-
meste de elasé CP, p = 1, dacﬁ exista o muliime deschisd D < R care include pe S si un cimp
scalar F: D — R de clasd C?, p > 1, astfel incit [ = Flg.

Fie {: R" = [R un cimp scalar de clasd 1. Solutiile sistemulu

—Ef—g;,:l, iy = 0, sy of (@« 0oy ) =0

< Iy c%y

fe numesc pundcte critice 1 e cimpului scalar f. Punctele in care cel putin
f of

una dintre derivatele —y . ..,—2. nu se anuleazi se numesc puncte

- -

\4

Lol

Ly oLy,

requlate pentru f.



Fie ¢ un numir real. Multimea
Mc - f—l(c) == {(501, ey 507;)1 ("7517 ey CL’,;) € [Rny f(xu ey mn) == c}

se numeste mulfime de nivel constant ¢ sau muliime de ecuatie carteziand
implicitd. f(wxy, ..., ®,) = c¢. Pe scurt se scrie M,: floy, ..., %,) = e.
Evident, daca ¢ ¢ f(IR"), atunci M, = Q.

Denumirile puncte de nivel constant, curbe de nivel constant si suprafefe
de nivel constant se utilizeazd pentru anumite mul{imi de nivel constant
in cazurile » = 1, n = 2, respectiv n» = 3 (vezi 1.3).

Dacih privim pe ¢ ca fiind variabilin R, atuneci ecuatiile f(@y, ..., #.)=¢
reprezintd o familie de multimi de nivel constant. Aceastd familie are pro-
prietatile :

1) prin fiecare punct trece o multime de nivel constant §i anume
prin @y = (249, . . .y Tay) € R™ trece multimea pentru care ¢ = f(x,) ;

2) doud mulfimi de nivel constant nu pot avea nici un punect comun.
Daci ar avea unul, ele ar trebui si coincid# siacest Ineru este o consecintd
a faptului ci fiecare valoare a unei funetii este unicd.

Multimile de nivel constant atasate functiei f sint strins legate de
grafical lui f, impreund servind la descrierea unor proprietiti calitative
ale cimpurilor scalare. Graficul cimpului scalar f:[R*— R este submul-
fimea lui R**' definitd prin

GET Y == g -« vy By B g¥ ] (s o v 5 B) © R Wiy = @y 6y Bl

Astfel se observii ¢t M, nu este alteeva decit proiecia pe R" a sec-
tiunii graficului lui f prin hiperplanul #,.; = c. Pe de altd parte, G(f) este
mulgimea de nivel constant zero atasati functieiF : R >R, F(wy,...,00q) =
= (@1 - -y Bn) — Tpyy-

In general M, contine atit puncte regulate ecit si puncte critice ale lui
J. Punctele critice ale lui f care fac parte din M, se numesc puncie critice
sau singulare ale lui B,

Daci f este un polinom de gradul »n, atunei M, se numeste hipersupre-
fatd algebrici de ordinul n. In particular avem urmitoarele denumiri :
hipersuprafeie algebrice de ordinul unw (hiperplane), hipersuprafete algebrice
de ordinul doi (hipercvadrice) ete.

Exemple. SA considerdm clmpurile szalare delinite pe [R? respecliv prin

22 L g2 (=2 — ), 2 — g, &3 — 3xy?, a?, Pyt

Acestea se vizualizeazd fie prin graficele corespunzitoare care au respectiv alura din

fig. 1.1 — 1.3, a, fie prin curbale dz nivel constant care sint schitate infig. 1.1—-1.5, b.

&y

@

Fig. 11
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Aplieatii. 1.1. Inlr-un mediu cosmic aseminitor vidului are loc sublimarea metalelor.
Viteza de sublimare a moleculelor de la suprafata corpurilor formate din substanie anorganice
se determind cu relatia [31]
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Fig. 1.5

unde V este viteza de sublimare, p este presiunea vaperiler malerialulvi, M este masa moleculari
a vaporilor materialului, iar T cste temperatura absclutd. Relatia cu ajuterul céreia se deter-
mind presiunea necesard aparitiei fencmenului de sublimare este

lgp=A— B|T, A, B= const> 0. )
Un model matematic al legii fizice (1) este cimpul scalili [:D—R, D=RX(—00,0]x
T
X (—00, 0)U RX [0, )% (0, o0) < R?, f(z,y,z2) = ;3—2; L3 (sau o restriclie a acestuia).
z



Multimile de nivel constant atasate functiei [ sinl submullimi din D caracterizate prin ecuatii
carteziene implicite, ¢?z = 2%y. Accsica sint suprafele riglate deoarece sectiunile lor prin planele
x = k sint portiuni de drepte, x = &, a?z = L*y. Graficul Ini [ este o hipersuprafaia a iui R
A
Relatia tizicd (2) este strins legatd defunclia/: R/[0; = R, [{(z) = ¢ *L, A, B=const> 0
sau de restrictia ﬂ\QJJ Tabelul de varialie al lui f este (lig. 1.6)

!
4 — 00 (1] "
| | 1/2 (o]
(2 l 0 =¥ o0 0 =+ 0
KE) ! + + 0 -
») 4 A
(= I e P c© |0 Vd e
A 1.2, Procesul de obtinere in cosmos a unor produse sub formi
Sz de sfere incepe cu dilatarea unei bile (in slare lichidd) prin interme-
diul injectdrii de gaze sub presiune in interior. Diametral interier 2y
al cavitdlii in care se afld gazul este determinat de presiunea gazu-
10,84 lui p, si de tensiunea ¢ a lichidului ce o inconjeard. La rindul ei
B tensinnea o este determinatd de diametral bilei D, si de presiunea

i exterioard p,. Condilia de echilibru pentru fiecare punct de pe supra-
fata sfericd este datd de relalia

1o . TANES ;
0 (172,01 Py — Dy = 46 (f—w— = =l § (")
Fig. 1.6

7

unde D, este diametrul interior, iar D, este diametrul exterior al inelului sferic (fig. 1.7). Sin-
gura marime constantd a procesului este volumul V al materialului, stabilit inijial pentru obti-
nerea grosimii finale S a peretilor si a diametrului exterior D,. Dependenta dintre presiunea
interioara p,, diametrul exterior D, si volumul V" al materialului este dald de relajia [31]

= 3 4 Gy 2 )
Vo Bt @
6 p. Dy, — 4o

Legea (3) sugereazid cimpul scalar [: F — R,
i 1
E = R3\_(yOzU 20z), f(x, 5, z) = 4= (— — —1}.
s i i /;’ A //

Multimile de nivel constant ale iui {sint portiunile :
din E ale conurilor de ecu ;== 2y — zx. ‘Gra- S, g
ficul lui [ este o hipersuprafatd a lui R

Cimpul scalar, cu domeniul de definitie maxim
posibil (din punct de vedere matematic), care mo-
deleazii legea (4) este {: E >R, E = R (yOzy
Uz, y, DR, y— 4 =0}, f(z, y, ) =

]. Fatd de acesta, legea (4) reprezintd multimile de nivel con-

stant pozitiv ale unel restrictii a lui f:

2. Cimpuri vectoriale

Fie R™ spatiul vectorial (real) euclidian canonic cu dimensiunea ».
Ca orice spafin vectorial euclidian, R" este implicit un spatiu punctual
euclidian.
Fie # si y dousd puncte oarecare din [R”. Perechea ordonatd (z, y) se
numeste vector tangent 1a R” in punctul @ (segment orientat, vector legat

10



si se reprezintd grafic printr-o sfigeatd care incepe din punctul  §i se ter-

mind in punctul y (fig. 1.8). Punctul » te numeste originea sau punctul de

aplicatie al vectorul tangent, iar y se numeste extremitalea sa. Dacd

z = (0,0, ...,0) este originea lui R”, atunei (z, y) se

numeste vectorul de pozifie al punctului y. #y /xx
Punctul X = 7 — & se numeste partea vecloriald a / /

vectorului tangent si in loc de (z, ) putem nota X, sau /

chiar X daci punctul de aplicatie se subinfelege. / /
Din definitia vectorului tangent la [R* intr-un /
punct rezultd cit vectorii tangenti X, §i Y, coincid (sint / Ix

egali) dacit si numai dacd au aceeagi parte vectoriald,
X =Y, si acelasi punct de aplicatie, # = y.

Doi vectori X, 8i Y, care au aceeasi parte vectoriald X =Y, dar
care au puncte de aplicatie diferite, # # ¥, se numesc paraleli (fig. 1.9).

Fixiim un punct @ € R" si considerdam toti vectorii tangenti la [R” in
#. Multimea tuturor vectorilor tangentila R” in w se numeste spajiul tangent
la [R" in punctul @ i fe noteazé cu T,[R" (fig. 1.10). Spatiul tangent se
organizeazii ca spatiu vectorial cu operatiile

¢, Astfel, ea spatiu vectorial, T,[R" este izomorf cu
| R", izomorfismul fiind dat de corespondenta X — X,.
Produsul sealar in T,[R" se defineste astfel :
unde membrul drept reprezintd produsul scalar din
R*. In particular, norma (lungimea) vectorului X,
Fig. 1.9 este numarul | X, || = || X|. Un vector de lungime unu
se numeste vector unitate sau versor. Dacid (X,Y) = 0,
Vix atunei vectorii tangenti X,, Y, se numesc ortogonali.
? Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezultd
X
X, Y
1 < _u_ <1
-
I XY
De aceea formula
X A} X,Y
x . cos g =— ) g
Fig. 1.10 XYl

defineste unghiul dintre doi vectori tangenti nenuli X, si Y, (fig. 1.11).

Un sistem ordonat de » vectori unitari, reciproc ortogonali, tangenti
la R” in z, se numeste reper in punctul z. Dacd {E;, E,, .. ., E,} este un
reper in punctul # € R, atunci VX € T, [R" putem scrie

€ [0, =],

Yx
X = (X, El)El e (X7 Ez)’ Ez + .ee (Xa En) E,
Numerele reale r; = (X, E),t=1,2,...,7n, se €
numese componentele lui X in raport cu reperul fixat x Xx
§i sint m#rimi algebrice ale unor proiectii. Fig. 1.11
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Reperul (1,0, ...,0),,(0,1,...,0),, ...,(0,0, ...,1), se numeste reper
naturol, iar componentele unui vector in raport cu acest reper se numesc
componente euclidiene.

Fie

Xn == rnl E1 “’[‘ ngEz + .. + TamE.'z
n—1 vectori din T, R" raportatila reperal {E,, ..., E,}. Vectorul
E; B ... E,

- Ipy Tog ... Tap s
X5 % .. . XX, == e TR

Tny T2 --- T'nn

unde membrul al doilea este un determinant simbolic ce se dezvoltd dupi
prima linie, se numeste produsul vectorial dintre X,, ..., X,. Evident,
X, X ... XX, este ortogonal pe fiecare dintre vectorii X,, ..., X,.
2 > 27 ?
S& consideram n vectori X; e T.[R*. Numirul (X,, X, X...xX,)se
numeste produsul mixt al celor » vectori. Daei
X, = (7’117 7125 + ooy 7~1!a)7 Xz = ("”21’ Tagy - -+ 712”)? >80 X, = (Tnlr Thug v ooy Tﬂn)

atunci

e T, XL Ry PRt T

'my Tn2 - Tnn
V. XW .
Vo Vix Modulul acestui numir reprezinti volumul n-paraleli-
pipedului coustruit pe vectorii X,, X,, ..., X,.

In R3 reperul natural este ¢, = (1, 0, 0),,4§, =
W (0,1,0),,k, = (0,0,1), si se poate vorbi de produsul
vectorial a doi vectori tangenti (fig. 1.12)

Fig. 1.12 ‘\vz- = al? _‘E" bjr _'_ Ckl’a “fx = 631‘ + j,!z _:“ gkxv
iz jr ks
VaoXWe=]a b ¢
f g l
O functie X care asociazd fiecirul punct # al lui R” un vector X(z)
tangent la R" in x se numeste c¢imp vectorial pe R™ (fig. 1.13).
Un cimp vectorial X pentru care X(x) este paralel cu X(y), Va, y €R"

se numeste cimp vectorial paralel sau constant. Multimea valorilor unuicimp
paralel se identifici cu un vector liber. Cimpurile paralele U, U,, ..., U,

o
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definite prin Uy(z) = (1,0, ...,0), Uy@) = (0,1, ...,0), ..., U.(z)=
= (0,0, ...,1),, se numesc cimpuri fundameniale, iar ansamblul lor se
numeste eimpul reperulut natural.

Teoremil. Dacd X este un cimp vectorial pe R", atunci existd n funciis
reale f;: R"—» R, * = 1,2, ..., n, astfel incit

X =1U,+£U,+ ... + ful..
Cimpurile scalare f; se numesc componentele Xix)

euclidiene ale cimpului Y.

Demonstratie. Prin definitie X asociazd lui » un
vector X(x) tangent la [R" in x. Deoarece partea
vectoriald a lui X(#) depinde de z, ea poate fiscrisd B
in forma (f,(®), fo(®), ..., fu(x)) si astfel obfinem func- e
tillef;: R"> R, ¢ = 1,2, ..., n. In plus, Vo € R", avem

X(@) = (J(@), fo(@); -« oy ul@))e = fr(@)(1, 0, ..., 0)p +
—f‘fz(x)(oy By v Bp sl s + Jal2)(0, 0, ..., 1), =

= fil@)Uy(2) + fa(@)Us(@) + ... + ful@)Uy(®).

”
Deci X = Y, fiU;. Evident functiile f; sint unic determinate.
i=1
In particular, orice vector tangent X. se reprezintd in forma
k22
X;,; = 2 ’)'j{,*i(Jf').
i=1
Algebra cimpurilor vectoriale se construieste pe baza urmitoarelor
operatii :

(X 4+ Y)@) = X(x) + Y(2), (fX)(2) = f(z)X(2).

De asemenea produsul scalar al cimpurilor vectoriale X 3i Y se defi-
neste prin

(X, Y)(@) = (X(x), Y(2)).

Produsul vectorial al cimpurilor X,, ..., X, se delineste prin

(Xox ... x X)(@) = Xp(o)X ... x X, (#). Produsul miwt al cimpurilor
, X5, ..., X, sedefineste prin (X, X, X ... X X,)(z) = (X(x), X,(z) X

ks

X e X X))

Operatiile definite anterior punctual se pot exprima prin operatii
asupra componentelor eimpurilor respective. De asemenea facem obser-
vatia ci in baza teoremei precedente, orice cimp vectorial X pe [R” este
echivalent cu o functie de tipul ¥ : R*— R"F(2)=(/,(®), fa(), . .., [a(2)).
De aceea este natural si spunem ci X se numeste cimp veclorial de clasd
C? daci componentele sale sint de clasi 07 (ca functii reale). In ipoteza
e X este de clasd 7 p > 1, dispunerea vectorilor X(») urmeazi reguli
suplimentare precise, c2l putin in vecindtatea unui punet, reguli impuse
de existenta liniilor de cimp 3i a hipersuprafefelor de cimp (v. cap. 3 §i 6).

5

13



Sd presupunem ci ne referim Ia [R® In acest caz eimpul reperului
natural {i, j, k} este definit prin (fig. 1 4)

1
i(2) =1, = (1, 0,0),, jz) = 0,1, 0}, k(z) = k, = (0,0, 1),.

7
Orice cimp veetorial pe R3 te serie sub forma (fig. 1.15)

Carrin
o~

X = flw, ¥, 2)i + gla, ¥, 2)j 4 h(z,u,2) k.

B2 i plbowlng b o -
4z % /1
5 o 4o
1 £ &
il b g
1 by i < : !
| (xypzip—e o |
: : oL
| - ! ) e
* 4 L fxwa) gxpalf,
! H 1/ g 1/
; & P Eftox i b
s <Al ERE
o] 7 |
/a ¥
/
»/‘
Fig. 1.14 Fig. 1.15

I:
X

fo)

cazul spatiului R® se poate defini produsul vectorial a dous eimpuri
i Y ¢i anume

)

(XxY)z) = X(2)x Y(z).

Observatii.1) In general do
utilizate in continuare var fi submul

meniile de definitie ale eimpurilor scalare sau vectoriale
timi D ale lui R=.

2) Cimpurile vectoriale X;, ..., X,,, m < n, se numesc liniar independente pe DcR?
dacad Xy(x), ..., Xyu(2) sint vectori linig independenti, oricare ar fi x € D. Acest tip de ,,liniar
independenta‘:, folosita in problemele elementare, nu are acelasi continut cu liniar independenta

vectoriale (spatiu de functii, infinit dimensional,

definita pe spatiul vectorial real al cimpurile
vezi 1.5).

3) Doua cimpul vectoriale X si Y se numese coliniare De D dacd existd un cimp scalar
[:D— R astfel incit ¥ = [X.

a ¢
h l&‘ ! /
. &\ag‘{i?gf n/
YV"“}';.
i
‘/9 3 s\
& e——p o 5 £
e Sl i e %%
—t — —— &
> —p
XUy i=(1.0) Xbayt=(xy) XUy d=t-yx)

Fig. 1.16

Trei cimpuri vectoriale X, Y si Z se numesc coplanare pe D dacil existi douit cimpuri
scalare f,¢:D — R astfel incit Z = X - gY.

Exemple. 1) In fig. 1.16 sint prezentate trei cimpuri vectoriale tipice pe [R2.

2) O problema importanti pentru ecologie este fenomenul oscilatiilor populatiiler. Studiind
populalia piscicold in Marea Adriatici, Volierra si Lotka au ajuns la concluzia ci viteza de evo:utlie
locald a unui sistem biologic format dintr-o specie ,,viipitor‘ si o specie ,,pradi‘‘ are expresia
X(z, y) = (z(a — by), g (cx — ), {x, 7)€ R2 unde q, b, ¢, d sint constante.
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3) Cimp gravitafional (fig. 1.17). Fie R® modelul matematic al spatiului fizie tridimensional
si m o masa situatd in origine. Forta de atractie cu care acjioneazd masa i asupra masei unitate
situatd in punctul arbitrar (a, y, =) este (v. 2:2)

¥z 9, 2) = — - (zi + i+ zk).

Fig. 1.17 Fig. 1.18

Functia (x, y, z) — F(x, 7, ) se numeste ¢imp gravitational (newtonian) produs de masa
m pe R J(0, 0, 0)}.
4) Cimp eleclrostatic (fig. 1.17, 1.18). Fie R3 modeinl ms:
N

sional si g, o sarcind electrica situatd in origine. Forta B ¢t
sarcinii ¢ = +1 (unitate de sarcind clectrici in S1, 1 coulembd = 1 As)situatain punctul arbitrar

(z, 7, 2) este (v. 2.2)

==+ + =

unde ¢ este permitivitatea mediulul in care sint plasate sarcinile.
Functia (x, g, 2) — ¥{y. ¥, ) sc numeste cimp elecirostatic produs de sarcina g, pe
[R3\{(0, G, 0)3
5) Cimpul vitezelor in masa unui fluid. Tie R? modelul matematic al spatiului fizic tri-
dimensional si o sursit de debit ¢ situata i: sine. La trecerea prin punciul (. g, z) o particuld

V{x,4.2) = —41 1 (zi+ gj + k)
T Ys 2} = P (el e ol
4r (22 - 32 + ::/,3/-

Functia (x, g, ) — V{(z, y, ) se numeste etmpul vitezelor in masa finidalui.
6) Gradiental. Fie D o multime deschisd din RB” si f: D — R un cimp scalar de clasd ca,
Acestui cimp scalar ii putem atasa cimpul vectorial

numit gredientul Tui f.

Fie 3 : flay, ..., T) = ¢ muliimeadenive
¢ grad f(x,) este ortogonal pe orice curbi din DM, care trece prin

S

tant ¢ atasatd lui fsi xy € M,. S ardtim
T, ol viteza «’(fy). Pentru a

.xy): I — R% ¢ curbd de clasd €' cu proprietétile
tea f(zy(0), ..., xp{f)) = ¢, t € [ Inraportcu 1, gasim

dovedi acest lucru fie IcR si o = (x
a(ly) = xp si o ()2, Der

af dx, of daxy,
A TR L
gz, di Oxy i
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fn particular, (grad f(x,), &'(1,)) = 0, adicd grad f(z,) L «'({;). In baza acestei proprietiti se spune
ca gradientul esteun eimp vecforial normal la coricare dintre multimile de nivel constant M,

(fig. 1.19).

1.3. Subvarietati ale Iui R”

S considerdim o funciie de tipul F: R”— R™ Funetiile f; = 3, o F :
R"—[R, unde 7, sint functiile coordonate ale ni R™, se numesc componen-
tele euclidiene ale Iui F sise serie F' = (f;, ..., f). Multimea

3 ${m / f {(r 7 + (m Hm
G(E) = Uz - ooy @y Jol@yy oo 0y Wighy s vosty T B s vy B50)) (@ vsi s @y e Rn}
se numeste graficul :fz.qu‘i:?i F = (fiy ..., fu) Evident G(F) coincide cu
multimea ‘z’alorﬂqr tametiel (g - .y @) 005 55 By Tty om0 Badye e s
--7.]‘73(5517 iEay ‘2‘51,\:)' ey s .

Funciia F este de clasq O° dacd si numai dacid componentele f,,
=1, ..., m, sint functii de clasd C?. Unei functii F de clasi Oli se ata-

ajl/a‘Tl < sy 8.}!‘1/5'/}%
> 7o o 1 SR

0 ?iz;’laxl .o e &fm/ E)‘Jf'n

Daci » = m, atunci determinantul matricei J(F) se numeste jacobtanul
lui f 5i se noteazd D(fy; . - o )D&y ooy 23).
Funetia F : [R* — R™ se numeste :

1) tnjeclivd dacd relatiile @, y € R", F(z) = F(y) € R™ implicd ¢ = y;

2) surjectivd dacd Vz € R™, 3z € R" astfel incit F(x) = 2;

3) bijectivd dacd este injectivd si surjectivd

4} imersie dach este de clasd O sirang J(F)(2) = n,Yo e R" (0 < m);

b) submersie dacd este de clasi C' si rang J(F)(z) = m, Vo € R”
(m < n);

6) regulatd dacd este imersie sau submersie ;

7) difeomorfism pentru # = m, dacd este de clasid C! si dach posedd
inversd de clasd C.

Dacd functia F nu este regulatd intr-un punect x, atunci « se numeste
punct critic sau punct stngular, iar F(z) se numesgte valoare criticd sau va-

loare singulard.
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Teorema funetiei inverse. Fie F: [R* — R" o funcfie de clasd O,
Daci x, € [g" este un punct pentru care det J{F)x,) # 0, atunci existd o
vectndtate D a i z, asifel tnctl restricita lwi F' la D sd fie un difeomorfism.

Teorema funetiei implicite. Fie ' =(f,, ..., f,) : R"™"™ - R™ 0 functie

de clasd C'. Dacd in (a, b) € R"*™ avem F(a,b)=0 st Dl oo fu) (@, b) # 0,
D(yys - -y 4m)

atunct existd o vecindtate D a lut a gt o funciie de clasd C* u,mea }g: D—R™

astfel incit gla) = b ¢t f(@, g(®)) = 0, Yo e D.

Urmind modelul mplafetel()I (hﬂ [R? care se definesc eu ajutorul
ecuatiilor (implicite sau exphute sau parametrice) atasate unor functii
cel putin de clasa C7, care indeplinesc anumite conditii ce asiguréd netezi-
mea si absenta autointersectiilor, introducem Rubvanemtﬂe lui R".

0 ~ubmu}t1me M a lui [R* se numeste subvarietate de dimensiune m
(< n) dacd pentru fiecare punct x e M existd o mulfime deschisihi D din
R* care contine pe x si o submersie F : D — [R*~™ astfel incit

MnD= -LL’H;Z? EB, F(?) = 0}.

Teorema. Fie M o submulfime « lui R". Urmdtoarele proprietdti sint
echivalente :

L) I este o subvarietale de clmzenswfze m e e R™;

2) pentru fiecare punct z € M exist@ o mulfime deschisd D din [R™ care
confine pe @ si n—m functit f;: D - R, t=1,...,n — m, de clasa C!
asz‘je? mc;fzecmru gra d fi(x) s fieliniar z;zei’ez?cm?em‘z st MnD = {x
Ftar-=0uL 4 1 3)-=0};

3) pentru fiecare pzuzaf € M exista o mulfime deschisd D din [R" care
conline pe x = (;2:1. ceos By)y 0 MulEIMe deschisd E din R™ care contine pe
(al, ey @) ST N—m Functit Ty : E— R,i=1,....,n —m, de clasd C1
astjel tneit, abstractie jacind eventual ae opcmmtme @ coo:donrwelm MnD
sd fie g;a]@cuz ap chatzee Chiy o ooy Bpl) o B~ Ry

4) pentru fwcare punct w e M pmsw o mulfime deschisé D din [R* care
confine pe x, o mulfime deschisd E din R™ g o imersie injectivd g : E— [R®
cu @magwe(e MnD §i eu inversa gt M 0D — E continud.

Demonstragie. Schematic 1) < 2) = 3) = 4) = 2). Proprietatea 2) este
o traducere a proprietatii 1) utilizind componentele f, .. , fn_ ale sub-
me*’%xel F. Reciproc, dacd 2) este adevaratd, atunei F = (f, ..., f,_n):
D— R*™™ este o submersie in pur netul @ Deoarece determmantn sint
funetii continue, functia F ridmine submersie pe o multime deschisy ce
contine pe x i deci 2) = 1).
Proprietatea 3) rezultd din 2) in baza teoremei functiei 1mphc1te.
3) =4): mncha g:E—R" gu) = (u, ey Umy Ry(), oy By (W),
U = Uy, ..., U,), este o imersie injectivi cu imaginea M n D si cu inversa
:MnD L E continud. 4) = 2): reprezentdim imersia ¢ prin
bomponentele sale @ = (%, ooy Un)y ooy By = Go(Uy, ..., u,). Daci
Digys - - -5 gu)

(%) # 0, atunciprin teorema functieiinverse u, = o, (a,. . .
Dby s e o vs i)

ey By ooy Uy = QT .., Tm) cu conditiile
Tnry = Gns1(P1(@1y ooy Tn)y ooy Pl @yy « o oy Bw)),
Tn =GP Bry vy Tm)s i OBy . ey )
2 — c. 594
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Funetiile definite prin

Sul#)

= Zm+1 — Ime 1‘ “)J_( s TR % RS Omni®yy + v ny Tm))s

Focm(®) = @3 g lod @y - ooy @) s ooy Pul®is « ooy Bu))
satisfac conditiile din 2.

2 Exemplu. Considerdmun circuit RLC format dintr-un
/N rezistor, un inductor si un capacitor (fig. 1.20). Prinfiecare
/ b ramura trece curent avind intensitatea i si tensiunea v.
,f X La un moment dat, circuitului 7 se asociazd doud triplete
/ \ de numere reale (iz, iz, i¢), (Vr, U7, vg). Acestga sint legate
/7 & prin legile Kirchholf i;; = i;, = —i¢, vp +1; = v silegea
R \ c Ohm generalizatd vp = ®(ip), cu ® functle de clasi G
é'/ / */K Schimbind notatiile, asociem circuitului RLO ur-

/ N\ mitoarea multime :

7/ \
/ —_—p \ g — =0, 2, + 23, =0 }
: M= ... %),

| Ta T

s — x5 = 0, Oy — v, = O}

r‘\%
i_
~

Fig. 1.20 care este o subvarietaic de dimensiune 2 a lui RS,

Daca in fiecare din definitiile subvarietdtii utilizidm funetii de clasi
C?, p > 1, atunci M se numeste subvarictate de clasd (7.

Subvarietiitile de dimensiune 0 sint multimi de puncte izolate din [R".
Subvarietiitile de dimensiune 1 sint curbe, iar subvarietfitile de dimensiune
2 se numese suprafete. Subvarietitile de dimensiune » sint multimi des-
chise in [R”, iar subvarietiitile de dimensiune » — 1 se numesc hipersu-

prafege.
Imaginea unei imersii injective nu este intotdeauna o subvarietate
(inversa nu este neapirat continufi). Imaginea unei functii de clasi Ot

poate fi o subvarietate chiar dacd acea functie nu este o imersie. De ase-
menea fiind data o submersie F: R"— R”, nml*lmea "=1{z) este saun vidd
sau o subvarietate de (hmen\v une n — m a lai R* In gener -al, fiind date
doud functii G: R*"— R, ”,_RI’ R de clasa U! care nu verifici peste
tot conditiile de definitie a unei subvarietiti, putem obtine subvarietati
din G-1(2) sau din H(R?) eliminind pun(tole singulare. Acestea sint fie
puncte in care condifia rangului nu este verificatd, fie puncte de autoir-
tersectie.

Fie M o subvarietate a lui R” de dimemimw m i D o multime des-

din R™. O functie 7 : D — [R" de clasii ! cu grapmetatﬂe

‘i: T este o imersie injectivd,
este harta in BM.
D cd b este numal imersie, atunei b se numeste parametrizare a regiunii
D) din M. Conform teor emei precedente orice punct @ € M admite hirti
h: D— M astfel inclt « e 1(D).
Fie M o subvarietate a lui R" si I un interval din R- O funclie continui
oI — M se numeste curbd in 3. Dacdt I = [a, b] 8i «(a) = «(b), atunei
curba « se numeste inchisd. O curbi inchisd « @ [4, b]—> M cu proprietatea

e «: [a, b) — I este injectivil se numeste cur bi simpld si Inchisd.
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Un veetor v din R” se numeste tangent in punctul » la subvarietatea
M dacd existd o cwrbid «:I — M de clasd O pentru care «(t) = w,
«'(ty) = v, t, € I. Mul{imea vectorilor din R® tangentila M in z este un
sub\pfm in Veotoricﬂ al lui [R* de dimensiune m numit spc,tfzul tangent la M
in @ §i notat T, M. Multimea TM = {_J T, se numeste fibrarea tangentd

ieM
a lui M (subvarietate a Iui R2" de dinmensiune 2m).

Un vector w din R” se numeste normal la i in punctul @ dacl el este
ortogonal spativlui tangent 7, 3. Multimea tuturor vectorilor normali la
M in punctul x este un spatiu veectorial de dimensiune # — m numit
spatiul normalla M in punctul x si notat N, 1.

Fie M o subvarietate a lui R*. O funetie X care asociazi fieciirui punct

I un veetor X(a \1 angent la R” In pm‘ciul 2 se numeste cimp wvecto-
fache . Daed X(x) [,JI Vo e M, atunci X se numeste cimp vectorial
tangent la 3, iar dacd X(z) e N.M, Yo e M, atunci X se numeste cimp
vectorial wormal la M.

O subvarietate M se numeste stmple conexd dacd pentru fiecare
punct z, € M si fiecare curbd inchisd o«: e, b]— M, «la) = w(b) = w,
existd o funetie continud H : [a, b]x [0,1] — M astfel incit

H(t, 0) = «ft), H(t,1) = x,, Viela,b]
H(0,s) = H(1, s) = x,, ¥se[0,1].

Aceastad definitie contine faptul intuitiv ed « poate fi continuu deformati
la punectul z,.

O subvarietate [ se numeste conexd dacd Vo, y € M existd o curbd
«: [a, b]— M de clasd 01 pe portiuni care unegte pe xcuy, adicd ofa) = =,
a(b) =

O submultime M a lui R® se numeste subvartetate de dimensiune
m (<n), cu frontierd, dacd pentru fiecare punct 2 € M existd o mulfime
deschisd D din ER” care contine pe z §i w — m -+ 1 funetii f,: D—> R,
t=1,...,n —m -1, de clasid O astfel incit vectorii gzadf z) si fie
liniar mdependenh si

MnD = {zjzeD, file) =0, ..., fazn(®) = 0, fo_pui(z) > 0}.

Multimea
M ={vleeM § fi_nlo)=

numit# frontiera lui M, este o subvarietate de dimensiune m — 1. Multimea
M — 2M, numitd interiorul lui M, este o subvarietate de dimensiune m.

1.4. Derivata in raport cu un vector

Fie D o mulfime deschisé din R”, fie f,¢:D — [R doud cimpuri
scalare de clasd C! i ¢ un numdr real. Cimpurile scalare f 4 g, of, f9, f/g
sint de clasd €' i au loe relatiile

grad (f + g) = grad f + grad g, grad (¢f) = ¢ grad f,

grad (fg) = g gradf 4 fgradg, gm(1§ _ geradf g—zfgmd g
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Observatii i) Deoarece &f{x)(h) = (grad {(x), k), penirn determinarea lui grad ()
putem utiliza diferentiala df(z)(#).
2) Deseori in loc de grad se scrie semnul nabla, V.

Fie D o mulfime deschisd din R* sif: D — R un cimp scalar de clasi
CL. Fie v = (#y, ..., x,) € D si X, un vector tangent la D in punctul z.
Fixdm intervalul I s ¢ astfel incit @ - tX € D, unde X este punctul cores-
punzitor vectorului X,. Evident i — » - X reprezintd restrictia unei
drepte si daci [ este de clasd O, atunei funcyia compusd t— flo -+ 1X)
este tot de clasa O

Numarul

Dx f = j«f{;c + X
: di

t=0

se numeste derivaia i f in raport cu vectorul X..

Derivata lui f in raport cu vectorul X, reprezintd actiunea vectorului
X, asupra funciiei f indicind cantitativ schimbarea Ini f{z) cind = se
miged in sensul lui X. Dacd X, este un versor, atunci Dx_f se mai numeste

v

si dertvata lut f dupd direciin X,.

Lema., Daca X, = (ay, ay, ..., a,), atunci

[4 : ) ,
Dx, f=a,— f () + ... a,i—r—f—- () = (X,, Vflr)) = df(z)( X
%4 ax,
unde /f esie gradientul lut f, tar df esie diferenjiala lui j.
Demonstratia este imediatd ca urmare a teoremei de derivare a unei
functii compuse.
Dacd Dx j =(X,, Vflz)) =0, VX, e T, D, atunci  este un punch
critic al lui f, adica v]’ z) = 0.
Fie v f(x) 0. Ltm?md megalimtea Caﬁchy— chwarz

| Dx_f| = (X, V@) < I Xl Vi),

in care egalitatea are loc dach si numai dacd X, si vj{w) sint coliniari,

rezultd e functia X, — Dx f, | Xof =1 131 atinge minimul — || Vf(=)||
pentru X, = —Vf(@)/| V@), maximul || Vf{z)| pentru X, = Vf(x)/
I Vi(z)]. Astfel —vf(x) [respectiv ¥ f(«)] indicd local directia si sensul

in care ; descreste (meate ) cel mai repede. De aceea gzadmntul este des
utilizat in teoria extremelor.

in ipoteza Vf(x relatia Dy f = 0 est ralent: 5
Ini a Vf(w) # 0, relatia Dx f = 0 este echivalentd cu faptul i
X, este tangent in pun Lctul z la hlge.mupmfa;a de nivel constant a Iuni f
care trece prin punctul ».

Teorema., f'ie f,g9: D— R funciii de clasd O, X,,Y,eT.D st
a,b e R. Sint satisfacule relagiile

Da?{_?:+b&'xf = (i'waf == bDyx 5
Dx (af + bg9) = aDx, J + bDx,9,
Dx,(f9) = g9(2)Dx_f + f(#)Dxg.



Demonstratia se bazeazd pe lemi si pe proprietdtile gradientilor.

Folosind notiunea precedenti, putem defini actiunea unui cimp vecto-
rial X asupra unui cimp scalar f de clasi 01 (ambele definite pe D) ca fiind
cimpul sealar notat cu Dxf si a ciirei valoare in fiecare punct » € D este
numirul Dy, f. Clmpul sealar Dxj se numeste derivale cimpulut scalar
£ in raport cu cimpul vectorial X. In particular, pentru cazul n = 3, avem

Dif =L, D= jiv Dyf = 2
ax oy a2

In baza teoremei precedente deducer: ¢i derivata Dy f are urmitoarele
proprietafi:

Dfx+gyh = jDXZ’ —§— gDY}l,
Dx({lj —t— bi’]} == (-thj + !’)I)x!],
Dx(jg9) = fDxg + ¢Dx/,

unde f, g, & sint funciii reale, X 51 Y sint cimpuri vectoriale, iar a, & sin
numere reale.

Observatie. Relatia Dxf = (Tf, X) pune in evidentd cid DXf= 0 daci si
numai dacd X este un cimp vectorial tangent la muliimile de nivel counstant ale lui [

Notfiunea pe care o introducem acum generalizeazd derivata Dx f
sireprezintd o operatie asupra cimpurilor vectoriale. Fie Y un cimp vecto-
rial definit pe multimea deschisd D din R" 3i X, un vector tangent la D
in punctul @. Presupunem cfi Y este de clasd (1! si considerfiim functia
compusia { — Y{» - 13, unde I 5 { este determinat de condifia ¢ - X € D.

Vectorul

- g i
Dx Y=—" Y2 1+ ii, t=0
' S :

tangent la D in punctul » se numeste derivata covarianid o lui Y in raport
cu X..

Derivata covariantd Dx Y milsoard rata inifiald a schimbirii lui ¥(z)
cind punctul # se mised in sensul lui X, (fig. 1.21) si deci reprezintd o
actiune a vectorului X, asupra cimpului vec-
torial Y. B

A ot /
? e 3 }
Lemd. Dacd Y=Y, U, + ... + Y, U, l¥x /fffwz;

este un cimp vectorial de clasd 01 gt X, esie un %‘ / /'
. 7 4o matmctanl A ; : | — 4
vector tangent la D in punctul », atuncs o Bt P
Dx
X

Demonstratie. Se observia ed Y(z - {X)= 3
S, o R b g AN AP D ) g RN B i D -
-U,(z + tX). A deriva un astfel de cimp vectorial in { = 0 inseamnd
a deriva componentele sale in 7 = 0. Tinind seama de definitia derivatei
in raport cu un vector, lema devine evidents.
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Proprietatile derivatei covariante rezultd din lema precedentd si din
proprietitile derivatei Dy f.

Teorema. Fie X st Y doud cimpuri vectoriale de clasdi O pe D, fie
Vo, Woe T.D sta,beR. Avem

D{;vI;bW.tXY = HDVR}; —r bDwav, D‘l(fiw == (D‘,wf)lr + vaﬁ_ir,
Dy (aX + DY) = aDy, X + 0D, Y, Dy (X, Y)=(Dy X, Y)+ (X, Dy, Y).

Notiunea de mai sus se poate extinde considerind derivata covariantd
& unui eimp vectorial Y de clasd O' in raport cu cimpul veetorial X.
Rezultatul este un eimp vectorial care se noteazi cu D\Y i a cdrei valoare
in punetul z este vectorul Dx, Y. Dacd Y = Y,U, + ... + X,U,, atunci
DxY = (DY)U;, + ... + (DXI’,,) .. In baza celor precedente rezulti ci
DxY are urmitoarele pmpme tati

DpviowY = fDyvY + ngYa Dv(fY) = (Dvf)Y + fDvY,
Di(aX 4+ bY) = aDyX + DY, — Dy(X, Y= (DvX, Y) + (X, Dy Y).

Observatii. 1) Fie derivala covariantd D¢Y. Rolul lui X este algebric, iar Y se
deriveaza.

2} Derivatele cevariante ale cimpurilor fundamentale U, i = 1, ..., n, sint nule deoarece
acestea din urm4 sint cimpuri vectoriale paralele.

3) Fie X si Y doui cimpuri vectoriale de clasa Ct. Cimpul vectorial definit prin [X, Y] =
= DgY — Dy X se numeste croseful cimpurilor X st Y.

Aplieatii. 1.3, Fie x = (23, ..., 2), [(2) = @2t + ...+ apa’?, unde o > 0,iar a,....an
este o progresie geometrica cu rafia r. Si se calculeze D f(x,) pentru v = (1]oy, ..., /ay) st
Tgi=(L s 1)

Rezolvare. Sestie ci D f(zg) = (v, V(). Dar Vf(x) = (grlasl:c‘f‘_l, e ancr.nxiﬁ_l )

implicd  Vf(xg) = (4104, .. .. @goy). Deci D f(x) = ¢ + ... + ay = ;0" — 1)/(r — 1). Fie
re0,1)u (1, ); dacd ¢; > 0 (¢g < 0), atunci f creste (descreste) pe directia si sensul indi-
cate de Ve,

1.4. Si se verifice ca X =T, .. -+ U, este un cimp vectorial tangent la multimile
de nivel constant ale functiei f: R? — [R
1 1 R s ¢ I
|
! %o vaz T 77|
f(:cl, o Ry) = }
x-alz—l ?Cg-—l n—l ’
n af
Rezolvare. Trebuie sd verificim relatia Dyf = (V f, X) = 0, adici Z —— = 0. Acest
5 oz,
lucru se poate stabili utilizind regulile de derivare a unui determinant sau scriind pe f(z) in
forma f(z) = H (x; — xj), fiind un determinant Vandermonde. Totusi calea cea mai

1<j<ig<n
scurtd este si observidm cd f(zy, ..., Tn) = (T — Ty, Ty — Ty, ..., Tpy — Tp); atunci, no-
tinduyy =2y — 2y, ..., Up_1 = Tp_1 — Tns gésim

n af n—1 _n -1 aCP el
=1 811 j=1 all
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L5, Fie clmpurile vectoriale X = 2,0, + ... + z,U,si Y =X/ X|. Sa se deter-
mine Dy Y.

Rezolvare. In baza reguiilor de derivare covarianiii putem scrie DY

i ) 1 h 1
=D - RS ) i Ko iy
( - llXQf) s ( YU ) TX]

1

peis
— X =0, Vatlants Y=-——t g4, L
I Xl ]/»pz__._f-z 2

’ z, T
o E Dy (1 } U, si Dg ———————— = (. Rezultatul obtinut aratd e
] } x2 22 s v o @2

X este un cimp vectorial tangent la multlimile de nivel consiant atasate functiilor f; : R\ {0}]—R,

2L L.+ a2

file) = —————————+ Aceste multimi sint conuri cu virful in origine. Functiile fi nu sint

"
funclional independente intrucit 2 fi =i

1.5, Cimpurile veetoriale ea operatori liniari si deriviri

In acest paragraf vom utiliza notatii si conventii specifice calculului
tensorial. Astfel indicii vor ocupa pozitil mieuo‘he sau superioare 3i in
consecintd sumele vor fi marcate prin conventia Einstein.

Fie D o mulfime deschisa din R". Mulfimea O0=(D) a tuturor functiilor
1’*99&9 {clmpurilor scalare) de clasd U= definite pe D este un spatiu vectorial

eal. ‘)mm cce inmultirea functiilor reale este o operalie R-biliniard, co-
mumtwa, multimea 0=(D) este o algebrdl comutativi.

Fie # = (&Y, ..., 2") e D i fe 0=(D). Unui vector X, tangent la D
in punctul @ i se asociazi numdrul X.(f) = Dx_f numit derivata lui f in
raport cu X, {(vezi 1.4). Derivata X,(;) are urmitoarele proprietati :

X laf - 09) = aX.(J) - X, (g)
Xo(fg) = (XulfDglor) + f(tz?)Kl{g)
aX, =Y ) = aX,(f) - bY.()),
unde X, Y, sint vectori mngeni’i la D inpunctul #, ¢ 51 b sint numere reale,
iar f, g € O=(D)

S& m-ivim acum lucrurile dintr-un alt punct de vedere si anume,
vegula f — X,(f), cu proprietiti convenabile, de*enﬁma bine pe X,. Astiel
sintem candu;i la nrmitoarea alternativi ca definitie a vector ilor tangenti,
unanim acceptatd in lucririle actuale de geometrie diferentiali.

Fie » un punet fixat din D. O funciie X, : C~{D)— [R care satisface
conditiile :

1) este liniard, adici

Xo(af + by) = aX.(f) + bXu(g),

3]
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Fi et L

2} este o derivare, adici
X.(fg) = (Xu{Nglx) + fl2)Xolg),

unde a, b € R, f, g € 0°(D), se numeste vector tangent la, D in punctul z.
Se observi cd funetia definitd prin 6,(f) = 0, VJ € 0=(D), deci vectorul

oo .,—a—-- sint vectori tangenti la D in
» axl |‘ x®

punetul z. De asemenea, dacl f = g = 1 atunci X,(1) = 2X, (1) si deei
X.(1) =0.1In plus X,(6) = ¢X, (1) = 0, pen’cru orice functie constanti e.
Identificind functiile constante eu valorile lor, se poate afirma ci valorile
oricdrui vector tangent pentru sealari sint nule.

Fie T,D multimea tuturor vectorilor tangenti la D in punctul 2.
Elementele lui 7.D sint functii reale definite pe CW(D} 8i deci are sens
suma a doi vectori tangenti si pr odusul dintre un numir real §i un vector
tangent. Mai mult, pentru oricare # € D, multimea 7T,D este un spatiu
Vectorlal real, numit spafiul tangent la. D in punctul .

zero, ca $i eperatorii

i
- . a .
Teorema. Mulfimee {— s ¢t =1, ..., f?}» este o bazd a spatiulut vec-
ox' J %o
torial T, D (reper in punctul x,).

Demonstratre. Evident HE ,t=1,...,n, fac parte din T, D. Si
ot

ritdm cid acesti vectori sint linjar independenti. Pentru aceasta pornim

Xg

de la relatia = 0 si folosim funetiile coordonate #': D — R,

At

o |y,
J= . In baza defin itiei vectorului tangent, a faptuluicd T, D
ol pe

este un spa’giu vectorial sia observatiel M. = & rezultd 6 = o LA (#%) =

) oxt ax" |x,
— i axj N S a AL

= ~-| =a'6; =a’, J =1, ..., n Deci vectorii tangenti — sint

oxt 03171 2

. . ""0
liniar independenti.

o o FALAL d 1 .

A rimas sd demonstram cd { Sy, t=1,...,n}¢ genereazdpel,D.
oxt

Pentru aceasta observdm cd pe o vecindtate convexa; a lui z, si pentru

orice f e 0=(D) avem

@) = fleo) + L a)at — af) + fofale! — aby(a’ — o)

Conform definitiei lui X, si a observatiei ¢d valorile lui X, pe constante-
sint nule, gdsim

(S @)@ — @5)(@' — «f) +

X, f = Xo(at)-L
o
+ 2fii(2) Xo(5*) (&' — ).
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Inlocuirea » = x, implici

X,/ = Xau(#') —Z (a).
ax”

Tinind seama cd f € C~(D) este arbitrard si notind X, (#') = o', deducemn
a ]
o’

X, =da
*o

Numerele X, (2) = o' se numese componeniele lui X,, iar reperul

At

—— 4 =1, ..., nt se numeste reper natural.
c .

Daci rapormm pe 7., D la reperul natural, atunci adunarea a doi
vectori se reduce la adunarea componentelor corespondente, iar inmultirea
unui vector cu un numir real se reduce la inmulfirea cox nponenteior

vectorului cu acel numar.

o o (3 7} DI Ly
Exemplu. Pentru X = B Y = — 4+ 5— si keR gisim
ox ()’] ox Y
2 J d )
X ¥ e g ge s SRR A g
ax ay ox ay
O functie X: D — L_j , X(2) e T.D, se numeste cimp vectorial

pe D.
Advnv ea dintre doult cimpuri vectoriale si produsul dintre o functie
reald si un clap vectori al se definese punctual.

(;nnpw‘?n vectoriale definite prin

<

e

fapts

==l e S

i =1, ..., n, sc numesc cimpuri fundamentale. Ansam-
exte clmpul reperului notural.

i

si notate cu &/
blul lor se nums

Teoremi. Dacid X esie un cimp vectorial pe D, alunci existd n functit
reale X': D— R, v+ =1, ..., n, astfel Incit

X = X'9/ax'.
Demonstraie. Prin definitie X asociazd lui # € D un vector, X(z)

tangent la D inpunctul . Dar X{z) = 2 i regulile o — X¥(z),

ox’
# € D, definese {(anie) functiile X': D - R.
Functiile reale X' se numesc componentele cimpului X. Cimpul vee-

i
torial X = X'~ s numeste de clasd 7 dach functiile X' sint de clasi C?.
CJL
B} 2 .0 o
Exemplu. X{z, ) = a? — 4 e¥ - — este un cimp veclorial de clasd a=
dx oy
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~ Alternativ, cimpul vectorial X poate fi privit ea fiind aplicatia
X:0®(D)— C=(D) ecare satisface conditiile :
1) este liniara, adied

X(af + bg) = aX(f) + bX(g),
2) este o derivare, adici

X(fg) = (X(fg + fX(g),
unde a, b e R, iar J, g € €=(D).

Fie X 5i Y doud clmpuri vectoriale de clasi €= pe D. Oimpul vectorial
X, Y definit prin

[X, YI(f) = X(¥() — Y(X(f))

se numeste croseful cfn)pw"élw X sl Y.
Evident [X, Y] = —[Y, X]. De asemenea pentru oricare trei eimpuri
vectoriale X, E Z de clasit 0 se satisface identitatea Jacobi

[ 0,20+ (Y (2, X711+ [Z,[X, Y]]=0

Multimea ¥(D) a tuturer chnpurilor veetoriale de clasi €= pe D
este un spatiu vectorial real infinit dimensional. Deoarece crosetul [,]:
(D) x X(D)— AD) este biliniar peste clmpul numerelor reale, anti-
comutativ si verificit identitatea Jacobi, multimea (D) se numeste
algebra Lie.

Fie T, D spatiul tangent la D in punctul # §i . o 1-formi in 2, adied
o transformare liniard o, : .0 — R. Multimea tuturor I-formelor in =
este un spatiu vectorial real de dimensiune n, dualul lni 7.D. Acest Qpatiu
vectorial se numeste spatiul cotangent la D in punectul # si se noteazd
cu T¥D.

Fie fe C~(D). Funcfia df.: I.D—-R definitd prin df.(X,) = X.(f)
se nuneste diferentiala lui f in punectul

Aceastd definitie impreund cu definitia vectorilor tangenti aratii cid
dj. este o 1-formé in pu

Teoremd. Fie 2/: D> R, j=1, ..., n, funciiile coordonate pe D.
Multimea {da’, j = 1, 7

o bazd a lut 1% D (reper in punctul x,).

o \

Demonsiratie. Evident j=1,...,n, apartin Ini T%D. Fie

9 % inry f;z} reperul natural in 7, D. Tinind seama de defini-

ferentialei, des ‘mcem

h»

L &
tia dif

da \J(—f‘ ) :——f’l {a7) = =1,...,mn,
et J x, ax" |z,
sideci {do’, j = 1, ..., n},, este bazd duald
Reperul {da’, j = 1, ..., n}., se numeste coreper natural in ;.
.8 | T
= gt ; . Rezultd do’ | (X)) =
ol |x




De asemenea, orice 1-formi o, € TF D se scrie o, = o;de’l,, o; fiind

HE g d
componentele lui o, in raport cu coreperul natural. Rezultd cox( PR
o'

adicd componentele 1-formei o, sint valorile lui o, pentru vectorii reperuiui
natural in .

TFie C=(D) algebra functiilor reale de clasd O* pe D si F(D) algebra
Lie a cimpurilor vectoriale de clasi 0= pe D.

O functie o : ‘“’(D)—> 0=(D j cu o(X) de clasd 0°° VXe%D) i
o(fX + 9Y) = fo(X) + go(Y), f, g 0=(D), VX, Y € (D), se numeste
1-forma ditereniialda pe D.

Adunarea a dondl 1-forme diferentiale si produsul dintre o functie
realdl si o 1-formd diferentiald se definesc punctual.

Fie o o 1-formi diferentiald. Valorile o, sint 1-forme in pu‘ﬂctele 2.
De aceea expresia lo Ald a unei 1-forme diferentiale este v, = o;(v) do’
Bai scurt, putem scrie o = o;da’ deoarvece 1- formele diferentiale dat,.

*?
P )

., da® sint duale cimpurilor fundamentale —, ... ,——- Ansamblul
O(vl amﬁ

{do’, j =1, ..., n} se numeste cimpul coreperulus natural. Mulfimea

tuturor 1- tuunmm ih‘fcluz.‘qale pe D va 1i notatd cu ¥*(D).

O multime ordonatd {X,, ..., X,} de cimpuri vectoriale se numeste
ctmp de repere pe D daci (X, (&), ..., X,(2)} este o bazd in f{‘ A pen‘aru

oricare punct . Analog se 4:‘1efmeue £1mpul de corepere {o!, ..., 0"}.
Acestea, se

- duale unul altuia dacd o*{(X,) = 32. Desiin geneiai
(*impu‘v‘ih de 1
wm( ulni uhr

corepere) nu existid decit pe o vecinitate
wtul e D este o mulfime desehisd in R” asigurd
¢ globale din aceste entitatl.

., n} este un cimp de repere pe D, atunci orice

alt cimyp v octorial V se exprimit in forma V = V*X,. Analog, daci {u’
b=1,...,n} este un cimp de corepere, atunci orice altd i-forma dife-
rent{iald e exprimi in forma 4 = 730"
Fie z un punet din D caracterizat, pe de o parte, prin coordonatele
(ol oy o) = (o), iar, pe de altd pane, prin coordonatele (o', ..., 2") =
= (7"}, schimbarea de coordonate fiind ¥ = 2”(2') cu inversa o' = a'( 2,
. ol . J e d
peoveciniitate a lni » confinutd in D. Baza {——1 se schimbi in .
0T} x ot
ca’

' s < i
(l:f-')»fw- - GOI'espunzther baza duald {da'},

©’) da’,. BEvident

Acesten




Observatii.1) In acest paragraf, muliimea deschisd D poate fi fnlecuitd cu orice
subvarietate de dimensiune m > 1, cau sau fard frontierd, a lui R2 (vezi 1.3).

2) Fie x un punct fixat din D si C*°(D), mul{imea tuturor functiilor definile pe o vecinitate
a lui x, care sint de clasi €% in punctul x. Domeniul maxim de definitie al unui vector Xj
este C¥(D),.

1.6. Operatori diferentiali

Gradient. Fie 0>(D) algebra functiilor de clasd 0=, iar %(D) algebra
Lie a cimpurilor vectoriale de clasd O« pe multimea de@chi% D c Rr®

Operatorul grad : C~(I}) — ¥D), f - grad [ se numeste gradient.
Proprietatile de bazd ale operatorului gradient au fost expuse in 1.4.

Fie X un cimp vectorial de clasd 0~ pe D. Daed existdun eimp scalar
de clasd O=, f: D— [R cu proprietatea X = grad f, atunci X se numesgte
ctmp potenfial, f se numeste petenfialulhui X, iar multimile de nivel constant
ale lui f se numese mu Zjem@ echipotenfiale. Existenta $i unicitatea unui po-
tential vor i discutate in paragmful urmator.

Hessiana. Fie J ¢ 0*(D). Diterentiala de ordinul doi
# LpX)
a¥izide)= ¥ -—6—‘}~{/ﬂ‘s da; dz;
of NSRS ad A i keov g
ij=1 C¥X;0X
se numeste hesstana Ind f 51 uneori ge noteazd Hessf. Hessiana se utilizeazid

des in problema de extrem si de convexitate.

Rotor. Unui cimp vectorial X = XU, + ... + X, U, de clasd O
pe DcR”, i se poate atasa matricea antisimetricd

Cer i :’:’AYJL‘T

gy o

rot X = [

care se numeste rotorul Iui X. Ca orice matrice antikimetrica de ordinul »
si aceasta este determinati de n(n—1)/2 elemente posibil nenule (cele
situate deasupra diagonalei principale).

Fie V= (V,, ..., V,)si W = (W, ..., W,) doud cimpuri vectoriale
oarecare pe I} c [R”. Notam cu VA W matricea de elemente V,W; —
— VWi adich VAW = [V,W, — V,;W.]. Cu aceastd conventie si

o

=
17 g e - & % . ,
cuvV =—...,— utem serie simbolic rot X = ¥ A X si putem
g T

a ,“1 T aan
okl ox
exprima simplu unele proprietéfi ale rotorului. De exemplu
VAKX +Y)=TVAX+ TAY, VAUX)= VfAX+fvaX
Un eimp vectorial al cirni rotor este nul peste tot se numeste cimp
irotational.
% o S 3 . w{n—1) . i
Daecd n = 3 (deci in R?), atunel =i 3 &1 matricea rot X

este echivalentd cu cimpul vectorial

rob X = (é‘iﬁ_ g, ji?_) i ¥ o EX:S)J ! _5%1) k.
£Fy J&g oy oy
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Astfel, in R® si numai aiei, oricdrui elmp veetorial X = (X, X,, X}
i se poate atasa un alt cimp vectorial rot X numit rotor. Simbolic putem
serie

| # i k|
ot X = | 9jdz, 9oz, amxgl =N % X,
X, Xy X

unde X este semnul produsului vectorial.

E}Werqenm. Fie X =X,U, + XU, un cimp vectorial de
clasd O pe DcR*. Liuiise poate mucm cnppu‘ scalar definit prin
X nooXy : .
div X =V = (v, X),
1-—1 ﬁt’ {

numit  divergenta lui

X = (XfL? ..‘7‘1‘”)-#

C=(D) definit prin

Fie F: D— R F(e) = (X, (), ..., X, (2)) o functie de claga (.
Se observid cd div X coincide cu urma matricei jacobian &i&gz i functiei F
Cele mai simple proprietati ale divergentei sint :
div (X + Y)=divX +divy, div (X)) =(V/f, X) + fdiv X.
Daed div X = 0, atunci cimpul vectorial X se numeste solenoidal.

Divergenta unui c¢imp vectorial defineste viteza de contractie-dilataiie
a volumelor de citre curentul generat de cimpul vectorial (vezi 3.8).

Laplaeian. Operatorul A definit prin
Af = div {grad f)

se numeste laplacien. Evident Af coincide cu urma hessianei lui f, adicd

s24 02

" Cf ¢

BF == e wie o
0’(6“{ G‘En

O funetie f: D— R de clasii C? cu proprietatea Af = 0 se numeste
Junetie armonicd.
Observatie. Ipoteza ,,clasd C® este impusd de motive de formalizare matematic

(nefiind alterahild prin ,.derivari‘‘). In situatiile concrete cimpurile scalare si vectoriale vor fi
de clasa C?, unde valoarea minima a lui p este impusa de context.

Aplicatia 1.6. Initensifatea cimpulul electric generat de un dipol eleciric este delinitd
de formula

unde p este ‘nomemm de ctorial paralel), ¥ = xi - y} + Kk (2% + y? + D)2
iar g5 x 8,86-10~ / I dicleetried a Im Cimpul v E este definit
pe RN\ {0}, simetri *:pcu cu o axad de directie p. Fixind p = ¢k in erigine si planuly = 0,
obtinem reprezentarea din fig. 1.22.
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54 se verifice cd f: RINJ{0} > R, f(x, 7, z) = —(p, v)/r* este potentialul Ini 4me,.
g !

E]

S4 se calculeze rot E si Af = div E.

5
(p, 1)3rf — — r¥p
Rezolvare. 1) grad [ =— ’

_ ) (poVrR— 3U(p. 1)
/ . Pl — ~ —_—— =

= dmg,B.

r® o 18
X
\ 1 y
Vi{p r) I+ CIRIE AN

? i° j
}

e ety 3(p 1)

o b5 S E = ==
s T

7 este armonica.

1.7. Probleme propuse

1. Fie S o mulfime convexd din R* si f: 8 — R o functie cu valori
reale. Dacid f((1—1) a+ty) < A—1) flo) +- tf(y), Yo,ye8, Yie[0,1],
atuneci fnnetia f se numeste convexd.

1) Presupunem ci f este de clasi 0! pe S. Si se arate ¢l [ este con-

vexd dacd si numai daci flx) )y < fly), Yo,y e S (adicd

dacid si numai dacil hiperplanul tangent la graficul lui} rdmine mereu sub
erafic).

2) Presupunem ci f este de clasi
dacd si numal daed hes

al Iuni §.

2. Fie ¥(D),< 0»(D), mulfimea tuturor functiilor = 0=(D), care

ixeDcR” se pot exprima informa f = ¢ + ¥ f.9.,
2

a=1

. € 0°(D),; satistac f,(») = g,{x) = 0. Si se demon-
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streze ¢d un operator lniar v: O%®(D),— R este o derivare dacd $i numai
daed se anuleazd pe §(D),.

Aceastd problemi di o alternativa pentru definitia vectorilor tangenti
care se extinde usor la vectori tangenti de ordin superior [6].

3. Fie p ¢ D <« R” si perechea (x, a), unde & este o hartd a lui D al
eirui domeniu contine pe p, iar ¢ € [R®. Spunem cd (2, @) este echivalentd
cu (y, b) daci @ = (J(D) (2)) b, unde 2z = y(p), ¢ = vy~ si J(®) este
matricea jacobian. S& se demonstreze cit aceastii definitie determinid o
relatie de echivalentd, iar multimea cit V' este un spatiu vectorial.

Fie {r, a} clasa de echivalentd care contine pe (z, «). Si se arate c&

; 4 ;g 0
functia {r, ¢} — ' —

4 ci
de perechea particulard fixata.

Aceastd problema dd o alternativi pentru definitia vectorilor tangenti

a ciirei esentil este bund <i pentru varietitile intinit dimensionale [6, 22].

este un izomorfism intre V &1 I, D, independent

4. S se demonstreze ci dacd eimpurile vectoriale X si Y sint tangente
la o hipersuprafatd, atunci si [X, Y] este un cimp vectorial tangent la
hipersuprafata respectivi.

5. S& se determine functiile F:[R"— R" de clasd 0> pentru care
matricea joacobian este matricea unitate de ordinul n. Aceeasi problemid
in cazul in care matricea jacobian este o matrice diagonald de forma diag
(il ?2(5’12% ceen ?11(5(‘:@}}-

- Ay B
ianie.

6. S4 se determine polinoamele armonice in doud 3
Indicafie. Solutiile polinomiale ale ecuatiei Liaplace te numese poli-
noame armonice. O bazd {P,(x, ), G.(2, ¥}, n € N} a spatiului vectorial
al tuturor peolinoamelor armonice in doud v ariabile poate fi definitd prin
(@ + iy)* = Pz, y) + iQ,(x, ). Rezultd
Po=1) Py=2a] P,=2®—y*| Py = 2®—3ay* Pé—:ﬁ—ﬁxi’“yg—kfﬂ
Ly 9 S . s 9
Qs = 0; Q; =y €= 2xy |70, = 3c2y—y3| Q, = 4 a3y — xy®

P,= 9> — 10232 + 5J’3/*5}

+ Gayd
;g n.,J-, !u ; gjé\’ ' ‘O 1},
;?,,:_@6;, Sy 5635 —Say”

e 3{5 — 1022y% L a0ty

Po=a?—2135y> 35303 —

v

@.=T28—3baty®+2102y® —

Formulele de recurenté

(soluiie a een ‘g 1
dtatea unui pune

wohice de fumm

) - b,

won




8. Si se verifice cii curbura medie a suprafetei z = J (@, y) poate fi
serisd in forma

el SO el
2 V14| grad jI}

9. S3 se arate ci funcyia definitd de formulele x = cos , y = sint,
i € R, este o imersie neinjectivd de la [R la [R? a cirei imagine este un cerc.

10. Si se arvate ci functia definiti de formulele z — cos ¢ cos 0,
y = cos osin 8, 2 = sin ¢, 6, » € [R, nu este o imersie, dar imaginea el
este o sferd.

I ~2
<

11. S se arate ci funefia J: R*— R, j (2, 9,2) = a® - y2 +
nu este o submersie, dar 1 (1) este o sferi.



2. CIMPURI VECTORIALE PARTICULARE

Tn acest capitol se dezvoltd teoria de reprezentare locald a cimpurilor vectoriale si se
stabilesc legituri intre cimpurile vectoriale cu semnificatii fizice sicimpurile vectoriale cu
semnificatii geometrice.

Cimpurile vectoriale irotationale de clasi C1 sint local potentiale, iar potentialele se giisesc
cu ajutorul integralei curbilinii de al doilea tip. In cazurile in care lucrim pe intervale n-dimen-
sionale sau pe multimi convexe este suficienta integrala simpld si rezultatele sint globale. Cimpul
magnetic exterior generat de un curent care circuld printr-un conductor cilindric este irota-
tional (V. 2.1).

Cimpurile vectoriale cu simetrie sferici sint cimpuri global potentiale, cele mai des
4ntilnite fiind cimpuri newtoniene si cimpurile electrostatice (v.2.2.)

Cimpurile vectoriale solenoidale de clasi C! pe multimi deschise din R® admit poten-
4iali vectori locali. Cimpurile vectoriale de clasa C° pe multimi deschise din R?, n > 3, admit
reprezentarea locald X = grad f;X ... x grad f,_;. Cimpul vitezelor unui fluid incompresibil
i cimpul Biot-Savart sint solenoidale (v. 2.3).

Orice cimp vectorial de clasd C® pe o mulfime deschisi si conexi din B3 admite reprezen-
tarea locald Monge, X = grad h -+ f grad g sireprezentarea locald Stokes, X = grad h +
—+rot Y (v.2.4).

Cimpurile vectoriale irotationale si solenoidale se numesc armonice, cel mai sugestiv
exemplu fiind cimpul vitezelor pentru un fluid incompresibil (v. 2.5.)

Pentru cimpurile vectoriale Killing (v.2.6), cimpurile vectoriale conforme (v.2.7), cimpurile
vectoriale aline sau proiective (v.2.8) pe R" avem expresii explicite. In sfirsit, cimpurile vec-
toriale torsionale (v.2.9) sint interesante cel putin prin cazurile particulare : cimpuri concirculare,
cimpuri concurente, cimpuri recurente si cimpuri paralele. Cimpurile newtoniene si cimpurile
electrostatice, cu simetrie sfericd, sint torsionale.

In 2.10 sint date probleme referitoare la cimpuri vectoriale speciale, potentiale Monge si
Stokes, functii armonice, circulatie, flux etec.

2.1. Cimpuri veetoriale irotationale

Fie X un cimp vectorial continuu pe o mulfime deschisi D < R~
Dach existd un cimp scalar de clasd CY, f: D — R cu proprietatea X =
= grad f, atunci X se numeste cimp potential, f se numeste poteniialul
lui X, iar multimile de nivel constant ale lui } se numese mulfimi echipoten-
$ale (fig. 2.1.)

S ardtdm cd pe o multime deschisi si co-
nexd, un potential este unic abstractie ficind
de o constanta aditiva.

TX=Vf

Teoremi. F'ie X un cimp wvectorial pe o
multime deschisd st conexd D<R* Dacd X ad-
mite pe D un potential }, atunci acest potential
este unie determinat, abstractie jdcind de o cons-
tanld aditivd.
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Demonstragie. Presupunem ¢t X admite pe D doud functii potential
f sig, adict X =gradf = grad g. Rezultd grad (f —g) = 0.

S# ariitim el f—g = ¢. Pentru aceasta notdm ¢ = f—g §i presupunem.
¢ orice doust puncte @, y din D pot fi unite printr-o curbd «: [a, 0] — D+
de clasit C1. Avem a(a) = @, a(b) = ¥ si (Yo o) (1) = (grad ¢(«(l)), «'(t)) =
= 0, Vt e [a, b). Rezultd ¢ o a(t) = ¢, Vie [a, b], deci («(a)) = U(x(b)),
adicit U(z) = U(y). Fixind pe ¥, se deduce 4(x) = ¢, Yo € D.

Transferul rationamentului precedent la cazul curbelor de clasd O
pe portiuni (D fiind mulfime conexd) este evident.

2 : ’ e . X o X
Fie X = (X, ..., X,) un cimp vectorial §i rot X = [3 L —féi}

rotorul siu. Dact rot X nu este identic nul, atunei X se numeste ctmp-
; P . . : .. 0 X,

rotafional, iar dacdt rot X este identic nul, adied (@) = L (2),
0w, Wi

VeeD,i,j=1,..., n, atunci X se numeste cimp irotational. Teoremas
care urmeazd arati ci orice cimp irotafional X de clasd O! admite repre--
zentarea locali X = grad j, adicil pentru fiecare z, € D existd o mulfime-
deschisi U < D care contine pe 2, si /: U — R de clasi €2 astfel ineit-
X =grad jpe U.

Teoremi. Fie X = (X, ..., X,) un cimp vectorial de clasd C* pe D..

1) Daed X este un cimp potengial, alunci X este un cimp irotafional.

2) Daci D este un interval n-dimensional deschis st X este un cimp:
irotational, atunci X este un cimp potenfial, cu potenfialul

ESY
f:D - R, flz)= SXI(:CI, ey Ty) doy +
o
k) Tn
—i—ng(.z'm, Doy ooy @) Aoy + ... +SX,Z(J;?1O, vovy Bu_gg Tn) Ay,
2y == (Wigs. 5555 Tig) € D

3) Dacd D este o multime converd st X este un cimp trotafional, atunct-
X este un c¢imp potential, cu potenticlul f: D — R,

o

1
flx) :S(X(;ro 4 W — x4))y ® — @) Aty g = (g5 o oy Bng) € D.
0

Demonstratie. 1) Fie X = grad f, adici X, = Jf/dx. Rezultd

0 g ~92F D4 - X
oX; i P oX;
aa; cx; 0% 4%, 8%; o%;

si deci X este irotational.
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*1
- oy "
d al .z J ey .
[ (@) = Xya), L (o) = 2\ Xy, . .., 2 Ay +
3501 05 ("932
X10
%y
N 811 2 ) d L. X Bl
o+ Xy(@ry @2y oy @) = = (@1, ooy @) Aoy + Xo(@y0y Bay - .y Ta) =
Oits

%10

S 6Xy (s =g 005) Ay o X5, Bsy oy Ba) = Xo{) etic.

oy
*10

3) Precizim cd multimea D se numeste converd daci o datid cu oricare
«#loud puncte ale sale confine si segmentul determinat de aceste puncte.
Notdm u(l) = @y -+ Hwy — @)y, =1, ..., n, u{l) = (u (1), .

ooy Un(1)). Rezultd

X(u(t), @ — a,

it X;..(uu») dt =

5
8
o
8
[
——
AN
N>
8
o
N’

=S(( v EE ) & ), o m) X <u<t>>)dz =
J j=1 Zvuj oy,
P 5
=St (ax (@), @ — wo) dt —}—SX,(u(t) i
P
1 nY 1
ZStE ) @)L+ S Cau(t)) dt =
=St 2% (i) (@ — wg)dt 4 SA, u(t)) At =
i=1 03
! 1
:St%Xk(u(t)) a 51 (u()) dt = X, (u(1)) = Xy(a).
C

Observafii. 1) Teorema precedenti se poate reformula astfel : Un cimp vectorial
X de clasi C* este local potential daci si numai daci el este irotalional. -

2) Potentialele sint analogul primitivelor de la functiile reale de o singurd variabild.

3) Peintervale n-dimensionale sau pe mulfimi convexe potentialele pot fi aﬂate cu-ajutorul
integralei obisnuite. Pe o multime deschisd si conexi, care nu face parte din clasele celor men-
Fionate nu existi intotdeauna functii potential definite pe toatd multimea. Dacit exista potentiale,
atunci aflarea lor este legatd de integrala curbilinie de al doilea tip.
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Exemplu. Cimpul vectorial X = (Qayz + 22 — 25° + 1)yi 4 (2% — 4ay)f + (a%y +22z —
— 2) k este un cimp irotational pe R?, Intr-adevdr,

i i Kk
rot X = d/ox a0y d/0z = 0.
2z 4 22— 22 + 1 a’z — 4dxy 2%y + 22z — 2

Teorema precedentd procurd procedee pentru determinarea potentialului lui X. Preferdm
{nsid sd gisim acest potential [ prin metoda primitivelor. Integrind prima ecualie a sistemuluk

aof 5 5. Bl Jaf . 4 0 q 5
— = 2xyz + 22 — 2y9°% 4 — = a% — 4ay, — = 2%y +2xz— 2
9z Uc 1 U ] 8!] s M /o

n raport cu z, gisim f(x,y, 2) = a?yz + 2z — 2% + & + oy, 2). inlocuind in ecuafia &
17
doua, deducem 53 = 0, adicd ¢(y, z) = Y(z); inlocuind in ecualia a treia a sistemului inifial,
g
dy b3S 3 .
gisim b 2, adicd d(z) = — 2z + ¢. Astfel f(x,y,2) = 2®yz + %20 — 2p%¢ + x — 22+ ¢
z

Evident acesta este un potential global pentru X.

Fie D o multime deschisd din R” §i «: [a, b] — D o curbd orientatd®
de clagd (1. Fie X un cimp vectorial continuu definit pe D. Restrictia luk
X la imaginea lui «, adicd X - o, este o functie continud. Numdrul

b

S(X, do) = S(X(a(t)), o' (1)) dt

o a

se numeste integrala lut X de-a lungul curbei o sau inlegrald curbilinie de
al doilea 1ip sau circulatia lui X de-a lungul curbei o (fig. 2.2.) Aceast®
definitie se extinde firesc la curbe de clasi C! pe portiuni.

Dacd X = (X, ..., X)) 81 « = (2y. ..., @a), atuneci pentru circulatie

T e 0o T

se utilizeazd notatia SXl de, + + X, da,,
o

Teoremi. Fie D < [R* o multime deschisd st conexd, iar X un cimp
vectorial continuu pe D. Urmdtoarele afirmajit sint echivalente :

1) X posedd o jfunclie polential pe D

2) VYu,y € D circulagia i X de-a lungul curbet «.: [a,b] — D, a(a) =,
o(b) = y este independentd de curba o ;

3) circulatio i X de-a lungul
oricarer curbe inchise din D este eqal®
cu zero.

Xl = Demonstrafie. Deoarece D este o

multime conex#, orice doud puncte

ale lui D pot fi unite printr-o curb%
din D de clasi (' pe portiuni.

Lt 1) = 2). Presupnem c& 1) este

adeviirati si c¢i f este potentialul luk

Fig. 2.2 X, adici X = grad f. Pentru orice:
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curbd «:[a, b] - D, ala) = =z, «(b) = y, de clasd C! pe portiuni gisim

S(X, da) =S (grad f, o) At = f(a(t)) |2 = f(y) — J(a).

o

Cu alte cuvinte,, integrala depinde numai de punctele 2 si y sinu de curba
care le uneste. Deci 2) este adevirati.

2) = 3), evident.

3) = 2). Fie «: [a, b] - D, B: [a, b] — D, doud curbe de clasi Ot
care unese punetele a(a) = B(a) = #, «(b) = p(b) = y. Curba {«, p~} este

inchisd (de clasit €' pe portiuni) si prin ipotezd S - S = 0. Rezultd S = S

a = o B8
2) = 1). Fie punctele &, = (0,0y - .., Tug) §1 & = (2, ..., @) din D

Deoarece \ (X, do) nu depinde de curba « care uneste punctele o, $i @,

putem folosi notatia \ (X, de).

O e R

x

Fixim pe 2, si definim f(2) :S(X, da). S& demonstrim ci J este

un potential al Ini X = (X, ..., i‘fn), adicd of/ox, = Xyt =1, ...,n.
Notind ¢ = (0, ..., 0,1,0,...,0), observim c&

z+he; 2 21 he;
f(x 4 hey) — fla) = S (X,da)—S(X, ) S (X, da).

Independenia intcgialei de cuiba care uneste douil punete si faptul ci
punctele z &1 y -+ ke, se et considera ca fiind suficient de apropiate permit
alegerea particularif «(t) = z -+ the, te [0,1], adicd segmentul de dreapté
care uneste purctele o si g 4+ he, (lig. 2.3). Rezultd

1 h
o+ he) =J@) _ 1(x(p 4 the,), he) dt = —\ X(@ + e du
k k h
[

{am utilizat u = At). Treeem la limitd pentru
h — Osigdsim gffex = X, c.etr.d.

©hservatie. 1) Pentru cimpurile vecloriale X = (X, ...
...s X,) de clask € existenia poteniialului este echivalentd
cu faptul ed X, da; + ... + X, dx, esle peste tot diferen-
{iala unui eimp scalar.

2) Existd cimpurt irotationale care nu sint global
potentiale. De exemplu, cimpul vectorial X = (X;, X,),
Xl(.‘{', ) = yi(at+y?), Xolx, y) = —zj{(2®+17), (x, ) # (0, 0),
este irotalional pe ®B2\{(9,0)} (domeniu care nu este simplu
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conex, Tig. 2.4). Pe de altd parte : 1) exisld cimpul scalar [: R*\[(z, 0), * € B} - R, f(z, p) =

2 d af
= arctg — astfel incit Xj = —, X, = — pe B™\{(x, 0), xeR};
¥ Jdx dy
(2) existd cimpul scalar g:R2N\({0, y), y R} — R, ¢(x, y) = — arctg L astfel incit
x
17 4
X, = i

P e ) pe BAN{(0, ), y € R}, adicd X este un cimp potential pe orice domeniu
x Y

—| HiF}

~
-~ = b
X ’ /:/-_\‘\ \,“

Fig. 2.4

Fig. 2.5

care nu conjine originea. Dar nu existd nici un cimp scalar o : B2\{(0, 0)} — B astfel incit

. _de . O9 N , . .

Xy =—, X, = o pe B*\[(0, 0)}. Intr-adevir, daci ar exista un astfel de cimp, atunci
gx 7]

pentru cercul o : & = ¢0s {, y =sint, te [0, 27] (curb# inchis# care inconjoard originea) gisim
contradiclia

2%
0 = o(a(®)]s” = \ do(a(t)) = S grad o, do) = S (X, do) =
0 o ¢4
2%

de — xdy

= S y—)——‘]- =Y (—sin®{ — cos? ) Al = —2r.
22 b

3 0

: Aplicatia 2.1. Fie C un conductor rectiliniu de sec{iune circulari, cu raza a, prin care
<irculd un curent de intensitate I (flig. 2.5). Fixdm originea O ca in figurd si notimr = xi +
+ yj+ K r=(a? + yg? + 2)1/2, Curentul genereazi cimpul magnetic

{(I X 1)/(2ma?®) pentru (z, y, z)eint Cy oC,

(I x r)/(2wr?) pentru (z, y, z)cext C,

ale carui linii de clmp sint cercuri cu centrul pe axa cilindrului <1 cuprinse in plane perpendiculare
pe aceastdt dreaptd. Prin calcul se giseste
I/(za®) pentru (z, y, z)€int Cy G,
rot I = . e i
0 pentru (z, y, z)eext C.

Cu alte cuvinte, restriclia lui H 1a ext C este un ctmp vectorial irotation al.
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Fixind un reper cartezian astfel incit axa Oz s& coincidé cu axa cilindrului, orientald in sens
opus lui I, rezulta : :
yi — aj .
— pentru (a, y, z)eint Cy 9C,
2ma?
H =
yi — aj

pentru {(x, y, z) eext C.

Aceastit exprimare aratdt cd restrictia Iui H la ext € nu poate fi un cimp vectorial globak
potential.

Complemente. 1) Fie X un cimp vectorial pe o mullime deschisa si conexd D din R™.
Presupunem ci existit doudl cimpuri scalare /i si f astfel incit X = h grad f. Dacd hsi fsint fune~
{ional independente, atunci cimpul vectorial X se numeste biscalar. Dacd h si fsint {unctional
dependente, atunci se dovedeste ¢ X este un cimp potential ; intr-adevar i(f) grad [ = grad ¢

x

este echivalenti cu I(f) ¢f = dg si deci @(z) =} K() df.

%o
2) Teoria poteniialelor [45] impune determinarea conditiei in care o familie datd de hiper-
suprafete de nivel constant si fic o familie de hipersuprafete de nivel constant atasatd unei
funclii armonice.

Teoremi. Fie D o mullime deschisd si conexd din B® si h: D — R un cimp scalar de clasé@
C? férd puncie critice. Hipersuprafefele de nivel constanl I{x) = ¢ sint hipersuprafefe de nivel
constant ale unui cimp scalar armonie f: D — R dacd i numai dacd exisid o funcfic reald o de
clasi C? si o funcfie reald conlinud Y astfel incit :

AR W
_— = = t).
IVh? w7

Demonstrefie. Tmplicalia h(2) = ¢ = (x) = «a este cchivalentd cu existenla unel funclii
reale @ de clasd €% astlel incit [ = g(k). Deci df = ¢(h) dh, & = " (k) A2 + o'(h) &*h.

Relinind numai urma hessianei, gasim Af = () | VRI? + o'() Al si Af =0 arata ci rela~
tia din teoremd esie necesara.
D) § wryan

Reeiproe, din + G(l) = 0 de ducem ¢'(l) = Ae si deci = ) =

—jg‘){h}dh .
=A\c -

B, unde 4 si B sint constante.

Aplieatia 2.2, Ne referim ia R? si cercetdm dacit o familie de semiconuri circulare drepte cu
aceeasi axa si acelasi virf este o familie de hipersuprafe{e de nivel constant ale unui cimp scalar
armeonic.

" Fara a sciden generalifalea, pulem presupune cd familia de semiconuri este descrisd de

x? 4+ g
2?2 4 y? = ez?,z> 0. Rezultd li(x, g, 1) = _i,,:‘_]_,, > 0 si conditia din teoremi devine
2
@ (%) B = 2 1 3n 1 1
@' (B) 422 4yt 4@ty 2h+1) b 2h+ 1)
A o e
: 1 A dh
Deci Imje'(h)] - Injli] + —Injh 1] =In 4 sau d9p = ————. Punind &= to? O gisim
2 hYR 4+ 1
24 a6 9
= — 5 sif=o(h) =24In|lg ST B, unde A si Bsint constante arbitrare. Evident
sin 2

i

6 este semiunghiul unui con.



2.2. Cimpuri veectoriale eu simetrie sferiei

Fie v = (¥, ..., %) un punct fixat si &= (r, ..., @) un
punct variabil din R". Notdm r=yx §i r=|yx| =z —y| =
= V(a}l — 1)+ o (@ — Ya)

Fie f:(0,00) — [R o functie de clasi C*. Cimpul scalar definit pe
R™\{y} prin f(r) se numeste cimp scalar cw simeitrie sfericd de centru de
simelrie y (intrucit nu depinde decit de distanta de la punctul fixat y
la punctul variabil z). Hipersuprafetele de nivel constant ale unui cimp
scalar cu simetrie sfericd sint sfere.

Gradientul unui cimp scalar cu simetrie sfericd este

grad f(r) = f'(r) % :

Fie o(r) un cimp scalar cu simetrie sferici de centru de simetrie y.
Cimpul vectorial X definit pe R™\ {y} prin

r
X(@) = o(r) —
r
se numeste oimp veclorial ou simalrie sfericd de centru ds simeirie y.

Orice cimp vectorial cu simetrie sfericd de centru de simetrie y este
un cimp potential pe R™\{y} avind drept hipersuprafete echipotentiale
sferele cu centrul in y. Intr-adevir, pentru orice functic ¢: (0, 0) - R
de clasii 0 existd o funectie f: (0, co) — [R™ de clasd 0 astfel incit [/ = ¢
si multimea ecuatiilor f(r) = const este echivalentd cu mulfimea ecuatiilor
+ = const.

TFie X un cimp vectorial cu simetrie sferici. Se constatd c¢i div X(x) =
_1o'(n) + (n — 1)o(r)

P
o(r) = ¢/r"~1, unde ¢ este o constantd.

Cimpuri newtoniene. a) Conform legii lui Newton, in R? forfa de
atractie cu care actioneazi o masi m situatd in punctul fixat y(y,, ¥2, ¥3)
asupra masei unitate care se giseste in
punctul variabil o(z,, »,, o;) este

si deci X este solenoidal dacid si numai dach

unde r'= yx,

= V(wl — )2 (22 — 92) 4 (05 — 1)
B8 Oimpul X este un cimp vectorial pe
R3\ {y} numit cimp newlonian sy1 gravi-
taftonal (fig. 2.6). Avind sim>brie sferich,
este evident un cimp potential cu poten-
tialul

Fig. 2.6 f@r) = mfr.
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Altiel, Cimpul newtonian

(3 — 9,) 1+ (2 — Ya) j (23 —ys) k
(@ — 9%+ (g — ¥2) 2+ (@5— y5)*)*2

(21, T2y 73) € RN\{(#1, ¥, ya)}, este un cimp irotational al cdrui domeniu
de definitie este conex si simplu conex, dar nu este convex. Utilizind
formulele din 2.1, teorema a dcua, pe un paralelipiped deschis sau pe o
mul{ime convexsd dcsehisﬁ D din R3N\{(¥1, Y2y ¥3)}, 8@ gésegtepoten@-ialul
Jl@y, @y, @3) = [(-1 — Y1)+ (23 — 92)2 + (@3 — y3) 17V, (a4, @3, @3) € D.
Se constatd insd ed f se prelungeste diferentiabil la [R>\{(¥1, ., ys)‘» side
aceea cnnpul newtonian X este un cimp potential pe R*\{ (Y1 Y2y ¥3)}-

b) In R® eonsideriim cimpul gravitational general de masele my, . .., m,
pla sate in punetele ¥, ..., ¥" §i actionind asupra masei unitate plasate
in punctul «. Aeest eimp este dat prin

X(@y, @9, ¥3) = — 3

®
— m; T; :
N(x) = — —~, @eRN\{¢, ..., ¥},
=1 T,— ’F,-

si admite potentiialul
-3
m, :
=¥, under =yx, 7 =|x|
i—1 3

¢) Fie D o multime deschisfi, conex# si marginitd din [R3, cu frontiera
2D netedil pe portiuni. Considerim o dletnbuhe de mase pe D = Dy aD,
cu densitatea p(y) continud. Forta totald de gravitatie

X(z) = S
D

d efineste un cimp newtonian pe R (in cazul in care 2 € D integrala prece-
d entd este improprie, dar absolut convergent).
Potentialul cimpului vectorial X este

7o) = (2

D

wly) ¢

d-/? r= (;7/7 &7)7

d) Notiunea de cimp newtonian se extinde la [R”. e exemplu, daci
D este o mul{ime desehisdl, conexd i mirginitd din R”, cu frontiera oD
neted#t pe portiuni, iar p : D > [R esteo funectie continui, aturei o imput
veetorial definit pe [R” prin

> % iy
k("ﬂ) = g%";‘ d?/7 r = (:"/7 37)7
D

41



se numeste cimp newtonian. Se constatd cid acesta posedd potentialul

1 {uly) dy pentru n > 2,
n— 2 ——rn—~2

D

f(m) S
S uly )111l dy  pentru n = 2.
r

D

Cimpuri eleetrostatiee. a) Coulomb a ajuns la concluzia cd forta de
interactiune dintre doud corpuri punctiforme purtitoare de sarcini elec-
trice este proportionald cu produsul sarcinilor electrice §i invers propor-
tionald cu patratul distantei dintre centrele corpurilor respective. Conform
acestei legi, forta (de atractie sau de respingere) cu care sarcina g situatd
in punctul fixat v = (¥, ¥, ¥;) actioneazd asupra sarcinii unitate 1
situate in punctul arbitrar » = (@, @,, @3) este

E(*w = T x e RB‘\{?/}W

unde ¢, ~ 8,86-10712 F/m este constanta dielectricd a vidului, iar r = yx.
Forta E determind un cimp vectorial pe R*\{y} numit cimp electro-
static. Acest cimp are simetrie sfericd (pentru ¢ << 0 vezi fig. 2.6, pentru

. . . =4 ) A 1
g >0 vezi fig. 2.7). Potentialul corespunzitor este j(r) = — 4~——g~
TEy s

b) Cimpul elecirostalic generat de sareinile ¢y, ..., ¢, situate in punc-
tele #1, ..., »* siactionind asupra sarcinii unitate situate in punctul » este

1 kg ?
E@)=-— ¥ L0 se RN, ..., ¢

47?30 i—1 )'lT) T
unde r = ¥'x. Acesta admite potentialul
4

3
i
I

2.3. Cimpuri vectoriale
solenoidale

Un cimp vectorial X se numeste
solenoidal daci divX = 0.

Exemple. 1) Cimpul newionian X =

i+ yi -+ zk g
ke L , (2,5, 7) e RIN(O), este

- (1{2 + Z]2 = ZZ):%/T
irotational si solenoidal.

2) Cimpui vectorial X = grad [ este sole-

- noidal dacd si numai dacdl [ este o functie armo-

Fig. 2.7 nicd, adicd Af = 0.




3) Cimpul vectorial X = — i i— —T—L 1 (v, 1) e RN{(0, 0)} este irotational si sole-
. x2 + yz a2 4 yz

noidal, dar nu este global potential.

4) Daci f, g: R? > R sint de clasd (% atunci cimpul vectorial X = grad [ x grad g este
solenoidal pe [R3.

5) Dacd Y este un cimp vectorial de clasi €2 pe R® alunci cimpul vectorial X = rol¥Y
este solencidal.

6) Fie R® = {(xy, a,, &y, 0y, Dy, Dy)} privit ca spatiul fazelor asociat ecualiei Lorentz care
deserie wigcares vrel particvle incdrcate,de sardnd ¢ si masd m, intr-un cimp eleclremagnetic
slalienar generct de dnpul eleclric E(a) = (Fy(a), E (), Ey(x)) si cimpul magnelic B(x) =

= (By(x), By(a), B(a)). a=(ay, v, ;) € K?. Cimpul vectorial X={v,, v,, 1)3,1 (Ey-+-v,B3—0,B.),
m -

q
m

= q E S
(E, + v, By — vy By), — (¥, 4 vy B, — v,B;) |, care local reprezintd viteza de evelutie a feno~
m

menului in RS, este selencidal. Intr-adevir,

ax 90X, X JX, J9X, oX
div¥ = b g s Yo 855 g

T

T e 5 i e
day dxy dxy dy av, v,

In cele ce urmeazi ariitim cit orice cimp solenoidal de clasii €' pe
o multime deschisd din [R? ¢e reduce local la un cimp derotori, adicd (local)
X = rotY. Cimpul vectorial Y este unic determinat abstractie ficind de
un gradient aditiv si se numeste potentialul vector al Iui X.

Teorema. Fie X un cimp vectorial pe o muliime deschisd si convexd
D < R3. Dacd X admite pe D un potential vector Y de clasd (1, atunct
acest poteniial este unic determinat pind la un gradient aditiv.

Demonstragie. Fie X =rotY, si X =rotY,. Rezultd rotY, =
=rotY, §i deci rot(Y; —Y,)=0. Decarece Y,—Y, este un cimp vectorial
irotational de clasd C*, conform unei teoreme din 2.1 existd un cimp
scalar-f pe D astfel incit Y,—Y, = grad f.

Teoremi, Fie D < [R® o muliime deschisd st X un cimp vectoriak
de clasé Ct pe D. Urmdioarele afirmatii sint echivalente :
1) X esie solenoidal
2) pentru orice punct p € D exisik o vecindtale deschisé U < D, pe U,
st un cimp veclorial Y pe U astfel incit X = rotY pe U
3) fluzul lui X prin frontiera oricarut corp sferic confinut in D este nul.

Demonstraie. 1) = 2). Fie X = (P, @, R). Ipoteza divX = 0 pe I¥
se transcrie

—é}'g‘%‘i@‘i‘ﬁ: 0, ¥(z, y,2)eD.
o oY 0%
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Fie (%, ¥y, 2,) € D 8i U o bild deschisd centratd in (z,, ¥y, 2,) situatd
in D (sau un interval tridimensional deschis). Funetiile

f:g: U - R, f(‘”: Y, Z) :SQ(w) Y, t) dt? g(:o, Y, z) =

x

= SP(w, y, ) de 1 SR(t, v, 2,) di

determin® pe U cimpul vectorial Y = (f, g, 0) cu proprietatea rotY = X.

Observatie. Potenlialul vector Y = (f, ¢, 0), cu [, ¢ definite ca mai sus, este de clasi

af ay 0 af
Clsi cu i ;t]_ 8—q = de clasd C1. Daci X este Jun cimp vectorial solenoidal pe R3,
x '

atunci 1‘eprezentarea X =r1otY, Y = (/, g, 0) este globali.
2) = 1). Evident, divrotY =
1) = 3). Se aplicd formula Gauss-Ostrogradski :

SS (X,N)ds = SSS (divX) do dy dz.
Q

3
P

3) = 1). Fie p e D si Q un corp sferic cu centrul in p i de razi e,
inclus in D. Formula Gauss-Ostrogradski implicad

SSS (divX) dedy dz = 0.

Q

Se utilizeazd formula de medie si se trece la limitd pentru ¢ — 0.
Rezultd (divX)(p) =0, Vp e D.

Teorema lui Euler. Fie X un cimp vectorial de clasi 0 pe o muljime
deschisd st conewd D < [R® Dacd X este solenoidal, aiunci pentru fiecare
punct {xy, 1, 2,) € D cu \(ao, Yoy 20) # 0 exisid o multune deschisa U < D
care confine pe (®y, Yo, %) §t doud cimpuri scalare f, g de clusi C® pe U astfel

incit (fig. 2.8)

X |y = grad fxgrad g,
£ X=V hxyf 2 radl . v
\ unde X |, este resiricira i X la U.
Cimpurile sealare f, ¢ se numesc poten-
ttale Buler ale Iui X. Acestea nu sint unice.
X Demonstratia clasici a teoremei Euler
V7 \  este specifici spagiului cu trei dimensiuni
v A -3 - 1
hxyzi=g | facind apel 1a notiunea de potential vector.
\ De aceea prefemm generalizarea si o dsmons-
tratie care este bun# pentru orice dimensi-
Fig. 2.8 une » > 3. Acestea vor fi date in 3.2.
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Aplicatii. 2.3. Si se determine cimpul vitezelor unui fluid incompresibil datorat unei surse
de debit g situati intr-un punct M.

Rezolvare. Particulele de fluid care izvorisc din 3, descriu semidreple cu originea M,,
fapt echivalent cu aceea cil viteza V este un cimp vectorial cu simetrie sferici pe R¥\{M,}, adici

V(M) = o(r) vjr, unde r = MM. Debitul ¢ al sursci situate In M, este ¢ = SS (N, V) do, unde

S

S este o sferd cu centrul in M, si de Tazd 1. Rezultd ¢ = o(r) 4712 si deci V(M) = ==
Aceste este un cimp vectorial solenoidal.

2.4. Cimpul Biol-Savart. Fie D o mullime deschisd, conexd si mirginitd din R3 si 0D
Arontiera sa pe care o presupunem netedd pe portiuni. Notim eu X un cimp vectorial de clasi
Gl pe D = D U gD . Cimpul vectorial definit pe R? prin

Y(2) = Sl X@) X rdy, ¥ = (g, 2).
.

5
:se numeste cimpud Biof-Savart. Denumirea provine din faptul ¢ in cazul in care D este umplut
«cu sarcini elecirice in miscare, cu X (y) ca densitate de curent electric, cimpul magnetic Y
;generat de acest curent este dat de legea Biot-Savart (egalitatea precedenti).

In general cimpul Y nu estc irotalional, dar este solenoidal. Potentialul vector al siu este

Z(x) = ‘l(rg—)— dy.

i

o}

2.4. Reprezentirile Monge si Stokes

Teorema lui Monge. Dacd X est un cimp vectorial de clasd C® pe o
anulitme deschisd $i conexd D < [R3, atunci pentru orice zy € D cu rot X(x,) #
# 0 ewistd o multime deschisd U < D care conjine pe ®, §t trei cimpuri
8calare h, f, g de clasd O pe U astfel incit

Xy = grad b -+ fgrad g¢.

Cimpurile scalare ., f, g se numese potenfiale Monge ale lui X. Ele nu
sint unice. ;

Demonstratie. Cimpul rot X este solenoidal pe D deoarece intotdeauna
div(rot X) = 0. Tinind seama de teorema Euler de la cimpurile solenoi-
dale, rezultd cid pentru fiecare z, € D cu rot X(#z,) # 0 existd o multime
deschisii U; < D care confine pe x, $i douél cimpuri scalare f, g de clasi
0% pe U, astfel incit

robt X = grad f xgrad g pe U,.
Aceastd egalitate se transcrie rot(X — f grad g) = 0 si deci cimpul vecto-
rial X — f grad g este irotational pe U,. De aceea existi o veciniitate
U < U, aluiz, sinn.cimp scalar  de clasd C* pe U astfel incit

X — foradg = grad b pe U.
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Teorema lui Stokes. Dacd X este un cimp veciorial de clasia C* §i cw.
div X de clasd C* pe o multime deschisd §i conexd D < [R®, alunct pentru
Jiecare x, € D ewistd o mulfime deschisd U = D care contine pe x4, un cimp
scalar h de clasd C* pe U g1 un cimp vectorial Y de clasd C% gt cu rot 'Y de
clasd C! pe U astfel incit
X|y =¢grad h -+ rot Y.

Cimpul scalar k si cimpul vectorial Y se numese potentiale Stokes:
ale lui X. Ele nu sint unice.

Demonstratie. Este suficient s# ardtdm cit existd un cimp scalar

local & de clagid €? astfel incit X — grad & =% fie cimp solenoidal. Dar
oo}

y

t

div(X — grad k) = 0 arat® cd k trebuie si fie o solutie a ecuatiei Poisson.
Ah = div X.

O asemenea ecuafic admite o infinitate de solutii locale. De exemplu,.
dacd U este o multime deschisd, conexid si mirginitd, cu frontiera oU"
netedd pe portiuni si e este un parametru vector, atunci

1 Sdiv X(¥)

@

h(z)=(a,X) —— dy, ze€¥,

a tr Y|z — y|

U
sint solutii ale ecuatiei Poisson Ak = div X.

Observatie.Daca Xeste de clasid C®, atunci reprezentarea lui Stokes este echivalenti#:
cu reprezentarea X|y = grad h + grad fx grad g¢. I ciitru n > 3, aceastd varianti se generali—
zeazd prin

Xlp ==grad f, + grad.- f; X ... X grad f, 4, unde U < B».

2.5. Cimpuri vectoriale armonice

Un cimp vectorial X se numeste armonic daci el este irotational si
selenoidal.

xi + i 4k 5
Exemplu. Cimpul newtonian X = —m m> 0, este armonic pe R3\{0}.

C(at gt a2)se’
Teoremd. Dacd D = [R” esie o mulfime deschisd §i convexd st X este
un cimp de clasd C* pe D, atunct wrmdtoarele afirmaiii sint echivalente :.
1) X este armonic pe D;
2) exisid un c¢imp scalar armonic j: D — [R asijel incit X = grad f..
Demonstragie. 1) = 2). Din rot X = 0 ajungem la concluzia c¢i existi.
J: D — R astfel incit X = grad j. Dar div X=0 impune div (grad ) =0,
adicd Aj = 0. Cu alte cuvinte, J este armonic.
2) = 1). Ipotezele X = grad f, Af = 0 implicd rot X = 0 5i div X =
= 0. Deci X este armonic pe D. ,
Aplicatia 2.5. O parte dintr-un fluid se poate identifica cu o mul{ime deschisd D < [R3..

Densitatea fluidului u(z, y, 7, {) si viteza fluidului v(z, y, 7, {) sint presupuse functii de clasi C! pe:
I R,
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Partea din fluid corespunzitoare corpului sferic Q < D, cu 92 = X, are masa

m(l) = SSS w(zx, y, 7, 1) dx dy dz,

Q

( ou
sfunctie de clasi C! de t. Rezultda m'(l) = %gs =y dz dy dz.

Considerente de ordin fizic arald ¢ m’() trebuie sa fie {fluxul Iui v prin X, adicd

.
m’(t) = SS (wv,n)de = SSS div(e v) dx dx d=.

()

O
Din SSS (—0—1 — div(n v)) dx dy dz = 0, Vi) < D, se obline ecuajia de continuitate

O
«div(p v) = 0u/ot.
Dacé pu = const si v = grad [, atunci se spune ci {luidul este incompresibil, iar f se numeste

,Dolentmlul Uli( elor. 1In acest caz ecualia de continuitate se reduce la div X = 0, adicA Af =0
«si deci X este un cimp armonic pe D.

2.6. Cimpuri vectoriale Killing

Un cimp vectorial X = (X, ..., X,) de clasd (*° pe R" se numeste
<imp Killing daci satisface ecuatiile Killing

g_{i_g_,‘ifg’.:o, i 5 =k b B (1)

o&; oL

y : : .. oX ; e
Evident, sistemul (1) impliet —*=0, ¢ =1,...,n, adici X, =
o,
= Xy(@yy ...y Bi_qy Tiyqy ..., B,). Aceasta inseamnd ci in cazul n =1
uclmpurlle vectoriale Kﬂhno se reduc la (mlpum paralele. In general, div
X = 0 si deci orice cimp Kﬂhng este un cimp solenoidal.
Fien > 2.Derivind pe (1) 51 permutind indicii, gdsim

22X *X; 92X 22X, 92X, 2X;
‘ L4 2 o, L4k o, B £ LG
{ 3wha‘/'v3 oy o; Ea'vi (r‘(T].- gmngj ax; 0% 80&'; 2%,;
Adunim primele doudt egalitiiti si o sciidem pe a treia; in baza conditiilor
02X, a*X; 2 X,
«le complet integrabilitate == obtinem ———— = 0. Re-
0% 0%y 0%, 0%y 0%y 0%
. 0X; 4 . s et 5
zultd LS . a;; (constante), iar (1) impune condifia de antisimetrie pen-
a%;

sru matricea [«;;]. Astfel un cimp Killing pe IR” are componente de forma

H
=Y @ty -+ Cj J=1...,mn

=4
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unde a,; = —ay i ¢; sint constante arbitrare. Deoarece dimensiunea spa~-
tiului vectorial al matricelor antisimetrice [a;;] de ordinul # este n(n — 1)/2,
iar dimensiunea spatiunlui vectorial al matricelor coloani [¢;] este .

L o —1 (n + 1) g T o M
rezulti ci pe R” ex1staﬁ(n—o——~—) +n = ﬂ—@—;——) cimpuri Killing liniar

independente in ¥(R") (a nu se confunda cw
liniar independenta punctuald in [R").

Crosetul a doud cimpuri vectoriale Killing:
este un cimp vectorial Killing. Acest lucru se
poate demonstra fie ardatind ca dacd X = (X, ...
w w5 g B Jyr X (Y ., Y, sint solutii ale sistemu-
lui (1), atunei si [\ Y] = (X{Y,) — Y(&))) este
solutie, fie punind X = (Va0 +¢), Y=

k

=(Y b2, +d;) si calculind [X, Y]M\EL (a;by —
— ba)x) = (Y dyx,), unde [d,] cne evident:
k

o matrice antisimetrici. Rezulti e& multimea.
cimpurilor vectoriale Killing pe R” este o alge-
Fig. 2.9 brd Lie de dimensiune n(n - 1)/2.

Observai{ic. Dacd A = ai 4 bj + ck estec un cimp paratel st X = ai + yj + 7k
atunci A X X = (bz — cy) i + (cx — az) § -+ (ay — bx) k este un cimp Kil ‘md pe R3. Reci~
proc, orice cimp Killing Y pe R? care nu este un cimp paralel se poate scrie in forma A X X.
Acest rezultat {ine de teorema lui Euler de reprezentare a unui cimp vectorial solenoidal (v. 2.3)

Aplieatia 2.6. (fig. 2.9). Considerdm rotatia unui solid S cu viteza unghilularid e in jurulb
unei axe A care trece prin origine. Un punct (z, g, z) al solidului S descrie un cere € cu centrul
pe axd, de razd d, cuprins intr-un plan perpendicular pe axid. Viteza tangentiali este un vector-
V(x, y, z) tangent la cerc, dirijat in sensul miscirii si avind modulul V = «d.

Notdm cu @ vectorul de modul «, care are direclia axei si care este dirijat in sensul
indus pe axi de rotatia selidului (regula burghiului drept). Atunci V(z, y, z) = @ x r, unde:
r = zi 4 yj + zk. Cimpul vectorial V este un cimp Killing.

2.7. Cimpuri vectoriale conforme

Un cimp vectorial X = (X, ..., X,) de clasi 0° pe R" se numeste-
cimp conform dach satistace ecuatiile

oX: , Xy | e
- -+Ti:w8ia"7 Q’j:'l?"')n? (2))
0%y a;

unde 3; este simbolul lui Kronecker, iar 4 : R" —» R. Dacl ¢ este o con--

stantd, ‘atunci cimpul conform se }L negte cimp omotetic. Dacik § = 0,.
atunei eimpul conform este un cimp Killing.

. oX oX Vo 2divX
Sistemul (2) implicd 2L = ., =25 = Y & deci b= """
ciry Ty 2 n

In particular se observi et in cazul n = 1 cimpurile conforme se identific.
cu functiile de clasi C*.

48



Presupunem c# ¢ nu se reduce la o constantd §i » > 2. Derivind pe

(2) si permutind indicii, obtinem
X, X _ ab g 2*X, 2°X, &

1 iJ9 = Eyos
a%, 0; 0%y 004 oy 3$idm;~ 30013»’0; 0x;
%X, 92X
Gl 811

0@; 0w, ;0% 'U?

ik

Adunim primele doud egalititi 5i o scidem pe a treia ; in baza conditiilor

22X, 22X,
de integrabilitate completd = = , obtinem
: aa:,aao,. 0% 0%;
n Y 3 b al
X, ¥ oy
g B0, Ty,
0% 0%; a Xy Z; a;
Impunem si aici conditiile de mtegmblhtate completd,
('33}17; 534Y;

%, 0xi o, 00X, cy

Gasim

592/ 2] 92, 92)

4 !\J 8 t N c LAJ N 4 Ll) N
i O = 0y — Okse

dxroxr, ox;ox ox, ox; X6
1

-C

Sumind dupi ¢ si j deducem
r2 '
0
2 —n)—2F— = (AY) 3y,
C?xl; Gwl

O noud sumare dupfi k sil di (1 — »)Ad = 0.

(3)

52 7t
. < 0% . .
Fie n > 2. Rezultd — =0 si deci y(z) =Y, ¢@,+c. Cuaceas-
0%, dx, =1
ta sistemul (3) se transcrie
wa P
(/“A]
2———— =8 + edy — ;0.
0 0%
Prin integrare gisim
oX; 1 7
= et 3y Y axr + e, — ciw )+ ¢y
o 2 r=1

Ecuatiile (2) impun asupra matricei [¢;;] conditiile e+¢;; = ¢8;;. O nouk

integrare d&

X 1 : L 0 l\‘ T _q “" = PV o
0 '*”" i, Oy %2 CrL¥®, C;x; — Cj.’l»z-} dJ'i o E Cj 0y ==
J i
1

1 r 1
:——gd' 3, e \ Hy = —0 ¥ (L’” + Y o =
2 J L, k / 2 P J v
1 1
= 5 % N ey — ¢ Z ri + ¥ epwy + dy,
A

4 — c. 594
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unde d; sint constante arbitrare. Deoarece dimensiunea spafiului vectorial

. ; n:—mn o, . : ;
al matricelor [¢;] de ordinul n este — T 1 si avem doi veetori ma-

trice arbitrari [¢,], [d;], rezultid cd pe R", n > 2, existd

"2 — n P AT (n -+ L)n -+ 2)
B ol -

2

| ]

cimpuri conforme liniar independente in X([R").

Un rationament analog cu cel din paragraful precedent arati ci cro-
setul a douit cimpuri conforme este un cimp conform. De aceea mulfimea
cimpurilor vectoriale conforme pe R”, n > 2, este o algebrd Lie de dimen-
siune (n - 1)(n + 2)/2.

Fie n = 2. Beuatiile (2) se transeriu

8X1 ' ('/\Xg f 51’1 EXZ
& —=== 1, 2=t =, ——f—2 =0,
a0y a%, 0&q airy

Rezultit cit X = (X,, X,) satisface pe [R? conditiile Cauchy-Riemann,

aEy A iR

= = =y

ooy ax

o o0&y

o

si deci X,, X, sint respectiv partea reald si partea imaginard ale unei
functii monogene 7 : € — €. Cu alte cuvinte, multimea cimpurilor conforme
pe R2 este echivalentd cu multimea functiilor monogene pe C.
Presupunem ci X = (X, ..., X,) este un cimp vectorial omotetic,
1
adicd Y(x) = ¢, Vo € R". In acest caz gisim X; = ), cwtdy, j =1, ...
1=1

...,n, unde ¢; sint constante ce satisfac relatiile ¢; -+ ¢ = 3y, lar d;

. ] : . ... nE—n
sint constante arbitrare. Fie ¢ # 0;atuncipe [R” exista —5 L1 +n=

n(n 41 . . s ’ . ; =
= —(—2i—) 4+ 1 cimpuri vectoriale omotetice, liniar independente in

#(R")-
Observatie. Ecuatiile (2) constituic o generalizare naturald a conditiilor Cauchy-
Riemann.

2.8. Cimpuri vectoriale afine §i proiective

Un cimp vectorial X = (X, ..., X,) de clasd (% pe [R" care satisface
ecuatiile cu derivate partiale

32X,

—=0, 4Ljk=1 ..., (4)
80;0T;

s¢ numeste clmp afin.
5¢°
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Sistemul (4) implici div X = 0 i deci orice cimp afin are diver-
i
(/vcj
Ly o > Yok 3 BV s b 5t = E:‘Zf .
genta constantid. Tot din (4) se chservi ed -= a,; (constante). De
, a:{’j
aceca un cimp afin pe R" are componente de forma

Xi=Y ey +¢y, v=1,...,n,
j=1

unde ¢; sint constante.

Dimens'iune't spatiului vectorial al matricelor patratice [¢,;] de ordinul
n este n?, lar dimensiunea spatiului vectorial al matricelor coloand [e¢;]
este n. Rezu‘m cd pe R existd n® b n clmpuri afine liniar independente
in F(R").

Dacid X &1 Y sint eimpuri vectoriale afine, atunci crosetul [Y Y=
= DyY — Dy¢X este un cimp vectorial afin. De aceea multimea cimpurilor
vectoriale afine pe [R® este o algebrii Lie de dimensiune n? + n. Si obser-
vam ¢ orice cimp vectorial K ﬂhx.Lg este un eimp vectorial afin.

Un ci!np vectorial X = (X, ..., &) de clasd 0 pe [R” pentru care
existd un eimp veetorial ¥ = (¥, ..., ¥,) declasd 0® pe [R" astfel incit

n9 Y
o “AX 3

G

= ¥;0: + yi-az'j: v, Jy k= Lo e e a (5)

8,; este simbolul lui Kronecker, se numeste cimp protecite.
Orice cimp W“tmm afin este un c¢lmp vectorial proiectiv. De ase-

iv X = (n + 1) Y,, adicd Y este in mod nece-

menea din (5) rezultd -
oy
sar un cimp potentiial.
In cazul » = 1 cimpurile proiective se identifick cu functiile de clasi
C*. Pentru » > 2, impunem conditiile de complet integrabilitate pentru
sistemul cu derivate partiale (5), adied

021 0X; 0%y O 0% 0%y
X, Y; Y
0%~ 0 ¢ 5
Deoarece ————— = == §;, 4+ —%£ §;, glisim
dx dx; oy 0 a7
&Yy oY, oY, oy,
e e T e
or g ox; cx;
2 I . ¥ 80X, aY, Y, s
Sumind dups ¢ i j, obfinem n ° % =" Dar —% = , aga incit
ox Bm; oy al'k
(n — 1) ¢ ¥ —0. Ultimele ecuatii cu derivate partiale impun
Ty o

ca Y si fie un cimp vectorial paralel, adicd ¥, =¢, b =1,...,n.
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Cu aceastd observatie sistemul (5) se retranscrie in forma

~n2 VvV
0“414;
FELe LT e ¢;8:1 4 €40y,
8% 0,
de unde
84Y,- "
= 8; Y, @5 -+ €ty + Ay
a%y, j=1

5i in final

X

n n K
X; ::S Z‘(Bm Y ¢z + ckxi)dwk + Y, @z =
k=1 =1 k=1

*o

- n k{2 " n
— Sd[(v‘ Z cjxj] + Z A;;0; = ; Z C;; + Z ;%5 —l- di .
=1 iz iz =1
*o

Dimensiunea spatiului vectorial al matricelor [a;;] de ordinul » este
n? §i vectorii coloand [¢;], [d;] sint arbitrari. Aceasta inseamnd ci pe
R", #n > 2, existd x2 4 2n cimpuri proiective liniar independente in
E(R")-

Se poate dovedi ¢i crosetul a doud cimpuri vectoriale proiective este
un cimp vectorial proiectiv. Aceasta inseamni ci mulfimea cimpurilor
vectoriale proiective pe R", #» > 2, este o algebrd Lie de dimensiune n? 4-

-+ 2n.

2.9. Cimpuri vectoriale torsionale

Un cimp vectorial X = (X, ..., X,) de clasi 0 pe o mulf{ime des-
chisd §i conexd D din [R” se numeste torstonal dach existd un cimp secalar

a:D — R de clasd C®gi un cimp vectorial Y = (¥, ..., ¥,) de clasi
C*® pe D astfel incit
dli = CLS,-j “!—‘ Xin, @.’j == 1, ceey 77/, (6)
o5

unde J;; este simbolul lui Kronecker. Evident, relatiile (6) sint echivalente
cu D, X =aZ - (Y, Z)X, YVZ € X(D).

Din definitie se observid ci un eimp torsional X nu poate fi identic
nul decit dacé a este funcfia identic nuld. De asemenea tot din definitie
rezultd rot X = X A Y, div X = an + (X, Y). De aceea un cimp tor-
sional este : (1) irotational dacd si numai dacd Y este coliniar cu X, (2)
solenoidal dacd si numai dacd an 4 (X, Y) = 0, (3) potential sau biscalar.

Pentru » = 1, cimpurile vectorial torsionale se reduc la solutii ale
ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul intii. Pentru » > 2, conditiile de

: e : ; 82X, %X,
complet integrabilitate ale sistemului (6), = , Se trans-
9%; 02y, %1 0%;
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«crin in forma

08 s e, + X 2T s 4 4s,Y, + X, ”Y’n. (7)
0%y 0%y ow; a;
Sumind dupi ¢ i j, deducem consecinta
¥ X( 24, _ﬁ_lf"-f) s n)[fﬁ = al’k] : (8)
i=1 0%y oy 0%y

Sumiirile dupd ¢ si & sau j i & nu dau condifii su-
plimentare.

Pentru »n > 2, cazurile particulare cele mai in-
wperesante de cimpuri torsionale sint :

1) Cimp concircular, dacii Y este un cimp po-
tential. Relatiile (8) araté ci dacd o # 0, atunci in
mod necesar Y=grad In|a|. Din (6 )1'ezulm d(X,/a)=
= da; i deci X (@) = a(x)(x; 4 ¢;) sint componen-
‘tele unui cimp concircular.

2) Oimp concurent (fig. 2.10), dach a#0, Y =0.
In acest caz relatiile (8) implich a=const §i X,(2)=
= a(x, + ¢;). Schimbarea de variabile y; = aw;, ¢ =
=1,...,n, aratd c¢i nu se renuntd la generalitate
«acd se presupune a = 1.

13) c i[mp recurent, daci ¢ = 0. In aceastil ipotezi ecuatiile (6) se reduc
oln| X,

3@

Fig. 2.10

1a = Y, si deci Y este in mod necesar un cimp vectorial irota-

#ional [fapt ce rezultd i din relatiile (7)]. Apoi In|X;| = S Y, Y;day
i=1
4) Cimp constant (pamlel), daci ¢ =0, Y = 0. ’

Lisim pe cititor s& verifice ea, in afara de cazuri particulare, un
cimp torsional pe R nu poate fi cimp Killing si nici c¢cimp conform. Dar
<imp afin sau proiectiv poate fi?

Crogetul a doufl cnnpurl vectoriale torsionale X si Y este un cimp
vectorial coplanar cu X si Y. Intr-adeviir, relatiile D, X = aZ + (U, )X,
D, Y =bZ -+ (V,Z)Y, V7 € ¥D), mq,hczn [X, Y] = DyY — DX =
=0 —-U,Y))X+ (V,X)—a) Y.

Exemple. 1) S# determinim cimpul concircular pentru care Yy = 2j, j =1, ..., n. Gen-
1 n 2
— Yy 2
7 =k T4

form explicaliilor precedente gasim a(x) = be Lt , b = constsi Xy(x)=1"0 e
-¢; = const.
2) Orice cimp vectorial cusimetrie sfericd este torsional. Intr-adevir, dacd X = (Xj, ...

» Xn)y Xi(x) = f<r>(-'€i — ) 1) = e(r)r, 1 :V(f"l g .‘/'1)3 + oo F (= ya)s xe[R"\{y},
;atunci

(:Ci’:r Ci)’

9X; G & ~
2] & f(l‘)» 3 + :) (s — yadas — y3) = £) 8y + ];2 B

Evident, X poate fi privit ca un cimp vectorial concircular cu Y = grad In|f(s){.

X X;.
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in particular, cimpurile vectoriale newtoniene st cimpurile vectoriale electrostatice, cue
simetrie sfericd, sint cimpuri torsionale (concirculare ; coliniare eu cimpuri concurente). Aceste:
cimpuri torsionale sint irotalionale si solenoidale.

; : o M N () xi—y;
Contraexemplu. Cimpul vectorial newtonian X = (Xp, o0 X)), Xi(e) = —S%— ) dy..
r r
D
r= ]/(;rl =y + ...+ (¥ — yp)® D < R% nu este un cimp torsional pe R% deoarece

0X; . L Tp— Yixj— yj

— (@) =\ @) | — — 8y + 2 e g = a(2) 8+ Yula),

dxj ’ i m ™o 5

iar Yg3(z) nu se poate serie cum ne convine pentru cimpurile vectoriale torsionale.

2.10. Probleme propuse

1. S se cerceteze care dintre urmitoarele cimpuri vectoriale sint
cimpuri potentiale si cind este cazul si se giseascd potentialul.

1) X = (sin oy 4 @y cos ay)i + (x2 cos ay) j.

2) X = 3y%2i + 4% — 3x2y2k.

Iy

3) X = (y%cosx 4 22)i — (4 — 2y sina) j + (222 + V) k.
2. 54 se arate cd familia de elipsoizi w(w, ¥, 2) = const =0 definiti-
de ecuatia
a}Z ,2/2 22

a® - u 02 4 u ¢+ u

=1

reprezintd suprafetele echipotentiale ale eimpului ereat de un elipsoid’
conductor de semiaxe o> & > c.

3. Sd se determine potentiale Monge si respectiv potentiale Stokes:
pentru eimpul vectorial

X=a%i+ y%j+ 222k

4. Fie o(x) = f(r), r =Va? + ... 4 2 un cimp scalar cu simetrie-
sfericd pe R"\{0}, » > 2, de clasi O
— 1,
1) Si& se arate cid Ao = f'(r) + n————j’(r).
»
2) Si se giseascd solutiile cu simetrie sfericit ale ecuatiei Laplace-
Agp = 0.
Alnr -+ B pentru n =2
R. 9(z) = (1) = { , A, B, = const.
Ar¥#% - B pentru n> 2
5. Fie V = f((a, r))(a X1), unde J este o functie de clasi convenabild.
1) S3 se determine f astfel incit rot V si fie coliniar cu r.
2) S84 se calculeze flnxul lui V printr-o suprafatd inchis¥.
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6. Fie V = j(
nabild.

1) Sia se calculeze grad [axr|, rot V 31 div V.

2) Si se determine f astiel incit V s fie irotational si sid se giseasc
un potential loecal.

7. Pe [R?® se di cimpul vectorial V = o(r)(axr) + ¢(r)r, unde a
este un vector constant coliniar cu j, r este vectorul de pozitie, iar ¢ si ¢
sint functii de clasia O

1) 84 se determine circulatia lui V pe un cere I' cu centrul in origine
sitnat in planul @0y si fluxul Iui V prin discul limitat de T

2) Si se determine functiile ¢ si ¢ astfel incit fluxul cimpului V prin
-orice suprafatd inchisi si fie zero, iar rot V si fie coliniar cu r.

faxr|)@axr), unde f este o functie de clasd conve-

(2514

8. Si se determine cimpurile vectoriale armonice pe [R? ale céror
potentiale sint polinoame armonice pe RZ.

9. S4 se verifice afirmatiile : 1) crogetul a doud cimpuri conforme este
un cimp conform, 2) crosetul a doud cimpuri afine este un cimp afin, 3)
«erogetul a doudl cimpuri proiective este un cimp proiectiv.

Indicatie. [X, Y] = DxY — DyX.

10. Se considerii un cimp vectorial torsional definit pe o vecinidtate
-2 originii lui R*. Utilizind formula lui Taylor, si se giseascd aproXimarea
liniari si aproximarea pitraticd ale acestui c¢cimp in vecinidtatea originii.

11. Existd cimpuri vectoriale torsionale armonice?

12. Si se cerceteze care dintre cimpurile vectoriale torsionale sint
Tespectiv cimpuri vectoriale Killing, cimpuri vectoriale conforme cimpuri
vectoriale afine sau cimpuri vectoriale proiective.

13. S84 se arate c¢ii multimea tuturor cimpurilor vectoriale solenoi-
«lale de clasi C* pe DcR" este o algebrd Lie.



3. LINII DE CiMmp

Liniile de cimp ale unui cimp vectorial de clasd C! sint curbe orientate de clasi (2 cma
propriclatea ci valorile cimpului vectorial pe aceste curbe se autorepartizeazi ca vectori tangenti
la curbe. Drept exemple pentru explicitarea liniilor de cimp ne-au servit cimpurile \ectoalale~
paralele, torsionale, newtoniene, electrostatice etc. (v. 3.1, 3.2).

Teorema de indreptare a unui cimp vectorial este echivalenté cu teorema de existents:
a integralelor prime locale, iar orbitele pot fi reprezentate local ca intersectii de familii de hiper-
suprafete de nivel constant atasate la integrale prime (locale) functional independente. Integralele-
prime globale apar doar in cazuri de exceptie cum sint cimpurile vectoriale hamiltoniene, cim-
purile Killing (v. 3.2,), cimpurile magnetice ale circuitelor electrice filiforme (v. 3.3) ete.

Pentru unele cimpuri vectoriale liniile de cimp se pot explicita relativ usor, prin formule-
(v. 3.1,3.2), cel mai simplu exemplu in acest sens constituindu-1 cimpurile vectoriale liniare
(v. 3.4). Cind nu este posibild explicitarea prin formule, facem apel la tehnici numerice de caleuk
cum este de exemplu metoda Runge-Kutta (v. 3.5.)

Problema completitudinii cimpurilor vectoriale prezintd un interes deosebit atit teoretic-
cit si practic. Explicatiile din 3.6 sint exemplificate prin cimpurile vectoriale newtoniene si-
cimpurile vectoriale elecirostatice, cu simetrie sferici, prin cimpurile vectoriale conforme,.
prin cimpurile vectoriale torsionale si pe ecuatiile Lorenz de miscare a unui fluid. In particular-
problema completitudinii se pune la cimpurile vectoriale hamiltoniéne care joacd un rol esential
in descrierea unor fenomene ale naturii (v.3.7).

Curentii generati de cimpurile vectoriale au proprietiti fizico-geometrice interesante dintre-
care am mentionat teorema Liouville (v.3.8) si teoremele de caracterizare a cimpurilor Killing,
afine (v. 3.9), conforme (v. 3.10) si proiective (v. 3.11). Teorema de conservare a volumului este-
exemplificatd prin cimpurile electromagnetice stationare, cimpurile magnetice stationare, cim--
purile Biot-Savart, cimpurile hamiltoniene si cimpurile newtoniene (v. 3.8). De asemecnea se-
expliciteazd curentii generati de cimpurile vectoriale Killing, afine (v. 3.9), conforme (v. 3.10)-
si proiective (v. 3.11) si se exmplificd procedeul de ob{inere a cimpurilor vectoriale din grupurile-
locale de difeomorfisme (v. 3.12).

Problemele din 3.13 se refer# la indreptarea cimpurilor vectoriale, integrale prime, expli-
citarca analiticd a solutiilor unor sisteme diferenjiale, metoda Runge-Kutta, completitudine si:
curenti.

3.1. Linii de eimp

Fie D < R" o multime ue«chici 5i conexi, 1ar X un mmp vectorial
de clasd 01 pe D. O owrbd «: 1 - D de 013%& 01 al cérei eimp vectorial
tangent «’ coincide cu X- « se numeste linie de czmp a lur X. Imaginea.
«(I} =« D a unei linii de clmp se Dume\te orbitd a lui X (fig. 3.1).

Lirniile de clmp ale cimpului vectorial X sint caracterizate prin ecnatia.
dlferentlala «'(t) = X(a(t)) sau prin ecuatia integrald «(f) = w«(?,) -

—J—S X(a(s))ds. Decarece X si « sint funetii de clasi €%, liniile de cimp ale
fq
lui X sint in mod necesar de clasi (2.
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Teoremii. Daci X esie un cimp vectorial de clasi O pe o mulfime
aleschisd $1 conexd D < R", atunci penlry orice x, € D, 1, € R, existd un
anterval deschis 1 st o lintede cimp «: I — D alui X asijel ineit :

1) o(ty) = xq,

2) orice altd linie de cimp P:Jd — Da LUE =X (A (1)
2wt X cu B(ty) = @, are proprietatea J < I §1 HH
B(t) = «(t), Vied.

In acest caz o se numeste liniede cimp
maximald a lut X prin x,.

Demonstratie. Aici avem o reformulare / o
2 teoremel de existentd si unicitate pentru '\
solutiile unui sistem dﬁerenha,l de ordi-
nul intii [17. Intr-adeviir, utilizind notatiile Fig. 3.1

X('T) e (Xl(m)y v acy Xﬁ(x)% Xi: D — R,
alt) = (25(1), ..., m(1)), @2 1 — R,

@(t) = (%- iy ey s, (t)),

di di
ecuatia diferentiald vectoriald «'(t) = X(«(t)), Vi € I, se transcrie sub forma
unui sistem dlieren‘glal autonom
da, . de .
e KA oy By e = KA . i) (1)
o Wy ey By & (@5 00y

Teorema de existentd aratd cd existd o vecinitate I, a lui 7, si »
functii w1 I, - R de clasit O care satistac sistemul (1) si conditiile initiale
Witly) = gy b= 1, .. .59 By = [0 « 3 @ng). Ansamblul B,(1) = (ay(1),. . .

., 2,(1)) defineste o linie de cimp Bl — D alui X cu B4(f) = .

Teorema de unicitate aratd ci daea 21, >R, T = 1 , 1, este
o altd solutie a sistemului (1) care satizface eond1tule 1n1t1ale wa(to) = Dipy
atunei 2,(1) = x; (t), Vt € I,n I,. Echivalent, dacit By = (&4 2,) 1Ly, —

B2(1),

— D este o altd linie de cimp a lui X cu Bz(to) = 2,, atuneci Bl(t)
Viel,n L,

Din acestea rezultd : (1) existd o singurd linie de cimp maximald
e 2 lui X, eu «(fy) = x,, definitd pe reuniunea domeniilor de definitie ale
liniilor de cunp ale lui X care aplicd pe {, in @, ; (domeniul de defml’rle al
unei linii de eimp maximale este un mtelval deschis din [R); (2) orice altd
linie de cimp B:J — D alui X cu B(¢,) = =z, este o restrictgie a lui «.

Solutiile sistemului algebric

K5 e B =0 g Xl B o oy B =000, (2)

adicd zerourile cimpului vectorial X = (X, ..., X,), genereazs solutii
ale sistemului diferential (1). Intr-adeviir, daci a = (a, ..., a,) este o
solutie a lui (2), atunei z({) = @, Vt e R, este o solutie (constantd, inva-
riantd in timp) a lui (1). O astfel de solutie sec numeste punct de echilibru.

Lungimea || X(z)|| este de fapt viteza cu care o solutie a sistemului (1)
trece prin punctul .
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Aplicatii 3.1, Fie X (x5, 2) = (—2,, x;). Liniile sale de cimp sint solutiile sistemului:
day dx,

= Xgy —— = 1y,

dt ot

adica
() = 0, x, (f) = 0, { €R (punct de echilibru),
2y(f) = ¢y cos £+ eysind, @, () = cysint — ceeshieER

(solutia general). Linia de cimp maximaldl care trece prin punc--
tul 2;(0) = ¢, 0) = b este

o(l) = (acos t — bsint, asinf -+ beost), {ER.

Evident, [Ja{t @+ b, VieR si deci orbita esle un cere:

AT ey o e Iy : 3 ;
de razi | a® + b2 (fig. 3.2). De asemenea lim 2,(/) = lim , (f) =
o 7 1\ 2

a—0 a—0
b—0 b—0
: =0, VI €R (punctul de cchilibru), iarlim «(!) nu existd
i tLoo
Fig. 3.2 3.2, Fie X = (¢4, . ... @,) un cimp vectorial paralel pe Re.

dx;
Sistemul care da liniile de cimp —
i

t e R. In concluzie liniile de eimp ale unui cimp veclorial paralel sint drepte paralele.

= ap i = 1,...,n, admite solutia generaldt x; = a0 - ¢;,.

3.3. S4 gasim liniile de cimp ale unui cimp \'ectoriul?(m'sianal X =(X;, ..., X;;) pe omul--
(o Xi
time deschisd si conexdt D) din R%. Prin definilie avem — =adi;-- XYy, i, j=1, ..., ni Ple~-
By :
=3

dxi
cind de la T = Xy(x), i =1, ..., n si derivind gisim
i

{{2.1‘L' % d X; (Il.l'j . - (i.l‘f
= 2 s = {a + (X, Y)){(a) — -
ar . dz; At dl

Facind substitutia

¥
I

s$=¢; -+ ¢ S exp S (a + (X, Y))ou(u)du | dr, ¢y, ¢, = const,
!

o
5

d'llj
obtinem o=y =0 si deci 2y = a s+ bs, SEIC R a;, b; — const, i = 1, ..., n. Astfel liniile-
ds?

de cimp ale unui cimp torsional (care nu sint puncte de echilibru) sint porfiuni de drepte-
reparametrizate prin s.

Cazuri particulare. 1) Liniile de cimp ale unui c¢imp vectorial concurent pe R? (diferite de-
punctul de echilibru) sint semidrepte deschise, toate avind drept origine pozitia de echilibru.
Intr-adevar, inacestcaz (X, Y) = 0, ¢ = 1 sia; = «; - &; el le R, d; fiind constante arbitrare.
: > 3 i 3 €
Punctul de echilibru x; = «¢; este un punct asimptotic al tuturer celorlaltelinii de cinip deoarcce
lim x; = ¢ (fig. 2.10).
i=—co

2) Orbitele unui cimp vectorial cu simetrie sferi

N X = (‘\’13 s Arn)a Xy (Cl) ==
= o()(x; — yi)ir, r = J(a;— y)* + ... + (X — ya)% T €RYN [y}, sint semidrepte deschise,.
iar punctul y apare ca punct asimptotic pentru acestea. Sensul pe orbite este impus de sem-
nul lui o. In acest contextse situcazi cimpurile newtonicne cu simetrie sferied (cimpuri de-
atractie) si cimpurile eleclrostatice cu simetrie sferica (cimpuri de atractic sau de respingere).

Lema. Fie X un cimp vectorial de clasé €' pe o muliime deschisd st
conerd D < R", tar o1 I — D o liniede cimp « iui X. Dacd s este un punct
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Siwat al i I gt ~, :d = I, () = t 4 s(translatia in R prin §), atunct
curba B = oo =, esle o linie de cimp alui X definita pe intervalul J = ©_,(I).

Demonstragie (fig. 3.3). Dacl t — «(t) este o linie de cimp, atunci i
4 — aft - ) este tot o linie de cimp. Intr-adevar,

) A
dif |t=t at |
Teorema. Fie X un cimp wveclo-
rial de clasd C* pe o multime deschi-
sd st conexd D < RY, fie 2, D st
ax, t I(wy) = D linda de c¢imp maai-
mald a ui X prin z,. Dacd s esle
un punct fizat al i I(x,), atunci
oy oyt T_o L(wy) — D este linta de cimp
maximald a lui X prin a. (i; -+ ).

Demonsirafie. Conform lemei, =t 1’ 1
ar,0Ts este o linie de cimp prin o =
= oy,(fy + 5) definith pe <_I(x,).
Deoarece ea trebuie sit coincidi pe acest domeniu cu linia de cimp maxi-
mald e, se impune =_,I(7,) < I(2;). Rezultd t, — s € I(w,). Aplicim din
nou lema care arati ei . v_, este linia de cimp prin o., (i, — §) = %
definitii pe =JI(2,). De aceea td(x,) = I(x,). Rezultdi ci domeniul de
definitie al lui «, o 7, este egal cu I(x)) si deci oy o7 = o

Fie X un cimp vectorial de clasi Ot pe D < [R” Teoremele precedente

aratd cit doudt linii de cimp maximale distincte ale lui X nu se intilnesc
(daci ar avea un punct comun, ele ar trebui si coincidd pe un interval).
Drept urmare, un punct de echilibiu nu poate fi valoare initiald a unei
solutii diferitii de el, dar poate fi punct asimptotic al acesteia (limita in
Taport cu 7) sau limita solutiei in raport cu punctul initial. '
_ Existi linii de cimp care se autointersecteazi, adiclt sint curbe inchise.
In particular, punctele de echilibru ale sistemului fac parte din aceastd
categorie de curbe. O linie de cimp inchisi are alura din fig. 3.4 gi nu
cea din fig. 3.5, deoarece vectorul tangent la curbd in fiecare punct este
unic (valoare a cimpului X). Teorema

precedentd aratd cd fiecare linie de cimp .
maximalil este fie injectivii, fie simpld si \

Fig. 3.3

inchisd, fie constanti.

~
e Iy \
Teoremi., Fie X un clmp vectorial
de clasi O pe D < R" Dacd «:1—D

este o linie de cimp a lut X cu of;) =
= a(ly), &, t,el, t;, <1, (adicd o este in-
chisd), atunci « se poate prelungila intreaga
axd R, prelungirea % : R — D fiind periodicd de pertoadd T € (0,1, — 1]
Demonsiratie. Orice s € [R se poate reprezenta univoe in forma s =

t -+ n(t, — 1), te[t,t,], neZ. Functia &:[R — D, definitd prin
#(s) = afl) este periodici si are perioada min{T|a(s + T) = a(s)} €

Fig. 3.4 Fig. 3.5
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€(0, %, — t,]. Pe de altd parte, in baza teoremei precedente, & : R — I
este o linie de cimp. In plus a(?,) = «(t;).

Se stie cd pentru o functie continud periodict multimea perioadelor
coineide san cu dreapta reald (caz in care functia este constanti) sau cu.
mulfimea multiplilor intregi ai celei mai mici perioade [1].

Teoremi. Fie X un cimp vectorial de clasié C* pe multimea deschisi
st conexd D din R" st M <= D o subvarielate inchisd cu proprietatea ¢d pentru-
Stecare punct x € M vectorul X(xz) este tangent la M in x. Daci I este un
wnterval din R st o1 I — D este o linte de cimp a i X astfel incit a(t,) € M,
atunct «(t) este din M pentru orice t e I.

Demonstrafie. Din teorema de existentd si unicitate rezulti ci existi.
o singurd linie de eimp o definitd pe o vecinittate a lui ¢, $i cu valori in M.
Fie J = {t eI (a(t) € M}. Multimea J este deschisii, deoarece nu poate si.
contind un punect, fird si contini o intreagd vecinitate ; continuitatea lui
« aratd cd multimea J este si inchisd, J = «~Y(M). Deci J = I, deoarece-
I este conexi.

Observatii. 1) Liniile de cimp sint de fapt curbe orientate. Intr-adevir, dacit «(f),
te [a, b], este o linie de cimp a cimpului vectorial X care uneste punctul « («) cu punctul & (b)
atunei o (a -+ b — u), u € [q, b}, este o linie de cimp a lui — X care uneste punctul ¢ () cu punc-
tul o(a).

2) Liniile de cimp_ale cimpului vectorial X = (X, ..., X, ) de clasd €2 sint drepte dac:

" A v
x d?a; dX;
si numai dacd Dg X = 0. Intr-adevir, din day/dl = X(x) gisim -= ¥ - — Xj; =Dy X,
> X ! ;) bs o X
are o~ 9%y
i=1 J
i d2x; 5
iar —— = O esteechivalentd cu x; = @; + b;t,{e€R, i =1, ..., n.

Complemente. ] entru teoria din 3.6 si din cap. 4 este util si dim enuntul altor doud Leo--
reme de bazit din tec.ia sistemelor diferenliale autonome [1, 23, 36].

Tecrema de prclungire. Fie X un cimp veclorial de clasd C* pe o mulfime deschisd si conexd
DcRe Fie K < D ) mulfime compacld si xg € K. Linia de ¢cimp %y, @ lui X fizala prin conditia
initiald a., (ly)=wx, poale fi prelungitd in viitor (in trecut) [ie nemarginit, fie pind la frontiera dK,
Prelungirea este unicd tn sensul ¢d orice doud linii de cimp cu aceeasi condilie inificla coincid pe-
infersecfia intervalelor de definifie.

Teorema de diferentiabilitate. Iie X un cimp vectorial de elasi C*° pe o mulfime deschisd s
eoncxd D C R, fie xg€D i ag:1— D linia de cimp alui X fizald prin condilia inifialé
wally) = x. Funclia (I, x) — ax(l) esle de clasd C* pe o vecindlute a punctului (I, xy)din I x D.

3.2. Integrale prime

S4 presupunem ¢ ¢: D — D,y = of2) este un difcomorfism de
clasd O, unde D si D, sint mul{imi deschise in [R”. Atuneci sistemul diferen-
{ial autone a

da;
at

=X, i-=15 ..., %, 'y
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pe D este echivalent cu sistemul diferential autonom

noow; ai 5
<= ) %L =X Hy)), 1 =1,...,m,

=1 0Y; d
sau
dy, " 2Y; :
L R Ol B F R A TPR! =1,...,
4 §( u )(cp @) i=1,...,m,
sau
dy; :
“({/TJ = (Dxy o™X ), j =1, ..., n, pe Dy = ¢(D).

Teorema care urmeazi di conditii care asigurd existenta unui difeo-
morfism local ¥ = ¢(#) cu proprietatea

Dxy; = {
Teorema de indreptare. Dacé X = (X, ..., X,) este un cimp vectorial

de clasd C pe D si @y € D este un punct in care X(x,) # 0, atunci ewistd o
vecindtate U a lut x, 58 un difeomorfism ¢ : U — Uy, y = ¢(x) de clasd C*

0 pentpm j =1, nauy B — 1,
1 pentru j = n.

astfel incolt sistemul cm.tonom—(—lévti =X/(x), t=1,...,n, pe U se reduce

: dy dy,_ Ay,
la sistemul autonom —2- =0, ..., —==1 =0,—*" =1 pe U, = o(U).
a ’ 3 ai ’ at P 5 o(U)

Demonstratie. Este suficient si gisim un difeomorfism local care s&
schimbe cimpul vectorial paralel e, = (0, ..., 0, 1) in cimpul vectorial X.
Pentru aceasta gindim spatiul tangent 7', R" ~ [R" ca suma directid dintre
partea orizontaldy H = {h € R"|(h, X(7,)) = 0} =~ R"~! si partea verticald
V = {1X(2,) |t € R}= R, unde = inseamni identificare prin izomorfismul
canonic. In H considerdm bila H,: [[h]] < p, iar in V considerdm seg-
mentul Vy:{t] << 8.

Continuitatea lui X si ipoteza X(z,) # 0 asigurd existenfa unei
vecinititi a lui z, pe care nu avem puncte de echilibru.

Fiecdrei perechi (%, t) € H,x Vs ii atasim punctul (%, 1) = w(l) € R",
unde «,(t) este solutia sistemului (1) fixatid prin conditia initiald ®(n, 0) =
= «,(0) = h. Vom ariita c¢it funetia (h, 1) » ®(h, 1) de clasi C' [1], [36]
este difeomorfismul loeal ciutat.

Relatia H | V impune descompunerea ortogonald

O(h, 1) = wu(h, t) + o(k, 1) X(z),
unde u(h, 1) este partea orizontald si v(h, t)X(z,) este partea verticald.
Deoarece o(k, 1) = (D(k, 1), X(a))/ [ X(xo) [, obtinem 38—‘; (0,0)=1, a;ti (0, 0)=

= 0. Identificind pe ®(k, t) cu perechea (u(h, 1), v(h, 1)), gdsim matricea
jacobian

E 0
? 0,0 1
” o
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care este nesingulard. Conform teoremei functiei inverse (i, 1) — O(h, 1)
este un difeomorfism pe o vecindtate U, = Hp < V; a punctului (0, 0). No-
tind y = (A, 1), 2 = ®(y), gisim o = ¢-1 §i U = O(U,). Mai mult

0 2 (0(y) + .. 4+ 0= (@) + 12 (@) =
& BWn_s &l
= 2% (o)) = 22 @, 1) = X(O®, 1) = Xi(a), s =1, ..., n
& at

O functie f: D —» R de clasi (! se nu-
meste wnlegrald primd a sistemului diferen-
tial (1") dacd Dxf = 0, unde Dx este opera-
| torul de derivare inraport eu cimpul vecto-
\ { rial X = (X, ..., X,). Relaiia de definitie

\ e Dxf =0 este echivalenti cu fiecare dintre
\//”\\‘\ urmdtoarele doud proprietati :

. — functia f este constantd de-a lungul
Fig. 3.6. xR i ; P
oricdrei solutii o« : 71 — D a sistemului (17),

N 1
adicd fs o = const, deoarece Dxfea = %~ (fea)s
di?

— fiecare orbitd a lui X este continuti in una si numai una dintre
multimile de nivel constant ale functiei f (fig. 3.6).
O integrald primd reprezinti o lege de conservare.

Aplicatia 3.4. Hamilton a aritat c3 unele probleme de mecanicd, opticdi, calcul varia-
tional etc. pot fi modelate cu ajutorul sistemului de ecuatii

da; o0H dy; oH

= et =it n,

dt dy, T at ax;

unde H : R?# — R este o functie de clasi €2 de 2n variabile Xis oovs Tps Yyps v .5 Upe Legea conser-
Varii energiei este echivalenti cu faptul ci I esle o integrald primd a sistemului precedent.
Intr-adevar, daci notim

i aH i o i
Xi=— o, Xpp=——5 X=(Xi Xnu)
Ay ox;
atunci
i 2’”: & OH 2’; . oH e OH H . z”; 0H 0H
= S 0w T AT oy T Ao 0w & ax 0w

Functia I este un exemplu de integrali primi globald, caz intilnit destul de rar.

Aplieatla 3.5. Tie A = [¢;;] o matrice antisimetrici de ordinul n si X = (X4 oons Xihs

da;
X; = E @y, un cimp vectorial Killing. Sistemul care di Yiniile de cimp ol Z gy, =
J

i
=1, ..., n (sistem diferential liniar omogen cu coelicien{i constanti) admite integralele prime
globale fp(x) = [A™x 3, m = 0,1, ..., n — 2. Intr-adevar,

D;ll‘fo(x.) - DA;@(-”J, l) = 2(1‘5 DAO}I) = 2(I7 A.‘(‘) =4,
D gzfi(x) = Daa{da, Ax) = 2(Ax, DygAx) = 2(Ax, A%x) = 2(Ax, A(Ax) =0,
si in general

D gzfin(x) = Dp(AMx, AMx) = 2(AMx, A™D 4,0) = A"z, A(A™2)) = 0,
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in baza antisimetriei matricei A. Teorema care urmeazd aratd cd nu putem avea mai mult de
n — 1 integrale prime functional independente.

Hipersuprafetele de nivel constant ale functiei fy(x) = [l * sint hipersfere. De aceea orbi-
tele cimpului vectorial Killing X; = Z azjxy apartin unor hipersfere.

Hipersuprafetele de nivel constant ale funcliilor f(®) = [A"x3, m =1, .., — 2, pot
1i difeomorfe cu hipersfere (daci A este nesingularit si deci n este par) saun sint subvarietati
cilindrice de rotatic (dacd A este singulard). Intr-adevir, aceslea sint caracterizate prin ecualii

"
de tipul yff + ...+ yp =c¢, unde y; = E %ijX5, 1 =1, ..., n, sint forme liniare, fic liniav
j=1
J

independente, fie liniar dependente.
in general nu existit integrale prime globale ci locale, in sensul teo-
remei care urmeazd.

Teoremit. Dacd X este un cimp de clasd Ct pe D st @y € D este un punct
in care X(x,) # 0, atunci existd o vecindtate U a lut x, astfel incit sistemul
1 qdmiievn‘m 1 entegrale prime fi, ..., Fais I un@tional independente pe U
st orice all@ integrald primd este o funciie de clas@ O de acestea. In aceste
condigit, orbitele pe U ale cimpului vectorial X sint

£ o - ) —
Jf](‘)“]? ey {L’") = Cyy - '7fn——1(‘7”17 ceey L) = Cpge

Demonstragie. In ipotezele ficute existd un difeomorfism de indreptare
¥ = Ful&)y ey Y1 = [ua(@), ¥y = fu(®), © € U,adicdun difeomorfism care
satisface relatiile (1’"). Evident, functiile f;, ..., f,_, sint cele n — 1 inte-
grale prime functional independente ale sistemului (17) pe U.

Fie fi, ..., f,_ integrale prime functional independente ale sistemului
(1) pe o multime deschisii U. Dacit f este o altid integrald primd pe U,
atunci

i
-« soodf
] 4 i
g A + X, -2 =0,
[
5
- L v h
AXI == l" %) = 0,
oy,
. e B
X, el 4 X, =0
(,’J/l gy

Dar acesta este un sistem liniar omogen de n ecuafii care admite prin
ipotezii solutia nebanald (X, ..., X,). Rezultd ci determinantul siste-
])(f7 ,f]? .o fn~1\}

D@y, @gy o0y &y
sint functional dependente, adicit existd § astfel ineit f = G(fy, ..., fuza)-
Reciproe, orice functie de clasit C*t de tipul f = d(f;, ..., fouy) este o in-
tegrald primd a sistemului (1'). Intr-adevir,

mului trebuie s fie nul pe U, = 0,deeif, fiy.<wy fuy

a—1 o,
Defe §-2F Dy, =10
\f :Z;i nfj e
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Orbitele arbitrare in jurul lui , ale cimpului vectorial X sint descrise
de sistemul de ecuatii carteziene implicite

Jil@) = ey ooy fuy(@) = 0a_y.
prin a, trecind orbita pentru care ¢; = fi(zy), t =1, ..., n—1.

i Variantd. Notiunile de integrali
} primd si independentd functionald
sint invariante in raport cu difeo-
morfismele (nu depind de sistemul de
coordonate ales). De aceea este sufi-
cient s demonstrim afirmatiile teo-
remei pe sistemul in ¥ = (y;, ..., Yu)
Fig. 8.7 dat in teorema de indreptare. In
: acest caz este evident ¢d funetiile coor-
donate g¢,(y) =, i =1,..., n—1,sint n—1 integrale prime functio-
nal independente si cd orice integrald prim# este o funectie de clasi O
de cele n—1 integrale prime g, ..., y,_;.
Orbitele pe U sint segmente de dreptih de ecuatii carteziene implicite
Y1 =101y« -y Yn-1 = C,_; (fig. 3.7.)
Uneori sistemul diferenfial autonom (1’) se inlocuieste cu sistemul
simetrie

7

da; - da

= ... =—" (= di). (3)
X(@y, ..., @) Xo(@yy o ..y )
Pentru aceasta se convine cid daci un numitor este functia zero, atunci
numérdtorul respectiv trebuie egalat eu zero. Punctele in care se anuleazi
toti numitorii genereazd punctele de echilibru.

Scrierea in forma simetricd (3) permite determinarea integralelor
prime prin metoda combinatiilor integrabile (vezi si cap. 8). In ipoteza
ca existd functiile A;: D - R, j=1,..., n, de clasi C€° astfel incit

j=1 j=1

da, _ _ Gdw, ng ok _4af
X, X, i X, 0
j=1

rezultd ecuatfia Pfaff exactd df = 0 cu solufia generald f(z) = ¢. Cu alte
cuvinte, functia f: D — R, # — f(x) este o integrald primi. Diferentiala
Y A dw; = df, cu conditia ¥} A;X; = 0, care marcheazi ortogonalitatea

J J
cimpurilor vectoriale A = (2, ..., 2,) si X =(X,, ..., X,), se numeste
combinaiie integrabild.

Exemplu (fig. 3.8; vezi si 2.6). Fie

dzx dy dz adx 4 bdy 4 edz  xdx + ydy + zdz

bz—cy—cx—a: ~ay~bx- 0 0
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Rezultd adx + bdy + edz = 0, xdx + ydy + zdz = 0 si deci ax + by + cz = ¢, a2 + % +
-+ 22 = ¢,. Integralelor prime’ definite prin fi(z, y, z) = ax + by + ¢z, respectiv fy(z, y, 2) =
= a2 4 y? + 2% li se ataseazd matricea jacobian
a b ¢
S
2x 2y 2z

x y
1pe A= {(.”C. g, 2l 7‘2*:'_}
a b ¢

cu rang J =

2 pe R3\ A,

Rezultd cd solutia generald a sistemului pe
®3 \ A este familia de cercuri ax -+ by + ¢z = ¢y,
x% 4 y? + 2% = ¢,. Evident, A coincide cu multi-
mea punctelor de echilibru si este normala ce
trece prin origine a familiei de plane paralele
ax + by -+ ¢z = ¢,. Alit solutia generald cit si
punctele de echilibru fac parte din familia de
mul{imi descrisi de ecuatiile ax + by + ¢z = &,
% L yg? + 22 =,

Observatii. 1) Fie X un cimp vee-
torial de clasi C® pe D < R%, n 2> 3, fara ze-
rouri. Dac fi(z) = ¢y, ..., fu_y(x) = cq_y sint orbitele lui X pe U < D, atunci existd fu:U—R
astfel incit X[y = f,grad f; x ... x grad f,_;.

2) k(< n — 1) integrale prime funciional independente determind o subvarietate a lui
R® cu n — k dimensiuni, iar liniile de cimp (orbitele) sint complet incluse in aceastd subvarietate.

3) Dac# gasim n — 2 integrale prime funcjional independente [y, ..., fa_s ale sistemului
(3), atunci gisirea solutiei generale se reduce la gésirea solutiei generale a unei ecualii diferenfiale
de ordinul intii.

Pentru a justifica afirmafia precede ntd, fie subvarietatea bidimensionald

Fig. 3.8

fl(xla cees X)) = Ciy vves fn—z(xl ceer Tp) = Cnoa

Avem unsistem de n — 2 ecuatii care definescpe x,, ..., Tp_» in funclie de 254, Ty :
2t = 9p(Tn_p TniCy . Can), k=1, .., — 2.
day, = dx, . p . i g . .
Dar T = s Inlocuind pe x obtinem o ecuatie difereniiald de ordinul unu cu solutia
An—1 “an

(D(.T" 1 Tp; Cpoeeas C_n_g) = Cp_3-

Punind ¢p=/{% , rezultd f,_;(x) = c,_, si astfel am giisit o noud integrald primd funciional inde-
pendenta de celelalte.

Exemplu. Fie sistemul

dx dzx dz
2 —ay P
. dx dy dy dz | dy dx 3 1
Din—— = —— rezultd a2y = ¢;. Din ——— = — glisim — + — = 0 sal— + ¢2 = — C»
x — —ay y? c 3 3

& 1 Y
adicd y® + 3xyz = ;. Solufia generald si punctele de echilibru (axa Oz:z =0,y = 0)
ale sistemului dat fac parte din familia de mulfimi descrisd de ecuatiile a2y = ¢;, y® + 3ayz =
= ¢,. Intr-adevir, integralelor prime definite prin fi(z, y, 2) = 2y, [z, y, 2) = p® + 3ayzle
corespunde matricea jacobian

y x 0 1 PCA———{(%U,Z)I!I:O},
J = , rang J =
3yz 3y + 3xz 3y 2 pe R3N\ A.
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4) Considerim doud cimpuri vectoriale coliniare. Scrierea simetrici (3) aratd cd dacd
facem abstractie de punctele de echilibru ce pot fi introduse de factorul de coliniaritate, atunci
cele doué cimpuri vectoriale coliniare au aceleasi orbite.

5) In cazul spatiului cu trei dimensiuni se utilizeazi si notatiile V(x, y, 2) = (%, ¥, 2) -
i oo,y 2) § 4+ vy, y, o)k, v = i + gi 4+ ok, dr = dai + dygi + dzk, 1= Vx‘-’ + y? 4+ 22,

jar sistemul simetric

Fig. 3.9

dx dy dz -

171(.7&, Y, :) B ”2-(-75’ Y, :) B va(l” Y, :)

este echivalent cu ecuatia vectoriala Vx dr = 0.

Aplieatia 3.6. Fie

r
E=-2 " (zy 2er5\ 0},
4me r?
de dy dz
cimpul electrostatic produs de sarcina g,. Liniile de eimp sint solutiile sistemului —- = -~ = —,

X y z
(z,y, z) ER®\{0}, adica familia de semidreple * = ¢y, T =¢z: y =0, z=0; (2,7,2) €
e R3N\{0}. In pluslim E = 0 si deci punctul de la 00 §n R3 poate fi privit ca un punct de echi-
jibru (fig. 3.9). 7—00

Comentariu. Existenta integralelor prime ale cimpului vectorial X = (X, ..., Xy)
este echivalentd cu existenla difeomorfismului de indreptare. Daca presupunem c¢a am demon-
strat existenta integralelor prime [;, ..., [5_y, atunci difeomorfismul ¢ de indreptare se poate
obtine astfel : sistemul cartezian implicit fi(x)=c, ..., [z_1(¥) = c;_, determind functia de com-

ponente

ity v o > . . 3 — Z &
Ty = Xl(a’lh €15 vevs Cny)y oo os Lpoy = Xn—l(lna C1s o s Cn—}) ;o notam Dy = Xuo (g, ..o X’n—l)

si definim

12 3
Py = f1(®)s s Yny = Tna(2), Yu = (S i ; ﬂ
.3 ‘n._1)

ha(xps ¢ .. lci=fi(x)-
Aplicatia 3.7. Sa se determine un difeomorfism local care indreaptad cimpul vectorial

X = (Xy, X, Xg)» X5 = 2% + 3ay? X, = 298, X, = 2y%z si s& se coniroleze rezultatul gasit
prin calcul direct.
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dx dy dz

Rezolvare. Sistemul simetric ——— = = si ipoteza X, = 2y%z # 0 conduc
z® + 3xy? 2y3 2y%z
z dx z° 2 ] .
la — = ¢, si la ecuatia Bernoulli — — — — —- = 0. Ecuatia Bernoulli se transforma intr-o
y y 2y 2y
) - 1 5y* + a*
ecuatie liniard prin substitufia u = — , x # 0. Rezultd solutia —————— = ¢,.
2 52218 -
i B " z 5y + a* sa s 278 _gdz ¢ 1
in X, = Zy — = Cqy —————— = ¢, gasim hy = —— §1{ — = — = ———
3 7z, y 1 B2 2 3 c% I, 4 4y
P
. z 5y% + a2 ’ 1
Difeomorfismul ciutat este definit prin 2’ =-—, ' = — ’ — — —— (pentru a dove-
52,5 4,2

di ci acesta este un difeomorfism se Toloseste teorema functiei inverse).
Pentru verificare notim cu X;., X,,, X, componentele lui X in noile coordonate z’, y,7
si finem seama de regula de schimbare a componentelor 1a o schimbare de coordonate (v.1.5):

Xl,leg o Xzﬁx; +X3?x; = 0, X21=X1?i’ +X2§£+X3_@_':0,
ox dy 0z ox oy 0z
Xy = Xy ki X, % 4 X, %
dx oy oz

Generalizarea teoremei lui Fuler. Fie X un cimp vectorial de clasd
C= peo muliime deschisd st conewd D = R", n > 3. Dacd X este solenoidal,
atunct pentru orice punct x, € D cu X(wy) # 0 ewistd o muljime deschisd
U < D care conjine pe x, st n—1 cimpurs scalare fy, ..., fo_y de clasd €%
pe U astfel incit

X|y =grad f; X ...xgrad f,_,-

Demonstratie. Bxistd o vecinidtate U, < D a lui 2, si n—1 integrale
prime functional independente gy, ..., g,_1 : U; — R declasd O, iar orice
altd integrald primi este o functie de clasd 0= de acestea. Deoarece orbitele
lui X pe U, au ecuatiile carteziene implicite g,(#) = ¢;, ..., oy (¥) =
= ¢,_1, existd g,: U; » R de clasd O« astfel incit X = ¢, grad ¢,X...
...x grad g,_, pe U,. Relatia div (grad g, x ... xgradg,_,) = 0 implicé
div X = (grad g¢,, grad g, x ... xgrad ¢,_,) si deci conditia ca X s& fie
solenoidal este echivalentdi cu dependenta functionald a cimpurilor
scalare g, ..., gs_1, 9». Deci existd o vecindtate U < U, a lui astiel
incit g,/, este o functie de clasi C* de gy, ..., §,_y, adicd g, [U este o
integrald primi. ‘

Considerim un difeomorfism local de clasi C* care face trecerea de
la integralele prime g;, . . .,§,-1 la integralele prime f, = f, (1, - - -5 $u-1)s- - -
. 7fn—}:fn—1(glv ..., §._1) PO vecinitate a punctului (g,(#), - - -5 Ju-1(%))-
Notaminversa locald cu g, = ¢, (fy, - - e fuct)s e ooy Go1= Gn_alfry - - oy Juz1)
Atunei :

D(gyy oeey Gn_
X- = gn(g]<.f17 "'1.f”~1)7 ety g1l—1(j17 "'7jﬂ——l)) W gra’djlx b Xgra'df"—-l’

Fixind pe f}, ..., fu_, prin condifia
D(f17 c "—-1)
D(gyy « oy Gn-y)

= 0u(G1s -+ 1 Ga-1),
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obtinem reprezentarea

Xy =grad f; X ... xgrad f,_;.

Exemplu. Fie cimpul vectorial solenoidal X = (22 — py*)(yz, zx, zy). Orbitele lui X sint

descrise de ecualiile carteziene implicite a? — y? = ¢;, 2® — 22 = ¢,. Deci ¢; = 22 — %, ¢, =
= 2% — 72 si din X = g, grad ¢, x grad g, rezultd ¢; = ¢;/4. Punind f; = y%/S, f, = g, gasim
2
g
X = grad f;xgrad [,. Evident, putem lua f[r = iSL » [y = g1 + ¢, st atunci X = grad f;r X
grad f.

3.3. Cenjectura lui Sahba Stefanescu

Liniile cimpurilor magnetice (cimpuri solenoidale) determinate de
unele circuite electrice filiforme (circuit filiform de dou# ori cotit, triunghi
de curenti rectilinii, poligoane regulate de curentirectilinii, dicurent direc-
tilinin strimb, dreptunghi centrat de curenti rectilinii egali, paralelo-
gram centrat de curenti rectilinii egali ete.) au fost gasite de acad. Sabba
Stefdnescu prin tehnici elementare ingenioase [51]. Cu aceastd ocazie
s-au ficut urmitoarele observatii:

— existd linii de eimp magnetic deschise,

— pentru modelele analizate, liniile de cimp magnetic sint descrise
cu ajutorul unor integrale prime,

— in toate cazurile studiate, printre integralele prime giisite se afld
cel putin una care este functie rationald.

Pentru exemplificare consideram trei cazuri in eare cimpul magnetic
derivd dintr-un potential, ipotezd ce sustine faptulci liniile de ¢imp sing
deschise (v. 5.1) si un caz in care eimpul magnetic este rotational.In fiecare
caz dim integrala primd rationala.

Deoarece rationamentele matematice se fac in [R?, cunoasterea unei
integrale prime reduce gigirea liniilor de cimp la determinarea solutiei
generale a unei ecuatii diferentiale de ordinul intii.

1) Cazul wnui dicurent directilintw strimb (fig. 3.10). Potentialul
magnetic al dicurentului directiliniu strimb are expresia

fa<'r7 Y, ?) = (zy — a‘z),}(.7/2+-32)7 (,7/7 2) # (07 0)7

z (eimp scalar armonic) si deci H =

= grad fo(z, y, 2). Sistemul care da

liniile de cimp ale lui H admite
integrala primé rationald

)i 060) _
[o] J;}'\ ¥y ol(w, y, 2) =
(@ ap) a4 )

Fig. 3.10 (y2 -+ z2)2

deoarece se verifici D, = 0. Multimile de nivel constant o(x, y,2) = ¢
sint supratete riglate cu axa Oz ca axd de simetrie.
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2) Cazul @ dot curenls electrici rectilinii egali. Potentialul magnetic
al ansamblului celor doi curenti este

xy — 2 [ z
fuml@, y, ) = arctg ZX =2 4 apepg 2Y T 28

y—b y+b

Orbitele ui H = grad f,y, sint continute in
multimile de nivel constant

a?/7é _b;?/¢b-

[#2y2 + 92 + 22 (1 4 v%) + 82 (1 +v*)/u]
[(rn — 2v)* +(y — b)) W2 + 2v)* +(y + b)2]

:C,

care se dovedesc a fi suprafete mai&te cu Ow,
Oy, Oz ca axe de simetrie.

3
e e e e e e R e s
\: \\N

r

\

3) Cazul a patru curenii electrici lintari de
aceeast intensitate, siluaii in perechi in doud
plane paralele (fig. 3.11). In acest caz cimpul

magnetic H derivi din potentialul Fig. 3.11
‘ zy -+ yu — Y YL
fp—"{h(my Y, z) = a,r(}tg#l__‘/_. —_ arctg.—__._{___l.__.if_ +
2+ h z-+h
— v -y x U.
+ arctg —av oy aretg —— Y Y
z — 2 —h

definit pentru 2 # —h, z # h. Sistemul care di liniile de cimp ale lui
H admite integrala priméi

.2 T 242y 2,2 2)72
oz, ¥, ) = 4y (0 ) @+ piyigh yfel - B -H)')J,

DiD; DD}
unde
Di =z + W)® + (= @y + gu), D3 =(e — )2+ (— ay + yp)?
D = (z+ WP 4-(ay 4+ yp)d, D2 =(z — h)* +(ay + yp)*
4) Cazul unui dreptnght centrat de curenii recti-
- linit egali (fig. 3.12). Cimpul magnetic H al intre-
gului sistem de curenti are componentele
'y . A _
o H, — Y , ¥ ;
5 y*+(@ +a) Yy +(z — af
g B=——t 3,
Fig. 3.12 y2 4+ (2 + b2 y?4(z— b)?
o — z2-+b z—0b ® -+ a . © —a

Vit @4+ bRy —bF | @t ar 9@ ap

De aici se observi c¢d H este un cimp vectorial rotational.
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Orbitele lui H sint continute in mulfimile de nivel constant ale functiei

2% — ma? - (L — m)y? 4 22 — a’m (m—1)]2

P+ 0N e — 0Nl + @y o — @]

Rezultatele obtinute in legidturs cu liniile de cimp magnetic 1-au deter-
minat pe Sabba Stefinescu sd formuleze urmitoarea conjectura : sistemu 1
care dd linitle de oimp magnetic al unui circuit electric filiform admite o
tntegrald primd raftonald.

oz, y, 2)

3.4. Linii de cimp ale cimpurilor vectoriale liniare

Un cimp vectorial X = (X, ..., X,) pe R" se numeste liniar daca
#n

toate componentele X, sint functii liniare pe R”, adicd X, =Y a;;w;,
j=1

t=1,...,7n, unde a; sint »? numere reale date. Un cimp vectorial care
nu este liniar se numeste nelintar. Un cimp vectorial liniar este :

1) potenfial, dack a,; = a; (potentialul este o formi piatraticd cu
coeficientii a;);

2) solenotdal, dacd a;; + ... + G = 0

3) armonic, dacd a; = @y, Gy + ... + Gpy = 0;

4) Killing, dacd a; = —a;;;

5) omotetic, dacd a; + a; = $38;;, Y = const # 0.

Crogetul a doud cimpuri vectoriale liniare Az $i Bz este cimpul vec-
torial liniar [Ax, Bx] = D Bx — Dg,Ax = (BA — AB)x. De aceea mul-
timea cimpurilor vectoriale liniare pe [R” este o algebrd Lie de dimensiune

n? (dimensiunea spatiului vectorial real al matricelor pétratice reale de
ordinul =).

Liniile de cimp ale unui cimp vectorial liniar sint solutiile sistemului
diferential liniar omogen cu coeficienti constanti

dox; n .
—— =Y 0% t = i,...,n.
di j=1

Utilizind notatii matriceale 4 = [a;;], * = ‘{@y, ..., %], obtinem
transcrierea
do/dt = Aa. (5)
Punctele de echilibru ale sistemului diferential (5) sint generate de solu-
tiile sistemului algebric liniar omogen Az = 0.

Liniile de cimp ale cimpului vectorial liniar A» pot fi gisite sub form3
expliciti cu ajutorul matricel exponentiale

4 — ¥ (tAy/nl, te R,

n=0

care este o functie analiticd.
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Teorema. Linia de ctmp a lut Ax care trece prin punctul z, la mo-
mentul t, este definitd prin

x(t) = eli—hMgp,, te[R.
Demonstratie. Deoarece
dx/dt = Aeit=hdyp) = Az, x(t,) = elo—lyy = g,
functia datd este o solutie a problemei Cauc-hy% = Ax, =(t)) = =,.
Aceastid solutie este unicd, in baza teoremei de unicitate [1, 25, 36].

Tinind seama de faptul cd matricea exponentiald este nesingulard,
multimea {x(t) = el"~tz |z, € R"} este un spatiu vectorial izomorf cu R".

—1 2 2
Aplicatia 3.8. Sa se determine linia de cimp a lui Az, A = 2 2 2§, care
-3 —6 —6
trece prin punctul (—1, 2, 0) la momentul { = 0.
Rezolvare. Ecualia caracteristicd det(4 — 2I) = 0 are solutiile 2; = —3, Ay = —2

A3 = 0. Vectorii proprii corespunzitori sint
e = t[la 0, —1], €y = i[z, —1, 0], ey = C[O, 1, —1].

Matricea vectorilor proprii

1 2 0
S = 0 —1 1
—1 6 —1

este matricea diagonalizatoare pentru A, adica

-3 0 0
D = S71AS = 0o —2 0
0 0 0
Obtinem
—3e73t 422
a(l) = SetlS=1z(0) = | —e~2t 43
378 —3
sau explicit zy(f) = —3e7 3 4 2e72, a,(1) = 3 — e72f, x,({) = 3e73t — 3, te R
Observatie Fiee=1![c,...,cs] un veclor constant arbitrar. Solutia a(f) = et4ec

t € R a sistemului (5) se numeste :olufic genercla. Din ea se cobtine orice altd solutie prin parti-
cularizarea lui c.

Calcularea matricei exponentiale este destul de dificild si uneori face
apel 1a tehnici speciale. Pentru gasirea solutiei generale a sistemului liniar
omogen cu coeficienti constanti se poate proceda in felul urmitor. Prin
calcul direet se observia ca x(t) = her?, b fiind veector coloand cu coordonate
constante , ¢t € [R, este o solutie a sistemului liniar omogen cu coeficienti
constanti dacd si numai dacd h este un vector propriu, iar A este valoarea
proprie corespunzitoare a matricei 4 in C. Implicit solutiile se cautéd
de fapt in complexificatul spatiului vectorial CO®([R).
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Cazul 1. S& presupunem ci valorile proprii Ay, ..., A, ale matricei
A sint diferite si ¢ hy, ..., h, sint vectorii proprii corespunzitori. Aces-
tora le corespund solutiile liniar independente
@y = e, teR, k=1, ...,n.
Deci solutia generald a sistemului diferential este
®=¢w + ... + .z,

Evident unele %, pot fi complexe i se grupeazi in perechi. In acest caz,
partea realid sau partea imaginard din # sint solutii generale reale.

Practic. Se determind rddicinile ecuatiei caracteristice atasate ma-
tricei A. In ipoteza ci acestea sint simple se cauti solutii de forma a(f) =
= he, { € R, unde h este un vector coloand real sau complex dupi cum este
A. Dacéd A este un numir complex, nu este necesari utilizarea ridicinii
complex conjugate.

1 -1
1 1

Valorile proprii ale matricei A sint A; , = 1 4- i. De aceea se cauta solufii de forma

a4+ ib
e b ]e“—Hﬂ.
¢+ id

care se introduc in sistem ; se gésesc b = ¢, @ = —d. Astfel

I b
o(t) = et ]e(l-H)t
b — ia

este solufia generald. Evident Rex(f) sau Imua({f) este solutia genera ld reald a sistemului.

Exemplu. Fie sistemul

Cazul 2. Si presupunem ci ecualia caracteristici posedd o valoare
proprie A multipli de ordinul m sicid b, ..., kh, sint vectorii atasati lui A
astfel incit

Ahy = Mbyy, Ahy = Ny + by ooy A = Mo + By
Construim funectiile vectoriale
Pty = —— 4 el SRTTRNPTS S
I s . — Ry s == Ay v g s
7 (J-—-l)' 1+(]—2)' 2 iy J 4 ]

S# ardtim ci functiile vectoriale definite prin z;(t) = P;(t) !, t e R,
sint solutii ale sistemului omogen. Mai intii observam ca

ap,
dt

= P;y, AP; = 2\P; + P4, j =1, ..., m.

Introducind pe ; in = Az, ob{inem o identitate.

Astfel unei valori proprii multiple de ordinul m pentru care
existd vectorii %, ..., h, ii corespund m solutii liniar vlndependente
de tipul precedent. Partea din solutia generald corespunzitoare acestor
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solutii este de forma x(t) = P(t) ¢/, € R unde P(f) este o matrice coloani
de polinoame de gradul m — 1.

Practic. Dacd A este o valoare propme multipld de ordinul m, atuneci
se incearca o solutie de tipul «(t) = P(t) e*, t € R unde P(t) este o matrice
coloans ale cirei elemente sint polinoame de gradul m—1, cu coeficienti
reali sau complecsi dupid cum este A.

Dacid solutia generald gésitd este complexi, atunci se separi partea
reald sau partea imaginard care sint solutii generale reale.

Exemplu. Sistemului

day N dzx, dzg
— =Xyt Ty — =2 Ty —— =2, + @
5 2 ¥ ar 3+ T 3 1T T
i se ataseazd matricea
0 1 1
A=1}1 0 1
110
care admite valorile proprii 3y = 2, 2,53 = —1.
Pentru 2, = 2 cautim &y A %, x, = be, x, = ce?!. Introducind in sistem, rezulti
a=>b=c¢=¢. Pentru 3, ; = —1 ciuldm Xy = (ot 4 Be 8, x, = (gt + Polet,
zy = (gt + Ba)e % In]ocumd fn sistem, gisim oy = o, =y =0, Py = 5 Pp = €3 By =
— (c2 + ¢;). Solutia generald a sistemului este
1 1 0
z=cl1jer+e] Olet4e| 1]et
1 =4 -1

Observatie Dacd ranglay;] = p, atunci sistemul diferential liniar omogen cu coe-
ficienti constanti

dx,

n
Z aijxj, i=1,...,n

admite n — p integrale prime liniare. Tntr-adevér, se observi ci

n d:c; n n
Aj—— = aghg jx5 =0
1—1 =1 \i=1
»

dacé si numai dacid Z a;jhi = 0. Acest sistem algebric admite n — p solulii nenule )\f, o=
i=1
=1, ... n— p, si integralele prime sint

fa(@) =Yy, 2%
=1

3.5. Metoda Runge-Kutta

Rationamentele prezentate in 3.4 aratd cd liniile de cimp ale cimpu-
rilor vectoriale liniare se expliciteazd intotdeauna prin cvasipolinoame
iar rationamentele din 3.2, 3.3 arath cid existd cimpuri vectoriale ale
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caror linii de cmlp se pot e\phclta pr in ecuatii carteziene implicite atasate
integralelor prime. In general insi explicitarea exacti a liniilor de cimp
nu este posibilid si de aceea facem apel la aproximiri.

Fie X = (X], ..., X,) un cimp vectorial de clasi C! pe D < R" si
sistemul autonom

da; . .
*d:t’* = _11(1’), 1 = 17 .
care d& liniile de cimp ale 1ai X. Problema Cauchy
dao .
= X x (1) = @
F (), @ (&) 0

are o solutie unica i — «x(¢), ¢t € I, intrucit se verifica conditiile din teorema
de emstenm si unicitate. Grcx\n“ea solutiei exacte t — x(f) este posibild numail
in unele cazuri particulare. In general nu dispunem decit de metode care
dau aproximiri ale solutiei exacte. Un exemplu este metoda Runge-Kutta
care functioneazi in 1poteza ci X este cel putin de clasi 02
Fie &> 0 un pas de integrare fixat, fie formula Taylor
2

ot + 1) = alt) + ha'(t) + - @ (1) + oh?)

sau
2

ot + h) = 2(t) + X (2(1)) + h2 (@O X(@())+0 (B)

ke = K X(2), ky = hX(2 + Ayk;y).
ky = hX (2 + haiky + 7\321‘32)? ky = kX (2 + Ak +hip By + hag)y

in care ); sint constante deocamdatd nedeterminate (prin X’ intelegem
matricea jacobian a lui X).
TIdeea Runge-Kutta constd in a determina parametrii 2;; si «; astfel
incit coeficientii puterilor lui &, din expresia lui «(¢ + k) $i din suma = +
s
+ ¥ ki, sd coincidd pind la puteri cit mai mari, adici si putem adopta
i=1

aproximarea

Bt 4 B) = () + Y, ak,
i=1

Pentru simplificare vom efectua calculele in cazul s = 2. Tinind seama
de formula Taylor, gisim

By = WX(0) + 10X () (1) + 22 X (@), ) + 0 (k) =

he xg

= hX(2) + b2 7 X' (2)(X(2)) + — X" (2)(X(2), X(2)) + o(h?),
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unde &, = h X(z). Atunci
&+ gk + agky = & 4+ h(og + o) X(@) + R2ay 20 X' (2)(X(2)) +

3 2
+ 571 X"(2)(X(2), X(@)) + o(ht).

Comparind cu expresia Iui «(t + k), din egalitatea coeficientilor lui & si
h? obtinem o; 4 ap =1, ayly = 1/2. Notind «, = A, gisim o = 1—3,
ay=2A, Ay=1/(22). Rezultd sistemul cu diferente finite
g =a%+ 0 — Nk, 4+ My, E=0,1, ..., n.
unde
. » 1 . . ,

o = @y, by = WX(az), by = hX(wk + —2—)\751), care aproximeazd pe z' =
= X(«) cu o precizie pind la termenii de gradul doi, inclusiv, in raport
cu h. Acest sistem a fost obtinut prin fixarea unei diviziuni ,, ¢, = ¢, -5,
ty, =ty + 2h, ..., 1, = t, + nh a intervalului [?,, T'] pe care este definitd

functia necunoscutd z si zp =~ x (&).
Un caz care mireste precizia este s = 4 cind

s s 1
L1 =-77k+‘6—[k1+2(k2“|‘k3)+k4]a k=0,1,..,n

ky = hX(23), ky = hX(a} + ky/2), ks = hX(a} + Fy/2)
ky = hX(@ + k).
Pentru h — 0 solutia aproximativé tabelatd

t | 1 t 1,

o) | 2=z, W)=, a(t)=1,

converge citre solutia exactd a problemei Cauchy gd% = X(&), 2(ty) = .

De reguld, solutia aproximativi se determind cu ajutorul calculatorului
$i nu manual, cum proceddm cu exercitiile aranjate de autori pentru nevoi

metodologice.
In incheiere reproducem calculele pentru cazul X (z, ¥) = («® + v,

dz d
—z + ¥°), a=w3+y, (Tty: —o+ 9% 20) =z =1, y(0) =y, =
= —1, te[0;0,1], h= 0,01 conform wultimelor formule. Succesiv
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gasim

(@or Yo) = (15 —1); by = hX (@ o) = 0, 1(0; —2) =

k
= (0; —0,2), (@, ) + *;4 =1; =)+ (0; —0,2) = (1; —1,2);

k
Iy = hX((mo, o) + ?1)2 01 (—02; —2,7) = (—0,02; —0,27),

k :
(%0, Yo) +»2?< ~(1; —1) + (—=0,01; —0,13) = (0,99; —1,13),

k.
ks = hX((wo, o) +—;)= 0,1 (—0,16; —2,43) =

~(—0,02; —0,24), (2o, ¥o) + k3 = (1, —1) 4+ (—0,02; —0,24) =
=(0,98; —1,24), ky = hX((2,, yo) + k3) =0,1 (—0,3; —2,88) ~

1
(ky 4 2ky + 2y + Fy) =

~(—0,03 ; —0,29), (2, 11) = (@, ¥o) + *é*

1
= (15 —1) - [(0; —02) + 2(=0,02; —0,27) +2(~0,02; —0,24) +

+ (—0,03;—0,29)]=(1; —1) + 2 (—0,11; —1,51) = (0,98 ; —1,25).

3.6. Completitudinea cimpurilor vectoriale

Un cimp vectorial X de clasd O, pe o mulfime deschisd si conexd
D < [R*, cu proprietatea ci pentru feacare x, € D linia de cimp maximald
a lui X prin @, are domeniul de definitie egal cu [R se numeste complet.

Intrucit reparametrizirile prin translatii sint admise, in cele ce ur-
meaza simplificim expunerea considerind ¢ linia de eimp trece prin punctul
2y 1la momentul # = 0.

Exemple. 1) Orice cimp vectorial liniar este complet. De
exemplu cimpul vectorial X = (z,y) pe R? admite liniile de cimp

o(f) = (zyet, yoet), (zg, y,)= R?, definite pe R; zeroul (0,0) al lui X ge -
1XpYp)  nereaza punctul de echilibru (fig. 3.13).

——t———— in particular, cimpurile vectoriale Killing sint complete.
2) Un cimp vectorial cu toate linile de cimp inchise este complet.
3) Cimpurile vectoriale X = (y,0), Y = (0, x2/2) sint complete
dar crosetul [X, Y] nu este complet.

Fig .3.13 4) Cimpurile vectoriale newtoniene si cimpurile vectoriale elec-
trostatice, cu simetrie sfericd, sint complete (v. 3.1).

Completitudinea cimpurilor vectoriale poate fi caracterizatd prin
oricare dintre urméitoarele dous teoreme.
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Teoremia. Un cimp vectorial X de clasd C' pe o mulfime deschisd §i
conexd D < [R"este complet dacd i numai dacd exisid o vecindiate I a lui 0
in R astjel incit fiecare linie de cimp maximald a lus X sd jie definitd pe 1.

Demonstragie. Necesitatea fiind evidentd, ramine si dovedim sufi-
cienta. Presupunem cd existd o multimea I deschisi in [R cu proprietatea
specificatd si notdm cu [—e, €], ¢ > 0, un interval inchis din I si cu J ()
domeniul de definitie (interval deschis) al liniei de cimp maximale .,
a lui X prin 2,. Prin ipotezi [—¢<, <] este inclus in domeniile de definitie
ale tuturor liniilor de cimp maximale.

Proceddm prin reducere la absurd. Presupunem cid existd x,e D
astfel incit J(xy) # R, fapt ce implicd existenta numdrului supJ () = b
sau a numirului inf J(z,) = a. Fie sup J(x,) = b; linia de cimp prin z,
= oy (b — ¢) are domeniul de definitie J(x,) egal cu translatia multimii
deschise J(x,) prin —(b — <) si deciJ (x;) nu confine pe [—e¢, |; contra-
dictie. Fie inf J(2y) = a; linia de cimp prina, = a., (@ + ¢)aredomeniul
de definitie J(#,) egal cu translatia multimii deschise J(«x,) prin —(a-+¢)
si deci J(x,) nu contine pe [—e, e]; contradictie.

Teoremi. Un cimp vectorial X de clasd C' pe o multime deschisd $i
conexd D < [R™ este complet dacd $1 numar dacd pentru orice linie de cimp
a:l - D alui X existd o multime compacti K (care depinde de linia de
cimp) astfel incit, pentru orice e>0, cu (—e, €) = I, tmaginea « (—¢,<)
8@ ramind in K.

Demonstragie. Necesitatea fiind evidentd, ridmine si dovedim sufi-
cienta. Fie a:1 — D linia de cimp maximald care trece prin punctul
2o la momentul #, = 0 si care are proprietatea ¢i «(—e, €) este inclusd
intr-un compact K pentru Ve>0 cu (—e, €) « I. Deoarece X este o
functie continud, restrictia Iui || X|| la K este mérginiti.

S& ardtdm cd T = sup {c|(—e, €) c I} este oo. Pentru aceasta
proceddm prin reducere la absurd. Presupunem c& 7' este finit si {inem

t

seama cd «(t) = x, —{—S X(a(s))ds te[0, T). Rezultdi [a(t’) — () || <

0
< el — |V, ¥ e[0,T). De aceea lim «t) existd (prin -criteriul
t/\T

Cauechy)si apartine lui K, iar im %_9;_ (1) existd in bazalegiturii %? = X(x). In
AT

consecintd, restrictia Iui « la [0, T'] este o solutie pentru %%U = X(z).

Considerdm linia de cimp B :J — D care trece prin punctul lim a(?)
T

la momentul T ¢ int J. Teorema de existenti si unicitate aratd ci g coincide
cu « pentru te [0, T} n J. Aceasta impune ¢i « poate fi prelungitd la
dreapta lui 7. Analog se aratd cd « poate fi prelungitd la stinga ui — T,
ceea ce contrazice definitia lui 7.

Observafie. Aceastd teoremi a fost formulata si demonstratd de Serban Bolintineanu
d upd un enun{ ambiguu din [24] atribuit lui Hartman [26].
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Consecinte. 1) Dacd sistemul dijerential da|/dt = X(z) admite o integrald
primé globald ale carei mulfimi de ntvel constant sint compacte, atunci cimpul
vectorial X este complet.

2) Dacd inchiderea mulpimit {z e D] X(x) # 0} < D este compactd,
atunci ctmpul vectorial X este complet.

Demonstratie. 2) Orice linie de cimp care intersecteazd multimea
precizatd In enunt este in intregime continutd In aceastd multime.
caz contrar linia de cimp se reduce la un punct de echilibru.

S& dim acum alte conditii suficiente pentru completitudinea unor
cimpuri vectoriale.

Teorema [24]. Fie X un ctmp vectorial de clasd C* pe o mulime deschisd
st conexd D < [R”. Dacd existd o funciie g : D — R de clasd C, o functie
proprie h: D — [R de clasd C° i constantele A, B astjel incit

|Dxg(z)] < Alg(x)l, [k(z)] < Blg(x)|, Yoe D,
atunet cimpul vectorial X este complet.

Demonstratie. Precizam ci functia b este proprie dacd ™1 (compact) =
compact.
Fie a(t),t e (—¢, =) o linie de cimp a lui X. Notind " ¢(t) = g(«(?)),

te(—e, ¢),sltinind seama derelatia D g(x,(1)) = %g(a(t)), prima ipotez&

inegalitate implicd
d

‘}i‘t olt)] < Alo)], Vie (—e, o),
sau in detalin
d .
—Aq(t) sign 9(t) < o(1) < 4 ¢(t) sign ¢(1), Vi€ (—¢, ¢),
unde
—1 pentru u < 0,
sign uw = 0 pentru u = 0,
1 pentru w > 0.
. . alen s g de ’
Functia|e|: (—e, €) —» [R este derivabild @l'a; lo(t)] = - () sign o(2).

Intr-adeviir, functia ¢ este de clasi (', multimile {t|{te (— ¢, e),
o(t) >0} si {t|te(—e, ), @(t) < 0} sint deschise, iar dacd 3It, e(—e, €)

astfel incit o(f) = 0, atunci £ (t,) = 0 i, in consecintd, functia |q|
este derivabili in punctul {;, avind derivata nuld in acest punct.

Fie t € [0, ). Observim c#

L o (1) = e~(—4 1ot + 57 (1 sign o) < 0, Vi€ [0, o).

d?
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Rezultd c& functia definitd prin e~ |o(t)],
deci e~ |g(t) < |2(0)| sau [9(t)] < o (0) e, t € [0, <).
Fie te (—¢,0]. Se observa ci

d
ety (){—ef“(Amm | ‘Z‘j(t)sﬁgn~.(t>)> 0, Vte(—¢, 0.

Rezultd cd functia dehmta prin et |o(t)|, t € (—e, 0] este uebeatoare si decl
e*|o(t)| < [2(0)| sau | o(t) < | o(0 Yo, te(—s,00.

in concluzie, m( )| < | o(0)let, Vie(—e, ), sau, altfel scris,
Lg(x(?))] < |g(«(0)) et?, Vt &(—e, ). De aici gi din a doua ipotezd inega-
litate gdsim | h(x(?))| < Blg(x(0)) e, Vi e (—«, ). Deoarece h este proprie,
punctele x(?) ramin intr-o multime compactd cind ¢ variazi pe o vecinatate
mirginitd a lui 0 (pe care este definitd o solutie). Conform teoremei prece-
dente X este un cimp vectorial complet.

Fie X un cimp vectorial de clasi O pe o multime deschisd §i conexa
D < R" iar f: D — R un cimp scalar de clasd C. Liniile de cimp ale lui
JX sint reparametriziri ale liniilor de cimp ale lui X. Folosind teorema
precedentd vom ardta cd putem fixa pe f astiel incit si asigurdm pentru
liniile de cimp ale lui fX un parametru care s& parcurgd toatd multimea
numerelor reale.

Consecintia. Pentru fiecare cimp wvectorial de clasd C' pe o muljime
deschisd si conexd D < R existi un cimp scalar f : D — (0, 00) de clasd C*
astfel incit cimpul vectorial J X sd fie complet.

Demonstratie Considerim functia proprie g:D — [1,00), g(x) =

=1+ E x5, care este de clasd . Cu ajutorul lui X sialluigconstruim

functia j = 2/[14(Dxg)?], care este strict pozitivd si de clasd C! pe D.

Deoarece |Dsxg(x)| = j(2)|Dxg(x E < 1 < g(@), Yo € D, se aplicd teorema
precedentd cu h = g si A = B = 1. In concluzie, X este un cimp vectorial
complet.

Aplieatia 3.9. 1) Fie X = (Xj, ..., X;) un cimp vectorial omotetic (vezi 2.7) pe R? si
f= (X% Fees X,z,)/2 energia atasatd lui X. Definitia cimpului vectorial omotetic implica

¢
Dyf = — [, unde ¢ = divX cste o constantd. Dacd f: R* — R este o funclie proprie, atunci
n

teorema precedentd, cu ¢ = h = f, A = 2|cl/n, =1 aratd cd X este un cimp vectorial
complet.

Observatie. Energia cimpului vectorial Killing (z —y, * — 7z, ¥y — x) nu este o
functie proprie deoarece posedi multimi de nivel constant nemdérginite. In concluzie, exista
cimpuri vectoriale omotetice ale ciror energii nu sint functii proprii.

2) Fie X = (X, ..., Xp) un cimp vectorial torsional (vezi 2.9) pe DCR#si f :0,5(X%+
XD energia atasata lui X. Energia f satisface Dyf = 2(a + (X, Y))[. Daci [ este proprie
si @ + (X, Y) este mirginitd pe D, atunci teorema precedentd, cu g =h=1{, A = sup ja +
(X, Y)|, B=1, aratd cd X este un cimp vectorial complet.
3) Ecuatiile Lorenz [34]

dx N dy 4 dz 5
— = — 06X+ oy, — = — XZ rx — — =y — 0Z
di T e ¢
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sint o idealizare a ecuatiilor de miscare a unui fluid fntr-un strat de adincime uniformi cind
diferenta de temperaturd dintre suprafatd si fund este mentinutid constanta. Variabila = este
proportionali cu intensitatea miscarii convective, y este propor{ionald cu diferenta de tempera-
turd intre curentii ascendenti si descendenti, iar semnelesimilare alelui z siyindica faptul ci
fluidul cald se ridica, iar fluidul rece coboard. Variabila z este proportionald cu distorsiunea
profilului temperaturii verticale de la liniaritate, o valoare pozitivd indicind cd gradientii cei
mai puternici apar linga frontiere. Constanta ¢ = K™ 'v este numirul Prandtl, K este coefi-
cientul de dilatare termald, v este viscozitatea, jar r este numarul Rayleigh.

Cimpul vectorial X = (—ox + oy, —az + ra — y, a2y — bz) este complet, adici solu-
tiile sistemului Lorenz sint definite pe toata dreapta reald. Intr-adevir, este suficient sa punem
g9(x, g, 2) = 2% + y* + 2%, Wz, y,z) = g(x, Y, 2), B =1, deoarece existd o constanti pozitivi A
astfel incit — A(a? + y* + ) < Dyg = 2(—o02? — y* — b22 4 (0 + r)ay) < A(2? + y? + 22).

3.7. Completitudinea cimpurilor vectoriale hamiltoniene

Un cimp scalar H : R*—R, (#,¥) — H(z, ), de clasi (2, se numesie
hamiltonian, iar cimpul vectorial definit pe [R?2" prin

X = (X€7 Xﬂ+j)7 _X,; = aH/ayi, Xn-}—-i == BH/a.’L‘i, ”: = 1, e ey n,

se numeste ¢imp vectorial hamiltonien. Hamilton a fost primul care a aréitat
¢ functii de tipul H si X joacd un rol esential in descrierea unor fenomene
ale lumii reale (v. 3.2).

Daecd X este un cimp vectorial hamiltonian, atunci

*H 0*H d*H . 0*H
dxi0x; dx;0y; dxidx; Y0y ;
rotX = , divX = 0.
P?H 4 9*H *H ?H
axz»ax,- c’}giayj axiay; dxjay@-

Astfel, in general, X nu este irotational dar este solenoidal.

Se stie ci sistemul diferential care dd liniile de cimp ale unui cimp
vectorial hamiltonian admite pe H ca integrald primd globald (v. 3.2),
iar una dintre teoremele din paragraful precedent aratd c& dacd mul-
timile de nivel constant ale lui H sint compacte, atunci cimpul vectorial
hamiltonian X este complet.

Concretizim expunerea in felul urmitor. Fie TIR® ~ [R?* fibratul
tangent atasat lui [R”. Coordonatele locale in TR sint (#, y), unde x € R"
si y e T.R”. Un cimp scalar V :[R" — R de clasd C? va fi numit energie

1 n
potentiald pe R" Cimpul scalar T:R* - R, T (z,%) =5 Y yi se
i=1

numeste energia cineticd atasatd structurii euclidiene a lui [R*, iar hamil-
tonianul H : R** —» R, H = T -+ V se mai numeste si energie totald pe [R*".

S& ddm conditii suficiente pentru completitudinea cimpului vectorial
hamiltonian asociat energiei totale, diferite de cea mentionatd anterior.

Teoremi. Fie H = T + V energia totald pe R*™. Cimpul vectorial
hamiltonian X este complet dacd una dintre afirmagiile urmdtoare este ade-
varatd :

1) V este o functie proprie mdrginitd inferior (de exemplu ¥V > 0).

2) V este o funciie marginitd inferior (de exemplu V > 0).
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3) llgrad V|| este mdrginitd.

4) (lgrad 1’1[ < const ||g|l, unde ¢ — o (x) este o scufundare izometricd
a lut (R", 3;) In (R"*, 3,s).

Demonstratie. 1) Functia H este proprie pe [R*”, deoarece V este proprie
pe R" si V > 0. BEa satisface relatia DxH = 0, fiind o integrald primi a
sistemului care dd liniile de cimp (v. 3.2). Se aplicd ultima teoremi din
paragraful precedent cu ¢ = h = H.

Fie o:R" - R", (@, .., @) = (24, ..., 8, 0) scufundarea izo-
metricd canonici a lui ([R% §;;) in (R**, 8,5). Spatiul euclidian [R” este
complet. De asemenea el este o subvarietate inchisd o spatiului euclidian
[R"*!, deoarece este caracterizat prin ecuatia «,,; = 0. Rezultd cd functia
reald r? (x) = lo(@)|* = af 4 ... + @, & = (@, ..., x,) €[R", este proprie.
Aceastd funetie satisface relai;ule

Z XY

=1

|Dxr?| = 2 < 2r(@)(2T)172,

unde X este cimpul vectorial hamiltonian asociat energiei totale.

2) Pentru g = H -+ #? se verificd |Dxg] < 2|g|. Addugdm h = #?
sau b = ¢ si aplicim ultima teoremé din paragraful precedent.

3) +4)Fieg=h=1T-+ 1"3/2. Gasim

|1DxT| = < (2T)7* Jlgrad V|

&;

< (TP (1 +—”§%"—”) /(T + L ol )

Cu acestea 4) devine evidenti, iar pentru 3) este suflelent s alegem
o scufundare pentru care || ¢|| s& fie mirginitd inferior de un numédr striet
pozitiv; de exemplu ¢ (®y, ..., &) = (&g, - .« Ty 1),

Cimpurile vectoriale hamiltoniene apar deseori din sistemele conser-
vative. Prin sistem conservativ cu n grade de libertate se intelege un sistem
fizie descris de un sistem diferential de ordinul doi de forma

si deci
ng

4,
%fi +grad V =0, (6)

unde © = (@, ..., &,) €R , iar potentialul V : R* — [R are o clasd conve-
nabild. Notind dgmt = —1y, acesta se transfersd in spatiul fazelor (z, y) e R?"
intr-un sistem hamiltonian,

dz dy

1 ”
= =grad V cu H(x gl 2+ V(). 6’
7 v (@, ¥) 2k§1y"+ (@) (6)

Faptul ci H este o integrald primé pentru (6’) se traduce prin aceea
¢ energia totald H a sistemului (6) se conservd. Ca o consecintd apare
faptul cd dacd in momentul initial energia totald era egald cu H, atunci
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intreaga traiectorie a lui (6) este confinuti in domeniul caracterizat prin
V(2) < H (punctul z apartine intotdeauna interiorului gropii de potential).

Observatie [2]. Toate problemele ce s-au imaginat pini in prezent referiloare la
sistemele conservative cu un grad de libertate au fost complet rezolvate. Nu se poate afirma
acelasi lucru despre sistemele conservative cu cel putlin doud grade de libertate (in acest caz
existd incd probleme deschise).

3.8. Curenti si teorema Liouville

Fie X = (&, ..., X,)un cimp vectorial de clasd €« pe [R”. Din fiecare
punct 2 al lui [R” pleacd linia de cimp maximald (unicd) «, (1), {1 (),
determinatd de conditiile initiale (0, ). Teorema de existentd si unicitate
§1 teorema de diferentiabilitate in raport cu conditiile initiale (v. 3.1) arat
cd pentru fiecare 2, € [R" existii o vecindtate U, a lui o, in R s1 0 veciniitate
I = (—¢, ¢)alui0in R astfelinecit regula (¢, ) — a,( ) defineste o functie
T:1x U, — R"de clasi O=. (fig. 3.14). Funetfia partiala 7¢: U; - R",
TYx) = :xf(i’) este implicit de clasa 0= i T9(2) = w», VoeU,. Tot teoreme
din 3.1 aratd cd mulfimea {7°|te I} are proprietatea de grup 717+ =
= T" o T ori de cite ori membrul al doilea este bine definit. Deci 7-¢ =
= (T%)"1, adicd T°: U - TY(U), U < U,, este un difeomorfism.

Multimea de diteomorfisme {I'|tel, T': U — TYU)} se numeste
curent local pe U <= R sau grup local cu un parametru de difeomorfisme
(transformari) pe U generat de X, atributul local referindu-se la t e I < R.
Zerourile cimpului vectorial X sint punctele fixze ale curentului.

Pentru ¢ dintr-o vecindtate a lui 0 putem scrie

THax) = a + tX(x) + o(1?)
sau ;= + tX () L o (#?),2 =1, ..., n.

Funectia detinitd prin v — = + ¢ X(») se numeste transformare infin-
nitezimald asociatd lui X. Evident, aceasta este aproximarea liniard a
lui 7 pentru ¢ suficient de apropiat de 0.

ds .
Orice integrald prim# a sistemului Ti% = X,/(2), v =1, ..., n, este

o functie invariantd fatd de curentul local » — T%(x) generat de mmpul
vectorial X. Intr- adevar, tinind seama de definitia integralelor prime, se
satisface conditia de conservare

d o af da
—f(T=x)| =Y, —(@)— X, (») "—(95):]) (@
dtf £=0 ,‘/:1 ox; dt 1o 121 X; o

(ce se intimpld pentru ¢ = 0 se intimpld si pen-

oo d §

//Exj\ tru t = t, eI, adicd Fr J‘(T‘(x)tzt = 0). Rezultd
e f@l e m) = flEy ., ) ) ]
_ Notdm cu D(0) o multime deschisd, conexd

Fig. &14 - si mérginitd din [R* de volum (0), inclusi in

domeniul de definitie al lui 7%. Atunci D(t) = T"(D(0)) va avea volumul
v(t).
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Teorema lui Liouville. Functia t — o(t) are derivata

%Q;_ 2y} = S div X dz, Vtel.

Dite)

Demonstratie. Pornim de la egalitatea

o(t) = S da’ = S
D) Dj0)
(vezi schimbarea de variabile in integrala multipli de ordinul »). Relatiile
@ = @ + 1X(2) + o, (12),
oay _ oX,

=& +t— + 011(t2)7 ":7j =1,...,n
awj 3«765

s dz

axj

implicd
0%’

=1 + tdiv X - o(t?)
ij

§i deci v(?) = S [1 4+ ¢tdiv X -+ o(t2)] da. Prin derivare in t = 0 e I gasim

Do)

do g )
d_t(o) = S div X dz. Schimbarea lui 0 in #{, eI nu afecteazi egalitatea,
L0)
mai preeis
dv ;
—(¢,) = \ div X da.
2 1) S

D(1,)
Conseeinte. 1) Daci¥div X = 0 (adi-
cd X este un cimp solenoidal), atumct
curentul local { T'| t € I |} conservdvolumul, adicdv(t) = ©(0),Vt eI (fig.3.15)

Fig. 3.15

Fig. 3.16 Fig. 3.17

2) Dacd div X < 0, atunci curentul gemerat de X micsoreazd volu~
mul (contractie v. fig. 3.16).

3) Daci div X > 0, atunci curentul local asociat lut X mdreste volumul
(dilatatie, v. fig. 3.17).
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Observatii. 1) Din teorema Liouville rezulti cd divergenia unui cimp vectorial
defineste viteza de contractie-dilatatie a volumelor de céitre curentul local corespunzitor.

2) Curentul local generat de X micsoreazd volumul dacd si numai dacd curentul local
generat de — X méireste volumul.
7

3) Inversa matricei jacobian de elemente It Sig + ¢ 3 : + 045(1*) este matricea de
xi x5
0X
elemente =y — t + 045(1%).
drj %

4) Teorema Liouville are aplicatii importante in mecanica statisticd si permite studiul
sistemelor mecance prin metodele teoriei ergodice [1 31

S4 presupunem acum ¢ X este un cimp vectorial (de clasd () com-
plet pe [R*. Cu alte cuvinte, prin fiecare punct al lui R" trece cite o linie
de cimp maximald a lui X (31 numai una) care este definitd pe intreaga
axd reald ([R” apare ca reuniunea disjunctd a orbitelor lui X). Notind cu
a.(t) linia de cimp derminaté de conditiile initiale (0, «), regula x—TY(x)=
= a,(t) deﬁnegte un difeomorfism 7: R* — [R"de clasi O~ ; in particular
T°(x) = «, Vo € [R". Proprietatea 1"+ = T 71" = T*- 1" aratd ¢ {1"|icR}
este un Urup comutativ. Grupul {7'|t € R} se numeste curent global pe
R™ sau grup (global) cu un parametru de difeomorfisme (transjormdiri) pe
[R* generat de X.

Observatii. 1) Multimea R”® poate fi inlocuiti cu orice submultime deschisi si conexi.

2) Daca X este de clasa C?, p > 1, atunci difeomorfismul 7% este de clasa C?[1].

3) Muljimea difeomorfismelor (transformamlor) pe R® este un grup in raport cu compune-

rea functiilor. Functia partiald { — 7 (z) este un omomorfism de la grupul R la grupul transfor-
mdrilor lui R®.

4) Fie f:R? — (0, ©0). Liniile de cimp ale cimpurilor vectoriale coliniare X si [X sint
parametriziri diferite ale acelorasi orbite. De aceea, fiind dat un cimp vectorial X, existd un.
cimp scalar [ : R? — (0, 00) astfel incit fX sa genereze un curent global (v. si 3.6).

5) O submulfime S a lui R” se numeste mulfime (local) invarianid fatd de curentul (local)
global generat de cimpul vectorial X dacd imaginea fiecérui punct din S este tot un punct din S.

Aplicatia 3.10. 1) Miscarea unei particule inedrcate intr-un eimp eleetromagnetie stationar.
Fie cimpul electromagnetic pe R3 dat de cimpul. electric E(x) = (Ey(2), Ex(x), Ey(x))
si cimpul magnetic B(x) = (B,(x), By(x), By(x)), v = (24, x,, z,) €R3. Miscarea in acest cimp
a unei particule de masa m si sarcind q este descrisa de ecuatia Lorentz,

dv (E - B)
m-— = + vV X
a gui )

dx

unde v este cimpul vitezelor. Addugind ecuatia vectoriald 3 = v, obfinem un sistem de ecuatil
¢

in spatiul fazelor R® = {(xy, 5, Ty vy, Uy, 0y)} 51 anume sistemul care d4 liniile de cimp ale

cimpului vectorial X = (v, 4 (E 4+ v x B)|sau, in extenso,
m

; q q q
X= ("1’ i (Ey + 0, B3 — v, By), ~ (Ey + 3B, — v, By), - (E; + vy By — UzBl)) .

Deoarece

Jx;  0x, Jxy Oy v, v,
curentul local generat de X conservd volumul.
2) Cimpul magnetic stationar este descris de vectorul intensitate B(z) = (By(x), By(x),
By(x)), iar liniile magnetice de fortd sint solutiile sistemului

4% L B T 42
— = Bi(z), i=1,2,3.
dt ¢

X 0X, 0X, 0X, 0X, 0X
div X — 1, 2 3 4 5 4 6

:O’
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Ecuatia Maxwell, div B = 0, asigur# faptul ci curentul local generat de B conservd vo-
lumul.
3) Cimpul Biot-Savart (v. 2.3) este solenoidal.

De aceea curentul local genecrat de el
conserva volumul.

4) Curentul local generat de un cimp vectorial hamiltonian conservd volumul. Intr-ade-
var, pentru X = (Xy, Xpwi), X; = 0H[0Yy; Xpp = 0H|0x, i =1, ..., n, gisim div X =

0°H 0*H L . . ] ) .
- Z —_——— - = 0, adici orice cimp hamiltonian esie solenoidal.
% 0x;0Y; ;ayial‘i
2
5) Cimpul newtonian X = (X, ..., X)) Xy(2) = mxy/(a] +
pe R? \ {0}. De asemenea el este complet.
pe R \ {0} care conservd volumul.

Bl v <
.+ xn)®/2 este solenoidal
Rezulti cd acest cimp genereazi un curent global

3.9. Curentul global generat de un c¢imp veetorial Killing sau afin
Fie A = [a;] o matrice antisimetricd si X = (X, ..., X,), Xi(z) =

2 ayo; + ¢y ¢ =1, ..., n, un cimp vectorial Killing. Sistemul care

e . da; " : : -
da hmﬂe de cimp este Tij =Y, @;%; + ¢ §i are solutia generals
j=1

tTH-l

2 = " .
”Ze‘“[“(“’o?“ R e bt |
teR, % €R" ¢ ='[¢), ..., c.]- Rezultd curentul global pe [R?,

p—ety+ev| LT T aq 4 (—1p—ET_anp e
1t 21 (n +1)!

Acest curent pistreazd volumul, deoarece div X = urma 4 = 0.
Curentul generat de cimpul vectorial Killing X,(x) = Y @y, i =

j=1
=1, . n, adica x» = et’y, t € R, ¥ € [R" este un grup uniparametric de
7 8 7

rotatn Intr-adevir, matricea e este ortogonald si are determinantul egal
cnl [notlnd operatia de transpunere cu *, gisim (e#)* = e4* = e~ iar

e—4t este inversa lui e ; aceasta inseamnd ca e/“ este o maftrice ortogonala,
si deci det(e?’) = + 1, Vie[R; dar €° =1 §i det I = +1; se obtine
det(ed) =1, VieR]

Daci A este nesingulard (rezultd ci n este par), atunci curentul
generat de cimpul Killing Az -+ ¢ se reduce la rototranslatii,
x = edi(y + A7) — A lc.

Daci A este singulard si Ac = 0, atunci curentul generat de cimpul
Killing Az -+ ¢ se reduce la

x = edi(y + fe).

Un difeomorfism F : R” — [R" se numeste wzometrie dacd pistreazd
distanta euclidiani.

Teorema. Un cimp vectorial X de clasd C pe [R™ este cimp wvectorial
Killing dacd $1 numai dacd curentul generat de X constd din tzometris.

Demonstrajie. Fie TYz) = x + tX(x) + o({?) curentul global generat
de X. Bste suficient s& folosim conditia de conservare a produsului scalar

(AT z)u, dT(x)v) = (u, v) = const,
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unde u §i v sint vectori arbitrari legati in punctul » e R”. Mai intii, obser-

vam ca
'\‘Xi
2 x) -+ ... ) uj] .
0%;

S @, AT @) o= 3 [ (5 +

a =&
% 0X, |
. 8( t** _E“ c e =
[E(0 i@ )]
d 0%, 0, 0%, |
- +1 )+ O PR |-
d¢ [ Y E ( a% ' o0%; (x))u}vk + ]!;:o

_ i 0Xy K
—z(d Y @+ ))u,-vk.

Conditia de conservare a produsului scalar pe [R”,
0 = = @T(@)u, AT(EN) sy V1, v,

(ce se intimpld pentru ¢ = 0 qe intimpl:} §i pentru ¢ = t,) este echivalents
0X; + e 0 pe R
0%y ox; )
Curentul global generat pe [R” de cimpul vectorial afin Az + ¢ (v. 2.8)
este
aypon[ly Loap . T g
T =e et — 1 — — -1t —A4"4 ... |c
[ a1 T (n + 1)! ] )
teR, ¥ €R"

Pentru teorema care urmeazd acceptdm urmitoarele definitii :

1) o curbd regulatd v:I < R — R" s — v(s), se numeste dreapti
dacé cimpul vectorial tangent dvy/ds este paralel adici dzy/dsz =0;

2) un difeomorfism F [R* — [R" se numeste transformare afind daca

F o v este o dreaptd pentru fiecare dreapti v.
Evident o izometrie este o transformare afini.

Teoremi. Un mmp vectorial X de clasd O pe [R™ este un cimp vectorial
afin dacd $t numai dacd curentul gemerat de X constd din transformdri

afine.
Demonstragie. Pentru n > 2, fie y: R — R*, v($) = (2,(8), . . ., &a(s)),
2
o dreaptd oarecare (maximald), adici %% = 0 si Tz) ==+ tX(x) 4 o(t2)
s :

cu ecuatiile Killing

curentul global generat de X. Gisim

d dy dy dy
T ar | — (T, — dz7
i —(I'ey) = (ds), d82( Y) = (ds ds)
dxj dwk
=1 12
g 8%8:0 =+ o(t?).

86



Rezultd

d az a2X da;
— (TP o ) imo = ¥ ————(¥(8)) — (s
g )le=o ;k ey ((s)) T (

day
P-4 S
e (8,

fapt ce arati ci condifia de conservare a calitdtii de dreaptd, 0 =
2
= — ——(Ttsv)l;—o (ce se intimpld pentru ¢ = 0 se intimpld si pentru
: . N .. 02X, 4 A
= 1,) este echivalenti cu ecuatiille ——— =10, 4,k =1, ..., m,

00, 0%
pe [R".

3.10. Curentul loeal generat de un ¢imp vectorial conform

Fie cimpul vectorial conform X = (X, ..., X.),
r 1 i 1 LA
Xw) = —m; Y oo@; — -G Yy, a5 +
2 j=1 4. j=1

“

+ Yoeux;dy ey Fep=—238; L,Jj=1...,m

1

Lolca

T =

pe R" n > 2. In cazul n = 2, acesta este un cimp vectorial conform parti-
cular, cel mai general, identificindu-se cu o functie monogeni arbitrard
pe € (v. 2.7). Notind a; = (¢ — ¢;;)/2, avem transcrierea echivalent &

Xizx) = % - 5 C;X; — — ¢ an x3 4 ﬁ iy iwi + d,.
2 o 4 5 = 2
Curentul global generat de cimpul vectorial paralel
Y{(z) = d constd din translatii, » = td 4 y,t s R, ¥ € R".
Curentul global determinat de cimpul vectorial concurent
Z(z) = x constd din dilatiri, v = e'y, te R, ¥ € R"

Curentul global atasat unui cimp vectorial Killing V(z) = Ax consta
din rotatii.
S4 gisim curentul local generat de cimpul vectorial

1 n 13
W= (W, W), W) = ot ¥ 0, — 0, ¥, @
2 4 4 =

Forma lui W sugereazi ci liniile de cimp ale lui W ar putea fi drepte
reparametrizate, x; = a; -+ b;s, unde s = s(t). Sistemul dux;/di = Wy(x)

. ex ds B
este satisficut pentru o, = 0, b; = Be;, — = — §2 2 si deci s =
p ) B 7 dt 4 ];l 7 $
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4 . 4 ¢

=———,adicd ¥, = —-————, 1 £ 0, ¢,=const.,, t =1, ...,n
Bt (;2 k) t Z (,? b ’ b 7
sint liniile de cimp ale lui W. In concluzie, curentul local generat de W
4
canstd din inversiuni, ¢ = — —~——?/~— t# 0, yeR"\{0}.

t Yo'

Deoarece multimea cimpurilor vectoriale conforme este o algebrd
Lie, iar Y, Z,V, W sint liniar independente, curentul local generat de
cimpul vectorial conform X =Y + Z -+ V 4+ W pe R", » > 2, contine
izometrii, omotetii $i inversiuni.

Un difeomortism local ¥ : D = R* — [R", #> 2, se numeste transfor-
mare conformd a spatiului euclidian [R” dacd pdstreazd misura unghiurilor.

In cazul #n > 3 domeniul de definitie al unei transformiri conforme
este de forma [R” \ 4, unde A = O sau 4 = {x,} sau 4 este hiperplan sau
hipersferd. Pentru » = 2, aceste tipuri de domenii sint doar eazuri parti-
culare.

Evident o izometrie este o transformare conformé. Curentul local
generat de un cimp vectorial conform pe R”, # > 2, este o familie de
transformari econforme.

Teorema. Un cimp vectorial X de clasd C® pe R, n> 2, este un cimp
vectorial conform dacd st numai dacd curentul local gemerat de X constd
din transformdrt conforme.

Demonstrafie. Fie THz) = z +tX(2z) + o(1?), 1 € I, curentul local gene-
rat de X pe D < [R”si u, v doi vectori nenuli arbitrari legati in punctul
2z € D. Conditia de conservare a mdisurii unghiurilor cu virful in « este

(@I, AT@y) _ (w,v) _
| @ dT @] Juljjv]

cos 8(t) = nst.

Observam ca

d @THz)m, dTHz)v) | v
at dTHx) NATHD)VI g

d d
1dTtz(a) | d THx)v ]l e (dTYz)u, AT x)v)— (AT z)u, dTH(x)v) = | aT(z)ull| ATHz)v ||

IdTi(x)u? || dTHx)v |2 1=0
Xy vl dX; flal
—_— —_— — (u, e ——
Nalll vl (a )(I)ujvk ( V)(,Z,;é = (x)ugm ST ]Zk e (x)v ”v”)
- Ta v
X,

Notind Q,, = 2X4 4
0Ty, 0T;

conditia de conservare 0 :?%-eos 0(%) ;=0 (ce se intimpld pentru ¢ = 0

si presupunind ci u §i v nu sint ortogonali,
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se intimpld si pentru ¢ = ;) se traduce prin identitatea

Y Quu, Y, Qppu Y, Q050
1 5 1

7.k

7ok
Y, S5y 2y Sy 2 Y 300
ik ik ik

inuw=(u,...,u), v= (v, ...,2,). Aceastd identitate are loc dacs si
numai dacd

oX; X
Z_j N Moo EES P35,
or, 9w

pe R". (Suficienta este evidentd. Necesitatea : se deriveazd identitatea in
raport cu u,;, apoi rezultatul in raport cu v, si se contracteazi ¢ cu l.)

+ 3.11. Curentul loeal generat de un eimp veectorial proieetiv

Multimea cimpurilor vectoriale proiective pe R”, n > 2, este o alge-
bra Lie (v. 2.8). De aceea curentul local generat pe [R”, n> 2, de cimpul
vectorial proiectiv X(z) = (¢, )2 + Ax 4+ d, » € [R®, contine curentul
global generat de cimpul vectorial afin Ax + d (v. 3.9) si curentul local
generat de cimpul vectorial proiectiv Y(x) = (¢, »)=.

Expresia (¢, x)r sugereazl ci liniile de cimp ale lni Y(2) = (¢, z)x

. . ey da
sint drepte reparametrizate » = a + bs, 8 = s(f). Sistemul iditli = Y(z)

. . . s <
este satisficut pentru ¢ = 0, b fiind arbitrar, %; = (e, b)s?. Rezultd

§ = — S si deci # = — —~—Iz——-—-—, b este vector arbitrar,
(e, )t + (e, )t + «

¢ — numir arbitrar, iar ¢ — vector fixat, (¢, b)t + « # 0 sint liniile de

cimp ale lui Y = (¢, #)z. In concluzie, curentul local generat pe [R" de

Y(x) = (¢, x)x este v = — —-—L-—, (e, )t + o # 0.
(e, )t + o

Un difeomorfism local ¥ : D < [R® — R” se numeste ransformare
protectivd a spatiului euclidian [R* dacd F o v este o reparamefrizare a
unei drepte pentru fiecare dreaptd v: I « R — D (v. 3.9).

Domeniul de definitie al unei transforméari proiective este de forma
R™\A4, unde A = O sau A este hiperplan.

Evident o transformare afini este proiectivi. Curentul local generat
de un cimp vectorial proiectiv este o familie de transformiri proiective
ale lui R™.

Teoremi. Un cimp vectorial X de clasd C® pe R", n > 2, este cimp

vectortal provectiv dacd si numai dacd curentul local generat de X constd din
transformdri provective.
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Demonstrajie. Fie TYx) = x + tX(2) + o(t?), t eI, curentul local
definit de X pe D siy:1I — D, v(s) = (2,(8), ..., 2,(8)) o dreaptid. Presu-
punem ci T'o vy este o dreaptd reparametrizatd prin s = s(u). Atunei

4 ey, _d'_rt( ) e
ds

du
2 A, 2
LR ([ R G
du? ds  ds du ds ) duz
) , d ., d .
= Q20T — (T evos), (ALY 11— (T'oyos)| -
du du
2 ]
+(d8 / 7(}8. ._(14(1”0'\{03)
du? | du ) du
si conditia de econservare a calititii de dreaptd vreparametrizati,
:-‘L E~(T’ oy o8)limo (ce se intimpld pentru { =0 se Intimpld si
dt du?

pentru t = 1;), se {ranscrie
X, do, 4% (d@ )

3 0w oxy, du du du

—t =0,
du

Aceasta relatie tensoriald trebuie si aibd loe oricare ar fi do’/du 81 de aceea
ea este echivalenti cu

02X,

ax; 0%

——681]"}_06,]‘, 'i,j,k:].,

3.12. Cimpuri vectoriale atasate grupurilor lecale
de difeomorfisme

Fie D o multime deschisd din R”. O familie de functii { 1%, t € (—¢, &)}
definite pe D cu valori in [R” se numeste curent local pe D sau grup local cu
un parametru de difeomorfisme pe D dacd satisface conditiile urmitoare :

1) functia T: (—e, e) XD - R (t, @) — T'(x) este de clasi O;

2) Vie(—s¢, ), functia T%: D — TYD) este difeomorfism ;

3) Vi,se(—e¢, ) astfel incit ¢+ se(—e,¢) si Tz)eD avem
T+s(z) = TYT*(x)), pentru orice z € D.

Atributul ,local‘‘ se referd la te(—e¢, ¢) =« R. Dacd —(¢, ¢) = R,
atuneci acest atribut se inlocuieste cu ,,global¢. De asemenea, din 3) rezulti
cd T%z) = z pe D.
dI%ecfmrui grup local de difeomorfisme {1} i se ataseazd viteza X =

= Y (0) care esteun cimp vectorial pe D < [R”. S& explicitém cimpurile
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vectoriale atasate unor grupuri locale de difeomorfisme care prezintd o
importantd mai deosebiti.

” n
Fie grupul rototranslatitlor x; = Y, a2t-a Y, ay0;,= 138, det[a;]=1,
j=1 =

pe [R" Presupunem ay; = ay(t), @ = a(t), te(—¢c, ) s ay0) =

” # Id 55
= 8, a(0) = 0. Rezultd ¥, ay(tha(t) = &, 5ideci0 =y, [_d‘it_f (0)a:3(0) +

=1 =1

o+ (0) 52 <0>] 3 [d“’f (0) 8 + 3, 220 (0>] s b g

i=1

dai,-

n dz!
unde A4, = “(0). De aceea x; = a;(Hax a,{t) implicd —= (0) =
i dt() e acee §=] (H)z; + () imp dt(

zn: Qd— (0) ; + %; (0), aceasta din urmi reprezentind cimpul vectorial

X = (X, ..., Xn), X: = ¥, Ay + Ay [Ay] fiind matrice antisimetrics.
j=1
Evident, X este un cimp vectorial Xilling.

" ‘
Considerdm acum grupul afin #; = Y a;;@; + a;, det[a;;] # 0 pe R".

j=1
Presupunem a,; = a;(1), @ = a(t), t e (—¢, €) $i @;;(0) = 3;;, a(0) = 0.
Rezultd a&: (0) = f; daf—’( 0)x, (}f’j (0) si deci X =(X,, ..., Xu), Xy =
dt = di
” dazf da; a . .
=Y 4,0 + A4;, ande 4, = = ), A, = — (0) (cimp vectorial afin).
i=1

Grupul Lorentz este definit prin o} = Z ;% det[a;]1#£0, }:, s Siny=

i=1 k=1

—1
= 8,8 = 0 ], o, 8 =1,2,3. Presupunem a;; = a,(%),t € (—¢,¢)
0 3aB

4
S’i a,-]-(()) == 8”. Dln Z (iij(t)s,;kd“(t) == Sj[ gésim
i=1

4 da da,“ 4

0="7% (*“ (0)sixan (0) + %(O)Stk* —(0)) =Y (Ausa + ssdn), (x)
i k=1 dé k=1

o . .. . dﬁﬁ; t dag; s

notatiile finale fiind evidente. Deoarece o (0) = ‘d? (0) @, rezultad
i=1
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4
cimpul vectorial atasat X — (X, X,, X3, X,), X, = Y 4yx;, unde [4,;]
j=1
este o matrice péitrati de ordinul patruale cirei elemente satisfac relatia (#).
Fie transformarea proiective

n
Yo
j=1
n
1

Yo, +b
=

%5 + a

? det [a'ij] # 07

definitd pe regiunea I : Zn bx; + b # 0 din R~
7=1

Compusa a doud transformiiri Proiective, transformarea identicd si
inversa (locald) a unei transforméri proiective sint transformiri Proiective,
pe domeniile respective de definitie. Cu toate acestea multimea tuturor
transformdrilor proiective ale [R" nu este un grup de transtormari, deoarece
intersectia domeniilor lor de definitie este multimea, vids.

Presupunem a;, = a:i(t), @ = a,(t), b, = bi(t), b=b(t), te (—e, €) si
N . da’
@:(0) = 8:;, @:(0) = 0, b, (0) = 0, b(0) — 1. Deoarece }‘t (0) =
art

% 2
[ b,(0); + b(o,»J
=1

[ £ 000, + o) 1[5 @ 4 2 ]
= e

' —_—
j=1 N jLi=1 dit -
B : : _
[ Y, B(0)z, -+ !}w)]
" da,; dea, " db, db
=% 02+ 0) —a [ v D 0y, 192 0] -
U L‘:] 2 O+ )]

" n
=Y Az, + A, + x, ( Y Bz, + B ), notatiile finale fiind evidente, re-

=1 j=1

zultd cimpul vectorial proiectiv

X=Xy, %), Xo= ¥ (4 + B, 4o, Y Bz, + A,

j=1 j=1
) " Yinty Qg
Fie matricea | au.y; 'Gnﬂnﬂ @uia0 | §1 transformarea conforms

Qg5 Qoni1 Ggo
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n n
Y @i A+ Gy Z xi -+ a
’ j=1 j=1

T

= = » , det[a;;] # 0,
Y @i + sy Y X7+ g
j=1 j=1

n ;
2 Z WijQiy — WpiQyiqq — Ugeluyy; = 0, o = O, 1’ IR (4 -+ 1;j = 1, N (2
=

3 n

2 R S .
E Ay — QpiQuiyj = P3) == 1, .. .,n; ZZ XioQins1— Copnr1n+1— Con+1¥+10= — Py
im1

i=1
» n
2 o, 2 _
Z Gl — Gog@ni10 = 0y E Wy — Ugui1%sinsy = 0.
=1 i=1

n w
definitd pe regiunea D : Z Qg; Tj ~F Ogniq Z 75 4 age # 0 din R™.
j=1 j=1
Compusa a douit transformiri conforme, transformarea identicd si
inversa (localil) a unei transforméri conforme sint transformiri conforme,
pe domentiile respective de definitie. In ciuda acestui fapt multimea tutu-
yor transformarilor conforme ale lui R® nu este un grup de transformairi,
deoarece fiecare transformare conformd este definiti pe o parte a lui R”
§i intersectia acestor parti este mulfimea vida.
Presupunem  a@; = @;(t)y @nig = Gasill)y Qg = i(l)y,  Gyprgniy
= Gyiqas1ll)y Gi = Aoi(l), Ao ury = g ns1(l)y Qoo = @golt), L€ (—e, c) 3
a;(0) = 3, @ 1(0) = 0, a,,(0) = 0, anﬂ,nﬂ(o) =1, ay; (0) = 0, A, n+1 (0)=

#
= 0, a0(0) = 1. Tinind seama de relatiile ¥} ¢7,,; — @oas1 Guins = 0,
i=1

. . da, o i . i
gisim  —2*1 (0) = 0. Ou acestea rezultid cimpul vectorial conform X =

art
. o e o OB s “
= (AXU ... ’An)7 2Li = ?;‘ (O) = 2 44'1'1“1”} +‘4f3n+1 Z ‘L‘% +Ai0 +
F=t j=1

i
+ (2 A + AOO), notatiile devenind evidente prin explicitarea

j=1

derivatei.

3.13. Prohleme prepuse

1. S% ge determine un difeomorfism local care indreaptd cimpul
vectorial X = (X,, X,, Xo), X, =2 —y + 2, X, =2y — 2, X; =2 5l sl
se controleze rezultatul gisit prin caleul direct.

x4+ y—=«
R. 2z = ], y =", =Ijz|, z# 0.

z z
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2. Pentru fiecare din cimpurile vectoriale urmitoare si se determine

liniile de cimp prin metoda integralelor prime si 8% se fixeze un difeo-
morfism local de indreptare.

1)V = zei 4 220 — y)j — 2%k, 4)V =a2i + yz j — (22 + y2)k,
2)V = 22y + 2)i — g3z + @)j + 5)V=(y—2)i+ (¢ —a)j +
S 22(9 - m)ky + (éb‘ - .7/)1‘7
3) V = y2%2 + ay2?j + xy*k, )V =aly —2)i — ylz — 2)
jt+e@ —yk

Indicatie 1) a4+ 22=rc;, a(c —y) =cy; 2) TYZ = ¢y, Y2 + 2 — aY = C,aY7;
NP —Z=c, P —P=c; D=y P+P+2=0;5) B +yP+=¢,
etytz=c;6) yr=c c+y+r=oca ;

3. (Continuare). Aceeasi problems pentru cimpurile vectoriale :

DV = (a2 — y* — 221 4+ 20yj + 222 k,
2)V +yj+ @+ Vo2 F y* F 23 k,
3)V = (v — i + (= + 9)j + 2k,
)V =ylx+yi— 2z +9)j+ (z— 922+ 2y + 2)k,
BYW=uwit+y+(&z—a— y“)k
6) V = yi + aj + 2xy [ a? — 2% k,
TV = (22 — gl + (9° — 22)j + (2 — apk,
8)V = (xy — 22%)i + (402 — y?)j + (yz — 2a%)k.

ll

Indicatie. 1) y=oc% 22+ p3+2=21¢7;2) y =¢2, 2=20¢, + Va2 £ g2 & 22,

(£)
atl—
d(xz + y‘_’) B X . 4) 2

A AY
1|+
X
z

1 S et ] %
By y =, 2+ 22 Ly =ca; 6) 2 -yt =g¢, jz(l"+y2):ar35‘“ y T Cai

3 ——_.._l-
) T2

Z

+E=cp (r ety + o) =cy;

N a—y=cly—2z, 2y +Ur+ 2 =¢; 8) 22 + xy = ¢, &% + Yz = Gy

4. Si se determine cimpurile vectoriale ale ciror orbite sint respectiv :

. 1 .
1) 22 — y2 = ¢, )x——l—«—z = ¢, 3) m—karcsm;:cl,
Y
2 = ¢, 2 LI ’l+ﬂ.!‘0§in~(&:0.
Y — 3T = 0q; ¥ A == Gy y : = 2

Indicatie X = hgrad f X grad g.
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5. Si se rezolve sistemele diferentiale liniare #’ = A« in fiecare din
cazurile urmitoare :

3 —1 1 1 2 1 —1
1) A= J2 o 1|, #0)= §-1]; 4) A =1f1 2 —1;
(1 —1 2 2 3 —3 —1
-0 100 1 3 1 0
2) 4= 0 o 1}, 20)= Jo}; 8) A= 1-4 —1 0]
-6 —11 =6 0 4 —8 —2
F—2 2 —3 8 5 —2 4
3) A= 21 —6 |, x#0)=1o0o{; 6) A= J]4 -1 4 |.
l—1 —2 0 0 2 —3 -1 4

6. Si se aproximeze solutia, prin metoda Runge-Kutta, in fiecare
din eazurile :

dxz L di R ‘
di = xy?, d;l" = a%,x0) =1, y0)= -1, te[0,1], h=20,1;
da ) dy , A 5

= (1 — 2y?), == = —y(l 4+ 222),-= = 2z(x? + ¥%)

T ( ¥ Y - )

2(0) = 4(0) = 2(0) = 1, 1e[0,10], h=0,2.

Apoi si se verifice rezultatul gisit cu ajutorul integralelor prime.
7. Si se cerceteze completitudinea cimpurilor vectoriale din proble-
mele 2 si 3.

. . . . 5 .
8. Se consideria hamiltonianul H(x, y) = -~ Y yi -+ V{x). Infiecare
L Fe=1
din cazurile urmitoare si se determine curentul generat de cimpul vecto-
rial hamiltonian asociat lui H :
V() = &,25, V(®) = 2 + 23 4 02, V(o) = a? — 2} + .
Care dintre acestea este curent global?

9. 84 se determine miscarea unui electron intr-un eimp electromagne-
tic static uniform, in care cimpurile vectoriale E si B sint coliniare, pre-
supunind cd viteza initiald v, a electronului este perpendiculard pe directia
comund a celor doud cimpuri.

Indicafie. mr = —¢(E + vxB), unde m este masa electronului si ¢> 0 este

. - « % . Uy q .

sarcina sa. Rezultd x = —sinol,y = — (1 — coswl), 2= — — 1!, © =—, (€ R; deci
© © 2m m

traiectoria este o elice cu pas variabil.



10. 1In fiecare din cazurile urmitoare s se determine curentul gene-
rat de cimpul vectorial X si s@ se arate ci el conservi volumul : ’

X = (w2, 2(20 — ¥), — z?), X = (yz, z», xy),

X = (2%y + 2), — ¥z + x), 2%y — x)), X= (.7/7 @, 4 £)7
2

X = (a(y — z), —ylo — 2), 2(x — y)), X=(z—9)?%2 1)

Indicatfie. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime.

11. In fiecare dintre cazurile urmitoare si se’' determine curentul
generat de cimpul vectorial X si 88 se arate cd el mireste volumul :
X=@+y—2z—y+2 —v+y+2),X=(2y% 2%, 2+ y%),

X = (2(y? — 2%), —y(@*+ 22), 2(2* + ¥y%), X = (x(1 — 2y7), y(1 + 227),
2(x? + y2).

Indicatfie. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime.

12. In fiecare dintre cazurile urmitoare si se determine curentul
generat de cimpul vectorial X i s8 se arate cf el miecsoreazii volumul :

X = (a(y? — 23), y(a® — y?), —2(22 + y?),
X = (—a(x? + 3y2), —2y3, —2¢%), X = Boy® — %, —2y°%, —2y%).

Indicatie. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime.

13. Si se scrie transformarile infinitezimale asociate cimpurilor vecto-
riale din problemele 10, 11, 12 §i pentru fiecare caz si se calculeze jaco-
bianul transformirii.

14. S se giseascd curbura si torsiunea unei linii de cimp a lui X =
= (92, 22, xy).



4. STABILITATEA PUNCTELOR DE ECHILIBRU

Fie un sistem [lizic aie cdrui stiri x sint descrise de un sistem de evolutie da/dl = X (x).
Punctele {ixe ale curentului lui X, adici zerourile lui X, sint punctele de echilibru ale sistemului.
fizic. Daci sistemul fizic rdmine intr-o vecindtate a punctului de echilibru x, cind evolutia incepe
dintr-o vecinitate a Ini x,, atunci punctul z, se numeste stabil; daci nu, se numeste instab