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Denulnirile puncte de nivel constant, cl~rbe de nivel constant gi suprafej?e 
de ~zivel constant se utilizeazs pentru anumite multirni de nivel coastant 
Pn cazurile .n = 1, n = 2 ,  respectiv .n = 3 (vezi 1.3). 

D a d  pri~~im pe G ca, fiind variabil in R , atunci ecuatiile f (x,, . . . , x,) =c  

1) prin fiecare punch trece o lllultime de nivel constant g i  anume 
prin x0 = (xlo, . . . , x,,) E Rn trece multilnea pentru care c = f(x,) ; 

graficul lni f ,  impreun5 sewind la descrierea lmor propriet8ti c 
ale ehpurilor scalare. Graficul cimpului scalar f : IRn -+ [R este 



p = A - BIT, A, B = const> 0. 



c o -  

al ca\ ltj$ii in care se at15 g ~ u l  este determ:ll~t de pradutxta gaze- 
lui p, ~i de tensiunea o a lichidol~~i cc o iliconjoari La rintlul ei 
tens~unea o este dcterminatii de d~arnetru: bilei D, >i de preslunca 
exterioarii p,. Condilia de echllibru pcntrir fiecalc punct dz p,: snpra- 
fata sfericg este data de reialia 

E = R3 \ (yOzU LO:). f(r, y, z )  = 4: 

din E ale conurilor de eeuatil cng = zy - rx. Gra- 

deleaz5 lcgea (4) este j" : E + [R, E = IR3\ (r10z 

Fat2 de acesta, 







4- f,(a)(O, 1, . . . ,0 ) ,  + . . . +~@~lai le) lO,  0, . . . , = 

= f,(x)U,(x) 4- f , ( ~ ) ~ , t ~ )  4- . - -I- f,(xPJ,(x) 

al citnpurilor X,, . . . , X, se definejte 



meniile de definitie ale c 
mi D ale lui R". 





fn particular, (grad f(x0), ~ ' ( t , ) )  = 0, ~ d i c r i  grad fl.~.,) l z r ( t ) .  fn baza acestei proprietgti sse spune 
cl gradientul este un cimp ~ c c f o r i a l  nornral la cricare dintre multimile de nivel constant &b 

(fig. 1.19). 

Fig. 1.10 

8% co~sitler5~m o f~~ncgie de tipnl F : W n  -+ W'*. Fnnctiile f, = y, P : 
R ~ + R ,  n~lfte y, clnt fumfiile coordoaate ale h i  W", se numesc componen- 
tele egc7i&e,~e ale lrri $i fe scrie; F = \fl, . . . , fin ). &!n&imea 

G ( F )  = {(XI, - - - 9 xn7 jl(xl7 - 7 x~r) ,  - - 7 ~ F I ( ~ I F  - - - 7 xn)) I(x1, - a - 7  xn) E Rn) 
se nrxme~te gmajicrtl ,fica j i e i  P = !A, . . . , f"). Evident G(P) coincide ~3 
maltinlea T-alorilor ftr~etiei (1;. . . . , z,,) -+ (rl, . . . , xn7 fi(xl, . . . , x,), . . . 
. . . ) . fn(xl ,  . . . )  J2'&)). 

Prrnctis P ects de claG Cn dac& gi numai dacA componentele f',, 
i = I, . . . , ~ 2 ,  ~inlt fauctii de elasii i,6 ".mi hnctii  F de elas& C1 i se at%- 
geazii mahicece jacoOin?z 

Dac5 12 = nz, atnilci deterrninantnl rnatricei S(P) se lamnegte jacobianu& 
1ui f ;i se noteaz5 D( f i ,  .. . , jaf: ,) /D(xl,  . . ., x~). 

F~lnclia P : R" + R" se nume~te : 
I)  injectiuci dacB relatiile x, y E an, F(z) = P ( y )  E R" implicg x = y ; 
2 )  swrjeetivci dac& Vz E [R", 3x E Rn astfel ineit F ( z )  = x ; 
3) bijectirci dnc5 este injectivg si s u r j e ~ t i v ~  ;,; 
4)  imersie clacii este de CIXSS C1 ti rang J(P)(x) = n, V x  E R~ (n. ,< m) ; 
5 )  submersie daci este de clss5 C1 si rang J(P)(a)  = na, V.z. E R~ 

(m < n ) ;  
6 )  regutat6 decii este im-rersie sau submersie ; 
7) difeomorJ'i'srn pentru = m, dac% este de clas5 C1 g i  dac% posed& 

inversii de elas& @I. 

DacS furmctia P nu este regdatii intr-un punct x ,  aitunci x se numeste 
punct  critic P ~ U  pufzcl singq~lar, iar P(x)  se numegte valoare critic& sau ua- 
loare si~gthlarci. 



34 n IP = ( 3  /x E 23, I?(%) = 01. 

. . . , x,), . . . , U, = (P,(x~, . . . , ~ m )  conditiile 



Ohm generalizsts ZJB = @ ( z R ) ,  cu a 
Schi~nbind no 

Stoarea multirnc : 

care este o su:~varietate de dimensiune 2 a lui [R6. 

2 se numese suprafete. S~lbvariet5tile de dimensiuile n sint multinii des- 
chise in I ] i n ,  iar mbvarietgtile de dimensinne n - 1 se rxunesc hiperszc- 

2) h este o imersie injectirg 

Daeg h eqte nurnai imersie, at 
( D )  din 31. Conform teoremei pl 
: D+ H astfel incit E E h(D).  

-*- ,1 - - 







Demomstrnjie. Se obserrli. c& Y(x f t 

deriva cxnponentele sale in t = 0. 
raport cu un vector, lerna devioe e 









D, definese (unic) functiile 8" : 63 -t [R. 







n Iui f si urreori se noteazg Hessf. E 

Un cimp vectorial al egrrii rotor e ~ t e  nul peste tot ss nfalneyle cz 

acZ n = 3 (deei in R3); atunci 



3. Fie Ixh = S,U,  -t . . . -+ ZnU,  r;n cfmp vectorial ile 
= W E .  Lni i se poate :*socia cirrq3ul ;caIar defiwit pria 

" ax'& 
dir X = C --- = iC, X ) ,  

%=I ax2 

Fie 3 : D-+ Rn, P ( s )  = (31, . . . , X,(.I ')) o fu~zctie de clas5 
o'nservg ci div X coincide eu wma matricei jaeobian atagav2 functie 

Cele mai sim-p:e proprietilti ale divergerrjei sfnt : 

div ( X  + F) = d i v X  + dfv Y, d i ~  ( j X )  = (V j ,  X)  + f div X. 

DaeZ X = 0, atnnei efmprd rectorial X se nmuegte so l~no ic l  
Di~ergenta x m i  cinip vectorial defiae:te citezn cle eanlrucjie-dilctta 

~olnrllelor de ciitre c w e ~ t u l  generat iie eimpul vectorial (vezi 3. 

,A f = di17 ((grad f )  









e dezvolt5 teoria de reprezentare local5 a clmpurilor vec 

.l. Cimpuri vcctoriale irotationale 



Fie X = (X, ,  . . . , S,,) un ciinp vectorial qi rot S = 

eoremii. Pie X = ( 





Teorema precedent5 procuri procedee pentru dctcnninarea potentialului lui X. PreferZm 
Ins5 s5 gisitll acest potential f prin meloda primitivelor. IrrteNnd priins e c ~ ~ a t i e  a sistemului 

efinqie se estinde firesc la curbe de clas5 C1 pe 
Dac5 X = (X , ,  . . . , X,) ~i a = (x,. . . . , xn), 





contine origitiea. Dar nu exists ni p scalar 9 : IE2\{(0, 0)) -t B astfel 

(I X r)/(2xa" pentru (x, y, z) e int C 

(I x r)/(2xre) pentru (x, y, z )  E ext C ,  

cu centrul pe axa cilindrului ii  cupriuse in plane pe 
e g k e ~ t e  

1 I/(xa2) pentru (x, y, z )  E int C u 

0 pentru (x, y, z )  E ext C .  

ui H la ext C este un cimp vectorial irotation al. 





imetrie sf erie5 

Fie y = (y,, . . . , y,$) un punct fixat @i x = (a,, . . . , x,) un 

ipersupratfete echipotentiala 
rice functie cp : (0, oo) --+ 

va,ria,bil a(x,, a,, a,) este 

X(3) = - -- - 



, LCz7 x3) € [R 3\((y1, ya, y3)], este un cimp irotational a1 cgrui domeniu 
definitie este eonex $i simplu conex, dar nu este convex. Utilizind 

formulele din 2.1, teorema a dcua, pe un paralelipiped desehis sau pe o 
mnl$ime couresg de~chisii D din [ ~ ~ \ { ( y , ,  y2, y3)), se g2i~evte potentialul 

> $27 ~ 3 )  = - ~ 2 ) '  + ( ~ 2  - ~ 2 ) '  -k ( ~ 3  - ~ 3 )  ]-'I2? (?I7 X2) $3) ED. 
onstat& in& e5 j Ee prebgegte diferentiabil la [R3\{(y1, y2, y3)) ~i de 

ea ci~npul newtonian X este un cimp potential pe IR 3\((y1, yz7 y3)). 
b) fn  [R3 eonsidergrn dmp'ltZ grocita~ional general de masele m,, . . . , m, 

h a t e  in punetde yl, . . . , yk gi actionind as 
punctul cc. Aeest @imp este dat prin 

d tfinsgte un cEarp ncwlloniaa pe IR (Pn cazul in care 2 e 23 integrals prece- 
d eritii este imny~o-prie, dar absolnt convergent&). 

Potentialul cimpului vectorial X este 

d )  Wotin~ea, cTe cirnp newtonian se extkde la Rn. b e  exempiu, dace% 
oste o mul$imc deechisii, conex% gi mgrginita din Rn, ca froniiera 

vectorial definit pe Wn prin 

P-l r 
E 



se numegte cCwzp newtonian. Se constat5 cB acesta posed5 potentialul 

'0 dy pentru n > 2, 

interactiune dintre dou 
-trice este proportional5 cu prodnsul sarcinilor electrice qi invers propor- 
fional5 cu pstratul distantei dintre centrele corpurilor respective. Conform 
acestei Iegi, forta (de at'ractie sau de respingere) cu care sarcina p situatG 
in punctul fisat y = (y,, y,, y,) actioneazii asupra sarcinii unitate f 1 
situate in punctnl arbitrar R: = (x,, cc,, a,) este 

E(x) = ---- I -- r ,  xf[R3\{!I), 
4 x ~ ,  r2  r 

uncle E, M 8,86.10-12 F/m este constants dielectric5 a vidului, iar r = yx. 
Forta E determins un cimp vectorial pe ~ ~ \ { y )  nurnit oiwzp electro- 

static. Acest cimp are simetrie sfericii (pentru q < 0 vezi fig. 2.6, pentru - 
1 q q > 0 vezi fig. 2.7). Potentialul corespumzz%tor este f ( r )  = - - - 

4irz0 r  
b) Cimpul eZectrosta2ic generat de sarcinile q,, . . . , q, situate in punc- 

tele yl, . . . , ye gi actionind asupra sarcinii unitate situate in puuctul x este 

nnde r = gix. Acesta adnii-ie poten$ialul 

2.3. Cimprari vectoriale 
solenoidale 

zi + yj f rk , (z, y, z )  E R3\(0'), este 

irotaponai gi solenoidal. 
2) Clmpul vectorial X = grad f este sole- 

noidaI dac5 si nunlai dac5 f este o functie armo- 
Fis, 2.7 nicg, adica af = 0. 





b s e r v a t i e . P~tenkialul vector Y = (f, g, Of ,  cu f, g definite ea mli sus, este de elas5 
af as as af 

u -, -, - - - de class C1. Dacd X este fun cimp v e c t ~ i d  soleaoidal pe W 
dz dz d z  ag 

atunci reprezentarea X = rotY, Y = (f, g, 0) este globzl5. 

) * 1). Evident, div rotY;= 0. 

lt,5 ( d i v X ) ( p )  = 0, Vp ED. 

X un cimy vectorial de clasri 6" pe o mzlljime 
Dac6 X este solenoidal, atu?zci pefzku fiecare 

x,, yo, x,) # 0 exist$ o mu@imz,e deschisri U c D 
dou6 cimpzcri scalare f ,  g de etas& Cw pe U asgel 

tncit (fig. 2.8) 

X 1, = grad f x grad g, 

wnde X 1, esle restricjire Zai X da U .  
Ci~npurile sealare f ,  g 

$ia.le Eulcr ale lui X .  Acestca nu sint 
Demonstra$ia, ebsieii 

este specific5 spatiului e 
f5cind ape1 la notiunea de potential vector. 
De aceca preferim gezterdizarea gi o demons- 
tratie ears este bun5 pentru orice dii~ensi- 
uns n. 2 3. Aeestea vor f i  date in 3.2. 



liealii. 2.3. S 5  se determine cimpul vitezelor unui fluid i~lcompresibil datorat unei surse 
q s i tuat j  Intr-un punct nl,. 

zobare. Particulele de fluid care izvoriise din JIo descriu semidrepte cu originea A&,, 
valent cu aceea cii viteza V este un cimp vectorial cu si~netrie sfericii pe IR3\{At0), adicii 

r r  

r = Mo3E. Debitul q a1 sursci situate in &fo este q = 

. * . . . -  
ui in 51, $i de raz j  r. ~ e z u i t i i  q 9(~)43 si deci r( 

e este z ~ n  clmp vectorial solenoidal. 

2.4. Cimpul Biol-Sctvart. Fie D o multime deschisi, conex: si mjrginitg din IR3 ~i aW 
era sa pe care o presupunem netedj pe portiuni. NotBln cu K un cimp vectorial de clasg 

pe D = 11 g r?D . Clmpul vectorial definit pe R3 prin 

.cu sarcini electrice Cn mi~care, c 
a t  de aecst curent este dat de legea Blot-Savart (egalitatea precedeiit5). 
fn general clmpul E nu esZe irotaponal, dar este solenoidal. Potential~~l vector a1 siiu este 

2.4. Reprezenth-ile Moiacje qi Stokes 

Teorenla lui Mange. Due& X est 21% cinzp cectorial de clns& C* pe o 
~nnuljime deschisci 8 i  conex& D c 3, atunci penlrzk orice x, E D cz6 rot 
# Q exist& o muliime deschis& U c D care conjine pe xo $i 

malare h, f, g de clasd C" pe U astfel $nett 



eorema llri Stokes. Dacd X este u n  cZn 
de clasd 8 pe o muZjime deschisd ~i c 
z, E D ern&& o muljime desckisd U c 

72, de clasd C2 pe 0 8 i  u n  cPmp vectoria 
asa C1 pe U asgel incCt 

XIU = grad h + rot P. 
impul scalar h $i eimpul vectorial Y se rmrnesc yoftzfiale Stoke* 
i X. Ele nu sint uniee. 

DemonstruJie. Este suficient s% ar%t%m cX exist2 r?n eimp scalar- 
a1 h de clas5 C2 astfel fncit X - grad h $5 fie cimp solenoidal. Dar 

iv(X - grad h) = Q %rat% c5 h, trebuie s& fie o soluf ie a ec~xaiiei Poisson 

Ah = div X .  

asernenea ecuatie admite o infinitate de ~01utii locale. De exemplu,. 
ac5 U este o mtrl$ime deschisg, cortex8 $i mZirgir-itii, e 

u ~ i  ~i a este un garametru vector, atnnci 

dy, z E 8, 

U 

sint solutii ale ecnatiei Poisson Ah = d i ~  X .  
r v a i e . Dacg X este de clasii C*, atu~~ci  reprezeniarea hi Stokes este echivdentk 
area X l u  = grad h + grad f x grad g. I c;;:ru zz > 3, aceasti? variant5 se generali-- 

de cZm6 Cl pe D, atmci  
este armonic pe D ; 

e&t& urn d m p  scalar arm 

Dernonstra$ie. 1)  =. 2) .  Din rot X = 0 ajuogem la concluzia cii exist& 
j : D -+ CR astfel kcit, X = g a d  j. Dar dio X=O irnpnae div (grad f )  = 0," 
d i e 5  A j  = 0. Cu alte cuvinte, j este armonic6. 

2)  1). Ipot3zele X = g a d f ,  Af = 0 implicii rot X = 0 ~i div X 
= 0. Deci X este armonic pe D. 

ApIiea$ia 2.5. 0 pafte dintr-un fluid se poate identifier cu o multirne deschisH D c 
Densitat- fluidului p(x, y, z, t )  gi viteza fluidutui s(x,  g, I, t) sin€ presupuse functii de das& C1 pe 
rl <: R. 



Un eimp rectorial X = (X; ,  . . . , S,) de clas5 C* pe 07" se numeete 
I~ilZing dacii satisface ecuatiile Killing 

zi+ax,= 0 
ax, ax, 

vident , sistemul (1  ) implie& 

i+,, . . . , x,). Aceasta inseamni cii in caizul n = 3. 
Killing se reduc la cin~puri paralele. h general, div 
cimp Killing eate un cimp so 
ind pe (1) q i  pesmutillcl indicii, 

a2xf + a2Xj a2xl = 0, t a2x, a2x, 
= 0 ,  --- a2Xt - 0. 

I ax,azj ax,axi 
+-- 

Z X , ~ ? X ,  a x , ~ ~ ,  ax, ax, ax, ax, 

Aduniim primele douii egalitiiti ri;i o sc&dern pe a treia ; in baza conditiilor 
a2x, - 

- 
a 2x' obtinem a2x, 

de-complet integabilitate a ax,axl ax, ax, 

-%ultii % = a,, (constante), im (1) impune conditia de antisim 
ax, 

&TI matricea [a j j ] .  Astfel un cimp Killing pe Rn are componente de forma 



unde a,j = -ajz $i cj skit constante arbitrare. Deoarece dimensiunes spa- 
tiuluivectorial s l  matricelor sntisimetrice [a,,] de ordinul n cstc n(n - 1)/2 
iar dimensiunea spatiului vectorial a1 mmatricelor coloanii [c,]  este n, 

n(n - 1)  
rezultii c% pe R" exist6 + n =  n(n + cimpuri ~iilling linias 

2 3 
independente b~ Q(mn) (a nu se confnnda cm 
liniar independenfa punctual2 in RE). 

Crogetul a dowi cimpuri rec;to~ialc Killing ';x*' este nn cimp rectorial Killily. Acest lucrn s e  
poate dernonstra fie ariitind ci <la& S - (XI, . . . 
. . . X,), Y =(Yl, . . . , II',) slut solutiialc sistemu- 
lui (I), atunci ;i rX, 'I.'] = (X(P , )  - Y ( S , ) )  ests 
solutie, fie punind S = (5: tr,, .r, + c, ), Y = 

k 

=(Cb,,x,+d,) g i  calculind [S,  P]=(C C (a,,bZj - 
A 1 

- b s r ~ z j ) ~ x )  = ( Cd2,.xI ), uade rd,, j cste evidenk* 
k 

o matries aatisimetrici. Rczultii c5 n~ul$ime% 
cimpurilor voctoriale Killing pc [R" esic o alge- 
br% Lie de diniensiune n(n + I), 2. 

e r v a t i c .  DacB A =  a i +  bj + ck este un cimp parale1 ~i X -= zi + g j  +':k 
X = (bz - cy) i + (ex - a:) j + (ay - h x )  li este UII cintp IiilIlng pe IR< ~ i c i -  
rnp Killing Y pe IR3 care nu estc un cimp paralcl se poatc scrie in forma A x X. 
t tine de teorema lui Euler de reprezentare a uuui cimp vectorial solenoidal (v. 2.3). 

Aplicatia 2.6. (fig. 2.9). Considergm rotalia unui solid S cu \itera unghilnlrtrii o in juruP 
unei axe A care trece prin origine. Un punct (2, g, r) a1 soliclului S descrie un cerc C cu centrnl 
pe ax5, de raz5 d, cuprills intr-un plan perpendicular pe as% Vite7a talige111ia18 este un vector 
V(x, y, z) tangent la cerc, dirijat in sensul misciirii $i a\ incl modulul V = wd.  

NotBm cu w vectorul de modul w, 
indus pe ax5 de rotatia solidului (regula b + yj  + rk. Cimpul vectorial V este 

orial X = (XI, . . . , X,) de clasg C" pe W" sc numeats 
satisface ecu 

ax, 2X --- + -2 = 
ax, axt 

e 8,, este simbolul lui Iironeeker, iar 4 : apn  + s. 
stant%, atunci cimpul conform se P-umcgtc cimp omolcfic.  
tunci cfmpul conform este un cimp Killing. 

ax - 2cliv X ' ~i deoi 4 = . istcmul (2) irnplicg -2- = . . . = - - - 

2r l  833, 2 n 
f n  particular se observii c5 in eziCzu1 12 = 1 cirnpurile conforme se identifie& 
cu func$iile de clad C*. 



nu se reduce la o constant5 $i lz 2 2. Derivind pe 

abilitate cornpletci, 

821 6~ Jx, 2~). i?~, ? x ~  

Ecuatiile asupra n~atricei [c,,] co nditiile cij+cji = ~ 8 , ~ .  0 non& 
integrare d% 



runde d, sint constante arbitrare. Deoarece dimcnsiunea spatiului rectorial 
11." ?a 

al  mat,ricelor [cLl] de ordinul n este --- + 1 qi a-veni doi ~~ec tor i  ma- 
2 

e arbitrari [c r ] ,  [ d 3 ] ,  rezult5 cii pe R", n > 2 ,  exist% 

?z2 - n 
f l + ? b f n =  (98 + l ) ( n  + 2 )  

2 

r& Lie de dimen- 

Pie n = 2.  Ecuatiile ( 2 )  se transcriu 

el 1nulf;imea cimpurilor conforme 
iilor monogene pe C. 

r = l  

. . . , n, unde sint constante ce satisfac relatiile ctj  + cji = c & ~ ,  iar df 
?b2 - ?& 

snmt constante arbitrare. Fie c # 0 ; atuncipe Rn exist5 --- f l + n =  
2 

Un cimp vectorial X = (Y,, . . . , X,) d 
eeuatiile eu der i~ate  partiale 

ssrt, narrnei$tx &~np a f h .  

>s@? 

- - -ii-)_-- -- _ _  _ 0- - -  - - -- -- - -  _ _ _  __ A A A ..--- - = 



a isteznul (4) implicii - div X = 
ax, - T7 

d d  s ger~ta coustr,nt;li. Tot din (4) se abcen-ii cB = a,, (eonstante). De 
3 x5 

aceea u11 cirnp afin pe Rn are  component!^ de foimzt 

18 

2-* = C atixj -k C,,  i = l7 . .., 3%, 
.I -1  

unde c, sfnt eonstante. 
Dimenxinnea spatiului vectorial a1 matricelor patratice [a,,] de ordinul 

a este ?z2, iar dilnensiunea spafiulrri vectorial al matricelor eoloanii [c, J 
este n. RezultS C& pe W n  exist& n" $- nein~pttri &fine liIliar iGependente 
fn %(ran). 

DacS X g i  Y s h t  eimpuri veetoriale afinc, atnnci cro~etul [X,  P] = 
= L?,H - D,X este un cimp vectorial din. I>e aceea mul$imea cimpurilor 
vcctoriale afine pe Rn este o algebrr Lic de dirneasinue n 
v&m e.i oriee ciinp veciosial Hilling este nn cimp vectoria 

Un cimp vectorial X = (XI, . . . , X,) rle elaG "tm p 
exist5 uu cĈ Imp vectorial Y = (Y,, . . . , Y,,) de class C" pe 

2 enea din ( 5 )  rezulti;Yt -- div X = (,n + 1) Pi, &die% Y este in mod nece- 
axi 

sar un cimp potenjial. 
f n  eazul n = 1 cimpurile proiective se identifie 

Cm- Pentru n > 2, impunem eonditiile de complet 
sistemul cu derivate partiale (5 ) ,  adicii 

J3Xi - - a 3 - 7 ~  

=0. t'ltimele ecusttii cu derivate partklts impun 

a Y a& fie un cimp vectorial pardel, atdicii P, = c,, fc = 1, . . . ,%, 



ie sistemul (5) se retrsnscri 

2xf axk 

ax, -- - 8ZL C j X j  + CkX, + az* 
ax, 

a1 matricelor [azl] de ordinul n cste 
arbitrari. Aceasta inseamn5 c2i po 

i proiective liniar independente in 

Se poate dovedi c5 crogetul a doug cimpuri vectoriale proiective este 

unde a,, este simbolu! lui Krouecker. Evident, relatiile (6) sPnt echivalente 
cu DzX = nZ + (Y, Z)X, VZ E '%(D). 

Din definitie se obsertii c5 un cimp torsional X nu poate f i  identic 
nu1 decit dac5 a es%e fanctis identic nul5. De asemenea tot din deEini$ie 
rezult5 rot X = X A Y, div X = an + (X,  Y). De aceea un cirnp tor- 
sional exte : (1) irotational dac5 gi numai daci P este coliniar cu X, (2) 
solenoidal dacg gi numai deeg an + (X, Y )  = 0, ( 3 )  potential sau biscalar. 

reduc la solu$ii ale 
n g 2 ,  conditiile deb 

, se trans- 



3urnind dup5 i yi j, deducem conseeinfa 

Pentru n 2 2, cazurile particulare cele rrlai in- 
?teresante de cinipuri torsiouale sint : 

%ele unui cimp concircular. 
2) CSnap concurent  (fig. 2.10), daci a # O ,  Y =O. 

f n  acest caz relatiile ( 8 )  implic5 a=const kji X,(x)= 
= a(%, + c,). Schimbarea de variabile yi = ax,, i = 
= 1, . . . , ?a ,  %rat5 c5 nu se renun@ la generalitate Fig. 2.10 

dac5 se presupune a = 1. 

nal [fapt ce rezultii yi din relajiile (7)]. Apoi h ] X ,  I = 

Exemple. 1) S5 detcrminjm cimpul concircular pentru care Pj = zj, j = 1, . . . 
1 +' 
- 2: z; T Z Z  1 

cavilor prccedente ggsim a(z) = b e k = l  , b = const ~i X,(x) = b e 

cirnl~ vectorial cnsimetrie sferica este torsional. htr-adevgr, dac5 X = (XI, . . . 

evident, X poate fi privit ca un cimp vectorial concircular cn 



1 solenoidale. 

vectorial newto 

= j/(xl - yr)" + . . . + (a, - ZJ~,', D t 

axc ( X i  - ZJi Xi- IJj -- (N) = p(y) - - St$ Rl n-?. ----- --- ~ Z J  = a 
P' rn 

D 

z) nu se poate scrie enm ne convine penlru cimpurile vectoriale torsionale. 

ele echipoten$ialtle ale einlpu 

3. S& se determine potentiale Mange $i resp 
1 

4. Pie q(x) = f(r) ,  r = vx: + . . . + x; un 
sfericg pe Wn\(0), 9% 2 2 ,  de elas& C2. 

* 



6. Fie V = J( ljtt x r ll)(a x r),  nnde 4 este o func$ie de clasB conve- 
nabilii. 

1) Sii se calculeze grad /la x r  1 1 ,  rot V q i  div V. 
2) 8% se determine j@ astfel incit V s5 fie irota$ional qi sii se giiseascii 

-un pote~i$ial local. 

7. Pe R3 se d.5 cimpul vectorial V = y(r)(a x r) + # ( r )  r, unde a 
te un vector constant eoliniar cu j ,  r cste vectorul de pozi$ie, iar q~ q i  (J 
nt funetii de clasB C1. 

1) SB se determine circulatia lui V pe un cerc r cu centrul in origine 
situat in planul xOy q i  fluxul lui V priii discul limitat de r. 

2)  Sii se determine functiile y q i  cj~ astfel incit fluxul cimpului V prin 
suprafa$% inchis& s% fie zero, iar rot V sB fie coliniar cu r. 

8. S5 se determine cimpurile vectoriale 
ntiale sint polinoame armonice pe R2. 
9. S& se verifice afirmatiile : 1) cr 

cimp conform, 2) eroqetul a douB 
-crogetul a dou& cimpuri proiective es 

I n d i c a t i  e .  [X, Y] = DXY - CyS. 

10. Se consiclerii un cimp vectorial torsional definit pe o vecintitate 
.a originii lui Rn. Utilizind formula lui Taylor, sii se gbeascii aproximaretl 
-liniarii q i  aprosimarea pgtratici ale acestui cimp in ve 

11. Exist% cimpuri vectorisle torsionale armonice 
12. SB se cerceteze care dintre cimpurile vectori 

~espectiv cimpuri vectoriale Killing, cimpuri vectoriale conforme eimpuri 
vectoriale afine sau cimpuri vectoriale proiective. 



entg cu teorema de existen$5. 
a integralelor prime locale, iar orbitcle pot fi rcprezentate local ca intersectii de familii de hipcr- 
suprafete de nivel constant ata$ate la integrale prime (locale) functional independente. Inte, ~ralele  
prime globale apar doar In cazuri de exceptie cum sint cimpurile veetoriale hamiltoniene, cim- 
purile Killing (v. 3.2,), cimpurile magnctice ale circuitelor electrice filiforme (v. 3.3) etc. 

Pentru unele cimpuri vectoriale liniile de cimp se pot explicita relativ q o r ,  prin fornrule- 
(v. 3.1,3.2), cel mai simplu exemplu in acest sens constituindn-1 cimpurile vectoriale I~niare 
(v. 3.4). Cind nu este posibilg explicitarea prin formule, facem ape1 la tehnici numcrice de calcuE 
cum este de exemplu metoda Runge-Kutta (v. 3.5.) 

Problema completitudinii cimpurilor vectoriale prezintii un intcres deosehit atit tcoreiic 
cit ~i practic. Explicatiile din 3.6 sint exemplificate prin cimpurile vectoriale ncwtoniene si- 
cimpurile vectoriale electrostatice, cu simetrie sferic5, prin clmpurile vectoriale conforme,. 
prin cimpurile vectoriale torsionale $i pe ecuatiile Lorenz de mi~care a unui fluid. fn particular- 
problema completitudinii se pune la cimpurile vectoriale hamiltonitfne care joac.5 un rol esential 
In descrierea unor fcnomene ale naturii (v.3.7). 

Cureilgi generag de cimpurile vectoriale an proprietiiv fizico-gcometrice interesante dintre- 
care am mentionat teorema Liouville (v.3.8) si teoremele de caracterizare a cimpurilor Killing,.. 

ine (v. 3.9), conforme (v. 3.10) ~i proiective (v. 3.11). Teorema de conservare avolumului este 
emplificaG prin clmpurile electromag~~eticc stationare, cimpurile magnetice stationare, cim- 

urile Biot-Savart, cimpurile hamiltoniene yi cimpurile newtoniene (v. 3.8). De ascmcnea se- 
expliciteazg curentii generati de cimpurile vectoriale Killing, afine (v. 3.9), conforme (v. 3.10). 

proiective (v. 3.11) $i se empl i f ic i  procedeul de obtinere a cimpurilor vectoriale din grupurile- 
cale de difeomorfisme (v. 3.12). 

Problemele din 3.13 se refer; la iildreptarea cimpurilor vectoriale, integrale prime, cxpli- 
citarea analiticii a solu$iilor unor sisteme diferentiale, metoda Runge-Icutta, completitudinc 
curenti. 

3.1. Lhii de eimp 

Fie B c Rn o rnultime deschis& g i  conex&, lar X un cilnp vectorial:' 
e elas5 C1 pe D. 0 curb& cc : I -+ k) de ch'si C1 21 errei cimp veetoriaY 
ngent a' eoincide ou X3 a se mmegte Zinie de ~Zmp a lui X. Imagines. 
(I) c D a unei linii de cimp se numegte orbit$ a Zzti X (fig. 3.1). 

Liniile de cimp ale chnpnlui vect~ria~l X sint caracterizate priu ecuatia 
iferentials cc'(t) = X ( E ( ~ ) )  sat1 p i n  ecuatis integral& a($) = a(t,j 4 

+ \ X ( ~ ( S ) ) ~ S .  Deoarece X gi a sink funotii de clas& C1, liniile de cimp alo- 

t n 
lui X aht in mod necesar de elas5 C2.  



Teoremii. Dm6 9 este zcs ctmp vectorial d e  cZns6 Cl ye o mul!inze 
deschisd ;i conexd D p, &mci perttru orice x, ED,  to e [R,  exist^ zcn 
$ntertwl deschis I ,ri o 2inie c2le cgmp : I + D a lui X astfel tncCt : 

' 1  ~ ( ~ 0 )  =z= $0,  

2 )  orice all6 binie de c%mp P : J -+ D a d'lt )=x(dctr; 
.€zbi X cu @(to )  = xo a9'e proprietatea J E I $i 
p ( t )  F u( t ) ,  V t  E J .  

Iu acest caz ar se numegte Zi,zie de ctmp 
rnaxi~nald a lui X prin x,. 

y'(' - *  

Demorhslra!ie. Aici al-eln o reformulare 
-a teorernei de existen$% g i  unicitate pentru 
aolu tiile unui sistem diferential de ordi- 
aul intii [I 1. Intr-adexigr, utiiizind notatiile Fig. 3.1 

ecua$ia diferen4iaE vectorial5 a'(t) = X(a(t)), V t  E I ,  se transcrie sub forma 
t~nrri sistem diferential autonom 

Teorems cle existents arat5 c5 exist5 o vecingtate I, a lni 2, gi n 
luucvii x, : I, + R de clas5 C1 care satisfac sistemul (1) y i  condif-iile inif-iale 
xZ(to) = x , ~ ,  i = 1, . . . , ' I Z ,  xo = (xlO, . . . , ano). Ansamblul &(t) = (xl(l) , .  . . 
. . . , x,&(t)) definegte o linie de cimp P ,  : Il + D a lui X cu Pl(to) = x,. 

Teorema cle unicit.ate amti% cii dac5 Z, : I ,  + R, i = 1, . . . , n ,  este 
o alt5 solutie a siste1nu111i (1) care satisface eonditiile initiale &(to) = xt,, 
atu~ici  E , ( 2 )  = x, ( t ) ,  V t  E I ,  n I,. Echivalent, dae5 P ,  = (a,, . . . , x,) : I ,  -, 
-, D este o alt5 linie de cimp a lui X cu P,(t,) = xo, atunci (3,(t) = P2(t), 

V t  E I ,  n I,. 
Din acestea rezult5 : (1) exist5 o siaguri linie de cimp maximal% 

a r, lui X ,  cn a(t,) = a,, itefinitg pe reuniunea domeniilor de definitie ale 
liniilor de cimp ale lui X care aplic5 pe to En xo ; (domeniul de defir?i$ie a1 
unei linii de cimp maximale este un interval deschis din R) ; (2) oriee alt5 
h i e  de cPmp P : J + D a lui X cu P(to) = xo este o restrictie a lui a. 

Soluf iile sisteiuului algebric 

adici zerourile cimpului ~ectorial X = (X,, . . . , X,), gensreazg solutii 
ale sistemulni diferential (1). fntr-adevgr, dac5 a = (a,, . . . , a,) este o 
solutie a lui (2 ) ,  atunei x(l)  = a, Vt  E R, este o solutie (constant&, inva- 
riant& in tirnp) a lui (1). 0 sstfel de solu$ie se numeqte pzcnct de ec7~iZibrzc. 

Lungimea llX(x)il este de fapt viteza cu care o solutie a sisternului (1) 
trece prin pimctid GC. 



) = (- xZ, x I )  Liniile sale 

(solufia genelalri) Limo de clmp maximal5 care trece prin punc- 
tuI ~ ~ ( 0 )  = CI, ~ ~ ( 0 )  = I )  este .* 

a(t) = (a  cos t - b sin t ,  n rill f I b cos f), i E a:' - 

0-10 n+O 
b t O  b t O  

= 0, V t E IR (punctul Ge cclnhbru), iar lim a([)  nu exist5 
t*w 

3 2. Fie S = (u,, . . , a,,) nil cilnp rectorial paraiel pe Eta. 
c: L L  

Sisternul care d l  liniile de cirnp -- = a,, 1 = 1 ,. . . , 1 1 ,  adtnite soiulia generdii R, = a,f + c , ,  
d t  

t E R. 1 n corlcluzie liniile de cimp ale unui cimp \ eciorial pardlcl sink drepte para!e!e. 

3.3 S;i gisirn Iiniile de cimp ale unui cirrip vectolial tors~onal X -- (XI, . . . , X,) pe o mul-- 

t ) / r ,  r = v(zl- gl)L + . . . + (alZ - I J ~ ) ~ ,  z E En \ :y:, sillt se~r~idrepte deschise, 
apare ca pullet as~mptotic pentru acestea. Sellsul pe orllite este irnpus de sem- 

acest conlexl se situeazii cimpurile nemtorrcne cu sirnelrie sferitR (cimpuri de 
tlpurile electrostatice cu sirnetr~e sferici (ctiilpuri dr airaclie sau de respingere). 

Pie X tin c f m p  oectorial de clctsd C1 pe o ~k~zcljinle desakisii p i  
R", i a r  : I + D o t inie tle cPnlp c!. lui  K. I)t&eci s evte un ptcnc8 



u i  I 8 i  7 ,  : J -t I ,  r , ( t )  = t + s(trcrns1nJia 412 prin s) ,  atunci 
a F = ol,. 7, li.nie d e  ciqrlp a lui X deji~zilti pe iniier~alul J = ~ ~ ~ ( 1 ) .  

Demonstrajie (fig. 3.3). DacZi t -+ a(t)  este o 
a(t -1 s )  este tot o linie de ciznp. fntr-adevs 

da I + s)/  = - (0, = X(a(t ,  + s ) )  = X( 
t=t,  dt Ir=t,;s 

eorcmii. Pie X u n  citnp aecto- 
e clnsii C1 ye o ?nuljinze deschi- 

ti I) c W", f i e  so E D :ri 
: I ( x o )  -+ D linia d e  clmp maxi- 
Zii a lvi  X prin s,. Bacii s esfe 
punct fixat a1 lui I ( x o ) ,  atunci 

o r ,  : T-, I (x , )  -+ D esie li?zia de  cimp 
imalci a lui X prin a,o(i'o f 8 ) .  

Dernonstmjie. Conform lemei, 
o linic de cimp prin x, = 

s )  definitZi pe T-,l(x,). 
a trebuie sZi eoincid5 pe acest domeniu cu linia de cimp maxi- 

se impune 7-,I(x,) = I(x,). Rezult5 to - s E I (x l ) .  Aplicim din 
a care aratii c5 U,,O r-,  este linia de cimp prin a,,(t, - 3 )  = xo 

7,1(x1). De aeeea -c,I(x,) I ( xo ) .  Rezultii "t2i domeniul de 
definitie al lui T ,  este egal cu I($,) $i deci ar,  o rS = url. 

Fie X un cimp vectorial de clasi Cl pe D [Rn. Teoremele precedente 
%rat5 c5 dou5 ?,iiiii cle cilnp nlasi~nale distincte ale lui X nu se intihesc 
dac5 ar a17ea un punct cornulz, ele ar trebui sB coincidii pe un interval). 

urixare, uu. pnnct cie echilibru nu poate fi valoare inif;ialZi a unei 
diferit5 de el, dar poate f i  punct asimptotic a1 aeesteia (limita in 
cu t )  sau limita solufiei in raport cu punctul ini$ial. 

Exist5 linii de cimp care se autointeisecteaz5, adic5 sint cube  inchise. 
f n  particular, punctele de echilibrn ale sistemului fac parte din aceasti% 
categorie de curbe. 0 linie de ciinp inchis5 are alum din fig. 3.4 $i nu 
cea din fig. 3..5, deoarece vectorul tangent la curb21 in fiecare punct este 
unic (valoare a cimpului X).  Teorema 
precedent5 aratZi c.2 fiecare linie de ciinlj 
maximal5 este fie injecti~5, fie simp15 $i 
"mchis5, fie constantg. 

Teorem8. Fie X zcn cinz_i, vectorial 
de clm& C1 pe D 07". DacG M : I + D 
este o Zinie de  cfnzp a lui X czc a(t,) = 
- ~ ( t , ) ,  t l, t? E I ,  tl < t2 (adicii a este in- 

is&), atzcncz a se ponte preluqzgi la tntreaga 
ax& 07, prelungiren ?i : [R -+ D J'iind periocli 

Demonstritjie. Orice s E [R se poate reprezenta uni1;-oc in forina s = 
= t + z(f2 - ,tl), t E [ t l ,  t2], ?Z E Z. Functia Z : IJ? -+ D, definit5 prin 
Z(s)  = u(t)  este periodic2 g i  are perioada min iir I;(S + T )  = Z(S)) E 



mpzale ctrnpului vectorial X = ( X I ,  . . . , A> ) de clasg CQsiilL drepte dac5 

secfia cntervalelor rle defcnifce. 



sistemul diferential auionorn 

I($)),  i = 1, . . . , ?%, 

( y ) ) ,  j = 1, . . . ?  n7 

. . . , n, pe D, = cptD). 

eorema care urmeaizg d5 conditii care asigurs existen$% unui difeo- 
y(x)  cu proprietatea 

0 pentru j = 1, . . . , 

i = 1, . . ., fz, pe U se reduce 

, 0 , 1 )  fn cimpul vectorial - [Rn ca suma directs dintre 
0 )  - Rn-l $i partea vertical& 
entificare prin izomorfismul 
p, iar in V considergm seg- 

ipoteza X(xo)  $ 0 asigurg existent& unei 

ompunerea ortogolia 

, 1)  = UP,  t )  + 0, t)X(xo),  

unde u(h ,  2) este partea orizontal.5 g i  v(h, t )X (xo )  este partea vertica 
av au 

Deoarecev(lt, t )  = (@(h, t ) ,  X(xo)) /  / lX(xo) 112, obtinem -- (0,0)=1, (0,  0)= 
at at 

= 0. Identificind pe @(h, t )  cu perechea (zc(h, t ) ,  u(h, t ) ) ,  gisim matricea 



care este nesingularg. Conform teoremei fnnctiei inrerse ( h ,  t )  -+ @(h, 1 )  
ste un difeomorfisln pe o vecint-itate ti, c If p x i7, a yunctului (0, 0). No- 
nd y = (72, t), IC = @(y), gt-isim ? = ~i U = @(U, ) .  Mai lnult 

0 .  $ (Q(J  7)) + . . .  + 0.---- ax, (@fir)) + 1 -" ax (@(?/I) 
ay, -, ayn 

- a st a@, 
- - {a&)) = 7 (@(h, t ) )  = X,(@(h,  t ) )  '(x), i = 1, . . . , n 

ayn d t 

urmiitoarele d 

multimile de nivel constant a 
0 integral5 prim2 reprezintii o lege de eonscrvare. 

" dN a H  " 

Functia If este un exemplu de integral5 prim5 globalti, caz intilnit destul de rar. 

Aplicafla 3.5. Fie -4 = [at,] o matrice antisimetricl de ordinul n ~i S = (q, . . ., 

DZl7f0(x) = Ddp(x, x) = 2(.~, D,L%T) = 2(x, AX) = 0,  



in baza antisi~netriei matricei ,4. Teorema care urmeazi arat i  c i  nu putem apea mai mult d e  
- 1 integrale prime functiollal independente. 

Hipersuprafetele de nil el constant ale fullctiei fo(x) = 11" sint hipersfere. De aceea orbi- 

a -  s a arbin unor hipersfere. tele cimpului vectorial Kllling X ,  = 5 2 j  p 
I 

Hipersuprafetele de nivel constant ale fnncbilor f,(s) = j l i lmz I/', m = I, . . . , n - 2, pot 
fi difeomorfe cu hipersfere (daci A estc llesingular5 ~i cleci n este par) sxu sint subvarietgti 
cilindrice de rotatie (daci A este singulars). Inir-adevir, acestea sint caracterizate prin ecualii 

2fa-, 
1 - 4  , . . .  +I ,&----= 0. 

i A, 

a, este un sistem l i n i ~  0n10gen de )a ecunfii care adrnite prin 
( X I ,  . . . , X',,). Rezultt5i c.& determinantul siste- 

mului trebuie 8% fie nu1 pe U ,  n ( f l  .fly ' . ? f,Z-1) 
= 0,  deci f ,  fl, . . . , .fa-, 

D(xl l  x2. . . . , xn) 
sint functional dependente, azclic& exist5 
Reciproc, orice functie cle clas:i C_L cle tip 
tegralii prim2 a sistemnlui (1'). Ilntr-adev 

91-1 a,$ 
n,f = - - 

j = 1  2f, 



Orbitele asbitrare in jurul lui x, ale cimpului sectorial X sint descrise 
arteziene implicite 

f1(x) = c17 . . = 

rin a, trecind orbita pentru care s = fi(xo), i = 1, . . . , n -1. 

i I! 
Varia.tzl&. :Nobiunile de integral5 

prim5 g i  independent% functional5 
sint invariante in raport cu difeo- 
morfis~nele (nu depind de sistemul de 
coordonate ales). De acaea este sufi- 
cient s5 demonstriim afirmatiile teo- 
remei pe sistelrlul in y = (y,: . . . , y,) 
dat in teorema de indreptare. f n  
acest caz este evident cii functiile coor- 

, . . . , n -1, sint n -1 integrale prime functio- 
nal independente fji c& orice integralti prim2 este o fr~nctie de elas5 G1 
de cele n-1 integrale prime y,, . . . , y ,-,. 

Orbitele pe U sint segmente de dreptti de ecuatii carteziene implieite 
y1 = el, ..., yn-l = en-> (fig. 3.7.) 

Uneori sistemul dlf erenbial autonoin (1') se inlocuiegte cu sistemul 
simetric 

Pentru aceasta se convine cii dac5 un numitor este functia zero, atunci 
num5riitorul reapeetiv trebnie egalat cu zero. Punctele in care se anuleaz5, 
f ofii numitorii genereazii punctele de echilibru. 

Scrierea in forma sinietricii (3) permite determinarea, integralelor 
prime prin metocla combinstiilor integrabile (vezi qi cap. 8). f n  ipoteza, 
cii exist5 funcfiiile A, : D -+ R7 j = 1, . . . , n, de elasii CO, astfel incit 

n n 

hjdxj = df $i C A,X, = 0, din 
'.- 2-1 j=1 

rezult5 ecuatia Pfaff exact% d j  = 0 cu solutia general& j(x) = c. Cu alte 
cuvinte, functia f : D -+ [R, a -+ f ( m )  este o integral5 prim&. Diferentiala- 

Aj  dxj = df, cu conditia I; AjXi = 0, care mareheaz5 ortogonalitatea, 
1 

dmpurilor vectoriale A 
combinajie integra.bQ6. 

Exemplu (fig. 3.8 ; vezi qi 2.6). Fie 

dz - dy - dz - - 
- adz + bdy f cdz xdz f gdy f zdz - - - 

bz- cy cx - a: ag - bx 0 0 



Rezultl adz + bdy + cdz = 0, xdz f ydy f zdz = 0 si deci ax f by + cz = cl, x2 + y2 f 
f z2 = c,. Integralelor prime definite prin fl(z, y, z) = ax + by f cz, respectiv f2(x, y, z) = 
= xa + y2 f z2 li se atayeazi matricea jacohian 

1 2 2  2y 221 

1 pe A = (x, y, z)\-=-=- 
cu rang J = { u b c  

2 pe IR3 \ A. 

x y z l  
Rezultl c5 solupa general5 a sistemului pe 

B3 \ A este familia de cercuri ax + by f cz = Cl, 

xZ + y2 + ZZ = c,. Evident, A coincidecu multi- 
mea punctelor de echilibru ~i este normala ce 
trece prin origine a familiei de plane paralele 
ax + by + cz = q. Atit solutia general5 cft y i  
pnnctele de echilibru fac parte din familia de 
multimi descrisi de ecuatiile ax + by $- cZ = C,, 

xa + yz + zZ = C2. 

0 b s e r v a t i i. 1) Fie X un cimp vet- 
Fig. 3.8 

torial de clasi Cw pe D C Re, n >, 3, f i r5 ze- 
row-i. Dac5 fl(x) = cl, . . ., fn,(x) = c,, sint orbitele lui X pe U c D, atunci exists f n  :U -+ 

astfel incit XiU = f, grad f, x . . . x grad f,,. 
2) k(< n - 1) integrale prime funclional independente determin5 o subvarietate a lui 

ELn CU n - k dimensiuni, iar liniile de cimp (orbitele) sint complet incluse in aceasti subvarietate. 
3) Dacg gh im n - 2 integrale prime functional independente f,, . . . , ale  sistemnlui 

(3), atunci g5sirea solu$iei generale se reduce la g&irea solutiei generale a unei ecnatii diferenfiale 
de ordinul intii. 

Peutru a justifica afirmatia precede nt5, fie subvarietatea bidimensionals 

Avem nn sistem de n - 2 ecuatii care definesc pe x,, . . . , r,-, in functie de z,,, x, . 

dx", -1 Dar ------ = -- dxn . fulocuind pe XE ohtinem o ecuatie diferenfialg de ordinul uuu cu solutia 
xs-1 x n  

Punind cr= f* , rezulti fn-l(x) = c,-, ~i astfel am g h i t  o nou5 integral5 prim5 functional inde- 
pendent5 de celelalte. 

Exemplu. Fie sistemul 

dx dy dy - dz dy dx Y 1 
Din ---- = ---- rezult5 xy = cP Din ---- - - ghim-f -=Osau- - -+  c z - -  c,, 

7: -U -xu u2 c, ua 3 l - 3  - 
adici ya + 3x;z = c,. Solufia general5 $ p~nEtele de echilcbru ( m a  Oz : x = 0, y = 0) 
ale sistemului dat fac parte din familia de multimi descrisg de ecuatiile xy = c,, y3 + 3xyZ = 
= e,. fn t r -adev~,  intepalelor prime definite prin f,(x, y, z)  = xy, fa(%, y, z) = g3 f 3xyz le 
corespunde matricea jacobian 

Y x 1 pe A = {(x, y, 2) I Y = 01, 
O 1, rang .= { 

3yz 3yZ + 3x2 3xy 2 pe B 3 \ A .  



4) Consideriim dou5 cinlpuri rectoriale coliniare. Scrierea simetrici (3) aratii c5 d a d  
facem abstractie de punctele de echilibrn ce pot fi introduse de factorul decoliniaritate, atunci 
cele dou5 cimpuri vectoriale coliniare au acelea~i orbite. 

5) i n  cazul spatiului cu trei dimensiuni se utilizeazi ~i notafiile T(r, ZJ, r) = rfI(x, g, z) - 
. i  $- v2(x, y, ;) j + v3(x, y, z)k, r = si + gj $- rk, clr = dxi f dgj + dzli, r = Vx" g2 + z2, 
i ar sistemul simetric 

40'0 %'O 
Fig. 3.9 

este echivalent cu ecuatia vectorial5 V x  dr = 0. 

Aplieafia 3.6. Fie 

dz dy dz 
cimpul electrostatic produs de sarcina go. Liniile de cfmp sCnt solutiile sistemului = = -, 

T 11 2 - J - 
(x, y, f) E B3\(0), adic5 familia de semidrepte x = clg, x = c2z :, ZJ = 0, r = 0 ; (x: y, z) f 
E R3\{O>. f n  plus lim E = 0 $i deci punctul de la OJ fn X 3  poate f prilit  ca un punct de echi- 
libru (fig. 3.9). 7+co 

C o m e n t a r i u. Existents integralelor prime ale cimpului vectorial X = (4, . . . , Xn) 
este echivalent5 cu existents difeomorfismului de indreptare. Dacii presupunem c i  am demon- 
strat existenfa integralelor prime fI, . . ., fn-,, atunci difeomorfismul 9 de indreptare se poate 
obtine astfel : sistemul cartezian implicit f,(x)=cl, . . . , fa-,(x) = en_, determini funcfia de com- 
ponente 

1 = X I ( X ~ ~  el, . - ., cn-l), . - ., fn-* = ~n-~(xn ,  el, . . . , c,,) ; notam hn = Xnc (x,, . . . , x ~ - ~ )  

gi  definim 

Aplieafia 3.7. S5 se determine un diieomorfism local care indreaptg cimpul vectorial 
X = (XI, X,, X,), Xl = x3 + 3xy2, X2 = 2y3, X3 = 2y2z ~i s5 se controleze rezultatul gPsit 
prin calcul direct. 



dx dy - dz 
Rezolvare. Sistemul simetric - - - --- ~i ipoteza X ,  = 2y2z # 0  conduc 

+ SXYZ 2y3 2y2= 
dx x3 3x 

l a  Z = cl ~i la ecuatia Bernoulli - - - - -- = 0 .  Ecuafia Bernoulli se transform% fntr-0 
Y dy 2g3 2y 

1 5yZ + x" 
ecuaue liniari prin substitutia u = T 2 ,  x # 0 .  Kezultg solutia = c,. 

5xzy5 

Z 5y2 + z2 2 9  dz 
Din X ,  2y2z, - = 

1 
- 

c,, - c, giisim h, = - $ i s I , = -  - - - 
Y 5x"5 C1 

4ze 4yZ 
*a 

5y2 + xa 1 
Difeomorfismul c%utat este definit prin x' = - , y' = , Y E - - -  (pentru a dove- 

Y 5x2y5 45' 
di c5 acesta este un difeomorfism se folose~te teorema functiei inverse). 

Pentru verificare not5m cu XI., X2,, X3, componentele lui X in noile coordonate x', y', z' 
@i tinem seama de regula de schitnbnre a cornponentelor la o schimbare de coordonate (v. 1.5) : 

dx' axp ax' X - 3 ~ '  +x,-- ay' + X 3 - = O 7  dy' xl, = y - + x -- + x3 -- = 0,  x,, = 
1 ' 1 

a x  ay a2 a x  all a2 

dz' dz' -- + - + X X , - - = I .  X3, = 1 
ay dz 

Generalizarea teoremei lui Euler. P i e  X un c t m p  vectorial d e  clastii 
Cm peho m u l f i m e  deschis& conead D [R", n 2 3. Dac6  X este solenoidal ,  
atuinci p e n t r u  orice p u n c t  a, e D c u  X ( x , )  # 0 ex is t& o mu l$ ime  deschisci 
U c D care con f ine  p e  x, ;i n-1 c t m p u r i  scnlare f,, . . . , jn-, de  clasti C" 
ge U ast fel  dncdt 

XI. = grad f , x  . . . xgrad fn-,. 

Dernonstraf ie .  Exist5 o vecin5tate U ,  c D a lui a, $i n-l integrale 
prime functional independente g,, . . . , gn-, : U ,  4 [R de clas5 Cw,  iar orice 
altii integral5 prim5 este o functie de clas5 Cm de acestea. Deoarece orbitele 
lui X pe U ,  au ecua$iile carteziene implieite g,(x)  = c,, . . . , gn-I ( x )  = 
- - en-,, exist5 g, : U ,  -+ [R de class C m  astfel incit X = g,  grad g, x . . . 
. . . x grad gn-, pe U,. Relatia disr (grad g, x . . . x grad gn-,) = 0 implie% 
div X = (grad g,, grad g, x . . . x grad gn-,) $i deci eonditia ca X s5 fie 
solenoidal este echivalentg cu dependents functional5 a cimpurilor 
scalare g,, . . ., gn-,, g,. Deci exist5 o veciniitate U c 17, a lui x, astfel 
incit g, 1. este o funetie de clas5 C" de g,, . . . , gn-,, adic5 g, jU este o 
integral5 prim%. 

Consider5m un difeomorfism local de clas5 C" care face trecerea de 
la integralele prime g,, . . . ,gn-, la integralele prime f ,  - f ,  (g,, . . . , g,- ,), . . . 
. . . , fn-l=fn-l(g,, . . . , gn-,) pe o veciniitate a punctului (g,(x,), . . . , gn-l(sO)) .  
Notiiminversa local5 cu g, = g, ( f , ,  . . . , fa-,), . . . , g,-,= g,-,(f,, . . ., fa-,). 
Atunci 

D(g17 gn-l' gadll x . .. xgradfn_,. x =gn(gl ( f i ,  -..,fm-,), - - * , g n - l ( f ~ ,  -..7f*-l)) D( f,7 

. - a ,  fn-1) 

Fixind pe f,, . . . , f ,  -, prin conditia 



obtinem reprezentarea 

XI, = grad fix.. . x p a d  f,-,. 
Exemplo. Fie dmpul vectorial solcr~oidal X = (x2 - $)(y" t-z, zy). Orbitele lui X sint 

descrise de ecuatiile carteziene implicite x2 - g2 = cl, xz - zB = c,. Deci g, = z2 - y2, q2 = 
- 2 
- x2 - z2 si din X = g, grad glx grad g, reznltii g3 = g1/4. Punind f, = y1/8, f, = & g5sim 

K = grad fl x grad f,. Evident, putem iua = $ , f.. = g, + g, ~i alunci X = grad 4, x 

grad f,,. 

3.3. Conjeetura lui Salbba Steftineseu 

Liniile cimpurilor rnagnetice (cimpuri solenoidale) determinate de 
unele circuite electrice filiforme (circuit filiform de douii ori cotit, triunghi 
de curenti rectilinii, poligoane regulate de curenti rectilinii, dicurent direc- 
tiliniu strimb, clreptunghi centrat de curenti rectilinii egali, paralelo- 
gram centrat de curenti rectilinii egali etc.) au fost @site de aced. Sabba 
Stef&nescu prin tehnici elementare ingenioase [jl]. Cu aceastii ocazie 
S-au £&cut urmiitoarele observatii : 

- exists linii de cimp magnetic deschise, 
- pentru modelele analizate, liniile de cimp magnetic sint descrise 

cu ajutorul unor integrale prime, 
- in toate cazurile studiate, printre integralele prime gzsite se aflg 

eel putin una care este functie rationals. 
Pentru exemplificare consideriim trei cazuri in care cimpul magnetic 

derivg dintr-un potential, ipotezs ce sustine faptul cZi liniile de Grnp sint 
deschise (v. 5.1) qi un caz in care cimpul magnetic este rotational.In fiecare 
caz d%m integrala prim& rational&. 

Deoarece ra$ionamentele matematice se h c  in [R3, cunoasterea unei 
integrale prime reduce ggsirea liniilor de cimp la de 
generale a unei ecuatii diferent;iale de ordinul intii. 

1)  Caxul zcmzci diczcrent directilinizc strtmb (fig. 3.10). Poten$ialul 
magneOic a1 dicurentului directiliniu strimb are expresia 

(cimp scalar armonic) g i  deci H = 
= grad .fa($, y, x ) .  Sistemul care di 
liniile de cimp ale lui H admite 
integmla prirng rational5 

yfa7 Y,  z )  = 

- (xz + ay)2 + ~ ~ ( 2 ~  -t y2)  
Fig. 3.10 (y2 + x2)2 

deoarece se verifici DHcp = 8. Muftimile de nivel constant y(x, y7 x) = c 
sint suprafete riglate cr~ axa Ox ca as& de simetrie. 



2 )  Caxul a doi curenti eleclrici reclilinii egali. Potentialul magnetic 
a1 ansamblului c.elor doi curenti este 

Orbitele lui H = grad jJy, sint continute in 
mul$imile de nivel constant 

Lx2y2 + y Z  + x"1 + y2)  + b2 (1 + y2)li.l - 
[ ( x i .  - ~ 7 ) ~  +fY - ba)!E(2k + X Y ) ~  +(Y + bl21 - .+- 

= 6,  

care se dovedesc a f i  suprafete riglate cu Ox, 
O y ,  Ox ca axe de sirnetrie. 

3 )  Ca2u2 a palru curen$ eleclrici Ziniari de 
aceea~i inten,sitate, siluaji i n  perechi .in douzcic 
plane paralele (fig. 3.11). fn  acest caz cimpul I 

magnetic H derivB din poten$ialul Fig. 3.11 

- 
-p arctg xT{ 4- Y p  - + YP 

x - h  Z - h  

definit pentru x # -h, z # h. Sistemul care dB liniile de cimp ale lui 
H admite integrala prim5 

unde 
D: = ( Z  + h)' t_ (- xy + ?/i . )a ,  0: =(z - 7 ~ ) ~  +(- XY + ypI2 

Fig. 3.12 

4 )  Ca2uZ unui drcptnghi centrat de curenji recti- 
Zinii egali (fig. 3.12).  Cirnpul magnetic H a1 intre- 
gului sistem de curenti are componentele 

x + b  - x - b  + $ + a  - m - a  H ,  = 
ya + (2 + b)2 p2 + ( x  - bI2 y2 + ( x  + a )2  y 2  +(x - ul2 

De aici se observii ck H este un cimp vectorial rota$ional. 



Orbitele lui H sAmt continute in multimile de nivel constant ale functiei 

Rezultatele obtinute in leg&turii cu liniile de cimp magnetic l-au deter- 
rninat pe Sabba Stefiinescu s% formuleze urm&toarea conjecturg : sistemu 1 
care dd liniile de oimp magnetic at zcnzci circuit electric jilqorm admite o 
integral& prim6 rafionat6. 

3.4. Linii de cimp ale cimpurilor veetoriale liniare 

Un cimp vectorial X = (X,, . . . , X,) pe [Rn se numegte liniar dac5 
n 

toate componantele Xi  sint functii liniare pe Rn, adic5 Xi = aiixj1 
j =1 

9: = 1, . . . , n, unde a,, sint n2 numere reale date. Un cimp vectorial care 
nu este liniar se numeste neliniar. Un cimp vestorial liniar este : 

1) potenfial, dae% aij = a,$ (potentialul este o form5 pBtratic5 cu 
ooeficientii a t j )  ; 

2 )  solenoidal, dacii a,, f . . . + a,, = 0 ; 
3) arm.onic, dacii aii = aje, all + . . . + a,, = 0 ;  
4)  Killing, dacii ail = -a,i ; 
5 )  omotetic, dacii aii + aji = 46,,, 4 = const # 0. 
Crogetul a douii cimpuri vectoriale liniare A x  g i  B x  este cimpul vec- 

toriailliniar [ A x ,  B x ]  = DA,Bx - DBZAx = ( B A  - A B ) x .  De aceea mul- 
W e a  cimpurilor vectoriale liniare pe [R" este o algebrii Lie de dirnensiune 
ma (dimensiunea spatiului rectorial real a1 matricelor piitratice reale de 
ordinul n) .  

Liniile de cimp ale unui cimp vectorial liniar sint solutiile sistemului 
diferential liniar omogen cu coeficienti constanti 

Utilizind notatii matriceale A = [ati], m = t [x l l  . . . , x,], obtinem 
transcrierea 

dxfdt = A x .  ( 5 )  

Punctele de echilibru ale sistemului diferential ( 5 )  sint generate de solu- 
sistemului algebric liniar omogen A x  = 0. 
Liniile de cimp ah cimpului vectorial liniar Ax pot f i  gbite sub form5 

explicit% cu ajutorul matricei esponentiale 

care este o functie analiticii. 



Teoremii. Lin,ia de ctmp a lui Ax care trece prin punctul x, la mo- 
rnentul t, este dejinitci prin 

Demonstrajie. Deoarece 

dx/dt = L4eit-to)"x , = Ax, $(to) = e(to-to)Axo = 30 7 

dx 
functia datii este o solutie a problemei Cauchy --- = Ax, x(t,) = m,. 

dt 
Aceastii solu$ie este unicz, in baza teoremei de unicitate [l, 25,361. 

Tinind seama de faptul cii rnatricea exponential5 este nesingularg, 
multimea (x(t) = e(Lto).4x, /x, E [Rn) este un spatiu vectorial izomorf cu Rn. 

Aylieafia 3.8. SB se determine linia de cinlp a lui AX,  A = [-: r :I, c x e  

-3 -6 -6 
trece prin punctul (- 1,2, 0 )  la mornentul t = 0 .  

Rezoloare. Ecuatia caractcristic5 det(d - ?,I) = 0 are soluvile A, = -3, A, = - 2  
A, = 0 .  Vectorii proprii corespunzgtori sfnt 

este rnatricea diagonalizatoare pentru A, adic5 

-3  0 

sau explicit x,(t) = -3e-3f -/- 2e-zt, x,(t) = 3 - e-zt, x3(i) = 3e-3t - 3, f~ IR. 

0 b s e r v a f i e. Fie c = '[el, . . ., c,] un vector constant arbitrar. Solufia ~ ( t )  = etAe 
1 E IR a sistemului (5) s c  numeste :olu!ie genelr lli. Din ea se obtine orice alt5 solufie prin parti- 
cularizarea lui c. 

Calcularea matricei exponentiale este destul de difieilii q i  uneori face 
ape1 la tehnici speciale. Pentru g&sirea, solutiei generale a sistemului liniar 
omogen cu coeficienti constan$i se poate proceda in felul urmgtor. Prin 
calcul direct se observg c5 x(t) = heAt, h fiind vector eoloanii cu coordonate 
constante , t e [R, este o solutie a sistemului liniar omogen cu coeficienti 
constan@ dac5 vi numai dacii h este un vector propriu, iar h este valoarea 
proprie corespunziitoare a matricei A in C. Implicit solutiile se cautg 
de fapt in complexificatul spatiului vectorial CD"([R). 



C a z u 1 1. 8% presupunem c% valorile proprii h,, . . . , hn ale matricei 
A s h t  diferite yi c5 hl, . . . , hn ,sint vectorii proprii corespunziitori. Aces- 
tora le oorespund soluf,iile liniar independente 

xn: = hLehkt, t E [R, k = 1, . . . , n. 

Deci solutia general5 a sistemului diferential este 

Evident unele Ak pot f i  complexe gi se grupeazg in perechi. fn  acest caz, 
partea realii sau partea imaginarii din x sint solutii generale reale. 

Practic. Se determinii riidiicinile ecuatiei caracteristice atagate ma- 
tricei A. h ipoteza cii acestea sint simple se caut5 solutii de forma x(t)  = 
= heht, t s [R, unde h este un vector colo%n% real ssau complex dup5 cum este 
A. Dacii h este un numiir complex, nu este necesar5 utilizarea r5d5cinii 
complex conjugate. 

Exemplu. Fie sistemu 1 
1 -1 

x' = Ax, A = 

Valorile proprii ale matricei A slnt A,,, = 1 & i. De aceea se caut5 solutii de forma 

care se introduc in sistem; se g5sesc b = c, a = -d.  Astfel 

este solutia general5. Evident Rex(f) sau Imx(t) este solutia general5 real5 a sistemului. 

C a z u 1 2. 8% presupunem c5 ecuatia caracteristicii posed& o valoare 
proprie h rnultipl4 de ordinul Tn gi cii It , . . . , h, sint vectorii ataqa$i lui A 
astfel incit 

Ahl = Ah,, Ah, = Ahz + h1 . . . , Ah, = Ah, + hmql. 

Construim functiile vectoriale 

8% artr2itiim ci func$iile vectoriale definite prin xj(t) = PI( t )  ex*, t G R, 
sint solufii ale sistemulni omogen. Mai intii obssrvim cL 

ax  
Lntroduc*md pe xj in---- = Ax, obtinem o identitate. 

dl 
Astfel unei valori proprii multiple de ordinul m pentru care 

exist% vectorii h,, . . . , h, fi corespund na solutii liniar independente 
de tipul precedent. Partea din solu$ia general5 corespunz~toa~re acestor 



solu$ii este de forma x( t )  = P ( t )  eAt7t E IR unde P( t )  este o matrice coloanZi 
de polinoarne de gradul m - 1. 

Practic. DacZi h este o valoare proprie multiplg de ordinul m, atunci 
se incearcg o solu$ie de tipul x ( l )  = P ( t )  elt, t E IR unde P( t )  este o matrice 
coloanii ale cgrei elemente sint polinoame de gradul m-1, cu coeficien$i 
reali sau complecgi dup% cum este h. 

Dac& solutia general% giisitB este eomplexii, atunei se separ& partea, 
real& sau partea imaginarg care sint solu$ii generale reale. 

Exemplu. Sistemului 

care admite valorile proprii A, = 2, A,,, = - 1. 
Pentru A, = 2 c5utilm x, = a eZ1, x2 = bezt, x3 = ce2t. Introducind in sistem, rezultg 

a = b = c = c,. Pentru &,, = - 1 c5utiIm xl = (a,i 4 P,)e-t, xa = (%f + Ps)e-t, 
x3 = ( 4 t  $- P,)eet. fnlocuind tn sistem, g&im a, = or, = a, = 0, P, = e,, P, = c,, P3 = - 
- (c, + c,). Solufia general5 a sistemului este 

0 b s e r v a t i e. Dacg rang [arg] = p, atunci sistemul diferential liniar omogen cu coe- 
ficienti constanfi 

admite n - p integrale prime liniare. fntr-adev?k, se obsemg ciI 

n 

dac& ~i numai dacg acjhg = 0. Acest sistem algebric admite n - p solutii nenule A:, a = . 
i=l 

- - 1, . . . n - p, $i integralele prime s b t  

3.5. Metoda Runge- Kutta 

Ra$ionamentele prezentate in 3.4 &rat& cL liniile de cimp ale cimpu- 
rilor vectoriale liniare se expliciteaz5 intotdeauna prin cvasipolinoame 
iar rationamentele din 3.2, 3.3 %rat5 c& exist& cimpuri vectoriale ale 



ckor  linii de cimp se pot explicita prin ecuatii carteziene implicite ataqate 
integralelor prime. 'In general ins5 explicitarea esactB a liniilor de cimp 
nu este posibil5 y i  de aceea faeem ape1 la aproximiiri. 

Fie X = ( X , ,  . . . , X , )  un cimp vectorial de elas8 C1 pe D [Rn ti 
sistemul autonom 

care dZI liniile de cimp ale l11i X. Problema C~uchy 

are o solutie unicg t -+ x( t ) ,  t  e I ,  intrucit se verific~li conditiile din teorenla 
de existent5 q i  unicitate. GBsirea solutiei exacte t -+ x( t )  este posibil5 nilrnai 
in unele cazuri particulare. fn  general nu dispuneni decit de nnetode care 
dau aproximilri ale solutiei exacte. Un exemplu este metoda Runge-Kutta, 
care functioneaz5 in ipoteza cB X este eel putin de clas5 C2. 

Fie h  > 0 un pas de integrare fixat, fie formula Taylor 

h " 
~ ( t  + h)  = ~ ( t )  + h,xr(t) + - x M ( t )  + o(h3) 

2 
sau 

h care hi, sint constante deocamdatii nedeterminate (prin Xf intolegem 
matricea jacobian a lui X). 

Ideea Runge-Kutta const& in a determina parametrii A,, ?i at astfel 
hci t  coeficientii puterilor lui h, din expresia lui x(t + h )  g i  din suma x + 
+ $ %kg, s5 coincid5 pin5 la puteri cit mai mari, adic5 8% putem adopta 

i= l  

aproximarea 
S 1 

x(t + h)  = a ( t )  + a&. 
i=l 

Pentru simplifieare vom efectua calculele in cazul s = 2. TinPnd seama 
de formula Taylor, g5sim 

h G  
k2 = hX(3)  f h h , , X ' ( ~ )  (k,) + XW(x)(k l ,  k,) f o (k:) = 2 



unde k1 = h X(x). Atunci 

Cornparind cu expresia lui x(t + h), din egalitatea coeficien$ilor lui h ,yi 
h2 obtinem al + a2 = 1, a2AZ1 = 112. Notind a, = A, gZisim or1 = 1- h, 
a, = A, A,, =1/(2 A). Rezult5 sistemul cu dif erente finite 

x,T1 = x*, + (1 - A)k, + Ak,, k = 0,1, . . ., n. 
unde 

x*, = xo, k1 = hX(x;), k, = hX , care aproximeazB pe x' = 

= X(x) cu o precizie pin& la tirmenii de kadul doi, inclusiv, in raport 
cu h. Acest sistem a fost obtinut prin fixarea unei diviziuni to, tl = to fh ,  
t, = to + 2h, . . . , t, = to + nh a intervalului [to, 2'1 pe care este definitg 
functia necunoscut& x g i  a; r: x (tk). 

Un caz care mi%regt,e precizia este 8 = 4 cind 

k1 = hX(x;), k, = hX(x; +- kl/2), k, = hX(xE + k2/2) 

k, = hX(x; + k3). 

Pentru h + 0 solu$ia aproximativ5 tabelatii 

t 1 1, ... 

dx 
converge c&tre solutia exact& a problemei Cauchy - = X(x), $(to) = xo. 

dt 
De regul5, solutia aproximativg se determini% cu ajutorul calculatorului 
g i  nu manual, cum procedZim cu exercitiile aranjate de autori pentru nevoi 
metodologice. 

f n  incheiere reproducem ca!culele pentru cazul X (x, y) = (x3 + y, 
dx 

-3 + y'), - = 2 3  + y, 3 = - x + y3, x(0) = xo = l, y(0) = yo = 
dt dt 

= -1, t G [ O  ; 0,1], h = 0,01 conform ultimelor formule; Succesiv 



giisim 

(xO7 yo) = (1 ; -I), k1 = kX(x0 yo) = 0, 1(0 ; -2) = 

=(-0,02 ; -0,24), (xO7 yo) + Ic, = (1, -1) f (-0,02 ; -0,24) = 

=(0,98 ; -1,24), k, = hrX((x0, yo) + k,)  =0,1 (-0,3 ; -2,88) - 

1 + (-0,03 ; -0,29)] = (1 ; -1) + ---- (-0,11; -1,51) = (0,98 ; -1,25). 
6 

3.6. Completitudinea cimpurilor vectoriale 

Un cimp vectorial X de class Gi, pe o mn1l;ime deschis5 gi conex5 
D c Rf17 cu proprietatea c5 pentru feacare xo E D linia de cimp maximal% 
a lui X prin xo are domeniul de definitie egal cu R se numegte co mplet. 

fntrucit reparametrizzrile prin transla,$ii sint admise, in cele ce ur- 
meazii simplificsm expunerea conaiderind c& linia de cimp treee prin punctul 
so la, momentul to = 0. 

Exemple. 1) Orice cimp vectorial liniar este complet. De 
exemplu clmpul vectorial X = (x, y) pe W admite liniile de cimp 

~ ( t )  = (xoe*, yoef), (x,, y , ) ~  R2, definite pe R ; zeroul (0,O) a1 lui X ge - 
nereazH punctul de echilibru (fig. 3.13). 

.*- fn  particular, cimpurile vectoriale Killing sint complete. 
2) Un cimp vectorial cu toate linile de cimp inchise este complet. 
3) Cmpurile vectoriale X = (y, 0), Y = (0, xZ12) sint complete 

dar cro~etul [X, Y] nu este complet. 

Fig .3.13 4) Cmpurile vectoriale newtoniene y i  clmpurile vectoriale elec- 
trostatice, cu sirnetfie sfericH, sint complete (v. 3.1). 

Completitudinea cimpurilor vectoriale poate f i  caracterizatii prin 
oricare dintre urm5toarele dou5 teoreme. 



Teoreml. Un c5mp vectorial X de clas6 C1 pe o muljime deschis6 si 
conex6 D c Rneste complet dacci p i  wmai  dacd exist6 o vecindtute I a 1ui O 
5n [R astjel 5nc5t fiecare 2inie de c5mp maximal6 a 2ui X s6 jie dejinitd pe I .  

Demonstrajie. Necesitatea fiind evident%, r5mPne sii dovedim sufi- 
cien$a. Presupunem c& exist& o multimea I deschiss Pn R cu proprietatea 
specificat5 qi not5m cu [ - E, E], E > 0, un interval inchis din I q i  cu J(x,) 
dorneniul de definitie (interval deschis) a1 liniei de cimp maximale a,, 
a lui X prin x,. Prin ipotez% [- E, E] este inclus in doineniile de defimie 
ale tuturor liniilor de eimp maximale. 

Proced5m prin reducere la absurd. Presupunem c5 exist% xo & D 
astfel incPt J(xo) # R ,  fapt ce implie& existents num.irului supJ  (x,) = b 
sau a num5rului inf J(x,) = a. Fie sup J(x,) = b ; linia de cimp prin xl 
= u,,(b - e) are domeniul de definitie J(xl) egal cu translatia multimii 
deschise J(x,) prin -(b - E )  g i  deei J (x,) nu contine pe [- E, E] ; contra- 
dictie. Fie inf J(xo) = a ; linia de cimp prinx, = a, (a + E )  aredomeniul 
de definitie J(x,) egal cu translatia mul$imii deschise J(xo) prin -(a+ E) 

g i  deci J(x,) nu con$ine pe [- e, E] ; contradictie. 

TeoremB. Un cfmp vectorial X de c2asd C1pe o muljime deschisd fi 
conex6 D c Rn este complet dac6 $i numai dacd pentru orice linie de c5mp 
a : I -+ D a 2ui X exist6 o muljime compact6 I{ (care depinde de linia de 
c5mp) astfel Cncgt, pentru orice E > 0, cu ( - E, E )  c I, inzaginea a ( - E, E)  

36 r6mtn6 trb K. 

Demonstrujie. Necesitatea fiind evident%, riimine sii dovedim sufi- 
cienta. Fie u : I + D linia de cimp maximal5 care trece p i n  punetul 
a, la momentul t, = 0 g i  care are proprietatea c& a(-&, E )  este inclus5 
intr-un compact K pentru V e > 0 cu ( - E, E) c I. Deoarece X este o 
functie continu&, restrictia lui 1 1  XI 1 la K este mirginitii. 

Sii ar5t5m c5 (P = sup { e I(- E, E )  c I) este co. Pentru aceasta 
procedim prin reducere la absurd. Presupunem c% 2' este finit qi tinem 

t 

seama e& a(t) = m, + \ X(a(s)) ds t ELO, T). Rezult5 , / ~ ( t ' )  - a(tr') 1, < 
J 
0 

< cltf - $"I Vt', iff e [O, IT). De aceea lirn a(t) exist& (prin criteriul 
t7LT 

dm dm 
Cauchy) q i  apar$inelui K ,  iar lim- (t) exist5 in bazalegiiturii - = X(x). h 

t71T dt dt 
dm 

consecin$5, restrictia lui a la [0, IT] este o solutie pentru - = X(m). 
dt 

Considergm linia de cimp P : J -+ D care trece prin punctul lim ~ ( t )  
t3T  

la momentul 2' e int J. Teorema de existent5 qi unicitate arat5 c& p csincide 
cu a pentru t & [0, l'] n J. Aceasta impune c5 a poate f i  prelungit5 la 
dreapta lui l'. Analog se arat5 c& a poate fiprelungitg la stings lui - T, 
ceea ce contrazice definitia lui l'. 

0 b s e r v a i e. Aceast5 tearem5 a iost formulati5 ~i demonstrati5 de verban Bolintineann 
d up5 un enunt ambiguu din [24] atribuit lui Hartman 1261. 



Consecinte. 1) Dacd sisternul dijerenjial dxldt = X(x3 admite o integral6 
prim6 global6 ale c6rei mul!imi de nivel constant s'int compacte, atunci dmpul 
amtorial X este cornplet. 

2 )  Dac6 Qnchiderea muljimii ( a  e D I X ( x )  # 0 )  c D este compactcZ, 
a t u ~ c i  otmpul vectorial X este cornplet. 

Dernonstra!ie. 2) Orice linie de cimp care intersecteazz mulf;imea, 
precizat5 in enun$ este in intregime continut5 in aceast5 multime. fn 
caz contrar linia de cimp se reduce la un punct de echilibru. 

S5 d5m acum alte condi$ii suficiente pentru completitudinea unor 
cimpuri vectoriale. 

Teoremii [24]. Pie X u n  c'imp vectorial de clas6 Cl pe cr mu,l!irne deschisg 
g i  cones6 D c @". Dac6 exist6 o junc!ie 9 : D + de clas6 C1, o J*uncj%e 
propde h : D -+ @ de clas6 CO g i  constantele A, B asty'e2 Zlzc'it 

JDx$(x)~ < A I$(%) 17 Ih(x)I B Ig(xII7 V X  ED, 

atunei dmpul vectorial X este conzplet. 

Dewzmstrajie. Preciz5m c5 functia h este proprie dac5 h-l (compact) = 
eompact. 

Fie ~ ( t ) ,  t s (- E ,  E )  o linie de cimp a lui X. RTotindF q~(t);= g(a(t)), 
d 

t e (- E ,  E ) ,  gi  tinind sesma de rela$ia D , c ( x , ( t ) )  = - g(a(t)) ,  prima ipotezii 
dt 

inegalitate implie% 

sau in detaliu 

d 
-Acp(t) sign cp(t) b - cp(t) < A cp(t) sign cp(t), V t  is (- E ,  E ) ,  a t 

unde 
-1 pentru u < 0,  

0 pentru u = 0,  
1 pentru u > 0. 

d 
Functia 191 : (- E ,  E) + este derivabilg qi - 1 cp(t)l = ( t )  sign p(t). 

at 
f ntr-adeviir, functia rp este de clasg 8, multimile { t  It E ( - E ,  E ) ,  

~ ( t )  > 0 )  q i  ( t  It r(- E ,  E ) ,  (p(t)- < 0 )  sint deschis~, iar dacg 3t0 E ( -  E ,  E) 

astfel incit ?(to) = 0 ,  atunci 9 ( to)  = 0 qi, in consecin$5, functia 191 
dt 

este derivabilg in punctul to, avind derivata nulii in acest punct. 
Fie t cz [ O ,  E ) .  Observiim c5 

d d rp 
- e-"" p(t) t)l = e-"Y -4 1 q(t)l + - ( t )  sign cp(t)) b 0, V t  e [O, E ) .  
d t  3 - 



Rezultii cii functia definitii prin e-At I ~ ( t )  I , t 6 [O, E) ,  estc decresciitoare $i 
deci e-At lcp(d)l < Iy(O)/ sau jy(t)l ,< y (0) eAt, t G [ O ,  E). 

Pie t E (-E, 01. Se observii cii 

d d~ 
- eAt lcp (t)/ = eAt A / cp (t) / + - -  ( t )  sign cp(t) 3 0, Vt E (- E, 01. 
dt dt 

Bezultii cii functia definitii prin eAt Icp(t) 1 ,  t e (- E,  0] este cresc&toare $i deci 
eAt I cp(t) I G j ~ ( 0 )  I sau 1 y(t) i G 1 y(0) le-At, 1 G (-  E, 01. 

fn  concluzie, I y(t) / g 1 y(0) jeA3ti, Vt E(- E ,  E), sau, altfel scris, 
g(x(t))l < jg(x(0))l eA * , Vt  e(- E, E). De aici q i  din a doua ipotezii inega- 

litate giisim I h(x(t)) 1 G B lg(x(0)) leA!tl, Vt E ( -  E, E). Deoarece h este proprie, 
punctele x(t) riimin intr-o multime compact% cind t variazii pe o vecinitate 
miirginitii a lui 0 (pe care este definitii o solutie). Conform teoremeiprece- 
dente X este un cimp vectorial complet. 

Fie X uu cimp vectorial de clasii C1 pe o multime deschisii $i conex5 
D c Rn, iar f : D -+ ap un cimp scalar de clasii C1. Liniile de cimp ale lui 
f X sint reparametriziiri ale liniilor de cimp ale lui X. Folosind teorema, 
precedents vom ariita cii putem fixa pe f astfel incit sii asiguriim pentru 
liniile de cimp ale lui f X  un parametru care s% parcurgii toat5 multimea 
numerelor reale. 

Conseein$&. Pentru .fiecare cimp vectorial de clasd C1 pe o muliime 
deschisci si conexd D R" exist& un cinzp scalar J' : D --+ (0, oo) de clasd C1 
asgel 5nc5t c8mpul vectorial f X sd fie complet. 

Demonstraiie. Considergm functia proprie g : D -+ [1, oo), g(x) = 
n 

= 1 + $5, care este de clasii C m .  CU ajutorul lui X $i sllui g construim 
J=1  

functia j = 2/[l+(Dxg)2], care este strict pozitiv5 ~i de clasii C1 pe D. 
Deoarece / Dfxg(x) I = j(x) jDxg(x) 1 G 1 G g(x), Vx 6 D, se aplicii teorema 
precedents cu h = g $i A = B = 1. fn  concluzie, f X este un cimp vectorial 
complet . 

Aplicatia 3.9. 1) Fie X = (XI, . . . , Xn) un cimp vectorial omotetic (vezi 2.7) pe f R n  ~i 

f = (x: + . . . + ~: ) [2  energia a t a ~ a t g  lui X. Definitia cimpului vectorial omotetic irnplic5 
2e 

Dxf = - f, unde c = divX este o constants. Dacs f : IRn + fR este o functie proprie, atunci 
n 

teorema precedents, cu g = h = f, A = 2 1c [In, B = 1 arats cg X este un cimp vectorial 
complet. 

0 b s e r v a i e. Energia cimpului vectorial Killing (z - y, x - z ,  y - x) nu este o 
functie proprie deoarece posed5 muQimi de nivel constant nemirginite. In concluzie, exist S 
clmpuri vectoriale omotetice ale ckor  energii nu sint functii proprii. 

2 2) Fie X = (XI, . . . , X,) un cimp vectorial torsional (vezi 2.9) pe D c R n  ~i f =0,5(Xl + . . . 
. . . + x:) energia a t a ~ a t g  lui X. Energia f satisface Dxf = 2(a + (X, Y))f. Dacs f este Provie 

-- 

$i a + (X, Y) este mkginit5 pe D, atunci teorema precedents, cu g = h = f, A = sup [a  + 
(X, Y)I, B = 1, aratg cs  X este un cimp vectorial complet. 

3) Ecuatiile Lorenz [34] 

dx dy dz 
= - a x  + oy, - = - xz + rx - y, - = xy - bz 

dt dt dt 



sint o idealizare a ecuatiilor de mi~care a unui fluid intr-un strat de adincime uniform5 cind 
diferenta de temperatur5 dintre suprafat5 si fund este mentinut5 constant5. Variabila x este 
proporfionall cu intensitatea m i ~ c S i i  convective, y este proportional5 cu diferenta de tempera- 
tur5 intre curenvi ascendenti ~i descendenti, iar semnelesimilare ale lui x $i y indicg faptul c5 
fluidul cald se ridic5, iar fluidul rece coboar&. Variabila z  este propor$ional5 cu distorsiunea 
profilului temperaturii verticale de la liniaritate, o valoare pozitiv5 indiclnd c5 gradientii cei 
mai puternici apar ling5 frontiere. Constanta a = K - l v  este numaful Prandtl, K este coefi- 
cientul de dilatare termalB, v este viscozitatea, iar r este num5rul Hayleigh. 

Cimpul vectorial X = ( - a x  $- a y ,  - x z  $- rx - y, xy  - bz) este complet, adic5 solu- 
tiiie sistemului Lorenz sint definite pe toat5 dreapta real5. fntr-adevgr, este suficient s5 punem 
g(x, y, z )  = x2 + y2 + z2, h (x ,  g, z )  = g(x, y,  z) ,  B = 1 ,  deoarece exist5 o constant5 pozitiv5 A 
astfel fnclt -A(x2 + y2 + z2)  < DXg = 2(- ax2 - y2 - bzZ + (0 + r )xy)  < A(x2 $- g2 + z2). 

3.7. Completitudinea cimpurilor veetoriale hamiltoniene 

Un cimp scalar H : [R2" -+R, (3, y) -+ 8 (x, y), de clas5 C2, se nurnsgte 
harniltonian, iar cimpul vectorial definit pe [R2" prin 

se numegte eirnp vectorial harniltonian. Hamilton a fost primul care a ar5tat 
65 functii de tipul E gi X joaeii un rol esential in descrierea unor fenomene 
ale lumii reale (v. 3.2). 

Dac5 X este un cimp vectorial hamiltonian, atunci 

--- ---- 
d x t d x j  a x j d y i  dx6dxj dyrdyf  

rotX = 
a2H 

1 , div X = 0- 
d 2 H  d 2 H  

axcay  I 3 5 ~ 3 ~ ~  

Astfel, in general, X nu este irota$ional dar este solenoidal. 
Se !tie c5 sistemul diferential care dB liniile de cimp ale unui oimp 

vectorial hamiltonian admite pe H ca integral5 prim5 globalii (v. 3.2), 
iar una dintre teoremele din paragraful precedent arat5 ci dac5 mul- 
timile de nivel constant ale lui IZ sint cornpacte, atunci eimpul vectorial 
hamiltonian X este complet. 

Concretiz5m expunerea in felul urm5tor. Fie TIRn ci [R2" fibratul 
tangent atagat lui [R". Ooordonatele locale in !Z'[Rn stnt (x, y), unde x E R" 
gi  y E SE,[Rn. Un cimp scalar P : [Rn += [R de elas& C2 va £1 numit energie 

1 "  
potential6 pe [Rn. Cimpul scalar T' : [R2" -+ [R, T (x, y) = - C y: se 

2 ,=I 

numegte energia cineticti atagatB structurii euclidiene a lui [R", iar hamil- 
tonianul E : [ R ~ ~  -+ [R, H = l' + V se mai numegte gi energie total6 pe [R2". 

S5 d5m conditii suficiente pentru completitudinea cimpului vectorial 
hamiltonian asociat energiei totale, diferite de cea, mentionat5 anterior. 

Teoremil. Pie H = T' + V energia totalii pe [R2". C.impul vectorial 
harniltonian X este complet doc6 zcna dintre afirrnajiile zcrmiitoare este a d e  
u6ratii : 

1 )  V este o juncfie proprie miirginit6 injerior (de exemplu V 2 0). 
2 )  V este o jzcncjie m&rginitd iwjerior (de exemplu V 2 0). 



'\ 
3) llgrad Vlj este mtirginitk - 

\ 4) ilgrad Vi1 < const Iicp ( I ,  ande x -+ cp (x) este o scujundare ixomet~ic6 
a Zzci ([R", Sij) in ([Rn+l, 6ae). 

Demonstrajie. 1) Punctia H este proprie pe R2^, deoarece V este proprie 
pe W" gi 7 2 0. Ea satisface rela$ia DxH = 0, fiind o integral5 prim& a 
sistemului care d5 liniiile de cimp (v. 3.2). Se aplic& ultima teorem5 din 
paragaful precedent cu g = h = H. 

Pie cp : [Rn -+ [ ~ ~ + l ,  cp(xl, . . . , x,) = (a,, . . . , x,, 0) scufundarea izo- 
metric5 canonicii a lui ([R", Acj) in ([Rn+l, A,,). Spaf,iul euclidian [R" este 
complet. De asemenea el este o subvarietate inchis5 o spatiului euclidian 
[ ~ " + l ,  deoarece este caracterizat prin ecuatia xn+, = 0. Rezultg c& functia 
real5 r2 (x) = ]Icp(x)]I a = xf + . . . + xi, x = (x17 . . . , a,) e Rn7 esteproprie. 
Aceastil funetie satisface relatiile 

unde X este cimpul vectorial harniltonian asociat energiei totale. 
2) Pentru g = H + rl se verific5 IDxgl < 2 1gJ. Ad&ug%m h = ra 

sau 71 = g ~i aplic5m ultima teorern5 din paragraful precedent. 
3) + 4) Fie g = h = 1' -+ ra/2. GZasim 

gi deci 

Cu acestea 4) devine evident5, iar pentru 3) este suficient sii alegem 
o scufundare pentru care 11 cp 11 s5 fie m5rginit5 inferior de un nurniir strict 
pozitiv ; de exemplu cp (a,, . . . , xn) = (q, . . . , xB, 1). 

Cimpurile vectoriale hamiltoniene' apar deseori din sistemele conser- 
vative. Prin sistem conservativ ou n grad6 de Iibertate ss intelege un sistem 
fizic descris de un sistem diferen$ial de ordinul doi de forma 

unde x = (x,, . . . , x,) ell? , iar potentialul V : [Rn 4 [R are o clas& conve- 
dx 

nabil5. Notind - = - y, acesta se transfer% Pn spa$iul fazelor (a, y> e R~~ 
dt 

infr-un sistem hamiltonian, 

da - -- dy 1 "  -y, - = grad V cu H(x, y) = - yi + V(x). 
dt dt 2 k-1 

(6') 

Faptul c5 H este o integral5 prim% pentru (6') se traduce prin aceea 
c5 energia total& H a sistemului (6) se conserv5. Ca o consecin$& apare 
faptul c5 dac5 in momentui inipal energia total& era egalii cu H, atunci 



intreaga traiectorie a lui (6) este continut5 in domeniul caracterizat prin 
V(x) < H (punctul x apartine intotdeauna interiorului gropii de potential). 

0 b s e r v a t i  e [Z]. Toate problemele ce s-au imaginat ping in prezent referitoare la 
sistemele conservative cu un grad de libertate au fost complet rezolvate. Nu se poate aiirma 
acela~i lucru despre sistetnele conservative cu cel putin dous grade de libertate (En acest caz 
exist5 incS probleme deschise). 

3.8. Curen4i gi teorema Liouville 

Fie X = (XI, . . . , X,) un cimp vectorial de clasii Cm pe [Rn. Din fiecare 
punct x a1 lui Rn pleacZi linia de cimp maximal& (unicii) a, ( t ) ,  t E I (x), 
determinatii de condifiile initiale (0, x). Teorema de existenfii gi unicitate 
qi teorema de diferentiabilitate in raport cu conditiile initiale (v. 3.1) aratii 
cii pentru fiecare x, E Rn exist5 o vecingtate Ul a lui x, in [Rn ~i o vecinjtate 
I = (- E, E )  a 1ui 0 in [R astfelincit regula (t, x) + a,(t) define$te o functie 
T' : I x 77, + [Rn de clasii Cm. (fig. 3.14). f inc t ia  partial& Tt : U ,  -+ R", 
!Pt(x) = a,(t) este implicit de clasii Cm q i  To(x) = a, VxsU1. Tot teoreme 
din 3.1 aratB c6 multimea {Tt It 6 I )  are proprietatea de grup Tr+" 
= Tr o T' ori de cite ori membrul a1 doilea este bine definit. Deci IT-t = 
= (!Pt)-l, adic% Tt : U -+ Tt( U), U c Ul, este un difeomorfism. 

Multimea de difeomorfisme (Tt  1 t s I ,  Tt : 27 -+ Tt(U)) se numeqte 
curent local p e  U c R n  sau grup local cu un parametru de difeornorfisrne 
(EransJ'ornaGri) pe U generat de X, atributul local referindu-se la t 6 I  c R. 
Zerourile cimpului vectorial X sint punctele fixe ale curentului. 

Pentru t dintr-o vecingtate a lui 0 putem scrie 

Functia definitii prin x x: x + t X(x) se numeqte transformare infin- 
nitezimals asociatii lui X. Evident, aceasta este aproximarea liniari a 
lui Tt pentru t suficient de apropiat de 0. 

dx. 
Orice integral5 prim% a sistemului--" = X,(x), i = 1, . . . , lz, este 

dt 
o funcfiie invariants fa@ de curentul local x -, Tt(x) generat de cimpul 
vectorial X. fntr-adevsr, tinind seama de definitia integralelor prime, se 
satisface condi$ia de conservare 

/ (  ce se intimplB pentru t = 0 se htimpl5 gi pen- 

/ &  tru ' t = t, E I, adic5 - dt d j(Tt(x) I t t o  = ) Rezults 

/ - Ax;, . . ., 2;) = f(xl . . ., 2). 
Notiim cu D(0) o multime deschi&, conex5 

Fig. 3.14 $i m&rginit& din [Rn de volum v(O), inclus5 in 
domeniul de definifiie a1 lui $. Atunci D(t) = !Pt(D(0)) v s  avea volumd 
'At). 



. Teorema lui Liouville. Puncfia 1 -+ v ( t )  are dwivata 
i 

Demolaslrajie. Pornim de la egalitatea 

(vezi schimbarea de variabile in integrals multipl5 de ordinul n). RelaPe 

xi' = & + t X , ( x )  + 0'(t21, 

ax: -- - + t a x ,  + ogj(t2),  i , j  = 1, . . ., n, 
8% ax, 

implicg 

8i deci v ( t )  = \ [l + t div X + 0 ( $ 2 ) ]  dx. prin derivare in t = 0 E I ggsim 
J 

D(0) 

div X dx. Schimbmea lui 0 in to E I nu afecteaaii egalitatea, 
dt 

A(0) 

mai precis 
d v  
- ( to)  = div X d 
d t  \ 

D( t o )  

Conseeinfe. 1)  Dacd V'div X = 0 (adi- Fig. 3.15 
cd X este un cQmp soZenoidaZ), atunci 
curentul Zocal ( T t  1 2 E I 1) conservd volumul, adicd u(t )  = v(O), V t  E I (fig. 3.15) 

Fig. 3.16 Fig. 3.17 

2 )  Dacd div X < 0 ,  atunci curentul generat de X mic$oreaxd volu- 
mu1 (oontracjie v. fig. 3.16). 

3) Dacd div X 2 0,  atunci curentul local asocial lu i  X mdreate volumuZ 
(dilataJie, v. fig. 3.17). 



0 b s e r v a f i i. 1) Din teorema Liouville rezult5 c5 divergenta unui cimp vectorial 
define~te \-iteza de contracfie-dilatatie a volumelor de c5tre curentul local corespunziitor. 

2) Curentul local generat dc X micsoreaz5 volumul dacii qi numai dacii curentul local 
generat de - X miire~te volumu'l. 

ax: ax, 
3) Inversa matricei jacobian de clemente ---- = aii + t ---- + oij(t2) este matricea de 

dxi axj  

axt axi 
elemente = 8fj - t - f o i j ( 1 2 ) .  

ax; ax; 

4) Teorema Liouville are aplicaui importante in mecanica statistic5 ~i permite studiul 
sistemelor mecance prin metodele teoriei ergodice [13]. 

S5 presupunem acum c5 X este un eimp vectorial (de cbsg Cw) corn- 
plet pe Rn. Cu alte cuvinte, prinfiecare punct a1 lui [Rn trece cite o linie 
de cimp maximal5 a lui X (gi  numai una) care este definitii pe Entreaga 
as& real5 (Rn apare ca reuniunea disjunct5 a orbitelor lui X). Notindcu 
a,(t) linia de cimp derminali de conditiile initiale (0, x), regula x -t T ( x ) =  
= a,(t) definegte un difeomorfism T t  : [Rn -t R~ de elas5 C" ; in particular 
P(x) = x, V x  G Re. Proprietatea Tr+" = T'o 1'" PO !Pr mat5 c5 ( Tt j ~ E R )  
este un grup comutativ. Grupul { T t  It E [R) se numeqte cured global pe 
R" sau grup (global) cu un parametru d e  dijeomorjisme (transjormdri) pe 
Bn generat de X. 

0 b s e r xr a t i i. 1) Multimea Rn poate fi inlocuit5 cu orice subrnultime deschisii si conexs. 
2) Dac5 X este de class CP, p 3 1, atunci difeomorfismul Tt este de clas5 Cp[l]. 
3) Mulvmea difeomorfismelor (transform&itor) pe IRn este un grup in raport cu compune- 

rea functiilor. Functia partial5 f -P Tf (x) este un omomorfism de la pupul R la grupul transfor- 
miirilor lui Rm . 

4) Fie f :  Rn -P (0, m). Liniile de clmp ale cimpurilor vectoriale coliniare X $i fX sint 
parametriziiri diferite ale acelora~i orbite. De aceea, fiind dat un cimp vectorial X, exist5 un. 
cimp scalar f : Rn -+ (0, a) astfel incit f X  sii genereze un curent global (v. si 3.6). 

5) 0 submulfime S a lui Rn se nume~te mulfime (local) invariantci fat& de curentul (local) 
global generat de cimpul vectorial X dac5 imaginea fieckui punct din S este tot un punct din S. 

Aplieatia 3.10. 1) Miyearea unei partieule inesrrate intr-un eimp electromagnetic sta$ionar. 
Fie cimpul electromagnetic pe R3 dat de cimpul electric E(x) = (E,(x), E,(x), E,Jx)) 
~i cimpul magnetic B(x) = (B,(x), B,(x), B,(x)), x = (x,, x,, x,) E IR3. bfi~carea fn acest clmp 
a unei particule de mas5 rn si sarcin5 q este descris5 de ecuatia Lorentz, 

dx 
unde v este cimpul vitezelor. Adgugind ecuatia vectorial5 -- = v, obvnem un sistem de ecuafii 

dl 
fn spatiui fazelor R6;= {(xl, x,, 1,, ul, u2, va)) ~i anume sistemul care d5 liniile de cimp ale 

cimpului vectorial X = 

Deoarecc 
ax, ax, ax, ax, ax, ax, 

div X = ---- + - + ----- f --- + ---- f - = 0, 
axl ax, a s  a ~ ,  a ~ ,  av, 

curentul local generat de X consew5 volumul. 
2) Cimpul magnetic stauonar este descris de vectorul intensitate B(x) = (Bl(x), B2(x), 

B,(r)), iar liniile magnetice de fort5 sint solutiile sistemului 

dxt -- - Bi (x), i = 1, 2, 3. 
dt 



Ecuatia Maxwell, div El = 0, asigurl faptul cH curentul local generat de B c o n s e ~ g  vo- 
lumul. 

3) Cimpul Biot-Savart (v. 2.3) este solenoidal. De aceea curentul local generat de el 
conservg volumul. 

4) Curentul local generat de un cimp vectorial hamiltonian conservg volumul. fntr-ade- 
vgr, pentru X = (Xi, Xn+$), Xi = a H / a y c  X,+i = a H / a x ,  i = 1, . . ., n, gh im div X = 

= 0, adicH orice cimp hamiltonian este solenoidal. 

5) Clmpul newtonian X = (&, . . ., X,) Xl(z) = m x i l ( x ~  + . . . + &)*ls este solenoidal 
pe U?n \ { O ) .  De asemenea el este complet. RezultH CH acest clmp genereazg un curent global 
pe Rn \ (0) care conservg volumul. 

3.9. Curentul global generat de un cimp vectorial Killing sau afin 
Fie A = [atj] o matrice antisimetricg $i X = (XI, . . . , X,), Xi(%> = 
n 

= + ci7 i = 1, . . . , n, un cimp vectorial Killing. Sistemul care 
3 = 1  

dx, * 
d5 liniile de cimp este ---- = aijxi f ci gi are solutia general5 

dt , = I  

- 
t E R, so E R,, c =t[cl, . . . , en]. Rezult5 curentul global pe R", 

Acest curent p%st,reaziZ volumul, deoarece div X = urma A = 0. - 
n 

Curentul generat de cimpul vectorial Killing Xi(%) = atjxj, i=  
1=1 

= 1, . . . , n, adicB x = eAty, t E R, y E Rn este un grup uniparametric de 
rotatii. fntr-adevgr, matricea eAt este ortogonal5 gi are determinantul egal 
cu 1 [notind operatia de transpunere cu *, g5sim (eAt)* = eA*t = e-At, iar 
e-At este inversa lui eAf ; aceasta inseamug c5 eAt este o matrice ortogonalii 
g i  deci det(eAt) = f 1, V t E R ; dar eO = I gi det I = f 1 ; se ob$ine 
det (eAt) = 1, V t E R]. 

Dac5 A este nesingular5 (rezult5 c5 n este par), atunci curentul 
generat de cimpul Killing Ax f c se reduce la rototranslatii, 

Dac5 A este singular5 gi Ac = 0, atunci curentul generat de cimpul 
Killing Ax f c se reduce la 

x = eA"y f tc). 
Un difeomorfism ;F : R" -+ [Rn se numegte ixometrie dac5 p5streazii 

distanta euclidiang . 
Teoremii. Un'ctmp vectorial X de das2 Cm pe Rn este cimp vectorial 

Killing dacii si numai dac6 curentul generat de X const2 din ixometrii. 
Demonstra;ie. Fie Tt(x) = x f tX(x) + o(t2) curentul global generat 

de X. Este suficient s5 folosim conditia de conservare a produsului scalar 
(dTt(x)u, dTt(x)v) = (u, v) = const, 



unde u $i v sint vectori arbitrari 1ega;ti in punctul x e [Rn. Mai intii, obser- 
v%m c% 

ax, 
(2) + --k- (x) upk. 

= 3 ( axk " ax3 1 
Condi$ia de conservare a produsului scalar pe Rn, 

(ce se btimp1Zi pentru t = 0 se fntimplg gi pentru t = to) este echi~alentk 
ax ax cu ecuatiile Killing -2 + = 0 pe Rn. 
ax, axj 

Curentul global generat pe [Rn de cimpul vectorial afin Ax + c (v. 2.8) 
este 

Pentru teorema care urmeazii acceptiim urmiitoarele definitii : 
1) o curb5 regulats y : I c -+ [Rn, s -+ y(s), se numegte dreaptZ 

dac5 cimpul vectorial tangent dy/ds este paralel, adic5 d2ylds2 = 0 ; 
2) un difeomorfism P : [Rn -+ [Rn se numegte transformare ajinci dacg 

I! o y este o dreaptZi pentru fiecare dreapt5 y. 
Evident o izometrie este o transformare %fin&. 

Teoremii. Un dmp vectorial X de clasii C* pe Rn este un c'imp vectoriak 
afk dacci 8i numai dacii curentul generat de X constci din transformiiri 
afine. 

Denaonstrajie. Pentru n > 2, fie y : [R -+ [Rn, y(s) = (xl(s), . . . , x,,(s)), 
d2y o dreapt5 oarecare (maximal&), adic& --- = 0 gi Tt(x) = x + tX(x) + o(t2) 
ds2 

curentul glob J generat de X. G%sim 



d d2 -- a2x dx, dxk (r t  Y) = 5 ( ~ ( 8 ) )  - (8) (8.h 
dt ds2 j , k  adiaxk ds ds 

fapt ce aratL c5 condi$ia de conservare a calit&tii de dreaptL, 0 = 

- d d2 --- (T o y ) ] t=o  (ce se intimpl& pentru t = 0 se intimplL g i  pentru 
dt ds2 

t = to) este echivailent8 cu ecua$iile a2x* 
= O ,  i , & k  = 1, ..., m, 

a~ ,ax ,  , 

3.10. Curentul local generat de un cimp vectorial conform 

Fie cimpul vectorial conform X = (X,, . . . , X , ) ,  

pe Rn, n > 2. f n  cazul n = 2, acesta este un cimp vectorial conform parti- 
cular, cel mai general, identificindu-se cu o functie monogenL arbitrarZi 
pe (C (v. 2.7). Xotind ai, = (c,, - c, ,) /2,  avem traascrierea echivalent 5 

Curentul global generat de cimpul vectorial paralel 

Y(x) = d eonst% din translatii, x = td + y, t E. R, y E: Rn. 
Curentul global determinat de cimpul vectorial concurent 

Z(x) = x const5 din dilatgri, x = ety, t E R, y E Rn. 

Curentul global ataqat unui cimp vectorial Killing V ( x )  = Ax const& 
din rotatii. 

SL gLsirn curentul local generat de cimpul vectorial 

Forma lui W sugereazTL cTL liniile de cimp ale lui W ar putes f i  drepte 
reparametrizate, xi = a, f bg,  unde s = s( t ) .  Sisternul dxi/dt = W,(x)  

ds p " 
este satisfTLcut pentru a, = 0, b, = pee, - = - s" 6 q i  deci s = 

dt 4 , = I  



\ 

\ -- - 4 4 6, 
- , adicii x, = - - --- , t # 0, c,=const., i = l ,  . . .  , n ,  

Pt c; Cc,2 
\ sint liniile de cimp ale lui W. In concluzie, curentul local generat de W 
.: 4 !4 kpstii  din inversiuni, x = - - --- , t # 0, y ( ~ n \  {o). 

t VvS 
Y 

h a r e c e  multimea eimpurilor vectoriale conforme este o algebrk 
Z, V, W sint liniar independente, curentul local generat de  

cimpul im vec %ma I conform X = Y + Z + V + W pe R", n > 2, contine 
izometrii, omotetii gi inversiuni. 

Un difeomorfismlocal F : D c [R" + (Rn, n 2 2, se numegte transfor- 
mare conformti a spatiului euelidian (R" dac5 pgstreazg rngsura unghiurilor. 

In cazul n 2 3 domeniul de defini$ie a1 unei transform5si conforme 
este de forma [Rn \A ,  unde A = 0 sau A = (2,) sau A este hiperplan sau 
hipersferg. Pentru n = 2, aceste tipuri de domenii sint doar eazuri pwti- 
culare. 

Evident o izometrie este o transformare conform&. Curentul local 
generat de nn cimp vectorial conform pe Rn7 n > 2, este o familie de 
transform5,ri conforme. 

Teoremg. Un ctmp vectorial X de clad CWpe Rn, n 2 2, este un dmp 
vectorial conform dacd $i numai dacii curentul local generat de X constdi 
din transformiiri cmfofome. 

Demcmstrajie. Fie Tt(x) = x + tX(x) + o(t2), t E I, curentul local gene 
rat de X pe D c (R* ;i n, v doi vectori nenuli arbitrari legati in punctul 
x E D. Conditia de conservare a m5surii unghiurilor cu virful in x este 

cos 0 ( t )  = 
(d Tt(x)u, d Tt(x)v) - - ( U 7 v )  = eongt. 

II dTt(x)u I1 I1 dTt(x)v II I 1  u 1111 v I I  

d 
oonditia de conservare 0 = -cos Oft) lr,o (ce se intirnpl5 pentru t = (P 

dt 



se intimpl5 $i pentru t = to) se traduce prin identitatea 

in u = (u,:. . . , u,), v = (v,, . . . , v,). Aceast5 identitate are loc dac5 $i 
numai daca 

ax, ax, 
-- f ---- - - W j k  
ax, axj 

pe [Rn. (Sufieienta este evidentg. Necesitatea : se deriveazk identitatea in 
raport cu u,, apoi rezultatul in raport cu v, si se contracteazg i cu 1. )  

3.11. Curentul local generat de un cimp vectorial proiectiv 

Mul$imea cimpurilor vectoriale proiective pe [Rn, n > 2, este o alge- 
brk Lie (v. 2.8). De aceea curentul local generat pe R", n 2  2, de cimpul 
vectorial proiecti3- X(x) = (c, x ) ~  +- A x  + d, x E R", contine curentul 
global generat de cimpul rectorial afin A x  + d (v. 3.9) $i curentul local 
generat de cimpul vectorial proiectiv Y(x) = (c, 2)s. 

Expresia (c, x)x sugereazk c5 liniile de cimp ale lui Y(x) = Cc, x)x 
d m  

sint drepte reparametrizate x = u f bs, s = s(t). Sistemul = YCx) 
dt 

ds 
este satisfiicut pentru u = 8, b fiind arbitrar, - = (c, b)s2. Results 

dt 

s = -  1 
$i deci x = - 

b , b este vector arbitra~ , 
(c, b)t + y. (07 b)t + a 

a - num5r arbitrar, iar c_- vector fixat, (c, b)t + a # 0 sint liniile de 
cimp ale lui Y = (c, x)x. In cancluzie, curentul local generat pe [R" de 

Y(x) = (c, m)x este x = - Y , Cc, y)t + a # 0. 
( ~ 7  ?JV + " 

Un difeomorfism local P : D c [Rn + [R, se nume$te transformare 
proiecticii a spatiului euclidian [R" dack P o y este o reparametrizare a 
unei drepte pentru fiecare dreaptg y : I: c [R -+ D (v. 3.9). 

Domeniul de definisie al unei transformgri proiective este de forma 
R*\A, unde A = 0 sau A este hiperplan. 

Evident o transformare afing este proiectivk. Curentul local generat 
de un cimp rectorial proiectiv este o familie de transformgri proiective 
ale lui 03". 

Teoremk U12 &.imp rectorial X de clusci C" pe R", n 2 2, este cQmp 
vectorial proiecliv dacii ~i n~ rna i  dacii curentul local general de X constd din. 
transformdPi proiectioe. 



Demonstrajie. Fie ITt(x) = a + tX(x) + o(t2), t E I, curentul local 
definit de X pe D q i  y : I -, D, y(s) = (xl(s), . . . , z,(s)) o dreaptg. Presu- 
punem cii Tt 0 y este o dreapt& reparametrizatiX prin s = s(u). Atunci 

= d21Tt ( dT)  
d d 

( t - 'x  (rt -{ s), ( d ~ ) - l - -  dzc ( ~ ' o y o s ) )  + 

qi condi$ia de eonservare a calit%$ii de dreaptii repararnetrizatg, 
d d2 

O = -- ---- (Tt y s) I,,* (ce se int.imp1.i pentm t = 0 se intirnpki g i  
dt duZ 

pentru t = to) ,  se transcrie 

a2X, dx: dx; dx' dx6 E ----- --- + '(du) du = 0. 
,,k 8x1 25; ~ Z G  du 

Aceasti% rela$ie tensorial& trebuie sB aib& loc oricare ar fi dd /du  g i  de aceea, 
ea, este echivdentg cu 

3.12. Cimpuri veetoriale atagate grupurilor locale 
de difeamorfisme 

Fie D o multime deschisB din Rn. 0 familie de functii { T1, t E (-- E, E)) 
definite pe D cu ~ a l o r i  in R" se numegte curent local p e  D sal6 grup local c.u 
zcn parametru de difeomorfisme pe D dacii satisface conditiile urmgtoare : 

1) functia !Z' : ( -  E, E)  x D 4 [ R ~ ,  (t, x) -+ Tt(x) este de elas5 ,Cm ; 
23 V t E (- E, E), funclia T : D -+ Tt(D) este difeomorfism ; 
3) V t, s E (- E, E )  astfel incit t + s e (- E, E )  gi T s ( x )  E D avem 

Tt+"x) = ITt( Ts(x)), pentru orice x E D. 
Atributul ,,localLL se refer5 la t E ( - E, E) c R. Dac5 - ( E, E) = R, 

atunci acest atribut se inlocuiegte cu ,,globalfi. De asemenea, din 3) rezulti 
c5 l'o(x) = x pe D. 

FieciXrui grup local de difeomorfisme { T t }  i se atageazii viteza X = 

- d Tt -- (0) care este un cimp vectorial pe D c [Rn. S& explicit&m cimpurile 
dt 



vectoriale atagate unor grupuri locale de difeomorfisme care prezints o 
important3 mai deosebit8. 

n II. 

Fie grupul rototramsla~iilor x: = Z; aijxj+a,, aijaik = air, det [ail] = 1, 
j= 1 i=l 

p8 Rn. Presupunem au = aij(t), at = a,(t), t E (- E, E)  qi a,,(O) = 

dacr + a,, (0) + ( o ) ]  = [%I (0) + atj -- (0) = Akj + A,k, a t i=l dt I 
da.. li dx; 

unde A,, = -'! (0). De aceea xl = ai,(t)x, + a,(t) implic5 - (0) = 
dt j = 1  dt 

doei dai 
= -- (01 xj + - (0), sceasta din urm5 reprezentinrl Gimpul vectorial 

j = l  dt dt 
n 

X = (XI, . . . , X,), Xi = C A,,xj + A,, [A,] fiind matrice antisimetrics. 
j=1 

Evident, X este un eimp vectorial Killing. 
n 

Considerim acum grupul afin xi = aijx5 + a,, det [ail] # 0 pe R". 
1-1 

Presupunem a,, = aij(t), ai = at(t), i E (- E, E) gi ari(0) = ail, a(0) = 0. 

d s .  dai5 dat 
Rezultii -k  (0) = (O)x, f - (0) q i  deci X = (X,, . . . , X,), Xt = 

dt ,= I  dt dt 

n daif dai 
= Aijx, + A,, unde A,, = ---- (0), Ai = - (0) (cimp vectorial afin). 

i=l dt dt 
4 4 

Grupul Lorentz este definit prin xi = I; aijxi, det [alj] # 0, atjSikart= 
j=1 &=l 

4 

g i  a,,(O) = ail .  Din a,,(t)s,,u,,(t) = s, g5sim 
( , R = = l  

dm! daii 
notatiile finale fiind eridente. Deoarece -2 (0) = C -- (0) xf, remlt5 

dt j=t dt 





M n 

definitg pe regiunea : a,, z, + Z; xx.f + a,, # 0 din R". 
~~1 j=1 

Compusa a doug transform5ri eonforme, transformasea identic& y i  
inversa (local&) a unei transformgri cpnforme sint transformti conforme, 
pe domelaiile respectiye de definitie. In  ciuda acestui fapt multimea tutu- 
ror tr.ansform5rilor conforme ale lui [Rn nu este un p p  de transform&i, 
deoareee fiecare transformare conform5 este definitii pe o parte a lui R" 
gi intersec$ia acestor p&r$i este multimea vidi. 

Presupunem a,, = a,,(t), a,,,,, = a,,,+l(t), at0 = a,,(t), = 
- -- an+l,n+l(t), aol = aoj(t), %,n+l  = ao,w+i(t), a00 = aoo(t)7 t ( -  Ey E) 8i 

u,,(O) = st,, n,,,,(Q) = 07 ato(0) = 0, an+1,n+1(0) = 1 ,  aoj ( 0 )  = 0 ,  ao,n+l ( O ) =  
n 

= 0,  aoO(0) = 1. Tinind seama de relatiile a$+, - @ o r + ,  an+~,n+i = 0, 
. = I  

ggsim * (0) = 0. CII aoestrs rezult& eimpul vectorial conform X = 
dt 

, notstiile devenind e~~idente prin explicitarea 

3.13. Probleme propuse 

1. SB se determine un difeomorfism local care fndreapt5. cinlpul 
vectorial X = ( X , , X , ,  X T ) , - X l  = x - y + x ,  X ,  = 2y - x 7  X ,  = x  q i  s& 
se controleze rezultatul gas~t prin calcul direct. 



2. Pentru fiecare din cimpurile Vectoriale urmiitoare sii se determine 
liniile de cimp prin metoda integralelor prime fji s& se fixeze un difeo- 
morfism local de indreptare. 

Y)V = xxi + x ( 2 x  - y)j - x2k,  4) V = xzi + yx j - ( x 2  + y2)k ,  

3 )  V = y2z2i + xyx2j ;t xy2zk,  6 )  V = x ( y  - x)i - y (x  - z )  
j + 43 - y )k .  

I n d i c a t i e .  1)  x 2 + z 2 = c l ,  x ( x - y ) = c 2 ;  2) x y z = c , ,  y z + z z - z y = c c , x y z ;  
3) yz - zz = c,, x2 - yZ = C2 ; 4 )  x  = clg, xg + yZ f z2 = cz ; 5 )  x3 + yZ + z2 = C1, 
X +  y +  z  = c , ;  6) xyz = c l ,  x +  y  f .: = c2. 

3. (Continuartre). Aeeeaqi problem5 pentru cimpurile veetoriale : 

2 ) V  = h + y j  4 ( x +  v x 2 f  y 2 + z 2 ) k ,  

3 )  V = ( x  - y)i + Cx 4- y)j + xk, 

4 )  V = y ( x  + y)i - x ( x  + y)j -I- Cx - Y ) ( ~ x  + 2~ + x )  k ,  

5 )  V = xi  + yj + ( z  - x2  - y2)k,  

6 )  V = yi + xj + 2xy l a 2  - z 2  k ,  

7 )  V = ( x 2  - yz)i + ( y 2  - zx) j  + (z2  - X Y ) ~ ,  

8 )  V = ( x y  - 2a2)i + (4x2 - y2)j f (yx - 2x2)k .  

I  n d i c a t i e. I )  y = clz, x2 f y" +zZ = 2 C2Z ; 2) g = clX, z  = c2 f d z 2  f gZ + zZ ; 

7) x - y = c,(y - z), xy + yz + zx = c, ; 8 )  zz + xy = el, x2 + vz = c2. 

4. 8% se determine cimpurile veetoriale ale cLor orbite sint respectiv : 

1 Y 
1) X~ - yz = el, 2 )  x2  + - = el, 3 )  x  +- arcsin 1- = c,, 

Y 23 

I n d i c a t i e  X = hgrad f X grad g. 



5. Sii se rezolve sistemele diferentiale liniare x' = Az fa fiecare din 
cazurile urmstoare : 

6. S5 se aproximeze solutia, prin metoda Runge-Kutta, in fiecare 
din cazurile : 

dm dy 
- = xy2, - = s23, 4 0 )  = 1 ,  y(O) = -1, t E [O, I], h = 0 , l ;  
dt dt 

Apoi sii se rerifice rezultatul gisit cu ajutorul integralelor prime. 
7. SB se cerceteze completitudinea cinipurilor vectoriale din proble- 

mele 2 g i  3. 
1 8. Se consider% hamiltonianul H(x, y ) = - C yg + V ( X ) .  fn  fiecare 
2 h=1 

din camile urmitoare sS se det,ermine curentul generat de eimpul vecto- 
rial hamiltonian asociat lui H : 

Care dintre aeestea este curent global! 
9. 8% se determine migcarea nnni electron intr-un cimp electromagne- 

tic static uniform, in care cimpurile vectoriale E ei  B sint coliniare, pre- 
supunind cB viteza ini$ialii u, a electronului eate perpendieulari pe directla 
comuai a celor douS cimpuri. 

I n d i e a t i e. mr = -q(E + v x B), unde m este masa electronului $i q > 0 este 

"0 Do 9E EB sarcina sa. Hezultg x = - sinot, i~ = - (1 - cosol), z = - - t2, o = -, f~ B1 ; deci 
W W 2m m 

traiectoria este o elice cu pas variabil. 



10. h fiecare din cazurile urmQtoare s5 se determine curentul gene- 
rat de cimpul vectorial X ~i sQ se arate c5 el conservi volumul : 

x = ($2, x(2x - y ) ,  - x2), x = C Y ~ ,  z x ,  X Y ) ,  

x =  y ,  x ,  4 f), ( xz 

I n d i c a t i  e. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime. 

11. la fiecare dintre cazurile urmBtoare s5 se' determine curentul 
generat de cimpul vectorial X gi sB se arate cB el mQreqte volumul : 

x = ( x  + y - 2 ,  x - y  + x ,  -2 + y  f z),X = ( x y 2 ,  z 2 y ,  2(x2 f y2 ) ) ,  

I n d i c a t  i e. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime. 

12. h fiecare dintse cazurile urmQtoare sB se determine curentul 
generat de cimpul vectorial X g i  sB se arate e5 el miegoreazii volumul : 

x = ( x ( y 2  - x2) ,  y(x2 - y2) ,  -2x(x2 +- y2 ) ) ,  

x = ( -%(x2  + 3y2) ,  -2y3 ,  -2y2x), x = ( 3 ~ ~ 2  - x3 , -2y3 ,  -2y2x).  

I n d i c a t i e. Pentru determinarea curentului se pot folosi integralele prime. 

13. Sii se scrie transformgrile infinitezimale asociate efmpurilor vecto- 
riale din problemele 1 0 , 1 1 , 1 2  g i  pentru fiecare caz sii se caleuleze jaco- 
bianul transform&rii. 

14. SB se giiseasc8 curbura si torsiunea unei linii de cimp a 1115 X = 
= fgz ,  xz ,  xy ) .  



Fie 1111 sistem fizic ale c5rui stgri x sint descrise de un sistem dc evolutie d-~/df = S (x). 
Punctele fise ale curentului lui X, adic6 zerourile lui S, sint punctele de ecliilibrn ale sistemului. 
fizic. Dac5 sistemul fizic rgmine intr-o vecingtate a punctului de echilibru xo cind evolutia Incepe 
dintr-o vccinatate a lui x,, atunci punctul x, sc nume~te  stabil; dacg nu, se nurne~tc instabil. 

Oscilatiile mici ale unui pendul plan $i mi~carea unui solid rigid sint analizate in 4.1 din 
punctul de vedere a1 definitiei mateinatice a stal,ilitltii punctelor de echilibru. in  4.2 se prezintj 
stabilitatea punctelor de echilibru generate de zerourile cimpurilor vectoriale liniare cu o 
aplicatie tu teoria circuitelor electrice, iar in 4.3 se aratii c5 punctele de echilibru din plan pot 
fi: puncte de rotaJie, atractori, puncte $a etc. 

Uneori problerna stabilitgtii punctelor de echilibru se poate rezolva prin metode indirecte. 
Dintre acestea, cele mai cunoscute sint inetoda aproxi~niirii liniare pe care o voni aplica la sisteme 
diferentiale ce descriu procese biochimice sau circuite electrice (v. 4.4) si metoda fnncpilor 
Leapu_nov care este potrivitii in special pentru sistemele hamiltoniene (v. 4.5.) 

In 4.6 se p r o p n  citerri p-,ob:eme priviud stabilitatea si clasiiicarea punctelor de echilibru). 

X = (3,. . . . , X,) £iind un cimp vectorial de clasii con~~enabilii pe o 
mul$ime deschisil g i  cones5 D. Cimpul ~~ectorial X descrie local evolutia 
-sistemului [X(x) d5 viteza de variatie]. 

Dac5 a este un punct din D penbru care X ( a )  = O7 atunci x(t) = a+ 
Y t E R, este o solutie a sistemului (1) care verificg conditiile initiale $(to) = 
= a. 0 astfel de solutie se nurnegte punct de echilibru. Din punct de vedere 
intuiti5- spunem cii punctul de echilibru a este stabil dac5 orice solutie 
a lui (1) ce pleaci la t = to dintr-un punct suficient de apropiat de a  r%- 
mine pentru t > to intr-o 7'ecinHtate a lui a. Presupunem c5 X este de 
elas& C1 pe 1) pentru a asigura esistenta si unicitatea solu$iilor probleme- 
lor Cauchr y i  notiim cu t x(t, xO) solutia, lui (1) care 1-erificii conditiile 
initiale %(to, xo) = xo. 

, Punctul de echilibru a a1 sisteimlui (I) se numeste (fig. 4.1) : 
1) stubil, dacil exist8 o vecingtate V a lui u astfel iceit xo 

implice existenfa solutiei 1 + z ( t ,  z,), t E [lo, co) ~i dacg lini x(t, s 
*,-+a 

uniform in raport cu t CE [to, w) ; 



2 )  asimptotic stabil, ilac'& este stabil qi dae.& exist5 o ve cix&tate U c V 
a lui n astfel i~lcit a, E U s% implice lim x(t, q,) = a ; 

t-tm 

3) instabil, daci nu este stabil. 
Observim & un punct de eehililsru neizolat n poate fi stabil, dar nm 

goate fi  asimptotic stabil. fntr-adevsr, dac& x, este un punct de echilibm 
diferit de a, atunci lim x(t, x,) = x, # a. 

1-03  

Teoremti. Pie  S utcn ci'nzp vectorial de clasii C1 pe o mul$irne deschisg 
gi cones6 D c [R" p i  o: : [ to; co) -+ D o Zinie de cz"nzp n 121'1' X .  Dacii exist& 
lim m ( t )  = xl E D ,  crtu?aci xl esie un zero al 1%; X [punct de echilibra a1 sG&- 
#-roo 

mulu i  diferential (I)]. 
1 

Demonstmtie. Din ipotezl gi din a(L) = a(&) + ( X(o:(t))dt rezultik 

ciluliile mie i  ale unu t  pelid 

t ' - - - -N admite punctul de echilibru (0, 0). Derivfnd prima ecuatie 
dl 

d2z 
in raport cu f si tinincl seama de ecuatia a doua, obiinen1 - + x = O 

df2 
( e e u n f ~ a  osclln!iiLor mici ale  pendulului in vccinstatea pozivei inferi- 
oare de echilibrn) cu solufia general5 ~ ( f )  = c,cos t -+ c,sin i, t E R- 

Pig. 4.2 Rezdt6 ~ ( t )  = cz cos t - c, sill 1, t E W. 



Fie co~lditiilc ~:li\ialc i = 0, n(0) -= no, y(0) = yo, (.r,,, {I,-,) E R2. I.inia de cilnp care Ic sa- 
itisiace este x([) = xo cos t , yo sin t, y(t) = y,-, cob t - x0 b111 1, 1 E R. i'uncLu1 dc cchilibru (0, 0) 
deste stabil, dcoarecc 

lirn x(t )  - 0 = lirn y(f), V f E [O, m). 
xo-+o xo+o  
~ 0 ' 0  

JZ1 nu este asimptotic stabil intrucit lim x(i )  nu esistl. 
t-oo 

4.2. bfi\.liScarea unui solid rigid 111 jurul unui punct fix 
(rotatie oarecare I) este caracterizatg prin eeuajiile Euler 

dx1 dx, dx, 11-= ( I 2  - I , )x2x3 ,  I ? -  = 
dt dt 

(13 - I1)x3xl2 I 3 z  = 

,(Il 7 I z ) q x 2 ,  unde ( x l ,  x2, x3) sint componentele vitczci Fig. 4.:; 
unghiulare, iar I,, I,, I ,  sint mornentele principale de inerfie 
in raport cu punctul 0. Axele carteziene Oxl ,  Ox,, O x ,  
coincid cu axele principale de inerfie in raport cu 0. Ele constau din puncte de echilibru ale 
%istemului ~recedent. 

Sistemul admite integralele prime globalc + I,%; + I3x: (energia), I ; X ~  + I Z ~ ;  + 
+ I ~ Z ;  (momentul unghiular) ~i in consecinf5 solujia general5 I,%; + l 2 x ;  + I,X: = cI, 1 : ~ :  $. 
-+ 1gxg + 1ix: = c2 (definit5 in raport cu timpul f pe toat5 axa real%). Pentru a vizualiza orbitele 
'folosim difeomorfismul yl = I$,, y, = Izx2, y, = 13x3 care transfer5 familiile precedente de 

Y;  ~ 2 ,  El; 
-elipsoizi intr-o familie de elipsoizi - + - + - = c, = 2E ~i o familie de sIere y: f yg + 

I1 I ,  13 
+y i=c ,=  l/yJl', unde y = (111, y2, y3) este vectorul mome~itului cinetic a1 solidului relativ la 0. 
Presupunem I, < I ,  < I ,  iixBm pe E > 0 \.liSi iacem sfi varieze raza liyii a sferei (fig. 4.3). Semi- 
axele elipsoidului sint @EX < 1/2Xi2 < 1/2m1. Dac5 ['y 11 < ~'2% sau lly 11 > ]/2Fl, atunci 
dnterseelia este vid% ~i deci nu exist5 rni~c5ri cu astfel de valori ale lui E \.liSi 1 1 ~ ~ 1 1 .  Daca llyll = 
= m3, atunci intersectia se reduce la dou5 puncte (puncte de echilibru) ; cu cre~terea razei, m3 < liyll< ]'m,, se o b t ~ n  dou5 curbe inchise in jurul extremit5$ilor =ei minime. Dac5 
]ly[( = ml, se obtine capetele axei maxime (puncte de echilibru), iar pentru WE, < I'ylI < ,ml se g&esc dou5 curbe inchisc in \-ecinatatea acestor capete. Pentru /Jy 11 = 1/=, intcrsectia 
este format2 din doug cercuri care trec prin capetele axei mijlocii (puncte de echilibru) : 

Punctele de echilibru (a,  0, 0) sau (0, 0, c) sint stabile, deoarece pentru o abatere mic5 a 
condipei initiale de la punctul (a, O,0) sau (0, 0, c )  traiectoria va f i  o curb5 illchis5 situat5 intr-o 
vecinlitate mica a pozitiei de echilibru. Punctul de echilibru (0, b,  0), b # 0, este instabil, deoarece 
o abatere mic5 de la acest punct determinii orbite inchise care nu r5min in Intregime iutr-o 
vecinMate mic% a punctului de ecl~ilibru (v. fig. 4.3 care red5 orbitele ccuafiilor Euler pe o supra- 
data de nivel constant a energiei). 

4.2. Stabilitatea zerotrrilor cimptzrilor vectoriale liniare 

Fie sistemul liniar omogen cu coeficien$i constit~~ti 

unde A este o matriee de tipul rzxn eu elemente reale, iar x este un 
vector coloang. Punctele de echilibru ale acestui sistem sint generate ele 
solutiile sistemului algebric dz = 0. (sistern liniar omogen ile n ecnatii 
cu necunoscute). Evident, printre acestea se gisegte g i  punctul x(t) = 0, 
t E W, de a cgrui stabilitate ne voin ocupa in continuare. Studiul stabili- 
tg$ii oriegrui alt punct de echilibru se poate reduce la cel a1 lui x = 0 
printr-o translatie. Punctul de echilibru x = 0 este izolat daeii gi numai 
decii detA # 0. 



TeoremL Pie punctul de echilibru x ( t )  = 0, t E E. 
1) Dacd toate valorile proprii ale nzatricei A au parte ic%' 

gativii, ntuqzci pzcnctul de echilibru este stnbil ~i asimptotk s t d 2 .  
2 )  P~esupurze~n c6 toate aalo~ile proprii ale rnatrieei R am gactea real& 

negativii, iar calorile proprii pur imaginare (dacii existz) au fiecare .in purte 
proprietatea cii dimensiunea subspajiului propritc a ta~a t  este egalii cu ordilzul 
de multiplicitate a1 valorii proprii. Dacti printre salorile proprii ale 1%; A 
se aflii una  pur imaginnrci, atzuzci pu?zctul ile echilibru este sta 
asimnptotic stabil. 

3) Dacii o udoare proprie n wzatricei A are partea real6 stri 
sau dac6 exist& o ~aloare  proprie pur i~naginar& astfel im2t di??zensiunea 
subspa~iului propriw atagat sd jie mai nzic6 dectt ordirzul de multipli 
uZ valorii prop%, atunci punctzcl cle ecliilibru nzc este stabil. 

Dew~onslra,tie. Solutia generals a untri sistem liniar omogen cu coefi- 
eien$i constanti se poate scrie in forma (v. 3.4) 

nde xl( t) ,  . . . , x,(tf sint solutii lirliar indepenclente, \v(t) = [x,(t),  . . . . . . , xn( t ) ]  este matricec~ wro~zski si c =t  [c,, . . . , c,]. Din aceasta se obtine 
solutia care satisface condiga initial& %(to) = x, si deci m(to)c = a,. D ~ o *  
rece ~ ( t , )  # 0 (solutiile particulare sint liliiar independeute) matricea x0 
tin& la matricea zero dac$ ri numai dac5 matricea c tinde la matricea zero. 

Elementele matricei coloanii x(t) sint cz~nsipolinoame. 
1) Fiecare termen a1 solut 
0. Relatia lim eat = 0 irnpli 

t-tw 

(*) lini y(t ; c )  = 0 (makrices 
c+o 

(**) lim ~ ( 1 ;  c )  = 0 (matricea zero). 
t-tw 

(Limita unei matrice' este mairicea, limitelor I )  Astfelpunc 
este stabil ;i asimptotic stabil. 

2) Presupunem c% nia,tricea A are qi valori proprii 
Si in acest caz are loc relafia, (*). Dar y(t ; cj colitine q i  t 
c, sin Ft, iar lim sin p t  nu existj. De aceea relatia (+*) nu are loc. Cu alte 

t-rw 
cuvinte, punctul de echilibru este stabil, dar nu asimptotic stabil. 

3) Exist% fsctori cle tipnl e"', cr > 0, q i  liin eat = oo sau factori 
t_.-  " -7 -< 

~iemirginiti de t i p 1  t  sill t  :i liln ( t  sin t )  nu exist&. De aceea relatia (*) 
l+co 

nu poaite area foc (fiind vorba de limit@ uniforme in raport cu t ) .  

m'e n t a r i u. Studinl stabilitstii punctului de echilibru z = 0 se poate face pIecind' 
dx 

tul c5 solubia problelnei C a u e h ~  - = Ax, ~ ( 0 )  = z8 cste z(t) = etA I,, t E R. Dar 
dl 

atunci sint nccesare leorenlcle de cxp!iciiare a matricei expolientiale ~i Ieme de iipul urmiitor. 

LetnB. Daeir toate ualorrle proFi.11 in C rile nlafr iccr pdfrafe  ~ e a l e  4 u u  pcirl:fe reale s f ~ i c f  
negaltuc, clzrnc~ exrsla corzsturlfele .TI > 0 )i a ; 0 aoi/cl incit lietA < M cat, f E [ O ,  m). 

100 



Demonstrajie. Fiecare element a1 matricei etA este un cvasipolinom, adic5 o combinatie 
nt 

liniarg finit5 de Iunclii de forma P ( f )  elt, unde P(t)= crt" iar h este o valoare proprie a 
k=O 

matricei ,4. i 

" (x. t )k k ! 
Fie x. > 0. Dill eat = , t E [O, W] deducem ik < - eat, t E [0, a]. Impunind 

k=O x.B 

k fReh '! O < x. < - ReA ~i notind y = -Re). - o: > 0, obpncm I e < - e-'.' , t ~ [ o ,  001. fn 

conclnzie, pentru t E [0, Wj obfinem 

$i astfel lema devine evident5. 

Balorife proprii ale unei matrice reale antisirnetrice d sint pur 
irnafiinare q i  fiecare valoare proprie pur imaginarii are yl-oprietatea 
cii dimensiunea subspatinlui propriu asociat este egalii cu ordinul de ixulti- 
plicitate a1 valorii proprii. De aceea zerourile cimpurilor vectoriale Hilling 
Ax sint stabile, dar nu asimptotic stabile. 

Pectru a fi mai operativi in aplicarea tcoremei preccdente avem 
rlevoie s5, xtabiliin drzc5 r5dgcinile polinomului caracteristic al rnatricei 
4 au partea real5 strict negativii f5r5 a calcula efectiv aceste rBd5cini. 
I n  aeest xens pulem face ape1 fie la observaf-ia c& un polinom cu coeficienti 
reali ale c5rui r5dicini in a au phtile reale strict negati~e trebuie s5 aibg 
coefieienti strict pozitivi fie la 

Criterihni Hurwita. RGdiici.izile polinomzclui 

... j ( 2 )  = aOxn + a 1 x n - l - t  + a,-,x+ a,, a ,€[R, aO>O, a,: # 0 ,  

a E a, au partea real& st r ic t  9zegativG dacii 8 i  n t~rnai  dac& a,  > 0 f i  nzcrfricen 

unde a, = 0 pentru 4 ) 18, are toti minorii prineipali strict yozitivi. 
Exemjtk. :'resnp~~nem o, = 1 .  in c u u l  n = 2, acticd f(:) = r- ci1r -; a,, conditiile 

1 lcl i t 
Hura ilr; :, > ' / > O si:?t echi\alenle CLI ul > 0, o, > 0. Dc aceea regiunea de 

' 6  r , '  
stabilitcte a solutici bnnaie a cistcr:~ului diferenjial (rcspectiv ecaatiei diferenliale), pentru 
care i " ~  a,r - a, e\te polinom caractcrisric, coincidc cu primul cadran (deschis) din planul a,Oa,. 

En c s ~ u l  n = 3, adicii f(zf = r3 + alzZ + + a2z -L :is, c'or,ditii!e . IIiw\:.ite, sitlt a, > 0, 

I U1 

1 j U '  o /  / > 0. ' c, a, G~ > 0. Tinind seama 
I I U3 02 i 10 0 a, ,  i t. 

c5 a, > O; a, > 0, zcestea se'reduc 15 o, < a,cr,, 
ii, > 0, tr, > 0, u, > 0, adie5 regiunea de stabil~tate 
este porpnnea din primul octant a1 reperului car- 
tezian Oo,a,cc, eupri1:s;i fntre plaoul a, = 6 5i 
saua o, = G,a, f(fig. 4.4). 



I.3. S 5  se cerceteze stabilitatea punctclor dc echili%ru ale sistemelor diferentiale 

Rezolonre. 1) Matricea A = [-i :] are valorile proprii 2 * i. Acestea au parten 

real5 strict pozitivg. De aceea punctul de ezhllibru x = 0, g = 0  nu este stabil. 
5 1 

2) Matricea A = [-: I:] are valorile proprii - - , - - , care sint strict negative. 
2 2 

De aceea punctul de echilibru (0,O) este asimptotic stabil. 
0  

-3 f 3i , care au p5rtile 
2 

l o  1 -1i 
reale strict negative. Deci (0, 0,O) este asimptotic stabil. 

.4. Sfabilifafea unui cireuif electric eu rezisfenfri negativa [lo]. S5 analizjin stabilitatea unni 
fonnat dintr-o rezistentg R in serie cu o inductivitate L, avi 

r qi o capadtate C (fig. 4.5). Xgrimile L, C ,  R, r se interpreteazg ca 
sistemului fizic sint caracterizate prin sistemul difcrential liniar 

Aiatricea A = [I:" are ecuava caracteristicj 

> . 2 + ( + + & ) h + L ( z + l ) = o .  LC r 

Punctnl (0, 0) este asimptotic stabil dac5 qi numai dac2 
r 

R 1 
- + - > o , -  -+1  > o .  
L cr D : ( :  ) 

Presupnnhd L > 0, C > 0, condipile de stabilitate asimptotic& 
Fig. 4.5 L R 

se reduc la  R + - > 0, 1 f - > 0. Acestea din u r m j  se exami- 
c r  r 

neazP in dou5 ipotcze : (1) R < 0, aeesta fiind eazul rezistentelor negative datorite dispozi- 
tivelor electronice cu caracteristic5 de tipul S (cum slnt tuburile de desc5ircare fn gaz); 
(2) r < 0. acesta fiind cazul rezistentelor negative datorite dispozitivelor electronice cu carac- 
teristicii de tip N (cum sint unele tuburi grilg-ecran). 

4.3. Clasificarea punetelor de echilibsu in plan 

Fie chpu l  vectorial X = ((X,,X,) de das& C1 pe [R2 qi sisternu1 



care d5 Liniile de cimp. Presupunem c5 x = 0 este un zero izolat a81 cimpu- 
lui vectorial X ~i 65 aoluqia sistemului care verificg conditiile x(0)  = 0 
este pumtul de echilibru x(t)  = 0,  t E [R. (Aceasta Enseamnii cii nici o 
solu$ie x ( t )  + 0 nu tinde la zero in timp finit'.) 

z = 0,  atunci pu 
rota$&. Un punct de rota$ie J: = 0 cu prop~ietatea c& toate orbiteje dintr-o 
vecinitate a lui a = 0, (liferile de x( l )  = 0,  t E R, sint inchifie se numevto 
cenlru (fig. 4.6). 

Punctul de echilibru r(t)  = 0, t E W, se numegte at~actur pentru 
t = oo (sau 1 = -00) d a d  ttoate solutiile x(t ,  G) ale problemdar x' = 
= X(x), 2(0) = so cu Ifst] < r exist& q i  pentru t E 10, co) (respectiv 
t E (-OO, 01) gilini ~ ( t ,  xo) = 0 frespectivliln 2(t7 so) = 0). 

i-tw t-r-o9 

Fie linia de dmp  x(t ,  z0) = (xl(t7 so), x,(t, xo) )  gi  B(t) o determinare 

continu5 a unghidui golw A r c t g L -  " ("'I . Atractorul m(t) = 0, t E R, 
$0)  

pentsu t = ce fie nurnqte (fig. 4.6) : .$J 

1) focnr, daci fiscare linie de cimp x(t, xo) 0 irali in jurul 
originii, adic5 o curb5 cu proprietatea Ern B(t) = &OO ; 

t-tm 



2) mod, dacii pentru fieeare linie d e  c2mp d(t, go)  + 0 se satisfaeb 
lim 0(t) = 0, (finit) ; panta limit5 tg  8, imprem5 cu punctul asilnptotic 
t - tco  
a = 0 a1 liniei de cimp determing o dreapt5 ce este limita tangentei la 
linia cie cimp. 

Sodul x(t) = 0 ,  t E R,  pentru t = m se numegte mod propriu daG 
pentru fiecare B,(mod 2n) exist5 o singur5 linie de cimp x(t, x,) astfef 
ineit lim 0(t) = 0, ; in caz contrar nodul se numeqte impropriu. 

t-+m 

*4nalog se clasificg atractorii pentru t = -m . 
Exist5 atractori care nu silit nici focare, nici noduri. Cel mai simplu 

pnnct care nu este un atraictor este punctul $a ; acesta este un punct da 
echilihru x(t) = 0, t 6 R,  cu proprietates c2 numai un num5r finit de solutii 
x(t, x,) tind la 0 cind t -+ m sau t -+ -m (fig. 4.6). 

Exemplific5m printr-un sistem liniar 

= Am, A = [: det A # 0 ,  atj E [R. 

Se observi c& x(t) = 0,  t E &? este singurul punct de echilibru. Valorils 
proprii A,, h, ale matricei A sint solu$iile ecua$iei cu codieienti r e J i  

A, - p A + y = 0,  p = ail -k azz, y = aiiazz - a l ~ ~ z i ,  
adicli 

-- 
?,I = ((P + fi2 - 4y)/2, Az = (P - - 4y)/2. 

Daeii P 2  - 41: # 0 ,  atunci h,, h, (reale sau co~-nplex conjugate) sink dis- 
dincte q i  le corespund ~eetori i  proprii respectiv (reali sau complecgi) 
liniar independen$i zc,, v,. Solutia general5 a sisternului este 

x( t )  = c,ye'lt + c,~,e'2~ , t E R.* 
Fie ( P 2  - 4y = 0,  adicg hl = h2 = A. Dac5 exist& doi vectori proprii 

zcl, 24% liliiar independenti (fapt care are loc dacg gi numai dac5 all = a,, f 
# 0 ,  a,, = a,, = 0 ) ,  atunci solutia general5 a sisternului se scrie 

daci 5i numai dae5 ReA!, < 0 (sau > 0 ) ,  k = 1 , 2  ; 
- atractorul x(t) = 0 ,  t E R, este un focar d ac%- Ax, k, 

sint complex conjugate dar nu reale s a ~  pur ima 
._ I  

- atractorul x(t) = 0 ,  t E R, este un nod propriu dac5 A, = A, gi  
exist& doi 3-ectori proprii ; 

- atractorul x(1) = 0 ,  t E W, este un nad improgriv dac5 ?kl, A, > 8 
sau A,, A, < 0 g i  A, # A, sau h, = A, cu un singur vector propriu ; 



, 3 )  %it) + 0, t. E W ,  este un punet qa daeii h, . A, < 0. 
Clasificarea din punctwl de vedere al stabilitiitii (in rap& cu A,; A, ; 

v. 4.21, este e~ident5 .~  Traduoerea ei in planul POy este deo~ebit de inte- 
resantii (fig. 4.6) : 

Fig. 4.7 Fig. 4.8 Fig .  4 10 -. r , 

2) dac5 P > 0, y > 0, y > p2/4, aturiei originea est t: up f c ~ a r  
ins tabil ; . . t i  . $ 

3) dac& /3 < 0, .i > 0, y > p2/4, atunei origiaea este un facar (xta- 
Wil gi) asimptotic stabil; 

4) dac$ p > 0, y > 0, .{ < (3 "4, atunci originca este un nod instabil ; 
5 )  dac5 p < 0, y > 0, y < p2/4, atunci originea este un nod (stabil 

gi) asimptotic stabil ; 
8 )  dac5 y < 0, y # p2/4, atunci originea este un punct $a ; orice 

punet ?a este instabil. 
Dae8 p - 4y = 0 q i  exist5 ddoi vectori proprii, atunei t (I) pentru 

h = 612 < 0 origimea e&e un nod proprin (stabil qi) asimptotie stab3 
(fig. 4.7) ; (2) pentru h = (3 12 > 0 originea este un nod propriu instabil 
(fig. 4.8). 

Dacii - 4y = 0 qi exist5 un sing~ir vector propriu, atunci : (I) 
pentru h = P/2 < 0 origioea este un nod improprin (stabil qi) asimptotie 
stabil (fig. 4.9) ; (2) pentru h = PI2 > 0, originea este nn nod improgriu 
instabil (fig. 4.30). 

Aplieatia 4.5. Vihrafiile mecanice cu un grad de lihertate [48] si comportirile circuitelor 

electl-ice autonome (101 sint descrise de ecuatji &ferentia!e de 

dx d x  d y  
tfnd viteza -- cn y,  ajungen~ la sisiernul - = y, - = (2 (z, y). PullcteIe de echjlibru ale 

d! d t  d l  
acestlii sistem satisfac, r~ = 0,  q(s. 0 )  = 0, aciic5 sint puncte de pe axa Ox dill planul xOy. 
Clasificarea accstor puncte d c  echilibru in maniera d e  nlai sns d 5  infornlajii iopalogicc despre 
stjrile iribratiilor si, rcspcctiv, stki le  circuitelo 

4.4. Stabilitale prin aproxi 



Din punct de vdere  fizic un asemenea sisfem se interpreteaz& ccrm 
fiind legea locslii de evolutie a unui proces. Punctele in care se anuleazg 
X = (XI, . . . , X,) genermzg punctele de echilihu ale sisternului. Stabili- 
t%tea acestor puncte ne intereseazs In niulte probleme concrete. 

Cazul sistemelor liniare omogene cu coefieienti constan@ a fost deja 
discutat In 4.2. Acest caz este important prin sine insugi, dar y i  prin faptul 
c& situatii mult inai generale se reduc tot b el. 

Presupunem X = (XI, . . . , X,) E C2(D) g i  x = 0 ca fiind un punct 
de echilibru (studiul orickui alt punct de echilibru se poate reduce la cazul 

anslatis). Avem Xi(0) = entiabilitatea lui X 

'"ax, 
X,(x) = _. (0)xj + HxllP,(x), limFz(.x) = 0. 

]=I d s ,  r+0 

Prssupunem e5 A = [z (0)] nu este matriceis zero gi utilizsrn not* 

tiile matriceale. Sistemului 

dx 
i se a;ttageaz& sisteinul liniar omogen cn cooficienti constan$i -- = A@, 

dt 
nlsmit tqroaimarea liniar6 a lui (3). 

Teorems care urmeazg aratti c.2 perturbatia, Ilxll P(x) nu distruge 
stabilitatea asimptotic5 a punctului deechilibru a1 aproximirii liniare. 

Teorem6. 1) Dac6 toate vnlorile proprii ale matricei A au p&rjiZe 
veJe  strict negative, atunci punctzkl cle ec7bilibru x = 0 a1 sistemalui (3) este 
&simptotic stabil ( ~ i  d e ~ i  sta3il). - 

2 )  Dam% rnat~icea A are o valoare proprie cu partea real$ strict poxitiati, 
atunci pumttd de echilibru x = 0 al sisternului ( 3 )  este i ~ s t a b i l .  

Pentru demonstratia teoremei utiliziim lema urun'tltoare. 

Lerva Granwali. E'ie n > 0. Dacii f : [0, a ]  -t este o f.t&nc,tie continu& 
t 



functia cp este deeereacitoare. Deci cp(tj 6 cp(0) = k ,  d i e 5  k + k(s)j(s)ds < i 
f k exp h(s)ds, ccea ce irnplici relatia din leini. C 

Deoarece toate valorile proprii in C ale watricei A au partea real& stricb 
negativii, "I bbaza lemei din 4.2, vor exista K > 0, a > 0, astfel fnck 

Pe de altg parte, faptul lim F(x) = 0 este echivalent cu V E > 0, 3 8 > 0, 
3-0 

astfel fncit jlxlj < 8 s& implice HB'(x)ll < E. Aceste observatii implicg 

E'ix5m E = a/(2k), Enmul$lm cu eat bi notgm f ( t )  = eat llx(t) I f ,  k = 15 11 
h(t) = EE. Atunci slntem in conditiile lemei Gronwall gi  deci eat llx(t) 

c K/lxo lle-'' . Pentru 11% I l  ~uficient de mic, rezultB llr(t) 11 4 K l l i ~ ~  lie , 
V I E [0, m), rela$ie care implie5 stabilitatea q i  stabilitatea a~imp$~~tie$..$ 

2) Omitem demon~%ra$ia [I], [5], [ 2 5 ]  fiind pres cornplicata. 
0 b s e r v at i i . 1) Fie x = 0 nn punct de echiiibm a1 sistemului diferential (I). Dacj 

det 1% (O)] f 0, aluaei r = 0 estr un 

rat%-decit dacj cimgul vectorial X este ILiniar. 
unclelor de echifibru se reduce la aflarea sol 

( 4 )  

sau iuai scurt Sfx) = 0, unde X = (XI ,  . . . , X*) a t e  nn c b p  vecturial cle elas% Cz. CoBst~&rn 



1 1 
energia f(x) = - ilS(s) I]"= -- X;(X) (v. ~i cap. 9). Evident X(z) = 0, dacd gi numai dacl 

2 2 ,=I  
f(x) = 0 iar min f(2) = 0. Dg asemcnea observgm cg punctele critice ale energiei f sint date de 

x i r 
sistemul 

ar axl ax, -- = &(x) -- (x) + . . . + X ~ ( X )  --- (t) = 0. axn ax% ax, a % '  

Presupunenl cs  det 18*3 + O, in aiara unui uumjr iinit dc punctc r pe Eare lo eti- 
e 0xL-j 1 

min5m din rationamentc. Cu alte cnvintc, presupunem c5 functiile X ,  sint func(iona1 indepen- 
dente. Aceastii ipotezii iinplicii faptal cii soluuile sistemului (4) sint izolate (dac8 cxistg!), iar  
multimea acestor solutii coincide cu mulpmea punctelor de minim ale functiei f. De aceea aflarea 
solutiilor (izolate) ale sisternului (4) se reduce la g5sirea punclelor de minim ale energiei f. 0 
metod5 potrivitj pentru acest lucru este m-toda gradientului. 

Exomplu. S5 se determine zerourile cimpului vectorial X = (Xi, X3), X1(x, y) = x3 f 
4-y3-2, X2 (x, y) = z- y, utilizind inetoda gradientulni. 

Rezoluare. Se observg direct c5 X(1, 1) = (0. 0).  . .  , . ,  , 
Deoarece D(X1' X') = - 3(.r2 + vI.) = 0 dacl ~i numai dacSi z = y = 0, originea se 

m x .  z 7 l  , , .,, 
exclude din rationamente. 

Construim functia 2 )2 + (53 + y3 - 2)?. qi grad f(+, y) = [(e -Y) f 
+ 3xz(x3 j y3 - 2)]i + [ (x3 + y3 - 2)]3. 

q, 9, 
Y I  YI 

hlegempunctul initial .T, = 112, y1 = 112. Deoarece grad f(1/2, 1 j%) = - -- i - - j # 0 
16 16 

ai- 1 21 
y, = y, - a ,  - (a,, ul) = -- -- a 

dLl 2 l G 1 '  

m91n functia ?(a,) = f(.r2, ~ 1 ~ )  = 2 [(; + .,)'- 11' . Se observii c& =,I21 este 

u dc minim pentru rp. Rezulti z2 = 1, yB = 1. Deoarecc grad f( 1, 1) = 0, punctul gkit 
este un punct critic a1 lui f. AIai mult, acesta este un punct de minim al lai r $1 deci o solutie 

ri reali strict pozitivi, n e nt functii 
concentrare. 

Mai fntli sii ar5tSm c5 %olutiile semnificative dtn p u n 3  de vcdere biologic au imaginile 
Pntr-o ~egiune lnchisg Si m5ginitii a spavnlui pozitiv de concentrare 120, y 2 0 ,  z >/ 0. In par- 
ticular, vom pnne In evident5 o rnultime invariant5 fat5 de curentul atagat sistemului (v. 3.8). 

Deoarece x, y, z slnt functii concentrare, se potrivesc conditiiIe initiale x(0) 3 0, y(0) 2 0, 
dx dy dz 

z(0) 3 I?. Aceste conditii inibiale impreun5 cu faptul c5 derivatele - - sEnt pozitive 
a ' d l ' d t  



dx 1 - = --- - a s  < 1 - ax,  iar dc aici citim c5 : ( I )  clac5 x(0) < l l n ,  atnnci x(t) < l l a ,  
dt l+zn 

Vt > 0 ; 2) dac5 x(0) > I / u ,  atnnci derivata d.rj'df este negativ5 atita tiinp cit x ( f )  > l / a  si 
deci x(t) va descre~te devenind dup5 uu timp cel mnlt l / a .  in  conclnzie, 0 < x( t )  < max {x(O), 
l / a ) ,  V f  > 0. Faptul cH dup5un timp suficient de mare avem x(t) < l / a ,  cletermins inegalitatea 

1 2 = x - by < - - by si a r g u m ~ ~ ~ f e  sindare cn cele prececfente aratii cH O < ~ ( f )  < 
dt a .< max {y(O), l / (ab)) ,  V t > 0. Analog 0 < z ( t )  < ma.; jr(O), l / (abc))  V l > 0. 

Implicit am ar5tat c5 paralelipipedul 

= { ( z ,  y, r)l 0 < x 6 l / a ,  0 < y < lj'ab, 0 < z < l / (ubc))  c IR; 
;are proprietatea c5 orbitele determinate dc pnncte initiale din 5 sin1 inclusc in L) (rnulfirne 
,invariantii). Acest lucru este confirmat ~i dc observatia c5 diuergenta ci~tlpulni vectorial K = 

1 
= (XI, ,Y,, X,), X,(x, g, z) = -- - ax,  X, ( I ,  y, Z )  = s - by, X3(x,  y, :) = y-cz este strict 

I - -n 
- 1  - 

megativ5, div X = - a - b - c, ~i deci curentul generat de X mic~orcaz5 volumelc. 
SH arj t i i~n acurn c5 ~ s t e m u l  precedent admile un sinaur punct de echilibru ~i c5 acesta 

.apkrtine parnlclipipedului U .  Pentru aceasta considedm sisteinul alg-bric 

,ale c k u i  solutii genereazj punctele de echilibru. 
1 

Eliminind pe x si y, obtinem ecuatia - = abcz, 
l t  zn t 

.care are o singuri rsdHcin5 strict pozitiv5 r0 (fig. 
4.11). Astfel exist5 un singur punct de echilibru 
cjxo = bcz,, yo = czo, zo). Deoarece 

4 4 2 )  = l:-:abcr(l~+ zn) satisiace *(0) = 1 > 0,  

1 1 
< 0 ,  rezultQ 0 < r, < - ~i 0 < yo < - , 0 < xo < 

abe ab 

Ccrcetiim stabilitatea pnnctului de echilibru (x,, yo, r,) utilizind aproxinlarea liniarg. 
1 

Din Xl(x,  y, z )  ="- - a x ,  X,(x, y, 2 )  = x - by, X, (.T, g,  z )  =y  - c z  determinjm ma- 
I T  zn 

Ecuatia caracteristicg a matricei A este 
n2n - 1 

0 
(A f a )  (?. 4- b)  0. + c) 4- --- 

1 +z; 
I 

Aceasta are sigur o rSd5c1n5 real5 (ca ecuatie de gradul trei) hl 
*ti coeficientii slnt strict pozitivi). Deoarece ecuatia precedents se transc 

n;"- 1 

12 + (a + b + c ) P  + (ab f ac f be) A + abc + -'- = 0, 
1+z; 



criteriul Hurwitz aratli cli ea are toate rlidlicinile cu partea real% strict ncgaliv5 dac& gi numab 

nzn - 1 
0 -- > 0. 

I+$ I-' 

fn aceastii ipotezli punctul de echilibrn (x,, yo, z,,) totic stabil ( ~ i  deci stabil). 
4.7. Prin analogie cu aplicatia precedent5 exist5 procei,e biochinlice cu feedback poziiiv- 

care sfnt descrise matematic prin sistemul diferential [47] 

d s  l+zn - = --- - dz 
ax, - - = z - b y , -  = g - ( . ; :  

d t  k + P  df dt 

unde a, b,  e slnt paranletri reali strict pozitivi, k este u~~ 
parametru real supraunitar, 11 este un numiir natural fixat, 
iar x ,  y, z sint functii concentrare. 

Functia cp : [0,  w) j [I?, T(:) = (l+rn)!(k+rn) admite 
nzn-l(k - 1)  

derivata cp'(z) = , > 0 si deci cste strict 
: ( k  + zn)a 
s cresc5toare. Deoarece cp(0) = l l k ,  lim cp(z)=l, lim cp'(;)=O,. 
y* 2-m Z l L 0  

3' 
lim cp'(z) = 0, graiicul funcfiei cp ar,: alura din iig. 4.12. 

2 z - r m  
Inegalitatea 

Fig. 4.12 d x  l + z n  - -ax  < 1 - ax, e >, 0 ,  x 2 0 ,  
df k+:* 

impreunli cu argumente asem5n5toare cu cele folosite tn aplicatia precedent5 conduc la 0 < x(t)<- 
< max {x(O), l / a ) ,  V t >O. Apoi deducem 0 < y(t) < max(y (O), ll(ab)'i, 06s. ( t )  < max {z(O),, 
l](abc)}, Vt > 0. 

Retinem de aici faptul cli paralelipipedul 

este_o multime invariant& in sensul c5 orbitele determinate de punctc iniriale din 5 sint incluse- 
fn D. Confirm5m aceastli observatie gi prin aceea c& divergenta clmpului vectorial X = 
= (XI ,  x,, X,), 

I+ zn 
X , ( X , U , Z ) =  - -ax, &(I, y , z ) = x -  by, X,(x,y, z) = y -  cz 

k+ zn 

. ' 
a t e  strict negativli, div X = -a- b- c ; deci curentul generat de X micsoreaz2 volumele. 

Sistemul diferential considerat posed5 cel putin un punct de echilibru In 5. fntr-adevibir,. 
din 

-- *+'" 
ax = 0, x - by = 0 ,  y - cz = 0 

k+ zn 

care are ccl putifl o sohxJie pozitivg G. Rezultii punctnl de echilibru (zo i= be;, g = ezo, zo) caret 
se dovede~te a fi din D. Wtrieea cot-espuna5toare agroximbii liniare este 



.qi are ecuatia caracteristic5 

ib3 + (a + b +- c)A"t (ab + ac -f- bc)A + abc - cp' (z,) = 0. 

Criteri~ll I-lurwitz arat5 c5 aceast5 ccuaCie are toate riid5cinile cu partea real2 strict nega- 
qivg dacii si numai dac5 

(a + b + c) (ab f ac + be) - abc $- cp' (ro) > 0, ubc - cp' (zo) > 0. 

%n aceste conditii punctnl de echilibru (x,, yo, %) este asimptotic stal~il (si deci stabil). 

4.8. Stubilitufea unui circuit electrlc [lo] (fig. 4.13). 
Notgm cu x sarcina electric2 a condcnsatorului, cu dxldt cu- 
l~entul  in circuit si cu f(x, dxldi), f(0,O) = 0, termenul neh- 
aiar de grad superior lui 2. Atunci 

dEx d s  1 
L - - - b R - + - - x + f  

dl dt C L 

wnde L, R, C sint parametri reali strict politiri. Acest; 
ecuatie diferentialg de ordinul doi este ecl-li\-alcnt5 cu 
-sisternu1 diferential neliuiar 

:@entru c x e  (0, 0) este uu punct de echilibru. Matricea aproximgrii liniare 

dx dy - 1 
- - y , - =  - - r  
dt df LC 

R 1 
,are ecuatia caracteristic5 h2 f - ), + - = 0. Dac5 

L LC 
c<O,O) este asimptotic stabil. Aceastii concluzie decurge ~i 
-ohmic5 este pozitiv2, atunci curentul sfil~este inevitabi 

Stabilitate prin func$ii Leapunor 

X = . . . , X,) un cimp vectorial de cla 
'deschis-5, si conexi8 D c Rn astfel incit x = 0 sS fie un zero a1 lui X. In 
_nota;fii vectoriale, sistemul care dS liniile de cimp ale 

dx 
-- = X(D). 
dt 

-A doua metodS L eapunov de cercetare a stabilitiitii punetului de echilibru 
~ ( t )  = 0 ,  V t E W, se bazeazZi pe utilizarea functiilor Leapunov. 

Pentru a esplica tehnica propus5 Ite Leapunov notSm cu x(t, x,) 
solutia sistemului (5) determinats de conditiile hitiale (to, a,), In ipoteza 
& x, apartine unei vecin5tSti V a originii. Un cimp scalar f :  V -+ F, 
d: -+ f(z), care este de clef& C0 si satisface f(0) = 0 ,  se nume~te fincjme 
Leapunov pe V afsociati cimpului veetorial X. DacS f este o functie Lee- 
punov de clas-5, 8 pe V, atunci derivata lui f in raport cu clmpul rectorial 
X, adi& D&s) = {Xfx), grad f ( z ) ) ,  este o_f~nc$ie Leapunov pe V .  Se 



il 
/ 
/ observ5~cii pentru orice solutie x(t) ,  t E I ,  a lui ( 5 )  a~-em 

Dxf(x( t ) )  = ( X ( x ( t ) ) ,  grad f ( r ( t ) ) )  = Z l ( x ( i ) )  'l ( 
1=1 3% 

" af dx ,  d 
= I; - ( ~ ( 4 )  ( t )  = - f ( x ( t ) ) ,  

r = l  d ~ g  dt 

fapt care face ca DX 8% fie privit ca nn operetor de dcrivarc de-2 lungd 
liniilor de cimp ale lui (1). 

0 functie &eapunov f : V -+ W se 1rnmel;ts : 
1) pozitia (n&nliv) definild, decii f(r) > 0 (< 0). V s t IT\  :0] ; 
2 )  pozitiv (negntiv) ~emidefinitii, daciif(x.) 3 0 ( G O ) ,  FIX E V .  

Exernplu. f n  ipoteza X(x) = 0 o x = 0, energia clmpulai vxtorlal X, adic5 functia 
f = 11 X 112/2 este o functie Leapunov pozitiv definiti. 

Fief : V -+ R o fnnctie Leapunovpozitiv (negstii~) definitg. Deoarece 
f este continu& qi f (0)  = 0 daeg g i  numai dac5 x = 0, reznltg eii x .-t 0, 
q i  f ( x )  -+ 0 sint echirslellte. De asemenest, ee poate dovedi cii i^r'i~zl$imile. 
de nivel constant 31, : f ( x )  = c, pentru c suficient de mie, sint inehisein 
sensul c5 sint deformgri continue ale sferai (se intore de vnde an plecatb 
gi  contin originea in i~terior. f n particular, JZ, = {0;. 

Teoremii. Dac& exist& o funcjie Leapunov pmiiiz: definitd f de cZns6 C' 
p e  V $i fancjia Leapunov Dx f este negatiu scmidl?j"initti pe V ,  atunei puncdul 
de echQibru x ( t )  = 0, t E R, a1 sistemu~ui ( 5 )  este stnhil. 

Demonstrajie. Fie E > 0 aqa de mic i ~ c i t  sfera, lizll = E sii fie inelus& 
fn V. Defiaim m = min f(s). Deoarece f estc poziliv d::finitii rezultii 

lIx/I= E 

c5 m > 0. De asernenea exists 8 < E astfel incit /icz/l < 8 s5 implica 
f ( x )  < m. 

Consideriim'o solutie x(t ,  x,) a sistemului ( 5 )  cu I j z o  1 1  < 8. Vom arsta, 
c5 lIx(t, x,) 1 1  < E pentru t 2 to, in ipoteza cii solu$ia x ( t ,  x,) se prelungeqte 
in viitor nem5rginit- Dacii nu este aga, atanci exist5 T > 0 astfel fncit 
11x(T, x,,)ll = E, dar lIjx(t, xo) I( < E pentru t E [to, T ) .  Pe de a%& parte, 

d 
relatia - f ( x ( t ,  a,)) = Dx f(x(t ,  x o ) 6 0  arat& ccj j (x( t ,  x c ) )  este o functie 

a t  
descresc5toare de t pentru t E [to, T ) .  Deoa~cee f ( z o )  < rn prin definitia, 
lui 8, rezult5 c5 f(x (T, so)) 6 f (xo)  < m, iar aeessta contrazice definitiila 
lui T qi m, Astfel, sub rezerva e5 solutia x(t, x,) se prelungegte, am demon- 
strat c5 V VE > 0, 36 > 0 astfd incit / I T ,  j /  < 8 implie& llxjt, x,) 11 < E,, 

V t 2 to, adic5 originea este un punct de echilibru seabil (fig. 4.1). 
S5 ariitsrn c5 solutia x(t ,  x,) se prclungegte in viitor nerngrginit. 

Pentru aceasta consider5ln cilindrul (rnultime ~om;j;.~et;i !) A = l(x, t )  jO ,< 
< f ( x )  < m, t E [to, TI)  in Ba,"+l g i  ~ ( t ,  x,) o solutie pen- 
tru care f (xo)  < m. Conforni teorelnei de preluagire 

( 
(T-. 3.1 j solutia x ( l ,  so) poate f i  pralungitii En viitor n ping la frontriera d B .  Dar apartenenta ( t ,  ~ ( t ,  x0) )  E -4 

f=fo  t:T impliei Dx f (x( t ,  x,)) ,< 0. Din amst lnotiv solu$ia nu 
F I ~ .  4.14 poate ajunge la suprafata lateral8 a cilin1lculni A, 



unde f(xj = 82, $i deci se prelungeqte pfn5 la capacul i = 2' (fig. 4.14) 
Dooarece [r este arbitrar (qi nu depinde de m), solutia x(t, x,) seprelun- 
geqte in 1-ii'tor nemgrginit gi f(x(t, x,)) < m, V t E [to, co) 

0 b s e r v a t i i. 1) Teorema precedent5 poate fi formulati3 si in 
exist5 o funcbie Leapunov ncgativ definit5 f dc class C1 pe V ti funcfia 
pozitiv semidefinit5, atunci originea este ml punct dc echilibru slabil peliiru sistemul (5). Totul 
revir~e la schinlbarea lui f in -f. 

2) Xu exist& metode gencrale pentru gBsirea funcfiilor Leap~lnov astfel fncft f si Dxf sg 
satisfar2 conditiile impnse in teorem5. Dar este _natural r ~ i  s B  i ~ c  sau energia 
lui X sau integralele prime ale sistemului (5). Intr-a- 
devk,  dac5 f este o integral5 prim5 a Iui (5) intr-o ve- 
cin5tate a originii, atnnci, f5rB a micgora generalitatea, 
putem presupune f(0) = 0 qi deci f este o func!le 
I,eapunov. Prin definitia i~ltegralelor prime, funcfia 
Leapunov Dxf se anulear5 identic ~i deci este semi- 
definit5 (pozitiv sau negativ, dnp5 cum convine pro- 
blenlei). Astfel, dac5 f este clefinit5 (pozitiv sa~ l  ne@- 
tir),  atunci solutia x(f) = 0, V I E R?, cste s tab~l i .  

Sistemele hamiltonienp. ., 

dz, 815 dy, 811 
- _ = - - _  A = -  
dl ' c!f a x 6  

constituie exernple la cnrc obser 
tioneaz5 perfect. htr-adcxgr, in acest caz H : [ R Z n j I R  
este o integral5 prim5 global5. 

3) Tearema precedent5 conGne faptul geometric c5 o linie dc ciinp care ir~cepe in illteriorul 
hipersaprafefci inchise J I c  : f (x) = c nu mai poate i c ~ i  de acolo (fig. 4.15) : DXf(.r(f)) = 

< 0 dacB oi eumai dnc 
d f 

Tesrcma 5. P.~.csz~~~?~~zcnz c.4 e 
f de elas& C1 pe V astfel t n e i t j t m c  
nit6 p e  V. Bac& .I&?, = (x 1 3. E 8 ,  Dxf(x) = O] nu conji~ze in Cntreyime qzici 
o orbit6 a sisternuhi (5) diferzt6 de punctul de ecizilibru x = 0, aizcnci punclul 
de echi1ibi.u este asimptolie stabil (fig. 4.1.) 

Dewzonst~ajie. Teorema precedent5 aratg c% punctul de echilibru x(t)=O, 
t E [R, este stabil, adicg exist5 8 > 0, astfel incit j/xo I/ < 8 s2i implice 
existenta solu$iei t-+x(t, xO), t E [to, co) gi lim x(t7 2,) = 0, Vt E [to, 00). De 

aceea este suficienk s% demonstr 
s5 implice lim Iix ( t ,  x,) I/ = 0. 

t-rm 

a Prin ipdtGa DX f(a)  < 0, v x E V ,  functia f -+ f(x(t, x,)) este des- 
eresciltoare. Pe de alt$ parte, pozitivitatea lui f %rat% c5 dacB am avea 
lim x (t, x,) # 0, atunei lim f (.s (t, so)) = 1 > 0, iar aceash ^mseamnS ei 
f-53 t-tm 

O < h < Ilz(t, x,) / /  < z ,  V t k to. 
Presupunem lim f (z(t, a,)) = 1 > 0. Fie x, un punct limit5 a1 

t+53 

liniei de cimp t -+ x (t, 7,). E~icle~xt ,  x* # 0. Deoarece f(x,) = 1 > 0 q i  
orbita x(t, x,) nu este inelus5 in iIT,, rezultg c% exist5 27 astfel incit 
f(x(T, 2,)) < 1. Continuitatea fimctiei a, -t ~ ( t ,  2,) q i  faptul cB sistemul 
(1) este autononi ilnplicg existenta unui t ,  pentru care f(x(t,, 2,)) < 8 ,  



h r  proprietatea de descregtere a, lui t -t f(x(t ,  x0)) implie5 f(x(b7 xO))  < Zt 
V t 3 t,, fapt ce contrazice lim,f(x(t, so)) = I > 0. Rtimine c& l imf(x(t ,  xo))= 

t-t m t+m 

= 0 qi deci liin Ilx(t, xo)ll = 0. 
t+oo 

Aplieafia 4.9. Fie ecuatia diferentialii liniara de ordinul doi 

mnde p, 4 : (-a, a )  4 . R  slnt funclii de class C1 si Q(O) = 0, cp(z) > 0, x +(x) > 0, V x # 0 .  
f n  spafiul fazelor ( r ,  I) acesteia li corespunde sistemul 

Se spune cii solutia r ( t )  = 0,  t E R, a ecoatiei (6) este stubild, asimptotic stabile sau instabilir 
dacg poziua de echilibru x = 0 ,  y = 0 a sistcmului (7)  are o asemenea calitate. 

Notam X(n,  y) = ( y ,  - q(z) y - #(x) ) .  Functia 1,eapunov definits prin 

este pozitiv definits, iar functia Leapun ste negativ defiaitii pa o veci- 
nstate a originii : &lo este intervalul ( -a ,  a), iar ecvafia 5 = y =at& cH orbitele netriviafe taie 
acest interval. Confom teoremei, punctul de echilibru x = 0, y = 0 a1 sistemului (7 )  este asimp- 
totic stabil ~i deci solutia x = 0 a ecuatiei (6) este asimptotic staM15. 

S& ne ocup5m acum de instabilitate. D a d  f : V -+ W e ~ t  
Leapunov de chs5 C1, not&m prin V f  orice multime desckisii g l  conexa, 
inclusii $in. rna1ljimea dewhis& 

{ X  I f (x)  > O y  IIxII < 617 
a cgrei frontier5 dV+ contine originea. 

Teoremg. Dac& exist& o mul?ime newid& i;+ pe care Dxf > 0, atunci 
pumctul de echilibru z ( t )  = 0, t e [R, a1 sistemului ( 5 )  este imstabil (fig. 4.1). 

Demonstrajie. Fie 0 < $ < 6 ~i solutia ~ ( t ,  3,) cu punctul initial 
zo s ; , ~  8+, Ilzo 11 < 6,. Deoarece 0 E dVe7 este suficient sL argtilrn & pentru 
orice astfel de solu$ie exists ua moment T astfel incit lIx(T, s0)lf = $. 

Presupuaem contrariul : 3 x(t, z,), x, E V f  , Ilx, 1 1  < $ astfel. incie 
Ilx(t, x,) 1 1  < 6,, V t 2 to. Deoarece Dxf > 0 pe V + ,  fnnctia t -+ f (z ( t ,  a;,)) 
este strict cresciitoare qi x(t, x,) E Vf . De aceea, f(x(t7 x*)) >$(~(IC*) > 0, 
Y t > to. Aceasta, impreun5 cu faptul ei f(x),  1 1 %  1 1  < se anuleazk 
numai in 0 E dV+, implicL Dxf(x(2, cc,)) > 1 > 0, V t > to. Integrind 
aceasti% hegalitate pe [to, t ] ,  ob$inem 

vi deci l imf(x(t ,  2,)) = co. Aceat razialtat contrazice &rgi;inirea func$iei 

-+ .f(G'?wl\s 11 < 81. 



Apliea$ia 4.10. Consider5m un sistem conservativ 

d2x 
- + grad F(x) = 0, 
dt" (8) 

unde x  z : ~  tRn, iar F : IRa -+ IR estc un cinip scalar anaiitic intr-o veciniitate a orlginii. F5r6 a 
sciidea generalitatea punem presupune F(0) = (0. Acestui sistem de orclinul doi i se ataseazii, in 
spatiul fazelor ( z ,  dxldt) EIR~",  un sistem hamiltonian 

I 

Notiim X(z ,  y) = ( - y t ,  dF/axh) yi observ5m c5 II(0, 0) = 0, adicii H este o functie Leapunov, 
iar %H = 0,  adic5 N cstc o integrals prirnB a sisteinului (9). 

I'resupuiiem cL x  = 0 este un punct de miiiil~i a1 lui F. Alunci x = 0, r~ = 0 este un punct 
de nlini~n a1 lui H ~i deci 11 ( z ,  y )  > 0  pentru (2,  g) # ((0, 0) dintr-o veciniitate a Ini (0,  0). Prima 
teorern5 arat6 cii punctul de echilibru (0, (0) al sistcmului (9) este stabil si deci punctul de echi- 
libru x(t) = 0, t E tR, a1 sistcmului (8) este stabil. Acest rezultat cste cu~~oscut  In mecanica 
analiticii ca teorema Lagrange. 

Sii presupunem ci x  = 0  este un punct de maxim pentru I:. RezultB grad F(x) = 0 si 
reprezentind pe F in forma 

unde F3) este o formi omoacni de orlinul j, in mod necesar F(m) trcbuie s5 fie negativ definitii- 
n 

Pe de alt5 parte, 56 011serv5rn c6 functia Leapunov, definitii prin g(z,  g)  = - zkya, satis- 
k=l 

face 

unde termenii nescri~i sint polinoame omogene fn (x,, . . . , x,) de grad mai mare decit m. Astfel 
DXg este pozitiv definitii pe o vecinatate a originii. b particular, ea este pozitiv definit5 ~i 
pe componenta conex5 V+ care contine punctul (a,. . . , a) ,  a  > 0,  a multimii de puncte pe care 
g este strict pozitiv5. Conform ultimei teoreme, punctul de ecliilibru (0, 0 )  a1 sistemului (9)  este 
instabil si deci pnnctul de maxim x = 0 a1 lui F gcnereazii un punct de echilibru instabil a1 sis- 
temului (8). 

I. SL se eerceteze stabilitatea punctelor de echilibru ale sistemelor : 
, . I  I 



1 

i 

2. Sii se elasifice punctele de echilibru ale urrniitoarelor sislerne : 

xnde a q i  b sint parametri reali. 

3. Utilizind aprosimarea liniarg, s5 se testeze stabilitatea punctelor 
m5toarelor sisteme diferen$iale : 

dx  
- = ln(e + ax) - @ = p + 2 y  - cos 3% 
dt  

-- dy - bx + tgy, = =]1~+% - 2eY 
dt dt dt 

4. S5 se cerceteze stabilitatea punetelor de echilibru ale sistemelor 
diferentiale urm5toare, fixind drept funetii Leapunovpolinoame omogene 
convenabile : 

I n d i c a i e . f ( x ,  y )  = x2 f y3, instabil ; f ( x ,  y )  = x3+q2,  asimptotic stabil ; stabil. 

5. S5 se cerceteze stabilitatea punctului de echilibru (0, 0) a1 siste- 
mului diferential 

dx 
= y  - ax(x2 + y?) ,  3 = - x - ay(x2 +$): . 

'dt dt 
. ?  
1 x1 I n d i c a t i e f ( z ,  g)  = x2 + y2 este o funcfie Leapuno 

6. Aceeagi problem5 pentru sistemele 

dx -- 
dt 
- Y 

d y  = - ye-.exZe-2* 

dt 



,I n d i c a t i e , f (r ,  y) = - 23 + 3zy0 poate f i  folosil5 ca iunctie IAeapunov. 

1) S5 se construiasc5 o func!ie Leapunov f pentru care DA,j  = 
-= - Ilxll"i s& se arate cii punctul do echilibru x; = 0 este instabil. 

2) S& se arate ci daci j(xo) < 0, atunci lim 11% (t, xo) 11 = CO. 
t--too 

3) Ipoteza j(ao) > 0 implie5 lini /Ix(t, xo) I /  = w ? 
t - rm 

8. Fie X un cimp vectorial de class C1 pe iR" eu proprietatea 
~ ( x ,  X(x)) 6 0, V x; E Rn. 85 se araite cii X(0) = 0, punctul de eehilibru x=O 

9. Un sistem mecanic cu un grad de libertate, cu mass nz, actionat de 
are armonicii are earaeteristiea elastic& 

daei -a G x < a, 

(7c, - k,) a ,  dcac5 x 
k2x - ((k - kk,) a, dac5 x < - 

S& se studieze stabilitatea migciirii sistemului. 

I n d i c a t i e. rnz f f(x) = Fo cos (wf + 9). Notind g = b sin (wt f Q), ghim Y = 

9n spa$iul fazelor, 
asimptotic stabile. 

I n d  i c a f i e. Se folose~te aprovimarea liniar5. 

11. Rostogolirea -nnui disc circular pe lan 
.-sisternu1 diferen3ial [70] 

dr 
= P? (Y 4 1) - = P¶? 

dl 

- qr(y + 1) $- aq 

11. Rostogolirea -nnui disc circular pe lan 
.-sisternu1 diferen3ial [70] 

d8 dr 
= P? (Y 4 1) - = Pq? 

dl 

(aq ctg 8 - yr 

ionalii, iar a, y, 
ea punctelor de eohilib 



5. SISTEME POTEXTIALE $1 TEORFA CATASTROFELOR 

Liniile de gradient ale unui cimp scalar f nu pot fi curbe fnchise dcclt In cazul fn ca re  
se reduc la puncte de echilibm. Acestea slnt traiectorii ortogonale hipersuprafetelor de nivel 
constant ale chpulu i  scalar f ~i de-a lungul lor f c r e ~ t e  eel mai repcde. Dacs potentialul f 
este o functie subarmonici, adicg L?I~ 2 0, atunci curentul generat de grad f m5reyte volumul 
(v. 5.1). 

Clasificarea potentialelor cu cel inult patru parametri implies o clasificare a sistemelor- 
diferentiale potentiale corespunzgtoare, iar nouunile din teoria catastrolelor elementare dezvi- 
luie noi posibilititi privind studiul Iiniilor de gradient (v. 5.2). 

LiniiIe de gradient ale faldului (v. 5.3), intoarcerii (v. 5.4), rindunicii (v. 5.5) si Iluturelui 

clx 
(v. 5.6) sint solutii ale uaor ecuatii diferentiale cu variabile separabile - = P(x), under 

dt 
P(x) este respectiv un polinom de gradul doi, trei, patru ~i einci. Dac5 q nu este uii punct d e  

.Y 

echilibru, atunci solutia 

Dac5 xo este astfel 

x o  
este convergentg. fn probleme de mivare acest fapt pune fn evident5 cEi particula se mi@ la, 

de a doua spet6, divergent6 ; in problemele c t 3  integral5 se poat 
sau prin valoarea sa principals. 

Punctele de echilibru ale gradientului ombilicului ejiptic (v. 5.7), ombilicului hiperbolic 

(v. 5.8) ~i ombilicului parabolic (v. 5.9) pot. fi at~actori, noduri proprii, nodnri improprii ~i 
puncte $a, fie asimptotic stabile, fie instabile. 

Problemele propuse In 5.10 se refers la fixarea directiei celci mai rapide cregteri, determi- 
narea curentilor generati de elmpuri vedoriale goteaiale ~i cercetarea staBilitBbii punctelo~ d e  
echilibru ale sistemelor potentide. 

Conceptele matematice prezentate kn aeest capitol si in capitolul 7 au apliealii fn inmolo- 
g i ~  colapsul gravitational al stelelor, termodinamicii, Qeoria stlrueturilor elastice 1231, Fezonanta 
neliniarg a sistemelor mecanice, inshbilihbea replelor electrice, instabllitatea sistemelor bfclro- 



I 
.I. Punde eritice gi linii de gradi 

Fie D o mnul$ime deschisii din Rn 
Q1. Zerourile gmdientului lui f ,  adic 

af -- (x l ,  . . . , 2,) = 0, 
ax1 . . . . . . . . . . 
?f --- (xl, . . . , x,) = 0 

axn 
,se nuinesc puncte crilice ale func$i;iei f .  Dac-& x, este un punct critic a1 lui f, 
atunci numArul f(x,) se mmegte vatoa~ea c~iticli a 1ui f. Pentru a mas o 
imagine asupra punctelor critice ale lui f utiliz5m fie forma graficului lui f 
'intr-o veciniitate a unui asemenea punct, fie forma mu1f;imilor de nivel 
-constant ale lui f. Hiperplanul tangent la graf icul lui f in punctul (x,, f (x,)) ,  
xo fiind punct critic, este un hiperplan orizontal. 

Teorema Fermat. Duo2 f : D -+ ssie u n  ogmp sctxlar de cEasiE C1 
$i'x0 E D este u n  pzc.nct de e w e m  local, a t w i  v f ( x o )  = 0, die4  so esleun 
pumt  critic al lui f .  

Demonstrafie. Fie v un vector oarecare legat in punctd a,. Pixgm 
r > 0 astfel incit f(a) - f(x,) s& aib5 semn constant pe bila B,(x,). Functb 
.g : (-r, r )  -* R, g(t) = f(xo f tv)  este de cla& QC1 q i  diferenfa g(i) - g f O )  
are semn constant ps ( -r ,  r) .  Astfel t = 0 este un pmct Be extxern local 
a1 lui g ~i in consech@i (teorema Fermat de la funcliile reale de o variabilg 
areal%) 0 = g'(0) = (vj(ao), v). DeoarecevesLearbitrarr~mhe& vf(s,)=O. 

Consecin$g. G.n einzp scalar da stasti C1 pe o y d j i m s  compact& .ZJ3i 
d z g e  margkiEe sau tmtr-un pumt cr&c saw Idr-wn puzct de ps jrvmtier2. 

Teorema urmiitoare d& o conditie suficientii pentru existen$a, punctelor 
-de extrem global. 

Teoremg. Pie D o ?nuEtirne de~chisdi g i  convex2 din W*, iar J' : D 7 p 
wn etmp scalar colzvex (cmoav) de c2asiE Cl pe D. Dm& xo este zcn p w c t  cr~tw,  
atumd x0 este un punct de mini,rn (maxim) global. 

Dm2 x, este u n  punct ~r i t i c ,  died ~ f ( x , )  = 0, atunci f (3,) < f ( m ) ,  '4% E D  
gi deci x,  este un punct de minim global pe D. 

Teosemii. P i e  D o mudjime desohisd din W' p i  f : D + W utt &.nap 
scalar dc clasii CP, p 2 2. 

1) Duo2 a, e D este u n  punol de eatrem local, atunci d ~ ( s o ) ( d x )  &st@ 
{pozdtis sau negativ) setnidejirait4. 

2 )  $46 a, un puraot mitio. Dacd dgf(xo)(ds) esle poxitiv (negatio) dej%'&diF, 
4tupbei sc, este u n  pzlnct da minim (maaim) local. 



Denzo9zstrul;tie. Pentru anibele pii,r$i ale teoremei utilizjm formula* 
Taylor f(x) = f(a,) -+ df(x,)(x -go) + (1/2)d2fic0 -+ .r(x - ,r,))(.x--x,), I 

unde T e (0, 1). 
I) Presupunem c& x, este un punct de extrel? local, adicg f(a) 3 

( < ) f(x,), pentru orice x dintr-o vecingtate a lui a,. In baza teoremei Per- 
mat x, este un punet critic, adicii df(x,) = 0. Din formula Taylor qi din 
eontinuitatea diferentialei de ordinul doi rezults ei d2f(x,)(dx) este pozitiv 
sau negativ semidefinits. 0 consecin$& imediatg a acestei p%r$i a teoremei 
este faptul c5 dacg dZf(x,)(dz) nu are semn eonstant, atunci x, nu poate. 
fi punct de extrem local. 

2) f n  baza contirmuitgtii, d2j va f i  pozitiv (negativ) definitg intr-o- 
vecinAtate a lui x,. De aceea formula Taylor di f(x) > (< f f (go) pentru 
oriee a # x,dintr-o vecin5tate a lui x,, adicii x, estc unicul pnnct de extrem 
local. 

Fie j : D -+ g2 un cPiap scalar de clasii C2 qi x0 E D un pumt critic al" 
lui f .  Dacg forma p5tratic;i (hessiana) d2f(x,) este nedegeneratg, adicg 

det [ a*f (x,)] + 0, atunci x, se nme:te pzcnct critic aedegenerat. 
ax, axj 

f n  caz contrar LC, se numeqte pzcszct critic dege+zezerab. Pnnctele critice nede- 
generate sink izolate, iar difeomorfismele de clas.2 C"5streazii calitatea de 
punct- critic degenerat sau nedegenerat. - I 5' 

2. r h  

Exemple. fn cazul n = 2, originea este pullet critic pentru fiecare dintrc cimpurile sca- 
lare de clasg CX definite respectiv prin 

Benumirile uzuaIe pentru aceste tipuri dc puncte critice sint respectiv punet  de rninzm (fig.l.l),- 
punc i  de m a x i m  (fig. 1.1), punct so (fig. 1.21, punet $a rnaimufd (fig. 1.3), punct albie (fig. 1.4), 
~i punet  incruci.>are de albii (fig. 1.5). Punctele critice ale functiilor x2 y3, -x" y2, 2 2  -' $, 
2 3  - 3xy2 sint respectiv punde critice izolate, in timp ce punctele crit~ce ale funcpilor x2, .-?y" 
sint respectiv neizolate. De asemenea, punctele de minim, de maxim si $a sint puncte critice 
nedegencrate, iar punciele $a maimutii, albie si incruciyare de aibii sfnt puncte critice degenerate. 

Fie X = [XI, . . . , X,) un cirnp vectorial de elas& C1 pe B, ciruia, ii 
atasiim sistemul difere~tial 

Dacg X este un cimp potential pe D, atunci sisternul diferential (2) se 
nurne~te sistem pote9ztial. Poten$ialul f : D -r W a1 1ui X se numeate po- 
tenjialzcl sistemzclui dif ere?z!inl. (3) .  Deoarece X = grad f ,  sistemul potential 
se scrie in forma 

Solutiile unui sisteln potential (3) se mai numese gi linii de gradient ale- 
Zuij. Teorema care urmeazii aratg c2i liniile de gradient diferite de punctele 
de echilibru nu pot f i  curbe inchise. 

Illul~imea punetelor de echilibru ale si~temuluidiferen$ial (3) coincide- 
cu mul$imea punctelor critice ale potentialului, f ,  fii 
temul algebric (1). 



. -Pie a : I  -+ D o linie ite gradiertt $i 7~ : I -+ B, IL = f 0 a. Gisirn 

dh af dx1 8 zf dx* 
- ( t )  = ( a ( t ) )  -- ( t )  + . . . + -- ( a ( t ) )  - -- 
dt  6x1 ~ i t  ax, d t 

"t* 1 ;  grad f (a ( t ) )  3 0, V t  G 1. 

Astfel .h, este 0 furletie monoton erescgtoare, adicg t~alorile lui f cresc de-a 
lungnl oric5rc.i linii de gradient (gi evident descresc pe linia opus&). In 
~ l ~ l s ,  rezultatele din 1.4 arat2 c.2, cnrbele d ~ a  lungul c&rora f crette eel mai 
repede sint liniile de gradieut ale lui f .  Intr-adevjr, dacii a : ( a ,  b )  -+ D 
a t e  o linie de gradient n. h i  j g i  $ : (c,  d )  -+ D este o curb5 oarecare de elas5 
C1 astfel hcit  P(s,) = %(to) ,  S ,  E ( 6 ,  d ) ,  t ,  e ( a ,  b)  gi j j  p'(s,)Il = 1 1  af(t,)ll 
(aceesgi 1-itezg), atnaici 

d 
= (al(.(to)), ~ ' ( t , ) )  = - ( f  o a )  ( to)  

cit 

(3-iteza de creytere a lui j ye cxurba $ nu dep&ge$te vitiza de eregtere 
ye curba a).  

Teoremii, Pie a : I -+ ID o 2inie de gradielbt a Zui f .  1) Orbita a ( I )  esde 
srtogonala' kipersuprafejctor de nivel constant ale lui j. 2) Dac6 I = [ to, oo) 
y i  exist6 lim ~ ( t )  = al E ID, atzcnci x, este u n  punct critic a1 lai f b u n c t  d.e 

f-m 
I L  

echilibrzc a1 sistemzilui dijerenjial (3)]. 
3) a nv poate f i  o curb6 .inchis& decif ?"n caaul .in care este un punct de 

.eckilibru. 
Demonstrajie. 2) Aceastii afirluatie poate f i  pritrit% ea o conseein%& a 

teoremei din 4.1. Prefergm inxi demonstratia directii. Fie 7t = f 0 a. Evident 
lim h ( t )  = Ax,). Atunei 
f+03 

, % 2  . ~ ,  
f ( x l )  - f (x (bo) )  =lim (k(tf 

t-x, 

03 

ntst intepaloi qi linz I /  grad j( a ( i ) )  l j 2  - 
t-m 

!]grad f(x,)ll = 0 $i deci grad f ( x l )  = 0, ailicj x, este un pullet critic 
a1 lui f .  

3) Fie I = [ c r ,  b]  g i  a : [ 
*a(a) = a(b) ,  e.a 
= f o a :  [a,  b ]  
* 7 ,: , , 

* ?*I;,$ $ '  * > 3  + 

, *  % t 0 = h 



0 b s e r v a t i e. Exists cimpuri vectoriale irotaticnale care au linii de clmp Inchise. De- 

esemplu, liniile de cfmp ale cimpului rectorial irotational 8 = > (x, Y) Q 

E IR"\C(O, 0)) sint cercnri cu centrul in origine. Aceasta pune in evident5 c5 X nu este  
global echivalent cu un cimp potential. 

TeoremB. Dacii poten!iaZul f : D + [R este o funcjie co~zcex6 de elas& 
C2, atunCi curentul ata~at  sistenzului (3) vrz&repte volumul. 

Demns&ajie. Prin ipotezB c12f(x) este pozitiv semidefinitii pentru. 
fiecare x E: D. Rezulti div (grad f )  = urma d2f 2 0 (v. 1.6). 

Fie x, un punct de echilibru a1 si~t~emului diferential (3). Diferenti* 
b i l i t a b  lui afldx, i q l i d  

Astfel sistemului diferential ncliniar (3) i se atagcazii sistemnul difcrential. 
liniar 

Matricea are valorile proprii reale, f iind simetrici. Aceste- 
ax.ax - - 

valori proprii sint s t r k  negatix-e daei gi numei daez dy(xo) este negativ 
definitB (rezultii ci x, este un pnnct de maxim local strict a1 lui f). fa, 
eoncluzie, dacB dy(x,) este negativ definiti, atunci punctul de echilibru 
xo este asimptotic stabil gi deci stabil. Atunci orice linie de gradient cs 
pornegte dintr-un punct sufieient de apropiat de a, tinde c2itr.e x,. Aceste- 
rezultate pot fi demonstrate independent de teoria stabilitiilji. 

Teoremii. Pie D c W* o muZ!inze cleschisa', f : D -+ o ficncjie de elas& 
CQ6 x, E D ux p?u;?t ~l" i t - iC a1 Eui f pentru care d2ffx,) este negntiu defi.nit&. 
Da& r > 0 este sufi&e?zf, de mic 96 xl apnrjine bilci B,(x,), atzc9zci tinth de, 
g r a d k t  cc a Zzti f ce pZeacB la t, din x, este defi?zit& pe It,, cm) ~i lim a(l)=x,. 

t-w 

Retnonstra$ie. Fie h(t) = ][a($) - x,1/?/2, t E [tl, 00). liezultzi hf(t)= 
= (z ' t t ) ,  a($) - xO) = ( pd f ( a ( t ) ) ,  a(t) - 2,) = d.f(a(t))(a(t)  - xo) = 
= (df(a(t)) - df(x,))(4t)- $0) = d23c(x,)(.(O 
- $0 /I2, c >o. 
Altfel scria h1(t) G - clt(2) sau lu h(t) - lnF~(t,) 
< h(t) < l&(tl)e-c(t-tl), d e [t,, m), implie& lim h( 

t-tcr, t - - f a  
A r & m s  szi ar&tiirrr cB solu$ia x(t, r;), x, E B,(xo) se prelu%~egte in 

viitor neni&rirgiait. Pentru aceasta considergm multimea compact& (cilindru) 
A = R,(xo) x [t,, T J c  Rn+l. Conform teoremei de prelungire (v. 3.1), 
x(t, x,) se goate prelungi in riitor pin& la frontier& 2A. Solutia nupoate 
ajxulge la, aB,(xo) deoxece 7b : [t,, (r] -+ IR cste o fuuctie descresc&toare; 
rgmnine c5 x( t ,  x,) se poate preiungi pin& la capacul t = T care csto arbitrar 
rji independent de B,(x,). 



Excmpla. fn cazul n = 2 ,  tipurilr punctelor de echilibru ale sistemclor potentiale pot fi : 
receptor (fig. 5.1). purlct de mrnirn a1 potcnfialului), szrrsic (fin 5.2, purlct de maxim a1 potentia- 

.lului), $a simp16 (fig. 5.3), .Fa maimuj6 (fig. 5.41, di,nol (lig. 5:;). Pozifiile de echilibru ale siste- 
melor poten\iale nu pot fi punctc de rotatie. 

Fig. 5.1 Fig. 5.2 Fig. 5.3 Fig. 5.4 Fig. 5.5 

Cornentarfu. 1) Presupnnem n = 1. Sistcmul potential (3) sc rcduce la ecuatia dileren- 
d z  

t ia l j  cu -,-ariabile separabile- = p(.x). tiniile dc gradient ale lui f privite ca orbitc sint 
d l  -. 

intervalelc orientate de crestere ale f u n c ~ c i  f sau zcrouri ale lui f' ; privite ca funcfii sint para- 
metrizjri speciale ale acestor intervale de crestere sau po~i t i i  de cchilibru. Dacd x, nu este un  
punct dc echilibru, atuncl solu(ia lisal; dc condiliile (lo, xo) a ecuabiei difcrcntiale prcccdente 

X 

este t - f, = . ~e i c i  reztlll;l 0 niotodl pcntru st3,ilirea inlervaiclor de inonotonie 

X* 

ale unei functii f cel pubin dc class C1 : zcrourile lui f' sc afld printre extremitritile finite, iar 
sensul de crestere sau descrcstere pe fiecare interval se fiseazg prin cel pufin dous valori ale pri- 
mitivei (obtinute prin metode numerice sau exacte). Dac5 x, este un punct de echilibru a1 ecua- 

dx dx 
Tiei dilcrcntialc - = f'(x), atunci ccuafia diferentiall liniarg asociatl e?te - =(x- xo)f"(xo). 

, I t  dl u, 

2) Esplicatiile sc rrlcr5 la ltniile clc cimp ale lui grad f. Din acestea sau direct fezultg 
proprietdti analoage penlru liniilc de cimp ale lui -grad f. 

3) Aspcctele tcoreltce prczcntatc stau la baza metodelor numerice de tip gradiellt pentru 
determinarea punctelor crilice (si deci si a punctelor de cxtrem) ale cirnpurilor scalare [61]. 

Aplicatia 5.1. Prerupunem cd 1ni)carea unei particule in W h \ t e  descris5 de sistemul 
potential 

dz dy d: 
- = g:, --- = zz, - = xu. 
dt dl  df 

S5 se arate cd : 
1) daci  doul dinire numerele x(O), !;(O), :(O) sint nule, atunci partic 

z(0) = y(0) = 1, z(0) = - 1, atunci traicctoria mi~csrii  are ec 

x = see f ,  y = sec i, z = tg f, t f. (2k + 1)x/2, k € Z! ; 

' ' 3) dac8 x(0) = y(0) = 1, :(O) = -1, atunci traiectoria miqcsii are ecuatiile para- 
metrice 

4) dac j  cel putin douri dintre valorile do) ,  y(O), r(0) slnt difcrite de zero, atunci sau parti- 
cula se mi~cri la infinit intr-un timp finit (in viitor) sau vine de la infinit Intr-un timp finit 
(in trecut). 

Rezoli~are. Se obserrl cd (y:, zs ,  xy) admite potentialul f : IR3 -+ R, f(x, y, z) = X ~ Z .  

f-Iipersuprafetele de nirel constant diferit de zero a t a ~ a t e  lui f sint lzipersuprafete Titeica. 
1) .4xele Ox, Oy, Oz sint alc8tuite din puncte de echilil-tru. 

dx dy dz 
2 ;  3)- Din - = - z - gbim ecuatiile carlericne implicite ale familiei de tra- 

y: ZX Xy 
iectorii, x2 - y? = J;1, x2 - z2 = lc2. Din collclivile initiale se determin5 constantelc kl, 6, ~i 
apoi se verificd parametriztirile propuse. 



4) Din 22'= yy' = zz' rezultg 2% - el = g2 - c, = zZ - c,. Presupunexn cl > c2 > c,=- 
dz 

= 0. Deci ;2 < ' r ~ 2  < 5 2  ~i 22 = 2 2  - c I - - g2 - cz ; el, c, 2 0  ; -- = f 1/(z2 + cC,)(z2 + cZ)-- 
cl t 

dz 
Pentru simplificare presupunem r(0) 0 si - = y(9 -. , cl)(z2 + e,j. Rezultg f(z) = 

df 

5.2. Sisterne potenfiale qi catastrsfe elerasenatare 

- Fief : Rnx Rm 3 W, (x, c) -+ f(x, c) o functie diferentiabilg. R" este- 
numit spa,tiul stiiritor, iar R" este nuinit spa$iuZ de control. 

Fie c un pnnct din R". Restrictia lui f la Rn x (c ; ,  %die5 functia. 
partial& x -+ f,(x) se noteazii cu f, $i se numeqte poten$z'nl. Astfel, f poate fi, 
ginditg ca o familie de poten$iale. 

Poten$ialului f, i se atayeazii sisteinul djf erential 

dxl 2fc -- = - clx* - af (x). ( x ) ,  . . ., 
dt i'x, dt 

&Iul$imea 171 a punctelor de ecliilibru ale sisten~ului (4) coincide cu 
rnultimea punctelor critice ale familiei de potentiale f, $i ca snbmul$ime 
a l~zi W n  x W m  es"o descrisii de ecuatiile 

-kceast& multime se llumeste nzuljimen catastrofii asociatii potentialelor 
f: sau ?nuit$imea de echitibrzc a sistclnului (2). Ea riu esteo subvarietate ds  
dilnensiune Tn a lui in x W m  cleoit ctacii f are anunlite propr'ietiiti care sint 
indeplintte in cazuri particulare (este auficient s5 functioneze teorema func- 
tiilor implicit e). 

Fie 7~ : Rn x Rm + Rrn proiectia natural% clefinit5 prin ~ ( x ,  c) = c. 
Restrictia lui 7i 12 ,U se noteaz65 cu X $i se mruniegte cxplicnJicc ccctastrof&. 

Sublnulfiinea X a lui 171 format& din punctele sing-ularc (critice) ale 
aplicatiei catastrofg X : 47.1 -+ Rm, adic& din punctele in care rangul matricei 
jacobian J ( X )  este mai inic decft m, senume$ta rrzu7jinzen singularitiijilor. 
Imaginea B = x ( S ) c  Rm este numitii mzrtjimea bifurec$ie. Aceasta este 
observabilg direct aflfndu-se in spatiul de control. 

Explicitind jacobianul lui X, se constat& eii S este de fapt niul$irnea 
punctelor (x, c) E dl care sint puncte critice clegenerate pentru functia 
x -+ f,(x). CU alte cuvintc, 

L?fc 8 :  - - (s )  = 0, ...,-( 3) = 0,  det 
ax1 ax, 

Eezu!tG :;& B este multimea pe care ~rnrnilrul ti iirtturapunctelor critice ale 
lui x f,(x), ssu de echilibru pentru sisternu1 (4), se scliin1b5. Teoria 



stabilitiitii structurale a funcbiilor Morse &rat5 c& o asemenea schimbarrg 
pentru x j,($) poat,e s& aib5 loc numai dac5 se trece printr-un punct 
critic degenerat. Punctelor critice degenerate ale functiei x 4 f,(z) le 
corespund puncte ale graficului acestei functii in care curbura Gauss- 

este nul5. 
Termenul de catastrof& este utiliz 

cu scopul de a sugera c& o variatie neted.2 fn sp 
o schimbare discontinu5 (un salt) in spatiul st 
cerea de la un punct de minim la un punct de maxim (sau in~ers)  ale functiei. 
rn -+ f,(x) sau trecerea de la o solutie a sisteinu2ui (4) la, alt5 solutie care 
nu mai este topologic echi~alent5 cu pr3-ma. Precizgm c5 sistemele diferen- 
@ale potentiale nu oscileazii niciodat5 $i singurele sa;lturi care pot sii spars 
la un asemenea sistxrn sint acelea asoc,iate cn o schiinbare a n u i ~ ~ r u l u i  de 
puncte de echilibru. 

Teoria general5 %rat5 c5 familiile de fuactii pot fi clasificate astfel 
incit structura punctelor _critice s5 nu fie afectatii calitativ de schimbgri 
potrivite de coordonate. In particular aproape toate familiile, cu 7n < 4- 
parametri, de functii reale di 
stabile si sin6 echivalente inx-ec 
toarele forme [54] ; 

1) qzec~ilitic&, x,, 
1-gn Morse, x: $- . . . $- a: - - . . . - xi, 0 < 1 < n .  

(Aeeste dou5 tipuri nu sint forme catast'rof&, int'rucit nu au puncte critiee- 
degenerate $irg,min neschimbate in raport cu variatiilc din spatiul de control. 
Toate cele care urrnea;z& posed& puncte c,ritice degenerate, depind de vari* 
bilele de c,ontrol !i deci sint forme cat,astrof&.) 

) cainstrofe cuspidale 

3) ca-trofe ombilkale - *& ,.' 2 ' "  

ornbilicz~l eliptic, x: - 3x1s,2 -+ c,(xl + x;) + c,xl + c,a, + (N), 

o?nbilicul I~iperbolic, 4 + xz -+ clxlx, d,kYB-f-'c,x,. + (N); 
I-./ < 

ombilicul parabolic, f (x:x, + xi + el.%?"+ c,s; + c,x,+ c4x2),+ (N), 



... - x; ,1<z<n7 

iar (N) indies o functie (Morse) de forma 

Denumirile respective au fost sugerate de geometriile caracteristice 
f i e c h i  tip in parte g i  se folosesc atit pentru familia de functii, cit g i  pentru 
punctele critice degenerate corespunz&toare.Semnele & indicg posibilit%$i 
duale g i  se las& de o parte intrueit geometria celor dou& situatii este esen$ialt 
aceeagi. Ljsind de o parte yi forinula (1) yi termenii (H), respectiv (N), 
ob$iiiem gapte tipuri de familii de functii numite pe seurt cntrcstrofe e l e  
mentare. Acestea contin subcatastrofe, diagrama de subordonare fiind 
urmgtoarea : 

flutuse + rindunieL -+ Pntomcere -t f a;ld 4 (Morse) 
if 

c -+ onlbilic eliptic 
ombilic hiperbolic 

radient ale fa 

1 
Considergm poten!ialuZ fald z + fa($) = - x3 -+ ax, uncle a este un 

3 
parametru red.  Liniile de gradient ale acestui potential sint date de ecuatia 
diferentialii c~z variabile separabile 

(5 )  

Privite ea orbite, liniile de gradient ale lui fa sint intemalele orientate pe 
care f a  cregte sau sohtii ale ecuatiei x2 + a = 0. Rezultii 1111.11tirnea de 
echilibru H : s2 + a = O (parabobii), care poate fi privit& g i  ca imginea 
hiir$iii u : x = t, a = - t" t t R. Deducem c& espresia in coordonate a, 
aplicatiei catastrof5 este x 0 a(t) = - t2, cu un singur punct critic t = 0. 
De aceea yr are punctul critic (0, 0 )  gi deci X = ((0, 0 ) )  este mu1f;imea singu- 
laritStilor, iar B = X(((O, 0))) = (0) este mul$imea bi£urca$iei. 

Fie a > 0. Atunci eeuafia diferen$iaili (5) nu admite puncte de echi- 
libru, iar solutia general& eeste 

Solu$ia finat5 prin condi$iile ini$iale (to, so), deci cu 
1 5 0  

C = -arc tg- - to, are graficul din fig. 5.6. 
l'i 1/. 



Fie a = 0. Atunci x = 0 este singwul punct de echilibru $i x = 
= - l / ( t  + C ) ,  t E R\{ - C), este solutia genesaki. Evident punctul de echi- 
libru nu poate fi o vailoare ini5ialii a solu$iilor provenite din solutia generati. 
Pentru fig. 5.7 constanta C s-a fisat prin condi$iile initiale (to, so) gi  deei 

1 C = - -- - to. NotZm x(t, x,) = --l/(t - to - l /xo) ; punctul de echilibrrt. 
X 

Pig. 5.6 Fig. 5.7 

do = 0 este stabil $i asimpt.otic stabil deoarece lim x(t, x,) = 0 ,  Vt €[to, m\ 
2#+0 

g i  lim xft, xo) = 0. 
t-03 

Fie a < 0. Atunci ecuatia diferentiali ( 5 )  a b i t e  dous prxnete de echi- 
libru x = -& r=, iar solutia general& este 

a = - V%ethv=(t + C,)pentru a t ( -  -- oo, -1x) u (lx, m) q i  
g= - l/La th V - - n  (t + C,) p e n i s ~  x t ( -y -a, f - a). nind conclitiile ini$isle 
(&,, xo) care de te r~n id  solutia x(t) a ecuatiei diferentiale (j), ajungem la 
urmiitoarele eoncluzii : daici so este - un punct de echilibru, atunci x(t) =xo, 
VQ E ; da& xo E ( - oo, -1=) u (?-a, a), atulzci solll$ia r(t) are coal- 

I xo 
portarea cotangentei kiperboliee (fig. 5.8), C1 = ---==- arg cth ---, --to 

- - V-a -1-a 
dac5 2,, E (-V -a, -a), atunci solufia x(t) are comportarea tangentei:hiper- 

bolice (fig. 5.9), 

Fig. 5.8 



De asemenea, observiirn eiilim x(t, x,) = f-a, Vl E (- w, to], lirn x(t ,  x,) = 
.,+y- t i - c o  

= (fapt ce ar corespunde anei ,,stabilit5$i" in trecnt). 
Catastrofa are loe la trecerea, prin a = 0, deoareee in acest rnomenb 

se schimb5 numBrul punctelo~ de echilibrn. 
Siigetile din fig. 5.6-5.9 iudic:'. sensul pe graficele liniilor cir gradient 

si deei sensld de creqtere a lui .fa. Proiectind graficele pe asa Ox, g%sim 
orbitele (segmente de dreaptii) ~i sensal de creqtere a lui fa pe aceste orbite. 
Evident, aceste rezultate se poc citi direct de pe grafic~ll lui fa  a virui trasare 
nu ridicci niei o problem5 (fig. 5.10). 

* f, 1x2 I t fa' 

unde a, b sint parametri reali. Ecua$ia de t 
tial este o ecua$ie cu variabile separabile 

t. d ax -- - x3 + ax 
dt 

-1- __ (6) 

Mul$irnea de echilibru (fig. 5.11) 31 : x3 f ax + b = 0, care coincide 
cu imaginea hgr$ii r : x = u, n=v, b= -u3- BU, (u, v) E R2, eshe o supra,fa$ii 
riglatit in R3. Expresia in coordonate a aplica$ astrofii este x 0 r(u, v) = 
= (9, - u3 - C Z ~ )  ~i are jacobisnul 

0 I d2f 1 = 3U2 + 2' 
a a punctele parabolei - 3 ~ "  -- - u dx2 In=. ,  

P : 3u2 + 2, = 0 sin planul ztOv sint".puncte singulare ale lui x 0 r ; 



-?ariinul$ime'a, singularitii$iIor 157 este caracterizatii prin x = US, a = '"7 

b = -u3 - vu, 3u2 f v = 0. Se observZl c5 8 este o cubic5 rSsucit5 (curba 

Fig. 5.11 

Szi, analiz*%m nurn5rul punetelor de echilibrn gi:solutia general5 a ecuatiei 
diferentiale (6) in functie de pararnetrii a fji 6. In aeest sens faeem ape1 
la hptul  cii ecuajia x" ax + b  = 0  are intotdeau 
$ie de gradul trei in x) qi natura r5diieinilor sale este datii de semn 
minantului D = 4ch3 + 27b2. Va rezulta cB n~1ln5rul punetelor cle 
se schirnbii la trecerea prin niul$imea bifurea$ie. 

Dac.5 D < 0, adi& (a ,  b) apartine regiunii 
I dinfig. 5.12, atullci ecuatia diferential5 (6) 
admite trei puncte de eehilibru, fie acestea 
x - a x, = 8: x3 = =:. Soluf ia general5 este 

1 F 
defulitg prin 

- a j T - B ;  - 3 !a-*:i x - ? , I ~ - Y  - 
t l  - 

- - c e(a-SX3-v)(r-r t t 7 EW, 

te eonstanta arbitrarii. 
Fie D = 0 qi u ZO sau b  # 0, adicii (a, b) E Fig. 5.12 . E I'l u rz\((O, 0 ) ) .  Ecuatia in x are trei riid$cini 

reale, una fiind dubi& ; ecuatia diferentialii (6) admite douB punete de 
echilibru xl = x3 = a, x, = 9, iar solutia general% este definitii prin 

* A  1 1 1 
=-*+>-- - - 1 

I n I x - a / +  --- l n j x - p  = t + C ,  t~ 
a , ( f  a - p x- Y. (Q-2)2 (a-PI2 

unde C este conatanta arbitrari. 

9 - c. 594 



Daeii D = 0 gi a = 0, b = 0, atunci x  = 0 este un punet de echilibru 
1 triplu, iar solulia general5 a ecuatiei (6) e ~ t e  definiti prin - - = t + C, 

2x2 
t E R\{ - C), unde C este constants arbitrarii. 

Pentru B > 0, adicii pentru (a ,  b) aparjinf 
ecuatia diferentials (6) are un siizgnr punet de 
x3 +- n x  + b = fx - a ) ( x 2  + QZ + rx2 + a ) ,  3x2 + 4a > 0, solar$an gene- 
ral& este definiti psixi 

1 
h l x -  a1 - [In(s2+ a x + n 2 + a ) +  

3 x 2 +  a 2(3x2 + a )  

3 a 
aretg = , + c ,  + 

\iga2 +4a 1'3 a2 +4a 

undc C este corrstanta arbjdrarii. 
I 

Orbitele (in sensul de Zntervzele orientate pe care fa, creste) se pot 
citi direet pe schita gra,fieul~~i lui fa, (fig. 5.13). 

3Ibm ale gradie~ltulrri riadunie 

iaZul rtndzlnicci x k fa,,( 



pune in e.rident8 cii puncteie suprafetei riglate : 4u3 + 2vu + w = 0 din 
spa$iulOuvzu sint puncte singulare ale lui x o r .  Alma h i  este aceeagi cu 
alura variet5f;ii catastrofs din fig. 5.11. A4~1$irnea singularitiitilor S are . . ecuatiilex= %,a = v , b  = w, c = -u4 -vu2 - ZUU, 42t3 + 2eu + w = 0, 
adic5 8 este o suprafatii (vasietate de dimensiune 2) riglatii in [R4 de ecua$ii 
parametrice e=u, a = v, b= -4u3 -2t.zt, c = 3u4f vu2. N111$imea biftvcafiie 
B este imaginea aplicatiei a = v, b = -4u3-2vu, c = 3zc4 f vzc2, (u, v )  6[R2. 
Deoarece rang-~11 rnatrieei jacobian staqate acestei ap1icaf;ii este 1. dacii g i  
numai dacii 6 u 2  + 2: = 0, in rest r a n p l  fiind 2, rezultii cB (-6u2 
-3u4), u E fR, sint puncte singulare ale lui B, iar B\((- Gu2, 8u3, 3 
u 6lR) e.ste o suprafa$& in R 3  (acea,st& suprafa$& este q i  riglat5). 

Discutarea nun~irului de puncte d e  echilibrn qi explicitarea so 
generale in functie de paranietsii ct, b,  c sfnt clare din punct de veder 
retic, dar anevoioase clin punctul de vedere a1 calcalelor analitice. De aceea 
le ocolim, punctind doar faytul eS la, trecerea prin B se schimb5 nx~nl&ml 
punctelor de echilibru. 

d2fabP .. Fie x,, nn ptrnct de echilibru g i  - (q) = 4xi'+ 2ax, + b. Dacg 
. a  d ~ "  

unde a, 6 ,  e ,  d sint parametri reali g i  lui i se asociaz& ecuatia 
cn variabife separabile 

r 
(2, y, b,  C) -+ (x, y, b,  
trof5, atunci %or (3, y 
are jacobianul 

0 1 0 0  

0 0 1 0  

0 0 0 1  

-Sx4 - 3ax2 - 2bz - c - L 3  -s3 -2 

Bezultii multimea, s 
5x4 f 3ax2 + 2b.z 4- c = 0 (varietate rigbtii de dimensiune 3 in [R5) 



ti nlultinlea bjfi~rcalio B : c = - 5x4 - 33x2 - 2bx, cl = 4x5 + 2 ~ x 3  + bs2 .  nar,  apliea$iei (2, y, b) -+ (c, d) i se atageazg niatricea jacobian 

d2f,bC& Fie a, un punct de echilibru qi - (x,) = 53;O4 + 33%; + 2bx0 + 
dx2 

5.7. Brtnctele de echilibrn ale gradientzrlui onlbificului eliptic 

Poten!ialtrl urnbilic eliptic e ~ t e  (x, y) -+ f,,,(x, y) = x3 - 3ay2 + 
+ y2) $_ bx + cy, unde a, ia i se 

z& sistenzul potential 

- 3x2 - 3y2 + 2a3; (9) 

l$imea de echilibru 31 : 3x2 - 3y2 +- 2ax + b = 0, -6xy +2ay $- 

= 0 este aooperit& in intregime de imagines hh$ii (x,.y, a) (x? y, a, 
- x2) - 2ax, 6zy - 2ay). Astfel N este o rarietate r~glat& de dimen- 

NotHm prin x aplicatia e 
prin x 0 r ( s ,  y, c) = (a, 3(y 
atageaz5 jacobiaml 

0 0 

- 6 s - 2 n  6y 

6y 6 z - 2 a  -2y1 

Astfel punctele conului circular 

singulare ale lui x o r. 



r ii 

mea S a singularitZitilor lui x are ecuatiile carteziene impli- 
y"+ fax + b = 0, 

Deoarece gradientii (6.1: t 2a, -6 
(2x, 29 - 2at9, 0. 0) sint liniar 
independenti in fiecase punct a1 
lui S in afa15 de (0, 0, 0, 0, 
Q)) ,  rezulltA c5 S\((O, 0, 0, 0, 0)) 
este o varietate difer.en$iabil& de 
dlimensiune 2 in [R5. 

S5 privirn acuin conul cir- 
cular clrept X : x2  + y2 = a"9 
ca fiind imaginea apliea$iei 

a a 
(a, 0) -+ ( -  cos 0, s i n  8, a , 

3 1 
(a, 8) E [R2. Atunci mul$imea bifur- 
@ie B este caraeterizatg prirl eeuatiile 

4a3 
Jacobianul atagat aplica$iei ( a ,  8) -+ (b,  c) are expresia - (4 - cos 38):- 

9 
De aeeea pnnctele pentru care a = 0 (originea) sau eos 38 = 1, adie5 8L= '  

2 r  4z 
= 0, -2 , --, sine puncte sin-dare ale lui B. Itestul inul$imii B este o 

3 3 
suprafa$% in R3. 

nctele de echilibru' ale sistemului diferential (9) sint generae de 
a2 -36 

rsectiile a dous fan~ilii de hiperbole -y2-------- -0, res- 
9 

pectiv -6xy $- 2ay + c = 0. Dac& (x,, yo) este uu punct de echilibru, atunci 
sistemul diferent,ial Iiniar aeociat lui (9) este i; 

dn: dy 
- = (6x0 + 2a)(x - $0) - 6yo(y - yo), - - = - 6yo(z - x,) -+ 
dd cl t 

Matricea simetrie5 asociat,5 acestui sistem are ecua$ia ca,racteristic& 
h2 - P A  + y = 0, unde j3 = 4a, y = 4a2 - 36%; - 363;. Valo 
prii A, = 2a + .61/x; + y;, h2 = 2a - 6 Vxi + +; ale acestei mat 
reale gili seasocioz5 intotdeauna doi vectori proprii liniar indep 

Punctul de eehilibru (so, yo) a1 sistemului diferential (9') 
atractor, nod propriu, nod impropriu sau punct qa. fn eeea ee 
stabilitatea acestui punct de eehilibru siat ade~iirate urmgtoa 
pozitii : 

1) dacii a > 0, a2 - 9 (x: + yg) > 0, stunci (x,, yo) este 
instabil ; 

2) dac5 a < 0, a" 9 (x; + y,2) > 0, aitunei(x,, yo) a t e  un nod (a 
qi) asimptotic stab2 ; .$ y _' 



3) dac5 a2 - 9 ( ~ i  + yi) < 0, atunci (so, yo) este un punct ea, 
(instabil) ; 

, , 
4) decg xo = yo = 0, a < 0, atunci (0,O) este un nod propriu (stabil 

qi asimptotic stabil ; 
5 )  dac5 xo = yo = 0, a > 0, atunci (0,O) este un nod propriu instabil. 

m 1 
Evident conditiile din2) gi 4) sint echivalente cu faptul cii - d3f,,,(xo, 

2 - 
= (a + 3x0) dx2 - 6yo dxdy f (a - 3x0) dy2 este negati~r definitg. 
asemenea reamintim c5 stabilitatea asimptotic5 ~i instabilitatea 

tial liniar (9') se transfer& la sistemul diferen$ial . ' 

c la trecerea prin multimea bifurcatie. 
fi final observiim c& div grad fa,, = 4a. De aceea curentul gener 

de grad fa,, micgoreazii aria sau o mtegte dup5 cum a < 0, respectiv a > 0. 
Curentul p&streaz& aria dac5 a 

5.8. Punctele de echilibru 

Potenjialul ombilic hiperbolic este (x, y) + fa,,($, y)  = x3 f y3 f + axy f bx f cy, 
sistemul potential 

o varietate riglat5 de dimensiune 3 in [R5. Ea se confund5 cu imagines 

h%r$ii (3, y, a)  (x, y, a, - 3x2 - ay, -3y2 - ax). 
DacG x este aplicatia, catastrof5, atunci jacobiand l u i ~  3 rare 

Astfel muqimea puactelor singulare ale lui x 0 r este conul C : 36 xy = a2. 
Multimea singularit%$ilor lui ~ e s t e  8 : 3x2 + ay  + b = 0, 39" ax f 

4- c = 0, 36 xy = a2. Deoareoe gradientii (6x, a, y, 1, 0), (a, 6y, cc, 0, I), 
(36 y, 36 x, -2a, 0, 0) sint liniar independenti in fiecare punct a1 lui S 
exceptind punctul(0,0,0,0, O), rezultg c5 S\{(O, 0, 0, 0,O)) este o varietate 
diferentiabilg de dirnensiune 2 in R5. Multimea bifurcatie este B = 

= ~ ( 8 )  = {(a, b, c) la = f 6 YG, b=-3x2~61/q y, c = - 3y2 F v@ XI. 
Exceptind punctele singalare (punctele in care a, b,  c nu sint diferentiabile 
fji punctele in care matricea jacobian asociatg nu are rangul doi), restul 
din B este o suprafa@ in ~ 3 .  

Punctele de echilibru ale sistemului (10) sint generate de iatersect;iile 
famWor de parabole 3x2 + ay + b = 0 (cu axa verticalg) g i  3y" ax + + c = 0 (cu axe orizontalii). Notind cu (x,, yo) un punct de echilibrra, 



stenlul diferential liniar asociat 

Matricea sistemului (10') este simetricg. De aceea ea admite valori proprii 
reale g i  este diagonalizabilg. Din ecuatia caracteristicg A2 - /3 A + y = 0, 
P = 6(x0 + yo), y = 36x0y0 - a2, g2isirn valorile proprii 

3 (4 + $0) + V ~ ( X O  - YO)'+ a2, = 3 ($0 -kt YO) - D(XO - + a'- 
ctul de echilibru (%,, yo) a1 sistemului (10 ) poate f i  atractor, nod 
, nod impropriu sau punct $a, avind una din comportirile ur& 

1) d a d  x, + y, > 0, 36 soyo - a2> 0, atunci (so, yo) es$&g$ 
bstabil ; , -  

2) dacg so + yo < 0,36 xoyo - n2 > 0, atunci (x,, yo) este nod (stabil 
~ i )  asimptotic stabil ; 

3) cfacg 36xoy, - a2 < 0, atunci (xo, yo) este un punet $a (instabil) ; 
4) dacA so = yo < 0, a = O, atunei (x,, so) este un nod propriu (stabil 

gi) asimptotie stabil ; 
5) daeg x0 = yo > 0, cc = 0, atunci (xo, go) este un nod propriuinstabil. 

1 

Conditiile din 2) gi 4) 

x2 + adxdy + 3yody2 este negativ definitg. Ele implicii stabilitates 
oticL a pozitiei de 

Conditiile I), 3j, 5) respee 
echilibru. 

Catastrofa are loc 1% 
Se observg cg diz; gr 

generat de grad fa,, micqo 
aria in seiniplanul x $ y > 0 

5.9. Puuctele de echi dientului ombiIicuIui 

onsidergm potenfiatul ambilic parnbolic (x, y) + y4 + axi + by2 + ex + dy, unde a, b, c, d sint parametl 
potential eorespunz%tor este 

62 dy 
- = 2xy + 2ax + c, -- = 4y3 + x2 + 
dt dt 

Mul$imea de echilibru ill : 2xy +- Zax + c = 0, 4y3 + x" 2by + d = 0 
este o rarietate riglatg de djmemiune 4 in R6. Ea este acoperitii de imaginea 

w .  - 
h t t i i  (2, y, a, b) 1, (x, y, a, b, - 2 q  --2ax, -4y3 - x2 - 2by). G, 
a - ~- - Fie x aplica$ia catastrof5,. f inct ia  x 0 r (x, y, a, b) == (a, b, -2xy - 
-2ax, -4y3 - x" 22by) are jacobianul 6y3 + 6ay2 + by + ab - E ~ .  Rezultii 
cg rnultimea punctelor singulare ale lui x 0 r este C : 6y3 -+ 6ay2 + by + 



ab - x2 = 0, iar multimea singularitiitilor lui x este f l  = M n 2. RezultSi 

(xo, yo) un punct de echilibru. Sisternul diferential liniar corespun- 
cestui punct de echilibru este 

dy 1 + 2x*(y - ye), -- 
dt 

3; 

2(6~,2 + b)fy - YO). 

Ecuatia caraeteristicg a inatricei sistemului (Il'), lL2 - (3h + y = 0, cu 
P = 2(6y02 4- yo + a f b), y = 4(6y,3 + 6ay; + byo -xi fab), are solutiile 
reah hl,,=6y$ + yo + a + b * ~4x2+(6y~ - yo - a + b)2. Matricea sistemului 
(11') este diagonalizabilii, fiind o matrice sii-netricg. 

Punctul de echilibru (xo, yo) a1 sistemului diferential liniar (11') poate 
fi atractor, nod propriu, nod impropriu sau punct ga : 

1) dact 6yi + yo + a + b >  0, 6y,3 + 6ayg + by, - xi + ab > 0, 
atunci (xo, yo) este un nod instabil ; 

2) dacg 6yi + yo f a + b < 0, 6yi + 6ayi 4 byo - xg 4- ab > 0, 
atunci (xot yo) este un nod (stsbil $i) asimptotio stabil: 

3) daeZ 6yi + 6ayE f by, - x; + ab < 0, atunci (xo, yo) este un 
punct $a (instabil) ; 

4) dac5 xo = 0, 6y; - yo - a + b = 0, 6yi + yo + a + b < 0, atunci 
(0, yo) este un nod propriu (stabil gi) asimptotic stabil; 

5) dact xo = 0, 6y; - yo - a + b = 0, 6y; f yo + a + ,B  > 0, 
atunci (0, yo) este un nod propriu instabil. 

Oonditiile de stabilitate asimptotic% sint echiralente cu' %ibtul o& 

Ld2faam(so, ye) = (yo + a) ds2 + 2x0 dzdy +- (6yi + b) dy2 este negativ 

Fie a + b ,< 1/24. Pentru y E 



I n d i e a f i e. Cimpuri sealare conrese. 

. 8% se determine regiuniIe 

din R~ pe care curentul generat de grad f rnicyoreazii sau m%re$te volumul. 

x + s i n y  $- eoe(x $- y), O<x<n/4,  O < y < z  

I n d i c a f i e. Fie ( x p ,  yo) un punct de echilibru csre apartine curbei de nivel con 
fabe($, y)=a.  Se utilizeazl dezxoltarea Taylor a lui fabc in recinltatea lui (ro, go). Interse 
cu dreapta y - yo = f(x - so), se obfin ecnafii Parametrice ale curbei de nivel constant. 

I n d i c a t i e. Vezi teoremele din 3.6.3.7. 

I n d i c a i e. E = - grzd V, kp, = E div E. 



, ,** ,,,, - , . . - 6 .  HIPERSUPRAFETE DE ~f 3 % ~  

Curentul determinat pe un domeniu de un cimp vectorial de clasP C1 conserv5 hiper- 
Ietele generate de liniile de cimp. Aceste hipersuprafete se mumlsc hipersuprafete de cimp 

i n  termodinamid, In teoria spatiilor Finsler si in alte ramuri aplicate sau teoretice ale 
~t i intei  unele concepte sint prezeutate cu ajutorul funcliilor omogene. Fuiictiile omogene de 
clasH C1sint solutii ale ecuapilor Euler. Funcuile omogene de clasH Cw p%" sint polinoarne omo- 
gene (v. 6.2). 

Cnrentii generav pe R' de cimpurile vectoriale paralele lass invariaiite hipersuprafete 
cilindrice, iar curentii generati pe R" de cimpurile vectoriale concurente lasH invariante hiper- 
suprafete conice (v. 6.3). Curentii a t a ~ a t i  cimpurilor vectoriale ICilling las5 invariante hiper- 
suprafete de rotatie (v. 6.4). 

Orice cimp rectorial X poate f i  privit ca un operator liniar (v. 1.5) ~i In acest context vor- 
bim despre Ker X, Im 8, valori . ~ i  vectori proprii ale lui X etc. Propriet5tile lui X ce tin de faptul 
cH este un operator liniar sint strins legate de proprietHtile globale ale curentului generat de X 
(v. 6.5). 

rtiale de ordinul intli, 



cu derirate partiale de ordinul htE, 

af 
X,(x) ---- ( X I +  - . . +Xn(x)- af ( x )  = 0, 

8x1 ax, 

in sensul & acestea se identifie5 cu multimi de ni-c-el constant ata$ate 
solu$iilor f ale acestei ecuafii. 

Evident, dou& cimpuri vectoriale coliniare au acelea$ hipersuprafete 
de cimp, dacg 15s;i8m de o parte hipersuprafafa de nivel constant zero 
ataqatB factorului de coliniaritate. 

0 hipersuprafat5 de cimp mai poate f i  privit5 qi ca o hipersuprafa$% 
generat5 de linii de cimp ale lui X. Se gtie ins5 cti liniile de cimp a'le lui X 
sint solu$ii ale sistemului ~imet~ric 

numit sistemul caracteristic atagat ecuatiei (1). 
Parafrazind definitia ~i proprietiitile integralelor prime, rezult2i : 
- Orice integral5 prim& a sistemului (2) este s solutie a ecuatiei (1) 

gi, reciproc, orice solutie a ecuatiei (1) este o integralti prim5 a sistemului (2). 
- Pie f,, . . . , fn-, cele n -1 integrale prime functional independente 

definite de sistemul ( 2 )  intr-o vecingtate U a unui punct x, ED in care 
X(x,) # 0. 0 functie f de clas5 C1 este o solutie a, ecua$iei (1) pe 77 c D 
dac5 q i  numai dac5 ea este de tipul f = @(f,, . . . , fn-,). Cu alte cuvinte 
solutia general5 a ecua$iei (1) este o functie arbitrark de clasti Cl de cele 
12-1 int egrale prime functional independente ale sistemului (2).  

Aceste consideratii impreunii cu faptulc5 dac5fl, . . . , f,-, sint integrale 
prime functional independente ale sistemului (2) ,  atunci solutia general5 
a sistemului se poate scrie In forma 

conduc la urmgtoarele eoncluzii : 
- pent~u ggsirea colu$iei generale a ecuafiei (1) este suficient s5 deter- 

mirZm eolutia geroraf5 a sistemului (2) ; 
- pentru obtinerea solutiei generale a sistemului (2 )  este suficient 

sti ggsim n-l solutii functional independente ale ecuatiei (1). 
Integralele prime sint funcfii invariante fat5 de curentul generat de 

cimpul sectorial X. De aceea hipersuprafefele de cimp ale cimpului vec- 
torial X s h t  hipersuprafefe int-ariante fatti de curentul generat de X. 

AplieaTia 6.1. S5 g5sim solutia~general5 a ecuatiei 

d s  d y  dz 
Ata~Bm sistemul - = - = - . ' Mai fntu observrim cri axele de ~oordonate 

yz z r  XU 

Ox, Oy, Oz sfnt constituite numai din zerouri ale cfmpului vectorisl X ( x  y, z) = (yz, zx, xy) ~i 
deci punctele reuniunii Ox U Oy U Oz s l n t  puncte de echilibru. Apoi g5sim combinatiile integrabile 
z d x  - ydy = 0, x d x  - rdr = 0 ~i deci solufia general5 a sistemului simetric asociat este 



,. Reaultii c5 solupia general5 a ecilatiei 

f ( z ,  g, 1.) = @(x2 - y2, x2 - zg 

X, gadf)=O. Deri.rrind in ambele p k t i  fn  raport cu c h p u l  torsional 8, gbim (DX X, grad f )+ 
X ,  Dx grad f )  = 0 ~i deci Hess f ( X ,  X) = 0. Dac5 S nu este identic nnl, atunci ultima relati* 
t 5  c5 Hmsf nu poate f i  definlt5 (pozitiv sau negativ) 

Hipcrsuprafetele de cimp ale unui cimp rectorial Lorsional sint htpersuprafete rtgiate 
6.3). Aceask2 afirmatie rezultii din faptul cB liniile de cimp ale unu; cimp vectorial tors~onai 
portiuili de drepte. 

ApIieatia 6.2. Se d5 ecuatia 

xa Oz este constituit5 din puncte de echili 

--- 



2 pentru r # 0, 

1 pentra z = 0. 
nditia de compatibilitate a sistemului algebrlc 

-- 

ful in origine (fig. 6.3). 

Xr. De accea difeo~norfismul de 



p, iar n,,, se poate deterrnins ~i dup5 

hpiieatia 6.3. ConsiderBrn ecuatia 

unde q este o falnt5 pHtratic5 pozitiv (negatlv'j definitH pe fR1: rar -4 = 
cPe i  valori proprii in C au pBrtile reale strict negative. Tom ar5ta cP acca 
unicH x -+ f(2) care este o form5 p5tratic5 negativ (pozitiv) defi~iitg pe 

Sistemul simetric asociat ecuntei (5) este 

r egalitatez acestor rapoarte fmpreun5 en q ( L )  = t"(x) dau 

df(ls)(dx) = tdf(z)(dx). 

- fox. = D A S f o x  = 

dat5i cu x contine intreaga semidreaptg care unegte 
ea cu punctul x, cu exceptia, ex-extual, a virfului (o~iginii). 





numegte subvarietate directoare. 
mpvgxi.@~~2v~&~riale torsionale sint 

t~ptrafajii ciZilzdricd este o h 
unui cirnp vectorial paralet $i reciproc (fig. 6.4). 

m c2i b,, . . . , b, sint 
z% spatiul vectorial 

bn sint vectori 



tine eliminilzd pe z = {x,, . . . , zn) intre cele n 
duce <f>(c,,+,, . . . , c,) = 0 ~i deci 

@((z, bm,,) , - . . , (x,ba)) = 0. 

Recipmc, se poate wrgta ci?i o hiper~uprafaQ2 i i  a lui Rn cwactesizat5 
printr-o ecuatie de tipul (10) este o hipersuprafati eilindric8. 

Considerirza Eunctia definitA prin f(x) = a((%: b,,,), . . . , (x, b,)). KO- 
tind u, = (x, b,), % = nz $- 1, . . ., n, ghim . 



(11) 

R"-l. Conclitia c,t aeeste drepte 
n-2 dimensiuni de ecuatii 

9 1 ( x )  = 0, $72(3) = Q 

inind pe x = (x,, . . . , x,) intre ce 1 ecuaf ii (11) gi  
e @(el, . . . , c , & - ~ )  = 0 ~i dsci 

$1 - 2 1 0  $72-1 - 2 f t - 1 ~  
9 " ' 7  

2% - $720 

ar%a c5 o hipersuprafat5 
pnl (13) este o hipersupref 

nctia f def init5 prin f . . . , 
satisface ecuatia cu derixrate partiale 

a f  Zf 
(XI - X l 0 )  - - + . . . f (2 ,  - sn,) 

8x1 2 Xm 

Evident, datele (11) g i  (12) constituie o problem5 Cauchj- peutru ecuatia (14). 
Retinem cY hiperauprafetele de cimp ale unui cirnp vectorial concuren% 

sint hipersuprafete conice avind drept ~ i r f  un punct fixat din [Rn (fig. 6.5). 
* 

Ecuatis (14) se numegte eczna!ia Zi&ar& o?nogenG cu. de~icate par$ale de ordilzzcl 
.int.ii a suprafe!eZor colzjce cu vtrfzcl l"n a,. 

0 b s e r v a t  i i. 1) Elim~narea dreptelor care apartin hiperplanului s, = -cn, tine doar 

gdx) = 0, . . . , gm+,(x) = 0 

, ... 9 

Xn-m+l - xm-%+l,~ Xn-mt1 - In-md.0 



6.4. IZipersuprafe$e de rotafie 

Demonstra;ie. Prin ipotez5 facem abstracti 
toriale paralele). De aceea putem presupune 6% 

pe ~ectorii  linlar independenti b,, . . . , b, trece prln origne. 
k?:x?+ ... + x i = r 2  

hipersferg ccu eentsul in origine (pe ax%) si 
P : (b,, X) = 0, . . . , (b,, X) = 0 

1 hi  D, orice punct de pe 

r : = 0, . . ., g ,-,, (z) = o 



'@ . Eliminiod aceste neeunoscute intre oe 

I 

Pentsu reciprocii, fie A o ruatrice antisirnetricg, Ax un eeimp rectorial 
3Cdli11g $i v f ( x j  Ax = 0 ecuatia, cu derivate partiale care caraterizeazii 
hipersuprafetele de cimp scrisg in notatii matriceale [ v f ( x )  este matriee 
linie, iar x - matrice coloanii]. Pentru a arZf a cii hipersnprafetele de chip 
sin% hipersuprafe$e de rotatie este suficient sB ar&t%rn ci acestea sint inva- 
riante fat5 de cwentul generat de cirnpul vectorial Killing AT, adicg ecuatia 
~ f ( x )  Ax = 0 este invariant2 fati5 de acesb curent. fntr-adevgr, curentul 
generat de cimpul vectorial Killing Ax este difeomor fismul (rotatie) x  = 
= eAty, t E R, eu inversa y = e-Atx. 
gbim ~ f ( y ) e - " ~ A e ~ ~ y  = 0 ti, fini 
&mine vf jy ) iay  = 

Variant; pentru re 
cimp vectorial Killing A s  este descris6 de 

[zU" c ~ ,  IfAsU2 = el, . . ., UA"-%/12 = e,-,, 

ecuatiei vf(g) Am = Q g i  deei hipemupraf 
prin lAotf2, . - . , #A"-8s#2) = C. 



Conseeia$l. HipersuprufeJele de c.i 
P Eilling ,417: sint hipws 
de navel constant xero, 

6.5. Vailsri $C receosi proprii ale nnni cimp veetoriaf 

Ofunctie f E Gm(D)\{O)cuproprietatea X(f) = A., A E fR 
ector proprizc ak lui X in raport GU. ~ a l o ~ e a  proprie A. 

respunz5toare. DacB x E In, atunct fiecare valoare proprie a 1u1 X este un tlumgr natural m 
vectorul propritl corespu~lzltor este un polillom omogen de gradul rn (v. 6.2). 

2) F n n c t ~ ~ l e  nent~ie care sat~sfae X(f) = 0, adicL elementele nennle d ~ n  Ker S, slut vector 

3) Fie Ax un cirnp vector~al linrar pe IRn. Functia f : [Rn -+ IR, f ( x )  = (y, x), y fiind vector 
a t  in IRn, este un vector propriu pentru AT in raport cu valoarea proprie i, dacg si numai dacB 

.3 qi 6.4, ajungem la mm%toarele 

0, un cnmp vectorial paralel. Un e 
te  functia definitL prin 

f(x) = @t IIx1I2, 11Ax1I2, . . - , 
nctie arbitrarii de elas% Om. 

a'e da &mp u a lwi 



DacZ fiecare linie de &mp maxi,mnl& a Zui X este periodic 
area proprie xero. 

d)emomstrGie. Dac& u este o linie de eimp a lui X pe D, iar f : D -+ 
ste o functie de elas5 Qw, atunci 

d 
-(f O U) = X(f) O Q- 

dt  
(f) = A$, h fiind lm ~urngr real dat. Tinfnd seama de obser- 

hf pe or(I j. Dac5 ultima relatie 
? atunci X(f) = hf pe D qi deci 

proprie qi f vectorul propriu coresp 
, astfel incit j(xo} f 0 .  Pie z o Hinie de cimp maxi- 
ac5 din xo, periodic% de perioadrh T. Rezultrh e 

ntru orice t E IR gi deci A=O. 

vector propriu pe R h l  cinlpului vectorial X = (y, -x). fntr-adevgr, Iiniile de cimp ale 
X sint periodice, t + (asin(f + bf, aeos(f $- b))  $i deci singura valoare proprie a h i  X este zero. 

Y -x 
) Liniile de cimp ale cfrapului vectorial X = - 

(9 + yz 7-1 , (x, Y) E [RZ\((O, 0)) 
sfnt periodice, a(t) = (a sin(t + b),  a cos(i + b)), t E R, $i deci singnra valoare proprie a lui X 
pe R2 \ ((0, 0)) este zero. Aceasta nu exclude faptul c2 func-fia f : Rx (0, co) + IR, f(z, y)= 

y af x 
2 Cw ~i satisface ecuatia ---- - - ----- - = If 

x2+y2 d x  x2+ y2 ay 

e proprietiitile operatorului liniar X $i propriet5bile 
ale curentului generat de X sint de o importan55 deosebit5 in 
care curentul conserv5 volumul. Pentru a pune in evident5 aceste 

sare cunoqtinte de teoria operatorilor liniari pe spatii 
euclidiene (sau in particular hilbertiene). 

Presupunem c5 D este o mul$ime deschis&;-convex5 q i  m5rginit5 din 
Rn cu frontiera aD netedkpe portiuni. -4tunci D = l) u al) este un com- 
pact in R". Multimea Cw(D) s functiilor de clas5 Ow pe D care seoan~leazG 
pe aD este un spatiu vectorial real. Produwl scalar standard pe Cm(D) este 

6w(5) este un spatiu euclidian. 



inemn seama de ipotezele f 13, = 0, div X = O (FTmp 
yi  de formula Gauss-Ostrogradski tl.1, p. 

!i (diT X) dx = (X, N) d 
D d \ D 

pnl vectorial unitair normal (ex 

Demonstra$ie. Proprietate a operatorilvr alztisirnetrici ; in cazul con 

se vedee 3.8-3.13. - * - A  

cazul in care solutia f a unei prob'le 
cu derivate parfiiale de ordinul intii 

151 





fiodurile rejelei ; se determing valorile funcfiiei f , 

ind ecuatiei hitiale un sistem de eeuafiii cu difei" 

J / 
/' 

Algodtm. Se fixeaz5 h qi k, se noteazL Pp., = P(ph, qk),  g / g ( p h ) ,  
fp,P =*J'(ph, qk)  ; se inlocuiergte problema Cauchy initial5 prin&stemul de 
ecua$ii cn diferente finite 

5. DacG pagii rejelei h g i  k satisfac colzdijia 0 G - - 

6.7. Probleme propnse 



4) V = (zy3 - 2x4) i + (2y4 - x33} j + 92 (x3 - y3)k, 

5 )  V = xyi - y1/1 - y" + ((xvl - yY - 2ary)k, 

6) V = (x2 $- y" i -+ 2azyj $- m k ,  

7. S5 se rezoke urm5toarele probleme Canchy : 

. S5 se arate 



2n + R, (x, Y) +f(~r Y) 0 fun 
y) e R2n iy = 0 ) .  S& se arate 

15, y -+ f  (x, y? este omogenii avind gr 
este continua pe R". 

Pie eimpwile veetori 

pentru cimpurile 

15. S& se determine enrbura Gauss ~i curbura, medie ale u 



i n  7.1 se descrie bifurcatia in multimea de echiIibru scotindu-se in evident2 rolul teorenlei 
nctiilor implicite h aceastH chestiune. Tot aiei se rearn~uteste clasifiearea punctelor unei curbe 
ane d a t j  printr-o ecuatie carlezian8 implicit5 ~i se dau exeniple de bifurcatje fn cazurile 
care inuftilnea de echilibru este respectiv c\ artic5. evartic5 bicillndric5, c\,artic5 hipopeda" si 

donee sferic5 de indice 2. 
Sotiunea de varietate centru. care derivj din notiuriea dc multin~e invarlent8, este pre- 

nii de cimp ,,desch~se" la Iinxi de cimp ,,fncilise", ficindu-se ape1 la nn sistem Iiniar yi la 

fn 7.4 se prezinta tcorema Hopf a bifurcatiei intr-o variant8 simplificatii, dar suficient 
general5 pentru a putea fi aplicatH la cazurile concrete esentiale cum sfnt ecuatia von der 

ol din teoria circuitelor electrice, sistemul Lorenz care descrle turhulenta dinarnicj a unui fluid 
sistemul Goodwin care modeleaz5 procese blochimice. 

Fie X (x, e )  = ( X , ( x ,  c), . . . , X,(x, c ) ) ,  x  = (x,, . . . 

= X1(xl, . . . 5 x * h ;  el, ..., ern') ,... 

8) = 0, . . ., X,(s ,  C) = 0, x E Wn, e E Rrn 

n&uZ$ime de echilibm, deoarece yroiectis ei pe Rn c 
de echilibru ale sistemului (1). 31u1times E este o 



tnmuri sle rnultimii de eehilibru. 

este earaterizat8 prin eeua 

S t w X  direct5 en bifirreaJiile 

Clarffiearea pr~nctelon. one! curbe defi 



5) Un punct duhlu -?O(06,?o 

una dintre ramuri, la trecerea lui prin 8, (la treccrea lui a prin cr,), se nume~te  pnnct 
singular (dublu) de incruei~are (fig. 7.1, b) .  

6) Un punct singular a1 lui-I' in care douj  ramuri ale lui I' au un contact de ordinul doi 
se nume~te  punct de intoarcere. Intr-un asemenea punct cele 

7) Un punct izolat al lui l' se nume~te  punct conjugal. 
8) Un punct singular aal lui I' In care se anuleazti toate de 

ncf singtllar de ordm superior. 
Fie (a,, PO)€ 17 un punct singular In care hessiana d3F(z,, 8,) nu este identic nu%. Dac5 

t dW(%, 8,) > 0, atunci (a,, Fo) este un pnnct izolat (conjugat) in I? ; dac5 det d2F(%, Po) < 0, 
unci (v,, 8,) este un punct dublu al lui I' ; dac5 det d2F(ao, Po) = 0, atunci (a,, Po) este un 

unct de intoanere a1 lui r. fntr-uu punct dublu sau de Intoarcere directiile ( I ,  nz) ale tangente- 
or la l' sint date de 

de c este un parametru real. 3fulfirnea punctelor de echilibru este descrisl de ecnntia 

c" x2/4 =: O isan! echivalent z = &2 jc e €  I- 1. 1 j  . Se observg c& (0,O) 

eal. &fa!timea punctelor de eehilihru E : z2 f rs 
o cuariicii bicilindric& [58j, adic5 ir~terscctin a 

temnl diferential autonom 

'JB 
- z X s  f 82 f C Z -  4, - - - (x - f v5 - 

dl 



E : -2-9 g2 + e2 - 4 = 0, (z - lj2 $- g2 - 1 = 0. 

= yz - -2-2 r(.c2 i- g2). 

bzftlrci rma din alia 



unde x E w*: y E R", iar B q i  C sint matrice reale. Fresupunern ci valorile 
proprii ale lui 3 sint pnr imagimare, sabrile proprii ale lui C au pktile 
reale strict negative, iar functiile f q i  g sint de class 6" g i  satisfac conditiile 

0,O) = 0, f '(0,O) = 0, g(0, 0) = 0, g'(8, 8) = 8 (prim f' in$elegem 
atr iqa jacobian a lui f). 

Deoarece ~alori le  proprii in numere compleve ale unei rnatrice reale 
grupeazg in perechi, numiir complex si conjugatul lui, urma matricei B 

valorilor proprii) este egali eu zero, iar usma! rnatricei C este strict 
ativg. De aeeea 4n (0,O) di7-ergen$a cimpnl~~i vectorial ( B r  -t f(x, y), 
f g(x ,  y f )  este strict negat.iv5. Prin continuitate, divergenta smine 

ict negati~g pe o vecingtate a lui (0,O) gi deci cwentul generat de cimpul 
ctorial pe aceastii veciugtate micgoreazg volumele. 

Fie S : y = h(3;) o nnultime local inTariant5 a sistem~~iui (4). Dacii 
de clasg C1 :i h(0)  = 0, h'(0) = 0, atunci S se nurnestc zmrietnte 

ietatea cer~tru se foloseate deseori in teoria bifnrcatiel. @a sn1)- 
e in Wn x W9n, T-arietatea centru este tangent5 la [Rn in srigiwe. 

unde g esta o functie de elas5 6" cu g(x,, x,) = O(Z: f 3;;) cind 



Aceastii ecua$ie liniar.5 neoinogeni de ordinul intii admite solutia 

Conditia lim h(c, + c,t, c , )  et lie% h(c,, c,)  = e7G(c,+c,s, cZ)ds, 
t-t-m I 

- CO 

deteslnins bine pe G are suportul compact. Prin con- 
structie y = h(c17 e , ) ,  ( e l ,  e , )  E R27 este o varietate centru pentru sistemul 
(4") gi restrietia la c;L + c; < 6 este o vasietate centru pentru sisteniul (4'). 

Din exemple rezult5i [9] : 
- vasietatea centru nu este necesar un 

centru nu este vid5 ; 
- dac& f $i g sint analitice, iiu rezultii 

C" sau analiticg. 

Aplicutii 7.5. Sistemul diferential dxidf = -x3, dyidt = -y admite 0 familie cu doi 
parametri de variet5U centru 

c, exp(- x-" 2) pentru x < 0, 

= h(x, c,, c,) = pentru x = 0, 

2) pentru a > 0. 

1 
fntr-adevjr, (0, 0) este punct de echiiibru, - = f + lcl, unde kl este constant2 arbitrarg, 

2x8 
define~te solutia general5 a ecuatiei dxldf = -x3, iar y = k,e-t, k, fiind constant2 arbitrarg, 
este solutia general5 a ecuatiei dyjdt = -y. Rezultii 

1 c,e-~-~/2 pentru x < 0, 
erbitele (0,O) ~i y = c,, ~2 fiind constante arbitrare, care slnt schitate 

c,e-c2/2 pentru x > 0, 
%fig. 7.6 (cL < c,) in haza urm5torului tabel de varialie, intoemit pentru r. > 0, c, > 0 : 



ConsiderZim ehpu l  vectorial X(x, c ) ,  z r c E R~ dc clas5 Qm 
chuia ii ataggm sistemul diferential 

d$ -- - X(x, c ) .  
dt 

Fie V o multime deschisii din W m  eare co:l$ine punctul c, $i il: = ~ ( c ) ,  
c E V, un punct de echilibm izolat a1 sistelnlllui ( 5 ) .  Spunem e& c = c, 
este un punct de bifu~ca$e pentru sistem~l ( 5 )  dacz in c = c, schimbi 
propriet5tile calitative ale curentului local in sensul c5 in orice vecin&tate- 
it lui c, exist5 puncte a qi b astfel incit portretele locale ale &&elor pentrn 
c = a ;i c = b nu sfnt topologic echivalente. 

Presupunem c&":aproximarea liniar5 a lui ( 5 )  in vcciwLtatea pnnctului, 
~ ( c )  este 

dx -- - - A ( c ) x .  
at 

la producerea bifurcatiei este ace1 a 
proprii cu partea real& nul&.htr-adev5-r. dac& toate I-dorile proprii ale lui 
A(c,) au pgrtile reale nenule, atnnci pent1 u Il-.--c, 11 suficicnt de mic solutiile 
lui ( 5 )  se comp_ort5 local ca gi solutiile lti ( 3 )  si deci c=co 11x1 oste un punct* 
de bifurcatie. In plus, fiind interesati in special de bifurcafia fenomenelor 
stabile, se impune sli adiiug5.m ipoteza c5 A(c , )  nu are valdri proprii cu 
pastea real5 strict pozitil-5. - 

Aplieafii 7.6. Sistem liniar. Cel mai simplu exemplu de bifu~catie a curen 
a sistemul diferential liniar omogen 

dx 
A -  

dll 
- e x -  y, - = x f c y ,  ce[R 

dt dt 

atasat ctmpului vectorial Killing (cx - y, x + cq) pe (RZ. CU nolatii:c din 4.3, avem ? = 2c 
y = 1 + CS > 0, p2  - 4y = -4 < 0. Deoarece y = 1 + c2 > 0, y > P2/4, vc E IR, punctul, de 
echilibru izolat (0, 0) este (1) un focar asimpiotic stabil pentru c ( 0, (2) un ccntru pentru 
c = 0 si (3) un focar instabil pentru c > 0 (fig. 4.6). De accea co = 0 este valoarea lui c in care- 
se produce bifureatia curentului : de la orbite spirale ce vin citre (0, 0) se trece la orbite lnchise 
(elipse concentrice) in jurul lui (0, 0 )  qi apoi la orbite spirale ce pleac5 dinsprc (0, 0). *4ceasti 
bifurcatie are loc deoarece trecerea lui c de la valori negative, prin zero, la valori pozitivc face- 
ea punctul(p, y) s5 traverseze axa Oy  intr-un punct In care y > 0. 

Satural, este caznl s5 ne intrebgm dac5 pentrn sislcmele difercntiale liniare omogene 

dx - -  d!l 
- a,, .rr ; u,,y, -- = a,,z + az2 

dt dt 

poate sH apar5 si un alt fel de bifurcatie dezit cel descris anterior. Teoria dill 4.3 si fig. 4.6 dam 
r5spumul la aceasti problem&. fntr-adevir, chiar daci ntj, i, .i = 1, 2, slnt func\ii diferentiabile- 
de c, nu se obtin linii de cimp inchise decit pentru p = 0 si y > 0. Deci, ,ori avcm o Bifurcatie- 
propriu-zisi de tipul precedent, ori avem o bifurcafie patologic5 care apare la treccrea prim 
(0,O) a pu~e tu lu i  (0, y) care se mi?& pe  semiaxa pozitivi Oy. Patologia este legat& 
c.i pentru y = 0 avem o dreapti de puncte de echilibru qi nu un punct de ecllilibru izol 



7.7. Sistem ~lelirtior. Anumite aspecie ale intemctinnii dintre doul pupulajii, dintre care 
una parazilar5 $i una victims, sint modelate de sistemul diferential neliniar (471 

pe x 2 0, y 3 0, undc ct este un nnm5r strict poziti17 fisat, iar c 

1 7) si deci la teoria din 4.3 ~i la fig. 4.6. 

u 
CU notatiile din 4.3 avem P = - - < 0, y =0 ~i deci in fig. 4.6 punctul (P, y) se afl5 pe semi- 

axa negativ5 0;. Explicitarea familiei liniilor de cimp s = k,, y = k,e '', f E R, pune in- 
comportarea curentului In veciniitatea lui (0, 0). 
punctul de echilibru (1,O). Matricea aproxim*ii liniare a sistemului (7) in  vecingtatea 

[-: x ( l ~ c ~ l , ] .  Astfel P = - -I). Pe? 
i r i  

dx +? 
O<c<l avem - < 0, -- < 0, ceea ce njutg la a ar9 di$ii init.iaIe ; i, ' 

dt di  . ./,.?&*t ' : .- , 
s(O) > 0, y(0)  2 0 axem 1i:n a(/) = I, lim g(i) = 0. Pentru c >1 avesq< .0 &fig. 4.6 ac%tqA ' 

t -ca t-tm 
..u& y ; , %Lad * , ' c5 ( L O )  este rm punct ?a. 

Fie punctul de echilibru (c-I, c-I (1- c-l)), c> 1. Aprosimarea liniar5 a sistc~nolui (7) irw 
~ednri ta tea acteestai punct arc  nlalricea 

- 1  ( c - l  -c-l I si asifel 3 = c-'(1-2c-l), y = ac-Z(1-c-l) > 0. i' % [,Q+< 
a c  - c ) 0 - 

Dac5 c = 2, alunei $3 = 0, y = a18 > 0 ~i punctul de echilibru (112, 114) este rm centre 
(fig. 4.6), 

DacP c < 2, atunci fj < 0 ~i deci punctul cte echilibru este fie un focar (pentru y J,Zj$), 
f ie  un tiod (pentru y <P3/4) asimptotic stabil. DacP c > 2,  atunci P > 0 ~i deci puuctuQ de echxll- 
bru este fie un focar (pentru y > P2/4), fie un nod (pentru y < 9"4) instabil. Preci Am c5 pentru 
c suficient de apropiai de 2 .\ern focarc, iar inrpalitater y >  $ /4  erfo d h v a l e n t l  cd. 



> ( i - 2 ~ - ~ ) ~ / [ 4 ( 1 - c - ~ ) ] .  Tab-lul ur~nator contine t o ~ t e  poiibilit?i\ile gi  arat5 c5 pentru o 
anurnit5 valoare a lui a! bifurcatia are loc la trecerea prin c = 2 .  Pentru simplificarea scrierii 
notgm b = (1 -2c-I)'" [4(1-c-l)]. 

=>a I a < a  

c < 2 focar asimptotic stabil nod asimptolic stabil 
c = 2 centru 
c > 2 focar i~istabil 

7.4. Teorema EIopf a bifupcafiei 
w 

f n  acest paragraf ne propunem sii p 
solutiile periodice ale unor sisteme diferentiale autonome apar din variatia 
punctelor de cchilibrn in raport cu parametrii. In mod neeesar cimpurile 
vectoriale X la care sint e tqs te  aceste sisteme nu sint cimpuri potentiale, 
nici biscalare, q i  nici cimpuri pcntru care (DxX, X) nu se anuleazii in nici 
un punct deoarece aeestea nu srlmit linii de cimp inchise (v. 5.1, 8.4, 9.1). 
De asemenea, bifurcatia eurentului periodic nu poate s5i %par& la cimpurile 
vectoriale definite pe R, ci rlumai la cimpurile \rectoriale definite eel putin 
pe IR2. 

Fle X ( x ,  c )  = ( S 1 ( x ,  c), . . . , X n ( x ,  c ) )  un cimy 
e dcpitlde de parametrul real c si 

dx, -- dx, - A-l(x7 c), . . . , - = Lrn(2-, c )  
dt dt 

sisteivul diferential care determing 
c5 sistemul algebric 

X I ( % ,  C )  = 0, . . ., 1yn(3, G )  = 0 

admite o solutie izolata s, = a,(c) ,  . . . , xn = ~ ~ ( c ) ,  c E I .  Aceasta este 
un ~ u n e t  de echilibru izolat a1 siste~~ului  diferential (8). 

L 

dn: ;Y, - Fie - = 1 4 ( ~ ) m ,  A(c) = - (x(c )~  I sistel~nnl liniar care apro- 
dt \ [ 2x1 

simeaz5 pe ( 8 )  intr-o recinitate a, l~unctului de cchilibru x==.x(c). Wot5m 
eu Al(c), . . . , &(c) valorile proprii (in multi 
rnatricei A(c) qi prcsupunem c5 

h,(c) = a ( c )  + iP(c ) ,  ?xz(c) = oc 

adaug2 yi ipoteza 
Reh3(c)  < 0, . . ., 

Presupunem c.2 exist& o valoar 
du 

p(co) # 0 $i - (c,,) > 0 (aeeasta inseam118 c5 la trecerea lui c prin c, 
do -- 

functia c -t a ( G )  trece de la valori negative la valori pozitive ; evident ae 
poate considera, ~i inegalitatea opus5). Valoarea c, se numegte vatourea 
&tic4 a, parametrului c. 

fn ipotezele precedent0 E. Hopf a aritat eii are loc una g i  numai m a ,  

dintre urm5toarele trei situa$ii. 
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Situajia 1. Punctul de echilibru x, = x(c,) este un eentru, adic5' exist% 
o multime infinit5 de orbite inchise concentrice in jurul lui x,. fn  acest 
caz, pentru c # c, dar vecin cu o orbit5 periodic5 in 
jurul lui x(c). 

Xitua;ia 2. Exist5 un numir entiu fiecare c E(c,, b )  
exist5 o orbit5 inchis% qi numai una in jurul punctului cle echilibru x(c) 
intr-o vecin%tate a acestui punct. Aceastii familie cu un parametru de 
orbite inchise se bifrrrc5 in punctul de echilibru z(c) in sensnl cii, dac5 
e -j. c,, atunci diamttrul orbitelor incl~iee rariazk cu l~--c,) l /~.  f n  acest caz, 

1 pentru c < c,, c E I, nu exist5 orbite inchi~e vecine cu x(c). 

Siiruajia 3. Exist5 nn numBr n < c, sstfel incit pentix fiecare c E (a. c,) 
exist8 o orbit% fnchisk gi numai una in jurul punctului de c.chi1ilx.u x(e) 
htr-o vecinitate a acestcui punct. Aceast5 familie cu un par'ametru de 
orbite inchise se bihrc5 in modul explicat nlai inainte. kentrn e 3 c, 
nu exist5 orbite inchise vecine cu r(c). 

f n loc de demonstratie comentSm geometria teoremei If opf . Ipot ezele 
Xle h,(c) < 0, . . Ke An(c) < 0, c E I, a(c,) = 0, P(c,) $ 0, garanteaz5 c.2 
contribu$ia funiiiilor proprii asociate lui h,, . . . , L la solutia aproximjrii 
liniare tinde eitre zero pentru t + co, in timp ce contributia functiilor 

rii asoeiate Iui h, g i  h, supra~ietuiegte. 
Heamintirn & : I )  f ie~irei  valori proprii reale i se asociazg nn sub- 
u propriu real unidimensionsl (dreapta in Rn) care contine pnnctul 

be echilibln x = ~ ~ ( c , , ) ,  j = I ,  . . . , IL ; 2)  iieesrei perechi de valori proprii 
complex conjugate i cc asociaz5 -Lan subspatiu propriu real biclimensioual 
(plan in R1l) care continc. yrancl-a1 dc echilibru (in spatiul fazelorj. rpiilfnd 
seama c3e aceasta, reznlt5 c5, fiir~cl dat un punct x* = (x?, . . . , s?) 1-ecin 
cu purlctnl (!c eehilihru x, = i@i(c,), j .= 1, . . . , n, li~lia de cimp prin x* 
tincie in tinlp fie catre punct,ul de echilibru, fie e2tre planul prin punctul 
de echilibru generat de functiile proprii (sinus, cosinns) asociate cn h, g i  
A,. Astfel conccnt~.krn Icnrcma Mopf in observatia cii (lac5 ne oprim I s  
aproximarea linial~il, atunci c~-oIutia, interesantg (partea din solrrf-ie eare 
nu (lispart.) zpartine untli plan ce conline pur?ctul cic echilibru. 

Demonst~.:l$frl e mot! err P j2'i. 30,351 zle 1 e o ~  tmei Hopf pun in evident5 
c& pelttru sistcmclc difc rentiale ~leliniaie exist% (in spatiul fazelor) o supra- . 
fat8 (subvarietait~ 2-dir~cusionalii) csre conti13e punctnl de echilibru si 
eare joa& rolul pla18nlui ( 7 t h  ia, ri~ten~ele liniare asociat cu h, si A,. Aceasti% 
suprafalg Ee nurne~lc r a ? i c i n f p  cf~tllu. _htfrl, aricare ar fi lz 2, singurele 
posibilitgti topcdogicc clc araritie a oxhitelor Eccthier in afara punctelor 
de echilihrlr sint rsact r.osibilit5tile din cazul n = 2. Tpotezele , ,X de 

clasi C*, gfc,) = 0 

prezentate. 

O b s e r v a t i i . 1  
2-dimetlsionale. 

du 
2) liiegalitatea - ( 

dc 
pectiv cu c,-c, I jc  e t e  



Dac5 sistemul difcrenTia1 dcpinde dc mai multi parametri reali, atunci din context 
depistat parametrul a c5rui varialie ar putea produce bifurcatic Ilopf. 

4) i n  ipotezele teorcmei Hopf se constati c i  div A(c)~l~=~,=urrna A (c,)<O. Priu con- 
tinuitate, div A(c)x r5mine strict negativi pe o vecinstate a lui c, $i deci familia de curenti 
de  A(c)x, c E (co - E, c0 + E), micyoreaz5 volumul. 

Aplic~ntii 7.8. Ecuufia uun der Pol. Ecuatiile circuitului electric RLC schitat In fig. 1.20 

wnde i-urile sint curenfu pe ramurile indicate prin indlci ~i UR = @(is) este kgea Ohm gneneru- 
irrcfil (caracteristicii a rezistorului otind iL=x, vc= - (L/C)l12y, t = (LC)Y2~, ecuaoile 
prccedcnie se Zranscriu 

vnde f ( ~ ) = ( L / C ) ~ l ~ @ ( . z ) .  Dac2 rczistenta este descrisg de functia f (x)  = -px + ~ 3 ,  atunci sis- 
temul precedent este o form; a ecuafiei uan der Pol. Parametrul real p controleazl mirimea 
,,rezistentei negative". 

Pcntru orice p punctul x = 0, g = 0 este un punct de echilibru. hlatricea asociat5 aproxi- 
m'5rii liniare are valoriie proprii A,,,= (a+ & l/i2--4)/2. Acestea sint : (1) reale negative, pentru 
p < -2, (2) complex conjugate cu partea real5 negativ5, peutru -2 < p < 0, (3) complex 
conjugate cu partea real5 pozitiv5, pentru 0 < y < 2, (3) reale pozitive, pentru p 3 2. 

Dac5 y < 0, atunci punetul de echilibru (0, 0) este asimptotic stahil. Dacl  y crq te  treclnd 
prin zero, punctul de ecY11ibru (0, 0) isi pierde stabilitatea datorit5 valorilor proprii hl,, = 

= a(&) iP (p), undc a(+) = p/2 si P(p) = v1 - a"(;L. Deoarece a'(0) = 1 
teorcma Hop1 : e ~ i s t i  o iamilie de solutii periodice care se bifurci din (0, 0). 

7.9. S~sfemuI Lorenz. Sistemul diferential autouom 

unde a, r, b sint parametri reali, a fost modelul matematic acceptat de Lorenz pentru turbulenta 
dinarnic5 a unui fluid [34]. Solutiile acestui sistem slnt definite pe toat5 axa real5 (v. 3.6) 

Presupunlud c5 a ~i b sint valori fixate, iar r rjmine ca parametru, cercctiim bifnrcatia ¶II 
saport cu r. 

Dacii G # 0 si b(r - I) > 0, atunici punctele de echilibru ale sistemului Lorenz s lnt  

Aceas15 inatrice are polinomul caracteristic 

A 3 +  ( G  f b f l)h2 + b(r f G)?. + 2b ~ ( r  - 1). 

ind seama cP polinomul de gradul trei, care are rldicina real5 a $i r$d 
-& ip, este A3- t(?,?;+ (33?.-a$2, ajungem la concluzia c5 valoarea critic5 r, a p 
sii satisfac:i relatiilc 

cc = - ( o  +- b ' I), & 18 = + ilb(ro + c), 2 b ~  fro - 1) = b (ro + a) (a + b + 1). 



D i n  ultima relalie rezult: r, = a(a  f b -i ::)!(a - b - 1) si 

este pozitiv5 dacii a > b + 1. 
Presupunem a > 0, b > 0 ~i deci r > 1. Tiiliiid seama ci solutia h a ecualiei caracteristiee 

h3 + (d + b + 1)): + b(r + cr)X + 2bcr (r  - 1) = 0 este iunctie de r, prin derivarc in ambii 
membri, g5sim 

h'(r) = -b(A + 2~)1[3i.."2(o + b+l)A +b(r o)]. 

CU acestea am demonstrat cZ sintem in conditiile teoremei Hopf qi deci pierderea stabilitstii In 
r = ro conduce la bifurcave de tip Hopf . 

1 
- ax, - = x 

df l+P 

unde a, b, c sint parametri reali strict pozitivi, n este u11 num5r natural fixat, modeleaza procese 
biochimice cu feedback negativ (v. 4.4) .  

Fix5m pe a si b ~i 1&5m pe c drept parametru. Cercetjm prezenba bifurcauei Hopf in ra- 
port cu c. 

Punctul de echilibru a1 sistemului este (zo,  yo, zo) cu xu = bcz,, yo =c.;,, unde z, este sollltia 
1 

strict pozitivg a ecuatiei ---- =nbcz (v. 4.4) .  Aproximarea liniar5 a sistem~llni In \-ecingtatea 
I+-'' 

lui (x,, go, zo) are matrices 

-a 0 -nzn-l / ( l + ~ i )  

1 -b 0 

0 1 - e 

riar polinomul caracteristic a1 acestei matrice are expresia 

A3 + (a  + b + c ) p  -+ (ab + ac f bc)h + abc + nz;-l/(l+zg). Identificind acest poli- - 
nom cu polinomul de gradul trei care are r5d5cilia real5 cc qi r5d5cinile pur imaginafe i iP 
.(vezi exemplul precedent), deducem cB valoarea critic5 cu (dac5 existg) a lui c trebuie s& satisfacg 

nz"- 1 
Notind a+b = A, ab = B, = D, ultima ecualie se transcrie AC; 3- A"e,+AB-D=O. 

l + z Y  
v 

'Pentru -A3 - 4AB + 4 D  2 0 aceasta are rgd5cini reale si, dacB ad5ugiim conditia D > A B ,  
+ 1/$A4 - 4 A Z B  f 4 4 D  

~gdacina c, = este strict pozitiv8. 
2 A  

Ecuatia implicit5 

L3 + ( a  + b + c));? + (ab $. ac + bc)X +- abc + n z p l / ( l + z ; )  = 0 

defineste 1, pe ca functie de c, iar derivata acestei funcpi se poate obtine derivlnd ambii membri 
ai ecuatiei precedente in raport cu c. Rezult5 



f n  concluzie, la trecerea lui e prin e, se pierde stabilitatea punctului de echilibru ~i apart? 
bifurcatia Elopf. Simetria polinotnului caracteristic in a,  b, c face ca oricare dintre parametrii 
a, b ,  c s i  jndeplineasc5 rolul descris mai inainte. 

7.11. Procesele biochimice cu feedback pozitiv descrise de sistemul 

dx 1 i- z* du dz 

unde a, b ,  e E (0, m), kc > 1 sEnt parametri, iar n E u-4 este fixat, nu beneficiaz5 de bifurcatie 
Hopf in raport cu c (si deci nici in raport cu o sau b )  pentru punctul de echilibru (x,, yo, 2,) cu 

l+zn  
- abcz (v. 4.4). X, = brq,, y = cz,, unde zo cste una dintre solutiile pozitive ale ecualiei -- - 

k+ rn 
htr-adcviir, polinomul caracteristic a1 nlatricei aproximsrii liniarc In vecingtatea h i t  
(zo. go, zo) este 

)i3 + ( a  + b + c)A- ((ob + ae + bc)X + abc - T'(z,) = 0, 

unde ~ ( r )  = ( l+zn) / ( k+  2%) si deci qr(r,) > 0, iar identificarea sa cu polinomul A3 - aIL2 +- + p% - aPZ, care are rBd5cina real5 31 si ridgcinile pur imaginare & iP, &A sistemul 

Dar ultirria ecuatie a aceslui sisten~, de gradnl doi in e,, nu ad 
ipoteza din problem5 asupra lui c. 

7.5. Prsblenle prspuse 

1. 8% se verifice ~5 vmietatea de echilibru atagatii sistem111ui diferen- 
ax tial - = oy + o(x2 + g2), ( 1 ~  = - cx+g(mz+y2) nu prezint8 bifurcatii. 
dt  dt 

2. Se dsu sisten~ele diferen$iale 

unde c este nn pararnetru re%l. T'c4'entil.u fiecare caz in parte sii se determine 
mulfirnez, de echilibru gi imlfimea bif~xcafie, preeizind valorile lui c in 



care se produce bifurcatia punctelor de echilibru. SB se discute in raport, 
abilitatea punetelor de echilibru. 
SB se ~erif ice c% pentrn orice num&r real multime J!tz = 

jy = ~ell*',x < 0) u ((x, y) 
. dx sistemului -- = x2, - 

dt 

. S5 se arate c 

adniite varietate centru analitics. 

I n d r c a t i e . Rezult 

5. Fie eimpul vectorial 
+ (C - 1)y + yz, cz - (x2 + y2 + z2)), unde c este un parametxu real. 
S% se arate cii dac& e E (1/2,1) a t u ~ c i  X are o Einie de cimp periodic6 situat6 
irztr-un plan. S& se determine zerowile eimprrlui gi s6 se cerceteze stabili- 
tatea aceatora. 

I n d i c a t i e. a([) = (R(c) cos t ,  R ( e )  sin t ,  1- c). 

6. Se consider% schimbarea de variabile x = T cos 0, y = r sin 0, 
'& = 2. Ce devine prin aceastg whimbare sistcmrxl diferenlial care d5 
liniile de cimp, dacB X este cinipul vectorial din problema precedent59 

7. Fie cirnpul vectorial X(x, y7 x, c) = (cx - y, x + cy, -2 + %y)) 
unde c este nn parametrn real. S6 se cerceteze stabilitatea punctului 
de echilibru (0, 0:O). Pentru c = 0 8% se descrie eondiliile init' ,la 1 e care 
proclne soluf-ii periodice. 

8. Unele reactii chimice antocatalitice cu difnzie sint descrise de sis- 
temrxI diferential 

unde a ~i b s i ~ t  parametri reali st,rict pozitix-i. S5 se determine punctul de 
eehilibru $i sii i se cercetezc stabilitatea. 85 se cerceteze dac& variatia lui t~ 
genereazz bifurcatie. 

9. Consideriim dorx5 recipiente despiir$ite de o mcmbran6 comun5 
de clifuzie. Fie a,, x,, x, coneentratiilc a trei substanfe chimice situate 
fintr-unul dintre recipiente ;i y,, y,, y,, respectiv, concentratiile aceloraqi 
substante situate in celiilalt recipient. Presnpunem ci are loc diftxzia q i  c'& 
x = (xl, xg7 x3), y = (y17 y2, y3) s i ~ t  legate prin sisternu1 diferen$k&l 

uncle 
-0,i -1 0,OI 0 



SS, se cerceteze bif urcatia Hopf. 

valorile proprii, -0,l si 
proprii ale lui A - 2B.  

10. Comportarea dinamicii a dou5 reactoare' cu rezervoare mobile, 
cu reac$ie de primul ordin $i reciclare, este descrisil de sisternld azctonom 
Kubic'ek [32] 

dx, -- 
d t 
- O72x3 - f a ( l  - xl) expyx,, 

nnde expyx = esp , y = 1000, iar a este un parametrugreal. 



Subrariet<itile ortogonale liniilor cle cimp sint solutii ale ecuatiilor Piaf f atasate cimpnrilor 
vectoriale. Ca ,,sectiuni" ortogoiiale orbitelor, cle dau cele inai bune iuforinatii desprc evolutia 
sislemului fizic descris local dc cimpul vectorial. Definitia accstora ~i exemplele standard sint 
date in 8.1. 

Complet intcgrabilitatea unei ecualii Pfaff pe o multime deschis5 $i conex5 D estc eclliva- 
lent5 cu fnplul cB prin fiecare punct al mulumii D trecc o hipers~~plprafat5 ortogonalii liniilor de 
cimp (v. 8.2). Acesta este un rezultat teoretie bun, dar cu vanse mici dc folosire. Salvarea cste 
teorema Frobcnius care reduce problcrna complet it~tegrabilitgtii la efectuarea unor calcule 
simple (~.8.:1.) 

Complet i~itegrahililaica unel ecualii Pfafi se traduce priil noliunile de clmp vectorial 
local potential sau local I)iscalar. Gele nlai potrivite cxcmple pentru aseinenca cazuri sint cim- 
purile \-ectoriale newtoniene, cirnpurilc vectoriale elertrostaJice, cirnpurilc vectorialc torsionale 
qi cirnpurile vectoriale care descaiu sistemelc termodinamice. In cazul spatirrlui cu trei dimensiuni 
conditia de (local) biscalaritaie se reduce la ortogonalilntca dintre cimpul vectorial dat yi rotorul 
ncestuia (v. 8.4). 

UII cimp vectorial define~te o distributie transversal5 (n-1)-dimensionall, care poate s5 
fie sau nu integahil5. Dac5 ac&x?t5 distributie estc integrabil5, atunci hipersuprafetele integrale 
ale sale determinl o stratificare a multimii descliise si conexe pe care se lucreazg : d a d  aceastg 
distributie nn este integrabil5, attinci rntiltiimea tuturor varietgtilor sale integrale este un spatiu 
neolonotn (v. 8.5). Teoria general5 a spatiiinr neolononle are aplicatii in mecanica analitics, ter- 
rnodinamic5 etc. [70]. 

Orbitcle unui cimp ~cctorial  se pot cspri~nn (local) in mai multe moduri : ca intersectii de 
Bamilii de hipersupraI'e[e. ca intersectie di~llrc fafnilii de hipersuprafefc si spatii neolononle sau 
ca intsrsectii de spalii ucolonomc (I-. 8 .6) .  

In 8.5 se analizeaz5 Eapte care conduc la definitia hipercvadricelor neolonome, demonstrind 
n teorem5 original5 (in raport cu bibliografia). in  8.8 se mentioneaz% probleme deschise, iar pro- 
bleinele propuse in 8.9 se refcrH la ecuatii Pfaff cornplet integrabile, cimpuri vectorialc biscalare, 
distribulii, c\-adricc neolonorne, interscctii de suprafete qi syafii neolonome etc. 

Liniile cle cimp ~i subvariet5tile ortogonale lor sint intuitiv corelative. Exist5 totusi o 
diferent5 oiltologici intre ~ ~ o t i n n e a  de linie de clmp qi cea de s~ibvarietate ortogonalj iiniilor 
de cimp. De exemplu, In reprezcntarea matematic5 a fenomenelor mecanice, linia de cimp indicg 
traiectoria pe care o urmeaz5 un mobil plasat intr-un punct din domeniul de definitie a1 cim- 
qului, din mornzntul in carc se poate g b i  un mobil sensibil la tipul de cimp considerat (linia de 
cimp atirn5 dc intuitiile corpusculare) pe cind o subvarietate ortogonalii liniilor de cimp indicZi 

sibilitatea egalii de miscare 
uitiile ondulatorii) 

*. . , . ~ .  --. 

"i 'Fie X = (A7*, . . .,,Y,) ua 
chis5 si cones5 D c W" R > 2, f%r& zerouri p~e D. Ci 
atageazs o familie Be hiperplane Q*, x E D, fiecare h 
minat dde un punct x g i  de veetorul norms1 X (s). Evi 
este ortogonal liniei de cimp care trece priu. punctul r. 



Subvariet%$ile H ale lui D eu proprietatea c& restric$ia ci~npului vee- 
torial X la 31 este un cimp vectorial normal la $1 se numesc subaarietcr;fi' 
ortogo~bale liniilor de c4mp ale lui X. 

Fie H o subvarietate a lui D ti T, N spa$iul bangent la H in punctul 
x E H. Subrarietatea X este ortogonal5 liniilor de cimp ale lui X dac5 
~i numai dac& T, 17.1 c Cl,  c T, D = T, [Rn,  V x E D (subvarietatea 31 
este tangent& in fiecare punct x E H la hiperplanul a,). Din~ensiullea unei 
subvariet&$i ortogont~le liniilor de cimp ale lui X este cel mult n-I .  

Tinfnd seama e& (dx,, . . . , dx,) este un vector din hiperplaiilul Q,, 
reznltg cS subvariet:i$ile ortogonale liniilor de cimp ale lui X sint earacte- 

iniilor d e cimp ale lui X se Rum 

cu propriet'atea c& ecua$ia Pfalf (1) este o consecint5 a ecnatiilor PI(%) = 
= 0, . . . , Pa-,(x) = 0, dl?, (x) = 0, . . . , cIP,-, (2) = 0. 

a ecuajiei Pfaff (I) clacB 

hti D tree o infiuitate de curbe integale 
ale ecuatiei Piaff ( I) (fig. 8.1). Existen- 
ta stxbvarietiifilor integ~ale de dimensi- 
une k E (2, . . . , PL-2 )  11x1 se cliscutii in 

ecare pt~uct x al Iui D este cee lnai dificil.&, dar g i  cea ilzei important.&. ID 
paragrafele mnr5toare vom ar&a e& aceastg problem& se reduce la exis- 



. ten@ unui cirnp scalar local ale c5mi hipersuprafete de nix-el constant sin 
hipersuprafef;e integale ale ecuaf;iei Pf aff . 

Parafrazind rezultate ~unoscute din teoria cimpurilor ~~ectoriale iro- 
tationale (v. 2.1), ajungern la teorems urmioare. 

Teoremii. Pie  X = (XI, . . . , X,) un ctmp vectorial iro2u$ionut pe D ,  
-care nu se anuleuz6 nic6ieri p i  x, = (a,,, . . . , x,,) un punct d in  D.  

1) Dac6 D este un interval 
nivel constant ale funcJiei 

' : itax f :  - [R, f (a) = 
' 8  ,%  

Pie X = (X,, . . . , Xn) un cimp vectorial de class C1 pe o inultime des- 
chis5 qi conex5 D c fRn, lz 2 2, f5r5 zerouri pe D g i  

Xl (x) dxl + . . . + Xn(x) dxn = 

eeuatia Pfaff sttagat5 acestui cimp. Ecual;ia Pfaff (2) se numegte exact& 
dacg cimpul vectorial X este potential, adicii dacg exists f : D -+ fR de 

af chs5 C2 astfelincit - (x) = Xi(x), i = 1, . . . , n, sau echivalent df(x) = 
8% 

'In consecin$ii (v. 2.1), pe o mul$ime deschis8, wnexii q i  

D c fRn,  ecusttia Pfaff ( 2 )  es%e exact% dac.2 si nurnai dacB 
1 X este irotational. 

c& eeua$ia Pfaff (2) nu este exact%. 
: D -+ fR\{O) de class C1 astfel incit 

p (2) XI (XI ax1 + . - + ,u (x) Xn(x) 

set%, adios s5 existe P : D -+ fR de class C2 astfel hci t  



Eeuatiile Pfaff local exacte g i  ecua$iile Pfaff care local admit factor- 
integrant se numesc ecuajii conzplet integrabile. 

Teoremti. Ecuajin P f a f f  (2) e ~ t e  comnplet integrabiZ6 dac6 ~i nunzai dac@ 
prin oricare punct x, E D trece o hipersuprafaj& integral& a ecuajiei. 

Demonstra!ie. Presupunem c& ecuatia Pfaff (2) este local exact&, 
adi~B V z, ED exist2 o multime deschis& U c D care confine pe xo giun 

n 

cimp scalar f : U -+ [R de cbs& C%stfel incit df(x) - X8 (z) dxi = 0. 
.- 

* = I  -- 
pe 77. Atunci prin x, E D trece hipersuprafa@ integral& f(3) = f(x,). 

Presupuncm cii ecuatia Pfaff (2) admiie factoml integrant local p, 
adic& V x, E D existr& o mullime cleschisii U c D care contine pe xo 5i. 
p : U + R\(O) de clas& Cl yi &' : U -+ de elas& Chst.fel Pncit dB(x) = 

n 

= Z] p(z) X,(z) dz, = 0. At2unci prin 2, E PB trece hipersuprafatailltegral%,+ 
% = I  

P (x) = P (x,). 
Presupunem c& prin fi a1 fa$& 

integral& a ecuatiei Pfaff (2), familia hipersuprafe$elor fiind descris5 local 
" aG prin G(x) = c. Rezult5 dG (a) = Z; --- (x) dx, = 0. Deoarece ecua$ia* 

i=1 ax, 
aG 

Pfaff (2) este o consecinf& a acestora, avem fie- (x) = X,(x), fie 
ax, 

aG --- (a) = p (x) X,(x),  adieB ecuatia Phff (2) este sau local exact% sau 
ax, - ." 
admite un factor integrant local. 

Multimea tuturor hipersuprafetelor nei ecuatii Pfaff' 
complet integrabile se numegte solujia general& a ecua;iei. 

fn final, observ5m c5 ecuatia Pfaff (2) este 
complet integrabilii dees g i  numai dac5 exist& 
cimpurile scalare locale A $if astfel incit X = 
= h grad j (fig. 8.2). f n acest caz hipersuprafe- 
Gele de nivel constant ale lui J: (familie cu un 
parametru de hipersuprafete) sint ortogonale 
liniilor de eirnp ale lui X. Pentrrz a fisa uns 
dintre aeestc hipersuprafete est e suf icient s& 
d5m un punct prin care s& treacii. 

Gompiemente. Pie G o portiune m&rginit&, 
dintr-o hipersuprafa$& in D c Rn descrisg de 

n 

ig. 8.2 .,&$ ,p-Lattt-ia Pfaff eomplet integrabilii C X,(x)dxl = 0. 
t= l  

g i  de un punct pe care il eon$ine. Eiper~uprafa$ap este orientabilii deoarece 
cimpul -rectorial normal X nu se a n d e a d  in nici un punct a1 lui a. . .  



Fie Y = (Y,, . . . , Y,a) uu cP~np vectorial de elas& C1 pe B $i N = 

suprafa$& ortogonalii liniilor de einlp) este striet pozitiv, iar extremele 

functiei reale Y -t (Y,  N)do, //TI1 = 1 se ating pe - i 
plicatia 8.1. S 5  se gBseasc5 soiutiile ger~erale ale urmgtoarelor ecuafii PfafL-ap- ? 

>i r . 
1) x, (x; + 12 - a2) dx, 3- 2, (x; -1- "2 $. a" dx, = 0, (xl, X~)E Rz, . - I -  

2) (l+ sin x,) ds, + (2 + sin xi) d ~ " ~  + . . . + (il t sin %*&) dx, = 0, (xl, . . . , s,) elRn;'-r: 

Solutia general2 este definitz priu f(x) = e,  unde c este o constant5 arbi 
2) Fie X,(x) = i + sin x,, L = 1, . . ., n, x = (r,, . . ., x,)f ll? 

X = (X,, . . ., X,) este Lrota@on31, iar R* este znlltirne convexs. Calculgm 

i f (x) = (X (ls), x) dt 

0 

Solutia generaliileste definitg 
3) Multimea D = {(x,, x2, x3) E 

simplu conex5. Notfnd XI 
= x3 (x1 - 1) (x2 - 11, x = ( 
este o solutie a sistemului cu 

i?(+X, j i?(pXj) 
, i 9  j = I ,  2,  3.  

Deci p este un factor i~ltcgrant 

sau d [x,+x,+x, + ln (xl-1) (x,- 
+ ln (zl-1) (x2-1) (xa-1) = c. 



8.3. Teorema Frobenins 

Pie .D c R9', n 2 ltime d~schisii qi . . . , X,) un cimp vectorial de clas& C1 pe D, care nu se aiiuleaiz5 nicdlerl. 
t integrabilit&$ii ecua\,iei Pfaff 

X,(a)dz, + . . . + X,(~)dz, = 0 (2') 

pe baza definitiilor din paragraful precedent este ane~oioas5. De aiceea 
prezentiim o alternativii datoritg lui Frobenius care, in situatiile concrete, 
se reduce la efectuarea unor cztlculc simple. 

TeoremB. 1) Pentru n = 2, ecuajia PfaJ'j ( 2 ' )  esie complet inlegra- 
4iZd. 

2) Pentru rz 2 3, ecuajia Pj($jJ (2') este conzplet integrabild dac6 $i 
nurnai dacd 

i , j , k = 1 ,  ..., %. 

Dernonslrajie. 1) Pentru n = 2. ecuatia Pfaff (2') se reduce la o ecuatie 
diferentialg ordinar5 a c%rei solu$ie general% (familie de curbe) este asigu- 
rat& de teorema de existen$& q i  unicitate (local&). 

2 )  Fie n 2 3. DacB ecuatia Pfaff (2') este local exact&, atunci rot X = 

axs 
= [= - *] = 0 $i conditia din teorem5 este rerificat5. Dac5 

axg 
ecuatia Pfaff nu este local exact&, dar admite un factor integrant local p, 
adick exist5 cimpul scalar local p de clasi C1 $i cimpul scalar local P 

1 aP 
de clas5 G2 astfel incit * (x) = p(x)Xc (x), atunci B, = - -- , 

a XI P ax, 
i = 1, . . . , n, satisfac condi$iile din teoremi. 

Presupunem cii relatiile din teoremg au loc. Daci rot X = 0, atunci 
auaf ia  Pfaff (2') este local exact%. Dac5 3xo e D astfel inctt rot X(x,) # 0, 
atunci, fgr5 a scgdea generalitatea, acceptgm Xi(xo) # 0, i fiind fixat, 
8i prin continuitate exist% o mulfime deschisg U c D care contine pe xo 
gi pe care se p%streaz% aceste rela$ii. fnlocuind x,, . . . , st+,, . . . 
. . . , 3% cu u,, . . . , u ~ - ~ ,  ubfl, . . . , un respectiv $i pe x, cu x ,  conditiile din 
teorem5 implic5 

 J'S ah ah + -J'a = --- + ---ffl, 
azs, ax aua ax 

(*I 
- 

x a  
, 

unde fa = - - o 7 a ,  P e J - (1, . . . , i - 1, i + 1, . . . , n), iar ecuatia 
A t  

Pfaff se transcrie sub forma 



*care nu sint altceva decit conditiile de complet integrabilitate ale siste- 

-- =.,fa ( ~ 1 ,  - - - 7  "4- 

<echivalent cu ecuafiia cu diferen5iale totale (**I ti deci cu ee$a$ia Pfaff 
, (2') pe U .  Deci, prin a, trece hipersuprafata integral5 xi = x,(xl, . . . 

. . ., xi-,, xi,,,. . . , x,), i fiind fisat. 

0 m e n t a r i u . Conform teoremei precedentc ecuatiei Pfaff (2') i 

Deoarece filk = f3hi = fhlj, ftjl, = -fir$, fijk = - fkjl, fijk= -fjik, numai C: dintre functiile 
&jk Pot fi liniar independente (anume acelea pentru care i < j < k) .  De exelr~plu : pelltru 
-n = 3 r h i n e  doar o functie f,,, ; pentru n = 4 rfimin patrn functii f,,,, f,,,, fl,,, fZS4 ; pentru 
n = 5 ramin zece funcwi etc. 

Dac5 una dintre functiile fijr, i< j<k,  nu este functia zero, atunci ecuatia Pfaff (2') nu 
este complet integrabilg. Aceasta este echivalentj cu faptul cfi exist5 cel putin un punct xO E D 
astfel incit orice varietate integral& care trece prin xQ ( ~ i  una trece oricum I )  este de dimensiune 
eel mult n-2. 

Chiar daci ecuatia Pfafr (2') nu este complet inte~rabitfi, totusi ea poate sfi admiti ca 
e hipersuprafete. fn acest caz ecnalia Pfaff (2') clt ~i ecuatiile f$gk(x) = 0, i< j<k ,  
identitfiti conditionate in raport cu ecuatiile carteziene sau parametr~ce ale acestof 
e. Ue exemplu, ecuatia Pfatf xc dx + z ("x - y) dg - N%Z = 0 nu este complet 
eoarece f,?, (x, y, z) = 2x2 (x - y), dar admite solutia z = 0 (planul x0g). 

0 b s e r v a t i  i . 1). In eazul I I  = 3, conditia de complet integrabilitate se transcrie 

2) Pe IR* clmpurile vectoriale pot f i  identificate eu 1-formele f5rH a altera con$inutnl mate- 
matic $i posibilitHtile de reprezentare a problemelor concrete. Astfel, in loc de cimpul vectorial 
X = (XI, . . . , X,), deseori este preferat& utilizarea 1-Pormei diferentiale atasate w = Xl(x) 
d 3  + . . . + &(x) dx,, iar ecuatia Pfaff se scrie simplu w = 0. Notind cu dm diferentiala exte- 

0 este complet integrabil5 dac5 si numai dacB 
eoremei precedente. 

e 

-; Fie X = (XI, . . ., X , )  un cimp \rectorial de class C1 pe o mul$ime 
deschisii g i  conex5 D din [R". Presupunem c5 exist5 don8 cimpuri sealare 
h de d a s i  C1 q i  f de elas5 CZ pe D sstfel incit X = h grad j'. Daci A ~i J' 
sint funcfional independente, atunci cimpul vectorial X se numegte bisca- 
.Jar. Dae5 h gi j sint funcfiional dependente, atunci se dovedeqte ci X este 
un cimp potential. 

Liniile de c h p  ale unui cimp vectorial biscalar sint reparametriziiri 
ade linii de gradient (deci nu pot f i  curbe inchise). 

Rezultatele din paragrafele precedente arat5 cii nn cim$' vectorial 
de clas5 8 pe o mul$ime deschisg g i  cones5, care nu se anxrleazii niciiieri, 
a t e  un cimp vectorial local potential sau local bisealar dac& g i  nlainai dac5 



adniite o familie de hipersuprafete ortogonale liniilos sale de cimp. fn 
consecinpi, cinlpurile de clas& C1 pe R2, care nu se anuleaz5 nicgieri, ŝ mt 
sau local potentiale sau local biscalare qi este adevgratg urmgtoarea teo- 
remj de caracterizzre a cimpnrilor vectoriale local bi~calare pentsu cazurile 

Z 3 .  
Teoremii. Bie D c En, n > 3 ,  o mzci!$ime deschisti p i  coqzexti ~i X = 

= (XI, . . . , X,) un cimp oectoriui! de clnsti C1 pe D care nu se cc?zu2eaxti 8% 
nic i  ZLTZ ppzcnct p i  cure este rotn$io?zal. C.iw2pul X esfe local biscular dacti pz" 
numui  dueti 

i- x, ax, ) = 07 
ax, ax,  . . 

Z , J ,  k = 1, . . . , ? L .  

Aplieatia 8.2. 1)  Fie L) o mul\ime deschis5 ~i conexli din IRn. 1,11 cimp ~ectorial  X = 
= (XI,. . . , X,) pe D se numecte torsional dac5 exist5 un cilnp scalar u pe D si un cimp vecto- 
rial Y = (Y,, . . . , Y,) pe U (toate de clas5 convenabil8) astfel incit 

ax, 
- = n 6 i , + X , Y j , i , j = 1  , . . .  

d q  

unde 6 , ~  este sirnbolul lui Iironecker. Orice cimp vectorial torsi 
sau local biscdar deoarece satisface conditia de complet integrabilitate din teorema Frobenius. 

2) Fie x,, . . . . x, parametri de stare ai unui sistem termodinamic. Asilni15m pe x = (x*. 
. . . , xn) cu un punct din Rn numit stare si presupunem cP mulbimea st5rilor este un con deschis 
D cu virful in origine, care nu conline originea in interior (motiv impus de teoria functiilor omo- 
gene, v.  6.2). Se postuleazli cP evolutia local8 a sistemului tcrmodinainc este descrisli de un c i ~ n p  
vectorial X = (1, X,, . . ., X,) in care &, . . . , S, sint functii omogene avind gradul de omoge- 
nitate zero pe D ~i cel putin de class C1 pe D. Pri11 evoluj'ie intelegcm fie o linie de cirnp a lui S, 
fie o curb5 ortogonalP liniilor de cimp, curb5 numit5 drum adrabufzc. Principiul a1 doilea a1 
termodinamicii este echiralent cu faptul c5 X este un anulnit cimp ~ectorial  biscalar, adic.5 
X = T grad S ,  unde T estc telnperatura termodinamicP, iar S este entropia sistemului. Evi-  
dent, entropia sistemului este constatlt8 in lungul drumurilor adiabatice. 

Condifia ca S sii fie un c i i q  vectorial local biscalar are o exprimare 
i anume (X, rot X )  = 0. Aceastii relatie arat& eZk 
iniilor de cimp ale lui X trcbnie cgutate printre 

uprafete de virtej). Pornind de aici $i 
le, J. Rertrand a dat urmZtoru1 algo- 
tni pentru obtinerea cimpmilor scalare 
cale functional indepenclente h gi j pen- 

tru care X = h grad J'. 

\ Algoritmnl lui J. Bertrand. Presupn- 
neln (X, rot X) = 0 si cpl(x, y, x )  = el, (2, 
(x, q, x )  = c, liniile de ciinp ale lui rot 
X (hnii de vktej) exprimate cu ajutorul 
integralelor prime y, si cp,. Avem (grad 
( P ~ ,  rot X) = 0, (grad cp,,rot X) = 0, ca- 
re impreuntl, cu ipoteza (X, rot X )  = O. 
ixnplicii ,,coplanaritatea7' cimpurilor vec- 
toriale X, grad cp,, grad cp,, adicii X = 
a grad q,+P grad q,, c t 2  f p 2  # O(fig.8.3). 
Noua reprezentare a lui X permite 
transcrierea ecuatiei Pfaff sub forms 



u d y, f ljcly2 = 0. 8% ar.&t$nl ci a/?, pentru P $ 0, depinde numai de 
integralele prime cp, qi y,. Intr-ade~tir, relatiile X = a grad y, + P grad 
cp,, (X, rot X) = 0 implie5 (grad u/P, grad cp, x grad 9,) = 0, iar pro- 
,dusul mist este jacobianul functiilor a/p, ql, cp2. Rezulti alp = E(cp,, 9,) 

da, 
$i deei f E(?,, cp,) = 0. Sol~~$ia general$j(y,, cp,) = c a acestei ecu- 

dcpl 
abii reprezintg familia suprafetelor ortogonale liniilor de ebnp ale lui X. 
Cind este eazul, din identitatea X = 71 gradj  se gisegte A. 

Aplicafia 8.3.1) B ( x ,  y, z )  = (yz, x ( z  - x), -xy) este un cimp local biscalar. fntr-adev5r, 
rot X (x ,  y, z) = (-2x, 2g, -22) ~i deci ( X ,  rot X)  = 0. 

Zerourile lui S sint pnnctele dreptelor Oy, 0 3  si D : y = 0, x = z. lntrncit teoria precedent5 
ehnin5  ace~te  puncte, se consider5 cP domeniul de definitie a1 lui X este R3\(Oy U Oz U D). 

Familia liniilor de virtej ale lui S este solutia generali a sistemului simelric 

adicii xy = c,, 2 L A z ' =  c ,. Rezultii X (x,y, r) = v. g a d  (xy)  + P grad ( x  - Z )  = v. (y ,  z ,  0) + 
+ Cj (1, 0, -1) qi prin identificare giisim L-X = ; - x, P = xy, adicl X ( x ,  y, z) = ( Z  - X )  grad 
(xy)+xy grad ( x  - z). Ecuatia yz dx + x ( z  - x )  dy - xy dz = 0 se transcrie ( 
+ xy d ( x  - z) = 0 qi deci xy = c ( x  - z )  reprezint5 familia supr 
iciinp ale lui X. 

Din identitatea X = h grad xy/(x-z) giisim ;? = - ( x - $ ~ .  
2) Fie X = (XI, Xi,, X,) cimpul vectorial Killing de co 

X,(x) =x,-2xl, X ,  (x)=3z1- x2 pentru care se verificii relatia (X 
~ c a  X este local biscalar sau c5 ecutia Pfaff (2z,-3x3) dxl + (x ,  
este complet integrabila. 

! Zerourile lui X sint caracterizate prin 22, - 31, = 0, x, - 2x1 = 0, 3x, - x, = 0, adic5 
sint punctele dreptei de ecuatii 3x, - X ,  = 0, 2x1 - z, = 0. Aceste zerouri sint eliminate din 
domeniul de defirlifie de teoria formulat5 anterior. 

d.z, dx2 dx3 
Determiniim integral& prime ale sistemuui liniilor de virtej ---- = - = -- . 

-3 -6 - 4  

fpl ( x )  = 3xl-x2, cp, ( x )  = 22,-x,, care sint functional independente.. 
Scriem X = a grad pl f (3 grad cp, qi prin identificare obtinem ~ ( x )  = 22,-x,, P(x)= 

= x2-3xl. Cu acestea ecuata Pfaff se transcrie in fonna 
(22, - x,) d (3x1 - x,) + (x2 - 3x1) d (22% - 2,) = 0 

3x1- 1, 
a u  d ( 3x1-xz ) = 0. Solutia general5 a ecuagei Pfaff ente definitl prin -- =c, adicii 

2x2-x3 2x2- 2, 

este o parte a unui fascicul deplane, mai pupn axa faciculului care eontine zerourils lui X. Din 



S,(x) dx, + . . . + S,(z)dx, = 0 

t% lui X pe D. Dacg ecuatia Pfaff (2' 
integrabil2 qi are solutia generals 31, :f(x) = c ,  atunci D p 
reuniunea hipersuprafefelor do nirel constant 21, (eare sint multimi dis- 
juncte). Cu alte cuvinte, o ecuafie Pfaff complet integrabilii produce o 
stratifieare (foliatie) a lui D prin hipersuprafete. 

Presupunem e5 ecualia Pfaff (2") nu este complet integrabils (re- 
aultii f ~ ,  2 3 ) ,  adici ciiiipul vectorinl S nu poseedz o fainilie de hipersupra- 
fete ortogonale liniilor de cirnp. Qi in acest caz ecuatia Pfaff determini% o 
,,stratifieare" a lui D prin varietiifi integrale de climensiuni maxim posi- 
bile, dar aceasta este esen$ial diferit5 de cea din cazul complet integrabil,. 
deoarece fiecare ,,strat" are dimenhiunea cel inult n - 2 g i  cel putin1 
(accidental, diniensiunea poate fi qi 71 - I), iar printr-un punct pot trece 
varirtsti integrale cliferite de aceengi dili~en ~1xin.0. 

Cele dous situatii deserise anterior pot f i  inglobate intr-o teorie- 
mai generals in felul urlii5tor. Xot8m cu T,D spatiul tangent la D in 
punctul x. Pentru x fivat in D ecuatia (2") reprezintg hiperplanul Q, de- 
terininat de punctul s si de vectorul normal X(z). Corespondents a -+ Q,c 
c T,D definegte o functie 92 pe D care este o distributie (n - 1)-dimen-- 
sionali, numits distribzqie ortogo7znlci c.itnpului vectorialX. Un cimp vecto- 
rial P apartin? distributiei Q daci Y ( x )  s Q,, V x  E Dl sau echivalent 
( X, T) = 0 pe L). Evident, pentru fiecare c~ e D exist5 o vecinstate U 
a lui s q i  ,t - 1 cimpuri vectoriale Y,, . . . , Y,-I  de clasii C1 pe U astfel 
incit Y,(x), . . . ,Y,- ,(x) s5 genereze pe Q, , z E U (r. gi 3.2 din eare rezult&. 
cii P,, . . . , Y,&-, pot f i  ci~llpuri de gmdienti). Nultimea [ Y,, . . . , Y,-,] 
se numeqte baa2 EocnZli a dixtributiei Q. 

Distributia L2 se numeste inaoltcticci daei apartenenta Y, Z G Q gi  Y,Z 
de class C1 implicii [Y, Z ]  6 i 2 .  Varietstile integrale ale ecuatiei Pfaff 
(2") se numesc vnrietliji integrnl~ ale distribqcjiri Q. Distributia Q so numeg- 
teiwfegmbilii (lac5 ecuatia Pfaff (3 " )  este coniplet integrabilii. 

Varianta ttoremei Frohprzius pentru distributia Q este urix~itoares 

Teo~.em&. Distribujia L2 este intrgrnbilt? dncli g i  numa 
iauolutiuii. 

Delr~ottstrajie. Presupulreln c?i Q este inlcgrabil&, adicii , 
(2") este cornplet integrabilii sau local S = A gradj. Atunci apartenen@. 
Y, Z s Q inseamnii (g~acl j, P )  = 0, (grad j, %) = 0. Derivind in raport 
cu Z si, respeetiv, in rilport cu Y, g5silrlI-Iess J\Y, Z) -k (grad j, DZ Y) = 0,. 
Hess j (Z ,  Y) + (~mctJ', DYZ) = 0 si prin diferen@ obtinem (grad f, [Y, 
Z ]  = 0, adici [I, Z] E a. -4stfel Q este involuti~4,. 

Presupunern (5 Q este in-i-olutis~ii qi [Y,, . . . , P,-,} este n bazii locals 
a lu iQ.  Atunci (X, Y,) = 0 qi (X, ['IT3, Y,]) = 0, or, p , y  = I ,  ..., n -1. 
Deoarece (DyBX,Y,) + ( X,Dr3Y,) = 0, (DY,IY,T,)+( X, DY,Y,) = 0, aT-em 



0 = (X, [Ya, Y,]) = (X,DypY, - DyTYP) = (DYBX7 YY) - (DYy X, YP) = 
' = (rot X)( Y,, Y,). PixZim cimpul local de repere (2, = P,, . . . , 2,-, = 

= Yn-,? Zn = X) ~i observgm c% functiile (v. 5.3)  

j i j k  = 1Fe(~0tX)~k + X1(rotXjlz +- Xk(r~tX)eJ  

ele unui cimp teneorial de ordin 
tele acestui cimp ten~orial in raport cu reperul fixat bint 

d = a , n ;  B = p , ~ ;  C = y,n, 

(rot Pi),, = (rot X)z,Z$Zj, si 
% ti1 

X gi, rmpecti~r, ale lui rotS. Relatiile X ,  = O,(rot X)@, = O $iproprict%$ilo 
referitoaroh icndici ale fnnctiior Jasc aratB c% jA,, = 0. Aeeasta din urmL, 
fmpreuni cu faptul c:i Z> este o matrice nesingularii, implicii jj,,~. = 0. 
Astfel ecuatia Pfaff (2") e ~ t e  complet integrabilg ~i deei i2 este integrabilii, 

Presupunem cii ecuatia Pf aff (2") nu est e complet irit cgrabili. Ass 
cnm am ar5tat in 8.3, prin fiecare punct x a1 lui D tree sigur o infirlitate 
de c u b e  integral6 ale ecuatiei Pfaif (fig. 8.1). De asemenra, exifit5 o sub- 
mul$ime a lui D cu proprietatea c% orice douii puncte ale aeeslei submul- 
@mi pot fi unite prinlr-o cuibii integral5 a e~ua~tiei Pfaff (2'7, proprietate 
ce poate f i  interpretat& in sensul cL  o ecuatie Pfaff cars nu oste conlplet 
intRgrabil5 nu con~tituie o ,,legiitur5 pentru pozibii (puncte)" [8, 531. 
fntir-aiie~&r, o curb% integ~al5 y. : I + D,  a( t )  = (x,(l), . . . , x,(b)) s ecuatici 

n ct xi Pfaff (2") satisface $ X>(N_( t)) -. = 0 ~i este suficient s.5 fis&rn p s  *, 
%=I  dt 

d ~ l  - d%- 
3 . . .?-- $2 elasa polinoamelor cu ,eae$iciyti 2a&itrexi ca ~ 5 %  gBs@ 

dt db 
-? o curb% z ccu propiriatat ca specifica15 (fig. 8.5). 1. - , 

Fie S un e i i q  ~eetorial pe D c W" care 
nu este 1oc;bl poterltinl s3-u local biscalar (re- 
zd&i ' ~ b  > 3 )  qi fZ disti'ib17,fh orto,sonal5 1x5 
X (care nu eate integrnhilS). &1uI@mea t.u- 
%=or ~arkt~ii!  itor in1 cgn8al e ale dist ributiei 
S2 se nnmegto spaf/izc ncolfi?~onz clajinii cle mul- 
fimea D 8lcEe o4mpuE reclotic.1 X pe B. Spa- 
$id neolonorn arc o struot~rrii~ cornpkt dif erit.2 
ile aeeca definits pe D de o Samilie de hiper- 
suprafet.e ortogonale liuii!or de cimp, deqi lo- 
cal aeestea sc ~ ~ a ~ ' j , w i i  prin existen@ h ipa  
pfanelor titngente (v. pi 8.1). 

Compfemente. Fie efnipul vcclorid X = (XI, . . . , X,), de chsb  C1 pe ~nullimea deschis& 
3 eonesP D si 

t i *  s ; - j i 5 i  1 :  . : *3  6 i 

-7i, (x) dxl + . . . + X n ( l )  du, = O (3) 
ccuaf,ia r'falf xoeiat5 lui S pe D .  Teoria ailterioarE se refer5 la ecua'tia Ffaff (3) pe rnultimea 
deschiss L), = (a€ D I S (.u) # 02. fn caeul In care S are zerouri pe D extindezn acenstii teorie- 



Astfel, printr-o solutie a ecuatiei Pfaff (3) s e intelege fie o varietate integral5 fixat5 de un punct 
x0= D,, fie multimea zerourilor lui X pe D care se notea25 cu Z (X). Evident Z(X) nu este o 
subvarietate a lui D decit In cazuri part iculare. 

Zerourile cimpnlui vectorial X se numesc puncfe singulare ale spatiului neolononi definit 
de ecuatia Pfaff (3). 

Aplieafia 8.4. 1) Gel mai simplu Si P0ak  cel mai celebm spatiu neolonom in (R3 se poate 
t a  este suficient s5 rellot5m y' = z qi s5 

irlterpretgm tripletul (x, g, z) ca punct din IR3, deoa- 
rece dy - zdx = 0 este o ecuafie Pfaff care nu este 
complet iutegrabilB. 

Spatiul neolonom C : dy - zdx = 0 nu arepun- 
cte singulare. El conline toate dreptele paralele en 
axa Oz, adicii dreptele de ecuatii x = xO, y = yo. fn 
particular, interscctia lui C cu plant11 yOz este familfa 
de drepte x = 0, y = el, iar intersectia cu planul xOz 
este axa Ox ~i familia de dreptc y = 0, x = c2 (fig. 8.6) 

vectorial Goodwin X (x, y, z) = 

-ax, x - b y ,  y-cz adtnite doar curbe 1 
or de cimp deoarece (X, rotX) # 0 $i 

fata de ecuatie cartezian5 implicit2 (X, 
nu este ortogonalj liniilor de cimp. 

de spa@ neoilonsme 

ie X = (XI, . . . , X,) un cimp -rectorial 
his% ~i conex$ D c Rn. Liniile d 

csrscterizate de sistemul simetric 

as, -- - 
XI(%) 

Acesta este echivatent cu un sistem de n - 1 ecuafiii Pfaff, do exemplu 

care, pentru n 2 3, pot fi complet integrabile sau nu. Deci prin fiec 
linie de cimp a, lui X pot trece atit hipersuprafe4e cit gi spatii neolona 

Cimpul vectorial X se poate recupera din c?lnpurile vectorial0 

( A X * ,  0, - - a 9 0, XI), (0, -Z~Z, . - - 9  0, x2)? . - 7  (0, 

"mtrucit produsul vectorial a1 acestora din urms es 
integralelor prime pentru sisternul simetric arats cii 
42- 1 ecuatii Pfaff complet integrabile ochivalent 

+- simetric. -. _ .- --- 
Reciproc, fie ecuatia, Pfaff XZ(x)dal = 0 pe D des 

$-1 

nem c5 nu este complet iqtegrabil5,. Atagiim la aceasti% ecuatie incL n. - 2 
ecuatii Pfaff arbitrare 



este echi-cralent cn sistenlul diferen$ial si 

dx1 - + - -  . . . - d ~ 2  -- 

yl (x)  P,(x) ' - #  

unde Y = (Y,, . . . , P,) este un cPmp vectorial coliniar cu produsul yedo- 
rial al eelor rt. - 1 cimpuri vectoriale X, Xu. Tinind seama d e  teorema de 
existen$ii i,i unieitate a liniilor de cimp ale lui Y,  deducem cg,, Biirrd datg 
o ecuafie Piaff, pentru fiecare a,Iegere a vectorilor Xu exist% cite o curb5 
integral5 unicB care trece prin x, e D. 

fmplc . I). S5  se determine Iiaiile de  clmp pentru S = 
r e  delerminii aceste curbe. 

Rczoluare. Si eficienli constanti 

a: dg dz 
- - 8 , - = - - - -  

clt I 'd t  

( 0, 0, 0) >i solutia general5 

113 
- r ,et  -+ e- t i z  c ,  cas -- t -I- c, sin ( 2 

inlplic5 r d r  - 5-(ID 7 0. : clb - ;c'; 0. Actstc d o u j  ecnatii r fa f f  reprezints rcspectiv spati: 
neolonome (ciiindxi 2 cc .1~  rc mi \ .  : .: = I  1581 i n l ~ c c l t  nu sint rcnlpld inLcgrabiIe. 111iersecpa 
aeestor spalii ~reoloncj~ne coincic;~ cu liniile de  c i n ~ p  ale lui X. 

!<v3dcnl, prin lirliilc de ci111p trec si hipersuprafete c!c n i ~ e l  constant : .<,-,,,, :L t; 

ex 'I9 '1; r  - , r  ( r )  ( - )  1 * . i : i a  ; 
-- - - - - - -. - -- 
g "' - - )n 0 5 - -  * .. 

ilnplicii d (.I~ $- g3 + r3  - 3af j ; )  = 0 yi deci r3  -+ y3 -k r3  - Sxyr = c,. 



ceslea exprcsia (z2-xy) dx f ( x k y z )  dy f (y3-zs) dz nu este o combinatie integtra- 
cce rot [(z2- xy) if (x2-- yz)j+ (yZ- zx)k] = 3X f 0. Exist% un factor integrant 
ava (9- xy) dz f (xS - q z )  dg +(y2 - zx) dz = 0, dar dificubtea determinikii efec- 
tuia este echivalentj cu dificultatea de a gBsi combinatii integrabilc pentru sistemnl 

simetric. 
2) Cinlpul vectorial X = (y, 3, x) este solenoidal ~i deci curentul generat de S consem& 

volumul. 

8.7. Distribofia ortogonalii unui cimp vectorial afh " 4 

n 

Fie X = (XI, . . ., X , ) ,  X , ( x )  = a t p ,  + ai, un cimp vectorial afin 

ecuatia PEaff asociats Zui X. 
nal5 lui X. 

Presupunem e5 X ests irota 
qi  numd atunci ecnatia Pfaff (4) este o ecuatie exact5 q i  soluf;ia sa genera& 
este familia hipercvadrieelor din Wn de ecuatii 

Cn aita ouviate, lliparanprafetale ortogonale liniilor de cimp ale nnui cimp 
vectorial afin irotationd sint hipercvsdrice. 

SB cercet.&m conditiile in care ecuatia Pf& (4) este complek iutegre- 
bilB fdistributia Q este integrabili). 

1 )  Daod rang [a l j ]  = 1, nlunci ecucqlia Pfaj j  (4 )  esle cornplat integra- 
btEd. 

2) Daoii rang [ahj]  = 2, alunci eauajia P ja j j  ( 4 )  poale sd Jate sau re% 
corraplel i.nbegrabi?.d. 

3) DaoZ rang [a i f ]  3 3, alunol eoua$a PjaJJ ( 4 )  nu este complet id%- 
grabild. 

Demonsbrafie. C3nforrn texemei Probenius ecuatia Pfaff (4) este 
complet integrabilg dac5 iji numai daoi 

1) Se ?hie c% o mstrice [ a t j ]  are raugul I daez @i numai dacg exist5 
doi seetori [ t ~ , ]  ~i [vj] a~t fe i  incit aj j  = u,vi. Ou aceasta exprimare, relatiile 
(5) sink satisfgcute identic. 



2)  Considerh efmpul vectorial lini 
a + y + x), (x, 3, a) s R3, a c&mi matii 

are rangul doi. So g&este rot X = (0, -2,3), doci (X, rot Pi) = 0 ~i 
astfd eoadili:., do mmple% iiltegrabilitate (5) cste satisfiicutii. 

Pie eimpuf ~twtorial liniar X = (x - y 
(x, y, z) E R3? ~ W E P ~ ~ ~  care matricea asocia 

e rangul doi. Se giireyte rot , - 2 , 2 ) ,  dtci (X,  l o t  X)  - 
- x + y + x gi a>stfel cond plet integrabililate (5) nu se 

. i - > : A : i ,  , w. 

3) PreferBm ,iii dc 
atj]  2 3, eeneia Pfaff 

Presupunein c5, rangul Iui [ a f j ]  este t 
~i sdmitem ci laapJ7 a, P = 1, 2 ,  3, e ~ t e  
de zero (ra$ionamentul eu oricare alt mino 

tem sL defiriim nrmlerele aZP astfel incl 

(matricea [aa*] esfe i~vcrsa  inatrieei [aZD]). 8% alegclrn acam di 
ecuat;iile (5  j pe acelea pentm care, tof i indicii iau valorile 1, 2, 3 : 

aZs(aya - -I- aps(%y - a,,,) + ays(ap, - a,g) = Q .  

f nmultind cu a"" sumind dup& a, P $i jinind reama.de (6), gisim ayp = a*,. 
Din ecuatiile ( 5 )  aIegcm acxm pe a t c l e s  pent-ru care iadicele i ia 

valori de la I la n,  iar toti ceilalti indici iau valorile 1 ,2 ,3 .  Daeg vom tine 
cont de a,* = aPy7 aceste ecuatii se reduc la 

ap8fazy - a y ~ )  + aY8(a@2 - = 

fnrnultind cu aes, sumind y i  tinPod seama dc (6),  gk im a,, = a,,. 
Cu determkiirile preccderte, ceuatiile ( 5 )  in care i g i  1 iau valori de 

la 1 la n s f ~ t  ~atisfiicxxie idertic, iar cele in care .I, 1, j iau rzfori de la 1 la rt 
se redac !a c i l ( a  , - tt.,,) = 0. Cum nmle dintrc iinn~crele a , ~  sfzt diferite . . 
de zero: rchzrrlti% r,L a,, = a;,, 2, 3, = 1, . . . , n.  

BemonstsjLfia persI;tf~~ C & Z U ~  rang [ai,] = p, 3 < p ,< 77, estc slialoa@. 
Prcs1:pza~rc CX [a,,] nu este sirnetrieii, dar s < rang [ a s J ]  ,< 2. 

Prezenta factorxlxxi integant IJ. ~ e n t r u  ecuajia Pfaff (4) face ee hi1persupra- 
fetele ortogonale liniilor de cimp ale cimpului vectorial afin eose~pnnz5tor 
sii nu mai fie biperevadrice. Aceastg afirmajic este 
urmgtoarde esemple. 



ie al j ,  = ut ai (ul. . . . , un) # (a, , . . . , a,). f n  acest caz ecua$is Pfaff 

aidxi = 0 $i are so1uf;ia gene- 

Cirnpul vectorial liniar X = (2-y -2, x+y+x, x+y+x) pe R ~ ,  
.asociat unei matrice de rangul doi, satisface eonditia de complet integra- 
bilit~te. Algoritmul lui Bertrand aratii c& 8upra;fef;ele ortogonale liniilor 
de cimp ale lui X sint descrise de familia de ecualii carteeiene implicit0 

Rationalnentele preceileute Cond~c la urni5toarea defin 
neolonom definit de eeuatis Pfaff (4) in fiecare dintre cazurile 

1) rang [atj] = 2 q i  relatiile (5) nu sint satisfgcute, 
2)  rang [ a f j ]  2 3 qi [a,,] nu este sii?ietric2i, se ntlmeyte h 

neolonoinii. 
Cazul 1) din aceasti defini$ie ~i fsptul c& orice ecuatie Pfaff pe R~ 

admite un factor integrant local fac necesar5 ipoteza 71, 2 3. 
Hipercvadricele neolonome se pot cbsifics [58, 70 1 clupii tipul mul- 

tidi Z (X) ale ciirei elemente sa nuinesc centre. 
Aplicatia 8.5. 1) Considergm cvadrica neolonomri descrisii de eruatia zdz - y dg = 0 

Aceasta posed5 o dreaptg de centre, O X  : : = 0, y = 0 yi de aceea se nume~te  cilindru ireoloi~om 
de a.cG Ox. .2cest cilindru neolonom 11u seamink dcloc cu familia dc ciiirldri de ax5 Ox, I ap t  ce 



2) 0 cvadricB neolonom5 f5rB centru se nll~neste paraboloid rzeolononl. De exempl 
C : dz = (x - y) dx $- (x - 2y) dy. Se 
l e IR, zo iiind fixai si se fntllne~te cu spi 

Oz este ax8 de~inlctriealt~i E (fig. 8.8) 

Pie cfmpul vectorial S (x, a )  = (%,a), . . . , X,(x,a)), IL  ̂ = (n;, . . . ,x,) 
E [Rn de clasi Cm7 care ilepinde de paramet~ul vector a 

nale liniilor de cfmp ale lui X sin 

(r, a) cfx, + . . . -1 &(x, a) dxn = 

Cu n~taf~i i le  din 8.3, acestei ecuatii i se ata$eaz2i C: functii f,,,(x, a), i< j<K;  
euajutorul cilrora putem decide complet integ~abilit'atea in felul wmiitor : 

1) Daei filk (2, a)= 0,  Vx E Wn, Va E [Rm, atunci ccnatia, Phff este 
complet iutegrabil5. $i deei X admite o familie dup5 a de familii de hiper- 
suprafete ortogonale liniilor de cimp. Valori diferite ale lui a pot impune 
familii de hipersuprafete de tipuri diferite, ortogonale liniilor de cimp, 

2)Dacii f,,, # 0, dar 3 a, E Rrn astfel incit fi,&(x, a,) = 0, V XL:ER"~ 
atunei ecuatia Pfaff este complet integrabilii doar in cazul a=a, ~i neinte- 
grabilii pentru a # a,. Deci X (x, a,) admite o familie de hipersuprafete 
ortogonale liniilor de cimp, iar X ( z ,  a )  eu a # a, admite doar subvarietiiti 
de di-mensiune eel mult n-2 ortogonale liniilar de cimp. 

In general, curentul generat de un cimp vectorial conserv5 multirnea 
subvariet5tilor ortogonale liniilor de cimp. De aceea observatiile prece- 
dente sint in strinsii legiiturii cu subclasele familiei dup5 a de curenti 
generati de eimpul vectorial X(x, a). 

Eeamintim ci dac% ecilalia Pfaff este complet integrabilj, adic5 X 
este un e3mp local potential sau local biscalar, atunci, pe parfitmi, orbitele 
fui X sir& linii de gradied pan reparz~~etxizBri de linii de gradient. 

11 

&&mgle. 1 ) Considergm eimpul vccto~iallinia~ X = . . . , S,), Xi(") = u, u j  r i f 

+ u,-.ti1= f [u,, . . . , u,] ,  care depinde de paran~elrul \ ia PIaff 
asockata lur X este 



Ifc : u,ri = c, iar dacH a # @, 
# = I  a A *  

M , :  C a i x i + l n  
i =  1 

fmpgr/irea in dou5 clase a hipersuprafetelor ortogonale liniilor de cimp ale lui X cares- 
punde la tipurile de curenti generati de X fntr-adevgr, sistemul care d$ liniile de cimp 

dxi n 

- = a *  C 
dt j=1 

are solubia general2 

RezultH curentul global (difeomorPism) pe IRR 

care eonstri din transfo 
lapi, x = g + tu, t E 

N o t 5. Se observ 
a $i u sint ortogonali. 

2) Fie clmpul vectorial liniar S = ( - . E  + ag, Px-yf ccz, @y-r) pe IRa, unde cr $i P slnt 
parametri reali. Se g5scyte rot X = (@--a) (1, 0, 1). Dac5 p = a, a l u n c ~  X o t e  un cirnp poten- 
tial gi cvadricele x3 -t y" z-? - 2rxy - 2ayz = e sint ortogonale liniilor dc cimp. Uac& P # a, 
atunci (X, rot S) = (P - a) [-x +(a +- P) g - z ]  $i deci X poscdd doar curbe ortogonale 
liniilor de cimp. 

Prsblernt. desell~isc. 1) Are ?-re0 influen$& bifurcatia Hopf a curentulni 
t de X ( x ,  a )  asupra, multimii subva,rict5$ilor ortogonale liniilor de 

2. S L  se cerceteze dacZ ezue$iile PEdE asooiate cimpufilor conforme ~i 
proiective (Y. 2.7, 2.8) sint sau nu complet integrabile. 



3. 8% se rezolve urmitosrele sisteme : . = , + " * )  a >  

4. Se dau cinipurile 1-ectoriale : 

1) X ( x ,  y ,  X )  = % (1 - ey )  2: + xzeyj 

2 )  X (3 ,  y , x )  = x2yz2: + x y 2 c j  + xy22k, 

X ( r )  = 2 ( a ,  r )  a f 2 (13x1') b 

(2 ,  y)k, unde qr este o 

6. Fie ciinpul vectorial V = grad ~ ( r )  + 9 ( r )  grad (ji ( r ) ,  unde 
vx2  + y 2  + 9, iar ? $i (ji sint functii de clas5 con~enabilj. 
1) S# se determine liniile de cimp ale lui V. 
2) SL% se arate c5 V este un cimp rectorial pot'ential gi s5 se det'ermine 

damilia suprafetelor ortogonale liniilor de cimp. 

I n d i c a t i e .  1' = e-y grad cpe 

7. Se consider5 urmiitoarele cimpuri vectori 

1) V = xzi + x ( 2 s  - y )  j - x 2  k ,  

) V = x 2 ( y f  X )  i - y2  (n"f r )  

) V = y2z2i + xyz2j + x y Z z k ,  

) V = x ~ i + y x j - ( x 2 + y ~ ) k ,  

) V =  ( y - x ) i +  ( x -  x ) j  

) V = x ( y - x ) i - y ( x -  

8% se stabileescg dasli exist& 
vde cimp. f n  caz c5 exist&, sZ se g2sessc.i ecuatiile carteziene implicite ale 
acestor familii de suprafete. Pentru spatiile neolonome s5 se determine 
5ntersectiile cu axele g i  planele de coordonate (v. gi  problema 2 din 3.13). 



8. Care dintre nm5itoarele eeua$ii Pfaff definesc cvadrice neolomone .: 

f n  cazurile afirmative, sB sc determine intersectiife cvadriec!or neo- 
lonome cu plane ce tree prin axele de coordonate. 

9. Ce fel de hipersuprafete sint hipersuprafe$elc ortogolzale liniilor 
de cimp ale unui cimp vectorial torsional? 

P t 

I n d i c a $ i e . Hipersuprafete cu toate punctele ombilicale (p8:'ti de hiperplane sau d s  
hipersfere). 

10. Fie D c Rn, n 2, o multime deschis5 g i  co~ex% gi X nn cimp 
vectorial de class Cm pe D, fkr5 zerouri. Not5m prin St distributia orto- 
gonalii lui X. SB se arate c2i distributia Q este i~~-o!utiv5 dac5 y i  nurnai 
dac5 pentru fiecare bazg local& (Y, ,  . , Y exist% ffunctiile 
G&, u,P, y = 1, . . . , n-1, de clasg Cm, astfel inch 

n = l  

[YE, Ypl = )_; CB YY. 
y=1 

11. Ss  se cerceteze dependen@ de pnrametri a solu$iilor urm%toarelor 
ecuatii Pfaff : 

xy2 dx - ax2 dy + x (by2 - ax2) dx = 0, 2 (ny + x) dx 
+ (x + 3ay + 3x1 dy + (a - ay) dx = 0. 

12. Fie  cimpul vectorial Lorenz 
X (x, y, x) = (-ax+ OY, -xz + +X - y, xy - bx), k-': --; 

unde o, r ,  b sint parsmetri reali. Are vreo influent% bifurcatia Hopf 
curentului generat de X (v. 3.6 $i 7.4) asupra curbelor o r  
de c h p ?  

13. Pe [R3 se d& cimpul vectorial W = 9 ( r )  [(ax te - 

un vector constaat, r = xi + yj + xk, r = Vx2 + yZ + a< iiarcp esteo functie 
de chsB C1. 

1) S5 se calculeze rot V q i  rtiv V. 
2) S5 se determine suprafetele ortogonsle 
3) Sii se afle cp astfel incit circula$ia lui 

fie nul2i. Apoi s5 se calculeze fluxul lui V prin 

dicafie - rot IT = 39(r)(a x 



"j"i?r.,3 &' 
nergia unui c i~np vectorial S este cimpnl scalar definit prin r = ilX'i"/Z. ~ > e s t  cimp 

scalar are proprieti\i interesante irnpuse fie de coruporiarea gradicntulu~. hessianei sau lapla- 
cianului lui I, fie dc comportarea lui 1 de-a lungul liniilor de cimp. 

St_udiul energiei unui cimp \~ectorial cstc o nuutate cel putin in rnport cu literatura apli- 
cativ5. In particular, cercetaren variatiei eriergiel pe l i i l ~ ~ l e  de cinip este o idee nou5 care merit5 
atentia speciali~tilor, intrucit conduce la infornlati~ supl~mentare despre fcnomenul a c5rui 
.evolutie local5 este descrisii de cimpul rectorial. I'n interesant rczultat de aceast5 1latur5 [69j 
este criteriul din 9.1 dup5 care liniile de cimp nu pot fi inchise. Tot aicc se cavine s5 reamitim 
c5 energia luk S ponte ti foiositii ill prohleme de complelitudine si i r ~  pro!)Ie~ne dc stabilitate ca 
functie Leapnnov. 

9.1. Energia unui cinnp vectorial oarecar 

Fie D o inultime deschisii q i  conexi din [R" yi X un cimp vectorial de 
clasi C2 pe D. Cimpului vectorial X i se poate ataya functia real5 f : D -+ 
-+ R, f(x) = liX(x)/1"2. Deoarece un cimp vectorial X reprezintii local. 
viteza de rariatie a unui proces fizic, jumLtatea p5tratului lungimii cim- 
pului vectorial, adicg f, va reprezenta densitatea ile energie cinetic5 a 
mediului in migcare. Functia f T-a fi numit& energia cCmpuZui vectorial X. 

Se observii e5 zerourile lui f coincid cu zerou.de lui X (daci exist& !). 
Aceste zerouri, adici pozitiile de echilibru ale procesului, sint puncte de 
minim global $i deci puncte critice ale energiei f ,  dar reciproca nu este - 

af " adev5rat.i f5r5 clanze suplimentare. Relaf,iile - = I; X, -- ax' arat& c5 
dxj ,-I axi 

l 7  f O pe D, atunci punctele critice ale energiei f 

ibru q i  deci puncte de minim global ; in caz contrar 
xist5 puncte critiee ale lui f care nu sint zerouri ale lui X. 

Dac5 energia f este convex%, atunci punctele critice ale sale coincid 
global (in particular, cu zerourile lui X, daci aceste 

variatia energiei f pe liniile de cimp ale lui X. Pentru 
ceasta, ne folosim de 

I Dxf 1 ,< IIDXX !/ jj X j j  ,< IIDX 11 !IX112, unde DX este matrices jacobian 

i D x f  i !lDxXIl I 1  xn = V~ll~xxu1Tf- 



otam clz a : I -+ D o linie de c h p  a lui X. Daci  DxX a = 0 
atunci a este s dreaptg.] De asemenea, (DxX, X) 0 a=( lIDxX I! o a)(IIXIJ o a 

E* d a d  @i numai dacB d e a  lungul lui a avem D,X = - o  X, &die8 a este a 
A 

dreaptZt reparametsizatii prin s = h(t) ,  t E J, unde 

X nu are xerouri pe D, iar a 
t2i prim s = h(t) ,  t E I, atun 

Pentru partea a doua obser~i-nl e& relatia Bx f s I /  D 9 /I I/ X 11' 
d 

implic5 I dt f a 1 C 2( ]ID X / I  0 a) f 0 a. Acezr t a permite s2i dovedim e8 func- 

tia p(t) = f a(t)  e '" este descresciitoare pe [ to,  t ]  c I .  ~ritr-ndcr5$- 



se dovedeqte rs, 

2) Rehtia ID, f 0 a1 < r2(11DxX 11 0 a) E/f. sse transcrie 

f o  

ste strict crescitoare. Deci Q(t) 2 $(to) = vf o a(t0 

0 b s e r v a t i i. 1) D X f  = (DxX, X) dH in fiecare punct x viteza de vai-iatie a energiei 
f cind punctul x se rniqe5 in direcva X(x), adic5 (initial) de-a lungul liniei de cirnp ce plea& 
din x tangent5 la X(x). Zerourile vitezei de variatie a energiei f sint fie zerouri ale lui X, fie 

ale lui DxX, fie puncte in care D X X  q i  X sirit oriogonali. 
) DacH EX/' 0 iar a este o linie de cimp a lui X, atunei f u este o functie crescritoare. 

Teoremii. Dacd (D,X, X )  wu  se a n u l e a ~ d  im n i c i  un punct  a1 Zui D, 
u n c i  Ziniile de  c i m p  ale Zui X nu pot fi inchise (deci ~ i c i  periodice). .r 

Teorema valorii 
ntrazice ipoteza. 



Teoremi. Pie a : I -+ D o 7inie de ciwxp a lui X. Dac& ol este o dreapt& 
reparametrixat&prin s = h(i j, t E 1, $i p: Ca este crescdtoare, atunci f 0 cr : I -+ [R 
este sau convex& sau concavd. Dacd a n u  este dreapt& g i  nici o dyeapt& reparu- 
metrigat6 prin s = h( t ) ,  t E I ,  iar (DxX, X )  0 a este crescdtoare, atunci 
f 0 x :I  + tR este convex&. 

Demonstrajie. Ne oprim la ultinla parte. Ipotezele clau 

Presupunem c5 X nu are zerouri pe D ,  ipotez5 ce permite constructia 
eimpului vectorial unitar U= X/[lX/l. Liniile de cimp ale lui U sint repre- 
zentgri normale ale liniilor de cimp ale lui X. 

Vorn argta e.2 restrietia energiei f = //X1/2/2 la o linie de cir~ip a lui 
9T este bine deterrninatii de restrictiile cimpurilor scalare dis~ U p i  div X 
la linia de cimp respeetiri. Pentru aceasta notgm cu P(s), s E I ,  o linie 
de cimp s lui U, parametrul s fiind abscisa curbilinie gi puneni 1 - 1 1  X 1 1  0 P ,  
-cp = d i rU  o p, I+ =dis- X 0 P .  Xelalia d i v X =  DIJ/IXI~ + 
mat5 csi, 

adic& Z este determinab5 de Q 

liniare de ordinul intii. Puniid '1(si) = lo, &sim 
S 

l (s)  = e 

9.2. Energia unui 

Fie X = (X,, . . . , X, 
pe D c Rn, adici 

Relatia de definitie este echivalentii cu faptul eii pentru fieca~e x E D 

akricea [z ( m ) ]  este simetricii. De asemenea se qtie c5 X este un cimp 

ectorial irotational pe D daci si numai dacii el este local potential. 
1 1 %  af ax, 

Fie f =-\jX/I2 =-C X: energia lui X. Deoarece-=x XX,-;-= 
2 2 i = ~  a s-1 dmj 

" dXj = X ,  - , rezultg sad f = DxX. Astfel devine evident cii zerourile 
i= l  8x6 

lui X skit pancte critice ale lui f g i  cii mul$imee punctelor critice ale lui f 
.contine orbitele lui X care slut drepte. Exbtsnta unei linii de sfmp a or L a i  



iB t . r ax, " 
estc o drcapt8 (echiralent D,X = 0) impune rang [- ( ~ ( t ) ) ]  < 

axj 

< n-1. Daai r0 ED este un puilet critic al enesgiei f $i rang[% (%)I= n, 
axj 

" zxz axt " 7, ' 
= r; --- -- + 5 Xz 

xk ,=1 ax, a$, ,=, .P- 

Fie X = (XI, . . . , S,) n 
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Energia eimpului vectorial X este funcf-ia real; definitii prin f(x) = 
af axt n 11 Ax f b 11'12. Deoarece - = ); Xi--- = - X,  Fx8 rezult5 grad 

axj ax j  a = l  

f = -DxX, $i Dx f = 0. Aceste rela$ii fac evidente afirma$iile c3, zerourile 
lui X (dac8 exist5 !) sint pu~lcte critice ale lui f gi c5 multimea punetelor 
critice ale lui f include toate orbitele lui X, inclusiv eele care sint drepte 
(adic5 energia f este o constant5 de-a lungul fiecsrei orbite). 

Deoarece = $ gG este o matrice pozitiv semidefinitg, 
axjaxk i = l  axj ax, 

energia, f este o functie convex& pe [Rn. De aceca pnnctele sale critice 
(dac5 exist&!) sint puncte de minim global g i  deci coincid cu zerourile 
lui X. b1ultimile de nivel constant atagate energiei f sint hipercvsdrice, 
iaz curentul global generat pe R" de grad f (cimp vectorial complet) m8- 
regte volumul in afar& de cazul in care X este paralel. 

Convexitatea energiei f q i  observatiile precedente arat5 c& exist5 
ltrei posibilit5ti mutual exclusit~e : 

1) mu1f;imea zerourilor lui X este un hiperplan de codbnensiune par5 ; 
2) reuniunea orbitelor lui X care sint d 

f nchisi g i  convex5 ; 
3) energia f nu are punete de minim. 

9.4. Energia unui cimp vectorial conform 

ie X = (XI, . . . , X,) un cimp vectorial de clasi C" pe R", a > 2. 

fiesupu m 
0 

- Y 
- -div X, i, j = 1, . . . , n. Din aceste 

n 

die5 grad f = - D,X f +X $i D,f = $f. Aceste rela$ii implie5 : 
1) Zeromile lui X (dac5 exist5 !) sint punctc critice ale energiei f .  
2) Punctele critice ale energiei f sint sau zerouri ale lui f sau zerouri 

ale lui +. 
3) Multimea p?mc$elor critice ale lui f include orbitele lui X care 

?.,n; A; - % -  . 
sint drepte reparsmetrizate prin s = 

19& 



Matricea hessianei d2f a lui f are elementelc 

" dX, ax, 
= x --- -- + 

dxi8xk $ = I  ax, 

0 b s e r v a i e . Zerowile lui X coincid cu zerourile lui f 

ergia lui X. Atunci : 
1) punctele critice a, 

= 0, i, j ,  FG = I, . . . , n, dac%' q i  



Matrices hessianei d y  a lui f are elementele 

De aceea d y  2 0 y i  deci energia f este o functie eonvex& pe Rn. Acest 
rezultat implie5 faptul c% punctele critice ale lui f (daci exist& !) coincid 
cu punctele de minim global gi deci cu zerourile lui X. De asemenea, 
eurentul global determinat pe Wn de grad f (cimp vectorial complet) mi%- 
regte volumul in afar% de cazul in care X este paralel. 

9.6. Energia ~liraui cimp vectorial proieetiv 

Fie X = (,I;, . . . , &) un cimp vectorial do elssii CC' pe pen, n 2 2.. 

Cimpul X este proiecliv adic5, a2x1 
= ejaik 4- ch aij ,  i7 j, k = 1, . . . , ? t p  

iixj %x, 
n n 

dac5 ~i numai dac% X,(x)  = x, cjx, cj ua,,xj + dt. 
3=1 j = 1  

Energia f = 11 X 112/2 are gradientul de component 

Din aeestea se observ% CS zerourile lui X (dac5 exist5 !) sint puncte critice 
ale lui f. Derivind din nou, gkim 

ax ax, n 
= -' - + Xt(cj8rr + cnaij) - 

z=l ax, ax, i=l 

Fie X = (XI, . . . ,5,) un cimp vectorial torsional pe Dc En, adicL 
a - L  este de elad G"" g i  ---- = aBtj + XtY3,  it j = 1,. . . , m, m d e  a este 
a% 

nn c"hp scalar de chs& CC" pe D, iar 'V = ( Y,, . . . , P,) este un cPmp 



. -. d f  D. Energis f = / I  XIl2/2 a lui X satisface -- = 
ax, 

, 4- 2f Y j .  Rezultjl ,pad f = a x  + 2f Y gi Dx f = 

Af = Dxa + 2 j  div Y + %a2 + 3 (X, Y) a + 4f 11 YIl2. 

bsSer~5rn cii X = J 

canonice a lui R2*. 

ecin$& a faptului c5 X ae obtine din grad H pria rotatia dat& de ma- 
J(X g i  grad H sAmt cimpuri vectoriale ortogonale, sdicii X esto- 

1,QB 



\ Fie a : I -+ R2' o linie de gradient a lui B. Functia f 0 a cste monotoo 
\ cr-toare. Daci I = [to, oo) yi exist& lim a ( t )  = xl, atunci x, es teul~ '. t-tm 

+ 

pumt ci&maQn H (un zero al  lui X )  q i  deci un zero a1 lni f (v. 5.1). 
Cimpui ve-ial Y = g a d  3 este irotational gi deci grad f = D,Y = 

= D-,,(-JX) = D&.JX. Astfel se observ-K c& zerourile lui X sint puncte 
critiee ale lui f g i  C& mult,imea punctelor eritice ale lui f coilfin orbitclc luh 
J X  care sint drepte. 

Kot51n x,,, = yi q i  folosim indieii a ,  p ,  y = i, n. + i. Matricea hc+s-- 
sianei lui f are elementele 

I 

Sc obserrB c5 div J X  = -AH. f n  consecinpi, sint adeviirate urm& 
toarele propozitii : 

1) J X  este un cimp ~ectorial solenoidal dac& y i  numai dacB H este 
un c i m ~  scalar armonic. 

p scalar- 

Teoreml. Pie X un C C P ~ L P  rectorial hamiltonian pe [R2". Dac& fiecare* 
vector nenul X ( z )  satisjaee DJ~(,,(div J X )  > 0 jri energia f atinge u% 

lun,ci X se anu7eaxci 

Demonstrajie. Presupunem e& Xa este un punct de 
It5 ci hessiana, d3f ( x o )  este negativ 

Pe de alt& parte, Af > 0 in orice punct 
65 X(xo) = 0. Deoarece f (xa)  = O este un 

i deei X trebuie sB se anuleze idcntic intr-o vcein&tato 

tice. Atunei X = //XI1 U, I/G// = 1 
ePmp P(s), s E I ,  a lui U (s  fiind sbscisa 
de restrietia lui div U la aceasti% linie, 
= dirU 0 P g i  tinind seama, eii X este 



Se observ; cB daci x, este un punet critic al lui V,  atunei (x,, 0) este 
n punet de minim global pentru f .  f 

niile de eimp ale eimpului ~eetorial (-?a, T f ( z ) )  vi presupunern el (z,, 0 

1) dctci V"(cc,) 3 0, atunei punctwl de eehilibru (x,, 0) este s 

nci punetul de eehilibru (x,, 0)  este instabil. 
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