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PREFATA

In mecanica clasicit se utilizeazi o varietate destul de mare de
metode i nofiuni matematice : ecuatiile diferentiale §i curentil
in spatiile de faze, varietdtile si aplicatiile diferentiabile, grupurile
si algebrele Lie, geometria simplecticd si teoria ergodicd. Multe
din teoriile matematice contemporane s-au niscut din problemele
mecanicii si numai ulterior au cdpitat acea form#d axiomaticdh si
abstracti care le ingreuiazd atit de mult studierea.

In aceastd carte, aparatul matematic al mecanicii clasice se
construieste chiar de la inceput, astfel incit cititorului nu i se cer
cunostinte preliminare care s& iasd din cadrul cursurilor uzuale de
analiziv (derivatd, integrald, ecuatii diferentiale), geometrie (spa-
tiu liniar, vectori) si algebrd liniard (operatori liniari, forme pétra-
tice).

Cu ajutorul acestui aparat se analizeazd toate problemele fun-
damentale ale dinamicii sistemelor mecanice, inclusiv teoria osci-
latiilor, teoria miscarii solidului rigid si formalismul hamiltonian.
Autorul s-a striiduit peste tot sid evidentieze aspectul geometric,
calitativ al fenomenelor. Din acest punct de vedere, cartea se
apropie mai mult de cursurile de mecanicii teoreticd destinate
fizicienilor teoreticieni decit de cursurile traditionale de mecanicd
teoreticd expuse matematicienilor.

O parte importantd a cirtii este dedicatii principiilor variatio-
nale si dinamicii analitice. Caracterizind dinamica analitici, F.
Klein scrie in cartea sa Lecfii despre dezvoltarea matematicii in
secolul al XIX-lea: ,,din aceste teorii, fizicianul poate extrage
pentru problemele sale foarte putin, iar inginerul — nimic”. Dez-
voltarea stiintei in anii care au urmat a infirmat hotarit aceastd
remarcd. Formalismul hamiltonian a stat la baza mecanicii cuantice
si este in zilele noastre una din armele arsenalului matematie cele
mai des utilizate in fizicd. Dupd ce a fost recunoscutd importanta
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structurii simplectice i a principiului lui Huygens pentru toate
problemele posibile de optimizare, ecuatiile lui Hamilton au inceput
82 fie utilizate constant in cercetarile ingineresti in acest domeniu.
Pe de altd parte, dezvoltarea contemporanii a mecanicii ceresti,
legatd de necesititile cercetdrilor cosmice, a dus la o noud renastere
a interesului pentru metodele si problemele dinamicii analitice.

Legiturile mecanicii clasice cu alte ramuri ale matematicii gi
fizicil sint multiple si variate. Anexele de la sfirgitul cfrtii sint
dedicate unora din aceste leghturi. In cadrul acestora, se consi-
derd ca aplicatii ale aparatului mecanicii clasice, bazele geometriei
riemanniene, dinamica fluidului ideal, teoria perturbatiilor mis-
cirilor cvasiperiodice a lui Kolmogorov, formulele asimptotice
pentru lungimi de und mici pentru ecuatiile fizicii matematice i
clasificarea causticilor in optica geometrici.

Aceste anexe sint destinate cititorului interesat §i nu intrd in
programa obligatorie a cursului general. Unele din ele pot sta la
baza alcatuirii unor cursuri speciale (de exemplu, despre metodele
asimptotice in teoria oscilatiilor neliniare sau formulele asimpto-
tice cvasiclasice). De asemenea, in anexe sint incluse si o serie de
date cu caracter indrumitor (de exemplu, lista formelor normale ale
hamiltonienilor patratici). In timp ce in capitolele fundamentale
ale cartii autorul s-a straduit sd expuni toate demonstratiile intr-un
mod c¢it mai aminuntit, evitind trimiterile la alte surse, anexele
sint constituite din enunturi de rezultate pentru ale ciror demon-
stratii se fac trimiteri la literatura de specialitate.

Baza cirtii a constituit-o cursul obligatoriu de mecanicd ana-
liticd de trei semestre, expus de autor studentilor in matematics
din anii trei si patru ai Facultatii de matematici-mecanicad de la
Universitatea din Moscova, in perioada 1966 —1968.

Autorul 1i este recunoscétor lui I.G. Petrovski, care a staruit
ca acest curs s& fie expus, scris §i editat. In pregdtirea pentru tipar
a lectiilor, autorul a fost mult ajutat de L.A. Bunimoviei, L.D.
Vaingortin §i V.L. Novikov, care i-au pus la dispozitie notele de
curs §i, in special, de N.N. Kolesnikov, care a ingrijit editia lito-
grafiatda (M.G.U., 1968). Aducem aici mulfumiri atit lor cit si
tuturor auditorilor §i colegilor care ne-au transmis observatii
asupra textului litografiat; multe dintre aceste observatii au
fost utilizate in pregitirea acestei editii. Autorul 1i este recunos-
cator lui M.A. Leontovici care a propus tratarea legiturilor prin
trecere la limitd si lui I.I. Vorovici i V.I. Tudovici pentru recenzia
atentd a manuserisului.

V. I. Arnold

Partea 1

MECANICA NEWTONIANA



Mecanica newtonianid studiazd miscarea sistemelor de puncte
materiale in spatiul euclidian tridimensional. In acest spatiu actio-
neazd grupul de izometrii ale spatiului care are sase parametri.
Notiunile §i teoremele fundamentale ale meecanicii newtonicne
(chiar dacd ele se formuleazi in termeni de coordonate carteziene)
sint invariante in raport cu acest grup®.

Un sistem mecanic newtonian potentgial este definit de masele
punctelor sale §i energia sa potentiald. Izometriilor spatiului care
invariazd energia potentiald le corespund legi de conservare.

Eecuatiile lui Newton permit si se studieze complet o serie de
probleme importante ale mecanicii, cum ar fi problema misecirii
intr-un cimp central. ’

*) Si chiar in raport cu grupul mai mare al transformirilor galileienc ale spafiului
— timp.

CAPITOLUL 1
FAPTE EXPERIMENTALE

in capitolul de fali sint descrise faptele experimentale fundamentale care stau la
baza mecanicii ; principiul relativitigii al lui Galilei si ecuatia diferentiald a lui Newton.
Se considerd restricliile impuse ecuatiilor de miscare de principiul relativitatii si se
dau exemple dintre cele mai simple.

$1. PRINCIPIUL RELATIVITATII SI PRINCIPIUL
DETERMINISMULUIL

in acest paragraf se introduce si se discutd notiunea de sistem de coordonate
inerfial. Formularea riguros matematicid a afirmatiilor acestui paragraf este data
in paragraful urmdtor.

La baza mecanicii clasice se afld o serie de rezultate experi-
mentale®. Si& enumerim citeva dintre acestea :

A. Spatiul sitimpul. Spatiul nostru este tridimensional si eucli-
dian, iar timpul este wunidimensional.

B. Prineipiul relativititii al lui Galilei. Existd sisteme de coor-
donate (numite inertiale), care au urmitoarele doud proprietati:
1) La orice moment de timp, toate legile naturii sint aceleasi
in toate sistemele inertiale.
2) Toate sistemele de coordonate care se miscd rectiliniu si
uniform in raport cu un sistem inertial sint inertiale.

*) Toate aceste ,,rezultate experimentale’’ sint adevirate numai aproximativ
si experientele mai exacte le infirma. Pentru a evita exprimdrile greoaie, nu vom mai
mentiona in continuare acest lucru si vom vorbi de modelele noastre matematice ca
si cum acestea ar descrie exact fenomenele fizice.
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Cu alte cuvinte, dacii un sistem de coordonate care este legat
de Pdmint este inertial, atunci un experimentator care se giseste
intr-un tren care se mised rectiliniu siuniform in raport cu Pamintul
nu poate descoperi cd trenul se mised, prin experienfe care se
desfisoari in intregime in interiorul vagonului.

In realitate, un sistem de coordonate legat de Pimint este
numai aproximativ inertial. Sint inertiale, cu o precizie maimare,
sistemele de coordonate legate de Soare, de stele ete.

C. Prinecipiul determinismului al lui Newton. Starea initiald a
unui sistem mecanic (ansamblul pozitiilor si vitezelor punctelor
sistemului la un moment de timp dat) determing univoc intreaga,
miseare,

Acest fapt nu ne mai nimeste deoarece aflim despre el foarte
devreme. Se poate imagina o lume in care pentru determinarea
viitorului unui sistem, este necesar ca la momentul inigial s3 se
cunoascd §i acceleratiile. Experienta aratd ci lumea noastid nu
cste de acest tip.

§2. GRUPUL GALILEIAN SI ECUATIILE LUI NEWTON

n acest paragraf se defineste si se studiazi grupul transformérilor galileiene ale
spatiului-timp. In continuare, se considera ecuatiile lui Newton si cele mai simple
restrictii impuse membrului lor drept de proprietatile de invariants in raport cu grupul
transformdrilor lui Galilei¥).

R" spatiul liniar real n-dimensional.

Spagiul afin n-dimensional A difery de R~ prin faptul ci in
el ,,nu este fixatd originea coordonatelor”. Grupul R” actioneazs
in A" ca un grup de transporturi prin paralelism (translatii) (fig. 1) :

A. Notatii. Se noteaz#i cu R multimea numerelor reale Sl cu

a—>a+h(acd®, beR" a+hedn).

a . a+b
Fig. 1. Transport prin paralelism. % b %

*) Cititorul care nu simte nevoia unei formuliri matematice a afirmafiei lor
pe la §1, poate siri peste acest paragraf,
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Prin urmare, in A” nu este definitdh suma a doud puncte; dife-
renta este insd definita, fiind un vector din R”. o

’() structurd euwclidiand in spatiul liniar I” este definitd de o
formd hiliniard simetricd si pozitiv definitd, denumita produs
scalar. Produsul scalar permite definirea distanfet

o(e, ) =le—yll=V(z—y, 2—y)

C ~ n
dintre punctele spafiului afin corespunzitor A4”.

Spatiul afin cu distanta astfel introdusd se numeste spafiu
euclidian si se noteaziy cu K™

B. Structura galilejani. Structura spatio-temporald galileiand
cuprinde urmatoarele trei elemente :

1) Universul — spatiulafin®*) de dimensiune patru 4% Puncte-
le spatinlul afin A* se numesc puncte de univers sau evenimente.
Tmnsﬁorturﬂe prin paralelism ale universului 4* formeaza spatiul
liniar R4, . o

2) Timpul — o aplicatie liniard ¢: R4— R a sp,e’b‘glulm tmns-

1 1 ax raa]a -3 1 S
porturilor prin paralelism pe ,,axa reald a ‘u]mpéluh‘l_l . the npm;z (i
indervaiul de timp dintre evenimentul ae A* §i evenimentu
< ! D
be A% numarul ¢(b—a) (fig. 2).

A7 b
4
Fig. 2. Interval de timp {. ‘ —JA
a .

: ¢
-—’-———-}t-———*

Dacit 1(b—a) =0, se spune ca b i a sint simultane.

*) In antichitate, universul era considerat ca fiind ?pzesirat nu cu o structurd
alind, ci cu una liniari (sistemul geocentric + geneza lumii).
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Multimea evenimentelor simultane intre ele este un subspatiu
afin tridimensional al lui 4% si se numeste spajiul A2 al evenimen-
telor simultane.

Nucleul aplicatiei ¢ este format din transporturile prin para-
lelism ale lui A* care transformd un eveniment oarecare (si atunci,
oricare eveniment) intr-un eveniment simultan cu el. Acest nucleu
este un subspatiu liniar tridimensional R3 al spatiului liniar R4,

Structura galileiand cuprinde incd un element.

3) Distanta dintre evenimentele simultane

e(a, b):H“—b“:V(“"‘b7 a—b), a, bed?

datid de un produs scalar in spatiul R3. Aceastd distantd transforms
fiecare spatin de evenimente simultane intr-un spatin euclidian
tridimensional %3,

Spatiul A4, inzestrat cu structura spatio-temporald galileian
se numeste spafiu galileian.

Se poate vorbi despre doud evenimente carc au loc simultan in locuri diferite,
insd afirmatia ,,doud evenimente a si b care sint caracterizate prin momente de timp
diferite, auloc in acelasi punct al spatiului tridimensional® nu are sens pind nu se alege
un sistem de coordonate.

Se numeste grupul lut Galileir (sau grupul golileian) grupul
tuturor transformirilor spatiului galileian, care ii pastreazi struc-
tura. Elementele acestui grup se numesc iransformdri galileiene.
Prin urmare, transformirile galileiene sint transformérile afine
ale lui A4, care pastreaza intervalele de timp si distantele dintre
evenimentele simultane.

Exemplu Si considerdim produsul direct*) RxI3 al
axei ¢ cu spatiul liniar tridimengional R?® inzestrat cu o structuri
euclidiand fixata. Acest spatiu are o structurd galileian® naturald
i il vom denumi spagiul galileian aritmetizat.

Sé dim trei exemple de transformari galileiene ale acestui
spatiu. In primul rind, misearea uniformd cy viteza v

a(t, X)=(t, x+vt), VieR, xeR3

De asemenea, schimbarea prin translajie origi‘nei coordonatelor
go(t, X)=(t+s, x+y), VieR, xeR2

*) Reamintim cd produsul direct a doud mullimi A si B este mul{imea perechilor

ordonate (a, b) cu a € A si b€ B. Produsul direct a doud spatii (liniare, afine, euclidiene)
are o structura de spatiu de acelasi tip.
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In sfirsit, rotatia axelor de coordonate
gs(l, X)=(t, Gx), Vie R, xe R3,

unde G : R3— R3 este o transformare ortogonald.

Problemi. Si se demonstreze cé orice transformare gali-
leiand a spatiulut R X R3 se poate reprezenta ca o compunere a
unet rotajic cu o tramnslafie $t o miscare uniforma (4= ¢, gs-gs),
reprezentarea fiind wunicd (prin urmare, dimensiunea grupului
galileian este 3 +4 + 3 =10).

Problemi. Sisedemonstreze ci toate spatiile galileiene sint
womorfe intre ele*) si in particular sint izomorfe cu spatiul numeric
R x R3.

Fie M o multime. O aplicatie bijectivi o,: M — R x R3
se numeste sistem galiletan de coordonate pe multimea M. Un sistem
de coordonate galileiene pe multimea M, ,, se miscd uniform in
raport cu sistemul ¢, dacd aplicatia ¢;-073: R x R3— 18 x R3
este o transformare galileiand. In acest caz, sistemele de coor-
donate o, §i ¢, definesc pe M o aceeasi structurd galileiand.

C. Miscare, vitezi, aeceleratie. Se numeste miscare in RY orice
aplicatie diferentiabild x:7— R¥ a unui interval I al dreptei
reale in R¥,

Se numeste veclorul vitezd (al miscirii x) in punctul t,e I
derivata

X(ty) = ‘dw
d

= lim Xt h) — x(t) c BY,

] t=t, h—0 h

S

Se numeste vectorul accelerafie (al migcirii x) in punctul ¢ye I
a doua derivatd
.. d2x
X(ty) = — P
di? t=t,

Vom considera in continuare ci functiile cu care lucrim sint
continuu diferentiabile de atitea ori cit este necesar. In cele ce
urmeazd, dacd nu se subliniazd contrariul, aplicatiile, functiile

*) Altfel spus, existd o aplicatie bijectivd a unui spatiu pe celilalt, aplicatie
care conserva structura galileiana.

2—c¢. 1719
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ete. vor fi considerate ca aplicatii diferentiabile, functii diferen-
tiabile etc. Imaginea aplicatiei x: I— R¥ ge numeste traiectorie
sau curbd in RY.

Probleméi. Iste posibil ca traiectoria unei misciiri diferenfiabile in plan sa
aiba aspectul din fig. 3 ? Poate avea vectorul acceleratie valoarea indicata in figurd ¢

Raspunsuri. Da. Nu.

Sa definin acum ce inseamni un sistem mecanic de n puncie care
se miscd in spafiul euclidian tridimensional.

Fie x:I— &% o miscare in R3. Graficul*) acestei aplicatii
este o curbd in R x R3.

O curbd in spatiul galileian, care este intr-un oarecare sistem
galileian de coordonate (si atunci in orice astfel de sistem) graficul
unei miscari, se numeste linte de univers (fig. 4).

R

Fig. 3. Traiectorie a
miscirii unui punct.

Fig. 4. Linii de univers.

O migcare a unui sistem de » puncte este datd, in spatiul gali-
leian de coordonate, de n linii de univers. Intr-un sistem galileian
de coordonate, aceste n linii sint descrise de n aplicatii x, : R— I{3,
1 =1,...,n.

Produsul direct a n exemplare ale spatiului R® se numeste
spatiul configurafitlor sistemului de n puncte. Cele n aplicatii
X; : R— R? definesc o unicd aplicatie

x: R—>RY¥ N =3n,
a axei timpului in spatiul configurafiilor. Aceastd aplicatie se
numeste miscare a sistemului de m puncte in sistemul galileian de

coordonate Ik x R3.

*)y Graficul aplicatiei f : A— B este, prin defini{ie, submulf{imea produsului direct
A x B formati din toate perechile de forma (a, f (@), a € A.
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D. Eeuatia lui Newton. Conform principiului determinismului
newtonian (§1, C), orice miscare a sistemului este univoe deter-
minatd de pozitia sa initiald (x(f,) e RY) si de viteza sa initiald
(X(to) € RY).

in particular, pozifia §i viteza inifiald determind acceleratia.
Cu alte cuvinte, existd o aplicatie F: R¥ xRY x H— RY agstfel
ineit

x=F(x, x, 1). (1)

Newton a pus la baza mecanicii ecuatia (1). Ea se numeste
astizi ecuatia lui Newton.

Jonform teoremei de existentd si unicitate din teoria ecuatiilor
diferentiale ordinare, func{ia F si conditiile initiale x(t,), X(¢,) de-
termind univoc miscarea™).

Forma functiei I se determini experimental pentru fiecare
sistem mecanic concret. Din punct de vedere matematic, pentru
fiecare sistem forma lui F reprezintd insisi definifia sistemului.

E. Restrictiile impuse pe prineipiul relativititii. Principiul
relativitdtii al lui Galilei atirm4 cé in spatiul-timp fizic s-a ales o
structurd galileiand (,,clasa sistemelor inertiale de coordonate’),
care are urmaiatoarea proprietate :

Dacd liniile de univers ale tuturor punctelor unui sistem**) sint
transformate prin aceeast tramsformare galiletand, atunci se obfin
lintile de univers ale aceluiasi sistem (cu not condifit inifiale) (fig. 5).

*) In anumite conditii de diferentiabilitate, pe care le presupunem aici indepli-
nite. In general, miscarea este definiti de ecuatia (1) numai pe un anumit inferval al
axei timpului. Pentru simplificare, vom considera ca acest interval al axei timpului
coincide cu intreaga axd, ceea ce se intimpld in majoritatea cazurilor.

*E) In formularea principiului relativiti{ii trebuie avut in vedere faptul ci el
se referd numai la sisteme fizice (in particular, mecanice) inchise, deci c& trebuie sa se
includa in sistem toate corpurile a céror interactiune joacd un rol in studierea feno-
menului dat. Riguros vorbind, ar trebui incluse in sistem toate corpurile din Univers.
Experienta aratd insd cd adesea se poate neglija influenta marii lor majoritati : de
exemplu, atunci cind se studiazd miscarea planetelor in jurul Soarelui se poate neglija
atractia celorlalte stele etc.

Pe de altd parte, atunci cind se studiazi miscarea corpurilor in vecinitatea Pamin-
tului, sistemul nu este inchis dacd nu se include in el si Pamintul ; atunci cind se stu-
diazi miscarea unui avion, sistemul nu este inchis daci nu se {inea seama de actiunea
aerului care inconjura avionul etc. In cele ce urmeazi, prin ,,sistem mecanic’” se intelege,
in majoritatea cazurilor, un sistem inchis. Cind va fi vorba de sisteme care nu sint
inchise, aceasta se va specifica in mod special (vezi, de exemplu, §3).
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Aceastd proprietate impune o serie de conditii membrului drept
al ecuatiei lui Newton, serisé intr-un sistem de coordonate inertial :
ecuatia (1) trebuie si fie invariantd la grupul transformérilor
galileiene.

Fig. 5. Principiul relativi-
A tatii al lui Galilei,

Exemplul 1. Printre transforméirile galileiene se afli
§i translatiile in timp. Invarianta in raport cu translatiile in timp
se traduce prin faptul cd ,,legile naturii rdmin constante”, deci
cd atunci cind x = ¢ (1) este o solutie a ecuatiei (1), six = ¢ (t + s)
este solutie, pentru orice se R.

De aici rezultd cd membrul drept al ecuaiei (1) nu poate depinde,
intr-un sistem inerfial de coordonate, de timp :

X = ®(x, x).

Observatie. Ecuatiile diferentiale ale ciiror membru drept
depinde de timp apar in urmdtoarele situatii.

Sé presupunem ci studiem parteaI a sistemului mecanic I -+ IT.
Atunci actiunea partii IT asupra piartii 1 se poate inlocui uneori
prin variatia in timp a parametrilor sistemului de ecuatii care
descriu miscarea partii 1.

Exemplu. Actiunea Lunii asupra Pamintului poate fi
neglijatd atunci cind se studiazi majoritatea fenomenelor de pe
Pamint. Atunci insd cind se studiazd mareele, aceastd actiune tre-
buie luatd in considerare, inlocuind atractia Lunii prin modificarea
periodici a fortei de atractie pe Piamint.

Heuatiile cu coeficienti variabili pot apirea si ca rezultat al
unor operatii formale, in rezolvarea problemelor.

Exemplul 2. Printre transformarile galileiene se afli si

translatiile in spatiul tridimensional. Invarianta in raport cu acest

tip de translatii are ca semnificatie omogenitatea spatiului —,,spa-
tiul are aceleasi proprietiti in toate punctele sale”. Altfel spus,
dacd x;=@(t) (¢+ =1,..., n) este o migcare care satisface (1) a
unui sistem de » puncte, atunci pentru orice re R3, miscarea
o (t)+1r (¢ =1,..., n) satisface si ea ecuatia (1).
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De aici rezultd cii membrul drept al ecuafier (1) nu poate sd
depindd, intr-un sistem inertial de coordonate, decit de ,,coordonatele
relative’’ X; — Xy.

Din invarianta in raport cu trecerea la un sistem de coordonate
in miscarea uniformi (ceea ce nu modificd pe X; si x; —x;, dar
adaugi la fiecare X; un vector constant v) rezulti cd membrul drept
al ecuatiei (1) nu poate sd depindd, intr-un sistem inertial de coor-
donate, decit de vitezele relative :

X, = f({x; — Xy, X;— Xg), l, j, E=1,..., n.

13

Exemplul 3. Printre transformirile galileiene se afli si
rotatiile in spatiul tridimensional. Invarianta in raport cu aceste
rotatii are ca semnificatie izotropia spatiului — ,,nu existd directii
privilegiate’.

Mai exact, dacd ¢;: R—R3 (i =1,...,n) este 0 mijcare a
unui sistem de » puncte materiale, care satisface (1) si G : IR — R?
este o transformare ortogonald, atunci si miscarea Go;: R —1I3
(i =1, ..., n)satisface ecuatia (1). Altfel spus,

F(Gx, 6%) = GF(x, %),

unde Gx inseamni (Gxy, ..., G%,), X, R3.

Problem&. Sise demonstreze ci dacd un sistem mecanic este format dintr-un
singur punct, atunei accelerafia sa este egald cu zero inlr-un sistem inerfial de coordonate
(,,prima lege a lui Newlon”).

Indicatie. Conform exemplelor 1 si 2, vectorul acceleralie nu depinde de
X, X si {; conform exemplului 3, vectorul F este invariant la rotatii.

Problemaéd Un sistem mecanic este alcituit din doud puncte. La momentul
initial vitezele lor sint nule (intr-un anumit sistem inertial de coordonate). Si se demon-
streze ci punctele se vor misca pe dreapta care le uneste.

Problema4a. Un sistem mecanic este alciituit din trei puncte materiale. La
momentul initial vitezele acestor puncte sint nule (intr-unsistem inerfial de coordonate).
S4 se demonstreze ci toate cele trei puncte rimin in timpul miscarii in acelasi plan in
care se aflau initial.

Probleméi Un sistem mecanic este alcatuit din doud puncte. Demonstrati
doua puncte ramin tot timpul intr-un plan fix.

Problemaéi. Si se demonstreze ci mecanica ,,reflecfatd in oglindi’ coincide
cu ea insasi.

Indicatie. Printre transformirile galileiene se afli si transformarea de reflec-
tare, care schimbi orientarea lui R3.

Problema. Este unicd clasa sistemelor inertiale ?

Rdaspuns. Se obtin alte clase schimbind etaloanele de lungime si timp, cit si direclia
timpului.
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§3. EXEMPLE DE SISTEME MECANICE

Am sublinjat ci forma functiei ¥ din ecuatia lui Newton (1) se determing experi-
mental pentru fiecare sistem mecanic. Si dim acum citeva exemple.

Atunci cind ne ocupdm de probleme concrete, este rational séinu includem in sistem
toate obiectele din Univers. Asa cum am mai spus, cind se studiazi, spre exemplu, majo-
ritatea fenomenelor de pe Pidmint, se poate neglija influen{a Lunii. De asemenea, de
obicei se poate neglija influenta proceselor studiate asupra miscarii Pamintului si,
chiar mai mult, se poate considera ci un sistem de coordonate legat de Piamint este
»»imobil”. Se intelege ci principiul relativitdtii nu mai impune conditiile de mai sus
ccuatiilor de miscare scrise intr-un astfel de sistem. De exemplu, in vecinitatea Pamin-
tului exista o directie privilegiati — cea vertical.

A. Exemplul 1. Caderea unei pietre pe Piamint. Experienta
arata cf '
i=—g, g ~9,8 mfsec? (Galilei), (2)
unde @ este Indltimea la care se afld piatra deasupra Pimintului
(fig. 6).

Daci se introduce ,,energia potentgiald” U = g.x, ecuatia (2)
se poate serie sub forma

.;1;’::__.

da

Dacih U : E¥ — R este o funetie diferentiabild in spatiul eucli-
. Dacid B¥ = Enx ... x I

dian, vom nota gradientul ei ¢u—
0x
este un produs direct de spatii euclidiene, vom nota cu (X, . - .,X;)

punctul xe E¥, iar vectorul dU/6x, eu (dU[dxy,...,0U[0X,).

Fig. 6. Ciaderea unei pietre
pe Pamint.

In particular, dac @yy. .., xy sint coordonatele carteziene in EY,
atunci componentele lui 6 U/dx sint derivatele partiale 6 U/dx;. . .
e 00 0xy.
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TExperienta arati cd raza-vectoare a pietrei in raport cu un
punct arbitrar O al Pamintului satisface ecuatia

oU

0Xx

X=— , unde U=4gq"X. (3)

Vectorul din membrul drept este indreptat spre Pimint. Kl se
numeste vectorul acceleratie al fortei de greutate g.

B. Exemplul 2. Ciiderea de la mare indltime. La fel ca si toate
celelalte rezultate experimentale, legea de miscare (2) are un
domeniu de aplicabilitate marginit. o .

Conform legii de cidere maiexacte stabilitd e:vcpenmer;tal de
Newton, accelerajia este 1nvers proporfionald cu pdtratul distanter
pind la centrul Pdmintului.

unde »=r,+ @ (fig. 7). o  introducind
Si aceastd ecuatie se poate pune sub forma (3), miroducin

energia potentiali
U=——, kI =yg-13,

invers proportionali cu distanta pind la centrul Pamintului.

Problemi. Si se determine viteza cu carc trebuie aruncati in sus piatra
- ~ A . . . X sl it o k)
pentru ca ea sd zboare de la suprafata Pamintuluila o distanta infinitda *).
Rdaspuns. > 11,2 km/sec.

o

r

C
Fig. 7. Cimpul Sravitational
al Pamintului.

*) Accasta este asa-numita a doua vitezf} cosmici V. Ecuapg noavstrz‘} 1‘311 {,mg
seama de atractia Soarelui. Atractia Soarelui nu permlte_ca 'p{atraﬁsa péirdseasc
sistemul solar daci viteza ei in raport cu Piamintul este mai mica decit 16,6 km/sec.
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C. Miscarea unei greutiiti pe o dreapti, sub actiunea unui are.
Bxperienta aratd ci pentru abateri mici ale arcului de la pozitia
de echilibru, ecuatia de miscare a greutdfii este (fig. 8) :

&= — o22.

Aceastd ecuatie se poate pune §i ea sub forma (3), daci se introduce
22
- s 1w 04
energia potentiald U =

. Dacid, se pun, in locul unei greutiiti,

doud greutati de acelagi tip, atunci se dovedeste ci pentru aceeasi
elongatie a arcului, acceleratia este de doui ori mai mics.

E2
7,
7. Fig. 8. Greutate pe un are,

S-a stabilit experimental ¢i pentru orice doud corpuri, raportul
acceleratitlor lor /%, pentru aceeasi elongatie a arcului este
constant (nu depinde de mirimea elongatiei arcului si de proprie-
titile acestuia, ¢i numai de corpuri). Marimea invers proportionald
cu acest raport se numeste raportul maselor celor doud corpuri :

iy ( my !

Ty ny )
Ca unitate de masi se ia masa unui corp fixat, oarecare, de exemplu,
1 litru de api. Experienta aratd ca toate corpurile au masa pozi-
tiva.

Produsul mi al masei corpului cu acceleratia sa nu depinde de
corp, cl este o caracteristicdh a elongatiei arcului. Aceastd méirime
se numeste forfa cu care arcul actioneazé asnpra corpului.

Ca unitate de fortd se ia ,,newtonul”. De exemplu, asupra
unui litru de apé, atirnat de un are la suprafata Pamintului, arcul
actioneazd cu o fortd de 9,8 newtoni (=1 kg).

D. Exemplul 4. Sistemul potential. Fie B =FE3x...X B3
spatiul configuratiilor unui sistem de n puncte din spatiul eucli-
dian tridimensional £3. Fie U : E*"— R o functie diferentiabild
$1 my...,m, numere pozitive.
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Definitie. Miscarea a n puncte de mase my,...,m, in
cimpul potenjial cu energia potentiald U este descrisd de sistemul
de ecualii diferentiale.

oU
0x,;

miii:’—' y 1:2.1,..., n. (4)

Ecuatiile de miscare din exemplele 1 —3 sint de aceastd forma.
Sub aceeasi formi se scriu ecuatiile de migcare pentru un numéar
mare de alte sisteme mecanice. )

De exemplu, se numeste problema celor tret corpurt din mecanica
cereasci problema (4) in care n = 3 §i

MMy Moy msm,

|2y — @, || |2y — a3 || Jlog— 2, ||

La forma (4) se pot aduce §i unele ecuatii diferentiale de cu
totul altd provenientd, de exemplu ecuatia oscilatiilor electrice.

in capitolul urmator ne vom ocupa in principal de studierea
sistemului de ecuatii diferentiale (4).
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CAPITOLUL 2 ,
STUDIEREA ECUATIILOR DE MISCARE

Tn majoritatea cazurilor (un exemplu il reprezinti problema
celor trei corpuri) nu se reuseste nici rezolvarea sistemului de ecuatii
diferentiale ale migcérii, nici studierea destul de completd a com-
portirii solutiilor. In acest capitol se considerdi citeva probleme
simaple, dar importante, pentru care ecuatiile lui Newton se rezolvi.

§4. SISTEME CU UN GRAD DE LIBERTATE

In acest paragraf se studiazii planul fazelor ecualiei diferentiale (1). Pentru inte-
legerca calitativad a unei astfel de ecuatii este suficientii o singurd privire asupra gra-
ficului energiei potentiale. In plus, ecuatia (1) se integreazi prin cvadraturi.

A. Definitie. Vom numi sistem cu un grad de libertate orice sistem
descris de o singurd ecuatie diferentiald

i=f(z), veR. (1)

Energia cinetica a sistemului este, prin definitie, forma pitraticd
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Semnul din aceastd formuld este ales astfel incit energia poten-
tiald a pietrei din exemplull, §3, sd fie cu atit mai mare cu cit
piatra este mai sus.

S4 observim ci energia potentiald U determind pe f. Prin
urmare, pentru a da sistemul (1) este suficient sd indicim care
este energia potentiald. Dacd se adaugi la energia potentiald o
constantd, ecuatiile de migcare (1) nu se schimbd.

Se numeste energie totald a sistemului suma

E=T7T+4+UT.
Prin urmare, energia totald este o functie E(x, ).

B. Teoremi (legea conservarii energiei). Energia totald a punc-
tulut mobil in miscarea descrisd de (1) se conservd : B(x(t), &(t)) nu
depinde de 1.

Demonstratie.

4 (T4 U)=wk -+ LS x=x(x—f(z)) =20, c.c.t.d
dt do

C. Planul fazelor. .

Ecuatia (1) este echivalentd cu sistemul de doud ecuatii

S4  considerdm planul de coordonate x, y. Acesta se numeste
planul fazelor ecuatiei (1). Punctele planului fazelor se numese
start. Membrul drept al sistemului (2) defineste un cimp de vectori
pe planul fazelor. Acest cimp se numeste cimpul veciorial al vitezelor.

O solutie a sistemului (2) este o migcare ¢ : R —R2 a stiril
sistemului in planul fazelor pentru care viteza de miscare a stérii
coincide in fiecare moment de timp cu vectorul vitezei in acel
punct in care se afli starea la momentul considerat®).

Imaginea aplicatiei @ se numeste orbitd. Prin urmare, o orbité
ste datd de ecuatiile parametrice

x=y(1), ¥ = 9s(1); 9= 1.

*) Aicise presupune, pentru comoditate, ci solutia @ este definitd pe toatd axa
timpului R.
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P'r o b} emd. Sa se demonstreze cd prin fiecare stare trece o orbitd si numai
una simmgura.

Indicatie. Sepot consulta tratatele de ecuatlii diferentiale ordinare.

Sd observim c& o orbitd se poate reduce la un singur punct.
Un astfel de punct se numeste pozitie de echilibry. Vectorul vitezd
intr-o pozitie de echilibru este nul.

Legea conservirii energiei permite determinarea simpli a
orbitelor. Intr-adevir, pe fiecare orbitd valoarea energiei totale
este constantd. Prin urmare, fiecare orbitd este continuté in intre-
gime intr-o singuri multime de nivel constant al energiei:
E(x,y)=nh.

D. Exemple.

Exemplul 1. Ecualia fundamentald a teoriei oscilatiilor este

In acest caz (lig. 9), avem
&2 x? &

Te=
2 2 2+2

Fig. 9. Planul fazelor
ecuatiel £ = — «x.

Multlimile de nivel constant al energiei sint cercuri concentrice si originea coordonate-
lor. In punctul (x, y), vectorul vitezd in spatiul fazelor are componentele (y, —z). El
este perpendicular pe raza vectoare si este egal ca mirime cu aceasta. Rezulta ci
miscarea stirii in planul fazelor reprezinti o rotatie uniforma in jurul lui O : x= r,
cos (@ —1), Y= r, sin (@,—¢). Prin urmare, fiecare mulfime de nivel constant al energiei.
este o orbita.

Exemplul 2. S4 presupunem ci energia potentiald este:
datd de graficul séu (fig. 10). Sé trasim multimile de nivel constant
al energiei %2/2+ U(x) = K. Pentru aceasta, este util si tinem
seama de urmitoarele particularitati :

1. Pozitiile de echilibru ale sistemului (2) se gisesc pe axa @
a planului fazelor. Un punct @ =&, y = 0 este pouzitie de echilibru
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dacd £ este punct critic al energiei potentiale, deci dacs
dU/dm' =0. '

Fig. 10. Energia potentiald
si orbitele.

2. Fiecare multime de nivel constant este o curbd netedd in
vecindtatea fiecitrul punct al sdu care nu este pozitie de echilibru
(aceasta rezultd din teorema functiilor implicite). In particular,
- dacd constanta I/ nu este valoare criticd a energiei potentiale (este
diferitd de valorile luate de U in punctele critice) atunci multimea
de nivel constant ¥ al energiei totale este o curbid netedi.

Atunci cind studiem curbele de nivel constant al energiei,
trebuie s34 ne indreptim atentfia asupra valorilor ecritice ale lui F
siasupra valorilor lui %/ apropiate de valorile critice. Pentru aceas-
ta este util s& ne reprezentim o bili micd care alunecs in groapa
de potential U.

De exemplu, rationamentul : ,,Energia cineticd este nenegativi.
Prin urmare, energia potentialé nu este mai mare ca cea totali.
Cu cit energia potentiald este maimiecd, cuatit viteza este mai mare*
capatd in acest limbaj urmatoarea formd : ,,Bila nu poate sari din
groapa de potential, neputindu-se ridica la un nivel mai inalt
decit cel definit de energia ei initiali. Alunecind in groapi, bilei ii
cregte viteza’. De asemenea, observam imediat cd punctele de

T
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maxim (minim) local al energiei potentiale sint pozitii de echilibru
instabil (respectiv stabil) ale sistemului. .

Problemd. Sise demonstreze ultimele afirmatii.

Problema. Din cite orbite este formatd separatoarea (optul) — curba de
nivel constant corespunzitoare valorii E, (fig. 10) ?

Raspuns. Din trei.

Problema. S#se determine durata miscédrii pe separatoare.

Raspuns. Din teorema de unicitate rezultd ci aceastd duratd este infinjta.

Problemd. Sidse demonstreze ci timpul cit dureazd miscarca de la »; la z,

. Ty

intr-un singur sens) este egal cu f,—{;= P ——
¢ v ) K B S VaE=U(x))

Be!
Problemid Sidse deseneze orbitele atunci cind se di graficul energiei poten-
tiale (fig. 11).

U Uy

a) x o &,

T'ig. 11. Energie potentiali.

Rdaspuns. Fig. 12,

Fig. 12. Orbite.

Probleméi S# se traseze orbitele pentru ,.ecuatia pendulului matematic
plan”’ : ¥= —sin z.

Problemdi. Si se traseze orbitele pentru ,,ecuatia pendululuia ciruiaxi se
roteste” : ¥= —sinz+4 M.

Observatie. In aceste doud probleme se noteazd cu x unghiul de abatgrg
al pendulului. Stirileale cirer coordonate xdiferd cu2w corespund unei aceleiasi posz
a pendululni. Prin urmare, in afard de ptanul fazelor este natural sa se considere si

cilindrul fazelor {x (mod 2m), y}.
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Problemi. Si se determine tangentele la ramurile curbei de nivel critic
‘corespunzitoare unui maxim al energiei potentiale, £ — U(&) (fig. 13).

Raspuns. y = + JU(E) (x—E).

U

Fig. 13. Curbd de nivel
constant critic al energiei.

Problemd. Fie S(E) aria cuprinsa in interiorul orbitei inchise corespunzi-
toare mulimii de nivel constant E al energiei. Demonstratli ci perioada miscirii pe
-aceastd orbitd este

ds

T dE

7

Problemd. Fie E, valoarea energiei potentiale in punctul de minim Eo- SA
se determine perioada oscilatiilor mici in vecinitatea punctului &, Ty= lim T(E)
E-E,
Réspuns. 27r/VU”( £o)-
Problema. Si considerim o miscare periodicd pe o orbiti inchisd, corespun-
zitoare mul{imii de nivel constant E al energiei. Este ea stabild in sens Liapunov ?
Rdspuns. Nu*),

E. Curentul in planul fazelor. Fie M un punct al planului
fazelor. Si considerim solutia sistemului (2) a cirei conditie ini-
tiald la momentul ¢ =0 este reprezentatd de punctul M. Facem
ipoteza ci fiecare solutie a sistemului se prelungeste la intreaga
axd a timpului. Valoarea pe care o ia solutia demai susla un moment
dat ¢t depinde de M sinotim starea corespunzitoare (fig. 14) cu

M(t)=g¢'M.
In acest mod am definit o aplicatie g': R2—R2 g planului

fazelor in el insusi. Conform teoremelor cunoscute din teoria
ecuatiilor diferentiale ordinare, aplicatia ¢* este un difeomorfism

*) Singura exceptie o constituie cazul in care perioada nu depinde de erergie,

T s ——
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e e s Teqs I . fismele g, feR

ste bijectivit si bidiferentiabild). Difeomorfisme ,
gg;fgeazlélj un grup: ¢'**=g¢"- ¢, Vs, te R. De asemenea, g° este
aplicatia identich si g—* este aplicatia inversi lui ¢, Vte R. Apli-

gt 2
mw

M

Fig. 14. Curent.

sati ‘R x R2—=R2, ¢g(t, M) =4¢'M este Adxferezn’gla,bﬂa. Tf)a,_te
;acglsategpropéetéti se e’xgrimz“m la un loc spunind cd tra,nsforma,rlllq
g' formeazi un grup cu un parametru de difeomorfisme ale planu ui
fazelor. Acest grup se mai numeste §i curentul definit de sistemu
(2) (sau de ecuatia (1)). . o | 1

E xemplu. Curentul definit de ecuatia # = —x este grupu
gt al rotatiilor de unghi ¢ ale planului fazelor in jurul originei coor-

donatelor.

Problemi Sise demonstreze cd sistemul cu energia potenfiald U = —a
nu defineste un curent.

Problemi. Sise demonstreze ci dacd energia poteniiali este pozitivd peste
tot, atunci curentul exista.

Indicajie. Se foloseste legea conserviirii energiei pentru a demonstra ci solutiile
se prelungesc pe intreaga axd a timpului. . -

Problemi Si se traseze imaginea discului x24- (y—~1)2<. 1/4 prin ic.tgllx_nea.
transformirilor g ale curentului definit de ecuatia ; a) ,pendulului rasturnat” ¥= m»;
b) ,,pendulului nelinjar’’ ¥= —sin z.

Rdgspuns. fig. 15.

a)

Fig. 15. Efectul curentului asupra unui disc.

3¢, 1719
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$5. SISTEME CU DOUA GRADE DE LIBERTATE

naliza unui sistem potenli ral cu i grade de libertate nu este pinid in
Anal sistem potentlial general cu doud grade de libertat te p
prezent complet rezolvatd. In acest paragral se considerd citeva din exemplele cele
mai simple.

A. Definitii. Prin sistem cu doud grade de libertate vom inte-
lege un sistem descris de o ecuatie diferentialf

X =1f(x), xe F?

unde f este un cimp de vectori in plan.
Sistemul se numeste potential daci existd o functie U : £2—R

astfel incit f= — o Prin urmare, pentru un sistem potential,
X
ecuatiile de miscare sint de forma™).
ou
N (1)
ox

B. Legea conservirii energiei.
Teoremda. Lnergia totald a wnui sistem potential

1 . . . .
= - x4 Ux), x*=(x, x)

se conservd. Se afirma cd dH/di=0.
Demonstratie. Datoritd ecuatiilor de miscare

dy . aoU . . oUu .
—=(%, X —y X=X+, x| =0.
dt (x, X) -+ ( ix ’ ) ( + ox ’ )

Corolar. Dacd in momentul inijral energia totald era egald cu E,
atunct intreaga traiectorie este confinutd in domenitul Tn care

*) In coordonate carteziene in planul FE?

B ou N oU
= ——, Xy=—
1 o2, 2

—
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U (x) < E: punctul x se afld intotdeauna in interiorul gropii
de potential U(wy, x,) < E.

Observatie Intr-un sistem cu un grad de libertate se
poate introduce intotdeauna energia potentiald

x

Uw)=—Sﬂ®da

%o

Acest lucru nu este posibil, in general, pentru sistemele cu doud
grade de libertate.

Problemi. Si se dea un exemplu desistem de forma X = (x), Ix e E?, care
nu este potential.

C. Spatiul fazelor. Ecuatia de migcare (1) se poate scrie sub
forma unui sistem :

X1 =1Y1y @z=Ya

oo _0U .U @)
! 0xy » Us 0w,

Spatiul de faze al unui sistem cu doud grade de libertate este,
prin definitie, spatiul cvadridimensional cu coordonatele wx;, w,,
Y1, Yoo

Sistemul (2) definegte un cimp de vectori vitezd in spatiul
fazelor gi in acelagi timp*) curentul sistemului nostru (un grup
cu un parametru de difeomorfisme ale spatiului de faze cvadridi-
mensional). Orbitele sistemului (2) sint submultimi ale spa-
tiului fazelor. Acest spatiu este de fapt o reuniune de orbite.
Proiectiile orbitelor din spatiul de faze pe planul ,, z, reprezinti
traiectoriile migedrii punctului nostru in planul x;, x,. Deseori si
aceste traiectorii sint denumite orbite. ,,Orbitele’” din planul
@y, T S6 pot autointersecta, spre deosebire de orbitele din spatiul
fazelor.

#) In ipotezele suplimentare obisnuite.
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Ecuatia

o2 2 2
X yi -+ v ,
B ="+ U(x) = By + Uy, @) = By

2 2
datidelegeaconserviriienergiei defineste o hipersuprafatd tridimen-
sionald in spatiul fazelor : B(xy, vy, ¥y, ¥2) = Fy; aceastd hipersupra-
fatii Il este invariantd la curentul sistemului: ¢‘Ilz= Hru
Putem spune ¢ acest curent ,,curge’” pe hipersuprafata de nivel
constant al energiei. Cimpul vectorial al vitezelor este tangent la

hipersuprafata HED in fiecare punct al ei. Prin urmare, ea este
format4 in intregime din orbite (fig. 16).

2 2

x] + x5 o
D. Exemplul 1 (oscilatiile mici ale pendulului sferic). Fie U= AMultimile

de nivel constant al energiei potentiale in planul x4, x,sint cercuri concentrice (fig. 17).
Ecuatiile de migcare ¥, = —x,, ¥f,= — ¥, sint echivalente cusistemul

&=y, &= Uy
1= — 2, Pp= — %y

Acest sistem se descompune in doud sisteme independente ; cu alte cuvinte, fiecare
din coordonatele x, si @, variazi in timp la fel ca intr-un sistem cu un grad de libertate.
Solutiile sint de forma

x;== ¢y COS { + ¢, Sin I,
Xy== ¢y COS I+ ¢4 sin ¢,
Y= —¢, Sin {4+ ¢, cos I,

J,= —cg sin I+ ¢4 cos £

%

X

X2

Fig. 17. Curbele de nivek
constant al energiei poten-
tiale a pendulului sferic.

Fig. 16. Suprafatd de nivel
constant al energiei si orbite.

%
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Din legea conservirii energiei rezulta
1 2 2 1 s 2
E= -5 (y1 + v3) + > (x7 + x3) = const,

deci hipersuprafata de nivel constant II geste o sferd in spafiul cvadridimensional
&y, ng Yyp Yol
Problemi. Sisedemonstreze ci multimea orbitelor de pe hipersuprafata [ 5

foex . . : . : %y + iy,
este parametrizati deo sferd de dimensiune doi. Mai exact, formula w = —~ -

Xy + 172
defineste ,,aplicatia lui ITopt” a sferei tridimensionale I IE pe sfera bidimensionald
(planul variabilei complexe w completat cu punctul de la infinit — sfera lui Riemann).
Orbitele sistemului sint imaginile reciproce ale punctelor prin aplicatia lui ITopf.

Problemd. Sisedetermine proiectiile orbitelor pe planul x,, ®, (si se traseze
curbele descrise de punctul in miscare).

E. Exemplul 2. («figurile lai Lissajous»). Sd considerdm inci un exemplu de
miscare plandl («oscilafiile mici cu doud grade de libertate») ;

¥y= —ua;, ¥= —o?r, (0= const).
Energia polentiald este
1 1
Uss o}  — 222
2 2 2
Din legea conservirii energiei rezultid ci dacid la momentul inilial energia totald este

1 *2 +2
“2—(7”1 + ) + Uz, 2p) = E,

atunci miscarea se desfisoard in intregime in interiorul elipsei U(x;, x,)< E.

n plus, sistemul nostru este alcituit din doua sisteme unidimensionale indepen-
dente. Prin urmare, legea conservirii energiei se aplicd fieciruia in parte si deci se
conservi mirimile ;

~ (respectiv |x,| <A4,, A,= V2 E,(0)). Intersectia acestor doud benzi determini un

dreptunghi in interiorul ciireia se giseste inciusid proiectia orbitei (fig. 18).
Problemdéi. Sa se demonstreze ci acest dreptunghi este inscris in elipsa
U L. Solulia generald a ecualiilor de migcare este x;= A, sin (i ¢,), ¥,= A, sin
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(ol+ @,) : punctul mobil efectueazi independent o oscilalie cu frecventa 1 si ampli-
tudinea A, pe orizontald si o oscilatie cu frecvenia o si amplitudinea A, pe verticald.

Pentru a trasa proiectia orbitei in planul ®,, x,, procedim in modul urmétor.
Considerim un cilindru cu baza 2 A, si o bandi de latime 2 A,. Trasim pe bandi o
sinusoidd cu perioada 2rA,/w si amplitudinea A, si o infisurdm pe cilindru (fig. 19).

X2

D
\

Af X1

Fig. 18. Domeniile U< E,
U, < E; 5i U, < E,.

Proiectia ortogonali a sinusoidei infisurate pe cilindru astfel obfinute pe planul
x;, @, 04 curba ciutati; ea se numeste figurd Lissajous.

figurile lui Lissajous sint comod de urmdérit pe un oscilogral imprimind doui osci-
lalii armonice independente baleiajului vertical si celui orizontal.

X2

Ay

Fig. 19. Conslruclia unei figuri Lissajous.

TForma figurilor Lissajous este puternic dependentd de frecventa . Dacd o= 1
(pendulul sferic din exemplul 1) atunci curba de pe cilindru este o elipsi. Proieclia
acestei elipse pe planul x,, @, depinde de diferenta de fazd @,—¢,. Pentru g;=q,,
se obfine segmentul diagonal al dreptunghiului, iar pentru valori mici ale lui ¢,— @,
o elipsi inscrisd in dreptunghi si contractatd spre diagonald. Atunci cind @y—¢@ =
= 7t/2, se obline o elipsd cu axele principale @y si 253 cind ¢,— @, creste de la /2
l1a 7 elipsa se contractd in direciia celei de-a doua diagonale. Marind in continuare pe
®,— @1, Procesul se repeti de la inceput (fig. 20).

S presupunem acum cid Irecveniele sint egale numai aproximativ: o 1.
Segmentul de curbd corespunzitor intervalului 0 £ < 27t este foarte aseméndtor cu
o elipsii. Urmitoarea ,,spird’”’ aminteste si ea de o elipsd, dar pentru ea diferenta de
fazd o, — @, este cu 2w (o —1) mai mare caa primeia. Prin urmare, curba lui Lissajous

. _ oiseasine

e ————————..
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cuw = 1este o elipsd care se deformeaz4, trecind lent pri i
. : elij g s prin toate fazele, de la contractia
in directia unei diagonale pini la contractia in directia celeilalte. (fig. 21). '
) Dacvﬁ una dvin.Irecvente este dublul celeilalte (w= 2), atunci pentru o anumit
((}{[ereznj)u de fazi figura lui Lissajous se transformd intr-o curbi parcursi de doud ori
ig. 22).

X 1 X5

X1 X1

Fig. 20. FFiguri Lissajous
cu o =1,

Fig. 21. TFiguri Lissajous
cu o= 1.

Problemdi. Sise demonstreze cd aceastd ultima curbi este o paraboli.

Inn cazul cind diferenta de fazd ¢,— ¢, creste, se obtin succesiv curbele din fig. 23.

X5 X,

~
\)(/x, Xq
XN TN
[/

X2
Xz

X,
1 X Xy

Fig. 22, I'igurd Lissajous

Fig. 23. Figuri Lissajo . =
Rty g g jous cu o = 2.

ot 11.1 gc_ncral, dacd una din frecvente este de n ori mai mare decit cealaltd (v = n)
G orpein e £ o T Tecn . S - . N . . :
E .qu lrprmU e figurile Lissajous se gdseste si graficul unui polinon de gradul n(fig. 24) ;
acest polinom se numesle polinomul lui Cebisen.
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Problemai. Sisedemonstreze ci dacd «» = m/n, msi n naturale, atunci figu-
rile lui Lissajous sint curbe algebrice, inchise far dacd o este irational, figurile lui Lissa-
jous sint dense in dreptunghi. Care este mulfimea umpluti dens in spatiul fazelor de
orbita corespunziitoare unei astfel de figuri ?

‘ VIV )

Fig. 24. Polinoame Cebisev.

X2 X2 X2

§6. CIMPUL DE FORTE POTENTIAL

fn acest paragraf se studiazi dependenta dintre lucrul mecanic si energia poten-
{iald.

A. Lucrul meecanic efectuat de un cimp de forte de-a lungul
unui drum. Reamintim definitia luerului mecanic efectuat de
forta F de-a lungul drumului S. Luecrul mecanic corespunzitor

b

unei forte constante F (de exemplu, forta cu care tragem in sus de o
Eenmacd

greutate) de-a lungul drumului S = M,M, este, prin definitie,
produsul scalar (fig. 25)

A = (F, S) =|F||8] cos o.

Fig. 25. Lucrul mecanic
efectuat de o fortd
constantd F pe drumul
rectiliniu S.

Fie date cimpul de forte F si curba I de lungime finitd. Aproxi-
mim curba [ printr-o linie frintd cu laturile AS, §i notam cu F;

P— i
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valoarea fortei intr-unul din punctele lui AS,. In aceste conditis,
lucrul mecanic efectuat de cimpul F de-a lungul drumului 1 este,
prin definifie (fig. 26)

A = lim Y (F, AS,).

|AS8; | -0

Fig. 26. Lucrul mecanic efectuat de un
cimp de forte de-a lungul unui drum [.

in tratatele de analizii se demonstreazi ci daci cimpul este continuu,
iar drumul rectificabil, limita existd. Ea se noteazd cu S (F,ds).
i

B. Conditia de potentialitate a eimpului.

Teorema. Cimpul de vectori F este potential*) dacd si numai
daca lucrul mecanic efectuat de-a lungul oriedrui drum M, M, depinde
numai de extremitafile drumului st nu depinde de forma drumului.

Intr-adevir, si presupunem c# lucrul mecanic efectuat de
cimpul F nu depinde de drum. Atunci functia de punct

M
vy = — {(F, as)
Mo
este corect definitd. Se verificd ugor ci
oU
0x

F= —

’

deci cimpul F este potential si U este energia sa potentiald. Evident,
energia potentiald U este definitd numai pini la o constantd adi-
tivi U (M), care se poate alege arbitrar.

*) Se mai spune cd ,,derivd dintr-un poten{ial” (N.T.)
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Reciproc, si presupunem ci F este un cimp potential cu energia
potentiald U. Atunci se verifica ugor ci

M
S (F,d8) = —U(M) + U(M,),

M,

deci ¢ lucrul mecanic nu depinde de drum.

Problemi Demonstrali cd cimpul vectorial I';= x,, FF,=— 2, nu esle poten-

fial (fig. 27).
/O g

1o
\;__0/1

Fig. 27. Cimp care nu este potential.

Problemda. Sia se determine daca cimpul vecltorial cu componentele
Iy ety = — > definit in planul x;, 2, exceptind originea
af + aj af + a3 ) ) . ]
coordonatelor, este sau nu potential. Si se demonstreze cd un cimp este potential daca
sinumai dac lucrul mecanic efectuat de-a lungul oricérui drum inchis este nul.

C. Cimpul eentral. Un cimp de vectori in planul E? se numegte
central cu centrul in O dac# el este invariant in raport cu grupul de
misciri*) ale planului care lasé pe loc punctul O.

Problemi Sisearate ci toti vectorii unui cimp central se gésesc in directia
razelor care trec prin punctul O, mirimea vectorilor in fiecare punct depinzind numai
de distanta de la punct la centrul O.

Este util si se considere gi cimpuri centrale care nu sint definite
in punctul O.

Exemplu. Cimpul newbtonian F =1Fk este central, in

[x[®
timp ce cimpul din problema de la punctul B, nu este.

Teoremii. Orice cimp ceniral este potential $i (inergia sa_potenfiald
depinde numai de distanja pindg la centrul cimpului U = U(r).

*) Inclusiv reflexiile.
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Demonstratfie. Conform problemei precedente, F(r) =
= @(r) e, unde r este raza vectoare relativi la O, r este lun-
gimea lui r §i e, — versorul lui r. Atunci

M, r(My)
S(F, ds) = S O(r) dr
M, 7(My)

si este evident cf aceastd integrald nu depinde de drum.
Problemai. Sise calculeze energia potentiald a cimpului newtonian.

Observatie Detinitiile si teoremele acestui paragraf se
extind direct la un spatiu euclidian E" de dimensiune » arbitrari.

§7. MOMENTUL CINETIC

Vom vedea mai tirziu cd invarianta ecuatiilor unei probleme de mecanici la un
grup oarecare de transformdri atrage dupé sine existenta unor legi de conservare.
Un cimp central este invariant la grupul rotatiilor. Integrala prima corespunzitoare
se numeste moment cinetic.

A. Definitie. Migcarea unui punct material (de masi 1) intr-un
cimp central in plan este descrisid de ecuatia

F= O(r)e,,

unde r este raza vectoare relativ 1a centrul O al cimpului, » este
lungimea luir si e, — versorul lui r. Vom considera c# planul nostru
este scufundat in spatiul euclidian tridimensional orientat.

Definitie. Momentul cinetic (souw momentul cantititii de
migcare) al punctului material de masd 1 in raport cu punctul O
este, prin definitie, produsul vectorial

M=/rr1]
Vectorul M este perpendicular pe planul misedirii si este dat de

un numir : M = M n, unde n = [e,, ¢,] este vectorul normal la
plan si e;, e, constituie un reper care di orientarea planului (fig. 28).
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Observatie. In general, se numeste momentul vectorului
a, ,,aplicat in punctul r”’, relativ la punctul O, vectorul [r, a];
de exemplu, in manualele de staticd de liceu s-a considerat mo-
mentul unei forfe.

TFig. 28. Moment cinetic.

B. Legea conserviirii momentului einetic.

Lema. Fie a i b dot vectori variabili in timp in spatiul euclidian
orientat R3. Atunci

% [a, b]= [4, b]+ [a, l}'j.

Demonstratia rezultd din definifia derivatei.

Teorema. (legea conservirii momentului cinetic). La miscarea
intr-un cimp central, momentul cinetic M in raport cu centrul O al
cimpului nu variazd in timp.

Demonstratie. Prin definitie,

M=I[r, £]
Conform lemei
M = [¥, £]+ [r, ¥]=[r, F].

Din ecuatia de miscare, {inind seama c& cimpul este central, re-
zultd cd vectorii r gi r sint coliniari, deci [r, ¥ ]= 0. Prin urmare,
M =0, c.c.t.d.

C. Legea lui Kepler. Legea conservirii momentului cinetic
a fost descoperitd de Kepler prin observatii efectuate asupra
miscdrii planetei Marte. Kepler a formulat aceastd lege intr-o formé
diferitd, de cea de mai sus.

P s N,
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S& introducem in planul miseirii coordonatele polare 7, o
cu polul in centrul O al ecimpului. Si considerim in punctul r de
coordonate [r|=r gi ¢ doi versori: e,, indreptat in directia razei
vectoare (deci r = r e,) si e, care ii este ortogonal si ir’ldrepta,b
in sensul cregterii lui ¢. Descompunem vectorul vitezi ¥ in
baza e,, e, (fig. 29).

Lema. Avre loc relatio

P=7 e, +7r 9 e,

Fig. 29. Descompunerea vecto-
rului r in baza e,, ep.

~Demo nstratie. Evident, vectorii e, si e, se rotesc cu
viteza unghiului ¢ :

e, = épe(p;
e, = —qe,.
Derivind egalitatea r = re,, obfinem
¥ =7 e+ é,=14 e +r ¢e, cct.d.

Prin urmare, momentul cinetic este

M = [r, ©]= [x, re,J+ [r, 7’({30@] = 1o [, 0(‘0]: 7‘2qi[ €, e;]
i deci se conservi mirimea
M = r2.

Aceastd mérime are o interpretare geometrics simpli.
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Kepler a denumit vitezii areolard (sectoriali) C viteza de va-
riatie a ariei S(¢) descrisd de raza-vectoare (fig. 30).

das
dt

Legea lui Kepler, determinaté de el prin observatii, se formuleazs
astfel :
In intervale de timp egale raza vectoare descrie arii egale, astfel

= const.

inctt viteza areolard este constanitd ;

Fig. 30. Viteza vectoriald.

Aceasta este una dintre formulirile posibile ale legii conservirii
momentului cinetic. Intr-adevir,

8 = 8(t + At)— S(1) = %« %6 At -+ O(AY)

d

si deci viteza areolard

0= _ Ly :—;—M,

tiind jumitate din momentul cinetic al punctului material de masd
1, se conservéa.

Exemplu. Satelifii de comunicatie «Molnia» au orbite
puternic alungite. Conform legii lui Kepler, un astfel (vie satelit
petrece o mare parte a timpului in partea mai indepdrtatd de
Pimint a orbitei i mirimea ¢ este mici.

o N
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§8. STUDIEREA MISCARII INTR-UN CIMP CENTRAL

Legea conserviirii momentului cinetic permite reducerea problemei miscirii
intr-un cimp central la o problema cu un singur grad de libertate ceea ce permite o
analizd completd a acestei miscari.

A. Reducerea la o problemid unidimensionald. Si considerim
migcarea unui punct material (de masd 1) intr-un cimp central in
plan :

r— — _,,{2 U_ , U = U(l’).
or

Este naturald trecerea la coordonatele polare r, o.

Conform legii conservirii momentului cinetic, mirimea M =
= ¢ (t) r¥t) este constantd (nu depinde de timp).

Teoremi. In conditiile miscdrii unui punct material de masd
unitate intr-un cimp central, distanta punctului pindg la centrul
ctmpulut variazd ca st coordonata v intr-o problemd unidimensionald
cu energia potentiald

M2
V) = Ul +
2r

Demonstratie. Derivind relatia ¥ = 7 e,+ r ge, demon-
stratd in §5, obtinem

= (Fmrd2)e, + (276 + e,
‘impul fiind central,

oU__ U,

Cor or

i deci ecuatiile de migcare capitil, in coordonatele polare, urméi-
toarea forms :
oU

/):_/,‘C.Pz:‘—?’ 2';"(@—}—7'(?:0.
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Conform legii conservirii momentului cinetic, ¢ = M/r?, unde
M este o constantd (in t) care este definitd de conditiile initiale.
Prin urmare,

T2 2
%:—OU +r il san i‘=~——?v,undeV=U+M
r

or Pt or 2r2 .

Functia V(r) se numeste energia potentiald efectivd.
Observatie. In problema cu un grad de libertate astfel
obtinutd, energia totald

72
B, ==+ V(r)

P+

coincide cu energia totald in problema initiald

1'.2
E=—+4 Ur),
deoarece
l’-2 7'12 /r~2'2 .i-2 M2
S A A AN
2 2 2 2 2r2

B. Integrarea ecuatiilor de miseare. In sistemul unidimensio-
nal obtinut, energia totald se conservi. Prin urmare, dependenta
lui r de ¢ se determind printr-o ecvadraturi :

dr

i = 2E—=V{r), SM={V§ffﬁﬁT.

02
Cum ¢ = M/r?, do _ __J__n_h__ si ecuatia orbitei in coor-

dr V2(E—V(r))

donate polare se giiseste printr-o cvadraturi :

o (M[r*) dr
*“SWW—WW
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C. Studierea orbitelor. S& fixdm valoarea constantei momen-
tului cinetic M. Variatia lui » cu timpul se studiazd usor dese-
nind graficul energiei potentiale efective V(r) (fig. 31).

VA

Fig. 31. Graficul energiei
potentiale efective. Tmin Tmax r

Fie I valoarea energiei totale. Orbita corespunzitoare datelor
B gi M este continutd in intregime in domeniul V(r) < E. Pe
frontiera acestui domeniu V = E deci r= 0. In general insi viteza
punctului material la frontiera V = E nu este nuldi, deoarece
¢ # 0 pentru M # 0.

Inegalitatea V (r) < B definegte in plan unul sau mai multe
domenii inelare :

Ogrmin<r<rmax<oo'

Daci 0< 1y, < Ppax <<00, migearea este mirginitd si are loc in
inelul cuprins intre cercurile de raze 7.,;, $i 7.,

Aspectul unei orbite este indicat in fig. 32. Unghiul ¢ variazi
monoton, iar r oscileazd periodic intre r,,, i 7., Punctelein care
T = Fy;m S€ DUmesc pericentre, iar cele in care r=r,,,— apocenire

Fig. 32. Orbita a unui
punct material intr-un
cimp central.

{dacd centrul este Pamintul — perigeu si apogeu, dach este Soarele
— periheliu gi afeliu, dacs este Luna — periseleniu i aposeleniu).

4 — c. 1719
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Fiecare din razele care unesc centrul cu un apocentru sau
pericentru este o axid de simetrie a orbitei.

In cazul general, orbita nu este inchisi : unghiul dintre un
pericentru g1 un apocentru consecutive este dat de integrala :

o € _par
* =\ Vam—re

Tmin

Unghiul dintre doud pericentre consecutive este de dou# ori mai
mare.

Orbita este inchisd dacid §i numai dacé unghiul ® este comen-
surabil cu 2n: ®= 2n(m/n), unde m i n sint numere intregi.

Se poate ardta cd dacd unghiul ® este incomensurabil cu
27, orbita umple dens inelul (fig. 33).

Dach rpm = may, deci E este valoarea lui V' intr-un punct
de minim, atunci inelul respectiv degenereazi intr-un cerc care
este orbitd.

Problema. Pentru ce valori ale lui o miscarea pe o orbitd
circulard in cimpul cu energia potentiald U = r*, —2 < « < oo,
este stabild in sens Liapunov?

Raspuns. Numai pentru o« = 2.

Pentru valori B putin maimari decit valoarea minimé a lui V,
inelul rp;, < r < 7., este foarte ingust, iar orbita este apropiata

Fig. 33. Orbitd densa
intr-un inel.

de cerc. In problema unidimensionald corespunzitoare r va efectua
oscilatii miei in vecinfitatea punctului de minim al Tui V.

Problem#i. Si se determine unghiul @ pentru o orbitd apro-
piatd de una circulard de razd r.
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Indicatie. Vezi punctul D de mai jos.
S& consideram cazul ry,, = oo0. Dacd lim U(r) = lim V(r) =

¥—>00 ¥—->00

= Uq < 00, atunci este posibild indepértarea lar — oo (evadarea).
Daci energia initiald E este mai mare ca U, atunci punctul se
indepidrteaza la infinit (intr-un timp finit) cu viteza finald
7 o=)2(F— Us). S& remarcim ci daci U(r) tinde la limita sa U, mai
incet ca r—2, atunci potentialul efectiv la infinit va fi de tip atractiv
(presupunem aici ¢a la infinit potentialul U este de tip atractiv).

Dacia |U(r) | nu creste, atunci cind r — 0, mai repede ca
M227%, atunei 7, > 0 si orbita nu ajungela centru. Dacd U(r) -+
+ M2/2r* - — oo c¢ind r — 0, atunci este posibild ,,ciderea in
centrul cimpului’”. Aceastd cddere poate avea loc in timp finit
(de exemplu, in cimpul U(r) = —1/r®).

Problemi. Sise determine forma orbitei in cazul in care energia totala este
egald cu valoarea energiei potentiale efective V intr-un punct de maxim.

D. Cimpurile eentrale in care toate orbitele mérginite sini
inchise. Din urmitorul sir de probleme rezultd ca singurele cazurt
in care toate orbitele marginite intr-un cimp central sint inchise
sint :

U=aw? a>0s8 U= —FEkr, k=0.

Problema 1. Sid se demonstreze ca unghiul @ dintre un pericentru si un
apocentru succesiv este egal cu semiperioada oscilaliilor sistemului unidimensional
. y M x?
cu energia potentiala W(z) = U [—| -+ =
° .

Indicatie. Schimbarea de variabila x= M/r dia

fmax

Q= &
- S VaE—W(x)

Zmin

Problema 2. Sd se determine unghiul @ pentru o orbitd apropiati de una

circulara de raza r.
) M U(r)
Raspuns. @ & Qpjp = ————=1= P —
1.21/‘;‘7'/(1\) 3U(r)y+ rU”(r)

Problema 3. Pentru ce functii U mirimea @, nu depinde de r?

Raspuns. U(r) = ar* (a>—2, a ¥ 0) si U(r)= bln r. Valoarea corespunzéloare
este @y = 7r/Voc+ 2 (cazul logaritmic corespunde valorii o = 0). De exemplu, pentru
o = 2, avem @y, = =/2, iar pentru o= —1, Qyjp = =.
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Problema 4. Si presupunem cd U(r) —oo cind r — oo. Si se determine
lim @ (E, M).
E—-c0

Rdgspuns. /2.

Indicafie. Schimbarea de variabild x = yay,, transformi expresia lui @ in

1

N 0T

. max
Ymin

dy ' y? 1 M
y - ( i
Ylmax

in cazul cind E—00, avem %,,—>00, Jpnin—>0 si al doilea termen al lui W* poate fi
neglijat.
Problema 5. Si presupunem ci U(r)= —kr®, 0« 8 < 2. Si se determine

®, = lim @.
E—>~0

dx b
Rdspuns. @y = S v = - 5 . Se observii cii @y nu depinde de M.

Problema 6. Sise determine toate cimpurile centrale in care existii orbite
mdrginite si toate aceste orbite sint inchise.

Raspuns. U = ar? sau U= —k/r.

Rezolvare. Daci toate orbitele mérginite sint inchise, atunci, in parti-
cular, ®gj; = 2mm/n = const. Conform problemei 3, U = ar* (« > — 2)sau U =

= b In r, (x=0). Inambele cazuri @p;,= 7/ Ve + 2. Dacd « < 0, atunci conform
problemei 4, lim @ (E, M)= =n/2. Prin urmare, @, = w/2, «= 2. Dacid o <0,
E-o0
conform problemei 5, lim & (E, M)==/2 + «). Prin urmare, =/(2 + o) =
E-s-0
=7n/J2 + «, deci « = — 1. In cazul « = 0, obtinem @y, = =/ Vf numir inco-
mensurabil cu 2rx. Rezultd cd toate orbitele mérginite pot fi inchise numai in
cimpurile U = — kfr si U = ar® In cimpul U = ar?, a> 0, toate orbitele sint
inchise (sint elipse cu centrul in O vezi exemplul 1, §3). In cimpul U =

= —J/[r, toate orbitele marginite sint inchise si eliptice, ceea ce vom demonstra acum.

E. Problema Iui Kepler. Este vorba de miscarea in cimpul
central de potential U = —Fk/r, in care energia potentiald efectivé
are expresia V(r) = —k/r + M?/2¢* (fig. 34).

Conform formulei generale

_ S (M/[r®)dr .
V2(E—V(r)
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Integrind, obtinem

r
= ar _— .
@ = arccos =
2B+ 3
La aceastd expresie ar fi trebuit addugatd o constantd arbitrard.
Considerdm ci aceastd constantd este nulé, ceea ce este echivalent

v

Fig. 34. Potentialul efectiv
in problema lui Kepler.

cu alegerea pericentrului ca punct de la care incepe masurarea
lui ¢. Introducem urméitoarele notatii :

Mz IHM®
=DP; —— =e
I P; Vl —+ e
Obtinem ¢ == arccos (—g — 1)/0, deci r = ——LP .
r 1+ ecoso

Aceasta este aga-numita ecuafie focald a unei sectiuni conice:
Miscarea este mérginitd pentru E < 0 (fig. 35). In acest caz

Fig. 35. Elipsa kepleriana.

e < 1 si deci sectiunea conicd este o elipsi. Marimea p (respectiv
e) se numeste parametrul elipsei (respectiv exceniricitates elipsei).
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Prima lege a lui Kepler, descoperitd de el experimental prin
observatii asupra migedrii lui Marte, constd in faptul ¢4 planetele
descriu elipse in focarele cérora se afld Soarele.

Dacd se considerd cd planetele se miged intr-un cimp gravita-
tional central, atunci din prima lege a lui Kepler rezultd Iegea
atractiei gravitationale a Iui Newton : U = —Ifr (vezi punctul D
de mai sus).

Parametrul i excentricitatea elipsei sint legate de semiaxele
acesteia prin relatiile

p P 2p ig—_ P
20 = + = deci @ = ————.
T Ti+e 1-e 1— ¢
) 0% — b2
¢ = — ][_‘E_a_b , unde ¢ = ae este distanta de jla centru la
a

focar (vezi fig. 35).

Observatie. O elipsi cu excentricitatea mica este foarte
aseminitoare cu un cerc*). Dacd distanta de la focar la centru
este o mirime mici de ordinul intii, atunci diferenta dintre semi-
axe este de ordinul doi: b = a}/1—e? = a(l—e ?2). De exemplu,
intr-o elipsd cu semiaxa mare de 10 cm i excentricitatea 0,1,
diferenta dintre semiaxe este egald cu 0,5 mm, iar distanta dintre
focar i centru — cu 1 em.

Fig. 36. Orbita apropiata
de una circulara.

Exeentricititile orbitelor planetelor sint foarte miei. Din acest
motiv, Kepler a formulat prima sa lege in modul wrmator : plane-
tele se invirtesc in jurul Soarelui pe cercuri, dar Soarele nu se gdsesie
in centrul cercurilor.

*) Picura{i o piciturd intr-un pahar cu ceai nu departe de centrul paharualui.
Undele care se formeazi se vor stringe in punctul simetric fatd de centru. Cauza este
urmitoarea : conform definitiei focale a elipsei, undele emise intr-un focar al elipsei
se string in celdlalt focar.
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Legea a doua a lui Kepler : viteza areolard este constantd,
este valabild in orice c¢imp central.

Legea a treia a lui Kepler: perioada de rotafie pe o orbitd
clipticd  depinde numai de mdrimea axei mari.

Pdiratele perioadelor de revolufie a doud planete pe doud orbite
eliptice sint tn acelasy raport ca $i cuburile semiaxelor mari ale
elipselor*).

Demonstratie. S& notdm cu T perioada de revolutie si cu S
aria descrisd de raza vectoare in intervalul de timp 7.28=MT,
deoarece viteza sectoriald este M /2. Aria elipsei este insd S = = ab

e :
§i deci T = 2mab . Cum insd o = —(-—/_k)— — 7_“w
n 2| B 2| 1|
k?
e :
(din & = “1“‘]‘)‘”2“ ) s b = | L = V2]1L1[Z‘\ , rezulti
— e ; I »
2 —_—
V218
T—on— k' qaom =L si, in final, T — 2ra®2k-172,
b 9 ,
(PIEDE a

Sd observam ci energia totald F depinde numai de semiaxa
mare « a orbitei i este aceeasi pentru intreaga familie de orbite
eliptice, de la cercul de razd a pind la segmentul de lungime 2a.

Problema. Lalansarea unuisalelil pe o orbild circularila distanta de 300 km
de Pamint, directia vitezei a suferit o abatere de 1°, inspre Piamint, de la valoarea
calculatd. Care este abaterea perigeului ?

Réspuns. Indlfimea perigeului se micsoreazi cu aproximativ 110 km.

Indicat{ie. Abaterea orbitei de la un cerc este o mirime mici de ordinul doi
si deci poate fi neglijati. Raza are valoarea calculatd, deoarece energia inifiald are
valoarea calculatd. Prin urmare, orbita reald se obfine din cea calculati printr-o
rotatie cu 1°.

Problema. Cum variazd indl{imea perigeului daci viteza imprimati sateli-
tului este cu 1 m/sec mai micd decit cea calculatd?

Problemd. Se numeste prima vitezd cosmicd viteza de miscare pe o orbitd
circulard a ciirei razd este apropiatd de raza Pamintului. Si se determine valoarea
primei viteze cosmice v, si sd se arate cd v,= V2 vy (vezi §3, B).

Raspuns. 8,1 km/sec.

*) Prin planete se infeleg aici punctele materiale care se miscd in cimpul central.
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Problem &*). In timpul iesirii din navi in spatiul cosmic, cosmonautul A. Ieo-
nov a aruncat in directia Pamintului capacul aparatului de filmat. Si se studieze
migcarea capacului in raport cu nava cosmicé, considerind viteza de aruncare egald
cu 10 mysec.

Raspuns. Capacul se va misca in raport cu nava aproximativ pe o elipsi cu axa
mare in jur de 32 km si axa micdl in jur de 16 km. Centrul orbitei este asezat pe
orbita navei cu 16 km inaintea punctului de aruncare, iar perioada de rotatie pe elipsi
este egala cu perioada de rotatie a navei.

Indicatie. Sd ludm ca unitate de lungime raza orbitei circulare a navei
cosmice si sd alegem unitatea de timp in asa fel ca perioada de rotatie a navei si fie
egalil cu 2 . Trebuie sa studiem solutiile ecuatiei lui Newton

vecine cu solulia circulard ry = 1, @, = (. Cautim aceste solu}ii sub forma
r=rp+r, =9+ en<l <L

Conform teoremei de diferentiabilitate a solu{iilor in raport cu conditiile initiale,
functiile r;(?) si @,(f) satisfac, modulo mérimi mici de ordinul doi in raport cu abaterea
initiald, un sistem de ecuatii diferentiale liniare (ecuatiile in variatii).

Introducind expresiile pentru r si ¢ in ecuatia lui Newton, obtinem, in urma unor
calcule simple, urmitoarea formi a ecuatiilor in variatii :

Fi=3r+2¢,, & = —2F,.

Rezolvind aceste ecuatii cu condifiile initiale date (r(0) = ¢,(0) = ¢,(0) =0,
71(0) = —1/800) obtinem rispunsul de mai sus.

Termenii de ordinul al doilea neglijati dau un efect de ordinul 1/800 in raport cu
cel obtinut (deci de ordinul zecilor de metrii la o revolutie). Prin urmare, dupi o rotatie,
capacul, descriind o elipsd cu axa mare de treizeci de kilometri intr-o ora si jumaitate,
se intoarce la nava cosmicid din direclia opusda Pamintului si trece la citeva zeci de
metri de nava.

Este evident cé in acest calcul am neglijat faptul cd orbita navei diferi de una
circulari, efectul fortelor diferite de forta de atractie gravitationala etc.

§9. MISCAREA UNUI PUNCT IN SPATIUL
TRIDIMENSIONAL

in acest paragraf se defineste momentul cinetic in raport cu o axi si se demon-
streazi ci la miscarea intr-un cimp cu simetrie axiala el se conserva.

*) Aceastd problema este luatd din captivanta carte a lui A. A. Beletchi, Studii
asupra migcdrii obieclelor cosmice, Nauka, Moscova, 1972.
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Toate rezultatele obtinute pentru misearea in plan se extind
usor la migcarea in spatiu.

A. Cimpul potential. S& considerdm miscarea intr-un cimp
potential K3
T=— ZU , unde U = U(r), re E3.
r

Este adevdratd legea conservdrii energiei :

48 0 (unde B _ L r? + U(r)) .
dt 2

B. Cimpul central. Este adeviratd legea conservirii momentului
cinetic M = [r, 1 ). La miscarea intr-un cimp ceniral, vectorul M
nu st schimbd valoarea :

aM_

— = 0.
d¢

Orice cimp central este potential (aceastd afirmatie se demon-
streazd la fel ca in plan) si

dM . .
—— =[r, ]+ [rr]=0
d t [ ? ] ’ ] ’
. oUu . ..
deoarece T = — P iar vectorul p este coliniar cu vec-
r r

torul r, cimpul fiilnd central.

Corolar. In cazul migcirii intr-un cimp central, fiecare orbitd
din B3 este pland.

Demonstratie. (M, )= ([r, ¥], r) = 0siprin urmarer(s) | M
oricare ar fi t. Cum M = const, fiecare orbitd este continutd in
planul ortogonal lui M*).

Rezultd c¢d studierea misgedrii intr-un cimp central in spatiu
se reduce la problema pland analizatd in paragraful precedent.

*) Cazul M = O este lisat in seama cititorului.
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.P To b lem&  Si se studieze miscarea intr-un cimp central in spatiul euclidian
de dimensiune n.

C. Cimpul eu simetrie axiald.

.Dve fi ni tie. Spunem cd un cimp vectorial in B? are simeirie
axiald daci el este invariant in raport cu grupul rotatiilor spatiului,
care lasd pe loc fiecare punct al unei anumite axe. ’

P' rob ]-e m d. Demonstrai ci dacd un cimp are simetrie axiali si este potential
atunci energia sa polentiald are, in coordonatele cilindrice r, ¢, z expresia U = U(r z)i

In particular, din aceastd expresie rezultd ci vectorii cimpului se afli in pl’ane
care tree prin axa z.

Un exemplu de ajstfel de cimp este cimpul gravitational creat

de un corp de rotatie. i

e 2 0 axd ori < , . - . .

s it i;) # 0 axa orientatd de versorul e, in spatiul euclidian orientat

43, un vector al spatiului liniar euclidian R3, O un punct de
pe axa z 81 T = — Oe R? raza vectoare a punctului xe E3
relativ la O (fig. 37).

) Definitie. Se numeste momentul M, al vectorului I, aplical
in punctul r, tn rfnpo7't o axa z, proiectia pe aceasti axd a momen-
tului vectorului ¥ in raport cu un punect arbitrar al axei 2 :

ﬂ[z = (eza [I‘, F])

Nun}é,rul VM . nu.depinde de alegerea punctului O pe axa 2. Intr-a-
devar, 5 consideram un alt punet 0" pe axd. Atunci, datoritd
proprietafii produsului mixt, avem: M, = (e, [r’, F]) =
= ([e,, v'], F) = ([e, r], F)= (e, [r,F])= M.

Observatie. M, depinde de alegerea sensului axei = : daci
schimbam pe e, in —e,, M, isi schimbi semnul.

I'ig. 37. Momentul vectorului
F in raport cu axa z.

.Tevmlem_a. In cazul miscdric intr-un cimp potenfial cu simeirie
axiald in Jurul axei z, momentul cantitdfii de miscare (momentul
cinetic) relativ la axa z se conservd.
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Demonstratie. M, = (e, [r, T]), Mzr: (e,, [¥, r]) +
i prin urmare vec-

4 (e, [r,T]) = 0, deoarece ¥ = F = — p
r

torii * si ¥ sint continuti intr-un plan care trece prin axa 2,
deci [r, 7] le,.

Observatie. Demonstratia rimine valabild pentru orice cimp
de forte pentru care vectorul fortd F(r) este mereu continut in
planul generat de r si e,.

§10. MISCAREA UNUI SISTEM DE » PUNCTE

n acest paragraf se demonstreazi legile conservarii energiei, impulsului si momen-
tului cinetic pentru sistemele de puncte materiale din E®.

A. Forte interioare si exterioare. Se numesc ecuatiile lui
Newton ale migeirii unui sistem de » puncte materiale cu masele
m; si razelevectoare r; € I ecuatiile

mit, =F,i=1,...,n.

Veetornl F; se numeste forfa care acfioneazd asupra punctului 1.

Fortele F; se determini experimental. Observatiile araté
¢ deseori, intr-un sistem de doud puncte, aceste forte sint egale
ca mirime, actioneazi pe directia dreptei care uneste cele doud
puncte si sint de sens opus (fig. 38).

Fortele de acest tip se numesc forfe de interactie. (Un exemplu —
fortele de atractie universald).

Dacit toate fortele care actioneazi asupra punctelor sistemului
sint forte de interactie intre puncte, sistemul se numegte tnchis.
o, g

Fig. 38. Forfe de interactie. i

Conform definitiei, intr-un sistem inchis forta care actioneazd
asupra punctului 7 este de forma

n

Fi - Z Fi]"
=1
J#E
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Vectorul F; se numeste forta cu care punctul j actioneazi asupra
punctului <.

Cum fortele F;; si Fy, sint opuse ca sens (F;; = — F;), ele s
pot scrie sub forma F,; = f“c,,, unde e;; este versorul du‘ectlel
de la punctul ¢ la punctul j, iar f;; = f; determind mérimea for-
telor.

Dacé sistemul nu este inchis, atunci fortele care actioneazi
asupra sa se pot reprezenta de%eorl sub forma

i = 'Zl F’l]' —I_ Fz,7
=

i

unde Fy; sint fortele de interactie si Fi(r;) sint asa-numitele forfe
extertoare.

Exemplu (fig. 39). Sdimpértim un sistem inchis dat in douil
parti I i II. Forta F, aplicatd asupra punctului ¢ din sistemul

Fig. 39. Forte interioare
si forte exterioare.

I este determinatd de fortele de interactie din interiorul sistemului I
si de fortele care actioneazd asupra punctului 7 din partea punctelor
sistemului II, deci

Fi = Z Fu + Fg-
j_il
FEX)

Forta Fi(= Y, F,) este exterioard in raport cu sistemul I.
kell

B. Legea conservirii impulsului.
Definitie. Se numeste impulsul (%u cantitatea de miscare a.)
sistemului vectorul
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Teorema. Viteza de variafie a impulsului este egald cu sumao
fortelor exterioare care actioneazd asupra punctelor sistemului.

Demonstratie.

dP Z m T, = Z F, Z F;; + Z Fi= Y Fi

i=1 i=1 i,5=1 i=1 i=1

Intr-adevir, Y, Fi; =0, deoarece, pentru fortele de interactie,
=1

Fiyy=—F

Corolarul 1. Impulsul unui sistem inchis se conservd.

g

Corolarul 2. Daca suma forfelor exterioare care aclioneazd asupre
sistemului este perpendiculard pe o axd x, atunci proieciia P, a
impulsului pe axa v se conservd: P, = const.

Definitie. Se numeste centrul deinerfie al sistemului punctul

n

Yy, mry
i=1

n

Y, M

i=1

Problem &. Demonstrati cid centrul de inertie este corect
definit : el nu depinde de aleﬂerea originei de la care se misoard
razele vectoare.

Impulsul sistemului este egal cu impulsul unui punct material
n
de masa 'y, m; aflat in centrul de inerfie.

im1

Intr-adevir, (2 mi) r = YV, m;, deunde (Z m,) T =
i=1

=1 i=1
n
=Yy, mx.
i=1

Putem formula acum teorema impulsului ca o teoremi privind
miscarea centrului de inertie.

Teoremi. Centrul de inerfie al sistemului se mised ca §i cum
intreaga masd o sistemului ar fi conceniratd in acest centru $i toate
fortele ar fi aplicate in el.
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Demonstratie.
" . . & . dP ”
(Z mi)r:Psl (1@01( ml) P=—*:ZF2~-
=1 i=1 dt i=1

Corolar. Dacd sistemul este inchis, centrul sdw de inerfie se
mised rectiliniu si uniform.

€. Legea conservirii momentului cinetie.

Definitie. Se numeste momentul cinetic al unui punct material
relativ la un punct O, momentul vectorului impuls al punctului
relativ la punctul O :

Se numeste momentul cinetic al sistemului relativ la punctul O
suma momentelor cinetice ale punctelor sistemului :

(x5 mr;].

M =

M=

i

I

1

Teoremi. Viteza de variafie a momentului cinelic al sistemulud
este egald cu suma momentelor forfelor exterioare care acfioneazd
asupra punclelor sistemulut.

Demonstratie.
dM

———= Y, [¥y myt;] + Y [rs, mi,]
dt i=1 =1

Primul termen este nul, iar cel de-al doilea este egal, conform
ecuatiilor lui Newton, cu

% v B = % fro (BP0 - 1) | = 5 1 F

i=1 J# i=1

Intr-adeviir, suma momentelor a doui forte de interactie opuse
este nuld :

Fi; = — ¥, = [r, Fy] + [, F]l = [(x; — 1), Fiy] = 0.

N
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Prin urmare, suma momentelor tuturor fortelor de interactie este
nula :

é [ri, Z F”] =0

=1
n

si deci dM/d¢ = Y [r, Fi], c. c. t. d.

i=1
Corolarul 1 (legea conservirii momentului cinetic).
Daca sistemul este tnchis, M = const.
n

Sd notdm cu N = Y [r;, Fi] suma momentelor forelor exte-

i=1
. e . dM . . .
rioare. Conform teoremei precedente “u = N si deci rezulti
dat
Corolarul 2. Dacd momentul forielor exterioare relativ la o axd &
este nul, atunci componenta M, s¢ conservd.

D. Legea conservirii energiei.

Definitie. Se numeste energia cineticd a wunui punct
material de masi m mdrimea

Definitie. Energia cineticd a unui sistem de punclte materiale
este suma energiilor cinetice ale punctelor :

LTI
T=Y Ml
i1 2

unde m; sint masele punctelor sistemului si ¥; — vitezele lor.

Teoremi. Variatia (cresterea) energiet cinetice a sistemului este
egala cu sumae lucrurilor mecanice ale tuturor fortelor care aclioneazd
asupra punctelor sistemului.

Demonstratie.

arT " R . .
= Z My(Ty, T;) = Z (X My ¥) =
=1 i

= ..Z' Fl .
& Z_ (t4, Fy)

s

-,
I

-
]
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Prin urmare,

12 ty
ar ” ) "
T(tl)_T(to):S ’”&i"‘dtzz S vy, Fy)di = Y 4,
im iz
o '

c.c.t.d.

Spatiul configuratiilor unui sistem de = puncte materiale
in E3 este produsul direct a » spatii euclidiene :
B3 = F3 x ... X E® gi are §i el o structurid de spatiu euclidian.
S& notdm cu r = (ry, ..., r,) raza-vectoare a punctului din spatiul
configuratiilor si cu F = (F,, ..., F,) vectorul forti. Teorema
precedentd se poate pune sub forma :

"(tx) ty
T(t) — T(t,) = S (F, dr) = S (¢, F) di.
7(¢o) to

Cu alte cuvinte,

Cresterea energiei cinetice este egald cu lucrul mecanic al « forfei»
3n-dimensionale ¥ de-a lungul « drumului» x(t) din spagiul configu-
rafitlor.

Definitie. Un sistem se numegte potenfial (sau conservativ)
daca fortele depind numai de pozitiile punctelor sistemului :
F = F(r) §i lucrul mecanic efectuat de F pe orice drum depinde
numai de extremitdtile drumului :

M,
| (F, dr) = a1, 31,).
M,y
Teorema, Pentru ca sistemul sd fie potenfial este nmecesar si
suficient ca sd existe energia potenfiald, dect o funcfie U = U(r)
astfel ineit
oU
or

F=—

Demonstratie. Vezi §4, B.

. o
-

e
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Teoremi. Energia totald E = T + U a unui sistem potential
se conservd in timpul miscarii : B(t,) = E(t,).
Demonstratie. Din teorema precedenti

7(ty)
T(t) — T(ty) = S (F, dr) = U(r(t,)) — U(x(ty)),
7(¢o)
c.c.t.d.

S& presupunem cid am impartit toate fortele care actioneazd
asupra punctelor sistemului in forte de interactie si forte exterioare :

Fi _ Z quj + F;?
FEL
unde FU _ Fij = f’i’]ri]'?

Propozitie. Daca fortele de interactie depind numai de distaniele
relative: fi; = fu(|ri—1;]), atunci ele sint potentiale.

Py =T — Iy

Demonstratie. Dacd sistemul este format din exact doud
puncte i si j, atunci se poate verifica usor c¢i energia potentiald
de interactie este datd de formula

r

Uslr) = — S fi(e) de.

7o

Intr-adeviir, in acest caz

oU(lr; —

o~y

or,

L) = fis f’(_“_a:_&i

r;

= JiiCuy-

Prin urmare, energia potentiald de interactie a tuturor punctelor
este

Ur) =Y Uyllry — 1)), c.c.tud.

i>]

5 — e. 1719



66 STUDIEREA ECUATIILOR DE MISCARE

Dacd fortele exterioare sint gi ele potentiale, deci F; =
= — 0U;[0r;, atunci sistemul este potential si are energia potentiald

totala
Ur) = }:,.Uij -+ }: U:.

i>]
Pentru un astfel de sistem energia cinetici se conserv :

i

+¥ U, + Y UL

=1 i>j 4

Dacid sistemul nu este potential, atunci, in general, energia
totald nu se conservi.

Definitie. Se numeste crestereca energiei nemecanice K’
micgorarea energiei mecanice, E(t,)—E(t;):

E’(tl) - El(to) = H(ty) — E(t]_).

Teoremi (legea conservirii energiei). Energia totald H = E-+E'
se conservd.

Este evident ci aceastidi teoremi este o consecintd imediatid
a definitiei precedente. Importanta ei constd in faptul ed in sis-
temele fizice concrete, pentru mairimea energiei nemecanice B’
existd expresii in functie de celelalte méarimi fizice (temperaturi
ete.).

E. Exemplu. Problema celor doui corpuri. S4 presupunem ci
dou# puncte cu masele m,; §i m, interactioneazd cu potentialul U,
astfel incit ecuatiile de miscare se seriu sub forma

i T U
1*1 (91'1 ’ 2% 2 01'2

, U= U(lr, — ).

Teoremi. In problema celor doud corpuri, r = ¥,—1, variazd la
el ca si la miscarea unui punct de masd m = mymy/(m,-+m,)
in cimpul cu potengialul U(|r]).

S& notam cu r, raza-vectoare a centrului de inertie

oty hmery

T, =
my + Mg
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Conform “teoremei de conservare a impulsului, punctul r, se
miged rectiliniu gi uniform.
Sa considerfim acuma vectorul r = r; — r,. Inmultind prima
din ecuatiile de migcare cu m,, pe cea de-a doua cu m; §i sedzind-o
. . . oU
pe a doua din prima, obtinem mm,r = —(m,+m,) —— , unde
or

U = U(jr,—r,]) = U([r]).
In particular, in cazul fortei de atractie newtoniani punctele

descriu in jurul centrului lor comun de inertie sectiuni conice
cu focarul in centrul de inertie (fig. 40).

Fig. 40. Problema celor
douil corpuri.

Probleméi. Si se deterinine semiaxa mare a elipsei pe care o descrie centrul
Pamintului tn jurul centrului comun de inertie al Pimintului si Lunii. Unde este situat
acest centru de inertie : in interiorul Pamintului sau in exteriorul siu? (Masa Lunii
este de 81 de ori mai micé decit masa Pamintului).

§11. CONSIDERENTE DE ASEMANARE

in anumite cazuri se pot obtine informatii importante fird si se rezolve ecuatiile
de miscare, plecind numai de la forma acestora si utilizind asa-numitele considerente
de asemiénare si dimensiune. Esenta acestor considerente consti intr-o alegere a
variatiei etaloanelor (de timp, lungime, masa etc.) pentru care ecuatiile de miscare isi
péstreazd forma.

A. Exemplu. Si presupunem cé r(¢) satisface ecuatia

dzr oU
m = —
-di? or
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Si punem ¢, = «f, m, = o«*m. Atunci r(;) satisface ecuatia

d?r oU
My~ =
dif Jar

Cu alte cuvinte, dacd micsordm masa punctului de patru. ori, atunci
el poate parcurge acceast orbitd, in acelasi cimp de forie, de doud
ort mai repede*).

B. Problemi. Si presupunem cé se di un cimp central a cirui
energie potentiali este o functie omogend de grad v:

Ulor) = «"U(r), Vo >0.

Si se demonstreze ci dacd curba v este o orbitd a miscdrii unui
punct in spajiul ewclidian in acest cimp curba omotelicd oy este i ea
o orbitd (cu conditii initiale corespunzitoare). Si se determine
raportul dintre perioadele de rotatie pe aceste orbite. Si se deducii
de aici izocronismul oscilatiilor pendulului (v = 2) si legea a treia
a lui Kepler (v = — 1).

Problemi. Stiind ci raza (respectiv masa) unei planete este de o ori mai
micd (respectiv de 3 ori mai micd) decit raza (respectiv masa) Pamintului, si sc
determine de cite ori sint maj mici pe planetd acceleratia gravitationald, respectiv
prima si a doua vitezi cosmici decit cele de pe Pamint.

Raspuns. vy = B2 8 = V/B/o.

Spre exemplu, pentru Lund o & 3,7, 3 & 81. Prin urmare, acceleratia fortei gravita-
{ionale este aproximativ 1/6 din cea de pe Pamint (y & 6), iar vitezele cosmice, aproxi-
mativ 1/5 din cele corespunziitoare Pamintului (8§ & 4,7).

Problem d**). Animalele din pustiu trebuie si infrunte distantele mari dintre
izvoarele de apd. Cum depinde intervalul de timp maximal pe care un animal poate
sd-1 alerge de dimensiunile L ale animalului? _

Raspuns. Direct proportional cu L.

Rezolvare. Rezerva de api este direct proportionald cu volumul corpului,
deci cu L 3 ; pierderea de apa prin transpiratie este proportionala cu suprafaja, deci
cu L 2 Prin urmare, durata maximala de alergare de la un izvor la altul este direct
proportionald cu L.

S observam cd distan{a maximald pe care o poate parcurge animalul creste si ea
proportional cu L (vezi problema urmitoare).

Problema**). Cam depinde viteza cu care aleargd un animal pe un teren
neaccidentat sau intr-o zoni muntoasi de dimensiunile L ale animalului?

Raspuns. Pe teren neaccidentat ~ L% la munte ~ L1,

*) Aici se presupune cii U nu depinde de m. In cimpul gravitational energia
potentiald U este proportionald cu m si prin urmare perioada nu depinde de masa m a
punctului in miscare.

#k) J, Smith, Idei matematice in biologie, Cambridge, 1968.
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Rezolvare. Puterea dezveltati de animal este proportionald cu L? (randa-
mentul muschilor este constant-aproximativ 25% ; restul de 75% din energia chimicd se
transformit in cildurd ; disiparea de cidldurd este proportionald cu suprafata corpului,
deci cu L?; prin urmare, puterea utild este proportionalid cu L2).

Forta de rezistentd a aerului este direct proportionald cu pitratul vitezei si aria
secliunii transversale ; puterea necesard pentru a invinge aceastd rezisten{i este deci
proportionali cu v2L2y. Prin urmare, v3L2 ~ L2 si deciv ~ L9, Intr-adevir, vitezele
de alergare pe un teren neaccidentat ale animalelor care nu sint mai mici ca un iepure
si mai mari ca un cal nu depind practic de dimensiunile animalului.

' Pentru a alerga pe munte, este necesard o putere mgn ~ L3p. Deoarece puterea
dezvoltatii este ~ L2, obtinem v ~ L7L intr-adevir, un ciine urci cu usurinld o
culme, in timp ce un cal incetineste pasul.

Problemi*). Cum depinde de dimensiunile animalului indltimea sérituril
sale?

Raspuns. ~ L9,

Rezolvare. Iinergia necesardi pentru o siriturd de iniill{ime h este proportio-
nali cu L3, iar Juerul mecanic efectuat de for{a I a muschilor este proportionald cu I'L.
Forta F este proportionalid cu L? (deoarece rezistenta oaselor este proportionald cu
suprafata seetiunii lor). Prin urmare, L3h ~ L2L si deci inillfimea siriturii nu de-
pinde de dimensiunile animalului. Intr-adevir, cangurul si soarecele siritor sar aproxi-
mativ la aceeasi inalfime.

*) J. Smith, op. cit.
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Mecanica lagrangeansd descrie migearea unui sistem mecanic
cu ajutorul spatiului configuratiilor. Spatiul configuratiilor unui
sistem mecanic are o structurd de varietate diferentiabild. Pe o
varietate diferentiabild actioneazii grupul difeomorfismelor.
Notiunile gi teoremele fundamentale ale mecaniecii lagrangeene
(chiar dacd ele sint formulate in termenide coordonate locale) sint
invariante in raport cu acest grup*).

Un sistem mecanic lagrangean este definit de o varietate
(y,spatiul configuratiilor’) si o funetie pe fibrarea tangentd a acestei
varietdfi (,,functia lui Lagrange” sau ,,lagrangeanul” sistemului).

Orice grup cu un parametru de difeomorfisme ale spatiului
configuratiilor, care lasd invariantd functia Iui Lagrange, definegte
o lege de congervare (deci o integrald prims a ecuatiilor de migeare).

Sistemul newtonian potential este un caz particular de sistem
lagrangean (in acest caz spatiul configuratiilor este euclidian, iar
functia lui Lagrange este diferenta dintre euergia cineticd si
energia potentialdl).

Punctul de vedere lagrangean permite studierea completid a
unei serii de probleme importante ale mecanicii; teoria oscilatiilor
mici gi dinamica solidului rigid constituie doar doud exemple.

*) Si chiar in raport cu un grup mai larg de transformiri care inglobeazd si
transformari ale timpului.

S

CAPITOLUL 3
PRINCIPIUL VARIATIONAL

In acest capitol se arati cil migedrile unui sistem newtonian
potential sint extremale ale unui prineipiu variational, aga-numitul
»principiu al minimei actiuni al lui Hamilton”.

Din aceastd observatie rezultd multe corolare importante, de
exemplu o metodd rapidda de a serie ecuatiile de miscare intr-un
sistem de coordonate curbilinii, precum gi o serie de concluzii cu
caracter calitativ, cum ar fi, de exemplu, teorema de reintoarcere
in vecinitatea punctului initial.

In acest capitol se utilizeaz# spatiul numeric n-dimensional.
Un vector x al acestui spatiu este un ansamblu de numere

< < . Of o
(1, -« @,). In concordantsi cu aceastd notatie, a Inseamna
X
of of .
(»- Ty ~-~) SL(a, ) = a0y + ... + a,b,, a% =(a, a).
Dy dw,

§12. CALCULUL VARIATIONAL

fn cele ce urmeazi ne vor fi necesare citeva rezultate din calculul variational.
O tratare mai amanuntitd se géseste, spre exemplu, in manualele lui M. A. Lavrentiev
si I.. A. Liusternik, Cursde caleul variafional, M. L., 1938, sau G. E. Silov, Analiza
malematicd (Curs special), Fizmatghiz, 1961.

Calculul variational se ocupd de determinarea extremelor unor .
functii al cdror domeniu de definitie este un spatiu de dimensiune

infinitd : spatiul curbelor. Funectiile de acest tip poart% numele de
Junciionale.
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Un exemplu de functionald este lungimea curbeler din planul
euclidian :

y={z:w=al); l < <h;

2
O(y) = Sl/m?dt.

2o

In general, se numesgte functionali orice aplicatie a spatinlui
curbelor in dreapta rea;l:“a,; o
S% considerim o curbd y' ,,apropiatd’ de vy : , o
" — {4t w:o = o)+ k). O vom mota cu y =y Tk
Sa consijierém si cresterea functionalei @, Oy + h) — D (y)
(fig. 41).

to tt ' Fig. 41. Variafie a unei curbe.

A. Variatia. . o

Definitie. Spunem ci functionala <I> este B(111(f1ere.n%aﬂzi.xlaf )
dacd ®(y-+h) — ®(y) = F + R, unde functionala epinde Inlf
de I (deci, pentru vy fixatd, F(ky + hs) = F(hy) + F(hy), F(ch) =
= ¢F(h)) iar R(h,y) =O0(k?) in sensul cd din |[h]| < e ®1

d_h\ < ¢ rezultdh |R| < O e2. Partea liniard F(h) a cresteril se
at|
numeste diferenfiale lui ©. o ‘
Se poate arita ci dacd functionala ® este diferentiabili, atunci
diferentiala sa este univoc definitd. Diferentiala unei functionale
mai este denumitd si variatia ei, iar h se numeste variatie a curbei y.

#) Ar fi trebuit si indicim pe ce clasd de curbe este definitd funcLiopala O sice
spatiu liniar parcurge k. Putem considera, de exemplu, ci in ambele cazuri este vor ba
de functii indefinit diferentiabile.

™
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Exemplu. Fie y={t,s: o = a(), t, <t <1} o curbi
in planul ¢, z ; notim % =—£. Fie L = L(a,b, c¢) o functie dife-

rentiabild de trei variabile. Formi#m functionala
8
D(y) = SL(m(t), (1), ).
ts

%))(? exemplu, in cazul particular L = 1 4 b2 ge obtine lungimea
curbei.

h

Teoremid. Funcfionala ®(y) = S L(x, @, t) dt este diferentiabild,

- - - . ’.
tar diferenjiala ei este datd de formula

2%

- [ e ()

1 e

Demonstratie.
31

D(y+h) — O(y) =S[L(w + by @+ by ) — L(w, &, 1) ] dt =

1y
ty
oL oL .
e — 7 — e
S[ o 69_07»] dt 4 O(h?) = F(h) + R, unde

t

f
oL oL -

F(h) = S[——h i |at, B = oz

( bt % ) O(h%).

ty
Integrind prin pérti, obtinem
1 t

oL . d (oL L\
L dt = —Sh— Ty Yl
S oz dt ( ow ) + 0%

f IR
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B. Extremale.
Definitie. Se numegte extremalda functionalei diferen-
tiabile ® = ®(y) o curbd y pentru care F(h, yv) = 0 pentru orice h.
(La fel ca in cazul in care y este un punct stationar al unei
functii dacd in acest punct diferentiala ei este egald cu zero).
Teorem. Pentru ca o curbd v : x = x(l) sd fie extremald &
ty

Sfunctionaler ®(v) :S L(z, &, 1) dt in spafiul curbelor care irec

13
prin punctele x(i,) :owo, a(t)) = @y, este mecesar si suficient ca
de-a lungul curber x(t) sd aibd loc relafio

_d_(?_{?. _on
di 03’0) 0x '

Lemit. Dacd functia diferengiabila f(1), t, <t < by, sabisface
5%

S f)h(t) At = 0 pentru orice functie continud®) h(t) peniru care

tl)
h(t,) = W(t,) = 0, atunct f(t) = 0,

Demonstratia lemei. Fie #* &, <#* <t, astfel
incit f(t*) > 0. f fiind continud, existd o vecindtate A:f, <
< t*—d < F< t*Fd<<t;, a lui ¢ astfel incit f(f) >c>0VieA.
Fie % o functie continuid cu h(f) =0,t & A, h(t) >0,Vie A
sih(t) =1, Vi cut*—d/2 <t <t*4d/2.

h

In aceste conditii este evident cig f(t) h(t) At > de >0 (fig. 42).

l.
h -
d t* t+d
1 1 1 -
¢ A t
0 5 1

Fig. 42. Constructia functiei h.

*) Sau cel putin pentru orice functie diferentiabila h.

[
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Am  ajuns la o contradictie gi deci rezultd ci f(i*) = 0, V t*,
Ty < t* < 1.

Demonstratia teoremei. Conform teoremei pre-
cedente

2

o325 o ()

11

¢
to o

Termenul fird integrald este nul, deoarece k(ty) = h(t,) = 0.

Dacd v este o extremald, (k) = 0 pentru orice h cu h(t,) =

= N(t;) = 0. tPrln urmare, pentru orice functie A(f) cu aceasti
1

proprietate, S J(#) h(t) dt = 0, unde f(i) = g—(ﬁé _ L .Conform
: di\ oz dw

0.

lemei f(1) = Reciproc, dacd f(2) = 0, este evident cii F(k) =

= 0, c.c.t.d.

Exemplu. Si verilicim ci extremalele lungimii sint drepte.
Avem :

[ 1225 L, %
I = V 1+ 22, — =0, i = _f«;—
dx 0z Y1+ a2

si deci ecuatia extremalelor este

d ( z ) 0
dat\ Y1+ z2)
avind solutiile
x .
Vitg: O &= z=alto

C. Ecuatia Euler-Lagrange.

Definitie. Ecuatia

0

d (aL)_g{__
0o o

EZ oz
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se numeste ecuatia Huler — Lagrange pentru functionale

h
O = S Ix, &,1) dt.

to

Fie acum x vector al spafiului numeric n-dimensional R”,
v ={t,x:x =Xx(t), {, <t < t;} o curbdt in spatiul (n-+1) dimen-
sional R x R* i L: R®XR*X R — R o functie diferentiabild
de 2n 41 variabile.
Teorema urmitoare se demonstreazs la fel ca cea precedenti.
Teoremi. Pentru ca curbe ~v sd fie extremald o functionalei
t

Oy) = SL(X, X, t) dt, definitd pe spapiul curbelor X(t) care unesc

te
doud puncte date (ty, X,) st (i, X;) esle necesar gi suficient ca de-a
lungul ei s@ fie satisfacute ecuatiile Euler — Lagrange
4 (i) o _
de \ 0x ox '

Acesta este un sistem de n ecuatii de ordinul doi §i solutiile
depind de 2n constante arbitrare. Pentru definirea acestora
se utilizeazi cele 2n conditii x(t,) = X,, X(f;) = X,.

Problemd. Sa se dea exemple in care existd mai multe extremale care unesc
doud puncte date si exemple in care nu existi extremale.

D. Observatie importantid. Proprietatea unei curbe v de a fi
extremald a unei functionale nu depinde de alegerea sistemului de
coordonate.

De exemplu, una si aceeasi functionald — lungimea curbei — este dati im
coordonatele carteziene si coordonatele polare de formule diferite :

1 f
Dea-y = Sl/ &+ i3 at, Opo = SV—i-Z T Aot ar
to ty

Extremalele sint insd aceleasi — dreptele din plan. Ecuatiile dreptelor in coordonatele
earteziene diferd de cele in ceordonatele polare, fiind date de functii diferite: x, =

NS
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=1x,(t), xy=1x,(l), respectiv r = r(t), ¢ = ¢(f). Si unele si celelalte satisfac insi ecuatia
Euler — Lagrange

d oLy oL
J-G-o

at\os) o

. RN . .2 2.
cu diferenta cd in primul caz xeart = (%, xs); Leart = V“«'l + xg, iar in cel de-al
doilea, zpol = (r, ¢); Lpol = Vit + r3 o2,

Prin urmare, putem scrie usor in orice coordonate ecuatia diferentiald a familiei
tuturor dreptelor.

‘Problema. Scrieti ecuafia diferentiald a familiei tuturor dreptelor din plan
in coordonatele polare.

§13. ECUATTILE LUI LAGRANGE

In acest paragraf indicim principiul variational ale carui extremale sint solutiile
ecuatiiilor newtoniene de miscare intr-un cimp potential.

S4 compardm ecuatiile dinamieii datorate lui Newton

d oU

dt (mefe) =+ or, @)
cu ecuatiile Euler — Lagrange

d (0L oL

e @

dt \ ox ox

A. Principiul minimei aetiuni al lui Hamilton.

Teoremda. Miscdrile sistemului mecanic (1) coineid cu extremalele
Y

Junciionaler O(y) = S Lat,unde L =T — U este diferenfa dinire
12
energia cineticd §i e;zergia potentiald.

Demonstratie. Deoarece U = U(r) s5i T = X myi?/2,

oL oT . 0L oU
VeI —— = —— = Ml —— = — ——
or, oF; (3‘1’i Ori
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Corolar. Fie (qqy ..., ¢s,) un sistem arbitrar de coordonate in
spatiul configurapiilor unui sistem de n puncte materiale. Atunci g
variazd cu timpul conform ecuatiilor Euler — Lagrange

—i(m)HmzszMGL:T—Ul

dt \ 04 oq
Demonstratie. Conform teoremei precedente, miscarea

este o extremald a functionalei SL d¢. Prin urmare, in orice sis-

tem de coordonate este satisticutd ecuatia Euler — Lagrange,
serisd in acest sistem de coordonate.

Definitie. In mecanici se utilizeazi urmitoarele denu-
miri: I(q, ¢, 1) = T — U functia lui Lagrange sau lagrangeanul
sistemului; q; — coordonalele generalizate; ¢, — vilezele generali-

. . . oL
zate; OL[0 ¢ = p, — impulsurile generalizate ; Ba. = fortele gene-

4
5%
. oL oL ..
ralizate ; SL(q, q, t) dt — acfiunea ; 4 ———{— _ oL = 0 — ecuatiile
dt 0, dq;

to
lui Lagrange.
Ultima teoremf se numegte ,,principiul minimei actiuni in
forma lui Hamilton* deoarece, in anumite cazuri de miscéri, q(t)

este nu numai o extremald, ci realizeazd si valoarea minimi a
2%

functionalei actiune SL di.

te

B. Excmplele cele mai simple.

Exemplul 1. Pentru un punct material care se miscd liber in E3 obtinem

mr?
L= T = H
2

in coordonatele carteziene ¢; = ry,

m .
L:34ﬁ+ﬁ+@.
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Aici vitezele generalizate sint componentele vectorului vitezd, impulsurile gene-
ralizate p; = m;§; — componentele vectorului impuls ; ecuatiile lui Lagrange coincid

i dp
cu ecuatiile lui Newton 217 = 0. Extremalele sint drepte. Din principiul lui Hamilton

rezultd cd dreptele nu sint numai curbele cele mai scurte | adics extremalele functio-

ty ‘ I3
nalei lungime 91 -+ g2 -F g3 AL |, ci si extremalele actiunii \ (g7 + g2 + g3) dt.

to t

Problemi Demonstrali ci o astlel de extremali este un minim.

Exemplul 2. Si considerim miscarea unui punct intr-un
ctmp central in plan, in coordonatele polare ¢, = r, ¢s = ¢. Din
relatia ¥ =7e, 4 r oe, obtinem expresia energiei  cinetice

mr2 m
o — e — (2 2 52 3 ; . N -
T = s T (72 + 1 %) si lagrangeanul I(q, ¢) = 7(q, q) —
— Ulq), U = Ulqy).

. . . oL
Impulsurile generalizate sint p =-——, deci p; = mi, p, =

A T
) ¢
= mre.
- . . . oL .
Prima ecuatie a lui Lagrange p, = —— capatd forma
¢,
.. Y oU
mr = mr? ¢ — ——,
or

obtinutd deja la §8.
IV oL . .
Deoarece ¢, = ¢ nu intrd in I, avem — = 0 si deei a

- - - 2 . i)
doua ecuatie Lagrange se scrie P2 = 0, p, = const. Ea reprezintj
legea conservirii momentului cinetic.

In cazul general al unui cimp care nu este central, U= U(r, )
am fi obtinut

. oU

P =

de

6 — e 1719
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Aceastd ecuatie se poate rescrie sub forma % (M, e,) = N,

. U . , L
unde N = ([r,F], ¢,), F = — e (Viteza de variatie a momen-
r

tulut cinetic relativ la axa z ortogonald la planul miscdrii esie
eqald cu momentul fortei ¥ in raport cu axa 2).

Intr-adevir, avem dU = oU dr + 20 do = — (F, dr) =
or oo
. . ou
= —(F, e)dr —r (F, e,) do si deci — e r(F, e,) =
P

= r([e F]a e;) = ([, F]’ e;).

Exemplul analizat sugereazii urmitoarea generalizare a legii
conservirii momentului cinetie.

Definitie. O coordonatd g, se numeste ciclicd dacd ea nu

T . . oL
apare explicit in functia lui Lagrange : o = 0.
qi
Teoremi. Impuisul generalizat corespunzdtor wnei coordonate
ciclice se conservd : p; = const.

Demonstratie. Conform ecuatiei lui Lagrange

=—=20, c.c.t.d.

. _ 9L
dt dq;

§14. TRANSFORMAREA LEGENDRE

Transformarea Legendre este un procedeu matematic ajutiitor care censti in
trecerea de la functiile definite pe un spatiu liniar la funclii definite pe spatiul dual.
Transformarea Legendre este inruditd cu dualitatea proiectivd si coordenatele tan-
gentiale din geometria proiectivd sau ccenstruc{ia dualului unui spatiu Banach din
analizd. Ea se intilneste frecvent in fizicd (un exemplu il constituie definirea mérimilor
termodinamice).

A. Definitie. Fie y = f(#) o functie convexd : f''(x) > 0.

Se numeste transformata Legendre a functiei f o nous functie ¢
de o noud variabild p, care se construieste in modul urmadator
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(fig. 43). S& trasdm in planul @, y graficul functiei f. Fie p un numair
real dat. S& considerdm dreapta y = p ». Si considerim punctul
x = a(p) In care curba se afld la distantd maximi pe verticald
de aceastd dreaptd : functia px — flz) = F(p, ) are in punctul
z(p) un maxim pentra p fixat. Atunci, prin definitie, g(p) =
= F(p, 2(p)).

-
xip) X
¢ Fig. 43. Transformarea Legendre.

Punctul z(p) se determind din conditia de extrem : —ZE = 0,
x

deci f'(x) = p. Functia f fiind convexd, punctul z(p) este unic*).

Problemi. Sisearate ci domeniul de definitie al lui g poate {i un punct, un
segment sau o raza, chiar dacd functia f este definitid pe intreaga dreapti reald. De-
monstrati ca daca functia f este definitd pe un segment, atunci functia g este definita
pe intreaga axid p.

B. Exemple.

Exemplul 1. Fie f(x) == % Atunci F(p, z) = px — 22, a(p) = J;—: g(p) =

mux? p?
Exemplul 2. Fie f(x) = 5 Atuncei g(p) = —

% B 1 1
Exemplul 3. Fie f(z)=-—. Atunci g(p) = -—, unde — -+ — =
a B o B
=1(e>1, B >1).
Exemplul 4. Fie f(x) o linie frintd convexd. Atunci si g(p) este o linie frinta
convexd ; virfurilor lui f(x) ii corespund segmente ale lui g(p), iar segmentelor lui f(z) —

*) Daca exista.
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virfuri ale lui g(p). Spre exemplu, unghiul reprezentat in fig. 44 se transforma intr-un
segment prin transformarea l.egendre.

3

3

Py
' Po / P
X /2 Py
1

Fig. 44. Transformarea Legendre lransformi
un unghi infr-un segment.

C. Involutivitatea. Vom considera cd functia f este diferentia-
bild de numérul necesar de ori, iar f'’(x) > 0. Se verificd ugor
cd transformarea Legendre duce funectiile convexe in functii con-
vexe. Din acest motiv, ea poate fi aplicatd de doud ori.

Teoremi. Transformarea Legendre este tnvolutivd, deci pdatratul
ei este aplicatia identicd: dacd f trece in g prin transformarca
Legendre, atunct transformate Legendre a lut g este din nou f.

Demonstratie. Pentru a efectua transformarea Legen-
dre a functiei ¢ de variabild p trebuie, conform definitiei, s& consi-
derdm o noud variabild independenta (38 o notdm cu @), si formam
functia

G(z, p) = xp — 9(p),
§& gdsim punctul p(z) in care G are maxim :

G

- =0, deci g'(p) = 2.
op

Atunci transformata Legendre a lui g(p) va fi functia de o egald
cu G(z, p(@)).

S# ardtim ci G(x, p(x)) = f(x). In acest scop, si observim c#
G(x, p) = xp — g(p) are o interpretare geometricd simplad : este
ordonata tangentei la graficul functiei f(x), care are panta p,
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corespunzitoare abscisei o (fig. 45). Intr-adevir, pentru p fixat,
funetia G(x, p) este liniary in # i 0G/0x = p; de asemenea, pentru
@ = x(p), avem G(x, p) = xp — g(p) = f(x), conform definitiei
lui g(p).

Iig. 45. Caracterul involutiv
al transformdérii legendre.

5§ fixdm acum pe & = x, i 84 facem pe p si varieze. Atunci
valorile lui G(z, p) vor fi ordonatele punctelor de intersectie ale
dreptei x = x, cu tangentele la graficul lui f(x) care au o inclinare
egald cu p. Din convexitatea graficului rezultd ci toate aceste
tangente se afli sub curbd gi prin urmare, maximul lui G(x, p)
pentru x(p,) fixat esbe egal cu f(x) (5ise atinge pentru p, = p(x,) =
= () ), c.c.t.d.

Corolar*). Fie datd familia de drepte y = px — g(p). Atunci
infdsurdtoarea ei are ecuatia y = f(w), unde [ este transformata
Legendre a functiet g.

D. Inegalitatea lui Young.

Definitie. Doudfunctiifsigcaresint fiecare transformata
Legendre a celeilalte se numesc duale in sensul ui Young.

Conform definitiei transformirii Legendre, F(z, p) = px —
— f(z) < g(p) pentru orice z sip. De aici rezultd inegalitatea lui
Young

p - < f@)+ 9(p)-
Exemplul 1. Daci f(x) = x 2/2, atunci g(p) = p %/2 si oblinem inegalitatea
cunescuti :

x2

p?
—_— =
2 2

P <

pentru orice x §i p.

*) Recunoastem aici teoria ,,ecuatiei lui Clairault’’.
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L o B 1 1
Exemplul 2. Dacd f(x) = —, atunci g(p) = -~b—~,—— + — =1 si obti-
o o
nem inegalitatea lui Young. b
a® PP
pra< — 4 —
Ot p
. 1 1
pentru orice x >0, p >0, « >1,8 > 1, — 4+ — = 1.
] B

E. Cazul mai multor variabile. Fie acum f(z) o funetie convexii
. I RY] - ~ 2
de variabild vectoriald X = (@, ..., #,) (forma pzitra.tieé(%—f—)dx,
x2

dx este pozitiv definitd). Atunci se numegte transformata
Legendre a lui f functia g(p) de variabila vectoriald p = (p,, . . .,p.)
definitd de o egalitate analoagd cu cea din definitia unidimensio-
nald :  g(p) = F(p, x(p)) = max F(p, x),  £(p, X) = (p, X) — f(x),
_
ox
Toate rationamentele precedente si in particular inegalitatea
lui Young se extind fird modificiri la acest caz.

Problema. Fief:R" —> R o functie convexd pe spatiul liniar R?. Si no
tam cu R™* spatiul liniar dual. Sa se arate ci formulele precedente definesc o functie
bine determinati g:R"* —> R (in ipoteza ci dfix parcurge intreg spatiul R»*
atunci cind x parcurge pe R”).

P

Problemd. Fie f o forma pitraticd : f(x) = Zf;x;x;. S4 se arate cii trans-
formata Legendre a lui f este o noud formd patraticii g(p) = Xg;;p;p; si valorile celor
doud forme in punctele corespunzitoare coincid (fig. 46) :

J&xP) = 9(@), 9(p(x) = f(x).

glp]

fix) x Fig. 46. Transformata Legendre
a unei forme péatratice.
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§15. ECUATIILE LUI HAMILTON

Prin transformarea Legendre, sistemul lagrangean de n ecuatii diferentiale de
ordinul doi trece intr-un sistem remarcabil simetric de 2n ecuatii de ordinul intii —
sistemul ecuaiiilor lui Hamilton (sau al ecuajiilor canonice).

A. Echivalenta ecuatillor Lagrange si Hamilton. Si consideriam
sistemul de ecuatii Lagrange p = dL[dq, unde p = 0L/0q,
definit de functia Lagrange L : R* X R* X R — R pe care o pre-
supunem convexi*) in raport cu al doilea argument {.

Teoremi. Sistemul de ecuajit ale lut Lagrange este echivalent
cu un sistem de 2n ecuatii de ordinul intii — ecuatitle lui Hamilion :

. o .
p=——

Oq'
)
op

unde H(p, q,1) =p q — L(q, q,?) esie transformata Legendre a

functiei lui Lagrange consideratd ca funciie de q.
Demonstratie. Conform definitiei, transformata Le-

gendre a lui L(q, {, ) in raport cu variabila ¢ este functia H(p) =

= q { — L(q) in care ¢ se exprimd prin p din formula p = %.L— si

q
care depinde in plus de parametrii ¢, t. Aceastd functie H se
numeste functia lui Hamilton sau hamiltonianul sistemului.

Diferentiala totald a hamiltonianului

0H o0H 0H
dH = —dp 4 —d — d?
- Op P dq a4+ ot
e . 0L
este egald cu diferentiala totald a lui pg — L pentru p = —(—9—
q
dH = qdp ——gdp -—a£dt.
0q ot

*) In aplicatii, aceastd functie convexa este de obicei o formi pitraticd pozitiv
definita.
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Cele doud expresii ale lui H trebuie si coincid¥. Prin urmare

g 0H OH 0L GH 0L
Op ap dqg . ot
. . . . oL .
Tinind seama de ecuatiile lui Lagrange, p = 0 obtinem ecua-

fiile lui Hamilton.

Prin urmare, daci q(?) satisface ecuatiile lui Lagrange, atunci
(p(t), g(t)) satistace ecuatiile lui Hamilton. Reciproea se demon-
streaza similar. Rezultd echivalenta sistemelor Lagrange si
Hamilton, c.c.t.d.

Observatie. Teorema demonstratd se referd la toate

problemele variationale, nu numai la ecuatiile lagrangeene ale
mecanicii.

B. Funepia lui Hamilton si energia.

Exemplu. 84 pre supunem  totusi ci studiem  ecuatiile
mecanicii si ¢ lagrangeanul se serie sub forma obisnuitd L= T'—U,
unde energia un_et A4 1" este o formi pitratics in ra,port cuq:

1 ..
T = 5‘ Z“ijfli‘b‘: ay = a;(q, 1); U = U(q).

Teoremii. In ipotezele de mai sus, functia lur Hmmlt(m H
este energia totald H = T4 U.

Demonstratia se ba,zea,za, pe o lemi privind transformata
Legendre a unei forme pitratice.

Lema. Valorile wnei forme pdtratice f(x) si cele ale tmnsformatm
sale Legendre g(p) in punctele corespunzdtoare coincid : f(x) = g(p).

Exemplu. Pentru forma f(x) = x* obtinem o proprietate cunoscutd a lan-
2

_ mx . p*
gentei la parabold. Pentru forma f(x) = N avem p == mx si g(p) = o
p 2m
my? i
=5 = f(x).

Demonstratia lemei. Conform teoremei lui Fuler
privind funetiile omogene
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Prin urmare, g(p(x)) = (p, X) — f(x) = ( o, x) () = 2(x) —

ox
— fx) = f(x), c.e.t.d. _ .
Demonstratia teoremei. Rationind la fel ca in
lemi, obtinem H =pq — L =27 — (' — U) = T+ U, c.c.t.d,
Exemplu. Pentru miscarea unidimensionald

v

dq

2
In acest caz T =¢ %2, U -—=U(q,p =¢, H = % 4 U(q) si

ecuatiile lui Hamilton devin
p =,

. om
Q==

Acest exemplu, permite reaminiirea rapidd a aceler ecualiv care trebuie
sd aibd semnul minus dinire cele doud ecuatit ale lui Hamilton.

Din teorema de echivalenti a ecuatiilor de migcare cu ecuatiile
hamiltoniene rezulti o serie de conecluzii importante. Spre exemplu,
legea, conservirii energiei capiti o formé simpla.

Corolarul 1. Este adevirati egalitates AH /At = OH[0t. In parti-
cular, pentru sistemele pentru care hamiltonianul nu depinde explicty
de timp (OH|Ot = 0) are loc legea conservirii hamillonianului :
H(p(t), q(t)) = const. o

Demonstratie. Si considerim modul in care variazi O
de-a lungul unei traiectorii: H = H(p(t), 4(1), t). Avem, conform

.. . . dH 0H ot oH oH 0H
ccuatiilor lui Hamilton, — = ( — —w) + 4+ —
dt Jp oq dq op ot

0.
= _E’ c.c.t.d.
ot

C. Coordonate cielice. Cind am congiderat cazul unui cimp
central, am ardtat ci prin introducerea coordonatelor polare
problema se reduce la una unidimensionald. Se dovedegte cd orice
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simetrie a unei probleme, care permite o astfel de algge{e a sistemu-
lui de coordonate q incit hamiltonianul s3 nu depindad de o parte
din coordonatele q, conduce la determinarea unor 1n12egrale_ prime gi
la reducerea problemei la o problemf cu un numir mai mic de
coordonate (dimensiuni). L _
Detinitie. Daci coordonata ¢, nu apare explicit in hamil-

. . 0H _ .
tonianul H(py, Poy «+ ) Pu st Qzs - - +» Guy 1) §1 deci F 0, atunci

1

aceastd coordonats se numeste ciclied (termenul provviAne din c:}zul
particular in care ¢; = ¢ este coordonata pqghlul@ra‘ intr-un cimp
central). Evident, coordonata ¢, este ciclicd dacd si numai daca
ea nu apare explicit in funetia lui Lagrange (aL/aq} = 0). Din
caracterul hamiltonian al ecuatiilor de miscare rezultd

Corolarul 2. Fie ¢, o coordonatd ciclicd. Atunci impulsul
generalizat p, este o integrald primd. Celelalte 2n—2 coordonate
variazd la fel ca intr-un sistem cu n—1 coordonate independente
G2y - - -5 n 8T €U hamiltonianul

II(p27 MRS p'l? qZ’ MR _(IVIJ t? C)

dependent de parametrul ¢ =p;. , ,
Demonstratie. Si notim p' = (py ..P), 4 =
= (gyy - - -y q)- Atunci sistemul lui Hamilton se scrie

d , oH d oH
—_— q = - y — ql == y
dt op dt op,

0H d
gp’:_‘i—T’ — py=0.
dit - og dit

Ultima ecuatie aratd cid p, = const. Prin urmare, in sistemul (}}e
ecuatii pentru p’ §i ¢’, mirimea p; apare numai ca un parametru in
expresia hamiltonianului. Dupd ce acest ultim sistem de 2n—2
ecuatii se rezolvi, ecuatia pentru ¢, devine

L g, = g, wnae i) =

H(p;, p'(1), 4'(3), 0)

P1

si se integreazd usor.
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Aproape toate problemele de mecanicd rezolvate au fost inte-
grate cu ajutorul corolarului 2.

Corolarul 3. Orice sistem cu doud grade de libertate (n = 2)
care are o coordonatd ciclicd se integreazd. Intr-adevir, in cazul
n = 2, sistemul pentru p’, ¢’ este unidimensional si se integreaz
imediat cu ajutorul integralei prime H(p’, ¢') = const.

§16. TEOREMA LUI LIOUVILLE

Curentul definit de ecuatiile hamiltoniene conservii volumul in spaiiul fazelor.
In particular, din acest rezultat se deduce ¢d intr-un sistem hamiltonian stabilita.
tea nu poate fi de tip asimptotic.

Pentru a simplifica, si considerim cazul in care hamiltonianul
nu depinde explicit de timp : H = H(p, q).

A. Curentul in spatiul fazelor.

Definitie. Spatiul de dimensiune 2n cu coordonatele
Py - vy Puy Gy - - - 4o S€ NUMeste spatiul fazelor.

Exemplu. Tn cazul » = 1 este vorba de planul fazelor sis-

temului & = — ig, considerat in §4.
X

La fel ca in acest exemplu simplu, membrul drept al ecuatiilor
lui Hamilton defineste un cimp de vectori pe spatiul fazelor : in
punctul (p, q) al spatiului fazelor este definit vectorul 2n —dimen-
sional (—0H/oq, 0H|op).

Si presupunem ci fiecare solutie a ecuatiilor lui Hamilton poate
fi prelungité la intreaga axi a timpului¥).

Definitie. Se numeste curent (definit in sistemul cu
hamiltonianul H) grupul de transformiri cu un parametru ale
spatiului fazelor

9" (p(0), q(0)) = (p(1), 4(#)),

unde p(t), q(#) este solutia ecuatiilor lui Hamilton cu conditiile
initiale p(0), g(0).

*) Pentru aceasta este suficient, spre exemplu, ca muliiraile de nivel constant
ale hamiltonianului H si fie compacte.
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Problemi . Sisearate cd {g'}er este un grup.

B. Teorema lui Liouville. 1) Curentul hamiltonian conservd
volumul : pentru orice domeniu D din spagiul fazelor avem (fig. 48)

volum ¢'(D) = volum D.

gt o
: / pit).q(t)

o
¥

p(0).q0]

-

Iig. 47. Curent. Fig. 48. Conservarea volumului.

Vom demonstra de fapt o afirmatie mai generald 2) care ii
apartine tot lui Liouville.

Fie dat un sistem de ecuatii diferentiale ordinare x =
= §(@yy «vuy &)y X = (@, ..., x,) ale cirei solutii se prelungese
la intreaga axi a timpului. Fie {¢‘} grupul de transformiri cores-
punzitor :

g{(x) = x + tE(x) + O@) (t— 0). (1)
Fie D(0) un domeniu in spatiul {«} si ©(0) volumul sdu,
v(t) = volum D(1), D(t) = ¢"(D(0)).
2) Daci div f = 0, atunci gt conservd volumul: v(t) = v(0).

C. Demonstratie.
Lema 1. Este adeviratd relalia

do
dt

= Sdivfdm (Ao = day ... dw,).

=0
D(0)

Demonstratie. Conform definifiei jacobianului, pentru
orice ¢t avem

ox

o(t) = S det (gw)dm

D(0)
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Caleulind pe d¢* (x)/0 x dupd formula (1), obtinem, cind ¢ — 0

i 0 f
9'(x) =¥t ti—i + O(t?), B = (3;).
ox ox

Vom utiliza acum un rezultat cunoscut din algebri :
Lema 2. Peniru orice matrice A = | a;| este adevirald relatio

det (E 4 tA) ~ 1 4 ttrd + 0@2), ¢ — 0,

n

wnde tr A =Y, ay este wrma matricii. A (suma elementelor de pe
i1

diagonald).

(Demonstratia lemei 2 se obtine in mod direct din dezvoltarea
determinantului : se obtine 1, apoi » termeni care il contin pe ¢
si ceilalti termeni, care contin pe % 13 ete.).

Prin urmare,

2 01
det KUACY. T+ ttr (ﬁg—) + O@?).

ox 0x

ot v 0f; . .
Dar tr ( i_) =Y, /f = div . Rezultd deci
0xX i=1 0%
oty = S [+ 1 div i -+ 0@2)] da,
D(0)
ceca ce demonstreazi lema 1.
Demonstratia teoremei 2). Deoarece pentru { =i,

se obtine acelasi lucru ca §i pentru ¢ = 0, relatie lemei 1 se poate
scerie sub forma

do(t)
dt iy,

— S div f da.

D(tg)

Cum inséd div f = 0, rezultd do(t)/dt = 0, c. c. t. d.
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In particular, pentru sistemnul lui Hamilton avem

divf's—i(—di%» (M) 0.
ap oq Jq \ op

Teorema lui Liouville este deci demonstrata.

Problemi. Siseexlindd teorema lui Liouville la cazul sistemelor neaulonome
(H = H(p, q, 1) sau f = 1(x, 0)).
Problemai. Si se demonstreze formula lui Liouville

t
S tr A di
W =W,eo
pentru wronskianul sistemului liniar x = A({)x.
Teorema lui Liouville are numeroase aplicatii.

Problemi. Sise demonstreze ci intr-un sistem hamiltonian nu pot existla, in
spatiul fazelor, pozitii de echilibru asimptotic stabile sau ciclii limita asimplotic sta-
bili.

Teorems lui Liouville are aplicatii deosebit de importante in
mecanica statisticd.

De asemenea, teorema lui Liouville permite s34 se aplice la
studierea sistemelor mecanice metodele asa-numitei teoril ergo-
dice *). Vom da aici numai exemplul cel mai simplu.

D. Teorema de recurentid a lui Poincaré. I'ie g o transformare
continud bijectivd a spafiului euclidian, care pdstreazd volumul.
Sda presupunem cd domeniul mdrginit D este invariont lo g:
g(D) = D

Atunct pentru orice punct X,€ D §i orice vecindtate U a lui X,
ewistd un punct xe U care se reintoarce in domeniul U: existd
n > 0 asifel incit g»xe U.

Aceastd teoremi se aplied, in particular, curentului ¢' al
unui sistem bidimensional cu un potential U(a,, 2,) care creste la

¥) Vezi, de exemplu, lucririle lui P. Halmos, Leclures on ergodic theory, Chelsea,
New York, 1958 ; V. 1. Arnold, A. Avez, I’roblémes ergodiques de la mécanique classique,
Gauthier-Villars, Paris, 1967.

T ——

——.
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infinit. In acest caz, un domeniu mirginit 1nvar1ant din spatiul
fazelor este definit de conditia (fig. 49)

D=1{p,q: T+ U < E}.

Fig 49. Nu se stie cum se va misca bila
= in ceasca nesimetrici ; conform teoremei
2 Tui Pomcalé stim insa cd bhila va reveni

X1 in vecinitatea poziliei initiale.

Teorema lui Poincaré poate fi intaritd demonstrind ed aproape
orice punct mobil se reintoarce de nenumirate ori in vecindtatea
pozitiei sale initiale. Acest rezultat constituie una din concluziile
generale ce se pot trage cu privire la caracterul misedrii. Detaliile
migedrii nu sint cunoscute nici miecar in cazul simplu

. o0
X = — ——, X = (2, 7).
0x

Urmitoarea concluzie a teoremelor lui Liouville gi Poincaré este
oarecum paradoxald : dacd se inldturd peretele care separd o
camersd vidatd de o camerd plind cu un gaz, atunci dupd un anu-
mit interval de timp, moleculele gazului se vor stringe din nou in
prima camerd (fig. 50).

I'ig. 50. Moleculele de gaz se reintorc
in prima cameri.

Dezlegarea paradoxului constii in a observa i ,anumitul
interval de timp’’ este mai mare decit virsta sistemului solar.
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D_envlon_str.a_tia teoremei lui Poincaré. Si
considerdm imaginile vecindtitii U prin iteratele lui ¢ (fig. 51)

U, 9(U), ¢%U), ..., g% U), ...

Fig. 51. Teorema de reintoarcere.

Toate aceste domenii au un volum pozitiv. Daci ele nu s-ar inter-
secta d@ loc, volumul lui D ar fi infinit (ori am presupus ci D
?St?t marginit). Prin urmare, existd k>0, 1> 0, k > i, astfel
inci

gU)NGg(U) # 0.

Rezultd cd ¢*-4(U)n U#0. Fie g*~'x=vy, xe U i unei
preiges LU g Vv, xe U,yeU. Atuncixe U,

E. Aplieatii ale teoremei lui Poincaré.

Exemplul 1. Fie D un cercsig: D—»D rotatia de unghi . Dacid o = 271:131—
atunci g” este transformarea identica si teorema est identd i i i,

[ ¢ J 5 a esle cvidentd. Daci ste ince NS~
rabil cu 2r, din teorema lui Poincaré rezultd ¢ o este Incomensu

V8 >0, 3n: g — a3 (fig. 52)

g X
gx
9%
e, o - s
2 « Fig. 52. Imaginile prin iteratele lui g
vos I J formeazi o multime densa pe cerc.

De aici rezultd usor urmiitoarea

. . m . . . .
Teorema. Dacd « # 21 —, alunci mulfimea puncielor de forma
n
k S\ A -
9w (k=1,2,...) este densa*) in cercul D.

. *) Mulfimea A este densd in multimmea I3 daci orice vecindtate a oriciirui punct din
B intersecteazii pe A.

o
< "

Repee——rc iy
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Problemi. Demonstrati cd in cimpul central U = r% fiecare orbitd este
sau inchisit sau densi in inelul mirginit de cele doult cercuri r = rmjp $i I = I'max-

Exemplul 2. Fie D torul bidimensional 7% si @1, @ — coordonatele
unghiulare pe el (longitudinea si latitudinea) (fig. 53).

¢

% Fig. 53. Tor.
Si considerim sistemul de ecuatii diferentiale ordinare pe tor
- -
Py == %y, P2 = Ko
Evident, div i = 0 si curentul corespunzitor
g': (1 @) P (y + oyl Py + 0tf)
conservi volumul de;dg,. Din tecrema lui Poincaré rezultd ugor urmitoarea
Teorem. Dacd numdirul oyfa, este irajional, atunci

«nfasurdtoareay torului 1> g'(9y, ¢) esle densd pe torul D.

Probleméi. Si se demonstreze ci dacd frecvenia o este irationald, atunci
figura lui Lissajous (x = const, y=cos o 1) este densd in pitratul || < 1, [yl < 1.
LLxemplul 3. Fie D torul n-dimensional 77, deci produsul direct a n cercuri

D=S'x...x St=1"
e e ¥ —m———
n

Un punct al acestui tor n-dimensional este caracterizat de cele n coordonate unghiulare
@ = (Pp + -+, Qo). Fle o = (o, ..., otn) sl gt: T? > T™ transformarea

o> o+ ta;
ea conservd volumul d @; ...d ¢p.
Problem . In ceconditii asupra lui « este densd pe T%:a) traiectoria gto,

b) traiectoria g¥o (&R aparfine grupului numerelor reale R, k €Z apartine grupului

numerelor intregi Z).
Exemplul 4. Si considerim sirul dat de prima cifrd a numerelor 2% : 1, 2, 4,

8,1,3,6,1,2,5,1,2,4,...
Problem#. Apare in acest sir cifra 7? Care cifrd apare mai des, 7 sau 8?

in ce raport?

7 —c. 1719



CAPITOLUL 4
MECANICA LAGRANGEANA PE VARIETATI

In acest capitol se introduc nofiunile de varietate diferentiabili
si fibrare tangenté. Functia lui Lagrange, daté pe fibrarea tangentd,
defineste pe varietate un ,,sistem olonom’’ lagrangean. Sistemele
de puncte materiale supuse la legituri—de exemplu, pendulul sau
solidul rigid — reprezintd cazuri particulare de astfel de sisteme,

§17. LEGATURI OLONOME

in acest paragraf se definesc sistemele de puncte materiale supuse la legituri
olonome.

A. Un exemplu. Fie v o curbi netedd in plan. Dacd in vecinii-
tatea lui v existd un cimp de forte foarte puternic, indreptat spre
curbd, atunci punctul mobil se va afla tot timpul in vecinitatea
lui y. In cazul limitd al unui cimp de forte de intensitate infiniti,
punctul va fi silit s& rimind pe curba y. In acest caz se spune cii
sistemul este supus la o legdturd (fig. 54).

’ 4 g
OO ,
Fig. 54. Interpretarea unei legituri \\\
ca un cimp de forfe de intensitate N ‘

infinjtd.

Pentru a da o formulare riguroasd, si introducem in veecini-
tatea lui y coordonatele unghiulare ¢, ¢,: ¢, de-a lungul lui v,
¢, — distanta pind la curba v.
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8% considerim sistemul cu energia potentiald
Uy =DN-q + Uy (4, %)

care depinde de parametrul N (care va tinde apoi la infinit)
(fig. B55).

3(0) = ¢, 4,(0) =49, ¢x(0) = 0, ¢,(0) = 0.

S& notém cu ¢, = ¢(¢, N) funcfia care descrie variatia coordonatei
¢, Ya migcarea cu aceste conditii initiale in cimpul Uy.
Teoremi. Atunci cind N — + oo, ewxistd limita

lim o(f, N) = ¥(#).

N—>oco
Funcfia limitd g, = V(1) satisface ecuajia lui Lagrange

E_(&L*)ZBL*
dt \ 04, 04,

— U,
gy = 3a=0
miscare de-a lungul lut ).

Prin urmare, atunci cind N — co, sistemul de ecuatii Lagrange
pentru ¢, si ¢, genereazi o ecuatie Lagrange pentru ¢, = ¥(?).
Exact acelagi rezultat se obfine dacd se considerd in locul
planului spatiul de configuratii de dimensiune 3n al unui sistem

unde L.(qy, 4,) — T (T — energia cineticd de

g3 =0
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n
de n puncte materiale, cu metrica ds® = ¥y} m, dr} (m; — masele
i=]
punctelor), iar in locul curbei v — o suprafatd (subvarietate) v a
spatiului de dimensiune 37 ; in loc de ¢, ludm un sistem de coordo-
nate q; pe v; in loc de q,, un sistem de coordonate ¢, in directiile
ortogonale la . Dacd energia potentiald are forma

U = Uyq,) + N,

atunci, cind N — co, migcarea pe vy este definitd de ecuatiile
Lagrange cu funetia lui Lagrange

Ly=T — U,

@ = =0

4 =0

B. Definitia sistemelor eu legituri. Nu vom demonstra aiei
teorema formulatd*) si niei nu o vom utiliza. Ea a fost necesard
numai pentru a justifica urmitoarea

Definitie. Fie y o subvarietate de dimensiune % in spatiul
de conflgumtu 3n - dimensional al punctelor r, ..., r, cu masele
Myy. .My Fie q = (qq, ..., ;) un sistem oarecare de coordonate
pe y:r, =T, (q). Sistemul deseris de ecuatiile

1
e L D=2 % mert - Ul)

se numeste sistem de n punclte supuse la 3n — k legiiuri olonome
ideale. Subvarietatea (suprafata)y se numeste spafiul configuratiilor
sistemulut cu legdituri.

Dacd subvarietatea y este datd de [ = 32 — k ecuatii fune-
tional independente f,(r) = 0 ..., filr) = 0, se spune cd sistemul
este supus la legiturile f, = 0,....f, = 0.

Legdtura olonomau ar putea f1 defLmua, si ca fiind limitd a unui
sistem cu energie potentiald mare (in vecinitatea lui v). Importanta
legaturilor olonome pentru meeanicd constd in faptul, demonstrat

*) Demonslralia se bazeazd pe observatia cd, datoritd conservirii energiei, punctul
mobil nu se poate indepérta de y la o distan{d mai mare ca const x N~'2, mirime carc
tinde la zero cind N — oo.
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de experientd, cé multe sisteme mecanice fac parte din aceastd
clagid, cu o precizie mai mare sau mai mied.

in cele ce uxmeaza,, pentru comoditate, vom numi legaturile
olonome ideale pur si simplu legituri. In aceastd carte nu vor fi
congiderate legdturi de alt tip.

§18. VARTETATI DIFERENTIABILE

Spatiul configuratiilor unui sistem cu legituri este o varietate diferentiabild.
in acest paragraf sint enumerate celemai simple date privind varietitile dlferenl;nb]le*)

A. Definitia varietitii diferentiabile. Pentru a inzestra o mul-
time M cu o structurd de varietate diferentiabild, este necesar
ca M si fie ,,acoperitd’’ cu o familie finitd sau numarabild de ZLdrid,
astfel ineit fiecare punct al lui M s& fie reprezentat in cel putin
o harti.

Se numeste hartd pe mulfimea M un domeniu deschis U al
spatiului numeric euclidian {q = (¢;, ..., q,)} impreund cu o
aplicatie bijectivd ¢ pe o submultime a lui M : ¢: U= (U) = M

Daecd un punct oarecare al lui- M se reprezintd simultan in
doud hérti ¢: U — @(U) si ¢ : U — ¢'(U’), atunci acest lucru
este valabil §i pentru niste vecinatati V si V' ale acestui punct in
fiecare din harti (fig. 56). Prin urmare, apare o aplicatie ¢'"1-¢:

Fig. 56. Harti compatibile.

*) Pentru o tratare mult mai améanuntitd, cititorul poate consulta lucririle :

A, Albu, D, Papue, Elemenie de geomelirie diferenfiald globald, Ed. Didactica si
Pedagogicii, Bucuresti, 1973.

15, Burghelea, Th, Hangan, H. Moscovici, A. Verona, Iniroducere in lopelogia
diferentiald, Ed. Stiintificd, Bucuresti, 1973.

C. Teleman, Elemente de topologie si varieldli diferenjiabile, Ed. Didacticd si
Pedagogicd, Bucuresti, 1964.

C. Teleman, Geomelrie diferenfiald locald si globald, Ed. Tehnica, Bucuresti, 1974.
(N. 1)
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V — V' a unei parti V < U a primei hir{i pe o parte V' < U’ a
celei de-a doua.

Aceasta este o aplicatie a unui domeniu V al spatiului numeric
euclidian {q} pe un domeniu V' al spatiului numeric euclidian {q'}
§i este datd de » funcfii de » variabile ¢’ = ¢'(q) (q = q(q’)).
Hirtile U si U’ se numesc compatibile dacd aceste functii sint
diferentiabile™®).

Se numeste atlas pe M o multime de hirti compatibile care
acoperd pe M.Doud atlase pe M se numese echivalente dacd reuniu-
nea lor este din nou un atlas pe M.

O structurd de varietate diferentiabild pe M este o clasi de
echivalentd de atlase pe M. Vom considera aici numai varietti
conext (o varietate este conexd dacd ea nu este reuniunes a doui
varietdti disjuncte). In cazul unei astfel de varietiti, toate dimen-
siunile hértilor coincid; numérul » astfel obfinut se numesgte
dimensiunea varietatii M. :

Dacd we M, se numesgte vecindtate alui # in M imaginea prin
aplicatia ¢: U — M a unei vecinfititi a reprezentiirii o ()
a punctului # in harta U. (Atit harta, cit si vecindtatea lui o=(2)
sint arbitrare ; in acest mod se defineste o bazd a unui sistem de
vecinatati ale lui @ gi deci o topologie pe M). Vom presupune ci
oricare dou# puncte diferite ale varietatii M au nigte vecinidtidfi
disjuncte.

B. Exemple.

Exemplul 1. Spatiul euclidian R” este o varietate ; unul din atlase esle dat
de o singurd hartid id: R? — R?®,

Exemplul 2. Sfera S2={(x,y,2) : 22+ y2+ 22 =1} arc o structurd
de varietate diferent{iabild ; unul din atlase este format din doud hirti (U;, @;), i = 1,2,
date de proiectia stereografici din Polul Nord, respectiv Sud (fig. 57). O constructie
similara functioneazi si in cazul sferei n-dimensionale

n+1 2
8% = (g, - -5 Tngyg) inzl}.
=1

Exemplul 3. Si consideram pendulul plan. Spatiul siu de configuratii —
cercul S — este o variefate diferenfiabild. Atlasul uzual este dat de coordonata
unghiulard ¢ : Rt — S, U, = (—m, w), U, = (0,2 7) (fig. 58).

*) Prin diferentiabilitate se inlelege aici diferentiabilitatea de clasi C" — functii
de r ori diferentiabile. Valoarea exactd a lui r (1 < r < o) nu este esentiald (de exem-
plu, putem considera tot timpul ci r = o).
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Exemplul 4. Spatiul configuratiilor unui pendul matematic ,sferic’’ este

sfera bidimensionald S2 (fig. 58).
Exemplul 5 Spatiul configuratiilor unui ,,pendul plan dublu’” este produsul
a douit cercuri, deci torul bidimensional T? = St x St (fig. 58).

Fig. 57. Un atlas al sferei. Fig. 58. Pendul plan, sferic si dublu.

Exemplul 6. Spatiul configuratiilor unui ,,pendul sferic dublu’’ este produsul
direct a doud sfere S? x 82

Exemplul 7. Spatiul configuratiilor unui segment rigid din planul ¢y, g,
este varietatea R2 x S cu coordonatele ¢y, gs, ¢; (fig. 59). Ea are un atlas din doud
hédrfi.

tE xemplul 8 Un triunghi dreptunghic rigid AOB se poate roti in jurul
virfului 0. Pozi{ia triunghiului este dat# de trei numere. Intr-adevir, directia OA €S2
este datd de dou#t numere si atunci cind OA este dat#, se mai poate roti OB € S* in
jurul axei OA (fig. 60).

A
4@ 3

9

%

Fig. 60. Spafiul confi-

Fig. 59. Spatiul confi-
guratiilor unui triunghi.

guratiilor unui segment
din plan.

Pozitiei triunghiului AOB i se poate asocia un reper crfonormat drept (ca orien-
OA 0B

—, 8, =

104} |0B]|

Corespondenta pozitie — reper este bijectivi si prin urmare pozitia triunghiului este

caracterizati de o matrice ortogonald de ordinul trei cu determinantul 1.

Multimea tuturor matricilor de ordinul trei este spatiul de dimensiune 9, R®.
Cele sase conditii de ortogonalitate definesc doud varietiti tridimensionale de matriei
ortogonale, corespunzitoare valorilor +1 si —1 ale determinantului. Rotatiile spatiului
euclidian tridimensional (care au determinantul + 1) formeazi un grup care se noteazi
cu SO(3). .

Plgin) urmare, spatiul configuratiilor triunghiului AOB este grupul SO (3).

tare) : e; = ;e = [eg, e].
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Problemi. Si se arate ci varielatea SO(3) este homeomorfi cu spatiul
proiectiv real tridimensional.

Definitie. Dimensiunea spatiului configuratiilor unui
sistem se numegte numirul de grade de libertate ale sistemului.

Exemplul 9. Sid considerim un sistem alcituit din k bare unite prin
articulatii astfel incit sd formeze un lan} inchis.

Problema. Cite grade de libertate are acest sistem ?

Exemplul 10. Varielale scufundaid. Se spune ¢ multimea,
M este o subvarietate de dimensiune % scufundatd in spatiul
euclidian £* (fig. 61) dacik M < B gi pentru orice punct we M
existd o vecindtate U alui # in B" gi n—F funetii f, : U —~ R, ...
-y Jamr s U~ 1 astfel ineit vectorii grad f, ..., grad f,_, sint
liniar independenti in fiecare punct din U & U n M =
={ye U |fiy) = ... = fa-(¥) = 0}.

Se vede ugor (cum ?) ¢d pe M se poate defini o structuri natu-
rald de varietate diferentiabild, deci se pot introduce coordonate
locale in vecindtatea fiecirui punct ze M.

Se poate demonstra cd orice varietate diferentiabild se poate
scufunda intr-un spatiu euclidian.

In exemplul 8. SO(3) se poate scufunda in RS,

Problema. Sa se demonstreze cd SO(3) se scufundi in R?, demonstrind in
acest fel si cit SO(3) este varietate.

C. Spatiul tangent. Dacé M este o varietate de dimensiune %
scufundatd in E", atunei in fiecare punct we M este definit un
spatiu tangent la M in @, TM,. Si anume, T M, este complementul
ortogonal la spatiul generat de grad f,(x),. .., grad f,_,(z) (fig. 62).
Vectorii spatiului tangent T M, la M in & se numese vectori tangenti
(la M in x). Acesti vectori pot fi definiti gi direct, si anume ca
vectorii vitezd ai curbelor de pe M (care trec prin ) :

X = lim —M, unde ¢(0) = = §i ¢(t)e M.
-0 t
TMx
o ~U %
: ]

1
X4 1 / E‘.

Fig. 61. Subvarietate

Fig. 62. Spatiu tangent.
scufundata.
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Vectorii tangenti pot fi definiti gi intrinsec, fdrd a utiliza o
scufundare a lui M in E*.

Fie v(t) si ¥(¢) doud curbe pe varietatea diferentiabild M, care
trec la ¢ = O printr-un punct dat € M : v(0) = ¥(0) = 2. Spunem
ci y si ¥ sint curbe echivalente dacd existd o hartd ¢ : U — M astlel
(e7tey) (1) — (97' = ¥) ()

t
ultim# relatie are loc intr-o harti, atunci ea are loc in toate hértile
(ardtati!).

Definitie. Se numesgte vector {angent la varietatea M in
punctul ze M o clasd de echivalentd de curbe v(t), v(0) = 2.

Operatiile de inmulfire a unui vector tangent cu un numar
si de adunare a vectorilor tangenti se definesc cu ugurinta. Multimea
vectorilor tangenti la M in punctul x are o structurd de spatiu
liniar TM,. Acest spatiu se numeste spatiul tangent la M in
punctul z. ) .

Pentru varietdtile scufundate, prima definitie §i cea intrinsecs
conduc la acelagi rezultat. Definitia intrinsecd are avantajul de a
funectiona i pentru varietdtile abstracte, care nu sint scufundate
in nici un spatiu euclidian.

Definitie. Fie U ohartd a unui atlas pe M, cu coordona-
tele ¢, ..., ¢, (acestea sint de fapt componentele aplicatiei
o l:oU)—>UcR; o:U-— M) Dacd te TM,, xe o(U),
se numesc componentele lui £ (in coordonatele ¢, . . ., ¢,) numerele

== 0. Daci aceastd

incit we o(U) §i lim
t-0

gy = dvy,/dt unde v, = ¢,y dau reprezentarea unei curbe
=0
v din clasa £.

D. Fibrarea tangentii. Reuniunea tuturor spatiilor tangente

la varietatea M in toate punctele ei, |_j TM,, are o structurd
rxeM

naturald de varictate diferentiabildé de dimensiune de dou# ori

mai mare ca a lui M.

Aceastd varietate se numeste fibrarea tangentd a varietdtii M
si se noteazi cu I’ M. Orice punct allui 7'M este un vector § tangent
la M intr-un punct x. Pe THM se pot introduce coordonate locale
in modul urmstor. Fie ¢, . . ., ¢, coordonatele locale pe varietatea
M gi funetiile £,,...,%, care dau componentele vectorului tangent
in acest sistem ‘de coordonate. Atunei cele 2n funetii

@1y - - +3 Quy Eq5- - -5 &u) definese pe TM un sistem de coordo-
nate locale.
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Aplicatia p : TM — M care asociazd fiecirui vector tangent
Ee T'M acel punct we M pentru care Ee TM, se numeqte
proieclia canonicd a fibrarii tangente. Imaginea reciproci prin
proiectia p a unui punct ze M co1n01de cu spatiul tangent 7TM,.
Acest spatiu se mai numegte si fibra peste x a fibririi tan@entc

E. Varietatea riemanniani. Daci M este o varietate scufundati
in spatiul euclidian, atunci metrica spatiului cuclidian permite
masurarea pe M a lungimilor curbelor, unghiurilor dintre vectori,
a volumelor ete.

Toate aceste marimi se exprimé prin lungimile vectorilor tan-
genti, deci utilizind o formd patraticd pozitiv definitd datd pe
flecaue spatiu tangent TM, (fig. 63):

THM,—R, &g, O

Fig. 63. Metricd riemanniani.

Spre exemplu, lungimea unei curbe v pe M se exprimi cu

ajutorul acestei forme ca I(y) = S]/(dx, da),, sau dacd curba este
datd parametric : "
v [t ] — M7 t—>a(t)ye M,
atunci
21
I(y) = §V<w 0, #()aw dt.

to
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Definitie. Se numeste varietate riemanniand o varietate
diferentiabild M pe care este definité, pe fiecare spatiu tangent
TM, o form# patraticd pozitiv definitd <,>, (care depmde
dlferen‘nabll de ze M). Aceastd formé patratma (de fapt, este
vorba de o familie diferentiabild, parametrlzata de M, de forme
patratice) se numeste metricd riemanniand pe Vametate

Observatie. Dacd U este o hartda pe M cu coordonatele
Qi -~ oy Quy atuncl, in aceastd hartd, metrica riemanniand este datd
de formula

ds? = ¥ ay(q) dg; dgy,  ayy = ay,

i,j=1

unde dg,(£) = &; sint coordonatele vectorului tangent &e TM,.
Bineinteles, funectiile a;,(¢) se presupun diferentiabile de
numarul necesar de ori.

F. Diferentiala unei aplieatii. ¥ie M, N varietati diferentiabile
§if: M — N o aplicatie. Aplicatia f se numeste diferenjiabild dacd
in orice sistem de coordonate locale pe M gi N ea este datd de
funetii diferentiabile.

Definitie. Senumeste diferentiala aplicatiei diferentiabile
f: M — N in punetul xe M aplicatia liniard a spatiilor tangente

Jaw: TMy — TNy, ‘

definitd in felul urmator (fig. 64).

/M\
() (B
N

Fie ve TM, si o: R—> M, o0) =2 o curbd din clasa lui

Fig. 64. Diferentiala unei aplicatii.

v Tf} = v. Atuneci f,, (v) este vectorul vitezd al curbei fo g:
1 |t=0
tR— N

d
Jiea (V) = @ f(9(8).

1£=0
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Problemd. Si se arate cd vectorul fy, (V) nu depindé de alegerea curbei o,
ci numai de vectorul v.

Problemai. Sisearate ci aplicatia fy,: TM, — TNf(x) este liniari.

Problemd. Fie x=(x,,...,xy) coordonatele locale pe M in vecindtatea punctului
xeMsiy = (y,...,Un) coordonatele locale pe N in vecinitatea punctului y = f(x).
Fie & = (&, ..., £,) ansamblul componentelor vectorului tangent v e TM, in coordo-
natele x; §in = (7, ...,7ms) ansamblul componentelor vectorului f4,(v) in coordonatele
y;. S& se arate ca

9% « Wiol)
N = —4¢g, deci n; = .
ox s e E‘l J xj !

Toate aplicatiile fy,, » € M definesc impreund o aplicatie unici a fibririlor tangente
la varietatile M si NV :

fs: TM — TN, fo(v) = faz(V), YV € TM,.
Problemi. Si se arate cil aplicatia f, este diferentiabils.

Problema. Fie f: M—N sig: N—I aplicatii diferen{iabile, s = g o f: M—K.
Sd se arate cd by = gy o fy.

§19. SISTEMUL DINAMIC LAGRANGEAN

Tn acest paragraf se defineste notiunea de sistem dinamic lagrangean pe o varie-
tate. Sistemul cu legidturi olonome este un caz particular de astfel de sistem.

A. Definitia sistemului lagrangean. Tie M o varietate dife-
rentiabild, T'M fibrarea ei tangentd si I : TM — R o functie
diferentiabild. O aplicatic diferentiabild v : R > 3 se numeste
miscare descrisd de sistemul lagrangean cu varietatea configuragiilor M
si lagrangeanul (funcfia lui Lagrange) L, daci v este extremals
a functiel

i1

@W)xSLum@

0

unde Y este vectorul vitezd, ¥(1)e T Myu)*).

*) Acest vector este formal si riguros deflinit astfel : fie ¢ € R; spatiul TR; se
identificd natural cu R si deci numirul 1e® se poate considera ca vector tangent
1e TR; la varietatea R in punctul ¢. Atunci ¥ () = vus(1), vas : TRy — TMyqz).
(N.T)
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Exemplu Fie M un domeniu in spatiul numeric R? cu coordonatele q =
= (¢ qn). Lagrangeanul L : TM — R se scrie ca o functie de cele 2n coordonate
= (g, -»qn)-

q, q: L = L(q, 4). Asa cum am aridtat in §12, coordonatele punctului mobil variazd
in timp conform ecuatiilor lui Lagrange.

Corolar. In timpul miscdrii y(t) descrise de sistemul lagrangean
pe varictatea M, coordonatele locale ( = (qqy- -+ 18n) ale punctulur
v(t) satisfac ecuafiile Tui Lagrange

d BL) oL
| =T
di \ 0q oq
unde L(q,q,) este ewpresia lagrangeanului sistemuwlui L : TM—R
in coordonatele locale q §1 g pe VTM. . .
Cel mai frecvent apar urmétoarele cazuri particulare.
B. Sistemul natural. Fie M o varietate riemanniand. BEner-

gia cineticd asociaté metricii riemanniene este, prin definitie,
form# pitraticd pe fiecare spatiu tangent :

T = -é—(v, Vo, ve TM,, v M.

Se numeste energie potenjiald o functie diferentiabild U : M — R.
Definitie. Un sistem lagrangean pe varietatea riemanniand
M se numeste natural dacé lagrangeanul siu L este diferenta
dintre energia cineticd gi o energie potentiald: L = T—U.
E xemplu., S# considerdm in planul &, y doud puncte de mase m, si m,, unite
printr-un segment de lungime [. Atunci varietatea de configuratii tridimensionali

M =R x St c R xR

este definitd in spatiul de configuratii cvadridimensional R2x R? al sistemului de
douit puncte materiale libere (x,, 1) si (x5, ys) prin conditia [(x;— 2y)?+ (g, — y)2]1/2=1
(lig. 65).

Fig. 65. Segment in plan.

in spatiul tangent la spatiul cvadridimensional {(z;, @, ¥y, ¥y)} este definita
forma péatratica

my (@ + g + my (F + 93).
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Varietatea M tridimensionald, fiind scufundati in spatiul cvadridimensional , este
inzestratd cu metrica indusid de aceasti formi pétraticd. Sistemul olonom astfel
obtinut se numegte in mecanici ,,segmentul de lungime constanti / in planul x,y.
Energia cineticit este dati de formula

$Q .2 9 .2

xy -+ oy x4+ g

T=my 1 1 + 2 2
2 2

C. Sistemul cu legdturi olonome. In §17 am definit notiunea
de sistem de puncte materiale supuse la legituri olonome. S ard-
tdm ci un sistem de acest tip este natural.

Intr-adeviir, si considerim varietatea configuratiilor M a
sistemului cu legituri olonome ca fiind scufundatd in spatiul
configuratiilor sistemului de puncte libere. Metrica in spatiul

”n
3n-dimensional este daté de form# pitratics Em? P2,
i=1
Atunci sistemul natural corespunzitor varietitii riemanniene
scufundate in M si energiei potentiale U coincide cu sistemul
definit in §17 sau cu cazul limit# al sistemului cu potentialul U +
+ N q3, N — co, care creste rapid in afara lui M.

D. Reteta de studiere a sistemelor cu legsituri.

1. Se determind varietatea configuratiilor M i se introdue
pe ea coordonatele locale g¢;,...q, (in vecinitatea fiecirui punct;
ele pot diferi, in general, de la un punct la altul).

oy . e 1 . .
2. Se exprimd energia cinetici T' = —Y,m?# ca o formi
2

pdtraticd in raport cu vitezele generalizate
1 ..
T = EZaz;(q) q: -

3. Se formeazi lagrangeanul L=T—TU(q) si se rezolvi cenatiile
lui Lagrange.

Exemplu. Si considerim miscarea unui punct material de masd 1 pe o
suprafatd de rotatie din spatiul tridimensional. Se poate arita ci orbitele sint geo-
dezice pe suprafati. In coordonate cilindrice r, @, z suprafata este datd (local) sub
forma r = r(z) sau z = z(r). Energia cinetici corespunzitoare are forma

1 1
TEp @R [ 24 () §7

—
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(in coordonatele ¢ ;2)

(L4 22 72 4 1% 2]

[\J!l—-\

(in coordonatele ¢ ; r}. . L aes
(Se utilizeazd relatia 22 + g% = 7% + ¥ ¢ ).

Lagrangeanul este L = T. In ambele sisteme de coordonate, ¢ este coordonata
ciclici. DImpulsul corespunzitor se COnserva ; pe = rzfp nu este al‘tceva decit z~co££n1?g;
nenta momentului cinetic. Sistemul avind numai doud grade de llbertclEe, cunoabsl :31e .
unei coordonate ciclice ¢ este suficientd pentru integrarea completd a problemei
(vezi corolarul 3, §15, p. 91). . ‘ .

O reprezentare explicitid despre forma orbitei se poate ob'une printr-un _Lau.onav—
ment putin diferit. Avem:r cp — | v|sin o, unde | v] este lungimea vectorului viteza
(tig. 66). ) ) i ‘ B

Conform legii conserviirii energiei, H = L = T se conservi. Prin urmare, |v| =
= const si legea conserviirii lui pe capétd forma

rsin o = const

(deorema lui Clairaut). . ‘ . ‘
Aceastd ultimi relatie aratd ci miscal:ea are 1_0(‘; in domeniul l§1n o] < ;1 d_ecx

I =1y Sin o, In plus, inclinarea ox_'bitei fa’;a} de meridian crgst_e cu r{u(;s(;rraree?nld(z)e;l er:

Atingind valoarea minimé r = ry sin o, orbita este reflectaté si se reintoarce 1

niul eu valori mai mari ale lui r (fig. 67). o .
Problem i Si se arate ci geodezic_ele s.uprafetgi de r‘ota:ue din flAg. .67 1slel

fmpart in trei clase : meridiane, curbe inchise si geodezice care sint dense in inelt

rz=ec.

] )
v r=psinty

ig. 66. Suprafatid de Fig. 67. Geodgzice
e 6rotalt)ie. pe o suprafatd de
rotatie.

Problemi. Si se studieze comportarea geodezicelor pe suprafata torului
(r — R+ 22 = p?).
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E. Sisteme neautonome. Un sistem lagrangean neautonom
diferd de unul de tipul autonom, care a fost considerat pingd acum,
prin faptul ed lagrangeanul depinde in plus si de timp :

L:TM xR-R, L = Ly, q,1).

In particular, intr-un sistem natural neautonom, atit energia cine-
ticd cit §i cea potentiald pot fi dependente de timp :

T:TM xR—>R,U: MxR—R, T = T(q, ¢, 1),
U = Ulq, 1).

Sistemul de n puncte materiale supuse la legdiuri olonome care
depind de timp se defineste cu ajutorul unei subvarietdji care variazd
in ttmp in spafiul configurajiilor sistemului liber.

O astfel de varietate este definitd de o aplicatie

T:M xR — B, i(q,1) =X

care, pentru orice te R fixat, defineste o scufundare M —- E3",
Metoda de la pet. D rdmine valabili si pentru sistemele autonome.

E xem plu. Miscarea unei mirgele pe un cerc vertical de razi r (fig. 68) care se
roteste cu viteza unghiulard o in jurul axei verticale care trece prin centrul ¢ al cer-
cului. Varietatea M este cercul. Notam cu ¢ coordonata unghiulard pe cerc, misurati
de 1a punctul extrem superior.

I'ig. 68. Méirgea pe un cerc in rotatie.

Fie z, y, z coordonate carteziene in E? cu originea in O si axa verticala z. Fie ¢
unghiul dintre planul cercului si planul x0z. Conform ipotezei, ¢ = wi. Aplicatia
i:MxR— E? este data de formula

i(q, 1) = (rsin ¢ cos w 1, r sin ¢ sin © ¢, r cos g).
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Din aceastd formuld (si chiar mai simplu — din ,,triunghiul dreptunghic infinit
mic’’) oblinem

m
= ;(m2 r2sin g + 12¢ 2), U = mgr-cos q.

Spre fericirea noastra, lagrangeanul L = T'— U nu depinde de ¢, desi legitura depinde
de timp. In plus, lagrangeanul este acelasi ca pentru sistemul cu energia cineticé

Ty = —f) G2, M = nu?,

&

si energia potenfialid

m
V= Acosq— DBsin>q, A = mgr, 3 = T‘Z._ wr?,

Aspectul tabloului orbitelor in spatiul fazelor depinde de raportul dintre A si B
Pentru 2B < A (deci pentru o rotafie mai lentd a cercului, caracterizatd de w?r <g)
pozitia inferioard de echilibru a mirgelei (¢ = m) este stabild si caracterul miscirii
este in general acelasi ca in cazul pendulului matematic (& = 0).

Pentru 2B > A, deci la o rotatie suficient de rapidd a cercului pozifia inferioara
de echilibru a maérgelei devine instabild, insa apar doud pozitii stabile ale mairgelei

pe cerc: cos ¢ = — A[2B = —g/w?r. Comportarea margelei pentru toate conditiile
initiale posibile este clari din aspectul orbitelor din planul {(g, ¢ )} (fig. 69).
y
- 1:, /—\
AN ! /__ -\ ] !
NS N\S 0 NSNS 2% q
q

Fig. 69. Energia potentiald efectiva si planul fazelor mirgelei.

§20. TEOREMA LUI E. NOETHER

Diverscle legi de conservare (a impulsului, a momentului cinetic etc.) nu sint decit
cazuri particulare ale unei singure teoreme generale : oricdrui grup cu un parametru de
difeomorfisme ale varietdtii configuratiilor unui sistem lagrangean, care conserva
functia lui Lagrange, ii corespunde o integrald primé a ecuatiilor de migcare.

8 — c. 1719
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A. Formularea  teoremei. Fie M o varietate netedi,
L:TM — R o functie netedii pe fibrarea tangentd TM a Iui M.
Fie I : M — M o aplicatie diferentiabild.

Definitie. Sistemul lagrangean (M, L) admite (este inva-
riant la) aplicatia k dacd pentru orice vector tangent ve T

L(hyge(V)) = L{v).

m ., . .
Excmplu Fie M= {(zg, 25 29}, L = —2- @+ i3+ 35) — U (xy, o).

Sistemul lagrangean (M, L) admite translatia ki : (xq, x5, ®3) = (2,48, 3, x3) in directia
axei z; si nu admite, in general, translatiile in directia axei x,.

Teorema lui Noether. Dacid sistemul (M, L) este invariant la
(admite) grupul cu wn parameiru de difeomorfisme b°: M — I,
se R (R0 =id, B*+* = B* - B') atunci sistemul de ecuajic Lagrange
corespunzdtor lagrangeanului L are o integrala primda I : TM — R.

In coordonatele locale g, i pe T'M, integrala prima I are expre-

sia
s=0 )

B. Demonstratie. Pentru inceput, s presupunem ci M = R* =
= spatiul numeric. Fie ¢ : R — M, q = ¢(t) o solutie a ecuatiilor
Lagrange. Cum &° invariazé pe L, translatata RPo@: R — M
a solutiei @ este din nou o solutie a ecuatiilor Lagrange, yse R*).
S4 considerdm aplicatia @ R xR — R®, q = ®(s, 1) = 1° (o (1))
(fig. 70).

. oL dri(q
I(q,q) = (W, ’—d‘s“l

Q

h(ql

Fig. 70. Pentru teorema lui Noether.

*) Autorii unor manuale afirmi in mod gresit ci si afirmatia reciproci este
adeviratd, deci cil din faptul cii h® transformé solutiile in solutii rezultd cd h® invariaza

pe L (L ° I = L).
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Vom nota derivatele in raport cu ¢ cu puncte si derivatele in
raport eu s cu prim. Prin ipoteza

IL(®, ® aL IL -
0= RIS e) (0 e)
ds dq 0 q

unde derivatele partiale ale Iui  sint luate in punctul q = D(s, t),
q = D(s, 1).
Asa cum am subliniat mai sus, pentru orice valoare fixatd a

lui s, aplicatia @ : R — R” satisface ecuatia lui Lagrange

‘s=const

d [oL : d.rL .

S7 e @086, 0] = T @0, 0, 60, 0
. oL : . .
Introducem notatia F(s,t) = Py (@ (s, 1), (s, 1)) s scriem
q .
in (1) OFF in loc de oL

Jq

q’, obtinem, luind s = 0

0F . ’ ¢
0:[~7—®'+F(D’]] :(—d—(—a—i), (1’)+((?L, a q|=
ot )s=o dt\ 0 ¢ dq at
dfoL dr

N
=—|—, ¢ = —, ¢.c.t.d.
m(aq"hﬂ) &’

Scriind pe ¢’ sub forlmm(;1
t

Observatie. Integrala prims I = %, q’) a fost de-

finitd mai sus cu ajutorul coordonatelor locale ¢, ¢. Se aratd insd
cd mdrimea I(v) nu depinde de alegerea sistemului de coordonate.

Intr-adeviir, I este viteza de variatie a lui L(v) atunci cind

ve TM, variaz& in TM, cu viteza — h*(z). Prin urmare,
S ls=0
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vi> I(v): T,M — R este o functie corect definitd de vectorul
ve T, M si prin urmare I : TM — R este corect si global definita.
Cu aceasta teorema lui Noether este demonstraté chiar i in cazul
in care M este varietate.

C. Exemple.

Exemplul 1. Siconsiderdm un sistem de puncte materiale
cu masele m; :

L @ | )
— > 3 o
L:meg_ Ux), x;=a;e; T 2 e, + 27 ey,
i=1

supus la legiturile f;(#) = 0. S& presupunem cd sistemul este
invariant la translatiile in directia axei e :

Bix=> X, 4 se,1 <1 < n.

YA\

Cu alte cuvinte, legdturile permit translatia sistemului de-a
Iungul axei e, §i energia potentiali nu se schimbid la o astfel de
translatie.

Din teorema lui Noether deducem :

Dacd sistemul este invariant la translagiile in direciia axel ¢y,
atunci proiectia centrului saw de inerfie pe axa ey se miscd rectiliniu
st uniform.

. d . .
Intr-adevir, "y hi(X;) = ¢4, 1 < 7 < n. Conform observatiel
S 8=0
de la sfirgitul punctului B, se conservd mirimea

n a L n .

i=1 i=1

deci prima componentd a impulsului. Pentru sistemele fari legaturi
am demonstrat deja acest lucru.

Exemplul 2. Dacd sistemul de mai sus este invariant la
rotagio in jurul axer €, atunci se conservd momentul cinetic inraport
cu aceastd ard.

n

M, = 2 ([Xs, mi X, 7, €y).

i=1
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Intr-adevir, se verifici cu usurintd ci dacdt 7° este rotatia

de unghi s in jurul axei e,, atunci dﬂl Bx)=1le,x],1<
8§ [s=0

i

<7< osiodeci I =Y (zL, [ey xz]) = ¥ (mXy; [ep X)) =
‘ iz

=1 Ag

on
= Y ([%:, miX;], €y).
p

Problema 1. Si presupunem cii o particuld se miscd in cimpul unei curbe
elicoidale omogene x = cos ¢, y = sin @, z = c@. Si se determine legea de conservare
corespunzitoare acestei simetrii elicoidale.

Raspuns. In orice sistem invariant in cazul misciirilor elicoidale care conservi
curba elicoidald datd, se conservd méirimea I = c¢Py+ M,.

Problema 2. Tieun solid rigid care se migcd in virtutea inertiei. Sd se demon-
streze cd centrul sidu de inertie se misca uniform si rectiliniu. Dacé centrul siu de iner-
tie este in repaus, atunci se conservid momentul cinetic in raport cu acest centru.

Problema 3. Ce mirimi se conservid la miscarea unui solid rigid in jurul
unui punct fix O? Si se considere si cazul particular al unui corp simetric in raport cu
o axa care trece prin O.

Problema 4. Si se extinda teorema lui Noether la sistemele lagrangeene
neautonome.

Indicatic. Fie M; = M x R varietatea de configuratii extinsd (produsul
cartezian al varietdfii configuratiilor cu axa timpului 1V).

d¢
Definim functia I, : TM; — R ca fiind L —: in coordonatele locale ¢, ¢ pe

-~
T

d d¢ d dt dt
o ) ot )

M,, L, are expresia

drt  dr " dv ’E: E

Aplicim acum teorema lui Noether sistemului lagrangean (M,, L,).
Dacid L; este invariant la transformairile h®: M; — M,, obtinem o integrald

primi I, : TM; — R. Deoarece SL dt = \ L,d¢, aceasta conduce la o integrali prima
I:TM X R— B a sistemului initial. Dacd in coordonatele locale ¢, { pe 3, avem
dg dt .
I, =1, (q, t, —,—}, atunci I(q, @, &) = (¢, §, 1).
dr dt

in particular, daci ¢ nu depinde explicit de timp, atunci L, este invariant la trans-
latiile in timp A% (q, 7) = (q, {-+s). Integrala I corespunzitoare este integrala energiei.

$21. PRINCIPIUL LUI D’ALEMBERT

In acest paragraf se di o noudl definitie a sistemului de puncte ma-
teriale supus la legituri si se demonstreazi echivalenta acestei definifii cu
cea data la §17.


file:///ffXj
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A. Exemplu. S4 considerdm sistemul olonom (M, L), unde
M este o suprafaté in spatiul tridimensional {x} gi’

1
L =—mx?— U(x
2707 (x).

In terminologie mecanicd : ,,punctul material x de masi m este
obligat sd se migte pe suprafata netedd M.
S consideram migearea punctului x(¢). Dacid ar fi fost satis-

fdcutd ecuatia lui Newton mX 4 %—— = 0, atunci in absenta
X

fortelor exterioare (U = 0), traiectoria ar fi fost o dreaptd si (in
general) n-ar fi putut fi continutd in M.
Din punctul de vedere al lui Newton, aceasta indicd prezenta
unei noi fore ,,care sileste punctul si rdmind pe suprafatd’.
Definitie. Mirimea
0oU

& — +—_
0x

se numeste foria de reactiune a legdturii (fig. 71).

Fig. 71. Reactia unei legituri.

Luind in considerare forta de reactiune &(f), este evident
cd ecuatiile lui Newton sint satisficute :

UU_!_&

mx =

Semnificatia fizicd a fortei de reactiune devine clard dacid consi-
derdm sistemul nostru cu legdturd ca limita unor sisteme cu energia
potentiald U + NU;, Uy x) = p¥x, M) cind N — co. Pentru
valori mari ale lui N potentialul de legaturd N U, determind forta

rapid variabild F = Viz; la, trecerea la limitd (V — oo)
X
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ramine valoarea medie & a fortei F pe oscilatiile Iui x in vecind-
tatea Iui M. Forfa I' este perpendiculard pe suprafata M. Prin
urinare, $i forta de reactiune & este perpendiculard pe M : (&, &)=
=0 peutru orice vector & tangent la M.

B. Formularea prineipiului lui d’Alembert-Lagrange. In meca-
nicdt, vectoril tangenti la varietatea configuratiilor se numesc
deplasiri virtuale. Principiul lui d’Alembert — Lagrange afirmi :

(mx_l‘()U?g):O;

0 X

pentru orice deplasare virtuald &, deci ¢d : lucrul mecanic efectual
de forta de reactiune la orice deplasare virtuald este zero.
Pentru un sistem de » puncte materiale x; cu masele m; fortele

de reactiune &, se definesc ca fiind &; = m;X; + i iar prin-

X;
cipiul lui d’Alembert are expresia ¥, (&, &;) = 0 sau ] ((szZ +
i=1 i=1
(7 ( 7

G Xy
fori;ele de reactiune la orice deplasare virtuald {&;)e TM, este
egald cu zero.

Proprietatea indicatd mai sus se mai exprimé si spunind ca
legdturile sint ideale.

Daca se defineste sistemul cu legatura olonoma ca mai sus, ca o limitd cind N — oo,
atunci principiul Iui d’Alembert — Lagrange devine teoremd ; demonstratia sa pentru
cazul cel mai simplu a fost data mai sus.

Se poate insa defini legédtura ideald olonoma cu ajutorul principiului lui d’Alem-
bert — Lagrange.

Prin urmare, exista trei definitii ale sistemului cu legituri olonome :

1) ca limiti a sistemelor cu energia potentiald U4+ NU,;, N—w ;

2) ca un sistem olonom (M, L) unde M este o subvarietate a spatiului configura-
tiilor si L este un lagrangean ;

3) ca un sistem care satisface principiul lui d’Alembert — Lagrange.

Toate aceste trei definitii sint echivalente din punct de vedere mate matic.

Demonstratia implicatiilor 1 = 2 si 1 = 3 a fost schitati mai sus si nu o vom mai
efectua aici in detaliu. Vom demonstra in continuare cd 2 < 3.

) 2’;2) = 0, deci suma lucrurilor mecanice efectuate de

C. Echivalenta dintre prineipiul lui d’Alembert-Lagrange si
prineipiul variational. Fie M o subvarietate a spatiului euclidian,
Mc R si x:R— M o curbd cu extremititile x(f,) = @, si
X(1) = .
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Definitie. Curba x(¢) se numeste exiremald condifionatd
a integralei de actiune

D = tsl[z;f — U(x)] di

ty

dacid diferentiala 3 ® se anuleazi (8 ® = 0) pentru toate curbele
vecine cu x(t), care sint continute in M g§i unesc pe x, cu a,*).
Vom serie acest lucru sub forma

3, = 0. (1)
Evident, ecuatia (1) este echivalentd cu ecuafiile lui Lagrange

~ -2
)= = - et
d2q / Jq 2

in fiecare sistem de coordonate locale q.

Teorema. Pentru ca o curbi x : R — M < RY sd fie extremald
condifionatd @ actiwnit (deci sa satisfacd (1)), este necesar si suficient
ca ea S satqsfcwa ecuafia lui A’ Alembert

(-,-( ¥ %_’Z, g) — 0, VEe TM,, Yaoe M. (2)
X

Lemi. Fiet:{t:1, <t <t} = RY o functie vectoriald coniinudg.
Daca pentrw orice cimp de vectori t — &(t) € T' Myy tangent la M
de-a Tungul lui X(1), care satisface &(t,) = 0, &(t;) = 0, avem

b

{ @, sar=o

b

*) Riguros vorbind, pentru a putea defini variafia 3® ar trebui si introducem
o structura de domeniu al unui spatiu liniar pe multimea curbelor vecine cu x(¢) pe M.
Aceasta se poate face cu ajutorul coordonatelor pe M. Proprietatea lui x(f) de a fi
extremald nu depinde de alegerea coordonatelor locale.
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atunci vectorul 1(t) esie ortogonal in fiecare punct x(t) la subvarictatea
M: (i), h) =0, Vhe T My (fig. 72)%).

Fig. 72. Lema privind cimpul normal.,

Demonstratia lemei se bazeazd pe repetarea rationamentului
cu ajutorul edruia am dedus ecuatiile Euler — Lagrange la § 12.
Demonstratia teoremei. 854 compardm valorile
pe care le ia @ pe doud curbe vecine x(t) i x(¢) -+ &(¢), &(¢,) =

= &(¢;) = 0. Obtinem, integrind prin parti:

t

5D gl[(s;;, £) — (Zf, a)] i — g(\ +% g) dt.

ty ty

Din aceastd formulid se vede**) ¢i ecuatia (1) 3, ® = 0 este echi-
valentd cu familia de ecuatil

& )
(3 +5 g a=o 3)
ox

to
pentru toate cimpurile de vectori & — §(f)e T Mgy, &(¢,) = 0,
&(t;) = 0. Conform lemei (in care se iaf(f) = Xx(¢) + a——(x(t))

X

familia de ecuatii (3) este echivalentd cu ecuatia d’Alembert —

Lagrange (2), c.c.t.d.

*) Atentie : a1c1 se utilizeazd identificarea canonlca TRx ~ RY si se considerd
cd 1(f)e RV ~ TRx(t), VieR. Cum TMx¢)< TR‘(”, relatia finald se mai scrie

E() L TMsx(), VieR+ (N.T.)
*x) Distanta punctului x(t) + &(f) la M este mici de ordinul doi in raport cu &().
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D. Observatii.

Observatia 1. Si& deducem din teorema demonstratd
principiul lui delembw*t — Lagrange pentru un sistem de n puncte
materiale X; € R3 cu masele mz, 1 = 1, <., $1 legdture olonome.

in coordonaytele X ={x; = [/mx } energia cineticid eapitd for-
1 . 1
ma 1T = — Emix? = X2
i=1 2

Conform teoremei domonstrate, extremalele principiului mini-
mei actiuni satisfac ecuatia

( a"’g)

(principiul d’Alembert — Lagrange) in punctele din R** : forta de
reactitne 3n — dimensionald este ortogonald la varietatea M in
metrica T'. Reintorcindu-ne la coordonatele x;, obtinem

o UJ e . oU
(V7'7 X O)—(—"_;'K“ ¥ mz%i) = Z (mixi + P) 9 ‘é%)

i X;

deci prinecipiul lui d’Alembert — Lagrange in forma indicatd mai
sus : suma lucrurilor mecanice efectuate de fortele de reactinne
la deplasarile virtuale este nuld.

Observatia 2. Principiul lui d’Alembert — Lagrange poate
fi enuntat si sub o altd form# dacd se recurge la staticd. Se numeste
pozifie de echilibru un punct X, care este o migcare : X({) = X,.

Fie un punct material care se mised pe suprafata netedd M
sub actiunea fortei f = — ¢ U/0x.

Teoremi. Punctul Xoe M este pozifie de echilibru dacd $1 niumai
dacd in acest punct foria § este ortogonald la suprafata M :
(f(x¢), §) = 0, VEe T My

Acest rezultat se deduce din ecuatiile lui d’Alembert —
Lagrange daci se {ine seama ¢ x = 0.

Definitie. Termenul — mX se numeste forid de inerfie. Prin-
cipiul lui d’Alembert — Lagrange se poate enunta acum sub forma
urméitoarei

Teoreme. Dacd la forfa care aciioneazd asupre punctului se
adawgd forfa de inertie, atunci x devine pozific de echilibru.
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 Intr-adevir, ecuatiile lui d’Alembert
(—m% + {(x), &) = 0, VEe T M,

exprimé, conform teoremei precedente, faptul cd x este pozitie de
echilibru a sistemului cu fortele —mx - f(x).

Propozitii complet similare sint adevirate 51 pentru sistemele
de punecte materiale :

Daca x = {x;} este o pozifie de echilibru, atunct suma lucrurilor
mecanice efectuate de foriele care aclioneazd asupra szstemulm este
nuld la orice deplasare virtuald.

Daci la forfele care aclioneazd asupra sistemului se adougd fortele
de inerfie — m;X,(t), atunci pozifia X(1) devine pozilie de echilibru.

Prin urmare, problema studierii misesrii se reduce la problema
echilibrului sub actiunea altor forte.

Observatia 3. Pind acum nu am considerat si cazul legi-
turilor care depind de timp. Toate cele de mai sus se extind la acest
tip de legituri fard modificiri.

Exemplu. S& considerdm o mérgea care alunecd pe o tiji
inclinatd sub wunghi constant « fatd de axa verticald si care
se rotegte cu viteza unghiulard o in jurul acestei axe (greutatea
se neglijeaza). Ludm drept coordonatd ¢ distanta de la punctul
O (fig. 73). Energia cinetica si lagrangeanul sint

L=1T= ﬂnzoﬂ:»l—mq Jr m o ry

2

Lo |

7 = ¢ 8in o.

Beuatia lui Lagrange se serie : m§ = m o?q sin® o

Fig. 73. Mirgea pe o tiji care se roteste.
in fiecare moment, forta de reactiune este ortogonald la depla-

sarile virtuale (deci la directia tijei), dar nu este de loc ortogonald
la traiectoria reald.
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Observatia 4. Din ecuatiile lui d’Alembert — Lagrange
se deduc usor 19"‘1]0 de conservare. Spre exemplu, dacid printre
deplasirile wrtuale se afld si translatia in directia axei @,

gi = €y,

atuneci suma lucrurilor meecanice efectuate de forfele de reactiune
Ia aceastd deplasare este egald cu zero :

E<5Ri7 0’1) = (Z g‘i; el) = 0.

S& consideram acum fortele de reactiune ca forte exterioare.
in acest caz deducem ci suma pnmelor componente ale fortelor
exterioare este egald cu zero si deci prima componentd 1) ol
impulsului se conservi.

Am obtinut mai sus acelagi rezultat cu ajutorul teoremei lui
Noether.

Observatia 5. Subliniem incd o datd ca faptul daci o
legdtura fizied este sau nu olonomi (cu un anumit grad de exacti-
tate) se poate stabili numai pe cale experimentali. Dm punct de ve-
dere matematic, caracterul olonom al unei legituri este o ipotezd de
naturd fizicd ; ea poate fi introdusd in mai multe moduri echiva-
lente, cum ar fi principiul minimei actiuni (1) sau principiul lui
d’Alembert — Lagrange, dar pentru a defini legiturile se recurge
totdeauna la fapte experimentale noi in raport cu ecuatiile lui
Newton.

Observatia 6. Terminologia pe care am utilizat-o se
deosebeste putin de terminologia uzuald din manualele de mecanicé,
in care prineipiul lui d’Alembert — Lagrange se extinde la o clasa
de sisteme mai largd (,,sistemele neolonome cu legdturi ideale).
In aceastd carte nu vom considera insd sisteme neolonome. Vrem
numai s& dim un exemplu de sistem neolonom, si anume o bilid care
alunecd fird frecare pe un plan. In spatiul tfmvont intr-un punct
oarecare la varietatea configuratiilor MStemuhu neolonom este
fixat un subspatiu la care vectorul vitezd in acel punct trebuie
84 fie tangent.

Ohservatia 7. Dacd sistemul este aledtuit din puncte materiale
unite prin tije, articulafii ete. atunci poate aparea tentatia de a
vorbi despre forta de reactiune a unecia sau alteia din legdturile
separate.

Am definit forta totald de reactiune a tuturor ,legituriior”
&; pentru fiecare punct material m,. Notiunea de fortd de reactiune
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a unei singure legituri nu poate fi definitd, asa cum se vede din
exemplul simplu al unei grinzi care se sprijind pe trei coloane. Daci
incercim si definim fortele de reactie ale coloanelor, &,, &, si &,
printr-o trecere la limitd (considerind coloanele ca arcuri foarte
rigide) atunci ne convingem imediat c¢d rezultatul depinde de
distributia rigiditatii. Problcmele din culegeri sint alese in asa fel
ineit s& nu apard aceastd dificultate.

Problem & O bari de greutate P, inclinatd fafd de suprafata mesei la un
unghi de 60°, incepe si cadd fird vitezd initiald (fig. 74). Sa se determine forfa de reac -

Fig. 74. Forla de reacliune a mesei.

{iune a mesei in momentul initial, considerind ci masa este : a) absolut netedd, b) ab-
solut rugoasi. (fn primul caz, legitura olonom4 obligd capitul barei si stea in planul
mesei, iar in al doilea caz — in punctul initial dat.)



CAPITOLUL 5
OSCILATII

Deoarece ecuaftiile liniare se rezolva gi se studiazé usor, teoria
oscilatiilor liniare este ramura cea mai elaboratd a mecanicii.
in multe din problemele neliniare liniarizarea conduce la o solutie
aproximativa satisfdcitoare. Chiar §i atunci cind acest lueru nu
are loc, studierea problemei liniarizate reprezinti adesea primul
pas in analizarea corespondentei care existd intre migearile siste-
mului gi cele ale modelului sdu liniar.

§22. LINIARIZAREA

in acest paragraf se di definitia oscilatiilor mici.

A. Porzitii de echilibru.

Definiftie. Se numeste pozifie de echilibru a sistemului
dx

dt
orice punct x, pentru care {—x(I) =x, este solutie a sistemului. Cu
alte cuvinte, x, este pozitie de echilibru dach f(x,) = 0: cimpul
vectorial i(x) se anuleazé in punctul x,.
Exemplu. S& consideram un sistem dinamic natural cu

. 1 ..
Ingrangeanul I(q, §) = T — U, T = — Sy ()ii;>0, U=U(e)

—i(x), x< R* M

i ecuatiile Lagrange

d (0L oL ,
—— T e— —_— P n. 2
dt(““aq) aqu (G «++5 @n) (2)

|
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Ecuatiile lui Lagrange (2) se pot scrie ca un sistem de 2w
ecuatii de ordinul intii de forma (1). S& incercim si determinam
pozitiile de echilibru.

Teoremd. Punciul ¢ = (,, 4 = 4, este pozifie de echilibru @
sistemului (2) dacd si numai dacd §, = 0 §i punctul q, este
punet critic al energiei potenfiale :

GU\

= 0. (3)
()q iqo
Demonstratie. Si seriem ecuatiile Iui Lagrange sub
forma
d ( or ) _or  oU
dt \ 0q )

Oavemg—T-—:O gz 0.
g aq

Prin urmare, q = q, este solutie a sistemului daci §i numai dacd ne

aflam in situatia (3).

Din forma lui T se vede c¢i pentru ¢ =

B. Stabilitatea unei pozitii de echilibru. S& ne ocupam acum
de studierea migcérilor care au conditiile initiale in vecinitatea
pozitiei de echilibru.

Teoremi. Dacd punctul ¢, este un minim local izolat al energiei
poitentiale U, atunci pozitia de echilibru q = q, este stabild in sens
Liapunov.

Demonstratie. Fie b = U(q,). Pentru = >0 suficient
de mie, componenta conex® a multimii {q: U(q) < k -+ ¢ care
contine punctul ¢, reprezintd o vecindtate suflclent de micd a aces-
tui punct (fig. 75). n acelagi timp, componenta conexd a domeniu-

)
e \O/\‘
hi-
— q Fig. 75. Pozilie de echilibru stabils.
p E<h+¢&
~— T
7 q
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lui corespunzitor {p, q: E(p, q) <h-+ ¢} (p=0T/0q este impulsul,
iar B = T'—U — energia totald) din spatiul fazelor {(p, ¢)} repre-
zintd o vecindtate suficient de micd a punctului p =0, ¢ = q,.

Domeniul {p, q : < h -+ ¢} este insd, datoritd legii conservirii
energiei, invariant la curentul din spatiul fazelor. Prin urmare,
pentru conditii initiale (p(0), q(0)) suficient de apropiate de (0, gq,),
intreaga orbitd (p(?), q(t)) va rdmine in vecindtatea lui (0, q,),
c.c.t.d.

Problemd Poate fi pozifia de echilibru p = 0, ¢ = q, asimptotic stabilid?

Problemad. Sidsearate cdintr-un sistem analitic cu un singur grad de libertate
o pozilie de echilibru g, care nu este punct de minim local izolat al energiei potentiale
cste instabild in sens Liapunov. Sa se dea un exemplu de sistem infinit diferentiabil
pentru care acest luceru nu este valabil.

Observatie. Pare plauzibil ca i intr-un sistem analitic
cu n grade de libertate, o pozitie de echilibru care nu este punct de
minim $& fie instabild, dar acest Iueru nu a fost incd demonstrat.

C. Liniarizarea unei ecuatii diferentiale. S ne intoarcem acum
Ia sistemul general (1). Pentru a studia solutiile sistemului (1) din
veeindtatea pozitiei de echilibru x, se utilizeazi deseori liniarizarea.
B3 presupunem ci x, == 0 (cazul general se reduce la aceasta prin-
tr-o translatic a sistemului de coordonate). Atunci primul termen
al seriei Taylor al lui f este liniar :

(x)=4x+R,(x), 4 = g—f , Ry = O(x3%).

%o

Operatorul liniar 4 este definit, in coordonatele x,, ..., »,; de
0 matrice ay; :

" af
Ax), = Uy Ty Qg = ——
(4x) jg,l 10 =5

Xo
Definitie. Trecerea de la sistemul (1) la sistemul

dEs;:Ay(xeR",ye TRY) (4)

se numegte liniarizarea sistemului (1).
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Problemd. Sisedemonstreze ci liniarizarea este o opera-
tie corect definitd : operatorul 4 nu depinde de sistemul de coordo-
nate.

Avantajul sistemului liniarizat constéd in faptul ci el este liniar
§i deci se rezolvd imediat :

t2 2

A
y(t) = e y(0), unde e = K + tA + e + o

“d

Cunoscind solutiile sistemului liniarizat (4) putem obtine anumite
informatii despre solutiile sistemului inifial (1). Pentru x suficient
de aproape de 0, diferenta &, (x) dintre sistemul liniarizat i cel
initial este micd in raport cu |x|. Prin urmare, pe un interval de
timp suficient de mare, solutiile y(¢) §i x() ale celor doud sisteme,
cu aceeasi conditie initiald y(0) = x(0) = z,, rdmin apropiate.
Mai exact, se demonstreazi cu usurin{d urmétoarea

Teoremi. Pentru orice T >0 $i orice € > 0 existd un 8 >0
astfel tncit dacd |x(0) = y(0) = z,| < 3, atunci

| x(t) — ¥(&) | < €8 pentru orice t, 0 <t << T.

D. Liniarizarea unui sistem lagrangean. Si ne indreptdm din
nou atentia asupra sistemului lagrangean (2) si si incercam si-l1
liniarizdm in vecinfitatea pozitiei de echilibru q = q,. Pentru
simplificarea formulelor vom alege coordonatele in asa fel incit
g = 0.

Teorema. Peniru a liniariza sistemul lagrangean (2) in vecind-
tatea pozitiei de echilibru q = 0 este suficient sd inlocuim energia

cineticd T = —;— Y ay (4) 8 @ cu valoarea ei pentru ¢ =

, 1 .
T, = ":‘3' 2 as;(0)q; 4,

st energia potengiald U(q) cu partea e pdtraticd

_ 1 ¥l by = |

U, = o X Yy Qs Qo Oag == ————

8Qi a(b xﬁ‘

9 —c. 1719
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Demonstratie. Aducem sistemul Iui Lagrange la forma
(1), utilizind coordonatele canonice p, q :

ol . o0H
pP=—-——,4=-—, Hp,q) =T+ U.
oq op

Pozitia de echilibru fiind p = 0, q = 0, dezvoltarea membrului
drept in serie Taylor in O incepe cu termeni liniari in p si ¢. Cum
insd membrul drept este dat de derivate partiale, acesti termeni
lindari sint definiti de termenil pdtratici H, ai dezvoltarii Taylor a
hamiltonianului H(p, q) in 0. Dar H, este exact hamiltonianul
sistemului cu lagrangeanul L, = T, — U,; intr-adevir, este
evident e H,= T, (p) + U, (q). Prin urmare, ecuatiile de
migeare liniarizate sint de fapt ecuatiile de migeare pentru sistemul
deseris in enuntul teoremei, cu lagrangeanul L,= T, — U,,
c.c.t.d.

E xemplu.Sdconsideram un sistem cu un grad de libertate :

1
T = > a(q)q®, U = U(q).

Fie ¢q, o pozitie de echilibru stabild (fig. 76) :

aU U
e =0,—- >0
09 lg=g, 06 lg=q,
Y U
Fig. 76. Liniarizare. p q
q

Dupi cum se gtie din tabloul din spatiul fazelor, pentru} conditii
initiale apropiate de q = g, p = 0, solutia este periodied cu o
perioadd T care depinde, in general, de conditiile initiale. Din cele
doud teoreme precedente rezultd un

it _

S .
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Corolar. In vecindiatea poziliei de echilibru «,, perioada oscila-
titlor tinde, atunci cind emplitudinea oscilafiilor scade, la limila

2 . o b
T, = — , unde &5 = — ,
@, a
1 9%
b= —— . y & = @ (Q())-
2 0¢% 4=q,
2 < - e 1 -
Intr-adevir, pentru sistemul liniarizat T, = ~2— aq® Uy, =
1 2 L dansS v atiei Jui Laerane
:—2— bg® (considerim ¢, = 0). Solutiile ecuatfiei lui Lagrange
. 2 . 27
§ = — oj q au perioada T, = :
i

q = ¢; GOS8 w4t + €5 8N o,
pentru orice amplitudine initiald.

E. Oscilatii miei.

Definitie. Migcarile in sistemul lagrangean liniarizat
(Ly = Ty — U,) se numesc oscilalii mict*) in vecindtatea pozitie
de echilibru ¢ = ¢,. In problema unidimensionald <, $i o, se
numesc perioada oscilajitlor mici si respectiv frecventa oscilafiilor
mict.

Exemp lu Si se determine perioada oscilatiilor mici ale unei margele de
masi 1 pe firul definit de ecuatia y = U(x) in cimpul gravitational cu g = 1, in vecini-
tatea pozitiei de echilibru x=x, (fig. 77).

Fig. 77. Margea pe un fir.

*) In cazul in care pozilia de echilibru este instabild, vom vorbi despre ,,oscilalii
mici instabile’’, desi in acest caz migcarea nu mai are un caracter oscilatoriu.
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Rezolvare. Avem

U = mgy = U(x),

v [ ()

~
i
o l)-n

02U |
Fie x, pozilic de echilibru stabili: dU/dx |z, = 0, ——| > 0. Atunci frecvenla
a? |,
oscilatiilor mici o este definitd de formula
o — — a2U ]
022 |x,

x . T 1., 1
intr-adevir, pentru sistemul linjarizat T, = — §2, U, = — 0?¢® (g = © — ).

2 2

Problemaia. Si se arate cd nu numai oscilatiile mici, ci si toate miscirile
mirgelei sint echivalente cu miscirile intr-un anumit sistem unidimensional cu
lagrangeanul

¢ — V(g).

h
I
N;H

indi catie. Seia drept coordonati ¢ lungimea de-a lungul firului.

§23. OSCILATII MICI

In paragraful de fati se arati ci un sistem lagrangean care efectueazi oscilalii
mici, se descompune intr-un produs direct de sisteme cu un grad de libertate.

A. Problema reducerii unei perechi de forme, S3 analizidm amé-
nuntit problema oscilatiilor mici. Cu alte cuvinte, s& considerdm
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sistemul pentru care atit energia cinetic#, cit i cea potentiald, sint
forme péatratice :

1 .. 1 .
—é“ (Aq7 Q), U= "é‘ (B(b q), g€ Rn; qe Rn: (1)

( (,) — produsul scalar euclidian pe R”). Energia cineticd este o
forma patraticd pozitiv definita.

Pentru a integra ecuatiile lui Liagrange, voi alege niste coordo-
nate adecvate.

Dupé cum se gtie din algebra liniar&, o pereche de forme patratice
(Aq, q),(Bq, q) dintre care prima este pozitiv definitd, poate fi adusd
la axele principale printr-o singurd schimbare lintard de coordonate* ) :

Q = Oq’ Q == (qU “')Qn)-

Coordonatele @ se pot alege in asa fel incit forma (Aq,q) s& se
reducd la suma de patrate (Q,Q). Fie Q coordonatele astfel alese.

Atunci, deoarece @ = Cq, avem

1 2 .0 1
= 9 _— - 3 2'. 2
5 Z,IQ U 7 nQ (2)

uM:

Numerele ; se numesc valorile proprii ale formei B relativ la
forma A.

Problemi. Si se demonstreze cd valorile proprii ale lui B
relativ la A satisfac ecuatia caracteristicd

det (B — A A) =

care are toate radicinile reale (matricile 4 i B sint simetrice,
4 >0).

B. Oscilatiile proprii. In cocrdonatele Q sistemul lui Lagrange
se descompune in » ecuatii independente

Qs = — W Qs . (3)

*) Dacd este mai comod, se poate introduce structura euclidiani luind prima formi
drept produs scalar, reducind apoi a doua formia la axele sale principale printr-o
transformare ortogonald in sensul acestei structuri euclidiene.
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In acest mod, este demonstrati urmatoarea

Teoremi. Un sistem care efectueazd oscilaii mici esle un produs
direct de n sisteme unidimensionale care (fpot'u/mm oscilattt mici.

Pentru fiecare sistem unidimensional @ = — a () existd trei
posibilitati :

Cazul 1. A= o0?>0; solutia este ¢ = C, cos wi +
+ O, sin o ¢ (oscilatii).

Cazul 2. %=0; solutia este Q = €, + C,t (echilibru in-
diferent).

Cazul 3. A= —£k?<0; solutia este @ = C, c¢h ki +
+ O, sh kt (instabilitate).

Corolar. Sd presupunem cd wna din valorile proprii ale sisle-
mului  (3) este poritivd: Xk, = of, >0. Atunci sistemul (1)

0

poate efectua o oscilagie periodicd de forma
q(t) = (0 cos o, 1 + Cy8in o, 1) &, , (5)

unde &;, este un vector propriv. corespunzdtor valorii proprii N,
(fig. 78):
g. T8):

B-&, =, A&,

Accastd oscilatie reprezintd produsul direet al oscilatiilor
unidimensionale @; = C; cos «;, t + €, sinw, ¢ cu migedrile tri-
viale €); = 0,4 # 4.

Definitie. Miycarea periodicd (5) se numeste oscilajie
proprie a sistemului (1), iar numirul o, se numeste frecvenid
proprie.

@ fe

Fig. 78. Oscilalii proprii. ey R

Ny}

Observatie. Oscilatiile si frecventele proprii se mai nu-
mesc §i principale sau normale. Valorilor proprii nepozitive 2; le
core bpund $i lor vectorl proprii; migedrile corespunzitoare le vom
denumi, pumu coimoditate, tot ,,nxula{ ii proprii’’, desi ele nu sint
penodlce: »irecventele plopm” corespunzitoare sint imaginare.
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Problemi. Si se demonstreze e numirul de oscilatii
proprii adevirate liniar independente este egal cu indicele pozitiv

- . 1
de inertie al energiei potentiale E (Bq, q).

Putem reformula acum rezultatul sub forma urmatoarei

Teoreme. Sistemul (1) are n oscilajii proprit ale cdror direcfii
sint ortogonale doud cite doud in raport cu produsul scalar dat de
energia cinetici A.

Intr-adevir, sistemul de coordonate Q este ortogonal in raport
cu produsul scalar (4q, q), asa cum rezultd din (,J).

C. Deseompunerea dupid oscilatiile proprii. Din teorema de-
monstratd rezultd urmétorul

Corolar. Fiecare oscilajie micd este o sumd de oscilafii proprii.

In general insd o sumd de oscilatii proprii nu este periodicd
(sd ne amintim de figurile lui Lissajous!).

Pentru a descompune migcarea intr-o suma de oscilatii proprii
este suficient s proiectdm conditiile initiale ¢, ¢ pe directiile
proprii §; si & rezolvim problemele unidimengionale corespun-
zatoare (4).

Prin urmare, ecuatiile lui Lagrange pentru sistemul (1) se
pot rezolva in modul urméator. Pentru inceput, ciutam oscilatiile
proprii sub forma ¢ = e §. Introducind aceastd expresie in
ecuatia Iui Lagrange

d Aq = By,
ds

obtinem
(B— w?4)& = 0.

Din ecuatia caracteristicd (3 ) obtinem cele » valori proprii A, = of.
Lor le rore\pund n vectori proprii &, ortogonali doi cite doi.
In cazul 2, # 0,V Fk, solutia generald se serie

q(t) = Re Y, Cr e’ &
k=1

Observatie. Acest rezultat este adevirat i in cazul in
care existd i valori proprii A, multiple.
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Prin urmare, inir-un sistem lagrangean, spre deosebire de un
sistem general liniar de ecuafii diferentiale, termewii de rezonantd
de forma t sin » § §. a. nu apar nici mdcar in cazul valorilor proprii
multiple.

D. Exemple.
Exemplul 1. Si consideridm un sistem format din douid pendule matematice

de lungimily = {,=1, mase my=m,=1, in cimpul gravitational cu g==1. Si presupunem
cii pendulele sint legate intre ele printr-un arc fard greutate a cirei lungime este egali

Fig. 79. Pendule identice legate.

cu distanta dintre punctele de suspendare (fig. 79). Si notim cu q, si g, unghiurile
de abatere de la verticald a pendulelor. Atunci, pentru oscilatiile mici, 7' =

1.2 .9 1 o o o 1
= —‘;( i+ gz U= 5 (97 + 93) + 5 (g1 — @)% unde —— o (¢,—¢,)* este energia

potentiald datoratd elasticitdtii arcului. S punem

@+ Qe h— Q
Q= —, Q= ——.
1 V2 2 V2
Atunci
Q110 Q1—0Q:
91 = gz = "

V2 V2

si ambele forme sint astfel aduse la axele principale :
1 9 2 1 2 12 212
T = »E— Q7 +Q3), U= -é— (w1 Q1 + 302),

unde o, =1, w, = Vi -+ 2a (fig. 80). Prin urmare, cele doud oscilatii proprii sint
urmétoarele (fig. 81):

1) Q, = 0, deci gy = g, : ambele pendule se miscii sincron (cu aceeasi fazd) cu
frecvenia 1; arcul nu actioneazi.

2) Q; = 0, deci ¢, == —¢, ; pendulele se miscd cu faze opuse, cu frecvenia w, > 1
care este mai mare, datoritd actiunii arcului. .

S& presupunem acum ci arcul este foarte slab : «<€ 1. In acest caz, se observi
un efect interesant : pomparea de energic de 1a un pendul la celdlalt.

Exemplul 2. Sd presupunem cd la momentul initial ambele pendule sint in
repaus si ¢d unuia dintre ele i se imprimi viteza ¢, = v. S se arate ci dupd un anumit
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timp T primul pendul va fi aproape nemi scat, iar toald energia va [i transmisd  celui
de-al doilea. ) . .

Din condi{iile initiale rezultd Q,(0) = Q,(0) = 0 si deci Qy=¢ sin 1, Q=
= ¢, sSinol, w= Vl 420 14 afe <€ 1).

v v

Dar Ql ©0) == Qz (0) = v/ V2. Rezultd ed €=~ , Cg = 75 si solutia mnoastrd
2 wl 2

are expresia

-->-. —— P ] s

Fig; 80. Spatiul configura- Fig. 81. Oscilatii proprii ale pendulelor legate.
tiilor pendulelor legate.

- (sin ¢ - LB 9]
= sin — sinw i),
g 2 5}

v 1
gy = ——(sin{ — —— sin o 1),
)

P

1 s <
sau, neglijind termenii » (1 — —— | sin o {, care sint mici impreund cu «
)

v o
G~ 5 (sinf -+ sinwl) = v cos g {sinw'{,

v
Gy R - (sin f — sin of) = — vsinefcos w'f,
w— 1 o w +1
fE=—r—=—, 0= 1
2 2 2



138 OSCILATII

o
Mirimea g = —— este micd impreuni ¢ sideci ! 3] ilatii
: 5 a4 lmpreuna cu o si deci ¢y efeclueazsi oscilalii cu frecventa
’ e s i i iaza
o’ & 1sicuamplitudinea v cos ¢ { care variazi lent (Tig. 82).

Dupd timpul 7 = x/2¢ & w/a, va oscila praclic numai

. pi ) al doilea a
timpul 27" — din nou primul s.a.m.d. («batair) (fig. 83). et pendul, dupd

Fig. 82. Batii: traiectoriile in spaliul
configuratiilor.

Fig. 83. Biltii,

Exemplul 3. Sd se studieze oscilaliile proprii a doud pendule inegale (m; #m,
925

UL # 1y, 9 = 1) unite printr- gia —— 2 (T
15y ) e prinir-un arc cu energia P a(qy — ¢,)2 (Tig. 84). Cum se comportd

oscilafiile proprii alunci cind o — 0 si elnd oo —> 00 ?

Avem
ro Lo e 2 o2
5y g 4 myly ),

¢ % (g — g
U=m 5 + my I, SHELL A

2
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Prin urmare (fig. 85)
my I% 0
A = 2 |
0 my la
myly + o —a
B )
— myl, + o
si ccualia caracteristicd are forma
2
myly + o — am i1 —®
det (BB — A A) = det ( 1 ! ,]=0
- O myly + o — Ay
g

g

I'ig. 84. Pendule Fig. 85. Energia po-
legate. tentiald a pendulelor
puternic legate.

sau
aX? — (by | bya) A 4 (¢g + cqot) = 0,
unde a == mym, I? Ig’

2 2
bo == mylymy by (Iy -+ 1), by == my I1 + myl3,
€y == MMy Lily, € == Myly -+ my [y,

Aceasta este ecuatia unei hiperbole in planul (e, %) (fig. 86). Cind « — 0 (arc slab)
frecventele tind citre frecventele pendulelor libere (w1,2 =17.2) ; cind «—>o00 (arc foarte
puternic) una din frecvente tinde la oo, iar cea de-a doua — la frecventa proprie We a
unui pendul ¢u doud mase m; si m, pe aceeasi tija (lig. 87) :

2 my i+ myly

2 2
myly + myla
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Problema4i. Si

se studieze oscilatiile proprii
(fig. 88). L rroert

ale unui pendul dublu plan

Problem# a termi i
punet g ol a. Sa i;ﬁ determine forma traicctoriilor oscilatiilor mici ale unui
an care se afli in centrul unui tri i i ’ "
] t riunghi echilateral si est it pri i
identice cu virfurile triunghiului (fig. 89) P este nit prin aeurd

QM

my

Fig. 86. Dependenta frec-
venielor proprii de rigidi-
tatea arcului.

Fig. 87. Cazul limitx

al pendulelor legate

printr-un arc de ri-
giditate infinita.

Fig. 88. Pendul

dubluy, Fig. 89. Un sistem cu

o infinitate de osci-
latii proprii.

Rezolvare. Sistemul este invariant la o rotatie de 120°. Prin urmare, toate
directiile sint proprii si cele doud frecvente proprii sint egale : U = ! ©? (22 - )

~ ~ . . 2 x — y .
Rezultd ci traiectoriile sint elipse (vezi fig. 20).. 2
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§24. ASUPRA COMPORTARII FRECVENTELOR PROPRII

Aici se demonstreazi teoremele lui Rayleigh — Courant — Fischer privind com-
portarca frecventelor proprii la cresterea rigiditatii si la impunerea de legaturi.

A. Comportarea freecventelor proprii la variatia rigiditatii.

S considerim un sistem care efectueazi oseilatii mici cu energia
cineticd gi energia potentiald date de

1 .. 1 )
= (44, q) >0,U:;(Bq,q)>0, vV ¢,q#0.

Definitie. Un sistem cu aceeasi energie cineticd si cu
energia potentiald U’ este denumit mai rigid decit primul dacd

1 , 1 .
U'(q) = 5 (B'q, q) = > (Bg, q) = U, pentru orice q.

Vrem si determinim cum variazd frecventele proprii ale siste-
mului atunci ¢ind rigiditatea acestuia cregte.

Probleméi. Analizati cazul unidimensional.

Teorema 1. Atunci cind rigiditatea creste, toate frecvenfele
proprii cresc : dacd o; < 0, < ... < o, Sini frecvenfele proprii ale
sistemului ou rigiditate mai micd §i of < 0; < ... < o, sint cele
ale sistemului cu rigiditatea mai mare, atunci ©; < o], ©; < O, ...,
0, < o

Aceastd teoremii are o interpretare geometricd simpld. Fard
a pierde din generalitate, putem considera c¢d A = E; altfel spus,
considerim structura euclidian& datd de energia cineticd T =
= —;— (4, q). Fiecirui sistem ii asociem elipsoidul & : {q | (Bq, ) =
= 1}, respectiv & = {q | (B'q, q) = 1}. Este evidentd urmatoarea

Lema 1. Dacd sistemul U’ este mai rigid ca sistemul U, atunci
elipsoidul & este inclus in interiorul elipsoidului 8.

La fel de clard este demonstratia urméitoarei leme.
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~ Lema 2. Semiaxele principale ale elipsoidului sint  inversele
Jrecvenielor proprii o, :

©; ==,

_ Prin urmare, teorema 1 este echivalentd cu urmdtoarea propo-
zitle cu caracter geometrie (fig. 90).

Fig. 90. Semiaxele elipsoidului interior
sint mai mici.

']_‘eorf,m_a 2. Daci el’ips.oiduil & cu semiaxele a, = ay,> ... > Uy
confane i interiorul sau elipsoidul &' cu semiaxele a >y > ...
= > a, , care are acelasi centru, atunci semiaxele elipsoidului

d‘l,’ll, interior 'S"i)"[f/ mar mic
a

120, @ >4, L A, >

Exemplu. Atunci cind rigiditatea « a arcului care uneste pendulele din
exemplul 3, §23, creste, creste si energia potentiali si conform teoremei 1, crese frec-
ventele proprii:

dw;
do

> 0.

Sa consideram cazul in care rigiditatea arcului « — 0. in acest caz, la limita
pendulele devin rigid legate si se obtine un sistem cu un grad de libertate ; frecven(a
proprie o salisface inegalitatea ¢, < O < Oy

B. Comportarea freeventelor proprii la impunerea de legituri.
S& ne intoarcem la un sistem general cu » grade de libertate care

< . e . S r . .0
efectueazd mici oscilatii, cu energia cineticii 7 — — (q, q) si
: > 2

. < i 1
energia potentialda U = — (Bq, q), q € R". Fie R*~! < R* un
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subspatiu de codimensiune 1 al lui R* (fig. 91). Considerdam sistemul
cu n—1 grade de libertate (qe R*~1), cu _energia ?()tent;l;mla sicu
cea cinetied obtinutd prin restrictia lui U i 1 la R*™. Se spune ca
acest sistem a fost obtinut din cel initial prin impuyerea unei legd-
turt liniare. - .

Si notdm cu o; < @, < ... < o, frecventele proprii ale siste-
mului initial 81 cu o; < o) < < g, frecventele proprii
(sint numai n—1 1) ale sistemului cu legatura. _ o 5

Teorema 3. Frecventele propriv ale sistemului cu legdinrd separd
frecventele proprii ale sistemului inijial (fig. 92).

’ ’ e
0 < 0] < 0, <0< .Gy < Opep < O

@] (o2 Wy
Fig. 91. Legiturd liniara. I'ig. 92. Separarea {recventelor.
Dacd {inem seama de lema 2, aceastil teoremii este echivalenti cu
urmdtoarea afirmatie cu caracter geometric.

Teorema 4. Sd consideram secliunea elipsoidului & ={q|(Bq, qL) =

y ~ ~ i . . LN —

=1} cu semiaxele a, > ay > > Ay, cw hiperplanul I .
Atunci semiaxele elipsoidului (n —1) — dimensional de cecliune &
separd semiaxele lui & (fig. 93)

< ~
G > Ay > Gy > O > oue B OQpoy 5 Upoy > Oy

Fig. 93. Semiaxele secliunii separi
semiaxele elipsoidului.
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C. Proprietitile extremale ale frecventelor proprii.

Teorema 5. Pentry orice sectiune a elipsoidului & cu semiaxele
@ = ay> > a, cu un subspativ R* de dimensiune T al lui
Re semiaxra cea mar micd « elipsoidului de sectiune este mai micd
sau egald cu ay :
@; = max min.| x|.
{RE}xeREn S
(marginea superioard se obtine pentru subspatiul generat de direc-
tiile semiaxelor ¢; > a, > ... > ay).
De monstratie*). Si considerim subspatiul R*-++1 gene-
at de directiile semiaxelor a, > a;,, > ... > a,. Fiind de dimen-

siune n—k 41, el intersecteazi orice subspatiu R* dat. Fie

:XEVB””’C"'I. n R¥n @ Atunci [|x|| < a,, deoarece xe R*™*+, Cum
Insa lunglmeaf |x JI nu este mai micd decit lungimea celei mai mici
semiaxe a elipsoidului &n R*, aceasta din urmi nu este mai
mare ca a;, c.c.t.d.

) D emonst ra t'i a teoremei 2. Semiaxa mici a fiecirei secliuni (de
rhmen.smr}e k) a elipsoidului interior R% N &’ nu este mai mare decit serniaxa mici
a sectiunii R n §. Conform teoremei 5,

P ; :
ag, {ral‘:fxea}clgslllx” < ?Ilt?c;c K;Ig;tlllczg: ap, c.c.t.d.
Demonstratia teoremei 4. Inegalitatea a; < a
rezultd din teorema 5, deoarece in calculul lui a; maximul se ia pg
0 multime mai mare. Pentru a demonstra inegalitatea aj > a
intersectam pe R*! cu orice subspatiu R de dimensiune Ir—?lh
Dlm.ensvmne', intersectiei nu este mai micsi decit k. Cea mai mici
Semiaxa a elipsoidului @’ n R** nu este mai mics decit cea mai
micad semiaxd a elipsoidului & n R*, Conform teoremei 5

a, = max 1min

X _ .
{chnn—l} xeRkn g’ ” ” > max mun ”X” >

{Rk+1cnn; xeRang'

> max min
{RE+1CRn} xeRk+lng

IX]| = ax4q, c.c.t.d.
Teoremele 1 §i 3 rezultd imediat din cele demonstrate.
Problema. Sisedemonstreze cd.dacd, fird a varia energia
potentiald, facem sfi creascd energia cinetics (de exemplu, lasind
aceleasi arcur} §1 marind masele) atunci fiecare frecvents ’proprie.
se micsoreazi. )

*) Este util si avem In minte cazul n=38, k=2.
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Probleméi. Fie un elipsoid intr-un subspatiu al lui R”. Si se demonstreze
cd daci acest elipsoid se proiecteazd ortogonal pe un alt subspafiu, atunci toate semi-
axele proiectiei sint mai mici.

Problemai. Fie A(c) o formd patraticid pe spatiul euclidian R? care depinde
continuu diferentiabil de parametrul ¢. Sa se arate ci fiecare valoare proprie a formei
depinde diferentiabil de ¢ si si se calculeze derivatele.

Raspuns. Fie X,...,A; valorile proprii ale [ui A(0). Fieciirei valori proprii 2; de
multiplicitatea v; ii corespunde un subspatiu RYi. Derivatele in zero (e=0) ale valorilor
dA

proprii ale lui A(e) sini egale cu valorile proprii ale resiriciiei formei B = —»rl
g |e=0

la RV,
in particular, dacd toate valorile proprii ale lui A(0) sint simple, derivalele lor
sini egale cu elementele diagonale ale malricii lui B intr-o bazd proprie a lul A(0).
Din aceste ultime afirmatii rezultd ¢ atunci cind o forma péitratica creste, valorile
ei proprii cresc. Obtinem in acest mod o noui demonstratie a teoremelor 1 si 2.
Problema. Cum variazi indllimea sunetului unui clopot atunci cind apare

o fisura ¢

§25. REZONANTA PARAMETRICA

Daci parametrii unui sistem variazi periodic in timp, atunci pozitia de echilibra
poate deveni instabild, chiar dacé ea este stabila pentru fiecare valoare fixatad a para-
metrului. Datorita acestei instabilitdti putem sd ne didm in leagin.

A. Sisteme dinamice ale ciror parametrii variazi periodie in

timp.
"Exemplul 1. Leagdnul pentru care lungimea I(t) a pendu-
lului matematic corespunzitor variazi periodic in timp : I(t +1') =

= I(t) (fig. 94).

Fig. 94. Leagén.

Exemplul 2. Pendulul in cimpul unei forte gravitajionale
care variazd periodic in timp (de exemplu, Luna) este descris de
ecualia lui Hill ’

§ = —oXt) g, ot+T) = o) - (1)
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Exemplul 3. Pendulul al cirui punct de suspendare osci-
leazd periodic pe verticald in timp este de asemenea deseris de ecuafia
(1).

Pentru sistemele care depind de parametrii care variazd perio-
die in timp, membrul drept al ecuatiei de miscare este o functie
periodicd de ¢. Ecuatia de miscare se poate serie ca un sistem de
ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intii

x =1i(x,1), x,{+T) =1(x,1), xeR" (2)
cu membrul drept periodic. De exemplu, ecuatia (1) se poate scrie
sub forma sistemului

Xy = Ty

il

}co(t +T) = o). (3)

Dy = — ot) ay,

B. Evolutia dupid o perioada. Rcammtlm p['()pl‘l(‘ tatile gene-
rale ale sistemului (2). 83 notam cu g': R* — R* (L[)ll(’/‘drl;ld; care
transformd fiecare punct xe R in valoarea g’x = ¢({), la mo-
mentul t, a solutiei slbtemulm (2) cu conditia initiald @(0) = x
(fig. 95). Aplicatiile ¢ nu formeazi un grup : in general,

gt # glog' # gto gt

Problemi . Si se demonstreze ¢i {g'} este un grup cu un
parametry dacd si numai dacd membdrul drept § nu depinde de t.

Fig. 95. Evolufia dupi o
perioada.

0 T t

Problemia. Sdsedemonstreze ci dacd T este perioada lui i,
atunct " = g* o g7 i deci, in particular, g"* = (gT)": aplwa,mle
{g**'} formeazd un grup (n intreg).

PR
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Aplicatia ¢7 : R* — R” joacd un rol important in cele ce
urmeaz ; o vom denumi evolutia dupd o perioadd $i o vom nota cu

ATRPSR?, AX(O) = x(1).

IXxemplu. Pentru sistemele

& = Ty, Ty = 1y,
-7.52: — X1 €X,== — Xy,

care pot i considerate periodice cu orice perioada 1, aplicalia A este o rotatie, res-
pectiv o rotatie hiperbolicd (fig. 96).

Teoremi. 1) Punctul X, este punct fix al aplicatiei A (4xy =X,
dacd s1 numai dacd solufia cu condifia iniliald X(0) == X, este peri-
odicd de perioadd T.

2) O solupie periodicd (de perioadd T') ¢t — X(1) este stabild@ in
sens Liapunov (respectiv asimptotic stabild) dacd st numai dacd
punctul fiv x, = x(0) al aplicatiei A este stabil in sens Liapunov
(respectiv asimptotic stabil)®).

3) Daca sistemul (2) este liniar, deci i(x, {) = f(t)x, unde
f(t) : R* — R" este o aplicatie liniard Vi, alunci aplicatia A esle
liniard.

4) Dacd sistemul (2) este hamiltonian, alunct aplicatia A conservd
volumul : det 4 =1.

YoM .

Fig. 96. Rotatie si rotafie Ax

hiperbolica.

X

Demonstratie. Afirmatiile 1) si 2) rezultd din relatia
¢T = ¢'A, V¥ se R. Pentru 3) se tine seama ¢ suma a doui solutn

*) Punctul fix x, al aplicatiei A este stabil in sens Liapunov (asimplotic stabil) dacd
Ve 0, 38 - 0, astfel incit din |x—x,] << rezultd | A”X— A"x;| < ¢ pentru orice
0 <<n < o (respectiv 4%x— A%xy— 0 cind n — ).
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ale unui sistem liniar este tot o solutie. Afirmatia 4) rezultd din
teorema lui Liouville. 5 o .

S3 aplicim teoreina demonstrati aplicatiei A a _planphp fazelor
{(2y, @)} in el insusi, corespunzdtoare ecuatiel (l)2$1 sistemului

. - Xy a3
(3). Sistemul (3) fiind liniar si hamiltonian (1[ =, + w? 21 )

obtinem un _ L
"Corolar. Aplicatio A este liniard §i conservi arig (det 4 =1).
Pentru ca solutia nuld a ecualiet (1) sa fie stabild esle necesar i
suficient ca aplicatia A sd fie stabild (adicd punctul (0, 0) sd fie
punct fix stabil pentru A).
Problemai. Si se demonstreze ci orice rotatie (rotatie hiperbolicd) in plan
este o aplicatie stabild (respectiv instabild).

C. Aplicatii liniare ale planului in plan care pistreazd aria.

Teoremd. Fie A matricea unei transformari lintare a planu-
lui care pastreazd aria (det A =1). Atunci aplicatia A este stabild
dacd |tr A| < 2 i instabild dacd |[tr A| >2 (tr A =ay + gg)-

Demonstratie. Fie A, A, cele douid valori proprii ale
aplicatiei 4. Ele satisfac ecuatia caracteristicd 2* —tr 4 ‘k +1=
=0, cu coeficientii reali A + A, =fu}"4j1, N oA, =det 4 = 1‘

Ridicinile A, §i A, ale acestei ecuatii sint reale pentru | tr 4 | >2
si complex conjugate pentru [tr 4| < 2. _ .

In primul caz, una din valorile proprii este mai mare in modul
ca 1, cealaltd este mai micd in modul ca 1 si aplicatia A este o
rotatie hiperbolici, deci instabild (fig. 97). .

in al doilea caz, valorile proprii se gisesc pe cercul unitate
(fig. 97) :

Tig. 97. Valorile proprii
ale aplicatiei A.

Aplicatia A este echivalentd cu o rotatie de unghi « (unde 2, =
= ex@).: se reduce la aceastd rotatie printr-o alegere adecvatd a
coordonatelor in plan. Prin urmare, ea este stabild, c.c.t.d.
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Rezultd ci intreaga problemsd a stabilititii solutiei nule a ecua-
tiei (1) se reduce la calculul urmei matricii A. Din picate, caleulul
acestel urme poate fi efectuat numai in cazuri speciale. Urma poate
fi determinatd intotdeauna aproximativ, integrind numeric ecuatia
pe intervalul 0 < ¢ < 7. In cazul important in care functia o(t)
este apropiatd de o constantd, sint utile consideratii simple de
ordin general. ’ |

i i
D. Stabilitatea tare. | !

Definitie. Solutia nuli a unui sistem hamiltonian liniar
este tare stabild daci ea este stabild si pentru fiecare sistem hamiil-
tonian liniar suficient de apropiat de cel dat, solufia nuli este sta-
bil&*).

Din cele doui teoreme precedente rezulti un

Corolar. Dacd [tr A| << 2, atunci solutia nuld (a sistemului (1))
este_tare .stabild. '

Intr-adevir, dacs |tr 4| < 2, atunci pentru orice sistem sufi-
cient de apropiat operatorul A’ corespunzitor satisface si el
inegalitatea |tr A'| < 2.

Sa aplicdm acest rezultat unui sistem cu coeficienti aproape
constanti (care variazi lent). De exemplu, si considerim ecuatia

ISH

= —o*(l +eal)r, =<1, (4)
unde a(t 42 m) = a(t), (un exemplu : a(f) = cos t) (fig. 98). (Bste
deci vorba de un pendul a cirui frecventd oscileazi in jurul valorii
o cu amplitudine micd si perioadi 2 w)**),

Fiecdrui sistem (4) i se asociazé un punct in planul parametrilor
g, © > 0. Evident, sistemele stabile cu [tr A| < 2 formeazi in
planul (w, €) o multime deschisi, la fel ca si sistemele instabile cu
[tr A| > 2 (fig. 99).

Frontiera de stabilitate este datdi de ecuafia [tr 4| = 2.
Teorema. Toate punctele awei o, exceptind cele intregi si semi-
intregi : o =k[2, &k =0,1, 2,... corespund la sisteme (4) tare stabile.

Prin urmare, mulfimea sistemelor instabile poate ajunge la
axa o numai in punctele » = /2. Cu alte cuvinte, un leagin poate
fi pus in oscilatie prin modificarea lentd si periodici a lungimii

*) Distan{a dintre sistemele liniare cu coeficienti periodici X = B,(f)x si X =
= B, ()x se defineste ca fiind maximul dupi ¢ al distantei dintre operatorii By(f) si
B,(1).

**) Pentru a(t) = cos {, (4) se numeste ecuafia lui Mathiey.
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numai atunci eind o perioadd de variatie a lungimii este apropiati
de un numiir intreg de semiperioade ale oscilatiilor proprii — re-
zultat cunoscut tuturor din experienti.

N TN
B N4 AN <t

Fig. 98. I'recventa instantanee Fig. 99. Zone de rezonani{d para-
ca funclie de timp. metricd.

Demonstratia teoremei enuntate se bazeazd pe faptul eid pentru
e =0 ecuatia (4) are coeficienti constanti si se rezolvil explicit.
Probleméa. Pentru sistemul (4) eu e =0 sd se calculeze
matricea A a cvolufiel dupd o perioadd T =2 =, in baza 2, .
2zolvare. Solutia generald este
Re 1 r Solutia generald este
& = 008 0l 4+ ¢y,8in o L.
Solutia particulari cu conditia initialda x =1, =0:

& = — o s8in o i.

Solutia particulard cu conditia initiald, & =0, ¢ =1:

)
x = - sin w1, X = Cco8 ot
(O]
Rdaspuns.
'S 1 :
co8 27w —-8in 27w
A = @ -

—m SN2 7o cos 2o

-

P
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Prin  urmare |[trAd| = [2 cos27e | <2 dacd o # k/2,
k=0,1,2 81 teorema rezultd din corolarul precedent.
O analizd mai atentii ¥ aratd c¢d, in general, (si pentru a(f) =

= cos t) domeniul de instabilitate (hagurat in fig. 99) ajunge intra-a

devir la axa o in vecinatatea punctelor o =%/2, k =1, 2,

Prin urmare, pentru o =~ k/2, k =1, 2, ..., pozitia de echili-
bru inferioard a unui leagidn idealizat (4) este instabild si el intrd
in oscilatie la o variatie periodicid oricit de mich a lungimii. Acest
fenomen se numeste rezonantid parametricd. Proprietatea caracte-
rigtici a rezonantel parametrice este aceea cid ea se manifestd
cel mai puternic in cazul in care frecventa v de variatie a parame-
trilor (in ecuatia (4), v =1) este de douit ori mai mare decit
frecventa proprie o.

Observatie. Teoretic, rezonanta parametricd se observi
pentru o infinitate de valori ale raportului o/v = k/2,k =1, 2,
Practic insd se observi numai cazurile in care & nu este mare
(k =1, 2 si mai rar 3). Motivele sint urmitoarele :

a) Pentru valori mari ale lui &k, domeniul de instabilitate
ajunge la axa o in forma unei limbi ascutite si pentru frecventa
de rezonantd o se obtin limite foart(, rwlde (~ o pentru o tunctle
neted# a(t) in (4)); i

b) Instabilitatea se mfmlfesm 81 ea slab pentru valori mari ale
lui &, deoarece |tr 4| — 2 nu este mare §i valorile proprii sint
apropiate de unitate ; '

¢) O frecare oricit de micii conduce la aparifia unei valori
minime ¢, # 0 a amplitudinii, necesard pentru aparitia rezonantei
parametrice (pentru valori mai mici ale lui e, oscilatiile se amorti-
zeazi). g, creste rapid cu cresterea lui k (fig. 100).

Fig. 100. Influenia frecirii

asupra rezonantei para- \/ V
metrice. ! /\ A @
% V)

De asemenea, sd4 observiim c¢d pentru ecuatia (4) in cazul
instabil mirimea x creste nemdirginit.

&

*) Vezi, de exemplu, problema de mai jos.
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In sistemele reale oscilatiile ating numai o amplitudine finité :
pentru valori mari ale lui @, chiar i ecuatia liniarizatd (4) ism
pierde sensul si trebuie luate in considerare efectele neliniare.

Problemi. Sd sedetermine aspectul zonelor de stabilitate in planul », € pentru
sistemul descris de ecuafia

‘ w e, 0 < <m,
¥ o= — I'Z([)x, f(t) = { e<€ 1,

w—¢g, 1<l <2,

flt+ 2m) = f(1).

Rezolvare. Din rezolvarea problemei precedente rezulti ci A = Ay A, unde

1 €y = COS T Wp,
Cr Sk .
Aj = 7 B Sk = sin 7 oy,
— OFSE Cx Wy =0 4 €.

Frontiera zonei de stabilitate este dati de ecuatia

(O3] Wy
[trA | = [2¢16p — {—— - —] sy8,] = 2. &)
W, ©;

.

Cum g €1, avem o,/0,= (0+ &)/(v—¢) & 1.
Introducem notatia

2422 i g A

0y Wy
. 2-¢?
Dupi un calcul simplu, obfinem A= —+ O(e*) < 1. Utilizind relatiile 2¢,c, =
©

= €0$ 2me-}- €os 2w, 28;5,== cos 2we— cos 2nw, ecuatia (5) devine

—Acos 2me+ (2 A)cos 2me = + 2,

sau

2-+ Acos 2me

cos 21w = s
0 T 2T A (61)
s 9 —2+Acos 2re 6.)

oS 2Me) = —————— .
2+ A . .
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in primul caz cos 2nmw ~ 1. Putem deci pune
ow=Fk+a lal €1, cos 2 mw = cos 2na = 1 — 2r2a® + O(a?).

Lcuatia (6;) poate fi pusd sub forma

A

cos 2mwew = 1 — ~«~——-—&—~ (1—cos 2me),

2 -+
sau 2n2a2 4 O(a?) = An2e2+ O(c?).
Introducind valoarca lui A = 2e2jw? -- O(e?), oblinem

2 g?
a= 1 — +0(e?), deci o =k +— + O(c?).
©? k®

Ecuatia (6,) se rezolvi similar. In final, obtinem

1
o=kt ———k—~—1— + O(e).
n( +”2—)

Prin urmare, rispunsul la problemd poate fi citit pe fig. 101.

€
Fig. 101. Zone de rezo- 1 3 T
nantd parametrici pentru 2 11 2 2 @

=0 4 =

E. Stabilitatea pendulului rasturnat al cirui punet de suspen~
dare eoscileaza pe vertieald.

Problemdi. Poale deveni pozitia de echilibru superioard a pendulului, care de
obicei este instabild, stabild dacd punctul de suspendare oscileazd pe verticald (fig. 102) ?

S84 presupunem ci pendulul are urmitoarele date : lungimea 1,
amplitudinea de oscilatie a punctului de suspendare a < I, peri-
oada de oscilatie a punctului de suspendare 2 = gi in timpul fiecdrei
semiperioade, acceleratia punctului de suspendare este consiantd
gi egald cu 4 ¢ (atunci ¢ = 8 ¢ [ 2). Se dovedeste ¢i pentru osci-
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latii suficient de rapide ale punctului de suspendare (v < 1)
pozitia superioard de echilibru devine stabili.

mg
2a o
I Fig. 102. Pendul risturnat
al cirui punct de suspen-
parabola dare oscileaza.

2t t

Rezol vare, LEcuatia de miscare se poate scrie sub forma ¥= (w? -+ d?)x
(semnul se schimbd dupi timpul t) unde wi=g/l, d2= ¢/l. Daci oscilaliile punétu]ui
de suspendare sint destul de rapide, atunci d?> w? (d%= 8a/it2). ’

In analogie cu preblema precedenti A — AyA4, unde
h ' / ! )
ch kT ~w— sh k< cos Qr — sin Q7
Ay = & , Ay = Q ,

k sh kt ch kv . —Q sin Qv cos Q1
k2 = a2 + mz’ 02 — (2 — 2.

Conditia de stabilitate |tr A] <2 are deci forma

‘ . e L] k Q i
2 ch kT cos Q © {?{ — —;:) sh‘ kt sin Qv) < 2. (7)

Sé aral:}m cd aceastd condilie este indeplinitd pentru oscilatii destul de rapide
ale .punclulm de suspendare, deci pentru ¢>g. Si introducem méirimile adimensionale
e siw:

Atunci
kr=2)2 EV_I?— p2,

Koo [T

o Tk fiow = 2% 4 0)
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Prin urmare, pentru ¢ si w mici, sintadevirate dezvoltirile cu eroarea O (e* + %)

2
ch kr =1+ 4e* (1 + p?) + Y et

8
cos Qr=1—4¢2 (1—p3 + - . et ...,

A Q
_— sh Lt sin Qv = 16 e2p? + .. ..
Q k

Conditia de stabilitate (7) devine

16
2(1 — 16 &* ~—:>;—— et + 8e2yu? + ) + 16 2p? < 2,

deci neglijind mérimile de ordin superior,

2 00,02 € P a
——16e? = 32pu%e? sau p < ——— sauincd —— < - .
3 V:; 4 3l

Aceastit ultimi conditie se poate scric sub forma

unde N = 1/27 este numirul de oscilatii ale punctului de suspendare in unitatea de
timp. De exemplu, dacd lungimea pendulului este { == 20 cin si amplitudinea punctului
de suspendare « = 1 cm, atunci

980
N > 0,31 l/ 50 20 =~ 43 (oscilatii pe secundi).

Prin urmare, pozitin superioari de cchilibru este stabild dacd, de exemplu, numiérul
de oscilatii pe secundi ale punctului de suspendare este mai mare ca 50,



CAPITOLUL 6
SOLIDUL RIGID

In capitolul de fatd se studiazd aminuntit citeva probleme de
mecanicd destul de particulare. Acestea sint incluse in cursurile
de mecanicd clasici conform unei traditii bazate pe faptul ci
au fost rezolvate de Euler si Lagrange cit si pe faptul ca triim
in spatiul euclidian tridimensional in care majoritatea sistemelor
mecanice pe care le intilnim sint aleftuite din corpuri rigide.

§26. MISCAREA IN RAPORT CU UN SISTEM MOBIL DE
COORDONATE

In cele ce urmeazi se defineste notiunea de vitezi unghiulara.

A. Sisteme mobile de coordonate. Si considerim un sistem
lagrangean care este descris in coordonatele q, ¢ de lagrangeanul
L (q, q, t). Adesea este util s& se treacd la un sistem mobil de
coordonate Q = Q (q, 1).

Pentru a scrie ecuatiile de miscare intr-un astfel de sistem
mobil, este suficient si exprimim lagrangeanul sistemului in raport
cu noile coordonate.

Teoremd. Dacd traiectoria v: q = @(t) a ecualitlor Lagrange
d (0L) oL

=\ = | = —— se serie in coordonatele Q,t (Q = Q (q,t)) sub for-
dt \oq 0q

ma  y:Q=®(), atunci functia ®() satisface ecuatiile lut

d oL/ oL .
Lagrange — | —— | =", unde I’ t) = L q, t).
grange (55 ) =% Q0,1 = (4, 4,0

Demonstratie. Tralectoria v este o extremald :
) (L (4, ¢, 1) di = 0. Prin urmare, § SL’ (Q, Q, 1) dt=0 si® (¢)

-

Y Y
satisface ecuatiile lui Lagrange, c.c.t.d.
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B. Migeiiri, rotatii, miseiiri de translatie. Sid considerdm, in
particular, cazul important in care ¢ este raza-vectoare a unu}l
punct in raport cu un sistem 1'ner§1_a1 de coordonate ca,rtezulan_e o
(pe care il denumim sistemul fiz) §i Q — raza-vectoare .a ace 1113};%1
punct in raport cu sistemul mobil de coordonat.e .oaltem_ene .

Definitie. Fie k si K spatii liniare euclidiene orientate.

Se numeste migcare a lui K in raport cu k o aplicatie Dt_ : K - k
care depinde neted de t §i conservii metrica si orientarea (fig. 103).

Fig. 103. Miscarea .D; este produsul unei
rotatii B; cu o translatie C;.

Definitie. Miscarea D, se numeste rotatie daci ea trans-
forms originea coordonatelor din K in originea coordonatelor din
%, deci dacd D, este un operator liniar, yt. ' )

Teoremi. Fiecare miscare D, se descompune univoc in produsul
unei rotafit B, : K — I cu o translajie €, : k — k :

D, = 0C, B,
unde C, q = q +1r (1) (q,rek). .

Demonstratie. Punem 7({)=D,0, B,= ;' D, Atunci
B,0 = 0,c.c.t.d. . ] ‘

Definitie Miscarea D, se numeste de translafie daci apli-
catia corespunzitoare B,:K —k nu depinde de t: B,= B, = B,
D, Q = BQ +r(t)®. o

Vom spune cib sistemul de coordonate I este fix §1 cd .szstemzcl
K este mobil; q(t)e &k este raza vectoare ¢ punclulut in miscare in
raport cu sistemul fiz ; Q(t) € K se numesie raza vectoare punctului
in miscare in raport cu sistemul mobil dacd (fig. 104)

g(t) = D, Q((t) = B, Q(t) +r(1). 1)
Atentie! Vectorul B, Q(t) € k nu trebuie confundat cu Q(t) e K —
ei gint elemente ale unor spatii diferite!

*) A nu se confunda cu , translatia simpld”’, de care diferd printr-o rotatie con-
stanta B. (N.T.).
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C. Compunerea vitezelor. S3 exprimim acum ,,viteza absoluti”’
q prin miscarea relativii Q(¢) si miycarea sistemului de coordonate
D,. Din formula (1) obtinem, derivind in raport cu t, formula de
compunere a vitezelor

q = BQ + BQ -+r. (2)

Fig. 104. Raza vecloare a unui punct in raport
cu sistemul fix de coordonate (q) si in raport

|/a(f) cu sistemul mobil de coordonate (Q).

K

Pentru a clarifica sensul celor trei termeni care apar in (2), si
considerdm pentru inceput niste cazuri particulare.
Cazul miscdrit de translatie (B = 0). In acest caz ecuafia (2)
sereduce la ¢ = BQ —+ r. Cu alte cuvinte, am demonstrat o
Teoremia. Dacd sistemul mobil I are o miscare de translajie in
raport cu k, atunci viteza absoluld este egald cu suma dintre viteza
relativd $i viteza de miscare a sistemului K :

V=V 4 v, (3)
unde v = qek este vileza absolutd
V= BQe k este viteza relativi (a nu se confunda cu Qe K!)
Vo= re k este viteza de miscare a sistemului mobil.

D. Viteza unghiulari. In cozul unei rotatii a sistemului K,
legdtura dintre vitezele relativii si absolutd nu este atit de simpli.
Pentru inceput s considerim cazul in care punctul nostru este in
repaus in raport cu £ (deci Q = 0) iar sistemul K se roteste
(deci r = 0). In acest caz miscarea punctului q(f) se numeste
miscare de transport.

ixemplu. Rolapra cu vitezd unghivlard constantd oe k.
Irie U(1) : k—k rotatia spatiului & in jurul axei o cu unghiul | it.
Atunci B(t) = U(t) B(0) se numeste rofafiec wuniformda a lui K
e vitezd unghivlard o. '

Evident, in acest caz viteza misedirii de transport a punctului
q este datd de formula (fig. 103)

q = o, q]

S
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S% ne intoarcem la cazul general al rotatiei lui K(r = Q = 0).
Teoremit. [n fiecare moment de timp t existd un vector o(l)ek

in raport cu care viteza de transport se exprima prin formula
q = o, ql, V qe€ k. (4)

Vectorul @ se numeste viteza unghiulard instanianee ; evident, el
este definit univoe de egalitatea (4).

Fig. 105. Viteza unghiulara.

Corolar. Fie solidul rigid K care se rolesle in ju.m,lv, pmu:{vqm,ai fix
0 al spatiului k. Atunct in orice moment de timp exista o axa nstan-
tanee de rotagie — o dreaptd in solid care trece prin O astfel Tncit la
momentul dat viteza punctelor ¢i este zero. Vitezele celorlalte puncle
sint perpendiculare pe aceastd dreaptd st sint proporfionale ¢
distan{a pind la ea.

Axa instantanee de rotatie in spatiul k este definita de vectorul
ei @;in K vectorul corespunzitor se noteazd cu Q = B-loe K;
Q se numeste vectorul vitezd wunghiulard ir raport cw corpul.

E x e m p 1u. Viteza unghiulard a Pamintului este indreptatd dinspre centru spre
Polul Nord si este egald cu 27/3600 24 sec™! x 7,3-107% sec™ L.

Demonstratia teoremei Conform cu (2) avem

q = BO.

Prin urmare, daci exprimiim Q prin , obtinem ¢ = BB~ 'q = Aq,
unde A = BB-1:L — & este un operator liniar in k.

Lema 1. Operatorul A este antisimetric: A’ A= 0.

Demonstratie Deoarece B: K — L este un operator
izometrie dintr-un spatiu euclidian in altul, operatorul sdu transpus
coincide cu inversul B’ = B-1:Lk— K. Derivind in raport cu 1
relatia B’ B= H, obtinem

BB+ BB =0, BB~ (BB =0, c.c.t.d.
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Lema 2. Orice operator antisimelric in spajiul euclidian tridi-
menstonal orientat este un operator de inmultire vectoriald cu un
vector fixat:

Aq= [, q], pentru orice qec R3.

Demonstratie. Multimea tuturor operatorilor limiari
antisimetrici R*— R?® este un spatiu liniar. Dimensiunea acestui
spatiu este trei, deoarece orice matrice antisimetricd reali 3 x 3
este definitd de cele trei elemente de deasupra diagonalei.

Operatorul de inmulfire vectoriald cu vectorul o este liniar si
antisimetric. Multimea tuturor operatorilor de acest tip este un
subspatiu liniar al spatiului operatorilor antisimetrici.

Dimensiunea acestui subspatin este egalid cu trei si prin urmare
el coincide cu intreg spatiul operatorilor antisimetrici, c.c.t.d.

Finalul demonstratiei teoremei. Conform le-
melor 1 si 2

q = Aq = [0, q], c.c.t.d.

In coordonate carteziene, operatorul 4 este dat de o matrice
antisimetricd ; si-i notdm elementele cu 4= ;5,3 :

0 — Oy g

A =
OF Y — 0y
— Wy (07 0

Cu aqeasté notatie, vector.'ul 0 = 0,0 + wye, | wyse; este vector
propriu cu valoarea proprie zero. Aplicind pe 4 vectorului q=
= ;€1 T ¢2¢2 -+ ¢3€3 obtinem printr-un calcul direct

Ag= [, q]
E. Viteza de transport. Cazul miscirii pure de rolafie. Si
presupunem ca sistemul K se roteste (r = 0) si ¢4 punctul in
sistemul A se mised (Q # 0). Din (2) obtinem (fig. 106)

i = BO + BQ = [0, q] + V.
Cu alte cuvinte, am demonstrat urmitoarea

—— 2
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Teoremii. Dacd sistemul mobil K se roteste in jurul punctului
O ¢ k, atunci viteza absolutd este suma dintre viteza relativa $1 viteza

de tramsport (de rotajie) :
V=V 4V,

Fig. 106. Compunerea vitezelor.

unde
v = ek — viteza absoluld,
v'= BQe k— viteza relativd, (5)

v, = BQ = [0, q]e k — viteza de transport (de rotatie).

1n sfirsit, cazul general se poate reduce la cele doud px;ecedente
considerind un sistem mobil ajutitor K,, care are o migcare dg
translatie in raport cu k gi in raport cu care sistemul K se mm(lm
rotindu-se in jurul punctului O € K. Se poate vedea si din formula

(2) c&
=V + Vi + Vo,
unde

v = €k — viteza absoluid,
v = BQ — viteza relativa,
Vi, = BQ = [0,  —r] e k—viteza de transport (de rotatie),

vy=rek — viteza miscirii sistemului mobil de coordo-
nate.

Problemi. Si se arate ci viteza unghiulari a solidului
rigid nu depinde de alegerea originei coordonatelor sistemului
mobil K legat de solid.
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Problemi. Si se arate cit cea mai generald deplasare a

unui solid rigid este deplasarea elicoidals : compunerea rotatiei
de unghi ¢ in jurul unei axe cu translatia % in directia acestei axe.

Problemi. Pe masi este agezat un ceas. SA se determine viteza unghiulari

a acului ceasului: a) in raport cu Pdmintul, b) in raport cu un sistem inertial de
coordonate.

Indicatie. Dacise dau trei sisteme de coordonate £, K, si K,, atunci viteza
unghiulari a lui K, in raport cu k este egald cu suma dintre viteza unghiulard a lui
K in raport cu k si cea a lui K, in raport cu K. Tntr-adevér,

E A+t + B+ thy+ ) = B+ (4, + 4) + ...

§27. FORTE DE INERTIE. FORTA CORIOLIS

Ecuatiile de miscare intr-un sistem de coordonate care nu este inertial diferd de
ccuatiile intr-un sistem inertial prin termeni suplimentari, numiti forfe de inerfie.
Aceasta permite s se pung in evidentd experimental ci un anumit sistem nu este
inerfial (de exemplu, rotatia Pimintului in jurul axei sale).

A. Sistemul de coordonate in miseare de translatie.

Teoremi. Intr-un sistem de coordonate K care are o miscare de
translatie in raport cu sistemul tnertial k, miscarea unui sistem
mecanic se desfisoard ca i cum sistemul de coordonate ar fi inertial
dar asupra fiecdrui punct de masd m ar acjrona o « fortd de inerfie»
suplimentard ' = —mr, unde t este acceleratio  sistemului K.

Demonstratie. Daci Q = ¢ —r(#), atunci mQ = mq —
— mr. Prin urmare, influenta misesrii de translatie a sistemului
de coordonate se manifests prin aparifia unui cimp de forte supli-

mentar —mW, unde W este acceleratia originei coordonatelor,
c.c.t.d.

Exemplul 1. Lastart, o rachets are o acceleratie r indreptata in sus (fig. 107).
Prin urmare, sistemul de coordonate K legat de rachetd nu este inertial si un observator
aflat in interiorul rachetei poate descoperi aparifia unui cimp de forfe —inW s misura
forta de inertie utilizind, de exemplu, greutiti atirnate de arcuri. in acest caz, forta
de inerfie se numeste suprasarcing.

Exemplul 2. La siritura cu prajina, siritorul are acceleratia ¢ indreptati
in jos. Prin urmare, suma dintre forfa de inertie si greutate este nuld ; in sistemul
legat de sdritor se constatd, atirnind greutdli de arcuri, ci greutatea oricirui obiect
este nuld, din care cauzi aceastd stare se numeste stare de imponderabilitate. Analog,
la zborul balistic liber al unui satelit se observi starea de imponderabilitate, deoarcce
forta de inertic este opusi forfei de atractie a Pamintului.
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. tie (t),
dul s misca cu acceleratia W

Exem P lul 3 Daca punctul greu al unui pen e”

dulul se scacasic cecele a!xa Or!e gravil aLlo €y ar i1 1o a

atunci pen lul mis icum a ler f 1 avit nal fi fost Var]abl

si egald cu g—Wy().

|

Fig. 107. Suprasarcind.
mig-¥
VARRAN
TV h
e i tie. Fie B, : K — & o migcare
i ul de coordonate in rotatic. _ ©
de ﬁzms’;isge;n sistemului de coordonate K in rajpotrt cu WSTIJ_SIE{e]_IlnIl)llll Ii .
de coordonate k. Vom nota cu Q(t) € K raza,# vleg(; 8%;)65 umul punct
care se miscil in sistemul r}yélobll1 §fl' 01]16 (11(2 f;l ; atJ 2 b, s o
y acestui punct in sistemul fix k. La Tel ca § o en
gaf%i:r(ﬁf vitgzei unghiulare de rotatie in sistemul mobil

coordonate. _ i
Presupunem ci in sistemul de coordonate k& migcarea pu

q este descrisi de ecuatia lui Newton m(! = ( 4 q)- caren 5o dos.
Teoremi. In sistemul de coordonale in rolajie ;?;@g}ade o des
, lecdrut in miscw
isoard i cum asupra flecdrut punct m mas
dsoard ca §1 cum asupre, ' _ K
Jc[w" actiona trei forie «de inerfiec suplimentare» :

forte inerfiald de rolafic —m [, Ql,

foria Coriolis —2m [€2, 0],

foria centrifugd —m [, [€, Q1.
Prin urmare,

m) =T —m [Q, Q] —2m [Q, Q] —m[ L, [, Q]],

unde

BF(Q, Q) = 1(BQ, BQ).

i i (i a ai in
Prima dintre aceste trei forte de inertie se obsg’xl"vzi %Emcazul
cazul unei rotatii neuniforme; a doua §i a treia apar §

rotatiei uniforme.
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Forta centrifugi (fig. 108) este indreptats totdeauna, dinspre
axa instantanee de rotatie Q si este egald ca mirime cn | Q%
unde 7 este distanta la aceasts axi. Aceastd fortd nu depinde de
Viteza misedrii relative §1 actioneazd chiar §1 asupra unui corp
aflat in repaus in sistemul K.

H{em.4q]

Fig. 108. Forta centrifugd de inertie,

Q

0

Forta Coriolis depinde de viteza Q. In emisfera nordici By
Pamintului ea produce o abatere spre dreapta a oricirui corp in
miscare pe Pimint si o abatere spre rasirit a oricirui corp in
cadere.

Demonstratia teoremei S observim c¢i pentru
orice vector X e K avem BX = B [Q, X]. Intr-adevir, conform
cu §26, BX = [, x]= [BQ, BX] §i acest ultim termen este egal
cu B[Q, X] deoarece operatorul B conservii metrica i orientarea,
deci si produsul vectorial. ) )

Din q = BQ, ohtinem ¢= BQ + B) = B ([, Q14 Q) i
derivind inci o dati: § = B ([, 01+ Q) + B ([@, ¢ 1+ [, Q] +
+Q) =B ([Q, ([Q, 0] + Q) + [, 0] + [2,Q] + Q) =B (Q +
T2, 0) +1[9, 0] + [, [2, 0]], c.c.t.d. _
(Am utilizat inci o dats relatia BX = B [Q, X], luind X — 0+
+ [, Q]).

S& analizidm mai amdnun(it influenta rotatiei Pamintului asupra experienlelor
de laborator. Deoarece Pamintul se roteste practic uniform, putem considera € — 0.

3

- ey - . S P
Forta centrifugd are valoarea maximi la ecuator, unde ea atinge —-" ~
o
t=1
(7,3-1075)2. 6,4 -108 3 . . . N
I~ I din greutate. In limitele laboratorului acecasti
9,8 1 000

forta variazi insi putin si de aceea, pentru a o observa, trebuie si cilitorim.
Prin urmare, in limitele laboratorului rotatia Pamintului se manifestd numai sub
forma fortei Coriolis : in sistemul de coordonate Q legat de Pamint, ecuatia
d . .
T mQ = my - 2 m [0, Q]
t

este valabild cu mare precizie (forta centrifugd este inclusi in 9).

65
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Exemplul 1. O piatrd este ldsatd si cada lib.er (fara v}tezﬁ 1r(;1(;§§115({qi‘rétrg;1tté
put dlexaclincime egald cu 250 m, la latitudinea Leningradului (A = . Ca
abaterea de la verticald ?

Rezolvim ecuatia

0=19+2[0,Q]

ideri a : ig. 109
prin aproximaltii succesive, considerind cd < 1. Punem (fig )

Q = Q]_ + Qgs
/0
Fig. 109. Abaterea unei pietre in ciddere datorate forfei
‘ Coriolis.
aft)
29

unde @, (0) = Q,(0) = 0 5i @ =@ O + —~.

Obtinem pentru Q, ecualia
0, = 2 [19,Q] + 0 ()2

B 2t ll‘l
[ N — Q, h = —.
Q= 3 [9, Q] = 3 [h, €] 2

. VS <imativ
De aici rezultd ci piatra deviazi citre rdsarit cu aproxima

«

2.7 I
—21—-]h||ﬂlcos7\z—3—250-7-105~~2—mN4cm.
3

. . sk inera se
blemai Un proiectil tras in directie verticald, laCLe'nllir?I;a (tir‘l se
‘ fmea ¥ a 1 orio £a
idic“nplxa“inéll'imea de 1 km. Care este abaterea produsi de forfa
ridicst 1t £
teava tunului? - Foucaul
ixe lul 2. Pendulul lui Fo auit. o ama de forla
]“'“X -L miger’lm oscilatiile mici ale unui pendul matematic ’gmmld -Sqet e i
i “Fle | J ersorii axelor unui sistem de coordonate legat B
oo el o lanul orizontal (fig. 110). In aproximatia oscilatiilor mici
i i /. S . ¢
¥ o Comparatiy.on 5, l?)an’ deci ponenta orizontali a fortei Coriolis este
; i X, y) si deci com 4 {
z = 0 (comparativ cu X, S

2m (g Q, es — 2 Q, ey). Obtinem deci ecuatiile de miscare
sz YT ¥

. ’ !.] ’ Q, = || sin unde 2, este 13[21’(11(“11021}.
( z | | s 7\0’ 0
g‘].—-—“ —coy——2xQz,


file:///Sl/-r
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Daca punem x + iy=w, atunci w= x'—l— iy', W=z +
la o singuri ecuatie complexi

w420, w4 wlw =0,
Rezolvim aceasti ecuatie: w = eV, w2200 v w2=0

v=—iQ, ! V 2 2 2 ;
s i .Qz + w2 Dar Q2 < w2 Prin urmare,

Fig. 110. 'Sisvtem de coordonate pentru studierea
migedrii pendulului lui Foucault.

VQZ +oi=0n40 (Q2) si deci, neglijind pe Qz,

vy —iQ, | ie
sau, cu aceeasi aproximatie,

—-iQ ¢ io

1 ot
w=e ? (ce

¢ i
+coe ).
Cind Q, = 0, se obtin oscilaliile a i isnui
d$ B rmonice obisnuite. Observim ci i i
Coriolis se manifestd intr-o rotati i oz, oo o
- atie a i i a )
unde 101 e " { intregului tablou cu viteza unghiulari — Q

In particular, daci conditiile initiale cores i mi p =i =
leular, B2 orespund unei misciri plane (y (0

= 0), atunci planul oscilatiei se roteste cu viteza i A — A ys(om) 1

] ‘ o (fig, )'5 t unghiulari 'Qz in raport cu sistemu

r2]

Fig. 111. Traiectoria pendulului Iui Foucault.

. La pol, planul oscilafiei efectucazi o rota
fix in _raport cu un sistem de coordonate care
Lua latitudinea Moscovei (56°), planul oscilatiei s
td intr-o zi, deci cu 12,5° pe or4.

Pr “ . M
obleméi. Un riu curge cu viteza de 3 km/ord. Pentru ce razi de curburi a

unui cot forta Coriolis produsé de rotatia Pimintului i
fugh datoraid mtabiel oy atia Pdmintului este mai mare decit forta centri-

tie completd in cursul unei zile (si este
nu se roteste impreund cu Pdmintul).
¢ roteste cu 0,83 dintr-o rotatie comple-

iy si cele doud ecuatii se reduc
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Raspuns. Raza de curburd nu trebuie si fie mai mic decit o méirime de ordinul
a 10 km pentru riurile de latitudine medie.

Rezolvarea acestei probleme explicdi de ce riurile mari din emisfera nordicd (de
exemplu, Volga in cursul mijlociu) spald in principal malul drept, in timp ce riurile de
tipul Moscovei cu meandrele lor bruste cu raze de curburi mici spald alternativ cind
malul drept, cind malul sting (exterior meandrei).

§28. SOLIDUL RIGID

Vom defini aici notiunile de solid rigid, tensor de inertie, elipsoid de inertie,
momente si axe de inerfie.

A. Varietatea configuratiilor unui solid rigid.

Definitie Se numeste solid rigid un sistem de puncte ma-
teriale supuse la legiturile olonome care se exprimi prin faptul
¢i distantele dintre puncte sint constante :

|x; — X;| = ry = const. (1)

Teoremii. Varietatea configuratiilor wunwi solid rigid este de
dimensiune sase, si anume R3x SO(3) (produsul cartezian al spa-
tiului tridimensional R® cu grupul rotatitlor sale SO(3)), exceptind
cazul in care in corp nu ewistd cel pufin trei puncte mesituate pe o
aceeagt dreaptd.

Demonstratie. Fiex;, X, i X; trei puncte ale corpului care
nu sint situate pe o aceeasi dreapti. S& considerdm reperul orto-
normat drept (ca orientare!) pentru care primul versor este indrep-
tat in directia X,— X, iar al doilea — in direcjia lui x; in planul
generat de X;,X,,X (fig. 112). Din conditiile | X, —X;| = 1r;; = const
(i =1, 2, 3) rezultd ¢ pozitiile tuturor punctelor corpului sint
univoc definite de pozitiile Iui x,, X, §i X3, ultimele fiind determinate
de pozitia reperului. In sfirgit, mulfimea reperelor din R3 este
R3x SO(3), deoarece fiecare reper se obtine dintr-un reper fixat
printr-o rotatie si o translatie™.

Problemé&. Si se determine spatiul configuratiilor unui solid rigid ale carui

puncte sint toate coliniare.
Rdaspuns. R3 x S2.

# Riguros vorbind, spatiul configuratiilor unui solid rigid este R®x 0(38), R3x
% SO(3) tiind numai una din cele doud componente conexe ale acestei varietéti, cores-
punzitoare unei alegeri a orientdrii solidului.
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Detinitie. Senumeste solid rigi
bie. S rigid cu punct fix un sistem d
puncte materiale, care i ata aturi o supus
AT o in plus fatd de legiturile (1), este supus
Evident, varietatea configuratiilor unui
. . - OI‘ \‘.
grupul tridimensional al rotaEiilort SO(31)1.nul astiel do istom este

Fig. 112. Varietatea configuratiilor unui solid rigid.

1. X, @

€;

B. i 3 iders
inertiall(;eglﬁ de (iq(ilservgre. Sd considerim problema miscirii
{ nui solid rigid (in absenta unor f i i
' e { orte exterioar
- "1g10 )ser ¥ e). Un
erélllgég II(1(311 ap1;ox1'ma1,1@) il constituie evolutia unui aparat co)s'mio
> ul este invariant la toate deplasiri i atie -
_ ; vte deplasirile prin translati
e Stem e in 1 > prin translatie :
tl(iz:’w(} ;%uv modificd lagrangeanul. Conform teoremei lui B i\foe-
» GXIstd trei integrale prime : cele trei com mte ale veot
by st : ponente ale vecto-
7 pu 5.LAm demonstrat deci o
corema. Lo miscaren liberd a ) id rigi
. Te » L $ unut solid rigid, centr /
zne&l;@etse Wéwca rectiliniu si uniform. e ul s de
utem deci considera un sistem i i
. . _ em inertial de coordo in care
cen}jlul de inertie este fix. Obtinem un e i care
inert;‘)m%dr.f' Un solid rigid liber se roteste in jurul centrului siu de
f e, ¢ sz cum acest centru de inergie ar fi un punct fizat O
berta?t:%b mod, prob}er{la_ 5-a redus la una cu trei grade de li-
b ,V“ p}“obl(;ma migcaril unui solid rigid in jurul unui punct
oo )- om butudlavmal amanuntit aceastd problemi (firi si presu-
lI(:m neaparat ci O este centrul de inertie al solidului)
ora) e} i ari s A 3 :
Cors (?I?nlﬂ(utlgeanul .ci%(.a lglv&rlant la rotatiile in jurul punctului O
eoremei lui Noether, existd trei i i :
0 ] R S rel integrale prime cores-
Is)gneﬁm;oar(a‘u. cele trei componente ale vectorului moment cinetic.
. servi evident §1 energia totald B = T a sistemului (care se
re %ce aicl la energia cineticit).
puncf(}l;%omg. ifn ][;)robltemo; miieccirrii wnui solid rigid in jurul wnui
e avsenta forfelor exterioare, exisidg )
net la_for] 1sta patru 1
prime : M,, M,, M, s I, ’ batru infeqrate
infed I11111 3_Qea,s::@ teorema se pot obtine (firid nici un fel de calcule)
atll calitative cu privire la caracterul miscsrii.

SOLIDUL RIGID 169

Pozitia si viteza solidului sint definite de un punct al varietéitii
de dimensiune sase TSO(3) — fibrarea tangentd a varietatii
configuratiilor SO(3). Integralele prime M, M, M,si E sint
patru functii diferentiabile pe varietatea de dimensiune sase
TSO(3) si se poate verifica in cazul general (dacd solidul nu are o
simetrie speciald) cid aceste patru functii sint independente .
Prin urmare, cele patru ecuatii

M_,t s (}1, l”y == Cz, Mz = 03, B = 04 >0

definese o subvarietate bidimensionald V, a varietdtii de dimen-
siune gase I'SO(3).

Aceastd subvarietate este invariantd : dacd conditiile initiale
ale miscirii definesc un punct al varietdtii V,, atunci in tot
{impul misedrii, punctul din TSO(3) corespunzitor pozitiei §i
vitezei solidului se va afla in V.

Prin urmare, varietatea V, are un cimp de vectori tangenti
(si anume cimpul vitezelor migcirilor din 7SO(3)) ; pentru €, >0,
acest cimp nu poate avea puncte singulare. De asemenea, se
verifiest usor ¢ V, este compacti (utilizati functia F) si orientabild
(TSO(3) este orientabild)**).

oG G

Fig. 113. Varietili compacte, conexe si orientabile
bidimensionale.

in topologie se demonstreazi ¢ oricare varietate bidimensio-
nalii compacta si orientabili este o sferéi cu » minere, n > 0 (fig.113).

¥) In majoritatea punctelor tui TSO(@3). (N. 1)

*%) Se demonstreazi usor urmitoarele afirmatfil :

1. Fie fy,....fy : M— R functii netede definite pe varietatea orientatd M. S&
consideram multimea V, delinitd de ecuatiile fy= ¢;,....f; = Cp si si presupunem ci in
fiecare punct al lui V, diferentialele lui fy,. .., f; sint liniar independente. Atunci V.
este orientabila.

2. Un produs carlezian de varietdli orientabile este o varietate orientabila.

3. Fibrarea tangentd TSO(3) este produsul cartezian It® x SO(3).

4. O varielate a cirei fibrare tangenta este un produs cartezian (al varietatii cu
un spatiu liniar) se numeste paralelizabild. Grupul SO(3) (si orice grup Lie) este para-
lelizabil.

5. O varietate paralelizabill este orientabild.

Din 1 si 5 rezultd orienlabilitatea Iui SO(3), TSO(3) si V.
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Dintre aceste varietdti, numai torul (» = 1) admite un cimp
de vectori tangenti fara singularititi.

Prin urmare, subvarietatea invariantd 7V, este un tor bidimen-
sional (sau o reuniune disjunctd a unui numsr finit de tori).

Vom vedea mai tirziu ci pe acest tor se pot alege coordonatele
unghiulare ¢; §i ¢, (mod 2x) astfel ineit miscarea punctului pe V,
s& fie descrisd de ecuadiile

c.Pl = g (0)7

9y = 5 (0).

Cu alte cuvinte, rotafia unui solid rigid reprezintd o suprapu-
nere a doud miscdri periodice care au, in general, perioade dife-
rite : dacd frecventele w, $i w, sint incomensurabile, atunei solidul
nu se mai intoarce niciodatd intr-o stare prin care a mai trecut.
Valorile freecventelor o, i w, depind de conditiile initiale.

C. Operatorul de inertie. S trecem acum la o teorie canti-
tativi gi si introducem urmétoarele notatii. Fie & un sistem fix
de coordonate si K un sistem mobil de coordonate care se roteste
impreuns cu solidul in jurul punctului O : inraport cu el, solidul
este in repaus. Fiecare vector din spatiul K este transformat intr-un
vector din spatiul & de operatorul B. Vectorii din spatiile K si k&
care se corespund prin B vor fi notafi cu aceeasi literd, dar majus-
culd pentru K si minusculd pentru k. De exemplu, (fig. 114):

Fig. 114. Raza vectoare, vectorul vitezd, vectorul vitezi
unghiulard si vectorul moment cinetic ai unui punct al
corpului in raport cu spatiul.

0

qe k — raza vectoare a unui punct in spatiu ;

Q e K — aceeagi razé vectoare in solid, ¢ = BQ;
ve k — vectorul vitezd al punctului in spatiu ;

Ve K — acelagi vector in solid, v = BV;
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oc k — viteza unghiulard in spafiu;

Qc K — viteza unghiulari in solid, @ = B&;
me k — momentul cinetic in spatiu;

il ¢ K — momentul cinetic in solid, m = BM.

Cum operatorul B:K—Fk conserva metrica §i orientarea, el
pistreazd si produsele scalare i vectoriale.
Conform definitiei vitezei unghiulare (§26)

v = [, ¢].

Conform definitiei momentului cinetic al unui punct de masi
u relativ la punctul O

m=[q, uv] =u [q7 [0, q]].

Prin urmare

M=y [0 [Q Q11
fn acest fel apare un operator liniar, care transformi pe Q in M s
A:K—~K,AQ =M.

Acest operator depinde si de punctul solidului (Q) §i de masa

acestui punct (u). . -
Lemit. Operatorul A este simetric. N
Demonstratie. Pentru orice Xe K, Ye K avem (utili-

zind relatia ([a, b], ) = ([€, al, b))
(AX, Y) =p (19, [X, Q13 Y) = (LY, 01, [X, QD

«i aceastd ultim# expresie este simetricd in X 1Y, c.c.}’i:di o
’ i i ¥ iteza ulara i

Punind in locul lui X si Y vectorul viteza ungl in Q 5
remarcind ¢ ([€, Q], [@, Q) = (V, V) = (v, v) = V5 obfinem
urmatorul
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Corolar. Energia cineticd o unwi punct al solidului este o formd
pdtraticd in raport cu vectorul vitezd unghivlard Q, $i anume

T=%<Aﬂ,9) =%—(M, Q).

Operatorul simetric 4 se numegte operatorul (sau tensorul) de
inerfie al punctului Q.

Dacd solidul rigid este format din mai multe puncte Q; cu
masele u;, obtinem prin sumare :

Teoremd. Momentul cinetic M al solidului rigid in raport cu
punctul fix O depinde liniar de viteza unghiulard Q : ewistd un
operator A : K — K, AQ = M. Operatorul A este simetric.

Energia cineticd a corpului este o Jformd pdtraticd in raport cu
viteza unghiulard € :

T=_"(49,9Q) :%_ (M, Q).

L\D'i—*

Demonstratie. Conform definitiei, momentul cinetic
al corpului este suma momentelor cinetice ale punctelor sale :

M=M= Y4,0 =40, unde

1

Conform lemei de mai sus, operatorul de inertie al fiecirui punct
A; este liniar §i simetric. Rezultd e si 4 este liniar §i simetric.
Pentru energia cinetici obtinem, prin definitie, expresia

1

1
T:ZTi:Z?(Mi, Q) =

M, Q) = - (AQ, Q), c.c.t.d.

o]

D. Axele de inerfie. La fel ca orice alt operator simetric, A4
are trei directii proprii reciproc ortogonale. Fie e, e,, e;¢ K ver-
sorii acestor directii gi I,, I, I, valorile proprii corespunzitoare.
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in baza e;, operatorul de inertie si energia cinetici au expresiile
deosebit de simple :

Mi - Ii Qi,
T=%mm+5%+a%.

Axele e; se numesc awxele principale de inerfie prin punctul O ale

solidului. ) .
Evident, daci nu toate numerele I,, I,, I sint diferite, axele

de inertie e; nu sint univoc definite. S& clarificim semnificatfia

valorilor proprii I, I,, I, o '
Teoremit. Atunci cind un solid rigid cu punctul fix O se roteste
in jurul wnei axe e cw viteza unghiulard @ = Qe (Q = [Q]), energia

s cinelicd are expresia

Tz—l—IeQ27 unde Ie - E Yy 7'3,
2 i

r; fiind distania de lo punctul i la ave e (fig. 115).

R=e

Fig. 115. Energia cinetici a unui corp care se roteste in jurul
unei axe.

o 1 X B
Demonstratie. Prin definitie, T = - 2 uvidar (v, | =

1 ‘
= Qry sideci T = (Y, pad)Q? e.ctd.

Numirul I, depinde de directia e a axei de rotatie Q in raport

cu sistemul K. _ _ ' _ )
Definitie. I, se numeste momentul de inertie al solidului

relativ la axa e:
Ie == Z p.ﬂ”?.
7

Comparind cele doudi expresii obtinute pentru T, obtinem un
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Corolar. Va_lm*ilg proprii I; ale operatorului de inerfie A sint
momentele de inerfie ale solidului in raport cu axele principale
de ineriie e,. '

E. Elipsoidul de inertie. Pentru a studia dependenta momen-
tului de inergie Z, de directia axeie in solid, sd considerm vectorii
¢/ /I, , unde versorul e(je| = 1) parcurge sfera unitate.

Teoremil. Vectoriie| /I formeazi un elipsoid in I.

Demonstratie. Daci Q =e/)/ I, atunci forma piitratici

1 . =
T = > (AQ, Q) ia valoarea 1/2. Prin urmare, {Q =e¢/)/I.} este

multimea de nivel constant 1/2 a unei forme patratice, deci un
elipsoid, c.c.t.d. Putem spune cd acest elipsoid este format din
Vecfi(;gu vitezd unghiulard pentru care energia cineticad este egald
cu .

Definifie. Elipsoidul {@: AQ, Q) =1} se numeste
elipsoidul de inerfie al solidului rigid in punctul O (fig. 116).

) .Tn' raport cu axele principale de inertie e;, ecuafia acestui
elipsoid este

IIQ% ”f‘IzQ% —[—-13Q§:—.1.
Prin urmare, axele principale ale elipsoidului sint indreptate dupd

awelﬁﬂrincipale de inertie, lungimile lor fiind invers proporiionale
cu I

Fig. 116. Elipsoid de inertie.

Elipsoid,
deinertie

Observatie. Dacd solidul este alungit de-a lungul unei
anumite axe, atunci momentul de inerfie relativ la aceastii axi
este mic gi prin urmare, elipsoidul de inertie al solidului este si el
axlur.lgnz de-a lungul acestei axe; prin urmare, elipsoidul de inertie
copiazé anumite caracteristici ale solidului. ’

Dacid solidul are o axd de simetrie de ordin % care trece prin
punctul O (astfel incit solidul se suprapune peste el insusi dupé o
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rotatie eu 27/k in jurul axei), atunci si elipsoidul de inertie are
aceeagi axi de simetrie de acelagi ordin. Dar elipsoizii cu trei axe
nu pot avea axe de simetrie de ordin %k > 2. Prin urmare, fiecare
axi de simetrie a solidului de ordin k> 2 este o axd de rotatie a
elipsoidului de inertie si prin urmare, o ax# principald a acestuia.

E x e m p 1u. Elipsoidul de inergie a trei puncte de masid m situate in virfurile
unui triunghi echilateral, in centrul 0 al triunghiului, este un elipsoid de rotatie in jurul
normalei 1a planul triunghiutui (fig. 117).

Fig. 117. Elipsoidul de inertie al unui triunghi echilateral.

Dacs existd mai multe asemenea axe de simetrie, atunci elip-
soidul de inertie este o sferd si orice ax# este principald.

Problem4i. Sise determine o dreaptd care trece prin centrul unui cub astfel
fncit suma pitratelor distantelor virfurilor cubului la dreaptd si fie: a) maximi,
b) minima. .

S observim acum ci elipsoidul de inertie (sau operatorul de
inertie sau momentele principale de inertie I,, I,, I,) definesc
complet proprietitile de rotatie ale solidului rigid : dacd se con-
siders dous solide rigide cu aceiagi elipsoizi de inertie, atunci,
pentru conditii inifiale egale, ele se vor migca la fel (deoarece
lagrangeenii lor I, = T, si L, = T, coincid).

Prin urmare, spatiul tuturor solidelor rigide cu punct fiz O este,
din punctul de vedere al dinamicii, tridimensional, indiferent de
numirul de puncte din care este format fiecare solid.

Putem chiar si considerim un ,,solid rigid continuu de densi-
tate o(Q)”, intelegind prin aceasta un proces de trecere la limitd,
cind AQ-> 0, a unui gir de solide formate dintr-un numér finit
de puncte Q; cu masele p(Q;) AQ; (fig. 118), sau, echivalent,
orice corp cu momentele de inertie

I, = SSSP (Q) () 40,

unde r( Q) este distanta de la Q la axa e.
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AQ;

Fig. 118. Solid rigid continuu.

Exemplu. Sa se giseascd axele si momentele principale de inertic ale plicii
omogene plane |z|< a, |y|<b, z = 0, relativ la punctul 0 = (0, 0, 0).

Rezolvare. Datoritda faptului cd placa are trei plane de simetrie, elipsoidul
de inertie are si el aceleasi plane de simetric si deci axele de inertie sint x, y, z. Con-
tinuind

ma?
I, = S 22 p da dy = -

si, analog,

J mb?
v=yT

evident, I, = I, 4 1.

P roblema. Sa se arate cd momentele principale de inertie ale unui solid
rigid arbitrar satisfac inegalitdtile triunghiului :

L<ShLi+ Iy, LS h+ 1, L+ I

o egalitate pulind avea loc numai pentru un corp plan.

Problema. Si se determine axcle si momentele principale de inerlie ale unui
elipsoid omogen de masi m cu semiaxele a, b, ¢, relativ la centrul O.

Indicatie. Considerati pentru inceput o bila.

Problemid. Si se demonstreze teorema lui Steiner : Mo-
mentele de tnertie ale oricdrut solid rigid relativ la doud axe paralele,
dintre care una trece prin centrul de inerfie, sint legate prin relalia

I =1,+ mry

unde m este masa solidului, r — distania dintre axve si 1,— momentul
de inerfie relativ la axa care trece prin centrul de inertie.

L Sl T I . 4

SoR—
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Prin urmare, momentul de inertie relativ la o axi care trece
prin centrul de inertie este mai mic ¢a momentul de inertie relativ
la orice altd ax# paraleld cu aceasta.

Problema. Si se determine axele si momentele de inertie ale unui tetraedru
omogen relativ la un virf al siu.

Problema. Si se deseneze vectorul moment cinetic M pentru un corp cu
elipsoid de iner{ie dat care se roteste cu viteza unghiulara data Q.

®

TFig. 119. Viteza
unghiulard, elip-
soidul de inertie
si momentul
cinetic.

Fig. 120. Comportarea
momentelor de inertie
la micsorarea corpului.

Raspuns. M are directia normalei la elipsoidul de inerlie in punctul in care acesta
intersecteazd axa Q (fig. 119).

Problemd Dintr-un solid rigid fixat in punctul 0, s-a tiiat o bucati (fig.
120). Cum se schimbit momentele principale de inertie ?

Raspuns. Toate cele trei momente principale de inergic se micsoreazi.

Indicatie Vezi§24.

Problema. Unuisolidrigid cu momentele de inertie I, > I,> I;i s-a addugat
o masd micd ¢ in punctul Q= x e+ xe,-+ x3¢3. S se determine variatia lui I, sie,
cu aproximatia O(e?).

Rezolvare. Centrul de inertie se deplaseazd cu o distanid de ordinul e.
Prin urmare, momentele de iner{ie ale solidului initial relative la axe paralele care trec
prin centrele de inertie initial si nou diferd printr-o mérime de ordinul 2. In acelasi
Limp, adaugarea masei ¢ modificdA momentul de inertie relativ la o axd datd cu o
méirime de ordinul . Prin urmare, pentru un calcul cu aproximatia O(e2) putem neglija
deplasarea centrului de inertie.

Prin urmare, energia cineticd capatd, dupd addugarea masei ¢ mici, forma

1
T'=1T,+ Y e [Q, O] + 0 (¢?),

unde Ty = (I Q24 LOZ+ 1,Q2) este energia cineticd a solidului iniial. Cdutim

valoarea proprie I,(e) si vectorul propriu e;(c) al noului operator de inertie sub forma
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unor serii Taylor in e. Egalind coeflicientii lui & in egalitatea A (c)e; () = I,(c) e,(c)
obtinem, cu aproximatia O(g2):

LG a1 +e@E+ad);

Ty Ty T Ty
e (e e, + ¢ e, + e, ].
1 () R (12_11 2 I,—1, 3)

Din formula pentru I,(e) se vede cd variajia momentelor principale de inerlie (in prima
aproximaiie in raport cu ¢) este astfel incit centrul de inertie si axele de inertie nu
suferd nici o modificare. Formula pentru e,(e) arati cum se modifici directia axelor
principale : semiaxa mare a elipsoidului de inertie cea mai apropiatid se apropie de
punctul adiugat, in timp ce semiaxa micé se indeparteaza de acesta. De asemenea,
addugarea unei mase mici in unul din planele principale ale elipsoidului de inertie
roteste cele doud axe continute in acest plan, dar nu modificd directia celei de-a
treia axe. Aparitia la numitor a diferenfelor dintre momentele de inertie este legata
de faptul ci la un elipsoid de rotatie axele principale nu sint univoc definite. Daca elip-
soidul de iner{ie este apropiat de un elipsoid de rotatie (s presupunem, de exemplu,
cd I, & I,), atunci addugarea unei mase mici poate roti puternic axele principale e,
si e, in planul generat de acestea.

§29. ECUATIILE LUI EULER. DESCRIEREA MISCARII
DATA DE POINSOT

In acest paragraf se studiazi miscarea unui solid rigid in jurul unui punct fix
in absenta fortelor exterioare si deci si miscarea unui solid rigid liber. Se dovedeste
cd miscarea este caracterizata dé doud frecvente.

A. Ecuatiile lui Euler. Si considerdm mlsea,rea, unui solid rigid
in jurul unui punct fix 0. Fie M vectorul moment cinetic al sohdulm,
relativ 1la O, in solid, @ — vectorul vitezei unghiulare in solidgi
A — operatorul de inertie (AQ = M); vectorii @ gi M apartin
sistemului mobil de coordonate K (§26). Vectorul moment cinetic
al solidului relativ la O in spatiu, m = BM, se conservia in timpul
migedrii (§28, B).

Prin urmare, vectorul N (z) in solid (M(¢)e K) trebuie si se
migte in aga fel incit vectorul m = BM(¢) s& nu varieze cu f.

Teorema. Are loc relatia
dM

=M e (1)
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Demonstratie. Siaplicim formula (5) §26 pentru viteza
migedrii relative la sistemul fix % a ,,punctului’” M(¢) e K. Obtinem

— BM + [o,m] = B (M + [@,M]).

Cum ins#d momentul cinetic in spatiu, m, se conservi (n = 0),
rezultda M + [Q, M] = 0, c.c.t.d.

Relatia (1) se numeste ecuatia lui Fuler. Cum insd M = AQ,
(1) poate fi consideratd o ecuatie diferentiald in raport cu M (sau
in raport cu ). Dacd

Q=Qe;+ Q0,4+ Qe M = Mye; + My e,  Mye,

sint expresiile lui © gi M in raport cu axele de inertie prin O, atunci
M; = I, Q,;si(1) se serie ca un sistem de trei ecuatii

aM,
at

am dM,
z 2 My M17 "‘(—ﬁ“*— a3 My My, (2)

= a; M, M,

unde a; = (I, — L)/ IIs, ay = (I — 1) WLy, ay = (I; — L)/ 1.
Se poate considera gi sistemul echivalent pentru componentele
vitezei unghiulare

dQ
I1 -_d«tl* = (Iz - Is) ngaa

dQ

Iz 2= (13 - 11) Qs Qv

aQ,

I = (I; — I) Q, Q,.

Observatie. Dacd asupra solidului actioneazii forte
exterioare al ciror moment rezultant relativ la punctul O este
n in sistemul fix §i N in cel mobil (n = BN), atunci

m=1n
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si ecuatia lui Euler se scrie

M o, M7 N
i

B. Studierea solutiilor ecuatiei lui Euler. _
Lemi. Fcuatia lur Euler (2) are doud integrale prime pdtratice

2 2
:M%+M“’+M3 s

o8
I, I, I,

M2 — M? 4 MZ 4 DM

Demonstratie. E se conservi conform legii conservirii
energiei iar M?— conform legii conservarii moment‘u_hu cinetic /m.,
deoarece m? = (mym) = (BM, BM) = (M, M) = M2, M = |M]|.
Lema este astfel demonstrata. o

Prin urmare, vectorul M se afli pe intersectia '1111.}:1i ehpso_ld
cu o sferd. Pentru a determina constructia curbelor de 1}11;91«0@:1;10,
fixdim elipsoidul £ > 0 gitacem si varieze raza M a sferei (fig. 121).

Fig. 121. Traiectoriile ecuatiilor lui Eul‘el: pe o
suprafatd de nivel constant al energiei.

Pentru coneretizare, si presupunem ci I, > 1,> I,. Semiaxel(?
elipsoidului sint [2EI, > VZE[Z_ > |2K1,. Daci raz;hAM a sferel
este mai micd decit semiaxa minimd sau mai mare decit semiaxa
maximi, (M < J2EI, sau M >2EI,) atunci intersectia este vidi
si deci nu existd miscdri cu astfel de valori ale lui B si M. Da,ce}
raza sferei este egalzi cu semiaxa minimé, intersectia este formati

obtin doud curbe in jurul extremititilor semiaxel minime. Similar,
dacsi M = }2EI, se obtin cele douli capete ale semiaxei maxime,
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iar pentru [/2HI, < M < J2EI,—dou# curbe inchise in vecinitaton
acestor capete. In sfirgit, pentru M — V2EI,, intersectia este
formatd din dousi cercuri (care trec prin capetele semiaxei
mijlocii).

Fiecare din cele sase capete ale semiaxelor elipsoidului este o
traiectorie a ecuatiei lui Euler (2) — o pozitie stationari a vec-
torului M. Ei ii corespunde o valoare constanti a vectorului vitezd
unghiulard care este indreptat dupd una din axele principale de
inertie e, ; la o astfel de miscare, © este tot timpul coliniar cu M.
Prin urmare, vectorul vitezs unghiulard in spatiu isi conservi
pozitia coliniard cu m : solidul rigid se roteste pur gi simplu cu
vitezi unghiulari constantd in jurul axei de inertie e;, care este
fixd in spafiu.

Definitie. O miscare a solidului in timpul cdreia viteza
sa& unghiulard rimine constantd (o = const, @ = const) se numeste
rotafie stationard.

Am demonstrat deci urmitoarea

Teorema. Un solid rigid cu punctul Jiw O admite rotatii stagionare
in jurul fiecdreia din cele trei axe principale de inerfie e, e,, e,.

Dacd rdminem in ipoteza I,>1,> 15, atunci membrul drept
al ecuatiei lui Euler nu se mai anuleazi in alte puncte — nu existd
alte rotatii stationare.

Sd analizdm acum stabilitatea solutiilor stationare ale ecuatiei
lui Euler (in sens Liapunov).

Teoremi. Solutiile stationare M = M 151 M = Me, ale ecuatiei
lui Buler, corespunzdtoare azelor de tnerfie minimd si maximd sint
stabile, iar solufia corespunzdtoare axei mijlocii (M = M,e,) este
instabild.

Intr-adevir, pentru o abatere mici a conditiei initiale fatd de
M e, sau M e, traiectoria va fi o curbi inchisd, in timp ce pentru o
abatere micd fatd de M,e, — o curbd inchisi mare (care nu rimine
in vecinitatea lui M,e,).

Problemdi. Sint oare stabile in sens Liapunov rolafiile stafionare ale solidului
rigid in jurul axelor de inertie minimi si maxima?

Raspuns. Nu

C. Descrierea miseirii. datd de Poinsot Putem s ne reprezentim
foarte bine migcirile vectorilor moment cinetic sivitezd unghiulary

in solid (M §i Q) — acestea sint periodice (dacik M # J2EI,).
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Pentru a vedea cum se roteste solidul in spatiu, s# considerdm
elipsoidul siu de inertie

8 =10:(49, Q) =1}cK,

unde A :Q — M este operatorul (simetric) de iner{ie al solidului
fixat in punctul O. .

In fiecare moment ¢, elipsoidul & ocupé in sistemul de coordo-
nate fix L pozitia B, 8. o ) .

Teoremi (Poinsot). In timpul migedrii, elipsoidul de inerlie se
rostogolegte fard alunecare pe un plan fix ortogonal pe vectorul
moment cinetic m (fig. 122).

Demonstratie. Si considerim un plan m, rotogonal pe
vectorul moment m si tangent la elipsoidul de inertie B, 6. Existd
de fapt dous astfel de plane gi in punctul de tangentd normala la
elipsoid este paraleld cu m.

Dar elipsoidul de inerfie 8are in punctulAﬂ normala grad
(AQ, Q) = grad 2T =24 @ =2M. Prin urmare, in punctele +§ =
= i————vg_T_ de intersectie ale axei @ cu B,§, normala la B, &

este coliniard cu m.

m

TFig. 122. Elipsoidul de inerfie se rostogoleste
pe un plan fix.

Rezults cii planul = este tangent la B, & in punctul +§ (sau
— &) de pe axapinstantanee de rotatie. Dar produsul scalar al lui

1 .
g cu vectorul fix m este egal cu + Ve (m, @) = + /2T si

deci este constant. Deducem ci distantele de la punctul O la
planul = nu variazi, deei ¢ planul 7 este fix.
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Cum punctul de tangentfi este asezat pe axa instantanee de
rotatie, viteza sa este nuld §i deci elipsoidul B, § se rostogoleste
pe planul = fird alunecare, c.c.t.d.

Corolar. Pentru conditii initiale apropiate de rotatia stationard
in jurul axei mazime (sauw minime) de inertie, viteza unghiulard
rdamine totdeauna apropiald de valoarea sa initiald nu numai in
corp (), ¢t §U in spajiu (o). '

84 considerim traiectoria punctului de tangentd in planul
fix =. Cind acest punct descrie pe elipsoid o rotatie complets,
conditiile initiale se repetd cu diferenta cii solidul se roteste cu
un anumit unghi « in jurul axei m. A doua rotatie va fi exact la
fel ca prima. Daci « = 2r p/q, atunci miscarea este in intregime
periodicdi ; dacil insd « nu este comensurabil cu 2=, solidul nu se
intoarce niciodatd in pozigia initiali.

In acest ultim caz, punctul de tangenti descrie in planul = o
curbd densd intr-un inel cu centrul in 0’ (fig. 123).

%Y

£\
@

Problemdi. Si searate cii componentele conexe ale subva-
rietdtilor invariante bidimensionale V, (§28, B) in spatiul cu sase
dimensiuni TSO(3) sint tori pe care se pot alege coordonatele
unghiulare ¢; si ¢, (mod 2r) astfel incit ¢, = ©; (€), 03 = oy (€).

Indicatie Seia drept ¢, faza miscirii periodice lui M.

S4 considerim cazul particular important in care elipsoidul
de inertie este un elipsoid de rotatie :

Fig. 123. Traiectoria punctului de tangents pe planul fix.

I, =1I, # I

In acest caz axa B, e, a elipsoidului, axa instantanee de rotatie
o §ivectorul m sint continute intotdeauna in acelasi plan. Unghiu-
rile dintre ele $i mirimea vectorului @ se conserva, iar punctul
de tangentd descrie atit pe elipsoid cit si pe planul = cercuri;
axele de rotatie (m) si de simetrie (B,e,) descriu, cu aceeasi vitezi
unghiulard, conuri in jurul vectorului moment m (fig. 124).

Acest tip de miscare in jurul lui m se numeste precesie.
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Fig. 124. Rostogolirea unui elipsoid de rotatie
pe un plan fix.

Problemi. Si se determine viteza unghiulard a miscarii de precesie.

Raspuns. Descompunem vectorul vitezd unghiulard o dupa directiile vectorului
m si axei Bje;. Prima componentd este aceea care di viteza de precesic oy, = M/I,.

Indicatie. Sereprezintd miscarea corpului sub forma unei compuneri dintre
o rotatie in jurul axei momentului si o rotafie in jurul axei corpului Be,. Viteza
unghiulard a compunerii ambelor misciri este egald cu suma vectorilor vitezelor
unghiulare individuale.

Observatie. Un solid rigid fixat in punctul O reprezinti, in absenta for{elor
exterioare, un sistem lagrangean al cirui spatiu de configuralii este un grup, si
anume SO(3), lagrangeanul fiind invariant la translatii la stinga.

Se poate ardta ci o parte importantd a teoriei euleriene a solidului rigid wtili-
seazd numai aceastd ipotezd si deci isi pastreazdi valabilitatea si in cazul unui
sistem lagrangean invariant la stinga arbitrar pc un grup Lie arbitrar.

in particular, aplicind aceastd teorie la grupul difeomorfismelor unui domenia
riemannian D), care conservi volumele, se pot obtine teoremele fundamentale ale
hidrodinamicii fluidelor ideale.

$30. TITIREZUL LUI LAGRANGE

fn acest paragraf se studiazii miscarea unui solid rigid cu simetrie axiala, fixat
intr-un punct intr-un cimp de forle omogen. Aceastd miscare este compusa din
trei procese periodice : o rotatie, o precesic si o nu tatie.

A. Unghiurile lui Euler. Si consideriim un solid rigid cu punct
tix O si supus la actiunea fortei de greutate mg. Problema miscarii
unui astfel de ,,solid rigid greu’” nu a fost rezolvatd in cazul gene-
ral nici pind astizi si intr-un anumit sens este insolubild.
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[vn.aceasté problemé cu trei grade de libertate se cunosc numai
doud integrale prime : integrala energiei # = T 1 U si proiectia
momentului cinetic pe verticald, M,. ’ i

Existd un caz particular in care problema se poate rezolva
complet — cazul unui ¢itirez simetric. Se numeste titirez simetric
sau lagrangean un solid rigid greu cu punct fix 0 al cirui elipsoid
de inertie in O este un elipsoid de rotatie si al cirui centru de greu-
tate este asezat pe axa de rotatie (inertie) e, (fig. 125).

Z=lcosO

Fig. 125, Titirezul Iui Lagrange.

:’]‘: S . A . ] . . v
conf(? aeetqt caz, rotatia in jurul axel e; invariazd lagrangeanul i
conf orim teoremei lui Noether, existd o integrald primi suplimen-
@i f; m raport cu & i M, (dupid cum vom vedea, aceastd integrals
este proleciia My a vectorului moment pe axa ey).

..DLLOH: se reuseste introducerea a trei coordonate astfel incit
p_untxe ele si se afle unghiul de rotatie in jurul axei verticale z
31 uvnghml‘ de rotatie in jurul axei e, a titirezului, atunci aceste
tob}m'epqrduonate vor fi ciclice i problema cu trei grade de liber-
ta e initiald se va reduce la o problemi cu un singur grad de liber-

ate (pentru cea de-a treia coordonatii).
SO(‘? asemenea alegere a coordonatelor in spatiul configuratiilor

(} ) este posibild ; coordonatele astfel obtinute o, ¢, 6 se numesc
?g?(zjq hiurile luuz Euler $i formeazd un sistem de coordonate locale pe
| '(SV),_asemzmmpor cu coordonatele geografice pe sferi ; cu singu-

aritdti la poli $i multiform pe unul din meridiane. °

Introducem urmitoarele notatii (tig. 126) :

s €, € —versorii sistemului fix cartezian de coordonate
cu orientarea dreapti si originea in punctul fix 0. ’
4 1y €y € — Versorii sistemului mobil drept de coordonate legat

e s[ohd, indreptafi dupd axele principale de inertie in punctul 0.

I, # I, # I; — momentele de inergie ale solidului i

b1 v K 1
I ui relativ la
ey — versorul axei [e., e;], numitd dinia nodurilors. (Toti
vectorii sint elemente ale ,,spatiului fix” k).
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Pentru a suprapune reperul fix (e, e,, e;) peste reperul mobil
(e;, €y, €3) trebuie efectuate trei rotatii:

1) o rotafie de unght o in jurul axei e,. Atunci e, rdmine pe
loc, iar e, trece in ey;

2) o rotatie de unghi 6 in jurul axer ey. Atunci ey ramine pe loc
si e, trece in eg;

(73

e;\
Verticala

~e,

) Fig. 126. Unghiurile Euler.
e, e
|
Planul ;

ey orizontal
Linia nodurilor

3) o rotatie de unghi ¢ in jurul awmei e;. Atunci e; rdmine pe
loc si ey trece in e,.

In final, e, trece in e, §i e, trece in e;. Prin urmare i e, trece
in e,.

Unghiurile ¢, ¢, 0 se numese unghiuri Buler. Se demonstreazi
imediat urmitoarea

Teoremi. Fiecdrui triplet de numere ¢, 0, o din constructia
precedentd i se asociazd o rotatie B (@, 0, §) € SO(3) care suprapune
reperul (e, e, €,) peste reperul (e;, ey, €,). In acest caz explicalia
(o, 0, )= B (o, 0, §) defineste un sistem de coordonate locale

0<o<2r 0< <2, 0< 8 <m

in spatiul de configuratii SO(3) al titirezului.

La fel ca longitudinea geograficd, ¢ si ¢ se pot considera
unghiuri mod 27 ; pentru 0 =0 sau 0 = =, aplicatia (¢, 9, §)— B
are o singularitate de tipul unui pol.

B. Caleulul lagrangeanului. S exprimim lagrangeanul siste-
mului prin coordonatele ¢, 0, ¢ si derivatele acestora.
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Evident, energia potenfiald este
U :SSS z2g dm = mgz, = mygl cos 0,

unde z, este inaltimea fatd de O a centrului de greutate (fig. 125).
S determinidm expresia energiei cinetice. Hste util acum si
folosim un mic truc: considerim cazul particular ¢ ={¢ = 0.
Lema. Viieza unghiulard a titirezului se exprimd prin derivatele
unghiurilor lui Euler prin formula

o = O, (¢ sin 0) e; + (b + ¢ cos 0) e,

daci o = ¢ =0.

Demonstratie. Si considerim viteza unui punct al
titirezului care ocupd la momentul ¢ pozifia r. Dupd timpul dt,
acest punct va ocupa (cu eroarea (d#?)) pozitia

B (¢ +de, 0440, ¢ - dd) B2 (o, 6, P)r,
unde do = ¢ dt, d0 = 0 dt, dy = ¢ di.

Prin urmare, cu aceeasi precizie, vectorul deplasirii este suma
2 trei componente :

B(o +dg, 0, §) B™? (0, 0,) r —1 = [0, 1] di;
B (¢, 04d0, ) B7 (9, 0, d)r —1 = [wp, 1] df;
B9, 0,y +d¢) B~ (9, 0, ) r —r = [ay , v] dt
(vitezele unghiulare o, , @y, @y fiind definite de aceste formule).
Rezultd cd viteza punctului r este v = [0, + 0y + 0y, r] si

deci viteza unghiulard a solidului are expresia

O =0 + Wy - 0y,

in care componentele sint definite de formulele precedente.



188 . SOLIDUL RIGID

Rimine si descompunem vectorii o,, o, sl @y dupd reperul
¢, €, ;. Pind acum nu am utilizat conditia ¢ ={¢ =0. Dacad
¢ ={¢ =0.

B (¢ +de, 6, $)B" (¢, 6, §)
este pur si simplu o rotatie de unghi de in jurul axei e, si deci

0, = 9e,.

De asemenea, in cazul ¢ ={ =0, B(g, 0 4 a0, {)B~ (g, 0, ¢)
este rotatia in jurul axei ey = e, = c1 cu unghiul d6 si deci

Ge= be,.

in stirsit, B (e, 0, ¢ +dg) B! (¢, 0, §) este o rotatie de
unghi d¢ in jurul axei e; si deeci

— § ey
In final, pentru ¢ = ¢ =0, obtinem
0 = q:)(‘,z -+ Gel - q}e3.
Este insi evident ci, pentru ¢ =¢ =0,
e, =cos. 0-e; | sin 0-e,.

Prin urmare, componentele vitezei unghiulare in raport cu axele de
inertie e,, e, ¢; sint

o, =0, 0, = ¢ sin 0, o, = + ¢ cos 0, c.c.tud.
~ 1 .2 2 I 2 N o Y -t ) ntr
Cum T :_;(I1 o2+ 1, 03 - 1, 03), energia cineticd pentru
-

® :Lp =0 este datd de formula

T = (63+<p sin? 0) 3 ({ + ¢ cos 0)2

2
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Dar energia cinetici nu poate depinde de o si ¢ — acestea sint
coordon‘»tc ciclice i putem, tird a schimba pe T 53 alegem mereu

pe ¢ ={¢ =0 schimbind originea de la care se misoari ¢ si .
In final, obtinem la,granﬂeanul

L :%('62 + @2 sinZ 0) »Jr_];? (b -+ ¢ cos 0)2 — mgl cos 6.

. Studierea miseirii. Coordonatelor ciclice ¢, ¢ le corespund
mtecrralele prime

6}L =M, =¢ (I, sin2 0 + I, cos? 0) 4§ I, cos 0,

U
oL . .
— =M, = q@l, cos 0 1.

94 3 = P43 + ¢ 1

Teoremd. [nclinarea fatd de verticald 0 a titirezului variazd in
timp la fel ca in sistemul unidimensional cu energia

1. .
Y :7161 -+ Uct‘ (6)7

unde energia potenfiald efectivd este dati de formula

F M Q 2
Uy = (M. MF cos 9) -+ mgl cos 0.
21, sin?% 0

Demons t atie. In concordantd cu teoria generald,

exprimim pe ¢ i { prin M, si M.. Obtinem energia totald a
sistemului ‘sub forma

I, (M, — M, cos 0)
B =202 423 4 mgl cos 0 - 28T
2 + + 4 + 2[1 sin? 0

M. — M, cos 0
I1 sin? 0
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M3 . <
Termenul constant in 6, —f?’ = F — B’'nu influenteaza ecua-
2 3

tiile de miscare. Teorema este astfel demonstrata.

Pentru a studia sistemul unidimensional obtinut, este comod
% efectuiim schimbarea de variabile cosd = u( —1< u< 1). Intro-
ducind si notatiile

M, M, 28 2mgl 5 >0,

=a, =b, — =a,

R A & I,
putem scrie legea conservérii energiei &' sub forma
22 = f(u), unde f(u) = (¢« — Pu) (1 —u?) — (& —bu)?

iar legea de variatie a azimutului ¢ sub forma

S% observim cib f(u) este un polinom de gradul trei gi cd f(v—koo?. =
= -}-o00, f(+1) ——f —(aTF b)2 <0, daci a # -+ b. Pe de alta pmtier,
unei misedri reale ii corespund nigte constante @, b, o, § pentru
care f(u)> 0 pentru niste valori —1 <u <1.

z
62
f 6
-\7
[ J
l Fig. 128. Urma axei titirezului pe sfera

Fig. 127. Graficul funectiei f(u). unitate.

Prin urmare, f(u) are exact doud rddicini reale wu, Si 4, pe
segmentul —1 < <1 (yiunapentruw>1, fig. 127). . o

Prin urmare, inclinarea 0 a axei titirezului variazd periodic
intre doud valori limité 0, i 0, (fig. 128).

amadii, v
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Aceastd variatie periodicd a inclinirii se numeste nutatie.

S# congideram acum miscarea azimutald a axei titirezului.
Punctul de intersectie al axei cu sfera unidimensionald se miscd
in inelul cuprins intre paralelele 6, si 0,. Variatia azimutului ¢
al axei este descrisd de ecuatia

a — bu

v 1 — u?

Dacd ridficina 4’ a ecuatiei @ = bu nu este cuprinsd in inter-
valal (4, u,), atunci unghiul ¢ variazd monoton §i axa trageazi
pe sfera unitate o curbd de tipul unei sinusoide (fig. 128, a).

Dacd riddiacina «' a ecuatiei ¢ = bu este in intervalul (u;, u,),
atunci viteza de variatie a lui ¢ are semne contrare pe paralelele
0, 5i 0, siaxa descrie pe sferd o curba cu ochiuri (fig. 128, b).

Dacd ridicina 4’ a ecuatiei @ = bu coincide cu u, sau u, (de
exemplu, v’ = u,), atunci axa descrie o curbé cu virfuri (fig. 128, ¢).

Ultimul caz, desi este exceptional, se observi de fiecare daté
cind ldsdm s& porneascd titirezul cu axa inclinatd sub unghiul 0,,
fard vitezd initiald : la inceput titirezul cade, dar pe urmi se ridicid
din nou.

Miscarea azimutald @ axei titirezului se numeste precesie.
Miscarea finald a titirezului este compusi din rotatia in jurul pro-
priei sale axe, nutatia §i precesia. Fiecare din cele trei migedri are
propria sa frecventd. Dacd aceste frecvente sint incomensurabile,
atunci titirezul nu revine niciodatd in pozitia initiald, desi se
apropie de ea oricit de mult.

§31. TITIREZUL ADORMIT SI TITIREZUL RAPID

Formulele obtinute in §30 reduc rezolvarea ecuatiilor de miscare ale titirezului
la cvadraturi eliptice. Se pot insd obtine informatii calitative privind miscarea fird
a recurge la cvadraturi.

In acest paragraf se studiazi stabilitatea unui titirez care st vertical si se dau
formulele aproximative pentru miscarea unui titirez care porneste rapid.

A. Titirezul adormit. Pentru inceput, si considerim solutia
particulard a ccuatiilor de migcare, pentru care axa titirezului este
tot timpul verticald (0 = 0) si viteza unghiulard este constantd
(titirezul ,,adormit’). In acest caz avem, evident, M, = M, =1, vy
(fig. 129).



192 SOLIDUL RIGID

Fig. 129. Titirezul adormit.

¢ 7

Problemi. Si se arate cii o rotatie stationari in jurul axei verticale este
totdeauna instabili in sens Liapunov,

Vom analiza migcarea azei titirezului $i nu aceea a titirezului.
Estge aceastd miscare stabild : rimine axa titirezului mereu in
vecinatatea verticalei? Altfel spus, rimine unghiul 6 mereu mic?
S dezvoltdm energia potentiald efectivii a sistemului

M, — M 0)2
Uefs( _300S ) + mgl cos 0
21, sin? 0

In serie in raport cu 0. Obtinem

130 04, 0:

o = v — Mgl — ce. = <0 ...
UL 6 + mgl—- + O+4+4-02+..,

of I mgl
81, 2

A =

Daeid 4 >0, pozitia de echilibru 6 =0 a sistemului unidimensio-
nal este stabil, iar daci 4 < 0 — instabili. Prin urmare, conditia
de stabilitate are expresia

4 mgl I,

w > 2
-3

Cind frecarea micsoreazd viteza titirezului adormit sub aceasts
valoare limitd, titirezul se trezeste.

o . 4dmgll
Problemi. Si se demonstreze ci pentru mg > !; !

axa titirezului
3
adormit este stabild si in raport cu acele perturbatii care modifici si valorile M, si

M, nu numai pe cele ale lui 0.
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B. Titirezul rapid. Un titirez se numeste rapid daci energia
sa cineticd este mare In raport cu energia potentiald

1 o
— I, o} > mgl.
2

Din considerente de aseminare este clar ¢ mirirea de N ori
a vitezei unghiulare este echivalentd cu micgorarea greutatii de
N2 ori.

Teoremi. Dacd, conservind pozifia inifiald a ttirezului, se
mdreste de N ort viteza unghiulard, atunci tratectoria titirezului va
cotneide cu aceea care se obltine ldsind viteza unghiulord la valoarea
initiald, dar micsorind de N? ori acceleratia g a foriei gravitationale.
Se infelege cd, prin acest proces, in cazul vitezei unghiulare mdrite,
tratectoria este parcursd de N ori mai repede®).

Prin urmare, putem studia cazul g — 0 si aplica rezultatele
obtinute la cazul o — co.

Pentru inceput, vom analiza cazul g =0, deci miscarea unui
titirez simetric in absenta fortei de greutate. S& comparam cele
doud descrieri ale acestei migcari —cea a lui Lagrange (§ 30, D) si
cea a lui Poinsot (§ 29, C).

Pentru inceput, si considerim ecuatia lui Lagrange care descrie
variatia unghiului 0 de inclinare a axei titirezului.

Lema. In absenta fortei de greutate, unghiul 6, pentru care
M, = M, cos 0, este pozitie de echilibru pentru ecuafia de miscare
a axei titirezului. Frecvenio oscilafitlor mici ale lut 0 in vecindiatea
acestei pozitit de echilibru este egald cu

T 04
Opuy =
L

Demonstratie. In absenta fortei de greutate, energia polentiali efectivi
se reduce la

.

(M, — M, cos 0)2

Uy =
21, sin2 0

*) S& notdam cu @t E) pozitia titirezului la momentul ¢ corespunzitoare condi-
tiei initiale £e7.SO(3) si acceleratiei forfei gravitationale g. Atunci teorema afirma
ca

®g (6 NB) = on7% (N, §).

13 — c. 1719
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Uer

Fig. 130. Energia polentiald efectivi a titirezului.

6y e

Aceastd functie nenegativi
A e 1 gativi are un punct de minim ¢
un.gh};l;gne = 0, definit de conditia M, = M, cosf, (fig.ml;()l; )
sationm llsl;n’s;ltg%i}u-nghIUI de inclinare 0, fa{di de verticala al axei titirezului este
faerar 51 stabil: pentru o abatere mica a inclindrii initiale § de la 0,, 0 efec-
{1 micl in jurul lui 6, (nutatie). Frecventa acestor oscilatii se c‘f’e'terxxiillﬁ

usor din formula generali :
g a: frecventa ilatii ici : i
cu energia ta oscilatiilor mici intr-un sistem unidimensional

aloarea zero pentru

B ax?
= - + U(z), U(x,y) = min U(x)

este datd de formula (§22, D)

U”(x )
@? o= —Y
a
Energia siste i idi i
gia sistemului unidimensional i ilatii indrii
o care descrie oscilatiile inclindrii axei titirezului

I .
_5__9’3_|. Uet'

] tr i
Pentru 6 = 6, + x, obtinem M, — Mj cos6 = M, [cos 6y — cos (0, + 2)] =
= M zsin 0, + O (z?),

M2 22 5in? @ 2 w2
Uef — ._.3_‘0_ 4 0(,232) - 13 (03 22 +
21, sin? 6, 2I T

de unde obfinem pentru frecventa de nutalie expresia

Ig g
Opyt = , e.ce.t.d.,
1

M, M,cos0
il _ I, sin%0
mutul nu variazd In timp : axa titirezului este imobild. Miscarea

Din formula ¢ = rezultd ci pentru 6 = 6, azi-

I
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azimutali a axei pentru abateri mici ale lui 6 fatdi de 0, se
poate studia si ea cu ajutorul acestei formule, dar noi vom
proceda altfel.

Miscarea titirezului in absenta fortei de greutate poate fi con-
sideratd ca o miscare in sensul Iui Poinsot. Prin urmare, axa
titirezului se roteste uniform, in jurul vectorului moment cinetic,
conservindu-gi pozitia in spatiu.

Prin urmare, axa titirezului descrie pe sferd un cerc cu centrul
in punctul corespunzitor momentului cinetic (fig. 131).

Observatic. in acest mod, miscarea axei titirezului care este denumita,
dupi Lagrange — nulajie — este denumitd, in descrierca datid de Poinsot, precesie.

Se intelege cit formula obtinuld mai sus pentru frecventa unei
nutatii mici: op = Igo/lsq, coincide eu formula frecventel de
precesie = M/I, in descrierea datd de Poinsot migedrii : eind
amplitudinea nutatiei tinde la zero, Ijwg— M.

C. Titirezul intr-un cimp slab. Si trecem acum la cazul in
care forta de greutate nu este nuld, dar este foarte mici (considerim
¢ valorile lui M, si M, sint tixate). In acest caz, la energia poten-
tiald efectivi se adaugd termenul mgl cos 0, care este mic impreund
cu derivatele sale. Si arfiitim ci acest termen modificd foarte
putin frecventa de nutatie.

m ’4
J , felx)
[
N\ / 7 /

Xg X

TFig. 131. Comparatie intre descrierea
miscarilor titirezului dupd Lagrange si
dupéa Poinsot.

Fig. 132. Deplasarea minimului
la o variatie micd a functiei.
Lemi. Sa presupunem cd funcfia f(x) are un minim in x = 0 si dezvollarea
2
) x o ) ’
Taylor f(x) = A . 4+ ..., A >0. Sd presupunem cd funcfia I(x) are dezvoitarea
2

Taylor in 0, h(x) = B + Cx + ... Atunci pentru € suficient de mic, functia fe() =
= f(x) ++ eh(x) are un minim intr-un punct apropial de 0 (fig. 132)

Ce .
ye = = + O(?).



196 ' SOLIDUL RIGID

In acest punct, /';' (x )= A + 0®@).
intr-adevir, avem f (x) = Ax + Ce + o(x?) si rezultatul se obtine aplicind

.o PN ..
lui . teorema functiei implicite.

‘onform lemei, energia potentiali efectivd, are, pentru g mie,
un minim 9, in vecinitatea punctului 0,; valoarea lui U’’ in
0, diferd putin de U’'(9y). Prin urmare, frecventa unei nutatii
mici in vecindtatea lui 6, este apropiatd de valoarea corespun-
zitoare lui ¢ =0:

lim (l)nut‘ :_.:i (,03_
1

D. Titirezul lansat rapid. Si considerdim acum conditiile
initiale speciale in care dim drumul axei titirezului fird un impuls
iniial dintr-o pozitie inclinatd sub unghiul 0, fatd de verticali.

Teoremi. Daca la momentul inifial axa ttirezwlui este fixd
(¢ =0 =0) si titirezul se roteste rapid in jurul axei sale (v, — o),
Jiind inclinat fatd de verticald sub unghiul 6, (M, = M, cos 0,)
atunci, asimplotic pentru o, — 00 :

1) frecventa nutafiei este proportionald cu viteza unghiulard;

2) amplitudinea nutaliei este invers proporlionald cu patratul
vitezet unghiulare ;

3) frecvenia precesiei este invers proporfionald cu viteza
unghivlard;

4) sint valabile formulele asimptotice

I,mgl
3 mgt .
Opuy ™~ —— Wgzy dpug =~ E79R) sin 607
1 3 Wg

mgl

3 03

Wprec ™

(aici flwg) ~ ¢ () dacd lim | —1 )

Wy 00 g

Pentru demonstratie, 83 trecem la cazul in care viteza unghiularid
initiald este fixatd, dar g— 0.

Traducind apoi formulele obtinute cu ajutorul consideratiilor
de aseminare (vezi pet. B) obfinem teorema formulati.
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Stim din § 30, D ci pentru conditiile noastre inifiale axa titirezului descrie pe
sferd o curbd cu virfuri. ] o

S4 aplicim lema de mai sus pentru a gisi punctul de minim B, al encrgiei poten-
tiale cfective. Punem (fig. 133)

0 = 6, + x. cos § = cos Oy — xsin Oy + ...
si oblinem, ca si mai sus, dezvoltarea Taylor in raport cu x:

I3 o}
Upgt| = - x4 ...,
flg=0 21,

myl cosO = mgl cosOy — mglasiny - ... .

Aplicind lema functiilor [ == IJefig~0 sif=mgl cos (0,+ x) cu € = g, oblinem ca
punctul de minim al energiei potentiale Ugg este atins pentru unghiul de inclinare

I, m{ sinf,

0y = 0¢ + 24, 2y = g -+ O0(g?)-

2 2
13 @3
Prin urmare, inclinarea 0 a axei titirezului va oscila in jurul valorii 0, (fig. 134).
Dar la momentul initial, 6 = 04 si 6 = 0. Prin urmare, 0, corespunde pozitiei celei
mai coborite a axei titirezului si deci, pentru g mic, amplitudinea nutatiei este asim-
ptotic egald cu
I; misin 6,

Aput ~ Tg ™~ ]% 0)?3-‘ g (g—0).
Uer

Go

Xg eg

Rl

% 6 ]

Fig. 133. Determinarea Fig. 134. Miscarea axei
amplitudinii de nutatie. titirezului.

$i determindm miscarea de precesie a axei. Din formula generald

. M, — M, cosB
¢ = I; sin*0

obiinem, pentru M, = M, cos 8, 6 = 0y + =z,

M, — Mg cos = My xsin 6y - ...
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si deci

P = TSI;O*; LL"I- I

Dar g oscilcazi armonic de la 0la 2z, (cu eroarca O(g?). Rezultd cd media pe
o perioadd de nutatie a valorii vitezei de precesic este asimptotic egald cu

s M, myl )
@ ~ Ty~ (g — 0).
T30,

I, sin 6,
Probleméi. Si se arate cid

. . o~ 9(0)
lim lim —mm—— =
g0 t-co myl

' Partea a Ill-a

MECANICA HAMILTONIANA

I; 03
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Mecanica hamiltoniani reprezinti o geometrie in spatiul fazelor.
Spatiul fazelor are o structuri de varietate simplecticd. Pe
orice varietate simplectici actioneazi grupul difeomorfismelor
simplectice. Notiunile si teoremele fundamentale ale mecanicii
hamiltoniene sint invariante (chiar dacii ele sint formulate in
termeni de coordonate locale simplectice) in raport cu acest grup
(31 chiar in raport cu un grup de transtormiiri mai larg care anga-
jeazd si timpul).

Un sistem mecanic hamiltonian este definit de o varietate de
dimensiune pard (,,spatiul fazelor”), de o structurd simplectics
be aceastd varietate (,,invariantul integral al lui Poincaré’) si de o
functie definitd pe varietate (,,functia lui Hamilton”). Orice grup
cu un parametru de difeomorfisme simplectice ale spatiului fazelor,
care conservd functia lui Hamilton, este asociat unei integrale
prime a ecuatiilor de miscare.

Mecanica lagrangeand este cuprinsi in mecanica hamiltonians
¢a un caz particular (in acest caz spatiul fazelor este fibrarea
cotangentd a spatiului configuratiilor iar funcgia lui Hamilton
este transformata Legendre a functiei lui Lagrange).

Punctul de vedere hamiltonian permite studierea pind la capit
a unei serii de probleme ale mecanicii, care nu se supun rezolvarii
prin alte mijloace (de exemplu, problema atractiei de citre doudl
centre fixe §i problema geodezicelor pe un elipsoid cu trei axe
inegale). Punctul de vedere hamiltonian are o importantd gi mai
mare pentru metodele aproximative ale teoriei perturbatiilor
(mecanica cereascd), pentru intelegerea caracterului general al
migcirii in sistemele mecanice complicate (teoria ergodici, meca-
nica statisticd) siin legiturd cu alte domenii ale fizicii matematice
(optica, mecanica cuantics etc.).

CAPITOLUL 7
FORME DIFERENTIALE

Formele diferentiale apar in mod natural atunci eind se in-

cearch generalizarea la cazul dimensiunilor superioare a unor noti-

uni ¢a Incrul mecanic efectuat de un cimp de-a lungul unui drum
si fluxul unui fluid printr-o suprafati. Lo _

" Mecanica hamiltoniani nu poate fi inteleasd fird aparatul f.o.r—
melor diferentiale. Notiunile si rezultatele privind formele dife-
renfiale care ne sint necesare sint cele privind produsul exterior,
diféren‘giala exterioard, integrarea si formula lui Stokes.

§ 32. FORME EXTERIOARE

In cele ce urmeazi se definesc formele exterioare din algebra.

A. 1-forme. Fie R? gpatiul liniar real de dimensiune #»*. Vec-
torii acestui spatiu vor fi notati cu g, n,...%

Definitie. Se numeste formd de grad 1 (sau, pe scurt,
1-forma) orice functie liniard de vectorii spatiului R?, o : R7 — }{:{1,
o (M + Rk =Moo (&) +ho (§2)7‘V_ ny MR, &, EeRm
Reamintim rezultatele fundamentale privitoare la 1-forme cunos-
cute din algebra liniard. Multimea tuturor 1-formelor se tra‘x}sforma
intr-un spatiu liniar real, dacd se defineste suma a doud forme
prin formula

(0 + ©,) (8) = 0)(§) + @5(8),

o iei 3 e 7 nici , 5

*) Este important sii subliniem aici faptul cid nu fixam in VB nici o AStI}ICt}lr“é
cuclidiani speciald. In unele exemple apare o astfel de str.uc:tura ,n JE’ItuIICl insd aces
Iucru se pune in evidentd in mod explicit — (,.spafiul euclidian R™”).
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iar inmulfirea cu un numir — prin formula
(h0) (§) = 1- ().

_ Spatiul i-formelor definite pe R" este si el de dimensiune n
§1 se numegte spatiul dual, (R#)*, al spatiului Re.

Sd presupunem ci in R* a fost ales un sistem liniar de coordo-
nate @,..., ,. Fiecare dintre coordonatele z; este chiar ea o
1-formi. Aceste n 1-forme oconstitue o bazi @ Jui (R™)* i’rin
urmare, orice l-formd « se poate scrie ca .

o=my+ ... + a,2,, acR.
‘Valoarea pe care o ia o pe veetprul & este egald cu.
o) = @ (&) + ... + a,2,(8),
unde x;(§),...,7,(§) sint componentele vectorului § in sistemul

de coordonate ales.

Exemplu Daciinspaliul euclidian R3 este definit un ci
; ) b imp de forfe omogen F
a tunci lucrul mecanic A efectuat in deplasarea & este o 1-formi in variabi%a 13 (fi§,135),

F (forta)
w(€)=(F&) Fig. 135. Lucrul mecanic efectuat de o fortd -
este ol-formd in deplaséri,
t (deplasarea)

B. 2-forme.

) D e'tf 1‘_)n i ti e. Se numeste forma exterioard de gradul 2 (sau,
p(; i(m iy f—jorma)é orice functie care are ca argument perechile de
vectori din R#, w*: R X R* — R, care este biliniard si antisime-
tricd : '

9 .
o (& + 28y M) = No? (&, 1) + how? (&g M) ;
2
0? (&, &) = —w¥&,;, &);

VA, NeR, &, & ne R
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Exemplul 1. Fie S (&, &,) aria orientatd a paralelogramului construit pe

vectorii &;, &, in planul euclidian orientat R%:

3 —
& E1s | & = Ener + Epgey
, unde

S8y, &)=
"= ‘ £y = Ener + Enty

-
21 Cag

iar e, e, este baza care determind orientarea lui R2.

Se observi usor ci S(&;, &,) este o 2-formé (fig. 136).

Exemplul 2. Fie v un cimp omogen de viteze ale unui fluid in spatiul
euclidian tridimensional erientat R3 (fig. 137). Atunci fluxul fluidului prin suprafaa

17 %

Fig. 137. Fluxul unui
fluid printr-o supra-
fatd este o 2-formd.

Fig. 136. Aria ori-
entatd este o
2-forma.

paralelogramului determinat de vectorii &; si &, este o funclie biliniard antisimetrica
de &, si &,, deci o 2-formai :
(02(&1» &2) = (v, E_,l, gz)*)-
Exemplul 3. Aria orientati a proieciiei pe planul z,, x, a paralelegramului

determinat de vectorii &;, &, in spatiul euclidian IR® este o 2-forma.
Problema i. S se demonstreze cii pentru orice 2-formé o? pe R™ avem

0§, &) =0, v&eR"

Rezolvare Datorita antisimetriei, o2 (& &) = — * (&, §).
Multimea tuturor 2-formelor pe R” se transformd intr-un spatin
liniar real, daci se defineste suma a doud forme prin formula

(0 @g)(Ery &) = (&, &) + oy(&1y &)
si inmultirea unei forme cu un numdr real prin formula

(R )&y &) = ho(§y, E,)-

*) Produsul mixt. (N.T.).
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tini }) ro ]3 lema 2. Si se demonstreze ¢if aces
initd si sd se determine dimensiunea.
. n(n—1
Rdspuns. ( “')
2

; 0 bazi este indicatd mai jos,

C. k-forme,
Definitie. Se
k-formd o tunctie de %

m()\lgi—}_ N ;Iy &27' () glc) = Ww(ﬁ{, &’37 . 'a&lc) -+
+ 20 (8, &,,. . o &)y VA, W e R,

w(gin' <o) = (—=1) o(&y,. .. 7§k)7 unde

_ { 0, dacd permutarea 7,,. . -yl este pari,

‘ 1, daci permutarea 1,,. . -1 este impari.
Exemplul 1. Volumul orientat

) . ul al paralelipi ic ii
din spatiul euclidian orientat RR™ este o Ic—furlnjnft (fia{‘l 1[.?308?'1““ o muchifle &, B

Eipee Bin
V(& . &) = ’
&n]_- .. gn”
unde & = & e; + ...+ Eiy ey si e,...,e, este o bazi in R™.

©v

Fig. 138. Volumul orientat este
o 3-formi.

A\ w

., R"E 1§ne ;nce};tl ILll 2. Fie R* un Ic-pl:fn orientat in spaliul euclidian de dimensiune

nm,uch"'l a az volumul Ic-dx{nensmnal orientat al proiectiei paralelipipedului cu
file &y, &,....& € '™ pe RF este o k-formi pe R™,

Multimea tuturor %-formelor

o definite pe R* devine i
liniar real daci se definesc pe e i et

a operatiile de adunare

(o + 03)(&yy . - . &) = 03(&yy - - -588) + ©9(&yy- - +,Ex)

U spaliu liniar este de dimensiune

numes.te Jorma exterioard de gradul T sau
vectori care este k-liniars $1 antisimetrics :
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si inmultire cu un numdr real

(R0) (&, - -58) = 2-o(&yy- - 58)-

Problema 3. Si se demonstreze cii acest spafiu liniar este de dimensiune
{initd si sid se calculeze dimensiunea.

Rdspuns. CZ; o baza este indicatd mai jos.

D. Produsul exterior a douiA 1-forme. Si introducem acum o
nouit operatie : produsul exterior al formelor. Dacd (o}k este o
L-formi iar o! este o I-formi, definite pe R”, atunci produsul lor
exterior of A o! va fi o (k - )-formd. Pentru inceput vom defini
produsul exterior al 1-formelor, asociind f ieciivei perechi de 1-forme
0, ®y in R* 0 2-formi o, A o, in R"

Tie & un vector din R". Avind la dispozitie dousd 1-forme
»; §i o, se poate defini o aplicatie a lui R” in planul R x R,
care pune in corespondentd lui §e R* vectorul o(§)e Rx R cu
componentele o,(€) $i ©y(§), in planul ¢~ coordonatele ©,;, w,
(fig. 139).

Fig. 139. Determinarea produ-
sului exterior a douid 1-forme.

Definitie. Produsul exterior o;\ o, ia pe perechile de
vectori &, E,eR™ wvaloarea egald cu aria orientald a imaginii para-
lelogramulut cu laturile &, st &, in planul o, o, :

o :1‘01(&1) 0)2(5:1)'
(03 A\ ©9) (&) 8s) !ml(az) wg(ﬁg)

Problema 4. Si se demonsireze ci w; Aw, este intr-adevar o 2-formad.
Problema 5. Sd se demonstreze cd aplicatia

("‘)1' mz)—m)l AWy
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este biliniard si antisimetrici :
7 ‘¢ ’ _"’_ ;\,, ’r o 7\, ’ N N
(Mg ®1 ) A= Ny Awy+ Mw1  Aw,, O A= — @y A .

tndicatlic. Delerminantul este biliniar si antisimetr icatit in raport cu liniile,
cit si eu coloanele.

83 presupunem cd s-a ales in R* un sistem de coordonate
liniare, deci cd s-au ales n 1-forme liniar independente wy,...,r,.
Vom numi formele x; forme bazice.

Produsele exterioare ale formelor bazice sint 2-formele T A\
Datorita asimetriel, ;A\ x; = 0, @A\ = —u;\ @;.  Forma
x;\ @; are o interpretare geometrici foarte simpli : valoarea ei
Pe o pereche de vectori &, &, este egalil cu aria orientatsi a proiec-
tiei paralelogramului determinat de & si &, pe planul de coordo-
nate @; 31 @;, paralel cu directiile celorlalte coordonate.

N s N « 2 n(n—1) .

Problema 6. Sise demonstreze ci cele G = ————= 2-forme a; A x; (i<j)

2
sint liniar independente.

In particular, in spatiul tridimensional (a;,2,,2,) aria proiectiei
pe planul (a;, @5) (respectiv (wy, @;) si (w4, 1)) este ay A x, (res-
pectiv. wy A\ w3 s1 @y, A\ @,).

Problema 7. Si se demonstreze ci orice 2-formi in spatiul tridimensional
(T, T, ay) s¢ poate scrie ca

PryAxy+ Qrg A xy+ Ry Ax,.

Problema 8. Si se demonstreze ci orice 2-formi in spatiul de dimensiune n
cu coordonatele x4,...,2, se reprezinti unic sub forma

o2 = Z iy TyN Xy, Q5 € R.
i<y
Indicatie. Fie e; vectorul din bazi corespunzitor indicelui i: xy(e;) =1,
xj(e;) = 0, j # i. Sd considerim valoarea luati de forma o? pe perechea ey, e;. Atunci

G5 = w¥(ey, e;).

E. Monoame exterioare. Fie date & 1-forme ®y. .« ., Definim
produsul lor exterior o, A... Aw.
Definitie. Si punem

' (_01@1)- - oy(&p)

(o1 Av e Awp) (e - 5868) = : : .

o1(&) .« 0(Ep)
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Ju alte cuvinte, valoarea produsului 1-formelor pe paralelipt-
pedul &,. . .5 este egald cu vlolumul orientat al zmag?,?z:nA p({?’@lg}@;
pipedului prin aplicalia & — (,(§),. . .,0x(8)), cu valori in spajiul
numeric euclidian orientat WRF. ‘

Problema 9. Demonstrali cd o;A ... Ao esle o I:-—iormu. o .
Problema 10. Demonstrati cii operatia de inmultire exterioari a formelor

defineste o aplicatie multiliniard antisimetricit

(O, 0y O) > OpA o AO.

Cu alte cuvinte,
- ’ R X
(Vo 7\”(.){') AWy A e ADE= KNOTAWA oo AOpT K0p AWy Ao AOE,

W N A0 (=1 O A ... Aoy, unde

{0, daci permutarea ij,...,ip esle pard,
v =

1, daci permutarea i,...,i este impard.

S considerim in R” sistemul de coordonate definit de formele
din bazd z,. . .,2, Produsul exterior a k-forme din bazi

@iy Nov e Nigy 1< Uy < 1y

reprezintdi volumul orientat al proiectiei L-paralelipipedelor pe
k-planul (2i,. . .,&3,), paralel cu celelalte axe de coordonate.

Problema 11. Si se demonstreze cii dacd printre indicii ij,...,i; exisla
doi care coincid, atunci forma ' A AR este egalid cu zero.
Problema 12. Si se demonstreze cd formele

Ty At A Ty Unde 1KH< .. <ip<n
1 v

sint liniar independente. . - .
« ! g . . o bazice.
Lvident, numirul acestor forme este Cy. Le vom demnzu k ox;;nc e, ‘
Problema 13. Si se demonstreze cit orice k-forma pe R" se rep ezintd unic
ca o combinaiie liniard de forime bazice:

- C eees A e e N T
" = a; . »xll k

1< <... <IkSn

. . __ k
Indicatie. @ ey = o)(eil,...,cik).
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Din rezultatul acestei probleme rezultd cd dimensiunea spatiului
liniar al k-formelor pe R* este Ck. In particular, pentru %= R,
Ok =1 i se obtine un

Corolar. Fiecare n formd pe R* este fie volumul orientat ol para-
lelipipedulut pentru o anumild alegere a unitdtii de volum, fie 0 :

o"=a-;\... \©,.
Problema 14. Sise demonstreze ci pentru k> n, orice k-formi pe R” este
egald cu zero.

S& trecem acum la produsul exterior al unei k-forme w* cu o
l-formi «'. Pentru inceput, si consideriim dous monoame

of = AL Ao, o= oA .. AT

unde oy,...,0,,; sint I1-forme. Definim produsul lor w*Aw! ca
fiind monomul

(01 Ao A ) Al A .. A®pir) = A. .. ACTYAYC R
/\ ce /\mb-i—l'

Problema 15. Si se demonstreze ci produsul exterior al monoamelor este

asociativ
(F A wl) A= ok A (ol A ™)
si anticomutativ
WF A o= (=10l Aok,

Indicatie. Pentrua transporta in fati fiecare din cei I factori din w! sint
necesare f inversiri de pozitie cu cei k factori din wk.

Observatie Este util si {inem minte ci ,anticomutativitatea’ inseamni

comutativitale dacd cel putin unul din gradele k, [ este par si anticomutativitate daci
ambele grade k, ! sint impare.

§33. PRODUSUL EXTERIOR

In acest paragraf se defineste produsul exterior al formelor si se demonstreazi.
ci el este anticomutativ, distributiv si asociativ.

A. Definitia produsului exterior. Vom defini acum produsul
exterior al unei k-forme arbitrare o* cu o I-formi arbitrard o
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Rezultatul o* Ao va fi o (k- I)-formid. Operatia de inmulfire
va fi

1) anticomutativi o A o = ( —1)" ol A\ o*;

2) distributivi (hof 4+ hof) Ao’ = hof Aol + el Ao';

3) asociativi (of Aw) Ao™= oA (! Ao™).

Definitie. Se numeste produsul exterior al L-formei o*
pe R* cu l-forma o' pe R” (k4 [)-forma of Aw! pe R” a.cimre;
valoare pe k-1 vectori arbitrari &;,...,&;, Epips- - 56,0 din R
este

(‘*)k/\ml) (TR
Y (1) (&, - vy Ei)ol(Ehyye - 5Bty (1)

unde i, <<... <ipjy<<... <J; (f1y- - iy J1s- - -,J,) €Ste 0 permutare
2 numerelor (1, 2,..., k 4 1) si
1, dacii aceastd permutare este impari,
N {O., dacd aceastd permutare este pari.

Cu alte cuvinte, fiecare partitie a celor k -1 vectvom' TR
in doud grupuri (de k si respectiv 1 vectori) genereazd unul din ter-
menii sumei (1). Acest termen esie eqal cu produwl dintre valoarea
k-formei oF pe cei k vectori ai primulut grup st valoarea l-formei
ol pe cei l vectori ai celui de-al doilea grup ; acest prod:us are semnul +
saw — in funclie de ordonarea vectorilor in cele doud grupuri. Dacd
ordonarea este de asa naturd incit scrierea consecutivdg a celor k
vectori din primul grup si celor | vectori din cel de-al doilea conduce
la o permutare pard (impard) a vectortlor &y,. .. ,Exyyy alunct se ia
semnul -+ (respectiv —).

Exemplu Daci k = 2, existd numai doud partifii: &, ; &, si &, ; &,. Re.zuhl'gﬁ
(3 Awg) (&ys &g) = 0y (&) ©o (&) — 0y (§;) ©y (&), in concordantd cu definilia
produsului 1-formelor datila § 32. .

Problema 1. Si se demonstreze ci in defini{ia dati maisus se obtine intr-a-
devar o (k -- )-formi (cu alte cuvinte, cd valoarea (o®Aw!) (§,....&x1) depinde
de vectorii &,,...,E;4; multiliniar si antisimetric).

B. Proprietatile produsului exterior. o )

Teoremi. Produsul exterior al formelor defintt mai sus esle
anticomulativ, distributiv si asociativ. Pentru monoame el coincide
cu produsul definit la §32.

14 — e. 17%8
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~ Demonstratia anticomutativititii se bazeazi pe proprietdtile
elementare ale permutirilor pare gi impare (vezi problema de la
sfirsitul § 32) si este Lisatd pe seama cititorulul.

Distributivitatea rezulti din faptul ¢i fiecare termen din (1)
depinde liniar de of si o'

Pentru a demonstra asociativitatea sint necesare ceva maimulte
rationamente combinatorice ; dat fiind insd faptul ¢l aceste ratio-
namente sint ficute de obicei in cursurile de algebrd, in cadrul
demonstratiei teoremei lui Laplace privitoare la dezvoltarea unui
determinant dupd minori, putem utiliza aceasti teoremi™.

incepem cu urmitoarea observatie: Dacd asociaiivilalea esle
demonstratd peniru termeni separali, atunci ea este adeviratd st
pentru sume; Mai Precis

si (o1 Aws) Aoz = o1 \(0z Ao3) } implici
(01 Aog) Aoy = o1 Aoz Aws)

(0] + 0f') Awg) Ay = (o] +o1) Aoz Aw;).

Intr-adeviir, daci utilizim proprietatea de distributivitate
demonstratd mai inainte, avem

(o1 o ) Awg) Awg= (01 Aws) Aw3) + (1" Awg) A 03),
(w1 o) A(wp Aw;) = (01 Aoz Awg)) + (01 Alwy Aog)).

Am vizut insd la § 32 (problema 12) c¢i orice formd pe R" este
sumi de monoame. Rezulti ¢ este suficient si demonstrim aso-
ciativitatea produsului direct de monoame.

Cum nu am aritat ined echivalenta dintre definitia produsului
a &k 1-forme de la § 32 si definitia generald (1), vom nota temporar

*) Demonstralia imediatii a asociativitiii (care generalizeazd si pe aceea a
teoremei lui Laplace) constit in verificarea concordantei semnelor in identitatea

((o)k/\wl)/\wm)(gp- o Epttam)= 2k "’k(z-il" c Eik,)ml(gh" . "gjl)mm(ahf' o ahm)

unde iy <...<ip Ji.-. <jphy <... <hm; (iy..--Iim) este o permutare a nume-
relor (1, ..., k+ [+ m).
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produsul exterior a k 1-forme cu simbolul 7, astfel incit monoa-
mele despre care vorbim sint de forma

N - - 1 - -
© CIA AN Opy O = LA e A Oy
unde y, ...,0,,, sint 1-forme.

Lema. Produsul exterior a doud monoame esic un monom -

(1A A @) A (@rg1A - A ©pqr) =
Z=OIA e AORAOp g A - - - Ay

4 Dt emonstratie. Si calculim valorile membrilor sting si

l Iy(v/Il) ' be un ansamblu de k +-1 vectori &;,. . .,E,,,. Valoarea mem-

\_)71(3 ui drept es‘%e alceea a determinantului de ordin k -+ I det(w,(E,))

aloarea membrului sting este, conforin for i v de
ing m formulei (1 § p

Valaure , (1), o sumi de

Y+ ld(?tlgwi(éfm ) -det (w,(&; ))

<ig Mht1<i<htl

d(?:l{mnoru formati din primele % coloane ale determinantului de
31( in k-1 ¢u minorii complementari. Teorema lui Laplace de
f'eZE olltaure dupi minorii formati din primele k coloane afirmi exact
q?liég dfb.d; ?:Jiceiast? 81(111)1‘(», cu aceeasi reguld de alegere a semnelor ca
$1 cea din definitia este egaldl cu de i ' :
efinit , > egald cu det (o, . Liema, es stfe
demonstrata. (&) este astiel
Din lema rezulti ¢ ratiile A si incid. 1 i i
Din len ta cd operatiile A si A coincid. Intr-adevir, obtinem
succesiv

w14 0= 01 Ay,

W3 A Oy ) 3= () A 6;) Nez = o; Nos A\wg,

OFAOsA - A0 ={(...((0; Aw) Awz) A. .. Awp).

Asgmahvitzpteg ' ‘A-produsului de & 1-forme fiind evi dentd,
rezultd si asociativitatea A-produsului de monoame. In acelasi

timp, 1,311111’1(} seama de observatia de mai sus, asociativitatea este
demonstratd si in cazul general.
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Problema 2. Si se demonstreze ci pitratul exterior al unei 1-forme si, in
general, al unei forme de grad impar, este egal cu 0:

WwF A of =0 dacd k este impar.

LExemplul 1. Si consideriim in R®® sistemul de coordonate

n

Pise-sPnr Qo - Gn §1 2-forma o? = E Di A i

(Din punct de vedere geometricj fl)rma »? reprezinti sumzl ariilor proi{cc.{,ii(l(.)r
orientate ale unui paralelogram pe cele n Z—Plallc d'e coordonzzte.(pl,‘ qy). - . '11“ \p,). {:)u
in cele ce urmeazi vom vedea cd 2-forma «* are o 1mpor}anlu 1lln(ldlnue,:;|.d :1 ]);;Ill u
mecanica hamiltoniand. Se poate arita ca orice 2-formd nedegenerati™ pe R se
scrie ca ? intr-un anumit sistem de coordonate (p,,. . pn 4y - .‘.,qn)‘). -

Problema 3. Si se calculeze a doua putere exterioard a 2-formei o®

Rdspuns. 02N o= — Z Di ADPj AGi NGy
i>j . N o
Problema 4. Si se calculeze puterea exterioard de ordin k a formei >
Raspuns. 0?A ... Aw*= 4 k! Z Pig Ao APy NG A Ay
— T <. <
k
In particular,
OEA L AGE= ! DIA L ADPR A A - A,

D e e
n

deci coincide, pind la un factor numeric, cu volumul paralelipipedului 2n-dimen-
sional din R2".

Lxemplul 2. Si considerdm acum spaliul euclidian orientat R3. IFiecirui
vector A € R3 ii asociem 1-forma m&, punind
co}‘ & =A% (produsul scalar),
si 2-forma mi, punind
o3 (& &)= (A, &, &) (produsul mixt).

M Coes 1 . 2
Problema 5. Si se demonstreze cii aplicatia A > o, respectivA > «,,
defineste un izomorfism al spatiului liniar R3 al vectorilor A pe spatlul liniar al 1-for-
melor .pe R3, respectiv 2-formelor pe R, Daca in RR® s-a ales un sistem de coordonate
ortonormat si orientat (x,, x,, x3), atunci
“’}1 = Ajx 4+ Ayx,+ Agwy,

mZA = Ajxy A Xyt Ayxg A Tyt Ay A Ty

*) O formd biliniard w? este nedegencrald dacd &€ % 0, 3n: o* (§, 1) # 0.
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Observatie. Dupd cum se observi, izomorfismele puse in evidenld mai
sus nu depind de alegerea sistemului de coordonate ortonormat si orientat (i, x,, ;).

Lle depind insd de alegerea structurii euclidiene a lui R3, iar izomorfismul A >0 :

depinde in plus si de alegerea orientiirii (care apare implicit in definifia produsului
mixt).

Problema 6. Si se demonstreze ci prin intermediul izomorfismelor sta-
bilite mai sus, produsul exterior al 1-formelor se transformi in produsul vectorial al
vectorilor din R®, deci cid avem

(,)11‘ /\wll; = ‘”?A,B]’ pentru orice A, B € R3.

Prin urmare, produsul exterior al formelor poale [i considerat ca generalizarea la
cazul dimenstunilor superioare a produsului vectorial din R3, cu deosebirea cii in cazul
cu mai multe dimensiuni, produsul nu mai este un vector al aceluiasi spatiu ; spatiul
liniar al 2-formelor pe R” este izomorf cu R’” numai pentru n== 3.

Problema 7. Demonstrafi ca prin intermediul izomorfismelor stabilite,
produsul exterior al unei 1-forme cu o 2-formé se transformsi in produsul scalar al
veclorilor din R3 :

wi A colZ;: (AB) x; Axy Ay

C. Comportarea in raport cu aplicatiile. Fie f: R™——R" o
aplicatie liniard §i o* o k-formi exterioari pe R". Atunci se de-
fineste o k-formé f*w* pe R™, care pe k vectorii E,...,& din R™
ia valoarea pe care o ia «® pe imaginile acestor vectori prin f:

(f*0%) By - - - ,8x) = OM(f(&), - - ., f(EF)).

Problema 8. Sise verifice ci f*o este o formi exterioari.

Problema 9. Si se verifice ci f* este un operator liniar definit pe spatiul
k-formelor pe R” cu valori in spaliul k-formelor pe R” (faptul ci steluta este puca
sus subliniaza ci f* actioneazi in sens contrar lui .

Problema 10. Fie f: R®—>R" si g : R®—>R? aplicatii liniare. Si se verifice
cd(go f)*= frog*,

Problema 11. Si se verifice ci [* conserva produsul exterior

P Awh) = (Ffo) A(r+el).

§34. FORME DIFERENTIALE

In paragraful de fati se definesc formele diferentiale pe o varietate diferentiabili.
A. 1-forme diferenfiale. Exemplul cel mai simplu de 1-forms
diferentiald este diferentiala unei functii.

Exemplu. Si considerim functia y= f(x) = a2 Diferentiala sa df = 2z dx
depinde de punctul x si de ,,cresterea argumentului’”’, deci de vectorul tangent & la
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axa x. Si fixdm punctul x. Atunci diferentiala functici f in punctul x si_ directia &,
df| (&), depinde liniar de E. Astfel, dacd x= 1 i coordonata vectorului tangent &

x

este egali cu 1, atunci dfl (&) = 2; dacii coordonata ui § este 10, atunci df| (§)=20
x

x

(fig. 140).

Fig. 140. Diferentiala unei funclii.

Tie f: M >R o functie diferentiabila, definita pe varietatea
M (putem sfi ne-o reprezentim ca o ,,functie de mai multe varia-

bile” f: Re— R"). Diferentiala df . a funciiei f in punctul @ este

o aplicatie liniard
af| : IT'M,— R
£

a spatiului tangent in x la M in dreapta realdt. Reamintim defi-

nitia acestei aplicatil. N
Fie £ TM, un vector tangent care este Vecﬁoru_]. viteza a
curbei t —a(t) : B—~ M, 2(0) = 2, #(0) = E. Atunci, prin definitie,

_ 4

" J(a(1))-

t=0

daf

(€)

g itezd i x(f) = cos f) = sin t la
Problema 1. Fie & vectorul vitezd al curbei .T.(l) - €05 t, :1]( .
{ = 0. Si se calculeze valorile diferenlialelor dx si dy ale functiilor x si y pe vectorul
g (lig. 141).
Raspuns. dx| (&) =0, dy l (g) == 1.
(1,0 (1,0)

y

Fig. 141. Problema 1.
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S observim cd diferentiala functiei f in punctul ze 31 este o
1-formd df| pe spatiul tangent TM,.
X

Diferentiala df a functiei f pe varietatea M este o aplicatie
netedi a fibrarii tangente 7M in dreapta reald

af: TM—~R (TM=\UTM,).

reM

Aceastd aplicatie este liniard pe fiecare spatiu tangent 7M, = T M
s1 diferentiabili.

Definitie. Se numeste formd diferentiald de gradul 1
(sau 1-formd) pe varietatea M orice aplicatie netedi

w:TM—R

a fibririi tangente la varietatea M in dreapta realii, care este
liniard pe fiecare spatiu tangent TM,.

Se poate spune ci o 1-formd diferentiald pe M este o 1-formi
in sens algebric pe TM, care este «diferentiabild in raport cu a».

Problema 2. Si se demonstreze ci orice 1-formi diferentiali pe dreapta reald

_esle diferentiala unei functii.

. Problema 3. Sisegidseascl pe cerc si pe plan 1-forme care nu sint diferentiale
de functii. '

B. Expresia generali a 1-formelor diferentiale pe R". Si
Ppresupunem cd varietatea M este un spatiu liniar cu coordonatele
Zyy. - -,%,. Reamintim ci se numesc componentele £;,...,&, ale
vectorului tangent §e TR valorile diferentialelor coordonatelor
dxy,. . .,dz, pe vectorul &. Cele n 1-forme duy,...,du, pe TR
sint liniar independente si deci ele formeazi o bazi a spatiului
liniar n-dimensional TR?, ze R™.

Prin urmare, orice 1-formd pe TR? se scrie in mod unic ca o
combinatie liniard a,dx;, -+ ... + a,dz,, unde @, sint coeficienti
reali. Fie acum o o 1-formd diferentialid arbitrari pe R". In fiecare
punct xe R", ea se descompune wunivoe in baza dwy,...,dw,.
Obtinem urmitoarea

Teoremi. Orice 1-formd diferenfiald o in spatiul R* in care s-a
ales un sistem de coordonate x,,. . .,x, se scrie in mod unic sub forma

o=0o(x) de,+ ...+ a,(x) dz,,

coeficientii a; = a,(x) fiind funciic netede.
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Problema 4. Si se calculeze valorile luate de 1-formele o= dz;, w,= ¥,
Az, si 0g= dr? (2= z?- %) pe vectorii &, &, &, (fig. 142).

x

(T

2 -

7

§ ~

o 1 2 3 Fig. 142. Problema 4.
Raspuns.
& &, &s

(o9 0 —1 1
©, 0 ] —2 | =2
w3 0 — 8 0

Problema 5. Fie z,,...,x, funelii pe va.rietatea .M si‘gé presupunem ci ele
formeazi un sistem de coordonate intr-un anumit domeniu. S& se arate ca in acest
domeniu fiecare 1-forma diferentiali se reprezintd in acest caz sub forma

W= al(x)dxl—l— e +an(1')dxn-
C. k-forme diferentiale.
Definitie. Senumestek-formd diferentiald m"l in punciul
x
@ al varietdtii diferentiabile M o k-formd exterioard pe spatiul tan-
gent TM, la M in x, deci o funclie k-liniard antisimetrica de k
vectori Ey,...,E, tangenti la M in @.

Dacit se di o astfel de formi ¥ in fiecare punct x al varie-

X
t3tii M si daci ea este diferentiabild in raport cu @, atunci spunem
e se di o k-formd diferentiald o* pe varietatea M.

Problema 6. Si se introducd o structurii naturalid de varietate diferentiabild
pe multimea ale cérei elemente sint ansamblurile formate din cite k vectori tangenti
la M intr-un punct oarecare x. §

O k-formd diferentiald este o aplicatie netedd a varietatii astfel

obtinute in dreapta reald.
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Se poate spune ci o k-formd pe M esie o k-formd exterioard pe
TM,, care « depinde diferentiabil de x ».

Adunarea, inmultirea cu un numar si produsul exterior al for-
melor diferentiale pe M sint operatii care se definese punctual : in
fiecare punct x € M trebuie si adunim, sd inmulfim cu un numir
sau s efectufim produsul exterior al formelor multiliniare cores-
punzitoare pe spatiul tangent 7M.

Problema 7. Sa se demonstreze ¢ multimea tuturor k-formelor dilerentiale
pe varietatea M este un spaliu liniar (de dimensiune infinitd daci k< dim M).

Formele diferentiale se pot inmulti natural nu numai cu numere
ci si cu functii. Prin urmare, mulfimea k-formelor ditferentiale de
clasd O are o structurd naturali de modul peste inelul functiilor
reale de clasi C° pe M.

D. Expresia generald a k-formelor diferentiale in R". Si pre-
supunem din nou cé varietatea M este spatiul liniar R* in care
s-a ales un sistem de coordonate format din functiile ay,...,z, :
: R"— R. S& fixdm un punct ze M. Dupid cum am vizut mai
inainte, cele n 1-forme dw,...,dr, formeazi o bazi in spatiul
1-formelor pe spatfiul tangent TR~

5S4 considerim produsele exterioare de forme din bazd

Ay, A. . N\ doy,  4<o .. <dge

Am vizut in § 32 ci aceste 0% k-forme constituie o bazd a spatiului
k-formelor exterioare pe TR}. Prin urmare, orice k-formi exte-
rioard pe TR? se scrie univoc sub forma

Y a,.. i Aoy AL Adag.

H<... <

Fie * o k-formi diferentiald arbitrard in spatiul R*. in fiecare
punct xe R* ea se exprimid in mod univoc in raport cu baza
scrisd mai sus. Rezultd urmitoarea

Teorema. Orice k-formd diferentiald in spafiul R* in care s-a
ales un sistem de coordonate x,...,2, se scrie in mod unic sub
Jorma

of = Y @i (xX)dog AL Adag,

<. <ip

wnde @i, oo i = @ .. -i, (X) sint functii netede pe R".
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Problema 8.5 se calculeze valorile pe care le iau formele w,= dz; Ada,,
wy= xydxy Aday—x,day Adxy Si eg=r drA do (unde x,==r cos @, x,= r sin @) pe
percchile de vectori (&, 1), (&, M) si (&, My) (fig. 143).

x
3
3
2 W Fig. 143. Problema 8.
1 &
X1
0 &1 2.7
Rdspuns.
(E M) | G My) ; &3 My)
W 1 1 l —1
Wy 2 1 I —3
g 1 1 l -1

Problema 9. Si se calculeze valorile pe care le iau formele ¢, = da, A da,,
0= xydag Adxy $i wy= dazAdr? r?= :c‘]?+ x%-{— ,Cg pe perechea de vectori § = (1,1,1),
n= (1, 2, 3) tangenti la R3 in punctul z= (2, 0, 0).

Raspuns. w; (§, M) =1, 0,(§, ) = —2, oz ¢ n) = —8.

Problema 10. Fie x,,...,xp : M— R functii netede, definite pe varietatea
M, care formeazid un sistem local de coordonate intr-un anumit domeniu. Si se
demonstreze cd in acest domeniu fiecare k-forma diferentiald se reprezintd univoc sub
forma .

of = E @ () dag AL Adag,
G <...<ig

E x emplu. Schimbarea de variabile in forme. S presupunem
cd in R3 se dau doud sisteme de coordonate : ay, sy @5 $1 Y1y Yoy Ys-
Fie o o 2-formd diferentiali in R3. Conform ultimel teoreme, in
sistemul de coordonate @y, @, @3, o se scrie sub forma o = X dx, A
Ndzy + Xodog Ade, + Xadoy, Ade,, unde X, X,, X, sint functii
de @y, @y, 3; similar, in coordonatele ¥,, ¥s, ¥3, © = Y,dy, Ady, -+
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+ Yodys Ady, + Yady; Ady,, unde 1,Y,, Y, sint functii  de
Y15 Y25 Ys-

Problema 11. Cunoscind expresia formei o in coordonatele x; (deci functiile
X;) si formulele de schimbare de variabild X=:Xx{(y), sd se giseascit expresia formei in
coordonatele y, deci si se determine functiile 17,

(')xL- ().7% (71'11
Rezolvare. Avem day = —-—— dg, - —— — dyy + ——— dy,.
oYy 9y Iy
Rezulta

d d ox, gt Oz, 10, 4 o, 9 ox, _—
Ty A dxg = |--~= dy + —— dy, + ——— 0y, | Al — dy, -
2 3 (,)!/1 N (,)!/2 Y2 (l!]g 23 P Yy

[IEN Oy
4 ——=dy, + 5;(151;j , de unde
3

0y
Y, = X, ([29631*—%)] b x, [ 2o 7)) 3!2@’*’ )|
| Dy, ¥2) | D(yy, yy) D(yy, ys)

Fomulele pentru Y;, Y, se obtin la fel.

E. Anexi. Formele diferentiale in spatiul tridimensional.
Iie M o varietate riemannianii orientatéi de dimensiune trei (in
toate exemplele care urmeazi M va fi spatiul cuclidian tridimen-
sional R?). Fie wx;, a,, 2, coordonate locale si s presupunem ci
patratul elementului de lungime (metrica Riemann) are forma

ds? = F, dai+ F, dai+ E; da?

(altfel spus, sistemul de coordonate este triortogonal).

Problema 12. 84 se determine £, E,, E, in coordonatele carteziene z, y, z,
in coordonatele cilindrice r, ¢, z si in coordonatele sferice R, @, O in spatiul euclidian
e (fig. 144).

z
R
I'ig. 144. Problema 12.
A S
= "" v
X #

Raspuns.

ds= da?+ dy+ de?= dr?+ r? de®+ d=?= dR2 + R? cos®0 dei4 R® a6
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S3 notdim cu e;, e, ¢, versorii axelor de coordonate. Acesti
trei vectori formeazi o bazd in spatiul tangent.
Problema 13. Sa se determine ce valori iau formele dx,, dx, dx; pe vectorii
ey, €,, €.
1 I, .
Raspuns. dag(e;) = —— 8;;. In particular, in coordonatele carteziene
s
da(ey) = dy (ey) = dz(e;) = 1;

in coordonatele cilindrice

, 1
dr(e;) = dz (e;) = 1, doleg) = —; (lig. 145);
r

Fig. 145. Problema 13.

in coordonatele sferice

1 1
dR (ep) = 1,d ==, df(eg) = —.
(er) P (eg) = (e0) 7

0s0

Metrica si orientarea varietitii M inzestreazd spatiul tangent
in fiecare punct la M cu o structurd de spatiu euclidian tridimen-
sional orientat. In raport cu aceasti structuri vom vorbi de pro-
dusul scalar, cel vectorial i cel mixt.

Problema 14. Si se calculeze [e;, e,], (ex, eg) si (e;, €4, ).

Rdaspuns. ey, 0, 1.

In spatiul euclidian tridimensional orientat R?, fiecirui vector
A ii corespunde 1-forma o] si 2-forma of, definite de relatiile

mg(&_,) = (4, &), (')AZ(% n) = (A, § n), VE ne R

Aceastd corespondentd intre cimpurile de vectori si formele
diferentiale nu depinde de sistemele de coordonate, c¢i numai de
structura euclidiand si de orientare. Prin urmare, pe varietatea
consideratd M, fiecirui eimp de vectori A ii corespunde o 1-formi
diferentiali o] pe M si o 2-formé diferentiald o} pe M.
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Formulele de trecere de la cimpurile de vectori la formele dife-
rentiale i invers au o formé specificd fiecirui sistem de coordonate.
Sd presupunem ci in coordonatele x,, x,, 25 descrise mai sus, cimpul
de vectori A are forma

A=A, Ae,+ Age,
(componentele A, sint functii netede pe varietatea M). 1-forma,
Ehteren‘plala (30respuqza130;u*e oy (respectiv 2-forma «3) se exprimii
in baza dx; (vespectiv in baza dx; A dy,).

Problema 15 Cunoscind componentele A; ale cimpului A si se determine
descompunerea formelor mf‘ si o : in bazele respective.
. . 1 _ y s g

Rezolvare. Avem oy(e) = (A, e)) = A;. In acelasi timp, (a,dx,-- aydx,+ agdag)

(e;) = a;dx,(e,) = a,/VE,. Obtinem a;= A, VE; si deci
o} =4 [E du,+ A, |[E, de,+ 4, VE: dx,.

2 B .
Analog, wy (e,, e;) = (A, e,, e5) = A,. In acelasi timp, (xyday A dag+ opdacy Aday -+

1
ooy drg Aday) (e, €g) = oy ——r.
E, T,

Oblinem o = A, VE, I, si deci
2 _ 4 VEE =7y e
oy = 4 [[EE, du,ndag+ A, [[EGE, duynde,+4, VEE, dz; A dz,.
n particular, in eoordonatele carfeziene, cilindrice si sferice in R3, cimpului de vectori

A== Ayt Ayey+Ae,= Are,+ Ageq+ Ae, = Apep -+ Agep+ Ageg

i corespund 1-forma

1
wy= Azdx+ Aydy + A,dz = A,dr+r A de + A,dz= Ay dR + Reosf-Agde +
+ RAg a0

si 2-forma

1
wy=Agdy Adz+ Aydzadx+ 4, dexAndy=r A, doAadz+ Ag dzAadr-+r A, drade=

= Rcos A,doAdO+ RAg dOA AR+ R cos §-Ag dR A dy.
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Un exemplu de cimp de vectori pe varietatea M este gradientul
unei functii netede f : M — R. Reamintese ¢i se numeste gradientul
functiei f cimpul de vectori grad f corespunzitor diferentialei
functiei f:

Ogrgy = df, deci df(€) = (grad f, &), V&

Probiema 16. 5S4 se determine componentele gradientului unei functii f
in baza e;, e, ¢4

of of of
Rezolvare. Avem df = dux, -+ 3 dx,+ . da.

dxy Ty X

Conform problemei precedente

af 1 af 1 af
€, -} [

1
grad // = — e + ———= — 2 T
VE, 0= yE, 0w Vi, 0%

In particular, in coordonatele carteziene, cilindrice si sferice avem

ez:—?j-- 0,—{—51 of e, +
or 7 f)(p
if of 1 of 1 af
P APYRTNINE AP e
P 08 T R ot PP A EFTR

§35. INTEGRAREA FORMELOR DIFERENTIALE

Se definesc aici notiunile de lant, de fronticrd a unui lant si de integralid a unei
forme difereniiale pe un lant.

Integrala unei forme diferentiale pe un lant este o generalizare multidimensionald
a unor notiuni ca fluxul unui fivic printr-o suprafati sau lucerul mecanic efectuat de
o for{d de-a lungul unui drum.

A. Integrala nnei 1-forme pe un drum. Sa incepem cu integra-
rea 1-formelor w! definite pe o varietate M. Fievy: [0< 1 <1]— M
o aplicatie diferentiabild (,,drumul de integrare’’). Integrala
1-formei o' pe drumul v se defineste ca o limitd de sume integrale.
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Fiecare sumi integrali este formatéi din valorile formei ! pe
vectorii tangenti &; (fig. 146) :

1:]' c 1 ).
p lim 3, ()
)

Fig. 146. Integrarea unei 1-forme pe un drum.

Vectorii tangenti &, se construiesc in modul urmitor. Segmentul
0 <t <1 se divide prin intermediul punctelor ¢, in partitiile A, :
i€, <t <i,,,. Segmentul A, poate {i interpretat ca un vector tangent
A, la dreapta reald t in punctul ;. Imaginea acestui vector in spa-
tiul tangent la M in punctul v(#;) este, prin definitie, vectorul

E=dy| (A;) e TMyyy.
"

Atunei eind lungimea maximi A a intervalelor A; tinde citre zero,
sumele integrale au o limitd unicd, care se numegte integrala
1-formei o! pe drumul ~.

Ideea definitiei integralei unei k-forme diferentiale pe o supra-
fatd k-dimensionald este similarii. Suprafata pe care se efectueazi
integrarea se divide in mici paralelipipede curbilinii k-dimensio-
nale (fig. 147); aceste paralelipipede se inlocuiesc prin paralelipi-

I'ig. 147. Integrarea unei 2-forme pe o suprafata.
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pede in spatiile tangente $i suma valorilor formei pe aceste parale-
lipipede din spatiile tangente tinde citre integrala formei atuneci
cind partitia devine din ce in ¢ce mai find. Pentru inceput, si con-
sideram un caz particular.

B. Integrarea unei k-forme in spatiul euvelidian k-dimensional
orientat R*. Fie a,,...,a, unul din sistemele de coordonate in I3*
are furnizeazd orientarea consideratd. In aceste conditii orice
k-forma diferentiald este proportionald cu forma day A. .. Aday,
deci se scrie ca of = ¢(@) doy A... A\ da,, unde ¢ = ¢(a) este o
functie neteda.

Fie D un poliedru mirginit 5i convex in R* (fig. 148). Prin
definitie se numeste integrala formei o pe poliedrul D integrala
functiei ¢ :

Smk = Scp(%) dey. . .day,
D D

unde integrala din dreapta este consideratd ca limita sumelor inte-
grale riemanniene obisnuite.

Fig. 148. Integrarea unei k-forme intr-un
spatiu de dimensiune k.

e >

O astfel de definitie reprezinti o realizare a ideii expuse mai
sus, deoarece, in cazul pe care l-am considerat, spatiul tangent
Ia varietatea RF se identifici cu R*.

Problema 1. Si se demonstreze cii integrala S w® depinde liniar de *.

D
Problema 2. Sa se demonstreze cit daci se face o partilic a poliedrului D

in doud poliedre convexe D, si D,, Sm’“ = ka + Smk‘.
D D, D,

In cazul general (al unei k-forme diferentiale in spatiul de
dimensiune n) identificarea elementelor partitiei cu paralelipipede
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din spatiile tangente nu mai este atit de simpli ; in cele ce urmeaz,
reducem acest caz la cel pe care l-am considerat mai inainte.

(. Comportarea formelor diferentiale in raport eu aplieatiile
diferentiabile, Fie f: M- N o aplicatie diferentiabild a varietatii
netede M in varietatea netedd N siw o k-form# diferentgiald pe N
(fig. 149).

M N R

Fig. 149. O formi pe N induce o formi pe M.

in aceste conditii §i pe M apare o formd k-diferentiali bine
determinatd ; ea se noteazé cu f*o si este definitd prin relatia

(f*e) (.- &) = (fal&a);- - -1 S5(8));

pentru orice vectori tangenti &,...,5,€ T'M ; aici f, este dife-

rentiala f,| a aplicatiei f in punctul xe M.
2
Cu alte cuvinte, valoarea formei f*o pe vectorii &,. .., &, este
egald cu valoarea formei o pe imaginile acestor vectori prin diferen-
ftala Tui f.

Exemplu Dacd y= f(z;, x,) = mf—l— :)cﬁ si w= dy, atunci
ffo= 2x,dx;+ 2x,dx,.

Problema 3. Si se demonstreze cid f*w este o k-forma pe M.
Problema 4. Sd se demonstreze ca aplicatia f* conservi operatiile care se
rot cfectua cu fcrmele diferentiale :

o1 2,) = M)+ Aaf*(0,), [*(0;A0) = (Yo A(Fo,).
Problema 5. Fie g: L— M o aplicatie diferentiabild. S& se demonstreze ci
(fog)*= g*of*.
Problema 6. Fie D, si D, doud poliedre compacte si convexe in spatiul

orientat k-dimensional R*¥ si f: D,— D, o aplicatie diferentiabild care realizeazi un

15 — ¢. 1719
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difeomortism *) al interiorului lui D; pe interiorul lui D, care conservi orientarea.
Atunci, pentru orice k-formid o* definitd pe.D,

Sf*wk=ka.

Dy D,

Indicatie. Aceastd afirmatie se reduce la teorema de schimbare a variabi-
lelor in integralele multiple :

Nyys .o 5Uk)
S-l-————k— ¢ (Y(x) dzy, ... dog = Sqo(y) ay;. « o dyy.
oy, ... ,xg)

D,y D,

D. Integrarea unei k-forme ‘diferentiale pe o varietate de
dimensiune n. Fie o o k-formd diferentiald definitd pe varietatea
M de dimensiune n.

Fie D un poliedru miirginit, convex si de dimensiune % in
spatiul euclidian %-dimensional R* (fig. 150).

M

’E Fig. 150. Poliedru singular k-dimensional.

Rolul ,,drumului de integrare’ va fi jucat de un element k-di-
mensional™® o tn M ; un astfel de element este definit de un triplet
6 = (D, f,0r) unde:

1) D este un poliedru convex, D < R*;

2) f este o aplicatie diferentiabild f: D — M ;

3) Or este o orientare pe R%.

*) Deci o aplicatie bijectivd si cu inversa dilerentiabili.
**) Denumirea de element k-dimensional o este aici utilizatd din ,comoditate in
locul denumirii uzuale de poliedru singular k-dimensional.
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Definitie. Se numeste integrala k-formei o pe elementul
k-dimensional o integrala formei corespunzitoare indusd pe polie-
drul D :

- g

‘o D

Problema 7. Si se arate cd integrala depinde liniar de forma

S ()\10)1+ )\2(02) == 7\1 S (O3} -+ 7\2 sz-

c [e] (o)
"Elementul %k-dimensional care diferi de ¢ numai prin cealaltd

alegere a orientdrii lui R*, — Or, se numeste opusul lui o §i se
noteazd cu — o sau —l.o (fig. 151).

Fig. 151. Problema 8. G -G
q A S

Problema 8. Si se arate ci la schimbarea orientirii integrala isi schimba

semnul :
Sw: —S .

—C c

E. Lanturi. Mulfimea f(D) nu este neapirat o subvarietate
neteds a lui M. Ea poate avea ,,autointersectii’’, diferite ,,pliuri’’ gi
se poate chiar reduce la un punct. Este insd clar, incd pe cazul
unidimensional, ci este incomod s& ne restringem la contururi de
integrare formate numai dintr-un singur element: sint utile §i
contururile formate din mai multe elemente, care pot fi parcurse
intr-un sens sau altul de mai multe ori. In mai multe dimensiuni
existd obiecte similare care se numesc lanfurt.

Definitie. Senumestelant I-dimensional in varietatea M
un ansamblu finit de elemente k-dimensionale orientate oy, ..., o,
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in M si de numere intregi my, ..., m, numite multiplicitali
(multiplicitiitile pot fi pozitive, negative sau nule). Un lant se
noteazd cu

& =my oy + ... + M G,
Aceasti notatie impune in mod natural urmitoarele identificari :
M6 -+ Mmyo = (M +my)o
Myoy -+ Myoy = MyG, + Moy, 0-c =0, ¢ +0 =d"

Problema 9. Si se arate ci mul{imea tuturor lanfurilor k-dimensionale din
varietatea M devine un grup comutativ dacd se defineste adunarea lanturilor prin
formula :

(myoy+ ...+ mpo)+ (mjof+ .. .+m;c;)= myoy+-. .. +mpcpt-miei 4. .. —}-m(’lc(’l.
F. Exemplu. Frontiera unui poliedru. Fie D un poliedru
convex orientat k-dimensional in spatiul euclidian k-dimensional

RE. Se numeste frontiera (bordul) Ini D lantul (k —1)-dimensional
oD in R*, definit in modul urmétor (fig. 152).

Fig 152. Orientarea frontierei.

Elementele o, ale lantului 0 D sint fetele D; de dimensiune
k—1 ale lui D, impreund cu aplicatiile g, : Dy, — R* de scufundare
ale acestor fete in R* i cu orientiirile Or; definite mai jos ; multi-
plicitatea fiecirei fete este 1 :

D = E Gi’ Gi = (-Di, gi, Or’t)'
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Regula de orientare a fetelor. Fiee,..., e
un reper care definegte orientarea lui R*. Fie D; una din fetele lui
D. Alegem un punet in interiorul lui D, §i construim in el vectorul n
al normalei exterioare la poliedrul D. Eeperul care orienteazd fata D,
este orice reper iy, ..., 14—y in D,, pentru care orientarea lui RF
datd de reperul (m, f,, ..., 0,_;) coincide cu cea inifield, dati de
reperul e, ..., €.

Frontiera (bordul) wnui lanf se defineste similar. Fie ¢ =
= (D, f, Or) un element k-dimensional in varietatea M. Frontiera sa
0 este, prin definifie, (k —1)-lantul do = X o,;, format din ele-
mentele o; == (D, f;, Or;) unde D, sint fetele de dimensiune %k —1
ale Iui D, Or, sint orientirile alese prin regula de mai sus si f; sint
restrictiile aplicatiei f:.D — M la fetele D,.

Se numeste frontiera lantulut k-dimensional ¢® in M lantul
0¢* care este suma frontierelor elementelor lantului ¢! cu multi-
plicitatile lor (fig. 153):

0¥ =0(myo; + ... +m.0,) =m oo, +... +m,do,.
Evident, 0¢* este un (k—1)-lant in M*®.

aCZ'

Fig. 153. Frontiera unui lant.

Problema 10. S& se demonstreze cd frontiera frontierei oricirui lant este
egald cu zero: 9dck= 0, yck.

Indicatie. Operatorul 9 fiind liniar, este suficient si se arate c¢i 9D= 0
pentru orice poliedru convex D. Riamine sd verificim cd orice fatd de dimensiune
k-2 a lui D apare de doud ori si cu semne diferite in lanful dD. Este suficient si se
verifice acest lucru pentru k= 2 (sectiunile plane).

G. Integrala unei forme pe un lant. Fie o o k-formé diferen-
tiald pe varietatea M si ¢® un k-lant in M, ¢ =X m; o, Se

*) Se presupune ci k este mai mare ca 1. Lanjurile de dimensiune 1 se includ in
schema generald daca se introduce urmditoarea definitie: un lant de dimensiune 0
este format dintr-o familie de puncte cu multiplicititi ; frontiera unui segment de

—_—
dreaptd orientat AB esle B—A (punctul B arc multiplicitatea 1 si punctul
A ~—muitiplicitatea— 1) ; frontiera unui punct este vidi.
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numeste integrala formei o pe lantul ¢* suma integralelor lui
o® pe elementele o,, considerind $i multiplicitatile :

Sco’“ =X m, Sco’“.

ck o}

Problema 11. Sa se arate ci integrala depinde liniar de formi :

S(O)f -+ wﬁ) = Sosf + S mg.
ok ok ok
Problema 12. Si se arate ci integrarea unei forme fixate w* pe lanfurile c*
defineste un omomorfism al grupului k-lanturilor in dreapta reala.

Exemplul 1. Fie M planul (p, ¢), forma owl= p dq si lantul ¢* format dintr-un
singur element o; cu multiplicitatea 1 :

f
O< t L2m)—(p= cos I, g= sin ).
Atunci

Sp dg= m.

E]‘
in general, dac# lanful ¢ este frontiera unui domeniu G (fig. 154), atunci integrala
S p dg este egald cu aria lui G cu semnul - sau — in functie de orientarea perechii

cl
de vectori (normala exterioard, vectorul care orienteazd frontiera): daci ea coincide cu
orientarea datdi de perechea bazicd (versorul axei p, versorul axei q) se ia semnul--,
daci nu — semnul —.

Exemplul 2. Fie M spatiul euclidian tridimensional orientat R®. Atunci

orice 1-formi w! pe M corespunde unui cimp de vectori A (wl= “’ji)’ unde

‘0}1 k&) = (A(x), &), v&e TMx ,xe M.

Fig. 154. Integrala formei pdg pe frontiera unui domeniu este
egald cu aria domeniului.

pdq
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Integrala formei ")}x pe un lan} ¢ care reprezintid o curba orientata [ se numeste
circulafia cimpului A pe curba [:

S ");ll = S(A, dl).

ct !

Oricdrei 2-forme pe M ii corespunde un cimp de vectori A (0= (oi‘, unde
2
oy &)= (A, & 7).
Integrala 2-formei o K pe un 2-lan} ¢2 care reprezinta o suprafaid S orientatd se
numeste fluzul cimpului A prin suprafafa S:

Smﬁm S(A, dn).

c* S

er .
Problema 13. Si se determine fluxul cimpului A = }2— prin suprafata

sferei x?+ y?-+ z2= 1, orientatd de vectorii e, si ey in punctul z= 1. S& se determine
. 22 2 22
fluxul cimpului A prin suprafata e]ipsoidului—z— + % + — = 1, orientatd la fel.
a c
Indicatie. Vezi p. 247.
Problema 14. Fie dat un 2-lant ¢2 care reprezintd o suprafati orientatid de
dimensiune 2 cu bordul { in spatiul de dimensiune 2n, R2?* = (py,....Pus qy,- . -,qn)-
Sa se calculeze

S(dpl A dg+ ... dpy Adgy) si S(p1 dgy+ ...+ pn dgg).

e 1=0c?

Rdaspuns. Suma ariilor orientate ale proiectiilor lui S pe 2-planele de coordonate
(P qo), 1 <i <n.

§36. DIFERENTIEREA EXTERIOAR A

In acest paragraf se defineste diferentierea exterioari a k-formelor si se demon-
streazd formula lui Stokes : integrala diferentialei exterioare a unei forme pe un lant
este egald cu integrala formei pe frontiera lantului.

A. Un exemplu : divergenta unui eimp de veetori. Diferentiala
exterioard a unei k-forme o definite pe varietatea M este o (k-1)-
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formi de pe aceeagi varietate. Trecerea de la o forméi la diferen-
tiala el exterioard este similard cu trecerea de la o functie la dife-
rentiala ei sau de la un cimp de vectori la divergenta lui. Amintese
detinitia divergentei.

Fie un cimp de vectori A in spatiul euclidian tridimensional
orientat R? §i § frontiera paralelipipedului cu laturile &, &, si &;
concurente in virful x: 8 = [] (fig. 155). Si consideriim fTuxul
cimpului A prin suprafata § (,,spre exterior’’)

7(II) =§(A, dn).

S

Fig. 155. Definirea divergentei unui cimp de vectori.

11

W

Dacii paralelipipedul If este foarte mic, fluxul F(II) este propor-
tional cu produsul dintre volumul paralelipipedului, Vg =
= (&, &y &3), §i ,,densitatea surselor’” in punctul x. Cu alte
cuvinte, existd limita

lim _ FCI)

£-0 3 VH

unde <JI este paralelipipedul cu laturile <&, ¢ &, ¢ &;. Aceasti

limitdh nu depinde de alegerea paralelipipedului JI, ci numai
&-_gj punctul §x§ 5i se numeste divergenta cimpului A in punctul
X, (div A)(x).

Pentru a trece in spatiul R*, » >3, s remarcim ci ,,fluxul
lui A printr-un element de suprafatd’ este 2-forma diferenfiald
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pe care am notat-o cu wy. Divergenta este densitatea care apare
in scrierea in coordonate a 3-formei :

o? =divAde A dy A dz,

o3&y &y &) = div A - (Vi =&y &) &)

care caracterizeazd ,,sursele din paralelipipedul elementar”.

Diferentiala exterioarda de® a k-formei diferentiale w* pe
varietatea de dimensiune nM se defineste ca fiind termenul multi-
liniar principal al integralei lui »* pe frontiera unui paralelipiped
de dimensiune % -1.

B. Definitia diferentialei exterioare. Si definim valoarea
formei de* pe un ansamblu de & + 1 vectori &,,...,Ex.,€ TM,,
tangenti la varietatea M in punectul x. Pentru aceasta, s3
consideram un sistem oarecare de coordonate in vecindtatea
punctului « in M, deci un difeomorfism f al unei vecinidtiti a
punctului 0 din spatiul euclidian R* pe o vecindtate a lui  in M
(fig. 156).

Fig. 156. Paralelipiped curbiliniu II.

Imaginile reciproce ale vectorilor &, ..., &, € TM, prin

diferentiala f | sint vectori tangenti in 0 la R". Spatiul tangent
0
TRZ se identifici cu R™ si deci putem considera cd &F =
-1
:(f* O) E)eR*, 1< i< n

Construim cu acesti vectori Ef, ..., &f,;, un paralelipiped
II* (riguros vorbind, ar trebui si considerim cubul standard orien-
tat in R¥*1 i o aplicatie liniard a acestui cub pe JT*, care si trans-
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forme laturile ey,...,e.,.; in &F,... &%, . ca un element (k--1)-
dimensional in R®).

Aplicatia f transforms paralelipipedul JI* intr-un element
(k-+1)-dimensional JI in M (,,un paralelipiped curbiliniu”).
Frontiera elementului [ este un lant 0 II de dimensiune k.
Si considerim integrala formei o pe frontiera dJ] a paralelipi-

pedului JT :

F(gv ceey Beyy) = S oF.
oIl

Exemplu. Vom denumi O-forma pe M orice functie diferentiabild ¢ : M—R.
Integrala O-formei ¢ pe O-lanful ¢°= Z m;x;, unde m;eZ si x;€M este, prin definitie :

Sfp= Y o)

Pl

Atunci construcfia precedentd da cresterea F(E)) = o(x,)—o(x) (lig. 157) a
functiei ¢, iar partea principali liniard a lui F(§,) in O este pur si simplu diferentiala
functiei ¢ (in punctul x).

Fig. 157. Integrala pe frontiera wunui paralelipiped 1-di-
mensional este egali cu cresterea funcliei.

Problema 1. Demonstrati cid functia F (§,,...,6zry) este antisimetricd in
& Bkt

Se dovedeste ci partea principald (k--1)-liniard a ,,cregterii”
P&, ..., &) este o formd exterioard de grad k-1 pe spatiul
tangent TM, la M in x. Aceastd forma nu depinde de alegerea sis-
temului de coordonate cu ajutorul ciruia am construi paraleli-
pipedul curbiliniu II. Ea se numeste diferentiala exterioard a formei

of (in punctul z) §i se noteazi cu de® .

x
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C. Teorema de existentd si unicitate a diferentialei exterioare.

Teoremia. Pe TM, existd o formd unicd Q de grad T -+1 care
este partea principald in 0 (k4 1)-lintard o integralei formei o* pe
frontiera paralelipipedului, F(&;, ..., &)

F(e&yy- vy Brpy) = Q(&yy. .oy Brya) + 0(eFF 1) (e — 0). (1)

Forma Q nu depinde de alegerea sistemulut de coordonate care inter-
vine in definitia lui I
Dacd in coordonate locale pe M, @y, ..., &,, forma % se scrie ca

oF =¥ ay .. dai Ao, A dag,

atuneci forma Q se scrie astfel
Q=do* = Y da;, o.. ¢ Adzi, A ... A\ dag. (2)

Voi demonstra aceastd teoremd numai in cazul 1-formei o! =
= a(w;, @) doy in planul (2;, @,). In cazul general demonstratia este
complet analoagi, dar calculele sint ceva mai lungi.

S4 determinam valoarea lui #, deci a integralei formei !
pe frontiera paralelogramului II cu laturile & n si un virf in
0 (fig. 158). Lantul oI este definit de aplicatii ale |segmentului

X2
mtf

Fig. 158. Cu privire la teorema relativd la n
derivarea exterioari.

&t %

0<¢t<1lin plan: t—1tg t—& +1in, t—1in, t—>n 4+ 1& cu
multiplicitatile 1, 1, —1 si —1 respectiv. Prin urmare :
1

Scol =S< [a(t&) —a(t& +n)1& — [a(tn) — a(tn + &)=y df, unde

oIl 0
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& =dwy(8), n, = dwy (), &x = dwy(8), n, = day(n) sint componen-
tele vectorilor £ si %. Avem

0 0
atE 1) —a(tE) =—— 9 +— 1, +0 (&, n2)
0wy 0%,y

(derivatele se iau in #; = x, = 0). Similar,

Ja G
oa &+ ot & + O(E% n?).
2

a(tm +€)—“(tﬂ)=am ™
1

Introducind aceste expresii in integrald, obtinem

da

dw,

7 m) =(ot=

Il

(e 1 — & ) + 0(E% 7).

Partea principald biliniari a lui I este, asa cum am afirmat in (1),
valoarea unei 2-forme diferentiale

d
Q= ,.ad‘”z/\d%

0y

pe perechea de vectori &m. Formula obtinutd este dati de
expresia (2); intr-adevar,

-

Jda da
da A do, = . da, A doy -+ . day A dary =——— day A day.
1 RN ("61;2

ca

In sfirsit, dacéi inlocuim sistemul de coordonate @y, 2, cu un altul
(fig. 159), atunei paralelogramul I se inlocuieste cu un paralelo-

Fig. 159. Independenta derivatei exterioare de sis-
temul de coordonate.
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gram curbiliniu T’ apropiat de IJ i deci diferenta dintre integrale
Swl—— Sml este o marime micd, de ordin mai mare ca doi (ve-

[i2n} an’
rificati!) c.c.t.d.
Problema 2. Sise demonstreze teorema in cazul general.

Problema 3. Sise demonstreze formulele de diferentiere exterioard a sumei
si produsului exterior de forme:

d(wllz + mg) = do)]f -+ dmg,
d(wk Aot = do® Aol + (—1)Fek Adel.

Problema 4. Si se demonstreze ci diferen{iala unei diferentiale este zero 1
dd= 0.

Problema 5. Fie f: M — N o aplicatie netedd si v o k-formd pe N. Si se
demonstreze ci f*(dw) = d(f*v).

D. Formula lui Stokes. Unul din cele mai importante [corolare
ale teoremei de existentft si unicitate a diferentialei exterioare
este formula Newton-Leibniz-Gaunss-Green-Ostrogradski-Stokes-
Poincaré :

Sco = Sdm, (3)

oc 4

unde ¢ este un (k+1)-lant arbitrar pe varietatea M si » este o
k-formé diferentiali arbitrard pe M.

Este suficient si demonstram aceastd teoremi in cazul in care
lantul este format dintr-un singur element . Pentru inceput,
presupunem ci acest element o este dat de paralelipipedul orientat

I1 = R¥+1 (fig. 160).

IFig. 160. Demonstratia formulei lui Stokes pentru
paralelipiped.

Iy
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Tmpirtim pe If in N#+1 paralelipipede micijegale IT; asemenea
cu II. Atunci este evident ci
NIH.—l B
Sm = ¥ I';, unde F; = Sm.

=1
oIl oIl

Conform formulei (1), avem

F, =do (g, ..., %?m) + O(N—(kﬂ))?

k+1 .

N _
unde &, ...,& ., sint muchii ale lui JI,. Dar ¥, do(&. .., +)

i=1

este sumid integrald pentrus dw. Se verificd ugor c¢i evaluarea

I
o( N-®+1) este uniformi. Rezultd

Nl N+ ) )
lim 'y F, =lim Y do (&, ..., Ei) :de.
N-ooo i=1 Nooo i=1 o

In final, obfinem

S(o — Y P = Alrim Y FZ.:S de.

—00
o1 I

De aici, formula (3) pentru un lant arbitrar ale cirui poliedre sint
paralelipipede rezultd de la sine.

Pentru a demonstra formula (3) pentru orice poliedru convex D
este suficient si o demonstrim pentru simplexe®, deoarece D poate
fi totdeauna divizat in simplexe (fig. 161) :

D =YD, 0D =Y 0D,

*) Un simplex bidimensional este un triunghi, unul tridimensjonal — un tetra-
edru, iar unul k-dimensional — infisuritoarea convexd a unei familii de £ - 1 puncte
din R” care nu sint asezate toate intr-un plan de dimensiune k—1.

i=1

k
Exemplu: {xell”: xi>(),2xi< 1
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S84 demonstrim deci formula (3) pentru un simplex. Pentru
aceasta, sd observim ci existd o aplicatie diferentiabild a cubului
k-dimensional orientat pe simplexul k-dimensional orientat astfel
ineit :

Fig. 161. Partifia unui poliedru convex in simplexe.

1) interiorul cubului este aplicat difeomort si cu péstrarea
orientdrii pe interiorul simplexului :

2) interioarele unor fete (k—1)-dimensionale ale cubului sint
aplicate difeomort si cu péstrarea orientérii pe interioarele fetelor
simplexului; imaginile celorlalte fete (& —1)-dimensionale ale
cubului sint continute in fete de dimensiune k —2 ale simplexului.

De exemplu, pentru k =2, o astfel de aplicatie a cubului
0 < @, 2, <1 pe un triunghi este datii de formulele ¥, = @;, ¥, =
=x; x, (fig. 162).

Fig. 162. Demonstratia formulei lui Stokes pentru
simplexe. ~  ———t

Cu aceastd observatie, formula (3) pentru simplexe rezultd din
formula (3) pentru cuburi si teorema schimbéirii de variabili.

Exemplul 1. Si considerim in spatiul R2" de coordonate
D1y + -+ 3 Pu Qs -+ -y §ony L-forma diferential

ot =pdg, + ... +p,dg, =pdq,
atunci de' =dp; A dg; + ... +dp, A dq, =dp A dq si deci

Sdp Adq = Sp dg.

@ i
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In particular; daci ¢? este o suprafatd inchisi (de? = 0), atunci
) 5 7

Sdp/\ dg =0.

02

E. Exemplul 2. Analiza veetoriala. ’e o varietate rieman-
niand tridimensionalid orientatd M fieciirui cimp de veetori A ii
corespunde o 1-form# o} §io 2-formid oi. Din acest motiv, dife-
rentierea exterioard poate fi consideratf ca o operatie vectoriald.

Diferentierii exterioare a 0-formelor (funectiilor), 1-formelor
§i 2-formelor le corespund operatorii gradient, rotor si divergenid,
definiti de relatiile

df = ograass dol = ol,, dod =divA - o?
(forma «? este elementul de volum pe M). Prin urmare, din (3)
rezulti formulele :

fy)—flx) = S (grad f, dl), dacik 1 =y —u,
I

S(A, dl) = SS (rot A, dn), daci 08 =1,

13 S

SS(A, dn) = SSS div A ?, dacii 0D = 8.
) D
Problema 6. S& se demonstreze ci
div [A, B]= (ret A, B)— (rot B, A),

rot (ad) = [grad a, A]+ a rot A,
div (eA) = (grad a, A)+ a div A.

Indicatie. Din formula de diferenliere a produsului exterior rezultd
d((o?A’B])=d(co1A/\(o};) = dco}‘ /\m:; — w}‘ A dmi.

Problema 7. Si se demonstreze ci rot grad f= 0, div rot A = 0, yf, A.
Indicatie. dd= 0.
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_ F. Anexa 1. Operatiile vectoriale intr-un sistem triortogonal.
Fie w, Ty ¥ UL sistem triortogonal de coordonate pe M : ds? =
= H,d»} + H, dz} - B, dof i e; versorii axelor de coordonate
(vezi p.).

Problema 8. Cunoscind componentele cimpului vectorial A = Aje - Age, -

-+ Age,, sd se giseascd componentele cimpului rot A.
Rezolvare.

oy = AYVE, dv; + A, VE, dx, + A, VE; dx,

si deci

dmk: (a(As VE:;) . O(A? Vﬁe)

dxy A dus-| 2
- o N R
Oz, L)x3 3 rot A

Obtinem

1 i 2N
rot A ="——— (0 (4, VE,) — 0(4,VE,) e+
o, Oxy

’ VE e, VE, e, VE;e
\
i

1 J 0 0
Oy dxy Ec;
\ A1VE_1 AzVITz AN Ey |

In particular, in coordonatele carteziene, cilindrice si sferice in R3 :

04 0A Ay )
rot A = ( - —~~1—'—} ez (0 - OAZ} ey -
0z x

do oz

0A JA, 1 A g
+( y zJe _ (8Az (7(1A<P)J e &

dA 9A 1 O(rAy
+ (‘J_ _ _‘iJ ep + — (__*(I ?) — OAT) ¢ =
r or do
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y 1 0A O(RA
1 (0A_e _ 0(A¢L2i(3~)) 0R+—R—(*~“f‘“‘ (RAg) )ccp+

~ R cosd _54; 90 a0 JR
1 [ d(RAp) 1 0ApR ) .
"R OR cos@ do

Problema 9. Si se calculeze divergenta cimpului A.
Rezolvare. mi = A, VE,E, dxy A daz+... . Prin urmare,

0 E— -
dof = ~(~9;~(A1]/E2E3) day A dag A dag+ ... si dec,
1

conform definitiei divergentei,

d""i = div A VEE,E, dx; Aday A dy

Rezultd

1 9 D S S
iv A =~ | (A EyE) + o (A ) +—— (A EyEy) )
VA= U, (Oxl( Bl dag Y T 0y

. e a . . 3
in particular, in coordonatele carteziene, cilindrice si sferice in R

ox + oy Tor r

div A =

z

04, 04y 04, _1_{8 (rdy) L jzé_qp_) - 04z
or dop

1 A(R? cos® Ap) d(RAs) (R cos 0Ag)
( -+ + 29 .

R? cos 0 JR do

Problema 10. Se numeste operatorul Laplace pe B operatorul A = div
grad. Si i se giiseascil expresia in coordonatele ;.

Raspuns.
1 J E,E, Of
o ()
VEE,E, 0% E, 0%

in particular, in R?,

A= 5;+—81?+ 92 oz + r or r 0g* 072

SV PR N S STA EA PECA
- chosﬁlﬁ o8 dR do \ cos 0 Jo a0 00 }]

T A s R S A i |
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G. Anexa 2. Forme inchise si cieli. Fluxul unui fluid incompre-
sibil (fard surse) prin frontiera domeniului 0 este egal cu zero.
Sa formulim acum analogul multidimensional al acestei propozitii
evidente.

Analogul multidimensional al unui curent fard surse se numeste
Jorma diferenfiald inchisd.

Un cimp de vectori A nu are surse dacd div A = 0.

Definitie. O forma diferentiald « pe varietatea M este
inchisd dacd diferentiala ei exterioard este nuld: de =0.

In particular, 2-forma % corespunzitoare cimpului vectorial
fard surse A este inchisd. Din formula lui Stokes rezulti imediat o

Teoremia. Integrala unei forme diferentiale inchise o® pe
frontiera unwui lang (k -+1)-dimensional ¢*+1 este egald cu zero :

of =0, dacd do® = 0.
ck+1 ‘

Problema 11. Sd se demonstreze ci diferentiala unei forme este totdeauna
inchisa.

Pe de alti parte, existd forme inchise care nu sint diferentiale.

De exemplu, fie M spatiul euclidian tridimensional R2 din
care s-u scos punctul O: M =R3/0 si 2-forma corespunzitoare
cimpului A :ﬁi e (fluxul acestui cimp) (fig. 163). Ne putem

convinge usor ¢i div A =0 si deci 2-forma % este inchisi.

Fig. 163. Cimpul A

In acelasi timp, fluxul prin orice sferd cu centrul in O este egal cu
4 . 84 ardtdm cil integrala diferentialei unei forme pe sferd trebuie
s4 fie nuli.
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Defini{ie. Se numeste cicly in varietatea M orice lant a
carui frontierd este nuli.

Suprafata orientatd a sferei noastre poate fi consideratd ca
un ciclu. Din formula Iui Stokes (3) rezultd imediat urmitoarea

Teoremi. Integrala diferentialei unei forme pe orice ciclu esie
nuld :

d of =0, dacd 0cF*t =0.

k1

Prin urmare, 2-forma noastri g nu este diferentiala unei

1-forme (deoarece Smi =47 £ 0).

SZ
Existenta unor forme diferentiale inchise care nu sint dife-
renfialele altor forme pe o varietate M este legatia de proprietitile
topologice ale lui M. Se poate ardta ci in spatiul liniar orice k-formi
inchisi este diferentiala unei (F —1)-forme (,,lema luil Poincaré’).
Problema 12. Si se demonstreze lema lui Poincaré pentru 1-forme.
Indicatie. Se considerd integrala

X1

Sﬁ)l = @(xy).

X

Problema 13. Si se demonstreze cd intr-un spatiu liniar integrala unei forme
inchise pe orice ciclu este nuli.

Indicatie. Se construieste un (k- 1)-lant a cirui frontieri este ciclul dat
(fig. 164).

I'ig. 164. Conul peste un ciclu.

Mai precis, pentru orice lant ¢ se considera ,,conul peste ¢ cu virful in O’’. Daca
se noteazd cu p operatia de construire a conului, atunci

d:p+ p-0=1 (transformarea identica).
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Prin urmare, daci lantul ¢ este inchis (Jc= 0), atunci d(pc) = c.
Problema 14. Si se demounstreze cid in spatiul liniar orice forméi inchisi
este o diferentiald totala.
Indicatie. Se utilizeazd constructia conici. Fie wk o k-forma diferentiald in
2. Se defineste o (k—1)-formé diferentiali (,,coconul peste w*’’) p of in modul urmi-
tor : pentru orice lan{ cF1
Spm’f = Sm"ﬂ .

ck—1 pel—1

.

Se verificd usor ci (k—1)-forma pwk existi si este unicd ; valoarea ei pe vectorii
&,,....6p_1 tangenti la R in punctul x este egald cu

1

(poR)x By . Bpy) = S"’f‘ % 6, Epre s Gy dL.
0

Se verificd usor cé

dop + pod= 1 (transformarea identicd).
Prin urmare, daci forma w” este inchisi, atunci d(pw*) = w”.

Problema 15. Fie X un cimp de vectori pe varietatea M si & o k-formi
diferentiald. Definim o noud (k— 1)-forma diferentiald (asa-numitul produs inferior al
ni X cu o) iyo prin relatia

(ix @)z(&;, . . 811 = 02(X(x), &,...8p ), VE, ... &11€ TM,, Ve M.
Demonstrali urmitoarea formuld de omolopie:
iy d+ dix = Ly,
unde Ly este operatorul de derivare in directia cimpului X.

[Actiunea operatorului Ly asupra formelor se defineste cu ajutorul curentului
{gt} al cimpului prin relatia

(Lx )@ = 4| .Gk @),
dt {¢=0

VEec TM,,eaM.
Operatorul Ly se numeste derivata Lie sau derivaia pescarului : curentul poartd prin

faia pescarului toate obiectele geometrice diferentiabile, iar pescarul std pe loc si 1€
deriveazi].
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Indicatie. Notim cu H ,operatorul de omotopie’”’ care asociazid fiecdrui
k-element ¢ = (D, f, Or), f: D— M, (k+ 1)-elementul IHo= (I x D, Hf, Or), unde
I= [0,1], (Hf) (t, ) = g* (f(x)) si orientarea pe I X D este cea naturald. H se extinde

1a lanturi prin formula H (¢&) = II ( Z m;c;)= Z my; (H o;). Atunci, pentru orice lant
gic)—c = 9 (He) -+ H(dc).

Problema 15. Si se demonstreze formula de derivare a produsului vectorial
in spaliul euclidian tridimensional (sau pe o varietate riemanniani tridimensionald)

rot [a, b]= {a, b}+ (div b)a—(div a)b

(unde {a, b}= La b este paranteza Poisson a cimpurilor a si b, vezi § 39).
Indicatie. Dacid T este elementul de volum, avem

gt [2, Plo = digiyT, div a=di, T,
{a,b} = L h.

Utilizind aceste relatii si {inind minte cd dv= 0, se deduce usor formula pentru rot
[a, b] din formula de omotopie.

H. Anexa 3. Coomologie si omologie. Multimea tuturor
formelor pe varietatea M este un spafiu liniar in care k-formele
inchise formeazid un subspatiu care la rindul lui contine sub-
spatiul format din diferentialele (& --1)-formelor. Spatiul factor

(l-forme inchise)| (diferentiale de (k—1)-forme) = H* (M ; R)

se numeste grupul de coomologie in dimensiune k al varietatic M.
Orice element al acestui grup este o clasd de k-forme inchise care
diferd intre ele numai printr-o diferentiald.

Problema 17. Si se demonstreze ci pentru cercul St avem II* (S; R)= R.

Dimensiunea spatiului H¥ (M ;R) se numeste numdrul (ui Belli de dimensiune k
al varietatii M.

Problema 18. Si se determine numadrul Iui Betti de dimensiune 1 al torului
T2= Slx St

Fluxurile unui fluid (fird surse) prin suprafetele a doud sfere
concentrice sint egale. in general, la integrarea unei forme inchise
pe un ciclu k- dln’lbnblOILLI (,1(‘1111 se po&’cc inlocui cu altul fiard a
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modifica integrala dacd diferenta celor doi cicli este frontiera
unui lant (k4-1)-dimensional (unei ,,pelicule”, fig. 165) :

ka :ka

ak bl

daci a* —b* =0d¢**1si d 0 =0.

Poincaré a denumit omologi doi cicli ¢ si b* cu aceastd proprie-
tate.

Printr-o definitie adecvati* a grupului de lanturi din varie-
tatea M si a subgrupurilor de cicli si frontiere (adicd a ciclilor
omologi cu zero) ale acestui grup, grupul-factor

(cicli)/(frontiere) = H (M)

/2N

Fig. 165. Ciclii omologi.

se numeste grupul de omologie in dimensiunea k al lui M.
Elementele acestui grup sint clase de cicli omologi intre ei.
Rangul acestui grup este i el egal cu numiirul lui Betti de dimen-

siune k& al varietitii M (,,teorema lui de Rham”’).

* Pentru aceasta, grupul nostru {c’“} trebuie micsorat, identificind intre ele
elementele k-dimensionale care diferi numai prin alegerea parametrizirii f sau ale-
gerea poliedrului D. In particular, putem considera cd D este totdeauna acelasi sim-
plex sau cub. De asemenea, trebuie considerat ca nul oricare element k-dimensional
(D, f, Or) care este degenerat, deci dacd f= f,of,, unde fi : D—>D’si D’ este de dimen-
siune mai mica ca k.



CAPITOLUL 8
VARIETATI SIMPLECTICE

O structurd simplecticdh pe o varietate diferentiabild este o
2-formd diferential® inchisé §i nedegeneratd, definitd pe varietate.
Spatiile de faze ale sistemelor mecanice sint inzestrate cu structuri
simplectice naturale.

Pe o varietate simplectic, la fel ca si pe una riemanniani,
existd un izomorfism natural intre cimpurile de vectori §i 1-forme.
Un cimp de vectori pe o varietate simplecticii care corespunde,
prin acest izomorfism, diferentialei unei funetfii se numesgte cimp
hamiltonian. Un c¢imp de vectori pe o varietate genereazi un cu-
rent (sistem dinamic) : un grup eu un parametru de difeomorfisme.
Curentul unui cimp de vectori hamiltonian pe o varietate sim-
plectici conservi structura simplecticd a spatiului fazelor.

Jimpurile de vectori pe o varietate formeazid o algebri Lie.
De asemenea, §i cimpurile hamiltoniene de vectori pe o varietate
simplectici formeaza o algebri Lie. Operatiile de comutare in
aceste algebre se numesc paranteze Poisson.

STRUCTURA SIMPLECTICA PE O VARIETATE

In acest paragraf se definesc varietdlile simplectice, cimpurile vectoriale hamil-
toniene pe cle si structura simplecticd standard pe fibrarea cotangenta.

A. Definitie. Fie M?" o varietate diferentiabild de dimensiune
pard 2n.

Se numeste structurd simplecticd pe M?** o 2-form# diferentiali
inchisd si nedegeneratd w? definitd pe M2":

do* =0§VE#0, 3n: o*@Emn) =0 (§ne TM,).
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Perechea (M?", »?) se numeste varietate simplecticd.

E xemplu. Si consideram spatiul liniar R2® cu coordonatele p;, ¢; si fie w?=
= Z dap; A dg;.

Problemai. Si se verifice cid (R2%, »2) este o varietate simplectica.

Cind n= 1, perechea (B2, w?) este perechea (plan, elementul de arie).

Urmétorul exemplu explicii cum apar varietdtile simplectice in
problemele de dinamied. Alituri de fibrarea tangentd a unei varie-
tati diferentiabile este adesea util si se considere si fibrarea cotan-
gentd, care 1i este duali.

B. Fibrarea cotangentii si struetura ei simplectici. Fie V o
varietate diterentiabili de dimensiune n. Se numeste vector cotan-
gent la V in puncinl xe V orice 1-formd (functionald liniard) pe
spatiul tangent la V in . Multimea vectorilor cotangenti la V in
punctul # formeazi un spatiu liniar de dimensiune » care este
dualul spatiului tangent I'V,. Acest spatiu liniar de vectori cotan-
gentl se noteazd cu T* V. si se numeste spagiul comngent la varietatea
V in punctul .

Reuniunea spatiilor cotangente la varietatea V in toate punctele
sale U T*V, se noteazd cu T*V si se numeste fibrarea cotangentd

reV
a varietdtii V. Multimea T*V are o structurd naturald de varietate
diferentiabili de dimensiune 2n. Un punct din 7#V este o 1-formd
pe .sp(mtlul tangent la V intr-un anumit punct « din V. Daci q este
un sistem de n coordonate locale pe V in vecindtatea lui x, o astfel
de 1-forma este datd de ansamblul celor » componente ale ei, p.
Impreuna;, cele 2n numere p, ¢ formeazi un sistem de coordonate
in vecindtatea punctului din I*V considerat.

Existd o proiectie naturalid f: 7*V — V care asociaza fiecirei
1-forme pe TV, punctul ». Proiectia f este o aplicatie diferentia-
bild surjectivd.

Imaginea reciprocd a unui punct xe V prin aplicatia f este
spatiul cotangent 1T*7V .

Teorema. Iibrarea cotangentd T*V are o structurd simplecticd

naturald. In coordonatele locale descrise mai sus, aceastd structurd
este datd de formula

=dp AN dq =dp; A dg, + ... +dp, A dg,.

Demonstratie. Pentru inceput, vom defini pe IT*V o
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1-form& diferentiald remarcabili®. Fie E&e T(T*V), un vector
tangent la fibrarea cotangentd in punctul pe T*V, (tig. 166).
Diferentiala f, : T(T*V) — TV proiectiei naturale f:T*V — TV
transforma vectorul § in vectorul f.&, tangent la V in punctul
w. Definim 1-forma o' pe T*V prin relatia o (&) = p(fy ).

T*
P t T*V

l Fig. 166. 1-forma p dq pe fibrarea cotangenti.
f\l/ :
« )
/C/f*;‘\v

in coordonatele locale descrise mai sus, aceastd formi se scrie
o! =p dq. Conform exemplului de la punctul A, 2-forma inchis
0? =d o' este nedegeneratii.

Observatie. Sd considerim un sistem mecanic lagrangean cu spatiul
configuratiilor V si functiia lui Lagrange L. Se poate imagina usor ¢ ,,viteza generali-
zatd’’ Jagrangeand q este un vector tangent la varietatea configuratiilor V, iar impulsul
generalizat p = JL/0* — un vector cotangent. Deducem ci spatiul de faze «p,q»
ale problemei lagrangeene este fibrarea cotangenti a varietatii configuratiilor. Astfel,
teorema precedentd aratd ci spatiul de faze al unei probleme de mecanici este inzes-
trat cu o structurd naturald de varietate simplectics.

Problemai. Si se arate cid transformarea Legendre nu depinde de sistemul

de coordonate utilizat : ea asociaza functiei L : TV—R, definiti pe fibrarea tangenta,
functia H: T*V — R definitd pe fibrarea cotangenti.
C. Cimpuri de veetori hamiltoniene. O structurii riemannians
pe o varietate stabileste un izomorfism intre spatiile de cimpuri
de vectori §i spatiul de 1-forme diferentiale. O structuri simplecticd
defineste si ea un izomorfism aseminsitor.

Definitie. Si asociem fiecirui vector & tangent la
varietatea simplecticd (M?*, w?) in punctul », 1-forma wp pe
TM,, definitd de formula

o () = o*(n,8), Ve T'M,.

Problemd. Si se demonstreze cii asscierea g > mé este un izomorfism
fntre spatiile liniare 2n-dimensionale de vectori langenti si 1-forme.

* In literatura de specialitate, w?® se mai numeste si 1-forma canonics a varietatii
T*V, iar @?—2-forma canonici. (N.T.).
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Exemplu. In B2 = {(p, q)} vom identifica vectorii si 1-formele utilizind

) . 2 P 5 . 1 i ——
structura euclidiani (x, x) = p? -+ q2. Atunci corespondentia & >op defineste o trans
formare liniard R2%" — R2%.

Problemi. Si se calculeze matricea acestei transformari in baza p, q.

0 —E
Rdspuns. .
E 0

Vom nota cu I inversul izomorfismului definit mai sus,
I:7*M,—~ TM,.

Fie acum H o functie definitd pe varietatea simplectica M 2”
Atunci dH este o 1-formi diferentiald pe M si el 31 corespunde in
fiecare punct un vector cotangent la M. Obfinem in acest mod un
cimp de vectori I dH pe M. )

Definitie. Cimpul de vectori I dH se numeste cimp de
vectori hamiltonian, iar H — functia lui Hamilton (hamiltonianul).

Exemplu. Daci M2 = R¥={(p, q)}, obtinem cimpul de vectori definit de
ecuatiile canonice ale lui Hamilton

0H

. . . O0H
X =IdHEX)<p = — a—q‘, q = ap.

§ 38. CURENTII HAMILTONIENI IN SPATIUL FAZELOR
SI INVARIANTII LOR INTEGRALI

Teorema lui Liouville afirmi ci un curent hamiltonian in spatiul fazelor conserva
volumele, Poincaré a determinat o serie de forme diferentiale care sint conservate
de un astfel de curent.

A. Curentii hamiltonieni eonserva structura simpletici. Fie
(%, »?) o varietate simplectici §H M — R o functie. Sd
presupunem c# cimpul hamiltonian I dH cq_respmtlzator" lui 213
defineste un grup cu un parametru de difeomorfisme ¢* : M —M*",

i g =1 dH(x).
dé |;—o

Grupul ¢' se numeste curentul (sistemul dinamic) hamilionian cu
functia lui Hamilton H.
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o
=N
o

Teorema. Curentul hamiltonian conservd structura simplecticd :

(0YF w? == 2

in cazul n=1, M2* =2, accastd teoremil arati cd curentu
In cazul 1, M2 =R? acecasld teoremi aratd ¢ rentul
gt conserva aria (teorema lui Liouville).

Pentru o demonstra teorema, este U 84 inroduce rml-

Pentru o demonstra teorema, este util si inroducem urmi
toarele notafii (fig. 167).

Fie M o varietate arbitrari, ¢ un k-lant in M si g': M — M
un grup cu un parametru de aplicatii diferentiabile. S& construim

Fig. 167. Urma unui lant printr-o
omotopie.

Jic Jbe

dc
k=2

un (k--1)-lant Je in M, numit wrma lantulwi ¢ prin omotopia ¢,
0< i< .

Fie (D, f, Or) unul din elementele lantului c.

Lui 11 va corespunde in lantul Je¢ elementul (D, ', Or'), unde
D" =IxD este produsul direct al segmentului 0 < t < ~ en D,
h': D" — M se exprimid cu ajutorul lui h:D — M prin formula
W'(t, ®) = g¢'(h(w)), iar orientarea Or’ a spatiului R*+1care contine
pe D’ este datd de reperul ¢, e,. . .,e,, unde e, este versorul axei
i, 1ar ey, ..., e, formeazi reperul care orienteazi pe D.

Putem spune ci Je este lanful pe care ¢ il deserie prin omotopia
9, 0 < t <<. Frontiera lantului J¢ este formatii din ,,capacele”
determinate de pozitiile initiald si finald ale lui ¢ si ,,suprafata
laterald” descrisii de frontiera lui c.

Se poate verifica usor ¢d prin alegerea indicatid a orientirilor

0(J0k> = gT Cp — Cp — J'()Uk. (1}

Lemd. Fie v un 1-lan{ in varielatea simplecticid (M2, «?).
Iie g* curentul pe M determinat de functia lui Hamilton H. Atunci

d

a:s(ﬁ)z = ‘\_ dH.

Jy g™y
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Demonstratie. Hste suficient s considerim un lant v
format dintr-un singur element h: [0,1] — M. S& introducem
notatiile

oh' an’
h(s, 1) =g'h(s), & = P n = o € T My (s,ty
8 %

Conform definitiei integralei

2

Jy

w? (n,8) dt ds.

S a

Pe de altd parte, conform definitiei curentului hamiltonian si
cimpului de vectori hamiltonian, n este vectorul asociat de cimpul
hamiltonian cu functia lui Hamilton H (punctului 2’ (s, 1)), iar
®? (n, &) =dH (&). Prin urmare

Smé :S (S dH) dt
Jy 0 gy

si astfel lema este demonstrata. _ ) )
Corolar. Dacd lantul v este inchis (un ciclu: 0 v =0), atunci

S 2 —0.

Jy
Intr-adevir, SdH :S o =0.
Y ar
Demonstratia teoremei. Si considerim un 2-lant
arbitrar ¢. Avem :

3

1 2 4
0:5(1(02 :S w? = S 02 —-Sco2 — S w? = Sm? —Soﬂ

Je aJe gve c Joc 8% ¢

(1-forma ? este inchisd, 2-formula lui Stokes, 3-formula (1),
4-corolarul precedent, v = d¢). Prin urmare, integralele formei
©? pe un lant arbitrar ¢ §i imaginea sa ¢ * ¢ coineid, c.c.t.d.



254 VARIETATI SIMPLECTICE

Problema. Este orice grup cu un parametru de difeomorfisme ale lui M2»
care conserva structura simplecticd un curent hamiltonian 2

Indicatie. Vezi §40.

B. Invarianti integrali. Fie g: M — M o aplicatie diferentia-
bilé.

Definitie. O k-forma diferentiald o se numeste invariant
integral al aplicatiei ¢ dacid pentru orice lant k-dimensional ¢
integrarea lui o pe ¢ §i pe imaginea lui ¢ prin aplicatia g di acelasi
rezultat :

Exemplu Daci M= R? si o?= dp Adq este elementul de suprafats, atunci
? este invariant integral pentru orice aplicalie ¢ cu jacobianul egal cu 1.

Problemi. Si se demonstreze ci forma »® este invariant integral al aplica-
fiei ¢ dacd si numai dacid g*owF = k.

Problem&. Si se demonstreze cd dacit formele o si ! sint invarianti inte-
grali ai aplicatiei g, atunci si forma o® A ! este invariant integral al lui g.

Teorema de la punctul A se poate formula in modul urmitor :

Teorema. Forma «?* care defineste structura simplecticd este
invariant integral al oricdrui curent hamiltonian.

Sd considerdim acum puterile exterioare ale formei 2

(02)? = 0? A 0% (02)} =02 A o\ w4 ...

Corolar. Fiecare dintre formele (©2)?, (02)3,... este invariant
integral al curentulur hamiltonian.

Problemi. Si presupunem cd dimensiunea varietitii simplectice (M2, «?)
este 2n. Si se arate cd ()%= 0 pentru k> n si ¢d (0)? este o 2n-formi diferentiald
nedegenerati pe M?2®,

Definim un element de volum pe M?* cu ajutorul formei
(0*)". Atunci un curent hamiltonian pistreazi volumele si deci
teorema lui Liouville se obtine din corolarul precedent.

Exemplu. Si considerim spatiul numeric M2* =R =
= {(p, q)} cu structura simplecticd canonici ©* =dp A dq =

=Y dp; A dg,. In acest caz, forma (w2)¥ este proportionald cu
forma

0)27‘3:- 2 dpil/\.../\dpik/\dqil/\.../\dqi

i<.o.<i

ke
k
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Integrala formei w? este egalé cu suma volumelor orientate ale
proiectiilor pe subspatiile de coordonate (pi ,...; Piys @iy 5---
ey Qi ) ]

O aplicatie g : R** — R2" se numeste canonicd dacd o? este
invariant integral al lui g. Fiecare din formele o?, o ..., ¥ este
invariant integral pentru orice aplicatie canonicd. Prin urmare,
o aplicatie canonicd conservi suma volumelor orientate ale proteciiilor
pe subspatiile de coordonate (Pi » -« -y Pi, s iy s - -1 iy, ) 1<k < n.
In particular, o aplicatie canonicd conservd volumele.

Curentul hamiltonian definit de ecuatiile p = —J0H/0q,
{ = 0H|0p este format din aplicatiile canonice ¢*. )

Invariantii integrali considerafi mai sus se mal numesc §1
invarianti integrali absolufi.

Definitie. O k-formd diferentiali » se numeste invariant
integral relativ al aplicatiei ¢ : M — M dacéd

o -

c 4

o2

Teoremit. Fie o un invariant integral absolut al aplicafier g.
Atunci do este un invariant integral relativ al lut g. .
Demonstratie. Fie ¢ un (k-1)-lant, atunci

4

1 2 3 '
de::S(o::sz Sm: S do
c dc goc Oge g
(1 si 4 — formula Iui Stokes, 2 — din definitia invariantului
integral absolut, 3 — definitia frontierei).

Exemplu. Orice aplicafie canonicd g: R®*® — R* are ca invariant integral
relativ 1-forma

"
wl=7p dgq = 2 pi dqg.

i=1

intr-adevir, fiecare 1-lanf inchis ¢ in R?® este bordul unui 2-lan{ o si deci

1 2 3 4 5 6
S wt = S wl = S w! = del = Sdo)l :S wl = S ot

gc gdo ogs 2] o Jdo c
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(1 si 6 —definilia lui o ,2—defini{ia lui 9, 3 si 5—formula lui Stokes, 4—g este canonici
si do'= d(p, dq)=dp A dg= o?).
Problemd. Fie dw* un invariant integral absolut al aplicatiei g: M—> M.
Se poate afirma cd de aici rezultd ¢d % este un invariant integral relativ?
Rdspuns. Dacd in M existd k-lanturi inchise care nu sint frontiere— nu.

C. Legea conservarii energiei.

Teoremda. Functia H este inlegrald primd a curentului definit
de functia lui Hamilion H.

Demonstratie. Derivata functiei H in directia vecto-
rului n este egali cu valoarea formei dH pe vectorul 5. Conform
definitiei cimpului de vectori hamiltonian m =1 dH, obtinem

dH (m) = 0?(y, I dH) = 2 (n,n) =0.

Problem4d. Sise demonstreze cid 1-forma dII este integrald primi a curen-
tului cu functia lui Hamilton H.

§ 39. ALGEBRA LIE A CIMPURILOR DE VECTORT

Oriedrei perechi de cimpuri de vectori pe o varietate i se asociazi un nou cimp
de vectori, numit paranteza lui Poisson a celor doud cimpuri. Paranteza lui Poisson
transformd spatiul liniar al cimpurilor de vectori infinit diferentiabile pe varietate
intr-o algebra Lie.

A. Algebra Lie. Un exemplu de algebrd Lie este spatiul
liniar euclidian tridimensional orientat, inzestrat cu operatia de
produs vectorial. Produsul vectorial este biliniar, antisimetric si
satisface identitatea lui Jacobi.

[[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C, A], B] =0. -

Definitie. Se numeste algebrd Lie un spatiu liniar I
impreund cu o operatie biliniard antisimetricd L XL — I care
satisface identitatea lui Jacobi.

De obicei, operatia respectivii se noteazi cu paranteze pitrate
51 se numeste comutator.

Problemda. Sisedemonstreze cd mullimea matricilor n X n devine o algebri
Lie daci se defineste comutatorul prin [A, B]= AB— BA.

B. Cimpurile de vectori si operatorii diferentiali. Fie M o
varietate netedd si A un cimp de vectori neted pe M : oricirui
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punct ze M i se asociazd vectorul tangent A(w)e TM, Fiecdrul
asemenea cimp de vectori i se atageazid doud obiecte.

1. Un grup cu un parametry de difeomorfisme™ sau un curent
At: M — M, pentru care A este cimpul de viteze (fig. 163):

d

Aty = A(wx).
di

t=0

Fig. 168. Grupul de difeomorfisme definit de un cimp
vectorial.

2. Un operator liniar de ordinul intii Ly . Este vorba de deri-
varea functiilor in directia cimpului de vectori A : pentru fiecare
functie ¢ : M — R, derivata lui ¢ in directia cimpului A*® este o
noud functie Ly, a cirei valoare intr-un punct x este

(Las) (@) :% o (A'z).

t=0

Problemi. Si se demonstreze cii operatorul L, este liniar :

Ly (M P+ Ao @) = MLy @1+ oLy 0o
(M 2€R).
Si se demonstreze si formula lui Leibniz

Ly (91 ®P0) = @1 Ly @2+ Pa Ly ¢y

LExemplu Fie (x...,%,) un sistem de coordonate locale pe M. In acest
sistem de coordonate, vectorul A(x) este dat de componentele sale (A,(x),...,Ap (x)).
Curentul A este definit de sistemul de ecuatii diferentiale

Ty = A (X)y e eey Tp = Ap (X).

*) Conform teorcmelor de existenidi, unicitate si diferenjiabilitate a solut,iilog
din teoria ecuatiilor diferentiale ordinare, grupul Al este definit, de exemplu, daca
varietatea M este compacti. In cazul general, aplicatiile At sint definite numai in
vecinitatea fiecirui punct x si numai pentru valori mici ale Jui ¢, ceea ce .e.,ste il}sa
suficient pentru constructiile care urmeazi. (Vezi V. I Arnold, Ecuafii diferenfiale
ordinare, Ed. Stiintificii si Enciclopedicd, Bucuresti, 1978).

#%) sau cum se mai spune, derivaia Lie in raport cu A a funcfiei o. (N.T.).

17 — c. 1719
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si, prin urmare, derivata lui ¢ = ¢ (Z4,...,2,) in direclia lui A este

d¢

Zn

99
LA@ZAIE + ...+ A,
1

Se poate spune cd, in coordonatele Zy,...,2%y, operatorul A are forma

L A 4 + + A 2
(A= Aj — + ... —
! 0x, " dxy

aceasta insid este chiar forma generali a unui operator diferential liniar de ordinul
intii in spatiul numeric.

Problemi. Si se demonstreze ci corespondenta dintre cimpurile de vectori
A, curentii A? si derivirile LA este biunivocs.

C. Paranteza lui Poisson a cimpurilor de veetori. Si presupu-
nem ci pe varietatea M se dau dousd cimpuri de vectori A si B.
In general, curentii corespunzitori A* si B° nu comuti : A°o B° #
# Bo A" (fig. 169).

Problemd. Si se dea un exemplu,

Rezolvare. Cimpurile A =e, B = xye, in planul (x,, x,).

Pentru a misura gradul de necomutativitate a celor doi curenti
A', B*, s considerim punctele AY(Bx) si B(A'xz). Pentru a
evalua cit de mult diferd aceste puncte, si considerim o functie
netedd arbitrard ¢ definitd pe varietatea M §1 s-0 evaluim in cele
doud puncte. Diferenta

Aty s; 2) = o (AY(B%2) — o(B(A'2))

t S
X
B% A8
BAX )
B8 Fig. 169. Curenti care nu comuti.
X A Ax

este clar o functie diferentiabili care se anuleazi pentru s =0
§i pentru ¢ = 0. Prin urmare, primul termen nenul al seriei Taylor
alui A inraport cu s sitin 0 contine produsul st, ceilalti termeni de
ordinul doi disparind. S% determinim acest termen biliniar prin-
cipal al dezvoltarii lui A in 0.
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Lema 1. Derivata miztd a lui A in raport cu s 51 1 in 0 este
egald cu comutatorul derivatelor lui o in directiile lui A si B :

[o (A'(B®)) — ¢ (B(A%%))] = (IpLa o —LaLlso) (),

Demonstratie. Contorm definifiel lui Ly,

0

—| o (AYBw) =Inp (B2).
(&)

t=0

Dach se noteazi functia Ly ¢ cu ¥, atunci, conform definitiei lui
-LIB,

o [ V(Bw) = (In ') (2).
OS]S:O
Prin urmare
T A (Bae) = (Isla o) (@),
08 ()t s§=1==0

c.c.t.d. o »

Si considerim operatorul de derivare Lg Ly — l.}f\ Ly §L§Mdel
obtinut. La prima vedere, este vorba de un operator diferential de
ordinul al dotlea. , ) iy

Lema 2. Operatorul Ly — Lia Ly esie un operator diferenteal
liniar de ordinul intii. ‘

Demonstratie. Fie (4y, ..., 4,), (By, ..., B,) compo-
nentele cimpurilor A 5i B in sistemul local de coordonate (24, . . -, ry,)
pe M. Atunci

plao =% B, Vo4 to) = B, — 9
Iolag ,Z—‘, dw; (%‘1 jdwj ¢,12=:'1 vx; 00X
" G P
B; 4 -
T ”2;‘1 ! o, 0xy
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Dacit se scade Ly Lg ¢, atunci termenii care contin derivatele de
ordinul al doilea ale lui ¢ se reduc si obtinem

" 04; 0B 3

(InIn —Inln)p = ¥, (Bi*_’_ _ z.m_f)f_,
1,751 da, dx; ) 0wy

ceea ce demonstreazi lema.

Deoairece orice operator diferential liniar de ordinul intii este dat
de un cimp de vectori, rezulti ci si operatorul nostru Ly I, —
— L Ly corespunde unui cimp de vectori C.

Detfinitie. Se numeste™ paranieza lui Poisson sau coma-
tatorul a doud cimpuri de vectori A §i B definite pe varietatea M
cimpul de vectori C pe M pentru care

L(; = _L[; I/A — Iz Ln .

Paranteza lui Poisson a cimpurilor A si B se noteazi cu
C =T[A, B].

Problemd. Si presupunem ci, in coordonatele w;, cimpurile A si B sint defi-

11';1t§3 de componentele A;, respectiv B;. Determinati componentele parantezei lui
oisson.

Rezolvare. In demonstratia lemei 2 am ariitat cii aceste componente sint

i 04; 0B;
[A, B]; = B, —1 A, — Y.
¢ Z ¢ ox; ’ dx;

J=1

P_r o bleméi. Tie A,, re.spectiv A,, cimpul vectorial al vitezelor liniare ale unui
corp rigid care se roteste cu viteza unghiulara oy, respectiv w,, in jurul punctului O.
Sa se determine paranteza lui Poisson [A,, A,] .

D. Identitatea lui Jacobi.

) Teorema. Paranteza lui Poisson transformd spatiul liniar al
cimpurilor de vectori pe varietatea M inir-o algebrd Lie.

*) In multe tratate se consideri celilalt semn. Alegerea noastri este in concor-
dan{id cu semnul comutatorului din teoria grupurilor Lie (vezi punctul ).
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Demonstratie. Este evident ¢ paranteza lui Poisson
este biliniarii §i antisimetricid. Ridmine s3 demonstriam identitatea
lui Jacobi. Conform definitiei parantezei lui Poisson

L[{A,B],c] = Lc L[A,B] — L[A,B] Lc = L(} LB LA - L(} LA LB +
+LyLpL¢ — Ly L La .

In total, in suma Lyaspg + Lie.ear + Lieaysy apar 12 termeni.
Cum fiecare dintre ei apare in suma de doué ori gi cu semne opuse,
teorema este demonstrata.

E. Teorema de comutativitate a curentilor. Fie A si B cimpuri
de vectori pe varietatea M..

Teoremi. Doi curenti At si B comuld dacd si numai dacd paran-
teza i Poisson a cimpurilor de vectori corespunzdtoare A si B este
eqald cu zero.

Demonstratie. Daci A'o B* = B A, atunci, conform
lemei 1, [A, B] =0.

Dacd [A, B] =0, atunci, conform aceleiasi leme, pentru orice
functie ¢ §i orice punct x

¢ (A{B@)) — ¢ (B (4" @) =o(s* + 1), 5 > 0,1 —0.

Vom arita ¢ din aceastd relatie rezulti ci o (A° (B'w)) =
= ¢(B* (A" x)) pentru s si t suficient de mici.

S# aplicim relatia coordonatelor locale (¢ =y,..., @ = x,) pentrua obfine
identitatea Alo BS = BSo Al

Si considerdm dreptunghiul 0 <t < {,, 0 < s < s, (fig. 170) in planul (¢, s).
Fieciirui drum care uneste punctul (0, 0) cu ({, ;) si este format dintr-un numdr
finit de segmente paralele cu axele de coordonate {i facem sd corespundd un produs
de transformdri ale curentilor A% si BS. Astfel, fiecirui segment ¢, <t <1{, (respectiv
5; <s <sy) ii asociem transformarea 4fa—?1(respectiv pse—s)) ; transformarile se aplici
in ordinea in care se parcurg segmentele plecind din (0, 0).

De exemplu, laturilor (0 <t <t, s= 0) si (I =, 0 <s <s;) le corespunde pro-
dusul B% A% | far laturilor (f = 0,0 <s <so) $i (0<F <y, s = 5,) — produsul A% 5%

in plus, asociem fiecirui asemenea drum in planul (¢, s) drumul pe varietatea M
cu originea in punctul z si format din traiectoriile curentilor Af si BS (fig. 171).
Dacit drumul in planul (¢,s) corespunde produsului Al o B o, A¥ B, atunci pe va-

rietatea M se obtine drumul corespunzitor care uneste pe x cu ABo Bt oA o BT 1).

Scopul nostru este de a ariita cii toate aceste drumuri se termind intr-un punct
unic A% oB% () = B% 0A% ().
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Impirtim segmentele (0 <t <Hy) $1(0 s <sp) I NV pitrdi egale astfel incit intregul
dreptunghi se imparte in N? dreptunﬂluuu mici. Trecerea de la laturile (0,0) —(¢,,0) —
—(tp, Sp) 12 laturile (0, 0) — (0, s5) — (¢, s,) se poate face in N? pasi, astfel incit la fie-
care pas o pereche de laturi adiacente ale unuia din dreptunghiurile mici se inlocuieste
cu perechea de laturi ramasi.

Pe varietatea M acestui mic dreptunghi ii corespunde, in general, un patrulater
curbiliniu care nu se inchide By8eo (fig. 171). Si evaluiin distanja*) dintre cele doud

S
.50
5
0 to t

Fig. 170. Cu privire la Fig. 171. Patrulater curbiliniu By3dca.
comutativitatea curentilor.

virfuri « si B corespunziitoare valorilor mai mari ale lui f si 5. Asa cum am vizut mai
sus v op(a, B) < C,N"? (unde C,> 0O este o constantd care nu depinde de N).
Utilizind teorema de diferentiabilitate a solufiilor ecuatiilor diferentiale in raport cu
conditiile initiale, putem deduce usor de aici o estimare pentru distanfa dintre capetele
o', B’ ale drumurilor 23yRR" si xdexo’ de pe varietatea M : p(a’, B') <C,N7®, unde
constanta C,> 0 nu depinde nici ea de N. Am impdrtit insd trecerea de la B% oAl ()
la A% oB%(a) in N? de astfel de pasl. Prin urmare,

p (Ahvo B (x), B% o Alo(x)) < N2C, N3, V N. Deducem A% o B (x)=B% oA ().

F. Anexia. Algebra Lie a unui grup Lie. Se numeste grup Lie
un grup G care este varietate diferentiabild, iar operatiile de grup
(Inmulfirea si inversarea) sint aphcatu dlfucntmblle G xXG —G
G —G.

Spatiul tangent TG, Ia grapul Lie ¢ in elementul unitate e are
o structurd nautuml(b de algebrd Lie, care se defineste in modul
urmitor.

Fieciarui vector tangent A e T'G, ii corespunde un subgrup cu

. d \
un parametru A‘e ¢ cu vectorul vitezd A = - AL,

dit ' =0

?

#) Intr-o metrici Riemann oarecare.
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sradul de necomutativitate a doud subgrupuri A4°si BS este
miasurat de produsul A°* B°A-!' B-s. Se arati cd existd un singur
subgrup C” pentru care

p (A" o B*o A~'o B~*, (%) =0 (s* 4-1%) pentru s, t — 0.

d
Vectorul corespunzitor € = __1
dr |0

lui Lie C = [A, B ol cimpurilor A i B.
Se poate verifica c& operatia de comutare astfel introdusa
transformi, spatiul tangent T'G, intr-o algebrd Lie (altfel spus,

CT se numeste comutatorul

N=2

Fig. 172, Trecerea de la o pereche de laturi la cealalti.

operatia este biliniarf, antisimetrici si satisface identitatea lui
Jacobi). Aceastd algebrd se numeste algebrd Lie a grupului Lie G.

Problemai. Sise determine operatia de comutare in algebra Lie a grupului
SO(3) al rotatiilor in spatiul euclidian tridimensional.

Lema 1 aratii ci paranteza lui FPoisson a cimpurilor de vectort
poate fi definitd ca un comutator Lie «pentru grupul Lie infinit-
dimensionaly ol tuturor difeomorfismelor varietdjic M™.

Pe de altd parte, comutatorul lui Lie se poate defini prin inter-
mediul parantezei lui Poisson a cimpurilor de vectori pe grupul
Lie @.

Fie ¢ € G. Se numeste translatia la dreapta R, aplicatia R, : G—
— G, R,h = hg. Diferentiala aplicatiel K, in punctul e aplica
spatinl tangent TG, pe TG,. Prin urmare, fiecitui vector Ae I'd,
ii corespunde un intreg c¢imp de vectori pe grup: acesta asociazi
fiecirui punct ge G Vectorul (Fy)« Ae TG, si se numeste cimp
incariant la dreapte. Evident, orice cimp de vectori invariant la
dreapta pe @ este univoe definit de valoarea sa in elementul
unitate.

*) Semnul din delinijia parantezei lui Poisson a doud cimpuri de vectori a fost
ales plecind de la aceastd interpretare.
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Problemi. Si se demonstreze ci paranteza lui Poisson a doud cimpuri de
vectori invariante la dreapta pe G este un cimp invariant la dreapta si cd valoarea
acestui cimp in elementul unitate este egalit cu comutatorul lui Poisson al valorilor
cimpurilor inifiale in elementul unitate.

§ 40. ALGEBRA LIE A FUNCTIILOR LUI HAMILTON

Cimpurile hamiltoniene de vectori pe o varietate simplecticii formeazi o subal-
gebri Lie a algebrei Lie a tuturor cimpurilor de vectori. If'uncliite lui |launilton for-
meazd si ele o algebrd Lie : comutatorul din aceasta algebri se numeste paranteza
lui Poisson a functiilor. Integralele prime ale unui curent hamiltonian formeazia o
subalgebrd Lie a algebrei Lie a tuturor functiilor lui IHamilton.

A. Paranteza lui Poisson a doud funmetii. Fie (M, »?) o
varietate simplecticii. Unei functii H : M* — R, definitd pe
aceastld varietate simplecticil, i corespunde un grup cu un para-
metru® gg: M?* — M?" de transformiri canonice ale varietdtii
M2 — curentul o cirei functie Hamilton este egali cu H.

Fie F: M* — R o altd functie definitd pe varietatea M2".

Definitie. Se numeste paranteza lui Poisson (F, H) a
functiilor &' si H definite pe varietatea simplecticd (M=, ?2)
derivata functiei ' in directia datd de curentul hamiltonian cu
funectia lui Hamilton H

(F, H) (2) — -g—t* Pl (2)).

t=0

Prin urmare, paranteza lui Poisson a doud functii pe M este si ea
o funciie pe M.

Corolarul 1. Functia I este infegrald primd a curentului cu
Sunctia i Hamilton H dacd si numai dacd paranteza lui Poisson
alur B cu H este identic nuld : (H, I') = 0.

Putem defini si in alt mod paranteza lui Poisson, utilizind izo-
morfismul I dintre 1-formele diferentiale si cimpurile de vectori
pe varietatea simplecticd (M?", »?). Acest izomorfism este
definit de relatia (vezi §37):

o, I o) =o' (n).
Cimpul vectorial al vitezelor curentului ¢i este I dH si obtinem

*) in gencral, numai niste curenli locali. Definitiile funclioneazi insii perfect
si in cazul general, fiind locale. (N.1".).
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Corolarul 2. Paranteza lui Poisson a funetiilor F g1 H este egald
cv valoarea 1-formei diferentiale AF pe cimpul de vectori hamilio-
nian I AH cu functia lut Hamilton H :

(F, H) = dF (I dH).

Utilizind formula precedentd obtinem jncd o daté

Corolarul 3. Paranteza lui Poisson a functitlor I' st H este egald
cu «produsul scalar antistmetricy al cimpurilor vectoriale ale vitezelor
curentilor cu functiile lui Hamilton H i F :

(I, H) = o (I dH, I dF).

Acum a devenit evident
Covolarul 4. Paranteza lui Poisson a funciillor F si H este o
SJunctionald biliniard si antisimetricd de B $1 H :

(¥, H) = — (H, 1),
(Hy M B, + 2 1) =0 (H, F)) + 2 (H, Fy) (e R).

Chiar dacd rationamentele de mai sus sint destul de evidente,
ele conduc la concluzii netriviale, cum ar fi urmétoarea generali-
zare a teoremei Jui E. Noether.

Teoremdi. Dacd functia luit Hamilton H definitd pe varietatea
simplecticd (M?", »2) esle conservatd de grupul cu un parametry de
transformdri canonice dat de hamiliontanul ¥, atunci F este integrald
primd o sistemulut cu functia lui Hamilton H.

Intr-adevir, prin ipotezi, H este integrald primi a curentului
9% sideci (#, H) = 0 (corolarul 1). Din corolarul 4 rezultd (2, F)=0
si deci I" este integrald primd (corolarul 1), c.c.t.d.

Problema 1. SA se calculeze paranteza lui Poisson a doua funciii I+ si I
in spatiul numeric R¥”== {(p, q)}, cu structura simplectici »? (§, n) = (I §, n).

Rezolvare, Conform corolarului 3, avem

” (oH oF  0H oF
(F, H) = (I dH, I dF) = o* (yrad H, grad F) = ¥ | — — — ——

i\ 9pi 9y 9q; Op;
(utilizéim faptul ci transformarea I : R2#» — R2# este simplecticd si cd in baza (p, q) ea

0 —E
are forma .
E 0
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Problema 2. Sise calculeze parantezele lui Poisson ale functiilor coordonate
Pi Qi-

Rezolvare. Gradientii functiilor coordonate formeazi o ,,bazi simplecticd’ ;
produsele lor scalare antisimelrice sint

(Po pi) = (g 93) = (P, ¢;) =0, 1 #
(g0 i) = — (s ) = 1.

Problema 3. Si se demonstreze ¢i o aplicafie A : R2* — IR2", (P, q) = (P (p
9, Q (p.q)) este canonicd dacd $i numai dacd pentru orice doud funclii defin ite pe ll‘”“
parantezele lor Poisson in coordonatele (p. q) si (P, Q) coincid : ’

\ oH oF oIl or o1 or ol oF
(F, Hypyg = —— —— — - 2 4

v oq  oq op  op 30 agap (" Drae

Re Zo l)v are. !f‘ie. Ao ‘trans[ormare. canonic. Atunci structurile simplectice
dp /\c'lq si .dI AdQ coincid. Prin definitie, paranteza lui Poisson (F, O) este legati in
mod invariant de structura simplectici si nu de coordonate. Rezults cj

Reciproc, si presupunem cii ’ ; sy ) .
P P P m cd parantezele lui Poisson (P, p’)pq".“’ (Pi Q) .

au forma standard din problema 2. Atunci este evident ci{ dP = i
transformarea A este canonici, ) AAQ=dpada si deci

D a 3
I”r obl ema 4: Si se demonstreze ci paranteza lui Poisson a unui produs de
funclii cu o altd functie se calculeazd dupd regula lui Leibniz :

(I'y, Fy, Hy = Fy (Fy, H) + F, (F,, H).

Indicatie. Paranteza lui Poisson (F,I',, H) este deri iei I, i
. | Z ) erivats d < I
direcl{ia cimpului de vectori I df. ("l 1D vata funcliel 1313 in

B. Identitatea lui Jacobhi.

Teoremi. Parantezele lui Poisson a trei functii arbitrare ¥, ¢, I
satisfac identitatea lui Jacobi : T

((lﬂ) G)y ]{) + ((Gy H)a Fy) -+ ((Ify F)7 G) = 0.

Lovr(')lar. Teorema lui Poisson. Paranteza lui Poisson (&, Iy)
a doud integrale pr z,mvelflf,s LAy ale sistemului cw functia lui Hamilion
H este $i ea integrald primd.
Demonstratia cor : i Jonf i i
_De b orolarului. Conform identi-
tatil lui Jacobi

oo NGB, B, H) = (Bo(Fyy ) - (B, (1, 1) =0 40 =0,

ALGEBRA LIE A FUNCTIILOR LUI HAMILTON 267

Prin urmare, cunoscind doud integrale prime, se poate construi
prin caleule simple o a treia, apoi o a patra s.a.m.d. Evident, nu
toate integralele prime astfel obtinute vor fi esential noi, deoarece
numiirul maxim de functii independente pe M2" nu este mai mare
decit  2n. Uneori se obtine o functie de integralele prime vechi,
alteori o constantd, de exemplu, zero. Existd insd cazuri cind se
obtine si o noud integrald primé.

Problemi# Sid se calculeze parantczele lui Poisson ale componentelor p,,

Py. Py Tespectiv M, M,, A, ale vectorului impuls, respectiv moment cinetic, ale unui
sistem mecanic.

Raspuns. (My, M,) = M,, (My, py)= 0, (M;, py) = py, (3M;, p3) = —Po.
Rezultd urmaitoarea

Teoremi. Dacd intr-o problemd de mecanied se conservd doud componenle M, si
M, ale momentului cinetic, atunci se conserva st a treia.

Demonstratia identitdatiilui Jacobi. Si
considerim suma

((]ﬂa G)7 H) + ((G7 H)’ F) '*‘ ((H7 F); G)

Aceastdi sumi este o ,,combinatie liniari de derivate partiale de
ordinul al doilea’ ale functiilor ¥, @, H. Si determinim termenii
sare contin derivatele de ordinul doi ale Iui £ :

((F, G), H) - (H, F),@) = (InLe¢ — Le¢Im)F,

unde L: este derivarea in directia lui &, iar F (respectiv G, H)
este cimpul hamiltonian cu functia Iui Hamilton # (respectiv G, H).

Dar, conform lemei 2, § 39, comutatorul derivirilor ImL¢ —
— Lg Ly este un operator diferential de ordinul intii. Prin urmare, su-
ma noastrii nu contine nici un fel de derivate de ordinul al doilea
ale lui F. Acelasi lueru este valabil si pentru derivatele de ordinul
al doilea ale lui G §i H. Prin urmare, suma este egald cu zero,
c.c.t.d.

Corolarul 5. Fie ¥ =1 dF si G = I dG cimpurile hamiltoniene
cu functiile Hamilton F si G. Sd consideram paranteza Poisson a
cimpurilor F g1 G, [F, G]. Acest cimp este hamilionian §1 funciia
lui Hamilton este egald cu paranteza lui Poisson (F, G) a celor doud
funetii F 81 G.
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Demonstratie. Si punem (¥,Q) = H. Identitatea lui
Jacobi se poate scrie astfel

(Fy H) - ((Fa G)a L{) - ((-F7 H)7 G)y
Iy = LelLy — Ly Lg , Iy = ])[F,q],
H =171 dH.

) C. Algqbrele Lie de cimpuri hamiltoniene, funetii Hamilton si
integrale prime. Un subspatiu liniar al unei algebre Lie se numeste
subalgebrd daca comutatorul oriciiror doud elemente din subspatiu
este un glerpqnt care ii apartine. O subalgebri a unei algebre Lie
este ea insasi o algebrd Lie. Corolarul precedent contine, in parti-
cular, si )

Corolarul 6. Cimpurile hamilloniene pe o varietate simplecticd
Jormeazd o subalgebrd Lie a algebrei Lie a tuturor cimpurilor de
vectori.

Tegrgma Iui Poisson privind integralele prime poate fi refor-
mulatd in modul urmitor :

Corolarul 7. Iniegralele prime ale unui curent hamiltonian for-
meazd o subalgebrd Lie a algebrei Lie a tuturor functiilor.

Algebra Lie a functiilor lui Hamilton poate fi aplicatd natural
pe algebra Lie o cimpurilor de vectori hamiltoniene. Pentru aceasta,
fiecarel functii H i se pune in corespondenti cimpul de vectori
hamiltonian H =1 dH cu functia lui Hamilton H.

ACorola.rul 8. Aplicatia algebrei Lie a funcliilor pe algebra Lie
a cimpurilor hamilloniene este un omomorfism de algebre, al cdrui
nucley, este format din functiile local constante. Dacd M2* este conexd
atunci nucleul este unidimensional $i este format din functiile con’
stante. '

Intr-adevir, aplicatia de care vorbim este liniari. Tn plus
corolarul 5 afirmé c¢i ea transformi paranteza lui Poisson a fuucz
tiilor in paranteza lui Poisson a cimpurilor de vectori. Nucleul siu
este format din functiile H pentru care I dH{ = 0. Deoarece [
este un izomorfism df = 0 si H este local constanti, c.c.t.d.

_ Corolarul 9. Doi curenti hamiltonieni cu funcitile lus Hamilion
H, si H, comutd dacd st numai dacd paranteza lui Poisson a functiilor
H, st H, este (local) constanid. |
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Conform teoremei de la punctul E, § 39, condifia necesari gi
suficients ca cei doi curenti s comute este [H;, H,] = 0. Conform
corolarului 8, ultima conditie este echivalenta cu d(H;, H,) = 0.

Obtinem in acest mod o nou# generalizare a teoremei lui
E. Noether : dacd cunoastem wun curent care comutd cu cel studiat,
atunci se poate construt o integrald primd.

D. Cimpuri de vectori local hamiltoniene. Fie (M?*?, »?) o varietate simplecticd

si gt : M2" — M2® un grup cu un parametru de difeomorfisme care conserva structura

simplecticat (difeomorfisme canonice). Este g* un curent hamiltonian ?

P

Fig. 173. Cimp local hamiltonian pe un tor.

q

Exemplu Fie M2® torul de dimensiune doi 7?2, ale céirui puncte sint date de
perechile de coordonate (p, ¢) mod 1. Fie »?* elementul de arie uzual dp Adg. S& con-
siderim familia de translatii gi(p, ¢) = (p + t, ¢) (fig. 173). Aplicatiile g¢ conservi
structura simplecticd (adicd elementul de arie). Se poate defini oare cimpul de vectori
corespunziitor (p =1, ¢=0) cu o funclie a lui Hamilton? Daci am avea
. oH . oH oH oH
p=——,q=—, ar rezulta — =0, —— = —1gideci H = — ¢+ C, C=

aq i op dq
= const. Cum insii ¢ este numai o coordonati locald pe T2 nu existd o functie If :
o oI
0 -

: TR pentru care — = 0, —— = — 1. Prin urmare, gt nu este un curent
op dq
hamiltonian.

Definitie. Se numeste cimp veclorial local hamiltonian pe varietatea sim-
plecticd (M2", w?) orice cimp vectorial de forma Io* unde o' este o 1-formd inchisd
pe M3,

Local, orice 1-formi inchisi este diferentiala unei funclii: o!= dH. In cazul in
care se incearcd prelungirea functiei I la intreaga varietate se poate obtine o ,, functie
a lui Hamilton multiformd”’. Intr-adevir, pe o varietate care nu este simplu conexd,
0 1-formi poate si nu fie o diferentiald exactd (de exemplu, forma dg pe T%),

Un curent definit de un cimp de vectori local hamiltonian se numeste curent
local hamiltonian.

Problem3i. Sisedemonstreze cd un grup cu un parametru de difeomorfisme
ale unei varietdti simplectice conservd structura simplecticd dacd $i numai dacd esle un
curent local hamiltonian.

Indicatie. Vezi §38, A.

Problemi. Si se demonstreze ci in spafiul simplectic R®*® orice grup cu un
parametru de difeomorfisme canonice (care conservd forma dp A dq) esie un curent hamil-
tonian.

Indicatie. Pe R®", orice 1-formd diferentiald inchisa este diferentiala unei
.functii.
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. Problemd. Sa se demonstreze cit mulfimea cimpurilor de vectori local hamnil-
ton_wne esle o subalgebra Lie a algebrei Lie a tuturor cimpurilor. In plus, paranteza lui
Polvsson @ oricdror doud cimpuri local hamiltoniene este un cimp hamiltonian ade;drat
a cdrui funcfie Hamillon esle univoc®) definita de cimpurile date & si m prin fornu l(;
H = u* (§ n. P ¢

Prin urmare, cimpurile hamiltoniene fo A i i i Il
rilor ! hamiltonicfm. onjene formeazd un ideal in algebra Lie a cimpu-

§ 41. GEOMETRIE SIMPLECTICA

o ()»structurﬁ euclidiand pe un spatiu liniar este definiti de o forma biliniara sime-
trlca.‘ iar o structura simplectici— de una antisimetrici. Geometria unui spa{iu sim-
plectic se deosebeste de aceea a unuia euclidian intr-un mod care invioreazi gindire
desi existd multe triasaturi comune. - e

_A. Spatiul liniar simpleetic. Fie R** un spatiu liniar de dimen-
siune pari.

2nD ?,t‘i nitie. Se numeste structurd simplecticd liniard pe
R ()2n2~t0rm;m pllmlam antisimetrica si nedegeneratd*®), definits
pe R*". Aceastd formi se mai numeste si produs scalar antisimetric
§1 se noteazd in continuare cu [§, n] = — [n, gJ**»,

_ Un spatiu liniar real R** impreuni cu o structuri simplectici
[,] se numeste spativ liniar simplectic.

n nN

mlg _x()e m p tu. Fie (py, .-.yPa; ¢1, ---,¢,) coordonatele in

R i 2-forma

O =P NG A+ Pa A Ga

Deoarece aceastd formi este antisimetricd si nedegenerati, ea.
poate fi luatd ca produs scalar antisimetric : [E, 1] = o? (P;n')
In acest mod, spatiul numeric Rz = {(p, q)} este inzestrat éu o
structurd simplecticd care se numeste structura simplectici stan-
dard pe B*". In raport cu structura simplecticd standard, produsul
scalar antisimetric a doi vectori & si n este egal cu sm’na ariilor
orientate ale proiectiilor paralelogramului determinat de perechéa
(€, m) pe cele n plane de coordonate (p;, ¢;). R

*) Si nu numai pind la o _constantd,
**) O 2-formi [,] pe R*® este nedegenerati daci ([E, ] = 0, v 1) = (&= 0).
*%%) Atentie! Nu confundali cu paranteza lui Poisson. (N. T)..

§
!
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Intr-un spatiu liniar simplectic doi vectori & si n se numesc
antiortogonalt (si se noteazd & <«m) dacd produsul lor scalar
antisimetric este nul.

Problema. Sd searate cd & <& : orice vector este antiortogonal pe el insusi.

Multimea tuturor vectorilor antiortogonali pe un vecor dat
& se numeste complementul antiortogonal al lui &.

Problemd. Si se demonstreze cd complementul antiortogonal al lui § este

un hiperplan de dimensiune 2n—1, care il coniine pe &.
Indicatie Dacd tofi vectorii ar fi antiortogonali pe &, aunci forma [, ]

ar fi degenerata.

B. Baza simplecticii. Printr-o alegere adecvatd a bazei (ea tre-
buie si fie ortonormatd) o structuri euclidiani este dati de un
produs scalar de o formd canonicd speciald.

in mod analog, si o structuri simplectici capidti forma standard
indicati mai sus, intr-o bazi adecvata.

Problemi. Sise determine produsele scalare antisime-
trice pentru vectorii e, e;, (i =1, ..., n) din bazi pentru exem-
plul dat mai sus.

‘Rezolvare. Din definitia formei pyAq + ... +Pa\¢a
rezulta

(&5, €51 = 05, €0;] = [€g;, €q;] =0, 7 # 7 (1)

[e,,;, €] =1.

S4% ne intoarvem acum la un spatiu liniar simplectic arbitrar.

Definitie. Se numeste bazd simplecticd un ansamblu de
2n vectori e,., e, (1 =1,..., n) pentru care produsele scalare
antisimetrice au forma (1).

Cu alte cuvinte, orice vector din bazd este antiortogonal pe lofi
vectorii dim bazd, cu exceplia wnuta singur, care i este conjugat;
produsul scalar antisimetric al vectorilor conjugali este egal cu 4= 1.

Teoremi. [n orice spatiu simplectic existd o bazd simplecticd.
Tn plus, ca prim veclor al bazei poate fi luat orice vector nenul ©.

Aceastd teoremd este complet analoagd teoremei corespunza-
toare din geometria euclidiana si se demonstreaza aproape o fel.

Deoarece vectorul e este nenul, existd un vector f antiorto-
gonal pe el (forma [ ,] este nedegenerati). Prin alegerea lungimii
acestui vector se poate face ca produsul lui scalar antisimetric cu e
si fie egal cu 1. In cazul n =1, teorema este adevirati.
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Dacd n#1, si considerim complementul antiortogonal I
(fig. 174) la perechea de vectori e, f. D este intersectia corﬁplemen-
tului antiortogonal al lui ¢ cu complementul antiortogonal al lui f.
Aceste doud subspatii (2n —1)-dimensionale nu coincid, deoarece
e nu este un element al complementului antiortogonal al Iui f.
Prin urmare, intersectia lor este de dimensiune pard 2n —2.

f e
/ Fig. 174. Complementara antiortogonali.
/ .

Sd ardtam cd D este un subspatiu simplectic al lui R2", deci
e restrictia produsului scalar antisimetric [, ]1Ia D este nedege-
neratd. Intr-adevir, dacd vectorul &e D ar fi antiortogonal
la intreg spatiul D, atunei, fiind antiortogonal la e si f, ar fi antiorto-
gonal la intregul spatiu R*", ceea ce ar contrazice faptul ci pro-
dusul [, ] pe R*" este nedegenerat. Prin urmare, D = D-2
este un spatiu simplectic.

Daci se adaugd acum vectorii e si f la o bazi simplectici in
D*=% se obtine o bazi simplecticd in R gi deci demonstratia
teoremei se poate incheia printr-o inductie dupi dimensiunea n.

Corolar. Toate spatiile liniare simplectice de aceeasi dimensiune
sint wwomorfe.

Dacid se iau vectorii dintr-o bazi simplecticii ca versori ai
axelor de coordonate, atuncise obtine un sistem de coordonate
Py i, in care [, ] capdtda forma standard py A ¢;+ ... + 9, A ¢,
Un sistem de coordonate de acest tip se numeste simplectic. '

C. Grupul simplectie. De structura euclidiand este legat grupul
ortogonal al transformérilor liniare care conservi, structura eucli-
diand. Intr-un spatiu simplectic, un rol analog este jucat de
grupul simplectic.

Definitie. O transformare liniard S : R2* — R2* a unui spatiu
liniar simplectic R?* in el insusi se numeste simplecticd dacd ea
conservd produsul scalar antisimetric :

[S § Sn] =[§, nl, V& neRk?",

Multimea tuturor transformérilor simplectice ale Iui R#* se nu-
mestke grupul simpleetic 5i se noteaza cu Sp (2n).
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Este evident c¢d prin compunerea a doud transformiri simplec-
tice se obtine tot una simplectici. Pentru a justifica denumirea de
grup simplectic, trebuie sa aratim ca orice transformare simplectici
este nedegeneratd (inversabild) : atunci este clar ¢i inversa ei este
tot o transformare simplectica.

Problemi. Sase demonstreze cd grupul Sp (2) este izomorf cu grupul matri-
cilor reale de ordinul doi cu determinantul 1 si este homeomort cu interiorul tridimen-
sional al unui tor plin (covrig).

Teoremi. O transformare S: R — R* « spafivlut  lintar
simplectic standard R = {(p, q)} este simplectica dacd $1 numai
dacd ea este lintard si canonicd, adicd conservd 2-forma diferentiald

o? =dp; Adg + ... 4 dp, A dg,.

Demonstratie. Cind seidentificd in mod canonie spatiul
tangent intr-un punct la R?* cu R?*, 2-forma o? trece in [, ].

Corolar. Determinantul oricdrei transformdri simplectice esie
egal cu 1.

Demonstratie. Am vizut (§ 38, B) cii o transformare
canoniciy conservid puterile exterioare ale formel w2 Dar puterea
exterioarsi a n-a este (pind la un factor constant) elementul de
volum al lui R2". Prin urmare, o transformare simplectics S a spa-
tiului standard R2 = {(p, q)} conservi elementul de volum si deci
det § =1.

Cum insd fiecare structurd simplecticd liniard se scrie in forma
sanonicd intr-un sistem  simplectic de coordonate, determinantul
unei transformiri canonice a oricarui spatiu simplectic este egal cu 1.

Teorema. O transformare liniard S : R** — R** este simplectica
dacd si numai dacd ea transformd o bazd simplecticd (si atunct
orice bazd simplecticd) intr-o bazd simplectica.

Demonstratie. Produsul scalar antisimetric a doud
combinatii liniare de vectori ai unei baze se exprima prin produsele
scalare antisimetrice ale vectorilor din bazi. Dacid transformarea S
nu schimbi produsele scalare antisimetrice ale vectorilor din baza,
atunci ea conservi, si produsele scalare antisimetrice ale tuturor
vectorilor c.c.t.d. .

D. Plane intr-un spagiu simpleetic. In spatiul euclidian, toate
planele sint echivalente : fiecare din ele poate fi transformat in
oricare altul printr-o miscare®.

#) Transformare euclidianda. (N. T.)

13 — e. 1719
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S& analizim din acest punct de vedere spatiul liniar simplectic.

Problemii. Sise demonstreze cd un vector nenui al spajialui simplectic poale
fi trandformal in orice @il vector nenul prinir-o transformare simplectied.

Problemad. Si se demonstreze cit nu orice plan de dimensiune 2 al spaliuiui
simplectic R*®, n > 1, poale fi (ransformat inir-un 2-plan dat prinir-o transformare
simplecticd. )

Indicalie. Se considerd planele (pg, py) $i (py, ga)-

Definitie. Unsubspatiu k-dimensional (k-plan) al spatiu-
lui simplectic se numeste nul® dacd este antiortogonal pe el
insusi, adiedi produsul scalar antisimetric a oricare doi vectori din
k-plan este nul.

E xemplu. Subspatiul de coordonate (py, ..., p;) in siste-
mul simplectic de coordonate p, ¢ este nul (s se demonstreze!).

Problemai. Si se demonstreze cd orice plan de dimensiune doi neizotrop
poate fi transformat in orice alt plan de dimensiune doi neizotropi printr-c¢ transformare
simplectica.

Pentru a face calcule in cadrul geometriei simplectice este
util s3 se introduci in spatiul simplectic si o structuri euclidiani
oarecare. Vom fixa un sistem simplectic de coordonate p, q $i vom
ntroduce structura euclidiand cu ajutorul produsului scalar expri-
mat in coordonate prin

(x, x) == E (P} + ¢f), unde x = Z (Piep; 1 qiey,)-

Relativ la aceastd structurd euclidiani, baza simplecticd
¢y, ¢4 este ortonormatd. Produsul scalar antisimetric, la fel ca
oricare altd form# biliniard, se exprimé prin cel scalar sub forma

(&, n] = (I & n), (2)

unde I :R2" — R? este un operator liniar. Cum produsul scalar
antisimetric este intr-adevir antisimetric, operatorul I este 31
el antisimetric.

Problemi. Si se determine matricea operatorului I in baza simplectica

0 I
Rdspuns. ( ) , unde I este matricea unitate de ordinul n.

E 0

*) Subspatiile nule se mai numesc si izolrope, iar pentru k = n, lagrangeene.
{Am preferat aceste denumiri. (N. T.))
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Prin urmare, pentro n = 1 (in planul p, ¢) I este pur si simplu
rotatia cu 90°, iar in cazul general, I este rotatia cu 90° in fiecare
din cele » plane p;, ¢,.

Problemda. Sa se demonstreze c# operatorul I este simplectic si ca

7% ==

Ly

Desi intr-un spatin simplectic structura euclidiand si operato-
rul I sint legate de structura simplecticd intr-un mod neinvariant
ele sint adesea utile.

Din (2) rezultd in mod direct urméitoarea

Teorema. Un plan = in spafiul simplectic este izotrop dacd si
numai daed planul I este ortogonal pe m.

5% observam ¢4 dimensiunile planelor = i I'w coincid, operato-
rul 7 fiind nedegenerat. Rezultd un

Corolar. Dimensiunea unui plan szotrop in RE nu intrece pe n.

Intr-adevir, doui plane k-dimensionale = si I= in R nu
pot fi ortogonale daci £ > n.

N3 studiem mai aminuntit planele »n-dimensionale izotrope in
spatiul simplectic numeric R?*. Un exemplu de astfel de plan este
planul coordonatelor p. In total, in R2* = {(p, q)} existi C3z,
plane de coordonate de dimensiune n.

Problem4é. Sa se demonstreze ca printre cele (,‘;"n plane de coordonate de
dimensiune n existd exact 2% care sint izotrope. Mai precis, fiecireia din cele 2% partitii
posibile ale muliimii (1,...,n) in doud parti iy, ....ix), (ji, ..., Ju_g) il corespunde

planul izotrop de coordonate Pigss e osDigs Qiqs o oo Gig_pe

Pentru a studia funetiile generatoare ale transformérilor cano-
nice ne este necesari urmatoarea

Teoremda. Ficcare plan n-dimensional izolrop (lagrangean) w in
spalinl stmplectic numeric R¥ este transversal® la cel pupin unul
din cele 2" plane de coordonate lagrangeene.’

Demonstratie. Fie P planul izotrop p,, . . ., p, (fig. 175).
S% consideram intersectia v == n P.

Fig. 175. Constructia unui plan de coordonate o transversal
la un plan = dat.

*} Doud subspatii L, si L, ale spatiului liniar L sint {ransversale daci Ly Ly=1L.
Doud plane r-dimensionale in R2”? sint transversale dacd si numai dacd interseclia lor
se reduce la punctul 0.
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Fie & dimensiunea lui 7, 0 < k < n. La fel ca orice subspatiu
de dimensiune k al spatiului I’ de dimensiune #, planul  este trans-
versal la cel putin un plan de coordonate de dimensiune n—Fk
din P fie acest plan

. — P J—
1= (Pi) ~~~’T)'in_k)7"7’{‘7) =Lyrnn=0.
Construim planul de coordonate de dimensiune n
J— p)
o = (pily e Py Gy e Q,-k)7 =001

§i aritim ci planul nostru = este transversal la ¢

Intr-adevir, avem

TC AT LT=>TLT } o () < (% N o) =

m<E 6,046 =>%N<£C0

=P <(m n o)

Dar P este un plan izotrop de dimensiune n si deci orice vector
antiortogonal la P este continut in P> (vezi corolarul de mai sus).
Prin urmare (= n o) < P. In final,

xno=(xnP)n(cnP)=1nn=0,
c.c.t.d.
Problemai. Fien, sin, doud planc de dimensiune k in spajiul simplectic R2",

Tixistdi totdeauna o transformare simplecticii care transformi pe 7, in m, ? Cite clase
de plane care nu sc pot transforma unul in altul exista?

C

Rdspuns.
dspu [ )

] 41, dacid k < nn;

2n —k .
-1, dacd k = n.

2

E. Structura simpleetici si struetura complexi. Deoarece
I* = — E, putem introduce in spatiul nostru R* cu structura
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simplecticd [ , ] si structura euclidiand (,) o structuri complexi,

definind inmultirea cu i =}/ —1 ca actiunea operatorului I.
Spatiul R2* se identificd in acest mod cu spatiul complex €* (sau,
mai concret, dacd este necesar, cu spatiul numeric cu coordonatele
2 =Py +1igy)-

Transformarile liniare ale lui R?* care conserva structura eucli-
diand formeazid grupul ortogonal O(2n), iar cele care conservi
structura complexd — grupul liniar compler GL(n, C).

Problemi. Si se demonstreze ci transformirile care sint in acelasi timp
ortogonale si simplectice sint complexe, ci cele complexe si ortogonale sint simplectice,
iar cele simplectice si complexe sint ortogonale astfel incit intersectia oriciror doui
grupuri din cele trei puse in evidentd este egald cu intersectia tuturora :

0(2n) n Sp(2n) = Sp(2n) n GL(n, C) = GL(n, C) n 0(2n).
Intersectia lor se numeste grupul unitar U(n).

Transformirile unitare conservi produsul scalar hermitian
(&, m) +1i[& m]- Produsul sealar si cel scalar antisimetric in
R2"  gint partea reald, respectiv imaginara a acestui produs hermi-
tian.

§ 42. REZONANTA PARAMETRICA N SISTEME CU
MAI MULTE GRADE DE LIBERTATE

Atunci cind am studiat sistemele oscilante cu parametri care variazi periodic
(vezi § 25) am pus in evidenté faptul cd rezonanta parametrici depinde de comportarea
valorilor proprii ale unei anumite transformari liniare (,,evolutia dupé o perioadd’’).
Aceastd dependentd se manifestd prin stabilitatea (respectiv instabilitatea) pozitiei
de echilibru a unui sistem cu paramelri care variazd periodic in cazul in care toate
valorile proprii ale evolutiei dupa o perioada sint mai mici in modul ca 1 (respectiv in
cazul in care existé cel putin o valoare proprie mai mare in modul ca 1).

Evolutia dupé o perioadd corespunzidtoare unui sistem de ccuatii ale lui Hamilton
cu coeficienti periodici este o transformare simplecticit. Studiul rezonantei parametrice
in sisteme cu un grad de libertate, efectuat in § 25, se baza pe analiza comportirii valo-
rilor proprii ale transformérilor simplectice ale planului R2.

In paragraful de fatd vom analiza in med similar comportarea valorilor proprii
ale transformdrilor simplectice ale unui spatiu de faze de dimensiune arbitrari. Rezul-
tatele acestei analize (care ii apartine lui M. G. Krein) se aplicd in determinarea condi-
tiilor de aparitie a rezonantei parametrice in sisteme mecanice cu mai multe grade
de libertate.

A. Matriei simpleetice. Sa considerim o transtormare liniard
a spatiului simplectic, 8: R> — R*. Fie py, .. ., Pus 1y - - +» @
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un sistem simplectic de coordonate. Relativ la acest sistem de
coordonate transformarea este datd de o matrice S.

Teoremi. O conditie necesard si suficientd pentru ca o tmnsfm:~
mare sd fie simplecticd este ca matricea S corespunzatoare tm@sformq—
rii in sistemul simplectic de coordonate (p, q) sd satisfacd relatia

SIS =1,
A ) . .
unde I = (O —F , tar S' este transpusa matricii S.
E . w . -
Demonstratie. Conditia ca o transformare si fie sim-
plecticii ([S &, 8n] = [E, w] pentru orice & §i m) se scrie cu

ajutorul operatorului I si a produsului scalar euclidian sub forma

(I‘S “-:7 S “) = (I é, “)7 VE.w n,
san

(‘S/IS E.n 'ﬂ) = (I E.n “)7 V§7 n,
c.c.t.d.

B. Simetria spectrului unei transformiiri simpleetice. o
Teoremi. Polinomul caracteristic al unet transformdri simplec-
tice
p(2) =det (8§ — LK)

este reciproc®, adicd p(h) = A2 p(1[h). )
Demonstratie. Vom utiliza relatiile det S = det ];,:11’

12 = — B sidet A’ =det A. Din teorema preced(}pm §=-—1I AS’ “1 I

si deci p(n) =det (§ —rE) =det (=181 I —)\H) =det (—N8"14

, 1\ .o 1
+ AE) =det (— H + W) ::AZ”(let(S~_.7\«]b) = A¥"p -]
c.c.t.d. . N
Corolar. Dacd » este valoarea proprie a wnei trmsfommre

stmplectice, alunce gt Y este valoare proprie.

: i m m—1 ai carui coeficienti
*) Se numeste reciproc un polinom qyax™ + ayx +...+apaic
sinl simetrici : @y = g, A = Ay, - - -
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Pe de altil parte, polinomul caracteristic este real $ideci dacd A
este valoare proprie complexii, atunci A este o valoare proprie
diferitd de A.

Prin urmare, toate rdddcinile ) ale polinomului caracteristic
sint agezate simetric atit in raport cu axa reald, cit $i cu cercul
unitate (fig. 176). Ele se grupeazi in cvadruplete

Fig. 176. Asezarea valorilor proprii ale unei aplicatii
simplectice.

[y

- 1
Ay )‘771 (IM # 1, Im 2 # 0)

§i perechi, agezate pe axa reali :

SV
PN A
sau pe cercul unitate :
1 i .
NS R )
A A

Se observi usor ci multiplicititile celor patru puncte ale

unui evadruplet (sau celor dousd puncte ale unei perechi) sint ace-

leasi.

C. Stabilitate.
Definitie. Transformarea S se numeste stabila dacd

Ve>0133 >0: x| <d=|8x|<e VN >0.

Problemai. Si se demonstreze ci dacd cel pufin una din valorile proprii ale

fransformdrii simplectice S este situald in complementara cercului unitate | A | = 1, S
nu este stabild. '
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Indicafie. Datoritd simetriei pe care am aritat-o, daci cel pulin una din
valorile proprii se gaseste in complementara cercului unitate, atunci existd o valoare
proprie in exteriorul |A]| > 1 al discului unitate ; in subspatiul invariant corespunzitor
S este o ,,dilatare cu mlallc

2

Problema. Sa se dcmonstrezc cd dacd foale valorile proprii ale unei {rans-
formari liniare sint distincle $i situale pe cercul unitate, atunci transformarea este stabild.

Indicatie. Se trece la o baza proprie.

Definitie. O transformare simplectici S se numeste {are
stabild daci orice transformare simplecticd suticient de apropia-
ti3*) de S este stabild.

In § 25 am stabilit ¢ii o transformare §:R2? — R? este tare
staybllw dacdh Mo = eE™, X #£ A,

Teorema. Dacd toate cele 2n valort proprii ale transformdrii
simplectice S sint diferite si situate pe cercul unitate, atunci trans-
formarea S este tare stabild.

Demonstratie. Si includem cele 2n valori proprii A in
2n vecindtiti disjuncte, simetrice in raport cu cercul unitate §i axa
reald (fig. 177). Cele 2n raddicini ale polinomului caracteristic
depind continuu de elementele matricii §. Prin urmare, daci ma-
tricea 8, este suficient de apropiatd de 8, atunei in fiecare din cele
2n vec ln(l;f«lntl ale celor Zn valori proprii (Lle Iui 8 se giseste exact
cite o valoare proprie 2; a matricii 8;. Dacd insd mécar unul din
punctele 2, nu ar fi situat pe (:ercul unitate, ci, de exemplu, in

Fig. 177. Comportarea valorilor proprii simple la o varialie
micd a transformarii simplectice.

interiorul siu, atunci, in vecindtatea corespunzitoare ar mai
exista ined o valoare proprie Ay, [ Al << 1fsi numarul total de
valori propril ar fi mai mare ca 2n.
Prin urmare, toate valorile proprii ale lui 8, sint distincte si si-
tuate pe cercul unitate : §; este stabild gi teorema este demonstrati.
Se poate spune cii o valoare proprie A a unei transformiri
simplectice stabile poate pirisi cercul nnitate numai ciocnindu-se

*) S, este ,,suficient de apropiati’’ de S dacd, intr-o baza fixata, toate elementele
matricii lui S, diferd in modul de elementele matricii lui S in aceeasi baza cu mai putin
de g, unde ¢ > 0 este un numair suficient de mic.

REZONANTA PARAMETRICA 281

cu o altd valoare proprie (fig. 178); si anume se ciocnesce simultan
si valorile proprii complex-conjugate respective si din doui
pereohl de valori proprii se formeazi un cvadruplet (sau o pereche
de valori proprii reale).

Din rezultatele obtinute la § 25 rezultd : conditia de aparitie a
rezonantei parametrice intr-un sistem canonic liniar cu o functie a
lui Hamilton care variazi periodic (in timp) este aceea ca trans-
formarea simplecticid corespunzitoare a spatiului fazelor si devind

7 Fig. 178. Comportarea valorilor proprii multiple la o
variatie mica a transformirii simplectice.

[ IS

instabild. Din teorema demonstratd se vede cd acest fenomen
poate avea loc numai prin ciocnirea valorilor proprii pe cercul
unitate. In realitate insi, asa cum a aritat M. G. Krein, nu orice
asemenea ciocnire este perlculoascb.

Se poate arita ci valorile proprii A, | A| =1, se impart in doui
clase : cele pozitive si cele negative. Prin ciocnirea a doud valori
proprii de acelagi semn, valorile respective »;brec una prin alta’ si
nu mai pot iesi de pe (ucul unitate. Dimpotrivi, in general, cmd se
ciocnesc doud valori proprii de semne contrare, (Lcebtea parisesc
cercul unitate.

Teoria lui M. G. Krein depisind cadrul lucririi noastre, ne
mulfumim s enuntim aici sub formé de probleme rezultatele ei
fundamentale.

Problemi. Fic ), A valori proprii simple (de multiplicitate 1) ale transformirii
simpletice S, si|A| == 1. S& se¢ demonstreze ci subspatiul bidimensional invariant

T, COTeSPUNZALOT perechii 7\ A nu este izotrop.
Indicatfie. Fic &, &, vectori proprii complecsi aigui S corespunzitori la doud
valori proprii 7\1 si A, In acest caz, dacd iy # A,, vectoril ‘:1 si &, sinl antiortogonali :

= 0.
s 1q1(]1 £ un vector real din subspatiul > I A > 0, || == 1. Valoarea propric A
se numeste pozitivd dacii [S§,&] > 0
Problemad. S& se demonstreze ci definilia este corectd: ea nu depinde de
alegerea vectorului & # 0 din subspatiul T -
Indicatie. Daca planul m, ar contine doi vectori antiortogonali necoliniori
atunci el ar fi izotrop.
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fn mod analog, o valoare proprie A, |A| = 1, de multiplicitate %, este de semn
definit (pozitiv sau negativ) dacd forma patratici [S &, E] este de semn definit in

subspatiul invariant de dimensiune 2k corespunzitor lui A si A. R
Problemd. Sise demonstreze cd pentru ca transformarea S sa fie tare stahili
este necesar si suficient ca toate valorile ei proprii A si fie situate pe cercul unitate si si
fie de semn definit.
Indicatie. Forma pdtraticii [S &, £] este invariantd in raport cu S.

§43. ATLASUL SIMPLECTIC

Se demonstreazd aici teorema lui Darboux care afirmi cd pe orice varietate sim-
plecticd exista coordonatele locale p, q in care structura simplectici se scrie in forma
cea mai simpli: w? = dp A dq.

A. Coordonate simplectice. Reamintim ci in definitia varietdtii
diferentiabile apare conditia de compatibilitate a hirtilor. Aceasta
sste o conditie impusi aplicatiilor ¢; o g; de trecere dintr-o hartd
in alta. Aplicatiile o7 o ¢, sint aplicatii intre domenii ale spatiului
numerie.

Definitie. Un atlas al varietitii M?* se numeste
simplectic dacd, considerind ¢d in spatiul numeric R** = {(p, q)}
este introdusii structura simplecticd standard 2 =dp A dg,
trecerea de la o hartd a atlasului la alta se face prin transformarea
@; o o7t care este canoniefi (altfel spus, conservd forma ?)®.

Problemi. Si se arate c¢d un atlas simplectic defineste o structurd simplec-
ticd pe M2P.

Este adeviratii si afirmatia reciproci : orice varietate simplecticd
are un atlas simplectic. Ha rezultd din urmitoarea teoremi.

B. Teorema lui Darboux.

Teoremit. Fie w? o 2-formd diferentiald inchisd $i nedegeneratd,
definiid in vecindtatea wnui punct X al spatiulue B*. Atunci intr-o
vecindatate ¢ punclului X se poate alege un sistem local de coordonate
(P1s «+ -9 Pus Gy - - -5 Gu) 0 care forma s@ capete expresia standard

n

w? = E dp; A dg;.

i1

*) fn mod analog se definesc, de exemplu, varietiitile analitice complexe : in
spatiul numeric se considerd o structurid complexi, iar trecerea de la o harta la alta
trebuie sd se facd printr-o aplicatie analiticd complexa.

orpm—est
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Aceastd afirmatie permite sf se extindi imediat la intreaga
varietate simplecticii orice afirmatie cu caracter local care este
invariantd in raport cu transformsirile canonice de coordonate si
demonstratid deja pentru spatiul de taze standard (R#*, w? =dp A dq).

C. Construirea eoordonatelor p, si ¢,. Ca primi coordonati p,
considerdm o functie liniard neconstantd (am putea considera si
orice functie diferentiabild a cirei diferentialid in punctul x este
nenuld). Pentru a simplifica, vom considera ca p,(x) = 0.

S3 notdam cu P, = [ dp, cimpul hamiltonian corespunzitor
functiei p, (fig. 179). Sd observim ci P(x) 0. Prin urmare, prin
punctul x se poate duce un hiperplan N**~1 care nu contine vec-
torul Py(x) (in loc de N*-! am putea lua orice hipersuprafatd
transversald la P(x)).

S84 considerim curentul hamiltonian 4 cu functia lui Hamilton
p;- Fiet timpul necesar pentru a ajunge de la N la punctul z =Pi(y)
(y € V) sub actiunea curentului P!; ¢t este functie de z. Conform
teoremelor uzuale din teoria ecuatiilor diferentiale ordinare, aceasts
functie este bine definitd si diferentiabild in vecinfitatea punctului
xe R#*. 84 o notdm cu ¢, si s5 observim cid ¢ =0 pe N, iar
derivata functiei ¢, in directia cimpului Py este egalid cu 1.Prin
urmare, paranteza luiPoisson a functiilor ¢, si p, astfel construite
este egald cu 1:

(i, P1) = 1.

D. Construirea eoordonatelor simplectice prin induectie dupi n.

Dacd n =1, constructia este terminatd. Fie n > 1 i 84 presu-
punem ci teorema lui Darboux este demonstrati pentru R2°-2,

5% considerim multimea M definiti de ecuatiile p;, = ¢, = 0.
Cum oL dp,, I dql)AE (qy py) = 1, diferentialele dp, si dg, sint
liniar independente in punctul x. Prin urmare, conform teoremei
functiilor implicite, multimea 3 are, in veciniitatea punctului
X, o structurd de varietate diferentiabild de dimensiune 2n —2; o vom
nota cu M*-2,

Lema. Structura simplecticd o pe ¥ induce pe o vecindtale
punclului x tn M=% o structurd simplecticd.

Demonstratie. Trebuie si ardtim numai c¢i forma o?
este nedegeneratd pe T M3 2. Pentru aceasta, si considerdm spa-
tiul simplectic liniar TR2". Vectorii Py(x) si Qy(x) asociati Iui x
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de cimpurile de vectori hamiltoniene cu functiile Iui Hamilton p;
si ¢, apartin spatiului TR2". FRie &§e TM%*~2 Derivatele lui p,
§i ¢, In directia lui &€ sint nule §i deci dp, () = 0? (P; (x), &) =0
dg;(8) = 0? (Qy(x), &) = 0. Prin urmare, TM2-2 este comple-
mentul antiortogonal perechii de vectori Py(x) , Q,(x). Conform cu
§ 41, B, forma ? restrictatd la 7'My este nedegeneratd. Lema
este demonstrati.

Conform ipotezei de inductie, pe varietatea simplectici
(M2, ©?ly), in vecinitatea punctului x, existd coordonate

Fig. 179. Constructia coordonatelor simplectice.

simplectice. Sd le notdm cu py, ¢; (1 =2, ..., n). Si preluDOim
functiile p,, ..., g, intr-o vecinitate a punctuhu x in R2* in
modul urmitor. Fiecare punct z din vecinidtatea punctuluix in R**
poate fi reprezentat in mod unic sub forma z = P} (Q§ w), unde
we M2 jar s si ¢ siut numere mici. Ludm ca valort ale coordona-

1elor Poy -« oy Puy Qoy -+ -y Gn 0 punctul z valorile lor in punctul w
(fig. 179). o o
Cele 2n functii Py, « .y Puy G15 - - -5 ¢ fOrmeazi, in vecinitatea

punctului x in B2, un smtom local de coordonate.

E. Demonstrarea caracterului simpletie al coordonatelor eon-
struite. S notim cu P, @5 (¢ =1, ..., n) curentii hamiltonieni
cu functiile lui Hamﬂton Pis Qi 1a,1 cu Py, Q ——clmpurlle de
vectori corespunzitoare. Si caleulim parantezele lui Poisson ale
functiilor py, ..., ¢, Am aritat la punctul C i (pl, 1) = 1

Rezultit de aici comutativitatea curentilor P si ¢ : o §J3
/== () [¢] ])t
Rm,mmtlndu -ne definitia funetiilor p., ..., g, observim cd

tiecare din ele este invariantd la cnrentn Pt si @. Prin urmare,
paraniezele lut Poisson ale lwi p, $i ¢, cu cele 2n—2 funciit p;, ¢;
(t > 1) sint egale cu zero.

Din acest motiv, aplicatia P! o @Qf comutd cu toticei 2n — 2 cu-
renti P!, 5 (¢ > 1) si deci ea mvariaz?y fiecare din cele 2n—2 cim-
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puri de vectori P;, Q, (¢ > 1). Curentii P} i @ fiind hamiltonieni
aplicatia P! o @f conservi, gi structura simplecticd w2 Din acest
motiv, in punctele z = P} (@} w)e R2* si we R?", valorile pe care
le ia forma »? cind este evaluati pe oricare doud dintre cele 2n—2
cimpuri de vectori P, Q; (¢ > 1) sint aceleagi. Dar aceste valori
coineid cu valorile parantezelor lui Poisson ale funetiilor Iui Hamil-
ton corespunzitoare. Prin urmare, valorile pe care le ia in punclele
Z 81 W paranteza lui Poisson a ortcdror doud din cele 2n—2 coordonate
Piy i (¢ > 1) sint aceleast, dacd z = P (Qf w).

Functiile p, si ¢, sint integrale prime ale tuturor celor 2n—2
carenti Pl @3 ('1' > 1) si deei fiecare din cele 2rn—2 cimpuri de
vectorr Py, @ (1 > ) (*ste tangent la Varieta,tea de nivel consta,nt

m fiecare (]m ce]( n,——z clmpurl de Vectorl P,,, Q;, (v > 2) este
tangent la, M2 Deducem c¢d aceste cimpuri sint cimpuri de
vectori hamiltoniene pe varietatea simplecticd (M2*72, w?|y2n-2)
functiile lui Hamilton corespunzdtoare fiind p,|y2e-2, ¢ |p2n-2
(¢ >1). Astfel, restrictia la M?"-2 a paraniezer lui Poisson «
oricdror doud dintre cele 2n—2 coordonate p;, q; (i > 2) luatd in
(R, ®?) coincide cu paranteza Tui Poisson a restrictiei acestor
coordonate la M ~2, luatd in raport cu structura simplecticd
(M2, o2 [yym—2).

Conform ipotezei de inductie, coordonatele (p; ] wen—2s G |M2n 2)s

(¢ >1) pe M*-2 gsint simplectice si deci, in vecindtatea lui x
din intreg spatiul R* parantezele lui Poisson ale coordonatelor
construite au valorile standard :

(P Ps) = Py @) = (¢, @) =0, © # J, (g5, p;) = 1.

Aceeagi form# o au gi parantezele lui Poisson ale oricdror coordonate
p,q in R*, in care «? =3 dp; A dg, Forma biliniari o2 este
insd doﬁmm de valorile ei pe perechile de vectori din bazd. Prin
urmare, para,nteZ(Ale Iui Poisson ale functiilor coordonate definese
univoe forma w?. Rezulti

o =dp; Adg + ...+ dp, Adg,

si teorema lui Darboux este demonstrati.



CAPITOLUL 9
FORMALISMUL CANONIC

In capitolul de fat# predomini ca punct de vedere utilizarea co-
ordonatelor locale. Aparatul functiilor generatoare ale transformé-
rilor canonice, dezvoltat de Hamilton si Jacobi, reprezintd cea
mai puternici metodi cunoseutd de integrare a ecuatiilor diferen-
tiale ale dinamicii. In afara acestui aparat, capitolul mai contine
§i 0 abordare ,,de dimensiune imparid’ a curentilor hamiltonieni.

Prezentul capitol este independent de cel precedent. El contine
noi demonstratii pentru o serie de rezultate din capitolul 8, precum
i explicarea modului in care a apirut teoria varietitilor simplec-
tice.

§ 44. INVARTANTUL INTEGRAL POINCARE-CARTAN

In acest paragraf se studiazii geometria unei 1-forme diferentiale intr-un spatiu
de dimensiune impara.

A. O lema de tip hidrodinamie. Fie v un cimp de vectori in
spatiul euclidian de dimensiune trei orientat I3 gi r = rot v ro-
torul sidu. Curbele integrale ale cimpului r se numesc liniiie roto-
rulut sew linii de virtej. Fie v; o curbd inchisd in R3 (fig. 180).
Liniile rotorului care trec prin v; formeazi un tud al rotorului.

Fie v, o altd curbi care genereazd acelasi tub al rotorului,
deci y; — vy, = 0o, unde c este 2-lantul care reprezintd o parte
méirginitd a tubului rotorului. Este adeviratd urmitoarea lemé.
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Lema lui Stokes. Circulatia cimpului v pe curba v, este egald
cu circulalia pe curba v, :

i

Fig. 180. Tub al rotorului.

Demonstratie. Conform formulei lui Stokes, ﬁg vdl —

Y1

—- ﬁ; vdl = SS rot v dn =0, deocarece rot v este tangent la tubul

Y2 . c
rotorului, c.c.t.d.

B. Lema lui Stekes in mai multe dimensiuni. Se dovedeste ci
lema Iui Stokes admite o generalizare la cazul unei varietiti dife-
rentiabile de dimensiune impars M2"+ arbitrard (in loc de R3).
Pentru a formula aceasti generalizare, trebuie si trecem de la
cimpuri de vectori la forme diferentiale.

Circulatia cimpului v este integrala 1-formei diferentiale
ool (§) = (v, &)). Rotorului cimpului v ii corespunde 2-forma
o = d ol(d ol(§, n) == (r, & n)). Din aceastd formuld este
evident e¢d in fiecare punct existd o directie (si anume
directia rotorului r, fig. 181) care are proprietatea ci circulatia
Iui v pe frontiera fiecarei ,suprafete infinit mieci” care contine
pe r este egald cu zerc :

doy(r, m) = 0,V q.

Intr-adevir, dol(r, ) = (r,r, ) = 0.
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Observatie. Trecerea de la 2-forma o =daw; la
cimpul rotorului r nu este o operafie invariantd: ea depinde de
structura euclidiand a lui R3.

r
Fig. 181. Axa legatd intrinsec
de o 2-formid pe un spatiu
impar.
7

Directia® lui r este insd invariant legatd de 2-forma o}
(i deci, de forma o}). Intr-adevir, se wverificd usor cid dacd
r = 0, directia lui r este definitd univoe de conditia {oZ(r, n) = 0,
v n}. ‘

Baza algebricd a lemei lui Stokes in dimensiune superioars
lui 3 este existenta unei axe pentru orice rotagie a unui spatiu de
dimensiune impari.

Lema. fie w? o 2-formd ewxterioard liniard in spafiul lntor de
dimensiune impard R+ Atunci existd un vector & # 0 astfel
inctt

Q)Z(g’ n) = 0, Ve R+

Demonstratie. Forma antisimetrici o? este definits
de un operator antisimetric A de ordin impar 2n--1 :

0¥, n) = (4 &, n),

deci de o matrice antisimetricd. Determinantul unei astfel de
matrici este egal cu zero, deoarece

A'=— A4, det A= det A"=det(—4) = (—1)*+ det A=—det A.

Determinantul lui A fiind zero, 4 are un vector propriu & # 0 cu
valoarea proprie 0, c.c.t.d.

*) Iiste vorba de dreapta neorientati cu vector director r in TRZ.
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Un vector &, pentru care w%, n) = 0 pentru orice n, se nu-
meste vector nul al formei w2 KEvident, mulfimea vectorilor nuli
ai unei forme ©? este un spatiu liniar. Forma se numeste nesin-
gulard dacd dimensiunea acestui spatiu este cea minimald (adicd
1 in spatiul de dimensiune impard R?*+! gi 0 in cel de dimensiune
parsd).

Problem4i. Sd censiderim in spatiul numeric de dimensiune pard R>* cu

coordonatele py, ..., Pn; Gy - Gn, 2-forma w? = dp, A dg; + ... + dp, A dgy.
Si se demonstreze ci forma o 2 este nesingulara.

Problemdi. Si consideram in spatiul numeric de dimensiune impard R2%*1 cu
coordonatele pl..., Pus qu - -es Gns 6 2-forma o* = 2 dp; A dg; — o A d,
unde o! este o 1-formid arbitrard in R2**1, Si se demonstreze ci forma o? este
nesingulara.

Dacd ©? este o formd nesingulard in spatiul de dimensiune
impard R#+1, atunei toti vecterii nuli £ ai formei »? se gisesc pe o
aceeagi dreapti. Aceasta dreapti este difinitid invariant de forma 2,

Fie M2"+! o varietate diferentiabild de dimensiune impard si
o' o 1-formd diferentiald pe M. Din lema precedentd rezultd ci
in fiecare punct x € M existd o directie (adicd o dreaptd {c&} in
spatiul tangent TM,) care are wrmdtoarea proprietate: integrala
i o' pe bordul oricdrei « suprafate infinit mici care congine
aceastd directien este eqald cu zere :

do'(§,m) =0, VneTM,.

S& presupunem in continuare cd 2-forma dw' este nesingulari.
Atuneci directia § este definitd univoe §i o vom numi « directia ro-
torului» formei ol

Curbele integrale ale cimpului de directii ale rotorului se numese
liniile rotorului (sau caracteristicile) formei ol

Fie v, o curbé inchisd pe M+, Liniile rotorului care ies din
punctele lui v, formeazd un «ub al rotorului». Are loc

Lema lui Stokes in mai multe dimensiuni. Integralele I-formei
ol pe oricare doud curbe care genereazd un acelasi tub al rotorulwi

p [ [ y .
stnt egale : (’h ol :ff ol, dacd y; — v, = 0o, unde o esie o por-

Y1 Ya
Hune marginita a tubulur rotorulud.

19 — c. 1719
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Demonstratie. Conform formulei lui Stokes

ﬂgml —(\{;ml = () ! :del.
Y1 Ya (';U

[

Dar valoarea lui do! pe orice pereche de vectori tangenti la tubul
rotorului este eg&la cu zero. (Intr-adevir, doi vectori de acest tip
sint continuti in 2-planul care trece prin directia rotorului, ori
de! se anuleazd pe acest plan.)

Prin urmare, g do! = 0, ceea ce demonstreazd lema.

c

C. Eecuatiile canoniee ale lui Hamilton. Din lema Iui Stokes
rezultd imediat toate principiile fundamentale ale mecanicii hamil-
toniene.

S4 considerdim ca varietate M+ ,,spatiul de faze extins R
cu coordonatele Py, ..., PuyQyy ---» Qu t. Fie H = H(p, q, 1) 0
functie datd. Atunci se poate considera™ 1-forma diferentiala

2n3)

(ﬁ}z:P dq_Hdt (p dq —_:pldq1+ “es +pndQn)'

Si-1 aplicim formei wf lema lui Stokes (fig. 182).

Teoremi. Liniile rotorului formei oy =p dq— Hdt in
spatiul de faze extins {(p, 4, 1)} de dimensiune 2n -+ 1 se proiecteazd
univoc pe axa i: ele sint date de funcfii p = p(t), q = q(t). Aceste
functii

Fig. 182. Cimpul hamiltonian si
liniile rotorului formei p dq — If di.

*) Forma co}, pare scoasi din buzunar. Vom vedea insd in paragrafele urmitoare
cum a apirut, din optici, ideea de a considera aceasta formd.
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satisfac sistemul de ecuatii diferentiale canonice cw funcfia lui
Hamilton H :

e N ol S (1)

Cu alte cuvinte, liniile rotorului formei p dq — H dt sint traiec-
tortile unui curent in spatinl de faze ewtins, fiind curbele integrale ale
ecuagiilor canonice (1). :

Demonstratie. Derivata exterioard a formei ol =
=pdq — H di este

H
dp; A di — on

t OQz

doy =3 (dpi/\ dgi —

1=

dg; /\dt)

Dm aceastd expresie se vede ci matricea componentelor 2-foriei
d oy in coordonatele p, q, t are forma (verificati !)

0 —E  H, \
(1 0 -
A=1|E 0 Hq , unde E = - , Hp:?_fz,
0o 1 ap
—Hy, —H, 0 ——
g, — 2L
oq

Rangul acestei matrici este 2»n (matricea de ordinul 2» din
coltul din stinga sus este nedegenerati) si deci 2-forma d ok
este mnesingulard. Se verified direct cid vectorul (—Hy, Hp,1)
este vector propriu pentru matricea A, corespunzitor valorii
proprii zero (verificati !). Prin urmare, el dm directia liniilor rotoru-
Iui formei pdq — H dt. Dar Vectorul (—H,y ,II,., 1) este chiar
vectorul vitezé al curentului (1). In acest mod, s-a demonstrat
ceea ce trebuia: curbele integrale ale sistemului (1) sint liniile
rotorului formei pdq — I dt.

D. Teorema invariantului integral Poinearé-Cartan. Si aplicim
acum lema lui Stokes. Se obtine urmitoarea teorem fundamentald :
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Teorema. Sd presupunem cd doud curbe v, $i v, genereazd acelasi
tub format din orbitele curentului (1). In aceste conditii integralele
formei p dq — H dt pe curbele v, $1 v, sint egale :

§ (pquHdt):(Jr)(pdq*Hdt).

Y1 Y2

Forma p dq — H dt se numeste invariantul integral Poincaré-
Cartan™®.

Demonstratie. Curbele integrale sint liniile rotorului
formei p dq — H dt; conform lemei lui Stokes, integralele formei
pe curbe care genereazd acelasi tub al rotorului sint egale, c.c.t.d.

In particular, si considerim curbe formate din stdri simultane,
deci continute in planele = const (fig. 183). De-a lungul unei

astfel de curbe dt = 0 si {) (pdq — H dt) = (fp dq. Din teorema

precedentd rezulté un important

Corolar 1. Curentul conservd integrala formei p dq = p, dg, +...
...+ p,dq, pe curbe tnchise.

Intr-adevir, fie ¢ : R?*» — R* transformarea spatiului faze-
lor {(p, q)} definit’ de curent prin evolutia de la timpul ¢, la timpul
t, (mai preeis : g, (po, o) este solutia ecuatiilor canonice eu condi-

al lui Poincaré.

? 917 Fig. 183. Invariantul integral

to ty t

tiile initiale p(t,) = Py, 4(ty) = qo). Fie y o curbd inchisd arbitrara
in planul R# < R#*+ definit de ¢t = #,. Atunci gi v este o curbd
inchisd in planul R2® definit de ¢ = ¢, §i genereazi in R**! acelagi

#) In calculul variational Sp dq — JI dt se numeste invariantul infegral al lui

Hilbert.
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tub format din orbite. Conform teoremei precedente, cum dt =
de-a lungul lui v §i ¢ v, obtinem ¢;f> pdq = f!; p dq, c.c.t.d.
Y gi:"

Forma p dq se numegte snvariantul integral relativ al Iui
Poincaré. Ea are o interpretare geometricd simpld. Intr-adevir,
file ¢ un 2-lan{ orientat §i v = 0. Atuneci, utilizind formula lui
Stokes, obtinem

%pdq=gs dp A dg,

Y o
$i am demonstrat in acest mod un important

Corolar 2. Curentul conservd suma ariilor orientate ale proiec-
titlor unei suprafete pe cele n plane de coordonate (pi, ;) :

f{apnaq=({ apraq.

© 2
[
g‘o

Cu alte cuvinte, 2-forma »® = dp A dq este un invariant integral
absolut al curentului.

Exemplu. Cind n =1, o* este elementul de arie si obti-
nem teorema lui Liouville : curentul conservi aria. i

2"E. Apliea;iiA canonice. Fie ¢ o aplicatie a spatiului fazelor
R* = {(p, )} in R*".
Definitie. Aplicatia g se numeste canonicd daci ¢ con-
servil 2-forma w? = Y, dp; A dg..
Din rationamentele precedente se vede cii aceastd definitie se
poate scrie in oricare din urméitoarele trei forme echivalente :
1) g* ©® = «®(g conservi, 2-forma ¥, dp; A dg,);
2) Ssz = SS w? V o (g conservid suma ariilor proiectiilor
a g0
oricdrei suprafete);

3) «%P dq :f}() p dq (forma pdq este invariant integral re-

. Y gy
lativ al lui g).
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Problemd. 53 se arate cd definitiile 1) si 2) sint echivalente cu 3)
dacd este vorba de o aplicatie a unui domeniu simplu conex din spatiul fazelor
R™; in cazul general avem numai 3) = 2) <« 1).

Corolarele precedente se pot reformula acum astfel :

Teoremi. Transformarea spafiviui fazelor datd de curentul ha-
miltonian este canonica®.

Fie g: R* — R* o transformare canonicli: ¢ conservi forma

% In acest caz g conservii si puterile exterioare ale lui ?:

FH0PA 0 = o A ¥ g¥e?) = (e?)r.

Puterile exterioare ale formei Y, dp, A dg; sint proportionale cu
formele

=Y, dp: A dp; A dg: A dgy,

1<J

02 — Z dpi, A ... Adpy, A dg,

1< <if

VAN /\ink-

Am demonstrat deci urmétoarea

Teorema. Transformdrile canonice conservd invariantii integrali
L AL

Din punct de vedere geometric integrala formei % reprezintd
suma volumelor orientate ale proiectiilor pe subspatiile de coordo-
n&t*} (pin sy Pirs Qiyy- - -5 qik)- . .

In particular, forma «? este proportionald cu elementul de
volum i obtinem un

Corolar. O transformare canonicd conservd elementul de volum
in spatiul fazelor :

volumul (wi gD = volumul lui D, pentru orice domeniu D.

In particular, aplicind corolarul curentului (1), obtinem un
alt :

Corolar. Curentul (1) are ca invarianti integrali formele o2
0)4, ceey wzn

Ultimul dintre acesti invarianti este elementul de volum si
deci am redemonstrat teorema lui Liouville.

*) Demonstralin acestei teoreme, datd la p. 202, a minunatului tratat al lui
Landau si Lifschitz (Mecanica, Iid. Tehnicd, Bucuresti, 1966) este gresita.
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§ 45. CONSECINTE ALE TEOREMEI INVARIANTULUI
INTEGRAL POINCARE-CARTAN

in acest paragraf se demonstreazd cd transformirile canonice conservii forma
ecuatiilor 1ni Hamilton, ¢a o integrald prima a ecuatiilor lui Hamilton permite dintr-o
dati sa se micsoreze ordinul sistemului cu doud unitdti si cd miscarea unui sistem
lagrangean natural are loc dupi geodezicele spatiului configuratiilor, inzestrat cu o
anumitd metrica Riemann.

A. Schimbéiri de variabile in ecuatii eanonice. Din invarianta
legiturii dintre forma pdq — I dt i Tiniile rotorului ei rezultd o
mo(lahmte de scriere a ecuatiilor de migeare in orice sistem de

27 -+ 1 coordonate in spatiul de faze extins {(p, ¢, )}

Tie (@5, - . -y Zonrq) N sistem de coordonate intr-o hartd oarecare
a spatiului de faze extins (considerat ca varietate M*'+1, fig. 184).
Coordonatele (p, g, t) pot fi considerate ca definind o nmm harta
pe M. Forma, o}g p dq — H di se poate considera ca o 1-formi
diferentiald pe M. Acestei forme i se asociazd in mod invariant
(deci independent de coordonate) o familie de curbe pe M — liniile

Fig. 184. Schimbarea de
variabile in ecuatiile lui
Hamilton.

rotorului. In harta (p, q, 1), aceste linii sint reprezentate de trajec-
toriile curentului

dp — OH-, j.‘l_,:_(}l]_ ' (1)

cu functia lui Hamilton H(p, 4, ().
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Sa presupunem c& in coordonatele (z, ..., &5q4;) forma o}
are expresia

pdq - H dt = Xl dwl '}" P _I‘ in'*'l d$2n+1.

Teoremi. In harta (o, ..., %s,1y), Iraiectoriile (1) sint repre-
zentate de liniile rotorului formei ¥, X; da;.

Demonstratie. Liniile rotorului formelor ZXi dao; i
p dq — H dt sint reprezentarile in hirti diferite ale liniilor rotorului
unei forme unice pe M. Dar curbele integrale (1) sint liniile roto-
rului formei pdq — H d¢ si deci imaginile lor in harta (»;) sint
liniile rotorului formei ¥} X; du;, ceea ce trebuia aritat.

Corolar. Fie (Py, ..., Py; Q.. ., Qn; T) un sistem local de
coordonate in spagiul de faze extins (p, g, t) st K(P, Q, T'), S(P, Q, T)
nigte funclii pentru care

pdq — Hdt — PdQ — K AT + dS

(membrii sting st drepl sint forme diferenfiale in spagtiul de faze
exfing).

In aceste conditii traiectoriile curentului (1) sint reprezentate in
harta (P, Q, T) de curbe iniegrale ale ecuafiilor canonice

dP oK dQ oK
= b S el

arT 0Q di oP

(2)

Demonstratie. Conform teoremei precedente, traieec-
toriile (1) sint reprezentate de liniile rotorului formei P dQ —
— K dT + dS. Dar dS nu afecteazd liniile rotorului (deoarece
ddS = 0). Prin urmare, reprezentirile traiectoriilor (1) sint liniile
rotorului formei P d@ — K dT. Conform § 44, C, liniile rotorului
unei asemenea forme sint curbele integrale ale ecuatiilor canonice
(2), c.c.t.d.

In particular, fie g:R?* - R* o transformare canonici a
spatiului fazelor, care transformi punctele cu coordonatele (p, q)
in puncte de coordonate (P, Q).

Functiile P(p, q), Q(p, q) se pot considera ca noi coordonate
in spatiul fazelor.
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Teoremit. In noile coordonate (P, Q), ecuatitle canonice (1)
an forma canonicd™ :

P 9K dQ 0K

at 00 @ ap

3)

cu vechea funcfie a lui Hamilton : K(P, Q,1) = H(p, q, 1)
Demonstratie. S& considerdm 1-forma p dgq — P dQ
in R?. Pentru orice curb# inchisd y avem (fig. 185)

fﬁ(pdq—PdQ) = «}pdq ~§>PdQ:0,

Y Y

P11
transformarea ¢ fiind canonicsd. Rezultd ci S pdgq—P dQ =278

l’o:‘le
nu depinde de drumul de integrare, e¢i numai de punctul final

P9

p Fig. 185. Forma p dq — P dQ
I este fnchisi.

Py, q,) (atunei cind punctul initial (p,, q,) este fixat). Prin urmare,
dS = p dq — P dQ si deci, in spatiul de faze extins,

pdg— Hdl=PaQ — Hd + ds;

*) In anumite lucriri este luati ca definitie a transformirilor canonice proprie-
tatea de a pastra forma canonici a ecuatiilor l1ui Hamilton. in realitate, aceasts defini-
{ie nu este echivalentd cu cea generald acceptaté si datd mai sus. De exemplu, in sensul
nostru, transformarea P = 2p, Q==¢ nu este canonicéd, desi pédstreazd forma hamilto-
niand a ecuatiilor de miscare. O astfel de confuzie s-a strecurat chiar si in lucrarea lui
Landau si Lifschitz citati, unde in § 45 se demonstreazi c¢i orice transformare care
conservi ecuatiile canonice este canonicd in sensul nostru.
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se poate deci‘aplica teorema precedentd. Atunci (2) se transformd
in (3), c.c.t.d.

Problemi. Fie g(t) : R2® — R2" o transformare canonicii a spatiului fazelor
care depinde de parametrul f:g(f) (p, @) = (P(p, 4, ), Q(p, q, D). Sd se demonstrezg
¢d, in variabilele P,Q, ¢, ecuatiile canonice (1) au forma canonicd cu o noud functie a lui
IHamilton

\

oS
KP,0,0) = Hp, q,1) — Rl

| ST

unde S (py, qy, 1) = S pdg — P dQ.

Po,9o

B. Micsorarea ordinului eu ajutorul integralei prime a energiei.
S84 presupunem ci functia lui Hamilton H(p, ¢) nu depinde de
timp. Atunci ecuatiile canonice (1) au o integrald prima : H(p(¢),
q(t)) = const. Se dovedeste ci utilizind aceastd integrald prima se
poate cobori dimensiunea (2n--1) a spatiului de faze cu doui
unitdti, reducind problema la integrarea unui sistem de ecuatii
canonice intr-un spatiu de dimensiune 2»n—1.

S& presupunem ci (intr-un anumit domeniu) ecuafia b =
=H (py; .- ;P03 Qv -- -5 qa) 5 poate rezolva in raport cu p :

P = K(P, Q, 7; L),

unde P = (py, ..., 92); Q= (@ ---,¢); T = — ¢, In aceasti
ipoteza, obtinem

pdg —ddt =PdQ — Kdi — d(Hi) + ¢ dH.

Fie acum y o curbd integrald a ecuatiilor canonice (1), conti-
nutd in hipersuprafata de dimensiune 2n H(p, ) = h in R*'+#,
In acest caz y este o linie a rotorului formei p dg — H dt (fig. 186).
S& proiectdm spatiul de faze exting R+ = {(p, q, #)} pe spatiul
de faze R* = {(p, q)}. Hipersuprafata H = h se proiecteazi pe o
subvarietate de dimensiune 2n—1, M** ' a lui R": H(p, q) = &,
iar curba vy — pe o curbd Y continutd in aceastd subvarietate.
P, Q si T formeazi un sistem de coordonate locale in M2,

N o s 55

e A N N
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Problemi. Sisedemonstreze ci Y este linie a rolorului formei p dq = P dQ —
— K dT pe M2271,

Indicatie. d(Hf) nu influenteazi liniile rotorului, iar dH restrictata la i
esle zero.

-1
M2n

Fig. 186. Coborirea ordinului
H=h unui sistem hamiltonian.

t

Dar liniile rotorului formei P dQ — K dT satisfac ecuatiile lui
Hamilton (2) si in acest fel am demonstrat urméitoarea

Teorema. Orbitele ecuatiei (1) pe hipersuprafaja M*71, H = h
satisfac ecualiile canonice

dp; oK dg; oK
, —
dg, 0q; dg, op;

unde funciia K(Poy <.y Pas Qoy - -+ qn; Ty h) se definesie din
ecuatio H(K, poy ...y Pu; — Ty 45, -, q,) = h.

€. Principiul minimei actiuni in spatiul fazelor. S& considerdm
in spatiul de faze extins {(p, ¢, t)} o curbd integrald v a ecuatiilor
canonice (1), care uneste punctele (Pg, qq, 1) $1 (Pyy 91, 8)-

Teoremi. Integrala S pdgy — H dt are pe v ca extremald in

raport cw variatiile lwi v in care capetele curbeior rdmin in sub-
spatiile n-dimensionale (t = 13, q = (q) $t (t = 1, ¢ = ).

Demonstratie. Curba v este linie a rotorului formei
pdgq — H d¢ (fig. 187). Din acest motiv, integrala formei
p dg — H di pe ,,un paralelogram infinit mie care trece prin directia
rotorului’’ este egald cu zero.

o

(u alte cuvinte, cresterea (S — g) (p dq — I dt) este un infinit
v v’
mic de ordin superior celui al diferentei dintre curbele - si v,
e.c.t.d.
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Dacd acest rationament nu pare suficient de riguros, el pdate fi
inlocuit cu calculul :

. ' . o o
85(pq—H)dt:S(q 5p +p8q~—é;~8p——~‘éq— sq) at =

1 . 0 H . o1
=Ppiq | ~1~S[(q _,_;_) 3p — (p + - ! )8'1] di.
|0 p cq
Y

Fig. 187. Principiul minimei
actiuni in spafiul fazelor.

’ / ? tiﬂl
! .90 t

Vedem ci curbele integrale ale ecuatiilor lui Hamilton sint

unicele extremale ale integralei S pdq — H df in clasa curbelor

y ale cdror capete rdmin in subspatiile »-dimensionale (t = t,,
q = q,) 8i (¢ =1, q = q,) ale spatiului de faze extins. Teorema
este astfel demonstrata.

Observailie Principiul minimei actiuni sub forma lui Hamilton este un caz
particular al principiului considerat mai sus. Intr-adevir, de-a lungul extremalelor
avem

t1,0 2 ty
Spdq~~H dt = S (»q — H) dt =S Ldr

0,40 %o to

(cici lagrangeanul L si hamiltonianul H se transforma unul in altul prin transformarea
Legendre).

in continuare, fie Y(fig. 188) proiec{ia extremalei y in planul q, ¢. Oricdrei curbe ¥’
invec}nate cu vy, care uneste aceleasi puncte (%, qq) si (¢,,q;) in planul q, ¢, ii asociem o
curbé v’ in spatiul de faze {(p, q, )}, luind p = 9 Lidq . Atunci de-a lungul lui y’ avem

si S pdyq — H df = S L dt. Dar, conform teoremei demonstrate, SS pdq — Hdi= 0,
Y

’ ’

Y Y
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| P . oL e .
pentru orice variatii ale curbei y (cu condiiile la limita =1y, q = 4qg) si (t=1,
q =q1)); In particular, acest lucru este adevirat pentru variatiile de un tip special, care

transformé pe vy in +y’. Prin urmare, ¥ este o extremald a luiS L dt, ceea ce trebuia

demonstrat. ,
P

Fig. 188. Curbe care se corﬁparé in q
principiul minimei actiuni in spatiul
configuratiilor si in spatiul fazelor. 1090

t.qy
t

In teorema demonstratd, se comparau cu y curbe vy’ dintr-o
clasi mai largd decit cea care apare in principiul lui Hamilton :
nu se impun nici un fel de restrietii privind legitura dintre p
51 q. Poate pdrea uimitor faptul ci, cu toate acestea, cele doud
principii sint echivalente : din extremalitatea intr-o clasd mai ingus-
t4 de variatii (p = 0L/0q) rezultd extremalitatea pentru orice
variatii. Explicatia constd in faptul e, pentru ¢ fixat, mérimea
p = 0 L/0 { extremizeaz& pe pg — H (vezi definitia transforméirii
Legendre, § 14, p. 82).

D. Principiul minimei actiuni in forma Maupertuis —Euler —
—Lagrange — Jacobi. S& presupunem c¢% functia lui Hamilton
H(p, q) nu depinde de timp. Atunci H(p, q) este integrald prima
a ecuatiilor lui Hamilton (1). S& proiectdm suprafata H(p, q) = h
din spatiul de faze extins {(p, q, ¢)} pe spatiul {(p, q)}.

Se obtine suprafata de dimensiune 2n—1 in R*" datd de ecua-
tia H(p, q) = h, pe care am considerat-o la punctul B §i am notat-o
cu M1

Traiectoriile ecuatiilor canonice (1) care intersecteazd suprafata
M?®1 gint confinute in intregime in M?**1. Ele sint linii ale roto-
rului formei pdgq =P dQ — K dT pe M*?1 (in notatiile de la
punctul B). Conform teoremei de la punctul C, curbele (1) de pe
M2 gint extremale pentru principiul variational corespunzéitor
acestei forme. Prin urmare, am demonstrat urméitoarea

Teoremi. Dacd functia lui Hamilton H = H(p, q) nu depinde
de timp, atunci traiectoriile ecuafiilor canonice (1) care sini confinuie

in suprafafa M*': H(p, q) = h sint extremale ale integralei Sp dqg

in clasa curbelor confinute in M*™ care unesc subspafiile ¢ = ¢, $i
q=49q.
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Sd considerégn acu;m proiectia extremalei care uneste !;pe qe
cu ¢, pe suprafata M*1: H(p, q) = k, pe spatiul {q}. Aceasta
curba uneste punctele g, si q,. :

,131 con‘tmuare, fie v o alta curbd care uneste punctele g, si
q; (fig. 189). Aceastd curbd v este proiectia unei curbe continute

Fig. 189. Principiul Iui Maupertuis.

in suprafata M*-!. Anume, si alegem pe y un parametru -,
@« < 1< b, y(a) = qq y(b) = q,. Atunci in fiecare punct q al

curbei v este definit vectorul vitezid ¢ = 4 y(t) si impulsul
dr ‘
< 0L N
corespunzator p = YR Daca parametrul t este astfel ales
q
ineit H(p, q) = h, atunci obtinem o curbd y : q :'y(r), p= oL
Jd 4

3 1 e A 2n— 103 5 =
pe suprafata M. Aplicind teorema precedentd curbelor ¥ pe
M= 1 obtinem un

L_orolaﬁr. Printre toate curbele q = (<) care unesc doud puncte
Qo st ¢y tn planul q si sint parametrizate astfel incit functia lui

Hamilton a . L . .,
vinilton are o valoare fixata H| Ba s q) = h, traiectoriile ecua-
teillor dinamicii (1) sint extremalele integralei « actiunii reduse»
. aL .
Sp dq = Sp qdr = S--m.—— (t)gq(t)dr.
aq

Y Y v

~ Acesta este principiul minimei actiuni al lui M aupertwis-Euler-
. Y .. ~ ot . - - ~ ~ )

Lagrange - Jacobi®. Este important si remarcim ci segmentul

*) "h.‘ aproape toate manualele, chiar si in cele bune, acest principiu este pre-
7?nLat aslfel infit el nu poate fi priceput’’ (C. Jacobi, Lectii de dinamicd 1842.— &N‘l'{)
Nu m-am hotérit sa incale traditia. O ,,demonstratie’’ “instruetiva se :fﬁseste in/ S(‘i 4
al luerdrii de mecanica citatd a lui Landau si Lilschitz. o o
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a < 7 < b care parametrizeazi curba vy nu este fixat si poate fi
diferit pentru curbele care se compard. Unicd trebuie s fie insd
energia (valoarea functiei lui Hamilton). Observim de asemenea ¢
principiul defineste forma traiectoriilor, dar nu si timpul : pentiu
determinarea timpului trebuie utilizatd constanta energiei.
Principiul demonstrat capitd o formd deosebit de simpli in
cazul in care sistemul reprezintd miscarea inerfiald pe o varie-
tate netedi.
Teoremi. Un punct material, consirins sd ramind pe o varietate
riemanniand netedd, se mised pe linitle geodezice (deci pe extremalele

lungimii S ds).
Demonstratie. Intr-adevir, in cazul nostru

2 A 2
Hepor=t () Sa = - ()
. 2 dr aq dr

ad

Prin urmare, pentru a face constantd valoarea lui H, H = ], para-
metrul « trebuie ales proporfional cu lungimea: dv= ds/|/2h.
Integrala actiunii reduse este atunci egali cu

cL . — _—
S ——qds :S V2h ds= l/QhS ds
o4
Y Y i

si-deci extremalele sint geodezicele varietitii noastre, c.c.t.d.

in cazul in care existi si o energie potentiald, traiectoriile
ecuatiilor dinamicii sint de asemenea geodezicele unei anumite
metriei Riemann.

Tie ds® metrica riemanniani pe spatiul configuratiilor, care

. C - 1 ( ds)\? .
defineste energiy Gmetlca(astfel ineit T :~.2_ ) Fie &
o constanté.

Teorems. Sd introducem in domeniul din spatiul configuratilor,
definit de U(q) < h, o melricd riemanniand prin formula

do=)h — U(q) ds.
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/

(
1 ( ds \2
’ 2 ds
st energia potentiald U(q) care au energia totald h sint linii geodezice
ale metricii de. .

Demonstratie. Intr-adevir, incazulnostru L =7 —U,

oL . ds ? .
H=1T4 U, ";); q=2T= (—»va—t—) =2(h— U). Prin urmare,
q |

Atunci traiectoriile sistemului cu energia cineticd T =

pentru a realiza valoarea fixatd H = h, parametrul < trebuie ales
proportional cu lungimea : d+ = ds/)/2(h—U). Integrala actiunii
reduse este atunci egald cu

——q dT:SVm dszvgg de.

Y Y Y

Conform principiului lui Maupertuis, traiectoriile sint geodezicele
metricii dg, c.c.t.d.

Observatia 1. Metrica dp se obtine din ds printr-o
,,dilatare” care depinde de punctul ¢*, dar nu depinde de directie.
Din acest motiv, unghiurile in metrica dp coincid cu cele din
metrica ds. Pe frontiera domeniului U << h metrica dp devine sin-
gulari : cu cit ne apropiem mai mult de frontierd, cu atit lungimea
o devine mai micd. In particular, lungimea unei curbe continute
chiar in frontiera (U = h) este egald cu zero.

Observatia 2. Dacid punctul initial si cel final al unei
geodezice y sint suficient de apropiate, extremumul lungimii este
un minim. Acest fapt justifici denumirea de ,,principiu al minimei
actiuni”. In general, extremumul actiunii nu este neapirat un
minim asa cum se vede dach se considerd geodezicele sferei unitate
(fig. 190). Fiecare arc de meridian este o geodezici, dar minimal
este numai un are de lungime mai micd ca = : arcul N§'M este mai
scurt ca arcul de meridian NSM.

Observatia 3. Dacid b este mai mare decit valoarea.
maximé & lui U pe spatiul configuratiilor, atunci metrica dp nu are
singularititi. Din acest motiv, putem utiliza in studiul probleme-
lor de mecanicii teoremele topologice privind geodezicele varietéi-
lor riemanniene.

*) In geometrie se spune cii in domeniul U < h, dp se obfine din ds printr-o
transformare conformd. (N. T.)
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De exemplu, si considerdm torul 7?2 cu o metricik Riemann
oarecare. Printre toate curbele inchise de pe T2 care se rotese
de m ori pe paraleld si de » ori pe meridian existd o curbd de Iun-
gime minimé (fig. 191). Aceastd curbd este o geodezicd inchisi

s !

Fig. 191. Miscare periodica
a pendulului dublu.

Fig. 190. Geodezici
care nu este mini-
mala.

pentru demonstratie se pot consulta lucririle de calcul variational
global sau cele de ,,teorie Morse”’).

Pe de alts parte, torul 7' este spatiul de configuratii al unui
pendul dublu plan. Rezultd urmatoarea

Teoremd. Peniru orice nwmere intregi m $i n existd o miscare
periodicad a pendulului duble in care unul din brate efectueazd m
rotajii in timpul in care celdlalt efectueazd n rotatii.

n plus, astfel de misciri periodice existd pentru orice valoare
suficient de mare a constantei energiei % (b trebuie si fie mai mare
¢a energia potentiald in pozitia superioari).

Ca un al doilea exemplu, si considerim un solid rigid avind
un punet fix i care se afld intr-un cimp potential arbitrar. Spatiul
configuratiilor (SO(3)) nu este simplu conex : existd in el curbe
care nu se pot contracta la un punct. Din rationamentele precedente
rezulti o

Teorema. Oricare ar fi c¢impul de forle care derivd dintr-un
potential, existd cel puiin o miscare pertodicd a rigidulut. In plus,
eistd astfel de migedri periodice pentru care constanta energiei b este
oricit de mare.

§ 46. PRINCIPIUL LUI HUYGENS

Notiunile fundamentale ale mecanicii hamiltoniene (impulsurile p, functia lui
Hamilton H, forma p dg — H df, ecuatia Hamilton-Jacobi, despre care vom vorbi
mai jos) au apirut atunci cind s-au extins la principii variationale generale (si, in

20 — c¢. 1718
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particular, la principiul actiunii stationare al lui Hamiilon § S L di=0) citeva nofiuni

deoscbit de simple si naturale ale opticii geometrice care este subordonatd unui prin-
cipiu variajional particular — principiul lui Fermat.

A. Fronturi de undi. Si trecem in revisti pe seurt® n(.){,u.m ile
fundamentale ale opticii geometrice. Conform '[)1'111(:1131ulm varia-
tional al lui Fermat, lumina se propayd din punctul q, in pomm‘u? 'qi
in timpul cel mai scurt. Viteza luminii poate depinde atit -ile plunff u
q (,,medin neomotgeln;’ )) eit si de directia razei (,,mediu neizotrop™ —
Iu, eristalele). o
a° (i’\t?org?i&:i.tﬂe mediului pot fi descrise dai}[m se aS(;)(zlgngn f:o(u”ul
punct ¢ o suprafati in spatiul tangent nq (,,.mdl’mt(_)_au.? )
Pentru aceasta, si punem in (‘,orespm}deptzy fiecdrel directil viteza
luminii in punctul q $i in directia datd (fig. 192). v -

Fie acum ¢ > 0. Si consideriim mulfimea punctelor g pini la
care lumina emisd intr-un punct dat g, poate ajunge m}‘“!“? timp
mai mic sau egal cu ¢. Frontiera @, (1) a acestel multimi se n?‘
meste froniul de undd al punctului g, dupd timpul t $i este i(’i”tn(i &
din acele puncte pind la care lumina poate ajunge in timpul ¢ dar

§1 i repede. o
" filglg froiﬂurile de undi corespunzitoare unor valori diferite
ale Tui ¢ existdh o relatie remarcabilid, descoperiti de Huygens

(fig. 193).

q;
4’%(5)

Fig. 192, Mediul I'ig. 19‘:3. infasuritoarea fronturilor-

anizotrop si neo- de unda.

mogen.

¥ Nu vom urmiiri aici o tratare riguroasi si de aceea vom 1co
terminantii sint diferiti de zero s. a. m. d. Demons‘Lratule teoremelor
de rationamentele semieuristice de la acest punct.

nsidera ci toli de-
viitoare nu depind
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Teorema Iui Huygens. Si@ considerdam frontul de wundd al
punctului o dupd timpul t : O, (1). Pentru fiecare punct qe Dy, (1)
al acestut front, s@ construim frontul de undd dupé timpul s, Oy (s).
Atunci frontul de undd al punctului ¢, dupd timpul ¢ -+ s, Gy (T4 5)
va fi infasurdtoarea fronturilor de undda g (s), e Oy, (1), astfel
construite. A

Intr-adevar, fie q,4,€®q (14s). In acest caz existdi un drum
din q, iIn q., pe care timpul de propagare a luminii este egal
¢u {--s §l nu existd un drum cu timp mai seurt. S& considerim pune-
tul q, de pe acest drum la care lumina din g, ajunge in timpul .
Nu existd nici un drum de la g, la ¢, cu timp mai scurt: in caz
contrar, drumul o, nu ar ficel maiscurt. Rezultd cii punctul q;
este continut in frontul ®q(1). In mod analog, lumina parcurge
drumul ¢,q,., in timpul &, $1 nu existd un drum de la q, la q,, cu
timp mai scurt. Din acest motiv, g4, e @, (s) — frontul de unds
al punctului g, dupd timpul s. Si ardtdm ¢d fronturile ®, (s) si
@, (1) sint tangente in punctul ... Intr-adevir, daci aceste
doud fronturi s-ar intersecta transversal (fig. 194), atunci ar
exista puncte ale lui g (1 5) in care s-ar putea ajunge din
¢, intr-un timp mai mic ca s si deci, din qq, intr-un timp mai scurt
ca t+s. Aceasta ar contrazice definitia lui ®q (¢ +-s); prin urmare,
fronturile ®g, (s) 81 ©g,(f 4+ s) sint tangente in punctul GQerqy C.0tud,

Teorema demonstratd se numeste principiul lui Huygens. Bvi-
dent, punctul g, ar fi putut fi inlocuit cu o curbi, suprafatd sau
0 multime inchisi oarecare, spatiul {q} tridimensional — cu o
varietate netedd arbitratdi, iar propagarea luminii — cu propa-
garea oricirel perturbatii care se transmite ,local’.

Principiul Ini Huygens conduce la doud moduri de descriere
a procesului de propagare. In primul rind putem urmiri razele,

6 O~ Qs

gofl 1Pad=
t

Fig. 194. Demonstrafia teoremei Ini Huygens.

deci druinurile pe care propagarea luminii se face in timpul cel mai
scurt. In acest caz, caracterul local al propagitrii este dat prin inter-
mediul vectorului viteza §. Daci directia razei este cunoscuti,
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atunci mirimea vectorului vitezi este datd de proprietdtile mediu-
Iui (de indicatoare). o ‘ ]
Pe de altii parte, putem urmiri fronturile de undd. o
S# presupunem ci in spatiul {q} se di o metricd riemanniand.
Tn acest caz se poate vorbi de vileza de miscare o Jrontului de undd.
De exemplu, si considerim ci lumina se propaga intr-un medlq
:are umple spatiul euclidian obisnuit. Atunci migcarea f.rontglul
de undi se poate caracteriza prin vectp{ul p perpendicular fron-
tului, care se construieste in modul urmator. '
Pentru orice punct g, definim functia Sq,(q) ca fiind lungimea
opticd a drumului de la g, la g, adicd timpul cel mai scurt de propa-
e @ luminii din q, in (.
o ?Multimea) de n(ilx(;el c‘})nstant {q: 8y,(q) =1} nu este altceva
decit frontul de undi Dg(t) (tig. 195). Gradientul functiei N
(relativ la metrica mentionatd mal sus) este pgrpendlcqlar pe fron-
tul de undi si caracterizeazd miscarea acestui front. Si anume, cu
cit este mai mare gradientul, cu atit mai incet se misca frontul.
Din acest motiv, Hamilton a denumit vectorul

a8
oq

P:

vectorul incetinelit normale a_frontului. . o

Directia § @ razei si directia p de miscare a frontului nu cqmcu}
intr-un mediu neizotrop. Ele sint insd legate printr-o relatie sm}pAla;
care se deduce usor din principiul ui Huygens. Reamintesc ca In
fiecare punct proprietatile mediuly sint ga}‘acterlzatc de indica-
toare — suprafata vectorilor vitezd al luminii. o

Definitie. Directia hlper.plan}ﬂ.ul tz_mgent; la indicatoare
in punctul v se numeste conjugala directiei v (fig. 196).

q Directia
razej

P=qrad S ;

Directig g

miscariy | )

frontului 7 birectia
rontul conjugata

Sqof q)=t

Fig. 195. Directia razei si Fig._ 196. Hiperplan
direcfia miscirii frontului conjugat.
de unda.

PRINCIPIUL LUI HUYGENS 309

Teoremd. Direcfia frontului de undd ®4(1) in punctul g,
coincide cu conjugata directiei razei {.

Demonstratie. S& considerim (fig. 197) punctele q.
ale razel ,q,, 0<rt <t Fie ¢ foarte mic. Atunci frontul @, _ (c)

diferd de indicatoarea punctului ¢, contractati de ¢ ori prin

)

Directia

Indicatoarea’ razel

punctului
Directia
P miscarii |
% frontului
IFig. 197. Directia razei si
directia frontului de undi
Frontulep, a( t) sint conjugate.

midrimi mici de ordinul O(e?). Conform principiului lui Huygens,
acest front @, (<) este tangent la frontul Dy, (t) in punctul q,.
Trecind la limitd pentru = — 0, obtinem teorema formulati.

Modificind metrica ajutitoare cu care am definit vectorul p,
se modificd si notiunea de vitezi a frontului, deci si mirimea si
directia vectorulul p. Pe de altd parte, forma diferentiali p dq =
=d8 in spatiul {q} =R3 este definits indiferent de metrica
ajutitoare ; valoarea ei depinde numai de frontul ales (sau raza
aleasd). Pe hiperplanul conjugat al vectorului vitezi al razei,

aceastd formd este egali cu 0, iar valoarea sa pe vectorul vitezi
este 1%,

B. Analogia dintre optiei si meeaniei. Si ne intoarcem la
mecanici. Aici traiectoriile miseirii sint extremale ale unui
principiu variafional si mecanica se poate construi ca o opticd
geometricd intr-un spatiu cu mai multe dimensiuni. Asa a procedat
§i Hamilton ; nu vom prezenta in detaliu aceasti constructie, ci
vom enumera numai acele notiuni din opticd care l-au condus pe

Hamilton la notiuni fundamentale ale mecanicii.

*) Tn acest mod, vectorii p, corespunzitori tuturor fronturilor de und# care trec

printr-un punct dat, nu sint arbitrari, ci sint supusi unei conditii: valorile admise

pentru p formeazi in spatiul {p} o hipersuprafati care este duald indicatoarei vitezelor.
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Opticd. Mecanici.

Mediul optic. Spatiul de configuratii exting
{(q, 1)}

Principiul i Fermat. Principiul lui Hamilton
3 S Lt =0.

Razele. Traiectoriile q(?).

Indicatoarea. Lagrangeanul L.

funcetineala normald p a - Impulsul p.

frontului.

Exprimarea lui p prin viteza Transformarea Legendre.
§ & razel.

1-forma pdq. 1-forma pdq— H dt.

Au rimas neutilizate numai lungimea opticd a drumului S¢(q)
si principiul lui Huygens. Notiunile analoage din mecanicd sint :
funclia actiune $i ecuatia lui Hamilton-Jacobt, la care vom trece in
continuare.

C. Acliunea ea funetie de coordonate si timp.
Definipie. Se numeste functia actiune S (g, 1) integrala

Sl @y 1) = S Idt

¥

Inatd de-a lungul extremalei vy care uneste punctele (qq, #,) xi
(¢, 1)-

Pentru ca aceastd definitie si fie corectd, trebuie luate anumite
precautii : trebuie cerut ca extremalele care pleaca din punctul
(s to) s nU se mai intersecteze, ci sd formeze ceea ce se cheami
un «cimp central de extremaler (fig. 198). Mai precis, si asociem
fiecirui punct (g, t,) punctul (q, 1) care este capiatul extremalei
cu conditiile initiale (0) = ¢, ¢(0) = ¢, Se spune c¢i extremala
v este inclus@ tatr-un cimp central dacd aplicatia (§,, 1) — (¢, 1)
este nedegeneratd (in punctul corespunzitor extremalei considerate
v si prin urmare si intr-o vecindtate a acestui punct).
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Se poate demonstra ¢i pentru |t —t,| suficient de mic extremala
vy este inclusd intr-un cimp central™.

Sa considerim acum o vecinfitate destul de micd a punctului
final (q, ?) al extremalei date. Fiecare punct al acestei vecinititi

q
t.q
' q
%%
. .At : -—-;-t v

T'ig. 198. Cimp central de Fig. 199. Extremald
extremale. . cu punct focal, care
nu-poate fi inclusi |
intr-un cimp central. :

este unit cu (qo, fp) printr-o extremald unicd a cimpului central
pus in evidentd. Aceastd extremald depinde diferentiabil de punctul
final (q, ?). Rezultd ¢i in veciniitatea aleasd este corect definiti
functia actiune : .

!
Seora s t):SL dt.
Y
In optica geometricd am considerat diferentiala lungimii optice
a drumului. Este natural ca gi aici s considerim diferentiala
functiei actiune.

~ Teorema. Diferenfiala funciiei actiune (cind punciul initial este
fixat) este egald cu

dS=p dq—H dt,

unde p=

Py si H = pg— L se determind din viteza finald §
|
a traiectoriet v.

5 ¥ Problema, S4 se arate cd pentru | {—{,| mare acest lucru nu se mai intim-
pli in general.

Indicatie. = — q (fig. 199).
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Demonstratie Si ridicim fiecare din extremal(;Ldin
. . ¢
spatiul {(q, )} in spatiul de faze extins {(p, q, )}, luind p = wre 5

inlocuim deci extremala cu orbita corespunziatoare. Obtinem atunci
in spatiul de faze extins o varietate de dimensiune n -+ 1 formata
din traiectorii, deci din liniile rotorului formei p dg— H dt. Sa‘dan‘a
acum punctului final (¢, ¢) o crestere (Aq, Af) sisi consideram fami-
lia de extremale care uneste punctul (g, %) cu_pqnctele} segmen-
tului -+ 0Aq, 1+ 0AL, 0 < 6 <1 (fig. 200). Obtinem in spatiul

Fig. 200. Calculul diferen-
{ialei functiei actiune.

fazelor un patrulater o format din liniile rotorului formei
pdq—H di; frontiera acestuia

o=y =Y+ 0 —«
este formatd din doud traiectorii v, §i y,, unarc de curbd a«, qon‘pinu:o
in spatiul (g = qo, t=1,), §i un arc de curbd @, care se proiecteazs

pe segmentul (q -+ 0Aq, ¢+ 0At). ¢ fiind format din linii ale roto-
rului formei p dq— H d¢, avem

0:SSMpdqwﬂdnzSpmy~Hdh:“—®+S~S)@dq—Hﬂﬁ

c do Y1 Ya

Pe arcul « avem insi dq =0, dt =0, iar pe traiectoriile vy; s
Yy, pdq —H dt =L at (§ 45, B). Prin urmare, diferenta

(SWS) (p dq—H dt) este egald cu cresterea functiei actiune si

Y2 M1
obtinem

Sp dq—H dt=8(q+ Aq, t+ At)— S(q, 1).
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Daci facem acum ca Agq — 0, Af — 0, rezultd

Sp dg—H di=p Aq—H At+ o (Aq, Al),
B

ceea ce demonstreazd teorema.

Vedem cd forma p dq —H d¢ pe care am introdus-o mai intii
artificial apare de la sine atunci cind se pune in evidentd analogia
dintre opticd i mecanicd, si anume din considerarea functiei ac-
fiune care corespunde lungimii optice a drumului.

D. Ecuafia lui Hamilton-Jacobi. Si ne reamintim c¢i ,,vec-
torul incetinelii normale p’’ nu poate fi complet arbitrar : el satis-
face conditia pq =1, care rezultd din principiul lni Huygens (p. 307).
O conditie similard este satisficutd §i de gradientul functiei
actiune 8.

Teorema. Functia actiune satisface ecuatia

a8
ot

)
+H(,S ,%t):& 1)
oq

Aceastd ecuatie neliniardi de ordinul intii cu derivate partiale
se numeste ecuafia lui Hamilton-Jacobz.

Pentru a demonstra teorema este suficient si remarcim cii din
teorema precedentd rezultéd

08 , 08
= H{p, q ), p =
Py (P 4 Dy 1 P

Legatura astfel stabilitd intre traiectoriile unui sistem mecanic
(,,raze”’) ¢i o ecuatie cu derivate partiale (,fronturi de undi’)
poate fi utilizatd in doui directii.

In primul rind, anumite solutii ale ecuatici (1) pot fi utilizate
in integrarea ecunatiilor diferentiale ordinare ale mecanicii. In
accasta constd metoda lui Jacobi de integrare a ecuatiilor canonice
ale lui Hamilton, metodd care va fianalizatid in paragraful urmitor.

In al doilea rind, legdtura dintre cele doud puncte de vedere —
al razelor si al fronturilor de unda — permite ca integrarea ecua-
tiei cu derivate partiale (1) si fie redusii la integrarea sistemului
de ecuatii diferenfiale canonice ale Ini Hamilton.
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S3 ne oprim mai mult asupra acestei alternative. S& punem
problema Cauchy pentru ecuatia lui Hamilton-Jacobi (1):

a8 a8
S(q, 1) = Sy(q), ; “}‘H(‘“, = O t) = 0. (2)
Gt dq

Pentru a construi solutia acestei probleme, si introducem siste-
mul de ecuatii eanonice ale lui Hamilton

. dH . cH
P= ——/—, 4 =—
g ip

impreund cu conditiile initiale (fig. 201)

q(te) = 4o, p(lg) =

Solutia corespunzitoare acestor conditii initiale este reprezentatd
in spatiul {(q, t)} de curba ¢ = q(t) care este extremald a prin-

dipiului 3 SL dt =0 (unde lagrangeanul L(q, q, f) este transformata

Legendre in p a functiei H ). Aceastd extremald se numeste
= ki 2 7 5

caracteristicd a problemei (2) care pleacd din punctul g,.

Daci t, este suficient de aproape de t,, caracteristicile care pleacd
din puncte apropiate de ¢, nu se intersecteazi pentru t,< t< 1y,
| q —q,| <R.Maimult, valorile g, si ¢ pot {i luate drept coordonate
ale punctului 4 in domeniul | | <R, {, <t <t (fig. 201).

S construim acum ,,funetia actiune cu conditia initiald S, :

A
S8(A) =so<qo>+g I(q, 4, 1) di (3)

ot

(integrarea se face de-a lungul caracteristicii care duce la A).
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Teoremi. Functia (3) este solufie a problemei (2).
Intr-adevir, conditia initiali este evident indeplinitd. Se
verificd si faptul cd este satisficutd ecuatia lui Hamilton-Jacobi,
la fel ca In teorema privind diferentiala functiei actiune (fig. 202)

9 .
.—\\ p
—
% ———/——Afj
____//
q
1, t ?} 3 t
Iig. 201..Caracteristicile Fig. 202. Functia actiune ca solutie
problemei lui Cauchy a ecuatiei lui Hamilton-Jacobi.

pentru ecuatia lui Hamil-
ton-Jacobi.

Conform lemei lui Stokes

(-5 +-§) eammane

Y1 Ys B o

Dar pe o, df = 0, p = 95,/0q si deci

S pdg — I dl = Sp dg= S dSy = Sy(qy + Aq) — Sy(qy)-

a o <2

Continuind, vy, , sint traiectorii si deci

Spdq—Hdt:SLdt.

Ti.2 Yi.2
Rezulta

S (p dq — H di) = [So(q0 + Aq) + SL dt] — [So(qo) + S L dz] =

n
£ Ye Y1

= S{A + A 4) — S(A).
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Cind At— 0, obtinem _6(;“ = — H, —gﬁ— = p, ceea ce demonstreazi teorema.
q
Problemai. Si se demonstreze unicitatea solutiei problemei (2).
Indicatie. Se diferentiazd S de-a lungul caracteristicilor.
Problemi. Si se deseneze graficele functiilor multiforme S(q) si p(q) pentru
= 1, (fig. 201).
Rdaspuns. Vezi fig. 203.

S
q
P
Fig. 203. Singularitate
q tipica pentru o solutie a
ecuatiei lui Hamilton-
Jacobi.

Unui punct de autointersectie al graficului lui S ii corespunde pe graficul lui p o
dreaptit Magzwell : ariile hasurate sint egale. Graficul S(q, {) are in punctul (g, , Z,) o
singularitate numitd coadd de rindunicd.

§ 47. METODA ILUI JACOBI-HAMILTON DE INTEGRARE A
ECUATIILOR CANONICE ALE LUI HAMILTON

In acest paragraf se defineste functia generatoare a unei transformiri canonice
libere.

Tdeea metodei lui Jacobi-Hamilton este urmétoarea: la o
schimbare canonicii de coordonate se pistreazd atit forma cano-
nici a ecuatiilor de migcare cit si functia lui Hamilton (§ 45, A).
Prin urmare, daci reusim s§ gisim o transformare canonicd care
aduce functia lui Hamilton la o formi pentru care se poate efectua
integrarea ecuatiilor canonice corespunzitoare, atunci am reusit
in acelasi timp sd integrim si ecuatiile canonice initiale. Se dove-
deste ¢d problema construirii unei astfel de transtormiri canonice
se reduce la cdutarea unui numar suficient de mare de solutii ale
ecuatiei cu derivate partiale Hamilton-Jacobi. Aceasta este
tocmai ecuatia pe care trebuie s-o satisfacd functia generatoare a
transformiirii canonice ciautate.
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Trecind la aparatul functiilor generatoare sa remarcim ci
acesta este deprimant de neinvariant si utilizeaz& in mod esential
structura coordonatelor din spatiul fazelor {(p, q)}. Din cauza
acestei situatii trebuie sd utilizidm aparatul derivatelor partiale,
acest()ea fiind obiecte pentru care insisi notatiile ascund o ambigui-
tate™).

A. Functia generatoare. Si presupunem ci 2n functii P (p, q) si
Q (p, q) de 2n variabile p, q definesec o transformare canonica
g:R¥” — R*, Atunci 1-forma p dq —P dQ este exacti (o
diferentialii totald (§ 45, A):

p dg—P dQ=4ds8 (p, q). (1)

Problema. Sisc demonstreze siafirmatia reciproci : dacé aceasta forma este
o difercatiald totald, atunci transformarea g este canonica.

Sa presupunem acum c¢i in vecindtatea unui punct (py, qo) se
pot lua drept coordonate independente functiile (Q, q). Cu alte
cuvinte, si presupunem ci este diferit de zero in (p,, q,) jacobianul

t _6£9_’.ﬂ)_ — det, (ﬂ) £ 0.
9 (p, q) dp

Transformérile canonice care au aceastd proprietate se numesec
libere. In particular, in acest caz, functia 8 se poate exprima loeal
in aceste coordonate :

S(p, q) =58 (Q, q).

Definitie. Functia §; (9, q) se numeste functie generatoare
a transforinfrii canonice g.

Subliniem c& S; nu este o functie pe spafiul de faze R* ; aceastd
functie este definitd pe un domeniu al produsului direct Rg x Rj a
doud spatii numerice de dimensiune z, ale ciror puncte se noteazi

cu Q siq.

#) Trebuie inteles clar ci, in planul x, y, mirimea du/dzx depinde nu numai de
funciia aleasd drept coordonata «, cisi de cea aleasd drept coordonatd y : in niste varia-
bile noi (x, z) valoarea lui du/dx va fi diferiti. Ar trebui sd scriem

du du

s .
dx y=eonst dx |z=const
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Din (1) rezultd ed ,,derivatele partiale’” ale lui §; sint

L’S’L(g’_(i)__ . _Q&(_Q_?_{Q_ — — P (2)
dq ’ G

Se dovedeste ci si invers, orice functie S, defineste, prin inter-
mediul formulelor (2), o transformare canonicd g.

Teorema. Fie 8,(Q,q) o functie definitd intr-o vecindlate a unui
punct (Qq, o) al produsuiui direct a doud spatic numerice euclidiene
de dimensiune n. Dacd

azslﬂ) L
)
aQa q ‘(Qu,%)

det (

atunci functia S, este functia generatoare a wunei transformdri
canonice libere.

Demonstratie. Si considerdmm urmitoarea ecuatic in
raport cu coordonatele @ : :

,.___.:p.

-

08,09
C q
Conform teoremei functiei implicite, aceasti ecuatie se poate rezol-

- . 7]
va i defineste in vecindtatea punctului (po = 08,(Q,4) R ‘lo)
)

. aq .,! (@,
o functie Q(p,q) (care satistace Q(py,q,) = Qo. Intr-adevar, deter-
. g (
minantul care este important det (M) este nenul
A aQ ¢ q (@0,%)
prin ipotezi. _
S84 considerdm acum functia
45,(0,q)
Py(q) — — 0=
%q

81 88 punem

l’('pm = P (Q(p,q)q).
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Atunci aplicatia locald ¢ : R#—>R?>" care transformi punctele
(p,q) in punectele (P(p,q), Q(p,q) este canonicd si are functia gene-
ratoare §;; intr-adeviar, prin construectie

pdq —PdQ = ,
/q e
Ba este si liberd, cici det (9Q/dp) = det(0°S,/dq 0q )% # 0.
Teorema este demonstrata.

O transformare g :R*—>R>*" este datd in general de 2n functii de
2% variabile. Am vizut cd o transformare canonicd este dati,
de fapt, de o singurd funciie de 2n variabile — functia ei generatoare.
Este ugor de imaginat avantajul pe care il aduce aplicarea functiilor
generatoare in toate calculele legate de transformirile canonice.
Cistigul este cu atit mai mare cu ¢it numérul 2» al variabilelor
este mai mare.

B. Ecuatia lui Hamilton-Jacobi pentru functia generatoare.
Si  observim cd ecuatiile diferentiale canonice pentru care
functia lui Hamilton H depinde numai de variabilele Q se inte-
greazd usor. Intr-adevér, daci H = K(Q), atunci ecuatiile canonice
sint de forma

. . 0K
. =0, P= ? 3
¢ iQ (3)
de unde rezultd
0K
Q) = Q(0), P@) =P0O) -t ——| -
30Q |a,

Vom cduta acum o transformare canonicd care sd reducd functia
lui Hamilton H(p,q) la forma K(Q). In acest scop, vom ciuta func-
tia generatoare S(Q,q) a unei asemenea transformiri. Din (2) ob-
tinem condifia

d8(Q,q9) .
i (—QL, q) — K (0) (4)
cq
in care, dupé derivare in loc de g trebuie pus q (P, Q). Si observam
cid pentru @ fixat, ecuatia (4) are forma ecuatiei lui Hamilton-
Jacobi.
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Teorema lui Jacobi. Dacd se cunoaste o solugie S(Q,q) a ecuajiei
lus Hamilton-Jacobr (4), care depinde de n parametri Q% si satis-

52
face condijia det (%—) # 0, atunci ecuatiile canonice
@Y%
. 0H
b= (5)

se rezolvd explicii prin cvadraturi. In plus, functiile Q(p,q) definite
de ecuagiile 08(Q,q)/0q = p, reprezintd n integrale prime ale ecua-
titlor (5).

Demonstratie. Si considerim transformarea canonici cu

functia generatoare S(Q,q). Avem, conform formulelor (2), p =
= 08(Q,q)/0q ecuatie din care obyinem Q(p,q). Si calculim functia
H(p, q) in noile coordonate P, Q. Avem H(p,q)= H(ds(Q,q)/0q,q).
Pentru a calcula funecfia lui Hamilton in noile coordonate, ar fi
trebuit si introducem in aceastd expresie (dupid derivare), in
loc de q, expresia lui q ca functie de P gi Q. Conform relatiei
(4), aceastd expresie nu depinde insi deloc de q, astfel incit avem
pur $i simplu

H(p,q) = K(Q)

Prin urmare, in noile coordonate ecuatiile (5) au forma (3), de unde
rezultd in mod direct gi teorema lui Jacobi.

Teorema lui Jacobi reduce rezolvarea ecuatiilor diferentiale
ordinare (5) la cdutarea unei integrale complete a ecuatiei cu deri-
vate partiale (4). Poate pirea uimitor cd o astfel de reducere, de
la ceva simplu la ceva mai complicat, reprezintd o metodi eficace
de rezolvare a problemelor concrete. Cu toate acestea se dovedeste
cd aceastd metodd este cea mai puternicid dintre metodele de inte-
grare exactd §1 ¢d multe din problemele rezolvate de Jacobi nu
pot fi rezolvate prin alte metode.

B

C. Exemple. Si consideram problema alraciiei de cédtre doud
centre fixe. Interesul pentru aceastd problemi a crescut in ultimul
timp in legdturd cu studierea misearii satelitilor artificiali ai Pi-

*) O familie cu n parametri de solulii ale ccuatiei (4) se numeste infegrali completd.
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mintului. Este suficient de clar ¢d douf centre de atractie apro-
piate situate pe axa z aproximeazid forta de atractie a unui elip-
soid usor alungit de-a lungul axei z. Din nefericire, Pdmintul nu
este alungit, ci turtit. Solutia constd in a situa centrele de atractie
in puncte imaginare la distantele 4 ie de-a lungul axei z. Formu-
lele analitice ale solutiilor isi péstreazid desigur valabilitatea si in
domeniul complex. In acest mod, se obtine o aproximare a cimpului
gravitational al Pamintului, in care ecuatiile de miscare se integrea-
zi exact §i care este mai aproape de realitate decit aproximatia
kepleriand (in care Pamintul este considerat un punct).

Pentru simplitate, s consideram aici numai problema plani a
atractiei de citre douds mase fixe egale. Succesul metodei lui Jacobi
se bazeazdi pe utilizarea unui sistem de coordonate adecvat,
asa-numitele coordonaie eliptice. Fie 2¢ distanta dintre cele doud
punete fixe 0, si O, (fig. 204), iar distantele masei care se miscd
Ia 0, §i O, — 7, respectiv r,. Coordonatele eliptice &, v se definesc
ca fiind suma gi diferenta distantelor pind la punctele O; si O,
E =1y + 1y n=1—"s

Problem#i. Si se exprime functia lui Hamilton cu ajutorul coordonatelor
eliptice.

Rezolvare. Curbele £ = const sint elipse cu focarele in O, si O,, iar curbele

7 = const, hiperbole cu aceleasi rocare (fig. 205). Ele sint reciproc ortogonale si deci
ds? = a?dE2 4 b2dy2%. Si determiniim coeficientii a si b. In miscarea de-a lungul

Fig. 205. Lilipse si hiper-

Fig. 204. Coordonate

eliptice. bole omofocale.
unei elipse avem dr; = cos « ds, dry = — cos  ds, dn=2 cos « ds. in miscarea de-a
lungul unei hiperbole avem dry = sin« ds, dr, = sin o ds, d& = 2sin « ds. Prin
1 -
urmare, a == - , b= . In continuare, din triunghiul O, MO, gdsim
2sin o 2 cos o

9
rf + r% + 2nrycosa = 4¢3,

*) Iiste vorba de exprimarea metricii euclidicne in coordonatele &, n. (N. 1)

21 — ¢, 1719
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de unde
4¢2 — 53 r2
cos’q — sin? o = ——w— ! 2
. s
2rr,
2nr,
cos?a -} sinf o = — 22
2rr,
si deci
4¢® — (ry — 1,)?
cos? o == ,._“_(1_*2)_ s
4rr,
. ry + ry)? — 4c2
sin2 g = L.._z)____ .
4ryry
Dar, d 2 7
ar, dacii ds? = a; dg, a i T = 2 24
, Z ; dgj, atunci I‘_Zaihz—, pi=a3q;, H=
2
. Pi
=Y 5~ T U. Objinem deci
a*
K]
o (r A1) — 4e? 4e? — (ry—ry)? ¢
}12})5 4..])2 (1 2) _L._i_
oy n P .
2ryry 2rr, ry Iy 1

Cumr, -+ ry = —r, = i i
iy =§&,n ry = si 4ryry, = £2 — 7?2, obtinem fin final

9 E2 — 42
E
E2 —x?

4c? — 72 4k

H = 2
p 52_7)2_&2__7)2

2
+ 2 py

Vom rezolva acum ecuatia lui Hamilton-Jacobi.
Definitie. Dacid in ecuatia

o8 a8 :
(D . o D y . o o 1 pm— !
1 ( aq, ’ ’ aa, » P 7191;) 0 {i

Yar%z‘mbllefm 0 $1 derivata 08/dq, apar numai sub forma unei combi-
nafguﬂ‘cp(dS/oql,qz), atunci se spune cd variabila q; se separd.
In acest caz, este util si se caute solutia ecuatiei sub forma

8 = 8i(q) + 8" (qsy- « « 1q2)- i\

METIODA LUI JACOBI-HAMILTON 323

Punind in ecuatia initiald ¢(d8,/0¢;,¢;) = ¢; obtinem o ecuatie
¢ un numir mai mic de variabile pentru 8’

o O i 0] =
2 Oqz ye 0 0(1” 9y Yoy oo liny M1

Tie 8 = 8'(qg. - -54s; €1, ©) 0 familie de solutii ale acestei ecuatil

depinzind de nigte parametri ¢,. Functia 8,(gy,01) + 8 va fi

solutie a ecuatiei initiale daci 8, satisface ecuatia diferentiald

ordinard, o(dS/dq,, ¢;) = ¢,. Aceastd ultimd ecuatie xe rezolvi

usor ; exprimind pe d8;/dg, prin ¢, §i ¢; obtinem dsS;/dg; = ¥(qy,
14

¢), de unde 8 :S‘I’ (1 ) dgy.

Daci in noua ecuatie (cu ®,) se separd una din variabile, S
spunem ¢,, putem repeta aceastd procedurd i continuind (in situ-
atiile fericite) obtinem o solutie a ecuafiei initiale care depinde
de n constante

S1 ((h; ¢) + 8, (QZ; Cys 02) + 8,50 .- .3 Cp)-

intr-un asemenea caz se spune ci variabilele se separd complet.

Daci variabilele se separi complet, atunci solufia depinzind
de n parametri a ecuatiei lui Hamilton-Jacobi ®,(08/cq,q) = 0
se obtine prin cvadraturi. In acest caz se integreaza prin cvadra-
turi si sistemul corespunzitor de ecuatii canonice (teorema lui
Jacobi).

Si aplicim cele spuse problemei celor dous cenive fixe.
Ecuatia lui Hamilton-Jacobi (4) este de forma

( = )2( £2 — 4¢%) + ( “ ‘2(402— 7%) = K(£%— %) + 4kE.
k3 an )

Putem separa variabilele punind, de exemplu,

a8 \*
‘ g2 — 4(,72 - 4:7‘;?—1{72:‘.(}
( Y )( ) E—HKE=cy,

0 2 o
(55 ) e s =~
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Obtinem atunci integrala completd a ecuatiei (4) sub forma

¢ B2+ 4KE — 0 — Cym?
S(E, -n;cl,cg:S]/ﬁgiTﬁ duSV 46,;_;2 dx).

Teorema lui Jacobi furnizeazi acum expresia explicitd a migcdrilor
in problema celor dous centre fixe prin _intermediul integralelor
eliptice. Un studiu calitativ amanuntit al acestor migeiri poate fi
gasit in cartea lui A. Charlier Mecanica cereascd, Paris, 1963.

O altd aplicatie a problemei atractiei de citre dous centre
fixe o reprezints studierea migedrii cw o tractiune constantd in
cimpul wnui singur centru atractor.

Este vorba de miscarea unui punct material sub actiunea
anui centru fix de atractie newtonians §1 a incd unei forte (,,trac-
tiune”), constantd ca mérime si directie.

Aceastd problemd poate fi consideratt ca un caz limitd al
problemei atractiei de citre doud centre fixe. in procesul de tre-
cere la limit#, al doilea centru se indepérteaza la infinit in directia,
fortei de tractiune (astfel incit masa lui creste pentru a fi realizats,
constanta tractiunii, deci broportional cu patratul distantei).

Cazul limitd al problemei atractiei de citre doui centre fixe
astfel obtinut se integreazi in mod explicit (in functii eliptice).
Ne putem convinge de acest lucru cu ajutorul trecerii la limitd sau
separind direct variabilele in problema misedrii cu tractiune
constantd in cimpul unui centru.

Coordonatele in care se separi variabilele, in aceastd pro-
blemi, se obtin prin trecerea la limitd din coordonatele eliptice,
atunei eind unul dintre centre se indeparteazd la infinit. Ele se
numesc coordonate parabolice si sint date de formulele

W=r—o, v=r-+ua

(tractiunea este indreptatd de-a lungul axei z).

Descrierea, traiectoriilor miseiirii cu tractiune constantd (din-
tre care multe sint destul de intortocheate) poate fi gisitd in car-
tea Iui V.V. Beletki, Studii privind miscarea aparatelor cosmice
Nauka, Moscova, 1972,
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Ca alt exemplu, s& considerdm problema determinéri} geode-
zicelor unui elipsoid cu trei axe (inggale)*l. In acest caz sint Iltl](?
coordonatele eliptice ale lui Jacobi 2, 2,, 24, care sint cele trei
ridicini ale ecuatiei

90% X2 + X3 — 1’ ;\1> 7\2 > )\3,
a; + A @ + A as + A

unde ¥, &,, 3 sint coordonatele cartezienve. Nu voi fgfec}l_l& a-,iim
calculele care aratd ca variabilele se separd (ele pot fi gasite, de
exemplu, in Lectiile de dinamicd ale lui Jacobi), ci voi da Inumm
rezultatul : mai precis, voi descrie comportarea geqdezmefor. 4
Suprafetele 3y = const, A,==const, 2z=const sint spp?@ (ft:‘elte
gradul al doilea numite omofocale. Una din ele este un ehpu;; ; alta
un hiperboloid cu o pinzd, iara treia, un hiperboloid 01111 .doug E)u}(ﬁi
Elipsoidul poate degenera in interiorul ‘unei elipse; 11]g)er 0 (3} 1
cu o pinzd—Iin exteriorul unei elipse sau in partea Ade plan cup‘1 ulgsa,
intre ramurile unei hiperbole, iar cel cu dPua pinze - 1nlpar ea
din plan din exteriorul unei hiperbole sau mtvlt-unvmtleg P anl. din
S4 presupunem cd elipsoidul pe care il considerdm este urllu an
familia de elipsoizi cu semiaxele a>b>c. iF}ecaljev din cele é'el
elipse #; = 0, 2, = 0, 23 = 0 este o geodezicd inchisd. Orice geode-
zicd care pleacd dintr-un punct al e'hpgmdel celei mai mari ép;l
semiaxele @ i b) intr-o directie a,propvlata deAdme'ctJla ?11¥se1 ( 1?,“.'
206) este tangentd pe rind la cele doué curbe inchise care formeazé

Fig. 206. Geodezice pe un
elipsoid cu trei axe.

intersectia elipsoidului cu unul din hiperboloidele cu o pinzd a
familiei noastre A = const®¥®.

*) Problema geodezicelor pe elipseid si problema inrudi_tz”% Qrivind bil)iardul c;l;};;
soidal si-au gisit aplicare intr-o serie de lucriri recente de fizicd legate de aparatura

laser. L s
#%) Aceste curbe de intersectie a suprafetelor focale se mai numese si linii de

curburd.
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Aceastd geodezicih este sau inchiséi, sau umple dens (peste
tot) inelul dintre cele doust curbe de intersectie. Pe misura maririi
incdlzirii geodezicei, hiperboloizii se contracts spre domeniul din
pinteriorul” unei hiperbole care intersecteazd elipsoidul nostra
in cele patru ,,puncte ombilicale” ale sale. In cazul limitd se obtin
geodezice care trec prin punctele ombilicale (fig. 207 ) '

Este interesant si observim el toate geodezicele care pleacs
dintr-un punct ombilical se string din nou in punectul ombilieal
opus s1 au toate, intre punctele ombilicale, aceeasi lungime. Numai
una dintre aceste geodezice este insk inchiss ;i aceasta este elipsa
medie de semiaxele g $i ¢. Daed ne vom deplasa de-a lungul ori-
carei alte geodezice care trece printr-un punct ombilical atuneci ne
vom apropia asimptotic de aceastd elipsd.

In sfirsit, geodezicele care taie elipsa mare sub un unghi si
mai mare (fig. 208) sint pe rind tangente la cele douil curbe de in-
tersectie ale elipsoidalui nostru cu un hiperboloid cu doui pinze® .

In general, ele umplu dens (peste tot) inelul dintre aceste doud
curbe.

Printre aceste geodezice se distinge elipsa micii cu semiaxele
b sioc.

s Dificultatea principald care apare la integrarea unor ecuatil
diferentiale date constd in alegerea unor coordonate adecvate,
pentru gasirea cirors nu existd nici o reguld. Din acest motiv tre-

I'ig. 207. Geodezice care Fig. 208. Geodezicele unui elipsoid,
8 8

pleacd dintr-un punct Langente l1a un hiperboloid cu doui

ombilical. pinze.

buie si mergem pe calea inversi $i giisind o anumity substitutie
remarcabild, s& ciutdm problemele in care ea poate fi aplicatd cy
stcees” (Jacobi, Lectii de dinamici)

*) Siaceste curbe sint linii de curburd.

|
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Un tabel de probleme care admit separarea variabilelor in
coordonate sferice, eliptice si parabolice se gdseste in § 48 al Meca-
nicit lui Landau si Lifschitz.

§ 48. FUNCTII GENERATOARE

. § tru transfor-
n acest paragraf se construieste aparatul functiilor generatoare pentru transfo
mari canonice care nu sint libere.

i Fie g : R*»—R?" o transformare

A. Funetia generatoare S, (P.q). Fie g : R»—R 0 trans mar

canonicl ¢g(p,q) = (P, Q). Conform definitiei formei canonice,
) ‘- g . [ 2
1-forma diferentiald pe R*

pdq — P dQ = dS

este diferentiala totald a unei funetii anumite S(p,q). O @rs(mlnsfolll‘:
mare canonicd este liberd daci se pot lua ca 2nvvar}ablle gl e‘p‘[(z3 -
dente ¢ 5i Q. In acest caz, functia S(p,q), exprimata grln csz(i)sdoggmai
q si Q, se numeste funcfia generatoare 8,(Q,q). Cuno d rumai
aceastd functie, se pot determina cele 2n functii care §
transformarea canonicd, din relatiile

~ 881(Q,QL P — — (7S1(Q,(]) . (1)
N oq ’ a0

Dar transformirile canonice nu sin‘g toate nici pe fiepa;rte
libere. De exemplu, in cazul transformarii identice, q §i Qt-e_ g
sint dependente. Prin urmare, transformarea identicd nu poa
datd printr-o functie generatoare S%(Q, q). N

Se poate insd trece la o functie generatoa_re d(i asltcg 01};;113
prin intermediul transformirii Legendre. De exemp ul, s (jll) gn-
punem ea P, q pot fi considerate eca (/:()()I'don/ate loca d? gn@iga )
dente in R? (deci cd determinantul det o (P,q)/d(p,q) = det (dP/op
este nenul). Avem deci

pdq—PdQ — ds, pdq + QdP = d(PQ + S).
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1 . . . . v
7 Funetia PQ + 8§, exprimati prin coordonatele (P,q), se nu-
meste si ea functie generatoare

S:(P,q) = P-Q + S(p,q)-

Pentru aceastd functie giisim eff

P — 08,(P,q) Q:_O_SZ(P,(]) ) o
oq opP )

Reciproc fie 8,(P, q) o functie oarecare pentru care determi-

nantul det ( w)

este nenul. Atunci, intr-o vecinit
0Piq cl, intr-o vecindtate

(Po:q,)
a punctului ( Po = 98,(P, q)/oq ) qo)se poate rezolva primul
M . (Py,9)
grup de ecuatii din (2) in raport cu P §i se obtine o functie P(p,q)
((_ﬁirez r)s)atésffgwe I;(po, qné (: Py). Dupi aceea, a doua grupd de ecuatii
2) detinegte pe Q(p,q) si aplicatia (p,q) — (P,Q) es '
in jte $ , ste  cano-
nicd (demonstrati!) P "0 : (
P II’) r(;) E)_lqc m & Si se determine functia generatoare S, a transformirii identice
Rdspuns. P q.
Observatie. Functia generatoare Sy(P, q) este in plus comods si pentru cia

1}3 formu}ele (2) nu apar semne minus si ele pot fi usor tinute minte dacs se memoreazy
cii functia generatoare a transformirii identice este Pq.

P B. EXIS[&? 2" funetii generatoare. Din picate, nici variabilele
» 4 U pot :fl luate totdeauna drept coordonate locale. Totdeauna
Se poate insa alege un ansamblu de n noi coordonate

Pi = ('Pﬁ? S Pi’k)? Qﬁ = (Q/U' “?Qf‘ﬂ-lc)

care, impreund cu vechile functii ¢, si formeze 2n coordonate inde-
pendente.
i I‘n. bl}oi.;.ag}qde mai sus, (iy,. .. ,4,), f-jl" . "j‘”"i) reprezinti o par-
.1‘91(? arbitrara a mulfimii (1,..., ») (in doui parti disjuncte) ast-
fel incit numdirul total de cazuri este 2o
Pl AN . 2n_ 22 ey 07

J Teoremd. I'ie g: R R o transformare canonicd definita
¢ Junctiile P(p,q), Q(p,q). In vecindtatea oricirui punct (p, 4,)
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se poate alege drept sistem de coordonate locale in R cel pujin unul
din cele 2" ansambluri de functii (P, Q; q):

det a(Pia Qh q) = det H(PM Qf) =0

9(Pis Pss 9) (P> q7)

In vecindiatea unui astfel de pumct, transformarea canonicd g
poate fi regdsitd, cu ajutorul functiei

‘93(1)2'7 Qh ‘l) = (Pi; Qi) + S(p dq —P dQ),

din relatiile
08, P 084

it I 3
70, (3)

Reciproc, dacd S; (P;, Q;, q) este o functie oarecare pentru care
2

. 0 .
deierminantul det |— —°>— (U = Py, Q,)) este nenul atunci
.. . 7 aq (U, 80 L. L. .
relatitle (3) definesc o iransformare canonicd in vecindtatea punctului

(Pos_90)-
Demonstratia acestei teoreme se poate face aproape la fel ca

cea din cazul particular k == n. Trebuie numai s se verifice cd

pentru unul din cele 2" ansambluri (P;, Q,, q), determinantul
P, Q)

det _,,__lv.;
d(ph p]‘)

Sé.considerdm diferentiala transformérii g in punctul (py, q,). Identificind spa-
tiile tangente la R*"™ cu R®?, putem considera ci g4 este o transformare liniard
simplecticd A : R*® — R?%,

Sa notidm cu 7 planul p-coordonatelor in R2? (fig. 209). = este un subspatiu izotrop
n-dimensional ; imaginea sa A este si ea un subspatiu izotrop. Sa proiectam planul Aw
pe planul o de coordonate (p;, q;), paralel cu axele coordonate ramase, deci in directia
planului de dimensiune nizotrop o = {(p;, q;)}. Fie T : A w— ¢ operatorul de proiectare.

Conditia det .'(}(( : Z)—— # 0 are ca semnificatie faptul c& aplicatia liniara

Pi, Pj
ToA:7m— o este nedegeneratid. Transformarea A este nedegeneratd si deci pentru
ca To A sa fie nedegenerati este necesar si suficient ca proiectia T : A w — ¢ sd nu fie
degeneratia. Cu alte cuvinte, subspatiul izotrop A = trebuie si fie transversal la sub-
spatiul izotrop . Am ardtat insd in §41 cd cel putin unul din cele 2% subspatii izo-
trope de coordonate este transversal la A =. Prin urmare, unul din cei2” determinanti
de care ne interesam este nenul, ceea ce trebuia demonstrat.

este nenul.
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Problemd. Si se demonstreze ci sistemul de 2" functii generatoare pus in
evidenta este minimal : existd transformiri canonice pentru care numai unul din cei
2" determinanti este nenul®),

Fig. 209. Pentru verificarea
nedegenerarii.

C. Transformiri canonice infinitezimale. Si considerim acum
o transformare canonicd apropiatd de transformarea identici.
Functia ei generatoare poate fi luatd aproape de functia genera-
toare Pq a transformdrii identice. S considerim o familie g, de
transforméri canonice, care depinde de un parametru e, astfel
incit functia generatoare are forma

98 98
Pq+ S (P, q;e);p=PFc—r, Q=gq+¢
daq op

(4)

Se numeste transformare canonicd infinitezimald o clasid de
echivalentd de familii g, : dou&d familii g, §i A, sint echivalente
dacd ele se deosebese printr-o marime micd de ordinul doi :

e — }1’5 == 0(82)7 e — 0.

Teoremid. O transformare canonicd infinitezimald satisface
ecuafiile diferentiale ale lui Hamilton

dP o dQ oH

de |e—o oq de |coo Jap

I

cu funcria lui Hamilton H(p, q) =S (p, 4, 0).

#*) Numirul de tipuri de functii generatoare oscileazi in diverse lucriri de la
4 1la 4™
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Demonstratia se obiine din formulele (4): P — q, cind £—0.

Corolar. Un grup cu un parametru de transformdri ale spativlui
de faze R* satisface ecuajitle canonice ale lui Hamilion dacd gi
numai dacd transformdrile sint canonice.

Legat de aceastid teoremd, funectia lui Hamilton H este denuritd
«functia generatoare a transformdric canonice infinitezimale». S&
observiim cd, spre deosebire de functiile generatoare S, H este o
functie de punctele spatiului fazelor, legatd invariant de transfor-
marea canonicd.

Functia H are o interpretare geometricd simpld. Fie x si y dou#
puncte din R* (fig. 210), v — o curbd care le uneste, dy= x—y.

p  Yig. 210. Sensul geometric
al hamiltonianului.

S4 consideram evolutia curbei y prin transformirile noastre, ¢.v,
0< t<e. Ea descrie o bandd o (¢). Si calculim integrala formei
w? = Ydp; A dg; pe 2-lantul

a(e); do(e) = gy — v + {9.¥} — {g:X}.

Problemdi. Sa se arate ca limita

1
lim — S S w? = H(y) — H(x)
e=0 €

o(e)

existd si nu depinde de reprezentantul clasei lui ge.

Din acest rezultat obtinem incd o datd un rezultat deja
cunoscut.

Corolar. O transformare canonicd pdstreazd aiit forma ecuatiilor
canonice, cit st mdrimea functiei lur Hamillon.

Intr-adevir, am calculat cresterea functiei lui Hamilton utili-
zind numai o transformare canonicd infinitezimald i structura
simpleeticd a lui R* — forma o2



CAPITOLUL 10
INTRODUCERE iN TEORIA PERTURBATIILOR

Teoria perturbatiilor reprezinti un ansamblu foarte util de
metode destinate rezolvérii aproximative a ,,problemelor” ,,per-
turbate”, apropiate de probleme ,neperturbate’ care sint rezol-
vate exact. Aceste metode se justifici ugor atunci cind este vorba
de studierea migec#rii intr-un interval de timp nu: prea mare. In
ce masurd rezultatele teoriei perturbatiilor pot fi considerate ca
valabile atunci cind se studiazd migcarea pe intervale mari sau
infinite de timp reprezintd o problemd destul de putin studiati.

Vom vedea ci in multe probleme integrabile neperturbate
miscarea este cvasiperiodicd. Pentru studierea migeirii atit in
cazul neperturbat cit mai ales in cel perturbat sint utile niste
coordonate simplectice speciale: variabilele ,,actiune—unghi’.
In incheiere, vom demonstra o teorems care fundamenteaz teoria
perturbatiilor pentru sistemele cu o singurd frecventd si vom
demonstra invarianta adiabaticd a variabilei actiune pentru siste-
mele de acest tip.

§49. SISTEME INTEGRABILE

Pentru a integra un sistem de 2n ecuatii diferentiabile ordinare trebuie si cunoas-
tem 2n integrale prime. Se dovedeste cd daci se dd un sistem canonic de ccuatii dife-
renliale, atunci in multe cazuri este suficient si se cunoasci numai n integrale prime —
fiecare din ele permite reducerea cu doud unitili, si nu cu una, a ordinului sistemului,

A. Teorema lui Liouville privind sistemele integrabile. Re-
amintim ¢ o functie I este integrald primi a sistemului cu functia
lui Hamilton H dacd si numai dacd paranteza lui Poisson (H, F)
este identic egald cu 0: ‘

(H, F) = 0.
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Definitie. Doudl functii ¥, si F,, definite pe o varietate
simplecticii, sint in involufie dacd paranteza lui Poisson este identic
egald cu zero. 5 5 .

Liouville a demonstrat ¢i dacd pentru wn sistem cu n grade de
libertate (deci cu un spajiu de faze de dimensiuni 2n) se cunosc n
inlegraie prime independente Tn involufie, atunci sistemul se inte-
greazd prin cvadraturi. o

Tatd formularea exactd a acéstei teoreme: _ _

Sd presupunem cd pe o varietate simplecticd de dimensiune
20 se daw n functii in involutie I'y,. .., Fy :

(F;,, F)) =0, 4, =1, 2,..., n.
Sd considerdm o mulfime de nwvel constant a functiilor F;
M ={a:F, () =fi, i=1,...,n}, fie R

Sd presupunem cd pe My cele n functiv F; sint independente (dect
o cele n 1-forme diferengiale AF; sint liniar independente in orice
punct din Mr).
In aceste condifii : . o '
1) My este o varietate netedd invariantd la curentul cu funcia
lwi Hamilton H = F; o 5 ‘ »
2) Dacd varietatea My este compactd §i conexd, atunci ea esle
difeomorfd cu torul n-dimensional

T" = {(@gy+ + +y Pu) MOd on};

3) Curentul cu functia lwi Hamilton H defineste pe My o miscare
cvasiperiodicd : in coordonatele unghiulare @ = (1, ..., @n)

4) Beuatiile canonice cu funcfia lui Hamilton H se integreazd
prin coadrature. oL o _

Tnainte de a demonstra aceastd teoremi, si enuntdm citeva din
corolarele ei. o

Corolarul 1. Dacd intr-un sistem canonic cu doud grade de liber-
tate se cunmoaste o integrald primd F care nu depinde de funciia lui
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Hamilton I, atunct sistemul se integreazd prin cvadraturi ; o subva-
rietate compactd, conexd si de dimensiune 2, H="h, F=f, a
spajivlui fazelor este un tor invariant pe care miscarea este cvasipe-
riodicd.

Intr-adevir, # si H sint in involutie, F fiind integrald primi
a sistemului cu functia lui Hamilton H.

Ca un exemplu de sistem cu trei grade de libertate, si consideriim
un titirez greu lagrangean simetric, fixat intr-un punct de pe o
axd. Se vede imediat ¢ existd trei integrale prime H, M, si M,.
Se verificd usor ci integralele M. si M, sint in involutie. Mai
departe, varietatea H = h in spatiul fazelor este compacti. Prin
urinare, fard nici un fel de calcule, putem spune imediat cd pentru
majoritatea conditiilor initiale® miscarea titirezului este cvasi-
periodica : orbitele umplu torii tridimensionali H = ¢;,, M. =: ¢,,
M;= c;. Cele trei frecvente corespunzitoare se numesc frecventele
de rotatie proprie, precesie si respectiv nutatie.

Alte exemple se obtin din urmitoarea observatie: dacd un
sistem canonic se integreazd prin  metoda lui Jacobi-Hamillon,
atunct el are n integrale prime in involufie.

Intr-adevir, metoda constd in a determina o transformare
canonicd (p, q) — (P, Q) in care functiile P,sd fie integrale prime.
Este insd evident c¢i functiile P, §i P; sint in involutie.

Cele ardtate se aplicd, in particular, la problema atractiei de
citre doud centre fixe. Numdirul de exemple se poate mari usor ;
de fapt, teorema lui Liouville formulatd mai sus acoperd toate
problemele dinamicii integrate pind in ziua de azi.

B. Inceputul demonstratiei teoremei Iui Liouville. Si trecem
la demonstrarea teoremei. Si considerdam multimea de nivel
constant a integralelor prime :

My ={x:F; () = f,i=1,..., n}.

Conform ipotezei, cele n 1-forme diferentiale d¥; sint liniar inde-
pendente, in fiecare punct al lui My Aplicind teorema functiilor
implicite rezultd ci My este o subvarietate de dimensiune n a.
spatiului de faze de dimensiune 2u.

*) Exceptie fac mulfimile de nivel constant singulare, unde nu este satisficuts.
independenla integralelor.
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Lema 1. Pe varietatea Mz de dimensiune n existd n cimpvm“i de
vectori liniar independente in fiecare pumct st care comutd intre
elelD emonstratie. Structura simplecticd a spa.t/iului _fazelgr
defineste operatorul I care transformi 1-formele diferentiale in
cimpuri de vectori. Operatorul I transforma 1-forma dF; in
cimpul I dF; de viteze al sistemului han‘ultomanAcu functia lui
Hamilton F,. S& ardtim ci cele n cimpuri I AF; sint tangente la
M;, comutd si sint independente. . 5

intr-adevir, din independenta 1-formelor dF; si faptul cd
operatorul I este nedegenerat (I este 1z0m0rflsmA!) rezultd inde-
pendenta cimpurilor I dFy in fiecare punct. Clmpurlle I dF;
comutd doud cite doust deoarece parantezele lui Poisson alf: fune_-
tiilor lor Hamilton sint nule : (I, F;) = 0. Din acelagi motiv deri-
vata functiei I; in directia cimpului I aF; esteAnula, pentru orice
i,j =1, ..., n. Prin urmare, cimpurile I dF; sint tangente la My
si lema 1 este demonstrata. - _

" 8% observim c#, de fapt, am demonstrat ceva mal mult ca
lema 1 : L ) . ) '

1') Varietatea My este invarianid lo fwc?res/ dm‘ciz, n curenfi
care comutd ¢ cu funciiile lui H wmzlvton Fis 0 95 = 65 955 ,

1) Varietatea My este 12otropa (altfel spus, 2-forma o= se

anuleazd pe TM ;1 pentru orice xe M;i).

x

intr-adevir, cei n vectori I dF;| sint doi cite doi antiortogonali

X
(F;, I;) = 0) si formeazd o bazd in spatiul tangent la varietatea
M; in punctul x. |

. Varietitile pe care actioneazd tranzitiv grupul R*. Vom
utiliza, acum urmitorul rezultat de topologie. o

Lema 2. Fie M" o varictate topologicd diferentiald compacti si
conexd pe care se dau n cimpuri de vectori care comutd doud cite dovd
si sint liniar independente in fiecare punct al lui M. Atunci varie-
tatea M™ este difeomorfd cu un tor de dimensiune n.

Demonstratie. S& notdm cu g, i =1,...,n, gru-
purile cu un parametru de difeomorfisme ale lui M, corespunza-
‘toare celor n cimpuri de vectori. Cum cimpurile comuta, grupurile
gL, g; comutd i ele. Putem deci (}eﬁm o actiune g a grupului abelian
R" = {t} pe varietatea M, punind

gt: M — M, ¢ =ghro... ogin (t = (ty, .., ta) € R").
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Evident, ¢'*% = g¢' o g5, Vt,se R*. Si fixdm un punct z,e M.
Atunci este definitd aplicatia

gt RE 5 M, 2(t) = gtx
] &y 0

(punctul z, se deplaseazd pe traiectoria primului curent in inter-
valul de timp #;, pe traiectoria celui de-al doilea — in intervalul
de timp ¢, s.am.d.).

Problema 1. S se demonstreze cii aplicafia g construitd mai sus (fig. 211)
defineste, prin restricjie la o vecindlale suficient de micd V a punctului 0eR®, o harid in

Fig. 211, Problema 1.

Fig. 212. Problema 2.

vecindlalea punciului x, : exisid o vecindlale U a [ui xy in M (xg€ U < M) astfel incit
IV V — U este difeomorfism pe U. Punctul x, este arbitrar.

Indicatie. Se aplicd teorema functiilor implicite si se utilizeaza independenta
celor n cimpuri de vectori in punctul x4.

Problema?2. Si se demonstreze ci aplicatia e R" — M este surjectivi.

Indicatie. Se uneste punctul ze€ M cu x, printr-o curbd (tig. 212); se
acoperd curba cu un numair finit de vecinatiti de tipul celor din problema precedentii*)
si se defineste t cu xog(t) == g ca suma translatiilor t; corespunzitoare punctelor care

impart curba.

Sd remarcim ci aplicatia g : R* — M nu poate fi bijectivi -
M" este compactd, iar R* — nu. S4 studiem imaginea reciprocs,
g™t (@) a punctului x,e M".

Definitie. Senumegte grupul de izotropie al punctului z,
multimea I'a punctelor te R” pentru care ¢gtz, = w,.

Problema 3. Si se demonstreze ci I' este un subgrup al lui R? care nu
depinde de punctul x,,.

Rezolvare. Dacd gtz, = z; goxg=xy atunci gs+try=y8 (gt z,) = ¢8 xy==
= &y 81 y=tay=g—t(gh x;)= 2y Prin urmare, I' este un subgrap al lui R%. Daci z=g z,,
siteI' alunci gt ¢ = gt+ra, = ¢ ¢t 2, = g, = z.

Prin urmare, grupul de izotropie I' este un subgrup bine definit
al lui R*, care nu depinde de punctul x,. In particular este evident.
c¢d punctul t = 0 este in I': 0e T,

*} ,,Centrate** in puncte de pe curbd. (N.T.)
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Problema 4. Sidse demonstreze ¢ intr-o vecindlate suficient de micd V a pune-
fuluit = 0 in B ny exista puncte diferite de O ale grupului de izotropie I'.

Indicatie. Aplicatia x,: V — U este un difeomorfism.

Problema 5. Si se demonstreze cd, pentru orice punct t€ I', in vecindtatea
t+ Valuit in BR® nu existd puncte diferite de t din grupul de izotropie I' (fig. 213).

Prin urmare, punctele grupului de izotropie I' formeazd in R"
o submultime discretd. Subgrupurile de acest tip se numese
subgrupuri discrete.

y

i

P ‘ ‘
t+V .
® © 7
' t r e
) L 2 [ ]
Vﬂ[-- «
A ) . 3 R

Fig. 213. Problema 5. Fig. 214. Subgrup discret
al planului.

Exemplu. Fiee;, ...,e, k vectori liniar independenti din
R”,1 < k < n. Multimea tuturor combinatiilor liniare cu coeficienti
intregi de acesti vectori (fig. 214)

mye; - ... Fmpe,meZ ={...,—2,—-1,0,1,2,...}

este un subgrup diseret al lui R”. De exemplu, multimea tuturor
punetelor eu coordonate intregi din plan este un subgrup discret al
planului.

D. Subgrupurile diserete ale lui R”. Vom utiliza acum urmatorul
rezultat din algebrd : exemplul de mai sus epuizeaza toaye sub-
grupurile diserete ale lui R”. Mai precis, vom demonstra urmétoarea

Lemi 3. Fie T' un subgrup diseret al lui R*. Atunci ewistd k
(0 < &k < n) vectori liniar independenti e, ..., e eI’ astfel incit
I’ coincide cv mulfimea tuturor combinatiilor liniare cu coeficienti
Intregi ale acestor vectori.

Demonstratie. Vom considera in R" o structurd eucli-
diani arbitrarss. Avem 0 e T'. Dacd I' = {0}, lema este demonstraté.
Daci nu, existdh un punet e e I', ¢, # 0 (fig. 215). S& considerdm
dreapta Re, si s aritém cd pe aceastd dreaptd existd un punet

22 — c. 1718
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e, e I aflat la distanta minimi de 0. Intr-adevir, in discul de razi
|e,| cu centrul in 0 se giseste numai un numéir finit de puncte din I’
(dupd cum am vizut, fiecare punct din I' existd o vecindtate
standard —translatata lui V' — care nu contine alte puncte din I").

Punctul ¢, cel mai apropiat de 0 din multimea finitd de puncte
din acest disc, asezat pe dreapta Rey, va fi punctul cel mai apro-
piat de 0 din I'.

Tig. 215. Pentru demonstratia lemei 3.

Pe dreapta Re, se gisese, ca puncte din I', multiplii intregi
de e, (mey, me Z) si numai aceytia. Intr-adevir, punctele me, im-
part dreapta Re, in segmente de lungime [e,]. Dacé in interiorul
unuia din aceste seginente [me;, (m--1)e;] ar fi ayezat un punct
e I', atunci punctul e — me; e I' ar fi mai aproape de 0 decit ¢y

Dacd I’ nu are puncte situate in afara dreptei Re,, lema este
demonstratd. Si presupunem ci existd un punct e< I', e ¢ Re;. Si
aritdm e existd un punct e, T', cel mai apropiat de dreapta Re,
(si astfel incit e, ¢ Re,). Pentru aceasta sd proiectdm ortogonal
vectorul e pe dreapta Re,. Proiectia apartine numai unuia din
segmentele A = {ie;}, m < A < m—+1. S& considerdm un cilindru
drept C cu axa A gi baza un dise de razd egald cu distanfa de la ¢
la A. Tn acest cilindru se giiseste numai o mulfime finitd (nevidi)
de puncte din T'.

Tie e, cel mai aproape de dreapta Re, dintre aceste puncte cu
¢, ¢ Re,.

Problema 6. Sisedemonstreze ci distanfa de Ja yn punct oarecare al grupulu i
T care nu este asezal pe dreapta Re,. la aceastd dreapld nu este mai micd decil distania de la
e, la dreapla Re,.

Indicatie. Prin translatia cu me, sc poate face ca proiecltia punctului pe
dreapta Re, s fie mutati in segmentul A.

Combinatiile liniare cu coeficienti intregi ale lui e; si e, for-
meazd o retea in planul Re; + Re,.

Problema 7. Sisedemonstreze ¢ in planul Re, + Re, nu existd puncte din T’
diferite de combinaliile liniare cu coeficien{i intregi ale lui e, si e,.
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Ind 1 catie. Divizali planul in paralelogramele A = N0 -+ eyt my < A <
< mi+q (fig. 216). Dacd am avea e € A, e % mye,-mye,, atunci punciul e — mye, —
— mye, € I' ar fi mai aproape de Rey cae,.
~ Daeca I’ nu are puncte in aﬁfarva plgmu_lui Re; 4+ Re,, teorema este
demonstratd. Sa presupunem cé existd un punct ee I' care nu se
gdseste in acest plan. Atunci existdh un punect e;e I' la distantd

Fig. 216. Problema 7.

[ 7T 7
7 7
L7 7

minimd de planul Re; + Re,; punctele mye; + mye, + mye,,
m; € 4, epuizeazd punctele lui I' din spatiul tridimensional
Re, + R92+Re%. Da.ci'in acest fel I’ nu a _fo.st epuizat, se alege
punctul cel mai apropiat de acest spatiu tridimensional s.a.m.d.

Problema 8. Sise demonstreze ci puncial cel mai apropiat existd intotdeauna.

Indicatlie. Sealege punctul cel mai apropiat din numaérul finit de puncte ale
,.cilindrului’” corespunzitor C.

S& observam c¢d vectorii e, e,, e,, ..., astfel obtinuti sint
liniar independenti i fiind toti elemente din R*, sint in numr de
k< n.

Problema 9. Sidsearate ¢d I' este epuizat de combinatiile liniare cu coeficienti
inlregi ale veclorilor ey, ..., eg.

Indicatie. Se imparte spafiul Re; 4 Re, -- ...+ Rey in paralelipipede A
si se arata ca nici unul din aceste paralelipipede nu contine in interior puncte din 1.
Daca existie’ € I' in exteriorul spaliului Re, 4 Re, 4 ... -+ Reg, constructia nu este
terminata.

Prin urmare, lema 3 este demonstrata.

Acum este usor s4 demonstram lema 2 : My este difeomorfi cu
un tor 7™.

S& considerdm un produs direct de I cercuri si n—~ drepte :

TP X R'™F = {( @1y evuy Ok Ypp « v vy Yuoi)} @ Mmod 2 7

impreund cu aplicatia naturald p : R* — T% x Rr=*

P (9,¥) = (¢ mod 2 7,y).
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Punctele vy, ..., v;€ R*(v; are coordonatele ¢; =2 =, ¢; =0,
y = 0) trec in 0 prin aceastd aplicatie p.

Fie e, ...,¢;€ I' = R* generatorii  grupului de izotropie
(vezi lema 3). S& aplicim spatiul liniar R = {(¢, ¥)} pe spgplul
R = {1} astfel incit vectorii v; s fie transformati in vectorii e;.
Fie A : R* — R* difeomortfismul astfel definit.

Si observam cit R® = {(¢, ¥)} defineste hiirtile lui 1% xR»-*
iar B" — hiirtile varietdtii noastre M;.

Problema 10. Sise demonstreze cii aplicatia de harli A :BR* — IR® dejineste
un difeomorfism A : T% x " * M;

4
R”? = {(9, v)} ————————— > R” = {t}
?|
b {
Th X Rn~k M

Prin ipotez# insii varietatea My este compactd; rezulté k=n
si My este un tor de dimensiune ». Lema 2 este astfel demonstrata.

Cu ajutorul lemei 1, am demonstrat primele doud afirmatii ale
teoremei.

In acelagi timp am construit pe M; coordonatele unghiulare
Ppy - - -5 @ od 2m.

Problema 11. Si se arate cit sub acfiunea curenlulul cu funciia lui Hamilton
H, coordonalele unghiulare @ variazd uniform :

Pi = o o = o; () ;0 ()= ¢ (0) + ot

Cu alte cuvinte, miscarea pe torul My esie cvasiperiodicd.

Indicatie. ¢ = A7 t.

Dintre toate afirmatiile teoremei a riimas nedemonstrati doar
ultima : sistemul se integreazi prin evadraturi.

§ 50. COORDONATELE ACTIUNE-UNGHI

in acest paragraf se aratél ci, in ipotezele teoremei lui Iiouville, se pot alege}
niste coordonate simplectice (I, @) astfel incit integralele prime F; sd depindd numai
de I, iar @ si fie coordonatele unghiulare pe torul 1.
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A. Deserierea coordonatelor actiune-unghi. In §49 ne-am
ocupat de studierea unei singure varietdti conexe §i compacte —
varietatea de nivel constant a integralelor prime : My = {a : F(z)==
== f}; s-a ardtat cd M; este un tor de dimensiune # invariant in
raport cu curentul hamiltonian. Am ales coordonatele unghiulare
¢: pe M; astfel incit curentul cu functia Iui Hamilton H = I7; s
capete pe M; o formé deosebit de simpls :

© oM e =0 +omt

Sd considerim acum o vecinidtate a varietitii de dimensiune n,
My, in spatiul fazelor de dimensiune 2#.

Problemda. Sd se demonstreze ci variefatea My are o vecindtate difeomorfd
cu un produs direct al torului de dimensiune n, T™, cu discul de dimensiune n, D", din
spafiul euclidian de dimensiune n. .

Indicafie. Seiau drept coordonate functiile F; si variabilele unghiulare Qi
construite mai sus. Cum formele dF; sint liniar independente, functiile /; si @; (i=1, ...

.., n) definesc un difeomorfism al unei vecindtiti a lui My pe produsul direct
T" x D™, ‘

In coordonatele (F, @) introduse, curentul cu functia lui Ha-

milton H = F, se serie sub forma unui sistem de 2n ecuatii diferen-
iale ordinare cu o structuri deosebit de simpli :

dF §
Fraie 0, T o(I), | 1)

care se integreazd imediat; F(f) = F(0), @(1) = ¢(0) ++ o (F (0))¢.

Prin urmare, pentru a integra explicit sistemul canonic de ecua-
tii diferentiale de la care am plecat, este suficient si gisim sub
formi explicitd variabilele @. Se dovedeste ¢d acest lucru se poate
face utilizind numai cvadraturi. O astfel de constructie a variabi-
lelor ¢ este datid mai jos.

Observam aici cd variabilele (F, ¢) nu sint, in general, coordo-
nate canonice. Se aratd cd existd anumite functii de F — pe care le
notdm cu I = I(F), I = (I, ..., I,), astfel incit variabilele (I, @)
sint deja simplectice : structura simplecticd inifiald v? se exprimd
in aceste coordonate in forma standard

mzzz dI; /\ d@z.
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Variabilele T se nwmese variabilele activne® si impreund cu
variabilele unghiulare ¢ formeazi, in vecindtatea varietdtii M;
un sistem de eoordonate canonice acfiune-unghi. '

Functiile J; sint integrale prime pentru sistemul cu funetia Tui
Hamilton H = F,, fiind funectii de integralele prime F;. La rindul
lor, variabilele F; se pot. exprima prin Lsi, in particular, M =F, = H(I).
In variabilele actiune-unghi ecuatiile diferentiale ale curentului
studiat (1) au forma

dl l

¢
0,5 — o). 2
dt Tt M =)

Proble mi. Functia @(i) din (2) poate fi arbitrarid ?
Rezolvare. In variabilele (I, @) ecuatiile curentului (2) au forma canonici

oH
cu funetia lui Hamilton J/(1). Prin urmare, o) = “JIA ; prin urmare, dacd numarul

gradelor de libertate cste n > 2, atunci functia @(¥) nu este arbitrard, ci salisface
o do; doj
condilia de simetrie -—— = -~
ol; al;

Variabilele actiune-unghi au o importantd deosebitd in teoria
perturbatiilor ; in §52 se indicid aplicarea Jor in teoria invariantilor
adiabatici.

B. Construirea variabilelor actiune-unghi in eazul unui singur

grad de libertate. Un sistem cu un grad de libertate este dat in
planul (p, q) de o functie Hamilton H(p, q).

. . . 1 1,
Exemplul 1. Osecilatorul armonic H - — p*4 — ¢*
2 2
. - 1, , .1 ., .,
sau, mai general, /T == — a* p* 4+ — b* ¢~
: 5 5 /

Exemplul 2. Pendulul matematic I = %. P — cos q.

Tn ambele cazuri existd curbe inchise compacte M, (H = h) si ne
aflam in conditiile teoremei din §49, pentru » = 1.

Pentru a construi variabilele actiune-unghi, vom cauta o
ransformare canonicd (p, ¢) = (I, ¢) care sa satisfacd doud conditii :

1) I = I(h), 2) 3§ do=—2m (3)

Mp

# Este clar ¢ii I se midsoari in aceleasi unilili ca si acliunea.
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Problemi. S& se determine variabilele actiune-unghi in cazul oscilatorului

1 1
armonic simplu I = -—72—~ P2 - q°.
Rezolvare. Dacarsi ¢ sint coordonate polare, atunci dp A dg =rdr A dep=

r2 2 g2
=d A de. Prin urmare I = H = Ii—i
L2 2

Pentru a construi transformarea canonicid p, ¢ — I, ¢ in cazul
general, ii vom céduta functia generatoare S(I, q) :

a8 (I, q) a8 (I, q)
== —— _ —_— 4
P 0q y @ oI ’ ( )
H (?ﬁffz_), q) — I(I).
aq

Pentru inceput, s presupunem ca functia () este eunoscutd si
este inversabild, astfel incit fiecare curbd M, este definiti de
valoarea lui I(M, = Mup). Atunci, fixind valoarea lui I, din (4),
obtinem

ds = p dg.

I==const

Aceastd relatie determind pe curba My o 1-formd diferentiald
bine. definitd dS.
Integrind aceasté 1-formd de-a lungul curbei My, obtinem
(in vecinitatea punctului g, fixat) o functie
q
S, q) = Sp dg.
9o

Aceastd functie este chiar functia generatoare a transformdrii
(4) in vecindtatea punctului (I, q,). Prima dintre conditiile (3)
este automat indeplinitad : I = I(h). Pentru a realiza si a doua con-
ditie, s& analizim comportarea ,,globald’ a lui S(I, q).

Atunei cind se parcurge in intregime curba inchisd My,
integrala formei p dg capatd cresterea

ASI) = ﬁg p dg,

Mir)
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egald cu aria IT cuprinsd in interiorul curbei My;). Prin urmare,
functia 8 este o ,functie multiformd’’ pe curba Mg : ea este
definitd numai pind la un termen aditiv egal cu un multiplu intreg
de II. Acest termen nu influenteazd insé derivata 9S(I, q) [0 ¢ dar
conduce la un caracter multiform al derivatei ¢ = 08/0 I. Aceastd
derivatd este definitd numai pind la un termen aditiv egal cu un

multiplu de 37 A S(I). Mai precis, formulele (4) definesc o
1-formd do pe curba M), iar integrala acestei forme pe M) este

d i
egald cu — A S(I).
= a1 *( )

Pentru ca a doua dintre conditiile noastre, ¢ dp = 2 =, si&

Mycr)
fie indeplinitd, este necesar ca
I
A nsny—omr =28 1
ar 27 27
unde Il = ¢ p dg este aria mirginitd de orbita H = h.

Mycr)
Definitie. Se numeste variabild acfiune in problema cu
un grad de libertate cu functia lui Hamilton H(p, q), functia

() — 1),
27
in final, ajungem la urmitoarea concluzie. Si presupunem ci
d II /dk = 0. In aceste conditii este definitd functia I(k), inversi
funetiei ii(I).
q

Teoremid. Sd punem S, q) = Sp dg . Atunci  formu-

H==h(I)

o
lele (4) definesc o tramsformare canonicd p, ¢ I, ¢ care
satisface condifitle (3).
In acest mod, coordonatele actiune-unghi in cazul unidimen-
sional au fost construite.

Problema. Sise determine S si I pentru oscilatorul armonie.

1 1
Raspuns. Dacd H == T a?p? + o b2q? (fig. 217), atunci My este o elipsa

pA
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. . . . : an Van 2wl 2mh
care este frontiera unui domeniu cu aria II () =7 2200170 = o = —r |
a b ab (3]
Prin urmare, peniru oscilatorul armonic vartabila actiune este raportul dintre encrgic si
frecventd. Variabila unghiulara, ¢ este, evident, fuza oscilatiiior.
Problemad. S se demonstreze ci perioada 7' a migcirii pe curba inchisi
Il = h din planul fazelor p, q este egald cu derivata ariei marginite de aceastd curbi
in raport cu h:

aIL (1)

dh

Rezolvare, In variabilele actiune-unghi ecualiile de miscare (2) ne dau

. OH ar\~! diry—! 2r  dll
R B Rl s = e ——
oI dh dh P dh

C. Construirea variabilelor actiune-unghi in R*. Si trecem
acum la un sistem cu » grade de libertate, definit in R** de functia
lui Hamilton H(p, g)si care aren integrale prime in involutie &, = H,
..., I,. Nu vom repeta rafionamentele care ne-au condus la

alegerea2 n I = $pp dg in cazul unidimensional si vom defini

direct cele n variabile de actiune I.

Fig. 217. Variabila acliune
=]
pentru oscilatorul armonic.

Fig. 218. Independenia va-
riabilei acfiune de alegerea
drumului de integrare.

Fie vy ...y Yo 0 bazd de cicli unidimensionali ai torului M;
{cresterea coordonatei ¢; pe cielul v; este egald cu 2 =, dacih ¢+ = j
si cu 0 dacd 7 # j). Punem

17 -

I, =—dpdgq. (5)
27!
Y

Problemi. Si se arate cit aceasid infegrald nu depinde de alegerea curbei ~;
care reprezintd un ciclu din bazi (fig. 218).
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Indicatie. In §49 s-aaritat ci, pe varictatea My, 2-forma w? = Z dp,; A dg,
este egald cu 0. Aplicind formula Iui Stokes, obtinem

% pdq — %qu = gsdp N dq =0,
Y Y ‘c
unde Jo =y — Y.

Definitie. Cele » mirimi I(f) definite de formulele (5)
se numesc variabilele actiune.

S& presupunem acuin ci, pentru valori date, f;, pentru cele »
integrale prime F;, cele = funetii I, sint independente:

0
lele I, ¢ se pot lua drept coordonate.

Teoremi. Transformarea p, q — I, @ este eanonici :
Ydp, Adg, =Y, aI; A dg,.

Indicim demonstratia acestel teoreme. S& considerim pe My
1-forma diferentiald p dq. Varietatea My fiind izotropd (§49),
aceastd 1-formid pe My este inchisd : diferentiala ei exterioari

ol - . . . -
det ( ——) # 0. In acest caz, intr-o vecinitate a tornlui My, variabi-

Fig. 219, Independenta de drum a integralei formei
pdq pe M,

o? = dp A dq este identic egald cu 0 pe varietatea M;. Din acest
motiv (fig. 219).

x

S (x) :S p dq
%o
nu se schimbéd la deformarea drumului de integrare (formula lui
Stokes). Prin urmare, S(x) este o funetie multiformd pe M, ale
cirei perioade sint,

Mg

v
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Fie acum x,€ M, un punct in vecindtatea ciruia variabilele g
pot ti alese drept coordonate pe M, astfel incit subvarietatea
M; = R? este datd de » ecuatii de forma p = p, q), q(x,) = q,-
intr-o veciniitate simplu conexd a punctului g, este definitid functia
unitorma

q
S (I, q) = Sp (I, q) dq,

)

pe care o putem lua ca functie generatoare a transformirii canonice
Ppa—Le:

Se verificd usor cd aceste formule definese cu adevirat o trans-
formare canonicd nu numai in vecinidtatea punctului considerat, dar
si ,,global”’ intr-o vecindtate 2 lui M;. Coordonatele ¢ vor fi functii
multiforme cu perioadele

Ai ©; = l-gﬂsi— == ~~«~-(?—— A( S - 0 2w IL =27 8,‘]-,
UI] (/I, 0’1

ceea ce trebuia demonstrat.

Sa obsgerviim ¢ toate constructiile noastre contin numai opera-
tii ,,algebrice’’ (inversdri de funetii) si ,,cvadraturi’’ — calculul
integralelor unor functii cunoscute. Prin urmare, problema inte-
gririi unui sistem canonic de 2p ecuatii pentru care se Cunosc »
integrale prime in involutie se rezolvd prin cvadraturi, ceea ce
demonstreazd si ultima afivmatie a teoremei lui Liouville.

Observatia 1. In cazul unidimensional variabilele acti-
une-unghi nu sint univee definite de conditiile (3). $1 anume, ca
rariabild de actiune am fi putut lua I” == I |- const, iar ea variabild
unghinlard ¢’ = ¢ + ¢(I).

Observatia 2. Am construit variabilele actiune-unghi
numai pentru sisteme cu spatiul fazelor R*. Se pot insd introduace
rariabile actiune-unghi si pentru sisteme definite pe o varietate
simplecticid arbitrard. Ne vom mirgini aiei la un singur exemplu
simplu (fig. 220).
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Spatiul de faze natural al pendulului ( I = % P2 — cos q)

trebuie considerat ca fiind nu planul {(p, )}, ci suprafata cilindru-
lui R* x 8% care se obtine prin identificarea unghiurilor ¢ care
difer® printr-un multiplu intreg de 2x.

Jurbele de nivel ecritice H = - 1 impart cilindrul in trei re-
giuni 4, B, 0, fiecare difeomorfi cu produsul direct R xS In
fiecare din aceste regiuni se pot introduce variabile actiune-unghi.

Fig. 220. Variabile acfiune-unghi pe o varie-
tate simplectica.

In regiunea mirginiti B, traiectoriile inchise reprezintd osei-
latiile pendulului, iar in regiunile neméirginite — rotatiile.

Observatia 3. La fel ca si in exemplul analizat, in eazul
general ecuatiile F; = f; inceteazi, pentru anumite valori f;, de a
mai fi independente §i M nu mai este o varietate. Acestor valori
critice { le corespund separatoarele care impart spatiul fazelor in
regiuni de tipul regiunilor A, B, ¢ de mai sus. In unele din aceste
regiuni varietitile M; pot si nu fie compacte (regiunile 4 si €
in planul (p, q); alte regiuni insd se fibreaz& in tori invarianti
de dimensiune », Mg; in vecinidtatea unui astfel de tor se pot
introduce coordonate actiune-unghi.

§ 51. MEDIEREA

In paragraful acesta se demonstreazi coincidenta dintre media temporald si media
pe spatiul fazelor pentru sistemele care efectueazi o miscare cvasiperiodica.

A. Misearea evasiperiodied. In paragrafele precedente ne-am
intilnit adesea cu migedri evasiperiodice : figurile lui Lissajous,
precesia, nutatia, rotatia unui titivrez s.a.m.d.
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Definitie. Fie T" un tor n-dimensional §i @ = (@5, - - -5 Pa)
mod 27 coordonate unghiulare. Se numeste miscare cvasiperiodicd
grupul cu un parametru de difeomorfisme I™ — T, definit de
ecuatiile diferentiale (fig. 221)

¢ =0, ® = (0 ..., 0,) = const.
Aceste ecuatii diferentiale se integreazd imediat :
9 (1) = ¢(0) + 0.

e Fig. 221. Miscare cvasiperiodica.

0 2n €}

%,

Prin urmare, in harta {¢}, traiectoriile sint drepte. Traiectoria
pe tor se numeste infdsurdtoarea torului.

Exemplu. Fie n = 2. Dacii o,/o, == Iy/k,, atunci traiectoriile sint inchise ;
dacd w,/w, este un numir irational, atunci fiecare traiectorie este densd peste tot pe
tor (vezi §16).

Mirimile ..., ®, se numese frecventele miscdrii covasiperi-
odice. Frecventele se numesc independente dacd ele sint indepen-
dente peste corpul numerelor rationale : daci ke Z" si (k, o) = 0,
atunei k = 0%,

B. Media spatialda si media temporalid. Fie f(¢) o functie in-
tegrabild pe torul 1.

Definitie. Se numeste media spatiald a functiei f pe torul
T* numirul

F= n>-ﬂ2§ . .Snf(qw) Aoy ... dg,.
0 0

S4 consideram valoarea functiei f(p) pe traiectoria (i) = ¢, +
- t®. Se obtine o functie de timp f (¢, + t ®).

*) K = (ky, ..., kn) cu k; numere intregi.
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Si considerim media ei.
Definitie. Se numeste media temporald a functiei f pe
torul 7™ functia
.
" B
f (9o) = lim . .T((P(w +to)dl
Too T
0

(definitd in punctele @, pentru cave limita existi).

Teorema de mediere. Dacd funciia f esic continud (sau cel
putin integrabild Liemann), iar frecveniele o; sint independente,
atwnci media iemporald este definitd peste (ol 51 este egald cu media
spafiald.

Problemad. Sa se arate cd daci frecventele sinl dependente, atunci media
temporald poate sit nu coincidd peste tot cu media spatiali.

Corolarul 1. Daci frecventele sini independente, atunci fiecare
traiectorie {@(1)} este densd peste tot pe torul T".

Demonstratie. Sipresupunem contrariul. Atunci existd
o vecindtate D a unui punct al torului in care nu se gisesce puncte
ale traiectoriei ¢(f). Se poate construi usor o functie continud f,
egalé cu 0 in exteriorul lui D 3i cu media spatiald f== 1. Pe traiec-
toria. @(t), media temporald este f*(¢@,) = 0 # 1. Contradictia cu
coneluzia teoremei demonstreazid corolarul 1.

Corolarul 2. Daci frecveniele sint independente, atunci orice
traiectorie este uniform distribuit@ pe torul T".

Aceasta inseamnd ¢d timpul total pe care traiectoria il petrece
intr-un anumit domeniu D este proporfional cu misura lui D.

Mai precis, fie D un domeniu mésurabil (Jordan) in 7". Si notim
cu tp (T) timpul total pe care segmentul de iraiectorie {@(t):
10 < ¢ << T} il pelrece in interiorul lui D. Atunci

p(T)

lim 220 = mes DJ(2=)".
T—-co T

Demonstratie. Aplicam {eorema functici caracteristice
famultimii D (feste integrabila Riemann, domeunial D fiind masu-
p

rabil Jordan). Atuneci Sf(q) Oy dt = =p(T) si f = (2m)~" mes D,

0
deci corolarul rezultd direct din teoremi.
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Corelar. In sirut

1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2...
al primelor cifre ale numerclor 2", numdrul 7 apare mai des ca numdrul 8

1g8 — 1g7 .
de ————— ori.

129 —1g 8

Teorema de mediere apare implicit incd in lucririle lui Laplace,
Lagrange si Gauss de mecanicd cereascd ; ea este una din primele
,,teoreme ergodice’’. Demonstratia riguroasd a fost datd de-abia
in 1909 de citre P. Bohl, W. Sierpinski 5i H. Weyl, in legitura cu
problema lui Lagrange privind miscarea medie a periheliului
Pamintului. Mai jos se expune demonstratia lui H. Weyl.

C. Demonstratia teoremei de mediere.
Lema 1. Teorema de mediere este adevdrald penirw funciiile
exponentiale de tipul f = ¢®®, ke Z", o _
Demonstratie. Daca k=0, atunci f = f=f* =1 i
teorema este evidentd. Dacd k # 0, atunci f = 0. Pe de altd parte,
T
. i@ __ 1
ek, @oti) (f — Q) —
ik, ®)
0

Prin urmare, media temporald existd i este egald cu

[ elP) ik __ 1]

. —= 0,
ik, o) T

lim

T-o00

ceea ce trebuia demonstrat. : . )
Lema 2. Teorema este adevdratd pentru polinoamele trigonome-

trice

f=Y fe®o.

k<N

Demonstratie. Atit media spatiald cit i cea tempo-
rali depind liniar de f gi deci, conform lemei 1, coineid, c.c.t.d.
Lema 3. Fie f o funetie reald continud (saw cel putin inlegrabild
Riemann). Atunci, pentru orice = >0 existd doud polinoame trigo-

: AT o 1 P4
nometrice Py st P, asifel incit Py <f < Py (7)?)7‘ S (Py—P,) do<<e.
Tﬂ
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Demonstratie. Pentru inceput, si presupunem cd f
este continui. Conform teoremei lui Weierstr ass, ea poate fi aproxf—

matd cu un polinom trigonometric P : |f — P| < _él. Polinoamele

-l

€ € . ~
P, =P — _2_§1 P, =P + 5 sint cele ciutate.

Dacéd f este discontinui, dar integrabili Riemann, atunci
existd doud tfunetii continue Ji st fy astfel incit f, < f < f, si
9 -n € 1 e . 107
(2 m) S (fo — f1) do < 5 (tig. 222 corespunde functiei carac-

TTL

Lfh

Fig. 222. Aproximarea functiei f cu polincame
trigonometrice P, si P,.

= A

A

teristice a unui segment). Aproximind pe f; si f, eu polinoame

Py < fi <o Py 27 (P — ) Qg < oo
T?L
(2 w)~" S( fi — P;) de < oo, obtinem afirmatia lemei.
Tn

Putem incheia acum demonstratia teoremei. Fie ¢ > 0.
Atunci, conform lemei 3, existd doui polinoame trigonometrice

Py<f <Py @m (P~ Py do < oo,

Tﬂ
Avem, pentru orice 7T':
1 T 1 T T
) 1 1.
—\ P ) dt < — )y dt << —\ P,
73D < (1 () « 7y Le @) an
0 Q 0

w
&
w
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Conform lemei 2, existd T (c) astfel incit pentru 7' > T'(¢)
. \

IP ——SPi () 4t << e (+ =1,2).

| T l
in continuare, P, <f<P,si P, — P, < c. Obfinem Py — f < ¢,
f—P <esl decl, pentru T> T, (e),

‘LTSf((p(t)) dt~f1<2 :,

ceca ce trebuia demonstrat.

Problemi#i. Un oscilator bidimensional cu energia cineticit T = 5 (2% 4 y?)
2
. 1 © ~ . ..

si energia potentiald U = e (x% + y?) efectueazd eoscilatii cu amplitudinile ¢, = 1,
ay = 1. Si se determine media temporald a energiei cinetice.

Problema®. Fic w; numere independente si ap > 0, (k = 1,2,3). Si se
calculeze

lim arg Z a i

y Wy %+ 0y 0y A+ 03 0 .
Rdaspuns. - , unde oy, oy Sioog

sint unghiurile triunghiului cu laturile aj (fig. 223).

e; .
9, 3 Fig. 223. Problema miscarii medii
2 a periheliilor planetelor.

*) Lagrange a aritat ci studicrea miscarii medii a periheliului unei pldnole se
reduce la o preblemi aseminitoare. Rezolvarea acestei probleme se¢ poate sdsi in
lucririle lui H. Weyl. Excentricitatea orbitei Pamintului variazi ca modulul unei astfel
de sume. Dupi cite se pare, de variatia excentricitatii sint legate perioadele glaciare,

23 — c. 1719
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D. Degeneriri. Pind acum am considerat cazul in care frecven-
tele o sint independente. Un vector k ¢ Z” se numeste relatie intre
Jrecvenfe dacd (k, o) = 0. ]

Problemd. Si se demonstreze cii mulfimea {uluror relafiilor dinire nisle
frecvenfe dale o este un subgrup I al refelei 4". ,

Am vizut insd in §49 cd un astfel de subgrup este format din

toate combinatiile liniare eu coeficienti intregi a r vectori indepen-
denti k;, 1 <7 <mn. Vom spune ci intre frecveniele o ewistd r relatii
(tndependente)™, ’
] Problemad. Sid se demonstreze cit dacd intre frecvenfele ® exisid r relajii
mdel.)mdenlc, atunci inchiderea traiectoriei {@(f) = @, + t @} (in T™) reprezintd un tor
de dimensiune n—r, T™7; in acesi caz miscarea pe T™ " este cvasiperiodicd cu n—r
frecvenie independente.

84 ne intoarcem la un sistem hamiltonian integrabil, dat in
coordonatele acfiune-unghi I, ¢ de ecuatiile

. . oH
I=0, ¢ =0(), unde & (I) = —.
ol
Fiecare tor, de dimensiune n, I = const, din spatiul fazelor de
dunensmpe 2n este invariant, iar migcarea pe el este cvasiperiodici.
Detfinitie. Sistemul se numeste nedegenerat dacé este nenul

determinantul
det (6_(9 = det (_62_H_ .
bl | oI2

Problemda. Si se demonstreze ci dacd un sislem esle nedegeneral, alunci in
orice vecindlate a oricdrui punct existd alit misedri cvasiperiodice cu n frecvenfe, cil si cu
un npmdr mai mic de frecvenfe. ' '

Indicatie. In loc de variabilele I, se pot lua drept coordonate locale chiar
fref;venlele ®. In spatiul ansamblurilor de [recvente, multimea punctelor @ pentru care
existd un numdr oarecare de relatii 7(0 < r << n) este densi peste tot.

Corolar. Daca sistemul este nedegenerat, atunci torit invarianti
I = const stnt univoc definiti, indiferent de alegerea coordonatelor
actiune-unghs I, @, in alegerea cdrora existd totdeauna o libertate™™ .

*) Sd se demonstreze ci numdrul r nu depinde de alegerea vectorilor indepen-
denti k;.

*#) De exemplu, se pot efectua totdeauna schimbirile I’ = I ¢ =94 S; ()
saw: Ty, Iy @, @p b LTy, In s @y, @ — @,
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Intr-adevir, torii I = const pot fi definiti ca fiind inchiderea
orbitelor corespunzitoare unor frecvente independente e.

Fiind momentul potrivit remarciia ci pentru majoritatea
ralorilor lui I frecventele @ sint independente.

Problem#. Si se demonstreze ci mdsura Lebesgue a mulfimii acelor 1
pentru care frecvenfele (1) intr-un sistem nedegeneral sint independente este egald cu 0.

Indicatie. Aritali pentru inceput ci mes {®: 3k # 0, (k, @) =0} = 0.

in opozitie cu situatia din cazul nedegenerat, in cazul degenerat
se pot construi sisteme de coordonate actiune-unghi de axsa natura
incit torii I = const sint diferifi in sisteme de coordonate diferite.
Aceasta se explicd prin faptul ed inchiderile traiectoriilor sistemului
degenerat sint tori de dimensiune p <<m si acestia pot fi reuniti
in tori de dimensiune n in moduri diferite.

Exemplul 1. Oscilatorul armonic plan X = —x; n =2,
p = 1. Separarea variabilelor in coordonatele carteziene siin cele
polare conduce la coordonate actiune-unghi diferite i la tori
diferiti.

Exemplul 2. Miscarea kepleriand in plan (U = — 3_) )

,

n= 2, p = 1. Aici separarea variabilelor in coordonatele polare
si cele eliptice conduce la variabile I diferite.

§ 52. MEDIEREA PERTURBATITLOR

Aici se demonstreazi invariania adiabuticii a variabilei acliune in sistemele
cu un grad de libertate.

A. Sisteme apropiate de sisteme integrabile. Mai sus am con-
siderat destul de multe sisteme integrabile (probleme unidimen-
sionale, problema celor doui corpuri, oscilatiile mici, cazurile Euler
si Lagrange de migcare a unui solid rigid cu punct fix ga.m.d.).
Am studiat caracterul traiectoriilor in astfel de sisteme : s-a dove-
dit ci ele sint ,,infisurfitori de tori” care umplu dens peste tot
torii invarianti din spatiul fazelor ; fiecare traiectorie este uniform
distribuitd pe torul pe care se afli.

Nu trebuie s# ne inchipuim ci o astfel de situatie este tipicd
pentru problemele de formi generald. In realitate, proprietétile
traiectoriilor sistemelor multidimensionale pot fi destul de diferite
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§i deloc aseminitoare cu proprietitile miscirilor evasiperiodice.
In particular, inchiderile traiectoriilor unui sistem cu # grade de
libertate pot constitui in spatiul fazelor 2n-dimensional multimi
complicate de dimensiune mai mare ca »; o traiectorie poate fi
chiar densd peste tot §i uniform distribuitd in intreaga varietate
de dimensiune 2n—1 dati de ecuatin H = h*. Utilizarea pentru
aceste sisteme a denumirii de ,mneintegrabile” este justificati,
deoarece ele nuadmit integrale prime uniforme care si nu depindi
de H.

Studierea unor asemenea sisteme complicate este departe de a
fiincheiati ; ea reprezintd o problemé a ,,teoriei ergodice”.

Unul din modurile de abordare a sistemelor neintegrabile este
studiul sistemelor apropiate de cele integrabile. De exemplu,
problema migcédrii planetelor in jurul Scarelui este apropiati de
problema integrabild a miscirii a doud puncte care nu interactio-
neazd in jurul unui centru fix ; amintim i problema miseirii unui
titirez greu putin asimetric §i problema oscilatiilor neliniare in
vecinatatea unei pozitii de echilibru (problema integrabili apro-
piati este cea liniard). In studierea acestor probleme sl a  unora
asemindtoare este deosebit de eficace urmitoarea metodi.

B. Prineipiul medierii. Fie I, ¢ — variabile actiune-unghi in

sistemul integrabil (,,neperturbat’) cu functia Ilui Hamilton
H () :
o) :

I=0,9g=0); 0 @)="200.

In calitate de sistem apropiat ,,perturbat” si considerim sistemul
=o M) + i, 9), 1)

I= 59(17(1))7

unde ¢ < 1.

S& uitdm pentru un timp de caracternl hamiltonian al sistemu-
lui si s considerdm un sistem arbitrar de ecuatii diferentiale (1)
definit in predusul direct 7™ x @ al torului k-dimensional 7% —

#) In aceastd clasd intrd, de exemplu, miscarea iner(iald pe orice varietate de
curburd negativa.
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={@ =9y - ¢x)0d 2 7} cu un domeniu Gal ipaigmh.l‘l dieilrgsfni:

siune 1:6G c RE={1=(, .., 1))} Cind e = 0), {111§tca,cel defte

nitd de (1) este cvasiperiiodic.é‘, eu un numdr Ifle frecvente

egal cu k si eu tori invarianti de d.nnens.lm'lle . R
 Pentru sistemul (1), principiul medierit consid in a-l inlocur ¢

wn alt sistem, numit sistemul mediat :

27 27
J=cg)g@d=I(2 TC)JS Y Sg (3, ¢) doy ... Aoy (2)
0

9

in domeniul de dimensiune [, ¢ < Rb = {J = (']1,' cee Jf) 1. »
Se afirma ci sistemul (2) « aproximeazd bine »V S'z,ste_mulv (1).
S observiim cil acest principiu nu este FG()I'@H{%M,.&Xlom??:ySil‘ll‘l
definitie, ¢i o ipotezd fizigi — deci o afirmatie vaga, lmprecisa §i,
riguros vorbind, neadevirata. ’ ' N
Afirmatii de acest tip sint insd adesea un 1zvor important de
teoreme matematice. o
Principiul medierii pe care l-am considerat apare eX{))lrlclt 1n(32
la Gauss (in studiul modului in care planetele §e.pe13;.u€ % u%% pe
alta, Gauss a propus ca masa hec@r?l p]%anete _sai tule is rfl_ u(li ‘&tll)'e
orbita sa proportional cu timpul gi sa se inlocuiasca atractia 11113 "
planete cu atractia dintre inelele astfel obtinute). Cu toate acesl e,
un studiu satisficitor al legaturii dlxltlte'so}11gllle §1sj;eme],or (1) si
(2) in eazul general nu & fost efectuat nici pu.’la astazl. L
Atunei c¢ind inlocuim sistemul (1) cu sistemul (2)?“0111’111]’1&1‘11
din membrul drept termenul e g (I, @) = < 9L, 9) - eq(I). AAcebt
termen are ordinul ¢, la fel ca g1 termenul rimas eg. Pentru ai inte-
lege rolurile diferite jucate de termenii g, ¢ §1 ¢, sa consideram umn
exemplu simplu.
Problemit. Si se considere cazul k=1=1,

p=w#0, I=cg(o).

1
Si se arvate ed pentru 0 <<{ <<-—,
)

[I(t) — J(@)]| < ¢ g, unde J(t) = I(0) + = gi.
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Rezolvare.

¢ t

trw
I(t) — I{0) = S g (Pt ) dt = S e g dt - _E-S;((p) dp —
0 0 @ 0‘
= ejt + 1} (l_‘-
o o)’

¢

unde 7 = \7 q . . .
() \J(o) do este o functie periodicd, deci mireinits
wig .

0
1) 'iI 9 a1y 1 1 1
B :) 1{1)1:011?,;&% \(flaéma,t‘liq. h}l I cu timpul este formatd din dous
argi: o oscilat ordinul e, care depi io. i
sxst%m.a,tlca cu viteza ¢ g (fig. 2’24) plude do g 51 0 ,evolutie”
rincipiul medierii se bazeazi pe i

‘ die azeaza pe ipoteza conform ecirei
cazul general, miscarea sistemului g escompust

/1\/

: si in
(1) poate fi descompuss intr-o

I'ig. 224. Evolulie si oscilatii.

ovolutie” PP

e le t(;l;lg,l;u ((2\)1 Elfmlbll oscilatii. In forma general% o astfel de r
, 8te tundamentatd, principiul insusi fii d nead
e este Tundame ; D prul insugi fiind neade
u toate acestea si-1 aplicim sistemului hamiltoni

epre-
ravat.
an (1) :

. ]
=g o)+ e (1, 9)];

; 0
I= 5; [H, 1) + e H, (L, @)].

h H Y a H p : . . o
C @ 1 rua d {l a ) nuliul in h( t (3]
{ ” 1”](3[ 11¢C1 > Y e“]l) re )‘ ¢ S IS“(‘I U e M

_ 0
T <2n>—"5 5o 110 @) do=0.

(¢]
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m alte cuvinte, intr-un sistem hamiltonian nedegenerat nu existd
partea de evolufie. .

Una din variantele acestei concluzii deloe riguroase conduce la
aga-nuinita teoremd a Iui Lapiace :

Semiaxele mari ale elipselor kepleriene ale planetelor nu aw
perturbatii seculare.

Cele spuse sint suficiente pentru a ne convinge de importanta
principiului medierii ; 8a formuliim acum teorema care fundamen-
teazdi acest principin intr-un caz destul de particular — cazul
oscilatiilor cu o singuré frecventi (k=1). Aceastd teoremd aratd cd
ecuatia mediatd descrie corect evolutia pe un interval de timp
mare (0 <<t << 1/e).

€. Medierea intr-un sistem eu o singurd freeventi. Si consi-
derim sistemul de [-+1 ecuatii diferentiale :

p=o I+ i@ 9) ¢ mod 2re S,

. 1)
I= cgd )} Te@ <= R,

unde i, ¢ +2 =) = {1, ¢), g, 9 +27) = g, ¢) si sistemul
,uediat” de 1 ecuatii

2n

J = <j (J), unde g J) = _217—589(.1, o) do. (2)

0

G-d

Fig. 225. Teorema de mediere.

Si notdm cu Kt), o(t) solutia sistemului (1) cu conditia initiald
1(0), o(0) si cu J(t) solutia sistemului (2) cu aceeast conditie initiald
J(0) (fig. 225).
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Teoremi. S presupunem wrmditoarcie - :
1) functiile o, i, g sint definite pentru Le G, unde @ este un domeniu
mdrginit si stnt mdrginite Impreund cu derivatele loy pind la  ordinul
al doilea inclusiv pe acest domen iy

o, 1, g”c%((;xsl) < G
2) in domeniul G
CO(I) >¢ :\)O;

3) pentru 0 <t < 1 /e punctul I(t) este tn G Tmpreund cu o vecindg-
tate de razd d -

J(t)e@ —d.

Atunci, pentru < suficient de mic (0 <e <egy)

() —F ()] <ee pentruorice &, 0 <t <1 /e, unde cg >0
este o constantd care depinde de ¢y, c, d, dar nu side «.

Mai jos vor fi enuntate citeva aplicatii ale acestei teoreme
( invariantii adiabatici”). Remarcim ci ideea fundamentali a
demonstratici acestei teoreme (schimbarea de variabile care
»omoard” perturbatia) este mai importantd decit teorems : ea este
una din ideile fundamentale ale teoriei ecuatiilor diferentiale ordi-
nare gi apare chiar gi in cursurile elementare sub forma ,,metodei
variatiei constantelor”.

D. Demonstragia teoremei de mediere. Sj introducem, in locul
variabilelor I, noile variabile P

P =14k, o), 3)
unde alegem funcyia 2 = — periodics in ¢, k, astfel incit vectorul
P s satistacd o ecuatie diferentiali mai simpli.

Conform formulelor (1) gi (3), viteza de variatic a lui Pt)
este

; ; ok - ok .
P=14 EbTI + 3070— ¢ 25[9 (L o) + F P (I)] -+

X ok , 0k
S — - g7

- i . —
0l J do
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S& presupunem cd schimbarea de variabile (3) este inversabild,
astfel ineit

I=P+ ch(P, 9, ¢) (5)

(unde functia h este 2 n-periodicd in ?). . -

Atunei, din (4) si (5) rezultd cii P(1) satisface sistemul de ecuatii
diferentiale

P ::e[g ®, 0+ (P)] + &, (6)
| s

unde ,,termenul rezidual’ & este de ordinul doi in ¢
[R] < e, ef €5 (015 03, €4) >0, (7)
de indatd ce
lolle <oy ITlle <o, Iglln < e,
Kl < €5 ]l < ey (8)

Vom incerca si alegem o schimbare de variabile (3) astfel
ineit termenul de ordinul unu in ¢ din (6) s& se anuleze. Obtinem
pentru k ecuatia

ok 1

—— T — g.

do ©®

In general, o astfel de ecuatie nu se poate 1'equvz} in clasa fune-
tiilor k periodice in . Intr-adevir, valoarea m?dle (in raport cu g)
& membrului sting este intotdeauna egald cu 0 in timp ce valoarea
medie & membrului drept poate fi i diferitd de 0. 5 o

Prin urmare, nu putem alege pe k astfel incit si omorim in
intregime termenul de ordin unu in e din (6). Putem insi omori
intreaga parte ,,periodici’ a lui g,

g(P~ ¢) = ¢ (P, 9) — Q_(P),
punind

@
~

P
kP, p) = — g%ﬁ,)ﬂ do. (9)
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Si definim deci functia k prin formula (8). Atuneci, datoriti
ipotezelor (1) si (2) ale enuntului teoremei, functia k satisface
evaluarea | k|, < ¢, unde ¢y(c, ¢) > 0. Pentru a stabili toate
inegalitdtile (8), ridmine si mal evaluim pe h. Pentru aceasta tre-
buie si ardtim in primul rind ed schimbarea de variabile (3) este
inversabild.

Fie o« un numir pozitiv fixat.

Lemi. Dacd e este suficient de wmic, atunci restrictia aplicafiel
(3)%

I—1+4 ck, unde ||k{lqq < ¢

la domeniul G — o (format din punctele care sint confinute in G
impreund cu a-vecindtatew lor) este un difeomorfism. Difeomorfismul
invers (B) satisface in domeniul G — 2o evaluarea |[hjc: < ¢;, unde
¢y( o, e3) > 0 este o constantd.

Demonstratie. Evaluarea necesari rezultd imediat
din teorema functiilor implicite. Anumite dificultiti apar numai
in ceea ce privegte bijectivitatea aplicatiei I — I -} ¢ k in dome-
niul ¢ — . :

Si observam ci functia k satisface in domeniul ¢ — « conditia
lui Lipschitz (cu o constantd L(a, ¢,)). 83 considerdm doud puncte
I; i I, din G — «. Pentru ¢ suficient de mic (§i anume pentru
L e < 1), distanta dintre <k(I;) si ek(I,) este mai micid decit
I, — L,]. Prin urmare, I, + ¢ k(;) # I, + <k(I,). Aplicatia (3)
in ¢ — « este deci injectivd si lema este demonstrati.

Din lemi rezulti ci pentru e suficient de mic sint adeviirate
toate evaluiirile (8). Prin urmare, este adeviaratd si evaluarea (7).

Si compardm acum sistemele de ecuatii diferentiale pentru J :

J=cg(d) (2)

§i pentru P ; ultimul capitid, datoritid lui (9), forma
P=cg(@P) +8& (67)

Deoarece diferenta dintre cei doi membri drepti este de ordinul

< £ (vezi (7)), dupd timpul ¢ < i solutiile se indepirteazi la

5

#) Pentru orice valoare fixatd a parametrului ¢.

MEDIEREA PERTURBATIILOR 363

distanta |P — J| 5 < (fig. 226). Pe de altqi parte, |I — P| —

=¢|k| < e. Prin urmare, pentru ¢ < ~1—, diferenta |I — J| este
€

de ordinul < e, ceea ce trebuia aritat.

Trecind la evaludri ficute cu acuratete, si introducem mirimea

(1) = P() — J(0). {10)

Fig. 226. Demonstratia teoremei de mediere.

Atunci, din (6°) si (9), rezulta

. - - o9
£2=c(GP)—F@)+P=¢— ’
®) @ cop EH&,

unde |R’| <2 ¢%e? 4 ¢zelz|, dacd segmentul [P, ¥]este continut inG — «. fnaceasti
ipoteza ohlinem

2] < cgelz|+ e (unde ¢ = ¢z + ¢;)

12(0)] < ey c. (11)

Lema. Daca |z| << alz| + b, 12(0)] < d{a, b, d, {,>0) atunci |z ) 1< (d + bl) e,

Demonstratie ]z(f) | nueste maimare ca solutia y(f) a ecuatiei y = ay-+b,
y(0y = d. Rezolvind aceasti ccuatie, obiinem y = Ce®, Ce® = e ® p, C(0) = d
C < d--bi, ceea ce trebuia demonstrat.

In continuare din (11) rezultd, in ipoteza ci segmentul [P, J] este continut in
G — a (fig. 226), ci '

>

[Z (D] < (cge + ¢ ) ¢t

Pentru 0 <2 7 <C 1/e obtinem din aceasld inegalitate

[2(1)] < c; 2, ¢q= (cy + c;) €.
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d
Se observit ¢l dacii « = —— si ¢ este sulicient de mic, segmentul [P(?), J(@)]
3

(I << 1/e) este continut in intregime in G — o i prin urmare
[ P({t) — J()| << cg e, pentru orice 0 < { < 1/e.
Pe de alta parte, |P({) — 1| < le k| -2 ¢ye. in final, oblinem
[H(l) — J()| << cqe, €4==cg+4 €520
si teorema este demonstrati.

E. Invarianti adiabatici. S4 considerdm un sistem hamilto-
nian cu un grad de libertate, cu functia lui Hamilton H(p, g ; 2)
care depinde de un parametru A. » :

Drept exemplu se poate lua pendulul :

unde parametrul A poate fi lungimea ! sau acceleratia gravita-
tionald g. 3 . o

S# presupunem cd parametrul variazi lent in timp. La limitd,
cind viteza de variatie a parametrului tinde la zero, apare un
fenomen asimptotic remarcabil : doud mirimi care, in general, sint
independente, devin una functie de cealaltd.

De exemplu, sii presupunem ci lungimea pendulului variagfm
lent (in comparatic cu oscilatiile sale proprii). Se dovedegte ¢ in
acest caz amplitudinea oscilatiilor devine functie de lungimea pen-
dualului. De exemplu, dacd lungimes firului pendulului este marita
foarte lent de doudl ori, atunci la capitul acestui proces amplitu-
dinea oscilatiilor isi recapitd valoarea initiald.

Mai mult, se dovedegte ci ia o variatic lentd a parawmetrilor,
raportul dintre energia pendulului I i freeventa oscilatiilor o
nu se schimbi aproape deloc, degi energia si frecventa pot sa
varieze puternic separat. Mirimile de acest tip — care variaza
putin la o variatie lentdi a parametrilor — au fost denumite de
fizicieni invarianti adiabaticr.

Hste usor si ne dim seama cd invarianta adiabatied a relatiei
dintre energia si frecventa pendulului este o afirmatie cu caracter

MEDIEREA PERTURBATIILOR 365

fizic, deci care nu este adeviaratd fird ipoteze suplimentare. Intr-a-
devir, ficind s varieze oricit de lent lungimea pendulului, day
alegind faza oscilatiilor prin care lungimea se mireste si se micso-
reazd, pendulul poate fi balansat (rezonanta parametricd). Simtind
acest lucru, fizicienii au propus o formulare a definitiei invariantei
adiabatice care sund astfel : persoana care variazi parametrii sis-
temului nu trebuie s& vadd in care stare se atld sistemul (fig. 227).
A da acestei definitii un sens matematic riguros — iati o pro-

Fig. 227. Modificarea adiabatici a lungimii pendulului.

blemi destul de delicatd i incd nerezolvati. Din fericire, putem si
ne deseurcim cu un surogat, inlocuind neamestecul persoanei care
variazd parametrii in treburile interne ale sistemului prin cerinte
ca variatia parametrilor si fie lind, i anume de doui ori continuu
diferentiabila.

Mai exact, fie H(p, ¢; 2) o functie fixatd de » de doui ori
continuu diferentiabili. S& punem X\ = et si si considerim sis-
temul astfel obtinut cu parametrul A = e{ care variazi lent :

o . 0H
= —‘?,)}'l—aq:—b;)“’ H =H(p,q; <t). (%)

Definitie. Mirimea I(p, q; A) s¢ numeste invariant adia-
batic al sistemului (x) dacd pentru orice » >0 existi un ¢, >0
astfel incit pentra ¢ < ¢y §1 0 <t < 1 /e sl aibdl loc inegalitatea

[L(p(?), q(#); <) — I(p(0), q(0); 0)] < ».

Evident, orice integrald prim# este si un invariant adiabatic,

Se dovedeste ci sistemul unidimensional (x¥) are un invariant
adiabatic, g1 anume este invariant adiabatic variabila acfiune in
problema cu coeficientit constanfi corespunzdtoare.

Sd presupunem ci traiectoriile sistemului cu hamiltonianul
H(p, q; 1) sint inchise. Definim functia I(p, ¢; ») in modul urmi-
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tor. Pentru A fixat, functiei H(p, ¢; 2) 1i corespunde un anumit
tablou al orbitelor in spatiul fazelor (fig. 228). Si considerdm o
orbitd inchisi care trece prin punctul (p, ¢). Ea mirginegte in planul
fazelor o anumitd arie. Si notdin valoarea acestei arii cu
2rl(p, q; »). Pe fiecare orbitd (pentru A dat) I = const. Evident,
I nu este altceva deeit variabila actiune (vezi §50).

Fig. 228. Invariant adiabatic al unui sistem unidimensional.

Teoremi. Dacd frecvenja sistemulut considerat (%), o(I, 1),
nu se anuleazd, atunct I{p, ¢ ; 1) este invariant adiabatic.

F. Demenstratia invariantei adiabatice a aetiunii. Pentru 2
fixat, in sistemul (*) se pot introduce variabilele actiune-unghi I, ¢,
printr-o transformare canonicd, care depinde de A :

oH,
ar

pq>1, 9; c.P:(‘)(Iy A), I=0 ; oI, N) =

’

Hy=H, (I, ).

S& notdm cu S(I, ¢; A) funetia (multiformi) generatoare a
acestei transformaéri :

I
p a?cp -07‘

Fie acum A = e?. Deoarece trecerea de la variabilele p, ¢ la
variabilele I, ¢ se face printr-o transformare canonicd care depinde
de timp, ecuatiile de migcare au in noile variabile I, ¢ forma hamil-
toniand, dar cu funetia Iui Hamilton (vezi §45, A, p. 295)

08

N

K=HO—-]—-—60—A§::HO—}—S

MEDIEREA PERTURBATIILOR 1367

0 o
Problemad. Sise demonstreze cd —();\— S{, ¢ ; ) este o functie uniformi in
planul fazelor. o
Indicatie. Caracterul multiform allui S se reduce la addugarea unor multipli
de 2 1.

In acest mod obtinem ecuatiile de migcare sub forma :

. . aZS
o= +cfdeo;N (f= —,—-a-—);

) 928
I = eg(l,cp;k)(g= 5 );

>)-
I

Deoarece o # 0, putem aplica teorema de mediere (p. 350).
Sistemul mediat are forma ’
| | J=cg h=-e

Dar g = i ?§ si 08 este o functie uniformé pe cercul I = const.

do 0N~ OA

Rezultd g = (2 w)~1 S gd o =0 gi deci in sistemul mediat J nu
se schimbi deloc : J(1) = J(0).

Conform teoremei de mediere

[I(f) — I(0)| << ¢ e pentruoricetcud <t <1 /e,

ceea ce trebuia demonstrat. .

Bxemplu. Pentru oscilatorul armonic (vezi fig. 217).

a? b 1 _VenV2n _
H—="_p21 7 g2 [ =__glt=! =\ w=ab
2 per 2 T 27 a b o ’

deci este invariant adiabatic raportul dintre energie si frecventi.

Problemé. ILungimea pendululuise méreste lent de doud

e
fuax @ unghinlui de abatere de la verticald ?

ori ( =0 1+¢et)0<t< i) . Cum variazd amplitudinea
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Rezolvare. I = _"_T7hghqgi, ;prin urmare

1(0) T
ax ( = Ymax ) e
I t) q (( ) [ l(t) ]

Drept al doilea exemplu si considerim migcarea unei bile mici

rigide absolut elastice de masd 1 intre doi perou absolut elastici
a cdror distantd relativi, [, variazd lent (fig. 229).

Putem considera ¢ punctul se miged intr-o ,qroapa de potential
dreptunghiulari de adincime infinitd 51 ¢d orbitele in planul faze-

17
i
..
L "q
p Fig. 229. Invariantul adiabatic al unei bile absolut
elastice intre doi pereli care se deplaseazi lent.
v .
‘ %
/ q

lor sint dreptunghiuri de arie 2 ol, unde v este viteza bilei.
In acest caz se dovedeste ci produasu] ol dintre viteza bilei si
distanta dintre pereti este invariant adiabatic®.

Prin urmare, dacé se apropie peretii la o distantd egald cu ju-
matatea distantel initiale, viteza bilei va creste si ca de doud ori,
iar dacd peretii se indepirteazi, viteza se micgoreazi.

*) Acest lueru nu rezultd direct din teorema democnstraldi, deoarece ea se ocupi
de sistemele netede, in care nu au loc¢ cioeniri. Demonstrarea invariantei adiabatice a
marimii o/ in acest sistem este o problema instructiva elementara.

j
{

ANEXA 1
CURBURA RIEMANNIANA

Dintr-o foaie de hirtie putem riisuei un con sau un cilindru,
dar nu putem obtine nicio porﬁuno de sferd fiard incretituri, dilatari
sau tdieturi. Cauza constd in diferentele care existd intre ,,geome-
triile intrinsect’’ ale acestor hupl'aiete : nici o porfiune & sferei nu
poate fi aplicatd izometric pe plan.

Invariantul care distinge metricile riemanniene se numeste
curbura riemanniend. Curbura riemanniand a planului este zero, iar
curbura sferei de razi R este R: Daci o varietate riemanniand
se aplicd izometric pe alta, atunci eurburile riemanniene in punctele
care corespund sint eg a,le Spre exemplu, conul gi cilindrul fiind
local izometrice cu plaJnul curbura lor riemanniand in orice punct
este nuld. Prin urmare, nici un domeniu de pe con sau de pe cilindru
nu poate i aplicat izometric in sferd.

Curbura riemanniani a unei varietdti exerciti o influentd
destul de mare asupra comportarii oeodeucelor varietéitii, deci
asupra misedrii sistemului dinamie corespunzitor. Dac# curbur
riemanniand a unei varieti{i este pozitivi (cum se intimpld pe o
sferd sau un elipsoid) atunci, in majoritatea cazurilor, geodezicele
vecine osecileazii una in jurul celeilalte. Daca curbura este negativad
(cum se intimpld pe hiperboloidul cu o pinzd) atunci geode-
zicele se lndeparteam rapid in directii diferite.

in aceasti anexi se defineste curbura riemanniani si se discutd
pe scurt proprietitile g geodezicelor pe varietitile de curburd nega-
tivd. Informatii mai mnz“muni;ite privind curbura riemanniani pot fi
gdsite in cartea lui J. Milnor, Morse Theory, Princeton University
Press, 1961, iar privind geodezicele varietitilor de curburad negativi
—in cartea Iui D.V. Anosov Curenti geodezici pe varietdti cu curburd
negativd, Trudi MIAN im. Steklova, Moscova, 1967.

A. Transportul paralel pe suprafefe. Definirea curburii rie-
manniene se bazeazii pe constructia tr ‘amsportulm pamalel al vec-
torilor de-a lungul curbelor pe o varietate riemanniani.

24 — c¢. 1719
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Vom incepe cu un exemplu in eare varictatea datd este bidimen-
sionald, deci o suprafati, iar curba dati — un are de geodezicd pe
aceastd suprafati.

Transportul paralel al unui vector tangent la suprafaid, de-a
lungul unei geodezice de pe suprafaid, se delinegte astfel : punctul
in care se aplicd vectorul se miscd dupi o geodezied, iar vectorul
se deplaseazii continuu, astfel incit unghiul pe care il face cu
geodezica si lungimea sa s& riminid constante.

Ca rezultat al acestui transport, efectuat pentru toti vectorii
tangenti la supratati in punctul initial al geodezicei pind in punctul
final, se obtine o aplicatie a spatiului tangent in punctul initial in
spatiul tangent in punctul final. Aceastd aplicatie este liniard si
izometricd.

Definim acum transportul paralel al unui vector pe suprafati
de-a lungul unei linii frinte formate din mai multe arce de geo-
dezice (fig. 230). Pentru a transporta un vector de-a lungul liniei
frinte, il transportdm din primul virf in al doilea de-a lungul primu-

: Tig. 230. Transportul
paralel de-a lungul unei
linii frinte.

lui are de geodezici, apoi transportim vectorul astfel obfinut din
al doilea virf in al treilea de-a lungul celui de-al doilea arc de
geodezicd s.a.m.d.

Problemé. Transportati paralel un vector tangent la sferd din  virful unui
triunghi sferic cu trei unghiuri drepte inapoi in acest virf, de-a lungul laturilor
trivnghiului.

Raspuns. Ca rezultat al acestui transport, planul tangent la sferd in virful inifial
al triunghiului sferic se roteste cu $0°.

In sfirsit, transportul paralel al wnui vector de-a lungul wunei
curbe netede arbitrare pe suprafald se defineste cu ajutorul unui proces
de trecere la limild, in care curba datd se aprovimeazd cu linit frinte
Jormate din arce de geodezicd.

Problemai Transportali paralel un veclor indreptat spre Polul Nord si aplicat
in Leningrad (la latitudinea A\ = 60°) de-a lungul paralelei de 60° inapoi in Leningrad,
miscindii-va spre est.

Raspuns. Vectorul se roteste cu unghiul 2 (1 — cos ), deci aproximativ cu 50°
catre vest. Prin urmare, mirimea unghiului de rotatlie este proporfionald cu aria calotei
sferice mérginite de paralela noastrd, iar directia de rotatie coincide cu directia de
parcurgere a paralelei atunci cind prin transportul vectorului se ocoleste Polul Nord.
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Indicatie. Este suficient si transportim vectorul de-a Tungul aceluiasi
cerc pe conul format de tangentele cu directia Nord la Pimint in toate punctele pal‘a'—
lelei (fig. 231). Acest con poate fi desfasurat pe plan, dupi care transportul paralel pe
suprafata sa se reduce la transportul paralel obisnuit in plan. k

Fig. 231. Transportul
paralel pe sfera.

Exemplu. Si considerim semiplanul superior y > 0 ¢in planul variabile
complexe z = x - iy, cu metrica

ds? — da? 4 dy?
4 = ——
2

Se poate arita cu usurinta cu geodezicele acestei varietiti bidimensionale sint cercurile
si dreptele ortogonale la axa . Transformirile omografice cu coeficienti reali

az - b

z e

cz + d

sint izometrii ale varietitii noastre, care se numeste planul lui Lobacevski.
Problemai. Si se transporle versorul axei imaginare din punctul z =i in
punctl{l Z = { + i de-a lungul unei drepte orizontale (dg == 0) (fig. 232).
Raspuns. La deplasarea din i in f4i vectorul se roteste cu ¢ radiani in sensul
,»de la versorul axei y spre versorul axei x'’. '

/ y
Fig. 232. Transportul
paralel in planul lui x

Lebacevski.

B..Forma de curburi. Putem defini acum curbura riemanniani
& unel varietdti riemanniene bidimensionale in fiecare punct al ei.
In acest scop, si alegem in vecindtatea punctului fixat o orientare a
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suprafetei noastre si s& consideram transportul paralel al vectorilor
de-a lungul frontierei unui domeniu mie D de pe supratati. Se vede
ugor ¢i rezultatul unui astfel de transport este o rotatie de unghi
mic. Notim acest unghicu o(D) (directia de misurare a unghiului
este determinatd, de orientarea aleasid mai sus).

Dacd se imparte domeniul D in doud parti 1), si Dy, atunci rezul-
tatul transportului paralel pe frontiera lui 1) se poate obtine si
ocolind mai intii pe D, iar dupd aceea — pe I1),. Prin urmare

(D) = o(Dy) + (D),

deci unghiul de rotatie este functie aditivi de domeniu. La schim-
barea sensului de parcurgere al frontierei, o isi schimbi semnul.
Din aceste motive este natural si reprezentim pe ¢(D) ca integrala
pe domeniul D a unei 2-forme diferentiale adecvate. O asemenea
2-formi existd in realitate ; ea se numegte forma de curburd si o
notam cu Q. Prin urmare, definim forma de curburd prin relatia

o(D) = S Q. (1)

D

Valoarea formei Q pe o pereche de vectori & ne TM, tangenti
la M in punctul 2 € M se poate defini in modul urmator. Tdentifi-
cam o vecinatate a vectorului 0 e TM, in spatiul tangent la M
in 2 cu o vecindtate a punctului « (utilizind, de exemplu, un sistem
de coordonate locale). Putem construi atunei un paralelogram JI.
subinting de vectorii €& si m, cel putin pentru valori suficient
de mici ale lui e.

Valoarea formei de curburii € pe vectorii § n, se defineste
acum prin formula

Q, 1) =lim -ngéli)_ ) 2)

£-0

Cu alte cuvinte, valoarea formei de curburd pe o pereche de vectori
tangenit infintt mici este egald cu unghiul de rotatie al vectorilor in
urma transportului paralel de-a lungul paralelogramului infini-
tezimal subintins de acesti doi vectori.
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Problemi. Sise determine forma de curbura pe plan, pe sfera de razi R
si pe planul lui Lobacevski.

Raspuns. Q = 0, Q = R34S, Q = —dS, unde 2-forma dS este clementul rie-
mannian de arie pe suprafaia noastrd orientata.

Problemi. Si se demonstreze ci functia definitd de formula (2) este intr-
adevir o 2-formd diferentiald, care nu depinde de elementele alese arbitrar in timpul
constructiei si cd rotatia unui vector in urma transportului paralel de-a lungul frontierei
unui domeniu marginit si orientat D se exprima cu aceastd formd prin intermediul
formulei (1).

Problema. Sisedemonstireze cdintegrala formei de curbura pe orice supra-
[ald convexd din spatiul cuclidian tridimensional este egala cu 4.

C. Curbura riemanniand a unei suprafete. Si observim cad
orice 2-formd pe o varietate riemanniand bidimensionald orientatd
M se poate scrie sub forma p dS, unde dS este elementul riemannian
orientat de arie si p este o functie reald univoc determinati de
alegerea metricii gi orientdrii.

In particular, forma de curburi se poate scrie

Q = K ds,

unde K : M — R este o functie netedd pe M si dS este elementul
de arie.

Valoarea functiei K in punctul # € M se numeste curbura rie-
manniand tn punctul x.

Problemi. Si se calculeze curbura riemanniani a planului euclidian, a
sferei de razd R si a planului lui LLobacevski.

Raspuns. K =0, K = R K = —1.

Problemi. Sise demonstreze cd curbura riemanniana nu depinde de orien-
tarea varietétii, ci numai de metrica.

Indicatie. La schimbarea orientdrii, atit Q cit si dS isi schimbd semnul.

Problemé. Si se demonstreze cd pentru o suprafaid in spaliul cuclidian
tridimensional curbura riemanniand in ficcare punct este cgali cu produsul inverselor
razelor principale de curburd (cu semnul minus, dacd cenlrele de curburd se gisesc in
parti diferite fatd de suprafaid).

Observam cd semnul curburii varietdtii intr-un punet nu
depinde de orientarea varietdtii; mai precis, acest semn poate fi
definit fird a utiliza deloc orientarea.

Si anume, pe o varietate de curburd poszitivd, la transportul
paralel de-a lungul frontierei unui domeniu mie, un vector se
roteste in jurul originei sale in sensul in care punctul de pe fron-
tierd ocolegte domeniul ; pe o varietate de curburd negafivd, sensul
de rotatie este contrar. ‘
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In continuare, si observiim cii valoarea curburii intr-un punct
este determinatd numai de comportarea metricii intr-o vecinitate
a punctului gi deci se pistreazd la deformiri izometrice : suprafetele
izometrice au in puno‘role core ,\punmt(mle eurburi egale. Din acest
motiv, curbura riemanniand mai este denumitd gi cw1~bura intrin-
secd.

Formulele pentru caleulul curburii cu ajutorul componentelor
metricii intr-un sistem de coordonate contin derivatele de ordin
al doilea ale metricii §i sint destul de oompho&te' vezi mai jos
problema de la pet. G p. 379.

D. Transportul paralel in mai multe dimensiuni. Constructia
transportului paralel pe varietiti riemanniene de dimensiuni mai
mari ca doi este ceva mai complicaty decit constructia bidimen-
sionald expusd mai sus. Problema care apare este cd, incepind
cu dimensiunea trei, conditia de constantd a unghiului dintre
geodezicd si vectorul care se trampm td de-a lungul el nu mai defi-
neste univoc directia vectorului transportat. Mai precis, acest
vector poate fi rotit in jurul geodezicei, pistrind constant unghiul
pe care il face cu geodezica.

Perfectionarea care trebuie adusi constructiei transportului
paralel de-alungul unei geodezice pentru ainldtura nedeterminarea
de mai sus constd in d,lewerea, unui plan bidimensional care si
treacé prin vectorul tan«rent la geodezicd si care si contind vectorul
care se transporta. Aeea,sta. alecrere se efectueaz in modul urmitor
(care, din péacate, este destul de complicat).

in punctul initial al geodezicei existd un plan cu proprietitile
ciutate, acesta este p]anul generat de vectorul care trebuie trans-
portat si vectorul tangent la geodezicd. Considerim toate geode-
zicele care pleacd din punetul mmal in directiile continute in acest

Fig. 233. Transportul
paralel in spatiu.

plan. Toate aceste geodezice formeazii o suprafatd netedd (in
vecinitatea punctu]ul initial) care contine geodezica de-a lungul
arelpg se efectueazid transportul (fig. 233)
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S considerdim un punct pe aceastd geodezicd, aflat la distanta
micd A de punctul initial. Planul tangent la suprafata descrisd
in acest nou punct contme directia vectorului tangent la geodezici.
Ludm acest nou punct ca punct initial si utilizim plfmul tangent
in el la varietate astfel obfinut la construcpla unei noi supmfete
(formatd din fascicolul de geodezice care pleaci din acest nou punct
initial). Aceastd suprafati contine din nou geodezica initiald. Ne
deplasidm din nou eu distanta A de-a lungul geodezicei initiale §i
repetim toate constructiile.

Dupi un numir finit de pagi ajungem la orice punct dorit al
geodezicei initiale. Ca rezultat al activitatii noastre, in fiecare punct
al geodezicei apare un plan tangent care contine directia geode-
zicei. Acest plan depinde de pasul A al constructiei. Atunci cind
A — 0, familia de plane tangente astfel obtinuti tinde (aga cum se
poate demonstra) spre un plan limitd bine determinat.

Ca rezultat, de-a lungul geodezicei noastre apare un cimp de
plane tangente care contin directia geodezicei gi sint definite in
mod intrinsec, folosind numai metrica varietdtii.

"Transportul para,lel al unui vector de-a Iungul unei aeodezmu
se definegte 1a fel ca in cazul bidimensional : in timpul tra,mpor—
tului vectorul trebuie s4 rimind in planele construite si sd-si
pistreze lungimea si unghiul pe care il face cu directia oeodezwu
Transportul pa.ra,lel de-a lungul unei curbe arbitrare se face apro-
ximind curba cu linii frinte weodezwe la fel ca in cazul bidimen-
sional.

Problemd. Sise demonstreze ci transportul paralel al vectorilor dintr-un
punct al unei varietiti riemanniene in alt punct al acesteia de-a lungul unui drum fixat,
defineste un operator liniar izometric din spaliul tangent in primul punct pe spatiul
tangent in cel de-al doilea.

Problemi. Si se transporte paralel un vector arbifrar de-a Iungul curbel

=1 1x,=0 y=1 O<i<<n)
din spatiul Iui Lobacevski cu metrica

da? 4 dxi + dy?

2
df = ———— =

!]2

Raspuns. Vectorii care au ca directie axn x, sau axa y se rotesc in planul generat
de aceste axe cu unghiul 7, in direclia de la axa yla axa x,, iar vectorii care au directia
axei x, se transporti paralel cu ei ingisi in sensul metricii euclidiene.
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E. Tensorul de eurburi. Si considerim acum, la fel ca in cazul
bidimensional, transportul paralel de-a lungul unui drum inchis
mic (eare incepe si se termini in acelagi punct al varietdtii rie-
manniene).

Transportul paralel de-a lungul unui astfel de drum intoarce
vectorul in spatiul tangent initial. Aplicatia spatiului tangent
astfel obtinuti este o rotatie mici (o transformare ortogonali
apropiati de transformarea identicd).

in cazul bidimensional am caracterizat aceastd rotatie cu ajutorul unui singur
numir~—unghiul de rotatie @. In cazul cu mai multe dimensiuni, rolul numiruniui @ este
jucat de un operator antisimetric.

Si anume, ficcare operator ortogonal A apropiat de operatorul identic se repre-
zinta univoc sub forina

0]
A= e = K -+ (1] [ R

unde @ este un operator antisimetric mic.
Problemi. Sidsedelermine® atunci cind 4 esterotalia planului cu un unghi
mic . :

cos @ sin @ 0 ¢
Raspuns, A = ) , D= .
— sin @ cos @ —p 0

Spre deosebire de cazul bidimensional, funciia de drum @ nu este, in general,
aditiva (deoarece grupul ortogonal al spatiului de dimensiune n este, pentru n > 2,
necomutativ). Cu toate acestea, putem construi cu ajutorul lui @ forma de curburd
care descrie rotatia infinit mica la parcurgerea unui paralelogram infinit mic prin
aceeasi metodd pe care am folosit-o in cazul bidimensional deci cu ajutorul formulei (2).

Intr-adevir, fie & si n e TM, vectori tangenti la varietatea
riemanniand M in punctul . Construim in M un mic paralelogram
curbiliniu [[.. (Laturile paralelogramului JJ, se obtin din vectorii
tangenti &, e prin identificarea, via un sistem de coordonate,
a unei vecindtiti a punctului 0 € T M, cu o vecindtate a punctului
@ in M). Si considerim transportul paralel de-a lungul laturilor
paralelogramului . (incepem parcurgerea cu §).

Rezultatul acestui transport este o transtormare ortogonald a
spatiului T'M,, vecind cu transformarea identicd. Ba diferd de
transformarea identicd printr-o mirime de ordinul e? gi este de
forma

Ac (&, m) = F 4 e2Q 4 o(e?),

unde Q este un operator antisimetric care depinde de § si n.
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Prin urmare, pentru orice x € M, putem defini o functie pe
multimea perechilor de vectori & ne TM, cu valori in multimea
operatorilor antisimetrici pe 73, prin formula

O, m) — Tim —=l& "3 —

-0 ok

Problemdi. Si se arale ci funciia x> Q = Q, este o 2-formil diferentiald
(cu valori operatori antisinmetrici pe TM,, x e M) si cd ea nu depinde de alegerea
coordonatelor cu care am identificat vecinatidtile din 747, si M.

Forma Q se numegte tensorul de curburd al varietitii rieman-
niene M. Prin urmare, tensorul de curburd descrie rotatia infini-
tezimald a spatiului tangent in urma transportului paralel pe un
paralelogram infinit miec.

F. Curbura in direetii bidimensionale (sectionali). Si consi-
derdm un plan ( de dimensiune 2) L in spatiul tangent la varietatea
riemanniand M in punctul arbitrar x. Consideriim toate geodezicele
care pleacd din punctul 2 in toate directiile din planul L. Aceste
geodezice formeazi in veciniitatea punctului z o suprafatd netedi.
Suprafata astfel construitd este scufundatd in varietatea rieman-
niand M sieste inzestratii cu metrica indusii.

Se numegte curbura varietatii riemanniene M in directia 2-pla-
nului L din spagiul tangent la M in punctul ¥ carbura riemanniang
a suprafetei de mai sus in punctul a.

Problemi Si se giseased curburile sferei lridimensionale de razi R si
spaliului lui Lobacevski in toate directiile bidimensionale.

In general, curburile unei varietiti riemanniene in directii bidi-
mensionale diferite intr-un punct dat sint diferite. Dependenta lor
de directie este descrisii de formula (3) de mai jos.

Teorema. Curbura unei varietdli riemanniene in directia bidi-
mensionald definitd de perechea de wvectori ortogonali si de lungime
1, &, si m, se exprimd cu ajutorul tensorului de curburd Q prin
Jormula

K = <Q (& )& ), (3)

unde parantezele { , ) reprezintd notalia pentru produsul scalar
care defineste metrica riemanniand.
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Demonstratia se ebline comparind definitiile tensorului de curbq.ra.sl avcurbx}m
in directii bidimensionale (sectionale). Nu ne vom opri asupra ex.l')uneru ei amdnuntite.
Dupa preferintd, formula (3) poate fi luati ca definitie a curburii K.

G. Derivarca eovariantii. In legiturd cu 'trainsportul paralel
de-a lungul curbelor de pe o varietate riemanniana apare un cayl(n}l
diferential specific — asa-numita derivare covariantd sau cone-
viunea riemanniand. Aceasti derivare se definegte in modul
mn}ﬂ?it(:)]f;. un vector tangent la varietatea M in punctul @ §i }f un
cimp de vectori definit pe M in vegmatateaVp‘l.mctulul . Der ’wa,)i(l‘,
covariantd a cimpului v in direcia ve;ctomlm g se definegte cu
ajutorul unei curbe a,rbitrareucare p}eaca dm_punctul z cu YlteZ? E.

Prin migcarea pe aceastd curba,ﬂvom ajunge, dupa timpul ti
in noul punet «(t). Ludm vectorul cmj.p}lhu v in punctul 2(t) sil 1
transportim paralel de-a lungul curbei, inapoi in pun_ctul initia a.
Obtinem un vector dependent de ¢ al spatiuiui T M, tangent la M_
in x. La t=0, acest vector coincide cu v(w), lar pentru alte valori
ale Iui ¢ el variazd in functie de cum se abate cimpul v de-a lungul
curbei noastre de directie &, de la un ¢imp paralel. .

S consideriim derivata vectornlui dependent de ¢ astfel obtinut
la ¢ = 0. Aceastil derivati este un vector al spapmlp tangent T'M,.
Ha se numeste derivata covariantd o cimpului v in raport ou § si
se noteazd cu LAL .

Se verificsi ugor e vectorul VeV nu depinde de alegerea curbei

care apare in definitia sa, ci numai. de vectorul § si cimpul v.

Problema 1. Si se demonstreze urmditoarele proprictidli ale derivirii
covariante : o )
1) y,.v este o functie biliniara in Esiv.

9 _— g ric “tie netedd f, unde L este derivata
2) VE, (fv):(L& v + [V‘% v pc_x,ltru orice functie netedd f F,f
functiei f in directia vectorului § € TM,.
3) 'I‘E, (v, wy = <VE_, v, W(x)) + {v(x), Ve w).
4) Vv W — Vum V= [w,vl(z) (unde Ly = Ly Ly— Ly L))
Problema 2. Si se demonstreze cii tensorul de curburd se exprimi prin
derivatele covariante in modul urmator :

Q&g Mg) Gy = (— Vi Vnz; + VT] Vgc + V[E,,n]o ][ x, unde &, ny si  sint cimpuri de

vectori arbitrare cu proprictatea

Ea) =&, mn@@=mn, &&)=2=,¢cTM,
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Problema 3. Si se demonstreze cii tensorul de curburi satisface urmsitoarele
identitati :

QEMWL+ QML +QE&N =0,
QE, mao, By = (Qa, B)E, n).

Problema 4. Si presupunem ci metrica riemanniani este datd in sistemul
local de coordonate xy, . ... ay de matricea simetrica gq; :

ds? = E giy dag duy.
]

Sd notdm cu ey, ... ,e, cimpurile de vectori definite de coordonate (astfel incit derivata
fn directia lui ¢; este dy = @/0x;). Derivatele covariante se pot calcula acum utilizind
formulele din problema 1 si urmitoarele doud formule :

' : 1 i
Veie; = ;I‘g‘j e, If; = 2 - (0495, + 9,95 — 9,9,,) g,

unde (9%*) este matricea inversii a matricii (g”}

Utilizind expresia tensorului de curburd in raport cu conexiunea din problema 2
oblinem o formuld expliciti si pentru tensorul de curburi. Numerele Ry =
= (e, e;) ey, ;> se mumesc componentele lensorului de curburi.

H. Eecuatia lui Jacobi. Curbura unei varietiiti riemanniene
este strins legatd de comportarea geodezicelor. In particular, si
considerdm o geodezicd care pleacd dintr-un punct oarecare intr-o
directie oarecare si si-i schimbimn putin conditiile initiale — deci
punctul inigial gi direefia inifiald. Noile date initiale definesc o
noud geodezicd. La inceput, aceastd geodezicd diferii numai putin
de cea inifiald. Pentru a studia abaterea este util si liniarizim ecua-
tia diferentiald a geodezicelor in veciniitatea geodezicei initiale.

Hcuatia diferentiald liniard de ordinul al doilea care se obtine
in acest fel (j,ecuatia in variatii” pentru ccuatia geodezicelor) se
numegte ecuafia lui Jacobi $i ea se serie comod eu ajutorul deriva-

telor covariante yi a tensorului de curburi.

Sd notdm cu x(f) un punct care se mised pe o geodezicd a varie-
tatil M eu viteza constantd ca mirime v{t) e T M.

Dacid conditia inifiali depinde neted de un parametru e,
atunci gi geodezica depinde neted de acest parametru. Si conside-
rdm migearea corespunzitoare valorii fixate « a parametrului. La
momentul ¢, notdm pozitia punctului pe geodezica corespunziitoare
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v
‘

cu #(t, «) € M. Vom considera cii geodezica initiald corespunde
valorii zero a parametrului, deci x(t, 0) = x (1).

Se numeste clmpul vectorial al variatiei geodezicer derivata
functiei a({, «) in raport cu parametrul «, la « = 0; valoarea aces-
tui eimp in punctul x(t) este egald cu

—d— a(t, o) = &(1) € TM .
da la=0 '

Pentru a scrie ecuatia in variatii, si mai definim si derivata
covariantd in raport cu ¢ a unui eimp §(t) definit de-a lungul geo-
dezicei x(t). Prin definitie, aceastd derivati se construiegte in modul
urmitor : se ia vectorul {(t-+h), se transportd paralel din punctul
x(t-+h) in punctul x(¢) de-a lungul geodezicei si apoi se deriveazd
vectorul dependent de h din 7'M,y astfel obtinut in raport cu £,
la h = 0. Se obtine ca rezultat un vector din spatiul tangent T'M .,
care se numeste derivata covariantd a ctmpului §(t) in raport cu t
st se noteazd cu D LD,

Teoremii. Cimpul vectorial al wnei variafii a geodezicei date
satisface ecuatia diferentiald liniard de ordinul al doilea

D%

e = awe, (4)
unde O este tensorul de curburd iar v(t) este vectorul vitezd de miscare
pe geodezica initiald.

Reciproe, orice solufie a ecuatiei diferentiale (4) este cimpul
vectorial al unet varialii a geodezicer date.

Ecuatia (4) se numeste ecuafia lui Jacobr.

Problemdi. Sdse denons'reze Leorema formulata.

Problema. Fie M o suprafatd, y({) lungimea componentei normale Ia geo-
dezicid a unui cimp &(¢) si si presupunen ¢d vectorul v(f) este de lungime 1. Sa se de-
monstreze ci y satisface ecuatia diterentialil

¥ = — Ky, (5)
Problemid. Utilizind ecualia (5) st se compare comportarea geodezicelor

apropiate de o geodezicd datd pe slerd (I = - R7%) si in planul lui Lobacevski
(K = —1).

(CURBURA RIEMANNIANA 381

I. Studierea ecuafiei lui Jacobi. Cind se studiazi ecuatiile in
variatii este util sd se excluda variatiile triviale care, se reduc la
schimbarea originei misurdrii timpului sau a mirimii vitezei initiale
& migedrii. In acest scop descompunem vectorul variatiei g
in componentele paraleld si ortogonali la vectorul vitezd v. Atunci
(deoarece Q (v, v) = si datoritd antisimetriei  operatorului
Ll(‘v, £)), o.bi;,inem pentru componenta normala din nou ecuatia
lui Jacobi, iar pentru cea paraleli cu viteza — ecuatia
D2E/DE = 0. ’

S& observiim acum ¢ ecuatia Iui Jacobi pentru componenta
normald se poate scrie sub forma unei ,ecuatii Newton’ :

D
D2

= — grad U,

unde forma pitraticd U in raport cu vectorul & se exprims prin
tensorul de curburd gi este proportionald cu curbura K in direectia
planului (&, v) : i

lm:%«mmmazéK@amw

Prin urmare, comportarea componentei normale a vectorului variajie
al unei geodezice parcurse cu witeza 1 este descrisi de ecualia uwnui
oscilator liniwr (neautonom) a cdrui energie potentiald este égald cu
jumdtate din produsul dintre curbura in directia planului definit
de vectorul wvilezd si vectorul variafiei si pdtmiul lungimit compo-
nenter normale a vectorulur variafie.

In particular, sd considerim cazul in care curbura in orice di-
rectie bidimensionald care contine vectorul vitezi al geodezicei
este negativd (fig. 234). In acest caz abaterea dupi normali a

K>0 K<0 /
- - /

\ T~ Fig. 234. Geodezice vecine pe

\\ varietiti de curburd pozitivd
AN si respectiv negativa.

geodezicel vecine fatid de geodezica datdl satisface ecuatia unui
oscilator cu energie potentiald negativ definitd (si dependentd de
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timp). Prin urmare, componenta normali a abaterii geodezicelor
vecine se comportd ca gi abaterea fatd de virful muntelui a unei
bile care se afld in vecindtatea virfului. Pozitia de echilibru a bilei
in virful muntelui este instabild. Aceasta inseamnd cd geodezicele
vecine cu geodezica dati se vor indeparta exponential de ea.

Dacd energia poteniiald a ecuatiei lui Newten obtinutle nu ar {i fost dependenta
de timp, concluzia noastra ar i fost complet riguroasi. Sa mai presupunem cd, in pius,
curbura in diversele direclii bidimensionale care conlin pe v esle mdirginita inferior si
superier :

— «* << K < —0% unde O<b<a.

Atunci scluliile ecuatiei lui Jacobi pentru componentele normale vor fi combinatii
liniare de exponentiale cu exponentii -+ 2;, unde numerele pozitive 3; sint marginite
de a si b (b < < Q).

Prin urmare, fiecare solutie a ecuatiei Iui Jacobi creste cel pufin ca ebit| pentru
{— - oo sau pentru{— — 00 ; de fapt, majoritatea solutiilor cresc chiar mai repede,
cu viteza ealt].

Instabilitatea pozitiei de echilibru pentru o energie potentiali
negativ definitd in cazul neautonom este intuitiv destul de clard.
Ea poate fi demonstratd prin comparatie cu un sistem autonom
adecvat. Ca rezultat al acestei comparatii ne putem convinge cé
toate solutiile ecuafier lwi Jacobi pentru abaterile normale pe o
varietate de curburd negativd cresc in timpul miscarii de-a lungul
geodezicet cel putin ca o exponentiald din drumul parcurs, al cirer
exponent este egal cu raddcinag patratd din modulul curburii in acea
directie bidimensionald in care acest modul este minim.

In realitate, majoritatea solutiilor cresc mai repede, dar nu
mai putem afirma acum cd e\;poncntul de crestere al majoritifii
solutiilor este definit de directia in care curbura negativid este,
in modul maximd.

Rezumind, putem afirma : comportarea geodezicelor pe o
varietate de curburi negativi este car Lctenmm de o instabilitate
de tip exponential. Pentru evaluarea cantitativi a acestei instabili-
titl este utild introducerea notiunii de drum caracteristic s, care
leprezmw drumul mediu la parcurgerea caruia micile abateri din
conditiile initiale cresc de¢ e ori.

Mai exact, drumul caracteristic s se poate defini ca mirimea
inversi exponentului a care caracterizeazi cresterea solutiilor
ecuatiei lui Jacobi pentru abaterile normale de la geodezica data,
parcurse cu viteza 1:

.1
2 o= lim — max max In |& (1)]
Tooo T 1t<T |E(0)=1

= 1/7\.
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In general, exponentul A si drumul caracteristic s depind de geo-
dezica datd. ‘

Dacéd curbura varietatii noastre tn toate directiile bidimensionale
este marginit@ superior de numdrul —b2 (b > 0), atunci drumul
caracteristic nu intrece pe b1,

Prin urmare, cu cit este mai negativi curbura varietitii, cu
atit drumul car mcter]stlc s, dupi care instabilitatea geodezicelor
conduce la miirirea de e ori a abaterii initiale, este mai mic. Datorit4
cresterii exponentiale a abaterilor initiale, comuportarea exactd a
unei geodezice pe o varietate de cmbum negativii este practic
imposibil de pronoqtl sat.

Spre e\mnplu, sa _presupunem cd curbura este negativi gi mar-
ginitd superior de marimea — 4m~2. Drumul earacterlstlc s nu este
mai mare ca jumitate de metru si deci pe un segment de geodezic
de cinci metri eroarea initiald creste cu aproximativ e!®~ 104 ori.
Prin urmare, o eroare de o zecime de milimetru in conditia initiald
se transformsi intr-o abatere de un metru a extremititii geodezicei.

J. Curenti geodezici pe varietdti compacte de curburi negativa.
Fie M o varietate riemannians compacm pentru care, in fiecare
punet, curbura in toate directiile bidimensionale e%te negativa
(existz“m varietiti de acest tip). Si consideram migcarea initiald a
unui punct material de masi 1 pe M, in absenta oriedror forte exte-
rioare. Lagrangeanul acestui sistem este egal cu energia cinetic,
care este egald cu energia totald gi este o integrald prima a ecuatiilor

de migecare.

Dacd dimensiunea varietitii M este n, atunci o varietate de
nivel constant a energiel este de dimensiune 2n — 1. Aceastd va-
rietate este o subvarietate a fibririi tangente a varietdtii M. De
exemplu, si fixim valoarea constantei energiei la 1/2 (ceea ce co-
I'Qspunde vitezei initiale 1). Atunci viteza punctului material

rimine mereu egalfl cu 1 §i varietatea noastria de nivel constant
se dovedeste a i spatiul total al fibrarii

M < TM

format din sferele unitate din spatiile tangente la M in toate
punctele 2.

Prin urmare, un punct al varietitii 7', M este un vector tangent
de lungime 1, a,phmt intr-un punct al V‘(LIILtd;tll M. Conform prinei-
piului lui Maupertuis —Jacobi, miscarea unui punet material cu o
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conditie initiald fixatd din 7', M poate fi deserisd in modul urmii-
tor : punctul se miscd cu viteza 1 pe geodezica determinati de
conditia initiald.

Conform legii conservirii energiei, subvarietatea T,M este
varietate invariantd in spatiul fazelor TM al sistemului nostru.

Prin urmare, curentul nostru definegte un grup cu un para-
metru  de dlbelllOItlxIIlL ale varie &111 (2n — 1)-dimensionale
T, M. Acest grup se numeste curentul (](ﬂo(l(wm al lui M (corexpun—
mtor motmcu riemanniene date). EFl p(mto fi deseris si in modul
urmédtor : evolutia la timpul ¢ transformd vectorul unitar §e 7, M
aplicat in punctul x (& e T, M,) in vectorul vitezit unitar al geo-
dezicei care iese din punctul 2 cu viteza initiald &, aplicat in acel
punct al geodezicei care se afli la dlsmnta t de punctul x. Si
observam ci pe T M este definit, in mod natural, un element
de volum i ci aoest volum este conservat de curentul geodezic,
asa cum rezultd din teorema lui Liouville.

Evident, nu am folosit pind acum faptul ci varietatea M este
de curburi nemtww Daci ne ocupim acum de descrierea traiec-
toriilor cure.ntulul geodezic, se dovedeste ci negativitatea curburii
varietdtii M igi pune o amprentd puternicd pe comportarea acestor
traiectorii (acest lucru este legat de instabilitatea exponentiald
a geodezicelor lui ).

Tatd citeva din proprietitile speciale ale curentilor geodezici
pe varietiti de curburi negativii (pentru aminunte, vezi cartea lui
D. V. Anosov citati).

1. Aproape toate orbitele sint dense in varietatea de nivel
constant al energi@i (cele exceptionale, care nu sint dense, formeazs
o multime de masurd nuld).

2. Dlstrlbutm uniformi : pentru aproape fiecare traiectorie
timpul pe care ea il petrece intr-un domeniu arbitrar al spatiului
fazelor T, M este proporhonaJ cu volumul domeniului.

3. (mrontul g' are proprietatea de a fi mizing : daci A si B
sint doud domenii din 7| M, atunci

Iim mes (¢'(4)n B) = mes 4d-mes B

t—»o00

(unde cu mes ge noteazd volumul normat de conditia ea volumul
total al lui 7', 3 si fie 1). ’

Din aceste proprietiti ale orbitelor din spatiul fazelor T, M
rezultd proprietd{i similare ale geodezicelor de pe varietatea M
Fizicienii reunesc aceste proprietiiti vorbind de ,,stochasticitate’ :

P
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traiectoria se comportd asimptotic, pentru ¢ mare, ca $i cum punc-
tul care o deserie s-ar comporta aleator. De exemplu, proprietatea
de mixing aratd cd probabilitatea de a fi in B dupi ce s-a iesit din A
este proportionald, dupd un timp mare ¢, cu volumul lui B ete.

Prin urmare, instabilitatea exponentiald o geodezicelor pe o
varietate de curburd negativd conduce la stochasticitatea cureniuiui
geodezic corespunzdtor.

K. Alte aplicatii ale instabilitafii exponentiale. Proprietatea
de instabilitate exponentiald a geodezicelor pe o varietate de
curburd negativd a fost studiatd, incepind cu Hadamard (si in
cazul eurburu constante, cu LOwaPVSkI) de multi autori i in
special de H. Hopf. in mcebt domeniu, descopenrca neaqtepmm
produsid in anii saizeci, a fost stabilitatea uimitoare a sistemelor
cu instabilitate exponentiald la perturbatii ale sistemului.

Spre exemplu, si considerdm cimpul de vectori definit de
curentul geodezic pe o suprafatd compactd de curburd negativi.
Asa cum am vizut mai sus, orbitele acestui sistem au o structurd
destul de complicatd : aproape fiecare orbitd umple dens varietatea
tridimensionald de nivel constant al energiei.

S consideram acum un cimp de vectori apropiat. Se dovedeste
cd, cu toatd complexitatea deosebitd a tabloului orbitelor, prin
trecerea la cimpul apropiat, acest intreg tablou cu orbite dense si
un numir infinit de orbite inchise nu se schimbéd aproape deloc.
Mai precis, existd un homeomorfism in vecindtatea transformarii
identice, care transformi orbitele curentului neperturbat (curentul
geodezic) in cele ale sistemului perturbat.

Prin urmare, curentul nostru cu structurd complicatd are
aceeagi proprietate de a fi ,,grossier” sau ,,structural stabil” ca si
un ciclu limita, spre exemplu, sau un focar stabil in plan. Observim
cd niei centrul in plan, nici intiguritoarea torului nu au aceasti
proprietate de stabilitate structuralid : tipul topologic al tabloului
orbitelor in spatiul fazelor se schimba la o variatie oricit de micé
a cimpului de vectori.

Existenta unor sgisteme structural stabile cu miscari complicate
in care fiecare miscare este exponential instabild, reprezintd una
din descoperirile fundamentale din ultima vreme ale teoriei ecua-
tiilor diferentiale ordinare (ipoteza stabilitdtii structurale a
curentilor geodezici pe varietdti de curburd negativa a fost emisd
de S. Smale in 1961, demonstratia fiind datd de D. V. Anosov si
publicatd in 1967 ; rezultatele fundamentale privind stochastici-

25 — c¢. 1719
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tatea acestor curenti au fost obtinute de Ia. G. SinaisiD. V. Anosov
tot in deceniul al saselea).

Inainte se presupunea ci in sistemele de ecuatii diferentiale
,,generice” sint posibile numai cele mai simple regimuri limitd
stabile : puncte de echilibru si eicluri. Dacd sistemul are o con-
structie mai complicatd (de exemplu, dacd este conservativ) se
presupunea cd printr-o perturbatie micd a ecuatiilor sale (de
exemplu, la perturbatii neconservative mici) miscirile complicate
se ,,dezintegreazd” in miscdri simple. Astézi stim cd luerurile stau
altfel si ci in spatiul functional al cimpurilor de vectori existd
domenii intregi formate din cimpuri de vectori cu o comportare
complicatd a orbitelor.

Coneluziile care decurg din acest rezultat cuprind un cere larg
de fenomene in care se observi o comportare ,,stochasticd’ a unor
obiecte deterministe.

Mai precis, sd ne reprezentdm ci in spatiul fazelor unui anumit
sistem (neconservativ) existd o varietate (sau o multime) inva-
riantd atractivii, pe care orbitele au proprietatea de instabilitate
exponentiald. Stim in prezent ci sistemele cu aceastd proprietate
nu sint exceptionale : la o perturbare micd a sistemului, proprieta-
tile indicate nu se distrug. Ce observd un experimentator care
urméireste miscarea unui astfel de sistem?

Tcndlnm orbitelor de a se apropia de multimea invariantd
atractiva poate fi perceputd ca instaurarea unui regim limitd.
Migcarea in continuare a punctului din spatiul fazelor in jurul
mul‘gnnu atractive va genera o variatie haoticd, greu de prono-
sticat, a ,,fazelor” reg1mu1u1 limit&, care este perceputa ca o
,,btoch&stmtate” sau ,,turbulentd”).

Din picate, pind acum nu a fost intreprinsd o analizd convin-
gdtoare a e\emplelm fizice cu caracterul descris, din punctul de
vedere de mai sus. Spre exemplu, problema care se impune inainte
de toate este aceea a instabilitatii hidrodinamice a fluidului viscos
descris de asa-numita ecuatie a lui Navier-Stokes.

Spatiul de faze al acestei probleme este infinit-dimensional
(el este spatiul cimpurilor de vectori de divergentd nuld pe dome-
niul curgerii), dar acest caracter infinit dunensmn&l al problemei
nu Iepxezmm, dupid cit se pare, o obstructie serioasd, datoritd
faptului ci viscozitatea atinge armonicile inalte (vmte]urlle mici)
cu atit mai rapid cu cit este mai mare numérul armonicei. Drept
rezultat, orbitele din spatiul infinit dimensional se apropie, dupd
cite se pare, de o varietate (sau multime) de dimensiune finita
careia ii apartin regimurile limita.
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La o viscozitate mare existd in spatiul fazelor pozitii de echilibru
atractive stabile (,,curgeri stationare stabile’’). La micsorarea
viscozitdtii, o astfel de miscare isi pierde stabilitatea ; in acest mod
poate apidrea, spre exemplu, un ciclu limitd in spatiul fazelor
(o ,,curgere periodicd’) sau o pozitie de echilibru stabild de un tip
nou (,,miscare stationarad secundara”)*’ in continuare, pe masurs
ce scade wscomtatea, intrd in joc un numir tot mai mare de armo-
nice §i regimurile limitd pot deveni de dimensiune din ce in ce mai
mare.

Cind viscozitatea este mic#, pare destul de plauzibild obtinerea
regimurilor limitd cu traiectorii cu instabilitate exponentiali.
Din pacate, pinfdastézi, calculele corespunzitoare nu au fost efec-
tuate datoritd posibilitdtilor limitate ale masinilor contemporane
de calcul. Urmatoarea concluzie generald poate fi insd dedusigi
fard calcule : pentru aparltla fenomenelor de tipul turbulen‘nel
nu este neapdrat necesar casi nu existe solutii sau solutiile sinu
fie unice — este suficientd instabilitatea exponen‘plala care se
intilnegte chiar i in sistemele deterministe cu un numéir finit de
grade de libertate.

Ca un alt exemplu de aplicare a instabilitdtii exponentiale
putem s% ddm demonstratia ,,ipotezei ergodice” a lui Boltzmann
pentru sistemul de bile rlglde anuntati de Ta. G. Sinai. Aceasti
ipotezd afirmd : curentul corespunzitor migcdrii unui sistem de
bile identice absolut elastice intr-o cutie cu pereti elastici este
ergodic pe multimile conexe de nivel constant ale energiei. (Ergo-
dicitatea inseamnd cd aproape orice orbitd petrece, in fiecare
submultime mésurabili a multimii de nivel constant, un timp
proportional cu misura respectivei submultimi).

Ipoteza lui Boltzmann permite inlocuirea mediilor temporale
cu medii pe spatiul fazelor si a fost consideratd foarte mult timp
ca indispensabild pentru fundamentarea mecanicii statistice. in
realitate, pentru trecerea statisticd la limitd (cind numirul de
particule tinde la infinit) ipoteza lui Boltzmann (care se referd la
limita cind timpul tinde la infinit) nu este necesarid. Ipoteza lul
Boltzmann a dat insd viatd intregii analize a proprietitilor sto-
chastice ale sistemelor dinamice (asa-numita teorie ergodicd) si
demonstratia ei reprezintd o probd a maturititii acestei teorii.

*) Pentru aminunte privind pierderea stabilitstii vezi Lectii despre bifurcalii si
familii versale, Uspehi Matem. Nauk, 27, 5(1972), 119—184.
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Instabilitatea exponentiald a traiectoriilor in problema lui
Boltzmann apare ca urmare a ciocnirilor dintre bile §i poate fi
explicatd in modul urmitor.

Pentru simplitate, si considerim un sistem format din doué
particule in plan i 88 inlocuim cutia patratd cu torul plan {(z, ¥)
mod 1} cu reflectare elasticd pe pereti. Atunci putem considera
¢d una din particule este imobild (utilizind legea conservirii
impulsurilor) ; putem congidera ca cealaltd particuld este puncti-
forma. -

Sintem condusi in acest fel la problema model a migedrii unui
punct material pe un biliard toric cu un perete circular in mijloc,
de care punctul se reflectd dupd legea ,unghiul de incidenta
este egal cu unghiul de reflexie” (fig. 235). Pentru a studia acest
sistem, sd consideram incd un biliard similar, marginit spre exte-
rior de o curbd convexd pland (de exemplu, migearea unui punct
in interiorul unei elipse). Migcarea pe un astfel de biliard poate fi
consideratd ca un caz limitd al curentului geodezic pe suprafata
unui elipsoid. Trecerea la limitd constd in a face sd tindd la zero
axa micd a elipsoidului. Drept rezultat, geodezicele trec in traiec-
toriile biliardului eliptic. Observam in urima acestui proces cd este
normal s considerdm cd elipsa are doud fete si cd la fiecare
reflectare geodezicele trec de pe o fatd a elipsei pe cealalta.

S& ne intoarcem acum la biliardul nostru toric. Migcarea pe el
poate fi consideratd ca fiind limita curentului geodezic pe o supra-

Fig. 235. Biliard toric cu perete
circular reflectant.

fatd netedd. Aceastd suprafaid se obtine dacid se considerd torul
cu o gaurd ca o suprafata cu doud fete siise dd o anumita grosime,
netezind usor latura ascutitii. Drept rezultat se obtine o suprafatd
cu topologia unui covrig (o sferd cu doud minere).

Daci atunci cind elipsa se ,,umfld”’ (explodeazi) intr-un elipsoid
se obtine o suprafatd de curburd pozitivd, la umflarea unui tor cu
o gaurd apare o suprafatii cu curburd negativd (in ammbele cazuri
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curbura este concentratd in veecindtatea frontierei, dar umflarea
poate fi efectuatd in asa fel ineit s& nu fie afectat semnul curburii).

Prin urmare, migcarea pe un biliard toric poate fi considerati
ca un caz limitd al migedrii pe geodezicele unei suprafete de curburd
negativa.

Pentru a demonstra ipoteza lui Boltzmann (in cazul particular
simplu considerat) este suficient acum s se verifice cd analiza
proprietdtilor stochastice ale curentilor geodezici pe suprafete
de curburd negativd isi pastreazd valabilitatea si in cazul limitd
indicat.

Demonstratia amanuntitd se dovedeste a fi foarte dificild; a
fost publicatd numai partea care se referd Ia sistemele de doud
particule (Ia. G. Sinai, Sisteme dinamice ou reflectii elastice,
Uspehi Matem. Nauk, 25, 2 (1970), 141 —192).
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GEODEZICELE METRICELOR INVARIANTE
LA STINGA PE GRUPURI LIE
SI HIDRODINAMICA FLUIDULUI IDEAL

Miscarea euleriani a unui corp rigid poate fi descrisd ca migcarea
pe geodezicele grupului rotatiilor spatiului euclidian tridimensional
inzestrat cu o metricd invariantd la stinga. O parte importanta a
teoriei lui Euler este legatd numai de aceastd invariantd si din
acest motiv se extinde gi la cazul altor grupuri.

Printre exemplele acoperite de o astfel de teorie a lui Euler
generalizatd se numéard migcarea corpului rigid in spatiul de dimen-
siune superioard i, de un interes deosebit, hidrodinamica fluidului
ideal (incompresibil si fard viscozitate). In ultimul caz drept grup
apare grupul de difeomorfisme care conservi elementul de volum
al domeniului in care are loc curgerea fluidului. In acest exemplu,
principiul minimei actiuni are urméitoarea semnificatie : migcarea
fluidului este descrisd de geodezicele metricii definite de energia
cineticd (dupd preferinté, acest principiu poate fi Inat ca definitie
matematicd a fluidului ideal). Se verificd usor cd metrica indicatd
este invariantd (la dreapta).

Bineinteles, extinderea rezultatelor obtinute pentru grupurile
Lie de dimensiune finitd la cazul infinit dimensional trebuie ficuti
cu precautie. De exemplu, in hidrodinamica tridimensionald nu
existd nici pind astidzi teoreme de existentd gi unicitate a solutiilor
ecuatiilor de miscare.

Cu toate acestea, nu este mai putin interesant s& se considere
concluziile la care duce transpunerea Pproprietatilor geodezicelor
pe grupurile Lie de dimensiune finitd la cazul infinit dimensional.
Aceste concluzii au caracterul unor ipoteze apriorice (identit&ti,
inegalitdti etc.) care trebuie si fie indeplinite pentru orice accep-
uune rezonabild a notiunii de solutie. In unele cazuri se reuseste
ca rezultatele obglnute aici s4 fie fundamentate riguros in mod
direct, evitind analiza infinit dimensionala.
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De \emplu analogul din hidrodinamica al ecuatiilor lui Euler
ale migearii corpului rigid il constituie ecuatia lui Euler de migcare
a unui fluid ideal. Teoremei lui Euler de stabilitate a rotatiilor
in jurul axelor mare si micad a elipsoidului de inertie ii corespunde
in hidrodinamic® teorema putin generalizatd a lui Rayleigh pri-
vind stabilitatea curgerilor fara puncte de inflexiune ale profilului
vitezelor. ,

Din formulele lui Euler este usor sa fie extrasa expresia expli-
citd pentru curbura riemanniand a grupului cu o metricd invariant
la translatiile intr-un singur sens. Aplicind aceastd formuld la
cazul hidrodinamicii, obtinem curbura grupului difeomorfismelor
are pastreazd volumul.

Este interesant sd observim cd pentru directii bidimensionale
destul de bune curbura se dovedeste a fi finitd i in multe cazuri
negativa

Curbura negativd produce instabilitatea exponentiald a geode-
zicelor (vezi anexa 1). In cazul considerat geodezicele sint curgerile
fluidului ideal. Prin urmare, caleulind curbura grupului de difeo-
morfisme putem obtine o anumitd informatie privind instabilitatea
curgerilor unui fluid ideal.

Anume, curbura defineste drumul caracteristic dupd care aba-
terea econditiilor initiale creqte de e ori. Caracterul negativ al
curburii conduce la 1mpomb1htatea practicd de a prezice curgerea :
pe un drum mai mare numai de citeva ori, decit cel caracter istie,
abaterea conditiilor initiale de cele calculate se mireste de sute
de ori.

In aceastd anexid se studiazd rezultatele calculelor legate de
geodezicele grupurilor Lie cu metricd invariantd intr-un singur
sens. Demonstratiile i aminuntele ulterioare pot fi gisite in
urméitoarele lucrari

V. I. Arnold, Sur la géométrie différentielle des groupes de Lie de dimension
infinie el ses applications & ’hydrodynamique des finides parfaits, Annales de 1'Institut
Fourier, XVI, 7 (1966), 319—361.

V.I. Arnold, Asupraunei estimdriapriorice in feoria stabilititii hidrodinamice,

_ Izvestia vuzov, Matematika, 5 (54) (1966), 3—5.

V.I. Arnold, Observafii privind comportarea curgerilor unui [luid {ridimensional
ideal la o perturbare micd a cimpului deviteze initial, Prikladnaia matem. i meh. 36,
2 (1972), 255—262.

V.I.Arnold, Caracterul hamillonian al ecuafiilor lui Euler @le dinaimnicii solidului
rigid si fluidului ideal, Uspehi Matem. Nauk. XXIV, 3 (147) (1969), 225—226.

L.A.Dikii, Observajie privind sistemele hamiltoniene legale de grupul rotafiilor,
Funklionalnii analiz i evo prilojenia, 6, 4 (1972).



392 ANEXA 2

D. Ebin; J. Marsden, Groupsof diffeomorphisms and the motion of an
incompressible fluid, Annals of Math., 92, 1 (1970), 102—163.

L.D. Fadeev, Asupraleoriei stabilildfii curgerilor plan-paralele stafionare ale unui
fluid ideal, Problemele la limitd ale fizicii matematice, vol. 5 (Zapiski Naucinih
Seminarov LOMI, vol. 21), Leningrad, Nauka, 1971, 164—172.

0. A Ladijenskaia, Asapra rezolvadilildlii locale a problemelor nestalionare
pentru fluide incompresibile ideale si viscoase, cu viscozitale care {inde la zero, Problemele
la limitd ale fizicii matematice, vol. 5 (Zapiski Naucinih Seminarov 1.OMI, vol. 21)
Leningrad, Nauka, 1971, 65—78.

A. S. Miscenko, Integralele prime ale curenfilor geodezici pe grupuri Lie
Funktionalnii analiz i evo prilojenia, 4, 3 (1970), 73-—78.

A. M. Obuhov, Asupra invarianfilor integrali in sisteme de tip hidrodinamic,
Dokladi Akad. Nauk S.S.5.R., 184, 2 (1969).

A. Notatii. Reprezentirile adjuneti si eoadjunetd. Fie ¢ un
grup Lie real gi g algebra Lie a lui G — spatiul tangent la grup
in elementul unitate, inzestrat cu operatia de comutare [,].

Grupul Lie G actioneazi asupra sa prin translatii la stinga si
Ia dreapta ; pentru fiecare element ¢ € ¢ sint definite difeomortis-
mele grupului ¢ pe el insusi

L,:G—~@G, Ljh=gh; R,:G—G, Ih—=hy.
Vom nota cu

Lg* . TG}L i TGgh; Igg* . TGh i Tth

aplicatiile spatiilor tangente induse de I, respectiv E,, pentru
orice h (.

Difeomorfismul R,-1L, este un automorfism interior al grupu-
lui. El lasi pe loc elementul unitate al grupului si deci diferentiala
sa in elementul unitate este o aplicatie liniard a algebrei g (deci
a spatiului tangent la elementul unitate) in ea insdgi. Aceastd
aplicatie se noteazd cu

Ad, g —g, Ad, = (By-1 L)y

4

si se numeste reprezentarea adjunctd (adjoint) a grupului G*.

*) De fapt, reprezentarea adjuncti este omomorfismul de grupuri G — GL(g ,l
g—> Ady allui ¢ in grupul automorfismelor spatiului vectorial g. (N. T
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Se verificd usor ed Ad, este un automorfism de algebri, deci e
Ady[E, 7] = [Ad, &, Ad,n], Vg neg.

De asemenea, este clar ed Ad,, = Ad,Ad,.

In continuare s3 considerdm pe Ad ca o aplicatie a grupului
G in spatiul operatorilor liniari pe algebra g : Ad(g) = Ad,.

Aplicatia Ad este diferentiabild. Si considerdm diferentiala ei
in elementul unitate al grupului. Aceastd diferentialé este o aplicatie
liniar# a algebrei g in spatiul operatorilor liniari pe ea. Aplicatia
astfel construitd se noteazii cu ad, iar imaginea prin ad a unui
element ¢ din algebrd — cu adz. Prin urmare, ad; este un endo-
morfism al algebrei g si avem

ad = Ady,:g — Endg, ad;= 4 Ad ;5

dt -0

unde e'® este subgrupul cu un parametru cu vectorul tangent Z.
Din formula scrisd se deduce ugor expresia lui ad utilizind numai
elementele algebrei :

adg n = [£, 1].

Sd considerdin acum spatiul liniar g* dual la algebra Lie g.
Acesta este spatiul functionalelor liniare pe algebra Lie g. Cu
alte cuvinte, g* este spatiul cotangent la, grup in elementul uni-
tate : g% = T%*@,. '

Valoarea unui element £ al spatiului cotangent la grup intr-un
punct oarecare g pe un element » al spatiului tangent in acelasi
punct va fi notatd cu paranteze rotunde : ]

(& m) ER: te T*G,, ne TGg-

Translatiile la stinga §i la dreapta induc in spatiile cotangente
operatorii duali operatorilor Ly, si R,,. Notdm acesti operatori cu
Ly : T*G, — T*@,, Rf: T*G,, — T*G,,

pentru orice h € (f. Acesti operatori sint definiti de identititile

(L5, n) = (& Ly ), (BY E, 1) = (£, Rygy).
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Operatorul dual operatorului Ad, aplicd szm;iu} cotangent la grup
in elementele unitate in el insusi. El se noteazid cu

Ad¥ g% —-g*

si este definit de identitatea
(Ad:‘ £, m) = (&, Adyn).

Operatorii Ad¥ formeazi, atunci cind g parcurge grupul Lie G, o
reprezentare a acestui grup ; mai precis, are loc relatia
Ad¥ = AdF Ad¥.

Aceastd reprezentare se numeste reprezentarea coadjunctd a
grupului §i joacd un rol important in toate problemele legate de
metricile invariante (la stinga) pe grup.

Si  considerim  diferentiala aplicatiei Ad*: ¢ — GL(g*),
g+ Ad¥, in eclementul unitate al grupului. Aceastd diferentiald
este o aplicatie a algebrei g in spatiul operatorilor liniari pe spatiul
dual la algebri. Aplicatia liniard astfel obtinutd se noteazd cu
ad* : g — End(g*), iar imaginea prin ad* a unui element & eg,
cu ady. Prin urmare, adg‘ este un operator liniar pe spatiul dual
la algebra :

ad¥ : g* — g*.

Se vede ugor cii operatorul ad¥ este dualul operatorului ade:
(ad¥ », &) = (7, ad:l), pentru orice
neg¥, Leg.
Uneori este comod si notdm actiunea lui ad* prin acolade :
ad’,fv; = {£, 1}, unde & eg, 7 € g¥.

Prin urmare, acolada reprezintd o functic biliniard din gxg*—>g*
legatd de comutatorul din algebra Lie prin relatia

({& ), O = (0, [ LD
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S& considerdm orbitele reprezentarii .coadjuncte a grupului in
spatiul dual la algebra Lie. Pe fiecare asemenea orbitd existd o
structurd simplecticd naturald (numitd forma Iui Kirillov, deoarece
A. A. Kirillov este primul care a utilizat-o in studiile sale privind
reprezentdrile grupurilor ITie mnilpotente). Prin urmare, orbitele
reprezentarii coadjuncte sint totdeauna de dimensiune pard. Si
observam de asemenea c¢3 obtinem o serie de exemple de varie-
tati simplectice, considerind diverse grupuri Lie gi toate orbitele
posibile.

Structura simplectici pe orbitele reprezentirii coadjuncte se
defineste prin urmétoarea constructie. Fie # un punct din spatiul
dual la algebra Lie g i & un vector tangent la orbita lui # {Ad} x|
lg € G} in x. Deoarece g* este un spatiu liniar, putem considera
¢d £, care este, la drept vorbind, un vector din spatiul tangent la g*
in x, apartine spatiului g*.

Vectorul & poate fi reprezentat (in mai multe moduri) sub
forma veectorului vitezd a miscédrii punctului # in reprezentarea
coadjunctd sub actiunea unui subgrup cu un parametru e'* cu
vectorul vitezi a €g. Cu alte cuvinte, fiecare vector £ tangent la
orbita punctului « in reprezentarea coadjuncti se exprimé printr-un
vector convenabil a din algebra g prin formula

E={a, v}, acg, »eg*

Sintem acum in masura s& definim valoarea pe care o ia 2-forma
simpleeticd Q pe o pereche de vectori &, £,, tangenti la orbita
punctului . $i anume, exprimam vectorii &, si &, prin intermediul
a doudl elemente oarecare a, si a, ale algebrei g, prin formula pre-
cedentd si apoi formdm din aceste doud elemente ale algebrei si
clementul » al spatiului dual algebrei scalarul

Q(ah ‘22) = (2, [ay, @,]), ® €g%, a5, a, €g.

Se verificd usor ¢a: 1) forma biliniard Q este corect definitd —
valoarea ei nu depinde de alegerea elementelor a; (pentru care
{a;,x} = E,,i =1,2); 2) forma Q este antisimetricd si prin
urmare defineste o 2-forma € pe orbitd ; 3) forma Q este nedegene-
ratd §i inchisd (demonstratiile se gasese, de exemplu, in anexa 5).

Prin urmare, forma () este o structurd simplecticid pe orbita
reprezentirii coadjuncte.
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B. Metrici invariante la sting ga. O mietrici riemanniand pe
grupul Lie G se numeste invarianta la stinga daci ea este conservatd
de toate translatiile la stinga Iy :. deferentiala- unei translatii la

stinga arbitrare transform hcmuo vector tangent intr-un Yectm_

tangent de aceeasi lungime.

Pentm o metrieR riemanniand inv: mmmt la stinga este suficient
s cunoastem waloarea sa intr-un_punct (\1 ar upulm, de exemplu
in elementul unitate : atunei in punetele ramase metrica se obtine
prin translatarea la stinga a pm(lu\ulm sealar din 7¢,. Prin urmare
existit tot atitea metrici invariante la }xtmoa pe 0lupul G cite
structuri. euclidiene existd pe algebra Lie g = = Td,.

Orice structurd euclidiand pe,aloebm g este definitd de un
operator mmetllc pozitiv définit, care aclioneazii din algebrda in
spatiul dual g¥. Fie deci A ;g -+ g* un operator liniar simetric
pozitiy definit.

(:L E.) ) = (A, 2)7

pentru orice g, v €g.
(Faptul ci A, egie 'pomw definit nu este foarte esential, darin
aplicatiile Ta mecanicd forma pitraticd (- 1¢ £) 0\10 pozitiv (l(‘llllltd)
Definim operatorul simetric . A, TG, — T*G, prin intermediul
translatiel T stinga
A,,z = JJT,J xiLg:1* a

in acest mod, gbiinem urmitoarea diagramid comutativa

Ad,
g/ TG, 9
Aoy % R,k
A A, A

Adg

!
(
|
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Vom nota cu paranteze ascutite produsul scalar pe T@, definit de
operatorul A,.

Gy )y = (Agg7 M) = (4, M, &) = <, a\/g

Acest produs scalar defineste o metricd riemanniand invarianti
la, stinga pe grupul Lie G.

Produsul scalar definit de metricd in algebrd il vom nota, mai
simplu, cu {». Definim aplieatia B:g Xg-—>g prin identitatea

{[a, b], ¢) = {B(c, a), by, pentru orice b e g.

Este evident cd operatia B este biliniard si atunci cind se fixeaz
primul argument, antisimetricd in al doilea :

B(C’; 0&), by + <B(C, b)7 ay = 0.

C. Un exemplu. Fie @ = SO(3) grupul rotatiilor spatiului eucli-
dian tridimensional, care este gi spatiul configuratiilor unui solid
rigid cu un punct fix. Migcarea corpului este atunci descrisi
de o curbd g(t) pe grup. Algebra Lie a grupului G este spatiul tri-
dimensional al vitezelor unghiulare al tuturor rotatiilor posibile.

Comutatorul in aceasti mlaehra este produsul vectorial obisnuit.

Viteza de rotatie ¢ a corpului este un vector tangent la grup
in punctul ¢g. Pentru a obtine viteza unghiulari trebuie si trans-
portcam acest vector in sp(mtlul tangent la grup in elementul unitate,
deci In algebra Lie. Drept 1'ezulmt se obtin doi vectori dlterltl
in algebra g:

e =dyxgeqg, o, =R, j§eg.

Acegti doi vectori nu sint alteceva decit ,,viteza unghiulari in
raport cu corpul” si ,,viteza unghiulard in raport cu spatiul”.

intr-adevir, elementul ¢ al grupului G ii corespunde o pozitie a corpului care se

obtine dintr-o pozitie initiald (corespunzitoare elementului unitate al grupului si
arbitrar aleasi) prin miscarea g. Fie « un element al algebrei.

Vom nota cu ef® grupul cu un parametru al rotatiilor cu viteza unghiulard o ; ©
este vectorul tangent in elementul unitate la acest grup cu un parametru. Vom consi-
dera acum deplasarea

eT@g, undeg(f)eG, weg, <1
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oblinutd din deplasarea g printr-o rotatie cu viteza unghiulard » in timpul mic 7. Daci

vectorul § coincide cu vectorul
d |
— eTw g,
d7|,_g

atunci o se numeste viteza unghiulard in raport cu spafiul si se noteazi cu o, Prin
urmare, wg se obtine din ¢ printr-o translatie la dreapta. In mod analog se demon-
streazii cé viteza unghiulard in raport cu corpul este translatatul la stinga in algebrid a
vectorului ¢ .

In exemplul nostru, spatiul g* dual algebrei g este spatiul
momentelor cinetice.

Energia cinetici a corpului este definitd de vectorul vitezad
unghiulard si nu depinde de pozitia corpului in spatiu. Prin urmare,
energia cineticd defineste o metricd riemanniand invaeriantd lo
stinga pe grup. Operatorul simetric gi pozitiv definit 4, : TG,— T*@G,
care determind aceastd metricd se numesgte operatorul (sau tensorul)
de inertie ; el este legat de energia cineticd prin formula

1. 1 1 ..
T = ""é* <gyg>g: — <0)c7 (’)c> = "—24 (A Wey wc) - mé‘ (Avg, g)7

P

unde A : g — g* este valoarea lui 4, pentru g =

Imaginea vectorului ¢ sub actiunea operatorului de inertie 4,
se numeste momentul cinetic i se noteazd cu M = A4,4.

Vectorul M este un element al spatiului cotangent la grupul Lie
G in punctul g si el poate fi transportat in spatiul cotangent la G
in elementul unitate e atit prin translatie la stinga, cit si prin
translatie la dreapta. Obtinem doi vectori

e = L¥M eg*,
M, = R#M e g*.

Acesti vectori din spatiul dual al algebrei nu sint altceva de-
cit momentul cinetic in raport cu cmpul (M,) si momentul cinetic
tn raport cu spamul (M,). Aceastd afirmatie rezultd din expresia
energiei cinetice in functie de momentul cinetic si viteza unghiu-
lard :

1 1 ,
T = ?(Mw (*)c) :7 (‘M7 g)

S

e s

R,
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Conform principiului minimei ac{iuni, migcarea inertiald (in
absenta fortelor exterioare) a solidului rigid este o geodezicd a
grupulm rotatulor relativ la metrica 1nvarla]nw la btm@a mdlcata
mai sus.

Vom considera in continuare geodezicele unei metrici rieman-
niene arbitrare pe un grup Lie a,rbltra,r ca fiind migcérile (inertiale)
ale unui solid rigid idealizat cu spatiul confmura,tuIOI G. Un astfel
de ,,s0lid rigid cu grupul G’ este definit de energia sa cineticd, deci
de o formi patraticd pozitiv definitd pe algebra Lie. Mai exact, vom
considera geodezicele metricii invariante la stinga pe grupul Lie ¢
definite de forma pitraticd (e, w) pe algebra g ca fiind migcirile

. S . VI |
unui solid rigid cu grupul G i energia cineticid Y (w, o).

Fiecdrei misedri ¢t — g(t) a solidului nostru generalizat ii putem
asocia urmitoarele patru curbe :

t>oft) eg;
T olt) eg;
t— M () €g*;
t=> M) € g%

numite migedrile vectorilor vitezii unghiularé gi moment cinetic in
raport cu corpul si respectiv, in raport cu spatiul.

Ecuatiile dlferentl(nle pe care le satisfac aceste curbe au fost
gisite, pentru solidul rigid obignuit, de citre Euler. Ele sint insé
valabile gi in cazul cel mai general al unui grup Lie arbitrar ¢ sile
vom numi ecuatiile lui Buler pentru solidul rigid generalizat.

Observatie. In teoria obignuiti a solidului rigid se
identificd gase bpﬂﬂ;ll de dimensiune trei diferite : R3, R3*, g, g%,
TG, T*G,. Coincidenta dintre dimensiunea spatiului R2 in care se
miged corpul si dimensiunea algebrei Lie g a grupului sdu de rotatii
este o situatie particulard legatd de tridimensionalitatea spatiului :
in cazul n-dimensional, g este de dimensiune n(n—1)/2.

Identificarea algebrei Lie g cu spatiul ei dual g* are o fundamen-
tare mai profundi. Anume, pe grupul rotatiilor existd (si este unicid
pind la un factor constant) o metricd riemanniand biinvarianid
(invariantd atit la stinga, cit §i la dreapta). Aceastd metricd defi-
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neste odatw pentru totdeauna un izomorfism al spatiilor liniare
g sig* (s al spatiilor TG, si T*G,). Existenta acestei metrici
permlte deci sd se considere vectorii vitezd unghiulard si moment
cinetic ca fiind elemente ale unui acelasi spatiu euclidian. Ca
rezultat al acestei identificiri, operatia {,} se transform in comu-
tatorul algebrei, luat eu semnul minus.

Metrica riemanniand biinvariantd existd pe orice grup Lie
compact gi deci in studierea migedrii solidelor rigide eu grupuri
compacte putem identifica spa;tnle de viteze unw}nuh,r(, si cele de
momente cinetice. Nu vom face insd aceasti ld(‘ntlil(:‘dll'b, avind
in vedere in mod special aplicatiile la cazul necompact (si chiar
infinit dimensional) al grupurilor de difeomorfisme.

D. Ecuatiile Iuni Euler. Rezultatele lui Euler (obtinute de
acesta in cazul particular G = SO(3)) pot fi enuntate sub forma
urmdtoarelor teoreme privind migcarea vectorilor vitezi unghiu-
lard $i moment cinetic ale corpurﬂor generalizate cu wlupul 4.

Teorema 1. Vectorul moment cinetic in raport cu spatiul se
conserva in timpul wmiscdrii :

Teorema 2. Vectorul moment cinetic in raport cu corpul satisfa-
ce ecuatio lui Eulm

an,
a

= {o, M.}.

In cazul solidului rigid generalizat, aceste teoreme se demon-
streazd la fel ca pentru cazul obisnuit.

Observatia 1. Vectorul vitezei unghiulare in raport cu
corpul se exprimi liniar prin vectorul momentului cinetic in ra-
port cu corpul, cu ajutorul operatorului invers operatorului de
inertie :

e = A7 M, Prin urmare, ecuatia Iui HWuler poate fi consi-
deratd ca ecuatie in care apare numai vectorul moment cinetic in
raport cu corpul ; membrul sdu drept este pitratic in raport cu M,.

Putem exprima acest rezultat si in forma urmitoare. Si consi-
derdm curentul hamiltonian corespunzitor solidului rigid consi-
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derat. (Spatiul de faze T*G al acestuia este de dimensiune de doud
ori mai mare ca dimengiunesa % a grupului sau & spatiului momen-
telor g*). In acest caz acest curent pe varietatea 2n-dimensionald
T*@ se factorizeazd la curentul definit de ecuatia lui Euler pe
spatiul liniar de dimensiune n g*.

Fie gt un curent pe varietatea X si f! un curent pe varietatea ¥. Curentul f* se nu-

meste factorizare a curentului gt dacid existd o aplicatie netedd m a varietdtii X pe
varietatea Y prin care miscirile Iui g¢ trec in migcrile lui f¢, astfel incit diagrama

X

-

Y

si fie comutativit pentru orice t e R: wo gt = flow. In cazul nostru X = T*G este
spatiul fazelor solidului righkd, ¥ = g* este spatiul momentelor cinetice, iar proiectia
w: T*G — g* este definitd de translatiile la stinga (n(a) = L¥a, pentru orice
o € T*Gg). gt este curentul hamiltonian in spatiul fazelor de dimensiune 2n, T*Gy, iar
ft este curentul definit de ecuatia lui Euler in spatiul de dimensiune n al momentelor g *

Cu alte cuvinte, migcarea vectorului momentului cinetic in
raport cu corpul depinde numai de pozitia initiald a acestor vectori
si nu depinde de pozitia corpulul in spatiu.

Observatia 2. Legea de conservare a vectorului moment
cinetic in raport cu spatiul se mai poate exprima si astfel : fiecare
componentsd a acestui vector intr-un sistem de coordonate arbitrar
pe g* se conservi. In p&rtleu]ar fiecarui e]ement al algebrei Lie g
ii core&punde o functie liniard pe spatiul g* si deei o integrald
prima. Dupid cum se verificd usor, pala,ntezele Tui Ponson ale
integralelor prime date de iunctnle pe g* sint gi ele functii pe g*.
In aucest mod, obtinem o extensie (infinit dimensionalit) a algebrei
Lie g, formama din toate funetiile definite pe g*. Algebra Lle g
se scufundy in aceastd algebrd ca algebra Lie a fune’gulor liniare
pe g*. Evident, dintre aceste integrale prime ale curentului hamil-
tonian pe spatiul de faze 2n-dimensional sint functional indepen-
dente numai n. De exemplu, putem lua drept = integrale prime
independente n functii liniare pe g* care formeazii o bazd in g.

Avind mereu in vedere aplicatiile infinit dimensionale, am
vrea sd formulim in mod invariant afirmatia privind integralele

prime, eliminind coordonatele. Acest lucru se poate face, reformu-
lind teorema 1 in modul urméitor :

X —
71'
— P!

~ <

26 — c. 1719
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Teorema 3. Orbitele reprezentdrii coadjuncte ale grupului in
spatiul dual algebrei Lie sint varietdfi invariante pentru curentul
definit pe acest spatiu de ecuafia lui Euler.

Demonstratie. M) se obtine din M,(¢) prin aplicare:
reprezentirii coadjuncte, iar M (t) std pe loc, c.c.t.d.

Exemplu. In cazul solidului rigid obignuit, orbitele repre-
zentirii coadjuncte in spatiul momentelor sint sterele M7 + M3 +
4 M2 = const. In acest caz, teorema 3 se transformd in legea
congervirii péitratului momentului cinetic. Continutul ei este
urmitorul : dacd punctul initial M, este continut intr-o orbitd
oarecare (deci, in cazul nostru, intr-o sferd M = const) atunci si
toate punctele traiectoriei acestui punct sub actiunea curentului
definit de ecuatia lui Euler sint continute in aceeagi orbita.

S4 ne intoarcem la cazul general al unuigrup arbitrar G i si ne
reamintim ci orbitele reprezentarii coadjuncte au o structurid sim-
plecticd naturald (punctul A). Energia cinetici a corpului poate fi
exprimatd prin momentul cinetic in raport cu corpul. Drept rezul-
tat obtinem o formé piatraticd pe spatiul momentelor :

T é (M,, A=1DL).

S% fixdm o orbitd oarecare V a reprezentirii coadjuncte si si con-
siderim energia cineticii ca functie pe aceastd orbitd :

H:V >R, HM,) = —;~ (M,, A=DL,).

Teorema 4. Pe fiecare orbitd V a reprezentdrii coadjuncte, ecualia
lui Euler este hamaltoniand, cu functio lui Hamilton H.

Demonstratie. Fieccare vector § e T'Vy tangent la V in punctul MeV
este de forma & = {f, M}, unde f € g. In particular, cimpul de vectori care apare in

membrul drept al ecuatiei 1ui Euler poate {i scris sub forma X(M)= < d T1 , I\J} (aici
M

diferentiala functiei T in punctul M al spatiului liniar g*, A7 | : Tg ¥— R se consideri
M
ca element al spatiului dual la lui g*, deci ca element al algebrei Lie g: ng‘;[ gk,

dT‘ €g. Din definitia formei simplectice Q pe V si a operatiei {, } (vezi punctul A)
M
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rezultd cd, pentru orice vector £ tangent la V in punctul M Q(§, X(M)) =

= (J\l, [f, dT’ ]) = ({f, M}, dT’ ) = (E, dH ) = dH' (&),
M M M I

ceea ce trebuia demonstrat.

Ecuatia lIui Euler poate fi transportatd din spatiul dual alge-
brei Lie in algebra Lie cu ajutorul inversului operatorului de inertie.
Drept rezultat se obtine urmitoarea formulare a ecuatiei lui
Euler care utilizeazd operatia B.

Teorema 5. Miscarea vectorului vitezd unghiulard in raport cu
corpul este determinatd de pozifia inifiald a acestui vector si nu depinde
de pozifia inifiald a corpulut. Vectorul vitezd unghiulard in raport cu
corpul satisface ecuatia diferentiald cu membru drept pdtratic

@, = Blw, o).

Vom denumi aceastd ecuatie ecuatia lui Huler pentru viteza
unghiularé. S& observim c& orbitele reprezentirii coadjuncte
se transformf prin actiunea operatorului 471:g*—> g in varietdti
invariante ale ecuatiei lui Buler pentru viteza unghiulars ; aceste
varietdti au o strueturd simplecticid ete. Spre deosebire insd de
orbitele de g*, aceste varietdti invariante nu sint definite numai
de grupul Lie, ci depind §i de alegerea solidului rigid (adicd a
operatorului de inertie).

Din legea conservirii energiei rezults

Teorema 6. Fcuatiile lut Buler (pentru momente i vitezele un-
ghiulare) aw o integrald pdtraticd a carei valoare este egald cu energia
cinetica

T= _;— (Mc7 A—IML’) == "1_' (A(’)w (")c)'

“

E. Rotatiile stationare si stabilitatea lor. Se numegte rotafie
staionard a unui solid rigid orice rotatie in timpul céreia viteza
unghiulard este constantd (atit in corp, cit si in spatiu; se vede
ugor cd una o implicd pe cealaltd). Din teoria solidului rigid obig-
nuit din R? gtim cd rotatiile stationare sint rotatiile in jurul axelor
prinecipale ale elipsoidului de inertie. Mai jos se formuleazi generali-
zarea acestel teoreme pentru cazul solidului rigid cu un grup Lie
arbitrar. Si observam cd rotatiile stajionare sint geodezicele metricii
invariante la stinga care sint subgrupuri cu un parametru.
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De asemenea, sid observiam c# directiile axelor principale ale
elipsoidului de inertie pot fi definite cdutind punctele stationare
ale energiei cinetice pe sfera vectorilor moment cinetic de lungime
fixatd.

Teorema 7. Momentul cinetic relativ la solid (respectiv viteza
unghiulard relativ la solid) al unei rotafit staftonare este punct
eritic al energiel pe orbita reprezentdrit coadjuncte (respectiv pe ima-
ginea orbitei sub actiunea operatorului A™1). Reciproc, orice punct
critic al energiei pe o orbitd defineste o rotatie stafionard.

Demonstratia se face printr-un calcul direct sau printr-o trimi-
tere la teorema 4.

Trebuie si remarcim aici ci partitia spatiului momentelor in
orbitele reprezentirii coadjuncte poate avea, in cazul unui grup
arbitrar, o structurd mai putin simpld ca aceea din cazul solidului
rigid obisnuit, cind ea este partitia spatiului tridimensional in
sferele cu centrul in 0 si punctul 0. In particular, orbitele pot
aves dimensiuni diferite gi partitia in orbite poate si nu fie, in
vecindtatea unui punct dat, o fibrare: o astfel de singularitate
existd chiar gi in punctul 0 in cazul tridimensional.

Vom numi un punct M al spatiului momentelor punct regulat
dacid partifia unei vecinidtati a lui M definitd de orbite este difeo-
morfid cu partiia (foliatia) spatiului cu plane paralele (in particular
toate orbitele care trec prin vecindtatea punctului M trebuie si
aibd acceasi dimensiune). De exemplu, pentru grupul rotatiilor
spatiului tridimensional sint regulate toate punctele spatiului
momentelor, eu exceptia originii coordonatelor.

Teorema 8. Fie M un punct requlat ol spatiului momentelor,
care este punct critic peniru resiriclia energiei la orbita reprezentdrii
coadjuncie care il contine pe M. Presupunem cd a doua diferenfiald
o energier A2H in punctul M este o formd pdtratica definita (pozitiv
sall negativ). Atunct M este o pozifie de echilibru stabild (in sens
Liapunov)  ecuafier lwi Tuler.

Pentru demonstratie se observi cfi, datoriti regularitdtii, pe
fiecare orbiti vecind cu aceea o lui M existd un punct de maxim
sau minim condifionat al energiei, in vecinidtatea lui M.

Teorema 9. A doua diferentiald a energiei cinelice, restrinsd
la spatiul tangent in punctul o €g, o = A7 M la imaginea unei
orbite a reprezentdrii coadjuncte in algebrd este datd de formula

2d | () = {B(o, f), Blo, [)) + [f; o], Blo, f))

HE
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unde & este un vector tangent in o la imaginea orbitei in g si se
exprima prin f dupd regqule

£ = B(®7f)7f59-

F. Curbura riemanniand a unui grup cu metried invarianti la
slfllga. Fie ¢ un grup Lie inzestrat cu o metrics invariantd la
stinga. Notam cu ¢, produsul scalar pe algebra Lie, care definegte
aceastd metricd. Observdm cé curbura riemanniani a grupului ¢
intr-un punct arbitrar al sdu este determinati de curbura rieman-
niand in elementul unitate (deoarece translatiile la stinga sint
Izometrii). Prin urmare, este suficient si caleculim curbura pentru
planele de dimensiune 2 continute in algebra Iiie.

Teorema 10. Curbura grupului G in directia definitd de perechea
ortonormatd de vectori €,  din algebra Lie a grupului este dati de

Jormaula

K, = (3,8 + 2<a B> — 3, &) — 4 (B, B>,

wnde

28 = B(§, 1) + B(w, &), 2B: = B(E, &),
2B = B(E, m) — B(v, §), 2B, = B(n, n),
2o = [&, 1],
st B este operalia definitd la punctul B (p. 397).
Demonstratia este obositoare, dar se reduce laun caleul direct.

e T < o e < . Sl
Ea se bazeg,z.a pe urmatoarea formuld pentru derivata covarianti
care se verified usor :

(Ve W= - (1% 0] — B(&, m) — By, ),

unde in stinga & si v sint cimpuri vectoriale invariante la, stinga
jar in dreapta — valorile acestor cimpuri in elementul unitate ei

Observatia 1. In cazul particular al unei metrici biin-
variante, formula curburii capitd expresia deosebit de simpli

. 1 . .
1(5,71 = z" <I"t.:7 WL [En 7)]>
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Obgservatia 2. Formula pentru ecurbura unui grup
inzestrat cu o metricd invariantd la dreapta coincide cu cea pentru
cazul metricii invariante la stinga. Intr-adevir, o metrici inva-
riantd la dreapta pe grup este o metricd invariantd la stinga pe
grupul cu legea opusd de compunere (g,*g, = ¢.9;). Trecerea la
grupul cu operatia opusd schimb# simultan semnul comutato-
rului gi cel al operatiei B. Dar in fiecare termen al formulei curburii
apare compunerea celor doud operatii care igi schimbi semnul.
Prin urmare, formula curburii isi péastreazd valabilitatea si in
cazul metricii invariante la dreapta.

In ecuatia lui Euler, prin trecerea la cazul unei metrici inva-
riante la dreapta se schimbé semnul membrului drept.

G. Aplicatii la grupul difeomorfismelor. Fie D un domeniu
mérginit intr-o varietate riemanniand. S& consideram grupul
difeomorfismelor domeniului D care conservi elementul de volum
s1 88 notim acest grup eu SDiff 1.

Algebra Lie corespunzatoare grupului SDiff D este formatad
din toate cimpurile vectoriale de divergentd nuli pe I) care sint
tangente la frontierd (daecd aceasta nu este vida). Definim produsul
sealar a douid elemente din aceastd algebrd Lie (deci a doud eimpuri
de vectori) prin formula

vy, V) = S (vy, vy) dez,
D

unde (,) este produsul scalar definit de metrica pe D si do este
elementul riemannian de volum.

Sd considerdim acum eurgerea unui fluid omogen ideal
(incompresibil, neviscos) in domeniul D. O astfel de curgere
este descrisd de o curbd t—g, pe grupul SDiff D, si anume
difeomorfismul g, este aplicatia care transformé fiecare par-
ticuld a fluidului din punectul in care ea se afli la momentul
t =0 in acel punct in care ea se gisegte la momentul ¢

Se dovedeste ci energia cineticd a fluidulul in migcare repre-
zintd o metricd riemanniand invariantd la dreapta pe grupul
de difeomorfisme SDiff 1.

Intr-adevir, si presupunem ci dupi timpul ¢ fluidul a realizat difeomorfismul ¢;,
iar viteza sa este dati, la momentul ¢, de cimpul de vectori v. Atunci difeomorfismul
realizat de fluid dupa timpul ¢ 4+ 7= (unde t este mic) este e™g modulo o aplicatie
micé in raport cu 7 (aici eT? este grupul cu un parametru de difeomorfisme cu cimpul
de viteze v, deci curentul definit de ecuatia diferentiald asociata lui v).

GEODEZICE SI HIDRODINAMICA FLUIDULUI IDEAL 407

Prin urmare, cimpul de viteze v se obtine din vectorul § tangent la grup in punctul
¢ prin translatia la dreapta. De aici rezultd invariania la dreapta a energiei cinetice
care, prin definitie, este egald cu

T 1
=5 {v,v)

(consideram cid densitatea fluidului este egald cu 1).

Principiul actiunii minime (care, din punct de vedere mate-
matic reprezintd definitia fluidului ideal) afirmd : curgerile flui-
dului ideal sint geodezicele metricii invariante la dreapta pe
grupul difeomorfismelor descrise mai sus.

Riguros vorbind, grupul infinitdimensional al difeomorfismelor nu este o varie-
lale. Din acest motiv, formularea riguroasi a definitiei de mai sus necesitd o
muncd suplimentard : trebuic alese spatii functionale adecvate, demonstrate teoreme de
existentd si unicitate a solutiilor etc. Pind acum, acest lucru s-a reusit numai in cazul
in care dimensiunea domeniului D in care are loc curgerea este egald cu 2. Noi vom
acliona insi ca si cum toate aceste greutiti, legate de infinitdimensionalitate, nu ar
exista. Prin urmare, rationamentele ce urmeazd au un caracter euristic. Cu toate
acestea, multe dintre rezultate pot fi riguros fundamentate, independent de teoria
varietdtilor infinitdimensionale.

Vom aridta in cele ce urmeazi sub ce forms se scriu formulele
generale de mai sus in cazul G = SDiff D, unde D este un domeniu
conex de volum finit al unei varietidti riemanniene tridimensionale.
Pentru aceasta, in primul rind trebuie si scriem explicit operatia
biliniard B : gXg — g, definitd la punctul B prin identitatea

{[a, b}, ¢ > = {B(c, a), b).

Se wverificd ugor ci in cazul tridimensional eimpul de vectori
B(c, @) se exprimi prin cimpurile de vectori @ si ¢ din algebra Lie
congsideratd prin formula

B(e, ¢) = (rot ¢) A a + grad o,

unde cu A se noteazd produsul vectorial iar o este o functie
uniformi pe D, care este univoc definitd (pind la o constantd adi-
tivii, arbitrard) de conditia Ble, a) e g (deci de conditiile div
Ble, &) = 0 §i B(c, a) este tangent la frontiera lui D).

S4 observim ci operaia B nu depinde de alegerea orientarii,
deoarece atit rotorul cit si produsul vectorial isi schimbi semnul
la schimbarea orientdrii.

H. Curgeri stationare. Ecuatia lui Euler pentru ,,viteza unghiu-
lard”, are in cazul G = SDiff D, forma » = — B(v, v), metrica
fiind invariantd la dreapta. In cazul grupului difeomorfismelor
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unui domeniu tridimensional ea capatd deci forma ,,ecuatiilor de
migeare in forma Bernoulli”

v -
— = v Avot v - grad o, div v = 0.
ot
Ecuatia lui BEuler pentru momentul cinetic se scrie
Jrot v
——— = [v, rTOt 0]
ot

In particular, rotorul unei curgeri stationare comutii cu cimpul
vitezelor.

Aceastd observatie permite clasificarea topologicd imediatd a
curgerilor stationare ale unui fluid ideal intr-un domeniu tridi-
mensional.

Teorema il. Sd presupunem ci domeniul D este compact si
marginit de o suprafald analiticd, {ar cimpul vitezelor este analitic si
nw este, Tn toate punctele, coliniar cu rotorul sdw. Atunci domeniul
D este divizat printr-o submulfime analiticd tntr-un numdr finit de
cutit §i tn fiecare din cutii miscare« arve o structurd standard, si
anume cutiile stnt de doud tipuri : fibrate cu tori invarianfi in raport
cu curgerea si fibrate cu suprafefe invariante tn raport cu curgerea,
difeomorfe cu R S% Pe fiecare din tori toale liniile de curent sint
sau toate tnchise saw toate dense, iar pe fiecare cilindru liniile de
curent stnt inchise.

Demonstratia acestel teoreme se bazeazd pe considerarea
msuprafetelor Iui Bernoulli” care sint suprafetele de nivel ale
functiei «. Din conditia de stationaritate (v Arot » = —grad o)
rezultd cd atit liniile de curent, c¢it si liniile rotorului sint asezate
pe supratetele lui Bernoulii. Deoarece ¢impul vitezelor gi rotorul
sdu comutd intre ele, pe o suprafatd Bernoulli inchisd actioneazs
grupul R? gi deci aceastd suprafatd este neapirat un tor (vezi
demonstratia teoremei lui Liouville, §49). Consideratii similare
care tin seama de conditia la limitd pusd pe frontiera lui D aratd
¢ suprafetele lui Bernoulli care nu sint inchise sint reuniuni de
cilindri cu linii de curent inchise.

Observatie. Analiticitatea cimpului de viteze nu este
foarte importantd; este important insd ca cimpul de viteze i
rotorul sdu s nu fie coliniare in nici un domeniu. Experimentele
numerice efectuate cu ajutorul calculatorului electronie de M.
Henon arati o comportare mai complicatd a liniilor de curent
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(decit cea descrisi mai sus) pentru curgerea stationard pe torul
tridimensional, dati de cimpul de viteze
v,=A sin 2 - C cos y, wv,= B sin &+ 4 cos z,
v,= € sin y+ B cos .

Formulele sint alese in aga fel incit vectorii v si rot » si fie
coliniari. Judecind dupé rezultatele calculelor, existé linii de curent
care umplu dens domenii tridimensionale.

I. Cimpuri izerotationale. Hidrodinamica bidimensionald se
deosebeste puternic de hidrodinamica tridimensionald. Esenta
acestei deosebiri constd in diferentele dintre geometriile orbitelor
reprezentarilor coadjuncte ale grupurilor corespunzitoare cazu-
rilor bidimengsional g1 tridimensional. $i anume, in cazul bidimen-
sional orbitele sint, intr-un anumit sens, inchise si se comportd,
de exemplu, ca familia suprafetelor de nivel ale unei functii (mai
exact, a mai multor funetii). In cazul tridimensional, orbitele
sint construite mai complicat si, in particular, sint nemdirginite
(si pot fi chiar dense). Orbitele reprezentirii coadjuncte a grupului
difeomorfismelor wunei varietdti riemanniene tridimensionale
pot fi descrise in modul urmator. Fie v, si v, doud cimpuri vectoriale
ale vitezelor unui fluid incompresibil in domeniul D. Vom spune
¢d aceste doud cimpuri v, $i v, sint izorotafionale dacd existd un
difeomorfism ¢: D— D care piastreazd elementul de volum si
transform# orice contur inchis y din ) intr-un nou contur ¢(v)
astfel inecit circulatia lui », pe conturul initial s& coincidd cu cir-
culatia lui », pe conturul imagine :

ﬁﬁ v — ﬁgv
Y gv)

Se verificd usor ci imaginea in algebra Lie a unei orbile a repre-
zentdrii coadjuncte (prin actiunea operatorului A-* care este
inversul operatorului de inertie) nu este altceva decit mulfimea
tuturor cimpurilor izorotationale cu un cimp dat.

In particular, teorema 3 capitd acum urmitoarea form# de
lege a comservirit circulatied.

Teorema 12. Circulatia cimpului vitezelor unui fluid ideal pe
wn contur tnchis in fluid nu variazd atunci cind conturul este deplasat
de fluid intr-o moud pozifie.

S4 observam ci& daci doud cimpuri de viteze ale unui fluid
ideal tridimensional din domeniul D sint izorotationale atunei
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difeomorfismul corespunzitor transform& rotorul primului in
rotorul celui de-al doilea :

rot v,= rot wv,.
% 1 2

In plus, izorotationalitatea a dou#d cimpuri v, si v, poate fi
definitd ca echivalenta printr-un difeomorfism a cimpurilor rot v,
s rot v, de indatd ce domeniul curgerii este simplu conex. Prin
urmare, in cazul tridimensional, problema determinirii orbitelor
reprezentarii coadjuncte contine si problema clasificéirii cimpurilor
vectoriale de divergen{d nuld modulo difeomorfisme care conservi
elementul de volum. Aceastd ultimd problemid reprezintd, in
cazul tridimensional, o sarcind fard speranta.

S4 considerdm acum cazul bidimensional. Pentru inceput, vom
serie formulele fundamentale in notatii comode pentru situatia
bidimensionald.

Presupunem e& domeniul de curgere D este bidimensional i
orientat. Metrica si orientarea definesc pe D o structurd simplec-
ticd ; cimpul vectorial al vitezelor este definit de un hamiltonian
(care este, in general, multiform, dacd domeniul D nu este simplu
conex). In hidrodinamied, hamiltonianul cimpului vitezelor se
numeste functie de curent si se noteazi cu . Prin urmare

v=1 grad Y,

unde I este operatorul de rotatie cu 90° ,,la dreapta’.

Funectia de curent a comutatorului a doud eimpuri de viteze se
dovedeste a fi jacobianul (sau, dupa dorintéd, paranteza lui Poisson
din formalismul hamiltonian) functiilor de curent al cimpurilor
initiale :

\F[vlﬂ’:] =J (IFD 1FZ)'

‘impul vectorial B(e, a) este dat, in cazul bidimensional, de for-
mula

B (¢, a) = — (AY)) grad ¥, + grad a,

unde ¥, si W, sint functiile de curent ale cimpurilor ¢ si ¢, A =
= div grad — laplaceianul, iar functia « a fost definitd mai sus.

In cazul planului euclidian cu coordonatele carteziene w», ¥,
formulele pentru funectia de curent, comutator gi laplaceian eapiti
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formele deosebit de simple

oY » oY
= = == — ’
(2 dy ’ v oz
v 0% 0¥ 9% 0%
el T G oy dy o
02 02
A = .
ox? + oy?

Se numeste virtejul (sau rotorul) unui cimp de viteze bidimensional
o functia scalard r a cdrei integrald in raport cu elementul orien -
tat de arie dS pe orice subdomeniu orientat o al lui D este egala
cu circulatia cimpului de viteze pe frontiera lui o: :

dszjﬁ .

Se determinii usor exprimarea rotorului prin functia de curent :
r = — AY.

In cazul unui domeniu bidimensional simplu conex, izorotatio-
nalitatea cimpurilor v, si v, revine pur si simplu la faptul c& func-
tiile #, si 7, (rotorii acestor cimpuri) se transform& una in alta
printr-un difeomorfism care conserva aria. . )

In orice caz, doudl functii », si r, cu aceastd proprietate sint
cchimisurabile : pentru ele are loc

mes {xe D:r(x) <cl=mes {xeD:ryx) < c}
pentru orice numir real ¢. Prin urmare, apartenenta a doud cim:
puri la imaginea in algebra Lie a unei aceleiasi orbite a reprezentarii

coadjuncte atrage dupi sine egalitatea unei serii intregi de func-
tionale, de exemplu, a integralelor tuturor puterilor rotorului :

S b as = S % ds.

D D
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__In particular, ecuatiile lui Euler de migcare ale unui fluid
bidimensional ideal

dv
ot + oy o= —grad p, div v = 0,

au un ansamblu infinit de integrale prime. De exemplu, integrala
din orice putere a rotorului cimpului de viteze

? A k
I, = SS (4“@2“ - (&) da A dy
dx oy

este o astfel de integrald primé.

Tocmai existenta acestor integrale prime (deci structura rela-
tiv simpld a orbitelor reprezentdrii coadjuncte) permite si se
demonstreze teoremele de existenti, unicitate ete. in hidrodina-
mica bidimensionald a fluidului ideal (si chiar a celui viscos);
§1 tocmal geometria complicatd a orbitelor reprezentirii coadjuncte
in cazul tridimensional (sau, eventual, informatia insuficienti
privind aceste orbite) face atit de dificild problema fundamentirii
hidrodinamicii tridimensionale.

J. Stabilitatea eurgerilor stationare plane. Si formulim aici
teoremele generale privind rotatiile stationare (teoremele 7, 8 si
9 de mai sus) in cazul grupului de difeomorfisme. Obtinem urmi-
toarele afirmatii : )

1. O curgere stationard a fluidului ideal se evidentiazd printre
toale curgerile izorotafionale cw ca prin faptul cd este punct de
extrem conditionat (sau punct critic) al energied cinetice.

2. Dacd i) punctul eritic indicat este cu adevdrat wn extrem —
dect un minim sau maxim local, ii) este indeplinitd o anumitd con-
ditie de regularitate (care, generic, este tndeplinitd) si iil) extremumul
este nedegenerat (a doua diferentiald este definitd ca semmn) atunci
curgerea stafionard corespunzdtoare este stabild (adicd este o pozitie
de echilibru a ecuatiet lut Huler, stabild in sens Liapunov). '

3. Formula penirv a doua diferenfiald a energiei cinetice, pe
spafiul tangent la varietatea cimpurilor de vectori izorotafionale cu
cel dat are, in cazul bidimensional, urmdtoarea formd. Fie D un
domeniw in planul euclidian cu coordonalele carteziene @ si y.
Considerdam o curgere stationard cu funclia de curent V=" (w, y .

N
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Atinei
wr
2 d*H = SS{(S'v)z -+ —V—P_—# (81‘)21 dx dy,
Ay J
D
unde 3v este o variafie a cimpului vitezelor (dect un vector al spajiului
tangent indicat mai sus) si dr==rot (3v).

S observam ci pentru o curgere stationard vectorii gradient
ai functiei de curent si laplaceianului acesteia sint coliniari. Prin
urmare, raportul yW/AyY are sens. De asemenea, in vecindtatea
oricirui punct in care gradientul rotorului este nenul, functia de
curent este functie de rotor.

Afirmatiile de mai sus condue la concluzia : conditia ca forma
patraticd d2I1 si fie de semn definit trebuie si fie suficientd pentru
stabilitatea curgerii stationare considerate. Aceastd concluzie nu
rezultd formal din teoremele 7, 8 si 9, deoarece aplicarea tuturor
formulelor noastre in cazul infinit dimensional trebuie fundamentaté.

Din fericire, concluzia finald privind stabilitatea poate fi fun-
damentatd fird a fundamenta constructiile intermediare. In acest
mod se reuseste demonstrarea riguroasd a urmitoarelor estimiri
apriorice (care exprimé stabilitatea curgerii stationare in raport cu
perturbatii mieci ale cimpului de viteze initial).

Teorema 13. Sd presupunem cd functia de curent V' =¥ (z, y) @
miscarii stajionare in domeniul D este functie de rotorul cimpului
vitezelor (dect de functia —AY') nu numai local, ¢i pe intreg domeniul
D. Sa presupunem cd derivata functiei de curent in raport e rojorul
satisface inegalitatea

vV _
< ——— < O, unde 0 < ¢ << ¢ < oo.
AyW

Fie W+ o, o = 9z, ¥, t) functic de curent a wunei alte curgeri,
care n mai este neapdral stafionard. S presupunem cd la momen-
tul initial circulatia cimpului de viteze al curgerit perturbate (cu
functia de curent W + @) pe fiecare componenid conexd a frow-
tieret domeniului D este egald cu circulafia cimpulur de vileze al
curgeris inifiale (ow functia de curent V). Atunci perturbatio ¢ =
= @ (2, ¥, 1) poate fi estimaid la fiecare moment prin perturbafic
nigtald oo(x, ¥) = o, y 0) dupd formula

| rwer + dagr do ay < (§iven + 0ae0) do dy.

D D
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Dacd curgerea stationard satisface inegalitatea

A

c< —
AyY

<00 <e <O <oo,

atunci perturbatia ¢ poate fi estimatd prin ¢, dupd formula

f{re@er — o1 ar ay < ({10800 — (70071 a2 ay.
D

D

Din aceastd teoremi rezultd stabilitatea curgerii stationare
in cazul in care forma pétratica

e, V¥
SS[(w) e <A<p>2] do dy

D

este pozitiv definitd in raport cu y ¢ (unde ¢ este o functie constan-
td pe fiecare componentd a frontierei lui D si pentru care fluxul
gradientului y¢. prin fiecare componentd a frontierei este nul)
si in cazul in care forma pitratica

Sg[ww - (max T‘;‘%—j <A<p>2] ar dy

este megativ definita.

Exemplul 1.S84 consideram o curgere pland paraleld in
banda Y, <y < Y, din planul (x, ¥) cu profilul vitezelor v(y) (deci
cu cimpul de viteze (v (y), 0)). O astfel de curgere este stationard
pentru orice profil al vitezelor. Pentru a obtine un domeniu de
curgere compact, impunem cimpurilor de viteze ale tuturor curge-
rilor considerate conditia de periodicitate in coordonata x cu
perioada X.

Conditia din teorema 13 este indeplinitd dacd profilul vitezelor
nu are puncte de inflexiune (deci dacd d*v/dy?*= 0). Ajungem la
concluzia cii curgerile plane paralele ale unui fluid ideal ale cdrui

B

profile de viteze nu aw puncte de infleviune sint stabile.

S S,
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In problema liniarizatd, afirmatia analoagd se numeste teorema
lut Rayleigh.

Subliniem c& in teorema 13 este vorba nu de stabilitatea ,,in aproximatia liniard’’
ci de stabilitatea reald riguroasa in sens Liapunov (deci in raport cu perturbatii finite,
in problema neliniard). Diferenfa dintre aceste doud tipuri de stabilitate este esentiald
in cazul considerat, deoarece prohlema noastri are un caracter hamiltonian (vezi
teorema 4).

In sistemele hamiltonience nu poate apirea stabilitatea asimptotici si deci stabili-
tatea in aproximatie liniard are totdeauna un caracter neutru si este insuficientd pentru
a trage concluzii cu privire la stabilitatea pozitiei de echilibru a problemei neliniare.

Exemplul 2. Si considerim curgerea pland paraleld pe
torul

{(, ¥), * mod X, y mod 2=},

cu cimpul de viteze v = (sin y, 0), paralel cu axa ». Acest cimp
este definit de functia de curent W' = —cos y si are rotorul » — cos .
Profilul vitezelor are doud puncte de inflexiune, dar functia de
curent se exprima prin rotor. Raportul vW/AyY este egal cu —1.
Aplicind teorema 13, ne convingem de stabilitatea miscdrii noastre
stationare in cazul in care

X 2r Yor
(Ag)*dx dy>SS (Vo) dr dy
00 00

pentru orice functie ¢ de perioadd X in variabila  si perioadd 2=
in variabila y. Se verificd usor cd ultima inegalitate este satisficuta
pentru X <2z si nu este valabily pentru X > 2m.

Prin urmare, din teorema 13 rezultd stabilitatea curgerii sta-
tionare sinusoidale in cazul unui tir scurt pentru care perioada (.X\)
in directia curgerii principale este mai mici decit ldrgimea curen-
tului (27). Pe de altd parte, se poate verifica direct c¢& pe un tor
lung (pentru X > 27x) curgerea noastrd sinusoidald este instabila™’.

In acest mod, in exemplul considerat, conditia suficientd de
stabilitate din teorema 13 se dovedeste a fi si necesara.

*) Vezi, de exemplu, articolul lui L. D. Mesalkin, Ia. G. Sinai, Studiul stabililitii
curgerii stationare descrise de un sistem de ccuafii ale miscarii plane a unui fluid incom-
presibil viscos, Prikladnaia matem. i meh. 6 (1961), 1140— 1142.
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Trebuie sd observim ci, in general, din faptul ci forma pitraticd d2H nu are un
semn definit nu rezultd incd instabilitatea curgerii corespunzitoare. In general, o
pozitie de echilibru a unui sistem hamiltonian poate fi stabild chiar daci in punctul
respectiv hamiltonianul nu are un minim sau un maxim local. Cel mai simplu exemplu
de acest tip il constituie hamiltonianul H = 1)% + q% — p% — q%.

K. Curbura riemanniani a grupului difeomorfismelor. Expresia
pentru curbura unui grup Lie inzestrat cu o metricd invariantd
la stinga (sau dreapta) care a fost datd la punctul F are sens
si pentru  grupul difeomorfismelor wunui domeniu riemannian
D, SDiff D. Acest grup este spatiul configuratiilor unui fluid ideal
care unple domeniul D. Energia cinetica a fluidului defineste pe
SDiff D o metricd invariantd la dreapta. Este natural ca numiirul
care se obtine aplicind formal formula pentru curbura unui grup
Lie acestui grup infinitdimensional s& fie numit curbura grupului
SDiff D.

Calculul curburii grupului difeomorfismelor a fost efectuat
pind la capit numai in cazul curgerilor pe un tor bidimensional cu
metrica euclidiand. Un astfel de tor se obtine din planul euclidian
R? prin identificarea punctelor care diferii prin elementele unei
anumite retele I' (un subgrup discret al planului). Un exemplu de
altfel de refea este multimea Z* a punctelor cu coordonate intregi.
In cazul general al unei retele oarecare I', patratul care sti la baza
retelei Z* se poate inlocui cu orice paralelogram.

S considerdam algebra Lie formatd de cimpurile de vectori de
divergentd nuld peste tot care au o functie de curent uniforms.
Grupul corespunzditor S Ditf 72 este format din difeomorfismele
torului care conservd aria si lasd pe loc centrul de greutate al to-
rului. El este scufundat in grupul SDiff 7% al tuturor difeomorfis-
melor lui T care conservd aria ca o subvarietate total geodezici
(deci ca o subvarietate care are proprietatea ci orice geodezic a
sa este geodezicd si in varietatea ambiantd).

Demonstratia se face in modul urmétor: dacdi in momenltul initial cimpul de viteze
are o functie de curent uniformd, atunci la orice moment functia de curent este unifor-
ma ; aceasta afirmatie rezultii din legea conservirii impulsului.

Vom studia curburile grupului S,Diff 72 in toate directiile
bidimensionale care trec prin elementul unitate al grupului (sub-
varietatea S, Diff 7 fiind complet geodezicd, curbura grupului
SDiff 7% in toate aceste directii bidimensionale coincide cu aceea
a lui S,Dift T%).

Alegem in planul R? o orientare. Atunci elementele algebrei
Lie a grupului S,Dift T® pot fi considerate ca functii reale defi-
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nite pe tor care au valoarea medie zero (un cimp cu divergenta
nuli se obtine dintr-o astfel de functie lnatéd ca functie de curent).
Prin urmzﬂre, o directie bidimensionald in spatiul tangent la gru-
pul S, Diff 7?2 este definitd de o pereche de functii pe tor, de va-
loare medie nuld. _ o _

Vom da astfel de functie prin intermediul coeficientilor ei Fou-
rier. Este comod si efectudm toate calculele cu serii Fourier in
domeniul complex. S& notdm cu e; (unde k este un punct, numit
vector de undd, din planul nostru euclidian R?) functia a cirei
valoare in punctul # ¢ R* este e!®*. O astfel de Tunctie (_1ef1ne§te
o functie pe tor dacd ea este I' — periodicd, deci dacd prin qdzm;
garea la argumentul # a unui element din refeaua I' nu se schimba
raloarea functiei. o '

Cu alte cuvinte, produsul scalar (k,s) trebuie s fie un multi-
plu de 2, pentru orice wel'. Multimea tuturor Vectgrl_li)r k cu
aceastd proprietate formeazd o retea F:“ in pl‘fmul R .'..Eunctnle
e, cu kel'™* formeazi un sistem complet in spatiul functiilor com-

lexe pe tor.
P V(})m complexifica algebra Lie, produsul sclar {,», comu-
tatorul [,] si operatia B in algebrd si apol conexiunea riemanniand
si tensorul de curburd Q, astfel incit toate aceste functii sd devina
functii (multi)liniare pe spatiul liniar comglex care reprezintd
algebra Lie complexificatd. Functiile ¢, (kel™, k # 0) formeazd
0 bazd in acest spatiu liniar.

Teorema 14. Formulele explicite pentru produsul scalar, comula-
tor, operatia B, conexiunea §i cwvbm'd a metricit invarionte la dreap-
ta pe grupul S, Diff T? aw wurmdtoarele forme :

ey, €1p = 0 pentru k 41 # 0;
<3]g, 6-];) = sz;

[ex, ] = (EAD ertys
12

B((fk\y C’l) = bk,l Cr+1, unde bk-l = (7{’/\6) ’—(‘i‘;——i_ 1)2 d

Vver ¢ = it Oty unde

g, A (e
,02

27 — c. 1719
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Ritme = 0dacd &+ 1+ m 4 n # 0y
dacd k + k ++ n = 0, atunci
By = (An Crm — Qi ry) S, unde

__(uA0)®
lw 4 o]

In aceste formule § este aria torului, iar u A v este aria paralelo-
gramului generat de v i v (pentru orientarea aleasi a planului R?).
Parantezele rotunde reprezintd produsul scalar euclidian in plan,
iar cele ascutite — produsul scalar in algebra Lie.

Demonstratia acestei teoreme se giiseste in articolul din Ana-
lele Imstitwtului Fourier.

Formulele date mai sus permit si se caleuleze curbura in orice
directie bidimensionald. Calculele arati cd in majoritatea direc-
tiilor curbura este negativi, dar existd si unele pentru care curbura
este pozitiva. In particular, s& considerim o curgere oarecare a
fluidului, deci o geodezicid a grupului nostru. Conform analizei
ecuatiei lui Jacobi, stabilitatea acestei geodezice este definitd de
curburile in directiile tuturor 2-planelor posibile care trec prin
vectorul vitezd al geodezicei in toate punctele ei.

54 presupunem acum ci curgerea consideratd este stationars.
O astfel de geodezicd este subgrup cu un parametru al grupului
nostru. De aici rezultd c# curburile in toate 2-planele care trec prin
vectorul vitezd al geodezicei in toate punctele ei sint egale cu curbu-
rile in 2-planele corespunzitoare care trec prin vectorul vitezid al
geodezicei indicate in momentul initial. (Pentru demonstratie, se
efectueazii o translatie la dreapta in elementul unitate). Prin
urinare, stabilitatea curgerii stationare este influentatd numai de
curburile in directiile celor 2-plane din algebra Lie care contin
vectorul algebrei Lie care este cimpul de viteze al curgerii statio-
nare la momentul initial.

De exemplu, sé considerim curgerea paralels simpld sinusoi-
dald. Aceastd curgere este definitd de functia de curent

€r + [
g et e
2

54 consideram un_vector real arbitrar din algebrd = =Y, @
(avem deci #_, = ¥;), n # E. Din teorema 14 se deduce usor
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Teorema 15. Curbura grupului SDiff T* in toate directiile
bidimensionale care contin wvectorul & este mepozitivd. Mai exact

<mmmm=~%zﬁwwmmﬁ

l

Din aceastd formuld rezultd, in particular, ca )

1) curbura este nuld numar peniru acele 2—plpme care sint
formate din curgeri paralele cu aceeagi direclie ca si &, deci dacd
[& 1n]1=20; L o .

2) curbura in secfiunile definite de funcpiile de curent
£ = cos kx, n =cos lo este

B4

sin%e sin®p,
48

K =

unde S este aria torulwi, o — unghiul dintre vectorii k sil, B —
unghiul dintre vectorii k + 1 st k—i; . _
3) in particular, curbura grupului d?f(.aomm'fzgmelor torului
{(@,y), mod 2z} in direciia definitd de cimpurile de viteze (sin ¥y, 0)
st (0, sin ) este
1

82

L. Discutie. Este natural sd ne asteptdm ca curbura grupului de
difeomorfisme si fie legatd de stabilitatea geodezicelor pe acest
grup (deci de stabilitatea curgerilor unui ﬂuld 1§1qalu) in acelas}
mod in care curbura unui grup Iie de dimensiune finitd este legatéd
de stabilitatea geodezicelor sale. i anume, negativitatea curburii
produce o instabilitate de tip exponential a geodezicelor. In _:m(?st
caz, drumul caracteristic (drumul mediu pe care crese de e ori ero-
rile din conditiile initiale) este de ordinul marimii 1 V—K . Prin
urmare, cunoasterea valorii curburii grupului de difeomorfisme
primite si se evalueze perioada de timp pe care se poate prezice
evolutia curgerii unui fluid ideal dupa: cimpul de viteze initial
aproximativ, fird ca eroarea si creasca cu multe ordine.

Trebuie si subliniem ci instabilitatea unei curgeri a fluidului ideal o infelegem aici

altfel decit la punctul 5 : este vorba-de instabilitatea exponentif\lﬁ a misc::lrii ﬂ}ndulun
si nu de cea a cimpului siu de viteze. Existd situatii in care o miscare stationara este o
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solutie a ecuatici Euler stabild si cu toate acestea miscarea fluidului este exponential
instabild. Cauza este urmditoarea : o variatie mica a cimpului vitezelor fluidului poate
produce o schimbare a miscirii fluidului care creste exponential. Intr-o astfel de
situatie (stabilitatea solutiei ecuatiei lui Euler si curbura negativi a grupului) se poate
pronostica cimpul de viteze dar este imposibild pronosticarea miscéirii maselor de fluid
fard o foarte mare pierdere a exactitatii.

Formulele pentru curburd scrise mai sus pot fi utilizate chiar
§1 pentru o evaluare grosierd a intervalului de timp peste care nu
se poate face o prognozi dinamic indelungatd a vremii de indatd
ce sintem de acord cu nigte ipoteze simplificatoare. Aceste ipoteze
simplificatoare gint urmitoarele :

1. Pamintul are forma unui tor care se obtine din planul eucli-
dian R? prin 2 factorizarea in raport cu reteaua péitrati Z2;

2. Atmosfera este un fluid bidimensional omogen, incompre-
sibil §i neviscos ;

3. Migcarea atmosferei este apropiatd de un ,,curent de tipul
unui vint (alizeu)” paralel cu ecuatorul torului gi cu un profil
sinusoidal al vitezelor.

Pentru a caleula drumul caracteristic trebuie s& evaluim
curburile grupului S, Diff 7% in directiile care contin ,,vintul”’g
din teorema 15. Vom considera cd T? = {(x, y) mod 2=}, k = (0,1).
Cu alte cuvinte, considerdam curgerile 2z —periodice in planul (x,y)
care sint apropiate de miscarea stationard paraleld cu axa # si
profilul sinusoidal al vitezelor

v = (sin y, 0).

Din formulele teoremei 15 rezultd usor cd curbura grupului
SDiff 7% in planele care eontin vintul variazd in limitele

—--—g— < K < 0, unde 8§ = 47?% este aria torului.

Aici marginea inferioard s-a obfinut printr-o evaluare destul de
grosierd. Directia bidimensionald cu curbura K = —1/28 existd
in mod evident si existd multe alte directii cu curburi de aproxi-
mativ aceeasi mirime. Pentru a evalua orientativ drumul ecarae-
teristic, ludm drept valoare orientativd a ,,curburii mediate” pe
K, = —1/28.

'CURBURA RIEMANNIANA 421

Daci sintem de acord cd plecim de la o astfel de valoare a
curburii K,, se obtine drumul caracteristic

s = (JK,) = 28.

Viteza migcarii pe grup corespunzatoare curgerii noastre de
tip alizeu este egald cu |[S/2 (valoarea medie pitraticsi al sinusului
fiind egals cu 1/2). Prin urmare, timpul in care curgerea noastrd
parcurge drumul caracteristic este egal cu 2. Cele mai rapide par-
ticule ale fluidului reugesc si parcurgéd in acest interval de timp
distanta 2, deci 1/n dintr-o rotatie completad in jurul torului.

Prin urmare, dacd se pleacd de la valoarea noastra orientativa
a curburii mediate, atunci erorile crese de 27 ~ 20 de ori in timpul
unei rotatii complete in jurul torului a celei mai rapide particule.
Luind pentru viteza maximald a curentului — vint valoarea de
100 km /ord, obtinem pentru timpul de rotatie 400 de ore, deci mai
putin de trei sdptamini.

Prin urmare, dacs in momentul initial starea vremii era cu-
noscutd en eroarea mich e, atunci ordinul de marime al erorii prog-
nozei peste n luni este

30 - 24
10¥e, unde k ~ ——— =« lg,, € = 2,5.
’ 400 210 ’

De exemplu, pentru a calcula caracteristicile vremii cu dou®
luni inainte, ar trebui s avem la dispozitie cinei cifre de precizie.
Practic aceasta inseamnd cid este imposibil sd se pronosticheze
pe o asemenea pericadi.

Se intelege c& evaluarea datd aici este foarte neriguroasd, iar
modelul de la care am plecat — foarte simplificat. Alegerea valorii
,curburii mediate” ar trebui §i ea fundamentati.
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STRUCTURA SIMPLECTICA
PE VARIETATILE ALGEBRICE

Varietétile simplectice ale mecanicil clasice care apar cu
frecventa cea mai mare sint spatiile de faze ale sistemelor meca-
nice lagrangeene, deci fibririle cotangente ale spatiilor de confi-
guratii.

Geometria algebrici furnizeazd o cu totul altd serie de exemple
de varietati simplectice.

‘ De exemplu, orice varietate algebricd complexd netedd (defi-
nité de un sistem de ecuatii polinomiale in spatiul proiectiv com-
plex) este inzestrati cu o structurd simplecticd naturali.

Constructia structurii simplectice pe o varietate algebricii se
bazeazd pe proprietatea spatiulul proiectiv complex de a avea o
structurd simplecticd remarcabild, si anume partea imaginari a
structurii sale hermitiene.

A. Struetura hermitianii a spatiului proiectiv complex. Re-
amintesc ¢ spatiul proiectiv complex de dimensiune », CP", este
varietatea tuturor dreptelor complexe x care trec prin punctul O
in spatiul liniar complex de dimensiune = -1, C**l. Pentru a
construi pe spatiul proiectiv complex CP" o structurd simplecticé,
vom utiliza structura hermitiand a spatinlui liniar corespun-
zgtor G+l

Reamintim cd se numeste produs scalar hermitian (sau structurd hermiliand) in
spatiul liniar complex o funciie complexa de perechile de vectori care are urméitoarele
proprietili: 1) este liniard in primul argument si antiliniard in al doilea ; 2) isi schimbd
valoarea in cea complexd conjugatd atunci cind argumentele isi permuta locurile si
3) se transformii intr-o formd pitraticdi realdl pozitiv definita cind argumentele coincid :

O+ 2 8m = MELm + 28y )
CE My + Agmed = 2y < ne) + AeCE )
(n, &y =<8y

G Ey=>0, YE£O.
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Un exemplu de structurd hermitiana il reprezintd produsul scalar complex

Eond= Y & me (1)

unde £ si ny, sint componentele vectorilor £ si v intr-o bazi aleasi.
" Pentru orice produs scalar hermitian existd o bazi in care el capitd forma (1);
o astfel de bazi se numeste hermitian-ortogonali.
Pirtile reald si imaginard ale unui produs scalar hermitian sint forme biliniare
reale. Prima dintre ele este simetrici, iar a doua — antisimetricd si ambele sint nede-
generate :

(&, n] = —In, &].

Forma pitraticd (£, £) este pozitiv definita.

Prin urmare, o structurd hermitiana {,) pe spatiul hnm complex definesle pe
acesta o structurd euclidiana (, ) si o structurd simplecticd [ , ]. Aceste doud structuri
noi sint legate de structura complexd prin relatia

[& n] = (& 1n).

S& definim acum pe spatiul proiectiv complex o metricé rieman-
niang. In acest scop, si considerim in spatiul liniar corespunzitor
(**1 gfera unitate

8221 = {2z eC**1: (2, 2> =1}

Aceastd sferfi are o structurd riemanniani indusi de structura
riemanniané (euclidiand) a lui C"*+1. Fiecare dreaptd complexd inter-
secteazds sfera S**! dupd un cerc mare.

Definitie. Distanta dintre doud puncte ale spatiului
proiectiv complex se defineste ca fiind distanta dintre cele dowd
cercuri corespunzdtoare de pe sfera unttate.

S# observim cd aceste doud cercuri sint paralele in urmétorul
sens : distanta de la orice punct al unuia din cercuri la celidlalt
cerc este independentd de alegerea punctului (demonstratia :
transformarea dati de inmulfirea Ini » € §2*~1 cu e™ pistreazs
metrica sferei). Aceastd proprietate permite scrierea imediatd a
formulei explicite (2) a metricii riemanniene pe spatiul proiectiv
complex care definegte distanta definitd de mai sus.

Intr-adevir, s notim cu p aplicatia

p:CHIN_0 > CP"
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care asociazd fiecirul punct @ # 0 al spatiului linfar C"+* dreapta
complexd care trece prin punctele O i 2.

Fiecare vector { tangent la GP" in punctul p(z) poate fi repre-
zentat (In mai multe moduri) ca imaginea unui vector tangeni la
C"+! in punctul z;

C=puE ,  Ee TCHI

Teoremi. {n melrica riemanniand definitd mai sus, pdatratul
lungimii unui vector { esie dat de formula

ds 2(2) = (&, &) zy2y —<&,2)<# &

“ 2
&, 2)* ®

Demonstratie. Pentru inceput, si presupunem cit z este un punct al
sferei unitate S2*~1. Alegem un vector £ ca mai sus si il descompunem in douid compo-
nente : una situatd pe dreapta complexi definitit de veclorul z, iar cealaltd in directia
hermitian-ortogonali. Si observim cit ortogonalitatea hermitiani pe vectornl z esle
echivalentd cu orlogonalitatea euclidiand pe vectorii z si iz. Vectorul z este vectorul nor-
malei euclidiene Ia sfera S**7' in punclul z. Vectorul iz este vectorul tangent la cevcul
dupd care dreapta complexi care trece prin z intersecteazi sfera. Prin urmare, com-
ponenta v a vectorului £, hermitian-ortogonald la vectorul z este tangenti la sfera S2v—1
si este euclidian-ortogonald 1a cercul dupi care dreapta p(z) intersecteazi sfera.

Conform definitiei metricii pe CP®, pitratul lungimii riemanniene a vectorului ¢
este egal cu pitratul lungimii euclidiene a componentei v a vectorului £ care este hermi-
tian-ortogonald la z.

Sé calculim aceasti componenti v. Pentru aceasta, scriem descompunerea noastri
sub forma

E =cz+ 7, unde {7, z) = 0.
IFicind produsul scalar hermitian cu z, oblinem

&2y =z,

deci

, EDE (B
2

Caleulind pitratul hermitian al vectorului 7, oblinen

7,2 (8, E) — (&, 2 (z,
oy = 3¢ 2J;5‘<©
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si am demonstrat formula (2) pentru punctele z ale sferei unitate S27-1_ Cazul general

se reduce la cel considerat prin utilizarea omotetiei z !-—>v—|;-I Teorema este astfel
z

demonstrati.

Si observim ci prin constructia efectuatd putem defini pe
spatinl tangent la €P® nu numai structura euclidiand (2), ei §1 o
structurd hermitiana. .

intr-adevir, s& considerim complementul hermitian-ortogonal
H,1a directia vectorului z in spatiul TC;*', unde z € $2"~*. Aplicatia

p*' : H,— T(CP") p(z) este (asa cum am aritat mal sus)
HZ . . . . A .
un izomorfism al spatiului H, pe spatiul tangent la CP* in p(z) §i
acest izomorfism transportd pe T(CP™ p(z) structura hermitiana
de pe H,. . L 5 3
Bste evident ¢ forma pitraticd definitd de aceastd structura
hermitiand indusi este datd de formula (2). Putem deci scrie, tard
a efectua noi caleule, formula pentru produsul scalar hermitian pe

spatiul tangent la CP":

KBy B (&) — (Epy 2> <2 &

= 3
(G G e (3)

unde &, G, € T(CP™) p(z) si &, & € TCI* sint vectori arbitra'ri
care satisfac py(&:) = G, B =1,2. Subliniem ca in formula 3)
punctul z nu este neapdrat pe sfera unitate. ]

Structurile euclidiene (2) si hermitiene (3) construite pe spa-
tiile tangente la CP" nu sint invariante in raport cu toate trans-
formiirile proiective ale varietatii CP”, ¢i numai in raport cu cele
induse de transformirile unitare (care pdstreazé structura hermi-
tiand) liniare ale spatiului liniar complex C"+L.

B. Struectura simplectici a spatiului proiectiv eomplex. Si
considerim partea imaginari a formei hermitiene (3), luatda cu
coeficientul —1/x (in problema 1, p. 427 se va explica de ce se alege
acest coeficient)

QL G) = — "“}{ Tm <%, 05 (4)

La fel ca partea imaginari a oricirei forme hermitiene, form-a? bﬂ.l~
niari reali Q, definitd pe spatiile tangente la spatiul proiectiv
este antisimetricd §i nedegenerata.
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Teorema. 2-forma diferenfiald Q defineste pe spatiul proiectiv
complex o structurd simplecticd.

Demonstratie. Maitrebuic si demonstrim numai faptul c¢i forma Q este
inchisi.

Sa consideram diferen{iala exterioard d Q a formei Q. d Q este o 3-formi diferen-
tiald pe varietatea C ", invariantd in raport cu transformirile lui CP® induse de trans-
formdrile unitare ale spatiului C**1, Din accastd invarian{d rezulti ci d Q = 0.

intr-adevir, si considerim un punct z € CP® si in spatiul tangent al CP* in z,
o C-bazd hermitian-ortonormatd e, ..., ep. Alunci vectorii ey, ..., ey icy, ... ,ie,
formeazd o R-bazil euclidian-ortonormati. Aritdm cd valoarea formei d  pe oricare
trei din vectorii acestei R-baze este zero. (Presupunem c¢i n > 1; penlru n=1 nu
avem ce demonstlra).

S& observdm ci din orice triplet de vectori din R-baza indicatd mai sus, cel putin
unul este hermitian-ortogonal la ceilalti doi. S& notidm acest vector cu e (si pe ceilalli
doi cu fsi g). Se poate consirui cu usurintd o transformare unitare a spatiului C7+1
care sa inducd pe CP™ o miscare (izometrie) cu proprietatea ci lasd pe loc punctul
considerat z si complementul hermitian-ortogonal la ¢, dar schimba directia vectorului
e (in cea opusd).

Datoritd invariantei, valoarea lui d Q pe vectorii e, f, ¢ coincide cu valoarea lui
d Q pe vectorii —e, f, g, si, prin urmare, este zero. Teorema este demonstrata.

Observatie. Existd si o altd modalitate de a construi
aceeasi structuri simplecticd pe spatiul proiectiv complex. Si
anume, s& considerim oscilatiile mici ale unui pendul matematic
cu spatiul de configuratii de dimensiune n +1. Utilizim integrala
primi a energiei pentru a micsora cu 1 numérul gradelor de libertate
ale sistemului. Spatiul de faze redus care se obtine dupd aceastd
operatie este CP", iar structura simplecticd pe el coincide cu
structura Q deserisd mai sus pind Ia un factor constant.

Un alt mod de a construi o structurad simplectici pe CP% este de a reprezenta acest
spajiu ca una din orbitele reprezentirii coadjuncte ale unui grup Lie: pe ficcare
asemenea orbita existd totdeauna o structurd simplectici standard (vezi anexa 2,
punctul A). Se poate lua ca grup Lie grupul operatorilor unitari (care conservia metrica
hermitiand) in spatiul liniar complex de dimensiune n-1. In acest caz, orbitele repre-
zentirii coadjuncte sint aceleasi ca si cele ale reprezentirii adjuncte. In reprezentarea
adjunctd, operatorul de simetrie (reflectare) in raport cu un hiperplan (care schimbi
semnul primei coordonate si le lasid neschimbate pe celelalte) are drept orbitd pe CP%.
Intr-adevir, operatorul de simetric in raport cu un hiperplan este univee determinat
de dreapta complexit ortogonald hiperplanului.

C. Struetura simplecticd a varietiitilor algebrice proiective.
Vom construi acum o structurd simplecticd pe orice subvarietate
complexd a spatiului proiectiv complex. Si anume, fie j : M — CP*
scutfundarea varietdtii complexe M in spatiul proiectiv. Structurile
riemanniand, hermitiand si simplecticd pe spatiul proiectiv CP?
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induc pe M structuri corespunzitoare. Spre exemplu, structura
simplectict pe M este datd de formula

Qy =j*Q.
Teoremi. Forma diferentialéd <y defineste pe varietatea M o
structurd simplecticd. .
Demonstratie. Faptul ¢ 2-forma Q, este nedegene-

ratd rezultd din ipoteza ci M este o subvarietate complexi. Tntr-
-adevir, forma patraticd pe T'M,

(& &) = Qu(E, i§)

este pozitiv definitd (ea este indusi de metrica riemanniand a lui

~ CP*). Prin urmare, forma biliniard (&, n) = Qy(&, in) este nede-

generatd. Forma Q fiind inchisé, rezultd ci si Q) este inchisa.
Teorema este deci demonstrata.

Observatie. Am definit atit in spatiul proiectiv com-
plex, cit si pe subvarietitile sale complexe o structurd Vhermitianﬁj
pe spatiile tangente, a ciirei parte imaginard reprezinta structura
simplectica.

O varietate complexii dotatd cu o metricd hermitiand a c:fmrvei
parte imaginari este o formd inchisi (deci o structurd svlmpleetlc.a.z
se numeste varietate kihleriand, iar metrica sa hermitiana — metrica
Lihleriand. In geometria varietdtilor kihleriene s-au obtinut multe
rezultate importante ; in particular, aceste varietd{i au proprietati
topologice remarcabile (vezi, de exemplu, A. Weil, Iniroduction
& Vétude de variétés kihlériennes, Hermann, Paris, 1958).

Toate varietitile simplectice cunoscute admit §i o structurd
kithlerian®. Nu este ins# clar care din proprietitile topologice ale
varietitilor kihleriene nu depind decit de structura simplectici.

Problema 1. Sisecalculeze structura simplecticd {2 in harta afind w= z,/7
a dreptei proiective complexe CP1.

1 dx A dy

Tm,unde w = x -+ 1y.

Raspuns. Q =

Coeficientul din definitia formei Q a fost ales astfel incit s se obtiné orientarea obis:
nuiti a dreptei complexe dx A dy si pentru ca integrala formei Q pe intreaga dreaptd
proiectivi si fie egald cu 1.
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Problema 2. Si se demonstreze cil structura simplecticid Q este dati in
harta afind wjy = zkzg‘(lc =1, ..., n) aspatiului proiectiv CP® = {({, 1z, : ... 1 zx)}
de formula

. (wy, dwp — wy dwy) A (wy, dwy — Wy dwy).
QO = ! ohSIgn
27

n
Z (wywy)*
k=0

Observatie. Tormele diferentiale cu valori complexe pe spatiul complex
(de exemplu, dw;, si dwy) se definesc ca fiind functii liniare complexe de vectorii
tangenti; daca wy = xj 4+ iyg, atunci

dll’k = d.’Lk =+ idyky dwl, = dxg — idy,c

in €, spatiul acestor forme este de dimensiune complexi 2n ; o C-bazi este for-
matd, de exemplu, de cele 2n forme. dwy, dwy (k = 1, ..., n) sau de cele 2n forme
dzy, dy. '

Produsul exterior de defineste in mod obisnuit si satisface regulile obisnuite. De
exemplu

dw A dw = (de + idy) A (dx — idy) = — 2idx A dy.
Fie f o functie netedd pe G” (in general, cu valori complexe). Un exemplu de astfel
n

de functie este |w]2 == E wy . Diferentiala functiei feste o 1-formid complexi. Prin
k=1

urmare, ea se poate descompune in raport cu baza dwy, dwy. Coelicientii acestei des-

compuneri se numesc derivatele ,,in raport cu wy’’ si,.in raport cu z’’ :

”n 8/. n af
df = —— dwy, + —— dwy.
kgl 0wy kgl owy,

n calculul derivatelor exterioare este de asemenea comod si se puni in evidenld
diferentiala d’ in raport cu variabilele w si diferentiala d” in raport cu variabilele w,
astfel incit d" = d’ - d’".

De exemplu, pentru functia

n o n
. 0 0
d’f = E ———l- dwy, d”’f = Z *;L dww.
o Owg roy 0wy

Pentru 1-forma diferentiala

” "
o = Z a; dwy -+ Z bkdwk,
k=1 n=1
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cperatorii d’ si d’” se definesc similar :

n n
Co=3 daidog+ ¥ d'by A D

k=1 k=1
#° n
d’e = Z d’’a; A dwy + Z d’"by A dwy.
k=1 k=1

Problema 3. Sise demonstreze ci structura simplecticd {) pe spaliul proiec-
4iv C P este datd, in barta afind wy, = zz75 1 de formula

. n
1

= ~— d’d’’In lwg 2.
2% k§1



ANEXA 4
STRUCTURI DE CONTACT

Pe o varietate de dimensiune impard nu poate exista o struc-
turd simplecticd. Analoaga structurii simplectice pentru varietatile
de dimensiuni impars este o structurd mai putin simetricd, dar
care are §i ea o importantd destul de mare — structura de contact.

Tn mecanici, sursa structurilor simplectice o constituie spatiile
de faze (fibririle cotangente ale varietitilor de configuratii)
pe care existd totdeauna o structurd simplectici canonici. Sursa
structurilor de contact o constituie varietdtile de elemente de con-
tact ale spatiilor de configuratii.

Prin definitie, se numeste element de contact intr-un punct al
unei varietiti netede de dimensiune », un plan (n —1)-dimensional
tangent la varietate in acest punct (deci un subspatiu (n —1)-dimen-
sional al spatiului #-dimensional tangent in punctul dat).

Multimea tuturor elementelor de contact ale unei varietd{i de
dimensiune =, are o structuri naturali de varietate netedd de
dimensiune 2n —1. Se dovedeste ¢ pe aceastd varietate de dimen-
siune impard existd in plus o ,,structurd de contact’” remarcabili
(vom spune mai jos ce intelegem prin aceasta).

Varietatea elementelor de contact ale unei varietd{i riemanniene
n-dimensionale este strins legatd de varietatea (2n —1)-dimensio-
nali a vectorilor unitari tangenti la aceastd varietate sau de varie-
tatea (2n-1)-dimensionald de nivel constant a energiei unui punct
material care se miscd inertial pe o varietate riemanniand dati.
Structurile de contact pe aceste varietiti (2n —1)-dimensionale sint
strins legate de structura simplecticd pe spatiul de faze 2n-dimen-
sional al punctului material (deci de fibrarea cotangentd a varie-
tdtil riemanniene initiale).
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A. Definitia strueturii de eontact.

Definitie. Se numeste siructurd de contact pe o varietate
un c¢imp neted de hiperplane tangente®), care satisface o anumiti
conditie de nedegenerare; ea va fi formulatd mai tirziu. Pentru
aceasta, si vedem cit de complicatd poate fi structura unui astfel
de cimp de hiperplane in vecinidtatea unui punct al unei varietdti
de dimensiune N.

Exemplu. Fie N =2. Atunci varietatea este o suprafati,
1ar cimpul de hiperplane — un c¢imp de drepte. Un astfel de cimp
este, in vecindtatea unui punct, structurat totdeauna simplu si la
fel, si anume ca un cimp al tangentelor la o familie de drepte para-
lele din plan. Mai exact, unul din rezultatele fundamentale ale
teoriei locale a ecuatiilor diferentiale ordinare aratd ci este posibil
sd se transforme orice cimp neted de drepte tangente la o varietate
in cimpul tangentelor la o familie de drepte paralele din spatiul
euclidian, aceastd transformare realizindu-se printr-un difeomor-
fism, intr-o vecinitate suficient de micd a oricidrui punct al varie-
tapii.

Dacii N > 2, hiperplanul nu mai este o dreapti si situatia este
mai complicatd. De exemplu, un cimp de plane tangente bidimen-
sionale in spatiul euclidian tridimensional nu poate fi totdeauna
transformat printr-un difeomorfism intr-un cimp de plane paralele.
Dificultatea este urmditoarea : existd cimpuri pe plane tangente
pentru care nu este posibild determinarea unei ,,suprafete integrale”
— deci 2 unei suprafete care si aibs un plan tangent dat in fiecare

“punct al ei.

Conditia de nedegenerare a cimpului de hiperplane care apare
in definitia structurii de contact constd in faptul ci acest cimp
trebuie s& fie, ca structurd, la ,,depirtarea maximi” de un cimp
de plane tangente la o familie de hipersuprafete. Pentru a misura
aceastd depdrtare §i pentru a ne convinge ci existd cimpuri fard
hipersuprafete integrale, trebuie si facem citeva constructii
g1 calcule™.

B. Conditia de integrabilitate a lui Frobenius. Si considerdm
un punct al unei varietati de dimensiune N pe care se di un cimp
*) Se numeste hiperplan intr-un spatiu liniar orice subspaiiu a cirui dimensiune
este cu 1 mai micd decit dimensiunea spafiului (deci orice mulfime de nivel 0 a unei
funclionale liniare care nu este identic nuld).
Un hiperplan tangent este un hiperplan in spatiul tangent.
**) Incepind cuacest loc, nu mai utilizdm prefixul ,, hiper”’. Dups preferinti, putem
si ne inchipuim mereu ci ne aflam in spatiul tridimensional si ¢ hipersuprafefele sint
suprafete obignuite. Cazul cu mai multe dimensiuni este analog celui tridimnensional.
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de (N —1) — plane tangente i si incerciim ¢ construim o supra-
fatd care si treacd prin acest punct si si tie tangentsd la eimpul
dat in fiecare punct al ei (o suprafati integrali).

In acest scop, introducem in vecinidtatea punctului considerat
un sistem de coordonate in asa fel incit in punctul ales, unul din
planele de coordonate si fie tangent la planul cimpului. Vom numi
orizontal acest plan, iar axa de coordonate care nu este continuts
in el —axa verticald.

Constructia suprafetei integrale. Supra-
fata- integrali, atunci cind existd, este in vecinditatea originei
coordonatelor (deci a punctului ales) graficul unei functii de N —1
variabile. Pentru a o construi, si considerim un drum arbitrar
in planul orizontal. Atunci dreptele verticale care trec prin punctele
acestul drum formeazi o suprafatéd de dimensiune 2 (un cilindru)
pe care cimpul de plane defineste, prin intersectie, un cimp de
drepte tangente. Suprafata integrald ciutats, dacd existd, inter-
secteaza cilindrul, dupd o curbii integrali a acestui cimp de drepte ;
ea pleacd din originea coordonatelor. Aceastd curbi integrala
existd totdeauna, indiferent dacd suprafati integraldy existd sau
nu. Prin urmare, putem construi suprafata integrald peste planul
orizontal, migcindu-se pe curbe netede din acest plan.

Pentru a obtine insi din toate aceste curbe integrale o supra-

fatd integrali netedid, trebuie ca rezultatul constructiel noastre

o

sé nu depindd de plan, ci si fie definit numai punctul final.

In particular, la parcurgerea unui drum inchis din vecinitatea.

originei coordonatelor din planul orizontal, curba integrald de pe
cilindru trebuie si se inchidi.

Se pot construi cu usurintd exemple de cimpuri de plane
pentru care aceastd inchidere si nu aibd loc ; rezultd ¢ nu existd

suprafatd integrali. Cimpurile de plane de acest tip se numese.

neintegrabile.

Exemplu de c¢imp de plane neintegra-
bil. Pentru a defini cimpurile de plane si a misura cantitativ
abaterea de la inchidere, introducem urmitoarele notatii.

Inainte de toate, si observim c¢i un cimp de (hiper)plane poate
fi dat local de o 1-formd diferentiali. Int -adevdr, un (hiper)plan
in spatiul tangent defineste o 1-formii pe acest spatiu pind Ia
inmul{irea cu o constantd nenulii. Alegem aceastd constants in asa

fel incit valoarea formei pe vectorii tangenti definiti de coordonata

verticalit si fie 1.
Aceastd conditie este satisficuts intr-o vecindtate a originei
coordonatelor, deoarece planul asociat de cimp acestui punct nu
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contine directia verticald. Aceastd conditie defineste univoe forma
(pe cimpul de plane).

De exemplu, un cimp de plane in spatiul tridimensional uzual,

care nu are suprafete integrale, este cel definit de 1-forma

o =xdy + dz,

unde @ si y sint coordonate orizontale, iar z este cea verticald.

Demonstratia faptului ¢ acest cimp de plane este neintegrabil

este  datd mal jos.

Constructia 2formei diferentiale care
miésoard neintegrabilitatea. Cu ajutorul 1-formei
diferentiale care defineste cimpul putem misura gradul de nein-
tegrabilitate. Acesta se face cu ajutorul urmitoarei constructii
fig. 236). o
e Sg,gco)nsideram o pereche de vectori aplicati in originea coordo-
natelor si continuti in planul orizontal al sistemului nostru de
coordonate. Construim cu ajutorul lor un paralelogram. Obtinem
in acest fel doud drumuri care unesc originea 900}'d0n§mtelor cu
virful opus al paralelogramului. _Deasupra fiecaruia d1111 aceste
drumuri se poate construi o curbéd integrald (din dqu;m arce) prin
procedeul deseris mai sus. Drept rezultat, deasupra v1rfu1u'1 parale?:
logramului opus originei coordonatelor se obtin, in general, doui

4

Fig. 236. Curbe integrale construite pentru un c¢imp de
plane neintegrabil.

puncte diferite. Diferenta dintre indltimile acestor puncte este o
functie de perechea de vectori aleasi. Aceastd functie este anti-
simetricd si se anuleazi dacsi unul din vectori este nul. Prin urmare,
termenul liniar al seriei Taylor in punctul O a acestei functil d?
perechi de vectori este nul, iar termenul pitratic este o forma
biliniard antisimetricii definitd pe planul orizontal. 5 §

Daci cimpul este integrabil, 2-forma zystfgl_ob‘gumum este nuvlzm.
Din acest motiv, aceastd 2-formd poate fi utilizatd ca o masura a
neintegrabilitatii cimpului.

28 — e. 1719
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Utilizind sistemul de coordonate ales putem identifica planul
orizontal cu planul asociat de cimp originei coordonatelor. Prin
urmare, ca rezultat al constructiei noastre apare o 2-formé definita
pe planul cimpului.

Corectitudinea definitiei 2-formei. Maisus
am construit 2-forma cu ajutorul coordonatelor. Valoarea pe care
0 ia aceastd formd pe o pereche de vectori tangenti nu depinde
insf de sistemul de coordonate, ¢i numai de acea 1-formi care
definegte cimpul de plane.

Pentru a ne convinge de acest lucru, este suficient si demon-
stram urmitoarea teoremd.

Teoremi. 2-forma definitd mai sus pe spapiul nul (nuclewl)

1-formei o coincide cu diferentiala exterioard a lui o, do
w=0

Demonstrafie. Sidaritim ci diferenia dintre inidliimile celor doui puncle
care se ob{in drept rezultat al celor doud miscéri dupi laturile paralelogramului
coincide cu integrala 1-formei o pe cele patru laturi ale paralelogramului, modulo
termeni mici de ordinul trei in raport cu laturile paralelogramului.

In acest scop, sd remarcim ci iniillimea la care se ridici o curbi integrald dea-
supra unui drum de lungime ¢ care incepe in originea coordonatelor este de ordinul €2,
deoarece in originea coordonatelor planul asociat de ¢cimp este orizontal. Prin urmare,
integralele 2-formei d o pe toate cele patru suprafele verlicale bazate pe laturile
paralelogramului si mirginite din curbele integrale si planul orizontal sint de ordinul
€?, dacd laturile sint de ordinul .

Integralele formei o pe curbele integrale sint egale cu zero. Utilizind formula lui
Stokes, cresterea indlfimii de-a lungul unei curbe integrale de deasupra unei laturi
oarecare a paralelogramului este egald cu integrala 1-formei « de-a lungul acestei
laturi modulo termeni mici de ordinul trei.

Teorema rezultd acum imediat din definifia diferentialei exterioare.

Mai existd un singur element arbitrar, si anume alegerea 1-for-
mel w cu care am definit 2-forma noastrd. 1-forma o este definitéd
de ¢impul de plane numai pind 1a inmulfirea cu o functie f care nu
se anuleazi nicdieri. Cu alte cuvinte, am putea incepe constructia
cu forma f o . Am fi ajuns atunei la 2-forma

Af o) =fd o +df A o,

care in planul nostru diferd de 2-forma d o prin inmulfirea cu
numdirul nenul f(0).
Prin urmare, 2-forma construitd pe planul cimpului este definitd
nvariant pind la multiplicarea cu o constantd nenuld.
Conditia de integrabilitate a unui cimp
de plane.
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Teoremi. Dacd un cimp de hiperplane este integrabil, atunct
2-forma definitd mai sus pe planul cimpului este egald cu zero.
Reciproc, dacd 2-forma construitd in fiecare plan al cimpului este
nuld, atunci cimpul este integrabil.

Prima afirmatie a teoremei este evidentd din modul in care a fost construita
2-forma. Demonstratia celei de-a doua afirmatii poate fi facuta utilizind exact aceleasi
ralionamente cu ajutorul cirora am demonstrat comutativitatea a doi curenti pentru
care cimpurile de vectori corespunzitoare au paranteza lui Poisson nuld. Putem pur si
simplu sa ne referim la aceasta comutativitate si sd o aplicAm curbelor integrale care
apar deasupra axelor drepte de coordonate din planul orizontal.

Teoremd. Conditia de integrabilitate o unut cimp de plane :
do =0 pentru o =0
este echivalentd cu urmdtoarea conditie a lui Frobenius
o A do =0.

Demonstratie. Sid consideram valoarea formei w A do pe trei vectori
bazici (definiti de coordonate) diferili arbitrari. Dintre acestia, numai unul poate fi
vertical. Prin urmare, dintre toate componentele care apar in definitia valorii produsului
exterior pe Lrei vectori, numai una poate fi nulé : ea este egald cu produsul dintre
valoarea formei « pe vectorul vertical si valoarea formei deo pe perechea de vectori
orizontali. Dacd cimpul dat de forma « este integrabil, al doilea termen descris este nul
si deci 3-forma o A do se anuleazi pe orice triplet de vectori.

Reciproe, daca 3-forma o A do este nuld pe orice triplet de vectori, atunci ea se
anuleazd si pe orice triplet format dintr-un vertical bazic si doi vectori orizontali
bazici. Dar valoarea lui » A dw pe un astfel de triplet este egala cu produsul dintre
valoarea lui o pe vectorul vertical si valoarea lui de pe perechea de vectori orizontali.
Primul termen este nenul si deci al doilea este nul, ceea ce inseamni ci forma dw se
anuleazd in planul o = 0, c.c.t.d.

C. Cimpuri nedegenerate de hiperplane.

Definitie. Un cimp de hiperplane definit pe varietatea M
este nedegenerat in punctul v € M dacd rangul 2-formei exterioare

(d ) @ (deci (d w),| {Ee TM,: v, (£) =0})
log=0
este ega,ldr cu dimensiunea hiperplanului.
Aceasta inseamni c¢i pentru orice vector nenul din hiperplanul
w, = 0 trebuie si existe un alt vector nenul din acelasi hiperplan,
astfel incit valoarea lui (d o), pe aceastd pereche de vectori si fie
nenuli.
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Definitie. Un cimp de hiperplane definit pe varietatea M
este nedegenerat dacd este nedegenerat in orice punct x € M.

S observam ¢i pe o varietate de dimensiune pari nu poate
exista un ¢imp de hiperplane nedegenerat. Intr-adevar, pe o astfel
de varietate hiperplanele sint de dimensiune impari si rangul
oricirel forme biliniare antisimetrice pe un spatiu de dimensiune
impard este mai mic decit dimensiunea spatiului (vezi §44).

Pe varietiti de dimensiune impard existdh cimpuri de hiper-
plane nedegenerate.

Exemplu. Si considerim spatiul cuclidian de dimensiune
2m +1 cu coordonatele x, y, ¢ (unde « $1 ¥ sint vectori m-dimensio-
nali gi 2 este un numir). 1-forma

o =gdy +dz

definegte un cimp de hiperplane pe acest spatiu. Hiperplanul
cimpului in originea coordonatelor are ecuafia dz =0. In acest
hiperplan putem considera pe x si ¥ drept coordonate. Prin urmare,
2-forma noastrd pe hiperplanul eimpului se scrie

do =dox A dy =dx; Ady, + ... +do, A dy,.

| ®@=0

Rangul acestei forme este 2m gi deci eimpul nostru este nedege-
nerat in originea coordonatelor, deci §i intr-o vecinatate a acesteia
(de fapt, cimpul din exemplul nostru este nedegenerat in toate
punctele spatiului).

Putem, in sfirgit, s& ddm definitia structurii de contact: se
numeste structurd de contact pe o varietate diferenfiabild un cimp
nedegenerat de hiperplane tangente.

D. Varictatea elementelor de contact. Termenul de ,,structurd
de contact’ se explicid prin faptul c¢i o astfel de structurd existd
intotdeauna pe varietatea elementelor de contact ale unei varie-
tati netede.

Si considerdm o varietate netedi de dimensiune n.

Definitie. Un hiperplan (de dimensiune n —1) care este
tangent la varietate intr-un punct oarecare al ei se numeste
element de contact, iar punctul respectiv — punct de contact.

Multimea tuturor elementelor de contact ale unei varietdti
netede de dimensiune » are o structurd de varietate netedd de
dimensiune 2n —1.
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Intr-adevir, dacd fixiim un punct al varietitii, mullimea tuturor elementelor de
contact in acest punct reprezintda mulfimea tuturor subspatiilor de dimensiune n—1
ale unui spatiu liniar de dimensiune n, deci spatiul proiectiv real de dimensiune n—1.
Prin urmare, pentru a da un element de contact trebuie si dim cele n coordonate ale
punctului de contact si incd n—1 coordonate care definesc un punct al spafiului pro-
iectiv (n—1)-dimensional — in total 2n—1 coordonate.

Varietatea tuturor elementelor de contact ale unei varietdi
n-dimensionale este spatiul total al unei fibriri a cdrei bazi este
varietatea m-dimensionald dati iar fibra — spatiul proiectiv
(n —1)-dimensional. :

Teoremi. Fibrarea elementelor de contact este prolectivizata
SJibrdrii cotangente : ea poate fi obfinuid din fibrarea cotangentd,
inlocuind fiecare spafiu liniar cotangent de dimensiune n prin
spafiul proiectiv (n —L)-dimensional (ale cdrui puncte sint dreptele
care trec prin vectorul nul al spafiului cotangent).

Intr-adevir, orice element de contact este dat de o 1-formd pe spatiul tangent
in punctul de contact pentru care acest element este multimea de nivel zero (nucleul).
Aceasti formi este nenuld si ea este definitd pind la multiplicarea cu un numdir real
nenul. '

Dar o 1-forma pe spafiul tangent este un element al spafiului cotangent in punctul
de contact. Prin urmare, o 1-forma nenuld pe spatiul tangent, definiti pind la multi-
plicarea cu un numdr real nenul reprezintd un vector nenul al spatiului cotangent, unic
determinat pind la multiplicarea cu un numér real nenul, deci un punct al spatiului
cotangent proiectivizat.

Struetura de contact pe varietatea
elementelor de contact.

In spatiul tangent la un punct oarecare al varietitii elementelor
de contact existd un hiperplan remarcabil. El se numeste hiper-
planul de contact si se defineste in modul urmsitor.

S& fixdm un punct al varietdtii (2n —1)-dimensionale a elemen-
telor de contact la varietatea n-dimensionald initiald. Putem consi-
dera acest punct ca un plan (n —1)-dimensional tangent la varietatea
initiald. .

Definifie. Un vector tangent in punctul fixat la varie-
tatea elementelor de contact aparfine hiperplanului de contact
dacd proiectia sa pe varietatea n-dimensionald este confinutd in
acel plan (n —1)-dimensional care reprezintd punctul fixat mai sus
al varietdtii elementelor de contact™.

*) Fie V™ varietatea inifiald, M3"~1 varietatea elementelor de contact si 7 ; pM27—1
— V* proiectia canonica care asociazi fiecirui element de contact punctul de contact.
Fie ae M3*" 1 un punct care corespunde hiperplanului tangent o = TV% xze V=,
x = w(a). Un vector ge ’I‘Mﬁ“_1 este in hiperplanul de contact in « daci w,o(§)ex,
unde mwyq : TMEC”“1 - TV:‘”“) este diferenfiala lui 7 in punctul o. (N. T)
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Cu alte cuvinte, o deplasare a unui element de contact dat este
tangentd la hiperplanul de contact dacd viteza punctulut de conlact
apartine planulut care reprezintd elementul dat; elementul se poate
insd roti arbitrar.

Exemplu Si luiim o subvarietate in varietatea n-dimen-
sionald si s considerim toate (n—1)-planele tangente la aceastid
subvarietate (deci clementele de contact). Toate aceste elemente
de contact formeazd in varietatea (2n —1)-dimensionald a tuturor
elementelor de contact o subvarietate netedi. Dimensiunea acestei
subvarietiti este egald cun —1, indiferent de dimensiunea subvarietdfii
initiale (care poate fi (n—1)-dimensionali, dar poate avea §i o
dimensiune mai miecé, fiind chiar o curbd sau un punct).

Subvarietatea (n —1)-dimensionald astfel construitd in varie-
tatea (2n —1)-dimensionald a tuturor elementelor de contaet este
tangentd in fiecare punct al ei la cimpul de hiperplane de contact
(aceasta rezultd din definigia hiperplanelor de contact). Prin
urmare, cimpul de hiperplane (2n —2)-dimensionale de contact are
varietdtt integrale de dimensiune n —1.

Problemi. Are acest cimp de plene si varielili integrale de dimensiune mai
mari ? .

Rdspuns. Nu.

Problema. Poatefidefinit cimpul hiperplanelor de contact printr-o 1-forméi
diferen{iald pe varietatea tuturor elementelor de contact?

Raspuns. Nu, chiar si in ipoteza cd varietatea n-dimensionald inifiald este spatiut
euclidian (de exemplu, planul bidimensional). .

Vom demonstra mai jos c& cimpul hiperplanelor de contact
definit pe wvarietatea (2n —1)-dimensionald « tuturor elementelor
de contact ale unet varietdti n-dimensionale este nedegenerat.

Demonstratia utilizeazd structura simplecticd a fibririi co-
tangente.

Aceasta se poate face datoritd faptului cd varietatea elemente-
lor de contact este legatd printr-o constructie simpli de spatiul
total al fibriarii cotangente (a cirei proiectivizati este varietatea
elementelor de contact). In acest cadru, nedegenerarea cimpului
hiperplanelor de contact pe proiectivizata fibriarii este strins legata
de nedegenerarea 2-formei care definegte structura simplecticd pe
fibrarea cotangentd.

Vom efectua aceastd constructie mai jos intr-o situatie mai
generald. Mai precis, din fiecare varietate impard inzestratd cu o
structurd de contact se poate eonstrui ,,simplectizata’ ei care este
o varietate simplectici de dimensiune mai mare cu 1. Relatiile
reciproce dintre aceste doud tipuri de varietiti — cele de contact,
de dimensiune impari si cele simplectice, de dimensiune pard,
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sint aceleagi ca intre varietatea elementelor de contact cu struec-
tura ei de contact si fibrarea cotangentd cu structura ei simplec-
ticd.

E. Simplectizarea unei varietiti de eontaet. Si considerim o
varietate de contact arbitrard, deci o varietate de dimensiune im-
pard N pe care este definit un cimp de hiperplane tangente nede-
generat (de dimensiune pard N —1). Aceste plane vor fi denumite
in continuare plane de contact. Fiecare plan de contact este tangent
la varietatea de contact intr-un anumit punct, care va fi denumit
in continuare punct de contact.

Definitie. Vom numi formd de contact orice formi liniard
pe spatial tangent intr-un punct al varietdtii de contact si al cirel
nucleu coincide cu planul de contact.

Trebuie si subliniem ci o formd de contact nu este o formi
diterential&, ci o formid liniard, algebricd, pe un anumit spatiu
tangent. ’

Definitie. Se numeste simplectizate unei varietiti de
contact mulfimea tuturor formelor de contact definite pe spatiile
tangente ale varietitii de contact date, inzestrati cu structura de

rarietate simplecticd definitd mai jos.

In primul rind, s observim cit multimea tuturor formelor de
contact pe o varietate de contact are o structurd noturald de varietate
diferentiabild de dimensiune pard N +-1. Intr-adeviir, putem inter-
preta multimea tuturor formelor de contact ca spatiul unei fibriri
peste varietatea de contact initiali. Proiectia de baza este aplicatia
care asociazd fiecirei forme de contact punctul de contact. i

Fibra acestei fibrari este multimea tuturor formelor de contact
cu punct de contact comun. Toate aceste forme se obtin una din
alta prin inmulfire cu un numdr diferit de zero (deoarece ele
definesc acelasi plan de contact). Prin urmare, fibra fibririi noastre
este unidimensionald : ea este o dreaptd fird un punct.

De asemenea, si obscrvim cd pe varietatea tuturor formelor de
contact actioneazi grupul multiplicativ al numerelor reale nenule.
Intr-adevir, produsul dintre o formi de contact si un numir real
este din nou o formi de contact. Evident, grupul actioneazi pe
spatiul total al fibririi noastre lisind pe loc fiecare fibrd (la inmul-
tirea unei forme de contact cu un numir punctul de contact nu se
schimba).

Observatie. Pind acum nu am utilizat ipoteza de nede-
generare a cimpului de plane. Aceastd ipotezd este necesari pentru



440 ANEXA 4

a ardta ci varietatea care se obtine prin simplectizarea unei varie-
tati de contact are in‘fr adevir o structurd simplectica.

Exemplu. Siconsiderim varietatea (de dimensiune 2n —1)
a tuturor elbmentelor de contact al unei varietif{i netede de dimen-
siune n. Pe aceastii varietate a elementelor de contact este definit
un cimp de hiperplane (pe care le-am definit mai sus si le-am denu-
mit de contact). Prin urmare, varietatea elementelor de contact
poate fi simplectizatii.

Drept rezultat, se obtine o varietate simplecticd de dimensiune
2n. Aceastd varietate este spatiul total al fibrarii cotangente a
varietitii n-dimensionale initiale din care s-au eliminat covectorii
nuli. Acuunem grupului mulmphcatw al numerelor reale nenule
constd in inmultirea cu numere a vectorilor cotangenti.

Pe fibrarea cotangentsd este definiti 1-forma remarcabild
,»p dg”’. O 1-formé similard este definitd si pe orice varietate care
se obtfine prin simplectizarea unei varietiti de contact.

lforma canonied pe varietatea simplec-
tizatéi.

Detfinitie. 1-forma canonicd pe varietatea care se obtinc
prin simplectizarea unei varietiti de contact este 1-forma o a cirei
valoare pe fiecare vector tangent £ la simplectizati intr-un punct
oarecare p (lig. 237) este etml cu valoarea pe care o ia pe proiectia

Fig. 237. Simplectizarea unei varietdti de
contact.

vectorului £ pe spatiul tangent la varietatea de contact acea 1-formé
pe acest spatiu tangent care este punctul p :
a(&) =p(myb),

unde 7 este proiectia canonicd a simplectizatei pe varietatea de
contact.
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Teoremda. Difereniiala exterioard a 1-former canonice pe varie-
tatea stmpleclizald este o 2-formd nedegeneratd.

Corolar. Varietaiea care se obfine prin simplectizarea unei
varietatt de contact este inzestraid cu o structurd simplecticd canonicd
{care este deci univoc deter mumm) definitd de structura de contact a
varietdiic de dimensiune impard inifiale.

Demonstratie. Afirmalia teoremei avind un caracter local, este suficient
sit 0 demonstram intr-o vecindtate micd a unui punct arbitrar al varietitii. Intr-o astfel
de vecinatate suficient de mica, cimpul de plane de contact poate {i dat prin inter-
mediul unei forme diferentiale « pe varietatea de contact. Sa fixdm o astfel de 1-formi e.

in acest mod am realizat si o reprezentare a acelei pir{i a varietilii simplectizate
care se proiecteazi pe vecinidtatea aleasd sub forma unui produs direct al vecinatatii
cu o dreaptd fard un punct.

Mai precis, perechii (v, %) formale dinlr-un punct a al varietdtii de contact
(situat in vecindtatea aleasd) si un numar real nenul A ii asociem forma de contact care
este definita de 1-forma diferentialad do in spatiul tangent in z.

in acest mod, in partea consideratia varietilii simplectizate este definitsi o functie
2 care nu ia valoarea zero. Trebuie s subliniem ci 7 este numai o coordonati
locald pe varietatea simplectizatd si cd aceastd coordonatd nu este definiti canonic ;
ea depinde de alegerea 1-formei o.

in notatiile introduse, 1-forma canoniclt o se scrie ca

% = A ¥ (o)

si nu depinde de alegerea lui .
Diferentiala exterioarid a 1-formei « are deci expresia

do=dAiA ¥ (0) + An* (do).

Sé aratdm ca forma d« este nedegeneratd, deci cid pentru orice vector tangent £
la simplectizatd existd un vector v pentru care d a(&, %) # 0.

Penlru aceasta, impariim vectorii tangenti 1a simplectizatd in mai multe tipuri.
Numim un vector § verlical dacii el este tangent la fibri, deci dacit (&) = 0. Numnim
un vector & orizonlal dacd el este tangent la o suprafald de nivel a functiei X, deci
dacd dn(E) = 0. In sfirsit, numim un vector & vector de contact daci ploiccua lui pe
varietatea de contact este conjinutd in planul de contact, deci daci co(rc,,: g) = 0 (sau,
cu alte cuvinte, a( &) == 0).

Si calculim valearea formei da pe o pereche de vectori &, 7 :

do(E, n) = (dr A ) (& ) + (A H(dw)) (§, 7).

S4 presupunem la inceput ed vectorul £ nu este de contact. Luidm drept n un
vector vertical nenul : 7,(7) = 0. Atunci al dojlea termen este nul, iar primul este egal
cu

— d 2(n) o (mu(E))
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si este nenul, v = 0, fiind vertical si £ nefiind de contact. Deci, in ipoteza ci £ nu este
de contact, am giisit un vector v pentru care da(&, n) # 0.

Sd presupunem aici cii E este un vector de contact nevertical. Fie atunci n un
vector de contact arbitrar. In acest caz primul termen se anuleazd complet, iar cel
de-al doilea (si deci intreaga sumi) se reduce la A de(my(E), 74(7)). Cum vectorul
nu este vertical, vectorul 7, (&) din planul de contact este nenul. Dar 2-forma dew este
nedegeneratd pe planul de contact (conform definitiei structurii de contact). Prin urmare
existd un vector de contact n pentru care dw(m4(E), ™ (1)) % 0. Cum X # 0, am
determinat un vector v pentru care d a(&, n) # 0.

In sfirsit, daci vectorul £ este nenul si vertical, se poate lua drept v orice vector
care nu este de contact. Teorema prin urmare este demonstrata.

Observatie. Constructia 1-formei « §i a 2-formei de
functioneazd pentru orice varietate pe care este definit un cimp
de hiperplane si nu depinde de conditia de nedegenerare. 2-forma
da va defini insd o structurd simplecticd numai in cazul in care cimpul
de plane este nedegenerat.

Demonstratie. Si presupunem cid cimpul este degenerat, deci cii existd
un vector nenul £ in planul cimpului intr-un punct astfel incit d (&, v') # 0 pentru
orice vector v’ al acestui plan.

Pentru un astfel de £ fixat, functia v" > d o (E’, %) este o forma liniar care este
identic nuld pe planul cimpului. Prin urmare, existdi un numir @ care nu depinde
de 7’ astfel incit

do (&, 1) = po(n),

de data asta pentru orice vector v’ tangent la varietate in punctul considerat.

Fie £ un vector tangent la varietatea simplectizatd pentru care my(E) = .
Un astfel de vector este definit pinidla addugarea unui vector vertical si vom arita ci
prin addugarea unui astfel de vector, convenabil ales, avem

da (&, m) = 0 pentru orice 1.

Intr-adeviir, primul termen al formulei pentru d o este di( E) - w(my(n) ) (deocarece
o(m4(E)) = © (&) == 0). Al doilea termen este egal cu Ada(me(E), 7e(n)) =
== AP o(7my(7)). Alegem componenta verticald a vectoruluj £ in asa fel incit d A (&) =
= — A . Atunci veetorul £ va fi antiortogonal pe to{i vectorii ».

Prin urmare, dacd d « este o structurd simplecticd, atunci cimpul de hiperplane
initial este o structurd de contact si afirmatia de mai sus este demonstrata.

Corolar. Cimpul hiperplanelor de contact defineste pe varietatea
tuturor elementelor de contact ale unei varietdli netede arbitrare o
structurd de contact.

Demonstratie. Prin simplectizarea varietitii (2n—1)-
dimensionale a tuturor elementelor de contact ale unei varietiti
netede n-dimensionale, inzestratd cu cimpul de plane (2n —2)-di-
mensionale de contact, se obtine, conform constructiei, spatiul

STRUCTURI DE CONTACT 443

total al fibririi cotangente la varietatea netedd n-dimensionald
inifiald din care s-au eliminat convectorii nuli. 1-forma canonicéa
« pe varietatea simplectizatd coincide, conform definifiei, cu acea
1-formi pe spatiul total al fibririi cotangente pe care am denu-
mit-o < p dg> i care sté la baza mecanicil hamiltoniene (vezi §37).
Prin urmare, diferentiala ei exterioari este forma <dp Adg> care
defineste in mod uzual structura simplectici pe spatiul fazelor.
Rezulta ci forma d « nu este degeneratd si deei, conform observatiel
precedente, cimpul hiperplanelor de contact este ned egenerat.
Corolarul este demonstrat.

F. Difeomorfisme de contaet si cimpuri vectoriale de contaet.

Definitie. Un difeomorfism al unei varietdti de contact
pe ea insigi se numeste difeomorfism de contact dacd el conservd
structura de contact, deci daci el transformd fiecare plan al
cimpului de plane care defineste structura tot intr-un plan al
cimpului.

Exemplu. Si considerim varietatea (2n —1)-dimensionald
a tuturor elementelor de contact ale unei varietiti netede »n-dimen-
sionale, inzestratd cu structura ei de contact uzuald. Fiecdrui
element de contact i se poate asocia o ,,parte pozitivi’’ alegind
unul din semispatiile in care acest element imparte spatiul tangent
n-dimensional la varietatea initiala.

Un element de contact cu o parte pozitivi aleasd va fi denumit
in continuare element de contact orientat (framsversal).

Multimea tuturor elementelor de contact orientate pe varietatea
noastrd n-dimensionali are o structurd de varietate netedé (2n —1)-
dimensionald i o structuri de contact naturald (ea este o acoperire
cu doudt foi a varietdtii elementelor de contact obisnuite, neorien-
tate).

Si presupunem acum ci varietatea n-dimensionald initiali este
inzestratd cu o metricd riemanniand. Atunci pe varietatea elemen-
telor de contact orientate apare un ,,curent geodezic”*. Evolutia
Ia timpul ¢ datd de acest curent se defineste in modul urmddtor.
Presupunem dat un element de contact si considerim geodezica
care pleacd din punctul de contact al acestui element in directia
ortogonald, elementului gi in sensul pozitiv dat de orientare. Miy-
cim punctul de contact de-a lungul acestei geodezice, miscind in
acelasi timp si elementul de contact astfel incit el si rdmind tot

*) Riguros vorbind, ar trebui s mai presupunem ci varietatea este completi,
deci ¢# orice geodezicil se poate prelungi nemirginit.
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timpul ortogonal la geodezicd. Dupd timpul ¢ obfinem un nou
element de contact orientat. In acest mod am definit corect
curentul geodezic pe varietatea elementelor de contact orientate.

Teorema. Curentul geodezic pe varietatea elementelor de contact
orientate este format din difeomorfisme de contact.

Nu vom da aici demonstratia acestei teoreme deoarece ea nu
reprezintd altceva decit o reformulare in termeni noi a principiului
lui Huygens (vezi §46).

Definitie. Un cimp de vectori pe o varietate de contact
este un ¢bmp de contact dacs el este cimpul de viteze (generatorul
infinitezimal) al unui grup (local) cu un parametru de difeomorfisme
de contact.

Teorema. Paranteza lui Poisson a doud cimpuri de contact
este un ctmp de contact. Cimpurile de contact formeazd o subalgebrd
Lie a algebret tuturor cimpurilor netede de vectori pe o varietate de
contact.

Demonstratia rezultié din definitii.

G. Simplectizarea difeomoriismelor de contact si a eimpurilor
vectoriale de eontaet. Din fiecare difeomorfisin de contact al unei
varietati de contact se poate construi in mod canonic un difeo-
morfism simplectic al varietdtii simplectizate.

Acest difeomorfism simplectic comutd cu actiunea grupului
multiplicativ - al numerelor reale nenule pe varietatea simplecti-
zatd si este definit de urmitoarea constructie.

Reamintim ¢& orice punct al varietitili simplectizate este o
formd de contact pe varietatea de contact initiali.

Definitie. Imaginea formei de contact p cu punctul de
contact x prin difeomorfismul de contact f al unei varietéiti de contact
date pe ea Insdsi este o formd

o) = () @)

Mai simplu, transportdm forma p de pe spatiul tangent in punctul
pe spatiul tangent In punctul f(x) cu ajutorul difeomorfismului f
(a cirei diferentiald in punctul x stabileste un izomorfism intre
spatinl tangent in # si cel tangent in f(x)).

Difeomorfismul f fiind de contact, forma f, (p) este de contact.

Teorema. Aplicatia fi definitd@ mar sus a simplectizater varietdtii
de contact pe ea tnsdst este un difeomorfism simplectic care comutd
cu actiunea grupului multiplicativ al numerelor reale nenule si
conservd 1-forma canonicd pe varietatea simplectizald.
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Demonstratie. Afirmatiile teoremei rezultd din observatia ci 1-forma
canonici, 2-forma simplectica si acliunea grupului multiplicativ al numerelor reale ne-
nule sint definite numai de structura de contact (in constructia lor nu intervin coordo-
nate locale sau alte mijloace neinvariante) iar difeomorfismul f conserva aceasti
structurd. De aici rezultd cd [v conservi tot ceea ce este construit invariant din struc-
tura de contact si deci, in particular, 1-forma canonicd «, diferentiala ei d o. si actiunea
grupului, c.c.t.d.

Teorema. Orice difeomorfism simplectic al simplectizatel unei
varietdair de contact, care comutd cu actiunea grupului mulliplicativ
al numerelor reale nenule are urmdtoarele doud proprieidti : 1) se pro-
tecteasd pe wvarietatea de contact inifiald ca un difeomorfism de
contact 5 2) conservd 1-forma canonicd o.

Demonstratie. Orice difeomorfism care comutd cu actiunea grupului
multiplicativ se proiecteaza pe (induce) un difecomorfism al varietatii de contact.
Pentru a demonstra ¢il in cazul in care se pleacd de la un difeomorfism simplectic se
obline unul de contact, este suficient si demonstram afirmatia 2) (deoarece intr-un plan
de contact se proiecteazd vectorii § pentru care ¢(£) = € si numai ei).

Pentrua demonstra a doua afirmatie, sd exprimam integrala formei o pe un drum
arbitrar v prin intermediul structurii simplectice do. :

So’. = lim SS dea,
€0

Y a(e)

unde 2-lantul o(¢) se obtine din y prin acfiunea tuturor numerelor reale din intervalul
[e, 1]. In frontiera 2-lan{ului o(e) apar, in afara lui v, doud segmente verticale si
drumul — ¢ - . Integralele formei o pe segmentele verticale sint egale cu zero, iar
integrala pe ¢ - v tinde la zero impreuna cu e.

Din invarianta 2-formei du si faptul ci difeomorfismul nostru F comutd cu actiu-
nea grupului multiplicativ rezulti ci pentru orice drum

Sassa

Fy v

si deci difeomorfismul F conservi 1-forma «, c.c.t.d.

Definitie. Operatia de simplectizare @ unut ctmp de vectors
de contact se realizeazdi prin constructia urmitoare. Considerim
c¢impul ca fiind cimpul de viteze al unui grup cu un parametru de
difeomorfisme si obtinem un grup cu un parametru de difeomor-
fisme simplectice. Considerdim cimpul vitezelor acestui grup.
Acesta se numeste simplectizaiul cimpului de contact initial.

Teoremd. Simplectizatul unui cimp de vectort de contact este
un cimp de vectori hamiltonian. Hamilionianul acestui cimp poate fi
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ales omogen de gradul 1 in raport cu acliunea grupulut multiplicativ
al numerelor reale nenule :

H(\») = » H().

Reciproc, orice cimp de vectori hamiltonian pe varietatea simplecti-
zatd care are un hamiltonian omogen de gradul 1 se proiecteazd pe
varietatea de contact inifiald ca un ¢imp de vectori de contact.

Demonstratie. Caracterul hamiltonian al simplecti-
zatului cimpului de contact rezultd din caracterul simplectic al
simplectizatului unui diteomortfism de contact. Faptul c¢i hamilto-
nianul este omogen rezulti din omogenitatea difeomorfismelor
simplectizate (ele comutd cu inmultirea cu 2 € R, A # 0). Prin
urmare, prima afirmatie a teoremei rezultd din teorema privind
simplectizarea difeomorfismelor de contact.

A doua parte rezultd similar din teorema privind difeomorfis-
mele simplectice omogene i teorema este demonstrati.

Corolar. Operatia de simplectizare a cimpurilor vectoriale este
un dzomorfism al algebrei Lie a cimpurilor vectoriale de contact
definite pe varietatea initiald pe algebra Lie a cimpurilor vectoriale
local-hamiltoniene cu hamiltonient omogeni de gradul 1.

Demonstratia este evidentd.

H. Teorema lui Darboux pentru structuri de eontaet. Teorema
lui Darboux despre care este vorba este teorema de unicitate locali
a unei structuri de contact. Ba poate fi formulati in oricare din
urmétoarele trei forme.

Teoremi. Toate varietdtile de contact de aceeasi dimensiune
sini local difeomorfe prin difeomorfisme de contact (altfel spus,
pentru orice doud varietdfl de contact de aceeasi dimensiune $i orice
alegere a cite unui punct de fiecare, existd cite o vecindtate a fiecdrut
punct in varietatea respectivi st un difeomorfism intre cele doud
vecindtdfi, difeomorfism care transformd un punct in celdlalt i
cimpul de hiperplane din prima vecindtate — in cimpul de hiperplane
din a dowa vecindiate).

Teoremit. Orice varietate de contact de dimensiune 2m —1 este
local difeomorfd printr-un difeomorfism de contact cu varietatea ele-
mentelor de contact ale spaliului numeric m-dimensional.

Teoremd. Orice 1-formd diferentiald care defineste pe o varietate
de dimensiune 2n 41 un cimp nedegenerat de hiperplane se scrie
intr-un anumit sistem local de coordonate in «forma normald »

o =z dy 4 dz,
unde & = (Zyy <oy Bp)y ¥ = Y1s+ - sYn) st & sint coordonate locale.
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Este evident ¢ primele doud teoreme rezultid din cea de-a treia
Pe care, la rindul ei 0 vom deduce din teorema similari a lui Dar-
boux privind forma normald a 2-formelor care definesc structuri
simplectice.

Demonstratia teoremei lui Darboux. Simplectizim variew
tatea noastra de contact. Pe varietatea simplecticd (2n-2)-dimensionali astfel obti-
nutd sint definite 1-forma canonici «, 2-forma nedegenerati da, proiectia = pe varie-
tatea de contact ini{iald si in fiecare punct, o directie verticali.

1-forma diferenliald « datiipe varietatea decontact defineste in fiecare punct o
forma de contact. '

5 “M_ulumeu tuturor acestor forme este o subvarietate de dimensiune 2n+41 a varie-
tatii simplectice. Proiectia 7 aplicii difeomorf aceastii subvarietate pe varietatea de
conlact initiald. Verticalele intersecteazi aceasti subvarietate sub un unghi nenul
(transversal).

Alegem un punct oarecare al variet#{ii noastre de contact si considerdm un punct
din subvarietatea construits in varietatea simplectici, care se proiecteazi peste punctul
?les. In vecinitatea punctului din varietatea simplectica se pot alege coordonate locale
n care

doo=dpy, A dgg+ ... 4+ dp, A dgy

si subvarietatea (2n--1)-dimensionald s fie datii de ecuatia p,=0 (vezi §43 unde,
in demonstratia teoremei lui Darboux, prima coordonati se alege arbitrar).

Sd observam acum cd 1-forma p, dg, + ... + p, dq, ave diferentiala d«. Prin
urmare, local :

o= pydqy + .. + pp dg, + dw,

unde w este o Tunctie ; putem considera cii w se anuleazi in originea coordonatelor. in
particular, pe hipersuprafata p, = 0, forma « are expresia

o =pydg; + «.. + ppdq, -+ dw.
Do=0

Proiectia 7 permite ca si se transporte pe varietatea de contact coordonatele Py e Pns
o5 G1s- - -5 qu > sifunctia w. Mai precis, definim funetiile z, y si z prin formulele

(e A)) =m‘m(f1)y yi(m(4)) = qi(A), 2(m(4)) = w(4),

unde A este un punct al hipersuprafelei p, = 0.
Obtinem atunci

w=xdy + dz

si rdmine s verificim ca functiile (3, oy Tp i Yyoevo5Yp; 2) formeazd un sistem de
coordonate. Pentru aceasta este suficient si aritdm c3 derivata parliali a functiei w
in raport cu q, este nenuli. Cu alte cuvinte, trebuie si verificim ci 1-forma o nu se
anuleazd pe vectorul definit de direclia coordonatei ¢,. Aceastd ultimi conditie este



448 ANEXA 4 .

echivalentd cu faptul ca 2-forma do nu se anuleazi pe perechea de vectori datd de
direciia vertlicald si directia coordonatei ¢,.

Dar vectorul definit de direclia coordonatei g, este antiortogonal tuturor veclori-
lor din planul de coordonate p, = 0. Daci, in plus, el ar fi antiortogonal si directiei
verticale, atunci ar {i antiortogonal tuturor vectorilor, ceea ce ar contrazice nedegene-
rarea formei do. Prin urmare, dw/dq, = 0 si Leorema esle demonstrati.

I. Hamiltonieni de eontact. Si presupunem ci struciura de
contact pe o varietate de contact datd este definitd de o 1-formi
o pe carc am fixat-o.

Detfinitie. Se numegte o-scufundarea varietifii noastre
de contact in simplectizata ei aplicatia care asociazi fiecirui punct
al varietdtii de contact restrictia formei o la spatiul tangent
in acel punct.

Definitie. Se numeste hamiltonian de contact al unui cimp
vectorial de contact delinit pe varietatea de contact cu 1-forma
fixatd o, functia K pe varietatea de contact care ia in orice punct
A valoarea hamiltonianului omogen H al cimpului vectorial sim-
plectizat pe imaginea lui 4 prin o-scufundare :

)

Teorema. f'ie X un cimp vectorial de contact pe o varietate de
contact cu L-forma fizatd o. Hamiltonianul de contact K esle egal
cu valoarea formet o pe cimpul de contact :

K(A) = H ( o

K = o(X).

Demonstratie, Utilizim formula care exprimi cresterea hamiltonianuiui
obisnuit de-a lungul unui drum prin intermediul cimpului vectorial si al structurii de
contact (§ 48, C).

Fie B punctul din varietatea simplectizatd in care vrem s calculiim hamiltonianul
si {x B}, 0 < » < 1 un segment vertical. Evolulin acestui segment intr-un interval
de timp mic ©, sub actiunea curentului simplectizat construit din curentul [ui X gene-
reazil o bandd bidimensionald o(<). Valoarea hamiltonianului JI in punctul B este

1
LI(B) = lim ——SS(loc,

T—0 T
a(T)

deoarece II(x B) — 0 cind A — 0. Dar integrala 2-formei d o pe bandi este egald cu
integrala 1-formei o pe partea din f[ronticra formata de traiectoria punctului B (cele-
lalte pirti ale frontierei dau integrale nule). Prin urmare, integrala dubld este egala
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pur si simpiu cu integrala 1-formei o pe un segment de traiectorie, iar limita- cu
valoarea 1-formei o pe vectorul vitezd Y al cimpului simplectizat. Dar K(n(B)) =

= H(B) = o(Y)| = o(X)| , ceea ce trebuia demonstrat.
B B

J. Formule de caleul. Si presupunem ci utilizdm coordonate-
le din teorema lui Darboux, in care forma diferentiald  capata
forma normald

o =xdy +dz, 2 = (B, ..oy )y ¥ = U1y ey Yn)
Problemi. Si se determine componentele cimpului vec-

torial de contact cu hamiltonianul de contact dat K = K(w, y, 2).
Rispuns. Bceuatiile curentului de contact au forma

. oK aKw
oy Oz
. oK
Yy =—
ox
d =K —de.
ox

Rezolvare. Un punct al varietiilii simplectizate poate fi dat prin 2n+2
numere x;, y;, z, A unde (x, y, z) sint coordonate pe varietatea de contact si A este
numiérul cu care trebuie inmulfitd forma « pentru ca si se ob{ind punctul dat al
varietatii simplectizate.

fn aceste coordonate « = A x dy + A dz. Din acest motiv, in sistemul de coordonate
p, ¢ in care

P=(p, D) P=2rZ py=A
=), ¢=Y D=2

forma o capitd forma standard.
a=pdqsi deci da = dp A dq.

Actiunea Ty, a grupului multiplicativ al nmmerelor reale nenule se reduce 1a inmullirea
Tui p cu p.:

Tup, @) = (4 P. 9.

29 — c. 1719
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Hamiltonianul de contact K se exprimi prin hamiltonianul obisnuit H = H(p
Pos Go) Prin formula 3 a

K(x, y, z) = H(x, y, 1, z).
Functia H este omogeni de gradul 1 in p. Rezultd ci derivatele i i i
I £ . partiale ale lui K in
punctul (z, y, z)_smt legate de derivatele parfiale ale lui H in punctul (p=z, p, =1
q=1Y, o = z) prin relaliile e '

oH K oH K

> -

oq oy 9q, 0z

oH oK oH oK
= s =K — 2
ap dx opo dx

Ecuatiile lui Hamilton cu hamiltonianul H au deci, in punctul considerat, forma

) K ) :
ibre=— -2 5o %K
oy 0z
ok , oK
_— f=K -z
= ol

de unde se obfine si rispunsul de mai sus.

Proble ma. Si se determine hamiltonianul de contact al
parantezei lui Poisson a doud cimpuri vectoriale de contact cu
hamiltonienii K si K’.

0K 0K’

Rdspuns. (K, K')+ o E§K' —
2

8 K, unde cu pa-
ranteze se noteazi paranteza lui Poissonzin raport cu variabilele
@, y, iar & este operatorul lui Ruler: & ¥ =F — z - —5}-11—

Rve zolva re. in notatiile din solutia la problema glzcg—i
ggﬁzﬁz) frgkrglole :g,' egpmg@rp paranteza, lu—i Poiss_oﬁn u21_1_31,1?m a hamilto-
ha,miltonieniig delconila)ct }él %I:uKnE}tKlv(gm_—x’ Po=ly 4=, do =) prin

N O0H dm a ' 1 ol
(i, 5 — 0H O0H' _ 9H oH' 0H 0H

oq op dp dq odgq op op  dq

° 0H 0H' o0H oH’
¢y 0 p, Opy 9q,

STRUCTURI DE CONTACT 451

Introducind valorile derivatelor asa cum au fost ele determin_ate in
solutia problemei precedente, obtinem, in punctul considerat,

0K 0K’ 0K 0K’

H,O) = +
(H, 1) dy Ow ow Oy
O (e 0K 0K {K—xOK)-

K. Varietiti legendreene. In categoria varietitilor de contact
subvarietdtilor lagrangeene ale spatiului de faze simplectizat le
corespunde o clagi interesantd de varietdti care pot fi denumite
legendreiene, deoarece sint strins legate de transformarea lui
Legendre.

Definitie. Se numeste subvarietate legendreand a unei varie-
tdti de contact de dimensiune 2n -1 orice subvarietate integrald de
dimensiune » a cimpului de hiperplane de contact.

Cu alte cuvinte, este vorba de varietitile integrale de dimensiu-
nea maximali pentru varietdtile integrale ale unui cimp de hiper-
plane nedegenerate.

Exemplul 1. Mulfimea tuturor elementelor de contact
tangente la o subvarietate arbitrars a unei varietdti m-dimensio-
nale este o subvarietate legendreand (m —1)-dimensionali a varie-
tétii de contact (2m—1)-dimensionald formatd din toate elementele
de contact.

Exemplul 2. Multimea tuturor planelor tangente la
graficul unei functii f = ¢() din spatiul euclidian de dimensiune
n -1 cu coordonatele (@y,. - ., %, ; f) este o subvarietate legendreani
a varietdtii de dimensiune 2n 1 a tuturor hiperplanelor neverti-
cale din spatiul care contine graficul (structura de contact este
daté de 1-forma

o =pi Ao, +... +p, dw, —df;

planul cu coordonatele (p, # , f) trece prin punctul cu coordonatele
(2, f) sl este paralel cu planul f =p,z; + ... + p.%,)-

Transformarea lui Liegendre poate fi descrisd in acegti termeni
in modul urmétor.
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S4 considerim si o a doua varietate de contact de dimensiune
2n -1 : spatiul cu coordonatele (P, X, F') si structura de econtact
definitd de 1-forma

Q =PdX —dr.

Se numeste wnvolufia lut Legendre aplicatia care transform:sd un
punct (p, x, f) al primului spatiu in punctul cu coordonatele

P=wg, X=p, IF=pr—f

din cel de-al doilea spatiu.

Dupé cum se verificd usor, involutia lui Legendre transforms
prima structurd de contact in cea de-a doua. Este evidentd urmi-
toarea

Teorema. Un difeomorfism al unet varietdli de contact pe o altd
varietate de contact, care transformd planele de contact in plane de
contact, transformd si orice subvarietate legendreand intr-o subvarie-
tate legendreand.

In particular, sub actiunea involutiei Iui Legendre, subvarie-
tatea legendreanii a planelor tangente la graficul unei funcii
trece intr-o noud subvarietate legendreand. Aceastd noud sub-
varietate se numeste transformata lui Legendre a varietdtii initiale.

Proiectia noii subvarietiti pe spatiul cu coordonatele (X, F)
(paralel cu directia J) nu este, in general, o varietate neteds :
ea are singularitati. Aceastd proiectie se numeste transformata lui
Legendre a graficului functiei .

Daci ¢ este o functie convexrd, atunci proiectia este si ea gra-
ficul unei functii # = ®(X). In acest caz, functia ® se numeste
tramsformata lui Legendre a functiei o. '

S& mai considerdm si un alt exemplu, furnizat de miycarea cle-
mentelor de contact orientate sub actiunea curentului geodezic pe
o varietate riemanniand. Luam drept ,,front de unda initial” o
subvarietate netedd arbitrard a varietd{ii noastre riemanniene
(de orice dimensiune). Multimea tuturor elementelor de contact
orientate tangente la aceastd subvarietate este o subvarietate
legendreand a varietdtii tuturor elementelor de contact ale varie-
tatil riemanniene. Din teorema precedenta obtinem un

Corolar. Mulfimea tuturor elementelor de contact tangenie la
Srontul de undd initial se transformd sub activnea curentului geo-
dezic, dupd timpul t, itntr-o subvarietate legendreand a varietdfii
tuturor elementelor de coniact.
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Trebuie si observiim c¢i aceastd noud subvarietate legendreand
poate si nu fie familia tuturor elementelor tangente la o varietate
netedi, deoarece pe frontul de undi pot aparea, in timpul evolutiei
singularitati.

Singularitdile legendreene care apar in acest mod pot fi de-
serise la fel ca singularititile lagrangeene (vezi anexa 12). Se nu-
meste fibrare legendreand a unei varietati de contact (2n-+1)-
dimensionale o fibrare ale cirei fibre sint subvarietdti legendreene
de dimensiune n. Singularitatile legendreene sint, prin definitie,
singularitdtile aplicatiei de proiectie a subvarietatilor legendreene
ale varietdtii de contact (2 -1)-dimensionale pe baza (n--1)-
dimensionald a fibririi legendreene.

Si considerim un spatiu R*"*+ ¢u structura de contact definitd
de 1-forma o =z dy 4+ dg, unde @ = (xy, ..., @), ¥ =Y+ - 3 Yu)-
Aplicatia (x, ¥, 2) = (y, 2) defineste o fibrare legendreani.

Se numeste echivalentd a doud fibriri legendreene un difeomor-
fism intre spatiile totale ale fibrarilor care transformd structura
de contact si fibrele primei fibriri in structura de contact si res-
pectiv fibrele celei de-a doua. Se poate demonstra ci orice fibrare
legendreand este echivalentd cw fibrarea speciald descrisd mai sus in
vecindtatea oricdrut punct ol spatiului total ol fibrdrii.

Structura de contact a spatiului total defineste pe fibrele le-
gendreene o structurd locald de spatiu proiectiv. Orice echivalentd
legendreand conservi aceastd structurd : ea defineste pe fibre
transtorméri local proiective.

Urmitoarea teoremsi, permite o descriere locald a subvarietatilor
si aplicatiilor legendreene cu ajutorul functiilor generatoare.

Teoremi. Peniru orice partitie I UdJ a multimii de indict
{1, ..., n} in doud submulfimi disjuncte $i pentru orice funciie
S(xy, y,) de n variabile x, 1 € I §t y;, jed, formulele

a8 d 8 d 8
Y, =~ r Xy= o z = ‘
Ty CYy da,

definesc o subvarietate legendreand a lui R¥*+1. Reciproe, orice sub-
varietate legendreand a lui R este datd, in vecindtatea flecdrui
punct al sduw, pentru cel pufin una din cele 2" alegeri posibile ale
partitiet I u J, prin formulele indicate.

Demonstratia se bazeazd pe observatia ci pe o subvarietate
legendreansd dz + @ dy =0 si deci d(z + 2, =y, doy, — a2, dy,.
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S introducem in formulele teoremei precedente functia S dati
de una din formele care apar in lista celor mai simple singularitéiti
legendreene, datd in anexa 12. Se obtin singularititi lagrangeene
care se conservd la deformdri mici ale aplicatiei legendreene
(%, y,2) = (y,2) (deci trec in singularititi echivalente la o mics
deformare a lui S). Pentru » < 6, orice aplicatie legendreans se
poate transforma, printr-o deformare oricit de mic#, intr-o aplicatie
care are numai singularitdti locale echivalente cu singularititile
din listele 4,(1 < k< 6), Di(4 < k< 6), Hy

In particular, obtinem in acest mod silista singularititilor
fronturilor de undi generice in spatii cu mai putin de sapte dimen-
siuni.

In spatiul tridimensional uzual lista acestor singularitdii
este urméitoarea :

A8 =4 af; A4,:8 ::‘:ﬁ;Aa:‘S{::&:“’%‘}‘m%yza

unde I ={1},J ={2}, n =2.

Proiectiile subvarietéifilor legendreene indicate aici pe baza
fibrdrii legendreene (deci pe spatiul cu coordonatele ¥y, ¥, 2)
au un punct critic simplu in cazul 4, si o coadi de rindunici (vezi
fig. 246) in cazul 4,.

Prin urmare, un front de unds generic in spatiul tridimensional
are numal muchii de intoarcere §i puncte singulare de tip ,,coads
de rindunicid”. La migcarea frontului, in momente izolate de timp
se observi gi restructuriri de cele trei tipuri A,, Dy, D (vezi anexa
12, unde sint reprezentate causticile corespunzitoare descrise de
singularitétile frontului de unds in miscarea lor).

Problema 1. Si considerim o elipsi in plan pe fiecare normali interioari a
elipsei, un segment de lungime ¢. Desenati curba obtinuté si studiati-i singularitagile
atunci cind ¢ variaza.

Problema 2. Efectuatiaceeasianalizi pentru un elipsoid cu trei axe (inegale)
in spatiul tridimensional.

L. Contactizarea. In paralel cu simplectizarea varietitilor de
contact existd §i operatia de contactizare a varietdtilor simplectice
care au o form# simplectich omoloagd cu zero.

Contactizata FE2"+! a unei varietdti simplectice (M?**, v) se
construieste ca spatiul total al unei fibriri cu fibra R peste M2,

Fie U o vecinitate suficient de micd a unui punct » € M, pe
care existd un sistemn de coordonate canonice p, ¢ in care w?=
=dp A dg. S considerim produsul direct U XR cu coordonatele
Db, 4%
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Fie VxR produsul direct construit similar cu o altd vecini-
tate V (sau eventual, cu V = U) si cu alte coordonate P, Q,7Z;
dP A dQ = w2 Daci U n V # J, atunci pentru orice punct dlrj
aceastd intersectie identificiim fibrele corespunzitoare celor doud
produse directe in asa fel incit forma dz+p dg = dZ -+ P d@) = «
si fie global definitd (acest lucru este posibil deoarece P d¢) —
— p dgq este o diferentiald totald pe U n V).

Se verifics usor ¢i in urma lipirii apare o fibrare E2"+1 peste M 2"
si ¢ forma o defineste pe E2"+ o structurd de contact. Varietatea
B2+l se numeste contactizata varietitii simplectice M. Daci
clasa de omologie a formei »? este intreagd, atunci se poate defini
o contactizare cu fibra S

M. Integrarea ecuatiilor cu derivate partiale de ordinul intii.
Fie M2"+! o varietate de contact §si E?" o hipersuprafaté in M=+
Structura de contact pe M defineste pe E o anumitd structura geo-
metricd si, in particular, un cimp de directii care se numesc directit
caracteristice. Analiza acestei structuri geometrice permite s se
reducd integrarea ecuatiilor neliniare generale cu derivate partiale
de ordinul intii la integrarea unui sistem de ecuatii diferentiale
ordinare.

Presupunem aiei ¢ subvarietatea E?" este transversald in fie-
care punct al siu la hiperplanul de contact. In acest caz, in fiecare
punct 2 a lui E*" intersectia dintre spatiul tangent THZ si
hiperplanul de contact din x este un subspatiu de dimensiune
2n—1 al lui TE? i deci pe E*" apare un cimp de hiperplane.
In plus, structura de contact pe M>**1 defineste pe E*" un cimp de
plane care sint continute in hiperplanele (2n—1)-dimensionale
puse in evidentd mai sus.

Intr-adevir, fie « o 1-formd pe M2"+ care defineste local
structura de contact, w? =dasi K, ~ R* hiperplanul de
contact in punctul z € B*". Fie ® =0 o ecuatie locali a lui

E?* (presupunem decici d @ | # 0).

%
Restrictia lui d® | la K, defineste o form# liniard nenuld pe K.
X
2-forma o2 Iinzestreazd pe K, cu o structuri simplecticd liniard
s deci cu un izomorfism intre spatiul K, si dualul sdu.

1-formei nenule (d(l) ) ii corespunde deci un vector nenul
x

Kz
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&, € I, astfel incit dd | () = w}(&,, ). Vectorul £, se numeste

x
vectorul caracteristic al varietitii £** in punctul x. Vectorul carac-
teristic &, este conginut in intersectia dintre spatiul K, si spatiul

tangent la F?" in punctul », deoarece d®| (£,) = 0.

x
Vectorul &, nu este definit univoce de varietatea K2 si structura
de contact pe M : el poate fi inmulfit cu un numir real nenul.

Intr-adevir, atit 2-forma o? pe K,, cit si 1-forma d @ pe I,

X
sint definite numai pind la multiplicarea cu un numir real nenul.

Directiile vectorilor caracteristici (deci dreptele care contin
acesti vectori) sint insd definite univoc de structura de contact
in toate punctele lui £2".

Prin urmare, pe hipersuprafata & din varietatea de contact M
apare un cimp de directii caracteristice.

Jurbele integrale ale acestul cimp de directii se numesc caracte-
ristice.

S presupunem ci se di o subvarietate (n—1)-dimensional
I o hipersuprafetei £2" si c¢d I este varietate integrald pentru
cimpul de contact (altfel spus, in fiecare punct al lui I, spatiul
tangent la I este continut in hiperplanul de contact).

Teoremi. Dacd in punctul = €l caracteristica de pe FE?" nu
este tangentd la I, atunci in vecindiatea punctului x caracteristicile
de pe E** care trec prin punctele lui I formeazd o subvarietate legen-
dreand L" « lui M2+,

Demonstratie. Fie £ cimpul de vectori pe F* definit
de vectorii caracteristici. Conform formulei de omotopie
avem pe F?*: Lypa = diza + 4z da.

Dar iza =0, vectorul caracteristic apartinind hiperplanului
de contact. Prin urmare, pe E?* avem Ly « =iz». Dar 1-forma
iz @ se anuleazd pe intersecfia dintre spatiul tangent la FE?* §i
hiperplanul de contact (intr-adevir, pe hiperplanul de contact avem
1zw = d®, iar pe cel tangent d® =0). Prin urmare, pe spatiul
tangent la  E* avem izo =c «. In final, pe hipersuprafata ="
are loc egalitatea

Y

Lo =ca

(unde ¢ este o functie netedd in vecindtatea punctului »).
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Fie acum {¢*} curentul (local) al cimpului & si 4 un vector
tangent la E2". Si punem 7(1) = gkn si y(t) = «(n(t)).
Atunci functia y satisface ecuatia diferentiald liniard

—%‘;/— = o(t) y (1)

Daca 7(0) este tangent la I, atunci y(0) = a(%(0)) = 0. Prin
urmare, ¥(t) = a(n(t)) =0 si deci %(?) este continut in hiperplanul
de contact, pentru orice . Rezultd cd g‘l este o varietate inte-
grald a cimpului de contact §i deci varietatea formati reunind
varietitile ¢g¢/ pentru ¢ mic este legendreiand. Teorema este de-
monstrati.

Exemplu. Si considerim spatiul numeric R?*+! cu coordo-
natele &y, - .., Xy Pyy - - -5 Pus % §1 cu structura de contact definité
de 1-forma o« =du —p doe. O functie @(x, p,u) defineste o
ecuatie diferentiald ®(x, Ju/dx, w) =0 §i o subvarietate E?" =
= @73(0) a spatinlui R2"+H (R?*+! se numeste spafiul 1-jeturilor de
functii pe R™).

A da o condifie initiald pentru ecuatia © =0 inseamnd a
da o valoare f a functiei w pe o hipersuprafatd I' de dimensiune
n —1 din spatiul #-dimensional cu coordonatele x;, ..., @,.

Conditia initiald defineste derivatele lui % in cele n —1 directil
independente tangente in fiecare punct la I'. Derivata lui v in
directia transversali poate fi obtinuté, in general, din ecuatia
diferentiald ; dacd in cadrul acestul procedeu sint satisfacute
ipotezele in care functioneazi teorema functiilor implicite, atunci
conditia initiald se numeste necaracteristicd.

O conditie initiald necaracteristicd defineste o subvarietate
integrald (n —1)-dimensionald I a formei o (care este graficul
aplicatiei u = f(x), p =p(x), xeT). Caracteristicile de pe K
care intersecteazd pe I formeazi o subvarietate legendreiani a lui
R+ care este graficul aplicatiei w = u(x), p = du/dw.

Functia obtinutd w(x) este solutie a ccuatiei O(x, dujdx, u) =

=0, cu conditia initiald ul =f.
T
S observam cd pentru a gisi functia « trebuie sd rezolvim
sistemul de 2n ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intii pentru
aracteristicile de pe K" i 88 efectudm o serie de operatii
,salgebrice”.



ANEXA 5
SISTEME DINAMICE CU SIMETRIE

 Conform teoremei lui E. Noether grupurile cu un parametru de
simetrie ale unui sistem dinamic definese integrale prime. Daci
sistemul admite un grup de simetrie mai larg, atunci apar mai
multe integrale prime.

Varietijile comune de nivel constant ale acestor integrale pri-
me in spatiul fazelor sint varietiti invariante ale curentului hamil-
tonian. Un subgrup al grupului de simetrie care lasi pe loc o varie-
tate invariants, actioneazi pe ea. In multe cazuri se poate consi-
dera varietatea-factor a varietdfii invariante in raport cu acest
subgrup. Aceastd varietate-factor se numeste spatiul de faze redus.
Spatiul de faze redus are o structuri simplectici naturali. Siste-
mul hamiltonian initial induce pe spatiul de faze redus un sistem
care este si el hamiltonian.

Fibrarea spatiului fazelor in varietitile comune de nivel con-
stant ale integralelor prime are, in general, singularititi. Un exem-
plu il constituie fibrarea planului fazelor daté de curbele de nivel
constant ale energiei.

In anexa de fatd se trateazd pe scurt sistemele dinamice in
spatiile de fazd reduse si legdtura lor cu varietitile invariante din
spatiul de faze initial. Toate aceste probleme au fost studiate de
catre Jacobi si Poincaré (,,eliminarea nodurilor” in problema mai
multor corpuri, ,,coborirea ordinului” in sistemele cu simetrie,
yprotatiile pérmanente” ale unui solid rigid ete. O tratare aminun-
titd in terminologia contemporani se giseste in articolele -lui
S. Smale, T'opology and Mechanies, I, 11, Inventiones Mathematicae
10, 4 (1970), 305 —331; 11, 7 (1970), 45 —64) siale lui J. Marsden,
A. Weinstein, Reduction of Symmplectic Manifolds with Symmetry”,
Reports on Mathematical, Physics 5, 7 (1974), 121 —130.
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A. Actiuni Poisson ale grupurilor Lie. Si considerfim o varie-
tate simplecticd (M?", »?) si fie G un grup Lie care actioneazi
pe M2* ca grup de difeomorfisme simplectice. Fiecare grup cu un
parametru al lui G actioneazd atunci ca un curent local-hamiltonian
pe M. In multe din cazurile importante acesti curenti au functii
Hamilton uniforme*’.

Exemplu. Fie Vo varietate netedd si G un grup de difeomorfisme ale Iui V.
Orice difeomorfism transformi 1-formele pe V in 1-forme pe V si deci grupul G actio-
neaza si pe fibrarea cotangentd M = T*V.

Reamintim ci pe fibrarea cotangenti este intotdeauna definita 1-forma diferen-
{iald canonicd « (forma p dg) sistructura simplecticd naturald o = da. Actiunea lui G
pe M este simplecticé, deoarece ea conserva 1-forma « si deci si 2-forma do.

Un subgrup cu un parametru {g*} al lui G defineste pe M un curent. Se verifici
usor ¢t acest curent are o funciie Hamilton uniforma, si anume aceastd funciie a lui
Tamilton H este dati de formula teoremei lui Noether

H(x) = d
(x) = a -

g’x) , unde xeMsy
t=0

Si presupunem ci se di o asemenea actiune a grupului Lie
@ pe varietatea simplecticd conexdt M incit oricidrui element « al
algebrei Lie a grupului ¢ ii corespunde un grup cu un parametru
de difeomorfisme canonice cu functia lui Hamilton uniformi H,.
Aceste functii Hamilton sint definite pind la un termen aditiv
constant care poate fi ales astfel incit H, s& depindd liniar de a.
Pentru aceasta este suficient ca sd se aleagi arbitrar constantele
in functiile lui Hamilton corespunzitoare vectorilor unei baze
arbitrare a algebrei Lie a grupului @, dupi care se definegte functia
lui Hamilton asociati unui element arbitrar al algebrei ca fiind
combinatia liniara corespunzitoare a celor de bazi.

Prin urmare, pentru actiunea simplectici a grupului ¢ cu
hamiltonieni uniformi (univoci) pe M se poate construi o aplicatie
liniard a algebrei Lie a grupului @ in algebra Lie a functiilor lui
Hamilton pe M. Prin intermediul acestei aplicatii liniare, comuta-
torului [a,b] a doud elemente din algebra Lie ii corespunde functia
Hy,, care este egald cu paranteza lui Poisson (H,, H,) sau se
deosebeste de aceastd parantezd printr-o constantd :

Hiopy = (Hgy Hy) + C (a4 b).
Observatie. Aparifia constantei € in aceastd formula este legatd de un

fenomen interesant : existenta unei clase de coomologie de dimensiune doi pentru
algebra Lie a ctmpurilor de vectori (global) hamiltoniene.

*) Bine definite global. (N. 7.)
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Mirimea C(«, b) este o functie biliniard antisimetric:i
ard antisimetrici pe algebra Lie. Din identi-
tatea lui Jacobi rezulti ci ® ' entt

C(la, b],¢) + C([b, ¢, @) + C([e, ], b) = 0.

O functie biliniard antisimetrici pe o algebri Lie care are aceasti ultimi proprietate
se numeste cociclu bidimensional al algebrei Lie.

Daci constantele aditive din funciiile lui Hamilton se aleg allfel, atunci cociclul
£ se schimhi in €7, unde '

2 (4, b) = Cla, by 4 p(la, b)),

unde p este o functie liniara pe algebra l.ie.
Un astfel de cociclu C’ se numeste coomolog cu cociclul C.
O S‘las{\ de cociclii coomologi intre ei se numeste clasd de coomologie a algebrei Lie
) Prin urmare, o acfiune simplecticd a grupului G pentru care existd hamiltonien;
uniformi defineste o clasd bidimensionald de coomologie a algebrei Lie a grupului G
Aceastd clasd de coomologie misoara abaterea acliunii respective fati de o acLiLmo:
in care functia lui Hamilton asociati comutatorului poate fi aleasi ca fiind egald cu
paranteza lui Poisson a functiilor Familton ale elementelor ce apar in comutator.

~De t_l ni tie. O actiune a unui grup Lie conex pe o varietate
simplectici se numeste actiune Poisson dacd functiile Hamilton
ale subgrupurilor cu un parametru sint uniforme si alese astfel
incit functia lui Hamilton depinde liniar de element al din algebra
Lie i functia lui Hamilton a unui comutator este egalii cu p?m an-
teza lul Poisson a functiilor Jui Hamilton : )

Higpy = (H, H,).

Cu alte cuvinte, o actiune Poisson a unui grup defineste un omo-
morfism al algebrei Lie a acestui grup in algebra Lie a functiilor lui
Hamilton. '

TExemplu. Iie V o varietate neteda si G un grup Lie care actioneazi pe V
ca grup de difeomorfisme. Fie M = T*V fibrarea colangenti a varietitii V cu struc-
tura simplecticd uzuald o == de. Funciiile lui Hamilton ale subgrupurilor cu un para-
metru se definesc ca mai sus :

!

d

Hy(x) = o | — glz |, xeT*V.
dat |, g

Teoremi. Acfiunea construild este de lip Poisson.

Demonstralie. Conform definitiei 1-formei o, functia tui amilton Ii,
este liniard si omogena ,,in impulsuri’ (adicé pe fiecare spaliu cotangent). Prin urmare
si paranteza lui Poisson a doud functii ale lui Hamilton este liniard si omogena. Px‘in'
urmare, functia '

Hia,b] — ({lq, Hy)
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este liniard si omogend {n impulsuri. Fiind o constanti, ea este egald cu zero, ceea ce
trebuia demonstrat.

{n mod analog se verificd ci simplectizata unei ac{iuni de contact este o actiune
Poisson.

Exemplu. Fie V spatiul euclidian tridimensional si G grupul cu sasc para-
metri al miscérilor sale. O baz in algebra Lie este definitd de sase subgrupuri cu un
parametru : translatiile cu viteza 1 de-a lungul celor trei axe de coordonate ¢, q,, g3
si rotatiile cu viteza unghiulara 1 in jurul acestor axe. Functiile lui Hamilton cores-
punzitoare sint egale, conform formulei (1) (si in notatiile corespunzatoare sint egale,
conform formulei (1) (si in notaliile uzuale) cu p;, p,, py si respectiv My, My, M, unde
M, = g,ps — Gspy s.a.m.d. Teorema demonstratd are aici urmatoarea semnifi-
calie : pentru oricare doud dintre aceste sase functii, paranteza lui Poisson este egala
cu functia lui Hamilton a comutatorului grupurilor cu un para metru corespunzatoare.

O actiune Poisson a grupului G pe varietatea simplecticd M
defineste o aplicatie a lui M in spatiul dual al algebrei Lie a
grupului :

P: M — g*.

Si anume, si fixim un punct € M si sd consideram functia
pe algebra Lie g a lui G, care asociazd fiecirui element aeg
valoarea hamiltonianului H, in punctul fixat x :

Functia p, : g— R este liniardt si deci p, € g* : p, este un element al
spatiului dual al algebrei Lie ; asociind acest element punctului @,
obtinem

P@) = pq R

Urmind propunerea lui Souriau, vom denumi aplicatia P
moment. Subliniem c¢i valorile momentului sint totdeauna vectori
ai spatiului liniar g*.

Exemplu. Fie Vo varietate netedd, G — un grup Lie care aclioneazd pe V
ca grup de difeomorfisme, M = T*V — fibrarea cotangentd si I, — funclia lui
Hamilton a actiunii lui Poisson a lui G pe M, construitd mai sus (vezi (1)).

. Atunci aplicatia ,,moment”, P : M — g* poate fi descrisa in modul urmétor.
Si consideram aplicatia @, : G — M definitd deacliunca tuturor elementelor grupului
G asupra unui punct fixat x din M (deci D,(g) = g -2). 1-forma canonici a pe M induce
o 1-forma @, pe G. Restrictia acesteia la spatiul tangent in elementul unitate allui G
este o formd liniara pe algebra Lie.

Prin urmare, am asociat fiecirui punct xeM o formé liniara (D: o |TG, pe algebra
Lie. Se verifica usor ci aplicatia M- g* astfel obfinuti coincide cu momentul actiunii
lui Poisson considerate.
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In particular, dacd V este spatiul euclidian tridimensional, iar G este grupul rota-
tiilor in jurul punctului O, atunci valorile momentului sint vectorii momentului cinetic
uzual ; daca G este grupul rotatiilor in jurul unei axe, atunci valorile momentului sint
momentele cinetice relativ 1a aceastd axi. In sfirsit, daci G cste grupul translatiilor,
atunci valorile momentului sint vectorii impuls.

Teoremi. O actiune Poisson o unui grup Lie conex se transformd

prin P in acliunea coadjunctd o grupului G pe spafiul dual g* al
algebrei Lie g (vezi anexa 2); alifel spus, diagrama

M— S
|

P P
i |
v Ad, v,
g — =g

este comutativd, pentru orice g€ Q.
Corolar. Sd presupunem cd funciia lui Hamilion H : M — R este
moariant@ tn raport cu actiunea Poisson a grupului G pe M. Atunei

momentul este integrald primd o sistemulut cu functia lui Hamilton
H.

Demonstratia teoremei. Teorema alirmi cit functia Iui Hamilton
H, a grupului cu un parametru de difeomorfisme ht este transformati prin difeomor-
fismul ¢ in functia lui Hamilton I1 44 ,a grupului cu un parametru ght g=*. Fie g grupul
cu un parametru cu funcfia lui Hamilton Hy. Este suficient sd ardtém ci derivateie in
raport cu s (la s=0) ale functliilor H, (9°x) 51 Hpq e () coincid, pentru orice zeM.

4
Prima derivatd este egald cu valoarea in punctul x a parantezei lui Poisson (H,, Hy)
a functiilor Hy si Hy. A doua derivatd este Hap] (). Actiunea lui G fiind de tip
Poisson, teorema este demonstrata.

Demonstratia corolarului. Derivata oricirei componente a mo-
mentului in directia cimpului de vectori cu functia lui Hamilton H este egala cu zero,
ea fiind egala cu derivata functiei H in directia datd de curentul corespunzitor unui
subgrup cu un parametru al lui G, c.c.t.d.

B. Spatiul de faze redus. Fie datd o actiune Poisson a grupului
G pe varietatea simplectici M. Si considerim o mulfime de nivel
constant al momentului, adici imaginea reciprocd prin aplicatia P
a unui punct anumit p € g*. Vom nota aceastd mulfime cu M,
astfel ineit (tig. 238)

M, =P-1(p).

In multe dintre cazurile importante, multimea M p €ste o
varietate. Acest lucru se va intimpla, de exemplu, cind p este o
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valoare regulaté a momentului: diferentiala lui P in orice punct
xe M, aplicd spatiul tangent 7'M, la M in z pe intregul spatiu
tangent in p la g*.

Grupul G, actionind pe M, permutd, in general, multimile M,
intre ele. Dac# insi considerdm subgrupul de izotropie (stationar)
al punctului p in raport cu actiunea coadjunctd (este vorba de
grupul format din elementele g € G pentru care Ad;p = p), atunci

n TFig. 238. Spatiul de faze redus.

acest subgrup lasé pe M, pe loc. Si notdm acest subgrup de
izotropie cu @,. Grupul G, este grup Lie §i el actioneazd pe multi-
mea M, de nivel constant al momentului.

Spatiul de faze redus se obtine din M, prin factorizare
in raport cu actiunea grupului &,. Pentru ca aceastd factorizare
s aibd sens® trebuie si facem citeva ipoteze. De exemplu,
este suficient si presupunem cf ’

1) p este o valoare regulati si deci M, este o varietate.

2) Grupul de izotropie G, este compact.

3) Elementele grupului @, actioneazd pe M, fird puncte fixe.

Observatie. Aceste condifii pot fi sldbite. De exemply, in locul ipotez_ei
de compacitate a grupului G,, putem presupune ci actiunea lui Gp.pe M, este proprie
(deci ci imaginile reciproce ale multimilor compacte prin aplicatia (g, x) — (g9(x), )
sint compacte). De exemplu, actiunea unui grup pe el insusi prin translatii la stinga
sau dreapta este totdeauna proprie.

Dacii conditiile 1) 2) gi 3) sint indeplinite este usor s se defi—
neascs o structurd de varietate diferentiabilii (netedd) pe spav‘gllﬂ
orbitelor actiunii lui G, pe M,. Astfel, putem lua drept hartd in

*) Pentru ca spatiul-factor si fie o varietate. (N. T\)
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vecinatatea orbitel punctului xe M, orice suprafatdi transversald
la orbita G,z si de codimensiune egald cu codimensiunea orbitei.

Varietatea orbitelor astfel obtinutd se numeste spatiul de faze
redus al ststemului cu simetrie.

Vom nota cu £, spatiul de faze redus corespunzitor valorii p
a momentului. Varietatea #, este baza unei fibrari =: M, — F
cu fibrele difeomorfe cu grupul &,.

Pe spatiul de faze redus /", existéd o structurd simplecticit natu-
ald. Intr-adevir, si consideram doi vectori arbitrari &, v, tangenti
la #, in punctul fe F',. Punctul f este una din orbitele grupului
G, in varietatea M ,. Fie x un punct din aceastd orbita. Vectorii §
$i n se obtin din niste vectori &', n' e T(M,), tangentila M, in x
prin proiectia w©: M, — F¥.

Definitie. Se numeste produsul scalar antisimeiric al
vectorilor £ gi v tangenti intr-un punect la spatiul de faze redus pro-
dusul scalar antisimetric a doi vectori corespunzitori €', %' tan-
genti la varietatea simplecticd initiald M :

»

(& nlp =[&, '] (& n"e T (M),

Teorema**). Produsul scalar antlisimetric al vectorilor & i m
nu depinde de alegerea punctulul x st a reprezentantilor &' si v/
s defineste o structurd simplecticd pe spatiul de faze redus.

Corolar. Spatiul de faze redus este de dimensiune pard.

Demonstratia teoremei. Si consideram in spatiul
tangent la M in punctul & urmitoarele doud subspatii :

T(M,), — spatiul tangent la varietatea de nivel constant a
momentului M, ;

T (Gx), — spatiul tangent Ia orbita G a grupulul G.

Lemii. Aceste doud subspativ sint fiecare complementul aniiorto-
gonal al celuilalt in T M,.

Demonstratie. Un vector { apartine complementului antiortogonal
al spatiului tangent la orbita grupului G atunci si numai atunci cind produsele scalare
antisimetrice ale vectorului { cu vectorii vitezd ai cureniilor hamiltonieni dali de
acliunea lui G sint nule (conform definiliei). Dar acesle produse scalare anlisimetrice
® Mai exact, § = (&), M = Tyer (7). (N.T0).

#%) Sub aceastd formd aceastd teoremi a fost formulatd pentru prima datid de
Marsden si Weinstein. (Vezi si K. Meyer, Syminetries and Inlegrals in Mechanics, Dyna-
mical Systems, Academic Press, New York, 1973).

Diverse cazuri particulare au fost considerate incit de pe vremea lui Jacobi si
utilizate de Poincaré si urmasii sdi in mecanicd, de Kirillov si Kostant in teoria gru-
purilor si de Fadeev in teoria generala a relativitatii.

i
{
|
i
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sint egale cu derivatele functiilor lui Hamilton corespunzitoare in directia vectorului
L. Prin urmare, vectorul { aparline complementului antiortogonal al spaliului tangent
la orbita grupului G dacit si numai dacd derivata momentului in directia lui { este
egald cu zero, deci dacd si numai dacd {eT(Mp),. Prima afirmatie a lemei este de-
monstratd : a doua este evidenta.

Reprezentantii £ si )’ sint definiti pind la addugarea unui vector din spatiul tan-
gent la orbita grupului G,,. Acest spatiu tangent este insd intersectia T(Gx);N T(Mp)y
dintre spatiul tangent la orbita Gux si spatiul tangent la varietatea M, (datoritd ultimu-
lui punct al teoremei de la punctul A). Prin urmare, adidugarea la £’ a unui vector din
T(Gpx), nu modificd produsele scalare antisimetrice cu vectorii n'€ T(Myp), (intr-
adevdr, conform lemei 7(G,x), este antiortogonal la T(My)y,). in acest mod am
demonstrat independenta de alegerea reprezentantilor £ si 7.

Independenta marimii [, 9], de alegere a punctului x in orbita [ rezultd din
faptul cd actiunea lui G pe M este simplectica si din invarianta lui M. Prin urmare,
pe Iy este definitd 2-forma  diferentiald :

Qp (&, 1) = [£, 1]p-

Aceastd forméd este nedegeneratd. Intr-adevir, daci [E, 7lp = 0 pentru orice 7,
alunci reprezentantul corespunzitor £’ este antiortogonal la intregul subspatiu T(Mp),,
deci este un element din complementul antiortogonal al lui T(My), in TM,. Conform
lemei, £’ I'(Gx), deci £ = 0.

Forma £, este inchisid. Peniru a ne convinge de acest lucru, si considerim o
harta arbitrara, deci o suprafata in M, care intersecteazi transversal orbita grupului
Gp intr-un punct.

Forma €, este reprezentatd in aceastd hartd de 2-forma indusd de 2-forma o
care defineste structura simplecticdl pe intreg spatiul M prin scufundarea suprafetei.
I‘orma o fiind inchisi si forma indusa este inchisid. Teorema este astfel demonstrata.

Exemplul 1. Fie M =R? gpatiul euclidian de dimen-
siune 2n cu coordonatele p;, ¢, si 2-forma E dp. A dg:. Tie
G =8 cercul unitate, iar actiunea lui G pe M — cea definitdi de
hamiltonianul oscilatorului liniar

1 n
Y 02+ ).

H =_
2 =

Aplicatia moment este pur si simplu # : R2" — R, varietatea de
nivel constant nenul a momentului este sfera 82"~! iar spatiul-
factor, spatiul proiectiv complex CP"~1.

Prin urmare, teorema precedents defineste o structuri simplec-
ticd pe spatiul proiectiv complex. Este usor de verificat ¢i aceasts
structurd coincide (pind la un factor) cu cea pe care am construit-o
in anexa 3.

Exemplul 2. Fie V un grup Lie si G acelasi grup ; actiu-
nea lui @ pe V este datd de translatiile la dreapta. Atunci M, este

30 — c. 1719
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subvarietatea fibririi tangente a grupului formatd din acei vectori
pentru care translatatele la dreapta in elementul unitate al grupu-
lui dau acelagi element in spatiul dual algebrei Lie, g*. .
Prin urmare, varietatea M, este difeomorfi cu grupul GV §i
este imaginea unei actiuni invariante la dreapta a fibrarii
cotangente. Toate valorile p sint regulate. _
Subgrupul de izotropie &, al punctului p este format din acele
elemente ¢ ale grupului pentru care translatiile la stinga si la
dreapta cu g ale lui p dau acelagi rezultat. Fiecare element al grupu-
lui G, diferit de elementul unitate, actioneaza pe M, tird puncte
fixe (deoarece translatiile la dreapta pe grup nu au puncte fixe).
Grupul G, actioneazi propriu (vezi observatia de la p. 463).
Prin urmare, spatiul de orbite al actiunii grupului &, pe M, este o
varietate simplectica. . _ )
Dar acest spafiv de orbite se identifica usor cu orbita lui p
in reprezentarea coadjuncti. Intr-adevir, sd aplicdm sectiunea
invariants la dreapta M, a fibririi tangente in S]?ajgml cotangent
la grup in elementul unitate prin translatii la stinga. Obtinem o
aplicatie
o: M, — g*.

Imaginea acestei aplicatii este orbita pupctglui p in r'eprezienta,rea,
coadjuncty iar fibrele sale — orbitele actiunii grupului G,. In acest
mod, structura simplecticé a spatiului dq faze redus definegte o
structurd simplectics pe orbitele reprezentirii coadjuncte.
Se verificd usor ci aceastd structurd coincide cu cea pe care am
discutat-o in anexa 3. _ .
Exemplul 3. Fie grupul & = 8! cercul unitate §i sd
presupunem ci el actioneazd fird puncte fixe pe varietatea V.
Atunci este definiti o actiune Poisson a cercului pe fibrarea cotan-
gentii, M = T*V.Putem defini varietatea de nivel constant M, a
momentului (care are codimensiunea 1 in M ) st sp_atvlul d§ faze
redus F, (a cirui dimensiune este cu doi mal mica decit cea
a lui M). ’ o L
in plus, putem considera si varietatea-factor a varietatii v,
identificind intre ele toate punctele fiecirei orbite a aciunii grupu-
lui @ pe V. S notdm acest spatiu de orbite cu W. .
Teoremit. Spafiul de faze redus este simplectic difeomorf™® cu
fibrarea cotangentd a spagiului de configuratii factorizat W.

x) Cu alte cuvinte, intre cele doudl varietidti existd un difeomorf_ism sifnplectic
(care transformd una in alta structurile simplectice). J.-M. Souriau a introdus
termenii de ,,simplectomorfism’’ i ,, varietiti simplectomorfe’”. (N. T.)
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Demonstratie. Fie w: V— W proiectia canonica si ¢ € T*W,, o 1-formi
pe W in punctul w = w(v), v € V. Forma n*c € T*V, este un clement din M, si prin
factorizare defineste un punct din F,. Reciproc, elementele din F, sint 1-forme inva-
riante pe V care se anuleazd pe orbite ; ele definesc 1-forme pe W. Am construit deci
o aplicalie T*W — F,; se verificid usor ci aceastd aplicatie este un difeomorfism
simplectic.

Cazul p # 0, se reduce la cazul p = 0 in modul urmitor. S& considerim pe Vo
o metricd riemanniand invarianta in raport cu G*)- Pentru orice punct v e V, inter-
sectia lui M, cu spatiul cotangent la Vin punctul v, M, n T*V,, este un hiperplan.
Forma pétraticd care di metrica are in acest hiperplan un punct unic de minim s(v).
Aplicatia vi>v — s(v): T*V,— T*V, transformi hiperplanul Myn T*Vy in
subspatiul M, n T*V, si se obtine un difeomorfism F, — F,. Teorema este deci
demonstrata.

C. Aplicatii la studiul rotatiilor stationare si al bifurcatiilor
varietdfilor invariante. Si presupunem ci grupul G actioneazi
Poisson pe varietatea simplecticd I si fie H o functie pe M inva-
riantd la actiunea lui G. Fie F, spatiul de faze redus (presupunem
cd sint indeplinite conditiile in care acest spatiu poate fi definit).

Cimpul de vectori hamiltonian cu functia lui Hamilton H
este tangent la varietatea M, de nivel constant a momentului
(momentul este integrald prima). Cimpul de vectori care se obtine
in acest fel pe M, este invariant in raport cu @, si defineste un
cimp pe spatiul de faze redus.

Teorema. Cimpul de vectori redus pe spajiul de faze redus este
hamiltonian. Valoarea functiei lui Hamilton a cimpulut redus intr-un
punct oarecare al spapiulut de faze redus este egald cu valoarea func-
tiet lui Hamilton initiale H in punctul corespunzdior al spafinlui de
faze initial.

Demonstratie. Relajia care defineste cimpul de vectori hamiltonian
Xz cu hamiltonianul H, pe varietatea simplectici (M, w), este

dH (§) = o (Xg, &), pentru orice cimp £
siea implicd o relatie similari pentru cimpul redus, datoritd definifiei structurii
simplectice pe F,, c.c.t.d.

Exemplu. Si consideram un corp rigid asimetric care
are un punct fix si se afld sub actiunea fortei gravitationale (sau

*) O astfel de metricd exista intotdeauna : se ia o metrici Riemann arbitrari
pe V si se mediazd aceastd metrici pe G; G = S! fiind un grup compact, media este
bine definitd (finitd) si ne furnizeazi metrica invarianti ciutati. (N. T)
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a altei forte care derivi dintr-un potential simetric in raport cu
axa verticald). :

Pe spatiul configuratiilor SO(3) actioneazii grupul St al rota-
tiilor in jurul axei verticale. Functia lui Hamilton este invariantd
in raport cu rotatiile si deci se obtine un sistem redus pe spatiul de
faze redus.

In cazul nostru spatiul de faze redus este fibrarea cotangentd
a spatiului de configuratii factorizat (vezi exemplul 3, p. 466).
Factorizarea spatiului configuratiilor in raport cu actiunea grupului
rotatiilor in jurul axei verticale a fost efectuati de Poisson in modul
urmator.

Vom da pozitia corpului rigid printr-un reper ortonormat
(e, €4, €3). Cele trei componente verticale ale vectorilor reperului
determind un vector in spatiul numeric euclidian tridimensional.
Lungimea acestui vector este egald cu 1 (de ce?). Acest vector y
al lyi Poisson™ determiné reperul initial pind la o rotatie in jurul
axel verticale (de ce?).

Prin urmare, spatiul configuratiilor factorizat este sfera bidi-
mensionald S 2, iar spatiul de faze redus este fibrarea cotangentd
T*8 2 a sferei.

Funetia lui Hamilton redusd pe fibrarea cotangentd a sferei este
suma dintre ,,energia cineticii a miscirii reduse” care este patraticd
in raport cu vectorii cotangenti (pe fibri) si ,,potentialul efectiv”’
(care include energia potentiali $i energia cineticd de rotafie in
jurul axei verticale).

Trecerea 1a spatiul de faze reduse este aproape echivalenti in cazul nostru cu
,.eliminarea coordonatei ciclice ¢’’. Diferenta este urmitoarea : in cadrul procedurii
obisnuite de eliminare, se cere ca spatiul configuratiilor sau spatiul fazelor si fie un
produs direct (al unui spatiu) cu cercul, in timp ce in cazul nostru el este numai o
fibrare. Aceastd fibrare poate fi transformatd intr-un produs direct cu preful micsorarii
spatiului configuratiilor (si anume prin introducerea coordonatelor cu singularititi la
poli) ; avautajul metodei de abordare de mai sus const in clarificarea faptului ca nu
existd mnici un fel de singularititi in vecindtatca polilor (exceptind singularitifile
sistemului de coordonate).

*) Poisson a aritat cd ecuatiile de miscare ale corpului rigid se exprimd prin
intermediul vectorului ¥ in forma remarcabil de simpla a ,,ecuatiilor Euler-Poisson’

daM M (s 1] dy [ ]
[N, o] = , T == , @].
ar M, o] = pglvs i Y
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Definitie. Orbitele de pe M care se proiecteazi pe pozi-
tiile de echilibru ale sistemului redus de pe spatiul de faze redus ¥,
se numesc echilibre relative ale sistemului initial.

ixemplu. Rotatiile stationare ale unui corp rigid, fixat
in centrul de inertie sint echilibre relative.

De asemenea, sint echilibre relative si misedrile unui corp rigid
greu care se reduc la rotatii cu vitezd constantd in jurul axei
verticale.

Teorema. O orbitd a unui sistem cu o functie a lui Hamilton
G-invariantd este echilibru relativ dacd $i numai dacd ea este §i
orbitd @ unui subgrup cu un parametru al grupului G prin acfiunea
pe spajiul de faze initial.

Demonstralie. Iiste evident cd o orbitd a sistemului care este si orbitd a
grupului se proiecteaza intr-un punct. Daca orbita x(f) se proiecteazi intr-un punct,
atunci ea se poate reprezenta univoc sub forma xz(f) = ¢({) z(0) si atunci se vede usor
cd {g(®)} este un subgrup c.c.t.d.

Corolarul 1. Un corp rigid asimetric care se gdsesie intr-umn
potential cu simetrie axiald $i este fixat intr-un punct aflat pe axa
de simetrie a potentialului are cel putin doud rotafii stationare
(pentru orice valoare a momentului cinetic relativ la axa de simetrie).

Corolarul 2. Un corp rigid cu o axd de simetrie, aflal intr-un
cimp de forfe ce derivd dintr-un potential arbitrar si fiwat intr-un
punct de pe ava de simetrie are cel pupin doud rotafii stafionare
(pentru orice valoarea momentului cinetic relativ la axa de simetrie).

Ambele corolare rezultd din faptul ci o functie definitd pe

sferd are cel putin doud puncte critice.
O alta aplicatie a echilibrelor relative constd in posibilitatea
de a studia comod cu ajutorul lor asezarea, din punct de vedere
topologic, in spatiul fazelor a varietatilor invariante de energie si
moment constant.

Teoremi. Punciele critice ale aplicajiel «moment — energie»

PxH: M —g*txR

situate pe o multime M, de nivel constant regulat p a momentului
coineid cu punciele echilibrelor relative.

Demonstratie. Punctele critice ale aplicatiei P x I sint extremele con-
ditionate ale energiei restrictate la varietatea M, de nivel constant a momentului
(deoarece varietatea de nivel consideratd este regulatd, deci Py (T3,) = Tpg*,
pentru orice x € Mp).

Extremele conditionate ale functiei H pe M, dau, prin factorizare in raport cu
grupul G, punctele critice ale functiei lui Hamilton reduse (intr-adevir, H este inva-
riantd in raport cu G,). Teorema este demonstrata.
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Studierea efectivi, in cazurile concrete, a echilibrelor relative
si singularitdtilor aplicatiei moment-energie nu este simpld §i nu
este complet ficutd nici mécar intr-o problemi clasicid cum este
problema misedrii unui corp rigid asimetric cu punct fix in cimpul
gravitational. Cazul in care centrul de greutate este situat pe una
din axele de inertie a fost clarificat de S. B. Katok in anexa la
traducerea in limba rusd din revista Uspehi Matem Nauk, 27,
2(1972), 78 —133, a articolelor lui 8. Smale *®.

In aceastd problemi dimensiunea spatiului de faze este sase, iar
grupul de simetrie — cercul unitate ; spatiul de faze redus 7*§2
este de dimensiune patru.

Varietitile de nivel constant necritic ale energiei, in spatiul
redus, sint (in functie de valorile momentului si energiei) de urmé-
toarele patru tipuri: 83, §2 x 81, RP 3 gi ,,covrigul” care se
obtine din sfera S 2 de dimensiune trei prin lipirea a doud ,,minere”
de forma

81 x D2 (D? este discul {(z,y): x* +y> < 1}).

* Vezi de asemenea :
IE. Lacomba, Mechanical sysiems with symmelry on homogeneous spaces, Trans.
Amer. Math. Soc., 185 (1973), 477—491. (N.T.)
Ia. V. Tatarinov, Asupra lopologiei spafiului fazelor configurafiilor compacte
cu simetrie, Vestnik Mosk. Univ. Mat. — Meh., § (1973).
Ia. V. Tatarinoe v, Portrefele integralelor clasice ale problemei rofafiei unui solid
rigid tn jurnl unui punct fiz, Vestnik Mosk. Univ. Mat.—Meh., 6 (1974).

ANEXA 6

FORMELE NORMALE
ALE HAMILTONIENILOR PATRATICI

In anexa de fatd se expune tabelul formelor normale la, care se
poate aduce un hamiltonian patratic prin transformiri simplectice
liniare. Acest tabel a fost alcdtuit de D. M. Galin pe baza lucririi
Iui J. Williamson, On an algebraic problem concerning the normal
Jorms of liniar dynamical systems, Amer. Journ. of Math., 58 1
(1936), 141 —163. ,

n lucrarea lui Williamson sint indicate formele normale 1a care
se poate reduce o formd pétraticd intr-un spatiu simplectic peste
un corp arbitrar.

A. Notatii. Vom scrie hamiltonianul sub forma
1
H = > (4x, x),

unde x =(P1y -+ Pus Qo - -+, s) este vectorul scris intr-o bazd
simplecticd g1 4 este un operator liniar simetric. Ecuatiile canonice
corespunzatoare au atunci forma

X =TAx, unde I :(O — & .
¥ 0

Vom denumi valori proprii ale hamiltonianului valorile proprii
ale operatorului infinitezimal-simplectic 4. In mod similar, prin
celuli Jordan vom intelege o celuld Jordan a operatorului 4.

Valorile proprii ale hamiltonianului sint de patru tipuri :
perechi reale (a, —a), perechi pur imaginare (ib, ib), cvadruplete
{% a 4= b) §i valori proprii nule.
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Celulele Jordan corespunziatoare celor doi membrii ai tunel
perechi sau celor patru membrii ai unui cvadruplet au totdeauna
aceeasi structuri.

In cazurile in care partea reald a unei valori proprii este egali
cu zero, trebuie ficutd deosebirea intre celulele Jordan de ordin
par si cele de ordin impar. Celulele de ordin impar cu valoare
proprie nuld sint in numdr par si se Impart in mod natural in
perechi.

Lista finald de forme normale este urméitoarea.

B. Hamiltonicnii. Unei perechi de celule Jordan de ordinul %
cu valori proprii reale 4 @ ii corespunde hamiltonianul

k-1

k
H=—a Y0ty + ¥ 05 11
j=1 j=1

Unui cvadruplet de celule Jordan de ordinul % cu valorile
proprii 4+ @ 4 ib ii corespunde hamiltonianul

k 2k~2

Y (Poj-1 Qo5 — P2sas1) + Y Ps Qiga-
i—2

T

2k
H = —a Y pqt+d
j=1
Unei perechi de celule Jordan de ordinul %k cu valoarea proprie
zero ii corespunde hamiltonianul
k-1

H =Y p;q, (pentru kb =1, I =0).
i=1

Unei celule Jordan de ordinul 2k cu valoarea proprie zero ii
corespunde un hamiltonian cu exact una din urmdtoarele douf
forme :

1 k—1 k k-1
=+ /v‘;-( Y v — Y W q,,,_m_l) = Y Pilia
j—1 i-1 i~

Ld

(dacm k =1, forma este H =4 — g3 |- Hamiltonienii cu semne
2

opuse la  primul termen nu se pot transforma unul in ecelilalt.
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Unel perechi de celule Jordan de ordinul impar 2k -1 cu valo-
rile proprii pur imaginare 4 ib ii corespunde un hamiltonian cu
exact una din urmdtoarele doud forme :

1 k
H =+ - [ Y. (0% Doy Porasre + Qai Qoraire) —

j=1

i1 2k
— ¥ (0% Posa Parzjrs + G2is sz—zj+3)] — Y »i ¢
J

=1 j=1

Cind ¥ =0, H = 4 g;ﬁ (b2 p? + ¢3). Hamiltonienii cu semne

opuse Iy prinul termen pob fi transformati unul in albul.
Unei perechi de celule Jordan de ordinul par 2k cu valorile pur

imaginare -+ ib ii corespunde un hamiltonian cu una din urmi-
toarele doud forme :

1 Ef
H =+ ~-[ Y (*— Q25-1 Qor-2i+1 G2 QZk—zj+z) -

s\ b?

k-1 k
— Y (0 Pojir Porssrr + Do sz-zj+z)] —0* Y Poss Qo +
i—1

Jj=1 j

k
+ Y, P2 i
j=1

J

2 \ b2
cei doi hamiltonieni, cu semne diferite la primul termen, nu se

pot transforma unul in altul printr-o transformare simplectica
reald.

(pentru k=1, H=+4 i(i qi + q%) — b2 q, qs + Ps ql). Si aiei

Teorema lui Williamson. Orice spatiu liniar real simplectic
pe care este definitd o formd pdatraticd H se descompune intr-o sumd
direcid de subspatit simplectice reale antiortogonale astfel incil forma
H se scrie ca sumd de forme de tipurile indicate mai sus pe aceste
subspatit.
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C. Celule Jordan neeliminabile. Un hamiltonian dat ,,generic”’
nu are valori proprii multiple si se aduce la o formi simpli (cu
toate celulele Jordan de ordinul intli). Dacé se considerd insd nu
un hamiltonian individual, c¢i o intreagd familie de sisteme, care
depind de parametri, atunci pentru anumite valori exceptionale
ale parametrilor pot apdrea structuri jordaniene mai complicate.
O parte din acestea pot fi inlditurate prin deforméri mici ale familiei,
altele insd nu pot fi eliminate prin deformiri miei. Dacd numéirul 7
de parametri ai familiel este finit, atunci astfel de cazuri neelimi-
nabile dintr-o familie I-parametricd sint in numér finit. Teorema lui
Galin formulatd mai jos permite enumerarea tuturor acestor cazuri
pentru ! fixat. ‘

Si notdm cu n(2) = ny(2) = ... >0, (), s =s(z), dimensiunile
celulelor Jordan cu valoarea propriez # 0sicum, =>my =>... > my,
Sl My >my> ... >Mm, dimensiunile celulelor Jordan cu valoarea
proprie zero, m,; fiind pare si m, impare (din fiecare pereche de
celule de dimensiune imparad se socoteste numail una).

Teoremi. In spapiul tuturor hamiltonienilor pdtratici, varietate
hamiltonienilor cu dimensiunile celulelor Jordan indicate are codi-
mensiuneq :

%[5 e —0me —1] 45 % e -0m
0 L 2 O

i=1

1
Cc =

Y22 —1)m, +1] +2 ¥ S min {m, ml.

j=1 j=1k=1

(Observim ci daci zero nu este valoare proprie atunci in sumé
numai primul termen este nenul).

Corolar. In familiile de sisteme hamilloniene liniare care depind
generic de 1 parametri, apar numai sisteme cu celule Jordan a cdror
structurd este de asa naturd incit numdrul ¢ colculat mat sus nu
inirece pe 1 : toate cazurile cu numdr ¢ mat mare ca t se pot tnldtura
printr-o deformare oricit de micd a familier.

Corolar. In familiile cu una sau dot parametri apar ca neelimina-
bile numai celule Jordan de wrmdtoarele 12 topurt :

L=1:(+a) (& ia) 02
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(aici celulele Jordan sint notate prin determinangis lor : de exemplu,
(£a)? inseamnd perechea de celule Jordan de ordinul doi cu valorile
Propriv a $t respectiv —a) ;

L =2: (£a) (£ia)’, (£axib)’ 0% (£ @) (£ b)?
(£ 10)* (4 ib)% (£ @) ( £b)% (4 @)0% (- ia)?0?

(celelalte valort proprii sint simple).

Galin a calculat de asemenea si formele normale la care se poate
aduce orice familie de sisteme hamiltoniene liniare care depinde
neted de parametri, printr-o schimbare liniardi de coordonate care
depinde si ea neted de parametri. Spre exemplu, pentru celula
Jordan cea mail simpld (4 @), forma normali in acest sens a
hamiltonianului este

H(})) = —a(p1qy +P24) 40192 + NP1y + 2apogy

(A 81 2y — parametri).



ANEXA

FORMELE NORMALE ALE SISTEMELOR
HAMILTONIENE IN VECINATATEA PUNCTELOR
FIXE SI A TRAIECTORIILOR INCHISE

Adesea, atunei cind se studiazd comportarea solutiilor ecuatiilor
lui H&mllton in vecindtatea unei pozitii de echilibru este insuficien-
td restringerea la ecuatia liniarizati. Intr-adeviir, in sistemele ha-
m]ltomene nu pot apirea pozitii de echilibru ‘thmptobl(} stabile si
aceasta datoritd teoremei lui Liouviile privind conservareqa volu-
mului. Din acest motiv, stabilitatea sistemului liniarizat este de tip
neutru : valorile proprii ale pirtii liniare a unui ¢imp de vectori
hamiltonian intr-o pozitie de echilibru stabili sint situate {oate
pe axa imaginari.

Pentru sistemele de ecuatii diferentiale de formi generali o
astfel de stabilitate de tip neutru poate fi distrusi pr mtr o pertur-
batie neliniard oricit de miecd. Pentru sistemele hamiltoniene,
situatia este mai complexi. De exemplu, si presupunem ci partea
patraticd a dezvoltarii functiel lui Hamilton in pozitia de echilibru
(accasta defineste partea liniard a elmpului de vectori) este defi-
nitd (pozitiv sau negativ). Atunei functia lni Hamilton are un
maxim sau un minim in pozitia de echilibru si prin urmare, aceasts
pozifie de echilibru este stabild (in sens Liapunov si hu asimptotic)
nu numai pentru sistemul liniarizat, ci si pentru sistemul neliniar
complet.

Se poate insd ca partea pitraticd a functiei lui Hamilton intr-o
pozitie de echilibru stabilid s& nu fie definitd ca semn. Un exemplu
simplu  este  furnizat de functie H = pi + ¢f — pi — ¢
Studiul stabilitdtii sistemului cu o astfel de parte pitraticd trebuie
s34 tind seama de termenii de ordinul urmator ai seriei Taylor si in
primul rind de termenii cubici ai functiei lui Hamilton (deci de
termenii patratici ai cimpului de vectori-vitezi din spatiul fazelor).
Acest studiu se efectueazi mai comod daca se aduce functia lui
Hamilton (si decl si ¢cimpul de vectori hamiltonian) la o eventuali
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form3 mai simpli, printr-o transformare canonici de variabile
adecvatd.

Cu alte cuvinte, pentru a studia solutiile este util si se aleagi.
un sistem de coordonate canonice Iin vecindtatea pozitiei de
echilibru astfel incit, in misura posibilitdtilor, si se simplifice
forma funectiei lui Hamilton si a ecuatiilor de miscare.

Pentru cimpurile de vectori de formé generalid (nehamiltoniene)
problema analoagi se rezolvd usor; situatia genericii in acest caz
este : in vecindtatea pozitiei de echilibru st intr-un sistem adecyv.
de coordonate, ¢cimpul de vectori devine liniar (teoremele cores-
punzitoare Poincaré gi Siegel se gisesc, de exemplu, in cartea lui

. L. Siegel, Vorlesungen siber Himmelsmechanik, Springer Verlag,
Berlin, 1956) (vezi si J. Moser, C. L. Siegel, Lectures on Celestial
Mechanics, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1971).

In cazul hamiltonian, situatia este mai complicatd. Prima, difi-
cultate : in general, aducerea unui cimp de vectori hamiltonian la
forma normald liniard printr-o transformare canonici a variabilelor
nu este posibild. Anume, de obicel se poate ,,omori” partea cubici.
a funetiel lui Hamilton, dar nu se pot omori 1’01;& termenii de ordinul
patru (acest lueru este legat de faptul c¢d intr-un sistem liniar
frecventa oscilatiilor nu depm(k de amplitudine in timp ce intr-un
sistem  neliniar, in general, depinde). Dificultatea indicatd se
ocoleste prin alegere(x unei torme normale neliniare care si tind
seama de schimbarea frecventelor (aga-numita variatie a frecven-
telor). Drept rezultat se pot (In asa-numitul caz nerezonant) intro-
duce, In vecindtatea po/,itici de echilibru, coordonate actiune-unghi
astfel incit sistemul sd devind lntmmbll modulo termeni de ordin
oricit de mare din seria Taylor.

Aceastd procedurd permite si se studieze comportarea siste-
mului pe intervale de timp mari i pentru conditii initiale in veci-
nitatea pozitiei de echilibru. Aceasta este insii insuficient pentru
a determina dac# pozitia de echilibru este stabild sau nu in sens
Liapunov (datoritd faptului ¢d, pe un interval de timp nemirginit,
influenta termenilor de ordin superior — restul seriei lui T(Wlor -
care au fost inldturafi poate distruge stabilitatea). Stabilitatea in
sens Liapunov ar rezulta dacdt sistemul hamiltonian s-ar putea
reduce exact la o formi normald similard, fiard neglijarea terme-
nilor reziduali. Se poate insdh demonstra cd aceastd reducere
exactid este, in general, imposibild, iar seriile formale pentru trans-
formérile canonice care reduc sistemul la forma normald sint in
cazul general, cu adevirat divergente.
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Divergenta acestor serii este legatd de faptul cd posibilitatea
reducerii la forma normald ar atrage dupd sine o comportare mai
simpld a orbitelor (ele ar trebui sd fie infAsurdtoare cvasiperiodice
pe toruri) decit cea care are loc in realitate. Comportarea unei
pozitii de echilibru & unui sistem hamiltonian se analizeaz in anexa
8. In anexa de fat# sint expuse rezultatele formale privind aducerea
la forma normal& modulo termenii de ordin mare.

Ideea reducerii sistemelor hamiltoniene la forme normale isi
are originea in lucrdrile lui Lindstedt si Poincaré™® ; formele nor-
male in vecinitatea unei pozitii de echilibru au fost studiate ami-
nuntit de citre G. D. Birkhoff (vezi G. D. Birkhoff, Dynamical
systems New York, 1927 ; revised edition, 1966). Formele normale
pentru cazurile degenerate sint date in lucrarea lui A. D. Briuno,
Forma analiticd a ecuatiilor diferentiale, Trudi M.M.O., vol. 25 si 26).

A. Forma normald a unui sistem conservativ in vecinitatea
unei pozitii de echilibru. Si presupunem ci, in aproximatia liniars,
pozitia de echilibru a sistemului hamiltonian cu # grade de liber-
tate pe care il studiem este stabils si ci toate cele n frecvente proprii
oy, ..., 0, sint diferite. Atunci partea pétratici a hamiltonianului
se reduce, printr-o transformare liniard, la forma

1 1

(O parte din numerele ; pot fi negative).

Definitie. Frecventele proprii o, ..., o, satisfac o relafie
de rezonantd de ordinul K dacd existd numerele intregi k, nu toate
egale cu zero pentru care

ko, +... +ko0, =0, 1kl + ..o + 1k, =K.

Definitie. Se numegte formd normald Birkhoff de grad s pentru
un hamiltonian dat un polinom de grad s in coordonatele canonice

(P, @,) care, in realitate este un polinom (de grad [%]) in varia-
pilele =, :—;-(P? + B,

*) Vezi H. Poincaré Les méthodes nouvelles de la mécanigue céleste, vol. I,
Paris, 1892.
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De exemplu, pentru sistemele cu un grad de libertate forma normald de grad
2m (sau 2m--1) are expresia

Hyp = Hypyy = 47 + a7 + ... + apt?,
1
T = — (D),

iar pentru cele cu doud grade de libertate, forma normalid Birkhoff de grad patru are
expresia

2
H = v+ a7 + ay 7] + 205 7y % + g 73

Coeficientii @, si a, reprezintd {recventele proprii, iar coeficientii a;; descriu dependenfa
frecventelor de amplitudine.

Teorema. Sd presupunem cd frecventele proprii o, nu satisfac
nict o relatie de rezonanid de ordin mai mic sau egal cu s. Atunci
existd un sistem de coordonate canonice in vecindtatea pozifiel de
echilibru astfel incit in acest sistem functia lur Hamilton se reduce la
forma normald o lui Birkhoff de grad s, modulo termeni de ordin

s-1:

— > — -

H(p, q) =H(P,Q) + K, R =0(P]+|Q|"
Demonstratia acestei teoreme se face usor in sistemul de coordonate complexe

u = p+ i@, w=p—ig

(la trecerea la acest sistem trebuie inmultit hamiltonianul cu —2i). Dacd termenii de
grad mai mic ca N care nu intrd in forma normald au fost deja omoriti, atunci o
transformare canonicé cu functia generatoare Pg + Sy (P, o) (unde Sy este un polinom

de grad N) modificé in dezvoltarea lui Taylor a functiei lui TTamilton numai termenii de
grad mai mic sau egal cu N.

La o astfel de transformare canonicd, coeficientul monomului de grad N din
functia lui Hamilton, care este de forma

Pt wfte, L e, 4B 4 .. B =)

se schimbai, dupéd cum se verifici usor, cu mirimea

saf [M(By — ) + o on F Ma(Ba — )],

unde 2y = iy si sup este coeficientul termenului 2= wB din dezvoltarea functiei Sy(p, ¢}
in raport cu variabilele z, w.
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in ipotezele ficute, privind absen{a rezonantelor, coecflicientul lui sxg dintre
parantezele pitrate este diferit de zero, exceptind cazul in care monomul nostru se
exprimé prin intermediul produselor z; - wy = 27 (deci ¢ind @ = £, 1 <! < n).
Prin urmare, putem omori toti termenii de grad N, cu exceptia acelora care se exprimi
prin variabilele 7,. Luind N = 3,4,... oblinem ceea ce Lrebuia demonstrat.

La utilizarea teoremei Iui Birkhoff este util si se observe ci
sistemul al cdrui hamiltonian este forma normali se integreazd
complet. Astfel, sd considerdm ,,coordonatele polare canonice”
Ty, @y, care sint leg‘( vte de P, g1 @, prin formulele

P, =)27 cos ¢, @ =)2 7 sin g,

Deoarece hamiltonianul se exprim# numai prin coordonatele actiu-
ne sistemul este complet integrabil si descrie migcéri cvampenodlce
pe torurile T = const, cu .fre(,vgntdc o =0H /d'r in particular,
pozitia de echilibru P = =@ =0 a formei normale este stabili.

B. Forma nermali a unei transformiri canonice in veeinitatea
unui punet fix. S considerdim o transformare canonicd (care
pastreazi pur si simplu aria) a meului in plan. Si pre supunem ¢l
aceastd transformare lasi pe loc originea coordonatelor si ¢ partea
sa liniard in origine are valorile proprii A= e*i* (altfel spus, este o
rotatie de urmhl « intr-un sistem adecvat de coordonate canonice
P, q)- O astfel de transformare se numeste elipticd.

Definitie. Se numeste formd normald o lui Birkhoff de
grad s pentry transformdri o transformare canonicd a planuluiin plan,
care este o rotafie de unghi variabil si este polinomiald de grad cel mult

s i N . .o .
m = [—5] — 1 @n raport cu variabila actiune T a unui sistem canonic

de coordonate polare :

(ty @) = (7, ¢ + + ot e oy ™)

unde
p =V2~cosg,q =)2rsinq.

Teorema 2. Dacd valoarea proprie h a unet transformdri canonice
eliptice nu este rdddcindg a unitaii de ordinul mai mic sau egal cu s,
atunct aceastd transformare se reduce, printr-o fransformare canonicd
de variabile, la forma normald a lui Birkhoff de grad s, modulo
terment de ordin mai mare sau egal cu s +1.
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Generalizarea in dimensiuni superioare a nofiunii de transfor-
mare elipticd este produsul direct a » rotatii ehptme ale planelor
(pj, q;) cu valorile proprii A; = e*iw. Forma normali Birkhoff
de grad s corespunzitoare este daté de formula

oS
(r,c.o)»(r, o+ M)

nnde 8 este un polinom de grad cel mult [-;—] in variabilele actiune

T

Teorema 3. Dacd valorile proprii A; ale unet transformdri cano-
nice eliptice multidimensionale nu admit rezonanfe de ordin cel
mult s

Mo LN =1,

ky

+ oo Flk < s

atunci aceastd transformare se reduce la forma normald a lui Birk-
hoff de grad s (cu eroare in termenii de grad s din dezvoltarea aplicatiel
in serie Taylor in punctul p = q=0).

C. Formele normale ale ecuafiilor eu coeficienti periodiei in
vecindtatea pozitiilor de echilibru. Fie p —=q = 0 pozitia de
echilibru a unui sistem cu functia lui Hamilton dependentd 27 —
periodic de timp. Prequpunem ¢ ecuatia liniarizatd este redusd
printr-o transformare simplecticd liniard sl pemodlc(x de timp la o
formé autonomd liniard cu frecventele proprii gy, ..., ;.

Vom spune ci sistemul este rezonant de ordin K >0 dacé
existé o relatie

Bio; +..0 + k0, +k =0

cu numere intregi &, &, . ..,k,, pentru care k, + ... +k, =

Teorema. Dacd sistemul nu este rezonant de ordin mat mic sau
egal cu 8, atunct existd o transformare canonied care depinde 2 © —
periodic de timp st care reduce sistemul In vecindlatea pozijiet de
echilibru, la aceeasi formd normald o lut Birkhoff de grad s ca $1 aceea
a sistemului autonom, cu diferentd cd termenii rezidualt B de grad
mai mare Sou egal cu s +1 depind periodic de timp.

Tn sfirgit, s& presupunem datid o traiectorie inchisfi a unui sis-
tem de ecua ‘911 Hamilton autonome. Putem atunei reduce sistemuvl

31 — ¢. 1719
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la o form# normald in vecindtatea acestei traiectorii, utilizind
oricare din urméitoarele doud metode :

1) Reducerea izoenergeticd : fixam valoarea
constantd a energiei si considerim o vecummte a traiectoriei in-
chise in bubV(meta‘re.L (2n —1)-dimensionald de nivel constant a
energiei ca fiind spatiul de faze extins al unui sistem cu n» —1 grade
de hbortate si dependent periodic de timp.

2y Suprafata de sectiune : fixim valoarea con-
stantd a energiei si valoarea uneia din coordonate (in aga fel ineit
suprafata (2n —2) —dimensionalit astfel obfinutd sd intersecteze
transversal traiectoria inchisd). Atunci orbitele vecine orbitei
periodice considerate definesc o aplicatie a acestei suprafete de
sectiune (2n —2)-dimensionale in ea insdgi, avind ca punect fix
intersectia suprafetei cu orbita inchisi. Aceastd aplicatie conservi
structura simplecticd naturali de pe suprafata de sectiune (2% —2)
dimensionali §i deci o putem studia cu ajutorul formei normale de
la punctul B.

In studierea traiectoriilor inchise ale sistemelor hamiltoniene
autonome apare un aspect nou in comparatie cu studierea pozitiilor
de echilibru ale sistemelor cu coeficienti periodici. $i anume,
traiectoriile inchise ale sistemelor autonome nu sint dispuse izolat
ci formeazd (de reguld) familii cu un parametru.

Parametrul familiei este valoarea constantei energiei. Intr-
adevir, si presupunem ci pentru o alegere a valorii constantei
energiei traiectoria inchisd intersecteazi “transversal suprafata de
sectiune (2n —2)-dimensionald descrisdé mai sus §i situatd in
subv ri . tea de nivel constant a energiei, care este de dimensiune
2n —1. Atuneci, si pentru valori ale constantei energiei vecine cu cea
aleasd va exista o traiectorie inchisd asemaniitoare. Conform teo-
remei functiilor implicite putem chiar afirma cid aceastd traiectorie
inchisd depinde neted de valoarea constantei energiei.

Daci vrem si utilizim forma normalid a lui Birkhotf pentru
a studia familia cu un parametru de traiectorii inchise, ne lovim
de urmitoarele dificultiti. Atunci eind variazd parametrul, familia
valorilor proprii ale problemei liniarizate variazd, in general, i
ea. Prin urmare, pentru anumite valori ale parametrului apar in
mod inevitabil rezonante care impiedicd reducerea la forma
normali.

Deosebit de periculoase sint rezonantele de ordin inferior, de-
oarece ele influenteazd chiar primii termeni ai seriei lui Taylor.
Dacii ne intereseazd o traiectorie inchisd pentru care valorile
proprii sint aproape de a satisface o relatie de rezonantd, atunci
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forma normalé a lui Birkhoff trebuie putin modificatd. Si anume,
in cazul unei rezonante de ordinul N se anuleazi citeva din
expresiile

ko — [o(Pr — 1) + oo -+ 0u(Br—a,)], e +[p] =N

care apar ca numitori atunci cind se disting termenii de grad N din
functia lui Hamilton. Pentru valori ale parametrului care nu
corespund unei rezonante, dar sint aproape de o rezonantd, fie-
care din combinatiile de frecvente indicate mai sus nu este, in gene-
ral, zero, dar este destul de micd (din acest motiv, o astfel de
comblnatle se numeste «numitor mw>)

Imp(mrylrea cu un numitor mic conduce la urmétoarele doud
fenomene :

1) transformarea care reduce hamiltonianul la forma normals
depinde discontinuu de parametru (ea are un pol in valoarea de
rezonantd a parametrului) ;

2) domeniul in care forma normald a lui Birkhoff descrie bine
sistemul se contractd la zero in momentul rezonantei.

Pentru.a elimina aceste neajunsuri, trebuie si renuntim la
distrugerea unor termeni din hamiltonian (i anume, a acelora care
devin rezonani:l pentru valori de rezonantd ale parametrului).
Acestt terment trebuie pdstrafi nu numai pentru valoarea de rezo-
nanid a parametrului, ci st pentru valori vecine™®.

Forma normald care se obfine ca rezultat al acestui procedeu
este ceva mai complicatd decit cea obignuitd, dar in multe cazuri
din ea se pot extrage informatii utile privind comportarea solutiilor
in vecindtatea rezonantei.

D. Exemplu: studiul rezonantei de ordinul 3. Si studiem,
ca un exemplu simplu, ce se intimpld eu o traiectorie inchisi a unui
sistem hamiltonian autonom cu doud grade de libertate in vecini-
tatea unei valori a constantei energiei pentru care perioada oscila-
tiilor traiectoriilor vecine cu traiectoria inchisd datd este de trei ori
mai mare decit perioada migcirii pe aceastd traiectorie.

Conform cu cele discutate mai sus, aceastd problemi se reduce
la studierea unei familii cu un parametru de sisteme hamiltoniene
neautonome cu un grad de libertate, care depind 2r-periodic de

*) Procedeul indicat aici este util nu numai pentru studierea sistemelor hamilto-
niene, ci si in teoria generald a ecuatiilor diferentiale. Veri, de exemplu, V. 1. Ar-
nold, Lectii despre bifurcafii ¢i familiile versale, VUspehi Matem. Nauk, 27, g,
(1972), 120—184.
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timp, in vecindtatea pozitiel de echilibru. Putem considera ci
aceastdh pozitie de echilibru este originea coordonatelor, indiferent
de valoarea parametrului (pentru a realiza acest lucru, trebuie si
facem o schimbare de variabile care depinde de parametru).

In continuare, si observim ¢ sistemul liniarizat in pozitia
de echilibru poate fi transformat intr-un sistem liniar cu coeficienti
constanti cu ajutorul unei transforméri canonice liniare de coordo-
nate care depinde 2 w-periodic de timp. In coordonatele astfel
obtinute, curentul sistemului liniarizat reprezinti o rotatie uni-
formé in jurul pozitiei de echilibru. Viteza unghiulari o a acestei
rotatil depinde de parametru.

< . 1 .
Pentru valoarea de rezonantd a parametrului, o =-— (altfel
3 :

spus, in timpul 27 se efectueazd o treime dintr-o rotatie completi
In jurul originii coordonatelor). Derivata vitezei unghiulare o in
raport cu parametrul este generic diferitd de zero. Prin urmare,
putem lua ca nou parametru chiar aceastd vitezd unghiulari sau,
si mai bine, abaterea ei de la valoarea 1/3. Vom nota aceasti va-
loare cu ¢ ; ea se numeste dezacord de frecventd. Valoarea de rezo-
nantd a parametrului este acum = =0. Ceea ce ne intereseazd
este comportarea sistemului pentru valori mici ale lui e.

Daci se neglijeazi termenii neliniari din ecuatiile Iui Hamilton
si se neglijeazi, si dezacordul e, atunci toate traiectoriile sistemului
nostru se inchid, dupé ce efectueazd trel rotatii (altfel spus, au
perioada 6 7). Vrem acum si determindm ce influentd au termenii
neliniari §i dezacordul de frecventd e asupra comportirii siste-
mului. Este evident c¢id in cazul general nu este posibil ca toate
traiectoriile si se inchidii. Pentru a studia comportarea lor, este
util si considerdm forma normali.

In sistemul de coordonate ales z=p +iq, # =p — ig, functia
lui Hamilton are forma

— +w —_ s
—2iH = —iwzz + Y Do 2P 4L,

o+f=3 k=—o00

unde prin puncte se noteazii termenii de ordinul mai mare ca trei

81 @ = — + .
3
Atunci cind reducem hamiltonianul la forma normald putem
omori toti termenii de ordinul trei, cu exceptia acelora pentru care
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numitorul mic

ol —B) +k

se anuleazid in momentul rezonantei. Acesti termeni mai admit §i o
altd descriere, sianume ca fiind aceia care sint constanti de-a lungul
traiectoriilor miscarii periodice care se obtfine prin neglijarea deza-
cordului ¢ i a neliniaritdtii. Ei se numesc termeni rezonanfi.

. 1 . o

Prin urmare, pentru rezonanta « = — , termenii rezonanti sint
3

cel pentru ecare

o —p +3k =0.

Se vede ¢i dintre termenii de ordinul trei, rezonanti sint numai

2% el gl 2% elt. Prin urmare, putem reduce functia lui Hamilton

la forma

— 2iH = —iw sz + hedet — hzdelt 4 ...

(h este conjugatul lui A datoritd faptului cid H este reald).

Sé observim ci pentru a reduce functia lui Hamilton la aceasta
form# normald am efectuat o transformare canonici netedd care
depinde 2n-periodic de timp i depinde neted de parametru, chiar
si pentru valoarea de rezonantd. Aceastd transformare diferd de
transformarea identicd numai prin termeni de ordinul al doilea in
raport cu abaterea de la traiectoria inchisd (functia el generatoare
diferd de functia generatoare a transformrii identice numal prin
termeni cubici).

Pentru a studia in continuare comportarea solutiilor ecuatiilor
lui Hamilton, se procedeazé in modul urmétor. In primul rind,
inldturdm din hamiltonian to{i termenii de ordin mai mare ca trei
51 studiem comportarea sistemului trunchiat astfel obtinut. Dupé
aceea trebuie sd analizim cum pot influenta termenii inliturati
asupra comportirii sistemului.

Studierea sistemului trunchiat se faciliteazd prin intermediul
introducerii in planul variabilei complexe 2z a unui sistem de
coordonate care se rotesc uniform, cu viteza unghiulard 1/3, deci
prin substitutia z = { e*3. In acest caz se obtine pentru variabila
¢ un sistem hamiltonian autonom cu hamiltonianul

=) — — °

[Q]

—2iH, = —icl{ +h{ —h{, unde
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Faptul céi in sistemul de coordonate in rotatie sistemul trunchiat devine autonom
este o mare reusitd. Sistemul complet de ecualii ale lui Hamilton (cu considerarea in
hamiltonian a termenilor de grad mai mare ca trei), considerat in sistemul de coordo-
nate in rotatie nu numai ci nu este autonom, dar nu este nici micar 2m-periodic in
timp (este numai 6r-periodic). Sistemul autonom cu hamiltonianul A, este, in esentd,
rezultatul medierii sistemului initial pe traiectoriile inchise ale sistemului liniar cu
e==0 (neglijim termenii de grad mai mare ca trei).

Putem considera cii & este un coeficient real (aceasta se poate
realiza printr-o rotatie a sistemului de coordonate). Prin urmare,

ji:n coordonatele reale (x,y), functia lui Hamilton se reduce la
lorma

Ho=—2€~(002 + 92 + a(x® — 3xy?).

Coeficjentul a depinde de dezacordul de frecventd e ca parametru.
Generic, acest coeficient o este diferit de zero pentru ¢ =0.
De aceea, printr-o schimbare de coordonate care depinde neted de
parametru, putem realiza ca « si fie 1. In final, trebuie si studiem
comportarea tabloului orbitelor din planul fazelor (z,y) al siste-
mului cu hamiltonianul

Ho=§ (2 +y?) + (2°— 3ay?)

atunci cind variazd parametrul mic e.
_ Se vede ugor ci modificarea orbitelor constd in urmitoarele
(tig. 239). Pentru ¢ = 0, multimea de nivel constant zero al func-

N R/

7N X

£=0 £>0
Fig. 239. Trecerea prin rezonanta 3:1.

tiel H, este formatd din trei drepte care se intersecteaz in zero sub
unghiuri de 60°. Cind ¢ variaza, existd tot timpul o multime de
nivel constant compusé din trei drepte; aceste drepte se depla-

FORME NORMALE 487

seazdi prin translatie cu variatia lui e, formind totdeauna un
triunghi echilateral cu centrul in originea coordonatelor. Virfurile
acestui triunghi sint puncte critice de tip sea ale hamiltonianului.
Atunei cind ¢ trece prin valoarea zero (deci la trecerea prin rezo-
nantd) punctul critic din originea coordonatelor se transformi
dintr-un minim intr-un maxim. :

Prin urmare, pentru sistemul cu hamiltonianul H, originea
coordonatelor este o pozitie de echilibru stabild pentru toate
valorile parametrului e, cu exceptia valorii de rezonantf < =0,
cind ea devine instabild. Pentru valori ale parametrului apropiate
de valoarea de rezonantd, triunghiul din vecindtatea originii
coordonatelor, umplut de orbite inchise, este mic (de ordinul <) si
deci ,,raza de stabilitate’’ a originii coordonatelor tinde ciatre zero
atunci cind = —> 0 : este suficientd o perturbatie micé (de ordinul =)
a conditiei initiale pentru ca punctul de pe orbitéd si se afle In atara
triunghiului §i 84 inceapd s3 se indepirteze de pozitia de echilibru.

Reintorcindu-ne la problemsa initiald privind traiectoria perio-
dicd, sintem condusi la urmétoarele coneluzii care, evident, nu sint
demonstrate, deoarece am inliturat termenii de ordinul mai mare
decit trei, dar pot fi fundamentate) :

1. In momentul trecerii prin rezonania consideratd 3 :1, traiectoria
periodicd 13¢ pierde, in general, stabilitatea.

2. Pentru valori ale parametrului apropiate de valoarea de rezo-
nanid, in vecindtatea traiectoriei inchise comsiderate pe varietatea
corespunzitoare de nivel constant al energiei existd o traiectorie in-
chisd instabild. Ha se inchide, invirtindu-se de tret ort de-a lungul
traiectorier date gi efectuind o rotatie tn jurul ei. Pentru valoarea de
rezonantd a parametrului, aceastd orbitd instabild se confundd cw
cea Initiald.

3. Distanta dintre traiectoria periodica instabild pusd in evidenid
mai sus $1 tratectoria periodicd inifiald creste la trecerea prin rego-
nantd ca prima putere a dezacordului de frecventd (deci ca prima
putere a abaterii parametrulut de la valoarea de rezonanta).

4. Prin tratectoria instabild pusd in evidenid, pe varietates
tridimensionald de mivel constant a energiei, trec doud suprafefe
invariante (de dimensiune 2) formate din traiectoric cave tind cdtre
aceastd traiectorie periodicd instabild atunct cind t — - oo pe una
dintre suprafete si cind t — — oo, pe cealaltd.

b. Separatoarele sint asifel situate incit prin inierseciia cu o
suprafatd, transversald la iraiectoria inifiald se obfine o figurd
apropiatd de cele tret laturt ale triunghiului echilateral si prelungirile
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lor. Virfurile triunghiulur sint punctele de intersectie ale traiectoriei
periodice instabile cu suprafata transversald.

6. Pentru condific inifiale situate in intertorul triunghiului
format de separatoare, punctul de pe orbitd, ramine, pe un interval
de timp mare (cel puiin de ordin 1/e), in vecindtatea traiectories
periodice initiale (la o distanid de ordinul <), tar peniru condifii
tnifiale in exteriorul triunghiului, se indepdrteazd destul de repede
la o distantd mare in raport cu e.

E. Bifurcarea separatoarelor. In realitate, separatoarele des-
pre care este vorba in afirmatiile 4, 5 si 6 sint construite destul
de complicat (din cauza actiunii termenilor de ordin mai mare
ca trei, pe care nu i-am luat in considerare in aproximatia noastri).
Pentru a ne face o imagine clard, este comod sd considerim o
suprafatd de sectiune o bidimensionald transversald la traiectoria
periodicéd initiala intr-unul din punctele acesteia (si continutd in
intregime in varietatea de nivel constant & energiei corespunzi-
toare).*).

Traiectoriile care incep pe suprafata de sectiune o o intersec-
teazs din nou peste un interval de timp apropiat de perioada
traicctoriei inchise initiale. Prin urmare, apare o aplicatiec a unei
vecinatati a punctului de intersectie a traiectoriei inchise cu
suprafata o din suprafata o in o. Aceastd aplicatie are un punct fix
(punctul de interseclie a traiectoriei inchise cu suprafata de
sectiune o) si este apropiatd de rotatia cu 120° in jurul acestui
punct, pe care il ludm ca originea coordonatelor in planul sectiunii
G.

Si considerdm acum a treia iteratie a aplicatiei astfel constru-
ite ; aceastd noud aplicatie este si ea definitd intr-o vecindtate a lui
zero in sectiunea o cu valori in sectiunea o si lasd pe zero pe loc.
Aceastd aplicatie este Insd apropiati de rotatia cu 360°, deeci de
aplicatia identicd : ea este realizatd de tralectoriile sistemului
nostru dupd un timp apropiat de triplul perioadei traiectoriei
inchise initiale.

Oalculele efectuate ne dau informatii netriviale privind struc-
tura acestel aplicatii dupd trei perioade. Intr-adevir, inliturind
termenii de ordin strict mai mare ca trei, schimbim termenii de
ordin strict mai mare ca doi ai aplicatiei noastre.

*) Aici apare urmditorul fenomen general : rationamentele se¢ fac mai usor cu
ajutorul aplicatiei de evolutie dupi o perioadd, dar de calculat este mai usor cu ajutorul
curentilor.
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Aplicatia dupd trei perioade care corespunde hamiltonianului
trunchiat aproximeazi (cu o eroare cubicd) aplicatia dupa trei
perioade reali. - ) §

Proprietitile aplicatiei dupd trei perioade corespunzatoare
hamiltonianului trunchiat ne sint insé cunoscute, deoarece ea re-
prezintd aplicatia dupd timpul 6= 2 eurentuh}i cu hamllton.lanuvl
Hy(z,y) (demonstratia acestui fapt se bazeaza pe observatia ci
dupé timpul 6 =, sistemul de coordonate in rotatie ales se rein-
toarce in pozitia initiald).S4 vedem acum care dintreaceste proprie-
titi se conservi la o perturbatie micé de ordinul trei in raport cu
distanta pind la punctul fix i care nu . . 5

S# notim cu A(A) aplicatia dupé trei perioade corespunzatoare
sistemului trunchiat (respectiv sistemului complet). )

1. Aplicatia 4, se include intr-un curent : ea este evolutia la
timpul 6 = a curentului cu hamiltonianul H,. o

Nu existd nici un fel de bazi pentru a afirma cé §i aplicatia 4
se include intr-un curent. _ o

2. Aplicatia A, este invariati de rotafia cu 120°: existd un
jzomorfism netrivial pentru care g * = E §i care comuta cu A,.

Nu existd nici un fel de bazi pentru a afirma ci existd defeo-
morfisme ¢ cu g 3 = F care si comute cu aplicatia A.

3. Aplicatia A, are trei puncte fixe instabile situate la Eiistap@e
de ordinul e deoriginea coordonatelor si in vecinatatea virfurilor
triunghiului echilateral. Aceasta rezultd din teorema functiilor
implicite.

4. Separatoarele punctelor fixe ale aApliea’giei A, fvormeazfm
(pentru valori ale parametrulul care nu sint de rezonanta, dar in
vecinitatea rezonantei) o figurd apropiatd de laturile triunghiului
echilateral si prelungirile acestora. Daca se.p}eaqé cu un punch
situat pe una din laturile triunghiului, atunci, iterind aplicatia A,
si considerind imaginile succesive ale punctului ales, se obtine un sir
de puncte situate pe aceeasi laturd a triunghiului i care tind citre
unul din capetele laturii, de exemplu, spre M,. Apl}C}nd 1terat'elAe
lui A~} se obtine un sir care tinde citre celidlalt virf, pe care il
notim cu N. .

Tiecare din cele trei puncte fixe instabile ale aplicatiel A are §1
el niste separatoare, apropiate de laturile triu{lghiuhu (flg.“240)
Mai precis, acele puncte ale planulul care tind cdtre punctul fix ]l{
formeazi, atunci cind 1i se aplicd iteratele A", n— -+ 00, 0 curbd
neted '+, invariantd in raport cu 4, care trece prin pungﬁ,yllv M
si este apropiatd in vecinatatea punctului M de latura M,N, a
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triunghiului format din separatoarele aplicatiei 4,. Acele puncte
care tlnd citre N atunci cind se aplicd 4", n — — co, formeazi o
altd curbd invariantd netedd I', care trece prin punctul N si este
apropiatd de M,N, in vecindtatea punctului N,

!

Fig. 240. Bifurcarea
separatoarelor.

Cele doud puncte curbe I't si ', ambele apropiate de dreapta
MN,, nu trebuie insdg nici pe depamlp 84 coincidd. Acesta i este
tenomenul bifurcirii separatoarelor, care face o distinctie funda-
mentald intre comportarea tmlcct()rulor sistermului (,omplet si
cele ale sistemului trunchiat.

Pentru valori mici ale lui g, mirimea bifurcirii separatoarelor este e\poucnl,ml
micd ; din acest motiv, fenomenul bifurcérii este usor de depisit in calculele din cadrul
uneia sau alteia din schemele ,,teoriei perturbatiilor’”. Acest fenomen este insd impor-
tant din punct de vedere principial. De exemplu, din existenta Iui rezulti imediat
divergenia seriilor diverselor variante ale teoriei perturbatiilor (intr-adevir, daci
seriile ar fi fost convergente, nu ar fi apirut bifurcatia).

In general, dive rgenfa seriilor din teoria perturbatiilor (atuneci cind citiva din primii
termeni dau o buné aproximare) este legatii de obicei de faptul cii se cautii un obiect

care nu existd. Nu este de mirare ca daca incercidm si simuliim fenomenul studiator
intr-o schemd care, in realitate, nu reflectd trasiturile esenliale ale fenomenului,
sceriile noastre diverg.

Seriile Tui Birkhoff (care se obtin atunci cind nu se restringe normalizarea la un
numdr finit de termeni ai scriei lui Taylor a hamiltonianului, ¢i se merge la infinit)
constituie unul din exemplele de schemd ale Leoriei perturbatiilor care este formal
consistentd dar divergenta in realitate. Daci acesle serii ar fi fost convergente, atunci
un sisteim oscilant generic cu un grad de libertate si cu coeficienti periodici s-ar fi
redus in vecinditalea pozitiei de cchilibru la forma normali autonomai si in 01 nu ar fi
apiirut bifurcarea separatoarelor (ori ea, de fapt, apare).

Reintorcindu-ne la traiectoria inchisi initiald, observim ci
celor frei puncte fixe instabile ale wphmtu\l A le corespunde o
traiectorie inchisd instabild, apropiati de traiectoria initiald
invirtitd de trei ori. Existd o familie de traiectorii care tind citre
aceastdt traiectorie instabild pentru ¢ — 4- oo si o alti familie de
traiectorii, care tind citre cea instabili pentru ¢ — — co. Pentru
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fiecare familie punctele tuturor traiectoriilor formeazéd o suprafati
netedi care contine traiectoria noastrd instabild.

Aceste doud suprafete sint chiar separatoarele despre care a
fost vorba in afirmatiile 4, 5 si 6 de la p. 487. Intersectia lor cu
suprafata de sec‘mune transversala, reprezintd cele douil curbe.
invariante I'+ si '~ ale aplicatiei 4. Aceste doudi curbe formeazi,
intersectindu-se, o retea incurcaté despre care H. Poincaré care a
descopemt pnmul fenomenul bifurcirii separatoarelor scria : ,,Dacd
se incearcd si se reprezinte figura formatd de aceste doud curbe
§i de infinitatea punctelor lor de mtersectle, fiecare reprezentind

o solutie dublu asimptoticé, se constatd ci aceste intersectii for-
meazi un fel de retea, un tesut, o plasd cu ochiuri infinit strmse ;
nici una din cele doudi curbe nu trebuie si se dutomtersectezp
vreodam, dar ea trebuie si se replieze intr-un mod foarte compli-

cat pentru a putea si reintersecteze de o infinitate de ori ochiurile
I'cielel.

Vom fi uimi{i de complexitatea acestei figuri, pe care nici nu
incere micar si o tragez. Nimic nu este mai potrivit pentru ¢ ane da
o idee despre complexitatea problemei celor trei corpuri gi, in
general, a tuturor problemelor dinamieii unde nu existd integrale
prime uniforme §i unde seriile lui Bohlin sint dlver%n’re
(H. Poincaré, Les wméthodes nouvelles de la mécanique celeste,
(Fuvres Chotsies, Dover Publ. Inec., New York, 1957, vol. 2,
cap. XXXIII, p. 389).

Trebuie rom&r(‘at ci ¢ pind astizi existd multe lueruri neclare
in tabloul intersectirii eparatoarelor

F. Rezonanfele de ordin superior. Rezonantele de ordinele ur-
mittoare lui trei pot fi studiate gi ele cu aJutorul formei normale.
Trebuie 8% observim insd c¢id ononanfele de ordin mai mare ca
patru nu produc de obicei 1ns‘fab1htate, deoarece in forma normals
apar termeni de ordinul patru, care garanteazi e*{lstenpm unui -
minim sau unui maxim pentru functia H oy Chiar si in momentul
rezonantei.

In cazul unei rezonante de ordinul n > 4 este tipicd modificarea
tabloului in spatiul fazelor al sistemului cu hamiltonianul H, dat
de formula

' Hy =cv + 7 2a(7) +a 2 sinn g,

2t =p* +¢% «(0) = £ 1,

care constd in urmétoarele (fig. 241).
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, Pentru abateri mici (de ordinul ) ale frecventei de la valoarea
de rezonantd la distantd micd (de ordinul J/[e|) de pozitia de
echilibru din originea coordonatelor, functia H, are 2n i)u.ncte

IFig. 241. Hamiltonianul mediat al
oscilaliilor de fazi in vecinitatea
rezonanifei 5: 1.

critice situate in vecindtatea virfurilor unui poligon regulat cu
2n laturi §i centrul in originea coordonatelor. Jumiitatea din acestea
sint puncte critice de tip sea, iar cealaltéd jumitate sint puncte de
maxim (minim) — dacd originea coordonatelor este punct de mirlitﬁ
grespe(atlv maxim). Punctele gea si punctele stabile alterneazs.
Toate cele n puncte sea sint situate pe un acelasi nivel al functiei
H,, iar _separatoarele lor, care unesc punctele sea consecutive
form_mz:b n y,insule’’, fiecare dintre acestea fiind ut’nplum de orbit(;
inchise care inconjurd punctul eritic stabil. Lirgimea insulelor
este de ordinul =1 Orbitele inchise din interiorul fiecirei insule
se numesc oscilafii de fazd (deoarece ceea ce se schimbii este in
principal faza oscilatiilor in jurul originei coordonatelor). Perioada
osclla‘%lor de fazd creste la micsorarea dezacordului de frecvents =
A e, i
_ In interiorul inelului ingust format de insule, aproape de ori-
ginea coordonatelor se gsesc orbite inchise care inconjuri originea ;
§i in exteriorul inelului orbitele sint inchise, dar miscarea pe ele so
face in sensul contrar celui din interiorul inelului. Observim ci raza
inelului este de ordinul [/ <] independent de ordinul rezonantei
cu conditia ca aceasta si fie de ordin mai mare ca 4. De asemenea,
inelul de insule existd -numai pentru unul din cele dous Semné
posibile pentru «. 7

In cazul in care se trece de la sistemul trunchiat cu hamiltonianul
H, la cel complet, separatoarele se bifurcd in mod asemsinitor
cu cel descris mai sus pentru rezonanta de ordinul trei. MFrimea

bifurcarii separatoarelor este exponential micd (de ordinul e—Ven4),
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dar bifurcarea are o importantd principiald pentru studierea stabi-
lititii, mai ales in cazul dimensiunilor superioare.

S% ne intoarcem la traiectoria noastrd inchisd initiald si sd
observiim tabloul care se obtine. Atunci cind ne apropiem pe axa &
de valoarea de rezonantd dintr-o parte determinatd®, din traiec-
toria periodici se bifurcd alte doud : una stabild gi una instabila.
Aceste noi traiectorii se inchid dupi ce se rotesc de n ori in jurul
traiectoriei initiale si sint indepirtate de aceasta la o distantd de
ordinul Vle|. In vecinitatea traiectoriei stabile existd o zond de
oscilatii de fazi lente cu o perioadd de ordinul <™4si o amplitudine
de ordinul =/n in directia azimutald si una de ordinul <™~ in
cea radiali. In momentul trecerii prin rezonantd, cel putin in
aproximatia pe care o considerim nu are loc o pierdere a stabilité-
il traiectoriei initiale.

Cazul rezonantei de ordinul patru este oarecum singular. Aceasta datoritd faptului
¢, in acest caz, in forma normali apar atit termeni de ordinul patru rezonanti, cit
si termeni nerezonanii de acelasi ordin. Aspectul orbitelor sistemului trunchiat depinde
de care dintre acesti termeni din forma normalé este preponderent : cel rezonant sau
cel nerezonant. In primul caz modificarea este aceeasi ca pentru rezonanta de ordinul
trei, exceptind faptul ci in loc de triunghi apare un patrat. In al doilea caz, modificarea
este aceeasi ca in cazul rezonautei de ordin n > 4.

in incheiere & observim e forma normald studiatd reprezintd
o aproximatie cu atit mai bund cu cit sintem mai aproape de rezo-
nanti (e < 1) si eu eit abaterea punctului initial de la traiectoria
periodicii este mai micd. Mai precis, la aproperea de comensura-
bilitatea exactd a perioadei traiectoriei inchise cu perioada oscila-
tiilor traiectoriilor vecine in jurul ei sila apropierea conditiei initiale
de traiectoria inchis#, creste intervalul de timp in care aproxi-
matia noastri descrie corect comportarea orbitelor sistemului.

Din rationamentele noastre nu rezulti nici un fel de concluzie
cu privire la comportarea orbitelor care nu sint inchise, pe un
interval de timp infinit (de exemplu, cu privire la stabilitatea in
sens Liapunov a traiectoriei periodice initiale); intr-adevir, ter-
menii de ordin superior inliturati la reducerea la forma normald
pot si schimbe complet, intr-un interval de timp nemarginit,
caracterul miscirii. In realitate, in ipotezele considerate, traiectoria
periodicd initiald este stabild in sens Liapunov, dar demonstratia
necesitd consideratii esential diferite de forma normald a lui
Birkhoff (vezi anexa 8).

*) Spre deosebire de rezonania de ordinul trei, in care traiectoria periodicil insta-
bilid bifurcatsi existid de ambele pirti ale valorii de rezonanti.



ANEXA 8

TEQI{IA PERTURBATIILOR
MISCARILOR CYASIPERIODICE;
SI TEOREMA LUI KOLMOGOROY

Numérul de probleme ,,integrabile” care se pot rezolva exact
nu este prea mare (problemele unidimensionale, miscarea unui
punct intr-un cimp central, misedrile euleriand si ]agréngezm@ ale
solidului rigid cu punct fix, problema celor douii centre fixe, mis-
carea pe geodezicele unui elipsoid). Cu toate acestea, utilizind
aceste ,,cazurl integrabile” se poate obtine o informatie destul de
importantd privind miscarea multor sisteme irnport‘.ﬂ,nlwe consi-
derind o problemi integrabild ca o primd aproximatie. T

O astlel de situatie apare, de exemplu, in problema miscirii
planetelor in jurul Soarelui in virtutea legii atractiei graviﬁw io-
nale universale. Masa planetelor reprezintsd a,proxiniativ 0,001 din
masa Soarelui §i deci putem neglija, in prima zuproximmrié inter-
actiunea mutuali a planetelor, luind in considerare numai z{trak‘,ﬁa
Io.rude catre Soare. Ca rezultat se obtine problema complet imegfﬁ-
bild a misedrii planetelor, fird interactiune, in jurnl Soarelui; fie-
care planeté va descrie, independent de celelalte, orbita sa kepler-
land, migcarea sistemului in ansamblu fiind evasiperiodicd. Dacd
se ia insd in considerare si interactiunea dintre planete, miscarea
kepleriand a fieciirei planete suferd mici modificiri. T
) Teoria perturbatiilor de mecanica cereascd este destinatd luirii
in consideratie a acestor interactiuni. ‘

_Estev clar cd, in acest mod de abordare, un calecul pentru o
perioads dg 1000 de ani nu trebuie s& prezinte dificultiiti de prin-
cipiu. Dacd vrem insd sd studiem intervale mari de ﬁimp si In
special dacd sintem interesati de aspectele calitative pri%zind
comportarea solutiilor exacte ale ecuatiilor de miscare pe un inter-
val de timp nemdrginit, atunci apar astfel de difiéultégi.

Acumularea perturbatiilor intr-un interval de timp, mare in
comparatie cuun interval de 1000 de ani, poate conduce la o schim-
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bare totali a caracterului miseérii: spre exemplu, planetele pot
cidea pe Soare, se pot indepérta la infinit de el sau ciocni intre ele.

Si observim ci intre problema rmiscdrii reale a planetelor si prohlema comportirii
solutiilor ecuatiiior de miscare pe intervale de timp infinite existd numai o relatie
indirectd. Aceastd din cauzd cd in intervale de timp de crdinul miliardelor de ani isi
exercitit puternic influenta micile efecte neconservative care nu sint luate in consi-
derare in legea lui Newton. Prin urmare, efectele interactiunii gravitalionale a plane-
telor sint cu adevdrat esentiale numai in cazul in care ele modifici serios tabloul
miscirii pe un interval finit de timp, mic in comparatie cu intervalul in care se mani-
festa efectele neconservative. ;

in determinarea miscirii pe un astfel de interval finit de timp o contributie
esentiali o au calculatoarele electronice cu ajutorul cdrora se determind rapid miscarea
planetelor cu multe mii de ani in viitor sau in trecut.

De remarcat ci si mijloacele contemporane de calcul se pot dovedi incapabile si
previnit influenta perturbatiilor dacdl punctul din spatiul fazelor intrd intr-o zona de
stabilitate exponentiald.

Metodele asimptotice si calitative au o importan{d si mai mare atunci cind se
studiazii miscarea particulelor incircate electric in cimpuri magnetice, deoarece in
acest caz particulele intrec calculatorul electronic si reusesc si efectueze un numdr atit
de mare de rotatii, incit calculul traiectoriilor lor este imposibil chiar si in absen{a
instabilititii exponentiale. : :

i1 mecanica cereascd au fost elaborate o serie de metode care
iau in considerare perturbatiile (Analiza lor aminuntitd se gaseste
in cartea lui : H. Poincaré, Les méthodes nowvelles de la mécanique
céleste, op. cit.). Particularitatea tuturor acestor metode este ci ele
condue la serii divergente si deci nu dau nici o informatie cu privire
la comportarea globald a migcdrii pe intervale infinite de timp.

(auza divergentei seriilor din teoria perturbatiilor rezidd in
prezenta ,,numitorilor mici’’ : acestia sint combinatil liniare cu
coeficienti intregi de frecvente ale miscirii neperturbate, cu care
trebuie s se imparti atunci cind se calculeazd influenta perturba-
tiilor. La o rezonantid exactd (atunci cind frecventele sint comen-
surabile) acesti numitori se anuleazi si termenul corespunzitor al
seriei din teoria perturbatiilor devine infinit. In vecinatatea rezo-
nantei, acest termen al seriei este foarte mare.

Spre exemplu, Jupiter si Saturn parcurg in 24 de ore, in miscarea lor in jurul
Soarelui, aproximativ 299 si respectiv 120,5 secunde de arc. Prin urmare, numitorul
2 wyup — D gat este foarte mic in comparatie cu fiecare din frecvente. Aceasta
conduce la o perturbatie reciproca de perioadd mare a acestor doud planete (perioada
este de aproximativ 860 de ani) ; studierea de ciitre Laplace a acestui efect a reprezentat
unul din primele succese ale teoriei perturbatiilor.

Remarcim ci dificultatea pe care o ridicd numitorii mici este
esentiald. Intr-adevar, numerele rationale formeazi o multime
densd pe  dreapta reald. Din aceastd cauzi, in spatiul fazelor pro-
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blemei neperturbate, conditiile initiale, pentru care apar rezonante
si numitorii mici se anuleazd, formeazd o multime densid. Prin
urmare, functiile la care conduc seriile din teoria perturbatiilor au o
multime densé de puncte singulare.

Dificultatea indicatd aici este tipicd nu numal pentru proble-
mele mecanicii ceresti, ¢i §i pentru toate problemele apropiate de
probleme integrabile (de exemplu, pentru problema migcdrii unui
titirez greu asimetric care se roteste foarte repede). Poincaré a
denumit chiar problema fundamentald o dinamicii problema stu-
dierii perturbatiilor migcéirilor evasiperiodice in sistemul definit
de hamiltonianul :

Hy, =HI) + < H(L, ¢), e k1

in variabilele actiune I — unghi ¢.

Aici H, este hamiltonianul problemei neperturbate iar eH,
este perturbatia, care este o functie 2w-periodicd de variabilele
unghiulare ¢, ..., ¢,. In problema neperturbatd (¢ = 0) unghiu-
rile ¢ variaza uniform, cu frecventele constante

0 H,
O =
0 1y
si toate variabilele actiune sint integrale prime.
Trebuie studiate orbitele ecuatiilor lui-Hamilton

: 0H . 0H

P=—" e

0 J1

in spatiul de faze, care este produsul direct al unui domeniu din
spatiul numeric n-dimensional cu coordonatele Iy,...,J, si torul
n-dimensional cu coordonatele o;,... ¢, -

O inaintare esentiald in studierea orbitelor perturbate ale
acestei probleme a fost inceputd in anul 1954 prin lucrarea lui
A. N. Kolmogorov, Asupra conservirii miscdrilor cvasiperiodice la o
variatie micd a hamiltonianului Dokladk Akad. Nauk 98, £ (1954),
527 —530. In anexa de fatd se expun principalele rezultate obtinute
de atunci in acest domeniu. Demonstratiile pot fi gisite in urmi-
toarele luerdri :

——
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V.I. Arnold, Numitorii mici, 1, Asupra aplicajiilor cercului pe el insusi,
Izvestia AN S.S.S.R, 26, I (1961), 21-—86.

V.L.Arnold, Numilorii mici, 11, Demonstratia feoremei [ui A. N. Kolmogorov
privind conservarea miscdrilor cvasiperiodice la o variajie micd a hamiltonianului,
Uspehi Matem. Nauk. 5 (1963), 13—40.

V.I.Arnold, Numitorii mici, I1I, Numilorii mici si problema stabilildlii in
mecanica clasicd si mecanica cereascd, Uspehi Matem. Nauk, 18, ¢ (1963), 81—192.

V. 1. Arnold, A. Avez, Probléemes ergodique de la mécanique classique,
Paris, Gauthier— Villars, 1967.

J. Moser, Asupra curbelor invariante ale unei aplicafii care conservd aria a unui
inel pe el insusi, Nach. Acad. Wiss. Gottingen Math. Phys., Kl. 11a, 1 (1962), 1—20.

J.Moser, Metodd ilerativd rapid convergenid si ecuatiile diferenfiale neliniare, Annali
della Scuola Norm. Sup. de Pisa, Ser. 111, 20, 2 (1966), 265—~315; 3 (1966), 499— 535.

J. Moser, Asupra dezvoltdrii miscdrilor ¢vasiperiodice in serii de puleri conver-
gelite, Math. Ann., 169 (1967), 136 —176.

J. Moser, Lectures on Hamillonian Systems, Memoirs of the Amer. Math. Soc.,
81 (1968)%

J. Moser, Stable und random motions in dynamical systems with special emphasis
on celestial mechanics, Ann. of Math. Studies, Princeton Univ. Press, 77, (1973)%.

C. L. Siegel, J. Moser, Lectures on Celestial Mechanics, Springer, 1971.

S. Sternberg, Celestial Mechanies, 1, 11, Benjamin, New York, 1969.

Inainte de a formula rezultatele, vom discuta pe scurt compor-
tarea orbitelor problemei neperturbate, studiatd in capitolul 10.

A. Miscarea mneperturbatd. Sistemul cu hamiltonianul H (I)
are n integrale prime in involutie (cele n» variabile actiune). Fiecare
multime de nivel constant al tuturor acestor integrale prime repre-
zintd un tor de dimensiune » in spatiul de faze de dimensiune 2n.
Acest tor este invariant in raport cu curentul sistemului nepertur-
bat : fiecare orbiti care incepe Intr-un punct al unui astfel de
tor rimine tot timpul pe el.

Miscarea punctului din spatiul fazelor pe torul invariant I =
= const este cvasiperiodicd. Frecventele acestel misciri sint deriva-
tele partiale ale hamiltonianului neperturbat in raport cu varia-
bilele actiune :

: 0o H
or = o), unde ©; = ° -

01y

Prin urmare, orbita este densd intr-un tor a cirui dimensiune coin-
cide cu numirul de frecvente o, care sint aritmetic independente.

S3 observam ci frecventele depind de torul pe care il conside-
dim, deci de valorile fixate ale integralelor prime. In general,

N (N, T

32 — c. 1719
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sistemul de n functii o, de cele n variabile I, este functional inde-
pendent. In acest caz, putem, pur §i simplu, numerota torii cu
ajutorul frecventelor lor, luind variabilele o, drept coordonate in
vecinitatea punctului considerat in spatiul variabilelor actiune I;.

Cazul in care frecventele sint functional independente va fi
denumit cazul nedegenerat. Prin urmare, conditia de nedegenerare

se serie
det (_f’_@_ — det ( 0\
01 PR

Conform acestei definitii, in cazul nedegenerat, pe diversii
tori invarianti din spatiul fazelor problemei neperturbate se efec-
tueaz# misciri cvasiperiodice cu diverse numere de frecvente
(independente). In particular, torii pentru care numirul de frec-
vente este cel maximal (deci n) formeazit o multime densd in
spatiul fazelor ; acesti tori se numesc nerezonanii.

Se poate arita cd torii nerezonanti formeazi in spatiul fazelor
o multime de misurda egali cu misura intregului spatiu i deci
misura Lebesgue a reuniunii tuturor torilor invarianti rezonanti
ai sistemului neperturbat este zero. Cu toate acestea, torii rezo-
nanti existd si alterneazi cu torii nerezonanti, formind i ei o
multime densii. In plus, torii cu numdrul de frecvente indepen-
dente- arbitrar, dar cuprins intre 1 §i »n—1, formeazid o multime
densi in spatiul fazelor. In particular, torii invarianti pe care toate
orbitele sint inchise (numirul frecventelor independente se reduce
la 1) formeazi o multime densi.

S observitm ¢ probabilitatea de a nimeri pe un tor rezonant
la o alegere aleatoare a punctului initial in spatiul fazelor siste-
mului neperturbat este egeald cu zero (la fel ca si probabilitatea
de 2 nimeri peste un numir rational prin alegerea aleatoare a unui
numir real). Prin urmare, neglijind o multime de misurd nuld,
putem spune cé tofi torii invarianti ai sistemului neperturbat sint
nerezonanti i au un ansamblu complet de n frecvente aritmetic
independente.

Pe un tor nerezonant orice orbitd a miscirii evasiperiodice este
densi. Prin urmare, pentru aproape toate conditiile initiale orbita
sistemului neperturbat nedegenerat umple dens un tor invariant
de dimensiune egali cu numiirul gradelor de libertate (deci jumé-~
tate din dimensiunea spatiului fazelor).

sistem nedegenerat
— degenerat. In cazul dimensiunilor su
este echivalentd cu faptul ci urmitoarea a
(n—1)-dimensionale a functiei H, .
(n—1)-dimensional ’
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caZPlentéu 3 ne reprezenta mai bine acest tablou, s& considerim
cas ;1 da dqua, gr@de de hberta_te (n=2). In acest caz, spatiul fazelor
O'e_ lmensiune patru §i deci multimile de nivel constant al
eI_leI'Tlel sint tridimensionale. Si fixim una din aceste multimi de
innlv‘e y constant. A.ceaista. varietate tridimensionald fibratd cu tori
fam{ilgl(lipltpoate fi g}onfllm in spatiul tridimensional uzual ca o
] e tori concentrici, care se includ unul in i i i
YN nteriorul celuilalt
4 'O%“‘béf‘;ele reprezintd infiguriri ale acestor tori, ambele frecvente
e rotatie variind de la un tor la altul. In cazul general, va varia

I<i.g. 242, Tori invarianti in varietatea
tridimensionald de nivel constant al
energiei.

%‘? LL un)ﬁorrla altul nu numai fiecare frecvents, ci si raportul lor
“w)c\w del’ vata raportului frecventelor in raport cu variabila acti.uné
hmll ufl jj{lUHf;‘OL@&Z& _torii de pe mulfimea datd de nivel constant
;; y ,0):,5 e élenu_l‘(;z,_Z spunem ca sistemul nostru este izoenergetic
edegeneral. Conditia de nedegenerare izoenergetici se scrie

cum se vede usor) (s

_0:H, 0H,
o2 ol
det # 0.
0H,
ol 0

Conditii o are si i ]
{iile de nsgaci’ee]flff;; engl nct(‘iegencrare blz(.)energeti.cﬁ sint independente : un
energetic dege.nerat, iar unul izoenergetic nedegenerat —
perioare (n> 2), nedegenerarea izo}nergeticﬁ
plicatie a varietdtii de nivel constant
de cele n variabile actiune in spatiul proiectiv

Ly (0y(1) : 0p(I) 1 6e. t oy (1))

este nedegenerati.
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S% considerim un sistem izoenergetic nedegenerat, cu doud
grade de libertate. Se poate construi usor o mici suprafatd bidi-
mensional, care si intersecteze transversal torii invarianti al
tamiliei noastre (dupit o familie de cercuri concentrice in modelul
considerat din spatiul euclidian tridimensional).

O orbitii care incepe intr-un punct al acestel suprafete se va
reintoarce pe ea dupi ce a efectuat o rotatic de-a lungul torului
pe care se afli. Ca rezultat se obtine un punct de pe acelasi cerc
(pe care se afli punctul initial), dupd care torul intersecteazd
suprafata. Apare deci o aplicatie a suprafetel in ea inséyi.

Aceasta este o aplicatie a suprafetei in ea insdgi care lasi pe
loc cercurile meridiane concentrice dupi care suprafata intersec-
teazi torii. Sub actiunea ei, fiecare cerc se roteste cu un unghi, i
anume cu acea fractie dintr-o rotatie completd pe care o reprezintd
raportul dintre frecventa de-a lungul meridianului si frecventa de-a
lungul ecuatorului. Prin urmare, daci sistemul este izoenergetic
nedegenerat, unghiul de rotatie al cercurilor invariante din supra-
fata de sectiune va varia de la un cere la altul.

Rezultit ¢t pe unele cercuri acest unghi va fi comensurabil cu
rotatia completd, iar pe altele — incomensurabil. Si unele si
celelalte cercuri formeazi multimi dense, dar pe aproape toate
(in sensul misurii Lebesgue) cercurile unghiul de rotatie este
incomensurabil cu rotatia completd.

Comensurabilitatea sau incomensurabilitatea se manifestd in
modul urmitor in comportarea punctelor cercurilor in raport cu
aplicatia suprafetei de sectiune pe ea insisi. Daci unghiul de rotatie
este comensurabil cu rotatia completi, atunci dupd citeva iteriri
ale aplicatiei punctul se va intoarce in pozitia initiald (numarul
de iteriri necesare pentru aceasta este cu atit mai mare cu cit
numitorul fractiei care exprimd unghiul de rotatie este mai mare) .
Daci unghiul de rotatie nu este comensurabil cu rotatia completd ,
atunci imaginile succesive ale unui punct dat prin iteratele aplica-
tiei formeazii o multime densi in cercul meridian.

S5 observim de asemenea ¢ incomensurabilitatea corespunde
torilor nerezonanti, iar comensurabilitatea — celor rezonanti. In
plus, existenta torilor rezonanti genereazi urmitoarea situatie. Sa
considerim o iteratie oarecare a aplicatiei suprafetei de sectiune
definitii de parcurgerea orbitelor. Sd presupunem ¢i exponentul
de iterare este numitorul fractiei care exprima raportul frecventelor
pe unul din torii rezonanti. Atunci iterata respectivid are un
intreg cerc invariant format din puncte fixe (si anume meridianul
torului rezonant considerat).
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'Ace_zystzi comportare a punctelor fixe este nenaturali pentru
aplicatiile oricit de generale si chiar pentru cele canoniee'(de
obicei punctele fixt sint izolate). In cazul nostru a apirut un cerc
Intreg de puncte fixe din cauzi ¢ am considerat un sistem neper-
turbat, integrabil. La o perturbare de forms generald orici de
mici, propri@tatea aceasta a aplicatiei (de a avea un inti“eg cerc
(lfe puncte fixe) trebuie si dispari. Cercul de puncte fixe trebuie
sd se dezintegreze intr-un numdr finit de puncte fixe.

- Cu alte cuvinte, este de asteptat ca la o micé perturbatie a
sistemului nostru integrabil, tabloul orbitelor din spatiul fazelor
s8a se schimbe, cel pufin prin faptul ¢i torii invarianti forma‘pi din
orbite inchise trebuie si se dezintegreze astfel incit si rimini
numal un numar finit de orbite inchise apropiate de cele ale
sistemului neperturbat; celelalte orbite vor avea o comportare
mal complicatd. Am mai intilnit o astfel de situatie in anexa 7
cind am studiat comportarea oscilatiilor in vecinitatea unei }'ezoz
nante. i /

S ve{iem ce se Intimpld cu torii invarianti nerezonanti la o
perturbafie a hamiltonianului. Aplicarea formali a princ’ipiului
meclierii (deci prima aproximatie a teoriei perturbatiilor, vezi §52)
ne duce la concluzia ca un tor nerezonant nu suferé nici 0 evolwie

3

7 Suhh{nem cd aici este esential caracterul hamiltonian al perturbatiei, deoarece
cste clar cd la o perturbatie neconservativd variabilele actiune pot evolua Tr{ situatiile
care apar in mecanica cereasci, aceasti evolutie reprezinta varialia sect.llar'“l‘ a gexn'
?xclot'v elipsclor kepleriene, deci ciiderea pe Soare a planetelor sau ciocnir‘ea ‘lor 9'11‘
111deqpartarea la o distan{d intr-un timp invers proportional cu mirimea perturb: ol
Daci per‘turl)nﬁiile conservative ar conduce, in prima ap-mximaﬁc lao ev‘olﬁt'e acstlili
s-ar Illap{festa in evolulia planetelor dupd un interval de timp éie ordinul al 1’006 al%mﬂ
Diu fericire, ordinul de mérime al perturbatiilor neconservative este mult mai I‘nic.

. t@eorema. lui Kp}mvogoro'v care va fi formulatd mai jos repre-

fllxlﬁ ‘E una dln_ Justificarile riguroase ale concluziilor expuse, deduse
eoria neriguroasd a perturbatiilor, in absent: iei i

L ; { absenta evolutiei -

bilelor actiune. ’ : HeL vana

B. Torii invarian{i ai sistemului perturbat.

Teorema. Dacd sistemul hamilionian neperturbat este nedegene-
rat, atunci la o perturbatie conservativg suficient de micd majoritatea
torilor invarianti merezonanti wu dispar, ¢i numai se deformeazd
dufin, astfel Aneit in spatiul fazelor sistemului perturbat ewistd ZIG
:lrff?::'fn.m tori i;wqrg’anﬂ umpluti dens de orbite care ii infasoard prin
misedre cvasiperiodice cu numdry T ] 11
e lz,'hlermte. umdrul de frecvente egal cu numdrul
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Torii invarianti indicali formeazd majoritatea in wrmdtorul sens.
Complementara reuniunii lor are o masurd care este micd mpreund
cu perturbatia (tinde la zero impreund cu aceasta).

Demonstratia acestei teoreme a lui A. N. Kolmogorov se
bazeazi pe urmitoarele doud observatii care i se datoreaza.

1. 84 fixdm un ansamblu nerezonant de frecvente ale sistemului
neperturbat astfel incit frecventele si fie nu numai aritmetic
independente, ci si nu satisfacii aproximativ nici o relatie de rezo-
nan{id de ordin mic.

Mai exact, fixim un ansamblu de frecvenie o pentru care existid constantele C siv
astfel incit |(o,)k|> C |k|=V pentru toti vectorii intregi k € Zrk # 0. i

Se poate ariita cil dacdi v este suficient de mare (de exemplu, v = n-+1), masura

mullimii vectorilor @ (dintr-un domenju mérginit fixat) pentru care conditia de nere-
zonantd indicatd nu este satisficuta este mica in acelasi timp cu C.

in continuare, vom céuta in vecinitatea torului invariant
nerezonant al sistemului neperturbat (corespunzitor ansamblului
de freecvente ales) un tor invariant al sistemului pertuﬂ')a,t pe care
s aibd loc o miscare cvasiperiodicd cu exact aceleagi frecvente
(pe care le-am fixat si care, desigur, satisfac conditia de nerezo-
nantd deserisd mai sus). |

Prin urmare, in locul variatiei frecventelor conulu}r(i_ multor
scheme ale teoriei perturbatiilor (procedeu care consta in glltzl’chiu-
cerca unor frecvente care depind de perturbatii), trebuie si se pis-
treze frecventele nerezonante si constante si apoi si se ir't,lt‘é‘?g.,?‘é\l,n
conditiile initale in functie de perturbatie astfel incit si se obting
o miseare cvasiperiodici cu frecventele fixate. O astfel de variatie
& eon’di@iilor initiale, care si fie micd impreund puvpel;burbm,mveste
posibild datoritd faptului ¢ frecventele variazd —impreund cu
variabilele actiune, prin ipoteza de nedegenerare.

2. A doua observatie este urmétoarea : pentru cﬁ;qmrea E 01‘ulpi
invariant se poate utiliza, in locul dezvoltirilor in serie dupi pute-
rile perturbatiei care sint obiynuite pentruumulte_ scheme ale teoriei
perturbatiilor, o metodd rapid convergentd de tipul metodei new-
toniene a tangentelor. , .

Metoda lui Newton a tangentelor pentru cziut‘:n' ) 1'5(1;1‘(:1.111}01'
ecuatiilor algebrice dd, la o eroare initiald egald cu e, dupa n
aproximatii, o eroare de ordinul & **. O astfel de superconvergenid
permite paralizarea actiunii numitorilor miei care apar la fiecare
aproximatie ; drept rezultat se reuseste nu numal efectuarea unui
numir infinit de aproximatii, ci si demonstrarea convergentei
intregului procedeu.
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Ipotezele in care reusesc toate aceste lucruri sint urmitoarele :
hamiltonianul neperturbat HyI) este analitic si nedegenerat,
lar hamiltonianul-perturbatie H, (I, ¢) este analitic si 27 —
periodic in variabilele unghiulare ¢. Prezenta parametrului mic
nu este esentiald : este important numai ci perturbatia este sufi-
cient de micd intr-o veciniitate oarecare complexd de razi o a
planului variabilelor ¢ (este mai mics in modul decit o functie
pozitiva M (p, Hy)).

Dupsd cum a aritat J. Moser, ipoteza de analiticitate se poate
inlocui cu cea de diferentiabilitate de un ordin suficient de mare,
dacd se combind metoda lui Newton cu metoda de netezire a func-
tiilor la fiecare aproximatie, propusi de J. Nash. »

Miscarea cvasiperiodicd cu frecventele fixate o a sistemului
perturbat, obtinutd ca rezultat al acestui procedeu, se dovedeste
chiar a fi o functie netedd (in cazul analitic — analiticii) de para-
metrul de perturbatie e. Prin urmare, ea ar fi putut fi ciutatd
§i fard metoda lui Newton, sub forma unei serii de puteri in e.
Joeficientii acestei serii — care se numeste serie Lindstedt — se
pot intr-adeviar determina ; pentru a demonstra insd convergenta ei,
trebuie folositd calea indirectd a metodei lui Newton. ’

C. Zonele de instabilitate. Prezenta torilor invarianti in spatiul
fazelor problemei perturbate are urmitoarea semnificatie : intr-un
sistem hamiltonian apropiat de unul integrabil, pentru majoritatea
conditiilor initiale miscarea rimine cvasiperiodici cu numirul
maximal de frecvente.

Apare in mod natural intrebarea : ce se intimpli cu celelalte
orbite, ale ciror conditii initiale nimeresc in spatiile dintre torii
invarianti care se formeazi in locul torilor invarianti rezonanti ai
problemei neperturbate.

Dezintegrarea unui tor rezonant pe care numirul de frecvente
este cu 1 mai mic decit cel maximal se studiazd usor in prima apro-
Ximatie a teoriei perturbatiilor. Pentru aceasta trebuie mediati
perturbatia pe acei tori (n-—1)-dimensionali in care se dezinte-
greazd torul rezonant (n —1)-dimensional (in spatiul de faze al
sistemului neperturbat) si care sint umpluti dens cu orbite ale
sistemului neperturbat. In urma acestei medieri se obtine un sistem
conservativ cu un grad de libertate (vezi studiul oscilatiilor in
Vecindtatea unei rezonante, anexa 7) care se studiazi cu usuringi.

In aproximatia consideratd, in vecinditatea torului rezonant
n-dimensional care se dezintegreazi apare un ansamblu de tori
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(n —1)-dimensionali stabili §i instabili care alterneazd, astfel incit
in jurul torilor stabili punctul din spatiul fazelor efectueazi oscila-
tii. Migcirile cvasiperiodice corespunzitoare au un ansamblu com-
i)let de n frecvente, §i anume cele n — 1 frecvente mari ale oscilatii-
lor initiale §i o frecventd micd (de ordinul V<) a oscilatiilor lente
ale punctului din spatiul fazelor. _ .

Nu trebuie insd sd ne inchipuim ci singura diferentd dintre
miscarea in sistemul perturbat si cea in cel neperturbat este apa-
ritia ,,insulelor” in care se efectueazd oscilatii ale punctului din
spatiul fazelor. In realitate, fenomenul este mult mai complicat
decit prima aproximatie descrisd mai sus. Una din caracteristicile
acestei comportiri complexe a orbitelor sistemului perturbat este
fenomenul de bifurcare al separatoarelor, discutat in anexa 7.

Atunci cind se studiazd migcarile sistemului perturbat care nu
sint situate pe torii invarianti, trebuie ficuti o deosebire intre
cazul cu doud grade de libertate §i cel cu mai multe grade de liber-
tate. Cind numérul gradelor de libertate este doi dimensiunea
spatiului fazelor este patru i varietiifile de nivel constant al
energiei sint de dimensiune trei. Din acest motiv, torii invarianti
separd multimea de nivel constant a energiei.

Prin aceastd separare, o orbitd care incepe in spatiul (fanta)
dintre doi tori invariangi rimine tot timpul captivd intre acesti
doi tori. Din acest motiv, oricit de complicatd ar fi aceastd orblt:a.,
ea nu iese din fanta ei si variabilele actiune corespunzitoare ramin
vesnic in vecindtatea valorilor initiale.

Dacii numirul » al gradelor de libertate este mai mare ca 2,
torii invarianti n-dimensionali nu separd varietatea (2n —1)-dimen-
sionali de nivel constant al energiei, ci sint asezati ca punctele in
plan sau ca dreptele in spatiul tridimensional. In acest caz,
,,fantele’” corespunzitoare diverselor rezonante comunicd intre ele
si deci torii invarianti nu impiedicd ca o orbitd care Incepe In
z.mpropierea unei rezonante si se indepirteze mult. Din acest motiv,
nu este justificat si ne asteptim ca de-a lungul unei astfel de orbite
variabilele actiune 83 ramind in vecinitatea valorilor lor initiale
in orice moment al timpului.

Cu alte cuvinte, in sistemele cu doud grade de libertate (care
satisfac conditia de nedegenerare izoenergeticii — aceastd conditie
este generic satisficutd), pentru perturbatii destul d(} mici, varia-
bilele actiune de-a lungul orbitei nu numai ¢i nu suferd perturbatii
seculare in nici o aproximatie a teoriei perturbatiilor (altfel spus,
variazi putin pe un interval de timp de ordinul (1/¢)" pentru orice
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N, unde ¢ este miarimea perturbatiei), dar chiar rimin vesnic in
vecindtatea conditiilor initiale — i aceasta atit pentru orbitele
nerezonante care sint miscdri cvasiperiodice pe torii invarianti
bidimensionali (§i care umplu cea mai mare parte a spatiului
fazelor), cit si pentru celalalte conditii initiale.

In acelasi timp, existd sisteme cu mai mult de dous grade de
libertate, care satisfac toate conditiile de nedegenerare si in care,
in ciuda faptului cd pentru majoritatea conditiilor initiale miscarea
este cvasiperiodicd, pentru anumite conditii initiale este posibili o
indepartare lentd a variabilelor actiune de la conditiile lor initiale.
In exemplele pe care le avem la dispozitie® viteza medie a acestei
indepdrtari se dovedeste a fi de ordinul e-1/Vz : aceastd vitezd
scade deci mal repede ca orice putere la micsorarea perturbatiei.
Nu este deci de mirare ci indepdrtarea indicatd nu se detecteazs
in nici una din aproximatiile teoriei perturbatiilor (aici prin vitezs
medie se intelege raportul dintre cresterea variabilelor actiune si
timp, deci este vorba, de fapt, de o crestere de ordinul intii intr-un
interval mare de timp de ordinul e vV,

Estimarea unei marginiri superioare a vitezei medii de indepéir-
tare a variabilelor actiune de la conditiile initiale, in sistemele
generice de ecuatii canonice hamiltoniene cu n grade de libertate
apropiate de sisteme integrabile se giseste intr-o lucrare recenti
a lui N. N. Nehorogev*®,

Aceastid estimare, la fel ca gi estimarea inferioarii de mai sus,
este de forma ¢'/#% Prin urmare, cregterea variabilelor actiune
este micd in comparatie cu e'/s* de indati ce ¢ < ¢, Aici ¢ este
mirimea perturbatiei, d este un numdr cuprins intre 0 §i 1, definit,
la fel ca §1 ¢y, de proprietdtile hamiltonianului neperturbat H,.
Pentru a obtine acest rezultat, se impune o anumits conditie de
nedegenerare asupra hamiltonianului neperturbat (aceasts conditie
are o formulare lungi, dar este generic indeplinita ; in particular,
este suficient ca hamiltonianul neperturbat. H, si fie pitratic
convex : a doua diferentiald o functiei H, si fie (pozitiv sau
negativ) definiti.

Din estimarea superioard indicatd se vede ¢i variatiile seculare
ale variabilelor actiune nu pot fi surprinse in nici o aproximatie

# Vezi V. I. Arnold , Instabilitatea sistemelor dinamice cu mai mulle grade
de liberlate, Dokladi Akad. Nauk. S.S.S.R., 156, 1 (1¢64), 9—12.

#*) N. N. Nehorosev, Asupra comportdrii sistemelor hamiltoniene apropiate de
sisteme integrabile, Functionalnii analiz i evo prilojenia, 5, 4 (1971), 82—83. (Vezi si
anexa scrisd de N. N. Nehorosev la traducerea in limba rusit a lucrarii J. Moser,
Lectures on Hamillonian Systems : Lektii o gamiltonovih sistemah, Mir, Moskva, 1973.
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a teoriei perturbatiilor, viteza medie a variatiei lor fiind exponential
micd. Observam de asemenea ci variatiile seculare ale variabilelor
actiune nu au, dups cum se pare, un caracter orientat, cireprezinti
mai mult sau mai putin o hoindareald aleatoare intre rezonante, in
jurul torilor invarianti. O discutie amanuntiti a problemelor care
apar aici poate fi gisitd in articolul lui G, M. Zaslavski gi B. V.
Cirikov, Instabilitatea stochasticd a oscilafitlor neliniare, Uspehi
Fiziceskih Nauk, vol. 105, 7, (1971), 3 —39.

D. Diversele variante ale teoremei torilor invarianti. Au fost
demonstrate teorenie analoage cu teorema de conservare a torilor
invarianti intr-un sistem autonom pentru ecuatiile neautonome
cu coeficienti periodici i pentru aplicatiile simplectice.

Alte situatii in care functioneazé afirmatii similare sint legate
de teoria micilor oscilatii in vecindtatea unei pozitii de echilibru
a unui sistem autonom sau a, vnui sistem cu coeficienti periodici
si de asemenea, in vecindtatea unei orbite inchige a unui curent sau
in vecindtatea unui punct fix al unei aplicatii simplectice.

Jonditiile de nedegenerare necesare in fiecare din cazuri diferd
intre ele. Din acest motiv, pentru indrumare enumerim mai jos
aceste conditii. Ne restringem la cele mai simple conditii de nede-
generare, care sint satisficute in sistemele ,,generice”. In multe
situatii conditiile de nedegenerare pot fi slibite, dar cistigul care se
obtin in acest fel nu acoperi complexitatea formuldrii.

1. Sistemul autonom. Hamiltonianul este

H =HI)+ <H,(1, ), TG cR", ¢(mod2r)e ™
Condifia de nedegenerare
det (—7Ho ) g
012

garanteazd conservarea®) majoritatii torilor invarianti la o pertur-
batie micd (¢ < 1).
Conditia de nedegenerare izoenergeticd

02H, 0H,
ol 01
det # 0
0H, 0
7] |

*) se infelege ci torii se deformeazi pulin la perturbare.
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garanteazii existenta pe fiecare varietate de nivel constant al ener-
giei & unei multimi de tori invarianti a cérei complementari este
de masurd micd. In general, frecventele de pe acesti tori depind
de mirimea perturbatiei, dar raporturile frecventelor se pistreazs
atunei cind < variazi.

Daci n =2, conditia de nedegenerare izoenergetici garanteazi
i stabilitatea variabilelor actiune, in sensul c¢i valorile acestora
ramin vesnic in vecindtatea valorilor initiale, la orice perturbatie
destul de mici.

2. Sistemul periodiec. Hamiltonianul este

H =HI) + < H, (L, g, 1),

TeG = R, o(mod 2 =) € T™;

perturbatia este periodicd nu numai in ¢, ci §i in ¢. Este natural ca
sistemul neperturbat si fie considerat in spatiul de faze (2n-+1)-
dimensional {(I, @, )} =R" x T™+. Torii invarianti sint de
dimensiune n 1. Conditia de nedegenerare

det ( OHo) L
o1

garanteazi conservarea majoritatii torilor invarianti (n-41)-di-
mensionali 1a o perturbatie micid (s < 1).

Daca n =1, aceastd conditie de nedegenerare asigurd i stabili-
tatea variabilei actiune : ea rimine vesgnic in apropierea valorii
initiale, pentru orice perturbatie suficient de micé.

3. Aplicatie (I, )~ T, ¢)a unui inel de di-
mensiune 2n. Functia generatoare este

ST, @) =8,(I') + = 8y(T; @),

IeGeR, ocl"
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Conditia de nedegenerare
2Q
det (—m # 0
o012

garanteazd conservarea majoritatii torilor invarianti ai aplicat iei
neperturbate  ((I, @) = (I, ¢ + 9 §,/01)) la putulba,m mici
(e <1).

Daci n = 5 Se obtine o aplicatie care congervid aria unui inel
obisnuit pe el insusi. Aph(m,m nepcrtulbouw reprezintd o rotatie
a fiecdrui cerc I = const. Conditia de nedegenerare ])l(’bllpu]l(?, in
acest caz, ¢l unghiul de rotatie variazi de la un cere la altul.

In cazul n = 1 torii invarianti se transform# in cercuri obis-
nuite gi teorema arata ci la iterarea aplicatiei toate 1mag1n11e
unui punet dat rimin In vecindtatea cercului pe care se giseste

punctul initial, pentru orice perturbatie suficient de mics.

4. Vecindtate a pozitiei de echilibru
(cazul autonom). Si presupunem ci pozitia de echilibru
este stabildy in aproximatia liniarfi si deci sint definite » frecvente
proprii @, .... ®,. Presupunem in plus c¢i intre frecventele
proprii nu existd relatii de rezonanti :

kyop + ..o 41, 0, =0 cu intregi k;, 0 < Y, |F,] <4

In aceste condifii hamiltonianul se poate aduce la forma normald
a lui Birkhoff (vezi anexa 7)

H =Hyt)+ ...,

unde Hy(7) =Y o, 7, +—— Y, ©wm c T T, lar prin puncte se

noteazi termenii de ordin mai mare ca patru in raport cu distanta
pind la pozitia de echilibru.
Conditia de nedegenerare

det (o) # 0

garanteazd existenta unei multimi de tori invarianti a cirei méasurs
coincide aproape cu misura totald intr-o vecinitate suficient de
micit a pozifiei de echilibru.
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Conditia de nedegenerare izoenergeticd

det (m“ ‘”’”‘) # 0
Wy 0

garanteazd existenta unei astfel de mulfimi de tori invarianti pe
tiecare multime de nivel constant a energiei (suficient de apropiatd
de cea criticd). .

In cazul # = 2, conditia de nedegenerare izoenergeticii se ex-
primé prin faptul ca part tea pitraticd a ha,mlltomanulul H, nu se
divide prin cea liniard. In acest caz nedegenerarea uocncl’getlc%
asigurd stabilitatea in sens Liapunov a pozmel de echilibru.

5. Vecindtate a pozifiei de echilibru (ca-
zul periodic). Sipresupunem dinnou ¢d pozitia de echilibru
este stabild in aproximatie liniard si deci sint definite cele n frec-
vente ;. . ., w, Inplussd presupunem ci intre frecventele pr opru
s h‘eovcn‘ra, de variatie a coeficientilor (pe care o vom considers:
egalit cu 1) nu existi rela@u de rezonan{?

Bio, + ... +k o, +k =0, cu0 <Y |k

In aceste ipoteze, hamiltonianul se poate reduce la o formi
normald a lui Birkhoff care este aceeasi ca in cazul autonom, cu
deosebirea c¢ii termenii de ordin superior (=4) sint 2=n-periodici
in timp.

Conditia de nedegenerare

(1(‘3‘ (('*)ll) Eé 0

garanteazi existenta torilor invarianti (» -+1)-dimensionali in spa-
tiul de faze extins (2n +-1)-dimensional, in vecinitatea cercului
T =0, care reprezintd pozitia de echilibru

In cazul nostru #» =1 conditia de nedegenerare se reduce la fap-
tul ci derivata perioadei oscilatiilor mici in raport cu pétratul
perioadei amplitudinii acestor oscll(lfu este nenuli. In acest caz
nedegenerarea garanteazi stabilitatea in sens Liapunov a pozitiel
de echilibru.

6. Punctul fix al unei aplicatii. Si presupu-
nem ci toate cele 2n valori proprii ale liniarizatei aplicatiei canonice
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studiate in punctul fix sint de modul 1 §i nu satisfac relatii de
rezonants, de forma

)\7{1_..)\%’% —_—17 [kl[—{—.-- +|kn[ < 4

(cele 2n valori proprii fiind Ay, ...y Ay Ay «vny A)
In aceste conditii, daci se nefrlij(,azfm termenii de ordinul mai

mare ca trei din (1ezv01tarea Iui Taylor in punctul fix, aplicatia se
scrie in  forma normald a Iui Birkhotf

(t, @) > (x, @ -+ o(x)), unde afz) — 25,

J=

, . 1 .
8 =Y oy +-—2— ¥, on 7 T (coordonatele uzuale in vecini-

tatea punctului fix se leagh de ¢, si ~, prin relatiile p, =2,
COS Oy @ =2 7 Sin o,
Conditia de nedegenerare

det ((’)Icl) # 0

garanteazd existenta torilor invarianti n-dimensionali (apropiati
de torii T —COIlbt) care formeazi, in vecindtatea punctului fix,
o multime de misurs aproape totali.

Dacd n =1, obtinem o aplicatie a planului obignuit in el insusi
iar torii invarianpi se transformi in cercuri. Conditia de nedegene-
rare aratd cd, pentru forma normald, derivata unghlulm de rotatie
al unui cerc in raport cu aria ma,rglnlta de cerc este nenuld (111
punctul fix gi deci si intr-o vecindtate a acestuia).

In acest caz (n =1), conditia de nedegenerare garanteazé; stabi-
litatea in sens Liapunov a punctulm f1\. S4 observam cd in aceste
conditii conditia de absentd a rezonantelor de ordin mic se scrie

23 1, A £ 1

Prin urmare, un punct fix al unei aplicatii a planului, care con-
servd aria, este stabil in sens Liapunov dacd partea liniard a apli-
catfiel este o rotatie de un unghi care diferd de un multiplu al lui
90° i 120° si dacé coeficientul oy, din forma normals a lul Birkhoff

TEORIA PERTURBATIILOR 511

este diferit de zero (aceastd ultimd conditie garanteazd c¢i unghiul
de rotatie depinde netrivial de razd).

in cele de mai sus nu ne-am oprit asupra conditiilor de netezime
care se presupun in aceste teoreme. Netezimea minima necesari
nu se cunoaste in nici unul din cazuri. Ca exemplu, s mentionim
ci ultima prop()/l‘me privind stabilitatea punctelor fixe ale (Lphca—
tiilor plrmulul in plan a fost demonstratd la inceput de J. Moser in
lpotezm ¢l aplicatia este de clasi € 333 gi numai dupd aceea dato-
ritd eforturilor lui Moser si Rilssman ) numérul necesar de derivate
a fost coborit la sase.

E. Aplicatii ale teoremei de conservare a torilor invarianti si
ale generaliziivilor ei. Existd multe probleme din mecanicd cirora
li se aplicd teoremele formulate mai sus. Unul din cele mai simple
exemple pe care le avem la indemind este miscarea.unui pendul
sub actinnes unui eimp exterior eu variatie periodicd sau sub actiu-
nea oscilatiilor verticale ale punctului de suspendare.

Se gtie cé in absenta rezonantei parametrice pozitia inferioari
de echilibru a pendulului este stabili in aproximatia liniard.
Stabilitatea acestei pozifit de echilibru in cazul In care se iau In
considerare i efectele nelintare (in ipoteze suplimentare a absentei
rezonantelor de ordinul trei gi patru) poate fi demonstratd numai
cu ajutorul teoremelor de conservare a torilor invarianti.

In mod similar, teorema de conservare a torilor invarianti poate
fi utilizatd pentru a studia migcdrile cvasiperiodice ale unui sistem
de oscilatori neliniari legati.

Un alt exemplu il reprezintd curentul geodezic pe o suprafatd
convexa apropiatd de un elipsoid. Acest sistem are douid grade de
libertate §i ne putem convinge ci majoritatea geodezicelor de pe o
suprafald apropiatd de un elzpsoed cu trev axe oscileazd intre dowd
«causticty apropiate de linit de curburd ale suprafetet, umplind dens
inelul mérginit de aceste caustici. In acelasi timp, obfinem si teorema,
de stabilitate a celor doud geodezice inchise care se obtln prin
deformarea suprafetei din ccle doud elipse care contin axa nuﬂocle
a elipsoidului (in absen{a rezonantelor de ordinul 3 §i4).

Ca un alt exemplu putem considera traiectoriile inchise pe o
masad de biliard de o formi convexi arbitrard. Printre aceste traiec-
torii de biliard inchise.existd si unele care sint stabile in aproxima-
tia liniard si putem trage concluzia cd, in cazul general, acestea sint
cu adevirat stabile. Un exemplu de ¢ s‘rfel de traiectorie de biliard
stabild este axa micd a unei elipse (pe un biliard eliptic). Prin
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urmare, orice tratectorie de biliard inchisé apropiatd de ava mici
elipsei, pe un biliard apropiat de unul eliptic, este stabild.

Aplicarea teoremei de conservare a torilor invarianti la pro-
blema rotatiei unuisolid rigid greu nesimetric permite s& se analizeze
cazul neintegrabil al unui solid care se roteste rapid. Din punct de
vedere matematic, problema rotatiei rapide este echivalentd cu
problema miscdrii cu vitezd moderatd intr-un cimp gravitational
slab : parametrul esential este raportul dintre energia potentiald
$i cea cineticd. Dacd acest parametru este mic, putem utiliza ca
prima aproximatie migcarea euleriand a solidului rigid.

Aplicind teorema de conservare a torilor invarianti problemei
cu doud grade de libertate care se obtine prin eliminarea coordonatei
ciclice (rotatie in jurul verticalei) ajungem la urmitorul rezultat
privind miscarea rapidd de rotatie : dacd energia cineticd de rotatie
este suficient de mare in raport cu energia potentiald, lunqivﬁea
vectorului moment cinetic si inclinarea sa fald de orizont ramin vesnic
in vecindtatea valorilor lor initiale. ' )
~ Din aceasta rezultd ¢i miscarea corpului va fi vesnic apropiata
de combinatia dintre miscarea lui Kuler-Poinsot si precesia azi-
mutali, excluzind insid cazul in care valorile initiale ale energiei
cinetice si momentului total sint apropiate de cele pentru c:)dre
corpul se poate roti in jurul axei mijlocii de inertie. In ultima situ-
atle, care se realizeazd numali in conditii initiale ’speciale, apare, in
urma bifurcirii separatoarelor in vecindtatea axei mijloeii, o ros’to—
golire mai complicatd decit miscarea lui Euler-Poinsot in jurul
axel mijlocii.
~ Una din generalizirile teoremei de conservare a torilor inva-
rianti este teorema de invariantd adiabaticd (pe toatd axa timpului)
a variabilel actiune intr-un sistem unidimensional oscilant cu
parametrii variabili periodic. In acest caz trebuie si presupunem ci
!9geav de variatie a parametrilor este datd de o functie netedi
fixatd, periodicd in variabila timp lent, iar parametrul mic al pro-
blemei este raportul dintre perioada oscilatiilor proprii si perioada
de variatie a parametrilor. i i

Deci, daca perioada de variatie a parametrilor este destul de
mare, variafia neariantului  adiabatic al punctului din spatiul
jazeﬂlor ramine micd pe un interval infinit de timp. i
~ Inmod analog se demonstreazd, invarianta adiabaticd pe interval
in Jinit a variabilei actiune in problema miscirii unei particule in-
carcale intr-un cimp magnetic cu simetrie axiald. In aceastd pro-
blemi, distrugerea simetriei axiale mireste de la doi la trei nums-
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rul gradelor de libertate si deci torii invarianti inceteaza de a
mai separa varietatea de nivel constant a energiei; prin urmare
devine importantii hoinéreala orbitei prin zonele de rezonanta.

Tn sfirgit, atunci cind se aplicd rezultatele de mai sus in problema
celor trei (sau mai multor ) corpuri se reuseste gisirea unor miscdrs
cvasiperiodice de «iip planetar». Pentru a descrie aceste misedri,
trebuie i spunem citeva cuvinte despre aproximatia care urmeazd
celei kepleriene in problema miscarii planetelor. Pentru simplitate,
ne vom restringe aici la problema pland.

S considersim, pentru fiecare elipsd kepleriani, vectorul care
uneste focarul elipsei (deci Soarele) cu centrul elipsei. Acest vector
se numeste vectorul lui Laplace si el caracterizeazi atit marimea
excentricitidtii elipsei, cit si directia spre periheliu.

Interactiile reciproce dintre planete conduc la o micd variatie
in timp a elipselor kepleriene (si deci a vectorilor lui Laplace).
In aceastd variatie existd insd o mare deosebire intre comportarea
semiaxei mari si comportarea vectorului Laplace. Si anume, semi-
axa mare nu are perturbatii seculare — altfel spus, in prima
aproximatie ea nu face decit sd oscileze usor in jurul valorii ei
medii (,,teorema lui Laplace’). Vectorul lui Laplace efectueazd
ins atit oscilatii periodice, c¢it §i o miscare seculard. Miscarea secu-
larii se obtine daci se repartizeazi masa fiecirei planete de-a lungul
orbitei ei, proportional cu timpul necesar pentru parcurgerea frag-
mentului de orbitd si se inlocuieste atractia dintre planete cu atrac-
tia dintre inelele astfel obtinute, deci se mediazi perturbatia pe
miscérile rapide. Miscarea reald a vectorului lui Laplace se obtine
din superpozitia peste miscarea seculard a oscilatiilor mici; aceste
oseilatii sint destul de importante dacét ne intereseaz:d un interval
mic de timp (de ordinul anilor) dar efectul lor devine niic in raport
cu efectul misesrii seculare dacd se considerdi un interval mare de
timp (de ordinul miilor de ani).

Calculele (efectuate incd de Lagrange) aratd cd miscarea secu-
lard a vectorului lui Laplace a fiecdreia din cele » planete care se
misedt in plan constd in urmitoarele (dacd se neglijeazd pitratele
excentricitdtilor orbitelor in raport cu excentricititile).

In planul orbitelor trebuie si considerim n vectori de lungimi
fixate care se rotesc uniform, fiecare cu viteza sa unghiulari. Vee-
torul lui Laplace este suma lor.

Aceasts descriere a misedrii vectorului lui Laplace se obtine
datoritd faptului ci sistemul hamiltonian mediat pe miscirile
rapide, care descrie miscarea secularii a vectorului lui Laplace, are

33 — ¢ 1719
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o pozitie de echilibru, corespunzitoare excentricitdtilor nule.
Miscarea descrisid a vectorului lui Laplace reprezintd descompu-
nerea oscilatiilor mici in vecinitatea pozitiei de echilibru indicate
in oscilatii proprii. Vitezele unghiulare de rotatie uniforms a vec-
torilor care compun vectorul lui Laplace sint frecventele proprii,
iar lungimile acestor vectori definesc amplitudinile oscilatiilor
proprii.

Si observim cii miscarea vectorului Laplace al Pamintului este, aparent, unut
din factorii de care sint legate perioadele glaciare. Astlel atunci cind excentricitatea
Piamintului creste timpul pe care acesta il petrece in vecinitatea Soarelui se micsoreazd,
iar cel pe care il petrece departe de Soare se mireste (conform legii constantei ariilor) ;
prin urmare, climatul devine mai aspru cu cresterea excentricitatii. Marimea acestui
efect este astfel incit, de exemplu, cantitatea de energie solari care se primeste intr-un
an la latitudinea Leningradului poate atinge valori care corespund de fapt latitudinii
Kievului (la micsorarea excentricitatii) si Taimirului (daca ea creste). Perioada caracte-
ristici de variatie a excentricititii (de zeci de mii de ani) este in buni concordantd
cu perioada de inaintare a ghelarilor.

Teoremele de conservare a torilor invarianti condue la concluzia
¢ pentru mase suficient de mici ale planetelor, in spatiul de faze
al problemei existd o mulfime de mdisurii pozitiva formatd din
orbile c¢vasiperiodice pentru care miscarea corespunzitoare
planetelor este apropiatda de migscarea pe elipse de excentricitiii
care variazd lent, miscarea vectorilor lui Laplace fiind apropiatd
de cea datd de prima aproximatie descrisd mai sus. In plus, dacd
masele planetelor sint suficient de mici, miscirile de acest tip
formeazi 0 mare parte a domeniului spatiului fazelor corespunzi-
tor, in aproximatia kepleriani, miscirii planetelor in acelasi sens pe
elipse de excentricitiiti mici care nu se intersecteazs.

Dacii se considerd Soarele nemiscat, numérul gradelor de liber-
tate ale problemei plane a miscérii a » planete este 2n. Integrala
primi a momentului cinetic permite eliminarea unei coordonate
ciclice. Rimin insd destul de multe variabile si toril invarianti nu
separi varietatea de nivel constant a energiei (chiar si atunci cind
este vorba de doudl planete : aceastéi varietate este de dimensiune
cinci, iar torii sint bidimensionali). Din aceastd cauzi in problema
consideratd nu se pot trage concluzii cu privire la conservarea semi-
axelor mari pe un interval de timp nemérginit pentru toate condi-
tiile initiale, ¢i numai pentru majoritatea lor.

O problemit cu doudt grade de libertate se obiine idealizind in
continnare modelul. Inlocuim una din cele doud planete cu un
yasteroid” care se migeit in cimpul celei de-a doua planete (Jupiter)
fard a influenta miscarea acesteia din urms.

I ————— e T
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Problema miscéirii unui astfel de asteroid se numeste problema
restrinsd a celor trei corpuri. Problema pland restrinsi a celor trei
corpuri conduce la un sistem cu dou# grade de libertate care depinde
periodic de timp si descrie miscarea asteroidului. Daci, in plus, se
presupune ci orbita lui Jupiter este circularii, atunci in sistemul
de coordonate care se rofeste impreunid cu el se obfine un sistem
hamiltonian autonom cu dou# grade de libertate — asa-numita
problemd plané circulard a celor trei corpuri.

) In aceastd problem existd un parametru mic — raportul dintre masa lui Jupiter
si masa §oarclui. Valorii nulea parametrului ii corespunde miscarea neperturbats,
kepleriand, a asteroidului, care se reprezintd in spafiul fazelor ca o miscare cvasi-
pemod’ica pe un tor de dimensiune doi (deoarece sistemul de coordonate se roteste).
l‘I.nu Shpt:re Irecveniele acestei miscéri cvasiperiodice este aceeasi pentru toate condi-
liile initiale: ca este viteza unghiulard de rotalie a sistemului de coordonate, deci
11_'.ccv‘e131,‘§1 derotatie a lui Jupiter in jurul Soarelui. A doua frecvenli depinde de condi-
hxlc. initiale (ea este frecvenla de rotatie a asteroidului in jurul Soarelui) si variazi pe
varijetatea de nivel constant fixat al hamiltonianului.
S . o _ RPRVEIA
luun'ur;naule, conditia de nedegenerare nu este satisficutd in
aceastd ultimd problemd ; condifia de nedegenerare izoenergetici
este Insa satisfacutd si deci teorema lui Kolmogorov poate fi
aplicatd. Ajungem la concluzia ci majoritatea torilor invarianti cu
aportul frecventelor irational se conservi atunci cind masa plane-
tel perturbatoare (Jupiter) este nenuld, dar suficient de mici.
n continuare, si observam cd torii invarianti bidimensionali
Separa varietatea tridimensionald de nivel constant a hamiltonia-
nului. Prin urmare, mdarimea semiawei mari §i excentricitatea elipsei
I.cepl_erwne a asteroidului vor ramine vesnic in vecindtatea condifiilor
inifiale, in ipoteza cd la momentul inifial elipsa kepleriand nu
intersecta orbita planetei perturbatoare si cd masa acestei planete este
destul de micd. ‘ :

In sistemul fix de coordonate elipsa kepleriand a asteroidului
se poate roti lent, sistemul nostru fiind numai izoenergetic nedege-
nerat si de(ﬂ la perturbarea unui tur invariant conservindu-se numai
aportul dintre frecvente, nu si frecventele. Ca rezultat al pertur-
barii, freeven.@a migcarii azimutale a periheliului asteroidului in
sistemul mobil de coordonate poate fi usor diferitd de frecventa lui
Jupiter gi atunci in sistemul fix periheliul se va roti lent.

‘



ANEXA 9
TEOREMA GEOMETRICA A LUI POINCARE ;
GENERALIZARI SI APLICATII

In studiul siiu al solutiilor periodice ale problemelor mecanicii
ceresti, H. Poincaré a construit un model foarte simplu care nu
elimind insd dificultatea fundamentald a problemei. Un astfel de
model este o aplicatie care conservd aria unei coroane plane pe
ea insdgi.

Aplicat,iile de tipul indicat apar atunci cind se studiazd siste-
mele dinamice cu doud grade de libertate, si anume se construiegte
o aplicatie a unei supratete de sectiune bidimensionald pe ea insigi
in modul urmitor: fiecare punet al suprafetei de secfiune se
transformd in urmétorul punct de intersectie a orbitei care pleaci
din el cu suprafata de sectiune (vezi anexa 7).

Orbitelor inchise le corespund puncte fixe ale aplicatiei supra-
fetei de sectiune sau ale iteratelor sale. Reciproc, fiecare punct
fix al applicatiei suprafetei de secfiune sau al unei iterate a acesteia
determini o orbitd inchisi.

In acest mod problema existentei solutiilor periodice ale pro-
blemelor dinamicii se reduce la problema determindrii punctelor
fixe ale aplicatiilor unei coroane pe ea insigi care conservé aria.

A. Punctele fixe ale unei aplicatii a unei coroane pe ea insisi.
Teoremda. Fie dat un homeomorfism al unei coroane pe ea insdsi,
care conservd aria. S& presupunem cd cercurile care formeazd fron-

tiera coroanei se rolesc sub acfiunea acestui hemeomorfism in sen-

suri contrare. Atunci aceastd aplicatie are cel putin doud puncte fixe.

Conditia privind rotirea in sensuri contrare a celor doua cer-
curi de frontierd se exprimid prin faptul cd dacd se aleg drept
coordonate in coroand (x, ¥y mod 2x) astfel incit cercurile de fron-
tierd s& aibd ecuatiile = a gi respectiv z= b, atunci aplicatia
este datd de formulele

(@,9) = (f(2,9), v -+ 9(2, ¥)),

"
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unde functiile f §i ¢ sint continue §i 2= — periodice in y, iar f(a, y) =
= a, f(b,y) = bsigla, y)< 0, g(b, y) > 0 pentru orice y.

Demonstratia acestei teoreme, pe care Poincaré a enuntat-o
i a publicat-o cu putin inaintea mortii sale, a fost facutd de abia
mai tirziu, de citre G.D. Birkhoff (vezi cartea sa Dynamical
systems, New York, 1927).

Numeroase probleme legate de aceastd teoremd si in gpecial
incercarile de a o generaliza la mai multe dimensiuni, ceea ce ar
fi important pentru studierea solutiilor periodice ale problemelor
cu mai mult de doud grade de libertate, au rdmas deschise pind azi.

Dificultatea rezidd in faptul ci in timp ce rationamentele cu
ajutorul cdrora Poincaré a ajuns la enuntarea teoremei sale se
aplicad intr-o serie intreagd de alte cazuri, dcmonstratgla ingenioasd
datd de Birkhoff se preteaza cu greutate la generallzmrl. Din
acest motiv nu se gtie daci eoncluznle sugerate de rationamentele
lui Poincaré sint valabile sau nu in afara cadrului teoremei privind
coroana pland. Aceste rationamente constau in urmitoarele.

B. Legdtura dintre punctele fixe ale unei aplicatii si punectele
critiee ale aplicatiei sale generatoare. Vom defini un difeomorfism
simplectic al coroanei,

(2,9) = (X, Y),

cu ajutorul functiei generatoare Xy+ S (X, y), unde functia S
este 2mw— pemodlea in y. Pentru a da in acest fel dlfcomorflsmul
trebuie s fie indeplinitd conditia X /02 # 0. Atunci

dS = (# — X) dy -+ (Y —y) dX

§i prin urmare, punctele fixe ale difeomorfismului sint punctele
critice ale functiei F(z, y) = 8 (X (=, y), y). Aceagtd ultima functie
F poate fi construitd totdeauna, deflmnd o ca integrald din forma
(—X) dy+ (Y —y) dX. Gradientul acestei funcfu este mdreptat
pe ambele cercuri de frontierd la fel : fie spre interiorul coroanei,
fie spre exteriorul ei (datorité conditiei privind rotirea in sensuri
opuse).

Dar’ fiecare functie netedd pe coroand, al cirui gradient pe
ambele cercuri de frontierd este indreptat spre interiorul coroanei
(sau spre exteriorul ei) are in interiorul coroanei un punct critic
(un maxim sau un minim). In plus, se poate arita ci numirul
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punctelor critice ale unei astfel de functii definite pe coroani este
cel putin doi. Prin urmare, am fi putut afirma cé difeomorfismul
nostru are cel pufin doud puncte fixe, dacd am fi fost siguri ci
orice punct critic al functiei ¥ este punct fix al aplicatiei.

Din pacate, acest fapt este adevirat numai in ipoteza suplimen-
tard 0X/0x= 0, care asigurd cid F se poate exprima prin X gi .
Prin urmare, rationamentul nostru este valabil pentru orice apli-
catie care nu difers prea mult de identitate. De exemplu, este
suficient ca derivatele parfiale ale functiei generatoare S si fie
mai mici ca 1.

O anumitd perfectionare a acestui rationament (cu o alté
alegere a functiei generatoare*’) araté cé este chiar suficient numai
ca “foate Valorlle proprii ale matricii jacobianului D(X, Y)/
/D(z, y) sa fie diferite de —1, deci ca aplicatia neastrd sd nu ro-
teascd spatiul tangent in nici un punct. Din picate, pentru apli-
catiile care nu sint apropiate de cea identicd, toate conditiile ince-
teazd 8% mai fie satisficute in anumite puncte In cazul general
demonstratia teoremei lui Poincaré utilizeazi cu totul alte con-
sideratii.

Legitura dintre punctele fixe ale aphcmtlel §i punctele critice
ale aphca‘glel generatoare pare un fapt mult mai profund decit
insdsi teorema privind aplicatia unei coroane. Mai jos se dau citeva
exemple in care aceastd legaturdi conduce la concluzii pline de
confinut ; este adevirat insd cf apar anumite ipoteze restrictive
a caror necesitate nu este clari.

C. Difeomorfismele simplectice ale - torului. S& considerdim
un difeomorfism simplectic al torului, care lasd pe loc centrul siu
de greutate :

(@, y) = (24 f (2 9), ¥y + g (w,9) = (X, Y),

unde @ §i ¥ mod 2= sint coordonate unghiunlare pe tor; caracterul
simplectic se exprimd prin egalitatea cu 1 a jacobianului D(X, Y)/
/D(x, y) iar condifia de conservare a centrului de greutate prin
faptul ed valorile medii ale functiilor f gi g sint nule.

1 X -z Y —vy
*) AP == —
2 | dX +dz  dY + dy
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Teoremi. Un astfel de difeomorfism are cel putin patru puncte

‘fize — dacd se considerd multiplicitdfile — si cel pufin trei puncte

fixe geometric distincte, aceasta cel putin in ipoteza cd nici una
din valorile proprii ale mairicii jacobiene nu este egald cu —1, in
nict un punct al torulus.

Demonstratia se bazeazi pe considerarea unei functii pe tor
definitd de formula

® (0, ) =+ { (X —a) @F + dy) — (¥ — ) (4X + da),

si pe faptul ci orice functie netedi pe tor are cel putin patru
puncte critice (considerind multiplicitétile), printre care se afld
cel putin trei puncte geometric distincte.

Incercirile de a demonstra aceastd teoremi firi a impune
restrictii valorilor proprii intimpind dificultdti foarte asemandtoare
cu cele de care §-a ciocnit Poincaré in teorema coroanei.

Sé observam cd teorema coroanei s-ar fi putut deduce din teorema torului daci in
aceasta din urma am fi putut inldtura ipoteza privind valorile proprii. Intr-adevir,
sd formdm un tor din doui exemplare ale coroanei noastre, lipind la fiecare din cele
doud cercuri de frontierd inca cite o coroani ingusta de unire.

Putem atunci construi din aplicatia datd a coroanei un difeomorfism simplectic
al torului astfel incit : 1) pe fiecare din cele douid coroane mari difeomorfismul si
coincidé cu cel inifial ; 2) pe fiecare din coroanele de unire difeomorfismul sd nu aibi
puncte fixe ; 3) centrul de greutate s& fie lasat pe loc.

Constructia unui astfel de difeomorfism al torului utilizeazi ipoteza privind modul
in care se rotesc cele doua cercuri de frontierd. Pe fiecare din coroanele de unire toate
punctele se deplaseazi in aceeasi directie ca si pe cele doud cercuri care méirginesc
fiecare coroani de unire. Deoarece pe cele doud coroane de unire directiile de depla--
sare sint opuse, mérimea deplasérii poate fi oleasd in asa fel incit centrul de greutate
si fije conservat,

Acum, din cele patru puncte fixe de pe tor, doud trebuie si fie continute in coroana
initiald si deci obtinem teorema referitoare la coroani din cea referitoare la tor. °

- Teorema cu privire la tor formulatd mai sus se generalizeazd
§i la alte varietdti simplectice, atit bidimensionale cit si cu mai
multe dimensiuni. Pentru a formula aceste generaliziri, trebuie
inainte de toate si reformuldm conditia de conservare a centrului
de greutate.

Fie g: M—> M un difeomorfism simplectic al varietdfii M.
Spunem c¢d difeomorfismul ¢ este omolog cu identitatea dacd el
poate fi unit cu difeomorfismul identic (care lasd pe loc toate
punctele varietdtii M) printr-o curbd netedd g, formatsd din difeo-
morfisme simplectice, astfel incit cimpul de viteze §, s& aibé, la
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fiecare moment de timp ¢ fixat, un hamiltonian uniform (univoc).
Se poate demonstra ci toate difeomorfismele simplectice care sint
omologe cu identitatea formeazd comutantul componentei conexe
a elementului unitate al grupului tuturor difeomorfismelor
simplectice ale varietatii M. '

In cazul in care varietatea noastri este un tor bidimensional,
difeomorfismele simplectice omologe cu identitatea coincid cu
difeomorfismele de mai sus despre care am afirmat ¢i pistreazs
-centrul de greutate. ‘ '

In acest mod ajungem la urmiitoarea generalizare a teoremei
lui Poincaré.

Teoremi. Orice difeomorfism simplectic omolog cu identitatea
al unes varietds simplectice compacte are un numdr minim de puncte
fiwe care coincide cu numdrul minim de puncte critice ale unei functii
netede definite pe varietate, cel pufin in cazul in care acest difeomor-
fism nu este prea indepdrtat de difeomorfismul identitate.

S4 remarcidm cd ipoteza de omologie a difeomorfismului cu
identitatea este esentiald — aceasta se vede chiar gi pe exemplul
unei translatii a torului : aceasta nu are nici un punct fix.

In ceea ce priveste ultima restrictie (ca difeomorfismul si nu
fie prea indepdrtat de identitate), nu este clar dacd ea este esentiald
sau nu. In cazul in care varietatea noastri este un tor de dimensiu-
nea 2n, este suficient ca toate valorile proprii ale matricii jacobiene
a difeomorfismului (intr-un oarecare sistem global de coordonate
simplectice dat pe R") si fie diferite de —1 gi aceasta in orice
punct al torului.

Lste posibil ca o restrictie de acest tip si fie chiar si necesard in problemele multi-
dimensionale. Nu este exclus ca teorema lui Poincaré si reprezinte un efect esential
bidimensjonal, la fel ca urmitoarea teorem# a Iui A. I. Snirelman si N. A. Nikisin.
Orice difeomorfism al sferei bidimensionale care conservi aria are cel pujin doud
puncte fixe geometric distincle.

Demonstratia acestei teoreme se bazeazd pe observatia ci indicele cimpului vec-
torial dat de gradientul unei functii netede de doud variabile nu poate fi, intr-un
punct critic izolat, mai mare decit 1 (desi poate fi egal cu 1,0, — 1, —2, — 3,

...), in timp ce suma indicilor tuturor punctelor fixe ale unei difeomorfism al sferei
bidimensionale care conservi orientarea este egald cu doi.

Indicele gradientului unei functii netede de mai mult de doud variabile intr-un
punct critic poate insdi lua orice valoare intreagi.

D. Intersectiile varietitilor lagrangeene. Rationamentului lui
Poincaré i se poate da si o altd formé, dacé se consideri pe fiecare
razd a coroanei punctele care se deplaseazd pur radial. Puncte de
acest tip existd pe fiecare din raze, datoritd faptului ci cercurile
care formeazd frontiera coroanei se rotesc in sensuri opuse. Si
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- presupunem ci am reugit si formidm, din punctele care se migci

pur radial sub actiunea aplicatiei, o curbd inchisd care separd cercul
exterior al coroanei de cel interior. Atunci imaginea acestei curbe
prin aplicatia noastrd, trebuie si intersecteze curba (deoarece
domeniile in care curba imparte coroana se transform# in domenii
de arii egale cu cele ale domeniilor initiale).

Daci atit curba construitd cit gi imaginea ei intersecteazi
fiecare razi in cite un singur punct, atunci punctele de intersectie
ale curbei cu imaginea ei sint evident puncte fixe ale aplicatiei
studiate.

Cite ceva din ultimul rationament se poate extinde si la cazul
mai multor dimensiuni, obtinindu-se in acest mod rezultate utile
privind solutiile periodice ale problemelor dinamicii. Tn.cazul mai
multor dimensiuni, rolul coroanei este jucat de un spatiu de faze
care este produsul cartezian dintre un domeniu al unui spatiu
euclidian i un tor de aceeasi dimensiune (coroana este produsul
dintre un interval gi un cere). Structura simplecticd pe acest spatiu
de faze este datd in modul uzual, deci de forma Q=Y da; A\ dy,
unde x, sint variabilele actiune, iar ¥, — variabilele unghiulare. -

Nu este greu s& punem in evidentd acele difeomorfisme care
sint omologe cu identitatea, si anume difeomorfismul simplectic
A este omolog cu identitatea dacd el poate fi obtinut din identi-
tate printr-o deformare continud si dacé, in plus,

ﬁgxdy—_;jgx dy

1'% Ay

pentru orice contur inchis (care nu este neapdrat omolog cu zero).

Conditia de omologie cu aplicatia identicd interzice existenta
unei deplasiri sistematice de-a lungul directiilor « (,,evolutia varia-
bilelor actiune’’) permitind deplasérile de-a lungul torilor.

S considersim unul din torii n-dimensionali o= ¢= const si
sd-1 aplicim difeomorfismul simplectic omolog cu identitatea,
pe care il studiem. Obtinem un nou tor de dimensiune n. Se dg-
vedeste cib torul initial se intersecteazd cu imagines sa in cel pujin
2" puncte (considerate cu multiplicitatea lor), printre care se @jla
cel pugin n -+ 1 puncte geometric distincte ; acest rezuliat este adevarat
cel pugin in ipoteza o torul imagine este dat de o ecuafic de forma
r= f(y) cu f functie netedd.
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In cazul n= 1, rezultatul enuntat aratd cé fiecare din cercurile
concentrice care formeazé coroana se intersecteazsi cu imaginea sa
in cel putin doud puncte. Aceasta rezults imediat din conservares
ariei, ipoteza c& cercul — imagine are o ecuatie de forma = 1(y)
nemaifiind necesar. ’

Nu este clar dacé aceastd ipotezi este necesars in cazul n > 2.
Dacé insd o facem, demonstratia decurge in modul urmstor.

S& observim c# torul initial este o subvarietate lagrangeand a
spatiului fazelor. Difeomorfismul nostru este simplectic §i deci
torul imagine este o subvarietate lagrangeans. Restrictia 1-formei
diferentiale (#—c) dy la acest tor este deci inchisi. In plus, aceastd
formd este, pe tor diferentiala unei functii netede uniforme F :
intr-adevidr, difeomorfismul nostru este omolog cu identitatea
§i deci, pentru orice contur inchis v

ﬁg(w—~c)dy=ﬁgmdy——§ady=ﬁ;wdy-—ﬁ;cdyzc
Y Ay Ay Ay

T

%dy—c%dy.—_o.

Y Ay

Sd observam c# punctele de intersectie ale torului cu imaginea
sa sint puncte critice ale functiei F (deoarece in aceste puncte
dF= (x—c)dy= 0). ‘

Din ipoteza care asigurd ci torul imagine se proiecteazd univoe
(deci cd torul imagine este dat de o ecuatie ¥ = f (y)) rezultd ci i
reciproca este adeviratd, astfel incit toate punctele critice ale
functiei F' sint puncte de intersectie ale torilor nogtri. Intr-adevir
aceastd ipotezd ne asigurd ci y se poate lua ca coordonats locals pe
tor si deci cd dacd dF se anuleazi pe tofi vectorii tangenti la
torul imagine, obtinem x = ¢.

O functie netedd pe un tor de dimensiune » are cel putin 27
_ puncte numérate cu multiplicitdtile lor ; dintre acestea, cel pufin

n+- 1 sint geometric distincte (vezi, de exemplu, J. Milnor, Morse
Theory, Princeton, 1963). :

Rezultd cé torii nostri se intersecteazit in cel putin 2" puncte

(considerate cu multiplicitdtile lor), punctele de intersectie geo-
metric distinete fiind in numir de cel putin # + 1.
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Exact acelasi rationament aratd cid imaginea oricdrui tor
lagrangean se intersecteazd cu torul tn cel ]')u,t.m 27 puncte (p?:mtre care
se afld cel puiin n-+1 puncte geometric distincle), de ndatd ce Jacem
ipoteza cd atit torul intfial, cit §1 imaginea sa se proiecleazd univoc
pe spatiul {y}, deci sint definiti de ecuapiile v= f(y) si respectiv
r= g(y). o

Dealtfel, aceastd afirmatie se reduce la cea precedentd prin
transformarea canonicd (z, y)+— (@ — 1 (¥), ¥).

E. Aplicatii la ciutarea punectelor fixe si a solutiilor periodice.
Sd considerdm o transformare simplecticd omologd cu identi-
tatea §i de forma speciald care apare in problemele integrabile
ale dinamicii, deci de forma

08
Jdx

A (2, y) = (2, ¥ + © (@), unde o =

.

Aici we R” este variabila actiune §i y (mod 2xn)e T™ este coordo-
natd triunghiulara. .

S8 presupunem ci pe torul x= x, toate frecventele sint comen-
surabile :

W (2y) = — 27,

unde k; si N sint intregi; e o(z,) # 0 si cd este indeplinitd con-
ditia de nedegenerare

det (dwfox) ., = 0.

Teoremd. Orice difeomorfism simplectic A omolog cu identitalea,
suficient de apropiat de A,, are in Vvecmdmt_,ea torului x= w, qq@l
pugin 2" puncle periodice de perioadd gV (dect puncie & cu proprie-
tatea AN £ = &), numdrind multiplicitdfile.

ratia s-ar fi pulul reduce la studierea interseclici a doui subvariet:&L}
lngl‘a]il);ggllz:sgl?lsz; quliltfi 411)111—di111011510m11 R” x T < R"? X % cu strl}ctur;‘\ s{xx}l)lect{czx
Q=dx A dy — dX A dY :una dintre acestea este diagonala (X = x, YV = y) iar
cealaltd — graficul apljcatiei AN, .

Este insit mai simplu si se construiascii direct o functic adecvatd de tor. Intr-
adevir, aplicatia Aé\' are forma

(v, y) &= (X, g + a(x)), unde x(x,) =0 si
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det (9a/dx) |z, = 0. Conform teoremei functiilor implicite, aplicatia AN are in
veciniitatea torului @ = x, un tor care se deplaseazi sub acfiunea ci purradial ((x, ) -
(X, y)) sieste definit de o ecualic de forma x = f(y), imaginea acestui tor fiind si ea
datd de o ecualie de aceeasi formd, x = g(y). In aceste notalii, X(f(y), y) = 9(y),
Y(f(y). 1) = y.

Din faptul cd aplicafia A este omoloagi cu identitatea rezultd ci AN are o functie
generatoare globald de forma Xy + S(X, y) unde S este 2 — periodicd in variabilele y.

Functia F(y) = S(X(f(y)), y) are pe tor cel pulin 2” puncte critice yy. Toate puncte-
le €1 = (f(yr), yp) sint puncte periodice pentru AN Intr-adevir :

dFf = (2 = X) dy + (Y — ) dX = (v — X) dy = ([(9) — g(y)) dy.

Prin urmare, din dF

y, = U rezulld ¢d f(yy) = g(y;) st dect AN & = & ceea ce
trebuia demonstrat.

S& ne ocupdm in continuare de traiectoriile inchise ale siste-
melor conservative. Utilizind terminologia din anexa 8, putem
formula rezultatul care se obtine in modul urméitor :

Corolar. La dezinlegrarea wnwi tor invariant n-dimensional
Jormat din orbite inchise ale wnui sistem izoenergetic nedegenerat
cu n grade de libertate se formeazd cel putin 2" orbite inchise ale
problemei perturbate (numdrate cw multiplicititile lor) dintre care
cel pufin n sint geometric distincte; aceastd afirmagie este adeviratd
cel pufin in cazul in care perturbatia este suficient de micé.

Demonstratia se reduce la teorema precedentd cu ajutorul
unei suprafefe de sectiune de dimensiune 2n—2. Pentru aceasta
este necesar ca, in primul rind, s& se aleagé coordonatele unghiulare
¥ In aga fel incit orbitele inchise ale problemei neperturbate pe tor
sd fie date de ecuatiile jf,= ... = y, = 0; dupil aceea, suprafata
de sectiune se definegte prin ecuatia y, = 0.

In cazul unui sistem cu doud grade de libertate se poate aplica
teorema lui Poincaré coroanelor care se formeazi interseetind
torii invarianti cu o suprafatd de sectiune bidimensionald. Obtinem
atunei urmdtorul rezultat.

In fanta dintre doi tori invarianti wi wnui sistem cu dowd grade
de libertate existd totdeauna cel pufin doud orbite inchise, de indatd
ce presupunem cd rapoartele dintre frecvenfele miscarilor coasiperio-
dice diferd de la wn tor la celdlalt.

In acest mod se obtin multe solutii periodice in toate proble-
mele cu doud grade de libertate in care s-au gisit tori invarianti
(de exemplu, in problema restrinsd circularid a celor trei corpuri,
in problema geodezicelor inchise ete.). A fost chiar emisd ipoteza ci
in sistemele hamiltoniene ,,generice’ cu spatiul de faze compact
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orbitele inchise formeazd o mulfime densd peste tot. Dealtfel,
chiar dach aceastd afirmatie este adeviratad, faptul cd majoritatea
orbitelor sint inchise nu are o valoare esentiald, deoarece perioadele
lor sint extraordinar de mari.

Un exemplu de aplicare a metodicii lui Poincaré la sisteme cu
mai mult de doud grade de libertate il reprezintd teorema lui Birk-
koff privind existenta unel infinitati de solutii periodice vecine cu
o solutie periodicé liniar-stabild datd (sau privind ex1stentga'une1
infinitdti de puncte periodice in vecindtatea unui punct fix al
unei transformiri simplectice nedegenerate si liniar-stabile a
spatiului fazelor pe el insugi). Demonstratia se efectueazé in douvi
etape : la inceput se aproximeazd aplicatia prin forma ei normald,
iar apoi se utilizeazd leghtura dintre punctele fixe ale unei apli-
catii si punctele critice ale functiei generatoare.

" Stabilirea, prezentei solutiilor periodice permite, intre altele,
3% se demonstreze ci nu existd integrale prime (diferite de cele
clasice) in multe probleme ale dinamicii. De exemplu, s& presupu-
nem cé pe o anumitd varietate de nivel constant al unor integrale
prime cunoscute s-a descoperit o orbitd periodica care nu estg
stabild. In cazul general, separatoarele acestei solutii formgaza,
reteaua complicatd pe care am analizat-o in anexa 7. Dacd se
reugeste si se pund in evidentd acest fenomen de bifurcare a
separatoarelor si dacé se poate demonstra cid separatoarele nu
formeazi o varietate de dimensiune mai micd decit dimensiunea
varietdtii de nivel constant considerate, atunci putem fi convingi
cd sistemul nu are integrale prime noi.

Dealtfel, adesea se reugeste si se pund in evidentd compor-
tarea complicatd a orbitelor care impiedicd existenta integralelo?
prime i faré a recurge la solutiile periodice, aruncind pur si
simplu o privire asupra tabloulul format de intersectiile succesive
ale unei orbite cu o suprafati de sectiune, tablou determinat cu
ajutorul unui calculator electronic.

F. Invarianta funetiei generatoare. Am subliniat mai sus supé-
ritoarea neinvariantd a funectiilor generatoare in raport cu alegerea
sistemului de coordonate canonice pe o varietate simplecticd.

Pe de alté parte, am utilizat in repetate rinduri legdtura dintre
punctele fixe ale unei aplicatii §i punctele critice ale functiei

generatoare. ‘
Se dovedeste c#, desi in general funcfia generatoare nu este

invariant legatd de aplicatia canonicé, in vecindtatea unui punct
fix existd totusi o legdturd invarianta. :
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Mai exact, si presupunem ci se dd un difeomorfism simiplectic
care lasd pe loc un anumit punct. Definim in vecinitatea acestui
punct ,,functia generatoare”

Xic — Xy ch — Yk

0= (% v
7 |dX, + doy,  dY, - dy,

2

cu ajutorul unui sistem de coordonate simplectice arbitrare (@, 7)®.
Construim in continuare cu ajutorul unui alt sistem de coordo-
nate simplectice (z’, ¥') o funefie generatoare ®’ definitd similar.
Teoremd. Dacd lintarizarca difeomorfismului simplectic dai in
punctul fizw nu are nici o valoare proprie egald cu —1, atunci funciiile
D si D sint echivalenie tn vecindtatea acestui punct : existd wn difeo-
morfism g (care, in general, nu este simplectic) astfel ncit

D (2) = @' (g (»)) + const.

Demonstratia se gidseste in lucrarea lui A. Weinstein, The
invariance of Poincaré’s generating function for canowical transfor-
mations, Inventiones Mathematicae, 16, 3 (1972), 202 —214.

Trebuie s&% observam aici ¢ doud difeomorfisme simplectice
care au functii generatoare echivalente in vecinfitatea unui punct
fix comun nu sint neaparat echivalente in clasa difeomorfismelor
simplectice (de exemplu, o rotatie purd si o rotatie cu un unghi
care depinde de razé, care are partea pitraticd in zero a functiei
generatoare nedegeneratd).

*) Cresterea acestei functii de-a lungul unui drum arbitrar este egali cu integrala
formei care defineste structura simplectici pe banda formatd din segmentele care
unesc fiecare punct al drumului cu imaginea sa prin difeomorfismul simplectic. Prin
urmare, functia ® este legati de difeomorfism fntr-un mod invariant la schimbirile
canonice de coordonate.

f

ANEXA 10

MULTIPLICITATILE FRECVENTELOR PROPRII
SI ELIPSOIZI DEPENDENTI DE PARAMETRI

in acest curs ne-am intilnit de citeva ori cu familii de elipsoizi
in spatiul euclidian. Spre exemplu, atunei cind am studiat depen-
denta frecventelor proprii ale oscilatiilor mici de parametri am
intilnit sistemele de elipsoizi de nivel constant al energiei potentiale
in spatiul euclidian (metrica spatiului este definitd de energia
cinetica) ; acesti elipsoizi depindeau de rigiditatea sistemului. Un
exemplu il constituie elipsoidul de inertie al unui solid rigid (in
acest caz parametrii sint forma solidului rigid si distributia de mas#
in el).

Vom considera aici o problem#a generald, i anume aceea a deter-
mindrii valorilor parametrilor pentru care spectrul de valori proprii
degenereazs, — elipsoidul corespunzdtor devine elipsoid de rotatie.
S observam c& valorile proprii ale unei forme patratice in spatiul
euclidian (sau lungimile axelor unui elipsoid) variazi continuu la o
variatie continud a parametrilor sistemului (coeficientii formei).
Pare deci natural si ne asteptdm ca, intr-un sistem care depinde de
un singur parametru, atunci eind parametrul variazé sé apard
momente izolate in care una din valorile proprii sd se ciocneascd
cu o alta si deci, pentru valori izolate ale parametrului, sistemul
s34 aibd un spectru multiplu.

Sa ne reprezentim, de exemplu, cd vrem sd transformim elip-
soidul de inertie al unui solid rigid intr-un elispoid de rotatie, depla-
sind pe o tijd fixatd rigid de solid o masd de ajustare, astfel incit
avem la dispozitia noastrd numai un singur parametru. Cele trei
axe principale de inertie a, b si ¢ vor fi functii continue de acest
parametru si la prima vedere s-ar pirea ci pentru o valoare conve-
nabild a parametrului (p) putem obiine egalitatea a doud axe, de
exemplu, a(p) = b(p).



528 ANEXA 10

Se araté insd cd in realitate se intimpld altfel si cd, in general,
pentru a transforma elipsoidul de inertfie intr-un ehpbold de rotatie,
trebuie s deplasam cel pulin doud mase de ajustare.

In general, in farmlnle de forme pdiratice se observa un spectru
multiplu numaet dacd acestea depind de cel pupin doi parametri, iar
in familiile cu un parametru generice spectrul este simplu pentru
toate valorile parametrului. Practic, aceasta se manifestd prin faptul
cd atunei cind se variazd parametrul intr-o tamilie cu un singur pa-
rametru tipicd, valorile proprii se pot apropia strins unele de altele,
dar, ajungind suficient de aproape, incep parcéd si se respingi una
pe alta si se indeparteazd din nou, ingelind astfel speranta celui care
variazd parametrul cu scopul de a realiza un spectru multiplu.

In anexa de faté se analizeazéi cauzele acestei comportiri a
valorilor proprii, care la prima vedere pare stranie ; de asemenea se
analizeazd pe scurt problemele similare pentru gisteme cu diverse
grupuri de simetrie.

A. Varietatea elipsoizilor de rotatie. Si considerdim multimea
tuturor formelor patratice in spatiul euclidian de dimensiune 2#,
R". Aceastd multime are gi ea o structurd de spatiu liniar de dimen-
siune n (n 4 1)/2. De exemplu, formele patratice in plan formeazd
un spatiu de dimensiune trei (forma Ax*+ 2Baxy-4 Cy* are drept
coordonate numerele A, B si O).

Formele patratice pozitiv definite formeazd in acest spatiu o
submultime deschisd (de exemplu, in cazul planului, aceastd sub-
multime este interiorul uneia din pinzele conului B*= A(C format
de formele degenerate).

Fiecare elipsoid cu centrul in originea coordonatelor defineste o
formd patraticd pozitiv definitd pentru care el este multimea de
nivel constant 1 ; reciproc¢, multimea de nivel constant 1 a oricérei
forme patratice pozitiv definite este un elipsoid. Putem, prin urmare,
identifica multimea formelor patratice pozitiv deflmte cu multimea
elipsoizilor cu centrul in originea coordonatelor.

In acest mod am introdus pe multimea elipsoizilor din R* cu
centrul in O o structurd de varietate netedd de dimensiune »(n - 1)/2
(aceastd varietate este acoperitd de o singurd hartd : multimea
deschisd descrisid in spatiul formelor patratice).

S4 considerfim acum mulfimea tuturor elipsoizilor de rotagie.
Afirmim céd aceastd multime are in spatiul considerat codimensiunea
2 : este definitd de doud ecuatii independente si nu de una singurs,
asa cum s-ar parea la prima vedere.
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Teorema 1. Mulfimea elipsoizilor de rotafic reprezintd o reuniune
finitd de subvcmetan netede de codimensiune 2 si mai mare ca 2 ale
varietdiir tuturor elzpsomlm

Aici prin codimensiunea unei subvarietati se intelege diferenta
dintre dimengiunea spatiului ambiant §i dimensiunea subvametatu

Demonstratie Pentru inceput, si considerdm in spafiul
de dimensiune » ehps01711 care au doudi axe egale gi celelalte axe
diferite. Un astfel de elipsoid este definit de dlrec’gule diferitelor
axe, ceea ce dd un numir de

(h—1) 4 (m—2)+ oo +2=(n+1)(n—2)/2

parametri si de mirimea axelor, deci de incd » —1 parametri. Prin
urmare, numirul total de parametri este egal cu

(n?—n —2 —2n —2)/2

si deci este cu doi mai mic decit dimensiunea spatiului tuturor elip-
soizilor ( egald cu M;——l—)) . Enumerarea de parametri datd mai
sus aratd de asemenea ci mulfimea elipsoizilor cu exact doud
axe egale este o varietate.

In ceea ce priveste elipsoizii cu un numsr mai mare de axe egale
este clar ci acestia formeazid o multime de dimensiune i mai micé.
Demonstratia riguroasi a acestui rezultat se deduce din urmitoarea
lem#&.

Lema. Mulfimea tuturor elipsoizilor care au v, axe de multipli-
citate 2, v, axe de multiplicitate 3, v, awve de multiplicitate 4 §s.a.m.d.
este o subvamemte netedd a vcmetatu tuturor elipsoizilor si are codi-
mensiunea

29 +5 v +9 vyt ... =Y — (-1 (i+2) v

Demonstratia acestei leme se face prin acelagi procedeu de
enumerare a parametrilor ca si in cazul particular analizat mai sus
(care corespunde alegerii v,= 1, v;= v,=...= 0). Cititorul poate
face singur cu usurintd acest caleul, observind la inceput ca varie-

34 — c, 1719
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tatea tuturor subspatiilor de dimensiune %k ale unui spatiu liniar
real de dimensiune # este de dimensiune %(n —Fk) (intr-adevir, un
subspatiu liniar de dimensiune k in pozitie generals poate fi con-
siderat ca graficul unei aplicatii liniare de la un spatiu de dimensiune
k la unul de dimensiune n—Fk §i o astfel de aplicatie este dati de o
matrice dreptunghiulard de tip & X (n—F)).

Exemplu. S considerdim cazul n = 2, deci cazul elipselor
in plan. O elipsi este definitd de trei parametri (spre exemplu, de
cele dous lungimi ale axelor §i unghiul care ds inclinarea uneia din
axe). Prin urmare, varietatea elipselor din plan (cu centrul in 0)
este de dimensiune trei, aga cum rezultd si din formula noastri.

Un cerc este insi definit de un singur parametru (raza). Prin
urmare, subvarietatea cercurilor in spatiul elipselor este o curbi
intr-un spatiu de dimensiune trei i nu o suprafatii, cum s-ar pirea
la prima vedere.

Acest ,,paradox’’ devine eventual mai simplu de infeles din urmitorul calcul.
Formele piitratice Az? + 2Bxy 4 Cy® cu valori proprii egale formeazd, in spatiul
tridimensional cu coordonatele A, B, C, o varietate definiti de o singurd ecuatie
A — kA, =0, unde A, , (A, B, C)sint valorile proprii. Membrul sting al acestei ecuatii

este insd o sumé de doudl pitrate, dupi cum se vede din formula discriminantului
ecualiei caracteristice

A=(A+ C?—4(AC — B = (A — C)® + 452

Prin urmare, unica ecuatie A = 0 defineste in spafiul tridimensional al formelor
péitratice o dreaptd (A = C, B = 0) si nu o suprafat.

Cea mai simpld concluzie care se poate trage din faptul cf varie-
tatea elipsoizilor de rotatie are codimensiunea doi este ci aceasti
varietate nu separd spatiul tuturor elipsoizilor (si varietatea for-
melor pétratice cu spectru multiplu nu separd spatiul formelor
patratice), asa cum o dreaptd nu separd spatiul tridimensional.

Prin urmare, putem afirma nu numai ¢ un elipsoid ,,generic”
are toate axele de lungimi diferite ci §i c& doi asemenea elipsoizi pot
Ji unigi in spagiul elipsoizilor prinir-o curbd netedd formatd numas
din elipsoizi cu axele de lungimi diferite. In plus, dacs doi elipsoizi
generici sint uniti in spatiul elipsoizilor printr-o curbii netedi
pe care existd puncte care reprezintd elipsoizi de rotatie, atunci,
printr-o deformare oricit de micé a curbei, o putem face s4 nu mai
intilneasced multimea elipsoizilor de rotatie si deci pe noua curbi
nu vor fi decit puncte care reprezintd elipsoizi fird axe multiple.

Din cele ardtate rezultd, in particular, o demonstratie a cres-
terii frecventelor proprii atunci cind cregte rigiditatea sistemului.
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Intr-adevir, derivatele unei valori proprii de multiplicitate 1 a
unei forme pétratice in raport cu parametrul sint determinate de
derivata formei pdtratice in directia proprie corespunzatoare.
Daca rigiditatea creste, atunci energia potentiald creste inA fiecare
directie, in particular gi in cele proprii. Am demonstrat in acest
fel teorema de crestere a frecventelor in cazul in care se poate trece
de la sistemul dat la unul mai rigid, evitind ca spectrul s& deving
multiplu. Demonstratia in prezenta unui spectru multilplu se
obtine acum prin trecere la limitd, finind seama de faptul c& partea
interioard a drumului de trecere de la sistemul initial la cel mai
rigid poate evita multimea sistemelor cu spectrul multiplu dupa
o deformare oricit de micé.

Rezumind, putem spune ¢ o familic tipicd cu un parametru de
elipsoizi (sau o familie tipicd de forme pdiratice in spajiul euclidion
nu_confine elipsoizi de rotafie (forme pdiratice cu speciru multiplu).
Aplicind aceastd concluzie elipsoidului de inertie obtinem concluzia
enuntatd mai sus privind necesitatea a doud mase de ajustare.

Sa ne ocupam acum de familiile cu doi parametri. Din calculele
efectuate rezultd cid in familiile cu dot parametri de elipsoizi tipice,
elipsoizii de rotajie apar nwumai peniru puncle izolate din planul
parametrilor.

Sé considerim, spre exemplu, o suprafatd convexd inspatiul euclidian tridimen-
sional. A doua forma patratici a suprafetei defineste o elips& in spatiul tangent irf
fiecare punct si prin urmare apare o familie cu doi parametri de elipse (care Vpot fi
transformate toate intr-un unic plan, alegind un sistem de coordonate in vecinatate'a
unui punct al suprafetei). Sintem condusi la concluzia ci in fiecare punct al supl‘afetelj
cu exceptfia unor puncte izolate, elipsa are axele inegale. Prin urmare, pe o suprgf.ala}
genericd apar doui cimpuri de direcfii ortogonale (corespunzét.oage axelor‘ mici si
axelor mari) care au puncte singulare izolate. In geometria diferentiald aceste dlre.cf;u se
numesc direcfiile principale de curburd, iar punctele singulare — puncte ombllwtitle.
De exemplu, pe suprafata unui elipsoid existd exact patru puncte ombilécale ; ele sint
asezate pe elipsa care confine axa mare si cea mica a elipsoidului si doud dintre ele se
observa usor pe tabloul geodezicelor pe elipsoid (fig. 207).

Similar, intr-o familie tipicd ou trei parameiri, elipsoizii de rota-
tie apar numai pe curbe izolate din spatiul tridimensional al para-
metrilor. De exemplu, dacd se dd cite un elipsoid in fiecare punct
al spatinlui euclidian tridimensional (altfel spus, se dd un tensor
simetric cu doi indiei), atunci singularitdtile cimpurilor axelor
principale vor fi asezate, in general, pe curbe izolate (unde doud
din cele trei cimpuri de directii au salturi).

Aceste curbe, la fel ca gi punctele ombilicale din exemIA)lul pre-
cedent, sint de mai multe tipuri. Clasificarea lor (pentru cmglgu;lle
de elipsoizi tipice) poate fi obtinutd din clasificarea singularitdtilor
preiectiilor lagrangeene, datd in anexa 12.
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Intr-o familie tipicid cu patru parametri, elipsoizii de rotatie
apar numai pe suprafete bidimensionale din spatiul parametrilor.
Aceste suprafete nu au alte singularitéti decit intersectii trans-
versale in puncte izolate ale spatiului parametrilor ; acestor valori
ale parametrilor le corespund elipsoizi cu doud perechi diferite de
axe egale.

Axele de multiplicitate trei apar pentru prima datd in familiile
cu cinei parametri, in puncte izolate ale spatiului parametrilor.
Valorile parametrilor corespunzitoare elipsoizilor cu o axi de
multiplicitate doi formeaza, in spatiul pentadimensional al para-
metrilor, o varietate tridimensionald cu singularititi de doud
tipuri : intersectii transversale a douf ramuri de-a lungul unei curbe
§i singularitdti conice in puncte izolate (care nu sint agezate pe
aceastd curba), si anume in punctele din spatiul parametrilor
corespunzatoare elipsoizilor cu o axd de multiplicitate trei.

O singularitate de tipul indicat este astfel construitd incit prin interseciia cu o
sferd de dimensiune patru si o razé micd cu centrul in punctul singular se obtin doud
exemplare ale planului proiectiv. Sculundarile planului proiectiv in sfera de dimensiune
patru, care apar in acest mod, sint difeomorfe cu scufundarea care este definitd de
cinci functii sferice de gradul doi pe sfera bidimensionald (cinci combinatii liniare de
Tunctiile x; xj, ortonormate in spatiul functiilor pe sfera r% + a'% -+ 1% = 1, ortogonale
unititii definesc o aplicatie pari S? — S* si deci o scufundare RP* — S%,

Este util 8 mai determinam cum se comportd valorile proprii
ale unei forme pitratice dintr-o familie tipicd cu doi parametri,

T
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Yig. 243. Frecveniele proprii ale familiilor ge-
nerice de sisteme oscilante cu unu si doi
parametri

atunci cind doud valori proprii coincid. Un ecalecul nu prea lung
aratd cd graficul perechii de valori proprii indicate are deasupra
planului parametrilor, in vecindtatea unui punct singular, aspectul
unui con cu dou# pinze, al cirui virf corespunde punctului singular,
iar fiecare din pinze — uneia din valorile proprii (fig. 243).

|
\
!

MULTIPLICITATILE FRECVENTELOR 533

O subfamilie tipicd cu un parametru a familiei noastre cu doi
parametri are forma unei curbe in spatiul parametrilor, care nu
trece prin punctul singular. Fiecare subfamilie poate fi ficutd
s4 evite acest punct printr-o perturbatie micd; familia cu un
parametru care se obtine in acest fel este o curbd in spatiul para-
metrilor care trece prin vecindtatea punctului singular. Graficul
valorilor proprii deasupra unei curbe din planul parametrilor, care
trece prin vecindtatea punctului singular, este format din acele
puncte ale conului care ge proiecteazd pe aceastd curba. Prin urmare,
graficul indicat in vecindtatea punctului singular este apro-
piat de o hiperbold, asemanatoare cu o pereche de drepte care se
intersecteaza (s-ar fi obtinut o pereche de drepte dacd tamilia
noastrd eu un parametru ar fi trecut prin punctul singular).

Rationamentul de mai sus privind valorile proprii ale familiilor
cu doi parametri de forme pétratice explicd comportarea stranie a
valorilor proprii la variatia unui singur paramefru: in general
vorbind (exeluzind cazuri cu totul exceptionale), atuneci eind variazi
un singur parametru, valorile proprii se pot apropia una de alta,
dar se pot depési una pe cealalti, ci trebuie, ca dupé ce se apropie
54 se indepérteze din nou in directii diferite.

B. Aplicafii la studierea osecilatiilor mediilor eontinue. Consi-
deratiile generale expuse mai sus au numeroase aplicatii in studie-
rea dependentei de parametri a frecventelor proprii ale unei diver-
sitdti de sisteme mecanice cu un numar finit de grade de libertate ;
este insd probabil ¢4 cele mai importante aplicatii se refera la
sistemele cu un numér infinit de grade de libertate, care descriu
oscilatiile mediilor continue. Aceste aplicatii se bazeazd pe obser-
vatia cd varietatea elipsoizilor cu niste multiplieiidli date ale axelor
are codimensiunes definild numai de aceste multiplicitifi s¢
independentd de numdrul de dimensiuni ale spaliului.

Spre exemplu, codimensiunea multimii elipsoizilor de rotatie
in varietatea elipsoizilor este egald cu doi, in spatii de orice dimen-
siune ; prin urmare, este natural si considerfim ¢ si in ,,varietatea’
infinit dimensionald a elipsoizilor dintr-un spatiu Hilbert mul{imea
elipsoizilor de rotatie este de codimensiune doi (si, in particular,
cid spatiul elipsoizilor fird axe multiple este conex).

Evident, rationamentele de acest tip necesitd o fundamentare
riguroasd. Nu ne vom ocupa insd de aceasta, ci vom incerca s
vedem la ce concluzii conduce dezvoltarea consideratiilor generale
de mai sus, daci nu ne temem 34 le aplicim la probleina oscilatiilor
unui mediu continuu.
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Energia cineticd a unui mediu continuu care ocupd un domeniu
compact D se exprimi prin abaterea w a punctului z de la
echilibru prin formula

1

T =—-Su§dm.
2

1]

Pentru concretizare, vom considera ci mediul este o membrand
(in acest caz domeniul D este de dimensiune 2, iar abaterea u
este de dimensiune 1). Energia cineticd defineste o structurd eucli-
diand in spatiul de configuratii al problemei (deei in spatiul func-
iillor u). Energia potentiald este datd de integrala lui Dirichlet

U= ig (Vu)? da.
2
D
(din punct de vedere matematic, aceste date intrd in definitia
membranei).

Pitratele frecventelor proprii ale membranei sint valorile
proprii ale formei pitratice U in spatiul de configuratii a cérei
metrich este definitd cu ajutorul energiei cinetice. Tn ipotezd con-
siderdm cd unei membrane tipice ii corespunde o formé pétraticd
tipicd (aceastd ipotezd este echivalentd cu transversalitatea
varietdtii formelor pétratice corespunzitoare diferitelor membrane
la varietatea formelor cu valori proprii multiple). Dacé ne incredem
in aceastd proprietate de pozitie generalid (genericitate), ajungem
la urmaétoarele concluzii.

1. Pentru o membrand genericd toate valorile proprii sint
diferite. De la o membrand genericd la alta se poate trece pe un
drum continuu, format in intregime din membrane cu spectru
simplu. In plus, un drum tipic care uneste doud membrane arbi-
trare nu contine nici o membrand cu spectru multiplu (exceptind
eventual capetele drumului).

2. Ficind s8 varieze doi parametri ai unei membrane putem
face s8 coincidd doud frecvente proprii ; pentru a obtine o frecventd
de multiplicitate trei, trebuie s& avem la dispozitie cinci parametri
pentru una de multiplicitate patru — noudi parametri g.a.m.d.

3. Daci se pleaci de la o membrand cu spectrul simplu i
deformind-o continuu se ajunge la o altd membranid cu spectrul
simplu, urmind un drum generic arbitrar, atunci, ca rezultat al

¥
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unei astfel de prelungiri, din frecventa proprie de pe pozitia &k in
ordonarea daté de mirime se obtine exact frecventa proprie de pe
pozitia k (in aceeasi ordonare) a membranei finale, indiferent de
drumul de deformare; in general, prelungirea functiilor proprii
depinde de drum (gi anume la schimbarea drumului se poate schim-
ba semnul functiei proprii care se obtine).

In particular, daci, incepind cu o membrani cu spectrul simplu
si deformind-o, descriem un drum inchis in spatiul membranelor si
ne intoarcem la membrana initiald, ocolind multimea membranelor
cu spectru multiplu (care are codimensiunea doi), atunci frecventa
proprie de pe pozitia k se intoarce la valoarea initiald, iar functia
proprie corespunzitoare igi poate schimba numai semnul.

C. Influenta simetriei asupra multiplicitatii spectrului. Spectrul
multiplu reprezintd un caz exceptional pentru sistemele generice,
dar apare de neinldturat prin deformiri mici in cazul sistemelor
cu simetrie gi al deformérilor care pastreazi simetria.

Spre exemplu, s4 considerdm un sistem format din trei mase
egale situate in virfurile unui triunghi echilateral, unite intre ele prin
arcuri identice, unite tot cu arcuri identice cu centrul triunghiului
si libere s se migte in planul triunghiului. Acest sistem are o
simetrie de rotatie de ordin trei. Prin urmare, in spatiul configu-
ratiilor (a carui dimensiune este 6) aclioneazd operatorul liniar ¢
care satistace relatia ¢>= 1 i conservé atit structura euclidiand
a acestul spatiu (definitd de energia cineticd) it si elipsoidul definit
de energia potentiald in acelasi spatiu.

Din cele de mai sus rezultd cé acest elipsoid este un elipsoid
de rotatie. Intr-adevir, dacd g este operatorul de simetrie in spa-
tiul configuratiilor indicat mai sus §i £ este un vector de pe una
din axele principale ale elipsoidului, atunci axa de directie g(&)
este §i ea principald (g transformé elipsoidul in el insusi).

Pentru vectorul ¢g(&) existd doud posibilititi : fie cd g(&) =&,
vectorii & si g(&) sint liniar independenti gi formeazd in spatiul
configuratiilor un unghi de 120°. Prin urmare, multiplicitatea valorii
proprii corespunzitoare unei astfel de axe £ este cel putin doi.

Ratfionamentul nostru arati ci oscilatiile proprii ale unui sis-
tem cu simetrie de rotagie de ordinul trei pot fi de doud tipuri:
cele invariante la o rotatie eu 120° (g(£) = %) si cele care se trans-
forma printr-o astfel de rotatie intr-o oscilatie proprie independenti
cu aceeasi frecventd (¢(&) si £ sint independenti). In al doilea caz
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apar chiar trei forme de oscilatii proprii cu aceeasi frecventa
(€,9(&) si g%(€)), dar numai doud din acestea sint independente :

L4 g (8) + g2 (&) =0,

deoarece suma a trei vectori de lungime egali care formeazi intre
ei unghiuri de 120° in plan este egald cu zero.

Numirul total de osecilatii proprii ale sistemului nostru
este sase. Pentru a determina cite dintre acestea sint din primul
tip (cel simetric) si cite din cel din al doilea (nesimetric) se poate
utiliza urmitorul rationament. S considerdim cazul limitd in care
fiecare magd poate oscila independent de celelalte.

In acest caz putem alege in spatiul configuratiilor o bazi orto-
normatd din sase oscilafii proprii, cite doud pentru fiecare punect,
pentru care unul din punete se mised §i celelalte nu. Si notam cu
& si m; vectorii proprii cu valorile proprii @ §i b corespunzitori
punctului ¢ gi fie @4, y; coordonatele in baza ortonormatd %, w,.
Atuneci energia potentialid se scrie sub forma,

1 9
U= (0* 2% + b*yi) + % (0® 23 + b y3) + % (a® o + b293).

Operatorul de simetrie ¢ permutd axele de coordonate

g (&) =&y 9 (&) = &3, 9 (&3) = &y

g (1) = Mz 9(M2) = N3 9 (n3) = -

Putem deci reprezenta spatiul nostru de dimensiune gase ca o
sumi ortogonald a doud drepte si a dou#d plane bidimensionale,
invariante in raport cu operatorul de simetrie g. Si anume, dreptele
invariante sint definite de vectorii directori

&+ &+ &3 My oMk N3y

iar planele invariante sint complementi ortogonali ai acestor vec-
tori in spatiile generate de vectori &, &,, &, si respectiv v;, 7, 7s.

In aceastd descompunere ortogonaldl, prima (a doua) dreapti
reprezintd directia oscilatiei proprii simetrice cu frecventa «

o
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(respectiv b), care prin rotatia cu 120° se transformi intr-o oscilatie
proprie independentd cu aceeagi frecventi.

Prin urmare, in cazul degenerat considerat a trei puncte mate-
riale independente, existd doud oscilalii proprii independente de tip
simetric si patru de tip nesimelric, cele de ultimul tip fiind tmpdrite
in doud perechi. In fiecare pereche oscilatiile aw aceeasi frecvenid
proprie §1 se obfin una din alta printr-o rotatie cu 120° in planul in
care se gasesc punclele.

Afirm&m ca aceastd concluzie rdmine valabild pentru orice
lege de interactiune intre punctele materiale, cu conditia ca inter-
actiunea s fie simetricd — energia potentiald trebuie si se conserve
la o rotatie cu 120° in plan.

Intr-adevar, si alegem un sistem arbitrar format din gase
oscilatii proprii ¢,...,{ ortogonale doud cite dou#. Sub actiunea
operatorului g fiecare din vectorii {; din spatiul configuratiilor este
sau ldsat pe loe, sau rotit cu 120°. Dar vectorii invarianti la trans-
formarea ¢ formeazd un plan bidimensional, iar toti cei care se
rotese cu 120°— un subspatiu cvadridimensional. Prin urmare,
din cei sase vectori, exact doi corespund unor oscilatii simetrice,
iar ceilalti patru sint continuti in complementul ortogonal cvadridi-
mensional la acegti doi vectori, format din vectori care se rotesc
cu 120°. S84 alegem unul din vectorii acestui subspatiu, sd-i aplicim
operatorul ¢ §i 84 declarfm cd vectorul astfel obtinut reprezintd
directia oscilatiei proprii pereche cu cea initiald. Apoi, in comple-
mentul ortogonal la subspatiul bidimensional astfel obtinut in
subspatiul cvadridimensional, si alegem un vector arbitiar si si-i
ludm ca pereche imaginea sa prin operatorul g. Obtinem in final
un sistem de sase oscilatii proprii care au proprietatile necesare.

Prin urmare, inir-un sistem generic de trei puncte in plan, care
are simetrie de rotatie de ordinul trei, apar patru frecvente proprii
diferite, dintre care doud simple $i doud duble. Fiecareia din frecven-
tele proprii simple % corespunde o oscilatie proprie simetricd, iar
Jiecdreia din cele duble — trei oscilatii proprii care se oblin une
din alte printr-o rotafie cv 120° st a cdror sumd este nuld (deoarece
numat doud din ele sini independente).

Problemd. Sa se clasifice oscilatiile proprii ale unui sistem cu simetria
unui triunghi echilateral (care admite nu numai rotatii cu 120° ci si reflexiile in
raport cu inal{imile triunghiului).

Probleméa. Si se clasifice oscilatiile proprii ale unui sistem al carui grup
de simetrie este grupul celor 24 de rotatii ale cubului. .

Rdaspuns. Oscilatiile sint de cinci tipuri. Prin rotatii, din fiecare oscilajie se
poate obtine un sistem de 8, sau6, sau 4, sau 2, sau 1 oscilatii independente (in ultimul
caz oscilatiile sint complet simetrice).



538 ANEXA 10

Observatie. Pentru clasificarea oscilaliilor proprii ale sistemelor cu grupuri
arbitrare de simetrie a fost elaborat un aparat special (asa-numita teorie a reprezentiirii
grupurilor). Vezi, de exemplu, G. Ia. Liubarski, Teoria grupurilor si aplicafiile ei in
fizicd, Fizmatghiz, Moscova, 1958, unde se giisesc tabelele necesare.

D. Comportarea frecventelor unui sistem simetrie la variatiile
de parametri care conservi simetria. S& presupunem c# sistemul
nostru simetric depinde generic de un numér oarecare de parametri
si ¢4 simetria nu se distruge la variatia parametrilor. Atunci frec-
ventele proprii de multiplicitdti diferite vor depinde de parametri
si apare problema ciocnirii acestor frecvente proprii. Ne vom
margini aici la formularea rezultatelor pentru cazul cel mai simplu
al sistemelor cu simetrie de rotatie de ordinul trei (pentru simetrie
de rotatie de ordin » > 3, rdspunsul este acelagi). Aminunte pot fi
gisite in luerdrile Iui V. I. Arnold, Moduri si cvasimoduri, Functio-
nalnii analiz i evo prilojenia, 6, 2, (1972), 12—20; V. N. Karpusin,
Asupra asimptoticic valorilor proprit ale varietdtilor simetrice §i
reprezentdrilor « celor mai probabile» ale grupurilor finite, Vestnik
M.G.U., Ser. mat. 2, (1974) 9—13.

Oscilatiile proprii ale oricérui sistem cu simetrie de rotatie de
ordinul trei se impart in doud tipuri : oscilafii simetrice §i oseilatii
care se transform# in oscilatii independente de cea inifiald prin
rotatie cu 120°. Pentru sistemele generice cu simetrie de rotatie de
ordinul trei (care nu au, in particular, nici o simetrie suplimentard)
toate frecventele proprii de primul tip sint simple, iar cele de tipul
al doilea — duble.

Mai departe, se dovedeste ed daca sistemul depinde generic de un
parametru §i ramine simetric pentru toate valorile parametrului,
atunci la veriafia parametrului frecventele proprii ale oscilajiilor
simelrice nu se pot ciocnt une cu alta, in timp ce frecvenfele proprii
duble ale oscilatiilor nesimetrice nw se pot descompumne. In plus,
frecventele proprii duble ale oscilajiilor simetrice $i mesimetrice Se
miscd independent la variapia parametrului §t dect pentrw valori
1zolate ale parametrului se pot ciocni (st trece wna prin alta) o frecventd
proprie & unel oscilalii simetrice cu o frecvenid proprie a unei oscilaji
nesimetrice.

Pentru ciocnirea a doud frecvente proprii de oscilatii simetrice
trebuie s& varieze cel putin doi parametri, iar pentru ciocnirea a
doud frecvente proprii de oscilatii nesimetrice — cel putin trei.

in general, pentru ca intr-o familie tipicé de sisteme cu sime-
trie de rotatie de ordinul trei si apard sisteme care corespund
unei ciocniri de 4 frecvente proprii simple (¢ oseilatii simetrice) cu
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J frecvente proprii duble (j oscilatii nesimetrice), numérul de para-
metri ai familiei nu trebuie si fie mai mie de

(i — 1) (i + 2)/2 -+ 7

Sa aplicAm cele de mai sus la studiul oscilatiilor membranelor.
Vom considera aici cé unei membrane de formé genericd, care
admite ca simetrie o rotatie de 120° ii corespunde un elipsoid de
forma generici in spatiul elipsoizilor spatiului de configuratii, elip-
soid care este invariant la operatorul indusin spatiul configura-
tiilor de rotatia membranei.

Formularea exactd a acestei afirmatii constd in a presupune transversalitatea
aplicatiei spatiului membranelor simetrice in spatiul elipsoizilor simetrici la subvarie-
tatea elipsoizilor cu numere diverse de axe egale, pentru toate membranele, exceptind
o mul{ime de codimensiune infiniti.

Dacé sintem de acord cu aceastd ipotezd, sintem condusi la
urmatoarele concluzii privind oscilatiile membranelor simetrice.

1. Pentru membranele generice simetrice in raport cu rotatia cu
120°, astmptotic, o treime din frecvenlele proprii (numdrate cu
multiplicitdtile lor) sint simple si oscilagiile proprii corespunzdioare
sint invariante la rotafia cu 120°. Celelalte frecvenie proprii sint
duble ; fiecdrei frecvente proprit duble 1 corespund trei functii proprii
a cdror sumd este nuld $t care se transformd una in alta prin rotatia
e 120°,

2. In familitle generice cu wn parametru de astfel de membrane
simetrice apar, pentru valori izolate ale parametrului, ciocniri ale
unes frecvente simple cu una dubld, dar nu se intilnese nici ciocnirs
de frecvente simple intre ele, nici ciocniri de frecvente duble intre ele.

3. Numdrul minim de parametri ai unei familis de membrane
in care se realizeazd (intr-un mod care nu se distruge prin deformdri
MiCt care conservd simetria) ciocniri mai complicate de frecvente
proprii, este dat de formula

Z;l (L6 =1) (5 +2)/2] +7°) vi5

unde vi; este numdrul de puncte in care se ciocnesc ¢ frecvente simple
st J frecvente duble.

In particular, pentru o deformare mics tipici (genericd) a unei
membrane circulare, care conservi simetria de rotatie de ordinul
trei, o treime din frecventele proprii duble se decupleazs imediat
(cele care corespund functiilor proprii cu partea azimutali cos 3 ke
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§i sin 3k o). Continuind cu deformarea cu un parametru, frecventele
proprii simple si duble pot trece una prin alta, dar nuse pot ciocni
dousi frecvente proprii simple sau doud frecvente proprii duble.

E. Discutie. Importanta consideratiilor de genericitate gi si-
metrie constd, in particular, in posibilitatea pe care o dau Ude_ a
obtine anumite informatii in cazurile in care nu se poate gasi o
rezolvare exactd a problemei. o

in particular, pentru aproape nici un fel de membrane nu se
cunosc formele functiilor proprii. Cu toate acestea, din consideratii
generale se poate spune cite ceva, de exemplu, despre multiplicita-
tea valorilor proprii.

Studierea oscilatiilor de inaltd frecventd ale mediilor continue
are o importantd destul de mare pentru o serie de domenii
(optica, acustica s.a.m.d.) si de aceea pentru determinarea aproxi-
mativi a formelor oscilatiilor proprii au fost elwborate. meto_d%
speciale. Una din aceste metode (aya-numita ‘met(v)d‘:m astmptoticd
cvasiclasicd) constd in o ciuta oscilatia sub o forma care este local
vecini cu o undd armonicd simpld de lungime de undd micd, ‘dag
pentru care, insi, amplitudinea si directia frontului de undé variazd
putin din punct in punct. » ‘

Analiza (asupra ciireia nu ne putem opri aici) aratd ca in anumi-
te cazuri putem construi solufii aproximative pentru ecuai;IAlle
functiilor proprii, cu proprietitile indicate. Solutiile acestea sint
aproximative in sensul ¢ sint foarte aproape de a satisface ecuatia
de functii proprii (si nu prin faptul ci sint apropiate de funetiile
proprii adevirate). o . .

in particular, daci o membrand are forma unui triunghi echi-
lateral cu unghiurile netezite si puternic rotunjite, atunci se reu-
seste si se construiascd o solutie aproximativi de tipul Amu(hc_atz
care este sensibil diferitd de zero numai in Vgcinﬁmpea‘ unei indltimi
a triunghiului. (Fizicienii numese aee':xstva. _soh}tlAe Uaproxunaﬁ‘slva
analogul ondulatoriu al razei care se miscd dupd indltimea triun-
ghiului ; aceastil razi este o traiectorie stabila® a biliardului care
are forma membranei noastre (vezi anexa privind formulele asimp-
totice pentru lungimi de undd mici).

*) Conditia de stabilitate liniard a unei traiectorii de biliard are expresia

A+ r—=0— D@ — >0,

unde [ este lungimea segmentului de traiectorie, iar ry si r, sint razele de curburd ale
peretelui in extremititile sale. :
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Din consideratii de simetrie si genericitate rezulti cii mem-
branele tipice cu simetrie de rotatie de ordinul trei nu au oscilatii
proprii adevarate de tipul descris. Intr-adevir, si presupunem ci
una dintre oscilatiile proprii ale membranei este localizatid in veci-
nitatea uneia din indlfimile triunghiului (dar nu in vecinitatea cen-
trului membranei). Atunci, rotind-o cu 120° si 240°, obtinem trei
oscilatii proprii cu aceeasi frecventiid proprie. Aceste trei oscilatii
sint independente (aceasta rezultd din faptul cf suma lor este
nenuld). Prin urmare, frecventa proprie corespunzitoare este de
multiplicitate trei, ceea ce nu se poate intimpla in sistemele tipice
cu simetrie de rotatie de ordinul trei.

Din rationamentul expus rezultd ci incercarea de a construi o
formuld asimptoticd riguroasi pentru functiile proprii este in mare
masurd fird sperantd : in cel mai bun caz, ne putem astepta si
obtinem formule aproximative pentru oscilatii aproape proprii.
O astfel de oscilatie aproape proprie se poate deosebi destul de
puternic de oscilatiile proprii adevirate; dacd insd se considers
condifia inifiald care ii corespunde, atunci miscarea va aminti, pe
un interval de timp mare, de o undd stationard (oscilatie proprie).

Un exemplu de oscilatie aproape proprie este miscarea unuia
din cele doud pendule identice unite printr-un arc foarte slab.
Dacid in momentul initial punem in miscare primul pendul, iar
al doilea este nemiscat, atunci pe un interval de timp suficient de
mare, va oscila practic numai primul pendul si oscilatiile vor fi
aproape proprii. In cazul oscilatiilor proprii adevirate, amplitu-
dinile ambelor pendule coineid.

Problema legiturii dintre geometria unei membrane si proprietitile oscilatiilor
sale proprii a fost studiatd intens in ultimii ani de mul{i autori (printre care . Weyl,
5. Minakshisundaran si A. Plejel, A. Selberg, J. Milnor, M. Kac, I. Singer, H. McKean,
M. Berger, I Collin du Verdier, J. Chazarain, J. Duistermaat, V. F. Lazutkin,
A. L Sonirelman, S. A. Molceanov).

La cea mai simpld intrebare ,,se poate auzi forma uneitobe” rispunsul s-a dovedit a
fi negativ : existd varietdti riemanniene care nu sint izometrice, dar au acelasi spectru
(este vorba de spectrul operatorului Laplace-Beltrami). Pe de altd parte, anumite
proprietdli ale varietdfii se regisesc din spectrul valorilor proprii ale operatorului
Laplace si proprietitile functiilor proprii-(de exemplu, se regiseste familia completd a
lungimilor geodezicelor inchise).



ANEXA 11 :
ASIMPTOTICI PENTRU LUNGIMI DE UNDA MICI

Descrierea propagarii luminii in optica geometricd cu ajutorul
razelor (deci a ecuatiilor canonice ale lui Hamilton) sau a fron-
turilor de undi (deci a ecuatiei lui Hamilton-Jacobi) reprezints,
din punctul de vedere al opticii fizice, numai o aproximatie. Con-
form reprezentirilor opticii fizice lumina este formatd din unde
electromagnetice §i optica geometricd este numai o primd aproxi-
mare, care descrie bine fenomenele numai atunci cind lungimea de
undd este micé in ravort cu dimensiunile corpurilor considerate.

Varianta matematici a acestor reprezentdari cu caracter fizic
este datd de formulele asimptotice pentru solutiile ecuatiilor dife-
renfiale corespunzitoare, formule care dau o aproximare cu atit
mai buni cu cit frecventa oscilatiilor este mai mare (deci cu cit
lungimea de undé este mai micd). Aceste formule asimptotice se
exprimi in termeni de raze (deci de miscdrile unui anumit sistem
dinamic hamiltonian) sau fronturi de unds (deci solutii ale ecuatiei
lui Hamilton-Jacobi).

Formule asimptotice pentru lungimi de undd mici asemin -
toare celor din opticd existd pentru multe ecuatii ale fizicii mate-
matice care descriu felurite procese ondulatorii. In diferitele dome-
nii ale fizicii §i matematicii, ele sint legate de diferite nume.
De exemplu, in mecanica cuanticd formula asimptoticd pentru
lungimi de undi mieci se numeste ‘aproximatia cvasiclasicd, iar
determinarea ei este cunoscutd sub numele de metode WKBJ
(Wentzel, Kramers, Brillouin, Jeffreys) desi, de aproximatia cvasi-
clasicd s-au ocupat cu destul de mult timp inaintea acestora, de
exemplu, Liouville, Green, Stokes si Rayleigh.

Constructia unei asimptotici pentru lungimi de undd mici se
bazeazi pe reprezentarea conform cdreia local, in vecindtatea
fiecdrui punct, se observd o serie de unde aproape sinusoidale,
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dar amplitudinea acestora unde si directia de deplasare a frontuari-
lor lor variazd de la punct la punct. Introducerea formald a unei
functii de acest tip in ecuatia cu derivate partiale care descrie
procesul ondulatoriu conduce (in prim# aproximatie, pentru
lungimi de undé mici) la ecuatia lui Hamilton-Jacobi pentru
fronturile de undd. Urmitoarele aproximatii permit si determi-
narea modului in care variazd cu punctul amplitudinea oscilatiilor.

Evident, intreaga procedurs se cere fundamentaté matemadtic.
Atit o astfel de formulare, c¢it 5i demonstrarea teoremelor corespun-
zitoare nu sint deloe simple. Dificultdtile mari sint introduse in
special de asa-numitele caustici (cu altd terminologie —punctele
focale sau conjugate sau punctele de intoarcere).

Causticile sint infdsurdtori de familii de raze ; ele pot fi vizute
pe un perete iluminat de razele reflectate de o suprafatd neteda cu
curburd oarecare. Dacéd razele care apar in descrierea undelor
se intersecteazd §i formeazd caustici, atunci in vecinitatea causti-
cilor formulele asimptotice pentru lungimi de und& mieci trebuie
putin modificate. Anume, faza oscilatiilor de-a lungul fiecéirei raze
suferd un salt standard (cu un sfert de undi) la fiecare trecere a
razei prin caustica.

Este comod ca descrierea exactd a tuturor acestor fenomene si
fie ficutd in termenii geometriei subvarietidtilor lagrangeene ale
spatiului de faze corespunzitor si ai proiectiilor acestora pe
spatiul configuratiilor.

In acest limbaj, causticile se interpreteazii ca singularititile
proiectiei din spatiul fazelor in spatiul configuratiilor a varieti-
til lagrangeene care determind familia de raze. Prin urmare, for-
mele normale ale singularititilor proiectiilor lagrangeene, enume-
rate in anexa 12, reprezinté, in particular, clasificarea singulariti-
tilor causticilor, formate de sistemele de raze ,,in pozitie generald’’
(generice).

In anexa de fat se expun (fird demonstratii) cele mai simple
formule asimptotice pentru lungimi de undi mici pentru ecuatia
lui Schrodinger din mecanica cuanticd. O tratare mai amidnuntité
se poate gisi In urmitoarele lucrari :

J. Heading, An introduction to phase-inlegral methods, Menthuen’s Mono-
graphs on Physical Subjects, London and New York, 1962

V. P. Maslov, Teoria perturbafiilor $i metode asimplotice, M.G.U., 1965

V.1 Arnold, Asupra unei clase caracleristice care apare in condifia de cuanti-
ficare, Functionalnii analiz i evo prilojenia, 1, 1 (1867), 1—14.

L., Hormander, Fourier integral operators. Acta Mathematica, 127, 1-—2
(1971), 119.



544 ANEXA 11

A. Aproximatia evasiclasied, pentru solutiile ecuatiei Ini Schré-
dinger. Se numeste ecuatia lui Schrédinger pentru o particuld in
cimpul cu potentialul U in spatiul euclidian urmétoarea ecuatie in
raport cu functia complexia ¢(q, 1) :

ih 0% == ——-ﬁ); Ad+Ug) b, qell™, teR.
ol 2

Aici b este o anumitd constants realdd care joacd rolul de parametru
mic al problemei, iar A — operatorul lui Laplace.

Si presupunem c¢d conditia initiald are forma caracteristicd
lungimilor de undd mici

1: f,
Y, =,

t

unde functia netedi ¢ este diferitd de zero numai in interiorul unui
domeniu méirginit. Vom indica mai jos formula asimptoticd (pentru
h — 0) pentru solufia ecuatiei lul Schrodinger cu aceastd conditie
initiald.

Pentru inceput, si considerim migcarea unel particule clasice
(punct material) in eimpul potential U, deci siv considerdm ecua-
tiile lui Hamilton

AT %Y
Q:()Ha j?:—(lla unde H =

up dq

])2 + U(Q)y

S

in spatiul de faze de dimensiune 2n. Solutiile acestor ecuatii defi-
nesc un curent (atunci cind potentialul satisface citeva conditii,
ceea ce vom presupune prin ipotezd ; aceste conditii imipiedicd
indepartarea la infinit in timp finit).

Conditiei noastre initiale ,,de tip lungime mici de undd’ ii
asociem o subvarietate lagrangeeand in spatiul de faze (deci o varie-
tate de dimensiune egalid cu dimensiunea spatiului configuratiilor
si pe care este identic nuld restrictia 2-formei diferentiale dp A dg
are definegte structura simplectici in spatiul tazelor), si anume
definim ,,impulsul” corespunzitor conditiei noastre initiale ca
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tiind gradientul fazei ; mai precis, punem

s
p(q) = P

Lema. Pentru orice functie netedd s, graficul functiei »(q),
construitd cw ajutorul ev, in spafiul fazelor R* = {(p, q)} esle
varietate lagrangeand. Reciproe, dacd o varietate lagrangeand se
protecteazd injectiv pe spapiul R™ = {q} (este un grafic), atunci
ea este datd de o funclie generatoare s prin formula precedentd.

Sd notam cu M varietatea lagrangeani construitid cu ajutorul
conditiei initiale (functia s). Evolutia la timpul ¢, ¢, a curentului
hamiltonian transformé varietatea M intr-o alti varietate gt M.
Aceastd noud varietate este si ea lagrangeani, deoarece curentul
hamiltonian conservi structura simplectici.

~ Pentru valori mici ale lui ¢, atit varietatea lagrangeand initiald
M cit si varietatea ¢g'M se prolecteazi injectiv pe spatiul contigu-
rafiilor. Pentru ¢ mare insd, acestlucrunusemai intimpli (fig. 2i4) .

Cu alte cuvinte, intr-un punct @ al spatiului configuratiilor se
pot proiecta mai multe puncte ale varietdtii lagrangeene ¢‘J.
Vom presupune ¢i numirul acestor puncte este finit si ¢ fiecare
din ele este nedegenerat (adicd diferentiala aplicatiei de proiectie a
varietatii lagrangeene ¢‘M in spatiul configuratiilor este nede-
generatd in fiecare punct care se proiecteazs peste Q).

P B Fig. 244. Curentul transformd
q; 9 varieliilile lagrangeene.

Condilfia de nedegencrare este satisfacuti de aproape toate punctele (). Mai precis,
a(:?le puncte singulare @ pentru care ea nu este indeplinitd formeazi o mullime de
misurd nuld in spatiul fazeior. in cazul general aceasti multime este o hipersuprafata
d? dimensiwie cu unu mai mica decit dimensiunea spaliului configuvatiilor. Aceasts
h.xporsuprafaL&, care joacd rolul de causticad in problema noastri, poate)uvea chiar ea
singularita{i destul de complicate.

35 — c¢. 1719
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Punctele varietitii lagrangeene ¢° M care se proiecteazi peste un
punct @ provin din varietatea lagrangeand initiald M (construitd
din conditia initiali) prin intermediul curentului hamiltonian {g'}.
Cu alte cuvinte, in punctul ¢, dupd timpul ¢, ajung mai multe
traiectorii ale particulei clasice, date de conditii inifiale continute
in varietatea lagrangean# inifiald.

Si notdm cu (p,, q;) aceste puncte initiale din spatiul fazelor
sicu S;actiunea evaluati de-a lungul traiectoriei sistemului hamil-
tonian, cu conditia initiald (p;, ¢;). Mai exact, punem

3
&@J>=wm+ngmmMe
0

I == U0) i 9"y a) = @(8); ().

Atunci, c¢ind h — 0, solufia ecuaties lui Schrodinger cu condifiile
enitiale oscilante date de functitle s g1 ¢ are astmpiotica

11 =
DY |-} DT L oy,

¢@w:2mmhm

unde yy este un numdr intreq (indicele lui Morse) a cdrut definijie se
dd mar jos.

Pentru a ne descurca in aceastd formuld, si considerdm mai
intii cazul in care intervalul de timp # este mic. In aceastd situatie,
suma se reduce la un singur termen, deoarece varietatea lagran-
geandl ¢* M care se obtine din varietatea lagrangeand initiald M prin
evolutia la timpul ¢, ¢, a curentului hamiltonian, se proiecteaza
injectiv pe spatiul configuratiilor. Cu alte cuvinte, din familia de
particule corespunzitoare conditiei initiale a ecuatiei lui Schro-
dinger numai una singurd trece prin @ dupd un interval de timp
seurt t.

Pentru valori mici ale lui ¢, indicele lui Morse este egal cu zero
(vom vedea ci acest lueru rezultd din definitia de mai jos). Prin
urmare, functia (@, 1) este, la fel ca si condifia initiald, o functie
rapid oscilantd. '
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In aceasts formulare functia S, care defineste fronturile de
unds la momentul ¢ nu este altceva decit valoarea la momentul ¢ a
solutiei ecuatiei lui Hamilton-Jacobi avind ca conditie initiald
functia s care definegte fronturile de undd la momentul initial.
Amplitudinea undelor in momentul ¢ §i in punctul @ se obtine
din amplitudinile in momentul initial in punctele ale ciror traiec-
torii ajung in @, prin inmultire cu un anumit factor. Acest factor
este ales in aga fel inelt, prin migearea particulelor corespunzitoare
conditiei initiale, integrala patratului modulului functiei ¢ pe do-
meniul spatiului configuratiilor umplut de particule s nu varieze
cu timpul. (Aici se presupune cd, in momentul initial, se alege un
domeniu arbitrar al spatiului configuratiilor, apoi se considerd
acele puncte de pe varietatea lagrangeans initiala M care se pro-
iecteazd pe spatiul configuratiilor in acest domeniu, apoi imaginile
acestor puncte prin evolutia la timpul ¢ a curentului hamiltonian
si, in sfirsit, proiectia acestor imagini pe spatiul configuratiilor,
ceea ce se obtine fiind domeniul ,,umplut de particule la momentul
t”).

B. Indieii lui Morse si Maslov. Numérul p; se defineste ca fiind
numérul punctelor focale la varietatea lagrangeand M situate pe
segmentul [0, ¢] al orbitei cu punctul initial (p;, ¢,).

Definitia- unui punct focal la M este urmitoarea. Am ales
punctul @ astfel incit proiectia varietétii lagrangeene ¢*M, care
se obtine din M la momentul ¢, 84 fie nedegenerati in toate punctele
care se proiecteazdi peste ¢. Dac consideram insi toatd orbita
cu conditia initiald (p,, ¢;), existd momente de timp 0 intre 0 si
t pentru care conditia de nedegenerare nu este satisficutd in punc-
tul (p(0), ¢(0)) al varietitii lagrangeene ¢%M. Aceste puncte se
numese puncle focale la varietatea M de-a lungul orbitei conside-
rate.

S# observim ci definitia punctelor focale la M si a indicelui lui Morse nu depinde
de ecuatia lui Schrédinger, cireflectd pur si simplu proprietiji ale geometriei curentului
hamiltonian in fibrarea cotangentd la spatiul configuratiilor (sau, ceea ce este acelasi
lucru, proprietati legate de caleulul variational). In particular, ca varietate lagrangeans
initiald M se poate lua fibra fibririi cotangente, care trece prin punctul (p,, g,) (definita
de conditia ¢ = ¢,).

In acest caz un punct focal la M situat pe orbita care incepe in (po» 9o) S€ NUmMeste
conjugat cu punctul initial (mai exact, proiectia unui astfel de punct pespatiul configu-
ratiilor se numeste punct conjugat cu punctul g, de-a lungul extremalei care iese din
¢o cu impulsul p, in spatiul configuratiilor). In cazul unei varietiti riemanniene
proiectia unui punct focal la o fibra a fibrarii cotangente se numeste punct conjugat cu
punctul inifial al geodezicei de-a lungul acestei geodezice. De exemplu, Polul Sud al
sferei este punct conjugat polului Nord de-a lungul oricirui meridian.



548 ANEXA. 11

Indicele lui Morse al unui arc de geodezicid — egal cu numdrul punctelor conjugate
punctului inifial — joacd un rol important in calculul varialional : si anume si consi-
derim a doua diferentiald a actiunii ca o formi pitratici pe spatiul vaviatiilor unei
geodezice date (cu capete fixate). Atunci indicele de iner{ic negaliv al acestei forme
patratice este egal cu indicele Morse (vezi, de exemplu, J. Milnor, Morse Theory, Ann.
Math. Studies, Princeton, 1961).

Prin urmare, pind la primul punct conjugat geodezica realizeazd minimul actiunii,
ceea ce justificd denumirea de ,,principiul minimei acliuni’” datd diverselor principii
variationale ale mecanicii.

Sd observim aici ¢& pentru a caleula indicele lui Morse, fiecare
punct focal trebuie numirat cu multiplicitatea sa (multiplicitatea
unul punet focal generic este egald cu 1).

Indicele Iui Morse este un caz particular al asa-numitului
indice al lui Maslov care este definit, independent de orice curent,
pentru orice curbd pe o varietate lagrangeand a fibririi cotangente
Ia spatiul configuratiilor.

Sa considerfim proiectia varietitii noastre lagrangeene n- di-
mensionale pe spatiul contiguratiilor, si el n-dimensional. Accasta
cste o aplicatie diferentiabild de varietiti de dimensiuni cgale. Ea
poate avea puncte critice — puncte in care rangul diferentialei
nu este maxim §i in vecinidtatea cirora proiectia nu cste difeo-
morfism.

Se dovedeste ci, generic, mulfimea punctelor singulare este de
dimensiune n—1 si este formatd din reuniuneca unei varieldfi netede
de dimensiune n—1 constitwitd din cele mai simple puncle critice —
cele in care rangul scade cu 1 -— si wn numdr finit de varictdfi de
dimensiune < n—3.

Alcl ,,generic’” inseamnd ci proprietéitile indicate pot fi obti-
nute printr-o deformare oricit de mict a varietdtii lagrangeene in
timpul cireia ea ramine lagrangeans.

Este esential sd evidentiem faptul ca printre partile de diferite dimensiuni in care
se descompune mul{imea punctelor critice nu existd o parte de dimensiune n—2.
Dupi punctele critice cele mai simple, care formeazi o varietate de dimensiune n—1,
urmeaza punctele in care rangul scade cu doud unitili si acestea formeazi o varietate
de dimensiune n—3. Proiectia muliimii punctelor critice pe spaliul configuratiilor
(caustica) este alcituita, in general, din pér(i de toate dimensiunile dela 0 la n—1, fari
salturi.

In continuare, se constati i subvarietatea (n —1)—dimensionald
a punctelor critice celor mar simple are doud fefe in varietatea lagran-
geand (este orientabild). Putem, prin procedura expusi mai jos,
54 alegem o orientare a normalei in fiecare punct astfel incit aceste
orientdri si fie compatibile.
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S# considerim un punct critic simplu (rangul mai mic cu 1)
arbitrar pe varietatea lagrangeand.

Fie ¢4, - - ., ¢, un sistem de coordonate in vecindtatea proieciiel
acestul punct in spatiul configuratiilor. Fie py, ..., p, coordonatele
corespunzitoare in fibrele fibrarii cotangente. In vecindtatea
punctului critic ales, varietatea lagrangeand poate fi consideratéd
ca graficul functiei vectoriale (gy, ps, . . -, P,) de variabilele (py, g, . . -
..y qu) (sau al unei functii vectoriale de formi similard, in care
rolul coordonatei evidentiate nu este jucat de ¢, ci de o altd
coordonatid, g;).

In vecinitatea punctului critic dat, celelalte puncte critice
sint date de conditia _‘?Q{_ =0. Pentru o varietate lagrangeani

Py
generici, aceastd derivata igi schimbéd semnul la trecerea de pe o
parte a varietdtii punctelor critice (de rang »—1) pe cealaltd, in
vecindtatea punctului eritic (de rang n—1) ales. Alegem ca parte
pozitivd aceea in care aceastd derivatad este pozitiva.

S3 observam cé trebuie demonstratld compatibilitatea directiilor pozitive definite
in vecinitatea punctelor diferite. In plus, trebuie demonstrat ci direcfia pozitivi in
veeinitatea unui punct critic este coret definitd, adicd nu depinde de alegerea sistemu-
lui de coordonate. Toate acestea se pot realiza prin calcule directe (vezi articolul lui
V. I. Arnold din Funclionalrii analiz i evo prilojenia citat mai sus).

I'ndicele lui Maslov al unei curbe pe o varietate lagrangeani se
defineste acum ca fiind numarul de treceri din partea negativi a
varietiitii  singularitdtilor in partea pozitivé minus numdirul
trecerilor in sens invers. Se presupune in plus ¢ capetele curbel nu
sint puncte critice i curba intersecteaza numai varietatea puncte-
lor critice celor mai simple (unde rangul este n —1), si anume numak
sub unghiuri nenule (transversal). Odatd definit indicele pentru
astfel de curbe, se poate extinde definitia si la curbe care unesec
doudl puncte critice : pentru aceasta este suficient si se aproximeze
curba datd printr-o curbd care intersecteazd numal varietatea
punctelor critice simple si numai sub unghiuri nenule. Se poate
ardta cd indicele astfel obtinut nu depinde de curba cu care se
aproximeazi.

Problemad. Sise determine indicele cercului p = cos {, ¢ = sin { orientat
de parametrul ¢, 0 < i < 2= pe sub varietatea lagrangeand p? 4 ¢* =1 a planului
fazelor.

Raspuns. Indicele este - 2.

In sfirsit, indicele Iui Morse al unei orbite in R2" poate fi definit
ca fiind indicele lui Maslov al unei curbe pe o varietate lagrangeans
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de dimensiune n4-1 conginutd intr-un spatiu de faze de dimen-
siune 2n 42 adecvat. Coordonatele in acest spatiu de faze sint
(Po» D5 4oy ¢) (unde (p, ¢) € R?"). Dacdi se pune g, =1, po= —H(p, q)
lar punctul (p, ¢) parcurge o subvarietate Iagran(rea,oni de .dim’en-’
siune # a lui R*" obtinutd din cea initiald prin evolﬁtia Ia timpul £ a
curgntvulm hamiltonian, punctele (—H(p, q), p; t, qi descriu, cind ¢
variaza, o varietate lagrangeand de dimensiune n 4 1 in’I{Z"+2

Gra_.flculu migedrii punctului inifial sub actiunea curentului ( é
orbita careia vrem 8a-1 calculim indicele) poate fi considergt
9:31 o curbi in gmceasté, varietate lagrangeand de dimensiune » -+ 1

Se poate verifica c¢i indicele Iui Maslov al acestui grafic coincide:
cu indicele lui Morse al orbitei analizate. °

C. Indicii curbelor inchise. Indicii curbelor inchise situate
pe o subvarietate lagrangeand a unui spatin de faze liniar pot fi
(eﬂl@}ﬂ;ﬂ_n i utilizind structura complexi a unui astfel de spatiu
Si introducem in spatiul de faze liniar R** = {(p, q)}, pe liflfrai.,
structura simplecticd dp A dg, o structurd cuclidiand '(m; produs%l
scalar dat de p* 4-¢%) §i o structurd complexi, definitd de irinful—
firea cu unitatea imaginara J

IR =R I(py q) =(—q,p); » =p +ig, " ={z}h
Cele trei structuri sint strins legate prin relatia

[z, 9] =, y),

und .. ) .
euel(iadig n’.] este produsul scalar antisimetric, [iar ( , ) — cel

'Tra,nsforrpé‘,r.ile liniare care péstreazd cel pufin doud din aceste
trei structuri (si atunci pe toate trei) se numesc unitare. Ele trans-
formi planele lagrangeene in plane lagrangeene. '

Orice plan lagrangean se poate obtine dintr-un plan lagr:
dat arbitrar (de exemplu, din planu’l real R defilzlit deb g‘élfa?i?ig
q=0) printr-o transformare unitarid. Orice doud transformiri uni-
tare A4 i B care transformd subspatiul real R” intr-un acelasi plan
lagrangean, diferd printr-o transformare unitari care este o
transformare reald ortogonal :

B = AC, unde C(R") =R",
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Reciproe, orice transformare reald ortogonald nu modificd
imaginea planului real prin actiunea unei transformiri arbitrare.

Sh observim ci determinantul unei transformiri ortogonale
este egal cu - 1. Prin urmare, pdtratul determinantulus unel trans-
formsiri unitare care transformi planul real intr-un plan lagran-
gean dat depinde numai de planul lagrangean si nu depinde deloc
de alegerea transformirii unitare.

Dupii aceste observatii preliminare, s& ne intoarcem la varie-
tatea noastri lagrangeand si s considersim pe ea o curbé inchisd
orientatii. In fiecare punct al curbei existd planul tangent la varie-
tatea lagrangeand in spatiul simplectic liniar. Pitratul determi-
nantului transformérii unitare care aplici planul real pe acest plan
tangent este un numir complex de modul unu. La migcarea punc-
tului pe o curbd inchisé, acest numér complex variazé, astfel incit
atunei ¢ind curba este parcursd complet, patratul determinantului
ofectueazd un anumit numdir intreg de rotatii in jurul originei
coordonatelor in planul variabilei complexe, orientat de la 1 citre i.
Acest numir intreg este chiar indicele lui Maslov al curbei consi-
derate.

Indicii curbelor inchise apar in formulele asimptotice ale pro-
blemelor stationare (de oscilatii proprii). Sa presupunem ¢d curen-
tul hamiltonian corespunzitor potentialului U lasd invariantd o
varietate lagrangeani situatd pe mulfimea de nivel constant al
energiei H = K. Atunci ecuatia

-;—A b= 13U(g) — ) ¥

are un sir de valori proprii Ay — o0 cu comportarea asimptoticd
Ay = ux - 0(1/ny) daci, pentru orice contur inchis y pe varietatea
lagrangeand, este indeplinitd relatia (congruenta)

7“.

2 - .
2PN 4 pdg =ind vy (mod 4).
7

in cazul unidimensional, varietatea lagrangeand este un cerc,
indicele este egal cu 2 si formula precedentd se transformd in aga-
numita conditie de cuantificare

1
uy ppdg=2n|N +—2— .

v
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Funetii " <
taten lagsglrilgee;);?pgll corespupzatgarevacestor valori proprii sint si ele legatc de varie-
soste e gean al,m arfaceasta leggtura nu mai este atit de simpl‘i, In realitate, se reu-
i.)entru nisto faneth g; ormgle asnmptf)tlce. pentru functiile proprii, ci numai i”ormule
P tvoaare TuncHii re satls'fac apro.XIm.atw ecuatia functiilor proprii. Aceste functii
it Formulelgn :;i rrlll I()z;ttte_norul proiectiei varietitii lagrangeene pe spatiul configura
. " otice prezintd singularititi i 2ind icilor care
Se formeard prin prolentin gularitdfi in vecindtatea causticilor care
Functii ” < < ox
Valoareacf)%;fg;p;:;;c}l;\srgg:e pot insd sd se comporte complet diferit, cel putin dacs
) zatoare este multipli sau d exi i i
foarte apropiate de ea (vezi anexa 10). P daci existi alte valori propril

ANEXA 12
SINGULARITATILE LAGRANGEENE

Singularititile lagrangeene nu sint altceva decit punctele critice
ale proiectiei unei varietdti lagrangeene pe spatiul configuratiilor.
Acest tip de singularitdti apar in studiul global al solutiilor ecuatiel
lui Hamilton-Jacobi, in studiul casuticilor, al punctelor focale
si conjugate, in analiza propagarii discontinuititilor sia undelor de
soc in mecanica mediilor continue si in problemele care condue la
formule asimptotice pentru lungimi de undd mici (vezi anexa 11).

Pentru a descrie singularititile lagrangeene, trebuie si spunem
pentrn inceput citeva cuvinte despre singularititile aplicatiilor
diferentiabile in general. Vom incepe cu exemplele cele mai simple.

A. Singularititile aplicatiilor netede ale unei supraiete in
plan. Aplicatia de proiectie a sferei pe plan are ca singularitdi
toate punctele de pe ecuatorul sferei (in punctele ecuatorului ran-
gul scade cu o unitate). Ca rezultat, in planul proiectiei se obtine
o curbd (formatd din valorile critice; asa-numitul contur vizibil)
care desparte domenii in care numirul punctelor din preimagine
este diferit ; fiecare punct din interiorul conturului vizibil are in
preimagine doudi puncte, iar fiecare punct din exterior — numai
unul.

in cazurile mai complicate «conturul vizibil» poate avea si el
niste singularitdti mai complicate. De exemplu, s& considerdm
suprafata definitdi in spatiul tridimensional cu coordonatele
(2, y,2) de ecuatia (fig. 245)

v =yz —23

si aplicatia de proiectie a acestei suprafete in planul (, y), paralel
ou 2.
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Punctele singulare (critice) ale proiectiei formeazd pe suprafati
o curbd netedd (cu ecuatia 322 =y). Imaginea acestei curbe in
planul (@, y) nu mai este insd o curbd netedi. Aceasts imagine este

EURa

Fig. 245. Singularitatea lui
% ‘Whitney.

o parabold semicubicd cu un unghi aseutit in punctul (0, 0) si datid
de ecuatia

27 w2 = 4 y3.

O astfel de curbd imparte planul (2, y) in doust pirti: una mai
micé (in interior) si cealaltdh mai mare (in exterior). Deasupra
fiecdrul punct din partea mai mics se afli cite trei puncte ale supra-
fetei, in timp ce deasupra fiecirui punct din partea mai mare —
doar unul.

S considerim acum o deformare mici arbitrars a suprafetei
noastre. Se dovedeste ci proiectind orice suprafats suficient de
apropiatd de suprafata noastri se obtine un contur vizibil care are
o singularitate aseminitoare (unghi semicubic) intr-un punct
apropiat de singularitatea conturului vizibil al surafetei initiale.
Cu alte cuvinte, singularitatea considerati ny poate fi inld’tumtd’prm
deformdari mici ale suprafetei.

In plus, in loc de a deforma suprafata, se poate deforma in orice
mod insdsi aplicatia suprafetei in plan (fir§ 2 ne mai ingriji ca
ea s fie o proiectie), cu conditia ca aplicatia s& ramind neteds si
deformarea si fie micdi. Se dovedeste ci §i pentru astfel de defor-
méri unghiul ascutit nu dispare, ci numai se deformeazs putin.

SINGULARITATILE LAGRANGEENE 555

Exemplele date aici epuizeazd toate singularititile ti;zice ale
aplicatiilor de suprafete in plan. Se poate demonstra ca toate
singularititile mai complicate se pot elimina printr-o geformare
mic. Prin urmare, deformind pulin orice aplicatie neteds se poate
realiza ca, in vecinitatea oricdrui punct alu suprafetei pe care este
ea definitd, aplicatia si fie sau nesingulard, sau structurata fie ca
aplicatia de proiectie a sferei in plan in apropierea ecuatorului, fie
ca aplicatia de proiectie a suprafetei considerate mai sus, cu unghi
ascutit cubic pe ~onturul vizibil. . -

Formularea ,,structurat ca’ trebuie interpretatd in modul
urmitor : in suprafata preimagine §i in planul imagine se pot
alege coordonate locale (in vecindtatea punctului considerat si a
preimaginii sale) astfel incit, in aceste coordonate, aplicatia sa se
serie intr-o formé speciald simpli, i anume formele nuormale la care
se aduce o aplicatie a unei suprafete in plan, in vecinitatea puncte-
lor de cele trei tipuri studiate mai sus, sint

Y, = Xy, Y5 = ¥, (punct nesingular),
¥, = a3, ¥y, = @, (punct de tip ,,pliu”’, ca pe ecuatorul sferei)

Y, = @,y — X%, Yy =@, (punct ,cuspidal”, cu un unghi
ascutit al conturului vizibil).

Aici (2, ,) sint coordonate locale in preimagine, iar (¥;, ¥;) — in
imagine. ) )

Demonstratiile teoremelor enuntate (datorate lui H. Whitney)
si ale generalizirilor lor in cazul dimensiunilor superioare pot fi
gisite In lucririle dedicate teoriei singularitdfilor aplicatiilor
diferentiale, ca de exemplu :

V. I. Arnold, Singularitilile aplicafiilor diferentiabile, Uspehi Matem. Nauk,
23, 1 (1968), 3—44. o . o

R. Thom, G. Levine, J. Mather sialiii, in culegerea Singularititile
aplicatiilor diferentiabile, Mir, Moscova, 1968,

B. Singularititile aplicatiilor de proiectie ale varietitilor
lagrangeene. Si considerdm o varietate a configuratiilor de di-
mensiune #, spatiul de faze corespunzidtor de dimensiune 2n gi
in acesta din urmi o subvarietate lagrangeand (o subvarietate de
dimensiune n pe care se anuleazi 2-forma care defineste structura
simplecticd a spatiului fazelor).

Proiectind varietatea lagrangeand pe spatiul configuratiilor
obtinem o aplicatie diferentiabild a unei varietiti de dimensiune »
intr-o varietate de aceeasi dimensiune.
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Intr-un punct generic nesingular, aceastd aplicatie este un
difeomortfism local; existd insd puncte ale varietatii lagrangeene
in care rangul diferentialei scade. Aceste puncte se numesce singu-
lare. Proiectind multimea punctelor singulare pe spatiul fazelor se
obtine ,,conturul vizibil” care in cazul lagrangean se numeste
causticd.

Causticile pot avea singularitdti complicate. Cu toate acestea,
la fel ca in cazul teoriei obignuite a singularititilor, singularititile
prea complicate pot fi inldturate printr-o deformare micii (este
vorba de o deformare micd a varietdfili lagrangeene in spatiul
fazelor, prin care varietatea rimine lagrangeani).

Dupi o astfel de deformare rdmin numai singularititile cele
mai simple, care nu pot fi inliturate, pentru care se pot scrie forme
normale §i care se pot studia amdnuntit odatd pentru totdeauna.
In considerarea problemelor generice, care nu admit proprietitile
speciale de simetrie, este natural sii ne asteptam ca si apari numai
aceste singularititi simple si neeliminabile.

De exemplu, sé consideram causticile care se formeaza la ilumi-
narea unui perete de catre lumina emisd de o sursd punctiforma
si reflectatd de o suprafatd netedd cu curbura arbitrari (in acest
caz, spatiul de faze de dimensiune patru este format din dreptele
care intersecteazd peretele sub toate unghiurile posibile, iar sub-
varietatea lagrangeand — din razele de lumind care ies din sursé,
prin intersectia lor cu ecranul). Deplasind sursa se poate observa
¢, in general, causticile au numai singularititile de tipul cel mai
simplu (unghiuri semicubice), iar singularitfitile mai complicate
apar numai pentru pozitii speciale, exceptfionale, ale sursei.

Mai jos sint enumerate formele normale ale singularitigilor
aplicatiei de proiectie a unei subvarietdti lagrangeene de dimen-
siune »n a spatiului de faze pe spatiul de configuratii de dimensiune
n, pentru # < 5. Aceste forme normale sint in numir finit si
clasificarea lor este legatd (intr-un mod destul de misterios) de
clasificarea grupurilor Lie simple, de cele mal simple puncte
critice nedegenerate ale functiilor, de poliedrele regulate si multe
alte obiecte. Pentru n > 6, formele normale ale unor singulari-
tati lagrangeene trebuie s§ contind inevitabil niste parametri.
Pentru amanunte suplimentare, cititorului 1 se recomandi si
citeascd articolul lui V. I. Arnold, Fformele normale ale func-
tiilor in vecindiatea punctelor critice, grupurile lui Weyl A, D, By
st singularitdtile lagrangeene, Functionalnii analiz 1 evo prilojenia,
6, 4 (1972), 3 —25.
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C. Tabelul formelor mnormale ale singularitatilor tipice de
proiectie ale varietitilor lagrangeene de dimensiune n < 5. Vom
utiliza urmétoarele notatii :

(@19 -5 Q) — coordonatele in spatiul configuratiilor ;
9 (P -y Pu) — impulsurile (canonic conjugate) cores-
punzitoare ;
P §i ¢ formeazd Impreund un sistem de coordonate simplectice in
spatiul fazelor.

Vom defini varietatea lagrangeand (local) cu ajutorul funetiei

generatoare 17, prin formulele

or or
4= — 1Py = e
Ip; 04,
unde indicele ¢ parcurge o parte oarecare a multimii (1, ..., n),iar
indicele j — cealaltd parte. Si anume i =1, j,>1 pentru singu-
laritdtile notate in listd cu 4, si i =1, 2,7 > 2 pentru singulari-
titile notate eu D, si H,. °
Cu acestg; notatii, se poate considera ¢ una 31 aceeasi functie
F(p,, ¢;) defineste o varietate lagrangeand in spatii de diferite
dimensiuni : putem adiuga cite argumente q; vrem, dacd # nu
depinde de fapt de ele.
_ Lista formelor normale ale singularitiitilor tipice are acum ur-
matoarea forms :
pentru n =1

Ay B o=pt 5

dg: B = L pl;
Pentru n =2, in afard de cele doud forme precedente, si forma
Az 1 B = pi + qupi;
pentru n =3, in afari de cele trei forme precedente, si formele
A Fo= £ pi + gpi + eph,
Dy B = 3 pip, -+ p2 4 q5p3;
pentru n = 4, in afard de cele cinci forme precedente si formele
Ay F =+ pl + 49t + ¢up% + ¢u1%,
Dys: F = + pipy £ pb + aupl + 5035
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pentru n =5, in afard de cele sapte forme precedente, si formele
Ag: F =L pl & gpit ... + @ph
Dy: T = 4 pips &= 9§ + a2 + @ph + 6P
Bg: F =+ p} 4 95 + ¢spipd + Gpip + G5

D. Discutarea formelor normale. Punctul de tip 4; este nesin-
gular. . ‘

Singularitatea de tip A, este o singularitate de tip pliu.
Intr-adevir, daci se iau drept coordonate pe Varietatea lagran-
geand, (Pyy oy - - -y ¢a)y atunci aplicatia de proiectie se scrie ca

(P1s G2y -+ -5 @) — (£ 3p%s Qar- - - 10a)-

Singularitatea de tip 4; este un punct cuspidal cu un unghi
aseutit semicubic pe conturul vizibil. Pentru a ne convinge de acest
lucrn, este suficient s scriem explicit aplicatia corespunzitoare
a varietitii lagrangeene de dimensiune doi in plan :

(P1y @2) = (4= 40Y -+ 24201, G2)-

Singularitatea de tip 4, apare pentru prima dfxtz“m in caz'ulgtrAl-
dimensional si caustica corespunziitoare reprezinta o supljairam in
spatiul tridimensional (fig. 246) cu o singularitate denumits ,,coad
de rindunicid” (ne-am mai intilnit cu ea in § 46).

Caustica singularititii D, in spatiul fie dimensiune patru repre-
zint# o suprafatii cu patru muchii de intoarcere (de tip A4j) tan-
gente intr-un singur punct; doud dintre aceste muchii pot fi
imaginare, astfel incit existd doud variante ale causticil D,.

E. Echivalenta lagrangeani. Trebuie sii precizim in ce sens
exemplele enumerate sint formele normale ale singularititilor
tipice ale aplicatiilor de proiectie de varietdti lagrangeene. In
primul rind vom defini singularititile pe care le vom considera
« construite la fel». _ o .

Pentru comoditate, vom denumi aplicatia de proiectie a unei

varietiiti lagrangeene pe spatiul configuratiilor — aplicatie lagran-
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geand. Fie date doud aplicatii lagrangeene ale unor varietiti de
aceeasi dimensiune n (varietitile lagrangeene n-dimensionale cores-
punzitoare se afld, in general, in spatii de faze diferite care sint

Fig. 246. Singularitilile tipice ale causticilor in spatiul tridimensional.

fibrarile cotangente la doud spatii de configuratii diferite). Vom
spune ci cele doud aplicatii lagrangeene sint lagrangean echivalente:
dacd existd un difeomorfism simplectic al primului spatiu de
faze pe cel de-al doilea, care aplicd fibrele primei fibriri cotan-
gente pe fibrele celei de-a doua si care transformd prima varietate
lagrangeand in cea de-a doua. Un astfel de difeomorfism simplectic
se numeste echivalentd lagrangeand de aplicatii.

S& observim ci doud aplicatii lagrangeene care sint lagrangean
echivalente se transformd wuna in alta prin intermediul unor
difeomorfisme in spatiul-sursd si in spatiul tintd (sau, cum se spune-
in analizé, se transformé una in alta prin schimbdiri de coordonate
In spatiul sursé si in spatiul-fintd). Intr-adevir, difeomorfismul
nostru simplectic, restrictat la varietatea lagrangeand defineste
un difeomorfism al spatiului-sursd ; difeomorfismul spatiilor-finti
de configuratii apare datoritd faptului ci difeomorfismul simplectic
initial transformé fibrele in fibre.

In particular, causticile a dou aplicatii lagrangean echivalente.
sint difeomorfe si deci clasificarea pind la o echivalents lagran-
geand a aplicatiilor atrage dupid sine elasificarea causticilor. In
general insd clasificarea pind la o echivalentd lagrangeani este mai
find decit clasificarea causticilor, deoarece atunci cind causticile
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sint difeomorfe nu rezultd neapdrat ca aplicatiile sint lagrangean
echivalente. In plus, clasiticarea pind la o echivalentd lagrangeand
este mai find §i decit clasificarea pind la difeomorfisme ale spatiilor-
sursih §i spatiilor tintd, deoarece nu orice pereche de astfel de di-
feomorfisme se obtine dintr-un difeomorfism simplectic al spatiilor
de faze.

O aplicatie lagrangeand, consideratd in vecinidtatea unui punct
ales, se numeste lagrangean echivalentd cw o altd aplicatie lagran-
geand in acest punet (consideratd si ea in vecindtatea unul punct
ales) dacd existd o echivalentd lagrangeand a primei aplicatii pe o
vecindtate & punctului ales cu cea de-a doua, de asemenea pe o
vecindtate a punctului ales, care transformsd primul punct in cel
de-al doilea.

Sintem deci in masurd si formulim teorema de clasificare a
singularitivtilor lagrangeene in dimensiune » < 5.

Ficcare varietate lagrangeand de dimensiune n(n < b) poate fi
tramsformatd printr-o deformare oricit de micd In clasa varietdtilor
lagrangeene intr-una pentru care aplicafia de proiectie pe spafiul
configuragitlor este lagrangean echivalentd@ in orice punct cu una
din aplicatitle lagrangeene din lista de mat sus.

In particular, o varietate lagrangeand de dimensiune doi poate
fi adusd in ,,pozitie generaldy’” printr-o deformare oricit de micd in
clasa varietatilor lagrangeene, astfel inecit aplicatia de proiectie
pe spatiul de configuratii (bidimensional) si nu aibd altfel de sin-
gularitati decit pliuri (care se reduc, printr-o echivalentd lagran-
geani, la forma normald 4,) si puncte cuspidale (care se reduc,
printr-o echivalentd lagrangeand, la forma normalid A4,).

Si observam cd teorema enuntatd privind-aplicatiile lagrangeene in dimensiune
doi nurezultd din teorema de clasificare pentru aplicafii generale (care nusint lagran-
geene). Aceasla, in primul rind, deoarece aplicaliile lagrangeene formeazi o clasii destul
de siracid printre toate aplicatiile netede si prin urmare pot avea (si chiar au, pentru
n > 2) ca singularititi tipice tipuri de singularitali care pentru aplicatiile netede arbi-
trare nu sint tipice. In al doilea rind, din faptul cii o aplicalie se poate reduce la
formi normald prin difeomorfisme ale spatiului-sursi si spatiului-fintd nu rezulta
posibilitatea acestei reduceri cu ajutorul unei echivalente lagrangeenc.

Prin urmare, causticile unei varietati lagrangeene bidimensio-
nale generice pot avea ca singularititi numal unghiurli semicu-
bice (si puncte de autointersectie transversald). Toate singularitii-
tile mai complicate dispar la o deformare micd a varietitii lagran-
geene, in timp ce punctele de intoarcere si punctele de autointer-
sectie ale causticii nu se elimini printr-o deformare micd, ci
numai se deformeazi putin.
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Formele normale ale singularititilor 4,, D,, ..., care urmeazs
in tabel se pot utiliza in mod similar pentru a studia causticile
varietdtpilor lagrangeene cu un numir mai mare de dimensiuni si
de asemenea, pentru a studia modificirile causticilor cu un numir
mai mic de dimensiuni la variatia parametrilor de care depinde
varietatea.

Formulele din aceasti anexi isi géisesc si alte aplicatii, in teoria singularititilor de
tip Legendre (legendreene), deci a singularititilor fronturilor de undi, a transformsi-
rilor Legendre, a infisurdtoarelor si anvelopelor convexe (vezi anexa 4, p. 451),
Teoria singularitétilor lagrangeene si legendreene are aplicatii evidente nu numaiin
optica geometrica si teoria asimptoticelor integralclor oscilante, ci si in calculul varia-
tional, in teoria solutiilor discontinue ale ecuatiilor neliniare, in problemele de optimi-
zare, de trageri etc. R. Thom a propus pentru teoria singularitatilor, teoria bilurca-
tiilor si aplicatiile lor denumirea comuné de {coria calasirofelor.



ANEXA 13
ECUATIA LUI KORTEWEG-DE VRIES

Nu toate integralele prime ale ecuatiilor mecanicii clasice se
explicd prin existenta unei simetrii explicite a problemei (de exem-
plu, integralele prime specifice problemei Iui Kepler, problemei
geodezicelor pe un elipsoid §. a.). In aceste cazuri se vorbeste des-
pre o ,,simetrie ascunsd’.

Exemple interesante de astfel de simetrii ascunse sint furnizate
de ecuatia lui Korteweg-de Vries

Uy = 6UUy — Ugpse (L)

Aceastd ecuatie neliniard cu derivate partiale a apdrut initial
in teoria canalelor de micd adincime ; mai tirziu s-a dovedit ca
aceastii ecuatie apare intr-o serie de probleme ale fizicii mate-
madtice.

Ca rezultat al unei serii de experiente numerice au fost desco-
perite niste proprietiti remarcabile ale solutiilor acestei ecuatii
cu conditii la frontierd nule la infinit : pentru ¢ — - cogi{ — —oco
aceste solutii se despart in ,,solitoni” — unde de o formd deter-
minati care fug cu viteze diferite.

Pentru a ob{ine expresia unui soliton care se deplaseazi cu viteza ¢, este sulicient
si ciutiam solutia ecnatiei (1) sub forma unei functii u = ¢(x — c¢f). Pentru ¢ se
obtine ecuafia ¢” = 3¢% + c¢p + d(d — parametru). Aceasta este o ccualie de tip
Newton cu potential cubic. In planul fazelor (¢, ¢’) apare un punct sea. Separatoarea
eare pleacdi din punctul sea si ajunge in punctul ¢ = 0, defineste o solufic ¢ care
tinde la 0 cind x — 4+ oo. Aceastd solutie este solitonul.

In cazul cind se ciocnesc mai multi solitoni se observi o inter-
actie neliniard destul de complicatd. Experimentele numerice
aratd insi ¢ dimensiunile §i vitezele solitonilor nu se schimbé in
urma cioenirii. Aceastd comportare a condus la ideea existentei
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unor legi de conservare. Intr-adevir, Kruskal, Zabussky, Lax,
Gardner, Green si Miura au reusit si giseascd o serie de integrale
prime ale ecuatiei lui Korteweg-de Vries. Aceste integrale prime sint

de forma I, =S Pty ..., uP) dw, unde P, sint polinoame®.

De ex.emplu,Aeste ugor de verificat ci primele integrale prime ale
ecuatiel (1) sint

I_ :S wde, I, =S u?de, I =S(u3+ u? )dw,

=

5 5 1
Iy= S (_5 ut— Y wn' -+ Y u”z) da.

_ Aparitia unui sir infinit de integrale prime se explicii usor cu
ajutorul urmétoarei teoreme a lui Lax™*®. Vom nota oper:’mtorul
de inmultire cu o functie de variabila # cu semnul functiei respec-
tive, iar operatorul de derivare in raport cu # — cu 0. Si conside-
ram operatorul lui Sturm-Liouville L = — 02 4-y, care depinde
de functia u(®). Se verifici in mod direct urmitoarea

Teorema. Heuagia lui Korteweg-de Vries (1) este echivalentd cu
ecuatia. (operatoriald) i-u = [L, A], unde A =4 03 —3(ud +

-+ d ).

Din aceastdi teoremi a lui Lax rezulti imediat urmitorul

. _Comlar. Operatorii L, construifi cu ajutorul unei solutii a ecua-
frer (1), sint unitar echivalenti pentru orice t; in particular, fiecare
valoqrgq proprie A a problemei lui Sturm-Liouville Lf =\ cu
condifii nule la infinit este o integrald prima a ecuagier lui IKorteweg-
de Vries. i

V. F. Zaharov si L. D. Fadeev au observat ci ecuatia (1) este
un sistem hamiltonian infinit dimensional complet integrabil si au
construit variabilele actiune-unghi corespunzitoare***. Structura

u.(N. T)

*} u(s) =

) dxs

**) P, D. Lax, Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves
Comrg. Pure Appl. Math., 21 (1968), 467—490. ! '
) k) V E._ Zaharov, L. D. Fadeev, Ecuafia lui Korteweg-de Vries —
slzéstcn217hamzltonzan complet inlegrabil, Functionalnii analizi evo prilojenia, 5, 4 (1971),
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simplectic pe spatiul functiilor care se anuleaz la infinit* u(z)
este definitd de produsul scalar antisimetric

w?(dv, 3 w) —::-‘1)—8 (v 3w —w -3 v)dx,

\

hamiltonianul ecuafiei (1) fiind integrala F;,. Cu alte cuvinte,
ecuatia (1) se serie ca ecuatie Hamilton in spatiul functional al
. .. . d 31
functiilor w(x), 4 = ——— —=1
de  du
Fiecare integrali I, defineste in acelagi mod o ,,ecuatie o lui
d

dx

k)

Korteweg-de Vries de ordin superior” 4 = @[], unde Q, =

K

du

involufie i curentii corespunzitori din  spatiul  functional
comutd, intre ei.

Forma explicitd a polinoamelor P, si @,, cit si expresia varia-
bilelor actiune-unghi (si, prin urmare, a solutiilor ecuatici (1)) se
deseriu in termenii solutiilor problemelor directd si inversi din
teoria impristierii pe potentialul .

este un polinom in u, w',..., w®+), Integralele I, sint in

Forma explicitii a polinoamelor Qg s¢ poate obline si din urmitoarea teoremai a lui
Gardner, care generalizeazd Leorema lui Lax. S considerim in spatiul functiilor de
variabila x, operatorul diferential A de forma A= 2[’2‘ - 0™, unde p,= 1 si ceilalti
coeficienti p; sint polinoame in u si derivatele lui u in raport cu . Se aratil ¢il pentru
orice s, existd un astfel de operalor A de ordinul 2s+1 pentru care comutatorul sau cu
operatorul lui Sturm-Liouville L esle un operalor de inmulfire cu o funclie: [L, A,] =

s
Operatorul A este univoc determinat de conditiile de mai sus modulo combinatii

%miare de operatori 4, cur < s; prin urmare si polinoamele () in u si derivatele lui u

Inraport cu asint definite modulo combinatii liniare de polinoame Q, cur < s.

#) Impreund cu toale derivatele (in raport cu x). (N. T.)
+00

*%) Prin  definilie, dacid I{u] == S P(u,....u®) dv, atunci

-0
+00
Ifu + —
lim [w + e du] — Tu] = S ke -Sudx - (N.T)
£-50 € du
-0

ECUATIA LUI KORTEWEG — DE VRIES 565

V. E. Zaharov, A.B. Sabat, L.D. Fadeev i alti cercetiitori au
studiat, utilizind reprezentarea lui Lax gi tehnicile problemei
inverse a teoriel impragtierii, o serie de ecuatil importante pentru
fizicd, printre care gl ecuatiile wy —i,, =sin u, i+ $up 4+ | P |2=0.

Studierea problemei determindrii solutiilor ecuatiei Ini Korte-
weg-de Vries cu conditii la frontierd periodice l-a condus pe
S. P. Novikov*' la descoperirea unei clage interesante de sisteme
complet integrabile cu un numir finit de grade de libertate. Aceste
sisteme se construiesc in modul urmator.

S4 considerim o combinatie liniard finitd arbitrard de integra-
le prime I =Y ¢; I, ;; fie ¢,=1. Multimea punctelor stationare
ale curentului ¢u hamiltonianul I in spatiul functional este inva-
riantd in raport cu curentii cu hamiltonienii I, i, in particular,
in raport cu curentul ecuatiei (1).

Pe de altd parte, aceste puncte stationare se determini din
ecuatia L4 e =0, sau A =d, d = const.) Ultima ecuatie

dz  du 3
nu este alteceva declt ecuatia lui Euler-Lagrange pentru funciionala
I —dI_,, care contine derivata de ordinul »n. Prin urmare, ea este
de ordinul 2z gi poate fi deserisd ca un sistem hamiltonian in spatiul
euclidian de dimensiune 2n.

Se dovedeste i sistemul hamiltonian cu # grade de libertate
astfel obtinut are » integrale prime in involutie $i poate fi integrat
complet cu ajutorul unor coordonate actiune-unghi adecvate.
Se obtine in acest fel o familie finit-dimensionald de solutii parti-
culare ale ecuatiei luli Korteweg-de Vries, care depinde de 3n -1
parametri (2n coordonate din spatfiul fazelor siincd »n -1 parametrii
Cly + vy Gy ). ) )

Asa cum a aritat Novikov, solutiile gisite au proprietd{i remar-
cabile : de exemplu, in problema periodica, ele dau funetiiu(x) pentru
care ecuatia diferentiald liniard cu coeficienti periodici — X' +

(2} X =21X are un numar finit de zone de rezonantd parametricd
(vezl § 25) pe axa h.

*) S, P. NovikovV, Problema periodici pentru ecualia Korleweg-de Vries, 1,
TI'unctionalnii analiz i evo prilojenia, 8, 3 (1974), 54—66.

Vezi si
B. A. Dubrovin,V.B. Matveev, S.P. Novikov, Ecuafii neliniare de
tipul Korteweg-de Vries, operalorii liniari cu numdr finit de zone i funciiile abeliene,
Uspehi Mat, Nauk, XXXI, 1 (1976), 55—136.

H.P. McKean, P. van Moerbeke, The spectrum of Hill’'s equation,
Inventiones Mathematicae, 30 (1975), 217 —274. :
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