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PREFAŢĂ 

Apariţia unei lucrări privind metodele de calcul numeric 

aplicabile pe calculator se înscrie pe linia generală de pro- 

movare a calculului automai. Lucrarea de faţă se încadrează 

în preocupările utilizării tehnicilor electronice de calcul în 

activitatea de cerceiare, proiectare și înnățămâni. 

În cele şase capiiole se prezintă principalele metode de 
calcul numeric pentru o mare varieilate de modele matematice 

ce pol fi întâlnite frecvent în practică, folosind drept 1 nstru- 

ment de calcul calculatorul electronic. Metodele de calcul 

prezentate sînt analizate, comparate şi ierarhizate după- 

următoarele criterii : convergentă, consistenţă, stabilitate, 

număr de operaţii, timp de execuţie, necesarul de memorie, 

tehnicile de control asupra modului de propagare a erorilor. 

Avind în vedere scopul aplicativ al lucrării, în primul 

capitol se prezintă o serie de elemente necesare pe parcursul 

lucrării cum ar fi: rolul, posibilitățile și limitele de utili- 

zare ale unui calculator i aspectele matematice și de calcul 

ale unui algoritm ; tipurile de erori introduse la executarea 

unui algoritm; instabilitatea numerică |a algoritmilor şi 
natura problemelor ; tehnici de incestigare privind. precizia 

rezultatelor etc. Noţiunile teoretice sânt însoţite în majoritatea. 

cazurilor de aplicaţii, diagrame logice, programe rezultate, 

precum şi de un material grafic adecrat, în felul acesta 
fiind mult mai accesibile cititorilor. La începulul fiecărui 
capitol sînt prezentate o serie de modele fizice şi modelele 

matematice corespunzătoare, încercînd în acest fel realizarea 

unei legături între domeniile furnizoare de probleme şi 

matematică, anahză numerică şi calculator, scop foarte 

importanti în etapa actuală cînd calculatorul trebuie folosit 
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mai mult în activitatea de cercetare, producție, învățământ 

pentru obținerea unor rezultate de calitate. 
„Iucrarea se adresează. economiştilor, inginerilor, fizi- 

ctenilor, cadrelor didactice, studenţilor de la facultățile care 

au în planul de învăţămâni o asemenea disciplină sau dis- 

cipline înrudite, precum și tubuiror celor care dorese să-și 

finalizeze  îmcrările de cercetare şi proiectare cu ajutorul 

tehnicilor electronice de calcul. | 
AUTORUL
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CAPITOLUL 1: | 

INTRODUCERE 

1.1. Rolul, posibilităţile şi limitele unui calculator 
în activitatea curentă 

Matematica aplicată, din care face parte şi analiza, 
numerică, s-a dezvoltat în ultimul timp. datorită, mai ales, 
amplificării utilizării. sistemelor electronice de calcul. 

- Analiza numerică se ocupă cu elaborarea, analiza, evaluarea 
şi ierarhizarea algoritmilor numerici, care se pot executa 
pe un calculator electronic, pentru obținerea soluţiei pro- 
blemei considerate. 

Metodele şi rezultatele analizei clasice, folosite adesea, 
oferă de obicei numai baza şi/sau punctul de start; pentru 
analiza numerică. De exemplu, un matematician cu preo- 
cupări în domeniul matematicii pure va fi complet satis- 
făcut dacă poate demonstra că la o problemă dată solu- 
ţia există şi este unică, dar este foarte mult pentru un 
matematician sau inginer care lucrează în domeniul anali- 
zei numerice să realizeze o procedură pentru calculul 
soluţiei, cu o tehnică de calcul existentă, să se menţină 
în cadrul unei precizii impuse şi în cadrul unui timp de 
calcul rezonabil, 

Pentru dezvoltarea unui algoritm de calcul folosit; la 
rezolvarea unei probleme date, analistul trebuie să fie 
preocupat: nu numai de. numărul operaţiilor aritmetice 
şi. de precizia; teoretică, dar și de erorile de rotunjire şi 
trunchiere, care se comit; cînd algoritmul este implementat 

pu



pe un calculator electronic. Scopul acestei lucrări este de 
a studia algoritmii numerici orientaţi pe calculator pentru 
rezolvarea diverselor tipuri de probleme întilnite în cerce- 
tare, proiectare etc. 

Calculatoarele sint sisteme fizice proiectate pentru a 
implementa, modelele matematice şi pentru manipularea 
lor în mod automat [30, 39]. Noile tehnologii, arhitectu- 
rile diferite, microprogramarea unor activităţi, memoriile 
virtuale ete. au avut o mare influenţă asupra calculatoa- 
relor care se construiesc în prezent. Un calculator folosit 
în scopuri generale, construit în prezent, este mult mai 
rapid, mai mic, mai performant, mai ieftin decit predece- 
sorul său, calităţi care permit ca acesta să fie din ce în 
ce mai mult; utilizat în economie, producţie şi cercetare. 
Din acest punct de vedere aplicaţiile pot fi: 

— aplicații care solicită capacitatea de memorare şi 
manipulare a unui, volum important de informații ; 

— aplicaţii care implică precizie și viteză în executarea 
unor calcule matematice. 

Ambele tipuri de aplicaţii pot fi executate pe un 
calculator de uz general. 

În ultimii ani calculatoarele au început să fie utilizate 
intens în noi domenii ea: tehnica comunicațiilor, controlul 
şi conducerea proceselor, stocarea şi sortarea unor volume 
mari de date, roboţi etc. În toate aceste domenii, caleula- 
torul prelucrează cantităţi mari de date cu viteze foarte 
mari. 

Un calculator poate fi programat să rezolve orice pro- 
blemă care a fost corect definită. Prin definirea unei 
probleme se înţelege alcătuirea unui algoritm de calcul 
constituit din etape ce pot îi codificate cu ajutorul unor 
secvenţe de instrucţiuni ale calculatorului. 

Domeniile în care sînt utilizate calculatoarele sînt; 
următoarele : 

e Domeniul transmiterii informației. Calculatorul poate 
fi folosit în procesul de sincronizare a transmisiei, comu- 
tajţiei, codificării şi memorării informaţiei pentru sistemele 
de comunicaţie şi în special în comunicațiile dintre cal- 
culatoarele numerice şi terminale la distanţă. 
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e Conirolul şi conducerea proceselor cu ajutorul calcula- 
torului. Calculaţoarele pot îi foarte bune instrumente 
pentru urmărirea şi conducerea automată a producţiei, 
dacă sînt programate să conducă procese tehnologice sau 
mașini-unelte, cu mai multă rapiditate şi precizie decit; 
este posibil să o facă omul. Calculatorul controlează proce- 
sul luînd decizii în timp real, ceea ce conduce la creş- 
terea calitativă şi cantitativă a producţiei. 

e Cercetarea științifică și experienţele de laborator. 
Calculatorul se utilizează în activitatea de laborator 
pentru evaluarea şi memorarea informaţiei culese de la 
diverse şi numeroase dispozitive electronice de măsură 
şi control, folosite în experienţa de analizat. Există expe- 
rienţe unde parametrii (sau semnalele) trebuie percepuți 
şi înregistraţi cu viteză foarte mare, altfel informaţia, 
respectivă se pierde, fapt care impune prelucrări 
rapide atit pentru regimurile dinamice cât şi pentru cele 
staţionare. Dispozitivele de calcul în timp real sau „on- 
line” servesc drept; componente ale sistemului de măsură 
şi control, realizind următoarele funcțiuni : 

— implementează relaţiile matematice între variabilele 
fizice (generează funcţii, predictează valori parametrilor, 
optimizează şi reglează valoarea unor parametri etc.); 

— iniţializează şi controlează din punct de vedere 
logic secvenţe de operaţii şi experienţe. 

e Simularea proceselor cu ajutorul calculatorului. În 
general este scump, nepractic şi periculos să încerci un 
avion, un tren, un vapor, în condiţii normale. Calculatorul 
poate permite simularea în toate aceste condiţii de încer- 
care, răspunde la toate acţiunile modelului şi furnizează 
rezultatele încercării, realizînd astfel o economie de timp 
şi de instalaţie fără a se risca şi fără a se folosi obiectul 
de încercat. Asemenea aplicaţii necesită prelucrarea de 
informaţii numerică şi analogică. Informaţia analogică 
constă din mărimile fizice continue care pot fi generate şi 
controlate, cum ar îi tensiuni, curenţi, unghiuri de rotaţie 
ete. Informaţia numerică constă din valori numerice - dis-. 
crete, care reprezintă variabilele problemei. În majorita- 
tea cazurilor valorile analogice sînt convertite (cu ajutorul 
convertoarelor analogic/numeric) în valori numerice pentru 
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rezolvarea, numerică a problemei. În general, calculatoarele 
folosite în astfel de aplicaţii combină caracteristicile unui 
calculator numeric şi cele ale unui calculator analogie 
în cadrul unui singur sistem de calcul, denumit sistem de 
calcul hibrid. Simularea este utilizată de asemenea - în 
cazul unor experiențe care se desfăşoară în mod normal 
într-un timp foarte lung sau imposibile datorită condiţiilor 
reale. Uneori experienţele de simulare sau testele” implică 
părţi sau componente ale sistemului real. Simularea este 
folosită cu rezultate foarte bune în domenii ca proiectare, 
cercetare, învăţămînt, planificare, jocuri strategice ete. 

e ezolvarea problemelor numerice și prelucrarea date- 
lor. Calculatorul este un instrument indispensabil î în proble- 
me de proiectare. La proiectarea unui dispozitiv sau 
instalaţii care depinde de foarte mulţi parametri, proiee- 
tantul deserie comportarea acestor parametri şi interde- 
pendenţele dintre aceştia cu ajutorul unor ecuaţii mate- 
matice adecvate. Se. foloseşte în continuare un limbaj de 
programare pentru scrierea, codificarea, algoritmului şi 
seri6rea programului de calcul. În final calculatorul este 
folosit pentru executarea acestui program [35, 44]. În 
cadrul acestui domeniu de aplicaţii sînt incluse calcule 
de proiectare-(care implică rezolvarea, sistemelor de ecuaţii 
liniare, rezolvarea ecuajiilor şi sistemelor neliniare, rezol- 
varea numerică a ecuaţiilor diferenţiale ordinare şi a 
ecuaţiilor diferenţiale cu derivate parţiale, calcule mastri- 
ceale, problema valorilor şi vectorilor proprii etc.), calcule 
statistice, studii genetice, calcule de gestiune ete. Rezulta- 
tul obţinut în urma rulării programului asociat problemei 
poate îi un rezultat numeric, ori de descriere, dar întot- 
deauna serveşte pentru luarea unei decizii. = 

După cum s-a arătat, soluţionarea unei probleme | pre- 
„supune definirea ei corectă, construirea, unui algoritm de 
calcul şi codificarea, acestui "algoritm cu ajutorul unei sec- 
venţe de instrucțiuni calculator. Cu ani în urmă se consi- 
dera că un calculator poate fi programat să rezolve orice 
problemă câre poate fi corect pusă (corect definită). 
Practica a demonstrat că anumite probleme, de exemplu 
translatarea limbajului natural, 'sînt foarte greu de defi- 
nit.: Totuşi este destul de uşor să translatezi o listă de 
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cuvinte dintr-o limbă în alta. [39, 44] dar este foarte 
dificil să translatezi propoziţii pentru că există o serie de 
nuanţe şi sensuri asociate cuvintelor individuale şi com- 
binaţiilor de cuvinte. Acest element arată că nu este prac- 
tic să comunici cu un calculator, folosind limbajul natural. 
Datorită acestui fapt au fost realizate limbaje specifice 
pentru dialogul om-ealculator şi. limbaje de programare 
specifice unor domenii de preocupări ca economie, ingi- 
nerie, matematică ete. 

Astfel se poate considera următoarea clasificare a 
limbajelor : 

a Limbaje universale (orientate pe proceduri) : 
FORTRAN, ALGOL, COBOL, PL/I, BASIC ete., limbaje 
cu structura, și sintaxa lor proprie. Aceste limbaje sint orien- 
tate pe tipuri de aplicaţii şi conţin cuvinte şi expresii 
familiare domeniului de aplicaţie. Însuşirea, acestor lim- 
baje şi a tehnicii de scriere a programelor se poate realiza, 
într-un timp relativ scurt. 

Multe firme producătoare de echipament; de calcul au 
adoptat limbaje de programare standard şi au implemen- 
tat aceste limbaje pe calculatoarele lor. Un program scris 
într-un anumit limbaj universal poate îi rulat pe un număr 
mare de calculatoare fără schimbări esenţiale, dacă calcu- 
latoarele considerate dispun de compilatorul asociat lim- 
pajului respectiv. 

e Limbaje de programare specializate (orientate pe 
tipuri de aplicaţii) au tost proiectate pentru controlul pro- 
gramat al maşinilor-unelte, pentru calculatoare speciali- 
zate pe activităţi cum ar îi culegerea datelor, culegerea 
textelor şi tipărirea, cărţilor, compunerea muzicii, probleme 
de instruire şi alte aplicaţii. 

Orice sistem de calcul poate fi considerat ca format 
din două componente : hardware şi soitware, care coope- 
rează la rezolvarea unei probleme ce poate fi foarte com- 
plexă sau laborioasă. Partea de hardware constă din calcu- 
latorul propriu-zis (pentru calcule şi control) şi diverse 
periferice (dispozitive de I/E) pentru introducerea, datelor 
şi tipărirea rezultatelor. Partea, de software constă dintr-o 
colecţie de programe utilizate pentru a, extinde facilităţile 
componentei hardware. Fiecare program. constă dintr-o 
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secvenţă de instrucţiuni în limbaj maşină necesare calcu- 
latorului pentru rezolvarea unei probleme. Selectarea, şi 
optimizarea componentelor hardware şi software pentru 
a satisface o aplicaţie considerată are ca scop realizarea unor 
performanţe îmbunătăţite la un preţ scăzut. Dependenţa 
reciprocă dintre hardware, software (metode şi tehnici de 
programare) şi aplicaţii este dată în fig. 1.1. 

APLICAȚII 
- Mumai prelucrare. 
- Culegere şi prelucrare. 
* Prelucrare şi control 
* Multiprelucrare 

"SOFTWARE : 

* Microprogramare HARDWARE: 
* Cornponente | - Programe În limbaj maşină 
- Dispozitive perirerice - Fragrame În limbaje evaluate 
+ Sisteme * Frograme de sistem / 

a 5/sfe/ne de operare 

Fig. 1.1. 

Performanţele hardware sint determinate în cea mai 
mare parte de țipul şi calitatea componentelor ce-l constituie. 
Datorită acestui fapt a avut loc o evoluţie hardware de la 
utilizarea circuitelor logice şi memoriilor cu parametri 
scăzuţi (tuburi electronice, memorii pe tambur) la circuite 
integrate cu viteze mari de comutație şi la memorii pe 
inele de ferită. Odată cu creşterea complexităţii componentei 
de hardware sînt necesare alte forme de software. Datorită 
acestui fapt au apărut sisteme de operare proiectate cu 
scopul de a gestiona toate resursele hardware şi alte resurse 
informaţionale existente în cadrul unui sistem de calcul, 
într-o manieră eficientă. Sistemele de operare evoluate 
oferă posibilitatea prelucrării în ţime-sharing (prelucrare 
prin divizarea timpului), culegerea datelor şi controlul 
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gestiunii în timp real, o execuţie a mai multor programe în 
acelaşi timp, distribuirea, şi utilizarea aparent simultană 
a tututror tipurilor de resurse etc. [40, 110]. 

În rezolvarea unei probleme cu ajutorul calculatorului 
pot fi evidenţiate următoarele etape [128, 123]: 

“a Enunţarea problemei şi formularea matematică. În 
această etapă se exprimă matematic relaţiile şi restric- 
țiile dintre parametrii problemei, se pun în evidenţă con- 
diţiile iniţiale precum şi restricţiile referitoare la soluţie. 

Ş Alegerea meiodei numerice. Rezolvarea problemei 
presupune existenţa unui algoritm de calcul. Avind în. 
vedere utilizarea calculatorului electronic, la alegerea 
metodei numerice trebuie ţinut seamă de urimătoarele 
elemente : precizia impusă, viteza de calcul, necesarul de 
memorie în funcţie de volumul datelor, simplitatea îor- 
mulelor de calcul, controlul erorilor, consistenţa, stabili- 
tatea, şi convergența metodei, timpul de răspuns etc. 

9 Descrierea algortimului metodei numerice. Pentru 
aceasta, se folosese schemele logice. Schema logică trebuie 
să evidenţieze succesiunea logică a etapelor importante din 
algoritmul de calcul şi deciziile logice necesare obţinerii 
soluției, adică o reprezeare grafică a algoritmului de calcul. 

e Întocmirea programului de calcul. După ce algorit- 
mul metodei numerice alese a fost reprezentat grafic cu 
ajutorul diagramei logice, are loc codificarea lui cu aju- 
torul unui limbaj de programare, în vederea executării 
cu ajutorul calculatorului electronic. Programul de calcul 
se poate scrie folosind schema logică, care pune în evi- 
denţă algoritmul, speciticînd datele problemei, formulele 
de calcul, deciziile logice şi modul de descriere a rezultate- 

“lor. Programul de calcul se scrie într-un limbaj de progra- 
mare ca FORTRAN, COBOL, ALGOL, PL/I, BASIC etc. 
cu ajutorul unor instrucţiuni. | 

e Testarea rezuliaielor. Sint necesare diterite procede 
de control care să permită verificarea unor rezultate par- 
ţiale, detectarea eventualelor erori apărute în calcule şi 
modul de propagare a erorilor. Aceste elemente oferă 
informaţii necesare opririi sau continuării calculelor. 

— e. 44 17



Interpretarea rezultatelor, din punct de vedere - al 
problemei practice propuse. 

Schemele logice sînt reprezentări grafice ale fluxului 
de informaţii care stabilesc legătura, între operaţiile impli- 

"CITEȘTE 
N, NX 

| START 

| ADXI) | 
d |z1,NiJzi,NX 

| it | 

LPO):=A(0)_] 
j 

| [:=2 | 
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Fig. 1.2. 

cate în rezolvarea problemei. 
Utilitatea schemelor logice 
apare la depanarea programe- 
lor şi la schimbul de informa. 
ție între diverse grupuri de 
programatori. În cazul apli- 
caţiilor complexe elaborarea 

schemei logice este obliga-- 
torie [35, 98]. 

Fie schema logică pentru 
evaluarea polinomului P(2)=— 
= 000 apt + a + 
-F Oa, Variabila şi coeficienţii 
polinomului fiind reali. Datele 
iniţiale ale problemei sint : 

n — gradul  polinomului, 
(3 Oops = <3 my mi — COE 

ficienţii polinomului, 
a — valoarea, reală în care 

se cere evaluarea polinomului. 
Formulele de calcul utile 

etapei de programare sînt : 

P :=a,— formula de start, 
P:=Pa+a,.1=2,3,...,N+1, 
— formulă recursivă, pentru 
calculul lui P(a) pentru va- 
loarea « dată. 

În fig. 1.2 este reprezentată 
schema, logică pentru proble- 
ma, considerată, iar progra- 
mul 1.1 în PORTRAN co- 
difică algoritmul prezentat 
pentru polinomul 

Pe(2) = 105 + 205 + 3at + 

+ 402 + Ba +60 +7
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* Programul 1.1. 

în punctele e =1,2,3, 4, 5. Rezultatele sint date sub 
norma unui tabel: 

pr 1 2 3 4 5 

P(a) | PO) PE) PG) P(4) PG) 

1.2. Aspecte matematice şi de calcul ale unui algoritm 

Analiza numerică se ocupă cu aplicarea matematicii 
la construcţia şi algoritmizarea metodelor care pot îi 
utilizate la, obţinerea, soluţiei numerice a problemelor cu 
ajutorul calculatorului electronic. 

De foarte multe ori se vede că anumite rezultate ale 
analizei clasice nu sînt integral folositoare analizei nume- 
rice. Un exemplu în acest sens îl constituie teoremele 
de existenţă şi unicitate ale soluţiei pentru anumite clase 
de probleme, teoreme care se demonstrează presupunind 
că soluţia nu există şi astfel se ajunge la o contradicţie. 
Astfel de demonstraţii nu oferă nici un fel de informaţie 
utilă despre modul de găsire a soluţiei pentru care s-a 
demonstrat că există şi este unică [128, 110 |]. De asemenea, 
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uneori, chiar dacă soluţia analitică a unei probleme date 
poate fi găsită, aceasta nu întotdeauna poate servi la 
obținerea soluţiei numerice. De exemplu seria de forma 

m 3 
TAI A (1.1) 

converge absolut către e* pentru orice valoare a lui a. 
Dar dacă seria se utilizează pentru a calcula e-1%, va, fi 
complet impracticabilă, deoarece volumul de calcul impli- 
cat va fi foarte mare, chiar dacă se utilizează un calcula- 
tor electronic performant, timpul cerut pentru execuţie 
va, fi excesiv de mare, iar precizia va îi foarte scăzută. 
Funcţia e“ poate îi evaluată uşor şi mult mai precis pentru 
p == — 100 prin alte metode, utilizînd alt algoritm. 

Un alt exemplu, care ilustrează faptul că o soluţie ana- 
litică a unei probleme date nu serveşte în mod practic 
la găsirea soluţiei numerice a problemei considerate este 
următorul sistem de ecuaţii algebrice : 

Şi 03 Di = Di => 12... | (1.2) 
Î=1 

Cind acest sistem are o soluţie unică, se poate rezolva, 
analitie cu ajutorul regulii lui Cramer. Dar metoda lui 
Cramer pentru rezolvarea sistemelor liniare algebrice cu 
ajutorul calculatorului este neindicată pentru n > 3, 
deoarece trebuie calculaţi n + 1 determinanţi de ordinul 
n, pentru aflarea soluţiilor sistemului, iar evaluarea, fie- 
căruia dintre aceşti determinanţi implică în general PA! 
operaţii de înmulţire, dacă dezvoltarea, se tace în funcţie 
de minori [128, 30], unde | | 

d l 1: 
P, = Si ——— şi lim P,=e—1. 1.3 
"Agia e CD 

De asemenea este necesar aproximativ acelaşi număr de 
operaţii de adunare. În concluzie, rezolvarea sistemului 
(1.2) prin metoda lui Cramer implică 2P „(n +1)! operaţii 
elementare. 
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Dacă n = 20, numărul operaţiilor aritmetice elemen- 
tare va, fi de aproximativ 16 X 1019, adică un calculator 
modern, capabil să execute 2 -10€ operaţii pe s, va trebui 
să ruleze continuu la această, problemă 2 -106 ani [127]. 
Chiar şi metode mai sofisticate de evaluare a determinan- 
ților (care reduc fantastice numărul de operaţii) nu sînt 
suficient de competitive cu metodele numerice ce se vor 
prezenta în lucrare. 

Numărul mare al operaţiilor din cadrul unor metode 
analitice nu deranjează numai din punctul de vedere al 
timpului de execuţie consumat de calculator, dar şi din 
punctul de vedere al preciziei de calcul, permiţind acumu- 
larea erorilor de rotunjire. Algoritmii orientaţi pe calcula- 
tor sînt caracterizați de simplitate şi manipulare uşoară. 
Aproape frecvent reducerea numărului operaţiilor pierde 
în favoarea simplicităţii. Atenţie sporită este acordată 
controlului acumulării erorilor de rotunjire. Se comite o 
mare greşeală cînd sînt neglijate aspectele matematice ale 
analizei numerice şi se ţine seama numai de aspectul 
calculator şi invers. În acest sens în cadrul unei aplicaţii 
trebuie să se acorde o atenţie egală atît aspectelor matema- 
tice cît şi aspectelor legate de calculator, pentru selectarea, 
unui algoritm adecvat rezolvării poblemei considerate. 

Un exemplu care sugerează necesitatea îmbinării aspectelor matematice 
cu cele legate de calculator pentru un algoritm este problema evaluării 
funcţiei 

g(x) = tgz — sin z 

pentru valori mici ale argumentului x. Astfel pentru x = 0,1250 din tabele 
rezultă valorile 

ig 0,1250 2 0,1257, sin 0, 1250 a 0,1247, 

de unde rezultă că g(0,1250) 2 0,0010; Se poate obţine un rezultat mult 
mai precis dacă se formulează altiel problema, de exemplu prin dezvolta- 
rea în serie Taylor a celor două funcţii obţinindu-se 

2 17 
teal at A At Lat. ... 

15 315 

sin 2 = e pa as — ah 
"6 - 120. 5040 
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astfel -că g(z) devine - 

Q(g hr — ui, (0,1250) 2 0,009804. pot 5 7, 900,1250), 4 

Dia acest exemplu' se vede necesitatea examinării problemei şi, dacă 
este necesar, reformularea €i matematică în sensul 'obţinerii unui răspuns 
mai precis cu un timp de execuţie rezonabil. 

La aplicarea, unui algoritm în practică cizistă conside- 
rente matematice mai importante sau mai puţin importante 
de care trebuie să se ţină seama. De asemenea, operaţiile 
aritmetice nu pot fi executate riguros, în general erorile 
de rotunjire pot afecta serios rezultatele. Nu se poate 
garanta că au loc egalităţile 

[aţa 
datorită, erorilor de rotunjire ce pot fi introduse de calculator Ă 

1.3. Tipuri de erori introduse la executarea unui algoritm 

Precizia calculelor numerice este parametrul important 
în alegerea metodelor de calcul. Un algoritm de calcul 
este eficient cînd precizia calculelor este bună. Cu toate. 
performanţele calculatoarelor electronice, precizia rezul- 
tatelor este influenţată de mai mulţi factori. Soluţia, 
depinde de datele iniţiale, acestea fiind datele unor măsu- 
rări, observaţii sau soluţii aproximative ale altor probleme, 
fapt care iace ca la rezolvarea numerică a unei probleme 
să se introducă erori. Uneori erorile sînt introduse de 
modelul matematice cînd acesta nu corespunde în toată; 
intimitatea fenomenului fizic modelat, datorită unor apro- 
ximaţii efectuate în fazele de modelare. Aceste tipuri de 
erori se numesc erori inerente (iniţiale). La soluţionarea, 
numerică a unei “probleme . se foloseşte o anume metodă, 
care poate introduce o eroare ; astfel de eroare se numeşte 
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groare de metodă care poate fi micşorată. prin. alegerea 
metodei celei mai adecvate. 

În procesul de calcul apar erori de trunehiere şi erori 
de rotunjire. 

În concluzie, eroarea totală se compune din cele trei 
erori amintite : eroarea înerentă, eroarea metodei şi eroarea 
de calcul. 

Fie a o valoare adevarată şi 2* o valoare aproximativă 
a lui & rezultată în urma, unei măsurări, observaţii sau a 
unui calcul numerice. Dacă z* < a, a* aproximează pe & 
prin lipsă, dacă, Lt >, W* aproximează pe z prin adaos 
(exces). 

e Diierenţa e, = 2 — ap poartă denumirea de eroare 
iar |e,| = | — p*| se numeşte eroare absolută. 

e Eroarea relativă este raportul dintre eroarea abso- 
lută |e,| şi valoarea absolută a lui &, adică 

_ loa] les] == - 1.4 
| || 0) 

Diferenţa, dintre a şi a* se măsoară în funcţie de eroarea, 
absolută şi eroarea relativă din (1.4). 

În cazul aproximării funcţiilor prin polinoame sau 
funcţii raţionale, analiza erorilor este făcută cu ajutorul 
funcţiei eroare. Dacă R(a) este aproximaţia lui F(a), 
atunci funcţia eroare absolută şi funcţia eroare relativă 
sînt 

L2— Flo), 
F(2)| 

Calitatea aproximării lui P() prin R(a) se măsoară cu 
ajutorul celor două funcţii eroare date în (1.5). 

Din cele prezeniate se observă că noţiunea de eroare 
(absolută, şi relativă) se reteră la metoda de măsură a 
erorii, iar termenul de eroare de trunchiere şi eroare de 
rotunjire se referă la sursa de eroare. Erorile de trunchiere 
şi erorile de rotunjire apar în procesul de calcul. Fie un 
program pentru evaluarea funcţiei sin z pentru —1l <a <I, 

ca(£) = |R(2) — P(2)l, ez) = (1.5) 
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cu ajutorul polinomului P(z) ce aproximează pe sin z, 
unde P(z) a fost obţinut prin trunchierea seriei Maclaurin 
de dezvoltare a lui sin z. Eroarea implicată în aproxima- 
rea lui sin prin polinomul P(z) este eroare de trunchiere. 
Eroarea absolută şi eroarea relativă de trunchiere sînt; 
date de expresiile 

|P(2) — sina] 

|sin %| 
ca(2) = | P(2) — sin el, e42) = (1.6) 

Eroarea implicată în aproximarea polinomului P(a) 
prin valoarea. calculată P*(a) se numeşte eroare de rotun- 
jire. Hroarea absolută şi eroarea, relativă de rotunjire 
sînt date prin expresiile 

_1P*(o) — Pl). 
| P(2)] ca(2) = |P*(2) — P(2)|, e(%) (1.7) 

Dacă se face evaluarea unei funcţii f(4) pentru un anumit 
ru intervalul [a, b], programul calculează un număr 
fila care aproximează pe f(e). Fie f(w) aproximarea, lui 
f(a) iată teorețic cu ajutorul calculelor ordinare fără, 
a se utiliza calculatorul electronic. Și de această dată se 

recunose două surse de erori în f*(2), ce aproximează 
pe f(2): eroarea implicată în aproximarea lui f(x) prin 
f(a), numită eroare de trunchiere absolută şi cea relativă, 
date prin formulele 

fe) — fo, 
ea(%) |f(2) — J(2)], e„(2) i f(z)| (1.8) 

- şi eroare implicată în aproximarea lui f(2) prin f*(2), 
numită eroare de rotunjire absolută şi cea relativă : 

fo) —fol. 
fa)! ca(7) = |f*(2) — fin), e4(2)= (1.9) 
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Eroarea absolută totală [42, 107] are expresia | f*(2) — 
—.f(2)| şi poate fi exprimată sub forma. 

fra) — flo) = Lo) — flo] + LR) — Al, (10) 

adică este dată, de combinaţia dintre eroarea absolută de 
trunchiere şi eroarea, absolută de rotunjire. 

Nivelul erorilor de rotunjire în diversele rutine de 
evaluare depinde de o serie de factori: 

— precizia, cu care se execută calculele ; 
— ordinea în care se execută operaţiile aritmetice; 
— dacă rezultatele intermediare sînt rotunjite sau 

numai trunchiate ; 
— aspectele aritmetice ale calculatorului utilizat. 
În sistemul de reprezentare în virgulă fixă are loc 

inegalitatea | 

pile) — flo Ia 
1. 1] fa (1.11) 

unde A(2) saitistace relaţia 

3 B-i<A4(a) < 1 pa Br, (1.12) 

B fiind baza de reprezentare şi î numărul caracterelor 
din baza B conţinut în mantisa numărului reprezentat 
în virgulă mobilă. 

Pentru B=16 şi t=6, 

Alo) 2 PD-l = 1G-6+1 - — 16-5 = 2-20, 

| Propagarea erorilor de rotunjire poate fi „controlată 
prin extinderea tehnicilor de programare. Protecţia, con- 
tra, erorilor de rotunjire poate fi obţinută prin folosirea 
preciziei duble în anumite etape ale algoritmului de calcul. 
De asemenea, în cadrul unei rutine de evaluare scrise 
pentru virgula mobilă, se pot folosi calcule în virgulă 
fixă pentru etape intermediare, deoarece precizia în vir- 
gulă fixă pentru unele calculatoare este mai bună decit 
în virgulă mobilă de simplă precizie. 
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1.4. Instabilitatea numerică a algeritaitor şi 
natura problemelor Se 

Dacă se face calculul numerie al valorilor rădăcinilor 
unei ecuaţii de gradul al doilea cu o formulă obişnuită, se 
observă că, pentru anumite valori ale coeficienţilor A, B' 
şi O, una din rădăcini nu este calculată cu aceeaşi precizie 
cu care este calculată cealaltă. 

La obţinerea soluţiei numerice [104, 101], un algoritm 
este numerie instabil dacă pentru coeficienţii A, B, C 
ai ecuaţiei de gradul al doilea există o pierdere A cifrelor 
semnificative. Dacă nu are loc pierderea, cifrelor semniti- 
cative, algoritmul se numeşte stabil numeric. 

Fie sistemul de două ecuaţii algebrice 

4,0000 z -+ 0,8889 y = 4,0000, 
(1.13) 

1,0000 a + 0,2222 y = 1,0000.. 

Dacă a doua ecuaţie se înmulțește cu 4 şi se scade din prima, rezultă 

0,0001y = 0,0000 ; se obţine o soluţie unică z = 1,0000, g == 0,0000. 

Dacă se consideră sistemul (1.13) doar cu trei cifre după virgulă, rezultă 

sistemul 

1,000 x + 0,888 y = 4,000, 
(1.14) 

| „12000 z -+ 0,222 y = 1000, 
care are.0 infinitate de soluţii : 

z= 14000 — 0222 F yo (415) 

Din prezentarea acestui sistem se vede că o mică perturbație într-un 
singur coeficient schimbă problema dintr-o problemă cu o soluţie unică 
într-o problemă cu o infinitate de soluţii. Acest lucru reprezintă o proprie- 
tate matematică a problemei care este complet independentă de orice 
algoritm utilizat. . 

Dacă o problemă a are proprietatea ca O mică perturbaţie 
în una din datele (sau în toate) conduce la mici perturbații 
în soluţia, matematică, atunci problema se numește bine 
condiţionată. - 

Dacă mici - perturbații chiar. numai. într-o parte. din 
datele problemei conduce :la mari perturbații în soluţia 
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matematică, atunci . problema se. numeşte. slab . condi- 
Honată. 

Fie D. datele exacte care carăeterizează 9) problemă 
şi 6 funcţia matematică care conduce la obţinerea solu- 
iei exacte G(D). Aceasta poate fi scrisă sub forma unei 
aplicajţii 

DĂ). ue) 

În cazul în care datele sint afectate de erori sau pertur- 
bate, se lucrează cu date perturbate D*. Soluţia exactă a 
problemei cu date perturbaie este prezentată sub forma, 

p* —— (0). o (1.17) 

„Aplicația caracterizată de datele D este bine condițio- 
nată dacă D* este apropiată de D şi G(D*) este apropiată 
de G(D) într-un anumit sens, alttel aplicaţia este slab 
condiționată. 

Pentru a măsura distanța dintre D* şi D, precum şi 
distanța dintre G(D*) şi G(D), sînt necesare o serie de 
cunoştinţe despre forma datelor şi forma soluţiei. În cazul 
în care D şi G(D)e 0 (sint numere complexe), atunci se 
va examina |D — D*| şi |4D) — Q(D*)|. în cazul în 
care D şi G(D) sînt vectori sau matrice, se va examina 
distanţa dintre D şi D*, respectiv G(D) şi G(D*) cu ajuto- 
rul normei: ||D — D*|| şi |G(D) —G(D*) |. 

Fie G* un algoritm de ealeul pentru rezolvarea unei 
probleme Z caracterizate de datele D. Un algoritm G* 
este stabil dacă există. D* apropiată de D astfel că G(D*) 
este apropiată de G*(D) intr- un anumit sens, altfel algorit- 
mul este instabil. 

Elementul ce caracterizează un algoritm de caleul 
stabil este faptul că soluţia obţinută cu ajutorul algorit- 
mului este apropiată într-un anumit; sens de soluția exactă 
a problemei uşor perturbate. 

Desigur nu şe aşteaptă ca un algoritm stabil. să rezolve 
o problemă slab condiţionată cu mare precizie ; acest lucru 
depinde de precizia datelor. De asemenea un algoritm 
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instabil aplicat unei probleme bine condiţionate poate 
conduce la rezultate imprecise şi desigur se impune evi- 
tarea aplicării unui algoritm de calcul instabil la soluţio- 
narea numerică a unei probleme slab condiţionate. 

"Dacă se consideră o aplicaţie oarecare, în care D repre- 
zintă datele exacte, G(D) soluţia exactă a aplicaţiei 
considerate şi A*(D) soluţia obţinută de calculator (cu 
toate erorile posibile incluse), atunci se presupune că 
există un set de date perturbate D* pentru care &D*) = 
= 40). Astfel relaţia | | 

10 — 60) 1000 — D048) 
evidenţiază perturbațiile din soluţie exprimate în funcţie 
de perturbațiile din date, precum . şi modul de analiză, a 
erorilor, care constă din găsirea unei metode prin care 
toate sursele posibile de erori luate împreună pot fi eviden- 
ţiaste printr-o perturbaţie în problema originală. Dacă A* 
este puţin mai general decît G* şi D trebuie să fie pertur- 
bate în sensul introducerii în calculator, atunci G* ope 
rează pe date pertiurbaite şi produce G*(D).: | 

Pentru o reprezentare grafică a elementelor introduse 
se consideră spaţiul datelor şi spaţiul soluțiilor, obținîndu- se 
aplicaţiile din île. L d ! | 

o6"(D)=A (2) 

Spațiul 
solutiilor 

Fig. 1.3 
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1.5, Metode de investigare privind precizia rezultatelor 

Erorile introduse în rezultatele obţinute cu ajutorul 
unor rutine pot îi investigate sau prin metode manuale 
sau prin metode experimentale, metoda manuală fiind 
cea mai dificilă. Obiectivul metodei manuale este de a 
găsi în mod riguros cîte o margine pentru eroare absolută 
şi eroarea relativă : 

Io) - — ŞI DI, fre) — fa) 
ic) 

Pentru găsirea unor astfel de margini este necesară o 
analiză pas cu pas a procedurii de calcul utilizate pentru 
evaluarea lui f*(2), ţinindu-se seama de caracteristicile 
calculatorului “folosit. Acest tip de analiză evidenţiază 
eroarea, în f*(2) la o perturbaţie a argumentului &. Scopul 
este de a găsi o margine pentru | a* — a] sau pentru 
BE — x 

IA unde z* satisface relaţia f*(2) = fa). Evident 

o astfel de analiză este dificilă şi anevoioasă. 
„Este mult mai des întilnită investigarea, experimentală, 

cu ajutorul unei rutine de evaluare a funeţiilor. Cel mai 
simplu tip de test; experimental: constă din. calculul lui 
f*(a) pentru, valori selectate ale argumentului z, veriti- 
cîndu-le cu valorile cunoscute ale lui f(). Astfel de testări 
care implică analiza rezultatelor nu: pot fi foarte complete. 

Procesul testării rezulțatelor în mod : experimental 
poate fi făcut automat prin scrierea unor programe de 
test, utilizînd un generator de numere aleatoare. care 
calculează un şir de n argumente de test a, dp. + aa 
Pentru fiecare a, se calculează : f*(a,) — aproximajţia, lui 
flz,) obţinută prin rutina de evaluare a funcţiei ce se 
testează ; f**(z,) — o: altă aproximare a lui f(a,) care 
este suficient de precisă peur a fi utilizată ca o valoare - 
de verificare pentru f*| (22), Lf**( (2) trebuie calculată 
într-o precizie superioară precizei în care a fost calculată 
f*(a,), respectiv în. dublă precizie]. 

Caleulele statistice vor oferi informaţii imediate pri- 
vind mărimea, erorii absolute sau relative conţinute în: 
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Ja). De obicei, testele statistice utilizate dau. maximul 
erorii relative, respectiv rădăcina mediei pătratice a 
erorii . elative, adică, | | 

Ă Fa Fa) 

și | | Pa) E | 
(1.1.9) 

i max pe a) — Detla) 

retea | Pia) 

Valoarea lui n, adică a numărului argumentelor de 
test poate fi foarte mare, la unele programe n = 100 000 
(42, 56]. 

1.6, Elemente necesare la proiectarea rutinelor de ealeul 

Adesea în aplicaţiile executate cu ajutorul unui calcu- 
lator numerice se folosese programe standard pentru eva- 

3 

luarea, funcţiilor ca : €?, |, sin z, Vz ete. Rolul acestui 
paragraf este prezentarea metodelor matematice utilizate 
în scrierea programelor de calcul pentru unele funcţii. 
„Orice sistem de calcul dispune de o bibliotecă de rutine 
standard pentru evaluarea unor. funeţii ca tg z, sh , 
arecos z, In, e“ ete. Utilizatorii calculatoarelor elec- 
tronice îmbogăţese aceste biblioteci cu' noi rutine -pentru 
calculul unor iuneţii care apar. cu o anumită frecvenţă, 
în programele lor. “Aceste programe standard “pentru 
evaluarea, funcțiilor sînt scrise în limbaje ca ALGOL, 
FORTRAN, PL/L etc., în funcţie de compilatoarele de 
care dispune sistemul de calcul considerat. În anumite 
biblioteci rutinele pentru. evaluarea aceleiaşi funcţii pot 
fi în : aritmetică, simplă precizie, dublă precizie sau în arit- 
metică complexă simplă precizie sau aritmetică complexă 
dublă precizie. Există programe pentru evaluarea unor 
funeţii din matematica aplicată cum ar fi funcţiile Bessel, 
integralele Presnel, integrălele eliptice ete. 'Trebuie men- 
ționat că tipul de aritmetică; (virgulă. fixă :samu.: virgulă 
mobilă). ntilizat: în ruţinele. pentru, evaluarea, funcţiilor, 
afectează; selectarea, procedurilor . de calcul folosite... | 
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“În mod curent 'ealeulele de. precizie sînt  etectuate 
utilizindu- se aritmetica, în virgulă mobilă. La, proiectarea, 
rutinelor pentru evaluarea funcţiilor trebuie avute în 
vedere o serie de elemente. Se scrie un program de eva- 
luare a funcţiei f(2) pentru anumite valori ale argumentu- 
lui . Prin fl 7) se notează aproximarea, lui f( (4) cu ajutorul 
calculatorului. Elemente ce trebuie avute în atenţie la 
proiectarea rutinelor sînt : 

e Precizie. Programele de interes general trebuie să, 
aibă precizia, de un cuvînt, adică pentru fiecare argument 
z, f*(a) va reprezenta valoareă, lui f(z) rotunjită la pre- 
cizia de un cuvint al calculatorului idea 

e Viteză de calcul și lungimea rutinei. În general se 
cere ca viteza de execuție a unei rutine să fie mare şi 
dimensiunea, rutinei să fie redusă. Timpul de execuţie al 
“multor rutine poate fi redus dacă creşte posibilitatea ei 
de memorare, Aceste elemente fac dificilă operaţia găsirii 
unui echilibru între viteză şi lungime deoarece o rutină 
perfectă pentru un tip de calculator poate să fie imper- 
iectă pentru alt calculator... | 

e Argumente speciale. Adesea există: un argument a 
pentru care f*(a) = f(a). De obicei acest lucru -are loc 
numai dacă f(a) „se întîmplă să fie un număr întreg astfel 
că eroarea în f*(z) poate fi. uşor recunoscută. De exemplu 
dacă f(z) = sin &, se va găsi că f(0) = sin 0 =0. La fel 

dacă f(x) = Va, atunei f*(0) =0 şi fa) =1. 
“e Argumente invalide. Apar situaţii în câzul rutinei 

de evaluare a funcţiei, cînd argumentul este invalid. 
Datorită acestui fapt trebuie executate o serie de teste 
asupra; rutinei pentru a determina invaliditatea, argumen- 
tului. Dacă apare un argument invalid, poate apărea un 
mesaj sau nu, calculul poate sau nu să fie terminat. 
Dacă calculul nu este terminat, trebuie folosite anumite 
proceduri standard care să permită continuarea calculului. 

pe exemplu dacă un argument z<Oa fost detectat în evaluarea 

unei funcţii ca f(x) = Va, calculul poate îi continuat prin calcularea lui 
f*Ua]): De asemenea, în cazul unei rutine pentru evaluarea lui fiz) = = et, 
dacă un argument este invalida pentru că e > L;(unde L este cel:mai mare 
număr, care poate, fi reprezentat. în caleulatorul considerat), calculul poate 
îi continuat prin scrierea, lui fa) = L și afișarea: “unei depășiri ce „poate îi 
testată în afara rutinei. ! 
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În eadrul unei colecţii de rutine pentru evaluarea tunc- 
ţiilor este necesară introducerea unei asigurări privind 
mesajele de eroare şi procedurile pentru terminarea cal- 
culelor. 

e Limitele lui f*(2). Este posibil a se cere ca f*(2) să 
satisfacă anumite inegalităţi. De exemplu, dacă iz) = 
— sin 2, este necesar ca —Ls<f*(2) sl. 

e Monotomie. Dacă f(z) este monoton crescătoare sau 
descrescătoare, trebuie ca şi f*() să satisfacă aceeași pro- 
prietate. Adică, dacă f(p) < f(q) pentru p < g, atunci se 
impune şi f*(p) <f*(q) pentru p <q. Anumite rutine 
pentru evaluarea. unor funcţii sînt scrise să satisfacă 
condiţia de monotonie. 

e Limbajul de programare. Pentru considerente de 
eficienţă rutinele de evaluare a funcţiilor sînt de obicei 
programate în limbaj ASEMBLER. De exemplu, la eva- 
luarea rădăcinii pătrate în virgulă mobilă, trebuie sepa- 
rată mantisa şi exponentul, operaţie destul de dificilă 
în alte limbaje evoluate şi destul de simplă în ASEMBLER. 

e Compatibilitatea. Dacă două rutine sînt serise pentru 
valuarea aceleiaşi funcţii, li se impune a fi compatibile 
în anumit sens. Aceeaşi rutină poate fi scrisă pentru ace- 
laşi calculator dar în limbaje diferite: ALGOL sau 
FORTRAN.. “Ble pot; fi diferite dar compatibile pe acelaşi 
calculator, dacă, pentru acelaşi argument z, fo) dintr-un 
program să coincidă cu f*(£) din alt program, 

Din cele prezentaţe se evidenţiază. faptul că la, construi- 
rea unui algoritm. trebuie să se ţină seamă de considera- 
ţiile matematice și de calculator (cum ar îi erorile de rotun- 
jire, acumularea, şi propagarea erorilor, necesirul de memo- 
rie, timpul de execuţie etc.). 

1.7, Noţiuni generale privind metodele iterative 

Utilizarea calculatoarelor electronice oferă posibilitatea 
folosirii metodelor iterative la rezolvarea anumitor tipuri 
de probleme. În cadrul unei metode iterative se alege o 
aproximaţie iniţială (număr sau funcție) și succesiv se 
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îmbunătăţeşte această aproximaţie i soluţiei (prin iterare) 
în aşa fel ca şirul de soluţii îmbunătăţite să conveargă 
către soluţia problemei considerate. Astfel de metode sînt 
destul de simple şi foarte atractive pentru a fi utilizate 
pe un calculator electronice, cu toate că implică destul de 
multe operaţii aritmetice, lucru care nu devine un impe- 
diment avind în vedere viteza de calcul pentru calcula- 
toarele din actuală etapă. O trăsătură importantă a meto- 
delor iterative este că acestea sînt „,auto-corectoare”, 

În timp ee metodele directe, cel puţin teoretic, con- 
verg într-un număr finit de etape, metodele iterative 
necesită un număr infinit de etape pentru convergentă. 

La realizarea metodelor iterative trebuie avute în 
vedere următoarele elemente : metoda să fie convergenţă, 
să se poată determina viteza de convergenţă şi să stabi- 
lească criterii pentru stoparea procesului iterativ în momen- 
tul obţinerii unei aproximări acceptabile pentru soluţia 
problemei considerate. 

Pentru n > 1, fie g„(îo; tn, ta: sta.) 0 funcţie de n 
variabile. Dindu-se astfel de funcţie Şi R+L valori de 
start o, ao. - 2, se poate defini şirul Coriy Pay see CU 
ajutorul relaţiei 

Pai = Snrau(Poy Pre - 3 Ea). | (1.20) 

O astfel de metodă este numită metodă iterativă ne- 
staționară. 

Dacă pentru fiecare n, funcţia ga depinde de cel mult 
una din variabilele c_p Paoat2p = 5Pa-15 Pa Metoda se nu- 
meşte metodă iterativă într-un pas. 

Dacă iuncţia ga, nu depinde de n metoda, se numeşte 
staționară. 

"Metoda, bisecţiei și metoda poziţiei false sînt exemple 
de metode nestaţionare. Metoda secantei este un exemplu 
de metodă staţionară în doi paşi, în acest caz b+1 =2 
şi pentru orice n, g9(Za_1, %) este definită prin formula, 

) = Zau fa) zi af (Pa) op (n n-a f(ta), 

fa) — fiza-) | fin) fla -1) 

(1.21) 

Ja E 
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O clasă importantă de metode este clasa metodelor 
staţionare într-un pas. În acest caz se alege o singură 
valoare de start Z, Şi o funcţie g(), iar şirul &,, Xa, Pa. 
este calculat cu ajutorul relaţiei : 

Ph = D(), = 0, 1, 2... (1.22) 

Funcţia g(z) se numeşte uneori funcţia iterativă [99]. 
Considerîndu-se o funeţie iterativă g(2), există o serie 

de întrebări care trebuie puse în legătură cu metoda ite- 
rativă respectivă [64, 124]: 

e Şirul construit prin (|. 22) converge către o limită 
unică ? 

e Dacă a este soluţia exactă şi valoarea de start to 
este suficient de aproape de s, şirul construit prin (1.22) 
converge şi dacă converge, limita lui este a? - 

e Dacă şirul construit prin (1.22) converge, atunci 
converge el către soluţia problemei considerate ? 

Metoda iterativă definită prin (1.22) este consistentă, 
dacă, orice soluţie a problemei considerate este o limită a, 
şirului construit prin (1.22). 

Fie z o soluţie a problemei considerate şi (1.22) o metodă, 
iterativă, consistentă , atunci dacă 4, şi g(2) satisfac oricare 
din următoarele două condiţii : 

1) g(z) este continuă şi diferenţiabilă în intervalul I : 

3 — la — 2 sasătla—ă] şi lymp<u<1, 
(V)zel; 

2) g(z) este continuă şi diferenţiabilă în intervalul 
închis [&, 2] şi Os g(2) ss M-< 1, în acelaşi interval, 
atunci şirul o, a, Pa, %3..., definit prin (1.22), converge 
către &. | | 

Teorema contracţiei permite o serie de analize asupra 
metodelor iterativ, precum şi consecinţele ei [85, 42]. 
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CAPITOLUL 2 

METODE DE CALCUL 

PENTRU REZOLVAREA ECUAȚIILOR 

ALGEBRICE NELINIARE, TRANSCENDENTE 

SI A SISTEMELOR NELINIARE 

2.1, Introducere 

Un număr considerabil de modele matematice asociate 

fenomenelor fizice se reduc în final la o ecuaţie de forma, 

îx) =0, (2.1) 
unde i şi x sînt vectori de aceeaşi dimensiune k. Pentru 
j = 1 rezultă o ecuaţie cu o singură necunoscută, pentru 
k = un sistem de n ecuaţii cu n necunoscute. 

În acest capitol se vor prezenta, o serie de metode 
de calcul pentru determinarea rădăcinilor ecuaţiei (2.1). 
În unele cazuri există posibilitatea rezolvării acestor ecuaţii 
în mod analitic. 

Exemple 

z2—5r+6=0, L4= 2, Ta =3; 1 

n z—3=0, z=ei; 

107 — 142 =0, _a=1g 142; $ (2.2) 

sin & — 1 = 0, ze [0,27], pr 

Astfel de metode de rezolvare a ecuaţiei f(4) = 0 devin 
imposibile cînd expresia analitică a lui f este complicată. 

Exemple 

z3lg a — 3,9=0 e”? —[sin (rz/2) = 0 

e? + lgx —3=0 (2.3) 

sinz — 3,2 în x =0 mia — fat — + 1)=0 
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Ecuațiile prezentate în (2.3) sint ecuaţii transcendente 
şi neliniare, iar pentru rezolvarea lor se folosese metode 
grafice sau metode aproximative. 

Beuaţia (2.1) poate avea rădăcini reale sau complexe. 
Zerourile funcţiei f() sînt egale cu rădăcinile ecuaţiei (2.1). 
Rădăcinile reale ale ecuaţiei (2.1) poi fi puse în evidenţă 
cu ajutorul metodelor grafice dar rădăcinile complexe nu. 
Dacă se trasează graficul funcţiei f(), rădăcinile reale 
ale ecuaţiei sint reprezentate prin punctele unde graficul 
intersectează axa 0. 

Se vor prezenta în continuare trei modele fizice care conduc la 
probleme de acest gen. 

Exemple. 1. Fie circuitul din fig. 2.1 format dintr-o sursă V(f, o 
rezistenţă R și o bobină L legate în: serie, unde 

V(4) = 100 V2 sin Șt, R= 200, L = 4H, ili=0 =0, 

Expresia curentului în circuitul din fig. 2.1 este dată de relaţia 

TT TE 
i(D) = 5e—St-sin — + 5 sin ( — 1) . (2.4) 

4 4 

Se cere timpul te (0,5; 1,4) pentru care curentul este nul (i = 0), iar 
e = 2,71828. În aceste condiţii relaţia (2.4) se reduce la o ecuaţie transcen- 
dentă în variabila ţ, avind expresia 

A IL A 7 
5 - (2,71828) sin LT +5 sin | 5t— Iu = 0. (2.5) 

2. În foarte multe situaţii privind transportul energiei electrice se 
utilizează izolatori tubulari pentru liniile de înalță tensiune (fig. 2.2). 
Care trebuie să fie raportul z al diametrului exterior D = 2R la diametrul 
interior d = 2r, în scopul obţinerii unei secţiuni transversale S$ minime. 
[107, 15]? | 

Expresia secţiunii transversale S$ este 

S(x) = mq2(ax2 — 1) [(n2a), (2.6) 

unde q este raportul dintre tensiunea liniei şi tensiunea maximă admisibilă 
(de această dată g fiind o constantă în problemă), iar x = D/d. 

Pentru a determina secţiunea minimă S se derivează S(x) din (2.6) 
în raport cu z; 

2 
2x in2g — —(a2 — lin z 27 

S"(2) = nf = ——, G-) 
Int 4 
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| izolator 
Canal pentru 
conductor 

Fig. 3.1 Fig22 

făcîndu-se derivata egală cu zero, se obține 

2a2 In?z — 2(22 — 1) mz =0, 

de unde 

x? In — (22 — 1) =0, | (2.8) 

care va conduce la determinarea lui x dorit, 
3. Acest exemplu este luat din domeniul hidraulicii, privind curgerea 

apei într-un canal deschis (fig. 2.3), canalul avînd un unghi de înclinare 
[88, 89]. 

] 8 A 8 î 
| | 4 

ui d 

Fig. 2.3 

O relaţie empirică pentru debitul de curgere Q are expresia 

1,49 A5/3$1/2 1,49 25 Q a o sau = 2 ARPESI23 (2.9) 
n P2/3 n 

unde P = 2C + d este permimetrul canalului, n este coficientul de rugo- 
zitate determinat experimental, care este cuprins între 0,25 şi 0,35 peniru 
multe din canalele riurilor, A aria secţiunii transversale a canalului, R 
raza hidraulică, fiind definită de raportul ariei A la perimetrul P al sec- 
ţiunii canalului, S = tg o panta canalului (o unghiul de înclinare). 

Se consideră un canal cu o secţiune dreptunghiulară și se presupune 
că sînt date mărimile Q, n. S şi d. Să se calculeze adîncimea y a apei în 

canal, 
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În relaţia (2.9) se înlocuiesc elementele canalului considerat și atunci 

(2.9) devine 

1,49 dy 28 
Q = dy| ——) se 

n d + 2y 

iar după ridicarea la cub în ambele părţi şi ordonare se obţine 

149 5 
d5S5/2y5 — 4Q2y2 — 4053dy — Q32 = 0. (2.10) 

n 

Se observă că problema a fost redusă la rezolvarea unei ecuaţii de gradul 

cinci, care are o singură rădăcină reală pozitivă. 

2.1.1. Metode iterative 

Cele mai simple metode iterative utilizate pentru 
rezolvarea ecuaţiei (2.1) pot fi scrise sub forma | 

Pati = (a), n = 0,12... (2.11) 

O schemă iterativă se numeşte convergentă dacă apli- 
caţia g îndeplineşte pe un domeniu De 0” într-o normă, 
oarecare condiţia, 

late) — gli HM llz —g||; M<Lşiz,yeD. (2.12) 

Se pune problema ce condiţii trebuie să îndeplinească 
funcţia g şi aproximaţia iniţială 0 pentru asigurarea con- 
vergenţei acestui proces iterativ, dat de (2.11). 

Fie f:D,—D, Die şi Daehk şi f(2) =0 
(ecuaţie sau sistem) care admite în vecinătatea V, e D, 
o rădăcină unică 4 — a. Prin 40 se notează aproximaţia 
iniţială a rădăcinii, a e V,. 

Numim formulă de îterare (şir de iterare) pentru deter- 
minarea rădăcinii «, un şir de forma | 

= g(a2t0, al, ati) (2.13) 

care satisface condiţiile a) — oo, cînd k — oo. Funcţia, Je 
depinde de f şi de rangul [tăi din şir. În cazul în 
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care g nu depinde de rangul termenilor din şir, adică 

zi — g(a0, at, ati), (2.14) 

atunci formula de iterare este de tip stajtonar. 
Marea majoritate a metodelor pe care le vom întilni 

sînț de tip staționar şi de ordinul întii, şirul iterativ în 
acest caz are forma, 

Bi) = g( apti 1)) (2.15) 

şi prezintă o serie de avantaje din punctul de vedere al 
spațiului de memorie față de şirul iterativ (2.14), care 
necesită spaţiu de memorie pentru stocarea a k-+1l 

vectori x), iar schema (2.15) necesită spaţiu doar pentru 
memorarea a doi vectori. 

În cadrul metodelor iterative, ecuația (sistemul) f(2)=0 
ge pune sub formă echivalentă = g(a) cel puţin în vecină- 
tatea V, e D,, în sensul: 

f(a) = 0 ca = g(a). (2.16) 

Convergenţa, şirului de iterare, existenţa şi unicitatea 
soluţiei sînt garantate în anumite condiţii de teorema, de 
punet fix pentru contracţii [42]. 

Fie ecuaţia z = g(2). Dacă g(z) satisface condiţia 
lg'(2) | <A <<, în vecinătatea lui a (soluţia unică a 
ecuaţiei), atunci procesul este convergent. Dacă 

(| > >1, (2.17) 

atunci condiţia de convergență a şirului de iterare nu 
este îndeplinită şi s-ar putea ca procedeul să fie divergent. 
O interpretare geometrică a celor afirmate se poate vedea 
în fig. 2.4. În asemenea cazuri se poate considera ecuaţia 
echivalentă a = q(%), unde este funcția inversă lui g. 
Pentru q este realizată condiţia 

|e'(2)| = << (2.18) 
| 1 
9'(e(2))



ţa
 

a Fig. 2.4 d 

Exemple. Fie următoarea ecuaţie: 

f(o) = ad —a—2 

care are o singură rădăcină reală în intervalul [1, 2]. Se consideră ecuaţia 
echivalentă 

pr = ad — 2 = g(2) 

cu g'(x) = 322; în intervalul [1,2] avem 3 s g'(x) < 6, de unde se vede 
că procesul iterativ este divergent. De aceea se va folosi funcţia inversă 
a lui g, adică ge (obţinînd o ecuaţie echivalentă cu f(x) = 0): 

3 

s=Va+2=e(o)=g9 (n). 

În acest caz 

1 1 
p(0) = —p— ile) sc —g 1,  zelt,2], 

3 V(z+ 2 3/9 

de unde se vede că în acest caz procesul este convergent dacă se folosește 
funcţia go, inversa lui g. 
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Observaţie. Se vor prezenta în continuare două exemple care 
sînt interesante prin modul în care se alege valoarea de start z(0). 

Fie ecuaţia (fig. 2.5,a) 

ză — 23x2 + 62x — 40=0 (2.19) 

pre 

Si 

ij | 
4 | ț 
II? ţ i 
IL! | | y=7&) 

| | ț 
$ + 1 4 z i Z 
2 16 20 21 pic) 

d b 
Fig. 2.5 

care se scrie sub forma 

2 
= az + - (2.20) 

Dacă se folosește ca valoare de start z(0) == 21, rezultă 

62 40 
(0) = 21; x(l) = 23 — — + —2 20,1; 

” 21 212 

62 40 
x(1) == 20,1; x(2) = 23 — + 2 20 ; 

20,1 20,12 

62 40 
(2) = 20; (3) =23—— + — 220, 

20 202 
deci rădăcina este z = 20, 
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Dar ecuaţia (2.19) se mai pune și sub forma 

(2) Sai + 62 Ad (2.21) X = Q(L) = — . , , 

9 23 23 23% 

Dacă se alege valoarea de stat a(0)==21, se obţine următorul șir iterativ: 

212 62 40 
(0) = 21; xl) = g(21) = — kr — — a = 21,8; 

23 23 23 X 21 

21,82 62 40 
zil) = 21,8;  zl2) — g(21,8) = —— — e RI 23,2; 

| 23 23 23 x 21,8 

23,22 62 40 
x(2) = 23,2;  ax(3) = g(23,2) = —— — 9 26,1 

23 23 23 x 23,2 

ş.a.m.d. Se observă că în acest caz șirul iterativ nu converge, totuși 
dacă se alege (0) — 18, procesul converge și şirul de iterații construit cu 
(2.21) converge către soluția z« = 2, care este o altă soluţie a ecuaţiei 

(2.19). 

O alegere a valorii de start cît mai aproape de rădăcină de obicei 
conduce la un șiriiterativ convergent, altfel la unul divergeni sau care 
ciclează. De exemplu |g'(z) | < 1 în punctul M și în imediata vecinătate 
a rădăcinii, dar în punctul N avem |g'(x) | > 1 (fig. 2.5, b). 

Fie un sistem de ecuaţii neliniare îÎ(x) = 0 şi 

to) = | (2.22) 

un punct fix din R”, r >0 un număr real şi 

4/3 

D= x =|2], zi — air, îmi (2.23) 

Ta 
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Fie, de asemenea, gi, 92: - :59a, n funcţii definite pe D cu 
valori reale, avind derivate de ordinul întîi continue pe 
D, iar | 

EL) 

pi =y, 
jZ1 

0g; 

04; 
> K, = sup p.(0),A=max HK. (2.24) 

1<£4<n 

Dacă 

|gi(209, 09... a) — al srl —2), (2.25) 

0 <A pentru orice î = 1, 2,...,n, atunci sistemul 
de ecuaţii 

i = Dn (Da Dao 21) 

Ba = Ga (i Dao “| , (2.26) 

sau seris sub iormă vectorială x = g(x), va avea în dome- 
niul .D o soluţie unică: 

a = |%2]. (2.27) 

Dacă x este un vector oarecare din D şi se construieşte 
şirul (20, 409, ..., 8, ...) după formula de recurenţă 

(2) 

xeru | (29|, (2.28) 

(2%) 
atunci au loc relaţiile 

max | — a(2| 
la — |] ai - EI 12. n. (2.29) 
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În particular 

lim af — ay. (2.30) 
kR=%o 

2.1.2. Propagarea erorilor 

Avînd în vedere că toate aceste calcule se execută 
pe un calculator electronic, nu este posibil ca funcţia 
g(x) să fie evaluată exact. 

Pentru orice a se poate reprezenta aproximarea lui 
gy(x) prin G(x) = g(x) + e(x), unde e(x) este eroarea 
comisă în evaluarea funcţiei 

De obicei se poate cunoaşte o margine pentru (x), 
adică | e(x) | < e. În acest caz schema iterativă care se 
utilizează poate fi reprezentată astiel : 

xD = g(xP) pr et, = 0,12, 231 

unde x“ sînt valorile obţinute din calcul şi e satisface 
relaţia, 

leo|<s,  k=0,143,.... 

Este foarte greu deafirmat că şirul iterativ obţinut prin 
(2.31) este convergent, totuşi în anumite condiţii va fi 
posibilă găsirea unei soluţii aproximative la o precizie 
determinată în principal de precizia de calcul e. Din 
fig. 2.6 se vede că pentru un caz particular cind g(2) = 
= a + AL — a), eroarea în rădăcina « este mărginită 
prin + e/(|— A). | 

Se observă că dacă A x 1, problema este slab condi- 
ționată. 

În cazul în care schema de iteraţie este convergentă, 
prezenţa erorii în calculul funcţiei g(x), de mărime mărgi- 
nită, prin e, face ca schema iterativă să estimeze rădăcina 
a cu o imprecizie mărginită prin + e /(L— A). 

Fie x'% orice valoare astfel ca |a — x0| < pp, unde 

0< poss p— ZI În acest caz iteraţia xl, calcu- 
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[E y =g(2)+£ IE 

LL = » 

| y=glz)= a+A(z-a) 

2 — -7 — Soga -e 

| IN | 
| 

0 ? + | | - 7 

PRI ui Ri fa a+ £3 

lată prin (2.31) cu o eroare mărginită prin e, se află 
[79, 127] în intervalul |a —x | ss p şi 

i | 

IT i (0 
la —xt)|s 3 2.32 a) e 

unde 2% —0, cînd k-— oo. 
Din afirmaţia precedentă se vede că eroarea de calcul 

care apare în evaluarea lui g(x) este de cel mult s/(1, —A). 
Numărul de iterații necesar [106, 104] este 

na] —— | le A PY l | ee A) Po | l E5 . «| ( ) pa [lg g = / Ş 

(2.33) 

Desigur dacă eroarea acceptabilă este mai mare de e Î1—)) 
numărul iteraţiilor dat prin (2.33) este estimat adecvat. 

2.2. Metode pentru rezolvarea ecuaţiilor transeendente şi 
/ neliniare 

„Uneori este convenabil să se folosească metode grafice 
pentru determinarea valorii aproximative a rădăcinilor 
reale ale ecuaţiei f(z) = 0. În continuare vor fi prezentate 
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două metode grafice care se utilizează mai frecvent în 
practică. | 

În cazul în care se utilizează o metodă grafică pentru . 
găsirea soluţiei unei ecuaţii de torma 

fo) =0, (2.34), 
se calculează y = f(2) pentru un număr destul de mare de 
valori ale argumentului z, iar după aceea cu ajutorul 
unui plotăr se materializează punctele (2, 7), rezultind o 
curbă care va trece prin aceste puncte. Punctele unde 
curba intersectează axa 0 reprezintă, o valoare aproxima- 
tivă a unei rădăcini reale. În cazul în care graficul pre- 
zintă o serie de dubii în anumite zone, pentru elucidare 
se calculează o serie de puncte adiţionale. Se vede că în 
cadrul acestei metode grafice este foarte convenabil a 
avea diterite scări de reprezentare pentru 2 şi y. 

A doua metodă grafică constă în trasarea a două 
grafice y, şi y., adică se scrie funcţia f(2) sub forma dife- 
renţei a două funcţii f,(2) şi fa(2) astfel încît 

fi) = fe) — fie). (2.35) 
Evident f(z) = 0 dacă şi numai dacă 7, = ya. Metoda 
constă în trasarea celor două grafice y, şi ya, după care 
se determină punctul (z, y), unde cele două curbe se inter- 
gectează. Abseisa z a punctului de intersecţie va fi rădă- 
cina reală a ecuaţiei (2.34). 

În fig. 2.7 se prezintă metoda grafică pentru ecuaţia 
f(a) = cos 4+ 2a — 2 = 0, y, = cos &, yp=2 — 2. Avan- 
tajul acestei metode îață de metoda precedentă este evi- 
dentă, deoarece în foarte multe cazuri este mult mai 
simplu să trasezi graficele pentru f,(2) şi f„(2) decît pentru 

fi) = fi) — fa(2). 
Adeseori rădăcina aproximativă obţinută prin meto- 

dele grafice poate fi utilizată ca valoare de start pentru o 
metodă iterativă, care după un număr de iteraţie permite 
obţinerea unei soluții mult îmbunătăţite. 
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=
 

(x,y) Y=cos 

Fig. 2.7 

2.2.1. Metoda Viseojiei | 

Această metodă constă în determinarea unui zero al 
funcţiei f(2), cuprins între a şi b. Dacă « e (a, b) şi f(a) = 
= 0, iar f(a): f(b)< O, atunei intervalul [a, b] se împarte 
în două părți egale, după care se testează în care jumătate 
de interval se află rădăcina ş.a.m.d. 

Algoritmul de calcul constă din următoarele etape. 
Se notează ay=—a, by=b, după care se calculează o esti- 
maţie iniţială | 

atb arttb) 

2 2 
09 = - 

Dacă f(09) = 0, procesul este terminat, altfel se fac atribui- 
rile 

1 = Op Şi b. = Co; dacă f(c0) f(ao) <0. 

și 
a, = Cop bi = boy dacă f(co) f(ao) >0. 

După n iterații se obțin a, şi b, astfel că as) fb) <0, 
după care se calculează 
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Dacă f(6,) = 0, procesul de calcul este terminat şi e, este 
rădăcina căutată, altfel se tac atribuirile 

Ora = Cup buri == Ca dacă fie.) fta,) <0, | (2.36) 

Ati = Cao bara = db, dacă, fie,) fila) >0. 

Pentru a arăta convergenţă acestui proces se poate | 
arăta că şirul do, du, dap... este un şir crescător mărginit 
superior, iar şirul b,, FA ba... este un şir descrescător 
mărginit inferior. În concluzie cele două şiruri (a ne Şi 
(bune converg. Fie a şi Ș limitele celor două şiruri fa) 
şi (b,„9 respectiv. Deoarece a, < c, < b,, atunci din 

lim |a, —bd,| =0 

rezultă că a = şi 

a = lim b, =lim 6, =lima,. 
1—00 u=> 00 1-00 

Datorită faptului că f(a,) f(b,) <0 pentru orice n, 
rezultă, 

0 > lim [fla,) Ț0,)] = [lim fa) (lim f0,)1 = [fo 
dar [f(a)]? >0, de unde rezultă că f(a) =0 şi lim f(a,) = 0 
datorită continuității lui f(2). n—00 

În practică se lucrează cu valoarea lui f(z) notată prin 
(a). Pentru determinarea rădăcinii « a funcţiei f(2) pe 
intervalul [a, b] se introduce două constante pozitive e, 
şi ep,asttelcă a este acceptată ca rădăcină dacă |f(a)|s<e, 
sau dacă a se găseşte în intervalul [f, y] astfel încît 

FB <0,cuy fps e 

Cu aceste două constante pozitive, «;, (pentru funcţia) 
şi «, (pentru interval) algoritmul de calcul se desfăşoară 
după următoarele etape. 

Pentru a şi b date se testează dacă 

fa) | < e, sau fb) | e. (2.37) 
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Dacă una din inegalităţi are sens, atunci a sau b este 
-zeroul funcţiei şi procesul de calcul s-a terminat. De aseme- 
nea, se testează dacă 

f(a) f(d) <o0. (2.38) 

Dacă inegalitatea, (2.38) nu este satisfăcută, atunei metoda, 
„de înjumătățire pentru acest caz nu converge şi procesul 

este oprit. Dacă inegalitatea (2.38) are sens, atunci se 
testează dacă 

b—asSae. (2.39) 

Dacă (2.39) are sens, atunci se acceptă ca rădăcină 

_a+b. 

2 
(2.40) Co 

Dacă (2.39) nu este satisfăcută, atunci se notează a, = a, 
b, = b şi se determină a, şi b, cu ajutorul relaţiilor (2.36). 

În fig. 2.8 este prezentată o schemă logică însoţită, de 
programul 2.1 în FORTRAN care codifică algoritmul 
introdus, în scopul găsirii unui zero al funcţiei f(2)=a2—11 
cua=2şib=3. 

Constantele e, şi se, trebuie alese cu multă atenţie 
pentru că ele influenţează numărul de iterații şi conver- 
genţă. De asemenea la alegerea lui e, şi e. trebuie să ţină 
seama, și de tipul calculatorului pe care se rulează algorit- 
mul codificat. În acest sens dacă se alege «, mai mic decit 
valoarea erorii de rotunjire în cazul evaluării lui f(z) în 
[a, b] şi dacă se alege e, mai mic decît minimul distanţei 
dintre două numere consecutive reprezentate în calcula- 
tor [din intervalul [a,b]e R), atunci procesul de calcul 
devine infinit. Pentru a preveni astfel de necazuri este 
bine să se testeze la fiecare pas că c, Za, şi cu fb, sau 
altfel se va specifica numărul maxim de iterații care 
poate fi executat, după care procesul este stopat. 
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INIȚIALIZARE 
B EPS1EPS2 

FB:=B9-11 

SCRIE: 
? SOLUȚIA 
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LI 
RUN 

SALUT TA ECUATIEI ESTE X = 2,2246 

Programul 2.1 

2.22. Metoda poziţiei false (metoda secantei) 

Pie f(z) o funcţie continuă definită pe R cu [a,b]le R 
astfel că f(a) f(b) <0 (deci există cel puţin o rădăcină, 
reală între a şi b). Metoda constă în determinarea unei 
funcţii liniare 

G(z) = Az + B, (2.41) 

astfel încît 

G(a) = f(b), Gb) = f(b) (2.42) 

şi se cere a, astfel ca G(a) =0. 
Folosind relaţiile (2.41), se pot determina constantele 

A şi B cu ajurorul sistemului: 

sa ara), (2-43) 
Ab + B = f(b) 
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de unde rezultă, 

oa |  B—a 

Astfel expresia funeţiei liniare G( 2 cu A şi B determinaţi, 
este următoarea : 

aa) = 0210 pp 00. aa 
b—a b—a 

Datorită faptului că G(a«) = 0, rezultă, 

a = Bata 
A fo) —ia). 

Dacă a, =a0, ba, =—b, 1, = ay (2.46) devine 

mp = af (2) ui b(4), (2 417) 

” (2) — f(a,) 

În fig. 2.9 se reprezintă grafie modul în care se destă- 
şoară etapele în metoda punctului fals. Graficul tuncţiei 

„G(a) este o dreaptă care trece prin punctele de coordonate 
(a, f(a)) şi (b,f(b)). Ecuația dreptei care trece prin cele 

4 f(x) 

(a,fta)) 

(6F(b)) 
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două puncte este 

— flo Job) —fl0, (2.48) 
L—a b—a 

Se poate constata uşor [128] că procesul de conver- 
genţă în metoda punctului fals este mult mai rapid decit 
în metoda bisecţiei. 

Metoda secaintei este convergentă. Şirul dos Go ae 
este crescător dar mărginit de b, deci el converge căire o o 
limită 0. De asemenea şirul bg, d, b.,... este descrescător 
şi converge către o limită ec, > 6. Presupunind că ce şi a 
nu sînt zerouri ale funcţiei f, deci f(c) Z 0 şi f(c,) Z 0, va 
rezulta, din continuitatea lui f(2) că pentru e > 0 şi pentru 
un anumit N 

fa) >, If l>e (2.49) 

pentru orice n >> N, dar din (2.47) se vede că 

z, — a, = (4, a b) aa), 2 — b, __ (n — ba)(bn) . (2.50) 

fb) E fila) (0) a f(a,) 

Funcţia f este mărginită pe intevalul [a, b], adică |f(2)|< 
< M, deci pentru orice n suficient de mare 

la, — b,|M 
ara — bai] < max (|, — 041, — bal) — lazi — dai ( | Pe ara 

(2.51) 
prin urmare ap 

| Gu — imi <( 

k 

la — bula (2.52) 

“În acest caz 
lim ag = lim d, =e. (2.53) 

Datorită faptului că | | | 

fam) (ba) <0 (2.54) 
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e 

pentru orice n, rezultă ca şi în metoda bisecţiei că sau e 
sau €, este un zerou al funcţiei f(x) [42, 41). Metoda, 
secantei este exemplificată prin programul 2.2, dat pentru 
determinarea rădăcinii ecuaţiei . 

f(a) = a + lea —3 =0, n =2, a =. 

METODA SECANTEI 
DIMENSION X(1009 | 
DAȚĂ X0/2./3X1/6e/șPAS/0.,05/ 
AN=X0 
BN=XL 
1=1 | 
X(1)=0e 

EANZANZALOEI0 (AN )73 
X(1+1.)=(ANXEBN=BNFAN) / LFBN=FAN) 
TF (ABS(XLI+L)-XUL))eLȚeleE-3) GO TO 6 
AN=AN+PAS 
BN=BN-PAS 
=] 

CETE fo8,200) X(I+L)șl 
„FORMAȚII î SXe SOLUTIA ECUATIEI ESTE X =1pF6o20/6Xp NR ITERATII 

j 

STOP 
END 

LINK 
RUN 

SOLUTIA ECUAȚIEI ESTE X = 3,55 

NRe ITERATII = 30 

E0J 

Progiamul 2.2 

2.2.3. Metode iterative (metoda lui Newton) 

Fie o ecuaţie f(z) = 0. Se urmărește alegerea unei 
funcţii de iterare g(2), astfel încît convergenţa corespun- 
zătoare metodei iterative să fie cît mai rapidă. Aici 
va fi prezentată o schemă pentru alegerea lui g(). Func- 
ţia f(a) se va scrie ca o diferenţă de două funcţii î(2) şi 
h(2), adică 

fiz) = t(a) — ha). (2.55) 

În acest fel se poate uşor rezolva ecuaţia (2) = y sau. 
h(2) = g pentru orice y. Astfel putem considera metoda, 
iterativă definită prin . 

(Para) — ha.) | (2.56) 
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şi/sau metoda definită prin 

(+1) îi i). (2.57) 

În mod simbolice (2.56) şi (2.57) se pot serie sub forma, 

a > R(a)] Sa dara = RO(t(a,)]. (2.58) 

Exempiu: Se consideră ecuația 

fac) = cost — 3x+2=0. 

fie ((x) = cos z și P(x) = 3x — 2. Atunci 

f(x) = t(z) — h(x) = cos z — (3x — 2). 

În acest caz se poate utiliza metoda iterativă dată prin formula 

Tana = COSTI (3xp — 2) = t(n) 
sau 

IX + — COS 4 In). RĂI 3 Că atR 

Se poate verifica fără dificultate că ambele metode 
sint convergente. 

Dacă se consideră, 

(e) = t(a) — h(a) cu to) = a, ha) = + fa), (2.59) 

unde k este o constantă, atunci din (2.56) rezultă 

(ta) = 2 + Iflza), deci ara = 2 + If). (2.60) 

Se urmăreşte minimizarea expresiei max |h'(2) | 
pă 

peniru a — |a —z| Sessa ț|a—a,|, unde a este 
o rădăcină a ecuaţiei î(2) — h(2)=0. Datorită faptului că 
funcţia iterativă  g(4) = h(a) este cunoscută numai 
pentru anumite valori ale lui &, se va selecța o valoare 
a = a astfel încît g'(a) = 0, adică 

(ay — 4 , E IE 0 = g(a)=L+rhfia), IL = fila) 
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Formula iterativă devine 

fa). 
fa) 

Metoda se poate extinde, căutindu-se o funcţie î(2) astfel 
ca, 

Pati Pap (2.61) 

(0) = 2 + iz) f(a). (2.62) 

După derivare (2.62) devine 

g(a) = 1 + i(a)f(a) + i(a)f'(). (2.63) 
Dacă g'(a) = 0 şi f'(a) 4 0, atunci 

1 | 
i(a) = — . 2.64. (a) fa) (2.64) 

Datorită faptului că « nu se cunoaşte, o bună alegere 
este 

__ f(2) i(a0) = — — ) = E). (o.65 
(= pate po CD 

În acest fel rezultă metoda iterativă 

a i 2)) 2 66 

ma pa) (406) 
care se numeşte metoda lui Newton. Aceasta, este o metodă 
staţionară pas cu pas care are interpretarea geometrică 
din fig. 2.10. Din punctul (2, f(,)) se duce tangenta 

x, ; F(2)) 

Fig. 2.10 
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la graticul funcţiei, tangentă care intersectează axa 02 
în punctul (2,+, 0) şi face cu aceasta un unghi f. Astfel 
se poate serie | 

__BO__ f(a) __pr (5 Bg git) (2.67) 

ap hm). 2.68) 
Seara) (0.65) 

Metoda lui Newton este consistentă dacă este definită 
astfel : | 

la) x pr 
Pal — In fa)” dacă Hi (2) Z 0, (2.69) 

Ta dacă f(z,) = f'(2) =0. 

Se observă că +. este nedefinit dacă f'(z,) = 0 şi f(2,) 70. 
Pentru analiza convergenţei acestei metode se presupune 
că f(2) este continuă şi de două ori derivabilă în jurul 
rădăcinii a. Dacă se derivează funcţia iterativă g(2) = 

fe) = 9 — Fe) se obţine 
[4 

po = POP fo fo of. (20) 
Lf(o)e [f(a) 

Dacă « este o rădăcină simplă a lui f(z) = 0, atunci 
f'(a) 4 0; din continuitatea lui f(2), |f'(2)] > e pentru 
orice e >>0, într-o vecinătate V, a lui «. În interiorul 
vecinătăţii V,„sealege un subinterval Vuastfelca |f(a)f"(2)< 
< e? pentru ze V, c V, lucru posibil deoarece f(a) =0 
şi deoarece f() şi f"(z) sînt continue ; deci în acest sub- 
interval g'(4) < 1, iar metoda este convergentă. 

Dacă a« este o rădăcină a ecuaţiei f(2) == 0, de ordinul 
de multiplicitate r, atunci un proces de convergență 
rapidă se poate obţine cu schema iterativă dată prin 
relaţia 

le) Cati Pa Pe (2.71) 
f'(a,) 
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Propagarea erorii de la o iterare la alta se pune în 
evidenţă cu ajutorul relaţiei [37, 21] 

aa popa — a, unde 3 = sup |90)l. 
(2.72) 

În inegalitatea (2.72) partea stîngă conţine eroarea abso- 
lută în iteraţia k, iar în dreapta se află pătratul erorii 
absolute în iteraţia k — 1, fapt care se reflectă în conver- 
genţa pătratică a metodei lui Newton. 

Figura 2.11 prezintă diagrama logică, iar programul 
2.3 este scris în FORTRAN pentru metoda lui N ewlon- 
la găsirea unei rădăcini a ecuaţiei 

f(a) = 25 — 642 + 15 3 — 20 2 +14 —4=0, 

folosind ca valoare de start 2 =0,8 şi algoritmul (2.66) 
De asemenea, se aplică din nou metoda lui Newton pentr. 
aceeaşi ecuaţie şi în fig. 2.12, cu programul 2.4, de această: 
dată folosind algoritmul (2.71) pentru r — 2. Se vor 
interpreta rezultatele obţinuțe cu cele două programe. 

2.2.4. Metoda lui Miiller 

Această metodă este o extindere a metodei secantei. 
Diîndu-se trei puncte distincte 4, da, a, se construieşte 
un polinom 7(2) de gradul doi astfel că 

T(a) = fie), Tla) = fi), Tia) = fi). (2.73) 

Se găsesc zerourile acestui polinom de gradul doi iar unul 
din ele se alege a fi o nouă aproximaţie a, a rădăcinii. 
Procesul se repetă cu %a, 3 şi za, construind din nou 
expresia lui 7(2), după rezolvare se găsese două rădăcini, 
una din ele se alege ca fiind o nouă aproximaţie a rădăcinii 
Şş.a.m.d. 

Pentru construcția lui T(2), se caută coeficienții ao, aa» 
a, astiel ca 

T(a) = dat? -F at + do (2.74) 
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Fig. 2.11 

coelicienții ce se pot determina din condiţiile (2.73), de 
unde rezultă sistemul 

do FA + azi = fi) 

ok Ata + aaa = f(2) 

9 A Muta A+ Oaitş = (005) 

(2.75) 
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Dacă în (2.74) se face substituţia z = a, + (2 — 2), 
atunci 

T(2) = aalaz + (2 — 83) PA als t(2 — 23)] k+ ao = 

= ap(2 — 03)? + (das + aa) (2—3)kaztă + atata = 

= (2 — 23) + (2 — 23) + ao, 

unde 

da = 02, Qi = Ay tr 20p%ap 06 = pa? + Quta + ao. 

Lucrul cu polinomul 

Da) = ape — 5) + aţa — 5) + ag (2.16) 
este mult mai avantajos 

Reprezentarea grafică a acestei metode este dată în 
fig. 2.13, pentru două iterații consecutive. Din figură se 
vede că 4, 22, &a au fost folosite la determinarea polino- 
mului 71() (curba punctată). Acesta intersectează Oz în 
LD, care se alege ca o valoare îmbunătățită a rădăcinii 
căutate. În continuare punctele 4, 13, 4, se vor folosi 
la construirea polinomului 72(2) ş.a.m.d. 

4 f(x) 
T*(2) 

R
p
 

_ 
"
"
 

Metoda lui Miiller este o metodă iterativă staţionară 
în trei paşi care implică existenţa a trei valori inițiale. 
Astfel se poate nota 

Duta = V(r-2 Pe-a ah > 3 boa (2.77) 
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unde pentru cazul iniţial se ia 

V(3 Da Xa) = Pa (Da — 23) = La (2.78) 

4, fiind o valoare aproximativă îmbunătăţită pentru «. 
'0 analiză completă asupra metodei lui Miller poate fi 
găsită în [127, 67]. 

Metoda, lui Miiller are o serie de avantaje asupra meto- 
dei lui Newton şi metodei poziţiei false : 

e nu cere existenţa derivatelor tuneţiei f(2) ; 
e poate fi executată utilizind numai valorile tuneţiei 

(2) ; 
! e poate fi aplicată foarte bine ia funcţii care nu sint 
date sub formă explicită. 

Un dezavantaj al metodei lui Miller faţă de metoda lui 
Newton este problema convergenței în anumite cazuri 
[106, 107]. 

2.3. Metode de rezolvare a sistemelor de ecuaţii neliniare 

În cadrul acestui paragraf se vor prezenta o serie de - 
aspecte şi metode privind rezolvarea sistemelor de ecuaţii 
neliniare. 

Fie sistemul de ecuaţii neliniare de forma 

fa Daye «e 30) = 0, = 1, 2... hp (2.79) 

care se poate scrie vectorial sub forma 

F(x) = 0, (2.80) 

unde FE :R” — Reste o aplicaţie vectorială ale cărei com- 
ponente sint f,, adică E*(x) = (f(x), f(x), - 2 fn(X)]- 

Relaţia (2.79) se mai poate scrie dezvoltat şi sub 
forma 

fil Das - 5 a) = 0 | 

Ja Way e 99) — = 0 (2.81) 

În Wa pe e .9 2.) ii 0 
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sau | 
X = 9(X). (2.82) 

Soluţia (sau rădăcina) unui astfel de sistem este un vec- 
tor «, af== (04, ay: -:, d), care este un punct din spaţiul 
R”. Folosind un vector de start x = (49, 20), ..., 40) 
şi funcţia iterativă, | 

XE+D — g(x), 0, 1, 2... (2.83) 

se găseşte vectorul « prin trecere la limită. 
e Fie g(x) o funcţie vectorială care satisiace condiţia 

Ig(x) — ap) ls alx —yll (2.84) 

pentru orice vectori x, y e R”, astfel ca ||x — x9|| < dp 
|y —x0 || ss d, cu constanta lui Lipschitz 

Osisl, 

vectorul iniţial de iteraţie x satisface condiţia, 

| g(x0) — x] (1 — a)d. (2.85) 
Atunci toţi vectorii obținuți prin (2.83) satisfac inegalitatea, 

|xe —xos<d; | (2.86) 

iar şirul de vectori obținuți prin procesul iterativ (2. 83) 
converge către vectorul «, adică 

lim a =, (2.87) 
R—> 00 

unde a este rădăcina sistemului (2.80). 

Teoremă. Fie X = g(X) ecuație vectorială care are 
soluția X = a, îar componentele (x) ale veciorului 9. au 
derivate de ordinul întâi care alee relația 

sa 0g.(xX) 
da; 
<< (2.88) 
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pentru toți vectorii &« care satisfac relația 

x — alla sd. (2.89) 

Atunci : | 

a) toți vectorii X* obţinuţi din procesul iterativ (2.83), 
pentru orice vector a care verifică (2.89), satisfac de ase- 
menea (2.89). ; 

b) vectorii obţinuţi prin procesul iterativ (2.83), pentru 
orice x! care verifică (2.89), converg către rădăcina a a 
sistemului (2.82) care este unică. 

„Demonstraţie. Pentru doi vectori x, y ce satislac (2.89), 
se scrie formula Taylor 

0 (E | | 

00) — au(9) = Şi AC (a, — pe 1 20 amp (2-90) 
ji 02 o 

unde E este un vector (un punct pe segmentul deschis ce 
uneşte punctele corespunzătoare vectorilor x şi y). Utili- 
zind o normă şi (2.88), se obţine 

dat 
a) — 051 SC la — is 

: = X, 

"n (Yi) 

< x — ya ȘIR —y lo. (2.90 
da, | js 

Deoarece inegalitatea are loc pentru orice 7, rezultă 

| (x) — g(Pooll s A llx —ylle. (2.92) 

Astfel (2.92) evidenţiază faptul că g(x) este continuă Lip- 
schitz în domeniul indicat prin (2.89), relativ la norma 

. folosită. 
Se observă că pentru orice x(% din domeniul (2.89) 

avem 

| x — a Ile = ll g(xt9) — g(o)llo < A x” — los 29 
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şi astfel vectorul xD se găseşte în domeniul (2.89). În mod 
evident 

x — alle = Il g(xte-P) — g(o) ll s AXE — alle s 

< 1] g(x&-2) — g(a)]|ss || xt-2 — a los... s d, 

deci toţi vectorii x se găsesc în domeniul (2.89). 

Convergenţa şirului de vectori obţinuţi cu ajutorul 
relaţiei iterative (2.83) rezultă din condiţia A <1, deci 

lim xP = a. 
k=o0o 

2.3.1. Scheme iterative explicite pentru rezolvarea 
sistemelor neliniare 

Sistemul de ecuaţii (2.82) se poate scrie în diverse 
moduri. Se vor examina variantele pentru g(x). De 
exemplu, fie | 

(x) = x — A(x)F(x), (2.93) 

unde A(x) = (4;,(X)) este o matrice pătrată de ordinul n. 
Dacă A(x)F(x) = 0, atunci F(x) = 0. Dacă se introduce 
matricea 

d(X) = (e) şi Ax) =A, 
d; 

al cărei determinant este jacobianul funcţiilor f;(x) care sînt 
componentele vectorului F, atunci din relaţiile precedente 
rezultă, 

G(x) = (20) =1 — AJ(a). (2.94) 

În acest caz, folosind teorema, dată, şirul vectorilor deter- 
minaţi prin schema iterativă 

XE+D = x — AF(x), k =—0, 1, 2,..., (2.95) 
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va converge pentru x(0 suficient de apropiat de a, dacă, 
elementele matricei A sînt suficient de mici, adică în cazul 
în care J(a) este nesingulară şi A este aproximativ inversa 
lui d (a). 

În metoda lui Newton A(x) = A este aleasă a fi 

Ax) = 3-1(x) (2.96) 

cu presupunerea că det |d(x)| 2 0, pentru vectorul x 
aparţinind domeniului |x — a | <d. | 

2.3.2. Metoda lui Newton pentru rezolvarea sistemelor 
neliniare 

Utilizînd relaţiile (2.93) şi (2.96), iteraţiile pentru meto- 
da lui Newton sint date de schema 

x+I) — g(x) = (E) — JI (aEDE(xD), | | (2.97) 

de unde se obține după ordonare 

J(X(a 0 — xD) = F(x) (2.98) 

care este un sistem ce se poate rezolva în raport cu vectorul 
(x — x&+D). Se poatearăta că aceasta este o metodă de 
ordinul doi [86]. 

__ Pentru o interpretare geometrică a metodei lui 
Newton pentru sisteme se consideră un sistem neliniar 
de două ecuaţii cu două necunoscute, unde x şi F se aleg 
astiel : 

x = [*|=[ “| F = [i = e ”] F(x) =0. 

Wa Y af 2) (2, ) 
(2.99) 

Pentru acest exemplu (2.98) se poate scrie sub forma : 

(ati — a) fa, pe) 4 (ge — ap) fa, yE) + flo, y5)=0, 
(2.100) 

(apti — at) gat, pe) — y*) g„(2%, 9) + ga, 9) =0. 
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În spaţiul Oy ecuaţiile 

a = (2 — 0) fa) tr (9 — 9) 9) + fi, vi) 
(2.101) 

a = (0 — 2%) gat, 5) (9 — 9) gat, i) + ga, 9%) 

reprezintă două plane. Primul plan este tangent la supra- 
faţa 2 = f(%,y) în punctul de coordonate (2%, pă, f(zt, yE)), 
iar planul reprezentat de cea de-a doua ecuaţie este tan- 
gent la suprafaţa 2 = g(z, y) în puncetui de coordonate 
(a, yk, g(ak, yk)). De aici se vede că punctul de coordonate 
(aEr1, gE+1) determinat din sistemul (2.100) este punctul 
rezultat din intersecţia celor două plane definite în (2.101) 
şi planul 2 = 0, adică planul z0y. 

În concluzie, geometric, pentru metoda lui Newton, 
prin trecerea de la o dimensiune la două dimensiuni tan- 
genta, la curbă se înlocuieşte cu planul tangent la o supra- 
faţă, iar în cazul n dimensional interpretarea se face prin 
utilizarea hiperplanelor tangente. Fiecare din ecuaţiile 

= Ş3 (ai — ap) PE) + pe), i = 2, n, 
dt , Oa, 

(2.102) 

reprezintă un hiperplan în spaţiul (2, do 2) cu 
n + 1 dimensiuni care este tangent în punctul (at, DE. 
„.., E) la hipersuprafaţa corespunzătoare 

2 = fil 2 Da e 3). 

O serie de dificultăţi care pot apărea la rezolvarea, siste- 
melor neliniare utilizînd metoda lui Newton pot îi inter- 
pretate cu ajutorul acestor consideraţii geometrice. 

O metodă care se poate utiliza la rezolvarea; sistemului 
(2.99) este metoda lui Newton generalizată. Pentru simpli- 
citate se va deserie metoda pentru sistemul 

je ” E NE (2.103) 
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„adică pentru un « şi un ș daţi să se determine 2 şi y' 
astfel ca pentru termenii de ordinul înții în Az = a —a 
Şi Ay =y' —y să avem 

ji, y)=g(e, y)=0. (2.104) 

Din formula lui Taylor se obține | 

g(2', y')= a Laz ra LA 

Folosind (2.104) şi neglijind termenii de ordin superior, 
se obține sistemul 

fla, 9) -+ Azf'(z,9) + Ay f'(ay) = ). 

g(z,y) + A g(z,y) + Ay 9(a,yi =0 

După rezolvare în raport cu Ag şi Ay se obţin 

[i pm = Ag = — (2,9) g(7,9) + g(z, %) În (2,9), 

J42,9) 90,9) — 9229) IER 
(2.106) 

, Ag 2 2000) fie) + fie) ga). 
fa(z, Y) gt, Y) g-(2, 7) ful, 7) 

Dacă se face următoarele înlocuiri: 

BL! = gi, ap = ah şi J — det [e Y) fu(z, | 

pp, y=p Ji, Y) 92,9) 

atunci (2.139) devine 

pi — pe e IV) fu) fat) ga 9%) 
J 

E = gg AL) gala, 2) —g(%, 97) fa (0,9%) 
J 

(2.107) 

Y 

pentru k = 0,1,2,... 
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2.3.3. Alle metode pentru rezolvarea sistemelor neliniare 

Afară de metoda lui Newton, pentru sisteme se mai 
utilizează destul de des şi metoda gradientului [14]. 

e Considerînd din nou sistemul (2.81), se poate re- 
zolva ecuaţia î pentru z, sau explicit în iuneţie de a, sau 
numeric. Aceasta este metoda lu Jacob, metodă definită 
prin | 

fiat, ab... 24) = 0 

Fa DP, 0-3 09) = 0 (2.108) 

i, (24, zi, ..9 apt) = 0 

Această metodă converge către soluţia exactă pentru o 
alegere destul de bună a aproximaţiei iniţiale (240, 40, ... 

., 29) dacă raza spectrată a matricei 

Of 0 84] 
da,  0a&a 0a, 

fa 9 8 
A=| 0a, 9a, dz, (2.109) 

Of, _0fa Ofa 
Oa, 0 Oa, 

este subunitară. Raza spectrală a matricei A este valoarea 
maximă absolută a valorilor proprii, care sînt soluţiile A 
ale ecuației polinomiale 

det (A — AI) =0 (2.110) 

unde | este matricea unitate. 

Exemplu. Fie sistemul 

ză — 3xy24+1=0 
. (2.111) 

3x2y —y =0. 
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Folosind metoda lui Jacobi, se obţine 

pp cae mi | 
= ———3 y = » 

3y 3x 

[i pF 
Lk+i = ——2 Yeri = pi E = 0,1,2,... 

3 3 

schema iteralivă, care pentru două valori de start z = 1, y= 1 permit. . 
obținerea unei soluţii care converge către soluţia exactă. 

e Meioda Gauss-Seidel utilizează, iteraţiile disponibile 
la fiecare pas. Astfel (2.108) devine : 

fa(atD, a ,....,209) = 0 (rezolvată pentru 2%), 

fa(abrb, att0,...„2(P) = 0 (rezolvată pentru at) ; (2.1142) 

fat, pt... Pr) — 0 (rezolvată pentru pEtb). 

e eloda suprarelazărilor succesive implică utilizarea, 
unui factor de reiaxare. Procesul iterativ se prezintă sub 
forma, 

DD = ab + o(3ED — af), (2.113) 
unde pentru î = 1, 2,...,n se determină z&+D prin 

(e CEL) (4-1) pri ke) (E) i(attD, attD, DTD, ao ep PP) = 0. (2.114) 

În mod treevent se poate mări rapiditatea convergenţei 
taţă de metoda lui Gauss-Seidel, printr-o alegere adecvată 
a lui o. 

În fig. 2.14 este prezentată diagrama logică, urmată de 
programul 2.5 în FORTRAN pentru rezolvarea sistemului 

f(x,y) = a? — 3oy? — 20 +2 — E 

g(0,y) = 32y — 0 —2y =0 
folosind valorile de start 4 =—yo =. | 

De asemenea este prezentat programul 2.6 în FORTRAN 
şi diagrama logică (iig. 2.15) pentru rezolvarea sistemului 
(2.111), folosind metoda lui Jacobi, Gauss-Seidel, metoda 
relaxării pentru e =— 1,2. 

II 
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unde coeficienţii a;, 4 = 0, 1, 2,...,n, sînt numere date, 
care pot fi reale sau complexe. Ecuația (2.115) are n 
rădăcini, nu neapărat distincte, unele din ele pot fi com- 
plexe (sau toate) chiar cind coeficienţii a, sînt reali, 
dacă coeficienţii sînt reali, rădăcinile complexe fiind sub 
formă, de perechi conjugate, a + ib. 

Majoritatea metodelor descrise în paragrafele preceden- 
te pentru rezolvarea ecuaţiilor pot fi de asemenea utilizate 
la, rezolvarea, ecuaţiilor polinomiale, aceste metode trebuină 
uneori modificate; în plus există [42, 1, 7] o serie de 
metode care se aplică în principal sau exclusiv la rezolva- 
rea, ecuaţiilor polinomiale. 

În acest paragraf se vor prezenta unele din metodele 
folosite la rezolvarea ecuaţiilor polinomiale. 

În rezolvarea ecuaţiilor polinomiale se disting două 
etape: 

— separarea rădăcinilor, . care constă în determinarea, 
unei vecinătăţi V în care ecuaţia polinomială P(z) = 0 
să aibă o soluţie unică; | 

— determinarea aproximativă a soluţiei şi evaluarea erorii 
considerînd că separarea deja s-a efectuat |128, 15]. 

Înainte de parcurgerea acestor două etape se vor pre- 
zenta o serie de proprietăţi generale ale polinoamelor 
fără, demonstraţie [75, 67]. 

e Două polinoame P(2) şi Q(2) sînt egale pentru orice 
4, dacă. gradele şi coeficienţii lor sint egali respectiv. 

e Dacă P() este un polinom de gradul n, atunci 
pentru orice a« există un polinom unic Q(a)-astfel că 

Pa) = (2 — 200) + P(o) (2.116) 

dacă n a, gradul lui Q(2) este n — 1], alttel Qla) = = 0. 
e Dacă P(z) este un polinom de "gradul n> 1 şi 

dacă P(a) = 0, atunei există un polinom unic de gradul 
n — 1 astfel că 

P(x) = (2 — 0)0(2). (2.117) 

de obicei în acest caz polinomul Q(2) se numeşte polinom 
de reducere. 
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e Fie P(x) un polinom de grad n > 1; a este o rădă- 
cină a lui P(z) de ordinul de multiplicitate m dacă şi 
numai dacă 

P(a)=P'(0)= ...= P-v(a)=0 şi P(a) sg 0. (2.118) 

eFie P(x) un polinom care are s zerouri distincte 
Tis Pages P cu ordinul de multiplicitate ki, ko... k 
respectiv. Atunci există un polinom unic V(a) astfel că 

P(a) = (a — ri(a — ra. ..(2 — rs V(). (2.119) 

2.4.1. Localizarea rădăcinilor ecuaţiilor polinomiale 

În cazul în care coeficienţii polinomului (2.115) sînt 
reali, o informaţie asupra numărului rădăcinilor reale 
poate fi obținută cu regula lui Descartes privind semnul, 
iar o informaţie mult mai precisă cu ajutorul şirului lui 
Sturm, respectiv al şirului lui Rolle. 

e Metoda șirului lui Rolle. Presupunem că P:X — Y, 
4 ce R şi Y ce R, satisface condiţiile teoremei lui Rolle : 

„între două rădăcini reale consecutive ale derivatei P'() 
există cel mult o rădăcină a polinomului P(2). Fie a, << 
<... <4y rădăcihile ecuaţiei polinomiale P'(z) = 0, aşe- 
zate. în ordine crescătoare. În acest caz se poate forma 
şirul lui Rolle : 

P(— co), P(a), Pl)...» P(2), P(+ 00). (2.120) 

Datorită consecinţei enunțate, în fiecare interval 

(— 00, Xa), (ao Pa: (ay Para) e (Zrt 00) (2.121) 

se ailă cel mult o rădăcină reală a polinomului P(z), 
numai dacă la capătul intervalului polinomul ia valori 
de semn contrar. Rezultă că ecuaţia polinomială P() = 0 
are un număr de rădăcini reale egal cu numărul variaţii- 
lor de semn prezente în şirul lui Rolle. 

În cazul în care P : [a,b] > R, şirul lui Rolle are forma, 

P(a), P(a) P(22)..-, P(2), PD). (2.122) 
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Această metodă prezintă un avantaj deosebit din 
punct de vedere teoretic, dar din punct de vedere practic 
are un dezavantaj, deoarece pentru construirea şirului lui 
Rolle este necesară rezolvarea ecuaţiei P'() = 0, rezol- 
vare care uneori este la fel de dificilă ca şi rezolvarea 
ecuației P(2) = 0, apărînd situații cînd metodele exacte 

„de rezolvare nu se pot utiliza [42]. 
e Metoda șirului lui Sturm. Fie P:X—Y, Xch, 

Y cec R. Presupunem că P este continuă şi derivabilă 
pe la, b],a,bes Xcua<b. 

Definiţie. Se numeşte șir al lui Sturm asociat lui P 
un şir de polinoame P,, P,, P2,..., Pm, continue pe [a,b], 
care satisfac condiţiile : | 

a) Po(2) = P(2); 
b) P„(4) 7 0 pentru ze [a,b]; 

c) dacă P,(2) =0 pentru Lsismn —l şizel[a,b], 
atunci P,-„(2)- Pisu(2) <0; 

d) dacă P(2)=0, pentru z e (a, b), atunci Po(2) -P,(2)> 
>0. | 

Utilizîndu-se această definiţie, se poate enunţa : 

Teorema Î. Dacă aplicaţia P cu derivata continuă pe 
[a,b] şi P(a) =0, P(b) = 0, atunei P admite un şir al 
lui Sturm Po; Pi, Pas:e-sPm» îar numărul rădăcinilor 
reale ale ecuaţiei polinomiale P() = 0 îni ntervalul (a, b) 
este egal cu diferenţa dintre numărul variațiilor de semn în 
șirul de valori numerice 

Po(a), P„(a),.. -, Pr(a) 

şi numărul variațiilor de semn în şirul de valori numerice 

Po(b), Pu(b),. - > Pb). 
Se poate observa, cu uşurinţă că teorema permite atit 

numărarea rădăcinilor reale ale polinomului P(z) =0 
dintr-un interval, precum şi separarea acestor rădăcini. 

Dacă se cunoaşte limita inferioară rădăcinilor ! şi 
limita superioară L, se poate aplica teorema pentru 
numere cuprinse între 1 şi L. 
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În cazul în care P(2) este un polinom cu coeficienţi 
reali, fără rădăcini multiple, numărul rădăcinilor reale 
ale ecuaţiei polinomiale P(2) = 0 rezultă din : 

Teorema 2. Dacă P= Pg, P, = P', Poy.:p Pm Sînt 
mA 1 polinoame în care P,, este o constantă diferită de 
zero, Pi, este restul împărțirii lui Pila P,, cu semn 
schimbat, atunci numărul rădăcinilor reale ale ecuaţiei 
P(a2) = 0 este egal cu diferența dintre numărul variațiilor 
de semn în şirurile de numere 

„ Po(— 90), Pi(— 0), Pa(— 00),...,Pr(— 20) 
ș (2.123) 

Po(4+ 00), Pu(+ 00), Pa(-+ 00),...; Pr(+ 00). 

Demonstraţie. Trebuie arătat că şirul de polinoame Pe, 
P, «9 Pm îndeplineşte condiţia de a fi şir al lui 
Sturm. Din ipoteza că P(z) nu are rădăcini multiple 
rezultă că P(a) şi P'() sînt prime între ele, adică c.m.m.d.c 
al lor este o constantă diferită de zero. Fie această con- 
stantă chiar P,. 

Pentru determinarea ec.m.m.d.c. se foloseşte algoritmul 
lui Euclid. Algoritmul lui Euclid aplicat polinoamelor 
P, = Pşi P, = P' conduce la: 

Po(z) = P„(2) Qu(2) — Pa(2) 

P„(2) = Pa(2) Q-(2) — Pa(2) 

Pa(2) = Pa(0) Qa(2) — alo) 
, (2.124) 

. . . . . . . . . 

Pm-a(9) = Pa-u(%) Ouale) — Pate) 

Şirul (2.124) a fost construit ca în enunţul teoremei. În 
acest caz avem : 

a) Py(4) = P(z) prin alegere. 

b) P„(2) 4 0, prin ipoteză. 
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6) Dacă (0) o = 0, 1 sism-— 1, atunci din relaţia 

Pe_12) = Piz) Q(2)— Po rezultă P,_ 1(2) = — Pal), 
adică Pi-a(2)Pia(2) => 24 (a) < 0. - 

d) A mai rămas de demonstrat că două polinoame 
consecutive din şir nu se anulează simultan. Pentru a 
evidenția acest lucru se foloseşte relaţia 

Pia) = Para(2) Qura(0) — Pia). (2.125) 

Dacă P,(2) = Pua(2) = 9, rezultă Pi+2(2)=—0, iar de aici 
Pira(2) = Pua(2) = 0, ar rezulta Pug(2) = 0 ş.a.m.d., în 
final ajungîndu-se ca P„_(2) = P„(2) = 0, fapt ce con- 
trazice ipoteza că P,„(2) 7 O | 

Dacă P(2) = 0, atunci P'(z) - P,(2) = [P'(o)l?>0, 
deoarece P(x) = P(2) şi P'(z) = P,(a) nu au rădăcini 
comune, din presupunerea inițială. 

În cazul în care P(z) are rădăcini multiple, adică P(2) 
şi P'(z) au rădăcini comune, e.m.m.d.c, al lor fiind P„(2), 
polinom de grad n > 1, atunci 

Po) Pu(2) 
Ji = Da 10 Palo) 

J(2) a Pu() 9... fa(2) Pu(2) 1. 

Exemplu. Se consideră polinomul 

P(x) = a — ar a+l. 

Atunci 

P(x) = P(o) = 28—a2+a+1;  P(a)= P'(x)=302— 2x41. 

Folosind relaţia iterativă 

Py-a(2) = Ppoa(%) Qu-a(2) — Pu(z), 

se obţine 

Pu(2) 10 
Ph — Lp —— 

Â 9 9 
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deoarece prin împărţirea lui Py(2z) la P,(2) se obţine relaţia 

1 1 4 10 
pus) = (3 2-2 po ai (pa) 

iar 

p 27 + 171 PA ) 99 
== — ——— d — L) — — do „(7) i 3 Ă Pi 

99 
de unde rezultă Pa(x) = — LT! 

În final rezultă următorul şir al lui Sturm pentru cazul considerat : 

Po(r)= x — +a +i |] 

P(x) = 342 — 22 +1 

Pu(a) 4 10 
D= D= , 

2 9 9 i 
99 

Po(0) = — 

Se calculează valorile numerice pentru intervalul [— 2, 2] în punctele 
—2, —1, 0, 1, 2, rezultatele trecîndu-se în tabel. 

ED Mumăr.. | Wamărul 
a B zi 8 A variații | rădăcinilor 

a . Ssemh | rea/e 

-2| - 0 | 7 |- 2 
-7| = 2 el | | 2 
Da Țar 1 | 1 aero) 

În 00 E a 71| +9 | + 2177 ȚA 7 
| 2 + 7 +9 -2 — SI 7 

Din analiza tabelului se vede că pentru intervalul ales a fost depistată o 
rădăcină reală în intervalul (— 1, 0). În continuare se poate aplica metoda 
bisecției pentru aproximarea rădăcinii polinomului, rădăcină care se găsește 
în intervalul (—1, 0). De asemenea tabelul arată că în intervalele 
(—2, —1) şi (0, 2) polinomul considerat nu are rădăcini reale. 

La folosirea şirului lui Sturm, trebuie acordată o 
atenţie deosebită erorilor de rotunjire introduse de cal- 
culator, erori care pot afecta semnul şirului de valori 
Pa), 3 = 0, 1, 2,.. 
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CAPITOLUL 3 

APROXIMARE ȘI INTERPOLARE 

3.1. Introducere 

În foarte multe aplicaţii practice apare necesitatea, 
evaluării aproximative a unei funcţii f: [a,b] — R. În 
funcţie de natura aplicaţiei funcţia f(2) poate îi definită, 
în diverse moduri : | 

a) Sub forma unui tabel în care se cunoaşte valoarea, 
funcţiei pentru anumite valori ale argumentului 

a | Ma eee Ca 

fa) ft.) feo). - fin) 
Aceste valori tabelate pot fi caracterizate de un anume 
grăd de precizie ca în cazul tabelelor logaritmice, sau valo- 
rile pot fi rezultatul unor observaţii sau măsurări expe- 
rimentale, care în general sint afectate de erori. 

b) Sub forma uneia sau a mai multor formule explicite, 
de cxemplu 

f(a) = cos +3, 

L + a, z>0, 

f(z) = 15 —2 <a <0, 

2% -+ Cos, L<—l. 
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€) Sub forma unei serii, de exemplu 

Hi (2) = =1+a +2 + +. 

d) Sub forma unui algoritm numeric, de exemplu 
algoritm finit fo = ao; fe = faza F Quo Be = Le 2.9 
unde ay, Q4,.--3 Ga sînt date, sau algoritm infinit 

unde 

= (+a, 230, 
1 % 

Vati = = (ui + =), N = 0, l, 2 
2 Ya 

e) Sub forma de soluţii ale unei ecuaţii diferenţiale. 
Fie f: [a, b] — R. Se pune problema determinării unei 

funcţii F, care să aproximeze funcţia f în intervalul [a, b]. 
Se recurge la această aproximare în două cazuri : 1) cînd 
nu se cunoaşte expresia analitică a lui f, dar se cunose 
valorile sale într-un număr finit de puncte, cazurile a) 
şi d); 2) cînd expresia analitică a. lui f este destul de 

"complicată, şi cu ajutorul acesteia calculele sint destul de 
dificile, cazurile b), ce), e). 

Pentru evaluarea lui f(4) se caută o altă funcţie F'(a) 
relativ simplă astfel ca pentru orice valoare a lui 2 
valoarea lui P(x) să fie suficient de aproape de valoarea 
lui f(). Dacă funcţia F(z) se alege dintr-o anumită clasă 
de funcții, de exemplu din clasa polinoamelor de grad n 
sau mai mic, pentru un anume 1, atunci trebuie ca F(2) 
să ia, aceeaşi valoare cu f(z) pentru anumite valori ale 
lui z&. Aceste valori ale lui z sînt adesea referite ca puncte 
de interpolare. De asemenea se poate cere ca anumite 
derivate ale lui F(z) să ia aceleaşi valori cu valorile deri- 
vaitelor corespunzătoare ale lui f(2) în anumite puncte de 
interpolare. Se poate arăta că dacă F(x) este suma a 
n-+1 termeni ai seriei Taylor pentru f(z) în punctul 
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a = a, atunci F(z) poate fi considerat ca un polinom de 
interpolare pentru f(z) de grad n sau mai mic, deoarece 

Iri = f'(a), k = 0, Lp... n. (3.1) 

S-a spus despre P că trebuie să tie o tuneţie simplă, 
adică uşor de evaluat, diferențiat, integrat. În multe 
situaţii această funcţie aproximativă se prezintă sub forma 
unui "polinom algebric, deoarece pe intervale de lungime 
mică curba y = f(4) poate fi aproximată bine cu ajutorul 
acestuia. 

Fie HM = (fif:[a, db] — R) un spaţiu liniar şi să pre- 
supunem că printre funcţiile ce fac parte din M există k 
funcţii eo(%), e(9),..., eu(2) liniar independente (tunc- 
ţiile o, sînt liniar independente dacă din 

CoPo(2) + e.p(2)+ ... +F crou(7) = 0 

rezultă e, = e, =... = 4, oricare ar fi b). Aproximarea, 
unei funcţii oarecare f din M, care nu este simplă (se 
încadrează în unul din cazurile a, b, c, d, e) se tace printr-o 
combinaţie liniară de un număr "finit m, dat dinainte, 
de funcţii liniar independente, adică prin 

F(2) — Co Pol) + c.9.(2) Fc. + Con Pm(2£) — 

= ŞI cseula), | (3.3) 

Vom numi funeţia (3.3) polinom. generalizat, iar apro- 
ximarea iuncţiei j în acest caz se face prin polinoame 
generalizate. 

Foarte frecvent în procesul de aproximare a funcţiilor 
se iau ca funcţii liniar independente funcţiile 

2 3 n 1, pe, Mă, Beep Dee 

Funeţiile din şir sînt simple, uşor calculabile. În acest 
caz P,„(2) va fi un polinom algebric 

Fa) = Pr() = 09 Fest + co? +... Fr Cpt. 
(3.4) 
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Un alt şir de funcţii liniar independente este şirul de 
funcţii trigonometrice 

1, cosz, sina, cos28, sin2a, ..., coske, sinhka,..., 

iar aproximarea se face prin polinoame trigonometrice 
de forma, 

T(2) = ao + ascosz + bsine + apcos2e + bsin22 +... 

ee FF Qp0Osmt + bsinma. 

Din construcţia funcţiei F, se vede că nu este suficient 
să cunoaştem funcţiile liniar indepedente, ea depinde şi 
de coeficienţii cp; 64. - - sc care trebuie determinaţi. Pentru 
determinarea acestor coeficienţi, să presupunem că M se 
poate organiza ca un spaţiu metric, adică putem defini 
pe M o funcţie, care să măsoare distanţa dintre două 
funcţii din M. Dacă M = 0“[a, b], mulţimea funcţiilor 
continue, definite pe [a, b], putem detini distanţa dintre 
două funcţii f şi g din M prin 

d(f, 9) = max |f(z) — g(o)|. (3.5) 
xea,b] 

Dacă aproximarea lui f se face cu ajutorul acestei distanţe, 
se obține aproximarea uniformă, iar d(f, g) are semnificaţia 
de eroare absolută în metrică a lui g(4). Dacă în locul 
lui g(«) în (3.5) se va pune F„(a) dată de (3.4), atunci 

A(f,F) = P (0osCa3: = = 3Cm)- | (3.6) 

De aici, un criteriu pentru determinarea coeficienţilor 
Cop Cs: = Cm ar fi ca distanţa dintre f şi F' să fie minimă. 

În locul distanţei (3.5) putem considera, 

a, 9)= (Lita) — ato)P de) | (3.7) 

| d 1/2 

a4,9)= (i pofte) — ste dz] (3) 

83



unde p(2)>>0 şi poartă denumirea de funcție pondere. 
Aproximarea datorită acestor distanţe se numeşte apro- 
Ximare în medie pătratică, respectiv medie pătraitică, 
ponderată. 

De remarcat că distanţele (3.7) şi (3.8) nu au semnili- 
ficaţia, de eroare absolută în metrică a lui g(z), de aceea 
le vom numi cvasimetrice, la fel se întîmplă şi în cazul 
următoarei măsuri : 

at, = (S na — ste? (3.9) 

op Case «3 P fiind n + 1 puncte cunoscute din intervalul 

Metrica, (3.8) în care g(2) se înlocuieşte cu P,(2) definită, 
de (3.4), m < n, conduce tot la o aproximare în medie 
pătratică, metoda de aproximare purtind denumirea de 
metoda celor mai mici pătrate a lui Gauss. Această 
metodă este utilizată în prelucrarea matematică a datelor 
experimentale. Putem de asemenea considera şi metrica 

d(f, 9) = 5 If(z) — g(a)l. (3.10) 
î==0 

Considerind distanţele definite de (3.9), respectiv (3.10), 
în care g() se înlocuieşte cu P,„(%), definită de (3.4), în 
cazul m =", şi impunind condiţia de minim, se ajunge 
la relaţiile 

Jia) = Fola), 1 =0, Le s.n (3.11) 

Aproximarea, în cazul acesta poartă denumirea, de aprozi- 
mare prin interpolare, iar polinomul generalizat F,(), care 
satistace condiţia (3.1.1), polinomul de interpolare. 

Funcţiile matematice sînt adesea, descrise în formă 
tabelară, adică pentru un set de valori ale variabilei 
independente a, %a,...,%, sînt date valorile corespun- 
zătoare ale funcţiei f(,), f(x2),. . .„f(2,). Exemple de astfel 
de funcţii sînt funcţiile trigonometrice, exponenţiale, loga- 
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ritmice. Procesul de găsire a unei curbe care să treacă 
prin punctele date în cazul determinării valorilor lui f(2) 
pentru valorile lui a neexplicitate în tabel se numeşte 
interpolare. 

3.2, Interpolarea grafică şi liniară 

Una din metodele cele mai comune ale interpolării 
este metoda grafică. Această metodă constă în desenarea 
unui grafie continuu cu ajutorul valorilor din tabel, 
utilizînd un instrument corespunzător şi ţinind seama de 
forma curbei pe intervalul considerat. 

De exemplu, fie 

Timp, s | 0 60 120 180 240 300 

v, km/s 0,0000 | 0,1824 0,4747 0,7502 O 1,3851 3,2229 

Din fig. 3.1 se vede că graficul trece prin toate punctele date în tabel. 
Dacă timpul este t = 150 s, viteza poate fi interpolată ca 0,61 km/s. 

4 Lă km/s 

30 

20 ] 

10 = Pa 

Dus 
0 
0 60 120 150180 240 300 s 

Fig. 3.1 

e Inierpolarea liniară a fost introdusă prima dată în 
calculul funcţiilor trigonometrice şi al logaritmilor. 
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Dacă din tabela funcţiei sin se consideră următoarele valori : 

+, în grade 0* 10* 20* 30* 40* 

f(az) = sinz 0,0000 0,17365  0,34202 0,50000.  0,64279 | 

aţunci sin22* se calculează utilizînd interpolarea liniară astiel : 

sin 220 — 0,34202 22 — 20 

0,50000 — 0,34202 30 — 20 
„ rezultînd sin 22%= 0,37362, 

Valoarea exactă a lui sin 220 este 0,37461, de unde rezultă o eroare 
la a treia cifră cînd este utilizată interpolarea liniară. 

Formula generală de interpolare liniară se poate obţine 
geometrie prin utilizarea asemănării triunghiurilor din 
fig. 8.2. 

fo) 

F(x) 

Fr) 

Triunghiul ABD este asemenea triunghiului ACE, de: 
unde rezultă 

DB _B4 sp ff) Le-a 
EO CA fara) — fan) Wa — Wa 

după explicitarea lui f(2) rezultă, 

f(a2) A fan) ( 

La — d 
fie) = f(a) + 2 — a). (8-12) 
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O altă metodă de obţinere a formulei (3. 12) este folosind 
ecuaţia dreptei sub forma, 

fila) = ae + ax 
unde coeficienţii a, şi a se pot determina prin condiţia 
«ca dreapta considerată să treacă, prin punctele (2,,f( 2.) 

ȘI (Daf(202)) : 

fin) = ata + da fa) = MPa F da. 

Rezolvind acest sistem de ecuaţii în necunoscutele a, şi 
442, rezultă | 

a = (a) — fila) şi a> = f(r.) — (22) — fa) ş 

Funcţia de interpolare este atunci 

fi) — Jia) — fin) » + fl.) __ Î(2) (a) 2 

Wa — da Wa (31 

expresie ce se poate ordona sub forma (3.12). Relaţia 
(3.12) se poate pune sub forma 

fie) = fin) 2 + fie) 

«care după folosirea notaţiilor 

Wa — 

do(2) = 

devine 

fie) = ao(2)f(a) + au(2)f(a2). 

„Dacă z satisface condiţia a < e ss b, atunci ag(2) şi a,(2%) 
sînt funcţii nenegative şi 

ay) + a.(2) = 1. 
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Evident, dacă f(2) este o îuneţie liniară, atunci proce- 
sul de interpolare liniară este exact; în acest caz f'(2)=0. 

În general este clar că diferenţa f(z) — f*(z) [unde 
f*(a) este funeţia exactă] pe intervalul [a, b] depinde de . 
curbura funcţiei f(2) şi deci depinde de valoarea lui f'(2). 

3.2.1. Convergența şi precizia melodei de interpolare liniară 

Fie f funcţia ce trebuie aproximaită, f e C[a, b]. Pentru 
un M întreg se construieşte funcţia, P(M ; a) liniară pe 
intervale, care coincide cu f(a) în M +1, puncte de inter- 

polare 

2 =a + apa) k = 0, 1,2, ...AM. 

În fiecare subinterval [2 Lu] se determină F(M; 2) 
prin interpolare liniară. Astfel pentru z ela, ura], (3.12) 
se poate scrie astiel : 

PU; c)=fla,) + 2 (flat) — Pasa (3.18) 
Pata g 

Se urmărește a se arăta că 

lim F(M ; 2) = f(a) (3.14) 
Mo 

uniiorm pentru « e [a,b]. Din (3.13) se poate serie 

P(M; 2) = ao(z) f(za) + au(2) fiara), 

Dia — LD — d . 
unde ap(0) =, ap şi aa) + 

ierta — d „Para Da 
+ au(a) = 1. Din aceste relaţii rezultă, 

fie) — FUN; e) = fie) Late) + a,(2)] — ao(z)f(a,) — 

—au(P)f(2a) = do(0)f(e) — fin) ] ra(o)f(a) — fir] 
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Deoarece f(2) e 0 [a, b], ea este uniform continuă şi rezultă, 
că |f(z) — f(a)l| şi |f(z) — f(au+o)l pot fi făcute arbitrar 
de mici prin alegerea lui M destul de mare. Prin urmare, 

| fo — FU; ol 

< aa) fa) — fa) + lasa) || fo) — fam) | < 

<max (If) — fir) If) — Fed, 8.15) 

deoarece ay) > 0, a,(2) > 0 şi ao(2) + az) =1 eon- 
tinuă să se păstreze. De observat că pentru convergenţă 
nu este necesar ca punctele de interpolare să fie plasate 
exact la mijloc între două puncte consecutive date. Pentru 

o funcţie continuă definită pe un interval închis se poate 
obţine precizia dorită utilizînd interpolarea liniară, arătînd 
că se utilizează suficiente puncte de interpolare. Este suti- 
cient a considera precizia funcţiei liniare (2) din (3.12) 
care coincide cu f(2) în două puncte a şi b; astfel se poate 
demonstra [128| : 

Teoremă. Pie f(&) e Ci[a, b] și fe D?(a, b). Dacă F(a) 
este dată prin (3.1.2), atunci pentru orice c e (a,b) se poate 
scrie 

fla) — F(a) = fila) — fla) — 
Hi 
La) — Al 

[7 

Mai mult, dacă pentru ze(a,b) avem |f'(a) | < M,, 
atunci 

— 2 

ft) — Pa) s Cu, 
pentru orice e dim [a,b]. 

Demonstraţie. Se introduce îuncţiile 

_ _ 7 _ R(2) , Ba) = Jo) — Po) silP(o) = ata 25 
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Se observă că P(z) nu este definită pentru 2 =a, 2 =, 
cu toate acestea prin regula lui PHospital se obţine 

lim P(2)= Ri, io P(a) = R(b) 
04 a —b z=b- — ga 

Dacă se extinde definiţia lui P(a) prin 

Pa) = BF. pyj=- kb, 
a—b v-a 

se obţine o funcţie care este continuă în [a, Lă Fie z e (a, b). 
Se consideră funcţia 

P(2) = (2; 2) = fa) — Pa) — (2 — ae — b)P(a). 

Evident, pentru z fixat, (2; 2) este o iuneţie continuă de 
2 în I şi are prima derivată continuă pe ÎI. Mai mult, 
O'(2; a) există pentru 2 e (a,b). Deci O(a; z)= O(b; a)=— 
= (az; 2) = 0. Rezultă din teorema lui Rolle că există 
Cc, Şi Ca cu a €e(a,%), c,e(z,b), astiel că 

D'(c,; 2) = 0'(;2) =0. 

Aplieînd din nou teorema lui Rolle la b'(z; 2), se găseşte 
că există ce în intervalul (6, 62) şi O'(e; 2) = 0 astfel că 

P'(e; 2) = f''(e) — P"(0) — 2P(a) = f''(e) — 2P(a) =0. 

f'(e) Deci F'"'(e) = 0. Prin urmare, avem P(2) = Şi 

flo) — P(o) = Bio) = (e — ale — 5)P(o). 
Se observă că în I funcţia (e — a)(a — b) are o valoare 

maximă, absolută pentru «=(a+b)B2: 

max |(2 — a)(e —5)| = (e — ala — 5) le-ar = 
asăab 
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«le unde rezultă, . 

fa) — Pa) = AS = pro) 
şi dacă. |f'"(2)| < M,, atunci 

fa) — pios = O a, 

Astfel teorema, este demonstrată. 

:3.3. Interpolare polinomială 

O altă metodă mai precisă de interpolare este interpo- 
larea polinomială a funcţiilor. 

Dacă se dau pri puncte în care valorile funcţiei 
sint cunoscute, se pune problema, determinării unui poli- 
nom de gradul n care să treacă prin cele n + 1 puncte, 
acest polinom numindu-se polinom de interpolare. În gene- 
ral polinomul P,„(z) de grad cel mult n poate aproxima 
funeţia f(z) în intervalul asa sb, dacă o anumită 
măsură (distanţă) a derivatelor polinomului faţă de funcţie 
pe acest interval sînt destul de mici. 

3.3.1, Interpolare Lagrange 

Se dau valorile lui f(a) în n + 1 puncte 2, Pap: e a Şi 
se doreşte determinarea unui polinom F'(2) de gradul n 
sau mai mic astiel că 

F(a,) = f(a), Î = 0,1... (3.16) 

Se va arăta că polinomul F(a) există şi este unic. 

Teoremă. Dacă &y,...,2, sînt distincte, atunci pentru 
Orice Vo; Va: există un polinom F() de grad sn, 
asifel că 

FP(a,) = Va 1=—=0, 1...n. (3.17) 
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Demostraţie. Se defineşte P(z) în felul următor : 

P(a) = Po) + Pio) +... + Palo, (818) 
unde 

n p—a _ | 
P,(2) = (n ) Vip == 0, 1... (3.19) 

Î=0 % — dj : 
jzi 

Evident F'(2) este polinom de grad s< n care satisface 
(3.17). Pentru a demonstra unicitatea, se consideră orice 
alt polinom G(z) de grad s n care satisface (3.17). Atunci 
H(z) = F(a) — G(z) este un polinom de grad= n care 
trece prin n + 1 puncte ale lui f(x), deci rezultă H(2) = 0 
şi G(a) = F(o). 

Exemplu. Fie 

xy =0, = Xp = 2, 

Jo = 1 Ya = 2, Ya = 4. 

Atunci 

F(a) = Fo(2) + Fi(2) + Fa(2) 

și din (3.19) rezultă 

(2 — zar — 22) (2 — o)(2 — 22) (a — do)(r — zi) 

(20 — Zhao) (oa 2) (aaa 
F(x) = 

Se observă că F(x) este de grad < 2 și F(zo) = Jo Fi) = Ii F(2) = Ya 
Substituind valorile x; şi y;, se obţine 

(x — 1) (x — 2) (z — 0) (e — 2) (2 — O0(z — 1) F(e)= 4= 
(0 — 1)(0 — 2) (1 —0)(1 — 2) (2 — 0)(2 — 1) 

A — 1)(z — 2)—2 — 2)+2 = ad +1 = (e )(z )—2z(a ) ma — = za IC a: . 

Se poate verifica ușor că F(0) = 1, F(1) = 2, F(2) = 4. 
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e Meioda coeficienţilor nedeterminaţi. O altă metodă 
pentru determinarea polinomului de interpolare se bazează 
pe utilizarea variantei coeficienţilor nedeterminaţi. 

Se alege orice valoare convenabilă pentru « şi fie 

F(a) = ace — a + a(2 — opt ++ apa(22 —a)-Fag 

Se urmăreşte determinarea coeficienţilor ag, au,..., da: 
astfel ca (3.17) să fie satisfăcută. Rezultă sistemul de 
ecuaţii algebrice liniare 

Ao(29 — 0)" + ao — 0 + e... Fa =Yo 

doza — a + aa — 0 + e... +a, = (3.20) 

ala, — 0 + ala, — 0. 4 a = ya 

Sistemul (3.20) de n +1 ecuaţii cu n + necunoscute 
are soluție unică, dacă determinantul sistemului 

(2 — a) (29— ari... (a — a) 
D= (2, — a) (2— a)... (2 — a) 20. (3.21) 

| (2, — a)*(0,— ai... (2.0) 1 

Determinantul D este un determinant Vandermonde a 
cărui valoare este dată de relaţia 

D= ŢI (4-a). (3.22) 
î, Î=0 

4<j 

Se va verifica acest lucru pentru cazul « =0, n=3. 
Atunci 

DE m ro 1 

D — Dă a 1 _ 

Dă a Da 1] 
DI Dă a 1 

= (29 — 2)(2o — Palo — Pa) — Va) (2 — Zaha — 43)



Deoarece «, sint distineţi, rezultă Dz0 şi a, pot îi 
unice determinaţi. | 

Să aplicăm această metodă la exemplul de mai sus pentru «= 0. 
Atunci F(x) = ag? + aj + aa și ap = 1, apt ast aa = 2, dag +2a, + 
+ ap = 4, care după rezolvare dau ap = 1/2, a, = 1/2, aa= 1, obţi- 
nindu-se | 

F(a)= at dati D= patrati 

e Metoda valorilor nedeierminate. Formula (3.18) poate 
fi serisă sub forma 

B(2) = Şi ada) vi = Sa) Fla), (8.23) 
i =0 1=0 

unde polinoamele 4,4) au gradul sn. Din (3.19) avem 

al) = ŢI 0, pene (3:24) 
1=0 YI; — Yj 

Pentru o valoare a lui « dată, funcţiile a(2), a.(2),. - - (2) 
pot fi considerate drept coeficienţi. Asttel F(a) este o 
combinaţie liniară de F(&,) cu valorile ag(2), aa(9),. . (2). 
Evident valorile pot fi determinate din (3.24) şi F(a) 
poate fi evaluată fără determinare a coeficienţilor do, 

ape 30 ai polinomului F(). În cazul interpolării lui Lagra- 
nge simplă, valorile sint date explicit prin (3.24). Totuşi 
există situaţii cînd astfel de expresii ca în (3.24) nu sînt 
date explicit [1,]. Cu toate acestea din (3.24) pentru un & 
dat se pot determina valorile prin rezolvarea unui sistem 
liniar de ecuaţii algebrice similar cu cel întilnit în metoda 
coeficienţilor nedeterminaţi. 

În cazul metodei valorilor nedeterminate se presupune | 
că F() are forma « 

pa) = 5 a(2)F(a) (3.25) 
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şi se aleg a,() astfel ca ecuaţia să fie satistăcută pentru 
cazul particular F(z) = 1, F(a)=a —a, F(2)=(0—a),. 

..» F(a) = (2 —o). Dacă (3.25) este exactă pentru 
astfel de funcţii, atunci pentru orice coeficienţi ag, dus. - - a 
avem 

co(2 — 0) + e (a — at e. + = 

= $ adadteaa — a) + erai. tesa(r—a)te,), 
(3.26) 

deoarece (3.25) va fi exactă pentru orice polinom de grad 
Cn în z—c. 

Datorită faptului că orice polinom de grad sr în 
w — a este un polinom de grad sn în 2 = (e — a) — a, 
rezultă că (3.25) va fi exactă pentru orice polinom de 
grad <nîn a. 

__ Cerinţa ea (3.25) să aibă sens pentru cazurile particu- 
lare F(z) = 1, F(o) = a — a implică 

1 = ao) + a(0) + e. hal), 

D—a= 0 )(2o — a) i aa (a — “) + du da) — a), 

(0 2) —aj0ap atasa, 0). -FaoYaa a). 
(3.27) 

Pentru un z dat se pot determina valorile a,(2) dacă 
determinantul D al sistemului este 20: 

D 
a(2) = 3: k = 0,1,2,..-.,n, 

unde 

D = II (2, — 2) II (0 — 23) 

Al PI zi! 

| (3.28) 
De=(—1 ŢI (a 20 [0 | a —z;) 

> pă 0 

ia ah 
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Să se aplice această procedură cînd n =2 și F(0) = 1, F(l)=2, 

F(2) = 4, unde x = 1/2, | 
Fie a;(1/2) = a;, i = 0,1,2. Atunci avem pentru « = 0 

1= atat ap - 

1 
Eu = O-ag+i . a+ 2a3 

1 32 
3) = 0-ag+1-a+4:a | 

3 3 1 
După rezolvare rezultă ag = —, Qi = —, Aa —, p 9 Fi 1 4 2 FI 

p[- po) A FU) 170) Sup Boga Îl 
2] 8 a F 8 e: 4 3 8” 

1 1 1 
F(x)= — 2 — x 4 1, pentru z = —— rezultă 

2 2 2 

p 1 1 1 1 1 1 1 + 1 1 il 

za za stats 

Deci se obţine același rezultat [128]. 

e Metoda Asiiken. Polinomul de interpolare al lui 
Lagrange poate fi evaluat utilizînd o serie de interpolări 
liniare prin metoda lui Aitken. Se va ilustra metoda 
considerată în cinci puncte de interpolare, folosindu-se 
tabelul 

f(zo) N 
Ioa 

fa) Loaa 
Ioa 0,1,2;3 

fl) 104,3 1o;1,2;24 (3:29) 
10,3 | 0,1,2,4 a 

f(23) Ioa 
__Zo4 

i) 
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Aici. avem .. 

Io = Lola) = flo) za Se fa), j = 1,2,3,4, 
.— 

j 4 Yo 

; — L— a , 
Joi = 101,7) = Ioa + 10, j= 2,3, 4 

Lt; — L; — 4 | 

Dj — L — %3 | 
Too = 10,12, (2) = Ioa + Loud Î=3, 4 

Lj—da Wy — Wa 

Da — 8 ID — da 
Io,2,3,4 = Lo,u2.3,a(%) i Io 12,3 PF Los2 4 

Wa — 3 Wa — 3 

(3.30) 

Este uşor de aratat că | 

Log) = fi), L — 0, j. 

În continuare se arătă că | | 

101,742) = fa), k=0,1,j. 

Dar . 

Li o Ioa(2) + fo 1 Tao) = fo) 
Pt; d Wj — d 

Ioa,i(%0) = 

Io,(2) = Ioa(2) = Ja 

 Loaal20 = Ioal2 = fe, 

Io) = Lost, = flo, j=2, 34, 

în acelaşi fel se poate arăta că 

Lo;1;2.(%) = fta), k =0, 1, 2, Î | (3.31) 

10,12,3,4(%x)=— (ze),  k = 0, 1, 2, 3, 4 
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Deci Ioua,s(7) este evident un polinom. de gradul patru 
sau mai mie; rezultă că acesta este la fel ca polinomul 
de interpolare al lui Lagrange. 

Exemplu. Pentru f(0) = 1, f(1) = 2, f0) =4 avem 

pori oa p — == z, 

01 1-0 1—0 

7 nic PE i PO N a a | ada, 
W2 2-0 2—0 2 

— x | 3 1 Hi Ă 

aa para [iritare 

care este acelaşi polinom obţinut şi prin interpolarea Lagrange [128]. 

3.3.2. Conwvergenţa și precizia în cazul interpolării Lagrange 

Presupunind că se dă o funeţie f() care este continuă 
pe intervalul ] = [a,b], se va genera o secvenţă de funcţii 
bazate pe utilizarea interpolării Lagrange şi se va studia 
convergențţa acestei secvenţe. 

Se divide intervalul I în M subintervale de lungime 
h, considerîndu-se punctele de interpolare 

2 = a + hh, b = 0, 1, 2. .,M, (3.32) 

unde Ph = ei - Se selectează un întreg n şi pentru 

fiecare M > n se utilizează interpolarea lui Lagrange 
în n +1 puncte în felul următor : : în orice subintervai 

I, = [eo al p = = 1, 25, | (8. 33) 

se utilizează interpolarea, lui Lagrange în n + 4 puncte 
bazate pe Daia» 4, şin —1 punete adiţionale cît mai 
apropiate de z. . 
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Asttel, dacă n = 3, se va utiliza _2, Pr Pe Peru 
dacă zel; caz excepţie, dacă zel, se va utiliza 
os Ei Say Bg. De asemenea, dacă zel, se va utiliza 
Cu Cu-os Cu Cu. Dindu-se &, se etichetează cele nl 
puncte de interpolare care sînt, utilizate cu î, t,-- st 
unde ip <l, <... Si. Evident se poate construi o 
secvenţă, compusă din faneţiile 

Fade) = Sate 08.84) 
1i=0 

prin formula de interpolare Lagrange, ande 

ad) = (8235) 
s=0 Îş — le 
szj 

Deoarece 

Sade) =, (3.36) 
Î=0 E 

avem 

flo) — Fade) = fl) Ş aja) — ŞI a(oftt) = 

= Si afefle) — A (630) 
Şi | 

If(2) — Pu()| < Ein) anax If(z) — ft), 

unde K(n) sînt constante dependente de m care sînt măr- 

ginite. pentru > laA d) |. Presupunem existenţa lui K(n). 
=0 . 

Din continuitatea uniformă a lui f(2) rezultă 

max |f(2) — ftp] >0 (3.38) 
0sisn 
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cind M —> oo, uniform pe [a, b], şi deci | 

lim If(z) — Pal (2) | =o0 (3.39) 

uniform pe la, b]. 
Se va arăta că constantele K(n) există. Fiecare faetor 
al numitorului din (3.35) este cel mult h, de aceea numi- 
torul este cel mult 4%. Fiecare tactor al "numitorului este 
cel mult nh. Deoarece numărătorul este cel mult nh, avem 
la;(2%) | s n” pentru fiecare 3. Prin: urmare 

K(n) = Şi laia)l s (n +1). (3.40) 
_Î=0 

În continuare se va considera precizia polinomului 
de interpolare. 

Teoremă. Pie f(x) e Clay, 2] şi f(2) E Drrh(zo Za) 
Fie o, ro: e 5% humere distincte asijal < că 29 <a =. 
„„„<a, şi F(e) polinom unie de grad s< n, asifel că 

P(z,) = fa),  1=0, 1, 2. (3.41) 

Dacă & e [ag, 2, avem 

fe) — Pa) = ABE (0 220) porv(o) 
(n+ 1)! 

(3.42) 

peniru orice c€ (2, &,). 

Pentru fiecare k = 0, 1, 2,... se defineşte 

M, = max fo), | (3.43) 

unde 1 = [ag &,|. Atunci avem : 

Corolar. Pinând seama de ipotezele teoremei, dacă fu 2) 
este continuă pe I și dacă su, — Do = 03 — a = see 

«Pag — a-i h, atunei 

m 
ft) — P(o)| < a 1) e Mata (3.44) 
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Demonstraţie. Este uşor de arătat că cea mai mare 
valoare a expresiei | (2 — Lo)(z — a)... (2 — 2) | este 
presupusă în unul din intervalele 2, <2 < 2 Şi Boa <L<a- 

“Mai mult, valoarea maximă a acestei expresii satisface 
inegalitatea | 

max |(2 — Z2o)( — a) max |(2—aa(0—3). . (2 —27)S 
AoSiSt o<2S2 

hi pm, (8.45) iu 
Corolar. Cu ipotezele corolarului de mai sus avem 

| fe Pi Eur, 
dacă n =2 şi 

o) — Pi < şi (3.46) 
dacă n = 3. 

Demonstraţie. Pentru cazul n = 2, dacă y = 2 — ay 
avem 

040) = (e — ale — ce — 2) = ue — m. ii 

ra adică Evident Q2(2) tinde către zero pentru y = + 

pentru e =a + LA se obţine 
V3 

(02 |max = 0a( i + 73) | = 23 Ls , 

Pentru cazul n = 3, se ia y=a2 — (4 + %2) | 2 şi avem 

Qa(2) = (2 — zo)la - — Pa — Zale — Da) = 

— a papa. 9 a 

gh tie 
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Evident Q1(z) tinde la zero pentru y + 2 5h, adică 

pentru g = Îi E Za şi & E da + LA /5% avem 
2 2 2 

| PF ay 9 [Pa e Lor 
= —h4, ———— = V5h il ha 

o| 2 ) 16 o| 2 E V53)| 
Evident că valoarea cea mai mare a expresiei 

I(2—ao)(2—2)(2—a2)(2—aa)| apare în intervalele asaza, 
Şi Ba S 4 Sp. Aceasta sugerează faptul că, ori de cite 
ori este posibil, se va, alege pentru z două puncte de 
interpolare mai mari ca 4 şi două mai mici ca d. 

Exemplu. Dacă f(x) este tabelată pentru x = 0(0,1)1 și se cere 
f(0,37) prin intermediul unui polinom al lui Lagrange cu patru puncte de 
interpolare, atunci se vor utiliza ca puncte de interpolare (0,2; 0,3; 0, 4; 
0,57, în loc de punctele (0,3; 0,4; 0,5; 061. 

3.4. Înterpolarea în intervale egale 

Dacă punctele zg, 2 e -, satisfac relația 

polinomul de interpolare Lagrange se poate scrie sub 
forma 

P(o) = Si au) f(an), | (3.48) 20 | Ai 

unde 

nu —j _ p— a 
ate) — II k =0, leo = (3.49) 

jEk 

În cadrul acestui paragraf se vor introduce o serie de dife- 
renţe finite. Aceste diferenţe finite sînt : 

Af(a,) diferenţa la dreapta, 
Yf(a,) diferenţa la stînga, 
ăf(z,) diferenţă centrată. 
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Aceste trei diferenţe au interpretarea dată. în îig. 3.3, 

Ala) i AF) = Pl) =Plz) 
VF(z,) =F(zxi)-F (zi-h) 
26F(zi)=Fri+h)- Flash) 

| 
| 
| 

1 
| 
| 
| 
l | =, 

Lih xi Zih z;+2h ? 

Fig. 3.3 

Dacă punctele de interpolare sînt echidistante, atunci 
calculele în procesul de interpolare sînt mult simplificate 
dacă se folosese formule ce implică diferențe finite. 

Dacă Af(z) = f(z + h) — f(a), atunci 

A*f(z) = AAf(2) = Afla + h) — flo) = 
= flo + 2) aha + b + fin), 

Afla) = A(Anf(a) | | 3. 50) 

Utilizînd aceste relaţii, se ata construi următorul tabel 
cu diferențe la dreapta: 

afle) Af(z) ao Afla) _ Asf(a)__Af(z) 
do Î(2o) 

Af(z) 
Ci /29) Af(z 

f(a.) A*f(a 

Da ia) Af(a,) Af(ag) 
Afara) Afar) Af(a) (3.51) 

23 Î(23) Af(r2), A“f(a, 
Af(23) „ASf(ara) 

Pa (a) o O—O—O—A2f(r5) 
Aa) 
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În fiecare caz, elementul A*f(z,) este obţinut prin 
scăderea lui A*-1f(4,) din A*-1f(opru), unde A*f(x,) = f(a) 
pentru k =0. a) | 

Exemplu, Să se construiască “tabelul cu diferenţe la dreapta pentru 
funcţia f(x) — x5, « luînă valorile întregi de la unul la cinci cu pasul 1. 

Fa) AF) A A9f(z)OAMf() > ASf(a) 

1 

1 1 6 

6 
2 8 DE LI | 0 

19 | 6 0 
3 27 18 o 

| „37 N! 
4 64 „24 

| 61 
5 125 | 

Teoremă. Dacă f() este un polinom de grad <", 
atunci A"+lf(a) = 0. 

Demonstraţie. Operatorul diferenţă. A este liniar în 
sensul că 

Afz) + g(o)) = Af(z) + Ag(o), 
„ Alefla)) = e Afle). 

Prin urmare, dacă f() = ap" + ai +... + ap, atunci 

(3.52) 

Af(z) = asA(2”) + aA(0” 7) +... + aAla,), 

Aa) = (0 — a = hat PR, 

care este un polinom de gradul ph —1, Prin urmare, 
Af(a) este un polinom de gradul n — 1, iar A2f(2) este un 
polinom de gradul n — 2. În final, A*f(z) este un polinom 
de gradul zero (adică o constantă) şi A"tf(z) =0. 
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Se poaite arăta, că | 

fa) = fat 1) (Eee N 

"(ee ca. E a(Ehre + a-a+ = 
(3.53) 

unde coeficienţii binomiali (+) sînt daţi prin | 
8 

1) — pa (e) 181) al (3.54) 
8, s! si(k —s)!-. 

peniru 'k şi s întregi şi pozitivi. - 
Evident că cele prezentate anterior sînt adevărate 

pentru k = 1, deoarece Af(o) = f(a + h) — (a). Presupu- 
nînd că este adevăraj pentru k, considerăm 

Afla) = Aatfta) — Afla + e) e ana tat 

“( Janet ra "( janet 

(a Pata) =) —ato-t09 | ro-r- 

— fa-HB—DB+ (orce aere i 

... rw) + (k —s8+ 1)h)—f(e+:(h—s)h)] Fa. 

pF (0 fie + (CIP%fa). (8.55) 
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2 

Deoarece ( u + 
8 | 

laţia (3.53). 
Se poate utiliza relaţia (3.53) pentru localizarea. erorilor 

în tabelele cu diferenţe. Astiel, dacă o eroare «e este 
comisă într-o valoare tabelată, această € eroare va fi Propă- 
gată în forma din tabel. 

ji 

s—J] 

Rl 
) atunci are loc re- 

s 

Exemplu 

9 fo 

| Afa 
fi A2f 

Af, A2f 

Za fa Af, | Aîf+e 

Afa ASf, + e A5f—5e 

Xa fa fa +e Af,— A5f,4+15e 

Afa+e A3fa— 3e A5f, + 102 A?fy—35e 

Ta fa+€ Afa— A, +62 ASf, — 20e ASfo +70 

„i Afa=e ASfa4-3e A5f, — 102 A7f, +35 

> fi Afa + e A4f,-+4e A6f, 4+15e 

Afz ASfa te ASfz4+5s 

za fe A?f, Atfa-tre 
Afe A3fs 

i] fe A2fg 

Afa 
Te fe | 

Coeticienţii termenului eroare sint î în fiecare coloană coeficienţii dezv oltări 

binomiale : 

PA AF A A ASP ASf ATF ASf 
- - Ti 

+ s —be 

+ e —4e + 15e 

„o + e — 8e „+10e _—358 

+ e —2e + 6s — 206 + 70e (3.56) 
— e + 3e — 10e + 35s 

+ e —48 + 15e 

—s A 5e 

+ e | 
Eroarea maximă apare în dreapta intrări ii valorii funcţiei care a fost afec- 
taţă de eroarea e. 
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3.4.1. Formula de interpolare Gregory- -Newton 

Dacă se introduce operatorul de translație Ef(a) = 
= (az + h) şi operatorul identic sau unitar If (2) = f(a), 
atunci 

Af(a) = Ef(a) — ft) = (= no 

Evident; F2f( 2) = BUBA (2)] = Bu] = == jo +21) ete. 
Astfel se scrie 

A-B-1 şi Afla) = 9 — 7)*fea). (3. 57) 

Dezvoltînd binomul (a — ÎI), se obţine 
Ş , 5 | 

(BI = E Ș je i +(p)e PF. 

Deoarece E = I-+A, avem 

A A | [1 m=I4 (FA Mp. A: (3. 
+(,) +(2) ui +(,) (6.55) 

Și 

ne-rta=pa+( )ane pt (3 nora aere) 
(3.59) 

O demonstraţie riguroasă poate fi dată prin inducţie. 
Rezultatul este evident pentru k = 1, deoarece f(z +-h) = 
=f(0)+Af(2). Presupunind că este "adevărat pentru ke, 
atunci 

fie + (+ Dhi=fio-kh) + Af(e + kh) = 

=| no) +(4 ro + (2 )asr+ .. +( aero + 
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+a + E) atat i +(.) sa) + 

+ :) ay (7). (8.60) 

Considerăm acum problema interpolării funcției f(2) 
bazate pe valorile a, &,..-,%,. Evident, valorile f(2), 
iz. -, fa) pot fi utilizate” la, determinarea lui A i 9), 
Af(2),. - A” flo). Considerăm acum funcţia 

P(2) = fa) +( area +G ana + + 

+ (1) Afiz,), (3.61) 

unde u = -— % şi pentru orice s întreg pozitiv 

A e s! 

Evident, prin (3.58) avem F(z,) = fa), k = 0, 1, 2,...n 
Mai mult, F() este un polinom în z de grad sn. Deci 
F(a) este "acelaşi polinom cu polinomul de interpolare al 
lui Lagrange. 

"Exemplu. Pentru f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) =— 4 se construieşte tabelul 
cu diferenţe 

(== — 1). (u — 8 +1) 

_n__z ha) Aa) At) 

1 | 
1 1 2 1 

papii 

Deoarece h = 1, dp =0, avem u = (7 — xlh=r și G. 61) devine 

near [?reo+ [: era +. „+[3 anna). 
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iar pentru exemplul considerat avem 

F(z) = fir) + ZAf(Xo) + 2] 2 

care este același cu polinomul lui Lagrange obţinut în celelalte exemple, 
În practică nu se exprimă F(x) după puterile lui z. De exemplu, dacă 

1 
se cere calculul lui r(<) se va calcula 

1 [1 (=) 
(3 1 1 | 

| r()= F(zo) + E Arta) + PR A2f(x0) = 

=1 1 1 să = = 1,375 ot +| +] i-a 

3.4.2. Pormula, de interpolare cu diferenţe centrate | 

Dacă este necesar un calcul de interpolare extensiv, 
se va folosi formula de interpolare cu diferențe centrate, 
[4, 23], mult mai mult decît formula bazată pe polinomul 
Gregory-N ewton. 

Se presupune că f() este dată pe valori spaţiale echi- 
distante numite Z Daye + 23%, unde (3.47) are loc. 
Operatorul diferență centrată 3 se defineşte asttel : 

ăf(z) = = f(a + h[2) Ad — Rh). (3.62) 

Evident af) este definită numai pentru + 12 P=0, los ee 
a... — 1. În mod similar 

Sf) = 300). 
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În continuare se prezintă un tabel cu diferenţe centrate 

k x (x) 3f(2) ăf(2)___9f(0) d[i) 8f(z) 

0 zo. f(2o) ă 
f(c,/2) 

1 x f(a) f(x.) 
Sf(Xa/2) 33f(a/2) 

2 Xa  f(a) 2f(22) i „8f(a2) 
f(5/2) d5f(23l2) d5f(5/2) (3.63) 

3 Za f(13) 52f (3) „ 6âf(2a) 
Sf(2el2) Sf) 

4 a fa) afla) | 
Sf(ao72) i 

5 5 fa) 
Se observă că elementele de pe aceeași linie au acelaşi indice. 

Se vor prezenta două formule de interpolare cu dite- 
rențe centrate : formula Stirling şi formula Bessel. Pentru 
a decide pe care să' o folosim pentru a dat, la început 
se va găsi argumentul 4 în tabel care este apropiat de 

— d . 4 L “ ] 

z şi se calculează u = « Dacă |u|s Pi se va 

utiliza formula Stirling, etichetîndu-se & = a. Atunci se 
consideră punctele de interpolare 2, C_p Pup 
Boy Was «= 23 poa % pentru orice p>0. Pormula Stirling de 
interpolare este 

P(e) Me) mă fta E 32 fa) + A MD pad 

u(u2 — 1 )(u2 — 2).. 
utp= = ra fea + a 

(2p—1)! 

Mu L)(u2— 2%. ..(u — (p—1)) 3:2f(9), (3.64) 

(29)! 

ande | 

Na) = 2 [Elea + four) 1845. (3.65) 
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xempiu. $e consideră formula pentru p = 2 

bx (2) df(z)____%f(2) 33f(2) af(z) 

—2 Ta F(Z_2) 

| -SF(Z_ara) 

—1 Xa Fir B2f(_) 

Df(X_379) Sf(x_12) 

o cra Care 
(85f(2a42)) 

1 2 fir.) sf(z,) 

Sf(Za2) 

2 Xa f(2a) 

Valorile încercuite din tabel sînt folosite în formula de interpolare Stirling. | 

Dacă — < lul| s< = , se utilizează formula de inter- 

polare Bessel. Se notează punctele de interpolare apropiată 
de z cu 2 şi 2, unde ap <a. Evident ze [20 «|. Se 
consideră punctele de interpolare 7-7, &_(p-a)9-:- 3 Pa o 
Lie » +3 fps. Formula de interpolare Bessel este dată prin 

II i _ p2—14 

F(e) = Nef(z2) + 3f(an2) + or Nafian) +. 

(=). e (2p- 1244 

m 
|
 

.. să pr ESI asa = Neof(p) + 

_ = fat — 9/4)... [2— 0p —1P74] apa 
= Caii Ban) 

sii



unde 

| p=u 1/2, 

Nefleus) = T3foo) + Bla) 0,24. (8467) 

Se va ilustra cu un exemplu tabelul cu diferenţe pentru cazul. p = 2. 

k__ Fa) 82) 027) 30flay “B4f(a)  8%fla) 
—2 0 zi) 

8f (2_3/2) 

—1 Ta f(x) df(x_) 

| a Bf(_al2) Sf(r_ila) 

020 | 
ia Gad) CIA) SI 5); 

E G*fz0) 
a N Sf(2ar2) | | 33f(X3/2) Da 

EA CAE sf.) | 
Sf(sra) 

N.
 

3 Xa f(3) 

Valorile care sînt încercuite sînt acelea utilizate în formulele de interpolare. 
Presupunind că se dă următorul tabel de valori: 

x 0 5 10 15 20 

f(x) | 0 0,08716 017365  0,25882  0,34202 

şi se dorește evaluarea lui f(12), atunci 2 = 10 şi uc=2/5==0,40. Aceasta 
înseamnă că formula Bessel se va utiliza cu x = 10, z, = 15, Se poate 

„lua p = O și avem doar două puncte de interpolare, sau se poate lua p = 1 
ŞI L_a = 5, ao = 10, xp= 15, te = 20. Numărtei o va fi esal-cu —0,1, 

Dacă se caută f(9), atunci 2= 10 și u=:—0,2. Deci se va utiliza formula 
Stirling cu. unul din următoarele seturi de puncte; 

P=0: %o=10 

P= UL: 24 35 So 10 ta = 15 

p=2: z_3=0 Paz =5 +p = 10: „a = 15 ze, = 20. 
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Formulele de interpolare cu diferenţe centrate au nume- 
roase avantaje în comparaţie cu formulele Gregory-Newton. 
Este adevărat că interpolarea pentru acelaşi set de puncte 
fixat va conduce la acelaşi rezultat, nu are importanţă 
care formulă este utilizată. Totuşi în cazul formulei 
Gregory- Newton, valoarea lui 4 va fi suficient de mare 
în general, dacă punctele de interpolare sînt aproximativ 
simetrie plasate relativ la argumentul z pentru care se 
caută f(a). Aceasta înseamnă, că termenii vor tinde la 
zero mai încet decit în cazul formulelor cu diferenţe cen- 
trate, unde u (sau 9) este mie cînd punctele de interpolare 
sînt plasate simetric față de . Dacă se aleg puncte de 
interpolare astfel ca u utilizat în formula, Gregory-Newton 
va fi mic, atunci valoarea lui 4 va fi aproape de sfîr- 
şitul intervalului acoperiţ de punetele de interpolare. 
Aceasta conduce la. o eroare mare, deoarece expresia 

Q„(2) = (2 — za — a)...(0 —a,) 
care apare în formula erorii are un extrem destul de mare 
in intervalul 2; 2 SS Liu, aproape de sfîrşitul intervalu- 
lui decît de mijlocul intevalului. Astfel eroarea de aco- 
perire este dată prin expresia 

(2 — Lot —). d (2 — Ea) (n+1) 3.68 
(a 1! fe (e) (3.68) 

şi va fi normal destul de mare pentru formula Gregory- 
Newton, unde u este mic, decît pentru formulele cu dife- 
renţe centrate utilizate cu seturi diferite ale lui 2, unde 
7) (sau 2) este mic. | | 

e Estimarea preciziei de interpolare. Se consideră pre- 
cizia polinomului de interpolare P(a) ca o reprezentare 
a lui f(z) cînd F(z) este un polinom de gradul n sau mai 
Mic, polinom care coincide cu f() în n +1 puncte 
By > o + bh, E == 0,1,...,n. Din cele prezentate s-a 
văzut că pentru diverse valori ale lui n se poate obţine 
o mărginire bună pentru l0(2)li în intervalul z, s 2 < 2 
unde 

Q(a) — Lo = a). (8.09) 
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Cea mai dificilă problemă este estimarea. unei margini 
pentru cele n +1 derivate ale lui f(2).. 

Dacă f(2) este un polinom de gradul n +1 sau mai 
mic a | 

fiz) = apt + a + Fam 

atunci ca o demonstraţie a teoremei privind liniaritatea 
operatorilor diferenţă avem 

A*+if(z) = ha + 1! ag = Prifetu(z) (3.70) 
şi deci | | 

Afar), n+-I) — fi +D(2) = a (3.71) 

Astfel în acest caz se poate determina f*+D(z) exact 
prin raportul diferenței de ordinul n + la funcţiei f(2) 
cu Pat, 

În cazul general, dacă, f(x) e 0C2+P cu use Sh, 
pentru un anumit k 20, se poate arată [128, 24], că 

A i (40) (2221) Um aa =f"(ao). (3.72) 

Trebuie multă. atenţie la funcţiile tabelate obţinute în 
urma măsurărilor unde există variaţii foarte mari ale 
funcţiei între punctele de interpolare [29, 25]. 

3.5. Înterpolarea her mitiană 

“Într-o serie de aplicaţii practice pentru aproximarea, 
unor funcţii se cere ca funcţia de aproximare să coincidă 
cu funoţia de aproximat în punctele de interpolare 4, 
19 = 25%, precum şi derivatele funcţiei de aproximare 
(de “an anumit ordin) să coincidă cu derivatele îuncţiei 
de aproximat (de un anumit ordin) în anumite puncte 
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din punctele de interpolare date. O astfel de interpolare 
care impune condiţii atît funcţiei de aproximare cît şi 
derivatelor acesteia, este întilnită, în literatură sub denu- 
mirea de înterpolare hermitiană.- 

În cazul interpolării hermitiene, dacă funcţia de inter- 
polare se notează cu H(z), aceasta trebuie să îndepli- 
nească următoarele condiţii : 

H(z,) = fie, k= 0,12 (3.73) 

şi pentru fiecare k, astfel ca a, > 1, să aibă loc relaţiile 

Ha) = fOlai), i 1 Dece, ape oO(8.4) 

Se pune problema găsirii unui i polinom unie H(z) de > grad 
m sau mai mic, unde | e 

m=u+ Sa, 
1=0 

care să satisfacă, condiţiile (3.73) şi (3.74). Problema, se 
reduce la găsirea a m-+1, coeficienţi Cos Cry 02: 
astfel ca cele m + 1 condiţii date prin &. 13) şi (3. 745 
să aibă loc pentru | 

Lui 

H(a) = 5 ax — Bi, (3.75) 
4 =0 

unde $ este o constantă oarecare. 

Dacă se pune condiţia că polinomul H(a) dat prin 
(3.75) să îndeplinească condiţiile (3.73) şi (3.74), rezultă, 
un sistem de m + 1 ecuaţii liniare cu m + 1 necunoscute 
Cop Cry: :50m» Astfel polinomul H(z) poate fi găsit prin 
metoda coeficienţilor nedeterminaţi.y 

Dacă se consideră cazul în care «, este zero sau unu 
(adică lui H() i se cere doar ea derivata sa de ordinul 
întâi să coincidă cu derivata lui f(2) în anumite puncte de 
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interpolare), atunci o formă explicită, pentru H (4) arată 
astfel [128, 37]: 

Ho) = S zi([i —(a— -u) Hed pe SR 
k=0 P.„(2,) tul %) 

+ au(0 — zoPte) (8.6) 

unde | 

Pe) = [[(0— aer (3.77) 
ri 

Exemplu. Se consideră n= 1, 4 = 4 = 1, dp =aşiz, =b. Atunci 
din (3.77) rezultă 

P, = (e — el (a — = (2 — "|. (3.18) 

P, = (a — za (2 — 19 = (2 — a 

Polinomul H(z) devine 

(z—2P 220] a al Ia) = CZ (| — (e-a) a] hd + Go 0). - 

(2 — 0 k- = 90| ro = — DP i 6 Dao d rol = 

_ (e—0 „— 2(z — a) ] a 2 , E | no + e - rol 

ez ED |ip+te- vro e. — n : X — 7 Ă 

= a iza | DO 4 
- “Se observă . că i este un polinona de gradul trei sau mai mic şi 

no =10; Ec) = 10; Ho sf și H0= 
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Se aplică metoda: coeficienţilor .nedeterminaţi pentru găsirea lui Co» 
€4» Ca» Ca, unde H(x) are forma dată de (3.75): 

Ha) = cala — B+ cala — B+ cale — B)+ J (3.80) 
H'(x) = 3co(x — B+ 2e( — B)+ ca 

Pentru cazul considerat 2 = a, % — d, rezultă patru ecuaţii : 

Ha) = f(a) = cota — 8) + esta — B)2 + cx(a— Bes ] 

HO) = f0) = cb — 8 + esa — BP + cab B)-+a 
L (3.81) 

H'(a) = f'(a)= 3cota — BR + 2e,(a — 6) + ca 

HF) = f'(b)= 3co(b — 9) + 2cu(8 — 8) + ca 

Constanta f fiind oarecare, pentru simpliiicarea sistemului (3.81) se consi- 
sideră 6 =aşib—a = h; astiel sistemul devine 

ec = f(a) ) 

ch? + ch? + cah + cs = f(6) 
. Ş (9.82) 

Ca = f'(a) i 

3coh? + 2c,h + ca = f(b) | 

Sistemul (3.82) după rezolvare conduce la următoarele soluţii : 

> Ii i e 
= [f(a) — f(0)] + “fa Lf'(a) +f'b)], C 0 

| 3 1 
C= Ta [f(5) — fi(a)l — îi 2f'(0) + fo), (3.83) 

= f'(a), PE ii f(a). 

Dacă coeficienţii cp, cu, Ca c; astfel:aflaţi -se introduc în expresia 
lui H(a) dată în (3.80) pentru -f = a, rezultă expresia lui H() dată. în 
(3.79). 
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Polinomul H(2) se mai poate reprezenta şi sub forma, 
[128, 48] 

E = Pi [of + Pa) 30 

unde t,„(2) și t(2) sînt mărimi nedeterminate care există 
şi sînt unice pentru k =0, 1,...n. În cazul interpolării 
hermitiene prin această metodă, pentru condiţiile definite: 
în (3.73) şi (3.74) există mărimile 

e, Aa P) k =0,1,.. hd = 0, 1.0 (3.85) 

astiel că 

=, to,3l (2) făl z0) + 3, tul (2) fâle)+ ... 
Î=0 

+ ta ae 2) =$ Sao) 2). (8.86) 
h=0 î=0 

Metode pentru determinarea mărimilor î, (2) din (3. 35) 
sint date în [128, 59), rezultind că H(z) din (3.86) este 
unic determinat. 

Pentru a evidenția eroarea, în cazul interpolării hermi- 
tiene, se procedează asemănător ea la polinomul lui Lagran- 
ge de interpolare. Se poate arăta [67, 75] că 

fie) — Ho) = ŢI (e — 29)%* To), (3.87) 
Î=0 - 

unde 7(z) este o funcţie continuă şi 

T(2) = 
GI 1) 0, (3.88) 

( aparţinind intervalului acoperit de punctele de inter- 
polare. În acesi caz [128, 81]. 

| 7 n mp og filă »(g i Ş 
fila) — AH(o) = Ei ORIE PEEL AS 2) A +D(Ț). (3.89) 
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Se poate arăta că pentru cazul analizat n=1, apa = 
%=a, d =b şi H(a) determinat prin relaţiile (3.78) — 
— (3.83), eroarea are următoarea expresie : 

_ _ (2 — Do (2 — 2 ra 
f(z) H(2) = Za f*(%) 

_(2 —ak(a—bh 

24 
unde Ce[a, zl = la, db]. 

f*(0) (3.90) 

3.6. Interpolarea inversă 

Se consideră o funcţie dată sub forma 

to 4] Wa Wa ZI 
| (3.91) 

(2) Yo VW Va Y3 Va 

De această dată se pune problema invers : se cere determi- 
narea unei valori « asttel că pentru o valoare a lui y, 
notată cu y,, să aibă loc relaţia, 

I(0)=ye (3.92) 
Înterpolarea inversă este utilizată frecvent. Se pune 

problema, cercetării tabelului prin care este definită func- 
ţia pentru găsirea a două puncte de interpolare care se 
vor nota cu 4 şi 4, astfel ca să aibă loc relaţia 

Lf(0) — Yu Lf(ze.) — +] S 0. (3.93) 

Se construieşte funcţia liniară, de. interpolare inversă 

I(), astfel [128, 98]: | | 

Ito) = 2 E fa + 22 
W—lo W — o 

fa) = yu (8-94) 
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Din (3.94) se exprimă z: 

E fie) — 9) | (e — Tipo) + „(3.95 o (fo 100) (pa = ft) ti 
Această valoare a lui reprezintă valoarea argumentului 
pentru care funcţia are valoarea y,. 

3.7. Aproximarea funcţiilor prin polinoame | 

În cadrul acestui paragraf se consideră reprezentarea. 
unei funcţii f(z) (care este definită şi continuă pe un 
interval) printr-un polinom 7,„(2) de grad n sau mai mic. 
În [81, 42] se prezintă diverse criterii pentru măgura cali- 
tăţii procesului de aproximare a lui f(2) prin 7,„(2). 

Se pune problema construirii unui polinom 7,(2) care 
să minimizeze relaţia 

max | Ta(0) — flo) (3.96) 
numită norma uniformă a lui 7, — ] şi este notată prin 

| 7, — ZII sau || 7, — file. 
O altă măsură utilizată la aprecierea aproximării este 

norma definită prin 

(pure) — neam 697 

care este de obicei notată prin || 7, — fila. | 
Pentru construcţia lui 7,() se vor enunţa două pro- 

poziţii necesare : | 
e Dacă f(z) este continuă pe [a, b], atunci pentru 

un m întreg există un polinom unic determinat i„(7) de 
grad << n, astfel că: 

„ =max | t,(2) — fo) | < max |Ta(0) —fia)| (3.98) 
LI 2-a G& 3 

pentru orice polinom 7,„(2) de grad s n 
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Mai mult, există un set de n + 2 puncte zp, tu. e Pana 
din [a, b], unde 2, Ca, CL... Cu astfelcă 

îA(2) — (0) = (em i = 0, 1: --7n, (3.99) 
sau 

ta(2.) — -f(a) — (— Ile, i= 0, 1. e 

Se poate demonstra că €, >0 atunci cînd n — co [42, 
128]. 

e Dacă f este o funcţie continuă pe intervalul [a,b], 
atunci diîndu-se un e >>0, există un polinom 7,„(2) astfel 
că pentru ze [a,b] avem 

Tia) — fil <e. (8.100) 
Demonstrația, pentru relaţia (3. 100) se poate găsi în 

(128, 46]. 
În [42, 128] se arată că în n general nu există un algoritm 

finit pentru găsirea polinomului de cea mai bună aproxi- 
mație tî,(2). 

Dacă se înlocuieşte intervalul [a,b] printr:o mulţime 
de puncte M, din intervalul [a,b], atunci într-un număr 
finit de etape se poate găsi polinomul î,„() de grad sn, 
astfel că 

maix| t„(2) — f(a)| < max| T„() — fi(a)| (3.101) 

pentru orice polinom To) de grad < 
În [128, 59] se prezintă un algoritm pentru găsirea 

lui t„(). | | 

3.1.1. Aprozimare polinomială prin metoda 
celor mai mici pătrate 

Se pune problema, aproximării unei funcţii f(2) conti- 
nue pe intervalul [a, b] prin polinomul T„(2) de grad 
< n, în aşa fel ca norma, la dată prin 

E EI A 
zf 4 (Ta(2)— fo)iăa) (8.402) 

să fie minimă pentru toate polinoamele Tu(a)yde grad Sn. 
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e În locul intervalului continuu a<as<d, se va 
considera o mulţime finită de puncte M : 4, ,..., ŞE 
se urmăreşte minimizarea normei 2: 

N 1/2 

In Ils = | (rate) — ao] 105) 

Se defineşte produsul intern a două funcţii Î5 şi g prin 
(£, 9) dat sub forma, 

(fo)oo)de pentru z e [a, b] 
"(eazul continuu), 

(£, 9)= 4 

DE) g(z,) pentru z, e M, 4= 12 pe Y, 
iz | (cazul discret). | 

(3.104) 

În continuare se. va construi o familie de polinoame 
to(2), b(2),. .., cu gradul indicat de indicele inferior, poli- 
noame care sint ortogonale în sensul că - 

(fo 5) =0, dacăi dj. (3.105) 

Se observă că dacă N > h, atunei | 

(î 4) = IMA > 0, i = 0, 12-29 mp (3.106) 
pentru că altfel (2) = = 0 pe [a,8] sau pe mulțimea, dis- 
cretă M. 

Dacă un polinom de grad sn este nul în mai mult: 
decît n puncte, acesta trebuie să fie identic nul. De ase- 
menea în cazul intervalului continuu [a,b] 

(0 = i >0 e (G-107) 
afară de cazul cînd (a ) = 0 pe [a,b]. Relaţia (3. 107) are 
sens şi în cazul discret afară de cazul cînd ua) = 0 pe 
mulţimea discretă M. 

În concluzie, pentru Y >, dacă ua) este un polinom: 
de grad s< n, atunci sau are loc relația (3.107) sau altfel 
(2) = 0 nu:numai pentru:mulţimea, M , dar pentru orice g. 
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Construcţia [1,28, 42] şirului de polinoame t(2), t(2),. ..- 
ge realizează cu ajutorul următoarelor relaţii de recurenţă : 

t(0) =1 

| | (io; 0) (2, 1) 1.(2) — — 2070 ş = pa ş (2) =— Lie) (1, 4) e) % (1,1) (3.108) 

Iul) => (2) — apti (0) — bea), E =1 2. 
unde 

a, — (is Li | b, 2 (în i) Ş (3.109) 

(o în) (înca de-a) 

În continuare se va arăta că polinoamele construite 
prin relaţia de recurenţă (6. 108) satisfac următoarea 
relaţie : 

(Î-39 în) ii (fa det) e... (î. tea) — (fo îg+1) = 9, 

(3.110) 

deci (3.105) rezultă prin inducţie. Se arată foarte uşor că 

(o, th) = = 0. 

Presupunind că (3.105) are sens pentru orice t,j sk, 
este uşor de arătat că (î;, du) = 0, sau mai mult, 

(fa bea) = (ucr Pa) — Ag) — betp-a(0)) = 

i (îs 2) — Albea i) — bule a) =. | 

= (ti în) — Dali înca), (8.111) 

deoarece (î,_., î,) = 0. Dar din (3.108) pentru k > 2 

tsod0) = (2) + ascut) + beabi-a(7), (8.112) 
astfel că folosind (3.112) şi (3.105), rezultă 

| (Biz în) =-(bae Fr Acad A Deca n-a bn) = 

= (în, în) + pala în) + becalbe-2 be) = (be bn). (3.118) 
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Introducînd (3.113) în (3.111), se obţine 

(î-2 În) — (îz in) Ri De-a I-a). i (3.114) 

Folosind: expresia lui b, dată în (3.109), (3.114) devine 

IE (tz în) 
(s-a beta) > (no bn) — (ao bu) = ( i +1) ( 5) (fa, | kE—] E 1) 

= (în în) — (n ) = 0. (3.115) 

Deci (4. 19 îuta) = 0 pentru k > | 
Dacă k = 1], din (3. 108) rezultă 

(to 0). (0, 1) 
lu (2) — atol) = ta) + RER = (2) + —— (1,1) to) 

(3.116) 
Ci II 

, 1] (2, t)= —(î + aa) o 4) = (tut) ERE (to 8) (tut), 

deoarece (1, i) = =— 0. Astfel pentru k = 1 (3. 115) devine 
(to; to) = 0 şi, prin urmare, 

(sa își) = 0 pentru b > 1. (3.117) 

în continuare se va evalua, produsul intern (tus-2 uta) 
Folosind relaţiile (3.108), rezultă | 

(fp-2, Înota) = (în-2 Li, — ali ai ba) => 

= (noa, 2) — ar(bn-a 14) — Bults-2 te-a) = (luca în). | 

(3.118) 
Dacă k > 3, atunci din (3.118) rezultă 

| Poza = poa F Guca noa PF bi-alu-a —O(3.119) 
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şi dacă se înlocuieşte în partea dreaptă a relaţiei (3.118), 
se obţine 

(în-23 tata) = (&tu-ao în) > (te-a F Ouoabu-a 7 Dr-alu-a n) 

= (fez în) E poala în) F De-a(tu-ao în) = 0. (3.120) 

În concluzie se vede că relaţia, (3.110) are loc pentru toate 
valorile lui F&, deci (3.105) rezultă prin inducţie. 

Exemplu (caz continuu). Se cere aproximarea funcţiei f(x) = 22 — 1 
printr-un polinom de grad < 2 pe intervalul as szsb, unde a=0, 
b = 1. În acest caz se găsesc polinoamele cu ajutorul relaţiei (3.108) :. 

to(2) = 1, 

1 

tu(2) = ctg — OP (a) = e ED = a bea a-l, 
(lo 0) “G, 1) 1 2 

| Cc | az 

b(2) = zt(2) — ati(2) — bito(2), 

1 1 
[= Lp — 

(2 în) _ 2 2 
aj = - 

(te &) | 1 Ei 
LL —— 

2 2 

1 1 qi 1 19 d 21 
(az | za + <A ZAr —| —— —— 

0 2 Jo 4 lo 3 10 4 2 lo 

a: 1 1 a 1 1 i 
[az | cast | dz | — 3 

0 0 0 3 lo 2 lo 4 [o 

i i y 1 1 

4 38 24 1 
a NE: a 27 

3 2 4 12 

1 1 1 

Gt | 2 2) 2 1 
lot) 1) 1 012 
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5 1 
Deci pentru a, = II şi = ECU rezultă 

2] a 2 

1 1 1 1 
app og sp. 

22 412 6 

La fel se calculează și î&,(2) cu ajutorul formulelor 

la(2) = Th(2) — Qab(2) — bat(9), 

(ta, 2) (fa, tb) 
a = - ȘI bg = 

(f &) (î î) 

În rezumat, se obţine șirul de polinoame î, bu, tb, îl... Pentru aplicaţia 
considerată sînt suficiente polinoameie 

1 1 
(7) = 1, t(0)=z— IE t(0) = m2— a + rai (8.121) 

Se poate arăta că are loc relația (4, îi) = (o fa) = (, t-) = 0 pentru dome- 
niul considerat (0,1), deci polinoamele sînt ortogonale.. 

Fiecare polinom (0), k = 0, 1,2,..., este un polinom 
de gradul k, cu coeficientul lui aie egal cu unitatea. Dato- 
rită acestui fapt a* se poate exprima ca o combinaţie 
liniară, de polinoame : 

to(2), î(2), la(2 jest). 

Prin urmare, pentru orice polinom Ta de grad < 
avem 

= 5 tu (2). (3.122) 

În continuare se urmăreşte alegerea, constantelor 1, astfel 
ca să minimizeze expresia 

, , 

- (3.123) 
2 

I = Ta) — (o) li = 

a
r
 

i 

t
i
i
 

ate) - — jo] 
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Ținind seama de relaţiile (3.106) şi (3.122), se poate serie 
sub formă dezvoltată: - o 

I = (Ta) — (o) Za(2) — (0) = 

-(5 Ati (2) — DA zl (2) — fa) = 
k=0 | 

= 3 (ra te) —2 3 Alt f) + (IL). (8.124) 
| k=0 , kh=0 . | 

Pentru a determina constantele 1, care să minimizeze 
expresia lui I, se derivează I în raport cu A: 

OI 
93, = altu tu) — - (i, Î)], 

"A
 (3.125) 

IL =| (în te), dacă k =, 

20; Oi 0, . dacă kz9p. 

Prin urmare, I admite un minim absolut dacă 

Lai = 0 sau 1, = (m Î) 
OA | (în d) 

Introducînd valorile lui 2, din (3.126) în expresia lui 7 
din (3.124), rezultă că pentru di ales avem 

UI J> (tr f 

I = > În 
2 (tz tu) (o în) — i At) (în 0 

E>0, 12. (3.126) 

 ( D+U,7 

de unde, după executarea simplificărilor, rezultă, 

| of Pi __ di (în ) , i 

i ASA J) a (în, în) (3.127) 
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Pentru exemplul considerat, dacă se folosesc polinoamele î,, determi- 

nate în (3.121) şi faptul că s-a dorit aproximarea funcţiei printr-un polinom 
Ta(z) de grad << 2, atunci 

TA2) = SI data = dotola) + datul) + data) = 
; k=0 

pa 1 
= do -+k PS [+ -]- (ti) 

Funcţia considerată pentru a îi aprozimată este f(2) = a — 1, se [0,1]. 
Constantele A, se determină cu ajutorul relaţiilor (3.126), deci pentru 

exemplul considerat rezultă : 

„= ae 5 
d _ (d 28 — 1) Jo d 
lt) (UD [ Sr! a 

[+--- 2-1) [s-a 
(t D_ 2 „| Jo 2. — 9 

1 = = — .—— 

1 pi i 1 32 10 
e î) Dr, | z — -] dr 

2 2 1] 2 

1 
(- p+— E -1 

_ f) 6 | _ , = = = 
ft, 1 1 (fa 2) (n -2+- s-a] 

(5 ol aa Aa e vdimasaă Xe —X —— Ea i aie E 
a a 1290 

| [= x +] dz | 
1) 6 

Cu aceste valori polinomul de cea mai bună aproximare este 

T DN IAN PR e p-ta] (3.128) 
= = ao z] T 250 CI A 
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| | 

I= |IZaiD— fo = | [Ta(x) — (38 — DE dz = 

Pr TIR PP ut) 
2 4, PR CPE Gr pop (o Po 

În practică este mult mai bine să se calculeze tu(z) cu ajutorul relaţiilor 
de recurenţă (3.108). 

(] Cazul discret.Pentru cazul discret cînd M este o 
mulţime finită de puncte din intervalul [a, b] se proce- 
dează în felul următor. Fie 

$ ==0 

Ta) = ŞI cai. (8.129) 

Se aleg coeficienţii c, astfel ca, 

I= Tal (3.150) 

să fie minim. Aceasta conduce la ecuaţiile normale 

M
s
 

Gui CB 1=0,1,...,n, (3.131) 
Lt) i Fi 

unde 

4, = (a, 2), bi = (7, ,Îj=0, 1,2, 3. (3.432) 

Pentru n = 2 (3.131) devine 

dooCco + Goal + 00,202 = bo 

Ga.900 + Aaa + Aa20a = b, 
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Ţinînd seama de (3.132), sistemul (3.133) devine 

(1, L)co + (1, De, + (1, 22)c = bo 

(4, Leo + (&, ce + (2, oz = b (3.134) 
(22, 1)eot + (202, pes (2, 02)ca ba 

Matricea asociată sistemului (3.133), respectiv (3.134) 
este o matrice pozitiv definită şi nesingulară : 

4,0 Con oa (1, 1) (a) (0,02) 

A = | |- [esa (2, 2) (za) |(8-135) 
(e 1) (a, 2 as, 42) | 

do Ga ua 

d20 Cai (aa 

Rezultă că sistemul (3. 134) are soluţie unică. Mai mult 
matricea A este foarte bine condiţionată, fapt ce conduce 
la obţinerea unei soluţii precise. În cazul în care punctele 

Sînt uniform distribuite în intervalul [0, 1], matricea A 
este apropiată de matricea lui Hilbert.



CAPITOLUL 4 

CALCUL NUMERIC MATRICEAL 

4.1. Introducere 

În foarte multe domenii ca : economie, fizică, geofizică, 
analiză şi sinteza, reţelelor electrice, cristalogrâfie, struc- 
turi inginereşti, mecanică, aeronautică ete., apar probleme 
liniare, care implică în rezolvarea lor calcule numerice 
matriceale. Datorită acestui fapt, în cadrul acestui capitol 
se vor prezenta o serie de aspecte teoretice privind matri- 
cele, elemente necesare analizei numerice şi utilizării cal- 
culatoarelor în rezolvarea problemelor liniare care implică 
calcule matriceale. Acest lucru apare în mod natural 
pentru rezolvarea unor probleme din algebra liniară ca : 
rezolvarea, sistemelor de ecuaţii algebrice, calculul valori- 
lor şi vectorilor proprii pentru o matrice dată. În plus, 
probleme de calcul matriceal apar şi la rezolvarea ecua- 
țiilor neliniare, ecuaţiilor diferenţiale ordinare şi a celor 
cu derivate parţiale, teoria arpoximării etc., în care 
metodele de rezolvare conduc în final la rezolvarea unor 
probleme din algebra liniară cu ajutorul calculului matri- 
ceall. | 

În esenţă algebra liniară este un studiu asupra trans- 
formărilor liniare ale spaţiilor vectoriale abstracte. Avind 
în vedere natura fizică a elementelor ce constituie o matrice 
rezultată din aplicaţii practice, se vor analiza transtor- 
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mările liniare pe spaţiile R” şi 0”, presupunînd că sînt; 
cunoscute proprietăţile numerelor reale şi complexe. Urmă- 
rindu-se îndeosebi caracterul aplicativ şi de calcul pro- 
priu-zis, o serie de aspecte teoretice vor fi doar enunțate, 
indicîndu-se bibliografie adecvată privind demonstrațiile 
aferente. | i „ 

Pentru început se va considera 0” spaţiu vectorial n 
dimensional peste corpul numerelor complexe 0, de vec- 
tori coloană x, unde vectorul x, transpusul său x! şi 
conjugatul transpus x se prezintă astfel : 

[a ) 

La 
= . T — 

X == XX = [a Day ep ep see Da e 

i xi — [7 Daye, Eu ...9 Fa] 

La 7 

cu z, e 0, = 1,2,...,n. Prin. R* se înţelege spaţiul vec- 
torial n dimensional peste corpul numerelor reale R, format 
din vectorii coloană x cu componentele 4, ta. . 3 Pie e - Pa 
pentru xe R”, x? reprezentind vectorul transpus care 
este un vector linie (4, La: e e Poe e fa) CU 2, e R pentru 
d = 1,2... 

„Pentru a evidenția modul în care aceste probleme ale algebrei liniare 
apar din sistemele fizice, în continuare se vor prezenta citeva exemple. 

Exemple. 1. Se consideră reţeaua din fig. 4.1 care este alimentată cu 
doi curenţi I = 3A și I! = 5A. Dacă se scriu legile lui Kirchoif, rezultă 
următorul sistem de ecuaţii pentru determinarea celor zece curenţi 7, 12... 

« «3 Işo din cele zece laturi ale reţelei considerate : 

— 13 + 15 — 19 =0, Is t 12 — Io = 0, — Rl t Rola — Riolho = 0, 
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Acest sistem se poate scrie sub formă matriceală astfel : 

[at 100000 00 (hi [1] 

00 00000 1 11 I, r 

-1 0 0 1 0-10 0 00 |la, 0 

00 —1'0 100 0 = 0 LA |=|o 

0 0 0 0 10 1 0 0-1 I, 0 

0 0 0 0 0 0-—R,R, 0 —Re I$ 0 

0 0 0 0—R,0 0 R.—R, 0 I, 0 

0 Ra —R, 0-—R 0 0 0 0 0 | Ie 0 

—R RR  0—R0 0 0 0 0 9 Ie 0 

L 0 0 0-8, 0-8, 8, 0 0 0 Îl) Lo/ 

2. Sistemul fizic este format dintr-o reţea electrică (v. fig. 4.2), are 
un număr finit de rezistenţe și se numeşte sistem cu parametrii distri- 

buiţi. Pentru modelarea matematică se aplică legea lui Ohm și faptul că 
suma tensiunilor în fiecare ochi de circuit este egală cu zero. Astfel se 
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obţin cinci ecuaţii cu cinci necunoscute I, Ia În» Ip Iş, care reprezintă 

curenţii de contur. Sistemul de ecuaţii are următoarea formă: 

E — 2RI, — 8RU, — Lp) — 4RU, — 1) =0, 

4E — 4RU — 11) — 2R(Ua — Ia) — 6RI2 =0, 

2E — 2R(I, — 13) — 10RU3 — 1) — 2R(U3 — 19) =0, 

3E — 8R(, — 1) — 10RU, — Ip) — 4RU, — 1) =0, 

— SRI, — 2RU, — 13) — 4ARU; — 1) =0. 

” LL 

ame
 

Fig. 42. 

După ordonare şi scriere sub formă matriceală sistemul devine 

[| 14R  —A4R 0 sR 0 (Il E 

—4R DR —2R 0 0 I, 4E 

0 —2R 14R  —10R —2R 1, | = |2E 

—8R 0  —10R 22R —4R FA 3£ 

Lo 0 -2R —4R UR | 0 

3. Acest exemplu urmăreşte să evidenţieze rolul calculului matriceat 

la studiul şi analiza structurilor. Prin structură se înţelege un sistem care 
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are funcţia de a transmite sarcinile [107]. Există diverse metode pentru 
măsurarea forţelor aplicate unei structuri sau a deplasărilor pe care le 
suferă structura în m puncte situate pe anumite direcții. În acest sens 
apare necesitatea introducerii unui sistem de coordonate pentru identifi- 
carea măsurărilor. Sistemul de coordonate folosit pentru măsurarea 
forţelor și deplasărilor aplicate structurii pot servi şi la măsurarea vitezelor 
şi acceleraţiilor pentru anumite puncte ale structurii. Măsurările efectuate 
asupra unei structuri pot fi puse sub forma a doi vectori: vectorul forţelor 
şi vectorul deplasărilor : 

FT = [Fi Fo... Fal, DT? = [d dp: dal. 

Dacă se consideră relaţia dintre vectorul forţelor F și vectorul deplasărilor 
D pentru o structură considerată, se disting următoarele moduri de compor- 
tare pentru structură : | 

— elastic, dacă aceasta revine la configuraţia iniţială după aplicarea . 
unei sarcini și înlăturarea sarcinii respective ; - 

— neelastică, dacă structura nu revine la configuraţia iniţială după 
înlăturarea sarcinii care a fost aplicată; 

— liniară, dacă graficul D = f(F) conduce la o curbă liniară ; 
— neliniară dacă graficul D = f(F) conduce la o curbă neliniară, 
În cazul aplicării mai multor forţe unei structuri, există posibilitatea 

măsurării deplasărilor și deformaţiilor interne, prin metoda superpoziţiei, 
efectuindu-se măsurările pentru fiecare forță în parte, după care se face 
sumarea algebrică a rezultatelor, - 

Caracteristicile: anumitor structuri sînt rigiditatea și flexibilitatea care 
* sint materializate prin doi coeficienţi. Acești coeticienți și sistemul de coordo- 
națe introdus pot să ajute la caracterizarea și analiza unei structuri. 

Se consideră o structură în două coordonate, formată din două resoarte 
cu constantele de rigiditate a și f și coordonatele 1 și 2 (fig. 4.3). Se pune 
problema caracterizării acestei structuri cînd se aplică forţele F, și Fe 
cărora le corespund deplasările d, și d, în punctele-de coordonate 1 și 2. 
Pentru aceasta se aplică metoda superpoziţiei. Folosind metoda superpo- 

aa O) 
p 

972 

022 

Fig. 4.3. 
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ziţiei, se aplică la început forţa F, = 1, celelalte forţe F, fiind egale cu 

zero ; atunci se generează aş, (i = 1,2), deplasările rezuttate din aplicarea 
lui F, = 1 sînt a4F, (i= 1,2). Se observă în fig. 4.3,b generarea coeficien- 
ţilor a, şi Ga, care reprezintă : 

0,4 — deplasarea coordonatei 1 datorită lui F,; 

da — deplasarea coordonatei 2. datorită lui F,. 
În continuare se aplică structurii forța Fa (fig. 4. 3, b)cu Fa= 1, obţi- 

nîndu-se coeticienţii de deplasare a, şi (aa. 
Pentru determinarea deplasărilor d, și da cauzate de îorţele F, și Fă 

prin acţiunea simultană, se adună deplasările datorate lui F, cu deplasările 
datorate lui F4, obţinindu-se 

d, = Auf t aaaFa da = Qaa Fat QaaFa 
sau .- i N 

d, | ATI Ca F, 
= , D=AY, 

d, Cai Q22] LFe 3 

unde matricea coeficienţilor este determinată astfel : 

| 1 1 

| Oua Caz | a % 

Ca za | 1 1 
La «+ 

Matricea A se numește matricea de elasticitate a structurii date în fig. 4.3. 

4.2. Spațiile veetoriale RR” şi 0" 

Avind în vedere natura numerică a aplicaţiilor fizice 
considerate se va acorda o atenţie deosebită spațiilor 
vectoriale R” şi 0”, 

Pentru orice n întreg şi pozitiv R: este spaţiul vec- 
torial real n-dimensional al vectorilor coloană x cu com- 
ponentele a, Da-i, unde ze R; R se mai 
numeşte şi spaţiul n- dimensional al coordonatelor reale. - 
De asemenea, pentru orice n întireg şi pozitiv, 0” reprezintă, 
spaţiul vectorial complex n-dimensional al vectorilor co- 
loană x cu componentele 4, o. unde zel; 0" 
se mai numeşte și spaţiul: n-dimensional al coordonatelor 
complexe. Dacă x şi y sînt vectori coloană din R” sau 
0”, atunci ecuaţia x = y este echivalentă cu sistemul de 
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ecuaţii z,; =, pentru î = 1, 2,...,n, care reprezintă 
egalitatea componentelor celor doi vectori, de unde se 
vede că doi vectori sint egali dacă şi numai dacă compo- 
nentele lor sînt egale. Pentru a defini un nou vector, este 
suficient a specifica cum sînt formate componentele sale. 

Să considerăm spaţiile vectoriale R” şi 0“ pe care sînt 
definite două operaţii : adunarea dintre vectori şi înmulţi- 
rea cu un scalar pentru vectori coloană din RR" şi 07. 
Fie x,y,z vectori coloană din R*: 

e, | 21 7 

Da Va 22 

x = YI =. e, z=|. 

a x di 

La | Ya | | | 2 ] 

Atunci adunarea între doi vectori din R” este definită 
astfel : 

Xx-+y = z dacă şi numai dacă a, +y, = (4.1) 

pentru i = 1, 2,...,%; Co Vo. 

Dacă x, y, ze 0”, adunarea vectorilor în 0” este 
- definită astfel : 

x+y2=z dacă şi numai dacă 2, +y, =2, (4.2) 

pentru i = 1, 2,...„1 Și o Yo ue0. | 

Primele relaţii din (4.1) şi (4.2) reprezintă adunarea 
vectorilor, a doua relaţie din (4.1) reprezintă adunarea 
numerelor reale, iar a doua relaţie din (4.2) reprezintă 

adunarea de numere complexe. 
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Dacă he R" şi x e R" iar ke şi y e 0”, atunci 

| EA i A ay! 

RX = [ha] şi hay = | ovale OoO(43) 

| E za | 
he | 

unde z,eR şiy,c0 pentru î=1, 2, 
| Partea dreaptă a primei relaţii din d. 3) reprezintă 
produs de numere reale (k&,, 4; R), iar partea dreaptă 
din cea de-a doua relaţie din (4. 3) reprezintă produs de 
numere complexe (fa, y, e 0). Considerinăd pe n = 2, adu- 
narea a doi vectori şi înmulțirea cu un scalar se pot repre- 
zenta, grafic ca în fig. 44. 

Considerînd spaţiile vectoriale R” şi 0” peste cîmpu- 
rile R, respectiv 0, unde adunarea vectorială şi înmulţi- 
rea cu un scalar au fost definite prin (4.1) — (4.3), avem : 

I. x+y=y+xj 

artz=xtuta) 
3, x+90=x; 

4, X+ (—x) = 0; N 

5. (khk3)ă = u(loaă) (4.4) 

6. (fe + Bo) — Bă + kaX; | 

7. ax + y) = Rat lay; 
8. 1:x =, 

unde x,yeR”, k, k,e R, iar 0 şi —x sint doi vectori 
coloană care au forma 

[09] | — a] 

0 — Wa 

9 — 3 —X = . 3 (4.5) 

0] Yan] 

138



Fig. 4.4. 

sau x, y e 0", lu, k e O, iar Oşi —x sînt doi vectori coloană 
din 0* ale căror “componente sint numere complexe, din 
C scrise sub forma (a,b): 

10,0) [a—8) 
0,0 o 2 — ba o |(00) x = (aa ba) (4.6) 

0,0) Oana) 
CU dp = Oy + ib,, k = Le e eh 17 b,eR, Wy € 0. 

4.2.1. Spaţiul real R" 

Noţiunea de vector real n-dimensional din spaţiul R” 
. este o generalizare naturală a reprezentării punctelor din 

spaţiul R" prin coordonate carteziene. În acest | caz R* 
„poate fi definit ca 

R" = (n-uple x: x,eR), 

S-a arătat că R” este un spaţiu vectorial, deci n-uplurile 
pot fi numite vectori. 

Justificarea acestei terminologii este faptul că există 
o corespondenţă biunivocă între vectorii x e R” şi punctele 
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din “spaţiul euclidian i) dimensional cu coordonatele 

ip Daye e e ae în 
Pentru exemplificare se consideră ; “spaţiul euclidian tridimensional, 

unde un punct A are coordonatele xp: Xa, da (fig. 4.5). Pentru fiecare 
astfel de punct există un segment de dreaptă unic din originea O (0, 0, 0) 

—- : 

la punctul A, notat prin OA şi reciproc. Datorită corespondenţei între A 
—— . 

şi OA, precum și corespondenţei între. A(z,, Za; 3) şi vectorul tridimen- 
sional 

Ta 

acesta poate fi identificat cu A şi OA, 
| Prin introducerea operaţiei de adunare şi înmulțire cu un scalar (fig. 4.4) 

a segmentelor de dreaptă, se poate arăta că mulțimea segmentelor de 

dreaptă OA constituie un spaţiu vectorial abstract. 

E 7 3 

i (2, La, X3) 

Il 

| 

| 

(6 z2,0) 
Î La 
| / 

»_| Z 

(e ,00) pf — = — Ha 200) 

Li 
i Fiş. 45. 

Prin analogie se poate spune acelaşi lucru pentru R”, 

punctul A(5 fas: :%) şi segmentul OA din originea, 
O (0, 0,...,0) la punctul P fiind identificate cu vectorul 
n dimensional 
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datorită izomorfismului care există între cele trei mulţimi : 

punctele A), segmentele de dreaptă (0A) şi (vectorii x). 

4.2.2, Combinații liniare 

Fie ati ek"; în acest caz vectorul x( se poate scrie 
sub forma 

xi) == . . 

X = 04X00 + 02 +... Feat); (4.7) 

vectorul x este o combinaţie liniară a, vectorilor x, x(2, 
., XP), iar scalarii 6, 63. . cp sînt numiţi coeficienţii combi- 

naţiei liniare. Dacă e, = 0 pentru 1=—1,2,...,p, combinaţia 
liniară (4.7) se numeşte panală, altfel este nebanală. 
Dacă se consideră ecuaţia 

a] 1] 0] [0] 

== d, . Ş + Da 0 + . .. + Ea : : 9 (4.8) 

| | i Mă 0 
2, ] 0] LO. 1] 

aceasta, se mai poate serie 

X == el 04 ppel24+ ... + pe”), (4.9) 

unde e!i sînt; vectori din R” ale căror componente sînt 
ei = ip Î =, 2,...n. Veetorii (eib, e(2),..., e se 
numesc. vectorii "unitate din RR". 
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Din (4.9) se vede că x e R” este o combinaţie liniară, 
a vectorilor unitate (e(, e(2),...,e(") din FR”. 

De asemenea se observă că dacă x — 0 (este vectorul 
nul), combinaţia liniară (4.9) este banală, altfel este neba- 
nală.. 

e Vectorii distineţi x, x(2,...,xe Re sînt liniar 
dependenţi dacă şi numai dacă există o combinaţie liniară, 
nebanală între ei egală cu vectorul 0, adică dacă şi numai 
dacă 

EX Fr ep X(2 4 kr oepx=0 (4.10) 

unde ce, z 0 pentru cel puţin o valoarea lui î = 1,2,...,p- 

e Dacă combinaţia. liniară (4.10) este banală, atunci 
vectorii X(!), x(2,., XI?) sînt liniar independenţi. Se observă 
că orice combinaţie liniară care conţine vectorul nul 
0 este liniar dependentă, pentru că c0 = 0 pentru orice 
ez 0 şi combinaţia 00 — 0 este nebanală. Datorită aces- 
tui fapt se poate afirma că orice sistem de vectori din 
R” care conţine vectorul nul 0 este un sistem de vectori 
liniar dependenţi. Dacă se consideră sistemul de vectori 
(xD, x2,,.., XP), atunci 

A | 
cOz 0- Şxi=0, (4.11) 

iai 

dacă e z 0; combinaţia liniară (4.11) este banală. 

e Vectorii nenuli x), x(2,...,x?e R* sînt liniar 
dependenţi dacă şi numai dacă unul din vectorii x%), 
k = 1, 2,...,p este o combinaţie liniară a celorlalți. 
Această, afirmaţie scoate în evidenţă că în cazul unei 
combinaţii liniare dependente, există cel puţin doi coefi- 
cienţi diferiți de zero, din 

P 
Sex =0 (4.12) 
$s] 

şi dacă ce, £ 0 este unul din aceşti coeficienţi, (4.12) se 
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poate serie sub forma, 

x) = [=] XDA + [ora pe-a + 

CE 

4 [+= ] . (LI II RI e] x(2), 

Ce | | 

efFie xe RR”; acest vector este liniar dependent faţă 
de sistemul de vectori x(W, x(2,...,x%) e R” dacă şi numai 
dacă poate fi exprimat ca o ' combinaţie liniară a siste- 
mului de vectori x, x(2),.. X x. 

„e Sistemul de vectori. e (1), e(2),. . „el e Ri este liniar 
independent, decarece se poate scrie relaţia 

sau dezvoltat 

-0 1] fo 0 
Oa Ore] 0] aaa) 

0 0. 0. 1 

După efectuarea operaţiilor de înmulţire cu o constantă, 
şi o adunare a vectorilor rezultă : | 

0 e 

0 e 
= . 2 9 

0 Ca 

această ultimă relaţie avind loc dacă şi numai dacă 6; =0, 
pentru i = 1, 2,. 

e Sistemul de Vectori unitate fe), e), ...,e) e R* 
formează o bază pentru R”, deoarece ei sint liniar indepen- 
denţi. 
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Un spaţiu vectorial este finit dimensional dacă el are 
o bază finită, adică are o bază formată dintr-un număr 
finit de vectori. Din relaţiile (4.13) rezultă că R” este un 
spaţiu vectorial finit dimensional. Deci, într-un spaţiu 
finit dimensional, toate bazele conţin acelaşi număr de 
vectori. Deoarece sistemul de vectori (el), e(2),...,em 
formează, o bază în R”, rezultă că orice bază în R2 'con- 
ține exact n vectori (deoarece toate bazele au dimensiunea, 
spaţiului). Aceste elemente conduc la afirmaţia că dimen- 
siunea unui spaţiu finit dimensional este egală cu numărul 
vectorilor din bazele sale, de unde rezultă că dim R” = n. 

e Dacă sistemul de vectori (y(D, y(2,,..,yln)) e R* 
constituie o bază pentru FR”, atunci orice cdti yeR" 
se exprimă în mod unic ca o 'combinaţie liniară a, sistemu- 
lui de vectori (y, y(2,...,„y). 

Demonstrația rezultă imediat. Se consideră că y are 
două reprezentări în funcţie de baza considerată : 

y= Sag şi y= Sha. 
il îl 

Atunci 

0 = Şi agp — ŞI bg = 5 (a, — ay, 
1=l i=l îi 

Deoarece vectorii y(!, y(2,..., y!”) sînt liniar independenţi, 
rezultă a, = b;, î = 1,2,...,n. Deci oricare ar fi vectorul 
x e R”, acesta are o exprimare unică în funcţie de vectorii 
bazei spaţiului R”. 

4.2.3. Legătura între coordonate și bazele ordonate 

S-a arătat anterior cum componentele lui x sînt coefi- 
cienţii combinației liniare prin care x se exprimă în 
funcţie de vectorii bazei (e(, e(2),...,eln)). 

e O bază ordonată pentru un spaţiu vectorial este o 
mulțime ordonată de vectori (adică în ordinea axelor de 
coordonate) care formează o bază pentru spaţiul vectorial. 
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Presupunem că se consideră baza ordonată (v!!, v!”,,.. 
...„Vi* pentru R”. Se ştie că orice vector x e R” poate fi 
exprimat ca o combinaţie liniară unică, faţa de vectorii 
din baza considerată, astfel : 

x = apti. i (4.14) 
$=1 

Se observă că în acest caz se poate asocia vectorului 
xe RR" un n-uplu ordonat unic, de forma 

x= |], (4.15) 

unde a, Q2,...,4, sînt coordonatele lui x cu privire la 
baza ordonată considerată, sau componentele lui x cu 
privire la baza ordonată.  ... 

De obicei, în cazul cînd x e R”, se scrie 

23 

fără a se menționa că z, 7... 4 sînt componentele lui 
x e RR” cu privire la, baza ordonată (e(1,e(2),...,e(r)) e R”. 
Datorită faptului că R” conţine o mulţime de baze 
ordonate, altele decit baza unitară (sau baza canonică), 
trebuie specificat, cînd se defineşte un vector, la ce bază 
se referă. În acest sens se consideră că baza fe!!), e(2),... 
„..e() este bază naturală a spaţiului R”, componen- 
tele lui x e R”, din (4.8), se numese componentele natu- 
rale, iar componentele lui x date prin (4.15) reprezintă 
componentele vectorului x cu privire la baza (vi), v(2),... 
VP). | 

e Dacă V este o bază ordonată de vectori (v(W, v(2,.... 
„vin? pentru R”, atunci există o funcţie coordonată, 
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Fy: R"— RR" astfel că xe R” implică, 

dacă şi numai dacă, 

= vi + av + e. Fe avi). 

Exemplu. Fie xe R* un vector de componente naturale 

1 

x = |2 
3 

Atunci | 

11. fo 0] | 

x=1:] 0 [+-2:]11+3:10 | = le D + 2e(2) + 3e(8), 

O 9 i 1 

deci 1, 2, 3 sint componentele lui x cu privire la baza naturală (e(, e2, 
e(3))e R3. 

De asemenea vectorul x se poate scrie sub forma 

1 pa 2 

x=1-|2|+co-[aira.lil=woroovo +20, 
5 2 1 

unde (vi), v?), v(3)) e R? constituie o bază pentru R3. În acest caz com- 
ponentele 1, —2, 2 reprezintă coordonatele vectorului 

1 

x— |-—2 
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cu privire la baza ordonată (v(l), v(2), v(3)) formată din vectorii 

11 ri 2 

2 1 1 

5] la 1 

4.3. Transtormări liniare 

Fie aplicaţia 7 :R* —> R", care asociază unui vector 
xeR” un vector unic y din acelaşi spaţiu (sau alt spaţiu). 
În acest paragraf se vor prezenta aplicaţiile sau transfor- 
mările liniare. o | 

Considerăm două spaţii vectoriale U şi V peste acelaşi 
cîmp E şi fie „7 o aplicaţie a lui U în V(7: U-—V) asttel 
că, oricare ar fi ue U, există un vector unice ve V, unde 
Ju = V. | 

Dacă pentru u,ul(P, ul) e U şi k e Baplicaţia «7 satisface 
relaţiile 

J (ul + ul?) = fu + ful 

| (4.16) 

J (ku) = ku 

atunci Z este o transformare liniară sau o aplicaţie liniară 
alui U în V. | 

Denumirea de aplicaţie liniară se justifică prin faptul că 
combinaţiile liniare se conservă prin aplicaţiile liniare, 
adică dacă se consideră aplicaţia liniară y: U-—V, 
atunci pentru a, da. ape E şi ul, u2),..., ul?) e U avem 

Y(a, ul + da u2) + + dp ut)) = 

= 04% ub+ ap fu? +... + ag u?. O(4.17) 

Pentru cele ce vor urma se introduce notaţiile : 
eZ(U,V) mulţimea aplicaţiilor liniare a spaţiului 

vectorial U în spaţiul vectorial V, adică JeZ(U,V); 
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e vectorul v este imaginea lui u prin 27, adică Zu=v; 
eîn cazul în care U=V, aplicaţia JJ este liniară 

pe U. 
O aplicaţie liniară este biunivocă dacă pentru două 

elemente distincte u şi u? din U corespund două 
elemente v şi vi? distinete din V. Se poate arăta că 
prin aplicaţiile liniare combinaţiile liniare se conservă, 
dar nu şi dimensiunea lor [128]. 

Dacă o aplicaţie liniară este biunivocă, atunci ea 
este nesingulară. Dacă «7 este nesingulară, atunci pentru 
ul, ude cu uzul? şi imaginile vi, v2de V sînt 
distincte, cu Zu=v, „7 ut? = v(2. Atunci pentru orice 
vector ve V există un vector unic ue U pentru care u 
este imaginea lui v prin /-v=u. 

Aplicația inversă s/-1:V —> U este Jiniară, adică [1,28, 
10] 

J-lef (V,U). 

Din cele prezentate se vede că au loc relaţiile 

ZI (Zu) =u, (71) = v,Z(Zu) = (7Zu), (4.18) 

de unde rezultă că aplicaţia 2/1. este aplicaţia identică, 
pe U iar aplicaţia 2/71 este aplicaţia identică pe V. 

Ultima relație din (4.18) introduce conceptul de produs 
a două aplicaţii, care se execută de la dreapta la stînga. 
De asemenea are sens şi suma a două aplicaţii [10]: 
se consideră aplicaţiile 27,./, r e Z(U,V) şi se presupune 
că fu =vUW, /u=v? şi ru = v(%. Atunci se poate 
afirma, că W= a +A dacă şi numai dacă vi = y+ vl2), 
oricare ar îi ue U. Are sens şi produsul ka, unde ke H, 
Fie ueU și Ju=vODiar Zu=v2. Atunci se poate 
afirma că 3 — ko dacă şi numai dacă v?=— kvi”, oricare 
ar fi ueU şi. / Ze (U,V). Din cele prezentate se 
vede că se poate face următoarea afirmaţie : 

__e Mulțimea aplicaţiilor £(U,V) este un spaţiu vecto- 
rial prin operaţia de adunare Şi înmulțire cu un sealar 
definite astfel : | 

1). se LUV) (+ Buzura; 
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2): he şi fe Z(U,V)=(hafu = hau (4.19) 

pentru orice ue U [10, 119]. 
Dacă aplicaţia ez (U,V), atunci următoarele afir- 

maţii sînt echivalente : 
— S/ este nesingulară ; 
— sf are o inversă, sl; 
— rang 7 = dim U = = dim V;, 
— dacă (ul, ul2,...,u(”) este o bază vectorială pentru 

YU, atunci (Zu, ZZul2,..., sul”! este o bază vectorială | 
pentru V. 

4.3.1. Coordonate şi matrice 

Fie ge (U,V), unde VU este un spaţiu vectorial p 
dimensional şi V un spaţiu vectorial, g dimensional. Deci 
U şi V au bazele vectoriale ordonate (x, x, ...,x), 
respectiv (y, y(2,...,y(9). 

n continuare se va arăta cum se poate utiliza matricea 
A în cadrul unui algoritm pentru calculul coordonatelor 
vectorului ve V, dacă v este imaginea lui ue U prin 7. 
Dacă ue U este un vector arbitrar, atunci acesta se 
“poate scrie ca o combinaţie liniară de vectorii bazei ordo- 
nate a spaţiului vectorial U, adică 

u — 0x00 rugă d e Fr up). (4.20) 

Astfel se poate asocia vectorului u coordonatele sale rela- 
4-3 1 s tiv la baza (xD, x(2,...,x9): 

(4.21) 
Ă dp 

Dacă Ju=v.e V şi v se exprimă în funcţie de baza ordo- 
mată din V, atunci din (4.20) rezultă 

V = TU => SF (UX0 rupă kr e. kr upX0) = 
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= Ul X-a (2 Pup SI XP (422) 

= Uz + ugz 2 e. Fr up ab). 

Din (4.22) se vede că vectorii bazei ordonate îx(0, x!2,... 
„.,X2) din U au ea imagine prin «Z vectorii (z(, z2,... 
„.-„Zi?) din V, vectori ce se pot exprima, sub formă de com- 
binaţii liniare de vectorii bazei ordonate din V. În acest; 
caz relaţia (4.22) devine 

v = Ju = da(aytb + aa y 0 ++ ay): ua(a90 + | 

agp VF gay (0). tr up( dap DĂ azpy (2 +... aapy(0) = 

= (Vad + Moda ae Fr Upap)Y 0 A (aaa kt Moaa + ... 

ee Pup ap) YI 2 e (Unda F Uoaa te F Upap)y D= 

= 0YO0 Fog n Fe pa yd =v. 

Din (4.21) se vede că ue U are coordonate relativ la, 
baza (x(%, x(2),...,x9), la fel va avea şi ve V relativ la 
baza (y(', y(2,..., y(0) şi atunci se poate realiza corespon- 
denţă | 

(4.24) 

d 
Din (4.24) se vede că dacă sint date componentele u,; 
Way. .-şup ale vectorului ueU, atunci se pot calcula, 
componentele 7, va. . 0, ale vectorului v e V cu ajutorul 
sistemului de ecuaţii 

Du = Vai Tr Voda Poe F Uplua) 
Da => Usa + Usa --- + Upao| (4.25) 

Da = Mala OF Uglaat sk Uplap 
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Sistemul de ecuaţii (4.25) mai poate fi scris şi sub forma 

|? Mai aa e Cap Up) 

02 fa 2 0 Cap] lu]. (4.26) 

Va Ma aa 1: apă LUp 

Dacă se introduc notajţiile 

MU Vu | | 

LLP == „a 19 Vy = 2 3 i (4.27) 

Up | Va 

reprezentind coordonatele vectorilor u şi v relativ la bazele 
(x, x9,...,x2) e U, respectiv (yd, y2,...,y)eV, 
atunci (4.26) se poate serie sub forma, . | 

Wo=dug (4.28) 

unde A este matricea asociată transformării liniare e 
e Z(U,V)relaitiv la, cele două baze ordonate de vectori con- 
siderate. Relaţia (4.28) permite calculul vectorului v, cu 
ajutorul vectorului u,. Se observă că matricea A are di- 
mensiunea p Xq, unde p şi q sînt dimensiunile lui VU, 
respectiv V. Coloana 7 din A „reprezintă, coordonatele 
vectorului imagine din V, Zale V, relativ la baza ordonată 
(900, y2, ..y0). Bvident 4 este complet determinată 
prin alegerea bazelor în U şi V. 

Avînd în vedere natura aplicaţiilor din practică, aten- 
ţia se îndreaptă la spaţiile vectoriale R” şi 0” şi de aceea 
foart6 des se utilizează baza naturală fe(, e(2),... el”). 

4.4. Produsul intern în R"şi 0” 

Fie x,ye R”. Atunci 

(x, YI) = Ya + To 2 + ee OF ans (x, y) e R, (4.29) 
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se numeşte produsul scalar al vectorilor x şi y. Produsul 
scalar (X, y) e R poate conduce ia următoarea interpretare 
geometrică : dacă vectorii x şi y corespund vectorilor 
—— —> : 

OP şi 0Q introduşi în acest capitol, atunci pentru x, yeR3, 
produsul (x,y) se poate exprima astfel prin relaţia : 

y)=Var a +a Voi ra + ya cos0, (4.30) 

unde LE este > unghiul dintre segmentele de dreaptă orien- 

tate OP şi 09. 

Din (4.30) se vede că dacă x 1Y, rezultă 0 = 90" și 

(3,9) =0. | 
Dacă x,y e R”, atunei 

(9) > Dia t Doja tt eee aja (4-31) 
se numeşte produsul intern al vectorilor x şi y ; în acest 
caz X şi y e R” sînt ortogonali dacă şi numai dacă (x, y)=—0. 
Din această afirmaţie rezultă că vectorul nul 0 este orto- 
gonal pe orice vector din spaţiu. 

Produsul intern (scalar) poate fi generalizat pe orice 
spaţiu vectorial real. Fie V spaţiu vectorial pe R. Atunci 
produsul intern este o funceţiecare asociază fiecărei perechi 
ordonate de vectori x,ye V un număr real (x,y) care 
satisface următoarele proprietăţi : 

1) (x,x) >0, dacă xz0; 

2) (x,y) = (9, x), dacă x,yeV; 

3) (x +y,z)=(,2) + (9,2), dacă x,y,zeV; (4.32) 

4) (x,y) —— k(X,y) l, dacă ke R şi x,ye V; 

(3, kYy) — (x, Y) 

De asemenea dacă x=0, rezultă (x, X) — 0, respectiv 
(0, ş) = (9,0) =0. 
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Un spaţiu vectorial V împreună cu produsul intern 
definit prin (4.32) este numit spaţiu euclidian. 'Ținind 
seama de interpretarea geometrică din R5, o metodă de 
a defini lungimea unui vector în R” este utilizarea rădăcinii 
pătrate a produsului intern 

Va = Vai Pap pa (4.33) 

În anumite situaţii este preferabil în R” şi 0” să folosim 
produsul intern şi să tratăm vectorii ca matrice con- 
stînd dintr-o singură linie sau o singură coloană. Se con- 
sideră două matrice cu elemente din R” şi se formează 
produsul matricelor de dimensiune 1x n şi n x 1, obţinîn- 
du-se 

ba 
ba 

[aaa ua .. n] = [Ca], (4.34) 

Dra 
unde 

Ca = Gu Dat Aa bat o. F Can baze 

Ținind seama de notajţiile din 4.1. şi X7), se vede din 
(4.34) că 

(X,y)=y x și (x, y) = det (y7 x). 

Pentru definirea produsului intern în 0” se introduce 
următoarele notații : 

e Dacă c=a + id, atunci c =a —ib (complex con- 
jugatul). | 

ec —a+bisico= lot. 
e Dacă b = 0, atunci ce R, de unde rezultă că corpul 

numerelor reale este o mulţime a lui 0. În acest sens se 
vor prezenta o serie de proprietăţi : 

07 ce =0<câcR; 

eacR=a=a; 
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o4cMyoA4 =; 

eccO=>(e+râjeR; 

e4c MY” >(A + A)e Me” | (4.35 = ÎL 
d 

e cd e 022 = cd = cd; 

"e 4,B contormabile > AB = AB; | 

eceQ=c=ec Fă 

e. eMP A = A; 

ecăco>cțăd=ătă; 

| eA,Be Mg = 418 = A+ 8. 

Fie V un spaţiu vectorial peste Q. Atunci produsul 

intern pe V este o funcţie care asociază fiecărei perechi 
ordonate de vectori z,ye V un număr complex (7,y) 
satistăcind proprietăţile : 

1) 0 <(x,x)eR, dacă x 4 0; 

2) (x,y) = (x), dacă x,yeV; (4.36) 

3) (1 + y,z) = (5,2) + 9,z), dacă x,y,zeV; 

4) (cx, y) = 0(x,y) (x, c9) = îtx N E dacă ce şi x,yeV. 
LI ii Hi . 

Folosind relaţiile din (4.36), se poate arăta că x =0 
implică (x, y)=0 şi pentru y e V rezultă (0, y) = 0. Pro- 
dusul intern pentru x, y e 0” este dat de relaţia 

(339) > aa aja tos aa OoO(487) 
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în sensul relaţiilor din (4.36). -. 
De asemenea dacă x, y e 0”, atunci x şi y sînt orto- 

gonali dacă (x,y) = 0, iar vectorul nul 0 este ortogonal 
pe orice vector din 0”. Orice spațiu vectorial V împreună 
cu produsul intern definit, prin (4. 36) se numeşte spaţiu 
unitar, ca o consecinţă, 0” împreună cu produsi intern 
(4.37) este un spațiu unitar |42, 17]. 

Se observă că un mod pentru a defini lungimea unui 
vector Xe 0” este de a utiliza valoarea pozitivă a rădă- 
cinii pătrate a produsului intern : 

(xx) = Vara pe lat. (4.38) 

Dacă A e MP cu A = (a,), atunci A“ este matricea, 
obţinută din 4 prin luarea transpusei lui A, adică 

E — (a;.); Fa (4.39) 

iar AH se numeşte complex conjugata transpusei lui A 
sau conjugata hermitiană a lui A. 

Fie x e 07. Dacă 

a 

Xa | , Pa _ 
x = » 2 €0, îi = 12... mn = [ap cal, 

a (4.40) 

atunci produsul intern poate fi scris sub forma 

(9) = gts, (4.41) 
În cazul în care se consideră două matrice A şi B, 

dacă a este linia î din A şi b este coloana j din B, atunci 
pentru produsul matriceal cu matrice reale sau complexe 
Cc = ab; dacă matricele A,B ek”, atunei c; = (b, a), 
iar dacă A,B e 0”, atunci ec, 4 (b,a) pentru că (b,a) = afb 
şi nu cu a7b în cazul complex, fapt care impune atenţie 
pentru înlăturarea confuziilor. 
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4.5. Tipuri speciale de matrice; proprietăți 

În acest paragraf se vor prezenta, în special matricele 
din M2*a şi M3*a, ţinînd seama de natura elementelor 
maitricelor ce apar în aplicaţiile curente din practică. 
În acest sens se poate afirma că matricea A este : 

eo matrice complexă hermitiană, dacă A e M3*i şi 
are proprietatea AH = AT ; 

e o matrice simetrică, reală, dacă A e Mae şi are pro- 
prietatea AH — A7, în cazul complex al matricei hermi- 

tiene (4,) = (a,), iar în cazul real, (a) = (a). 

Exemple 

31] [3 1-i 
a-| | ] AH =, A = 4. 

1+i 5 i+i 5 

1 5 | [1 5 
A = Și AFP = | a = ae 

_L5 7 5 7 

În cazul matricelor complexe şi pentru ke C, au loe 
următoarele relaţii : 

1) (42 = 4, 3) (RAJ = EA, 
2) (A+ BI — 42 4 BE 4) (AB — BEA. 

Dacă matricele sînt reale şi ke R, atunci 

1) (477 = 47, 3) (RAJ = hA7, 
2) (A+ By — AT + B7, 4) (AB) = BTAT, 

cu menţiunea că matricele considerate permit ea opera- 
ţiile de mai sus să aibă sens, din punct de vedere al dimen- 
siunilor lor. 

e Dacă A e Mp" = AAE este hermitiană. 

e Dacă A e Mi" = AA? este simetrică. 
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e Dacă A admite A” şi B admite B-i, atunci AB 

este nesingulară. Cu alte cuvinte: 

det (AB) 3 0 det4 320 și det Bz 0. 

De asemenea, au loc relaţiile să 

1) (414, 2) (EAI RA-, e) (AB = Ba 
pentru ke R și A,B e Ms" nesingulare. 

e Dacă Ace Mn, se defineşte A0=I „Și Al = A şi 
dacă n >1, se defineşte: 

1) An=44...4, 3) (4n)n = Am, 
, „ 

2) An A? = Ann, 4) AA = A? AN, 

e Dacă A e M"”" este nesingulară, atunei 

(AIE = (48) = 4-8 şi A-E 4t =]. 

e Dacă A e M4*" este nesirigulară, atunci 

(4-1)? = (AT) = AT şi ATA? =. 

e Dacă A e MY" este nesingulară şi dacă A7 = A-!, 
atunci A se numeşte matrice ortogonală. 

e Dacă A este ortogonală, atunci AA? = 1. 
Se observă că produsul matriceal AA? implică produ- 

sul intern, unde vectorii sînt liniile lui A; dacă. aceste 
linii sînt vectorii (al), al2,...,al»), atunci 

(al, a) (ai, a)... (al, a)] 

(a%, a!1)) (a(2), a(2)) ... (a(2), a(”)) 
AAT = (8). (4.42) 

(a, at) (ab, a)... (ab, ab), 
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Altfel spus, liniile lui A sînt mutual ortogonale, în plus 

fiecare linie a lui A are o lungime unitară, vectorii cu 
lungime unitară fiind numiţi vectori normalizați. 

Un sistem de vectori (x(, x(2),...,xW)) normalizat şi 
mutual ortogonal se numeşte sistem de vectori ortonormal. 
Dacă A este o matrice ortogonală, adică A7 = A-!, 
prin amplificare cu A la stinga sau la dreapta rezultă 

relaţia AA? — ATA = 1, obţinindu-se următoarele rezul- 
tate : | | 

e Dacă A e M4** şi este ortogonală, atunci atit liniile 

cît şi coloanele formează sisteme ortonormale. | 

e Dacă A e M"? şi A este nesingulară, iar AY = A-L, 
atunci A este matrice unitară, de unde prin amplificare cu 
A la stînga sau la dreapta se obţine relaţia A AY — AFHA=I. 
Se observă că matricea ortogonală, poate fi considerată a 

îi un caz special al matricei unitare. 

e Dacă A e Mâ*" este unitară, atunci liniile şi coloa.- 

nele ei formeză sisteme de vectori ortonormali. 

După această prezentare se poate sintetiza următoarele 

proprietăţi : 

e Dacă A, B, Ile Ms", atunci: 

1) I este unitară; 

2) dacă A este unitară, atunci AY este unitară ; 
3) două A şi. B sînt unitare, atunci AB este unitară; 

4) dacă A este unitară, atunci |det A |=1. 

e Pentru A, B, Ze Mp", avem: 

1) 1 este ortogonală; 
2) dacă A este ortogonală, şi AT este ortogonală; 

3) dacă A şi B sînt ortogonale, atunci i AB este 
ortogonală ; 

4) dacă A este ortogonală, atunci det A = +1. 

_ Clasa matricelor ortogonale conţine așa-numitele ma- 

trice elementare de rotație, care diferă de matricele iden- 
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tice numai prin patru elemente : 
4 . j. 

1 . bi “ 

1. . 

eee Pa Pa 
1 cos 6 = ru 

. . . . bd sin 0 = 7 

R(,j) = 1- De Da (4.43) 
, i sin 0 = 7 

. 1» cos 0 =, 
? . . . Ti; . LET . 

. i. 

, . EY 

unde ri, Tis, Ti Pui € R. 
e Există o clasă de matrice care comută cu conjugata, 

sa hermitiană ; această clasă conţine matricele simetrice 
reale şi mastricele complexe hermitiene, ca matrice speciale ; 
ele sînt numite matrice normale. Dacă A e MY" şi ANA = 
— AAE, atunci A se numeşte matrice normală. 

e O altă clasă importantă de matrice este clasa matri- 
celor de permutaţie. O matrice P e M%*” ale cărei coloane 
sînt vectorii unitate fel, e(2,.. et, dar nu neapărat 
în ordine, se numeşte matrice de permutare, De exemplu : 

0 1 0 0] | 

0 0 0 1 
P — | (4.44) 

0 0 1 0 | 

1.00 0) 
, . | Da î , A , | 

_este o matrice de permutare în R4. 
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O matrice A înmulțită cu P la dreapta (stinga) dă o 
matrice A” cu coloanele (liniile) permutate. De exemplu : 

0 1 0 0] [au asa aus au] | Ga aa das Goa | 

0 001 Azi Aza as d ___ | az Gaa das Gu 

0 0 1 0 (31 032 (33 da] (31 (aa (33 (4 

1 0 0 0] |Laa aa Gas au. aa Ca2 d43 LATE 

O matrice de permutare Pe Mt" este unitară, 
adică P* = P-. 

4.6. Operații între matrice şi vectori 

S-a introdus în paragrafele precedente produsul între 
o matrice şi un vector precum şi produsul intern între 
vectori, elemente ce se vor folosi în prezentarea forme- 
lor evadraâtice şi hermitiene. 

Considerindu-se spaţiile unitare 0” şi 0” şi matricele 
A e 0n** şi Be 0", dacă x e 0" şi y e 0%, atunci: 

DD 4) = (439) 2) (By) = (x, By), (4.45) 

iar pentru spaţiile euclidiene R” şi R” împreună cu AehR”*2 
şi Be Bo, dacă x e La şiye R", atunci au lo relaţiile : 

1) (x, Ay) = (47,3), 2) (By) = (&, BI. (4.46) 

Expresia (Bx,y) din (4.46) apare destul de frecvent 
în calcule şi este numită forma biliniară în a, a. 3 
ŞI Va» Vo:--Ya, aceasta poate fi serisă dezvoltat astfel : 

(By) = y7Bx = Ş (5 bi 2) Ye (4.47) 
ial ja 
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În cazul cînd Be R* şi x — y, rezultă Ș Y, 

(Bx, y) = x7Bx = ŞI Sb 2) (4.48) 
i=l Vj=l 

Exemplu. Pentru n = 2 se poate scrie 

Ca Gaa X 

ai aa Xa 

2 2 

== Os %1 “F Gza%a + QiatiXa t Qoataty. 

(4.49) 

Scalarul a;; este coeficientul termenului x;z;, dar z;zj= xjti, deci Qagta%a F 

OF Coafata > (Aaa ft Ca) rata. A A 

Dacă Ca £ Ga, atunci se calculează a, și az ca o medie aritmetică 
astiel : 

A 

au a A A ot A | EI ”] | 
Aaa E Aa Sp A = a 

2 
Cai aa 

unde A este o matrice simetrică. În acest caz forma biliniară L are expresia 

A hi i [-] 
L = XTAX = [eta] | A . (4.50) 

Ca Cap Ta 

Din analiza relaţiilor (4.49) și (4.50) se vede că expresia xTAxX cu A 
A A 

nesimetrică este egală cu expresia xTAx cu A simetrică, lucru valabil şi 
pentru n întreg şi arbitrar. 

Această afirmaţie se poate generaliza dacă L = xTAx, cu Ace Rrxn, 

A A 4 

arbitrară, rezultă xTAx = xTAx, unde A = 3 (AT + A). 

eDacă xe h" și Aeh"*”, unde A este simetrică, 
atunci. expresia 

LC) d 

LX" Ax=(4x, 3) = Batai (4.51) 
1 iZ1 j= 
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se numeşte formă pătratică în a, 2. - 3, iar Matricea 
simetrică A se numeşte matricea formei pătratice. 

e Dacă xe0şi (e 0, unde A este hermitiană, 
atunci expresia | 

[= x24x = (43,3) = ȘI Baga, (4.52) 
il = 

se numeşte formă -hermitiană în ip Pay. -%. Matricea, 
hermitiană A se numeşte matricea formei hermitiene. Se 
observă că se pot scrie relaţiile 

(Ax, X) = X7Ax, (Ax, x) = Ax (4.53) 

în spaţiul euclidian, respectiv în spaţiul unitar cu matricea 
A nesimetrică şi A respectiv nehermitiană. 

Relaţia (4. 53) permite definirea formei produsului 
intern, unde forma, pătratică şi forma hermitiană sînt, 
cazuri "particulare. 

e Fie WM e 0"*" şi x e 0”; atunci 

L = xEM x = (Ms) 

î
m
 

s 

, Simu z,3, (4.54) 

formează un produs intern în 4, Po: unde matri- 
cea M este numită matricea formei produsului intern. 
Cînd M este simetrică şi x real, (4.54) se reduce la (4.51), 
iar cînd M este hermitiană şi x complex, (4.54) se reduce 
la, (4.52). 

e Dacă matricea A este hermitţiană, atunci forma, 
hermitiană 

XHAx — XHAEx =— (XHAX)I — xEAx (4.55) 

implică faptul că x1Ax este un număr real, deci forma, 
hermitiană 

x Ax = (A4x,x) (4.56) 

este un număr real pentru orice x e 0”. 
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e Dacă A e 0”**, atunci x"Ax = (Ax, x) e R pentru 
orice x e 0” dacă şi numai dacă A este hermitiană,. 

e Dacă forma hermitiană (Ax, x) = x" Ax este pozi- 
tivă pentru xe0” cu x=—0 şi Ae0"*”, atunci ca se 
numeşte o formă hermitiană pozitiv definită şi matricea, 
hermitiană A se numeşie matrice hermitiană pozitiv 
definită. 

e Dacă forma pătraitică (Ax, x) =— x7Ax este pozitivă 
pentru orice x e R” cu x 7 0, atunci aceasta se numeşte 
formă pătratică pozitiv definită şi matricea A e R"*” se 
numeşte matrice simetrică pozitiv definită. 

e Dacă A este o matrice reală simetrică pozitiv deti- 
nită, atunci [42, 50] există o matrice nesingulară + B e R">* 
astfel că 

A= BIB. (4.57) 

e Dacă A e R"*" este simetrică şi produsul (Ax, x) 
este pozitiv pentru x e RR" cu x 7 0, atunci (Ax, x) este 
pozitiv pentru orice x e 0” cu x z 0. Pentru demonstra- 
ţie se foloseşte reiaţia (4.57) astfel: 

(4x, x) = (B7Bx, x) = (Bx, Bx) = (9,9), (4.58) 
dar (y, y) este pozitiv pentru orice x e 0” cux 70. 

Se poate arăta că pentru x e PR” este posibil ca x7Ax 
să fie reală pentru orice xe RR”, chiar.dacă A este o 
matrice complexă nehermitiană,. 

Exemplu. Fie 

1 Sia = a2 Fr 3a2+(3—i)eatat (d-ta = 
L = le = ]| 

Li 3 za = 02 322-+ Bata + Tata 

Se vede că expresia L este reală pentru orice xe R? și Ae Cox? nehermi- 
fiană. 

În spaţiul euclidian, dacă A e R"*" este nesimetrică, 
xT Ax este totdeauna reală. 

Deoarece A. e 0”*" include A e R"**ca un cazparticular, 
se poate afirma că A e 0"*” şi estereală, pozitiv definită, 
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dacă şi numai dacă au loc relaţiile : 
1) A? + A este matrice reală; 
2) A7-+ AA este pozitiv definită. (4.59) 
Pentru demonstraţie se vede că dacă A =(B+i0), 

unde B,0 e R"*" şi x e RR”, rezultă 

L — XTAx = X7(B + i0)x = x7Bx + îx70x =— 

=— [X7(B7 + Box + îx7(07 + 0 )x]. (4.60) 

Expresia L din (4.60) este reală dacă şi numai dacă x? (07 + 
+ 0)x =0 pentru orice x eR şi aceasta este adevărat 

dacă gi numai dacă 07 + 0 =0. 
Din relaţia (4.60) se vede că X'Ax este pozitiv defi- 

nită dacă şi numai dacă B? -L B este pozitiv definită, 
deoarece 

A? +A =(B72 + B)+i(07 + 0) = BY + B. (461) 

Dacă se consideră o matrice arbitrară A e 0"*”, s-a 
arătat; că AAE este hermitiană şi că forma hermitiană 

xZA AYx = (AA2x, x) = (423, Ax) = (9, y) > 0 (4.62) 

pentru orice x. Dacă are loc şi egalitatea cu zero, atunci 
AHx = 0, pentru A nesingulară implică x = 0, elemente 
ce conduc la următoarea alirmaţie : 

e Pentru orice matrice A e 0**", matricea AA” este 
hermitiană, şi nenegativ definită (cazul în care inegalitatea 
din (4.62) este şi egală cu zero); dacă A este nesingulară, 
atunci AAE este pozitiv definită [cazul în care inegali- 
tatea din (4.62) este strict mai mare ca zero). 

4.7. Graturi şi matrice 

O serie de proprietăţi ale matricelor se pot interpreta 
cu ajutorul grafului asociat [119, 100, 42]. În acest sens 
se vor introduce cîteva noţiuni elementare din teoria 
grafurilor. 
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Se consideră matricea A —(0,;) cu AeR"*” sau A e 0" 
şi n puncte distincte P,, P,...,P, din plan pe care le 
vom numi noduri. Pentru orice element a, al matricei 
diferit de zero se unesc punctele P, 
şi P, printr-un arc cu sens de la, P, p N 
la P,; (fig. 4.6). În acest fel se poate £ 
asocia oricărei matrice A de dimen- 5 
siune nxXn un graf direct finit G(A). Fig. 4.6. 

Pentru exemplificare se consideră matricele 

0 0 1 1 i 

O 1 1 1 
A == E B = 3 

1.0 1 0 

1101 0 1 

ale căror grafuri directe G(A) sînt date în fig. 4.7. 

Un grai este tare conex dacă pentru orice pereche de 
puncte P, P, există o_cal cale de legătură directă ce leagă 

— ——— 
P,cu P,astfel : P,P;,, PP; Pine e 0 Pin Pina Pins Pip Î 0 

astfel de cale are lungimea 7 = m (pentru cazul conside- 
rat). Din analiza lui G(A), şi din definiţia gratului 
tare conex se vede că G(A) este tare conex, în timp ce 
G(B) este slab conex deoarece nu există cale de legătură 
de la P, la P,. 

În continuare se va pune în evidenţă legătura între 
matricea ireductibilă şi graf tare conex. 
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9 O matrice A de dimensiune reală sau complexă 
este reductibilă dacă există o matrice de permutare P 
[definiţă în (4.44)] astfel că, 

Â = PAPA = [e | (4.63) 
0 Azi 

unde matricele A, şi Aa sînt matrice pătrate. În cazul 
în care nu există o astfei de matrice P, atunci A este 
ireduetibilă,. 

Noţiunile de matrice reductibilă, respectiv ireduetibilă, 
se mai întiinesc în literatură sub denumirea de matrice 
decompozabilă, respectiv nedecompozabilă. 

În cazul în care se pune problema rezolvării unui 

sistem de forma Ay — b, unde A = | PAPT? este o matrice 
partiționată, atunci vectorii y şi b se pot partiţiona 
în mod similar, aşa că ecuaţia matriceală Ax = b se poate 
serie sub lorma 

AX tr Aa = i , y = [| şi b = [| . (4.64) 
| 2 A 29X3 = b, LX2 

Prin rezolvarea celei de-a doua ecuaţii din (4.64) se obţine 
vectorul soluţie x, care reprezintă o parte din componen- 
tele lui y, în urma partiţionării. 

Întroducînd x, în prima ecuație din (4.64) se determină 
vectorul x, care conţine celelalte componente ale vectorului 
y. În acest fel se poate rezolva ecuaţia Ay=b prin redu- 
cerea ei la două ecuaţii matriceale de ordin inferior. 

e O matrice A reală sau complexă este reductibilă 
dacă şi numai dacă pentru orice doi indici distineţi 
1 Si, jssn există o secvență de elemente nenule ale 
lui A de forma 

(ii, 4, 9... Gi Ra (4.65) 

Din analiza acestei definiţii şi din definiţia gratului tare 
conex rezultă : 

e O matrice A reală sau complexă este ireduetibilă 
dacă şi numai dacă, graful său asociat este tare conex. 
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e Dacă se consideră o matrice tridiagonală de forma 
“a, c, Ș 

ba Oa Ca 0 
A = aa (4.66) 

0 ” . ” . Ca 

_ Baa _ 

şi i se asociază graful G(A) corespunzător, dat în fig. 4.8, 
cu presupunerea că Croe e e 30-a Şi Da...,b,„ Sint toate 
nenule, se observă că graful asociat este tare conex şi 
matricea A este ireductibilă. 

, 

Din cele prezentate se vede că graful direct asociat 
unei matrice ne oferă o metodă geometrică de analiză a, 
unei matrice dacă aceasta este reductibilă sau ireductibilă. 

Fie A(a,;) o matrice din R"*", pozitiv definită, şi ireduc- 
tibilă. Atunci: | 

e Matricea A. va avea o valoare proprie A >>0 egală 
cu raza spectrală p(4.). 

e Raza spectrală p(A) creşte cînd orice element al 
lui A creşte. 

e Razei spectrale p(A) îi corespunde un vector pro- 
priu x >0. 

Dacă matricea A considerată anterior are k valori 
proprii, al căror modul este egal cu p(4), atunci: 

e pentru k = 1, A este o matrice primitivă, 
e pentru k >1, A este o matrice ciclică de index k; 

în acest caz există k valori proprii ale matricei A. de torma, 

Fig. 4.8 

= p(4) exp(i 9), 0<jsk-—l, 
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unde argumentele ș; se ordonează astfel: 

0 = Po 9, S ... SS op- 1 SS < 2n. i (4.67) 

Din relaţiile (4.66) şi (4.67) rezultă că valorile proprii 
sint dispuse în planul complex pe un cere de rază egală 
cu raza spectrală p(A) a matricei A, defazate între ele 

prin unghiul — : 

Graful direct asociat unei matrice [100, 86] este 
utilizat pentru a determina dacă o matrice A din P"*”, 
pozitivă şi ireductibilă, este primitivă sau ciclică de un 
anumit indice k. În sensul utilizării graturilor asociate 
matricelor pentru a determina dacă o “matirice este pri- 
mitivă, sau ciclică sint necesare următoarele noţiuni : 

e Graiurile direcțe pentru puterile matricei A(A > 0) 
se pot deduce din graful direct al lui G(A) asociat matricei 
A, deoarece graiul direct pentru matricea AF, k >1, se 
poate obţine direct consideriînd toate drumurile lui G(4) 
de lungime egală cu E 

e Pentru drumul PP, P, PP, 3 Ps, PP, = 3 deter- 

minat din graful lui G(A) (drum de lungime IL = E) se 
poate conecta direct. nodul P, cu nodul P, printr-un seg- 
ment egal cu unitatea în direcţia P,;, în scopul obţinerii 
grafului G(A*) asociat matricei A, fără a fi necesară 
ridicarea la putere a matricei A. 

e Dacă A este primitivă, atunci pentru graful direct 
G(A*) cu k suficient de mare, fiecare nod P, se leagă de 
fiecare nod P; printr- un are de lungime unitatea. 

e Dacă 4 este ireduetibilă şi ciclică de indice s >1, 
atunci fiecare graf G(A%), >1, este o reuniune de s 
suberafuri directe tare conexe. 

Fie matricea A e R1%4 și matricea A2 corespunzătoare : 

0 0 1 1 3 6 0 0 
A=|0 0 1 2] aa [5 9 00 (4.68) 

130 0 0 0 4 7 
2 30 0 0.0 5 8 

Se consideră graiurile asociate G(A) şi G(A2) date în fig. 4.9. Matricea 
A este ciclică de index 2; de asemenea se vede că graful G(A2) asociat 

matricei A2 este o reuniune de două subgrafuri disjuncte tare conexe. 
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Hp fă 
G(4) | B(4%) 

Fig. 4.9 

Se observă că graful G(A?) se poate obţine direct din 
G(A) dacă se unesc între ele punctele P, cu P,, puncte 
pentru care lungimea drumului în G(A) este 1 = 2. Folo- 
sind metoda de a obţine graful lui A* din graful matricei 
A, în mod direct, prin unirea în G(A*) numai a punctelor 
P, cu P, pentru care lungimea drumului de legătură 
în G(A) este 1 = k, se pot da o serie de metode pentru a 
determina dacă o matrice ireductibilă, nenegativă A este 
primitivă sau ciclică de un anumit index k >1 [86,42]. 

Teoremă. Fie A =(a,)>0, AeR">", ireduciibilă cu G(A) 
graful direci asociat. Pentru fiecare nod P, al lui G(A) 
se consideră toate drumurile închise ce leagă pe P, cu el 
însuși, notîndu-se lungimea acestor drumuri cu l, şi mul- 
țimea acestor lungimi |, cu LL; fie d, cel mai mare divizor 
comun al tuturor lungimilor 1, ce formează mulţimea Li, 

d, = e.m.m.d.e. (1), LL sisn, 

Atunci dacă A este primitivă, d, = da = e. =, =d, 
unded = 1; dacă A este ciclică de îndez d, d, = da =... 
==, d >. 
Demonstrația teoremei se găseşte în [86]. 

Pentru evidenţierea elementelor teoremei se consideră un exemplu, 
Fie matricele A şi B de forma 

0 0 3 0: 0 10 0 
„20 0 0 3| g=[o 0 2 0], 

0 2 0 0 0 0 0 3 
100 0 1500 
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iar grafurile G(A) şi G(B) se dau în fig. 4.10. Din analiza grafului G(A) se 
vede că 

—_ —— 
l = PP + P3Pa + PB + PP, = 4 unităţi 

G(A) 

Fig. 4.10 

sau, calculind în continuare, 

d, = e.m.m.d.c. (4, 8, 12,...1=4, 

de unde rezultă că matricea A este ciclică de index 4. Din analiza gra- 
fului G(B) asociat matricei B se vede că 

— —> — —— 

= PyPat PaPst PasPy tr PP, = 4, 

—— — | — ——D ——— 
Ip = PoPgt P3Pat PPa = 3saul, = PaPs + P3Pi + PpPu + PPa=4, 

— N  — — 2 D— 

Drumurile de lungime cea mai scurtă apar la legarea lui P, şi PA cu ele 
însele, rezultind lungimile 3 şi 4; atunci 

d, = c.m.m.d.c. (3, 4...) =1. 

Deoarece d, = 1, rezultă că matricea B este primitivă. Fie matricele C 
și D date sub forma 

120 0 0 01 0 
C=|o o 1 0|, D=|o 0 o 1 

0 00 1| 1.0 0 0 
1.0 0 0] lo 2 0 0 

şi grafurile G(C) şi G(D) asociate date în fig. 4.11. Din analiza grafului 
G(C) se vede că legarea lui P, cu el însuşi se realizează printr-un drum de 
lungime unitatea, deci d, = 1, ceea ce implică fapiul că C este o matrice 

primitivă. Din analiza gratului G(D) se vede că acesta este format din două 
subgraturi disjuncte tare conexe, fapt care face ca matricea D să fie o 

matrice reductibilă, 

Dacă graful G este un srat direct finit tare conez, 
atunci G este: 

e un graf ciclic de index d > 1 ; 
eun graf primitiv dacă c.m.m. d.e. al tuturor lungi- 

milor pentru drumurile cele mai scurte ce leagă un punet 
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Fig. 411 

al gratului cu el însuși este respeciv d >1 sau d=l. 
Amănunte privind noţiunea de graf direct ciclic şi graf 
finit primitiv se pot găsi în [86, 42, 100, 1191. 

Unei matrice A i se poate asocia [86] un grai directi 
G(A) de tipul al doilea. Dacă 4,740, atunci arcul din 
nodul P, în P, va fi notat prin două săgeți dacă j >, 
altfel cu o săgeată (fig. 4.12, a) iar graful matricei A arată 

Fig. 4.12 

-ca în fig. 4.12, b. Arcele cu două săgeți se numesc arce 
de legătură majoră iar arcele cu o săgeată se numesc 
arce de legătură minoră. 

e Matricea A este consistent ordonată numai dacă 
drumul cel mai scurt între un punct P,al lui G(A) şi el 
însuşi are un număr egal de arce minore şi majore [86]. 
Graful direct de tipul doi permite o verificare a matricei 
dacă este consistent ordonată. 

4.8. Norme vectoriale şi norme matriceale 

O normă vectorială pe RR” este o funcţie aplicată pe 
RR" cu valori în R+ ; aceste numere reale pozitive măsoară 
într-un anumit sens dimensiunea, vectorului din R*. De 
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asemenea, în aplicaţii este adesea necesar să considerăm 
mărimea sau lungimea unui vector din 0”. Se urmărește 
asocierea unui număr pozitiv unic fiecărui vector, aşa 
cum se asociază fiecărui număr complex 2 e 0 un modul 
la] e R. Pentru realizarea acestui lucru se introduce 
noţiunea de normă. Datorită faptului că există un număr 
destul de mare de norme vectoriale, în continuare se vor 
prezenta un număr limitat de norme, care se întilnese 
mai frecvent în aplicaţii presupunind că se lucrează cu 
vectorii din 0”. 

e Norma vectorială || : |le este o funcţie nenegativă 
pe spaţiul 0” cu următoarele proprietăţi : 

1) || x le >0 dacă xz6; 

2) axe = lallx|lg pentru orice a e C şi orice x e 0”; 

3) ||lx + ya << ll xl +1] y lg pentru orice vectori x, ye0,. 

(4.69) 
Se va arăta în continuare că există un număr destul 

de mare de norme vectoriale care satisfac relaţiile din 
(4.69). 

Citeva, proprietăţi ale normei || - |lg introduse : 
e |X |; = 0 dacă şi numai dacă x = 
eDacă x,yeC”, orice normă vectorială satisface 

relaţia, | 

x le — yes x —yle- 
Dacă se utilizează relaţia 3) din (4.69), se poate scrie 

Xa = x — 9) + ya x — Ye + Ille. (4.70) 

Relaţia (4.70) permite scrierea următoarei relații : 

| xi — Ye <lx — Ye 
şi în mod similar se obţine 

Iylle — lise < ly —xile- 
Proprietatea 2) din (4.69) pentru a = —i1, permite egalarea, 
părţilor din dreapta a inegalităților (4.70) : 

Iele — lili < x — le. 
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Datorită faptului că o matrice A e0"*” poate îi con- 
| siderată, ca un vector n? dimensional, se vor folosi aceleaşi 
proprietăţi în definirea normei matriceale. 
| e Norma matriceală || : ||, este o funcţie nenegativă 
pe spaţiul 0” cu următoarele” proprietăţi : 

1) A], >0, dacă Az0. 

2) |laA ll, = la] || AJ, pentru orice ae şi A e 0"*r. 

3) |A + Bile |lAll, + II Bl, pentru orice A, Be 0"*". 

4) JABI, <A || Bl pentru orice A, B e 0**7. 

(4.71,) 

Relaţia 3) poartă numele de inegalitatea triunghiului 
iar relaţia 4) de inegalitatea produsului. Există destul de 
multe norme matriceale care satisfac relaţiile din (4.71). . 
Unele proprietăţi ale normei matriceale. astfel introduse 
sint : 

e |.4|, =0 dacă și numai dacă A =0 şi Ae Qnxa, 

_ePentru A,B e 0"*" şi orice normă matriceală, are 
loc relaţia | 

IA ll — Bla < A — Bl. 

e Dacă A e 0"*” reprezintă o aplicaţie liniară a ori- 
cărui vector xe 0” în vectorul ye0” prin y = AX, 
atunci pentru orice normă ||-|| se poate defini tuneţia 

Iv! _Î|Ax 
sup Iyie — sup IAxI— sup Axe (4.72) 
z+0 [xl 0 IX] Ixilg=i 

Aceasta este o funcţie de A şi se poate arăta că ea satis- 
face cele patru relaţii cerute de norma  matriceală, Astfel 
se poate scrie relaţia | 

lAxis, unae =" (B). (4.13) A |lr= sup FIA 
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Diîndu-se orice normă vectorială ||-|], norma matri- | 
ceală este determinată prin relaţia (4.73), Aceasta conduce 
la conceptul de subordonare al normei matriceale. 

e Norma matriceală ||:||, definită prin (4.73) este 
numită, normă subordonată normei vectoriale |]: lg cores- 
punzăt oare. 

e Pentru orice A e Qnxn şi xe 0” este satisfăcută 
relaţia, 

Axe < |lA ll: (4.74) 

Datorită faptului că norma matriceală aleasă este subor- 
donată normei vectoriale, (4.74) rezultă direcţ din (4.73) 
[86, 124]. 

e Norma matriceală |A |, şi norma vectorială ||x |la 
pentru care are loc inegalitatea (4.74), oricare ar fi A şi x, 
se numesc norme consistente sau compatibile[42, 12]. Norme 
vectorială ||- ||; şi norma matriceală subordonată ei ||: || 
sînt totdeauna consistente. Astfel cel puţin o normă matri- 
ceală este consistentă cu o normă vectorială dată şi invers. 

e Dacăxe 0” este un vector arbitrar şi 0 = [x, 0,... 
.„0] este o matrice din 0**”, atunci 

xl = IC ll (4.75) 

defineşte o normă vectorială ||-|lg consistentă cu norma 
matriceală ||- ||. 

e Fie A e 0"*" şi xe 0” oarecare; atunci, folosind 
şi relaţia (4.75), se obţine 

Ax le [4,0 0,. «207 VA Be A Be IA Ille 
de unde rezultă condiţia, de consistenţă (4.74). 

Exemple de norme vectoriale. Cel mai frecvent utilizată este: 

" . 

Ym, p=12,3... 
3=l 

max ||, p— 00. 
Li 

(4.76) 
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Dintre normele vectoriale mai mult utilizate în aplicaţii sînt normele 

d la Și loo care sînt definite astfel: 
ză 

xi = 3, zi] (1, — norma sumă), 

ă 1/2 

| x la = ( | x; ) (la — norma euclidiană), 
j=1 

(4.77) 
n 1/p 

[x |lp= (> a) p>1 (ip —norma p) 
[eu 

||| |oo = maxi zl (lo — norma maximă). 
j 

Din (4.77) se vede că normele [,, 4, sînt cazuri particulare ale ciasei generale 
de norme lp, unde pe [1,00). De la penultima normă dată în (4.77) se 
poate trece la ultima prin trecere la limită : 

lim || xp =]|x |loo. 
P=>00 

O altă clasă importantă de norme sint normele eliptice: 

zile = (7, Bx)ib, (4.78) 

unde B este o matrice reală simetrică pozitiv definită. Norma eliptică este 
valabilă pe C? dacă x” este înlocuit prin xE și matricea B este hermitiană 
şi pozitiv definită. 

Pentru orice normă, mulţimea (x : ||x||< 1) sau suprafaţa țx:||x||=1) 
este sfera unitate. Pentru normele unitate introduse în (4.77) şi (4.78) se 
poate da reprezentarea geometrică din fig. 4.13. 

| 

i eiphe ă 

Fig. 4.13 
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Între normele definite anterior au loc [42 ] următoarele 
inegalităţi şi proprietăţi : 

exe < xl ll x leo la Vll leo 
(4.79) | 

x los xl < nlxlla, poll xl < xl. 

e Orice normă vectorială este o funeţie continuă de 
componentele vectorului considerat. 

e Convergenţa într-o anumită normă implică conver- 
genţa, în orice altă normă, ca o consecinţă a teoremei de 
echivalență a normei. 

e Fie ||:|, şi || :lla două norme oarecare pe BR” (sau 
0”); atunci există două constante M > m > 0, astfel că, 

MI < Il < Mil, M > m >0, (4.80) 
oricare ar fi X. 

Pentru a demonstra relaţia (4.80) este suficient să pre- 
supunem Că || : lg este norma 4. Atunci au loc două relaţii 

Qi Xa S xl < azi xl al xllg < |lxllz < azl:xllg, 

de unde se vede că m = a,/a, şi M = a,Jai. 
e Fie ||:|| o normă axbitirară pe RR” (0”) şi A o matrice 

arbitrară nesingulară din R""( 0»*2). Atunci xi = Ax] 
defineşte o normă pe R"(0”). 

Tipurile de norme matriceale consistente (compatibile) 
cu normele vectoriale (4.77) pot fi definite cu ajutorul 
relaţiilor : 

LU 

|A], = sup ||4Ax|, = max (> aul) (normă sumă- 
ha=1 l<i<ni,; coloană), 

(4.81). 
41= 

A |lo = max ||AX|le = masx| Seul) (normă sumă.-linie), 
!lzlop=t o 1BiBa ja 

I-A la = max Ax | = Va (normă spectrală). 
z|la=1 

(4.81) 
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Pentru claritate se prezintă dezvoltat |A|, şi ||A |lo, 
îapt care impune examinarea dezvoltată a normelor 

Ax, şi IlAxllo. Deci 

Pi Di e e — — 
CĂ 

Oa ao = = Cin MA) DI | Pa 

LLĂ 

Way Aaae + + Won da y, doit, 
Zi 

Ax=| : A E E (4.82) 
EL 

Gia ia e = e in &, y, ai, 
j=1 

Oua Uma e: = nn Wa PI 

— = lo — ji 

Considerăm norma 1, || 4||, pentru orice xe R: 

LI 

ax = ŞI | Si as < 3 5 leul al= 

= ȘI aul max ŞI lavllxl- (43) 
Fie ca 

max ŞI lay | = = 5 |aa| 
1<j&n i=] 

şi e este vectorul unitate iar a este vectorul format din 
coloana k a matricei A, deci rezultă 

4 = lasi) = ŞI loa! 

12 — 6. 44 177



Dacă se consideră ||A||, atunci pentru orice xeR" 

auz la, = 

î
m
:
 

= Sl AŞ aul < max y, al Ilxlle. 
isisn j= 

Dacă pentru 1 = k are loc egalitatea 

max Si la| = ȘI lasi, 
Isisnjz j=l 

atunci ||A la este descrisă ca suma elementelor liniei k 
din matricea A, sumă care este maximă în valoare abso- 
lută faţă de sumele realizate cu elementele celorlalte linii. 
Datorită acestui fapt ||A |lo se mai numeşte şi norma dată 
de suma elementelor unei linii, iar norma |A ||, ca norma 
dată de suma elementelor unei coloane. Pentru a vedea ce 
devine ||A||, se foloseşte faptul că 

xl = Ve, x) = Va? -| 5 az. (4.84) 
Ă dal 

Deoarece Ax este un vector, folosind relaţia (4.84), rezultă, 

IA le = sup Isle = Sup 4 Ax) = Sup |xY At Ax. 
lla=l iXila= 

Dar matricea AFA este hermitiană şi nenegativ definită. 
Atunci valorile sale proprii sînt reale şi nenegative 01, 
< ... S 23 S A. De asemenea, AFA are un sistem de 
vectori proprii complet şi ortonormal (vb, v2, ...,v”) 
care formează o bază pentru spaţiul vectorial 0”. Atunci 
orice vector x cu ||x||, = 1, dar arbitrar, se poate exprima 
ca o combinaţie liniară de vectori proprii care constituie 
o bază pe 0", adică 

Bam, (4.85) 
= 
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de unde, deoarece (x,x) = 1, rezultă Ș, |a,|? = 1. Astiel 
i= 

AEAx — AEA p ap) | = SI a 44 = 
jZ ji 

== 3, aa (4.86) 
Î=1 

Din faptul că vectorii (vb, v?, ...,v(? sînt ortonormali 
şi din relaţiile (4.85) şi (4.86) rezultă 

(4%, Ax) = SATA) = la < 3 Slab = a 
j=1 j=1 

Dacă x este considerat a fi vectorul vb corespunzător 
valorii proprii maxime [1 = max (A)], atunci 

4 

(Av, Av) — (vb, AH Ay ) — (vb, Av) — A(vd, v(D) — A 

şi astfel are loe egalitatea. 

Deoarece ||.A||, este maximul din (Ax, Ax) pentru 
x], = 1, rezultă că 

Al, =Va,, (4.817) 

adică |4.||, se poate descrie ca rădăcina pătrată pozitivă 
din valoarea proprie cea mai mare a matricei AFA ; de 
asemenea ||A ||, se mai denumeşte şi norma spectrală a, 
lui A[42, 108]. 

e Norma matriceală are o interpretare geometrică, 
adică ||A ||, este lungimea maximă a unui vector după trans- 
iormarea prin A. 

Figura 4.14 indică o reprezentare pentru R?, |A|, 
în cazul euclidian este lungimea axei mari a elipsei 

Ax : xl = 1). 
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Norma matriceală euclidiană este detinită [108] prin 
relaţia 

Ale =($ Şi lau) + (4.38) 

(ee: Xilp=1) 
d 

se crasieartanene e ammerauee: 

Fig. 4.13. 

[A || este o normă matriceală consistentă cu ||x ||, (norma, 
vectorială euclidiană), dar || All, nu este subordonată, 
normei ||x||„. De asemenea se poate afirma că ||A|z nu 
este subordonată la vreo normă vectorială. Pentru a arăta 
acest lucru, presupunem că există norma vectorială [x |], 
astfel că ||.A|| = ap, |Ax|. Fie A =; atunci ||| = 

| x] llg=1 

= sup |Ix|| = 1, dar ||I|lz= m, de unde rezultă contra- 
II Ilg=t 

dicţia. 

Faptul că norma matriceală euclidiană nu este norma 
care se subordonează normei vectoriale euclidiene are o 
serie de consecinţe : 

e În foarte multe lucrări se utilizează mai mult A! 
decît ||.A ||z, deoarece |[4:]], este su bordonată normei [x ||-. 

e În calcule numerice şi analiza erorilor se utilizează, 
IA ||z fiind preferată faţă de A a pentru că: 

a) || Alz este mai ușor de calculat decit |4|; 

Pb) ||Alz pentru A = (a,;;) este aceeaşi cu norma lui 

LA] = (a). | 
Normele ||.A ||z şi ||A ||a sînt ambele consistente cu ||x ||. 

şi uneori ||.A || este o aproximaţie acceptabilă a lui ||A |. 
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Norma, euclidiană satisface [50, 128] inegalităţile 

1) Alla < Alla < nl; 

2) INA la < INA Ila < Alla = Alle < Vali Ale. 

Fie 1 o valoare proprie a lui A e 0"*"; atunci |A|ss 
< |A|, pentru orice normă matriceală (raza spectrală a 
matricei A. este mărginită de norma lui A). 

Folosind ecuaţia valorilor şi vectorilor proprii Ax = Ax 
şi alegînd norma, matriceală || - ||, care este consistentă cu 
norma vectorială ||-|lg, se poate scrie 

AI Ille < 14),1lxlle, 

de unde rezultă |A| < || A|,. Deci pentru orice valoare 
proprie, raza spectrală a lui A este mărginită pentru 
fiecare normă a lui A. | 

Folosindu-se aplicaţia liniară y == Ax a unui vector x 
din U într-un vector y din V, se poate da o generalizare 
a normei matriceale : 

A. la = sup IYlle = sup LAXIle. 
x26 || x x+0 ||x|l 

pentru o normă vectorială arbitrară ||: ||,. Se observă că 
|-||, este normă vectorială pentru U şi V. Dacă, pe de 
altă parte, se alege o normă vectorială ||-||, pe U şi o 
normă vectorială ||.||, pe V, atunci se poate defini o 
normă matriceală generală astfel : | 

A | = sup IN — sup Axe, | 
0 ||xll, x Ixll 

care este echivalentă cu |4|,,=—sup || Ax|,. Pentru cazul 
xilr=l . 

în care r = ss, se obţine norma matriceală subordonată 
ca un caz particular. Schema logică din fig. 4.15 şi pro- 
oramul 4.1 scris în FORTRAN prezintă un exemplu de 
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calcul al normelor INA |, [Bl INA le IE ls şi IA lee, IIB lee 
unde 

1 2 1.00 

A = | B=l-— oda 

4 3 11 2 
folosind relaţiile din (4.77). 

START 

| ciTEŞTE:] 
NA,N2, / 

A(19),B (1) 

“EXECUTĂ 
? CALCUL! 

(A) 

SCRIE : 
A 

TEA la n IA ll 
Ale 

EXECUTĂ 
"CALCUL? 

(B) 

B HAI =MAX (SC) 

IL Bla, Bis VAII, = MAX(SL] 
| Bile | Ale :=V/ AE 

RETURN . 

b) 

Fig. 4.15 
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Programul 4.1 

1 
4 

riceală t 
Li 

E 
a Si ma 4.9. Convergenţa vectori 

Convergenţa, vectorială şi matriceală apare în foarte 
multe probleme de analiză a erorilor, a stabilit 
“tenţei metodelor numerice de calcul. 

3 ţii şi consis- ă 

e Un şir de vectori (x(0) e 0” este convergent către 
vectorul x cînd î tinde la oo, adică 

3 

(4.89) = X 
1-00 

x — x peniru î — co sau lim x 

dacă x|i— x, cînd î — co pentru orice E, 
şiruri formate din componentele şirului de 

ă aibă ea. limită, componentele vectorului x (se 

3 = 
Ss 

'4 

B
o
z
 

= 
s
i
e
!
 

A
O
 

a
 

a
 

e
 

s
a
 

G
s
p
 

vergența, componentelor). 
3 L 

mai numeste si con 
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Şirul de matrice din 0” 

A Wluen — AD, A2,, , Ab. XA 

converge către matricea A e 0”, cînd k-— co, adică 
AP A (k — oo) sau lim AP= A dacă şi numai dacă 

. i ko 

are loc pentru orice î şi j, adică dacă cele n? şiruri formate 
cu elementele a,; ale şirului de matrice (APex au ca limită, 
cele n? elemente ale matricei A (convergenţa este la 
nivel de element). 

e Dacă se consideră seria infinită de vectori din 0”, 

ȘI x0 = xD pad pe px. (4.90) 
i=l 

împreună cu şirul sumelor parţiale 

(D — (D 

(2 —— il (2 . 

. ............ .... . .. . ..... 

) — d 2 d) SO = XDIx2A FR, 
. ..... ...... .. .. . . .... . 

atunci se poate defini convergenţa unei serii infinite de 
vectori asttel: seria infinită de vectori (4.90) converge 
către vectorul S$, dacă şi numai dacă şirul sumelor parţiale 
(s) converge la s, adică 

SD —S (i co) sau 3 x = $. 
i=l] 

e Dacă se consideră seria infinită de matrice din 0"? 

Ș 44040 Ape (491) 
Rl 
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împreună cu şirul sumelor parţiale 

LD — Ei SD A! , 

S2 — AWD + AB, 

su — = 4 A - A 1 FA 

Lă . . . . ......... . .. .. . . 

atunci seria (4.91) converge către matricea S e 0” dacă, 
“şi numai dacă şirul sumelor parțiale (S$P)rew converge 
către S, adică 

sau SE -> (=> 00) sau VAb =S, 
k= 

Cu ajutorul normei vectoriale şi matriceale se poate 
prezenta, o serie de criterii de convergenţă către matricea 
nulă 0, respectiv vectorul nul 0. 

e Dacă şirul vectorial (x); ex converge către vectorul 
nul 0 (x 0, 3 — oo), atunci x” le —>0 pentru _ orice 
normă, vectorială | -ll, definită în 4.8. Adesea această, 
convergenţă este referită ca o convergenţă cu privire la 
norma —f sau convergenţă în norma —f. 

Pentru a demonstra convergenţa, către vectorul nul O 
se consideră vectorul x, exprimat sub forma unei com- 
binaţii liniare de baza unitară feb, e%,...,e”) astiel: 

PAUN 

ai 

x — o — (bel + ada? 4-.,. +aţbeD — Ş, aiheb . 

k 

| (4.92) 

Aplicînd orice normă vectorială definită în 4.8, rezultă 

LL 

Ş, PN) e(b) 

|k=il 

[x ll = < Slab: le” e < 2 max xp» 
B 

(4.93) 
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unde p este o constantă (pentru norma considerată) : 

= > [ee lg. 
k=i 

Presupunind că x —> 0 cînd î — oo, înseamnă că, pentru 
orice k = 1,2,...,n,xP — 0; în consecință max [xp î|— 0, 

cînd i — co. Atunci din (4.93) se vede că 

xp —>0, î> co. (4.94) 

e Dacă şirul (x) — 0 (5 — co), atunci pentru orice 
normă vectorială ||-|a rezultă, 

|y + xole lg, î—> co. (4.95) 

Relaţia (4.95) pune în evidenţă proprietatea de conti- 
nuitate, a normei. 

e Fie | - ll orice normă vectorială definită pe spaţiul 
vectorial n dimensional 0”; atunei există două constante 
pozitive m şi M, independente de x astfel că, 

m max | | SS ||x|lp< M max |z,| 
k R 

sau, altfel scris, 

m Xeo  ||x lg s N |lxllo. (4.96) 

Relaţia (4.96) evidenţiază o relaţie de comparare a norme- 
lor vectoriale. 

e Convergenţa componentelor în cazul şirului de vec- 
tori este echivalentă cu convergenţa în orice normă vee- 
torială.. | 

e Dacă şirul de matrice (A,ex converge către matricea, 
nulă [AP —>0, k — co], atunci || A], —0 pentru orice 
normă matriceală ||-||,. Această convergenţă este re- 
ferită în [L27, 124], drept convergentă cu privire la 
„norma a sau convergenţa în norma —a. 
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9 Dacă (Alen este un şir de matrice astfel că 
Ab —0, k — oo, atunci pentru orice normă matriceală 
|| -|l, are loc relaţia 

LA + Bi > Pl o0. (497) 
Această relaţie evidenţiază continuitatea normei matriceale. 

e Fie ||:||, orice normă matriceală definită pe 07”; 
există două constante pozitive p şi q independente de 
matricea. A, astfel că p max las! S All, sg max [al 

3 

pentru orice A e 0”. 
Convergenţa la nivelul elementelor unei matrice [108] 

este echivalentă cu convergența normei matriceale. 
În foarte multe aplicații apar probleme de convergenţă 

în general nu numai către vectorul nul sau matricea nulă, 
fapt pentru care în continuare se vor enunţa o serie de 
definiţii privind convergența în general. 

e Vectorul xo —> x cînd î — 00, dacă şi numai dacă 
xD —x =>0, 

e Vectorul x? —>x, cînd î — 00, dacă şi numai dacă, 
||x0 — xp > 0 pentru orice normă vectorială ||-]lp. 

e Dacă x —x, cînd 5 — co, atunci [|x0 |, —> |ixllg 
pentru orice normă vectorială. 

e Matricea AP — A, cînd k-— 0, dacă şi numai 
dacă AWP — A —0. 

e Ab —> A,cînd k->o, dacă şi numai dacă || A — Alle 
— 0 pentru orice normă, maitriceallă, lg. 

e Dacă Ab — A, cînd p— oo, atunci IA? [lg — NA le 
pentru orice normă maitriceallă, 

Demonstraţiile relativ la convergența în general se 
găsesc în [124, 106, 86, 108].



CAP.TOLUL 5 

METODE DE CALCUL 
PENTRU REZOLVAREA SISTEMELOR 
DE ECUAȚII LINIARE 

5.1. Introducere 

5.1.1. Generahităţi 

Rezolvarea, sistemelor algebrice liniare şi operaţiile de 
calcul numerice matriceal (evaluarea determinanților, in- 
versarea matriceală, calculul valorilor și vectorilor pro- 
prii) sînt incluse în domeniul algebrei liniare. Experienţa, 
arată că în diverse procese de calcul algebra, liniară este 
implicată în procentul de 70% în problemele ştiinţifice; 
În acest sens se pot da cîteva exemple : 

e Problemele care depind de un număr finit de grade de 
libertate, cazuri continue reprezentate prin ecuaţii diteren- 
ţiale ordinare sau ecuaţii cu derivate parţiale sînt în mod 
comun transiormate, cu ajutorul diferenţelor finite, în 
sisteme de ecuaţii liniare. 

e Aproximarea problemelor neliniare sînt frecvent so- 
luţionate prin procese de liniarizare, prin urmare, din nou 
se apelează la domeniul algebrei liniare. 

e Programarea liniară, domeniu ce se ocupă cu mini- 
mizarea, costurilor şi eforturilor, a unor fenomene, implică 
rezolvarea unor sisteme de ecuaţii algebrice liniare. 

e Foarte multe probleme inginerești din domeniul re- 
ţelelor electrice, analiza structurilor, proiectarea, clădirilor, 
vapoarelor, avioanelor, transportul lichidelor şi gazelor 
prin conducte etc. necesită pentru soluţionarea rezolvarea 
unor sisteme de ecuaţii algebrice liniare. 
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Exemple 1. Se consideră structura din fig. 5.1, structură încărcată 
coniorm desenului : 

p este sarcină uniform distribuită (unităţi de forță/lungime); 
F,, Fa sînt două forţe laterale (unităţi de forţă) ; 

este lungimea elementelor structurii ; 
7 reprezintă momentul de inerție ale elementelor structurii (se 

consideră că este același pentru toate elementele structurii) ; 
E reprezintă modulul de elasticitate al materialului din care este 

confecţionată structura. 
După încărcarea structurii cu sarcina distribuită p și a forţelor F, și F» 

se determină unghiurile de rotaţie q, şi deplasările orizontale 5, și 8. 
in fig. 5.1 se prezintă forma structurii (punctat) după acţiunea sarcini- 

lor pşi Fra. 
Tixistă numeroase metode pentru rezolvarea acestei probleme, una din 

ele este metoda pantei de deflexie [32], care în final conduce la următorul 
sistem de ecuații algebrice, scris sub formă matriceală : 

3 3 pE 
4 10 1 0 — —__ — 9 

l I 1 24E1 

3 3 PR 
1400 1 —— 92 — 

Î l 24EI 

3 B 
0 0 4 10 $) — —— — P 

l 93 24EI 

3 
10 14 1 —— 0 = 0 i 

U Pa 

3 B 
0 10 1 6 — — $) — P 

I 95 D4EI 

4 4 FR 
1 1 011 — —— — 

l l 5, 6 EI 

6 F+ FAR 
0 0111 0 — 5, Fat Pai 

e SEI 

(5.1) 

Rezolvarea acestui sistem conduce la determinarea unghiurilor de rotaţie 
q; (i = 1,2,3,4,5) şi a deformărilor 8, şi 8. 

2, Se consideră un circuit electric forimat din cinci rezistențe R,,Rz, 
Ra, Ra Ry şi două surse de tensiune E,, Ep. Se pune problema determinării 
curenților din laturi, indicaţi în fig. 5.2. 
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p 
= [i tg 

%/ =R ii j | Sas ş p 
i A a o ca Dai | 

II i 
| / Fi 

7 - | „d 63 

-9 cl] 

ada AR î Pi A IP! j —P 

LILI Iu Ii, 
£ | / PT a 

| | 
i i i | , i 7 

| | 

|. | | 

Pa P///Z//i 

L l „| 
j = 

4, fi, fa 3 
Po că | ph=— 

E E = 8 

Fig. 5.2. 

În acest sens se scriu ecuaţiile lui Kirchoît pe cele trei ochiuri, pre- 
cum şi ecuaţia curenților în cele două noduri M și N,obţinindu-se un sistem 

ae cinci ecuaţii cu cinci necunoscute, scris sub formă matriceală astiel : 

R, R, i) 0 0 FA E, 
0 -—R, RR; R, 0 FĂ 0 
0 0 O —R, RI I11=|—E£,|- 62) 
1 ii 0 o I 0 
1) 0 4 i = I 1) 
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3, Se consideră aripa unui avion care este solicitată pe partea superi-— 
oară de o forţă a vîntului dată sub formă F sin a f, forţă distribuită ca îm 

fig. 5.3. În acest caz a reprezintă frecvenţa sarcinii aplicate. Se introduc: 

următoarele mărimi : 

Mase »-2hg Sint masele concentrate respectiv în punctele 1,2,...,n; 

y; = A4sin oa £ este ecuaţia de mișcare a fiecărei mase m, (i = 1,2, ... 

+. «>, unde t reprezintă timpul, e este frecvenţa în radiani/s, iar y; depla- 
sarea masei m;. 

m PF, sin af 
| | e A sin at 

Fa sin at 
| m sin at 

| 

Fig. 5.3. 

ați = j = 1,2,...,n) sînt coeticienţi de influenţă, 

14 | 
= unde c« este frecvenţa, a 

A; amplitudinea mișcării pentru m;, i = 1,2,...,n. 
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Cu aceste elemente introduse și folosind legile de rezistenţa materia- 
lelor și legea lui Newton, rezultă următorul sistem de ecuaţii, care guver- 
nează fenomenul considerat : 

| asa — ka A3lNe G3my  --- Canthn | A. 

dam soma — k Oas  -.-. Coplln Aa 

shi Ggoih9 Agia — k ... Usnltn A3 

| Gnu Onsina Onsis  --: Omnnp—kl | An. 
i _ 

af: 
dal 

LĂ 

3, daf; 
j>L 

S = k .3 a; F; (5 
j=1 

pi 

ȘI ansFi 
ji 

Sistemul (5.3) poate îi rezolvat în raport cu necunoscutele A,, i = 
= 1,2,...,,n. Se ştie că dacă frecvenţa a ia o valoare egală cu una din 

valorile frecvenţei naturale ale aripei, atunci amplitudinile vor îi infinit de 
mari. Astfel de fenomen se numește rezonanță. 

Fenomenele de vibrații pot fi întilnite în multe alte sisteme astfel ca : 

vapoare, poduri, clădiri, mașini electrice etc., şi multe fenomene din aceste 
domenii pot fi analizate într-o manieră asemănătoare, care în final conduce 
la rezolvarea unui sistem de ecuaţii algebrice. În general matricele asociate 
aplicaţiilor de tipul dat în exemplele precedente prezintă o serie de carac- 

țeristici specifice ca structură şi conținut. 

5.1.2. Sisteme de ecuaţii, interpretări geometrice 

Cuvîntul „liniar” este de obicei luat în sensul că vari- 
abilele apar la puterea, întii în fiecare termen al funcţiei. 
Astfel : 

la, 9) = ae + by și g(0,y) = bio by (5.4) 
sint două forme liniare. 
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În mod frecvent sînt utilizate pe scară largă următoa- 
rele două proprietăţi ale funeţiilor liniare : 

Jia Fr Zoo Da + 20) => fiu Za) + Îtae), 

Cf(Z, 2) = Jlozu 02). | | (5.5) 

Aceste proprietăţi de liniaritate ale unei funcţii sau 
ecuaţii sint uţilizate în metodele de eliminare la rezolvarea 
numerică a sistemelor de ecuaţii liniare (în sensul că ecua- 
țiile sistemului pot fi amplificate cu constante, combinate 
cu ajutorul operaţiilor elementare, în scopul obţinerii unei 
forme finale mult. simplificate).: 

elie Ace Rh”, be R” şi vectorul necunoscut x e R”; 
atunci un sistem de ecuaţii liniare se serie sub una din for- 
mele : 

ant, Fr Opta kb e. Fr Om ba = bi | 

Co? tr Qaota kt e... Fonta =b, 

Ama Fr Amsta + o. F Onna = ba 

Pa Nr 7 r Ea du Cip + Cin zi] [al 

Ş Pa Wa (ao ... Won Do | Ei b, | , 

| So e :6) 

Caz Gas . .. (m E 1/28 L ba | 

AX i b, 

Ş, ai; > bi => Lech, 

e Un sistem de ecuaţii algebrice (5.6) este consistent dacă 
are cel puţin o soluţie şi este înconsistent dacă nu are nici 
o soluţie [47, 86].



Pentru a pune în evidenţă consistenţa şi neconsistenţa sistemelor de 

ecuații algebrice liniare se consideră următorul exemplu: 
Fie Ae R2, be R2 şi următoarele trei sisteme de ecuaţii : 

2 

a) 
4 

2 

b) 
2 

2 

c) 
2 

—4 

27 

Î. 

2 7 

[27 

La ] 

LA 
8 - “j 

67 

3 A: | 
5/2 

1/2 

ș Ai]xe | 

H 
67 

' as axe aj 
| 0 

6 

6 

8 
i 

er; 

eR2..: 

În fig. 5.4 se dă reprezentare geometrică a celor trei sisteme. Sistemul 
a) este reprezentai cu ajutorul a..două drepte care se intersectează într-un 
singur punct P(5/2,1/2).şi. este reprezentarea geometrică a soluției; deci 
sistemul a) este consistent şi vectorul XI = (5/2, 1 2] este o soluţie unică a 

sistemului a). 
Sistemul b) reprezintă două drepte paralele care nu au nici un punct 

de intersecţie, fapt care demonstrează că sistemul b) este neconsistent. 

<a 
CX 
N 

RA] 
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„ Sistemul-c) reprezintă două drepte coniundate (deoarece cele două ecu- 
aţii sint identice), deci ele se intersectează într-o infinitate de puncte, apt 
care evidenţiază consistenţa sistemului Ci. 

În rezumat sistemul a) are o soluţie unică, , sistemul b). nu are nici o 
soluţie, iar. sistemul c) are o infinitate de soluţii. 

Orice. sistem de ecuaţii algebrice. care se va, considera în 
continuare va avea o soluţie, nici o soluţie sau o infinitate | 
de soluţii (nu există alte posibilităţi). 

e Sistemele de ecuaţii se pot clasifica şi după vectorul 
b din (5.6)în: 

a) Sisteme omogene,. Dacă » = 0, sistemul (5.6) este 
omogen. 

Orice sistem omogen de forma, -Ax= 0 cu A e R”, 
xe RR”, este un sistem. consistent, deoarece are soluţia, 

= 0, 'neinteresantă. 
Un sistem omogen are o sofuţie: nebanală dacă şi numai 

dacă det A=0, adică dacă A este singulară. Altfel 
sistemul nu admite o soluţie unică (afară de soluţia banală), 
soluţia. depinde de cel puţin un parametru, iar în prâctică 
este adesea necesar să se calculeze una sau mai multe va- 
lori ale unui parametru, care apare în coeficienţi. 

b) Sisteme neomogene dacă vectorul b z 0. Dacă 
A e R” şi b e R”, atunci sistemul (5.6) are o soluţie unică 
pentru. orice b z 0, dacă şi numai dacă sistemul omogen 
Ax = 0 nu are altă soluţie decît soluţia banală (adică A 
este nesingulară). 

În cazul sistemelor neomogene unde numărul ecuaţiilor 
diferă de numărul necunoscutelor,se. urmăreşte determi- 
narea vectorului x, care are ca, imagine prin transformarea | 
A vectorul b. 

Exemplu. Fie Ax = », Ac R%, be R2: 

pa —2 —a2 ] fa 0 IN 2 

: | „al [=] | (5.8) 

se urmărește determinarea vectorului xeR? cară are ca imagine, prin trans- 

formarea A, vectorul „Jen e RE. | 

Sistemul G. 8) se poate. scrie . sub forma dezvoltată : 

27, riza | 

2 + 23 — 23 = 4 
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Aceste ecuaţii reprezintă două plane P, și P, în R3 (tie. 5.5). Cele două 
plane se intersectează după o dreaptă MN. “Orice punct ce aparține dreptei 
MN reprezintă 1) soluție pentru sistemul (5. 8), adică o simplă: infinitate de” 
soluţii. 

În cazul în care soluţiile unui anumit sistem "de ecuaţii corespund 
punctelor unui „Plan, atunci sistemul considerat are 0 dublă infinitate de 
soluții. 

223 209=0 i 

Zi. 

Fig. 5.5, 

5.1.3. Unicitatea și existenţa soluţiei unui sistem de] ecuaţii 

Din exemplele şi interpretarea geometrică, dată pentru 
sistemele de ecuaţii algebrice, rezultă necesitatea unui cri- 
teriu pentru evidenţierea existenței soluţiei : sistemului. 
Ax = b, iar cînd soluţia există, este necesar un criteriu 
pentru a arăta unicitatea, ei. | 

Matricea A din (5.6) se numește matricea, coeficient a, 
sistemului, vectorul b se numeşte vectorul constant al sis- 
temului. 

Matricea de ordinul n X (n +2) formată din A şi b, 
[A, b] se numește matricea bordată, a sistemului (5. 6), 
adică | 

ua aa 3 m bi 

[A, b] = da Ooa og... San ba | , (5.9) 

. Li . . . Lă . . . . 

nl a ds ... 273 b, 
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e Dacă AeR”, be RR”, sistemul de ecuaţii (5.6) 
este consistent dacă şi numai dacă rang A—rang [A,b] 
(adică sistemul are cel puţin o soluţie, deci soluţia există), 

e Dacă 4eR”, be R"-şi rang A = rang [4,b]=k, 
atunci : 
„— dacă bk = n, AX= bare o soluție unică 
„— dacă kb <. n Ax = b are n —k familii de soluţii 

parametrice. 
Aceste două propoziţii pot servi drept criterii pentru a 

arăța existenţa, respectiv unicitatea soluţiei unui sistem 
de tipul (5.6). 

În coneluzie, pentru un sistem (5. 6) există următoarele 
situaţii : nu are soluţie, are o soluţie unică, are o întinitaite 
de soluţii. 

“Dacă, sistemul are o infinitate. de soluţii, atunci dife- 
renţa, între două soluţii oarecare aparține spaţiului nul al 
matricei A, notat prin E(4). În acest sens se poate afirma 
că sistemul (5.6) are o soluţie unică dacă şi numai dacă 
spaţiul nul al matricei A conţine doar vectorul nul, adică 

EU)=0. (5.0) 
În cazul în care soluţia sistemului (5.6) există şi este 

unică, aceasta poate îi exprimată în două forme simple : 
cu ajutorul regulii lui Cramer şi al matricei inverse, forme 
care sînt echivalente. 

e Fie Ax =b,cu Ace RR” şibe R”, sistem care areo 
soluţie unică. Atunei soluţia sistemului este 

ti ara De (6-11) 

unde determinanții D,, 4 = 1, 2,...,n, şi Dau forma, 

| 7 
Aaa aa se e si-a Di Outta = e din 

| os op ee oii bo Mpa see lu i a D, = det si 2 ii 2 air 22 şi D=—det A. 

. . . . Lă . . . Lă . Li . L 

ma mia se e Omti-a b, Aita +: + an 

(5.12) 
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„e O altă formă. simplă de exprimare a soluţiei se 
poale face cu ajutorul maitriceiinverse A. îi astfel: 

ax =, “414% = 4, Ix = 1, x a TI i 3) 

Considerînd că 4-a = -(e,),i î,] = 1, 2. m există, “ultirna 
relaţie matriceală, din (5.13) se Doblo scrie dezvoltată sub 
forma 

z, = 3 cu by îi = a. m (6.14) 
j=l | Si a 

Relaţia (5.14) permite. calculul tuturor componentelor 
vectorului necunoscut. x? = (2 Daye e 3 PB). Considerind 
elementele e, ale matricei A” cunoscute, se observă din 
(5.14) că pentru tiecare componenţă z; a vectorului x sint 
necesare n operaţii de înmulţire şi n 1 operaţii de adu- 
nare. Pentru calculul unei componente z, a vectorului x 
sînt necesare n1-(n — 1) operaţii elementare, deci pentru 
calculul vectorului x e R” sînt; necesare 2. operaţii de în- 
mulţire şi n(n — 1) operaţii de adunare. 

4 

514. Condiţionarea numerică a sistem elor liniare 

“Fie sistemul de ecuaţii | 

Ax =b, | (5.15) 

unde A. este o matrice nesingulară. Atunci sistemul are o 
soluţie unică | 

Si x = Ab. Ea eta (5.16) 

Trebuie avut în vedere faptul că în sistemele obţinute 
din aplicaţiile. fizice numerele ce constituie matricea A şi 
vectorul b sînt; afectate de erori datorită măsurărilor sau 
erori de calcul datorită faptului că se lucrează cu un cal- 
culator electronic, care are o lungime a cuvîntului fixă (de 
exemplu numărul 1/7 nu poate fi reprezentat; exact deoa- 
rece. reprezentarea lui în binar are o infinitate de biţi). 
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Datorită acesti fapt se pune problema care este toleranța 
rezultatelor, adică care este maximul de eroare admis în 
cadrul soluţiei. Apar următoarele elemente de discuţie. 

a) Dacă A este cunoscută exact și nu este afectată de 
erori, dar vectorul b este afectat, atunci se lucrează cu 
b + 5 b şi atunei vectorul soluţie % este x + d. x iar siste- 
mul (5. 15) devine 

A(x + 8x)=b+ 5bsau Ax + Ax =b-+ 5. (5.17) 

Folosindu- se relaţia (5.15), rezultă că toleranța din soluţie 
este a N 

Îx = A- 5b sau ax] < A) 15. (5.18) 

Egalitatea în a doua relaţie din (5.18) este posibilă, pentru 
anumiţi vectori 5b. 

Aplicînd norma egalităţii (5.15), rezultă 

pls IA (5.19) 

Dacă se multiplică a doua relaţie din (5. 18) prin Il re- 
zultă 

Max MB se AI Ai xl N3bl. (5.20() 

Presupunînd că bz0, rezultă, din (5.20) următoarea, 
inegalitate : 

la < ua 4 3Bl), 
bi ba Mpa 

unde A-1 este matricea inversă a lui A, care a tost obţi- 
nută prin „calcule cu ajutorul unui calculator (deci 
AA 1). 

În acest sens pentru o matrice  pesingulară A pozitiv 
definită se defineşte numărul de condiţionăre A astiel : 

(5.21) 

cond. (4) = VAR 4-2 = aaa > 1 (5.22) 
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unde. 7, şi 1, sint valoarea proprie: maximă, respectiv 
minimă a lui 4. În acest caz (5. 21): se scrie sub forma, - 

|.» a 
NEI) < cond. (4). | al, (5.23) 
Cl | 
ll măsoară, incertitudinea, relativă existentă, în 

vectorul. b (dacă elementele lui b sînţ cunoscute cu trei 
cifre semnificative, atunci || 5b|| | bl este aproximativ 

10-2 sau 10- 4; Ii |] măsoară, incerţitudinea relativă exis- 

tenţă în vectorul x, care este determinată -de incerti- 
tudinea existentă în vectorul b. 

b). Dacă şi matricea A. şi vectorul. b sint afectaţi de 
erori, atunci sistemul (5.15) se serie sub forma Da Sa 

aaa) (x + 5x) =b + dh. 00(5.24) 

în acest caz eroarea existentă în “vectorul x este x, ex- 
primată prin relația | | | 

x =(A4A+ 34)-:(3h — 34%). (5.25) 

6) Dacă b este cunoscut; exact iar matricea 4 este afec- 
„tată de erori, atunci sistemul (5. 15) devine (4 + 34) (x + 

+ 9xX) = b,deunderezultă - 

Sax (Ara) 'p, | (526) 

Dacă se înlocuieşte x prin expresia (5. 16), relaţia (5.26) 
devine Ah + x = i + 34 b. După ordonare, re- 
zuliiă 

5x = = ua + sa) Ap. i (5.27) 

în cazul. în care. se “introduce. notația, 4 + 34. =.0 şi 
se foloseşte [1.27, 52] identitatea, 

0-1 — Al =i AAA — 0)0-,... 
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atunci O. 217) devine. 

ax =4 44 —A4— 344 34) = — aaa A+ dA) b 

iar folosind (5. 27), rezultă | i E 

x = = — — 44) + 3%). - îi | (5.28) 

Aplicind normă, relaţiei (5.28) „se obţine | | 

| jax!| < Au 34 Li + ax A 
sau ie 

ax. A 3, ÎL 529 

rasi € ma bi cae 
Din (5.29) se vede că incertitudinea din vectorul soluţie 

x relativ la x- 8x este mărginită de incertitudinea relativă 
a matricei A, înmulțită cu numărul de condiţionare a lui 
A [eond. (4)]. Deci, dacă erorile mici în cadrul coeficien- 
ților lui A şi b, sau în procesul decalcul au un efect redus 
asupra vectorului soluţie, un astfel de sistem. este bine 
condiţionat, iar dacă efectul este considerabil, un astfel de 
sistem este slab condiționat. 

Din analiza efectuată se vede că [relaţiile (5.18) — 
—(5.29)] pentru mici variaţii în elementele matricei A 
(introduse prin matricea perturbaţiilor SA) sau mici va- 
riaţii în elementele vectorului b (introduse prin vectorul 
perturbaţiilor 5b) sau mici variaţii atât relativ la, elementele 
lui A cât şi relativ la, componentele lui b se vor produce mici 
schimbări în valorile vectorului soluţie exactă x, dacă, 
numărul de condiţionare al matricei A este mic. 

“Dacă matricea A din sistemul (5.15) este nesingulară, 
atunci 

cond. (4) = IMA Mle (5:80) 

se numeşte-numărul de condiționare pentru problema liniară, 
Ax = b, unde |:|| este:-o normă matriceală oarecare. 
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Dacă 1-a este norma spectrală 1;, atunci 

cond. (4) = MA Mp 630 
unde 1, şi 1, sint valorile proprii maximă, respectiv mini- 
mă a matricei A, pozitiv detinită,. . 

În concluzie, dacă numărul de condiţionare cond. (A) este 
mare, atunci perturbații reduse în A şi i [sau b pot introduce 
perturbații mari în x (problema liniară este slab condițio- 
nată). Pe de altă, parte, dacă numărul de condiţionare al 
matricei A este mic, atunci perturbaţii reduse în A şi/sau 
b conduce la, perturbații reduse în vectorul soluţiei x (pro- 
blema liniară este bine condiționată). 

Aceste elemente servesc la corectarea soluţiei obţinute 
din calculul, la alegerea metodei de calcul (ţinind seama de 
numărul şi ordinea operaţiilor deexecutat), la modul de 
reprezentare a informaţiei numerice în calculato: (în vir- 
gulă fixă, virgulă mobilă sau zecimal) la tipul de aritmetică 
cerut în programul de calcul precum şi la precizia impusă 
calculelor. 

Pentru obţinerea unor rezultate cît mai precise algo- 
ritmii, de calcul trebuie să prezinte o stabilitate numerică, 
calitate care impune schimbarea liniilor matricei A şi 
introducerea unui nou set de necunoscute (4, x, . a), 
pentru a permite şi schimbarea coloanelor între ele 
în cadrul matricei A. Aceste schimbări se fac înaintea, 
elaborării algoritmului de calcul sau în timpul desfăşurării 
algoritmului de calcul. Un algoritm de calcul nestabil 
numeric poate conduce la rezultate eronate. 

Este adevărat că metoda eliminării a lui Gauss cu 
pivotare parţială (adică pe parcursul derulării algoritmului) 
este mult mai stabilă, decît algoritmul lui Gauss de elimi- 
nare fără pivotare parţială, cel puţin pentru o clasă de 
probleme. Pentru probleme liniare în care matricea A 
este reală, simetrică şi pozitiv definită, pivotarea parțială, 
nu este singura necesitate pentru stabilitatea, numerică 
[1, 10,14]. 

5.1.5. Scalarea ecuaţiilor și necunoscutelor în cadrul sistemelor 

În cadrul sistemelor. de ecuaţii liniare, date în (5.1)— 
—(5.3), se poate vedea în mod frecvent că necunoscutele 
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z; “(componentele vectorului necunoscut x) şi componen- 
tele vectorului b (d, j = 1,2,...,n), date sub formă nume- 
rică, au o semnificaţie fizică, De exemplu, curenţi, respec- 
tiv tensiuni (5.2) sau deplasări măsurate în im sau forţe . 
măsurate în N. Deoarece astfel de unităţi fizice sînt arbi- 
trare şi pot diteri foarte mult între-ele din punctul de ve- 
dere al ordinului de mărime, în aceste cazuri se va face o 
substituire «; = = 100; ; atunci fiecare termen a,;; di va fi 
înlocuit prin. 10”a;,; 4; și astfel coloana ja; matricei A va 
fi înmulțită cu 107. 

Se presupune în general. că z; se inlocilieşte prin 

= nai = 1,:2,. | (5.32) 

Fie N, o matrice diago nală, nesingulară de > forma 

| “Im a i) 

m 0 ai 
N (5.83) 

Această substituție are forma ii 

| = x. e (5.34) 

În mod asemănător se consideră matricea; y,, diagonală 
şi nesingulară, avind forma, 

= nf ir 

n$ 0 

N, = 05.85) 

care este folosită pentru a realiza substituţia 

dop (5.36) 
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pentru vectorul b din partea dreaptă a sistemului de ecu- 
aţii Ax=b. Cu ajutorul acestor substituţii (5.34) şi (5. 36) 
sistemul Ax = b devine . .. 

AN = Nb! sau Nr! A: =b. (5.37) 

În urma celor două schimbări de variabile se obţine un 
nou sistem liniar de ecuaţii (5.37), a cărui matrice. este 
A' = NI AN,iar partea dreaptă este b' = Nb. 

e Matricea A' este diagonal echivalentă, cu matricea, 
A, dacă există maitricele diagonale nesingulare N, şi N 
astfel ca să aibă loc relaţia | 

A" = NL AN; (5.38) 
atunci 4; = fate O amp 

Echivalenţa între mmaitricele 4 şi A esteo echivalență 
într-un sens particular utilizat în cadrul teoriei matriceale 
(datorită faptului că matricele N 9: „ sînt matrice speciale 
nesingulare). 

Se observă cu uşurinţă că produsul AN, reprezintă 
matricea A cu coloanele înmulţite prin constantele UD 
n? „n? iar produsul N-1A este matricea A cu liniile 
sale înmalţ țite cu constantele 1/n4,...,1 4. Matricea, 
A' = NȘILAN, este rezultatul efectuării celor două ope- 
rații de înmulţire a coloanelor şi liniilor matricei A. Da- 
torită proprietăţii de asociativitate a produsului matriceal, 
nu are importanţa care înmulţire se execută înainte (la 
nivel de coloană sau la nivel de linie). 

Matricea A” este echivalenta B-sealată cu matricea 
A dacă A' = NȚIAN,, unde N, şi N, sînt matrice diagonale 
nesingulare, ale căror elemente diagonale sint toate puteri 
de numere întregi reprezentaţi în virgulă mobilă folosind 
baza de reprezentare B. 

Avind în vedere importanţa, pe care o joacă numărul 
de condiţionare al unei matrice (cond. (A)) pentru precizie şi 
stabilitatea numerică, a, algoritmului folosit la rezolvarea 
sistemului liniar Ax = b, se pune întrebarea care este le- 
gătura dintre cond. (4) şi cond. (4')? În acest sens se 
pune următoarea problemă : dîndu-se o matrice A, ce 
matrice N, şi N, trebuie alese ca în final cond. (4') = 
= cond. (WȘIAN,) să fie minim, [46, 126]? 
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Pentru realizarea acestui lucru mai este necesar ca 
matricea A. să se echilibreze înainte de a se trece la rezol- 
varea sistemului. O matrice este echilibrată dacă atit 
liniile ei cît:şi coloanele au aproximativ aceeaşi lungime 
într-o normă oarecare. Astfel rezultă: . 

e Matricea A este echilibrată la nivel de linii (relativ 
la norma ||X||„) dacă are loc relaţia. 

B- s< max la ls 1, 5 = 1,2. (5.89) 

unde: B este. baza de reprezentare a numerelor în virgulă 
mobilă. 

e Matricea A este echilibrată la nivel de coloană 
(relativ la norma ||X||«) dacă are loc relaţia, 

Bi s<max || SI, =, di.,n. (5.40) 
1<isun 

e Matricea A este echilibrată în ambele sensuri (la 
nivel de linie şi coloană) dacă, au loc relaţiile (5.39) şi (5.40) 
simultan. 

Pentru unele matrice forma echilibrată [46, 128] nu 
este unică (obţinindu-se două, matrice A' şi A“, una care 
rezultă prin echilibrarea întîi la nivel de linie şi apoi de 
coloană, respectiv prin echilibrare înții la nivel de coloană 
şi apoi la, nivel de linie). Se observă că în cazurile în care A" 
diferă de A”, sistemele de ecuaţii asociate celor două matrice 
vor avea numere de condiţionare diferite [cond. (4') Z 
z cond. (4”)] şi se vor alege pivoţi diferiţi pentru metoda 
de eliminare a lui Gauss. Această afirmaţie atrage atenţia 
ca problema sealării matricei A să se facă cu multă aten- 
ție. Se poate afirma că nu există o soluţie practică satistă- 
cătoare pentru scalarea sistemelor liniare, metodă de sca- 
lare care să fie bună pentru matirice arbitrare şi norme 
matriceale arbitrare. 

5.1.6. Clasificarea metodelor de rezolvare a sistemelor 

Metodele de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare 
pot fi grupate în trei clase : 

e metode bazate pe calculul determinanţilor ;



“e. metode bazate pe eliminare (în general airibuite 
lui Gauss) ; 

e metode iterative. 
Din punetul de vedere al calculelor efectuate cu ajutorul 

calculatorului, prima clasă bazată pe calculul determinan- 
ților este neeticientă, datorită numărului foarte mare de 
operaţii pe care le implică (care nu este foarte important 
numai din punctul de vedere al timpului de execuţie), în 
plus precizia, calculului este afectată dacă numărul opera- 
țiilor este foarte mare şi eroarea de rotunjire se acumulează. 
Datorită acestui fâpt în continuare aceste metode ba.- 
zate pe evaluarea determinanţilor nu se vor mai prezenta. 
„La alegerea unei metode de calcul pentru-o anume apii- 
“caţie şi un sistem algebric dat trebuie avute în vedere o 
serie de criterii, cum ar îi : 

e Care este numărul de operaţii aritmetice necesare 
pentru aplicaţia respectivă? 

e Care va fi precizia rezultatelor finale? 
e Cum poate fi testată precizia calculelor prin veri- 

ficări intermediare? 

Pentru o aplicaţie dată se alege metoda de caleul nu- 
meric care poate satisface în măsura cea mai mare toate 
cele trei deziderate. 

În continuare se vor prezenta două clase de metode : 
e Clasa, metodelor directe (sau metode exacte), me- 

tode în care o secvenţă de operaţii se execută o singură 
dată, iar rezultatele obţinute sint o aproximaţie a rezul- 
tatului exact. Aceste metode permit onţinerea soluţiei 
sistemului considerat, făcînd abstracţie de erorile de ro- 
tunjire şi trunchiere, folosind un număr finit de operaţii 
elementare. 

e Clasa metodelor indirecte (sau metode. iterative). 
Acestea permit găsirea soluţiei printr-un proces de apro- 
ximări succesive. O aceeaşi secvență de operaţii (mai re- 
dusă ca la metodele directe) este repetată de mai multe 
ori, obținîndu-se o soluţie din ce în ce mai bună în sensul 
preciziei (convergenţa procesului). În cadrul acestei clase 
de metode, soluţia sistemului se obţine ca limita unui şir 
de vectori (vectori care reprezintă, soluţia pentru diversele 
iterații efectuate). În cadrul metodelor indirecte se pune 
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A 

problema alegerii acelei metode, care este convenabilă din 
punctul de vedere al vitezei de convergenţă, pentru o 
alegere adecvată a aproximaţiei iniţiale (a valorii de start). 

5.2. Metode directe pentru rezolvarea sistemelor 
de ecuaţii liniare | 

Metodele directe pentru rezolvarea, sistemelor cele mai 
frecvent utilizate sînt metodele bazate pe procesul de eli- 
minare sau descompunerea matricei A. În ambele cazuri sis- 
temul iniţial trece prin diverse forme, dar toate acestea 
forme trebuie să fie echivalente cu forma iniţială. 

Pentru un sistem de ecuaţii Ax = b, cu o matrice den- 
să, ale cărei elemente sînt stocate în memoria calculatoru- 
lui, se consideră că metoda de eliminare introdusă de Gauss 
reprezintă algoritmul cel mai bun atit în cea ce priveşte 
timpul de execuţie cît şi precizia care caracterizează s0- 
luţia. Metoda de eliminare are o largă aplicabilitate la 
rezolvarea sistemelor de ecuaţii algebrice precum şi la 
calculul inversei unei matrice. 

5.2.1. Metoda de eliminare a lui Gauss 

Pentru prezentarea metodei lui Gauss se consideră 
următorul sistem : 

Oua tr ata kt so - -F ama = bu 

Moat tf Agata tt amr = Va , (5.41) 

Oas kr Omata fr e: E Onna = ba 
unde 

r E. x în. ad N 3 aa Qaa - = ip z, i, 

(ai aa : - - an La ba 

A = , XX = , b = i] 

L Oa Ama + + - am | La d, ] 

207



. a | (A 
sau sub formă matriceală a a fi 

Ah 64) 

După operaţiile de scalare, condiţionare şi echilibraze 
ale sistemului dat în (5.41), operaţii prezentate în 5.1, se 
aplică metoda de eliminare a lui Gauss care constă din 
următorul procedeu. 

În primul pas, se foloseşte prima ecuaţie a sistemului 
la, eliminarea, necunoscutei 4, din celelalte n—Al ecuaţii, 
obținindu-se un nou sistem a 

A gh, (6.42) 

În al doilea pas se foloseşte a doua, ecuaţie din sistemul 
(5.42) pentru eliminarea necunoscutei 4, din ultimele n—2 
ecuaţii ale sistemului (4.52), obţinîndu-se un nou sistem 

dop (5.43) 

În urma procesului de eliminare a necunoscutelor au loc o 
serie de transformări asupra elementelor matricei A şi a 
vectorului coloană b. Pentru a pune în evidenţă aceste 
transformări, înainte de eliminarea necunoscutei 4, se 
vede că sistemul echivalent obţinut după eliminarea ne- 
cunoscutelor 4, a. . Za Poate îi scris sub forma 

Ax = bb, hp=1, 2... (5.44) 

k reprezentind numărul transforrnărilor aplicate sistemului 
iniţial, 

- by E) - 

(E) 
2 

Ab = (ap), po — |. . (5.45) 

a | 
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"Pentru k = 1, rezultă AlW= A, bl = b, iar elementele 
date în (5.45) pentru k = 2, 3. - P se calculează cu aju- 
torul relaţiilor 

0 ,1>Fk,1Sh—] | a) = IS (5.46) 
(p—1 a (= : 

Mi ) PRERI E i>k,j>k, 
L | d 1 p-1 

(&) 
bb = aţi) 

DE _ ba 1) 4 > T 

alk= 
k—1, E—1 

Relaţiile (5.46) constituie efectul înmulţirii ecuaţiei p—1 
a sistemului A&-bx — b*-D prin raportul ațh-/aţi,_a 
şi scăderea ecuaţiei astfel obţinute din toate ecuaţiile ș, 
pentru orice 5 > k. În acest fel variabila a, este 'elimi- 
nată din ultimele n— +1 ecuaţii ale sistemului. În această 
etapă sistemul nou obţinut araită astfel : 

DD m! 1 1 rm 1 ş - Mada ... aia la ...aţi, Zi bD 
a2at2 2 2 (2 «1 Da... aa la, ... a? Wa DI) 

(3 (3 3 3 
Q33 ... So 4 RR Să Wa bg) 

(B —1) 1 ” ) 
Oi 1,hp-1 Gai 1% alt, Dl D= 

Pe 7 — ... . 

ab, 0 zi be 
( (&) | 
Oi e Obi | | Pa bi 

k k L d-ala, | Lo |] 

sau sub formă matriceală Apă = bb. (5.47) 
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În tot acest! proces de calcul s-a presupus că aj z 0, 
k = 1,2,...n. Pentru k =, înseamnă că necunoscuta 
Pa & fost eliminată din ultima ecuaţie, obţinindu-se un 
sistem sub formă triunghiulară, 

1 1 1 
EA mă! A Ba. + ala SE E din = bi 

daf tanc, = 

alta, ERE 5 aţa „= WE) + (5.48) 

Li 

ana, =— bP 

sau 

i 1 1 [Şi (U - — Ă - ada) ... 0-a ai EA | pb 
2 2 9 (2) 

a 0 02, da ba 
n, SR =]: (5.49) 

1 -1 AI (nl aja, 101 n Pa bin 
L | ă ar), d Wa | L bp) 

respectiv sub formă, matriceală, 

Ax — po, (5.50) 

unde A(” este o matrice superior triunghiulară. Sistemul 
AO x = b este echivalent cu sistemul Ax=—b [42, 128], 
adică admit aceeaşi soluţie într-o anumită vecinătate din 
spaţiul soluţiei (4, 2.4), matricea A” şi vectorul 
b au fost obţinute din A şi b prin diverse transformări 
elementare. 

Sistemul triunghiular obținut (5.49) este sistemul cel 
mai simplu din şirul de transformări ; ; pentru rezolvarea 
lui se foloseşte procesul de eliminare inversă, descris ast- 
fel : | 

. Ta = bla) ; 

Baa > (07 — a a ea) l(aţ aa) ; | 
eee eee eee (5.561) 

2 = (89 — aa, — ne — așa ta) af ; 
j=n—2,n—1,...,3, 2, 1. 
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Această metodă înlocuieşte sistemul general de ecuaţii 
Ax = b cu un şistem triunghiular echivalent Ax = b, 
care este foarte simplu de rezolvat prin metoda substitu- 
ţiei inverse. 

Procedura de găsire a sistemului echivalent (5.50) 
presupune calculul şirului de matrice, A%?,..., A4AW,. 

„A [unde A” este matrice superior triunghiulară] 
şi al şirului de vectori bb, b2,. ..,bP,. ..,„b. Vom prezenta, 
procedura, de construcţie a celor” două şiruri (şirul de 
matrice, repsectiv şirul de vectori). 

„ Pentru eliminarea lui a, din ecuaţiile numerotate cu 
4 = 2,. sn — 1, se adună prima ecuaţie înmulțită cu con- 
-stanta my, la toate ecuaţiile i = 2, 3,..., n, unde 

Mu = —a0P la), îi > 2 (5.52) 

După această operaţie rezultă sistemul | 

Ada =h2, (5.53) 

sistem în care se găseşte 4, doar în prima ecuaţie şi lipseşte. 
din celelalte p—1 ecuaţii. 

Este uşor de verificat că matricea MP 

1 0 |] 

Ta 

Mb = Mai Lai (5.54) 

(23 

realizează primul pas al metodei eliminării. Astfel 
M DAWx = MWpD devine 

popa, (5.55) 
Se poate arăta că sistemul (5.41). este echivalent cu 

sistemul (5.55). În acest sens s-a presupus că (5.41) are o 
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soluţie unică, deci AP este nesingulară, respectiv det AP z 
Z 0. Din construcția matricei M se vede că det MU z 1. 
Deoarece | : | 

40 = MAG = det 42 — det MW det AD — det At, 
| i (5.56) 

deci A!(2 este nesingulară şi sistemul (5.41) are soluţie 
unică. | | | i 

Din cele două relaţii matriceale date în (5.55) se vede 
că soluţia lui (5.41) satisface şi a doua relaţie din (5.55), 
deci cele două soluţii unice ale lui (5.41) şi (5.55) sînt iden- 
tice. În pasul k se elimina 4, din cele n—k ecuaţii. Pentru 
aceasta se înmulţeşte ecuaţia pivotată k prin constantele 
Mex Şi se adună la ecuaţiile unde k < s sn, 

Mae = — ala. (5.57) 

După această operaţie rezultă sistemul în care a, fost elimi- 
nată necunoscuta 4, din ecuaţiile & < 5 s n, sistem care 
are forma | | 

pt x = pet, (5.53) 
Se observă că matricea ai a a da saşi 

0 DE 
A | 

i ian 1 0 Mb = 4 PIOR+ 1, k (5.59) 

9 i Maat O 1 

Ş Mp o. 0 LI 

realizează eliminarea lui a. Astfel Mb Abx = Mb 

devine 

ADR pr (5.60) 
Din cele descrise se vede că procesul de triungularizare 

- al matricei A se poate realiza cu ajutorul produsului de 
matrice | 

MM = MO-DMe-2 MM? MO, (5.61) 

212



care, înmulțită cu sistemul iniţial, dă 

MAYO = MbO sau Ax = bb). (5.62) 

Sistemul (5.62) este echivalent cu (5.41), fapt care rezultă 
din relaţiile A” = MAO. Dar 

det A = [det M]det [4%], 

unde | 
: n—l 

det M = [[det Ub =1, 
k=l 

avînd în vedere forma matricelor MW , pentru & = 1, 2, 
-, n — 1. Deci 

det 4% = det A = det At = aha... afl, 
deoarece A este triunghiulară. | 

cazul în care unul din pivoţii 4, este egal cu zero, 
ge face o schimbare a ecuaţiilor între ele cu. ajutorul matri- 
celor de permutare [128, 32, 10, 50, 108]. 

5.2.2, N eloda Gauss-J ordam 

Această, metodă constituie. 0. formă moditicată a, meto- 
dei eliminării, introduse de Gauss în 1823. Metoda constă 
în a transforma un sistem de ecuaţii liniare cu o matrice 
pătrată într-un sistem echivalent cu sistemul iniţial con- 
siderat, ce are ca matrice chiar matricea unitate. Din cele 
prezentate în 5.2.1, se vede că matricele MO, M?,.., 

, MW au forma, 

1 — 
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2
 

=
 

3
 [1

] 

[ca
me 
D
R
 me
) 

a
 

La
) 

Ş J 
o
 Ș n RE) — pl = 

O mMua 0...1] 

(5.63) 
unde - | 

Tia = — GP ]a? ; mia = — = (ata as 2) Mu = — (a Daf) 

(5.64) 

i Deea ÎL. Bd LD oh lhĂl oh. 

Se observă că | 

MM» MO-0 ,.. MP... MO MW Ab =I1, 

(5.65) 
MoMua-D .. Mb RR MO? MU b — bi n), 

Dacă M=M” Mb... MP... M? MO,atunci ecuaţia 
MAx = Mb devine | | 

IX = pt (5.66) 

sau dezvoltat 

1 0... 0][a bn) 
„0 Z | bu | 

01 = 2 |. (5.67) 

0 0 ...1]le,] lee 
Algoritmul de calcul prin care se ajunge la sistemul echiva- 

lent (5.67) se poate prezenta cu ajutorul relaţiilor următoare : 

a = 

(e—1 aj (% k—1 i,k— ) i-l e A 
A) — ab a Ah 4th —1,j> k— 1, (5.68) 

Ai 1.p-1 | 

k — apa = af, j>k—1, 

E) k—1 at) = ap „j<k-—1, 
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iar asupra componentelor lui b, 
(1) — 

b;) — b;, 
a(t | | 

— tB— înzuai > BE = pen Me pe ip, (5:69) 
(7 k—1,k—] 

(E) 2 pik —— 
bi == bi , k = 2, 3,. (2 

Soluţia sistemului în cazul metodei Gauss-Jordan este 
dată de relaţiile | 

z; = (0()/(aţ) sau a; = d, i =1, 2... (5.10) 
5.2.3. Metoda lui Gauss prin descompunerea malricei, A 

Dacă se face apel la relaţiile (5.62) 

MAYO x = Mb sau Ax = pb», 

se observă că, | 

MAO = AP sau = AD = MIA”, (5.71) 

'Tinînd seama de (5.61), avem o 

MM! = [MOȚI(MOŢI ... [Me (5.72) 
unde 

| I-a i 0 

A 0 
[MG = i— mers d > (5.13) 

RI A 0: —mosra.xo l 

L mm 1 

1 

— Ma 1 0 

WM — | — Ma — Mao l 

| — Mai — Moaa — Mag — Ma e ++ Îl] 

Se observă că M-1 este o matrice inferior triunghiulară 
care conţine pe. diagonala principală numai unu. 
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Din metoda lui Gauss se vede că A” este o matrice 
superior triunghiulară. În acest caz, dacă toţi pivoţii sînt 
diferiți de zero în procesul de formare al matricei A” din 
AW, atunci AW = A poate fi descompusă într-un produs 
de două matrice: una inferior triunghiulară (cu unu pe 
diagonala principală) şi alta superior triunghiulară. 

Teoremă, O matrice A. e R"*" poale fi scrisă sub forma 
unui produs 'TS de două matrice, unde 'T este inferior tri- 
unghiulară şi S superior triunghiulară dacă 

det [au] 7 0,det| 4 az 0,..., det 470. 
ay oa! 

Descompunerea este unică dacă elementele lui T sau S 
de pe diagonala principală sînt specificate asifel : 

Oua Oa ee Cin 

q doo... A=T9S=| 2 22 2n | _ 

Oi Oua (ma 

1. | Su Sia Sp: Sia 

în 1 „Sa Sa3 «+ San 

= ta , too l 0 i Sa3 ... San bi (5.74) 

a. 0 :, 

Lin ma: înm-il i | : San . 

Dacă se execută produsul dintre maitricele 7 şi S din 
(5.75) şi se face identificarea, rezultă n? ecuaţii neliniare 
cu n? necunoscute. Calculindu-se componentele primei 
linii a matricei produs 7S$, rezultă 

Su = aa 82 = Ma: Sin = um (5.75) 

de unde se vede că prima linie a matricei $. coincide cu 
prima linie a matricei A. Dacă se calculează elementele 
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primei coloane (sub diagonala principală), ge obţin ecu- 
uțiile. 

da5u = do; nn Su = Cage e ea În = Aae (3.76) 

Se observă că pentru $4, = da Z O, rezultă, din. aceste ecu- 
aţii elementele primei coloane a "masiricei T, | 

în general, dacă, se calculează elementele liniei Te, din 
matricea $, începînd cu elementul de pe diagonală princi- 
pală, vezulţă, ecuațiile următoare și deoarece în şi Sp. 
sint cunoscute, pentru j <k—1, se poate rezolva, sis- 
temul şi găsi elementele lui S din. linia fi; 

pi | pi 

ŞI ÎS “tf Sa = du Sa = Cu — Și ni Si 
Eine Se î=i 

| At 

SS brat tr Sah = Opri 5 i 2 Qui — ȘI ni Sir 
Îl : î=1 

SE Data 

ft ; 

x în 5n Fe Sia = Cin En Spa x 3 ni Sin 
îs | 

i 
(5.77) 

e i CIA 7] = Li i Dă 

În mod asemănător se calculează elementele coloanei 
I a matricei 7 (de sub diagonala principală), 'obţinindu-se 
ecuaţiile următoare, iar dacă 3 3 0, atunci sistemul de 
ecuaţii permite găsirea; elerenţelor coloanei, I a. mairicei 

a 
* 

a-1 - O 1 pl 
în ii Sis F dau Ser = Oa | bare = (a Ş, dati 9 

ab) | Sik = 
Fl. | a | h=], 

fata = 5 + tao, Su =, pi dna = Cp poa — 5 Îzraj Six. 
Il ; : ek jel 

E] % * + + Lă .: * . Lă . i Lă . Lă Li LI [3 + a, . --. - Pi . . . $ 

20 II | 1 ki 

Ş, ni Sp E ban Sat Cn ] ba = (ame SI nd Si 
iz | Su Îi



În mod asemănător s-ar desfăşura calculele dacă S ar 
fi avut pe diagonala principală unitatea. 

Exenaplu. Fie (n = 3) 

Csi aa us E 0 Sia: Sia 513 

A=|az 02 Gal =lta 1 S2 Sa|= TS. (5.79 

Cai Qaa (a la ba 1 533 

După efectuarea produsului T$ şi identificarea, rezultă n2 = 9 ecuaţii 
neliniare cu nouă necunoscute, Primele trei ecuaţii arată că elementele 
primei linii a lui S coincid cu elementele primei linii a matricei A : 

Si 7 Caz Sa > Ca S13 > as: 

Pentru calculul primei coloane a matricei T se folosesc următoarele 
ecuații (Sa4 = aaa O prin ipoteză) : 

/ _ PI Ca __ Ca 
215 = Caz Pau 

Su Ca 

d 

a a 31 __ da 
iaSu > Ca | În == — 

j Sua Gaz 

Din următoarele ecuaţii se pot calcula termenii Sg Şi So: 

_ 2 a. ps = _ adu | 
ÎnaSta F Sza = ag» Saa > aa baia = Aaa — ———— 

Au 

aa | _ 210173 | 
l2iSa3 + S23 = aa, Soa == (aa — laa5a3 = Gap ——— p 

1 

Au-mai rămas de determinat elementele î-» şi Sag, care sint necunoscultele 
din următoarele ecuaţii : E | 

! +4 _ __ Caaa3 —— aada2 
31512 22522 7* (32 Ci PN 

(33022 — Ca 

îaS5s8 “t ÎnaSaa “ Ss9 == (aa  Sa3 == (aa — Îsa533 — tsaSza- 

În acest fel au fost determinate toate elementele matricelor 7 şi S. 
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Analizind expresiile, coeficienţilor matricelor :7 și S$.şi ţinind seama de 
relaţiile (5.46) şi (5.47) şi (5.64), se observă că . | 

DD. : aţi 1 (1 (1 işi 
ab E aţ) i 0 aţi ai3) al 

— Atl)= (1 Pi (Di 4 — 2) - a 
A= Al): asi 33 a33 | Ma 1 aţă ass 
i 1 1 (1 | 

a$ as aşi — Masa | 0 (ag 

(5.80) 

În urma exemplului considerat; se vede că 

A = AO = 18, unde 7=Mşi S=A0%. (5.81) 

În acest caz se poate afirma că metoda lui Gauss de 
eliminare este echivalentă cu descompunerea matricei 
A = 18, cu T avînd pe diagonală unitatea. 

În vrma descompunerii matricei A. în 7 şi S siste- 
mul Ax = b se rezolvă astfel: 

Ax =b, 4 = 18, TSx =b, (5.82) 

unde sistemul 7Sx = b este echivalent cu două sisteme 
triunghiulare 1y = b, Sx = y. Sistemul Ty — b se poate 
rezolva prin substituție directă, i: iar Sx = y prin substitu- 
ţie inversă : | | 

1 0 0 0] [a] db, 

ia 1.0... 0 [a ba 
tn ba LL...  O0l|BITls | 

Lina lua i - aa i 1, Ya « bu 

Su Si Si3:-- Sm || a “pu 

S22  S23 -.- Sa || 4, Ya 
S33 ... 934 da = Ya 3 

0 i L] . L] L] LA : 

— Sun PC: AER „Un — 
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obţinindu-se “următoarele relaţii pentru “determinarea; 
necunoseutelor (Vuza) Și A. necunoscutelor (a... 

Î 2 2 9%Pa) 

Wa == mn Ym> pp, Pe pe, „„15.83) 

i k+1 | 

Dap = (a — ŞI sase iona n — 2-32 
| Su in 

- Metoda de descompunere” a “matricei A într-un produs 
de” două matrice triunghiulare este exemplificată,. prin 
schema logică din fig. 5. 6 Si „programul 5. 1. | 

5.2.4. Alte variante ale metodei lui Gauss de ina 

Există foarte multe metode pentru rezolvarea siste- 
melor liniare care diferă foarte puţin de metoda lui Gauss 
de eliminare; diferența dintre aceste metode şi metoda; 
lui Gauss nu 'se referă la, numărul de operaţii, ci „la redu- 
cerea spaţiului de memorie. În continuare se vor prezenta 
citeva variante ale metodei lui Gauss. 

În metoda lui Gauss de eliminare se cerea executarea 
următoarelor caleule : . 

MO A, ue ue A, MOM Mo 4, 

mo b, M2 ar, ue u» mo 

şi memorarea elementelor tuturor acestor linii în toate 
matricele reduse care au fost . gehimbaite : prin operaţii 
numerice. 

e Metoda lui Oroul. Această meto âă este aplicabilă 
dacă liniile şi coloanele sînt astfel aranjate că în metoda 
lui Gauss nu se cere nici o schimbare. În general pivotul 
nu va fi elementul maxim (deci erorile pot creşte rapid în 
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metoda, lui Crout). Metoda lui Crout este construită, cu 
scopul de a reduce numărul rezultatelor intermediare care 
trebuie memorate. Deci metoda este foarte bună pentru 
calculatoare cu memorie redusă. 

Metoda lui Crout poate. fi modificată să utilizeze ca 
pivot elementul maxim de pe coloană, prin folosirea schim- 
bării liniilor. Această procedură de eliminare compactă se 
bazează pe faptul că numai elementele a% (din metoda 
lui Gauss), pentru care î>îi şi i Sh, sînt necesare în 
substituţia inversă finală. în acest sens se foloseşte o 
metodă recursivă pentru definirea, coloanelor matricei 7 
(matrice inferior triunghiulară) şi a liniilor matricei S 
(matrice superior triunghiulară). 

Această metodă exactă de rezolvare a sistemelor liniare 
are în vedere faptul că orice matrice A nesingulară poate 
fi descompusă într-un produs de două matrice 7 şi 8, 
introducând un algoritm de calcul pentru elementele celor 

"două matrice 7 şi S în funcţie de elementele matricei A date. 
Din cele prezentate în paragraiul. precedent se Ştie că 

„A = 7 8,sau sub formă dezvoliată i 

Oa ha 3. au 

Oa Asa as -:: an | 

— 251 ua na A | 

l | Su Sa Sa--:+ Si 

. . . . 0 | 

dna În LR ... 1_ — Sun E ă 

În urma, efectuării produsului matriceal și a procesu- 
lui de identificare se obţin relaţiile | 

Sei = ui — Ii bnp5on dacă k < <j, |. (i i 

E—i - 

tip =— d (au — Ş, tot); dacă C) > k. 
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Relaţiile (5.84) pentru k> 2 permit determinarea la. înce- 
put a elementelor liniei & din matricea S şi după aceea de- 
terminarea elementelor coloanei k din matricea, T, presu- 
punind că se cunosc elementele primei linii din S Şi ele- 
mentele primei coloane din 7. 

În metoda lui Crout; elementele primei linii din matricea 
S sint 83 = au Î = 1,2... iar elementele primei co- 
loane din 7 sînt î, = PAN $ = 2. ..,n. Dacă se defi- 
nește Sun = bi Şi Simi = bp i = 2). n, şi se utilizează 
formula, (5.84) pentru j=n +1, se găseşte o coloană a 
matricei S (8;m+.) care este tocmai vectorul b obţinut 
în urma transformărilor vectorului b. 

În acest moment se cunoaşte matricea S, se cunoaşte 
bb»; deci pentru găsirea soluţiei sistemului | 

AX = bsau 133 = Th 

este suficient a se rezolva sistemul (deoarece 7 este nesin- 
gulară) 

Sx = b”, 

unde S reprezintă primele » coloane ale matricei de ele- 
mente (8,;), î = 1,2,...n,j = 1,2,...„n,iar coloana n +1 
este tocmai vectorul b”. Soluţia se obţine prin eliminarea 
inversă, obținindu-se z,, La: Pa i: 

bi 1 n at a (m Saua) 
San Su ni: 

d = n — 1, n — 2 ..,2, l. 

Această metodă se aplică în general pentru sisteme de 
dimensiune redusă sau în cazul cînd eroarea de calcul poate 
fi testată şi nu are o creştere foarte mare. 

e Metoda lui Doolitiie. Această metodă este strîns 
legată de metoda de descompunere a matricei A într-un 
produs 75 de matrice triunghiulare. 
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Se consideră pentru simplificare n = 4. Atunci procesul de eliminare 
pentru patru ecuaţii conduce la matricea 

Ca Cara aa aa ta Sai Sia Si3 Sia Ca 

a a a a b s s s e 31 oa (aa (a Va 22 Sa Soa Ca 
—] , (5.85) 

Cai Cap  Caa aa ta 0 Ss Sa Ca 

Cai Cao Ca aa ba Sag Ca 

unde a; sînt elementele matricei A, iar d, (i- = 1,2,3,4) sint componentele 
vectorului b. În urmă unor transformări elementare se obține o matrice 
superior triunghiulară $ și vectorul e, de componente ce; (i = 1,2,3,4). Deci 
A = MS sau | | a 

Aaa aa Ca Ca | LI E 3 | | 0 - „Sua Sia Sia Sa4 

Go  Qa2 Goa oa] | Ma 1 Sa  Saa Sa | 

Ca 32 Cos aa Ma Map A - 0 Sos Sa 

Caz aa Oas aa — Ma Ma Mu Î. Sasa 

(5.86) 

unde M este o matrice de constante de multiplicare care se determină la fel 
ca în metoda lui Gauss de eliminare. 

Se observă că vectorul final e este obţinut din ecuaţia 

— — .€ — | 

b 1 0 Ă Ci 

b —m 1 e | 2 21 2 
= | , b = Me. 

ba —IMa  —IMa | | Ca 

ba — Ma — Ma —Ma3 Li Î_ca_ 

Dacă A = MS, b — Me, sistemul iniţial se reduce la 
un sistem superior triunghiular astfel : 

Ax =b, MSx=Me, Sx=e. 

Deoarece matricea M este nesingulară, vectorul x se 
obţine din ultima ecuaţie matriceală prin eliminare inversă. 

e Metoda faciorizării directe. Relaţia (5.84) iolosită 
în metoda lui Crout oteră posibilitatea unui studiu mai 
general privind. descompunerea matricei A = 7S în care 
elementele de pe diagonala lui 7 nu sint neapărat unitatea. 
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Exempiu. Pentru n = 3 avem 

— — Dă — — — 

Cs  Caa  Ca3 ta O Sia Sia 513 

Aa  Qoa Ca 17| ln ba S2a Sa |? 

= da 032 (033 _ = loa ta _0 Sa3— 

După efectuarea produsului în partea dreaptă se obţine 

[Oa Ga Cs fuSu tn1Sa2 î1153 

Cai Ca2 Ca3| = | lau f21Saa  baaSaa l21S13 + loaSza ” 

Oa aa ag fa1Su ls1Sta - lsaSaa [sama “F faaS2a “ laaSa3 

În urma procesului de identiticare se obţin : 

Ca = tuaSu Cap = lua Sa C13 = fa Sua 
“> 
PP 

dai = înSu za = lay Ss9 f na Saa Cos = na Ss + la Saa 

Ca = lau V Go3 = a Sus aa Sa2 Cos = loa Sia t loa Sas “flaa Sas 

Se observă că 

l2a Sao = Cao — tza Sa» Sa3 = a (Qa3 — loa 513), 
23 

f03 Sa == Cos —— loa Sa — loa Sas, Isa = —— (ga — la45a2)- 
22 

Rezultă relaţiile : 

: & 

În Sk — A — > ip Sp? k > 2. (5.897) 

>= 

Restul elementelor matricei $ se exprimă astfel : 

1, R—1 
e 

Sp = PR (a 3, Î:p sa) | 2 <h ss. (5.88) pi kk 
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Se observă că elementele matricei 7 care nu sînt pe 
diagonala principală se exprimă astfel: 

k=1 | 

p=l kk 

Pentru k = 1, î = 2,3,...,relaţia (5.89) permite de- 
terminarea, elementelor primei coloane a matricei 7 dacă 
se cunoaşte s,. De asemenea pentru k = 1, d = 2,3,... 
dacă se renunţă la %, relaţia (5.88) serveşte la determi- 
narea elementelor primei linii a matricei S$, dacă se cu- 
noaşte elementul î,. Ecuația (5.87) determină produsul 
uxSu, în funeţie de elementele din liniile precedente ale 
lui S şi coloanele precedente ale matricei 7. 

De îndată ce elementele 4, şi s,, sînt alese astfel ca 
să satisfacă ecuaţia (5.87), se pot utiliza (5.88) şi (5.89) 
pentru determinarea elementelor care au mai rămas 
necunoscute în linia, respectiv coloana F. 

Dacă produsul își Su = 0, faectorizarea matricei A 
nu este posibilă, afară de cazul cind toate parantezele din 
(5.88) şi (5.89) sînt nule, pentru j> Fk&, respectiv 7>k. 

Dacă A este nesingulară, atunci se utilizează ca pivot 
elementul maxim de pe coloană, obţinindu-se elementele 
pivot într-o secvenţă de forma (î,, 1), (î3, 2),. . 5 (în, n), deci 
are loc o schimbare a liniilor între ele înainte de a începe 
procesul de descompunere a matricei A. În rezumat, dacă 
A este nesingulară, o decompunere triunghiulară A = 
= 78 este posibil să nu se poată realiza, dar o permutare 
a liniilor lui A poate duce la 

B = P'A = 1$, (5.90) 

unde P = (p,,) şi 

Pu T£ în 
Prs = , 

ÎI, ri 

Matricea P poate îi găsită astfel ca, 

ta] > |hal, > ks kb, Zn. (5.91) 
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O alegere simetrică 1, = Ss, poate conduce la numere 
imaginare dacă partea dreaptă din (5.87) este negativă. 

În mod similar cu metoda lui Crout se poate considera 
"vectorul b ca o coloană adițională a lui A, amr =, și 
uțilizindu-se relația (5.83) pentru j =n +7, se găsese 
componentele bţ” =— sin astfel că 

x = Ph = bb, 

Prin procesul de eliminare inversă se determină soluţia 
sistemului z,, Cacao ---5 Cao % cu ajutorul relaţiilur: 

Pa = br [Sam = Î Să ai 3, sa) ? (5.92) 

Si Îi 

în — 1, n —2,...2,L. 

Această metodă a factorizării este importantă pentru că 
generează o serie de metode de rezolvare a sistemelor de 
ecuaţii algebrice, metode care folosese anumite particula- 
ritășţi ale matricei A din sistemul considerat. 

e Meioda Cholesky (metoda rădăcinii pălrate). Este o 
metodă exactă de rezolvare a sistemelor de ecuaţii alge- 
price liniare de forma Ax = b şi urmăreşte punerea ma- 
tricei A sub forma unui produs de două mairice inferior, 
respectiv superior triunghiulare. 

Dacă A este nesingulară, atunci condiţia necesară şi 
suficientă pentru ca descompunerea matricei A să fie po- 
sibilă este ca minorii principali să îndeplinească condiţiile 

ATI = 0 Ai ha | a 0,. . 3] Ana, n=1| 0. (5.93) 

1dai Gaz 

Această metodă se aplică îndeosebi sistemelor în care 
matricea A este simetrică şi pozitiv definită. În acest caz 
matricea A se poate pune sub forma 

TS = A sau PT? — A, (5.94) 
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unde 7 este o matrice inferior triunghiulară, iar S este 
transpusa sa ($ = 77). Relaţia (5.94) se poate serie dez- 
voltat sub forma 

Oa Oua ua LAT3 

Mai aa ag Mo |_ 

dna 0 3 ua — 

ZI 0 ZI la la tai 

na Ina lea .... LARA — — În 

Dacă se efectuează produsele primei linii a matricei 7 
cu coloanele matricei 77 şi se face identificarea cu elemen- 
tele din prima linie a matricei A, rezultă ecuaţiile 

2 — _— _— 
ti = Ca bula = Caz tasta = Case e e burta = Cine 

Din aceste ecuaţii rezultă elementele primei linii din ma- 
tricea 17. 

În urma produsului liniei a doua a matricei 7 cu toate 
coloanele matricei 77 şi a identificării cu elementele liniei 
a doua din matricea A, rezultă ecuaţiile 

Tau = Ca ta + la = Cao tal taataa == ape se 

...9 tata F loa îns = Can 

de unde rezultă elementele liniei a doua din matricea 1? 
ş.a.m.d. | 

În cazul produsului dintre linia ș a matricei 7 cu toate 
coloanele matricei 77 şi a identificării cu elementele liniei 
$ din matricea A, rezultă ecuaţiile 

tati dada + e. + bula = ap 1 (5.96) 
di ba ee baut bi = du Î> Le 
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Matricea A a fost considerată pozitiv definită, înseam- 
nă că 4, >0; în plus matricea A a fost considerată sime- 
trică (adică a,;=— 4,;). Deci elementele matricei 7 se pot 
calcula cu următoarele relaţii : 

i . 
tu = dm ta = LU, 1) = 2, . e sp 

LASI 

Le A : i 

ta = Vas — Vth i> 1, (5.97) 
==] | 

î—1 

tu = [au — eta 7>2 

îi k=l 

Cu ajutorul relaţiilor (5.98) se pot calcula toate ele- 
mentele matricei 77, iar descompunerea A = 717 con- 
duce la rezolvarea a două sisteme de ecuaţii algebrice lini- 
are cu matrice triunghiulare. Sistemul Ax = b se descom- 
pune în două sisteme 

Tx =y, 1iy=b, (5.98) 

sisteme care se descompun în forma scalară astfel : 

tii Flo -- F bman = Di tun =VY 

toat e ee Fr man = ba lasi + aaa = Va 

Lan n =b, lit aa t A i tan Pa =—Ya 

(5.99) 

Din primul sistem se determină y,, Yu - 2 Va Ya cu aju- 
torul relaţiilor 

v, 1 1 | 
Va Vi > (2 — > LI 2) d = n— 1, n—2,...jl, 

tan tu kzi+i 

iar din al doilea sistem se determină necunoscutele 
i Paso « -5% Prin intermediul relaţiilor 

IC, 1 S D=, a, = (o Sua), d > 2 he 
LABE ta EI 
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5.2.5. Metode de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare în 
cazul matricelor de formă specială 

De foarte multe ori se întilnese în aplicaţii sisteme de 
ecuații algebrice liniare, a căror matrice A are o formă 
specială. 

e Matricea A are forma tridiagonală sau jacobiană 
dacă elementele matricei sint nule pentru 
unde ș reprezintă indicele de linie iar j indicele de coloană, 
adică 

WM 

d, a e 0 

A = ” 

0 bu Om Cani 

_ bu Ga 

În cazul în care matricea A poate fi factorizată sub 
forma a două matrice bidiagonale de forma 

i—j| > Il, 

|. (5.100) | 

—, 

Pa th l s 

Ps îs , LL 8 

A = TS = . , . ” Li 

0 Pal ta 0 Sa-1 

- Pa LA pă l —- 

(5.101) 
elementele matricelor T şi S se determină cu aju- 
torul relaţiilor : | 

| th, = ay 84 = ut, = €./ax 

d =M—Di Si 1 = 2 Deh ' 5.102 3,= e; = 2, Bump (5402) 
2 == b; 3 — 2, 3, e . . 3He 
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În cazul în care, 4 0 pentru i = 1, 2,...,n, factori- 
zarea lui A este posibilă şi elementele matricei 7 şi S se 
determină cu relaţiile date în (5.102). 

În cazul în care matricea A este o matrice a sistemului 
Ax = b, şi au fost determinate matricele 7 şi S, atunci 
Th) = %, unde 

bb — bf BD = (Be — Diac) = Dec (5.103) 

În final rezolvarea sistemului Ax —b se reduce la 
rezolvarea sistemului Sx = b%, ale cărui soluţii sînt date 
de relaţiile 

a = d, ti = bW — Sia = n — Lp n — 2.21. 

(5.104) 

e Mairicea A este o matrice bloc tridiagonală. La rezol- 
varea numerică a ecuaţiilor cu derivate parţiale şi în cazul 
ecuaţiilor integrale se întîlnesc destul de frecvent matrice 
bloc tridiagonale de forma : 

4, GQ 0 7 
B, A, C, 

Azi. , (5.105) 

0 ” On-a 

- Ba As 

unde A, este matrice pătrată de ordinul m, iar B, trebuie 
să fie matrice de dimensiune Mp X Mi-a Și Ci, matrice de 
ordinul m; X Ma. În cazul în care toate valorile m, Sint 
egale cu m, atunci toate submatricele sint pătrate de ordi- 

. . și 

nul m. Ordinul matricei A este Ş; m, iar pentru m, = m 
=] 

ordinul matricei A este m X n. 
Un sistem de ecuaţii care are o matrice de forma (5.105) 

se poate rezolva printr-un procedeu analog «a în cazul 
taetorizării matricei Jacobi. 
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Fie sistemul de forma Ax = b, unde matricea A este 
de forma (5.105) iar | 

al) "p(n 

p2 i p(2) 

XI — [] b — Hi 

ao(2) bl») 

fiecare a, bo are m, componente din vectorii coloană 
x şi b. Componentele vectorului x sînt grupate în subsis- 
teme 4, care sînt eliminate ca în metoda lui Gauss. 
Atunci 

"T, E “Il, S, 

P, T, 0 i PE 

A = TS= Pa 13 | 13 Sa , 

d) . 0 S,_, 

E P, Ta - LL 

(5.106) 
unde 7, sînt matrice unitate de ordinul m; 7; sint matrice 
pătrate de ordinul m, şi S,; sînt matrice cu m, linii şi my 
coloane. 
 Blementele (matrice) ale matricelor bloc cu două dia- 

gonale T şi S se determină cu ajutorul relaţiilor matriceale : 

Ti = Ay Sa = Ar; 

T, = A, — Bi Î =2, Ben ha (5.107) 

8, — 4710, i =9, 3, md 

Din definiţia produsului a două matrice apare evident 
că matricele S, sînt de ordinul m,;X Mu Si produsele 
B Si-a şi deci A, sînt matrice păstrate de ordinul m,. În 
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acest fel sistemul Ax =b este echivalent cu Zy=hb, 
Sx = Yy sau, sub formă dezvoltată, se poate scrie astfel: 

”T, ui ap 5 

P, T, 0 gp2) he) 

"1 8 | o ryo 

Ia Sa 0 (2) y2 

=| - (5.108) 

0 Sa ||. 
_ ” I, | Lao] |Lyo 

Primul sistem din (5.108) se poate scrie sub forma 

Ty0 =bO, Ty0 4 PyiD =bi, i = 2, sh, (5.109) 

iar al doilea sistem se poate scrie astfel : 

IA + Săi = y0, d = 1,2,...mn— 1, (5.110) 

IX =y. 

Din relaţiile matriceale (5.109) şi (5.110) rezultă 

yD = Tpibo, yo = Aj! (bO — By), i = 2, 3... 
(5.111) 

şi 

x = y0 x = y0 — SatitD,j = n — n — 2 Bl. 

e Matricea A este o matrice cu elemente numere com- 
plexe. Dacă elementele lui A şi b sînt complexe, soluția 
sistemului Ax = b va fi în general formată din numere 
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complexe. Soluţia în acest caz poate fi găsită prin oricare 
din metodele prezentate. Dacă A. este o matrice complexă, 

„atunci 

A = B+i0,b=etid,x=y+iz. (5.112) 

În acest caz sistemul de ecuaţii Ax — b devine 

(B+-i0)y +riz) =e+id 

iar după efectuarea calculelor se obțin două ecuaţii matri- 
ceale reale 

By — 0z =e,0y + Bz =. (5.113) 

Sistemul de ecuaţii matriceale se poate serie matriceal 
partiţionat sub torma 

B :—0 y e 

i | Pama | e (5.114) 

“Matricea sistemului (5.114) este de ordinul 21, iar 
numărul de operaţii aritmetice implicat în rezolvare este 
„aproximativ de opt ori mai mare decit în cazul real pentru 
o matrice de ordinul n. 

Exemplu. Folosindu-se teoria clasică a algebrei numerelor. complexe, 
se poate face o analogie între calcul cu numere de forma a + id, şi matrice 
de tipul Ia + 6 J, unde 

[Lo] -0.17. | 
] = | și J -| . (5.115) 

01 | —1 0 | II 

„Pentru că [2 = 1, J2 = —1, 1] = JI = J, avem | 

(al + DJ) — (a2 — b2)I1 + 2abJ, (a îb)? = 02 — b2 + 2adi 

(al + bI)-1 = (02 + D291 (a1 — DI), (a + di) 1= (02 + (a — bi). 

Din aceste exemple se observă legătura dintre algebra numerelor complexe 
a + bi şi algebra matricelor de tipul a7-+bJ. 
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Se observă că se poate înlocui fiecare element a;s + îbp; al matricei A 
printr-o matrice de forma 

| 107 | 0 1 | | ars br]. 
dos I+ Des] = ars Î „e sl*|_, | 

L— — Ors:: Crg 

Dacă se consideră sistemul de ecuaţii 

(3+ Bio +t (Ut iy= —9+ 19i 

Q+4r— (+ 3Dy = —25 + 17i 

care are soluția = a, tiy/ =2+4i, y == Xa + ÎVa = 1 — 4i, acesta 
- poate fi scris matricial asttel : | 

PR 1 !] [+] —9+ 19i 

2 ai i 34 Lea + în =] 
Folosind (5.114), sistemul considerat devine 

3 5 1 Na T-9 

4 —3: 2 =] l_p_ 17_ 

_ce se poate rezolva prin oricare. din metodele prezentate anterior. Dacă se 
folosesc relaţiile (5.116), orice element al matricei A se poate înlocui printr-o. 
matrice de 2 X2, iar sistemul devine 

- 35 1 10 Na Ti [09 197 

—5 3 1 1 mama | =i9 =] 
2 4 —1 —3 Ca Va _ — 25 17 4: 

oa 2 3 1 Lo cal |Loa7 —25_ 

După eiectuarea produselor, rezultă două sisteme . echivalente : 

3 — Sat ta Va — 9 3%. + 5z, + PRI Xa = 19 

—5a, — 3 — a a 19 | Bit 3 at ma=—9 
234 — Ay Xa + 3ya = —25 Dyk 4 — Va — 3 = 17 

— 4 — 2y, + Stat ya=.—17 —4y, tr 23 Ba — Da = —25 

care după rezolvare conduc la aceeași soluţie. 
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5.2.6. Analiza comparativă a metodelor 

La începutul acestui capitol au fost prezentate o serie 
de elemente privind condiționarea sistemelor, eroarea me- 
todelor şi precizia soluţiei. În cadrul acestui paragraf se 
va acorda, atenţie numărului de operaţii aritmetice şi ne- 
cesarului de memorie. 

e Metoda lui Gauss de eliminare folosită la, rezolvarea 
unui sistem de n ecuaţii Ax = b, prin care A este redusă 
la o matrice superior triunghiulară cu ajutorul eliminării 
directe, iar aceleaşi operaţii sint efectuate şi asupra vecto- 

rului b [32, 47], implică n ( - 2 + — n — %) operaţii 

A SUR 1 1 . 
de înmulţire şi n = na — a operaţii de adunare. 

Pentru substituţia inversă necesară calculării necu- 
A l 

noscutelor 4, Dp-15-- 5%, Sînt necesare (a nn — 

2 6 
adunări. - 

Relativ la necesarul de memorie este evident faptul 
că nu este necesară o nouă zonă de memorie pentru siste- 
mul redus, coeficienţii sistemului redus se scriu peste 
coeficienţii sistemului precedent, iar multiplicatorii pot 
îi scrişi la adresele din memorie unde au fost scriși coefi- 
cienții ce au fost eliminați. 

În cazul în care se folosese schimbări de linii sau co- 
loane pentru găsirea pivotului maxim, se execută aceleaşi 
operaţii dar apare necesitatea declarării unei zone de me- 
morie suplimentară pentru realizarea schimbului de linii 
sau coloane, calculul unor determinanţi şi memorarea; 
unor informaţii suplimentare. 

e Metoda Gauss-Jordan, care transformă matricea 
A într-o matrice unitâte, implică pentru găsirea soluţiei 

--) operaţii de înmulţire şi (3 n + 1 n — %) 

1] A 

— MB + n — A n operaţii de înmulţire şi Lp —— n 
2 2 2 2. 

operajii de adunare. 
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e Metoda Gauss de eliminare prin descompunerea ma- 

tricei A = 78, Tb = y, Să = Yy, implică = Ră + m2 — n 

dl 1 
operaţii de înmulţire ii nă + Ei pă — - m operaţii de 

adunare. 
e Pentru calculul matricei 7 din A — 777 sînt ne- 

2 aa a ca 
cesare mă + — m2 — Pi n operaţii de înmulţire si mă — 

— — n operaţii de adunare iar pentru rezolvarea,  sis- 

temului Ty = b, T?x =y sînt necesare — n (n + 1) 

operaţii de înmulţire şi = n (n — 1) operaţii de adunare. 

e În cazul matricei A  tridiagonale, A = TS, sînt 
necesare 5n—4 operaţii elementare. 

e În cazul cînd matricea A este o matrice bloc tridi- 
agonală, cu matricele de dimensiunile date, sînt necesare 
în total (3n—2)(m8 4 m?) operaţii elementare. 

Se pot îace următoarele observaţii privind metodele 
prezentate : 

— Metoda eliminării şi substituţia inversă sînt întot- 
deauna metode destul de rapide. 

— Metoda Gauss-Jordan este considerată lentă faţă 
de celelalte metode, dar programarea este mult mai sim- 
plă, deoarece nu implică eliminarea inversă. 

— Pentru rezolvarea unui sistem de ecuații Ax = b, 
eliminarea compactă, cu schimbarea liniilor 'sau coloa- 
nelor este superioară tuturor metodelor cînd produsul 
scalar poate fi acumulat precis, deoarece nici calculele 
nici necesarul de memorie nu sînt mult mai mari. 

— În cazul matricei A simetrice, descompunerea A = 
= 71* are un avantaj semnificativ, deoarece chiar dacă 
la] < 1, atunci orice |s,,| <L şi nu apare problema, gea- 
lării, în plus calculul produsului TI? duce la A + 84, 
unde |(54),,| nu depăşeşte o singură eroare de rotunjire 
dacă produsele sealare sînt acumulate corect. 
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În cazul sistemelor slab condiţionate (unde erorile de 
rotunjire au efect serios), odată ce soluţia a fost obţinută 
prin oricare din metodele prezentate, se pune problema 
înbunătăţirii ei printr-un proces iterativ. Prima etapă în 
cadrul acestui proces iterativ este calculul vectorului rezi- 
dual | « 

Tr = b — Axl, (5.117) 

unde x! este soluţia calculată cu ajutorul calculatorului. 
Componentele vectorului r(” sînt relativ mici, în sensul, 
că x are anumite cifre corecte în fiecare componentă. 

Dacă există erori în soluţia calculată xi, atunci dite- 
rență dintre x” şi vectorul x (soluţia exactă) reprezintă 
vectorul eroare | | | 

e —x—x0, (5.118) 

Amplificînd vectorul eroare e cu matricea A, rezultă 

Aeb = A(x — x) = Ax — Ax =b — Ax = 

sau 

Ae = rw, (5.119) 

Din (5.119) se observă că vectorul eroare este soluţia siste- 
mului liniar de matrice A şi partea dreaptă vectorul rezi- 
dual r. Din (5.118) se vede că soluţia exactă se obţine din 

x =xV re, (5.120) 

unde x“ este soluţia calculată iar e” este soluţia siste- 
mului (5.119). 

De asemenea trebuie menţionat că nu se poate rezolva 
(5.119) şi obţine e ci o aproximaţie a lui e! [chiar dacă 
ri» este calculat exact], pentru că dacă s-ar putea rezolva 
ecuația Ax = b, discuţia s-ar fi încheiată. 

Dacă se notează, soluţia, calculată a sistemului (5.119) 
prin £ care este o aproximaţie a soluţiei exacte e, atunci 
se poate scrie relaţia, (5.120) sub forma 

Xa pa, (5.121) 
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unde x reprezintă o soluţie îmbunătăţită a lui x. 
În general, dacă se dispune de soluţia x” şi se doreşte 

calculul unei soluţii îmbunătăţite x“, se procedează în 
felul următor : 

— se calculează cu o precizie cît mai mare 

ro =—b—Ax0; (5.122) 

— cu vectorul r” calculat se rezolvă sistemul 

Adel = rd, | (5.123) 

obţinîndu-se o valoare aproximativă «e pentru soluţia 
exactă e ; | 

— se calculează soluţia îmbunătăţită x* prin inter- 
mediul relaţiei | | 

xitD = x pei, | (5.124) 

Se observă că algoritmul de îmbunătăţire a soluţiei 
obţinute prin metodele exacte implică la fiecare etapă 
rezolvarea, sistemului de ecuaţii (5.123) în care apare ma- 
tricea A. Dacă la determinarea lui x! s-a folosit algorit- 
mul de descompunere a lui A. în 7S şi matricele 7 şi S$ 
sînt în memorie, atunci operaţiile de calcul pentru rezol- 
varea sistemului (5.123) se reduce mult dacă se foloseşte 
doar matricea 7 şi algoritmul de descompunere a ales ca, 
matricea 7 să fie inferior triunghiulară, dar unitară. 

5.3, Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor 
algebrice liniare 

Metodele de eliminare şi metodele iterative folosite Ia, 
rezolvarea sistemelor de ecuaţii de forma Ax =b au o 
serie de avantaje şi de dezavantaje. 

Metodele de eliminare (metodele directe) au avantajul 
că necesită un număr fix de operaţii elementare pentru 
un număr de ecuaţii dat şi au dezavantajul că acumulează 
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erori de rotunjire, care conduc la o eroare relativă destul 
de mare în soluţie. Eroarea de rotunjire poate fi minimi- 
zată prin reordonarea ecuaţiilor sistemului după fiecare 
etapă (pentru menţinerea elementelor maximale pe dia- 
gonală), operaţie destul de anevoioasă pentru sistemele 
mari. 

Metodele iterative au dezavantajul că apare posibili- 
tatea de neconvergenţă (alegerea unei valori de strat ne- 
corespunzătoare sau a unui sistem slab condiţionat), 
acestea implică un număr mare de operaţii elementare chiar 
atunci cînd converg destul de rapid, de asemenea se pot 
acumula erori de rotunjire destul de însemnate. 

Metodele iterative pentru rezolvarea sistemului Ax=b 
constă din alegerea unui vector iniţial x” pentru vectorul 
soluţie şi cu ajutorul unui algoritm de calcul iterativ se 
determină, un şir de soluţii aproximative, x, x? „pă, ... 
care în principiu trebuie să conveargă "către soluţia, 
exactă a sistemului. Aceste metode sînt iterative în sen- 
sul că se trunchiază şirul infinit de operaţii în momentul 
cînd este atinsă precizia dorită, pe cînd metodele directe 
sînt finite deoarece implică un număr finit de operaţii şi 
bine determinat de dimensiunea sistemului şi de metoda, 
aleasă. 

Unul din avantajele importante ale metodelor itera- 
tive este faptul-că eroarea de rotunjire şi chiar cea detrun- 
chiere pot fi eliminate. Unele metode iterative pot îi utili- 
zate la îmbunătățirea soluţiei obținute prin metode di- 
recte (5:2.6). În general metodele iterative sînt folosite 
la sistemele la care convergenţa este rapidă, matricele: sint 
mari dar conţin un mare număr de zerouri, pentru care 
metodele de eliminare sînt laborioase Şi necesită un spațiu 
mare de memorie. . . 

Fie Ax = b un sistem liniar de. m ecuaţii algebrice cu n 
necunoscute, neomogene şi x%e R” un vector oarecare. 
Se presupune că pletină « de la x% „ se construieşte un șir 
de vectori x), x), x(,..., pe baza unei formule recurente 
de forma | 

xErD = (x0, xD x), (5.125) 

unde F, este o funcţie vectorială nu neapărat liniară de 
argumentele sale, în general ea depinde de matricea A a 
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sistemului considerat. Dacă şirul de vectori definit recu- 
rent de relaţia (5.125) tinde către soluţia. x — A-1h asis- 
temului considerat, se poate alirma că s-a construit o 
metodă iterativă (de aproximaţii succesive) pentru rezol- 
varea sistemului, sau că şirul definit este un şir de iterare. 
Dacă funcţia F, este liniară pentru orice k, procesul de 
aproximaţii succesive este liniar; cind PF, depinde deun 
singur vector, procesul de aproximare este de ordinul întîi 
sau staționar. 

O mare clasă de metode iterative pot fi definite astiel. 
Fie sistemul de rezolvat | 

Ax =b, (5.126) 

unde det |A| 4 0. Atunci matricea A poate fi descom- 
pusă într-un număr infinit de moduri sub forma A = 
=B —0, unde B şi 0 sînt matrice de acelaşi ordin cu A. 
Sistemul (5.126) se poate scrie sub forma 

(B — 0)x =hbsau Bx —0x-+hb. (5.127) 

Dacă se foloseşte o valoare de start x(0, se poate calcula 
un şir de vectori (xW)ex cu ajutorul formulei iterative 

Bx&D = 00 + b, = 0,1, 2,... (5.128) 

La descompunerea matricei A se ţine seama de îndeplini- 
rea următoarelor cerințe : det Bz 0 şi sistemul By=b 
se rezolvă destul de uşor. 

În cazul în care se cere un grad de precizie mai mare, 
şirul de vectori se va calcula cu o formă echivalentă a rela- 
ției (5.128), înlocuindu-se matricea 0 prin B—A, iar 
(5.128) devine 

Bxb = (B — A)! +b sau B(xb — xD) = h — AXE, 

(5.129) 

Pentru analiza convergenței șirului de vectori (x sex, 
format din soluţiile aproximative (obţinute iterativ), 
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către vectorul soluţiei exactă x, se impune introducerea 
unei matrice P = B-10 şi a vectorului eroarea 

e = x — x, = 0,12... o—O(5.130) 

Dacă, se face diferența dintre ecuaţiile maitriceale 

— 0x + d, Bxb = O0Oxt-b + b, 
rezultă 

B(xb — x) = O(x-D — x) sau Be — Cei , (5.131) 

S-a presupus că B este nesingulară, deci există BI, atunci 
(5.131) devine | 

el) = B-1Qett-D = Pet-b = Pett-2 — ,,, = Pet), 
| k=1,2p., (5.182) 

unde e este vectorul eroare iniţială, ales arbitrar. 
După introducerea acestor elemente, o condiţie sufi- 

cientă pentru convergenţă șirului (2)sex —> X cînd 
l —> co este | | 

lim e — 0, adică lim Pb =0. (5.133) 
> kk 00 

Această condiţie este şi necesară dacă metoda. converge Ă Di; 
pentru orice vector eo, 

Teoremă. m alricea P este convergentă, adică. - 

“lim P* =0, 
k=— co 

dacă și numai dacă toate valorile proprii ale matricei P 
sînt în modul subunitare [sau raza spectrală p(P) < 1, 
unde p(P) = max A, A î=1,2,..-, n, fiind valorile 

proprii ale matricei P]. 
Veriticarea, condiţiei din teoremă este dificilă din punct 

de vedere practic, deoarece problema, determinării valorilor: 
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proprii ale matricei P este mai laborioasă decît rezolvarea 
unui sistem de ecuaţii algebrice liniare. Datorită acestui 
fapt se va folosi o condiţie mult mai convenabilă şi anume 
că. matricea P = (p,,) este convergentă dacă sau norma 
matriceală ||| sau ||-|, este subunitară, adică 

|Plla = max > Pay < 1, I21= = max y pu < 1. (5.134) 
i=l 

Pentru a justifica afirmaţiile anterioare, fie xe R” 
îixat „PeR”, ee PR” astfel că 

= PX Le (5.135) 

Dacă ÎIPla < L atunei „im x = = X, unde x% este 
Bi-a 00 

definit de relaţiile 

x =x, ev 2 Pb + e, (v)x e Rn. (5.136) 

Făcîndu-se diferenţa dintre relaţiile (5. 136) şi (5.135), 
rezultă | 

x — tt = Pix ke — (Pxe + e) = P (X — x) = = 

= PP - + e — (Pt + e) = Plx — x = 

(3.137) 

Dacă se aplică norma vectorială în stinga şi norma, 
matriceală în dreapta şi se folosesc proprietățile normei și 
legătura dintre norma vectorială şi norma matriceală, 
rezultă, 

|x—x || < Pa — x09)] < |P*]| |x—x0| s 

S(IPI) x — x]. 

Din această ultimă relaţie se vede că dacă |P|<1, 
atunci (1P]])*—0, pentru k-—>oo şi deci |x—xetb |] 0 
pentru B->00, adică x —>ă pentru l—c0. 
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Revenind la schemele iterative (5.128)—(5.132) şi 
presupuniînd că sint convergente, se poate introduce rata. 
de convergenţă R a schemei iterative definite astfel : 

R = — le e(P). (5.138) 

Semnificaţia acestei mărimi este uşor de evidenţiat, dacă 
se foloseşte relaţia p(P) = ||P|| (pentru mulţimea normelor 
naturale). 

Dacă se cunoaşte vectorul eroarea inițială e, (5.132) 
permite estimarea în funcţie de orice normă naturală, 

je < PE eo. (5.139) 
Pentru un <> 0 există o anumită normă astfel că 

leo | < [e(P) + eYlle”||. (5.140) 

Din nou folosind relaţia (5.133), dacă vectorul eroare e% 
este vectorul propriu al matricei P, corespunzător valorii 
proprii maxime, atunei | 

le” = [e(P)Y le”|]. (5.141) 

Să presupunem că se cere reducerea amplitudini erorii 
printr-un factor 107, p> 0. Din (5. 140) se vede că într-o 
anumită normă amplitudinea erorii este redusă printr-un 
factor apropiat de | p(P)|. 

Numărul de iterații cerut este acea valoare a lui k 
pentru care 

Le(P)]* < 10”. ă (5.142) 

Se logaritmează relaţia (5.142) şi se ţine seama de (5.138); 
rezultă, 

ke [e(P)]< —n, ks =" (5.143) 

de unde se vede că numărul de iterații k necesar reducerii 
erorii iniţiale prin 10? este invers proporţional cu rata de 
convergenţă. 
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După această prezentare generală se va trece la analiza 
cîtorva din metodele iterative mai frecvent întilnite în 
practică, eficiente din punet de vedere al numărului de 
iterații, necesarului de memorie și diminuării erorilor 
[108, 87, 67, 66,42]. | 

5.3.1. Metoda îiterahvă J acobi 

Această metodă se mai întilneşte într-o serie de lucrări 
şi sub denumirea de metoda sterațiilor simultane. 

Fie sistemul Ax = b, unde A e R”*”, x e R”, şi se pune 
problema găsirii vectorului soluţie x. Vectorul soluţie x 
există şi este unic dacă şi numai dacă A este nesinguia ră ; 
acesta poate fi explicitat prin relaţia x = A”1b. 

Presupunînd că matricea A este nesingulară şi că ele- 
mentele a, £ 0, î = 1, 2,...,n, matricea A poate fi des- 
compusă sub forma 

AS —P+D-—8=D—0, 0025144) 

unde | 

CO aaa 

A = Oa da Can 
nui ? 

—da Oua un _ 

0 0 0 0” 

da O 0 0 

— 1 = Cai. da 0...0 0 |» (5.145) 

ui pa ee mn 0_ 

“au 0 0...07] O ua apa 
O ax, 0...0 0 0 og... Gza 

D = , PS... , 

0 0 0...a, 0 0 0. 
_ _ 0 0 0...0 _ 

s
e



„A este matrice pătrată, D matrice diagonală (a; 70, 
4 =— 1, 2,...n), — TF matrice striet; inferior triunghiulară, 
(d = 0,5 <jşi ay 4 0,5>j); —S matrice strict superior 
triunghiulară (a; 2 0,5 <jsiay; = 0,î> j). 

Inlocuind expresia matricei A din (5.144) în Ax =b, 
rezultă 

(—7 + D-—S) =b sau Dx = (7 +S8)x+b, (5.146) 

de unde rezultă o metodă iterativă | 

Dx = (DP Sb, BR =01p2peci, (5.147) 
sau dezvoltat | Ă 

ati =, — Si at, d = 12 ocne (5.148) 
| Î=1 | | 

Relaţia (5.147) mai poate fi scrisă matriceal sub forma 

XE = DI + 8) + Dib, p=0,1,2,..., (5.149) 

sau dezvoltat 

pitt = d [E Se Ş, at | = 1, 2, 

A; j=i 

Matricea D-!(7 + S$) din (5.149) poartă numele de matrice 
Jacobi asociată matricei A. 

În sensul realizării unei analize privind rata de conver- 
genţă pentru metoda Jacobi se introduce notația 

P= D"(7+ 8) = Do. (5.150) 
În acest fel schema iterativă Jacobi din (5.149) se serie 
sub forma 

xP= Pxt-b4 D-ib. (5.151) 

Pentru analiza convergenţei şirului (x); e x către 
soluţia exactă x a sistemului Ax = b, este necesară analiza, 
vectorului eroare e“ care apare în metoda iterativă 
Jacobi : 

e = x —x, k = 0, 1,2,... 
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Se consideră relaţia (5.146) amplificată la stinga cu 
D 1; 

x = D174 8)x + Db sau x — Px + Dib. (5.152) 

Dacă se face diferenţa dintre (5.151) şi (5.152), rezultă 

xb—x = P[xC ID —x|. 

Se pune în evidenţă veetorul eroare în cazul metodei itera- 
tive Jacobi : 

= (61) — k—2) _— Dik)al0 — e) = Pet-b — P2e5-2 — ,., = PWe0, = 0,1,2,... 

| | (5.153) 

Aplicînd o normă naturală ultimei relaţii, se obţine 

le] < Pe“. | (5.154) 

Se demonstrează [128, 42] că pentru fiecare normă, 
matriceală de ordinul n şi fiecare <> 0 există o normă 
naturală ||P|| astfel că 

e(P) < |P| < p(P) + e. (5.155) 

Folosind relaţia (5.155) în (5.154), se obţine 

le” || < [e(P)+ <Flle”||. (5.156) 

Dacă vectorul eroare iniţială e” este vectorul propriu al 
matricei P, asociat valorii proprii maxime pentru matri- 
cea P, atunci (5.156) se poate scrie sub forma 

le! = [e(P)I le”). (5.157) 

Dacă se cere reducerea amplitudinii erorii prin facto- 
rul 10-2, p> 0, din (5.156) se vede că, pentru anurnite 
norme, amplitudinea erorii se reduce printr-un factor apro- 
piat de [e(P)]', unde k este numărul de iterații necesar, 
pentru care are loc relaţia 

[e(P)E << 1072, iar Os p(P)< 1 (5.158) 
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Dacă se logaritmează în baza zece relaţia (5.158), se obţine 

le [e(P)] < —psauk > — PP. 

Pi 4 —1g Le(P)] 
Folosind (5.138), rata de convergenţă a metodei iterative 
are expresia | 

1 
R = — le e(P) = le ——» salt) = g AP) 

de unde rezultă k > » relaţie dintre numărul de iterații 

%, ordinul de precizie p şi rata de convergență. 
'Pinînd seama, de expresia matricei P, în cazul metodei 

J acobi, se poate scrie 

d; 
IP|la = max Şi N <1 şi IP, = = maix Ş 4 4 <q. 

i ja A it di 
ji iz 

(5.160) 

Aceste două teste asupra matricei P sînt uşor de verificat. 
Dacă relaţiile (5.160) sînt îndeplinite, matricea P este 
convergentă, (deci p(P) < |P| <1), obţinindu-se o. Li- 
mită inferioară pentru rata de convergenţă : 

1 JI 
= le——— >] . 5I16L 

gb) > E in Pl IP) CD 

Din relaţia (5.159) se vede că numărul de iterații pentru 
metoda Jacobi este de n? operaţii. | 

Pentru a reduce eroarea inițială cu 10? sint necesare 
2 

E iterații, unde & > Atunci avem îi operaţii în 

total. | 
Pentru ca metoda Jacobi să aibă o eficiență apropiată 

de a metodelor directe, este necesar ca pentru un tactor 
de precizie impus 10”? rata de convergență a metodei să 
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satisfacă relaţia ia < — + Ordinul de precizie a fost 

ales astfel ca soluţia iterativă obţinută prin metoda itera- 
tivă Jacobi să fie comparabilă ca acuratețe cu soluţia 
obţinută prin metoda directă, folosind acelaşi număr de 
cifre în calculul soluţiei. 

Din (5.151) se vede că metoda Jacobi necesită rezer- 
varea a două spaţii de memorie, unul pentru componentele 
vectorului x**! și altul pentru componentele vectorului x%. 
În această metodă pentru caleulul componentelor vecto- 
rului soluţie xEt! se folosesc în exclusivitate componen- 
tele vectorului soluţie x de la iteraţia F. 

5.3.2. Metoda Gauss-Seidel 

Această metodă mai este întilnită şi sub denumirea de 
metoda iterațiilor succesive. Metoda Gauss-Seidel este o 
modificare a metodei Jacobi. La calculul componentelor 
ab se folosesc toate componentele xttb cu j<f; 
d = 1,2,...n3 = 1, 2,...,n — 1, componente care sint 
cunoscute. din caleulele precedente efectuate în cadrul 
iteraţiei de ordinul k + 1. În concluzie, componentele 
vectorului 4** sînt utilizate succesiv în ordinea în care aces- 
tea au fost obţinute, fapt ce se vede şi din relaţia 

îl 
(41) ___ (k+1 (& PA GL = b— Si a 0 — y a Xh, (5.162) 

j=il ji 

d = 1, 2,...np k=0,1,2,... 

Relaţia (5.162) se serie sub formă matriceală asttei : 

(D — Th) =S8x0+b, p>0, (5.163) 

unde D, —T şi —S sînt: matricea diagonală, matricea, 
strict inferior triunghiulară şi matricea strict superior 
triunghiulară definite în (5.145). Matricea D— T este in- 
ferior triunghiulară şi, din presupunerea făcută asupra lui 
D, este nesingulară [există (D—7)7]. 
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Dacă se amplifică (5.163) cu (D— 7) la stinga, atunci 

xEtD = (D — 71830 + (D— 7, kB =0, Lp. 
| (5.164) 

unde P=—(D— 7)1$ se numeşte matricea Gauss-Seidel 
asociată matricei A din sistemul Ax = b. 

Pentru analiza convergenţei metodei Gauss-Seidel se 
scrie relația (5.162) sub forma 

i-1 UE+1) 1 a, 
xi = bi Ş: Mi Si ab, 

Qi > du Îsi Ai | 

i = ÎL, dp hp = LL, 2... 

respectiv 

D,  îcia, 1 ai E î7 pi N a 
Mi ji i jzii li 

Făcînd diferenţa acestor utime două relaţii, rezultă 

(B) __ a lu a ui = 
zi — = — (pi — a) 3, — (i — 87) 

j=1 di | Îi du | 
(5.165) 

Dacă se introduce componentele vectorului eroare sub 
forma, 

e(e — ab — op = 0,12 i 12, (5.166) 

relaţia, (5.165) devine 

( e di ui a-i E) — î k ii —-1) 
e; = — 9 e — 9, —s6 , 

j=l 4; jziri di; (5.167) 

= 1, 2. kh= 1,2... 

Lemă. Fie vectorul eroare e, k = 1,2,..., definit prin 
(5.167) cu e arbitrar. Definim norma maximă ||-|lo şi 
constaniele e, prin 

Li 

le lo = max |e”], 6, = y, 
ji 

dj (5.168) 
dai



Dacă 

o = max 0; <l, | (5.169) 

atunci | 
le ja: < eP|| e “||. şieP — 0 cîndk — oo. 

Demonstrația rezultă din inegalitatea 

e? | < et Pa, p=1,2,..., (5.170) 

care se va demonstra prin inducţie. Dacă se scrie relaţia, 
(5.167) pentru î = 1, se obţine 

et = a Ş % dj ek D. (5.171) 

j=2 du 

Aplicind modulul şi utilizînd, relaţiile (5.167), rezultă, 

le] < 3; 

j=2 

dj lek-» | < Je“-" | y hj — |le-b ll €, < 

3=2 du 

< rel. (5.172) 

Presupunind. că le] <e || e&- |, pentru j=1, 2,...,i—l 
şi 6<1, se iii modului relaţiei (5.167), obţinîndu-se 

da 

Li «| [ţi + elle s 

< Jet «ŞI „33 eso Si [la (6.119) 

<rem( e 3,2) 
< I-a || = cae Pl < ele Pl 

sau, dacă se consideră extremele inegalităţii, rezultă 

e || < ele Pa < ... se” la. (5.174) 
Dacă e <1, e% —>0 cînd ko. 
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După cum se vede pentru metoda Gauss-Seidel testul 
privind convergenţa este destul de simplu. Metoda Gauss- 
Seidel converge mult mai repede decît metoda Jacobi 
iar necesarul de memorie este mai mic, fiind suticient un 
singur spaţiu pentru vectorul soluţie, spaţiu care în etapa 
de iteraţie k va memora componentele zțP ce au fost calcu- 
late şi componentele ak-D pentru j > 5, j=i+1,5+2,. 

hi 

5.3.3. Metoda relazărilor succesive 

Această metodă iterativă folosită la rezolvarea siste- 
melor algebrice liniare este destul de asemănătoare cu 
metoda Gauss-Seidel. 

La început se aplică metoda Gauss-Seidel pentru cal- 
culul componentelor vectorului soluție x, astfel: 

at = — 5 a at — Ş ab, (5.175) 
j=l Îl 

k = 0,1,2,....n, 5 = 1,2,...,n 

În metoda relaxărilor succesive se consideră, în etapa 
iterativă fi + 1, următoarele componente pentru vectorul 
soluţie x : 

ae = + o (Pt — a), (6476) 
= 0,1, 2,12 

Constata « se numeşte factor de relaxare şi cind o> 1, se 
realizează o suprarelaxare, iar cînd w < 1, se realizează o 
subrelaxare ; de asemenea se observă că 

pt — pik) 
— ? i , 

o = tb ppt) ) 0 So s l. (5.177) 

U 4 

Dacă w = 1, se vede că pt — aţktW, deci metoda relaxă- 
rilor succesive se reduce la metoda Gauss-Seidel. Relaţia 
(5.176) se mai scrie şi sub forma 

pD = (UL o0)aP + odtb, (5.178) 
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unde tt! reprezintă componentele vectorului soluţie 
calculate prin metoda relaxărilor succesive, iar + repre- 
zintă componentele vectorului soluţie calculate prin me- 
toda Gauss-Seidel. Cu alte cuvinte, fiecare etapă iterativă, 
în metoda relaxărilor succesive constă din două faze: 

— aplicarea metodei Gauss-Seidel pentru determina- 
rea vectorului soluţie x", 

— îmbunătăţirea, soluţiei x**D cu ajutorul relaţiei 
(5.178). 

Dacă se introduce zț*P dat în (5.175) în (5.178), se 
obţine 

î—1 n 

pb = (1 — o)apr — o[a — > ag DE — Ş asab] 
Wii i j Îl 

sau 

d; aer + o Ş a; arh — — (1 _ 6) Gt — 

j=l 

o y aa hob (5.179). 
| i Îi 1 | E E . 

Folosind descompunerea, matricei A = —'P+D—8, re- 
lația (5.179) se scrie sub forma 

(D — To)xt'P = [1 — o0)D+oShb rob. (5.180) 

Cu presupunerea făcută privind existenţa matricei inverse 
(D— To) 1, relaţia (5.180) devine 

XE = (D—o0THI( — 0)D + o8]xb + o (D—oT7yih 
(5.181) 

sau pentru P = (D — o7)- 1 [1 — o0)D + 08] se obţine 

XE = PxO + o(D—oTPyibh. 45.182) 

Se observă că pentru w = 1 se obţine din (5.181) metoda 
Gauss-Seidel. 

Din relaţia (5.179) se vede că şi această metodă nece- 
sită doar un singur spaţiu de memorie pentru vectorul so- 
luţie x, pe timpul efectuării procesului iterativ. 

În încheierea acestui capitol sint date o diagramă logică (fig. 5.7) și 

programul 5.2 corespunzător, construit sub forma a trei rutine pentru me- 
tadele Jacobi, (aauss-Seidel şi a relaxării. 
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CAPITOLUL $ 

VALORI ȘI VECTORI PROPRII. 
METODE DE CALCUL 

6.1. Introducere 

Problema valorilor şi vectorilor proprii apare într-o 
mare varietate de aplicaţii şi se scrie sub forma Ax = AX, 
sau, mai general, Ax =— ABx; se pot menţiona domenii ca, 
vibrația corpurilor elastice, difuziunea multigrup în sec- 
toarele nucleare, sisteme oscilatorii ete. 

În studiul vibraţiilor sau alte domenii este adesea 
necesară rezolvarea unor sisteme de ecuaţii liniare avind 
forma 

AA ua (3 

do (oa — Î Caz 

/ 9 (aa (sa — A. . 

S/ 251 Oua (3 

sau, altfel scris, 

| "] 
aa Ca Mas ce Gu | [i 

Co Cao oa sc Can Wa 

Aa Gas 33 <-- (sp E 

L Oua aa dus .... Cam J L a, 

da | [a] 

on - > 

(sn 3 

dn A ] L Wa 

[41900 

0A0 

— 100 A 

000 

o
 

O
 

_ Lă 

(6.2) 

În general sistemul (6.2) este exprimat matriceal sub forma 

AX — MIX sau AX = AX, 
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unde A este o matrice simetrică reală, x vectorul variabi- 
lelor independente iar 7 un parametru scalar denumit va- 
loare caracteristică sau valoare proprie. În cazul consi- 
derat parametrul. A reprezintă frecvenţa naturală în vibra- 
ţiile sistemului. Apare problema determinării parametrului 
A şi a vectorului x corespunzător, vector cunoscut sub de- 
numirea de vector caracteristic sau vector propriu. Pen- 
tru a evidenția semnificaţia fizică a valorilor şi vectorilor 
proprii se consideră următoarele exemple. 

Exemple. 1. Studiul vibraţiilor libere ale unui sistem constind din 
trei mase (îig. 6.1) conduce la ecuaţiile mișcării și la formularea unei pro- 
bleme de valori proprii : 

Ok — 2mos? — p 0 z, 

—k 2k — 4mo? —k Za | =0, (6.4) 

0 — k 2k — 6mo2] La] 

- 7 

Z, 

2m 4m m A 
ip C. 

7 Pa AN (DI 4 

PA N N i 7 4 

Z IO [2 zi 7 
7 SIA pi Pa A , Pa Sa 

DI A IN IN A II AI 
po OT Li Te ud i 

Fig. 6.1 

unde ce reprezintă frecvenţa, x — vectorul deplasare şi k — s/l (s-tensiunea 
în bară, 4l — lungimea barei). Dacă se realizează substituţia A = m c02/k, 
(6.4) devine 

2 —1 0 z, 2 0 0 z, 

- —1 2 —1 za] =A |0 40 za |: (65) 

0 —1l 2 Ta LO 0 6 Xa 

2. Se consideră sistemul fizic din fig. 6.2, al cărui model matematic este 
sistemul de ecuaţii diferențiale ordinare: 

2 

m A pe + Ea(x — a) 1 ge ta a( Xa “| 

(6.6) 
2 

da 

2 ape Ka(Xa 29 — has] 
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unde m,, m sînt cele două mase legate între ele prin trei resoarte de coefi- 
cient de elasticitate k,, Ka, Kg, X7 Xe deplasările pe orizontală faţă de starea de 
echilibru,-iar / este timpul, | | | 

Pentru oscilaţiile naturale sistemul va oscila la o frecvenţă unică wp, 
obţinîndu-se oscilaţii sinusoidale de amplitudine y și un unghi de defazaj 9. 
În acest caz expresiile celor două deplasări. sînt : 

Zi = VW Sin(op £— 0), za = ypsin(op î— 0). (6.7) 

„a a 

Fig. 6.2 

Dacă se înlocuiesc relaţiile din (6.7) în (8.6), după derivare şi ordonare 
rezultă sistemui 

2 
— Mu o — KU + ou —k = 0 10 Yi 1Yi 271 2Ua | (6.8) 

2 
— Ma on at Kaat KaUa — kaa = 0. 

Pentru my = mp=m, Ky=ha=kp=k şi frecvența  adimensională 

A = m oz [k, sistemul (6.8) devine 

(2 — My — Va = | 
(6.9) 

— Vuk 2 — ya =0 

Sistemul omogen în necunoscutele y,, y, are soluția banală y, = ya =0 
pentru orice valoare 7, fapt neinteresant din punct de vedere fizic. Astiel 
se impune condiţia ca det A 40 (A fiind matricea sistemului), rezultind 
ecuaţia polinomială în A e 

2—2A —1 
ps) = set 

—1 2-a 
| m soia 

Gradul polinomului caracteristic P,(A) reprezintă numărul gradelor de Ii- 
bertate ale sistemului fizic, precum şi numărul valorilor proprii. Fiecărei 
valori proprii îi corespunde cel puţin un vector propriu, în cazul de faţă 

există doi vectori proprii : | 

YI | ui i 
yl ) = | vi | —- OB y(2) _ | j2 —- ge (8.10) 

2 2 
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Din punct de vedere fizic 7, şi: Ag reprezintă frecvențe naturale 
în forma adimensională pentru sistemul -considerat : 

2 
IN 604 

2 = = 1, o=Vkim> 
k 

mă 
Sie V3k]m - (6.11) 

Dacă se rezolvă sistemul (6.9) în y! și pi pentru A => 1 și în 2, 2 pen- 

ru > = 3, rezultă vectorii proprii y(l) şi y(2): 

yi 1 Yi 1 
y( Ea | E — Ă; y(2) = 2 = - a. (6.12) 

Yo 1 Y> —1 

Din (6.11) se vede că vu, este frecvenţa cea mai joasă iar 
«2 este frecvenţa cea mai înaltă pentru sistemul considerat. 

Se observă din (6.12) că la frecvenţa «, cele două mase 
se deplasează la fel şi în aceeaşi direcţie, iar la frecvenţa 
«p cele două mase se deplasează cu aceeaşi mărime dar în 
sensuri opuse. Cele două exemple prezentate au menirea să 
evidenţieze faptul că valorile proprii şi vectorii proprii 
descriu modul de comportare al unui sistem fizice consi- 
derat, reprezentind o serie de mărimi ce descriu comporta- 
rea sistemului. | 

În afară de importanţă pe care o au valorile proprii în 
cadrul analizei comportării sistemelor fizice, cunoaşterea 
valorilor şi vectorilor proprii ai unei matrice poate fi foarte 
utilă pentru simplificarea calculelor matriceale, determi- 
narea soluţiei particulare a unui sistem de ecuaţii diferen- 
ţiale, analiza, convergenţei metodelor iterative utilizate la 
rezolvarea sistemelor de ecuaţii algebrice liniare ete. În 
acest sens se vor considera cîteva cazuri particulare. 

Fie A e M$*” o matrice ce are n vectori proprii liniar 
independenți (XI, x2,..., X”), care corespund valorilor pro- 
Prii AzsAzy- - -sA ale matricei A. Orice vector ze R” poate 
îi exprimat în mod unic prin baza B, formată, cu vectorii 
proprii (X1,x2,. ..,X”) liniar independenţi, adică, 

Z = ax + ax? Pa a =, ax, (6.13)



unde coeficienţii a; reprezintă componentele vectorului 2 
cu privire la baza B = (XI, XX), 

Datorită faptului că, relaţia, (6.8) se poate scrie sub 
forma | 

AX = A, d = 1, 2, (6.14) 

şi dacă se amplifică (6.13) cu matricea A de & ori, se obţine 
relaţia, 

AYz = AH(GX + apx2 +. + ax) = 

— Aa AX + a4X +... + a,AX) = 
= AFi(a AX A app + tax) = (6.15) 
= AF 2(0, MAI + 0232 +. + ax) = 

— a Nat -PaphEx2 + NR + AX" 

În cazul în care între valorile proprii există relaţia, 

Al > âl, = 2,3. si a 40, (6.16) 

atunci (6.15) se poate scrie sub forma 

Ahz = 1 Aa VP 2 A) 3 Z = AN laăt + Ev Mă + =) (179, Si stie 
1 

Lă 
„a. + (==) ax" | PY axa, (6.17) 

1 

de unde se vede că vectorul A*z se găseşte pe aceeaşi di- 
recţie cu vectorul propriu x!, corespunzător valorii proprii 
2. Dacă se cunoaşte valoarea proprie maximă a matricei 
A şi vectorul propriu asociat, precum şi componentele 
vectorului z cu privire la baza formată cu vectorii proprii 
ai matricei A [B = (x, X2,...,X")], atunci se poate deter- 
mina A* din relaţia, (6.17). Operația de ridicare la puterea, 
k a unei matrice implică un număr considerabil de operaţii 
şi spaţiu de memorie, care pentru anumite dimensiuni ale 
lui A este imposibilă pe calculatoare medii. 
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Exemplul 3. Fie matricea A e M2 R 2, Avînd elementele și vectorii pro- 

LD ee el) 
Se poate arăta că relaţia (6.3) pentru acest caz devine 

prii : 

AxI = 4X1 și AxX2 = 6x32, A, =4 și A=6. 

Se observă că 4 și 6 reprezintă valorile proprii ale matricei A considerate, 
asociate vectorilor proprii X2 și x2. 

Orice vector ze R2 poate fi exprimat în mod unic prin baza B= 
= (2, x2)sub forma 

1 
4 = Eu (Za + Z2) 

Za 
= 0,X1-+ a2x2, unde , z =| | 

e 

aa = E (21 — Za) 

Pentru acest caz (6.17) devine 

E 
4 a = Pat: Gage = 00| au] + ase | ata 

În concluzie valorile şi vectorii proprii au un mare rol 
în simplificarea calculelor matriceale, reducind numărul 
de operaţii, necesarul de memorie aferentă, timpul de exe- 
cuţie pe calculator etc. 

Fie y(i)e R” un vector care în formă transpusă se 

prezintă astiel: [y(9Ţ = [y(0), ya(6),. 910], avînd n 
funcţii componente dependente de scalarul i. Derivata 
vectorului y(1) este: 

| dag 

[2] = [2 Y „de a | (6.18) 
dt di di di” 

Atunci sistemul de ecuaţii diferenţiale cu coeficienţi con- 
stanţi se scrie sub forma 

Ay (î) — Ay), y 0. | dt Y(Î), y(0) 7 (6.19) 
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Soluţia particulară a acestui sistem poate ti obţinută cu 
ajutorul valorilor şi vectorilor proprii ai matricei A. 

Folosind relaţia AX = AX şi alegind ca soluţie 

y(t) = eh x, i (8.20) 

se obține după ceririre 

AN A te Ax) — det x — Ay(1) (6.21) 
di ai 

şi după amplificare a vectorului y(£) cu A rezultă 

Ay(i) = Ae!x = e AX = e AX = ea = ay(6). (6.22) 

Din analiza, relațiilor (6.21) şi (6.22) se vede că acestea 
sînt egale, adică se verifică (6.19) pentru soluţia (6.20), 
soluţie care poaie fi găsită direct, dacă se cunosc valorile 
şi vectorii proprii A, respectiv x ai matricei A. 

Pentru o problemă generală cu valori iniţiale (6.19) 
se ştie că soluţia, y(î) — exp (11)y(0) aduce o cantitate de 
informaţie redusă deoarece nu se vede dacă soluţia tinde 
la zero, oscilează san devine nemărginită cînd t-—>o0. Da- 
torită acestui tapt se va căuta soluția particulară a siste- 
mului (6.19) de forma (6.20) cu vectorul x = const 4 0. 

Dacă se introduce soluţia din (6.20) în (6.19) şi după 
derivare se simplifică cu e, rezultă Dc x — Ac x, deci 
AX = AX, de unde 

(ALA) =0, x720. 0O0O—O(6423) 

Ultima ecuaţie, numită şi ecuaţia caracteristică, va 
fi rezolvată pentru acele valori reale sau complexe ale 
lui A, pentru care ea are soluţii x 4 0. Pentru existenţa . 
unor soluţii x z 0, condiţia necesară şi suficientă este ca 

det (AL — A) =0. (86.24) 

Exemplul 4. Fie A din (6.19) deforma | | 

a-i] 
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Atunci (6.24) devine 

| A+ 5 —3 

6 A—1 

= —2+ 3i, 
= 24 40+ 13, (6.25) 

dp = —2 — 3i. 

Vectorul propriu x! corespunzător valorii proprii A, se poate găsi cu 
ajutorul ecuaţiei 

3+ 3 —3] fal 0 arme) 6 —3 + 3i Io 0 

1 1 1 
3-+ Bi) — 325 =0 co Ei 
G dt : i a=| |-] |zo 

Ba — (3— 35 =0] uz 1+i 

iar vectorul propriu x2 corespunzător valorii proprii A, se găsește cu aju- 
torul ecuaţiei 

3—3i —3 zi 0 
AI — A = „|=0= , 

6 —3— 3i] L 2 0 

1 2 2 - 
3 — 3i) 22 — 3% =0 z Ei 

6 z2 —(3 + 3i)z2=—0 15 1-—i 

Folosind relaţia (6.20), soluţiile sistemului considerat se pot scrie sub forma 

r 1 — 
2+3i) y.(£) = x edit = | Ă | Ă e! (6.26) 

i ni 

ră Î 
Y2(t) = x2edet = el -2—3i), 

| L1-—i. 

Dacă se consideră drept condiţie iniţială 

1 
Y(0) = , e (6.27) 

se observă că nici una din soluţiile (6.26) nu satisface această condiţie ini- 
ţială ; astiel se caută un vector y(1) ca o combinaţie liniară de forma 

Y(1) = es Ya) + coYa(4). | | (6.28) 

267



Pentru orice c, și ca combinaţia liniară (6.28) reprezintă o soluție a ecuaţiei 
diferenţiale omogene y'(() = Ay(7) (scrisă sub formă matriceală). Coeticien- 
ţii c, și ca ai combinației liniare se vor determina cu ajutorul condiţiei ini- 

ţiale (6.27) : 

Y(0) = c1Ya(0) + caYa(0) 

sau 

14 2i 
- Ca EI 

ct ca=t 2 
=> 

(1+ De (— Dea = —1l 1 — 2i ' 
Co =— 

“ 2 

" După determinarea constantelor c, și ca soluția dată în (6.28) are urm-ă 
toarea formă : 

: 1 — 9; 1 = 1 + 2i | Eau + 1 : i| |eca-o _ 
„2 1+i 1-i 

14 2i 7 1—2i 7 

2 : 2 3; 
— e(—2+38i)t e(—2—3it — 

—1+ 3i —1—3i 

PI 2 E L 2 «d 

PAi-+2i ] | 1—2i 

2 2 
= e—2t ei3t 4 a*2t e—iăt — 

—1+ 3i —1 — 3i 

L 2 | L 2 | 

1+2i pi ai 

2 2 
== e”2i (cos 3 +i sin 36) + (cos 3i—i sin 3) |= 

—1+ 3i —1—3i 

2 2 

o 1 2i cos 31 — 2sin 3t ] 
cos 31 + i sin 3£ = eo2i 

—1 3i — cos 3f— 3sin3f 
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sau 
cos 3t  —2 sin 3/ Yu(Î) = e”2t (cos 3t —2 sin 31), 

(0) = ez = 
— cos 3t —3 sin 3ft Va(£) = —e2l(cos 3l + 3 sin 37). 

(6.28) 

Soluţia prezentată în (6.20) oferă informaţii suficiente privind compor- 
tarea soluţiei în timp. 

În exemplele prezentate s-a urmărit evidențierea semnificației pe 
care o pot avea valorile proprii și vectorii proprii ai unei matrice A din 
cadrul modelelor matematice cele mai diverse. | 

6.2. Valori şi veetori proprii. Proprietăţi 

Fie 7 e Z(0", 0”) şi matricea A asociată aplicaţiei lini- 
are relativ la o bază ordonată. Se consideră o bază ordo- 
nată în 0” şi se va lucra cu vectorii coordonate relativ la, 
această bază. Dacă vectorul x trece în y prin aplicaţia 7, 
atunci se poate serie 

Ax =y. (6.29) 
Relaţia (6.29) conduce la intrebarea : există sau nu vectori 
în 0 care sînt invarianţi prin aplicaţia considerată? 

Dacă V este un spaţiu vectorial peste R” şi dacă 
A e Mâ*", vectorul xeV este un invariant faţă de aplicaţia 
J prin matricea A dacă şi numai dacă | 

x— Ax, AeR. (0.80) 

Se poate arăta că A nu depinde de reprezentarea matri- 
ceală dată, deoarece fiecare reprezentare matriceală de- 
pinde de alegerea bazei pentru spaţiul V iar invarianţa 
(sau neinvarianţa) unui vector în urma aplicării matricei 
A este independentă de alegerea bazei. De asemenea se 
poate pune întrebarea dacă există un vector x e R”, astfel 
ca y din (6.29) să, aibă expresia y = AX, de unde (6. 29) 
devine 

Ax = = Ax, x 0. . (6. 31) 

Din (6, .31) se vede că vectorul x e R» are. proprietatea dea 
rămîne invariant ca direcţie, după. aplicarea matricei A. 

269



Fie xe R5, x Z 0, şi Ace M&** o matrice de forma 

Ca (ha dag Hi 

A = da Ma do]? X> | a 

Aaa (aa (ag Wa 

Aplicînd matricea A vectorului x, se obține un vector y, 
adică Ax=—y; dacă y — AX, Ae R, atunci x este un vector 
din R3 care este invariant ca direcţie după transformarea 
lui x prin matricea A. 

Astfel se poate spune că vectorii x şi AX au aceeaşi 
direcţie (se suprapun), dacă A > 1 Ax] > xl, iar dacă 
A < 1,|4x| <|x|. 

În fig. 6.3 se dă o înterpretare geometrică pentru cele 
prezentate. Axele sistemului sint 4, a, Za şi vectorul x este 
invariant ca direcţie în urma aplicării matricei A. 

4*3 4 
SAR 

pa 
Pi 

Evei 

: | 

| 
Ti a 31 = 

E ” 7 7 — 2 

2 
VW 

Fig. 6.3 

“Bcuaţia, (6.31) se. scrie sub. forma (A — AI)x = = 0 sau 
dezvoltat astfel : | 

au —A "ia i... ha Ba "0 

a Qaa—A --- Gama o | 1221-10, (6.32) 

(/ A (ao as. Co A a 0 

rezultind un sistem de ecuaţii omogen care are soluţie 
nebanală numai dacă | 

det (A — AI )=0. (6.383) 
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Se vede că det (A — 17) este un polinom de gradul n în 
), adică 

det (A — AI) = 0 ap pa 2 +. „Fay A-kao. 
(6.34) 

Pentru determinarea vectorilor x 20, care să fie invarianţi 
[să satisfacă relaţia (6.31)] trebuie determinate valorile 
A care satisfac ecuaţia polinomială (6.34), care are n rădă- 
cini A, Ay ..-» Au. Relaţia (6.34) se- numeşte polinomul 
caracteristice al matricei A, iar (6. 33) ecuaţia caracteristică, 
a matricei A. 

e Dacă det (4 — A) = 0 este ecuaţia caracteristică, 
a matricei A e Mr”, atunci cele n rădăcini As Ăzy e = a Ăn 
ale acestei ecuaţii se numesc valorile proprii (valori latente; 
valori caracteristice) ale matricei A: 
e Dacă Ae Mp” şi dacă A eo 9 Sint valori 

proprii ale matricei A, atunci orice soluţie nenulă x' a 
ecuaţiei 

(A — 1)Xi = 0, sau Ax — at, d = 1, 2, n, (6.35) 

este numit vector propriu (vector caracteristice sau latent) 
corespunzător valorii proprii 14. Toţi vectorii soluţie x'e 
e R” din (6.35) au proprietatea că 

A i | a 
x DA i = 12 (6.35) 

adică prin aplicaţia sZ de matrice A ei rămîn invarianţi ca, 
direcţie. 

Prin definiție vectorul nul 0 nu poate fi un vector pro- 
“priu, dar nimic nu exelude ca o valoare proprie, de exem- 
plu A =0; evident vectorii proprii, corespunzător x%, 
sint vectori nenuli din spaţiul nul al matricei A. Prin spa- 
țiul nul al matricei A se înţelege sistemul de vectori S(A) 
definit astfel : 

S(A) = we R*: Av = 9). (6.37) 

În continuare se vor prezenta o serie de definiţii şi 
teoreme privind valorile şi vectorii proprii. 

e lie matricea A e My”. Atunci spectrul radial p(4) 
al matricei A este dat de |A,|, unde 1, este valoarea pro- 
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prie a lui A, de valoare absolută maximă, adică 

p(4) = Al, [A | > | A | = Deh (6.38) 

e Urma unei matrice A e M+*" este suma elementelor 
de pe diagonală principală, adică 

urma A = DX di = du A (oa + ... + Can - (6.39) 

(Pi 

e Pentruo matrice A e Mg" superior triunghiulară sau 
inferior triunghiulară | 

aa 0  0...0] Aa aa a: Mu | 

(a 22 0 ...0 O 023 oa .. - Can 

Ga Goa dap ... 00| 10 0 axa ..- aa (6:40) 

L eee Om. 0 0 0 ...a,„j] 

valorile proprii sint . | 

Ă = ip = 1,2... (6.41) 

Pinînd seama de (6.39), 

urma A = Şi A AF af eee PF A. (6.42) 
dm 1 

e Folosind cele enunțate, se vede că o matrice A are 
drept valoare proprie 1 = 0, dacă şi numai dacă ea este 
singulară. | 

“e Valorile proprii ale unei matrice diagonale D = 
= (d) sînt date de relaţia 

A — di () — 1, 2,. . «sh. | (6.43) 

Teoremă. Dacă A e Mp" este o matrice nesingulară 
(există A-1) şi dacă AX = AX, unde Ace Ri xe RR”, atunci 

Arix = = ă, (6.44)



Demonstraţie. Se consideră ecuaţia Ax = AX, care după 
amplificare cu A”! la stînga conduce la 

ATIAX = ATA sau x = 24” tx ; 

după împărţirea cu A (Az 0 pentru că există A-1), se 
obţine 

Î x = Ax sau Ax = x, 
Ă A 

Dacă se scriu două ecuaţii 

AX = AX, A x= x, (6.45) 

se pot enunţa următoarele : 

— Dacă A este nesingulară (există A 1), atunci A şi 
A”! au acelaşi sistem de vectori proprii. 

— Valorile proprii ale matricei A”! constituie inversele 
valorilor proprii ale matricei A. 

— Valoarea proprie de modul maxim a lui A conduce 
la, găsirea, valorii proprii de medul minim a lui A”. 

Din punct de vedere teoretic se poate considera, că un 
bun algoritm pentru găsirea valorilor proprii ale unei ma- 
trice A e MR" este acela care găseşte zerourile polinomului 
caracteristic asociat (6.34). 

Exemplu [128]. Fie polinomul 

20 

Poo(x) = II («e — i), 

care are drept zerouri pe x; = i, i = 1,2,...;20, şi polinomul Tag(2) obţinut 
din Pag(x) astfel : 

Tao(2) = Pao(c) — 22% at. 

Acest ultim polinom  Tag(2) are zece zerouri reale şi celelalte zerouri sînt 
cinci perechi de numere complex conjugate. De la un polinom cu toate 
rădăcinile reale s-a ajuns la un polinom Tag(x) cu cinci perechi de rădăcini 
complex conjugate. Acestea impun calculul coeficienţilor ag, a... ap ai 
polinomului caracteristic cu o- precizie foarte mare. 

Avînd în vedere faptul că acești coeficienţi ai polinomului caracteristic 
se calculează cu ajutorul elementelor lui A, este posibil prin procesele de 
rotunjire să se introducă o serie de erori de ordinul 2 28, care ne plasează în 
cadrul altei probleme, lucru evident dacă analizăm polinoamele Pp9(2) și 
Tag(2). Din această analiză se vede că determinarea valorilor proprii cu 
ajutorul polinomului caracteristic (6.34) este apreciată din punct de vedere 
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teoretic, dar practic trebuie căutate alte metode pentru determinarea + valori- 
lor propriiale matricei A [42, 128, 51, 93]. 

În acest sens foarte frecvent (94, 59] zerourile polinomului caracteris- 
tic se găsesc folosind valorile proprii ale unei matrice asociate matricei A, 
utilizînd iranstorimările similare. Pentru găsirea valorilor proprii ale ma- 
iricei A, se face o transtorimmare a. matricei A, obținîndu-se în final o matrice 
B similară cu A, dar de o formă mult mai simplă cu mai multe elemente nule 
deasupra şi sub diagonala principală. 

6.3. Reducerea matricelor prin transiorimări similare 

Procesul de reducere a matricelor prin transformări si- 
milare este sugerat de necesitatea simplificării metodelor 
de calcul şi obţinerea unor rezultate mai precise. 

Presupunind că 2, d,-:-3A, sînt valorile proprii ale 
matricei A e My”, pentru fiecare valoare proprie există 
cel puţin un vector propriu. $ şi astiel se pot scrie m ecuaţii : 

AX = AX] Da | Si , | 
PE 2 i a Ă Ea Iu Ă ă : | 

AX = AX sau Axi =2pii, i = 1,2. pm (6:46) 

AX” = >, x” 

Dacă se notează cu X matricea formată din vectorii pro- 
prii X? = (31, X2,.. x), atunci cele n ecuaţii se scriu sub 
torma matiriceală 

AX = XA, (6.47) 

unde A, X şi A au expresiile | 
1 2 Ga Oa =: Oi] Zi Dad 

i - LN da Wo, i 
A = ja Ba2 ::- da], X = zi aa. aie 

Om (ma + Can | Dl 2. ah 

[A N 

ha 0 

A = ” , 

0... 
PA II 

Matricea X ale cărei coloane sint vectorii proprii ai matri- 
cei A se numeşte matricea modală a lui A, iar ecuaţia (4.47) 
se numeşte ecuatia modală.. 
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Teorema 2. Dacă matricea X este formată din n coloane 
liniar independente (adică vectori proprii XI, X2,..., X” sînt 
liniar independenți), atunci există Xt și ecuația modală se 
serie sub forma 

XAX = A = Giag-(Aao o: - sd) (6.48) 

unde matricea A și A sînt două matrice similare. 
e O matrice Be Mp" este similară (echivalentă) cu 

matricea A e M**" dacă şi numai dacă există o matrice 
nesingulară P € e M"*" astfel că | 

PAPI=8B; (6.49) 

operajia, se numeşte transformare similară a amatricei A. 
Din relaţia (6.48) se mai vede că dacă se cunosc vectorii 

proprii ai matricei A şi ei sînt liniar independenţi, rezultă 
imediat valorile proprii ale matricei A dacă se. efectuează 
produsul matriceal X LA, X. 

"Teorema 3. Dacă A şi B sînt similare, atunei matricele 
A și B au acelaşi polinom caracieristic. 

Demonstraţie. Dacă A şi B similare, atunci B— PAPI, 
det (B — 11) = det (PAP-1—1I) — det [P(A—11)P-1] = 
= det (P) - det (P-1) det (A — AI) = det (4 — A) 
pentru că det (P): det (P-1) = det (P- PD) =det I=1. 

Teorema 4. Dacă Be My" este similară cu A e Mi", 
atunci A este similară cu B. 

Pentru a demonstra acest lucru se consideră Q = PI. 
Atunci Qi =. P şi relaţia (6.49) se serie 

QIAQ = B sau A = QBQ-1. (6.0) 
e Din relaţia (6.48) se vede că dacă matricea A e My" 

are un sistem de n vectori proprii liniar independenţi, 
atunci A este similară cu matricea diagonală A, care are 
pe diagonală principală valorile proprii ale matricei A. 

e O matrice Ae Mg”, dacă are n vectori proprii 
liniar independenţi, se numește nedefectivă, iar dacă are 
k < n vectori proprii liniar independenţi, se numeşte 
defectivă. 

Calculul valorilor proprii. pentru matricele defective 
întimpină o serie de dificultăţi teoretice şi practice. 
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e O matrice dată are o infinitate: de vectori proprii. 
Într-adevăr, dacă Ax = Ax, atunci A(Bx) = MEX) pentru 
Vk e R, adică dacă x este vector propriu şi kx este vector 
proprii, oricare ar îi ke R, k 4 0. Important pentru o 
matrice este a determina care este numărul vectorilor săi 
proprii liniar independenţi [10, 15]. 

Corolarul 1. Dacă A e M$*” are n valori proprii d, - 
An distinete, atunci A are un sistem de n vectori. proprii 

x x2, »X* liniar independenţi şi, prin urmare, este nede- 
feotivă. 

În acest caz A este similară şi cu matricea diagonală 
A, avind loc relaţia, 

PAPlI=A. (6.51) 
e Matricele care sint similare cu matricea diagonală 

A se numesc mairice diagonalizabile. 

Teorema 5. Dacă A,B,P e M$*" cu P nesingulară (exis- 
tă P-1) se află în relația o 

PAPI = B, (6.52) 
atunci madricele A și B au aceleași valori proprii. 

Demonstraţie. Fie 1 o valoare proprie a matricei A şi x 
vectorul propriu asociat. Atunci are loc relaţia 

AX == AX. (6.53) 
Fie y = Px sau x = P-1y. Dacă se înlocuieşte această 
expresie a lui x în (6. 53), ecuaţia devine 

AP-y = APriy sau PAP-Ly =. (6.54) 
Dar folosind relaţia (6. 52), ultima relaţie din (6.54) se scrie 

| By =, - (6.55) 

de unde rezultă că 1 este şi o valoare proprie a matricei !B. 
Într-o manieră asemănătoare se poate arăta că dacă A 
este o valoare proprie a lui B iar B şi A sînt similare, atunci 
A este valoare proprie şi pentru matricea A. Dacă se ana- 
lizează relaţiile (6.53) şi (6.55), se vede că matricele A şi 
B au aceleaşi valori proprii 7, A avînd vectorii proprii x 
iar B vectorii proprii y (între x şi y existind relaţiile 
y = PX,x = P1y). 

În concluzie matricele similare au aceleaşi valori pro- 
prii iar vectorii lor proprii sint obţinuţi cu ajutorul trans- 
formării liniare de matrice P nesingulară [42, 71, 86]. 

Reciproca teoremei 5 nu are sens pentru că două ma- 
trice A şi B pot avea aceleaşi valori proprii dar nu. există 
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transformări similare cu ajutorul cărora să se poată trece 
de la o matrice la alta. 

3 0 3 Ei 
Exemplu. Două matrice A — „ B= 

au. aceleași valori proprii dar nu există transformări similare prin care 
se poate transtorma. matricea A în matrice B. 

Din cele prezentate se vede importanţa procesului de 
diagonalizare a matricelor, pentru că dacă se poate găsi 
o transformare similară care să diagonalizeze matricea 
considerată, atunci valorile proprii se vor găsi pe diago- 
nala principală a matricei obţinute. Procesul de diagona- 
lizare a matricelor nu este uşor de caracterizat, dar ma- 
tricele de permutare, matrice ortogonale — matrice ele- 
mentare de rotație, normale, unitare joacă un rol impor- 
tant în procesul de diagonalizare. 

e O matrice pătrată A este simetrică dacă AT? = A. 
e O matrice A e MY*" este hermitiană dacă A“ = A, 

sau A este hermiţiană dacă şi numai dacă a, = aj. Dar 
această condiţie implică a, — a, (deci elementele de pe 
diagonala principală ale unei maţrice hermitiene trebuie 
să fie reale). - 

e O matrice simetzică este hermitiană totdeauna, dar 
o matrice hermitiană este simetrică numai dacă este reală. 

e Dacă A e Me*"este hermitiană, atunci pentru orice 
x e 0”, expresia x" Ax este reală, fapt ce rezultă din 

(XE Ax) — xH Ax — xH Ax. (6.56) 
e O matrice hermitiană A este pozitiv definită dacă 

pentru x + 0 rezultă x" Ax > 0, semipozitiv definită dacă 
pentru x Z rezultă x" Ax > 0. 

Teorema 6. O matrice A e M8*" este diagonalizabilă dacă 
și numai dacă există o matrice hermitiană P, pozitiv defi- 
nită asifel ca PAP-! = B, unde B este o matrice normală. 

Din această teoremă, s6 "vede că dacă B= Aşi P=I, 
relația din teoremă este adevărată şi dacă B e Man este 
normală, atunci este diagonalizabilă,. 

Corolarul 2. Dacă A e Ms*" este simetrică și Be MY" 
este hermitiană, atunci A şi B sânt matrice diagonalizabile. 

În concluzie mairicele normale sînt diagonalizabile şi 
matricele simetrice reale şi complexe hermitiene sînt 
exemple de matrice normale. 
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Teorema 7. O matrice A e M">*" sau A e M2*" este din- 
gonalizabilă dacă şi numai dacă este nedefectivă, [836, 94, 108]. 

Dacă A este defectivă, ea are k& < n vectori liniar in- 
dependenţi, fapt care face ca vectorii proprii ai matricei 
A în acest caz să nu poată constitui o bază pentru 0”. 
Apar inconveniențe pentru destule aplicaţii care se pot 
simplifica, dacă se folosese ca bază în 0 vectorii proprii 
ai matricei A. 

Trebuie menţionat faptul că există o legătură directă, 
între ordinul de multiplicitate al unor valori proprii şi 
numărul vectorilor proprii liniar dependeţi. Pentru a 
studia, structura unei matrice A e Mâ**, ţinind seama de 
ordinul de muitiplicitate al valorilor proprii şi respectiv 
numărul de vectori liniar independenţi, este necesară; 
reducerea matricei A prin transformări similare la forma, 
canonică Jordan, care permite evidenţierea faptului dacă, 
o matrice este defectivă sau nedefectivă şi determinarea, 
ordinului de multiplicitate al valorilor proprii precum. şi 
numărul vectorilor liniar independenţi pe care îi posedă. 

e Orice matrice de forma A—A1I cu A e Mt*” poate fi 
transformată într-o matrice diagonală D, avind forma 

| P.(A) 0 | 

D=] îl) .PAQ=—D, (6.57) 

0 P,(A) 
unde P,(A) sînt polinoame în A cu proprietatea că P,(A) 
divide pe Pyș,(1),4 = 1,2,..., n,iar Pşi Q sînt matrice 
care au ca elemente polinoame în A cu coeficienţi din C, 
iar determinanţii lui P şi Q sînt diferiţi de zero şi nu 
depind de 1. Matricea D astfel definită se numeşte forma, 
„canonică Smith pentru matricea A— A. 
e Polinoamele P,(1) din forma canonică, Smith cu 

k S< n sînt denumite factori invarianţi ai lui (A — AI): 

PL(2) = (A — Bia — Bo? (A — Bo, 

Pad) = (A — Ba) (A — Ba). (A — Br), 

P(3) = (A 2 Baita — Bah... „a — pair, (6. 58) 

PA(3) = (a — Baii (A — Bam... (A — Ba). 
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Datorită faptului că P,(1) divide pe Puu(), exponenţii 
factorilor invarianţi satistace inegalitățile ke, SS his, Pen- 
tru 3 = 1, 2,..., h. 

Exemplu. Fie matricea Ae Mt “căreia i se asociază forma canonică 

Smith D, avind. expresia 

i Sa 0 PL(A) = 1 =-QA— 8 > A — BY, 

_| oa PA) =13 0 Bo = (A — Ba), 
a BO = AB (A — Bla — Bz), 
[0 0-8) 08) JP = AB) Bz) 0 Bia Ba)? 

(6.59) 
Din exemplul considerat se vede că mulţi exponenţi sînt egali cu zero. 

“Termenii (A— 6,)kii, în care k; 70, se numesc divizori elementari ai matricei 
A. Astiel, divizorii elementari sint 2— 6, A— Pa şi (A — Bo); dacă k;>1, 
atunci A are un divizor elementar neliniar. 

Teorema 8. Matricele A, Be Mr" sînt similare dacă 
și numai dacă A — 2] și B—AL au aceeași formă canonică 
Smith. | 

De aici rezultă şi “următoarele două corolare [42, 10, 12]. 
"Corolarul 2. Matricele A, Be Me sînt similare “dacă 

și numai dacă A—1 şi B— AI au. aceiași factori invarianţi 
P,(),î = 1,2, „cn. 

Corolarul 4. Matriceie A,B e Mp» sînt similare dacă și 
numai dacă au aceiași divizori elementară (A — Bi. 

Teorema 9. Dacă.A e MY" este similară cu Be Mb" 
B este similară cu O e Me, aiunei A este similară cu o. 

Din teorema 8 şi din corolarul 3 rezultă că dacă A,B,0 
fac parte din aceeaşi clasă de matrice similare, atunci 
A—A, B—A, 0—A au aceeaşi formă canonică Smith 
şi aceiaşi factori invarianţi. P,(A), îi =, 2,...; m precum 
şi aceiaşi divizori elementari. 

De îndată ce divizorii elementari ai matricei A sînt 
cunoscuţi (în general pentru toate matricele similare cu 
A), se poate constitui forma matriceală canonică Jordan 

- corespunzătoare matricei A. Pentru realizarea acestui 
lucru se asociază fiecărui divizor elementar (A — 6) 
bloc Jordan de forma 

B 1 0 
_| 8 1 | | 

Ip = „| (6.60) 

0 B 
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de dimensiune k X k; dacă divizorul elementar este liniar, 
adică k = 1, atunci Jg conţine un singur element. 

e Forma canonică Jordan este o matrice bloc diago- 
nală ale cărei blocuri de pe diagonala principală sint blo- 
curi elementare Jordan de forma Jp din (6.60). 

Pentru exemplul considerat anterior, la trei divizori elementari le 
corespund trei blocuri elementare Jordan : 

Pa 
= [Bale Ja = [Bl Ja= | i 

0 Ba 
iar 

JJ, 0 Ba: :0 

Ba J = Ja sau J = i: Ba 1 

0 
9 Ja | 19 Pe 

Cele trei blocuri elementare Jordan de pe diagonala lui J au ordinele 
1 X 1,1 x 1,2 x 2. Se observă că J este o matrice superior triunghiulară, 
deci elementele de pe diagonala principală sînt valorile proprii ale matricei 
J. De asemenea se observă că f, și 6, sînt valori proprii de ordin de multipli 
citate doi, dar există o diferență între cele două cazuri de multiplicitate în: 
momentul cînd se examinează vectorii proprii. 

Se poate enunța 8) teoremă şi două corolare (128, 42, 
119, 93]. 

Teorema 10. Dacă A e Mț** şi J este matricea canonică 
Jordan asociată matricei A, atunci J e M*>** este similară cu 
A [42]. 

Metoda de construcţie a matricei J arată că J este 
unică, excepţie făcînd doar de posibilele permutări ale 
blocurilor elementare J g. 

Corolarul 4, Dacă (A — d), (A — Ag, .., ( A — A) 
sînt  divizorii elemeniari ai matricei A e Mp”, unde 
Aa Aa: e 3 Au nu irebuie să fie distinele, aiunei 

m = at Rat ae ke he 

Se observă că dacă kk, = ka = 
i = n, cu alte cuvinte dacă toţi divizorii elementari sînt, 
liniari, forma canonică Jordan este o matrice diagonală. 

Corolarul 5. Dacă A e Mr** are toți divizorii elemen- 
tari liniari, atunci matricea A este diagonalizabilă, respec- 
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jiv nedefectivă. În cazul în care A are cel puţin un divizor 
elementar neliniar, ea este defectivă și nu poate fi diagonalhi- 
2abilă [42,-128]. 

Teorema 11. Dacă matricea A e Mț*" are k n divizori 
elementari, adică kk blocuri elementare Jordan, atunci A 
are un sistem de k factori proprii liniar independenţi. 

Această teoremă arată că numărul vectorilor proprii 
liniar independenţi corespunde numărului de blocuri 
elementare Jordan din forma canonică Jordan. 

Teorema 12. Fie A o valoare proprie a matricei A e Mi" 
care apare în k divizori elementari ai matricei A (adică în _l 
blocuri elementare din forma. canonică Jordan). Atunci 
ezistă k vectori proprii independenţi ai matricei A, care co- 
respunde valorii proprii A. 

Aceşti k vectori proprii liniar independenţi ai matricei 
A formează o bază în subspaţiul k& dimensional V*,; acest 
subspaţiu V:* este un exemplu de subspaţiu, numit sub- 
spațiu încariani al aplicației liniare 7 e (e, 6) de matrice 
asociată A. 

e O matrice Ace M!*" se numeşte degenerată dacă şi 
numai dacă aceeaşi valoare proprie a;paire în mai multe 
blocuri elementare din forma canonică Jordan. 

e O matrice A e .M**" are cel puţin o valoare proprie 
multiplă dacă şi numai dacă este detectivă sau degenerată 
sau şi defectivă şi degenerată. 

Exemplu de iormă canonică Jordan a unei matrice A poate fi urmă- 
torul : 

3 1 0 ] 

0 3 
e 410 

004. 
5 

0 | 
L :0 5: | 

Matricea A a fost transformată într-o formă canonică Jordan aviud trei 
blocuri pe diagonala principală : 

1 
Îi = le 3 | cu valoarea proprie 1, =3, de ordin de multiplicitate k,=2 ; 
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410 

Jaa = 10 4 1[, cu valoarea proprie ), = 4, de ordin de multiplicitate 

0 0 4 
k.= 3; 

5 1 sis 
J33 = e s| cu valoarea proprie A3=5, de ordin de multiplicitate ka = 2e 

L 

Trebuie specificat că există situaţii cînd aceeaşi va- 
loare proprie apare în blocuri diferite. 

Pentru forma canonică Jordan se poate introduce 

următoarea terminologie : 
— Dacă X este matricea care reduce matricea A la 

forma, canonică Jordan (6.60), atunci vectorii x!, x3,. . .X 
satisfac relaţiile 

Axl =— DX, Azi == VIP. da + 49) == 1, 2,. . a. 

Acest lucru este valabil şi pentru ki, ha. Es. 

—. Polinoamele P,(A) = det (Ji — AM) = (A — A), 
4 = 1, 2,...,8, sint numite divizori elementari ai matricei 
A. Aceste polinoame divid polinomul caracteristice al ma- 
tricei A, notat prin P,„(A), ce poate fi scris sub forma; 

PA) = Pu(A)Pa( 1)... Pa(A). 
O matrice A este defectivă cind are divizori elemen- 

tari, i iar P,( A) neliniari. 
— În cazul în care anumite valori proprii ale lui A 

apar în mai multe blocuri J,, atunci matricea A se numeşte 
degenerată. 

“O matrice A este degenerată, dacă forma sa canonică, 
Jordan este degenerată. 

— Forma, canonică Jordan a matricei A este o formă, 
diagonală numai cînd k, = ha =... = kg, = 1, iar în acest, 
caz fiecare polinom caracteristice P,(A), 5 = 1, 2,...,8 
(corespunzător blocului diagonal Ji, î = 1, 2,...,8) este 
liniar. 

Teorema 13. Dacă A e Mț*" este o matrice hermitiană, 
atunci : 

— valorile proprii hu, a „X, ale hui A sânt reale; ; 
— vectorii proprii X1, X?,. . „x ai lui 4 sânt distincți şi 

ortogonali ; 
— mâtricea A posedă um sistem complet de vectori orto- 

normali ; 
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— ezistă o transformare similară de matrice U e Mi" 
asifel că UAU-1 == A, unde Ae Mt*" este diagonală și ma- 
tricea U este unitară. 

e O transformare similară cu ajutorul unei matrice 
unitate se numeşte transformare similară unitară. 

e O transformare similară cu o matrice ortogonală 
este denumită transformare similară ortogonală. 

e Dacă A e MY*" este simetrică, atunci există o trans- 
formare similară QAQI = A, unde Qe M'*reste orto- 
gonală şi A e Mâ*” este diagonală. Dacă A este simetrică, 
atunci valorile proprii eh pentru î = 1, 2,...,n. 

Teorema Î4. Matricea Ae Mț*” este pozitiv definită 
dacă și numai dacă A esie hermitiană şi toate valorile proprii 
ale lui A sînt pozitive [53, 36, 100]. 

Teorema 15. Fie Ace Mp. Atunci există o matrice 
unitară astfel că UAUY = 7 unde esle o matrice supe- 
vior triunghiulară şi îi = A i > Lp 2y...„n sânt valorile 
proprii ale mairicei A, iar 

det 4 = (6.61) 
dl 

Teorema 16. Dacă A,B e Mt”, atunci matricele AB şi 
BA au aceleași valori proprii [LO8, 124]. 

Aceste teoreme, corolare, definiţii şi exemple au avut 
drept scop să prezinte o serie de aspecte teoreticeprivind 
valorile proprii şi vectorii proprii în cazul matricelor de 
diverse tipuri. 

În momentul cînd se cer toate valorile şi vectorii pro- 
prii ai unei maţrice sau un număr suficient de mare, tre- 
buie utilizate metodele directe care în mod efectiv reduce 
matricea A la o formă mult mai simplă prin transformări 
similare, transformări care nu schimbă valorile proprii. 

6.4. Metode de loealizare a valorilor proprii 

Într-un număr destul de mare de aplicaţii este suti- 
cient dacă se poate realiza o localizare a valorilor proprii 
într-un anumit domeniu, informaţie care poate fi destul de 
prețioasă. 
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În acest sens Gerşgorin [42, 86] a dat o serie de cri- 
terii materializate cu ajutorul unor teoreme. 

Teorema 17. Fie A e Mt*” o matrice. Fiecare valoare 
pr oprie a matricei A se găsește în cel puţin Um disc cu cen- 
trul în ay şi roca r, unde 

Lu . 

r; = = XS laul, i =, 2. Ph 

= îi 
Sau 

EL 

P; = 0; = Ş, la, Î=1], 2, ..h. 

Di 
izi 

În [86] se arată că toate valorile proprii se găsesc în 
reuniunea, discurilor /,, i = 1, 2,...„n, unde 

IL, =: le — a] < 1, = 79, = 1, 2,....m 

sau în reuniunea discurilor 

0, = e: e —apl se; = Î = 2.-cne 

Pentru a demonstra această afirmaţie, fie A o valoare pro- 
prie a matricei A. Atunci pentru x 70 se poate scrie ecua- 
ţia valorilor proprii Ax = AX, care implică 

, | 

y, gi = Ap ÎL deo Re 
ji 

Dacă vectorul x se normalizează astfel ca max || = 1 
| i 

şi dacă i = k este componenta de modul maxim, atunci 

Pe(A — Gear) = Qata E Geaa k --- P Opu-a Du 

Fr pata Pai PF eso OF OpaPae 
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Wa | La 

Ka Za 
as mal i) e E un (=)] 

W A 
de unde rezultă 

Ă aaa Ax | < S, dj — Pre (6.62) 

Bi 
Cu alte cuvinte, |A — au] Cry, deci valoarea proprie 

A se găseşte în discul cu centrul în ay şi raza n. | 
Dacă k discuri Gerşgorin formează un domeniu com- 

pact care este izolat de celelalte n—k discuri posibile, 
atunci acest domeniu va conţine & valori proprii ale matri- 
cei A. | | 

În cazul în care D, n D, =0,î=—1928,..-nşiizj, 
atunci D, conţine o singură valoare proprie a matricei A. 

Dacă în linia ș a matricei A există un singur element 
diferit de zero, 4, +0, atunci a, este o valoare proprie a 
matricei A. 

Mulțimea discurilor | 
: n 

D= h a aul < aul), = 1 2 m 
i) 

sînt discuri în planul complex cu centrul în a, şi de rază 
r, = X, lal, numite discuri Gerşgorin ale matricei A. 

1£7 

Demonstrația teoremei Gerşgorin dată prin relaţia 
finală (6.62) arată nu numai că fiecare valoare proprie a 
lui A trebuie să se găsească într-un dise Gerşgorin, dar 
şi faptul că dacă componenta 4, a unui vector propriu 
este maximă, atunci valoarea proprie corespunzătoare 
trebuie să aparţină discului D,. 

Exemplu, Se consideră matricea A de forma 

2 1 1 

A= 11.6 2 

1 1 1 
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Dacă se calculează suma valorilor absolute pentru linii şi coloane, 

rezultă 

3 3 

ri SLY la SI+ 12 nea Bla l=14+1=2, 
j=2 i=2 

3 3 

fa = la = Si lazi = 1 + 2 = Bra ca = Sylaal =1+1=2 
j=i iz 
i£2 iza 

3 i 3 

73 = ls > SI lazi =1+ 1 2ir3=c3 = las =1+2=3 
j=1 i | 

îz3 i-E3 

Valorile proprii ale matricei A se găsesc în reuniunea domeniilor de formă 
circulară : 

(z: ]z—21<U0Utz:lz— 61 sh) uz: lz— i sl). 

Reprezentarea grafică a acestor domenii este dată în fig. 6.4. Se vede că 
ultimul disc cu centrul în (11, 0) de rază ra = 2 este disjunct de celelalte 
două discuri D, și D,, deci el conţine o singură valoare proprie a matricei A, 

iar reuniunea D, U D, conţine celelalie două valori proprii. 

Teorema 18. Dacă k discuri Gerșgorin ale matricei A 
sînt disjuncte de celelalie n—k, atumei exaci Î valori proprii 
se vor găsi în reuniunea celor k& discuri [86]. 

6.5. Metode de ealeui pentru valorile proprii 

În general în aplicaţiile inginereşti există un interes 
deosebit pentru determinarea valorilor proprii reale şi com- 
plexe ale unei matrice reale. Analiza metodelor de calcul 
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ale valorilor proprii pentru matricele reale pot îi extinse 
la matricele cu elemente complexe. Asemănător rezolvării 
sistemelor de ecuaţii, şi în cazul determinării valorilor şi 
vectorilor proprii există două tipuri de metode: metode 
directe şi  melode indirecte. Folosirea metodelor directe 
sau indirecte depinde mai mult de natura soluţiei cerute 
decit de forma, matricei. 

Există aplicaţii în care se pot cere n valori proprii şi n 
vectori proprii ai unei matrice de ordinul n şi alte aplicaţii 
în care se cere doar un număr & < n de valori şi vectori 
proprii, precum şi aplicaţii la care se cere valoarea, proprie 
maximă ( minimă) în modul. În cazul în care se cere o 
valoare proprie sau un număr redus de valori proprii 
k <n, se pot aplica metodele indirecte (iterative), iar în 
cazul în care se cer toate sau aproape toate valorile proprii, 
este preferabil să se folosească metodele directe care 
implică transformările similare ce reduc matricea iniţială, 
A la o matrice similară, B de o formă particulară (reducin- 
du-se astfel algoritmul de caleui propriu-zis). 

Trebuie menţionat că are loc şi o elasiticare a matri- 
celor din punctul de vedere al calculului, pentru că pro- 
blema calculului valorilor şi vectorilor proprii pentru ma- 
trice hermitiene este mult mai simplă decit pentru ma- 
tricele nehermitiene. Această atirmaţie poate îi justifica 
tă în diverse moduri. În acest sens poate fi specificat că, 
orice matrice hermitiană A e Mg** este diagonalizabilă prin 
transformări unitare, adică pentru orice A există o matrice 
unitară P astfel încît 

— — 

YI 0 

Aa 
PHAP = A= ” , 

9 
— Aa 

„unde valorile proprii A, 5 = 1, 2,...n, sint reale şi matri- 
cea A are un sistem complet, ortonormal de vectori proprii 
(coloanele matricei P). În cazul în care A — AF, matricea 
A este bine condiţionată, cu privire la valorile proprii, 
în sensul că la, variaţii reduse ale elementelor matricei A 
apar variaţii reduse în valorile proprii. 
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În cazul matricelor nehermitiene trebuie să analizăm 
dacă matricea, A este defectivă sau nu (dacă este defectivă 
trebuie calculaţi vectorii generalizaţi) şi dacă valorile 
proprii sînt reale sau complexe (în acest caz trebuie folo- 
sită în calcul aritmetica complexă) ; de asemenea pot apă- 
rea o serie de dificultăţi datorită acumulării erorilor de ro- 
tunjire, astfel problema poate fi slab condiţionată. 

Metodele de calcul al valorilor şi vectorilor proprii, 
după natura matricei A (hermitiană sau nehermitiană) 
se prezintă în [128, 42]. 

6.6. Algoritimi de calcul al valorilor şi vectorilor proprii 
în eazul matricelor nehermitiene 

6.6.1. Algoritmul puterii directe 

În aplicaţiile care solicită determinarea valorilor pro- 
prii maxime şi minime este utilizată metoda puterii. 

Presupunem că A are divizori elementari liniari, adică, 
A este nedefectivă şi are n valori proprii distincte care 
implică un sistem de n vectori proprii liniar independenţi 
(A este diagonalizabilă). De asemenea se consideră că va- 
lorile proprii sînt ordonate : 

LA > Al, 213... (6.63) 

unde 1, este valoarea proprie dominantă, 
Fie x1,x2,...,x* un sistem de vectori normalizaţi (adică 

componenta maximă a fiecărui vector este unitatea), liniar 
independenţi, ei constituind o bază pentru R”. Atunci 
orice vector y e R” poate fi scris ca o combinaţie liniară 
unică (cu y Z 0), adică 

V = 0 XI tr 3x24 .. f- CX. 

Fie y = y0 un vector cu care se construiește şirul 
YO, YI, Y2, ..., 95... definit astfel: 

YI — AyO0 — A(0 3 + 02 Fe... PX) = 

= GARI 032 + e. . FOX, 
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y2 = Ay! = A2y0 => AP(auxl + să ok 5) = 
=, Ax A 63 M0X2 fr .. PF Ga ia 

yE = Ay = Ay = 4? ei + i + Fe) = 
= = ax + co pa. +. + 0, Ax , 

Dacă se dă factor comun ET în ultima relaţie iterativă, 
rezultă, 

rEk E 70 | k 1 Aa 2 NE n 

y* = Ay = Mloxl+e, ) Xe FO [—] X 
i Li 

(6.64) 
sau 

yE — Aty0 — ME(0 xl + Th). 

Pentru un k suficient de mare (f—>o00), r — 0 şi în acest caz 
rezultă, 

yE = M 0,xl, respectiv yiil = AH 0,xl, 6, 40. (6.847) 

Se ştie că operaţia de împărţire a doi vectori nu are 
sens, dar se pot împărţi componentele vectorilor, astfel că, 
împărținind cele două relaţii la nivel de componente, 
rezultă, 

A d 12 (6.65) 

relaţie prin care se poate determina o aproximaţie pentru 
valoarea proprie maximă a matricei A. Din (6.65) se 
vede că vectorul s* are componente destul de mici dato- 
rită faptului că 2,/A < Arad, Ad <l pentru i > 2, 
adică, 

un NE Ă | 

= Ba (1) xi 0, k->00. (6.66) 
î==2 1 

Pentru 4 destul de mare, vectorii y9, y1, y2,...,yF,... sînt 
aproximaţii multiple unul a celuilalt, adică ei aproximează 
vectorii proprii în sensul că, 

peri — Ay 3 AX, ko, (6.67) 
de unde se vede că vectorul y*+1 este o aproximaţie norma- 
lizată a vectorului propriu corespunzător valorii proprii 
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1. Convergenţa acestui proces iterativ depinde de cit 
de repede vectorul r* ţinde la 0, adică cît de repede termenii 
6;(4,/ A din (6.66) tind către zero. 

Privind relaţia (6.63), pot îi considerate două cazuri : 
— matricea A are o singură valoare proprie 1, de va- 

loare absolută maximă, pozitivă sau negativă : 

E A = > al >. > il (6.68) 

— matricea, A are valori proprii dominante sub formă, 
complex conjugată, adică 

D= aid, d =a—ib (a,beR,bz 0) (6.69) 

şi 
JA = al > ăzl > al >... > aul: 

Mai există şi alte cazuri, de exemplu matricea A are 
două valori proprii A = -Hl şidz = —1, sau poate avea 
şapte valori proprii dominante, fie 3, = —9 exp (2hkri/7) 
k = 1,2,...,1). 

Se observă că în ambele situaţii translaţia A —> Ara 
cauzată prin adunarea citrei 1 la fiecare element al matri- 
cei A conduce la obţinerea valorii proprii Ag, care intră 
în cazul real (6.68) sau cazul complex (6.69). 

În aplicaţiile practice pentru mairicea A se presupune 
că ne găsim fie în cazul real (6.68) fie în cazul complex 
(6.69) dar nu se ştie în care anume. Dacă ne găsim în 
cazul real (6.68), se calculează A,, iar dacă ne găsim în cazul 

complex, se calculează 7, şi Aa = A. 
Considerînd ca valoare de start vectorul y=—y0 definit 

prin 
j-1 | | 

RI E: +20) Î = 12oocamp(6.70) 

se poate calcula prima iteraţie y! = Ay0. 
Dacă se foloseşte metoda celor mai mici pătrate relativ 

la y Şi y0, se determină numărul A care să minimizeze 

EU 

| — ay] = (9 — 290 — 299) = SI (ij. (6.71) 
j=i 

290



Derivind în raport cu A şi explicitînd pe 3, rezultă expresia 

ș Y; Yi 
Pi — PI ” i (y9, y) 

Sp (9Y) 
k=] 

Dacă se dă un e > 0 şi dacă y%, y! şi A satisfac relaţia 

Jig — ay0 e < 2 13 |, (6.72) 

atunci ne găsim în cazul real (6.68) şi valoarea proprie 
A= A. | 

Dacă relaţia (6.72) nu este satisfăcută, se calculează 
iteraţia următoare y?2 = Ay!, folosindu-se numerele a şi b 
care minimizează norma 

Iy> + ay + by0l] = yP —- alle + eye + 

+ 20(y%,y1) + 2b(y2y0) + 2ab(y',y%), 

de unde rezultă condiţiile necesare pentru minimizare : 

ya + (9, 9) b + (7,9) =0, 

(ŞI, y9) a —- lgeb + (2,y0) =0, 
obţinindu-se valorile optime pentru a şi b: 

G]_ —1 Ig — 09,997 [(92,y) 
| b li y* ie Oa | y9) ip Dă a) 

(6.73) 

În cazul în care mărimile y?, yi, y?, a,b satisfac inegalitatea 

yet ay + By0ll < e el, 

ne găsim în cazul complex (6.69) cînd rădăcinile proprii de 

modul maxim sînt 2, şi d = A. 

Dacă testele (6.72) şi (6.73) (pentru cazul real, respec- 
tiv pentru cazul complex) nu sînt satisfăcute, atunci se 
consideră procesul iterativ (6.64), care implică o anumită 
scalare pentru a nu se obţine numere prea mari sau prea 
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mici în cazul reprezentării în virgulă mobilă. Datorită 
acestui fapt, procedeul de calcul îmbunătăţit implică nor- 
malizarea vectorilor în fiecare etapă iterativă (un proce- 
deu este de a tace cea mai mare componentă a vectorului 
egală cu unitatea). În acest caz procedeul iterativ arată, 
astfel : | | 

VI — Ayo, ay, 
Ha 

y2 = AU, = A ge, (6.74) 
ha 

L) Lă . . . L] . . 

yE = AL, = A VE, 
[178 

unde n, este componenta vectorului yk de modul maxim. 
În acest fel cînd tz x! se poate presupune că yPti x Ax! 
2 2, XI, astfel că elementele vectorului y*: de modul ma- 
xim satisfac relaţia, ha A. Avantajul algoritmului 
(6.74) constă în faptul că şirul factorilor de normalizare 
Hi3 hay hay « - 23 hay „.. CONverge către valoarea proprie A. 

În cazul în care se alege vectorul y0 astfel ca e, = 0, 
pentru |1| > 1 1=3, 4,..., n, procesele iterative (6.64) 
şi (6.74) converg către valoarea proprie 12, de unde rezultă; 
că metoda puterii permite determinarea valorilor proprii 
intermediare printr-o alegere adecvată a vectorului y = y0. 

6.6.2. Algoritmul puterii inverse 

Acest algoritm permite aproximarea oricărei valori 
proprii, nu neapărat 1, sau 1. S-a demonstrat că dacă A 
este o valoare proprie a matricei nesingulare A şi x vectorul 
propriu corespunzător, atunci 1-1 este valoarea proprie a 
matricei A-1. corespunzătoare la acelaşi vector propriu x. 

Pentru simplificare se presupune că Ae Mg” şică A 
are divizorii elementari liniari, precum şi că valorile pro- 
prii sînt reale. Algoritmul de calcul presupune alegerea 
unui vector y0 40, ye R” exprimat sub forma unei 
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combinaţii liniare de vectorii proprii XI, X2,..., X” ai ma- 
tricei A. Dacă în algoritmul (6.64) se înlocuieşte matricea 
A prin A“! şi se foloseşte y=y0, atunci se obţine procesul 
iterativ : 

yi — A”1y0 = ATI(GXI + 0pă2 FF 0) = 

] l 1 
= 0 AL kr CX 0 

1 E i) 

y2 — Ay = Al (ex LL -- 0X2 A ha eX” --) = 
Li ha Aa 

i 1 1 
= CX -+ CĂ a a a e CĂ az (6.75) 

1 (1) 

] | Ni 
gr = ag = a (ce E 0 = Y E DE J (2) DEI 

1 1 1 
= GI ORF e FO: 

ae Ia E: ți 

Acest şir de iterații permite determinarea valorii proprii 
dominante pentru matricea A”! (valoare proprie care re- 
prezintă valoarea proprie minimă pentru matricea A), 
ținind seamă de următoarele două ecuaţii : 

AX = şi A x = x. 

Dacă valorile proprii ale matricei A satisfac relaţia, 
(6.63), unde 1, este valoarea proprie minimă pentru A şi 
maximă pentru A”1, atunci din (6.75) se obţine 

1 ANA PURE, 
pei |) exp 17 .. 

aa (=) : (2) 
[AN 1 , e 

A SD. că: (-) + ce | = [rE + 0,x"] 2 ET CX", 
, 1 

respectiv 

205 A E+1 m) LI 6 X 
y N 33: [e A 0,X"] pa Onă > 

An A 
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de unde rezultă 

î = 1,2... 

care este valoarea aproximativă pentru valoarea proprie 
maximă a matricei A”! şi minimă a matricei A. Vectorul 
TE dai prin expresia 

. n=l 

tinde la zero după un număr de iterații k — oo, 

6.6.3. Algoriimul puterii cu deplasarea originii 

În cazul în care se realizează o traslatare a originii cu 
constanta p în planul complex sau în planul real cu p 
unităţi pe axa reală, atunci se poate enunţa 

Lema î. Matricele A—pI și A au același sisiem de va- 
lori proprii, adică pentru fiecare valoare proprie 1, a mairi- 
cei A există valoarea proprie corespunzătoare d — p a ma- 
ricei A — pI. | 

Demonstraţie. Fie 1, An „..» A, Valorile proprii ale 
matricei A şi XI, x2,..., X” vectorii proprii corespunzători. 
n acest caz se poate serie ecuaţia Ax'=Axi, 5 =, 2, n. 

Din ipoteză matricea A — pl are “același sistem de 
vectori proprii ca şi matricea A. Atunci se poate scrie 

(A — pI)x! — Axi — păi = AX — păi = (A — DX, 
adică | i 

(A — pl)! = (A — pi, i = 1,2, 

de unde se vede în mod evident că matricea (4—g]) are 
valorile proprii 4, —p pentru i = 1,2,...,n. 

În cazul în care se introduce în locul matricei A”! din 
algoritmul puterii inverse (6.75) matricea inversă (4A—pI)!, 
(6.75) devine 

YI = (4 —pl)y 
y = = (4 — PI) Iyi, 

= (4 — pI)- apa, 1 
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sau sub formă dezvoltată 

yE =(4 — pl) ii = [(A — pl) y* = 
= [A — 21)" TE (ex + 0x24... + 6px) = 

- — jk . . po k . 

... taca 2) . Si 20), d Ar (= p ) PH, 
VI) Acra —D 

a : 
eat (oil) app ti) 

În final se poate serie 

i () a c, D) 

Ip O app“? 
Ei — G, i E) Cc i 

Iapa app 
Dacă se împart; coniponentele celor doi vectori y*Tl şi yE, 
se obţine 

1 +1 

Eu LA „Î= 2 n. (6.76) 
A —D. Yi 

Relaţia (6.76) permite calculul valorii proprii cele mai apro- 
piate de p (unde p este un număr complex din planul com- 
plex sau un număr de pe axa reală). De aici rezultă faptul 
că printr-o alegere judicioasă a lui p, cu ajutorul relaţiei 
(6.76) se poate determina orice valoare proprie a lui A cu 
acest algoritm. | 

Dacă se consideră matricea A e M'X" care are divi- 
zori elementari liniari, atunci toate valorile proprii sînt 
reale, avind loc următoarea relaţie de ordine 

A] > Ja > la] > -.. > lana > da 
Trebuie acordată atenţie alegerii constantei p, valorile 
dominante ale matricei A — pl vor fi 4—9 şi 1, — p. 
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Dacă se alege q = 2 + 1), se va obţine viteza 

maximă de convergenţă către valoarea proprie A —q 
cînd se utilizează matricea A — pl în loc de matricea A 
(în cadrul algoritmul puterii directe), ca matrice iterativă. 

De asemenea g = — (AF Aaa) este o valoare optimă - 

pentru convergenţa, algoritmului către A, — p. În acest 
sens, dacă se scrie relaţia iterativă (6.04) pentru A—pI 
şi 1;—p,î = 1,2,...,n,rezultă 

' _ E 

(4 — pb 9 = (4 — ph [ex + e (22) x. 
A —p 

re) e] 

A—9 | 

Convergenţa [42, 119] este determinată de viteza cu care 
tinde la zero raportul 

(22) = Aa — 

În cazul determinării valorii proprii A, —p conver- 
genţa este determinată de viteza cu care raportul următor 
tinde la zero : 

k 

(== =2) — = a-i T A ). 

A, — D 2 — Au — A 

Se observă că prin deplasarea originii cu o constantă p 
se poate determina valoarea proprie 1, la fel ca A, iar 
algoritmul puterii inverse are o serie de avantaje faţă de 
metoda puterii directe, datorită vitezei de convergenţă şi a 
preciziei obţinute. 

1 
aa a (A + a) 

l 
LI Îmi > Au + h-1) 
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6.6.4. Algoritmul L—.R (lefi-righi—>stânga-dreapta.) 

Fie matricea A e Mi”, pentru care se construieşte 
şirul de iterații A = A Â,, As,..., printr-o descompu- 
nere triunghiulară în pasul iniţial 

A, = In Ro (6.77) 

unde L, este o matrice inferior triunghiulară cu elementele 
la = 1, 6 = 1,2,...,n, iar R, o matrice superior triunghiu- 
lară. Dacă matricele L, şi R, se înmulţesc în ordine inversă, 
rezultă matricea A, = Ru, procesul repetindu-se cu 
ajutorul ecuaţiilor 

Aa = ToR Rola = Age +05 49 = Lo Rola = Amt. 
(6.73) 

Acest proces iterativ conduce la o transformare similară, 
deoarece din (6.77) rezultă | 

lu — A, Ri! Ag — Rl = RAR. .. 

-3 Apa > (RohRpoa e RO)AL(RohRp-a RD? 

şi toate matricele A, au aceleaşi valori proprii (sînt simi- 
lare). De asemenea se vede din (6.77) că R, = LA; 
astfel rezultă 

Ap = Rl = LI Ah, 
(6.79) 

3 Ata => (Dilie Do? A (ala: La). 
Se observă că B, = Lila L, Şi Cop RR... 

sînt matrice cu elemente unitaite inferior triunghiulare, res- 
pectiv superior triunghiulare, pentru orice p. Datorită 
faptului că LR = Rp_a Lop-w rezultă Bp0p = A? şi 
matricea triunghiulară finală, reprezintă, descompunerea 
puterii lui A. 

În cazul mairicelor de tip bandă care apar în cazul 
soluționării ecuaţiilor diferenţiale ordinare, se foloseşte în 
mod frecvent algoritmul LR, pentru că se reduce timpul 
de execuţie şi spaţiul de memorie necesar. Un dezavantaj 
al metodei L—R este imprecizia care apare la descom- 
punerea matricei generale în matrice triunghiulare. 
Se impune execuţia descompunerii cu permutarea liniilor 
matricei A în cazul matricelor triunghiulare astfel ca nici 
un element al lui L să nu depăşesacă unitatea, folosin- 
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du-se efectul alegerii celui mai mare element ca pivot. În 
acest caz transtormările similare corespunzătoare metodei, 
L—R sînt date prin ecuaţiile 

A, = TOR Aa = RI = DlaRy As = Rolly... 
unde I, este matrice pentru permutarea liniilor. Se poate 
arată că 

Aa= RA, Ri, A3 = (RAR)A(RR DI... 

Schimbarea liniilor cu ajutorul matricelor de permu- 
tare I, permite obţinerea unei precizii îmbunătăţite. 

În final şirul iterativ A Aa. - Ap... converge către 
o matrice superior triunghiulară care are valorile proprii 
pe diagonala principală. În [93, 108] se prezintă o serie de 
dificultăţi privind implementarea. algoritmului L—R, 
fapt pentru care s-a propus înlocuirea matricei L printr-o 
matrice unitară Q, obţinindu-se algoriimul Q—R care se 
va descrie în continuare. 

6.6.5. Algoritmul Q—.R 

Aleoritmul Q—R are ca obiect descompunerea matri- 
cei A =— A, în produsul Q,R,, unde R, este superior triun- 
ghiulară şi Q, este ortogonală. Şirul de transformări suece- 
sive se prezintă într-o manieră similară algoritmului L—R 
şi este definit asttel : 

A, = QR Aa = RA — QR Ag — Rae — QsRa, ...9 

obţinindu-se transformările similare | 

Ap = RAR, As = Ro43Ri, A = (RoRDAA(RR) L. 

În fiecare etapă matricea ortogonală Q, este construită 
din produsul de matrice ortogonale simple de tipul celor 
folosite în metoda Jacobi-Givens. Cu ajutorul acestor 
matrice simple se elimină un singur element şi se prelu- 
crează coloană cu coloană pină se elimină toate elementele 
de sub diagonală. | 

: , p , 
Exemplu. Se îamulţește matricea 7] cu matricea A: 

r | Li i L e b.0 Cai Gia di3 a, Ai “is 
, : 

— — Lă 7 TA =|—5 ce 0 Aa aa da] = [0 aa =A4, 

0 0 1 031 C3a as Qa1 aa “aa 
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i a 7 
unde c = cos &, b = sin a. Se observă că as2 = —basat Qza ce; pentru a21=0 

rezultă — bas + ca, = O, astfel că 

__ da ÎN + 

Vâra Vara, 
a . . Lă . 3 

Dacă se continuă operaţia de înmulţire a matricei To şi A“, rezultă 

nf ? Lă Lă i 7! 7? 

e 0 d Ci Co 13 011 Co 3 
Por 7 7. __ 7 i = 47 ToA' = 0 1 0 0 422 dog == 0 do 0og A”, 

? Lă 

—b 0 c Ca aa Gas 0 32 Gas 

. . ? A 

Pentru acest caz elementele c și b din To sint 

Jar faza 
Dacă mairicea A” se înmulțește cu T3 care are elementul 1 pe poziţia 
(1,1), se obţine 

Li La LEA Li La LE 

1 00 Cu 012 13 dai 19 da 
Par , ? _— 1 ar TA” = 9) cec b 0 do do = |0 429 ag 

7: LILă LE d 

0 —db e 0 33 33 E 

LA Lă i | 

d. do 
pentru  b= > 

| ap aj a;2+ a oaza: 

Meer QR poate fi descris prin iterații astfel : 

= QR 

As = — 071440, = By i = 123, 

Condiţiile în eare matricea A permite o descompunere 
unică sint date de teorema următoare. 

Teoremă. Dacă A este nesingulară, atunci există des- 
compunerea A = QR pentru care Q este unitară și R 
superior triunghiulară. 

În cazul în care elementele diagonale r, e R+, descom- 
punerea este unică. Demonstrația se găseşte în [128, 59], 
unde se arată că metoda de calcul folosită în demonstraţia 
teoremei nu este o procedură de calcul eficientă în cazul 
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aplicaţiilor practice. Implementarea algoritmului  Q—R 
nu este atît de simplă în cazul general [93, 128], algorit- 
mul este practie numai cînd se aplică la matrice de tip 
Hessenberg (aproape de forma triunghiulară) : 

az Aaa ag aq VATA 

Wa oa Mos oa e Won 

A = Aaa 33 aa --. (an 

Ca Oa . . Cn 

L dan-1 Xan j 

Numărul de operaţii implicate de o etapă în algoritmul 
Q—R este aproximativ n3 pentru o matrice completă, 
în timp ce pentru o matrice Hessenberg este de n2 operaţii. 
În acest sens se recomandă întîi utilizarea unei proceduri 
prin care matricea este adusă la forma Hessenberg şi 
după aceea să se aplice algoritmul Q—R matricei în formă 
Hessenberg. O altă recomandare [93] pentru implemen- 
tarea algoritmului Q—R este de a se utiliza deplasarea 
originii. 

6.6.6. Reducerea unei matrice la forma Hessenberg 

Din cele prezentate se vede că metodele L—R şi Q—R 
se aplică în condiţii mult mai bune dacă matricea A este 
adusă la forma Hessenberg. Metodele Givens şi House- 
holder [42, 128] pot fi folosite pentru a transforma o ma- 
trice generală nesimetrică într-o matrice Hessenberg, care 
poate fi tridiagonală în cazul în care matricea A este si- 
metrică. In general aceste metode implică un număr mare 
de operaţii, fapt pentru care se utilizează transformări si- 
milare elementare, utilizindu-se matrice de forma M, şi 
matrice de permutare I,. Matricele de tip M, sînt utilizate 
la fel ca, la metoda lui Gauss de eliminare. În cazul în care 
un element al matricei A care candidează ca pivot este 
zero, trebuie schimbată linia r cu linia k pentru obţinerea 
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unui pivot diferit de zero, operaţie ce se poate efectua cu 
ajutorul matricei de iorma 

La k _ 

aa i 
l 

L 

1 
7 . A .0. l . | 

- 1 Dn Alrr= 

În = Sa = Ai, 
. 1 

& . A „LL. 0... . 

„1 

_ | E a 

În urma produsului matriceal a rezultat matricea Ai, 
care reprezintă matricea A unde s-a schimbat linia r cu 
linia & pentru r < k. 

În scopul triangularizării matricei A. se folosese matri- 
cele de forma 

Ip. 0 0...0] 

LI 1 0... 0 
M, Mp Le O Pen. 

0 ii P-tasr 0 ... 1 

| =) 

0 im 0... 

Matricele 1, şi M, sînt utilizate împreună pentru a 
transforma matricea A într-o formă similară cu ea. 

RX 
Exemplu. Pentru a ilustra modul în care o matrice A e M se poate 

x 
reduce la o matrice Hessenberg se consideră n=—4, Fie matricea A e Ma 
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de forma 

Sa 
DR
Ra
IR
 

Aaa Qara Ca3 Caq 

Cai Qaa os Coq 

Ca (aa Gaa Caa 

Ca aa is (aq 

În cazul în care se impune, o schimbare de linii și coloane pentru fiecare 
etapă, presupunînd că jaga! > |az| pentru i = 2 și 3, este necesară schim- 
barea liniei 2 cu 4 şi a coloanelor 2 cu 4 prin îr ansformări similare : 

A1 = Ioa Al = 

10003 Cai Cao dia Asa 1000 Oua Ca 33 da 

90001 a Caa as Caq 0001 Caz Cqq 0a3 Caz | 

10010 (33 aa (ay (aq 0010] ar aq (aa (32 = 

0100 Ga Aaa Qas Ca 0100 das Goa das 022 

A7, €42 dis d, 

__ | Ca doo 2 a | — A, 

ga ds2 2 “aa 

di, da 43 dia 

Pentru realizarea formei Hessenberg în cazul matricei A se vor folosi 
transformări similare de tipul M pentru anularea elementelor az, şi a, i: 

B = MAM! = 

1 0 00 [“ 01, Co alu [1 0 00 Dia Dao ba3 Da4 

0 100 02, 0oo dog 4, 0 1 00 _ Das boa Das baa _p 

O ms, 10 Q3, 95 03304 | [0 —ma 10 Daa Paa Pas Daa 

0 ma 01 4,4 a; 2 i Ci LO —m 01 Bai Dao Das ba 

a! 
31. | 4 Ă : x 

unde mag = — și Mag = — 7. Valorile pentru mesa și Map rezultă 
21 

din presupunerea făcută ca a/, şi a, să fie nule, de unde se vede că matricea 

M, este cunoscută. 

Presupunînd că lb > Ibaal, 

31 > 

apare necesară schimbarea ultimelor 
două linii între ele şi a ultimelor două coloane ale-matricei BP cu ajutorul 
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matricei . 13, astfel rezultind matricea C de forma 

| | C = Isa B la = 

N 1000 baz ba b13 Dia 1000 - | Caz Cara Cas Cr4 

| 0 i 0 0 | bas baa bas Daa 0100 — Cos Caa Casa Coq e 

! 0001 [10 baDoabuall| 0001 O Caz Caa Caa 

9 O 1 0 0 Daa Pa Das 0 0 1 0 (9) Caa Ca3 Ca4 

În continuare se folosește matricea M „ pentru transformarea matricei 
C ; astielrezultă matricea 

D= MC Mg! = 

10 0 0 ci Cia Ci3 Ciq 1 0 0 9 dia dia da dia 

010 Oj| e, ca c2a Coa 0 1 0 0 _ da1 aa das daa _p 

00 1 0[[ 0 ca 033 Caq 00 1 «| O da da3 daa 

00 Tag 1 8) Caa Ca. Caq 0 0 —— ag 1 0 0 (aa da 

c 
unde mag = — E . Matricea D reprezintă forma Hessenberg a matricei 

Caa 
A obţinută cu ajutorul transformărilor similare. 

În fiecare etapă au fost executate două operaţii matriceale, obţinîn- 
du-se perechile de matrice (A,B), (C,D). Matricele A și D sint similare, deci 
au aceleași valori proprii. 

Pentru a rezuma cele prezentate, se consideră cazul 
general, cu matricea A de forma 

O Oa Oi s-a 

Oa aa aa --.- Oa 

Oa Osa A33 --- sn 

. 

I/75] Aaa da ... un | 

Se examinează mărimea elementelor da, Gaze = hu eee 
«+ 30ma- Fie au elementul maxim care se alege drept pi- 
vot ; în acest caz se va realiza schimbarea, liniei 2 cu linia î 
şi coloanei 2 cu coloana si cu ajutorul transiormărilor si- 
milare. Rezultă 

A! = IA 
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În continuare are loc procesul de anulare a elementelor 
Găi> Oaiy --- Gu de pe prima coloană a matricei A; cu 
ajutorul matricei M,, prin intermediul relaţiei 

| A3 = MA Mit, 
unde matricea M, are forma 

10 

0 1 0 | 
Mp= | Om 1 ; Ma — 13, 4, he 

Om 0 1 ic 

Omu 0 0.1] 
Aceste relaţii constituie prima etapă în care se obţine 
matricea A, avind pe coloana principală elementele 
Oa = 0, 6 — 9, 4... | 

În etapa k& ( < n—2) se dispune de matricea A, de 
forma, | 

ba 3 .. . b,, k-—2 br . br ... bin h 

Dai Dao --- Dasn-a Dona Vas + Van 

0 bo ... ba, k-9 b3, k—] e bar . a... / 

A; PIE 0 0 ... 9 | b,. k—1l Li bx . .. bn | Și | 

0 0 ... O 0 . bu r: .. Dan 

0 0 0  Detaue + Beta 
. . . Lă . . . . . . . . Lă . . . . 

0 0 ...0 O Dag e: Dan 
unde se vor analiza elementele bu z: - - > bax pentru deter- 
minarea pivotului şi a matricei de permutare Ip, CU r = 
— kb 4 2,...,n. După această operaţie are loc transfor- 
marea similară 

, Ar = Itur Alta, re 
În continuare are loc anularea termenilor bio, p 3: -ba,t 
cu ajutorul transformării similare 

| , _4 

Ana — Ma Ay Mi 
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unde matricea Mare forma următoare : 

1 ] 

0 
Lă 

, __ rk 

. ] m, a pă [ă 

M,..= l Du 
LA pol 

. ph 2, he 

Mpa, 1 e m 
. .9 Li 

O Muran 

ma, kt 1 

Aceste etape de calcul pot fi prezentate în general sub 
forma următorului proces iterativ : 

A pa IM aaa, IA Malta, II, k=1, 2,.. -H—2, (6.80) | 

în urma căruia, are loc transformarea matricei A = As 
într-o matrice A,_, de forma Hessenberg. 

În aplicaţiile practice apare posibilitatea ca unele ele- 
mente sub diagonală a formei Hessenberg să fie nule; în 
cazul partiționării relativ la aceste elemente, forma Hes- 
senberg A,_, se poate scrie sub formă de blocuri superior 
triunghiulare, unde fiecare bloc este o matrice Hessenberg 
cu elemente subdiagonale nenule. În acest fel A,_, se 
poate scrie sub forma 

Ani Aa Ag 

Ana = Aza Az3|: 

0 A sa 

unde A. Aza, Asa sînt matrice Hessenberg cu elemente 
subdiagonale nenule [128, 60, 94]. - 

Se poate arăta că algoritmul Q—R se poate aplica 
independent fiecărui bloc A, astfel că dacă 4, =0Q,R, şi - 
Apa = OR, atunci Q este suma directă a matricelor 4, 
şi blocurile diagonale ale matricei QR sînt tocmai produ- 
sele R,Q), 119, 107]. 

Dacă matricea A = A, are un sistem de valori proprii 
care satisfac inegalităţile |A,| > [a] > ... > 11,1 >0, 
atunci şirul (A, obţinut prin algoritmul Q—R converge în 
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final către o matrice superior triunghiulară care conţine 
pe diagonala principală valorile proprii. 

Algoritmul Q—R se poate aplica şi cu deplasarea ori- 
ginii, mai ales în cazul în care valorile proprii distincte au 
acelaşi modul. Astfel de valori proprii distincte se găsesc 
într-un cere din planul complex (cu centrul în origine), 
iar deplasarea originii cu mărimea g poate schimba faptul 
că modulul valorilor proprii este egal, aceasta metodă de 
deplasare a originii conducind la realizarea unui proces 
convergent. 

Dacă se consideră o matrice Hessenberg H neredusă 
ale cărei valori proprii au module distincte, atunci există 
o transformare similară astiel că 

- 

PHP = A = (681). 

În cazul în care se formează matricea H—gI, adică 
dacă are loc deplasarea originii cu mărimea g, atunci 
(6.81) devine 

A—d 

, A—q 0 

P(H — g9I)P-l=A—gI = ” 

9 
, L Ad J 

În acest; fel se va scădea numărul g din fiecare valoare 
proprie. 

În cazul în care se aplică algoritmul Q—R (cu depla- 
sarea originii) matricei H—gI, convergenţa către zero a 
elementelor  subdiagonale 7, depinde de raportul 

A q , Ş 

foarte apropiat de 1, procesul de convergență poate 
îi accelerat, dar aici apare o problemă că ?, nu se cunoaşte 
în momentul alegerii lui g, tapt care tace “51, 59, 94] ca 
să se aleagă diferite valori pentru g în fiecare etapă 
iterativă. | 

„ iar dacă se găseşte o metodă de alegere a lui q 
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În această situaţie pentru H,, matrice Hessenberg ire- 
ductibilă, se iormează următorul şir de iterații : 

H; — qi 1 = QR Hu = RO + qI, 1=1,2,3,. 

de unde se observă că H+ este simetrică cu HI, [42, 127]. 

6.6.7. Valorile şi vectorii proprii ai matricei Hessenberg 

__ Pentru rezolvarea completă a problemei considerate 
trebuie mai întîi determinate valorile şi vectorii proprii 
ai matricei Hessenberg, după care se va opera asupra vec- 
torilor proprii (ai matricei Hessenberg) cu matrice de 
transformare în scopul obţinerii vectorilor proprii ai 
matricei A. În continuare se vor prezenta două metode 
pentru rezolvarea problemei propuse. 

e Prima metodă constă în reducerea matricei Hes- 
senberg prin iranstortnări similare la o matrice de forma 
tridiagonală.. 

Dacă se consideră matricea Hessenberg D = A, dată în 6.6.6, se veri- 

fică ușor că transformarea similară D, = M„A,Ma |, unde 

[ 0 0 (Şi 1 0 0 Q 

M, = O 1 ma aq , Mal — O 1 —mMa3 —Maq , Mas = a3/da2» 

00 1 0 0 0 1 0 Ma4 = dia das 

0 0 0 1 0 0 [9] 1 

produce zerouri în locurile necesare din prima linie a matricei D,, fără 
a afecta zerourile din prima coloană a lui D3. In final transtormarea D, = 

= M3D,M3 cu 
10 0 0 100 0 

0.100 _ 010 0 
M, = Mg = | 

00 1 ms, 0 0 1 —ma4 

0 001 - 000 1 - 

produce un zero pe ultima poziţie din linia a două, obținîndu-se o reducere 
a matricei Hessenberg D la formă tridiagonală. În această fază, soluţia 

problemei se poate obține folosind orice metodă de calcul pentru valorile 
şi vectorii proprii ai unei matrice tridiagonale nesimetrice. 

e A doua metodă constă în folosirea matricei Hessen- 
berg fără nici o altă transformare, obţinindu-se simultan 
cite o valoare proprie şi vectorul propriu corespunzător. 
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Pentru matricea; Hessenberg D, dată în (6.6.6); se rezolvă sistemul 
de ecuaţii : Ă , 

(da — Î)Lat datat dasta-t duqta = 0 

datat (dza — Î)ta-t daata-t- daata = 0 

Gasta + (Qaa — Î)Za 0 

Pentru orice valoare generală a lui A se rezolvă ultimele trei ecuații în 

succesiune, alegindu-se z, = 1 și, folosindu-se substituţia inversă, rezultă 
Xas tao t,. Dacă se substituie în prima ecuaţie, se găsește un număr care este 
proporţional cu |D-— AJ| pentru o valoare particulară a lui A. Folosindu-se 
metoda lui Miller sau alte metode (cap. 2), se pot găsi valorile proprii şi 

vectorii proprii corespunzători. 

6.7. Algoritmi de calcul pentru valorile şi veetorii proprii 
în eazul matricelor hermitiene 

Trebuie menţionat că orice algoritm din cele prezen- 
tate (în paragraful 6.6) pentru matrice nehermitiene se 
poate aplica şi matricelor hermitiene. 

Fie A e Mt" o matrice hermitiană, care este diagona- 
lizabilă prin intermediul transtormărilor similare unitare, 
adică pentru orice A. hermitiană există o matrice unitară 
R astfel că 

RYAR = A = 

— Aa 

unde 7, dz... A, sint valori proprii reale ale lui A cărora 
le corespunde un sistem complet de vectori proprii orto- 
normali, care reprezintă coloanele matricei RE. 

Teoremă. Fie A e Mw** hermitiană cu valorile proprii 
A Agy- - -sA. Atunoi matricea A are n vectori mutual orio- 
gonali şi umitari v!, v?,...,v* care satisfac relația Avi = 
= Ai, = 18... si REAR= A, unde R este o 
matrice unitară cu coloanele v!, v?,...,v" și 

A = diagțau, A: Am) [51,93]. 
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În cazul în care A — AY, matricea A este bine condi- 
ţionată în sensul că pentru variaţii de un anumit ordin a 
coeficienţilor matricei A au loc variaţii de acelaşi ordin 
pentru valorile proprii ale matricei A. O matrice reală şi 
simetrică este hermitiană, iar rezultatele obținute pentru 
matricele reale simetrice se pot extinde la matrice hermi- 
tiene complexe. De aici rezultă faptul că pentru determi- 
narea valorilor proprii în cazul matricelor hermitiene apare 
necesitatea utilizării calculelor aritmetice în real sau com- 
plex. În cazul în care nu se doreşte folosirea aritmeticei 
complexe la determinarea valorilor proprii pentru o 
matrice hermitiană complexă (chiar dacă valorile proprii 
sînt reale, de obicei vectorii proprii sint sub formă com- 
plexă), se scrie ecuaţia valorilor proprii Ax — Ax sub 
formă descompusă, adică pentru A“ = A şi Ae Mo” 
rezultă 

(B+ i0)(utiv) =a(u + iv), 
unde Be My" este simetrică și Ce Mou CT? = 
= —0,u,v e R”. Dacă se identifică părţile reale şi părţile 
imaginare, rezultă următoarele ecuaţii matriceale : 

Bu — 0 = [e 5] [.]- |] (6.82) 
Cu-+ Bv=iv LO B |] Lv V 

Ultima relație reprezintă o ecuaţie matriceală, unde 
mairicea, coeficient; este reală şi aparţine lui Mânx2r, 

Se observă că dacă matricea hermitiană complexă are 
n valori proprii A Aa. 5 A pentru evitarea aritmeticii 
complexe se ajunge la problema (6.82) care are 2n valori 
proprii : Ap Ă Aa ee Ana Am 

Exemplu. Fie matricea hermitiană complexă 

1 2+i 1 2 0 1 
a] | A= B+ iC =] | | 

a-i  —8 - L2-3] “L-a o 

Atunci (6.82) se reduce la 

a 
sȘ
 

1 20 —1 ui U, 

2 —2 1 u O Ua 23 2 | 

Q 1 1 DV, Dv, 

—1 0 2 — Va. Va 
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În continuare se vor prezenta cîţiva algoritmi de calcul 
mai frecvent întilniţi în practică [42, 100, 86]. 

6.7.1. Algoritmul lui Jacobi 

Acest algoritm a tost introdus de Jacobi în anul 1846. 
Algoritmul urmăreşte transformarea matricei A în 
matricea A similară cu A, folosind o serie de transformări 
similare. 

Pentru a motiva algoritmul lui Jacobi se-pleacă de la 
analiza axelor principale ale unui elipsoid. Un elipsoid eu 
centrul în origine este reprezentat printr-o ecuaţie de forma, 

ii A 

2 a | 
Oi Fr Oop at e. Fr mn 2 F2 Si au; = 

i<j 

sau, pentru a;; = di; î > j, rezultă 

3, > Wii Îi Dj = 1. (6.83) 

i=1 3=i 

Fie matricea A e M+*" simetrică. În reprezentarea produ- 
sului scalar, ecuaţia (6. 83) ia forma (AX, x) = 1, deoarece x 
are componente reale. 

Axa, principală a unui elipsoid are direcţia unui vector 
din origine în punctul a de pe elipsoid astfel că vectorul 
este normal la elipsoid în punctul z. Pentru n =2 se 
consideră fig. 6.5. O elipsă are două axe principale inde- 
pendente, un elipsoid în R3 are trei axe principale indepen- 
dente. Din geometria analitică este cunoscut faptul că 
axele principale sint sau pot fi alese mutual ortogonale. 

A 

UU fa, 024 op 303 Bara XC al 

Fig. 6.5 
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Principalele axe ale unui elipsoid sînt vectorii proprii 
ai matricei A simetrice reale. Diferenţiala da — (dz, 
drp,...,dz,) pe suprafaţa P(x...) = const satis- 

tace relaţia 

do = 99 apr 00 dm, +... + 20 da, = —0. 
da, Oa da, 

Vectorul grad O = (90/52) (k = 1,2,...,n) fiind nor- 
mal la toate diferenţele de = d(2,) în apropierea punctu- 
lui 4, este, prin urmare, un vector normal la suprafaţa 
p — const în punctul a. 

Fie O(2) o formă pătratică 3, Sua; ; atunci se poate 
calcula vectorul normal la elipsoidul P(x) =: 

20 n ZA 

= d du 
1=1 Î=i 0, fi 

OZ) pe 10. (6.84) 
Oz, 

Folosind regula de derivare a unui produs : 

a 
= a, + a, i = du, + 2,58; 6.85 da, da, 7 dz, ei îm» (6.85) 

Dacă se introduce (6.85) în (6.84), după operaţia de însu- 
mare rezultă, 

00 _ 
(Ja z; + Saua), (6.86) 

da, 

Dacă dur = ui atunci (6.50) devine 

90 
=2 di d; = 2AX. 

Vectorul normal Ax şi vectorul radial x sînt reprezen- 
taţi în fig. 6.6. Vectorui x nu este o axă principală pentru 
că nu are aceeaşi direcţie cu Ax. 

(4z,z) =1 

ES A Fig. 6.6 
Dă 
< 
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Ecuația care defineşte axele principale este 

AN = AX | Si ) 

pentru anumite valori ale scalarului A, unde (Ax,x) = 
Deoarece xz0, axa principală este un vector propriu ii 
matricei A. Lungimea, axei principale asociate cu valoarea. 

proprie 1, este 1 Va. Pentru a demonstra acest lucru se: 
consideră produsul scalar în ambele părţi ale relaţiei (6.87), 
adică 

1 = (4%, x) = As x) = Ax, xl = 1/Va. 
Forma pătratică (Ax, x) = 1 reprezintă ecuaţia unui elip- 
soid. 

Exemplu, Se consideră elipsa 

224 Dita + 342 =1, (Ax) =1, 
unde 

11 11 = 21 Vă 

=] ]; | | - naz=o +a 
1 3 1 2-3 2 = 2 — V2. 

La axa principală xIii corespunde >, : 

- — 1“ 

1+V2 —1 0 

L—1 —1+ V2 wa | 0 

Axele principale x! şi x2 sînt ortogonale : 

aj +] sa], 

1 
iar constantele a şi f pot fi determinate astfel ca x și x2 să se găsească îm 
elipsa considerată iniţial, iar 

1 1 
xi = ——= PR n să ap e al 

1 

Va Vaya Va Vara 

Se consideră o formă pătratică în două variabile 

2 2 __ 
Pe = Quată Fr Qaatita F- Aaaa + Aaaa = 

= [a za? | Wa i > E xT Ax. 

Woi  oa Wa 
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În cazul în care F,„=—c, ce R, aceasta reprezintă 

ecuaţia unei conice, de exemplu o elipsă, ca în fig. 6.7. 

Metoda Jacobi foloseşte ro- 
. a : Xp LA 

tirea, elipsei pentru ca noile axe 4 p 
să coincidă cu axele principale ta „7 
ale elipsei. Realizarea produsu- N p” 
lui de rotaţie presupune schim- S 7) 
barea de axe: AP 

N 
3 

XI 
| TAR -I, 

[| Îi p — sin *] [=] (K 
i = . [] 

La sin 9 cos e] Lia „7 | 

x= Rt. Fig. 6.7 

Dacă A = AT, atunci pentru x = Rt şi x! = (Rt) = 
= (RT) şi F, devine 

F, = XTAX = ERTARt = VA = + Ada. 

Deoarece R! = R-!, atunci 

RraR=A=| "| 
“Lo x 

A şi A fiind două matrice similare. | 

Efectul acestui proces de rotaţie este de a anula din 

forma pătratică PF, doi termeni apa Şi Gatat, Sau de a 

reduce matricea A la o matrice diagonală A similară cu A, 

unde A are pe diagonala principală valorile proprii ale 

matricei A considerate. Datorită faptului că R? = RI, 

transformarea RTAR = A este o transformare similară 

ortogonală. 

Pentru spaţiul n dimensional se introduce o matrice de 

rotaţie R(k, p) care este o generalizare a matricei din planul 

bidimensional. Matricea de rotaţie R(k, p) este detinită 
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astfel : 

pi o. ...CO89..8ing.... 
1 : 

Rp) = i (6.88) 

E 
Pi o. ...SinQ,.COsg.... 

Di Lă ] 

— bi . l — 

unde k& <9p Și Ta = pp = 0089, fu =, 14 pp, i=l, 

— Pup = Pay = Sine, ru = O în celelalte cazuri. 

Pransformare similară ortogonală prin R(k, p) va anula; 
termenii În 24%, Şi Zyt, din torma pătratică : 

PF, = 3 y, 44 Li = 
îalij=l 

LA 3 INI E IE TE AI ai 

= [ata - 4] da aa s-a || Va] 37 Ax. (6.89) 

23) Aaa o. An z, 

Pentru x = R(k,p)t şi x? = [R(k,ph]' = UR(k,p), atunci 
(6.89) devine 

| BP, = URT(k, p) AR(k, pt = VA't,. 

unde | 
| A' = Ri(k,p) AR(k,p). (6.90) 
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Prin intermediul acestei transformări similare ortogonale 
s-a obținut matricea A' în care elementele ap, şi ap au 
fost anulate, fapt pentru care (6.90) reprezintă o rotaţie 
în planul (&, p). 

Relaţia matriceală (6.90) conduce la următorul algo- 
_ritm pentru calculul elementelor matricei A” în funcţie de 
elementele matricei A şi unghiul de rotaţie o (algoritmi 
ce rezultă în urma multiplicării şi identificării) : 

Ai = (pi COS 9 - Gy SiN e 

pi = — Op SIN 9 + dpi COS 9 

Miz = up COS -t OpSin o 
| | îi £ ph, (6.91) 

Gip = — Cip SIDO -F Cup COS E 

Ci = Gu COS? 9 + dap SIN 9 COS 9 + pp Sin? o 
Lă Apo = Opp Sin2q — 20, Sin pcos,p th pp Cos20 

, (6.92) 

(o = pu COS29p + ana — 0) Rin 29 

|. (6.93) 
, ul | 

(io = dup COS29 + EI (Gu: — Gpp) Sin 2 

Datorită faptului că rotația în planul (%, p) are rolul să 
anuleze coeficienții app ȘI ps adică pr = ap =, 
rezultă valoarea lui e din 

tg 29 =: p<p. 
Oe —— pp 

Pentru Cp = Qpp, rezultă e — PE Elementele matricei A 

se calculează cu relaţiile (6.91)—(6.93). 
„ Folosind relaţia (6.90), se poate defini un şir de matrice 
similare dind alte valori lui k şi p; 

A,=A, Ap=RIA,R,, As= RI AR ...9 Apa = RI A Ru ... 

(6.94) 
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unde în fiecare etapă transformarea similară ortogonală 
are drept scop să anuleze două elemente simetrice faţă de 
diagonala principală. 

Rotaţia plană (%&, p) are drepti pivot elementul dp y. Dacă 
pentru fiecare transformare RZAR, pivotul rotației 
plane are valoarea mai mare decît media din afara diago- | 
nalei iui A,, atunci pentru lk—co are loc limita [128, 119] = 

Li 

A; — A == * 0 

0 . 

Toate matricele şirului A, 4, . „Ap... sînt similare, 
deci ele au acelaşi sistem de valori proprii. Din punct de 
vedere practic, şirul de iterații (6.94) este continuat pină: 
cînd suma pătratelor elementelor din afara diagonale: 
principale a matricei Ay este mai mică decit un <> 0; 
dacă condiția aceasta este indeplinită, atunci elementul 
de pe diagonala principală aproximează destul de bine 
valorile proprii pentru matricea A [71]. 

Convergenţa şirului (6.94) poate avea loc chiar dacă; 
pivoţii nu sînt aleşi pe baza valorii lor maxime, dar sînt 
aleşi [60, 93] în următoarea ordine: (2, 1), (3,1), (3,2), 

(4,1), (4,2), (43),. . (n, 1) (n,2),. n n n— (2, 1), - o uti- 

lizînd <- Alegerea pivoţilor de rotaţie în această, 

ordine conduce la algoritmul ciclice Jacobi. În ambele si- 
tuaţii trebuie ţinut seama de stabilitatea numerică a 
matricei A [cond. (4)]. 

Șirul de iterații (6.94) se mai poate serie şi sub forma: 

unde R = RR... Ry este produsul primelor k matrice 
de rotaţie. 

Matricea, R este destul de aproape de matricea care are 
drept coloane vectorii proprii ai matricei A, adică, 

RIAR= A ARz RA, 
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obţinîndu-se o aproximare a ecuaţiei modale asociate 
matricei A  [100, 94]. Coloanele matricei R aproximează, 
vectorii proprii ai matricei A, coloana r,; reprezintă vec- 
torul propriu vi”, corespunzător valorii proprii 2, j = 
— 1,2,...„n, fapt pentru care se afirmă [51], că algorit- 
mul Jacobi oferă acelaşi ordin de precizie pentru calculul 
valorilor şi vectorilor proprii ai matricei A. 

În cadrul acestor procese de rotaţie, elementele de pe 
poziţiile (p,k) şi (&,p) nu devin zero în urma rotației plane 
(&,p) dar după un număr de iterații devin nesemnificative 
(putînd fi considerate egale cu zero) şi elementele de pe 
diagonala, principală aproximează destul de bine valorile 
proprii ale matricei A. 

6.7.2. Algoritmul lui Givens 

În 1954 Givens a propus [51] un algoritm îmbunătăţit 

care prin transformări similare face ca elementele din 

afara diagonalei principale să devină nule. 

Pentru a înţelege etapele algoritmului, se consideră o matrice de ordinul 

patru, care se rotește la început în planul (2, 3) pentru care RO, 3) este 

de forma 

0: 0 

cos sin 
RE, 3) = ? ? 

—sinp cos 9 

0 9 C
O
 

9
 

=
 

9
 
O
 

9
 

În urma acestui proces de rotaţie cu pivotul az, se anulează elementele 

Ca, ȘI Aug (în loc să se anuleze elementele az; și dag, scop urmărit la algoritmul 

Jacobi). 

Algoritmul Givens constă în alegerea pivoţilor din 

poziţiile (3, 2), (4, 2), ...,(n,2) şi unghiurile go, corespun- 

zătoare pentru (anularea perechilor simetrice din pozi- 

sțiile (1,3) şi (3, 1), (4,1), (1,4),...,(n,L) şi (L,n) respectiv. 

În urma acestui proces de transformare se obţine dintr-o 

matrice simetrică A matricea A”, care are n—2 zerouri 
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în prima linie şi n—2 

VAI 

A =|4%a 

dai 

— LA 

Oi ha 
Lă 

Ga Goa 

———>| 0 a 

_O Go 

zerouri în prima coloană: 

Wa ag ee On 

Aaa og Won 3 

(ua A DEI bă dun 

0 0 ...0 7 

Lă ? Lă 

(los Goa ee e Won 

, ? | — LA 

Oas Oa sc. (ap = A. 

? ? 

Aa ma = Om 

Dacă în continuare se aleg pivoţii din coloana a treia în 
poziţiile (4, 3), (5, 3),...,„(n, 3) şi unghiurile de rotaţie ge, 
corespunzătoare se anulează, atunci elementele simetrice 
din poziţiile (4, 2) şi (2, 4), (5, 2) şi (2, 5),...,(n, 2) şi (2,n) 
devin nule, obţinindu-se matricea 

“au 

azi 
0 

0 

0 

0 
— 

au O 

Aa0  da3 

(32 03 

0 Ca 

O a: 

0 aia 

ți 

sa 
?? 

aa 

7! 77. 
(7.073 e... Onu 

Matricea A” are n—3 zerouri în coloana a doua şi n—3 în 
linia a doua. 

Dacă se continuă acest proces în maniera celor două 
etape prezentate pentru obţinerea lui A' şi A”, atunci 

după (02-03) eee +21 = (n — Dn —2) 
rotații plane se obţine o matrice simetrică reală tridiago- 
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nala '7 de forma 

XX 

XXX 0 

XXX = 7. (6.96) 

XXX 

0 XX 

Se observă că matricea 7 obţinută prin algoritmul - 
Givens este o matrice tridiagonală care are aceleaşi valori 
proprii ca şi matricea A, fiind necesară o nouă etapă de 
calcul pențru determinarea valorilor proprii. Deci, algo- 
ritmul Givens constă din două etape : prima are ca obiec- 
tiv obţinerea unei matrice tridiagonale (operaţie ce se 
realizează printr-un număr finit de transformări similare), 
iar a doua etapă constă în determinarea valorilor proprii 
pentru o matrice tridiagonală. Algoritmul Givens este 
mult mai eficient atit din punctul de vedere al numărului 
de operaţii cît şi al preciziei. 

6.7.3. Algoritm de calcul pentru valorile proprii ale unei 
matrice tridiagonale simetrice 

Fie matricee tridiagonală (6.96) obţinută prin metoda 
Givens. Atunci polinomul caracteristic corespunzător lui 

_T are expresia 

0, (î)=det(D —11) = 

"a—A bb 0 a T 

be OOQp—A ba | 
=deti ne (6.97) 

0. Baa Ama A ba-a 

— bau Q— Î_ 

Se presupune că 3, 7 0, = 1,2,...,n—L, dar chiar 
dacă b; = 0 pentru un anumit ș, matricea este bloc tridia- 
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gonală şi se poate lucra; cu fiecare bloc separat. Se va cal- 
cula, polinomul caracteristie în mod direct (fără evaluarea 
coeficienţilor lui în funcţie de elementele matricei). În 
[42, 100] se prezintă un procedeu de recurenţă pentru 
determinarea polinomului caracteristic Q,„(A) asociat ma 
tricei 7. 

Fie Q;(1) determinantul submatricei formate din pri- 
mele linii şi coloane ale matricei T—AI. Atunci din 
(6.97) pentru 5 = 1, 2, 3 se obţine 

Q(d) = au— 

Q2(4) = (a2— 3)Q.(3)—bi, 

al 2) = (a3— 2)Qa(3)—b2Q0,(2), 

rezultind în final o formulă de recurenţă. Dacă 7 este o 
matrice simetrică reală tridiagonală şi dacă P—AI este 
definită ca în (6.97), atunci pentru 1 = 1, 2,...,n are loe 
relaţia de recurenţă 

Q(0) = (a — Quo) — 8 Quo (A), (6.98) 

unde se defineşte Q_„(1) = 0, Qo(A) = 1 şi bo =—0, sau 

Ta—A hi _ 

Q, î)=det 

bea 
0 Ma —A biz 

- bi-a 4,—A_ 

Orice submatrice principală 7, pentru 7 — 1,2,...,n 
din 7 este simetrică, reală şi are valori proprii reale, adică 
rădăcinile ecuaţiei caracteristice Q,(A) =0 sînt reale 
pentru 2 = 1,2,. - 

Reuaţia cor uoberistică a matricei T este 0, (A) =0. 
Algoritmul urmăreşte găsirea rădăcinilor pentru Q,(1)=0 
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fără a calcula coeficienţii pentru Q, (A) în funcţie de 
elementele majiricei T. | | 

Teorema lui Givens. Fie 7 o matrice tridiagonală, sime- 
trică, reală cu b, 20, i =1,2,...,n. Atunei rădăcinile 
fiecărei ecuaţii Q,(3) = = 0 sînt distinate. și sînt separale prin 
rădăcinile lui Qa(Â) =0. 

Demonstraţie. S-a presupus 5,420, 5=—1, 2,. a n— —1. 
Atunci două polinoame consecutive din şir nu pot avea o 
rădăcină comună, pentru că dacă ar exista un 1 astfel ca 
Qi-a(î1) = 0 şi Qi-s(74) = 0, atunci din (6.98) rezultă că, și 
Qi-a(A) = 0 ş.a.m.d.; se ajunge la faptul că şi Q,(A) = 0, 
dar Q,(A) = 0 are o singură rădăcină 4, care nu este ră- 
dăcină pentru (A) deoarece din ipoteza b, 4 0. 

Pentru a demonstra că rădăcinile lui 0,109) = 0 
separă rădăcinile lui Q,(4) = 0 se foloseşte inducția. Este 
uşor de verificat că a, rădăcina ecuaţiei (A) = 0, se 
găseşte întredouă rădăcini distincte ale ecuaţiei Q2(A) = =0, 

sint distinete şi că rădăcinile primei ecuaţii separă 
rădăcinile ultimei. | 

Fie i, <<. < ta rădăcinile ecuaţiei Q,_ (A) = 0. 
Atunci din formula, de recurenţă (6. 98) pentru k = 1,2,. 
d — 1 are loe relația 

Q,(în) = bio Qi-a (î); = 1, 2. — 1, 

relaţie care implică faptul că Q,(î) şi Qi-a(t-) au semne 
opuse. Prin inducția folosită în ipoteza, Q;_(A) schimbă 
semnul între î; Şi teo, k= 1, 2,..., î—2, fapt ce arată. 
că Q,(2) schimbă semnul între î, şi pu. Altfel spus, 
Q;(3) = 0 are o rădăcină între fiecare pereche de rădăcini 
adiacente ale ecuaţiei Q;-(A) = 0. Deoarece 
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rezultă că, 94 1) = 0 are o rădăcină la dreapta lui l-a ŞI O 
rădăcină la stînga lui î,. În cazul în care rădăcinile polino- 
mului Q,(1) = 0 sînt, ra. sri există relaţia de ordine 

tra Cta <ra< ... < Pia S ba Sfo. 

adică rădăcinile lui Q;(1) = 0 sint distincte şi separate prin 
rădăcinile lui Q,-„(4) = 0. 
În [128, 95] se consideră şirul de polinoame reale 
Qo(2), Q,(2), Qa(2),. - -,O(2)-cu următoarele două propri- 
etăţi relativ la intervalul (a,b) (unde « poate fi — oo şi b 
poate. fi +00): 
1) Pentru orice valoare Loe(a, b), dacă Qu(20) = = 0, atunci 

Qau(20) Quo) <0; 

2) Qo(2) 4 Opentru orice ze (a,b). 
Un şir de polinoame Qo(2), Q,(2),...,0„(2) cu aceste două 
proprietăţi este un şir Sturm pe intervalul (a, d). 

Dacă se notează cu S(6) numărul perechillor de poli- 
noame consecutive din şirul Qo(6), Q(6),. . (6), care au 
acelaşi semn, atunci se poate enunţa următoarea 

Teoremă. Mărimea S(c) reprezintă mumărul rădăcinilor 
lui Q„(A) = 0, care sînt mai mari sau egale cu c. 

Exemplu. Fie Ae MȘxS o matrice care prin intermediul primei etape 

a algoritmului Givens este transformată într-o formă tridiagonală 7, unde 

a, b, 0 | a— A bi 0 

T= o a bl, T-A= ba A ba | 

0 ba as 0. ba ag—A 

Pentru cazul considerat rezultă următorul şir de polinoame: 

Qo(d) = 1 Q2(d) = - (a, — 2)01(2) — bă 000), 

QA)=a 3 Qa(d) > (ag — DO) — D200). 
În fig. 6.8 sint reprezentate grafic polinoamele Q,(A), i = 0, 1,2, 3. 

“Ţinînd seama de proprietăţile acestor polinoame, se poate construi tabelul 
6.1 pentru semnele polinoamelor Q;(1). Numărul S(c) este egal cu numărul 
rădăcinilor polinomului Q2(7) = 0, rădăcini ce sint mai mari sau “egale cu 
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A 

Fig. 6.8 

constanta c. Se observă din tabel că pentru ce (Ag, + co)avem S(0)=0, 
„ adică pentru c> a» Q(A) £ 0, deci toate rădăcinile pentru Q,(A) = 0 sint 
mai mici decit Aa. 

(-e0,44] Ba] [a dz] 2,4] | [ay az] [2.4.3] [Ag;te0) 

RAI pt lt lt pt + + +. 

GA) or | + e = = — 

a2(4) | + Sa — 5355 + 

za) || | a e [= 
3 2 2 7 / 7 0 

Se consideră - noţiunea, de spectru al unei matrice 
S(7) < |7|, pentru orice normă  matriceală. p. 

Este cunoscut faptul [119, 108] că toate valorile 
proprii ale matricei 7 similare cu A [rădăcinile polinomului 
Q,„(A)=0] se găsese în intervalul închis [— Zile, Zile]. 
Deoarece valorile proprii sint reale şi distincte, se 
poate continua procesul de bisecţie pînă cînd se obţine un 
interval care conţine o singură valoare proprie, 

În momentul în care se cunoaşte intervalul în care se 
află o singură valoare proprie, metoda bisecţiei poate 
continua pînă cînd valoarea proprie căutată se determină 
cu precizia dorită [124, 60]. - 
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„O altă. metodă pentru determinarea valorilor proprii 
“ale unei matrice 7 de tipul (6.96) foloseşte teorema Gerş- 
gorin care arată că valorile proprii se găsese în intervale 
închise de pe axa reală, de forma, 

A € La — Bal MW + bl, 

A € (a; — [bill — lb, l, 4; + lil 3 5,1], 

i D) = 2, 3 nl 

A, = [a, lb 1, d, + Baza] 

Există şi alte metode de transformare a matricei A 
într-o matrice tridiagonală T, precum şi o serie de pro- 
grame pentru calcularea, efectivă a valorilor şi vectorilor 
proprii [124]. 

6.7.4. Algoritmul Givens-IH ouseholder 

' În 1958 Householder a; introdus o metodă de tridiago- 
nalizare a matricelor care necesită aproape jumătate din 
calculele cerute: de algoritmul Givens [60]. În: [128] se 
prezintă o combinaţie între metoda Householder şi Giveng 
sub denumirea de algoritmul Givens- Householder, rea- 
lizindu-se o serie de programe pe calculator care determină, 
valorile şi vectorii proprii cu o precizie suficient de bună. 

Algoritmul Givens utiliza n— -j— —1 rotaţii plane pentru 
a crea n—j-—1 zerouri în linia j şi n—j—1 zerouri în coloa- 
na j a matricei A, în timp ce algoritmul Householder 
foloseşte o singură transformare. similară ortogonală, cre- 
înd acelaşi număr de zerouri în aceleaşi poziţii. 

Operația de tridiagonalizare prin algoritmul: House- 
holder necesită crearea de zerouri în cele n—2; linii şi co- 
loaine (în afara, elementelor celor trei diagonale principale) ; 
operaţie ce se realizează prin: n—2 transformări Hou- 
seholder.: Transformările Householder sint mult mai com- 
plexe decit rotajiile plane. propuse de Givens, dar: metoda 
Householder necesită doar jumătate -din calculele recla- 
mate de algoritmul Givens. 
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Algoritmul Householder foloseşte transformarea sec- 
venţială, :- | pas 

A, = Ha, Hi, 44, =4, 

unde He Max" i veR, H, = 1 — 2); vw? =], 
W=ătraăr. += | 

Matricea, H în „tormă dezvoltată arată astfel : 

1.0 0...0]: vi Dia iba. 00] 

7 — 0 1 0...0 _9 Dada Vă Dag Da | 

00 0...1 Di Vata Data «+ 7 E 

. 1—20% — Doe —2ouoe aaa —2u0, E 

| —2oa 1—20 —2oata eo doaba 

(6.99) 
și are > următoarele proprietăji : | | 

a) H = H? şib) H = H- ic) H*=HL 

Proprietatea a) a matricei H rezultă din analiza ex- 
presiei matricei H. Pentru a pune în evidenţă proprietatea 
b), se pleacă de la faptul că 3) există, adică H = H? ; 
atunci 

HY'H — pe = ( — 2vwv7) (1 2wv7) = IL —4wv7 + 

--4v(v? v)v? =— I—4wv? AL 4vv? =]. 

Din această ultimă relaţie se vede că H7 — AH = H, 
adică H este simetrică; şi ortogonală. Se consideră n—2 
transformări Householder începînd cu matricea simetrică, 
A e Mp", adică 

A, = A, Aa — H>4H2, As == HAH,. .. n-a — 

a — Hp Anoo la. o O—(6100) 
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Matricea H,, pentru k = 2,3,...n—l, este o matrice de 
forma 

, , , E) , E 
H, = 1 — 2B(0P), vi | E iau. 

Pol 

Din (6.100) se vede că obiectivul algoritmului Hou- 
seholder este de a transforma o matrice simetrică reală 
A = A, într-o matrice tridiagonală A,_, = T prin n—2 

transformări similare ortogonale. Pentru a determina 

matricea A, din etapa k trebuie la început calculate com- 

ponentele vu, dui---50, ale vectorului v(*! astfel ca, 

transformarea H, A, _„H, să anuleze n—k elemente din 

afara celor trei diagonale în linia &—1 şi coloana k-—i. 

Pentru mai multă claritate, se consideră o matrice A e MR3x3 şi k = 2. 

Fie: 

Cai Aa 3 

A A1= |azi aa Cos |» Aa = H34Ha, 

(31 Qaa 033 

unde 

n) 

H, = I — 2v2(v2)7, v2 = [va], + 3 =1, 

Da. 

10 0 0 0 (3) 1: 0 0 

HA, = 10 1 0|-—-2|10 v2 Deva | = o 1— 202 — 20sDa | 3 

0 0 1 O - Vgva v3 | 0  — 2bava 1—203



= |0 1—203 —2oa03] [azi aa aa] [0 1—203 —2o203 |] = 
E. E Pe 2 | 

0 — VaVa 1 —2v3 Ca (33 Oas 0 — 2Vaba 1 — 2v3 

- ? ? 

du a 13 
2 5: îi 

== | az(1 — 202) + asu(— 20203) aa O 023 

aaa —20303)+ aul — 203) asz 233 

Dacă se analizează elementele din prima coloană a matricei Ag obți- 
nute, se găsesc următoarele relaţii : 

Lă 

Ati = Que 
Pe 

Cai da 2Va(Qasba + 23403) = aq — 2 Va 5, (6.101) 

? ” N . . . 

A3i = Gas — 2o3(QasDa t 03103) = Ca — 203. 

Fie pe suma elementelor din prima coloană și de sub diagonala princi- 
pală, adică 

= (azi) + (as) = (axa — 2025) + (asa — 2025) = aâi — dt AmnapuS— 

— 4033, $ + 402 1045:= ai + dt A5teşn, + da03)-+ 4S2(03 + 03) = 

= aâz + ai — 4524 4520 + adu. 

Din această ultimă relaţie se vede că pi este același şi pentru A = A, și 

pentru A, adică este un invariant în urma transformării Householder 
H3A4,H,. 

Dacă în ecuaţiile (6. 101) s se consideră du = 0, atunci rezultă ajui= 4 

- Ultimele e ecuaţii permit calculul componentelor oz şi vz iar p.= 

= V az, 42, rezultind 

. Pi 4 Pa | dx 
Da = 3 Wa = . a | 2p, sp 20,pu 

alegindu-se ca semn semnul lui az. 
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În mod asemănător se determină componentele vec- 
torului v” pentru matricea HI, = 1 — 2vk(vk)?, care 
intervine în transforrarea similară H,A,_4H. 

În final algoritmul . Householder conduce la o matrice 
tridiagonală 7, ale cărei Valori proprii. se determină ca în 
6.7.3. 

6.7.5. Algoritmi pentru calculul vectorilor proprii 

La început se va prezenta un algoritm care permite 
calculul vectorilor proprii în cazul matricelor hermitiene. 

Restrîngem discuţia, la: o matrice . simetrică reală A e 
e MY" care a tost redusă la o matrice 7 tridiagonală prin 
metoda Givens sau Givens-Honseholder, adică 

7 — H?AH, HH? — 1, deci A — HTH?. 

Dacă A este o valoare, proprie a matricei 7 şi y vectorul 
propriu corespunzător, atunci se poate scrie ecuaţia 

D=. 06.103) 

Matricea H introdusă de Householder are proprietatea 
H=H?=H"!, de unde rezultă că H?H — HH? 

Amplificînd relaţia (6.103) cu H la stinga, rezultă, - 
H'Ty = Hy său HTIy=Hy, respectiv A PHTHy =) Ey. 
Ținind seama de (6. 102), ultima relaţie. devine | 

A(Py) = MPy); Ax =; x =Py, 

deoarece A şi T sînt similare şi au aceleași valori proprii. 
Deci vectorul propriu al matricei A se poate calcula cu 
ajutorul matricei H şi al vectorului propriu y al matricei 
T, corespunzător valorii proprii ?, atit pentru matricea 
4 cît şi pentru matricea 7. Deci dacă se cunosc vectorii 
proprii yl, y2,...,y” ai matricei 7 şi matricea H, atunci 

"828



se pot calcula vectorii proprii XI, X2,:..,X" ai matricei A, 
cu ajutorul relaţiei | o SE 

“xi = 22 

Calculul vectorilor proprii ai matricei T (de formă tridia- 
gonală) nu este dificil [42, 100]. - 

În [94, 12] se indică folosirea, metodei puterii pentr 
calculul vectorilor proprii ai matricei Tyi, i = 1, 2,...,m, 
aceasta urmărind o stabilitate a calculelor. Această me- 
todă, constă 'în alegerea unei valori «, care este o aproxi- 
mare a lui A cu..A =Z a şi alegerea unui vector. narmaliza;t 
ye Rh", formindu-se şirul SI 

(2 — al)yi: = y0, Z= Au, 

(7 — ay? = zi, po A y2, (6.104) 

(UD — ay = zh pe — ho ge. 

În cadrul procesului: iterativ, factorul de normalizare este 
componenta, de modul maxim a vectorului y, ădică | m îi | = 
== max ly*]. Alegind a şi yO corespunzătoare, şirul z* con- 

verge către y (zE —y). Dacă |A — a] este foarte apro- 
piată de |, — a] pentru un anumit î, sau y0 are o com- 
ponentă foarte mică în direcţia unui vector propriu Y', 
atunci şirul (6.104) converge către. vectorul propriu cores- 
punzăstor, pentru: = 2. 

Şirul (6.104) implică rezolvarea unui sistem de ecuaţii 
algebrice pentru fiecare kh=1,2,.. ho dar avînd în vedere 
structura matricei 7, calculele sînt extrem de simple. 

În cazul matricelor nehermitiene, se consideră o 
matrice Hessenberg H, obţinută din matricea, A e Mnx” 
prin transformări similare, adică H = = DAU. Atunci se 
pot serie relaţiile - 

i, 4 = RU, gun ai! ai (6.05) 
i. 229



| Dacă A este valoarea proprie a matricei Hessenberg 
H, obţinută din A prin transformări similare, iar y este 
vectorul propriu corespunzător, atunci se poate serie 
relaţia 

Hy =. (6.106) 

Dacă se amplifică relaţia (6. 106) cu U la stînga, ă 
rezultă | 

UHy =AUy— UHUIUy = AUy. 

Folosind prima relaţie din (6. 105) în ultima relație din 
(6.106), se obţine 

AUy = AUy, deci Ax = 1x, de unde x = Vy. 

Deci valoarea | proprie A a matricei A are ca vector propriu 
pe x = Uy. Dacăy!,y?,...,y* sint vectori proprii ai 
matricei H similare cu A, atunei vectorii proprii ai matri- 
cei A se obţin cu ajutorul e 

xi = Uy',i = 1,2, 

„ Determinarea vectorilor proprii y', 5 = 1, 2,..-,m, 
ai matricei Hessenberg H (similară cu matricea, A) se 
poate realiza folosind metoda puterii inverse. Fie f o 
aproximaţie a valorii proprii Acu A zf şi y e 0. Atunci 
se poate forma şirul 

Eophpi=p, alpi, 

(E — BD =, = 1 y2» (6.107) | m, 

(E — pt =, pi, 
My 

unde m este componenta de modul maxim a vectorului y. 
Dacă vectorul y% are o componentă maximă în direc- 

ţia lui y, atunci zf — y. 

Rezolvarea sistemelor (6.107) nu prezintă dificultăţi 
deoarece H este o matrice Hessenberg. 
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O matrice are vectori proprii la. stinga. şi vectori pro- 
prii la dreapta, [42], adică 

(y7 VA =1(y1P,j=l, DM (6.108) 

şi dacă se transpune relaţia (6.108), se obţine 

E ATyi = 0yj = 12... | (6.109) | 

Deci vectorii proprii la stînga ai matricei A coincid cu 

vectorii proprii la dreapta ai matricei A7. 

Teoremă. Dacă x!,x2,...,X” sînt vectorii proprii la 
dreapta ai matricei A și y! ,y?,...,y” sînt vectori proprii la 
stinga ai matricei A pentru A e Mp", atunci 

(y7y x = 0, ALA. 

Demonstraţie. Dacă xi sînt vectori proprii lă stînga ai 
matricei A, atunci are loc relaţia 

AX! = AX, = 1,2,. (6.110) 

Dacă se înmulţegte relaţia (6.108) cu x" la dreapta şi rela- 
ia (6.110) cu Uy, se obţin următoarele două relaţii : 

yhax = (si x, (pax = (YA x, 

care după scădere conduc la. 0 = (1, — 2 y, de 
unde se vede că 

(7 xi = l pentru î 7 j, A = dp 
1 pentru î =j, A 4. 

La, calculul valorilor şi vectorilor proprii ai unei ma- 
trice este necesară o analiză în următoarele direcţii : dacă, 
problema, este corect pusă sau nu, dacă este bine condiţio- 
nată sau nu, dacă este stabilă sau nu, precum şi problema, 
convergenţei calculelor şi propagarea erorilor [42, 59, 86].
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