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PREFATA

Aparitia unei luerdri privind metodele de caloul numeric
aplicabile pe caloulator se inscrie pe linia generald de pro-
movare a caleulului automat. Lucrarea de fald se incadreazd
in preocupdrile utilizdric tehnicilor electronice de calcul in
activitatea de cercelare, proieclare §i incdidmint.

In cele sase capitole se prezintd principalele metode de
caleul numeric pentru o mare varielate de modele matematice
ce pot fi intilnite frecvent in practicd, folosind drept instru-
ment de caleul calculatorul electronic. M etodele de caleul
prezentate sint analizate, comparate §i ierarhizate dupd-
urmdtoarele criterii : convergenid, consistentd, stabilitate,
numdr de operalii, timp de execujie, necesarul de memorie,
tehnicile de conirol asupra modulut de propagare a erorilor.
Avind in vedere scopul aplicativ al lucrdrii, in primul
capitol se prezintd o serie de elemente necesare pe parcursul
luerdrii cum ar fi: rolul, posibilitdfile si limitele de utili-
zare ale unui caleulator ;1 aspectele matematice st de caleul
ale unui algoritm ; tipurile de erori introduse la ewecutarea
unui algoritm ; instabililatea numericd la algoritmilor si
natura problemelor ; tehnici de investigare privind precizia
rezultatelor ete. Nofiunile teoretice sint insofite in majorilatea
cazurilor de aplicatii, diagrame logice, programe rezullate,
precum $i de un material grafic adecrat, in felul acesia
fiind mult mai accesibile cititorilor. La incepuiul fiecdrut
capitol sint prezentate o serie de modele fizice si modelele
matemalice corespunzdtoare, incercind in acest fel realizarea
unet legdiuri intre domeniile furnizoare de probleme i
matematicd, analizd numericd $i caloulator, scop foarte
tmportant in elapa actuald cind caloulatorul trebuie folosit
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mai mult in activitatea de cercefare, productie, invdtdmint
peniru obfinerea unor rezultate de calitate.

Lucrarea se adreseazd. economigtilor, inginerilor, fizi-
ciemilor, cadrelor didactice, studentilor de la facultdtile care
au In planul de Invdtdmint o asemenea discipling sau dis-
cipline tnrudite, precum si tuturor celor care doresc 8d-gi
finalizeze lucrdrile de cercetare gi proiectare cu ajutorul

tehnicilor electronice de calcul. '
AUTORUL
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CAPITOLUL 1

INTRODUCERE

1.1. Rolul, posibilitigile si limitele unui caleulator
in aetivitatea curentd

Matematica aplicatdi, din care face parte si analiza
numericé, s-a dezvoltat in ultimul timp datoritd, mai ales,
amplificdrii utilizdrii sistemelor electronice de ecalcul.
Analiza numericd se ocupé cu elaborarea, analiza, evaluarea
gi ierarhizarea algoritmilor numerici, care se pot executa
pe un calculator electronic, pentru obtinerea solutiei pro-
blemei considerate.

Metodele si rezultatele analizei clasice, folos1te adesea,
oferd de obicei numai baza si/sau punctul de start pentru
analiza numericd. De exemplu, un matematician cu preo-
cupiri in domeniul matematicii pure va fi complet satis-
fdcut dacd poate demonstra cd la o problemd datéd solu-
tia existd §i este umca, dar es'ce foarte mult pentru un
matematlclan sau inginer care lucreazd in domeniul anali-
zei numerice s& Tealizeze o procedurd pentru calculul
solut1e1, cu o tehnici de calcul ex1stenta, 88 se mentini
in cadrul unei precizii impuse §i in cadrul unui tlmp de
calcul rezonabil.

Pentru dezvoltarea unui algoritm de caleul folosit la
rezolvarea unei probleme date, analistul trebuie si fie
preocupat nu numai de: numéirul operatiilor arltmetme
si de precizia® teoreticd, dar si de erorile de rotunjire st
trunchiere, care se comit cind algoritmul este 1mplementat
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pe un calculator electronic. Scopul acestei lucriri este de
a studia algoritmii numerici orientati pe calculator pentru
rezolvarea diverselor tipuri de probleme intilnite in cerce-
tare, proiectare ete.

Calculatoarele sint sisteme fizice proiectate pentru a
implementa modelele matematice gi pentru manipularea
lIor in mod automat [30, 39]. Noile tehnologii, arhitectu-
rile diferite, microprogramarea unor activititi, memoriile
virtuale etc. au avut o mare influenté asupra calculatoa-
relor care se construiesc in prezent. Un calculator folosit
in scopuri generale, construit in prezent, este mult mai
rapid, mai mic, mai performant, mai ieftin decit predece-
sorul s#u, calititi care permit ca acesta si fie din ce in
ce mai mult utilizat in economie, productie §i cercetare.
Din acest punct de vedere aplicatiile pot fi:

— aplicatit care solicitd capacitatea de memorare §i
manipulare a unut volum important de informafis;

— aplicatii care implicd precizie $i vitezd in execularea
unor calcule matematice.

Ambele tipuri de aplicatii pot fi executate pe un
calculator de uz general.

In ultimii ani calculatoarele au inceput si fie utilizate
intens in noi domenii ca : tehnica comunicatiilor, controlul
§i conducerea proceselor, stocarea i sortarea unor volume
mari de date, roboti etc. In toate aceste domenii, calcula-
torul prelucreazd cantititi mari de date cu viteze foarte
mari. .

Un caleulator poate fi programat s rezolve orice pro-
blem& care a fost corect definitd. Prin definirea unei
probleme se intelege alcituirea unui algoritm de calcul
constituit din etape ce pot fi codificate cu ajutorul unor
secvente de instructiuni ale calculatorului.

Domeniile in care sint utilizate calculatoarele - sin
urmitoarele : :

® Domeniul transmiterii informatiei. Calculatorul poate
fi folosit in procesul de sincronizare a transmisiei; comu-
tatiei, eodificdrii §i memorarii informatiei pentru sistemele
de comunicatie gi in special in comunicatiile dintre cal-
culatoarele numerice §i terminale la distantd.
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@ Oonirolul st conducerea proceselor cu ajutorul calcula-
torului. Calculatoarele pot fi foarte bune instrumente
pentru urméirirea gi conducerea automatd a productiei,
dac# sint programate si conducs procese tehnologice sau
magini-unelte, cu mai multd rapiditate si precizie -decit
este posibil s# o facd omul. Calculatorul controleazd proce-
sul luind decizii in timp real, ceea ce conduce la cres-
terea calitativé gi cantitativd a productiei.

@ Cercetarea stiinfificd $i ewperientele de laborator.
Calculatorul se utilizeazd in activitatea de laborator
pentru evaluarea g§i memorarea informatiei culese de la
diverse si numeroase dispozitive electronice de misurd
si control, folosite in experienta de analizat. Exist# expe-
riente unde parametrii (sau semnalele) trebuie perceputi
§i inregistrati cu vitezd foarte mare, altfel informatia
respectivd se pierde, fapt care impune prelucrdri
rapide atit pentru regimurile dinamice cit §i pentru cele
stationare. Dispozitivele de calcul in timp real sau ,,on-
line” servesc drept componente ale sistemului de mésurd
si control, realizind urmétoarele funectiuni :

— implementeaz# relatiile matematice intre variabilele
fizice (genereazé functii, predicteazd valori parametrilor,
optimizeazd si regleazd valoarea unor parametri etc.);

— initializeaz& si controleazd din punct de vedere
logic secvente de operatii i experiente.

® Simularea proceselor cu ajutorul caleulatorului. In
general este scump, nepractic §i periculos s incereci un
avion, un tren, un vapor, in conditii normale. Calculatorul
poate permite simularea in toate aceste conditii de incer-
care, raspunde la toate actiunile modelului §i furnizeazs
rezultatele incercirii, realizind astfel o economie de timp
si de instalatie fird a se risea gi fird a se folosi obiectul
de incercat. Asemenea aplicatii necesitd prelucrarea de
informatii numericd si analogic#. Informatia analogics
constd din mérimile fizice continue care pot fi generate si
controlate, cum ar fi tensiuni, curenti, unghiuri de rotatie
etc. Informatia numericd. constd din valori numeriee dis-
crete, care reprezintd variabilele problemei. In majorita-
tea cazurilor valorile analogice sint convertite (cu ajutorul
convertoarelor analogic/numeric) in valori numerice pentru
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rezolvarea numericii a problemei. In general, calculatoarele
folosite in astfel de aphcai;u combini caracteristicile unui
calculator numeric si cele ale unui calculator analogic
in cadrul unui singur sistem de caleul, denumit sistem de
calowl hibrid. Simularea  este kutlhza,m de asemenea in
cazul unor experiente care se desfisoard in mod normal
intr-un timp foarte lung sau imposibile datoritd conditiilor
reale. Uneori experientele de simulare sau testele implics
pérti sau componente ale sistemului real: Simularea este
folositd cu rezultate foarte bune in domenii ca proiectare,
cercetare, invii{imint, planificare, jocuri strategice ete.

@ Rezolvarea problemelor numerice si prelucrarea date-
lor. Calculatorul este un instrument indispensabil in proble-
me de proiectare. La proiectarea unui dispozitiv sau
instalatii care depinde de foarte multli parametri, proiec-
tantul descrie comportarea acestor parametri si interde-
pendentele dintre acegtia cu ajutorul unor ecuatii mate-
matice adecvate. Se foloseste in continuare un limbaj de
programare pentru scrierea, codificarea algoritmului si
scrierea programului de caleul. In final caleulatorul este
folosit pentru executarea acestui program [35, 44]. In
cadrul acestui domeniu de aplicatii sint incluse calcule
de proiectare-(care implicd rezolvarea sistemelor de ecuatii
liniare, rezolvarea ecuatiilor gi sistemelor neliniare, rezol-
varea numericd a ecuatiilor diferentiale ordinare §i a
ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale, calcule matri-
ceale, problema valorilor gi vectorilor proprii etc.), calcule
statistice, studii genetice, calcule de gestiune ete. Rezulta-
tul obtinut in urma rulirii programului asociat problemei
poate fi un rezultat numeriec, ori de degecriere, dar intot-
deauna serveste pentru luarea unei decizii. v

Dupd cum s-a ariitat, solutionarea unei probleme pre-
. supune definirea ei corecta, eonstruwea unui algoritm de
calcul i codificarea acestui algoritm cu agutorul unei seec-
vente: de instructiuni caleulator. Cu ani in urm se consi-
dera cd un caleulator poate fi programat s rezolve orice
problemi eare ‘poate fi corect: pusd (corect definiti).
Practica a demonstrat ¢ anumite probleme, de exemplu
translatarea limbajului natural, sint foarte greu de ‘defi-
nit.: Totugi este destul de uigor si translatezi o listd de
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cuvinte dintr-o limbd in alta [39, 44] dar este foarte
dificil 88 translatezi propozitii pentru cé existd o serie de
nuante gi sensuri asociate cuvintelor individuale i com-
binatiilor de cuvinte. Acest element aratd cd nu este prac-
tic s& comuniei cu un calculator, folesind limbajul natural.
Datoritd acestui fapt au fost realizate limbaje specifice
pentru dialogul om-calculator si-limbaje de programare
specifice unor domenii de preocupiri ca economie, ingi-
nerie, matematicé ete.

Astfel se poate considera urmitoarea -clasificare a
limbajelor : o

® Limbaje wuniversale (orientate pe proceduri):
FORTRAN, ALGOL, COBOL, PL/I, BASIC etc., limbaje
cu structura si sintaxa lor proprie. Aceste limbaje sint orien-
tate pe tipuri de aplicatii i contfin cuvinte gi expresii
familiare domeninlui de aplicatie. Insusirea acestor lim-
baje si a tehnicii de scriere a programelor se poate realiza
intr-un timp relativ scurt. '

Multe firme producitoare de echipament de calcul au
adoptat limbaje de programare standard si au implemen-
tat aceste limbaje pe calculatoarele lor. Un program seris
intr-un anumit limbaj universal poate fi rulat pe un numér
mare de calculatoare firé schimbdéri esentiale, dacd calcu-
latoarele considerate dispun de compilatorul asociat lim-
bajului respectiv.

® Limbaje de programare specializaie (orientate pe
tipuri de aplicatii) au fost proiectate pentru controlul pro-
gramat al masinilor-unelte, pentru calculatoare speciali-
zate pe activitdti cum ar fi culegerea datelor, culegerea
textelor si tipdrirea cdrtilor, compunerea muzicii, probleme
de instruire gi alte aplicatii.

Orice sistem de calcul poate fi considerat ca format
din doud componente : hardware si software, care coope-
reazd la rezolvarea unei probleme ce poate fi foarte com-
plexd sau laborioasd. Partea de hardware constd din calcu-
latorul propriu-zis (pentru calcule gi control) §i diverse
_periferice (dispozitive de I/E) pentru introducerea datelor
§i tipdrirea rezultatelor. Partea de software constd dintr-o
colectie de programe utilizate pentru a extinde facilitdtile
componentei hardware. Fiecare program . constd dintr-o
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secventd de instructiuni in limbaj magind necesare calcu-
latorului pentru rezolvarea unei probleme. Selectarea si
optimizarea componentelor hardware gi software pentru
a satisface o aplicatie consideratéd are ca scop realizarea unor
performante imbunititite la un pret scézut. Dependenta
reciprocd dintre hardware, software (metode gi tehnici de
programare) si aplicatii este datd in fig. 1.1.

APLICATII
« Numai prelvcrore
« Lulegere si prelvcrare

* Prelvcrare si control
« Multiprelverare

" SOFTWARE :
« Micraprogramare

HARDWARE :

< Componente ) - Pragrame in limbgj masind
- Dispozifive periférice « Fragrarme in limbaje evoliare
 Sisteme * Frograme de sistermn

- Sisteme o operare

Fig. 1.1.

Performantele hardware sint determinate in cea mai
mare parte de tipul gi calitatea componentelor ce-1constituie.
Datoritd acestui fapt a avut loc ¢ evolutie hardware de 1a
utilizarea circuitelor logice si memoriilor cu parametri
scazuti (tuburi electronice, memorii pe tambur) la circuite
integrate cu viteze mari de comutatie si la memorii pe
inele de feritd. Odaté cu cregterea complexitdtii componentei
de hardware sint necesare alte forme de software. Datorité
acestui fapt au apirut sisteme de operare proiectate cu
seopul de a gestiona toate resursele hardware gi alte resurse
informationale existente in cadrul unui sistem de caleul,
intr-o manierd eficientd. Sistemele de operare evoluate
oferé, posibilitatea prelucrdrii in time-sharing (prelucrare
prin divizarea timpului), culegerea datelor si controlul
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gestiunii in timp real, o executie a mai multor programe in
acelagi timp, distribuirea si utilizarea aparent simultan#
a tututror tipurilor de resurse ete. [40, 110].

In rezolvarea unei probleme cu ajutorul calculatorului
pot fi evidentiate urmitoarele etape [128, 123]:

© Enunjarea problemei $i formularea matematicd. In
aceastd etapd se exprimid matematic relatiile gi restric-
tiile dintre parametrii problemei, se pun in evident& con-
ditiile initiale precum gi restrictiile referitoare la solutie.

® Alegerea melodei numerice. Rezolvarea problemei
presupune existenta unui algoritm de calcul. Avind in
vedere utilizarea calculatorului electronic, la alegerea
metodei numerice trebuie f{inut seami de urmitoarele
elemente : precizia impusd, viteza de calcul, necesarul de
memorie in functie de volumul datelor, simplitatea for-
mulelor de caleul, controlul erorilor, consistenta, stabili-
tatea i convergenta metodei, timpul de réspuns ete.

® Descrierea algortimului metoder numerice. Pentru
aceasta se folosesc schemele logice. Schema logicd trebuie
s& evidentieze succesiunea logicd a etapelor importante din
algoritmul de calcul si deciziile logice necesare obtinerii
solutiei, adicé o reprezeare graficd a algoritmului de caleul.

© Intocmirea programului de caleul. Dupd ce algorit-
mul metodei numerice alese a fost reprezentat grafic eu
ajutorul diagramei logice, are loc codificarea lui cu aju-
torul unui limbaj de programare, in vederea executdrii
cu ajutorul caleulatorului electronic. Programul de calcul
se poate scrie folosind schema logicd, care pune in evi-
dentd algoritmul, specificind datele problemei, formulele
de calcul, deciziile logice §i modul de descriere a rezultate-
lor. Programul de calcul se scrie intr-un limbaj de progra-
mare ca FORTRAN, COBOL, ALGOL, PL/I, BASIC etc.
cu ajutorul unor instructiuni.

© Testarea rezullaielor. Sint necesare diferite procede
de control care si permit# verificarea unor rezultate par-
tiale, detectarea eventualelor erori ap#rute in calcule gi
modul de propagare a erorilor. Aceste elemente oferd
informatii necesare opririi sau continudrii calculelor.
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Interpretarea rezuliatelor, din — punct de wvedere - al
problemei practice propuse.

Schemele logice sint reprezentiri grafice ale fluxului
de informatii care stabilesc legitura intre operatiile impli-
’ cate inrezolvarea problemei.
Ultilitatea schemelor logice
apare la depanarea programe-
lor i la sehimbul de informa-
tie intre diverse grupuri de

START

CITESTE

- A(% N;((J) programatori. In cazul apli-
1 N:J=1 NK catiilor complexe elaborarea

schemei logice este obliga- -
torie [35, 98].

Fie schema logicd pentru
evaluarea polinomului P(x)=
=a 2" +a,2" 4 ... +ax+
+ @44, variabila i coeficientii
polinomului fiind reali. Datele
initiale ale problemei sint :

n — gradul polinomului,

Gy Gy oy Uy Oy — COC-
ficientii polinomului,

« — valoarea reald in care
se cere evaluarea polinomului.

Formulele de calcul utile
etapei de programare sint:

P :=gq,— formula de start,
P :=Pgr+a.1=2,3,...,N+1,
— formuld recursivd, pentru
calculul Iui P(x) pentru va-
loarea « daté.

Infig. 1.2 este reprezentaté
schema logicé pentru proble-
ma consideratd, iar progra-
mul 1.1 in PORTRAN co-
dificd algoritmul prezentat
pentru polinomul

Py(x) = 1% + 225 4 32* +
Fig. 1.2. 4 422 - bat 62 + 7
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DIMENSION AL20 1V o %1 20 1ev 120
INTEGER AgXyP .o :
© - READ(105,4100) Naemx
(00 CFORMAT{2(I3)) o . . :
READT1I054101) (AU 1 1= NI ot XTIV e =N
101 FORMAT(12(15Y,
- 00 4 J=1,4NX
PlJdr=A(11}
S DD 4 I=2em
P{JI=P(J)®XLJd)+A(1} .
WRITE(10B,102) IX{J)yJ=leNX2stPlI)gl=loNX] .
102 FOQRMATI(' "¢ GXo'Xx l'=5(1793X)y/.‘)x'52¢‘-‘)./.8)(.'01)(1 ]
A SE1743x1)
STQP
END
LINK
RUN
X 1 2 3 @ 5
optxy 28 247 1636 2279 24412
EQJ

Programul 1.1.

in punctele v =1, 2 3,4, 5. Rezultatele sint date sub
norma unui tabel :

@ 1 2 3 4 5

P)| P(1) P@2) P3) P4) P(5)

1.2. Aspecte matematice si de caleul ale unui algoi-itm

Analiza numericid se ocupd cu aplicarea matematicii
la constructia si algoritmizarea metodelor eare pot fi
utilizate la obtinerea solutiei numerice a problemelor eu
ajutorul calculatorului electronic.

De foarte multe ori se vede c# anumite rezultate ale
analizei clasice nu sint integral folositoare analizei nume-
rice. Un exemplu in acest sens il constituie teoremele
de existentd si unicitate ale solutiei pentru anumite clase
de probleme, teoreme care se demonstreazid presupunind
c& solutia nu existd si astfel se ajunge la o contradictie.
Astfel de demonstratii nu oferd nici un fel de informatie
utild: despre modul de gisire a solutfiei pentru-care s-a
demonstrat ¢ existd si este unied [128, 110]. De asemenea,
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uneori, chiar dacd solutia analitici a unei probleme date
poate fi gisitd, aceasta nu intotdeauna poate servi la
obtinerea solut1e1 numerice. De exemplu seria de forma

x? 28
1+$+—§?+?+-.- (1.1)

converge absolut citre e® pentru orice valoare a lui .
Dar dacd seria se utilizeazd pentru a calcula e—1%, va fi
complet impracticabild, deoarece volumul de calcul impli-
cat va fi foarte mare, chiar dacé se utilizeazi un calcula-
tor electronic performant, timpul cerut pentru executie
va fi excesiv de mare, iar precizia va fi foarte scizuti.
Functia e” poate fi evaluaté usor si mult mai precis pentru
& = — 100 prin alte metode, utilizind alt algoritm.

Un alt exemplu, care ilustreazé faptul cé o solutie ana-
liticd a unei probleme date nu servegte in mod practic
la gisirea solutiei numerice a problemei considerate este
urmétorul sistem de ecuatii algebrice :

Yty =0by i =1,2,...,m (1.2)

j=1

Cind acest sistem are o solutie unic#, se poate rezolva
analitic eu ajutorul regulii lui Cramer. Dar metoda lui
Cramer pentru rezolvarea sistemelor liniare algebrice cu
ajutorul calculatorului este neindicati pentru =« > 3,
deoarece trebuie calculati # + 1 determinanti de ordinul
n, pentru aflarea solutiilor sistemului, iar evaluarea fie-
céruia dintre acesti determinanti implicd in genera,l P!
operatii de inmultire, dacd dezvoltarea se face in functie
de minori [128, 30], unde :

P,,:Z-—]‘—'@iliInP,,:e—l. (1.3)

j=2 (J— 1)1 noowo

De asemenea este necesar aproximativ acelagi numéir de
operatii de adunare. In concluzie, rezolvarea sistemului
(1.2) prin metoda lui Cramer implicd 2P, (n + 1) ! operatii
elementare.
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Dacd n = 20, numérul operatiilor aritmetice elemen-
tare va fi de aproximativ 16 x 10'%, adicd un calculator
modern, capabil si execute 2 -10° operatii pe s, va trebui
8% ruleze continuu la aceastd problem& 2-10¢ ani [127].
Chiar §i metode mai sofisticate de evaluare a determinan-
tilor (care reduc fantastic numérul de operatii) nu sint
suficient de competitive cu metodele numerice ce se vor
prezenta in lucrare.

Numirul mare al operatiilor din cadrul unor metode
analitice nu deranjeazi numai din punctul de vedere al
timpului de executie consumat de calculator, dar §i din
punectul de vedere al preciziei de calcul, permitind acumu-
larea erorilor de rotunjire. Algoritmii orientati pe calcula-
tor sint caracterizati de simplitate si manipulare ugoari.
Aproape frecvent reducerea numérului operatiilor pierde
in favoarea simplicitdfii. Atentie sporitd este acordaté
controlului acumulérii erorilor de rotunjire. Se comite o
mare gregeald cind sint neglijate aspectele matematice ale
analizei numerice §i_se tine seama numai de aspectul
calculator si invers. In acest sens in cadrul unei aplicatii
trebuie s4 se acorde o atentie egald atit aspectelor matema-
tice cit si aspectelor legate de calculator, pentru selectarea
unui algoritm adecvat rezolvérii poblemei considerate.

Un exemplu care sugereazi necesitatea imbindrii aspectelor matematice
cu cele legate de calculator pentru un algoritm este problema evaluirii
functiei

g(x) =tgx — sinx

pentru valori mici ale argumentului x.' Astfel pentru x = 0,1250 din tabele
rezultd valorile

tg 0,1250 = .0,1257, sin 0,1250 x 0,1247,

de unde rezultd ci 9(0,1250) x 0,0010. Se poate obtine un rezultat mult
mai precis daci se formuleazi altfel problema, de exemplu prin dezvolta-
rea in serie Taylor a celor doud functii ob{inindu-se

2 17
tga'= -I-——- 34— g5 —~:c"+
g =z x+ +315
slnz:—x—-l—-x3+—1——x5— 2+ ...
6 120 5040 :
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astfel ci g(z) devine

1 1 .13 : ‘
o g(x) = — 23 + — ab + — a7, 0,1250) =~ 0,009804.
g(x) P et R Yy g( ). 3804

Din acest exemplu se vede necesitatea examindrii problemei si, daca
este necesar, reformularea €i matematici in sensul obtinerii unui raspur;s
mai precis cu un timp de executie rezonabil.

La aplicarea unui algoritm in practicd existd conside-
rente matematice mai importante sat mai putin importante
de care trebuie s se {in& seama. De asemenea operatiile
aritmetice nu pot fi executate riguros, in general erorile
de rotunjire pot afecta serios rezultatele. Nu se poate
garanta cd au loc egalititile

()20~
53 , ¢
datorita erorilor de rotunjire ce pot fi introduse de calculator.

1.3. Tipuri de erori introduse la executarea unui algoritm

Precizia calculelor numerice este parametrul important
in alegerea metodelor de calcul. Un algoritm de calcul
este eficient cind precizia. calculelor este buni. Cu toate.
performantele calculatoarelor electronice, precizia rezul-
tatelor este influentatds de mai multi factori. Solutia
depmde de datele 1n1t1ale, acestea fiind datele unor misu-
riri, observatii sau solutii aproximative ale altor probleme,
fapt care face ¢ca la rezolvarea numericd a unei probleme
s& se introduc# erori. Uneori erorile sint introduse de
modelul matematic cind acesta nu corespunde in toati
intimitatea fenomenului fizic modelat, datoritd unor apro-
ximatii efectuate in fazele de modelare. Aceste tipuri de
erori se numesc erori inerenie (initiale). La solutionarea
numericid a unei probleme se foloseste 0 anume metods,
care poate introduce o eroare;astfel de eroare se numeste
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eroare de metodd care poate fi micgorati prin. a,legerea,
metodei celei mai adecvate.

In' procesul de caleul apar erori de trunchiere §i erori
de rotunjire.

In concluzie, eroarea tomla se compune din cele trei
erori amintite : eroarea inerentd, eroarea metodel i eroarea
de caleul.

Fie 2z o valoare adevaratd si #* o valoare aproximativa
a lui 2 rezultatd in urma unei masurari, observatii sau a
unui calcul numerie. Dacd #* < », o* aproximeazd pe &
prin lipsi, daca, x* >z, o* a,prommea,za pe @ prin adaos
{exces).

@ Diferenta ¢, = @ — «* poartd denumirea de eroare

iar |e,] =@ — 2*| se numeste eroare absolutd.
® Eroarea relativd este raportul dintre eroarea abso-
i ¥, adicd
@ —x* €
er:!______lzl :U!_ (1‘4)
|2 | @]

Diferenta dintre x i #* se mésoard in funetie de eroarea
absolutéd gi eroarea relativi din (1.4).

In cazul aproximirii functiillor prin polinoame sau
funetii rationale, analiza erorilor este ficutd cu ajutorul
functiei eroare. Dach R(x) este aproximatia lui F(z),
atunci functia eroare absolutd si functia eroare relativé
sint

[B(2)—F(x)]

(o) = |R(@) = F@), efe) ==5 0

(1.5)

Calitatea aproximirii lui F(x) prin R(x) se méisoard cu
ajutorul celor dou# functii eroare date in (1.5).

Din cele prezentate se observi c& notiunea de eroare
(absolutd si relativd) se referd la metoda de mésurd a
erorii, iar termenul de eroare de trunchiere §i eroare de *
rotunjire se referd la sursa de eroare. Erorile de trunchiere
si erorile de rotunjire apar in procesul de calcul. Fie un
program pentru evaluarea functiei sin # pentru —1 <z <1,
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cu ajutorul polinomului P(#) ce aproximeazi pe sin x,
unde P(z) a fost obtinut prin trunchierea seriei Maclaurin
de dezvoltare a lui sin . Eroarea implicatd in aproxima-
rea lul sin « prin polinomul P(x) este eroare de trunchiere.
Eroarea absolutd §i eroarea relativi de trunchlere sint
date de expresnle

| P(w) — sin@|
| sin |

eal@) = | Pla) — sin a], <(2) = (1.6)

Eroarea implicaté in aproximarea polinomului P(x)
prin valoarea calculatd P*(x) se numeste eroare de rotun-
jire. Eroarea absolutd si eroarea relativi de rotunjire
sint date prin expresiile

_ _ o _|PH@) — P@)]
2a(2) = | P*@) — P(@)], (@) B (1.7)

Daca se face evaluarea unei funectii f(«) pentru un anumit

x din intervalul [a, b], programul calculeazé un numdr
f*(w) care aproximeazd pe f(#). Fie f(#) aproximarea lui
f(z) calculata teoretic cu ajutorul calculelor ordinare fird
a se utiliza calculatorul electronic. Bi de aceastd datd se
recunose doud surse de erori in f*(w), ce aproximeazd
pe f(z): eroarea implicatd in aproximarea lui f(x) prin
f(#), numitd eroare de trunchiere absolut si cea relativa,
date prin formulele

f(@) — fim)] |

() = [ f(2) — f(@)], e(2) = @)

(1.8)

- §i eroare implicatd in aproximarea lui f(x) prin f*(#),
numité eroare de rotunjire absoluts §i cea relativa :

(@) —flo)]

() = |f*(@) — f(2)], elw)= @]

1.9)
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Eroarea absolutd totald [42, 107] are expresia |f*(x) —
— f(#)| si poate fi exprimatd sub forma

[F4(@) — f(@)] = | [f¥@) — f@)] + [F(@) — fi)]l,  (1.10)

adicd este dati de combinatia dintre eroarea absolutd de
trunchiere gi eroarea absolutd de rotunjire.

Nivelul erorilor de rotunjire in diversele rutine de
evaluare depinde de o serie de factori:

— precizia cu care se executé calculele;

— ordinea in care se executd operatiile aritmetice;

— dac$ rezultatele intermediare sint rotunjite sau
numai trunchiate ;

— aspectele aritmetice ale calculatorului utilizat.

In sistemul de reprezentare in virguli fixi are loc
inegalitatea

1¥@) — fla) <4 11
@ ()
unde A(m) satisface relama,
L —t ~. _]_'__B-.z+1 :
P B-t<A(z) < p ’ (1.12)

B fiind baza de reprezentare si ¢ numirul caracterelor
din baza B confinut in mantisa numérului reprezentat
in virguld mobild.

Pentru B =16 i t = 6,

A(z) m B-t+1 = 16-6+1 = 16-5 = 2-20,

-Propagarea erorilor de rotunjire poate fi controlatd
prin extinderea tehnicilor de programare. P‘rotecbia, con-
tra erorilor de rotunjire poate fi obt{inuté prin folosirea
preciziei duble in anumite etape ale algoritmului de calcul.
De asemenea, in cadrul unei rutine de evaluare scrise
pentru virgula mobild, se pot folosi calcule in vu‘gula,
fixd pentru etape intermediare, deoarece preclzla, in vir-
gula. fixi pentru unele calculatoare este mai buni decit
in virguld mobiléd de simpld precizie.
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1.4. Instabilitatea numericd a algorltmﬂor si
natura problemelor .

Daeéd se face caleulul numeric al valorilor ridicinilor
unei ecuatii de gradul al doilea eu o formuld obignuits, se
observa cé, pentru anumite valori ale coeficientilor 4, B
si €, una din radéicini nu este calculati cu aceeam precizie
cu care este calculatii cealalti.

La obtinerea solufiei numerice [104, 101], un algoritm
este numeric instabil dacd pentru coeficientii 4, B, ¢
ai ecuatiei de gradul al doilea existd o plerdere 2 cxfrelor
semnificative. Dac# nu are loc pierderea cifrelor semnifi-
cative, &Igomtmul se numegte stabil %umemc

Fie sistemul de doudl ecuatii algebrice

4,0000 « + 0,8889 y = 4,0000, '
. (1.13)
1,0000 = + 0,2222 y = 1,0000..

Daci a doua ecuatie se inmulieste cu 4 si se scade din prima, rezult®
0,0001y = 0,0000 ; se obtine o solutie unicd z = 1,0000, y = 0,0000.

Daci se considerd sistemul (1.13) doar cu trei cifre dupi virgula, rezulti
sistemul .

4,000 = + 0,888 y = 4,000,

(1.14)
, - 1,000 = + 0,222 y = 1,000, ,
care are.o infinitate de solutii :
x=1000— 022k y=4k = (1.15)

Din prezentarea acestui sistem se vede cid o micd perturbafie-intr-un
singur coeficient schimbd problema dintr-o problemi cu o solutie unicd
intr-o problemi cu o infinitate de solutii. Acest lucru reprezintd o proprie-
tate matematicd a probleme1 care este complet independenta de once
algontm uuhzat .

Da,ca. 0p1 oblema are propneta,tea, ca 0 micé per’curba;pe
in una din datele (sau in toate) conduce la mici perturbatii
in solutia ma.tema,ticaf, atunei problema, se numegte bme
conditionati.

Daed mici- perturba’gn e}na.r numai intr-o par’ce dm
datele problemei conduce la mari perturbatii in solutia
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matema,twa., atunei problema se. numeqte slab . condi-
tionatd.

Fie D datele exacte care ea,ra.eterxzea,za. o problema
si @ functia matematicd care conduce la obtinerea solu-
mex exacte G(D). Aceasta poate fi scrisd sub forma, unei
aplicatii

D——s@&D). (1.16)

In cazul in care datele sint afectate de erori sau pertur-
bate, se lucreazd cu date perturbate D*. Solutia exactd a
probleme1 cu date perturbate este prezentatd sub forma

Dt =S @D%). (1.17)

Aplicatia caracterizati de datele D este bine conditio-
natd dack D* este apropiatd de D si G{D*) este apropiatd
de G(D) intr-un anumit sens, altfel aplicatia este slab
conditionati.

Pentru a méisura dlstant@ dmtre D* &i D, precum §i
distanta dintre G(D*) si G{D), sint necesare 0. serie de
cunostmt;e despre forma datelor si forma solufiei. in cazul
in care D §i G(D) € € (sint numere complexe atunei se
va examina | D — D*| gi |G(D) — G{D*)|. In cazul in
care D si G(D) sint vectori sau matrice, se va examina
distanta dintre D §i D¥*, respectiv G{D) si G(D¥) cu ajuto-
rul normei: || D — D*|| ¢i {|G(D) — G(D*) |l

Fie G* un algoritm de ealcul pentru rezolvarea unei
probleme 2 caracterizate de datele .D. Un algoritm G*
este stabil dacé existd D* apropiatd de D astfel ¢d G(D*)
este apropiatd de G*(D) mtr un anumﬂ; sens, a,ltfei algorit-
mul este instabil.

Elementul ce caraetenzeam un algomtm de calcul
stabil este faptul cd solutia ebtinutd cu ajutorul algorit-
mului este apropiatd intr-un anumit sens de solu;;m exacti
a problemei ugor perturbate. o

Desigur nu se asteaptd ca un algoritm stabi ;sa rezolve
o problemd slab conditionati cu mare precizie ; acest lucru
depinde de precizia datelor. De asemenea un algoritm
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instabil aplicat unei probleme bine conditionate poate
conduce la rezultate imprecise §i desigur se impune evi-
tarea aplicdrii unui algoritm de calcul instabil la solutio-
narea numerics a unei probleme slab conditionate.

Dacs se considers o aplicatie oarecare, in care D repre-
zintd datele exacte, G(D) solutia exactd a aplicatiel
considerate §i A*(D) solutia obfinutd de calculator (cu
toate erorile posibile inecluse), atunci se presupune ci
existd un set de date perturbate D* pentru care G(D*) =
= A*(D). Astfel relatia

VDY — 6D = D — Dy (18)

evidentiazd perturbatiile din ﬁsolutie exprimate in functie
de perturbatiile din date, precum si modul de analizd a
erorilor, care constd din gisirea unei metode prin care
toate sursele posibile de erori lnate impreuni pot fi eviden-
tiate printr-o perturbatie in problema omgmalﬁ, Dacd A*
este pufin mai general decit G* gi D trebuie sé fie pertur-
bate in sensul introduecerii in calculator, atunci G* ope
reazd pe date perturbate si produce G*(D).

Pentru o reprezentare grafici a elementelor introduse
se considerd spatiul datelor gi spatml soluf,;ulor, obtlnmdu se
aplicatiile dm hg 1. 3 '

G(0)=A(0")

ogl;el:r , s sflfl’f?;/op

Fig. 1.3
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1.5. Metode de investigare privind precizia rezultatelor

Erorile introduse in rezultatele obfinute cu ajutorul
unor rutine pot fi investigate sau prin metode manuale
sau prin metode experimentale, metoda manuald fiind
cea mai dificild. Obiectivul metodei manuale este de a
gési in mod riguros cite o margine pentru eroare absolut
i eroarea relativd :

) = f)l, | L=

f(@)

Pentru gisirea unor astfel de margini este necesari o
analizi pas cu pas a procedurii de calcul utilizate pentru
evaluarea lui f*(x), {inindu-se seama de caracteristicile
caleulatorului ‘folosit. Acest tip de analizi evidentiazi
eroarea in f*(x) la o perturbatie a argumentului . Scopul
estf de a g#si o margine pentru |a* — | sau pentru
r* — x|

, unde z* satisfa.ce relatia, f*(z) = f(o*). Evident

o astfel de anahza. este dlﬁcxla, s1 anevoioasd.

- Este mult mai des intilnitéd mvestlgarea experlmentala.
cu ajutorul unei rutine de evaluare a funectiilor. Cel mai
simplu tip de test experimental constdi din-calculul lui
J*(«) pentru. valori selectate ale argumentului 2, verifi-
cindu-le cu valorile cunoscute ale lui f(x). Astfel de testiri
care implic: analiza rezultatelor nu pot fi foarte complete.

Procesul testdrii rezultatelor in mod -experimental
poate fi ficut automat prin scrierea unor programe de
test, utilizind un generator de numere aleatoare care
calculeazs un gir de n argumente de test x;, @,,...,2,.
Pentru fiecare , se calculeazd : f*(x,) — a.prox1ma.‘pla, lui
flz,) obfinutd prin rutina de evaluare a funeciiei ce se
testeazd ; f**(2,) — o altd aproximare a lui f(x,) care
este suflclent de precisd pentru a fi utilizatd ca o valoare
de verificare pentru f*(z,), [f**(w,,) trebuie calculats
intr-o precizie superioard precizei in care a fost calculatd
f*(w,), respectiv in dubld precizie].

‘Calculele statistice vor oferi informatii 1med1ate pn-
vind mérimea erorii absolute sau relative continute in
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f*(mk) De obicei, testele statistice utilizate dau. maximul
erorii relative, respectiv ra.dacma mediei pitratice a

eroru relatlve, adicd
J* (@) “f**(‘vk)
| 8t V'n, Ex[ () ] |

(1.19)

@) — ()
e | (@)

Valoarea lui n, adicd a numdrului argumentelor de
test poate fi foarte mare, la unele programe n = 100 000
[42, B6].

1.6. Elemente necesare la proieetarea rutinelor de ealeul

Adesea in aplicatiile executate cu a,jutorulyun‘ui calcu-
lator numeric se folosese programe standard pentru eva-
3

luarea funetiilor ca : 7, [/, sin #, 2 etc. Rolul acestui
paragraf este prezentarea metodelor matematice utilizate
in scrierea programelor de calcul pentru unele functii.
-Orice sistem de calcul dispune de o bibliotecé de rutine
standard pentru evaluarea unor. functii ca tg @, sh x,
arccos x, Inw, e ete. Utilizatorii - calculatoarelor elec-
tronice imbogatesc aceste biblioteci cu noi rutine -pentru
calculul unor functii care apar cu o anumitd freevents
in programele lor. Aceste programe standard pentlu
evaluarea functiilor sint scrise in limbaje ca ALGOL;
FORTRAN, PL/I etec., in functie de compilatoarele de'
care dlspune sistemul de calcul considerat. In anumite
biblioteci rutinele pentru evaluarea aceleiagi functii pot
fi in : aritmeticd simpld precizie, ‘dubly precizie sau in arit-
metics, eomplexa, simpld. precizie sauw aritmeticd complexs
dubléd. precizie. Existd programe pentru evaluarea unor
funetii din matematica aplicatd cum ar fi functiile Bessel,
mtegmlele Fresnel, integralele eliptice ete. Trebuie men-
tionat ci tipul de aritmeticd: (virguld. fixd sau virguld
mobild) utilizat: in rutinele; pentru evaluarea, functiilor,
afecteazi; selectarea procedunlor de caleul folosute
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"In mod curent calculele de. precizie sint efectuate
utilizindu-se aritmetica in virguld mobild. La promctare&
rutinelor - pentru evaluarea functiilor trebuie avute in
vedere o serie de elemente. Se scrie un program de eva-
luare a funectiei f(x) pentru anumite valori ale argumentu-
lui #. Prin f*(2) se noteazd aproximarea lui f(x) cuajutorul
calculatorului. Elemente ce trebuie avute m atentie la
proiectarea rutinelor sint :

® Precizie. Programele de interes general trebuie si
aib# precizia de un cuvint, adici pentru fiecare argument
@, f*(x) va reprezenta valoarea lui f(x) rotunjitd la pre-
cizia de un cuvint al calculatorului considerat.

® Vitezd de calcul s7 lungimea rutiner. In general se
cere ca viteza de executie a unei rutine si fie mare gi
dimensiunea rutinei si fie redusi. Timpul de exeécutie al
multor rutine poate fi redus dacd creste posibilitatea ei
de memorare, Aceste élemente fac dificild operatia gisirii
unui echilibru intre vitezd si lungime deoarece o rutind
perfectd pentru un tip de calculator poate si fie 1mper-
fectd pentru alt ealculator.

® Argumente speciale. Adesea existd un argument a
pentru care f*(a) = f(a). De obicei acest lucru are loc
numai daci f(a) se intimpld s# fie un numir intreg astfel
‘cé eroarea in f*(x) poate fi usor recunoscutéi. De exemplu
dacd f(z) = sin @, se va gisi cd f(0) = sin 0 = 0. La fel
dacs f(@) = Vo, atunci f+(0) =0 s f*(1) = 1.

- @ Argumente invalide. Apar situatii in- cazul rutinei
de ‘evaluare: a functiei; cind argumentul este invalid.
Datorita acestui fapt trebuie executate o serie de teste
asupra rutinei pentru a determina invaliditatea argumen-
tului. Dach apare un argument invalid, poate apérea un
mesaj sau nu, calculul poate sau nu si fie terminat.
Dacd caleulul nu este terminat, trebuie folosite anumite
proceduri standard care si permitd continuarea calculului.

De exemplu daci un argument x < 0 a fost detectat in evaluarea
unei functii ca f{z) = Jz, calculul poate fi continuat prin calcularea lui
*(ix]). De asemenea, in cazul unei rutine pentru evaluarea lui f(:c) = e7,
dac# un argument este invalid pentru ci e% > L:(unde L este cel mai mare
numdir, care poate fi reprezentat in calculatorul conmderat), calcilul poate
fi continuat prin scrierea. Tui f(x) L si-afisarea unei depisiri ce poate fi
testatdi in afara rutinei. RN i LR
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In cadrul unei eoleci;u de rutine pentru evaluarea func-
tiilor este necesard introducerea unei asiguriri privind
mesa,]ele de eroare §i procedurile pentru terminarea cal-
culelor. ,

@ Limitele lui f*(x). Este posibil a se cere ca f*(x) s&
satisfacd anumite inegalitdti. De exemplu, dacd f(x) =
= sin =, este necesar ca — 1< f¥(») < 1.

® Monotonie. Dacd f(x) este monoton crescitoare sau
descrescitoare, trebuie ca §i f*(x) s& satisfacd aceeagi pro-
prietate. Adic#, dacd f(p) < f(g) pentru p < ¢, atunci se
impune §i f¥*(p) < f*(g) pentru p < ¢. Anumite rutine
pentru evaluarea unor funectii sint scrise si satisfacé
conditia de monotonie.

@ Limbajul de programare. Pentru considerente de
eficientd rutinele de evaluare a functiilor sint de obicei
programate in limbaj ASEMBLER. De exemplu, la eva-
luarea radicinii pitrate in virguld mobild, trebuie sepa-
raté mantisa si exponentul, operatie destul ‘de dificila
in alte limbaje evoluate si destul de simpld in ASEMBLER.

® Compatibilitatea. Dacd doud rutine sint serise: pentru
valuarea aceleiagi functii, 1i se impune a fi compatibile
in anumit sens. Aceeagi ruting poate fi scrisd pentru ace-
lagi calculator -dar in limbaje diferite: ALGOL sau
FORTRAN. ‘Ele pot, fi diferite dar compatibile pe acelagi
‘caleulator, daci pentru acelagi argument z, f*(z) dintr-un
program si coincid#d cu f*(«) din alt: program.

Din cele prezentate se evidentiazd faptul cd la con,strm-
rea unui algoritm trebuie s& se tina"r gseams de econsidera-
tiile matematice side calculator (cumar fi erorile de rotun-
Jire, acumularea §i propagarea eronlor, necesa,rul de memo-
rie, tlmpul de executie etc.). ~

1.7. Notiuni generale Pprivind metodele iterative

Utlllzarea calculatoarelor electronice ofera p031b1hta,tea
folosirii metodelor iterative la rezolvarea anumitor tipuri
de probleme. In cadrul unei metode iterative se alege o
aproximatie inifiald (numir sau funcfie) §i succesiv se
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imbunititeste aceastd aproximatie & solutiei (prin iterare)
in aga fel ca girul de solutii imbunititite sd conveargéd
citre solutia problemei considerate. Astfel de metode sint
destul de simple si foarte atractive pentru a fi utilizate
pe un calculator electronic, cu toate ci implicd destul de
multe operatii aritmetice, lucru care nu devine un impe-
diment avind in vedere viteza de caleul pentru calcula-
toarele din actuald etapid. O trisdturd importantd a meto-
delor iterative este cid acestea sint ,,auto-corectoare”,

In timp ce metodele directe, cel putin teoretic, con-
verg intr-un numir finit de etape, metodele iterative
necesitd un numér infinit de etape pentru convergenti.

La realizarea metodelor iterative trebuie avute in
vedere urmitoarele elemente : metoda s& fie convergents,
s& se poatd determina viteza de convergentsd si si stabi-
leascd criterii pentru stoparea procesului iterativ in momen-
tul obtinerii unei aproximiri acceptabile pentru solutia
problemei considerate.

Pentru » > 1, fie g.(ty, t;, t5...,ta—y) O functie de n
variabile. Dindu-se astfel de functie §i k¥ 1 valori de
start @y, @y,...,%;, se poate defini sirul oy4q, Tyt ... €U
ajutorul relatiei

Paty = Gut2(Toy Tyye « oy ). (1.20)

O astfel de metodd este numitd metodd iterativi ne-
stationard.

Dacéd pentru fiecare n, functia ¢,+, depinde de cel muit
una din variabilele @,_;1q, Tn_sigy- - - y¥0_1, Loy Metoda se nu-
meste metods iterativd intr-un pas.

Dacéd functia g,+, nu depinde de n, metoda se numegte
stagionard.

Metoda bisectiei 5i metoda pozitiei false sint exemple
de metode nestationare. Metoda secantei este un exemplu
de metodé stationars in doi pasi, in acest caz k +1 = 2
§i pentru orice n, g(%,_, *,) este definitd prin formula

)= a7r;—1f(wn) — @uf(®n_y) =w”qn_($n_a"n—1)f(mn) ]
f(mn) ‘"'f(wn*l) 4 f(.’l),‘) - f(mn-l)
(1.21)

9 @1y @n
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O clasd importantd de metode este clasa metodelor
stationare intr-un pas. In acest caz se alege o singurd
valoare de start #, si o functie g(), iar sirul »,, @,, @s,. ..
este calculat cu ajutorul relatiei:

Tpey = glay), k=0,1,2,... (1.22)

Functia g(z) se numeste uneori functia iterativi [99].

Considerindu-se o functie iterativid g(x), existd o serie
de intrebiri care trebuie puse in legdturd cu metoda ite-
rativi, respectiva [64, 124]:

@ Sirul construit prin (1.22) converge citre o limitd
unied ?

. @ Daci o este solutia exactd §i valoarea de start z,
este suficient de aproape de «, sirul construit prin (1.22)
converge §i dacd converge, limita Iui este o?

® Dacd sirul construit prin (1.22) converge, atunci
converge el cdtre solutia problemei considerate?

" Metoda iterativd definitd prin (1.22) este consistents
dacd orice solutie a problemei considerate este o limitd a
sirului construit prin (1.22).

Fie z o solutie a problemei considerate si (1.22) o metoda
iterativa congistenta ; atunci dacd 2, si g(z) satisfac oricare
din urmitoarele dous condifii :

1) g(x) este continud si diferentiabild in intervalul I :

B—lwg— Bl <w<dtlo,—7F silf@<M<l,
(V)zel;

2) g(x) este continud i diferentiabild in intervalul
inchis [z, z,] & 0 < ¢'(2) < M < 1, in acelagi interval,
atunci sirul 25, 2, ., @;..., definit prin (1.22), converge
catre . _

Teorema contractiei permite o serie de analize asupra

metodelor iterativ, precum si consecintele ei [85, 42].
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CAPITOLUL 2

METODE DE CALCUL

PENTRU REZOCLVAREA ECUATIILOR
ALGEBRICE NELINIARE, TRANSCENDENTE
ST A SISTEMELOR NELINIARE

2.1. Introducere

Un numiér considerabil de modele matematice asociate

fenomenelor fizice se reduc in final la o ecuatie de forma

i(x) = 0, (2.1)

unde { §i x sint vectori de aceeagi dimensiune k. Pentru

# =1 rezultd o ecuatie cu o singurd necunoscuti, pentru
k = n un sistem de n ecuatii cu # necunoscute.

In acest capitol se vor prezenta o serie de metode
de calcul pentru determinarea’ ridicinilor ecuatiei (2.1).
In unele cazuri exist posibilitatea rezolvirii acestor ecuatii
in mod analitic.

Exemple
a2 — 5z + 6 =0, Ty =2, Ty=3;
Inx—3=0, T = e?;
107 — 142 = 0, x=1g 142; (2.2)

bid
sin x — 1 =20, ze [0,2r], x=?’

Astfel de metode de rezolvare a ecuatiei f(#) = 0 devin
imposibile cind expresia analiticd a Iui f este complicaté.

Exemple
Blgx—3,9=0 e~ % —[sin (wz/2) = 0
e+ lgx — 3 =0 (2.3)

sing —32mlmx=0 zt—x —Igf(x® — a2+ 1) =0



Ecuatiile prezentate in (2.3) sint ecuatii transcendente
§i neliniare, iar pentru rezolvarea lor se folosesec metode
grafice sau metode aproximative.

Ecuatia (2.1) poate avea radacini reale sau complexe.
Zerourile functiei f(x) sint egale cu ridécinile ecuatiei (2.1).
Ridacinile reale ale ecuatiei (2.1) pot fi puse in evidentd
cu ajutorul metodelor grafice dar radécinile complexe nu.
Dacd se traseazd graficul functiei f(z), ridécinile reale
ale ecuatiei sint reprezentate prin punctele unde graficul
intersecteazi axa Ow.

Se vor prezenta in continuare trei meodele fizice care conduc la
probleme de acest gen.

Exemple. 1. Fie circuitul din fig. 2.1 format dintr-o sursd V(f), o
rezistentd R si o bobind L legate in serie, unde

V(1) = 100 Y2 sin 54, R =20Q, L = 4H, ili—0 = 0.

Expresia curentului in circuitul din fig. 2.1 este datd de relatia

b T
i(t) = be—5tsin — -+ 5 sin {5f — — |- 2.9
4 4
Se cere timpul f€(0,5; 1,4) pentru care curentul este nul (i = 0), iar
e == 2,71828. In aceste conditii relatia (2.4) se reduce la o ecuafie transcen-
dentd in variabila {, avind expresia

-5 . T . T
5-(271828)" % sin — + 5 sin | 51— —— ] = 0. (2.5)

2. In foarte multe situatii privind transportul energiel electrice se
utilizeazd izolatori tubulari pentru liniile de inaltd tensiune (fig. 2.2).
Care trebuie s fie raportul z al diametrului exterior D = 2R la diametrul
interior d = 2r, in scopul obtinerii unei sectiuni transversale S minime.
[107, 15]?

Expresia sectiunii transversale S este

S(x) = mg¥(x? — 1) [(In’z), 2.6)

unde g este raportul dintre tensiunea liniei si tensiunea maximi admisibila
(de aceastd datdl ¢ fiind o constantd in problemd), iar x = D/d.

Pentru a determina sectiunea minimd S se deriveazd S(z) din (2.6)
in raport cu x;

2
2z In?2x ——(x* — 1) In x
x @

5(x) = mg? »
Int x
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fzolator
,‘)
-Canal pentry
conduciar
Fig. 2.1 Fig.2.2
ficindu-se derivata egald cu zero, se obfine
222 In®x — 2(2? — 1) Inx = 0,
de unde
z?Ilnx — (22 — 1) = 0, ‘ (2.8)

care va conduce la determinarea lui x dorit.

3. Acest exemplu este luat din domeniul hidraulicii, privind curgerea
apei intr-un canal deschis (fig. 2.3), canalul avind un unghi de inclinare
[88, 89].

' 4
1 8 W At
- -\

Fig. 2.3

O relatie empirici pentru debitul de curgere Q are expresia

1,49 AS/3512 149 .
Q=-—""""""_ saqu Q= —— AR*512, (2.9)
nP3 n

unde P = 2C + d este permimetrul canalului, n este coficientul de rugo-
zitate determinat experimental, care este cuprins intre 0,25 si 0,35 pentru
multe din canalele riurilor, A aria sect{iunii transversale a canalului, R
raza hidraulicd, fiind definitd de raportul ariei A la perimetrul P al sec-
fiunii canalului, S = tg « panta canalului (a unghiul de inclinare).

Se considera un canal cu o sectiune dreptunghiulard §i se presupune
cii sint date mirimile Q, n, S §i d. S& se calculeze adincimea y a apei in
canal.
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in relatia (2.9) se inlocuies¢ elementele canalului considerat si atunci

(2.9) devine
1,49 dy \?°
Q- dy( J ) st

n d+ 2y

iar dup4 ridicarea la cub in ambele péar{i si ordonare se obtine

1,49 \°
d5S3/2y5 — 40%% — 40Q3dy — Q3d® = 0. (2.10)
n

Se observi cid p10blema fost redusi la rezolvarea unei ecuafii de gradul
cinci, care are o singurd radacini reald pozitiva.

2.1.1. Metode iterative

Cele mai simple metode iterative utilizate pentru
rezolvarea ecuatiei (2.1) pot fi serise sub forma

Tniy = 9(@w)y M =0,1,2,... (2.11)

O schemsi iterativd se numegte convergentd dacd apli-
catia ¢ indeplineste pe un domeniu D<= C" intr-o normi
carecare conditia

l9(@) —gI<S Ml —yll; UM<isiz,yeD. (2.12)

Se pune problems ce conditii trebuie si indeplineascé
funectia ¢ §i aproximatia initiald 2° pentru asigurarea con-
vergentei acestui proces iterativ, dat de (2.11).

Fie f:D,—D,, D,eR" i D,eR' si flx)=0
(ecuatie sau sibtem) care admite in vecinitatea V, e.D,

o riddcind unicd # = «. Prin 2° se noteazd aproxxmataa,
initiald a radécinii, 2% € V,,.

Numim formuld de iterare (sir de iterare) pentru deter-
minarea rad#cinii «, un sir de forma :
o) = g (2, W ... xlF=1) (2.13)

care satisface conditiile #* — oo, cind &k — oo. Functia g
depmde de f si de mngul termenﬂm din gir. In cazul in
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care g nu depinde de rangul termenilor din gir, adici
B = gz, z,. .. zk-1) (2.14)

atunci formula de iterare este de 7ip stajionar.

Marea majoritate a metodelor pe care le vom intilni
sint de tip stationar gi de oxdmul intii, girul iterativ in
acest caz areforma

ot = g(pth=1)) (2.15)

§i prezintd o serie de avantaje din punctul de vedere al
spatiului de memorie fati de girul iterativ (2.14), care
necesitd spatiu de memorie pentru stocarea a k 4 1
vectori x*), iar schema (2.15) necesitd spatiu doar pentru
memorarea a doi vectori.

In cadrul metodelor iterative, ecuatia (sistemul) f(2)=0
se pune sub formé echivalentd x= g(«) cel putin in vecini-
tatea V, € D,, in sensul :

flx) = 0= o =g(a) (2.16)

Convergenta girului de iterare, existenta si unicitatea
solutiei sint garantate in anumite conditii de teorema de
punet fix pentru contractii [427].

Fie ecuatia « = g(x). Daca g(z) satisface conditia
lg'(x) | < A <1, in vecindtatea lui « (solutia unicid a
ecuatiei), atunci procesul este convergent. Dacd

g@)| = >1, (2.17)

atunei conditia de convergentd a sirului de iterare nu
este indeplinitd si s-ar putea ca procedeul 4 fie divergent.
O interpretare geometnca a celor afirmate se poate vedea
in fig. 2.4. In asemenea cazuri se poate considera ecuatia
echivalentd o = ¢(), unde ¢ este functia inversd lui g.
Pentru ¢ este realizati conditia

N
9'(¢(2))

<t _r<1 (2.18)

| ¢'(@)] = [ -
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Exemple. Fie urméitoarea ecuatie:
flx)y=a%—a— 2

care are o singurd ridicini reald in intervalul [1, 2]. Se considerd ecuatia
echivalentid

=2 —2 = g(x)

cu ¢’(x) = 32%; in intervalul [1,2] avem 3 < ¢g’(x) < 6, de unde se vede
ci procesul lteratlv este divergent. De aceea se va folosi funefia inversa
a lui g, adicd ¢ (obtinind o ecuatie echivalentd cu f(x) = 0) :

3
=Yz +2 =09 =g (2)

in acest caz

1
¢'(2) = —— sl [ o2} <
3 V(z+2) 3/9

<1, xze [1, 2],

de unde se vede ci in acest caz procesul este convergent dacd se foloseste
functia @, inversa lui g.
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Observafie. Se vor prezenta in continuare dou#i exemple care
sint interesante prin modul in care se alege valoarea de start z(0).
Fie ecuatia (fig. 2.5,a)

x® — 2322 + 62xr — 40 =0 (2.19)

$
4

N e e ,f/=x

- - - —

y=g9®)
P 7
i
i ! {
2 8 20 z?
a b
Fig. 2.5
care se scrie sub forma
62 40
r=g9(x)=28 — — + — * (2.20)
z 2

Daci se foloseste ca valoare de start x(0) = 21, rezult}

62 40
x(0) = 21; a{l) =23 — — 4+ — 20,1,
- 21 212

2 40
z(1) = 20,1; =x(2) =23 ——6—— + — 20;
20,1 20,12
62 40
x(2) = 20; 2(8) =23 — — — 20,
’ 20 T a0

deci ridicina este x = 20.
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Dar ecuatia (2.19) se mai pune si sub forma

() x? i 62 40 2.21
T = = = .
g 23 23 23x

Dac# se alege valoarea de stat x(9)=21, se ob{ine urmitorul sir iterativ:

212 62 40
20)=21; a2ll=g2)= — + — — ——— =218
23 23 23 X 21
21,82 62 40
xll) = 21,8; 2(2) = g(21,8) = o 232
. 23 23 23 X 21,8
23,22 62 40
x(2) = 23,2; z(3) = g(23,2) = e e & 26,1
23 23 23 X 23,2

s.a.m.d. Se observd cd in acest caz sirul iterativ nu converge, totusi
daci se alege 29 = 18, procesul converge si sirul de iteratii construit cu
(2.21) converge citre solufia = = 2, care este o altd soluiie a ecuatiei
(2.19).

O alegere a valorii de start cit mai aproape de ridécinid de obicei
conduce la un sir.iterativ convergent, altfel la unul divergent sau care
cicleazd. De exemplu | ¢’(z) | < 1 in punctul M si in imediata vecinitate
a radécinii, dar in punctul N avem | ¢'(x) | > 1 (fig. 2.5, b).

Fie un sistem de ecuatii neliniare f(x) = 0 si

w(lm
@
i
X0 =72 (2.22)
2
un punet fix din E?, » >0 un numdér real si
@y
x .
D={x= |2 |los—a? <r, t=1,2,...1n (2.23)
mn
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Fie, de asemenea, g, .. -,9z, # functii definite pe D cu
valori reale, avind derivate de ordinul intii continue pe
‘D, iar

n

CP«'ZZ

j=1

0g;
0z

1<ign

s Ky =suap ¢; ({), » = max K, (2.24)

Dacé
gy ..., @) — @@ < r(l —2), (2.25)
0 < A <1 pentru orice ¢ =1, 2,...,n, atunci sistemul
de ecuatii
@y = g (B1y By -+, (17,,)]

By = Go (B, By <« -, mn)j s (2.26)

Pn = Gu (g Lgye ooy &)

sau seris sub form# vectoriald x = g(x), va avea in dome-
 mniul D o solutie unicé :

oy
«= %] (2.27)
aﬂ

Daci x@ este un vector oarecare din D §i se construiegte
girul {z®, 2@, ..., 2%, ...} dupd formula de recurenti

9(2V)
*)
x(k‘f‘” f— qz (m ) , (2.28)
ga(2™)
atunei au loc relatiile
max |of) — af?|
lo® — o] < 1sis» ML i=12..., 0. (2.29)

1—2
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In particular

lim 2 = a,. (2.30)

[ 2N )

2.1.2. Propagarea erorilor

Avind in vedere c&i toate aceste calcule se executd
pe un calculator electronic, nu este posibil ca functia
g(x) si fie evaluatd exact.

Pentru orice & se poate reprezenta aproximarea lui
g(x) prin G(x) = ¢g(x) 4+ =(x), unde e(x) este eroarea
comisé in evaluarea functiei

De obicei se poate cunoaste o margine pentru e(x),
adics | e(x) | < . In acest caz schema iterativd care se
utilizeazi poate fi reprezentatd astfel :

) = g(x®) + ¢,k =0,1,2,..., (2.31

unde x® gint valorile obtinute din calcul gi * satisface
relatia

| e®] < ¢, k=0,1,2,...

Este foarte greu deafirmat cé girul iterativ obtinut prin
(2.31) este convergent, totusi in anumite condifii va fi
posibild gisirea unei solufii aproximative la o precizie
determinatd in principal de precizia de calcul e. Din
fig. 2.6 se vede cd pentru un caz particular cind g(x) =
= a« + Mo — a), eroarea in ridicina o« este mirginitd
prin 4- ¢/(1 — A).

Se observd cd dacd A ~ 1, problema este slab condi-
{ionaté.

In cazul in care schema de iteratie este convergents,
prezenta erorii in calculul functiei g(x), de mirime mérgi-
nité prin ¢, face ca schema iterativid si estimeze radacina
o cu o impreecizie marginitd prin + ¢ /(1 — A)."

Fie x© orice valoare astfel ca | « — x| < p,, unde

0<Po< p—

. In acest caz iteratia x®, calcu-

44



Vo gyt

latd prin (2.31) cu o eroare méirginitd prin e, se afli
[79, 127] in intervalul |« — x® | < p i

g € '
N — 2.32
S GEay HCED

oo — x*|
= 1 _
unde A* — 0, cind k — co.
Din afirmatia precedents se vede cé eroarea de calcul
care apare in evaluarea lui g(x) este de cel mult /(1 —2).
Numiérul de iteratii necesar [106, 104] este

n~1 ___‘?__] loa~1 u)ﬂ] 1 1,
g[(l 2 oo g g[ - /g)\
(2.33)

Desigur daci eroarea acceptabili este mai mare de ¢ [(L—2)
numdrul iteratiilor dat prin (2.33) este estimat adecvat.

2.2. Metode pentru rezolvarea ecuatiilor transcendente si
neliniare
Uneori este convenabil s se foloseascd metode grafice

pentru determinarea valorii aproximative a radicinilor
reale ale ecuatiei f(#) = 0. In continuare vor fi prezentate
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dous metode grafice care se utilizeazd mai frecvent in
practici.

In cazul in care se utilizeazi o metodd graficid pentru
gisirea solutiei unei ecuatii de forma

f(z) =0, (2.34)

se calculeazid y = f(#) pentru un numér destul de mare de
valori ale argumentului 2, iar dupd aceea cu ajutorul
unui plotdr se materializeazd punctele (z, y), rezultind o
curbéi care va trece prin aceste puncte. Punctele unde
curba intersecteazi axa Oz reprezintd o valoare aproxima-
tivd a unei ridicini reale. In cazul in care graficul pre-
zintd o serie de dubii in anumite zone, pentru elucidare
se calculeazé o serie de puncte aditionale. Se vede ci in
cadrul acestei metode grafice este foarte convenabil a
avea diferite sciri de reprezentare pentru x §i y.

A doua metodd graficd constd in trasarea a doui
grafice y,; si y,, adicd se scrie functia f(#) sub forma dife-
rentei a doua funetii fi(x) si fy(x) astfel incit

fl®) = fi(w) “‘.fz(x)- (2.35)

Evident f(x) = 0 daci §i numai dacid ¥, = y,. Metoda
constd in trasarea celor doud grafice y, §i y,, dupd care
se determind punctul (x, y), unde cele doué curbe se inter-
secteazdi. Abscisa # a punctului de intersectie va fi ridi-
cina reald a ecuatiei (2.34).

In fig. 2.7 se prezinti metoda grafics pentru ecuatia
fle) =cos v+ 22 — 2 =0, y; = cos &, y,=2 — 2x. Avan-
tajul acestei metode fatd de metoda precedentd este evi-
dentd, deoarece in foarte multe cazuri este mult mai
simplu si trasezi graficele pentru f,(«) si fo(#) decit pentru

Adeseori ridicina aproximativi obtfinutd prin meto-
dele grafice poate fi utilizati ca valoare de start pentru o
metod3 iterativd, care dupd un numir de iteratie permite
obtinerea unei solufii mult imbunitétite.
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2.21. Metoda biséqtiei

Aceastd metodd constd in determinarea unui zero al
functiei f(z), cuprins intre a §i b. Dacd « € (a, b) $i f(a) =
= 0, iar f(a)- f(b)<< 0, atunci intervalul [a, b] se imparte
in doud péirti egale, dupi care se testeazd in care jumitate
de interval se afl radicina s.a.m.d.

Algoritmul de calcul constd din urmitoarele etape.
Se noteazd a,=a, b,=>b, dupi care se calculeazi o esti-
matie initiald ,

ay+b a+b.
2 2

€y = -

Daci f(c,) = 0, procesul este terminat, altfel se fac atribui-
rile
a; = ay §i by = ¢, dacd f(¢) fla) <O.
§i
a; = ¢, by = by, dacd f(c,) fla,) >0.

Dupé «» iteratii se obtin a, i b, astfel ¢i f(a,,) fb,) <0,
dupi care se calculeazd ;
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Dacd f(e,) = 0, procesul de calcul este terminat si ¢, este
ridacina cautatd, altfel se fac atribuirile

a/n+1 p— am? bn+1 = cn da»cf\i?‘ f(o'n) f(an) < 0’ } (2 36)
(Ln+1 = Gn’ bn+1 - bn da;cﬁl f(cn) f(a") >0.

Pentru a arata convergenm acestui proces se poate /

ardta cd sirul @, a;, @,,... este un gir crescitor mirginit
superior, iar sirul by, bl, by, ... este un gir descrescitor
marginit inferior. In concluzxe cele dous siruri {a, }neN i
{bn}neN converg. Fie o si § limitele celor doud siruri {a,}
si {b,} respectiv. Deoarece a, < ¢, < b,, atunci din

lim |a, —b,] =0
rezultd cd o = P si
a =lim b, =lim ¢, =1lim a,.
7n—->00 n—> 00 H—>00

Datority faptului e f(a,) f(b,) <0 pentru orice =,
rezulta
0> lim [f(a,) f(b,)] = [im fle,)] [im f(b,)] = [f()F
dar [f(«)]? =0, de unde rezulta cd f(a) =0 §i hmf (a,) =0
datorité contmmtad;u lui f(w

In practic se lucreazi cu valoarea lui f(#) notatd prin
f(z). Pentru determinarea radicinii « a functiei f(z) pe
intervalul (a, b] se introduc douid constante pozmve &
§i &5 astel cd o este acceptatd ca ridicing dacd |f(a)|< g
sau dacdh « se giseste in intervalul [B, y] astfel incit

FOF <0, cuy—8< e

Cu aceste douil constante pozitive, £; (pentru functia)
§i ¢, (pentru interval) algoritmul de calcul se desfigoard
dupd urmitoarele etape.

Pentru a §i b date se testeazid daca

|f(a) | < e sau | f(®) | < & (2.37)
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Dacd una din inegalitdti are sens, atunci a sau b este
zeroul functiei i procesul de calcul s-a terminat. De aseme-
nea se festeazd dacd

f(a) £(b) < 0. (2.38)
Dacd inegalitatea (2.38) nu este satisfacutd, atunci metoda,
de injumsititire pentru acest caz nu converge si procesul

este oprit. Dacé inegalitatea (2.38) are sens, atunci se
testeazd dacd

b—a< e,. (2.39)
Daea (2.39) are sens, atuneci se acceptd ea radacingd

_ a+b_
2

(2.40)

Co

Dacd (2.39) nu este satisficuti, atunei se noteazi a, = a,
by = b si se determind a, §i b, cu ajutorul relatiilor (2.36).

In fig. 2.8 este prezentat# o schems logics insotitd de
programul 2.1 in FORTRAN care codificd algoritmu}l
introdus, in scopul gésirii unui zero al functiei f(x)=x*—11
cuae=2sib=3.

Constantele ¢, §i ¢, trebuie alese cu multd atentie
pentru cd ele influenteazid numdirul de iteratii §i conver-
gentd. De asemenea la alegerea lui ¢, §i e, trebuie si ¢ini
seama §i de tipul calculatorului pe care se ruleazi algorit-
mul codificat. In acest sens dac# se alege ¢, mai mic decit
valoarea erorii de rotunjire in cazul evaludrii lui f(z) in
[a, b] si dacd se alege =, mai mic deeit minimul distantei
dintre dou& numere consecutive reprezentate in calcula-
tor [din intervalul [a,b] < R), atunci procesul de calcul
devine infinit. Pentru a preveni astfel de necazuri este
bine si se testeze la fiecare pas c¢é ¢, # a, §i ¢, # b, sau
altfel se va specifica numérul maxim de iterafii care
poate fi executat, dupi care procesul este stopat.
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Programul 2.1

2.2.2. Metoda pozitiei false (metoda secanter)

Pie f(z) o functie continui definitd pe R cu [a,b] e B
astfel cd f(a) f(b) < 0 (deci existd cel putin o ridicini
reald intre a §i b). Metoda constd in determinarea unei
funetii liniare

G(z) = Az + B, (2.41)

astfel incit

G(a) = f(b), G(b) = f(b) (2.42)

§i se cere «, astfel ca G(x) = 0.
Folosind relatiile (2.41), se pot determina constantele
A §i B cu ajurorul sistemului :

A“+B=f(“)}, (2.43)
Ab + B = f(b) '
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de unde rezultd

4 =10 —f@ f(a) = Y@ =d®) g4

b—a v © b—a

Astfel expresia funetiei liniare G(w), cu A si B determinati,
este urméitoarea :

by = TO) —J@) V@) ~afd)

b—a b—a
Datoritd faptului ed G(x) = 0, rezulti

o = — _E:M. ' (2.46)

4 f(b) — fla

Dacéi a, =a, b, =0b, @, = a, (2.46) devine

. = a"nf (bn) - bn(an). (2 47)
(b)) — fla) , '

In fig. 2.9 se reprezinti grafic modul in care se desfs-
goard etapele in metoda punctului fals. Graficul functiei
G(x) este o dreaptd care trece prin punctele de coordonate
(a, f(a)) si (b,f(b)). Ecuatia dreptei care trece prin cele

| fla)

{(a,f(m)

o Fig. 2.9

T
i
l,
N {
i
|
(4.£(p))
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doud puncte este

y —fla) _fio) —flo) (2.48)

*— @ b—a

Se poate constata ugor [128] ci procesul de conver-
gentd in metoda punctului fals este mult mai rapid decit
in metoda bisectiei.

Metoda secantei este convergenta Sirul ag a,, @ -
este crescidtor dar méirginit de b, deci el converge ca,tre 0
limitd ¢. De asemenea sirul b, bl, b,,. .. este descrescitor
si converge citre o limitd ¢, > ¢. Presupunind c# ¢ §i ¢
nu sint zerouri ale functiei f, deci f(c) # 0 §i f(¢;) # 0, va
rezulta din continuitatea lui f(#) cd pentru ¢ > 0 §i pentru
unh anumit N

) 1> e  fB) > (249)

pentru orice n > N, dar din (2.47) se vede ci

— (an - bn) f(an), L — b =(an — bn)f(bn) R
o) —fla)y  ° " fb,) — fla)

Functia f este mirginitd pe intevalul [a, b], adicd | f(#)|<
< M, deci pentru orice » suficient de mare

(2.50)

® " “n

—b,| M
[ @ty — Dasi| < max (la, — a,, |2, — bni)<la’}n j)_nls ,
(2.51)

prin urmare

o
taN+k——bN+k1<(M ) lay —byle  (252)

"In acest caz
lim a, = lim b, = ¢. - (2.53)

Datoritd faptului cd

flag) f(Ba) <0 O (2.54)
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pentru orice n, rezultd ca §i in metoda bisectiei ci sau ¢
sau ¢, este un zerou al functiei f(x) [42, 41]. Metoda
secantei este exemplificatd prin programul 2.2, dat pentru
determinarea radicinii ecuatiei \

f(@)

z+1ge —3 =0, v, =2, o, = 6.

=
m

MY NECH=ED XTI NX D D> O

2= QRO U ZZ N~~~ | SZP D
z

>

Qe

o0

NZ»

«/4PAS/0.05/

. T
mo

N=-FAN)
-3} GO T0 6

| + =220

*
WPMOWZZowOBI ™0

S Tt st i Nl moiZ Zombes 1| 1| 4O
DT A+TPD+ | i XXDMB

SOLUTIA ECUATIEI ESTE X = 3.55
NR., ITERATII = 30
EQJ

Programul 2.2

2.2.3. Metode iterative (metoda lui Newton)

Fie o ecuatie f(x) = 0. Se urmiregte alegerea unei
funetii de iterare g(x), astfel incit convergenta corespun-
zitoare metodei iterative si fie cit mai rapidd. Aick
va fi prezentatd o schemi pentru alegerea lui g(x). Func-
tia f(x) se va scrie ca o diferentd de doud funcfii #(x) st
z), adicd *

(@) = ) — Mx). (2.55)
In acest fel se poate ugor rezolva ecuatia #(x) =y sau

h(z) = y pentru orice y. Astfel putem considera metoda.
iterativi definitd prin

U&t1) = Ma,) ‘ (2.56)
Y54
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sifsau metoda definitd prin
(@ y1q) = U,). (2.57)

In mod simbolic (2.56) si (2.57) se pot scrie sub forma
Lpt1 = t-l[h(wn)] SAW Pyt = h_l[(t(mn)]' (2'58)

Exemplu. Se consideri ecuatia
f(x) = cosx — 3x + 2 = 0.
Fie f(x) = cos x si h(x) == 3z — 2. Atunci
f(x) = {(x) — h(x) = cos x — (3x — 2).
fn acest caz se poate utiliza metoda iterativd datii prin formula

Ty = €087 (Bxy — 2) = t(xy)
sau
2

Tpyy = Y + 5 Cos Ty = l(Tp).

Se poate verifica fard dificultate cd ambele metode
sint convergente.
Dacé se considers

f(@) = H(®) — h(z) cu Ha) = &, W) = o + kf(x), (2.59)
unde k este o constantd, atunci din (2.56) rezultd
t(‘lpn‘f‘l) =&, + ]Qf(wn% deci mn+1 = &, + k’f(mn)' (2'60)

Se urmiregte minimizarea expresiei max |h'(z) |
X

pentru o« — o — %, < v < a4+ | a— x,], unde « este
o radicind a ecuatiei t(x) — h(2x)=0. Datorité faptului ci
functia iterativi g(z) = h(x) este cunoscutd numai
pentlu anumite valori ale lui #, se va selecta o valoare
2 = o astfel inecit ¢'(a) = 0, adicad

‘(a) = 1 ’ NS
Qfg(a)~1+kf(a), k= )
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Formula iterativd devine

f(@,) |
J'(a)
Metoda se poate extinde, edutindu-se o functie #(#) astfel
ca

Doy = B, — (2.61)

g(x) = z + t(x) f(@). (2.62)
Dupd derivare (2.62) devine
g'(@) =1 + t'(2) f(@) + H(2)f (). (2.63)
Dacéd ¢g'(«) = 0 si f'(«) # 0, atunci
1
4 = — s 2.64
(a) (a) (2.64)

Datoritd faptului e « nu se cunoaste, o buni alegere
este ‘

1. f(@)
W(x) = — —— X)) =@ — . 2.65
( Fay AT gy B
In acest fel rezulti metoda iterativi
. J(w)
Tpt1 = &y f’((l?n) (2'66)

care se numeste mefoda lui Newton. Aceasta este o metods
stationard pas cu pas care are interpretarea geometrici
din fig. 2.10. Din punctul (z,, f(#,)) se duce tangenta
y=f(x)

(xn H f (1’,7))

Fig. 2.10
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la graficul functiei, tangentd care intersecteazd axa Owx
in punctul (@,+;, 0) $i face cu aceasta un unghi B. Astfel
se poate scrie ~‘

_BC_ flm) __
8B = o=, =), (2.67)
o f)
T =a =g (2.68)

Metoda lui Newton este cons1stenta dacd este definitd
astfel :

Sa,)
Tty = {w" Fla,)’ B @) 0, (2.69)
Ly

‘dacd f(wn) = f,(mn) = 0.

Se observi cf 7,1, este nedefinit daca f'(«,) = 0 §i f(x,)#0.
Pentru analiza convergentei acestei metode se presupune
cd f(x) este continud §i de doudl ori derivabild in jurul
ridicinii «. Dacid se derlveaza funectia 1terafo1va. 9(z) =

=% — i@ se obtine
flay
gla) =1 — [f(2) — fle) f"(2) _ fla) f" (@) (2.70)

[f(2)]? (@]

Dacé « este o ridicing simpld a lui f(#) = 0, atunci
Sf(«) # 0; din continuitatea lui f(#), |f(#)| > ¢ pentru
orice ¢ >0, intr-o vecinitate V, a lui «. In interiorul
vecingititii V, sealegeun submterval Vyastfelea [f(x)f" () <<
< g? pentru xeV, c V, lucru p0s1b11 deoarece f(a) =0
si deoarece f(x) si j”(w) sint continue ; deci in acest sub-
interval g¢'(x) << 1, iar metoda este convergenti.

Dacé « este o rédécind a ecuatiei f(x) = 0, de ordinul
de multiplicitate », atunci un proces de convergenta,
rapidd se poate obfine cu schema iterativi daté prin
relatia

Lyt = T — r}%%;%- (2.711)
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Propagarea erorii de la o iterare la alta se pune im
evidentd cu ajutorul relatiei [37, 21]

o0~ ol =2 @4y — alf, unde M — sup |g"(a)]

zela, B]
(2.72}
In inegalitatea (2.72) partea stingd contine eroarea abso-
Iutd in iteratia %, iar in dreapta se afld pétratul erorii
absolute in iteratia ¥ — 1, fapt care se reflectd in conver-
genta pitraticd a metodei lui Newton.
Figura 2.11 prezintd diagrama logicd, iar programul
2.3 este seris in FORTRAN pentru metoda lui Newtion-
la gisirea unei rddicini a ecuatiei ‘

floy = —62t + 15 2° —20 22+ 14 v — 4 = 0,

folosind ca valoare de start z, =0,8 i algoritmul (2.66})
De agemenea se aplicd din nou metoda lui Newton pentr.
aceeagi ecuatie gi in fig. 2.12, cu programul 2.4, de aceastd
datd fologind algoritmul (2.71) pentru r = 2. Se vor
interpreta rezultatele obtinute cu cele dous programe.

2.2.4. Metoda ui Miiller

Aceastd metods este o extindere a metodei secantei.
Dindu-se trei puncte distincte w;, x,, #,, se construiegte
un polinom 7'(z) de gradul doi astfel ci

T(wy) = flwn), T(we)=flw3), T(x3) = flws). (2.73)

Se gidsese zerourile acestui polinom de gradul doi iar unul
din ele se alege a fi o noud aproximatie z, a ridicinii.
Procesul se repetd cu x, #; si @, construind din nou
expresia lui T'(#), dupi rezolvare se gidsesc doud ridicini,
una din ele se alege ca fiind o noud aproximatie a radécinii
§.a.m.d.

Pentru constructia Ini T'(z), se cauté coeficientii a,, a,,
a, astfel ca

T(a;)l - aa? + ax + aq, (2.74)
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START

Ti=1
R:=2
Xi:=08
{cacoteazi:] Tl
; , X, FY
FX, FX '

Ii=]4q .,@

Fimief

. DA
SCRIE :

4 SCRIE
/7 NUMARUL DE *NUMARUL DE
ITERATI ITERATI?
1

Fig. 2.11 Fig. 2.12

coeficientii ce se pot determina din conditiile (2.73), de

unde rezultd sistemul
ay + azy + a2 = flaoy)
ay + 0@y + a,x5 = f(x,) (2.75)
@y + @25 + a,@5 = f(ws)
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Dacé in (2.74) se face substitutia ¢ = 2, + (# — 2,),
atunei

T(2) = aslws + (v — 23) P+ ay[@3+- (0 — @5)] + ap =
= ay(® — &3)* + (20,23 + a)) (B—2;3)+ 75 + @@+, =
= ay(® — @3)° + a(z — @3) + ao,
unde
Ty = Gy 0 = Gy + 20503, af = a5 + 0,05 + a,.
Luecrul cu polinomul
 T(x) = ajw — w;) +ai(@ — ) +af  (2.76)

este mult mai avantajos

Reprezentarea graficd a acestei metode este datd in
tig. 2.13, pentru doul iteratii consecutive. Din figurd se
vede cid @, ¥,, @3 au fost folosite la determinarea polino-
mului T%(z) (curba punctatd). Acesta intersecteazd Oz in
x,, care se alege ca o valoare imbunitdtitd a radicinii
ciautate. In continuare punctele #, ;, %, se vor folosi
la construirea polinomului 7%(%) §.a.m.d.
Fx)
T*(x)

Fig. 2.13

Metoda Iui Miiller este o metodsd iterativd stationard
in trei pasgi care implicd existenta a trei valori inifiale.
Astfel se poate nota

Pet1 = J(Br—gy Tu-qy Ti)y kb =3, 4,..., (2.77)
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unde pentru cazul inifial se ia

9(@T3y @py Xy) = @3 + (B — X3) = Xy (2.78)

x, fiind o valoare aproximativid imbunitititd pentru «.
‘O analizd completd asupra metodei lui Miller poate fi
gisitd in [127, 67].

Metoda Lui Miiller are o serie de avantaje asupra meto-
dei lui Newton gi metodei pozitiei false :

@ nu cere existenta derivatelor funectiei f();
@ poate fi executatd utilizind numai valorile functiei
() 5
I @ poate fi aplicati foarte bine la funetii care nu sint
date sub form& expliciti.
Un dezavantaj al metodei lui Miiller fatd de metoda lui

Newton este problema convergentei in anumite cazuri
(106, 107].

2.3. Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii neliniare

In cadrul acestui paragraf se vor prezenta o serie de
aspecte si metode privind rezolvarea sistemelor de ecuatii
neliniare.

Fie sistemul de ecuatii neliniare de forma

flzy @y o oyw,) =0, 1 =1, 2,..., n, (2.79)
care se poate scrie vectorial sub forma
F(x) = 0, (2.80)

unde F :R* — R este o aplicatie vectoriald ale céirei com-
ponente sint f;, adied F(x) = (fi(x), fa(x),. . ., fu(X)]-

Relatia (2.79) se mai poate scrie dezvoltat gi sub
forma

fl(mb Dage s oy Ty, ) =0 -
fz(wv o+ 5977@) =0 (2_81)
Jul@1y @aye ey mn) =0
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sau :
X = ¢(x). (2.82§

Solutia (sau ridacina) unui astfel de sistem este un vec-
tor «, of= (o4, ay,..., a,), care este un punct din spatiul
R*. Folosind un vector de start x9 = (¥, 2,9, ..., )
si functia iterativa '

X&) — g(x®), k=0,1, 2,..., (2.83)

se giseste veetorul o prin trecere la limité. '
® Fie g(x) o functie vectoriald care satisface conditia

Hgx) —gy) < Afix —y | (2.84)
pentru orice vectori x, y € R, astfel ca || x —xO| < d»
ly —x@ || < d, cu constanta lui Lipschitz
0< A< 1,

vectorul initial de iteratie x@ satisface conditia
[ g(x?) —x9I < (1 — ) d. (2.85)
Atunci toti vectorii obtinuti prin (2.83) satisfac inegalitatea:

X — x| < @; (2.86)

far girul de vectori obtinufi prin procesul iterativ (2.83)
converge citre vectorul «, adicd
lim #® = «, (2.87)

k-0

unde « este ridacina sistemului (2.80).

Teoremi. .Fie X = ¢(X) ecuagie vectoriald care are
solujia X = o, tar componeniele g;(X) ale veclorului § au
derivate de ordinul inlii care satisfac relafia

‘ 99:(x)

<i, A <1, (2.88)
o0, :

n
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pentru toli veclorii x care satisfac relatia

X — afl o < . (2.89)
Atuner : '

a) toft vectorii X® obfinugi din procesul iterativ (2.83),
pentru orice vector £© care verified (2.89), satisfac de ase-
menea (2.89).;

b) vectorii obfinuti prin procesul iterativ (2.83), pentru
orice X© care verificd (2.89), converg cditre rdddcing o« @
sistemulut (2.82) care este unicd. -

Demonstragie. Pentru doi vectori x, y ce satisfac (2.89),
se scrie formula Taylor

2 . (D .
00 = gu(9) = 3,720 (0, — g ), i1, 2,0, (290)
j=1 &y

unde ¢ este un vector (un punct pe segmentul deschis ce
unegte punctele corespunzitoare vectorilor x si y). Utili-
zind o normi si (2.88), se obtine

” ada.(C®
90 — 0 | < 5|22 o, g1 <
=12
” (7@
<lx =yl %2250 < apx —y o 201
i=t Z,

Deoarece inegalitatea are loc pentru orice ¢, rezulti

I 9(x) — g(V)eoll < M [ X — ¥l (2.92)

Astfel (2.92) evidentiazd faptul cd g(x) este continud Lip-
schitz in domeniul indicat prin (2.89), relativ la norma
- folosité.

Se observi cii pentru orice x©® din domeniul (2.89)
avem

[X® — o Jloo = [ 9(x7) — @)l < A [ X0 — 2l M
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si astfel vectorul x se giiseste in domeniul (2.89). In mod
evident

”X(k) _ OC”oo — ” g(x(lc—l)) — g(m)”w < )\” X(k—l) — Oc”co <
< A g(x® ) — gla)|< R XF? — o o< .. < N,

deci toti vectorii x* ge giisesc in domeniul '(2.89).
Convergenta sirnlui de vectori obtinuti cu ajutorul
relatiei iterative (2.83) rezultd din conditia A <C1, deci

lim x® = q.

k—o0

2.3.1. Scheme iterative explicite peniru rezolvarea
sistemelor meliniare

Sigtemul de ecuatii (2.82) se poate scrie in diverse
moduri. Se vor examina variantele pentru g(x). De
exemplu, fie

g(x) = x — A(x)F(x), (2.93)
unde A(x) = (a;(x)) este o matrice patratd de ordinul n.

Dacd A(x)F(x) = 0, atunci F(x) = 0. Dacéd se introduce
matricea

J(x) = (M) si A(x) = A,
0x;
al cirei determinant este jacobianul functiilor fi(X) care sint

componentele vectorului F, atunci din relatiile precedente
rezults

G(x) = (3%’9) =1 — AJ(x). (2.94)
J

In acest caz, folosind teorema daté, sirul vectorilor deter-
minati prin schema iterativé

xE+HD = x® — AF(x®), k=0, 1, 2,..., (2.95)
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va converge pentru x©@ gsuficient de apropiat de «, dacd
elementele matricei A sint suficient de mici, adicd in cazul
in care J(«) este nesingulara i A este aproximativ inversa
lui J (). ‘

in metoda lui Newton A(x) = A este aleasy a fi

A(x) = J(x) (2.96)

cu presupunerea ci det |J(x)| # 0, pentru vectorul x
apartinind domeniului ||x — « {| < d.

2.3.2. Metoda lui Newton pentru rezolvarea sistemelor
neliniare

Utilizind relatiile (2.93) si (2.96), iteratiile pentru meto-
da lui Newton gint date de schema

XD = g(x®)) = x® — J-1 (W0)F(x®), o (2.97)

de unde se obtine dupd ordonare
J(x®@)(x® — xE+D) — F(x®) (2.98)

care este un sistem ce se poate rezolva in raport cu vectorut
(x® — x&+1) Se poate ardta ci aceasta este o metodd de
ordinul doi [86].

Pentru o interpretare geometrici a metodei lui
Newton pentru sisteme se considerid un sistem neliniar
de doud ecuatii cu dous necunoscute, unde x §i F se aleg
astfel :

g 14 i 1 e e e Al

Pentru acest exemplu (2.98) se poate scrie sub forma :

(mk+1 - mk) fw(wki yk) + (yk+1 ""?/k) fu(wk5 ?/k) +f(mk7 yk)z(),
(2.100)
(w*+L — aF) g (a*, y*) -+ (gt — y*) gy(a*, ¥*) + g(a*, y*) =0.
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In spatiul Ozyz ecuatiile

2 = (& — o) fu( @, 4%) + (y — ") ful&*y ¥*) + f(2*, 4°),
(2.101)

2z = (v — o) g.(a%, y*) + (¥ — ¥"*) gu(«F, ¥F) + g(a%, yF)

reprezintd doud plane. Primul plan este tangent la supra-
fata z = f(#,y)in punctul de coordonate (2%, y*, f(aF, ¥*)),
iar planul reprezentat de cea de-a doua ecuatie este tan-
gent la suprafata z = g(x, y) iIn punctul de coordonate
(2, y*, g(=*, y¥)). De aici se vede cd punctul de coordonate
{aF+1, y¥+1) determinat din sistemul (2.100) este punctul
rezultat din intersectia celor doué plane definite in (2.101)
si planul 2 = 0, adied planul x0y.

In concluzie, geometric, pentru metoda Iui Newton,
prin trecerea de la o dimensiune la doud dimensiuni tan-
genta la eurbi se inlocuieste cu planul tangent la o supra-
fatd, iar in cazul # dimensional interpretarea se face prin
utilizarea hiperplanelor tange.nte Fiecare din ecuaitiile

"
z2=Y, (& — o) Ofl=®) + fila®), § =1, 2, ..., n,
i=1 . Owy
(2.102)
reprezintd un hiperplan in spatiul (@, @, ...,%,,2) cu
# + 1 dimensiuni care este tangent in punctul («¥, %,...
..., 2F) la hipersuprafata corespunzitoare

7 = fi(@y, Tgy. . . y@,)-

O serie de dificultati care pot apérea la rezolvarea siste-
melor neliniare utilizind metoda lui Newton pot fi inter-
pretate cu ajutorul acestor consideratii geometrice.

O metodi care se poate utiliza la rezolvarea sistemului
(2.99) este metoda Iui Newton generalizati. Pentru simpli-
citate se va descrie metoda pentru sistemul

‘!’;((“;’ i’; ~ g}, (2.103)
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adicd pentru un 2 i un y dati sd se determine z’ si y’
astfel ca pentru termenii de ordinul intii in Az = &'—a
i Ay =y’ —y si avem

@'y y') = g(a’y y') = 0. (2.104)

Din formula lui Taylor se obtine

f(a;’i y’):‘f(xﬁ ?/H‘ Aa;f’(a?,y)—}— Ay f’(w’y) +‘ . '} (2.105)
9@,y )=g(®, y)+ Az ¢'(=, y) + Ay g' (&, )+ ..

Folosind (2.104) si neglijind termenii de ordin superior,
se obtine sistemul

o, y) + Aw f'(a,4) + Ay f(@,y) = 0}.
g(z,y) + Az g'(x,y) + Ay g'(2, ) =0

Dupi rezolvare in raport cu Az §i Ay se obtin

_ — f(®,9) 9(2,9) + 9(2,9) fy (%,9) ,

@ —x=Ar= ’ ’ ' '
fol2,y) g, y) — gz(2,y) fy(m7y)
7 (2.106)
?/' —y = A@/ — g($,y)f;($,?/) +f(m7y) g;(wyy) .
To(®y Y) 9@, y) — 9@, y) ful@, 4)
Dacs se fac urméitoarele inlocuiri:
@ = g, g = gk G J — det {f;(w, y) folw, y)]’
y' =y, y=y 9(®, ) 9@, )
atunci (2.139) devine
R (Y W P ClY o b (CRY WY AV M)
J
R, y%) gal®, y*) —g(a, y*) fa (2%, 9%) (2100
yk.l.l —_ q/k + ’ fd bl ? L b
) J

pentru k = 0,1,2,...
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2.3.3. Alte metode peniru rezolvarea sistemelor mneliniare

Afari de metoda lui Newton, pentru sisteme se mai
utilizeazd destul de des si metoda gradientului [14].

o Congiderind din nou sistemul (2.81), se poate re-
zolva ecuatia i pentru x, san explicit in functie de #;, sau
numeric. Aceasta este metoda lu Jacobt, metodé definitd
prin

Su@FD, B 2y =0

Ja(@f?, @V, .., @) =0 (2.108)

...... e« o e e

fn(w(lk)7 wf‘lk)" (XX} ‘v;tkﬂ)) =0

Aceastd metodd converge citre solutia exactd pentru o

alegere destul de buni a aproximatiei initiale (#{%, #”, ...
..., #0) dacd raza spectratd a matricei
Of 0f of ]
0w, 0w, ow,
of, Of  0fy
A=1] oz, o, o, (2.109)
of, o 0
ox; Ow, 0w, |

este subunitard. Raza spectrald a matricei A este valoarea
maximi absolutd a valorilor proprii, care sint solutiile A
ale ecuatiei polinomiale

det (A — AI) =0 (2.110)
unde I este matricea unitate.

Exemplu. Fie sistemul

2 —32p2 +1=0
. (2.111)
3z%y —y =0.

69



Folosind metoda lui Jacobi, se obtine

m ¥+ 1
xr = — y= »
3y 3x
] () + 1
Ty = V?"’ Upi1 = VT E=0,12,...
k

schema iteratlivd, care pentru doud valori de start x = 1, y = 1 permit
obtinerea unei solufii care converge citre solujia exacti.

@ Metoda Gauss-Seidel utilizeazd iteratiile disponibile
Ia fiecare pas. Astfel (2.108) devine :

ful@FD, 2 oL 2Py = 0 (rezolvatd pentru z%+D),

FolaETD ) D o) = 0 (rezolvatd pentru #F+V); (2.112)
FalwFHD 0 wff D pFFD) = 0 (rezolvatd pentru z*+D).

® Metoda suprarelaxdrilor succesive implicd utilizarea
unui factor de relaxare. Procesul iterativ se prezintd sub
forma

AFEED = B L o(FED — gfP), (2.113)
unde pentru ¢ =1, 2,..., # s¢ determind #%+Y prin

(k1) (1) (k41 k41 (k) (kyy ——
Sl (B0, pfE0 L gD gD g ) = 0. (2.114)

in mod frecvent se poate miri rapiditatea convergentei
fatd de metoda lui Gauss-Seidel, printr-o alegere adecvata
a Jui o.

in fig. 2.14 este prezentati diagrama logics, urmatd de
programul 2.5 in FORTRAN pentru rezolvarea sistemului

fle,y) = a® — 3oy? — 20 + 2 = }
gl@,y) = 32%y —y® —2y =0

folosind valorile de start z, =y, = 1.

De asemenea este prezentat programul 2.6 in FORTRAN
si diagrama logicd (fig. 2.15) pentru rezolvarea sistemului
(2.111), folosind metoda lui Jacobi, Gauss-Seidel, metoda
relaxdrii pentru o = 1,2.
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Programul 2.6

.

déeinilor ecuatiilor

w

ale

Destul de multe aplicatii practice conduc la rezolvarea

ecuatiilor polinomiale de forma

inarea ri
inomi

pol

2.4, Metode pentru determ

(2.115)

P(z) = ay2® + 02" +a, ™24 ... +a, =0,
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unde coeficientii a;,, * = 0, 1, 2,...,n, sint numere date,
care pot fi reale sau complexe. Ecuatia {(2.115) are n
ridécini, nu neapirat distinete, unele din ele pot fi com-
plexe (sau toate) chiar cind coeficientii o; sint reali,
dacé coeficientii sint reali, rdddcinile complexe fiind sub
formé de pereclu conjugate, a A+ 1b.

Majoritatea metodelor descrise in paragrafele preceden-
te pentru rezolvarea ecuatiilor pot fi de asemenea utilizate
la rezolvarea ecuatiilor polinomia,le, aceste metode trebuind
uneori modificate; in plus existd [42, 1, 7] o serie de
metode care se aplicd in principal sau exclusiv la rezolva-
rea ecuatiilor polinomiale.

In acest paragraf se vor prezenta unele din metodele
folosite la rezolvarea ecuatiilor polinomiale.

In rezolvarea ecuatiilor polinomiale se disting dou#
etape :

— separaréa mdacmzlor, care constd in determinarea
unei vecinititi V in care ecuatia polinomiald P(x) = 0
s4 aibd o solufie unici;

— determinarea aproximativd a solutiei si evaluarea erorii
considerind c# separarea deja s-a efectuat [128, 15].

Inainte de parcurgerea acestor doui etape se vor pre-
zenta o serie de proprietiti generale ale polinoamelor
fdrd demonstratie [75, 67].

@ Doui polinoame P(x) si @(x) sint egale pentru orice
@, dacd gradele gi coeficientii lor sint egali respectiv.

@ Dacii, P(x) este un polinom de gradul =, atuneci
pentru orice « existd un polinom unic Q(«)-astfel cd

B(z) = (@ = «)Q(@) + P(x) | (2.116)

da.ca n >1 gra.dul lui Q(x) este n — 1, altfel Q(m) = 0.

o])a,ca, P(x) este un polinom de gradul n>=>1 si
dacs P(a) = 0, atunci existd un polinom unic de o“ra,dul,
n — 1 astfel ci

P(z) = (¢ — 0)Q(w). (2.117)

de obicei in acest caz polinomul ¢(z) se numegte pohnom.
de reducere.
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e Fie P(«) un polinom de grad # > 1; « este o ridi-
cind a lui P(x) de ordinul de multiplicitate m dacd si
numai dacd

P(a)=P'(x)= ...= P™D(a)=0 §i P™(a)# 0. (2.118)

o Fie P(x) un polinom care are s zerouri distincte
715 gy - - ¥, cu ordinul de multiplicitate k,, ks,...,k,
respectiv. Atunci existd un polinom unic V() astfel c¢i

P(z) = (& — (e — ry)e . (m — ) V(x)., (2.119)

2.4.1. Localizarea rdddcinilor ecuagiilor polinomiale

In cazul in care coeficientii polinomului (2.115) sint
reali, o informatie asupra numdrului radéicinilor reale
poate fi obtinuti cu regula lui Descartes privind semnul,
iar o informatie mult mai precisd cu ajutorul girului lui
Sturm, respectiv al sirului lui Rolle.

& Mctoda sirului lui Rolle. Presupunem cid P :X — Y,
X c R i ¥ < R, satisface condifiile teoremei lui Rolle :
intre doud riddcini reale consecutive ale derivatei P'(x)
existé cel mult o ridécind a polinomului P(z). Fie 2, <#,<<
< ...< &; ridicinile ecuatiei polinomiale P’'(x) = 0, age-
zate in ordine cresciitoare. In acest caz se poate forma
sirul Iui Rolle :

P(— o), P(ay), P(z,),. .., P(as), P(+ o0). (2.120)

Datoritd consecintei enuntate, in fiecare interval

(— ©0, @)y (T35 ®a)ye -y (Biy Tita)ye + -y (T, + ©0) (2.121)

se afli cel mult o ridicind reald a polinomului P(z),
numai dacd la capdtul intervalului polinomul ia valori
de semn contrar. Rezultd ci ecuatia polinomiald P(x) = 0
are un numir de ridicini reale egal cu numérul variatii-
lor de semn prezente in girul lui Rolle.

In cazul in care P :[a, b] — R, sirul lui Rolle are forma,

P(a), P(z,), P(2y),..., P(ai), P(b). (2.122)
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Aceastd metodd prezintd un avantaj deosebit din
punct de vedere teoretic, dar din punct de vedere practic
are un dezavantaj, deoarece pentru construirea girului luoi
Rolle este necesarsi rezolvarea ecuatiei P’(z) = 0, rezol-
vare care uneori este la fel de dificild ca §i rezolvarea
ecuatiei P(x) = 0, apérind situatii c¢ind metodele exacte
de rezolvare nu se pot utiliza [42].

® Metoda sirului lui Sturm. Fie P:X - Y, X < R,
Y < R. Presupunem cd P este continud si derivabild
pe [a, b], a, bes X cu a <b.

Definitie. Se numegte sir al lui Sturm asociat lui P
un sir de polinoame P,, P,, P,,..., P,, continue pe {a, b],
care satisfac conditiile :

a) Py(2) = P(2);
b) P,(x) # 0 pentru z € [a, b];

¢) dacd P;(z) =0 pentru 1<is<m —1 i x<[a,b],
atunci P;_,(x)+ Piy() <0;

d) dacé Py(«)=0, pentru z € (@, b), atunci Po() - Py(x)>
>0.
Utilizindu-se aceasté definitie, se poate enunta :

Teorema 1. Dacd aplicatia P cu derivata continud pe
[a,b] 8¢ P(a) =0, P(b) =0, atunci P admite un gir al
lut Sturm P, P, P,,...,P,, iar numdrul rdddcinilor
reale ale ecuafier polinomiale P(x) = 0 int niervalul (a, b)
este egal cu diferenta dintre numdrul variatiilor de semn in
sirul de valori mumerice

Pya), Py(a),..., Py(a)
gt numdrul variatiilor de semn tn girul de valori numerice
Py(b), Py(b),. .., Pu(d).

Se poate observa cu ugurintd ci teorema permite atit
numirarea ridicinilor reale ale polinomului P(z) =0
dintr-un interval, precum gi separarea acestor ridicini.

Dacs se cunoagte limita inferioar&d rdddcinilor I i
limita superioari I, se poate aplica teorema pentru
numere cuprinse intre 7 §i L.
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In cazul in care P(x) este un polinom cu coeficienti
reali, fird rdddecini multiple, numérul ridécinilor reale
ale ecuafiei polinomiale P(x) = 0 rezultd din:

Teorema 2. Daci P = P,, P, = P, P,,..., P, sint
m - 1 polinoame tn care P, este o constanid diferitd de
zero, Py, este restul tmpdriiris lui P,y la Py, cu Semn
schimbat, atunci numdrul rdddcinilor reale ale ecuagiei
P(x) =0 este egal cu diferenta dintre numdrul variagiilor
de semn in girurile de numere

-Po(_ oo): Pl(_ °°)7 Pz(_' °°)9-"’Pm(" °°)
si (2.123)
Py(+ 0), Py(+ 00), Py(+ 0),..., Py(+ o0).

Demonstragie. Trebuie ariitat cd sirul de polinoame P,,
Py, ..., P, indeplinegte conditia de a fi sir al lui
Sturm. Din ipoteza c¢d P(x) nu are radicini multiple
rezultd cd P(x) si P’'(#) sint prime intre ele, adicd c.m.m.d.c"
al lor este o constantd diferitd de zero.Fie aceastd con-
stantd chiar P,,.

Pentru determinarea ¢.m.m.d.c. se folosegte algoritmul
lui Euelid. Algoritmul lui Eueclid aplicat polinoamelor
P, = Pgsi P, = P’ conduce la :

Py(z) = Py(x) Qy(x) — Py(x)

Py(x) = Py(x) Qx(w) — Py(w)
Py(2) = Py(2) Q5(x) — Pyw)

oooooooooooooo

S (2.124)
Pm—z(“") = Pm—l(w) Qm-—l(w) - Pm(w)

Sirul (2.124) a fost construit ca in enuntul teoremei. In
acest caz avem :

a) Py(x) = P(x) prin alegere.
b) P,(x) # 0, prin ipotezi.
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¢) Dach Pi(w) =0,1< 1< m—1, atunci din relatia
-Pt' 1£95) Py() Qz(m)‘“ a+1(w) rezulta Pz 1(#) =— Pipy(@),
adicad P;_y(2)P;,,(x) = — P i (x) <O. :

d) A mai rimas de demonstrat c& doud polinoame
consecutive din gir nu se anuleazd simultan. Pentru a
evidentia acest lucru se folosegte relatia

Pyw) = Pity(#) Qira(®) — Py o). (2-125)

Daci Pyx) = Puq(2) = 0, rezultd P, (x)=0, iar de aici
Pifz) = P,+2(w) = 0, ar rezulta P,4(r) =0 s.am.d., in
final ajungindu-se ca Pm_l(w) = P,(x) =0, fapt ce con-
trazice ipoteza cd P,(x) # 0 :

Dacd Py(z) = 0, atunci P'(x) - Py(x) = [P'(2) >0
deoarece P(z) = Py z) si P'(x) = Py(z) nu au ridicini
comune, din presupunerea initiald.

In cazul in care P(x) are ridicini multiple, adici P(x)
si P'(z) au raddeini comune, ¢c.m.m.d.c. al lor fiind P,(»),
polinom de grad » > 1, atunci

Jo(®) = O(m) » filw) = 1(.’1/)

P,(x) P,(z)
_ ( _ Pulw) _

Exemplu. Se considerd polinomul

P(x) =23 — 2 + x -+ 1.
Atunci
Pyzx) = P(x) = a®— a2 + x+ 1; Pyzx) = P(x) =322 —2x + 1.
Folosind relatia iterativd
Py_o(x) = Pp_1(x) Qp—1(x) — Py(2),
se obtine
Py) 10
x E—— x —
: 9 9
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deoarece prin impartirea Iui Py(x) la P,(x) se obiine relatia

1 1 4 10
Py(z) = —5-75‘"”9‘ Py(z) — "'6"0‘“';'

iar
27 171 99
99
de unde rezultd Py(x) = — .-4—-

in final rezultd urmitorul sir al lui Sturm pentru cazul considerat :

Pxy=a3—a*+ z+ 1
P(x)=3z*—2x 4+ 1
4 10
Pz(x)=—*9—x-—-?— -
99
Py(x) = — “4—‘

Se calculeazd valorile numerice pentra intervalul [— 2, 2] in punctele
—2, —1, 0, 1, 2, rezultatele trecindu-se in tabel.

=| A P A Womar. |\ N
X yanrialii \racaciniior
o . 7 2 H? SEmh /’Eﬂ/ﬁ
-2l -1 A e i 2
- TR i |
) . T 48
R R U b N e i A
1% 99
71 +3 + 2 e -7 7
(2 7 | +¢ -2 |- 1

Din analiza tabelului se vede ci pentru intervalul ales a fost depistatd o
radécini reald in intervalul (—1, 0). In continuare se poate aplica metoda
bisectiei pentru aproximarea riddecinii polinomului, ridédcini care se giiseste
in intervalul (—1, 0). De asemenea tabelul aratd c& in intervalele
(—2, —1) si (0, 2) polinomul considerat nu are ridécini reale.

La folosirea sirului lui Sturm, trebuie acordatd o
atentie deosebitd erorilor de rotunjire introduse de cal-
culator, erori care pot afecta semnul sirului de valori
Px),1=0,1, 2,..., m.
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CAPITOLUL 3

APROXIMARE $I INTERPOLARE

3.1. Introducere

In foarte multe aplicatii practice apare necesitatea
evaluirii aproximative a unei fumetii f: [a,b]— R. In
functie de natura aplicatiei functia f(x) poate fi definits
in diverse moduri :

a) Sub forma unui tabel in care se cunoagte valoarea

functiei pentru anumite valori ale argumentului

T | ® By ... By
f@) (@) f(s). . .f(@a)

Aceste valori tabelate pot fi caracterizate de un anume
grad de precizie ca in cazul tabelelor logaritmice, sau valo-
rile pot fi rezultatul unor observatii sau mésurdri expe-
rimentale, care in general sint afectate de erori.

b) Sub forma uneia sau a mai multor formule explicite,

de (xemplu
flw) =cos z + 3,
1+ 22, x>0,
flz) = 5, —2< <0,
22 - cosw, < —1.
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¢) Sub forma unei serii, de exemplu
' 2 xd
fy=1+a+ 5+

d) Sub forma wunui algoritm numeric, de exemplu
a:lgOI'itm finjt fO _ ao’ fk = wfk_l + ak, kk _ 1’ 2’- . .,’ﬂ,
unde ag, a,,..., a, sint date, sau algoritm infinit

f(W) ZJHZ: Yns
unde
Yo=@1 +2)2, >0,

1 x
Yot1 = E‘(yn + ‘_)’ n=0,1,2,..

n

e) Sub forma de solutii ale unei ecuatii diferentiale.

Fie f: [a, b] — R. Se pune problema determiniirii unei
functii F, care si aproximeze functia f in intervalul [a, b].
Se recurge la aceastd aproximare in doud cazuri: 1) cind
nu se cunoaste expresia analiticd a lui f, dar se cunosc
valorile sale intr-un numér finit de puncte, cazurile a)
gi d); 2) cind expresia analiticd a Iui f este destul de
complicatd gi cu ajutorul acesteia calculele sint destul de
dificile, cazurile b), ¢), e).

Pentru evaluarea lui f(z) se cautd o altd functie F(x)
relativ simpld astfel ca pentru orice valoare a lui
valoarea lui F(xz) si fie suficient de aproape de valoarea
hui f(z). Dacéd functia F(z) se alege dintr-o anumitd clasd
de functii, de exemplu din clasa polinoamelor de grad n
sau mai mic, pentru un anume %, atunci trebuie ca F(x)
s ia aceeagi valoare cu f(x) pentru anumite valori ale
Iui x. Aceste valori ale lui # sint adesea referite ca puncie
de interpolare. De asemenea se poate cere ca anumite
derivate ale lui F(x) s& ia aceleasi valori cu valorile deri-
vatelor corespunzatoare ale lui f(#) in anumite puncte de
interpolare. Se poate arita cd dach F(x) este suma a
n -+ 1 termeni ai seriei Taylor pentru f(#) in punctul
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x = a, atunci F(z) poate fi considerat ca un polinom de
interpolare pentru f(z) de grad » sau mai mic, deoarece

F# = fia), k=0, 1,...,n. (3.1)

S-a spus despre F cd trebuie si fie o functie simpld,
adicd usor de evaluat, diferenfiat, integrat. In multe
situatii aceastd functie aproximativa se prezintid sub forma
unui polinom algebmc, deoarece pe intervale de lungime
micd curba y = f(#) poate fi aproximati bine cu ajutorul
acestuia.

) Fie M = {f f:[a, b] — R} un spatiu liniar §i s& pre-
supunem c# printre functiile ce fac parte din M existd k
funetii o(@), @(®)y..., an(a;) liniar independente (func-
tiile o, sint liniar independente dacd din

CoPo(®) + e pi(®)+ .. . + pr(z) =0

rezultd ¢, = ¢, = ... = ¢;, oricare ar fi k). Aproximarea
unei funetii oarecare f din M, care nu este simpld (se
incadreazd in unul din cazurile @, b, ¢, d, ) se face printr-o
combinatie liniard de un numiar finit m, dat dinainte,
de functii liniar independente, adicd prin

F,(x) = Co@o(®) + o) + ... + Con P X) =
~ kﬁ ceorl®). (3.3)

Vom numi functia (3.3) polinom generalizat, iar apro-
ximarea funcfiei f in acest caz se face prin pohnoame
generalizate.

Foarte frecvent in procesul de aproximare a funectiilor
se iau ca functii liniar independente functiile

2 3 n
1, =, 2, »3,..., o",...

Functiile din sir sint simple, usor calculabile. In acest
caz F,(z) va fi un polinom algebric

Fo(®) = Pu(x) = ¢y + 6, + ¢2% + ... + c,a™.
(3.4)
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Un alt sir de fimei;ii liniar independente este sirul de
functii trigonomeirice

1, cos, sing, cos2a, sin2z, ..., coskzy, sinkz,...,

iar aproximarea se face prin polinoame trigonometrice
de forma

T.(2) = a, + acosw + bsing + a,c082x + bsin2z + . ..

«eo + ajco8me 4 b sinmae.

Din constructia functiei I, se vede cd nu este suficient
s#4 cunoastem functiile liniar indepedente, ea depinde i
de coeficientii ¢, ¢y,. . .,¢, care trebuie determinati. Pentru
determinarea acestor coeficienti, sd presupunem cd M se
poate organiza ca un spatiu metric, adicd putem defini
pe M o funciie, care s& mésoare distanta dintre doué
funetii din M. Dacd M = (°[a, b], multimea functiilor
continue, definite pe [a, b], putem defini distanta dintre
dous funetii f si g din M prin

a(f, g9) = max |f(x) — g(w)]. - (3.5)
€ [a.b]

Dacé aproximarea lui f se face cu ajutorul acestei distante,
se obtine aproximarea uniformi, iar d(f, g) are semnificatia
de eroare absolutd in metricd a lui g(x). Dacd in locul
lui g(#) in (3.5) se va pune F,(x) datd de (3.4), atunei

d(.fypm) =P (00,01,. <+ sCm)- (3-6)

De aici, un criteriu pentru determinarea coeficientilor
Cgy €.« 40, ar fi ca distanta dintre f si F' sd fie minimi.
In locul distantei (3.5) putem considera

a(f, 9)= {5 [f(2) — g(2)T dw}’” | (3.7)

‘ b 1/2
a(f, 9)= {S p@)[f@) — g(@)F doc} . (38)
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unde p(2)>0 si poartd denumirea de functie pondere.
Aproximarea datoriti acestor distante se numeste apro-
ximare in medie patraticd, respectiv. medie pétraticd
ponderati.

De remarcat c& distantele (3.7) si (3.8) nu au semnifi-
ficatia de eroare absolutéd in metricd a lui g(x), de aceea
le vom numi cvasimetrice, la fel se intimpld si in cazul
urmétoarei maisuri :

a(f, )= {): [f(a) — g(wi>]2}"z, (3.9)

=0

Loy Xy« %, fiind » 4 1, puncte cunoscute din intervalul
[a, b].

Metrica (3.8) in care g{x) se inlocuieste cu F',(x) definitd
de (3.4), m < n, conduce tot la o aproximare in medie
pitraticd, metoda de aproximare purtind denumirea de
metoda celor mai mieci pétrate a lui Gauss. Aceastd
metodd este utilizatd in prelucrarea matematics a datelor
experimentale. Putem de asemenea cobnsidera si metrica

afy 9) = Y 1f(@) — g(z)]. (3.10)

t==0

Considerind distantele definite de (3.9), respectiv (3.10),
in care g(x) se inlocuieste cu F,(x), definitd de (3.4), in
cazul m = n, §i impunind conditia de minim, se ajunge
la relatiile

fla) = Fy(z), i =0,1, ..., n (3.11)

Aproximarea in cazul acesta poartd denumirea de aproxi-
mare prin interpolare, iar polinomul generalizat F,(«), care
satisface conditia (3.11), polinomul de interpolare.
Functiile matematice sint adesea descrise in formi
tabelard, adicd pentru un set de valori ale variabilei
independente ,, %,...,5, sint date wvalorile corespun-
zitoare ale functiei f(x;), f(#,),. . .,f(#,). Exemple de astfel
de functii sint functiile trigonometrice, exponentiale, loga-
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ritmice. Procesul de gisire a unei curbe care si treach
prin punctele date in cazul determinérii valorilor lui f(x)
pentru valorile lui « neexplicitate in tabel se numegte
interpolare.

3.2, Interpolarea grafied si liniard

Una din metodele cele mai comune ale interpolirii
este metoda graficd. Aceastd metodd constd in desenarea
unui grafic continuu cu ajutorul wvalorilor din tabel,
utilizind un instrument corespunzitor gi tinind seama de
forma curbei pe intervalul considerat.

De exemplu, fie

Timp, s | 0 60 120 180 240 300

», km/s | 0,0000 0,1824  0,4747 0,7502 1,3851  3,2229

Din fig. 3.1 se vede ci graficul trece prin toate punctele date in tabel.
Daci timpul este £ == 150 s, viteza poate fi interpolatd ca 0,61 km/s.

v km/s
30
20 /
10 — .
1

g i
0 60 12016010 240 300s

Fig. 3.1

® Interpolarea liniard a fost introdusé prima datd in
calculul functiilor trigonometrice §i al logaritmilor.
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Daca din tabela functiei sinx se considerd urmétoarele valori ¢
z, in grade 0° 10° 20° 30° 40°

f(x) = sinx 0,0000 0,17365  0,34202  0,50000. 0,64279
atunci sin22° se calculeazi utilizind interpolarea liniard astfel :

sin 22° — 0,34202 22 —
— — ——, rezultind sin 22°= 0,37362.
0,50000 — 0,34202 30 — 20

Valoarea exactd a lui sin 22° este 0,37461, de unde rezulti o eroare
la a treia cifrd cind este utilizatd interpolarea liniari.

Formula generald de interpolare liniaréd se poate obtine
geometric prin wutilizarea asem#ndrii triunghiurilor din
fig. 3.2.

ﬁ f(x)
Flz)
f(x)

P}

Triunghiul A BD este asemenea trmnghmlul ACE, de:
unde rezults

_1_)_1_3_2_1341 o (@) — f(2y) = .
EC CA : f(a'z) — fl#y) Lo — ¥y ’

dup:i explicitarea lui f(x) rezultd

fl@) = flay) +LE=IE) g (312)

Dy — I
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O altd metodd de obfinere a formulei (3. 12) este folosind
ecuatia dreptei sub forma
fl@) = aw + ay,

nunde coeficientii a, si a, se pot determina prin conditia
«ca dreapta consideratd si treacd prin punctele (y,f(%;))
S (@0 f(@2)) :

f(#y) = a2y + @y, f@05) = o2, + a5
Rezolvind acest sistem de ecuatii in necunoscutele @, §i
Ay, rezultid :

_ flwy) — flo) _ _ J(m,) — f(@)
= v, — i@y = f(@1) 2y — @, &y

TFunctia de interpolare este atunci

f@) = (@) o gy — L@ —f@)

fl@) =

Ty — Ty Ly — B

.expresie ce se poate ordona sub forma (3.12). Relatia
{3.12) se poate pune sub forma

@) = floy) 2= 1 f(ay)

Xy — @, Ty — &y
«care dupi folosirea notatiilor

wz“‘ m—ml

§i oy(r) =
xz - J"l .’)&‘2 - -’El

ay(x) =

~devine

f(@) = ao(@)f(21) + ay(2)f(22).

Daci x satisface conditia a < # < b, atunci ay(2) si a,()
wint functii nenegative si

ag(x) + ay(x) = 1.
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Evident, dacé f(x) este o functie liniari, atunci proce-
sul de interpolare liniard este exact; in acest caz f'(x)=0.
In general este clar ci diferenta f(x) — f*(2) [unde
[*(z) este funetia exactd] pe intervalul [a, b] depinde de -
curbura funetiei f(«) si deci depinde de valoarea lui f"'(2).

3.2.1. Convergenta si precizia metodei de interpolare liniard

Fie f functia ce trebuie aproximati, f € C[a, b]. Pentru
un M intreg se construiegte functia F(M ; x) liniard pe
intervale, care coincide cu f(x)in M + 1 puncte de inter-
polare

w,:a_—f—ﬂb—;[—a), k=0,1,2, ... M.

In fiecare subinterval [z, #.+,]se determini F(M; )
prin interpolare liniard. Astfel pentru z e[, #+,], (3.12)
se poate serie astfel :

B(M 5 0)=f() + ——B_[f(@4y) — f(m)]*  (3.13)
pt+1 — g
Se urmiregte a se aridta ci
Lim P ;5 @) = f(a) (3.14)

uniform pentru z e [a, b]. Din (3.13) se poate scrie

F(M; ) = ay@) f(zx) + 0y(®) f(@r+1),

&, — €x — & .
unde ay(w) =—2 "2, g =—"""" & aqjx) +
Dy — Py Tty — Tg

4+ a)(x) = 1. Din aceste relatii rezultd
fl@) — F(M 5 3) = f(2) [a,(@) + ay(@)] — ag@)f(z,) —
—y(0)[(@e1) = (@) [f(@) — f(@)] (@) [f(@) — F(@p41)].
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Deoarece f(x) e [a, b], ea este uniform continu# §i rezultd
e | f(@) — f(z)| $i | f(@) — f(@41)| POt fi Ficute arbitrar
de mici prin alegerea lui M destul de mare. Prin urmare,

| | f(@) — B(M; @) <
<l aya)|| fl@) — fl@)] + lay(@) || (o) — flonsr)| <
<max (1f(@) — fl@)Llf@) = fl@wl)y  (315)

deoarece ay(z) = 0, a,(z) = 0 §i ay(z) + a(2) =1 eon-
tinud si se pistreze. De observat ci pentru convergents
nu este necesar ca punctele de interpolare s& fie plasate
exact la mijloc intre doué puncte consecutive date. Pentru
" o functie continu# definitd pe un interval inchis se poate
obtine precizia doritd utilizind interpolarea liniars, aratind
cd se utilizeazd suficiente puncte de interpolare. Este sufi-
cient a considera precizia funciiei liniare F(z) din (3.12)
care coincide cu f(x) in doud puncte a si b; astfel se poate
demonstra [128]:

Teoremi. Fie f(x) € C'[a, b] 8¢ f € D¥a, b). Daci F(x)

este datd prin (3.12), atunci pentru orice ¢ € (a,b) se poate
scrie

f(@) — F(z) = f(x) — fla) —

2 2 [f(a) — F(B))-
b—a

Mai mult, dacd pentru w e (a,b) avem |f"(x) | < M,,
atunci

— 2
(@) — F@) < ©—L o,
pentru orice x din [a,b].
Demonstrafie. Se introduc functiile
- _ 5 _ E(x) .
E(a) = f(@) — F(a) $iP(@) = ——
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Se observi cid P(x) nu este definitéd pentru ¢ = a, 2 = b,
cu toate acestea prin regula lui ’Hospital se obtine

lim P(x)= La) s lim P(x) = () .
x->a+ a — b X—>bh— b — a
Dacé se extinde definitia lui P(x) prin
a—b b—a

se obtine o functie care este continué in [a, b). Fie « € (a,b).
Se congiderd functia
O(z) = O(z; #) = f(z) — F(2) — (2 — a)(z — b)P(w).

Evident, pentru  fixat, ®(z; x) este o functie continud de
# in I i are prima derivatd continud pe I. Mai mult,
D''(z; x) existd pentru 2 € (a,b). Deci O(a; )= O ; )=
= O(x; ) = 0. Rezultq din teorema lui Rolle c¢& existd
¢ §i 6, cu ¢ €(a,x), ¢ €(x,b), astfel ci

D' (c;; ) = D'(cy; ) = 0.
Aplicind din nou teorema lui Rolle 1a ®'(z; ), se giseste
ci existd ¢ in intervalul (e, ¢,) §i ®(¢; x) = 0 astfel ci
D"(¢c; %) = f"(c) — F"(c) — 2P(x) = f""(¢) — 2P(x) = 0.
f7(e)

Deci F'"'(¢) = 0. Prin urmare, avem P(z) =——2—— §i

f(#) — F(x) = R(x) = (2 — a)(® — b)P(w).

Se observi cd in I functia (¢ — a)(# — b) are o valoare
maximéi absolutd pentru x = (a + b)/2:

E%fbl (# — a)(z — b)| = [(® — a)(®@ — b) [s=(@rty2z =
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e unde rezultd .

fla) — F(z) =2~ “)2(”"’ =2 p(0
g1 daed | f'(w)| < M, atunci
@) — Play < &= ar,.

Astfel teorema este demonstrati.

:3.3. Interpolare polinomiali

O altd metodd mai precisd de interpolare este interpo-
larea polinomiald a functiilor.

Dacid se dau % + 1 puncte in care valorile functiei
sint cunoscute, se pune problema determindrii unui poli-
nom de gradul » care s& treacd prin cele » - 1 puncte,
acest polinom numindu-se polinom de interpolare. In gene-
ral polinomul P,(x) de grad cel mult » poate aproxima
functia f(2) in intervalul ¢ < @ < b, dacd o anumitd
masurd (distantd) a derivatelor polinomului fatd de functie
Ppe acest interval sint destul de miei.

3.3.1. Interpolare Lagrange

Se dau valorile Iui f(x) in n + 1, puncte oy, oq,...,8, i
se doregte determinarea unui polinom F(x) de gradul «
sau mai mic astfel cd

F(x) = f(@), i=0,1,...,7. (3.16)

Se va ardta cd polinomul F(x) existd si este unie.

Teorema. Dacd . ..,x, sint distincte, atunci pentry
orice Yoy Yo - - oY, €XiStE un polinom F(x) de grad < n,
astfel ca

F(x) =y, 1=0,1,...,n. (3.17)
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Demostragie. Se definegte F(x) in felul urmitor :

Fl@) = Bfa) + Fy(@) + ... +F,(0),  (318)

unde
" — .
Fyz)= (II f) Yy 1=0,1,...,m (3.19)
j=0 &y — &
FEX]

Evident F(x) este polinom de grad < n care satisface
(3.17). Pentru a demonstra unicitatea se considerd orice
alt polinom G(x) de grad < » care satisface (3.17). Atunci
H(x) = F(2) — G(x) este un polinom de grad< w care
trece prin » 4 1 puncte ale lui f(#), deci rezulti H(z) =0
§i G(z) = F(=).
Exemplu. Fie

x5 =0, xy =1, X, =2,

Yp=1, y1=2’ y2:4-
Atunci

F(x) = Fo(x) + Fy(z) + Fy(x)
si din (3.19) rezulti

(x — x)(x — =) (x — xp)(x — =) (x — zg)(x — x)

F(x)= .
O e  E ) G )

Se observi ci F(x) este de grad < 2 si F(zy) = g F(zy) = Uy, F(p) = Uy
Substituind valerile x; si y;, se obiine

(z—1(x—2) (x—0)(x—2) (x—0)(z—1)
F(z)= 4=

(0 — 10 — 2 A—-01 —2) @—=0@2—1)
= (o= )@ — 2)—2a(z — 2) + 2 De —att —at1
—_—E—(a: Wz )—2x(x ) ac(x—‘ )——2—x —2—:1: .

Se poate verifica ugor ¢ F(0) = 1, F(1) = 2, F(2) = 4.
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® Metoda coeficiengilor nedeterminagi. O altd metodd
pentru determinarea polinomului de 1nterpolare se bazeazd
pe utilizarea variantei coeficientilor nedeterminati.

Se alege orice valoare convenabili pentru « §i fie

F(2) = ag(z — o) + a(@ — o)1 +...+ a,_(# —a)+a,
Se urmireste determinarea coeficientilor ag, ay,...,a,.
astfel ca (3.17) s& fie satisfdcutd. Rezultd sistemul de
ecuatii algebrice liniare

@y — ) + @@y — )" Lo+ 4 = Yo

ay(w; — °‘) -+ a1('7‘71 —af't e, = (3.20)

...........

Go(@, — oc)" + 061(00 —a)r A+ e, =y,

Sistemul (3.20) de n 4+ 1 ecuatii cu » 4+ 1 necunoscute
are solufie unic#, dacé determinantul sistemului

(@ — o) (Bo— )™ ... (@ — a) 1

D — (501 —_ oc)n (w — oc)""l N (w —_— Ot) 1 £ 0. (3_21)

(@ — @ (g a1 ... (2y—a) 1

Determinantul D este un determinant Vandermonde a
cdrui valoare este datd de relatia

”

D= 1] (% — ). (3.22)
i, j=0
i<j

Se wva verifica acest lucru pentru cazul « =0, n =3.
Atunci

A

o @ @, 1‘
D: =

x @l
3 x5 xy 1
= (g — @)Xy — Xa)(By — @) (X — @) (¥ — @) (W2 — @3).
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Deoarece x; sint distineti, rezultd D # 0 si a; pot fi
unic determinati.

S# aplicim aceastd metodd la exemplul de mai sus pentru « = O.
Atunci F(z) = aga® + a0 + a, 31 a3 = 1, ¢y + a; + a, = 2, 4y + 2¢; +
4 a, = 4, care dupd rezolvare dau a5 = 1/2, ¢; = 1/2, a; =1, obti-
nindu-se

Fe= et et
)= — & — .
2 2

© Metoda valorilor nedeterminate. Formula (3.18) poate
fi scrisd sub forma

n

F(o) =Y af@)y = 3, a(@) Fl@),  (3.23)

=0 =0

unde polincamele a;(z) au gradul < n. Din (3.19) avem

i X — ¥; . .
a(x) = Jf ——» 1 =0, 1,...,m. 3.24
() jl;](:)wi*—w;, ’ ’ 3 ( )

Pentru o valoare a lui « datd, functiile ay(#), a,(x),. . .,a,(x)
pot fi considerate drept coeficienti. Astfel F(x) este o
combinatie liniard de F(w,) eu valorile ay(x), ay(®),. . .,a,(x).
Evident wvalorile pot fi determinate din (3.24) §i F(x)
poate fi evaluatd fird determinare a coeficlentﬂor g,
@y, . .,0, ai polinomului F(#). In cazul interpolirii lui Lagra-
nge simpld, valorile sint date exphclt prm (3.24). Totusi
existd situatii eind astfel de expresii ca in (3.24) nu sint
date exphelt [1]. Cu toate acestea din (3.24) pentru un 2
dat se pot determina valorile prin rezolvarea unui sistem
liniar de ecuatii algebrice similar cu cel intilnit in metoda
coeficientilor nedetermlnatl

Tn cazul metodei valorilor nedeterminate se presupune
cd F(x) are forma .

n

F(z) =Y, a(@)F(z) (3.25)

1=0
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si se aleg a,(x) astfel ca ecuatia si fie satisficutd pentru

cazul particular F(z) = 1, F(a;) =g—a, F(x)=(r—a)?.

vy F(z) = (@ — o). Dacé, (3.25) este exactd pentru
astfel de funetii, atunci pentru orice coeficienti ay, @y,. . .,a,
avem

(@ — ) + (@ — a4 Fe, =

= Y, af@){eo(@ — o)t + ez —a)" 1. .. e, y(@—a)te.),

i=0
(3.26)

deoarece (3.25) va fi exactd pentru orice polinom de grad
<ninae—a

Datoritd faptului c¢i orice polinom de grad < » in
x — o este un polinom de grad < »n in ¢ = (v — o) —a,
rezultd cd (3.25) va fi exactd pentru orice polinom de
grad < » in @.

Cerinta ca (3.25) si aibé sens pentru cazurile particu-
lare F(x) =1, F(») = 2 — « implic

1 = ay(@) + a() + ... + a @),

(@ —a) =%(w)(%—a)"+(h( )(001~°t)”+ +%($)(w *fx)
(3.27)

Pentru un x dat se pot determina valorile a,(x) daci
determinantul D al sistemului este # 0 :

ax(x) = %, k=0,1,2,...,mn,

unde
D =(— ) H(wz““wa)n(mk-/”a)
1;;2,10%1? Jaﬁk
L (3.28)
Dy=(—1)" H (wi—wj)l'[ (@ — ;)
zJ 0 3¢k
waek,jaek
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S4 se aplice aceastd proceduri cind n =2 §i F(0) = 1, F(1) = 2,
F(2) = 4, unde x = 1/2. )
Fie a;(1/2) = a; i = 0,1,2. Atunci avem pentru « = 0

1=a,+ a; + a,

1
5 =0t a2

1\2
(——2—) = 0-aqy+1-a;+4-a,

3
8 ’

1

3
Dupd rezolvare rezulti a, = a = T ay =— Y

F1 3F(O 3F1 1F2—31+32 14 1
7)*8 I PO FOm gt e s

1 1 1
F(x)= e m2+—2~ x -+ 1, pentru « = -5 rezulti

1 1 1 1 1 1 1 11
i '

Deci se obiine acelasi rezultat [128].

© Meioda Aitken. Polinomul de interpolare al lui
Lagrange poate fi evaluat utilizind o serie de interpoliri
liniare prin metoda lui Aitken. Se va ilustra metoda
consideratd in cinei puncte de interpolare, folosindu-se
tabelul

J(my) .
I,
H@y) I 01,2
I, 0,1,2;3
(@) Iy To1,2,251 (3:29)
0.3 0,1,2.4
J(2s) T4
0,4
Sf(@y)
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Aici - avem

ﬂ —~ﬂﬁm3_1234

Iy ;= Io,l(w) ~

wl‘ $‘

€X; — & €r — & .
Lo = Iyy,i(2) =~ Iy, + L Iy §=2,3, 4

’

Tj— &y Ty — X,
x; — @ T — X, .
To105 = To,1,5,i(2) = Iyy,2+ Iopn §=3,4,
Wy—Py Ty — &y
Ty, — &
Io1,5,3,0 = Lo,0.34(%) = Io,0s “f‘ Io;1;2;4-
Xy — @y @y — 3
(3.30)

Este ugor de aratat e ;
Iy (2) = f(@y), ;k =0, .7
In continuare se aritd ci

Lyy.5(%) = f(ay), k=0, 1, j
Dar ’ '

-’L'j—‘

Iy 1,4(70) = Iy, () + uIm(%:‘ == f(@,)y

@ —w @; — T
Lo (@) = Ioy(@) = f(ay),
Io @) = Toa(@y) = f(a),
Ioa @) = Ioy(m)) = flag), j =2, 3, 4.

in acelasi fel se poate ardta ci
Io;-l;z.i(wlé) =f($k)7 k = 0, 1, 27 .77 (3'31)
Loy os4@)=flm), k=0,1,238, 4
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Deci I, ,,54(x) este evident un polinom de gradul patru
sau mai mic; rezultd cd acesta este la fel ca polinomul
de interpolare al lui Lagrange.

Exemplu. Pentru f(0) = 1, f(1) =2, f(2) = 4 avem

Tim TPy + 5y m 1y

= = x,

1T 10 1—0

I '2—x(1)+x—0(4) 14
= = — X,

&2 90 2-0 2

1 T b+ i 143 1+1‘+12
= : J— = — —x2,

2= 37 0¥ D) 2—1( 2x} 2 ° T

care este acelasi polinom obtinut si prin interpolarea Lagrange [128].

3.3.2. Conwergenta si precizia in cazul interpoldrii Lagrange

Presupunind c# se di o functie f(x) care este continud
pe intervalul I = [a, b], se va genera o secventd de funetii
bazate pe utilizarea interpolirii Lagrange si se va studia
convergenta acestei secvente.

Se divide intervalul I in M subintervale de lungime
h, considerindu-se punctele de interpolare

2, =a+khE=0,1,2,..,M, (3.32)

unde h = 97;—[‘—‘& . Se selecteazii un intreg n §i pentru

fiecare M > n se utilizeazd interpolarea lui Lagrange
in n + 1 puncte in felul urmitor : in orice subinterval

I, = [y, @], k=1,2,. - M, (3.33)
se utilizeazd interpolarea lui Lagrange in # - 1 puncte
bazate pe @34, @ §i » —1 puncte aditionale ecit mai
apropiate de . . P '

98 PO



Agtfel, dack n = 3, se va utiliza z,_,, Tr_g Ty Ty
dacd wel,; caz exceptie, dacd «el,, se va utiliza
Tpy %1, Ty ®g. De asemenea, dachd zel,,, se va utiliza
Dyr_sy Tagony Tarqy Ty Dindu-se x, se eticheteazi cele n--],
puncte de mterpolare care smt utilizate cu t,, t,...,t,,
unde t, <t < ... <1, Kvident se poate construl 0
secvents compusa dm functn]e

Fylw) = z%wvm o (3.34)

j=0

prin formula de interpolare Lagrange, unde

a,(2) = fI g—h, (3.35)
s=0 U — 1
S#4
Deoarece
Y aye) =1, (3.36)
i=o
avem
(@) = Fufz) =f(@) 3] a,@) — ¥, a@)ft;) =
<o i=o
= Z a;(@)[f(») f(tj ' - (3.37)

$i ,
[f(x) — Fylo)| < K(n).m_ax [f(@) — f(t))],

unde K(n) sint constante dependente de n care smt mér-
ginite pentrn 2 la5(w)l Presupunem exxstenm Tui K(n)

Din,eontinuitate& umforma a lui f(z) rezults,

max | f(a) — f(t,)| =0 (3.38)

0<jign
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cind M — oo, uniform pe [a, b}, si deci ‘
o lim [fle) — Fy(®) | =0 (3.39)

uniform pe [a, b]

Se va ariita ci constantele K(n) exists. F1eeare factor
al numitorului din (3.35) este cel mult A, de aceea numi-
torul este cel mult A*. Fiecare factor al numitorului este
cel mult nh. Deoarece numaritorul este cel mult nh, avem
Ja;(2) | < n" pentru fiecare j. Prin urmare

En) =3 la@)| < (n + 1)n"  (3.40)
=0

- In continuare se va considera precizia polinomului
de interpolare.

Teoremi. Fie f(x) € C"[x,, #,] i f(#) € DV gy, @,).
Fie 2y, yy. . .,@, numere distincte astfel ci x, < @, < ..
... < w, $t F(x) polinom unic de grad < n, astfel cd

F(a) =flz;)y ©=0,1,2,...,m. (3.41)
Dacia x € [x,, ®,], avem

fa) — B(a) = L= ZNE 0 (@ 7 Ba) gy

(n+1)!
(3.42)
peniru orice ¢ € (Tgy %y)-
Pentru fiecare k = 0, 1, 2,... se definegte
M, = max | (@), (3.43)

unde I = [#,, ,]. Atunci avem :

Corolar. Tinind seama de ipotezele teoremer, dacd fe+1)(z)

este continud pe I §i dacd @) — Ty =3 —T; = ...
. =Zy— &,y = h, alunci
|f(z) — F inad —M (3.44)
z x wt1e .
(@) — F(2)| < * 1) e
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Demonstratie. Este ugor de ardtat cd cea mai mare
valoare a expresiei |(# — )& — #) ... (% — ,) | este
presupusé in unul din intervalele 4, < < 2, §i #,_, <& <%,

* Mai mult, valoarea maxim¥ a acestel expresii satisface
megahtatea.

max [(# — @)@ — @) | max [(x—a,) (@ —x3)...(r—2,)<
ER <12 Xy<%<L ¥
nl

<% g1, | © (3.45)

Corolar. Cu ipotezele corolarului de mai sus avem

| | fla)— F(m>r<v3h3M
daci n = 2 si

h4
Ef(w) (w)! 21 M, (3.46)
dacd n = 3. ‘

Demonstragie. Pentru cazul n = 2, dacd y =& — @,
avem

Qz(x) (m — )@ — 2 ) (@ — @) = J(y - hz)

Evident Qy(x) tinde citre zero pentru y = -+ adicd

L
Ve
pentru « = x; 4+ L3

V3
l Q2 lmax =

se obtine

h 213
x = || =—— R
Qz( 1 V )l 9
Pentru cazul n» = 3, se ia y = 2 — (2, + @,) /2 §i avem

Qs() = (& — @e)(@ — B )@ — @)@ — @5) =

5 .. 9
=yt — ——h%? + — Bt
Yy 2 ;y’+16
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Evident Q3(x) tinde la Zero pentru Yy >+ i]/5—7@, adicd

pentru o = 2 _;— Y2 gi & _; Y2y = l/5h avem
m1+w2)1:_{l)_h4 (w1+$2 1 —57;,) e
Qa(——*—z‘ R s A kL :

Evident c# valoarea cea mai mare a expresiei
(& —o)(@—2 (@ —2s) (@ — ma)[apare inintervalele TySO< Ty
§i 2, < o < w;. Aceasta sugereazd faptul cd, ori de cite
ori este posibil, se va alege pentru x doud puncte de
interpolare mai mari ca 2 §i douid mai mici ca .

Exemplu. Dacid f(x) este tabelatd pentru z = 0(0,1)1 si se cere
f(0,37) prin intermediul unui polinom al lui Lagrange cu patru puncte de
interpolare, atunci se vor utiliza ca puncte de interpolare {0,2; 0,3; 0 4;
0,5}, in loc de punctele {0,3; 0,4; 0,5; 0,6}.

3.4. Interpolarea in mtervale egale

Dacé punctele x,, @y,. . .,x, satisfac relatia
h=o, —0,=2, — @, = ... =&, — Ty, (3.47)

polinomul de interpolare Lagrange se poate scrie sub
forma

F(z) = Y, a(@) f(2x), v (3.48)
k=0 . :
unde
" —j . & — X ,
e == k=o0,1,...,m, ¥ =—-—+ (3.49
a, (@) jI=Io o j’ 4y 3 Ny I ( )
j#k

In cadrul acestui paragraf se vor introduce o serie de dife-
rente finite. Aceste diferente finite sint :

Af(x,) diferenta la dreapta,

vf(x,) diferenta la stinga,

3f(w,;) diferentd centrata.
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Aceste trei diferente au interpretarea datd in fig, 3.3.
P 4y =F ey =P )

VE(x;) =f (2;)~F (wi~h)
2bfa)=raeh)-la-h)
}A (o) v
. I‘?f(mi) ‘

{
!
]
|
|
1

s e s S o S i R, Wi e

i
i
|
|
i
I
|

| | -
xi~h oy xith 2k z

Fig. 3.3

Dacd punctele de interpolare sint echidistante, atunci
calculele in procesul de interpolaresint mult simplificate
dacd se folosese formule ce implicd diferente finite.

Dacid Af(z) = f(# + k) — f(»), atuneci

ANf(z) = A(Af(2)) = A(flw + 1) — fl2)) =
= f(@ + 2h) —2f(x + h) + f(x),

Aa) = (A1 f(x)). \(3-50)

Utilizind aceste relatii, se poate construi urmitorul tabel
cu diferente la dreapta : -

v flz) AMf(z) Afle) A¥(w) A(@) Af(@)

@y (@)
Af(2,)

@ f(@y) Af(,) o
Af(2) Af(wy)

@y flag) Af(@,) Af(wo)
Af(2,) APf(my) A3f(y  (3.51)

rg flwg) Azf(wz)l Af(wy)

o Af(ws) Af(@,) -

&y f(@,) - A%(x,) :

o Af(wy) -
5 f(ws5) '
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In fiecare caz, elementul A*f(z,) este obtinut prin
sciderea lui A*f(x,) din A*~Yf(x,,), unde A*f(z,) = f(o,)
pentru k = 0. e

Exemplu. Si se}goﬁs_ﬁ;uias"cé ,téb,el}xrl cu diferente la dreapta pentru
funcfia f(x) = 23, x luind valorile intregi de la unul la cinci cu pasul 1.

x f@)  Afm  CA@ ARy M) ASf(R)

1?
1 1 ' .6 ,
7 - 6
2 8 . 12 0
19 ' 6 0
3 27 18 0
37 5
4 64 24
. 61
5 125

Teoremé. Dacd f(x) este un polinom de grad < n,
atunct A"*f(z) = 0.
,'Dew‘zohstvm,tie. Oi)era,tor}ul difére»m;ﬁ,r A este linjiar in
sensul céd '
| A(f(@) + g(@)) = Af(@) + Ag(a),
Alef(@)) = o Af(@).

Prin urmare, dacd f(2) = ay2"+ a2"* +... 4 a,, atunci

 (3.52)

Af(z) = a,A(z") + a,A(2" ) + ... + @:A(a,),

A(a*) = (@ + h)F — o* = khat~t + ... +h¥,
care este un p‘olindm de gradul % — 1. Prin urmare,
Af(x) este un polinom de gradul » — 1, iar A%(2) este un
polinom de gradul » — 2. In final, A*f(x) este un polinom
de gradul zero (adicd o constantd) si A f(z) = 0.
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Se poa,te aréta cé

2f(e) = flo + kh)—( )f(oa—~<k~1)h>+ o

+('2")f<muk T l)s(s)f(w b Gt

(3.53)
unde coeficientii binomiali (k ) sint dati prin ‘
8
s . - ,
(k):k(k De..b—s+1) k! (3.54)
8/

s! sl ik —s)! -

pentru k gi's intregi si pozitivi. ‘
Bvident e¢i cele prezentate anterior sint adevérate

pentru % = 1, deoarece Af(z) = f(x 4 h) — f(@). Presupu-
nind ed este adevirat pentru k, consadera,m

Af(0) = A(MF(2)) = Af(z + Fh) —( )Af<w+<k—1>h)+
( )Afmwc 2))+ .. +<—1)'( )Af(w+(k—s)h)+
+(~l)‘Af(w):f(er(klev)h)-—f(w+kh)—(f)[f(w+kh)——

— fta+(e=1m+ (5 )[f(w+(k~1>h>—f<w+(k—2>h1 o

. —i—(—].)s(}:)[f(w Lk — 8 4+ DRy —f@-(b—s)h)] + ...

b (<1 f(o £ B (—1FHf(). (3.55)
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Deoarece (k)+( k )= (k+1), atunei aré loc re-
s ;

s—1 s
latia (3.53).

Se poate utiliza relatia (3.53) pentru localizarea erorilor
in tabelele cu diferenfe. Astfel, dacd o eroare = este
comisy intr-o valoare tabelati, aceastéd eroare va fi propa-
gatd in forma din tabel.

Exempla

zy fo

Afy
z i A%,

Afy A3,
Zy [y Ay Atfy+e

Afy A+ ¢ Adfy—be
x3 fa A, e AY,—4e A8fy+15¢

Afyte A3f,—3e ASf;+10z A?f,—385¢
xy fite A2fy—2¢e Atf,+-62 ASf, —20¢ A%y 470
: Afy—e A3fy4-3¢ ASf,—10¢ A’f,+35¢
z f; Ay +e AY,+4e ASfy+15¢

Afs A3fy+e ASfs+5e
.’,L‘G fﬁ Aaf; . A4f4+€

Afg A3fs
% fr A%y

Afq
xs fs

Coeflmenl(u termenului eroare sint in flecare coloand coeficientii dezvoltiri
binomiale :

rAr AN AT AY ASF AP A A%

4+ e
+c —be
+ e —4e +15¢
: + £ ‘ — 3 +10e —35¢
+ & —2¢ + 62 —20¢e + 70e (3.56)
—¢ + 3¢ —10¢ +35¢
+ & —4e -+ 15¢
—e : + 5¢
+ e

Ercarea maxim apare in dreapta mtraru valorii functiei care a fost afec-
tatd de eroarea ¢. .
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3.4.1. Formula de interpolare Gregory-Newion

Daci se introduce operatorul de translatie Ef(z) =

= f(x 4+ h) §i operatorul 1dent10 sau unitar If(z) = f(=),
atunei

Af(@) = Ef(w) f(&")=(1'7—~1)f(m)-

Evident Bf(z) = E[Bf(x)] = B[f(a-+h)] = f(z --2h) ete.
Astfel se scrie . ’ ;

A=E—1Isi Af(z) = (B — I)*f(). (3.57)

Dezvoltind binomul (B — I}, se obtine
k P i 1 _ .
(B —Ip — B — (] )Ek;l-}—(Z)E" 4. b (=10

Deoarece E = I -+ A, avem

k k k
Et=] 2+ ... ¥ .
+(1)A+,(2)A ek )ar e
8

Sta+H=fia)+( | )Af o)+ (5 ) At +(} ) 2o
‘(3.59)
O demonstratie riguroasi poate fi datd prin induectie.

Rezultatul este evident pentru k = 1, deoarece f(x -+h) =

=f(x)+Af(x). Presupunind ci este adevirat pentru Fk,
atunci : ‘

flo + (k + Dh]=f(@+kh) + Af(w + kh) =

:[f(m) +( ] )Af(w) + ( )Azf(wr (:)Akf(w) ]+
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+[Af(m) +(’1“) A?f(m)+ +(k E ) ) A"f(m)]

+ ( Z) e (). (3.60)

Considerim acum problema interpoldrii functiei f(z)
bazate pe valorile x,, #,...,2,. Evident, valorile f(z,),
f(ml), o f(a;,,) pot fi utlhzate la determmarea lui A f( f o),
A%f(2y)y. . o A" f( ). Gonsudera,m acum funcfia

F(a) = f(z) + ( )Af(wa +( )A2f<mo)+ +
.+ (Z) AY(z,), T (3.61)

— &y . i . e
si pentru orice s intreg pozitiv

x
unde u =

\s s!

Evident, prin (3.58) avem F(x,) = f(z), £ = 0,1, 2,...,n
Mai mult, F(x) este un polinom in z de grad < ». Deci
F(x) este acelam polinom cu polinomul de interpolare al
1u1 Lagrange.

Exemplu. Pentru f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 4 se construieste tabelul
cu diferente

(u):u(u —1)...(u —s+1)"

oz f@ Afm)  AY@E)

o. 0 1
1
1 1 2 1
s ) 2 :
22 gt

Deoarece h=1, £, =0, avem u = (¢ — %p)/h = = i (3.61) devine

i

F(x) = f(xo) +( )Af(xo) + ( )Azf(;”o) + e +=(‘:)A”f(xo)~
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jar pentru exemplul considerat avem

MNf{xo):l +x-1+ Mq:

F(z) = [(z) + aA(@) + ~— y 5

1—}—1 1::2
sltgyet 5=

care este acelasi cu polinomul Iui Lagrange obiinut in celelalte exemple,
in practici nu se exprimi F(x) dup# puterile lui x. De exemplu daci

1
se cere calculul lui F( 5 ) se va calcula

1 1
B )= o+ A+ S ) =

—14 1+( 1)1 1875
- 2 s8] 8 T

3.4.2. Formula de interpolare cu diferenje centrate

Dacé este necesar un caleul de interpolare extensiv,
se va folosi formula de interpolare cu diferente centrate,
(4, 237, mult mai mult decit formula bazatd pe polinomul
Gregory-Newton.

Se presupune ¢ f(x) este datd pe valori spatiale echi-
distante numite x, ®;,, @®,...,0, unde (3.47) are loc.
Operatorul diferenta centraté & se definegte astfel :

3f(®) = f(x + h[2) — f(w —Rhf2). . (3.62)

Evident Sf(m) este definitd numai pentru Brr 120 =0, Lys s
..., —1. In mod similar

 SHf(a) = 3(3+If(a)).
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in continuare se prezinti un tabel cu diferente centrate
k z f(z) 3f(x) 3Bf(x) () 3(x)  Ff(x)
0z f(xp) )

3f(x112)
1 f(xy) 3*f(x)
8f(x3lp) 83 (2415)
2z, f(zy) 3%f(x,) ’ 8%f(zxy)
3f(x5/2) 33f(x519) 35f(25/2) (3.63)
3 a3 f(x5) 8%f(xy) . 8%(xs)
8f(x15) saf(xﬂz)
4 7y flxg) 3% (xy) .
3f(xots) - -

(%23

x5 f(xs5)

Se observi ci elementele de pe aceeasi linie au acelasi indice.

Se vor prezenta doudl formule de interpolare cu dife-
rente centrate : formula Stirling si formula Bessel. Pentru
a decide pe care s% o folosim pentru z dat, la inceput
se va gisi argumentul # in tabel care este a,proplafo de
x si se calculeazd u = r_z

< 1
- Dacéd ‘Iulgj, se va
utiliza formula Stirling, etichetindu-se & — x,. Atunci se
considerd punctele de interpolare »_,, @_(p-1)) - .5 -1,

Tgy Lyy + « «3 Bp_1y &, pentru orice p=>0. Formula Stirling de
interpolare este

F(w)~f<wo>+ulle<xo>+— 3f(ay) + UL ”st(wm

S

w(u? — 1) (u2 —2)...(v*—(p — 1)?) }
@p—1)! NZp—lf(""'o) +

wut— 1)(u?— 2)%...(u
* @p)!

=@ senfa),  (3.64)
tinde

N, f(@0) = - [8*f(ays)+ 8 (@il h=L35.  (3.65)
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Exemplu., Se considera formula pentru p = 2

h o« f(x) 3f(x) . ¥¥f(x) 33f(x) 34f(x)
=2 rp  f(x.y)
-3f(x_g2)
-1 Ty Ry 82f( T _y4)

(3f(x_y7)) (8%f(x_112))
0 (3%1(xy)) C3*()

1z f(xy) 3*(zy)
8f(x312)
2 x, ()

Valorile incercuite din tabel sint folosite in formula de interpolare Stirling. '

Daci —1— <lul < % , se utilizeazi formula de inter-

polare Bessel. Se noteazi punctele de interpolare apropiats
de x cu x, i @y, unde x, < x;. Evident x € [x,, #;]. Se
considerd punctele de interpolare @_,, _(;-), -+, ¥_1, Tp,
&yy- . 9Ty Formula de interpolare Bessel este datd prin

. . . e /02 __..1/4 S
F(z) = N, (?7112) + v8f(@y) + Tsz(@”lfz) +
oo —1/4) A‘ng(%/z) + ‘

.~v+ 3!

o + ; : (zp) { e ‘ N2Pf($1/2) +

Lot = LA~ 9J4). . T2 (2p — 1)¥4]

oo (9p+ 1\) z 821’+1f(w1,2)’
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unde
v =u = 1/2,

Nof(aye) = 5 [¥f(z) + Bflo)), k=024 (367)

Se va ilustra cu un exemplu tabelul cu diferente pentru cazul.p = 2.

k  « fy  Sf(x)  ¥x) 8y SYx)  f(x)
-2 oz, f(x_p) : )
Sf(x_32)
—-1 oz f(x.y) 8f(x_y)
o 8f(x_y15) 83f(x—i72)‘ o

.0 x

- S (@ih))
1.

Gre)

: 8f(as2) ‘ 83{(%’2) V
2 “"2 HEN) 3*f(xq) -
-3f(xs1)

3 x4 f(xg)

Valorile care sint incerchite sint acelea utilizate in formulele de interpolare.
Presupunind ci se dia urmitorul tabel de valori:

T 0 5 10 15 20

f(xyi 0 0,08716 _ 017365 0,25882 0,34202

si se doreste evaluarea lui f(12), atunci T = 10 si u=2/5==0,40. Aceasta
fnseamnd ci formula Bessel se va utiliza cu x, = 10, x, = 15. Se poate
-lua p = 0 si avem doar doui puncte de interpolare, sau se poateluap = 1
si xy, =5, x4y =10, x;= 15, £, == 20. Numiirtl » va {i egal-cu —0,1.
Paci se cautd f(9), atunci T= 10 si u='—0,2. Deci se va utiliza formula
Stirling cu. unul din urmitoarele seturi de puncte;

p=0: x,=10C
p=1: z_, =5 =10 x, =15

p=2: ;=0 H3=5 2,=10 ,x, =15 2x,=20.
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Formulele de interpolare cu diferente centrate au nume-
roase avantaje in comparatie cu formulele Gregory-Newton.
Este adevirat ci interpolarea pentru acelasi set de puncte
fixat va conduce la acelagi rezultat, nu are importantd
care formuld este utilizati. Totum in cazul formulei
Gregory- Newton, valoarea lui w va fi suficient de mare
in general, daci punctele de interpolare sint aproximativ
simetric plasate relativ la argumentul @ pentru- care: se
cautd f(x). Aceasta inseamn# cd termenii vor tinde la
zero mai incet deeit in cazul formulelor cu diferente cen-
trate, unde % (sau v) este. mic cind punctele de interpolare
sint plasate simetric fatd de . Dacid se aleg puncte de
mterpolare astfel ca w utilizat in formula Gregory-Newton

va fi mie, atunci valoarea lui # va fi aproape de sfir-
situl intervalului acoperit de punctele de interpolare.
Aceasta conduce la o eroare mare, deoarece expresia

Qul2) = (2 — 2)(@ — @)).. . (2 — a,)

care apare in formula erorii are un extrem destul de mare
in intervalul #;< @ < #,4,, aproape de sfirgitul intervalu-
lui decit de mijlocul intevalului. Astfel eroarea de aco-
perire este datd prin expresia

(2 — @p)(2—)). .. (2 —w,)
(n4+1)1

$i va fi normal destul de mare pentru formula Gregory-
Newton, unde u este mic, decit pentru formulele cu dife-
rente centrate utilizate cu seturi diferite ale lui- £ unde
U (sau v) este mic.

® Estimarea preciziei de interpolare. Se considerd pre-
cizia polinomului de interpolare F(z) ca o reprezentare
a lui f(#) cind F(z) este un polinom de gradul » sau mai
miec, polinom care coincide cu f(#) in #» 4+ 1 puncte
Ty = Ty +- kh, &k =0,1,...,%. Din cele prezentate s-a
vazut cd pentru diverse valori ale lui n se poate obfine
0 mirginire buni pentru |@.(®) ] in intervalul 2, < @ < 2,
unde .

YR (3.68)

szﬁwem» C (369)
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Cea mai dificild problem# este estimarea unei margini
pentru cele n - 1 derivate ale lui f(x).

Dacéd f(x) este un pohnom de gradul n + 1 sau mai
mic

f#) = a2 + a2 + ...+ @iy,

atunci ca o demonstratie.a teoremei privind liniaritatea
operatorilor diferentd avem -

A™Yf(z) = h*Y(n + 1)@, = B"tfCH)(z)  (3.70)
gi deci
AmHf(#)

=

Jo(@) = (3.71)

Astfel in acest caz se poate determina f™"+V(z) exact
prin raportul diferentei de ordinul » -4 1 a functiei f(«)
cu A"+,

In cazul general, dacd f(z) e O™ cu z,<z < @y + 1,
pentru un anumit k >0, se poate aratd [128, 24], ca

h—g h”"’1

= [ (). (8.72)

Trebuie multd atentie la functiile tabelate obfinute in
urma méasuririlor. unde existd variatii foarte mari ale
functiei intre punctele de interpolare [29, 25].

3.5. Interpolarea hermitiani

Intr-o serie de aplicatii practice pentru aproximarea
unor funetii se cere ca functia de aproximare s coincida
cu functia de aproximat in punctele de interpolare z,
@yy. .+ - &, precum si derivatele functiei de aproximare
(de un anumit ordin) s& coincidd cu derivatele functiei
de aproximat (de un anumit ordin) in anumite puncte
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din punctele de interpolare date. O astfel de interpolare
care impune conditii atit functiei de aproximare cit i
derivatelor acesteia este intilnitd in literaturd sub denu-
mirea de interpolare hermitiand.- v ‘

In cazul interpolirii hermitiene, daci functia de inter-
polare se noteazd cu H(w), aceasta trebuie si indepli-
neascd urmétoarele conditii :

H () Zf(mk)7 k=0,1,2,...,n, (3.73)
si pentru fiecare %, astfel ca o, > 1, s aib3 loc relatiile
HOz,) = fOa,) i =1, 2,..0; 0 (3.74)

Se pune problema, gisirii unui pollnom unic H(xz) de grad
m sau mai mie, unde . .

m=mn+ Y %
i=0
care si satisfacd conditiile (3.73) si (3.74). Problema se
reduce la gisirea a m 4 1 coeficienti e, Cyy Cpy
astfel ca cele m + 1 conditii date prin (3.73) si (3 74)
s4 aibd loc pentru

H) = ¥ a(e — g, (3.75)

1=0

unde £ este o constanti oarecare.

Dacid se pune condifia c# polinomul H(x) dat prin
(3.75) s& indeplineascé conditiile (3.73) si (3.74), rezulti
un sistem de m -+ 1 ecuatii liniare cu m -+ 1 necunoscute
Cyy Cpy- - +oCny Astfel polinomul H(z) poate fi gisit prin
metoda coeficientilor nedeterminati.

Dac# se considerd cazul in care «, este zero sau unu
(adicd lui H(x) i se cere doar ca derivata sa de ordinul
intii s coincidd cu derivata lui f(x) in anumite puncte de
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interpolare), atunci o forma, explicitd pentru H(m) arata.
astfel [128, 37]:

AP ([ o Pha) T,
Ao =% Pk(wk){[l (=) Pmk)]f () +
toay (@ — wnf'(wk)}’ (3.76)
unde
= I (z— @)%+ (3.77)
i

Exemplu. Se considerd n=1, ay = ay = 1, ¥ = a §i ¥, = b. Atunci
din (3.77) rezultd

P,=(z—x )°""H

Py=(z— a) = (z — z)? = (x — b)z} 3.18)

(x— xg)? = (x — a)®

Polinomul "H(x) devine

(==
A=) = s {[1 ~e-a = b)z] @+ (=~ a)f (a)}

y ez o {[1 — (@~ 1) ~(—_—)—] £0) + (= — BF (b)}
® = ap T

_ (x — b)? 1__2(1:——(1) f(a e — ,
- (a._b)z.{[ b — a ]()+( a)f(a)}+

@—arff, 2= by + (x — b 'b}’ 3.79
+ (b_a)z{[ — v]f()» @=nrop @

Se observi- ci H(x) este un polinom de gradul trei ‘sau’ mai mic si

H()=f@); HO)=f); H(@ =@ st HE®)=f®).

116



Se aplici metoda coeficieniilor nedeterminati pentru gasxrea lm co,
€1 €3> 3, Unde H(x) are forma datid de (3.75):

H(x) = ¢z — P + o(x — B + el — B) + 03} 3:50)
H(z) = 3cp(x — B)E + 264(x — B) + &5
Pentru cazul considerat zy = a, x, = b, rezultid patru ecuatii :
H(@) = f(a) = cy(@ — B)* + cy(@ — B + ca— B)+oy
H®) = f(b) = colb — B)® + cy(a — BY? + c(b— B)+oes
‘ (3.81)

H'(a) = f(@)= 3cola — B)* + 2cy(a — B) + ¢,
H'(b) = {'(b)= 3co(b — 8)* + 2,0 — B) + ¢,

Constanta f fiind oarecare, pentru simplificarea sistemului (3.81) se consi-
siderd B = a 5i b — a = h; astfel sistemul devine

c3 = f(a)
coh® + ¢k + coh + 5 = f(b)
. (3.82)
[ = f"(a)
3¢eh? + 2¢,t +- ¢ = f(b)
Sistemul (3.82) dupi reiblvare conduce la urmétoafele solutii :
¢ = —5 [f(@) = fO) + — [F'(@) +F O],
3 1
61 = — [f®) ~ (@] — — 2@ + [ ®)], (3.:83)
. (] .

= fa), .. :ep=f(a).

Dacd coeficientii ¢y, ¢;, ¢5 ¢y astfel -aflaii -se introduc in expresia

dul H(x) datd in (3.80) ‘pentiu § = a, rézultd expres1a Iui -H(x) datd.in
(3.79).
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Polinemul H(z) se mai poate reprezenta. si sub forma
[128, 48]

- H(z) = Z [te() () + te(@)f ()], (3.84)

k=0

unde t,(x) si #f(z) sint mirimi nedetelmmate care existd
§i sint unice pentru &k =0, 1,...,n. In cazul interpoliri
herml’uene prin aceasti metoda. pentru conditiile definite
in (3.73) si (3.74) existd ma,rmule

(@), B =0, Ly =0, 1,0, (3.85)
astfel ca

Z o, w)f‘” (o) + Z f, z(fb)f‘”(ﬂﬁl)+

j=0

4 z t.4(2) fO(,) —~§: }3 tos(@)fNz).  (3.86)

k=0 j=0

Metode pentru determinarea mérimilor ¢, () din (3. 85)

sint date in [J, 28 591, rezultmd cd H(x) din (3.86) este
unic determinat.

Pentru a evidentia eroarea in cazul interpolidrii hermi-
tiene, se procedeazi asemdnitor ea la polinomul lui Lagran-
ge de interpolare. Se poate arita [67, T5] cd

flz) — H(x) = ]‘[ (# — w;)u+? T(w) (3.87)
unde 7T(z) este o functie continuj si

T(x) =

(k—}— TTEAC (3.88)

¢ apartinind intervalului acoperit de punetele de inter-
polare. In acest caz [128, 81].

flz) — H(z) = (k+1)'n( )5+ fE+1 (7). (3.89)
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Se poate arita cd pentrucazul analizat n=1, ¢y=0y =1,
@, = a, £; = b $i H(x) determinat prin relatiile (3.78) —
— (3.83), eroarea are urmitoarea expresie :

(@ — @ (@ — @),
fl@) | H(z) = o1 (0=
_(x —a) (v —Db)*
B 24
ande ¢ € [z, 2;] = [a, b].

F4(®) (3.90)

3.6. Interpolarea inversi

Se considerd o functie datd sub forma

r | xy @ @y N @,
i ’ (3.91)
f(@) 1 Yo U1 Ys Ys Ya

De aceasts datd se pune problema invers : se cere determi-
narea unei valori x astfel ci pentru o valoare a lui y,
mnotatd cu ¥,, s aibd loc relatia

I(#) = ¥s. (3.92)

Interpolarea inversi este utilizatd frecvent. Se pune
problema cercetirii tabelului prin care este definitid func-
tia pentru gisirea a doud puncte de interpolare . care se
vor nota cu x, si x, astfel ca s# aibd loc relatia

[flz)) — g:llf(®)) — %] < 0. (3.93)

Se construieste functia liniard, de. interpolare inversd
I(z), astfel [128, 98]:

I(@) = 270 gz + L= %o
0 i .

By —4

— f(wl) =t (3.94)

X1 — Ty ‘
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Din (3.94) se exprimi x:

i) i e f(w.»)”l 592

Aceastd valoare a lui # reprezintd valoarea argumentului
pentru care functia are valoarea y;.

3.7. Aproximarea funetiilor prin polinoame _

In cadrul acestui paragraf se considery reprezentarea
unei functii f(#) (care este definitd si continud pe un
interval) printr-un polinom 7, (z) de grad » sau mai mic.
In [81, 42] se prezint3 diverse criterii pentru misura cali-
tatii procesului de aproximare a lui f(o) prin T,(@).

Se pune problema construirii unui polinom 7', (x) care
s minimizeze relatia

Jnax | To(2) — f(#)], (3.96)

numitd norma umforma, alui T, —f si este notata prm
I T, — fll sau | T, — flleo-

O altd misurd utilizats la aprecierea aproximarii este
norma definitd prin

(@@~ goral™ @

care este de obicei notatd prin | T, — fll,.
Pentru constructia lui 7,(x) se vor enunta doud pro-
pozitii necesare :

e Daci f(») este continud pe [a, b], atunci pentru
un # intreg existd un polinom unic determinat t,(x) de
grad < n, astfel cd-

» =max |f(c) — f(o) | < max | T,(a) ~f(z)|  (3.98)

a€x<L

pentru orice polinom T, (x) de grad < n.
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Mai mult, existé un set de n - 2 puncte x,, @y,. .+ Tpiy
din [a, b], unde w, < 7, < ... << Xppq, astfel ed

(@) —-f(w,) = (—1 )ism 1 =0, 1,...,m, (3.99)
sau o
(@) — f (@) = (—1)*e,y =10, L,e..m

Se poate demonstra ci ¢, — 0 atunci cind » — oo [42,
128].

@ Daci f este o functie continué pe intervalul [a, b],
atunei dindu-se un £ >0, existd un polinom 7' () astfel
ci pentru z € [a, b] avem

| Tp(z) — fl2)| <e. - (3.100)

Demonstratia pentru relatia (3. 100) se poate gisi in
{128, 46].

in [42, 128] se araté cd in general nu existd un algontm
finit pentru g#sirea polinomului de cea mai buné aproxi-
matie t.(x).

Dacé se inlocuiegte intervalul [, b] printr-o-mulfime
de puncte M, din intervalul [a, b], atunci intr-un numir
finit de etape se poate gisi polinomul {,(#) de grad < »,
astfel ci

max|t,(a) — f(2)| < max| Ty(e) — flz)| (3.101)

pentru orice polinom 7', (x) de grad <

In [128, 59] se prezmta un algontm pentru gisirea
lui t,(x).

3.7.1. Aprowimare polinomiald prin metodar
celor mai mict pdtrate

Se pune problema aproximdrii unei functii f(«) conti-

nue pe intervalul [a, b] prin polinomul T.(z) de grad
< n, in aga fel ca norma I, datd prin ’

Loy
I Tam flls = {S (T,,(w)——f(x»zdm} ;o (302)
§% fie minim3 pentru t‘oate-poli'noamele’ T,,(w) de’gi‘ad <n.
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e In locul intervalului continuu ¢ < # < b, se va
considera o mulfime finitd de puncte M : @y, @,,...,ox sk
se urmareste minimizarea normei I, :

17~ fls=[ 3 (Tum) — e |- (s.108)

Se definegte produsul intern a dous funetii f $i g prin
(f, g) dat sub forma

Sf(a; g(xz)dzr pentru x € [a, b]
(cazul continuu),

(f;g):

Ef z)g(w) ptntrucveM i=1,2,...,N,
i=1 (ca,zul diseret).

(3.104)

In continuare se va construi o familie de polinoame

to(@), ty(#),. . ., cu gradul indicat de indicele inferior, polk
noame care sint ortogonale in sensul ed ~

(t;y t;) = 0, dacd i # j. . (3.105)
Se observi ci dacd N > n, atunci
(t;, 1) = I, ||2 >0, 1=0,1,2,...,n, (3106}
pentru ci altfel 7,(x) = 0 pe [a,b] sau pe mulfimea dis-
cretd M.
Daecd un polinom de grad < n este nul in mai mult

decit n puncte, acesta trebuie si fie vldentle nul. De ase-~
menea in cazul intervalului continuu [a, b]

(t, 1) =t >0 (3107)

afard de cazul cind () = 0 pe [a, b]. Relatia (3.107) are
sens §i in cazul diseret afard de cazul cind #(#) = 0 pe
multimea discretd M.

1n concluzie, pentru ¥ > m; dach #(#) este un polinom
de grad < =, atuneci sau are loc relatia (3.107) sau altfel
i(#) = 0 nu.numai pentru multimea M dar pentru orice x.
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Constructia [128,42] sirului de polinoame t,(x), t,(2),. ..
se realizeazd cu ajutorul nrmétoarelor relatii de recurent :

1(2) =1

. (mtw tO) (Q;" ])

1(x) = wiy(w) —— "Ly (p) = @ ——2— (3.108)
; 1 ’ (t5y ty) ’ - (1,1) :
p+1(@) = wh(®) —aybi(2) —bitp_1(2), k =1,2,..

unde ‘

(it 1) (txy )
@, = —222 pp=—E . (3.1.09)
et (eers )

In continuare se va ariita cii polinoamele construite
prin relatia de recurentd (3.108)  satisfac. urmitoarea
relatie : S ’

(i35 btq) = (to-gy Tpt1) = « o= (tn tk+1) = (tm te+) = 0,
(3.110)

deei (3.105) rezultd prin inductie. Se aratd foarte usor cd
(foy 1) = 0.

Presupunind c& (3.1,05) are sens pentru oriced, j < k,
este ugor de ardtat i (i, {4q) = 0; sau mai mulf

(fe-1y tetn) = (851, @t(@) — “kik(‘?) — bty y(2)) =
= (fy-1y @) — llp_yy &) - bi(ti-1s teg) = ‘
= (¥h-yy &) — bulle-1y Te-1), ©(3.111)

deoarece (1.3, ;) = 0. Dar din (3.1,08) pentru'k > 2

Bt —(2) = 1,(2) + By 1oy (@) + Doy tya(®), (3.112)
astfel cd folosind (3.112) si (3.105), rezultd
| (Wteyy t) =-(b + Oy by + by Bepy ) =

= (b, &) + @Gzy(li-ay )+ Beoalbe-2rt) = (s B).  (3.113)
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Introducind (3.113) in (3.111), se obtine
(Be-1y Tet1) = (txs 1) — bk(tk—la Te-1)- : (3.114)
Folosind’expresia lui b, datd in (3.109), (3.114) devine

(B %)
(te-1y te-1)

= (t_m &) — (tka &) = 0. (3-115)

(tk—b tk+1) = (s tk,) - (tk—I, tk-l) =

Deci (tp-1y tety) = O pentru k >
Dacd k =1, din (3. 108) rezulta

(@t to) (“77 1) ‘
ot " )+( 1,1) @
(3.116)

Tl (2) = = ty(X) = tl(a:) +

si

(@t t)=[t, + 221 1) = 1, 1)+ 22 (1, 1= (1, 1),
1,1) 1, 1)

deoarece (1, f;) = 0. Astfel pentru k=1 (3. 115) devine
(15, %) = O §i, prin urmare,

(tezs tm) = 0 pentru kb > 1. (3.117)

In continnare se va evalua prddusul intern (tp-2y Txtq)-
Folosind relatiile (3.108), rezulti

(ti-2s titg) = (lyegy @ty — Oyly — byly ;) =

= (lpegy @ly) — Gp(lyegy )= Oylty_ay bimy) = (o, 1)
(3.118)
Daci k > 3, atunci din (3.118) rezulti
' By = tpoy + G G + bpog s (3.119)

124



si dacd se inlocuiegte in partea dreaptd a relatiei (3.118),
se obtine

(ti-2s o) = (Fiogy ) = (g + Oa-slyz + Doty 5 §) =
= (te-1y T) = Gposlliozy ) + Dpoafi-sy 1) = 0. (3.120)

fn concluzie se vede c3 relatia (3. 110) are loc pentru toate
valorile lui %, deci (3.105) rezulti prin inductie.

Exemplu (caz continuu). Se cere aproximarea functiei f(z) = 2% — 1
printr-un polinom de grad < 2 pe intervalul ¢ < x < b, unde a = 0,
b= 1. In acest caz se gisesc polinoamele cu ajutorul relatiei (3.108) : .

to(x) =1,

1
(aty, 1) (@ Sm 1
Xy, x, 0
t(x) = aty — 2 fy(x) = = g~ =z——0

(¢ to) 1, 1) Sl

ty(z) = xt(x) — ayty(x) — bil(x),

( 1 1
22— —z, - —
Gl ty) _ 2 2

ay = - ==
(tl,tl) 1 1
E——, - —
( 2 2
1 1 (1 101 xt 1 23 1 1 22 |1
Sx”dx———s xzdx—{«.——s cdx — | — — —-——-——-‘
0 2 Jo 4 Jo 4 o 310 4 2 1o
1 1 3 1 2 11 1 1
szdm—-S'xdx-l-——S dx iz »~xl,
0 0 0 30 2o 4 to
1 1 1
———
4 3 8 24 1
Y 1 + 1 1 2
3 2 4 12
1 1 1
(t 1) 2’ 2) 12 1
1T e ) (1,1) 1 12
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-5 1
Deci pentru a; = - si by = = rezulti

-1 1 1 1
o =ofom L= )L

2, 2 2 12
1 1 1 1

=% -z — z+ ———=22—x+ —
2 2 4 12

La fel se calculeazd si £;(x) cu ajutorul formulelor
Li(x) = xly(x) — azly(x) — bztl(n:),

(xty, &) (t2’ 2)
si b,

dy = - e
Py 1) ty 1)
in rezumat, se obtine sirnl de polinoame #), &, ,, f,... Pentru aplicalia
considerata sint suficiente polinoameie
1 1
fo(x) = 1, f{(x) = x — 5 t(x) = 2® — x + -6—- (3.121)

Se poate arita cd are loc relatia (f,, ) = (f, &) = (;, t,) = O pentru dome-
niul considerat (0,1), deci polinoamele sint ortogonale..

Fiecare polinom th(.'r), k=0,1,2,...,este un polinom
de gradul k, cu coeficientul lui 7 ega,l cu unitatea. Dato-

ritd acestm fapt «* se poate exprima ca o combinatie
liniard de polinoame :

to(@), 1,(w), o(@)y. - (@),
Prin urmare, pentru orice pohnom T,,,(a) de grad < =
avem

Ty(2) = ¥ Wtel@). (3.122)
' k=0

In continuare se urmireste alegerea constantelor 2, astfel
ca s& minimizeze expresia

1= 170 — S0l =| 3,

Nl w) ~ f(@) 1112 (3.123)

2
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Tinind seama de relatiile (3.1,06) si (3.122), se poate scrie I
sub formi dezvoltata:

I =(T,(2) — flx), T(x) — f(x)) =

== (ﬁ 7\zctlc(?l’) — f(=), kéo Net(2) — f(x)) =

= ¥ Mt 1) ~2k)'ﬁ Nt f)+ (, ) (3.124)
. =0

k=0

Pentru a determina constantele 3, care s& minimizeze
expresia lui I, se deriveazd I in raport cu A, :

oI ' .
— = 2[ N(ts B) — (& 1
o [M(tey ) — (&, )],
(3.125)
I (2(f, 1), dacdh k =p,
00N, 0, . daed &k # p.
Prin urmare, I admite un minim absolut daci
0 3
o1 =0 sau A =—(—t”-—"-fl, k=0,1,2,....n.  (3.126)
oy (tey 1) |

Introdueind valorile lui 2, din (3.126) in expresia lui I
din (3.124), rezultd ci pentru 2, ales avem

i (e f)? f) fzu

£=o0 (l, tk)2 m %)= ! z

',,= k, k)

tnf)+(f,f),

de unde, dupé executarea simplificdrilor, rezults

T=(hp-f-ml. g

k=0 (tzc’ 'tic)
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Pentru exemplul considerat, daci se folosesc polinoamele f;, determi-
nate in (3.121) si faptul cd s-a dorit aprox1marea functiei printr-un polinom
Ty(x) de grad < 2, atunci

2 3
To(x) = N} Matp = Mofo(@) + Mty(®) + Mla(a) =
. k=0

o 1
= kg + Ny (m—?)—i— M(mz—x+-6~).

Functia considerati pentru a fi aproxxmata este f(x) = 23— 1, xe [0,1].
Constantele A, se determini cu ajutorul relatiilor (3 126), deci pentru
exemplul considerat rezultd :

. 3

T (1 1 Sl o1 e
, ;

' 1 e 1
(:t———, xs-—l) S(x3—1){x———~)dx
N 2 b 2 9
1T @, tl)_(x— 1 1) ,

1
a2 —x + , x® —1}:
_(tzvf)_ ( 6 )
T - 1 1
& 1) (xg_Hd' xz_H__)
6 6

v ‘ 2: 1 d ’
So(x ——1)(m —x+~g—~) x— i

1 12 T 71290
S{mz—x-l—«-—) dx ;
0 6

Cu aceste valori polinomul de ¢ea mai buni aproximare este

3 9 1 1 1
| e E ICAE.)
To() T (m 2--) + 290 (m =t ) o
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. (
I= || Ty(x) = f(@)jz = So [To(x) — (23 — D]? de =

2
NN N NN O N ) Y )
=N E{,ab DT (o t) (b

In practicii este mult mai bine si se calculeze ty{x) cu ajutorul relatiilor
de recurentd (3.108).

® Gdzul discret.Pentru cazul discret cind M este o

multime finitd de puncte din intervalul [a, b] se proce-
deaza in felul urmétor. Fie

T(2) =¥ ca'. (3.129)

$=0
Se aleg coeficientii ¢; astfel ca
I=|T,—fI3 (3.130)

83 fie minim. Aceasta conduce la ecuatiile normale

Y a;¢=>b, i=0,1,...,n, (3.131)
j=0
unde

a,; = (o5, &), b, = (o f), 1,5=0,1,2,...,n (3.132)
Pentru » = 2 (3.131) devine

@g,0C0 + ¥,101 + G502 = by
al'oco + al,lcl + 0/1,202 == bl ) (3'133)
@q oCo -+ @5,1C1 -+ Ag,9C9 = b2

9-c. 44 129



Tinind seama de (3.132), sistemul (3.133) devine

(1,1)eq + (1, @)e; + (1, 2%)ey = b,
(%, 1)e, + (@, @), + (@, 226y = b, (3.134)
(2% L)e+ (22, 2)e, (a2, x?)e,=b,

Matricea asociatd sistemului (3.133), respectiv (3.134)
este o matrice pozitiv definitd si nesingulard :

%0 Po1 G2 1,1 G2 @Q,2°) '
A= Go @y G |=|(%,1) (2, 2) (2 27 (3.135)
G0 O21 Qa2 (2%, 1) (a% ®) (2% @%)
Rezultd ci sistemul (3.134) are solutie unicd. Mai mult
matricea A este foarte bine conditionats, fa.pt ce conduce
la obtinerea unei solutii preclse In cazul in care punctele

sint uniform distribuite in intervalul [0,1], matricea A
este apropiati de matricea lui Hilbert.



CAPITOLUL 4

CALCUL NUMERIC MATRICEAL

4.1. Intreducere

In foarte multe domenii ca : economie, fizic#, geofizics,,
analizd si sinteza retelelor electrice, cristalografie, struc-
turi ingineresti, mecanicé, aeronauticd ete., apar probleme
liniare, care implicd in rezolvarea lor calcule numerice
matriceale. Datoritd acestui fapt, in cadrul acestui capitol
se vor prezenta o serie de aspecte teoretice privind matri-
cele, elemente necesare analizei numerice gi utilizérii cal-
culatoarelor in rezolvarea problemelor liniare care implicd
calcule matriceale. Acest lucru apare in mod natural
pentru rezolvarea unor probleme din algebra liniard ca :
rezolvarea sistemelor de ecuatii algebrice, calculul valori-
lor si vectorilor proprii pentru o ‘matrice datd. In plus,
probleme de calcul matriceal apar gi la rezolvarea ecua-
tiilor neliniare, ecuatiilor diferentiale ordinare gi a celor
cu derivate partiale, teoria. arpoximirii etc., in care
metodele de rezolvare conduc in final la rezolvarea unor
probleme din algebra liniard cu ajutorul caleulului matri-
ceal. :

In esentd algebra liniard este un studiu asupra trans-
formérilor liniare ale spatiilor vectoriale abstracte. Avind
in vedere natura fizicd a elementelor ce constituie o matrice
rezultatd din aplicatii practice, se vor analiza transfor-
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mirile liniare pe spatiile R* gi C", presupunind ci sint
cunoscute proprietétile numerelor reale si complexe. Urmi-
rindu-se indeosebi caracterul aplicativ si de caleul pro-
priu-zis, o serie de aspecte teoretice vor fi doar enuntate,
indicindu-se bibliografie adecvatd privind demonstratiile
aferente. '

Pentru inceput se va considera C" spatiu vectorial »
dimensional peste corpul numerelor complexe 0, de vec-
tori coloand x, unde vectorul x, transpusul sdu x7 gi
conjugatul transpus x” se prezintd astfel :

7 )
@y
—_— . Tr

X = y XU = [@yy Boy o evy @iy o0 Ty,

.

P x? = [@1y oyee ey Ty v vy )

g

cuz,;eC,i=1,2,...,n. Prin R* se intelege spatiul vec-
torial » dimensional peste corpul numerelor reale R, format
din vectorii coloand X cu componentele &, @y,. . <y Tiy. - -, T
pentru x € R", x* reprezentind vectorul transpus care
este un vector linie (2}, %,...,%s,...,%,) C1 &; € KB pentru
1=1,2,...,n.

Pentru a evidentia modul in care aceste probleme ale algebrei liniare
apar din sistemele fizice, in continuare se vor prezenta citeva exemple.

Exemple. 1. Se considers refeaua din fig. 4.1 care este alimentatid cu
doi curenti I = 3A si I’ = 5A. Daci se scriu legile Iui Kirchoff, rezultd
urméitorul sistem de ecuatii pentru determinarea celor zece curenti I, Io,...

..» Iy din cele zece laturi ale retelei considerate : .

L+ L+I=1 I+I,+Le=I —L+I—I=0,

— I+ Iy— Iy=0, Ig+ I, — Iy = 0, —R;I; + Relg— Ryl = 0,
— RyI, + Ryly— Ryly =0, RyI, — Ryl — Ryly =0,
— R, + RyI, — Ry, =0, —R,J, — Ryl + RyI; = 0.
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TE54

Acest sistem se poate scrie sub formé matriceald astfel :

1 1 10000000\11\ I\

o0 o0 0 0 0 0 1 1 1 1, I
-1 0 0 1 . 0-1 0 0 0 0 1, 0
0 0 -1°0 1 0 0 0 —1 0 L 1=1o
© 06 0 0 1 0 1 0 0-1 I 0
0 0 0 0 0 0—-R, R, 0—Ry||I 0
0 0 0 0—R, 0 0 Ry—R, 0 1, 0
0 R, —R;, 0—R, 0 0 0 0 0 I, 0
~RR, O0O-R, 0 0 0 0 0 o I, 0

0 0 O—R 0-R, R, 0 0 0 /uw} \ o/

2. Sistemul fizic este format dintr-o retea electrici (v. fig. 4.2), are
un numir finit de rezistente si se numeste sistem cu parametrii distri-
buiti. Pentru modelarea matematici se aplici legea lui Ohm si faptul ci
suma tensiunilor in fiecare ochi de circuit este egald cu zero. Astfel se
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obtin cinci ecuatii cu cinci necunoscute I, I,, I,, I, I;, care reprezinti
curentii de contur. Sistemul de ecuatii are urméitoarea forma :
E — 2RI, — 8R(I; — I)) — 4R(I; — I,) = 0,
4E — AR(I; — I) — 2R(I, — I;) — 6RI, = 0,

2E — 2R(I, — I,) — 10R(Iy — I) — 2R(I; — Iy) = 0,
3E — 8R(I, — I) — 10R(I; — Iy) — 4R(I; — I) = 0,
— 5RIy — 2R(I; — Iy) — 4R(I; ~ 1) = 0.

o ek
4R 2R . i
3:;:: @R 10R 1'3” :':EE
e [ [l

iz

Fig. 4.2.

Dupa ordonare si scriere sub formd matriceald sistemul devine

14R —4R 0 8R 0 I, E

—4R 12R  —2R 0 0 I, 4E
0 —2R 14R —10R —2R || | = |2E

—8R 0 —10R 22R —4R I, 3E
0 0 —2R —4R 1R |\ J 0

3. Acest exemplu urméireste si evidentieze rolul calculului matriceal
la studiul si analiza structuriler. Prin structuré se infelege un sistem care
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are functia de a transmite sarcinile {107]. Existd diverse metode pentru
misurarea forfelor aplicate unei structuri sau a deplasirilor pe care le
suferd structura in m puncte situate pe anumite directii. In acest sens
apare necesitatea introducerii unui sistem de coordonate pentru identifi-
carea mdsurdrilor. Sistemul de coordonate folosit pentru méisurarea
fortelor si deplasirilor aplicate structurii pot servi si la mésurarea vitezelor
si acceleratiilor pentru anumite puncte ale structurii. Masurarile efectuate
asupra unei structuri pot fi puse sub forma a doi vectori: vectornl fortelor
si vectorul deplasarilor:

FT = [Fy, Fy, ..., Fyl, BT = [d;, dy..., dy).

Daci se considera relatia dintre vectorul fortelor F si vectorul deplasirilor
D pentru o structuréd consideraté, se disting urmatoarele moduri de compor-
tare pentru structuré :

— elastic, dacid aceasta revine la configuratia inifiali dupd aplicarea .
unei sarcini si inldturarea sarcinii respective;

— neelasticd, dacd structura nu revine la configuratia ini{iald dupi
inldturarea sarcinii care a fost aplicatd;

— liniard, dacd graficul D = f(F) conduce la o curbi liniari ;

— neliniard dacid graficul D = f(¥) conduce la o curbd neliniari.

in cazul aplicirii mai multor forte unei structuri, existd posibilitatea
méisuririi deplasarilor si deformatiilor interne, prin metoda superpozifiei,
efectuindu-se masurdrile pentru fiecare for{d in parte; dupd care se face
sumarea algebricd a rezultatelor.

Caracteristicile anumitor structuri sint rigiditatea si flexibilitatea care
sint materializate prin doi coeficien{i. Acesti coeficienti si sistemul de coordo-
nate introdus pot si ajute la caracterizarea si analiza unei structuri.

Se considerd o structura in doui coordonate, formatd din doud resoarte
cu constantele de rigiditate o si 8 si coordonatele 1 si 2 (fig. 4.3). Se pune
problema caracteriziirii acestei structuri cind se aplicd fortele F, si F,
ciirora le corespund deplasirile d, si d, in punctele de coordonate 1 si 2.
Pentru aceasta se aplicd metoda superpozitiei. Folosind metoda superpo-

?

917

Fig. 4.3.
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zitiei, se aplicd la inceput.forta F; = 1, celelalte for{e F; fiind egale cu
zero ; atunci se genereazi a; (i = 1,2), deplasirile rezultate din aplicarea
lui F1 1 sint a;F, (i= 1,2). Se observi.in fig. 4.3,b generarea coeficien-
tilor a;; si a,;, care reprezinti :

a;;, — deplasarea coordonatei 1 datoriti lui. F;

a21 — deplasarea coordonatei 2. datoritd lui F;.

in continuare se aplici structurii forta Fy (tig. 4 3, b) cu Fo,= 1, obtx-
nindu-se coeficientii de deplasare a;, si -

Pentru determinarea deplasirilor d, si d, cauzate de fortele F, si F,

prin actiunea simultani, se aduni deplasarlle datorate Tui Fjcu dcplasamle
datorate Iui F,, obtinindu-se

dy = ayFy + a;,F,, dy = @y Fy -+ @yl

A . an gy Fy
= . , D=AF,
dy A9y oy F

unde matricea coeficientilor este determinatd astfel :

sau

1 1
a3y LT o @
A = == B
an Aap 11 1
. w o+B

Matricea A se numeste matricea de elasticitate a structurii date in fig. 4.3.

4.2. Spatiile veetoriale R" si ("

Avind in vedere natura numerici a aplicatiilor fizice
considerate se va acorda o atentie -deosebita spatulor
vectoriale R” gi C".

Pentru orice n intreg si pozitiv R” este spatiul vec-
torial real n-dimensional al vectorilor coloand x cu com-
ponentele x;, @,...%;...,5,, unde z; € B; R" se mai
numegte gi spatiul n-dimensional al coordonatelor reale.
De asemenea, pentru orice » intreg si pozitiv, " reprezinté
spatiul vectorial complex n-dimensional al vectorilor co-
loani x cu componentele #,, @,,...,&,, unde x; € €¢; C*
se mainumeste gi spatiul n-dimensional al coordonatelor
complexe. Daci x gi y sint vectori coloans din R* sau
C", atunci ecuatia x =y este echivalentsd cu sistemul de
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ecuatii #; =y, pentru <=1, 2,...,n, care reprezinti
egalitatea componentelor celor doi vectori, de unde se
vede cd doi vectori sint egali dac# §i numai daci compo-
nentele lor sint egale. Pentru a defini un nou vector, este
suficient a specifica cum sint formate componentele sale.

S4 considerdm spatiile vectoriale R* si C* pe care sint
definite dou# operatii : adunarea dintre vectori i inmulti-
rea cu un scalar pentru vectori coloani din R* si C*.
Fie x,y,z vectori coloan¥ din R*:

@, | 2
Ty Y %y
X = : y y E . ’ Z = .
Ty Yx e ]
L Ty | | Yn ] | “n ]

Atunei adunarea intre doi vectori din R" este definity
astfel :

X + ¥y = z dacd §i numai dacd o, 4+ y, = 2, (4.1)

pentru i = 1, 2,...,m; @, Yy, % € R,
Dacd x, y, z e 0%, adunarea vectorilor in C" este
- definits astfel :

X +y =z dacid si numai dacd », +y, =2 (4.2)

pentru i = 1, 2,...,m i @, y;, 2, € 0.

Primele relatii din (4.1) si (4.2) reprezintd adunarea
vectorilor, a doua relatie din (4.1) reprezintd adunarea
numerelor reale, iar a doua relatie din (4.2) reprezintd
adunarea de numere complexe.
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- Dacd ke R* i X € R* iar kgeO’ si y € O, atunci

7 Ibl.’vl N k?yl
lx = | kywy | s Ty = | kaye|® (4.3)
i k $ﬂ . knyn

unde ;¢ B gi y,€C pentru i=1, 2,.

Partea dreapta a primei relatu dm (4 3) reprezintd
produs de numere reale (k,, ;¢ R), iar partea dreaptd
din cea de-a doua relafie din ( .3) reprezintid produs de
numere complexe (&, y, € 0). Considerind pe n = 2, adu-
narea a doi vectori gi inmultirea cu un scalar se pot repre-
zenta grafic ca in fig. 4.4.

Considerind spatiile vectoriale RB* si " peste cimpu-
rile R, respectiv ¢, unde adunarea vectoriald si inmulti-
rea cu un scalar au fost definite prin (4.1) — (4. 3), avem :

1.xX+y=y +x;

2. (x+y)+z=x+(y+1z);

3.x +0'=X;

4. X+ (—x)=0;

5. (kyep)x = Fy(KpX); (4.4)
6. (k; + k)x = kx + k,x; ‘

T ky(x +¥) = kX + ky;

8 1x =X,
unde x,y € R*, ky, k,e R, dar 0 si —x sint doi vectori
coloani care au forma,

0 -~
0 — &

0= . y —X = . ) (45)
0 — T,
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Fig. 4.4.

saux,y e 0" &y, k, € C, iar 0si —x sint doi vectori coloand
din 0* ale céror componente sint numere complexe, din
C scrise sub forma (a, b):

(070) ‘ ("—a’la—bﬂ
0,0 —ay,— b,

o |V , — X = ( %= ba) (4.6)
00 (—ny—by)

Ccu &y = dg + ibk, k= 1,...,7?/, @y bkeR, Ty € C.

4.21. Spatiul real R*

Notiunea de vector real n-dimensional din spatiul RB*
. este o genelahzare naturald a reprezentdrii punctelor din
spatiul R" prin coordonate carteziene. In acest caz R"
poate fi definit ca -

R* = { n-uple x: x; € R},

S-a arfitat cd R® este un spatiu vectorial, deci n-uplurile
pot fi numite vectori.

Justificarea acestei termmologn este faptul cd existd
o corespondentd biunivocd intre vectorii x € E* si punctele
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din -spatiul euclidian = dlmensmnal cu coordonatele
Ly, Loy o ooy -
Pentru exemplificare se cons1dera :spafiul euclidian tridlmensional

unde un punct A are coordonatele x,, ¥, =, (fig. 4.5). Pentru fiecare
astfel de punct existi un segment de dreaptd unic din originea 0 (0, 0, 0)

._.__) :
la punctul A, notat prin OA si reciproc. Dateritid corespondentei intre A

__._9 -
si OA, precum si corespondentei intre A(x;, x,; x3) si vectoral tridimen-

sional
*1

x4
R —>
acesta poate fi identificat cu A si OA.

Prinintroducerea operatiei de adunaresi inmul{ire cu un scalar (fig. 4.4)
a segmentelor de dreaptdi, se poate ardta cid multimea segmentelor de

dreaptd OA constituie un spatiu vectorial abstract.
X,
J

(0.0,x5) -—/7?/1(@.1"2.&?3)
[

!
I
I

(@,0.0) = ===~ RCERY

Zy
Fig. 4.5.

Prin analogie se poate spune acelasi lucru pentru R®,
—>

punctul A(ml, Zgy- - -4%,) §i segmentul OA ‘din originea
0 (0,0,...,0) 1a punctul P fund identificate cu vectorul
n dimensional
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dagoritd izomorfismului care exist intre cele trei mulfimi :
. >

{punctele A4}, segmentele de dreaptd {OA} si {vectorii x}.

4.2.2. Combinajii liniare

Fie x(” e R*; in acest caz vectorul x(9) ge poate scrie
sub forma

x(i) — . .

Fie ¢y €5y...,0, € R gix, x2,, ., xR
X = XV 4 ¢x? 4 ... + ¢, x#); (4.7

vectorul x este o combmatle linjard a Vectonlor x(, x(@ ..

., X jar scalarii ¢y, 02, .« ,Cp sint numiti coeflclem;u combi-
nafglex liniare. Daci ¢, = 0 pentru i=1, 2,...,p, combinatia
liniard (4.7) se numegte banald, altfel este nebanali.
Dacé se considerd ecuatia

@, 1 0 0
=2l .l 40| + ceet@a | | (4.8)
. : S 0
», 0 0 1;
aceasta se mai poate série
X = g4 g, e .. | e (4.9)

unde el sint vectori din R" ale céror componente sint
e =8, j=1, 2,...m Vectorii {el), e . 5 e™} ge
numesc. vectorii unitate din R". ;
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Din (4.9) se vede ci X € R* este o combinatie liniar
a vectorilor unitate {et), e . e} din R

De asemenea se observi ci dacd x = 0 (este vectorul
nul), combinajia liniard (4.9) este banald, altfel este neba-
nali. .
® Vectorii distineti x1, x(2,... xPe R* sint liniar
dependenti dacd i numai dacé existd o combinatie liniaréd
nebanald intre ei egald cu vectorul 0, adicd dacd i numai
dacd

X' 4 ¢ X2 4 L X2 =0 (4.10)

unde ¢; # 0 pentru cel putin o valoarea lui ¢ = 1,2,...,p.

@ Daci combinatia liniard (4.10) este banald, atunci
vectorii x!", x(3,, . . x!?) gint liniar independenti. Se observa
cd orice combinatie liniard care contine vectorul nul
0 este liniar dependentd pentru cd c¢@ = 0 pentru orice
¢ # 0 si combinatia ¢0 = 0 este nebanald. Datoritd aces-
tui fapt se poate afirma ci orice sistem de vectori din
R" care contine vectorul nul 0 este un sistem de vectori
liniar dependenti. Dacd se considera sistemul de vectori
{x, x, .. x®}  atunei

¥4 .
c0# 0.} xt1=0, (4.11)

=l

dacd ¢ # 0; combinatia liniard (4.11) este banali.

® Vectorii nenuli x(, x@,, .. x?e R* sint liniar
dependenti dac# si numai dacd unul din veetorii x®,
k=1, 2,...,p, este o combinatie liniard a celorlalti.
Aceastd afirmatie scoate in evidentd c# in cazul unei
combinatii liniare dependente, existd cel putin doi coefi-
cienti diferiti de zero, din

P
Toxt =0 (4.12)

t==1
§i dacd ¢, # 0 este unul din acegti coeficienti, (4.12) se
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poate serie sub forma

X\ — [ ]X(l) + ...+ [fk_:l]x(k_h +
Cx

Ck

+[E’C_~A] xk+) [Gp]x(p)

Cx Ck

e Fie x € R*; acest vector este liniar dependent fats
de sistemul de vectori x(V, x(3,. .. x¥) e R* dac# si numai
dacid poate fi exprimat ca o combinatie liniard a siste-
mului de vectori x), x,. ., x(#), :

o Sistemul de vectori. ell), e(®,.  e*) ¢ R* este liniar
independent, decarece se poate scrie relafia

0= ¢ e
sau dezvoltat
-0 1 [0 0
0 0 1 0
L l=al. + ¢, . +...4ec, . (4.13)
0 0 0] 1

Dupéd efectuarea operatiilor de inmultire cu o constants
si 0 adunare a vectorilor rezult :

0 o

0 ¢

. _— 2 9
0 Cp

aceastd ultimé re]atie avind loe dacd si numai dacd e; =0,
pentru 1 =1, 2,.

® Slstemul de vectom unitate {e“) e?, ... ,e} c R*
formeazi o bazd pentru R", deoarece eisint liniar indepen-
denti.
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Un spatin vectorial este finit dimensional daed el are
o bazi finitd, adicd are o bazd formatd dintr-un numir
finit de veetori. Din relatiile (4.13) rezultd cd R® este un
spatiu vectorial finit dimensjonal. Deci; intr-un spatiu
finit dimensional, toate bazele contin acelagi numir de
vectori. Deoarece sistemul de vectori {ell); el?,... e}
formeazéd o bazd in R", rezulti ci orice bazd in R* con-
{ine exact n vectori (deoarece toate bazele au dimensiunea
spatiului). Aceste elemente conduc la afirmatia ci dimen-
siunea unui spatiu finit dimensional este egald cu numérul
vectorilor din bazele sale, de unde rezultd ci dim R* = n.
® Dacid sistemul de vectori {y), y®,...,y*} e R"
congtituie o bazid pentru R”, atunci orice vector y € R*
se exprimé in mod unic ca o combinatie liniard a sistemu-
lui de vectori {y!!, y%,...,y"}.
Demonstratia rezultd imediat. Se considerd cd y are
doud reprezentiri in functie de baza considerat :

y=Y ay® si y=Y by

=1 i=1

Atunci

0= Y ayt — Z by = 2 (@ — b))y,

i=1 i=1 fe=1

Deoarece vectorii y", y2,. .., y™ sint liniar independenti,
rezultd a; = b;,1 =1, 2,..., n. Deci oricare ar fi vectorul
x € R", acesta are o exprimare unicé in funcfie de vectorii
bazei spatiului R".

4.2.3. Legdtura inire coordonate $i bazele ordonate

S-a aritat anterior cum componentele lui x sint coefi-
cientii combinatiei liniare prin care X se exprimid in
functie de vectorii bazei {e(, e?,..., e™},

® O bazé ordonatd pentru un spatiu vectorial este o
multime ordonat# de vectori (adicd in ordinea axelor de
coordonate) care formeaz# o bazé pentru spatiul vectorial.
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Presupunem ci se considerd baza ordonatd {vt!, vt , ..
..,v#} pentru R". Se gtie cd orice vector x € R* poate fi
exprimat ca o combinatie liniard unic#, fata de vectorii
din baza consideratd, astfel :

X =3 ayt. | (4.14)
=1

Se observd cé in acest caz se poate asocia vectorului
X € B* un n-uplu ordonat unie, de forma

x=|%|, (4.15)

unde a,, @,,...,a, sint coordonatele lui x cu privire la
baza ordonatd consideratd, sau componentele lui x cu
privire la baza ordonatd. .

De obicei, in cazul cind x € R", se scrie

T

fird a se mentiona ci ®,, ,,..., &, sint componentele lui
X € R" cu privire la baza ordonatd {el!,e!?,.. . e} e R"
Datoritd faptului ¢4 R" contine o multime de baze
ordonate, altele decit baza unitard (sau baza canonici),
trebuie specificat, cind se defineste un vector, la ce bazi
se referd. In acest sens se consideri ci baza {e(!), e2, ..,
...,e™} este bazi naturali a spatiului R", componen-
tele lui x € B", din (4.8), se numesc componentele natu-
rale, iar componentele lui x date prin (4.15) reprezinti
componentele vectorului x cu privire la baza {vi), v(? ..
ce vy, :

® Daci V este o bazi ordonati de vectori {vi!), vi2 |
...,v*} pentru R", atunci existd o functie coordonats
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Fyv : R"— R" astfel ¢d x € R" implici

&.,.8 2
s IS

dacd §i numai daei
X = qvl) + a,v® + ... + a,v".

Exemplu. Fie xe R? un vector de componente naturale

1
x=12
13
Atunci
17 o
x=1 +2- + 3 0} = 1e® 4 2@ - 3e®),
0 0 1

deci 1, 2, 3 sint componentele lui x cu privire la baza naturald {e()), e®),
e®}e R3.

De asemenea vectorul x se poate scrie sub forma

ot 11 2
x=1- |2+ |1 |+2.]1] =10+ (—2v® + 2v®),
5 . 1 '

unde {v(D), v2), v(®} e R? constituie o bazi pentru R%. In acest caz com-
ponentele 1, —2, 2 reprezintd coqrdonatele vectorului

1
X— | —2
2
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cu privire la baza ordonatd {v(d), v(2), v(3)} format# din vectorii

1 1 2
2 1 1
5 2 1

4.3. Transformiri liniare

Fie aplicatia & :R" — R", care asociazi unui vector
X € R* un vector unic y din acelagi spatiu (sau alt spatiu).
In acest paragraf se vor prezenta aplicatiile sau transfor-
mirile liniare,

Considerdm dou# spatii vectoriale U §i V peste acelasi
cimp F si fie o o aplicatie a lui U in V(&: U—V) astfel
cd, oricare ar fi u € U, existd un vector unic v € V, unde
S = V. ;

Daci pentruu,u?), u® e U i k € E aplicatia o satisface
relatiile

o (uM 4 u?) = o uV) 4 o u?®
_ (4.16)
o (ku) =k o/ u

atunci &/ este o transformare liniard sau o aplicatie liniarsd
aluiU in V. :

Denumirea de aplicatie liniard se justificd prin faptul cd
combinatiile liniare se conservd prin aplicatiile liniare,
adicdi  dacd se considery aplicatia liniard & : U — V,
atunci pentru a;, a...,a,€ B giu®V,u®,..., u® e U avem

H(a,u? + g, u® 4 ...+ a,u?)) =
= ad U+ g, SUD ...+ agd U, (4.17)
Pentru cele ce vor urma se introdue notatiile :
e 4(U,V) mulfimea aplicatiilor liniare a spatiului

vectorial U in spatiul vectorial V, adicd o € £ (U, V);
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@ vectorul v este imaginea lui u prin &, adied Hu=v;

ein cazul in care U = V, aplicatia M este liniars
pe U.

O aplicatie liniard este biunivocs dacd pentru. doud
elemente distinete u®® i u® din U corespund doud
elemente v gi v(% distincte din V. Se poate arita ci
prin aplicatiile liniare combinatiile liniare se conservi,
dar nu si dimensiunea lor [128].

Dacé o aplicatie liniard este biunivoci, atunei ea
este nesingulard. Dacd « este nesingulari, atuneci pentru
u®, u? e U cu uV# u? gi imaginile vV, v@ e V sint
distinete, cu & u=v"), o/ u? = v(?. Atuncipentru orice
vector v eV existd un vector unic u e U pentru care u
este imaginea lui v prin o/~ “ly =u.

Aplicatia inversd &£1:V — U este liniari, adici [128,
10]

AL1eZ (V, U).
Din cele prezentate se vede cd au loc relat;iilé
A1 () =, (I W) =v, A (B u) = (fBu), (4.18)

de unde rezultd ci aplicatia &/l este aplicatia identici
pe U iar aplicatia & o/~ este aplicatia identici pe V.

Ultima relatie din (4.18) introduce conceptul de produs
a doui aplicatii, care se executd de la dreapta la stinga.
De asemenea are sens §i suma a douf aplieatii [10]:
se considerd aplicatiile &, .#, 4 € £(U,V) sl se presupune
ch Su = v, #u=v? gi "Vu — v (®, Atunci se poate
afirma i /"= o 4 dacd §i numai daci vi®= v v,
oricare ar fi u e U. Are sens si produsul ks, unde k ¢ E
Fie ueU i ou=viliar #u = v®» . Atunci se poate
afirma c% # = ko dach si numai dacd v® = kv, oricare
ar fi weU si o £ (U,V). Din cele prezentate se
vede cd se poate face urmitoarea afirmatie :

® Multimea aplicatiilor £(U,V) este un spafiu vecto-
rial prin operatia de adunare §1 1nmu1t1re cu un scalar
definite astfel : o

1) M%eg(UV)a(d+£Z)u~—du+.93u
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2) keB si of e L(U,V)>(ku=kou (419)

pentru orice u e U [10, 119]. _

Dacé aplicatia & € £ (U, V), atunci urmitoarele afir-
maftii. sint echivalente :

— & este nesingulard;

— & are o invers#, &/ 1;

—rang & = dim U = dim V3,

— dacd {uM, u?,. .. u"} este o bazi vectoriald pentru
U, atunci {«/uh, gu?,..., o/u"} este o bazi vectoriald
pentru V.

4.3.1.. Coordonate $i matrice

Fie o € £ (U,V), unde U este un spatiu vectorial p
dimensional gi V un spatiu vectorial, ¢ dimensional. Deci
U si V au bazele vectoriale ordonate {xV, x®, ..., x®},
respectiv {yV, y@,...,y@},

In continuare se va arita cum se poate utiliza matricea
A in cadrul unui algoritm pentru calculul coordonatelor
vectorului ve V, dacid v este imaginea lui ue U prin &.
Dacd ue U este un vector arbitrar, atunci acesta se
poate serie ca o combinatie liniaréi de vectorii bazei ordo-
nate a spatiului vectorial U, adicid

u = XM 4 u,x@ 4 L 4w x0), (4.20)
Astfel se poate asocia vectorului u coordonatele sale rela-

tiv la baza {x\U, x®@,, .. x®}:

(4.21)
-

Daci u=v.eV §iv se exprimi in functie de baza ordo-

natd din V, atunei din (4.20) rezultd

V= o = L(UGXD 4 4x® + L upx?)) =
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= U I XV U XD+ L Uy A X = (4.22)
= w2 + uz@ 4 L.+ uy, 2,

Din (4.22) se vede ¢ vectorii bazei ordonate {x, x2)_ ...
...,X?} din U au ca imagine prin & vectorii {z(, z@,...
...,Z?} din V,vectori ce se pot exprima sub formi de com-
binatii liniare de vectorii bazei ordonate din V. In acest
caz relatia (4.22) devine

V= U = uy(a, O + auy® + ...+ agy?)+ ug(‘alzy(r‘) +

Aoy YO F a0V D) FUp (Y V- Gy Y B - a9 =

= (U095 gtz + o AUy + (ulazl 4 Uply + ...

oo FURA)YE) A (Ugllgy - Uy F A Upa) YO =
= o,y 4oy 4+ ... 4 0, ¥ = v,

Din (4.21) se vede ¢i ue U are eoordonate relativ la
baza {x), x®,... x®}, la fel va avea §i ve V relativ la
baza {y™, y@,..., y¥} si atunci se poate realiza corespon-
dentd '
!
Vg

(4.24)

v >
Vg

Din (4.24) se vede cd dacd sint date componentele wu,,
Ugy. . .4,U, ale vectorului we U, atunci se pot calcula
componentele v, v,,...,9, ale vectorului v e V cu ajutorul
sistemului de ecuatii

Oy = Uplyy + Uslyp + ...+ Upayp
Vg = Uply; + Uplopt -« + Upllyp (4.25)

. -

O = Uplgy F Uglgyt o+ Uplygy
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Sistemul de ecuafii (4.25) mai poate fi seris §i sub forma

.

(%1 Ay Qg2 - Oy Uy

Joe {2 |0 @2 oo an| fua], (4.26)
Uy Ay Qg ;“qp | Uy

Daci se introduc notatiile

Uy Uy

ol _

Cw, = vy, =% (4.27)
Uy Vg |

reprezentind coordonatele vectorilor u gi v relativ 1a bazele
{x, x®,...,x#} e U, respectiv {y, y@ . . .,y@} eV,
atunci (4.26) se poate serie sub forma .

Cvy=du, (428

unde A4 este matricea asociatd transformérii liniare &
e Z(U,V)relativ la cele doud baze ordonate devectoricon-
siderate. Relatia (4.28) permite calculul vectorului v, cu
ajutorul vectorului u,. Se observi cd matricea 4 are di-
mensiunea p X ¢, unde p si g sint dimensiunile Iuni U,
respectiv. V. Coloana ¢ din 4 reprezintd coordonatele
vectorului imagine din V, &/x9¢ V, relativla baza ordonatd
{y, y2, ..., y9}. Evident & este complet determinati
prin alegerea bazelor in U §i V.

Avind in vedere natura aplicatiilor din praetic#, aten-
tia se indreaptd la spatiile vectoriale R* gi C" §i de aceea
foarté des se utilizeazd baza naturald {elV, e, . . e},

4.4, Produsul intern in R"si O"

Fie x, y € R*. Atunci
(x, y) =2, + ToYs + oo+ Balay (X, Ve Ra (4.29)
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se numegte produsul scalar al vectorilor x i y. Produsul
scalar (X,y) € B poate conduce la urmitoarea interpretare
geometricd : dacd vectorii X gi y-corespund vectorilor

— — B
OP si OQ introdusi in acest capitol, atunci pentru x,yeR3?,
produsul (x,y) se poate exprima astfel prin relatia :

(x,v)=Va? + o} + a% Vy? + 93 + 43 cosb, (4.30)

unde 6 este unghiul dintre segmentele de dreaptd orien-

—_— —>
tate OP i 0Q. o
Din (4.30) se. vede ci daeci x|y, rezultd 6 = 90° si
(x7¥) = 0. .
~ Daci x,y € R*, atunci
| (X, V) =oy,+ @ys + .. + Zu¥a (4.31)

se_numeste produsul intern al vectorilor x §i y; in acest
caz X §iy € R* sint ortogonali dacd i numai dacé (x, y)=0.
Din aceastd afirmatie rezulté ci vectorul nul 0 este orto-
gonal pe orice vector din spatiu.

Produsul intern (scalar) poate fi generalizat pe orice
spatiu vectorial real. Fie V spatiu vectorial pe R. Atunci
produsul intern este o functiecare asociazi fiecdrei perechi
ordonate de vectori X,y € ¥V un numir real (x,y) care
satisface urmitoarele proprietiti :

1) (x,x) >0, dacid x # 0;
2) (%) =(y,x), dacd x,yeV;

3) (X +y,z)=(x,z) + (¥,2), dacd x,y,zecV; (4.32)

4y (kx,y) = W’Y)}, dacs ke R si x,y e V.
(x,ky) = k(x,y)

De asemenea dacd x = 0, rezulti (x,x) =0, respectiv
0,y) = (y,0)=0.
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Un spatiu vectorial V impreund cu produsul intern
definit prin (4.32) este numit spatiu euclidian. Tinind
seama de interpretarea geometricdi din R3, o metodid de
a defini lungimea unui veector in R” este utilizarea raddcinii
pitrate a produsului intern

Vix,%) =V + &% + ... + a& (4.33)

In anumite situatii este preferabil in R* si €™ si folosim
produsul intern gi s& tratdm vectorii ca matrice con-
stind dintr-o singurd linie sau o singur# coloanid. Se con-
siderd dou# matrice cu elemente din R" gi se formeazi
produsul matricelor de dimensiune 1x#n §i »n x 1, obtinin-
du-se .

by

b.21

[ay 01z ... @1,] = [eul, (4.34)

by
unde

ey = @y by + by + oo+ Gy by

Tinind seama de notét;iile din 4.1 (x si x7), se vede din
(4.34) e

(x,y) = ¥* x i (X,y) = det (¥y” x).

Pentru definirea produsului intern in ¢" se introdue
urmétoarele notatii :

@ Dacd ¢ = a + ib, atunci ¢ = a — ib (complex con-
jugatul). ,

@cc = a? -} b2gicc = |ecl%

@ Dacid b = 0, atunci ¢ € R, de unde rezulté cé corpul
numerelor reale este 0 mu]tune a lui €. In acest sens se
vor prezenta o gerie de proprleta,tl

00 #cel=0<ccecR;

eacR<sa=a;
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0d e MyPesd = A;
ececl=(c+c)eR;

0AeMY? = (A + A)ye My ' (4.35

2
i

®cde (¥ :.6&———5&;

e A,B conformabile = AB = AB;
ecc(=¢=c;

'-AeM‘g? =>4 =A4;
oc,deozé—@f—-é+d;
edBeM® > ATHB— i+ B

Fie V un spatiu vectorial peste €. Atunci produsul
intern pe V este o functie care asociazd fiecdrei perechi
ordonate de vectori #,y € V un numir complex (,y)
satisfdcind proprietitile :

1) 0 < (x,x)e R, dacd x # 0;
2) (x,¥) = (¥,x), dacd x,yeV; (4.36)

3) (x +¥,2) = (x,2) + (¥,2), dach x,y,z€V;

£ (0% V)= gack ce € six,ye V.
(x; ey) = G(X, y) .

Folosind relatiile din (4.36), se poate arita cd x = @

implicd (x, y)=0 i pentru y € V rezultd (0, y) = 0. Pro-
dusul intern pentru x,y € C* este dat de relatia

(%, ¥) = &Y, + @Y + .. .+ Ta¥a - (4.37)
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in sensul relatiilor din (4.36).

De asemenea dach x,y € C", atunci x gi y sint orto-
gonali dacd (X,y) = 0, iar vectorul nul 0 este ortogonal
pe orice vector din €”. Orice spatiu vectorial V impreund
cu produsul intern definit prm (4. 36) se numegte spatiu
unitar, ca o consecintd, €* impreuns cu produsl mtern
{4.37) este un bpatm unitar {42, 17].

Se observd cd un mod pentru a defini lungimea unui
vector X € C" este de a utiliza valoarea pozitivi a radi-
cinii pidtrate a produsului intern :

Vxx) =Vie® + [2:* + ... + (& (4.38)

Dacd 4 € M¥ cu A = (a;), atunci A¥ este matricea
obtinutd din 4 prin luarea transpusei lui 4, adicd

" = (a5, (4.39)

jar A¥ se numegte complex conjugata transpusei lui 4
sau conjugata hermitiand a lui 4.
Fie x € C". Daci

@y
, el i =12,...,n=>x" = [&, Ty ..., %0,
2, (4.40)

atunei produsul intern poate fi seris sub forma

(x,y) = y'x. - (441)

In cazul in care se consider# dousi matrice 4 si B,
dacd a este linia ¢ din 4 si b este coloana j din B, atunci
pentru produsul matriceal cu matrice reale sau complexe

¢; = a’h; dacd matricele 4,B e R", atunci ¢; = (b, a),
iar dacaA B e 0", atunci ¢ ;é (b, a) pentru ci (b,a) = a%b
§i nu cu ah in cazul complex, fapt care 1mpune aten‘me
pentru inldturarea confuziilor.
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4.5. Tipuri speciale de matrice; proprietiti

In acest paragra,f se vor prezenta in special matricele
din M2*? si M2*e, tinind seama de natura elementelor
ma,tricelor ce apar in aplicatiile curente din practied.
In acest sens se poate afirma ci matricea A este :

@ 0 matrice complexii hermitiand, dacd A e M§*?gi
are proprietatea A¥ = AT ;

@ o matrice simetricd rea]a, daci 4 e M”X" $i are pro-
prietatea A¥ = A7, in cazul complex al matricei hermi-

tiene (ay) = (&;), iar in cazul real, (a;) = (as).

Exemple

3 1—i 3 1 —1
L1+ 5 1+ 5

1 5 1 5
A= , AT = = A = AT,
5 7 5 7

In cazul matricelor complexe si pentru ke €, au loc
urmstoarele relatii :

1) (4% = A4, 3) (kAT = kA",

2) (4 + B = 4¥ + B¥, 4) (AB)? = B7A".
Daci matricele gint reale si k € R, atuneci

1) (47" = A7, 3) (RA)Y" = kA",

2) (A + B)Y = AT + BT, 4) (AB)T = BTAT,

cu mentiunea ci matricele considerate permit ea opera-
tiile de mai sus s4 aibé sens, din punct de vedere al dimen-
siunilor lor.

eDacd A € M7 = AA¥ este hermitiand.
o Daci 4 € MY*™ = AAT este simetricd.
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@ Dacid A admite A~ gi. B admite B!, atunci AB
este nesingulard. Cu alte cuvinte :

det (A B) # O®det.A # 0 §i det B # 0.
De asemenea, au loc relatiile :
1) (A-1) =4, 2) (kA)1=(1/k)A"!, e) (AB)-! = B-14-1
péntru ke R si A,B e M%** nesingulare.

@ Dacd 4 € M3, se definegte 4° =1 si A! = A i
dacd n >1, se definegte:

1) A*=AA ... A, 3) (Am)™ = A"m
2) A™ AP = Am+n 4) AmA® = A" 4™,

@ Dacii A € M?" este nesingulard, atuneci
(AW = (A7) 1 = A7 4i A-¥ A" =1
@ Dacsi A € M2** este nesingulard, atunci
(AN = ATyt =A"T51 ATAT =1T.
@ Dacii A € M3** este nesingulard gi dacdh AT = 4-1,
atunci 4 se numesgte matrice ortogonals.
@ Dacii A este ortogonali, atunci AAT = I.
Se observi cd produsul matriceal 447 implicd produ-

sul intern, unde vectorii sint liniile lui 4 ; dacé aceste
linii sint veetoru {at, al® . . ak}, atunci v

(‘a(l), a(l)) (alt, al?) ... (a(l), al")

2, ay (a®, al @, gl :
(a ) a ) (a ? a ) i (a b a ) :(8‘1). (4.42)

AAT =
(a(")’ a(l)) (a(”)’ a(z)) v (a(")’ al™)
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Altfel spus, liniile lui A sint mutual ortogonale, in plus
fiecare linie a lui A are o lungime unitari, vectorii cu
lungime unitars fiind numit{i vectori normalizati.

Un sistem de vectori {x1, x(?,... x"} normalizat si
mutual ortogonal se numegte sistem de vectori ortonormal.
Dac# A este o matrice ortogonald, adics AT = A4-1,
prin amplificare cu A4 la stinga sau la dreapta rezultd
relatia AAT = ATA = I, obtinindu-se urméitoarele rezul-
tate : ‘

® Dacéi 4 € M3 " si este ortogonald, atunciatit liniile
¢it 8i coloanele formeazi sisteme ortonormale.

® Dacdi A € M% si A este nesingulard, iar A¥ = 4-1,
atunci 4 este matrice unitars, de unde prin amplificare cu
4 la stinga sau la dreapta se obtine relatia AA¥ = A¥A=1.
Se observi cd matricea ortogonals poate fi consuierata, a
fi un caz special al matricei unitare.

® Dacs A € M{*" este unitard, atunci liniile i coloa-
nele ei formezi sisteme de vectori ortonormali.
Dupi aceasti prezentare se poate sintetiza urmétoarele
proprietiti :
o Dacd 4, B, I ¢ M3*", atunci :
1) I este unitara;
2) dacd A este unitard, atunci A” este unitard;
3) doué A si. B sint unitare, atunci A B este unitard;
4) dacd A este unitard, atunci |det 4 | =1.

@ Pentru 4, B, Te Mp»*, avem :
1) I este ortogonala,
2) dacd A este ortogonald, si A7 este ortogonald;

3) dacd A4 si B sint ortogonale, atunci si AB este
ortogonald ;

4) daci A este ortogonald, atunci det A = 4 1.
~ Clasa matricelor ortogonale contine aga-numitele ma-
trice elementare de rotatie, care diferd de matricele iden-
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tice numai prin patru elemente :

i

1 .
1- .
L IR 71 Vi1
.1 .
R(iyj) =1 - 3 I
.1’
e om0 0 Ty
. i

unde 7y, 7y, Tiiy 755 € R.

7

-

S

cos b = r,,
sin 6 =r,,
sin 0 = 7y,

cos 0 =1y,

(4.43)

o Existd o class de matrice care comuts cu conjugata.
sa hermitiand ; aceastd clasd contine matricele simetrice
reale i matricele complexe hermitiene, ca matrice speciale ;
ele sint numite matrice normale. Daci A e My " gi A% A=
= AA”, atunci A se numegte matrice normalé.

o O altd elasd importantd de matrice este clasa matri-
celor de permutatiie. O matrice P € M%*" ale cirei coloane
sint vectorii unitate {e’), e(? ..., e}, dar nu neapirat
in ordine, se numeste matrice de permutare. De exemplu :

0 1 0 0

0 0 0 1
P= ‘

0 0 1 0

1 0 0 0

= . L A - -
este 0 matrice de permutare in R%.

(4.44)
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O matrice A inmultitd cu P la dreapta (stinga) dé o
matrice 4’ cu coloanele (liniile) permutate. De exemplu :

[0 1 0 0] [ay 6 a3 ay) [ @y Qgy o Gy
0 0 01 A3y Agp (ag Aoy _ Oy Q4o Qg3 Oy
0 010 Qgy Ogg Agg G 3y Ggs Q33 gy
1 0 0 0] [ay a a3 oy L0 Qq2 “ia ST

e O matrice de permutare P e M}*" este unitari,
adied P¥ = P,

4.6. Operatii intre matrice si veetori

S-a introdus in paragrafele precedente produsul intre
o matrice gi un vector precum si produsul intern intre
vectori, elemente ce se vor folosi in prezentarea forme-
lor cvadratice §i hermitiene.

Considerindu-se spatiile unitare €™ i C* si matricele
AeCm*"gi Be O™, daci x e O™ i y € C*, atunci :

1) (x,4y) = (47x,¥) 2) (Bx,y) = (x, BTy),  (4.45)

iar pentru spatiile euclidiene R™ i R* impreund cu 4eR™*"
§i Be R**™, dacd x € R™ 5i y € R", atunci au loc relatiile :

1) (x,4y) = (47x,x), 2) (Bx,y) = (x, BYy).  (4.46)
Expresia (Bx,y) din (4.46) apare destul de frecvent

in calcule gi este numitd forma biliniard in z;, Z,,...,%,
81 Y1y Yoy - -1 Yay aceasta poate fi serisd dezvoltat astfel :

(Bx,y) =y'Bx = f} (g by m]) Yir (4.47)

=l \j=1
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In cazul cind B e R™ &i x = v, rezults
5 v ?

(Bx, y) — x"Bx — }_‘, (2 by m) Z.  (4.48)
Exemplu. Pentru n = 2 se poate scrie

Q3 Gy Ty
L = xT Ax = [x;, x,] =
Agy  Qap Ly

2 2
= 0T + Ap%e + €17y Ty T+ Ay %y,

(4.49)

Scalarul a;; este coeficientul termenului «;x;, dar x;x;= x;x;, deci ayx,x, +
+ gy Ty = (g + Apy) Ty %, R

A
Daci ay, # ay, atunci se calculeazd ay, §i @, ca o medie aritmeticd
astfel :

A
T a,; a
AL A gy toay 2_ n %
o1 Qgp

unde A este o matrice simetrici. In acest caz forma biliniardi L are expresia

A
A Ay Qg *y
L = xTAx = [xy2,] | A . (4.50)

Aoy Gy Ly

Din analiza relatiilor (4.49) si (4.50) se vede ci expresia xTAx cu A
A A

nesimetrica este egald cu expresia xTAx cu A simetricd, lucru valabil si
pentru n intreg si arbitrar.
Aceasta afirmatie se poate generaliza dacd L = xTAx, cu A e R?Xn,

A A 1
arbitrard, rezultd xTAx = xTAx, unde A = -5 (AT I A).

®Dacd xe B" §i A e R**", unde 4 este simetricd,
atunci- expresia

L=x"Ax=(4x,x) =Y, ﬁ Wi; %; X; (4.51)

i=1 j=1
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se numeste formd pdiraticd in x,, %,,...;%,, iar matricea
simetricd 4 se numeste matricea formei pdtratice.

eDach xec("side (}”“‘”, unde A4 este hermitiani,
atunei expresia

T == x#A4x — (4x, x) )E ay @, G, (4.52)

1;M=

se numeste formd hermitiand in x,, @,,...,r,. Matricea
hermitiand A se numeste maitricea forme: hermitiene. Se
observi cf se pot scrie relatiile

(4x, x) = x"4Xx, (4x, x) = x¥Ax (4.53)

in spatiul euclidian, respectiv in spatiul unitar cu matricea
A nesimetricd si A respectiv nehermitiani.

Relatia (4.53) permite definirea formei produsului
intern, unde forma pétraticd gi forma hermitiand sint
cazuri particulare.

@ Fie M € ("*" si x € C*; atunci

L=x"M x = (Mx,x) =¥ Y, mya,3 (454
X

formeaz#é un produs intern in @y, @,,...,»,, unde matri-
cea, M este numitd matricea formei produsului intern.
Cind M este simetricd si x real, (4.54) se reduce la (4.51),
iar cind M este hermitiand gi x complex, (4.54) se reduce
la (4.52).

e Daci matricea A este hermitiand, atunci forma
hermitiang

x7Ax = x¥A%x = (x7Ax)? = xP4Ax (4.55)

implicd faptul cd x7Ax este un numdr real, deci forma
hermitiand

xZAx = (4x, x) (4.56)

este un numir real pentru orice x € C".
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@ Dacd A e 0"**, atunci x74x = (4x, x) € B penirn
orice x € (" dac# §i numai dacd A este hermitiani.

® Dacd forma hermitiani (4x,x) = x74Ax este pozi-
tivd pentru xeC® cu x =90 g A e 0"*" atunci ea se
numesgte o formd hermitians ponhv definita §i matricea
hermitiand A se numesgte matrice hermitiani pozitiv
definiti.

@ Dacd forma péitraticd (4x, x) = x74x este pozitivd
pentru orice x € R* cu x # 0, atunci aceasta se numeste
formi pdtraticd pozitiv definitd si matricea 4 € B**" se
numesgte matrice gimetried pozitiv definiti.

@ Dacd A este 0 matrice reald simetricd pozitiv defi-
nitd, atunci [42, 50] existd o matrice nesingulard . B e RB***

astfel ci

‘A = B'B. (4.57)

@ Daci 4 € R**" este simetricd si produsul (4x, x)
este pozitiv pentru x € B* cu x # 8§, atunci (4x, x) este
pozitiv pentru orice x € 0" cu x % 0. Pentru demonstra-
tie se foloseste relatia (4.57) astfel:

(4x,x) = (BTBXa x) = (Bx, Bx) = (y,¥), (4.58)

dar (¥, v) este pozitiv pentru orice x € (* cu x # 0.

Se poate arita ci pentru x € R® este posibil ca xT4x
sd fie reald pentru orice x € R", chiar dacd A4 este o
matrice complexsd nehermitiani.

Exemplu. Fie
1 3A~i] [3:1 ] = 2% + 322+ @Bz + (1 +H)xa, =

L= [z, x
! 2][1 +i 3 = a2 322 + 3ayx, + w3y

Xy
Se vede ci expresia L este reald pentru orice xe R?si A € C?*% pehermi-
tiani.

In spatiul euclidian, dacsi 4 e R**" este nesimetrici,
xTAx este totdeauna reali.

Deoarece 4 € 0"** include 4 € R""ca, uncazparticular,
se poate afirma ci A € 0"*" gi estereald, pozitiv definité
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dacd si numai dacd au loc relatiile :
1) AT + A este matrice reald;
2) AT + A este pozitiv definita. (4.59)
Pentru demonstratie se vede cd dacd A = (B 4 i0),
unde B,C € R** " gi x € R", rezulti

L = xTA4x = x¥(B + i0)x = x"Bx + ix7Cx =
=% [XT(B* + B)x + ix7(C* 4 € )x].  (4.60)

Expresia L din (4.60) este reald dacd si numai dacd x7(CT +
+ O)x =0 pentru orice x € B si aceasta este adevirat
dacd s numai dacd € 4 € = 0.

Din relatia (4.60) se vede cid xTAx este pozitiv defi-
nitd dacd gi numai dacd BT - B este pozitiv definiti,
deoarece

A” + A = (BT + B) + i(0T + @) = BT + B. (4.61)

Dac# se considerd o matrice arbitrard 4 € C**", s-a
ardtat cd AA# este hermitiand si e forma hermitiand

xZAA%x = (AA4%x,x) = (47, APX)=(y,y)> 0 (4.62)

pentru orice x. Dacé are loc i egalitatea cu zero, atunci
A¥x = 0, pentru A nesingulari implicid x = 0, elemente
ce conduc la urméitoarea afirmatie :

@ Pentru orice matrice 4 € C**”, matricea AA¥ este
hermitiand gi nenegativ definitd (cazul in care inegalitatea
din (4.62) este si egald cu zero); dac#é A este nesingulara,
atunci AA7 este pozmv definita {cazul in care inegali-
tatea din (4.62) este strict mai mare ca zero].

4.7. Grafuri si matrice

O serie de proprietati ale matricelor se pot interpreta
cu ajutorul grafului asociat [119, 100, 42]. In acest sens
se vor introduce citeva notiuni elementare din teoria
grafurilor.

164



Se considerd matricea 4 =(a,;) cu AeR"*" sau 4 € C**»
§i » puncte distincte Py, P,,...,P, din plan pe care le
vom pnumi noduri. Pentru orice element a; al matricei

diferit de zero se unesc punctele P,
§i P; printr-un arc cu sens de la P, /—-—\
la P; (fig. 4.6). In acest fel se poate A

. > . ! [ ?
asocia oricdrei matrice 4 de dimen- 5
siune »nx#n un graf direct finit G(4). Fig. 4.6.
Pentru exemplificare se considerd matricele
0 0 1 1 1 "
0 1 1 1
A = , B= s
1 0 1 0
11 0 1 o 1

ale caror grafuri directe G(A) sint date in fig. 4.7.

Fig. 4.7

Un graf este tare conex dac# pentru orice pereche de

puncte P, P; existd o cale de legiturd directd ce leagi
—_— — —

P, cu P;astfel : P,.P; , P; P;,,.. P, Pi P P; =j0
astfel de cale are lungimesa ! = m (pentru cazul conside-
rat). Din analiza lui G(4), si din definitia grafului
tare conex se vede ci G(A) este tare conex, in timp ce
G(B) este slab conex deoarece nu existd calede legiturd
de la P, la P,.

In continuare se va pune in evidentd legitura intre
matricea ireductibild gi graf tare conex.
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@ O matrice 4 de dimensiune # reald sau complexi
este reductibild dacd existd o matrice de permutare P
[definitd in (4.44)] astfel ci

A—pap1— [AH AIZ], (4.63)
0 A,

unde matricele 4,; si A,, sint matrice pitrate. In cazul
in care nu existd o astfel de matrice P, atunci A este
ireductibila.

Notiunile de matrice reductibild, respectiv ireductibild
se mai intilnese in’ literaturd sub denumirea de matrice
decompozabild, respectiv nedecompozabili.

in cazul in care se pune problema rezolvirii unui
sistem de forma Ay = b, unde 4 = | PAPT este o matrice
partitionatd, atunci vectorii ¥ si b se pot partitiona
in mod similar, aga ¢d ecuatia matriceald 4x = b se poate
scrie sub forma

'Allxl + AIZXZ = bl}, vV = [X]} §1 bh = [bl] . (4:64)

AypXy = b, Xy 2

Prin rezolvarea celei de-a doua ecuatii din (4.64) se obtine
vectorul solutie x,, care reprezinti o parte din componen-
tele lui y, in urma partitiondrii.

Introducind x, in prima ecuatie din (4.64) se determin3
vectorul x; care contine celelalte componente ale vectorului
y. In acest fel se poate rezolva ecuatia Ay=>b prin redu-
cerea ei la doudh ecuatii matriceale de ordin inferior.

© O matrice A reali sau complexd este reductibild
dacd gi numai dacd pentru orice doi indici distineti
1<74, j<n existi o secventii de elemente nenule ale
lui 4 de forma

{ai.i_L’ ailia" vy a”m’ ?-}- (4:.60)
Din analiza acestei definitii §i din definitia grafului tare
conex rezultd :

o O matrice A reald sau complexd este ireductibild
dacd si humai dacd graful siu asociat este tare conex.
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© Dacé se considerd o matrice tridiagonald de forma

— -—

ay %1
by 2 G 0
A= < < - (4.66)
0 . On—l
_ by e

81 1 se asociazd graful G(4) corespunzitor, dat in fig. 4.8,
cu presupunered ¢ 6,...,0,_, $i by..., b, sint toate
nenule, se observi cd graful asociat este tare conex si

matricea 4 este ireductibili.
% E

Din cele prezentate se vede cé graful direct asociat
unei matrice ne oferdi o metodd geometricd de analizd a
unei matrice dacé aceasta este reductibild sau ireductibili.

Fie A(a,;) o matrice din R***, pozitiv definiti i ireduc-
tibild. Atunci:

@ Matricea A va avea o valoare proprie A >0 egald
cu raza spectrald p(4).

@ Raza spectrald p(A4) cregte cind orice element al
lui A creste.

@ Razei spectrale p(4) ii corespunde un vector pro-
priu x > 0.
Dacd matricea A econsideratd anterior are k valori
proprii, al edror modul este egal cu p(4), atunei:

e pentru & = 1, A este o matrice primitiva,

e pentru k& >1, 4 este o matrice ciclicd de index k;
in acest caz existd k valori proprii ale matricei A de forma

= p(4d) exp(ig), 0<j<k—1,

Fig. 4.8
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unde argumentele ¢; se ordoneazd astfel :
0=9¢ < ¢ < o0 K @y < 27, (4.67)

Din relatiile (4.66) si (4.67) rezultd c& valorile proprii
sint dispuse in planul complex pe un cerc de razi egald
cu raza spectrald p(4) a matricei 4, defazate intre ele

prin unghiul 7"3
v

Graful direct asociat unei matrice [100, 86] este
utilizat pentru a determina dacd o matrice 4 din R»>»,
pozitivd, i ireductibild, este primitivi sau ciclicd de un
anumit indice k. In sensul utilizirii grafurilor asociate
matricelor peniru a determina dacd o matrice este pri-
mitiva sau ciclich sint necesare urmatoarele notiuni :

® Grafurile directe pentru puterile matricei A(4 = 0)
se pot deduce din graful direct al lui G(4) asociat matricei
A4, deoarece graful direet pentru matricea 4%, k >1, se
poate obtine direct considerind toate drumurile lui G(4)
de lungime egald cu k.

— >

e Pentru drumul P, P, P Ps,,. .., P, P = j deter-
minat din graful lui G{(4) (drum de lungime I = k) se
poate conecta direct nodul P, cu nodul P; printr-un seg-
ment egal cu unitatea in directia P;, in scopul obtinerii
grafului G(4*) asociat matricei A%, fard a fi necesari
ridicarea la putere a matricei 4.

® Daci A este primitivi, atunci pentru graful direct
G(AF) cu k suficient de mare, fiecare nod P, se leagi de
fiecare nod P; printr -un are de lungime unitatea.

® Daci A este ireductibild si ciclicd de indice 8 >1,
atunci fiecare graf G(4*), k >] este o reunitne de s
subgrafuri directe tare conexe.

Fie matricea A € R4x4 si matricea A% corespunzitoare:

0 0 1 1 3 6 0 0

A=|0 0 1 2l |5 9 0 0 (4.68)
1 3 0 0 0 0 4 7
2 3 0 0 0 0 5 8

Se considerd grafurile asociate G(A) si G(A?) date in fig. 4.9. Matricea
A este ciclici de index 2; de asemenea se vede cid graful G(A?) asociat
matricei A2 este o reuniune de dou# subgrafuri disjuncte tare conexe.
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. B %
G(4) 5(4%)
Fig. 4.9

Se observa ci graful G(A%) se poate obtine direct din
G(A) dacé se unesc intre ele punctele P, cu P,;, puncte
pentru care Iungimea drumului in G(A4) este I = 2. Folo-
sind metoda de a obtine graful lui A* din graful matricei
A, in mod direct, prin unirea in G(4%) numai a punctelor
P, cu P, pentru care lungimea drumului de legiturs
in G(A) este I = k, se pot da o serie de metode pentru a
determina dacd o matrice ireductibild, nenegativi, A este
primitivé sau ciclich de un anumit index k >1 [86,42].

Teorema. Fie A =(a;)>0, AcR**, ireductibild cu G(A)
graful direct asociat. -Pentru fiecare nod P; al lui G(4)
se considerd toate drumurile inchise ce leagd pe P, cu el
insusi, notindu-se lungimea acestor drumuri cu l; st mul-
limea acestor lungimi 1; cu L,;; fie d; cel mai mare divizor
comun al tuturor lungimilor 1, ce formeazd mulfimea L,

d, =cmm.de. {I,},; 1 <i<n,

Atunci dacd A este primitivd, d; =d, = ... =d, =d,
unded = 1; dacd A este ciclicd de index d, @, = d, = ...
veo=d,=d, d >1.

Demonstratia teoremei se giseste in [86].

Pentru evidentierea elementelor teoremei se considerd un exemplu,
Fie matricele A si B de forma

o oo
OO O
o oON O
o wo o

0
3
0
0
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iar grafurile G(A) si G(B) se dau in fig. 4.10. Din analiza grafului G(A) se
vede ci

—_— = = -
I = PPy + P,P, + P,P, + P,P, = 4 unititi

G(A)

Fig. 4.10

sau, calculind in continuare,
d; = cmum.d.c. {4, 8, 12,...} =4,

de unde rezultd cd matricea A este ciclici de index 4. Din analiza gra-
fului G(B) asociat matricei B se vede cd

— — — —_
ly = P,P, + P,Py + P3P, + PPy =4,
—_— — —_— . -— e —_— 3
l, = P,Py + P3P, + PP, = 3saul, = PP, + P3Py + PP, + P, P, =4,

_> > —> _— > >
ly = PP, + PyPy + PPy = 3 sau ly = PP, + P, P, + P,P;+ P,Py=4.

Drumurile de lungime cea mai scurtd apar la legarea lui P, si P, cu ele
insele, rezultind lungimile 3 si 4; atunci

d; = cmm.d.c. {3, 4,...} =1

Deoarece d; = 1, rezultd cd matricea B este primitivd. Fie matricele C
si D date sub forma

1 2 0 0 0 0 1 0
c=1Jfo o 1 of, D=1]o 0o o 1
0 0 0 1f 1t o0 0o o
1 0 o of 0 2 0 0

si grafurile G(C) si G(D) asociate date in fig. 4.11. Din analiza grafului
G(C) se vede ci legarea lui P1 cu el insusi se realizeaza printr-un drum de
lungime unitatea, deci d, = 1, ceea ce implicd faptul ci C este o matrice
primitivd. Din analiza grafulul G(D) se vede ci acesta este format din doud
subgrafuri disjuncte tare conexe, fapt care face ca matricea D si fie o
matrice reductibild.

Dacd graful G este un graf direct finit tare conex,
atunci G este:
® un graf ciclic de index d 1 ;
@ un graf primitiv dacd c.m.m. d ¢. al tuturor lungi-
milor pentru drumurile cele mai scurte ce leagd un punct
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" Fig. 4.11

al grafului cu el insugi este respeciv d >1 sau d = 1.
Aminunte privind notiunea de graf direct ciclic gi graf
finit primitiv se pot gdsi in [86, 42, 100, 1191

Unei matrice A i se poate asocia [86] un graf direct
G(A) de tipul al doilea. Dacé a;; # 0, atunci arcul din
nodul P;in P; va fi notat prin doud sigeti dacd j >4,
altfel cu o sdgeatd (fig. 4.12, a) iar graful matricei .4 aratid

/:a\:

<o
<

B

g - b
Fig. 4.12

<a in fig. 4.12, b. Arcele cu doud sigeti se numesc arce

de legiturd majord iar arcele cu o sigeatii se numese
arce de legidturd minori.

@ Matricea A este consistent ord(mam numai dacd
drumul cel mai scurt intre un punet P, al lui G(4) §i el
insugi are un numir egal de arce minore si majore [86].
Graful direct de tipul doi permite o verificare a matricei
dacé este consistent ordonati.

4.8. Norme vectoriale si norme matriceale

O normi vectoriald pe R" este o functie aplicatd pe
R* cu valori in B+ ; aceste numere reale pozitive misoarsd
intr-un anumit sens dimensiunea vectorului din R*®. De
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asemenea in aplicafii este adesea necesar s congiderim
méirimea sau lungimea unui vector din €". Se urmiregte
asocierea, unui numir pozitiv unic fiecdrui vector, asa
cum se asociazd fiecirni numir complex z € ¢ un modul
|z] €« B. Pentru realizarea acestui lucru se introduce
notiunea de norméi. Datoritd faptului cd existd un numsr
destul de mare de norme vectoriale, in continuare se vor
prezenta un numér limitat de norme, care se intilnesc
mai frecvent in aplicatii presupunind ci se lucreazi cu
vectorii din O".

o Norma vectoriald || - [z este o functie nenegativi
pe spatiul (" cu urméitoarele proprietiti:

1) | x|lg >0 dacd x # 0,
2) lax|p = |a|||x|lz pentru orice & € € si orice x € C*;
) Ix + ¥lle < x|l 4[| ¥ [l pentru orice vectorix, ye0,.
(4.69)

Se va ardta in continuare c# existd un numéir destul
de mare de norme vectoriale care satisfac relatiile din
(4.69).

Citeva proprietati ale normei || - |z introduse :

® || X ||z = 0 dacé si numai dacd x = 0.

o Daci x,y € C", orice normi vectoriald satisface
relatia

Px e =Nyl < Ix =¥ [l
Dacid se utilizeazi relatia 3) din (4.69), se poate scrie
Ixlle=llx —¥y) + ¥l <||x =¥l + ¥l (4.70)
Relatia (4.70) permite scrierea urméitoarei relatii:
[xlle —II¥lle <llx —¥lle
§i in mod similar se obfine
Iylle — Ixlle < |y — x[le.
Proprietatea 2) din (4.69) pentru ¢ = —1, permite egalarea
pértilor din dreapta a inegalitdtilor (4.70):

L Ixlle —llyllsl < [ X — ¥la.
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Datoritd faptului ¢ o matrice 4 eC*** poate fi con-

\ sideratd ca un vector n? dimensional, se vor folosi aceleagi
| proprietéti in definirea normei matmceale

| ® Norma matriceald | - ||, este o funcfie nenegativi
pe spatiul 0" cu urmitoarele proprietati :

1) [|4], >0, dacd 4 # 0.

2) |led |, = |a| || 4], pentru orice a e C §i A e ™",

3) |4 + B, < || 4], + || Bl pentru orice 4, Be ("*".

4) || AB|, < ||4|. || Blls pentru orice A, B e 0"*",
(4.71)

Relatia 3) poartd numele de inegalitatea triunghiului
iar relatia 4) de inegalitatea produsului. Existd destul de
multe norme matriceale care satisfac relatiile din (4.71).
Unele proprietdti ale normei matriceale astfel introduse
sint :

ollAl, = 0 daci si numai daci 4 =0 si 4 e ™"

e Pentru 4,B ¢ (™" gi orice normi matriceald, are
loc relatia ;
| 40l — 1Bllel < |4 — Bl

@ Dacéi A € C"*" reprezintid o aplicatie liniard a ori-
cidrui vector x € 0* in vectorul ye C® prin y = 4x,

atunci pentru orice normi# | -|l; se poate defini functia
sup Iyls _ sup l4xi_ sup |Ax|p- (4.72)
10 [X[lg  x#0 [[X || 1xp=t

Aceasta este o functie de 4 gi se poate arita cid ea satis-
face cele patru relatu cerute de norma matmceala Astfel
se poate scrie rela’gla :

4x{le

unde v = v (B). (4.73)
X [la

|4 [ly= sup —=——
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Dindu-se orice norm# vectoriald | -], norma matri- /
ceald este determinats prin relatia (4.73). Aceasta conduce /
la conceptul de subordonare al normei matriceale.

' ® Norma matriceald |-|ly definitd prin (4.73) ester
numit# normé subordonaté normei vectoriale | -||g cores-{
punzitoare.

® Pentru orice 4 € 0"*" i x e 0" este satisfdcutd

relatia
l4x[ls < |4 ”T“X”B (4.74)

Datorita faptului ¢ norma matriceald aleasd este subor-
donatd normei vectoriale, (4.74) rezultd direct din (4.73)
[86, 124].

o Norma matriceald |4y, si norma vectoriald ||x||s
pentru care are loc inegalitatea (4.74), oricare ar fi 4 §ix,
se numesc norme consistente sau compatibile[42,12]. Norme,
vectoriald ||-|ls si norma matriceald subordonatd ei |||y
sint totdeauna consistente. Astfel cel putin o norma matri-
ceald este consistents cu o norm# vectoriald datd si invers.

@ Dacii x € 0" este un vector arbitrar §i ¢ = [x, 0,...

.,0] este o matrice din C***, atunci

(%l =1l Cllx (4.75)

defineste o normé vectoriald ||:|ls consistenti cu norma
matriceald || -|ly.

o Fie 4 € C"** si x € 0* oarecare; atunci, fologind
§i relatia (4.75), se obtine

[4x[le=1{4x,0,0,. ...0]ly= {4 Bl <[ Al Bllr=[4 xls,

de unde rezultd conditia de consistentd (4.74).

Exemple de norme vectoriale. Cel mai frecvent utilizati este:

VEW’” P=123,...
lxllp=1q" =1 (4.76)

|Xllp =

max |x;l, p —> oo,
i
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Dintre normele vectoriale mai mult utilizatein aplicatii sint normele
I, 1, §i lo care sint definite astfel:

n
=il = Z laj (l; — norma sum#),

(

" 1up
[ix{lp= ( lxi(f') p=1 (Ip ~norma p),
j==1
[[xljoo = max] z;j] (loo — norma maximd).
j

I

Ma

1/2
[ix|la | z; 12) (I, — norma euclidiand),

]

4.77)

Din (4.77) se vede ci normele [, [, sint cazuri particulare ale clasei generale
de norme I, unde pe€ [1,00). De la penultima normi datd in (4.77) se
poate trece la ultima prin trecere la limiti : .

lim || x|jp =[] X []oo.
P00
O altd clasd importantd de norme sint normele eliptice:
i|xile = (%7, Bx)l/2, (4.78)

unde B este o matrice reald simetrici pozitiv definitd. Norma eliptici este
valabild pe C* daci xT este inlocuit prin X si matricea B este hermitiani
si-pozitiv definiti. ' :

Pentru orice normd, multimea {x:||x|[<1}sau suprafaia {x:||x[|=1}
este sfera unitate. Penfru normele unitate introduse in (4.77) si (4.78) se
poate da reprezentarea geometricd din fig. 4.13."

l, co N [?. . Zp; C

l
4 + L ' Elipso ! Bx=1

Fig. 4.13




Intre normele definite anterior au loc [42] urm#toarele i
inegalitdti i proprietéti : /

olixll < X <Xl %l < X[z < Valixlloy |
‘ (4.79) |
Xl 1% Jy < 2l Xfo, 2= 2]y < [y < X |

e Orice normi vectoriald este o functie continui de
componentele vectorului considerat.

e Convergenta intr-o anumitd normés implicd conver-
genta in orice altd norm#, ca o consecintd a teoremei de
echivalentd a normei.

e Fie | ‘|, si || -|/[p doud norme oarecare pe R" (sau
0"); atunci existd doud constante M > m > 0, astfel ci

m|x]l, < [|Xlle < M|x]le, M >m >0,  (4.80)

oricare ar fi x.
Pentru a demonstra relatia (4.80) este suficient s pre-
supunem ci || -|jg este norma I,. Atunci au loc doud relatii

oy l1x ]y < Xl < aslixlle, aillxle < X[z < azllx]lg,

de unde se vede ci m = a,/a; si M = a,/a].

o Fie || - || o norm4 arbitrara pe R* (C*)si. A o matrice
arbitrari nesingulard din R***(C"*"). Atunci {|x|'= || Ax||
defineste o norm& pe R"(C").

Tipurile de norme matriceale consistente (compatibile)
cu normele vectoriale (4.77) pot fi definite cu ajutorul
relatiilor :

4], = sup | 4x]l, = max ()3 ]a,“-i) (norm#  sumi-
I#lla=1 1gj<n coloani),

(4.81)

1=1

|4 lo = max || 4X]le = m&X(Zl“ul) (norm# suma-linie),
|#]loo=1 S 1k jo1

141, = max lAx[l"= V%, (normi speectrald).
| #]]a=1
(4.81)
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Pentru claritate se prezintd dezvoltat |41 si (4 [e,
fapt  care impune examinarea dezvoltatd a normelor
[l Ax |}y i [|AX[leo. Deci

y— [ — — -—

n
011 gz -+ Qyp &y Y %5
=1
n
@31 Doge - - Agp @y PIRLIZ
=1
Ax=| . .=l . (4.82)
"
Qi Qoo v o Ay x; Y @,
i=1
n
c Oy Qg v e - Oy L ) Za’niwj

Considerdm norma I, || 4], pentru orice x € R":

4x [l =

105

<Y ¥ layll o=

i=17=1

=1

a,,lg max Z I“z} l ”X“1 (4-83)

1€j€n i=1

IIM:

=X 1%
Fie ca

Inax;z:laﬁ‘ - zzlaml

1‘]‘”,_1

§i ¢* este vectorul unitate iar a® este vectorul format din
coloana k a matricei 4, deci rezultd

14601 = llay ]| = 3, lal.
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Dacd se congideri ||A]l., atunci pentru orice xe R"

[ @] le]':

IIM:

14Xl g@;wj g

” k2 (2
=Y lo; ¥ lay| < max ¥ [a;] [[x[le
j=1 i=1 1€1<nj___1
Dacéd pentru ¢ = k are loc egalitatea

max Z!au{ - 2 [akily

Igign 2

atunci [[4[lo este descrisd ca suma elementelor liniei %
din matricea A4, sumi care este maximé in valoare abso-
lutd fatd de sumele realizate cu elementele celorlalte linii.
Datoritd acestui fapt ||4 | se mai numeste i norma daii
de suma elementelor unei linii, iar norma |41, ca norma
datd de suma elementelor unei coloane. Pentru a vedea ce
devine |l4], se foloseste faptul ci

Il = V&0 = Ve =] S e @sy
i=1
Deoarece Ax este un vector, folosind relatia (4.84), rezults

4l = sup l4x], = sup J(4x, 4x) = sup Vx"A"Ax .
[o=1
Dar matricea 474 este hermitianid gi nenegativ definité.
Atunci valorile sale proprii sint reale si nenegative 0<< A, <
< ... < A < Ay De asemenea, A¥A  are un sistem de
vectori proprii complet §i ortonormal {v®@, v, ..., v(™}
care formeazi o bazé pentru spatiul vectorial C*. Atunei
orice vector x cu ||x||, = 1, dar arbiirar, se poate exprima
ca o combinatie liniari de vectori proprii care constituie
o0 bazd pe O, adicd

x =3 a0, | (4.85)

=1
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de unde, deoarece (x,X) =1, rezultd y; |a;|> = 1. Astfel
=1

APAx = A"4 [ Zn; a;v ] = i a; AT AV =

j=1 j=1

a; A (4.86)

R

1

I

J

Din faptul ed vectorii {v?, v, ., .,v®} gint ortonormali
si din relatiile (4.85) si (4.86) rezulti

(4x, Ax) = X¥(A74x) = ¥ |, 2 < 4 Y |2 = 2y
j=1 j=1

Dacé x este considerat a fi vectorul v corespunzitor
valorii proprii maxime [2; = max (;)], atunci
i

(Av‘l’, Ay ) :(vd)’ AHAV(D): (V‘l’, 7\1\7(1) —_ 7\1(‘7(1)’ V(l)) — 7\11

i astfel are loc egalitatea.

Deoarece [|A4]l, este maximul din }/(4x, AX) pentru
x|l =1, rezultd ed

Al =V, (4.87)

adicd ]|4 [, se poate descrie ca ridicina pitratd pozitivi
din valoarea proprie cea mai mare a matricei A74 ; de
asemenea |4, se mai denumegte si norma spectrali a
Iui A[42, 108].

® Norma matriceald are o interpretare geometrics,
adicd |4 ||, este lungimea maximé a unui vector dupi trans-
formarea prin A.

Figura 4.14 indicd o reprezentare pentru R2 || Al
in cazul euclidian este lungimea axei mari a elipsei
{Ax :| x|, = 1}.
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Norma matricealé euclidiand este definitd [108] prin
relatia

lAnE: gg aﬁ)m- (4.88)
‘x l/Xllz =1} l I

Fig. 4.13.

|14 ||z este o normé matriceald consistentd cu || x[|, (norma
vectoriald euclidian#), dar ||4]z nu este subordonati
normei || x],. De asemenea se poate afirma ci ||4]r nu
este subordonat# la vreo normé vectoriald. Pentru a arita
acest lueru, presupunem cé existd norma vectoriald [[x[[,
astfel ed ||4] = sup |Ax|. Fie A = I; atunci |||z ==

= sup x| = ] dcnr [ I]lz=Vn, de unde rezults contra-
xlg=1
(‘;hci,nai5
Faptul c# norma matriceald euclidiani nu este norma
care se subordoneazd normei vectoriale euclidiene are o
serie de comnsecinte :
e in foarte multe lucriri se utilizeazi mai mult |4 |,
decit || 4 ||z, deoarece |4 ]|,
@ In calcule numerice si analiza erorilor se utilizeazs
4 ||z fiind preferatd fatd de |4, pentru ci :
a) [l 4|z este mai ugor de calculat decit || 4|,;
b) || Allz pentru 4 = (a;;) este aceeasi cu norma lui
[A] = (lay]).
Normele || 4 ||z si [|4], sint ambele consistente cu ||x ||,
si uneori | 4 ||z este o aproximatie acceptabild a lui || 4],
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Norma euclidiani satisface [50, 128] inegalititile
1) 4l < [ Alls < VnllAly;
2) 1l < 1Al < 1Allls = 14lls < Vel 4.

Fie A o valoare proprie a lui 4 € ¢"*"; atunci |A|<
< ||4 ], pentru orice normi matriceald (raza spectrald a
matricei A este marginitd de norma lui 4).

Folosind ecuatia valorilor gi vectorilor proprii Ax = Ax
si alegind norma matriceald || -||, care este consistentd cu
mnorma vectoriald | -|lg, se poate scrie

M Ixlle < Al lIx]le,

de unde rezulti |A| < [[4],. Deci pentru orice valoare
proprie, raza spectrald a lui 4 este mirginitd pentru
fiecare normi a lui 4. ‘ v
Folosindu-se aplicatia liniard y = Ax a unui veetor x
din U intr-un vector y din V, se poate da o generalizare
@ normei matriceale :

il = sup ¥ 1o _ gy 14T

%+ "H xllg x+0 |[x]lg

Se observi ci
- ”a este normé vectoru]a pcntru U i V. Dacéa, pe de
:altd parte, se alege o normé vectoriali I-lls pe U gi o
normd vectoriald |-, pe V, atunci se poate defini o
normé matriceald generald astfel :

1A, = sup ¥l _ g 14X1: -
x+0 [ X[, x+0 || x|,

care este echivalentd cu [|4], ,=sup || 4x|;. Pentru cazul
|1x]lr=1

in care r = s, se obtine norma matriceald subordonati

€a ul caz partlcular Schema logicd din fig. 4.15 si pro-

gramul 4.1 seris in FORTRAN prezinti un exemplu de

181



calcul al normelor [ A}, [|Bll;; 4llz [[Bllesi 14 ]lo, 1B loon
unde

12 1 6 -0
4 3 -1 -1 2

folosind relatiile din (4.77).

CITESTE:
N1, N2,
A1),8(.9)

YEXECUTA
1 gaLcul’
(A)

SCRIE *
A
Al o A
ITATE

EXECUTA
*CALCUL
(B)

SCRIE s

B,
Bl 5 1Bl
Il Blig ;

1Al =Max [SC]
Al 2 =MAX [SL)

flAlle:=\/ AE

Fig. 4.15
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4.9. Convergenta vectori

Convergenta vectorialdi si matricealdi apare in foarte

‘multe probleme de analizi a erorilor, a stabilit

5

til §i consis-

H

&

o Un sir de vectori {x?} € 0* este convergent citre

vectorul x cind ¢ tinde la oo, adici

H

tentei metodelor numerice de calcul.

(4.89)

=X

x) — x pentru 7 — oo sau lim x®
100

4 x{— x, cind ¢ — oo pentru orice k,

-adied cele n giruri formate din componentele girului de
-vectori x si aibi ca limitd componentele vectorului x (se

si numai dac

-dacd §

vergenta componentelor).

mai numeste si con
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Sirul de matrice din C™
(A® Yy = A‘l’, A .,A”",. .

converge citre matricea 4 € C*, cind k — oo, adick

A®— 4 (k — o0) sau lkim A®= 4 dacd si numai daci
, : oo

are loc pentru orice ¢ §i j, adicd dacd cele »? giruri formate

cu elementele a;;ale sirului de matrice { A" }zex au ca limitd

cele n? elemente ale matricei 4 (convergenta este la

nivel de element).

® Dacid se considerd seria infinitd de vectori din C*,

(e o]

y, x® = x® 4 x® ;. x® f (4.90}

i=1
impreund cu girul sumelor partiale
D — x(1
8V = x®,
(2) — x(L (2
8@ = x® 4 x@,

L A A I B A A A ST AP S I

8O = xDpx@ 4, xO

DR R I N R P N I I ST Ry

atunci se poate defini convergenta unei serii infinite de
vectori astfel : seria infinitd de wvectori (4.90) converge
citre vectorul S, dacs si numai dacé girul sumelor partiale
{s'9} converge la s, adici

8% -8 (i > o0) sau § x® =8,

i=1

@ Daci se considerd seria infinitd de matrice din ¢**

i A® = AD 4 A® 4+ ...+ A® 4+ ... (4_91)
k=1
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impreunsd cu sirul sumelor partiale
| DI
SV = AW,
2) — 1 (2
8@ = AL 4 A®,

G A A e 0,

D I R I I R R N

atunci seria (4.91) converge céitre matricea S € ("™ dacé
- gi numai dacéd girul sumelor partiale {§®};cn converge
citre S, adied

sau 8% § (k> o0) sau ¥ AP — 8.
k=1

Cu ajutorul normei vectoriale i matriceale se poate
prezenta o serie de criterii de convergentd cétre matricea
nuld 0, respectiv vectorul nul 0.

® Dacd sirul vectorial {x'"}; c» converge citre vectorul
nul 0( "0, { - co), atunei ]|x“>||5——>0 pentru orice
norms, vectormla -l definitd in 4.8. Adesea aceastd
convergentd este referitd ca o convergentd cu privire la
norma —f sau convergentd in norma —B.

Pentru a demonstra convergenta citre vectorul nul 0
se considerd vectorul x, exprimat sub forma unei com-
binatii liniare de baza unitari {e®, e?,...,e™} astfel:

(i) i

,1;,(@)

- "
%O — a;(i) :-’70(1")0(1‘—#@1)6(2’-1— . _i_w%)e(m — Z w&:’e(’“ .
&

(4.92)

Aplicind orice norm# vectoriald definitd in 4.8, rezultd

i (z)e(k) }B <kéll

| k=1

Xy = e ls < p max (],

(4.93)
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unde p este o constantd (pentru norma consideratd) =

Z | e® I’

k=1

Presupumnd cd X9 — 0 cind 7 — oo, inseamné ci pentru‘
orice k =1,2,...,n,x{» - 0; in conswmta max[x 91— 0,

cind i — oco. Atunci din (4.93) se vede c&

X ||y =0, i — oo, (4.94)

e Dacd sirul {x?} - 0 (1 — oo), atunci pentru orice
normé vectoriald | -]l rezultd

Iy +xPfg > liylls, ¢ oo (4.95)

Relatia (4.95) pune in ev1denm proprietatea de conti-
nuitate a normei.

e Fie |- lls orice normi vectoriald definitd pe spatiul
vectorial » dimensional C*; atunci existd doud constante
pozitive m si M, mdependente de x astfel ¢i

mmax| @, | < [|x[p< M max | ;|

sau, altfel seris,

mfIx[lo < [[Xllp < M [[X |- (4.96)

Relatia (4.96) evidentiazd o relatie de comparare a norme-
lor vectoriale.

@ Convergenta componentelor in cazul sirului de vec-
tori este echivalentd cu convergenta in orice normia vec-
torialé.

® Dacd girul de matrice {4}, v converge citre matricea
nuld [A® — 0, k — oo}, atunci [|.A® ||, — 0 pentru orice
norm# matriceald | -ll,. Aceastd convergentd este re-
ferita in [127, 124], drept convergentd cu privire la
norma o sau convergenta in norma —o.
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@ Daci {A®}en este un gir de matrice astfel ci
A® — 0, k — oo, atunci pentru orice normi matriceald
II-]l. are loc relatia

IA® £+ Bl > (Bl k> co.  (4.97)

Aceastirelatie evidentiazé continuitatea norrmei matriceale.
e Fie ||, orice normi matriceald definitd pe 0™;
existd dou# constante pozitive p si ¢ independente de
matricea A4, astfel cd p max |a;| < ||[4], < ¢ max [ay|
2.3 K3y
pentru orice 4 € 0",

Convergenta la nivelul elementelor unei matrice [108]
este echivalenti cu convergenta normei matriceale.

In foarte multe aplicatii apar probleme de convergents
in general nu numai cdtre vectorul nul sau matricea nuls,
fapt pentru care in continuare se vor enunta o serie de
definitii privind convergenta in general.

@ Vectorul x¥ — x cind ¢ — oo, dacd §i numai dacd

x® —x = 0.

@ Vectorul x» - x, cind ¢ — oo, dach si numai daci
I x% — x|l =0 pentru orice normd vectoriald || -|ls.

@ Dacd x —x, cind { — oo, atunei [[x?|j; — x|l
pentru orice norm#s vectoriald.

@ Matricea 4® — A, cind %k — oo, dacd §i numai
dacd A® — 4 — 0.

® A® — A, cind k— oo, dacé si numai dacs || A® — A,
— 0 pentru orice normi matriceald || -|ls.

® Daci A® — 4, cind k — oo, atunci [[A® | —|l4]s
pentru orice normé matriceali.

Demonstratiile relativ la convergenta in general se
gdsesc in [124, 106, 86, 108].



CAP.TOLUL 5

METODE DE CALCUL
PENTRU REZOLVAREA SISTEMELOR
DE ECUATII LINIARE

5.1. Intreduecere

5.1.1. Generalitii

Rezolvarea sistemelor algebrice liniare gi operatiile de
calcul numeric matriceal (evaluarea determinantilor,in-
versarea matriceald, ecalculul valorilor si vectorilor pro-
prii) sint incluse in domeniul algebrei liniare. Experienta
aratd ci in diverse procese de calcul algebra liniari este
implicatd in procentul de 709, in problemele gtiintifice.
In acest sens se pot da citeva exemple

e Problemele care depind de un numdér finit de OrI'abde de
libertate, cazuri continue reprezentate prin ecuatii dlferen-
tiale ordlnare sau ecuatii cu derivate partiale sint in mod
comun transformate, cu ajutorul diferentelor finite, in
sisteme de ecuatii liniare.

e Aproximarea problemelor neliniare sint frecvent so-
Jutionate prin procese de liniarizare, prin urmare, din nou
se apeleazd la domeniul algebrei liniare.

e Programarea liniard, domeniu ce se ocupd cu mini-
mizarea costurilor gi eforturilor, 2 nunor fenomene, implick
rezolvarea unor sisteme de ecualii algebrice liniare.

e Foarte multe probleme ingineresti din domeniul re-
telelor electrice, analiza structurilor, proiectarea clidirilor,
vapoarelor, avioanelor, transportul lichidelor §i gazelor
prin conducte etc. necesitd pentru solutionarea rezolvarea
unor sisteme de ecuatii algebrice liniare.
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Exemple 1. Se considera structura din fig. 5.1, structurd incircatd
conform desenului :
p este sarcind uniform - distribuitd (unitidti de fortd/lungime);
F,, F, sint doud fortelaterale (unitati de fort) ;
este lungimea elementelor structurii;

1 reprezintd momentul de inertie ale elementelor structurii (se
considerd cii este acelasi pentru toate elementele structurii);
E reprezintd modulul de elasticitate al materialului din care este

confec’;ionaté structura.

Dupé inedrcarea structurii cu sarcina distribuitd p si a forfelor F, si F,
se determind unghiurile de rotatie ¢, si deplasdrile orizontale 3 si 8

In fig. 5.1 se prezintd forma structurii (punctat) dupé actiunea sarcini-
lor p i Fy, F,.

Existd numeroase metode pentru rezolvarea acestei probleme, una din
ele este mefoda pantei de deflexie [32], care in final conduce la urméitorul
sistemn de ecuatii algebrice, scris sub forméi matriceald :

; 1010 —2 3 Pe
1 1 1 24E1
1400 1 3 3 uil
1 T & “24E1
3 p?
00410 0 —-— -
l 3 24E1
3
10141 ——— 0 = 0 .
{ Pa
3 pl®
01016 —— 0 -
1 ?s 24ET
4 4 P2
11011 —— — e
1 ! 8, 6 EI
6 Fy + Fyi2
0 0111 0 — 8, G S
6 EI

(6.1)

Rezolvarea acestui sistem conduce la determinarea unghiurilor de rotatie
o; (i = 1,2,3,4,5) si a deformdrilor 3, si 3,.

2. Se considerd un circuit electric format din cinci rezistente R;,R,,
Rg, R,, Ry sidoud surse de tensiune E,, E,. Se pune problema determindrii
curentilor din laturi, indicati in fig. 5.2.

189



’ ]
. j
! L%
7/ L LA
?\\. _____ — -
i \
] \ I i !
“ | S
L \‘ G s
. \\\ ) (S|
S , \
% Py ;\ WA /\—9"
EREEERR ax SR -
~ 3 2
?/ =i 1 S~ \
! ‘ \
g i |
\ g \
\ \
\ \ |
. P27 000
l l !
i 1
L, R R 4
£ = =5

Fig. 5.2.

in acest sens se scriu ecuatiile lui Kirchoff pe cele trei ochiuri, pre-
cum si ecuatia curentilor in cele doué noduri M si N,obtinindu-se un sistem
de cinci ecuatii cu cinci necunoscute, scris sub formé matriceala astfel :

R, R, © 0 0 I E,

0 —R, R R, 0 I, 0

0 0 0 —R, Rl |1 —-E|- 62
S R ] 0 0 I, 0

0 0 1 -1 -1 I 0
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3. Se considerd aripa unui avion care este solicitatd pe partea superi-
oari de o fortd a vintului datd sub formi F sin « ¢, for{i distribuiti ca i
fig. 5.3. In acest caz « reprezinti frecventa sarcinii aplicate. Se introduc
urméitoarele marimi :

my,...,m, sint masele concentrate respectiv in punctele 1,2,...,n;

y; = A;sin a f este ecuatia de miscare a fiecdrel mase m; (i = 1,2, ...
...,n), unde { reprezintd timpul, o este frecventa in radiani/s, iar y; depla—
sarea masei m;.

Py sin ot
l e P osinat

o sin at
l = F sinat
|

Fig. 5.3.

a;(i = j = 1,2,...,n) sint coeficien{i de influents,
1

o2

k= , unde o este frecventa,

A; amplitudinea miscérii pentrum;, i = 1,2,...,n.
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Cu aceste elemente introduse si folosind legile de rezistenta materia-
felor si legea lui Newton, rezulti urmétorul sistem de ecualii, care guver-
neazd fenomenul considerat :

[ @y —ky 35111 QMg -« Uypllly [ 4,
agymy Ayemy—k QMg ... QypMy A,

agymy UgpMly  UggMy—K ... dgpiny A,

L plly ApolMy ApsMy .. Appmp—k | Ag ]

(5.3)

I
-
ng!
wQ
o

L
Y ansF

L =1

Sistemul (5.3) poate fi rezolvat in raport cu necunoscutele A; i =
= 1,2,...,n. Se stie ci dacd frecvenia o ia o valoare egali cu una din
valorile frecventei naturale ale aripei, atunci amplitudinile vor fi infinit de
mari. Astfel de fenomen se numeste rezonanfd.

Fenomenele de vibratii pot fi intilnite in multe alte sisteme astfel ca :
vapoare, poduri, cladiri, masini electrice etc., si multe fenomene din aceste
domenii pot fi analizate intr-o manierd aseméndtoare, care in final conduce
la rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice. In general matricele asociate
aplicatiilor de tipul dat in exemplele precedente prezintd o serie de carac-
teristici specifice ca structura si continut.

5.1.2. Sisteme de ecuajii, interpretdri geometrice

Cuvintul ,liniar” este de obicei luat in sensul cd vari-
abilele apar la puterea intii in fiecare termen al funectiei.
Astfel :

f(@,y) = aw + by si g(@,y) =bw + by  (5.4)
sint dous forme liniare.
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In mod frecvent sint utilizate pe scars largd urmitoa-
rele doud proprietdti ale functiilor liniare :

J(@wy + @3, 23 + @) = f@yy @5) + flag,24),

(s, @) = flom, omy). - (55)

Aceste proprietiti de liniaritate ale unei functii sau
ecuatii sint utilizate in metodele de eliminare la rezolvarea
numericé a sistemelor de ecuatii liniare (In sensul ci ecua-
tiile sistemului pot fi amplificate cu constante, combinate
cu ajutorul operatiilor elementare, in scopul obtinerii unei
forme finale mult . simplificate).

eTFie Ac R™ beR* si vectorul necunoscut x € B*;

atunci un sistem de ecuatu liniare se scrie sub una din for-
mele ; . )

0%y + Gty + o0 - GpT, = by
B3 ®y T By = o oo T Appu®y = bl,

W@y & Qps®s + oo+ Quyy =0,

{ Oy Qg ove Q| | 24 | b}
oy Tag » «» Ton Ty - by
D S R O 1))
a,,l anz e a,m wﬂ‘ bn
Ax = b,

sau

Za,,m,—bi, 1=12,...,n

i=1

e Un sistem de ecuatii ‘algebrice (5.6) este consistent dacd

are cel putin o solu“me $i e%te inconsistent dacd nu are nici
o solutie [47, 86].

13 — c. 44
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Pentru a pune in evidentid consistenfa si neconsistenfa sistemelor de
ecuatii algebrice liniare se . consideri urmditorul exemplu:
Fie A€ R%2, pe R¥si urmitoarele trei sisteme de ecuatii:

2 27 [ 6 5/2 6
a) = ’ - € R?%;
(4 —4) lay 8 121 Ls
2 27 [ 6 6
b) [ = + A: Jxe R‘~’—>|: € R?; (5.7)
.2 2 ] Ty | 8 0 :
2 27 ;] r6 : e
c) = -]’ A:VxeRz-—)[ ]eRz.
(2 2] L=l lel 6

in fig. 5.4 se a4 reprezentare geometricd a‘celor trei sisteme. Sistemul
a) este reprezentat cu ajutorul a doui drepte care se intersecteazdi intr-un
singur punct P(5/2,1/2) si. este reprezentarea geometricd a solutiei; deci
sistemul a) este conslstent si vectorul xT = [5/2, 1/2] este o solutle unicd a
sistemului a).

Sistemul b) reprezintd doud drepte paralele care nu au nici un punct
de intersectie, fapt care demonstreazi ci sistemul b) este neconsistent.

2

%
%
A

%2 -2 jx2

A o . N

-,
X . .
N

Yo

c #
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Sistemul-c) reprezintd doud drepte confundate (deoarece cele doud ecu-
atii sint identice), deci ele se mtersecteaza intr~o mﬂmtate de puncte, fapt .
care evldentlaza conmstenta sistemului ¢). .

~In rezumat sistemul a) are o solutie umca, smtemul b) nu are nici o
solui;xe iar sistemul c¢) are o infinitate de solutii.

Orice sistem de ecuatii algebrice care se va considera in
continuare va avea o solutie, nici o solufie sau o infinitate -
de solutii (nu existd alte posibilitati).

o Sigstemele de ecuatii se pot clagifica §i dupa vectorul
b din (5.6)in:

a) Sisteme omogene. Da,caJ b = 0, sistemul (5.6) este
omogen.

Orice sistem omogen de forma, Ax=10 cu 4 e R"™,
x € R", este un sistem: comlstent deoarece are soluyla.
x =0, nemteresanté,

Un sistem omogen are o solut1e nebanals dacd si numai
dacd det A — 0, adics dacd A este singulars. Altfel
gistemul nu admiteo solutie unicé (afarsd de solutia banald),
solutia - depinde de cel putin un parametru, iar in practicd
este adesea necesar sé se calculeze una sau mai multe va-
lori ale unui parametru, care apare in coeficienti.

b) Sisteme neomogene dacd vectorul b # 0. Daci
A € R*™ i b € R®, atuneci sistemul (5.6) are o solutie unicé
pentru orice b 7’= 0, dacd §i numai dac# sistemul omogen
Ax = 0 nu are altd solutie decit solutia banald (adicd A
este nesingulari).

In cazul sistemelor neomogene unde numiirul ecuai;nlor
diferd de numérul necunoscutelor,se urméreste determi-
narea vectorului x, eare are:ca imagine prin transformarea

A vectorul b.
Exemplu. Fie Ax =b, A€ Rz?, be R2:

2 —2 —27 %] [0 ‘ ‘
2 27-2 2 | = H ST (5.8)
se urmireste determinarea vectorului x € R® care are ca imagine, prin trans-

0
formarea A, vectorul ] € R2,

Sistemul (5.8) se poate ‘scrie sub forma dezvoltata :
22 — 24, — 20, =0)
2z + 22y — 223 = 4
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Aceste ecuatii’ reprezmta doud plane P, si P, in R3 (flg 5.5)."Cele dou#
plane se intersecteazi dup# o dreaptid MN. Orice punct ce aparfine dreptei
MN reprezmté o solutle pentru s1stemul (5. 8) adicd o szmpla mflmtate de’
solufii.

in cazul in care solu{;u]e unui - anumit sxstem de ecua’;n corespund

punctelor unui plan, atuncl sxstemul conslderat ‘are o dubla mflmtate de
solutii.

- 2xy 42z, 2xg=0

Ly ;.

‘Fig. 5.5,

5.1.3.- Unicitatea sz ewistenta solumm UAUL sas.iem. dej ecuam

Din exemplele si mterpretarea geometricd, da,ta, pentru
sistemele de ecuatii algebrice, rezultd necesitatea unui cri-
teriu pentru evidentierea existentei solutiei : sistemului
Ax = b, iar cind solutia existd, este necesar un eriteriu
pentru a arita unicitatea ei. '

Matricea A din (5.6) se numeste matricea coeficient a,
sistemului, vectorul b se numegte vectorul constant al sis-
temului.

Matricea de ordmul n X (n + 1) forma,ta, din 4 si b,
[4, b] se numesgte matricea bordata a sistemului (5 6),
adicd -

O Mg O3 .- “m by
[4,b]= O %2 a’23‘...vva2n by | ' (5.9)

anl A2 Ay + o+ Oy bn
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o Dacid A e R", beR" sistemul de ecuatii {5.6)
este consistent dac#-si numai dacd rvang A=rang [4, b]
(adicd sistemul are cel putin o solutie, deci solutia existé).

e Dacd 4 € R, be R" §i rang A = rang [4,b] =k,
atunei :

- — dacd k = n, Ax>= b are o solutie unici ;

. dach kb << n Ax =h are n — k familii de solutii
parametrice.

Aceste doud propozitii pot servi drept criterii pentru a
arita existenta, respectiv. unicitatea soluiiei unui sistem
de tipul (5.6).

In concluzie, pentru un smtcm (5 6) existéd urméitoarele
situatii: nu are solutle, are:o solutie unicd, are o mflmtate
de solutn

Daci sistemul are o mfmn‘ate de so}utu, atunm dife-
renta intre dou#d solutii oarecare apartine spatiului nul al
matricei A, notat prin K(4). In acest sens se poate afirma
ci slstemul (5.6) are o solutie unicd dacsd si numai dacid
spatiul nul al matricei 4 contine doar vectorul nul, adich

K(4) = {0}. 4 S (510)

In cazul in care solutia sistemului (5.6) exists si este
unic#, aceasta poate fi exprimats in dousd forme simple :
cu ajutorul regulii lui Cramer si al matricei inverse, forme
care sint echivalente.

e Fie Ax = b,cud e R i b € R”, sistem care areo
solutie unicd. Atunci solutia sistemului este

Ty =—> wz—:-,...,wjf——z)—,...,mn:—ﬁ, (5’.1‘1)
unde determinantii D, ¢ =1, 2,...,n, $si D au forma

Ay Qg v e lyimy by Gy oo Oy,

Lo By Bog e Oy By By e Gy, |
D,3=det V21 a2 2,41 2 2,4+1 2n $1,D=detA.

e s+ 8 e s s e 4 e e . .

By Qg o w0y =1 Op O gty = o Oy |-
(5.12)
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. e O .altd formd simpld de exprimare a  solutiei se
poate face eu a]utorul matrlcel inverse 4 1, astfel::

Axmb A—le—.A 1b Iqurlb x==A (513)

Congiderind cd A= (c,j), B = 1 25 . 0m, ex1sta, ultlma
relatie matriceald din (5. 13) se poate serie dezvoltata, sub
forma

w‘ == Z ct] bj,i = 1, 2,- e ,n. : ) g i (5.14:)
j=1 L R L

Relatia (5.14) permite calculul tuturor componentelor
vectorului necunoscut- X7 = (&, @,,..., x,). Congiderind
elementele ¢,;, ale matricei 4-1 cunoscute se observi din
(5.14) c# pentru fiecare componenta. ria veetorulm x sint
necesare n operatii de 1nmu1t1re sin ] operatii de adu-
nare. Pentru calculul unei componente z, a vectorului x
sint necesare n--(n — 1) operatii elementare, deci pentru
calculul vectorului x € R" sint necesare n?2 operatii de in-
multire §i n(n — 1) operatii de adunare.

5.1.4. OOndi;ionared numericd a sistem elor liniare
Fie sistemul de ecuatii
Ax = b, (5.15)

unde A4 este o matrice nesingulari. Atunci sistemul are o
solutie unica , :
X = A1, B (5:16)

Trebuie avut in vedere faptul cd in sistemele ob{inute
din aplicatiile fizice numerele ce constituie matricea 4 §i
vectorul b sint afectate de erori datoritd misurdrilor sau
erori de calcul datoritd faptului ¢4 se lucreazi cu un cal-
culator electronic, care are olungime a cuvintului fixi (de
exemplu numirul 1/7 nu poate fi reprezentat exact deoa-
rece reprezentarea lui in binar are o infinitate de biti).
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Datoriti aeestm fapt se pune problema care este tolerania
rezultatelor, adic#i care este maximul de eroare admis in
cadrul solutiei. Apar urmitoarele elemente de discutie.

a) Dacd A4 este cunoscutd exact gi nu este afectatd de
erori, dar vectorul b este afectat, atunci se lucreazd cu
b -+ 3 b si atunci vectorul solutie x este x - 8 X iar siste-
mul (5.15) devine

A(x 4 3x) = b + ob sau Ax + A8x =Db -+ 3b. (5.17)
Folosmdu se relatia (5. 15), rezul’ra cd tolera,nta din solutie
este \

3x = A-1 3h sau ||3x] < 141 H H’Sbll (5. 18)

Egahtatea in a doua relatie din (5.18) este posibild pentru
anumiti vectori db.

Aplicind norma egalitétii (5.15), rezultd
bl < B4l fixf. (5.19)

Daci se multlpllca a doua relatie din (5.18) prin |/b U, re-
zultd

x| Il < Al A~ x| [I3b]L. (5.20()

Presupunind ci b#0, rezulty din (5.20) urmitoarea
inegalitate :

LTISWIPNL T}
I TE R

unde A-1 este matricea inversd a lui 4, care a fost obti-
nutd prin “calcule cu agutorul unui calculator (deci
AA-Y £ T).

In acest sens pentru o matrice nesingulari 4 pezitiv
definiti se definegte numﬁarul de condl’gmnare A astfel :

(5.21)

cond. (4) = A} 47 = nh> 1, (5.22)
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unde: A §i- A, sint valoarea proprie maxxma, respectiv
minim# a lui A. In acest caz (5.21) se serie sub f_orma,

118x| u%u o
=il &y (b8

ETR

T masoard incertitudinea relativd, exigtentd in

vectorul b (daecd elementele lui b sint cunoscute cu trei
cifre semnificative, atunci [ 38b| / [Ib]| este aproximativ

unde

10-2 sau 10-%); H ”” i misoardincertitudinea relativi ex1s-
|Ix
tentd in vectorul x, care este determinats de incerti-
tudinea existents in vectorul b.
b) Dacd si matricea A si vectorul b sint afectatx de
erori, atunci sistemul (5.15) se seme sub forma .

(A +84)(x+8x)=b sh. (5.24)

n acest caz eroarea existentd in “'veéfbrul x este Jx, ex-
primaté prin relatia ‘ ‘ .

3x = (4 + SA)*l(Sb — SAx) (5.25)

" ¢) Dacii b este cunoseut exact iar matricea 4 este afec-

taté de erori, atunci sistemul (5.15) devme (A + SA) (x ~+
4 9x) = b;de unde rezultd -

X+ ox=(4+ SA)‘lb (5 26)

Daca se mlocmeste X pnn expresm (5.16), relatia (5.26)
devine A-b + 8x = (A —i— 8A)‘1b Dupa ordonare re-
zulta

85X = [(A £ 84)t — 417, (5.27)

n cazul in care se mtroduce notama. A + 8A =( s
se folosegte [127, 52] identitatea

Ol —~A1=A41Y4 - 0) 07,
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atunei (5.27) devine
Sx—AYA—A—34 NA+ 34)h=— 47I(54) (4+ 54) b
iar folosind (5.27), rezulta,

3X = — A‘l(SA)(x + 8x). - (b.28)
Aplicind norma relaﬂ;_le; :(‘5-28% seobtine

I8x| < L 4-1) [134 | I + ax )
sau IR

%1 _ oona (4 I3l "
TR T R g 0

~-Din (5.29) se vede cd incertitudinea din vectorul solutie
x relativ la x- 3x este marginitd de incertitudinea relativi
a maitricei A, inmultitd cu numiarul de condifionare a lui
A [eond. (A)]. Deci, dach erorile mici in cadrul coeficien-
tilor lui 4 §i b, sau in procesul decalcul au un efect redus
asupra vectorulul solutie, un astfel de sistem este bine
condifionat, iar dacs efectul este considerabil, un astfel de
sistem’ este slab conditionat.

Din analiza efectua,ta, se vede c# [relatiile (5.18) —

—(5.29)] pentru mici variatii in elementele matricei A
(mtroduse prin matricea perturbatulor 34) sau mici va-
riatii in elementele vectorului b (introduse prin vectorul
perturba,tulor 3b) sau mici variatii atit relativ la elementele
lui 4 eit sirelativla componentele Iui b se vor produce mici
schimbiri in valorile vectorului solutie exacts x, dacs
numirul de condifionare al matricei A4 este mic.

‘Dacd matricea 4 din sistemul (5.15) este nesmg"ula,ré
atunci

cond. (4) = |4k |47 (530)

se numegte numérul de conditionare pentru problema liniars
Ax =Dh, unde |-|]| este o normi matriceald oarecare.
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Dacid | * [« esté norma speefralé. [ atuneci
cond. (4) = |All, 47, —l/“’ (5.31)

unde 2, §i A, sint valorile proprii maximi, respectiv mini-
mi a matricei A, pozitiv. definité.

In concluzie, dacd numsrul de condltlonare cond. (4) este
mare, atunci perturbatii reduse in A si / sau b pot introduce
perturbatii mari in x (problema liniard este slab conditio-
natd). Pe de altd parte, dacé numérul de condmonare al
matricei 4 este mic, atunei perturbatu reduse in 4 gijsau
b conduc la perturbatii reduse in vectorul solutiei x(pro-
blema liniard este bine conditionatd).

Aceste elemente servesc la corectarea solutiei obtinute
din calculul, 1a alegerea metodei de caleul (tinind seama de
numirul §i ordinea operatiilor deexecutat), la modul de
reprezentare a informatiei numerice in calculators (in vir-
guld fixd, virguld mobild sau zecimal) la tipul de aritmeticé
cerut, in programul de caleul precum si la precizia, impusé
calculelor.

Pentru obtinerea unor rezultate cit mai precise alg0~
ritmii de caleul trebuie s& prezinte o stabilitate numericd,

calitate care impune schimbarea liniilor matricei 4 si
introducerea unui nou set de necunoscute (7, 3, .. wn),
pentru a permite gi schimbarea coloanelor intre ele
in cadrul matricei A. Aceste schimbidri se fac inaintea
elaborarii algoritmului de calcul sau in timpul destasurarii
algoritmului de calecul. Un algoritm de calcul nestabil
numeric poate conduce la. rezultate eronate.

Este adevirat cid metoda elimindrii a lui Gauss cu
pivotare partiald (adicé pe parcursul deruldrii algoritmului)
este mult mai stabild decit algoritmul lui Gauss de elimi-
nare fird pivotare partiald, cel pumn pentru o clasd de
probleme. Pentru probleme liniare in care matricea A
este reald, simetrics si pozitiv definits, pivotarea pa;rhala.
nu este singura necesitate pentru stabilitatea numericé
[1,10,14].

5.1.5. Scalarea ecuagiilor si necunoscutelor in cadrul sistemelor

In cadrul sistemelor de ecuatii liniare, date in (5.1)—
—(5.3), se poate vedea in mod frecvent cd necunoscutele
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w,; (componentele yectorului necunoscut X) si componen-
tele vectorului b'(b;, j = 1,2,...,n), date sub formi nume-
ricd, au o semnificatie fizich. De exemplu, curentl, respec-
tiv tensiuni (5.2) sau deplasiri mdsurate in m sauforte
misurate in N. Deoarece astfel de unititifizice sint arbi-
trare si pot diferi foarte mult intre-ele din punctul de ve-
dere al ordinului de. mirime, in aceste cazuri se va face o
substituire 2; = 10%; : atunci fiecare termen g;; &/ vafi
‘inlocuit prin 1,0"a;; @} si astfel eoloana ja matncex A va
fi inmultitd cu 10",
Se presupune in general ¢ w;ise 1nlocu1este prin

@y = 0Py j=1,2,...,n. (5.32)

Fle NZ 0 ma,trlce diago na]a nesmgulara de forma
T i) s 1.
| = 0

N, - . (5.33)

f

Aeeasta substitutie are forma, ,
’ x=XN 2x ‘ (5.34)

in mod aseminitor se considers matncca Nl, dlagonala
gi nesmgulara avind forma

1 -
ng) 0
¥ . s (53s)
B e
,n(l)
care este folosata, pentru a reahza su]g)stxtutla
b =N (5.36)
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pentru vectorul b din partea dreaptis a sistemului de ecu-
atii Ax="hb. Cu ajutorul acestor substitutii (o 34) si (5. 36)
sistemul Ax = b devine .

AN = N;b’ sau Npt ANzx’ =b. (5.37)

In urma celor dou# schimbiri de variabile se obtine un
nou sistem liniar de ecuatii (5.37), a cirui matrice este
A’ = N7! AN,,iar partea dreaptd este b’ = Ny 'h.

e Matricea A’ este diagonal echivalents cu matricea
A, dacé existd matricele diagonale nesingulare N; si N,
astfel ca sd aibd loc relatia

A" = N7' AN,; (5.38)

atunei a;; = [nm] a;mP.

Echivalenta intre matricele A’ si A este o echivalentd
intr-un sens partleular utilizat in cadrul teoriei matriceale
(datoritd faptului cd matricele N, 1,N , sint matrice Speclale
nesingulare).

Se observd cu u%uxmta ci produsul AN, reprezinti
matricea A cu coloanele mmultlte prin eonstantele nP,
P .. .n® iar produsul N-14 este matricea A cu hmﬂe
sale mmL.lu’re cu constantele 1/n{),...,1/n50. Matricea
A’ = N7AN » este rezultatul efectudrii celor dous ope-
ratii de inmulfire a coloanelor gi- liniilor matricei A. Da-
toritd proprietatii de asociativitate a produsului matriceal,
nu are importanta care inmulfire se executd inainte (Ia
nivel de coloan# sau Ia nivel de linie).

Matricea A’ este echivalenta B-secalatd cu matricea
A dacd A’ = N7'AN,, unde N, si N, sintmatrice diagonale
nesingulare, ale ciror elemente dmgonale sint toate puteri
de numere intregi reprezentati in vn‘gula mobild fologind
baza de reprezentare B. . .

Avind in vedere 1mportanta pe care o joacd numéirul
de conditionare al unei matrice (cond. (4)) pentru preeizie si
stabilitatea numerici a algoritmului folosit la rezolvarea
sistemului linjar 4x = b, se pune intrebarea care este le-
gitura dintre cond. (A) si cond. (A°)? In acest sens se
pune urmitoarea problemd: dindu-se o matrice 4, ce
matrice N; si N, trebuie alese ca in final cond. (A) =
= cond. (N7'AN,) s& fie minim [46, 126]?
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Pentru realizarea acestui lucru mai este necesar ca
matricea A si se echilibreze inainte de a se trece la rezol-
varea sistemului. O matrice este echilibratd dacd atit
liniile ei cit-si coloanele au aproximativ aceeagi lungime
intr-o norm# oareecare. Astfel rezulti :

e Matricea A este echilibrats la nivel de linii (relativ
la norma |[X[«») dacd are loc relatia

B < max o< 1,6 =1,2..m,  (5:39)

unde B este baza de reprezenta.re a numerelor in vu‘gula.
mobil.

e Matricea A este echilibraté 1a nivel de . coloan%
(relativ la norma ||X|lx) dacd are loc relatia

Bt max |l <1, j§=1, 2,...,m. (5.40)
1<ign .

e Matricea A este echilibratd in ambele sensuri (la
nivel de linie si coloand) daca, au loc relatiile (5.39) si (5.40)
gimultan.

Pentru unele magtrice forma echilibratd [46, 128] nu
este unicé (obtinindu-se doud matrice A’ gi A", una care
rezultd prin echilibrarea intii la nivel de linie gi apoi de
coloand, respectiv prin echilibrare intii la nivel de coloand
si apoi la nivel de linie). Se observi cd in cazurile in care A’
difers de A", sistemele de ecuatii asociate celor dous matrice
vor avea numere de eondmona;re diferite [cond. (4') #
# cond. (A"')] si se vor alege pivoti diferiti pentru metoda
de eliminare a lui Gauss. Aceasti aﬁrmame atrage atentia
ca problema scaldrii matricei 4 s se fack cu multd aten-
tie. Se poate afirma cé nu existd o solutie practicd satistd-
catoare pentru scalarea sistemelor lmlare, metodd de sca-
lare care si fie bund pentru matrlce a.rbltrare si norme
matmceale arbitrare.

5.1.6. Clasificarea metodelor de rezolvare a sistemelor

Metodele de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare
pot fi grupate in trei clase :
o metode bazate pe calculul determinantilor ;



e metode bazate pe ellmmare (in~ geneml a.tmbmte
lui Gauss) ;

o metode iterative. ' ;

Din punctul de vedere al calculelor efectuate cu ajutorul
caleulatorului, prima clasd bazatd pe calculul determinan-
tilor este neeficientd, datoritd numéirului foarte mare de
operatii pe care le implicd (care nu este foarte important
numai din punctul de vedere al timpului de execufie), in
plus precizia calculului este afectatd daci numirul opera-
tiilor este foarte mare si eroarea de rotunjire se acumuleazi.
Datoritd acestui fapt in continuare aceste metode ba-
zate pe evaluarea determinantilor nu se vor mai prezenta.

, La alegerea unei metode de calcul pentru o anume ‘apli-
calie §i un sistem algebric dat trebuie avute in vedere o
serie de criterii, cum ar fi :

e Care este numsirul de opera@n aritmetice necesare
pentru aplicatia respectiva?

e (Care va fi precizia rezultatelor finale?

e Cum poate fi testatd precizia calculelor prin veri-
ficdri intermediare?

Pentru o aplicatie datd se alege metoda de calcul nu-
meric care poate satisface in misura cea mai mare toate
cele trei deziderate.

In continuare se vor prezenta dous clase de metode :

e (Clasa metodelor directe (sau metode exacte), me-
tode in care o secventd de operalii se executd o singurid
dat#, iar rezultatele obtinute sint o aproximatie a rezul-
tatului exact. Aceste metode permit ontinerea solutiei
sistemului considerat, ficind abstractie de erorile de ro-
tunjire si trunchlere, folosind un numir finit de operatii
elementare.

e (lasa metodelor indirecte (sau metode iterative).
Acestea permit gisirea solufiei printr-un proces de apro-
ximéri succesive. O aceeagi secventd de operatii (maire-
dusd ca la metodele directe) este repetatd de mai multe
ori, obtinindu-se o solutie din ce in ce mai bund in sensul
preciziei (convergenta procesulm) In cadrul acestei clase
de metode, solutia sistemului se obtine ca limita unui §ir
de vectori (vectorl care reprezinti solutla, pentru diversele
iteratii efectuate). In cadrul metodelor indirecte se pune
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problema alegerii acelei metode, care este convenabild  din
punctul de vedere al vitezei de convergentd, pentru o
alegere'adecvatd a aproximatiei initiale (a valorii de start).

5.2. Metode directe pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii liniare

Metodele directe pentru rezolvarea sistemelor cele mai
frecvent utilizate sint metodele bazate pe procesul de eli-
minare sau descompunerea matricei 4. In ambele cazuri sis-
temul inifial trece prin diverse forme, dar toate acestea
forme trebuie s fie echivalente cu forma initiald.

Pentru un sistem de ecuatii Ax = b, cu o matrice den-
sd, ale cérei elemente sint stocate in memoria caleulatoru-
Iui, se considerd cd metoda de eliminare introdusid de Gauss
reprezintd algoritmul cel mai bun atit in cea ce priveste
timpul de executie cit §i precizia care caracterizeazd so-
lutia. Metoda de eliminare are o largd aplicabilitate la
rezolvarea gistemelor de ecuatii algebrice precum gi la
calculul inversei unei matrice.

5.2.1. Metoda de eliminare a lui Gauss

Pentru prezentarea metodei lui Gauss se considerd
urmatorul sistem :

Opy + Q% + .o F @, = by
Oox®y + Qs + oo+ Og®, =Dy || (5.41)
Oy - Wy + oo + @, =0,
unde
[ ~ [ - B J
Oy gz - - Oy @ by
Qg1 Dgz « + - Oy Ty by
A - . y X = . s b = . 1]
[ @y Qo v o - By |2, | b,
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sau sub form# matricealdy, - Gn i |
Ax=h. (541

Dupa, opera1;111e de scalare, conditionare si eehlhbra,re
ale sistemului dat in (5.41), operatii prezenta,te in 5.1, se
aplicd metoda de eliminare a lui Gauss care constd dm
urmétorul procedeu.

In primul pas, se foloseste prima ecuatie a sistemului
la eliminarea necunoscutei x;, din celelalte n— -1 ecuatii,
obtinindu-ge un nou sistem

AW x = b, o (542)

In al doilea pas se foloseste a doua ecuatie din - sistemul
(5.42) pentru eliminarea necunoscutei x, din ultimele n—2
ecuatii ale sistemului (4.52), obtinindu-se un nou sistem

A x —=p@, (5.43)

In urma procesului de eliminare a necunoscutelor au loc o
serie de transformiri asupra elementelor matricei. A §i a
vectorului coloand b. Pentru & pune in eviden{d aceste
transforméri, inainte de eliminarea necunoscutei x;, se
vede ci sistemul echivalent obfinut dupd eliminarea ne-
cunoscutelor x;, @,,...,%,-; poate fi scris sub forma

Abx =b® =1, 2,...n, (5.44)

I reprezentind numirul transformérilor aplicate sistemului
initial,
b(k) 7

(k)
2

AW = (a®), b® = | . . (5.45)

0.
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#EPentru k=1, rezulti A= 4, b1 = b, iar elementele
date in (5.45) pentru k = 2, 3,..., »n se calculeazd cu aju-
torul relatiilor '

alih, i<k —1,

0,12k i<k—1
af) = ’ »J ’ (5.46)
' 1 “ékk_li (B—1)
k— Jo— _ . .
oy D — o w12k j >k,
Ap—1,5-1

bE-D, i<k —1,

biE) —
[ 2 a,(_lck—.ll) :
-1 ik — - .
bgk ) — —Tl‘*—— b;ck_.l ), 1 > k.
alk—b
k-1, k—1

Relatiile (5.46) constituie efectul inmultirii ecuatiei k—1
a sistemului A®-Vx = b*-1 prin raportul e 1/al¥51_,
si sciderea ecuatiei astfel obtinute din toate ecuatiile 1,
pentru orice i > k. In acest fel variabila x,_; este elimi-
natd dinultimelen—k--1ecuatii ale sistemului. In aceastd
etapd sistemul nou obtinut aratd astfel :

(1) (1) (1 1y 1 1 e AL “
aidepaiy ... ailf-1 a'g.;c coeail &y b"
(2) (2 (2) 2 (2 (1
Qoo azg ces A3 a/g}c eee az,}, Xy b2)
(3 (3 3 3 (3
a ... a8 |af ... af), %3 b
» (~1) —1 E—1 ’ ;
O Tk 1 | 1 O R Ly—1 biE»
k % -
o ... affh @y b
( (k)
W1 g - “Hl.n Tp+1 bléﬁ)l
) ) k
i apy ... a®,  |lo, | R
sau sub formi matriceald Ay x =b®, (5.47)
34 ~ ¢, 44
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In tot acest] proces de calcul s-a presupus cid alf)# 0,
L=1,2,...,m. Pentru k = n, ingeamnd ci necunoscuta
@, a fost eliminatd din ultima ecuatie, ob{inindu-se un
sistem sub formé triunghiulard

1 1 1
alx, + a ‘12’ + ... -{—a( D, 4 ... +a(§2n))w b{z’
wzzz)wer +a’:vk+---+ T, = b

. 5
a](o’;z)mk + + a(k) = P (5.48)
a(‘rr?zwn - bgzu)
sat
1) (1 (1 ( ?
afad ... a1 af) 2 P
2 2 2 (2)
a2 ...a8_ 1 ai, Ty 123
: ={ . (5.49)
. g i
@;"412» 107 1y Ty ~1 bl
a, |, bim

respectiv sub forms matriceals
AWx — h, (5.50)

unde A™ este o matrice superior triunghiulard. Sistemul
A™ x = b™ egte echivalent cu sistemul Ax=bh [42, 128],
adicd admit aceeagi solutie intr-o anumitd vecindtate din
spatiul solutiei (x;, @,,...,x,), matricea A™ gi vectorul
b™ au fost obfinute din A gi b prin diverse transforméri
elementare.

Sistemul triunghiular obtinut (5.49) este sistemul cel
mai simplu din sirul de transformdri; pentru rezolvarea
lui se foloseste procesul de eliminare inversd, deseris ast-
fel :

T, = b i) ;
Ty = (BT — ol 5h 1 @) /(a0 1) 5
P 753 )
2= (O — aff, — ... — ) 1a)al);

j=n—2n—1,...,3, 2, 1.
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Aceastd metodd inlocuieste sistemul general de ecuatii
Ax = b cu un sistem triunghiular echivalent A™x = bm,
care este foarte simplu de rezolvat prin metoda substitu-
tiei inverse.

.~ Procedura de gisire a sistemului echivalent (5.50)
presupune caleulul sirului de matriceA™, A, .. . A%

, A™ [unde A™ este matrice supenor trmnghmlara}
slalsu'ulm de vectori bV, b, ... b® b™ Vom prezenta
procedura. de construcme 2 celor dous siruri  (sirul de
matriee, repsectiv girul de vectori).

. Pentru eliminarea Iui #; din ecuatiile numerotate cu
1= 2,...,n — 1, se.adund prima ecuatie inmultitd cu con-
-stanta my, la toate ecuatiile 1 = 2, 3,..., n, unde

my; = —aP e, i > 2. (5.52)

Dup#é aceastd operatie rezultd sistemul
A®x =h®, (5.53)
sistem in care se giseste x; doar in prima ecuatie §i lipseste

din celelalte »—1 ecuatii.
Este ugor de vemfxcat ¢ matricea MY

[ 1 (U
m21:
MY = mm I,y (5.54)
| Mon,1

realizeazd primul pas al metodei elimindrii. Astfel
M DA VX = YDOHD devine

AP x =p>, (5.55)

Se poate ardta cd sistemul (5.41) este echivalent cu
sistemul (5.55). In acest sens s-a presupus c¢i (5.41) are o
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solutie unic#, deci A este nesingulari, respectiv det A #
#.0. Din constructia matricei M se vede ci det MM # 1.
Deoarece , . :

A® = MVAD = det AD = det M - det AD = det A,
S L (5.56)

deci A®  este nesingulard si sistemul (5.41) are solutie
unicd. ‘ : L : S

Din cele doud relatii matriceale date in (5.55) se vede
of solutia lui (5.41) satisface si a doua relatie din (5.55),
deci cele doud solutii unice ale lui (5.41) gi (5.55) sint iden-
tice. In pasul % se elimina #; din cele n—% ecuatii. Pentru
aceasta se inmulteste ecuatia pivotatd % prin constantele
my;, §1 se adund la ecuatiileunde kb < ¢ < =,

= k; ] .
My, = — A [0F - (5.57)
Dupi aceastd operatie rezultd sistemul in care a fost elimi-

natd necunoscuta x;, din ecuatiile ¥ < ¢ < n, sistem care
are forma '

' AUHD x U+ (5.58)
Se observi cd matricea | 4’ -
N Ik—l : _________ O .........
L 1 0
oy = EMps, & (5.59)

0 §'mk+2,k 01

s m,.,,Ol

realizeazd eliminarea lui a,. Astfel M® A®x = Y®b
devine
Ay — pe+b (5.60)

Din cele deserise se vede ci procesul de triungularizare
~al matricei A se poate realiza cu ajutorul produsului de
matrice

M = Me-DYe-D YD YO, (5.61)
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care, inmultitd cu sistemul initial, d&
MADX = Mb® sau A™ x = b, (5.62)

Slstemul (5.62) este echwalent cu (5.41), fapt care rezultd
din relatiile 4™ = MA®. Dar

det A™ = [det M]det [AV],

ﬁnde
' 7n—1
det M = J[ det M® =1,

k=1

avind in vedere forma matricelor M® , pentrulk =1, 2,
L n— L. Dem

det A‘” = det A =det A™ = a“’a‘%’ oo,

deoarece A este triunghiulari.

: In cazul in care unul din pivotii a;; este egal cu zero,
se face o schimbare a ecuatiilor intre ele cu ajutorul matri-

celor de permutare [128, 32, 10, 50, 108].

5.2.2. Metoda Gauss-J wdom

Aceasta metodd constmme 0 forma modlfmata a meto-
dei elimindrii, introduse de Gauss in 1823. Metoda const
in a transforma un gistem de ecuatii liniare cu o matrice
patratd intr-un sistem echivalent cu sistemul inifial con-
siderat, ce are ca matrice chiar matricea unitate. Din cele
prezenta,te in 5.2.1, se vede ci matricele MY, M® |

., M® au forma
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et
)
=
1
S

[ )

=

<o

o 0 my, 1...0) | e L -
Mo |0 my |

0 my 0...1

(‘5.63)
unde
My = — a’il /a’ll 3 Mg == (2)/a(2) )/(I/‘k)
(5.64)

i=2,...m; @:1‘,‘3,.‘..,n;k i =12,... k—1k+1, ..., 7.

Se observa cd
M M= M M YD AY =T,
(5.65)
MM M® L M® YD h = b,

Daci M=M™ M ®=1 ... M® ... M™ MY, atunci ecuatia
MAX = Mb devine ‘

Ix =h"® (5.66)
sau dezvoltat
0...0][m b
1

@ by
.00 %], (5.67)

1
0
0 0...1]]z] Loy
Algoritmul de calcul prin eare se ajunge la sistemul echiva-
lent (5.67) se poate prezenta cu ajutorul relatulor urméatoare :

“5] ‘“aih

(k)

(k—1) a’ikk_ll) (k—1)
7 = af" ) — ————ay ~L. ?,#k—l j=k —1, (5.68)

(k~1)
X 1,k—1

k.
a1y = a7y, j =k — 1,

k k-1
af) =af Y, j <k —1,
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iar asupra componentelor lui b,

bg) = bi7
’ a/gkk 1)
b = b L Bl o f— 1, (5.69)
) a(k n :
k—1.k-1
by = bEb, k=2,3,...n.

Solutia sistemuluni in cazul metodei Gauss-Jordan este
daté de relatiile

@; = (b™)/(a{®) sau o, = b, § =1, 2,...,m. (5.70)
5.2.3. Metoda lui Gauss prin descompuneres matricer A
Dacd se face apel la relatiile (5.62)
MAY x = MbY sau A™ x = b™,
se observd ci

MAD = A™ saud = AN = Y14™, (5.71)

Tinind seama de (5.61), avem ’
Mt = [MO7 (M2 L (MY (5.72)

unde ,
-Ik._.]_ f. O
T 0
[M®T* = gwmkﬂ.k 1 s (8.73)
A I, 9_...:_mk+2.lc0 1
L '—mn:h 1
. 1 -
~_m21 1 O

M-1— | —Msz—mg 1

— My — My, —Myy 1

| My — My — My — My o 1]

Se observd ci M~ este o matrice inferior triunghiulard
care contine pe diagonala principald numai unu.
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Din metoda lui Gauss se vede e& A™ este o matrice
superior triunghiulars. In acest caz, daci toti pivotii sint
diferiti de zero in procesul de formare al matricei A™ din
A%, atunei A® = A4 poate fi descompusd intr-un produs
de dou# matrice : una inferior triunghiulard (cu unu pe
diagonala principald) si alta superior triunghiulari.

Teorema. O matrice A € R**" poate fi scrisd sub forma
unut produs TS de doud matrice, unde T este inferior tri-
unghiulard st S superior triunghiulerd dacd

det [a,] # 0, det| ™ “12|;e 0,..., det A # 0.

Qo1 B

Descompunerea este unicd dacd elementele lui T sau S
de pe diagonala principald sint specificate asifel :

Oy Oyp U1
A=T8 — | % ®22--- G | _

A1 Qg Uy,

1 Su S12 Si3--- Sia

iy, 1 Sz Sp3 ... Sy

= |ty tp 1 O Sag -v- Sa |+ (5.74)
0
[t tpge e fam—1l] | Spn |

Dacd se executd produsul dintre matricele 7' si 8 din
(5.75) si se face identificarea, rezultd »*? ecuatii neliniare
cu 7® necunoscute. Calculindu-se componentele primei
linii a matricei produs 7'S, rezultd

$11 == Opy5 Sig = Gygy « +y Sin = Oy (5.75)

de unde se vede ci prima linie a matricei 8 coincide cu
prima linie a matricei A. Dacd se calculeazi elementele
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primei coloane (sub éhagonala prmmpal@, se obtin ecu-
utiile

Z‘213:!4': Ug15 U5y S1 = Ugpye o oy TS = Oy »(5‘-75)

Se observi cf pentru 8y = ay # 0, rezultd din aceste ecu-
atii_elementele primei coloane 2 matmcel T. ‘

{n general, dacs se caleuleazd elementele liniei k, din
matricea S, incepind cu elementul de pe diagonald princi-
pald, :t'ezulta ecuatbiile urmitoare i deoarece &; §i 8.
sint cunoscute, pentm j <k—1, se poate rezolva gis-

temul §i gHsi elementele lui S din linia % :

r—1

71 .

Z TeiSie -+ S = Snc = Uy — E i San
ge=1 j=1

3 Rt

2 5163 Sp bt 1 Spkar = d/;,km
i=1

¢ &4 = . * * . L - . 3 .

&1
Y LSt Sk = a
=1

5

Sk Rl = Qpgal — 2 bei Sihar

« &2 s e o

=1
[

k1

S]m =8ua T 3 tesSin

=1

(5.7

- N .
Tn mod aseminitor se calculeazd elementele coloanei

T a matricel I' (de sub diagonala principald), ‘obtinindu-se
ecuatiile urmétoare, iar dack S % 0, atunci sisbemul de
ﬂeuai,u permite gisirea elenaentelor coloanei % &.matricel

-
.

&-1

Tt 1,5 S T Tes 1,0 Spr == Chnk

I
r-aru

3
K
Z i 1—2 = 8§ ~+ tk+2 ksk.’c:ak +2,5

« & ¢ s & 2 8w e s s e e &

&—1
Z tnfs.fk + t.nkskk =g
3=1

]

tiry,e =

L N

1
g tnk = (
Sk

: 1
thpop =
d 8]{]6

. e e e

F1

1 k-1
S (ﬂikﬂ,k ~ ¥ thari Silc)
Slﬁk g=1

k-1
ak.&z;la - E tk+2,1 Sﬂc)

g==1

F e e s B

C&nk o ? tn] S.?IC

. g~_~1

(5.78)
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In mod aseminiitor s-ar desfisura caleulele dacdi § ar
fi avut pe diagonala principald unitatea.

Exemplu, Fie (n = 3)

. Gpp Gy s

0 S S120 S13
A=lay @y az|=]ty 1 0 Sap Spa | ="TS. (5.79)
A3 Q3 Qg Iy I 1 S33 ‘

Dupi efectuarea produsului T'S si identificarea, rezultd n? = 9 ecuafif
neliniare cu nouéd necunoscute. Primele trei ecuatii arati ci elementele
primei linii a Ini S ceincid cu elementele primei linii a matricei A :

S11 = 33, S1p = Oy, S13 = Gy

Pentru calculul primei coloane a matricei T' se folosesc urmiitoarele
ecuatii (s;; = @;; # 0 prinipotezd) :

P _ P ayn _ A4y
21511 = 1 91 = o T
311 [ZTY

i a a
51 __ ;1
lySpy = an Iy = — = —
Su an

Din urmétoarele ecuatii se pot calcula termenii sy, §i g5 :

: _ o - _%a%s
lyyS1g + Spg = Qg Spg = Qpp— byS3y = Qg — ———
33
a,a
21%3
lyySig + Sgg = Ggg, Spg == @pg — lySig = Qg3 — o .
11

Au-mairidmas de determinat elementele 2, si 855, care sint necunoscutele
din urmétoarele ecuatii :

‘ +1 _ o = agly; —Andyy
31512 agS2g = Ggg- 2 =
g3 g9 ~ Gy

LySiy + lagSys T+ S39 = gz, S33 = 033 ~ IS13 ~ IpaSae
in acest fel au fost determinate toate elementele matricelor 7 si S.
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‘Analizind expresiile coeficientilor matricelor T §i S si tinind seama de
relatiile-(5.46) si (5.47) si (5.64), se observd cd :

1 Ie1 1 @ @ a
df o off [ * 017y ay axs)
—al=1 @ o e 1) I 2) (2
A=AM= 1 a3} off o3 l my 1 afy atd
1 @ a
aél) a3y ass) —Mg—Mz 1 0 Qg3
: (5.80)

in urma exemplului considerat se vede c#
A=A =178, unde T'= M5 8 =A™, (5.81)

In acest caz se poate afirma ci metoda lui Gauss de
eliminare este echivalenti cu descompunerea matricei
A = T8, cu T avind pe diagonali unitatea.

in vrma descompunerii matricei 4 in T si § siste-
mul Ax = b se rezolvi astfel :

Ax =b, A = TS, TSx =h, (5.82)

unde sistemul 78x = b este echivalent cu doud sisteme
triunghiulare Ty = b, 8x = y. Sistemul Ty = b se poate
rezolva prm substltutle dlrecta, iar 8x. =y prin substitu-
tie inverss : :

1 0 0 0] [, b, ]
tn 1.0 ... 0]]Y: b,
fy l 1... 0} )97 s |
.tnl tn2 tns' . 'tn,n—l 11' Yo _bn..
T8 Sz Siz e S | —?11'7
822 323 e e 82“ wz y2
833 oo 83,. .’I}a = y3 ’
0 e e : .
- snn_. _-"'vn._- _y” !
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obtinindu-se urmitoarele relatii pentru ‘determinarea
necunoscutelor (4,4, - -,¥,) $i a necunoscutelor (#;,,, .

ee ,ar;n)

;Ai’h = bv o o
'yk——b—ztmyz,@—2 S,
wnz'gfm/ym' o pabii, gy ERESE R i (5°83)’
1 E+1
a;k.:*( Zskm%)’l—*%—-l n—2.. .32
) sk,k i=n

* Metoda de déscompuners 'a matricei 4 intr-un produs
de dous matrice tmunghmlare este - exemphﬁeata prm
schema logxca din flg 5 6 Sl programul 51.

5.2.4. Alte variante ale matodei lug Gauss de eliminaré

Existd foarte multe metode pentru rezolvarea siste-
melor liniare care diferd foarte putin de metoda lui Gausg
de eliminare; diferenta dintre aceste metode §i metoda
lui Gauss nu $e refers la numirul de ‘operatii, ¢i: la redu-
cerea spatiului de memorie. In continuare se vor: prezenta»
citeva variante ale metodei Iui Gauss.

In metoda lui Gauss de eliminare se cerea executarea
urma,toarelor caleule :

MY A M@ M(l) A M@ @ M(l) A

Mm b, MPMYh, O » 3 b

§i memorarea elementelor tutmor acestor lmu in toate
matricele reduse care au fost - sch1mba,te prin operatii
numerice.

® Metoda lwi Crout. Aceastd meto da este aphea,bﬂa,
dacd liniile §i coloanele sint astfel aran jate cd in metoda
lui Gauss nu se cere nici o schimbare. In general pivotul
nu va fi elementul maxim (deci erorile pot cregte rapid in
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metoda lui Crout). Metoda lui Crout este construitd, cu
scopul de a reduce numéirul rezultatelor intermediare care
trebuie memorate. Deci metoda este foarte bund pentru
calculatoare cu memorie redusi.

Metoda lui Crout poate fi modificatd s8 utilizeze ca
pivot elementul maxim de pe coloand, prin folosirea schim-
bérii liniilor. Aceagtid procedurd de eliminare compacts se
bazeazd pe faptul ci numai elementele af¥ (din metoda
lui Gauss), pentru care j=2igii<k, smt necesare in
substitutia inversd finala. Tn acest sens se foloseste o
metodd recursivi pentru definirea coloanelor matricei T
(matrice inferior triunghiulard) si a liniilor matricei S
(matrice superior triunghiulard).

Aceastd metodil exactd de rezolvare a sistemelor liniare
are in vedere faptul ci orice matrice A nesingulard poate
fi descompusd intr-un produs de doud matrice T si S,
introducind un algoritm de calcul pentru elementele celor
doud matrice 7'si § in functie de elementele matricei 4 date.

Din cele prezentate in paragraful precedent se gtie ci
A = = T' 8, sau sub forma dezvoltatd

Oy Gyp gz o0 Ogp
Qg1 Gy Ogg - .. Oy

U3 G3p Qgg ... O3y |=
Oy anz Tpg « v+ Ay
1 S 812 S13 .- S
t21 1 0 ;‘822, 823 PPN 82‘”
= t31 t32 1 | s . 333 . 7.‘/.: 831‘
Ce e 0 ‘
tnl tﬂu tn3 .. 1_. - . Saun-

In uwrma efectuiirii produsului matnceal sia prooesu—
lui de identificare se obt{in relajiile -
k-1 .
S5 = s — Y, LepSoss dacéd k < j, o
= - (5.84)

Sk =1

1 k-1 ..
tik = (aik - Z ti'psplc)) d&ca 7 > k.
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Relatiile (5.84) pentru k> 2 permit determinarea la-ince-
put a elementelor liniei k& din matricea § si dupéd aceea de-
terminarea elementelor coloanei k din matricea T, presu-
punind ci se cunosc elementele primei linii din § §i ele-
mentele primei coloane din T'.

In metoda lui Crout elementele primei linii din matricea
8 sint 8; = ay;, j = 1,2,...,n, iar elementele primei co-
loane din T sint #; = a,l/an, 1= 2,...,n. Dacd se defi-
negte Sine1= by §i Sims1 = by, 1 = 2,...0, 5i 56 utilizeaza
formula (5.84) pentru j=mn-+1, se gaseste o coloanid a
matricei S (Sin+;) care este tocma,l vectorul b™ obtinut
in urma transformérilor vectorului b.

in acest moment se cunoaste matricea S, se cunoagte -
b™ ; deci pentru gisirea solutlel s1stemulu1

AX = bsau TS8x = Th™

este suficient a se rezolva sistemul (deoarece T este nesin-
gulard)

va = h®,

unde § reprezintsi primele » coloane ale matricei de ele-
mente (8;;),1 = 1,2,...,m,j = 1,2,...,n, iar coloana » +1
este tocmai vectorul b™. Solutia se obtine prin eliminarea
inversd, obtinindu-se #,, ©,—yy. . . ,%2, @ :

b(n)

1 n
=2, = (0~ Fsua)s
844 i

Sun j=i+1

t=n—1 n—2,...,2, 1.

Aceastd metodd se aplicd in general pentru sisteme de
dimensiune redusi sau in cazul cind eroarea de calcul poate
fi testatd si nu are o crestere foarte mare.

® Metoda lui Doolittle. Aceastd metodd este string
legatd de metoda de descompunere a matricei A intr-un
produs 7'S de matrice triunghiulare.
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Se consideri pentru simplificare n = 4. Atunci procesul de eliminare
pentru patru ecuatii conduce la matricea

ay Ay @y Ay by . S11 12 Sz S G
a a a a b s s, S, c.
21 Ogg Qog Oy O a2 S23 Saa C2
—_— ’ {5.85})
a3 dgy Qg3 Ay by 0 S3g Saa Cg
Qg Qg gz Qg by S Ca

unde ag; sint elementele matricei A, iar b; (i = 1,2,3,4) sint componentele
vectorului b. In urma unor transforméri elementare se obtine o matrice
superior triunghiulari S §i veetorul e, de componente ¢; (i =1,2,3,4). Deci
A = MS sau . g

4y Gy @ dy 1 ' 7 Sy S S Su

@y Gy Gy Ay} |~ 1 0 S22 Saz Sa |

Az Ogp Qg3 Oy —mgy —mg o 1 : 0 S33  Sa

Qg Ggp Qyz Oy —my =y, —my 1 Saa
(5.86)

unde M este o matrice de constante de multiplicare care se determini la fel
ca in metoda lui Gauss de eliminare.
Se observi cid vectorul final e este ob{inut din ecuatia

-

-5, - 1 0 -y
b, —m 1 c
21 2 .
== , b = Me.
by —Iy —mg 1 C3
by L —my —myy —myy 1L e

Dacid A = MS, b = Me, sistemul inifial se reduce la
un sistem superior triunghiular astfel :

Ax =b, MSx = Me, Sx=ce.

Deoarece matricea M este nesingulard, vectorul x se
obtine din ultima ecuatie matriceald prin eliminare inversa.

@ Metoda faclorizdrii directe. Relatia (5.84) folositd
in metoda lui Crout oferd posibilitatea unui studiu mai
general privind descompunerea matricei A = T8 in care
elementele de pe diagonala lui 7' nu sint neapirat unitatea.
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Exemplu. Pentru n = 3 avem

- - —_ - -
ay Qp Oy tyy 0 S11 S Sy

Gy Uy Ay |==| &y Uy Saz Spz |
- O3 O3y Qg3 | o fas faz _0 S33.

Dupéi efectuarea produsului in partea dreaptid se obtine

. Q2 Gy s 4151 4151
Qg Gy Ggg | == | U8y 11515+ leaSoe Iy 813 + o823 :
Gy Qg O3 IySu lySta T LgSag lySig T faaSon + LSz

fn urma procesului de identificare se obtin :

@y = Sy Ay = by 833 dy = by S5
Y
rd
Ay == tySy Ogg = lyy Syp ¥ g Spp Gy == lyy Sy5 ~+ 1yp Spg
@3 = T3y Vo lyy =ty sy by S Uy = Iy 815 By Spy g 8y
Se observi ci
1
lyg Spp = Qgp = Iy S5 Sp3 = — (3 — by S1a),
2%
lyg Sag = Ggg — U5y 835 — T5p 8o, g = o (g3 — 1351)-
22
Rezulti relatiile :
k
tkk Skk = akk_' Z tkz) Splc’ k > 2. (5.87)
=1

Restul elementelor matricei § se exprimi astfel :

1 kE—1 .
Spy = y (%;‘ - Y tkpspa‘)’ 2<k<). (5.89)
p=1 '

kk
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Se observi ci elementele matricei 7' care nu sint pe
diagonala principald se exprim# astfel :

k-1
ly = L (“ﬁc — Yt 81)70)’ 2<k<i. (5.89)
=1

Sk

Pentru k=1, i = 2,3,...,relatia (5.89) permite de-
terminarea elementelor primei coloane a matricei 7' dacd
se cunoagte s;;. De asemenea pentru k =1, j = 2,3,...
dacd se renuntd la X, relatia (5.88) serveste la determi-
narea elementelor primei linii a matricei-§, dacd se cu-
noagste elementul #,. Ecuatia (5.87) determini produsul
tuSi In funetie de elementele din liniile precedente ale
Jui § §i coloanele precedente ale matricei 7'.

De indatd ce elementele 1, si s, sint alese astfel ca
s8 satisfacd ecuatia (5.87), se pot utiliza (5.88) si (5.89)
pentru determinarea elementelor care au mai ramas
necunoscute in linia, respectiv coloana k.

Dacd produsul ?; s, = 0, factorizarea matricei 4
nu este posibild, afard decazul cind toate parantezele din
(5.88) si (5.89) sint nule, pentru j> k, respectiv 4> k.

Dacd A este nesingulard, atunci se utilizeazd ca pivot
elementul maxim de pe coloani, obtinindu-se elementele
pivot intr-o secventd de forma (4;, 1), {49, 2),. . ., (i,, n), deci
are loc o schimbare a liniilor intre ele inainte de a incepe
procesul de descompunere a matricei A. In rezumat, daci
A este nesingulard, o decompunere triunghiulard 4 =
= TS este posibil 84 nu se poatd realiza, dar o permutare
a liniilor Iui A poate duce la

B = P4 = T8, (5.90)
unde P = (p,,) $i

{o, r# i,
Dy = .
1, r =1,

Matricea P poate fi gisitd astfel ca
] = ), i>Fk; k=1, 2,...,n —1.  (5.91)
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O alegere simetricd t,, = s,; poate conduce la numere

imaginare daci partea dreaptd din (5.87) este negativi.

In mod similar cu metoda lui Crout se poate considera

“ vectorul b ca o coloand aditionald a lui A4, @ins = b; §i

utilizindu-ge relatia (5.88) pentru j = n 4+ 1, se gésesc
componentele b = s; .1 astfel ci

Sx = T71b = b™.

Prin procesul de eliminare inversé se determind solutia
sistemului @, 4y, ..., ¥y ; cu ajutorul relatiilor :

&, = bg"bn)/snm Ty = —1" (b(i‘) - Z sifxz‘) ? (5'92)
i J=iF1

t=n—1, n—2,...,2, 1.

Aceastd metodd a factorizirii este importantd pentru ci
genereazid o serie de metode de rezolvare a sistemelor de
ecuatii algebrice, metode care folosesc anumite particula-
mta,t;l ale matricei 4 din sistemul considerat.

® Metoda Cholesky (metoda rdddcinii pdtrate). Este o
metodd exactd de rezolvare a sistemelor de ecuatii alge-
brice liniare de forma Ax = b g§i urmireste punerea ma-
tricei A sub forma unui produs de doud maftrice inferior,
respectiv superior triunghiulare.

Daci 4 este nesingulard, atunci conditia necesard gi
suficientd pentru ca descompunerea matricei A si fie po-
sibild este ea minorii principali s& indeplineascd conditiile

ay <0 |™ %o 14120, (5.98)
1027 Qg |

Aceastdh metodd se aphca indeosebi sistemelor in care
matricea A este simetricd si pozitiv definits. In acest caz
matricea A se poate pune sub forma

T8 = A sau TT7 = 4, (5.94)
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unde T este o matrice inferior triunghiularé, iar S este
transpusa sa (§ = 7'7). Relatia (5.94) se poate scrie dez-
voltat sub forma

Gy Gy Qg oo Gy |

A1 Az oz« . . Qg

Ay Opg Qg oo a’nn_.l

- -—

tll 0 tll t21 t31 tnl -
_ t21 t22 t22 t32 e tﬂz . (5.95)
e e e e e 0 C. ..
-—tnl tnz tna MR tnn -— - tnn._

Daci se efectueazi produsele primei linii a matricei T'
cu coloanele matricei 77 gi se face identificarea cu elemen-
tele din prima linie a matricei A, rezultd ecuatiile

2 — . —
= @y Tty = Gyay Inlss = Gugye o slilay = Ay,

Din aceste ecuafii rezultd elementele primei linii din ma-
tricea T7.

In urma produsului liniei a douna a matricei 7' cu toate
coloanele matricei 77 si a identificdrii cu elementele liniei
a doua din matricea A, rezultd ecuatiile

loty = Oy T3y + U52 = g, Tynly + oolyy = gy - -
ooy baglu T Tag tug = gy,

de unde rezulti elementele liniei a doua din matricea I7
$.a.m.d.

In cazul produsului dintre linia ¢ a matricei T cu toate
coloanele matricei 77 i a identificlirii cu elementele liniei
7 din matricea 4, rezulti ecuatiile

Ll + tigtie + + oo+ tilse = a1 <j  (5.96)
h+ile4 . i+ = e > 1
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Matricea A a fost consideratd pozitiv definitd, inseam-
ni cd a; >0; in plus matricea A a fost consideratd sime-
tricd (adied a;;= a;;). Deci elementele matricei T se pot
calcula cu urmatoarele relatii : :

by
by =ty ta :‘—a 6] = 2500091,

ty = Va“ i>1, (5.97)

1y = ”t_' ( E tuctak) ’ .7> T.

it

Cu ajutorul relatiilor (5.98) se pot calcula toate ele-
mentele matricei TT iar descompunerea A = TT7 con-
duce la rezolvarea a doua sisteme de ecuatii algebrice lini-
are cu matrice triunghiulare. Sistemul AX = b se descom-
pune in doud sisteme

Tx =y, Ty = b, (5.98)
sisteme care se descompun in forma scalard astfel :
Ity +ia¥e+ ... + tnlyn =b) turh =194
tooYo -+ o oo ool = ba| 1 + L@ = Y,
Lundn ==by U@+l ..o + ban®y =Yn
(5.99)

Din primul sistem se determin ¥,, ¥, 4, - .., Y3 ¥; CU ajuU-
torul relatiilor

b
Yn :““‘ﬁ, Y = 1 (b - Z 7% wk)’ t=n—1n-—-2,...1,
tnn tiz k=i+1
iar din al doilea sistem se determind necunoscutele
&1y Lgy. . - &, Prin intermediul relatiilor
Y1

1 “ .
Ty =", -’L'z':””(?/i—‘ Ztikwk)a t=2,...,0

tll? tll k=1
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5.2.5. Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare in
cazul matricelor de formd speciald

De foarte multe ori se intilnese in aplicatii sisteme de
ecuatil algebrice liniare, a cdror matrice 4 are o formi
speciald. :

® Matricea A are forma tridiagonald sauw jacobiand
dacd elementele matricei sint nule pentru |i—j| > 1,
m&dev 1 reprezintd indicele de linie iar j indicele de coloani,
adica

a4 G -
b, a, ¢, 0
A= Co . (5.100)
0 [ T R
- b, @, _

fn cazul in care matricea 4 poéte fi factorizatd sub
forma a dou# matrice bidiagonale de forma

Py b 1 s,
Ps ) 1 s
A=T8 = . . ) ’
0 p;—l tn-l 0 } . 8p-1
— pn tn_. = 1 -
(5.101)

elementele matricelor T si S se determind cu aju-
torul relatiilor :

= ay, 81 = o/t = ¢ /ay,
L=0—p;Sicyy =2, 3)...,M,

. (5.102)
Siz Oz/ti’ 1 = 2, 37- . .,n - 17
pi —_ bi’ i - 2’ 37. . -’n.
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In cazul in care i, # 0 pentru i =1, 2,...,n, factori-
zarea lui A este posibild g§i elementele matricei 7' gi § se
determind cu relatiile date in (5.102).

In cazul in care matricea A este o matrice a sistemului

Ax = Db, i au fost determinate matricele T'si 8, atunci
Th™ = b, unde

OP = byft, B = (b — pisi)fty b =2,...,n.  (5.103)

In final rezolvarea sistemului Ax = b se reduce la
rezolvarea sistemului Sx = b, ale cdrui solutii sint date
de relatiile

@, = b, my = b — 8@yt =0 — 1,0 — 2,...,2,1.

(5.104)

® Matricea A este o matrice bloc tridiagonald. La rezol-
varea numericd a ecuatiilor cu derivate partiale si in cazul
ecuatiilor integrale se intilnesc destul de frecvent matrice
bloc tridiagonale de forma :

_4‘1 01 0 -—
B2 AZ 02
A= o0 F, . (5.105)
0 - . 0”-1
- Ba An -

unde A4; este matrice pitratd de ordinul m,, iar B; trebuie
sd fie matrice de dimensiune m; X m,_; §i C; matrice de
ordinul m; X m;+;. In cazul in care toate valorile m; sint
egale cu m, atunci toate submatricele sint patrate de ordi-

. . n
nul m. Ordinul matricei A este } m,, iar pentru m; = m
i=1

ordinul matricei A este m X n.

Un sistem de ecuatii care are o matrice de forma (5.105)

se poate rezolva printr-un procedeu analog ca in cazul
factorizirii matricei Jacobi.
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Fie sistemul de forma Ax = b, unde matricea A este
de forma (5.105) iar

D] ~pH]
oS b

X = ] b = s
2 /1]

fiecare (9, b® are m, componente din vectorii coloani
x gi b. Componentele vectorului x sint grupate in subsis-
teme #9, care sint eliminate ca in metoda lui Gauss.
Atunei

T, 1L 8 T
A=T8 = Py, T I; 8, s
0 . 6 S,
o ‘Pn Tﬂ.— -— n —
(5.106)

unde I, sint matrice unitate de ordinul m; T'; sint matrice
patrate de ordinul m; si 8; sint matrice cu m; linii §i m;.,
coloane. -

Elementele (matrice) ale matricelor bloc cu doua dia-
gonale 7' i § se determind cu ajutorul relatiilor matriceale :

T, = 4, 8, = AT Oy
T; = A; — BS;_, P =2,3,...,m (5.107)
Si:A{‘IOi, ?::2,:,...,?’&**1.

Din definitia produsului a doud matrice apare evident
cd matricele §; sint de ordinul m;X m;y; si produsele
B,S;_; si deci A4; sint matrice pitrate de ordinul m,. In
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acest fel sistemul Ax =h este echivalent cu Ty =h,
8x =y sau, sub form# dezvoltatd, se poate scrie astfel :

i =1 Ty®T) T
P, T, O g )

0 P, 7T.||lym_ b

"I, S, x|y
12 SZ 0 X(z) y(z)
=| - (5.108)
0 Sn-—l ‘
_ S L | x| Ly»

Primul sistem din (5.108) se poate scrie sub forma
T.y" =bY, Ty® 4 P,y 2 =b? §=2,...,m, (5.109)
iar al doilea sistem se poate scrie astfel :

Ix® 4+ 8xi* =y®, §=1,2,...,n —1, (5.110)
I,,X(") — y(m_
Din relatiile matriceale (5.109) si (5.110) rezultd
y(l) = Tflbm, y“’ = Ai_l (b(i) - Bi y(i—l))y i=2,3,.. U
(5.111)
$i
X = y® x® = y® _ §xED =g — 10— 2,...,2,1.

® Matricea A este o matrice cu elemente numere com-
plexze. Dacd elementele lui A §i b sint complexe, solutia
sistemului 4x =b va fi in general formatd din numere
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complexe. Solutia in acest caz poate fi gisitd prin oricare
din metodele prezentate. Dacd A este o matrice complexi,
atunci ’

A=B+i0,b=¢ +id, x =y + iz. (5.112)
In acest caz sistemul de ecuatii Ax = b devine
(B +10)y +iz) = ¢ + id

iar dupéd efectuarea calculelor se obtin doud ecuafii matri-
ceale reale

By — 0z=+¢,(0y + Bz =d. (5.113)

Sistemul de ecuatii matriceale se poate scrie matriceal
partitionat sub forma
B | —-C 'y e
S Y I = (5.114)

‘Matricea sistemului (5.114) este de ordinul 2#, iar
numirul de operafii aritmetice implicat in rezolvare este
_aproximativ de opt ori mai mare decit in cazul real pentru
o matrice de ordinul n.

Exemplu. Folosindu-se teoria clasici a algebrei numerelor complexe,
se poate face o analogie infre calcul cu numere de forma a + ib, si matrice
de tipul Ia + 8 J, unde

J1r o -0..17.
I = ] si J=[ . (5.115)
0 1 -1 0 .

. Pentruci 2=1,J= —1, 1J = JI = J, avem
(al + bJ)? = (@@ — BT + 2abJ,  (a + ib)% = a® — b2 + 2abi
(aI + bJ)=1 = (a + b»)~1 (al = bJ), (a + bi)"1= (a® + b%)~Ya — bi).

Din aceste exemple se observi legiitura dintre algebra numerelor complexe
a -+ bi si algebra matricelor de tipul al + bJ.
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Se observi cii se poate inlocui fiecare element ass + ibys al matricei A
printr-o matrice de forma

) 10 01 Opg by
Ops ] + bps J = ayg 0 1 +by . '0 = [7 +(5.116)
- —brs arg ‘

Daci se consideri sistemul de ecuafii
3+ 5z + (1 + i)y = — 9+ 19i
@+ i)z — (1 + 3Dy = —25 + 171

care are solufia =z, + iy, =2 + 4i, y = Ty + iy, = 1 — 4i, acesta
- poate fi scris matricial astfel : .

[3+5i 1 +i][m1+iy1] [—9+19i
244 —1 —3ifLla, +im —25 -+ 17i
Folosind (5.114), sistemul considerat devine

3 1i-5 —1T) [ T) [ 9T

2 —1: —4 3 xy —25
................................ = ————e, H
5 1i 3 1 A 19
4 —3i 2 -—1_, Y. _ 17_|

ce-se poate rezolva prin oricare. din metodele prezentate anterior. Daci se
folosesc relatiile (5.116), orice element al matricei A se poate tnlocui printr-o
matrice de 2 X2, iar sistemul devine

- 35 1 17 " % 57 IT—9 197
-5 3 —1 1 -y x| —19 — 9

2 4 —1 —3 R I
_—4 2 3 —1_] s Ty 1—17 —25_]

Dupi efectuarca produselor, rezulti doull sisteme echivalente :

32, = 5y + Xp— Y= 9 ‘3y1+ Sz + ‘.112"1" ra= 19
”—5?01“391" Ty Yp= —19 T 3T gt Xty =— 9
2, — 4y, — Ty + 3y, =—25 2y, 4xy — Yy, — 3x, = 17
—4zy — 25 + 3%, + Yy =—17 —4y; + ‘23‘?1"‘ 3ys — Xy = —25

care dupd rezolvare conduc la aceeasi solutie.
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5.2.6. Analiza comparativd a metodelor

La inceputul acestui capitol au fost prezentate o serie
de elemente pmvmd conditionarea sistemelor, eroarea me-
todelor si precizia solutiei. In cadrul acestui paragraf se
va acorda atentie numirului de operatii aritmetice i ne-
cesarului de memorie.

@ Metoda lui Gauss de eliminare folositd la rezolvarea,
unui sistem de n ecuatii AX = h, prin care A este redusd
la o matrice superior triunghiulard cu ajutorul eliminfrii
directe, iar aceleasi operatii sint efectuate si asupra vecto-

s B .
rului b [32, 47], implicd = ( 1 n? 4 —!—n — i)operad;ii
3 2 6

. s i, 1 -
de inmultire 5i n (—3— n? — --3~) operatii de adunare.

Pentru substitutia inversd necesard calculdrii necu-

o 1
noscutelor x,, ©,_j,...,%, #; Sint necesare n (-3— ni4n —

——i) operatii de inmultire si n( 1 e + LR ~5~)
3 3 2 6
adundri. .

Relativ 1a necesarul de memorie este evident faptul
¢d nu este necesard o noudt zoni de memorie pentru siste-
mul redus, coeficientii sistemului redus se scriu peste
coeficientii sistemului precedent, iar multiplicatorii pot
fi serigi 1a adresele din memorie unde au fost serisi - coefi-
cientii ce au fost eliminati.

In cazul in care se folosesc schimbiri de linii sau co-
loane pentru gisirea pivotului maxim, se executd aceleasi
operatii dar apare necesitatea declaridrii unei zone de me-
morie  suplimentard pentru realizarea schimbului de linii
sau coloane, calculul unor determinanti §i memorarea
unor informatii suplimentare.

® Metoda Gauss-Jordan, care tmnsforma matricea
A intr-o matrice unitate, implici pentru gisirea solutiei

1 B

— nd 4+ n? — 1 n operatii de inmultire si ln3 —_—n
2 2 2 2 .
operatii de adunare.
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® Metoda Gauss de eliminare prin descompunerea ma-

tricei A = TS, Th =y, 8x =y, implicd —3; n3 + n? — %n

.1 1
operatii de inmultire gl—g n3 + Y nE — ) n operatii de
adunare.
@ Pentru calculul matricei T din A = TT7 gint ne-

2 o 3 s Lo
n® + ~;~ n? — ~3— n operatii de inmulfire §1% nd —

1 " . .
— — n operatii de adunare iar pentru rezolvarea sis-
6 .

cesare

temului Ty = b, TP x =y sint necesare —; n(n + 1)

operatii de inmultire i 21; n (n — 1) operatii de adunare.

e In cazul matricei A tridiagonale, A = T8, sint
necesare bHn—4 operatii elementare.

® In cazul cind matricea 4 este o matrice bloc tridi-
agonald, cu matricele de dimensiunile date, sint necesare
in total (3n—2)(m3 4 m?) operatii elementare.

Se pot face urmatoa,rele observatii privind metodele
prezentate :

— Metoda elumnaru si substitutia inversd sint intot-
deauna metode destul de rapide.

— Metoda Gauss-Jordan este consideratd lentd fata
de celelalte metode, dar programarea este mult mai sim-
pld, deoarece nu implicd eliminarea inversd.

— Pentru rezolvarea unui sistem de ecuatii Ax = b,
eliminarea compactd cu schimbarea liniilor sau coloa-
nelor este superioard tuturor metodelor cind produsul
scalar poate fi acumulat precis, deoarece nici calculele
nici' necesarul de memorie nu sint’ mult mai mari.

— 1in cazul matricei A simetrice, descompunerea A =
= TT7 are un avantaj semnificativ, deoarece chiar daci
le.s| < 1, atunci orice |s,,| <1 si nu apare problema sca-
larii, in plus caleulul produsului 777 duce la A -+ 34,
unde |(84),,] nu depigeste o singurd ercare de rotun31re
dacd produsele scalare sint acumulate corect.
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In cazul sistemelor slab condifionate (unde erorile de
rotunjire au efect serios), odaté ce solutia a fost obtinutd
prin oricare din metodele prezentate, se pune problema
inbun#tatirii ei printr-un proces iterativ. Prima etap#d in
cadrul acestui proces iterativ este calculul vectorului rezi-
dual . /
Y = b — AxD, (6.117)

unde x'V este solufia calculatd cu ajutorul calculatorului.
Componentele vectorului r™® sint relativ mici, in sensul,
cd xV are anumite cifre corecte in fiecare componenti.
Daci existéi erori in solutia calculatd x'V, atunci dife-
rentd dintre xV §i vectorul x (solutia exactid) reprezmta,

vectorul eroare
eV = x — xP, (5.118)

Amplificind vectorul eroare e’ cu matricea 4, rezultd

AeV = A(x — xP) = Ax — AXD = b — Ax® = r®

sau
Ae® = r®, (5.119)

Din (5.119) se observi ci veectorul eroare este solutia siste-
mului liniar de matrice A §i partea dreaptd vectorul rezi-
dual r", Din (5.118) se vede ¢i solutia exactid se objinedin

X = xP 4 eM, (5.120)

unde x® este solutia calculatd iar eV este solutia siste-
mului (5.119).

De asemenea trebuie mentmnat ci nu se poate rezolva
(5.119) si obtine e ¢i o apromma’ple a lui e® [chiar dacé
r este calculat exact], pentru ci dacd s-ar putea rezolva
ecuatia Ax = b, discutfia s-ar fi incheiatd.

Dacd se noteaza solutia calculatd a sistemului (5.119)
prin &9 care este o aprox1mat1e a solutiei exacte e‘l’, atunci
se poate scrie relatia (5.120) sub forma

x@ = x® 4 g0, (5.121)
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unde x® reprezintd o solutie imbunatititd a lui x.

In general, daci se dispune de solutia x¥ §i se doreste
calculul unei solutii imbunatitite x“*V, se procedeazi in
felul urméitor :

— se calculeazd cu o precizie cit mai mare

r =h —AxD; (5.122)
— ecu vectorul ¥ ecalculat se rezolvd sistemul
Ael) = &, (5.123)

obtinindu-se o valoare aproximativd & pentru solutia
exactd e'® ;

— se calculeazd solutia imbunatatitd x%+t) prin inter-
mediul relatiei :

XD = x® L g®), ' (5.124)

Se observd c# algoritmul de imbunititire a solutiei
obtinute prin metodele exacte implicd la fiecare etapi
rezolvarea sistemului de ecuatii (5.123) in care apare ma-
tricea A. Dacd la determinarea lui x s-a folosit algorit-
mul de descompunere a lui A in T'S §i matricele 7' si S
sint in memorie, - atunci operatiile de calcul pentru rezol-
varea sistemului (5.123) se reduc mult dacd se foloseste
doar matricea T si algoritmul de descompunere a ales ca
matricea T s3 fie inferior triunghiulard, dar unitard.

5.3. Metode iterative pentru rezolvarea sistemelor
algebriee liniare

Metodele de eliminare si metodele iterative folosite la
rezolvarea sistemelor de ecuatii de forma Ax =Db au o
serie de avantaje si de dezavantaje.

Metodele de eliminare (metodele directe) au avantajul
¢i necesitd un numér fix de operatii elementare. pentru
un numir de ecuatii dat §i au dezavantajul cd acumuleazs
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erori de rotunjire, care conduc la o eroare relativd destul
de mare in solutie. Eroarea de rotunjire poate fi minimi-
zatd prin reordonarea ecuatiilor sistemului dupad fiecare
etapd (pentru mentinerea elementelor maximale pe dia-
gonald), operatie destul de anevoioasd pentru sistemele
mari.

Metodele iterative au dezavantajul ci apare posibili-
tatea de neconvergentd (alegerea unei valori de strat ne-
corespunzitoare sau a unui sistem slab  conditionat),
acestea implicd un numar mare de operatii elementare chiar
atunei cind converg destul de rapid, de asemenea se pot
acumula erori de rotunjire destul de insemnate.

Metodele iterative pentru rezolvarea sistemului Ax=b
constd din alegerea unui vector initial x'® pentru vectorul
solutie i cu ajutorul unui algoritm de calcul iterativ se
determin® un sir de solutii aproximative, xW, x® x™
care in principiu trebuie s conveargi catre solutia,
exactd a sistemului. Aceste metode sin iterative in sen-
sul ¢& se trunchiazd girul infinit de operatii in momentul
cind este atinsd precizia doritd, pe cind metodele directe
sint finite deoarece implicd un numir finit de operatii §i
bine determinat de dimensiunea sistemului gi de metoda
aleasd.

Unul din avantaJele importante ale metodelor itera-
tive este faptul ci eroarea de rotunjire si chiar cea detrun-
chiere pot fi eliminate. Unele metode iterative pot fi utili-
zate la imbunititirea solutiei obtinute prin metode di-
recte (5:2.6). In general ‘metodele iterative sint folosite
la sisternele 1a care convergenta este rapidd, matricele sint
mari dar contin un mare numir de zeroum, pentru care
metodele de eliminare sint laborioase $i pecesitd un spaJtlu
mare de meimnorie, ;

Fie Ax = b un sistem liniar de ecuatii algebmee cu n
necunoscute, neomogene si x@ € B* un vector oarecare.
Se presupune cd pieemd de la x9, se construieste un sir
de vectori X9, x¥, x?, ..., pe baza unei formule recurente
de forma

xED — Fo(x 9, xM L, x®), (5.125)
unde F, este o functie vectoriald nu neapirat liniard de
argumentele sale, in general ea depinde de matricea 4 a
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- sistemului considerat. Dacéd sirul de vectori definit recu-
rent de relatia (5.125) tinde edtre solutia. x = A~1h asis-
temului considerat, se poate afirma c¢i s-a construit o
metodd iterativd (de aproximafii succesive) pentru rezol-
varea sistemului, sau ca girul definit este un gir de iterare.
Daci functia F, este liniard pentru orice %k, procesul de
aproximatii succesive este liniar; eind F, depinde deun
singur vector, procesul de aproximare este de ordinul intii
sau stafionar.

O mare clasd de metode iterative pot fi definite astfel.
Fie sistemul de rezolvat ,

Ax = b, (5.126)

unde det [A]| # 0. Atunci matricea A poate fi descom-
pusd intr-un numir infinit de moduri sub forma A =
=B —(, unde B si C sint matrice de acelasi ordin cu A.
Sigtemul (5.126) se poate scrie sub forma

(B— C)x =b sau Bx = Cx + h. (5.127)

Dacid se foloseste o valoare de start x(@, se poate calcula
un sir de vectori {x*};cy cu ajutorul formulei iterative

Bx#th) — 0x® 4 b, £ =0,1, 2,... (5.128)

La descompunerea matricei A se tine seama de indeplini-
rea urmitoarelor cerinte: det B # 0 i sistemul By =h
se rezolvd destul de usor.

In cazul in care se cere un grad de precizie mai mare,
sirul de vectori se va calcula cu o formsd echivalentd a rela-
tiei (5.128), inlocuindu-se matricea ¢ prin B—A, iar
(5.128) devine

Bx® = (B — A)x*~! +bsau Bx® — x*-1) =h — Ax*-1,

(5.129)

Pentru analiza convergentei sirului de vectori {x* }sew,
format din solutiile aproximative (obtinute iterativ),
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cdtre vectorul solutiei exacti x, se. impune introducerea
unei matrice P = B™1( i a vectorului eroarea

e® =x® _x, k=0,1,2,... - (5.130)
Daci se face diferenga dintre ecuatiile matriceale
Bx = Ox + b, Bx® = Cx*~1 + b,
rezultd : o
B(x® — x) = C(x*~! — x) sau Be® = Ce*~1  (5.131)
S-a pfesupus cd B este nesingulari, deci existd B1, atunci
(5.131) devine
el = B10e% ) = Pe®~l = P2*~2 = .. = PWe0),
E=1,2,..., ;_ (5.132)
unde e©® este vectorul eroare initiald, ales arbitrar.
Dupa introducerea acestor elemente, o conditie sufi-

cientd pentrun convergenta sirului {#™}ieny — X cind
k — co este ‘

lim e® = o, adici lim P® = 0. (5.133)

k- w0 k-0

Aceastd condifie este si necesard daca metoda converge
pentru orice Vectore“”

Teorema. Matricea P este convergentd, ad@'cd,

lim P* = 0,

k- 0

dacd st numai dacd toate valorile proprii ale matricei P
sint in modul subunitare [sau raze spectrald po(P) < 1,
unde p(P) = max [Nl Ay 1=1,2,..., n, fiind valorile

proprii ale matmcez Pl.
Verificarea condifiei din teoremsi este dificili din punct
de vedere practie, deoarece problema determingrii valorilor
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proprii ale matricei P este mai laborioasé decit rezolvarea
unui sistem de ecuatii algebrice liniare. Datoritd acestui
fath ge va folosi o conditie mult mai convenabild si anume
ci matricea P = (pys) este convergentd daci sau norma
matriceald ||‘[lo saw |- este subunitard, adicd

1Pl = max g Py < 1, uPn = max 2 py < 1. (5.134)

i=1

Pentru a justifica afirmatiile anterioare, fie x e R”
fixat, P e R™ e ¢ R* astfel ci

§= Px +e. (5.135)
Daci HPHM < 1 atuncl hm x* = X, unde x® este
k-0 ;

definit de relatiile
X = X, x#0 = px® b+ e, (V)xeR".  (5.136)
Ficindu-se diferenta dintre relatnle (o 136) si (5.135),
xezulta
X — %) = Px e — (Px"“ + c) =P (X —x®) =
= P[PX + e — (Px%*D 4 ¢) = P[Xx — x®-1] = |
.= P® [X—x®],
(5.137)
Dacid se aplicd norma vectoriald in stinga §i norma
matriceald in dreapta si se folosese proprietdfile normei si

legitura dintre norma vectoriald si norma matriceald,
rezultd

[X—x® | < [ PHX — X(’>5l! < [P Ix—xP) <
<UIPIFlIx — xD.

Din aceastd ultimi relatie se vede cid dacd [P <1,
atunci (JP|)*—0, pentru k—>oco si deci |[Xx—x**D| -0
pentru k—>oo, adicid x* Y —X pentru k—>oo.
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Revenind Ia schemele iterative (5.128)—(5.132) si
presupunind ci sint convergente, se poate introduce rata
de convergentd R a schemei iterative definite astfel :

R = —1g o(P). (5.138)

Semnificatia acestel mérimi este ugor de evidentiat, daci
se foloseste relatia p(P) =||P|| (pentru multimea normelor
naturale).

Dacid se cunoaste vectorul eroarea initiald e, (5.132)
permite estimarea in functie de orice normi naturald

le®| < || P He“” fl- (5.139)
Pentru un > 0 existd o anumitd normé astfel cd

e < [o(P) + <]*]| 6. (5.140)

Din nou folosind rélatia (5.133), daci vectorul eroare e
este vectorul propriu al matricei P, corespunzitor valorii
proprii maxime, atunei

le® |l = [o(P)1* [l e®]I. (5.141)

S& presupunem ci se cere reducerez amplitudinii erorii
printr-un factor 10°?, p> 0. Din (5.140) se vede ¢4 intr-o
anumitd normé& amplitudinea erorii este redusd printr-un
factor apropiat de [ o(P)7".

Numirul de iteratii cerut este acea valoare a lui k
pentru care

[p(P)}* < 107" | (5.142)

Se logaritmeazd relatia (5.142) i se tine seama de (5.138);
rezultd

kg [eP)< —n, b ———— =", (5143
Ble S ey TR O

de unde se vede cd numdrul de iteratii k necesar reducerii
erorii initiale prin 10-? este invers proportional cu rata de
convergenta.
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Dupi aceastd prezentare generald se va trece la analiza
citorva din metodele iterative mai frecvent intilnite in
practicd, eficiente din punet de vedere al numérului de
iteratii, necesarului de memorie si diminudrii erorilor
[108, 87, 67, 66,42].

5.3.1. Metoda iterativg Jacobi

Aceastd metodd se mai intilnegte intr-o serie de luerari
g1 sub denumirea de metoda dterafitlor simultane.

fie sistemul Ax = b, unde 4 € R**", x € R", §i se pune
Pproblema gisirii vectorului solutie x. Vectorul solutie x
existd si este unic daci si numai dacd A este nesingulari ;
acesta poate fi explicitat prin relatia x = 47b.

Presupunind ci matricea A este nesingulard si ci ele-
mentele a; # 0, ¢ =1, 2,...,n, matricea A poate fi des-
compusd sub forma

A=—-T+D—-8=D-—-0C, (5.144)
unde
Ty Oy .. Gy
A= O Gme o |
_anl anz L a’mz._
0 0 .0 0
Gy 0 .0 0
— T =1 a. Uss 0 0 0 (5.145)
Oy Qg Gn,n—1 0.,
Tay 0 O (1 0 gy .. 0 ‘%
0 ayp O 0 0 0  ays...04,
D= , — 8= . .
0O o6 O a,, 0 0 O ...4000-1
6 0 0...0 _{



- A este matrice patratd, D matrice diagonald - (a,; # 0,
t =1, 2,...,m), —T matrice strict inferior triunghiulari
(@; = 0,4 < jsiay # 0,i>j); —8 matrice strict superior
triunghiulard (a; # 0,7 <jsia; = 0,1> j).
Inlocuind expresia matricei 4 din (5.144) in Ax = b,
rezulté
(=T 4+ D —8)x=D>b sau Dx = (T + S)x + b, (5.146)

de unde rezultio metoda iterativi
Dx®D — (T4 S)x® 4+ b, k=0,1,2;..., (5.147)
sau dezvoltat ‘
@i X = b, — ¥ ey, i =1,2, ...,n. (5.148)
j=1
Relatia (5.147) mai poate fi scrisd matriceal sub forma

X#0 = DT 4 8)x® 4 Db, k= 0,1,2,..., (5.149)
sau dezvoltat
LD — _L[bi -3 a“ng], i=1,2,...m
ai j==1 X

Matricea D™YT -+ 8) din (5.149) poartd numele de matrice
Jacobi asociatd matricei 4.

In sensul realizirii unei analize privind rata de conver-
gentd pentru metoda Jacobi se introduce notatia

P = D1 (T+ 8) = D-1(. (5.150)

In acest fel schema iterativi, Jacobi din (5.149) se scrie
sub forma,

x® = Px*-D.y D-lp, (5.151)

Pentru amaliza convergentei girului {x®}; ¢ y ciitre
solutia exactd x a sistemului Ax = b, este necesard analiza

vectorului erocare e® care apare in metoda iterativd
Jacobi :

e®) = x® — x, E=0,1,2,...
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1Se considerd relatia (5.146) amplificatd la stinga cu
D-

X = DYT+ 8)x + Db sau x = Px + D™ h. (5.152)
Dacsd se face diferenta dintre (5.151) si (5.152), rezultd
x®_ x = P [x*D —x].

Se pune in ev1denta veetoz'ul eroare in cazul metodei itera-
tive Jacobi :
o) = Pelt~1 — P®-2 — = PHe® L =10,1,2,..
(5.153)
Aplicind o normi naturald ultimei relatii, se obtine

e < [P [le]]. _ (5.154)

Se demonstreazii [128, 42] ¢i pentru fiecare normi
matriceald de ordinul »n si fiecare ¢> 0 existd o normi
naturald || P|| astfel cd

o(P) < [Pl < o(P) + e (5.155)
Folosind relatia (5.155) in (5.154), se obtine
le® || < [o(P)+ |l €]l (5.156)

Dacidt vectorul eroare initiald e® este vectorul propriu al
matricei P, asociat valorii proprii maxime pentru ma,tm-
cea P, atunm (5.156) se poate scrie sub forma

le® || = [p(P)I* 6] (5.157)

Daci se cere reducerea amplitudinii erorii prin facto-
rul 10-?, p> 0, din (5.156) se vede cd, pentru anurmite
norme, amplitudinea erorii se reduce printr-un factor apro-
piat de [p(P)J, unde & este numéirul de iteratii necesar,
pentru care are loc relatia

[o(P)f <1077, far 0 < p(P) <1.  (5.138)
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Dacd se logaritmeazd in baza zece relatia (5.158), se obtine

Elg[o(P)] < —psaulk > _r» .
—lg [e(P)]
Fologind (5.138), rata de convergentd a metodei iterative
are expresia

R=—lgpP)=1g

de unde rezulti k >~% > relatie dintre numirul de iteratii

%, ordinul de precizie p si rata de convergenti.
Tinind seama de expresia matrlcel P in cazul metodei
J aeobl, se poate scrie :

Pl = max Z Y 1 si P, = max Z Y 1.
Jj=1 Wy i=1 Oy
j#i 1#]

(5.160)

Aceste doud teste asupra matricei P sint usor de verificat.
Dacé relatiile (5.160) sint indeplinite, matricea P este
convergenta (deci p(P) < |P|| < 1), obtinindu-se o li-
mitd inferioard pentru rata de eonvergenta

1 1
=lg——>1 - . 5.161
e mm ey O

Din relatia (5.159) se vede cid numidrul de iteratii pentru
metoda Jacobi este de n? operatii.
Pentru a reduce eroarea inifiald cu 1677 sint necesare

2
I iteratii, unde k > % . Atunci avem —%@— operatii In
total. '
Pentru ca metoda Jacobi sé aibid o eficienté apropiatéd

de a metodelor directe, este necesar ca pentru un factor
de precizie impus 10~? rata de convergentd a metodei sd
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satisfacd relatia —% <. Ordinul de precizie p a fost
ales astfel ca solutia iterativd obtinutd prin metoda itera-
tivi Jacobi sd fie comparabili ca acuratete cu solutia
obtinutd prin metoda directd, folosind acelagi numdr de
cifre in calculul solutiei.

Din (5.151) se vede ci metoda Jacobi necesitd rezer-
varea a doud spatii de memorie, unul pentru componentele
vectorului x**V gialtul pentru componentele vectorului x®.
In aceastd metodd pentru calculul componentelor vecto-
rului solutie x**! gse folosese in exclusivitate componen-
tele vectorului solutie x* de la iteratia k.

5.3.2. Metoda Gauss-Seidel

Aceastd metodid mai este intilnitd si sub denumirea de
metoda iteratiilor succesive. Metoda Gauss-Seidel este o
modificare a metodei Jacobi. La calculul componentelor
xF+Y ge folosesc toate componentele x“**P cu j<<i;
1=1,2,...,m; j =1, 2,...m — 1, componente care sint
cunoscute din calculele precedente efectuate in cadrul
iteratiei de ordinul %k -+ 1. In concluzie, componentele
vectorului % Vsint utilizate succesiv in ordinea in care aces-
tea au fost obtinute, fapt ce se vede si din relatia

i1 ”
(E+1) (k-+1 (k =4
Gy & = b;— ¥, @y a0 — Y, a2, (5.162)
J=1 J=i41

1=1,2,...,m, k=0,1,2,...
Relatia (5.162) se scrie sub formd matriceald astfel :

(D — I)x**h = 8x® b, k>0,  (5.163)
unde D, —T §i —8 sint: matricea diagonald, matricea
striet inferior triunghiulard i matricea strict superior
triunghiulard definite in (5.145). Matricea D— T este in-
ferior triunghiulard si, din presupunerea ficutd asupra lui
D, este nesingulara [existd (D—T)1].
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Dacs se amplified (5.163) cu (D— T)~1 la stinga, atunci
x®+) — (D — T)-18x%® 4 (D — T)~h, k=0, 1,...,
(5.164)

unde P = (D — T)™' 8 se numeste mairicea Gauss-Seidel
asociatd matricei A din sistemul Ax = b.

Pentru analiza convergentei metodei Gauss-Seidel se
serie relatia (5.162) sub forma

b, i=1 g et ”n a.
(k) i i Vi iJ (k-1
Xi)——f—,—z-———— —HgF-h
&y J=1 @y j=i+1 @y
1=12,...,m, k=1,2,...,
respectiv :
b, ‘lay L}
i id ij
== —x— Y —
Qi §=1 Ay j=i+1 &y

Fieind diferenta acestor utime doud relatii, rezultd

" o i, o Fig k-1
o — = — Y (@ ) — Y (@ — @)
j=1 Qg j=i+tl Ay
(5.165)

Dacd se introduc componentele vectorului eroare sub
forma

e =aP —wy, k=0,1,2,..., i=1,2,...,n, (5.166)
relatia (5.165) devine

(k i A5 (k - Q5 {(k—1)
1,
ei)._——s;-—ej)—— E ——65 )
i=1 aii j=141 a,;i (516‘)

i=1,2..,m k=1,2,...

Lema. Fie vectorul eroare e®,  =1,2,..., definit prin
(5.167) cu e arbitrar. Definim norma mazimd || -|lo $i
constantele ¢; prin

@L (5.168)

L3
e ]lo = max | |, ¢, =}
3 Qg

i=1

oy

]
(W]
0



Daci
¢=max ¢ <1, ‘ (5.169)
atunci »
le® o < 6@ e® ], gie® —Qeindk — oo.
Demonstratia rezultd din inegalitatea
le® o < ¢ Vw, k=1,2,..., (5170)

care se va demonstra prin inductie. Dacd se scrie relatia
(5.167) pentru+ = 1, se obtine

= — \:_, efF=". (5.171)

j=20n
Aplicind modulul §i utilizind relatiile (5.167), rezultd

@5 eV | < [le®=1], B jet-1) ol <
1

i=2 Oy

< 7116V ||co- (5.172)

Presupunind ci |¢f?] <c || €*~" i, pentru j=1, 2,...,i—1
$i e <1, se a,phca modulul relatiei (5.167), obtinindu-se

n
lef?] < X

j=2

n o |
<y |2 Y |2 el <
j=1 j=it+1i Ay
< [le# D], czl‘ ul ppes) 3 | %< pamy)
j=11 y J—t+1 i

12

< le%1 |, (§ '9—’ 5 '“”‘)

‘ azi J=1+1} Gy

91@

=0 “e“-””oo < ¢fl €%V ||,

< “e(k—l)”m Zn i
=1}

(1]
sau, daci se considersi extremele inegalititii, rezults

le® e < cfle® Ve < ... < ¢*||eV . (5.174)
Daci ¢ < 1, e¢® — 0 cind k—oo.
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Dupéd cum se vede pentru metoda Gauss-Seidel testul
privind convergenta este destul de simplu. Metoda Gauss-
Seidel converge mult mai repede decit metoda Jacobi
iar necesarul de memorie este mai mie, fiind suficient un
singur spatiu pentru vectorul solutie, spatiu care in etapa
de iteratie k va memora componentele ¥ ce au fost caleu-
late si componentele 2~V pentru j > i, =14 + 1, i + 2,...
ceg

5.3.3. Metoda reloxarilor succesive

Aceastsi metods iterativi folositd la rezolvarea siste-
melor algebrice liniare este destul de asemindtoare cu
metoda Gauss-Seidel.

La inceput se aplicd metoda Gauss-Seidel pentru cal-
culul componentelor vectorului solufie x, astfel:

i—1
@, @FD = — Y a2 Y — Z a;x®P,  (5.175)

j=1 J=i+1

k=0,1,2,...,m, 1 =1,2,...,m.

In metoda relaxirilor succesive se considerd, in etapa
iterativd & -+ 1, urmitoarele componente pentru vectorul
solutie x :

W = o o @ — ), (5.176)
k=0,1,2,...,i=1,2,...,m

Constata « se numeste factor de relaxare i eind o> 1, se
realizeazd o suprarelaxare, iar cind o << 1, se realizeazid o
subrelaxare; de asemenea se observd ci

PRUES SEN

o = ﬁ—tl‘_+l)-_‘?k—) s O< o << 1. (5'177)
a'/‘i" - w"g

Dacd o = 1, se vede ¢ #* Y = 2™V deci metoda relaxi-
rilor succesive se reduce la metoda Gauss-Seidel. Relatia
{5.176) se mai scrie gi sub forma

az‘i’““’ — (1 - w) éL’%k) + (x)a?,(ik_"l), (5'178)
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unde 2¥*" reprezintd componentele vectorului solufie
calculate prin metoda relaxirilor succesive, iar Z{¥*! repre-
zintd componentele vectorului solutie calculate prin me-
toda Gauss-Seidel. Cu alte cuvinte, fiecare etapsd iterativi
in metoda relaxirilor succesive constd din doud faze:

— aplicarea metodei Gauss-Seidel pentru determina-
rea vectorului selutie X**+1),

— imbunititirea solutlel x**1 cu ajutorul relatiei
(5.178).

Dacé se introduce z**! dat in (5.175) in (5.178), se
obtine

® i-1
oF = (1 — o)z + —‘[bi - 2 @y oD — Z Qg5 w(k):[
Ay

J=1 J=i+1
sau
a,; oFY + o Z ay; oD = (1 — o) a@® —
j=1
e 2 a P + o0b. . (5.179)
) : j=i+1 - .
Folosind descompunerea matricei A4 = —T+D—8, re-

latia (5.179) se scrie sub forma
(D — To)x* = [1 — 0)D + «S]x® 4 o b. (5.180)

Cu presupunerea ficutd privind existenta matricei inverse
(D— Tw)™ 1, relatia (5.180) devine

X* = (D—T) A — ©)D + o8] x® + o (D—oT)h

(5.181)
san pentru P = (D — (oT) 1@ — ©)D + o8] se obtine
XD = Px® + o (D — oT)"h. (5.182)

Se observd cd pentru o = 1 se obtine din (5.181) metoda
Gauss-Seidel.

Din relatia (5.179) se vede ci si aceasta metodd nece-
sitd doar un singur spatiu de memorie pentru vectorul so-
lutie x, pe timpul efectudrii procesului iterativ.

in incheierea acestui capitol sint date o diagrami logici (fig. 5.7) si

programul 5.2 corespunzitor, construit sub forma a trei rutine pentru me-
todele Jacob!, Gauss-Seidel si a relaxirii.
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CAPITOLUL 6

VALORI SI VECTORI PROPRII.
METOGDE DE CALCUL

6.1. Introducere

Problema valorilor i vectorilor proprii apare intr-o
mare varietate de aplicatii §i se scrie sub forma Ax = 2Ax,
sau, mai general, AX = ABX;se pot mentiona domenii ca
vibratia corpurilor elastice, difuziunea multigrup in sec-
toarele nucleare, sisteme oscilatorii ete.

In studiul vibratiilor sau alte domenii este adesea
necesard rezolvarea unor sisteme de ecuatii liniare avind
forma

Ay — N Gy Qs ..y &
21 Gpa—NGgz ...y, Ty

=0 .
asl a32 asa_ A. . .a3,, .’11‘3 (6 1)
W1 N @,

sau, altfel seris,

By O Mg ... Gy ] [A00 ...0}[m
Gy Qg Gog +v o oy Ly 026 ...0 oy
(g O3 g3 ... Qg x|~ |00 A 0 @y :
Uy Qug Gz« oo Opy ::v,, 000 ...2 o'z;,,
(6.2)
In general sistemul (6.2) este exprimat matriceal sub forma
Ax = AIX sau AX = AX, (6.3)
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unde A este o matrice simetricd reald, x vectorul variabi-
lelor independente iar ‘X un parametru scalar denumit va-
loare caracteristicd sau valoare proprie. In cazul consi-
derat parametrul: 2 reprezintd frecventa naturald invibra-
tiile sistemului. Apare problema determindrii parametrului
A si @ vectorului X corespunzitor, vector cunoscut sub de-
numirea de vector caracteristic sau vector propriu. Pen-
tru a evidentia semnificatia, fizied a valorilor si vectorilor
proprii se considerd urmétoarele exemple.

Exemple. 1. Studiul vibratiilor libere ale unui sistem constind din

trei mase (fig. 6.1) conduce la ecuatiile miscérii si la formularea unei pro-
bleme de valori proprii :

2k — 2me? -k 0 x
—k 2k — 4me? —k 2y | =0, (6.4)
— k 2k — 6me?
% k 2m 4m E
o A ]
T~ . v U~
\\ "xf 12 z ~
Y ~d4 joé 2t
St ]
| l ! 4 I 4 |1 L J
™ -t g e ]
Fig. 6.1

unde o reprezintd frecventa, x — vectorul deplasare si k = s/l (s-tensiunea
in bard, 41 — lungimea barei). Dacd se realizeazi substitutia A = m w?/k,
{6.4) devine

2 -1 0 x4 2 00 o
-1 2 -1 gl=2]040 z, |- (6.5)
0—-1 2 g Lo o s x4

2. Se considerd sistemul fizic din fig. 6.2, al cirui model matematic este
sistemul de ecuatii diferentiale ordinare:

dx%
174 kixy + Ko(p — ay)
( ©5)
do:%
e ky(y ~ ) — kg,
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unde my, m, sint cele doui mase legate intre ele prin trei resoarte de coefi-
cient de elasticitate k;, ky, k;, 2y, x, deplasérile pe orizontald fati de starea de
echilibru,iar { este timpul.

Pentru oscilatiile naturale sistemul va oscila 1a o frecventi unicd g,
obtinindu-se oscilatii sinusoidale de amplitudine y si un unghi de defazaj 0.
In acest caz expresiile celor doué deplasiri sint :

Ty = y; sin(ow, t — 0), x, = g, sin(w, { — 0). (6.7)

Fig. 6.2

Daci se inlocuiesc relatiile din (6.7) in (6.6), dupi derivare si ordonare
rezultd sistemul

2
—y op iy — K+ keyy — kels = 0} (6.8)

2
—mgywn Yy + keyfs + kgyy — kayy = 0.

Pentru my=my,=m, k =ky=1k =k si frecvenla adimensionald
A=m mz, [k, sistemul (6.8) devine

2= Ny, — Yy = 0}
(6.9)

U+ 2— Ny =0
Sistemul omogen in necunoscutele y;, y, are solufia banald y; = y, =0
pentru orice valoare A, fapt neinteresant din punct de vedere fizic. Astfel

se impune condifia ca det A % 0 (A fiind matricea sistemului), rezultind
ecuatia polinomiald in A

2—x —1

&

Pz(?\)sdet[ ];_)?—411';3:0;)\1:1,12:3.

—1 2-2A

Gradul polinemului caracteristic P,(X) reprezintd numirul gradelor de li-
bertate ale sistemului fizie, precum si numérul valorilor proprii. Fiecirei
valori proprii ii corespunde cel putfin un vector propriu, in cazul de fa{d
existd doi vectori proprii :

n ui
=1 l=xn =] |- (6.10)
Lp Lp
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Din punet de vedere fizic 2y si 2, reprezinid frecvenfe naturale
in forma adimensionald pentru sistemul-considerat :
) .
mey
M= =1, o;=Vk/m>

Ay = = 3, wy = V3k/m- (6.11)
Daci se rezolvi sistemul (6.9) in y} si gl pentru 3y =1 siin 42, y2 pen-
tru x = 3, rezultd vectorii proprii y() si y(2) .

yl 1 3 1
y(l) = { — — }\1; y@ = 2 = - )\2. (612)
vy 1 Uy —1

Din (6.11) se vede ci w, este frecventa cea mai joasd iar
, este frecventa cea mai inaltd pentru sistemul considerat.

Se observd din (6.12) ci la frecventa o, cele doud mase
se deplaseazd la fel gi in aceeagi directie, iar la frecventa
o, cele doud mase se deplaseazd cu aceeasi mérime dar in
sensuri opuse. Cele doud exemple prezentate au menirea s&
evidentieze faptul cd valorile proprii i vectorii proprii
descriu modul de comportare al unui sistem fizic consi-
derat, reprezentind o serie de mérimi ce deseriu comporta-
rea sistemului. ‘

in afari de importantd pe care o au valorile proprii in
cadrul analizei comportdrii sistemelor fizice, cunoasterea
valorilor §i vectorilor proprii ai unei matrice poate fi foarte
utild pentru simplificarea caleulelor matriceale, determi-
narea solutiei particulare a unui sistem de ecuatii diferen-
tiale, -analiza convergentei metodelor iterative utilizate la
rezolvarea sistemelor de ecuatii algebrice liniare ete. In
acest sens se vor considera citeva cazuri particulare.

Fie A € M%*" o matrice ce are n vectori proprii liniar
independenti (x!, x2,..., x"), care corespund valorilor pro-
prii A;A,,.. ., A, ale matricel A. Orice vector z € R® poate
fi exprimat in mod unic prin baza B, formatd cu vectorii
proprii {x!,x2,. . .,x"} liniar independenti, adicé

Z=ax + ax® b... + ax" = Y, ax’, - (6.13)
i=1
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unde. coeficientii a; reprezintd componentele vectorului z
cu privirelabaza B = {x1, x2,....x"}.

Datoritd faptului c& relatia (6.8) se poate scrie sub
forma ‘

CAX = AXY, 1 =1,2,...,n, (6.14)
si dacé se amplificd (6.13) cu matricea A de & ori, se ob{ine
relatia

A¥z = A¥ax' + a,x% 4 ... + ,X") =
= A* " Yaq AX' + a,AX® + ... + @, AX") =
= AP g AXE + @ AXE + ... - 4, A X") = (6.15)
= AF 2, A3 -+ a23x2 ... a,A2x") =
= @y Mix! @ X2 4 ...+ @, MEx"

In cazul in care intre valorile proprii existd relatia
i7\1!> g)\il,i=2,3,...,7l §i wJ.#O, (6.16)

atunci (6.15) se poate scrie sub forma

An lk 1 AZ b 2 7"3 k 3
= Af | )Xt W X% + —7—\—) X3 +...

1 AN

k
'%7._‘_ (%) anX"] ~ alxll,{:, (6-17)

1

de unde se vede ci vectorul A%z se ghseste pe aceeasi di-
rectie cu vectorul propriu x!, corespunzaitor valorii proprii
2;. Dacd se cunoagte valoarea proprie maximd a matricei
A §i vectorul propriu asociaf, precum gi componentele
vectorului z cu privire la baza formaté cu vectorii proprii
ai matricei A [B = (3} x3%,...,x")], atunei se poate deter-
mina A* din relatia (6.17). Operatia de ridicare la puterea
% 2 unei matrice implicd un numir considerabil de operatii
si spatiu de memorie, care pentru anumite dimensiuni ale
lui A este imposibild pe calculatoare medii.
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Exemplul 3. Fie matricea A e’M’fgx % avind elementele si vectorii pro-

prii :
5 -1 1 1
A: §i xl—_— ,xa::[ ]-
—1 5 1 -1

Se poate ariita ci relatia (6.3) pentru acest caz devine

Axd = 4x) s5i AxZ=6x2, X =4 si A, =6.

Se observi ci 4 si 6 reprezintid valorile proprii ale matricei A considerate,
asociate vectorilor proprii x? si x2.

Orice vector ze R? poate fi exprimat in mod unic prin baza B =
== {x1, x%}sub forma

1
G= 5 (71 + 2)
.
= a;x} 4- @,x?%, unde ‘ , Z =[ ]

.

a = 5 (71— 25)

Pentru acest caz (6.17) devine

]
4
Akz — 4"’a1X1 + Gka2x2 = 61&7[‘11 (T) x1 + azxz ] ~ lelzxz-

- In concluzie valorile i vectorii proprii au un mare rol
in simplificarea calculelor matriceale, reducind numirul
de operatii, necesarul de memorie aferenti, timpul de exe-
cutie pe calculator ete.

Fie y(t) e R" un vector care in formi transpusi se
prezintd astfel :  [y()7" = [1:(1), ¥5(),...,9.(8)], avind =
functii componente dependente de scalarul ¢. Derivata
vectorului y(¢) este-

T 1
[ﬂi"—] =[dy , 9y dy ] (6.18)

d¢ it dt de

Atunci sistemul de ecuatii diferentiale cu coeficienti con-
stanti se scrie sub forma

dﬁi” = 4y(t), ¥(0) # 0. (6.19)

265



Solutia particulard a acestui sistem poate fi obtinutd cu
ajutorul valorilor si vectorilor proprii ai matricei A.
Folosind relatia Ax = AX gi alegind ca solutie

y(t) = e¥x, ' (6.20)
se obtine dupi derivara
W _ (e x) = aex = ay() (6.21)

ar @
si dupd amplificare a vectorului y() cu A rezultd
Ay(t) = AeMx = e AX = eM AX = AeM X = );y(t); (6.22)

Din analiza relatiilor (6.21) si (6.22) se vede cd acestea
sint egale, adicd se verificd (6. 19) pentru solutia (6.20),
solufie care poate fi ghsitd direct, dacd se cunosc valorile
si vectorii proprii A, respectiv x ’ai matricei 4.

Pentru o problemd generald cu valori initiale (6.19)
se gtie cd solutia y{f) = exp (M)y(0) aduce o cantitate de
informaftie redusd deoarece nu se vede dacd solutia tinde
la zero, oscileazd sau devine nem#rginitd cind {—oo. Da-
toritd acestui fapt se va ciuta solutia particulard a siste-
mului (6.19) de forma (6.20) cu vectorul x = const # 0.

Daci se introduce solutia din (6.20) in (6.19) si dupi
derivare se simplifici cu e”, rezults ).e“x = Ae¥ X, deei
AX = Ax, de unde

(M—A)x =0, x#0. - (6.23)

Ultima ecuafie, numitd i ecuatia caracteristicd, va
fi rezolvatd pentru acele valori reale sau complexe ale
Ini A, pentru care ea are solutii X # 0. Pentru existenta
unor solutii X # 0, condifia necesars si suficients este ca

det (AI — A) = 0. (6.24)

Exemplul 4. Fie A din (6.19) deforma i

-5 3
A:[ ].
-6 1
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Atunci (6.24) devine
A+ 5 ~3
6 A—1

A= —2+F 3i,
=224 41+ 13, (6.25)
A= —2 — 3i.

Vectorul propriu x! corespunzitor valorii proprii A, se peate gisi cu
ajutorul ecuatiei

34+ 3t —3 al 0
(7‘1I”A)x1:[ { 1]:0:[ :Ia
6 —3 -+ 3i x5 0
. | 1 1
— 815 =0 x 1
(31+ 31)3’:1“ 3r12 }; XJ':[ :]:[ ] # 0,
6x1— (3 — 3i)xg =0 E z, 144

iar vectorul propriu =2 corespunzétor valorii proprii 2, se gdseste cu aju-
torul ecuatiei

3—-3 -3 ] 0
e s [ B
6 —3 — 3i T 0

(3— 3i)xp— 3a5=0 a2 1
1 2 s x=1 = # 0.
6 x2 —(8+ 3i)za =0 3 1—1i

Folosind relaia (6.20), sol\itiile sistemului considerat se pot scrie sub forma

1 .
¥,(0) = xleh? =[ ] e~ (2+31) (6.26)
1+ i
T 1 o
yg(t):__xze)\ai — e(—-2—'3l].
11

Dacd se considerd drept conditie inifiala ; “
1
¥0) = R (6.27)
: -1

se observd ci pici una din solutiile (6.26) nu satisface aceasti conditie ini-
{iald ; astfel se cautd un veetor y() ca o combinatie liniard de forma

¥ = eyWi()+ c¥(D. . (6.28)
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Pentru orice ¢; $i ¢; combinatia liniard (6.28) reprezintd o solufie a ecuatiei
diferentiale omogene y’({) = Ay(f) (scrisd sub formé matriceald). Coeficien-

tiale (6.27) :
¥(0) = ¢ ¥1(0) + ¢2¥:(0)

RN PO R A

sau

14+ 21
B € = )
et =1 2
=
A+ Dy + (1 —i)ey = —1 1—2i
€y =
2

Dupé determinarea constantelor ¢; si ¢, solufia datd in (6.28) are urm-a
toarea forma :

i 1 —9i 1
) = ‘; 2 [ ]e(—2+3i)t 4! - 2‘[ ]e(—2—3i)t _

141 1—1i
[ 1420 ] [ 1—2i 7
2 . 2 _
- ol —2+3i)t + ol —2-3i)t _
-1+ 3i —-1-3i |
. 2 d L 2 d
[ 1+ 2i ) [ 1-—2 ]
2 2
— e—2t eist+ e—2t g—ist —
—1+ 3i —1— 3i
L 2 J L 2 |
14+ 2i ’ r 1—2i
2 ; 2
= g2 (cos 3f +1isin 38) + (cos 3f—isin 3f) }=
—1 4 3i -1 —38i
2 2

.

= g3t

_ 1 2i cos 31— 2sin3¢
cos 31 4 isin 3¢ =e~2
—1 3i — cos 3¢{~— 3sin3¢
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sau

y(t) = e~ [

cos 3t —2 sin 31] y,() = e~2f (cos 3t —2 sin 3f),
=
— cos 3 —3 sin 3¢

Yo(f) = —e—2(cos 3t -+ 3 sin 3¢).
(6.28)
Solutia prezentatd in (6.20) oferi miormai;n suficiente privind compor-
tarea solutiei in timp.
in exemplele prezentate s-a urmarlt evidentierea semnificatiei pe
care o pot avea valorile proprii si vectorii proprii ai unei matrice A din
cadrul modelelor matematice cele mai diverse.

6.2, Valori si veetori proprii. Proprietiiti

Fie o € Z(C", ") si matricea 4 asociatd aplicatiei lini-
are relativ 1a o bazi ordonatd. Se considerd o bazd ordo-
natd in 0" gi se va lucra cu vectorii coordonate relativ la
aceastd bazd. Dacd vectorul x trece in y prin aplicatia &7,
atunci se poate scrie

Ax = y. (6.29)

Relatia (6.29) conduce la intrebarea : existd sau nu vectori
in C care sint invarianti prin aplicatia considerati?

Daca V este un spatiu vectorial peste R" si daecd
Ae Mp*", vectorul xeV este un invariant fatd de aplicatia
&/ prin matricea A daci si numai dacé

A

X —> AX, A€ R. (6.30)

Se poate arita ¢d A nu depmde de reprezentarea matri-
ceald datd, deoarece fiecare reprezentare matriceald de-
pinde de alegerea bazei pentru spatiul V iar invarianta
(sau neinvarianta) unui vector in urma aplicirii matricei
A este independentdi de alegerea bazei. De asemenea se
poate pune intrebarea dacd existd un vector x € R", astfel
ca y din (6.29) sd. aibd expresm, y = AX, de unde (6.29)
devine

Ax—xx,xaéﬂ - (631)

Din (6 31) se vede ci vectorul x € R" are. proprietatea de a
ramine invariant ca direcfie, dupd.aplicarea matricei 4.
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Fie xe B3, x # 0, 5i A € M3*® o matrice de forma

Qy1 Cyg O3 &y
4 = Aoy Gzp Qa3 | 3 X T | @,
A3y A3 (g3 T3

Aplicind matricea 4 vectorului x, se ob{ine un vector Yy,
adicd Ax=y;dacd y = AX, Ac R, atunci X este un vector
din R?® care este mva;mant ca dlrectle dupa transformarea
lui x prin matricea 4.

Astfel se poate spune el veectorii X si AX au aceeasi
directie (se suprapun), dacd A > 1 le] > ix{, jar dacd
A<1,lAx| <|x|.

in flg 6.3 se dd o interpretare geometricd pentru cele
prezentate. Axele sistemului sint ,, #,, z; §i vectorul x este
invariant ca directie In urma aplicarii matricei A.

X3 7\71
N
X3
[T /__/_,/’ 5
%)m Mu ,
- 1! ~ T
L
v
Fig. 6.3

“Ecuatia (6.31) se serie sub forma (A4 — A)x = 0 sau
dezvoltat astfel :

Ay —A Gy R A -0
L5 Gga—A ... Gy Ty |=f 0], (6.32)
Ay o ces Qup—A &, 0

rezultind un sistem de ecuatii omogen care are solutgle
nebanald numai dacd A
det (A — AI) = 0. (6.33)



Se vede cii det (A — AI) este un polinom de gradul » in
A, adicd

det (A — AI) = @, A" 4 @, A" 14, A 2 . ..+ a; A a,.
(6.34)

Pentru determinarea vectorilor x;é(l care s& fie invarianti
[s# satisfacd relatia (6.31)] trebuie determinate wvalorile
A care satisfac ecuatm polinomiald (6.34), care are n radi-
cini %y, Ay ..., A, Relatia (6.34) se numesgte polinomul
caracteristic al mafrlcel 4, iar (6. 33) ecuatia caracterlsmca
a matricei A.
@ Dacd det (4 — AI) = 0 este ecuatm caracteristicd

2 matricei A € M%*", atunci eele »n ridscini Ay Agy.einhy,
ale acestei ecuatii se numesc valorile proprii (Valorl latente,
valori caractenstlce) ale matricei 4.

. @ Dacd 4 e My*" si dacd Ay Rgy. .M, sing va,lon
proprii ale matricei 4, atunm orice solume nenuld x' a
ecuatiei

(A — NDXP = 0, sau AX" = A3 ¢ =1, 2,...,m, (6.35)

este numit vector propriu (vector caracteristic sau latent)
corespunzator valorii proprii A;. Toti vectorii solutie x'e
€ R™ din (6.35) au proprietatea ci

; - o
XV 5o, i =1,2,...m, (6.35)

adicd prin aplicatia </ de matrice A ei rdmin invarianti ca
directie.
Prin definitie vectorul nul 0 nu poate fi un vector pro-
- priu, dar nimic nu exelude ca o valoare proprie, de exem-
plu A, = 0; evident vectorii proprii, corespunzitor xF,
sint vectori nenuli din spatiul nul al matricei A. Prin spa-
tiul nul al matricei A se intelege sistemul de vectori S(A)
definit astfel :

S(A) = {ve R*: Av = 0}. (6.37)

in continuare se vor prezenta o serie de definitii si
teoreme privind valorile §i vectorii proprii.

@ Fie matricea A e M3*". Atunci spectrul radial p(4)
al matricei A este dat de |A,], unde A, este valoarea pro-
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prie a lui 4, de valoare absolutd maximi, adicd
P(A)= l)\lla p\ll > l 7\”7 1=2,...,n (6-38)

® Urma unei matrice A ¢ ME*" este suma elementelor
de pe diagonali principald, adicé

UI‘IHG:A=Eau=afn+azz+wv+amp' (6.39)

de=1

® Pentruo matrice A € M3** superior triunghiulard sau
inferior triunghiulars

[a;; O 0...0] fanalza,a...am
Ay Gsy 0...0} 0 a5 G5 ...'azv“
Qg g 033 -.-0]° |0 0 ag ... a, t  (640)
] e e e Q] L0 0 0 ... a,, ]
valorile proprii sint -
A=y i=12,...,n. (6.41)

Tinind seama de (6.39),

urma 4 = f: N=XF At . A (642)
[ ¥

e Folosind cele enuntate, se vede c¢i o matrice A are
drept valoare proprie A = 0, dacé si numai dach ea este
singulari.

@ Valorile proprii ale unei matrice diagonale D =
= (dy;) sint date de relatia

N=dy i =1,2,...,n. . (6.43)

Teoremd. Dacd A e ME*" este o matrice nesingulard
(ewistd A1) st dacd Ax = AX, unde A€ R si X € R", atunci

A = l}\x. (6.44)



Demonstratie. Se considers ecuatia 4x = AxX, care dupi
amplificare cu A-! la stinga conduce la

A714x = A71xx sau X = Ad7Ix;

dup¥ impirtirea cu A (A # 0 pentru ci existd 4-1), se
obtine

lx:A"lx sau A“1x=~1~x.
A A

Dacé se seriu doud ecuatii
Ax = ax, A-'x= —:;Tx, (6.45)

se pot enunta urmitoarele :

— Dacd A este nesingulard (existd 4-1), atunci 4 §i
A1 au acelagi sistem de vectori proprii.

~— Valorile proprii ale matricei 4! constituie inversele
valorilor proprii ale matricei 4.

— Valoarea proprie de modul maxim a lui A conduce
la gigirea valorii proprii de medtl minim a lui 471,

Din punct de vedere teoretic se poate considera ¢i un
bun algoritm pentru gisirea valorilor proprii ale une: ma-
trice A € M3*" este acela care giseste zerourile polinomului
caracteristic asociat (6.34).

Exemplu [128]. Fie polinomul
20

Py@)=II (= — 1),

i=1

care are drept zerouri pe x; = i, { = 1,2,...,20, si polinomul T,4(x) ob{inut
din P,,(x) astfel :

Too(x) = Pyo(x) — 2723 219,

Acest ultim polinom - T,y(x) are zece zerouri reale si celelalte zerouri sint
cinci perechi de numere complex conjugate. De la un polinom cu toate
rédacinile reale s-a ajuns la un polinom Ty4(x) cu cinci perechi de radicini
complex conjugate. Acestea impun caleulul coeficientilor «q, a,,...,a, ai
polinomului caracteristic cu o precizie foarte mare.

Avind in vedere faptul ci acesti coeficienti ai polinomului caracteristic
se calculeazd cu ajutorul elementelor lui A, este posibil prin procesele de
rotunjire s& se introduca o serie de erori de ordinul 2723, care ne plaseazi in
cadrul altei probleme, lucru evident daci analizim polincamele P,o(x) si
Tye(x). Din aceastd analizd se vede cd determinarea valorilor proprii cu
ajutorul polinomului caracteristic (6.34) este apreciata din punct de vedere
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teoretic, dar practic trebuie ciutate alte metede pentru determinarea Valerl-
lor propriiale matricei A [42,128,51,93].

In acest sens foarte frecvent [94, 59] zerourile pohnomulul caracterls-
tic se gésesc folosind valorile proprii ale unei matrice asociate matricei 4,
utilizind transformaérile similare. Pentru gisirea valorilor proprii ale ma-
tricei A, se face o transformare a matricei A, obtinindu-se in final o matrice
B similard cu A, dar de o form# mult mai simpli cu mai multe elemente nule
deasupra si sub diagonala principali.

6.3. Reducerea matrieelor prin transforméri similare

Procesul de reducere a matricelor prin transformiri si-
milare este sugerat de necesitatea simplificéurii metodelor
de caleul si obfinerea unor rezultate mai precise.

Presupumnd el Agy Agy. .-y A, sint valorile proprii ale
matricei 4 € Mp*", pentru ﬁecame valoare propme exista
cel putin un vector propmu si astfel se pot scme n ecuatn :

Ax = 3y xt ] AR
AXE=0XE L AX =X, = 1,2,...,0. (6:46)
AX"® = 3, x"

Dacd se noteazii cu X matricea formatd din vectorii pro-
prii X7 = (x},x3,...,x,)7, atunci cele n ecuatii se seriu sub
forma matriceald

AX = XA, (6.47)
unde 4, X si A au expresiile '
1 2
Gy Ogp +v . Oy a?% xé...m”{
’ 8 ) Ty Xy v (,Ug
Gy Qg -+- @ S et
A = | % Y22 2], X = al ok ... ot
Gy Gpg + - o Oy . w},mﬁxﬁ
M
A, O
A = ’ s
o -

Matricea X ale cérei coloane sint vectorii proprii ai matri-
cei A se numegte matricea modald a lui A, iar ecuatia (4.47)
se numeste ecuatia modald.
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Teorema 2. Dacd mairicea X esle formatd din n coloane
liniar independente (adicd vectori proprii xt, X%, ., X" sint
liniar independenti), atunci existd X -1 g¢ e@uatw modala se
serie sub forma

X AX = A = diag.(dy, Ay . s N), (6.48)

unde matricea A gi A sint doud matrice similare.

@ O matrice B e M”f‘x” este gimilard (echivalentd) cu
matricea A e M%*"® dacd si numai dacd existd o matrlce
nesingulard P e M5< astfel ci :

PAP = B; (6.49)

operatia se numeste transformare similard a amatricei A.

Din relatia (6.48) se mai vede ci dacé se cunose vectorii
proprii ai matricei A si ei sint liniar independenti, rezulti
imediat valorile proprii ale matricei 4 daci se- efectueazi
produsul matriceal X 1A X.

Teorema 3. Daci A s1 B sint similare, aiunci matricele
A st B au acelasi polmom caracteristic.

Demonsiratie. Daci A si B similare, atunci B = PAP™,
det (B — AI) = det (PAP'— M) = det [P(A—A)P7 1] =
= det (P) - det (P71) det (A — AI) = det (4 — AI)
pentru c& det (P)-det (P!) = det (P+P*) =det I=1.

Teorema 4. Dacd B e My*" este similard cu A e M’”“"
atuncz A este similard cu B.

Pentru a demonstra acest lucru se considera Q = P

Atunei @ = P girelatia (6.49) se scrie

Q4Q = B sau A = QBQ™. (6.50)

@ Din relatia (6.48) se vede ci dacd matricea A € M3*"
are un sistem de w vectori proprii liniar independenti,
atunci A este similard cu matricea dmgonala A, care are
pe diagonald principaldi valorile proprii ale matricei 4.

® O matrice A € M%*", daci are n vectori proprii
liniar independenti, se numeste nedefectivd, iar dacd are
k <mn vectori proprii liniar mdependenpl, se numeste
defectivd.

Calculul valorilor proprii. pentru ma;tmcele ‘defective
intimpind o serie de dificultdti teoretice si practice.
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® O matrice datd are o infinitate: de vectori proprii.
Intr-adevir, daci Ax = Ax, atunci A(kx) = M(kxX) pentru
VL € R, adicd dach x este vector propriu si kx este vector
propriu, oricare ar fi ke R, k # 0. Important pentru o
matrice este a determina care este numéirul vectorilor sai
proprii liniar independenti [10, 15].

Corolarnl 1. Dacd A € M3™" are n valori proprii Ayyhs,. . .

,)\,, dzstwcte, atunci A are un sistem de n vectori- proprii
x1 Z,. .., X* liniar independenti si, prin urmare, este nede-
fectwa

In acest caz A este similard si cu matricea diagonald
A, avind loc relatia

PAP? = A. (6.51)

® Matricele care sint similare cu matricea diagonald

A se numesc matrice diagonalizabile.

Teorema 5. Dacd A,B,P € M3*" cu P nesingulard (exis-
td P1) se afld in relatia
PAP! = B, (6.52)
atunci matricele A si B au aceleasi valori proprii.
Demonstrafie. Fie A o valoare proprie a matricei 4 §i x
vectorul propriu asociat. Atunci are loc relatia
AX = )x. (6.53)
Fie y = Px sau x = Ply. Dacii se inlocuiegte aceastd
expresie a lui x in ' (6.53), ecuatia devine
APty = AP ly sau PAP 'y = )y. (6.54)
Dar folosind relatia (6.52), ultima relatie din (6.54) se scrie
By = 1y, - (6.55)
de unde rezultd ci A este §i o valoare proprie a matricei 'B.
fntr-o manierd asemiinitoare se poate arita ci daci A
este o valoare proprie a lui B iar B §i A sint similare, atunci
A este valoare proprie si pentru matricea 4. Dacé se ana-
lizeazé& relatiile (6.53) si (6.55), se vede ci matricele A i
B au aceleagi valori proprii A, 4 avind vectorii proprii x
iar B vectorii proprii y (intre x si vy existind relatiile
y = Px,x = P7ly).
in concluz1e matricele similare au aceleasi Valon pro-;
prii-iar vectorii lor proprii sint obtinuti cu agutorul trans-
formirii liniare de matrice P nesingulard [42, 71, 86].
Reciproca teoremei 5 nu are sens pentru c¢i doud ma-
trice A §i B pot avea aceleagi valori proprii dar nu.exista
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transformiri similare cu ajutorul -cirora si se poatd trece
de la o matrice la alta.
3 0 3 .1
Exemplu. Doud matrice A = [ ], B= [ ]
0o 3 0 3
au aceleasi valori proprii dar nu existd transformiri similare prin care
se poate transforma matricea A in matrice B.

Din cele prezentate se vede importanta procesului de
diagonalizare a matricelor, pentru ci dacd se poate gisi
o transformare similari care sd diagonalizeze matricea
consideratd, atunci valorile proprii se vor gidsi pe diago-
nala principald a matricei obtinute. Procesul de diagona-
lizare a matricelor nu este usor de caracterizat, dar ma-
tricele de permutare, matrice ortogonale — matrice ele-
mentare de rotatie, normale, unitare joaci un rol impor-
tant in proeesul de diagonalizare.

@ O matrice pitratd A este simetricd dacid AT = A.

@ O matrice A € M%*" este hermitiand daci A7 = 4,
sau A este hermitiand dacid si numai dacd a; = a;. Dar
aceastd conditie implicd a,; = a, (deci elementele de pe
d1ag0nala, prmc1pa,1a ale unei matrice hermitiene trebuie
s# fie reale).

@ O matrice s1metmca, este hermitiand totdeauna, dar
o matrice hermitiand este simetricd numai daci este reali.
® Daci 4 € Mi*"este hermitiand, atunci pentru orice
x € 0", expresia X7 Ax este reald, fapt ce rezultd din
(xTAx)T = x7A%x = x7Ax. (6.56)
@ O matrice hermitiani A este pozitiv definitd daci
pentru x # 0 rezultd x7Ax > 0, semipozitiv definitd daci
pentrux # Orezultd x7A4x > 0.

Teorema 6. O matrice A ¢ Mg*" este diagonalizabild dacd
st numai dacd existd o matrice hermitiand P, pozitiv defi-
nitd astfel ca PAP = B, unde B este o malrice normald.

Din aceastd teorema se vede ci daci B= Asi P =1,
relatia din teoremi este adeviratd si dacd Be Myx» este
normalé, atunci este diagonalizabili.

Corolarul 2, Dacd A € M%*" este simelricd si B e My
este hermitiand, atunci A si B sint matrice dmgonalzza,bzle.

In concluzie matricele normale sint diagonalizabile si
matricele simetrice reale si complexe hermltlene sint
exemple de matrice normale.
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Teorema 7. O matrice A € ME*" sau A € M3*" este din-
gonalizabild dacd si numai dacd este nedefectivdg [86 94, 108].

Dacii A este defectivii, ea are k < n vectori liniar in-
dependenti, fapt care face ca vectorii proprii ai matricei
A in acest caz s nu poatd constitui o bazi pentru C*.
Apar inconveniente pentru destule aphcatu care se pob
simplifica dacd se folosesc ca bazd in C vectorii proprii
al matricei A.

Trebuie mentionat faptul ei existd o legiturs directi
intre ordinul de multiplicitate al unor valori proprii si
numirul vectorilor proprii liniar dependeti. Pentru a
studia structura unei maitrice 4 € Mg*", {inind seama de
ordinul de multiplicitate al valorilor proprii $i respectiv
numdrul de vectori liniar independenti, este necesard
reducerea matricei 4 prin transformiri similare la forma.
canonicd Jordan, care permite evidentierea faptului dacd
o matrice este defectivd sau nedefectivd si-determinarea
ordinului de multiplicitate al valorilor proprii precum si
numarul vectorilor liniar independenti pe care ii poseda.

o® Orice matrice de forma 4 — Al eu A € ME*" poate fi
transformatd intr-o matrice diagonald D, avind forma

Py(2) 0
p=| TN | pso_p (6.57)
B LU WOV B

unde Py(}) sint polinoame in A cu proprietatea c& P;(A)
divide pe Puy(2),¢ =1,2,..., n,iar Psi @ sint matrice
care au ca elemente polinoame in A cu coeficienti din C,
iar determinantii lui P gi @ sint diferiti de zero si nu
depind de 2. Matricea D astfel definitd se numeste forma
-canonicd Smith pentru matricea A — AL.

e Polinoamele P,(2) din forma canonici Smith cu
% < n sint denumite factori invarianti ai lui (4 — AI):

Py(d) = (A — BpM(A — By ... (A — Ri)hs¥,
Py(2) = (A — B)st (A — Bp)*? ... (A — By)e¥,

P3) = (0= B = B (3~ B, (6.58)

Po() = (A — Byat (N — Bo)fa2 ... (A — By)tnk,
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Datoritd faptului ed P,()) divide pe P,(}), exponentii
factorilor invarianti satisfac inegalititile k; < ki4;,; pen-
tru j=1, 2,..., k.

x4
Exemplu. Fie matricea A e Mr cireia i se asociazi forma canonici
Smith D, avind expresia

- 0 1PN =1=0 =B = — B,
D= 1 P,y =1= (A— BP0 = (A= Bs)%
A— B ) Py = (0 — By) = (h— B — B
L 0 -y 0=pa JBw = 080 Bo=0— B0 o2
(6.59)

Din exemplul considerat se vede cd multi exponenti sint egali cu zero.
Termenii (A— B;)%4, in care k;;%#0, se numesc.divizori elementari ai matricel
A. Astfel, divizorii elementari sint A—8;, A=By si (A — By)?; dacd k;y>1,
atunei A are un divizor elementar neliniar.:

Teorema 8. Mairicele A, B € Mt*" sint similare dacd
st numai dacd 4 — A 30 B— AL au aceeasi formd canonicd
Smith.

De aici rezulth si urmatoarele dou# corolare [42 10, 12].

Corolarul 3. Mairicele A, B e M sint similare dacd
st numai dacd A—NI si B— )J a aceia§i factori invariants
Pn),i=1,2, ...,n.

Corolarul 4. Mamcele A,B e ME*™ sint similare dacd gi
aumai dacd au aceiast dwmom elemenmm (A — By)r.

Teorema 9. Dacd. A € Mp*" este similard cu B € MP" si
B este similard cuw C e My*", atunci A este similard cu C.

Din teorema 8 i din corolarul 3 rezultd cd dacd 4,B,0
fac parte din aceeagi clasd de matrice similare, atunei
A—n, B—nI, C—2Al au aceeasi formi canonicd Smith
si aceiasi factori invarianti Py(2), ¢=1, 2,..., n, precum
§i aceiagi divizori elementari.

De indatd ce divizorii elementari ai matricei A sint
cunoscuti (in general pentru toate matricele similare cu
A), se poate congtitui forma matriceald canonicd Jordan
corespunziatoare matricei A. Pentru realizarea acestui
lucru se asociazd fiecdrui divizor elementar (A — B)*
bloc Jordan de forma

B 1 0
I T S T
Jp, = 1 (6.69)
0 B
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de dimensiune k X k; dacd divizorul elementar este liniar,
adicd, k = 1, atunci J contine un singur element.

® F(wma Canonicd Jordcm este o matrice bloe diago-
nald ale ciirei blocuri de pe diagonala principald sint blo-
curi elementare Jordan de forma J, din (6.60).

Pentru exemplul considerat anterior, la trei divizori elementari le
corespund trei blocuri elementare Jordan :
11

: B
Jy= 131 L= [B]; Ja=[ * J’
0 B
iar
Jy 0

J=1 7 sau J =

0 Js

Cele trei blocuri elementare Jordan de pe diagonala Iui J au ordinele
1 X1,1 x1,2 X 2. Se observi ci .J este o matrice superior triunghiulara,
deci elementele de pe diagonala principald sint valorile proprii ale matricei
J. De asemenea se observi ci 3, si 8, sint valori proprii de ordin de multipli
citate doi, dar exista o diferentd intre cele doud cazuri de multiplicitate in:
momentul c¢ind se examineazd vectorii proprii.

Se poate enunfa o teorema. $i doud corolare [128, 42,
119, 93].

Teorema 10, Dacd A € ME** gi J este malricea canonicd
Jordan asociatd matricer A, atunci J € MP** este similard cu.
A [42].

Metoda de constructie a matricei J aratd cid J este
unic, exceptie ficind doar de p0s1b11e1e permutari ale
blocurilor elementare J ;.

Cerolarul 4. Dacd (A — 7\1)”1, (A — M),y (A — A
sint divizorii elementari ai matrices A e ME", unde
A Rgs- - 5 Ny U Trebuie sd fie distincle, atunci

="l + ky+ ... + ke

Se observi ci dacdh &y =k, = ... =k, = 1, atunci
i = n, cu alte cuvinte dacd toti divizorii elementari sint
liniari, forma canonic& Jordan este o matrice diagonald.

Corolarul 5. Dacd A € ME*" are tofi divizorii elemen-
tars lindari, atunci matricea A este diagonalizabild, respec-
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tiv nedefectivi. In cazul in care A are cel pugin un divicor
elementar neliniar, ea este defectivd si nu poate fi diagonali-
zabild [42,-128].

Teorema 11. Dacd mairicea A € M¥*" are < n divizori
elementari, adicd k blocuri elementare Jordan, atunci A
are wn sistem de k factori proprii liniar independenyi.

Aceastd teoremi aratd c& numdrul vectorilor proprii
liniar independenti corespunde numérului de blocuri
elementare Jordan din forma canonicd Jordan.

Teorema 12, Fie A o valoare proprie a matricei A € Mp*"
care apare in k divizori elementari ar matricei A (adicd in k
blocurs elementare  din forma. canonied Jordan). Atuncs
existd I vector: propriv independenti ai maitricei A, care co-
respunde valorii proprii \.

Acesti k vectori proprii liniar independenti ai matricei
A formeazd o bazd in subspatiul & dimensional V¥; acest
subspatiu V* este un exemplu de subspatiu, numit sub-
spapiv invariant al aplicatiei liniare <of € £(c", ¢") de matrice
asociaté A.

e O matrice 4 € MF*" se numeste degeneratd dacd si
numai dacid aceeagi valoare proprie apare in mai multe
blocuri elementare din forma canonicd Jordan.

® O matrice A € M}P*" are cel pufin o valoare proprie
multipld dacd gi numai dacd este defectivd sau degeneratd
sau i defectivd si degenerati.

Exemplu de forma canonici Jordan a unei matrice A poate fi urma-
torul :

i3 1 0 1
0 3
"""""" 410
004
51
0 z
i i0 5; |

Matricea A a fost transformatd intr-o forméi canonici Jordan avind trei
blocuri pe diagonala principali :

» 1
Jp = [0 o3 ], cu valoarea proprie A,=3, de ordin de multiplicitate k,=2;
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410

Jys = {0 4 1{, cu valoarea proprie A, = 4, de ordin de multiplicitate
00 4
ky = 3;
5 1 .
Ja3 = [O 5}, cu valoarea proprie A;=5, de ordin de multiplicitate k3= 2.
! .

Trebuie specificat c¢i existd situatfii cind aceeasi va-
loare proprie apare in blocuri diferite.

Pentru forma ecanonicd Jordan se poate introduce
urmitoarea terminologie :

— Dacd X este matricea care reduce matncea A la
forma canonied Jordan (6.60), atunci vectorii x*, x%,...,x"
satisfac relatiile

Axt = oxh, AxH = Ax™ 4 xh i =1,2,.. .,k1-1.
Acestlueru este valabil i pentru k,, k. . . k.. :

—  Polinoamele P(A) = det (J: — AI) = (A — A)H,
1=1,2,...,s, sint numite divizori elementari ai matricei
A. Aceste polinoame divid polinomul caracteristic al ma-
tricei A, notat prin P {A), ce poate fi scris sub forma.
PyX) = P(MNPy(R) ... Py(A).

— O matrice A este defectivi cind are divizori elemen-
tari, iar P/{A)neliniari.

— 1In cazul in care anumite valori proprii ale lui A
apar in mai multe blocuri J, atunci matricea A se numeste
degenerati.

O matrice A este degenerata dacid forma sa canonicé
Jordan este degeneratd.

— Forma canonicd Jordan a matricei 4 este o formi
diagonald numai cind & = ky = ... =k, = 1, iar In acest
caz fiecare polinom caracteristic Pyd), 1 =1, 2,...,8
(corespunzitor blocului. diagonal J,;, 1 =1, 2,...,8) este
liniar.

Teorema 13. Dacd A € M¥*" este o matrice hermitiand,
atuncy :

— valorile pmpmz Ay )\2,. ..y A, ale lui A sint W'eale,

— wectorii proprit X%, x%,. .., X" ai lui A sint distincti gi
ortogonals ;

. matricea A posedd un sistem complel de vectori orto-
normals ;
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— existd o transformare similard de matrice U e ME*"
asifel ¢ UAU = A, unde A e MP*" este diagonald $i ma-
iricea U este unitard.

@ O transformare similard cu ajutorul unei matrice
unitate se numeste transformare similard unitarad.

@ O transformare similard cu o matrice ortogonald
este denumitd transtormare similard ortogonali.

® Daca 4 € M%*" este simetricd, atunci existd o trans-
formare similard @ A Q7! = A, unde ¢ e M "este orto-
gonald §i A e M3*" este diagonald. Dacd 4 este simetrica,
atuneci valorile proprii »;, € R pentru ¢ =1, 2,..., n.

Teorema 14. Mairicea A e M{*" este pozitiv definitd
dacd si numai dacd A este hermitiand $i toate valorile proprvii
ale lui A sint pozitive [53, 86, 100].

Teorema 15. Fie A c M¥". Atunci ewistd o wmatrice
unitard astfel ¢4 UAUY = T, unde T este o malrice supe-
rior  riunghiulard si t, =%, ¢ =1,2,...,n sint valorile
proprii ale matricei A, iar

det A =J[n. (6.61)

f==1

Teorema 16. Dacd A,B e M¥", atunci matricele AB g5
BA au aceleagi valori proprii [108,124].

Aceste teoreme, corolare, definitii si exemple au avut
drept scop si prezinte o serie de aspecte teoretice privind
valorile proprii §i vectorii proprii in cazul matricelor de
diverse tipuri.

In momentul cind se cer toate va,lorile $1 vectorii pro-
prii ai unei matrice sau un numar suficient de mare, tre-
buie utilizate metodele directe care in mod efectiv reduc
matricea 4 1a o formd mult mai simpld prin transformiri
similare, transformiri care nu schimbid valorile proprii.

6.4. Metode de localizare a valorilor proprii

Intr-un numir destul de mare de aplicatii este sufi-
cient dacid se poate realiza o localizare a valorilor proprii
intr-un anumit domeniu, mformatle care poate fi destul de
pretioasd.
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In acest sens Gerggorin [42,86] a dat o serie de cri-
terii materializate cu ajutorul unor teoreme.

Teorema 17. Fie A € M¥F"™ o matrice. Fiecare wvaloare

p?"opme a matricei A se gdseste in cel putm un disc cu cen-
trul in a, siraza vy, unde

”
r=l=Ylayl, i=1,2,...,m
=1 -
b
sau

¥y =06= Z laisly §=1, 2,...,m.
=1
i

In [86] se aratd cii toate valorile proprii se gisesc in
reuniunea diseurilor L, ¢ = 1, 2,...,n, unde

Li={:lz—a, <U=r} i=1, 2,...,m,
sau in reuniunea discurilor
sz{z: IZ’"‘“HI < Cj:77}7 jzl, 2,..4,'"/.

Pentru a demonstra aceastd afirmatie, fie A o valoare pro-
prie a matricei 4. Atunci pentru x # 0 se poate scrie ecua-
tia valorilor proprii Ax = Ax, care implicd

n
2 aijxj _ 7\.’3,, Ii=17‘2,. ) n

J=1

Dacid vectorul x se normalizeazi astfel ca max |#;| =1
i

si dacsi 4 = k este componenta de modul maxim, atunci
Tp(A — ) = Opy%y + Opo®y + <o G p_y Br—q +
Tkt Trts + oo Gty
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Ty k
&y,
+ak,h+1( Hl) + oo+ alm( * )]’
Ty, e
de unde rezults,
[N — @yl < Z Oy = Ve (6.62)
ik

Cu alte cuvinte, |\ — @] << r;, deci valoarea proprie
A se giseste in discul cu centrul. in a, §i raza r,.

Dacé & diseuri Gerggorin formeazid un domeniu com-
pact care este izolat de celelalte n—Fk discuri posibile,
atunci acest domenin va contine % valori proprii ale matri-
ceid.

In cazul in care D, n D, =@, i = 1,2,3,...,n si i £,
atunci D, contine o singuréd valoare proprie & matricei A.

Daecd in linia ¢ a matricei A existd un singur element
diferit de zero, a, 0, atunci a,; este o valoare proprie a
matricei A.

Multimea discurilor

. ” )
D, = {7\2 A —a;| <Y [“u’l}, t=1,2,...,m,
j=1
i
sint diseuri in planul complex cu centrul in ¢, §i de razi
r, = ¥, |ay|, numite discuri Gersgorin ale matricei A.
i£]

Demonstratia teoremei Gersgorin dati prin relatia
finald (6.62) aratd nu numai ¢i fiecare valoare proprie a
lui A trebuie s& se giseascd intr-un disc Gersgorin, dar
si faptul c& dacd componenta ., a2 unui vector propriu
este maxim#, atunei valoarea proprie corespunzitoare
trebuie s& apartind discului D,.

Exemplu. Se considerd matricea A de forma

2 1 1
A=11 6 2]-
1 1 11
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Dacd se calculeazd suma valorilor absolute pentru linii si coloane,
rezulta

3 3
n=L=Ylagl =14+ 1=2 ==Y la|=1+1=2
7=2 i=2
3 3
rp=l=Y layl =14+ 2=8ry=c= Y lapl =1+1=2
j=1 i=1
2 i#2
3 3
rp=lh= Y layl =14+ 1=2in=c=Y |lal =1+2=3
j=1 i=1
J#3 %3

Valorile proprii ale matricei A se gisesc in reuniunea domeniilor de forma
circulara :

{z:lz—=21<h}uferiz—6I< L} U{e:lz—11] <L)

Reprezentarea graficd a acestor domenii este datd in fig. 6.4. Se vede ci
ultimul disc cu centrul in (11, 0) de razd r; = 2 este disjunct de celelalte
doud discuri D, si D,, deci el contine o singurd valoare proprie a matricei A,
iar reuniunea D, U D, contine celelalte doud valori proprii.

Teorema 18. Dacd &k discuri Gersgorin ale wmatricei A
stnt disjuncie de celelalle n—Fk, atunci evact I valori proprii
se vor gasi in reuniunes celor k discuri [86].

6.5. Metode de ealeul pentru valorile proprii

In general in aplicatiile ingineresti existd un interes
deosebit pentru determinarea valorilor propriireale i com-
plexe ale unei matrice reale. Analiza metodelor de calcul
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ale valorilor proprii pentru matricele reale pot fi extinge
la matricele cu elemente complexe. Aseménitor rezolvirii
sistemelor de ecuatii, si in cazul determinérii valorilor si
vectorilor proprii existd doud tipuri de metode : metode
directe si metode indirecte. Folosirea metodelor directe
sau indirecte depinde mai mult de natura solutiei cerute
decit de forma matricei.

Exista aplicatii in care se pot cere » valori proprii i »
vectori proprii ai unei matrice de ordinul » si alte a,pheatu
in care se cere doar un numir &k < n de Valorl si vectori
proprn precum §i aphcatn la care se cere valoarea proprie
maxims (mmlma) in modul. In cazul in care se cere o
valoare proprie sau un numir redus de valori proprii
I < m, se pot aplica metodele indirecte (iterative), iar in
cazul in care se cer toate sau aproape toate valorile proprii,
este preferabil sd se foloseascd metodele directe care
implicd transformirile similare ce reduc matricea initiald
A la o matrice similard B de o formi particulard (reducin-
du-se astfel algoritmul de calcul propriu-zis).

Trebuie mentionat cd are loc i o clasificare a matri-
celor din punctul de vedere al calculului, pentru ci pro-
blema calculului valorilor si vectorilor proprii pentru ma-
trice hermitiene este mult mai simpld decit pentru ma-
tricele nehermitiene. Aceastd afirmatie poate fi ]us‘mflca-
t4 in diverse moduri. In acest sens poafue fi specificat cg
orice matrice hermitiand A e M§*” este diagonalizabild prin
transforméri unitare, adicd pentru orice 4 existd o matrice
unitarg P astfel ineit

Y 0"
;\2
PEAP = A= : 5
0 .

- An
unde valorile proprit A;, ¢ = 1, 2,...,n, sint reale gi matri-
cea A are un sistem complet, ortonorma,l de vectori proprii
(coloanele matricei P). In cazul in care A = A¥, matricea
A este bine conditionatd, cu privire la valorlle proprii,

in sensul cd la variatii reduse ale elementelor matricei A
apar variatii reduse in valorile proprii.
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In cazul matricelor nehermitiene trebuie s analizim
dacd matricea 4 este defectiva sau nu (daci este defectiva
trebuie calculati vectorii generalizati) si dacd valorile
proprii sint reale sau complexe (in acest eaz trebuie folo-
sitd in calcul aritmetica complexd); de asemenea pot api-
rea o serie de dificultati datorita a,cumularll erorilor de ro-
tunjire, astfel problema poate fi slab conditionati.

Metodele de calcul al valorilor si vectorilor proprii,
dupd natura matricei A (hermitiand sau nehermitiani)
se prezintd in [128, 42].

6.6. Algoritimi de ealeul al valorilor si veetorilor proprii
in cazul matricelor nehermitiene

6.6.1. Algoritmul puterii directe

In aplicatiile care solicits determinarea valorilor pro-
prii maxime §i minime este utilizatd metoda puterii.

Presupunem ci A are divizori elementari liniari, adicd
A este nedefectivd gi are » valori proprii distinete care
implicd un sistem de » vectori proprii liniar independenti
(A este diagonalizabild). De asemenea se considerd cd va-
lorile proprii sint ordonate :

M >N, 1=1,2,...,n (6.63)

unde 2, este valoarea proprie dominantd.

Fie x1,x?,...,x" un sistem de vectori normalizati (adicd
componenta maximé a fiecdrui vector este unitatea), liniar
independenti, ei constituind o baz# pentru RE". Atunci
orice vector Y € R® poate fi scris ca o combinatie liniard
unicé (cuy # 0), adicd

Y = ¢x -+ 6x2 4+ ...+ 6x"

Fie y = y° un vector cu care se construieste sirul
¥o, vy, ¥%, ..., ¥5 ... definit astfel:

V! = Ay® = A(ex! + ¢X% 4 ... 4 ¢,X") =

= g AX + 6 AX2 + ... H¢, A, X",
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V2 = Ay = A%y% = A2(cx! 4 X% 4 —|— 6,X") =
2
= ¢ 7\§x1 +eNx2 ... +o, An

y Ayk 1 = Aky == AL (Clxl + 02X2 + . + Gn n) =
= ¢; Mix! —I— 02 Ax —}— + c,,}\’;x ,

DacaJ se da factor comun )\ in ultlma relafple 1berat1va,
rezultd

= Ak "= k[ 1 (Bz)k 2 (lg)k n]
Y =4y = A| X +o x2 4 ... +e¢, X
N ' A
(6.64)
sau

v = A¥y® = Ak (¢, x 4 1F).

Pentru un % suficient de mare (k—o0), r* — 0 si in acest caz
rezultd

v¥ = A X!, respectiv yi+! = At exl ¢, #0. (6.64)

Se stie cd operatia de impirtire a doi vectori nu are
sens, dar se pot impérii componentele vectorilor, astfel ci,
impartinind cele doua relafii la nivel de componente,
rezulta

A =2t =1,2,...n, (6.65)

relatie prin care se poate determina o aproximatie pentru
valoarea proprie maximd a matricei A. Din (6.65) se
vede cd vectorul € are componente destul de mieci dato-
ritd faptului e& A/A; < Aea/2y A/ < 1 pentru ¢ > 2,
adica

n A\F
=Y e (:‘f—) x' — 0, k—oo0. (6.66)
$==2 1

Pentru % destul de mare, vectorii ¥% y', y3,...,¥% ... sint
aproximatii multiple unul a celuilalt, adicd ei aproximeazi
vectorii proprii in sensul ¢

Yyl = Ay* & A xF, & — oo, (6.67)
de unde se vede cii vectorul y*+! este o aproximatie norma-
lizatd a vectorului propriu corespunzator valorii proprii
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A;. Convergenta acestui proces iterativ depinde de cit
de repede vectorul T* tinde la 0, adicd cit de repede termenii
¢,(x/2)* din (6.66) tind ciitre zero.
Privind relatia (6.63), pot fi considerate doud cazuri:
— matricea 4 are o singurd valoare proprie »; de va-
loare absolutd maximi, pozitivd sau negativa :

£ A=) > ] > > A (6.68)

— matricea A are valori proprii dominante sub formg
complex conjugats, adicd

M=a+1ib, \z=a —1b (a,be R, b# 0) (6.69)

NI =10 > 8202 002 M)

Mai existd gi alte cazuri, de exemplu matricea 4 are
dous valori propru Ay = 41 §ir, = —1, sau poate avea
sapte valori proprii dommante, fie A, = —9 exp (2k=i/T)
k=1,2,...,7). ‘

Se observé cd in ambele situatii translatia A, — Ay
cauzatd prin adunarea cifrei 1 la fiecare element al matri-
cei A conduce la obtinerea valorii proprii Ay, care intrd
in cazul real (6.68) sau cazul complex (6.69).

in aplicatiile practice pentru matricea A se presupune
cd ne gasim fie in cazul real (6.68) fie in cazul complex
(6.69) dar nu se stie in care anume. Dacd ne gisim in
cazul real (6.68), se calculeazd A,, iar daci ne gésim in cazul
complex, se calculeazd A, si A, = A,

Considerind ca valoare de start vectorul y=y° definit
prin

0 ™ Vo
yl=(1+100) 1 J=1,2,...,m, (6.70)

se poate calcula prima iteratie y* = Ay°.

Dach se foloseste metoda celor mai mici patrate relativ
la ¥y si y° se determind numirul A care si minimizeze

Iyt — A0l = (7 — Ap%, ¥ — AY0) = ¥ (i—MD% (6.71)

j=1
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Derivind in raport cu 2 i explicitind pe A, rezultd expresia

R y‘?
)\:jgl @y
i 0 0
yﬂ ¥ ¥
k§1 F
Daci se di un ¢ > 0 si dacd y°, y* si A satistac relatia
Iyt — Ay P < e [y 1% (6.72)

atunci ne gédsim in cazul real (6.68) gi valoarea proprie
A=A

Dacé relatia (6.72) nu este -satisficutd, se ecalculeazd
iteratia urmétoare y2 = Ay', folosindu-se numerele @ si b
care minimizeazi norma

1¥? + ay' + 0¥°1 =¥ + @ [¥']* + 22 ¥°1° +
+ 2a(y*%,y') + 2b(y2,¥°) + 2ab(y4,¥°),
de unde rezultd conditiile necesare pentru minimizare :
¥ e+ (% ¥9) b + (35 ¥) =0,
¥, ¥) e+ yl2b + (v%¥°) = 0,
obtinindu-se valorile optime pentru @ si b :
[ @ _ —1 [Hy"llz — (¥ y")] [(yz, yl)]_
bJ Byl P — ()2 L= (% ¥ VR Ly ¥0).
(6.73)

In cazul in care mirimile y°, y, y2, a, b satisfac inegalitatea
92+ ay* + byl < < [ly3[%

ne gisim in cazul complex (6.69) cind ridacinile proprii de
modul maxim sint A; §i A, = 2.

Dacé testele (6.72) si (6.73) (pentru cazul real, respec-
tiv pentru cazul complex) nu sint satisticute, atunci se
considerd procesul iterativ (6.64), care implicd o anumitéd
scalare pentru a nu se obtine numere prea mari sau prea
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mici in cazul reprezentirii in virguld mobild. Datoritd
acestui fapt, procedeul de caleul imbundtitit implicd nor-
malizarea vectorilor in fiecare etapd iterativd (un proce-
deu este de a face cea mai mare componentd a vectorului
egald cu unitatea). In acest caz procedeul iterativ aratd
astfel : '

yi=Ay", ¢ = S vh
(G
y2 = Atl, *= —l—yz, (6.74})
g

« o & e & s s

V= At tF = 1 vE ..
Ny,

unde 7, este componenta vectorului y* de modul maxim.
In acest fel cind t* ~ x! se poate presupune ci y*+ ~ Ax! =
~ A, X1, astfel cd elementele vectorului y*+! de modul ma-
xim satisfac relatia n,, =~ 2. Avantajul algoritmului
(6.74) constd in faptul ed sirul factorilor de normalizare
Ny Mgy Ngy « « 3 Ny - . . CODVErge citre valoarea proprie A;.

In cazul in care se alege vectorul y° astfel ca ¢; = 0,
pentru | A, | > A, =3, 4,. . ., n, procesele iterative (6.64)
si (6.74) converg catre valoarea proprie A,, de unde rezultd
¢ metoda puterii permite determinarea valorilor proprii
intermediare printr-o alegere adecvatd a veetorului y = y°.

6.6.2. Algoritmul puterii inverse

Acest algoritm permite aproximarea oricirei valori
proprii, nu neaparat A, sau A,. S-a demonstrat ¢d dacd A
este o valoare proprie a matricei nesingulare A si X vectorul
propriu corespunzdtor, atunei A~! este valoarea proprie a
matricei A-L corespunzitoare la acelasi vector propriu x.

Pentru simplificare se presupune ¢d 4 € ME" gicd 4
are divizorii elementari liniari, precum si ¢4 valorile pro-
prii sint reale. Algoritmul de caleul presupune alegerea
unui veetor y° # 0, y e R* exprimat sub forma unei
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combinatii liniare de veetorii proprii x% x?%..., X" ai ma-
tricei A. Dacd in algoritmul (6.64) se inlocuiegte matricea
A prin A~ gi se foloseste y=y°, atunci se obtine procesul
iterativ :

yi = A7y = A" Yext + %% ...+ ¢, a") =

:clxl—;]:—+ch2——1~+ +cnx"»}—,

1 2 n
y2= A"yl =41 (clxl 1 -+ ¢,x2 1 +...+ex" ~1—)==
7\1 7\2 7\ll
1 1 1
= ;X! — + X2 — ...+ ¢x"— 6.75
SEVERRCEPY X (6:75)
R - . n 1
yE = 47lyA1l = 471 (clxl = +... e 7\5‘1)-—:

1 1 1
= X! — 4 e,x2— - ... ;X" —-
A Ab

Acest gir de iteratii permite determinarea valorii proprii
dominante pentru matricea A~! (valoare proprie care re-
prezintd valoarea proprie minims pentru matricea A4),
tinind seami de urméatoarele doud ecuatii :

AX = )x §i 47X = —i—x.
Dacé valorile proprii ale matricei A satisfac relatia

(6.63), unde 2, este valoarea proprie minim& pentru 4 si
maximé pentru 47!, atunei din (6.75) se obtine

1 A \F A\
VE=—lex [ —!—oxz(—’i) + ...
d x’;[l (xl) Y

: k
e, x"TL (T)\L) -+ cnx“] 1 [ + ¢,x"] & 1 ¢,x",
respectiv "

k-."l.____l_ k41 n ——L‘GX
Y =g v e X" & g G X
A M
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de unde rezulta
%
= max - kyzl
L
care este valoarea aproximativa pentru valoarea proprie
maximd a matricei A7! gi minim# a matricei 4. Vectorul

r¥ dat prin expresia
n-—-1
i=1 7\1

tinde la zero dupd un numéir de iteratii k — oo,

, 1t =1,2,...,2,

6.6.3. Algoritmul pulerii cu deplasarea originii

In cazul in care se realizeazd o traslatare a originii cu
constanta p in planul complex sau in planul real cu p
unitdfi pe axa reald, atunci se poate enunta

Lema &. Matricele A—pl si A au acelagi sistem de va-
lori proprii, adicd pentru fiecare valoare proprie X; a malvi-
cei A ewistd valoarea proprie corespunzdtoare A, — p a ma-
tricei.d — p 1. _

Demonstrafie. Fie Aq, Ay ..., A, valorile proprii ale
matricei 4 gi x%, x%,..., X” vectorii proprii corespunzitori.
In acest caz se poate scrie ecuatia Ax'=Ax" i =1,2, ..., n.

Din ipotezd matricea A — pI are acelagi sistem de
vectori proprii ca §i matricea A. Atunei se poate scrie

(A — pI)x* = Ax' — pIXx* = Ax' — px' = (), — p)X°,
adicd v
(A —pD)x* = (7, —p)xi=1,2,...,n,
de unde se vede in mod evident c& matricea (4—pl) are
valorile proprii A, —p pentru ¢ = 1,2,...,m
In cazul in care se introduce in 100111 matricei A7 din

algoritmul puterii inverse (6.75) matricea inversd (4 —pI)™1,
(6.75) devine

yi=(4 —pD7ty
yi=(4 — pI) y

v — (4 — pI) g1,
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sau sub form# dezvoltatd
V' =(4 — pI)"ly* = [(4 — pI)"HF Y0 =
=[(A — pI) ' F(ex! + X%+ ... + ¢,X") =
1

1
= ¢;xt ¢ x2+...+———x"=
X pF (o)

5 k
-1 [01( Ay p) x! ..
N—2p AM—p

RN 1R . . . — & .
“+@d(ﬁ——ﬂjx“l+cﬁh+%ﬂ(l? p) eI
Ai—2D i

A —p
.+ nn(‘——“) ] (xt -+ r*
o A — P (A—P)kx )

In final se poate scrie

C;

y’f—~———(x +r”)~-——x",
(N —p)* (A — )t

bl x E\ ~ G i

V= e s e

Daci se impart componentele celor doi vectori y*+! si y*,
se obtine

1 k41 .
- pzy;,JzL%“qw (6.76)
i i : :

Relatia (6.76) permite calculul valorii proprii cele mai apro-
piate de p (unde p este un numir complex din planul com-
plex sau un numar de pe axa reald). De aici rezultd faptul
cd printr-o alegere judicioasd a lui p, cu ajutorul relatiei
(6.76) se poate determina orice valoare proprie a lui 4 cu
acest algoritm. :

Daci se considerd matricea A e My " care are divi-
zori elementari liniari, atuneci toate valorile proprii sint
reale, avind loc urmitoarea relatie de ordine

Ml > el > ] > el 3 Iy | > A,

Trebuie acordatd atentie alegerii constantei p, valorile
dominante ale matricei 4 —pI vor fi A,—p §i A, — p.
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Dacd se alege ¢ = —]2'—()\2 + A,), se va obtine viteza

maximd de convergentd citre valoarea proprie A; — ¢
cind se utilizeazd matricea A — pI in loc de matricea A
(in cadrul algoritmul puterii directe), ca matrice iterativi.

De asemenea ¢ =—;— (A, + A4-y) este o valoare optimd -

pentru convergenta algoritmului citre A, — p. In acest
sens, dacd se scrie relatia iterativd (6.64) pentru A—9pl
Sin—p, i =1,2,...,n,rezultd

8 k
(4 — pI)F y° = (A, — p)* [clxl + e, (—:\:2—43) x24...
1— P

...+cn(-———~)\”—p)m”]-
M—D ,

Convergenta [42, 119] este determinatd de viteza cu care
tinde la zero raportul

1 k

_()\2+ )\n) ~.—( )\2—‘7\11 )k‘
2N — Ay — A,

(2o2) - ST
A — 1
1T A — = (A F R,)
2

In cazul determinirii valorii proprii A, — p conver-
genta este determinatd de viteza cu care raportul urmitor
tindela zero :

k

(M)k _ =( Mo — M )k.
A, — D 2)‘11—)\1—“)%—1

Se observi ci prin deplasarea originii cu o constantd p
se poate determina valoarea proprie A, la fei ca 2;, iar
algoritmul puterii inverse are o serie de avantaje fatd de
metoda puterii directe, datoritd vitezei de convergentd si a
preciziei obtinute.

1
;\n—l - 5(7\1 + An-ﬂ

1
A — = (Mt A
g it 2e-d)
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6.6.4. Algoritmul L— R (left-right—stinga-dreapta)

Fie matricea A € M%*, pentru care se construieste
gsirul de iteratii A = 4,, A, 4,,..., printr-o descompu-
nere triunghiulard in pasul initial

4, = L, Ry, (6.77)

unde I, este o matrice inferior triunghiulard cu elementele
ly=1,1=1,2,...,n, iar R, o matrice superior triunghiu-
lard. Dac# matricele I, §i R, se inmultesc in ordine inversd,
rezultd matricea A, = R.L,, procesul repetindu-se cu
ajutorul ecuatiilor

Ay = LRy, Boliy = As,..., 4, = L,R,, R,L,= Azﬁ(-g 78)

Acest proees iterativ conduce la o transformare similara,
deoarece din (6.77) rezulta

La=A, R A, = R L, = R AR,...

vy Apy = (RpBRy_y ... B)A(R,R, 5 ... B)™?
si toate matricele 4, au aceleasi valori proprii (sint simi-
lare). De asemenea se vede din (6.77) c& R, = L™'4,;
astfel rezulta
A, =RL, =L 'AL,...
(6.79)

eony Apry = (LyLy. . Lyt Ay (LyLy. . . Ly).

Se observiied B, = LyLy, ... L,5iC, =R,R,_ ;... R,
sint matrice cu elemente unitate inferior triunghiulare, res-
pectiv superior triunghiulare, pentru orice p. Datoritd
faptului ¢& L,R, = R, ; L,_;, rezultd B,0, = A? si
matricea triunghiulard finald reprezinti descompunerea
puterii lui A.

In cazul matricelor de tip bandi care apar in cazul
solutiondrii ecuatiilor diferentiale ordinare, se folosegte in
mod frecvent algoritmul L—R, pentru ci se reduce timpul
de executie si spatiul de memorie necesar. Un dezavantaj
al metodei L—R este imprecizia care apare la descom-
punerea matricei generale in matrice triunghiulare.
Se impune executia descompunerii cu permutarea liniilor
matricei A in cazul matricelor triunghiulare astfel ca nieci
un element al lui L s4 nu depdgesacd unitatea, folosin-
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du-se efectul alegerii celui mai mare element ca pivot. In
acest caz transformirile similare corespunzitoare metodei,
L—R sint date prin ecuatiile

A, =I7"ILR), Ay = RITL) = I,1L,Ry, Ay = R,I;L,, ...

unde I, este matrice pentru permutarea liniilor. Se poate
aratd cd

A2:R1A1 R1—17 A3 - (Rle)Al(RZRl)“lo' o

Schimbarea liniilor cu ajutorul matricelor de permu-
tare I, permite obtinerea unei precizii imbunititite.

In final girul iterativ A,4,,...,4A,,... converge citre
o matrice superior triunghiulard care are valorile proprii
pe diagonala principalid. In [93, 108] se prezinti o serie de
dificultdti privind implementarea algoritmului L—R,
fapt pentru care s-a propus inlocuirea matricei L printr—o
matrice unitard ¢, obtinindu-se algoritmul Q—R care se
va descrie in continuare.

6.6.5. Algoritmul Q—R

Algoritmul Q—R are ca obiect descompunerea matri-
cei A = 4, in produsul ¢, R,, unde R, este superior triun-
ghiularid si @, este ortogonald. Sirul de transformarisucce-
sive se prezintd intr-o manierd similard algoritmului L—R
si este definit astfel :

Al = QlRu Az = RlQl = Qsz As = RzQz = QsRsa RS
obtinindu-se transformaérile similare : ;
4, = B ARiY, Ay = R,A;R;Y, A = (R,R))4,(R,R;)™.

~ 1In fiecare etap# matricea ortogonali @, este construiti
din produsul de matrice ortogonale simple de tipul celor
folosite in metoda Jacobi-Givens. Cu ajutorul acestor
matrice simple se elimind un singur element si se prelu-
creazd coloand cu coloans pind se ehmma toate elementele
de sub diagonald.

; . ’ .
Exemplu. Se inmulteste matricea Ty cu matricea A :

’

- ’ 1
c b 0 yy Uy U3 @y Qg Y3
o _ APV
T1A =}—b ¢ O Uy Gpp Gp3 | = | O "y, ag | = A,
0.0 1 Qgy Qgo Qgg A3y Qgp Yg3
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’ x ox ! y ’
unde ¢ = cos o, b = sin «. Se observi ci a;2 = —bay; + ay; ¢ ; pentru az1=0
rezultd — bayy + cay; = 0, astlel cd

Aoy i

Pa1 = ]

2 ’ V 2 1 g2
V“ 1+ a3 afyFag

. R . A ’o x
Daci se continud operatia de inmultire a matricei Ty si A’, rezultd

1 ’ ’ r 77 124
¢ 00 4y 9 Y3 11 %2 %3
Y ’ I . ’ ’ A
ToA = 0 1 0 0 a,, Qg = 0 ay, e = A’
’ ’
—b 0 ¢ Gy Qgy Qg 0 ay, ag

. : ’ a
Pentru acest caz elementele ¢ si b din Tg sint

1

a
1y
T e V
Vau—(— a’ a’?

Daca mairicea A’ se inmulteste cu Té care are elementul 1 pe pozifia
(1,1), seobtine

4 tr 1 'y 7
100 ay 4y agg @ 9y Y3
154"=10 ¢ b [0 af afg |=|0 af éé
0 ~b ¢ 0 agy ag 0 0 ag
ag . a5
pentru b=7“ﬁ'§1 T
[ az+ag Va22+a
Algoritmul Q—R poate fi descris prin iteratii astfel :
4; = Qi-Ri7

Ay = Q740 = RQyy, 1=1,2,3, ...

Conditiile in care matricea A permite o descompunere
unicd sint date de teorema urmitoare.

Teoremi. Dacd A este nesingulard, atunci existd des-
compunereas A = QR pentru care Q este unitard $i R
superior triunghiulord. ’

In cazul in care elementele diagonale r,; € R+, descom-
punerea este unicd. Demonstratia se giseste in [128, 59],
unde se aratd cf metoda de calcul folositd in demonstratia
teoremei nu este o procedurd de calcul eficientd in cazul-
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aplicatiilor practice. Implementarea algoritmului Q—R
nu este atit de simpld in cazul general [93, 128], algorit-
mul este practic numai cind se aplicd la matrice de tip
Hessenberg (aproape de forma triunghiulard):

gy Oy Qi3 thyg - - - Gy
Oy thag Qog oy - - - Don
A = (h3g Ghg3 th3q - - - G3n
a43 a44 L) a4"
Bpn—1 B |

Numirul de operatii implicate de o etapd in algoritmul
Q—R este aproximativ #»® pentru o ‘matrice completd,
in timp ce pentru o matrice Hessenberg este de n? operatii.
In acest sens se recomandi intii utilizarea unei proceduri
prin care matricea este adusd la forma Hessenberg si
dupd aceea si se aplice algoritmul Q—R matricei in formsa
Hessenberg. O altd recomandare [93] pentru implemen-
tarea algoritmului Q—R este de a se utiliza deplasarea
originii.

6.6.6. Reducerea unei matrice la forma Hessenberg

Din cele prezentate se vede c¢i metodele L—R i Q—R
se aplich in conditii mult mai bune dacd matricea 4 este
adusd la forma Hessenberg. Metodele Givens si House-
holder [42, 128] pot fi folosite pentru a transforma o ma-
trice generald nesimetricd intr-o matrice Hessenberg, care
poate fi tridiagonald in cazul in care matricea A este si-
metricd. In general aceste metode implicd un numdr mare
de operatii, fapt pentru care se utilizeaz& transforméri si-
milare elementare, utilizindu-se matrice de forma M, si
matrice de permutare I,,. Matricele de tip M, sint utilizate
la fel ca la metoda lui Gauss de eliminare. In cazul in care
un element al matricei 4 care candideazi ca pivot este
zero, trebuie schimbatd linia r cu linia & pentru obfinerea
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i

unui pivot diferit de zero, operatie ce se poate efectua cu
ajutorul matricei de forma

4 k
- _
1
1
1.

, . ..0. 1 |
| -1 T, AL=
Irkz :A’,

. 1
3 . 1. 0.
1
_ . R T

In urma produsului matriceal a rezultat matricea Aj,
care reprezintd matricea A unde s-a schimbat linia 7 cu
linia k pentrur < k.

In scopul triangularizdrii matricei A se folosesc matri-
cele de forma

I, 0 0...0]
0o - 1 0...0

M.=] o Mpryyy 1 ... 0| r=1...n—L
o - 0 . 1

Mytgsr

..o 1

0 : m,, 0
Matricele I, , si M, sint utilizate impreund pentru a
transforma matricea A intr-o formi similard cu ea.

Exemplu. Pentru a ilustra modul in care o matrice A € M3 " se poate

. . = . . 4 x4
reduce la o matrice Hessenberg se considerd n=4. Fie matricea A ¢ Mp
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de forma
Ay Gyp O3 iy
Qg3 Uap a3 Aoy
A3q Azp Cg3 Agy
gy Qyp Q43 Qg
in cazul in care se impune o schimbare de linii si coloane pentru fiecare

etapi, presupunind ci |a,} > |e; ] pentru i = 2 si 3, este necesard schim-
barea liniei 2 cu 4 si a coloanelor 2 cu 4 prin transformiri similare :

A= Loy Ay, =

10007 (31 Gy Gy Qyq 1000 31 @14 Y13 Y2
B 6001 gy Uop Ao Aoy 0001 gy Ogq Qg3 ‘142}
~Joo1o gy Ogp @y | 10010 gy gy Gy gy |
0100 Gy Qup Qgq Ay 0100 Qgq Ogy oy oy
ajy Ay Ay 4y
_ | %19 s 24 = Al
gy gy 35 a 34
g % a«;s 44

Pentru realizarea formei Hessenberg in cazul matricei A’ se vor folosi

transformari similare de tipul M pentru anularea elementelor aél si aél .
Por—1
B = M,A1M, " =
1 0 00 " aj;aj,a.ai,7[1 0 00 Dyy byp bi3 by
0 100 aél al, aj, 0 1 00 _ Doy bys Dog Doy _ 5
0mg 10 aj az, agaal, |10 —mgy 10 by gy bag b
0m, 01 EACEEALE R L0 —my 01 byy bya By3 by
ag, al .
unde mg, = — —— si my, = — ——, Valorile pentru mg, si my, rezultd
) 421

din presupunerea ficuti ca a3 si a | s fie nule, de unde se vede ca matricea

17
M, este cunoscuta.

Presupunind ci |by,| > |bs,|, apare necesard schimbarea ultimelor
dou linii intre ele si a ultimelor doud coloane ale matricei B cu ajutorul
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matricei = Iy,, astfel rezultind matricea C de forma
C=1IyBly=
1000 V[bybiabyb,1[ 1000
0100 Doy byg bog Dy 6100
0001 [{0 byybybyll 0001
0010 O Dyg byg byy 0010

€11 €12 €13 C1a
€21 C29 Ca3 Cag
0 c33 055 €34

0 egacys Cay

in continuare se foloseste matricea M, pentru transformarea matricei
{ ; astfelrezultd matricea

D= M;C M;1=

10 0 Ojfejyeipeize 1 0 00 dyy s dyp dyg
01 0 Ol ¢yeppemens |[© 1 © O | dudeodondag | b
00 10 0 a2 633 €54 00 1 0 0 dyp dyy dyy '
00 myg 1AL 0 cypeys €y IO 0 —myy 1 0 0 dygdy,
C
unde my, = — —-4—2 Matricea D reprezinta forma Hessenberg a matricei

Cag
A obtinutd cu ajutorul transformérilor similare.
in fiecare etapa au fost executate doud operatii matriceale, obtinin-
du-se perechile de matrice (4, B), (C,D). Matricele A si D sint similare, deci
au aceleasi valori proprii.

Pentru a rezuma cele prezentate, se considerd cazul
general, cu matricea A de forma

Ay Gy Oy - - Oy
Qg1 gy Ogg - .. Ogy

Ag Ggg O3z ... O3y

o e e e e e e .

| Qpy Gy Oz o« o Fun |

Se examineazd méirimea elementelor @,, @gyy. . .,y <. .
.« ,0,. Fie a; elementul maxim care se alege drept pi-
vot ; in acest caz se va realiza schimbarea liniei 2 cu linia ¢
si coloanei 2 cu coloana ¢ cu ajutorul transformdirilor si-
milare. Rezultd

Al = I,AIL,.
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In continuare are loc procesul de anulare a elementelor
@31, (g1, ...y Gy de pe prima coloand a matricei 4] cu
ajutorul matricei M,, prin intermediul relatiei

A, = M,A] M7,

unde matricea M, are forma

10
01 0
M= | 0 my 1 s M= — L =3, 4, . .m-
0my 0 1 a1
| 0m, 0 0...1 |

Aceste relatii constituie prima etapd in care se obfine
matricea A4,, avind pe coloana principald elementele
dﬂ = 0, 'I: — 3, 4,. . .,%.

In etapa & (¢ < n—2) se dispune de matricea 4, de
forma
bli blz .. '. bl,sz bl,k—-l . blk ... bln ]
boy bog oo bosion bonog o b ... Dy

0 b32 . ... ba,k—z bs,k——l . bslc .. b3n
0 0 ...0 b k-1 bex . Dig
0 0 ...0 0 . bripie-- Dutrn
0 0 ...0 0 . brto,ie-- brtan

[0 0 ... 0 0 . buy ... bu |
unde se vor analiza elementele b1 4,...,b,; pentru deter-

minarea pivotului $i a matricei de permutare I, ,cur =
=k 4 2,...,n. Dupid aceastd operatie are loc transfor-

marea similard
’
. Ay = Ik+1,r -Achk+1, re
in continuare are loc anularea termenilor bpip i 5. .s04 &
cu ajutorul transformdrii similare

— ’oar-1
Agry = Moy A} ML,
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unde matricea M., are forma urméitoare :

1 ]
0
’
. . Tk
. 3 My b1 = — ; ’
M o 1 bk+l,k
g1
. r=1Fk-+2,k4+3,...
My+2, +1 + n
ey M.
0 Mytg xt
L My, k1 1

Aceste etape de ealcul pot fi prezentate in general sub
forma urmétorului proces iterativ :

Appy=[MpirLpny, JAL M i i, 178 §=1,2,...,n—2, (6.80) 7
in urma cdruia are loc transformarea matricei A = 4,
intr-o matrice A,_, de forma Hessenberg.

In aplicatiile practice apare posibilitatea ca unele ele-
mente sub diagonald a formei Hessenberg sa fie nule; in
cazul partitionarii relativ la aceste elemente, forma Hes-
senberg 4,_, se poate scrie sub form# de blocuri superior
triunghiulare, unde fiecare bloc este o matrice Hessenberg
cu elemente subdiagonale nenule. In acest fel A4, , se
poate scrie sub forma

Ay Agp Ay
A, = Agy Ags|>s
0 Ay

unde A4, A,,, A, sint matrice Hessenberg cu elemente
subdiagonale mnenule [128, 60, 94]. -

Se poate ardta cd algoritmul Q—R se poate aplica
independent fiecérui bloc 4, astfel c& dacd A,; = Q;R; si
A, ; = QR, atunci @ este suma directd a matricelor @,
si blocurile diagonale ale matricei QR sint toecmai produ-
sele R, 119,107].

Dach matricea 4 = A, are un sistem de valori proprii
care satisfac inegalitdtile |A;| > |A,] > ... > [},] >0,
atunei sirul {4,} obtinut prin algoritmul Q —R converge in
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final catre o matrice superior triunghiulard care confine
pe diagonala principald valorile proprii.

Algoritmul Q—R se poate aplica si cu deplasarea ori-
ginii, mai ales in cazul in care valorile proprii distincte au
acelagi modul. Astfel de valori proprii distincte se gisese
intr-un cerc din planul complex (cu centrul in origine),
iar deplasarea originii cu mirimea ¢ poate schimba faptul
cd modulul valorilor proprii este egal, aceasta metoda de
deplasare a originii conduecind la realizarea unui proces
convergent.

Daci se congiderd o matrice Hessenberg H neredusd
ale cérei valori proprii au module distincte, atuneiexistd
o transformare similard astfel ca

N
Ay 0
PHP1 = A = : ‘ : (6.81)
0
A
In cazul in care se formeazi matricea H—ql, adic#

dacd are loc deplasarea originii cu mirimea ¢, atunci
(6.81) devine

Ao—¢q 0
PH —ql)Pl=A—ql = :

0 .
. )‘n'—q
In acest fel se va scidea numirul ¢ din fiecare valoare
proprie.

In cazul in care se aplici algoritmul Q—R (cu depla-
sarea originii) matricei H—gqlI, convergenta citre zero a
elementelor subdiagonale h,,; depinde de raportul
)¥n —q
7\n—l_ q o
foarte apropiat de A,, procesul de convergentd poate
ii accelerat, dar aici apare o problemi c¢i A, nu se cunoaste
in momentul alegerii lui ¢, fapt care face [51, 59, 94] ca
84 se aleagd diferite valori pentru ¢ in fiecare etapd
iterativa.

, iar dacd se giiseste o metods de alegere a lui ¢
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in aceast# situatie pentru H,, matrice Hessenberg ire-
ductibild, se formeazd urmétorul sir de iteratii :

H —ql=QR, Hy, =R, Q; +q1,i=1,2,3,...

de unde se observd cd H;y, este simetricd cu H, [42, 127].

6.6.7. Valorile st wectorii proprii ai matricei Hessenberg

- Pentru rezolvarea completd a problemei considerate
trebuie mai intii determinate valorile si vectorii proprii
ai matricei Hessenberg, dupé care se va opera asupra vec-
torilor proprii (ai matricei Hessenberg) cu matrice de
transformare in scopul obfinerii vectorilor proprii ai
matricei 4. In continuare se vor prezenta dousi metode
pentru rezolvarea problemei propuse.

@ Prima metodd constd in reducerea matricei Hes-
senberg prin transforma;m similare 1a o matrice de forma
tridiagonali.

Daci se considerd matricea Hessenberg D = A, datd in 6.6.6, se veri-
ficd usor ci transformarea similard D, = MzAlMEI, unde

fO O 06 O 10 0 0
M. = 0 1 my mgy i Myl = 0 1 —my —my , Mes™ dy3/dyas
) 00 10 ’ : 0 0 1 0 My, =dy/d;
00 01 0 ¢ 0 1

produce zerouri in locurile necesare din prima linie a matricei D,, fara
a afecta zerounle din prima coloani a lui D,. In final transformarea D,

ZMDMg cu

10 00 1 00 0
0.1 0 © _ 010 0
My = ‘ , Mg~ =
0 1 mg, 0 0 1 —my,
0 0 01 0 0 0 1

produce un zero pe ultima pozitie din linia a doud, obtinindu-se o reducere
a matricel Hessenberg D la formi trldlagonala in aceastd fazi, solutia
problemei se poate obtine folosind orice metodi de calcul pentru valorile
si vectorii proprii ai tnei matrice tridiagonale nesimetrice.

® A doua metodd constd in folosirea matricei Hessen-
berg fird nici o altd transformare, obtinindu-se simultan
cite o valoare proprie g§i vectorul propriu corespunzitor.
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Pepntru matricea‘Hessenberg D, datd in (6.6.6), se rezolvil sistemul
de ecuatii :

(dyy — N2+ oy + 323 + dyy%y =0

dy %y + (dgg — W)y + daglty + dagTy = 0

dgp®y + (dgz — )3+ dyyx, = 0

g3 + (044 — M2, =0
Pentru orice valoare generald a lui A se rezolvd ultimele trei ecuatii in
succesiune, alegindu-se x, == 1 si, folosindu-se substitutia inversd, rezultd
Ly, Tq,;. Dacd se substituie in prima ecualie, se giseste un numdir care este
proportional cu |[D — AI| pentru o valoare particulard a lui A. Folosindu-se

metoda lui Miller sau alte metode (cap. 2), se pot géisi valorile proprii si
vectorii proprii corespunzitori.

6.7. Algoritmi de calcul pentru valorile si veetorii proprii
in eazul matricelor hermitiene

Trebuie mentionat c& orice algoritm din cele prezen-
tate (in paragraful 6.6) pentru matrice nehermitiene se
poate aplica §i matricelor hermitiene.

Fie A € M o matrice hermitiang, care este diagona-
lizabil& prin intermediul transformairilor similare unitare,
adicd pentru orice A hermitiand existd o matrice unitara
R astfel ci

REAR = A = ' '

. Ao

unde Ay, Ag..., A, sint valori proprii reale ale lui A céirora
le corespunde un sistem complet de vectori proprii orto-
normali, care reprezintd coloanele matricei E.

Teoremi. Fie A ¢ M¥*" hermitiand cu valorile proprii
Ay Agye o oy, Atunci matricea A are n vectori mutual orto-
gonah $i umtam vl v2,...,v* care satisfac relafia AV’ =
= Avh, i=12,...,m, si RFAR = A, unde R este o
matmce umtam ou coloanele V', v2,...N" si

A = diag{ 2y, Ay -+, An) [51,93].
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In cazul in care A = A¥, matricea A este bine condi-
tionatd in sensul ed pentru variatii de un anumit ordin a
coeficientilor matricei A4 au loc variatii.de acelagi ordin
‘pentru valorile proprii ale matricei 4. O matrice reald si
simetricd este hermitiand, iar rezultatele obtinute pentru
mmatricele reale simetrice se pot extinde la matrice hermi-
tiene complexe. De aici rezultd faptul cd pentru determi-
narea valorilor proprii in cazul matricelor hermitiene apare
Tnecesitatea utilizirii calculelor aritmetice in real sau com-
plex. In cazul in care nu se doreste folosirea aritmeticei
complexe la determinarea valorilor proprii pentru o
matrice hermitiand complexd (chiar dacd valorile proprii
sint reale, de obicei vectorii proprii sint sub formacom-
plexd), se scrie ecuafia valorilor proprii Ax = Ax sub
formd descompusé, adicd pentru A¥ = A gide My

rezultd
(B +10) (u + iv) = A(u 4 iv),
unde Be M%™ este simetrici si Ce M%*"cu OF =
= —(,u,ve R". Daci se identifici pédrtile reale gi pirtile
imaginare, rezultd urmitoarele ecuafii matriceale :
— - B —
Bu— (v =12 <o [ O’} [u]:)\ u) (6.82)
Cu+4 Bv=2a  |C Bjlv v

Ultima relatie reprezintd o ecuatie matriceald, unde
matricea coeficient este reald si apartine lui MZx2»,
Se observd cd dacd matricea hermitiand complexs are

< =

w valori proprii A;, A,,...,A,, Pentru evitarea aritmeticii
complexe se ajunge la problema (6.82) care are 2n valori
proprii: Ay Ay, Ay ... A, A

Exemplu. Fie matricea hermitiand complexi

1 2+i 1 2 0 1
A=[ , A=B+ic=[ ]-{—i[ .
2—i —3 ~l2—3] |l-1 0

Atunci (6.82) se reduce la

1 2 0 —1 wl [

2 -2 1 u
0 Y = A 2 .

0 1 1 vy vy

-1 0 2 -3 Dy. Dy
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In continuare se vor prezenta citiva algoritmi de calcul
mai frecvent intilniti in practicd [42, 100, 867.

6.7.1. Algoritmul lui Jacobs

Acest algoritm a fost introdus de Jacobi in anul 1846.
Algoritmul urméireste transformarea - matricei 4 in
matricea A similard cu A, folosind o serie de transforméiri
similare.

Pentru a motiva algoritmul lui Jacobi se -pleacd de la
analiza axelor principale ale unui elipsoid. Un elipsoidcu
centrul in origine este reprezentat printr-o ecuatie de forma

. n
2 2 ’
A @+ U@ + oo b G ah 2N ey @0 =1

i<j

sau, pentru a,; = ay, 1 > j, rezultd

Z Z C&“- wi .7/']' = 1. (6-83)

i=1j7=1

Fie matricea 4 € M%*" simetrici. In reprezentarea produ-
sului scalar, ecuatia (6.83) ia forma (4x, x) = 1, deoarece X
are componente reale. '
Axa principald a unui elipsoid are directia unui vector
din origine in punctul x de pe elipsoid astfel cd vectorul
este normal la elipsoid in punctul #. Pentru n = 2 se
considerd fig. 6.5. O elipsi are doud axe principale inde-
pendente, un elipsoid in R? are trei axe principale indepen-
dente. Din geometria analitici este cunoscut faptul ci
axele principale sint sau pot fi alese mutual ortogonale.

z2

>

(/‘/ﬂﬂ .Z',2+022 xg'l'ZU/z -.Z'i $2=f

Fig. 6.5
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Principalele axe ale unui elipsoid sint vectorii propril
ai matricei A simetrice reale. Diferenfiala do = (dzy,

dz,,...,dz,) pe suprafata O(z,2,,...,2,) = const satis-
face relatia

dd)-«?9 dao;,+ q)dxz + ...+ @dw =0.
0x, 0w, o,
Vectorul grad @ = (00/0x,) (k = 1,2,...,n) fiind nor-
mal la toate diferentele do = d(;) in apropierea punctu-
lui 2, este, prin urmare, un vector normal la suprafata
P = comt in punctul «.

Fie ®(x) o formi pétraticd ¥, Y a,4,2;; atunci se poate
calcula vectorul normal la elipsoidul ®(x) =1:

= xk

O@@) 19 m (6.84)
amk :

Folosind regula de derivare a unui produs :
_a_(xi @) _ Ow

ox; .
z; + w; — = Sy @; 84 6.85
6.%‘k awk J P k%5 T % O | ( )

Xy,

Daci se introduce (6.85) in (6.84), dupd operatia de insu-
mare rezultd '

0D

Za,” x; -+ Zamx (6.86)
axk
Dacéd ay, = a,,, atunci (6.86) devine
AL 2V, oy 0; = 24x.
aa”lﬂ . ‘j=l

Vectorul normal Ax si vectorul radial x sint reprezen-
tati in fig. 6.6. Vectorul x nu este o axi principald pentru
cd nu are aceeasi directie cu Ax.

C %ﬂix g, 66
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Ecuatia care definegte axele principale este
Ax = Ax ‘ : (6.87)
pentru anumite valori ale scalarului A, unde (4x,x) = 1.

Deoarece x#£0, axa prmmpala este un vector propriu ak
matricei 4. Lunglmea axei principale asociate cu valoarea.

proprie A, este 1/)/A,. Pentru a demonstra acest lucru se
considerd produsul scalar in ambele pérti ale relatiei (6.87),
adicd

1 = (4x, x) = (Ax, x) = A[Ix[% |Ix]| = 1//a,

Forma pitraticd (4x,x) = 1 reprezintd ecuatia unui elip-
soid.

Exemplu. Se consideri elipsa

x?—}— 2,7, 3af = 1, (Ax,x) = 1,
unde

11 A—1 1 A =2 2,.
1 3 1 A—3 A=2-— V2

Laaxa principald x*ii corespunde }, :

o 1
14+V2 -1 1 0
()\II_A)X: V %] [ ‘]=[ .
—1 —~14 V2 x3 0
Axele principale x1 si X2 sint ortogonale :

x1=oc[1+ VE]’ X2=B[1 —1/5],
1 1

iar constantele « si B pot fi determinate astfel ca x* gi x% si se giseascd im
elipsa consideraté mmal iar

1 1
=, X} = = e
CVn V2a02 e V2—p2

Se consider# o formé patraticd in doud variabile

. 2 2 __
By = 397 + 015085 + 5%9%; + Qg3 =

= [w;, #,]" [ On “12] {wl ]: xTAx.

A1 Qg Lo
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in cazul in care F,=c¢, ce R, aceasta reprezinti
ecuatia unei conice, de exemplu o elipsd, ca in fig. 6.7.

Metoda Jacobi folosegte ro-

X
tirea elipsei pentru ca noile axe ? ,t’
®4 coincidd cu axele principale tp R
ale elipsei. Realizarea produsu- X .
lui de rotatie presupune schim- AN //7
barea de axe : / AP

N ~-Z,
{ml] [cos @ — sin cp] [tl] L /<
4 = . )
Ty sin @  cos @) LI,

x = Rt. - Fig. 6.7

Daci A = A7, atunci pentru x = Rt si x" = (Rt)" =
=t"(R") si F,devine

F, = X7Ax = CRTARt = t"At = 1} + A5,

Deoarece R = R, atunei

RTAR=A=[)“1 0]-
0 2

A si A fiind doué matrice similare.

Efectul acestui proces de rotatie este de a anula din
forma pitraticd I, doi termeni a,,x,%, $i 05 %,x,, sau de a
reduce matricea A la o matrice diagonald A similard cu 4,
unde A are pe diagonala principald valorile proprii ale
matricei A considerate. Datoritd faptului c¢d RY = R,
transformarea RTAR = A este o transformare similard
ortogonali.

Pentru spatiul » dimensional se introduce o matrice de
rotatie R(k, p) care este o generalizare a matricei din planul
bidimensional. Matricea de rotatie R(kL, p) este definitd
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astfel :

k ¥4 _
"1
1:
B| --..CO80..8In¢..
11 :
R(k,p) = A (6.88)
S
p{ ....8i0¢..CO8@....
: 01
— . . 1 —

unde k < p §i i = 1,y = €080, 1, = 1, ¢ # p, 1=k,
—7p = Iy = 8ing, r,; = 0 in celelalte cazuri.

Transformare similari ortogonali prin R(k, p) va anula
termenii in @, six,x, din forma patraticd :

P, =Y

i=1j

Q3 Ty =
1

Gyq Aig « o« Oy &
= [y, . .a] |2 T M T2l xTAx (6.89)
La’nl Ay« « o Oy ‘%:'n
Pentru x = R(k, p)t 5i X = [R(k,p)t]" = t"R(k, p), atunci
(6.89) devine

B, = "R"(k, p) AR(k, p)t = "A' 1,
unde '
A" = R*(k, p) AR(k, p). (6.90)
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Prin intermediul acestei transformiri similare ortogonale
s-a obtinut matricea A’ in care elementele a,, $i @, au
fost anulate, fapt pentru care (6.90) reprezintd o rotatie
in planul (&, p).
Relatia matriceald (6.90) conduce la urmétorul algo-
_ritm pentru calculul elementelor matricei A’ in functie de
elementele matricei A si unghiul de rotatie o (algoritmi
ce rezultd in urma multiplicdrii gi identificarii) :

Ay = Gy COS @ -+ @y, sin @
Gp; = — O SiD @ + a,; COS @

) ) } T # pk, (6.91)
Qip = — Oy, SN + @y, COS O

Uy, = A, €082 @ -+ 2a;, sin ¢ cos ¢ —+ @, sin? ¢

!

Ay = @y, SiN2Q — 204, Sin @ COS, @ + @,, COS%Q

}, (6.92)

Qpp = @y, COS2¢ + %(%n — @) 8in2¢
' (6.93)
/ 1 .
Oy = Gy, COS29 + —Z—(akk — @y,) SN 20
Datorité faptului i rotatia in planul (%, p) are rolul s&

anuleze coeficientii a,, si a,, adicd a, = o, =0,
rezultd valoarea lui ¢ din

2
tg2cp:—~—%£—; k< p.

A — Opp

Pentru a; = a,,, rezultd ¢ = ir— Elementele matricei 4

se calculeazii cu relatiile (6.91)—(6.93).
- Folosind relatia (6.90), se poate defini un gir de matrice
gimilare dind alte valori lui &k si p;

A=A, A,=RFAR,) Ay;=REA,R,,..., Apr,—RE A,Ry,. ..
(6.94)
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unde in fiecare etapd transformarea similard ortogonals
are drept scop si anuleze doud elemente simetrice fatd de
diagonala principala.

Rotatia pland (k, p) are drept pivot elementul ¢, ;. Daci.
pentru fiecare transformare R AR, pivotul rotatiei
plane are valoarea mai mare decit media din afara diago-
nalei lui A4,, atunei pentru k— oo are loc limita [128; 119] =

Ay —> A= Y
0 .
o )\n...

Toate matricele girului A4, 4,,...,4;,... sint similare,
deci ele au acelasi sistem de valori proprii. Din punct de
vedere practic, girul de iteratii (6.94) este continuat pind.
cind suma patratelor elementelor din afara diagonalei
principale a matricei 4,4, este mai mied decit un > 0;
dacd conditia aceasta este indeplinitd, atunci elementul
de pe diagonala principald aproximeazd destul de bine
valorile proprii pentru matricea 4 [71].

Convergenta sirului (6.94) poate avea loc chiar daci
pivotii nu sint alesi pe baza valorii lor maxime, dar sint
alegi [60, 93] in urmdtoarea ordine: (2,1),(3,1),(3,2),
(4,1),(4,2), (4,3),...,(n,1) (n,2),...,(n, n—1)(2,1),...,uti-

lizind o <% Alegerea pivotilor de rotatie in aceasté
ordine conduce la algoritmul ciclic Jacobi. In ambele si-
tuatii trebuie tfinut seama de stabilitatea numericd a.

matricei A [cond. (4)].
Sirul de iteratii (6.94) se mai poate scrie gi sub forma

All)+1 = (R1R2R3- . ._Rk)T AI(RI“RZ‘ . ‘-Rk) - RT.A.R’ (6-95}
unde R = R,R, ... R, este produsul primelor & matrice
de rotatie.

Matricea R este destul de aproape de matricea care are
drept coloane vectorii proprii ai matricei 4, adicd

RTAR ~ A= AR ~ RA,
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obtinindu-se o aproximare a ecuatiei modale asociate
matricei 4 [100, 94]. Coloanele matricei B aproximeazi.
vectorii proprii ai matricei A, coloana r; reprezintd vec-
torul propriu v/, corespunzdtor valorii proprii 2, j =
=1,2,...,n, fapt pentru care se afirmd [51], c& algorit-
mul Jacobi oferd acelagi ordin de precizie pentru calculul
valorilor §i vectorilor proprii ai matricei A.

In cadrul acestor procese de rotatie, elementele de pe
pozitiile (p,k) §i (k,p) nu devin zero in urma rotatiei plane
(%,p) dar dupd un numdr de iteratii devin nesemnificative
(putind fi considerate egale cu zero) si elementele de pe
diagonala principald aproximeazd destul de bine valorile
proprii ale matricei 4.

6.7.2. Algoritmul lui Givens

In 1954 Givens a propus [51] un algoritm imbuntitit
care prin transformiri similare face ca elementele din
afara diagonalei principale sd devini nule.

Pentru a intelege etapele algoritmului, se considerid o matrice de ordinuk
patru, care se roteste la inceput in planul (2, 3) pentru care R(2, 3) este
de forma

0 - 0
RE@3) = cos. ¢ sin o
—sing cos @

0 0

S O O =
- o O <O

In urma acestui proces de rotatie cu pivotul ag,, se anuleazd elementele
ag, si a5 (in loc sd se anuleze elementele ag, si ayg, scop urmarit la algoritmuk
Jacobi).

Algoritmul Givens constd in alegerea pivotilor din
pozitiile (3,2), (4, 2), ..., (n,2) si unghiurile ¢; corespun-
zatoare pentru (anularea perechilor simetrice din pozi-
<tiile (1,3)%i (3,1), (4,1), (1,4),...,(n,1) §i (1,n) respectiv.
In urma acestui proces de transformare se obtine dintr-o
matrice simetried A matricea 4’, care are n—2. zerouri
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in prima linie §i #—2 zerouri in prima coloani :

Oy Qg Og3 - .- Oy,
A =% Q2 O ...-0p)
anl “nz “113 e ann
_, , -
apn aiz O 0 ...0
’ ’ ’ ’ 14
Qg Gz Gag Oy ... Oy
’ ’ ’ ’ — !
—> 0 dzp O3z Gzg <.« gy | A’
0 @iz Qs Gy - Op

Dacid in continuare se aleg pivotii din coloana a treia in
pozitiile (4, 3), (5, 3),...,(n, 3) §i unghiurile de rotatie o,
coregpunzitoare se anuleaz#, atunci elementele simetrice
din pozitiile (4, 2) si (2, 4), (5, 2)8i (2, 5),...,(n, 2) §i (2,n)
devin nule, obtinindu-se matricea

al @, 0 0 0 ...0
Gy Gy G O 0 ... 0
0 o3 a3 a5 a4z ... G5
0 0 a4 aig S B

1 .

0 0 Az G5

s & e 4. e & 2 & s e & .

0 0  af Gy v Opn_

Matricea A’' are n—3 zerouri in coloana a doua i n—3 in
linia a doua.

Dacé se continuid acest proces in maniera celor doud
etape prezentate pentru obfinerea Iui A’ si A", atunci

dupi (n—2)+(n—3) + ... + 2+1 =-% (n —1)(n —2)

rotatii plane se obfine o matrice simetricd reald tridiago-
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nala T de forma

X = T.  (6.96)

X
X

X X

0

Se observa cd matricea T obfinutd prin algoritmul -
Givens este o matrice tridiagonalé care are aceleasi valori
proprii ca gi matricea A, fiind necesard o noud etapd de
calcul pentru determinarea valorilor proprii. Deci, algo-
ritmul Givens constd din doud eftape : prima are ca obiec-
tiv- obtinerea unei matrice tridiagonale (operatie ce se
realizeazd printr-un numéir finit de transformiri similare),
iar a doua etapd constd in determinarea valorilor proprii
pentru o matrice tridiagonald. Algoritmul Givens este
mult mai eficient atit din punctul de vedere al numarului
de operatii cit si al preciziei.

6.7.3. Algoritm de caloul pentru valorile proprii ale @met
matrice tridiagonale simetrice

Fie matrices tridiagonald (6.96) obf{inutd prin metoda
Givens. Atunei polinomul caracteristic corespunzator lui
- T are expresia

Q, () =det(T —AI) =

a—r b 0 T
by ay—x b, :
=detj . .. . .. Lo oo o0 10(6.97)
0 byg Gy —h by
_ , b @y — A_|

Se presupune ci b, # 0, ¢ =1, 2,...,n,—1, dar chiar
dacd b, = 0 pentru un anumit ¢, matricea este bloc tridia-
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gonali si se poate luera cu fiecare bloc separat. Se va cal-
cula polinomul caracteristic in mod direct (fird evaluarea
coeficientilor lui in functie de elementele matricei). In
[42, 100] se prezintd un procedeu de recurentd pentru
determinarea polinomului caracteristic @,(2) asociat ma-
tricei T.

Fie Q,(7) determinantul submatricei formate din pri-
mele ¢ linii gi coloane ale matricei T—al. Atunci din
{6.97) pentru =1, 2, 3 se obtine

Qi(2) = a;— 1,
Q) = (a—NQN)—B},
Q3( A) = (ag— N@y(1)—b3Q:(2),

rezultind in final o formuld de recurentd. Dacd T este o
matrice simetrici reald tridiagonald si dacd T—AI este

definité ca in (6.97), atunci pentru ¢ = 1, 2,...,n are loc
relatia de recurenta

Q:i(2) = (a; — 1)Q;_1(2) — b} @i_2 (), (6.98)
unde se definegte Q_;(2) = 0, Qy(2) =1 si by = 0, sau

—“1— ;\ b]. ]
bl a/z““)\ b2 O

Q; () =det
bis

0 @-1—A b1
by Gi— A _

Orice submatrice principald 7; pentru ¢ =1,2,...,n
din T este simetricd, reald si are valori proprii reale, adicé
radicinile ecuatiei caracteristice @;(x) =0 sint reale
pentru ¢ =1, 2,...,n. .

Ecuatia caracteristici a matricei T este @, (A) = 0.
Algoritmul urméireste gisirea radacinilor pentru @,(1)=0
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firs a calcula coeﬁmen‘gu pentru Q, () in functie de
elementele matricei 7. ‘

Teorema lui Givens. Fie T' o matrice tridiagonald, sime-
tried, reald cw b, £ 0, ©=1,2,...,n. Atunci rdddcinile
fiecdrei ecuatii Q@(?\) =0 sint dzstmote $i sint separate prm
raddcinile lui Q;_1(2) = 0.

Demonstratie. S-a presupus b, # 0, ¢ =1, 2,...,2—1.
Atunci doud polinoame consecutive din gir nu pot avea o
ridicind comund pentru cd dacd ar exista un 2, astfel ca
Qi—5(2y) = 0 81 Qi—5(2y) = 0, atunci din (6.98) rezultd cd si
Qi—1(7) = 0 s.am.d.; se agunge la faptul ¢ si @,(2) = 0
dar @,(2) = 0 are o singura radacind e,, care nu esté ra.-
dicind pentru Q,(2) deoarece din ipoteza b; # 0.

Pentru a demonstra cf ridicinile Ini @, ;(2) = 0
separd raddcinile lui @,(2) = 0 se foloseste inductia. Este
ugor de verificat ci a,, ridicina ecuaﬁmel Q(2) = 0 se
gaseste intredoud radamm_ d1stmcte ale ecuatlel Qs(A) = 0
sint distincte §i  cd radicinile pr1me1 ecuatu separi
ridicinile ultimei. '

Fiet, <1, < ... <t,._, ridicinile ecuatiei ,_;(1) = 0.
Atunci din formula de recurents (6.98) ventru k =1,2,...

.., t —1 are loc relatia

Qz(tk) = b%—1Q1-2 (ilc)’ k=1, 2’- st — 1,

relatie care implied faptul cid @,(;) si Q;—,(fx) au semne
opuse. Prin inductia folositd in ipoteza, @;_,(A) schimbi
semnul intre ¢, §i ., 4, k=1, 2,..., i—2, fapt ce aratd
e Q/2) schimbi semnul intre # s§i {.4;. Altfel spus,
Q.(2) = 0 are o radicind intre fiecare pereche de ridicini
adiacente ale ecuatiei €);_y(2) = 0. Deoarece

“foo A — — oo, . B
i 7\ —> . L’ ? 7::1 2..‘-““%
RS MR T B e
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rezultd cﬁ.‘Q;( A) = 0 are o ridicind la dreapta lui ¢,_, si o
ridicing la stinga lui ¢,. In cazul in care ridicinile polino-
mului Q,(2) = 0 sint ry, 7,,...,r, existd relatia de ordine

<1 <P <7y < ooo <Py <oy < Ty

adicd rdddcinile lui @,(2) = 0 sint distincte si separate prin
rédieinile Iui @,_,(A) = 0.
- 1In [128, 95] se consider# sirul de polinoame reale
Qu(2), Q(x), Qu(x),y. . .,Qu(%).cu urm&toarele doud propri-
etati relativ la mtervalul (a,b) (unde @ poate fi — co §i b
poate fi +o00):

1) Pentru orice valoare z,<(a, b), dacd @ (x,) = 0, .atuneci

Qk—l(%) Qr+1(®g) <03

2) Qq(x) # 0 pentru orice x € (a, b).
Un sir de polinoame Qy(x), @y(x),.. .,@.(@) cu aceste doud
proprietiti este un gir Sturm pe intervalul (a, b).

Dacid se noteazd cu S(¢) numdrul perechillor de poli-
noame consecutive din sirul Qq(c), @(c),. . .,@.(c), care au
acelagi semn, atunci se poate enunta urmatoarea

Teorema. Mdarimea S{(c) reprezintd numdrul rdddcinilor
lui Q,(») = 0, care sint mai mari sau egale cu c.

Exemplu. Fie Ae M133X3 o matrice care prin intermediul primei etape

a algoritmului Givens este transformatd intr-o forma tridiagonald T, unde

a; b 0 ; ag—xr b 0
T=1\|b a b |, T— A= by a, — A by
0 by a o 0 . by az— A

Pentru cazul considerat rezultd urm:‘atorul sir de polinoame:
QM) =1, Q:(2) = (az — N (M) — bl Qoo\)’
Q) =a— A 040 = (@ — NQ,(N) — b7 QN
In fig. 6.8 sint feprezentate grafic polinoamele Q;(A), i =0, 1,2, 3.
Tinind seama ‘de proprietitile acestor polinoame, se poate construi tabelul

6.1 pentru semnele polinoamelor Q). Numérul S(c) este egal cu numérul
réddcinilor polinomului Qg(2) = 0, radécini ce sint mal mari sau ‘egale cu
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ay

a
Nz

\ *

X ay a7 oy

x,& %2 7 2
‘ 2(2)

&

Fig. 6.8

constanta ¢. Se observi din tabel ci pentru ce (4, + ) avem S(c) = 0,

adicd pentru c¢> 2, Qs(3) # 0, deci toate radécinile pentru Qy(2) = 0 sint
mai mici decit Xq.

Feon ]| By, o] [“'fy}‘z} Ro,a] [a7, ]| [z,25] [13#""")
a,)=1| + ,+ o+ o+ + + +
a0 | >+ | >+ S+ N - e -
Q) | >+ N+ - - N ¥ +
o) | N+ - S + + [ -

J 2 2 - 1 1 1/ g

Se _considerd "notiunea de spectru al unei matrice
8(T) < ||T|, pentru orice normi matriceald. p.

Este cunoscut faptul [119, 108] c¢& toate valorile
proprii ale matricei 7 similare cu A [radécinile polinomului
Q.(2)=0] se gisesc in intervalul inchis [— ||T |lscy |7 ]joo]-
Deoarece valorile proprii sint reale si distincte, se
poate continua procesul de bisectie pind cind se obtine un
interval care confine o singurd valoare proprie.

In momentul in care se cunoaste intervalul in care se
afld o smgura, valoare proprie, metoda bisectiei poate

continua pin#d cind valoarea proprie ciutatd se determma.
cu precizia doritd [124, 60]. - :
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- O altd metods pentru determinarea valorilor proprii
- ale unei matrice 7' de tipul (6.96) foloseste teorema Gers-
gorin care aratd cid valorile proprii se gisesc in intervale
inchise de pe axa reald de forma

A€ [og — Ibll7 a; + {bll]’
A€ [ — [bieg] — (Bl @ + by + 1B]],

i=2,3,...,n—1,
;‘ne [a’n - lb —-1,7 a, + ]bn-ll]'

Existd si alte metode de transformare a matricei A
intr-o matrice tridiagonald- 7, precum si o serie de pro-
grame pertru calcularea efectivd a valorilor si- vectorilor
proprii [124]. :

6.7.4. Algoritmul Givens-Householder

© In 1958 Householder & introdus o metodd de tridiago-
nalizare a matricelor care necesitd aproape jumitate din
calculele cerute de algoritmul Givens [60]. In [128] se
prezintd o combinatie intre metoda Householder si Givens
sub denumirea de algoritmul Givens-Householder, rea-
lizindu-se o serie de programe pe calculator care determind
valorile gi vectorii proprii cu o precizie suficient de buni.
Algoritmul Givens utiliza n—j—1 rotatii plane pentru
a crea n—j—1 zerouri in linia j §i n—j—1 zerouri in coloa-
na j a matricei 4, in timp ce algoritmul Householder
foloseste o singurd transformare. similari ortogonald, cre-
ind acelagi numir de zerouri in aceleasgi pozitii. '
Operatia de tridiagonalizare prin algoritmul House-
holder necesitd crearea -de zerouri in cele n—2-linii §i co-
loane (in afara elementelor celor trei diagonale principale);
operatie ‘ce se realizeazd, : prin n—2 transformiri Hou-
seholder.  Transformérile Householder sint mult mai com-
plexe deecit rotatiile plane propuse.de Givens, dar metoda
Householder necesitda doar juméitate din calculele recla-
mate de algoritmul Givens.
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Algoritmul Householder foloseste transformarea see-
ventiald :- R
Ak = HkAk Hy, 4, = A4,

unde He Mz*" si veRr, H,=1— 2V )T ; wl =1,
WP = 1 4 of ... oE = 1 »

Matricea H in fofmé dezvoltats aratd astfel :

10 0...07 3 Oy Vgl . 010]
77— 01 0...0 Y U VgV ... Ugly |
00 0...1 D0y Ugly Vplg o V2
' 1 ~—20} — 20, " —2005 ... ’——21;117 \
| =20, 1—-20F  —20m; ... —200,
B %2’0,,1;1 ;_,2'0”1)2 o f21)n1>3 : . 1;—2?),2, .
' (6.99)

éi are ﬁiihﬁ;toarele proprieté’gi H )
a) H=H* sibyH=H'=¢) H = H™.
Proprietatea 2) a matricei H rezultd din analiza ex-
presiei matricei H. Pentru a pune in evidentd proprietatea

b), se pleacd de la faptul cd a) ex1sta, adicd H = H*;
atunei

HTH=H2 = (I —ZVVT) (I = 2wW7) =T — 4 w¥ +
+4v(vT v)vT = I—4yvT +, 4T = 1.
Din aceastd ultimi relatie se vede ¢ HY = H-!' = H,
adicd H este simetricd’ gi ortogonald. Se considers n—2

transformiri Householder incepind cu matricea simetricd
A e M%* adici

AI_AA = H,A,H,, A, __H3AH3, Ay =
*_H WA, H, -~ (6.100)
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Matricea Hy, pentru % = 2,3,...,n—1, este o matrice de
forma o

0
. P . :
Hy =1 —2v(vT v = | "k e of +of 4. .
Vet .
-/vﬂ -
e 02 =1,

Din (6.100) se vede cii obiectivul algoritmului Hou-
seholder este de a transforma o matrice simetrichd reald
A = A, intr-o matrice tridiagonald A, ; = T prin n—2
transformiri similare ortogonale. Pentru a determina
matricea 4, din etapa [ trebuie la inceput calculate com-
ponentele v,¥4q,...,0, ale vectorului v¥® astfel ca
transformarea H, A, H, si anuleze n—k elemente din
afara celor trei diagonale in linia k—1 si coloana k—1.

Pentru mai multi claritate, se considerd o matrice A € MR3x3 ik = 2.
Fie: :
;G Gy

A=A = |ay g 0y |, Ay = HyAH,,

Q3 A3y Gy

unde
[o
Hy, = I — 2v3(v3)T, v3 = | p, |, va + v3 =1,
Dy
100 0 0 o 1 0 0
Hy=10 1 o|l-20 0] vwy|=|0 1—205 —20p,];
00 1 0 - vgv, v3 0 —20, 1—203



Ay = HAH, =

10 0 fay, @y @] Jt 0 0

‘ o2
=10 1-205 —200,] |ag, @y ans| |0 1—203 —200, | =
2 . 2
0 —vw, 1—2v3 Q3 Q33 Q33 0 "—2pw, 1—2p3
- ’ !
a3 a2 ais

- 20 L .
=\ay(l — 209 + ag(—2003) g% azs
PN ’
ay( —20305)+ ayn(l — 203) a3z ass
Daci se analizeazd elementele din prima colo:‘ani a matricei 4; obti-
nute, se gisesc urmitoarele relatii :
’
ayl == Qyy»
’
217 Agy — 204(Apq¥5 + A3yV3) = gy — 205 S, (6.101)
’ N .
a3y = dg; — 205(Ay0 + Agy03) = dg; — 20, S.

Fie p% suma elementelor din prima coloani gi de sub diagonala princi-
pald, adicd .

P = (a21)? + (a51)* = (agy — 208) + (agy — 205) = a3t — a1— 40,05, S~

Zegy 4 2ca 2 2 2 2 2

— 40305, S + 4025+ 4038%= a1 + a31—4S(ay,0; + Ayy0y)+ 45%(v2 + v3) =
= aj1 + aht — 48+ 48%=ajy + by

Din aceastd ultimi relatie se vede ca p% este acelasi si pentru A = A, si
pentru A,, adicd este un invariant in urma transformirii Householder
H,AH,. )
. 4
Daci in ecuatiile (6.101) se considerd ag;= 0, atunci rezulti ah: a3y

“;I = gy — 2 ,v2S, 0 = ag, — 2038 sauday; — 20,8 = 4 p;, Gy —20,8 = 0.

Ultimele doud ecuatii permit calculul componentelor v, si v; iar p; ==
= l/ag1 + “§1’ rezultind

; Py £ Py V a3
vy = L2 = s
2T E V 2p, v E 20304

alegindu-se ca semn semnul lui a,,.
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In mod asemiinditor se determini componentele vee-
torului v*» pentru matricea H, = I — 2v¥(v¥)", care
intervine in transformarea similard H, A4, 1H,.

In final algoritmul . Householder conduce la o matrice

tridiagonald T, ale oarel ‘valori proprn se determini ca in
6.7.3.

6.7.5. Algoritmi pentru calculul vectorilor proprii

La inceput se va prezenta un algoritm care permite
caleulul vectorilor proprii in cazul matricelor hermitiene.

Restringem discutia la: o matrice - simetricd reald A €
€ M¥&" care a fost reduss la o matrice T tridiagonald prin
metoda GIVeIlS sau leens-Householder, adlea

T — HTAH, HH® —1,deci A — HTH”.

Dacé, A este o valoare proprie a matricei T si y vectorul |
propriu corespunzitor, atunci se poate scrie ecuatia

Ty =2y » ‘ (6.103)

Matricea H introdusi de Householder are proprletatea
H=H*=H", deunde rezulti c¢i H”H = HH*

Amphﬁcmd relatia (6.103) cu H la stlnga, rezulta
HTy = AHy sau HTIy AHy, respectiv HTHTHyY =2 Hy
Tinind seama de (6. 102) ultlma, relatie devine

A(Py) = MPy); Ax = xx; X = Py,

deoa,rece A §i T sint similare si an aceleasi valori proprii.
Deci vectorul propriu al matricei A se poate calcula cu
ajutorul matricei H §i al vectorului propriu y al matricei
T, corespunzator valorii proprii A, atit pentru matricea
A cit si pentru matricea T. Deci daea se cunosc vectorii
proprii y!, y%...,¥" ai matricei 7' si matricea H, atunci
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se pot caleula vectorii propru x!, x2,;..,x" ai matricei 4,
cu ajutorul relatiei : , o

fxt —Py,z—12

Caleulul vectorilor proprii ai matricei T (de form# -tridia-
gonald) nu este dificil [42;100]. -

In [94,12] se indic# folosirea metodei puterii pentru
calculul vectorilor proprii ai matricei Tv% i =1, 2,...m,
aceasta urmirind o stabilitate a calculelor. Aceasta, me-
todd constd in alegerea unei valori'«, care este o aproxi-
mare a lui A cu A # o §i alegerea unui vector normahzat
v e R", formlndu -ge sirul ST

1

(T — a)yt =y, zl=—y';.
(T—aly =2, 2= ¥ (6104)
(T — al)y* =zF1, zk_—__]_“_-yk.

In cadrul procesului iterativ, factorul de normalizare este
componenta, de modul maxim a vectoruluiy, adied [m; | =
= ma.x ly¥l. Alegind o gi y° corespunzitoare, sirul z* con-

Verge citre y (z° —y). Daci | » — «| este foarte apro-
piatd de | A, — o} pentru un anumit 4, sau yo are o com-
‘ponentd foarte micd in directia unui vector propriu y*,
atunei girul (6.1,04) converge catre vectorul propriu cores-
punzitor, pentruk =

Sirul (6.104) 1mphea rezolvamea unui sistem de ecuatii
algebrice pentru fiecare k=1,2,...,m, dar avind in vedere
structura matricei 7T, calculele sint extrem de simple.

in cazul matricelor nehermitiene, se considerd o
matrice Hessenberg H, obtinutd din matmcea, A e ME="
prin transformiri snmla,re, adlca H = UHAU Atunel se
pot serie relatiile - :

oA = UHU”,“-,UUH -1 = UHU.T . (6105)
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Dach A este valoarea propme a matricei Hessenberg
H, obtinutd din 4 prin transformiri similare, iar y este
vectorul propriu corespunzitor, atunci se poate scrie
relat,la, ,

Hy = )y. {6.106)
Daca se amplificd relatin (6.106) cu U la stinga,
rezultd
UHy = A Uy - UHU®Uy = A\Uy.

Folosind prima relatie din (6.105) in ultlma relatie din
{6.106), se obtine

AUy = AUy, deci AX = Xx, de unde x = Uy.

Deci valoarea | proprle A a. matricei A are ca vector propriu
pe x = Uy. Daci y',y3% ...,y" sint vectori proprii ai

maitricei H similare cu 4, atunci vectorii proprii ai matri-
cei A se obtin eu ajutorul relatiei

x'=Uy',i=1,2,.

Determinarea - vectorilor proprii y", 1 =1, 2,.
ai matricei Hessenberg H (similard cu matricea A) se
poate realiza folosind metoda puterii inverse. Fie B o
aproximatie a valorii proprii A cu A # B si y € C. Atunci
se poate forma girul

W~MW=W,#=iw’
. m

(H — BI)y? = 2, ﬁ=iw, (6.107)

unde m este componenta de modul maxim a vectorului y.
Daca vectorul y° are o componentd maximé in direc-
tia lui y, atunci z* — y.

Rezolvarea sistemelor (6.107) nu prezmta, d1ﬁculta,§1
deoarece H este o matrice Hessenberg
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(6] ma,trlce are vectori proprii la. stinga gi vectori pro-
priila dreapta [42], adicd

(Y VA =75(y),j=1,2,...m, (6.108)
si dacd se transpune relatia (6.108), se obt;ine

| ATy = N9, =1,2,...n. (6.109)
Deci vectorii proprii la stinga ai matricei 4 coincid cu

vectorii proprii la dreapta ai matricei A”.

Teoremid. Dacd x!,x2,...,X" sint vectorii proprii la
dreapta ai matricer A st yt,y3,...,¥" sint vectori proprit la
stinga ai matricer A pentru 4 € My *, atunci

(yj)T x'= 0, N#MN.

Demonstragie. Dacs x* sint vectori proprii la stinga ai
matricei 4, atunei are loc relatia

Ax Nx, 1 =1,2,. (6.110)

Daci se 1nmu1teste relatia (6.108) cu x*.la dreapta si rela-
fia (6.110) cu (v%)", se obtin urmitoarele dous relatii :

rAxt = Ny x, (y)F4x" = (y)'nx,

care dupd seciddere conduc la. 0 = (A, — A; }(y/)¥x*, de
unde se vede ci

(yi)fl' xt = 0 pentrui # j, A = &,
1 pentru i =j, A, # M.

La calculul valorilor i vectorilor proprii ai unei ma-
trice este necesari o analizé in urméitoarele directii :daci
problema este corect pusd sau nu, dacé este bine conditio-
natd sau nu, dacé este stabild sau nu, precum si problema
convergentei calculelor si propagarea erorilor [42, 59, 86].
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