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PREFATA

¢

In cadrul eincinalului 1976—1980, aflat sub semnul
revolufier stiinfifice si tehnice, aparitia unei lucrdri despre
metode numerice aplicabile pe calculator se inscrie pe linia
generald de promovare a calewlului automat. In intimpinarea
unei tendinfe manifestate pe plan general in tara moastrd,
metodele de caleul numeric s-au rdspindit in variate domenii,
de la tehnicd la economie, biologie, sociologie etc.

Lucrarea de faid se adreseazd celor care cautd solutii
numerice ale ecuatiilor cu derivate partiale de tip hiperbolic,
independent de domeniul particular de aplicativitate. Exem-
plele de caleul sint insd luate din domeniul tehnic iar
limbajul ulilizat este cel matematico-ingineresc.

Lucrarea cuprinde o introducere generald asupra calcu-
lului cu diferenie, derivdrii, integrdrii numerice $1 asupre
interpoldrii, ceea ce este foarte wutil pentru prezenlarea
ulterioard.

Urmdrindu-se un caracter wnitar si totodatd de cuprindere
mai largd, la trecerea de la ecuatii cu devivate partiale la
ecuatii cu derivate ordinare s-a introdus o prezentare conden-
satd a principalelor metode numerice pentru ecuafiile dife-
rentiale ordinare.

Degi obiectivul lucrdrii este prezentarea wumor metode
numerice de calcul, ideile cu caracter fundamental nu sint
absente, astfel incit, pentru cei interesati, sini dezvoltate
‘conceptele de consistentd, stabilitate $i convergentd intr-un
limbaj specific teoriei generale. De asemenen este prezentatd
o justificare cu caracter fundamental a calculului operajional
utilizat in calewlul cu diferente, prin proprietdtile distribufiel
Dirac.



Metodele referitoare la ecuagiile de tip hiperbolic ocupd
locul central si sint insofite de organigrame si aplicafii
numerice tlustrative.

In spirvitul documentelor de partid si de stat, care ne
calduzesc activitatea, aulorii nutresc speramia cd au reusit
sd realizeze concret, prin confinutul lucrdrii, o imbinare
armonioasd a teoriei cu practica.
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CAPITOLUL 1 -

CALCULUL CU DIFERENTE

1.1. Operatorul de translatie

S84 presupunem ci in fig. 1.1 este reprezentat un con-
ductor filiform, parcurs de curent. Se stabilesc anumite
puncte, numerotate cu ..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3,
in care se misoard potentialele electrice corespunzitoare

L, v, Y, A 4 Y g omee
- -3 2 “ 0 l 2 3
Fig. 1.1.

ey Vg Vg Vo Vi Vay Vi Vg, ... Acelasi exemplu
poate fi transpus pe alte experiente SImﬂare ca : tempera-
tura in lungul unei conducte de termoficare, presiunea in
lungul unei conducte de transport gaze, tensiunea sau
curentul intr-o linie bifilard lungd, amplitudinea vibratiei
unei corzi la un anumit moment ¢, cotele reliefului intr-o
sectiune pland, numsirul de elevi in clase succesive, dina-
mica populatiei in ani succesivi, volumul productiei unei
intreprinderi in ani succesivi etc. Aceastd listd ar putea
fi prelungitd indefinit; in toate aceste cazuri, se poate
alecatui un tabel, dupi cum urmeazi :

X oo %_g X_g Ty Ty Xy Ty Xz ...
Yooy Y2 Y1 Yo b1 ¥z bs--

S3 presupunem cd punctele x; sint echidistante, dis-
tanta_dintre doud puncte succeswe fiind h, denumitd
pas. In acest caz

Ty = @y + th, ieZ, 1.a)

7



unde cu Z s-a notat mulfimea numerelor 1ntreg1 Tabelul
poate fi acum reprezenta’o astlel :

Z ... —-2-101 2 3 ...
X . Xy Ty Xy Xy Ty Xg v wee
Y ..y oY1 Y U1 V295 ---

Introducem operatorul de translafie FE definit prin
relatia

Ef(xy) = f(wp + h). (1.2)

Se observi ci operatorul B replezmta, o aplicatie ¥ — Y
unde cu Y s-a notat sirul ordonat (¥, . Operatoru

E poate fi repetat de 4 ori si atunci R
E'f(2y) = f (v + th) (1)
sau
E'Yyy = Yrrin

Aceastd ultimi seriere poate duce la ambiguititi, cind f
nu este injectivd si se renuntd la scrierea indicelui.

Exemplu. Din tabelul

Z ... -3 —2 -1 o 1 2 3
X ... 1 2 3 4 5 6 7
Y .. 4 3 5 45 6 4 53...
s{ededtvlce

B¥f(x_p) = (&) = 63 E=¥/(x) = [(z—g) = 4.

Amblgultate apare daci scriem valorile lui y fard indici: E—5(4) = 4,
deoarece si E5(4) = 4. Se observi ca functia f nu este injectivi.

Intrucit operatorul E aplici Y in ¥, numirul intreg
¢ poate fi considerat ca puterea de ordinul 4 al lui B, data
de formula E' = EFi-'. Operatorul identitate este deflmt
ca H%(x) = f(x).

Relatia (1.3) poate fi extinsd si la cazul
B*f(2) = f( - ah), (1.4)

unde o este un numéir rational : « € ). Aceastd extindere
este un mod de a pune problema interpolarii (respectiv

8



extrapolirii) in puncte care nu sint date prin tabel. Dupi
cum vom vedea, acest procedeu presupune introducerea
unor ipoteze asupra aplicatiei f, extinsd pentru valori
care nu sint continute in tabel. -

1.2. Diferenta la dreapta (inainte)

Operatorul difef'efnfa la dreapta, notat cu A, este definit

prin relatia
‘ Af(@) =fl® 4 h) — fla). - (1.5)

Se poate 1ntroduee o scriere formald, introducind in
dreapta operatorul E :

A(f(@)) = Ef(x) — B%f(x).

Deoarece in intreaga expresie apare f(«), se poate renunta
la scrierea acestei funetii, astfel incit

A=FE — B (1.6)

Repetarea operatorului A este interpretatd ca un
produs, dupid formula

A" =,AA"’1, unde neZ.
De exemplu :
Af(a) = A[AM(2)] = Alf(w + k) — f(a)] =
= fle + 2h) — flw + k) — fl&w + k) + fla) =
= fla + 2h) — 2f(@ + h) 4 f(=)

sau, in scriere prescurtats :

A? = (B — E%* =FK? — 2F - E°, (1.7)
In general se poate scrie
A* = (E — E%", nenN. (1.8)

Dezvoltindu-se binomul, se obtin astfel formulele pentru
diferente la dreapta, de orice ordin :

=E"—@QET+ @B — ...,  (19)
unde cu (53) s-au notat combindrile de » obiecte luate cite %.

9
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Exemplu. In tabelul 1.1 sint calculate toate diferentiele la dreapta
posibile. De exemplu : : i '

A%y, — — 0,01223; Aty, = — 0,0048; ASy, = 0,0545.
1.3. Alti oﬁeratori‘ diferenta
D@ferén;a la stinga (inapoi) se .definegte prin relatia
V(@) = f(2) — fla — h) (1.10)
sau, in scriere prescurtata : ‘
v =8 — B, (1.11)

Intr-un mod similar cu diferenta la drepta, se calcu-
leazd diferentele la stinga de ordin superior :

v = (B — B (1.12)
si se dezvoltd binomul pentru % numir natural
V=B —QE 4+ GE? —(FE?+ ... (113)
Pentru # =2 avem. .
v:=E'—2FE1 + E2 (1.14)
Intr-adevir ’
V(@) = V(Vf(2) = v(f(2) — f(& — k) =
= f(x) — 2f(w — h) + f(@ — 2h).
Din (1.6) si (1.11) rezultd o relatie intre A i v :
A—vy =8 —28°  F' = (FBYV2— g~2)2, (1.15)
Intr-adevir : -
AMf(w) — vf(w) =fla + h) — f(@) — fl®) +
+ fle — k) = Ef(2) — 2 E°%(2) + E7'f(=).

Diferenta simetricd (centratd) se defineste prin relatia
’ h h

1



sau, in scriere prescurtata :
S — BV _ g, (1.17)
Pentru diferenta simetricd de ordinul doi avem
32 = (BY2 — EV2)2 = F —2F° + B! =
= A —vV. (1.18)

Pentru diferentele simetrice de ordin superior formulele
se obtin calculind binomul

3" = (HY2 — B2y, (1.19)
Operatorul medie se definegte prin relatia
1 h h
W@ =5 [1(=+5) +i(==3)] e
sau, In scriere prescurtati :
n =%(El/2 + B2, (1.21)

Urmitoarele formule sint utile pentru calcule :
A=F — E° = HBE — E'Y) = Ry, (1.22)

t = (BVs 4 Bt — - (E 420 + B —

1
= E° 4 —3&" (1.23)
’ 4
Din tabelul 1.1 avem
Vi, = — 0,00896; vy = 0,00802,
2y, = 0,07918 — 0,09691 = — 0,01773,

vy, = 1,69897 — = 0,01773 = 1,69897 — 0,00443 = 1,69454.

Cu privire la modul cum sint citite diferentele simetrice
sau mediile, dim urmitoarele exemple :

SEV2 — (V2 — F-12) BV = B — E° = A,

12



deci se citeste diferenta la dreapta ;

B2 — (E1/2 . E—1/2)E—1/2 = Fo __ Bt — v,
deci se citeste diferenta la stinga;

82 = (BY? — F12)2 = B"YE — Eoyz — f-1A%;
de asemenea : g

3EY252 — FY233 = ElAs :
84 == E—Z(E — E0)4 == E_2A4 etc.
Cu referire la tabelul 1.1 avem de exemply

3%f(50) = Af(50) — yf(50) = 0,07918 — 0,09691 = — 0,01773.

Dar aceasta este totodati si A2f(40) sau V2f(60).

Alt exemplu :
EL233£(50) = E~1A3(50) = 0,0055.

Se observi mai departe ed diferentele simetrice (trans-
latate la dreapta pentru ordin impar) se citesc pe linia
punctului considerat (cele pare) si translatate la dreapta
cu un pas (cele de ordin impar).

Pentru operatorul medie p avem

WBVE —— (B BB = (5P + B),
adicd media valorilor vecine. Alt exémplu:
p = (B 4 2B0 + B,
ceea ce se poate calecula direct din tabel. De asemenea :
i) --(Ellz - E-v2) (BV2 — EY2) =
=B — B - (123)

sau, mai departe,

pe = (E E°  po — By —~—(A + v) (1.24)

13



Din cele de mai sus rezultd imediat
, 1 | 1 |
po* =—(8 + V) (& — V) = (A —y2).

Prin urmare, sint de preierat formule cu dlfelente sime-
trice care contm termeni de forma pd"+1 g 3%, intrucit

se deduc direct din tabele de tlpul 1.1. Observam de
exemplu, ci

3 = HA — Hrgt §i pd® = o (B2AS L
: 2

+ E2y5) :_‘12_ (F 1A% — EvY).

1.4. Proprietati algebriee

Probabil ca cititorul a observat deja existenta unor
structuri algebrice a mult{imii operatorilor diferents. Dacé
notdm multimea operatorilor diferentd cu Q = {w}, avem
urmitoarea proprietate de asociativitate (a sumei) :

0 + (05 + @) = (0; + ) *+ W3,

unde o; este oricare din operatorii diferentd - ;e Q.
Proprietatea, de comutativitate se verifica :

W + Wy = Wy + ;.
Aceste proprietiti se referd gi la produs:
0003) = (0105)0g, ©10; = w0

Se verificd si proprietatea de distributivitate a produ-
sului in raport cu suma :

oy(0y + 0g) = 0,0, - 003,

Existd element neutru fatd de adunare:
o +0=0

si orice element din Q este simetrizabil:

o+ (—o0) =(-0) + o =0.
14



Am vizut de asemenea ci referitor la produs exista element
neutru, ca de exemplu:

Eow E R
5i ed E este inversabil :
\ EE™ = E°

De asemenea, observdm cd operatorii o sint aditivi si
omogeni, deci rezultd cé sint operatori liniari.

Enumerarea acestor proprietiti va permite cititorului
si efectueze calcule cu operatorii diferentd, pentru obti-
nerea unor formule practice, ea de exemplu formulele
(1.22), (1.23), (1.24) ete.

1.5. Polinoame de interpolare

Prin datele din tabelul de forma 1.1 se defineste o
aplicatie X —> Y. Problema interpolarii constd in aflarea
valorilor lui f(#) in puncte care nu sint specificate in
tabelul initial. Aceasta inseamnfi a extinde aplicatia f
astfel incit s& fie continud in intreg domeniul de definitie.
Aceasta presupune insd cunoasterea legititii fenomenului
descris prin datele din tabel, pentru a putea evalua erorile
introduse prin extinderea functiei f. Avind in vedere
astfel de precautii, formulele de interpolare pot avea
aplicatii practice utile. .

Aplicind operatorul E* in punctul x,, se obtine relatia

Ef(ag) = f (#, + oh). (1.25)

Pentru diferite valori ale lui o se afli valoarea lui ¥ in
punctul corespunzitor, exprimatd prin formule cu dife-
rente la dreapta, la stmga sau simetrice. De exemplu,

E* = (B, -+ Ay
Se presupune cid f(x) este dezvoltabili in serie Taylor :

‘E—D+A+@:ﬁm+
G 13)'( Jas 1, x>0.  (1.26)

15



Aceasta este formula de mterpolale a lni N ewton expri-
matd prin diferente la dreapta. Intr-un mod snmlar poate
fi obtinuta formula de interpolare prin diferente la stinga :

B! =K’ — vy, de unde E* = (E° — v)~~
Dupé dezvoltare rezults '

B =B oy + HEE g

(o 1) (o +2) Vf;—i- RPN 0. (1.27)'

3!

Pentru valori situate spre inceputul tabelului, formula
cu diferente la stinga este mai indicatd, deoarece utlhzeaza,
mai multe puncte. Pentru valori de la sfirgitul tabelului,
este mai indicatd formula cu diferente la dreapta, din
acelagi motiv. Pentru valori din centrul tabelului; sint
mai utile formulele cu diferente simetrice. Pentru aceasta
observam ci

ous =F — B, 4p2 =B +2E° 4+ B,

+

de unde deducem
B 4+ B —2p2 + pd

sau
B = R +_;-32 +ous.
’Rridi'cind la puterea «, se obt;ine
= (EO_}__L 32 - ;1.8) :
2
Prin dezvoltare obtinem
1 alo — 1)( 1 )

x __ J0 Py — 32}, p—— 3 — 32 P

E"E+“(“+28)+ a1 \CT )t
(1.28)

16



R . S
Observind ¢d wd -+ Ny 02 =F — E° = A, rezultd ci for-

mula (1.28) este identicid cu formula (1.26). De asemenea,
intrucit

A:EO—E—1+E;E=~H8_%82’
din (1.27) se obtine
' o1 ala + 1) 1\
E* = E° 3 — 324 — 32
SR CE b GRS
(1.29)

Dezvoltind, se obtin formule care contin pe w si 3. Evident,
astfel de formule mai pot fi obtinute in continuare prin
procedee similare.

O formuld utild de interpolare este formula Iui Gauss :

B* — E° *\ sgue (“) 52 (“+1)33E1/2 B
()ome (5)o (7 4
+(°‘+1)a4+... +(°‘+“‘1)32f+

4 2r

+ (2o;~ :Z) SN 4. (1.30)

Pentru cazul cind punctele de pe axa z nu sint echi-
distante, se poate utiliza formula lui Lagrange:

n41

n'(m — ;)

Ljx) = n—“-———— v g -:;1,2, ..on 41, (1.31)
II' (= — @) 7
i=1

unde semnul ,,prim” al Iui II indicd excluderea cazului
©=j.

2 — c. 2548 17



Exemple. 1. Cu formula lui Lagrange, sd se gdseascd polinomul care
are ca riadicini valorile din tabelul urmitor :

Rezultd parabola :

_@=D@E-3Y@-—) , @=DE—3(@E—1
A-20-3)1 -4 EE-1DE-3E@—19
(x—1)(x—2)(x—.4) (x—~1)(x—2)(:c—3)’
B-1DE—-2)B—-49 (“A-1DHE—-2@-3)

deci y=1—2x+4 2%
2. Construim un tabel (tabelul 1.2) care satisface ecuatia
y=14+2x — 2?2 + a3 ‘
Tabelul 1.2

@ ‘ ; f Ay FA”y ’ A3y { Ady
T ]

0 1
2

1 3 4
6 6

2 9 10 0
16 6

3 25 16 0
32 6

4 57 22
54

5 111

Calculdam valoarea lui y pentru x, = 0 si a = 6. Din (1.26) se obtine

Eﬁf(0)~1+62+_6—5- +9L5X_‘-1--6—193~f(6),
2! 3

ceea ce se veriticd cu ecuatia dat3. Din datele.tabelului se afld ¢ polinomul
care are ca ridicini punctele tabelate este de gradul trei, deoarece diferentele
de ordinul trei sint constante. Polinomul se afli din (1.26), punind
h=1s8i25=0: :

Euf(0)=1+a.2+oc(u2—- 1).4+oc(oc—-1;'(oc—2) e
! r

=14 20 — a? 4+ oo

18



Cu formula (1.27), pentrn o = — 6 si x, = 5, calculele sint:
4
5}"(5)—_111—654—}-6h5 22—& 6= —3,
21 31

ceea ce se verifici prin ecuatia dati (valoarea datia de x = — 1). Cu formula
(1.30), luind %3 ="3 si a =3, avem: )

N 3‘2 .(.2 : -
E(3) =25+ 332+ = (32— 16) + 4:3-2 99 16) = 193,
! 31

adicd regisim valearea lui f(6).

1.6. Derivarea numerica

Dacéd f(x) este datd printr-un tabel, a calcula derivata
intr-un punct inseamn# a dota f cu proprletatea de deri-
vabilitate, adicd a admite ¢4 f( x) este o functie derivabild
de un numir convenabil de ori. Rezultd c& prin calculul
derivatei cu date din tabel vom obtine valoarea derivatei,
in punctul considerat, a functiei reprezentate de polinomul
de interpolare determinat de punctele luate in considerare.
‘Tatd deci ci revine ideea insemn#titii pe care o are cu-
noasgterea legitdtii fenomenului reprezentat prin datele
din tabel. .

Dacd f(x) este dezvoltabild in serie Taylor, avem

fla + 1) = @) + @) + @)+ (18D

Aceastd expresie poate fi pusd intr-o form# de secriere

. N ‘. . d
operationald, dacd introducem operatorul liniar D =——-

do
Observiam ci D admite scrierea produsului sub forma
D" = d ?
. dz”
definit prin relatia - o
D" = DD"™1, (1.32)
Cu acestea formula (1.31) devine
AD  (AD)2  (RD)3
H =K 4+ —4 4 —" L ="
T TR YR
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De aici deducem
D —.1
= n In B, (1.33)

A.ceasta este expresia generald g oper. atorului de derivare,
din care se obtin diverse formule in functie de diferenta
la dreapta, la stinga, simetricy ete. De exemplu

D =—h—ln (B° 4 A).

Dezvoltind in serie, se obine

A2 A3 A4
A —'M',"ﬁﬂ——k
h( > T3 4+...)- (1.34)
Din relatia B! = e™® obtinem
. v
D=—g -y
Se deduce imediat ci
_1 VEVE e
D—h (V+2+“3~+Z+...)- (1.35)
Observind ci
. "D _hD
S =BV _ FU2 g% _ 4 ?—2sh D

avem mai departe

D =3arg sh2s
h 2

Prin dezvoltare in serie obfinem

278 118y 131 . A
D:—-— —— s —— +__~___\ \8‘ R
h[2 23(2) 245(2)‘---]9 (1.36)



)

si inmultind la dreapta cu expresia FO — y (E" + i—z)_ 2 '

dupi efectuarea calculelor se obtine

1 1
D =%(3 — T 4;)'0 5 + ) (1.37)

Pentru derivatele de ordin superior se utilizeazd
(1.32), obtinindu-se

1 11 5
D2 =— A2 - A3+ —A A L .. ]
h2( +12 5 + )

1 1 5
D2=—(v24+ Vi =Vt g5 ... ) (138
hz(v BT A A ) (1.38)
4 6 4
D2=~1— 32_§_+8___ 3 + ...
h? 12 90 560

Intr-un mod similar se procedeazi si pentru derivatele de
ordinul 3,4, ...

Exemplu. Si se calculeze {/(50) din tabelul 1.1 si si se compare cu
rezultatul obtinut, tinind seama cd y = lgx. Avem h = 10; cu formula.
(1.34) se obtine

1 1
Df(50) = —1~ (0,07918 + —2- 0,01223 - i; . 0,00327) = 0,0086385.
10 :

De asemenea

0,4342
@y ="2%, e unde {(50) = ——5(73 = 0,008685,
X

deci eroarea apare la a cincea zecimala.
Cu formulele (1.37) si (1.24) se obtine urmitorul rezultat :

11
DI(0) = L. 0,07918 + 0,09691) + e (0,01223 —
10| 2 6 2°

— 0,02803) + -~ . (— 0,00223 + 0,01282)] = 0,00869045.
30 2

Eroarea este mai micdi, deoarece s-au luat in considerare §i diferentele
de ordinul cinci, gratie utilizirii formulei cu diferente simetrice, pentru o
valoare din centrul tabelului.
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1.7. Integrarea numeriei

Aplicatia f(#) datd prin tabel o extindem la o functie
integrabild pe intervalul [z, x, - nh]. Introducem ope-
ratorul liniar ' '

Mm=i

unde cu F(x) s-a notat primitiva functiei f(x). In scriere
operatoriald

2o+ nh

flz)dz - F(xy 4 nh) — F(z,),

1, = (E" — B%D, (1.39)

unde s-a considerat c¢i f(w) = DF(x) si c¢& operatorul
D este inversabil. Expresia (1.39) reprezintd forma ge-
nerald a formulelor de integrare numerici. ILuind in
considerare (1.33), avem

I, = h(B" — E°% (In B)™. (1.40)
Introducind diferenta la dreapta, se obtine
_(B° 4 Ay — E9

" In(E° + A)
Pentru dezvoltarea in serie utilizam forma de seriere

. . o o

I — h(E 4+ A) B A )
A In (H° 4 A)

Se dezvoltd in serie cei doi factori ai produsului si apoi

se efectueazd produsul. Rezultatul este

7@(2% —3) A 4
12 24

— 2
I, :nh[E"-}—gA + wn —2)* A3 4
n(6n® — 45n2 + 110n — 90)
720

+ A8 T] (1.41)
Aceasta este formula de integrare numerics, folosind
diferentele la dreapta. Din aceastd formuld se deduec

direct formulele Newton-Cotes. De- exemplu, pentru
n = 1, retinind numai termenul cu diferente de ordinul
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iﬁltii, se ob(;,h}e formula trapezelor. Pentru n = 2, retinind
§l termenul in A2 se obtine formula Iui Simpson ete.

Reddm mai jos formulele Newton — Cotes, pind Ia
ordinul sase inclusiv :

k
I, = Y (B° + E) (formula trapezelor),

h T . . .
I, = y (E® + 4F + FE? (formula lui Simpson),

3
I, = %—h(E0 + 3 E 4+ 3E2 + E3),

2

I, = WTE° + 32E + 128° + 32E° + TEY),
I,= ;85 W(19E° 4 T5E + 50E2 + 50E* + T5H* + 19F5),

I, = ﬁah(euzzo 1+ 216E + 2TE? + 272E3 + 2TE* +

+ 216H5 + 41E9). -
1
Exemplu, S4 se calculeze numericS e~%dx si sd se compare cu
) 0
rezultatul analitic.
Avem
1 1 -1
n=2; h=—; —(1+4e 2 +e~ 1 =0,63235;
2° 6
analitic :
1
= 0,63212+
0

—_ e

Pentru n = 4 avem

1 1 _1 -1 _3
h=—; —(7 4+ 32 4+ 12" % + 32 & + 7e"1) = 0,63214,
4’ 90

Dupi cum era de asteptat, eroarea pentru n = 4 este mai micé: decit cea
regultatd cu n = 2.
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1.8. Funetii de mai multe variabile o
Consecvent scopului practic urmirit de aceastd lu-
crare, vom exemplifica metode gi formule ale c¢alculului

cu diferente pe cazul unei fuentii reale de doud: variabile
reale : o ' SR o

Ca exemplu, in cazul unei corzi vibrante (miscare plani)
amplitudinea este functie de coordonata unui punct al
corzii §i de timp. Presupunind ci timpul este determinat
la intervale egale si coordonata ‘este datd prin puncte
echidistante, se realizeazid un masiv de date care definesc
o aplicatie X x Y — Z. Operatorul de translatie se defi-
neste in acest caz prin relatiile ‘ "

B.f(x, y) = fle + b, y), - (1.42)

Eyf(m7 y) =f(93, Y + k)’
unde kb este pasul pe axa «, iar k este pasul pe axa y.
Avem de asemenea ‘ ‘ ‘

BB f(@,y) =flo +h 2+ k);  (1.43)
se observd ci
EBE.,E, = E,E..

Extinzind aceste idei, se poate arita ci operatorii
diferentd pot fi afectati de indicii # §i vy, calculele efectu-
indu-se dupd aceleasi reguli ale algebrei elementare. De
exemplu :

AAy = (B, — E°) (B, — E° = E,E, — E, — E, | E°.
Intr-adevir, avem
Agdy fla, y) = A[fla, y + k) — fla, 9)] =
=@ by + k) —fo + hyy) — fla,y +F) +
+f(x7 f’/) = AyAxf(wa y) ‘
lz}oggoamele de interpolare sint date de expresia generald
Ty
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De exemplu, pentru formulele cu diferente la dreapta
avem

BiE§ = (A, + B (A, + B0,
de unde obtinem

BB :[E°‘+(°1‘) A, +(°2‘) AZ 4 ][EO +

()

Efectuind produsul, se obine

E:ED :{Eﬂé}« (:) A, -+ (@) A, + (;) A +

1
o B
i (1)(?;) ALB, +(2) A2 4 (1.44)
¥4
510 7 3 27
2i— ——————————— F——+pP
0 5 7ol |
7 |
1
0 J 8 ' s
7 |
i
i 1 4 ! -
7 7 20 1 7 &
&
7
Fig. 1.2

: : . < 5 5
Exemplu. Se di z = x® - 2xy si se cere si se afle f _2., 5 ’
utilizind polinomul de interpolare (1.44) cu punctul initial (1, 1) 5i cu pasul
h=Fk=1. ’
Reprezentam valorile lui z in fig. 1.2.
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Valoarea lui z in punctul P se afli aplicind form;ila (1.44), cu o =
=B = 3/2:

3 i ; 3 1
3 2 2 3 3 2 75
z5 5=3+i.5+___.2+_,,H.2+__.7.2+,i.0=_
) 2 2 21 2 2 T2t
Din ecuatie rezulta
25 25 75
4 =—+2. —=—-
s 1 4 4

Pentru derivatele in raport numai cu a, respectiv in
raport numai cu y, sint valabile formulele (1.34) — (1.38)
afectate de indicii corespunzitori. Pentru derivatele mixte
tinem seama de dezvoltarea in serie Taylor, considerati
cu pasul k pe ambele axe:

E.E,f(z,y) =f(@ + hyy + h) =f(w7 Y) +
hD, 2D

hD 2 ;
T fla,y) +—iT”f(x, Y) +f2’!f(w, y) +

+

n?D,D,
21

42 b

2D2
fle, y) + 2,”f(w,y) + ...

De aici deducem

2
E,E, =E° +Ih~'(D.T + D,) +£‘-'-(Dx + Dy)2 4 ... (1.45)

81 mal departe
E,E, = e!Px+Dy _ ohDaghly (1.46)
de unde o ,
- 1 Co1
D,+D,= —};ln (ExEy) = W (In E; +In E,),

astfel incit formulele (1.34) si (1.38) isi péstreazs valabili-
tatea. Pentru a afla derivata D,D, exprimats prin dife-
renta la dreapta observim eci

DDy =—1A; ——+2_ .. S— N ,
Y hz( 2 37 )(Ay 2+3; )
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de unde . ,
1 ; )
D,D, =;[A1Ay-—;—(zx$ag 4 AyAz) + ] (1.47)

Exemplu. Se 44 f(x, ) = x2y. S se calculeze numerch D, in punctul
(1, 0) si sd se compare cu rezultatul analitic.
Sint suficiente diferentele de ordinul intii, deci:

D,Dy = %[(Ez — EY (E, — E® — —;—(Ex — E%(Ey — E%2 —

——(Ey E) (B, — E°>2]
sau

1
DDy =. ey [3ExEu - «(Eq: + Ey) + — (E§ + E2) —

gy ]
Pentru h =1 si (0, 0) avem

Dnyf(1,0)=3-i’4—§(o +1) + %(o +2) — é(s +9) =2,

Analitic : .
D:chf(x: y) =2z,
deci
D,D,f(1, 0) = 2.
Formula cu diferente simetrice se obtine intr-un mod
similar :

D.D, = ek [8 = (5,88 4 8,8 +

+i0 (3,85 + 338, — ... ] (1.48)

1.9. Operatori sablon
In aplicatiile practice sint de o reald utilitate repre-

zentdrile operatorilor diferentd prin sabloane, care indica
fiecare coeficient din formuld, plasat in nodul respectiv
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al retelei. Pentru exemplificare, vom avea in vedere numai
formulele de derivare, deoarece acestea sint utile la cal-
culul solutiilor numerice ale ecuatiilor diferentiale.

Pentru o functie f(x), derivarea numericsi se obtine
utilizind formulele (1.34) §i urmitoarele. Pentru formula
cu diferente la dreapta avem ‘

D=2a-1lwm — B).
h h

In reprezentarea cu operator sablon aceasta devine
1 !
D= | B 1 ! (1.49)

In acest sablon am fixat pe E°; orientind axa z de la
stinga la dreapta, E se afld in prima cisutd din dreapta.
S-a scris numai coeficientul lui K, pentru economie de
scriere. Daed in formula (1.34) retinem doi termeni,
atunci se obfine

D1

Y (1.50)

__,3*_'@0
2

2 ’_i
2

Pentru a se specifica ordinul de mérime al erorii
introduse (prin raport cu polinomul de interpolare) se
obisnuieste sd se scrie lingd formulele respective o(h?2)
etc., mentionindu-se in acest exemplu c& eroarea are
yordinul lui k%" ete.

Pentru formulele cu diferentd la stinga avem

17 )
D—— -1 m 1 (1.51)

S-au retinut doi termeni din formula (1.35):

1. 1] .13
De="|+—|—2 =B (1.52)
hl+2i 2

Adesea pentru calcule practice este importantd for-
mula derivatei datd de diferenta simetricdi, deoarece
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retinind numai primul termen, ercarea are ordinul o(h)2.
Din (1.37) rezulti

D =§1h} 1 ‘0-E°'~'f‘+1, (1.53)

Pentru un .sistem cartezian de referinte, in probleme
plane, derivatele partiale se scrin cu operatorii gablon
orientai dupd axele x i y. De exemplu, dacd sistemul

i

. - o,
Fig. 1.3.

de referinte este cel din fig. 1.3, a, iar pasul retelei este
acelagi pe cele doud axe, atunci derivatele partiale se
seriu in modul urmétor :

1

= _1lo-E0 1 k
2h
1
D, — L [0-B° (1.54)
2h|—

In cazul unui sistem de referinte pe trei axe, pentru
f(x, y, 2) trebuie introdusi o conventie suplimentara. Pro-
punem cititorului urméitorul mod de reprezentare: fie
sistemul de referinte din fig. 1.3, b.

Operatorul gablon il reprezentdm prin trei sectiuni
plane, paralele cu planul 20y. In modul acesta, sablonul
din mijloc cuprinde o reprezentare identicd cu cele din
problemele plane, sablonul din stinga reprezintd sectiunea
translatatd cu E;?Y, iar cea din dreapta translatatd cu E,.
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Pentru o retea care cuprinde nodurile translatate cu
acelagi pas in toate directiile, operatorul sablon se referd -
la punctele din tabelul 1.3. In fiecare ciisuti se scrie
coeficientul termenului respectiv in E,, E, si E,, fird a mai
mentiona operatorii de translatie.

In cisutele care lipsesc, sau care sint goale, se citeste
coeficientul zero. Cu aceste preciziri rezultd urmitoarele
formule de derivare, la o retea cu pasul h pe cele trei
directii ale sistemului cartezian de referinti :

o= (IR )

1
17 T -
D, = — 0110-F90 1.55
v=o u ol (1.55)
—1

D=0 (E@E)

Aceste expresii sint deduse din formula cu diferente si-
metrice.

Utilizind formula cu diferente simetrice (1.38) pentru
derivatele de ordinul doi §i o (h?), rezultd :

e b (AT

1

1 (- 7 i}

IM=E'M—MWO§ e
1

D

PR, - L
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Cu formula (1.48) se obtine:

1] o | 1]
D,, = 1 Jo’ 0l0-7° 0ol 0]
TR | el e e L
‘ 1] 0 f~—1‘
———— \ A'l‘
1] 1 (1.57)
D, =+ [l o jo o 0
ane || e
1 1

‘~1| 0 t 1 )
Astfel de formule pot fi obtinute in continuare, in functie

de particularitidtile problemei studiate $i cu un ordin de
eroare corespunzitor.

Operatorii sablon mentin proprleta‘mle algebrice ale
operatorului de translatie E ca de exemplu adunarea §i
inmultirea. Regula de adunare rezulty direct din tabelul
1.3. Se observd, cii un coeficient se aduni algebric cu
coeficientul din cdsuta cu acelagi indice, in cazul sumei a
doi operatori. Si luim ca exemplu expresia laplacianului

A =D, +D, +D,.
Din (1.56) se obtine

D, —-1 ’1[0‘-1!01&0
4n® \| \

1
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Aceastd formuld este frecvent utilizatd pentru rezolvarea
ecuatiei Laplace

1]
RS
J

|
!

EEEIRRES

1

- fumulgirea operatorilor sablon rezultd de asemenea din
tabelul 1.3 si din faptul cd produsul operatorilor de trans-
latie a fost definit anterior. De exemplu, avem

1

Dyy=D, - Dy= (I 0 H ! 0

|
(2R)% \i

| |
T
T |

1

Produsul se obtine prin inmultirea fiecirui coeficient din
casufele primului factor, cu fiecare coeficient dincédsutele
celui de-al doilea factor. Locul rezultatului fiecdreiinmul-
tiri se afld din tabelul 1.3, ca de exemplu

(—1)E; - (1)By = — E;'E,, sescrie —1 in aceastd césutd,
(—1E; ' (—=1)E,;'=E;'E;", se scrie 41 in aceastd cisutlé,
s.a.m.d. Rezultd

—1 1

|
| 0 [u :

adicd se verificd prima formuld din (1.57).

Cititorul poate verifica fird dificultate cd suma §i
produsul sint comutative; de asemenea. poate verifica
-§1 extinderea celorlalte proprietdfi algebrice ale operato-
rului B asupra operatorului gablon.
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1.10. Aplieatii
i 1. Si se deducd o formuld cu diferente pentru ecuatia Laplace, cu
o(h%). Avem
A = D2+ D2+ D2 =0. (1.59)
Utilizind diferentele simetrice cu o(h%), se obtine
120 + 8, + ) ~ G+ 5, +3) =0
Diferentele de ordinul patru pot fi exprimate prin produse de diferente de

ordinul dei, folosind urméatoarele relatii, care se obtin din (1.59) prm deriviri
convenabile :

D: = — DID2 — DIDZ,

D! = — D2D2 — D2DY,

D; = — D?D2 — DIDZ.

De aici obtinem

4 282 292
3 — — 3202 — 8232,
4 2 92 282
Bh = — 8252 — 8232,
o4 282 292
35 = — 873 — 32,

Rezultd deci
6(32 + 82 + 8%) + 8202 + 3282 4 8282 =

Exprimind difereniele cu ajutorul operatorilor sablon, se obtin succesiv :

68’2”_>]_0_H ‘ !" | ° ‘ !
-

683—>m [:; ?

R
682——>m :—121 ]6]
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1_2f 1
_;_‘ | N
=1
282 —_ —
Bxhy—>‘ol 2 4' 2loi
1—2! 1]
]
, 1 -2 1
8282»—2 4 —2
]
1 —2 ]1
l .
o2 | l ‘ H f
sz.gwﬁéli_zél,_Q 4‘—2“1 -2 Lk
Efectuind suma, rezulti
] | I | i j
b1 1 201 L1
i | ! (
L ‘
1211%2—242}1§2i1§=0 {1.60)
- I
— |f — | I —
1 ;|1 2]1‘1 115
| L

Pentru o problemi pland (xOy) se obtine
632 + 8%) + 3232 = 0.
Introducind operatorii sablon, rezultd

1

'S
-

1

4 |—20 4 |=0.

R
Aceasta este formula cu djfeiente pentru noud puncte, cu o(#?), despre care

s-a demonstrat cid reprezintd formula optimald (in sensul minimizirii
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erorii) pentru noud puncte in plan. Cu aceste formule se calculeazd in
interiorul domeniului studiat. Conditiile de pe frontierd cer alte formule.
2, Procesul de difuzie a caldurii intr-o barad subtire poate fi descris
de ecuatia
2
#0_ o 90
da? ot

unde C este o constantd, O este temperatura intr-un punct de abscisa x
si la timpul {. In scriere operationala :

£l D2 — ¢D,.

‘Axele de coor donate sint orientate ca in fig. 1.4.
Cu o(h% avem

Fig. 1.4. Pentru derivata in raport cu timpul este necesar

.sd se ia formula de derivare cu diferente la

dreapta, din motive care privesc stabilitatea calculului (se wva vedea la
studiul ecuatiilor de tip parabolic). Deci:

1
1
Di=—|~—1
k
0!
|
Introducind in ecuatia data, se'ob’;ine
i ¢ |
1 ! 2 C| 11
TITEZLE
i h? k| h?|

Cu aceastd formuld se calculeazd in interiorul domeniului studiat.

Formula cu diferente Crank-Nicolson se obtine in modul urmétor :
derivata de ordinul intii in raport cu timpul se exprimé retinind si termenul
de ordinul! trei:

D=

= =
e,
(=7
|
| -
(=7
“
N’
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Derivind ecuatia data de doud ori in raport cu /, se obtine

0 %0

dx202 o

Se elimind acum 83 folesind aceastd ecualie ; introducind operatorii sablon
si efectuind produsul, se obiine in final (pentru C = 1)

i 1 4 —2 =2 ﬁ 1
1 —2 +2 1;:4 1 ‘:0
o o |

Aceasts formuld are eroarea de ordinul lui A2 atit pentru « cit si pentru f.
3. Amplitudinile vibratiilor plane ale unei coarde perfect elastice pot
fi descrise de ecuatia
P02 P,

da? ot?

unde ¢ este amplitudinea unui punet de abscisa z si la timpul £, C reprezen-
tind o constanti de propagare. In scriere operationald rezulta

2 _ 2
D2 = C? D.
Orientind sistemul de coordonate ca in aplicatia precedenté, se traseazi

o retea cu pasul h pe axa x §i cu pasul k pe axa {. Derivatele se calculeazi
cu formulele cu diferente simetrice si o(h%). Avem deci .

p2=21|1 |21
h?
1
1
Df =—|_»
k2
) 1
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I ntroducindu-le in ecuatia daty rezulty

i\éz
k®

Y

3

u ;12‘ = 0. (1.63)

e

k? |

1

h2

Aceasta este formula cu care se
poate calcula in interi T u
contur sint necesare alte formule. mteriorul refelel. Pentl

1.11. Caleulul numeric al gradientului, divergentei si
rotorului

Raportat la un sistem de axe trirectangulare, expresia
operatorului diferential ,,nabla” este

v = D,i + D,j + D,k. (1.64)

Rezultd de aici ci pentru gradient, divergentd si rotor -
calculul numeric se reduce Ia calculul derivatelor D,, D,
si D,. De exemplu, putem calcula cu formula

1
)i-f- ?0}-&)0" i+
N

v | (I

+(IL]D)
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Ca exemplu aplicativ, 84 calculim gradientul unui cimp
scalar ¢ exprimat ca derivatd spatiald *) :

f}Q (ng)do
=

srad g)p, = lim Y2, ,
(gr @)1; sim. %) PyeQ, (1.66)
unde suprafata inchisé X méirgineste domeniul de volum
Q, iar diametrul domeniului 3() tinde citre zero. Cu n
s-a notat vectorul :

unitate, mnormal pe J
suprafata X si ori- )
entat spre exteriorul P /
suprafetei. Y £

8%  considerim ' ‘
punctul P, sivalorile y
Iui ¢ in punctele ve- & £, .
cine prezentate in ° £°
fig. 1.5.

Considerind valo- £
area lui ¢ in punctul ? £
E,, inmultitd cu vee- F’ig .

torul arie a fetei unui
cub determinat de toate punctele translatate cu wun
pas, avem
B, o4h%,
deoarece am considerat acelasi bas h pe cele trei directii
iar punctul I, in centrul unei fete de arie 442 Pentru
fata opusd a cubului, vom avea evident
— B o4h®.

Procedind in acelasi mod pentru fetele cubului nor-
male pe directia y, respectiv z, §i tinind seams ci volumul
cubului este egal cu 8k3, rezultd in final

(erad o)z, z21~h [(H, — ByY)i + (B, — E;Y)j +

1*) Sabac I. Gh., Matematici speciale. Vol. 2, Bucuresti, Editura
didactica si pedagogicad, 1964. .
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sau, mal departe :

(o= & [ (0] o]t 0])i+

o )

adicd s-a obtinut formula ce rezultd din aplicarea lui
(1.65). Din aceasts aplicatie decurg si unele precantii cu
privire la calculul gradientului, ca de exemplu alegerea
pasului astfel incit considerarea lui ¢ constant pe fiecare
fatd a cubului s nu introducd erori inacceptabile. Pe
de alté parte, cum se va vedea ulterior, micsorarea pasului
h poate conduce la operatii aritmetice cu numere mici,
in care caz erorile generate de trunchieri si 1otun31r1 pot
deveni importante.

Pentru calculul divergentei, si considerim un vector
cimp V gi sd utilizim ca punct de plecare expresia ei ca
derivatd spatiald :

%m
(div V)p, = lim 22—  PieQ.  (1.67)

3(Q)—0 Q

Construind acelasi cub ea in exemplul precedent, pentru
fata care confine punctul F, avem

AR(B,V) = 4h2E, (V) = 4h2E,V,,

iar pentru. fata opusi .
— ARRE;YIV) = — 4R2E;V,.

Procedind in acelagi mod pentru celelalte doui directii
i finind seami cé ‘volumul cubului este egal cu 8h3, se
obt;me

(mmwﬁw&—mww+%~mwm+
+ (B, — E;) (kV)].
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Se observd fard dificultate ci aceasta este formula ce
rezultd din aplicarea lui (1.65).

Acelagi- procedeu il vom aplica si pentru caleulul
numeric al rotorului in punctul P, considerind ca punct
de plecare expresia cu derivata spatiald :

fﬁ(n xV ,
(I“Ot V)po = hm —Q—_ ’ PO e Q. (1.68)

30
Pentru fata care confine punctul E, avem
4h2E,(i X V),
iar pentru fata opusé rezultd
— 4B i X V)
Cu acelagi ‘p'roc-edeu pentru celelalte directii §i tinind
seama ci volumul Q este egal cu 8k3, rezultd

(B, — B;') (i X V) + (B, — BE;Y) (jx V) +
+ (B, — B (k x V)],

adicsi s-a obfinut rezultatul aplicirii formulei (1.65) la
calculul rotorului vectorului cimp V,

(rot V)Po = —7‘:

Exereitii. 1. S3 se calculeze numeric gradientul in punctul de coordo-
nate (1, 1, 1) al cimpului scalar

_ 1
Va? + 4 22
Notim ¢ (1,1, 1) cu ¢ alegem pasul h = 0,1 si avem

1 1 1
Egpy=——"1 Eyp=——1» Ep, = —
V321 V3,21 V3,21
- 1 _ 1
E’l%“—l"’ EylcPl":——, zlcp1=____,
Vz81 V3,81 2,81
de unde rezultad
1 1 1
grad @1 = — [ ——— — i+i+k)=—-019{+§+Kk).
02\y321 J2381 4
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Rezultatul calculului analitic este

1

grad @y = —
: 2,27

- +ij+k=—0192@d +§ -+ k).

2. Si se calculeze numeric divergenta cimpului vectorial
R=zxi+4yj+k

in punctul de icom‘donate (1, 1, 1). Luind pasul h = 0,1 pe toate directiile,
avem

div R = ]—2 [(1,1 = 0,9) + (1,1 —0,9) -+ 1,1 — 0,9)] = 3,
0

adici rezultatul exact. Acesta se explicd prin faptul ci derivata calculata
numeric se aplicd unei forme liniare in z, y si z.

3. Si se calculeze numeric rotorul in punctul (1,1,1) al vectorului
V = ® X R, unde R este vectorul de pozitie, V viteza perifericd, iar
viteza unghiulard, la un corp care se roteste cu viteza unghiulari constanta
in jurul axei fixe Oz. Avem

V= X (zi + yj + k) = ok x (ai + yj + zk).

Deci:

v

rot V :(i{i X ko> X (1,11 4§+ k) — ok — 0,91 + ]+ )] +

+ix ko X @+ 1,1§ + k) —ko x (i +0,9] + k)] +
+k X ko x @(+]+ 1L,1k) —ok x (+§+0,9K)]}

sau

rotV=0«1§{imX [A,1§ —1) — (09§ — D] +

5

Fof X [(—1,10) —F—09D)] + ok X [~ —F —D]}
sau )

rot V="2(02k +0,2Kk) = 20k = 20.
0,2

S-a obtinut rezultatul exact, ca efect al liniaritatii.

Atragem atentia asupra faptului ci operatorul de translatie E, aplicat
unui vector V deplaseazii acest vector cu pasul h dupd x, adici

Exv(x, y: Z) = v(x + h: !}, Z)'

Cu alte cuvinte, se extinde definitia pentru o func’,tie scalari,
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1.12. Precautiile necesare la caleulul cu diferéni;e

Un tabel cu date de forma 1.1 nu di alte informatii
decit cele rezultate din aplicatia f: X — ¥ definitd prin
acest tabel. Aplicarea calculului cu diferente la interpo-
lare, derivare, integrare etc. presupune introducerea unor
ipoteze care si permitd extensia lui f. De fapt, in toate
aceste cazuri se face uz de polinomul de interpolare, refi-
nindu-se numai un anumit numér de termeni ai polino-
mului. Deci este important a evalua restul neglijat prin
aceastd trunchiere. :

Un caz particular important este acela cind diferentele
calculate cu datele din- tabel se anuleazd la ordinul =.
Aceasta inseamnd cé polinomul de interpolare admite ca
riddeini toate datele tabelului, deci restul este nul. In
general insd, mai ales pentru extrapolare, utilizarea unui
polinom de grad mic nu este recomandabili.

Exemple. Si considerdm tabelul 1.4 cu diferente realizat pentru functia

_ 1
14 x2

y (1.69)

cu z; =1, in intervalul (0, 7). Atunci

B 1(7) = 1,37975.
Dar f(0) = 1. De asemenea :

E—8f(7) = 3,65128,
dar din formula (1.69) rezulti f(—1) = 0,5. De, asemenea:

{~43) = 1,7 in loc de f(—1) = 0,5.
Intr-adevir, dacd dezvoltim funciia (1.69) in serie in vecinitatea

punctului x = 0, se obtine

f(x):l—x"‘-}-%a&——.

astfel incit neglijarea lui R (x) la un grad mic nu este acceptabild. Sub
aspect practic este de observat ci citirea diferenielor de ordinul intii din
tabel sugereazi o comportare asimptotica a lui f(x), ceea ce este evident
in (1.69). Asadar, utilizarea unui polinom de interpolare de grad mic pentru
cazul cind tabelul sugereazi o comportare asimptotici este nerecomanda-
bila.
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-/ Un alt exerﬁpiu il&Strativ este cazul functiilor periodice. In tabelul
1.5 se dau datele; - .

Tabelul 1.5

x; 0 1 2"3 4]5

¥; 0 1 111 0 —ll -1 0

aici interpolarea polinomiald este inutilizabild, astfel incit se cauta
o funciie periodicd. De exemplu:

verificiA datele din tabel. ) .
- .Alt exemplu il expunem scriind tabelul cu diferente pentru sirul lui
Fibonacei dat de functia recursiva

Uivs =VYi+1 — U 1=0,1,2, ..,
Yo=20, y, = 1.
Calculind diferentele, rezulta tabelul 1.6.

Tabelul 1.6

mlw'AkAZzAﬁ‘-A‘i'As]AG]N{‘AS?A” A
0 0 | j
1
1 1 —1
0 2
2 | 1 1 -3
1 —1 5
3 2 0 2 —8
1 1 —3 13
4 3 1 —1 5 —21
2 0 2 —8 34
5 | 5 1 1 -3 113 —55
3 ) 1 -1 5 —21
6 8 2 0 2 -8
5 1 1 —3
7 13 3 1 —1
8 2 0
8 21 5 s 1
13 3
9 34 8
21
10 55
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Se observi ci diferenjele diverg, astfel incit polinoamele de interpolare
/

nu sint recomandabile. Astfel, de exemplu avem {
/
A

Ef(0) = 110, dar f(10) = 55, g
EYf©0) = 0, dar f(11) = 89 s.a.m.d. '

in fine, un ultim exemplu il constituie cazul functiilor date pe intervale.
De exemplu :

0 pentru = <0, -
y =
x pentru > 0

conduce la tabelul cu diferente 1.7.

Tabelul 1.7
mlu|A|A2 A | e A5|A6|A7[A8[A9 N
—5 0
0
—4 0 0
0 0
-3 | 0 0 0
0 0 0
-2 | o0 0 0 1
0 0 1 — 5
-1 0 0 1 —4 15
0 1 -3 10 —35
0 0 1 —2 6 —20 70
1 -1 3 —10 35
1 1 0 1 —4 15
1 0 —1 5
2 | 2 0 0 1
1 0 0
3 3 0 0
1 0
4 4 0
1
5 5

Calculind cu polinomul de interpolare, se obtine
E-1{(5) = 126

sau
EVf(~5) = 132,

Exemplele date pun in evidentdi necesitatea utilizéirii formulelor de inter-

polare cu precantiile care decurg din modul cum sint construite aceste
formule.
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1.13. O mterpretare in distributii a operatorilor
diferenti

Notdm cu 3, distributia lui Dirac cu suportul in punctul
i € R. Pentru orice distributie f(¢) cu te R, avem

S xf = f(t — ).

 Pentru definirea operatorului de transiatie E avem

Snxf=f(t + b).

Din proprietéfile produsului de convolutie rezultd

8% 3 = &4
Elementul neutru al produsului de convolutie este
Sxf=f,

unde cu 3§ s-a notat distributia Dirac cu suportul in zero.

Se observd ci 3; este un convolutor care are toate
proprietitile unui operator de translatie; prin urmare,
toate formulele referitoare la E® pot fi reconstituite pe
aceastd cale.

Deoarece

A=E — B,
putem scrie
AZS , — 3 {5 20 g0 citeste ,,corespunde cu’’).
Intr-adevir,
(B_n — )+ f = flt + k) — f(D).

in mod similar pot fi reconstituite toate celelalte
formule. Pentru derivare, consideram seria Taylor sub
forma .

h232

—h*f—s*f‘]‘ *f+ *f+ L= ey f)

unde f este o functie analiticd, iar & este derivata de
ordinul j a distributiei Diraec. :
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Rezulta

1
8_;,, = eka7

s-a obtinut deci formula operatorului de derivare din 1.6.
Observim cd

3 x ¥ =3, i jeZ.

Agadar, operatiile cu operatorul D! pot fi inlocuite
prin operatii cu 3% (cu produsul de convolutie), obtinin-
du-se formulele de derivare si integrare dorite. Pentru
1<<0 i ¢ € Z rezultd prlmltwa de ordinul ¢ a luid; intr-a-
devir, avem

xh =3,
unde & este treapta Heav1s1de, i deel in general
5w 57 = 3.

,,Puterea” ¢ a lui & se considerd (evident) in sensul pro-
dusului de convolutie.

Ideea este extensibild i la cazul derivatelor partiale,
deoarece distributia lui Dirac este definitd §i pentru su-
portul in R"

In consecintii, proprietitile operatorilor sablon pot fi

deduse §i pe aceastd cale. De exemplu, pentru sumé avem

ad;, | b3 |ed_, =

+| a3, | V3 |e's,

(& + a')d,

De asemenea, pentru produs avem (pentru o problemi
pland) :

dir #8;, = i1y (In ordinea 8§,,).

Asadar, produsul (aF}) (bE,;') = abE E;! poate fi inlocuit
cu ad_j #b8y, = abd_y,,. ‘ :
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De exemplu‘, N

|
: | 8o,—1]
} 31.9} 280, | 810 !" — 2840 1=
S |
‘ .
R 31.—1 }_230,—1 8—1,—1

|
=128, | 450, —25_y4]
|
{

‘% 81,1 —_— 2 8().1

Regula care rezultd este identicd cu cea expusd in
1.9. Toate aceste constatdri se bazeazd * pe proprietiti
ale produsului de convolutie. o

1.14. Neotiuni teoretice asupra aproximirii prin diseretizare

n acest paragraf notatiile A si B au alte semnificatii
decit in paragrafele anterioare.

In [7] se introduc¢ conceptele de discretizare, consis-
tentd, convergentd, stabilitate ete., pormnd de la un
exemplu simplu. Fis

y') = fy@), y(0)==2Z, tel0,1],

cu conditiile lui Llpsehltz indeplinite, astfel incit. solutla.
exigtd §i este unicd. Avem

Zye R, feC(R — R).

Consuieram spatiile B gi E° si aplicatia F : E — E°, unde
yeF si Fye EO, Semmﬁcama lui Fy este -

Fy— (3/(0) —Z

0 € Eo"pentru yeE.
- f(?/(t)))

* Cristescu, R. Elemente de analiza funcfionald si intreducere in leoria
disiribufiilor. Bucuresti, Editura tehnici, 1966.
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Pefinim o normi* in F astfel : /
yllg: = max|y(t), te[0,1].
De asemenea definim o normi in E°:
(4]
d
fn modul acesta, definim o ,,problemi#’” prin tripletul

P = {B, B°, F}. (1.70)

B = R x C[0,1];

:=|dy| +max|d (t)], t€ [0, 1].

¥

in continuare, prin propozitia ,s-a dat problema’ intc-
legem cé s-a dat tripletul (1.70).

Discretizarea se defineste in modul urm#tor. O metodsd
de discretizare .#, aplicabild la o problems datd 2, constd
dintr-un gir infinit de cvintuple {E,, Bj, A,, A%, ¢}, cx, unde
B, si B sint spatii Banach finit dimensionale (reamin-
tim c& un spatiu Banach este un spatiu vectorial, complet
§i normat), A,: B — K, si Al: E° - E¢ sint aplicatii
liniare cu conditiile

lim{|A,yl 7, = [lyllz pentru orice y € B fixat;
fn—->0

lim |JA%) ES = |id|lz pentru orice d e E° fixat;

> 00

Qp * (E — EO) — (-En — Eg) cu F in domeniul** tu-
turor o, ; :

N’ este o submultime infinitd a lui N, :

Cu acestea, se poate defini discretizarea : o disereti-
zare D este un sir infinit de triplete {F,, ES Flpex
unde E, si ES sint spatii Banach finit dimensionale, iar
F.: B, — EX- O solujie a discretizarii D este un Sit {Clnen s
L. € E,, astfel incit

F, 4 =0, meN"

#: = se citeste ,,egal prin definitie”. )
** Notalia (E — E°) reprezintd mulfimea aplicatiilor £ — EO°.
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124
]lglbefn;l ade %Semenea O Submulfime infinits a lui N.
etizarea D = {Ey B By ey este denumitd discreti-
zarea problemei originale o — (B, B°, 7y, 5 d
metoda de discretizare 4 — {H, @ A, gznela . de
dacit 4 este aplicabild i 2 si dacy w Pninen

NII - _N’,

E,=FE,; B)=E| .
B = ou(I) { pentru orice ne N

in acest caz D poate fi notat .4 (2).

Fard a plerde din generalitate, in cele ce urmeazi vom
presupune c¢d N = N’ gi cd sirurile {#£,} si {E} ale lui
m., respectiv ale Iui .# (2) sint identice ; de asemenea vom
presupune dim F, = dim ES, pentru ca g, si fie unic,

Vom exemplifica discretizarea prin metoda lui Euler
aplicatd ecuatiei diferentiale date. Punem ne N’ = N s;
form#m mulfimea i

Considerdm acum

E, = (G, — R) cu norma |7llz, : = max \7) (_"_)‘,

v:O,l,Z,'...,n,

gi de aseinenea ES = (@, — R) cu norma

18,0 = 18(0)] 4 max|3 XM o v=1,2, ..., n.
. ton . o | nJi
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Conform cu definitia datd discretizirii, trebuie definite
acum A, si Al Considerim

(M) (l): y(l) pentra y € B,
n n
dy, v =20,

oy [ ] = _ ‘
{And)(n) d(v 1);v=1,...,%yPentrud:(do)EEo
n , ai)) -

In fine, pentru ¢, considerim

70) — 2y, v =0,

[on(F)7] (n) = n(—;—)“”( ”;;1)_ f(n(z:l));

1/n n

v=1, ..., n

Reamintim cd pentru aceastd problema metoda lui Euler
constd in alegerea unui pas, pe intervalul dat, fe [0, 1],
astfel incit ecuatia diferentiald conduce la formula recursivi
datd mai sus. Se observé cd pentru n — oo (adicd pentru
un pas tinzind la zero) se obtine ecuatia diferentiald data.

Unicitatea solutiei discretizirii rezultd direct din
faptul c¢d T, se determini prin recursivitate.

Dupéd cum se observi, spatiile E, si E? sint spatii de
functii care aplicd mulfimi discrete si finite (retelele) in
R*. Aplicatiile A, si A? discretizeazs functiile continue
din ¥ si E° in functii discrete (se spune si functii-retele).
Aplicatiile #, = ¢,(F) sint definite prin operatorii dife-
rentd stabilifi pentru retelele respective.

Observim de asemenea c# existenta si unicitatea
solutiei Z a problemei originale date nu implicd neapirat
existenta si unicitatea solutiei discrete C,; intr-adevir,
aceasta din urmé depinde de metoda de discretizare aleasa.

52



Relatiile intre sp?,tiile $i aplicatiile intervenite in
discutie pind acum sint puse mai clar in evidents prin
urmétoarea diagramsi :

B—

SRR
1 o,
B, F E,

———

Pe baza ideilor introduse, se poate defini acum consis-
tenta unei metode de discretizare. :

O metodi de discretizare .# = {E,, ES, A,, A%, ou}nen’
aplicabild problemei & = {H, E° F} este denumitd con-

sistentd cu 2, pentru y € H, dacid y apartine domeniului
lui F si al lui ¢, (F)A,, ne N’y si

lim jp.(F)Ay — AFy | B = 0.

N—> 00
Dacid # este consistentd cu &, pentru orice y € B, atunci
se spune cd .4 este consistentd cu & ; aceeasi exprimare
se folosegte gi pentru consistenta discretizirii 4 (2) cu 2.

M §i M (P) sint consistente cu & de ordinul p, pentru
Yy, dacd

o (F)Ay — AnFy [l yo = o(n™?) cind n — co.

Aceste concepte pot fi ilustrate printr-o diagrami ; con-
sistenta pentru y necesitd ca urmitoarea diagrami si fie
asimptotic comutativd (adici pentru orice n si pentru
n > 00) :

F

B B

J T

E, -———-—-—+Eﬁ
eal F)

Observim cii un element (. (F)A, — AYF)y apartine
unui spatin diferit ES pentru fiecare n.
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Aplicarea acestor idei la exemplul d@t inifial conduce
la urmitoarele : : .

[ou(F) A,y —ASFY] (;) ~
l[y(0)~zo]~[@/£()1)—zo], v=20;
[M_@J_f(y( V;l))_
() 0T

pentru v=1,...,%

I

Etfectuind calculele, rezultd deci

v
[onlF)A,y — AIFY) (7{) =
0, v=20;
y’(fv)—y’(v—l); v=1, ..., "; 7” 6(3*1; 1)
n n n

Consistenta rezults acum din faptul cd

~ v—1
:’/’(tv ) - ?/’ ( )
7
pentru orice y € Ct. Metoda Euler este deci:consistentd cu
problema datd, iar metoda de discretizare este consistenta
de ordinul intii (deoarece n™!—0 cind n — o0, deci
p _ 1). . ?

. Pentru a avea o imagine clard asupra nofiunii de apro-
ximare, se defineste eroarea locald de discretizare in
modul urmitor : fie metoda de discretizare # = {E,, E?

ny

0 . ~ - .
A, A% oulnex, consistentd cu 2 gi cu solutia exacts z.
S;'lml {Zn}neN', lnEE‘),, cu

ln L= ‘Pn(lﬂ)Anzy n e .N"

se numeste eroarea locald de discretizare a lui .7 si .z (2)
pentru 2, Observiim c# dacd 4 este consistents, de ordinul

-0 cind n — o0,

¥=1,.0., n
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p cu 2, atunci. eroared 1ocalét de discretizare este o(fz"”)
¢ind % — co. Din definitia datd consistentei, rezulta c¢a nu
se poate multiplica ¢, ¢ diverse puteri aile lui n, ceea ce
ar conduce la o comportare asimptoticd (pentru N—>00)
fard sens.

8% caleculim eroarea locald de discretizare pentru
exemplul dat. Avem 2(0) =2, §i 2'(t) = f(2(1)), deci

‘z(O)—zo
v : v—1
(- FEI )y
"(n) " " (=2
0, v=20,
= 1 H";
5—7—,:2 (t\;), v=1,..,,n,
~ v—1 v . o R
cu'l, e( s -—) si ze C? [0,1]. Tatd deci cé se con-
n n

firm# faptul stiut, ci eroarea localid de discretizare este
determinatd de derivata a doua a solutiei, la metoda
Euler (fird predictie si corectie).

Pentru definirea convergentei, ideea de aproximatie
se bazeazd pe compararea solutiei exacte z cu ¢,, dar
numai in punctele retelei (nu se specificd nimic asupra a
ceea ce s-ar putea compara intre punctele retelei, deoarece
aceastd comparatie este o problemi de interpolare).

Fie metoda de discretizare /4 = {H,, B, A,, A, 0}ncy
aplicabild problemei # cu solutia exactd z; presupunem

ci discretizarea .#(2) posedd ca solutie unicd sirul{Z,},cx.
Sirul {e,}nen cu

8”:Zn——zn) EnEEn, W/EN,,

se numeste eroared globald de discretizare a lui .4 si a lui
M(P). Atuncl 4 §i . (2) sint denumite convergente, dacs

lim ”E"HEn = 0.

N=>00
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Dacd ey |, = o(n™?) eind # - oo, atunci . si () sint
denumite convergmte de ordinul p. Aceste concepte sint
reprezentate. in diagrama urméitoare, in ipoteza cd K
si F;' (ca aplicatii inverse) existd :

F——l

Be—o Fo

%l lg

By e————H;

F;t

Convergenta inseamné comutativitatea asimptoticd a aces-
tei diagrame. Oomparind aceastd diagrami cu diagrama
consistentei, rezultd urmétoarea echivalentd : convergenta
i {®,, E),F, }nen’ pentru {#, E° F} este echivalentd
cu congistenta in zero a lui {En, E,,, F. %, ens pentru

{E°, E, F1}.
Ca exemplu, sd reludim metoda lui Euler aplicatd la
problema datdi. Presupunem f(y) = gy, unde ¢ = const.

Atunci solutia exactd in punetele retelei este z (—) =
v . : . v . . ‘

= g, exp (gu), iar solutia obtinutd prin discretizare
n ) .

este t,,(l) = zo(l + —‘(L) - Asadar :
n n

(2) A ) -l -
n n ) n

lealza= oD =l2] | (1+l)”_ e
\ n

= Z—|z,1€’ 4+ 0o (n7l) pentru n — oo §i g>0.

Deci metoda lui Euler este convergentsd de ordinul m‘uu
(deoarece primul termen tinde la zero).

Notiunea de stabilitate apare in mod natural deoarece
o metods de discretizare, care este eonsistentd pentru o
problemé datéd, nu este in mod implicit gi convergenté.
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Esenta ideii de stabilitate este de fapt insensibilitatea la
perturbatii, in sensul ca efectul unei perturbatii si poats .
fi limitat independent de ». Din cele de mai sus avem

- En':Anz—Cn :.F;leAnz“Fn_l() :Fglln “‘FW—IO'

Anularea lui I, cind n — o implicd anulareéa lui ¢, numai
dacd I, ! satistace conditiile lui Lipschitz uniform in #»
(deci consistenta pcntru 2 nu este suficientéd pentru con-
vergentd).

S4 considerdm o discretizare D = {B,, B, F,},ey siun
sit n={n}ner, M€ B, Discretizarea D este denumiti
stabild pentru v daci existd constantele S §i r > 0, astfel
incit, uniform pentru orice » e N',

1 2|1 11 (1)
HY‘ ,—nn)!IEngleFn“’)n Fﬂ N HED

pentru toti #;,, (i =1,2), astfel incit

HEZ-WM(:) Fnyn‘ E0< 7.

S se numeste limita de stabilitate, iar r prag de stabilitate.
S4 consideram acum o metoda de discretizare .#, aplicabild
Ja 0 problemd £ cu solutia exactd 2; dach discretizarca

M(P) este stabild pentru {A,e}, atunci 7 si #(2) sint
ambele stabile pentru 2. Pentru o discretizare {&,, B,
Fo}nens, care este stabild pentru {=,}, se poate proceda
in modul urmétor : presupunem dat un element %, € H, ;
dacd se stie cf || F,Z, — Fol,|| < 8 <, atunei rezultd
([ — m\ < 83, valabild pentru n oricit de mare.

Tn exemplul dat pind acum, si presupunem ci f admlte
o eonstanta Lipschitz L, astfel ineit:

: ]f(ml) — Hay)| < L2y — 2, pentru orice z; € R.

Alegem 77‘1’, . € B, si punem 3,: = F,n» — F, 4P
Atunei e, = 7 — n‘z’ satisface eondltla sn({)) = 3,(0)
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§i avem

()b
() () e

De aici rezultd

()<l

ceea ce implicd

(252

n

- — | Ly"
[9® — 32|z, = max gn(l) < [5,(0)] (1 + 7@)
0,1,...

Y= L0

g () ()= e | 13,01 +

5 V . .
4+ max ié}‘n — — e’“an!on-
N v=1,4,.,ni n "

Deci discretizarea din acest exemplu este stabild pentru
orice gir {x,}, cu limita de stabilitate § = e” §i cu r = oo.

Conceptele expuse pind acum fac posibild rezolvarea
unor importante probleme ca: existenta i unicitatea
solutiei discretizirii, liniarizare, interpolare, analiza ero-
rilor, estimarea erorilor etc.; pentru aprofundare, a se
vedea [1].°

In legiturd cu analiza erorilor, refinem unele idei mai
importante, dupa cum urmeazs ; pind acum s-a considerat
cd sirul solutiei {{,} a unei discretizdri poate fi obtinut
exact. In realitate se recurge la un calculator numeric,
astfel incit rezultatul va fi afectat de erori de trunchiere
$i rotunjire (dupd cum am ardtat anterior, lungimea
finitd a registrului impune calculul cu numere rationale).
Pe de alti parte, operatiile nearitmetice sint efectuate
prin aproximare cu o secvents finitd de operatii aritmetice,
prin alegerea unui algoritm. Dacé s-a ales un algoritm
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pentru determinarea solutiei ¢, a unei discretizdri D =
= {H,, B, F,}nen, atunci elementul %, e E,, care este
rezultatul efectudrii algoritmului pe un calculator numeric,
se numeste solufia de caleul a lui D. Elementul o, : =
= I, %, € E} se numeste eroare locald de caloul a solutiei
de calcul ¢, a lui D . Deci p, este restul care apare cind
F, se aplicd lui %x In loc de &, deoarece F, este aplicatia
exactd i nu efectuarea ei pe calculator.

Elementul r,: = %, — {, € B, este denumit eroarea
globald de calcul a solupiei de calcul 7, a lui D.

Analiza erorilor se face in dou# moduri distincte. De .
exemplu, daci se urmiresc efectele fiecdrei cauze de
eroare, pind cind se ajunge la o estimare a devierii solutiei
aproximative ¢, obtinutd pe calculator, fatd de z, definitd
prin problema originald, atunci aceasta este analiza
directd a erorii. Eroarea poate fi analizati si indirect,
considerind erorile locale ca perturbatii ale datelor pro-
blemei originale. Valoarea aproximativd { a lui o apare
acum ca solupie exactd a unei probleme cu alte date;
diferenta dintre date, notatd cu d, poate fi utilizatid ca o
estimare a erorii, dar determinarea lui d nu reprezinti,
in general, o analizd indirectd, completd a acesteia.

w w N PR A A A
- Dacd se gisesc elementele p, 81 1, in E? astfel incit
A A
Pn = Puy L=y
si dacii se determini ¢, e E, din
B A A A A
Fn(zn) Ep = Pn - Zn?
atuneci estimatia erorii totale, prin analiza directsi, este
» — A= g,
D2 obicei, relatiile intre p §i I se scriu astfe] :
A -
en = Pa(1l — 0(n7)),
A

o = La(1 + o(n7™h).
Pentru analiza indirectd, se alege un de E°, astfel incit

18221 > eall + (il
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si se determind Z € ¥ prin
Fz = d.
Estimatia se poate obtine in forma
|2 — 2|z > s|/d|lm, s = const,

si impreund cu
1A% ]| po < [ld]lee

n

se obtine

12— Atz >

De obicei, analiza erorii nu este posibild decit prin obti-
nerea unor informatii suplimentare prm urmaérirea pro-
cesului de calcul al Iui 7,.

Prezintd utilitate practicd i analiza statisticd a ero-
rilor, ceea ce este posibil, deoarece erorile de calcul la
efectuarea unui algoritm depind de datele initiale §i de
succesiunea operatiilor intr-un mod extrem de complicat.
De aceea erorile de rotunjire pot fi considerate variabile
aleatoare, unele fiind in mod firese considerate variabile
aleatoare independente.

Fie E un spatiu Banach finit dimensional, izomorf
cu R¥, astfel incit orice element din EY este un vector cu
N componente. Atunci eroarea locald de ecaleul p, =
= F,Z, € B} a unei solutii de calcul 7, a unei discretizéri
este o variabild aleatoare, dacd toate cele N componente -
sint variabile aleatoare (cu valori reale) Valoarea medie
este in acest caz un N-vector, ale cidrui compounente sint
medii; o notdm prin u(p,). In mod corespunzitor ¢2(p,)
este o matrice de ordinul N, adici matricea covariantei
componentelor lui p,.

Presupunem ci existéd posibilitatea determinirii apro-
ximative ale lui pu(p,) $i o2(py).

Anterior s-a definit eroarea globald de calcul 7, € B, ;
admitind cd 7, este suficient de mic, el poate fi reprezentat
ca o transformare liniard a lui p,:

0 F;b(cn)‘l Fan %F"(A;,Z)—l Pn-
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Dat tiind ¢d transformarii liniare ii corespunde o matrice,
introducem matricea I', ca reprezentare a aplicatieiliniare
F,(A,z)7L. Considerind r, ca variabild aleatoare, avem

w(ry) = FnH(Pn)a 63(r,) = Pnf72(Pn)I‘;€-

Cind # — oo, transformarea liniard r, = I',p, satisface
legea numerelor mari; dacéd 7, este un vector aleator care
se aproximeazd bine printr-o repartitie normald, atunci
cunoscind p(#,) i o?(r,) pot fi determinate intervale in
care componentele lui », existd cu o anumitid probabilitate.
Aceste intervale sint estimérile statistice ale erorii globale
r,. De obicei, accste estimatii sint mai favorabile decit
cele obtinute prin metodele anterior expuse. De exemplu,
cu algoritmii obisnuiti pentru ecuatii diferentiale ordinare
de ordinul intii, estimérile nestatistice dau |#,]| = o(n),
iar estimadrile statistice dau o(»'?) pentru intervale in care
componentele lui 7, au o probabilitate de 0,99.

In practicsi, analiza erorilor este utild numai asociati
cu criteriile de optim ale calculului cu magina, minimiza-
rea efortului de calcul§i maximizarea preciziei rezultatului.
Problema se complicd si prin aceea cé analiza erorilor
necesité calcule, care trebuie si ele luate in considerare
la evaluarea efortului total de calcul. Din aceste motive,
la caleulul cu magina este necesar a fi luate in consideratie
urméitoarele : '

— pentru ficcare clasi de probleme se stabilesc me-
todele de discretizare cele mai potrivite. Aceasta necesitd
experimente la scard mare, pentru stabilirea eficientei
fieciirei metode de discretizare, pentru fiecare clasi de
ecuatii diferentiale ; o

— pentru fiecare clagd de probleme se stabilesc anumiti
parametri cu care se controleaza si se verificd volumul de
caleul si precizia rezultatelor, se alege pasul ete.;

— prin program se asigurd informatii suplimentare
asupra mersului calculului, astfel incit criteriile de optim
sd4 poatd fi urmérite pe parcurs. Aceasta nu asigurd rea-
lizarea variantei optime, dar poate conduce la procese
de calcul aproape optimale. :
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1.15. Metode statistice wutilizate Ia rezolvarea ecua-
tiilor cu derivate partiale

Una din metodele statistice, {recvent intilnite in
studiul calculului numeric al solufiilor ecuatiilor cu
derivate partiale este metoda Monte Carlo. Aceastd me-
todd se poate utiliza pentru obtinerea solutiei U(M)
intr-un smgur punct M, fard a fi necesard determinarea
solutiei in alte puncte. In problemele practice, cind se
cere solutia intr-unul sau in citeva puncte, metoda Monte
Carlo poate fi foarte avantajoass.

Un exemplu de aplicatie  este cazul determinirii
temperaturii, in reglm ‘stationar, in puncte suspectate
de incdlzire excesivi.

Pentru acest paragraf, 1'eferin1:ele bibliografice  repre-
zentative sint [2, 3, 4, 5].

Pentru o expunere cu caracter general a metodel, 88
observim ca prin discretizare se trece de la ecuatia dife-
rentiald datd la o ecuatie algebrici de forma

Ar =¢,

unde 4 este o matrice diagonald, de ordinul N, nesingulard.
Metoda Monte Carlo permite inversarea matricei 4, sau
determinarea unui singur element, sau a unui vector al
matricei ‘471, Notdm

D=1 A,

unde I este matricea unitate. Se aleg cantitdtile p;; si vy
astfel incit elementele lui D si fie

di; = Pigoy,
. N
cu restrictiile p; > 0 si Y py < 1.
‘ P
Se defineste de asemenea o matrice- B cu elementele
b“ = _p”'l]%. )
Pentru ca metoda s& fie aplicabild este necesar ca
max |n(D¥)] <1,
i
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unde D* este matricea ale cérei elemente sint |dy], iar
n(D*) este valoarea proprie ¢ a matricei D*,

Pentru ca estimarea elementelor lui 47 g4 aibd o
dispersie finitd, este necesar ca

max p(B)| < L.

Vom da acum o descriere mai detaliatd a metodei : drumul
aleator incepe intr-un punct ¢ §i parcurge punct cu punct
un domeniu de N puncte. Miscarea la fiecare pas are pro-
babilitatea p,;, iar la termmarea drumului in punctul %.

are probabilitatea, p, =1 — Z Pr;- Drumul se termma.
§=1
dupd n pasi. Se calculeazid
0, dacd j ==k,
Gi]- = ViiOiyig s « +Vip_ 3
D

1daJC§Jj —_ k,

unde ¢, iy, ...y Ty, j este drumul parcursdela ¢ laj. Dar

AT =TI —-D)y'=1+D*+D*+ ...+ D"+ ... =
= 2 Dr,
n=0
Prin urmare :
(A7), Z (Dr)ii
Acum trebuie ariitat cii media Iui G; este (471)y;
pentru aceasta, si scriem probabilitatea de a urma un
traseu p care s& se opreascd in punctul j:
Pop; = Pisy Pisay « - - 1Piy_1is Di-

Se calculeazd acum media

E@y) =Y, (Lop)) (Vopi*) = Y PoVe,

3 3
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uande V = v, i, - -+ Vip_yi- Suma ¥ seefectueazd pentru

toate drumurile de la ¢ la j. Deoarece p,v,; = d;, avem

BG@)=3+%L Y -- 2 ds, - d s iy =

n=1%=1 ip—1=1
+ Z (Dn) = (A7)
n=1 :

Termenii §;; apar atunci cind drumul se termini imediat.
In metoda Monte Carlo, erorile de trunchiere i rotun-
jire auun efect redus asupra preciziei; de aceea estimarea,

erorilor se face calculind dispersia lui &y;. Avem
G1j - (I — B); !

/’W J

(A 12

/19

Dispersia depinde de a,legerea Tui p;; si vy, Dacd toate
elementele d; > 0, atunci se poate alege v; =1, iar
dispersia corespunzitoare este dispersia repartifiei bino-
miale.

, . , 1
De asemenea, se poate lua py; =1p <_l\? = const.
S& considerim matricea
. ) .
H:(I—B)—IZ[I———W] :
p .

unde W este matricea ale cirei elemente sint df;. Avem

2
b, — 2 __ 4 — di’;.
i = Pyl = Qigly = —

i

Conditia max [» (B)| < 1 implici

max

i

. (E)‘ =1 max (W) <1
V4 ¥4 i

sau ; max [\(W)] < P.



Prin urmare, pentru a asigura o dispersie finitd, este
necesar (dacd. este posibil) s& avem

1
e max [, Wy < << —-
Comax (W)l <p ¥

Procedeul de calcul poate fi rezumat in modul urmitor :
Se. aleg p; si vy, numarul de trasee efectuate
mamte de a calcula varianta, linia ¢ ale cdrei elemente
trebuie calculate, si limita maxim# admisd pentru va-
rianta.
2. Se caleuleazi p‘l
3. Se alege un numér aleator & euprms intre 0 si 1.
4, Pentru a satisface conditiile definite anterlor se

alege cel mai mic % pentru care probabilitatea 2 Dir
r=1
(merglnd de la j la k) este mai mare decit &. Se caiculeaza,

termenul pentru drumul de la j la %, iar daci Z Pir <&,
r=1

drumul se opreste.

5. Se repetd 3 si 4 pind cind apare un ,,stop”.

6. Cind apare un stop, se calculeazi termenul acelui
drum.

7. Serepetd punctele de la 3 1a 6 pind cind se realizeazi
numéarul de drumuri ales la punctul 1.

8. Se calculeazd dispersia pentru fiecare element al
liniei <.

9. Dacd dispersia este suficient de mic#, rezultatul
se tipdreste ; dacd nu, se repetd punctele de la 3 pind la 8.

De obicei, dupd un numér relativ mic de drumuri,
apare un rezultat aproximativ, dar cu o precizie redusa ;
pentru a méri precizia este insd posibil a fi necesar un
numar considerabil de drumuri aleatoare.

Exemplificarea utilizdrii metodei Monte Carlo se va
" face pornind de la ecuatia Poisson

v U(r) = I'(r), (1.71)

unde r este vectorul de pozitie iar funcfia ¥ se di in
interiorul unui contur inchis I' (in plan) sau in interiorul
unei suprafete inchise X (in spatin).
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Se pune problema Dirichlet, adicd se d4 U pe contur,
si se cautd solutia in interiorul domeniului.

Pentru rezolvarea acestei probleme cumetoda Monte
Carlo sint necesare urmdatoarele etape (se ia ca exemplu
cazul plan, extinderile fiind, in general, fird dificultdti) :

1. Se traseazd o retea rectangulard, in tot- domeniul T'.
Curba I' este reprezentatd prin puncte, situate in
nodurile retelei, alegindu-se nodurile cele mai apropiate de
conturul dat. Eventualele corectii pot fi mtroduse prin
procedee de interpolare.

2. De la ecuatia daté se trece la o ecuatie cu diferente,
care exprim# o rela‘gie intre valorile Iui U in puncte adia-
cente ale retelei. Coeficientii din ecuatia cu diferente sint
interpretati ca probabilititi de trecere de la. un nod al
retelei la nodurile adiacente.

3. Pentru determinarea solutiei intr-un nod M din
interiorul lui T, se eonstruleste o multime de drumuri
aleatoare, toate pornind din nodul M si ajungind pe
conturul I' dupid un numir finit de pagi. Drumul de la
un nod adiacent se alege prin generarea unui proces
aleator, in care probabilitidtile de trecere sint deduse din
ecuatia cu diferente. Pentru fiecare drum in parte se
efectueazi un calcul, din care rezultd o estimatie pentru

U(M).

In acest calcul se ia in considerare probabilititile de
trecere, valorile Jui F(x,, ,) in nodurile intilnite si valoarea
Iui U din punctul final al drumului, care se afli pe con-

turul T.

Pentru -0 tratare mai generald, vom considera o pro-

blemé# in plan, descrisd prin ecuatia cu derivate partiale

(anazc% +2b,, D7, + bzzD?cg + 2@,D¢, + 20,D,,) U =

= F (ay, @;). (1.72)

Alegind acelasi pas h si pe directia lui x, (reprezentati
orizontal) §i pe directia lui », (reprezentatd vertical), se
aproximeazd derivatele prin diferente, dupid cum ur-
meazd :

1 T T
Do=|0[—1[1]
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unde sensul pe direcpia lui #, este luat de la stinga la
dreapta ; L

1
D, = —| —
3 1

unde sensul pe directia lui @, este luat de jos in sus.
Efectuind produsul acestor doi operatori, se obtine

o
|
et
o

ot

RN B2

=3

fad
f

jay

|0 0! 0|

Dh=tl1] —2l1]
STl R
si
1]
D§2=—1— —2
2 h2

Introducind aceste formule in (1.72) si efectuind calculele ,
se obtine

U (M) = E} P (M) U (M) — X (1.73)
i=1 A (M)

unde nodurile au fost numerotate in modul urmitor :
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fn formula (1.73), p(M) sint coeficientii termenilor din
ecuatia cu diferente ; corespunzitor numerotirii introduse :

1
P (M) = ‘I(bu — 2b;, + 2hay),

Pa

1, :
Py (M) = A (bay — 2by, + 2hay),

1
P (M) = A by

1
Py (M) = Tbgzy

P

2
Ds (M) = Z‘bm’

ei sint interpretati ca probabili‘oétsi de trecere din punctul
M in unul din punetele 1, ..., 5. Coeficientul notat cu 4

are expresxao
A(M) = 2by; -+ 2byy — 2by, -+ 20 (a, + ay).

Pentru ca p; si poatd fi interpretati drept probabilitati,
este necesar ca p; si fie pozitivi si ca suma lor si fie egals
cu unitatea. Rezultd urméitoarele conditii suficiente :

by = 0,
bybgs >0 (ecuatia elipticd),
5
Y p (M) =
i=1

Problema convergentei se pune in modul uzual: cind
pasul & tinde catre zero, solutia ecuatiei cu diferente tinde
ciatre solutia ecua‘giei diferentiale; o demonstratie se
gaseste in [4], iar fundamentele teorehce sint expuse in
1.14.

Cu conditiile de mai sus satisfdcute, procedeul de caleul
este urmatorul : se porneste din punctul M, pe un drum
aleator (este necesard deci o subrutind de generare de
numere aleatoare). Se acceptd ipoteza c¢& orice drum se
termind la un moment dat pe contur, unde U este cu-
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noscut. Dupad un numér suflclent de mare de drumuri,
se calculeazd media rezultatelor obtinute la fiecare drum,
estimindu-se astfel solutia in punctul M. Eroarea de
estimatie se determind eu ajutorul dispersiei, considerind
o repartitie normalé.

Mai detaliat, procedeul constd in urmétoarele : dacd
ne aflim la un moment dat intr-un punct M, probabili-
tatile de trecere in M, M,, M, M, sau M, (cu numero-
tarea indicatd in operatorul sablon) sint respectiv p, (M),
Py (M), ps (M), py (M) si p; (M).

Cind traseul intilneste un punct de pe conturul T,
drumul se termina.

Pentru drumul numerotat cu ¢, suma dupd j se efec-
tuiaza pentru toate opririle, incluzind punctul initial M,
dar fird a considera punctul de pe frontierd. Solutia
I/ (M,) este media variabilei aleatoare, notate cu 7,, dupa

multe drumuri parcurse; avem

h2E( M)
Zs i A(M) + @),

unde cu ¢; s-a notat un punct de pe conturul I', iar
®(Q;) este conditia datd pe frontierd. Demonstra)pia)
acestui rezultat este datd in [2].

Se poate obtine o precizie mai buné, pentru un numaéar
dat de drumuri aleatoare, dacs se uhhzeaza un procedeu
de estimare statisticdi, descris in continuare. Se presupune
¢d o particuld pleacd din punctul M cu probabilitiatile de
trecere in punctele adiacente p3i, p;, ps, pi §i p;. Aceste
probabilititi sint toate nenule, iar suma lor este egald
cu unitatea. Ecuatia cu diferente (1.73) se pune sub forma

5
UM =¥, [ p‘;m) U(M,) ] — g2 F(M)
& P (M) A()
(1.74)
Interpretarea este urmitoarea : particula capiati o pondere
)



Cu alte cuvinte, dupé fiecare pas, fiecare particuldi devine
o; (M) particule. Ponderile se multiplicd de la un pas
la altul, iar ponderea totald la pasul numerotat cu % este

(O] (.K) = II C!)ij (_Z"[J)y
j=1

unde ¢; este punctul adiacent in care s-a” dus particula
prin pasul j.

Se demonstreazé cé estimarea lui U (M) este media
variabilei :

<& hAR(M;)
El A(M;)

unde K, este numirul de pagi necesari pentru atingerea
frontierei, pe drumul numerotat cu m §i care se terming
in Q.

In ipoteza cd in toate punctele retelei dispunem de o
solutie aprommatwa U(M), o alegere buni pentru p*
este

@ (J) + o (Kun) D(Qu), (1.75)

U(M,)
U(M)

Se demonstreazi cd dacdi U (M) este solufia exactd,
atunci dispersia ¢% (Z), cu probabilititile p* astfel alese,
este egald cu zero. Pe parcursul calculului, avind deja la
dispozitie valori aproximative pentru U (M), acest pro-
cedeu poate fi aplicat la ecuatii imbunéitéitite.

Utilizind procedeul de estimare descris, mersul cal-
culului ar fi urmé#torul, pentru o problemi pland (ecuatia
lui Poisson, domeniul I" convex) :

Initializare

1. Punctele retelei i punctele de pe frontiers ; originea
axelor ge alege in punctul M,, in care se cautd solutia.
Notdm :

n, = numirul maxim al coordonatei dupd y (n. > 0),

n_ = numirul minim al coordonatei dupid y (n. < 0),

(4, j) = coordonatele unui punct al retelei,

myg (j) = numirul maxim al coordonatei x pentru o

figie j datd,

p¥ (M) = p; (M) ; i=1,...,5.
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my, (j) = numérul minim al coordonatei ¥ pentru o
figie j dati.
Punectele retelei sint deci mérginite de

no < J <y,  mg(J) < i(j) < mg())

Pentru stabilirea frontierei, trebuie date n., n_, my (j)
myg (j), adicd in total 2 (n, + |n_| 4+ 2) valori.
2. Se dau valorile functiei pe frontierd : ® (m, n), in
toate cele 2 (n, + |n_| + 2) puncte.
2

3. Se dau valorile termenului ~—%F (7,j) pentru

toate punctele retelei ; pe frontierd avem deci F(3, j)r = 0._

4. Se di4 numérul N de drumuri aleatoare, de efec-
tuat.

Etapele de calcul sint acum urmitoarele : _
1. Se sterg si se pun la zero registrele drumurilor
aleatoare.

. 2
2. Se adund ——%{ [F(0,0)] in registrul Z.

3. Se genereazi doui numere aleatoare (se apeleazi
la subrutina respectivi).

4. Se alege A; = 4+ 1 sau 0 §i A; = 41 sau 0, dupi
numerele aleatoare generate; se exclude cazul A; =
= Aj - 0.

5. Se trece in registrul (¢,j) punctul din retea ales
prin 4.

< h?
6. Se adund — Ve [F (¢, §)]1 in registrul Z.

7. Se verificd dacd punctul curent este pe frontiers ;
dacd nu, se trece la 3. Dacd da, se adund @(m, n)
in registrul Z (m = i, n=j). Se trece la drumul aleator
urmétor. In registrul’ W ge numirid drumurile aleatoare,
In registrul T’ se cumuleazi continutul lui Z, iar in regis-
trul G se cumuleazé pitratul numirului din Z.

8. Se compard numirul de drumuri efectuat, cu N.
Dacd ;W = N +1, se calculeazéi media i dispersia, si
se tipareste rezultatul. Daed W < N + 1, se reia de la 1.

Organigrama este aritatd in fig.1.6.
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Pentru incerearea programului se recomandd o pro-
blemé simpld, cu solutia analiticd cunoscuti.

Numerele aleatoare pot fi alese dintre 0,1,2, ...,9.
Generarea a doud numere § si p din aceste zece posibile
se poate folosi dupd cum urmeazi :

&s s Ais‘ Ais

>5 >56 1 0
<5 =5 0 1
>5 <5 0 —1
<5 <5 —1 0

De exemplu, pentru £ =5 §i p =3, pasul urmitor
duce din 4, j in 4, J—1

Rimine acum s& ardtdm pentru. ce alte tipuri de
ecuatii, in afard de cele de tip eliptic, se poate, sau nu,
aplica. metoda Monte. Carlo.

S4. considerdm o ecuatie de ordinul doi intr-o formé
mai generald

(GOU)-FJ?«(FE)_M]
ow o) oy\ . oy ot
unde F gi @ sint funetfii numai de o gi ¥ (deci ecuatia este
liniard). Aphcmd o metodd de dlscremzare, se urmaregte
obtinerea unui sistem algebric, a cdrui matrice A si fie
dlagonal dominantd, asa cum s-a ardtat in introducerea
acestui paragraf. Din acest motiv, recurgem la diferente
simetrice, cu pasul h pe directia « §i y §i cu pasul ¢ pe
axa timpului. Dezvoltind in jurul unui punct « intr-o
retea cu m X n noduri, se obfine v »
.[Ga+1 (Ugs1 — Ua )—h- — Gy (Us — Ua—1)—};-]—h— +

; 1 1711 .
+ Focn ch ~_Uu ——*Fa Uoc‘“‘Uu—n'—",—“-:»
[P (Wain — V)2 =T 1%
U, — U5t
4
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Pentru comoditate, s-a ales h%/t = 1, si ecuatia devine
Gar1 Usr1 + Gy Usci + Fagn Uapn + Fo Uy + UG —
— (Gusr + Go + Fayn + Fo + 1) Uy = 0.

Notdm '
C =Guxs1 + Ga +Fory + Ly 4 1.

Coeficientii din aceastd ecuatie sint situati pe o linie
in matricea bandi diagonald A. Cind drumul aleator
ajunge in punctul A4, probabilititile de trecere mtr -un
punct vecin sint :

er+1 . Goz—l . Fou—n . -Foc—n .

20 20 20 " 2cC
Pentru stabilirea drumului aleator este necesar un gene-
rator de numere aleatoare; se observd deci ci metoda
Monte Carlo se aplicd si ecuatiilor de tip parabolic, evident

in cazurile in care conditiile pentru matricea 4 sint satis-

facute. ,
Se poate arita cd pentru ecuatia biarmonicé

v4<P = O;
in plan, ecuatiile cu diferente sint, de exemplu :

Puy-2n -+ 2<P<x+n+1 - 8<Pa+n -+ 2<Poz+n—1 + Q2 — 8<Poc+1 -
— 20¢Qx — 8¢u-1 + Pa—z2 + 2<Poz—n+1 — 8¢a-n +
-+ 2<Pa—n-1 + Qo—20n = 0.

Efectuind calculele [4], rezulti c& procesul nu con-
verge, deci metoda nu este aplicabild la discretizarea prin
diferente ca mai sus.

In schimb, este aplicabili pentru cazuri cu conditii la
" limité vamablle (in spatiu), de exemplu pentru ecuatll
eliptice. De asemenea, metoda Monte Carlo poate fi utili
la unele aplicatii pe calculatoare hibride.
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CAPITOLUL 2

METODE DE DISCRETIZARE

2.1. Introducere

In rezolvarea numerici a problemelor cu conditii
initiale gi la limitd variabild timp ¢ joacd un rol special.
La orice moment ¢ un proces ce are ca model matematic
0 ecuatie sau un sistem de ecuatii cu derivate partiale
este definit prin una sau mai multe functii, care depind
de o serie de variabile spatiale gi de variabila ¢, descriind
starea procesului la acel moment. La variatia timpului,
starea procesului se schimbé, lucru ce se reflectd in ecuatia
diferentiald si in valorile functiilor care descrin procesul
in acel moment. Functia care descrie starea procesului
se noteazi cu w. Fiecare punct din spatiul functiilor u,
pe care il notdm cu % ., reprezintd o stare a procesului,
iar succesiunea stdrilor procesului ecu variatia timpului
este reprezentatd prin migcarea unui punct reprezentativ
in spatiul functiilor. Pentru a putea face o analizd in ceea
ce priveste modul de alegere al operatorilor diferentd,
precizia metodelor de discretizare, stabilitatea, conver-
genta, consistenta si modul de propagare gi control al
erorilor, se va introduce o serie de elemente pe spatiul %.

Pentru problemele cu conditii initiale se presupune
cit spatiul functiilor care deseriu starea procesului satis-
face proprietdtile unui spatiu Banach [79].

Cu aceastdi presupunere se va prezenta in continuare
o serie de rezultate [16] asupra analizei metodelor cu
diferente, utilizate la aproximarea problemelor cu conditii
initiale si la limit4. Inainte de a se aplica metodele nume-
rice unei probleme cu conditii initiale §i la limitd, trebuie
verificat dacd problema este corect puss.

Incercim o reprezentare abstractd a problemei cu
ajutorul spatiului Banach %. Se urméireste determinarea
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unei familii de functii w(f) din %, unde ¢ este real, astfel
ca

-(% w(t) = Bu(t), 0<t< T, (2.1)

-
u(0) = uy, (2.2)

unde B este un operator liniar gi #, este un element al
spatiului %, ce descrie starea initiald a procesului. Relatia
(2.1) nu este restrictivi numai la ecuatiile de ordinul
intii, ci si la ecuatii de ordin superior care pot fi reduse la
ecuatii de ordinul intii, dar cu o cregtere a numérului
de variabile gi respectiv de ecuatii.

Se numeste o solufie naturald a problemei cu valori
initiale o familie de functii u (¢), astfel incit » (t) sd apar-
tind domeniului operatorului B pentru orice ¢ € [0, T'] si
88 satisfacd relatia

w(t + At) — u(?)

— Bu(t) I‘ — 0 pentru At — 0,
At : |

(2.3)
0<t< T

O problemd este consideratd corect pusd, dacd familia de
solutii naturale este suficient de largd si dacd solutiile
depind in mod unic §i continuu de datele initiale. Dacé
¥ este o multime de elemente u, din %, atunci pentru
orice u, existd o solutie naturald u (t), asttel incit » (0) =
=y $i (2.3) converge uniform in ¢. Pentru orice ¢ fixat,
corespondenta 1ntre wy §i w () defineste o transforma,le
in % cu ¥ cadomeniu. Presupunmd cd aceastd transfor-
mare este liniara i notind-o prin 4, (#), obtmem urmitoarea
ecuajgle

. u (1) = Ag(t) ug, Uy € 7. (2.4)
Ecua’gia (2.4) d& solutia ploblemei cu conditii initiale

pentru acele stéri mltlaJe pentru care existd solutle
naturalé.
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O problemd cu conditii initiale determinatd prin
operatorul liniar B va fi corect pusi, ddca urmaitoarele
dou# conditii sint satisficute :

1° domeniul ¥ al lui 4, (t) este dens in % ;

2° familia de operatori A, (¢) este uniform méirginita,
adicd existd un K astfel ca \|A (Ol < K pentru 0 <1< T.
A doua conditie scoate in ev1dentn erendenta con-
tinud a %0111‘g1e1 de datele mmale ale problemei. De
exemplu, dacd » (1) si » (i) sint doui solutii naturale co-
respunzatoare starilor initiale w, si v, atunci

oo (8) — o (8)]] < K fjaty — 9,1 (2.5)

Relatia (2.5) aratd urmitoarele : dacid stérile initiale wu,
$i v, sint apropiate, atunci stirile corespunzitoare la un
alt moment vor fi de asemenea apropiate.

Prima condifie evidentiazid faptul c#d, chiar dacd
pentru o anumitd alegere a elementului initial nu exista
o solutie naturald w,, se poate aproxima acest element
inigial cu ajutorul altuia pentru care solutia naturala
existi.

Fie Ay(t) o transformare liniarid mirginitd cu domeniu
dens in %. Aceastd transformare are o extensie A (f),
numitd operator solugie generalizatd, definitd pentruintreg
spatiul %, avind aceeasi limitd ca si 4, (7).

Ecuatia (2.5) este interpretatd ca o relatie care d#
solufia generalizatd pentru un element initial arbitrar u,.

Presupunem cd operatorul solutie are proprietatea
de semigrup

At +t,) = A (44 (i,) pentru ¢, >0, t,>0. (2.6)

In cazul unei probleme cu conditii initiale si la limits,
conditiile la limitd influenteazd domeniul lui B si deci al
lui 4, (t), iar dacd aceste conditii la limitd nu sint apro-
piate, atunci 7" nu mai este dens in % si deci prima con-
ditie nu mai este satisfdcuta.

Din (2.3) rezultd ci o solutie naturala este continui in
sensul normei din % :

Jlu (t+ At) —u (t)]] —0,At =0, pentru 0 <t < 7. (2.7)
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Atunei din utilizarea inegalitdtii triunghiului rezultd c3
orice solutie generalizats este de asemenea continui
pentru 0 < ¢ < 7. Considerind ci u, e % si (1/3) [4 (8) —
— Iju, aproximeazd Bu,, iar B (f) comutd cu 4 (3), se
poate ardta ci

A(t)Buy = BA(t)u,. (2.8)

De aici se vede cd relatia (2.3) care definegte solutia
naturald poate fi scrisd astfel :

“ A(t){i@%il—~3}uo

Deoarece [JA(t)l] < K pentru 0 <t < T, convergenta in
(2.3) este uniformd in ¢ pentru o sclutie naturald a unei
probleme cu valori inifiale corect puse.

Cind B depinde explicit de timp, operatorul solutie
devine o functie de doud variabile A(s,?); dacd se cu-
noagte starea initiald a sistemului la timpul ¢, atunci
u(t) = A(t, t,)u, $i, din presupunerea fidcutd asupra
proprietitii de semigrup, se cbtfine ecuatia

A(tzy to) = A(tz’ t) -A(tlﬁ to)-

- 0. (2.9)

2.2. Aproximatii cu diferente finite

Aproximatiile obtinute din ecuatia cu diferente finite,
asociaté ecuatiei diferentiale, pot fi considerate ca repre-
zentind puncte in spatiul stdrilor sistemului . In acest
caz in locul unei familii de functii u (¢), care depind de
un parametru ¢, se va obtine o multime de puncte
wl,ul, . .., u™, unde 4™ este aproximatia lui u (nAt), At fiind
pasul de discretizare, iar # este o functie de ¢ (timpul) si
@y, ®sy ... (variabile spatiale). Schemele de discretizare
sint prezentate prin ecuatii cu diferente de forma

Oy u™ = Cyu™, (2.10)
unde O, = Cy(At, Axy, Awmy, .. .) 51 Oy = O(AL, Ay, Ay, .. .)

sint operatori diferente finite, liniari ce depind de creg-
terile sau parametrii retelei in directiile timpului §i varia-
bilelor spatiale.
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Se presupune ci operatorii diferente finite C, si C,
sint independenti de ¢ ca si operatorul B din (2.1). Cu
aceastd presupunere putem afirma ci in fiecare punct al
spatiului, fiecare membru al ecuatiei (2.10) va consta
dintr-o sum4 liniard de valori de funetii, calculate intr-un
sir de puncte vecine.

Se presupune cé prin anumite procedee valorile functiei
U™+ pot fi calculate pentru orice U™, de care ele depind
continuu. Astfel, se presupune ci Of Lsi 070, existd
si sint transformdéri liniare mirginite in %, domeniul lui
0110 fiind intreg spatiul Banach % consuierat

Aceste presupuneri sint satisfdcute pentru ma]orltatea
schemelor cu diferente utilizate in calcul.

Relatia (2.10) este numité schemd cu diferente cu doud

nivele, deoarece sint implicate doud nivele de timp ™ si
t(n 1)

in general, numéirul de nivele al unei scheme cu dife-
rente este o functie de ordinul ecuatiei diferentiale.

O schemd cu diferente cu mai multe nivele, asociaté
unei ecuatii diferentiale de ordin superior, poate fi inlocuité
cu o schemd cu diferenfe cu doué nivele, dacd ecuatia
diferentiald de ordin superior implicatd se transforms
intr-un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intii.

Din cele prezentate anterior relatia (2.10) se poate
scrie astfel :

Ut —= @(At) U™, (2.11)
unde ‘
G(A)=C7YAt, Ay, Azy,. . .)On( A, Az, Ay, .. 0). (2.12)
Dacéd se introduc notatiile
Aw, = fi (AY),  i=1,2,...,p, (2.13)
atunci expresia (2.12) devine

G(At) = Ot (At fi(AL), f(AL),. . . NI0o(AL, fi (A1), fy(A), .. )
(2.14)

G(At) se numeste factor de amplificare sau matrice de
amplificare pentru schema cu diferente utilizatd. Factorul
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de amplificare joacid un rol important in analiza conver-
gentei gi stabilitatii.

2.3. Notiunea de econsistenti

Considerind expresia (2.1) si aproximind prin diferente
derivata functiei « (¢) in raport cu timpul, se obtme
U(n+1) — U™
At

Atunci partea dreaptd a ecuatiei (2.1) poate fi aproximati
astfel :

d ,
~ 5 (2.15)

G(AYY — u
‘ At
Aceastd expresie (2.16) nu poate fi corectd pentru toate

functiile «# din %, pentru ci in general B nu este definit
pentru toate functiile » din %.

Familia de operatori G(At) realizeazi o aproxi-
matie consistentd pentru o problemi cu valori initiale,
dacd pentru orice u (¢) din o anume clasad & de solutii
naturale, ale ciror elemente initiale # (0) sint dense in %,
este satisfdcutd relatia

GAY) — I
——

unde [ este operatorul identic

Relatia (2.17) reprezintd condifia de conszstenta a unei
scheme cu diferente. v

Bu(t) ~ (2.16)

B }u(t) “—>O,At—>0, 0<t< T, (2.17)

2.4. Eroarea de trunchiere

Pentru a evidentia eroarea de trunchiere se considers
relatia (2.3) in care se inlocuiegte termenul Bu(?) prin
valoarea sa.din relatia (2.17). Rezultd ci

w(t + At) — G(A?) u(t) |
At i
0<i< T , (2.18)

— 0, cind At -0,
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Cantitatea din normd datd in relatia (2.18) reprezintd
eroarea de trunchiere care misoard gradul in care o solutie
naturald a unei probleme. cu conditii initiale gi-la limits
satisface schema cu diferente finite. Dacd se presupune
c¢d limitele din (2.17) si (2.18) sint wuniforme in ¢,

atunci pentru orice ¢>0 existd un 3> 0, astfel incit
G (Al — A (AN} w(t)]] < - At - (2.19)
pentru 0 < ¢ <‘_T, 0<C At < 3.

2.5. Notiunea de convergenti

Opermdu se. asupra unei solutn naturale u, de n ori
cu operatorul G (At), se obtine

U™ = GWAl) uy, U™ = UnAL), (1) = A1) 4,

O familie de operatori G (Af) realizeazi o aproximatie
convergentd pentru o problemi cu valori initiale, dacé
sint indeplinite urméstoarele conditii :

girul Atf,, At,, ... de cresteri in directia timpului tinde
la zero, :
pentru ¢ fixat in domeniul 0 < t< T 8ij mtreg apro-
piat ca valoare de raportul ¢/A;t pentru tiecare j, adica
n;A;t —t pentru j — oo are loc relatia

|G (A yu, — A(E) u,yll = 0, pentru j — oo

pentru orice u, din %.

2.6. Notiunea de stabilitate

Considerind e# se efectueazi calcule cu At — 0,
fiecare calcul executindu-se de la t = 0'la ¢t = T, opel a-
torii utilizati definesc un gir infinit

G™ (At), <n\t< T, je N,

ce se aplicid lui u,. Aproxunana cu diferente se numeste
stabild,” dacd pentru un anumit ©>0 swul infinit de
operatori

GM(AY), 0 <At<rt, 0<nAI<T, (220

este uniform mirginit.

6 — c. 2543
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Esenta stabilitdtii constd in faptul cd existd o
margine finitd pentru orice initiald ce se foloseste in
metoda cu diferente utilizati.

Se presupune, prin urmare, ci operatorul diferentd
finitd @ (At) depinde continuu de At, pentru A{>0 si
At < =. Cu alte cuvinte, coeficientii operatorului diferenti
finitd, ca i norma sa, sint funectii continue de Af. In aceste
conditii girul din (2.20) va fi in mod automat uniform
mirginit pentru orice At cu At e [t’, 7], undesgi v'>0.
Conditia stabilitdtii este satistdcutd dacé sirul de operatori
diferentd rdmine uniform mérginit cind <" — 0. Conceptul
de stabilitate nu se referd in nici un fel la ecuatia diferen-
tiala de rezolvat, dar este proprie sirului de operatori
diferente.

Dacd se considerd o problemd cu valori inifiale corect
pusd $i o schemd cu diferenfe finite pentru  aproximarea
numericd ce satisface condifia de consistentd, atunci stabi-
litatea este mecesard si suficientd pentru ca schema cu dife-
rente consideratd sd fie convergentd.

2.7. Metode de discretizare pentru ecuatii cu derivate
partiale de ordinul intii

Scurgerea unui fluid printr-un tub fird pierderi,
generare sau transfer, poate fi modelati matematic
printr-o ecuatie de forma ‘

—?;;— +cg—@;=0, ¢ >0, (2.21)
unde ¢ este o constanté, cu conditiile initiale ,
u (2, 0) = f (#) pentru 0 < & < m. (2.22)
Solutia analiticd a ecuatiei (2.1) este de forma
U (z, 1) = f(x — ct). (2.23)

Ecuatiei (2.21) i se poate asocia o familie de caracteristici,
ce reprezintd linii drepte inclinate fatd de axa Ox cu un
unghi 6 dat de relatia

1

6 = arctg—-
¢

(2.24)
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Pentru rezolvarea numerici a problemei (2.21) se con-
struieste pe domeniul ¢>>0, 0 << << T 0 retea rectangu-
lard formatd din drepte paralele cu axa Ox si drepte
paralele cu axa Ot (fig. 2.1). In aceastd retea segmentul

¢
V4
/
I+i Y A 5
J B A
bt . |m
s - -
'40 J—f J J*f x
Fig. 2.1.

A A reprezintd o caracteristicd din familia de caracteristici
asociate problemei (2.21). Un punct A al retelei din fig.
2.1 este dat prin @ = jh, ¢ = Ik, unde & este pasul in
directia @, iar k este pasul in directia t.

Unei probleme cu valori inifiale i se poate asocia in
urma discretizarii o schemd explicitii cu diferente.

2.8. Scheme cu diferente
Considerind dezvoltarea in serie Taylor a functiei

u (@, t) in raport cu variabila ¢in vecinitatea punctului
A din fig. 2.1, se obtine

L0 1 92
=1+l 4 2522
U ( + ¥ + 5 o + ... )’LLB. (2.25)
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Dacd in relatia (2.25) se neglijeazé toti termenii incepind
cu termenul de ordinul al doilea, seé obtine

0
(1w, 2.26
Uy (1 Lk at) g ( )

Tinind seami de ecuatia (2.21), relatia (2.26) se poate
scrie astfel :

0
Uy = ( 1 —ck ﬁ)ug. - (2.27)
o

Utilizind operatorul diferentsi la stinga vy, rezultd
%—@LB = %— (up —ug) = % Vi,
de unde se obtine
ty = (1 — aey,)ug = ug — o€ (Up — Up) =
= (1 — ac) ug + acug,
sau in mod explicit :
Uit = (1 — ao) U} + acUj_q, U} = fi;1,j € N, (2.28)

unde indicele superior reprezintd ordinul iteratiei in raport
cu timpul, iar indicele inferior ordinul iteratiei in raport
cu spatiul. Aceastd schemi cu diferente este cu doud
nivele de timp si oferd solufia numericd intr-un nod al
retelei la nivelul I + 1, dacé se cunoagte solutia in doud
noduri la nivelul 7 (fig. 2.2). Relatiile (2.28) implicd trei
noduri ale retelei :

A(jhy (L + L)k), B(jh,1k), B((j + 1)k, 1k).

Dacé in dezvoltarea in serie Taylor a functiei w (x, 1)
in raport cu timpul se retine §i termenul de ordinul al
doilea, ea devine '

9 1, 0
~1 62 4 = kL) 2.29
'MA(+6t+2 0t2)B - 29
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Derivind ecuatia (2.21) in raport cu timpul, se obtine

2 ad 2
au _1_6____(‘63_):0S3‘u,a_u_: A_0_8_ ‘a,l —
02 ot dx 0t? ot ox
e | (2.30)
dtox '

Jroy =
Fig. 2.2.

Dezvoltarea in serie a functiei de doudi variabile este

w(e+ht+k) =u(xt) _|__1(h__a~"__|_k_.a_“’_)+
: ow ot

1 02y 0%u 0%y |
+—|h2 . 2hk k2 2.31)
T 2 ( 02 + 0x0t + o0t2 )+ (

Utilizind ecuatia (2.21) si relatiile (2.30) si (2.31), relatia
(2.29) se poate scrie sub urmitoarea formi : ’

0 1 02
wg=| 1 — ek —— c2k* us.  (2.32)
! ( 0w + 2 8002) ?

Cu operatorul diferenfe centrate 3 avem

a 1 02 1
—_— = - qu P —Up = —— 8:20/11
0& Up 7 B Py B B2 B)
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“deci (2.32) se poate scrie astfel : }

2 5
1‘“—2 52 )uB. (2.33) |

qu(l — ckb‘,—{«icz
2 h

h

Deoarece se poate considera cé

o bt = 5 (Uhian — Oy = (B T

U+ U:-_l)= 10— Ty

2 h 2 ;

(2.33) devine
Uy = Up — _?)_c.c‘ (wp — ug) + % a?¢® (U, — 2up + Ug)

sau sub altd formi :
_ 1 1
ug = (1 — o%*)up Y oc (1 — ac)u, —{—E ac(l + ac)uz.

(2.33a)

Din aceastd ultims relatie se vede ci este o schemi cu
dou# nivele gi implicd patru noduri din retfea:

A(jh, (1 + 1), L(j + 1)h, k), B(jh, Ik),
B((j — 1)h, k).

Utilizind acest mod de reprezentare a nodurilor, schema
cu diferente se poate scrie astfel:

Ut (1 — o)} — % ao(l — a0)UL,, + ——;« ac (1 +

+ a) Ul (2.34)
U‘} = fi: j7 leN.
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Secventa dupé care se desfisoard calculele este datéd in
tig. 2.3, unde prin * s-a reprezentat nodul ce se calculeazi,
iar prin ° nodurile ce sint implicate in caleul. Schema cu
diferente datéd in (2.34) este intilnitd in literaturd sub

¢

VALY AR At : z
Fig. 2.3.

denumirea. de schema Lax-Wendroff §i este una dintre
cele mai utilizate scheme pentru rezolvarea ecuatiilor
hiperbolice cu ajutorul calculatorului,

Eroarea de trunchiere in cazul schemei cu diferente
(2.34) se poate calcula folosind urmitoarele dezvoltiri
in serie: - -

ou 1 0%u 1 03u
wpg= |\ +k—+—FF—— - — k3 A
4 ( ety et Fral )B

ou 1 0w , 1 93u
= h — h? ——--— B3 R
“ (u+Jam+2 0 6 " +"')B

ow 1 Py 1 9%u
up= | —h—+-—h? ————p3 t
8 ( 8m+2 0x* 6 0t3+.“)3
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Dacs se inlocuiese aceste dezvoltan in (2 33 a), se obtine

l 02y
+k +
( at. 2 op 6 8t3 B
, 1 ou 1 82u
= (1 — a2e®)uy — — « 1——ac(u h—— — h?
( s 5 e( )+ o + P +
1., Bu 1 ou
—h3 4 —eae(l — h—
T o ) +yeed +°“’)(" ow ©

+ — he — ~ h3
2 ox? 6 03

Dupé simplificédrile corc%punzétoare eroarea este de forma

3 Y ckh?
6( 8 + 6.7;)

Dacé se considerd dezvoltarea in serie Taylor (2.29) si
ecuatfia (2.21), atunci (2.29) se poate scrie sub forma

1., 0% 1 8%)

m:(l —ckﬂ-f-ikg 0%u —«) - (2.35)
ow 2 ot? B

Utilizind operatorul d1ferenta centratd 8 pentru derivata in
raport cu @ §i pentru derivata in raport cu timpul, rezultd

k 1 1
g = | L—e— 3¢ 4 — 2» =— 8%
A ( h X 2 k k )MB)
de unde

k
Uy = [Uf —¢ ‘};(Ufﬂ/z — Uj_y) + (U —2U; + U}AI)]

sau

g [0 oL BT U,

“

1 .
+y (U =204 O]
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Dupid calculele de rigoare expresia lui UF! devine

Ut = O — o O = Ui U U
= ' 2 2
Considerind si conditiile initiale, se obtine schema cu
diferente definitd pe reteaua din fig. 2.4:

Uit = Ut — ac (Uja— Ujy),

U)=1f, Ul=hg+f;; j=0,1,2; 1€ N. (2386)

Aceastd schemé cu diferente este o schemé cu trei nivele
(1 4- )¢, It si (I.— 1)t; calculele se desfdsoard in mod sec-
vential ca infig. 2.4, implicind nodurile : A4 (jh, (I 4 1)k),
O (jh, (1 — 1)k), L ((7 + Db, 1k)si E ((j — 1), 1k). Con-
ditia de stabilitate pentru aceastd schema cu diferenti

— T,

t4

3 Z\
! £ L

B

JT g g
Fig. 2.4.

qy

este ca 0 < aC <-1, care coincide cu condifia Courant-
Friedrichs-Lewy (C.F.L.)[40, 43].

Pentru orice combinatie de h si & pentru care conditia
de convergents este indeplinitd, schema oferd rezultate
destul de precise.
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2.9. Stabilitatea schemelor explieite

Pentru analiza stabilitdtii schemelor cu diferente (2.28),
(2.34) si (2.36) se face apel la conditia C.F.L. care se
aplicd la schemele cu diferente explicite. Daci se considers
caracteristica ce trece prin punctul A si segmentul ei
AA,, se vede ci ea intersecteazi nivelul Ik in punctul N.
Conditia C.F.L: de stabilitate spune c¢& schema cu dife-
rente datd in (2.28) este stabild dacd punctul N € BE, iar
schema (2.34) este stabili dacd punctul ¥ e LE.

‘Dacd conditia C.F.L. nu este satisficutd, convergenta
nu poate avea loc cind & -0, cu k¥ = «h, unde « este
constant. In cazul schemei (2.28) se poate scrie

tge _____,_];= k:* sau ke = ]F.B—].
c INB|
Conditia C.F.L. cere ca 0 < [NB| < h sau ke < h, adici
0<ac<l, (2.37)

ceea ce reprezintd si conditia de convergentd pentru
schema cu diferente (2.34).

fn scopul analizei stabilitifii schemei cu diferente
Lax-Wendroff se va utiliza metoda lui von Neumann.

Se noteazd cu % (2, ) solutia analiticd a problemei cu
valori iniiale, iar cu U! solutia schemei cu diferente
finite asociate ecuatiei diferentiale corespunzétoare.

Troarea de aproximare in acest caz este datd de
diferenta dintre solutia numericd U} si solutia analitics
caleculatd in punctul w (jkh, lk), adicd [8]

UL — w (§h, Uk).

In legéitura cu evaluarea acestei diferente apar o serie
de intrebiri cum ar fi:

— Care este comportarea expresiei U} — wu(jh, 1k)
cind n — o pentru b si k fixati?

— Care este comportarea expresiei U} — u (jk, Ik)
cind reteaua se indeseste, adicid h si & tind la zero pentru
o valoare fixatd nk?

In dorinta de a face comparatie privind calculul solu-
tiei cu ajutorul schemei cu diferente presupunem ci
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solutia exactd a problemei cu valori initiale poate fi
obtinuté prin metoda seriilor Fourier, fiind reprezentats
ca o serie de sinusuri. Dacd se defineste f(x) datd in
conditia  initiald a problemei (2.21) ca —f (—x) pentru
—7 < 2 < 0, atunci solutia analiticd a problemei (2.21)
se poate da sub forma

w @ t) =Y, Agelbtd
+2 ()

unde coeficien{ii seriei A, pot fi calculai cu ajutorul
formulei

4, =_1—S” () e~ da, (2.38)
271: -1t

p fiind o constantd intreagi.
Dacé expresia A7 e'®# (unde A este o constants ce se
calculeazd cu (2.38) si { = ¢ (B)) se substituie in locul lui

U; din schema cu diferenta Lax-Wendroff datd in (2.34),
atunci (2.34) devine

AU it — (1 — a2e?) Al eiBih
1 o 1 ;
-—Eac (I — ae) AQe®U+0h 4 = g6 (1 4+ ac) AL eBU-DH
2
unde dupd simplificirile posibile rezultd

1 .
C=(1— o) — 5 (1 — «c) e + —;— ¢ (1 + ac)e ™,

iar dupéd ordonare
1 a2 1 . _ 1 @ 4
C=(1—o?) -+ o a2? (eifh 4 e—ifh) ?a202 (effh — e~ iPh)
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sau altfel :

= (1 — o?¢*) + a’c%os Bh —iacsin Bh =
., Bh . . D
=1— 2ux2¢? sin? ‘_2 — loe sin Bh (2.39)

Relatia (2.39) este intilnité in literaturd sub denumirea
de factor de amplificare al schemei cu diferente. Calculind
modulul factorului de amplificare, se obtine

ke :V 1 — 4a%%(1 — o2c?) sin‘l%—h .

Din presupunerea ficutd cid Ul se poate scrie sub forma

+ 00 )

Ui = Y g 4Ae €™ [LB)T (2.40)

-_ 0

rezultd c& seria (2.40) este absolut convergentd, dacd seria
‘pentru f (x) este absolut convergentd si € (B) este o functie
marginita, adicd || < 1, dar cin expresia lui |{]| se vede
cé acest lucru are loe, dacd 0 < ae < 1.

Dupéd aceste calcule se poate afirma cd eroarea
Ul— u (jh, Ik) rdmine marginita pentru i~ oo, dacd pentru
h si k fixati i pentru f (x) cu o serie absolut convergentid
este satisfdeutd conditia [C(B)| < 1.

Din analiza expresiei lui |{| se vede cd |{(B)] < 1,

'»

k . <
-¢ < 1, 1ar aceastd con-

dacd 0 < oc <1 sau 0 <

ditie se mai poate scrie §i sub forma

0 <—<1
h

Din cele prezentate in acest paragraf se vede cum
conditia de stabilitate obtinutd cu ajutorul metodei lui
von Neumann este acelagi lucru cu conditia de stabili-
tate C.F.L. pentru schema cu diferente Lax-Wendroff.
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Problema stabilitdtii ocupd un rol important in calculul
numeric pentru ¢d este una din nofiunile de bazi ale apro-
ximérii, ce permite determinarea schemelor in care eroarea,
poate fi controlatd astfel ca ea sd devind nuld la limitéd.

2.10. Scheme implicite eu diferente

Acest tip de scheme apare in cazul problemelor cu
valori initiale §i la limitd. O problemi tipicd de acest gen
este ecuatia (2.21) cu conditia initiala

u = f (x) pentru i:O, 0 < 2 < oo,
si conditia la limitad
% = g (¢) pentru = 0, 0 < ¢t < oo,
care trebuie si satisfacd relafia
g (0) = f(0).

Considerind trei puncte din reteaua dats in fig. 2.1:

A, Bsi D, B (jh, k), A (jh, (1 + D)k) i D ((j—1)k, (I + 1)k}

si presupunind cé solutia u (z, t) este de clasa €2 in dome-
niul de existentd a solutiei, rezultd

0
%B = (1 '—h’é;)u‘{,

sau, tinind seamid de ecuafia (2.21), se obtine relatia
0 ‘
g = 1 + ¢k — |, (2.40)

S Ow

Daci se utilizeazii operatorul de discretizare la stinga y,
relatia (2.40) devine

g = (1— ckvy,)= s+ ac (Uy— up)= (1 + ac) tha — *CUp-
Schema cu diferente implicitd pentru acest caz i forma
Ul =(1 + ae)Ut — acUS. (2.41)
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Relatia (2.41) este in acelasi timp i o formuld exphclta,
deci ca metodi de caleul o folosim sub forma unui algo-
ritm explicit
Uit = 28 UL o vl
1+ ac 1+ac
Up=fi; Ub=g, jlel. (2.42)

Schema (2. 42) permite calculul functiei # in toate nodurile
retelei date in fig. 2.5 pe domeniul (>0, {<< oo).

Utilizind operatorul diferentd la dreapm A aplicat
lui ugz, se obtine

Azu]s = UL —_ UrB,
de unde
Up = (1 + Ay)ug. (2.43)

A N7
(-1
— e
b L
Jrg g z
Fig. 2.5.

Daca se dezvoltd in serie Taylor functia w (x,t) dupid
directia x in vecindtatea punctului B, se obtine

Uy, ~(%—}—k~—+~——h2 ——-—[ ) (2.44)
0x? B
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galind expresiile din partea dreaptd din relatiile (2.43)
(2.44), avem

d 1 02 d
AxE l—l_h—‘*‘" “o = ’ .
ta= (b ) e (4 7)

upd logaritmare in ambele pirti rezultd

1

0 0 1
—=—Inl 4+ 4), —=-1 Ay). 2.45
e = RN, —= (1B (245)

acd se substituie operatorii —éa—— si g— in ecunatia (2.21),
T t
2 obtine
1 1
—I;—ln A+ A)ug = ——_-Z;cln (L + A ug.  (2.46)

In urma wunor transform#ri si simplificiri, (2.46)
levine

(1 + A)ug = (1 + A,) *us
all
Up + g — Up = (1 + Ay) *us,
le unde
ty = (1 4 A “us. (2.47)
Relatia (2.47) mai poate fi serisd si sub forma
ha = (1 + al,)™ 1 (1 + DA)us (2.48)
u @ §i b parametri arbitrari. .
In cazul in care pirtile din dreapta ale ecuatiilor (2.47)

i (2.48) se dezvoltd in serie si se identificd coeficientii ui
A, si AZ, se obtin

s g — L

?(1 4 ac), b = %(1 — o).
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Cu aceste notatii se poate gasi schema de tip Wendroff
de forma

{1 + %(1 + c!,c)Ax}uA = [ 1 +,-;—(1 — ac)A'z]?l/B. (2.49)

Dezvoltind (2.49), se obtine

\ 1
"ll/A + —})‘(1 + O(C) (/MAG - MA) - /M'B _{“‘-‘;' (1_ - GJ(.C) (/UIL — u’B)

sau
e (2 — 1 —ac) =up(2 —1 + ac) + (1 — ac)y, —
— (1 + (ZC)QI/(;, )

de unde dupid explicitarea lui U, se obiine

1 — g
%o = Up + - (g, — 2 4). - (2.50)

1+ ae

Din (2.50) se vede ci este o schemi cu diferente ce implicé
patru noduri din retea: A (jk, (I 4 L)k), L ((j + 1)h, Ik),
B (jh, 1k) si G((J + Dk, (I +1)k). In acest caz (2.50)
se poate scrie astfel:

Ug_“;{ = Ul + P (U}.+1 . Ul+1)

U =f3 Ul=¢g;0<n<o, 0<t<oo. (2.51)

Schema cu diferente (2.51), denumité schema implicitd a
lui Wendroff, permite calcularea valorilor functiei U in
orice nod al retelei din domeniul 0 << x; ¢ < oo, dach se
cunosc conditiile initiale pentru ¢t =0, 0 < z < © si
conditiile la limitd pe # =0, 0 < § < o0.

Secventa calculelor se destdgoard ca in fig. 2.6.

Schema cu diferentele (2.51) este neconditionat sta-
bil&, lueru ce se va arata in continuare in cadrul acestui
paradraf

O altd schemi lmphelta cu diferente este schema lui
Crank- Nlcolson care implicd sase puncte ale retelei.
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Dupd un rationament similar cu cel ficut pentru
obtinerea schemei implicite Wendroff se obfine o expresie
de forma

g = [1+a(ds + V)L + b (8 + Vo) ]us, (2.52)

Y

unde

AUz = U, — Uy 8i Vg = Up — Ug.

Coeficientii @ i & se pot obtine in felul urméitor :

Scriind formula lui Lax-Wendroff sub forma (2.33 a)
gi dezvoltind partea dreaptd a ecuatiei (2.52) pind Ia
diferenta de ordinul doi, se obtine

wa=[1+ (b—a) (As+ Vz) —4da (b—a) (A,—Va) s (2.53)

Dacd se comparé ecuatia (2.33 a) cu (2.53), se obtine
1 . 1
a=-——oc¢§l b= — — ac
4 4

7 — c. 2543 97



Inlocuind aceste valori in (2.52), rezultd

[1 +-—1— OtC(A:,; + V@):lu,q :{1 — —'1_; o (Ax + Vz) J Up.
(2.54)

Dezvoltind (2.54) si efectuind calculele corespunzitoare,
se obtine

1
’MA:‘-“B—"Z ae (/M:L — Ug + ue — 'u/D).

Se vede ci aceastd schemé cu diferente implicd sase noduri
ale retelei date in fig. 2.7. Calculele se efectueazd dupd
urm#toarea schemi :

1 .
Uyt = U} — ‘;— ac (Ul — Ug'—1 + Uit — Uk,

U? :fi? U%J =0y ja leN. (2.55)

1+ B,W,L*__
= £} B N\IL

JroJg x
Fig. 2.7.
Schema lui Crank-Nicolson daté in (2.46) este neconditio-
nat stabild.
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Aceastd schemd implicitd Crank-Nicolson poate fi
utilizatd numai dacd conditiile limitd sint date pentru
z =0 8i =1 impreuné cu conditiile initiale ¢ = 0.

In aceste conditii solutia poate fi calculatd in orice
punct al retelei, interior domeniului 0 < # <1, {2 0.

2.11. Stabilitatea schemelor implicite cu diferente

Pentru a analiza schema cu diferente (2.42), se va
utiliza metoda lui von Neumann. In acest sens trebuie
determinat factorul de amplificare {, inlocuindu-se in
schema cu diferente U: prin Al%e'#7 :

Acleiﬁi'; — (1 + Gw)AClﬂeiajh . owACH—leiB(i—lm_

Dupd simplificirile corespunzitoare se obiine:

1= (1+ ac)l — acle ™

sau
r_ 1 _ 1 _
(1 + a¢) — ace™™ 1 4 ac (1 — ™)
P 1 Ja—
1+ oae (1.— cosph 4 1 sinBh) B
1

1+ «c (2 sinzﬂ —{-iQSinP—h— coS p_h)
2 2 2

1
1—i—a0-2sin@—h(sinﬂ +icos &h—
2 2 - 2

Dacd se calculeazi |{|, se vede ¢ [¢| < 1 indiferent de
parametrii retelei, deci schema este neconditionat stabild.

Analiza stabilitétii schemei cu diferente Wendroff
datd in relatiile (2.51) se face similar. Dupi inlocuirea
lui U} din (2.51) prin termenul A Ze®® se obtine

AYH @8O — g7l @iBin . 1 —* (AY elBu+Dry
1+ e '
— A iy
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sau dupd simplifiedri

. 1 —ac .
Ll =1 4 15 we (e — 1),
de unde ‘
C(ei8h+1—a0):1+ l—acei@k
1+ ac 14 we
sau
1 1 — e ieh
C 1 + «e
L—ao g
1+ «e

Aceastd schemi este stabild cind parametrii refelei sint

alesi astfel inelt [T} < 1.

Stabilitatea schemei implicite Crank-Nicolson se ana-
lizeazd cu ajutorul expresiei (2.55) prin inlocuirea terme-

nului U! prin AL &%,

Pentru aceastd schemd dupi o serie de calcule factorul

de amplificare { rezultd din urmitoarea expresie :
1 i .
(=1 _T e (eiﬂh — e~ ifh Lyt Ce—iﬁh>,

de unde rezulté

1 i ;
1— e ac (ePh — eiony 1 — i— ac 2isin A

1 ; .
1+ e ac (e — e~ifr) 1 4 —1— ac2isin Bh

i . i = 2
1 — — acsinBh _ i
9 (1 5 ozcsmﬁh)

—
== =

1+ ?Iocosinﬁh 1+ % a?e? sin?Bh

1
(1 — Z—oczozsinzgh) — iaesin Bh

1+ i\ ae? sin? Bh
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Daci se calculeazi modulul acestei expresii, se observa

Ca

L, 1 , 1 . 12
(,1 4 — a2c?sin?Bh + — olctsint Bh)
2 16
<l = - =
1+ vE a2e? 8in? Bh

14 g sin?ph
4
== == 1,

1+ é— a?c?sin? Bh

de unde rezultd cd schema Crank-Nicolson este necondi-
tionat stabilé. ‘

2.12. Cazul in eare ¢ este o functie de z

Pentru aceastd situatie se alege o problem& cu valori
initiale §i la limit4 :

ou o
— +x) — =0 2.5
ot () 0z (2.56)

pe domeniul 0 < z < + o0, 0<1t<1,

cu conditia initiald

w(z, 0) = flz), 0<t<1, (2.57)
§i conditia la limitd
% (0,7) =0, 0<i<1, (2.58)

unde O> ¢ (x)>= B> 0.

In [9] se indicd o schemd de aproximare cu patru
noduri de retea, obtinindu-se formulele cu diferente

U + Ut + ¢ (U — U3 = U} 4 10}, —
—Cj_y/2 (U;' - Ua!-l)’ (2.59)
U3=fi; Ub=0; leN, Jjen,,
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asociate problemei cu valori initiale si la limitd date prin
(2.56)—(2.58).

Pentru schema cu diferente dats in (2.59) s-a considerat
pasul h = k. Aceastd schemé este neconditionat stabild
[10].

1+ & —
//:P
.

-7

‘/‘-7 J J’+/ z
Fig. 2.8.

De asemenea tot pentru problema datd in (2.56) se
mai utilizeazd o schemi de forma urméitoare :

Ut — U 4+ 2¢ U =0 1=0,1,2,...
U?Zfia U%)=0§ i=12...;
(2.60)
Aceasta-este o schem# cu trei nivele.

Modul de prezentare al algoritmului de calcul in
nodurile retelei pentru schema (2.59) este dat in fig. 2.8.

2.13. Cazul in ecare c este o functie de

Problema cazului neliniar implicd aparitia unor pro-
bleme noi pentru analiza stabilitatii sau convergentei.
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Se va considera ecuatia momentului din dinamica
gazelor :
Ou
+ % =0 2.61
o 0z { )

care este foarte des utilizatd pentru scheme cu diferente
asociate problemelor cu valori initiale i la limitd.

Dac# ecuatia (2.61) se serie in forma conservativi, se
obtine

o 0 (1
E@tﬁer;(—uz):o, 0<w<1, 130, (262)

cu conditia initiald
w(@0) =w, 0<ax<1, (2.63)
§i eondiﬁa la limitd ’
w(0,0) =0, 1> 0. (2.64)
Problema definitd prin (2.62) cu condlpule (2.63) si (2.64)
are o solutie analiticd de forma
% (, t) =1 —I—t"

Utilizind o schem# cu patru noduri, (2.62) se poate scrie
cu ajutorul diferentelor sub forma :

(2.65)

Upt = U+ IR — (TR0 = 0]y

Uy =j, Ub=0
Algoritmul de calcul se desfigoard secvential ca in fig. 2.9.

Richtmyer si Morton [9] au analizat aspectele stabilititii
acestui tip de problems.

Pentru a studia stabilitatea s-a considerat e# o solutie
a ecuatiei cu diferente se poate scrie sub forma

Uj=A'sin ?”j + B’sin—%rzj + Clcos mj + D.  (2.67)
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Inlocuind (2. 67) in (2.66) si identiticind, rezultd pmn
recurentd :

A g1 — 2B (0 D),

Bi+1 _ BIt1 = 244} (C* 4 Dy, (2.68)
o1 — gV =0,

ti
L
I 4
Loa
l*',{_ N )
PO A
T
i
R g
}
. ! A-"”;;.."‘,i»'v',‘ o R
S

Fig. 2.9.

A treia ecuatie din (2.68) aratd cd O’ ia numai doud
valori constante, si zicem P i Q, adici 02 = P gi (21+1 —(),
Pentru a obtine o expresie numai in A, se combinid
primele dous relatii din (2.68), obtinindu-se o relatie
numai in 4 :

A2 A 4 A2 = 443 P + D) (Q — D)C'. (2.69)
Daci (2.69) se amplifici cu A7'*2, se obfine o ecuatie
de gradul doi in variabila A2:

At — A% + 1 =402 (P + D) (@ — D)A2
sau

A4 — [1 — 42 (P + D) (Q — D)JA% +1 = 0. (2.70) ¢
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Din (2.70) se vede cil toate solutiile sint mirginite daci
—4< 40 (P +D)(Q —D) <1,

altfel va exista o solutie O astfel incit |C*| creste .expo-
nential cu I, adicd cu #/k. Cu aceste observatu conditia
~de stablhtate pentru schema (2.66) devine

«[|D] + max (|P], Q)] <1. (2.71)

O alty metodd de tratare numericd a problemelor neliniare
este metoda liniarizirii locale sau globale.



.- ‘CAPITOLUL 3

METODE CU DIFERENTE PENTRU SISTEME
DE ECUATH DE TIP HIPERBOLIC

SI ECUATII DE TIP HIPERBOLIC

DE ORDINUL AL DOILEA

3.1. Metode cu diferente pentru sisteme de ecuatii
de tip hiperbolie

Presupunem ci unui sistem fizie i se poate asocia un
sistem de ecuatii cu derivate partiale de forma
0
o O, (3.1)
ot ox

unde C este o matrice reald de ordinul =, iar « este un
vector coloand cu n componente. Dacd problema este
cu conditii initiale, i se va asocia 0 schemd explicitd cu

la hmlta, se vor construi scheme 1mp1101te

Pentru inceput se considerd cazul cind C are n valori
proprii reale si » vectori liniar independenti. In acest caz
sistemul (3.1) este hiperbolic (nu este necesar ca C si fie
simetricd).

Schemele cu diferente de tip explicit saun implicit
construite in cap. 2 pentru o ecuatie diferentiald in care
¢ era o constantd rdmén valabile gi in cazul in care C este
o matrice reald constantd. Schema Lax-Wendroff pentru
sistemul (3.1) va avea aceeasi formé cu cea pentru ecuatia
(2.21), adica

IU5+1=[I‘“%°‘G(A45+W) ‘+—~oc202<A wﬂ Ui »
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sau dupd efectuarea calculelor corespunzitoare

1 1
1037 = | 10} = 20 (Uhay = Thea) - 020 (0}, —

P

— 20U} + U}_y) ] (3.2)

Schema cu diferente Wendroff in forma generald se
prezintd astfel :

1
[ I+ (I—a0)b, } e =[ I+ —;—(I+ ocO)Am]
sau dupd efectuarea calculelor corespunzitoare

IU]HI*!—%‘( . C)( l+1 _ U;’H) —

I +%<1 + «0) (Ulyy — U, (3.3)

Schema lui Crank-Nicolson pentru sistemul (3.1) in forma
generald aratd astfel : .

[ 1= vw)] o =[ 1+ 0,4 |0
sau dupd efectuarea calculelor corespunzitoare se obtine

102-“—7} %0 (U] — Uj}) = 1T} +

+— “O(le — Uj-), (3.4)

unde I este o matrice unitate de ordinul n, iar UL §i Uj
reprezintd valoarea componentelor vectorului U in punc-
tele retelei, notate cu 4 si B in fig. 2.1.

Dacs problema este cu valori initiale, se utilizeazd
schemele explicite, iar o schemi de felul Lax-Wendroff
poate furniza rezultate satisticitoare chiar dac# matricea
- O are valori proprii §i pozitive §i negative. :
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In cazul in care problema este cu valori initiale si la
limit4, trebuie analizat riguros dacé este o problems corect
pusd, in sensul celor -discutate in 2.1. In acest sens
existd trei cazuri ce trebuie luate in considerare :

Cazul 1: matricea C mnegativ definitd. Aceastd
situatie corespunde cazului scalar cind in ecuatia (2.21)
avem ¢ > 0. Problema va fi corect pusi dacé, de exemplu,
vectorul U este dat pe domeniul (0°< o < o0, t =0) si
pe (0 <t < oo, #=0) gi este cerut in primul cadran
0 < o, t < oo. In acest caz rezultate satisficitoare ofers
schema Wendroff datd in (3.3.).

Cazul 2: matricea O pozitiv definitd. Aceasta cores-
punde cazu'ui scalar ¢ < 0 din ecuatia (2.21). Vectorul «
trebuie si fie dat pe domeniul — o0 <2 << 0, ¢t = 0 §i pe
0 <t<<oo, v =0, dacd solufia este cerutd in al doilea
cadran — oo <2 <0, 0 <t < oo. Pentru acest caz
rezultate precise se pot obtine dacd se foloseste schema
Wendroff daté de relatia (3.3), dar in locul diferentelor
la dreapta A si fie utilizate diferentele la stinga V. Cu
aceste modificari (3.2) devine

[ 1 Juseow o =1 a—on.|or
sau dupé efectuarea calculelor
17+ —%(1 + o0 (UF — T =

U}~ (L = o0) (U} — U}_y). (3.5)

I

Cazul 3: matricea C wici pozitiv nici negativ definitd.
Aceastd situatie nu are corespondent in cazul scalar.

Presupunem c# matricea C are p valori proprii nega-
tive i » — p pozitive. Problema este corect puséd pentru
cazul considerat dacd vectorul « este considerat in dome-
niul 0 < ¢ < 1, t> 0, unde p componente ale vectorului u
sint date pe domeniul 0 <? << o0, x == 0, §i » — p com-»
ponente ale vectorului « sint date pe domeniul 0 < ¢ <
< o, #=1 §i vectorul % cu toate componentele sale
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este cunoscut pe 0 < # <1, ¢ = 0. Pentru acest caz
schema lni Crank-Nicolson (3.5) oferd o precizie cores-
punzitoare. '

Aceastd schemi cere ca toate componentele vectorului
u s# fie date pe 2 =0 i 2 =1, 0 < ¢ << oo.

Formula lui Crank-Nicolson poafce fi utilizaté dacs
n — p componente ale vectorului » sint cunoscute pe
2z = 0 §i p componente pe & = 1.

3.2. Stabilitatea schemelor eu diferente pentru sisteme
de ecuatii de tip hiperbolic

Pentru analiza stabilitétii schemelor cu diferente ale
sistemelor de ecuatii cu derivate partiale se va considera
ecuatia undelor scrisd sub forma

0%y, . 0%

ot? 0x*

=0, ¢ = const. (3.6)

Presupunem c# se dau conditiile initiale

ou
w (%, 0) = fi (%), —5{(:0, 0) = f2 (@), (8.7)
precum si conditia de periodicitate
w (@ t) =g @+ L. (3.8)
Dacé se considerd cd u este un vector cu douéi componente
v §1 w, unde v = Ju/0t i w = du/dx, atunci ecuatia (3.6)
se poate scrie sub forma urméitoare :

9 o
Do 0y, I, 59
ot ow

sau sub form& matriceald astfel :

3ol [T o
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Sistemul (3.10) se poate scrie sub forma (3.1), unde C este
o matrice constantd reald de ordinul doi, iar % este un
vector coloand cu doud componente v §i w.

Schema cu diferente Lax-Wendroff pentru sistemul
dat (3.10) este aseminitoare cu cea datd in (3.2) si arata

astfel :
(=[x -
w 1; w |;

—iao{z—ao]{”]l -+—1—a0[1+m0]{”]l :
2 w i+ 2 w 11

(3.11)

Pentru a gisi matricea de amplificare a schemei cu dife-
rente (3.10) se inlocuieste U! prin expresia U,G* e
unde U, este un vector constant iar G este matrice de
amplificare. Dupd inlocuire si simplificirile corespunzi-
toare se obtine expresia lui @ -

, 2 1
— [I — 05402] __2~ 8. [I— OtOJeiﬁh __]_ ’

1
T 520U + a0lee
sau '

— T _ 1 )
G=1I—a202_ ? «C (5 e~k i
S 1 a2 (oi8h | o—igh

_ 67 - ek,

inlocuind parantezele prin sip oh

6 =1 202 §i cos Bh, rezultd
=4 —a —_

1aCsin gh 4 202 cosph
sau
]

G =1 — 20202 gine B . |
MPSS —iaCsingh.  (3.12)
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Intr-o maniers similard se giseste matricea de amplificare
@ pentru schema cu diferente Wendroff (3.3). Aceastd
matrice are urméitoarea expresie :

¢ :[(I+a.Ct-g Bh) +i(I — «0) th—Qh]_l x

N
X[wawm2?)~+ﬂl+a®m%f} (3.13)

Matricea de amplificare pentru schema cu diferente
Crank-Nicolson (3.4) are urméitoarea expresie :

1. . -1 1. .
G:[I——;—laCSlnﬁh] [I—'r-—2—1d081nﬁh]'
(3.14)

Richtmyer si Morton [9] prezintd o serie de metode
privind analiza stabilitdtii, ardtind cd dupid von Neumann,
conditia necesard pentru stabilitate a schemelor cu dife-
rente prezentate in eap. 2 este ca

max || <1, i=1,2,...,n (3.15)

unde p; sint valorile proprii ale matricei &. Conditia (3.15)
este satisfdcutd pentru schema Lax-Wendroff, dacid

laBl <1, i=1,2,...,n, (3.16)

unde B; sint valorile proprii ale matricei (. Schemele
implicite cu diferente Wendroff gi Crank-Nicolson sint
neconditionat stabile fird a pune conditii pentru «, care
este raportul dintre parametrii k¥ si 2 ai retelei.

Conditia (3.15) este suficientd, dacd C este simetricé,
sau numai daci C are valori proprii reale i un sistem
complet de vectori proprii.
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Cind matricea C este constant®, avind un sistem de
valori proprii reale §i un sistem de vectori proprii liniar
independenti, lucru ce dealtfel defineste i hiperbolicitatea
sistemului (3.1), stabilitatea schemei Lax-Wendroff se
poate analiza astiel :

Matricea de amplifiearé G dats in (3.12) este o functie
rationald de matricea C si atunci vectorii proprii ai lui G
sint aceiagi cu ai lui €. In [11] Varga aratd cd acesti

vectori proprii sint independenti de y = Bh i de a = —;—i—,

iar conditia von Neumann este atit suficientd, cit si
necesars pentru stabilitate.

Dacid A este o valoare proprie a lui C, atunci valoarea
proprie corespunzitoare lui G este

B =1 — ixesiny — (Aa)? (1 — cosy).

Cind v ia toate valorile de la 0 la 2w, B descrie o elipsd
in planul complex, si din calcule rezultd cid aceastd elipsé
se afli in interiorul cercului umta,te, dacd |1 < 1.

Pentru realizarea stabilitdtii aceastd ultim# conditie
trebuie satisficuti pentru orice valoare proprie A a lui C.
Se observi ci elipsa are douid puncte de contact cu cercul
unitate in B =1, adicd ea are aceeagi curburd in acel
punct. Acest lucru semnifici o precizie de ordinul doi
pentru schema cu diferente Lax-Wendroff §i cid sistemul
de ecuatii cu diferente este nedisipativ, adicd conservi
amplitudinea fiecéirei componente Fourier a solutiei pentru
cazul in care C este o matrice constanta.

Dacé se calculeazi modulul lui B, rezultd

B2 =1 — 4]a[202 (1 — [A[%2) sin‘-"—;—.

aga cid schema cu diferente este disipativi de ordinul
patru in sensul lui Kreiss cind
0 < [A]la < 1.
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in cazul in care functia ® (w, t) este contmua, sistemul
(3.9) se poate discretiza sub forma unei scheme explicite :

, k
V-t -V :—2—7;‘0 (Wi — Wi,
I+1 { k 1 1 /0
Wit — W; =_2h- (Vier — Vioa)e (3.17)

Aceastd schemi este instabils [9].

Presupunind cé o solutie a fost calculatd pe o linie a
retelei deasupra liniei mmale, se poate schimba operatorul
de discretizare in directia’ timpului, obtinindu-se schema

V§+1 Vl 1 :g_z_e(wl ng D

(3.18)
- wi-1_ 2k
Wit — W 1:57;0 (Vi — Vo).

Schema Ini Courant pentru sistemul (3.9) aratd astfel :

7l1+1
Vi —

k
Vi == (Whap — W),
; (3.19)
Withe = Wian =—-¢ (V11 — 7,

Aceastéd schemi este echivalents cu sch
asociatd ecuatiei de ordinul doi 3. 6(; ema cu dlferen‘ge

. 1 -1 __ k2
Uit —2U0; + Ui =— (U, — 2U; + Ujay),  (3.20)

h2
dacd se face substitutia
Vi= (U= Uk i Vi, = o (U} — T2y). (3.21)

8 — c. 2543
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Schema (3.19) a servit ca prim model prin care Courant, g
Friedrichs §i Lewy a incercat si defineasci notiunea de
stabilitate in anul 1928. : z

Matricea de amplificare G pentru schema (3.19) este \
de forma
1 i2¢ —Z— sin %h |
G = < (3.22) |
i20—]f—sinyi 1—~2c—k—sinﬁ—h '
h h 2

Ecuatia caracteristicd a matricei G este de forma

A2 — x[2 — (2 c—%)zsinz%] +1=0. (3.23)

' 2
Din analizaecuatiei (3.23) se vede cé dacé(Z c%) sin2%< 4,

atunci ambele rad#cini au valoare absolutd egalid cu 1,
de unde rezultd conditia von Neumann ca

o£<1.
h

O conditie suficientd pentru stabilitate a fost datd in [9].
Dacd v, si v, sint vectori proprii corespunzitori valorilor
proprii 2, §i 2y, s-a gidsit cd |det (v,, v,)| este mirginit
pentru orice $8 si deci schema (3.19) este stabild daca
ck/h << 1. Pentru ck/h = 1 schema (3.19) este instabili.
Dacé in (3.19) valorile Iui V! @1 W! se inlocuiesc prin
expresiile - _

@

1 .
'V]l :?(VZ+1 + -Vgl'—l)y Wl'—"'—(W;Hl ! W.’%—l)? (3‘24)
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atunci se obtine o altd schemi cu diferente sub forma

Vi _—(VZH + V’ 1) = E%G(W,” Wi_1)»

13
Wit — - p (Wiey + Wiy = o ¢ (Vi — Vo). (3.25)

p]

0 altd schemd cu diferente pentru (3.9) datd in [12] este
urmétoarea :

- k
Vitt — v, :2—;&‘(W§+1 — Wiy,
(3.26)
Wi = F v vy,

care de asemenea este o schemi expliciti.

Din [9] rezulty ¢4 :

— schema (3.17) este totdeauna instabild ;

— schema (3.18) este stabild pentru ck/h < 1;

— schema (3.19) este stabild, dacd ck/h < 1;

— schema (3.26) este stabild pentru ck/h < 2.
Convergenta schemelor cu diferente este de obicei garan-
tatd, dacd domeniul determinat de schema cu diferente
se gaseste complet in interiorul domeniului determinat de
sistemul de ecuatii diferentiale.

3.3. Sisteme de ecuatii diferentiale cu mwatricea C
variabila

Se vor considera trei cazuri mai importante.

— Matricea C este functie numat de x. Pentru acest
caz schema cu diferente Lax-Wendroff de ordinul d01
de precizie se poate scrie in felul furmétor :

Ui+t = [I +-i'—oc0 (A, +v,) +
+= <0Ax0v,c+owmm>] Uk (327
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Schema cu -diferente Wendroff pentru acest caz se va
prezenta astfel : :

[ + - (I 3+1/2)A ] U;Z;H =
[I+——(I+a 1) O, ] o (3.28)

Schema cu diferente Crank-Nicolson pentru ordinul doi
de precizie are forma .

[1- 0w tv|om =
ol R AR A L ACED

unde I este o matrice unitaté, iar C;, 4 inseamnd cd matri-
cea O va fi calculatd in x = (j 4 1/2)h.

— Maitricea C este funcgie de x si de 1. In acest caz [10]
se indic# urmitoarele scheme ce au ordinul do1 de precizie :

1° schema cu diferente Lax-Wendroff ::
09t = I o4, v+
o (O A0y, 0,’-“'2vx0’,’--+”,2Am)] 735 (3.30)

_ 8
2° schema cu diferente Wendroff :

[+ L —soppa,Jor
=[ I+ + O, ]»Uz; (3.31)
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3° schema cu diferente Crank-Nicolson :

| [I T ~1_ 071'+1/2 (Aa: + Vx) ] Uﬁ'—l—l =

ol EE O a A CE S

unde prin 02 ge intelege evaluarea matricei € in punectul
(jh, (1 + 1/2)k) si prin C;ii3 se intelege evaluarea matricei
C in punctul din retea ((j + 1/2)h, (I + 1/2)k), I fiind
matricea unitate.

— Mairicea C esie o functie de w. In acest caz sistemul
este hiperbolic neliniar. Problemele referitoare la dinami-
ca gazului intr-o variabild spatiald conduc la astfel de
sisteme mneliniare.

Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale ce modeleazi
miscarea gazului neglijind viscozitatea sint bazate pe
conservarea magei (ecuatii cantitative), conservarea mo-
mentului (ecuatiile de moment), conservarea energiei
(ecuatiile de energie) si conduc la o formi conservativi.
Aceste trei tipuri de ecuafm impreund cu conditiile auxiliare
determind, din punct de vedere matematic, starea gazului.
Curgerile gazulul sint adesea caracterizate prin d1scont1-
nuitdti interne, adicd pot apidrea gocuri in timpul curgerii.
Intera,ctgmnea, socurilor poate avea ca efect aparitia unor
discontinuitéiti ce separ# diverse regiuni ale a,cehuam
fluid in stéri termodinamice diferite.

In acest paragraf se vor prezenta o serie de elemente
pentru metodele cu diferente utilizate in calculul curgerii
continue. .

Ecuatiile care modeleaza, matematic migcarea unui
lichid (gaz) pot fi exprimate in diverse IIlOdllI'l, insd dous
metode se bucurd de o mai mare utilizare: metoda lui
Euler si metoda lui Lagrange. Aceste doui metode sint
echivalente, dar au avantaje si dezavantaje proprii.

Pentru o concretizare se va considera ecuatia curgerii
compresibile intr-o dimensiune, scrisd in formd conserva-
tivi. Pentru acest lucru se introduc urmétoarele méarimi :

@, — coordonatele punctului,

p — masa pe unitate de volum,

v — viteza in directia Ou,
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m = pv — momentul pe unitatea de volum,

p — Ppresiunea,

v — raportul cildurilor specifice,

e = 1/20v%* + p/(y —1) — energia pe unitatea de volum.
Ecuatia ce modeleazd fenomenul de congervare a masei
energiei si a momentului pe unitatea de volum este de
forma :

Ou _ 0G (u) =0, (3.33)
ot ox
unde % §i G (u) sint doi vectori .
—m
e 3
(e _rem _4( ™
w=\|¢ |; Gu) = e 2 e* |- (3.34)
m

—( =Dt (3™
2 P

Dacd vectorul @ (U) este vector coloans cu trei com-
ponente ¢y, ga Ja atunci deoarece fiecare componenta
este functie de u §i w are trei componente p, ¢ §i m, care la
rindul lor sint functii de & §i de ¢, putem scrie :

0y _ 90y 00 3y 00, gy Im
ox Op O de dx - Om Ox
99, _ 0g, dp dg, Oe gy, Om
0w 0p 0w de 9w = om Oz
095 _ 095 Oe , 0gs O¢ , gy Om
ox dp 0% oe ox om oz
Dac# (3.35) se scrie sub formi matriceald, avem

3

1 (3.35)

-

| 091 g1 09271 | Op]

1o de om ow ,

06w) _ | 002 002 09> | | 00 | 0 gnts) 9%y )ﬁﬂ
dw | dp de Om || Ox | B (p,e,m) Ow

993 095 095 | | Om

| dp 0e om || ox
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sau

Ou

oG (w) — ¢ (w)

. . (3.36)
X

unde C(U) este jacobianul lui G in raport cu wu, iar

__yem 1 m®
= —mge= = T =)
§i .
1 m2
§s=—(—De+—(yr—3)—:

)

Pentru G(u) dat in (3.34) jacc')'b'ianul, sdu  O(u) este

0 0 -1
em m3 m e 3 m2
— (- (=) |
()= v (v )3 Y . Y P (v )92
1 m2 m
—r=3)= ——1) (v—3)—
2 e e

Din cele prezentate rezultd ci sistemul (3.33) poate fi
scris sub forma :

o oun

— — C(u)— = 0, 3.37
o1 (u) P ; (3.37)
unde C este o matrice functie de vectorul w.

Pentru tratarea numericd a sistemului (3.33) sau (3.37)
se foloseste dezvoltarea in serie Taylor a vectorului « in
directia lui ¢, obtinindu-se

ow \t - - k2 [ o2\
Ut =ul 4+ k& (—) + — (—«) - 3.38
at /; 2 ot2 /; + ( )

Renuntind la termenii din dezvoltare superiori ordinului
doi, (3.38) devine

ou \! 2 241\
UH Ul 4+ k(l) + k_ (M) , (3.39)
ot /; 2 \ o

i
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dar

Du _ 06W) _ oy 2% (3.40)

ot Ow ox
si
0%y 0 0G(w) _ 0 [ 0G(u)
o ot ow o ( iat‘"‘)'

insd din (3.36) si (3.33) rezultd ci

D6 _ iy 2% = ooy PG _ oy 0%

Din aceste calcule se vede cd derivata de ordinul doi in
raport cu ¢ din dezvoltarea (3.39) se poate exprima astfel :

Fu_ 0 [, 06w).
o = Py (O(u) Py ) (3.41)

Utilizind (3.40) si (3.41), relatia (3.29) devine

141 __ 771 0G (u) kil 0G(u) V
ot U+7c( L ),.+ - [a (0() - )] (3.42)

unde C(u) este jacobianul lui G(u) in raport cu wu.
Schema lui Lax-Wendroff in forma conservatlva as80-
ciatd lui (3.42) va fi

Ujt = U} - a(Ghes —Glr) +
+ — o2 [Cy12 (Gho1 — G)) — Cf_12 (GF — G]_1)]+ (3.43)

unde pentru termenul din parantezele drepte in (3.42)
au fost utilizate diferentele centrate.
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In dorinta de a nu se face apel la alte puncte din
domeniul retelel decit nodurile propriu-zise se pot face
inlocuirile

1 . 1 ; !
i = (Ciea + G) 5 o%_l,z s (05 + 0j_1). (3.44)

Utilizind (3.44) in (3.43), se obtlne schema Lax- Wendroff
sub forma

Uit = U} —[-—%oc (@1 — Gy) + é— o? [%(C]’-H +

1
+ C}) (G541 —G)) — Y (0 4 CLy) (G —G}-_l)].- (3.45)
Dacé se introduc notatiile

1
A} = (Cha + O)) (Glr — G,

A =~(C} + 0j-1) (G} — Gj-), (3.46)
atunci (3.45) devine

: 1
U5 = U - (G —Gfa) 4 - of (4] — Al). (347)

Schema (3.47) are acelagi ordin de precizie ca si (3.43),
unde au avut loc primele inlocuiri.

Schema Lax-Wendroff datd in (3.47) a fost serisé de
Richtmyer ca o scheméd cu diferente in doi pasgi sub forma

1 1
U?"l *—‘? (ng'+1 + U}-l) + “‘2"05 (Ggl‘+1 - G;‘—l)’
U = UL+ ——a (@1 — G (3.48)
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In aceastd schema se calculeazi o valoare intermediari
a vectorului % cu ajutorul primei relatii sau in primul pas,
iar valoarea finald imbunitititd a Iui » calculatd cu a
doua relatie in nodul retelei ( jh (I + 1)k) se face tolosind
in calculul lni @ valorile lui % calculate cu prima relatie
din (3.52).

Schema lui Lax-Wendroff pentru sistemul (3.37) sau
(3.33) in oricare din formele ei este stabild [9], dacd este
indeplinitd relatia

[Aa <1, (3.49)
unde A este oricare din valorile proprii ale matricei C(u),
iar o este parametrul retelei, « = k/h.
3.4. Sisteme de ecuatii de tip hiperholic de ordinul
intii in plan
Forma generald a unui astfel de sistem se poate pre-
zenta astfel :

ou O ou
at ox aJ

(3.50)

unde M si N sint dousd matrice simetrice reale, iar u este |

un vector coloani cu n# componente.

Simetrialui M §i N este
suficientsd pentru a garanta ca
sistemul dat in (3.50) este
hiperbolie.

in fig. 3.1 este prezen-
tatd reteaua folositd pentru
schema Lax-Wendroff. Aceas-
t4 retea este construitd pe
domeniul — oo <&,y <+ oo,
t > 0 prin drepte paralele
cu axele z,¥y §it.

Reteaua in spatiu are pa-
rametrii : h pentru axa x si
y i k pentru axa t. Un punct al retelei dat de coordonatele
(@, y,t) poate fi definit astfel : & = jh, y = nn, t = Ik,
unde j, n, I sint numere intregi.

Fig. 3.1.
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In mod asemindtor ca la sistemele hiperbolice cu o
singurd dimensiune spatiald sistemul (3.50) completat cu
valorile initiale % = w (, y) date pe planul Oxy, t = 0,
poate conduce la o schem# explicitd de discretizare. Schema
de digcretizare larg utilizatd [10] pentru astfel de sisteme
exte schema explicitd Lax-Wendroff :

Uit — [I + -i— aM(A,+ V1)+—;—aN(Ay+ Vo) +

1 1
2 }2A 4+ — «2N2A,y,+
-+ 9 o +Vaz 2 & A L (351)

+ % «2( MN + NM)(Aﬁvz)(Aﬁvy)}Ué,n

U?,=U,, pentru j=1,2,...,J,n=1,2,...,N.
Aceastd schemi permite caleculul vectorului « in punctul
P (jh, nh, (I + 1)k) al retelei cu ajutorul valorilor vecto-

rului, date prin conditiile initiale in punctele A, B, C,
D,E,F,G, H i J.

Dupd o serie de calcule in (3.51) se obtine o expresie
de forma

1
Uid =1 — oM + N)]U}, + oML + aM)U}, ., —
1 1 .
—E oM(I — aM)U}, -1+ 5 aN(IL + aN)Ujy1, —
1 1 1 P T T l
— o oN( — aN) U}y, + = @MY + N M) (U000 —

_"Ug'—l,mtl - U§+1,n—1 - U.{i—l,'ﬂfl)' (352)
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Pentru studiul stabilitétii se calculeazi matricea de ampli-
ficare @ a schemei dupé algoritmul prezentat in 2.2:

G= [I-—ocz {Mz(l — cosBh) + N*1 — cesyh)+

+ ”;* (MY + NM)singh sinYh}] Vi Msinph-+ Nsinyh)
(3.53)

unde 8 si & sint doud numere arbitrare reale.

Studiul stabilitdtii sistemelor de ecuatii cu derivate
partiale de tip hiperbolic este foarte greu chiar gi atunci
cind matricele M si N sint constante i comutative fatad
de operatia de inmultire. In acest caz schema Lax-Wen-
droff este stabild [13], dacd este satisficutd conditia

L

A Ay | < —
12| 2)3

(3.54)
unde
] = max [ gy 211, (3.55)

Ay fiind valorile proprii ale matricei M si Ay ale matricei
N

Acest rezultat este obtinut utilizind o conditie de sufi-
cientd a stabilitatii schemei cu diferente

[G*G <1 + o(k), (3.56)
unde | - || reprezintd norma in L, §i G* este transpusa
complex conjugatd a lui G. Conditia (3.56) este o conditie

necesard. Conditia de stabilitate (3.54) este mai restrictivi
fatd de cea a lui Courant-Friedrichs-Lewy

oM <1. (3.57)
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Strang [14] si Gourlay [15] araté ce modificdri trebuie
aduse schemei Lax-Wendroff astfel ca conditia de stabi-
litate si fie cea din (3.57). Stabilitatea poate fi imbunita-
titd cu ajutorul schemelor implicite, dar asemenea scheme
pentru una sau doud variabile spatiale condue la un sistem
de ecuatii matriceale, care uneori este foarte greu de
solutlonat practic.” In continuare se vor prezenta doud
metode implicite neconditionat stabile ce condue la metode
simple de rezolvare.

Metoda Gourlay gi Mitchell in opt noduri ale retelei
conduce la schema

[I +—(I — o)A ][I +~(I — ocM)Ax]Uj.j;l =

=[1 T é(r + ocN)Ay] [1 —I——;—(I + aM)Ax] Ul (3.58)

Aceastd schem& implicitd este de ordinul doi de precizie
(lueru ce se poate verifica cu ajutorul dezvoltirii in serie
Taylor). In fig. 3.2,

dacd A (jh, nh, k) si # ¢
B ((jh, nh, (1 + 1)k) -

sint doud puncte

ale retelei, atunci : £ /
relatia (3.58) implicd
‘opt puncte ale rete- .
lei 4, B, C, D, E, iy 4 ‘
¥, Gsi H.

Schema (3.58) se ¥ 4
poate utiliza i in 4
formi explicit Fig. 3.2.

Ul+1 4l = Uan + I —aM)™ I + aM) (U +1 n Ua”hilH-
FT—oM) M (I—a Ny (I+aN)[(I—aM) (U, — Uk ,)+

+ (I + aM) (Ulirnsn — UEH]1 (3.59)

Aceastd problemi este corect pusid, daci matricele M si
N sint nega‘mv definite.
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Schema implicitd (3.59) se poate scrie in dous nivele

dupd Douglas-Rachford :
[I +%(I — c/.N)Ay] [7”%1 :[I +,.i_(1 4

+ aM)Ax] U
[(_l—otN) (I —{—%(I — o) )Az]Ul+1 —

=—2aNU*14(I+aN) [I + é— (I—}-ocM)Ax] Ut
sau dups Peaceman-Rachford

[+ b R e L SR Y
‘ 2 2 J

2

[I-i—-;—(l——ocM)Ax} Ut :[I+%(I+aN)Ay] Ui+

d

T (3.60)

iar in a treia variantd dupd Diakonov in formg

[I + T~ aN)Ay] 0 = [z ot
+ ocN)Ay] { I+ %(1 . ocM)Ax] -

[I + %(1 — aM)A,,] Uil — e

(3.62)

unde U'*! este o valoare intermediari. Daci se elimind
Ui+l din relatiile (3.60), (3.61) si (3.62), se obtine rela-

tia (3.59).

In cazul in care schema lui Crank-Nicolson se extinde
de la sistemul hiperbolic cu o singurd variabild spatiald
la sistemul hiperbolic cu dou# variabile spatiale, se obtine
schema Gourlay si Mitchell cu optsprezece puncte.
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Extensia schemei Crank-Nlcolson la doud dimensiuni
spatiale conduce la schema

[I - 3! aN(A, + Vy)] [1 — % aM(As+ vx)] Ui+t =
_ [1 + ?I aN (A, + V,,)] [1 + -i— MM+ vx)] U (3.63)

Aceastd schemi are ordinul doi de precizie si soliciti
noué puncte din retea la fiecare nivel de timp Uk i (I + 1)k,
in total 18 puncte ale retelei.

Schema (3.63) poate fi scrisd ca o schemi in doi pasi
sub forma Douglas-Rachford astfel :

[1 —% M (D, Vy)] T —
=1+ wa v v

" L (3.64)
[I — ocM(A,c+,Vx)]U’+1 = 20" +1 —

— [I + —1~ aM(A, 4 V.»r)] Ut

Peaceman-Rachford :

I ——Z:MN(Ay“”Vy)]ﬁHl =
[ 1 o

L.

L (3.65)

I— —i- 2 M(A, Vx)] U+ =

[1 + e, + vy)]U =
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Diakonov :
1 - ; 1 o
.[I — (A, + w)] T _ [1 N (A,

: |
v |1+ e | o (3.66)

|1 — o+ v |m=v
unde U'*1 egte o valoare intermediari.

Dacs matricele M si N sint variabile si depind de
x, ¥y, t, schema Lax-Wendroff se poate scrie astfel :

Uit = [I + % aMEVAA, +y,) % aNVIHA, + v,)+

o LA MG, 4 MR, MER,) +

1 ey ,
tT oA NILPA Ny, -+ NiFEg, NIHU2A Y 4

+ % wd(MELPNGEME A NEEMIE) (As+v,) (A, + Vy)] Ujm

(8.67)
iar schemele cu diferente (3.58) si (3.63) devin
1 z+1/2’ ) , 1
[I +'4_(I — o MY R 1)y | TE(I —
— a N ar12)A UL =
1
— I+ %(I M )] [T+ (1 +

p
+ o N Rar12)A, 10,
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respectiv

1 ~ 1 \
[F = o w) | [ = eatea v o

1 1 L
=z e, v [+ et
Aceste scheme aun toate ordinul doi de precizie.

3.5. Metode cu dlferente pentru ecuatii de tip hiper-
bolic de ordinul doi

Forma generald a unei ecuatu cu derivate partiale de
ordinul doi este

2, 2, 2
WP gy O O
o T otow 92

on on
Fd—+ e— + fu =
R op (T Y
(3.68)

unde coeficientii @, b, ¢, ..., g sint functii de variabile
independente x si ¢. Ecuatla este de tip hlperbohc, dacd
b2 — ac> 0.

Cea mai simpld formi de ecuatie hiperbolicd de ordinul
doi este ecuatia undelor

0%u 0%y '
— = 0. 3.69)
o2 02 ( )

Solutia analiticd a ecuatiei (3.69) este de forma
w=Fox +1) + Gz —1),

unde F i @ sint functii de clasd €2,

Problema Cauchy cu valori initiale constd din eeua’ma
(3.69) si conditiile inifiale

ua,0) = fla), (5,00 =g(@) —o<o<+on
(3.70)
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Solutia acestei probleme este de forma

u(e,t)= ;-[f(as *+t) + fle — )+ SmH

x—1

g(:)dc]-

Metoda cea mai eficientd pentru tratarea numericd a
ecuatiilor de tip hiperbolic de ordinul doi in doué variabile
independente x si ¢ este [9] metoda caracteristicilor. Este
necesar a se considera metoda diferentelor finite pentru
studiile ce pot da rezultate in rezolvarea ecuatiilor cu
derivate partiale de ordinul doi in cazul a dou# sau trei
dimensiuni spatiale, unde metoda caracteristicilor nu mai
este atit de satisticitoare.

Schemd explicitd cu diferenfe. Daci se considerid pro-
blema Cauchy (3.69) si (3.70) cu o retea rectangulari de
parametrii b §i k cu o = k/h, ecuatia (3.69) se poate scrie
cu ajutorul operatorllol dxferenta asttel :

—(U"H———UZ-FU’ 1) ( __ZUZ + Ul D=0

sau in formd explicitd
Ut == 2(1 — a?)U! + o« UL,y +UL,)— U (3.71)

Pentru evaluarea erorii de trunchiere se considerd dez-
voltarea in serie Taylor a lui (3 71) in punctul (jk, k)
obtinindu-se urmitoarea expresie :

0%u 02u 1 0%
k2 — T b ket — 1 +
( oz o0a® ) +p P = o

6
k2h4( 2 ) 6“
36 a8

-+

+...=0. (3.72)

Tinind seami de (3.69), din expresia (3.72) se obtine

0%y 1 0%y
N k2h4 2_1 —
dw aF 360 (=1 0 x®

k2h2[§(a2— ) —r] (3.73)

care este eroarea de trunchiere pentru schema considerati.
Se poate observa cd pentru h = k, adicd « = 1 eroarea

130



de trunchiere tinde la zero, iar schema cu diferente (3.71)
devine

Ul+1 = U i1 + U;_l - U{—l (3 74
7

Schema (3.74) oste o aproximare cu diferenfe exactd a
ecuatiei undelor.

Pentru discretizarea conditiilor initiale (3.70) se con-
siderd functiile f, g e 02, definite pe intervalul 0 < z <
< 2Jk, unde J este un intreg. Atunci prima relatie din
conditiile initiale date in (3.70) se poate scrie in form#
discretd astfel : :

= fGh) =13 §=10,1,2, ..., 2d.

Presupunind eé solutia u (w, t) este de clasd (2, se poate

dezvolta w (x, t) in seria Taylor in funelie de timp, obti-
nind

. ou 1 0%

Ut = U‘-’+k(~—) +~( ) S+ oL = U+ kg(jh) +

j j at | oo ), g(3h)

1, (0% o g e

+§ k (——0902)j + ... = f(§h) + Eg(jh) +-
1 . ‘
? «2(f((§ %1 B) + f((§ — k) — 2f(jh)). (3.75)

Din (3.75) se vede c& a doua conditie initiald din (3.70)
se poate scrie in formd discretd astfel:

| 1 .
Ui =i Tkgi+?“2(fj+1 S 2, §=0,1,2,...,2J.

in acest caz schema explicitd cu diferen{e ce permite
caleulul solutiei numerice pentru problema (3.69)—(3.70)
aratd astfel :

U3 =T

1 o
Ui =1 +k.9’f+5 @ (frer T fia — 2f)s (8.76)
Uit = 2(1 — «)U} + o¥( Uy + Ujy) — U,
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j=0,1,2,...,2J, 1=1,2 -1

iar caleulul se desfidgoard ca in fig. 3.3.

t
~x
)
L7 d 141
l H
-1 : -1
17 % i
=7 1
=0
Jt g 7
Fig. 3.3.

Prima relatie din (3.76) permite calculul nodurilor din
domenii existente pe axa z, a doua relatie permite calculul
nodurilor la nivelul 1 = 1, iar a treia relatie permite de-
terminarea nodurilor din retea, marcate cu %, dispuse
sub forma unui triunghi isoscel cu baza 2Jh §i virful in
punctul P. Dacd « = 1, in locul celei de a treia ecua,tn
date in (3.76) va fi ecuatla datd in (3.74).

Din cele prezentate anterior se vede cé domeniul de -
dependentd al ecuatiei eu diferente depinde de parametrul
retelel a. Datoritd acestui fapt apar trei cazuri distincte :
0 <a<1l, «a=13 «>1, care prezintd importantd din
punctul de vedere al stabilitdtii schemei (3.76).

in cazul 0 < « < 1 domeniul de dependentd pentru
ecuatia cu diferente este inclus in domeniul ecuatiei dife-
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rentiale si solutia este unic determinatid in triunghiul
QPR din fig. 3-4.

Dacy o = 1, cele doud domenii de dependenti coineid,
jar schema (3.76) are in locul relatiei a treia relatia (3.74).

i .
I g ™
| RN
VAR RN
- Lz N 1141
4 p /
7
// //\\\\ L
N
/ / \\
A ‘ N
N
// f » N
At R
I S R =
Fig. 3.4.

in cazul « > 1 domeniul de dependentd pentru ecuatia
cu diferente contine in interiorul siu domeniul pentru
ecuatia diferentiald, iar schema (3.76) va furniza intr-un
anumit domeniu solutii ce nu depind continuu de datele
initiale, situatie in care este greu de presupus ca rezul-
tatele si fie corecte.

3.6. Stabilitatea schemei explicite eu diferente pentru
eeuatia de ordinul doi

- In cazul in care o>1 schema explicitd cu diferente
(3.76) va permite calculul unor solutii intr-un domeniu
care nu apartine domeniului de existentd al solutiei ana-
litice u(x,?) a problemei (3.69), datoritd acestui fapt
problema convergentei gi stabilitétii schemei (3.76) se va
analiza numai pentru parametrul retelei |o| < 1.
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Courant, Friedrichs gi Lewy au ardtat cid in cazul
|e] < 1 solutia schemei cu diferente (3.76) converge citre.
solutia problemei (3. 69)—(3.70),- eind b osi k—>0.

In cazul ja] < 1 schema cu diferente converge dacd u
are derivate de ordin superior.

Un procedeu general ce permite punerea in evidentd
a acestui fenomen de convergentd este urmitorul.

Fie .

diferenta intre solutla anahtlca u! caleulatd in nodul
(jh, Uk), §i solutia numericd U! a schemei cu diferente in
nodul (jk, Ik). "Utilizind dezvoltarea, in  serie Taylor, se
determind eroarea de trunchiere pentru o serie de termeni,
obtinindu-se expresia cu diferente

aﬁ“” - s’ Pt a¥(efa+ eip1) + 2(1 — o®)e; + o[k +
-+ o[k2h2]. (3.77)

Din prima relatie a Iui (3.70) i (3.76) se vede cd solutia
numericd U coincide cu solutia analiticid » pe domeniul
initial, deeci

9=0,j=0,1,2,...,2J. (3.78)

Considerind a doua relatie din (3.70) si (3.76), precum si
(3.78) si facind diferenta dintre solutia analiticd la primul
nivel de timp ! = ¥ §i solutia numerici la acelagi nivel de
timp, rezultd o eroare de forma

el = o (%), §=0,1,2,...,2J.

Pentru studiul stabilitﬁtii schemei cu diferen‘ge (3.77)
care permite calculul propagirii erorii se va lua in consi-
derare efectul unui singur termen de forma e, unde
este un numar real. Efectul final al propagirii este obtinut
prin superpozitii liniare ale unor astfel de erori in punctele
pivotate. Erorile se propag# in timpul calculului conform
relatiei (3.77), care practic rezulti din (3.71) prin inlo-
cuirea lui U} prin /. Erorile in cazul conditiei initiale
(3.70) se pot scrie

&9 = e,
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Presupunind ¢ se poate da o solutie Fourier pentru ecuatia
(3.69) i pentru schema cu diferente (3.71) cu ajutorul
separarii variabilelor, se poate scrie c¢&

el = eYk.glbin, (3.79)
Inlocuind (3.79) in (3.77) si efectuind calculele corespun-
zatoare, se obline o ecuatle de gradul d01 in e™ de forma,

()2 — 2 (1—2a2sin2%}i)evk 11=0, (3.80)

care este tocmai ecuatia caracteristicd ce permite calculul

valorilor proprii pentru matricea de amphflcare G, aso-
ciatd schemei cu diferente (3.71) scrise sub forma unui
sistem cu diferente cu douéd nivele :

— 4 L : - ;
g;z %gl — «®)Uj + a? (Ujyy — Uiy) Vf} (3.81)

Dacd in schema (3.81) se fac urmatoarele inlocuiri:
Ul,,= UQ”U’ Ul_,= e ™7,

unde £ este real, atunci (3.81) devine

Uit = 2 (1—2m2sin2 —B}i)U; — V]
2 |

(3.82)
Vit = U
sau sub formi matriceald
' ' h
2 1——2a?sin2—§— —1
o [p (=) ]y
| 1 0]
5 .
—ouin? P
undeW:[U]§iG—-: 2(1 2a2sin 2) 1l
4 1 0

Daci se noteazi eu A valorile proprii ale matricei de
amplificare @, asociate sistemului cn diferente (3.82),
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atunci aceste valori proprii sint date  de urmitoarea
ecuatie :

A2 — 2 (1—2m2sin2—%k—)7\ +1=0. (3.83)

Se observi cd ecuatia (3.83) se obtine din (3.80) cu sub
stitutia e™ = A. Dacd se urmireste o evitare a cresgterii
exponentia.le a erorii ¢ind I — oo, este necesar ca |[y*| <1
pentru orice valoare a lui B.

Dar acest lucru corespunde condlmel de necesitate
pentru stabilitate a lui von Neumann pentru un sistem
cu diferente cu doué nivele, prezentat in cap. 2, care cere
ca : : ‘

max | M| <1, t=1,2.
[
Din. ecuatia (3.83) se obfine

12
Me=1— 2mzsin2—‘g-l— -+ QaSiH% (oczsin2 —62@— — 1) .

Tot din (3.83) se vede ci 2, = 1.
Din cele ardtate se vede cd apar doué cazuri in discutie :

1° oczsinz—@;— < 1. Atuneci

M.ady = 1 — 20%sin? % ~+i2esin %h—(l — a2sin? %h)

In acest caz |n| =1, i=1, 2, pentru orice 8, dac
o < 1.

., Bh
2° o2 31112—2— > 1. Acest caz conduce la |%,|>1si deci

in aceastd situatie schema nu poate fi stabild dupa von
Neumann.

O conditie de suficientd pentru stabilitatea acestei
scheme a fost datd de Richtmeyer i Morton [9] ardtind
ci pentru conditia lui von Neumann presupusi satisficutid
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conditia de suficientd pentru stabilitate este ca determi-
nantul vectorilor proprii V; si V, corespunzatori valorilor
proprii 2; i A, s& fie mirginit, adicd ,

0 < det |(Vy, V)| < K,

unde K este o constantd pozitivi.

Fiecare nod al retelei date in fig. 3.4 are un domeniu
de dependentd. De exemplu, nodul (jk, (I + 1)k) are un
domeniu de dependenté care ajunge pind la nivelul 7 =0.
Frontierele acestui domeniu sint caracteristicile ecu-
atiei 4+t = jh + (I + 1)k. Aceste doufi caracteristici in-
tersecteazé nivelul { = Osanaxa Ox in o, = jh — (I 1)k
si @y = jh 4 (I + 1)k. Din diferenta - celor dou# coor-
donate se vede ci intervalul de dependentd al unuined
este finit g1 are lungimea 2 (I - 1)k. ‘

- 3.7. Scheme implicite cu dlferente pentru o ecuatie
de tip hiperholic de ordinul doi

Schemele implicite cu diferente finite oferi [16] mari
avantaje din punctul de vedere al stabilitdtii. In scopul
imbunatitirii eonditiilor de stabilitate este preferabil
g4 se utilizeze scheme implicite.

Se considerd problema cu valori initiale (3. 69)—(3.70),
la care se mai adaugd conditiile la limits ’

% (0,1) ==0, «(,t)=0. (3.84)

Daci avem o problem3 cu conditii inifiale i la limitd,
aceasta este problema vibratiilor unei bare incastrate la
ambele capete.

Pentru aceastd problem# se poate considera schema
implicitd cu diferente de forma

Ut — 2T+ U = z“ztwm —2UF T+

-+ (U= 207 4- U2h],  (3.85)
care este o schemd cu trei nivele de timp ce s-a obtinut

. . . 0%y
prin aproximarea termenululig-;prin diferente centrate
t
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. . 2, :
de ordinul doi in punctul (j, 1), iar termenul%afost

x
aproximat printr-o medie a doufi aproximatii cu dife-
rente centrate de ordinul doi, una centrati pe nodul
(4,1 4 1) si alta centrati pe nodul (j, 7 — 1). Schema
(3.85) se mai poate scrie sub forma

— UM+ 2 (1 + UM — UL = 4U! + 02U —
—2 (1 + U 4 22URL (3.86)

Din (3.86) se vede dependenta valorilor functiei din no-
durile de la nivelul I + 1 de valorile functiei din nodurile
de la nivelele [ i [ — 1.

Dacd trebuie determinate J noduri ale retelei, ecuatia
(3.86) trebuie scrisd pentru fiecare j, unde j =1, 2, .

.y J. Utilizind i conditiile initiale gi la limit# discreti-
zate, se poate afla solutia problemei in nodurile de la

nivelele de timp I =0 §i [ =1, dupd care intrd in

functiune relatia (3.86) care scrisi pentru j =1,2 ..., J
conduce la un sistem de ecuatii de forma trldlagonala
Diagonala principald va contme coeficientii de forma
2 (1 + «?), iar celelalte doui d1ag0nale coeflelentu de forma
—a2, In acest fel matricea este diagonal dominanti si
se poate calcula solutia dupd o metodd iterativi.

O altd schemid implicitd - pentru problema (3.69),
(3.70), (3.84) poate fi

U 24 U = a2 (A[( U —2 U5 UR) (Ul —
o (3.87)
— 2T - U] 4 (1 — 20 [Ukey — 2UL 4 UL, 15

unde « = k/h, iar A este un parametru de relaxare.
Pentru A = 0 se obtine schema explicitd (3.71), pentru

A = %se obtine schema implicitd (3.85).
Oricare din schemele prezentate pot f1 fologite la

i la limité.
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3.8. Stabilitatea schemelor implicite cu diferente pen-
tru ecuatia de ordinul doi

Pentru analiza stabilititii schemelor implicite se va
proceda ca in capitolele precedente, utilizind metoda
Fourier. Presupunem ci solutia . schemei cu diferente
(3.87) se poate serie pentru un nod sub forma

Ul = eliaghe, ‘ (3.88)

unde a este un numir real arbitrar, iar b este un numar
complex b = @ -+ iv, cu @ gi v parametrii ce trebuie de-
‘terminati.

Inlocuind (3.88) in (3.87) si ficind calculele respective,

se obtine
eig‘a'_ei(l+1)b — 2pligplib + elfepll-1b mz{;\ r[(ei(j“)" el+l)o __
— Qelie. gll+ 1 -+ ei(i—l)b) -+ (ei(i+1)a ell—1b __ 9oliggll-1)d +
4 eli-Togid=1p)] 1 (1 — 27\5 [e10+Dagile _ ogliaghis
- eli=Dagit ],
Dupi impéri;irea cu eif“eiib rezulté
' e — 2 Lo — dz{)\ [(e~9e® — 2¢~1 + e~lgi) |- :
(e'%®® — 2e® + + e )] 4 (1 — 22) (el* — 2 + e~9)1.
Ordonind termenii §i dind factorii comuni, se giseste

e — 2 e = o2 (6" — 24 e [1—2h+ 3 (e® + e )]

sau
2 cos b — 2 = a*(2co8a — 2) [1 — 22 (1 — cosb)],

gin? —ZL = a2in? — (1 — 42sin? b )
2 2 2
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Aceastd expresie pentru b poate fi pusd sub forma

8in2 —
e, A
= o28in%2 —-.

1— 47\sin2l_’~
2

Daca se aduna numiritorul mmulm cu 4 la numitor,
se obtine

. a2sin2 bl
sin? — — s (3.89)
1 -+ 42afsin? -2

de unde rezultd ci b este real pentru orice a real dach
L1
A= ZO r>0

1 ]
V1 —4x

0<x<%. 0<a<

Din cele de mai sus se vede ci schema (3.87) este necondi-
tionat stabild, dacd 2 > i '

Pentru » = i— schema cu diferente (3.87) este stabild

pentru orice « >0 si in acest caz schema (3.87) se poate
serie sub forma

4 .
_?.c_z_(U;ﬁl 2Ul + Ul—-l) — (Ul+1 — 2U19_+1 — Ul-"}) -

2 (U= 20} + U'y) + (UGE — 20 4 UL
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sau altfel Br\dona,té
‘ 2
ey

oL

— (U414 U§£¥)+2(1 + )Ui-“ = 2 [( Ujia + U}y) —

(3.90)
— 2(1 ~ 2 )U§]+[(U,’-zi + U — 2 (1 +—2~) U%—l].
OL_2 o2 i

Metoda de calcul pentru schema datd in (3.90) necesitd
inversarea unei matrice tridiagonale la fiecare pas pe axa
timpului. In cazul in care schema din (3.87) este dezvoltati
in serie Taylor termen cu termen in punctul (jh, Ik) se
poate ghsi eroarea de trunchere sub forma

1 0% 1
— 12hed | (o2 — 1)— o pe (a2 — 1)—
© {[ 5 ¢ ) ] oar 360 [(“ 1

no? (o2 9%u
— 30Ax2 (a2 - 1) + ...}
0x®
Aceastd eroare de trunchiere se reduce la erocarea de trun-
chiere a schemei cu .diferente explicite cind » = 0.
Consistenta schemei cu diferente ce aproximeazi
ecuatia hiperbolicd de ordinul doi are loc, dacé

£ 0 cind &, k — 0,
k2

unde e este eroarea de trunchiere, iar % si k sint parametrii
retelei.

3.9. Scheme cu diferente pentru eazul mneliniar-

Nu existd o metodd generald pentru studiul stabilitatii
schemelor cu diferente in cazul ecuatiilor hiperbolice de
ordinul doi neliniare. Cel mai bun lucru de facut in practica
[17] este si se studieze o metods de liniarizare, bazatd pe
mirginirea functiei gi a derivatelor sale. Este necesar a
se proceda astfel §i pentru a putea urmiri efectul asupra
solutiei datoritd unor schimbari ale coeficientilor gi con-
ditiilor auxiliare, sau chiar numai pentru construirea unui
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algoritm de calcul. In practicsi, in foarte /n{ulte cazuri
neliniare utilizarea unei scheme implicite conduce la
rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice neliniare.
In asemenea situatii folosirea meuadelor cu diferente nu
aduce mari (Wanta}e fatd de metoda caracteristicilor.
Existd o serie de exemple [12], care aratd ci utilizarea
metodelor implicite poate uneori conduce la sisteme de
ecuatii algebrice liniare. Analiza stabilitdtii pentru o serie
de exemple particulare poate fi fdcutd prin testdri nume-
rice.

S4 considerim un exemplu de vibratii ne1m1are ale
unei bare fixate la ambele capete. Modelul matematic
agociat acestui sistem f1z1e [18] este dat de ecuatia undelor

3/2
1—-B+ B : : ,
+ ( - Qac? ) 0*u 0%

9% )3/2 Tom o
a2

(3.91)

b+
cu conditiile initiale

(@, 0) = 43 (1 — ), % (2, 0)=0  (3.92)

5i la limitd
w(©,T) =0, u(l, TY=0.  (3.93)

O schem# cu diferente pentru aceastd ecuatie poate fi
obtinutd prin discretizarea lui (3.91), utilizind diferentele
centrate de 01d1nu1 doi, iar pentru demvata ux dlferenpele
la dreapta.

Dupi cum s-a mai spus, metodele implicite nu condue
totdeauna la sisteme de ecuatii algebrice neliniare. De o
asemenea clasd de ecuatii neliniare s-a ocupat Ames. [19],
care a analizat trei modele §i rezultatele numerice le-a
comparat cu rezultatele experimentale.
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Cele trei modele sint :
- modeml Zaiser :

. M + 2V [1 +( 6% )2}—1/2 n
0w

F (7 — ) [1 +(5 )Jal‘— —o0;

ox 0x?

— modelul Mote :

0%y 21-32 5%y
— 2V, {1+ 38 +
+ [ + ( ox ) } 0x0t

[ (T[] -

Ou )2 —5/2 Oow  ou
69? 6t

— k202 —

— 33V, [1 — 8(
0w

27--3/2
—oa—m [ (LT o,
ox o w?

— modelul Hard Spring :

0%u 0% 7 0w .
= )
0122 c’)w&t [ ox
Modelele prezentate sint cazuri particulare de ecuatii de
ordinul doi neliniare, adimensionale, care sint denumite
[1] clasa ecuatiilor neliniare, dar cvasiliniare in raport cu

variabila {. Aceastd clasd se poate scrie sub forma generala
astfel :

82@& 0% 0%\ - (m %\ Ou
+f( rre 8w0t)+g( ? (’Mc 8502) ot
: ' 2
= L (x,t U, u — 0 %\) (3.94)
; 0w 0x?
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In domeniul 0 < # < 1, {>0 se poate gam/o solutie a ]
ecuatiei (3.94) cu aJutorul conditiilor 1n1t/1éle /

w (z, 0) = A(z), _T(w, 0) = B(a) (3.95) |
gi la limitd : .
w(0,8) = O(x), u(l,t) = D). (3.96)

Pentru aceastd problemi generald se poate construi o
schemd cu diferente, utilizind aproximatii cu diferente
pentru ordinul doi de precizie atit pentru derivatele de
ordinul intii eit si pentru cele de ordinul doi, toate aceste

aproximatii fiind centrate pe nodul retelei (jk, k), iar
’ 2 :

pentru P Zt se va folosi urmitoarea aproximare
€T o
02y 1
_— Ul+1 . Ul+1 Ul_
owdt 4hk( A — Ui+ Uit + Ui )

Cu aceste aproximiri conditia (3.94) va conduce la un
sistem de ecuatii algebrlce de forma

a; U+, 0% ;Ui = a;, - (3.97)
unde coeficientii a;, b;, ¢; §i d; au urmitoarele expresii:
“ pis 1 g
a; = ; by = —— Cj = — Q>
J 47&]{: i 72 + 9% y Vi j
U Uizl U~} 2UL— ULt
d, = I} _._3'*'_1_____9_“_1 L i Y9 i i
7 j + Ank fa + ok + 2

§i prin f! s-a notat

fi= f(]h Ik, U}, —

Ou |t 6%&
oz ; Ga;

)

Schema (3.97 ) este o schemi cu diferente ce apeleazi in
calcul la noud noduri ale retelei, conducind la un sistem
algebric liniar implicit la fiecare nivel de timp, care se
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poate rezolva prin explicitare pentru valorile din nodurile’
retelei existehpe 1la nivelul de timp { -~ 1. Algoritmul ce
oferd o serie de avantaje pentru astfel de probleme e::te
algomtmul Thomas [20].

-3.10. Scheme eu diferente pentru ecuatii de tip hiper-
holic de ordinul doi in plan

O ecuatie de tip hiperbolic omogeni de ordinul doi in
dous variabile spatiale de forma

32 2, 2, Y 4

Q—u—(aa%—{—% 0% _I_CaquW Bul

ot? oay 0w, 0%, o3 at dw,
J~f~+gu =0 (3.98)

ox,

poate fi transformatd intr-o ecuatie diferentiald, care s
continii numai derivatele de ordinul doi. Coeficientii
.ecuamm sint functii de variabilele independente Ty, Ty
si ¢, satisfdeind urmitoarele conditii :

a>0, ¢>0, ac—0b2>0.

Ecuafma undelor in forma cea mai simpli pentru doua
variabile spatiale are urmatoarea formé :

0% 0% 0%y
ot2 i o3
In cazul in care ecuatiei date in (3.98) i se asociazii condi-
tiile initiale ‘
U (xl)lwza 0) = f(mla Zy),
8u
7(“‘17 Tgy 0) =9 (wv $2) o< &y, By < -+ 0,

se obtine problema Cauchy. Domeniul de dependent# al
unui punct P de coordonate P (uy, z,; T') este un cerc:
(2, — X)? + (25 — X2 17
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din planul #,0#,, care este baza unui con cu/vixful in P
si cu axa paraleld cu axa timpului. Acest con se numeste
con caracteristic §i are acelasi rol pe care-Vaveau caracte-
risticile # -+ ¢ = const pentru problema Cauchy unidi-
mensionald.

Considerind parametrii pentru reteana ®, = jh, &, =

= nh, t= 1k, unde j, n, I sint numere intregi, ecua-
tiei (3 98) i se poate asocia o schemd cu dlferente de
forma

1 _ 1,
"};‘(U;—;} - 2U§n "l‘Ug',nl)_;Z"(Ug-{-l.n 2Ug‘n + U; ln)
1 i !
‘_*}‘2’( n+1_2U1n+Uan 1) = 0.

Aceastd schemd cﬁ diferente se poate pune sub forma
explicitd :
05‘31:2(1—‘2“2) n+“2( Uliim 4 Ubern + Ulpsr +
‘ + Ufa-1) — UL, (3.99)
U%w = Fins Ubn — Ul = K-

Cu ultimele doud relatii se calculeazé solutia in nodurile
retelei spatiale pentru nivelul de timp ¢t =0 gi t =% ,
dupd care se ia In considerare prima relatie, care este o
schem# cu trei nivele. ‘

Pentru a face o analizd privind stabilitatea schemei
cu diferente asociate ecuatiei (3.98), solutia se obtine prin
metoda Fourier. Presupunem ci solutia schemex cu dife-
rente implicite este

Ui, = €% gln@ git* | (3.100)

unde 0, ® sint numere reale arbitrare $i A = u 4 iv este
un numir complex ce urmeazd a fi determinat. Inlo-
cuindu-se (3.100) in (3.99), se va obtine relatia

eli0 gin? QI+ LA __ oii® line gll—1A _ 9 (1 — 2a2)el® gine gilh ) +
+ o2 (ei(a‘+1>0 elne em 4 ei(:i—l)e elnwl piih -+ &0 el +1)e o 1A +

+ em) ei(n-—-l)tp em )’
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care dupz“m\\\\\sjimplificare devine
e — e =2 (1 — 262) + a2 (e + e L & -+ e-19)
sau
2co8h = 2 (1 — 2¢?) + 2a2 (cos® -+ cosg),
deci }

sin2% _ oc2(sm2 + sin? g ) (3.101)

Din analiza Iui (3.101) rezulti :
1° Dacd « < %, atunci se refine o valoare reald pen-

tru A si astfel v =0, ceea ce conduce Iz o solutie
méarginitd pentru ecuatla cu diferente (3.99) si deci im-
plicit la stabilitatea schemei (3.99). .

1 .
2° Dacé « >V—§— » Se pob gisi valori pentru 0 §i ¢ astfel

incit valorile corespunzitoare ) apar in formé de perechi
conjugate. In acest caz riddicina cu partea imaginard
negativi produce o valoare care creste exponential cind
n —> oo §i deci schema este instabild. O altd metodd de
a imbunititi stabilitatea este de a se asocia problemei
(3.99) o schem# implicits.

Exemplu. Se considerd -ecuatia undelor in plan

u =0 pe curba T,
u (4, @5, O)1== f(iy; ;) in D,

— (&4, %5,0) = 0 in D
s Xy in D,
ot 1o .

unde D este un sfert de cerc x>0, y>[0, 2% -+-[y? < 1 dat in fig. 3.5. Intro-
1
ducind acelasi pas h = F pentru ambele variabile spatiale si k pentrn:

variabila f, rezulti Ula = u (jk, nh, 1k).
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diferente

1 1
P 1+1 1 —_ 1 7l
k2 (Uy‘m - 2U9'.ro + U;li,nl) - ';2‘ (U}-H.'n, - 209'.'7» + Lj—l.n) -

. 1
2 ] 1 1. o
r '_‘1;2“ (Uy‘m+1 - 2Uj.n + U:.'.n—l) =0
pentru j> 0, n> 0 si j 4 n < N,
’ U}m = 0 pentru j =0, n= 0, sau
/] ¢ ' i+j=N,
Ug.n=fi.n7
’ % Ui =Un _,
Fig. 3.5. k

Aceastdi schemi cu diferente conduce la urmitoarea formuld recursivi,

<1:

22
care este stabild [10], daci

12
U;j;zl = Iz‘ (Uyl-;-l.n + U;—l.n + U;li,n+1 -+ U}.n—l) +

412 71—
. +(2_ )Ujl_n_‘Uj,nl'

h2

Aceastd formuld recursivd permite caleulul lui U la nivelul I 4- 1, in functie
de valorile Iui U la nivelul I si I — 1, deci este o schemi cu diferente cu
trei nivele, deoarece implicd trei nivele de timp.

3.11. Metoda aproximatiilor succesive

Se considera problema cu conditii initiale

2 92 S

Pu _ g —~f(z, t)yu = g(«,t) pentru — oo < @ < + 00, 1 >0,

ot? ox? /
u (2, 0) = 0, ‘9—7:(99, 0) = 0, (3.102)
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unde f (#, t) este o functie continui de  si ¢. Dup# ordonare -
se obtine ecuatia diferentiald

0%u 0% ,
o omt J (@, 1) + g (2, tyu. (3.102")
In urma introducerii notatiei

h(z,t)=f(2,t) + gz, 1) u
se obtine problema cu conditii initiale
0% 0%

ot ox?

= h (2, t) pentru t>0, (3.103)

Ju
u (@, 0) = 0, _—fi_{(m’ 0) =0,
a cirei solutie poate fi gisitdi sub forma

1t pr+ie-D .
u(m,t)=~§ S : h (%, 1) 4@ ai
2 o Jo—u-9

Sdau
1 gt pett-B L . o
u(w,t>=—-s { U@ bh+e@duzhlasa
-2 Jods—-1
(3.104)

Din aceastd relatie se vede c¢é functia u (w,t) apare sub
integrald. Aceastd relatie nu este o formul&d ce permite
determinarea solutiei ecuatiei (3.103), ci o ecuatie integrald
pentru functia « (=, ¢). ‘

Se poate arita ci numai o solutie continui a ecuatiei
integrale (3.104) este solutie a problemei (3.102). Pentru
rezolvarea ecuatiei integrale (3.102) se alege o valoare
initiala U, (@, t), se calculeazd a doua aproximatie u, ca
solutie a problemei cu valori initiale (3.102):

0% 02
_at_; — 6:21 = f (@, 1) + g (, 1) uo(a, t),
ou
uy (2, 0) = 0, at1 (2, 0) =0,
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adicd .
1 I px+(t—1) (DA o - RN
wy (2 0) = [f(@, %) -+ 9(3, yug(@ )] da di.

z—(t—1)

Se considerd ca u, este o aproximatie mult mai bund decit
4o pentru solutia ecuatiei (3.102) sau (3.104). Continuind
acest proces de 1mbuna,tat1re a aproximatiei u, se calcu-
leazd cu ajutorul Iui u, valoarea Imbunitititd «, ca so-
lutie a problemei (3.102) :

0%y 0%u, n
0t? Cda? J@

9 t) + g(m: t) "’ﬂ"l(x: 't)a

uy (2, 0) = 0, ‘96;2 (2, 0) = 0.

Dacd se continud acest proces, se poate gbune Upq CB
solutie a problemei cu valori initiale

0%, 0%y
st = T 9,1) + 9(a, 1) o, 1),

unﬂ(aﬁ 0) =0, aa';“ (2,0) =0

pentru # = 1, 2,3, ... cu ajutorul formulei iterative
z+(t—T)

1 ¢t _ . L
Un+1 (2, t):-ﬁg S [f(@, 1) -+ g (&, {)u,(@, 1)] 4% di.
2 JoJde-u-p '
(3.105)
Se pune problema daea valorile 4, converg citre
solutia’ «. In acest sens se considersi diferenta
‘ g, = un — Up_q. o
Atunc*
. 1 o o
*‘S S (m, )+ g (@, £y (@, 1)) —
2 ©—{l— t) .

__;_..S So,+( f)g (57) i) Sn(.’E, i) da di' (3~106)

&—(t—1)

8n+1
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Pentru un 7T > 0 se defineste

Klz Htl\ggc lg ('777 t)b K2:: I{?f [81(93, t)l

Dacd se considerd relatia (3.106) pentru # — 1 1
rezuita

1 z+(t—F)
| ea(, )| < —- 5 S Sw o t)-K11I dwdt._~ K i
pentru ¢ < T, iar pentru n = 2 rezult}
1 e+l 1

Oontinuindu—se in acest fel, se vede ci

() 8) — Una(y )] = | eulm, 1)) < T Hy
[2(n —1)]!

pentru ¢t < 7. (3.107)
Astfel pentru orice m>mn §i i < T
zum(ﬁyt)_un(m,t)[—{3m+€m 1+ +s”+1]<l€m|+
m—1 Kk ok
+ lemal + - o0+ el < Z (Zk& -+ (3.108)

o2

° K
Seria =
k§) (2k)!

converge uniform pentru ¢ < T cétre ch ¢.

De aici rezultd c& 4y, — U4, — 0 uniform in t.

Dupé criteriul lui Cauchy rezultd cé sirul de aproximéiri
(2, 1) converge uniform in x §i ¢ (pentru t < 1) citre o
funectie u (, 7).

Unicitatea solutiei rezultd din urméitoarele conside-
ratii. Diferenfa a doud solutii consecutive ale lui (3.102)
este

1 ¢t pete-o .
@ =— § o@D @i azdl
: 0

2 z2—(t—1)
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Derivata expresiei (3.107) conduce la inegalitatea

i3
42

2n)!

le(@, 1)| < max|e]

pentru orice n. Daci # — oo, atunei e—0. Pentru
m — oo Se& obtine inegalitatea

‘ ‘u(x7 t) — Uy (.’D, t)] ,Q"

[ Kkyzk o n—1 Kllctzk]
<K,y K, cht)k — % —— |
* & (2k) ! 2[0 Vb =% oy

Aceasta este limitd pentru eroarea |u — w,| in funcfie de
maximul K al diferentei |u, — u,|. Pentru ¢ fixat limita
erorii tinde citre zero mult mai repede decit n — co.

Exemplu. Seconsiderd problema

d%u ?u

a2 ox2

— usinz = sin z pentru > 0,

u(x, 0) = _8_11_ (x,0) = 0.
ot

Se alege prima aproximatie 1y = 0. Atunci
t cx+(t-T) B
ul(x,t)=_-s S sinF dF df — sin z (1 — cos D).
2 ) T—(t—7T) .

Astfel se obtine K, — max |sin @ | = 1, K, = max|sin x (1 — cos )| = 2
pentru orice {. Deci

n—1 2k :
lu(z, 1) — up(x, 1)} < 2| chf — 2 .
S (2k) !

Pentru n = 0

u(x,t) <L 2cht;
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pentru n =1
v Ju(x, &) — sinxz (1 — cost)] < 2(cht— 1).

Se observid cd pentru ¢ < w se ‘poate lua K, = 1 — cos ¢ atunci
Ju (2, 1) — *\suin‘x(’l - césbt)] < (1—cost)(cht—1)

care este mult mai bund decit limita de mai sus pentru un ¢ parti-

cular.
Daci se doreste o aproximatie imbunitifitd, se calculeazi

1 ¢t oD . _
zzz(x,t)=—S S sinT (1 — cos¢t) dx dt = sin x (1 — cos {) +
0 .

v e=t-1)
1 1 1 i 1 ,
4 — 22—~ —+4+___cos2x] (1 — cos {) | —— cos 2z (1 — cos 2f)
4 2 6 » - 24
si se obtine
lu(z, ty — up (2, )| < 2{ ch {—-1— _2_)
pentfu orice ¢, sau
i2
la(x, t) — gy (2, )] < (I — cost) [ cht—1— — ] pentru ¢ g r.
2

Deci se observi cii integralele sint calculele pe triunghiul caracteristic
ICIS T — | X — x|



CAPITOLUL 4

METODA CARACTERISTICILOR

Metoda caracteristicilor este utilizatd pentru gisirea
solutiei unice a sistemelor de ecuatii cu derivate partiale
de tip hiperbolic. Aceastd metodd va fi utilizatd pentru
rezolvarea numericd a unui sistem de dou# ecuatii cvasi-
liniare pentru dou# variabile dependente §i dou& indepen-
dente. Pentru astfel de sistem existd doué directii denu-
mite directii caracteristice. Aproximatiile cu diferente
finite pentru cele doui ecuatii cu derivate partiale sint
construite utilizind proprietitile acestor directii caracte-
ristice. In [26 — 30] se demonstreazi o serie de teoreme
i se dau informatii privind modul de utilizare a caracte-
risticilor in metodele de calcul numeric. In [27] se aratid
cd direetiile caracteristice pot fi extinse la » ecuatii cvasi-
liniare cu derivate partiale in dou# variabile independente-
Presupunind ci pentru aceste n ecuatfii existd » directil
caracteristice in fiecare punct, unele din ele putind chiar
coincide, calculul numeric se complicd si datoritd acestui
fapt [31] nici nu existd multe probleme tratate prin metoda
caracteristicilor cu n > 2. In cazul » > 2 [27] caracteris-
ticile sint suprafete si caleulul devine laborios. Pentru a
asigura precizia solutiei numerice se utilizeazd metode
cu diferente de ordinul intii si de ordinul doi. In cazul
cind numérul de ecuatii diferentiale cu derivate partiale
precum si numérul variabilelor independente creste, etapele
algoritmului de calcul rdmin in general aceleasi, dar cal-
culele ce urmeazd a fi efectuate sint foarte dificile.
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4.1. Notiunea de caraeteristici

Pentru a pune in evidentd notiunea de caracteristica,
se va considera ecuatia. de ordinul al doilea cvasiliniara

0% 0% 0%y
o Ry —— - ——
s * % 0% 0y oy?

fag=0, (41

unde %;, ¢ =1, ..., 4, sint functii de @, y, 4, du/dx si
ou /0y, dar nu depind de 0%u/0x?, 0%u/0yox si 0%u/0y?, iar
derivatele de ordinul al doeilea ale functiei # care apar
in ecuatia (4.1) sint numai la puterea intii.

Se introduc urmétoarele notafii :

ou 0w 0% 024 . 0%
=P — =4; =7; =8 & =t

0a dy 9zt ooy T oyt

(4.2)

Se presupune cd existé o curbd I' in planul 20y pe care
mirimile u, p, ¢, 7, 8 §i t satisfac ecuatfia (4.1). T' nu este
curba pe care valorile lui u, p i ¢ sint date initial. In acest
caz diferentialele functiilor %, p $i ¢ in directia tangentei
la T' satisfac ecuatiile -

5 .
dp = 2 g 9p dy = rdz + sdy, (4.3)
0w oy ,

0
dg = ——q-da; - —(?—glfdy = sdw -+ tdy. (4.4)
ox 0y

Cu nota’giiie din (4.2), ecuatfia (4.1) devine
ogt 4 %58 + agt + oy = 0. (4.5)
Panta tangentei la curba I' este datd de raportul dy/dx.

Eliminind » §i ¢ din (4.5) si folosind expresiile (4.3) si
(4.4), se obtine

ZL (dp — sdy) + ags - —2 (dg — sd@) 4 w,= 0. (4.6)
d - dy
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Dupé efectuarea calculelor in (4.6) si ordonare, se obtine

relatia
dy \? dy
sl [— ) —ay — + a5 |—
[ l(dw) 2 dw+ 3]

dp dy dq dy
—_ o — L oLy —— o, —— } = 0. 4.7
( Yz dw ® adw 4da:)' (D)

Presupunem ci se alege curba I' astfel incit panta tangen-
tei in fiecare punct al curbei I' 84 fie una din ridécinile
ecuatiei

dy \* _ 4y '
o | —} — ay,—— = 0. 4.8
l(dw) | zdw—l“% (4.8)

Prin aceastd conditie s este eliminat si din (4.7) rezulti
c¢d in aceastd directie avem relatia

dp dy d
o l—j—‘"méi_}_“L}

dy
2 —~ = 0. . 4.9
! do dz dx (4-9)

dx ’

Din ecuatia (4.8) se vede cd in orice punct P (z,y) 2l
domeniului de existentd a solutiei ecuatiei (4.1) existéd
doud directii date de ridicinile ecuatiei (4.8) ; de-a lungul
acestor directii existd o relatie datd prin (4.9) intre dife-
rentialele totale dp si dg.

Directiile date de rédacinile ecuatiei (4.8) sint numite
directii caracteristice. ’

Ecuatia (4.8). joacd un rol important in clasificarea
ecuatiei (4.1). Dacd discriminantul ecuatiei (4.8)

>0, existd doud caracteristici distinecte;
(4.1) este de tip hiperbolic;

= 0, existd o caracteristicd; (4.1) este de
tip parabolic ;

< 0, nu existd nici o caracteristicd; (4.1)
este de tip eliptic. :

oy — dogo,

\
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Dacé ecuatia (4.8) are doud radicini reale si distinete de
forma
dy dy
= = = — 4.10
dz e dz - ( )

atunci prin fiecare punct P al domeniului solutiei ecuatiei
hiperbolice de ordinul al doilea trec doud caracteristici
diferite . si 7_.

O clasificare a ecuatiei cu derivate partiale, precum si
alegerea metodel de tratare numericd poate depinde de
domeniul in care se cere gigirea solutiei.

Exemplu. Fie

2u *u 1 0%
_— X - — — = f(z, ¥, 0, p, Q). (4.11)
v dx? axay + 4 Jy? f

Directiile caracteristice pentru ecuatia (4.11) sint date de ecuatia

ynzwmn—l--i—:O.

Discriminantul a2 — y se reprezintd grafic (fig. 4.1) prin parabola C, care
imparte planul in dousi domenii D; si D,. In domeniul D, ecuatia (4.11)
este de tip hiperbolic, in domeniul D, este elipticd, iar pe curba C ecuatia
este de tip parabolic. Aceastd ana-

lizi este utild, deoarece dacd se y .

cere solutia ecuatiei (4.11) in do- z

meniul D,, se aleg metodele nume- ’
rice pentru ecuatiile eliptice, iar
daca se cere solutia lui (4.11) in ) b
domeniul D,, trebuie tratatd cu
metodele numerice pentru ecu-
atiile hiperbolice.

Relatia (4.9) intre dp 7 —
§i dg de-a lungul radaci-
nilor ecuatiei (4.8) sejva
‘utiliza pentru rezolvarea
numericd a ecuatiei diferentiale (4.1) printr-o serie de
integriri succesive. In cazul undelor in forma cea mai
simpld cele doud caracteristici sint

® 4t =0, (4.12)

Fig. 4.1.

Ny =2 —1=0, n_ =
date in fig. 4.2.
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Dacé se considerd punctul P (@, t,) si cele doust caracte-
ristiei 7w, si v_ care trec prin acest punbt se observd ci
cele doud caracteristici taie axa Oz in dous puncte A i
B. Segmentul AB este denumit in‘erval de dependentd
al punctului P. Dacd se considerd un punct A(z, 0) pe

th
ta
e ' /// /)
a a 4 Dameﬂ/u ae / ;
g /m‘erva/ ok
dependentd N
! z
I
Fig. 4.2.

axa Ox (v. fig. 4.3) i se due cele doud caracteristici
prin 4, atunci domeniul cuprins intre cele doud carac-
teristici v, §i %_ se numeste domeniul de influenid al
punctului A. Conceptele de domeniu de dependentd  (sau
interval de dependentd) si domeniul de influentd si
caracteristics sint nofiuni fundamentale pentru ecuatiile
cu derivate partiale hiperbolice.

Dacé se considerd un sistem de doud ecuatii cvasili-
piare

Oty ~F Gglly |- a3V, - 40y = f} (4.13) \

Btz + Botty + Bg¥s + By = ¢

apar o serie de probleme in ceea ce priveste determinarea
unei solutii unice care satisface conditii inifiale gi la limita.

In cazul in care u si » sint derivabile si continue si
sint date pe o curbd C care nu este caracteristicd, dar
functia ce determind curba este derivabild §i continui,
atunei [31—32] sistemul (4.13) are o solufie unicd in
regiunea AP B mirginitd de curba initiald C i caracteris-
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ticile 7, §i n_ deasupra i dedesubtul curbei C (v. fig.
4.4). Dacd u si v sint derivabile §i continue pe o curbi
¢ necaracteristicd i sint date pe AB si pe caracteristica
7+ care trece prin B, in acest caz in domeniul ABPQ se

Fig. 4.4.

poate determina [28 —29] o solutie unicd (v. fig. 4.5). Daci
4 §i v sint cunoscute de-a lungul arcelor AB si BC de pe
caracteristici, atunci in domeniul A BOP se poate determina
o solutie unicd (v. fig. 4.6).

Fig. 4.5. Fig. 4.6.

Aceste afirmatii ramin valabile numai dacd in dome-
niul considerat nu apar interferente ale conditiilor la
limitd sau perturbatii. In general pot apdrea o serie de
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conditii la limitd neprevizute, cum ar fi undele de goc
sau discontinuitdti in domeniul solutiei. Astfel de
discontinuititi se pot propaga dupi anumite legi §i repre-
zinta frontlelele intre care ecuatia diferentiald poate fi
rezolvati. In general acestea sint necunoscute dinainte
§i trebuie s& fie determinate prin calcule simultane cu
caleulul solutiei continue.

Pentru a ilustra problema discontinuitiitilor se va
considera ecuatia d1ferent1ala, de ordinul intii sub forma
generald

Ou
. — = C. 4.14
~ 050 + oy ( )
Caracteristicile pentiu ecuatia cvasiliniard (4.14) sint
determinate de da/a = dy/b. De-a lungul caracteristicilor
are loc relatia daja = dufe.

In particular daci @ =b=¢ =1, ecuatia (4.14)

devine
Ou

ow OJ

Caracteristicile sint date de ecuafia dv = dy sau y =
= & + ¢; iar de-a lungul caracteristicilor existd relatia

= 1. (4.15)

£

Fig. 4.7,

du = de sau U=+ 0 =Y+ — ¢, unde ¢, si ¢
sint constante. Considerind ei pentru problema (4 15)
se dau datele initiale

w (2 0) = Uy 1 =1,2,
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unde $ este cunoscut pentru y = 0 8i 0 < #; < 1, atunci
valoarea lui # pentru y > 0 se obtine prin integrare de-a
lungul caracteristicii trasate prin punctul o; pe segmentul
initial. In acest caz u(z, y) din solutia pe caracteristics
este

(@, §) = u; + (2 — @) = u; + 9, (4.16)

unde y = & — «; pentru orice x; € [0, 1]. Solutia pentru
(4.15) este unicd [31] in domeniul mérginit de caracteris-
tica ce trece prin « = 0 §i are panta 1 §i caracteristica ce
trece prin punctul x = 1 si are panta 1.

In general, daci curba mlmala pe care sint date condi-
tiile m1tlale este 0 caracterlsmca, atunei pentru o alegere
neadecvati a datelor initiale se poate intimpla si& nu
existe o solutie, dar indiferent de alegerea datelor initiale
solutia oricum nu este unicd. Pentru a pune in ev1den§a
modul cum se propagd valorile initiale discontinue in
domeniu, se va considera din nou ecuatia (4.15), dar de
aceastd datd se presupune cd datele initiale pe axa Oz
sint definite astfel :

u:{f(w), 0 <o <uay,

, (4.17)

g(x), o <<l
Se presupune ci f (2,) # g () astfel c¢& % are doud valori
in punectul «;. Din (4.17) se vede c& aceastd valoare dubli
pentru # va exista de-a lungul caracteristicii ¥ = « —
— x;,. Valoarea din stinga va fi determinati de f(#) si
valoarea din dreapta de g (#). Dach existd o discontinuitate
in datele inifiale, aceasta va fi propagatd in domeniul de
integrare.

Exemplu. Pentru y = 0 se di conditia initiald pe domeniul [0, 1]:
1
22, 0 <x<<—)
. 2
1
—x + 1, —2— <z <1
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du du

Solutia ecuatiei +._— = 1 este
=x— stinga caracteristicii
x@z +ype y=2s—.7% la g acteristicii
- 1
v= 2
@y = z — 3x; -+ 1 pe y = x — «; Ja dreapta caracteristicii
1
=L ——-
y= 5

In cazul in care existd o curb#d necaracteristicid pe care
sint definite conditiile initiale cu discontinuititi in punctele
unde refeaua de caracteristici intersecteazi curba, atunci
aceste discontinuitiiti se propagd de-a lungul intregii
retele de caracteristici. Din exemplul prezentat se vede
cum .curbele caracteristice apar ca frontiere naturale
pentru determinarea acelor portiuni din domeniul solutiei,
ce sint influentate de conditiile limitd. Propagarea discon-
tinuitétilor si segmentarea domeniului solutiei cu ajutorul
caracteristicilor conduce la anumite restrictii privind
metodele cu diferente finite. Datoritd acestor fapte se
impune o mare atentle in a ne asigura cé modelele discrete
ale sistemelor continue reflectdi toate aceste elemente.

Notiunea de caracteristicd este esentiald pentru meto-
dele numerice ale sistemelor hiperbolice, fiind un procedeu
numeric natural in dou# variabile independente - Rationa-
mentul de bazd al acestui proceden constd in faptul cd
prin o alegere adecvatd a unui sistem de coordonate,
sistemul original de ecuatii hiperbolice de ordinul intii
poate fi inlocuit prmtr-un sistem exprimat in coordonate
- caracteristice, care este un sistem natural in sensul ci in
functie de aceste coordonate operatia de diferentiere este
mult mai simplificati.

Se considerd sistemul hiperbolic cvasiliniar

n
VoAagut + buil d; =0, j=1,2,...,n, (4.18)
i=1 ‘
de n ecuatii cu » functii necunoscute #’, i = 1, 2, ..., ",
unde coeﬁmentu @54, bﬁ si d; sint functn de @, t 51 u.

162



Daci coeficientii nu depind de «’, sistemul (4.18) este liniar.
Folosind relatiile

A= [az], B=[byl, D=1[d], U=[w], (4.19)

unde A si B sint matrice de ordinul n, iar D §i U sint
vectori coloani, cu (4.19) sistemul (4.18) devine

AU, + BU, + D = 0. (4.20)
Ecuatiei (4.20) i se pot face o serie de transforméri liniare
V = PU, (4.21)

unde det P # 0, P = [py], iar p;, pot fi functii de
t si de «%, dar nu de derivatele lui «’. O astfel de trans-
formare are expresia

o= Y pawh, j=1,2 .. ,n (4.22)
i=1

Cu aceastd transformare (4.20) ia o noud forméd si noul
sistem care se obtine este similar cu sistemul original in
sensul cd orice solutie a noului sistem este solutie §i a
sistemului original. Transformarea liniard a lui (4.20)

PAU, + PBU, + PD =0 (4.23)

este utilizatdi pentru gisirea unei forme canonice. Pentru
acest lueru se presupune cét are loc relatia

PA = EPB, (4.24)

unde F este o matrice diagonalid

6, 0--- 0]
0 2 :
I=\. .. . (4.25)
] 0 0 e,
Atunei (4.23) devine ~
EPBU, + PBU, + PD = 0. (4.26)
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Notind
PB = A* = [a;;], PD = D* = [d]], (4.27)

ecuatia (4.26) devine
BA*U, + A*U, + D* = 0. (4.28)

Ecuatia a k-a din smtemul (4.28) are forma

akz (6’1; ’Mm + 'ut) + dk = 0. (4:.29)

Ing

k

i

1

Considerind vectorul unitate od —I— 8j din planul 20t, ob-
tinem

o
e, = — = cotg 0.
K 5 g

Cu aceastd expresie pentru e, se poate caleula

T U’;:—g— Ut 4 U = %{wm Ulg} —

= %3_{ Ukeos® - Ulsin 6},

care, abstractie ficind de B, este derivata dupd o directie,
definitd de vectorul oi + Bj. In scest caz orice ecuatie a
sistemului transformat (4.28) contine diferentiald intr-o
singura directie.

Determinarea matricei diagonale E se poate face din
relatia de definire a ei (4.24) care scrisd sub forma unui
sistem echivalent arata astfel :

n n

Z Pinlp = Z ejpjlcbkiy 7 = 1, 2, ceey Ry

k=1 k=1
sau

(@1 — b)) Pix = 0, (4.30)

M=

k=1

care este un sistem omogen de n ecuatii cun necunoscute
Pivy B =1,2, ..., n. Acest sistem de ecuatii algebrice,
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in care A si B sint functii de #, ¢ §i w, are o solutie banald
dacd i numai dacd

det(4 — ¢;B) — 0. (4.31)

In acest caz se aleg n ridicini pentru e, =12, ..., m
si se determind elementele matricei P din (4. 30) "Pentru
ca cele prezentate mai sus sd aibi sens se presupune ci
det B # 0, det P # 0 §i det A* — det PB # 0. Ecuatia
(4. 28) se numeste forma normals a sistemului. Dlrecma
ol 4+ Bri pentru care ey = o/, se numeste dwectw
caracteristicd k. Ecuatiile diferentiale

cotg O = — — ¢, (4.32)

sint numite caracteristicile sistemului. In general, directiile
caracteristice nu sint cunoscute pma cind solutla problemel
nu este obtinutd. In cazul unui sistem de doud ecuatii
conceptul de caracteristici poate fi utilizat la transformarea.
sistemului dat intr-o formé& mult mai simpla, care constd
din patru ecuatii si se numeste sistem canonic, care oferd
o serie de avantage procesulul de calcul. Pentru un sis-
tem de doud ecuatii se construiegte sistemul canonic avind
caracteristicile sub forma a doud familii de curbe de un
parametru, care pot fi considerate uneori ca fiind coordo-
natele naturale, nu neapirat ortogonale. Prin fiecare
punct trece cite o curbd din fiecare familie. Cele doui
curbe .au ‘directii diferite, deoarece e; sint de obicei
funetii atit de variabile dependente cit si cele indepen-
dente. Aceste curbe caracteristice pot fi utilizate ca
noi axe de coordonate pentru noul sistem :

r=o(oB), =1 B). (4.33)

In cazul in care se ldentﬂ’lca o cu falmha e 51 B cu familia
¢, astfel ca

do ' o
Wy = a‘t—fa = eltay X : e2tﬁ7
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atunci e’ + i pentru j = 1,2 devin
1 (('mi@w %_a_t) "

i i Pa [ —
K e R N O P T

o
U .
(7 ' .

Pentru un sistem de doud ecuatii diferentiale ecuatia
(4.28) se poate scrie sub forma echivalentd

aly (el + wl) + @iz (e0d + uf) + di = 0,
az (exu: + u}) + aze (eus + u3) + dz = 0,

care devine

eut + ;=

aul + il + dity = 0, (4.34)
a5 U} + asug + dit = 0.
Ecuatiile date in (4.34) impreund cu

Dy ='01tw g = 82tﬂ (4-35)
formeaz# cele patru ecuatii canonice ale sistemului dat st
depind de variabilele u*, %2, « si . Aceste ecuatii canonice
pot fi construite din sistemul original firid a fi necesard
rezolvarea acestuia. Sistemul de ecuatii canonice are
proprietatea ci fiecare ecuatie contine derivatele varia-
bilelor numai intr-o singur# directie. Aceste directii coincid
cu directiile de coordonate, in plus sistemul canonic nu
contine variabilele independente « §i f in mod explicit.

Orice solutie a sistemului canonic earacteristic [31]
satisfaee sistemul original §i reciproc. Dacd cele doui
ecuatii diferentiale ale sistemului original sint liniare,
atunci e, §i e, sint functii cunoscute de « si ¢ si ecuatiile
(4.35) nu trebuie cuplate cu (4.34), deoarece (4.35)deter-
mind doud familii de curbe caracteristice independente
de solutie. Dacé dy = d; = 0 i ceilalti coeficienti depind
numai de «! si w? situatie similard cu cazul liniar, atunci
6, §i €, sint functii de #! §i w? §i ecuatiile (4.34) sint inde-
pendente de « si ¢ §i pot fi rezolvate separat. In cazul in
care di # d; # 0 dar depind de ! si w2, cele prezentate
anterior ramin valanile.
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4.2. Prezentarea metodei ecaracteristicilor pentru un
sistem de doud ecuatii evasiliniare

S4 considerdm un sistem de dou# ecuatii cvasiliniare
cu derivate parfiale pentru cazul a doud variabile inde-
pendente @, ¥ si doud variabile dependente f i g, seris
sub forma

By = oy f, + %ofy + %30: + %9y + 25 =0,  (4.36)
By=Byfe + Bofy + Bsgs + Bagy + Bs = 0, (4.37)

unde o«; B; pentru ¢ =1, 2, 3, 4, 5 sint funectii cunoscute,
care depmd de 2z, ¥, f, 9, fz, fy, oy Gu- Presupunem ¢ func-
tiile «; si B; sint de clasd C% si conditia

L T O (4.38)

nu este satisfacuta in nici un punct din domeniul consi-
derat. Conditia (4.38) pune in evidentd faptul cd ecuatiile
{4.36) si (4.37) sint liniar independente.

Se considerd o combm(mgle liniard-a lui B, i E, de
forma

E = nE + 7\2E2 = (Mo + Ay) fu + (7‘1“1 + 7‘2@2)fy +
+ (Mg + AoB3)ge + (7*1&4 + 22Ba)gy + (o5 4 2585).
' o (4.39)
Din presup\merea c¢d f(w,y) si g (o, y) sint analitice
rezultd urmitoarele expresii :

f_ d —l—afdy, dg*agdw—}—ag dy.  (4.40)

Daci (4.39) se amplificd cu de, atunci

Bdz = (Mo + M) fel@ + (Mo + A,8,) fildw +
+ (Mg + MoBs) god2 + (Mg - ABy) godw + (Mos +
1 285 da. (4:41)
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Din (4.40) se pot explicita urmitorii termeni :
fle = af — f,dy, gedo = dg — g,dy.  (4.42)

Inlocuind expresiile (4.42) in (4.41), rezulti
Bdw=(2042:8y) (df — fody)+( 7%+ 2eBs) (dg — g,dy)+

+ (M + 25B,) fudw + (May + AaBy) gyl +

+ (M5 + 2gB5)dw

sau dupad ordonare .

Bz = (hoy + WB)df + (o5 + 2uBy)dg +

+ (W% 4 AaBs)dw 4 (Mo + AyBp)da — (4.43)
= (Mo +2o8)AY 1fy 4+ (Mg + ABy)dr— (N5 + 2,B5)dy gy,

Din analiza expresiilor din parantezele drepte se vede ci
pentru o alegere adecvatd a Iui 2; si A, are loc relatia

d_w= Moy - Afy _ Mg - AyB, .
dy  nop + 2B, Moy + RoBy
Atunci (4.43) devine ’
Edw = (Mo + 2B)df 4 (Mag 4 2B5)dg +
+ (Ago5 + 2pB5)de, (4.45)

de unde rezultd c& derivatele functiilor ¢ si f sint luate in
aceeasi directie dy/dw, care se numeste directie caracte-
risticd. Se gtie ca dacd y = v () este ecuatia unei curbe,
atunci dy/dx este panta tangentei in orice punct al acestei
curbe. Din (4.44) se poate obfine

M Prdy — 2do _ Pydy — Budw
Ay ody — ayde agdy — o dw

(4.44)

(4.46)

Dacd se considerd ecuatia formatd din ultimele doud
rapoarte ale lui (4.46), rezultd _
(B35 — Aafy) (dy)? — 2 (oyBy — ,B;) dydaw -
+ (34— 4yB,) (dr)? = 0. (4.47)
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Introducind notatiile

A = By — ayfy, B = o,y — o,p,,

(4.48)
O = ayfy — oy,
(4.47) devine
A(dy)2 — 2Bdydx + C (dz)? = 0. (4.49)
Aceastd ecuatie are doud rddécini reale i distincte cind
| B — AC > 0.

Dacé. se noteazd

= dy ’ (4.50)
dz

ecuatia (4.49) devine 4

AN — 2B+ C=0 (4.51)
si are doud solutii reale gi distinete %, $i %n_. Deci in fiecare
punct M e Q, unde Q este domeniul de existentd al solu-
tiei, exista doua directii caractenbtlce care trec prin acest
punet :

dy _ dy

— == e — - 4:.52

dw /) dx 1 ( )
Coeficientii 4, B §i C sint functii de «, si g, care la rindul
lor sint functn de f, 9, %, 9, deci N, 81 m- vor fi functii de
© Y, [, 9, adics

dy dy

d—mz"h(w; K Eagz"l—-(ma Y, f,9)- (4.53)

in momentul in care o solutie f(z, y)si g(#, y) a sistemului
(4.36) si (4.37) este cunoscuti, (4.53) devine un sistem de
doué ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intii, cu va-
riabile separabile, care definesc doud familii de curbe cu
un parametru care se numesc [33] caracterlstlel,(} i
C_in planul #0y. Aceste doud familii formeazs in domemul
solutiei o retea de coordonate curbilinii.

Daci a; si B; sint functii numai de z si ¥, atunci A, B
si O sint functii numaide zsi ¥y §i 7_ si v, vorfi tot funetii
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numai de « si ¥. In acest caz particular, determinarea
curbelor caracteristice nu mai impune cunoasterea prea-

labild a unei solutii f(x, ¥), g(w, y) a sistemului (4.36) si
(4.37), lueru ce simplificd foarte mult problema si calculele.
Inlocuindu-se 7, §i #_in expresia (4.46), rezultdi doud
N
ecuatii pentru raportul — . de forma
2
£= . Blyh. _'?2 ; ﬁ—___: . .8171—“(32 .b (4.54*}
Ag %Ny — %3 Ay %3N — Gy

Folosind (4.54) pentru eliminarea lui 2, si Ay din (4.45),
rezulti

Pdf + (An, — @) dg + (K, — H)de =0,

t ‘ o (4.53)
- Fdf +(An-—6G)dg + (Kn_—H)dz = 0,
unde
B o= oy — Byotg, G = ayPy — Byog,
o . (4.56)
K = a5 — B1%;, H = ayf; — By,
A = oy — By
Astfel, se obtin patru ecuatii caraeteristice de-a lungul
curbelor (P S G s
dy —q dz=0 } (4.57)
Pdf-+(An, —@)dg-+(En,—H)ds=0 | de-a lungul Iui 0,

(4.58)
F df—}—(A'r;_—G)dg-{- (KVI+“H)dw_ de-a lungul lui O_.

(4.60)

Sistemul de ecuatii (4 57)— (4 60) prezintd un mare
avantaj prin - faptul cé fiecare ecuatie contine numai
diferentiale totale ale tuturor variabilelor. Orice solutie a
sistemului original (4.36) si (4. 37 ) satisface s1stemul
(4.57)—(4.60) si reciproc [8}
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4.3. Aproximatii cu diferente finite -

in scopul determindrii unei solutii a sistemului (4.57)-
—(4.60) se vor folosi o serie de metode cu diferente finite.
Fie un punct P € Q, unde Q este domeniul de existentd
al solutiei pentru problema consideratd. Punctul P se
afld la intersectia celor doud caracteristici v, §1 7_ repre-

zentate de curbele O,
si O_. Curba C_ -este
caracteristica ce trece
prin B, iar O, este ca-
racteristica ce trece prin

A (v. fig. 4.8). Presupu-

nind ci punctele A(x,,
Yas fa, 94) 81 B(@p, Yp,
fs, gs) sint cunoscute,
urmeazd a se determina
punctul P(zp, ¥p, fp, gr)-
In cazul utilizdrii unei
aproximatii liniare de

)

Ky

Fig. 4.8.

ordinul intii de precizie, sistemul caracteristic (4.57)—

—(4.60) devine

Y — Ya— (my)alwp — 24) = 0, (4.61)
Py(fr—fa) + (A0, — @)algr — ga) +
+(K'q+—H)A(wP——mA)=O, (4.62)
Yr—ys— (m)s(2p— x3) =0, (4.63)
-FB(fP "‘fB) + (4. — G)B(gp — gz +
+ (En, — H)p(p — @5) = 0. (4.64)

Sistemul (4.61)—(4.64) este un sistem caracteristic scris cu
ajutorul diferentelor, unde functiile v,, n_, ¥, G, K, H, 4
sint functii de «, y, f §i g, evaluate in punctele A §i B, deci
sint cunoscute. Pentru determinarea punctului P la inter-
sectia celor doudl caracteristici care trec prin A si B se
poate vedea ci «p §i yprezulth din rezolvarea sistemului
format de (4.61) si (4.63). Valorile xp si yp obtinute se
introduc in (4.62) si (4.64), care formeazi un sistem cu
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doud necunoscute fsi gp ce determing in mod unic punetul
P. In cazul in care se utilizeazd aproximatiile de ordinul
doi de precizie sistemul caracteristic (4.57)—(4.64) devine

Yp—Ya— é[(m)P + (0)al (@p —24) = 0, (4.65)

5 et P Fo—f)+ ST, ) (A, ) gr—g.)+
o (. — H)p + (K, — Hl (ap — @) = 0, (466)
Ue — = [0 ) + (02)a] (3 — a) = 0, (4.61)

S Fot B fo—fi)+- (A~ (A0 —G))(gr—g)+

+%ﬂKm—Hb+mm*Hmw&%w=Q(ﬂm

sistem care numai este liniar in necunoscutele @, ¥5, fr, g»,
dac& ., n_, F,G, K, H, A sint dependente de z,y,f, g.
Pentru determmarea solut1e1 numerice sint necesare 0
serie de metode iterative [32 34, 36, 37]. Presupunind ci

se utilizeazi o retea de caracteristici YR S B depind
numai de # gi y, ecuatiile (4.61)—(4.63), (4.65) si (4.67)
se pot mtegra imediat si reteaua de caracteristici poate fi
determinati inainte de a se calcula f si g. In [37] se dii o
metodad ce utilizeazd intervale specumate in directia lui
¥y si are loc o raportare a valorilor lui f §i g de la ineeputul
intervalului cu cele de la sfirgitul intervalului.

4.4. Retele de caraeteristici

Considerind reteaua din fig. 4.9, pentru fiecare péreche
de puncte A §i B situate pe reteaua de- caracteristici,
sistemele (4.61)—(4.64) si (4.65)—(4.68) reprezintd ecuatii
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pentru patru necunoscute «p, ¥, fp, gp. Dacéd se utilizeazi
sistemul (4.61)—(4.64), se obtine un sistem de valori
pentru p, yp, fp, gp. In cazul cind se considerd sistemul
(4.65)—(4.68) si solufia se obtine prin iteratii, solutiile
sistemului (4.61)~(4.64) se utilizeazd, ca valori de start.
Sistemul (4.65)—(4.68) va-avea ca solupie valorile @p, yp,

% & / \’/\/\\\o*?;
/LN

b3

b

o z

Fig. 4.9.

frs gp, care reprezintd coordonatele punctului P din retea
si funetiile f» si gp calculate in punctul P.

Utilizarea retelelor de caracteristici conduce la desfd-
surarea calculelor dupd urmitorul algoritm. Fie o curbi
I' din planul zOy, unde in fiecare punct al curbei sint
cunoscute mdirimile ,y, f, g, pentru punctele P;, ¢ =
=1,2,...,7 (v. fig. 4.10). Dacd se ia sistemul de ecuatii
(4.61)—(4.64) sau (4.65)—(4.68) cu «,y, f, g date pentru
punctele P; atunci mirimile a, y, f, - se pot calcula in
punctele de la nivelul urmitor @;, ¢ = 1, 2, , 6, dupa
ce se poate trece la un nou pas, determlmndu -se -

1 ? ~
Yr e Yo, = E‘[("]-)Qx + (T)—)Ro] (wRo - le), (471)
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—;—(Fo, + Fg,) (fz, — fo,) + /
+ L fn — Flat (A = Finler —0a)+

+ _; [(K9_ — H)g + (En_ —F)z,](wn,— #e) = 0. (4.72)

‘Fig. 4.10.

Sistemul format din ecuatiile (4.69) si (4.70) reprezinti
dou# relatii independente cu patru variabile z,y,f, g;
acelasi lucru se poate spune despre sistemul format din
ecuatiile (4.71) si (4.72). Datorita acestui fapt apare in
mod evident necesitatea gisirii a dou# relatii care impre-
und cu (4.69)—(4.70), respectiv (4.71)—(4.72) sd poati
determina in mod unic z, y, f, ¢ pentru nodurile By, T'_,,. ..
ce apartin curbei frontierd I',. Aceste doud ecuatii pot
fi ecuatia curbei T,

z = u(y) (4.73)
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i functia

« f=re@ ‘ (4.73)
s;aujalti combinajie de forma '
y=0v(@), g=19() (4.74)

Presupunind c¢i se dau ecuatiile (4.74), algoritmul de
calcul pentru determinarea nodului R, se va desfdgura
astfel (v. fig. 4.11):

1° Ecuatia (4.69) devine v(xz,) —¥o,— (1_)o, (#r, — ¥a,)=0
cu solutia «g,.

2° Ordonata ¥z, se poate calcula din ecuatia ¥z, =
= v}(xg,), cu abscisa g, determinati la 1°.

3° Variabila dependentd gz, se poate calcula din ecu-
atia gr, = ¢ (yr,), unde yz, este cea determinatd la 2°.

Fig. 4.11.

4° Ecuatia (4.70) depinde de o singur# necunoscuts Ir,
In urma acestor patru etape de caleul s-a obfinut
estimatia initiald pentru mirimile @, y, f, g ale punctului
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R, eT,, care poate fi utilizatd intr-un calcul iterativ ¢
esuatiile (4.71) si (4.72) :

;

v (w}ﬁﬁh) - 901:_;-"[(71_)Q1+('(‘_)(15€;] (w%ﬁ” - 'le) = 07 3

1 3 (k+1)
y(;+1) — (w(H )) ggoﬂ) — 'y(y B

= % [(Ay)_ —_ G (II&) -—I—- (A'I)_ - G)Ql(f%-'.l) - fQL)] -

_%[(K'O_—H)Ql+(1fn_~ VEN(@h " — %a,)s

k + 1 indicind ordinul de iteratie.

4.5. Metoda ecaracteristicilor in eazul unei refele reec-
tangulare eu specificarea intervalelor de timp

Presupunem ci f si ¢ sint funetii cunoscute de #la nivelul
I sau prin conditiile initiale, sau ca rezultate ale unui calcul
precedent. Se cere determinarea lor las nivelul 7 + 1 in
directia axei y (v. fig. 4.12). Se consider# o retea de para-
metrii h, k $i « = k/h. Fie P un nod al retelei la nivelul
! + 1, iar A4, B, C trei noduri adiacente la nivelul I. Ca-
racteristicile v, §i n_, reprezentate prin curbele 0, si O_
care trec prin nodul P €, intersecteazd mivelul [ in
punctele E §i §. Se pune problema determinirii nodului
P, adicd @p, yp, fp, gp cu ajutorul nodurilor 4, B, C cunos-
cute la nivelul {. Deoarece P este un nod al retelei, coor-
donatele lui «p §i ypsint cunoseute. Pentru determinarea
marimilor fp §i gp utilizind metoda caracteristicilor este
necesar s& se cunoascd R (2p, Yr, fry gz) 51 S (@5, Ysy Iss s)-
Mirimile ¥, si ¥ sint cunoscute,. deoarece R si 8 apartin
nivelului { al refelei rectangulare constrmte pe domeniul
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i 3 ; 5 i i wg sint date
d% existentd al solutiei Q, iar mérimile #z 3 %s S

de sistemul de ecuatii

(4.75)

(4.76)

Yr — Yr = (M4 ) (Xp — Zr)r

Yp —Ys = (_)e (®p — xs)-

! +2»—\W_,__\»-— —
. | e
11 | P S
] -
; Ak e \slB
E 7l 7
SRR VN
e RV 7
Fig. 4.12.

in ecuatiile folosite pentru determinarea lui Zr $1 s 8-2
presupus ci pasul % in directia y este suficient de mic,
astfel incit portiunea de caracteristicd cuprinsd intre doud
nivele I §i1 + 1 este consideratd a fi un segment de dreaptd

cu panta (n,)¢ pentru PR si (n.)c pentru PS.

Pentru determinarea valorilor fr, gz, fs, gs se utilizeaza
un procedeu de interpolare liniard care tine seamd de
faptul ¢i punctul necunoscut R se afli intre doud noduri
cunoscute A si C ale retelei de la nivelul [, analog pentru
8, obtinindu-se ecuatiile urmitoare :

fo=fo[1 = (ny)ate]l + fax (04)57 (4.77)
gr = go [1 = (n3)5'2] + 4% ()5 (4.78)
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fs=fo[1— (n_)g o] -+ fax ()t
9s = go [1 — (n_)g'a] 4 gao (n_)gY

unde « = h/k este parametrul retelei.

Rezumind modul de determinare a celor doui puncte
R i 8, se poate spune ci :

Tr este determinat de ecuatia (4.75);

yr este determinat de faptul c¢i R apartine nivelului [
al retelei rectangulare ;

fr este determinat de ecuatia (4.77);

gr este determinat de ecuatia (4.78);

zs este determinat de ecuatia (4.76);

ys este determinat de faptul cid S apartine nivelului !
al retelei rectangulare ;

fs este determinat de ecuatia (4.79);

gs este determinat de ecuatia (4.80).

In urma algoritmului prezentat se vede ci punctele
B (@ry Yr, fry 9z) 51 S (%s, ¥s, [y gs) sint cunoscute si acum
este posibild determinarea nodului retelei P ce apartine
nivelului I + 1. Valorile @ psi%yp sint cunoscute prin faptul
ci P este un nod al retelei de parametrii A, k si «. Valorile
Sp sigpse pot acum obtine cu ajutorul urmétorului sistem :

F, (fo — fr) + (A0s — F)e(gr — gr) -+

+(Eny — H)l@p — x5) = 0, (4.81)
F.(fo —fs) + (An_ — @) (9p — gs) +
+ (Kn_ — H), (#p — @5) =0. ~ (4.82)

Algoritmul de calcul (4.75) —(4.82) pentru determinarea
nodului P al retelei este un algoritm de ordinul intii
de precizie. in cazul in care se cere o precizie de ordin
superior marimile @y, Zs,fr, fs) 95 ngetermmate cuajutorul
algoritmului (4.75)—(4.82) vor servi ca valori initiale
pentru algoritmul cu o precizie de ordinul superior dat
prin urmitoarele ecuatii :

—Yr= —[("H)(k) + (14)8] (2 — ¢%+1)), (4.83)
Yr—Ys =-—[(vz )P + (n-)s ’] (wp afth).  (4.84)
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llﬁlatgiile (4.83) §i (4.84) dau abscisele punctelor R gi §
dupé %k 4 1 iteratii. Pentru determinarea marimilor: fr,
9 [s) 9s se foloseste o metods de interpolare de ordinul al
doilea sub forma urmitoare : ‘

fgcﬂ) — fc _ 2_1];(fA — fB) (06(17{“) — X¢) + —1- (fA +

2h?
+ fz — 2fc) (%t — wc)?, (4.89)

. 1 1

gkl — Jo — ”2“}; (94 — gp) (%™ — @) + ‘27; (94+

Fo o, 480)

o 1 1

JEY =fo + Z_h (fa —fB) (2™ — o) + 2_k§ (fa+

+ fr — 2fc) (29D — m0)2, (4.87)

: 1 1
gED — g, L — (e+1) e
S gc oh (94 — g5) (0§ Ze) =+ th(gA +

+ 95 — 2¢c) (2% — x0)2 (4.88)

Relatiile (4.85)—(4.88) permit calculul mirimilor f§+0,

(k+1 k+1 X « . P .
gg™, FEY, g dupd un numir de iteratii, oferind un grad

de precizif: mult mai bun. Coordonatele zp siyp sint cunos-
cute cu ajutorul parametrilor retelei, deci urmeaz deter-
minarea valorilor f§*? g g+ cu ajutorul ecuatiilor

S 7 (o — gy 1 L, —appeny

+ (e — 6] (g8 — g 4 2 (K, — HE +
+ (Kny — HYP] (2, — af*D) = 0, (4.89)

L g BP) (g — g 4 L — @

(An. — GOFY (0 — g - L[ — B
+ (En. — H)P] (2, — aft?) =0.  (4.90)
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Algoritmul (4.83)—(4.90) permite determinarea unui ned
P al unei retele rectangulare utilizind metoda caracteris-
ticilor §i oferind un grad de precizie superior. In fig. 4.13
daci se cunosc nodurile P;, i =1, ..., N, ale retelei la

7

|
|
: S,
1
(-2 Rx '1‘72 RJ

T

g, lo, o |6 g

el sl 4l & 2 8 2
"j‘ j+f . i ;
Fig. 4.13.

nivelul I, nodurile @;, i =1, ..., N — 2, pot fi determi-
nate la nivelul / + 1. Cu ajutorul acestora se determins
nodurile RB; pentru ¢ =1,...., N—4 de la nivelul [ 4 2
ete. Mirimile f, g in aceste noduri pot fi ealculate cu
ecuatiile (4.75)—(4.82), dacid se utilizeazd aproximadtiile
de ordinul intii, sau eu ecuatiile (4.83)—(4.90) cind se
utilizeazd o aproximatie de ordin superior gi in acest
caz mirimile furnizate de (4.75)—(4.82) sint considerate
valori de start pentru ecuatiile iterative (4.83)—(4.90).
Dacs méirimile f §i g pentru nodurile retelei de la nivelul
j in directia @ sint cunoscute, se pot determina punctele
din retea marcate cu cerculete in fig. 4.13, folosind acelasi
‘proceden ca mai sus. -
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4.6. Determinarea nodurilor de pe frontierd

Se considerd o retea rectangulard de parametrii &,
%, o ¢i curba frontierd I' de ecuatie cunoscutd y = u(x).
Pe T se cunoaste f = () sau g = {(y), unde f, ¢ si ¢
sint functii cunoscute (v. fig. 4.14). Se presupune ci

y
(O
[ .
N\
~x
c B
14
Wip |
-1
i el
J’—i’
Fig. 4.14.

valorilelui f §i g in 4, N, O, B, adici punctele dela nivelul [
sint cunoscute si se pune problema determindrii punctului
M(@p1y Yuas firy gur) CaTe 8@ afld la nivelul 7 +1 si pe curba T
Pentru prezentarea algoritmului de calcul se tine seama
de faptul ci sint date
- y=u(x), f=o®) (4.91)
sau o

= (@), 9= Uy) (4.92)

Prin punctul MeQ se duce caracteristica v_ prin curba C_
care intersecteazd mnivelul I in punctul S. Abscisa oy a
punctului M se poate obtine din prima relatie dats}
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in (4.91), iar abscisa #s & punctului 8 se poate obtine din
relatia

wg = @ — (N)F" (Y — Ys)- (4.93)
Mirimile f si g5 se obtin prin interpolare liniard :

fC _.fN
Bl

g—é',—bq!(w — ay), (4.95)

unde NC = Bh, 0 < B < 1. In acest caz intre mirimile
fu si gy are loc relatia

Fy (fu — fs) + (An_ — G)nlgn — 95) +
+(Ky_— H)y (04 — x5) = 0. (4.96)

Ecuatia (4.96) permite determinarea lui g, cind se di
(4.91) sau determinarea lui f; cind se d& (4.92). Ecuatiile
(4.93) — (4.96) oferd o aproximatie de ordinul intii.
Dacd se urmireste o aproximatie de ordin superior,
algoritmul de determinare a punctului frontierdi M T se
desfisoard astfel : _

— ordonata Y, este cunoscutd din retea, M apar-
tinind nivelului ! 4+ 1;

— abscisa @y se determind din prima relatie datd in
(4.91);

— abscisa 4§ a punctului § rezultd din ecuatia

Js=fn+ (2s — xy), (4.94)

.%Z!]N‘f‘

1. . ,
Yu—Ys = ()R + ()] (wa — 2F D)5 (4.97)

— mdirimile f§* i ¢g#+Y se obtine din urmitoarele
formule de interpolare :

@D — f, B2 S —fv + (1 — B3fc.
e BE+DM

I_EBfB ‘;f(‘l; :_f;)(;z'{' B) (-’If‘c — ?gf+1))2, | '(4{98)

(@ — 2f*Y) 4
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Ps — gy + (1 — B
BB +1h

(2e — )+

(4.99)

k+1) __
g5 = go —

Bys + gy —Je (L + B)
B (1 4+ B)A?

Pentru acest caz relatia intre fE gi g&+? este urmitoarea :

(a,/.c . ,mgc+1))2_

5 (PE £ B (7 — ) 4 S dn — OF +

F (An. — GYE] (gD — g8ty —21- (K — H)Y +

+ (K. — H)§FV] (wy — 2f*P) = 0. (4.100)

Relatia {4.100) poate fi utilizatd la determinarea lui fy
cind se dau relatiile (4.92) sau la determinarea lui g, cind
se dau relatiile (4.91). R
Paci se cere determinarea unui punct ¥V e I' cuprins
intre dou# nivele I i I 4 1 ca in fig. 415, unde punctele

vl
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A, N, C si B sint date, calculele se desfigoard oarecum
similar cazului precedent. Se construieste o portiune de
retea cu nivelele I — 1, I, I 4+ 1 in directia y si j — 1, j,
j -+ 1 in directia @, iar I' reprezintd curba frontierd care
se intersecteazd cu caracteristica v;, reprezentati prin
curba O, in punctul V cuprins intre cele doud nivele 1 si
1 - 1. Se pune problema determindrii punctului V < I
Presupunem ec¢& sint date relatiile (4.91) sau (4.92) si
utilizim pentru inceput aproximarea de ordinul intii.
Pentru determinarca coordonatelor x, §i ¥y ale punctului
V eI’ se va folosi urmitoarele ecuatii :

Yr = 4 (), (4.101)
Yp — Yr = (M) (2p — Zp). (4.102)

Abscisa zr a punctului 7, ce apare ca intersectie a carac-
teristicii v.. date de curba C_ ginivelull, se determina din
ecuatia '

Yv — Yr = (0 )y (Zy — @r). ©(4.103)
Ordonata y, este cunoscuts, deoarece 7' apartine nivelului

I. Mdrimile fr $i g7 se determind cu ajutorul formulelor de
interpolare :

fo=fx + f"—;h—f-i (g — @x), (4.104)
gr = gn +%(% — ). (4.105)

Ecuatia de legdturd intre f, si f, este
Fy (v —fr) + (An_ — G)y (9v — gr) +
-+ (K'q_ — H)N (y — By} = 0. (4.106)

Ecuatia (4.106) permite determinarea lui f, daci se dau
relatiile (4.92), sau lui g, dacii se dau relatiile (4.91).
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Formulele de calcul pentru aproximarea de ordin
superior aratd astfel :
— abscisa @z a punctului V este datd de ecuatia

Y — (@) = % (1) 4P (@ — 2y *+Y) 5 (4107)

— ordonata yy a lui V va fi ddt:i de relatia
YED — gy (D), (4.108)

— punctul 7 apartine nivelului I, deci 4, este cunoscut,
iar xp este dat prin urmitoarea ecuatie :

. 1
P =y = (0% ()] (@ — el ); (4.109)

— mérimile fr §i gr se calculeazi cn ajutorul formulelor
de interpolare de ordinul al doilea :

PR . M R

(mc—x(zlf“)) -+

BB+ LA
BfB_{"fN_"fC’(l—i"B) etk
e e — e, (4110)
arn _ o _ B — gy -+ (1 — B¢ R
gr ge 56+ 1)k (e — @g*) +

(4.111)
4 Bgs+ gy — (1 4 B)ge
BB+ 1)n2
) — mdrimile fy si g, pot fi determinate din ecuatia
1
o (FED -+ FP) (FFD — fF0) + 5 LAn- — Y +

(xc o w(jngrl))z 3

F(An. — V] (g — gy —; [(Kn. — HYP+

+ (Kn_- — H)FV] (2 — 2+ )y = 0. (4.112)

In aceastd etapd punctul V(xy, ¥y, fr, gv) este cunoscut.
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Punctul S de la nivelul 7 din fig. 4.15 poate fi determi-
nat cu ajutorul relatiilor (4.85), (4.87) 5i (4.88), obtinindu-se
mirimile zF+, fIF+HD gi gD, n acest moment se vede ci au
fost determmwte punctele Vel §i Vemn, care trece prin
P, precum si punctul §. Cu aceste doud puncte S si V
cunoscute se pune problema determinirii nodului P al
retelei ca nod din apropierea frontierei I' (fig. 4.15).
Nodul din apropierea frontierei I' ce aparfine retelei are
mérimile xp §i ¥, determinate prin cunoagterea parame-
- trilor retelei, iar mirimile {9 gi g§* se vor obmm din
urmatoa,rele ecuatii [39]

= P FE) (0 — ) = [(dn, — 6F +

2

+ (A0, — GFFVT (gD — gty + % [(Kq, — H)F +
+ (Kn, —H)}P] (2p — aé%&””) =0, (4’.113)

%_ (PP + Fgc+1>v) (fE+D — oy 4 %[(A“q_ — G &

+ (Ar — GFV] (gD gy | % (K. — H)+

+ (K- — H)§V] (2p — o) = 0.

Dacd I' este unul din nivelele j — 1, j sau 5+ 1, o
mare parte din aceste calcule [37] se elimind, iar cind
A=N i B =1, calculele devin mult mai simple. Algo-
ritmii prezentati [40] dau posibilitatea determinarii
punctelor de pe frontiera I', cind se utilizeazi metoda
caracteristicilor combinatd cu o retea rectangulari.

Exemplu. Se cons1dera ecuatia migedrii in cazul curgerii izotrope
unidimensionale, datid sub forma

By=fy+ ff, + %= _ o, ©(4.115)
o—
\ o
E; = 9f; + 1 (g;+f9'x)4= 0, (4.116)
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unde f este viteza fluidului, g este viteza sunetului, x coordonata spatiald,
iart varmhﬂa tlmp in plus, s-a presupus ci se considerd o curgere adiabaticé,
asa ci ¢ = p¥—1, unde p este densitatea si y este exponentul adiabatic.
S-au folosit notatiile f si g pentru variabilele independente pentru a avea
aceleasi variabile independente ca in sistemul (4.36) si (4.37) folosit in
analiza generald a metodei caracteristicilor. O combinatie liniard intre
(4.115) si (4.116).
)“IEI + )\2E2 =_Ey
ne di

E=2N (ft + ffe + ﬁg—) 4+ Ay [gfx -+
v—1

(gt + fyx)] - (4.117)

Aceasta relatie corespunde relatiei (4.39). Dupd ordonarea relatiei (4.117),
se obtine

2 2, 2
B = Ouf + 2o+ Ml +[ 2202 22 )y 2R g )
v—1 y—1 —1
si inmultind cu dx, se obtine
2 2,
E dx = (Mf + 29)frda + A fidx 4 ( & + —= f)gmd:c—l—
- vy—1 y—1
. (4.119)
+ gedx.
y—1

Din relatiile (4.40), daci fsi g sint functii analitice de x si ¢, se pot explicita

fzdx = df — fedi, - g,dx = dg — g,dt, (4.120)
cu care relatia (4.119) devine

2
Edx = (uf + A9) (df — fodl) + Afpdz+ 1 (A g+ 2of) (dg —g,dty -+
Y —

(4.121)

+ g, dx.

Dupé ordenarea expresiei (4.121) rezulfﬁ

Edx = (uf + Ag)df + 7 (a9 + %0 + Dade = Oul + D)ty .

Y-

(4.122)
+

2
[22dx — (g + ANdllg,
y—1
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Pentru o alegere adecvati a coeficientilor A, si 2, se anuleazi expresule din
parantezele drepte si se obtine

'd_w:: zlg’{‘)&zf___ )uf‘{")\zg.

(4.123)
a M
Relatia (4.122) permite explicitarea raportului 2;/2;:
dx — t
M drogar | gdf (4.124)
A gdt dx — fat

Ultlma egalitate din (4.124) permlte calculul d;rectu]or calacterlstwe
(dz — fdl)® — (gdi)? = 0, (4.125)
de unde rezultd cele doud directii caracteristice:
' dz = (F+g)dl, de= (f — g)dl. ' (4.126)

Din combinarea relatiilor (4.125) cu (4.124) si (4.122) rezultd ecuatiile
caracteristice pentru variabile dependente f si g asociate sistemului (4.115)
si (4.116) :

dg =0. (4.127)

5 .
- dg =0, —df+

df +

Cele patru ecuatii date in (4.126) si (4.127) formeazi sistemul caracteristic
asociat sistemului (4.115), (4.116). In cazul in care se considers curgerea
izotropa tridimensionald: sistemul (4.115) si (4.116) ‘devine

299,

ft + ffe + =0, o o (4a2s)

fg

9fz + (gf + f9z) + == =0. C(4.129)

Sistemul (4.115) si (4.116) difera de sistemul (4.128) si (4.129) prin termenul
2fg/x. Deoarece acest termen nu implicd derivate, directiile caracteristice
vor fi aceleasi, din cele date in (4. 126), iar ecuatu]e caracterlstlce pentru
f si g vor fi urmatoarele :

2
af + dg + 2 ar—o,
vy—1 x
(4.130)
—df —2 g+ g,
y—1 x
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Pentru tratarea numerici a sistemului de ecuatii caracteristice (4.126) si
(4.130) se considerd urmétoarele condifil inifiale:

gz 2(&:)} pentru ¢ = 0 (4.131)

si urmétoarele conditii limita :
f=0
dg 0 pentru & = 0. (4.132)

ox

O solutie numericé a fost obtinuti utilizind metoda specificdrii intervalelor
de timp si un proces liniar de interpolare. Din utilizarea acestor metode
ecuatiile (4.126) se pot scrie in forma discrets -astfel :

zg = 2¢ — (f+ 9o tp — ic), (4.133)
zg = x¢ — (f — 9o (tp — L0)» (4.134)
g = 9¢ [1 — B (fo+ 901 + 048 (fo + 90), (4.135)
gs = gc [1 + B (fo — 90)]1 — 98B (fe — 90)» (4.136)
fa = fo [1 — B (c+ 901+ faB (e + 90); (4.137)
fs = fo [1 + B (fc — 90)] — Bfs (fo — 90)- (4.138)

Ecuatiile (4.133)—(4.138) au ca solutii mérimile xp, xg, gg, 95, g fg, care,

inlocuite in (4.81) si (4.82), conduc 1a un sistem de doud ecunatii cu necunos-
cute fp si gp. Acesta permite calculul mérimilor f §i ¢ in toate punctele
regiunii exceptind dreapta x = 0, unde termenul fg/x prezinti o nedetermi-
nare de forma 0/0. O dezvoltare in serie [40] a solutiei in vecindtatea punc-
tului x = 0 va conduce la

T

e ko + koa?, (4.139)

unde X, si k, sint constante. inlocuind termenul fg/x printr-o aproximatie
de forma (4.139), nodurile refelei pot fi calculate pe dreapta x = 0.

In [40] este tratatd o aproximatie a problemei considerate, utilizind
metoda caracteristicilor, iar in [29] o aproximatie prin metoda specificirii
int:rvalelor de timp, observindu-se ci cele doud aproximatii sint echiva-
ente. .

4.7. Deserierea diagramei logice de caleul

Diagrama logicd de calcul este datd in fig. 4.16.

Blocul 1. Start.

Blocul 2. Se citesc parametrii retelei : N, Az, At, unde
Az este pasul pe axa Ow, At este pasul pe axa Ot, l’V este
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numérul de puncte pe axa Oz, 5K, KXEI. Acegti parametri
se perforeazi pe carteld dupid o machetd corespunzatoare.
N este numir intreg cu maximum trei cifre, deoarece
programul poate trata problema pentru care se cer maxi-
mum 100 de puncte pe Oz, Az si At sint dousd numere reale
cu cifra pe partea zecimald, fird punct perforat pe carteld.

"”X:ZZ/% ‘. ()
(5)
| (0l )
C(Z)3(1+5 EXP(-4p%%0)exfs 7)

(0=

KS=ClIT 07
CS=r(1)+

hJ
6‘/2) 11 ys

US=y(2) XS, /AX &
CR=CS-0.2US - cmfwz//z) 021//3)) 8/3

®

Fig. 4.16, a.
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Blocul 3. Bste un bloc de decizie care permite reluarea
programului pentru diversi parametri (N, Az, Atf) ai
retelei cu ajutorul unor cartele consecutlve, operatie care
este intreruptd in momentul'cind in acest grup de cartele
este intilnitd cartela ce contine [*, care la IBM 360
marcheazd sfirgit de figier.

Blocul 4. Se mltlahzeaza un contor pentru numarul de
1teratu

fP u([}Wf}

)-C(7)
mw(z) (7-8FM)-C(I+1)8FP
CS=C(1)(1+6FH)- 6’([+/50FM (%)
UR= Z/(!) (1-0FP) +U(I-1)6FP
Us= 1-8F)- U1+ )6 H

L) =08(CR+CS)+
2 //m //s) 041/(/} C/!/zh‘/l ()

Fig. 4.16, b
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: ~ J ~ A
Blocul 5. Se calculeazi 6 = Ai Deoarece procesul
x

este convergent pentru 0 << 0 < 1, programatorul trebuie
s& 1ind cont de alegerea parametrilor retelei Az, A¢ pentru
a asigura stabilitatea si convergenta calculelor.

Bloeul 6. Bloc de initializare al contorului de puncte
de pe Oux.

Blocul 7. Se calculeazd valorile initiale fi(z, 0) si
C; (#, 0) in punctul 3.

Blocul 8. Se creeazi abscisa unui nou punct.

Blocul 9. Bloc de decizie logicd, unde se verificd daci
au fost calculate toate valorile initiale in punctele date.

Blocul 10. Se avanseazid contorul pentru punctele de
pe Ox pentru ¢ < N, altfel se merge 1a blocul 20.

Blocul 11. Se determind cite un punct de pe axa Ot
care se calculeazd cu alte formule decit formulele utilizate
la. calculul punctelor interioare (conform algoritmului
prezentat).

Blocul 12. Se initializeazd o = 0 si se calculeazid M =
=N — K, unde K este o variabild intreagi asociatd
punctelor de pe axa Ot, iar M reprezintd numirul punctelor
interioare retelei la nivelul K,

Blocul 13. Initializarea contorului pentru punctele
interioare retelei la un anumit nivel K.

Blocul 14. Se creeazd abscisa unui nou punect.

Blocul 15. Bloc de calcul pentru determinarea lui f,
C si U intr-o serie de puncte auxiliare, valori ce se utili-
zeazd in blocul 16.

Blocul 16. Bloc de calcul pentru determinarea func{iilor
f si € in punctul ¢ interior retelei.

Blocul 17. Bloc logic care testeazs dacd a fost calculatd
solutia sistemului in toate punctele interioare retelei la
nivelul K, i dacd au fost calculate, se trece la blocul 19,
daci nu — la blocul 18.

Blocul 18. Se avanseazd calculul la punctul urmétor
si se reia procesul de la blocul 14.

Blocul 19. In acest bloc punctul calculat de pe fron-
tierd se atageazii vectorului format in bucla anterioara.
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Blooul 20. Se transpun cei doi vectori solutie U gi C
de la nivelul K pe bandd sau disc.

Blocul 21. Bloc de decizie logicd, in care se verificd
dacd au fost efectuate calculele pentru toate nivelele K
de pe Ot. Dacé nu, se trece la blocul 22, altfel se trece 1a 23.

Blocul 22. Se avanseazd contorul K pentru nivelul
urmitor si se reia procesul de la blocul 11.

Blocul 23. Constituie o rutind pentru imprimarea
solutiei sistemului de ecuatii cu derivate partiale sub
formé de tabel, citind fi§1erul anterior creat. Apoi se reia
programul de 1a blocul 2 in eventualitatea ci se cere relu-
area calculului pentru alti parametri ai retelei (descriere
bloe 3).

Descrierea progmmulm Programul a fost scris in
limbaj FORTRAN IV i a fost rulat pe un calculator
IBM —360. Programul este destinat s rezolve o clasi de
probleme care au conditii initiale si la limitd de forma
celor prezentate. Acest program poate fi rulat la orice
calculator, care dispune de un compilator FORTRAN
precum si de o configuratie minim# :

— cititor de cartele perforate,

— imprimantd rapidi,

—o unitate de bandd magneticd sau de discuri mag-
netice.

Numarul de puncte dm retea depinde de capacitatea
memoriei calculatorului.
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CAPITOLUL 5

TEHNICA VALORILOR LIMITA

5.1. Introduecere

In acest capitol este prezentatid tehnica valorilor limitd
utilizatd la tratarea numericd a ecuatiei undelor liniard
si slab neliniard, cu conditii initiale si la limitd. O serie
de fenomene fizice au ca model matematic ecuatii de tip
hiperbolic cu derivate partiale si sint descrise de functii
ce depind de « §i ¢, unde pentru anumite valori destul de
mari ale lui ¢ functia « («, t) se poate considera cunoscutd
fie prin aproximare, fie prin méasurare. Dacd u («, t) este
cunoscutd pentru aceste valori ale lui ¢, conturul de exis-
tentd al solutiei se poate inchide pentru ¢ considerat,
astfel punindu-se problema determindrii solutiei numerice
pentru o ecuatie de tip hiperbolic intr-un domeniu inchis.
In acest caz se poate aplica tehnica valorilor limitd la
determinarea solutiei numerice a acestei ecuatii. Dacd
se considerd o ecuatie de tip hiperbolic al cérei solutie
analiticd este cunoscutd si se aplicd metoda tehnica valo-
rilor limitd, se obtine o solufie numericd, care diferd de
solutia analiticd printr-o eroare, dependentd de marimea
parametrilor retelei construite pe conturul inchis. Alegerea
parametrilor retelei ge face prin testarea erorii $i diminu-
area ei.

In cele ce urmeazi se va prezenta o serie de aplicatii
ale metodei asupra unor exemple fizice intilnite in mod
frecvent in problemele ingineresti, care au ca model
matematic ecuatia cu derivate partiale de tip hiperbolic
cu conditii initiale si la limita.

194




5.2. Problema cu conditii initiale si la limita

In general problemele care se vor trata cu aceastd
metodd au urmitoarea formd : pentru un numir real
pozitiv dat a, fie domeniile

I={20<o<a}lsi R={(z1]0<a<a,t>0}

(5.1)
Fie date patru functii

Hl@),  fo@), @el; g(t), gt), t=0.

Pe R se considerd ecuafia cu derivate partiale de tip
higerbolic

02 02

dx? o

:(P(m7 Y, U, Uy, {Mt)' ‘ (52)

si la limitd constd in a gasi pe R o solutie » (, {) a ecuatiei
(5.2) care este de clasa O} R)NC (R) si care satisface
urmitoarele conditii :

w(z, 0) = fi(o), xel | (5.3)

du(x, 0) = ffa),  wel conditiile initiale, (5.4)
ot
w0, ) =g, (0), > 0} conditiile la limit&. (5.5)
ula, 1) = g4(1), t>0 (5.6)

In [31, 43, 8, 44, 36] se dau o serie de teoreme privind
existenta si unicitatea solutiei pentru o diversitate destul
de mare de probleme (5.2)—(5.6), in ceea ce priveste
natura si comportarea functiilor f,, f,, ¢;, ¢,- Din picate,
foarte putine din aceste teoreme stabilese rezultate pentru
o clasd mai largd de probleme, ele in general trateazi
cazul liniar [36, 46] si pentru situaftii foarte speciale cazul
neliniar [36, 457 al ecuatiilor de tipul (5.2).

Datoritd faptului cd metodele analitice nu pot s& gi-
‘seascd o solutieranaliticd pentru probleme de tipul (5.2)-
—(5.6), singura cale de determinare a unei solutii nume-
rice este aproximare cu diferente si prin utilizarea cal-
culatorului.
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5.1. Aproximarea eu diferente

Aproximarea numerici revine la inlocuirea datelor
continue prin date discrete i ecuatiel cu derivate partiale
printr-o ecuatie cu diferente. '

Se va construi o schemi de aproximatie cu diferente
care di in mod sigur o matrice ugor dominantd * diagonal.
Aceastd dominare diagonald a matricei va fi foarte utild
la rezolvarea sistemului algebric obtinut in urma discre-
tizdrii, influentind procesul de convergentd al metodei
iterative, utilizate pentru rezolvarea numerica a sistemului.

Se considerd operatorul undi '

Llu] = Uy, — tty- (5.7)
Pentru & > O, se considerd urmitoarea multime de puncte :
(#, 1), (2,0 + R), (2, ¢ — R), (@, 1 — 2h), (@ — hyt), (2-+h, 1),

care vor 1i notate cu numerile 0, 1, 2, 3, 4, 5, iar in cadrul
unei refele vor avea o dispunere ca in tig. 5.1.
Pentru  simplificarea
t notatiei se utilizeazd sim-
bolul U,, care reprezinti
valoarea functiei wu (a, 1)
in punctul ¢ pentru i =
=0,1,2, 3,4,5.
in continuare se cauti
coeficientii 8o, By, Par By
By Bs i un operator cu
diferente

Liful=Y; &.Us

astfel ca in punctul (a, )
sd aibd loc pentru orice

Fig. 5.1, ﬁtei eC-Z( R) urmitoarea re-
7}1;“3 L] = Ly u]| = o (5.8)

*

5 — 45 < &, pentru orice iy, jeNsie>0
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De aici rezultd cd operatorul cu diferente trebuie astfel
construit, adicd coeficientii B; trebuie astfel determinati,
ca s& aibd loc relatia (5.8). Pentru acest scop presupunem
cd functia u (2,?) poate fi dezvoltati in serie Taylor
pentru fiecare punct numerotat cu 1, 2, 3, 4, 5, in vecini-
tatea punctului numerotat cu 0 (v. fig. 5.1)

Daci se introduc dezvoltérile functiilor U, U,, U,,
U, 5si Uy in relatia (5.8), scrisd astfel :

(g — 1) lo = ¥ BT, (5.9)
=0

rezultd un sistem de cinci ecuatii cu sase necunoscute,
care sint coeficientii B;. Daci se scrie (5.9) sub formi
dezvoltatd, rezultd

(Uye — U)o = PoU(®, t) + B,Uy(w, t+h)+@2 Uy, t —h) +
+ BsUs(w, ¢t — 20)+B, U@ — h, 1)4-5Us (#+hy 1).  (5.10)

Dacd in partea dreaptd in locul functiilor Ul, U,, US,
U,, Uy se introduc dezvoltirile in serie Taylor in vecini-
tatea punctulul (#, 1), din aceasts dezvoltare luind numai
termenii pind la ordinul doi inclusiv, rezultd

(Urz — i) |o = Bou(®, 1) 4

+ pfu(ﬁ t)—l—-Bl ﬂt(wJ) /uu (.’,U, )h + o

+ B

ué'(ac, th %z'z'(% H)h?

oo Bou(, t)—ﬁz—T”‘“ +B2 21

(@, 1)4h
..+B3u(w,t)_Q3W+Q3———-ut(z') 4+ ...
nl& ’t k zX w? t)h2
Hpaala, ) — B g W0 0T
Ul U @, B)h U Xy E) P2

- - Bsu(@, 1) — Bs 11 +@5—T+
' (5.11)
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fn continuare expresia (5.11) devine

(Ugq — ) leay = (Bo + By + B2 1+ Bat+Bat Bslula, 1) +

+( — Byt By, 1)+
4+ ( By — Ba—2p, Yaui (2, 1) +
+ Bt B) %w;x(w,t) +
h2
+ ( By -+ B2t4Bs ) 520;;(06, 1),
(5.12)

Dups identificarea termenilor din relatia (5.12) rezultd
urmstorul sistem :

Bo+@1 +~@3+B4+55:07

— B+ B =0,
Br— B2 — 265 =0,
Ba+B=— (5.13)
Bt et 4 S
1 2 Bs ——ﬁ

Acesta este un sistem de cinci ecuafii cu sase necunoscute.
Se expliciteazd toate celelalte necunoscute in functie de
Be; obtinindu-se urmétoarele relatii :

— 1 _ B 1 _Bo g _g_1
@1_" hZ*;' B2 QO? 93_—_3(1’ g4—"35"h—2—'

(5.14)
Cu aceste relatii operatorul Z,[«] devine

Ly[u] = BoUo+ (_‘h%“‘%)) 1 +(—hi.— @0) U, +
| B" U, +— = U, (5.15)
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Dacid se alege By = o (1/h?), operatorul (5.15) satisface
relatia (5.8). In acest caz ecuatia cu diferente

Lylu] =0 (5.16)
se va numi aproximatia ecuatiei diferentiale '
Liu] = 0. (5.17)

De asemenc2 dacd se dau trei puncte (z, t), (2, t + k),
(%, t + 2h) care sint notate respectiv cu 0, 1 §i 2, atunci
aproximarea cu diferente la dreapta pentru dwu/dt in
punctul numerotat cu 0 este determinaté in felul urmitor.
Operatorul de derivare se poate exprima cu ajutorul
diferentelor la dreapta prin expresia

AD— A — ;\ A2 +-;—A3 — (5.18)

Daca se iau in considerare din aceastd dezvoltare numai
primii doi termeni, rezulti

(A — —1~A2) u(x, 1)
2 _ 2Au(x, t) — APy (2, 1) _

_ 2u(@, t-+h) —u(@, ) —u(@, 1++2h) - 2u(®, t4+h)— u(z, 1)
2h B
_ —3u(®, 1) 4 du(w, t 4 h) — w (x,t + 2h)
2h N
— —3U0+4U1—U2_ (5.19)
2h
Deci
ou |
— =—(—3U0,4+4U0,— U 5.20
31 |, 2h( + ) (5.20)

. ‘ . . . Ou
In mod analog se poate deduce si expresialui -—
T |
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O altd metodd de a obtine expresii pentru (5.15) si
(5.20) poate fi construitd prin utilizarea unor puncte de
~alte argumente decit cele date anterior.

5.4. Metoda numerieid

O metodd numericd directd pentru aproximarea solu-
tiei problemei (5.2)—(5.6) cu conditii initiale si la limitd
se poate prezenta in felul urmitor : pentru un numéir
intreg pozitiv N se alege pasul retelei & = a/N, constru-
indu-se pe R o retea de puncte [44, 45]. Fie (0, 0) un punct
al retelei. Se aproximeazd # pe dreapta ¢ = Nh prin
intermediul unei evaludiri asimptotice sau printr-o propri-
etate de periodicitate a functiei » ciutatd. Apoi se nume-
roteazii punctele retelei din R care se gisesc deasupra
axei Oz §i sub dreapta t = Nh. Fie aceste puncte numero-
tate cu 1, 2, ..., k. Atunci metoda comportd dou# etape :

1° pentru fiecare punct al retelei, ale cirui coordonate
sint de forma (@, h), se scrie aproximatia derivatei nor-
male (5.20) in punctul (z, 0);

2° pentru fiecare punct al retelei, ale cirui coordonate
sint de forma (z, rh) cu 1 < ir < N, se selecteazé un B,
respectiv o aproximare cu diferente U,;si U,; pentru
u, i %, §i se scrie ecuatia cu diferente asociatd ecuatiei
diferentiale

L, [U] =9 (@, 4, Uy gy ). (5.21)

Dupa parcurgerea etapelor 1° si 2° pentru toate punctele
numerotate ale retelei 1, 2, ..., k §i dupi inlocuirea valo-
rilor lui U determinate prin relatiile (5.3) — (5.6) va
rezulta un sistem deg/k ecuatii cu & necunoscute Uy, U,,. ..
..., Uy, solutia acestui sistem reprezentind solutia nume-
ricd a problemei date.

Pentru alegerea lui B, trebuie s& avem in vedere
indeplinirea conditiei

[Bol >1Bel, ©=1,2,3,4,5. (5.22)

Conditia (5.22) se impune in scopul obtinerii unei diagonale
dominante pentru matricea coeficientilor.

In cazul unor probleme liniare se aleg expresii de
aproximare la dreapta pentru derivatele partiale U, si
U, astfel incit B, s& poatd satisface condifia daté in (5.22).
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5.5. Algoritmul de ealeul al metodei

Se considers urmitoarea problemd de tip hiperbolic
neomogend cu conditii initiale gi la limitd :

g — Uy = Ut (5.23)
u(x, 0) = @, (5.24)
ulw, 0) = — @, (5.25)
(0, t) = 0, (5.26)
u(l, t) = e~ (5.27)

Se considerd @ = 1 in (5.1). Se cere a se rezolva problema
(5.23)—(5.27), care pentru orice @ €(0,1) si satisfacd
relatia
lim (=, t) = 0. (5.28)
i-» 00

Se alege I = é— » t=3. Atunci rezultd o retea de puncte in

R numerotate ca in fig. 5.2 cu 1, 2, ..., 56. Din relatiile
(5.24), (5.26) si (5.27) se obfin primele valori ale
solutiei U in punctele de forma (=, 0), (0,?) si (1, 7). Pen-
tru ca si fie indeplinitd conditia (5.28) se aproximeazd
% (@, t) pe t = 3 prin expresia

w(z,3) =0, 0<ao<<l. (5.29)

Etapa 1° asociazii punctelor de forma (=, h) cite o
ecuatie care reprezintd pur si simplu aproximarea derivatei
(5.20) in punctele (#, 0). Deoarece puncte de forma (z, h)
sint patru, numerotate prin 1, 2, 3, 4, rezultd patru ecuatii
la sfirgitul etapeil®:

—3-i—]—4U1~U=_

|
o
=

+
>
=~

I

IS
|
I

2

1 - (5.30)
_‘3.7{"}_41]3__ U,= —

—3'%+4U4— U8:_

w |+ R O |-
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Dacid se considerid

' (5.31)

[

(0:3) (08:3)  (13)

:28) Jff‘ ’* (125}
(0:28) ;[z: ﬂ;za}
(0:24) ' *{(@ (i24)
(5:22) tﬁ (1:2.2)
(0:20) 2; (1:2,0)
(0;1,8) JIS (7:48)
(0:16) &) jﬁ: (1:16)
(0,74) ; :l;\ ~ (1:44)
(0:42) j; 2) 23 L (1:12)
(0:10) j; i& iﬂ j?';\ (1:10)
(0:0,8)— :J:L ;ﬂ'; fIJ ; (1:08)
(0;06) .jisi 0 7 jiI? (1:05)
(t:04) i g D— i (1-04)
(%:52) ‘ \?/ Z @r 4 (02)

(o) (750] ok (350]  (450] (i)

Fig. 5.2.
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in acest caz (5.16) 81 (5.17) implici faptul cd ecuatia diferen-
tiald (5.23) poate fi aproximatd prin ecuatia cu diferente

1 4
—— U + +— U — —
h® ( h2 3h2) e ( h? e ) v

-4 1 1 U,—U
_§;U3+E-U4+EU5—‘-LE-—2~:O. (5-32)

1 . .
Pentru h = 5 aceastd ecuatie este echivalentd cu

— 1057, + 1w, +80U-—%?IQ+JMU4+2JU.—O

(5.33)

care dupd simplificarea cu 5 si aducerea la acelagi numitor
devine

— 63U, + 50, + 48U, — 20U, 415U, + 15T, =0. (5.34)

Se vede ci in urma alegerii ficute {$, indeplinegte
conditia (5.22), adicd |[By|> |B:| pentru ¢ = 1, 2, 3, 4, 5.
Dacéd se aplicd ecuatia (5.33) la toate
punctele din retea numerotate prin
5, 6, 7, ..., b6, rezulti 52 ecuatii,
care asociate cu cele patru ecuatii
date prin (5.30) formeazi un sistem
de 56 ecuatii cu 56 necunoscute Ui,
i=1,...,56. Beuatia (5.34) se scrie "
cu aj.utorul gablonului dat in fig. 5.3.
Acest gablon va fi deplasat pereteaua
din fig. 5.2 in pozitia dati din fig. 5.3,
astfel ca ¢ si se suprapuns in cele 52.
de posibilititi eu punctele numero-
tate prin?, 6, 7,..., 56. Astfel rezul-
ta 52 eeuatu, 1ar eu aceasta etapa Fig. 5.3.

a doua a metodei a luat sfirgit. In 18-
(5.35) se gisesc citeva din aceste eeuafpu scrise cu ajuto-
rul sablonului dat in fig. 5.3 :
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¥ Se citese de pe.cartele
Jimitefe infervalefor(a,b],
[(o.d] /'e,s‘,oecf/'vi/ztﬁz /0t

ST pasi_ Ax §i

w-nr(52)-1
A/=//Vf<%) -7
MW =H AN

*Se caluleazd numirdl de
punctein refea :

N purcte pe oza Or
H=nr puncle pe ara Of
MV=nr_puncle in refea

Se calculeazd
FSTNGA (1)
FORPTA (I)
2 ”§=/,Z,.-..,M
FIS
| J=12,... N

Se colculeazd

FFOEP(T)

PFIND (1)
L= 1 (W-2)H-3)

(5],

x . o o~
Fronfierele se coleuleazd i puncy
fele ok pe oxe folosind expresiie
analitice corespunzdfoare

Acfionarea rufiner
JBLORUT”
pentru .construirea
sistemului de ecuafi
lindgre

Actionarea rufiner
TIPSYS”
penfru tipdrirea

sistemulul abfinut

Actionarea rutiner
SESSYS"
pentfru rezolvarea
srstemulvi

Je calcyleaze

u
=12, NN

)

Actionarea rufines
INTS "

pentru tipdrirea
tabelului solufier

* Partea dependents de u (POEP)
§/ fngkpendents de u (PAND) din
membral crept af ec. diferentiale
se evalveaza i punclele refeles
exceptind limile 1,2,H s col.7, N

* Solutia analiticd U4
se. calculeazd daed esfe
pasibil in foate punctele
refeler pe linit

(71)

Fig. 5.4.
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— 63 U5+5U9+48U1«20-%—}—15,0+15U620’

1

. — 63U + 55U, 4 48U, — 20- <+ 15U + 15U, =0,

— 63U, 45U, + 48U, — 20- %+'15U6 + 15U =0,

‘ 2
— 63U +5U,, + 48U, — 20 - %+ 15U, + 15e” 5= 0,

— 63U, + 5U,, + 48U, — 20U, + 15- 0 + 15Ty = 0,
.............. [ % 1)
_B

— 63Us, + 56U, + 48U, — 20U, + 15U, + 15 > =0,
— 63Us3 + 55+ 0 4 48U,y — 20U, - 15+ 0 + 15U, = 0,
— 63Uz + 50 + 48U, — 20U, - 15U, + 15Us = 0,
— 63Us5 +5-0 4 48U, — 20U, + 15U, + 15U = 0,
— 63Us + 50 + 48Uy, — 20U, - 13T,5 + 15675
Asadar, pentru problema datd (5.23)—(5.27) cu

| Uy—U,

1=3, h=0,2 §i U (, 3)=0, By— — — gi w = ,
- ow 1(0.0) h

a rezultat un sistem de 56 ecuatii cu 56 necunoscute care
s-a rezolvat prin metoda lui Newton generalizati cu un
vector initial nul, dupd diagrama logicd (v. fig. 5.4) si
programul a cdrui descriere urmeazi.

5.6. Descrierea diagramei logice de caleul .

Blocul 1. Start.

Blocul 2. Se citesc parametrii retelei Az si A, precum
si limitele domeniului considerat « € [a, b], t < [a, d].

Blocul 3. Este un bloc de decizie, care permite reluarea
programului pentru diversi parametri (N, Az, At) ai re-
telei.
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Blocul 4. Se determini punctele pe Oz si Ot si se
creeazi numirul de puncte din retea (numdrul de ecua@u)

N:[’f““]-l si M:[d;t"]*l, NN — M xN, |

Ax

unde N este numdirul punctelor de pe Oz, M — numérul
punctelor de pe Ot, NN — numsirul punctelor retelei.

Blocul 5. Se calculeazd functia U(x, 1) pe cele {rei
segmente, frontierd jos (FJ), frontierd stinga (FS), fron-
tierd dreapta (FD), care se depun in memorie sub forma
unor vectori S, FD cu M componente, iar vectorul F.J
cu N componente Pentru acesti vectori trebuie rezervati
in mod corespunzator memoria.

Blocul 6. In acest bloc se calculeazd termenii depen-
denti de u din partea dreaptd a ecuatiei diferentiale in
toate punctele retelei pe linii, exceptind liniile 1,2 & M
$i coloanele 1 i N. Aceste valori intervin in calculul ele-
mentelor de pe diagonala principald a matricei sistemului
de ecuafii liniare. La fel gse procedeazd pentru partea inde-
pendentd de u din termenul liber al ecuatiei diferentiale.
Aceste ultime valori intervin in calculul elementelor
matricei care formeazi termenul liber al sistemului de
ecuatii algebrice ce se obtine.

Valorile termenilor dependentgl de u §i mdependentl de
u calculate ca mai inainte se depun in memorie sub forma
unor vectori de dimensiune (N — 2) x (M — 3). Pentru
acesti vectori trebuie rezervatd memoria corespunzitoare.

Blocul 7. Bloc pentru activare, de construire a siste-
mului de ecuatii. Apelul acestei subrutine presupune trans-
ferul urméitorilor parametri de la programul prmelpal in
ordinea indicatd mai jos :

— un vector de dimensiune NN necesar pentru con-
struirea coeficientilor sistemului, ciruia ¢ se rezerva memo-
ria corespunzitoare (C);

— vectorul frontierd stingd (FS);

— vectorul frontierd dreaptd (FD);

— vectorul frontierd jos (FJ);

— vectorul parte functie dependentd de w;

— vectorul parte functie independentd de w;

— M, N, Ax.
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Blocul 8. Activarea rutinei pentru tipirirea sistemului
(optionald). Apelul acestei rutine presupune transferul
urmétorilor parametri de la programul principal in ordinea
imdicatd mai jos : ;

— vectorul ¢ (egal cu numirul de ecuatii), definit in

~blocul 7, care serveste ca zoni de luciu si pentru acest

subprooram

Blocul 9. Se activeazi procedura de rezolvare a siste-
mului de ecuatii. Activarea ei pentru inceput se face prin
punctul normal de intrare, furnizindu-se urmiatorii para-
metrii :

— vectorul € ca zond de lucru;

— un vector de dimensiunea identici lui ¢ pentru
solutia numericd (UN), ciruia i se rezervd de asemenea
meimorie in programul principal;

— MsiN;

— EPS precizia impusd calculului numeric ;

‘— IT numérul de iteratii in care se eonsideré cd Ime-
toda este convergenti ;

— IND este o variabild intreagi, care ia valoare zero
dacd s-a atins precizia in numirul de iteratii fixat sau
valoarea 1 in caz contrar. Aceastd variabild logicd poate fi
testatd de programator pentru a decide modul de conti-
nuare sau nu a procesului iterativ. Dacd IND = 0 rezulti
ci precizia a fost atinsd, pentru IT fixat si se poate trece
la blocul 10. Dacd IND = 1 programatorul poate alege
una din urmitoarele variante: a) se mareste IT gi se
reapeleazd procedura RCSSYS prin punctul de intrare
numit RSYSEI, care cere ca parametru doar pe IT; b)
se mareste EPS gi se reapeleazid procedura prin punctul
de intrare numit RSYSE2 care propune ca parametru
noul ESP. Acest proces poate fi continuat la dorinta pro-
gramatorului.

— NIT este o variabild in care procedura de calcul
fixeazd, numirul efectiv. de iteratii atunci cind controlul
revine programului principal.

Blocul 10. In acest bloc se calculeazi solutia analiticd
in punctele retelei, dacd este cunoscuti, pentru testarea
preciziei metodei utilizate. Calculul solutiei analitice se
face in punctele retelei pe linii §i rezultatele se depun.in-
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tr-un vector de dimensiune NN (UA), explorind linie cu
linie dup# valorile crescinde ale lui M. Pentru acest
vector trebuie rezervatd in mod corespunzatox\ memoria
respectivi.

Blocul 11. Activarea procedurei de tipirire a solutiei |

numerice, deoarece procedura lucreazi in doud moduri {
primul mod fiind conditionat de calculul solutiei analitice
UA, iar apelarea ei cere urmitorii parametri :

— UN, UA, M, N;

— MT care este variabild intreagd si ia valorile 1'§i 2

— pentru MT = 1 procedura tipdreste numai solutia
numerici ;

— pentru MT = 2 procedura tipireste UN, UA si
EPS;

— NIT, EPS, IND,
dupé care procesul se reia de la blocul 2, pentru eventua-
litatea cd se dau si alti parametri ai retelei.

Descrierea progmmulm Acest program a fost scris in
limbaj FORTRAN si executat pe un calculator IBM-360,
dar poate fi executat pe orice calculator care dispune in
sistemul de operare de un compilator FORTRAN gi are
cel putin configuratia urmitoare: cititor de cartele,
imprimantd rapidd cu 120 de caractere utile §i o unitate
de discuri sau o unitate de band&. Programul este un
program modular, -compus din patru rutine, care sint
asamblate dupd necesitdti de un program general. Indi-
ferent de natura probleme1, rutinele ramin aceleagi, dar
in functie de specificul problemei se scrie programul
general de asamblare. Programul contine urmétoarele
rutine :

— BLDERUT care are rolul de a construi mstemul de
ecuatii liniare asociat refelei considerate, dupd metoda
sablon, prezentat in cadrul algoritmului de calcul. Aceastid
rutind creeazd sistemul asociat pe discuri sau pe banda
magneticd, de unde il extrage rutina RGSSYS care il
rezolva. Datoritd acestei metode de lucru este posibild
tratarea unor sisteme de dimensiuni foarte mari.

— TIPSYS care are rolul de a tipéri respectiv matricea
coeficient i matricea termen liber ale sistemului.

— RGSSYS are rolul de a rezolva sistemul prin
metoda Gauss-Seidel intr-un numér de iteratii dat si
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pentru o precizie impusi. Aceastd rutindi are doui puncte
de intrare suplimentare care permit schimbarea numéarului
de iteratii §i schimbarea preciziei, reluind rezolvarea din
punctul in care a rdmas (cind solutia aceasta joacd rol
de solutie de start pentru o nouid etapi). Aceastd ruting
are doud puncte suplimentare de intrare prin care pro-
gramatorul poate s& revind asupra numirului de iteratii,
in care procesul nu respectd precizia impusd sau asupra
preciziei impuse in cazul numdirului de iteratii dat. Aceste
decizii le poate lua programatorul, programul general tes-
tind o variabild asociatd si apelind punctul de intrare cores-
punzitor. In acest fel rezolvarea se reia din punctul de unde
a ramas, iar solutia obtinutd devine solutie de start in
noua etapi. ’ i

— PRINTS este destinatd pentru a tipari §i poate
sd lucreze in doud moduri: 1) tipireste un tabel: cu
solutia numericd si solutia analiticd calculatd in punctele
respective, precum gi eroarea intre cele doud metode,
dacd solutia analitici este cunoscutd, 2) tiparesteun
tabel numai cu solutia numericd in punctele retfelei,
dacd solutia analiticd nu este cunoscutd. Optiunea pentru
una din cele douil moduri de lucru ale subrutinei oface
programatorul in programul general.

Deci din cele patru rutine sint obligatorii urmétoarele :
BLDERUT, RGSSYS, PRINTS, care trebuie apelate
in aceastd ordine. A patra rutind este necesard, numai
dacd programatorul doregte si vadd forma sistemului.
Cele patru subrutine folosesc o memorie operativi de cca
17 K (1K = 1024 biti). Tinind seama de necesarul de
memorie pentru rutine, precum i de comenzile din pro-
gramul general se poate afirma ci Ia un sistem cu o me-
morie de 32 K se pot rezolva sisteme cu cea 300 de ecuatii
cu 300 necunoscute. La o memorie de 64 K se pot trata
retele ce conduc la circa 900 de ecuatii cu 900 necunoscute.
Din calculele efectuate s-a tras concluzia c¢d la o suplimen-
tare a memoriei cu cite 16 K se pot adiuga cite 300 de
ecuatii la cuantumul existent. ’
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CAPITOLUL 6 {

REDUCEREA ECUATIILOR CU DERIVATE
PARTIALE DE TIP 'HIPERBOLIC LA '
ECUATII DIFERENTIALE ORDINARE

6.1. Introducere

Pentru a pune in evidentd principiul metodei, vom
utiliza un exemplu din cele mai simple. Fie ecuatia

U _ 2T
ot da?

(6.1)

unde cu ¢ s-a notat timpul, cu # distanta, cu U functia
cdutatd (de x si t), iar ¢ este o constantd. La o astfel de
ecuatie se ajunge dacé se considerd o coardd care vibreazi
in plan, fird pierderi, iar U reprezintd amplitudinea vibra-
tiei in punctul #, la timpul . Dacéd coarda este fixatd la
ambele capete si notdm cu ! lungimea coardei, atunci
conditiile la limitd devin

U@, =0 U(Qt =0,

intrucit amplitudinea coardei la capete este permanent
nuld. Drept conditie initiald se poate lua

U (@, 0) = Uy (2),

adicd, la timpul ¢ = 0 coarda are, in fiecare punct =,
amplitudinea datéd prin U,.

De la ecuatia (6.1) se poate trece la un sistem de
ecuatii dlferentxale ordinare, dacd se péstreazd timpul
continuu, dar se discretizeazsi variabila w, utilizind o
schemi cu diferente. De exemplu, se imparte distanta !
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cu N puncte echidistante, notind pasul cu h, si se utili-
zeazd operatorul sablon

U, 1 =7 577 | .
3t2*=7;\1|—2\1§U,,;n:1,2, s N

Acesta este un sistem de ecuatii diferentiale ordinare, care
impreund cu conditiile la limitd i initiale poate fi rezolvat
printr-o metodid numericé.

Deoarece intotdeauna se poate trece de la o ecuatie de
ordinul al doilea la un sistem de doud ecuatii de crdinul
intii, sistemul de mai sus poate fi adus la forma unui
sistem in care in membrul intii s& apard numai derivata
de ordinul intii. -

in consecintd, vom incepe prin a expune metode mai
importante de rezolvare a unei singure ecuatii diferentiale
ordinare, de ordinul intii, dupd care vom trece la sisteme
de ecuaftii diferentiale.

6.2. Metoda lui Euler

Fie ecuatia
=y (6.2)
cu conditiile initiale ' ’

Y (@) = Yo (6.3)

Integrarea numerici porneste deci din punctul (mz,, y,);

din (6.2) se afld imediat panta curbei ciutate in punetul
(29; Yo) §1 anume :

Y’ (@) = f (%o, Yo)- (6.4)
Metoda lui Euler [52—53] constd in alegerea unui pas

h si in determinarea pas cu pas a punctelor de pe curba
care reprezintd solutia, ecu urmétorul algoritm :

Yo =F (@uy Yn)y  Ynsr = Yn + Mgae (6.5)
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Acest procedeun iterativ rezultd imediat din considerarea
in (5.2) a diferentei la dreapta pentru aproximarea deri-

vatei :
U TN 1 1
~ n = —\Yn —Yp) = Ly Yn 6.6
Yau 7 Y h(y+1 Ya) hf( y Yn)s )
de unde rezultd formulele (6.5).

Interpretarea geometricd a metodei Euler este repre-
zentatd in fig. 6.1. Din punctul (x,, ¥,) se traseazi tan-

g
L i
_________ _
% ] JB
] ]
] |
', - b
| !
: ]
|
] ! -
0 z Z €z
Fig. 6.1.

genta la curba ciutatd si rezulté y;. Alegind un pas h
se obfine punctul (a,, 0). Din triunghiul ABC rezultd

h—Jo ; Yo — tga = yq,

de unde
Y1 = Yo + h@/m

adicd formula (6.5). Este usor de intuit cid un astfel de
procedeu poate conduce la erori mari de calcul, dup# un
numir de pasi prin care eroarea (reprezentatd de CC’) se

212



\

cumuleazid. Din acest motiv, metoda Euler nu se utili-
zeazd practic la programarea pe calculator. Se poate
insd imbundtiti metoda lui Euler, printr-un procedeu de
predictie-corectie, descris mai intli geometric, in fig. 6.2.

.‘/IP

Fig. 6.2.

Algoritmul constd din urmitoarele :
— se calculeazi panta provizorie

Yo = f (%0s Yo) 5
— se calculeazi mai departe cu formula lui Euler
Y1 =" + by oy

giisindu-se punctul (@, ¥1); . N
— in acest punct se calculeaz& panta provizorie

?71 = f (mlv gl),
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ceea ce reprezintd o predicfie asupra evolutiei curbei ciu-
tate;

— se revine in punctul (%oy ¥o) §i se calculeazé 3, cu
panta corectald :

fql:?/o+h_‘—y0+yl'
2
In acest mod, punctul gisit (x;,¥,) este mai aproape de
curba cidutatd, ceea ce face ca acest procedeu sa fie util
la programare.
Justificarea acestui procedeu este urméitoarea : se
aproximeazd derivata considerind si diferenta de ordinul

doi :
D=—1-—(A—— A2)-
h 2

De aici se deduce

’

1 1
Yo = I[?/nﬂ — Y — ?(yn+2—2yn+1 +yn)]’

de unde rezultd

, 1
Y1 =— yn+ hyn _|' "2_ (yn+2 - 2yn+1 + yn)' (68)

Dar, pe de altd parte, avem

’ n - Yn s 7 Yn — ¥Yn
%H:_?/_Wh_y_‘i §iy, = +1k ’

Inlocuind aceste expresii in paranteza din (6.8), se obtine
Yn+1 = Yn +? (Yn+1 + Ya)s }

ceea ce reprezinti formula corectatd (6.7), cu eroarea
o (h?). : ,
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Algoritmul predictor-corector, cu formula lui Euler
este deci:

".7; =f(.’17n, Ya),
Yni1 = Yn + hyn,
?7:»+1 = f (®ns1y Yu+1)s (6.9)

h —r —7
Yni1 = Yn + ‘2“ (Un + Yn+1)

In timp ce metoda MBuler introduce erori de ordinul
lui h, metoda Euler cu predictie si corectie asigurd un
ordin al erorii o (h2).

Exemplu. Pentru a pune in evidenti metodele de mai sus, sd integram
numeric ecuatia

y=y
cu conditia initiala
=0, ygp=1
si si comparam rezultatele. Evident, y = e?.
1) Metoda lui Euler pentru h = 0,2 conduce la urmitorul rezultat:

njo 1 2 3 4 5

z, | 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
o |1 1,2 1,44 1,728 2,0736 2,4883

2) Metoda lui Euler cu predictie si corectie conduce la urmitorul
rezultat, pentru & = 0,2:

n 0 1 2 3 4 5
Ty 0 0,2 04 0,6 0,8 1
Un 1 1,22 1,4884 1,8134 2,2123 2,6990

Pentru z; = 1, din solutia analiticd se obtine y, = 2,71828; se observid cd
diferenta este mai mare in cazul metodei Euler simple, decit la cea cu
corectie. In ambele cazuri insi are mare insemnitate alegerea pasului la
integrare, care, in exemplul dat, este prea mare, daci urmirim un rezultat
cu citeva zecimale exacte.

Daci repetdm calculul cu pasul i = 0,1, cu metoda Euler cu predictie
si corectie, se obtine:

R0 1 2 .3 4 5 6 7 8 9 10

z, |0 0,1 02 03 04 05 006 07 038 0,9 1
v, |1 1,105 1,22 1,34 1,49 1,64 1,82 2,01 2,224 2,45 2,71,
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Au rezultat deci trei cifre exacte. Calculul a fost efectuat cu trunchierea
celei de-a saptea zecimale si cu rotunjirea celei de-a sasea zecimale, iar
rezultatul este reprezentat cu. patru cifre. L.a un pas mai mic, se corec-
teazd si urmitoarele zecimale. Rezulté deci ci alegerea pasului are un rol
important la rezolvarea ecuatiilor diferentiale. De aceea, prin program,
pasul se alege din ce in ce mai mic, pind cind micsorarea pasului nu mai
corecteazd numirul de cifre stabilit initial ca precizie.

Din definitia derivatei

y, = lim Int1— Un

rezultd cd dacd pasul se micsoreazd oricit de mult, ‘solufia numerici se
apropie de solutia analiticd. Aceasta nu este adevarat cind lucrdm cu cal-
culatorul, deoarece in calculator se opereazi cu numere care au un anumit
numdr de cifre, din cauza lungimii finite a registrelor; deci in calculator
se opereazi numai cu numere rationale. Pe de altd parte, apar erori de
conversie din zecimal in binar si invers, precum si erorile inerente trun-
chierilor si rotunjirilor. In plus, dac# pasul este foarte mult micsorat, apar
operatii cu numere mici, la care eroarea relativd de trunchiere i rotunjire
este mare. Rezultatul este ci, prin micsorarea pasului, cu calculatorul se
obtine o apropiere a soluliei numerice fati de cea analiticd, dupi care,
la o micsorare exageratd a pasului, erorile incep si creasci. Se poate intro-
duce deci ideea gésirii unui pas optim, in cazul in care rezultatul este dorit
cu un numdr suficient de mare de cifre exacte.

O altd metodd cu predictie 5i corectie este metoda Adams-Bashforth,
care utilizeazd formulele cu diferente la stinga:

1 5 3 251 ,
o= Ut [ 1+ v+ P+ 2 P+ gt |y
Yo+1 = Un+ ( + > \v) 12 \v4 P v ‘720V ] '

(predictie), (6.10)
1 1 1 19 ,
= hAfl—-—ygy——VV:— — V2 — — v*— ... |y,
Yp+1 = Yn+ ( 2 \Y 12 A% 21 \% 720 \Y ) +1
(corectie).

Se observi ci daci nu se refine nici un termen in vy, din prima expresie
rezultd formula lui Euler. Dacd in cea de-a doua expresie se refine numai
diferenta de ordinul intii, rezultd formulele cu predictie si corectie (6.9).
Procedeul de calcul cu formulele (6.10) este urmdtorul :

— se calculeazi y,,, din prima formuld; ,

— cunoscind pe y,,, aproximativ, din ecualia diferentiald datd se
calculeazd y,1;

- se corecteazd y,., utilizind cea de-a doua formulid.
Pentru imbunititirea solutiei, cea de-a doua formuld din (6.10) si ecuatia
diferentiald dati pot fi utilizate. iterativ (ca ecualii algebrice) pind cind
Un+1 le satisface, dupi care se trece la pasul urmdtor.
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6.3. Metode de tipul Runge-Kuita

Aceste metode utilizeazi dezvoltiri in serie Taylor
[30, 52]. Pentru expunerea principiului, si luim ca
exemplu ecuatia

y' =y (6.11)

cu conditiile inifiale % (0) =1, ¥’ (0) = 0.

Conditiile initiale dau primii doi termeni din seria
Taylor, pentru » = 0, iar din ecuatia diferentiald datd
rezultd si cel de-al treilea termen. Prin derivare repetats
a ecuatiei diferenfiale pot fi obtinuti si urmétorii termeni
ai seriei Taylor. Derivind de % ori, se obtine

YD = gy | Ly®-D, e N,

deci, pentru punctul x =0, pot fi calculati termenii
succesivi ai seriei Taylor. Notind pasul cu A, in calcule
numerice cu pas egal este convenabild scrierea seriei in
forma

Y (@n +h) =y, + @ —]—T‘Z}—l-‘...,
hiy(i)
P!

unde 7% = . La inceperea fiecirui pas, se cunoaste
; ’ N

Y $1 tP; din ecuatia diferentiald (6.11) se determin
1
T = Ehzwnyn

si relatia de recurentd devine
k (k _ 1)‘55,’”-2) — hza}”,rgc) __I_ h%ﬂ“l).

Se calculeazd un numér suficient de termeni, pind cind se
obtine precizia doritd ; este recomandabil si se calculeze
citiva termeni in plus, pentru a evita acumularea unor
erori de rotunjire. Metoda aceasta permite o verificare a
solutiei, prin schimbarea semnului lui %, ceea ce schimbg
semnul termenilor de ordinul impar.

Deoarece seria Taylor converge mai rapid decit for-
mulele cu diferente, pasul poate fi luat mai mare, cu un
numir mai mare de termeni. Pentru ecuatii neliniare,
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la care relatiile de recurentd si derivatele de ordin superior
implic# caleule mai complicate, este recomandabil si se
ia un pas mie, fiind suficient un numér mic de termeni ai

seriei.
Exemple. 1. Fie ecuatia diferentiald
= [(2, 1), cn y(x,) = Yy.

Se cauti o solutie y,. 4, presupunind ci existi numirul necesar de derivate
ale lui f(x, y). Se definesc termenii :

Iy = Bf (x4, Yn),
ky = Af (x,, -+ o5k, y + B,4), (6.12)
ky = Af (xn + oaylt, gu + Biky + Yake) 7
si o forma liniard
Un+1=Yn + Wiky + Wk, + wiks, (6.13)
care se alege astfel incit dezvoltarea in se;rie cu pasul & sd reprezinte solutia
ecuatiei diferentiale date, pind la un anumit numir de termeni ai seriei.

Dezvoltind in serie expresiile lui ky, ky §i k3, rezultd

ky = Kf,

ky = hf -+ 12 (O‘ofx + BJffy)+h3 (‘2— Olafxz -+ Oﬁaﬁoffxy + B fzf’lm ) ’
ka = hf + k2 (oaf -+ kglffy + 'Y]ffy) + h? ,:% O‘%fxz + oy By + Yl)ffxv +

1
+ ’"2“ B + v fsz/ + v1 (otefz + Boffy) fy ]'
Dezvoltind pe y,., in serie, se obfine

1 1
Unt1=Yp + Ify + > (o + Fafyn) + ry By (frz,nt 2fafzvn +

-+ f%fy’y n+ fx ufy,n + fnf2 n) (6'14)

Inlocuind (6.12) in (6.13) si identificind coeficientii cu cei din (6.14), se
obtine sistemul] :
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) 1
wy =1, oWy - oWy = —>
w1+w2+ 3 oWa 103 2

Y, = Doawr e Loy = 1
Botwy + (By T YVWs= 00 g oy = o
1 1 1 1
= =, Lgg ot )2y =
ooy + oy (By + YVWs 3 > Bows + 5 Bty wy o’

1 1
XoY1W3 = " v Borwws = o ’

de unde o = B, «; = By -+ vy 51 mai rdmin patru relatii independente cu
sase necunoscute; se iau doud valori arbitrare, de exemplu pentru o, $t
oy, rezultind in mod unic valori pentru ceilalti parametri.

Pentru formulele de ordinul patru se mai introduce un termen in
(6.12) si (6.13), care confine pe k%, iar din dezvoltarea in serie se retine i
termenul in h4, procedeul deci fiind similar cu cel descris mai inainte.

Evaluarea erorii de trunchiere, care rezultd prin eli-
minarea termenilor in k%, respectiv in k% conduce la
expresii complicate, rareori recomandabile pentru uz
praectie.

Iatd una din formulele cele mai rdaspindite in practicd,
de ordinul patru (Kutta-Simpson) :

1
Yurr = Ynu +%‘ (ky + 2k, + 2k; -+ k) + o (BP),

by = (@, 9,), by = hf(mn T + )

kS::hf(xng,' y+%—) by = Wf(ay + Ty Yo + &y).

Exemplu. Se dau rezultatele calculului, cu algoritmul (5.15) pentru
rezolvarea ecuatiei

y = 2xy (6.16)
cu conditia iniliald y 0) = 1.
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Eroarea este calculata in raport cu solutia analiticd
— e, In legituri cu metodele Runge-Kutta, au fost
ficute diferite sugestii.

Dintre acestea, mentiondm formulele algoritmului
Kutta-Merson, care permite alegerea automats a pasului,
pentru o clasd largd de ecuatii diferentiale :

1
Y1 =Y +§ hf (29, Yo),
1 1
Yo = Yo + —ﬁ—hf (%oy Yo) + — 6 f(
1 3 1
Uo = o + 1 (0 o) + hf(wo 3, )
1 3
Yy = Yo + _2‘kf (%y Yo) — ‘5 hf | 2 (
n 2kf(wo T % , yg). 6.17)
1 2 1
o = Uy -+ f (ay 90) + = hf(fvo e h,y3)+
1
“"'E'hf(wo*{"h,%)-

Merson a ardtat cd valoarea y = %(y4 — 45) poate fi
5

utilizatd pentru a]ustarea pasului, de obicei prin injums-
tidtirea acestui pas, pini cind eroarea devine acceptabili.

6.4. Alte meiode uzuale

Dintre metodele cu predictie si corectie [22], algoritmul
dat de Milne consté in urmitoarele : se di ecuatia

Yy =f(29)
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8l se utilizeazd urmitoarele formule :
o, ;o
Pui1="Yn_3t+ ? (24 — Yn-1 + 2Yn_2);

o (19) = =215y

pr,e+1 = f(®as15 Pn+1);

Cat1 = Yn-1 + (pn+1 + 4y, +yn- )

unde cu p s-a notat pr edictia, iar cu ¢ s-a notat Valoalea
corectatd a lui y.

‘Metoda lui Milne este uneori instabild, in sensul cd
solutia poate oscila cu amplitudine crescéitoare, indepen-
dent de micsorarea pasului k. O modificare a acestui al-
goritm a adus-o. Hamming, care utilizeazi acelasi predi-
ctor, dar un corector modificat ¢, +1moq)

"4 28 .-
n = Yn- —h 21;,_27’;.. __h:)fa:)’
Pns1 ?/3+3 (2y. ?/2)+903/(1

' 1 3 , o, 1 ..
Cnyy = '8—(9?/n_?/n—2) + g?/n+1,+2yn*?/n_1 — Eh Y (L)as

9
Cavymod) = Cnt1 — =~ (Cut1 — Put1)-

121

Cu acest algoritm se obtine o mai buni stabilitate. Se obser-
vé cd metoda lui Milne nu poate fi aplicatd de la primul
pas de integrare, deoarece necesitd valoarea lui ¥ pentru
pasgi anteriori ; de aceea, integrarea incepe cu o altéd metods
(de exemplu metoda lui Euler cu predictie si corectie sau
metoda Runge-Kutta), iar dupd obtinerea valorilor nece-
sare, se continufi cu metoda lui Milne.
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Cind dezvoltarea in serie Taylor este inaplicabild, poate,
fi utilizatd metoda iterativda a lui Picard. Ecuatia datd se
pune in forma

Sv dy :Sz [z 9) da.

To Vo
Se introduce in partea dreapti o valoare initiald de test,
dupd care se itereazd pentru imbunitdtirea solutiei.
Exemplu. Fie
y=ay+1; yO=1; 0L
Rezultd formula iterativa :

X
P+ =1 S (zy + 1D de.
o

Pornind cu valoarea initiald dati, se géseste

&
v =1+ S O+1Dder=14+2
. 0
si, continuind iteratia, se giseste

® 2 a8

y — 1+S (4+®et)de=1+2 45 40
A 2 3

Mai departe :

2 23 P 26
(3) = 1 _x_ R —_ —
y + @ + —

2 + 3 + 8 15

ceea ce reprezinti acelasi rezultat ca lIa aplicarea dezvoltarii in serie Taylor.

In general, metodele bazate pe dezvoltarea in serie
Taylor condue la o buné precizie la inceputul intervalului,
eroarea crescind pe mésurd ce calculul se depidrteazd de
conditiile initiale. Existd metode care aproximeazd solutia
pe tot intervalul de integrare, in genul metodelor bazate
pe trasarea unor curbe prin metoda celor mai mici pitrate.

Pentru ilustrare, si reluim exemplul de mai sus si si cdutdm solutia
sub forma unui polinom de gradul al doilea

Y = €g - €% -+
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Din conditia initiald rezulti imediat ¢, = 1. Pentru determinarea
coelicientilor ¢; si ¢, si consideridm restul:
R—y}—f=y) =1y — =z — 1
Introducind expresia lui y;, se obline
R—c (1 —a% + 20 — a3) — x — 1.

Orice metod# care minimizeazd acest rest poate fi utilizatd pentru
determinarea lui ¢; si ¢y; de exemplu, in metoda lui Galiorkin, se defineste
media ponderatid )

b
S w ()R (x)dx
a ) ,

S w (x) dx

unde w (x) este o functie pondere, iar a §i b sint limitele de integrare. Daca
se iau ca functii puaterile lui x din solutia c#utatd, se obtine sistemul

1
S zR dx = 0,25 ¢; 4 0,4667 ¢, — 0,8333 = 0,
o

1
S 2R da'=[0,1333 ¢, + 0,3333/c, — 0,5833 =0,
0

de unde rezulta
y =14 0,24 x 4 1,656 z2.

Pentru acelasi exemplu, sa utilizim acum metoda celor mai mici
pétrate :

1 4 (! 1 _9R
19 S Rz — S R dx = 0,5333 ¢, + 0,4167¢, — 0,9167 = 0,
2 0c; Jg o dcy

1 9 (! 1 _9R
L _45 Redx — Q R 2 4z — 0,4167¢, + 0,6762¢, — 1,2167 — 0.
2 9cy Jg Jo  Oc

Rezolvind sistemul, se giseste

y; = 1+ 0,6036x - 1,4273 a2,
Solutia analiticd a ecuatiei date este

z2 —
y=eE 14 lerfi .
2 ]

Compararea arati cd, pentru acest exemplu, cea mai buni aproxi-
matie 0 di metoda celor mai mici patrate.
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6.5. Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare
Cele aritate la rezolvarea numericd a unei ecuatii

diferentiale ordinare pot fi extinse fard dificultate la
sisteme de ecuatii [30,23]. Fie sistemul de doud ecuatii

y'=f(m,y,2)}
¢ =g (x9,2)

Sd-i aplicim algoritmul Runge-Kutta

1
Yni1r = Yn + 3 (ko + 2ky + 2k + ky) + 0 (B),

Zpa1 = % 'i"é_ (my 4 2my + 2my + my) + o (BP),

undé
ko = Rf (®ny Yny 2a)y Mg = hg (@ny Yy %),
ko

klzhf(me—g—,‘ b ~+32“9)
m:f—hg(wnJrg, yn+£2i, z,Hr%),
k2=hf(ccn+—g—, b+l z+%)
mzzhg(meg#, yn+%—, z+%)

ky = Wf (20 + By Yn + kg, % -+ my),
m3 = hg (wn _I— h’ yn _|_k27 ‘zn + mg)-

Pentru ecuatii diferentiale de ordin superior, se obis-
nuiegte trecerea la sistemul echivalent de ordinul intii,
transformare care este intotdeauna posibild. Prin urmare,
rezolvarea ecuatiilor diferentiale de ordin superior revine
la rezolvarea unui sistem de ecuatii de ordinul intii.
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Pentru minimizarea memoriei necesare §i pentru o
mai bund precizie, Gill [30, 52] a adus unele modificiri
fmmulelor Runge-Kutta. Formula de bazi utilizatd este

1
?/i+1:?/i+-é-k1+g(1——l %)szr

1 T 1
"l‘g(l + V%—)ka ‘I‘*G_ku
unde

by = hf (0, 92), oy =hf(xi +§,' v + —~),

o (e
R .
ky = hf(wi + 2y s +(1 -V_Tz_)kz +( 1 _}-Vg)ka)

Pentru imbunititirea calculelor, se introduc urmitoarele
formule : .

T
L= +5 (ky — 24),

i \ 1
: ‘é‘ (ky — 2q,) ——2— kyy

zz=ll+(1+]/_f;)<k2—ql),
q25q1+3(1—]/1)(k — g,
ly =1, + (1+V ) (k3 — gs),

¢ =4 +3
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43:Q2+3(1+V%)(k3“42)7

1
ly=13 + E (ks — 243),
L
6

Dac# se fac toate inlocuirile in expresia lui I,, se obtine
¥:.1, deci [, reprezintd solutia pentru pasul ¢ + 1. Valorile
lui ¢ sint introduse pentru compensarea erorilor de rotun-
jire acumulate la fiecare pas al caleulului; initial, ¢, =
= 0; dacé la primul pas nu apar erori, atunci ¢, = 0.
Dacé la primul pas apar erori, ¢, este utilizat in locul lui
¢, 1a pasul urmdtor.

1
g=14q3 + 3 - (ky — 245) —‘2— ky.

Exemplu. Si considerim sistemul
gt =W ¥ps e s Ym)y m=0,1,2, ..., M,
la care se adaugid ecuatia
go="r =1

Se noteazi cu indicele i pasul de calcul si cu j indicii din formulele anteri-
oare (j = 1,2, 3, 4). Calculul se desfisoard in modul urmétor : se initiali-
zeazd h, M si limitele de integrare (Xy,); se pune i = 0, pentru a obtine
x = ¥y -+ h; se calculeazd k,, pentru toti m din sistemul de ecuatii; se
calculeaza [, si ¢, cu ¢, = 0, dupi care se ia ¢, = ¢;; se repetd calculul
pentru j = 2, 3, 4. Valorile lui I, sint solutiile care se tipdresc.

In fig. 6.3 se reprezintd o organigrami pentru aceasti parte a calculului,

6.6. Probleme bilbeale

Pentru aplicatii in tehnicé gi in economie, este necesara
o prezentare a modului de rezolvare numericid a ecuatiilor
diferentiale ordinare, cind in loc de conditii initiale com-
plete se d& un numdér echivalent de conditii initiale si
finale. Astfel de probleme apar, de exemplu, in calcule
de optimizare, navigatie etc.

in cele ce urmeazi, se presupune ci problema dat
asigurd, existenta solutiei i c# solutia este unicd; in
general, pentru problemele multilocale, existenta i uni-
citatea solutiei trebuie aprioric asigurate, inainte de a
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trece Ia calculul numerie, deoarece nu se poate presupun
tacit. -

Un exemplu de problemi bilocald este urmétorul : se
di o ecuatie de ordinul al doilea, cu conditiile y(a) =
=4, 9 yb) =y. La calculul numeric; dificultitile
provin din faptul ed y, nu poate fi practic utilizat, in
nici una din metodele aplicate la rezolvarea problemelor
cu conditii initiale.

Metodele mai uzuale, pentru rezolvarea problemelor
bilocale, sint :

1° trecerea la diferente finite ;

2° iterarea unei metode cu conditii initiale ;

3° trecerea la dou# probleme echivalente, cu conditii
initiale ; ’

4° evaluarea aproximativé a solutiei prin metoda
Monte Carlo.

Trecerea la- diferente finite necesitd divizarea interva-
Iului de integrare cu punctele @y, @4, . . ., #,. Pentru fiecare
punct se scrie o ecuatie cu diferente in y, rezultind un
sistem algebric. In functie de compatibilitatea sistemului
algebrie, pot fi rezolvate numeroase clase de probleme
bilocale.

La iterarea unei metode cu conditii initiale se incearcé
o solutie cu conditii initiale fictive (pentru cele care nu se
dau), iar in funciie de conditiile finale rezultate se corec-
teaza conditiile initiale luate arbitrar.

Convergenta iteratiei constituie o problemd dificilé,
mai ales la problemele neliniare, 1a care, schimbarea con-
ditiilor initiale, in functie de conditiile finale obtinute, nu
rezultd prin rafionamente simple.

Trecerea la doud probleme echivalente, cu conditii
initiale, nu este posibild decit la ecuatii liniare (deoarece
suma a doud solutii particulare este i ea o solutie).

Fie, de exemplu, ecuatia
Y’ + P(x)y + Q(x)y = F(x)

cu conditiile bilocale y (@) = A, y (b)) = B. Se introduc doud ecuatii in
variabilele independente u si v: :

4 P@u + Q(x)u = F (),
0"+ P(@)v’' + Q (1) v = F (a),
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cu conditiile initiale

u(a) = A, v(a) =

v(@=A, v(a=D
unde C si D sint alese arbitrar, dar 1nega1e, pentru ca solutule s& difere in
punctul = = b: u (b) == v (b). Dupi aflarea solutiilor u () si v (x) avem
evident :

g (x) = au(x) + Bo (),
unde o si B se determini din conditiile bilocale :
A = oA + BA,

care, pentru A = 0 nu are sens, -iar pentru A =% 0 se obtine « - =1;
de asemenea

B = au (b) 4 Bo (b),

de unde
_ B — v (b) , B — B — u(®) .
u (b) -0 ) ud) — v b)

Metoda poate fi aplicatd si la ecuatii “diferentiale de ordin superior [55]

Metoda Monte Carlo furniZeazi o solutie aproximativi, care este foarte
utild pentru imbunititirea solufiei prin unul din procedeele iterative.
Procedeul este. elaborat pentru ecuatii de tipul [56] '

‘ =1 ®
d? T dz

cu conditiile bilocale x (lo) = Ty, & (to) = x(. Problema constd in aflarea
solutiei pe intervalul [f,, {5]- Se introduc urmitoarele doud ecuatii auxi-
liare : :

ap op

=D L =-Vv@p,

ot dx? P

op *p j
=D — V(& :

ot 02 @p-

Cu ajutorul functiilor p (x, %) si p (x t) se defme$te valoarea medxe a lui
z (f) la timpul ¢: :

+oo _ )
Ex = S p (z, Hx p(x, 1) dx. (6.18)

-
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Punind conditia ca p $i p si tindi la zero cind |z|—> o §i punind D =

=—1-, 'se‘ob’;ine .

. (6.19)

Daci variatia funcfiei pondere 7; (z,8) p(x,1) cﬁ gc este bine localizati,
atunci

dv  dV (Ex)
Ee oy —u——,
dx d (Ex),

astfel incit valoarea medie Ex obtinuti din ecuatia (6.19) poate fi interpretati
ca o prim# aproximalie a solufiei ciutate. Procedenl de calcul este urmé-
torul : se alege condilia initiala pentru p.(x, ) dupid cum urmeazi:

B (2, 1) = 8 (x — ),

unde 8 (x — %) este mésura lui Dirac cu suportul in z5. Notind cu
P, 1) solutia ecuatiei diferentiale pentru ecazul V (z) = 0, se obiine

. 1
Po(x,t) = [ArD (t — t]" 2 exp { — (x — z)?/[4D (~1t)]},

unde t>> f;. Solutia pentru p (x,{) poate fi pusd atunci sub forma

‘ u ¢ + 0 '
p (x, 1) = py (x, 1) —‘S dt’S dx'py(x—a’, t—1) V)p (x, ).
to

— 00
in forma aproximaliilor succesive, solutia poate fi rescrisd astfel :

t + o0
p @ t) = py (@, ) — S dz'S Ax'py (& — 2 L — 1YV (&), (', )+

to —®

t - a0 t + 00 : ’
-+ S dt’s dx’s dg” S da"’py(x — a’, (—1') V(x')py (x' — ",
11

Iy —® °

" — tr/) v (x”)po (xu’ l//) —_..
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Intervalul [{,, {] este acum divizat in n subintervale egale f{) < {; < i, <
< ... << l,. Deoarece p, poate fi interpretat ca probabilitatea de tranzitie
intr-un proces Markov, ecuatia poate conduce la urmitoarea expresie :

+00 pt-00 n oy
P(:v,t)=lims---§ [1—2 by (xp) +
n—s00 —w n

—00 k=1

L=nly (x) V (94) - ] X

X P — xpyq, t—ty_g) ... polxy — 24, 1y — Lg) daydzy ... dXpy =

+0 At ® n
= lim S S exp {— U — 1)/ [n 2 A% (mk)]} PoT — Tp_q, £ —
N~>00 _ re1

o0 ¢ — 0
—ty—1) Po (Tp—g— Ln—gs 13— ln—g) + .. Py (3 — Zp, 1, — by dxydxy . o . ATy—yq.

Aceasts trecere la limitd a fost studiatd in legéiturd cu o clasa de
integrale Wiener; limita existid, dacid V (x) este continui si mérginitd
inferior. Reciproc, pentru p se impune conditia finald

D (z, 1) = 8(x— ).
Se noteazi cu 50 solutia pentru V (z) = 0 si rezultd

1
Po (@, 8) = 4 (th — 1) 2 exp { — (x — zp)* [4D (t§ — O}»

unde ¢ < ty. Printr-o diviziune cu pas egal a intervalului i, tp] prin m
puncte ¢ <1 <<f < ... <t t}, obtinem

_ 4+ s+ m _
p(z D= nmS... S exp {(-—t(’)— l)/[m 2 V (xf) }}po (xp —

M =~» 0 — k=1

— Tp—1, g — -1 Po (xw,r-l — -z -1 — lg—g) + o
- Po (2] — ®p, 1] — D) dajdal ... dxy g,

cu aceleasi observatii ca in cazul anterior; cu aceste considerente, s-a
dovedit (6.18).

Calculul decurge in modul urmitor : se divide intervalul de integrare
in N subintervale egale, prin punctele {,, #;, ..., {y ({x = tf). Traiectoria
care leagd punctul ({, x,) cu punctul (f§, x{) este un poligon deschis cu
virfurile in punctele (t;, %), ({5, %), ..., ({y—1, *xy—1); similar cu traseul
unei misedri browniene a unei particule. Luind pg §i po ca probabilitati cu
aceeasi repartitie (normald) si {inind seama de faptul ci

to—t 1 ty —t )
0 = o 0 0 =Al; t=t;; i=12 ..., N—~1,

m n N
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din ecuatiile precedente rezulti

+ o + N ‘ .
El‘i ~ S e S X; exp [ — At Z \4 (xlc) ] Py (.‘131 — T, Al)
-

o k=1

. Po (@ — Ty_g, Al) Py (Xj4y — Ti, Al) ... Py (g —

— Ty—y, ADdxy ... dey_ g,
unde N =1 si

Po (Az, Al) = (2A1)=172 exp [—(Ax)2/ (2AD)].
Pentru alegerea traseului brownian se recurge de asemenea la o variabili
aleatoare gaussiand £, cu o formuli de interpolare pentru o miscare brow-
niand conditionati; dacd =, x;, ..., x;_; sint fixati, atunci
=[50y — 1) + oy (G — 4DV Ux —~ L) + E (G — ) (Iy —
= 4y = L)V = [N — )y + 2l (N —j+ D) + & [t —
— INY(N — DN — J + D2

Pe scurt, in decursul caleulului se extrage informatia referitoare la traseul

brownian, notind cu v cantititile care corespund celui de-al v-lea pas, dupi
expresia -

v N
Y o exp[" t— N 3 V‘”g))]
Ex (1) = — —~

1 N
Z exp [—(t(', — 1IN E V(m}c‘")]
v =1
V (x) poate fi determinat prin integrarea numericd a lui f(x). Numérul
de pasi N se alege nu prea mare (10—20) pentru a nu creste prea mult
numérul de pasi al traseului brownian ; se asiguri astfel o solufie in prima
aproximatie, dar cu o convergent# rapidi. Evaluarea erorii este o problem#
dificild; se presupune ci eroarea este de forma o(n=2), o (m=2) sau o (N~%),
dacit XV (x) este inlocuitd cu integrala corespunzitoare. Este esential ca
V (x) sé fie continud si mérginitd inferior, deci metoda se referd numai la
aceastd clasd de ecuatii diferentiale.

In incheierea acestui paragraf, vom lua un exemplu la care se utilizeazi

o metodd de discretizare, pentru ¢ ecuatie liniard, de ordinul doi, cu coefi-
cienti variabili [52] :

y” + [(®y = 9(x); o<z <l

y(0) =gy, Y ()= yp.
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Pentru punctele interioare ale intervalului, folosim diferenta simetricd
pentru discretizarea derivatei si avem

ll1h2fi_2i,1 l yi;h2gi, i=1,2,...,n— 1,

unde f; = f(x;) si g5 = 9 ().
Cu notatiile
ago = 1, apm+1 = ![0,
Uiy = Qe =1, Qg =N —2; Qius,=F0;, i=12,...,n—1,
Uy = 1, Qg1 = Yns
se obtine sistemul algebric
. . 7
Z Y = Qi p+q, i=0,1,...,n
i=0

Celelalte elemente, nespecificate, ale matricei sint nule, Pentru f(z) = z,
gy=1—2,1=1 §1 n = 5 rezultatele caleulului sint date in tabelul

urmitor :

x 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 -0,0

y | 00 | —004975 | —0,0671 | —0,05938 | —0,0342 0,0

Eroarea este o (h?); prin micsorarea pasului, precizia se imbunitiieste.

Pentru ca sistemul algebric s fie compatibil, este necesar ca det (a;;) 0 ;
aceastii condifie depinde insi de f; si este necesar a fi verificatd. In
cazul cind det (a;;) = O, se recurge la alte metode (de exemplu aflarea
valorilor proprii).

. Stabilitate si eonsistenti

Una dm cele mai bune cii de tratare a problemei sta-
bilitdtii solutiilor ecuatiilor diferentiale este cea bazati
pe definirea stablhtatn in sensul lui Leapunov [54, 57].
Fie f: R* X R* > R". O solutie y a ecuatiei diferentiale

=11 (6.20)

este stabili, in sensul lui Lea,punbv, dacd pentru orice
e>0, existd un numéir 3 (¢) >0, astfel incit orice altd

solutie J a ecuatiei diferentiale date pentru care
ly(0) — F(0)] < 3 (<)
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satisface conditia

ly(®) — @)l < e, te(0,00). (6.21)
Daci solutia y este stabild si, in plus, satisface conditia
lly(t) — 4(1)|| = 0 pentru t — oo, (6.22)

atunci y este asimptotic stabili. in fine, y este relativ
stabild, daci conditia (6.21) este inlocuitd cu

ly@) — 3@l < ely@®ll. - . (6.23)

Conceptul de stabilitate relativi prezintd o mare
insemnitate pentru calcul numeric. Stabilitatea, in sensul
lui" Leapunov, are urmitoarea semnificatie intuitivi: o
micé schimbare a conditiilor initiale péstreazd solutiile
suficient de apropiate. In caz contrar, sistemul este instabil.

o 0 1 , :
-G e
yzv 1 0 Yy

4, (0) =1, g (0) = — 1.

Exemplu. Fie

cu conditiile initiale

Solutia este

p () = e}, Yo () = — e~k
S4 introducem acum o usoarid schimbare a conditiilor inifiale

7,0=1+e¢e, 7, (0) = — 1,

Solutia devine
1 . 1 T 1 1
ﬁl(i)=~é—(2+ e)e"t—l—?se‘; yg(t)=——2—(2+e)e“+—2~se‘

si se observd cid
lyi O — §; ()] — -+ co pentru =+ 00; i=1, 2.

Deci acest sistem este instabil la variatii miciale unor conditii ini{iale.
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Teorema de stabilitate pentru sistemele liniare se formuleazi in modul
urmétor : solutia ecuatiei

y = Ay, y(©) =y,

unde A este o matrice constanti reald de ordinul n 5i este stabild (in sensul
lui Leapunov), dacd toate valorile proprii ale matricei A au partea reald
nepozitivi si daci orice valoare proprie cu partea reald egald cu zero apar-
tine unui bloc Jordan de ordinul 1. Dac# toate valorile proprii ale matricei
A au partea reali negaiivi, atunci sistemul este asimptotic stabil. Demon-
stratia teoremei se face considerind solutia de forma

y (1) = ediy,.
_ Punind matricea e4? sub forma canonici Jordan
edt = peltp—l,

se constatd cd! elementele lui eJ? tind la zero, cind ¢ — co, numai daci
valorile proprii au parte realid negativi, si rimin marginite numai daci
blocurile Jordan au dimensiunea 1 x 1. In'concluzie, sistemul este stabil,
dacd si numai dacil valorile proprii ale matricei A au parte reald nepozitiva
5i orice valoare proprie cu partea reald egald cu zero este simpla.

Pentru calcul numeric prezinti o insemnitate mai mare conceptul
de stabilitate relativi. Expunerea teoremei asupra stabilitdtii relative
necesiti introducerea prealabild a unor notiuni; daci intr-o transformare
canonicd P~1 A P, matricea A are mai putin decit n vectori proprii inde-
pendenti, atunci celelalte coloane ale Iui P sint denumite vectori proprii
generalizall sau vectori principali. Daca avem

(A — ADkx = 0 si (A — AD¥~1x=£0;

atunci x este un vector principal de grad k al matricei A. Daci x este un
vector principal de grad m, unde m este dimensiunea celui mai mare bloc
Jordan al matricei A (asociat cu valoarea proprie corespunzitoare), atunci
x este un vector principal de grad maximal. Acum se poate formula teorema
referitoare la stabilitate relativa, valabila pentru ecuatii liniare cu coeficienti
constanti; pentru matricea A notidm cu A multimea valorilor proprii ale
lui 4, cu parte reald maximald. Atunci, o solutie y a sistemului liniar y’ =
= Ay, y (0) = y° este relativ stabild, dacd si numai daci exista un A €A
astfel incit y (0) sd aibd o componentd pe directia unui vector principal
de grad maximal asociat cu A.

Séa reludm exemplul dat anterior, scriind solutia generald sub forma

gy (&) = ce™f + cpel, yy (.= — e~ 4 cpef,

Aceste solutii pot fi usor calculate numeric dacd ¢, 5~ 0; pentru { mare
eroarea absolutil poate ajunge mare, dar eroarea relativa poate fi mentinutéi
micid. Am vizut insi cd dacdl ¢, = 0, este extrem de dificil de calculat o
solutie cu eroare relativii mici, deoarece apare contributia lui ef. De aceea,
solutia pentru ¢, = 0 este relativ instabild, in timp .ce solutia pentru ¢, ==
== 0 este relativ stabild. Acest exemplu pune in evidentd faptul ci y (0)
trebuie ales dupé direciii anumite, pentru ca solutia si fie relativ stabila.
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Deoarece, prin discretizare, se trece la ecuatii cu diferente, extindem

definitiile referitoare la stabilitate prin simpld analogie. Astfel, fie ecuatia
cu diferente

yk+1 =G (yk;k), ke N,
unde G: R® X Rl— R® este o aplicatie dati, iar y° este cunoscut, Atunci :

~ - : Y A
1° dacd se di ¢ > 0 pentru care existd un 3 (g) > 0 astfel incit {y%}
este si ea o solutie pentru care

A ( A
e~y < 3o, ok —vFlie, ke N,
atunci solutia y* este stabila;
2° daci, in plus, avem

A
|| g% —yk||>0 cind k- oo,
atunci solutia este asimptbtic st.abili;

3° dacd cea de-a doua conditie din 1° este inlocuitd cu

lgF = gl < ellobll ke,

atunci solutia {y*} este relativ stabild. '
Pentru ecuatii liniare cu coeficienti constanti

yk+l = Byk 4 d, cu y®dat, ke N,

cu de R" si B de dimensiune n X n, o solutie {y*} este stabild daca si
numai daci

e(BYK 1,

iar dacid p(b) =1, atunci b afe valori proprii A, cu |A]| = e (B) astfel
ineit fiecare bloc Jordan asocial cu A este de tip 1 x 1. Reamintim ca
p (B) este raza spectrald a lui B, adicd

p (B) = max [%;].
Dacd p (B) <1, atunci solu";ia este ia‘simptotic stabila.
Pentru a pune in evidentii legdtura dintre ecuatia diferentiald si
ecuatia cu diferente, si ludim ca exemplu metoda Euler.
Fie ecuatia
y = Ay.

Integrarea numericd se obtine prin schema
g+l = gk hAyk — Byk, unde B = I + RA.

Pentru h mic, proprietitile de stabilitate ale celor doud ecuatii sint aceleasi
(pentru stabilitatea asimptoticd). Intr-adevir, dacd o (I + h4) <1,

237



atunci toate valorile proprii ale lui hA sint situate intr-un dise cu centrul
in —1 si cu raza mai micd decit 1. Deci valorile proprii ale ui kA au partea
reali negativa si, deoarece h> 0, rezultd ci si A are toate valorile proprii
cu parte reali negativa.

Reciproc, si presupunem ci toate valorile proprii ale lui A au parte
reald negativd si deci sint situate intr-un pétrat delimitat de — a 4- ib
$i —(a 4 b) 4 ib. Valorile proprii ale lui I -+ h4 sint situate intr-un pétrat
delimitat de 1 4 h(a -+ ib) si 1 4 h(—a — b 4 ib). Atunci, pentru a
avea o (I 4 hA) <1 este suficient ca

(1 — ah)? + K22 < 1 si [1 — (¢ --.b)R]2 + %2 < 1,

Aceste inegalititi sint verificate pentru h suficient de mie.
Pentru a prezenta conceptul de consistentd, vom lua ca exemplu
ecuatia scalari

y, (.’E) = f(x’ y (x))5 a < x < b’ b (a) = Yos
si ca metoda de integrare ecuatia cu diferente
Ugtn = On—ylkin—g + -+ T %k +

+RD (g eees Tk Thtns -+ s T3 H)
Avem
ag=a-+ih, i=1,2...,N;h=(—a)N;

Ogs + -+, Oy Sint constante date ; @ este o functie datd, care depinde de f;
conditiile initiale y,, ..., ¥y, sint cunoscute.

Dacii n = 1, metoda este ,,pas cu pas’’, Dacid @ nu depinde de yg4,,
atunci metoda este explicit §i y4, se determini direct, calculindu-se mem-
brul al doilea. In cazul metodei implicite, yx4x se calculeazi rezolvind ecuatia
(de obicei neliniarsd)., Formula dati acoperd toate cazurile anterioare din
acest capitol, astfel incit cea mai mare parte din metodele uzuale sint
reprezentabile in aceasti formd. De exemplu :

Uk+y = Ux + Bfx; k€ N, (Euler)

1
Uk+y = Yk + > B [futf (Fxqs Y+ Afw)

(Heun sau Runge-Kutta de ordinul doi).
Metoda Runge-Kuita de ordinul patru este daté de schema

1
Ukt1 = Ui T "g’(r1 + 2T, + 28 4+ Iy,
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unde eu I' s-au seris termenii notati cu k, deoarece k este acum utilizat la
indice. Avem deci

N 1 1
Ly = A F2=hfv(-rk + Zh, Uk+j;-I‘1)’

1 1
P3=hf(1k “!—E*Il, v + -;;I‘Z), Ty = hf (0 + h, yg + T'y).

Toate aceste metode sint metode explicite. Un’éxemplu de metodi implicitd
este formula trapezelor (Simpson):

i 1
Yerq = Uk + > hife + F %ty Vel

Un alt caz al aplicirii formulei generale date este metoda liniard cu mai
mulli pasi:
Uktn = Op—y Yhtn—y + oo + U+ A Bafare + -0 + Bolkls

unde &g, ..., 0ty—q Si Bo, ..+, By, sint constante date. Daci 3, = 0, atunci
metoda este exphclta iar daca B, == 0, metoda este implicita, Din aceastd
categorie face parte metoda Adams- Bashforth

Vhva = Ukrs + (B24) (35[ 43— 59fk+a + 37fkry — 92,

care este o metodi explicitd, De asemenea, o metodd implicitéd este metoda
Adams-Moulton : .

Uk+s = Yk+2 T (h/24) Oftrs + 19k4e — 5(kry + f2).

Metoda lui Milne, ca si alte metode, face parte din aceeasi categorie;
de exemplu:

Uhts = Py + (4013) Qfeve — froaq + 2f1)

Uk 42 = Uk + (A3) (Fres + 4fsy + T)-

In legiturd cu paragraful 1.14, introducem urmitoarele concepte
particularizate la exemplul ecuatiilor diferentiale: dacd y este solutia
ecuatiei diferentiale pe intervalul [a,d] ‘si ¥, ..., gy, cu Nh=b — q,
este solutia aproximativi dati de ecuatia cu diferente, atunci

si.

max ly () — w¢l
ISi<N

se numeste eroarea globald de discretizare. Eroarea locald de discretiiare,
pentru x€[a, b — nh] este data de

S(a By = Bt (@ b ) — gy E (= D) = . — o ()] —
T @@t nh xt(—Dh 52 y(@+nh), .,y @),
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Se observd ci 7 (x, h) este restul impértit la h, cind solufia exactd esle
inlocuitd in ecuatia cu diferente. Notdm

T (h) = max jv (x, )|
z € [a,b—nh]

si definim consistenta in modul urmitor : metoda de discretizare aleasd
este consistentd cu ecuatia diferentiald datd, daca

lim ¢ (k) = 0.
h—0

Daci ecuatia diferentiald datd are o solutie y continud si derivabild
pe intervalul [a, b} si daci funciia @ este continud, in toate argumentele,
atunci se formeaza polinomul

P =A% —ay A1 — L —ay
si se presupune cd p (1) = 0, Atunci dacid
D, vy 5 5 (), 000, 7(0); 0)=p" (1) [z, y(x))

pentru orice z& [a, b], metoda de discretizare este consistentd cu ecuatia
diferentiald datd [54]. Aplicind aceasta la metoda pas cu pas, rezultd

P =2 —o;
prin urmare,

Uriy = Yr + h® (Tpiy, %5 Yrto Vo5 )

Deoarece p’ (1) == 1, avem mai departe
D (@, x; ¥ (x), y(x); 0) = f(, y (2)).

in acelasi mod poate fi verificatd conditia de consistentii pentru celelalte
metode.

Conditia de stabilitate [54] a metodei se poate enunia astfel : metoda
este stabild, dacd si numai dacd rédicinile polinomului p (A) indeplinesc
conditia |31, i=1,2,...,n, iar orice radicind de modul unu este
simpla. De exemplu, metoda

Yt+e = 4Gr1— G + 20y, Yo =1,

cu y, dat nu este stabild, deoarece
p(A) =2 —4x+3

si rdddcinile sint A; = 1 si A, = 3.

Daci |31, i=1,2,...,n, si inegalitatea este stricti pentru
n — 1 réddécini, atuncl metoda are o stabilitate fare; in caz contrar stabi-
litatea este slabd

Metoda de discretizare este cel putin de ordin p, dacid = (h) = o (h?)
si este exact de ordin p dacd v (h)=ko (h?*Y).

Pentru cazul analizat aici, problema convergentei se reduce la propos
zitia.; consistentd plus stabilitate implici convergenti.

240




CAPITOLUL 7

APLICATII

7.1. Prezentarea exemplelor eonsiderate

Ca aplicatii pentru algoritmii de calcul §i programele
prezentate in capitolele precedente s-a considerat urmé-
toarele exemple.

1. Variatia unor parametri ai. migedrii unui fluid in
conducte drepte si de sectiune uniformé, determinatd de
reducerea sectiunii conductei in punctul final al acesteia
cu ajutorul unui dispozitiv de reglare.

2. Variatia unor parametri ai migcérii unui fluid intr-o
eonductd de sectiune constantd cu acces central si consum
la . capete, dupsé inchiderea sistemului.

3. Variatia unor parametri ai migcérii unui fluid intr-o
conductd convergent-divergentd cu acces central i consum
la capete, dupd inchiderea sistemului.

4. Variatia unor parametri al migedrii unui  fluid
intr-o conducti dreapté gi de sectiune uniforms in cazul
inchiderii totale a acesteia la capete.

5. Variatia unor parametri ai mlscarn unui gaz mtr o
conducts de sectiune uniform#d in cazul inchiderii con-
ductei in punctul initial.

6. Variatia unor parametri ai migedrii unui gaz intr-o
conductd dreaptd gi de sectiune uniformé in cazul inchi-
derii totale a conductei la capatul initial §i al reducerii
treptate a sectiunii in punctul final.

Exemplele 1, 2, 3 si 4 se referé 1a migcarea nestationard
a fluidelor compresibile in conducte, generatd de variatia
debitului la extremitétile conductei. Fenomenele care
apar in aceste probleme sint descrise de ecunatia diferen-
tiald a socului hidraulic [90, 91, 87, 94].
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Variatia sectiunii la o conductéd cu fluid in migcare atrage
dupd sine aparitia unei suprapresiuni sau depresiuni care se
propagd, sub formi de unda, cu vitezd mare in intreaga
conductd, revenind la sectiunea perturbatoare ca undi
reflectatéi, purtitoare de depresiune, respectiv de supra-
presiune. Acest fenomen este insotit de valori mari ale
suprapresiunii sau depresiunii, in special in cazul inchi-
derii sau deschiderii bruste a vanei de la capdtul final al
conductelor de lungime mare §i poate determina ruperea
acestora. Datoritd faptului cé la inchiderea sau deschiderea
bruscé a vanei ia nagtere o und# de goc, fenomenul a fost
numit soc hidraulic. Deplasarea perturbatiilor cu vitezé
mare permite ca pentru durate mici de timp disiparea de
energie s& se admitd neglijabild. Miscarea oscilatorie in
conductd [94] este o migcare oscilatorie amortizatd
toecmai datoritd disiparii de energie, astfel cd in studiul
gocului hidraulic relativ la o duratd mai mare este absolut
necesar si se tind seama de viscozitatea fluidului.

La o inechidere bruscé a vanei, energia cineticd a flui-
dului urmeazs si se transforme intr-un lucru mecanic de
deplasare nuld, dind nastere la o presiune infinitd dacé
sistemul nu este elastic. Datoritd acestui fapt in tratarea
problemei socului hidraulic se va {ine seama de compresi-
bilitatea fluidului si de elasticitatea conductei.

Presupunind cé inchiderea vanei se face in mod con-
tinuu, perturbatiile care iau nagtere determini ca presi-

Fig. 7.1.
unea si viteza sé fie functii continue de spatiu gi timp.

Ecuatule de continuitate §i a energiei, prin solutmnare,
dau functnle P2, 1) i o (m, 1).
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Se considerd o conducté circulard orizontald ra,corda,té,
la un rezervor in sectiunea I §i previzutd cu o vand in
sectiunea finald II. Ecuatia de continuitate se va stabili
egahnd diferenta dintre volumul de fluid care intrs, printr-o
sectiune situatd la distanta « + dx de sectiunea II i
volumul de fluid care iese din sectiunea aleasd la dlstan‘pa,
« de vani, in timpul d¢, cu suma volumelor rezultate din
comprimarea fluidului din deformarea elasticd a conductei
de lungime dz.

Diferenta volumelor de fluid care stribat suprafata de
control este datd de relatia

dv:(u+—6—“d )Eg—dt w D% gy D0 gy
ox 4 oz
(7.1)
Apelind la formula
1 do
p=—— (72)
v dp

de definitie a coeficientului de compresibilitate a fluidului
si notind cu dv, volumul rezultat din comprimarea fluidului
aflat in volumul de control, rezulti

2
|do, | :l‘%gdp da. (7.3)

Volumul dat de deformarea elasticd a conductei este dat
de relatia

2 2
m (D +2dr)? =D

dv, = de~=Ddrde, (7.4)

unde dr reprezintd cregterea razei conductei sub actiunea
presiunii.
Din definifia lungimii specifice se poate scrie

e (D + 2dr) — =D dr

d€= - =2 —
D
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de unde rezulti
dr = gds, (7.5)

Din legea lui Hooke de = d¢/E i din ecuatia lui Laplace
referitoare la tensiunile care se dezvoltd intr-o placé subtire
de grosime 3 sub actiunea presiunii rezulti egalitatea

do dp

:_.7/2’=#%8 0‘

In acest caz relatia (7.5) devine

D> dp
4 E3

si

do, #—,Edd; dp. (7.6)
Conform principiului conserviirii materiei se poate scrie
relatia I

do = [do,| + |dv,],
care dupéd inlocuire ia forma

wD? "ou n D2 D2 D
T 0 et = T pdzap + 2 dxdp.
L 0w , Pdzdp 4 ms ep

Dupé simplificarile respective, relatia se transerie astfel :

care este ectiatia de continuitate, In diferentiala presiunii

' op op
cdp ===da +—-dt
P ox + ot



termenul o de fiind neglijabil, se poate scrie . ~ .
ox dit ot

Daci se tine seama de aceastd aproximare si de relafia

¢ = Vﬁ a vitezei sunetului intr-un fluid, atunci ecuatia

(7.7) se transcrie sub forma
,au;=‘71 7 [')p_'
- oz pc* 0Ot
unde ¢ este viteza de propagare a perturbatiilor de presiune,
exprimatd de relatia
1 1 1

¢ = = . .
Vep” VeB D (7.9)
| ‘V1+EE“8

(7.8)

Dacd in relatia (7.9) termenul % este neglijabil'

viteza de propagare a perturbatiilor este egald cu viteza

sunetului in fluid.
Ecuatia' energiei pentru miscarea nestationari are

forma,
2
g) a Y2
Dacé o = 1 §i g = 1, iar aceastd ecuatie se scrie sub forma
diferentialé, rezultd urméitoarea ecuatie :

2\ .
_Lou, o (Z +£+”_) — 0, (7.10)
Y 2

g 0t ox
in care u este viteza medie, iar semnul minus a fost introdus
pentru a se putea considera ca pozitiv termenul %ﬂ
Eecuatia (7.10) sé reduce la - !

ou_Lop, (7.11)

ot o Ox
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2
unde s-a tinut seama cd Z = 0 si 5(?— (—;—6—) este neglijabil
x 9

in raport cu termenul haa—t Intr- adevar, stund cd theza
g

de propagare a perturbatiilor este o'=%§v rezultd

0 (“2)~i ow 1 0wt 1w,
ox \2¢g

g dx g . 0t am-~ g 0t ¢

) G5
090 2¢ g ot ¢
Datoritd faptului cd viteza ¢ este foarte mare in comparatie

cu viteza fluidului, rezultd c& neglijarea termenului ener-
giei cinetice este justificata.

Ecuatiile (7.8) §i (7.11) formeazi un smtem, prm a carui
solutlonare se obtin legile de variatie ale presiunii §i vitezei
in functie de spaA;iu si timp :

adicd

ou_ 1 ap %=i@ ‘ (7.12)
o pc? o o p Ox

la limitd poate fi tratat numeric cu agutorul schemei cu

diferente (3. 11) si (3. 22), unde este. prezentat algoritmul
de calcul.

a fost rulat un program in FORTRAN. Programul a fost
rulat pentru un caz concret avind ca obiectiv determinarea
numericd a functiilor p (z, ), u(x, t), precum si deter-
minarea optimd a pasului de discretizare, dupi criteriul
minimizarii erorii de la o iteratie la alta. Derivind prima
ecuatie din (7.12) in raport cu timpul §i a doua ecuatie
in raport cu spatiul §i admifind ci variatia masei spe-
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cifice este neglijabili, se elimind functia u(z, 1) si se
obtine ecuatia echivalentd sistemulm (7.8) si (7.11):

0, 2P 0P, | (7.13)

Sistemul de eéuafgii (7.12) scris sub forma
! 0
109p 00 10p Ou (7.14)
p Ot Ot p Ox Ot

se poate transforma prin derivarea primei ecuatii in
raport cu x si a celei de-a doua ecuatii in raport cu ¢
in ecuatia echivalentd

, 0%u 0%

= (7.15)
oxz Ot

identicd cu ecuatia (7.13), dacd se inlocuieste p(x, t) cu
functia « (x, ).

Exemplul 5 se referd la migcarea nestationard a ga-
zelor in conducte drepte gi de sectiune uniformi. Pentru
exemplul 5 s-a congsiderat miscarea adiabaticd sau izo-
termd, corespunzdtoare legilor de stare a gazelor perfecte.
Ecuatiile migedrii in acest caz sint constituite din ecuatia
de continuitate care are forma

9 (pu) Op

S 7.16

si din ecuatia energiei exprimate astfel:

o o 1 0p (7.17)
ot | o o O "

Tinind seama de faptul cd
. d
p=p(p) Si 2=, (7.18)
se poate_scrie

== (7.19)
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sau

9 _ 2%, (7.20)
Ow ox
5i In acest fel ecuatia (7.17) devine
LLOPLCN 3 (7.21)
ot o p. Oz
Pentru procesul adiabatic relatia de stare are forma
1
P = ¢ (‘p_)?' - (7.22)
din care prin derivare in raport cu p rezultd
‘ 1
. 1- =
2= _ Doy (!L) T, (7.23)
de po \Po/ . -

Eliminind intre relatiile (7.22) si (7.23) presiunea p, se
obtine expresia ,

- 1 . S )
20\ 71
o= oo (2&)* I (7.24)
 PoY
Din derivarea relatiei (7.24) in raport cu z §i ¢ rezultd
1 ap 2 60

P aw c(y—l) 0:0

(7.25)
10 e 2 de .

e 0t c(y—1)0¢

Introducind relatiile (7.25) in ecuatiile (7.16) si (7.21),
acestea din urmé devin

_a_/u; ._I._ U 6-?1: _—-«20 ﬁ — O
ot ox y—10x
] (7.26)
(’m 2 de . Oc
J— —_— —_— U — = O‘
890 + (015 + 890)
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Pentru facilitatea calculelor numerice cu ajutorul calcu-
latorului, variabilele dependente si independente din
sistemul de ecuatii.cu derivate partiale (7.26) se scriu sub
form# adimensionald astfel :

s i= —-—lt, (7.27)

unde %, $i ¢, sint valori constante a vitezei gazului,
respectiv a sunetului.

In cazul utilizirii relatiilor (7.27) sistemul (7.26) devine

ou (uo)ﬁﬁfb—t 2 _de
—+ u—+ c—=0,
0t o0 yv—1 Ox

_ - 5 Az
6%_—+—£— ﬁ—a—z-p(fﬁ) éc] = 0.
ox y—1| 0% uy) 0t

% (7.28)

In exemplul 6 se t{ine seama de legea de stare a gazelor
reale, considerindu-se procesul izoterm si admitindu-se

Au?o : .
‘termenul “od constant, dat de relatia

)\’Mzzp ’ A
_— = 2@: — (U U 7.29
2d 3d (1 + %), (7.29)

unde u, i u, sint vitezele la capetele initial si final ale
conductei.

Relaizia; de stare a gazelor reale are forma
P _ yZRT |
— =4 ; (7.30)
p

unde Z este factorul de abatere de la legea gazelor perfecte
R — constanta gazului §i 7 — temperatura absoluté.
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Tinind seama de aceste considerente si eliminind o

intre ecuatiile (7.16), (7.17) {la care in membrul al doilea
" | o
se adaugd termenul 27;) §i (7.29), se obtine urmitoarea
ecuatie :
0%u 1 0% 4aq Ou ;

- 7.31
dx*  gRTZ o2  gRTZ ot (T.31)

din considerentul prezentat anterior se folosese variabile
adimensionale
_ u - x . ‘ -
i-2, =2 g i=V4RIZ, (7.32)
Uy ! , l
in care w, = u (—1I,0), iar in acest caz ecuatia (7.31)
devine

7.2. Exemplul 1

Conducta analizatd este schematizatd in fig.7.2. In
acest caz presiunea este determinati de ecuatia cu derivate

Fig. 7.2.

partiale (7.13), care scrisé in variabile adimensionale
capité forma

Pp o _ P (7.34)
ax2 at?
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unde

, i:—%t, (7.35)

py fiind presiunea in sectiunea de intrare a fluidului in
conductd. Conditiile initiale gi la limitd sint urméitoarele :

50 =1, P& _ (7.36)

p (1,1 =1, (7.37)
p(0,8) =4107%¢2% 4+ 1 + 0,lsinwi.

Conditiile acestea au la bazi existenta in momentul initial
a, unel migedri stationare a fluidului considerat ca fluid
perfect.

Incepind de la ¢ = 0 sectiunea de iesire a fluidului din
conductd este redusd printr-un dispozitiv de reglare in
conformitate cu cea de-a doua conditie la limitd, in care
s-a inclus si termenul de variatie a presiunii datorat mis-
carii nestationare a fluidului. Conducta s-a considerat de
lungime | = 100 km, viteza sunetului s-a admis ¢ = 1200
m/s, iar fenomenul s-a preconizat s& se studieze pe durata
t =600 s. In acest mod a rezultat pentru variabilele
independente urmitoarele domenii de variatie :

0<t<T72 si 0<&<1.

In scopul tratirii numerice, cu ajutorul calculatorului
electronic se discretizeazi ecuatia (7.34), (7.36) si (7.37),
care reprezintd modelul matematic al exemplului 1.
Pentru simplificarea notatiilor variabilele dependente p
si independente & si ¢ se vor utiliza fird bard deasupra,
dar se va tine cont la interpretarea rezultatelor de
relatiile (7.35).

Pentru discretizare se foloseste notatia

P;; = P (ih, jk), , (7.38)
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unde h este pasul pe care O si L est
in urma discretizirii ecuatia (’7,34) Sdzvllyggul pe axa Ot.

Pir;—2P;; + Py - P — 2P, ; + Py
h? D

» (7.39)

Din ecuatia (7.39) se expliciteazs P, , :

2

o a(yE\p L
i, 041 = & ig T e (Piyq, 5 + Pig, ) — Pi, 1

32
(7.40)
I | o
72
T
! 1
- 1]
! f
_/}-/ ! t
. P r
J 7 ]
-7
/ ! 0 S S B B
L .
{ T
; I
(2g) -1 i+l 14 T
Fig. 7.8.

Dacd se face notatia A = k/h, ecuatia (7.40) devine
Piji1 =21 — 22 Pi;+22 (Pigri+Piyg,;) — Pij-1, (7.41)
unde ¢ =1,2,...,n,j=1,2, ...,m,n = 1[h, m = 7,2/h.

in acest caz concret reteaua aratd ca in fig. 7.3.
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Discretizarea conditiilor la limitd duce la -

Py; = 4-1073 (jk)2 + 1 —}—Olsmnﬂc,}' (1.42)
pn,j——l, .?‘1’72,--.,?1@.
Diseretizarea conditiilor initéiale ne di
P, 0y —1, L= Puw_, 0 l =
’ : ©(7.43)

sau : l
P(i, 0) =1, Piy= Pigy . 0 =1,2,...,m.

Tinind cont de criteriile de stabilitate i convergentd
prezentate in capitolele anterioare, se alege. A = 0,5,
deoarece pentru ca schema cu diferente si fie stabild este
necesar ca A << 1. Pentru % = 0,5 se alege h =0, 1 sik =
= 0,05 ; in acest caz

11 | '

f o=—— = —— =10, deei i1=1,2,3,...,9,10

h, 0’1 ;7 ‘: 7 =2 \7 ? ? ?
m:EQ— = b2 = 144, deel j—l 2,3, .. "44;"

k 0,05

Calculele au fost executate cu un program scris in FOR-
TRAN.

Pentru parametrii b si k ai retelei date a fost calculatéd
valoarea lui P(x,t) in 1440 de puncte in 180 s. Valoarea
presiunii a fost calculatd in zece sectiuni echidistante
pentru 144 intervale de timp.

Din rezultatele numerice obtinute in urma executédrii
programului se observi cd presiunea are o variatie oscila-
torie in fiecare sect{iune pentru domeniul de timp consi-
derat.

Diagrama Ioglca, de calcul pentru exemplul 1 este dati
in fig. 7.4.
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D)

P1,3)=4-10%*(-3) -3
0.1 SV (3.145)

PULI)=185P(LI)+
+0.95 ( 51+/, JJB(r-13))
~P(L -1 .

Pt

7|

«

Fig. 7.4.

7.3. Exempiul 2

Conducta consideratd este schematizatd in fig. 6.5.
Initial migcarea fluidului in sistem este stationara, iar
vitezele determinate de presiunile din sectiunile de legire

2 fluidului din sistem sint %, :%uo in prima jumitate

.. 1 e . .
a conductei $i u, = —3~u0 in a doua jumditate a conductei.
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17)
u‘,=§u‘, U,=3—‘7

Fig. 7.5.

La t = 0 se inchid simultan intrarea si ambele iesiri
ale conductei, migcarea devenind nestationari.

Ecuatia diferentiald a vitezei este datd de relatia
(7.15) care in variabile adimensionale are forma

0*u 0y

duz o

, (7.44)

unde 4 = —u—, iar @ si ¢ sint definite prin (7.35).
Uy

Conditiile initiale si la limitd ale problemei se prezinta
in acest caz astfel:

\, 1 pentru 1<.Z'<—1—
@ (i, 0) = oy 2
0,5 pentru? <z <1 (7.45)
ou (@0) _
ot
%(0,1) =0, u(1,%) =0. (7.46)

Pentru constantele sistemului s-au considerat valorile I =
= 100 km, ¢ = 1 200 m/s i a rezultat timpul adimensional
maxim ¢ = 7,2 corespunzator unei durate de cercetare
t = 600 s.

Algoritmul de caleul al exemplului 2. Se discretizeazd
ecuatia (7.44) §i pentru simplificarea scrierii se considers
variabilele u, x i ¢ fird bard, obtinindu-se expresia
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EHIJ ‘" U'i,j "i— Ui-l,j= Ui,j+]_ - ‘)Ui,i+ U‘i,]’—l, (7 47)
7B ,‘ﬁ,__?z__,____ﬁ; .

de unde rezultd,

Uijp1=2(1—22) Ui+ (Uip1;+Uiiyy)— Uij-1, (7.48)

s k.
unde 22 — v k este pasul pe axa Ot si h este pasul

pe axa Ox; i=1, 2, ..., 21, j=1,2, ..., 350.

In urma dlsuetlzaru conditiilor mltlale si la limita se
obtine

U (i, 0) = 1, pentru ¢ = 2,3, ...,11
U (i 0) =05, pentru ¢ =12, ..., 20 L (7.49)
Ui - U’L :
-‘;l—z/:——”’-() =0 rezulti U@Jz Ur;,g, i:27 .. ’720
U, j)=o,
j=1,...,350 (7.50)
‘ U 1,5) =

Pentru exemplul 2 s-a ales & = 0,05 si k = 0,02, de unde

rezultd 2 = —;f— = 0,4.
3

Acest algoritm de calcul a fost codificat in limbajul
FORTRAN, iar in urma rulirii acestui program a fost
obtinutd valoarea numerici a vitezei in 21 de sectiuni ale
conductei, pentru 350 de intervale de timp, rezultind pentru
w (z,t) o matrice de dimensiune 350 x 21. Aceste valori
au fost obtinute intr-un timp de calcul de 4 min 29 s.

Dlagralna logicd de calcul pentru programul 2 este
daté in fig. 7.6.
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17 - ¢, 2543

UlL,J¢1) <168 U1, )+
QB [U(1+1,9) U (1,3 )f-
~U(1,J-1)




7.4. Exemplul 3

Sistemul de conducte este schematizat in fig. 7.7.
Portiunile convergents si divergentd ale conductei
sint identice, iar raportul diametrelor maxim gi minim

este —6—1—2— = 2.
dy

Ul
Fig. 7.7.

Presiunile la ambele iegiri din sistern sint identice.
Acest exemplu este similar exemplului 2 cu deosebirea ci

W= —» (7.51)

unde u, este viteza in conducte de intrare, al cérui dia-
metru este d,.

Conditiile initiale i la limité au forma:

@ (3,0) = 3%+ 0,6 pentru 0 < # < 0,5
10) =1-3% +35 pentru0s < & < 1

_ (7.52)
0w (x,0) —0

ot
w(0,1) = 0,5 (7.53)
(1,1t = 0,5
Algoritmul de calcul este analog cu cel de la problema
2, dar pentru aceastd problemé s-a luat » = 0,2 pentru

h = 0,06 si k= 0,01. Valorile vitezei U;; in punctele
retelei au fost determinate cu ajutorul relatiei (7.48).
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Conditiile initiale gi la limitd in urma discretizarii
aratd astfel :

Ui 0)_1 0,15(I—1)2+-0,b pentru ¢=0,1, ...,12
~1—0,15(21 —T1)h+3,5 pentru j = 12, ...,20
Uiy — Uiy

sau U;, = U;, pentru i= 2,...,20
(7.54)
si
U (0, ) = 0,5,
j=1,...,350 (7.55)
U (1,j) = 0,5,

Diagrama logicd de calcul a programului 3 este datd in
fig. 7.8.

7.5. Exemplul 4

Dacéd in conductd are loc migcarea stationari a unui
fluid, la inchiderea simultand a intrarii si iesirii conductei,
in conducta apar oscilatii atit relative la presiune cit si.
la viteze. In cadrul acestei probleme se stabileste legea
de variatie a vitezei dupid inchiderea conductei la eapete

Viteza este solutia ecuatiei (7.15) care satisface urmé-
toarele condifii mltlale si la limite :

ou (x,0)
a
u(l,?) =0, (0,1 =0, (7.57)

in care variabilele adimensionale & si i sint definite de

w (@, 0) = 1, =0, (7.56)

.. L . .
relatiile (7.35), iar 4 = —, unde u, este valoarea vitezei

in mlgca,rea stationars.

Timpul adimensional i este definit pe intervalul
[0; 7,2] corespunzitor duratei ¢ = 600 s, lungimea conduc-
tei 1100 km, iar viteza sunetului ¢ = 1200 m/s. ,

Algoritmul de calcul. S-a considerat o retea de para-
metrii j =1,2,...,% i ¢ =1,2,...,n pe axa Ot, res-
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Uz, J¥/)~1921//1, J)+
Q04 [U(F1.3)+ U(F-1g)]-
YL Jrn -

Fig. 7.8.

pectiv Ox. Ecuatia diferentiald (7.15) dupd discretizare
conduce la urmétoarea expresie :

Ui1=2 A—=2)U:;+22 (Uiy1;+Uicry)— Uiy, (7.58)

0,05
m— - =10 §i )= 0,5.
0,1 \

Relatia (7.58) se va aplica in toate nodurile retelei pentru
j=3,. .., 1445 t=2..,9 ,
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Determinindu-se U;; pentru j =3, ..., 144 i ¢ =
=2, ..., 9, conditiile initiale gi Ia limitd dups discretizare
servesc la determinarea lui U;; pe conturul retelei. intr-un
timp de 2 min 2 s.

Dupéd disceretizarea conditiilor initiale §i la limite
rezultd '

U(i,0)=1 pentru¢=2,...,9
ZL;——U—’? = Osau U,,=U,opentrui=2,...,9 (7.59).
U(10,5) = 0
pentruj=1,...,144 ¢ (7.60)
U@,j) =0

Acest algoritm a fost codificat in limbaj FORTRAN,
obtinindu-se un program care a fost rulat pe calculator,
determinindu-se U; in 10 X 144 noduri ale retelei intr-un
timp de 2 min 2 s.

Diagrama logicd a programului 4 este datd in fig. 7.9

7.6. Exemplul 5

Intr-o conduct# dreapté si de sectiune uniforms are loe
misearea stationard a unui gaz. Din punct de vedere
practlc este 1mp0rtant de stabilit variatia debitului de
gaz §ia presiunii in cazul inchiderii alimentirii conductei.

Stabilirea legii de variatie a vitezei in cazul acestei
migedri stationare este in misurd si furnizeze legea de
variatie a debitului si presiunii. Admitind procesul adia-
batic (sau izoterm dacd y = 1), vitezele gazului §i sune-
tului in gaze sint solutiile sistemului (7.28), care satisfac
urmétoarele conditii initiale gi la limitd :

%(0,0) =0, %(0,7) =0,
@ (@, 1) = _13,2
(1 —0,53894) " 10,758 - 981 - 0,1256 (7.61)
=2 (= 'YPl x-1 _
e (w,0) = (1 —0,5384 &) ¥+T ;pentru > 0
pe 0

in care variabilele u, ¢, x, t sint definite prin relatiile
(7.27). Ultimele doud conditii (7.61) au la bazi legea de’
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J=2

[ 7:2

o

Ui 150(19):
+0.25[U(1+19) +U(F1I)}-

y(L1)=1

UiE=un) .

variatie a presiunii in migcarea unui gaz intr-o conducti
de lungime mare, exprimatd sub forma

Y+1

Mpi [ 1 — (ﬂ) i ] - _Y,y_@’ (7.62)
(y +1)@* | 21 1 2d

d? .
unde Q =%, G este debitul de gaz in migcarea sta-

0,009407
d

tionard, ! lungimea conductei, A = - , cu d
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in metri, y = 1,4, g = 9,81 m/s? (mdlcele 1 se referd la

méirimile masa speelﬁca s1 presmnea P in sectiunea 1n1t1ala

a conductei, corespunzatoare migcdrii stationare). ‘
Pentru =1 i p = p, relatla (7.62) devine

. a1 o
2 —_— N H
(v + 1) 6 p) 1 2d »
din care rezultd valorile debit'uhii pentru mérimile pre-
siunii la capetele conductei cunoscute. Viteza » in migcarea
stationard are, conform ecuatiei de continuitate, forma

G

o (7.64)
"o ‘0

w =

in care G este dat de relatia (7.63), iar u, este o vitezd
constantd. Folosind relat;1a (7.63), ecuatia (7.61) a dis-
tributiei de presiune. capité forma

(_11)7 :1-[1—(,1’1)*]7 (7.65)
D1 P1

Relatia (7.23) se poate scrie

-
2 = Prv (f) Y, (7.66)
Pr \ P

iar dupé adimensionarea lui ¢ i substituirea ui2- dat
'
de relatia (7.65) expresia devine !

Cm -
e=20 4y [1 — (&) K ] @ l”‘“- (7.67)
9130 VSWAN

Pentru urméitoarele valori p, = 5102 N/m2, p, =
= 310° N/m2, t =100 s; ! = 10°m, d = 0,4 m, rezultd
p; = 1,097 Ns?/m?; 9—0156m, A=0,013 i G =
= 13,21 N/s. S-a efectuat calculul lui ¢ cu ajutorul
relatlel (7.62), luindu-se %, =100m/s si ¢, = 300 m/s.
Din relatia (7.64), mlocmndu -se mirimile cunoscute,
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rezultd penultima relatie (7.61), iar din relatia (7.67)se
obtine ultima relatie (7.61).

Algoritmul de calcul. Aceastd problemi a fost tratatd
numeric cu ajutorul metodei caracteristicilor, a cérei
prezentare matematicé face obiectul capitolului 4. Procesul
prezentat in problema 5 este descris de sistemul de ecuatii
cu derivate partiale (7.28) cu conditiile initiale gi la limité
(7.61). Pentru simplificarea scrierii se vor utiliza variabilele
dependente gi independente fird bard, dar se va tine cont
la interpretarea rezultatelor cé sint adimensionale..

Folosind valorile date pentru ¢, u, si y, sistemul
(7.28) devine

1
—é—uux + u, + 5 ec, = 0 (7.68) ~

e, + D uc,+ 45 ¢, = 0

Pentru acest caz concret ecuatiile directiilor caracteristice
se calculeazi cu ajutorul relatiei (4.84), obtinindu-se doué
solutii reale si distinete £, si _, careau urméatoarea formé:

a9 W 9 (169
dx u -+ 3¢ dz % — 3¢
Tn cazul sistemului (7.68) formulele (4.56) devin
F=—¢ G=5u k=0 H=0, (7.70)

iar ecuatiile (4.58) si (4.60) iau forma
uz
— cdu + [(~9— — 02) ¢, — 5u]dc = 0,
. '@2 i , f
~ odu + [(5‘ _ 02) ¢ — 5‘;4,]&(; —0. (1Y)
Deci sint patru ecuatii caracteristice de-a lungul curbelor

C, st O_:
At — ¢, do =0 ‘de-a lungul

| : | T (12)
Cedud 1Y — o2t —pulde =0 :
=t [ (3 = e = e }mm, |
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 at—tde=o0
lui'C_.

: . ‘de-a lungul
C—edu + [(%— - 02) &, —5 u]gc’: 0

Daci se considerd un punct P determinat de intersectia
caracteristicilor C, care trece prin A si C_ care trece prin
B (fig. 7.10), atunci se poate determina solutia in punctul

£

. Fig. 7.10.
P (&, t,, U, C,), cunoseind soluiile in punctele A (s, L4,
U,, C,)si B (x5, ts, Us, Op). Determinarea solutiei in punctul
P se poate gisi dacd se aplicd aproximatia cu diferente
finite de ordinul intii ecuatiilor (7.72) si (7.73) rezultind :
‘ tp — 14 (Ca)a (xp — @4) = 0, ;
, - |
 CUp—Ta + [(_5 _ cz)z;A -—5u] (Cp— O = 0,
(7.74)

Din prima si a treia ecuatie se pot determina %, si x,, iar
din a doua gi a patra se poate determina U,si C,.
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Indicele de jos reprezintd evaluarea expresiei in punectul
respectiv. Pentru rezolvarea problemei 6 se considerd
reteaua din fig. 7.11. In cadrul algoritmului de calcul apar
doui situatii : cind P este interior retelei gi cind P este

¢4

4t

o4t P

a9 § M B z

Fig. 7.11.

pe frontiera Of. Pentru determinarea lui P interior retelei
se procedeazd in felul urmdtor. Se duc cele doud carac-
teristici €, si C_ prin- nodul retelei P care intersecteazi
frontiera Ow (cunoscutd) in punctele R si 8. Cele dous
puncte R i S, care nu sint noduri ale retelel, se detelmma
cu agutorul urmatoarelor ecuatll

Lp = ¥p — (C+)ckAt, @y = wp — ()g'AL (7.75)

‘Utilizind formulele pentru interpolarea liniard, se pot
determina valorile U, Ug, Cg, Cs cu ajutorul urmétoarelor
relatii :

Up=Uc[l — (£.)50] + U0 (L,)a,
Or = Oc [1 — (C4)a'e] + Cub (L1)57,
Us = Ug[1 — (£)5%0] + UcB(L_)e%
Os = Oc[L — (£2)5'0] + €40 (L)%,

'(7;76)
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unde- 0 = Aéé Aceste relatii au fost scrise considerindu-se
cd intervalul A¢ este suficient demic, astfel incit portiunea
caracteristicii intre P si R giintre Pgi 8 si fie segmente
de dreaptd cu panta in P egald cu (T, )¢ §i (C_)¢ respectiv.
Coordonatele « si ¢t ale punctului P sint cunoscute (deoarece
este un punct al retelei) ; urmeazd a se determina valorile
U, si Op care se pot obtine din ecuatiile a doua si a patra
date in (7.73), care dupé inlocuirea lui ¢, si {_ cu expresiile
‘date in (7.69) devin

— Cc(Up — Ug) — (3¢ + 4u)e (Cp — Cp) = (7 77)
.= QC(UP"_ Us) + (3¢ — 4u)e (Cp — Os)wo
Din aceste relatii rezultd valorile UP_ si Op sub forma
Up‘——'— ;

_ CcUnl3e— 4u>c+ocUs(3c+4u>e+(9cz 16u?)c(Cr—C5)
60 '

(7.78)

Cc(Up — Us) + (30 + 4w)e + Cs (3¢ — 4%)0
60

Dacs punctul P apartine frontierei Ot, determmarea
lui se face in felul urmaéator : se duce caractenstlca C_ care
trece prin P gi intersecteazd axa Oz in 8, considerind
portiunea de caracteristicd PS8 ca un segment de dreapta.
Se poate determina s,y Us, Cs cu ajutorul formulelor
(4.93) — (4.95), care in cazul de fatd devin

' i”s:wp‘—(C)lAt
M - UN
Ag
Ou — Oy
Ag

(GP:

Us= Uy + - (s — @w), (7.79)

Cs?—-— ON_I“ (ms'—wl\’)



Punctul P situat pe frontiera Ot are coordonatele tp S1 Zp,
cunoseute datoritd parametrilor retelei si U (0, 1) = 0.
Valoarea lui Cj se calculeazi din formula (4.96), care in
cazul de fatd devine v

— Oy (Up — Uy + (3¢ — du)y (G — C) = 0, (7.80)

de unde rezults

Cs (3¢ — 4u)N — OyUy -
(3¢ — 4u)y. ¢

.. Cu agntorul relatiilor (7.74), (7.75), (7.77) se pot deter-
mina solutiile in toate punctele P interioare retelei de la
nivelul ¢ + At, utilizindu-se valorile din nodurile retelei
ce apartin frontlerel Oz, iar cu aJutoruI relatiilor (7. 78) si
(7.81) se poate determina solutia in P ce apartlne fron-
tierei Ot, la nivelul ¢ - At. In urma acestui proces de calcul
s-au obtmut valorile pentru U si € in toate mnodurile
retelei la - nivelul - # 4 At. 'Pentru a trece la nivelul
t -+ 2At se aplicd aceleagi relatii ca si pentru nivelul
t 4+ At, care in acest caz are rolul pe care 1-a avut fronti-
era Oz datd prin conditiile problemei.

Dupid deferminarea procesulni de calecul se obtin
valorile numerice pentru functiile U (x,t) si O (x,?) in
nodurile unei retele de formé triunghiulari, date in fig.
7.10. Dispunind de valorile numerice pentru U §i € in
nodurile retelei, se poate determina p dm relatla (7 22),
02 = kp¥~1, unde

Cp= (7.81)

k=20 o =0,0731; Po = 1,033.104; v=1,4;
R . ‘ S

_(eVE 2
p—(k) C (182)

Cunoscind pe p, se poate determina presiunea i debitul
cu ajutorul relatiilor
p=2o v, v’GSZjT_Upg | (7.83)

Po
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* Acest Algoritm de caleul a fost coditicat in limbaj FOR-
TRAN, obtinindu-se un program, a crui diagrams logics
este datd in fig. 4.16.

7.7. Exemplul 6

‘In acest exemplu viteza este solutia ecuatiei (7.33) care
satisface urmitoarele conditii initiale si la limitd :

W@, 0) =

1 V T0%- 0,4 (40° — 57)

[52 _ (402 '.__ 52) 7] 12

u, § 0,544 0,123-1,3-1072.105
M =0, : (7.84)
ot
% (0,7) =0, % (—1,1) =eh (7.85)

in care variabilele %, & si ¢ sint date de relatiile (7.32).
Pentru urmitoarele valori :

d=04 m; p; =4-102 N/m? p, =5-10¢ N/m?
l=10°m; ¢g =981 m/s?; R = 52,95; T = 300° K,
Z = 0,92, rezultd A = 0,013, U, = 6,667, U, = 53 336,
4 a = 1,30006. Durata pentru care se analizeazi miscarea
este ¢ = 86 400 s. Pentru simplificarea notatiilor, variabilele
u, x si t se serin fird bari.

Algoritmul de caleul. Dupd introducerea constantelor
date, ecuatia (7.33) devine

2 52
Pu 0 _ q4318 9%, (7.86)
da? o a1

iar conditiile initiale i la limitd devin

0,81

vl 0= ===,

u, (2, 0) =03 (7.87)

%(0,8) =0, u(—1,1) = e". (7.88)
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Dacéd se utilizeazd relatiile (7.32) pentru adimensionare, -
rezultd pentru @ Sl t urmitorul domeniu : :

1<w<0 si 0<it< 204

Modelul matematic al exemplului 6 este aseminitor cu
modelul matematic prezentat prin relatiile (5.2)—(5.6).
Algorltmul de calcul este dat prin relatiile (5.24)—(5.28).
In cap. b se prezmta dlagrama. logics de ‘calcul §i descrierea
ei, precum si descrierea programului care este acelagi cu
programul utilizat la exemplul 6. In constructia progra-
mului de calcul s-a avut in vedere ca partea dreaptid a
ecuatiei cu derivate partiale (7.86) sd poatd com;me 0
expresie in , f, u, si %; dar sub formd liniari.
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