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PREFAȚA 

[i 

În cadrul concinalului 1976—1980, aflat sub semnul 
revoluţiei ştiinţifice şi tehnice, apariția unei lucrări despre 
metode numerice aplicabile pe calculator se înscrie pe linia 
generală de promovare a calculului automai. În întâmpinarea 
unei tendințe manifestate pe plan general în tara noastră, 
metodele de calcul numeric s-au răspândit în variate domenii, 
de la tehnică la economie, biologie, sociologie etc. 

Lucrarea de față se adresează celor care caută soluţii 
numerice ale ecuaţiilor cu derivate porțiale de tip hiperbolice, 
independent de domeniul particular de apheaiivitate. Ewem- 
plele de calcul sînt însă luate din domeniul tehnice iar 
limbajul utilizat este cel matematico-ingineresc. 

Lucrarea cuprinde o introducere generală asupra calcu- 
lului cu diferențe, derivării, integrării numerice şi asupra 
imterpolării, ceea ce este foarte util pentru prezentarea 
ulterioară. 

Urmărindu-se un caracter unitar şi, totodată de cuprindere 

mai largă, la trecerea de la ecuaţii cu derivate partiale la 

ecuaţii cu derivate ordinare s-a introdus o prezentare conden- 

sată a principalelor metode numerice pentru ecuaţiile dife- 

rențiale ordinare. 

Deși obiectivul lucrării este prezentarea unor metode 

numerice de calcul, ideile cu caracter fundamental nu sînt 

absente, astfel încât, pentru cei interesaţi, sâni dezvoltate 

conceptele de consistență, stabilitate și convergență într-un. 

limbaj specafic teoriei generale. De asemenea, este prezentală 

0 justificare cu caracter fundamental a calculului operaţional 

utilizat în calculul cu diferențe, prin proprietățile distribuţiei 

Dirac.



Meiodele referitoare la ecuaţiile de tip hiperbolice ocupă 
locul central şi sînt însoliie de organigrame și aplicaţii 
mumerice ilusirative. 

În spiritul documentelor de partid şi de stat, care ne 
călăuzese activitatea, autorii nutresc speranţa că au reușii: 
să realizeze conerei, prin conținulul lucrării, o îmbinare 
armonioasă a teoriei CU practica. 
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CAPITOLUL 1 A 

CALCULUL CU DIFERENȚE 

1.1. Operatorul de translație 

Să presupunem că în fig. 1.1 este reprezentat un con- 
ductor filiform, parcurs de curent. Se stabilesc anumite 
puncte, numerotate cu ..., —3, —2, —1,0,1,2,3, 
în care se măsoară potenţialele electrice corespunzătoare 

.? V, A V, , LA V A .€ * 

ă -j a: -] 0 / 2 3 

Fig. 11. 

9 Vo Vo Voi Vo Vu Va Va ... Acelaşi exemplu 
poate fi transpus pe alte experienţe similare ca : tempera- 
tura în lungul unei conducte de termoficare, presiunea în 

“lungul unei conducte de transport gaze, tensiunea sau 
curentul într-o linie bifilară lungă, amplitudinea vibraţiei 
unei corzi la un anumit moment t, cotele reliefului într-o 
secțiune plană, numărul de elevi în clase succesive, dina- 
mica, populaţiei în ani succesivi, volumul producţiei unei 
întreprinderi în ani succesivi ete. Această listă ar putea 
fi prelungită indefinit; în toate aceste cazuri, se poate 
alcătui un tabel, după cum urmează: 

Ă o. og Loa Ca do a Xa da... 

Y + V-a V-a oa Jo Ya Wa Ya... 

Să presupunem că punctele 4, sint echidistante, dis- 
tanţa_ dintre două puncte succesive fiind Ph, denumită 
pas. În acest caz 

Li = %y + îh, je, (1.1) 

[i



unde cu Z s-a notat mulţimea numerelor întregi. Tabelul 
poate fi acum reprezentat astiel : 

Z ... —2 —10 1 2 3... 

X ... LI _3 Lu 9 Xa +a: Xa ' sie 

Y .-- Yoo Ya Yo Ya Ya 3 

Introducem operatorul de translație E definit prin 
relaţia 

Bf) = Ja + h). (1.2) 

Se observă că operatorul E repr ezintă o aplicaţie Y—yY 
unde cu Y s-a notat şirul ordonat (Wijiez: Operatoru 
IE poate îi iii de î ori şi atunci = 

sau 

By = Yan 

Această ultimă scriere poate duce la ambiguităţi, cînd f 
nu este injectivă şi se renunță la scrierea indicelui. 

Exemplu. Din tabelul 

Za to a 2 3 

Xe 12034 5 6 7 

Yo 4 8 5 45 6 4 Bu 

se deduce - 

E2f(x_.) = f(x) = 6; E —5f(x2) = Î(2_3) = 4. 

Ambiguitate apare dacă scriem valorile lui y fără indici: E-5(4) = 4, 
deoarece și E5(4) = 4. Se observă că funcţia Î nu este injectivă. 

Întrucît operatorul E aplică Y în Y, numărul întreg 
i poate fi considerat ca puterea de ordinul 5 al lui E, dată 
de formula Fi = BEi-1. Operatorul identitate este definit 

ca EOf(x) = fie). 
Relaţia (1.3) poate fi extinsă şi la cazul 

Bf) =flo ah), (1.4) 
unde a este un număr raţional: a e (). Această extindere 
este un mod de a pune problema interpolării (respectiv 

8



extrapolării) în puncte care nu sint date prin tabel. După 
cum vom vedea, acest procedeu presupune introducerea 
unor ipoteze asupra aplicaţiei f, extinsă pentru valori 
care nu sînt conţinute în tabel. 

1.2. Diferenţa la dreapta (înainte) 

Operatorul diferenţa la dreapta, notat cu A, este definit 
prin relaţia | 

Af(a) = fie +- h) — fo. | (1.5) 
Se poate introduce 9) scriere formală, introducînd în 

dreapta operatorul £ : 

A(f(a)) = Ef(a) — Bf(a). 
Deoarece în întreaga expresie apare f(2), se poate renunța 
la, scrierea acestei funcţii, astfel încît 

A = E — Bo, (1.6) 
Repetarea operatorului A este interpretată ca un 

produs, după formula 

A* = = AAA, unde nefZ. 

De exemplu : 

Af(a) = A[Af(a)] = ul + h) —(o)] = 

= fila + 2h) — fila + h) — fie + h) + fia) = 

Ca 2 sta eh) + fa) 
sau, în scriere prescurtată : 

A2 = (BD — 002 — B2 —9B + Bo, (1.7) 

În general se poate scrie 

A — (DB, ne, (1.8) 
Dezvoltindu-se binomul, se obţin astfel formulele pentru 
diferențe la iai de orice ordin : 

"= — (DPI + MB — (1.9) 

unde cu ÎN s-au notat combinările de n obiecţe luate câte Fk.
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Exemplu. În tabelul 1.1 sînt calculate toate diferenţele la dreapta 
posibile. De exemplu : ” o 

A2y, = — 001223; Ady, = — 0,0048; Ay, = 0,0545. 

1.3. Alţi operatori diierenţă 

„Diferenţa la stânga (înapoi) se defineşte prin relaţia 

| vf) = flo) — fila —h) (1.10) 
sau, în scriere prescurtată : - is 

p=B-—B | (L.11) 

Într-un mod similar cu diferența la drepta, se calcu- 
lează diferențele la stinga de ordin superior : 

2 = (Do pipe (1.12) 

şi se dezvoltă binomul pentru n număr natural | 

V* = 0 — EA + OB — 020 +... (18) | 
Pentru n = 2 avem. | | 

V2 = 0 —9B1 4 Bz (1.14) 
Într-adevăr Si 

v*f(z) = v(vf(9)) = va) — fe —h)) = 

= fi) — 2f(a — h) + fix — 2h). 
Din (1.6) şi (1.11) rezultă o relaţie între A şi y: 

A —V = E —2B0 + E — (12 — BA, (1.15) 

Într-adevăr : o 

Af(e) — vf) = fila + h) — fin) — fin) + 

+ fiz — h) = Ef(a) — 2 Bf(a) + EAf(o). 

Diferenţa simetrică (centrată) se defineşte prin relaţia 

| h h | 

. TI



sau, în scriere prescurtată, : 

3 — Bi — pe | (1.17) 
Pentru diferenţa simetrică de ordinul doi avem 

B2 = (BI — Bu — D —9B0 4 Pi = 

= A -—y. (1.18) 

Pentru diferenţele simetrice de ordin superior formulele 
se obţin calculînd binomul 

În — (E2 __ BV, (1.19) 

Operatorul medie se defineşte prin relaţia 

1 h h 
L) = — Li — Ia —— 1.20 ana =rle ra) re) ao 

sau, în scriere prescurtată : a 

u = e A BU2), (1.21) 

Următoarele formule sînt utile pentru calcule : 

A == PB — HO = B(B0 — EI) = Ey, (1.22) 

pe = (Ei pan = (E + 2804 E) 
1 

= BO+—, (1.23) Fi 

Din tabelul 1.1 avem 

V2y, = — 0,00896; vV5ys = 0,00802, 

d2y, = 0,07918 — 0,09691 = — 0,01773, 

U2y, = 1,69897 — 1 0,01773 = 1,69897 — 0,00443 = 1,69454. 

Cu privire la modul cum sînt citite diferenţele simetrice 
„sau mediile, dăm următoarele exemple : 

EU: = (BI — pa) Bi = B — 0 =A, 

12



deci se citeşte diferenţa la dreapta; 

BE-U2 — (Bu — BABI = Bo pi =, 

deci se citeşte diferenţa la stinga ; 

B2 = (PU — PU = ENE — Bo = PIAt; 

de asemenea : | 

5RW252 — BU283 = E-1As,; 

dt = 2 — BO == E 2A4 ete, 

Cu referire la tabelul 1.1 avem de exemplu 

32f(50) = Af(50) — yf(50) = 0,07918 — 0,09691 = — 0,0173. 

Dar aceasta este totodată și A2f(40) sau v?f(60). 

Alt exemplu : 
E1293f(50) = E-2A3(50) = 0,0055. 

Se observă mai departe că diferenţele simetrice (trans- 
latate la dreapta pentru ordin impar) se citese pe linia 
punctului considerat (cele pare) şi translatate la dreapta 
cu un pas (cele de ordin impar). 

Pentru operatorul medie u avem 

DI = ADE e Baie = (0 + E) 

adică media valorilor vecine. Alt exemplu : 

pe = (E 4 280 4 E), 
ceea ce se poate calcula direct din tabel. De asemenea: 

u5 = (aa -p B-U2) (Bu — Bl) = 

1 
= — Bi) „(1+23) 

sau, mai departe, 

1 o pă = AD — By po — pr) (a + 9). (1.24) 

13



Din cele de mai sus rezultă imediat | | 

SE IEEE 1 | 
pd (A + YV)(A —v) (4 — v). 

Prin urmare, sint de preterat formule cu difer enţe sime- 
trice care conţin termeni de forma ud2+1 şi 32, întrucât 

se deduc direct din tabele de e tipul 1.1. Observăm, de 
exemplu, că 

CE a 274 și ud — = (B-2A5 + 

+ 275) = (EA — By4). 

1.4. Proprietăţi algebrice 

Probabil că cititorul a observat deja existenţa unor 
structuri algebrice a mulțimii operatorilor diferenţă. Dacă 
notăm. mulțimea operatorilor diferență cu O = fo, avem 
următoarea proprietate de asociativitate (a sumei) : 

0 + (oz + 03) = (00 + 62) -F- cos 

unde w«, este oricare din operatorii diferenţă: w;e 0. 
Proprietatea de comutativitate se verifică : 

Aceste proprietăţi se referă şi la produs: 

Oj(0203) = (0102)003  Oro2 =, 02003: 

Se verifică şi proprietatea de distributivitate a produ- 
sului în raport cu suma: 

Oplop -F 03) = 010og -F Oaoae 

Există element neutru faţă de adunare: 

O+O=o 

„şi orice element din O este simetrizabil : 

o + (o) =(-o) ho =0 

14



Am văzut de asemenea că referitor la produs există element 
neutru, ca de exemplu : 

Bow = 

şi că E este inversabil: 

| BEE = 

De asemenea, observăm că operatorii e sint aditivi și 
omogeni, deci rezultă că sint operatori liniari. 

Enumerarea acestor proprietăţi va permite cititorului 
să efectueze calcule cu operatorii diferenţă, pentru obți- 
nerea unor formule practice, ca de exemplu formulele 
(1.22), (1.23), (1.24) etc. 

1.5. Polinoame de interpolare 

Prin datele din tabelul de forma 1.1 se defineşte o 
aplicaţie 4 — Y. Problema interpolării constă în aflarea, 
valorilor lui f(z) în puncte care nu sint speciticate în 
tabelul inițial. Aceasta înseamnă a extinde aplicaţia f 
astiel încît să fie continuă în întreg domeniul de detiniție. 
Aceasta presupune însă cunoaşterea legităţii fenomenului 
descris prin datele din tabel, pentru a putea evalua erorile 
introduse prin extinderea funcţiei f. Avind în vedere 
astiel de precauţii, formulele de interpolare pot avea 
aplicaţii practice utile. | 

Aplicînd operatorul £* în punctul a, se obţine relaţia 

E“f(z9) = (2 + ah). (1.25) 

Pentru diterite valori ale lui « se află valoarea lui g în 
punctul corespunzător, exprimată prin formule cu dife- 
rențe la dreapta, la sina sau simetrice. De exemplu, 

= (Be + AP. 

Se presupune că i, este dezvoltabilă în serie Taylor: 

Be = 4 aa Aa + 

pate da a>0. (1.26) 
3!



Aceasta, este formula, de interpolare a lui N ewton, expri- 
mată prin diferenţe la dreapta. Într-un mod similar poate 
fi obţinută, formula, de interpolare prin diferenţe la. stînga : 

B = 0 —y, de unde £* = (2 —y)“ 

După dezvoltare rezultă | 

E* = E + ay + ala De po 

ala +)(a+2) 
3! 

Pentru valori situate spre începutul tabelului, formula 
cu diferenţe la stinga este mai indicată, deoarece utilizează, 
mai multe puncte. Pentru valori de la sfîrşitul tabelului, 
este maâi indicată formula cu diferențe la; dreapta, din 
acelaşi motiv. Pentru valori din centrul tabelului; sînt 
mai utile formulele cu diferenţe simetrice. Pentru aceasta, 
observăm că, | 

+ 3, 40, (1.27) 

Du BB, 4 BrDIE, 

de unde deducem o | 

B+ 0 = 22 + u5 
sau 

la 

Ridicând la puterea, «, se obţine 

He = (+ a): 

Prin dezvoltare obţinem 

a 1 a(a — 1) LL sa 
Be = apă +a Zi (23 +28) i. 

16



Observiînd că ud ră = B — 0 —A, rezultă că for- 

mula (1.28) este identică cu formula, (1.26). De asemenea, 
întrucît 

AB BI 4+H-B=yd 8 

din (1.27) se obţine 

| a a(a -+- 11) 12 
Bo — BO Â 52 o uă — — 52 -.. 

a (Oa BC ace ÎI 
(1.29) 

Dezvoltind, se obţin formule care conţin pe u şi 5. Evident, 
astfel de formule. mai pot îi obţinute în continuare prin 
procedee similare. 

O formulă utilă de interpolare este formula lui Gauss : 

E = B+ (+) EU: + | ') 32 + * î "Joe + 
l „42 3 

(aa... (m 

4 2r 

+ în 1) pre (1.30) 

Pentru cazul cînd punctele de pe axa z nu sînt echi- 
distante, se poate utiliza formula lui Lagrange : 

RA 

ŢI (e — a) 
L/(8) = = Lan +1, (31) 

IL («;—a) | 
i=l 

unde semnul „prim” al lui Il indică excluderea cazului 
i=j. 

2 — c. 2543 | 17



Exemple. 1. Cu iormula lui Lagrange, să se găsească polinomul care 
are ca rădăcini valorile din tabelul următor: 

Rezultă parabola : 

(2 — 2) (2 —3)(2—4) (0 Dad 
(1—2)(1—3)(1 — 4) (2 — (2 — 3) (2 — 4) 

(2 — 1) (2 — 2) (x — 4) (2 — D220) 

3—1)(3—2)(3—4)  4—D(4-—2)(4—3) 

deci y= 11-22-42. 

3. Construim un tabel (tabelul 1.2) care satisface ecuația 

= 1424, 

y= 

Tabelul 1.2 

a | Yy | Ay | A2y | Ay | Aîy 

ol a | 
2 

1 3 4 
6 6 

2 9 10 0 

16 6 
3 25 16 0 

32 6 
4 57 22 

54 
5 111 

Calculăm valoarea lui y pentru xp = 0 şi « = 6. Din (1.26) se obţine 

E*f0) = 16.2 -65..4 ap SEA. 6 — 193 = p6) 
2! 3 

ceea ce se verifică cu ecuaţia dată. Din datele.tabelului se află că polinomul 
care are ca rădăcini punctele tabelate este de gradul trei, deoarece diferențele 

de ordinul trei sint constante. Polinomul se află din (1.26), punind 
h=1şi rp=0: 

EAf(O) = 1 + 2 ES pa De 2 so 

| Zr 

= 1+ 2u — 024 a, 
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Cu formula (1.27), pentru a = — 6 și xp = 5, calculele sînt: 

5.4 
E-6P(5) = 111 — 6-54 +07 92653, 

2! 31 

ceea ce se veriiică prin ecuația dată (valoarea dată de x = — 1). Cu formula 

(1.30), luînd. xp = 3 și a =.3, avem: : 

2278) — 25 + 3.32 i (32 — 16) 232 2 — — 16) = 193, 
31 

adică regăsim valoarea lui f(6). 

1.6. Derivarea numerică 

Dacă f(4) este dată printr-un tabel, a calcula derivata 
într-un punct înseamnă a dota f cu proprietatea de deri- 
vabilitate, adică a admite că  f[ 2) este o funcţie derivabilă 
de un număr convenabil de ori. Rezultă că prin calculul 
derivatei cu date din tabel vom obţine valoarea derivaitei, 
în punctul considerat, a funcţiei reprezentate de polinomul 
de interpolare determinat de punctele luate în considerare. 
"Tată deci că revine ideea însemnătăţii pe care o are cu- 
noaşterea legităţii fenomenului reprezentat prin datele 
din tabel. 

Dacă f(x) este dezvoltabilă în serie Taylor, avem 

h h2 
fa + = rar Dr ee 030 

Această expresie poate fi pusă într-o formă de scriere 

operaţională, dacă introducem operatorul liniar D = = . 
ZI 

Observăm că D admite scrierea produsului sub forma 

D* — d , 

Sa da” 
definit prin relaţia Ie 

D” = DD" (1.32) 

Cu acestea formula (1.31) devine 

Pi RD (RD  (4DB 
B = BO m ek, 

î 1 : 2! + 3! + 
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De aici deducem 

D = 1 „în E. (1.33) 

„Aceasta este expresia generală a operatorului de derivare, 
din care se obţin diverse formule în funcție de diferenta 
la dreapta, la stinga, simetrică, ete.. De exemplu: | 

l 
D =— ln (Bo i n(E0 A). 

Dezvoltind în serie, se obţine 

1 A? A3 Aa 
| Pi pt) (1.34) 

Din relaţia £-1 —e*P obţinem 
, | 

D z —— 

Se deduce imediat că 

1 V2,V2 a D = — Va Vu V (er...) (1.35) 

Observiînd că 

RD AD 

avem mai departe 

2 
D =—arg sh 8. 

h 2 

Prin dezvoltare în serie obţinem 

2[5 11(35 131 (/gys | îg D= [-2(3)+ Da [3Y În (au36) „la 22 2453



pi 

şi înmulțind la dreapta cu expresia BO = ( Ho + ) a 
Sita 4 

după efectuarea calculelor se obţine 

Mu 1 1 l Dag Lasa Lou aa ( PLAI Pui ) (1.37) 

Pentru derivatele de ordin superior se utilizează, 
(1.32), obţinindu-se 

1 1, 5 D2 = A2 — A3 — At — — A5 ... | i LET ia 

2 1 2 3 4 5 De = (ver ra vtr) (1.38) 

4 6 8 

D= (tz ra] 
12 90 560 

Într-un mod similar se procedează şi pentru derivatele de 
ordinul 3,4, ... 

Exemplu. Să se calculeze f'(50) din tabelul 1.1 şi să se compare cu 
rezultatul obținut, ţinînd seama că y = lg 4. Avem h = 10; cu formula 
(1.34) se obţine 

1 [ 1 1 
Df(50) = — | 0,07918 4+ —. 0,01223 -4- — - 0,00327 | = 0,0086385. 

10 2 3 

De asemenea 

i 0,4342 pia)= 5%, de unde f(50) = a — 0,008685, 
Y 

deci eroarea apare lă a cincea zecimală. 
Cu formulele (1.37) şi (1.24) se obţine următorul rezultat : 

Df(50) = | i 
10| 2 

— 0,02803) + E3 . IL. (— 0,00223 + poat) = 0,00869045. . 
30 2 

Eroarea este mai mică, deoarece s-au luat în considerare și diferenţele 
de ordinul cinci, graţie utilizării formulei cu diferențe simetrice, pentru o 
valoare din centrul tabelului. 
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1.7. Integrarea numerică 

Aplicația f(a) dată prin tabel o extindem la o funcţie 
integrabilă pe intervalul (o, 9 + nu]. Introducem ope- 
ratorul liniar 

29+hh 

Ie) = fde = Play + m) — Pas), 

unde cu F(x) s-a notat primitiva funcţiei f(z). În seriere 
operatorială, | a 

In = (E — BD, (1.39) 

unde s-a considerat că f(a) = DF(a) şi că operatorul 
D este inversabil. Expresia (1.39) reprezintă forma ge- 
nerală a formulelor de integrare numerică; Luiînd în 
considerare (1.33), avem 

La SM — 29 (m By (1.40) 

Introducînd diferenţa la dreapta, se obţine 

AB 
"IN (BOrA) 

Pentru dezvoltarea în serie utilizăm forma, de scriere 

7 pr = A | 

A In (B0 + A) 

Se dezvoltă în serie cei doi factori ai produsului şi apoi 
se efectuează produsul. Rezultatul este 

n(2n — 3) po a Mn — 2 — A3 
12 24 + 

1, = mr +A 4 

N n(6n2 — aie: 110% — 90) A | (1.41) 

(i 

Aceasta este formula de integrare numerică, îiolosinăd 
diferenţele la dreapta. Din această formulă se deduce 
direct; formulele Newton-Cotes. De exemplu, pentru 
n = 1, reţinînd numai termenul cu diferenţe de ordinul 
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intii, se obţine formula trapezelor. Pentru n = 2, reţinind 
ȘI termenul în A2, se obţine formula lui Simpson etc. 

Redăm mai jos formulele Newton — Cotes, pînă la 
ordinul şase inclusiv : 

h 
Î, = 3 (E0 + £) (formula trapezelor), 

h - ă . Li i 

Ia = 3 (E0 +48 + E2 (formula lui Simpson), . 

3 
Ia = ME +38 +34), 

ÎI, = ap (TE + 82E + 1252 -- 32E3 + TEA), 

I,= Sa MADEO + 158 + 50E2 + 50£2 + BE: + 1985), 

1, = 1 MALE9 9168 ++ 272 + 2T2E5 + 21F4 + 

-- 21685 + 41556).. 
1 

Exemplu, Să se calculeze numere e”tdx şi să se compare cu 

0 
rezultatul analiţie, 

Avem 

1 1 A 
n=2; h=—5 —(d+r4e” 2 + e”) = 0,63235; 

2 6 

analițic : 

1 

— 0,63212e 
(+) 

— et 

Pentru n = 4 avem 

1 1 _ A A _5 
kh= =; s(” + 30e 4 + 12e 24+32e 4+ î) = 0,63214, 

4” 90 

După cum era de așteptat, eroarea pentru n = 4 este mai mică' decit cea 

rezultată cu n = 2. 
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1.8. Funeţii de mai multe variabile a 

Consecvent scopului “praetie armărit de această lu- 
crare, vom exemplifica metode şi tormule ale calculului 
cu diferențe pe cazul - unei fuenții reale de două; variabile 
reale : | 

Ca. exemplu, în cazul unei corzi vibrante (mişcare plană) 
amplitudinea este funcţie de coordonata unui punct al 
corzii şi de timp. Presupunind că timpul este determinat 
la intervale egale și coordonâta 'este dată prin puncte 
echidistante, se realizează un masiv de date care detinese 
o aplicație X x Y —Z. Operatorul, de translație se defi- 
neşte în acest caz prin relaţiile” 

Baia, 9) = fie + h Y) o (1.42) 

E,fie, y) = fiz, y + E), 

unde h este pasul pe axa z, iar k este pasul pe axa y. 
Avem de asemenea, 

E,Ef(a, 9) fie + ha +; o U43) 
se observă că 

BE, = BB 

Extinzind aceste idei, se poate arăta că operatorii 
diferenţă pot îi afectaţi de indicii » şi y, calculele efectu- 
îndu-se după aceleaşi reguli ale algebrei elementare. De 
exemplu : 

AA = (E — B9) (8 — BD) = BB, — Ba — By + Bo. 

Într-adevăr, avem 

AA, fie, 9) = Aslfta, y + B) — fila, 9)) = 

= Je + hy + h) —fio + ha) — ag + B+ 
+ fl, 9) = AAzfia, 9). 

ae de interpolare sînt date de expresia generală 

24



De exemplu, pentru formulele cu diferenţe la dreapta 
avem i | | | 

EEE, = (Aa + E (A, + BOY, 
de unde obținem 

BBS = + (5) A, +(5) A + e + 

ase 
Btfectuind produsul, se obţine 

BE? — B+ *) A + (.) A, + (:) A + 
1 | 

«) (6 £ *(9() AA, [As n. (1.44) 

ză 

519 7 1 27 

7 a] -—_P 
0 i p 127 

2 ! 
i 

0 3 LA II [i 
7 i A 

0 i 4 
) 7 E) E 

£ | 
i 

Fig. 1.2. 

Exemplu. Se dă z=— 22 + 2ay şi se cere să se afle 1E3 -) 

utilizînd polinomul de interpolare (1.44) cu punctul inițial (1, 1) și cu pasul 
h=k=1. | 

Reprezentăm valorile lui z în fig. 1.2. 
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Valoarea lui z în punctul P se află aplicînd formula (1.44), cu a = 

= BP = 3/2: 

3.1 | 3 1 

3 3 2 2 3-3 2 75 
Z3 p=3A+— dh 2+ 24. "24 2025. 

3: 3 2 2 2! 2 2 2! 4 

Din ecuaţie rezultă | | 

25 25 75 
Z5 2. 

"3 4 4 4 

Pentru derivatele în raport numai cu 2, respectiv în 
raport numai cu y, sint valabile formulele (1.34) — (1.38) 
afectate de indicii corespunzători. Pentru derivatele mixte 
ținem seama de dezvoltarea în serie Taylor, considerată 
cu pasul fi pe ambele axe: | | 

E.Ef(a, Y) = f(a + h, y + h) = fie, Y) + 

hDa hD R2D2 | 
pr În) ta ha + 

H2D.D, h 2D2 
21 fila, y) Pr .. 

De aici deducem 

h _ 2 
E-E, = E? (De + D,) + (Dr + DARA. (45) 

şi mai departe 

BE — 6h(Da + Dy) — ehDaehDy, | (1.46) 

de unde | | 

Da D= (ED) = (n Be + în E v) 

asttel încât formulele (1.34) şi (1.38) își păstrează valabili- 
tatea. Pentru a afla derivata D,D, exprimată prin dite- 
renţa la dreapta observăm că 

1 AZ 3 Ă 2. AB DD, = (sea) [a 344... 
| 3. 
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de unde a - 
ar | 

D=D, apa. A2 A AA? : +. “|: (1.47) 

Exemplu. Se dă f(x, 9) = x?2y. Să se calculeze numeric Da D, în punctul 
(1, 0) şi să se compare cu rezultatul analitic. 

Sint suficiente diferenţele de ordinul întîi, deci: 

DD, = ee — E9) (E, — E0) — (E, — E0)(Ey — BOR — 

1 : 

3 (Ey — E0) (Ea — re 

sau | 

1 5 1 | DDy = |oee, = (Bz Ep) E + E) — 

a | 
n LEE + ESE,) + are] 

Pentru h = 1 şi [(0,0) avem 

DDg(.0) = 3-4 2-0 +1) +0 + 2) --6 + 9) =2. 

Analitic : 

DaDyl(r, y) = 2%, 

deci | 

D aDyf(1, 0) = 2. 

Formula cu diferenţe simetrice se obţine într-un mod 
similar : 

DD, =] 3-a, 1 (oa + 3,8) + 

re (8285 + 823,) —... | (1.48) 

"1.9. Operatori şablon 

În aplicaţiile practice sînt de o reală utilitate repre- 
zentările operatorilor diferență prin șabloane, care indică 
fiecare coeficient din formulă, plasat în nodul respectiv 
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al rețelei. Pentru exemplificare, vom avea în vedere numai 
formulele de derivare, deoarece acestea sînt utile la cal- 
culul soluţiilor numerice ale ecuaţiilor diferenţiale. 

Pentru o funcţie f(), derivarea numerică se obţine 
utilizînd formulele (1.34) şi următoarele. Pentru formula 
cu diferenţe la dreapta avem | 

D=La Ap — po, 
h h 

În reprezentarea cu operator şablon aceasta devine 

1 | | D= 1 | (1.49) 

În acest şablon am fixat pe BO; orientind axa 2 de la 
stinga la dreapta, E se ailă în prima căsuţă din dreapta. 
S-a scris numai coeficientul lui FE, pentru economie de 
scriere. Dacă în formula (1.34) reținem doi termeni, 
atunci se obţine 

| I 
2 

Pentru a se specifica ordinul de mărime al erorii 
introduse (prin raporţ cu polinomul de interpolare) se 
obişnuieşte să se scrie lingă formulele respective o(h2) 
ete., menţionîndu-se în acest exemplu că eroarea are 
„ordinul lui h2” ete. 

Pentru formulele cu diferenţă la stinga avem 

(1.50) D=] 
| 2 

D= ja (1.51) 
h | 

S-au reţinut doi termeni din formula (1.35): 

Sa i 1 _|3 - 
D= —]—2]— 0 (1.52) 

h | + 2 | | 2 

Adesea pentru calcule practice este importantă for- 
mula derivatei dată de diferenţa simetrică, deoarece 
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reţinind numai primul termen, eroarea are ordinul o(h)2. 
Din (1.37) rezultă 

D ==] 1 0-2 ju 1] (1.53) 

Pentru un sistem cartezian de referinţe, în probleme 
plane, derivatele parţiale se scriu cu operatorii şablon 
orientaţi după axele z şi y. De exemplu, dacă sistemul 

y | 2 

Fig. 1.3. 

de referinţe este cel din fig. 1.3, a, iar pasul reţelei este 
acelaşi pe cele două axe, atunci derivatele parţiale se 
seriu în modul următor : 

= 10-20 N 
2 

1 
D, =. |o0-2e (1.54) 

21| — 

În cazul unui sistem de referințe pe trei axe, pentru 
f(, y, 2) trebuie introdusă o convenţie suplimentară. Pro- 
punem cititorului următorul mod de reprezentare : fie 
sistemul de referinţe din fig. 1.3, d. 

Operatorul şablon îl reprezentăm prin trei secțiuni 
plane, paralele cu planul 40y. În modul acesta, şablonul 
din mijloc cuprinde o reprezentare identică cu cele din 
problemele plane, şablonul din stinga reprezintă secţiunea 
translatată cu E!, iar cea din dreapta translatată cu £,. 
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Pentru o reţea care cuprinde nodurile translatate cu. 
acelaşi pas în toate direcţiile, operatorul şablon se referă 
la punctele din tabelul 1.3. În fiecare căsuţă se serie 
coeficientul termenului respectiv în E, E, şi E,, fără a mai 
menţiona operatorii de translație. 

În căsuţele care lipsesc, sau care sînt goale, se citeşte 
coeficientul zero. Cu aceste precizări rezultă următoarele: 
formule de derivare, la o reţea cu pasul / pe cele trei 
direcţii ale sistemului cartezian de referinţă : 

pa (afet) 
1 

1 |7 Ti Sa D, =3|lo|lo-z o (1.55) 
2 |_| IL] 

1 

n-a (Sel) 
Aceste expresii sînt deduse din formula cu diferenţe si- 
metrice. | 

Utilizind formula cu diferenţe simetrice (1.38) pentru 
derivatele de ordinul doi şi o (2), rezultă : 

D= = (|o] 1 | —2zo|a ]o]) 

Du, i D aro jo! (56) 

1 

otel) 
3i



Cu formula (1.48) se obţine: 

„lol 

Da = t-]|o|| olo-zel ollo. 
ae [LI] IL] 
| 110 |—1 

- 
—1 1 (1.57) 

1 —— D= —— || o oz 0 
ana || o 

1 A 

1 Dap = jijoj-ajjo-ze jo 
An 

Astiel de formule pot fi obținute în continuare, în funcţie 
de particularităţile problemei studiate şi cu un ordin de 
eroare corespunzător. 

Operatorii şablon mențin proprietăţile algebrice ale 
operatorului de translație E, ca de exemplu adunarea şi 
înmulţirea. Regula de adunare rezultă direct din ţabelul 
1.3, Se observă că un coeficient se adună algebric cu 
coeficientul din căsuţa cu acelaşi indice, în cazul sumei a 
doi operatori. Să luăm ca exemplu expresia, laplacianului 

A = Das FD PF Da: 

Din (1.56) se obţine 

1 
| — 

A = [Ira 620| ala] (1.58) 
LX (N II II II | 

1 
L 
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Această formulă este frecvent utilizată pentru. rezolvarea 
ecuaţiei Laplace 

 îumulţirea operatorilor şablon rezultă de asemenea din 
tabelul 1.3 şi din faptul că produsul operatorilor de trans- 
laţie a fost definit anterior. De exemplu, avem 

1 [il _alola lalllall o Da=D- D= oo oo 0] 0] 
| (2) (IL | Pai 

N 

Produsul se obţine prin înmulţirea fiecărui coeficient din 
căsuţele primului factor, cu fiecare coeficient din căsuţele 
celui de-al doilea factor. Locul rezultatului fiecărei înmul- 
țiri se află, din tabelul 1.3, ca de exemplu 

(—1)Bz!. (1)B, = — BEŞIE,, se serie —1 în această căsuţă, 

(—1)EzI- (—1)RB 1 = BEI, se scrie +1 în această căsuţă, 

ş.a.m.d. Rezultă 

—1 l 

| | =]
 | 

EI
 

11 

adică se verifică prima formulă din (1.57). 
Cititorul poate verifica. fără dificultate că suma şi 

produsul sint comutative; de asemenea. poate verifica 
„Şi extinderea, celorlalte proprietăţi algebrice ale operato- 
rului asupra operatorului şablon. 

| 
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1.10. Aplieaţii 

1. Să se deducă o formulă cu diferențe pentru ecuaţia Laplace, cu 

o(h4). Avem 

A= D234 D224 D2=0. (1.59) 

Utilizind diferenţele simetrice cu o(hî), se obţine 

12482 + 82 + 82) — (35 +84 +81) =0. 

Diferenţele de ordinul patru pot îi exprimate prin produse de diierenţe de 
ordinul doi, folosind următoarele relații, care se obțin din (1.59) prin derivări 
convenabile : E 

Di = — D2D2 — D202, 

4 22 2 n2 Di = — D2D2 — D2p5, 

Di = — D2D2 — D2D2, 

De aici obţinem 
4 232 232 

5, = — 3.54 382 

4 _ __ 202 __ A2a2 d, = — 8pda — djăz, 

4 _ 22 232 Ai = — 8767 — 878. 

Rezultă deci 

G(82 —- 32 + 82) + 8282 + 8282 + 8282 =0. 

Exprimînd diferenţele cu ajutorul operatorilor șablon, se obţin succesiv : 

so |] 6 2] 6 [o] 
! | | Li 

6 

să>|0| —12 o] 

6 - 

ces] 2 5] 
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1 —2| 1 

TI TIT] 
3232 —> 0 ||-2 4j-2 0 | 

| 

dal a 

| 
1 —2 1 

3282 — | —2 4 —2 

1 —2 1 

„| | ŢI |] Ba 1-21 —2 ai -2| | 
| Il | | 

Rfectuind suma, rezultă 

| 
1 i 2 1 1 

1|alalla l-a 121 1=0. (1.60) 
e | —— 

1 1 2] 4 Lui 
| 

Pentru o problemă plană (z0y) se obţine 

(32 + 82) + 3282 =0, 

Introducind operatorii șablon, rezultă 

II 

aaa 

4 |—20| 4 |=0. 

1 4 1 

Aceasta este formula cu diferențe pentru nouă puncte, cu o(h4), despre care 
s-a demonstrat că reprezintă formula optimală (în sensul minimizării 
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erorii) pentru nouă puncte în plan. Cu aceste formule se calculează în 
interiorul domeniului studiat, Condiţiile de pe frontieră cer alte formule. 

2. Procesul de difuzie a căldurii într-o bară subţire poate fi descris 

de ecuaţia 

90 00 C— 
— ? 

Ox? ot 

unde C este o constantă, 0 este temperatura într-un punct de abseisa « 
şi la timpul î. În scriere operaţională: 

2] | D2 = CD 

Axele de coordonate sînt orientate ca în fig. 1.4. 
Cu o(h2) avem 

N a i 
p2=—l alla 

h2 | 
[ FF 

Fig. 14. Pentru derivata în raport cu timpul este necesar 
„_„.să se ia formula de derivare cu diferenţe la 

dreapta, din motive care privesc stabilitatea calculului (se va vedea la 
studiul ecuaţiilor de tip parabolic). Deci: 

1 

1 
D= —|—1 

k 

Introducînd în ecuația dată, se obţine 

i C | 

| =] 
1 | 2 1 |] Zi e 

2 h2 k| h2 | 

Cu această formulă se calculează în interiorul domeniului studiat. 
Formula cu diferenţe Crank-Nicolson se obţine în modul următor: 

derivata de ordinul înțîi în raport cu timpul se exprimă reţinînd şi termenul 
de ordinul trei : 
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Derivind ecuaţia dată de două ori în raport cu /, se obţine 

0 q 920 

9x2922 98 * 

Se elimină acum 8% foloșind această ecuaţie ; introducînd operatorii șablon 
și efectuînd produsul, se obţine în final (pentru C = 1) 

2 
1 —2 —2 le ii 

k 
——— — 

1 —2 +2 — 1 1=0 

0 0 0) 

Această formulă are eroarea de ordinul lui h2 atit pentru z cît și pentru f. 

3. Amplitudinile vibraţiilor plane ale unei coarde perfeci elastice pot 
îi descrise de ecuaţia 

de _ ca %e 
0a2 02 

unde gq este amplitudinea unui punct de abscisa z şi la timpul î, C reprezen- 
tînd o constantă de propagare. În scriere operaţională rezultă 

2 ra 2 D= CD. 

Orientîn d sistemul de coordonate ca în aplicația precedentă, se trasează 
o reţea cu pasul h pe axa x și cu pasul k pe axa î. Derivatele se calculează 

cu formulele cu diferenţe simetrice şi o(h2). Avem deci 

2 | 1 
D= —| 1 |—2|1 

h2 

1 

1 
D2=—|_ i F2 2 

i 1 
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I ntroducîndu-le în ecuaţia dată rezultă 

TI | 

h2 k2 h2 i = 0. Ă , (1.63) 

Aceasta este formula cu care se A poate calcula în interi reţelei CU 
contur sînt necesare alte formule. nteriorul rețelei. Fenti 

1.1. Calculul numerice al gradientului, divergenţei şi 
rotorului 

Raportat la un sistem de axe trirectangulare, expresia 
operatorului diferențial „„nabla” este 

V=DÂi+Di+D,k. (1.64) 

Rezultă de aici că pentru gradient, divergență şi rotor 
calculul numeric se reduce la calculul derivatelor D,, D, 

şi D,. De exemplu, putem calcula cu formula 

satele ele erp 

i
 

“(Pele PONDERI O RUE A e aa 
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Ca exemplu aplicativ, să ealculăm gradientul unui cîmp 
scalar o exprimat ca derivată spaţială») : : 

$ (ne)d 
(grad 9)p, = Să 2 Poe, (1.66) 

unde suprafaţa, inchisă, E reieşta domeniul de volum 
0, iar diametrul domeniului 3(0) tinde către zero. Cu n 
s-a notat vectorul 
unitate, normal pe | 
suprafaţa > şi ori- | | k 
entat spre exteriorul £ | 

suprafeţei. | 

Să, considerăm 
punctul P, şi valorile 
lui o în punctele ve-  & Ea 
cine prezentate în F? 
fig. 1.5. 

Considerind valo- . 

area lui e în punctul |, 
B, înmulțită cu vec- 
torul arie a feţei unui 
cub determinat de toate punctele translatate cu un 
pas, avem 

Fig. 1.5. 

Ep4h?i, 

deoarece am considerat; acelaşi pas h pe cele trei direcţii 
iar punctul E, în centrul unei feţe de arie 4H2. Pentru 
faţa opusă a cubului, vom avea evident 

— Bz p4h2i, 

Procedind în acelaşi mod pentru feţele cubului nor- 
male pe direcţia y, respectiv z, şi ţinind seamă că volumul 
cubului este ceal o cu 8Hh:, rezultă în final 

(grad oa, 2 (E, — Bz) + (8, — Bz) + 

1%) Şabac I. Gh., Matematici speciale. Vol. 2, Bucureşti, Editura 

didactică şi pedagogică, 1964. 
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sau, mai departe: .. Si | 

a a = [5 etil a) e 

+
 

o
 

| | | oile ele 
N 

adică s-a obţinut formula ce rezultă din aplicarea lui 
(1.65). Din această aplicaţie decurg şi unele precauţii cu 
privire la calculul gradientului, ca de exemplu alegerea 
pasului astfel încît considerarea lui e constant pe tiecare 
față a cubului să nu introducă erori inacceptabile. Pe 
de altă parte, cum se va vedea ulterior, micșorarea pasului 
h poate conduce la operaţii aritmetice cu numere mici, 
în care caz erorile generate de trunchieri şi rotunjiri pot 
deveni importante. 

Pentru calculul divergenței, să considerăm un vector 
cîmp V şi să utilizăm ca punct de plecare expresia ei ca 
derivată spaţială : 

| | (nV )do 

(div V)z, = lim X—— 
5(0)—0 (9) 

Construind același cub ca în exemplul precedent, pentru 
faţa care conţine punctul E, avem 

Ah2i( EV) — 4h2EB, (ÎV) = 4HB, Va, 

iar pentru: fața opusă | 
— 4 BV) = — 4HB IV 

Procedînd în acelaşi mod pentru celelalte două direcţii 
şi ţinind seamă că “volumul cubului este egal cu 8h5, se 
obţine 

(div Va, = (8, — B70 GV) + (8, — ED 

> Pe. (1.67) 

+ (8, — Bz) (kV). 
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Se observă îiără dificultate că aceasta este formula ce 
rezultă din aplicarea lui (1.65). 

Acelaşi: procedeu îl vom aplica şi pentru calculul 
numeric al rotorului în punctul Pg, considerînd ea, punct 
de plecare, expresia cu derivata spațială : 

a x V)do 

“(tot V)p, = lim - > PeQ. (1.68) 
8(82)-0 (9) 0 . ( ) 

Pentru îața care conţine punctul E, avem 

4MB(i XV), 

iar pentru faţa opusă rezultă 

-— 4RBŢ(i X V). 

Cu același procedeu pentru celelalte direcţii şi ţinînd 
seama că volumul 9 este egal cu 818, rezultă 

(rotV)z, = (Es — 250) (XV) + (2, — 870 0xV) + 

+ (E, — Br) (k x V)], 

adică s-a obţinut rezultatul aplicării formulei (1.65) la 
calculul rotorului vectorului cîmp V, 

Exereiţii. 1. Să se calculeze numeric gradientul în punctul de coordo- 

nate (1, 1,1) al cîmpului scalar 

_ 1 

Va pi 

Notăm e (1, 1,1) cu Pu alegem pasul h = 0,1 şi avem 

1 1 
Exp = Ev = Exp = —— 

Vaz Va 321 

_ 1 _ 1 
Erig, = Ep, = —— le, =—— 

Va Y3,81 2,81 
de unde rezultă 

1 1 E Ia PR - A 
srad i =— | > G+TIL+R)= — 019 (4+3+k). 

02 1p/321 Va | 
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Rezultatul calculului analitic este 

srad pi = — —— (iri +) = —0A92(i+i+k). 
2,27 

2. Să se calculeze numeric divergenţa cîmpului vectorial 

R=szi+yj + zk 

în punctul de coordonate (, 1, 1). Luind pasul h = 0,1 pe toate direcțiile, 
avem 

div R = — (1 — 0,9) 2 (1 20,9) + 11 —0,91=3, 
4) > 

adică rezultatul exact. Acestia se explică prin faptul că derivata calculată 
numeric se aplică unei forme liniare în x, y și z. 

3. Să se calculeze numeric rotorul în punctul (1,1,1) al vectorului 
V=o XR, unde E este vectorul de poziție, V viteza periierică, iar o 

viteza unghiulară, la un corp care se roteşte cu viteza unghiulară constantă 
în jurul axei fixe Oz. Avem 

= 0 X (air yij +) =ok x (iri + zk). 

Deci : + 

ro V = fi x [ko X (UL jr) —cak — (0,9î + +19|+ 
0, : i 

Fix Rox L+)—ko x Gr OB + 

LX Rox GIL II) — 0 x (GIL 09%) 
sau | i Ă 

rot V = ao io x IOGLi —î) — (0,94 — DD] + 
> 

+ oj x [i — 11) — i —0Vi)l-+rok x [G—D—G—D 
sau i 

rot V = A (0,2 + 02k) = 2ok = 20. 
2 

S-a obţinut rezultatul exact, ca efect al liniariţăţii, 

Atragem atenţia asupra faptului că operatorul de translație £, aplicat 
unui vector V deplasează acest vector cu pasul: h după x, adică 

E„V(x, Y, 2) = V(z + h, U, 2). 

Cu alte cuvinte, se extinde definiţia pentru o funcţie scalară, 
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1.12. Preeauţiile necesare la ealeulul cu diferenţe 

Un tabel cu date de forma 1.1 nu dă alte informaţii 
decît cele rezultate din aplicaţia f: X — Y definită prin 
acest tabel. Aplicarea calculului cu diferenţe la interpo- 
lare, derivare, integrare etc. presupune introducerea unor 
ipoteze care să permită extensia lui f. De fapt, în toate 
aceste cazuri se face uz de polinomul de interpolare, reți- 
nindu-se numai un anumit număr de termeni ai polino- 
mului. Deci este important a evalua restul neglija prin 
această trunchiere. 

Un caz particular important este acela cînd diferenţele 
calculate cu datele din. tabel se anulează la ordinul 7. 
Aceasta înseamnă că polinomul de interpolare admite ca 
rădăcini toate datele tabelului, deci restul este nul. 
general însă, mai ales pentru extrapolare, u utilizarea unui 
polinom de grad mic nu este recomandabilă. 

Exemple, Să considerăm tabelul 1.4 cu diferenţe realizat pentru funcţia 

1 

1 + a2 
y = (1.69) 

cu 4; =i, în intervalul (0, 7). Atunci 

B— f(7) = 1,37975. 

Dar f(0) = 1. De asemenea: 

E—85f(7) = 3,65128, 

dar din formula (1.69) rezultă f(—1) = 0,5. De, asemenea: 

1-4(3) = 1,7 în loc de f(—1) = 0,5. 

Într-adevăr, dacă dezvoltăm funcţia (1.69) în serie în vecinătatea 

punctului z = 0, se obţine 

pa) = 1 eat 

astfel încît neglijarea lui R (x) la un grad mic nu este acceptabilă. Sub 
aspect practic este de observat că citirea diferenţelor de ordinul întîi din 
tabel sugerează o comportare asimptotică a lui f (2), ceea ce este evident 
în (1.69). Așadar, utilizarea unui polinom de interpolare de grad mic pentru 
cazul cînd tabelul sugerează o comportare asimptotică este nerecomanda- 

bilă. 
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"Un alt exemplu ilustrativ este cazul funcţiilor periodice. În tabelul 
1.5 se dau datele; Să | 

Tabelul 1.5 

y; 0] 1 lol = o 

aici interpolarea polinomială este inutilizabilă, astiel încît se caută . 
o funcție periodică. De exemplu: 

2. 7 
y = —sin —z 

Vs 3 
verifică datele din tabel. 

„Alt exemplu îl expunem scriind tabelul cu diferenţe pentru şirul lui 
Fibonacci dat de funcţia recursivă 

Vita = Vitu — Vo  î=0,1,2,..., 

Yo =0, VW î. 

Calculind diferenţele, rezultă tabelul 1.6. 

Tabelul 1.6 

P | y | A la | A3 | Aa | A5 | AG a | As | A9 | A 

$) 0 |. | 

1 

1 1 —1 

9) 2 

2 1 1 —3 

1 —] 5 

3 2 0 2 —3 

1 1 îi —3 13 

4 3 1 —1 5 — 24 

2 | 4) 2 —8 34 

5 5 1 1 —3 “ 13 — 55 

3 la —1 5 21. 
6 8 PI II 0 - 2: — 3 : 

5 1 : 1 —3 

Vi 13 3 1 —i 

8 2 0 

8 21 5 ii 1 

13. 3 
9 34 | 8 

21 

19 55 
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Se observă că diferenţele diverg, astfel încit polinoamele de interpolare 

nu sînt recomandabile. Astfel, de exemplu avem - 

E10f(0) = 110, dar f(10) = 55, 

EUHf(0) = 0, dar f(11) = 89 ș.a.m.a. 

În fine, un ultim exemplu îl constituie cazul funcţiilor date pe intervale. 

De exemplu : 

| 0 pentru z <0,- 

! L, pentru z:>0 

conduce la tabelul cu diferenţe 1.7. 

Tabelul 1.7 

= |lov|a|a AS ma | as | ae | az | as | a Az0 

—5 0 

0 
—4 | 0 0 

0 0 
-3 | 0 0 0 

0 0 0 
—2 0 0 0 1 

0 ($) 1 — 5 
—1'1.0 '0 1: —4 15 

0 1 —3 10 —35 
0 0 1 2 6 —20 70 

1 —] 3 —10 35 

i 1 9 1 —4 15 

1 0 —1 5 

2 | 2 0 0 1 
1 (9) 0 

3 3 (9) 0 

1 0 
4la4 0 

1 
5 5 

Calculind cu polinomul de interpolare, se obține 

E-Hf(5) = 126 
sau 

ENf(—5) = 132, 

Exemplele date pun în evidenţă necesitatea utilizării formulelor de inter- 
polare cu precauţiile care decurg din modul cum sint construite aceste 

îormule. 
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1.13. 0 interpretare în distribuții a operatorilor 
diferenţă 

Notăm cu ă, distribuţia lui Diraec cu suportul în punctul 
ie R. Pentru orice distribuţie f(t) cu fe R, avem 

def =fu—5). 
Pentru definirea stiti de transiație FE avem 

| nf =fU+ h). 

Din ropietaie produsului de convoluţie rezultă 

d, %* d; = ai dj 

Elementul neutru al produsului de convoluţie este 

dx f =], 

unde cu 5 s-a notat distribuţia Dirac cu suportul în zero. 

Se observă că 5, este un convolutor care are toate 
proprietăţile unui operator de translație; prin urmare, 

toate formulele referitoare la E“ pot ti reconstituite pe 
această cale. 

Deoarece | 

A = E — E, 

putem serie 

AŞ 8 (= -” se citeşte „corespunde cu”). 

Într-adevăr, 

(33 — d)sf=fu +) — fo). 
În mod similar pot fi reconstituite toate celelalte 

formule. Pentru derivare, considerăm seria Taylor sub 
forma | 

252 

af dap hd pr e Au „= ef, 

unde f este o funcţie analitică, iar 8' este derivata de 
ordinul j a distribuţiei Dirac. | 
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Rezulţă a 
1 

Î_p = eă, 

s-a obţinut deci formula, operatorului de derivare din 1.6. 
Observăm că 

3: e 37 = dit], î.] e Z, 

Aşadar, operaţiile cu operatorul D' pot fi înlocuite 
prin operaţii cu ăi (cu produsul de convoluţie), obţinîn- 
du-se formulele de derivare și integrare dorite. Pentru 
4<0 şi de Z rezultă primitiva de ordinul i a luiă; într-a- 
devăr, avem. 

d +h =, 

unde h este treapta Heaiviside, şi deci în general 

Şi a Şi — | 

„Puterea” î a lui 8 se consideră (evident) în sensul pro- 
dusului de convoluţie. 

Ideea este extensibilă şi la cazul derivatelor parţiale, 
deoarece distribuţia lui Dirac este definită şi pentru su- 
portul în R”. 

În consecinţă, proprietăţile operatorilor şablon pot fi 
deduse şi pe această cale. De exemplu, pentru sumă avem 

dă | b5 lcâ_, +| a, | ba 

(a + a')ă, ”) [le-a 

De asemenea, pentru produs avem . (pentru o problemă 
plană) : 

di % Bia = Bart (ÎN ordinea ze). 

Aşadar, produsul (aF1) (05,1) = abELEy! poate îi inlocuit 
CU Q5_s0*b5ou = 008_u. a 
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De exemplu, 

du-a — 250.1 _aa 

Regula care rezultă este identică cu cea expusă în 
1.9. Toate aceste constatări se bazează * pe proprietăţi 
ale produsului de convoluţie. 

1.14. Noţiuni teoretice asupra aproximării prin discretizare 

în acest paragrat notaţiile A şi 2 au alte semnificaţii 
decît în paragrafele anterioare. 

În [7] se introduce conceptele de discretizare, consis- 
tenţă, convergenţă, stabilitate etc., pornind. de la un 
exemplu simplu. Fie 

Yy(0) = FU), 900) = Ze, tel0,1], 

cu condiţiile lui Lipschitz îndeplinite, astfel încît. Soluția 
există și este unică. Avem 

Zoe BR, feC(R—R). 

Considerăm spaţiile E şi E0 şi aplicaţia F: 12) — 50, unde 
ye E şi Fye HD. Semnificaţia, lui Fy este - 

Py = (o Ze ÎI e po pentru yeE. 
y(t) — FD) 

* Cristescu, R. Elemente de analiza funcțională și introducere in teoria 
disiribuțiilor. Bucureşti, Editura tehnică, 1966. 
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pDefinim o normă* în E astfel: | 

lylz: = maxIy(6), teo, 1]. 

De asemenea definim o normă în E0: 

4) d 

În modul acesta, definim o „problemă” prin tripletul 

2 = (B, Br. (1.70) 

: = |d| + max [d (|, te 10, 1]. 
8 

po = RXOIO,L]; 

În continuare, prin propoziţia „s-a dat problema” înţc- 
legem că s-a dat tripletul (1.70). 

Discretizarea se delineşte în modul următor. O metodă 
de discretizare „/, aplicabilă la o problemă dată Z, constă 
dintr-un şir infinit de cvintuple (5, EX, A, A9,olnex, unde 
E, şi E2 sint spaţii Banach finit dimensionale (reamin- 
tim că un spaţiu Banach este un spaţiu vectorial, complet 

şi normat), AJ: E—E, şi An: E0—> E sînt aplicaţii 
liniare cu condiţiile 

lim Ay! 2, — lvl» pentru orice y e E fixat; 

lim Ad E, = ldiz pentru orice de 0 fixat; 

ai (E — E0) — (E, > E) cu F în domeniul: tu- 
turor e, ; 

XW” este o submulțime infinită a lui N. 

Cu acestea, se poate defini discretizarea : o disereti- 
zare D este un şir infinit de triplete (£,, 20, Prea” 
unde £, şi E, sînt spaţii Banach finiţ dimensionale, iar 
Pr: E, > En O solmţiea diseretizării D este un şir (n ex 

Ca E E, astfel încît 

ha =0,. n e N”, 

2 — se citeşte „egal prin deliniţie”. | | 
** Notaţia (E— E0) reprezintă mulțimea aplicaţiilor E — E0. 
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N fiind de asemenea 0 submulțime infinită a lui X. 
Discretizarea D = Em Em Pa ex” este denumită disereti- 
zarea, problemei originale 2 = (pg, E0, BR), generată de 
metoda de discretizare / = (8, E9, A, A9, une 

An EI) n n? nEN! 
dacă / este aplicabilă lui 2 şi dacă 

N? = N”, 

_ tu oricene N'! 

în acest caz D poate fi notat / (9). 
Fără a pierde din generalitate, în: cele ce urmează vom 

presupune că N” — W' şi că şirurile (5) şi (E ale lui 
m, respectiv ale lui ./ (2) sînt identice ; de asemenea vom 
presupune dim £, = dim E, pentru ca (să fie unic, 

Vom exemplifica, diseretizarea prin metoda lui Euler, 
aplicată ecuaţiei diferenţiale date. Punem ne N' = N şi 

formăm mulțimea 

Considerăm acum 

E, = (6, > R) cu norma mia, : — max E (=) 

y = 0, 1, Day seo 

şi de asemenea E, = (G, > R) cu norma 

2 y= 1,2, n. lg = 1200) + mas |3(-) 
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Conform cu definiţia dată diseretizării, trebuie definite 
acum A, şi A09. Considerăm 

(4,7) ()- (2) pentru yeE, 
D n 

V 
/ AO —— | 2 __ d 

(sta (2) a i vot ao m pentru d =| zi 
n | | d(t)/ ” 

În fine, pentru e, considerăm 

ra) PE ep 
v=Î, n. 

Reamintim că pentru această problemă metoda lui Euler 
constă în alegerea unui pas, pe intervalul dat, te [0, 1], 
astfel încît ecuația diferenţială conduce la formula recursivă 
dată mai sus. Se observă că pentru p —> co (adică pentru 
un pas tinzînd la zero) se obţine ecuaţia diferenţială dată. 

Unicitatea soluției diseretizării rezultă direct din 
faptul că £, se determină prin recursivitate. 

După cum se observă, spaţiile E, şi E0 sint spaţii de 
funcţii care aplică mulțimi discrete şi finite (reţelele) în 
R*. Aplicațiile A, şi AO discretizează funcţiile continue 
din E şi 0 în funcţii discrete (se spune şi funcții-reţele). 
Aplicaţiile F, = o,„(F) sînt definite prin operatorii dife- 
rență stabiliți pentru reţelele respective. 

Observăm de asemenea că existența și unicitatea 
soluției Z a problemei originale date nu implică neapărat 
existența, şi unicitatea soluţiei discrete £,; într-adevăr, 
aceasta din urmă depinde de metoda de discretizare aleasă. 
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Relaţiile între spaţiile şi aplicaţiile intervenite în 
discuţie pină acum sint puse mai clar în evidenţă prin 
următoarea diagramă : 

A BO 

A, | P | A 
Pa 

Ea P E, 
ii iri 

Pe baza ideilor introduse, se poate defini acum consis- 
tența unei metode de discretizare. | 

O metodă de discretizare / = (1, E9, A, A9, pane” 
aplicabilă problemei 2 = (E, 0, 7) este denumită con- 
sistentă cu 2, pentru ye E, dacă y aparţine domeniului 

“lui PF şial lui o, (PA, ne N, şi - 

lina jea( PA — A9Fy |) ze = 0. 

Dacă / este consistentă cu 2, pentru orice ye E, atunci 
se spune că „/ este consistentă cu Z; aceeaşi exprimare 
se foloseşte şi pentru consistenţa diseretizării / (2) cu 2. 

A Şi A (2) sînt consistente cu Z de ordinul p, pentru 
y, dacă 

ea (E)Ay — AFy |] ze = o(n”2) cînd n —> oo. 

Aceste. concepte pot fi ilustrate printr-o diagramă ; con- 
sistența pentru y necesită ca următoarea diagramă să tie 
asimptotic comutativă (adică pentru orice n şi pentru 
n= O): 

PF 
E — 0 

A E 
E, > B0 

Pa(f) | 

Observăm că un element (o„(P)A, — A9F)y aparţine 
unui spațiu diferit £E0 pentru fiecare n. 
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Aplicarea acestor idei la exemplul dat iniţial conduce 

la, următoarele : 
Si | 

[y(0)—201—[p(0)—20h v = 05 

eee) 
=) ee) 

pentru v =, e. 

„| 
| 

Bteetuînd calculele, rezultă deci SR 
Teu(Pây — AtPy1() = 

0, v=0; 

Ei rar); vol n i o ) 
(( W WU 

Consistenţa rezultă acum din faptul că 

y'(i, ) Ia y ( ) 
n 

pentru orice y e Ci. Metoda Euler este deci consistentă cu 

problema, dată, iar metoda de discretizare este consistentă 

de ordinul întîi (deoarece n! 0 cind n — 0, deci 
p= 1). | 

__ Pentru a avea o imagine clară asupra noțiunii de apro- 
ximare, se defineşte eroarea locală de discretizare în 
modul următor : fie metoda de discretizare / = (E, E0 

. . Y A . n An Am On)nea, consistentă cu Z şi cu soluţia exactă z. 
Şirul (la nex' Le E9, cu 

la î = Pu( FA, ne N", 

se numeşte eroarea locală de discretizare a lui „/ şi 
pentru 2. Observăm că dacă ./ este consistentă, de 

—> 0 cînd n — o, 
pal, .... CĂ 

A (2), 
ordinul 
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p cu Z, atunci eroarea locală de diseretizare este o(n'*) 

cînd n — co. Din definiţia dată consistenţei, rezultă că nu 

se poate multiplica ș, cu diverse puteri ale lui n, ceea ce, 

ar conduce la o comportare asimptotică (pentru n->00) 

fără sens. . 

Să calculăm eroarea locală de discretizare pentru 

exemplul dai. Avem 2(0) = 2 și 2'(1) = f(a(0)), deci 

[ (0) — 20 
v y—l (OC 

0, v=0, 

— l PI 

Pi (În) va 

n y—l V , y o 
cu î, | , -) şi ze C2 [0,1]. Iată deci că se con- 

n n 

firmă faptul ştiut, că eroarea locală de discretizare este 
determinată de derivaţa a doua a soluţiei, la metoda, 
Euler (fără predicţie şi corecție). 

Pentru definirea convergenţei, ideea de aproximaţie 
se bazează pe compararea soluției exacte 2 cu 4, dar 
numai în punctele reţelei (nu se specifică nimic asupra a 
ceea, ce s-ar putea compara între punctele reţelei, deoarece 
această comparaţie este o problemă de interpolare). 

Fie metoda de discretizare / = (B, EX, A, A9, cun ex 
aplicabilă problemei Z cu soluţia exactă 2; presupunem 
că diseretizarea /(Z) posedă ca, soluţie unică şiruli(, a ere 
Şirul fs,new cu 

se numeşte eroarea globală de discretizare a lui / Şi a lui 
A(2). Atunci / şi 4 (2) sînt denumite convergenie, dacă 

lim e. iz, = 0, 
=> 00 _ 
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Dacă leul = = o(n-?)eînd n — co, atunci / şi 4/(2) sînt 
denumite convergente de ordinul p. Aceste concepte sînt 
reprezentate. în diagrama următoare, în ipoteza că Pt 
şi F5! (ca aplicaţii inverse) există: 

Pl 
N HO 

A, | | Ao 

B+ — 9 
| Pe 

Convergenţa înseamnă comutativitatea asimptotică a aces- 
tei diagrame. Comparind această diagramă cu diagrama 
consistenţei, rezultă următoarea echivalență : convergenţa 
lui (E, EX, Pune pentru (£, 0, PF) este. echivalentă 
cu consistenţa în zero a lui (Lo, En, Fa Dnew pentru 
BO, B, PU. 

Ca exemplu, să reluăm metoda lui Euler apiicată Ja 
“ problema dată. Presupunem f (y) = 9y, unde g = const. 

Atunci soluţia exactă în Ni reţelei este 2 =) = 

= 29 exp ( ) iar soluţia obţinută prin discretizare 

este (2) = za + 1) - Aşadar : 
(I) | EI) 

(2) = 2 (i 2) — ep[)]; y=0,1, na na 
n n | ZI) 

|aj-a 
a 

= * zale? + o(n1) pentru n > şi g>0. 

lex la = lea(D)|=|20 

Deci metoda lui Euler este convergentă de ordinul întii 
(deoarece primul termen tinde la zero). 

Noţiunea de stabilitate apare în mod natural, deoarece 
o metodă de discretizare, care este consistentă pentru o 
problemă dată, nu este în mod implicit şi convergentă. 
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Esenţa ideii de stabilitate este de fapt insensibilitaitea, la 
perturbații, în sensul ca efectul unei perturbații să poată | 
fi limitat independent de n. Din cele de mai sus avem 

— e = Age — ta = PAPA — Fs10 = Pi, — Fii. 

Anularea lui 1, cînd n — co implică anularea lui e, numai 
dacă PF! satisface condiţiile lui Lipschitz uniform în n 
(deci consistenţa pentru 2 nu este suficientă pentru con- 
vergență). 

Să considerăm o diseretizare D = CB, E3, Fanex şi un 
Şir =(nemw, MELE. Discretizarea D este denumită 
stabilă pentru » dacă există constantele £ şi r > 0, astfel 
încît, uniform pentru orice pe N”, 

2 RI 1 U 

ni — 09 la SSI Pan? — Pan?) 

pentru toţi 7, (î = 1,2), astiel încît 

En — Fa Ta || po Li 

S se numește limita de stabilitate, iar r prag de stabilitate. 

Să considerăm acum o metodă de discretizare /, aplicabilă, 

la. -o problemă Z cu soluţia exactă 2; dacă discretizarea 
A(2) este stabilă pentru (4,2), atunci / şi 4(2) sînt 
ambele stabile pentru Z. Pentru o discretizare (£,, E, 

Fnew, care este stabilă pentru (17), se poate proceda 
în modul următor : presupunem dat un element 3, e £,; 
dacă se ştie că | Put — Polul <3<r, atunci rezultă 
n — za] < Să, valabilă pentru n oricît de mare. 

În enempltul dat pînă acum, să presupunem că i admite 
O constantă Lipschitz L, astiel încit: 

| IF (e) — Ha) SILla — «al pentru orice a; BR. 

Alegem | 14, ne B, şi punem 3: = Pun — Fun 
Atunci e: = 1 — Ape satisface condiția 0) = 5,(0) 
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şi avem 

ref) SE PET 

De aici rezultă 

a eepez)eei 
ceea ce implică 

< 

| L n 

|n — n?ila,= max -() < |3.(0)| ( + 1) + 
90,1, FĂ VI) 

+ ia, Le + IN 2 er | 3,00) + 
n Zu n ]| n | | 

i y Ă * 
+ max 15| -—]l| = eZi3ullzoe 
Va ah] 7% Lu 

Deci discretizarea din acest exemplu este stabilă pentru 
orice şir (7), cu limita de stabilitate S = et şi cu r = oo. 

Conceptele expuse pină acum fac posibilă rezolvarea 
unor importante probleme ca: existenţa şi unicitatea 
“soluţiei diseretizării, liniarizare, interpolare, analiza ero- 
rilor, estimarea erorilor ete.; pentru aproiundare, a se 
vedea [1]. 

În legătură cu analiza erorilor, reținem unele idei mai 
importante, după cum urmează ; pină acum s-a, considerat 
că şirul soluţiei (€,! a unei diseretizări poate fi obţinut 
exact. În realitate se recurge la un calculator numeric, 
astiel încît rezultatul va fi afectat de erori de trunchiere 
şi rotunjire (după cum am arătat anterior, lungimea 
finită a registrului impune calculul cu numere raţionale). 
Pe de altă parte, operaţiile nearitmetice sînt efectuate 
prin aproximare cu o secvență finită de operaţii aritmetice, 
prin alegerea unui algoritm. Dacă s-a ales un algoritm 

58



pentru determinarea soluţiei £, a unei discretizări D = 
== (Em Em, FPaohnew atunci elementul Fe E, care este 
rezultatul efectuării algoritmului pe un calculator numeric, 
se numeşte soluţia de calcul a lui D. Elementul p,: = 
=— Pua e E) se numeşte eroare locală de calcul a soluţiei 
de calcul ?, a lui D . Deci p, este restul care apare cind 
PF, se aplică lui $, în loc de 4, deoarece P, este aplicaţia 
exactă şi nu efectuarea ei pe calculator. | 

Elementul 7, : = fa — (me E, este denumit eroarea 
globală. de calcul a soluţiei de calcul 7, a lui D. 

Analiza, erorilor se face în două moduri distincte. De . 
exemplu, dacă se urmăresc etectele fiecărei cauze de 
eroare, pînă cînd se ajunge la o estimare a devierii soluţiei 
aproximative €, obţinută pe calculator, față de z, definită 
prin problema originală, atunci aceasta este analiza 
directă a erorii. Eroarea poate fi analizată şi indirect, 
considerind erorile locale ca perturbații ale datelor pro- 
biemei originale. Valoarea aproximativă £ a lui g apare 
acum ca soluție exactă a unei probleme cu alte date; 
diferența dintre date, notată cu d, poate îi utilizată ca o 
estimare a erorii, dar determinarea lui d nu reprezintă, 
în general, o analiză indirectă, completă a acesteia. 

d E A Lă A A A A 

„Dacă se găsesc elementele p, şi 1 în E astfel încît 
A A 

Pa FE Pa n n 
. N VA . 

și dacă se determină e„e E, din 

p A A A A 

F(Ca) Ep = Pa la | 

atunci estimajia erorii totale, prin analiza directă, este 

Po A2 Ene 

a obicei, relaţiile între p şi 1 se scriu astfel: 

l, = 

Pentru analiza indirectă, se alege un de Bo, asttel încât 

Andi > en + ll 
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şi se determină Ze E prin 

Pă=d. 

Estimaţia se poate obţine în forma 

[2 — zllz > sildlm,  s = const, 
şi împreună cu | 

| Aa | pe< dl 
se obţine 

tn Anzla<f 

De obicei, analiza erorii nu este posibilă decît prin obţi- 
nerea unor informaţii suplimentare prin urmărirea pro- 
cesului de calcul al lui ?,. 

Prezintă utilitate practică şi analiza statistică a ero- 
rilor, ceea ce este posibil, deoarece erorile de calcul la 
efectuarea unui algoritm depind de datele iniţiale şi de 
succesiunea operațiilor într-un mod extrem de complicat. 
De aceea erorile de rotunjire pot fi considerate variabile 
aleatoare, unele fiind în mod firese considerate variabile 
aleatoare independente. 

Fie E? un spaţiu Banach finit dimensional, izomori 
cu RY, astfel încit orice element din E? este un vector cu 
N componente. Atunci eroarea locală de calcul p, = 
— Fata e EV a unei soluţii de calcul $, a unei discretizări 
este o variabilă aleatoare, dacă toate cele W componențe - 
sînt variabile aleatoare (cu valori reale). Valoarea medie 
este în acest caz un N-vector, ale cărui componente sînt 
medii; o notăm prin u(pu). în mod corespunzător o02(p,) 
este o matrice de ordinul W, adică matricea, covarianţei 
componentelor lui p,. 

Presupunem că există posibilitatea determinării apro- 
ximative ale lui u(p) şi oc2(p1)- 

Anterior s-a definit eroarea; globală de calcul 7,eE,; 
admiţind că r, este suficient de mic, el poate fi reprezentat 
ca o transtormare liniară a lui ou: 

Pa = Pa( Capa RE Pa(Ane) pa: 
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Dat îiind că transformării liniare îi corespunde o matrice, 
introducem matricea I, ca reprezentare a aplicaţiei liniare 
P(A,„2) 1. Considerînd 7, ca variabilă aleatoare, avem 

u(Pa) = Fat(pa)  02(71) = T„02(p„). 

Cind n — 0, transtlormarea liniară 7, = Ip satisface 
legea numerelor: mari; dacă 7, este un vector aleator care 
se aproximează bine printr-o repartiție normală, atunci 
cunoscind u(7,) şi o2(7,) pot fi determinate intervale în 
care componentele lui 7, există cu o anumită probabilitate. 
Aceste intervale sînt estimările statistice ale erorii globale 
r„. De obicei, aceste estimaţii sînt mai favorabile decit 
cele obţinute prin metodele anterior expuse. De exemplu, 
cu algoritmii obişnuiţi pentru ecuaţii diferențiale ordinare 

„de ordinul întîi, estimările nestatistice dau |r,|| = o(n), 
iar estimările statistice dau o(n!2) pentru intervale în care 
componentele lui 7, au o probabilitate de 0,99. 

În practică, analiza erorilor este utilă numai asociată 
cu criteriile de optim ale calculului cu maşina, minimiza 
rea efortului de calcul şi maximizarea preciziei rezultatului. 
Problema, se complică şi prin aceea că analiza erorilor 
necesită calcule, care trebuie şi ele luate în considerare 
la, evaluarea, efortului total de calcul. Din aceste motive, 
la calculul cu maşina este necesar a fi luate în consideraţie 
următoarele : | 

— pentru fiecare clasă de probleme se stabilese me- 
todele de discretizare cele mai potrivite. Aceasta necesită 

experimente la seară mare, pentru stabilirea eficienţei 
fiecărei metode de discretizare, pentru fiecare clasă de 
ecuaţii diferenţiale ; 

— pentru fiecare clasă de probleme se stabilesc anumiţi 
parametri cu care se controlează şi se verifică volumul de 
calcul şi precizia rezultatelor, se alege pasul etc.; 

— prin program se asigură informații suplimentare 
asupra mersului calculului, astfel încît criteriile de optim 
să poată fi urmărite pe parcurs. Aceasta nu asigură rea- 
lizarea variantei optime, dar poate conduce la procese 
de calcul aproape optimale. 
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1.15. Metode statistice utilizate - la rezolvarea ecua- 
“ţiilor cu derivate parţiale 

Una din metodele statistice, frecvent întilnite în 
studiul calculului numerice al soluţiilor ecuaţiilor cu 
derivate parţiale este metoda Monte Carlo. Această me- 
todă se poate utiliza pentru obţinerea soluţiei U(M) 
într-un singur punct M, tără a fi necesară determinarea, 
soluţiei în alte puncte. În problemele practice, cînd se 
cere soluţia într-unul sau în citeva puncte, metoda Monte 
Carlo poate fi foarte avantajoasă. 

Un exemplu de aplicaţie este cazul determinării 
temperaturii, în regim staționar, în puncte suspectate 
de încălzire excesivă. 

Pentru acest paragraf, referinţele bibliografice repre- 
zentative sint [2, 3, 4,5]. 

Pentru. o expunere cu caracter general a metodei, să 
observăm că prin discretizare se trece de la ecuaţia, dite- 
renţială dată la o ecuaţie algebrică de forma 

Ax =, 

unde A este o matrice diagonală de ordinul N, nesingulară. 
Metoda Monte Carlo permite inversarea matricei A, sau 
geterminarea unui singur element, sau a unui vector al 
matricei AI. Notăm 

D=I-—A, 

unde 7 este matricea unitate. Se aleg cantităţile Pi; ŞI Vy 
astfel încît elementele lui D să fie 

d = = Piru 

cu restrieţiile Pi > 0 şi 5 Di <L. 

Se defineşte de PE o matrice B cu elementele 

bi = Pisi | 

Pentru ca metoda să fie aplicabilă este necesar ca 

max l(D*)| <1, 
$ 
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unde D* este matricea ale cărei elemente sint |d,|, iar 
M(D*) este valoarea proprie și a matricei D*. 

Pentru ca estimarea elementelor lui A+ să aibă o 
dispersie finită, este necesar ca 

max D(B)| < 1. 

Vom da acum o descriere mai detaliată a metodei : drumul 
aleator începe într-un punct î şi parcurge punct cu punet 
un domeniu de N puncte. Mişcarea la fiecare pas are pro- 
pabilitatea p,, iar la terminarea drumului în punctul k. 

are probabilitatea pp, = 1 — 5 Du. Drumul se termină 
Î=1l 

după n paşi. Se calculează 

0, dacă jFh, 

G,, == 0 Di Disâge * e Pina 

Dj 

„dacă Y) — k, 

unde î, î,, ---5 n-a, j este drumul parcursdela i laj. Dar 

AA = (0 DI sI DRAD+ + Dr +. = 

= $ Dr 
n=0 

Prin urmare : 

(A) — Ş (Didi: 
k=0 

Acum trebuie arătat că media lui 6, este (4-1)y; 
pentru aceasta, să scriem probabilitatea de a urma un 
traseu p care să se oprească în punctul j: 

Peb; = Pi Puia «o Pigoai Pi- 

Se calculează acum media 

E (Gu) = 3, (Pep;) (Vepi *) = Ş, PeVo 
e p 
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unde V = Vi Disi e*e Vino. Suma, > seefectuează pentru 

toate drumurile de la ș la j. Deoar. ace Piitij = = da avem 

E (GQ) = 5 + y Y po y. d, "ii eo 0 din = 
nl dy=l în =] 

3 (Da = | Abe 

Termenii 5, apar atunci cînd. drumul se termină imediat. 
În metoda Monte Carlo, erorile de trunchiere şi rotun- 

jire au un efect redus asupra preciziei; de aceea estimarea, 
erorilor se tace caleulind dispersia lui G,. Avem 

oi, = (I — Ba! i (A A) ji f143* 

Dispersia depinde de alegerea, lui p; Şi 0. Dacă toate 
elementele d; > 0, atunci se poate alege d = 1, iar 
dispersia, corespunzătoare este dispersia repartiţiei bino- 
miale. Se | Ă | 

De asemenea, se poate lua p; = pa = const. 

Să considerăm matricea 
| _ 

au -ppi=[1- | , | p Sa 

unde W este matricea ale cărei elemente sînt d;;. Avem 

d2, 
— 2 PI 

| bis = Pisi = dujtj = — 
îj 

Condiţia max | (B)| < 1 implică 

, 03] = 1 max (WI <1 
D â 

sau max (W)| < p:



Prin urmare, pentru a asieura o dispersie finită, este 
necesar (dacă. este posibil) să avem 

1 
ax E < < | max hu) <p = 

Procedeul de calcul poate fi rezumat în modul următor : 
1..Sa.aleg p; şi o, numărul de trasee efectuate 

înainte de a calcula varianța, linia î ale cărei elemente 
trebuie calculate, şi limita maximă admisă pentru va- 
rianță,. 

2. Ss calculează p;! 
3. Se alege un număr aleator £ cuprins între 0 şi 1. 

4. Pentru. a satisface condiţiile definite anterior, se 

alege. cel mai mic Î pentru care probabilitatea Ş Din 
r=1 

(mergind de lă 3 la k) este mai mare decit &. Se calculează 

termenul pentru drumul de la j la k, iar dacă 5 Pin < &, 
r=l 

drumul se opreşte, 
5. Se repetă 3 şi 4 pină cînd apare un „stop”. 
6. Cind apare un stop, se calculează termenul acelui 

drum. 
7. Se repetă punctele de la 3 la 6 pină cînd se realizează 

numărul de drumuri ales la pune tul 1, 
8. Se calculează dispersia pentru fiecare element al 

liniei ș. | 
9. Dacă dispersia este suficient de mică, rezultatul 

se tipăreşte ; dacă nu, se repetă punctele de la 3 pînă la 8. 

De obicei, după un număr relativ mie de drumuri, 
apare un rezultat aproximativ, dar cu o precizie redusă ; 
pentru a mări precizia este însă posibil a fi necesar un 
număr considerabil de drumuri aleatoare. 

Exemplificarea utilizării metodei Monte Carlo se va 
"face pornind de la ecuaţia Poisson 

V? Ur) = Ptr), | (1.71) 
unde v este vectorul de poziţie iar tuncţia P' se dă în 
interiorul unui contur închis IL (în plan) sau în interiorul 
unei suprafețe închise X (în spaţiu). 
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Se pune problema Diriehlet, adică se dă U pe contur, 
şi se caută soluţia în interiorul domeniului. 

Pentru rezolvarea acestei probleme cu 'metoda Monte 
Carlo sînt necesare următoarele etape (se ia ca exemplu 
cazul plan, extinderile fiind, în general, fără dificultăţi) : 

1. Se trasează o reţea rectangulară, în tot domeniul T. 
Curba IL este reprezentată prin puncte, situate în 
nodurile rețelei, alegîndu-se nodurile cele mai apropiate de 
conturul dat. Eventualele corecţii pot fi introduse prin 
procedee de interpolare. 

2. De la ecuaţia dată se trece la o ecuaţie cu diferenţe, 
care exprimă o relaţie între valorile lui U în puncte adia- 
cente ale reţelei. Coeficienţii din ecuaţia cu diferenţe sînt 
interpretaţi ca probabilităţi de trecere de la un nod al 
rețelei la nodurile adiacente. 

3. Pentru determinarea soluţiei într-un nod M din 
interiorul lui [, se construieşte o mulţime de drumuri 
aleatoare, toate pornind din nodul M şi ajungînd pe 
conturul P după un număr finit de paşi. Drumul de la 
un nod adiacent se alege prin generarea unui proces 
aleator, în care probabilitățile de trecere sînt deduse din 
ecuaţia cu diferențe. Pentru fiecare drum în parte se 
efectuează un calcul, din care rezultă o estimaţie pentru 
U(M). 

În acest calcul se ia în considerare probabilitățile de 
trecere, valorile lui P(x, 4) în nodurile întilnite şi valoarea, 
lui U din punctul final al drumului, care se află pe con- 
turul T. 

Pentru -o tratare mai generală, vom considera o pro- 
blemă în plan, descrisă prin ecuaţia cu derivate parţiale 

= Pop (2) 

Alegînd acelaşi pas h şi pe direcţia lui a, (reprezentată 
orizontal) şi pe direcţia lui a, (reprezentată vertical), 
aproximează derivatele prin diferenţe, după cum ur- 
mează : 

Duo 1 
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unde sensul pe direcţia, lui a, este luat de la stinga la 
dreapta ; l 

1 
1 ——— 

Da, = — — 1] 
he | —— 

0 

unde sensul pe direcţia lui «2 este luat de jos în sus. 
Efectuînd produsul acestor doi operatori, se obţine 

0 | —1] 1] 

E 1 Za] 

0_| o 0 
A „Pentru derivatele de ordinul doi în a, şi 4, luăm 

ip |] 
ŞI 

| 1! 
Da = —| —2 

2 h2 

1 

Introducînd aceste formule în (1.72) şi efectuind calculele, 
se obţine 

= Ya (M)U (M,) — (1.73) 
e FU) 

“Za 
unde nodurile au fost numerotate în modul următor : 
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în formula (1.73), p,(M) sînt coetieienţii termenilor din 

ecuaţia cu diferenţe ; corespunzător numerotării introduse : 

lă 
pa (M) = i (Baa — 22 + 2ha.), 

Wa 

i | 

Da (M) = i (Daa — 2bra + 2hao), 

1 
Ps (NM) = SI bi 

1 
Pa (M) = aa 

2 
(MM) =—b ps (M) 4 2 

ei sint interpretaţi ca probabilităţi de trecere din punctul 
M în unul din punctele 1, ..., 5. Coeficientul notat cu A 
are expresia 

A(M) = 2bas + 2baa — ba + 2h (a, + a). 

Pentru ca p, să poată fi interpretaţi drept probabilităţi, 
este necesar ca p, să fie pozitivi şi ca suma, lor să fie egală 
cu unitatea. Rezultă următoarele condiţii suficiente : 

ba = 0, 

baba, >0 (ecuaţia eliptică), 
5 

Ş, pi (N) = 
i=1 

Problema convergenței se pune în modul uzual: cînd 
pasul h tinde către zero, soluţia ecuaţiei cu diferențe tinde 
către soluţia ecuaţiei diferențiale ; o demonstraţie se 
găseşte în [4], iar fundamentele teoretice sint expuse în 
1.14. 

Cu condiţiile de mai sus satistăcute, procedeul de calcul 
este următorul : se porneşte din punctul M, pe un drum 
aleator (este necesară deci o subrutină de generare de 
numere aleatoare). Se acceptă ipoteza că orice drum se 
termină la un moment dat pe contur, unde U este cu- 
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noscut. După un număr suficient de mare de drumuri, 
se calculează media rezultatelor obţinute la fiecare drum, 
estimîndu-se asttel soluţia în punctul M. Eroarea de 
estimaţie se determină cu ajutorul dispersiei, considerînd . 
o repartiție normală. | 

Mai detaliat, procedeul constă în următoarele : dacă 
ne aflăm la un moment dat într-un punct M, probabili- 
tăţile de trecere în M,, Ms, M, M, sau M, (cu numero- 
tarea indicată în operatarul şablon) sint respectiv p,(M), 

Pa (MD), Pa (MD, pa (MD) si ps (MN). 
Cînd traseul întilneşte un punct de pe conturul I, 

drumul se termină. 

Pentru drumul numerotat cu î, suma după j se efec- 
tuiază pentru toate opririle, incluzînd punctul iniţial Mg, 
dar fără a considera punctul de pe frontieră. Soluţia 
U (MU) este media variabilei aleatoare, notate cu Zi după 
multe drumuri parcurse ; avem 

I2F(M,) 
a Danii Simi L.A 4) , 

îi i AM) +20) 

unde cu (, s-a notat un punct de pe conturul Î, iar 
0(Q,) este condiţia dată pe trontieră. Demonstrația 
acestui rezultat este dată în [2]. 

Se poate obţine o precizie mai bună, pentru un număr 
dat de drumuri aleatoare, dacă se utilizează un procedeu 
de estimare statistică, descris în continuare. Se presupune 
că o particulă pleacă din punctul M cu probabilitățile de 
trecere în punctele adiacente pi, ps, pa, pi Și p;. Aceste 
probabilităţi sînt toate nenule, iar suma lor este egală 
cu unitatea. Ecuația cu diferenţe (1.73) se pune sub forma 

5 

da) = ŞI ptr Pip Dor) | e POI 
ia pt (M) AN) 

(1. 74) 

Interpretarea este următoarea : particula capătă o pondere 

co(M) = BA), 
p; (MM) 

69



Cu alte cuvinte, după fiecare pas, fiecare particulă devine 
o; (M) particule. Ponderile se multiplică de la un pas 
1a, altul, iar ponderea, totală la pasul numerotat cu & este 

E 
(KE) —Io 

unde 4, este punctul adiacent în care s-a dus particula 
prin pasul j. 

Se demonstrează că estimarea lui U (M) este media 
variabilei : 

ME (M;) 

A a) A(M,) 

unde HK, este numărul de paşi necesari pentru atingerea 
îrontierei, pe drumul numerotat cu m şi care se termină 
în Qm- 

În ipoteza că în toate punctele reţelei dispunem de o 
soluţie aproximativă V(M), o alegere bună pentru p; 
este 

&(j) + o (Km) 0(0m), (1.75) 

U(M) 
U(M) 

Se demonstrează că dacă U(M) este soluţia exactă, 
atunci dispersia o? (Z), cu probabilitățile p* astfel alese, 
este egală cu zero. Pe parcursul calculului, avînd deja la 
dispoziţie valori aproximative pentru U (M), acest pro- 
cedeu poate fi aplicat la ecuaţii îmbunătăţite. 

Utilizînd procedeul de estimare descris, mersul cal- 
culului ar fi următorul, pentru o problemă plană (ecuaţia 
lui Poisson, domeniul LI convex): 

pE (MU) = pp, (M) Le... 

Imiţiahizare 
1. Punctele reţelei şi punctele de pe frontieră ; originea 

axelor se alege în punctul M, în care se caută soluţia. 
Notăm : 

n, = numărul maxim al coordonatei după y (n, >0), 
n_ = numărul minim al coordonatei după y (n_ <0), 

(, 3) = coordonatele unui punct al reţelei, 

mp (j) = numărul maxim al coordonatei z& pentru o 
fişie j dată, 

M
I
I
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ma (j) = numărul minim al coordonatei z pentru o 
fișie j dată. 
Punctele reţelei sînt deci mărginite de 

n_Sj Sh,  mLU) <i(j) sm). 

Pentru stabilirea frontierei, trebuie date n, n_, mr (), 

ma (]), adică în total 2 (n, + |n_| + 2) valori. 
2. Se dau valorile funcţiei pe frontieră : O (m, n), în 

toate cele 2 (n, + |n_! +2) puncte. 
2 

3. Se dau valorile termenului - 7 (3,3) pentru 

toate punctele reţelei ; pe frontieră avem deci F(, j)r = 0. 

4. Se dă numărul N de drumuri aleatoare, de eiec- 
tuat. 

Etapele de calcul sînt acum următoarele : 
1. Se şterg şi se pun la zero registrele drumurilor 

aleatoare. 
a 

2. Se adună A [F£(0,0)] în registrul Z. 

3. Se generează două numere aleatoare (se apelează 
la, subrutina respectivă). 

4. Se alege A, = +1 sau 0 şi A, =+1 sau 0, după 
numerele aleatoare generate; se exclude cazul A; = 
= Pi 0. 

5. Se trece în registrul (;,j) punctul din reţea ales 
prin 4. 

RI 
6. Se adună — — LP (,j)] în registrul Z. 

7. Se verifică dacă punctul curent este pe frontieră ; 
dacă nu, se trece la 3. Dacă da, se adună O(m,n) 
în registrul Z (m = î, n=j). Se trece la drumul aleator 
următor. În registrul W se numără drumurile aleatoare. 
În registrul 7 se cumulează conţinutul lui Z, iar în regis- 
trul G se cumulează pătratul numărului din Z. 

8. Se compară numărul de drumuri efectuat, cu N. 
Dacă W = N-+1, se calculează media şi dispersia, şi 
se tipăreşte rezultatul. Dacă W <N-+1,sereia dela 1. 

Organigrama este arătată în fig.1.6. 
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1 — W 

D——6 
Q—r | 

00] 8 > [is] 
D—s 
D——Z 

D—=0, = (mn) 
(5/4) [Fî0,0)]— 2 

: 
| Generare 

Eh a ] 

NR i 

ze) aura)” 
î3* dş = 3 5 * 4/5 3 

+15 

z;-(4/) [E (254) 
__—Z 

(îs, d) — (m, n 

Zg + P(m.n)— 2 

PeZ—= 7 

+ 2-6 
Wii — 

Fig. 1.6. 
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Pentru încercarea. programului se recomandă o pro- 
blemă simplă, cu soluţia analitică cunoscută. 

Numerele aleatoare pot fi alese dintre 0, 1,2, ...,9. 
Generarea a două numere £ şi u din aceste zece posibile 
se poate folosi după cum urmează: 

Es Us Ai A; 

>0d >5 1 0 

<5 >5 0 l 

> 5 <5 0 —1l 

<5 <5 —l 0 

De exemplu, pentru £=5 si u=3, pasul următor 
duce din î, j în ş, ÎL. 

Rămine acum să arătăm pentru, ce alte tipuri de 
ecuaţii, în afară de cele de tip eliptic, se poate, sau nu, 
aplica, metoda, Monte. Carlo. 

Să. considerăm o ecuaţie de ordinul doi într-o formă 
mai generală 

(60) + 3 (29) = 

da Oy . 0y di 

unde / şi G sînt funcţii numai de 2 şi y (deci ecuaţia este 
liniară). Aplicînd o metodă de discretizare, se urmăreşte 
obţinerea unui sistem algebric, a cărui matrice A să fie 
diagonal dominanţă, aşa cum s-a arătat în introducerea 
acestui paragraf. Din acest motiv, recurgem la diferențe 
simetrice, cu pasul Ph pe direcţia z& şi y şi cu pasul î pe 
axa, timpului. Dezvoltind în jurul unui punct a într-o 
reţea cu m x n noduri, se obţine 

5 a aa 
| Gai (Vasa U- G (Ua — Dude] + 

+ ri (Taia — VU, J— — Be (Uu — DEE = 

U, În Vi 1 

ț 
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Pentru comoditate, s-a ales h2/t = 1, şi ecuaţia devine 

Gai Vai kt Ga Vaca + Farn Van + Fa Van + UI — 

— (Gaza + Ga + Pan + Pa + 1) UV, =0. 

Notăm 

0 — Gaza + Ga Fr Para +FP,+Ll. 

Coeficienţii din această ecuație sînt situaţi pe o linie 
în matricea bandă diagonală A. Cînd drumul aleator 
ajunge în punctul A, probabilitățile de trecere într un 
punct vecin sînt : 

Gara R Ga . F an . Pan , 

20 ? 20? 20" 20 
Pentru stabilirea drumului aleator este necesar un gene- 
rator de numere aleatoare; se observă deci că metoda 
Monte Carlo se aplică şi ecuaţiilor de tip parabolice, evident 
în cazurile în care condiţiile pentru matricea A. sînt satis- 
făcute. | 

Se poate arăta că pentru ecuaţia biarmonică 

Vo = 0, 

în plan, ecuaţiile cu diferenţe sînt, de exemplu : 

Qas2n + Dani — 8pa+n A 2parn-a -F Qara — 8 oa — 

— 20qa — 8 aa + Pa-2 + 2 pa —n+1 — &a-n + 

+ 2 pa-—n-1 + Qou—2n — 0. 

Efectuind calculele [4), rezultă că procesul nu con- 
verge, deci metoda nu este aplicabilă la disereţizarea prin 
diferenţe ca mai sus. 

În schimb, este aplicabilă pentru cazuri cu condiţii la 
limită variabile (în spaţiu), de exemplu pentru ecuaţii 
eliptice. De asemenea, metoda Monte Carlo poate fi utilă 
la unele aplicaţii pe calculatoare hibride. 
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CAPITOLUL 2 

METODE DE DISCRETIZARE 

2.1. Introducere 

În rezolvarea numerică a problemelor cu condiţii 
iniţiale şi la limită variabilă timp t joacă un rol special. 
La orice moment t un proces ce are ca model matematice 
o ecuaţie sau un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale 
este definit prin una sau mai multe funcţii, care depind 
de o serie de variabile spaţiale şi de variabila î, descriind 
starea procesului la acel moment. La variația timpului, 
starea procesului se schimbă, lucru ce se reflectă în ecuaţia 
diferenţială şi în valorile funeţiilor care descriu procesul 
în acel moment. Funcţia care descrie starea procesului 
se notează cu u. Fiecare punct din spaţiul funcţiilor 4, 
pe care îl notăm cu Z,, reprezintă o stare a procesului, 
iar succesiunea stărilor procesului cu variaţia timpului 
este reprezentată prin mişcarea unui punct reprezentativ 
în spaţiul funcţiilor. Pentru a putea face o analiză în ceea 
ce priveşte modul de alegere al operatorilor diferenţă, 
precizia metodelor de discretizare, stabilitatea, conver- 
senţa, consistenţa şi modul de propagare şi control al 
erorilor, se va introduce o serie de elemente pe spaţiul Z. 

Pentru problemele cu condiţii iniţiale se presupune 
că spaţiul funcţiilor care descriu starea procesului satis- 
face proprietăţile unui spaţiu Banach [79]. 

Cu această presupunere se va prezenta în continuare 
o serie de rezultate [16] asupra analizei metodelor cu 
diferenţe, utilizate la aproximarea problemelor cu condiţii 
iniţiale și la limită. Înainte de a se aplica metodele nume- 
rice unei probleme cu condiţii iniţiale şi la limită, trebuie 
verificat dacă problema este corect pusă. 

Încercăm o reprezentare abstractă a problemei cu 
ajutorul spaţiului Banach Z. Se urmăreşte determinarea 
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unei familii de funcţii u() din 4, unde i este real, astiel 
ca 

Sa u(t) = Bud, 0<tis<7, (2.1) 

(0) = 20 (2.2) 

unde B este uri operator liniar şi ug este un element al 
spaţiului Z, ce descrie starea iniţială a procesului. Relaţia 
(2.1) nu este restrictivă numai la ecuaţiile de ordinul 
întâi, ci şi la ecuaţii de ordin superior care pot fi reduse la 
ecuajţii de ordinul întîi, dar cu o creştere a numărului 
de. variabile şi respectiv de ecuaţii. 

Se numeşte o soluție naturală a problemei cu valori 
iniţiale o familie de funcţii u (1), astfel încât u (î) să apar- 
ţină domeniului operatorului B pentru orice te [0, 7] şi 
să satisfacă relaţia, 

ui + Ab) — u(d) 

At 
— Bu(?) | — 0 pentru At —0, 

(2.3) 
O<IS7. 

O problemă este considerată corect pusă, dacă tamilia de 
soluţii naturale este suficient de largă şi dacă soluţiile 
depind în mod unic şi continuu de datele inițiale. Dacă 
7 este o mulţime de elemente 4 din %, atunci pentru 
orice up există o soluţie naturală u (î), astfel încit 4 (0) = 
=— 49 Şi (2.3) converge uniform în î. Pentru orice f fixat, 
corespondenţa între” ug şi u (i) detineşte o transformare 
în Z cu Y” ca domeniu. Presupunînd că această transtor- 
mare este liniară şi notînd-o prin Ag (î), obţinem următoarea 
ecuaţie : 

o u (Î) = Ag) up ue Y. (2.4) 

Ecuația (2.4) dă soluţia problemei cu condiţii iniţiale 
pentru acele stări iniţiale, pentru care există soluţie 
naturală. 
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O problemă cu condiţii iniţiale determinată prin 
operatorul liniar B va îi cor ect pusă, dacă următoarele 
două condiţii sînt satisfăcute : 

1” domeniul 7” al lui A, (î) este dens în %; 

2" familia de operatori Ag (î) este uniform mărginită, 
adică există un K astiel ca [40 (|| < K pentru 0 <tis 7. 
A doua condiţie scoate în evidenţă dependenţa eon- 
tinuă a soluţiei de datele iniţiale ale problemei. De 
exemplu, dacă u (i) şi o (i) sînt două soluţii naturale co- 
respunzătoare stărilor iniţiale 4 şi v, atunci 

e (0) — 20] < Ku — ol. (2.5) 
Relaţia (2.5) arată următoarele : dacă stările iniţiale up 
Şi o sînt apropiate, atunci stările corespunzătoare la un 
alt moment vor fi de asemenea apropiate. 

Prima condiție evidenţiază faptul că, chiar dacă 
pentru o anumită alegere a elementului inițial nu există 
o soluţie naturală u,, se poate aproxima acest element 
inițial cu ajutorul altuia pentru care soluţia naturală 
există. 

Fie Ag(1) o transformare liniară mărginită cu domeniu 
dens în Z. Această transformare are o extensie A(î), 
numită operator soluţie generalizată, definită pentru întreg 
spaţiul Z, avînd aceeaşi limită ca şi Ag (?). 

Eeuaţia (2.5) este interpretată ca o relaţie care dă 
soluţia generalizată pentru un element iniţial arbitrar ug. 

Presupunem că operatorul soluţie are proprietatea 
de semigrup 

A (ba + o) = ADA (în) pentru t, >0, ta >0. (2.6) 

În cazul unei probleme cu condiţii iniţiale şi la limită, 
condiţiile la limită influenţează domeniul lui B şi deci al 
lui Ag (î), iar dacă aceste condiţii la limită nu sînt apro- 
piate, atunci Y nu mai este dens în Z şi deci prima con- 
diţie nu mai este satisfăcută. 

Din (2.3) rezultă că 8) soluţie naturală este continuă în 
sensul normei din %: 

Ju (+ AD — a (0) —>0,At—>0,pentra 0 <ti< 7. (8.7) 
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Atunci din utilizarea inegalităţii triunghiului rezultă că, 
orice soluţie generalizată este de asemenea continuă 
pentru 0 << 7. Consideriînd că up e şi (1/5) [A 6) 
— 1]uo aproximează Bug, iar B (1) comută cu A (5), 
poate arăta că 

A(0)Bug = BA(ug. (2.8) 

De aici se vede că relaţia (2.3) care defineşte soluţia 
naturală poate îi scrisă astfel : 

| a [= - Blu 

Deoarece ||A(î)|| < K&K pentru 0 sti << 7, convergenţa în 
(2.3) este uniformă în t pentru o soluţie naturală a unei 
probleme cu valori iniţiale corect puse. 

Cînd B depinde explicit de timp, operatorul soluţie 
devine o iuncţie de două variabile A(s, 1); dacă se cu- 
noaşte starea iniţială a sistemului la timpul i, atunci 
u(t) — A(I, îo)uo şi, din presupunerea făcută asupra 
proprietăţii de semigrup, se obţine ecuaţia 

A (ta, to) — A(îz, t.) Alt to). 

0. (2.9) 

2.2. Aproximaţii cu diierenţe finite 

Aproximaţiile obţinute din ecuaţia cu diter enţe finite, 
asociată ecuaţiei diferenţiale, poi fi considerate ca repre- 
zentînd puncte în spaţiul stărilor sistemului Z. În acest 
caz în locul unei familii de tuncţii  (î), care depind de 
un parametru î, se va obţine o mulţime de puncte 
40 ui, ul, unde ut este aproximaţia lui 4 (nAt), Ât fiind 
pasul de discretizare, iar w este o funcţie de t (timpul) şi 
19 Day... (variabile spaţiale). Sehemele de discretizare 
sînt prezentate prin ecuaţii cu diferenţe de forma . 

0 untb = 0yu”. (2.10) 

unde 0 = Os(At, A, Aa, ...) şi 0, = O(AL, A, Aa, ...) 

sînt operatori diferenţe finite, liniari ce depind de creş- 
terile sau parametrii reţelei în direcţiile timpului şi varia- 
bilelor spaţiale. 
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Se presupune că operatorii diferențe finite 0, şi C, 
sînt independenţi de i ca şi operatorul B din (2.1). Cu 
această presupunere putem afirma că în fiecare punct al 
spaţiului, fiecare membru al ecuaţiei (2.10) va consta 
dintr-o sumă liniară de valori de iuneţii, calculate într-un 
şir de puncte vecine... 

Se presupune că prin anumite procedee valorile funcţiei 
U“* pot fi calculate pentru orice U”, de care ele depind 
continuu. Astfel, se presupune că 0. şi 0110; există 
şi sînt transtormări liniare mărginite în 4, domeniul lui 
0710, fiind întreg spaţiul Banach % considerat. | 

Aceste presupuneri sînt satisfăcute pentru majoritatea, 
schemelor cu diferenţe utilizate în calcul. 

Relaţia (2.10) este numită schemă cu diferențe cu două 
nivele, deoarece sînt implicate două nivele de timp 1 şi 
pt) 

În general, numărul de nivele al unei scheme cu dife- 

renţe este o funcţie de ordinul ecuaţiei diferenţiale. 
O schemă cu diferenţe cu mai multe nivele, asociată 

unei ecuaţii diferenţiale de ordin superior, poate fi înlocuită 
cu o schemă cu diferenţe cu două nivele, dacă ecuaţia: 
diferenţială de ordin superior implicată se transtormă 
într-un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întîi. 

Din cele prezentate anterior relaţia (2.10) se poate 
scrie astfel : 

ut = Q(A) Vw, (2.11) 

unde | | 

G(AD=O7I(Ar, Ax, Aa. -)OCo(At, A, At...) (2.12) 

Dacă se introduce notaţiile 

A, = fi (A, i 12e,p, (2.13) 

atunci expresia (2.12) devine 

G(At) = Crt (Ai, fi (Ab), fa( Ad). Oo(AL, f, (Ad), fa(A0), ...) 
(2.14) 

G(At) se numeşte factor de amplificare sau matrice de 
amplificare pentru schema, cu diferenţe utilizată. Factorul 

79



de amplificare joacă un rol important în analiză conver- 
genţei şi stabilităţii. 

2 .3. Noţiunea de. consistenţă 

Considerind expresia (2.1) şi aproximînd prin diferenţe 
derivata funcţiei u (î) în raport cu timpul, șe obţine 

Un —— Uw d 

FER Ub. | 2. 15) 

Atunci partea dreaptă a ecuaţiei (2.1) poate fi aproximată 
astiel : 

G(At)u - 

| At 

Această expresie (2.16) nu poate fi corectă pentru toate 
funeţiile u din %, pentru că în general B nu este definit 
pentru toate funcţiile 4 din Z. 

Familia de operatori G(Al) realizează o aproxi- 
majţie consistentă pentru o problemă cu valori iniţiale, 
dacă pentru orice u (î) din o anume clasă Z de soluţii 
naturale, ale căror elemente iniţiale 4 (0) 5 sînt dense în W, 
este satisfăcută relaţia 

GAD—I 
Se 

Bu(t) = (2.16) 

B lu | —0,A1 0, 0 << 7, (2117) 

unde [1 este operatorul identic. 

Relaţia (2.17) reprezintă condiția de consistență a unei 
scheme cu diferenţe. | 

2.4. Eroarea de trunehiere 

Pentru a evidenția eroarea de trunchiere se consideră 
relația (2.3) în care se înlocuieşte termenul Bu(t) prin 
valoarea sa din relaţia (2. 17). Rezultă, că. 

u(t + At) — G(At) u(t 

At 
| — 0, cînd A — 9, 

Osis7. _ (2.18) 
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Cantitatea din normă dată în relaţia (2.18) reprezintă 
eroarea, de trunchiere care măsoară gradul i în care O soluție 

satistace schema cu diferenţe finite. Dacă se "presupune 
că limitele din (2.17) şi (2.18) sînt uniforme în î, 
atunci pentru orice e>0 există un 3>0, astfel încit 

G (Ad) — A(AD) ul] = e - A (2.19) 

pentru 0 <! < 7, 9< A < Ş. 

2.5. Noţiunea de convergenţă 

Operîndu- se. asupra unei soluţii naturale u, de n ori 
cu operatorul G (At), se obţine 

Um = G(A) up, Un = U(mAt), ul) = Au. 

O familie de operatori G (Al) realizează o aproximaţie 
convergentă pentru o problemă cu valori iniţiale, dacă 
sînt îndeplinite următoarele condiţii : 

şirul At, At, ... de creşteri în direcţia timpului tinde 
la, zero, | 

pentru i fixat în domeniul O si<7şij intreg apro- 
piat ca valoare de raportul t/A;i pentru fiecare Î, adică 
n,A;t — i pentru j — ce are loc relaţia 

[Gb (Așt)uo — A(0) ul => 0, pentru j => oo 
pentru orice 4 din Y. 

2.6. Noţiunea de stabilitate 

Considerînd că se efectuează calcule cu At — 0, 

fiecare calcul executîndu-se de la t =0 lat = 7, 'oper a. 
torii utilizaţi definesc un şir infinit 

G” (Ajt), <nĂ, t < <T, je N, 

ce se aplică lui ue. a proza cu diferenţe se numeşte 
stabilă, dacă pentru - un anumit 1>0 șirul infiniţ de 
operatori 

Gm(AD, 0<At<r, 0Os<mAt<T, (2.20) 

este uniform mărginit. 

6 — c. 2543 
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Esenţa stabilităţii constă în faptul că există o 
margine finită pentru orice iniţială ce se foloseşte în 
metoda cu diferenţe utilizată, 

Se presupune, prin urmare, că operatorul diferenţă 
finită G (Al) depinde continuu de At, pentru At>0 și 
Al < 7. Cu alte cuvinte, coeficienţii operaâitorului € diferenţă 
finită, ca şi norma sa, sînt tuncţii continue de At. În aceste 
condiţii şirul din (2.20) va fi în mod automat uniform 
mărginit pentru orice At cu Ate|r',r], undeşi 7 >0. 
Condiţia stabilităţii este satisfăcută dacă şirul de operatori 
diferență rămîne uniform mărginit cînd 7” — 0. Conceptul 
de stabilitate nu se referă în nici un fel la ecuaţia diferen- 
ţială de rezolvat, dar este proprie şirului de operatori 
diferenţe. 

Dacă se consideră o problemă cu valori iniţiale corect 
pusă și o schemă cu diferențe finite pentru aproximarea 
numerică ce satisface condiția de consistenţă, atunci stabi- 
litatea este necesară și suficientă pentru ca schema cu dife- 
rențe considerată să fie convergentă. 

2.1. Metode de discretizare pentru ecuaţii eu derivate 
parţiale de ordinul întâi 

Scurgerea unui fluid printr-un tub fără pierderi, 
generare sau transier, poate fi modelată matematic 
printr- -o ecuaţie de forma, 

| du du 
— -+oe = 0 ec >0 2.21 
o oa (31) 

unde ce este o constantă, cu condiţiile iniţiale 

u (2, 0) = f(a) pentru 0<z<r. (2.22) 

Soluţia analitică a ecuaţiei (2.1) este de forma 

u (2, î) =f(a — ct). (2.23) 

Ecuaţiei (2.21) i se poate asocia o familie de caracteristici, 
ce reprezintă linii drepte înclinate faţă de axa Oz cu un 
unghi 6 dat de relaţia 

6 = arctg-L . (2.24) 
c 
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Pentru rezolvarea numerică a problemei (2.21) se con- 
struieşte pe domeniul t>0, 0 < a<r o reţea rectangu- 
lară formată din drepte paralele cu axa 0 şi drepte 
paralele cu axa Ot (fig. 2.1). În această rețea segmentul 

ZA 

Vă 
4 

1+1 / A 8 

7 8 4 

4-7 G 7 —— 

DA i - 

4, 7 jel Z 

Fig. 2.1. 

A A reprezintă o caracteristică din familia de caracteristici 
asociate problemei (2.21). Un punct A al reţelei din fig. 
2.1 este dat prin 2 = h, î — lk, unde h este pasul în 
direcţia z, iar k este pasul în direcţia f. 

Unei probleme cu valori iniţiale i se poate asocia în 
urma discretizării o schemă explicită cu diferenţe. 

2.8. Seheme cu diferenţe 

Considerînd dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei 
u (, î) în raport cu variabila î în vecinătatea punctului 
A din fig. 2.1, se obţine 

0 1 92 
— Hi he — — 2 | 
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Dacă în relaţia (2.25) se neglijează toţi termenii începînd 
cu termenul de ordinul al doilea, se obţine 

9 
= ÎL-bh-—lug. 2.26 ta ( k i.) B ( ) 

Ținînd seamă de ecuaţia (2.21), relaţia (2.26) se poate 
serie astfel : 

O u — ( 1 — ch ue (2.27) 
(7 

Utilizînd operatorul diferență la stinga vy, rezultă 

O 1 1 
——— Ul — —— — = zu PR ip (Up n) : Va, 

de unde se obţine 

Ma = (| — a0Va)ug = Up — 86 (Up — Up) = 

= (1 — ac) up -k acuz, 

sau în mod explicit: 

Ul! = (1 — a6)Ui + acUi_a, U3 — fi, lj e N, (2.28) 

unde indicele superior reprezintă ordinul iteraţiei în raport 
cu timpul, iar indicele inferior ordinul iteraţiei în raport 
cu spaţiul. Această schemă cu diterențe este cu două 
nivele de timp şi oferă soluţia numerică într-un nod al 
rețelei la nivelul 4 + 1, dacă se cunoaşte soluţia în două 
noduri la nivelul [ (fig. 2.2). Relaţiile (2.28) implică trei 
noduri ale reţelei : 

AUR, + DB), BG, lb), E((j + Dh, Ik). 

Dacă în dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei u (, t) 
în raport cu timpul se reţine şi termenul de ordinul al 
doilea, ea devine | 

2 

| uasf y L-a AL pe 2) a. (2.29) 
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Derivînd ecuaţia (2.21) în raport cu timpul, se obţine 
2 E) 2 

du eroi N A AL 
042 dt | 9a ot? 9 Oa 

= —g 0 (2.30) 
9t9x 3 

EA 

por] A 

pb £ BL 

-7 | ă 

PA II au z 
Pig. 2.2. 

Dezvoltarea în serie a funcţiei de două variabile este 

9 u(0 th th) = ud) va e) 
| 0a 9t 

i 924 92u 02u, (na  9hh pe 31 
la 2 ( 0a2 + Ox0i N (1 + 

Utilizând ecuaţia (2.21) și relaţiile (2.30) şi (2.31), relaţia 
(2.29) se poate serie sub următoarea formă : 

| 2 | 

Va = LL — ck Dl 022 O ua (2.32) 

da 2 Oa? 

Cu operatorul diferenţe centrate 3 avem 

9 1 02 1 

PY a di N da N Pi RI E ai, 
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“deci (2.32) se poate scrie astfel: 

[4 1 „ h2 | 
— , 2 2 Ma = C ni 7 2 C 2 82 o. (2.33) 

Deoarece se poate considera că 

1 1 1(U! U, 
E rup = a (Vian — Ui_p) = (Sa  — 

+ d Di — Ul, 
2 h 2 

(2.33) devine 

Ma = Up — — (UL — Uz) -+L = 202 (uz — dup + Up) 

sau sub altă formă: 

1 1 
up = (ÎL — 0202%)ugp — E x6 (| — ac)uz EI ae(L -—- acuz. 

(2.332) 

Din această ultimă relaţie se vede că este o schemă cu 
două nivele şi implică patru noduri din reţea: 

AR, + DR), UI + Dh, 1), BUR, Ik), 
E((j — 1), 1). 

Utilizînd acest; mod de reprezentare a nodurilor, schema 
cu diferenţe se poate scrie asttel : 

iti = (1 — a202)U! — — ac(l — ac) Ul, + = ac (1 + 

+ ac)Ul+, (2.34) 
U9 — Îi Î le N. 
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Secvența după care se desfăşoară calculele este dată în 
fig. 2.3, unde prin * s-a reprezentat nodul ce se calculează, 
iar prin o nodurile ce sînt implicate în calcul. Schema cu 
diferențe dată în (2.34) este întilnită în literatură sub 

LA | 

N AY AY A, i 
Fig. 2.3. 

denumirea, de schema Lax-Wendroit şi este una dintre 
cele mai utilizate scheme pentru rezolvarea ecuaţiilor 
hiperbolice cu ajutorul calculatorului. 

Eroarea de trunchiere în cazul schemei cu diferenţe 
(2.34) se poate calcula folosind următoarele dezvoltări 
în serie: -- 

9u 1 02u 1 034, 
Ma = but ho pr — 2 A — 8 Na NR 

4 ( th tate pa ), 

0u 1 02u , 1 934 
ur = lu h + — h2 3 , 

“ ( To tak date Poe ) 

un= [ua a 02u 1 a 094 

Oz 2 0a2 e) 0ţ3 B 
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Dacă se înlocuiesc aceste dezvoltări în (2.33 a), se obţine 

| Qu 1 02u 1, 9u N 
ue ha ÎL — h3 o) = 

( Qt 2 9£B 6 08 ui ), 

0u 1 024, 
= (1 — a20%ugp — —— 1 — «o lu hp — 2 — 

a ea ta pat 

A pg 0 a aa + e) [au — n04 + 
+ 6 06 ) i ( da - 

+ — ha 3 
2 Ox? 6 „a 

După simpliticările oriponoae eroarea, este de forma 

(pe pa 0 cama PU 93 

6 06 03 

Dacă se consideră dezvoltarea în serie Taylor (2.29) și 
ecuația (2.21), atunci (2.29) se poate scrie sub forma 

1, 0u 1 m) | 
Be 

= [i — oh 04 4 d pa du -..-) (9.35) 
Oa 2 0t2 B 

Utilizinăd operatorul diferenţă, centrată 5pentru derivata în 
raport cu 2 şi pentru derivata, î in raport cu timpul, rezultă 

Mg = (1-cș Sa pe. aa Laiu 

de unde | 

hi = [O — e (trap — Ola) e (Ut — 2044 UF%)] 
sau 

UI = u! — sei VU = =) + 

1 | | 
+ (Ur — 20) + or»): 
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După calculele de rigoare expresia lui U'*! devine 

UI — Ul — ae Vi. + LU; Sai 

Considerând şi condiţiile iniţiale, se obţine. schema, cu 
diferențe detinită pe rețeaua din fig. 2.4: 

Uiihi = = Up 1 — ae (U,— U;_.), 

D= Ulf; Î=0 12; Le N. (2.36) 
Această sehemă cu diferenţe este o schemă cu trei nivele 
(L + 196, It şi (1 — )t; calculele se desfăşoară în mod sec- 
venţial ca în fig. 2.4, implicînd nodurile : A (38, (1 + 1)b), 
C (Rh, 0 — 09k), L( + DR, 1) si E (( — I)h, 1k). Con- 
diția de stabilitate pentru această schemă cu diterență 

TI — Ui. 

ZĂ 

A 

(_ - 
JI jr z 

Fig. 2.4. 

este ca 0 < a0 s<-1, care coincide cu condiția Courant- 
Friedriehs-Lewy (C.F.L.) [40, 43]; 

Pentru orice combinaţie de h şi k pentru care condiţia 
de convergență este îndeplinită, schema oferă rezultate 
destul de precise. 
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2.9. Stabilitatea sehemelor explicite 

Pentru analiza stabilităţii schemelor cu diferenţe (2.28), 
(2.34) şi (2.36) se face apel la condiţia C.F.L. care se 
aplică la schemele cu diferențe explicite. Dacă se consideră 
caracteristica ce trece prin punctul A şi segmentul ei 

A4As, se vede că ea intersectează nivelul 1& în punctul N. 
Condiţia, C.F.L. de stabilitate spune că schema cu dife- 

renţe dată în (2.28) este stabilă dacă punctul N e BE, iar 
schema (2.34) este stabilă dacă punctul W e LE. | 

“Dacă condiția C.F.L. nu este satisfăcută, convergenta, 
nu poate avea loc cînd / —0, cu k = ah, unde « este 
constant. În cazul schemei (2.28) se poate scrie 

tg - 1 = LA sau he = |NB|. 
e NB] 

Condiţia C.F.L. cere ca 0 < |NB| sh sau ke < 7, adică, 

0O<ocs<l, (2.37) 

ceea ce reprezintă şi condiția de convergenţă pentru 
schema cu diierențe (2.34). 

În scopul analizei stabilităţii schemei cu diferenţe 
Lax-Wendroit se va utiliza metoda lui von Neumann. 

Se notează cu u (£, t) soluţia analitică a problemei cu 
valori iniţiale, iar cu U! soluţia schemei cu diferențe 
finite asociate ecuației diferenţiale corespunzătoare. 

Eroarea de aproximare în acest caz este: dată de 
diferenţa dintre soluţia numerică U7 şi soluţia analitică 
calculată în punctul 4 (h, lk), adică [8] 

U! — u(jh, 1). 
În legătură cu evaluarea, acestei diferenţe apar o serie 

de întrebări cum ar îi: 
— Care este comportarea expresiei U! — u(jh, lk) 

cînd n— co pentru h şi k fixaţi? 
— Care este comportarea expresiei U/ — w (ji, lk) 

cînd reţeaua se îndeseşte, adică P şi F tind la zero pentru 
o valoare fixată nk? 

În dorinţa de a face comparaţie privind calculul solu- 
ției cu ajutorul schemei cu diferențe presupunem că 
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soluţia exactă a problemei cu valori iniţiale poate fi 
obţinută prin metoda seriilor Fourier, fiind reprezentată 
ca o serie de sinusuri. Dacă se defineşte f(2) dată în 
condiţia iniţială a problemei (2.21) ca —f(—x) pentru 
—x < a <0, atunci soluţia analitică a problemei (2.21) 
se poate da sub forma 

— 90 

u (2,8) = Apei, 
+ (6) 

unde coeficienţii seriei Ag pot fi caleulaţi cu ajutorul 
formulei | 

Ap= Î f (0) ettda, (2.38) 
9 

P fiind o constantă întreagă. 
Dacă expresia AQ eiP% (unde A este o constantă ce se 

calculează cu (2.38) şi ( = & (6)) se substituie în locul lui 
U; din schema cu diferenţa Lax-Wendroft dată în (2.34), 
atunci (2.34) devine 

ATI gibih — (1 — 262) ATI ei îh — 

i P9R i N a; 
—- ae (1. — ac) Aleibitbh 4 — ae (1 + ac) Alei, 

2 

unde după simplificările posibile rezultă 

1 Ă Ă 
= (1 — 0e2) — ac (1 — ac) ei -- = ae (1 + ae)e”i, 

iar după ordonare 

(1 aa 1 Ă , 1 , i 
= (1 — a20 ) + Ei 2602 (ei + e”ith) — —— 262 (ei — e i$7) 

2 
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sau altfel : 

[= (1 — 02602) + a2e2c08 Bh —iae sin Ph = 

== 1— 2a262 sin? E lac sin fh (2.39) 

Relaţia (2.39) este întilnită în literatură sub denumirea 
de factor de amplificare al schemei cu diferenţe. Calculînd 
modulul factorului de amplificare, se obţine 

I&I] =] 1 — 4o?e2(1 — a%0%) sina E 

Din presupunerea făcută că U! se poate serie sub forma, 

DI! — Si Apei (BI! (2.40) 
—% 

rezultă că seria (2.40) este absolut convergentă, dacă seria 
pentru f (&) este absolut convergentă şi ( (6) este o funcţie 
mărginită, adică | (| < 1, dar cin expresia lui || se vede 
că acest lucru are loc, dacă 0<oae<l. 

După aceste calcule se poate afirma că eroarea 
Ui— u (jh, Ik) rămîne mărginită pentru l-—> co, dacă pentru 
h şi k tixaţi şi pentru f () cu o serie absolut convergentă 
este satistăcută condiţia | (6)|<1. 

Din analiza expresiei lui || se vede că |G(8)|] <1, 

A 

dacă 0 <oac sl sau 0< — ces 1, iar această con- 

diţie se mai poate scrie şi sub forma, 

0<—sl. 
h 

Din cele prezentate în acest paragraf se vede cum 
condiţia de stabilitate obţinută cu ajutorul metodei lui 
von Neumann este acelaşi lucru cu condiţia de stabili- 
tate C.F.L. pentru schema cu diferenţe Lax-Wendroft. 
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Problema stabilităţii ocupă un. rol important în calculul 
numerice pentru că este una din noțiunile de bază ale apro- 
ximării, ce permite determinarea schemelor în care eroarea 
poate fi controlată astfel ca ea să devină nulă la limită. 

2.10. Scheme implicite cu diierenţe 

Acest tip de scheme apare în cazul problemelor cu 
valori iniţiale şi la limită. O problemă tipică de acest gen 
este ecuaţia (2.21) cu condiţia iniţială 

u = (x) pentru 1=0, 0 <<, 

şi condiţia la limită 

u = g9(î) pentru e =0, 0s<ti-<o, 

care trebuie să satisfacă relaţia 

9 (0) = J (0). 
Considerînd trei puncte din reţeaua dată în fig. 2.1: 

A, Bși D, B (Rh, 1), A Uh, 0 + Dh) şi D (DR (4 + DR 

şi presupunînd că soluţia w (, î) este de clasa 02 în dome- 
niul de existenţă a soluţiei, rezultă 

Up == L 1 pu 

sau, ţinînd seamă de ecuaţia (2.21), se obţine relaţia 

Up == ( 1 + că e (2.40) 
8 

Dacă se utilizează operatorul de discretizare la stînga V, 
relaţia, (2.40) devine 

Up — (1— CL) = Ma ac (Ura — 4p)= (1 + a6) Ca &CU pi. 

Schema cu diferenţe implicită pentru acest caz ia forma; 

Di = (1 + ac)Uii — acUlti. (2.41) 
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Relaţia (2.41) este în acelaşi timp şi o formulă explicită, 
deci ca meţodă de calcul o folosim sub forma unui algo- 
ritm explicit 

ui = € It + _d VU! 
i l + ae lac 

U?=f; U=gu j,leN. (2.42) 
Schema (2. 42) permite calculul funcţiei u în toate nodurile 
reţelei date în fig. 2.5 pe domeniul (4 >0, t< 0). 

Utilizînd operatorul diferenţă la dreapta A aplicat 
lui up, se obţine 

Aa = U, ai Us, 

de unde 

U, = (+ Aus. (2.43) 

E Ii 

E 

L 
jr în 7 

Fig. 2.5. 

Dacă se dezvoltă în serie Taylor funcţia w(,t) după 
direcţia « în vecinătatea, pa B, se obţine 

UL = (rapi 2 pe, ) (2.44) 
9 i 0a2 
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galînd expresiile din partea, dreaptă din relaţiile (2.43) 
(2.44), avem 

0 „1 02 9 
A > LA h— += A E h . + ( da 2 Ga + ) co | 3) 

upă logariimare în ambele părţi rezultă 

O 1 Și] 1 
dz (1 A+ A), PP 7 n (+ 4) (2.45) 

. i | „9 5 
acă se substituie operatorii Şi IEI în ecuaţia (2.21), 

w 
e obţine 

1 1 | 
n (1 + Aug = — oh (1 + Az) up. (2.46) 

În urma unor transformări și simplificări, (2.46) 
evine 

(1 + Aug = (1 + Az) Cup 

au 

Mp ua — pg = (ÎL + Az) “ua 

le unde 

Ma = (Le Ag up. (2.47) 

Relaţia (2.47) mai poate fi scrisă şi sub forma 

Ma (LL  aAgI(L + bAz)ua (2.48) 

u a şi b parametri arbitrari. Ș 
În cazul în care părţile din dreapta ale ecuaţiilor (2.47) 

și (2.48) se dezvoltă în serie şi se identifică coeficienţii lui 
A, şi AZ, se obţin 
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Cu aceste notații se poate găsi schema de tip Wendroft 

de forma 

[a + Lu + a0)Az [2 = | L +a — z0)5 pr (2.49) 

Dezvoltînd (2.49), se obţine . 

| 1 
Ma +a -- a6) (Uc — Wa) = 48 Rileii (1 — ac) (ur — 48) 

sau 

ua (2 — 1 — ac) = up 2 — loto) (1 — a0)uz — 
— (locu, 

de unde după explicitarea lui U se obţine 

l — ae - 
ug = (uz — ua). „= (2.50) a B+ I Lao | 1 4) 

Din (2.50) se vede că este o schemă cu diferenţe ce implică 
patru noduri din reţea: A (jh, (1 + 19), L((j + 1), dh), 
B Rh, lb) şi G(Q + )h, + 1)k). În acest caz (2.50) 
se poate scrie astiel : 

: | — ae _ 
ști = Uj + Ta (Uji — Ul), 

=; Di=ms0sn<o,0st=ce. (251) 
Sehema cu diierenţe (2.51), denumită schema implicită a 

lui Wendroff, permite calcularea valorilor funcţiei U în 
orice nod al reţelei din domeniul 0 < g; t <oo, dacă se 
cunosc condiţiile iniţiale pentru î=0, 0<a<oo şi 
condiţiile la limită pe 2 =0, 0si<oo. 

Secvența, calculelor se desfăşoară ca în fig. 2.6. 

Schema cu diferențele (2.51) este necondiţionat sta- 
bilă, lucru ce se va arăta în continuare în cadrul acestui 
paragraf. | 

O altă schemă implicită cu diferenţe este schema lui 
Crank-Nicolson care implică şase punete ale reţelei. 
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După un raţionament similar cu cel făcut pentru 
obţinerea schemei implicite Wendroif se obține o expresie 
de forma | 

ta => [+ a (As + Val I[L + b (As + Valu, (2.52) 

j RE NI PI 

po Ț] 

| i 
2-7 (_—_ 4 E] 

Fig. 2.6. 

unde 

AUp = Ur — Ub şi Vata = UB — We: 

Coeficienţii a şi b se pot obţine în felul următor: 
Scriind formula lui Lax-Wendroff sub torma (2.33 a) 

şi dezvoltînd partea dreaptă a ecuaţiei (2.52) pînă la 

diferenţa de ordinul doi, se obţine 

ua [L+ (b—0) (As Va) —4a (b—a) (Az—Va)luz. (2.53) 

Dacă se compară ecuaţia (2.33 a) cu (2.53), se obţine 

1 . | 
Q = —— 00 şi D= — — a. 
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Înloceuind aceste valori în (2.52), rezultă 

[ + aelA, tva -[ — - ze (A + Va) | tip. 
(2.54) 

Dezvoltînd (2.54) şi etectuînd calculele corespunzătoare, 
se obţine 

Ua = MB a AC (Uz — tg + ta — Up). 

Se vede că această schemă cu diferențe implică şase noduri 
ale reţelei date în fig. 2.7. Calculele se efectuează după 
următoarea schemă : 

1 E 

Uji = Uj — II ae (Uji — Uj_. + VU — Ul), 

U0 = fi, Ui=9g9,j,leX. (2.55) 

di în 

| | 

d | 

+7 Io (NUD, CA II 

: E la Ne 
2-7 T 

PE N a A A 

_ 

LA A aa, Z 

Fig. 2.7. 

Schema lui Crank-Nicolson dată în (2.46) este necondiţio- 
nat stabilă. 
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Această schemă implicită Crank-Nicolson poate fi 
utilizată numai dacă condiţiile limită sînt date pentru 
— 0 şi a = 1 împreună cu condiţiile iniţiale t =o0. 
În aceste condiţii soluţia poate fi calculată în orice 

punct al reţelei, interior domeniului 0 s 1 s1, 1>0. 

2.11. Stabilitatea schemelor implicite cu diferenţe 

Pentru a analiza schema cu diferențe (2.42), se va 
utiliza metoda lui von Neumann. În acest sens trebuie 
determinat factorul de ampliiicare (, înlocuindu-se în 
schema cu diferenţe Ui prin AlieitA: 

Atieiti» = (+ ze) AtIreitii __ ao Artei n, 

După simplificările corespunzățoare se obţine: 

1 = (1 + ac0)i — acte it 
sau 

_ 1 _ l _ 

(1 + ac) — acei 1 oe(l — ei?) 

— l — 

1-A ae(l — cosBh +i sinfBh) 

— i PI 

1 -—+ ae e» sina Ph +i2 sin PB Cos 2) 
2 2 

_ 1 

i ae: 2 sin 0 [sin Bh + LCO3 *) 
2 PI 2 

Dacă se calculează |(|, se vede că |£| <1 inditerent de 
parametrii rețelei, deci schema, este necondiţionat stabilă. 

Analiza stabilităţii schemei cu diferenţe Wendrofi 
dată în relaţiile (2. 51) se face similar. După înlocuirea 
lui Uj din (2.51) prin termenul sii se obţine 

Ati git(i+Db — ali ei Bin + C (Aqtle i (+) _ 

1 a «o 

— Ab gis) 
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sau după simpliticări 
| — ae Leib — pp eibh — ( 

Fag | h 
de unde | 

d Cai IL — 06 iei 

| -+- ae l-+ ae 

sau 

L — | + ae 

ALE cita 
| + «e 

Această schemă este stabilă cînd parametrii reţelei sînt 
aleşi astfel încît || sI. 

Stabilitatea schemei implicite Crank-Nicolson se ana- 
lizează cu ajutorul expresiei (2.55) prin înlocuirea terme- 
nului U! prin Aţi ei. 

Pentru această schemă după o serie de calcule factorul 
de amplificare $ rezultă din următoarea expresie : 

1 | 
[= 1 — a ae (6ith __ p-ith „Veit — Ce-i), 

de unde rezultă 

1 | PRI | 
1 — T ae (ei — ei) 1 — —- ac2isin Bh 

E = = 
l iBh Pi Ri . . 

1 -+ 7% (e — eh) 1 tm xodisin ph 

IE IE SERE 
| — — aesin Ph E — “a aosin i) 

_ 2 PN Ri 
Hi Ia - 1 | _ 

1 + II ac sin Bh IL +L T «262 sin? Bh 

1 
( 1 — pr botsin: pi — iaesin Bh 

1 + — a2€2 sin? Ph 
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Dacă se calculează modulul acestei expresii, se observă 
că 

1 | 1 _ 1/2 
(a + — a2c2 sin2Bh + — atcâ sint i) 

2 16 zi = - = 
1 | E a262 sin? Bh 

1 + A page sin? Bh 
4 | 

== - == 1, 

i 
1 + a ae? sin? Ph 

de unde rezultă că schema Crank-Nicolson este necondi- 
ționat stabilă. 

2.12. Cazul în eare c este e îuneţie de « 

Pentru această situaţie se alege o problemă cu valori 
iniţiale şi la limită : 

S-a om A 0 (2.56) 

pe domeniul 0 << -Lo, Ostisl, 

cu condiţia iniţială 

ua, 0) = (a), 0 
şi condiţia la limită, 

u(0,%)=0, O0sisl, (2.58) 

unde 0C> e(0)> B>0. 

În [9] se indică o schemă de aproximare cu patru 
noduri de reţea, obţinîndu-se formulele cu diferențe 

Up + Uji + apa (Uji — Ut) = Du, 
— 0; aja (Ui — Uj-a) | (2.59) 

U9=—f;; Uo=0; leN, je, 

A AN
 

= (2.57) 
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asociate problemei cu valori iniţiale şi la limită date prin 
(2.56) —(2.58). 

Pentru schema cu diferenţe dată în (2.59) s-a considerat 
pasul h = k. Această schemă este necondiționat stabilă 
[10]. 

E | 

m
.
 
m
a
.
 

J-7 J +7 = 

Fig. 2.8. 

De asemenea tot pentru problema dată în (2.56) se 
mai utilizează o schemă de forma următoare : 

Dirt — Uj1 +96; U1—0 [=—0,1,2,... 

U; = fi, U5=0; Î=1,2,...3 
(2.60) 

Aceasta este o schemă cu trei nivele. 

Modul de prezentare al algoritmului de calcul în 
nodurile reţelei pentru schema, (2.59) este dat în fig. 2.8. 

2.13. Cazul în eare c este o îuneţie de u 

Problema cazului neliniar implică apariţia unor pro- 
pleme noi pentru analiza stabilităţii sau convergenței. 
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Se va considera ecuaţia momentului din dinamica 

gazelor : 

0u 0u 
— hu — 0 2.61 
Ot 0a ( 

care este foarte des utilizată pentru scheme cu diferenţe 
asociate problemelor cu valori iniţiale şi la limită. 

Dacă ecuaţia (2.61) se scrie în forma conservativă, se 
obţine | 

[ao oz asl 120 (2.62) 

cu condiţia iniţială | 

u(r,0) =z, 0sasi, OoO—O(2.63) 
şi condiţia la limită a 

u(0,D=0, 130. (2.64) 
Problema definită prin (2.62) cu condiţiile (2.63) şi (2.64) 
are o soluție analitică de forma 

„% 
u (&, ) = . (2, t) = TEI 

Utilizînd o schemă cu patru noduri, (2.62) se poate scrie 
cu ajutorul diferenţelor sub forma: 

(2.65) 

Di — Dl + ID) 402 — (Ula)2] = 0 (2.66) 

? = j, Us = 0 

Algoritmul de calcul se desfăşoară secvențial ca în fig. 2.9. 
Richtmyer și Morton [9] au analizat aspectele stabilităţii 
acestui tip de problemă. 

Pentru a studia stabilitatea s-a considerat că o soluţie 
a ecuaţiei cu diferențe se poate serie sub forma 

U! — Alsin aj -L Bisin 7 + Clcos nj + D. (2.67) 
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înlocuind (2.67 y ) în (2.66) şi identiticînd, rezultă prin 
recurenţă : 

Ari — Ari = 2aB (0 _ D), 

DBI+i __ pi — du 4! (0 + D), (2.68) 

Qi — CI —0, 

jr J 

Fig. 2.9. 

A treia ecuaţie din (2.68) arată că C! ia numai două 
valori constante, să zicem P şi Q, adică 02 — P şi 02+1 —Q. 
Pentru a obţine o expresie numai în A, se combină 
primele două relaţii din (2.68), obţinindu-se o relaţie 
numai în A: | 

Ara — Ai 4 At2 = 40%P + D)(Q — D)0!. (2.69) 

Dacă (2.69) se amplifică cu A"!*2, se obţine o ecuaţie 
de gradul doi în variabila A2: 

44 — A2 +1 = 4o02(P + D)(Q — D)A2 

sau 

A — [1 — 42 (P+ D)(Q — D)M2 +1 =0. (2.70)0 
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Din (2.70) se vede că toate soluţiile sînt mărginite dacă 

— 4 < 402 (P + D)(Q — D) <1, 

altfel va exista o soluţie C! astfel încît |0'| creşte .expo- 
nenţial cu 1, adică cu î/k. Cu aceste observaţii condiţia 

_de stabilitate pentru selema (2.66) devine 

a[|D| + max (PI, IQ) <1. 71) 
O altă metodă de tratare numerică a problemelor neliniare 
este metoda liniarizării locale sau globale.



CAPITOLUL 3 

METODE CU DIFERENȚE PENTRU SISTEME 
DE ECUAȚII DE TIP HIPERBOLIC 
ȘI ECUAȚII DE TIP HIPERBOLIC 
DE ORDINUL AL DOILEA 

. Metode cu diferențe pentru sisteme de ecuaţii 
de tip hiperbolice 

Presupunem că unui sistem fizic i se poate asocia un 
sistem de ecuaţii cu derivate parţiale de forma 

0u du, 
— =0 , (3.1) 
91 Oz 

unde C este o matrice reală de ordinul n, iar u este un 
vector coloană cu n componente. Dacă problema este 
cu condiţii iniţiale, i se va asocia o schemă e arte cu 

la limită, se vor construi seheme implicite. 

Pentru început se consideră cazul cînd 0 are n valori 
proprii reale şi n vectori liniar independenţi. În acest caz 

sistemul (3.1) este hiperbolice (nu este necesar ca 0 să fie 
simetrică). 

Schemele cu diferenţe de tip explicit sau implicii 
construite în cap. 2 pentru o ecuaţie diferenţială în care 
ec era o constantă rămân valabile şi în cazul în care 0 este 
o matrice reală constantă. Schema Lax-Wendroff pentru 
sistemul (3.1) va avea aceeaşi formă cu cea pentru ecuaţia 
(2.21), adică 

ID | 100 Atv) reteta, va 
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sau după efectuarea calculelor corespunzătoare 

2 

10: =| 10 = 80 (Uh — Ul) + Lt, — 

— 201 + Ul_ .) | | (3.2) 

Schema cu diferenţe Wendroit în forma generală se 
prezintă astfel : 

1 | | 
| I + EI (I — a0)A, iti = | I + + 04, Ju 

sau după efectuarea calculelor corespunzătoare 

| TUI + ( — 20) (Tha — Vi) = 

—170! e: + a0) (Ul — Ul). (3.3) 

Sehema lui Crank-Nicolson pentru sistemul (3.1) în forma 
generală arată astiel : | 

[1 —paoat s.] Din | 1 + pr e0atv |U 
sau după oana calculelor corespunzătoare se obţine 

TUI — 4 00 (Uiti — Vi) = JIU! + 

1 
+ E a0 (Uiua — U!_.), Si (3.4) 

unde I este o matrice unitate de ordinul n, iar Uitt şi U? 
reprezintă valoarea componentelor vectorului U în punc- 
tele reţelei, notate cu A şi B în fig. 2.1. 

Dacă problema este cu valori iniţiale, se utilizează 
schemele explicite, iar o schemă de felul Lax-Wendroii 
poate furniza rezultate satisfăcătoare chiar dacă matricea 

„O are valori proprii şi pozitive şi negative. | 
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În cazul în care problema este cu valori iniţiale şi la 
limită, trebuie analizat riguros dacă este o problemă corect 
pusă, în sensul celor discutate în 2.1. În acest sens 
există trei cazuri ce trebuie luate în considerare : 

Cazul 1: matricea 0 negativ definită. Această 
situaţie corespunde cazului scalar cînd în ecuaţia (2.21) 
avem c€ > 0. Problema va îi corect pusă dacă, de exemplu, 
vectorul U este dat pe domeniul (0<z<o,t=0) şi 
pe (0 <1< o, 4 =0) şi este cerut în primul cadran 
0<s,t< oo. În acest caz rezultate satisfăcătoare oferă 
schema Wendrofi dată în (3.3.). 

Cazul 2: matricea 0 pozitiv definită. Aceasta cores- 
punde cazului scalar e < 0 din ecuaţia (2.21). Vectorul 
trebuie să fie dat pe domeniul — co < x s<0,t=—0 şi pe 
0<t<o, 4 =0, dacă soluţia este cerută în al doilea 
cadran —oco <r<O, 0<t<o. Pentru acest caz 
rezultate precise se pot obţine dacă se foloseşte schema 
Wendroff dată de relaţia (3.3), dar în locul diferenţelor 
la dreapta A să fie utilizate diferențele la stinga V. Cu 
aceste modificări (3.2) devine. 

| I — —u tao] Up = | 1 — Ur 20, UI. 

sau după efectuarea calculelor 

TUI -—u  a0) (Ti — Ji) = 

= VI Ur — 20) (U1— U7..). (3.5) 

Cazul 3: matricea O nici pozitiv nici negativ definită. 
Această situaţie nu are corespondent în cazul scalar. 

Presupunem că matricea C are p valori proprii nega- 
tive şi n — p pozitive. Problema este corect pusă pentru 
cazul considerat dacă vectorul u este considerat în dome- 
niul 0 < « < 1,t>0, unde p componente ale vectorului 4 
sînt date pe domeniul 0<1<o,z =0, şi n —p com-e 
ponente ale vectorului u sînt date pe domeniul 0O<i< 
< oo, 4 = şi vectorul w cu toate componentele sale 
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este cunoscut pe 0Oc<z<I, îi =—0. Pentru acest caz 
schema lui Crank-Nicolson (3.5) oieră o precizie cores- 
punzătoare. | 

Această schemă cere ca toate componentele vectorului 
u să fie date pe 2 —0 şi a =1, 0<t<o. 

Formula lui Crank-Nicolson boate fi utilizată dacă 
n — p componente ale vectorului. u sînt cunoscute pe 
d — 0 şi p componente pe a = Il. 

3.2. Stabilitatea schemelor cu diferenţe pentru sisteme 
de ecuaţii de tip hiperbolice 

Pentru analiza stabilităţii schemelor cu diferenţe ale 
sistemelor de ecuaţii cu derivate parţiale se va considera 
ecuația undelor scrisă sub forma 

0*u, 2 02u, 

9t Qa: 
= 0, 62 = const. (3.6) 

Presupunem că se dau condiţiile iniţiale 

du 
u (20) =, (2) (2 0) = (2), (3.7) 

precum şi condiţia de periodicitate 

uz =9(a+L5. (3.8) 

Dacă se consideră că w este un vector cu două componente 
v şi w, unde o = 0u/0t şi w = 0u|8x, atunci ecuaţia (3.6) 
se poate scrie sub forma, următoare : 

e =0, 00 (3.9) 

sau sub formă matriceală astfel: 

ILIE ee



Sistemul (3.10) se poate scrie sub forma (3.1), unde 0 este 

o matrice constantă reală de ordinul doi, iar u este un 

vector coloană cu două componente v şi w. 

Schema cu diferenţe Lax-Wendrofi pentru sistemul 

dat (3.10) este asemănătoare cu cea dată în (3.2) și arată 
astfel : 

+1 i 

=] W |; 10 Îi 

— ao] —a0 ||] + ao a0] - 
2 MW iza 2 MU li-a 

(3.11) 

Pentru a găsi matricea de amplificare a schemei cu dife- 
renţe (3.10) se înlocuieşte U! prin expresia UjG! ei?, 

unde. Ue este un vector constant iar G este matrice de 
amplificare. După înlocuire şi simplificările corespunză- 
toare se obţine expresia lui GQ: 

a 1 
G — [1 — a202] ao [1 — aOlei + | 

RI | 
pal + a0Je-ith 

sau | 

Q=I 202 3 a (ei6? — e-ifh) + 

Ni | 
DS E a202 (cian 4 e-i8h), 

înlocuind parantezele prin sin pp şi cos fBh, rezultă 
G— 1 — 0202 — 

iaC sin B+ a202 cosph 
sau 

G — T — 2 a2C2 sin2 Bb E | | 4 

Pi ia0 sinf Ph. (3.12) 
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Într-o manieră similară se găseşte matricea de amplificare 
G pentru schema cu diferențe Wendroit (3.3). Această 
matrice are următoarea expresie : 

a [remote ri — azot] x 

pad ( — a0tg2 ) +i(L + a0)tg su EA | 13 .] (3.13) 

Matricea de amplificare pentru schema cu diferenţe 
Crank-Nicolson (3.4) are următoarea expresie : 

1. , -1 1, , 
a =] 1 — pia sin pa] 1 izosineaţ 

Lei 

(3.14) 

Richtmyer şi Morton [9] prezintă o serie de metode 
privind analiza stabilităţii, arătînd că după von Neumann, 
condiţia necesară pentru stabilitate a schemelor cu dife- 
renţe prezentate în cap. 2 este ca 

max lui] SI, 5=—1,2,....h (3.15) 

unde yu; sînt valorile proprii ale matricei G. Condiţia (3.15) 
este satisfăcută pentru schema Lax-Wendrofi, dacă 

ef] SI, î=12pcccpnp (8.16) 

unde f; sînt valorile proprii ale matricei 0. Schemele 
implicite cu diferenţe Wendroii şi Crank-Nicolson sînt 
necondiţionat stabile fără a pune condiţii pentru «, care 
este raportul dintre parametrii k şi h ai reţelei. 

Condiţia (3.15) este suficientă, dacă 0 este simetrică, 
sau numai dacă C are valori proprii reale şi un sistem 
complet de vectori proprii. 
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Cînd matricea 0 este constantă, avind un sistem de 
valori proprii reale şi un sistem de vectori proprii liniar 
independenţi, lucru ce dealtfel defineşte şi hiperbolicitatea, 
sistemului (3.1), stabilitatea schemei Lax-Wendroii se 
poate analiza astiel : 

Matricea de amplificare G dată în (3.12) este o funcţie 
raţională de matricea 0 şi atunci vectorii proprii ai lui G 
sînt aceiaşi cu ai lui C. În [11] Varga, arată că aceşti 

pă vectori proprii sînt independenţi de y = fh şi de a = 

iar condiţia von Neumann este atit suficientă, cît şi 
necesară pentru stabilitate. 

Dacă A este o valoare proprie a lui C, atunci valoarea, 
proprie corespunzătoare lui G este 

P = 1 — idasiny — (Aa)? (1 — cos). 

Cînd > ia toate valorile de la 0 la 27, 6 descrie o elipsă 
în planul complex, şi din calcule rezultă că această elipsă 
se află în interiorul cercului unitate, dacă |A|a <L. 

Pentru realizarea stabilităţii această ultimă condiţie 
trebuie satisfăcută pentru orice valoare proprie A a lui 0. 
Se observă că elipsa are două puncte de contact cu cercul 
unitate în f = 1, adică ea are aceeaşi curbură în acel 

punct. Acest lucru semnifică o precizie de ordinul doi 
pentru schema cu diferenţe Lax-Wendroif şi că sistemul 
de ecuaţii cu diferenţe este nedisipativ, adică conservă 
amplitudinea fiecărei componerite Fourier a soluţiei pentru 
cazul în care C este o matrice constantă. 

„Dacă se calculează modulul lui 6, rezultă 

Bl =—1 — 4]a oz (1 — [a [2o2) sint = 

aşa .că schema cu diferenţe este disipativă de ordinuj 
patru în sensul lui Kreiss cînd 

0 < [ile <I. 
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în cazul în care funcţia % (d, î) este continuă, sistemul 
. 2 Li Li > Lă 7 Li . 

(3.9) se poate discretiza sub forma, unei seheme explicite : 

i k | pi — V; — = 0 (Wii — Wj.), 

pa Pia) (47) 

Această schemă este instabilă [9]. 

Presupunînd că o soluţie a fost calculată pe o linie a; 
reţelei deasupra liniei iniţiale, se poate schimba operatorul 
de discretizare în direcţia timpului, obţinîndu-se schema 

i 2 | 

(3.18) 
A7I-+1 I— 2k We — W= 2 (Viza — Via). 

Sehema lui Courant pentru sistemul (3.9) arată astiel + 

TI II k 
pp — Vi; i (Wii — Win) 

(3.19) 
+1 Uj k ; 
itia — Win = 0 (Vi — Vii, 

Această schemă este echivalență cu schema cu dife 
asociată ecuaţiei de ordinul doi (3.6): erențe 

_ 2 
Iri __ / 4 1 = U! 2U; +U; Ca (Viza — 201 +- Usa), (3.20) 

dacă se tace substituţia, | 

Vi = (0 — UP DIR şi Vip = e (01 — 0). (3.21) 
8 — c. 2543 
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Schema (3.19) a servit; ca prim model prin care Courant, 
Friedrichs şi Lewy a încercat să definească noţiunea de 
stabilitate în anul 1928. 

Matricea de amplificare G pentru schema (3.19) este 
de forma 

i| ize--sin Îi 

G = 8 Bh . (3.22) 

190% sin Ph 1 _ 26 * sin Ph 
h 2 | h 2 

Ecuaţia caracteristică a matricei G este de forma 

J2 — +2 — (20 -) inaf | +a = 0. (3.23) 

| 2 h, 
Din analiza ecuaţiei (3.23) se vede că daca( 2 cj) sine <4, 

atunci ambele rădăcini au valoare absolută egală cu 1, 
de unde rezultă condiţia von Neumann ca 

ek <a, 
h 

O condiţie suficientă pentru stabilitate a fost dată în [9]. 
Dacă %, şi v, sînt vectori proprii corespunzători valorilor 
proprii A, Şi da, s-a găsit că |det (9, 02)| este mărginit 
pentru orice f şi deci schema (3.19) este stabilă dacă 
ck|h < 1. Pentru ck/h = 1 schema (3.19) este instabilă. 
Dacă în (3.19) valorile lui Vi şi i. W; se înlocuiesc prin 
expresiile 

Ă 

V; = Vin r Vi), W; = Oa + Wii), (3.24)



atunci se obţine o altă schemă cu diferenţe sub forma 
h 

Vi ——Wl + Via) = ap (Win — Wa)» 

pp 0 7 : E 2 OR 
i ia tr Wa) = ETI e (Viu — Via). (3.25) 

o altă schemă cu diferenţe pentru (3.9) dată în [12] este 
următoarea : 

pd A 

Vi — V; = (Win 7 Wii), 

(3.26) 

Wii Wi = LII pi __ Vi+i), 
DIA 3 

care de asemenea, este o schemă explicită. 
Din [9] rezultă că. : 
— schema (3.17) este totdeauna instabilă ; 
— schema (3.18) este stabilă pentru ck/h < 1; 
— schema (3.19) este stabilă, dacă ck/h <1; 
— schema (3.26) este stabilă pentru ck/h < 2. 

Convergenţa schemelor cu diferențe este de obicei garan- 
tată, dacă domeniul determinat de schema cu diierenţe 
se găseşte complet în interiorul domeniului determinat de 
sistemul de ecuaţii diierenţiale. 

3.3. Sisteme de ecuaţii diferenţiale cu matricea 0 
variabilă 

Se vor considera trei cazuri mai importante. 
— Matricea O este funcţie numai de a. Pentru acest 

caz schema cu diferenţe Lax-Wendroft de ordinul doi 
de precizie se poate serie în felul [următor : 

Ur = [1 + —a0 (A, va) + 

+a (04,09, Co,03) | DI (3.27) 
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Schema cu diferențe Wendroit pentru acest caz se va 
prezenta astfel : 

[1 (rara, Jo = 

=] I ++ «0;sap) A. „|u: 3 (3.28) 

Schema cu diferenţe Crank-Nicolson pentru ordinul doi 
de precizie are forma | 

[zoo vo] = 
l : / =|Irpacrv O 629 

unde Z este o matrice unitate, iat 0; ap înseamnă că matri- 
cea 0 va îi calculată în a = (j + 1/2)h 

— Matricea O este funeţie de a și de t. “îi acest caz, [10] 
se indică următoarele scheme ce au ordinul doi de precizie : 

1* sehema cu diferenţe Lax-Wendroft :. 

Lit =| IT Le — —a0tnta, + Va) + 

pa 0 reta ei UI; (8.30) 
| Li 

2* sehema. cu diferenţe Wendroff : 

[+ ua = aottpa, o = 

si] Ik (+ ati, ui: (3.31) 
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3” schema cu diferenţe Crank-Nicolson : 

E | I+ =. i (0-a (A, +] U;, | (3.32) 

unde prin 07+12 se înţelege evaluarea matricei 0 în punctul 
(Îh, (+ 1/2)k) si prin Citi se înţelege evaluarea matricei 
O în punctul din reţea (( + 1/2), (+ 1/29), I fiind 
matricea unitate. 

— Matricea O este o funcţie de u. În acest caz sistemul 
este hiperbolice neliniar. Problemele referitoare la dinami- 
ca gazului într-o variabilă spaţială conduc la astfel de 
sisteme neliniare. 

Ecuațiile diferenţiale cu derivate parţiale ce modelează 
mişcarea gazului neglijînd viscozitatea sînt bazate pe 
conservarea masei (ecuaţii cantitative), conservarea mo- 
mentului (ecuaţiile de moment), conservarea energiei 
(ecuaţiile de energie) şi conduc la o formă conservaitivă. 
Aceste trei tipuri de ecuaţii î împreună cu condiţiile auxiliare 
determină, din punct de vedere matematic, starea, gazului. 
Curgerile gazului sînt adesea caracterizate prin disconti- 
nuităţi interne, adică pot apărea şocuri în timpul curgerii. 
Interacțiunea, şocurilor poate avea; ca efect apariţia unor 
discontinuități ce separă diverse regiuni ale aceluiaşi 
fluid în stări termodinamice diferite. 

În acest paragrai se vor prezenta o serie de elemente 
pentru meţiodele cu diferențe utilizate în calculul curgerii . 
continue. 

Ecuațiile care modelează, matematic mişcarea unui 
lichid (gaz) pot fi exprimate în diverse moduri, însă două 
metode se bucură de o mai mare utilizare: metoda lui 
Euler şi metoda, lui Lagrange. Aceste două metode sînt 
echivalente, dar au avantaje şi dezavantaje proprii. 

„Pentru o concretizare se va considera ecuaţia curgerii 
compresibile într-o dimensiune, scrisă în formă conserva- 
tivă. Pentru acest lucru se introduce următoarele mărimi : 

a, t — coordonatele punctului, 
p — masa pe unitate de volum, 
v — viteza în direcţia Oz, 
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m = po — momentul pe unitatea de volum, 
p — presiunea, 
 — raportul căldurilor specifice, 
e = 1/2p02 + p/(y — 1) — energia pe unitatea, de volum. 

Ecuația ce modelează fenomenul de conservare a masei 
energiei şi a momentului pe unitatea de volum este de 
forma | 

du _ 96) 9, (3.33) 
6], (GE 

unde u şi G(u) sînt doi vectori . 

(o — 7, N 

em, 1 mă 
- 9 _ XE 2 (pp) — 

u=| e |; Gu) = e 2 pe |- (8.34) 
l m 

iu —0r— et (0 —3)— 
L 2 o 

Dacă vectorul G (U) este vector coloană cu trei com- 
ponente 9; 92 92 atunci deoarece fiecare componentă 
este funcţie de u şi u are trei componente p, e şi m, care la 
rîndul lor sînt funcţii de a şi de î, putem scrie: 

99, 99, dp 09, de „ 99. îm În: ae Id ap SYa 
0 Op 02 e Oe Om 6. 

9 0g. 9 (6) (2) Oa — 09a 99 4 Oda de , Oda m (a 35) 
dz Op 0x de da Om 9a 

îs _ da de „ 0ga de , 0ga dm, 
da Op 0x de 0 Om 0 

Dacă (3.35) se serie sub formă matriceală, avem 

2 do da || 28| 
'Op de Om || 9» e 

9G(u,) _ 0ga 092 092 de == O (99293). duc U „du 

da | dp 0e Om Oa 9 (p,e,m) 9 0 

gs 0gs d9s. | | Om 
| Qp ce Om || 0 
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sau 

D000, (3.36) 
Oz 0a 

unde C(U) este jacobianul lui G în raport cu 4, iar 

-rem 1 mă 
a — + ———— PP — 1 ——— 

d 7, a a 2 (% ) o2 

şi 
1 12 

9, = — (rr — le rr — 3) 
2 e) 

Pentru G(u) dat în (3.34) jacobianul său 0(u) este 

O ţ) —] N 

em 3 (II) e 3 (77) (pp pp p[i 0(u)= za (Y > Y A Y „Ta (Y ) ea 

1 2 | m 
— Ap — 3) —r—D) (Y—3)— 
(2 5 

Din cele prezentate rezultă că sistemul (3.33) poate fi 
scris sub forma : 

0u | 0u 
— — 0(u)— —0, 3.37) 
9 (4) 9a i ( ) 

unde 0 este o matrice funcţie de vectorul w. 

Pentru tratarea numerică a sistemului (3.33) sau (3.37) 
se foloseşte dezvoltarea în serie Taylor a vectorului 4 în 
direcţia lui t, obţinîndu-se 

du V- - h2 (02u iti — ul d (2) + = (3) „(3.38 i 3], "ale Nu (3.38) 

Renunţind la termenii din dezvoltare superiori ordinului 
doi, (3.38) devine 

0u N 2 2Nl 
UI a Ul + (e) Pai 9 :) (3.39) 

Oi ]; 2 Ot2 j 
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dar 

du 96) — oa) Au (3.40) 
0 oa Oz 

Şi 

du _ 0 064) (= atu) 
NT -) 

însă din (3.36) şi (3.33) rezultă că 

0G(u) _ Gu 204) __ ca a > OU) e = AU) e = cet) 

Din aceste calcule se vede că derivata de ordinul doi în 
raport cu / din dezvoltarea (3.39) se poate exprima astfel : 

du — 0. ( ol) AG) ) (3.41) 
Ot2 Oa da 

Utilizind (3.40) şi (3.41), relaţia (3.29) devine 

141 ŢI da (u) Re 9G(u) | ii y: ra( e + : Îl, (ot > aa), (3.42) 

unde C(u) este jacobianul lui G(u) în raport cu u. 

Schema lui Lax-Wendroitf în forma conservaitivă 2.80- 
ciată lui (3.42) va îi 

DV! + Dalla ai.) + 

1 + a [Ola (Gu — 0) — Ola (G — 0-1 (3.43) 

unde pentru termenul din parantezele drepte în (3.42) 
au fost utilizate diferenţele centrate. 
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În dorința de a nu se face apel la alte puncte din 
domeniul reţelei decit nodurile propriu-zise se pot face 
înlocuirile 

durată tn aaa Lara 00 

Utilizînd (3.44) în (3. 43), se obţine schema Lax- Wendroit 
sub forma 

1 1l 
gi = U! ra a (Gia — 0.) + — a? co + 

1 | 
+ 0!) (05. —G) — EI (01 + 01.) (Qi a]; (3.45) 

Dacă se introduce notaţiile 

l A) = 00 + 0) (Ga — Gh, 

Aa == (0; +- Ci) (6 — Gi-.), (3.46) 

atunci (3.45) devine 
Ă | | 

Di = DI o a (Gafe (43 — Ala) (BAT 
4) 

Schema (3.47) are acelaşi ordin de precizie ca şi (3.43), 
unde au avut loc primele înlocuiri. 

Sehema, Lax- Wendroit dată în (3.47) a fost scrisă de 
Riechtmyer ca o schemă cu diferenţe în doi paşi sub torma 

1 l 
Uri = (Viza + Ul) + Ze (Gia —Gi_), 

0 La(Gli —.  (848) 
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În această schemă se calculează o valoare intermediară 
a vectorului u cu ajutorul primei relaţii sau în primul pas, 
iar valoarea finală îmbunătăţită a lui w calculată cu a 
doua relaţie în nodul rețelei (h, (1 + 1)k) se face folosind 
în calculul lui G valorile lui 4 calculate cu prima relaţie 
din (3.52). | 

Schema, lui Lax-Wendroii pentru sistemul (3.37) sau 
(3.33) în oricare din jormele ei este stabilă [9], dacă este 
îndeplinită relaţia 

la s< 1, (3.49) 

unde A este oricare din valorile proprii ale matricei C(u), 
iar a este parametrul reţelei, « = k/h. 

3.4. Sisteme de ecuaţii de tip hiperbolie de ordinul 
întii în plan 

Forma generală a unui astfel de sistem se poate pre- 
zenta astiel : 

, (3.50) 

unde JM şi N sînt două matrice simetrice reale, iar u este 
un vector coloană cun componente. 

Simetria lui M şi N este 
Pa: „ Suficientă pentru a garanta, că 
po / 7 sistemul dat în (3.50) este 

S hiperbolice. 

În fig. 3.1 este prezen- 
tată reţeaua folosită pentru 
schema Lax- Wendroff. Aceas- 
tă reţea este construită pe 
domeniul — o <x,y<+o, 
ti > 0 prin drepte paralele 
cu axele z,y şi î. 

Reţeaua în spaţiu are pa- 
rametrii : h pentru axa « şi 

y Și k pentru axa î. Un punct al reţelei dat de coordonatele 
(£, y, t) poate fi definit astfel: e =, y=nn, t=lk, 

unde j, n, | sînt numere întregi. 

Fig. 3.1. 
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În mod asemănător ca la sistemele hiperbolice cu o 
singură dimensiune spaţială sistemul (3.50) completat cu 
valorile iniţiale u = u (2,9) date-pe planul 0ay, t=0, 

poate conduce la o schemă explicită de discretizare. Schema, 
de discretizare larg utilizată [10] pentru astitel de sisteme 

este schema explicită Lax-Wendrott : 

Di = 7 + aaa top pata tv 
zi 

j | 1 A apa + axa | | + Ă 42 M2A,Na + 2 a2N2A,Ny + (8.51) 

+ = a2( MN + NAVA va) Uin 

U?, = Un pentru j=1,2,...,J,n=1,2,...,N. | 

Această, schemă permite calculul vectorului u în punctul 

P (h, nh, 1 + 1)k) al reţelei cu ajutorul valorilor vecto- 
rului, date prin condiţiile iniţiale în punctele A, B, C, 

D, E, F,G, H ȘI J, 

După o serie de calcule în (3.51) se obţine o expresie 
de forma 

Di = UI — 200 + NUI + a MI + a MU — 

îsn—l 

1 | 
= &MU — aM)U, Fa + aaa — 

Il 

— 3 ANUL — aN)Ul-aa RUN tr NID)-(Dla sa — 

— Uma — Ulma i U'_su-a)- (3.52) 
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Pentru studiul stabilităţii se calculează matricea de ampli- 
ficare G a schemei după algoritmul prezentat în 2.2: 

G = r-e bara — cosfh) + N2(1 — cosyh) + 

+ = (MN + NM)sinfh in +ia(MsinBh + Nsinyh) 

(3.53) 
unde f şi h sînt două numere arbitrare reale. 

Studiul stabilităţii sistemelor de ecuaţii cu derivate 
parţiale de tip hiperbolice este foarte greu chiar şi atunci 
cînd matricele M şi N sînt constante şi comutative faţă 
de operaţia de înmulţire. În acest caz schema Lax-Wen- 
drofi este stabilă [13], dacă este satisfăcută condiţia 

1 6: | A | Ar, | S aja” (3.54) 

unde 

mal = max [hab las (3.55) 
Ay fiind valorile proprii ale matricei M şi Aa ale matricei 
N: | 

IM — au] =0, IN — aa] =0. 

Acest rezultat este obţinut utilizind o condiţie de sufi- 
ciență a stabilității schemei cu diferenţe 

|G*â |<1 + o(k), (3.56) 

unde ||: || reprezintă norma în ÎL, şi G* este transpusa 
complex conjugată a lui G. Condiţia (3.56) este o condiţie 
necesară. Condiţia de stabilitate (3.54) este mai restrictivă 
faţă de cea a lui Courant-Friedrichs-Lewy 

& m Sl. (3.57) 
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Strange [14] şi Gourlay [15] arată ce modificări trebuie 
aduse schemei Lax-Wendroff asttel ea condiţia de stabi- 
litate să fie cea din (3.57). Stabilitatea poate ti îmbunătă- 
țită cu ajutorul schemelor implicite, dar asemenea scheme 
pentru una sau două variabile spaţiale conduc la un sistem 
de ecuații matriceale, care uneori este foarte greu de 
soluţionat practic. În continuare se vor prezenta două 
metode implicite necondiţionat stabile ce conduc la metode 
simple de rezolvare. 

Metoda Gourlay şi Mitehell în opt noduri ale reţelei 
conduce la schema 

si x 

1 (D= a, 1 + MA, [ut — 

= at aa, [rr pat aaa... cas) 

Această sehemă implicită este de ordinul doi de precizie 
(lucru ce se poate verifica cu ajutorul dezvoltării în serie 

Taylor). În fig. 32, 
dacă A (jh, nh, lk) şi [i 6 
E ((h, nh (O+k) - | 
sînt două puncte | 
ale reţelei, atunci | £ fi 
relaţia (3.58) implică 
opt puncte ale reţe- + 

lei A, E, 0, D, E, , Ş 

* then 7 Schema (3.58) se ? A 
poate utiliza şi în Ai 
formă explicită : Fig. 3.2. 

Uiiinra = Um t (EI — 0 MII + a M) (Usa — UiA)+ 

HIM Ia N Ioa N) (Usa UI) + 

+ (Ik a M) (Ura ma — UA). (3.59) 

Această problemă este coreet pusă, dacă matricele M Şi 
N sînt negativ definite. 
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Schema implicită (3.59) se poate scrie în două nivele 
după Douglas-Rachtord : 

[ ru — 294| Din =] + Lu + 

+ a304,| Ui 

[a —a3) (2 += — 220) Ja, Jo = 

= —2aND:+1+(I+aN) L + (taina, | Di 

sau după Peaceman-Rachiord 
Pi 

L a 

[+ ua —aNa|0i=[1+ La )A,] U: ) 
| | 

Ă 

1 + a3D4| Un | artama,] Dita 

| 48.60) 

iar în a treia variantă după Diakonov în forma, 

1 + 24| Dir: = [ ++ 

4 24, | [ + —u + DA, I 

1 + —u — aaa, | ii — Dita 

unde U'+*1 este o valoare intermediară. Dacă, 

(3.62) 

se elimină 

Ui+1 din relaţiile (3.60), (3.61) şi (3.62), se obţine rela- 
ţia (3.59). 

În cazul în care schema lui Crank-Nicolson se extinde 

de la sistemul hiperbolice cu o singură variabilă spaţială 
la sistemul hiperbolice cu două variabile spaţiale, se obţine 
schema Gourlay şi Mitchell cu optsprezece puncte. 
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Extensia schemei Crank- Nicolson la două dimensiuni 

spaţiale conduce la schema 

7 — — aN(A, + 9) E E 2 aM(Azt 8) iii = 

-[z+ = aN(A, + 2) [ + ja IA, v)] UI. (3.63) 
L 

Această schemă are ordinul doi de precizie şi solicită 
nouă puncte din reţea la fiecare nivel de timp Ik şi (1 + 1)k, 
în total 18 puncte ale reţelei. 

Schema, (3.63) poate îi scrisă ca o schemă în doi paşi 
sub forma Douglas-Rachford astfel : 

i — a M(A + 9) in — 

== aaz-rv) o 
| (3.64) 

E 2 09 2) tă — aia 

— E + 2 aM(A+- 2) U! 

Peaceman-Rachford : 

Sa 

LL 

= aa, tg) |: - 
= 7 + aM(A, + 9) | U! 

L 

Ip aMAet va] tin = 
L 

[ + aN(A, + 9]? + | 
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Diakonov : 

l Aa - 1 ] 
[2 ZT aN(A, 2) Ti — [ -- i aA(Ag+ 

| | 

+v)| [ + ZT aM(A-+ 9) | U! (8.66) 

[+ — 22304, + 2) Lia = pr 

unde U'+1 este o valoare intermediară. 

Dacă matricele M şi W sînt variabile şi depind de 
2, y, t, sehema Lax-Wendrott se poate scrie astfel : 

1 i 
Ti = 1 uă E) aia (Ata) + 2 Na (Ay Vp) 

A = 22 MAPA MAT, + MIA MHA2A_) + 

+ 2 A NTAPA Nita, NI NARA) -+ 

+ — (Mi N Ni" Me?) (AV) (A + 9)] Un 

(3.87) 

iar schemele cu diferenţe (3.58) şi (3.63) devin 

1 aa | „1 
E ru — 0 Mii Tm Ay ILI ru — 

— aN Io ma DAUNA = 

1 = ț1 + = (+ 2 Mă) II + 

+ a.NIV a 12)Â Un 
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respectiv 

- — 5 a A, Tr 9] r-;j —— a Mp A(A, Rai s]etii- 

-[1+, + a NARA, + 9) | I+ 2 a MARA, + 5) [e , 

Aceste scheme au toate ordinul doi de precizie. 

„ Metode eu diferenţe pentru ecuaţii de tip hiper- 
bolie de ordinul doi | 

Forma generală a unei ecuaţii cu derivate parţiale de 
ordinul doi este 

02u 024, 02u, 0u, 
q—— + 2b + e Ed —— + e— 4 = 

De oo 0 o Pai m, 
a (3. 68) 

unde coeficienţii a, b,c, ...,g sînt funcţii de variabile 
independente x şi i. Beuaţia este de tip hiperbolie, dacă 
b2 — ac>0. 

Cea mai simplă formă de ecuaţie hiperbolică de ordinul 
doi este ecuaţia undelor 

92 Q2, | 

Ah 9, (3.69) 
(1 02 

Soluţia analitică a ecuaţiei (3.69) este de forma 

u = F(a +0 +G(a—v, 

unde F' şi G sînt funcţii de clasă 02. 

Problema Cauchy cu valori iniţiale constă din ecuaţia 
(3.69) şi condiţiile iniţiale 

= (o), (a 0) =g(2),  —cvo<a<-t+o. 

(3.70) 

9 — c. 2543 | 129



Soluţia acestei probleme este de forma 

+ 

a-i 

| ua ne ++ fie — DRaă aa |; 

Metoda cea mai eficientă pentru tratarea numerică a 
ecuaţiilor de tip hiperbolice de ordinul doi în două variabile 
independente z şi î este [9] metoda caracteristicilor. Este 
necesar a se considera metoda diferenţelor finite pentru 
studiile ce pot da rezultate în rezolvarea ecuaţiilor cu 
derivate parţiale de ordinul doi în cazul a două sau trei 
dimensiuni spaţiale, unde metoda caracteristicilor nu mai 
este atit de satisfăcătoare. 

Schemă explicită cu. diferențe. Dacă se consideră pro- 
blema Cauchy (3.69) şi i (3. 70) cu o reţea, rectangulară de 
parametrii h şi k cu a = k/h, ecuaţia (3. 69) se poate scrie 
cu ajutorul operatorilor diferență astiel : 

2 (Up — UI Dr)— (Ola —20+ Vi =0 

sau în formă explicită 

UI = 201 — 0202 + (Ul FU UL (3.71) 
Pentru evaluarea erorii de trunchiere se consideră dez- 
voltarea în serie Taylor a lui (3.71) în punctul (3h, Lk) 
obținîndu-se următoarea expresie : 

ja ( Gu __ du 1 Gta, — Î Rp —1 
da Toata Pe Dot 

6 
F2h4( 2 —— 1) 0% 

0 06 
+ e. =0. (3.72) 

Ţinînd seamă de (3.69), din exprezia (3.72) se obţine 

pere | (ee —a ae 1 na) +. | (3.73) 
360 0w$ 

care este eroarea de trunchiere pentru schema considerată. 
Se poate observa că pentru Ph = k, adică « = 1 eroarea 
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de trunchiere tinde la zero, iar schema cu dilerențe (3.71) 
devine 

Dir — Ul, + UL. 1 — UI (3. 74) 

Schema (3.74) este o aproximare cu diferenţe exactă a 
ecuaţiei undelor. 

Pentru discretizarea, condiţiilor iniţiale (3.70) se con- 
sideră funcţiile f, g e 02, definite pe intervalul 0 <a Ss 
< 2Jh, unde J este un întreg. Atunci prima, relaţie din 
condiţiile iniţiale date în (3.70) se poate scrie în tormă 
discretă asttel : - 

U3 = fUh) = fii Î = 0, 1,2 ek, 2d. 

Presupuniînd că soluţia u (, i) este de clasă 02, se poate 
dezvolta » (, î) în seria Taylor în tuncţie de timp, obți- 
nînd 

0: = m a(2e) + (0) pn 209+ kg) + 
at 92 

1 a [024 m 555 
tt k 63) e = f(ih) + kg) A 

1 , 
aa 3 a fU(j +19) + FU — Dh) — 2fUh)). (3.75) 

Din (3.75) se vede că a doua condiţie iniţială din (3.70) 
se poate scrie în formă discretă astfel: 

| L i 
U; =], gi 2 fasa O Jia —2f Î>0 12 2. 

În acest caz schema, explicită cu diferențe ce permite 
caleulul soluţiei numerice pentru problema (3.69) —(3.70) 
arată asttel : 

U? = fn 

1 i 
U; =f, gt a Tr Jia — 2fi) (3.76) 

Up = 21 — 02) + (Uli + Ul) — Uri, 
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Î = 0,12, 27, ob 

iar calculul se desfăşoară ca în fig. 3.3. 

d | 

x 53 

â 

+ P 17 

A 
Pi 

- 
1-7 

| 
l=7 X | 

3 

1=9 * %k 3% je pe — y 

for ji 
2 

Fig. 3.3. 

Prima relaţie din (3.76) permite calculul nodurilor din 
domenii existente pe axa z, a doua relaţie permite calculul 
nodurilor la nivelul 1 = 1, iar a treia relaţie permite de- 
terminarea nodurilor din reţea, marcate cu x, dispuse 
sub forma unui triunghi isoscel cu baza 2Jh şi vîrtul în 
punctul P. Dacă « — 1, în locul celei de a treia ceuaţii 
date în (3.76) va fi ecuaţia dată în (3.74). 

Din cele prezentate anterior se vede că domeniul de - 
dependenţă al ecuaţiei cu diferenţe depinde de parametrul 
reţelei «. Datorită acestui fapt apar trei cazuri distinete : 
0<a<Il,a =] şi a >, care prezintă importanţă din 
punctul de vedere al stabilităţii schemei (3.76). 

În cazul 0 < a < 1 domeniul de dependenţă pentru 
ecuaţia cu diferenţe este inclus în domeniul ecuaţiei dite- 
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renţiale şi soluţia este unie determinată în “triunghiul 

QPR din fig. 3-4. 
Dacă u — 1, cele două domenii de dependenţă coincid, 

iar schema, (3. 76) are în locul relaţiei a treia relaţia. (3. 74). 

4 

/IIN 
/ | NJ | 

— Z A 2+7 

ȚAR | AAN, PIN 
„A Pa Na ÎN N ___. PNR —Al-7 

/ J INN 
Ao=l N 

CĂ pi R 

La = j-1 = ”j fer m 

Fig. 3.4. 

În cazul a > 1 domeniul de dependență pentru ecuaţia 
cu diferenţe conţine în interiorul său domeniul pentru 
ecuaţia diferenţială, iar schema, (3.76) va îurniza într-un 
anumit domeniu soluţii ce nu depind continuu de datele 
iniţiale, situaţie în care este greu de presupus ca rezul- 
tatele să fie corecte. 

3.6. Stabilitatea sehemei explieite eu diferenţe pentru 
ecuaţia de ordinul doi 

În cazul în care a>1 schema explicită cu diferenţe 
(3.76) va permite calculul unor soluţii într-un domeniu 
care nu aparţine domeniului de existenţă al soluţiei ana- 
litice u(z,t) a problemei (3.69), datorită acestui fapt 
problema convergenței şi stabilităţii schemei (3.76) se va 
analiza numai pentru parametrul reţelei |a| < 1. 
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Courant, Briedrichs şi Lewy au arătat că în cazul 
|a | << 1 soluţia schemei cu diferenţe (3.76) converge către. 
soluţia problemei (3.69) —(3.70),- cînd h şi k—0. 
"În cazul la] < 1 schema cu diferenţe converge dacă u 

are derivate de ordin superior. 

Un procedeu general ce permite punerea în evidență 
a acestui fenomen de convergenţă este următorul. 

Fie , 

diferenţa între sotia andlitioă: ui calculată în nodul 
(38, 1), şi soluţia numerică U! a schemei cu diferenţe în 
nodul ( Îh, Il). “Utilizând dezvoltarea, în serie Taylor, se 
determină, eroarea, de trunchiere pentru o serie de termeni, 
obţinîndu-se expresia cu diferenţe 

eşti — eşti A+ ad(ela-t eşua) + 2(1 — 00); + ol] + 
+ o[K2h2]. (3.77) 

Din prima relaţie a lui (3.70) și (3.76) se vede că soluția, 
numerică U coincide cu soluţia analitică u pe domeniul 
iniţial, deci 

9 = 0, j = 0,12, 1.27. (3.78) 
Considerind a doua relaţie din (3.70) şi (3.76), precum şi 
(3.78) şi făcînd diferenţa dintre soluţia analitică la primul 
nivel de timp l=kh şi soluţia numerică, la acelaşi nivel de 
timp, rezultă o eroare de forma 

ei =0(h5), Î = 0,12, 27. 

Pentru studiul stabilităţii, schemei cu diferențe (3.77) 
care permite calculul propagării erorii se va lua în consi- 
derare efectul unui singur termen de forma ei%, unde $ 
este un număr real. Efectul final al propagării este obţinut 
prin superpoziţii liniare ale unor astfel de erori în punctele 
pivotate. Erorile se propagă în timpul calculului conform 
relaţiei (3.77), care practic rezultă din (3.71) prin înlo- 
cuirea lui U? prin si. Erorile în cazul condiţiei inițiale 
(3.70) se pot serie | 

sp =— eibib, 
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Presupuniînd că se poate da o soluţie Fourier pentru ecuaţia 
(3.69) şi pentru schema cu diferenţe (3.71) cu ajutorul 
separării variabilelor, se poate scrie că 

el = ek. eiBiă, (3.79) 
Înlocuind (3.79) în (3.77) şi efectuînd calculele corespun- 
zătoare, se obţine o ecuaţie de gradul doi în e" de iorma, 

(e%b) — 2 (1 — aatsine Ser +1l=0, (3.80) 

care este toemai ecuaţia caracteristică ce permite calculul 
valorilor proprii pentru matricea de amplificare G, aso- 
ciată schemei cu diferenţe (3.71) serise sub forma, unui 
sistem cu diferenţe cu două nivele : 

IL __ 8 / a —— 4 
ph 2 m a2)UȚ + 02 (Ujua U4_.) — i (3.81) 

Dacă în schema (3.81) se face următoarele înlocuiri : 

Ul — eU!, Ui_, — — ei, 

unde f este real, atunci (3.81) devine 

Vii =2 ( — 2a?sin? fu —V! 
2 | (3.82) 

mn =! 
sau sub formă matriceală 

i __oina PR) pri — [a 2a25in .) | , 

| 1 0] 

a Bh | 
Me 2 2 — 

unde =] ]si e = [1 da Sin 2 1]. 

LA 1 () 

Dacă se notează eu A valorile proprii ale matricei de 
amplificare G, asociate sistemului cu diierențe (3.82), 
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atunci aceste valori proprii sînt date de următoarea 
ecuaţie : 

MR —2 (1 aotsin Pa +1 =0. (3.83) 

Se observă că ecuaţia (3.83) se obţine din (3.80) cu sub 
stituţia e** = A. Dacă se urmăreşte o evitare a creşterii 
exponenţiale a erorii cînd | —> oo, este necesar ca hp] <l 
pentru orice valoare a lui B. 

Dar acest lucru corespunde condiţiei de necesitate 
pentru stabilitate a lui von Neumann pentru un sistem 
cu diferențe cu două nivele, prezentat în cap. 2, care cere 

max || SI, î= 1,2. 
că 

Din. ecuaţia (3.83) se obţine 

12 
Ma = ÎL — 2orsine Pe + zosin E (osie a — 1) 

Tot din (3.83) se vede că Ap =. 
Din cele arătate se vede că apar două cazuri în discuţie : 

1 cesina < 1. Atunci 

| r 1/ 

Made = | — 2a*sin2 ie -Fi2osin a — w?sin2 *) 

În acest caz || =1, î=1, 2, pentru orice f, dacă 

a<1. 

2 Ph 2" ce sin > 1. Acest caz conduce la, lA|> 1 şi deci 

în această situaţie schema nu poate fi stabilă după von 
Neumann. 

O condiţie de suticienţă pentru stabilitatea acestei 
scheme a iost dată de Richtmeyer şi Morton [9] arătînă 
că pentru condiţia lui von Neumann presupusă satisfăcută 
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condiția de suticienţă pentru stabilitate este ca determi- 
nantul vectorilor proprii V, şi V. corespunzători valorilor 
proprii A Şi A să tie mărginit, adică, 

0 < det |V, Vl <K, 

unde K este o constantă pozitivă. 
Fiecare nod al reţelei date în fig. 3.4 are un domeniu 

de dependenţă. De exemplu, nodul (j7, (1 + 1)k) are un 
domeniu de dependenţă care ajunge pină la nivelul [ =0. 
Frontierele acestui domeniu sint caracteristicile ecu- 
ației e + t = jh j- (| 1)k. Aceste două caracteristici in- 
tersectează nivelul i = Osauaxa Oz în a, = jh — (+ 1)k 
Şi Za —]h + (+ 1)k. Din diferența celor două coor- 
donate se vede că intervalul de dependenţă al unui nod 
este ini şi are Hungimea 2 (+ Ik. 

3.7. Scheme implicite cu diterenţe pentru o ecuaţie 
de tip hiperbolie de ordinul doi 

Schemele implicite cu. diferenţe finite oferă [16] mari 
avantaje din punctul de vedere al stabilităţii. În scopul 
îmbunătăţirii condiţiilor de stabilitate este preferabil 
să se utilizeze scheme implicite. 

Se consideră problema cu valori iniţiale (3.69 j—(3. 7 0), 
la care se mai adaugă condiţiile la limită, 

u (0,1) ==0, u(1,0)=0. (3.84) 

Dacă avem o problemă cu condiţii iniţiale şi la limită, 
aceasta este problema vibraţiilor unei pare încastrate la 
ambele capete. 

Pentru această problemă se poate considera schema 
implicită cu diferenţe de forma 

Uji __ 2U! a Uri — 2 1 a [( Un —20; --( Uit1) iu 

(UI 2UF 4 li), (8.85) 
care este o schemă cu trei nivele de timp ce s-a obţinut 

. . 02u | 
prin aproximarea termenului “aa Prin diferențe centrate 

i 
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, E 297: i 

de ordinul doi în punctul (3, 1), iar termenul “a tost 
z 

aproximat printr-o medie a două aproximaţii cu dife- 
renţe centrate de ordinul doi, una centrată pe nodul 
(3,1 4+ 1) şi alta centrată pe nodul (j,1 — 1). Schema 
(3.85) se mai poate scrie sub forma 

— a2Ulit + 2 (1 + 2) Uli — miti =— 4U! + a2Uk1 — 

—2 (LL + a2Ur + UA. (3.86) 

Din (3.86) se vede dependenţa valorilor funcţiei din no- 
durile de la nivelul 1 + 1 de valorile funcţiei din nodurile 
de la nivelele [ şi 1—1. 

Dacă trebuie determinate J noduri ale reţelei, ecuaţia, 
(3.86) trebuie scrisă pentru fiecare j, unde j = 1,2, 

„J. Utilizînd şi condiţiile iniţiale şi la limită, discr: eti- 
zate, se poate afla, soluţia, problemei în. nodurile de la 
nivelele de timp 1=0 şi 1=—1, după care intră în 
funcţiune relaţia (3.86) care scrisă pentru j = 1,2 ...,J 
conduce la un sistem de ecuaţii de formă tridiagonală. 
Diagonala principală va conţine coeficienţii de forma 
2 (1 + 2), iar celelalte două, diagonale coeficienţii de iorma 
—a2. În acest fel matricea este diagonal dominantă și 
se poate calcula soluţia după o metodă iterativă. 

O altă schemă implicită -pentru problema (3.69), 
(3.70), (3.84) poate îi 

Uri —204 Di a2 (A[( UI —2U7r1 UE) (Uli — 
| (3.87) 

— 20ţ: + UE + (1 — 29 [Ul — 200 + Dal 
unde « = k/h, iar. A este un parametru de relaxare. 
Pentru A = 0 se obţine schema explicită (3.71), pentru 

A = se obţine schema implicită (3.85). 

Oricare din schemele prezentate pot fi folosite la 

şi la limită, 
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3.8. Stabilitatea . schemelor implicite cu diierenţe. pen- 
tru ecuaţia de ordinul doi 

Pentru analiza stabilităţii schemelor implicite se va 
proceda ca în capitolele precedente, utilizină metoda 
Fourier. Presupunem că soluţia, schemei cu diferenţe 
(3.87) se poate scrie pentru un nod sub forma 

D= eine, (3.88) 

unde a este un număr real arbitrar, iar b este un număr 
complex b=u-țiv, cu yu şi v parametrii ce trebuie de- 
terminați. | 

Înlocuind (3.88) în (3.87) şi făcînd calculele respective, 
se obţine 

gi. pitt — Deijagilb _L giiagi(l-Db — a23 [(eititDa piure — 

— Delia. git tb + git —Db) + (ei(i+ Da ei(l-1b __ Deiiagi(l-Lb + 

+ giti— Dagil- 28) ] + (1 _ 27) [ei tr Dogilb __ Deiiagilb + 

JL git agil], 
[i 

După împărţirea cu ei'seib rezultă 

gi — ave” — 2 [(e- ide — de-ib + e-ideib) SN 

(eidei? — 2etb + + e-i%e”:)] + (1 — 21) (ei — 2 —p ei). 

Ordonînd termenii şi dînd factorii comuni, se găseşte 

gi — 2-reb = a2 (ei — 2-09) [1 —22 +2 (et? + eb)] 

sau | | - 

2 cos b—2 — aî(2cosa — 2) [1 — 22 (1 — cosb)], 

sine b_— oesine 4 : — ine). 
2 2 2] 
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Această expresie pentru b poate fi pusă sub forma 

Sin2 — 
a 

— 023in2 —e 

1 — 4Asin? Lă 
2 

Dacă se adună numărătorul înmulțit cu 41 la numitor, 
se obţine | 

a2Sin2 A 

sin? Lă = 2 (3.89) 

1 + Anoesint 

de unde rezultă că b este real pentru orice a real dacă 

Şi 

oa, oa i 
4 Vi — 42 

Din cele de mai sus se vede că schema (3.87) este necondi- 

ționat stabilă, dacă 2 > e | 

Pentru A = - schema cu diferenţe (3.87) este stabilă 

pentru orice « >0 şi în acest caz schema (3.87) se poate 
scrie sub forma, 

4 PU | (0 — 2014 UFî) = (Ut — 204 — Ur + 

+ 2 (Uh 207 + Ui_a) + (URI — 201 + Uli) 
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sau altfel drdonată 

| 2 
a Q%, 

— (Di + o ra[ + e = 2 (5 + Us) — 
(3.90) 

—2 ( — a) ajut + Uz) —2 : +) 0] 2 ap2 3 

Metoda de calcul pentru schema dată în (3.90) necesită 
inversarea, unei matrice tridiagonale la fiecare pas pe axa 
timpului. În cazul în care schema din (3.87) este dezvoltată 
în serie Taylor termen cu termen în punctul (77, îk) se 
poate găsi eroarea de trunchere sub forma, 

l 0tu 1 | 
E = l-a (ee ace] = + 360 | cae — 1)— 

08 

Această eroare de trunchiere se reduce la eroarea de trun- 
chiere a schemei cu .diferențe explicite cînd 1 = 0. 

Consistenţa schemei cu diferenţe ce aproximează 
ecuaţia hiperbolică de ordinul doi are loc, dacă 

— 30102 (a2 +- 3) ou + A 

.—0 cînd h,k—9, 
2 

unde < este eroarea de trunchiere, iar 7 şi & sint parametrii 
reţelei. 

3.9. Seheme cu diferenţe pentru cazul neliniar 

Nu există o metodă generală pentru studiul stabilităţii 
schemelor cu diferenţe în cazul ecuaţiilor hiperbolice de 
ordinul doi neliniare. Cel mai bun lucru de tăcut în practică 
[17] este să se studieze o metodă de liniarizare, bazată pe 
mărginirea, funcţiei şi a derivatelor sale. Este necesar a 
se proceda astfel şi pentru a putea urmări efectul asupra 
soluţiei datorită unor schimbări ale coeficienţilor şi con- 
diţiilor auxiliare, sau chiar numai pentru construirea unui 
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algoritm de calcul. În practică, în foarte. A cazuri 
neliniare utilizarea unei scheme implicițe conduce la 
rezolvarea unui sistem de ecuații algebrice neliniare. 
În asemenea situaţii folosirea met todelor: cu diferenţe nu 
aduce mari avantaje faţă de metoda caracteristicilor. 
Există o serie de exemple [12], care arată că utilizarea 
metodelor implicite poate uneori conduce la sisteme de 
ecuaţii algebrice liniare. Analiza stabilităţii pentru o serie, 
de exemple particulare poate fi tăcută prin testări nume- 
rice. | 

Să considerăm un exeraplu de vibrații neliniare ale 
unei bare fixate la ambele capete. Modelul matematic 
asocia; acestui sistem fizie [18] este dat de ecuaţia undelor 

2 3/2 

1- B+ Bio) d 

ZI 27 7 Ra pr 02 

cu condiţiile iniţiale 

. du 
u (2, 0) — — 48 (1 — 2, o, SL (ap, 0)=0 (3.92) 

şi la. limită 

u(0, 7) =0, u(, D)=0. (8.93) 

O schemă cu diferenţe pentru. această ecuaţie poate îi 
obţinută prin discretizarea lui (3.91), utilizînd diferenţele 
centrate de « ordinul doi, iar r pentru derivata Uz diferenţele 
la dreapta. 

După cum s-a mai spus, metodele implicite nu conduce 
totdeauna la sisteme de ecuaţii algebrice neliniare. De o 
asemenea clasă de ecuaţii neliniare. s-a ocupat Ames [19], 
care a analizat trei modele şi rezultatele numerice le-a 
comparat cu rezultatele experimentale. 
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Cele trei modele sînt : 
— modelul Ziaiser : 

- 23 —1/2 

2 sara (2 ot? Ox 

— modelul Mote : 

Oa Ţ _ 020 0 _ 

Oa ) ou? i 

02u, 2V,|i+a E Ii a i 
oa + | (2)] 0«0t | 

+|pa-ac 3 (5)] ha 9Ţ — 

| 27-52 | 
sv, |—a( 2) ON page — 

+= ji 

Oz dz 0t 

21 —3/ 92 - 

— 021 — R2) ph (5) “=0; 
0% 02 

— modelul Hard Spring : 

92u 2 92u [= Lu ())]; 

(Li dz0i Gl 

Modelele prezentate sînt cazuri particulare de ecuaţii de 
ordinul doi neliniare, adimensionale, care sint denumite 
[1] clasa ecuaţiilor neliniare, dar evasiliniare în raport cu 
variabila î. Această, clasă se poate scrie sub forma generală 
astfel : | 

Pa du ui du 92u) 0u 
u, »— i, U z= 

(aa Ap ra (5 o) ai dt 

| | | “8 024 
a Latin, 3.94 _ ( j > W3 da. a): ( ) 
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În domeniul 0 < e < 1, t>0 se poate săsi/o soluţie a | 
ecuaţiei (3.94) cu ajutorul condiţiilor inițiale 

0,0) = 40), (0) = Bo) (3.95) | 

şi la limită Si | 

u (0,0) = Ca), ul, = Da). (3.96) 

Pentru această problemă generală se poate construi o 
schemă cu diferenţe, utilizînd aproximaţii cu diferenţe 
pentru ordinul doi de precizie atît pentru derivatele de 
ordinul întîi cât şi pentru cele de ordinul doi, toate aceste 
aproximaţii fiind centrate pe nodul reţelei (3%, 1k), iar 

024 . - PRR 
pentru 30, se va folosi următoarea aproximare 

024, Hi A 
ozâi = Ah (oi — Uz + Uji! + Viza ). 

Cu aceste aproximări condiţia (3.94) va conduce la un 
sistem de ecuaţii algebrice de forma 

a Uji A bi Uji 0; Uji = dp (8.97) 

unde coeficienţii 4;, b;, c; şi d; au următoarele expresii : 

| 1 gi | 
GQ = — i; b, = —— e — de i 4hk E) me + 2? j = 3 | 

d LI Să Ul — UI , fi Ui-ig! „2Vi— Ui-i 

i 3 4hk 9 2 

) 
Schema (3.97 ) este o schemă cu diferenţe ce apelează în 
calcul la nouă noduri ale reţelei, conducând la un sistem 
algebrice liniar implicit la fiecare nivel de timp, care se 

şi prin f! s-a notat 

fi = (i Ik, U;, du de 
! 024, 

Li 

Apă ; 02 

144



N 

3 
N 

N, 

poate rezolve prin explicitare pentru valorile din nodurile 
reţelei existehțe la nivelul de timp + 1. Algoritmul ce 
oferă o serie. de avantaje pentru astfel de probleme este 
algoritmul Thomas [20]. 

3.10. Scheme cu diferențe pentru ecuaţii de tip hiper- 
bolic de ordinul doi în plan 

O ecuaţie de tip hiperbolice omogenă de ordinul doi în 
două variabile spaţiale de forma 

3 2 2, | 92u | 2, i Zi 
[a od te ua pe du 
0t2 0a da0a da 91 da, + 

paru =o0 (3.98) 
da, 

poate fi transformată într-o ecuaţie diferenţială, care să 
conţină numai derivatele de ordinul doi. Coeficienţii 
ecuaţiei sînt funcţii de variabilele independente az, 
şi t, satistăcînd următoarele condiţii : 

4>0, e>0, ae — b2> 0. 

Ecuația undelor în forma cea mai simplă pentru două 
variabile spaţiale . are următoarea formă : 

0244, 024, 024, 

dt . 0 Gaz 

În cazul în care ecuaţiei date în (3.98) i se asociază condi- 
țiile iniţiale | 

| u (2 Za 0) = J (a, La), 

du | 
“a (e 83 0) = 9(2 0), — vo < Cu Da <-T 00; 

se obţine problema Cauchy. Domeniul de dependenţă al 
unui punct P de coordonate P (4, a; T) este un cerc: 

(2 — AX) + (22 — XS 
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din planul 4,02, care este baza unui con o cata în P 
Şi cu axa paralelă cu axa timpului. Acest c6n se numeşte 
con earăcteristie şi are acelaşi rol pe care-Vaveau caraete- 
risticile 4 —+- t = const pentru problema Cauchy unidi- 
mensională. 

Considerind parametrii pentru reţeaua Li = Îh, Da = 
= mh, t= lk, unde j, n, | sint numere întregi, ecua- 
Viei (3. 98) i se poate asocia o schemă cu diferențe de 
îorma 

l i LU! [i-l ll, 1 2U, 
“a! În — 2 îm bt în) — pa (Vita — 2 CUL sm) — 

= (Ul — 2Ui, + Uji) = 0. 

Această schemă cu diferenţe se poate pune sub forma 
explicită : 

Ut = 21 — 2 02)Uja + 02 (Ulm + Ucam kt Uma + 

| + Uja- 1) Ui, (3.99) 

Un = fin Un — Un — ku . 

Cu ultimele două relaţii se calculează soluţia în nodurile 
reţelei spaţiale pentru nivelul de timp î=0 şi t=k, 
după care se ia în considerare prima relaţie, care este o 
schemă cu trei nivele. 

Pentru a face o analiză privind stabilitatea schemei 
cu diferenţe asociate ecuaţiei (3. 98), soluţia se obţine prin 
metoda Fourier. Presupunem că soluţia schemei cu dife- 
renţe implicite este 

Ui = iile ei, (3.100) 

unde 0, e sint numere reale arbitrare şi A = u + iv este 
un număr complex ce urmează a fi determinat. Înlo- 
cuindu-se (3.100) în (3.99), se va obţine relaţia 

eiid ein? ei(ir-DA __ eiid pline gitt— DA —9 (1 __ 2u2)eii? ein? eilă + 

L-a (eiţi + gin? git + gili 0 ginel gilă + 6ii0 pi(nt Do a îl + 

X5 6iid cine gită ), 
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care cupă im piicar devine 

eh — eh = 2 (1 — 202) + a? (ed ap 6-i0 pie -p e-ie) 
sau 

2cosh = 2 (1 — 202) + 202 (cos0 + cose), 

deci | 

. pă (9) 

SIN2 — sina 0. gin2 —-— 3.101 2 =a| p îi 2 ). ( ) 

Din analiza lui (3.101) rezultă, : 

1 Dacă « > atunci se reţine o valoare reală pen- 

tru A și astfel v — 0, ceea ce conduce la o soluţie 
mărginită pentru ecuaţia cu diferențe (3.99) şi deci im- 
plicit la stabilitatea schemei (3.99). 

1 , 
20 Dacă a > Ja” se pot găsi valori pentru 0 şi e astfel 

încît valorile corespunzătoare A apar în formă de perechi 
conjugate. În acest caz rădăcina cu partea imaginară 

“negativă produce o valoare care creşte exponențial cînd 
n —> co şi deci schema este instabilă. O altă metodă de 
a îmbunătăţi stabilitatea este de a se asocia problemei 
(3.99) o schemă implicită. 

Exemplu. Se consideră ecuaţia undelor în plan 

u = 0 pe curba IL, 

U (ao as 0= f(x, 2) în D,- 

AL (a, a 0) = 0 în D, 
ot 

unde D este un sfert de cere z>40, y>[0, 2 --y2 < 1 dat în fig. 3-5. Intro- 

ducînd același pas h = — pentru ambele variabile spaţiale și k pentru. 

variabila £, rezultă Ul = u(jh, nh, Ik), 
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, Cu această notație, ecuaţiei diferenţiale i se poate atocia schema cu : 

diferenţe f 
Ș 

1 1 —_ îi U — A zi 

18 (Uşi ii 2Uj.n + UL) — TI (Ul. m — 2Uj n + U;_1m) — 

rr (Ulma E 20) p + Un) = 0 

pentru j> 0, n>0șij-L-n<N, 

! Ul n = 0 pentru j = 0, n =0, sau 

AI | i+i=N, 2 J 

Un = fin, 

; E Vin Un 0, 
Fig. 3.5. | k 

Această schemă cu diferenţe conduce la următoarea formulă recursivă, 

SI: 
„ 2k2 

care este stabilă [10], dacă 

p2 

Uji, = ŞI (Dian + U!_1n + Uma + Ul 4-1) + 

Această îormulă recursivă permite calculul lui U la nivelul 1 + 1, în funcţie 
de valorile lui U la nivelul 1 şi 1 — 1, deci este o schemă cu diferenţe cu 

trei nivele, deoarece implică trei nivele de timp. 

3.11. Metoda aproximaţiilor succesive 

Se consideră problema cu condiţii iniţiale 

2 92 | Sa 
du _ n — fie, thu = g(a,t) pentru — oo <r<+o, 1>0, 

u (2, 0) = 0, (a, 0) = 0, (3.102) 
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unde f (&, t) este o funcţie continuă de & şi 7. După ordonare 
se obţine ecuaţia diferenţială, 

924, 924, | , 
9 ai az = f(z + g(ztbu. (3.102 ) 

În urma introducerii notaţiei 

h (&, bb) =f(e, + g(z,bu 

se obţine problema cu condiţii iniţiale 

924 924, 
Da aa = h(, î) pentru t>0, (3.103) 

0u 
u (7, 0) = 0, (e 0)=0, 

4 cărei soluţie poate fi găsită sub forma 

Let x +(t—5) NR 

u (&, î) = | i h (&, i) dzdi 
2 10 Je-u-d 

sau 
i ae+it-t 

aa, = 20 [tra brat, bulă, baza 
2 Jo Ja-u-d | 

(3.104) 
Din această relaţie se vede că funcţia u (x, t) apare sub 
integrală. Această relaţie nu este o formulă ce permite 
determinarea soluţiei ecuaţiei (3.103), ci o ecuaţie integrală 
pentru funcţia u (z, î). 

Se poate arăta că numai o soluţie continuă a ecuaţiei 
integrale (3.104) este soluţie a problemei (3.102). Pentru 
rezolvarea ecuaţiei integrale (3.102) se alege o valoare 
iniţială Ug (&, t), se calculează a doua aproximaţie w, ca 
soluţie a problemei cu valori iniţiale (3.102) : 

îi — za = f(z + gazul), 

0u 
ua (7, 0) = 0, a (7, 0) =0, 
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adică | | 
1 pt eart-t) DR RI Ia E SIRE 

(50 =] | [fă î + g(ă, du, 1 dă di. 

Se consideră că u, este o aproximaţie mult mai bună decit 
ug pentru soluţia ecuaţiei (3.102) sau (3.104). Continuînd 
acest proces de îmbunătăţire a aproximaţiei w, se calcu- 
lează cu ajutorul lui u, valoarea, îmbunătăţită Ma Ca 80- 
luţie a problemei (3.102) : 

02u 024, 

e e fa) + ga dala, d) 
Gu 

UL) (&, 0) = 9, = (2, 0) = 0. 

Dacă se continuă acest proces, se poate obţine Haa ca 

soluţie a problemei cu valori inițiale: | 

92 “da, 92 Un a RD ata) ala) 

tinuta, 0) — 0 esa (2, 0) —0 

pentru n = 1, 2, 3, ... cu ajutorul formulei iterative 

1 z+(i—?) o o o o 

Uma (2 d) = [ ț If DA 9 Dun(ă, Dldă di. 
0 rr a—(t-t) i 

(3.105) 

Se pune problema, dacă valorile converg către 

soluţia u. În acest sens se consideră diferenţa 

Ep = Un — Nae 

Atunci 

Eau | 9. 
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Pentru un 1>0 se defineşte 

K, == Max Ig (4, d), K 
ST Ş SS 

== ma 
i er e. (&, DE 

Dacă se consideră relaţia (3.106) pentru n = 4 14 
= 4, rezulță, 

| As 1 ct ed _ 1 

pentru i < 7, iar pentru n = 2 rezultă 

= ȚA 
09 e—(t-—f) a 

na A ţ DL pa ia 1 

Continuîndu-se în acest fel, se vede că 

KE K 
lua(2, t) Ma a(h î)| — | e„(%, t)| E 2 [aa —1) 

| [2(n —1)]! 
pentru î < 7. (3.107) 

Astfel pentru orice m>n şi îi s 7 | 

| 0 (2, t) — Um (4, t)| = |Em + Ema ek En | < le, | + 

+ ema feet lesa < E SE Em ... En ESI a . m=1 1 a 2, (ar (3.108) 

[+] hz9 

Seria Şi CESE converge uniform pentru î < T către ch î. 
k=0 . , “ 

De aici rezultă că um — up —> 0 uniform în î. 

După criteriul lui Cauchy rezultă că şirul de aproximări 
Ul, ) converge uniform în z şi i (pentru i s 7) către o 
funcţie u (4, î). 

Unicitatea soluţiei rezultă din următoarele conside- 
raţii. Diferenţa a două soluţii consecutive ale lui (3.102) 
este 

EU '3) 

e (7, ) - | _g(, be (ă, î) dă di. 
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Derivata expresiei (3.107) conduce 13 inegalitatea 

lt, Pl mons] E e max |e 
em! 

pentru orice n. Dacă n— oo, atunci e-—>0. Pentru 
m —> % se obţine inegalitatea 

“|u(a, 8) — ua (3, | < 

co Key | — n] | 

— = Ka chi ha — = . 
2 2)! iN Pi = d ar 

Aceasta este limită pentru eroarea |u — al în tuneţie de 
maximul K al diferenței |u, — up]. Pentru ! fixat limita 
erorii tinde către zero mult mai repede decit n — oo. 

Exemplu. Se consideră problema 

<&, 

Su 92u 

0&2 x2 
— usin z = sin z pentru t> 0 

a (2,0) = 02 (2,0) =0 
at 

Se alege prima aproximație up == 0. Atunci 

1 pt part-t _ | 
Uz (4, 8 = | sinz dă di = sin z (i —cosî) 

0 7? NE z—(t—t) 

Astfel se obţine K, = max [sin x | = 1, Kp = maxjsin 2 — cost] = 2 
pentru orice î. Deci 

(2k) |! 

Pentru n — O 

n—l ok . 

ue, = antec a|ea - 3, IE | 

o 

u(x,î) S2chţ; 
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pentru n = 1 

„lu (x, î) — sin e (| — cos | g2(cht — 1). 

Se observă că peniru is Te se poate lua Ka = 1 — cos; atunci 

lu (x, 8 — sin (1 — cost)| < e e COS IN (ch i — 1) 

care este mult mai bună decit limita de mai sus pentru un î parti- 

cular. 
Dacă se doreşte o aproximaţie îmbunătăţită, se calculează 

ic cert) _ _ 

ad] | sin X (| — cost) dz dt = sin (1 — cost) + 

| 0 a—di-t 

a e IN | 1 
 — 2 — [| — + _cos2z| (1 — cos )-+ — cos 22 (1 — cos 21) 

4. 2 6 | - 24 

și se obține 

a (2,0 — a (001 <2| cn t-1— 2) 

pentru orice t, sau 

Pe) 
la (x, î) — uz (z,DIS( — cost) [| echt—1— —— |] peniru îs 

2 

Deci se observă că integralele sîni calculele pe triunghiul caracteristice 
OgIST-— IX-a.



CAPITOLUL 4 

METODA CARACTERISTICILOR 

Metoda caracteristicilor este utilizată pentru găsirea, 

soluţiei unice a sistemelor de ecuaţii cu derivate parţiale 

de tip hiperbolic. Această metodă va fi utilizată pentru 

rezolvarea numerică a unui sistem de două ecuaţii cvasi- 

liniare pentru două variabile dependente şi două indepen- 

dente. Pentru astfel de sistem există două direcţii denu- 

mite direcţii caracteristice. Aproximaţiile cu diferenţe 

finite pentru cele două ecuaţii cu derivate parțiale sint 

construite utilizind proprietăţile acestor direcţii caracte- 

ristice. În [26 — 30] se demonstrează o serie de teoreme 
şi se dau informaţii privind modul de utilizare a caracte- 

risticilor în metodele de calcul numeric. În [27] se arată 

că direcţiile caracteristice pot fi extinse la n ecuaţii evasi- 

liniare cu derivate parţiale în două variabile independente. 

Presupunînd că pentru aceste m ecuaţii există n direcţii 

caracteristice în fiecare punct, unele din ele putind chiar 

coincide, caleviul numeric se complică şi datorită acestui 

fapt [31] nici nu există multe probleme tratate prin metoda 

caraeteristicilor cu n > 2. În cazul n>2 [27] caraeteris- 

ticile sînt suprafeţe şi calculul devine laborios. Pentru a 

asigura, precizia soluţiei numerice se utilizează meto de 

cu diferenţe de ordinul întîi şi de ordinul doi. În cazul 
cînd numărul de ecuaţii diferenţiale cu derivate parțiale 

precum şi numărul variabilelor independente crește, etapele 

algoritmului de calcul rămîn în general aceleaşi, dar cal- 

culele ce urmează a fi efectuate sint foarte diticile. 
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4.1. Noţiunea de caracteristică 

Pentru a pune în evidenţă noţiunea de caracteristică, 
se va considera ecuaţia. de ordinul al doilea cvasiliniară 

02 024, 024, 
o a 0, = 0 4.1 ge te pay fapta (41) 

unde x, =, „4, sint tuncţii de 4, y, u, 0ujoa şi 
0u|0y, dar nu "depind de 924/9022, 92u|0y0a şi 02u/0y2, iar 
derivatele de ordinul al doilea ale funcției u care apar 
în ecuaţia (4.1) sînt numai la puterea întii. 

Se introduc următoarele notații : 

du du 024, 024 „ 024 
E PD 3 = q 3 3 Lă , a 3 

0 dy 0a2 9 0y Oy2 

(4.2) 

Se presupune că există o curbă I în planul Oy pe care 
mărimile u, p, q,r, s şi î satisfac ecuaţia (4.1). IT nu este 
curba pe care valorile Tui u, DP şi q sînt date iniţial. În acest 
caz diterenţialele funcţiilor «, p şi g în direcția, tangentei 
la T satisfac ecuaţiile - 

a . 

dp = dat 2 ay — ră + să, (4.3) 
Oa 0y | 

2 ag — d aa + AA ay — să +- tă. (4.4) 
Oa 9y 

Cu notaţiile din (4.2), ecuaţia (4.1) devine 

PF das tr op tr a, = 0, (4.5) 

Panta tangentei la curba T este dată de raportul dy/dz. 
Eliminind r şi t din (4.5) şi folosind expresiile (4.3) și 
(4.4), se obţine 

1. (dp — săy) + as + 3 (dq — sda) + x,= 0. (4.6) 
& dy 
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După efectuarea caleulelor în (4.6) şi ordonare, se obţine 
relaţia 

dy 2 dy 
s|a [——] — ap —— kr as |— | (42) 3 da | | 

dp ay dg dy 
—] Xa ———— —— Xa —— Oa —— 

(a da “aa 
) = 0, (4.7) 

Presupunem că se alege curba I astfel încît panta tangen- 
tei în fiecare punct al curbei I să fie una din rădăcinile 
ecuaţiei 

dy j - dy | | 
O | —— | — xp ——— a = 0. 4.8 (30) | ap | 4 (4.8) 

Prin această condiţie s este eliminat şi din (4.7) rezultă 
că în această direcţie avem relaţia 

dp d dg 
[e ie Ai AI aa ATA Ş ÎI 20. (49) 

dz da de dz Ă 

Din ecuaţia (4.8) se vede că în orice punct P(z,y) al 
domeniului de existenţă a soluţiei ecuaţiei (4.1) există 
două, direcţii date de rădăcinile ecuaţiei (4.8) ; de-a lungul 
acestor direcţii există o relaţie dată prin (4.9) între dife- 
renţialele totale dp şi dq. 

Direcţiile date de rădăcinile ecuaţiei (4.8) sint numite 
direcții, caracteristice. | 

Beuaţia (4.8). joacă un rol important în clasificarea 
ecuaţiei (4.1). Dacă discriminantul ecuaţiei (4.8) 

| >0, există două caracteristici distincte; 
(4.1) este de tip hiperbolice ; 

24 = 0, există o caracteristică; (4.1) este de 
da — Tg tip parabolic ; 

< 0, nu există nici o caracteristică; (4.1) 
este de tip eliptic. E 

l 
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Dacă ecuaţia (4.8) are două rădăcini reale și distincte de 
forma 

dy d Yy . 

= —— = 4.10 da +3 d T_> ( ) 

atunci prin fiecare punct P al domeniului soluţiei ecuaţiei 
hiperbolice de ordinul al doilea trec două caracteristici 
diferite . şi v_ 

O clasificare a ecuaţiei cu derivate parţiale, precum şi 
alegerea metodei de tratare numerică poate depinde de 
domeniul în care se cere găsirea soluţiei. 

Exemplu. Fie 

Su 02u 1 02u 
+ X = (z, „u, p; ). (4.11) 

9ax2 9x0y + 4 Oy2 aL Ad, PA 
y 

Direcţiile caracteristice pentru ecuaţia (4.11) sînt date de ecuaţia 

1 
ym — am ha =0. 

Diseriminantul 22 — y se reprezintă gratie (fig. 4.1) prin parabola C, care 
împarte planul în două domenii D, şi Da. În domeniul D, ecuaţia (4.11) 
este de tip hiperbolic, în domeniul D, este eliptică, iar pe curba C ecuația 

este de tip parabolic. Această ana- 
liză este utilă, deoarece dacă se yd p 

cere soluția ecuaţiei (4.11) în do- 

meniul D,, se aleg metodele nume- 
rice pentru ecuaţiile eliptice, iar 
dacă se cere soluția lui (4.11) în 
domeniul D,, trebuie tratată cu 
metodele numerice pentru  ecu- 

aţiile hiperbolice. 

Relaţia (4.9) între dp 
şi dq de-a lungul rădăci- 
nilor ecuației (4.8) sejva 
utiliza pentru rezolvarea 
numerică a ecuaţiei diferenţiale (4.1) printr-o serie de 
integrări succesive. În cazul undelor în forma cea mai 
simplă cele două caracteristici sint 

ma 10, mart =0, (4.12) 

date în fig. 4.2. 

Fig. 4.1. 
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Dacă se consideră punctul P (2, to) şi cele două caracte- 
Tistici + şi m_ care trec prin acest punet, se observă că 
cele două caracteristici taie axa 0 în două puncte A şi 

B. Segmentul AB este denumit interval de dependență 
al punetului P. Dacă se consideră un punet Aaa 0) pe 

z4 | 
ză /, 

P [z, Za BD) /// ///; // /, 

AN (4007 
1 7. 
/ | 

A. B_ 
0 | /nferval de | 2 | 

dependență | _ 

| „d Alz0] z 

Fig. 4.2. Fig. 4.3. 

axa Ox (o. fig. 4.3) şi se duc cele două caracterisţiei 
prin A, atunci domeniul cuprins între cele două carac- 
teristici m şi p_ se numeşte domeniul de influenţă al 
punctului A. Conceptele de domeniu de dependenţă (sau 
interval de dependenţă) şi domeniul de influență şi 
caracteristici sînt noţiuni fundamentale pentru ecuăţiile 
cu derivate parţiale hiperbolice. 

Dacă se consideră un sistem de două ecuaţii evasili- 
niare 

Ag Fr oil - ata | ady =] (4.13) | 
Bata + Batty + Baba + Baby = 9 

apar o serie de probleme în ceea ce priveşte determinarea 
unei soluţii unice care satistace condiţii iniţiale şi la limită. 

În cazul în care w şi v sînt derivabile şi continue şi 
sint date pe o curbă C care nu este caracteristică, dar 
funcţia ce determină curba este derivabilă şi continuă, 
atunci [31—32)] sistemul (4.13) are o soluţie unică în 
regiunea APB mărginită de curba inițială O şi caracteris- 
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ţicile 7. şi m deasupra şi dedesubtul curbei 0 (v. fig. 
4.4). Dacă u şi v sînt derivabile şi continue pe o curbă 
0 necaracteristică şi sint date pe AB şi pe caracteristica, 
„ care trece prin B, în acest caz în domeniul ABPQ se 

Fig. 4.4. 

poate determina [28—29] o soluţie unică (v. fig. 4.5). Dacă, 
u şi o sînt cunoscute de-a lungul arcelor AB şi BO de pe 
caracteristici, atunci în domeniul A BOP se poate determina 
o soluţie unică (v. fig. 4.0). 

Sol? [re 
unică 

Fig. 4.5. Fig. 4.6. 

Aceste afirmaţii rămîn valabile numai dacă în dome- 
niul considerat nu apar interferenţe ale condiţiilor la 
limită sau perturbații. În general pot apărea o serie de 
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condiţii la limită neprevăzute, cum ar fi undele de şoc 
sau discontinuități în domeniul soluţiei. Astfel de 
discontinuități se pot propaga după anumite legi şi repre- 
zintă frontierele între care ecuaţia diferenţială poate îi 
rezolvată. În general acestea sînt necunoscute dinainte 
şi trebuie să fie determinate prin calcule simultane cu 
calculul soluţiei continue. 

Pentru a ilustra problema discontinuităţilor se va 
considera ecuaţia diterenţială de ordinul întîi sub forma, 
generală, 

a E pp Mee (4.14) 

Caracteristicile pentru ecuaţia cvasiliniară (4.14) sînt 
determinate de d/a = dy/b. De-a lungul caracteristicilor 
are loc relaţia dz/a = duje. 

În particular dacă a=b=c= 1, ecuaţia (4.14) 
devine 

— Pi = 1 (4.15) 

Caracteristicile sint date de ecuaţia dz = dy sau y = 
= ae, iar de-a lungul caracteristicilor există relaţia 

ăi 

2 
Mi

e 

z/ 48 

Fig. 4.7. 

du = dz sau Ut oa = 02 — 0, unde ca şi & 
sînt constante. Considerind că pentru problema (4. 15) 
se dau datele iniţiale 

i (i, 0) = up 1= 1,2, ...,%, 
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unde f este cunoscut pentru y = 0 şi 0 <a, < 1, atunci 
valoarea lui 4 pentru y > 0 se obţine prin integrare de-a 
lungul caracteristicii trasate prin punctul 4; pe segmentul 
iniţial. În acest caz u(z, y) din soluţia pe caracteristică 
este 

u(%, Y) = (0) +y, (4.16) 

unde y = x — să, pentru orice &,; e [0, 1|. Soluţia pentru 
(4.15) este unică [31| în domeniul mărginit de caracteris- 
tiea ce trece prin 4 = 0 şi are panta 1 şi caracteristica ce 
trece prin punciul & = 1 şi are panta 1. 

În general, dacă curba iniţială pe care sînt date condi- 
țiile iniţiale este 9) caracteristică, atunci pentru o alegere 
neadecvată a datelor inițiale se poate întîmpla să nu 
existe o soluţie, dar indiferent, de alegerea datelor iniţiale 
soluţia oricum nu este unică. Pentru a pune în evidenţă 
modul cum se propagă valorile iniţiale discontinue în 
domeniu, se va considera din nou ecuaţia (4.15), dar de 
această dată, se presupune că datele iniţiale pe axa 0% 
sînt definite astiel : 

Ș [po 0<a <a 
| (4.17) 
g(o), a<r<l. | 

Se presupune că f (2) Z g(2,) astfel că u are două valori 
în punctul a. Din (4.17) se vede că această valoare dublă 
pentru u va exista de-a lungul caracteristicii y = 4 — 
— 4. Valoarea din stinga va îi determinată de f(2) şi 
valoarea din dreapta de g (2). Dacă există o discontinuitate 
în datele iniţiale, aceasta va fi propagată în domeniul de 
integrare. 

Exemplu. Pentru y = 0 se dă condiţia iniţială pe domeniul [0, 1]: 
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Ă __ 0u 0u 
Soluţia ecuaţiei — + — = 1 este 

3 2 ma, la stinga caracteristici |trypey=t LX; la. S erist 

1 
= d —.—. 

y 2 

u (2, y) = z — 3x; + 1pey = a — «, la dreapta caracteristicii 

E 
În cazul în care există o curbă necaracteristică pe care 

sînt definite condiţiile iniţiale cu discontinuități în punctele 
unde reţeaua de caracteristici intersectează curba, atunci 
aceste discontinuități se propagă de-a lungul întregii 
reţele de car acteristici. Din exemplul prezentat se vede 
cum curbele caracteristice apar ca frontiere naturale 
pentru determinarea acelor porţiuni din domeniul soluţiei, 
ce. sînt influențate de condiţiile limită. Propagarea discon- 
tinuităţilor şi segmentarea domeniului soluţiei cu ajutorul 
caracteristicilor conduce la anumite restricţii privind 
metodele cu diferenţe finite. Datorită acestor fapte se 
impune o mare atenţie î în a, ne asigura, că modelele discrete 
ale sistemelor continue reflectă toate aceste elemente. 

Noţiunea de caracteristică este esenţială pentru meto- 
dele numerice ale sistemelor hiperbolice, fiind un procedeu 
numeric natural în două variabile independente. Raţiona- 
mentul de bază al acestui procedeu constă în faptul că 
prin o alegere adecvaţă a unui sistem de coordonate, 
sistemul original de ecuaţii hiperbolice de ordinul întîi 

„poate fi înlocuit prinţr-un sistem exprimat în coordonate 
„caracteristice, care este un sistem natural în sensul că în 
funcţie de aceste coordonate operaţia de diferenţiere este 
mult mai simplificată. 

Se consideră sistemul hiperbolice evasiliniar 
, | 

Ş, Taiui + bji ui -L- d, = 0, Î = 1, 2, . o... Wa (4.18) 

i=l 

de n ecuaţii cu n funcţii necunoscute ui, = 1,2, n 
unde coeficienţii di b,; şi d; sînt funcţii de. d, ţ şi Ub, 
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Dacă coeficienţii nu depind de ui, sistemul (4.18) este liniar. 
Folosind relaţiile 

A = [agil B= li, D=, Uli, (419) 
unde A şi B sînt matrice de ordinul n, iar D şi U sint 
vectori coloană, cu (4.19) sistemul (4. 18) devine 

AU,+BU,+D=0. (4.20) 

Ecuaţiei (4.20) i se pot face o serie de transtormări liniare 

V= PU, (4.21) 

unde det Pz0, P= [pu], iar pis pot îi funcţii de «; 
t şi de ui, dar nu de derivatele lui i. O astfel de trans- 
formare are expresia 

d = Di, ÎL (4.22) 
î=1 

Cu această transformare (4.20) ia o. nouă formă şi noul 
sistem care se obţine este similar cu sistemul original în 
sensul că orice soluţie a noului sistem este soluţie şi a 
sistemului original. 'Transformarea liniară a lui (4. 20) 

PAU,; + PBU, + PD = 0 (4.23) 

este utilizată pentru găsirea unei forme canonice. Pentru 
acest lucru se presupune că are loc relaţia 

PA = EPB, (4.24) 
unde E este o matrice diagonală 

e, 0... 0) 

0 (3 . 
pol. (4.25) 

0 () e, 

Atunci (4.23) devine 

EPBU, + PBU, + PD=0. (4.26) 
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Notind 

PB — 4* = [a;il, PD = D* — [dj], (4.27) 

ecuaţia. (4.26) devine 

o BDARU, AU, + D* =0. (4.28) 

Ecuația a k-a din sistemul (4.28) are forma, 

>) aşi (ext + uf) + di = 0. (4.29) 

Considerînd vectorul unitate ai + Bi din planul z0t, ob- 
ţinem 

% 
e, = — = cote 0. 
B 

Cu această expresie pentru e, se poate calcula 

| , 1 | 

Di D= Dr D= tai + ip) = 

aL 1 Utcos + Utsin 6), 
p 

care, abstracţie făcînd de $, este derivata după o direcţie, 
definită de vectorul «i + Bi. În scest caz orice ecuaţie a 
sistemului transformat (4.28) conţine diferenţială într-o 
singură direcţie. 

Determinarea matricei diagonale E se poate face din 
relaţia de definire a ei (4.24) care scrisă sub forma unui 
sistem echivalent arată astfel: 

VL 

Piru = Ş, eiPisbri  î = Li 2 e. Ha 
k=l k=l 

sau 

Ş, (Ari — ;bri) Dir = 0, (4.30) 

k=1 

care este un sistem omogen de n ecuaţii cun necunoscute 
Piw k = 1,2, ...,n. Acest sistem de ecuaţii algebrice, 
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în care A şi B sînt funcții de %, î şi u, are o soluţie banală 
dacă şi numai dacă 

det(4 —6B)=0. (4.31) 

În acest caz se aleg n rădăcini pentru &, j = 1,2, .B 
şi se determină elementele matricei P din (4. 30). "Pentru 
ca cele prezentate mai sus să aibă sens se presupune că 
det B z 0, det PzZ 0 şi det A* = det PB 7 0. Ecuația 
(4.28) se numeşte forma normală a sistemului. Direcţia 
pi + Pr pentru care 6; — %,/Pu, se numeşte directia 
caracieristică k. Feuaţiile diferenţiale 

de 
cote 0, — ——e 4.32 9 Ur d k ( ) 

sînt numite caracteristieile sistemului. În. general, direcţiile 
caracteristice nu sînt cunoscute pînă cînd soluţia, problemei 
nu este obţinută. În cazul unui sistem de două, ecuaţii 
conceptul de caracteristici poate îi utilizat la transformarea 
sistemului dat într-o formă mult mai simplă, care constă, 
din patru ecuaţii şi se numeşte şistem canonic, care oferă 
o serie de avantaje procesului de calcul. Pentru un sis- 
tem de două ecuaţii se construieşte sistemul canonice avînd 
caracteristicile. sub forma a două familii de curbe de un 
parametru, care pot fi considerate uneori că fiind coordo-. 
natele naturale, nu neapărat ortogonale. Prin fiecare 
punct trece cîte o curbă din fiecare familie. Cele două 
curbe au direcţii diferite, deoarece e; sint de obicei 
funeţii atât de variabile dependente cît şi cele indepen- 
dente.. Aceste curbe carâcteristice pot fi utilizate că 
noi axe de coordonate pentru noul sistem : 

a=a(a, 8), t=tla,b). (4.33) 

În cazul i în care se identifică « a cu familia e, Și B cu familia, 
€, astfel ca. 

dz Î 3 
Wa = dp e == Eta, Ig = Cale, 
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atunci eu + ui pentru j = Î 2 devin | 

a fomae poe a) pl, A [9% __ 

ru ri = oa ti e Loz9a | 9 da 
% 

Ut i . Ă Ei 

| ie | | 

Pentru un sistem de două ecuaţii diferenţiale ecuația 

(4.28) se poate scrie sub torma echivalentă 

azi (exul + ul) + az (exuz + ui) + di =0, 

Mai (egul + ul) + za (exua + ui) + da =0, 

care devine 

exui, + ui = 

asul + aizuă + dit, = 0, (4.34) 

aa Ug + aiotig + da = 0. 

Ecuațiile date în (4.34) împreună cu 

Za == e1las dp = Cala - (4.35) 

formează cele patru ecuaţii canonice ale sistemului dat şi 
depind de variabilele ul, 42, z şi î. Aceste ecuaţii canonice 
pot fi construite din sistemul original fără a fi necesară 
rezolvarea acestuia. Sistemul de ecuaţii canonice are 
proprietatea că fiecare ecuaţie conţine derivatele varia- 
bilelor numai într-o singură direcţie. Aceste direcţii coincid 
cu direcţiile de coordonate, în plus sistemul canonice nu 
conţine variabilele independente « şi 6 în mod explicit. 

Orice soluţie a sistemului canonic caracteristice [31] 
satistfaee sistemul original şi reciproc. Dacă cele două 
ecuaţii diierenţiale ale sistemului original sînt liniare, 
atunci e, şi e. sînt funcţii cunoscute de z şi î şi ecuaţiile 
(4.35) nu trebuie cuplate cu (4.34), deoarece (4.35) deter- 
mină două familii de curbe caracteristice independente 
de soluţie. Dacă di = d; = 0 şi ceilalţi coeficienţi depind 
numai de ui şi u?, situaţie similară cu cazul liniar, atunci 
e, Și €2 sint funcţii de ui și 4? şi ecuaţiile (4.34) sînt inde- 
pendente de z şi t şi pot fi rezolvate separat. În cazul în 
care di 4 da z 0 dar depind de ut şi u2, cele prezentate 
anterior rămîn valabile. 
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4.2. Prezentarea metodei caracteristicilor pentru un 
sistem de două ecuaţii cevasiliniare 

Să considerăm un sistem de două ecuaţii cvasiliniare 
cu derivate parţiale pentru cazul a două variabile inde- 
pendente &,y şi două variabile dependente f și g, scris 
sub forma 

E, E aafa + dau FC dada + a9y + a = 0, (4.36) 

Ba = Bala + Bau + Baga + Pau + Bs = 0, (4.37) 

unde &;, f,; pentru î = 1,2, 3, 4,5 sînt funcţii cunoscute, 
care depind de z, y,f. 9, fi fa Ja Iv. Presupunem că func- 
țiile a; și B, sînt de clasă CE și condiţia, 

a a da da (4.38) 

nu este satisfăcută în nici un punet din domeniul consi- 
derat. Condiţia (4.38) pune în evidenţă faptul că ecuaţiile 
(4.36) şi (4.37) sînt liniar independente. 

Se consideră o combinație liniară a lui £, şi E, de 
forma 

E = E 1 + af = (aaa AF Aa) fa + (Aaaa + Bf, + 

F (Aaa + dafa)gr + (a, —- AaBa)du + (Aud A abs). 

| | (4.39) 

Din presupunerea, că f (2,9) si gi, y) sînt analitice 
rezultă următoarele expresii : 

af = di ada oi i păua dy = sa de 97 ây. (4.40) 
Oy 

Dacă (4.39) se iuli cu da, atunci 

E de = (Aa + aBa) fade + (Ata + 22Ba) fade + 

+ (da + d2B3) Jad -- (Ata t Aafa) Jul +- (dag + 

daf) da. | (441) 
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Din (4.40) se pot explicita următorii termeni : 

fade = Af — fly, god = Ag — guy. (4.42) 
Înlocuind expresiile (4.42) în (4.41), rezultă 

Fdz= Out AB) (Af — fa) + (aa 2263) (d9 — gudy)+ 

+ (Aa - Aaf2) ful —+ (Aa + AaBa) guda +- 

-F (Os + dafs)da 

sau după ordonare | | 

Hda = (Aa, + 22B.)df + (Aaa + AaBa)dg + 

(Ag F XaBs)de + (aa + dBoda — (4.43) 
— (aa 2 Ba) fut La dB) dr — (as + A2fB3)dy yu. 

Din analiza expresiilor din parantezele drepte se vede că 
pentru o alegere adecvată a lui 1, şi 1, are loc relaţia 

| de _ Ada tr of Mat dofBs 

dy Ma + ha data + daBa 

Atunci (4.43) devine 

Bd = (a + daBa)df + (Aaa + 2oBa)dg + 

+ (As + A2fs)dr, (4.45) 

de unde rezultă că derivatele iuncţiilor g şi f sint luate în 
aceeaşi direcţie dy/d&, care se numeşte direcţie caracte- 
ristică. Se ştie că dacă y — y (2) este ecuaţia unei curbe, 
atunci dy/dz este panta tangentei în orice punct al acestei 
curbe. Din (4.44) se poate obţine 

A B„dy — 2da — Pady — Bade. 
A Ol — Cal Oa — ada 

(4.44) 

(4.46) 

Dacă se consideră ecuaţia formată din ultimele două 
rapoarte ale lui (4.46), rezultă | 

(63 — daf) (dy) — 2 (Pa — af) dydae. + 

(aa -— aa) (de) = 0. (4.47) 
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Introducînd notaţiile 

A = Pa — dafas B — aia — aa 
a (4.48) 

O — Mala — Cao 

(4.47) devine 

A (dy)? — 2Bdyda + 0 (da) = 0. (4.49) 
Această ecuaţie are două rădăcini reale şi distincte cînd 

| B2 — A4A0>0. 
Dacă, se notează | 

= 9, (4.50) 
de 

ecuaţia (4.49) devine 

| Am — 2B) + 0=0 (4.51) 

şi are două soluţii reale şi distincte n, şi p-. Deti în fiecare 
punct M e 9, unde O este domeniul de existenţă al solu- 
ției, există două direcţii caracteristice care trec prin acest 
punct : 

dy _ dy = = 4.52 E da 1 dp (4.52) 

Coeticienţii A, B şi O sînt funcţii de «, şi f,, care la rîndul 
lor sînt funcţii de f, g, 4, y, deci n. şi n- vor fi funcţii de 
YI, 9, adică | 

d | d = nf) = n-(mwf9) (458) 
dz | de 

În momentul în care o soluţie f(z, y) şi g(z, y) a sistemului 
(4.36) şi (4.37) este cunoscută, (4. 53) devine un sistem de 
două ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul înţii, cu va- 
riabile separabile, care delinese două familii de curbe cu 
un parametru care se numesc [33] caracteristici, 0, şi 
C_ în planul Oy. Aceste două familii formează în domeniul 
soluţiei o reţea de coordonate curbilinii. 

Dacă «; şi 6, sînt funcţii numai de z şi y, atunci A,B 
şi O sînt funcţii numai de z şi y şi v_ Și n. vorfi tot funcţii 
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numai de 2 şiy. În acest caz particular, determinarea 
curbelor caracteristice nu mai impune cunoaşterea prea- 
labilă a unei soluţii f(z,y), g(z,y) a sistemului (4.36) şi 
(4.37), Lucru ce simplifică foarte mult problema, şi calculele. 
Înlocuindu-se n, şi m-în expresia (4.46), rezultă două 

A 
ecuaţii pentru raportul — de forma 

. 2 

pei = Ban — Ba A A a Ban — Ba , (4.54) 

ha XM — da ha XT)- — Xa | 

Folosind (4.54) pentru eliminarea lui 1, și 2 din (4.45), 
rezultă 

PAf + (An —0)dg + (En, — H)da =0, 
| | | (4.55) 

FA -HAn-—0) dg + (En-— de = 0, | 
unde 

PF = cafe — Paz GG aha — Baa, 

HK = daf5 — B.& H = afis — Baa 

A = ou Ba — Bros. 

Astiel, se obţin paru ecuaţii caracteristice de-a lungul 
curbelor CO, şi 0_ ca a 

dy—mdez0 | (4.57) 
PA, —Găg (En, — Ida 0 | de-a lungul lui 0,, 

(4.56) 

(4.58) 

dy — n-dz = 0 (4.39) 
i AfrtAn-—6) dg+ (E, 1020 de-a lungul lui 0_. 

(4.60) 

Sistemul de ecuaţii (4. 57 )= (4. 60) prezintă un mare 
avantaj prin faptul că fiecare ecuaţie conţine numai 
diferenţiale totale ale tuturor variabilelor.- Orice soluţie a 
sistemului original (4.36) şi (4. 37) satisiace sistemul 
(4.57)—(4.60) şi reciproc [8]. 
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43. Aproximaţii eu diferenţe finite 

În scopul determinării unei soluţii a sistemului (4.57)- 
— (4.60) se vor folosi o serie de metode cu diferenţe finite. 
Fie un punct Pe 9, unde O este domeniul de existenţă 
al soluţiei pentru problema considerată. Punctul P se 
află la intersecţia celor două caracteristici n, şi n- repre- 
zentate de curbele 0, 
şi 0_. Curba 0_ este Yi 
caracteristica ce trece 
prin B, iar 0, este ca- 
racteristica ce trece prin 
A (v. fig. 4.8). Presupu- 
nînd că punctele A(z4, 

Ya Îa 94) şi B(&p Ya 

fs; 9s) sint cunoscute, 
urmează a se determina 

punctul P(p, yp, fe, 9p)- D 
În cazul utilizării unei 
aproximaţii liniare de 
ordinul întîi de precizie, sistemul caracteristic (4.57)— 
—(4.60) devine | 

*p
 

Fig. 4.8. 

Yp — Ya — (ma (p — Fa) = 0, (4.61) 

Pate — fa) + (An — Ga (9e — 94) + | 
+ (Ea — Ba (ap — aa) =0, (4.62) 

Y p — Ya — (m )a(2p— 28) =0, (4.63) 

Fe(Jp — fa) + (An — Ga (9p — 98) + | 

+ (Ku — Hp(9p — 83) =0. (4.64) 

Sistemul (4.61)—(4.64) este un sistem caracteristic scris cu 
ajutorul diferenţelor, unde funcţiile ş,, n-F, G, K, H,A 
sint iuneţii de z, y, f şi g, evaluate în punctele A şi B, deci 
sînt cunoscute. Pentru determinarea punctului P la inter- 
secţia celor două caracteristici care trece prin A şi B se 
poate vedea că p şi yp rezultă din rezolvarea sistemului 
format de (4.61) şi (4.63). Valorile zp şi yp obţinute se 
introduc în (4.62) şi (4.64), care formează un sistem cu 
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două necunoscute fi; şi gp ce determină în mod unic punctul 

_P. În cazul în care se utilizează aproximaţiile de ordinul 
doi de precizie sistemul caracteristic (4.57 j—(4. 64). devine 

e — va ne + (naltze =) = 0, (4.65) 

(Pet Poet Un Ger(An, Gara 

+a (Ea, — Br + (Ene — Dal (ep — aa) — 0, (4-66) 

ur — n = no) (a-)pltae — 20) = 0, (4-63) 

3 (Pet Ph fef- 4-0) (Ano Glar-a-+ 

+ = Un — Fo + (En — EDolae — 07) =0, (4-68) 

sistem care nu mai este liniar în necunoscutele %p, Ye, fo, ge, 
dacă 4, 7, F,G. K,H, A sînt dependente de z,y,f, g. 
Pentru determinarea, soluţiei numerice sînt necesare o 
serie de metode iterative [32, 34, 36, 37]. Presupunînd că 
se utilizează o reţea de caracteristici ŞI + Şi N_ depind 
numai de « şi y, ecuaţiile (4.01)—(4. 63), (4. 65) Şi (4.67) 
se pot integra, imediat şi reţeaua de caracteristici poate fi 
determinată înainte de a se calcula f şi g. În [37] se dă o 
metodă ce utilizează intervale specizicate în direcţia lui 
y şi are loc o raportare a valorilor lui f şi g de la începutul 
intervalului cu cele de la sfirșitul intervalului. 

4.4. Reţele de caracteristici 

Considerind reţeaua din fig. 4.9, pentru fiecare pereche 
de puncte A şi B situatepe reţeaua de caracteristici, 
sistemele (4.61)—(4.64) şi (4.65)—(4.68) reprezintă ecuaţii 
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pentru patru necunoscute >, Vp, fe; gp. Dacă se utilizează 
sistemul (4.61)—(4.64), se obţine un sistem de valori 
pentru %p, Vp, fe, gp. În cazul cînd se consideră sistemul 
(4.65)—(4.68) şi soluţia se obţine prin iterații, soluţiile 
sistemului (4.61)—(4.64) se utilizează ca valori de start. 
Sistemul (4.65)—(4.68) va avea ca soluţie valorile zp, yp, 

Z 

Fig. 4.9. 

Î», dp, care reprezintă coordonatele punctului P din reţea 
şi funcţiile f» şi gp calculate în punctul P. 

Utilizarea reţelelor de caracteristici conduce la destă- 
şurarea calculelor după următorul algoritm. Fie o curbă 
T din planul «Oy, unde în fiecare punct al curbei sînt 
cunoscute mărimile 2,9, f,g, pentru punctele P,, i = 
— 1,2, ..., 7 (vw. fig. 4.10). Dacă se ia sistemul de ecuaţii 
(4.61)—(4.64) sau (4.65)—(4.68) cu 2,y,f, g date pentru 
punctele P,, atunci mărimile z, y, f, g- se pot calcula în 
punctele de la nivelul următor 9, i = 1,2, ..., 6, după 
ce se poate trece la un nou pas, determinîndu-se 

Ya Pi Ya, =— 3 (n-)e, + (_)as] (a, a 20.) (4.71) 
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(a d- Pa) (Ja — Jo) + ia 

2 a — Pak (An — Paal(da — 0) + 

(4.72) 

Fig. 4.10. 

Sistemul format din ecuaţiile (4.69) şi (4.70) reprezintă, 
două relaţii independente cu patru variabile z,y,f,g; 
acelaşi lucru se poate spune despre sistemul format din 
ecuaţiile (4.71) şi (4.72). Datorită acestui îapt apare în 
mod evident necesitatea găsirii a două relaţii care împre- 
ună cu (4.69)—(4.70), respectiv (4.71)—(4.72) să poată 
determina în mod unic z, y, f, g pentru nodurile Ry, T..,... 
ce aparțin curbei frontieră T,. Aceste două ecuaţii pot 
fi ecuaţia curbei I, 

z=u) (4.73) 
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i iuncţia 

| f = e (2) (4.73) 

sauTaltă combinaţie de forma 

=> 0(2), 9=v(y). (4.74) 

Presupunind că se dau ecuaţiile (4.74), algoritmul de 
calcul pentru determinarea nodului R, se va desfăşura 
astfel (v. fig. 4.11): 

1 Ecuația (4.69) devine v(a,) —y0,— (m_e, (a, — %a)=0 
cu soluţia da. 

2” Ordonata ya, se poate calcula din ecuaţia ya, = 
— 9(4a,), cu abscisa da, determinată la 1. 

3* Variabila dependentă ga, se poate calcula din ecu- 
aţia ga, = V (ya), unde ya, este cea determinată la 2". 

gi 

Fig. 411, 

4* Ecuația (4.70) depinde de o singură necunoscută fa. 
"În urma acestor patru etape de calcul s-a obţinut 

estimaţia iniţială pentru mărimile z, y, f, g ale punctului 
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Re T,, care poate fi utilizată într-un calcul iterativ e 

ezuaţiile (4.71) și (4.72) : 

i 

D (ru) — gas n des Hr) (zf — za) = 0, 

pb — o (2),  găi = 7 40) 

1 FE PO) [a . — (Fo + — fa) = 

Da i , 7 
= — 3 [(Am_ — 0) + (An_ — Go fit — fo)l— 

— Ea — Eat (Un — ID? — co); 

k + 1 indicînd ordinul de iteraţie. 

4.5. Metoda earaeteristieilor în cazul unei reţele rec- 
tangulare cu specificarea intervalelor de timp 

Presupunem că f şi g sînt funcţii cunoscute de zla nivelul 
! sau prin condiţiile iniţiale, sau ca rezultate ale unui calcul 
precedent. Se cere determinarea lor la nivelul 1 +1 în 
direcţia axei y (v. fig. 4.12). Se consideră o reţea de para- 
metrii h, k şi « = k/h. Fie P un nod al reţelei la nivelul 
I+ 1, iar A, B, 0 trei noduri adiacente la nivelul . Ca- 
racteristicile %. şi n_, reprezentate prin curbele 0, şi 0_ 
care trec prin nodul Pe 0, intersectează nivelul 1 în 
punctele hi şi S. Se pune problema determinării nodului 
P, adică 4p, Yp, fe, gpcu ajutorul nodurilor A, B, C cunos- 
cute la nivelul [. Deoarece P este un nod al reţelei, coor- 
donatele lui p şi yp sînt cunoscute. Pentru determinarea 
mărimilor fe şi gp utilizînd metoda caracteristicilor este 
necesar să se cunoască R (xp, Yan, În; 9n) şi S (5, Ys, Îs; ds). 
Mărimile ya şi ys sînt cunoscute, deoarece R şi S aparţin 
nivelului ] ai reţelei rectangulare construite pe domeniul 

176



A i 

| 

, - , Ă i i siut date 
| existenţă al soluţiei O, iar mărimile za Ws SI 
de sistemul de ecuaţii 

Vp — Va — (mu )e (Ep — Pa) (4.75) 

Vp —Ys = (m_)e (2p — Ls). (4.76) 

9) II —— 
z, C, 

17 G — 

Ss 

, ala le VIB 

dl 
. A 

Ei pap 

| j ft? jr? z 
Fig. 4.12. 

În ecuaţiile folosite pentru determinarea lui We ȘI ds S-a 
presupus că pasul & în direcţia y este suficient de mic, 

astfel încît porţiunea de caracteristică cuprinsă între dovă 

nivele ] şi ] + 1 este considerată a fi un segment de dreaptă 

cu panta (mo pentru PE şi (m. pentru PS. 
Pentru determinarea valorilor fn, ga, fs, gs se utilizează 

un procedeu de interpolare liniară care ţine seamă de 
faptul că punctul necunoscut R se află între două noduri 
cunoscute A şi O ale reţelei de la nivelul 1, analog pentru 
S, obţinindu-se ecuaţiile următoare : 

fn = fo ÎL — (made + faa (măi, (4.77) 
Ja = Jo ÎL — (m)ăta) + ga (moi, (4.78) 

177 
12 — ce 2543



fs = fo UL — (nota) + fue (nai (4.19) 
9s = go LL — (m_)sta] + ga (n. pă (£.80) 

unde « = h|k este parametrul reţelei. 
Rezumînd modul de determinare a celor două puncte 

R şi $, se poate spune că: 
Ca este determinat de ecuaţia (4.75) ; 
Ya este determinat de faptul că R aparţine nivelului | 

al reţelei rectangulare ; 
În este determinat de ecuaţia (4.77); 
Ja este determinat de ecuaţia (4.78); 
ds este determinat de ecuaţia (4.76); 
Ys este determinat de faptul că S aparţine nivelului | 

al reţelei rectangulare ; 

fs este determinat de ecuaţia (4.79); 
gs este determinat de ecuaţia (4.80). 
În urma, algoritmului prezentat se vede că punctele 

R (a Ym În In) Și S (Ze Vs Îs: Is) sint cunoscute şi acum 
este posibilă determinarea, nodului reţelei P ce aparţine 
nivelului ] + 1. Valorile & psi yp sînt cunoscute prin faptul 
că P este un nod al reţelei de parametrii A, k şi «. Valorile 
Jr» şi gp se pot acum obţine cu ajutorul următorului sistem : 

Fe (fe — fa) + (An — Se (Ie — 9a) + 

F(Ena — Ap — a) =0, (4.81) 

Ye (f> — Îs) + (Am_ i G), (ge 9s) + 

(Eno — A (de — 25) =0. (4.82) 
Algoritmul de calcul (4.7 5)—(4.82) pentru determinarea 

nodului P al reţelei este un algoritm de ordinul întîi 
de precizie. În cazul în care se cere o precizie de ordin 
superior mărimile 22, Es, fas fs» Is grdeterminate cu ajutorul 
algoritmului (4.75)—(4.82) vor servi ea valori iniţiale 
pentru algoritmul cu o precizie de ordinul superior dat 
prin următoarele ecuaţii : 

Vp — Va = nb + (mă P] (ap — ab), (4.83) 

Ye — Ys = In- JP + (ms ”] (ap — a). (4.84) 
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| 

Aaa (4.83) şi (4.84) dau abscisele punctelor R şi 8 
după k-+1 iterații. Pentru determinarea mărimilor. fa; 
n» Îs» 9s se foloseşte o metodă de interpolare de ordinul al 
doilea sub forma următoare : | | 

FE = fe — (fa — fa) (00 — ao) + În (fat 2 2 
+ fa — 2fe) (00 — ao), (4.55) 
1 1 9 > ge — (a — alai — 20) + a (dat 
+ 9n — 290) (aP — ao), (4-86) 

Sa i] 1 ÎS = Je Ca d) (at — 20) + a at 
+ fn — 2fo) (af — ao), (4.87) 

| 1 d gt = go + ET (94 — 9n) (aPb — 20) + PT (ga + 

98 — 290) (aPrb — o). (4.88) 
Relaţiile (4.85)—(4.88). permit calculul mărimilor fE*D, 
g5E*, fE*9, gb după un număr de iterații, oferind un grad 
de precizie mult mai bun. Coordonatele zp şi yp sînt cunos- 
cute cu ajutorul parametrilor reţelei, deci urmează deter- 
minarea valorilor fE*P şi gE+b cu ajutorul ecuaţiilor 

A (pro + PP) (fâ+D — ft) + A Hm, — GP 

2 2 

+ (Ana — 00%] (gr — ggto) 2 Dea; — Bo + 

+ (En — EDP (ap — af*0) = 0, (4.89) 
A (PE + Pb) (fă _ +») + Aa. — Gero 4 

+ (4m_ — G)P] (gt — g*»)]j + LI(a- — me + 

| + (En — B)P] (ap — at) =0. (4.90) 
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Algoritmul (4.83)—(4.90) permite determinarea unui nod. 
P al unei reţele rectangulare utilizind metoda caracteris- 
tieilor şi oferind un grad de precizie Superior. În fig. 4.13 
dacă se cunosc nodurile PP, î=1, „A, ale reţelei la 

/ 

si S, j 
| | 

„i a 0, 0, la, 

, Al 2] 85| | 8 FI 4 

Fig. 4.13, 

nivelul 7, nodurile Q, 5 = 1,...,.N —2, pot fi determi- 
nate la nivelul [+ 1. Cu ajutorul acestora se determină 
nodurile f&,; pentru Î = Lya. N—4 de la nivelul [+ 2 
ete. Mărimile f. g în aceste. noduri pot fi calculate cu 
ecuaţiile (4.75)—(4.82), dacă se utilizează aproximaţiile 
de ordinul întîi, sau cu ecuâţiile (4.83)—(4.90) cînd se 
utilizează o aproximaţie de ordin superior şi în acest 
caz mărimile furnizate de (4.75)—(4.82) sint considerate 
valori de start pentru ecuaţiile iterative (4.83)—(4.90). 
Dacă mărimile f şi g pentru nodurile reţelei de la nivelul 
3 în direcţia z sînt cunoscute, se pot determina punctele 
din reţea marcate eu cerculeţe în îig. 4. 13, folosind acelaşi 
procedeu ca mai sus. | 
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4.6.. Determinarea nodurilor de pe îrontieră 

Se consideră o reţea rectangulară de parametrii h, 
f, a şi curba frontieră [ de ecuaţie cunoscută y = u(2). 
Pe T se cunoaşte f = o(2) sau g = Y(y), unde f, oşi V 
sînt funcţii cunoscute (v. fig. 4.14). Se presupune că 

i 

(= 
[să , 
IEN 

|. 

C A ] 
ZI A ZA VI 

I-7 

J pri 

j-i 

Eta : — > 

Fig. 4.14. 

valorile Lui f şi g în A, N, 0, B, adică punctele de la nivelul ! 
sînt cunoscute și se pune problema determinării punctului 
Miu Vu fa» m) care se află la nivelul 1 +1 şi pe curba TI. 
Pentru prezentarea algoritmului de calcul se ţine seama 
de faptul că sînt date 

y=u0, = (4.91) 
saiu N | 

j = (0), 9 = (9) (4.92) 
Prin punctul Me0 se duce caracteristica m prin curba C_ 
care intersectează nivelul 1 în punctul 8. Abscisa a a 
punctului M se poate obţine din prima relaţie dată 
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în (4.91), iar abscisa fs a punctului S se poate obţine din 

relaţia 

Des = bu (Ma (Vu — Vs) (4.93) 

Mărimile fs şi gs se obţin prin interpolare liniară : 

fs = fut ÎI (as — a), (4.94) 
Bh 

d > da pe (a — (4.95) 

unde NO = fh, 0<fp<1. În acest caz între mărimile 
fu Si gu are loc relaţia 

Fo (fn — fs) + (An — G)n(9u — 9s) + 

+ (Kn_— H)u (tu — ds) =0. (4.96) 

Ecuația (4.96) permite determinarea lui gy cînd se dă, 
(4. 91) sau determinarea lui f cînd se dă (4.92). Ecuațiile 
(4.93) — (4.96) oferă o aproximaţie de ordinul întâi, 
Dacă se urmăreşte o aproximaţie de ordin superior, 
algoritmul de determinare a punctului frontieră M e se 
desfăşoară astfel : 

— ordonata Yy este cunoscută din reţea, M  apar- 
ținînd nivelului 1+ 1; 

— abscisa Ly se determină din prima relaţie dată în 

(4.91); 
— abseisa arD a, punctului S rezultă din ecuaţia 

Var — ys = ln. JE (DPI (eta — 20); (4.97) 

— mărimile pa Şi gE*D se obţine din următoarele 
formule de interpolare : 

(Ar) — fa — E fe — În + (| — Bîfe, __ aaa | 

De (eh (20 — 280) + 
pla le = le (148), 
i B(BA-1)h2 

(o — ae, (4.98) 
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Pe — 9y + (1 — B2fo 

B (Ba (co — 280) 
(4.99) 

e) 95 = go — 

Bge + 9 —Jfe (1 + B) (20 _ ppt D)2, 

B(1 + B)he i 
Pentru acest caz relaţia între f&+ şi ai este următoarea, : 

per + Pa) (fie — [9) + — Ban — Gu + 

Pe (4q- — GED] (git — gi) + = [(Kn- — E + 

+ (Kn_ — E)8"0] (op — trb) = 0. (4.100) 

Relaţia (4.100) poate fi utilizată la determinarea lui fag 
cind se dau relaţiile (4.92) sau la determinarea lui do cînd 
se dau relaţiile (4. 91). 

Dacă se cere determinarea unui punct V e [' cuprins 
între două nivele 1 şi | -+- 1 ca în fig. 4.15, unde punctele 

EI 

P . 

Ie OS 

INy/ | N 

L PE Ie B 
ZU y 

pr Si! 

Fig. 4-15 
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A, N, O şi B sint date, calculele se desfăşoară oarecum 
similar cazului precedent. Se construieşte o porţiune de 
reţea cu nivelele / — 1, 1, [+1 în direcţia y şi j —1,j, 
Î +1 în direcţia z, iar T reprezintă curba frontieră care 
se intersectează cu caracteristica 74, reprezentată prin 
curba 0, în punctul V cuprins între ceie două nivele 7 şi 
I-AI. Se pune problema determinării punctului Ve. 
Presupunem că sînt date relaţiile (4.91) sau (4.92) şi 
utilizăm pentru început aproximarea de ordinul întîi. 
Pentru determinarea coordonatelor 2 şi ypy ale puncţului 
Ve se va folosi următoarele ecuaţii: | 

Yo = ul»), (4.101) 

Yp — Yv = (ma)o (op — %r). (4.102) 

Abseisa 2 a punctului 7, ce apare ca intersecţie a carac- 
teristicii p_ date de curba C_ şi nivelul], se determină din 
ecuaţia | 

yo — a = (a (e — do). (4.103) 

Ordonata y este cunoscută, deoarece 7 aparţine nivelului 
1. Mărimile fr şi g» se determină cu ajutorul formulelor de 
interpolare : 

e — În În = fn + RI (e — Wa), (4.104) 

Jr = n ÎN a (m — a). (4.105) 

Ecuația de legătură între fa şi f, este 

Fo (o — În) + (An — Ga (gr — 9 + 

+ (Kn_ — Eu(ap — 27) =0. (4.106) 

Ecuația (4.106) permite determinarea, lui fe dacă se dau 
relaţiile (4.92), sau lui g, dacă se dau relaţiile (4.91). 
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Formulele de calcul pentru aproximarea de ordin 
superior arată astfel : 

— abseisa 4 a punetului V este dată de ecuaţia 

dp — ua) = = (7) +(m)Pl(ap — ap) (4.107) 

— ordonata yp a lui V va fi dată de relaţia. 

pp = au (aptb), (4.108) 

— punctul 7 aparţine nivelului Î, deci yp este cunoscut, 
iar „este dat prin următoarea ecuaţie : 

| 1 E — um > 2 Un + (a PIE — ft); (4.109) 
— mărimile fr şi gr se calculează cu ajutorul formulelor 

de interpolare de ordinul al doilea: 

per — fa — Bfa — fa + (| — P?)fo 
(zo—afD) + 

(B+ 1h 

fs + fn — fo(l + B) mel 
+ B(B 2 12 (e ” 2, (4.110) 

BAD — __ B*9s — ÎN + (1 82)gc (ei 
9 go (8 1)h (e — art) + 

(4.111) 

+ Bga iri Ea ge (20 — alta: 

, — mărimile f; şi gy pot fi determinate din ecuaţia, 
1 

E (Pr + PP) (fr — pp) + An — GP + 

e (4 — GDI (gr — gri) + = (Ea — AP+ 

+ (Kao — HE] (apt — af) — 0. (4.112) 

În această etapă punctul V(p, yp, fr; Jr) este cunoscut. 
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Punctul 8 de la nivelul ] din fig. 4.15 poate îi determi- 
nat cu ajutorul relaţiilor (4.85), (4.87) şi (4.88), obţinindu-se 
mărimile zt+P, f&+0 şi g&D. În acest moment se vede că au 
fost determinate punctele VeT şi Ve, care trece prin 
P, precum și punctul S. Cu aceste două puncte S şi V 
cunoscute se pune problema determinării nodului P al 
reţelei ca nod din apropierea frontierei LI (fig. 4.15). 
Nodul din apropierea frontierei T ce aparţine reţelei are 
mărimile %p şi yp determinate prin cunoaşterea parame- 

- trilor reţelei, iar mărimile 15% şi gE*P se vor obţine din 
următoarele ecuaţii [39]: 

= (PE + pp+v) (fb — n + E [(An, — Gt + 

+ (An, — GP) (gin — pe + 2 En, — DP + 

+ (En — EP] (ap — at) =0, (4.113) 

(PP e PE) [E — pt) + Han — OP + 

+ (Ano — GED] (ger — ge) + - [a — H)P+ 

+ (En — H)S] (ap — a) = 0. 
Dacă T este unul din nivelele Î—1j sau j+ 1,0 

mare parte din aceste calcule [37] se elimină, iar când 
A = N şi 6 = 1, calculele devin mult mai simple. Algo- 
ritmii prezentaţi [40] dau posibilitatea determinării 
punctelor de pe irontiera IT, cînd se utilizează metoda 
caracteristicilor combinată cu o reţea rectangulară. 

Exemplu. Se consideră ecuaţia mișcării în cazul curgerii izotrope 
unidimensionale, dată sub forma 

2 | E [4 + Th + 2 =0, (4.115) 
p—l 

2 A 
Eo = 9fz + ; (944+-fdz),= O, (4.116) 
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unde f este viteza fluidului, g este viteza sunetului, « coordonata spaţială, 
iar î variabila timp. În plus, s-a presupus că se consideră o curgere adiabatică, 

aşa că g? = pY-1, unde p este densitatea şi y este exponentul adiabatic. 
S-au folosit notaţiile f şi g pentru variabilele independente pentru a avea 
aceleași variabile independente ca în sistemul (4.36) și (4.37) folosit în 

analiza generală a metodei caracteristicilor. O combinaţie liniară între 
(4.115) şi (4.116). 

E + ?2Ea = E, 

ne dă 

E = (+ + ffa + m) + -, E + 
p—i1 

Această relaţie corespunde relației (4.39). După ordonarea relaţiei (4.117), 

se obţine 

7 (e + ao . (4.117) 

2 
= 94 (4.118) 

: 2 2 
E = QAf + A29)fz + daf “| Age + Aa 7) 9 + 

va v=—l 

și înmulțind cu dz, se obţine 

_ | 23 23 
E dz = Quf + Aa Dfadz + dufrdz + ( = + = Parte 

& PI v— 

213 

p— d 

+ Jr. 

Din relațiile (4.40), dacă f şi g sînt funcţii analitice de z și î, se pot explicita 

fad = df — fiat, . gzdr = Ag — gudi, (4.120) 

cu care relaţia (4.119) devine 

2 
Edz = (af + 229) (df — fact) + dafedz-+ 1 (A 9+ 1f) (d9 —gab-r | = 

(4.121) 

+ gdr. 
p—i 

După erdonarea expresiei (4.121) rezultă 

, 2 
Edr = (Af + dag)df + i (429 -+ daf)dg + lada — Gf + da9)atf, + 

Y— Ă 

(4.122) 
2 | 

+ ZI [Azdz — (A9 + Aaf)dilgs- 
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Pentru o alegere adecvată a coeficienţilor 7, şi A, se anulează expresiile din 
parantezele drepte și se obţine 

dz _— Aug Fe daf _ dal FA | (4.123) 
dt | E A i 

Relaţia (4.122) permite explicitarea raportului 14/23: 

dz — î ÎL: SEE m | (4.124) 
a gat az — fat 

Ultima egalitate din (4.124) permite calculul direcțiilor caracteristice 

(dz — fAPR — (gas = 0, U. 125) 

de unde rezultă cele două direcţii caracteristice : 

dz = (f+9)at, de = (f— pat. (4.126) 

Din combinarea relaţiilor (4.125) cu (4.124) şi :(4.122) rezultă ecuațiile 
caracteristice pentru variabile dependente f şi g asociate sistemului (4.115) 

şi (4.116): 

dy =0,  —df+ dg =0. (4.127 
v-—l p—1 

df + 

Cele patru ecuaţii date în (4.126) şi (4.127) formează sistemul caracteristic 
asociat. sistemului (4.115), (4.116). În cazul în care se consideră cur gerea 
izotropă tridimensională sistemul (4.115) şi (4.116) 'devine 

fi + ff + a — 0, | (4.128) 

20 0, (4.129) 
2 

9 + i (9 + [9a) + —— 

Sistemul (4.115) şi (4.116) diferă de sistemul (4.128) şi (4.129) prin termenul 
2fg[x. Deoarece acest termen nu implică derivate, direcţiile caracteristice 

vor fi aceleași, din cele date în (4. 126), iar ecuaţiile caracteristice pentru 
f şi g vor fi următoarele: | 

af —2— ag + 29 ar=0, 
p—1l x 

(4.130) 
2 

— af + dg + 9 ar=0 
Y — LX 
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Pentru tratarea numerică a sistemului de ecuaţii caracteristice (4.126) şi 

(4.130) se consideră următoarele condiții inițiale : 

= na) pentru t=0 (4.131) 

şi următoarele condiţii limită : 

f=0 

99 pentru z = 0. (4.132) 
0 

Oz 

O soluţie numerică a fost obţinută utilizind metoda specificării intervalelor 

de timp şi un proces liniar de interpolare. Din utilizarea acestor metode 

ecuaţiile (4.126) se pot scrie în forma discretă astiel : 

ap = do — (F+ Mollo — to) (4.133) 

rs = to — (f — 9)o (ip — to), (4.134) 

In = go ll — B(fo+ 90 + 946 (fe + do (4.135) 
gs = do [1 + 6 (fa — 900] — 938 (fo — do), (4.136) 
fa = fo ll — B(fo + 90)l+ TAB (fo + do)» (4.137) 

îs = fo [1 + B (fo — gol — Pfa (o — go). (4.138) 

Ecuațiile (4.133)— (4.138) au ca soluţii mărimile «p, £s» Ja» 9s» fn» fs» care, 

înlocuite în (4.81) şi (4.82), conduc la un sistem de două ecuaţii cu necunos- 
cute fp și gp. Acesta permite calculul mărimilor f şi g în toate punctele 
regiunii exceptind dreapta z = 0, unde termenul fg/x prezintă o nedetermi- 

nare de forma 0/0. O dezvoltare în serie [40] a soluţiei în vecinătatea punc- 
tului x — 0 va conduce la 

Î pila, ko -k kax?, (4.139) 

unde ky şi k, sînt constante. Înlocuind termenul /9lz printr-o aproximaţie 
de forma (4.139), nodurile reţelei pot fi calculate pe dreapta x =0. 

În [40] este tratată o aproximaţie a problemei considerate, utilizina 
metoda caracteristicilor, iar în [29] o aproximaţie prin metoda specificării 

inter valelor de timp, observîndu-se că cele două aproximaţii sînt echiva- 
ente. 

4.7. Deserierea diagramei logice de calcul 

Diagrama logică de calcul este dată în fie. 4.16 
Blocul 1. Start. ii ” 
Blocul 2. Se citese parametrii reţelei : W, Ax, At, unde 

As este pasul pe axa 0, At este pasul pe axa Ot, N este 
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numărul de puncte pe axa 0, 5K, KEI. Aceşti parametri 
se perforează pe cartelă după o machetă corespunzătoare. 
N este număr întreg cu maximum trei ciire, deoarece 
programul poate trata problema pentru care se cer maxi- 
mum 100 de puncte pe Oz, Az şi At sînt două numere reale 
cu citra pe partea zecimală, fără punct perforat pe cartelă. 

E 2708 
At Ă 

A A 28 

(6) 

(1-6 p 
C(7):(7*5 EXpl-4%**2))eryps 

BSC. 

U5=0(2) 45/4X% | 
că-Gi- 08-01) (164(2)-0.2U(3))8/3 | 

O) 
Fig. 4.16, a. 

190



Blocul 3. Este un bloc de decizie care permite reluarea 
programului pentru diverși parametri (W, As, At) ai 
reţelei cu ajutorul unor cartele consecutive, operaţie care 
este întreruptă în momentul cînd în acest grup de cartele 
este întilnită cartela ce conţine /*, care la IBM-— 360 
marchează sfîrşit de fişier. 

Blocul 4. Se iniţializează, un contor pentu numărul de 
iterații. 

7: 2777/2) TEI | 
M=U/D-C() 
EI ESfu-crare 
CS=CUI)(18FM)- C(1+1)6FM 
UR= VE) 07) *U(Ț-1)grP 
US = T-0/MI-U(7+] )07M 

| Sl pe) 
+0 1(UR-USI-01UV (1) € 
UI) =03((iR+105)+25 EA) 

Fig. 4.16, b. 

(4) 

(6) 
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Blocul 5. Se calculează 6 — Să Deoarece procesul 
% 

este convergent pentru 0 < 0 < 1, programatorul trebuie 
să ţină cont de alegerea parametrilor reţelei Ax, At pentru 
a asigura stabilitatea şi convergenţa calculelor. 

Blocul 6. Bloc de iniţializare . al contorului de punete 
de pe Oz. 

Blocul 7. Se calculează valorile iniţiale f(, 0) şi 
C,; (2, 0) în punctul ş. 

Blocul 5. Se creează abseisa unui nou punct. 
Blocul 9. Bloc de decizie logică, unde se verifică dacă 

au fost calculate toate valorile iniţiale în punctele date. 
Blocul 10. Se avansează contorul pentru punctele de 

pe Oz pentru 4 < N, altfel se merge la blocul 20. 

Blocul 11. Se determină cîte un punct de pe axa 0t 
care se calculează cu alte formule decit formulele utilizate 
la calculul punctelor interioare (conform algoritmului 
prezentat). 

Blocul 12. Se iniţializează e — 0 şi se calculează M = 
= N — K, unde K este o variabilă întreagă asociată 
punctelor de pe axa 0;, iar M reprezintă numărul punctelor 
interioare reţelei la nivelul K. 

Blocul 13. Iniţializarea contorului pentru punctele 
interioare reţelei la un anumit nivel K. 

Blocul 14. Se creează abscisa unui nou punct. 

Blocul 15. Bloc de calcul pentru determinarea lui f; 
O şi U într-o serie de puncte auxiliare, valori ce se utili- 
zează în blocul 16. 

Blocul 16. Bloc de calcul pentru determinarea funcţiilor 
f şi C în punctul s interior rețelei. 

Blocul 17. Bloc logic care testează dacă a fost calculată 
soluţia sistemului în toate punctele interioare reţelei la 
nivelul KE, şi dacă au fost calculate, se trece la blocul 19, 
dacă nu — la blocul 18. 

Blocul 18. Se avansează calculul la punctul următor 
şi se reia procesul de la blocul 14. 

Blocul 19. În acest bloc punctul calculat de pe fron- 
tieră se ataşează vectorului format în bucla anterioară. 
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Blocul 20. Se transpun cei doi vectori soluţie U şi C 
de la nivelul K pe bandă sau disc. 

Blocul 21. Bloc de decizie logică, în care se verifică 
dacă au fost efectuate calculele pentru toate nivelele K 
de pe 0t. Dacă nu, se trece la blocul 22, altfel se trece la 23. 

Blocul 22. Se avansează contorul K pentru nivelul 
următor şi se reia procesul de la blocul 11. 

Blocul 23. Constituie o rutină pentru imprimarea 
soluţiei sistemului de ecuaţii cu derivate parţiale sub 
formă de tabel, citind fişierul anterior creat. Apoi se reia 
programul de Ja blocul 2 în eventualitatea că se cere relu- 
area, calculului pentru alţi parametri ai reţelei (descriere 
bloc 3). 

Descrierea programaului. Programul a fost scris în 
limbaj FORTRAN IV şi a fost rulat pe un calculator 
IBM — 360. Programul este destinat să rezolve o clasă de 
probleme care au condiţii iniţiale şi la limită de forma 
celor prezentate. Acest program poate îi rulat la orice 
calculator, care dispune de un compilator FORTRAN 
precum şi de o configuraţie minimă : 

— cititor de cartele perforate, 
— imprimantă rapidă, 
—o unitate de bandă magnetică sau de discuri mag- 

netice. 
Numărul de puncte din reţea depinde de capacitatea 

memoriei calculatorului. 
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CAPITOLUL 5 

TEHNICA VALORILOR LIMITĂ 

1. Introducere 

În acest capitol este prezentată tehnica valorilor limită 
utilizată la tratarea numerică a ecuaţiei undelor liniară 
şi slab neliniară, cu condiţii iniţiale şi la limită. O serie 
de fenomene fizice au ca model matematic ecuaţii de tip 
hiperbolice cu derivate parţiale și sint descrise de funcţii 
ce depind de şi î, unde pentru anumite valori destul de 
mari ale lui t funcţia u (e, ) se poate considera cunoscută 
fie prin aproximare, fie prin măsurare. Dacă u (x, t) este 
cunoscută pentru aceste valori ale lui ț, conturul de exis- 
tenţă al soluţiei se poate închide pentru 1 considerat, 
astfel punîndu-se problema determinării soluției numerice 
pentru o ecuaţie de tip hiperbolice într-un domeniu închis. 
În acest caz se poate aplica tehnica valorilor limită la, 
determinarea soluţiei numerice a acestei ecuaţii. Dacă 
se consideră o ecuaţie de tip hiperbolic al cărei soluţie 
analitică este cunoscută şi se aplică metoda tehnica valo- 
rilor limită, se obţine o soluţie numerică, care dileră de 
soluţia analitică printr-o eroare, dependentă de mărimea 
parametrilor reţelei construite pe conturul închis. Alegerea 
parametrilor reţelei se face prin testarea erorii şi diminu- 
area ei. | 

În cele ce urmează se va prezenta o serie de aplicaţii 
ale metodei asupra unor exemple fizice întilnite în mod 
frecvent în problemele inginereşti, care au ca model 
matematice ecuaţia cu derivate parţiale de tip hiperbolie 
cu condiţii iniţiale şi la limită. 
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5.2. Problema cu condiţii iniţiale şi la limită 

În general problemele care se vor trata cu această 
metodă au următoarea formă : pentru un număr real 
pozitiv dat a, fie domeniile | 

I = (9]0 <aca) şi R=((2,5]0<a<a,i>0. 

(5.1) 

Fie date patru iuncţii 

fil), ae), zel; gt), gat), î>0. 

Pe Rh se consideră ecuaţia cu derivate parţiale de tip 
hiz e: bolie 

0?u 02u 

0? Ot2 
= P(2, 9, 4, Na 4). (5.2) 

şi la limită constă în a găsi pe Rh o soluţie u (z, 1) a ecuaţiei 
(5.2) care este de clasa C2(R)0(R) şi care satisface 
următoarele condiţii : 

uz, 0) = fi), mel | (5.3) 
e 0) = fila), . mel condiţiile iniţiale, (. 4) 

0, î)= gl), o] condiţiile la limită. (59 
ua, î) gat),  1>0 (5.6) 

În [31, 43, 8, 44, 36] se dau o serie de teoreme privind 
existenţa şi unicitatea soluției pentru o diversitate destul 
de mare de probleme (5.2)—(5.6), în ceea ce priveşte 
natura, şi comportarea funcţiilor f,, fa 9. Ja. Din păcate, 
foarte puţine din aceste teoreme stabilesc rezultate pentru 
o clasă mai largă de probleme, ele în general tratează 
cazul liniar [36, 46] şi pentru situaţii foarte speciale cazul 
neliniar [36, 45] al ecuaţiilor de tipul (5.2). 

Datorită faptului că metodele analitice nu pot să gă- 
'sească o soluţie-analitică pentru probleme de tipul (5.2)- 
—(5.6), singura cale de determinare a unei soluţii nume- 
rice este aproximare cu diferenţe şi prin utilizarea eal- 
culatorului. 
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5.1. Aproximarea eu diferenţe 

Aproximarea numerică revine la înlocuirea datelor 
continue prin date discrete şi ecuaţiei cu derivate parţiale 
printr-o ecuaţie cu diierenţe. 

Se va construi o schemă de aproximaţie cu diferențe 
care dă în mod sigur o matrice uşor dominantă * diagonal. 
Această dominare diagonală a matricei va îi foarte utilă 
la, rezolvarea sistemului algebric obţinut în urma disere- 
tizării, influenţind procesul de convergenţă al metodei 
iterative, utilizate pentru rezolvarea numerică a sistemului. 

Se consideră operatorul undă | 

Lu] = up — Mu (5.7) 
Pentru hi > 0, se consideră următoarea mulţime de puncte : 

(2, 6, (at + Ph), (at —B), (apt — 2), (e — hit), (2+h, d), 

care vor îi notate cu numerile 0, 1, 2, 3, 4, 5, iar în cadrul 
unei reţele vor avea, o dispunere ca în fig. 5.1. 

Pentru simplificarea 
zi notaţiei se utilizează sim- 
——— a bolul U,, care reprezintă 

za] valoarea funcţiei u (4, t) 
în punctul î pentru 4 = 

= 0,1,2,3,4,5. 
22] zh) În continuare se caută 

coeficienții fo fu fa Ba 
2-A Bas B; şi un operator cu 

—— 2 diferenţe 
, 5 

sea | Lalu] = Ş, RU 
i=0 

- | astfel ca în punctul (&, 1) 
p —————— să aibă loc pentru orice 

Fig. 5.4 ue CR) următoarea re- 
ae lajţie : 

m LI) — zu] = o. (5.8) 
Ei G;: — es; , 

“ îi > & Pentru orice i je N şi e>0 
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De aici rezultă că operatorul cu diferenţe trebuie astiel 
construit, adică coeficienţii £, trebuie astfel determinaţi, 
ca să aibă loc relația (5.8). Pentru acest scop presupunem 
că funcţia u (,t) poate fi dezvoltată în serie Taylor 
pentru fiecare punct numerotat cu 1, 2, 3, 4, 5, în vecină- 
tatea punctului numerotat cu 0 (v. fig. 5.1) 

Dacă se introduc dezvoltările funcţiilor U,, U., Uz, 
U, şi U, în relaţia (5.8), scrisă astfel: 

(tu — ul = ȘI B.Uu (5.9) 
4=0 

rezultă un sistem de cinci ecuaţii cu şase necunoscute, 
care sint coeficienţii $;. Dacă se serie (5.9) sub formă 
dezvoltată, rezultă 

(Azz — Mle E Boa, î) + Ba U,(%, LC Baal t—h) + 

+ BaUa(, 6 — 2h)+BaUa( — hi, 6) +-BsUs (eh, 6). (5.10) 

Dacă în partea dreaptă în locul funcţiilor U,, U2, Uz, 
U,, Uy se introduc dezvoltările în serie Taylor în vecină- 
tatea punctului (, î), din această dezvoltare luînd numai 
termenii pînă la ordinul doi inclusiv, rezultă 

(Uz — 4) lo = Boul, 2) + 
27 h2 + pomta, 1 g, DR sitesot Fa Mee NI 

LE Li m, the 

„Batut, î) — Ba stea Arp A DI 
“(a.. (0, 0)4h 

Banda, DD Ba MD pp, (DA 1! 2! 
ua, Oh Ma > I)h2 

e F Bau, 2) — Ba ETEI Pa ap 

(a, he 
- + Bou, = pol Dh pp ate, a...



În continuare expresia (5.11) devine 

(aa — Mu) lam S (Bo + Bat Ba + Barat Boul) 

+ ( — Bat Ps) haz, Lă Dai 

+ ( 31 — Ba—2Ga ce t) + 

h2 

+ ( Ba + Bat 4Ba ) a t), 

(5.12) 
După identificarea termenilor din relaţia (5.12) rezultă 
următorul sistem : 

Po + Ba + Bar Bat Bi =0, 

— Bar Bs =, 

PB, — Ba — 2Ba = 0, 

Ba + Ps = i (5.13) 

2, 
Pa + Ba + 403 | 

ma 

Acesta este un sistem de cinci ecuaţii cu şage necunoscute. 
Se explicitează toate celelalte necunoscute în funcţie de 
Bo; obţinindu-se următoarele relaţii : 

_ A_B __d _B _a_l 
fai = a Po = a Bo Ba Pa Poza” 

(5.14) 

Cu aceste relaţii operatorul Z,[u] devine 

Lulu] = Palat [= — 2) 0 + (= 0 U,+ 

+ DU U+Au, (5.15) 
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Dacă se alege By = 0 (1/h2), operatorul (5.15) satisface 
relaţia (5.8). In acest caz ecuaţia cu diferenţe 

L,lu] = 0 (5.16) 

se va numi aproximaţia ecuaţiei diferenţiale 

Lu] = 0. (5.17) 

De asemene? dacă se dau trei puncte (&, 1), (z,t-+h), 
(&, t + 2h) care sint notate respectiv cu 0, 1 şi 2, atunci 
aproximarea cu diferenţe la dreapta pentru 9u/8t în 
punctul numerotat cu 0 este determinată în felul următor. 
Operatorul de derivare se poate exprima cu ajutorul 
diferenţelor la dreapta prin expresia 

1 1 
DA A pA— 5.18 At (5.18) 

Dacă se iau în considerare din această dezvoltare numai 

primii doi termeni, rezultă 

[a _ 4%) ua, î 
2] _ 2Au(x, î) — Au (i) — Dau, t)= j, 53 

_ Du, A+-h)—uta, îh—ula, t+2h)+2u(a, t-+h)— ua, d) 

| ah E 
__— 3 d) + du(a, + h)—u (at 2h) 

2 E 
_ — 3U, + 4U, — U3 , (5.19) 

 2h 

Deci 

0u | 
— = (—3U +4U,— U 5.20 e le = + 2)- (9.20) 

- | a. 0 
În mod analog se poate deduce şi expresia lui ——



O altă metodă de a obţine expresii pentru (5.15) și 
(5.20) poate fi construită prin utilizarea unor puncte. de 

„alte argumente decit cele date anterior. 

5.4. Metoda numerică 

O metodă numerică directă pentru aproximarea solu- 
ției problemei (5.2) —(5.6) cu condiţii inițiale şi la limită 
se poate prezenta în felul următor: pentru un număr 
întreg pozitiv N se alege pasul reţelei k = a/YW, constru- 
indu-se pe R o reţea de puncte [44, 45]. Fie (0, 0) un punct 
al reţelei. Se aproximează u pe dreapta î = Nh prin 
intermediul unei evaluări asimptotice sau printr-o propri- 
etate de periodicitate a funcţiei u căutată. Apoi se nume- 
rotează punctele reţelei din Î care se găsesc deasupra 
axei Ox şi sub dreapta i = Nh. Fie aceste puncte numero- 
tate cu 1, 2, , k. Atunci metoda comportă două etape : 

L pentru fiecare punct al reţelei, ale cărui coordonate 
sînt de forma (&, h), se scrie aproximaţia derivattei nor- 
male (5.20) în punctul (4,0); 

2 pentru îiecare punet al reţelei, ale cărui coordonate 
sînt de forma (, rh) cu 1 Sr SN, se selectează un f,, 
respectiv o aproximare cu diferenţe U,,şi U,4 pentru 
Uz Şi 4 Şi se scrie ecuaţia cu diierenţe asociată ecuaţiei 
diferenţiale 

LD, LU] = O (29, ut). (5.21) 

După parcurgerea etapelor 1* şi 2 pentru toate punctele 
numerotate ale reţelei 1, 2, ..., k şi după înlocuirea valo- 
rilor lui U determinate prin relaţiile (5.3) — (5.6) va 
rezulta, un sistem de/k ecuaţii cu k necunoscute U, Uz: 

; Uz, soluţia acestui sistem reprezentind soluţia nume- 
rică a problemei date. 

Pentru alegerea lui 6, trebuie să avem în vedere 
îndeplinirea condiţiei 

IBol>IBil, = 12,345. (5.22) 
Condiţia (5.22) se impune în scopul obţinerii unei diagonale 
dominante pentru matricea coeficienţilor. 

În cazul unor probleme liniare se aleg expresii de 
aproximare la dreapta pentru derivatele parţiale U, şi 
U, astfel încît Pg să poată satisface condiţia dată în (5.22). 
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5.5. Algoritmul de calcul al metodei 

Se consideră urmăţoarea problemă de tip hiperbolice 

neomogenă cu condiţii iniţiale şi la limită : 

Uma — Mu — Mi (5.23) 

ua, 0) = &, (5.24) 
uda, 0) = — 7 (5.25) 
u(0, î) =0, (5.26) 
ul, d) = e. (5.27) 

Se consideră a = 1 în (5.1). Se cere a se rezolva problema, 
(5.23)—(5.27), care pentru orice ze (0, 1) să satisiacă 
relaţia; 

lim uz, î)=0. (5.28) 
= co 

Se alege h = => 1—3. Atunci rezultă o reţea de puncte în 

R numerotate ca în fig. 5.2 cu 1,2, ..., 56. Din relaţiile 
(5.24), (5.26) şi (5.27) se obţin primele valori ale 
soluţiei U în punctele de iorma (, 0), (0, î) şi (1, 1). Pen- 
tru ca să fie îndeplinită condiția (5.28) se aproximează 
u (£,t) pe 1 = 3 prin expresia 

uz, 3) =0, 0<u<l, (5.29) 

Etapa 1* asociază punctelor de forma (z, h) cîte o 
ecuaţie care reprezintă pur și simplu aproximarea derivatei 
(5.20) în punctele (, 0). Deoarece puncte de forma (z, h) 
sînt patru, numerotate prin 1, 2, 3, 4, rezultă patru ecuaţii 
la, sfîrşitul etapei 1 : . 

, (5.30) 
— 3 4Va— V,= — 

— 340, — Ug= — 

|
 
|
 

»
|
=
 

w
w
]
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Dacă se consideră 

Po = — 2 Şi Ve o de, (5.31) 

[i 

(1-3) (0253) __ (043) (06:39) (003) (3) 

(4; 26) d o o 5 (26) 

(0:26) 

(2.24) 

(0;2.2) 

(0;20) 

(0.16) (1;15) 

(0:16) 2 (1:16) 

(0:14) 4 (1:14) 

(0,12) Qi (151,2) 

(3:10) d (1:10) 

(0:08) d (1;08) 

(0:06) d (1.05) 

(3:04) d [1:04] 

(0-02) d. 4 (402) 

e 

(0,0) Ti 0 (3/80) (4/50 (10) i 

Fig. 5.2. 
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în acest caz (5.16) şi (5.17) implică, faptul că ecuaţia diferen- 
ţială (5.23) poate îi aproximată prin ecuaţia cu diferenţe 

4 [Lo 4 1 (+5) dt (+) 0, — 
h2  h2 h2 32 

4 1 U,—U 

i . , 
Pentru h = FI această ecuaţie este echivalentă cu 

—105V, +20, + sot, 19 0 + 250, + 250, = 0, 
(5.33) 

care după simpliticarea cu 5 şi aducerea la acelaşi numitor 
devine 

— 630, + 5U, + 48U, — 2005 +15U, + 150, =0. (5-34) 

Se vede că în urma alegerii făcute f, îndeplineşte 
condiția (5.22), adică |f0|> |B,| pentru i = 1,2, 3,4,5. 
Dacă se aplică ecuaţia (5.33) la toate 
punctele din reţea numerotate prin 
5, 6, 7, ..., 56, rezultă 52 ecuaţii, 
care asociate cu cele patru ecuaţii 
date prin (5.30) formează un sistem 
de 56 ecuaţii cu 56 necunoscute U,;, 
d Le. 56. Eeuaţia (5.34) se serie 
cu ajutorul şablonului dat în fig. 5-3. 
Acest şablon va fi deplasat pe reţeaua . — 
din fig. 5.2 în poziţia dată din fig. 5.3, 
asttel ca i să se suprapună în cele 52. 
de posibilităţi cu  punetele numero- 
tate prin 5, 6, 7,...,56. Astfel rezul- | 2 
tă 52 ecuaţii, iar "cu aceasta etapa Pia. 53, 
a doua a metodei a luat sfîrşit. În să 
(5.35) se găsesc cîteva din aceste ecuaţii scrise cu ajuto- 
rul şablonului dat în fig. 5.3: 
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“ Se cifesc de pe.carrele 
/imifefe infervalelor (2.6). 
/2,4] respectiv. pe dz d/a 
SI pasti 42 și A 

*Se coleulează numărul de 
puncle “în refea : 

=mr puncte pe aza Uz 
W=nn puncte pe aza U1 
AW= nr: puncre_în relea 

Se ca/eulează = 
FSTWGA (I) frontierele se calculează În pure: 
FDRPT, 4 [i 7 p (| ee d pe aze folosind expresiile 
FJaS d căii analitice corespunzăroare 

nt APARE d 
A “Partea dependentă de u (PDEP) 

Se careu /ează | /mdependentă de u (PEIND) dn 
P7/AD 7) membrul chepr a/ ec. diferenfiale 

7=7.(W-2(4-3 se evo/vează Îi punctele relele 
(zi) ezceplihd finile 1,2 şi col 1,W 

/ Acfionarea rufe 
„BLDRUT" 

pentru construirea )(7) 
sisfernului de ecuafi; 

/uare —
 

Achonorea rutine! 
„7/P5Y5* a) 

pentru părea 
sisfemului obhinuf 

=
 

cf'orarea rufiner 
„RES5YS" (9 

penfru rezolvarea 
s/sfemului 

p: - —— 
Se calculează Sofufia analitică UA 
* y a se. Ca/culează dacă esfe 
7-12... MW pos/&// în foare puncrele 

a ea refefer pe /nrt 

Aclionarea rutinei 
„PRINIS* (41) 

pentru fipărirea 
fabelului solufier 

a) 

S
I
 

Fig. 5.4.
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| — 63 st Us + 480, — 20: + 150 + 1506 = 0, 

— 63U, + DU + 48U, — 20. - + 150, + 15U,=0, 

— 63U7 + 5U,, + 48U, — 20: + 150, + 15Us =0, 

| 2 
— 63Ug + 5U + 48U, — 20: = + 15U, +1l5e 5=0, 

— 63U5 + 5Ua + 48U, —20U, + 15:0 + 15Uo =0, 

— 63 Usa + SU + 48Ups — 200 + 15Uy + 15e 5=0, 
— 63U3 + 55: 0 + 48U,g — 20Upg + 15-00 + 15Ua =0, 
— 63Ua + 5 0 + 48Uso — 20U,p + 15Uz + 15Us =0, 
— 63Uşg + 5:0 + 480 — 20Upp + 15Ug + 15Uss =0, 

14 

— 63Ugg + 5-0 ++ 48Uja — 20Upg + 15Ug + l5e 5=0. 

Aşadar, pentru problema dată (5.23)—(5.27) cu 

U — 
t=3, h=0,2 şi U (, 3)=0, Bo= — A şi uj = Vo—Vz, 

ha lt0.0) h 
a rezultat un sistem de 56 ecuaţii cu 56 necunoscute care 
s-a rezolvat prin metoda lui Newton generalizată cu un 
vector iniţial nul, după diagrama logică (v. fig. 5.4) şi 
programul a cărui descriere urmează. 

5.6. Descrierea diagramei logice de calcul . 

Blocul 1. Start. 
Blocul 2. Se citesc parametrii reţelei Az şi Aj, precum 

şi limitele domeniului considerat ze [a,b], te[a,d]. 
Blocul 3. Este un bloc de decizie, care permite reluarea 

programului pentru diverși parametri (YW, Ax, At) ai re- 
țelei. 
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Blocul 4. Se determină punctele pe Oz şi Ot şi se | 
creează numărul de puncte din reţea (numărul de ecuaţii) : 

N-a şi ua NN = M XX, 
Aa 

unde N este numărul punctelor de pe Oz, M — numărul 
punctelor de pe 0t, AN — numărul punctelor reţelei. 

Blocul 5. Se calculează funcţia U(z,t) pe cele trei 
segmente, frontieră jos (FJ), frontieră stînga (FS), fron- 
tieră dreapta (FD), care se depun în memorie sub forma 
unor vectori FȘ, FD cu M componente, iar vectorul FI 
cu N componenţe. Pentru aceşti vectori trebuie rezervată 
în mod corespunzător memoria. 

Blocul 6. În acest bloc se calculează termenii -depen- 
denţi de u din partea dreaptă a ecuaţiei diferenţiale în 
toate punctele reţelei pe linii, exceptind liniile 1,2 şi M 
Şi coloanele 1 şi N. Aceste valori intervin în calculul ele- 
mentelor de pe diagonala principală a matricei sistemului 
de ecuaţii liniare. La fel se procedează pentru partea inde- 
pendentă de w din termenul liber al ecuaţiei diferenţiale. 
Aceste ultime valori intervin în calculul elementelor 
matricei care formează termenul liber al sistemului de 
ecuaţii algebrice ce se obţine. 

Valorile termenilor dependenţi de u şi independenţi de 
u calculate ca mai înainte se depun în memorie sub forma 
unor vectori de dimensiune (N — 2) x (M — 3). Pentru 
aceşti vectori trebuie rezervată memoria corespunzătoare. 

Blocul ?. Bloc pentru activare, de construire a siste- 
mului de ecuaţii. Apelul acestei subrutine presupune trans- 
ferul următorilor parametri de la programul principal în 
ordinea indicată mai jos: 

— un vector de dimensiune NN necesar pentru con- 
struirea coeficienţilor sistemului, căruia î se rezervă memo- 
ria corespunzătoare (0); 

— vectorul frontieră stingă (FS); 
— vectorul frontieră dreaptă (FD); 
— vectorul frontieră jos (FJ) ; 
— vectorul parte funcţie dependentă de u; 
— vectorul parte funcţie independentă de 4; 
— MN, Aa. 
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Blocul 8. Activarea rutinei pentru tipărirea sistemului 
(opţională). Apelul acestei rutine presupune transferul 
următorilor parametri de la progr amul principal în ordinea 
indicată mai jos : | 

— vectorul C (egal cu numărul de ecuaţii), definit în 
blocul 7, care serveşte ca zonă de lucru şi pentru acest 
subprogram ; 

Blocul 9. Se activează procedura de rezolvare a siste- 
mului de ecuaţii. Activarea ei pentru început se face prin 
punctul normal de intrare, furnizindu-se următorii para- 
metrii : 

— vectorul 0 ca zonă de lucru; 
— un vector de dimensiunea identică lui CO pentru 

soluţia numerică (UN), căruia i se rezervă de asemenea 
memorie în programul principal ; 

— Mşi N; 
— EPS precizia impusă calculului numeric ; 
— IT numărul de iterații în care se consideră că me- 

toda este convergentă ; 
— IND este o variabilă întreagă, care ia valoare zero 

dacă s-a atins precizia în numărul de iterații fixat sau 
valoarea 1 în caz contrar. Această variabilă logică poate fi 
testată de programator pentru a decide modul de conti- 
nuare sau nu a procesului iterativ. Dacă IND = 0 rezultă 
că precizia a fost atinsă, pentru IT fixat şi se poate trece 
la blocul 10. Dacă IND = 1 programatorul poate alege 
una din următoarele variante : a) se măreşte IT şi se 
reapelează procedura RCSSYS prin punctul de intrare 
numit RSYSEA, care cere ca parametru doar pe IT; b) 
se măreşte EPS şi se reapelează procedura prin punctul 
de intrare numit RSYSE2 care propune ca parametru 
noul ESP. Acest proces poate fi continuat la dorinţa pro- 
gramatorului. 

— NIT este o variabilă în care procedura de calcul 
fixează numărul efectiv de iterații atunci cînd controlul 
revine programului principal. 

Blocul 10. În acest bloc se calculează soluţia analitică 
în punctele reţelei, dacă este cunoscută, pentru testarea 
preciziei metodei utilizate. Calculul soluţiei analitice se 
face în punctele reţelei pe linii şi rezultatele se depun în- 
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tr-un vector de dimensiune NN (UA), explorind linie cu 
linie după valorile crescînde ale lui M. Pentru acest 
vector trebuie rezervată în mod corespunzător memoria 
respectivă. 

Blocul 11. Activarea procedurei de tipărire a soluţiei, | 
numerice, deoarece procedura lucrează în două moduri ; 
primul mod fiind condiţionat de calculul soluţiei analitice 
UA, iar apelarea ei cere următorii parametri : 

— UN, UA, M,N; 
— MT care este variabilă întreagă şi ia valorile 1'şi 2 ; 
— pentru MT = 1 procedura tipărește numai soluţia 

numerică ; 
— pentru MT = 2 procedura tipăreşte UN, UA şi 

EPS ; 
— NIT, EPS, IND, 

după care procesul se reia de la blocul 2, pentru eventua- 
litatea, că se dau şi alţi parametri ai reţelei. 

Descrierea programului. Acest program a fost scris în 
limbaj FORIRAN şi executat pe un calculator IBM-360, 
dar poate fi executat pe orice calculator care dispune în 
sistemul de operare de un compilator FORTRAN şi are 
cel puţin configuraţia următoare: cititor de cartele, 
imprimantă rapidă cu 120 de caractere utile şi o unitate 
de discuri sau o unitate de bandă. Programul este un 
program modular, -compus din patru rutine, care sint 
asamblate după necesităţi de un program general. Indi- 
ferent de natura problemei, rutinele rămîn aceleaşi, dar 
în funcţie de specificul problemei se scrie programul 
general de asamblare. Programul conţine următoarele 
rutine : 

— BLDERUT care are rolul de a construi sistemul de 
ecuaţii liniare asociat reţelei considerate, după metoda 
şablon, prezentat în cadrul algoritmului de calcul. Această 
rutină creează sistemul asociat pe discuri sau pe bandă 
magnetică, de unde îl extrage rutina RGSSYS care îl 
rezolvă. Datorită acestei metode de lucru este posibilă, 
tratarea unor sisteme de dimensiuni foarte mari. 

— TIPSYS care are rolul de a tipări respectiv matricea 
coeficient şi matricea termen liber ale sistemului. 

— RGSSYS are rolul de a rezolva sistemul prin 
metoda Gauss-Seidel într-un număr de iterații dat şi 
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pentru o precizie impusă. Această rutină are două puncte 
de intrare suplimentare care permit schimbarea numărului 
de iterații şi schimbarea preciziei, reluînd rezolvarea din 
punctul în care a rămas (cînd soluţia aceasta joacă rol 
de soluţie de start pentru o nouă etapă). Această rutină 
are două puncte suplimentare de intrare prin care pro- 
gramatorul poate să revină asupra numărului de iterații, 
în care procesul nu respectă precizia impusă sau asupra 
preciziei impuse în cazul numărului de iterații dat. Aceste 
decizii le poate lua programatorul, programul general tes- 
tind o variabilă asociată şi apelind punctul de intrare cores- 
punzător. în acest tel rezolvarea se reia din punctul de unde 
a rămas, iar soluţia obţinută devine soluţie de start în 
noua etapă. | 

— PRINTS este destinată pentru a tipări şi poate 
să lucreze în două moduri: 1) tipăreşte un tabel. cu 
soluţia numerică şi soluţia analitică calculată în punctele 
respective, precum şi eroarea între cele două metode, 
dacă soluţia analitică este cunoscută, 2) tipăreşteun 
tabel numai cu soluţia numerică în punctele reţelei, 
dacă soluţia analitică nu este cunoscută. Opţiunea pentru 
una din cele două moduri de lucru ale subrutinei o face 
programatorul în programul general. 

Deci din cele patru rutine sînt obligatorii următoarele : 
BLDERUT, RGSSYS, PRINTS, care trebuie apelate 
în această ordine. A patra rutină este necesară, numai 
dacă programatorul doreşte să vadă forma sistemului. 
Cele patru subrutine folosesc o memorie operativă de cca 
17 K (UK = 1024 biţi). Ţinînd seama de necesarul de 
memorie pentru rutine, precum şi de comenzile din pro- 
gramul general se poate afirma că la un sistem cu o me- 
morie de 32 K se pot rezolva sisteme cu cca 300 de ecuaţii 
cu 300 necunoscute. La o memorie de 64 K se pot trata 
reţele ce conduc la circa 900 de ecuaţii cu 900 necunoscute. 
Din calculele efectuate s-a tras concluzia că la o suplimen- 
tare a memoriei cu cite 16 K se pot adăuga cite 300 de 
ecuaţii la cuantumul existent. 
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CAPITOLUL 6 | 

REDUCEREA ECUAȚIILOR CU DERIVATE 
PARȚIALE DE TIP "HIPERBOLIC LA | 
ECUAȚII DIFERENŢIALE ORDINARE 

6.1. Introducere 

Pentru a pune în evidenţă principiul metodei, vom 
utiliza un exemplu din cele mai simple. Fie ecuaţia 

02U 92U 

02 0a2 
Ă (6.1) 

unde cu f s-a notat timpul, cu « distanţa, cu U funcţia 
căutată (de « şi t), iar ce este o constantă. La o astiel de 
ecuaţie se ajunge dacă se consideră o coardă care vibrează 
în plan, fără pierderi, iar U reprezintă amplitudinea vibra- 
ției în punetul z, la timpul î. Dacă coarda este fixată la 
ambele capete şi notăm cu | lungimea coardei, atunci 
condiţiile la limită devin 

U (0,1) =0, UU, i) = 0, 

întrucît amplitudinea; coardei la capete este permanent 
nulă. Drept condiţie inițială se poate lua 

U (2,0) = Uu (2), 
adică, la timpul t = 0 coarda are, în fiecare punct z, 
amplitudinea dată prin Uy. 

De la ecuaţia (6.1) se poate trece la un sistem de 
ecuaţii diferenţiale ordinare, dacă se păstrează timpul 
continuu, dar se diseretizează variabila z, utilizînd o 
schemă cu diferenţe. De exemplu, se împarte distanţa | 
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cu N puncte echidistante, notînd pasul cu 7, şi se utili- 
zează operatorul şablon 

520, 
St2 

= [321 Dai n 2 Ne 

Acesta, este un sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare, care 
împreună cu condiţiile la limită Şi iniţiale poate fi rezolvat 
printr- -o metodă numerică. 

Deoarece întotdeauna se poate trece de la o ecuaţie de 
ordinul al doilea la un sistem de două ecuaţii de ordinul 
întîi, sistemul de mai sus poate fi adus la forma unui 
sistem în care în, membrul întîi să apară numai derivata 
de ordinul întîi... 

În consecinţă, vom începe prin a expune metode mai 
importante de rezolvare a unei singure ecuaţii diferenţiale 
ordinare, de ordinul întîi, după care vom trece la sisteme 
de ecuaţii diferenţiale. 

6.2. Metoda lui Euler 

Fie ecuaţia 

- - yu) Sa (6.2) 

cu condiţiile iniţiale | | 

| Y (20) = Yo (6.3) 

Integrarea numerică porneşte deci din punctul (20,90); 
din (6.2) se află imediat panta curbei căutate în punctul 
(20; Yo) Și anume: 

Y' (do) =] (o Yo) (6.4) 

Metoda lui Euler [52—53] constă în alegerea unui pas 
h și în determinarea pas cu pas a punctelor de pe curba 
care reprezintă soluţia, cu următorul algoritm : 

n = Î (a Yn) Vasa = Ya me (6.5) 
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| 
| 

Acest procedeu iterativ rezultă imediat din considerarea 
în (5.2) a diferenţei la dreapta pentru aproximarea deri- 
vatei : 

1 1 
pr — Aa = tnt m = (mda) (6-6) 

de unde rezultă formulele (6.5). | 

Interpretarea geometrică a metodei Euler este repre- 
zentată în fig. 6.1. Din punctul (20, 90) se trasează tan- 

SĂ 

Fig. 6.1. 

genta la curba căutată şi rezultă yo. Alegînd un pas k 
se obţine punctul (a, 0). Din triunghiul ABO rezultă 

N Yo = iga = Yo 
h 

de unde 

Yi = Yo + has 

adică formula (6.5). Este uşor de intuit că un astfel de 
procedeu poate conduce la erori mari de calcul, după un 

număr de paşi prin care eroarea (reprezentată de 00”) se 
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| 
cumulează. Din acest motiv, metoda Euler nu se utili- 
zează practice la programarea pe calculator. Se poate 
însă îmbunătăţi metoda lui Euler, printr-un procedeu de 
predicţie-corecţie, descris mai întîi geometric, în fig. 6.2. 

YA 

Fig. 6.2. 

Algoritmul constă din următoarele : 
— se calculează panta provizorie 

Yo = f (o Yo) ; 

— se calculează mai departe cu tormula lui Euler 

= Yo + ho, 

găsindu-se punctul (2 71); , o 
— în acest punct se calculează panta provizorie 

A = f (2 Ja) 
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ceea ce reprezintă o predicție asupra evoluţiei curbei cău- 
tate ; 

— se revine în punctul (o; Yo) şi se calculează Yi cu 
panta corectată : 

! + puli 

PR Yi, 

În acest mod, punctul găsit (2, y,) este mai aproape de 
curba căutată, ceea ce face ca acest procedeu să fie util 
la programare. 

Justificarea acestui procedeu este următoarea: se 
aproximează derivata considerînd şi diferenţa de ordinul 
doi : 

2 

h 2 

De aici se deduce 

, 1 1 
Va = mn — Yan — (nr — Zara rm) 

de unde rezultă 

, 1 

Dar, pe de altă parte, avem 

? Vara — Va ar Vai O Ya 
n == = ŞI n a a Vai 7, Yy 7, 

înlocuind aceste expresii în paranteza din (6.8), se obţine 

Ya = Yn ar (ma + Ym j 

ceea, ce reprezintă formula, corectată (6. 7), cu eroarea 
o (h2). | | 

214



Algoritmul predictor-corector, cu formula lui Euler 
este deci: 

Ya = | (2, Ya) 

Vasa = Ya + LITE 

Ya = (Zar Yasa (6.9) 

h 7 —, 
Vai = Ya + 3 (Va FF Ya). 

În timp ce metoda Biler introduce erori de ordinul 
lui 4, metoda Euler cu predicţie şi corecție asigură un 
ordin al erorii o (h2). 

Exemplu. Pentru a pune în evidenţă metodele de mai sus, să integrăm 
numeric ecuaţia 

Y=y 
cu condiţia inițială 

Xo=0, y=t1 

şi să comparăm rezultatele. Evident, y — ef. 
1) Metoda lui Euler pentru h = 0,2 conduce la următorul rezultat: 

no 1 2 3 4 5 

2010 0,2 04 0,6 0,8 1 
n | 1 1,2 1,44 1,728 2,0736 2,4883 

2) Metoda lui Euler cu predicţie și corecție conduce la următorul 

rezultat, pentru hi = 0,2: 

n 0 1 2 3 4 5 

Xa (9) 0,2 0,4 0,6 0,8 1 

Un 1 1,22 1,4884 1,8134 2,2123 2,6990 

Pentru z; = 1, din soluţia analitică se obţine y, = 2,71828; se observă că 
diferenţa este mai mare în cazul metodei Euler simple, decit la cea cu 
corecție. În ambele cazuri însă are mare însemnătate alegerea pasului la 
integrare, care, în exemplul dat, este prea mare, dacă urmărim un rezultat 

cu cîteva zecimale exacte. 
Dacă repetăm calculul cu pasul h = 0,1, cu metoda Euler cu predicție 

şi corecție, se obţine: 

no 1 2.3 4 5 6 7 8 9 10 

a 10 01 02 0,3 04 05 06 0,7 08 09 1 
Wa | 1 1105 1,22 1,34 1,49 1,64 1,82 2,01 2,224 2,45 271; 
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Au rezultat deci trei cifre exacte. Calculul a fost efectuat cu trunchierea 
celei de-a şaptea zecimale și cu rotunjirea celei de-a șasea zecimale, iar 
rezultatul este reprezentat cu patru cifre. La un pas mai mic, se corec- 
tează și următoarele zecimale. Rezultă deci că alegerea pasului are un rol 
important la rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale. De aceea, prin program, 
pasul se alege din ce în ce mai mic, pînă cind micşorarea pasului nu mai 
corectează numărul de ciire stabilit iniţial ca precizie. 

Din definiția derivatei 

y — lim Una — Yan 

rezuliă că dacă pasul se micșorează oricît de mult, soluţia numerică se 
apropie de soluția analitică. Aceasta nu este adevărat cînd lucrăm cu cal- 
culatorul, deoarece în calculator se operează cu numere care au un anumit 
număr de cifre, din cauza lungimii finite a registrelor; deci în calculator 
se operează numai cu numere raționale. Pe de altă parte, apar erori de 
conversie din zecimal în binar şi invers, precum şi erorile inerente trun- 
chierilor și rotunjirilor. În plus, dacă pasul este foarte mult micșorat, apar 
operații cu numere mici, la care eroarea relativă de trunchiere şi rotunjire 

este mare. Rezultatul este că, prin micșorarea pasului, cu calculatorul se 
obţine o apropiere a soluţiei numerice faţă de cea analitică, după care, 
la o micşorare exagerată a pasului, erorile încep să crească. Se poate intro- 
duce deci ideea găsirii unui pas optim, în cazul în care rezultatul este dorit 

cu un număr suficient de mare de cifre exacte. 

O altă metodă cu predicţie și corecție este metoda Adams-Bashtorth, 

care utilizează formulele cu diierenţe la stinga : 

1 5 3 251 , 
azi SUpth | ll +—yh— 24 — + vit... y 

Vata 2 Un Via Ve Vo n 
(predicţie), (6.10) 

1 1 şi 19 , = ph — Lp o pp o pie. Îy Uni = Yn . vV 12 V 24 V 720 Y ni 

(corecție). 

Se observă că dacă nu se reţine nici un termen în V, din prima expresie 
vezultă formula lui Euler. Dacă în cea de-a doua expresie se reține numai 
diferența de ordinul întîi, rezultă formulele cu predicţie și corecție (6.9). 

Procedeul de calcul cu formulele (6.10) este următorul : 

— se calculează yu din prima formulă; | 

— cunoscînd pe y„+a aproximativ, din ecuaţia diferențială dată se 
calculează ya; 

— se corectează y,. utilizind cea de-a doua formulă. 
Pentru îmbunătăţirea soluţiei, cea de-a doua formulă din (6.10) şi ecuaţia 

diferențială dată pot fi utilizate iterativ (ca ecuaţii algebrice) pînă cînd 
Ya le satisface, după care se trece la pasul următor. 
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6.3. Metode de tipul Runge-Kutta 

Aceste metode utilizează dezvoltări în serie Taylor 
[30, 52]. Pentru expunerea principiului, să luăm ca 
exemplu ecuaţia 

= ay (6.11) 

cu condiţiile iniţiale y (0) =1, y'(0)=0. 
Condiţiile iniţiale dau primii doi termeni din seria 

Taylor, pentru & = 0, iar din ecuaţia diferenţială dată 
rezultă şi cel de-al treilea; termen. Prin derivare repetată 
a ecuaţiei diferenţiale pot ti obţinuţi şi următorii termeni 
ai seriei Taylor. Derivînd de k ori, se obţine 

ge? = aj P + hyt-b, LkeNy, 

deci, pentru punctul z« =—0, pot îi calculaţi termenii 
succesivi ai seriei Taylor. Notind pasul cu 7, în calcule 
numerice cu pas egal este convenabilă scrierea seriei în 
forma 

y (aa Ph) pb, 
hit 

4! 
unde 7th = . La începerea fiecărui pas, se cunoaşte 

Un Și Tr; din ecuaţia diferenţială (6.11) se determină 

1 
ri = 3 Pata 

şi relaţia de recurenţă devine 

k (he — Ir? = Mor + Mr, 

Se calculează un număr suficient de termeni, pînă cînd se 
obţine precizia dorită ; este recomandabil să se calculeze 
cîțiva termeni în plus, pentru a evita acumularea unor 
erori de rotunjire. Metoda aceasta permite o verificare a 
soluţiei, prin schimbarea semnului lui 7, ceea ce schimbă 
semnul termenilor de ordinul impar. 

Deoarece seria Taylor converge mai rapid decît for- 
mulele cu diferenţe, pasul poate fi luat mai mare, cu un 
număr mai mare de termeni. Pentru ecuaţii neliniare, 
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la care relaţiile de recurenţă şi derivatele de ordin superior 
implică calcule mai complicate, este recomandabil să se 
ia un pas mic, fiind suficient un număr mie de termeni ai 
seriei. 

Exemple. 1. Fie ecuaţia diterențială 

Y = (xy) cu (Ta) = Ya 

Se caută o soluție ya» presupunînd că există numărul necesar de derivate 
ale lui f(x,y). Se definesc termenii: 

ha = hf (a Ya) 

Ka = hf(x + ohy + Bob), (6.12) 

Ka =— Rf(za + Xuh Ya + Bka + Yaka) _ 

şi o formă liniară 

Una SYa tr Wiki Waka + Waka (6.13) 

care se alege astfel încît dezvoltarea în serie cu pasul h să reprezinte solutia 
ecuaţiei diferenţiale date, pînă la un anumit număr de termeni ai seriei. 

Dezvoltind în serie expresiile lui 4, Ka şi k3, rezultă 

Lei — hf, 

1 
ha = hf + 12 (af + Bf) + h5 - ag/zz -+ ctoBofzy + > Ba fm ) ! 

ka = Bf + h (aafa + Bully ++ vafhu) + 5 E X3faz + da (Bit Yolfzu + 

1 
+ PI (8; + Yu ff -F- Ya (of + Pofiu) fu | 

Dezvoltînd pe y„+. în serie, se obţine 

1 i 
Yn-a = Ya + hfa + > (fum + Falu.n) + $ ha (frant 2fnfzw.a + 

+ fâfeu,a + fo mlu.n + faf2,n)- (6.14) 

Înlocuind (6.12) în (6.13) și identificând coeficienţii cu cei din (6.14), se 
obține sistemul : 
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| | 1 
D=, Ola Ola = — mw War 3 pla 13 2 

e pati Lol 
Botea e (Ba Ya o tip o 

1 1 1 1 2 pa Ea 7020 
QoBotba + a (Ba + YoWa = 3! 3 Bow + 3 (Bar Ya) a = Pi 

1 | 1 
A9YaWW3 = i , Boya = 3 , 

de unde ag = Bo, a = Bu + Ya Și mai rămin patru relaţii independente cu 
șase necunoscute; se iau două valori arbitrare, de exemplu pentru ag Și 
%,, rezultînd în mod unic valori pentru ceilalți parametri. 

Pentru formulele de ordinul patru se mai introduce un termen în 

(6.12) și (6.13), care conține pe kf, iar din dezvoltarea în serie se reține și 
termenul în h4, procedeul deci fiind similar cu cel descris mai înainte. 

Evaluarea erorii de trunchiere, care rezultă prin eli- 
minarea termenilor în hf, respectiv în h5, conduce la 
expresii complicate, .rareori recomandabile pentru uz 
practic, 

Iată una, din tormulele cele mai răspîndite în practică, 
de ordinul patru (Kutta-Simpson) : 

1 
Vara = Ya Te (Ba + 2ha + 2ha + k4) +0 (h5), 

k — f(x, Yn) [8 = af (a ta a), (6.15) 

a II > Ra = Maat 2, ga Eh = Maat n gat) 
Exemplu. Se dau rezultatele calculului, cu algoritmul (5.15) pentru 

rezolvarea ecuației 

y' = 22y (6.16) 
cu condiţia inițială y (0) = 1, 
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Eroarea este calculată în raport cu soluţia analitică 
= e, În legătură cu metodele Runge-Kutta, au fost 

făcute diferite sugestii. 

Dintre acestea, menţionăm formulele algoritmului 
Kutta-Merson, care permite alegerea automată a pasului, 
pentru o clasă largă de ecuaţii diferenţiale : 

1 
Mi = Yo Ta hf (o Yo) 

1 1 1, 
Va — Yo + gh (do, Yo) + — G nf [aa + 3 hi n) 

1 3 1 
Y3 = Vor = Îl | op te Mao 2 nu [) 

1 3 1 
Ya = Yo 2 — hf (2o Yo) — (a a În va + 

+ 2hf (2 + = h, n) (6.17) 

1 | 2 
Y5 = Yo ra (do Yo) + 3 hf (2 + - h Y3 + 

1 | 
—- 1 (2 + he Ya). 

Merson a arătat că valoarea y = 1 (, — 4/5) poate îi 
5 

utilizată pentru ajustarea pasului, de obicei prin înjumă- 
tăţirea acestui pas, pînă cînd eroarea devine acceptabilă. 

6.4. Alte meiode uzuale 

Dintre metodele cu predicţie şi corecție [22], algoritmul 
dat de Milne constă în următoarele : se dă ecuaţia 

y =f(ay) 
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şi se utilizează următoarele formule : 

4h , , pa 
Para = Yn-3 3 (2 — n-a Ft 2n-a)5 

o (8) — 016%; 

Pui Sfara Pa); 

h [i 7 [i 

Cai = Yn-a F 3 (Paza + 4 Ya 

unde cu p s-a notat predicția, iar cu ce s-a notat valoar ea 
corectată a lui y. 

“Metoda lui Milne este uneori instabilă, în sensul că 
soluţia poate oscila cu amplitudine crescătoare, indepen- 
dent de micşorarea pasului h. O modificare a acestui al- 
goritm a adus-o. Hamming, care utilizează acelaşi predi- 
ctor, dar un corector modificat 0, +-1mm0a) 

4 28 
ni  Yn- — hi (2 — da 2 h595 (Ga), Pra = Yn-3 + 3 (2y Yn-2) PF 90 1 

1 3 5 
Cn ya = g (9Yn —Ym-2) + — 3 bi — dna — ah g5 (Ca 

Ca 1 (mod) — Cu--q = lenta — mun) 19| ari ara) 

Cu acest algoritm se obţine o mai bună stabilitate. Se obser- 
vă că metoda lui Milne nu poate fi aplicată de la primul 
pas de integrare, deoarece necesită valoarea lui y pentru 
pași anteriori ; de aceea, integrarea începe cu o altă metodă 
(de exemplu metoda, lui Euler cu predicţie şi corecție sau 
metoda Runge-Kutta), iar după obţinerea valorilor nece- 
sare, se continuă cu metoda lui Milne. 
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Cînd dezvoltarea în serie Taylor este inaplicabilă, poate, 
fi utilizată metoda iterativă a lui Picard. Ecuația dată se 
pune în forma 

Y Er] 

( dy =$ fm az. 
29 Vo 

Se introduce în partea dreaptă o valoare inițială de test, 
după care se iterează pentru îmbunătățirea soluţiei. 

Exemplu. Fie 

y' = xy 1; y(0)=1; Oas. 

Rezultă formula iterativă : 

X 

pâ+D =1+ ( (xy + 1) da. 

| o 

Pornind cu valoarea inițială dată, se săsește 

ir 

pb = 1+ | (0+1)az=1+az 

0 

și, continuind iteraţia, se găsește 

» 3 2 

a = [ter azi pa 
1] 

Mai deparie : 

z2 ză at a 
(3) = 1 i — —— — y E e e e e 

2 3 8 15 

ceea ce reprezintă același rezultat ca la aplicarea dezvoltării în serie Taylor. 

În general, metodele bazate pe dezvoltarea în serie 
Taylor conduc la, o bună precizie la începutul intervalului, 
eroarea crescînd pe măsură ce calculul se depărtează de 
condiţiile inițiale. Există metode care aproximează soluţia, 
pe tot intervalul de integrare, în genul metodelor bazate 
pe trasarea unor curbe prin metoda celor mai mici pătrate. 

Pentru ilustrare, să reluăm exemplul de mai sus şi să căutăm soluția 
sub forma unui polinom de gradul al doilea 

Yi = Co PF Et + 63%? 
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Din condiţia iniţială rezultă imediat cp = 1. Pentru determinarea 
coeficienţilor c, şi e, să considerăm restul: 

R— 99 — fi) = ul 

Introducînd expresia lui y; se obține 

Rea (40 20) casa — 05) — a 1. 

Orice metodă care minimizează acest rest poate fi utilizată pentru 

determinarea lui c, Și c; de exemplu, în metoda lui Galiorkin, se defineşte 

media ponderată 

b 

to (2)R ()az 

5 Li 

w (3) da 

unde w (4) este o funcţie pondere, iar a și b sînt limitele de integrare. Dacă 
se iau ca funcţii puterile lui z din soluţia căutată, se obţine sistemul 

1 

| xR da = 0,25 c, + 0,4667 ca — 0,8333 =0, 

9 

1 

| z2R da ==10,1333 c, + 0,3333.c3 — 0,5833 =i0, 
0 

de unde rezultă 

= 14+ 0,242 + 1,656 22. 

Pentru același exemplu, să utilizăm acum metoda celor mai mici 

pătrate : 

1 pi 3R 

| REaz = R -— da = 0,5333 c, + 0,4167c — 0,9167 —0, 1 9 

2 0c, Jo 9 9 1 

1 9( IL 08 
— = Râz = | R —— da = 0,4167c, + 0,6762, — 1,2167 = 0. 
2 0 10 Oca 

Pezolvînd sistemul, se găsește 

VW, = 1 + 0,6036 4+ 1,4273 a2. 

Soluţia analitică a ecuației date este 

s2 -— 

y=e?2[1ir |/ Lor]. 
2 2 

Compararea arată că, pentru acest exemplu, cea mai bună aproxi- 
maţie o dă metoda celor mai mici pătrate. 
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6.5. Sisteme de ecuaţii diferenţiale ordinare 

Cele arătate la rezolvarea numerică a unei ecuaţii 
diferenţiale ordinare pot fi extinse fără dificultate la 
sisteme de ecuaţii [30, 23]. Fie sistemul de două ecuaţii 

y =] (ay, 2) | 

2 = 9(%,y,2) 

Să-i aplicăm algoritmul Runge-Kutta 

1 
Vai = Ya + $ (feo A 2ha + 2ha + k3) + o (H5), 

An +1 = n + (me + Dima + 2ma + na) + o (h5), 

unde | 

ko — hf (as Vns 2) Mo = kg (dn Vans 2) 

h k (IT) 
ha = [ant Ya ta An re) 

m = zh pr ho a Mel 
inc | (eo a „) 

h p (IT) 
ta = (zi ran Yn ta ZI ra) 

h | m 

LA i hf (2 + h, Ya k ka, Za + Mo) 

Ma = hg9 (In + he Ya + ka 2 + Ma). 

Pentru ecuaţii diferențiale de ordin superior, se obiş- 
nuieşte trecerea la sistemul echivalent de ordinul întâi, 
transformare care este întotdeauna posibilă. Prin urmare, 
rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale de ordin superior revine 
la rezolvarea unui sistem de ecuaţii de ordinul întâi. 
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Pentru minimizarea memoriei necesare şi pentru o 
mai bună precizie, Gill [30, 52] a adus unele modificări 
formulelor Runge-Kutta. Formula de bază utilizată este 

1 1 [. T 
Da CR ES ei 

1] . 7 

CR EL a 

| r, 

la = hf (i Yi), ta = A | ai Ta m i) 

po Larg 

unde 

ee ae ia) 
Pentru îmbunătăţirea calculelor, se introduce următoarele 
formule : . | | 

a E 
L=Yy a Ga 7 do) 

d=dot3: (fe — 245) — — ki i 
3 

(+ ŢI) au — au; 

da = d +a[ 3) (ka — d) 

aa [11] a 
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d = de a(a +a 

Hi 

= lg + 6 (a — 243), 

A. 1 
— [a + 8 e — (a — 243) —— ka. 0 — da G (a d3) PI 

Dacă se fac toate înlocuirile în expresia lui 1, se obţine 
1.1, deci l, reprezintă soluţia pentru pasul i + 1. Valorile 
lui g sînt introduse pentru compensarea erorilor de rotun- 
jire acumulate la fiecare pas al calculului; iniţial, q, = 
— 0; dacă la primul pas nu apar erori, atunci g, =0. 
Dacă la primul pas apar erori, q, este utilizat în locul lui 
d la pasul următor. 

Exemplu. Să considerăm sistemul 

y', = F(Uo yo Um), m=0,1,2,....M, 

la care se adaugă ecuația 

9 =f =. 

Se notează cu indicele i pasul de calcul și cu j indicii din formulele anteri- 
oare (j = 1,2, 3, 4). Calculul se desfăşoară în modul următor: se iniţiali- 
zează h, M şi limitele de integrare (X7); se pune i = 0, pentru a obţine 
d = %y-- h; se calculează î&,, pentru toţi m din sistemul de ecuații; se 
calculează [, şi gqy; CU do = 0, după care se ia gQp = 44; se repetă calculul 
pentru j = 2,3, 4. Valorile lui 14 sînt soluţiile care se tipăresc. 

În îig. 6.3 se reprezintă o organigramă pentru această parte a calculului, 

6.6. Probleme bilocale 

Pentru aplicaţii în tehnică şi în economie, este necesară 
o prezentare a modului de rezolvare numerică a ecuaţiilor 
diferenţiale ordinare, cînd în loc de condiţii iniţiale com- 
plete se dă un. număr echivalent de condiţii iniţiale şi 
finale. Astfel de probleme apar, de exemplu, în calcule 
de optimizare, navigaţie etc. 

În cele ce urmează, se presupune că problema dată 
asigură existența soluţiei şi că soluţia este unică; în 
general, pentru problemele multilocale, existența şi uni- 
citatea soluţiei trebuie apriorice asigurate, înainte de a 
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trece la calculul numeric, deoarece nu se poate presupune 
tacit. 

Un exemplu de problemă bilocală este următorul : se 
dă o ecuaţie de ordinul al doilea, cu condiţiile y(a) = 
= Va Si Y(b) =. La calculul numeric; dificultăţile 
provin din faptul că y, nu poate fi practice utilizat, în 
nici una din metodele aplicate la rezolvarea problemelor 
cu condiţii iniţiale. 

Metodele mai uzuale, pentru rezolvarea problemelor 
bilocale, sînt : 

1” trecerea la diferenţe finite ; 
2* iterarea, unei metode cu condiţii iniţiale ; 
3* trecerea, la două probleme echivalente, cu condiţii 

iniţiale ; 
'4 evaluarea aproximativă a soluţiei prin metoda 

Monte Carlo. | 
Trecerea la diferenţe finite necesită divizarea interva- 

lului de integrare cu punctele z, 4, - 3 Dao Pentru fiecare 
punct se scrie o ecuaţie cu diferenţe în y, rezultînd un 
sistem algebric. În funcţie de compaitibilitatea sistemului 
algebric, pot fi rezolvate numeroase clase de „probleme 
bilocale. 

La iterarea unei metode cu condiţii iniţiale se încearcă 
o soluţie cu condiţii iniţiale fictive (pentru cele care nu se 
da), iar în funcţie de condiţiile finale rezultate se corec- 
tează condiţiile iniţiale luate arbitrar. 

Convergenţa iterajiei constituie o problemă dificilă, 
mai ales la problemele neliniare, la care, schimbarea con- 
diţiilor iniţiale, în funcţie de condiţiile finale obţinute, nu 
rezultă prin raționamente simple. 

Trecerea la două probleme echivalente, cu condiţii 
iniţiale, nu este posibilă decît la ecuaţii liniare (deoarece 
suma a două soluţii particulare este şi ea o soluţie). 

Fie, de exemplu, ecuaţia 

y" + P(x)y' + Q(a)y = F(x) 

cu condiliile bilocale y(a) = A, y(b) — B. Se introduc două ecuaţii în 
variabilele independente u şi v: | 

a” P(o)u' + Q(ou=F(o) 

p'! + P(a)v + Q(a)v =F(a), 
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cu condițiile iniţiale 

u(a) = A, w'(a)=C, 

o(a)=A, v(a)=D 

unde C și D sint alese arbitrar, dar inegale, pentru ca soluţiile să difere în 
punctul z = b: u(b)=kov(0). După aflarea soluţiilor u (2) şi v (2) avem 
evideni: 

V(0) = au (2) + Bo (a), | 

unde o și f se determină din condiţiile bilocale : 

A=aA+BA, 

care, pentru A = 0 nu are sens, iar pentru A FO se obține a+f=1; 
de asemenea 

B= au (b) + Bo (6), 
de unde 

_ B — vb) a B-—utb) | 

u(b)—» (0) u (d) —v() 

Metoda poate fi aplicată și la ecuaţii diferențiale de ordin superior [55] 

Metoda Monte Carlo furnizează o soluție aproximativă, care este foarte 
utilă pentru îmbunătăţirea soluției prin unul din procedeele iterative. 
Procedeul este elaborat pentru ecuații de tipul [56] 

i 2 ppt 
de dr 

cu condiţiile bilocale z (to), = op X d) = 26. Problema constă în aflarea 
soluției pe intervalul [îy, 10]. Se introduc următoarele două ecuaţii auxi- 
liare : , 

î _ p Ep D —— V(o)p, 
at da (op 

8p 6p „i 9 = Do v(op. - 
ar > P oa 7 (DP 

Cu ajutorul funcţiilor p (&, î) şi p p (2, i) se delinește valoarea medie a lui 

x (î) la timpul t: 

+ oa | 

Es = | p(z,Orp(e,Dăr. (6.18) 
00 
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Punînd condiția ca p și p să tinaă la zero cînd || —> co şi punînd D= 
1 . 

<a — 3. se obține | == 

d AV, 
— Ba =E : (6.19) 
dt dz 

Dacă variaţia funcţiei pondere p (z,b p (1) cu z este bine localizată, 
atunci 

p AY aV (Ex) 
pei Li] 

dz d(Ex), 

astiel încît valoarea medie E obţinută din ecuaţia (6.19) poate îi interpretată 
ca o primă aproximaţie a soluţiei căutate. Procedeul de calcul este urmă- 
torul : se alege condiţia inițială pentru p (x, î) după cum urmează: 

p (2, to) = 8 (2 — 9), 

unde 5 (2 — 19) este măsura lui Dirac cu suportul în zp. Notind cu 
po(x. î) soluţia ecuaţiei diferenţiale pentru cazul V (x) = 0, se obține 

N
D
i
=
 

Po (28) = [ARD (t — 19] 2 exp — ( — x0P/[4D (tt) 

unde (> to. Soluţia pentru p (x, t) poate îi pusă atunci sub forma 

; ţ -+- 00 

p (4 î) = po (8) — ţ ar dz'po(r—sx, t—t) V(z)p (x, î). 
B to — 00 i 

În forma aproximaţiilor succesive, soluţia poate îi rescrisă astiel : 

: + 00 
p (3,0 = Pola, 0 — ţ ar Apo (2 — pt 2 9V (29po (0, + 

to — co 

i +00 ț + 00 | o 
+ ar) dz | a] dzpo(z — a, 1—0)V (2)po (a — d”, 

ţ 

ț' __ 1”) Y ("po (x, '”) — 
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Intervalul [4, î] este acum divizat în n subintervale egale f < î.-< î < 
<$ ... < lp. Deoarece po poate fi interpretat ca probabilitatea de tranziție 
într-un proces Markov, ecuația poate conduce la următoarea expresie : 

+ 00 a-t- 00 LI 

pe = (---| - ŞI eva + 
pur E) —>00 

t— | 
Cl y (ev (a) — | x 

X Po (£ — tn î— ba) Po (i — os bi — 10) drzda ... dna = 

+00 mt+00 n ă 

= lim $ .. ţ exp - (£ — to) n Ş, V e] Po(% — Xa-w bt — 
k=l 

13 00 | 
—00 d —6o 

— na) Po (21 — În—a ina — n-a) ... Do (z, — X9» t — io) dr, da ... drp—. 

Această trecere la limită a fost studiată în legătură cu o clasă de 
integrale Wiener; limita există, dacă V () este continuă și mărginită 

inferior. Reciproc, pentru p se impune condiţia finală 

p (2, 6) = 3(z— 29). 

Se notează cu Po soluția pentru V (2) = 0 şi rezultă 

_l 

Po (4,0 = 40 (45 —D 2 exp(— (2 — 2P/4D (4 — d] 

unde îSt4. Printr-o diviziune cu pas egal a intervalului [î, pl prin m 
puncte £< (4 <<... <t, obţinem 

_ +00 pa+ 90 m _ 

_pP(2D= im --- | exp (8 ip — | Ş, V (x7) 2 (29 — 

p=1 TR = 00 — 00 4 —00 

7 [] , — p , 0, 7? 
— Xm— io i tm =) Po (2-a — Xm—a m —1 tm, —2) ... 

Bo (ea — pl — Dridu... dtp 

cu aceleași observaţii ca în cazul anterior; cu aceste considerente, s-a 
dovedit (6.18). 

Calculul decurge în modul următor : se divide intervalul de integrare 
în N subintervale egale, prin punctele îp, î,» .--»îx (ia = 10). Traiectoria 

care leagă punctul (î, 29) cu punctul (45, z$) este un poligon deschis cu 
virfurile în punctele (î,» a), (fa Za), ---> (În-— Eu-a) Similar cu traseul 
unei mișcări browniene a unei particule. Luînd po şi pp ca probabilități cu 
aceeași repartiție (normală) și ţinînd seama de faptul că 

te —t 1 — i —ta 
o = o 0 9 A tt 12, N—1, 
m n N 



din ecuaţiile precedente rezuită 

+ 00 

— 90 

“+ 00 N | 
. z; | — At Ş, V (a) Po (Ti — %o, Al) 

2 au 

a. Pof(Zi — ia A) Po (Lira — Zi AD)... Po (20 i 

— IN ADdz, --- din 

unde-N >1 şi: 

Po (Az, At) = QAD-12 exp [—(Az)?] (2AD]. 

Pentru alegerea traseului brownian se recurge de asemenea la o variabilă 
aleatoare gaussiană £, cu o formulă de interpolare pentru o mișcare brow- 
niană condiționată; dacă zg, , ..., Cj- Sînt fixaţi, atunci 

ij => [şa ( — 8) x (li — till (n — ti-a) + & (4 — ti-a) (a — 

— Ku — IDE = UN — Dica + 20 (N + D+ E 0 — 

| — 10)/N) (N — DAN — i + DI. 

Pe scurt, în decursul calculului se extrage informaţia referitoare la traseul 
brownian, notînd cu y cantităţile care corespund celui de-al v-lea pas, după 
expresia 

3, zpexp | — (to — to)IN Şi vet?)] 
Es (1) = » k=i 

N 

y, exp -u — to) N y, ve) 
y Bl 

V (2) poate fi determinat prin integrarea numerică a lui f(x). Numărul 
de paşi N se alege nu prea mare (10—20) pentru a nu crește prea mult 
numărul de pași al traseului brownian ; se asigură astfel o soluţie în primă 
aproximaţie, dar cu o convergenţă rapidă. Evaluarea erorii este o problemă 
dificilă-; se presupune că eroarea este de forma o(n”2), o (m”2) sau o(N-2), 
dacă 2 V (2) este înlocuită cu integrala corespunzătoare. Este esenţial ca 
V (a) să fie continuă și mărginită inferior, deci metoda se referă numai la 
această clasă de ecuaţii diferenţiale. 

În încheierea acestui paragraf, vom lua un exemplu la care se utilizează 
o metodă de discretizare, pentru o ecuaţie liniară, de ordinul doi, cu coefi- 
cienţi variabili [52] : 

y” + fiu = 99); 0O<z<l 

I (0) = yo Y(D= ya. 
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Pentru punctele interioare ale intervalului, folosim diferența simetrică 
peniru discretizarea derivatei și avem 

| 1 ap, aa | d; = bg îi=— 1, 2, .:.,„n— ll, 

unde f; = f(x) şi gi; = 9). 

Cu notațiile 

dop = Î, aon+i = Yo» 

. — h2a. îm — 

iii = Oşita = Lp Gui = hf; — 25 Qin > gi ÎL 2 see n — le 

dun = Î, anna = Um 

se obţine sistemul algebric 

2 . 

> a;jUj — Cin i == 9, Î, ... N, 

î=0 

Celelalte elemente, nespecificate, ale matricei sînt nule. Pentru f(x) = x, 
g(x) =1—z,1=1şin = B-rezultatele calculului sînt date în tabelul 

următor : 

z 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 -0,0 

y 10,0 | —0,04975 | —0,0671 | —0,05938 | —0,0342 0,0 

Eroarea este o (12); prin micșorarea pasului, precizia se îmbunătățește. 
Pentru ca sistemul algebric. să fie compatibil, este necesar ca det (a,;) 0; 

această condiţie depinde însă de f; şi este necesar a îi verilicată. În 
cazul cînd det (a;;) = 0. se recurge la alte metode (de exemplu aflarea 
valorilor proprii). 

6.7. Stabilitate şi consistenţă 

| Una din cele mai bune căi de tratare a problemei sta- 
bilităţii soluţiilor ecuaţiilor diferenţiale este cea bazată 
pe definirea stabilităţii în sensul lui Leapunov [54, 57]. 
Fie Ji RX RL— R.O soluție y a ecuaţiei diferenţiale 

| PT (6.20) 
este stabilă, în sensul di Leapunov, dacă pentru orice 
e >0, există un număr 5(c)>0, astfel încît orice altă, 

soluţie ] a ecuaţiei diferenţiale date pentru care 

(0) — y(0)|| < 3 (2) 
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satisface condiţia 

Iy(6) — 900|] < e, tet0,o). (6.21) 
Dacă soluţia y este stabilă și, în plus, satisface condiţia, 

| (= 500 pentru =>, (6.22) 

atunci y este asimptotic stabilă. În fine, y este relativ 
stabilă, dacă condiţia (6.21) este înlocuită cu 

(0 —9O01< eh. - (6.23) 
Conceptul de stabilitate relativă prezintă o mare 

însemnătate pentru calcul numeric. Stabilitatea, în sensul 
lui Leapunov, are următoarea, semnificaţie intuitivă. : o 
mică sehimbare a condiţiilor iniţiale păstrează soluţiile 
suficient de apropiate. În caz contrar, sistemul este instabil. 

ji fo | Se 

1-1, IL] va Va 1 0 Ya 

0) = 150) 1. 

Exemplu. Fie 

cu condiţiile inițiale 

Soluţia este 

J, (0 = et, (== 

Să introducem acum o ușoară schimbare a condiţiilor iniţiale 

3 (0)=1-+e, 02 (0) = —1. 

Soluţia devine 

1 , 1 Re 1 1 
2,(D= Ze + set + - cei; (= — a + set + cei 

şi se observă că 

lui (0 — di (Dl= + oo pentru t= 00; î=1, 2. 

Deci acest sistem este instabil la variaţii mici ale unor condiţii iniţiale. 
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Teorema de stabilitate peniru sistemele liniare se formulează în modul 
următor : soluţia ecuației 

— AJ, y (0) = Yo 

unde A este o matrice constantă reală de ordinul n și este stabilă (în sensul 
lui Leapunov), dacă toate valorile proprii ale matricei A au partea reală 
nepozitivă și dacă orice valoare proprie cu partea reală egală cu zero apar- 
ţine unui bloc Jordan de ordinul 1. Dacă toate valorile proprii ale matricei 
A au partea reală negativă, atunci sistemul este asimptotic stabil. Demon- 
strația teoremei se face considerind soluţia de îorma 

y () = e4tyg. 

Punind matricea e4t sub forma cânonică Jordan 

e4t = Pelip-, 

se constată că! elementele lui eJt tind la zero, cînd î— 00, numai dacă 
valorile proprii au parte reală negativă, şi rămîn mărginite numai dacă 
blocurile Jordan au dimensiunea 1 x 1. În concluzie, sistemul este stabil, 
dacă și numai dacă valorile proprii ale matricei A au parte reală nepozitivă 
şi orice valoare proprie cu partea reală egală cu zero este simplă. 

Pentru calcul numerice prezintă o însemnătate mai mare conceptul 
de stabilitate relativă. Expunerea teoremei asupra stabilității relative 
necesită introducerea prealabilă a unor noţiuni; dacă într-o transformare 

canonică Pl A P, matricea A are mai puţin decît n vectori proprii inde- 
pendenţi, atunci celelalte coloane ale lui P sînt denumite vectori proprii 
generalizați sau vectori principali. Dacă avem 

(A — ADka = 0 şi (A — ADP la 0, 

atunci z este un vector principal de grad Fe al matricei A. Dacă z este un 

vector principal de grad m, unde m este dimensiunea celui mai mare bloc 
Jordan al matricei A (asociat cu valoarea proprie corespunzătoare), atunci 
x este un vector principal de grad maximal. Acum se poate formula teorema 
referitoare la stabilitate relativă, valabilă pentru ecuaţii liniare cu coeficienți 
constanţi ; pentru matricea A notăm cu A mulțimea valorilor proprii ale 
lui A, cu parte reală maximală. Atunci, o soluţie y a sistemului liniar y' = 
= Ay, y (0) = y0 este relațiv stabilă, dacă și numai dacă există un AEA 
astfel încît y (0) să aibă o componentă pe direcția unui vector principal 
de srad maximal asociat cu A. 

Să reluăm exemplul dat anterior, scriind soluţia generală sub forma 

Yi (8) = eset + cati, ya (D= — cei + cret. 

Aceste soluţii pot îi ușor calculate numeric dacă c,=£0; pentru î mare 
eroarea absolută poate ajunge mare, dar eroarea relațivă poate fi menţinută 
mică. Am văzut însă că dacă cp = 0, este extrem de dificil de calculati o 
soluţie cu eroare relativă mică, deoarece apare contribuţia lui ef. De aceea, 
soluția pentru c, = 0 este relativ instabilă, în timp .ce soluția pentru c; =£ 
=£= 0 este relativ stabilă. Acest exemplu pune în evidenţă faptul că y (0) 
trebuie ales după direcţii anumite, pentru ca soluţia să fie relativ stabilă. 
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Deoarece, prin discretizare, se trece la ecuaţii cu diterențe, extindem 
definițiile referitoare la stabilitate prin simplă analogie, Astfel, fie ecuația 
cu diferențe 

kt d = G (yk,k), ke N, 

unde G: R* x R1— R7 este o aplicaţie dată, iar y0 este cunoscut, Atunci: 

19 dacă se dă s > 0 pentru care există un 8 (e) > 0 astfel încit (ui 
este şi ea o soluţie pentru care 

o __ 40 A lu — ll < (o), lie —yklise, ke Ny, 
atunci soluţia y* este stabilă; 

2” dacă, în plus, avem 

A 

ge —yk||—=0 cînd ko, 

atunci soluţia este asimptotic stabilă ; 
dacă cea de-a doua condiţie din 1* este înlocuită cu 

A pi 

ge — pe sei! ke Ny, 
atunci soluţia (yk! este relativ stabilă. | 

Pentru ecuaţii liniare cu coeficienţi constanţi 

pk+i = Byk + d, cu yodat, ke N, 

cu de RY și B de dimensiune n X n, o soluţie (yf! este stabilă dacă și 
numai dacă 

e(B)sl 

iar dacă o(b) = 1, atunci b are valori proprii 3, cu || = e (8) astfel 
încît fiecare bloc Jordan asociat cu A este de tip 1x11. Reâmiătir că 
e (B) este raza spectrală a lui B, adică 

e (B) = max ||. 

Dacă p(B)<1, atunci soluția este “asimptotic stabilă. 
Pentru a pune în evidenţă legătura: dintre ecuaţia diferențială și 

ecuaţia cu diferenţe, să luăm ca exemplu metoda Euler. 

Fie ecuaţia 

y' = Ay. 

Integrarea numerică se obţine prin schema 

pe+a - = yE+. nAyh = Bot, unde B=I+ RA. 

Pentru fi mic, proprietățile de stabilitate ale celor două ecuații sînt aceleași 
(pentru stabilitatea asimptotică). Într-adevăr, dacă p(I+hA)<1, 
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atunci toate valorile proprii ale lui kA sînt situate într-un disc cu centrul 

în —1 şi cu raza mai mică decît 1. Deci valorile proprii ale lui hA au partea 
reală negativă și, deoarece h>> 0, rezultă că și A are toate valorile proprii 
cu parte reală negativă. 

Reciproc, să presupunem că toate valorile proprii ale lui A au parte 
reală negativă şi deci sînt situate într-un pătrat delimitțat de — a + ib 
şi —(a + 5) 4+ ib. Valorile proprii ale lui ] + hA sînt situate într-un pătrat 
delimitat de 14+h(a+ib) şi 1+h(—a—b+ib). Atunci, pentru a 
avea g(I-+ hA)< 1 este suficient ca Aa 

(d — af + 2 << şi [1 — (a r.D)R2 + n < 1. 

Aceste inegalităţi sînt verificate pentru Ah suficient de. mic, 
Pentru a prezenta conceptul de consistenţă, vom lua ca exemplu 

ecuaţia scalară 

y (2) = fa, 9 (9), asessb, y(0)=y 

şi ca metodă de integrare ecuaţia cu diferenţe 

Yim = Oman te tr ok 

+ hO (Ip +a» „Chi Uhm so Yi h). 

Avem 

ag=ațih, îi=1,2,...„N; h=(b—a)/N; 

gs = --> &p—a Sînt constante date; Veste o funcţie dată, care depinde de f; 
condițiile iniţiale yo; ---, n sînt cunoscute. 

Dacă n = 1, metoda este „,pas cu pas”. Dacă D nu depinde de ypau, 
atunci metoda este explicită și yz+ se determină direct, calculindu-se mem- 
brul al doilea. În cazul metodei implicite, yp+-m se calculează rezolvînd ecuaţia 
(de obicei neliniară). Formula dată acoperă toate cazurile anterioare din 

acest capitol, astfel încît cea mai mare parte din metodele uzuale sînt 

reprezentabile în această tormă. De exemplu : 

Up = Up hf; FE N, (Euler) 

1 
Vera = Vp tr ZT h [fa f (cea Verhfn)l 

(Heun sau Runge-Kuita de ordinul doi), 

Metoda Runge-Kuita de ordinul patru este dată de schema 

1 
Vei = Ye ai + 2Î3 + 2T3 + La), 
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unde cu I s-au scris termenii notați cu:k, deoarece k este acum utilizat la 
indice, Avem deci 

Ş | 1 1 
Ta = bl : re =ar( + zh mt tr) 

1 | i 
ne-ar (ee + î Ye + 7) IT, = hf(ap + hyp+ La). 

Toate aceste metode sint metode explicite. Un exemplu de metodă implicită 
este formula trapezelor (Simpson) : 

| 1 | 

Yeti > Vp PI h |fg + f(x Vl. 

Un alt caz al aplicării formulei generale daţe este metoda liniară cu mai 
mulţi paşi: 

Yen = Oa When ee Fo Yet Î [Bala o + Bofzl, 

unde x, ..., pa Și Bo, -.-» Bm sînt constante date. Dacă 6, = 0, atunci 
metoda este explicită, iar dacă f,„ 0, metoda este implicită. Din această 
categorie face parte metoda Adams-Bashtorth 

Va = ra t (224) (55fiprsi— 59fra + 37 — 9) 

care este o metodă explicită. De asemenea, o metodă implicită este metoda 
Adams-Moulton : . 

Uk+a = Uk+a + (h]24) (9fr+3 —- 19fa a Ida Sf + fn). 

Metoda lui Milne, ca şi alte metode, face parte din aceeași categorie; 

de exemplu : 

Va = Ya tr (4h/3) (Zina — fara 2fx) 

e o = 9 + (23) (fata + Afara + fe). 
În legătură cu paragratul 1.14, introducem următoarele concepte 

particularizate la exemplul ecuațiilor diferenţiale: dacă y este soluţia 

ecuaţiei diferențiale pe intervalul [a,b] şi yp,-.:,yy, cu Nh=b—a, 

este soluţia aproximativă dată de ecuația cu diferenţe, atunci 

Şi. 

max lg (29 — val 
ossis 

se numeşte eroarea globală de. discretizare. Eroarea locală de discretizare, 
pentru ela, b — nh] este dată de 

e (e, h) = hot [y(a + nh) — apa (Et (a — DR) =... — %oy (2)] — 

Dle nh, a (n — Does; (e nb), soy (Dih) 
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Se observă că 1 (x, h) este restul împărţit la Ph, cînd soluţia exactă este 
înlocuită în ecuaţia cu diferenţe. Notăm 

7 (BD) = max jr (x, î)| 
ze [a,b—nh] 

şi definim consistenţa în modul următor: metoda de discretizare aleasă 

este consistentă cu ecuaţia diferențială dată, dacă 

lim 2 (h) =0. 
h->0 | 

Dacă ecuaţia diferenţială dată are o soluţie y continuă și derivabilă 

pe inte»vailul [a, b] și dacă funcţia O este continuă, în toate argumentele, 

atunci se formează polinomul 

p (A) = A — poa — ee. —09 

şi se presupune că p(1)=0, Atunci dacă 

DL cec ti YU (0, se, 9); 0) = pi) fir, y (9) 

peniru orice ze [a, b], metoda de discretizare este consistentă cu ecuația 
diferenţială dată [54]. Aplicînd aceasta la metoda pas cu pas, rezultă 

72) 9.9) = A — %g 3 

prin urmare, 

Yi = Yet RD (hip Xe Ykrw Vhs h): 

Deoarece p' (1) = 1, avem mai departe 

D (x, e; y(),y (9); 0) = fi(r,y(0)). 

În același mod poate îi verificată condiţia de consistență pentru celelalte 

metode. | 

Condiţia de stabilitate [54] a metodei se poate enunțţa asifel: metoda 
este stabilă, dacă şi numai dacă rădăcinile polinomului p (A) îndeplinesc 
condiția |[];| SI, i=1,2,...,n, iar orice rădăcină de modul unu este 

simplă. De exemplu, metoda 

Ya = AVhra— (3 + 2h)yk Yo = 1, 

cu y, dat nu este stabilă, deoarece 
pO)=AR—4A+3 

şi rădăcinile sînt 2, = 1 şi Ap = 3. 
Dacă [Al SI, i=1,2,...,n, şi inegalitatea este strictă pentru 

n — 1 rădăcini, “atunci metoda are o stabilitate fare; „în caz contrar stabi- 
litatea este slabă. 

Metoda de discretizare este cel puţin de ordin p, dacă r(h) = o (HP) 
şi este exact de ordin p dacă r(h)=fo(hPri). 

Pentru cazul analizat aici, problema convergenţei se reduce la Propos 

ziția.; consistenţă plus stabilitate implică convergenţă. 
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CAPITOLUL 7 

APLICAȚII 

7.1. Prezentarea exemplelor considerate 

Ca aplicaţii pentru algoritmii de calcul şi programele 
prezentate în capitolele precedente s-a considerat urmă- 
toarele exemple. 
„1. Variația unor parametri ai mişcării unui fluid în 
conducte drepte şi de secţiune uniformă, determinată de 
reducerea secţiunii conductei în punctul final al acesteia 
cu ajutorul unui dispozitiv de reglare. 

„2, Variația unor parametri ai mişcării unui fluid într-o 
conductă de secţiune constantă cu acces central şi consum 
la, . capete, după închiderea sistemului. 

3. Variația unor parametri ai mişcării unui fluid într-o 
conductă convergent-divergentă cu acces central şi consum 
la capete, după închiderea sistemului. 

4. Variația unor parametri ai mişcării unui fluid 
într-o conductă dreaptă şi de secţiune uniformă în cazul 
închiderii totale a acesteia la capete. 

5. Variația unor parametri ai mişcării unui gaz într-o 
conductă de secţiune uniformă în cazul închiderii con- 
ductei în punctul iniţial. 

6. Variația unor parametri ai mişcării unui gaz într-o 
conductă dreaptă şi de secţiune uniformă în cazul închi- 
derii totale a conductei la capătul iniţial şi al reducerii 
treptate a secţiunii în punctul final. 

Exemplele 1, 2, 3 şi 4 se reteră la mişcarea nestaţionară 
a fluidelor compresibile în conducte, generată de variaţia 
debitului la extremităţile conductei. Fenomenele care 
apar în aceste probleme sînt descrise de ecuaţia diferen- 
țială a şocului hidraulic [90, 91, 87, 94]. 
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Variația secţiunii la o conductă cu fluid în mişcare atrage 
după sine apariţia unei suprapresiuni sau depresiuni care se 
propagă, sub formă. de undă, cu viteză mare în întreaga 
conductă, revenind la secțiunea perturbatoare ca undă 
reflectată, purtătoare de depresiune, respectiv de supra- 
presiune. Acest fenomen este însoţit de valori mari ale 
suprapresiunii sau depresiunii, în special în cazul închi- 
derii sau deschiderii bruşte a vanei de la capătul final al 
conductelor de lungime mare şi poate determina ruperea 
acestora. Datorită faptului că la închiderea sau deschiderea 
bruscă a vanei ia naştere o undă de şoc, fenomenul a fost 
numit șoc hidraulic. Deplasarea perturbaţiilor cu viteză 
mare permite ca pentru durate mici de timp disiparea de 
energie să se admită neglijabilă. Mişcarea oscilatorie în 
conductă [94] este o mişcare oscilatorie amortizată 
toemai datorită disipării de energie, astfel că în studiul 
şocului hidraulic relativ la o durată mai mare este absolut 
necesar să se ţină seama de viscozitatea fluidului. 

La o închidere bruscă a vanei, energia cinetică a flui- 
dului urmează să se transforme într-un lucru mecanic de 
deplasare nulă, dînd naştere la o presiune iniinită dacă 
sistemul nu este elastic. Datorită acestui fapt în tratarea 
problemei şocului hidraulice se va ţine seama de compresi- 
bilitatea iluidului şi de elasticitatea conductei. 

Presupunînd că închiderea vanei se face în mod con- 
tinuu, perturbațiile care iau naştere determină ca presi- 

LE) di —— 

7 Isa 7, 7 

Ț E 
je 

dr | z 

Log A îi 

Fig. 7.1. 

unea, şi viteza să fie funcţii continue de spaţiu şi timp, 
Ecuațiile de continuitate şi a energiei, prin soluţionare, 
dau funcţiile p(o,t) şi o (2, 1). 
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Se consideră o conductă circulară orizontală racordată 
la un rezervor în secţiunea 1 şi prevăzută cu o vană în 
secţiunea finală II. Ecuația de continuitate se va stabili 
egalind diferenţa dintre volumul de fluid care intră printr-o 
secţiune situată la distanţa + da de secţiunea II şi 
volumul de fluid care iese din secţiunea aleasă la, distanţa, 
a de vană, în timpul di, cu suma volumelor rezultate din 
comprimarea fluidului din deformarea elastică a conductei 
de lungime da. 

Diferenţa volumelor -de fluid care străbat suprafaţa de 
control este dată de relăţia, 

a 
do = u + dora -u pp ED au = EP du a ai, 

da | 4 4, [da 
(7.1) 

Apelînd la formula 

1. do 
B = — (7.2) 

% dp 

de definiţie a coeficientului de compresibilitate a fluidului 
şi notînd cu de, volumul rezultat din comprimarea fluidului 
aflat în volumul de control, rezultă 

2 

|d>,| — 8 dpdz. (7.3) 

Volumul dat de deformarea elastică a conductei este dat 
de relaţia 

2 2 n(D +27 nD 
do, = dar Dărdz, (7.4) 

unde dr reprezintă creşterea razei conductei sub acţiunea. 
presiunii. 

Din definiţia lungimii specifice se poate serie 

m (D + 2dr) — xD dr 
de = = 2d— 

D 
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de unde rezultă 

dr = ae, (7.5) 

Din legea lui Hooke de = do/E şi din ecuaţia lui Laplace 
referitoare la tensiunile care se dezvoltă într-o placă subţire 
de grosime 5 sub acţiunea presiunii rezultă egalitatea 

_ PP dp 
4 B5 

Şi 

rD2 D - 
do, — —— —— da dp. 7.6 2 A 3 PD (7.6) 

Contorm principiului conservării materiei se poate scrie 
relaţia, 

do = |da,| + del, 

care după înlocuire ia forma 

De "Du xD? D 
—— da di = —— Pda dp ———— — drd 

4 Oz p băz + H5 P. 

După simplitficările respective, ati a se transcrie astiel : 

du Did | 
i Ci Sri (7.7) 

care este ecuaţia de continuitate. În diferenţiala presiunii 

- dp da + dt 
P 04 EI oi



termenul dp da fiind neglijabil, se poate serie dp RE —— dp, 
0 dt Ot 

Dacă se ţine seama, de această aproximare şi de relația 

= o=e a vitezei sunetului într-un fluid, atunci ecuaţia, 

(7.7) se transcrie sub forma 

0u 3) | du 1 99, (7.8) 
0 po 0 

unde c este viteza de propagare a perturbajţiilor de presiune, 
exprimată de relaţia 

1 1 1 

op” VoB Țoz (7.9) 

Dacă în relaţia (7.9) termenul i este “neglijabil, 

viteza de propagare a perturbaţiilor este egală cu viteza 
sunetului în. fluid. 

Ecuația energiei pentru mişcarea nestaționară are 
forma. 

2 

E Sim aa app tn — 
gI 8 29 

Dacă « = 1 şi 6 = 1, iar această ecuaţie se scrie sub forma 
diferenţială, rezulță următoarea ecuaţie : 

Pp ay. 
Lu d (z ri) =0, (7.10) 

g 0t 0x 29 

în care w este viteza medie, iar semnul minus a fost introdus 
du 

pentru a se putea conşidera 'ca pozitiv termenul ră 
ț 

Ecuația (7.10) se reduce la 

du _ 1 9% TI 
oi p 0 ( 

245



2 

unde s-a ţinut seama că Z = 0 şi Fa (+) este  Beglijahil 
p y 

în.raport cu termenul 2 înbe- adevăr, ştiind că  vilieza, 
9 

de propagare a perturbaţiilor este a rezultă 

2 etala e 2 d du, 
9 Ga 9.0 da 9 a. e. = 

(E ). (12) 
da l2g g i e 

Datorită faptului că viteza c este foarte mare în comparaţie 
cu viteza fluidului, rezultă că neglijarea termenului ener- 
giei cinetice este justificată. 

Ecuațiile (7.8) şi (7.11) tormează un sistem, prin a cărui 
soluţionare se obţin legile de variaţie ale presiunii şi vitezei 
în funcţie de spaţiu şi timp: 

du 1 2p ; Su 1%, E | (7.12) 
O pc? d 9 o x 

Sistemul de ecuaţii (7.12) însoţit de condiţii iniţiale şi 
la limită poate îi tratat numerice cu ajutorul schemei cu 
diferențe (3.11) şi (3.22), unde este; prezentat algoritmul 
de calcul. | i 

Pentru sistemul (7. 12) şi condiţii iniţiale şi la limită 
a fost rulat un program în FORTRAN. Programul a fost 
rulat pentru un caz concret avînd ca obiectiv determinarea 
numerică a funcţiilor p(z, 1), u(, 1), precum şi deter- 
minarea optimă a pasului de discretizare, după criteriul 
minimizării erorii de la o iteraţie la alta. Derivînd prima 
ecuaţie din (7.12) în raport cu timpul şi a doua ecuaţie 
în raport cu spaţiul şi admiţind că variaţia masei spe- 
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cifice este neglijabilă, se elimină funcţia u (7, î) şi se 
obține ecuaţia, echivalentă sistemului (7.8) şi (7.11): 

dp  0%*p 
= ae 1.13 

2 02 o 082 . ( ) 

Sistemul de ecuaţii (7.12) scris sub forma 

| 8 
A ea du 1 dp _ du (7.14) 

p 8 0 po 0 

se poate transforma prin derivarea primei ecuaţii în 
raport cu « şi a celei de-a doua ecuaţii în raport cu f 
în ecuaţia echivalență 

Rs (7.15) 

identică cu ecuaţia (7.13), dacă se înlocuieşte p(z, î) cu 
funcţia u(, €). 

Exemplul 5 se referă la mişcarea nestaţionară a ga- 
zelor în conducte drepte şi de secţiune uniformă. Pentru 
exemplul 5 s-a considerat mişcarea adiabatică sau izo- 
termă, corespunzătoare legilor de stare a gazelor perfecte. 
Feuaţiile mișcării în acest caz sînt constituite din ecuaţia 
de continuitate care are forma 

O (pu) _ 9% 

și din ecuația energiei exprimate astfel : 

LA PILA (7.17) 

Ținînd seama de taptul că 

p=e(9) şi c=dP, (7.18) 
se poate”serie 

09 dp p 1 d (7.19) 
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sau 

2 e, (7.20) 
da da 

şi în acest fel ecuaţia (7.17) devine 

du pu La de. (7.21) 
ot (7 p.. 0a 

Pentru procesul adiabatic relaţia de stare are forma 
| | a 

2 = e (2) , (7.22) 
Po | | E | 

din care prin derivare în raport cu p rezultă 
i - 1 

_ 1 — = 

ge = IP — Pot (2) Y, (7.23) 
dp Po (Po ă | 

Eliminînd între relaţiile (7.22) şi (7.23) presiunea, p, se 

obţine expresia 

q2 ZI 

> = eo (2) i, aaa) 

Din derivarea relaţiei (7.24) în raport cu « şi î rezultă 

1 d 2 de. 
p0x c(v—1)9 

(7.25) 
1 0p_ 2 de, 

o 9 c(4—1) 8: 

Introducînd relaţiile (7.25) în ecuaţiile (7.16) şi (7.21), 

acestea din urmă devin 

0u: 0u de 0e 
NU —— 

O da yţ—10% | 
| (7.26) 

du 2 de . 0e 
ru] =. 
da + (a 3.) 
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Pentru facilitatea calculelor numerice cu ajutorul calcu- 
latorului, variabilele dependente şi independente din 
sistemul de ecuaţii cu derivate parţiale (7.26) se scriu sub 
formă adimensională astfel : 

E 
=, (7.27) 

Uol | 

|
 ! 

unde up şi cp sînt valori constante a vitezei gazului, 
respectiv a sunetului. 

În cazul utilizării relaţiilor (7.27) sistemul (7.26) devine 

_ oa 25 

(oua 2 &=0, 
di Da p—1l 02 

_ 0u _ 0e 2 9c 
4 2 a (*) 0 

de v-—l Uo] 0t 

Co 
(7.28) 

În exemplul 6 se ţine seama de legea de stare a gazelor 
reale, considerîndu-se procesul izoterm şi admiţîndu-se 

20 , 
termenul a constant, dat de relaţia 

DU a A | 
—— = 20 = —— (m Lu 7.29 
2d 8d (a 2 ( 

unde 44 şi up sînt vitezele la capetele iniţial și final ale 
conductei. : 

Relaţia de stare a gazelor reale are forma 

P — 9ZRT îi — = gZRT, (7.30) 
p 

unde Z este factorul de abatere de la legea, gazelor periecte 

h — constanta gazului şi 7 — temperatura absolută. 
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Ținînd seama de aceste. considerente şi eliminînd e 

între ecuaţiile (7.16), (7.17 | la care în membrul al doilea 

u2 
se adaugă termenul .) ? (7. 29), se obţine următoarea 

ecuaţie : 

02u 1 02024, 4a 0%, A ; 7.31 
a? gRIZ ot gRIZ oi 

din considerentul prezentat anterior se folosesc variabile 
adimensionale 

devine 

1.2. Exemplul 1 

Conducta analizată este schematizată în fig.7.2. În 
acest caz presiunea este determinată de ecuaţia cu derivate 

II E > 

Fig. 7.2. 

parţiale (7.13), care scrisă în variabile adimensionale 
capătă forma 

2% 2m 

Ep 09, (7.34) 
„02 012 
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unde 

po gl, = (7.35) 

Pa fiind, presiunea în secţiunea de intrare a fluidului în 
conductă. Condiţiile iniţiale şi la limită sînt următoarele : 

î (3,0) = EL (7.36) 

PU = (7.37) 

DB (0,Î) = 410202 +1 +O0Asinri. 

Condiţiile acestea au la bază existenţa în momentul iniţial 
a unei mişcări staţionare a fluidului considerat ca fluid 
perfect. 

Începînd de la t =0 secţiunea, de ieşire a fluidului din 
conductă este redusă printr- un dispozitiv de reglare în 
conformitate cu cea de-a doua condiţie la limită, în care 
s-a inclus şi termenul de variaţie a presiunii datorat miş- 
cării nestaţionare a fluidului. Conducta s-a considerat de 
lungime | = 100 km, viteza sunetului s-a admis c = 1200 
m/s$, iar tenomenul s-a preconizat să se studieze pe durata 
t = 600 s. În acest mod a rezultat pentru variabilele 
independente următoarele domenii de variaţie : 

O<I<T7A şi 0Osăsl. 

În scopul tratării numerice, cu ajutorul calculatorului 
electronic se discretizează ecuaţia (7.34), (7.36) şi (7.37), 
care reprezintă modelul matematic al exemplului 1. 
Pentru simplificarea notaţiilor variabilele dependente 
şi independente « şi i se vor utiliza fără bară deasupra, 
dar se va ţine cont la, interpretarea rezultatelor de 
relaţiile (7 35). 

Pentru discretizare se ioloseşte notația 

P;; = Ph, jk), a (7.38) 
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unde h este pasul pe care Oa și 4 este pasul pe axa Oi. 
În urma discretizării ecuaţia (7.34) devine | 

Puii Pisi + Picui _ Pisa —2Pig + Pascu Pe E: » (7.39) 

Din ecuaţia (7.39) se explicitează Pisa: 

9 2). | 
P,, Îl > [1 a) P;,3 + PE (Pisa, j + Pia, ;) — P;, Î—1* 

(7.40) 

24 i 

72 

i Ț 

L__1_— ÎN 
jel ă 

.. ai i 

J 3 | 
=] 7 —P—— _ 

] 

LL — LL | L__] 

| ] 
9 II 

(20) z-7 5 +7 —— / Z 

Fig. 7.3. 

Dacă se face notația 1 — k/h, ecuaţia (7.40) devine 

Pisa = 2 (0 — Pit 2 (Piri Pia) — Pii-u (7.41) 

unde 5 = 1,2, cn j 2 ccm n = hm = T2/h. 

În acest caz concret reţeaua arată ca în fig. 7.3. 
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Discretizarea condiţiilor la limită duce la Et 

Po = 4*1073 SL PI +0, sin se  (a.42) 

Pai = În Î = n Zoom. a 

Discretizarea condiţiilor iniţiale ne dă 

Pt, 0) =, Pia 7 Pio o iN | să 

; (7.43) 
sau | ] 

P(6, 0) = 1, Pia = Pio > 2 nl 

Ţinînd cont de criteriile de stabilitate şi convergență 
prezentate în capitolele anterioare, se alege. 1 = 0,5, 
deoarece pentru ca schema, cu diferenţe să fie stabilă este 
necesar ca A < 1. Pentru A = 0,5 se alege h =0, L şi k= 
= 0,05 ; în acest caz 

1 1 a | 
= a = 10, deci 5 — 1,2, 3, ..., 9, 10 J, 0,1 > | i dn, De ic, 

72 7 
| 0,05 

— 144, deci j = 12,8, 

Calculele au fost executate cu un program scris în FOR- 
TRAN. 

Pentru parametrii h şi k ai reţelei date a fost calculată 
valoarea lui P(x, î) în 1440 de puncte în 180 s. Valoarea 
presiunii a fost calculată în zece secţiuni echidistante 
pentru 144 intervale de timp. 

Din rezultatele numerice obţinute în urma executării 
programului se observă că presiunea are o variaţie oscila- 
torie în fiecare secţiune pentru domeniul de timp consi- 
derat. 

« Diagrama logică de calcul pentru exemplul 1 este dată 
în fig. 7.4. 
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Ga 

P(1,3)=4-10%**(-3)-a |: 
+7+01 SM (3.45). [e 

P[I) 15 P(I)+ 
+0.25 (P(7+1,9)+0(7-13)) 
-P(1J-1) | 

Fig. 74. 

7.3. Exemplul 2 

Conducta, considerată este schematizată în fig. 6.5. 
Iniţial mişcarea fluidului în sistem este staţionară, lar 
vitezele determinate de presiunile din secţiunile de leşire 

a fluidului din sistem sînt 4, = ua în prima jumătate 

. la o 55R 
a conductei și 43 = 3-00 în a doua jumătate a conductei. 
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i U 
up 20, Di ui 

Fig. 7.5. 

La î = 0 se închid simultan intrarea şi ambele ieşiri 
ale conductei, mişcarea devenind nestaţionară. 

Ecuația diferenţială a vitezei este dată de relaţia 
(7.15) care în yariabile adimensionale are forma 

Saale (7.44) 

unde a = %, iar 3 şi Î sînt definite prin (7.35)... 
U 

Condiţiile iniţiale şi la limită ale pr oblemei se prezintă 
în acest caz astfel : 

1 pentru aaa 

u (3,0) = | | 2 
0,5 pentru > <a<l j (7.45) 

di (2,0) _ 9 
GI; 

4 (0,Î)=0, u(1,l)=0. (7.46) 

Pentru constantele sistemului s-au considerat valorile 1 — 
= 100 km, e = 1200 m/s şi a rezultat timpul adimensional 
maxim Î=—"7,2 corespunzător unei durate de cercetare 
i = 600 8. 

Algoritmul de calcul al exemplului 2. Se discretizează 
ecuaţia (7.44) şi pentru simplificarea scrierii se consideră 
variabilele u, z şi t fără bară, obţinindu-se expresia 
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iu — Uij + Ui-1 _ Uigia — 2Uiit Vii 

ja Ea [2 
de unde rezulță,. 

(7.47) 

Usa =2(1 — 2) Us 2 Uira + Uji) Uis-w (7.48) 

, ka, unde ]2 — a? iar & este pasul pe axa 0t şi h este pasul 

pe axa Ox; î=1, 2, ..., 21, j =, 92, .,: 850, 
În urmă discretizării condiţiilor inițiale şi la limită se 
obţine | | 

U (î,0) =1, pentru î = 2,3, „ll 

U (î,0) = 05, pentru 5 — 12, ..., 20 (7.49) 

ua — 0, îS ÎN si =—0 rezultă Usa = Uyo, î=2, . . 20 

U (0, 3) = 0, 
j = 1 1.2, 350 (7.50) 

TG, =0, 
Pentru exemplul 2 s-a ales P = 0,05 şi k — 0,02, de unde 

rezultă 1 = > 0,4. 

Acest algoritm de calcul a fost codificat în limbajul 
FORTRAN, iar în urma rulării acestui program a fost 
obţinută valoarea numerică a vitezei în 21 de secţiuni ale 
conductei, pentru 350 de intervale de timp, rezultînd pentru 
u (a, ) o matrice de dimensiune 350 x 21. Aceste valori 
au fost obţinute într-un timp de caleul de 4 min 29 s. 

Diagrama logică de calcul pentru programul 2 este 

dată în fig. 7.6. | 
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1î — c, 2543 

Ă a . 

VI, 341) = 168 V(1,I)+ 
+06 [U(7+19)*U(7-19)|- 
-U(1,.J-1) 



7.4. Exemplul 3 

Sistemul de conducte este schematizat în fig. 7.7. 
Porţiunile convergentă şi divergentă ale conductei 

sînt identice, iar raportul diametrelor maxim şi minim 

da este —< = 2. 
1 

V, 
Fig. 7.7. 

Presiunile la ambele ieşiri din sistem sînt identice. 
Acest exemplu este similar exemplului 2 cu deosebirea că 

a = (7.51) 

unde u, este viteza în conducte de intrare, al cărui dia- 
metru este d,. 

Condiţiile iniţiale şi la limită au forma. : 

= __ 3% 1 0,b pentru 0 << 
u (&, 0) = (53 + 3.5 pentru 0,5 < 

4 (0, î) = 0,5 

u (1, î) = 0,5 

Algoritmul de calcul este analog cu cel de la problema 
2, dar pentru această problemă s-a luat 1 = 0,2 pentru 
h = 0,05 şi k — 0,01. Valorile vitezei U,, în punctele 
reţelei au fost determinate cu ajutorul relaţiei (7.48). 
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Condiţiile iniţiale şi la limită în urma diseretizării 
arată astiel : 

0(i,0j—l VII —Dh+0,5 pentru i —01, .. 12 
—1—0,15(21 —Dh+3,5 pentru j = 12, ...,20 

UV; sau Us = Up pentru = 2,...,20 

(7.54) 

şi 

U (0, 3) — 0,5, 

j = 1, ..., 350 (7.55) 

U (1,3) = 05, 

Diagrama logică de calcul a programului 3 este dată în 
fig. 1.8. 

7.5. Exemplul 4 

Dacă în conductă are loc mişcarea staționară a unui 
îluid, la închiderea simultană a intrării şi ieşirii conductei, 
în conductă apar oscilaţii atît relative la presiune cât și . 
la viteze. În cadrul acestei probleme se stabileşte legea 
de variaţie a vitezei după închiderea conductei la capete. 

Viteza, este soluţia ecuaţiei (7.15) care satisface urmă- 
toarele condiţii iniţiale şi la, limite : 

_ __ 0u (%, 0) _ 
(TA (, 0) =], ZT % | (7.56) 

ud =0, 40, =0, (7.57) 

în care variabilele adimensionale & şi î sînt definite de . 

relaţiile (7.35), iar u = Lai unde 4 este valoarea vitezei 
49 

în mişcarea, staționară. 
Timpul adimensional î este definit pe intervalul 

[O ; 7,2] corespunzător duraitei î = 600 5, lungimea conduc- 
tei 1 = 100 km, iar viteza sunetului c == 1200 m/s. | 

Algoritmul de calcul. S-a considerat o reţea de pară. 
metrii j = 1,2, ...n şi 6=—1,2,...,n pe axa Oi, res- 
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U(11)-.15(7-1)+.5 DZ). 192V/(17): 
| ial “U06 LUA | 

-U(1.J-1) 

W2-U(11) 

Fig. 7.8. 

pectiv Oz. Ecuația diferenţială (7.15). după discretizare 
conduce la următoarea expresie : 

Ui isa =2 (1— 22) Ut ă2 ( Usa Ui-1i)— Uis-u (7.58) 

m = LE A A 144 ; 
k 0,05 

| Ol 

Relaţia (Ie 58) se va aplica, în în toate nodurile rețelei pentru 

j = 3, „144 şi i = 2, „9. 
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Determinîndu-se U,;; pentru j=—3,...,144 şi 4= 
= 2, ...3 9, condiţiile inițiale şi la limită după discretizare 
servesc la determinarea lui U;, pe conturul reţelei. într-un 
timp de 2 min 2 8. 

După discretizarea condiţiilor iniţiale şi la limite 
rezultă 

U(1,0)=1 pentru î=—2,...,9 

as = Osau U,,= Use pentru 5=2,...,9 (7.59). 

U (10,]) = 0 

pentru j=1,...,144+ (7.60) 

U(1,j) =0 
Acest algoritm a fost codificat în limbaj FORTRAN, 

obţinîndu-se un program care a fost rulat pe calculator, 
determinîndu-se U,, în 10 X 144 noduri ale rețelei într-un 
timp de 2 min 2 s. 

Diagrama logică a programului 4 este dată în fig. 7.9 

7.6. Exemplul 5 

Într-o conductă dreaptă şi de secţiune uniformă are loc 
mişcarea staționară a unui gaz. Din punct de vedere 
practic este important de stabilit variaţia debitului de 
gaz şi a presiunii în cazul închiderii alimentării conductei. 

Stabilirea legii de variaţie a vitezei în cazul acestei 
mişcări staţionare este în măsură să furnizeze legea de 
variaţie a debitului și presiunii. Admiţind procesul adia- 
batic (sau izoterm dacă y = 1), vitezele gazului şi sune- 
tului în gaze sînt soluţiile sistemului (7.28), care satisfac 
următoarele condiţii iniţiale şi la limită : | 

% (0, 0) =0, 4(0,)=0, 

a (3, d = 132 
(1 — 0,53894)""1 10,758 - 981 - 0,1256 (7.61) 

VL 

c? (ăi, 0) = AP (4 — „0,5384 3) 1 „pentru & > 0 | 
pCo ] 

în care variabilele 4, c, z, t sînt definite prin relaţiile 
(7.27). Ultimele două condiţii (7.61) au la bază legea de 
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VL I-V) = 5017) 
+0.25/U(7+43) *U(-1)/- 
-V(1J-1) 

| / a) 
7.27 

= 7... dh 

variaţie a presiunii în mişcarea unui gaz într-o conductă 
de lungime mare, exprimată sub forma 

aa: | 2 Rin 

19 O ea pr | 1 — 2): | Ad (1.62) 
(Y + 1)G? ADJ d 2d 

d? 4 
unde O = G - este debitul de gaz în mişcarea sta- 

ţionară, Î. lungimea, conductei, 1 = „020094 0 d 
? 
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în metri, y = 144, g= 9,81 m/s? (indicele 1 se referă la 
mărimile masa specifică şi presiunea, p în secţiunea, iniţială 
a conductei, corespunzătoare mişcării staţionare). 

Pentru & =1 şi p = pa relaţia (7.62) devine 

| E PI e 
2 îi —— i 

Y9 O papa | 1 :— 2): = îl A (7.63) 

Y+ 1) 62 Pa 2d 
din. care rezultă valorile debitului pentru mărimile pre- 
siunii la capetele conductei cunoscute. Viteza 4 în mişcarea 
staționară are, conform ecuaţiei de continuitate, torma, 

_ G IOR 
N (7.64) 

PIUg 

în care G este dat de relaţia (7.63), iar up este o viteză 
constantă. Folosind relaţia, (7.63), ecuaţia (7.61) a dis- 
tribuţiei de presiune capătă forma 

ED re 
Relaţia (7.23) se poate scrie 

2 = PI (2) , (7.66) 
Pa Pa | 

iar după adimensionarea lui e şi substituirea, 1ui-P- dat 
p 

de relaţia (7.65) expresia devine i 

vii jrzL 
2 — Pay 1 — [1 — =) % | 3 p (7.67) 

Pac Pi 

Pentru următoarele valori pp, = 5102 N/m?, pa = 
= 3105 N/m2, t = 100 s; 1 = 105m, d =0,4m, rezultă 
Pa = 1,097 Ns2/m2; O — 0,156m2, A=0,013 şi G=— 
— 13,21 N/s. S-a efectuat calculul lui G cu ajutorul 
relaţiei (7.62), luîndu-se ug =100m/s şi 69 = 300m/8. 
Din relaţia (7.64), înlocuindu-se mărimile cunoscute, 
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rezultă penultima relaţie (7.61), iar din relaţia (7.67) se 
obţine ultima relaţie (7. 61). 

Algoritmul de calcul. Această problemă a fost tratată 
numerice cu ajutorul metodei caracteristicilor, a cărei 
prezentare matematică face obiectul capitolului 4. Procesul 
prezentat în problema 5 este descris de sistemul de ecuaţii 
cu derivate parţiale (7.28) eu condiţiile iniţiale şi la limită 
(7.61). Pentru simplificarea scrierii se vor utiliza variabilele 
dependente şi independente fără bară, dar se va ţine cont 
la interpretarea, rezultatelor că sînt adimensionale.. 

Folosind valorile date pentru co, up şi y, sistemul 
(7.28) devine 

1 
gr FU + d 00, = 0 (7.68) 

„Cuz + Buozt 450 = 0) Să 

Pentru acest caz concret ecuaţiile direcțiilor caracteristice 
se calculează cu ajutorul relajiei (4.84), obţinîndu-se două 
soluţii reale şi distinete , şi 2 care au următoarea formă: 

dt 9 dt „9 = p, pe (7169) 
dz uj+3c dz 4 — 30 

În cazul sistemului (7.68) formulele (4.56) devin 

P=—c, Q=5u, k=0, H=0, (7.70) 

iar ecuaţiile (4.58) şi (4.60) iau torma 

— cdu + (se — ) E — su] de =0, 

— od + (5 _ =) (_ — su |ae = = 0. (7.71) 

0% sini-B patru ecuaţii caraeteristice de- a lungul curbelor 
„ şi | | | | 

d—f,d0=0 de-a lungit 
| (7.72) „: | uz : | 

—cdu-+ | | — — e2]7, — du |de= 0 
da (5 a, | “| lui, 
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a otadr=0 a 
2 a de-a lungul 

— edu + (5 — «) (—5 ao = 0 lui 0. 

(7.73) 

Dacă se consideră un punct P determinat de intersecţia 
caracteristicilor 0, care trece prin A şi 0_ care trece prin 
B (fig. 7.10), atunei se poate determina soluţia în punctul 

ZĂ 

Fig. 7.10. 

P(x too Us 0) cunoscând soluţiile în punetele A (24, fa 
Ua, Ca) şi B (a tn, Uz 0). Determinarea soluţiei în punctul 
P se poate găsi dacă se aplică aproximaţia cu diferenţe 
finite de ordinul întîi ecuaţiilor (7.72) şi (7.73) rezultînd : 

| îp — ta (Ga)a (%p — ta) = 0, | | 
Ia Dx 

— CAUp— 0) + (5. — cau] (05 — 090, 
pi Da a DI PE a? - 

(7.74) 

Din prima, şi a treia ecuaţie se pot determina î, şi 4, iar 
din a doua şi a patra se poate determina U,şi 0,. 
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Indicele de jos reprezintă evaluarea expresiei în punctul 
respectțiv. Pentru rezolvarea problemei 6 se consideră 
reţeaua din fig. 7.11. În cadrul algoritmului de calcul apar 
două situaţii : cînd P este interior reţelei şi cînd P este 

A | 

I 
tat SP | E II UE 

a Dr 

Z ag 

0 3 M 4 PC 5 8 z 
Fig. 7.11. 

pe frontiera Ot. Pentru determinarea lui P interior reţelei 
se procedează în felul urmățor. Se duc cele două carac- 
teristici 0, şi C_ prin: nodul reţelei P care intersectează 
frontiera, Oz (cunoscută) în punctele. R şi 8. Cele două 
punete R şi S, care nu sînt noduri ale reţelei, se determină 
cu ajutorul următoarelor ecuaţii : 

a = dp — (6do'AI, ds = pe — (Go)olAt. (7.75) 

"Utilizînd formulele pentru interpolarea liniară, se pot 
determina valorile U, Us, Ca, Os cu ajutorul următoarelor 
relaţii : 

Up = Uc(1 — (G+)0'0] + Ua0(G.i, 

Op = Co [1 — (G+)o'0] + 040 (i, 
Us = Upli —(0-)0'0] + Uod(6_k", 

0 = Col — ((2)610] + 020 (6) 

(7.76) 
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unde: 6 = = - Aceste relaţii au fost scrise considerîndu-se 

că intervalul At este suficient de mic, astfel încît porţiunea 
caracteristicii între P şi R şi între P şi S să fie segmente 
de dreaptă cu panta în P egală cu (Co şi (G_)c respectiv. 
Coordonatele x şi t ale punctului P sînt cunoscute (deoarece 
este un punct al reţelei) ; urmează a se determina valorile 
Up şi Cp care se pot obţine din ecuaţiile a doua şi a patra, 
date în (7.73), care după înlocuirea lui [, şi (_cu expresiile 
date în (7.69) devin 

„.— CeţUp — Up) — (30 + 4u)o (0p — 02) = a 77) 

o Co (U» — Us) + (36 — "4u)o (0p — 05) =0. 

Din aceste! relaţii rezultă Valorile „e Şi Cp sub forma 

v,= a 

„__ 0cUg(36— tu)e- Oc 3e--tu)e-+9 02—16u2)o(0n—0ş) 
- 603, | E 

(7.78) 

Co (Ua — - Us) + (30 + td A+ 0, (3e. — — 4u)e 

60e 

Dacă punctul P aparţine frontierei Oi, determinarea 
lui se face în felul următor : se duce caracteristica, 0_ care 
trece prin P şi intersectează axa Oz în S, considerînd 
porţiunea de caracteristică PS ca un segment de dreaptă. 
Se poate determina 25 Us, Os cu ajutorul formulelor 
(4.93) — (4.95), care în cazul de faţă devin 

1 = ap — (GA, 

0p =



Punctul P situat pe frontiera Oi are coodonatele ip Şi Ze; 
cunoscute datorită parametrilor reţelei şi U (0,5) =0. 
Valoarea lui 0, se calculează din formula. (4.96), care în 
cazul de faţă devine 

— Ca (Up — Us) + (3c — 4u)y (0p — Cs) = 0, (7.80) 

de ude rezultă | 

Cp = (7.81) 
(30 — au)a. 

„Cu ajutorul relaţiilor (7.74), (7.75), (7.77) se pot deter- 
mina, soluţiile în toate punctele P interioare reţelei de la 
nivelul + + At, utilizîndu-se valorile din nodurile reţelei 
ce aparţin frontierei Oz, iar cu ajutorul relaţiilor (7.7 8) Şi 
(7.81) se poate determina soluţia în P ce aparţine fron- 
tierei Ot, la nivelul 4 + At. În urma acestui proces de calcul 
s-au obţinut valorile pentru U şi C în toate nodurile 
reţelei la. nivelul: £ + At. Pentru a trece la nivelul 
ţ + 2AL se aplică aceleaşi relaţii ca şi pentru nivelul 
4 + At, care în acest caz are rolul pe care l-a avut fronti- 
era 0 dată prin condiţiile problemei. 

După determinarea procesului de calcul se obţin 
valorile numerice pentru funcţiile U (at) şi C(,1) în 
nodurile unei reţele de formă triunghiulară, date în fig. 
7.10. Dispunînd de valorile numerice pentru U şi 0 în 
nodurile reţelei, se poate determina p din relaţia (7. 22), 
Cc =— kpY-1, unde | 

= Po; o = 00781; po = 1088 10%; Yi 
îi 9o 

Lat _ [EX 7.82 
i (2) 0 

Cunoscînd pe p, se poate determina presiunea şi debitul 
cu ajutorul relaţiilor | 

i 2 . 

poop, 0 eg (148) 
o 4 
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- Acest ălgoritm de calcul a fost codificat în limbaj FOR- 
TRAN, obţinîndu-se un program, a cărui diagramă logică 
este dată în fig. 4.16. 

7, (58 Exemplul 6 

“În acest exemplu viteza, este soluţia ecuaţiei (7. 33) care 
satișiace următoarele . condiţii iniţiale şi la limită : 

uz, 0) = 
_ pe 01 0462 — 55 
ua 0,544. 0,123-:1,3- 102.105 => — (402 — gay 

oua, 9 =0, (7.84) 

4 (0, î) = 0,u(—1,6) =e (7.85) 

în care variabilele 4, & şi î sînt date de relaţiile (7.32). 
Pentru următoarele valori : 

d = 04 m; pa = 4102 N/m?, pa = 5-10 N/m3, 
| = 105 m; g = 9,81 m/32; RR = 52,95; 7 — 300XK, 
Z = 0,92, rezultă A = 0,013, VU, = 6,667, U, = 53 336, 
40 = 1 „30006. Durata pentru care se analizează mişcarea 
este i = 's6 400 s. Pentru simplificarea notaţiilor, variabilele 
u, & şi t se scriu tără bară. 

Algoritmul de calcul. După introducerea constantelor 
date, ecuaţia (7.33) devine 

= 34318 (7.36) 
o 

iar condiţiile iniţiale şi la limită devin 

0,81 
CT: ră 

1, (2, 0) =0; (7.87) 

u (0,8) =0, u(—1,t)=ef. (7.88) 
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Dacă se utilizează relaţiile (7.32) pentru adimensionare, 
rezultă pentru x si.t următorul domeniu : 

1 <a 0 şi 06204. 

Modelul matematic al exemplului 6 este asemănător cu 
modelul matematice prezentat prin relaţiile (5.2)—(5.6). 
Algoritmul de calcul este dat prin relaţiile (5.24)—(5,28). 
În cap. d se prezintă diagrama logică de calcul şi descrierea 
ei, precum şi descrierea programului care este acelăşi cu 
programul utilizat la, exemplul 6. În construcţia progra- 
mului de calcul s-a avut în vedere ca „partea dreaptă a 
ecuaţiei cu derivate parţiale (7.86) să poată conține o 
expresie în z, î, Wa Şi 4 dar sub formă liniară,
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