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CUVÎNT ÎNAINTE 

..,.. dacă cineva doreşte să facă progrese în matematică, 
trebuie să-i studieze pe maeştri şi nu pe elevii acestora. 

N . H . A B E L 

Monografia de faţă este, indiscutabil, o operă de maestru. 
Autorii au reuşit să ofere cititorului o lucrare cu adevărat magnifică. 
Stilul clar, mergînd pînă la punerea în evidenţă a acelor amănunte 
esenţiale în înţelegerea fundamentelor rezultatelor demonstrate, pe 
care mulţi le neglijează, metoda inductivă de prezentare, în care teoria 
este dezvoltată progresiv, ca metodă adecvată rezolvării unei anu
mite probleme, abundenţa de idei din demonstraţii şi comentarii fac 
din acest volum un excelent tratat de iniţiere în teoria numerelor, 
care conduce pînă în inima acestui domeniu de ariditate/fascinantă 
şi, totuşi, atît de natural! 

Marele Gauss spunea că matematica este regina ştiinţei, iar 
teoria numerelor regina matematicii. Acest adevăr uşor de acceptat, 
şi în acelaşi timp greu de contestat, ar trebui să constituie un prin
cipiu de bază al culturii matematice pe care şi-o dezvoltă orice tînăr 
matematician talentat. Lucrarea de faţă pune în evidenţă cu priso
sinţă această teză, problemele de teoria numerelor conducînd adesea 
la consideraţii profunde în toate ramurile matematicii. 

Cititorul acestei cărţi trebuie să fie încredinţat că eforturile 
depuse pentru a înţelege noţiunile, ideile şi spiritul către care îl 
conduce lectura ei vor fi din plin răsplătite de satisfacţiile intelec
tuale pe care le va avea în final. 

Poate, la prima vedere, lucrarea de faţă pare greu de abordat. 
De aceea, recomandăm cititorului mai puţin avizat să nu înceapă cu ** 
primul capitol, ci direct cu capitolul I I sau chiar cu capitolul III, 
ca ulterior să revină la primul capitol, dacă nu în întregime, cel 
puţin la acele paragrafe al căror studiu capătă acum o semnificaţie. 
Astfel, după parcurgerea capitolelor I I şi I I I , pentru o deplină în
ţelegere a para/grafului 8 din capitolul I I I este necesară cunoaşterea 
paragrafului 6 din capitolul I (şi, implicit, a paragrafelor 3, 4, 5 
din acelaşi capitol). De asemenea, capitolul IV nu poate fi abordat 
fără cunoaşterea temeinică a paragrafelor 3, 4, 5, 6 din capitolul I. 

Cititorului care doreşte aprofundarea ulterioară a metodelor 
teoriei algebrice a numerelor (în special teoria locală şi globală a 
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corpului claselor) îi sînt, pentru început, suficiente capitolele II, 
III şi primele cinci paragrafe din capitolul IV. Pe de altă parte, 
cititorul interesat în teoria analitică a numerelor, pe lîngă capitolele 
II şi III trebuie să cunoască temeinic capitolul V. î n fine, cei intere
saţi în teoria locală a numerelor trebuie să stăpînească bine capi
tolele I şi IV. 

Fiecare paragraf se încheie cu o serie de exerciţii a căror rezol
vare este indicată pentru aprofundarea rezultatelor şi, mai ales, pen
tru dezvăluirea unor faţete ale acestora mai greu de observat din 
lectura directă. 

Toate problemele expuse în carte sînt comentate cu o deosebită 
competenţă. Aceste comentarii deschid cu generozitate poarta spre 
profunde cercetări ulterioare. 

Prin publicarea acestei monografii se aduce un imens serviciu 
şcolii româneşti de matematică. De aceea, în încheiere, se cuvine 
a aduce mulţumiri călduroase tuturor factorilor care au contribuit, 
uneori esenţial, la apariţia acestei căr ţ i : conducerii Secţiei de Mate
matică a I.H.C.B.E.S.T., Consiliului Culturii şi Educaţiei Socialiste, 
precum şi Editurii Ştiinţifice şi Enciclopedice. 

aprilie 1984 Nicolae Popescu 
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.V.-.PBEFAŢĂ-

Teoria numerelor a-evoluat prin îmbinarea a două. tendinţe» 
Prima dintre acestea este cea a creării de concepte şi teorii generale 
ca, de exemplu, noţiunea de ideal sau teoria corpului claselor. A doua 
tendinţă constă în reducerea la situaţii numerice concrete. Influenţa 
sa este ilustrată •. şi de .multiplele rezultate din teoria numerelor care 
au fost prefigurate; şi, stimulate de observaţii empirice, de studiul. 
tabelelor. Tocmai unificarea a două puncte de vedere atît de diferite 
determină poziţia pe care teoria numerelor o are în matematică : 
„lumea numerelor" împreună cu lumea fizică este terenul pe care au 
apărut majoritatea teoriilor matematice. 

î n cartea noastră am vrut să prezentăm un tablou al apariţiei 
teoriei numerelor din sinteza acestor două tendinţe. Din această 
cauză am optat pentru o expunere mai liberă, în care problemele se 
împletesc strîns cu metodele lor de rezolvare, faţă de o tratare în 
care dezvoltarea sistematică a aparatului teoretic precede orice 
aplicaţie. Punctul de plecare va fi de obicei constituit din probleme 
concrete despre numere întregi. Teoriile generale vor apare ca un 
instrament pentru rezolvarea acestor probleme. De regulă aceste 
teorii vor fi dezvoltate într-o asemenea măsură încît cititorul să-şi 
poată forma o imagine asupra frumuseţii şi armoniei lor, precum şi 
să-şi însuşească deprinderea de a le folosi. 

Problemele tratate în carte se referă în principal la teoria ecua
ţiilor nedefinite*), adică la teoria rezolvării în numere întregi a ecua
ţiilor cu mai multe necunoscute. Sînt abordate însă şi probleme avind 
un alt caracter, de exemplu teorema lui Dirichlet despre numerele 
prime dintr-o progresie aritmetică sau teorema despre creşterea 
numărului soluţiilor unei ecuaţii. 

Metodele utilizate sînt de preferinţă algebrice. Mai precis, este 
vorba despre teoria extinderilor finite ale corpurilor şi cea a nor-

*) Un polinom F(x1, . . . , xn) cu coeficienţi reali (întregi, raţionali) se spune că 
este nedefinit, dacă în cazul cînd xlf .. ., x% parcurg independent mulţimea numerelor 
reale poate lua, atît valori pozitive cît şi valori negative (N.T.). 
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melor definite pe acestea. Un loc remarcabil este acordat totodată 
şi metodelor analitice, cărora le este dedicat capitolul V, la acestea 
referindu-se şi metoda funcţiilor analitice p-adice expusă în capitolul 
IV. La rîndul lor, considerentele geometrice sînt de mai multe ori 
larg utilizate. 

Cartea nu pretinde din partea cititorului un volum mare de cu
noştinţe. Pentru a înţelege majoritatea conţinutului său sînt întru 
totul suficiente cunoştinţele din primii doi' ani de universitate cît 
şi cele mai generale noţiuni din teoria numerelor : teoria generală 
a congruenţelor şi teoria generală a resturilor pătratice pînă la legea 
reciprocităţii pătratice. îsTumai în ultimul capitol se utilizează 
cîteva chestiuni din teoria funcţiilor analitice. 

Noţiunile pur algebrice a căror cunoaştere este indispensabilă 
sînt date în capitolul „Complemente algebrice" situat la-sfârşitul 
cărţii. Aici sînt expuse definiţiile exacte, formulările, iar uneori 
şi demonstraţiile întregului material folosit în carte şi care nu poate 
fi întîlnit în cursul universitar de algebră superioară. 

A doua ediţie se deosebeşte de prima prin simplificarea unor 
demonstraţii cît şi prin faptul că prezintă cîteva rezultate noi obţi
nute în ultimii ani. 

Sîntem adînc recunoscători lui Dmitri Konstantinovici Faddeev 
pentru nenumăratele şi foarte utilele discuţii, cît şi pentru o serie 
de sugestii şi observaţii preţioase. 

Autorii 

CAPITOLUL I 

CONGRUENŢE 

Acest capitol este dedicat teoriei congruenţelor şi aplicaţiilor 
sale la ecuaţiile nedefinite. Legătura între ecuaţiile nedefinite şi 
congruenţe se bazează pe observaţia simplă că dacă ecuaţia nedefinită 

^(a?!,. . ; , con) = 0, (1) 

unde F este un polinom cu coeficienţi întregi, admite cel puţin o 
soluţie în numere întregi, atunci congruenţa 

F{x±, . . . , wn) = 0 (mod m) (2) 

este rezolubilă oricare ar fi modulul m. Deoarece rezolubilitatea unei 
congruenţe poate fi decisă cel puţin prin metoda verificării, avînd în 
vedere numărul finit al claselor de resturi, aceasta ne furnizează 
o serie de condiţii efective necesare pentru ca ecuaţia (1) să fie rezo
lubilă în numere întregi. 

Mult mai complicată este problema suficienţei acestori condiţii. 
Afirmaţia : ,,o ecuaţie nedefinită este rezolubilă, dacă şi numai dacă 
este, rezolubilă ca o congruenţă pentru orice modul" nu este în general 
adevărată (v., de exemplu, problema 4), însă este adevărată pentru 
anumite clase particulare de ecuaţii. î n acest capitol afirmaţia va 
fi demonstrată pentru cazul cînd F este o formă de gradul al doilea, 
adăugind în acest caz încă o condiţie evident necesară: rezolubili
tatea ecuaţiei (1) în numere reale. (Se observă că dacă F este o formă, 
prin rezolubilitatea ecuaţiei F = 0 se înţelege existenţa unei soluţii 
nenule.) 

Noţiunea fundamentală, al cărei studiu este iniţiat în acest ca
pitol, iar ulterior va fi aplicată la teoria congruenţelor şi ecuaţiilor 
nedefinite, este cea de număr p-adic. Eolul său în problema exami
nată constă în următoarele. Se cunoaşte din teoria elementară a 
numerelor că pentru modulul m'jppţ1..-. pk

r
r (unde p±, . . .,J>r sînt 
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numere prime distincte) rezolubilitatea congruenţei (2) este echi
valentă cu rezolubilitatea congruenţelor 

•F(a?i, . . . , xn) = 0 (mod #**) 

pentru i = l , . . . , r. Astfel rezolubilitatea congruenţei (2) pentru toate 
modulele m este echivalentă cu rezolubilitatea acestor congruenţe 
numai pentru modulele care sînt puteri de numere prime. Să fixăm 
numărul prim p; se pune problema rezolubilităţii congruenţei 

F{xx, ..., xn) = 0 (mod pk) (3) 

pentru toţi exponenţii k numere naturale. î n legătură cu această 
problemă Hensel a construit pentru fiecare număr prim p un nou 
tip de numere, numite ^p-adice, şi a demonstrat că rezolubilitatea 
congruenţei (3) pentru orice \ este echivalentă cu rezolubilitatea 
ecuaţiei (1) în numere p-adice. î n felul acesta, legătura pusă în evi
denţă mai sus între congruenţele (2) şi (3) permite să se afirme că 
rezolubilitatea congruenţei (2) pentru toate modulele m este echi
valentă cu rezolubilitatea ecuaţiei (1) în numere j)-adice pentru toate 
numerele prime p. 

Folosind noţiunea de număr p-adic, teorema de mai sus despre 
formele de gradul al doilea, a cărei demonstraţie reprezintă însuşi 
scopul acestui capitol, poate fi formulată astfel: dacă F(w^ . . . , xn) 
este o formă pătratică cu coeficienţi întregi, atunci ecuaţia (1) este 
rezolubilă în numere întregi, dacă şi numai dacă este'rezolubilă 
atît în numere jp-adice, oricare ar fi p, cît şi în numere reale. 

î n formularea acestei teoreme, numită teorema Minkovski-
Hasse, ca de altfel în multe alte probleme, numerele ^p-adice apar 
în aceeaşi măsură ca şi cele reale. Dacă numerele reale sînt necesare 
pentru studiul numerelor raţionale din punct de vedere al mărimii 
lor, numerele j>-adice joacă un rol întru totul analog în problemele 
privind divizibilitatea la puteri a numărului prim p. Analogia. 
între numerele ^p-adice şi cele reale apare şi în alte privinţe. Mai 
mult, numerele s ad ice se pot construi pornind de la cele raţionale 
cu ajutorul aceleiaşi construcţii care a condus la numere reale : 
prin adăugarea limitelor şirurilor fundamentale. Faptul că în aeest 
mod se ajunge la două tipuri diferite de numere se explică prin fun
damentarea diferită a noţiunii de convergenţă. 

Să mai facem o observaţie. Dacă JP este o formă*), rezolubili
tatea ecuaţiei (1) în numere întregi este evident echivalentă cu rezo
lubilitatea sa în numere raţionale. Din această cauză în teorema 
Minkovski-Hasse se poate vorbi despre rezolubilitate in numere 

*) Prin formă autorii înţeleg un polmom omogen (de mai multe nedeterminate)^ 
de obicei cu coeficienţi raţionali. (N.T.) 
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raţionale în loc de rezolubilitate în numere întregi. Acest fapt evi
dent devine important deoarece în cazul cînd F este un ponnoin 
arbitrar de gradul al doilea, teorema analoagă se păstrează numai 
cu condiţia ca să se refere la rezolubilitatea ecuaţiei în numere raţio
nale. Aşadar în studiul ecuaţiilor nedefinite de gradul al doilea vom 
examina nu numai soluţiile întregi, ci şi pe cele raţionale. 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că ecuaţia 15x2 — 7i/2 = 9 nu are soluţii în numerele întregi. 
2. Să se demonstreze că ecuaţia 5x3 + l i?/3 -f 13z3 = 0 nu are alte soluţii în 

numere întregi în afară de x = 0, ij = 0, z = 0. 
3. Să se demonstreze că un număr întreg de forma 8n + 7 nu se poate reprezenta 

ca o sumă de trei pătrate de numere întregi. 
4. Folosind proprietăţile simbolului lui Legendre să se demonstreze că congru

enţa (xa — 13)(x2 — 17)(x2 — 221) = 0 (mod/n) este rezolubilă oricare ar fi modulul 
m. Evident, ecuaţia (x2 - 13)(x2 - I7)(xa - 2 2 1 ) = 0 nu este rezolubilă în numere 
întregi. • • 

5. Să se arate că ecuaţia nedefinită axxx + . . . + anxn = b, unde alt.. ., an şi b 
sînt numere întregi este rezolubilă în numere întregi, dacă şi numai dacă congruenţa 
corespunzătoare este rezolubilă pentru oricare modul m. 

6. Să se demonstreze afirmaţia analoagă pentru sistemele de ecuaţii liniare cu coefi
cienţi întregi. 

§1. COSGBIJENŢE MODULO NUMĂB PEIM 

1. Sume de puteri de resturi. Vom incepe prin a examina con
gruenţele modulo număr prim. După cum se ştie, clasele de resturi 
modulo p formează un corp finit cu p elemente (care va fi notat ZP) 
şi orice congruenţă modulo p poate fi privită ca o egalitate in acest 
corp. Rezolvarea'congruenţelor modulo p este deci echivalentă cu 
rezolvarea ecuaţiilor în corpul Zp. Corpul Zp reprezintă doar un 
exemplu de corp finit. Toate raţionamentele din acest paragraf se 
transpun întocmai pentru cazul Unui corp finit oarecare (v. pro
blemele 5 şi 6). ÎTe vom mărgini totuşi la studiul corpului Zp şi în 
locul egalităţilor vom scrie numai congruenţe. La alte corpuri finite 
vom recurge numai pentru a construi un exemplu la teorema 3. 

î n studiul problemei numărului de soluţii ale unei congruenţe 
modulo număr prim un rol important îl joacă următorul fapt simplu. 

TEOREMA 1. Fie m un număr natural. Suma 

x mod p 

unde x parcurge un sistem complet de resturi modulo p este congruentă 
m _ i modulo p, dacă m este divizibil cu p — 1 şi congruentă cu 0, 
dacă m nu se divide cu p — 1. 
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Demonstraţie. Valoarea x = 0 (mo&p) poate fi evident omisă 
în suma JS. Presupunem că p — 1 divide pe m. Deoarece x**1 = 1 
(mod p) pentru orice x care nu se divide la p, se deduce în acest caz 
că xm s 1 (modp) şi prin urmare S=p —1==—1 (mod p). Ad
mitem acum că p — 1 nu divide pe m. Există atunci un număr a 
care nu se divide lajp şi astfel ca am=£ 1 (mod p) (a poate fi, de exemplu, 
o rădăcină primitivă modulo p). Cum împreună cu x şi produsull 
ax parcurge un sistem complet de resturi modulo p, rezultă că 

amS = $] (ax)m E= S {moăp), 
x mod p 

de unde (am — 1)8 = 0 (mod p) şi prin urmare 8 = 0 (modp). 
CONSECINŢA. Jpie €>(^ , . . . , xn) un polinom cu coeficienţi întregi 

al cărui grad este mai mic decît n(p — 1). Atunci 

Y O(01 ? . . . , xn) = 0 (mod p), (1) 

unde în suma din membrul stîng xl7 , xn parcurg independent un 
sistem complet de resturi modulo p. 

Demonstraţie. Este suficientă examinarea cazului cînd <D este 
monomul x*1... x1c

n
n. Avem 

I xt... «£• = (E a£)... (S *£*)• 

Conform condiţiei din enunţ k±+ ... + kn < n(p — 1) şi deci ce 
puţin pentru un i este îndeplinită dubla inegalitate 0 < k{ < p — 1. î n 
consecinţă cel puţin una din sumele din membrul drept va fi congruentă 
cu zero modulo p (în cazul k= 0 toţi termenii #°, inclusiv x = 0, 
sînt egali cu 1, de aceea ][] x° = 0 (modp)). 

X 

OBSERVAŢIE. Grupul multiplicativ al corpului Zv este un grup 
ciclic de ordinul p — 1 (elementul său generator este orice clasă de 
resturi care conţine o rădăcină primitivă modulo p). De aceea suma 
din teorema 1 poate fi interpretată ca suma puterilor de exponent 
m ale tuturor rădăcinilor de ordin p — 1 din 1 cuprinse în Zp. 
Dacă (p — 1, m) = d, o astfel de sumă se descompune în d sume,, 
fiecare dintre ele fiind egala cu suma tuturor rădăcinilor de ordin 
p — 1 

din 1. Enunţul teoremei 1 este o consecinţă a faptului că 
d 

suma tuturor rădăcinilor de ordin r din 1 este 1 cînd r = 1 şi este 
nulă cînd r ^ 2. 
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2. Teorema asupra numărului soluţiilor unei congruenţe. Vom 
aplica rezultatele din §1 la demonstrarea următoarei afirmaţii. 

TEOREMA 2 (teorema lui Warning). Dacă gradul r al polino-
mului F(xx, . . . , xn) cu coeficienţi întregi este mai mic decît numărul 
n al variabilelor, atunci numărul soluţiilor congruenţei F(xx, . . . , x^ = 
s 0 (mod p) se divide la p. 

Demonstraţie. Fie N numărul soluţiilor congruenţei F = 0 (modp). 
Se consideră polinomul 

0(0?!, . . . , Xn) = 1 - F{X±1 . . . , Xnf'1, 

de grad mai mic decît n(p — 1). Dacă F(ax, . . . , an) s 0 (mod p), 
atunci 

®(%, . . . , an) s= 1 (mod j)). 
Dacă însă F ( % , . . . , an) ^ 0 (modp), atunci <!>(%,..., an) = 0 (mod p) 
şi însumînd toate valorile ®(#a, . . . , xn) cînd a ,̂ . . . , xn parcurg 
independent un sistem complet de resturi modulo p obţinem con
gruenţa 

X <D(^, ...,xn) s JT (modjp)-
# 1 » . . .» #W 

în final teorema 2 rezultă din congruenţa (1). 
TEOREMA 3 (teorema lui Cîievalley). Dacă F(x±, ..., xn) este 

o formă de grad r < n, atunci congruenţa 
F{x^ . . . , a?tt) = 0 (modjp), 

admite şi soluţii nebanale. 
Demonstraţie. Deoarece în cazul unui polinom omogen F de grad 

r > 1 există totdeauna soluţia banală xt = 0 (moăp), numărul N 
de soluţii ale congruenţei F = 0 (mod p) verifică inegalitatea JV> 1. 
Pe de altă parte, din teorema lui Warning, N = 0 (mod p). Prin urmare 
W>p>2. 

Pentru a avea o imagine cît mai completă, vom demonstra că 
în general nu se poate înlocui inegalitatea r < n cu una mai slaM, 
astfel încît teorema lui Chevalley să rămînă valabilă. î n acest scop 
vom construi pentru orice n forma F(x^ ..., xn) de grad n astfel 
încît congruenţa 

J ? ( ^ . . . , ^ ) s O ( m o d p ) (2) 
să aibă numai soluţia nulă. 

Vom folosi în acest caz faptul că pentru orice n > 1 există un 
corp finit 2 , cu pn elemente, care conţine Zv drept subcorp (v. Com
plemente, §3, teorema 2). Fie oix, . . . , coM o bază a corpului X peste 
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Zp. Considerăm forma liniară o?1<o1 + -.-« +. ®n<*>n unde x1,....rxn 
sînt elemente arbitrare din Zp. Norma.sa JS,^jzv{x1(Si1 + . . . + xn<$n).= 
= 9(a?x, . . . , #n) este evident o formă de gradul n în xXJ . . . , xn cu 
coeficienţi din corpul Zp. Din definiţia normei N(OL) a elementului 
a l= xl(^1 + «...' + xnu»n (v. Complemente, §2, pct. 2), rezultă că 
egalitatea 2?(<x) = 0 este posibilă numai dacă a = 0, adică pentru 
â?i = 0, . . . , a?a = 0. Forma 9 are deci proprietatea că̂  ecuaţia 
<p(#i, . . . , # „ ) = • 0 are în corpul JẐ ,- numai soluţia banală. înlocuind 
fiecare coeficient al formei 9, care este o clasă de resturi modulo p, 
printr-un rest oarecare din această clasă se obţine o formă cu coefi
cienţi întregi F(xXl . . . , xn) de gradul n-in n nedeterminate pentru 
care congruenţa (2) va avea evident numai soluţia nulă. 

TEOREMA 4. Fie F(xt, . . . , xn), . . ., Fm{x±1 . . . , xn) forme cu coefi
cienţi întregi avînă respectiv gradul r1? . . . , rm. Dacă rx + . . . + vm < n, 
atunci numărul JV al soluţiilor sistemului de congruenţe 

[J?i(a?i,..., wn) s 0 (modp), 
< • * * • * • 
l.Fm(%,... , xn) = 0 (mod |>) 

es#6 divizibil cu p. 
Demonstraţie. Considerăm polinomul 

o t o , . . . , xu) = n [i - ^*(»i, • • •, a.)*-*] 
de grad (rx + . . . + rm) (p — 1) < n(p — 1). Se arată, ca şi în cazul 
teoremei 2, că 

X &{%!, ...rxn) = N{moăp), 

de unde ţinînd seama de (1) rezultă că N = 0 (modp). 
OBSERVAŢIE. Teorema lui Warning admite următoarea generali

zare (AX, J., Zeroes of polynomials over finite fields, Amer. J . Math. 
86. B"! 2, 1964, 255-261). Fie F{xx, . . . , xn) un polinom de grad 
r < n cu coeficienţi din corpul finit S = OF{q)j q = pm, iar a cel 

"n mai mare număr natural pentru care a < — . Atunci numărul 
r 

N(F) al soluţiilor ecuaţiei F{xx, . . . , xn) = 0 în corpul S este divizi
bil cu qa. Exponentul ma din congruenţa N(F) s 0 (mod j)ma) nu 
poate fi în general mărit. Pe de o parte, pentru cazul cînd r şi n sînt 
fixaţi (cu condiţia r < n) există polinomul FQe SOi , . . . , xn] de 
grad r astfel ca N(F0) # 0 (mod jpwa+1), iar pe de altă parte pentru 
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cazul cînd ecuaţia F{x^ ..., xn) :.= 0 are cel puţin o soluţie în corpul 
2 se deduce că N{F)>qn~r. (WA&OTNG?-E., Bemerlîung zur vorste-
Jienden Arbeit von Herrn GJievalley, Abhandl. Math. Semin. Univ. 
Hamburg 11, H. 1 - 2 , 1935, 76-83) . 

3. Forme pătratice modulo număr prim. Eezultatele obţinute 
mai sus le vom aplica la cazul formelor pătratice. Următorul rezul
tat se deduce direct din teorema lui Chevalley. 

TEOBEMA 5. Fie f(x^ . . . , xn) o formă pătratică cu coeficienţi 
întregi. Dacă w^ 3, atunci congruenţa 

f{xu . . . , xn) =. 0 (modjp) 

admite şi o soluţie nenulă. 
Cazul formelor pătratice de o nedeterminată nu prezintă in

teres (dacă a^ 0 (modj?) atunci congruenţa ax2 s 0 (modj)) are 
numai soluţia nulă). 

Să examinăm acum cazul formelor pătratice binare. 
Vom considera că p i=- 2 (pentru n = 2, p = 2 se pot trece în 

revistă uşor toate formele pătratice respective). î n acest caz forma 
poate fi scrisă astfel 

f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2. 

Determinantul *) acesteia ac — b2 îl vom nota cu d. 
TEOREMA 6. Congruenţa 

M f ) - 0 (modjp) {p-*2) (3) 

are o soluţie nebanală, dacă şi numai dacă determinantul său d este 
divizibil cu p sau este rest pătr atic modulo p. 

Demonstraţie. Este evident că pentru două forme / şi /19 echi
valente peste corpul 7JV (v. Complemente, §1, pct. 1), congruenţele 
(3) admit sau nu, simultan, o soluţie nenulă. Mai mult, fiindcă prin 
trecerea la o formă echivalentă determinantul se înmulţeşte cu 
pătratul unui element nenul al corpului Zv, în demonstraţia teoremei 
6 se poate înlocui forma / cu orice formă echivalentă. Orice fbtnlă 
este echivalentă cu o formă diagonală (Complemente, §1, teorema 3); 
se poate astfel considera că 

f = ax2 -f cy2, d == ac. 

*) Ulterior acest număr va fi numit discriminant (cap. II, §7,••pct. 3) (N.T.). 
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Dacă a = O sau c = O (mod p), teorema este evidentă. Dacă 
însă ac& O (mod p) şi congruenţa (3) admite soluţia nenulă (a?0, y0)j 
atunci din congruenţa 

aa% + cyl s 0 (mod _p) 

se obţine 

— ac = ( - ^ J (mod^p) 

Zp, adică soluţia congruenţei vw = w (modp)J. Astfel, j J = 1. 

Reciproc, dacă ( -1 = 1 şi —ac = u2(m.odp)1 se poate lua 
\ P ) 

I fracţia w = —(modp) reprezintă rezultatul împărţirii în corpul 

(®oi Vo) = K « ) • 

PROBLEME 

1. Fie F ( r , , . . . , xw) un polinom cu coeficienţi întregi de grad r < n(p —1). 

Se ia a = n — I . Să se demonstreze că suma 
L P - I J 

2J F ( X P . . . , s„), 

în care xlt ..,, xn parcurg independent un sistem complet de resturi modulo p, se 
divide prin pa. 

2. Fie 1 < n ^ p —1 şi alf . . ., an numere întregi arbitrare. Să se construiască 
polinomul cu coeficienţi întregi f(xv..., xn) de grad p — 1 pentru care congruenţa 
f = 0 (mod p) are soluţia unică xt = ^ (modp) , 1 ^ i ^ n. 

3. Să se determine numărul de soluţii ale congruenţei x3 + r/3 -f~ z3 + u3 =s 
= 0 (mod 7). 

4. Să se construiască o formă cubică F(xx , x2, x3) astfel încît congruenţa 

F(xx, x2, x3) = 0 (mod 2) 

să admită numai soluţia nulă. 
5. Fie S un corp finit de caracteristică p avînd q = pn elemente. Pentru m^ 1 

se notează 
S(m) = X 5». 

Să se demonstreze că suma S(m) este egală cu —1 dacă m se divide la q—1 şi este 
nulă în caz contrar. 
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6. Fie F ( x 1 , . . . , xw) un polinom de grad r < n cu coeficienţi din corpul finit S 
de caracteristică p . Să se demonstreze că numărul soluţiilor ecuaţiei F(xlt . . . , xn) = 0 
în corpul Ş este multiplu de p. Să se arate apoi că numărul soluţiilor sistemului 

fF1(x1, . . ., xn) = 0, 

l F j ^ ( x 1 , . . . , Xfi) — 0, 

în corpul S este multiplu de p dacă gradele rv. . . , rm ale polinoamelor Fv . . . , FTO (cu 
coeficienţi din S) satisfac condiţia rx + • • • + rm < n. 

7. Să se arate că dacă f e s t e o formă pătratică peste corpul Zp avînd rangul cel 
puţin doi şi a şâ 0 (mod p), atunci congruenţa 

f ~.a (mod p) 

este rezol ubilă. 
li. Folosind teoremele 2 şi 3 din §1 Complemente, să se demonstreze că în corpul 

Zp (p ^ 2) două forme păţraticc nesingiilare sînt echivalente, dacă şi numai dacă produsul 
determinanţilor acestora este un pătrat . 

!). Să se determine grupul Witt al claselor formelor păţraticc din corpul Zpi p =£ 2 
(v. Complemente, §1, problema 5). 

10. Dacă f(x, y) este o formă pătratică de determinant d ^k 0 (mod p), să se arate 

că numărul soluţiilor nenule ale congruenţei f(x, y) = 0 (mod p) este (p — 1) J1 + J — 11. 

11. Folosind teorema 7 §1 Complemente, să se demonstreze că fiind dată o formă 
pătrat ică f(xlf . .,, xn) cu determinant d •£ 0 (mod p), în cazul p =£ 2 numărul soluţiilor 
nenule ale congruenţei f(xv . . . , xn) = 0 (mod p) este 

pn-i _j_ (p _ 1) _ _ | pn/z-if pentru n par, 
v p • y 

pn-i __ \} pentru n impar. 

12!. în condiţiile problemei (11) să se determine numărul soluţiilor congruenţei 

; f(xv ..., Xn) ~ a (mod p). 

§2. SUME TRIGONOMETRICE 

.1. Congruenţele.şi sumele trigonometrice, î n acest paragraf (ca 
de altfel şi în cele precedente) se vor examina congruenţele modnlo 
un număr prim p dintr-un punct de vedere puţin modificat. Din 
teoremele prezentate în §1 au fost deduse anumite concluzii asupra 
numărului de soluţii al unei congruenţe în funcţie de gradul poli-
nomului şi numărul nedeterminatelor sale. Rolul principal îl va în
deplini acum mărimea modulului prim p. 

La începutul capitolului am menţionat că pentru rezolubili-
tatea ecuaţiei nedefinite F(w^ . . *,'•#„) = 0 este necesar ca congruenţa 
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.F = 'O (mod m) să fie rezolubilă pentru orice- modul m. Chiar; dacă 
ne limităm la cazul modulelor prime tot Vor apare o Miniţate de 
condiţii necesare. Este evident că aceste condiţii se vor dovedi utile 
numai clacă vom avea un procedeu finit (cu un număr finit de paşi) 
pentru verificarea lor. Vom arăta că există un asemenea procedeu 
(chiar foarte simplu) pentru o clasă foarte importantă de polinoame^ 
şi anume: fiind dat un polinom F cu coeficienţi întregi al acestei 
clase, congruenţele F == 0 (modjp) sînt automat rezolubile pentru 
orice modul p mai mare decît o anumită margine. Polinoamele res
pective sînt definite în modul următor. 

DEFINIŢIE. Polinomul F(xlr ..., xn) cu coeficienţi raţionali se 
numeşte absolut ireductibil, dacă nu poate fi descompus în factori 
nebanali în nici o extindere a corpului numerelor raţionale. 

Este adevărată următoarea teoremă fundamentală : : 
TEOREMA A. Dacă F(xt, . . . , , xn) este un polinom absolut ireduc

tibil avînd coeficienţii întregi, atunci congruenţa 
F(Xu . . ., xn) = 0 (mod p) (1) 

este rezolubilă pentru orice număr prim p mai mare decît o..anumită 
margine care depinde numai de polinomul F. 

Un rezultat analog este valabil şi pentru soluţiile nenule :dacă 
se consideră că polinomul F este omogen şi, de asemenea, pentru 
sistemele de congruenţe (definind în mod corespunzător absolut 
ireductibilitatea). 

î n cazul n = 1 teorema este banală (©rice polinom de o nede
terminată şi gradul mai mare decît 1 este reductibil în corpul nume
relor complexe, iar pentru polinoamele de gradul întîi afirmaţia 
este evidentă). Pentru n = 2 demonstraţia necesită aplicarea unor 
metode profunde de geometrie algebrică. Prima demonstraţie a 
teoremei A pentru n = 2 a fost obţinută de Weil (WEIL, A.,' Sur 
Ies courbes algebriques et Ies varietes qui s'en deduisent, Act. ScL 
Ind. 1041, Paris, Hermann, 1948). Cele mai bune dintre variantele 
existente ale demonstraţiei acestei teoreme sînt cuprinse în lucrările; 
LANGL s., Abelian varieties, Interscience Tracts. N° 7, IsTew York, 
1959 şi MATTUK, A,, TATE, J., Despre inegalitatea Castellnuovo-
Seveti, Matematica (culegere de traduceri) 4 : 2 , 1960, 25 —28). 
Trecerea de la cazul n =±= 2 la cazul general este mult mai simpla. 
Aceasta s-a făcut in lucrările: OTSNEVIG, L. B.; Despre numărul 
punctelor unei varietăţi algebrice peste un corp finit prim, DokL 
A.N". SSSB 99,.E"£.l, 1954, 1 7 - 2 0 şi LANG, S., WEIL, A., Number 
of points of varieties in finite fields, Amer. J.Matli. 76, N^ 4, 1954, 
819-827. 

î n lucrările amintite se demonstrează de fapt mult mai mult 
decît cele afirmate de teorema A. Anume, se arată că dacă se fixează 

22 

polinomul F iar modulul prim p variază, atunci numărul N al solu
ţiilor congruenţei (1) tinde la infinit cînd p creşte nemărginit şi se 
evaluează chiar viteza de creştere a lui JV. Formularea riguroasă a 
acestui rezultat este conţinută în următoarea teoremă. 

TEOREMA B. Numărul N{F,p) al soluţiilor congruenţei {1) veri
fica inegalitatea 

\N{F1p)-~pn-1\<C(F)p % 

constanta C(F) ăepinzînd numai de polinomul F, nu şi de p. 
Singurul mod cunoscut pînă acum de a demonstra teorema A 

este de a o deduce din teorema B. Pentru demonstrarea teoremei B, 
este necesar un aparat algebric mult 'mai complicat decît cel folosit 
aici. De aceea nu vom da demonstraţia acestor teoreme, ci numai 
metode prin care se obţin aceste teoreme în cazuri particulare, stu
diind în detaliu un astfel de caz. 

Toate raţionamentele • se vor baza pe faptul că se poate da 
o „formulă explicită" pentru numărul soluţiilor congruenţei (1) 
sau, mai precis, acest număr se poate exprima ca sumă a unor rădă
cini de ordin p din unitate. Sumele de acest tip se numesc trigono
metrice. 

Yom conveni asupra următoarelor notaţii. Pentru funcţiile cu 
valori complexe f{x) sau f{xt, ..';;, xn), valori care depind numai 
de clasele de resturi modulo p ale numerelor întregi x, xx, . . ., xn, 
vom nota prin 

." • ••••••' •• , Xi- / (0) Şi £ . / ( ^ ' - - ' » ^ ) 
% xx,..., xn • 

sumele extinse asupra tuturor valorilor x sau xx, ...,xn dintr-un 
sistem complet de resturi modulo p, iar prin 

E7(*) 
X 

se notează suma extinsă asupra tuturor valorilor x dintr-un sistem 
redus de resturi. 

Fie £ o rădăcină primitivă de ordinul p a unităţii, fixată. Atunci, 
aşa cum se constată imediat, 

< y ryy = \Vl d a c ă y ~ ° (mod^> (2) 
* \o , dacă y # 0 (mod p). 

Aceste egalităţi dau posibilitatea să se găsească o ,,formă explicită" 
pentru numărul soluţiilor congruenţei •(!)* 
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Se consideră suma 

Dacă valorile ^ • . . , xn reprezintă o soluţie a congruenţei (1) atunci 
conform relaţiei (2) se deduce 

V ŢxF{Xl,.,., xn) = pt 

x 

Suma tuturor acestor termeni conţinuţi în $ este Npr N fiind numă
rul soluţiilor congruenţei (1). Dacă însă :F(x^ . . . . xn) ^ 0 (mod JP), 
atunci din cea de a doua parte a formulei (2) se deduce 

V ţxFţxlt...,xn) — 0. 

Suma tuturor acestor termeni din 8 este evident nulă şi găsim în 
acest mod că S =. JVj). A fost astfel demonstrată : 

TEOREMA 1. Pentru numărul :W al soluţiilor congruenţei (1) 
este valabilă formula 

]}? = — y yxF(xu...9 xn)m 

P X, xv ...., «».. 

Să separăm în suma (3) toţi termenii pentru care x = 0 (mod j>). 
Deoarece fiecare din aceşti termeni este 1, iar numărul acestora este 
pm (fiecare din argumentele x±1 . ..,a?„ ia în mod independent p 
valori), obţinem 

W - p11-1 + — £ ' £ ,^(*i..'... *â. • (4> 

Să observăm că această formulă pentru JV" sugerează teorema B. 
Mai mult, pn~1 apare ca un termen al lui JVVEste necesar să se de
monstreze doar (tocmai în aceasta constă însă dificultatea) că atunci 
cînd p creşte, suma tuturor celorlalţi termeni creşte în modul mai 
lent decît termenul principal. 

2. Sume de puteri. Vom aplica consideraţiile generale care au 
fost expuse la punctul 1 în cazul cînd polinomul F este o sumă de 
puteri ale nedeterminatelor, adică 

F(x±, ...,xn) = a^ + . . . -f anwţ», at =£ 0 (mod p). 
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Putem presupune că n > 3, deoarece pentru n = 1 şi n = 2 numărul 
soluţiilor congruenţei F .== 0 (mod p) se deduce în mod evident. 

Conform formulei (4) numărul JSf al soluţiilor congruenţei 

se 

şi 

exprimă 

poate fi 

prin 

N = 

av^r\ + • 

= pn~x + 1 
P 

reprezentat sub 

JT = pn - i 

+ % 

r # 

xr
n* = 0 (mod 

I ? l # . . . . #rc 

forma 

__ 1 
P 

.+«»< 

(5) 

Formula obţinută ne conduce la considerarea sumelor de forma 

%ţayr(a&Q(moâp)). 

Se observă uşor că 

£ Cyr = £™(aOC", (6) 

unde m(#) este numărul soluţiilor congruenţei yr ^ x (mod p) în 
necunoscuta y. Este de asemenea evident că m(0) = 1. Vom găsi 
forma explicită a lui m(x) pentru x ş£ 0 (modj)). 

Dacă # este o rădăcină primitivă modulo p, atunci 

x £= gr* (mod^p), (7) 

exponentul fc fiind unic determinat modulo p — 1. Fie # = gu (mod j>). 
Congruenţa yr =s x (modjp) este evident echivalentă cu congruenţa 

ru = k (modp — !)• (8) 

Din teoria generală a congruenţelor de gradul întîi, congruenţa (8) 
are d! = (r, _p — 1) soluţii în u sau nici o soluţie, după cum d este 
sau nu di vizor al lui k. Prin urmare, 

.' (d, cînd k s 0 (mod d), / nx 

w(a>) = / (9) 

[0, cînd k & 0 (mod <?). 
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Vom da pentru m(x) "o formulă analitică mai comoda. Alegem 
în acest scop o rădăcină primitivă de ordin d din 1, notată cp. s, şl 
definim funcţiile xÂ^){s = 0, 1, . . . , ă —' 1) pentru numerele întregi 
oo relativ prime cu numărul prim jp, punînd 

&(*) = ***» (1(>) 

unde k este determinat de congruenţa (7) (în baza egalităţii s3?-1 = l ? 
numărul sk* nu depinde de alegerea lui fe). în cazul cînd fc = 0 (mod d\ 
atunci s1'8 = 1 pentru toţi 5 = 0, 1, . . . , d — 1 şi deci suma 

d~-i 

este egală cu d. Dacă însă 7c ş* 0 (mod d), atunci zk =£ 1 şi de aceea 

y s*s - j : i = o, 
s = o ' . •£ ' — - 1 

înlocuind aceasta în egalităţile (9) se obţine (pentru x nedivizibil 
prin p) formula 

e: ; ... 5^o ,. '. . 

Expresia găsită pentru : w(o?) permite reprezentarea. egalităţii (6) 
sub forma 

Funcţiile x* astfel introduse, care au evident proprietatea 

zÂooy) = x,(a0x*(îO» (12) 

se numesc caractere multiplicative modulo p. Acestea se extind asu
pra tuturor numerelor întregi o?-punînd %s(w) = 0, dacă p este divi-
zor al lui w. Este clar că proprietatea (12) se păstrează prin această 
completare a definiţiei;' Caracterul''xo' ale cărui palori Xo(̂ ) sînt egale 
cu 1 pentru p X ® s e ' înmieşte 'caracter [unitate. 
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. Să separăm în suma (11) termenii care corespund caracterului 
unitate Xo- Cum 

egalitatea (11) se poate reprezenta sub forma 

y , s = 1 x 

(aici se poate considera că x parcurge un sistem complet de resturi 
modulo PJ deoarece Xs(®) == 0 pentru x s 0 (mod j>)). 

Fie x unul dintre caracterele x»? iar a un. număr întreg. Expresia 

• ' S z W ^ • • • 
X 

se numeşte sumă gaussiană şi se notează cu Ta(#). 
Formulele (5) şi (13) ne permit formularea următoarei teoreme. 
TEOREMA 2. Numărul N al soluţiilor congruenţei 

• • •' ;': av^i +• • • • + anKn = 0 (mod p), at ş£ 0 (modp) (14) 

mrifică formula 

N = 2»-i + — £ ' f [ " g 1 TBfi(x<>f), (15) 
P X * = 1 5 = 1 

m <?ar# ^ .== (r̂ , p —.1), iar caracterele Xt,s s ^ determinate de egali
tăţile ..- (10) pentru d^dţ. 

Se observă că dacă cel puţin unul dintre numerele dt este 1, 
adică rţ este relativ prim cu p — ,1, în formula (15) suma interioară 
corespunzătoare va fi nulă (ca sumă a unei mulţimi vide de termeni) 
şi deci,' in acest caz, 'JV = p71*1. Aceasta reiese şi fără calcule, deoa
rece pentru oricare valori xt1 . . . , x^, xi+1, . . •, xn se găseşte o 
unică valoare a lui xt astfel încît congruenţa (14) să fie satisfăcută. 

Teorema 2 prezintă importanţă datorită faptului că modulul 
unei sume gaussiene poate fi calculat exact. Anume, vom arăta 
în următorul punct. că 

K ( x ) l = Vp pentru a^ 0 {mod.p) şi x * Xo • : 

(v. de asemenea şi problema 8). • 
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Să vedem ce se obţine din teorema 2 dacă avem în vedere acest 
fapt. Din formula (15) se deduce 

ijy-j»-i| < - £' n*s iT.,*(x«..)i = - t P - i ) n < d ' - l ) ^ = 
JP AT * = 1 S = l jP 1 = 1 

= ( i > - i ) ^ - i n ^ i - i ) . 

Am obţinut în acest fel următorul rezultat. 
TEOREMA-3. Numărul N al soluţiilor congruenţei 

a^l1 + . . . + anxr
n

n = 0 (mod#) 

oricare ar fi numărul prim p, care nu dibide nici unul dintre numerele 
%, . . . , an, satisface inegalitatea 

\N - pn~1\ ^ C(p - l)p^"\ (16) 

unde G = (d1 — 1) . . . (dn — 1), dt = (/•*, _p — 1), 
î n virtutea teoremei 3 rezultă (aşa cum s~a presupus) teorema 

B în cazul polinoamelor de forma considerată, pentru n^3. într-a
devăr, 

IJV — p71-1] ^ cp^^ cpn~1~T, 

ceea ce afirmă şi teorema B. 
Se remarcă, între altele, că inegalitatea dedusă (16) este pentru 

^ > 3 mult mai exactă decît inegalitatea din enunţul teoremei B. 
OBSERVAŢIE. Pentru demonstrarea teoremei 3 ar fi fost suficient 

ca pe baza formulei (5) să se cunoască o evaluare a modulului sumei 
£ Z?xr. O astfel de evaluare poate fi obţinută pe o cale mult mai 

X 

simplă fără a utiliza sumele gaussiene (v. problemele 9—12). Am 
dat o demonstraţie fundamentată pe proprietăţile acestor sume 
datorită multiplelor aplicaţii pe care acestea le au în teoria numerelor. 

3. Modulul unei sume gaussiene. Se consideră mulţimea % a 
tuturor funcţiilor cu valori complexe /(#)> definită pentru numerele 
x întregi şi satisfăcînd condiţia f(x) = f(y) dacă x s y (mod j?). 
Deoarece orice funcţie fe g este determinată de valorile sale pe un 
sistem complet de resturi modulo jp, g este un spaţiu liniar j>-dimen-
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sional peste corpul numerelor complexe. Introducem în § un produs 
scalar hermitic, definind 

p « 

O verificare simplă arată că următoarele p funcţii 

/«(*) = V* (« ~ rest mod p) (17) 

formează o bază ortonormată a lui 5 faţă de produsul scalar intro
dus. într-adevăr, pe baza relaţiei (2) deducem 

p X (0, 
dacă a = a' (mod^p), 
dacă a ţk a' (mod#). 

Funcţiile (17) avînd proprietatea 

fa{® + y)= fa(®)fa{y) 
se numesc caractere aditive modulo p. Să determinăm coordonatele 
unui caracter multiplicativ x î*1 baza (17). Fie 

X = £ «./.. (18) 
a 

Atunci 

«* = (X,/a) = - £ X(^r = — T.(X)- (W) 
P * P 

Se vede astfel că sumele gaussiene Ta(x) (determinate pînă la un 

factor —) sînt coeficienţi în descompunerea caracterului multipli-7) cativ x după caracterele aditive fa. 
Pentru a obţine o relaţie importantă între coordonatele <xa 

(deci şi între sumele gaussiene Ta(x)) să înmulţim egalitatea 

X(0) = X a-Uoo) (20) 
a 

c n x(60? unde c ^ 0 (modp) şi să înlocuim indicele de sumare a 
prin ac : 

X(CX) = . £ X(c)*acfac(®) = I i X(<>)**cfa{cW). 
a a 
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Comparînd egalitatea obţinută cu relaţia (20) obţinem 

aa = l{c)aac* • (21) 

Făcînd aici a = 1 şi observînd că |x(o)| = 1 găsim 

| ac |, == | oj. j pentru c ş£ 0 .(mod jt>). (22) 

Să presupunem acum că x i=- Xo- AţiuiQi numărul,c (relativ prim cu p) 
poaite fi ales astfel ca x(c) ^ 1' şi deci egalitatiea (21) pentru a = 0 
implică 

a 0 = 0 . • • • 

Să demonstrăm acum rezultatul amintit relativ la modulul unei 
sume gaussiene. 

TEOREMA 4. Bacă x este un caracter multiplicativ modula p, diferit 
de caracterul unitate Xo> ̂ ar a este un număr întreg relativ prim cu p, 
atunci 

\ta(®)\=,Vp-

Demonstraţie. Se consideră în spaţiul g? produsul scalar (x, x)-
Deoarece lx(^)l = 1 pentru oo^ 0 (mod p), rezultă 

(x> x) = — S X(*0 X<>) = ^ "" -
1 > * P 

Pe de altă parte, folosind descompunerea (18) si tinînd seama de 
(22) şi (23), găsim 

(xix)=*si^i2 = (p- i )Kr - ' 
a 

Ambele rezultate conduc la egalitatea 

• 1 • : 

Kl =7= (e^0(modp)), 

de unde pe baza formulei (19) rezultă afirmaţia teoremei. 

•• PROBLEME 

1. Să se demonstreze că polinomul F = x2 -j- y2 nu îndeplineşte condiţiile teoremei 
A (relativ la soluţiile nenule), iar polinomul F = x2 — y2 nu îndeplineşte pe cele ale teo
remei B. Este evident că aceste polinoame nu sînt absolut ireductibile. 

3Q 

2. Fie cp(x) o funcţie definită pentru numerele întregi #, relativ prime cu p şi 
care ia valori complexe nenule. Să se demonstreze că dacă <p(#) = cp(i/) cînd x == 
=~ y (mod p) şi <p(xy) = <p(x)<p(i/) pentru orice x şi y, atunci această funcţie coincide 
cu una din funcţiile Xs(x) = £ks> e fiind o rădăcină primitivă de ordin p — 1 din 1 (nu
mărul k se determină din congruenţa (7)). 

3. Să se demonstreze că orice funcţie f(x) ^ 0 de argument întreg şi luînd valori 
complexe, depinzînd numai de clasa de resturi modulo p şi satisfăcînd condiţia 

f(x + y ) =? f(x) f(y), 

are forma f(x) — Xfx, t fiind un număr întreg iar £ o rădăcină fixată de ordin p din 1. 
4. Fie p ^ 2 . Să se arate că acel caracter x = Xi determinat de egalitatea (10) 

pentru d = 2 (şi s = 1) coincide cu simbolul lui Legendre 

X(s) = 

(acest caracter x se numeşte caraeter pătraiic modulo p) . 
5. Fie ab ţk 0 (mod p) şi x m i caracter pătrat ic modulo p ^ 2. 

Să se demonstreze relaţia 

., Ttt(xK,(x). = [—~JP .. 

care leagă sumele gaussiene Ta(x) Ş* T&(X)* 
6. Folosind aceleaşi notaţii , să se arate că 

£ ' T * ( X ) = 0. 

7. Să se rezolve problemele 10, 11 şi 12 din paragraful precedent folosind teorema 
2 şi rezultatele problemelor 5 şi 6. 

8. Fie x u n caracter multiplicativ arbitrar modulo numărul prin p , diferit de X0 

iar a ş£ 0 (mod p). Să se arate că 

I Taft) I2 = Tfl(x) Ta(x) = P 

şi să se deducă astfel o nouă demonstraţie a teoremei 4. 
9. Fie f(x) un polinom cu valori întregi şi £ o rădăcină primitivă de ordin n 

din 1. Punînd S a ~ J ] £ a / ( a ? ) , să se arate că , 
* mod m 

X |S«l2=m X N(c)\ 
a mod w c mod m ' ' 

unde 2V(c) este numărul soluţiilor congruenţei f(x) == c (mod m). 
10. Notăm cu £ o rădăcină primitivă de ordin p prim din 1 şi punem Ta = 

= V! Xf1^'. Să se demonstreze că 
X 

Y/ l 2 a l 2 . = P(P - 1 ) ( < * - 1 ) ' 

unde d = (r, p — 1). 

f-
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11. Să se arate, folosind aceleaşi notaţii, că sumele Ta, a ş£ 0 (mod p) se descom-
p - 1 

pun în d grupe cu cîte — sume egale între ele. Să se deducă, utilizînd acest rezul-
d 

t a t cît şi cel din problema 10, că 

! Ta\ < dfp, a & 0 (mod p). 

12. Avînd în vedere faptul că YJ ' Ta = 0, să se obţină pentru Ta evaluarea 
a 

mai precisă 

| Ta I < (d ~ 1) Y~p, a =£ 0 (mod p). 

(Pe baza formulei (5) această evaluare conduce la o altă demonstraţie a teoremei 3). 
13. Să se arate că congruenţa 

3x3 + 4*/3 + 5z3 =5 0 (mod p) 

admite o soluţie nebanală oricare ar fi modulul prim p . 

§3. NUMEBE ^-ADICE 

1. Numere întregi jp-adice. Trecem acum la congruenţe al căror 
modul este puterea unui număr prim. începem cu un exemplu. Fie 
congruenţa 

x2 s 2 (mod 7n) 

relativ la puterile numărului prim 7. Pentru n = 1 congruenţa are 
două soluţii: 

x0 = ± 3 (mod 7). (1) 

Fie acum n = 2. Din 

a?2 = 2 (mod72) (2) 

rezultă că #2 = 2 (mod 7), deci soluţiile congruenţei (2) trebuie 
căutate sub forma x0 + 7^, unde x0 este unul dintre numerele deter
minate de congurenţa (1). Vom căuta soluţiile de forma x± = 3 + 
+ 7 tv (Soluţiile de forma — 3 + 7^ se examinează în acelaşi mod). 
înlocuind în (2) această expresie a lui a?1? obţinem 

(3 + 7^)2 = 2 (mod 72), 
9 + 6-7*! + !Hi = 2 (mod 72) 
1 + Qtx s 0 (mod 7). 

tx s 1 (mod 7). 
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Se obţine astfel soluţia #x ^ 3 + 7 - l (mod 72). Analog, pentru 
n = 3 se pune a?2 = % + 7% şi din congruenţa 

(3 + 7 + 72t2)2 = 2 (mod73) 

se găseşte tz = 2 (mod 7), deci 

a?2 = 3 + 7 . 1 + 72 . 2 (mod 73). 

Se observă imediat că procesul poate fi prelungit indefinit. Se obţine 
astfel şirul 

®oi ®n • * • i ®m • • • w ) 

cu proprietăţile : 

x0 == 3 (mod 7), 

a?w s ^ „ 2 (mod 7), 

x% = 2 (mod7w+1). 

Procesul construirii şirului (3) aminteşte de cel al extragerii 
rădăcinii pătrate din 2. într-adevăr, calculul lui j/"2 constă din con
struirea unui şir de numere raţionale r0, r1? ....,rw . . . ale căror 
pătrate sînt oricît de apropiate de 2, de exemplu, 

W - 2 | < X 

10w 

î n cazul de faţă se construieşte şirul de numere întregi a?0, a?x, . . . 
. . . , xn,... pentru care x\ — 2 se divide prin 7W+1. Această analogie 
devine şi mai pregnantă dacă convenim a numi două numere întregi 
apropiate (mai precis ^p-apropiate, p fiind un număr prim oarecare), 
dacă diferenţa lor se divide la o putere suficient de mare a lui p. 
înţelegînd astfel apropierea se poate spune că pătratele numerelor 
din şirul (3) devin oricît de 7-apropiate de 2 cînd n creşte. 

Şirul {rn} defineşte numărul real f2 . Se poate presupune că 
şirul (3) defineşte de asemenea un număr a avînd o anumită nouă 
natură, astfel încît a2 = 2. 

Atragem atenţia asupra următoarei situaţii. Dacă şirul de nu-
1 

mere raţionale {r'n} are proprietatea că j rn —- r'n \ < , oricare 

ar fi n, atunci limita sa va fi de asemenea ]/*2. Este natural să se 
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presupună că şirul {x'n} pentru care xn = x'n (mod 7n + 1) deter
mină acelaşi nou număr (pentru şirul nou {x'n} este evident că 
w'n2 = 2 (mod 7n+1) şi x'n = x'n_x (mod ln)). 
Aceste observaţii conduc la următoarea definiţie. 

DEFINIŢIE. Fie p un număr prim oarecare. Un şir de numere 
întregi 

{xnj =•• {x0, X±, . . . , xn, . . . j 

eu proprietatea că 

xn s= a?tt^! (modf>w) , (4) 

pentru orice n > 1 defineşte un nou obiect, numit număr întreg p-aăic. 
Două şiruri {xn} şi {x'n} definesc tuiul şi acelaşi număr întreg p-aăic> 
dacă şi numai dacă 

xn == x'n (mod pn+1) 
pentru oricare n > 0. 

Faptul că şirul {xn} defineşte numărul întreg j)-adic a poate fi 
scris astfel 

{xn} -» a. 

Mulţimea tuturor numerelor întregi ^p-adice se va nota cu Op. Nume
rele întregi obişnuite se vor numi întregi raţionale, spre deosebire 
de numerele întregi ^p-adice. 

Fiecărui număr întreg raţional ^ i se pune în corespondenţă 
numărul întreg p-adic definit de şirul {x, x, ..., x, . . . } . Acest 
număr întreg ^p-adic, care corespunde numărului întreg raţional x, 
va fi notat tot cu litera x. Două numere întregi raţionale distincte 
x şi y definesc numere întregi p-adice distincte. într-adevăr, din 
egalitatea lor ca numere întregi ^-adice rezultă congruenţele x = 
== y (mod pn) oricare ar fi n, ceea ce nu este posibil decît dacă x = y. 
î n acest fel putem concepe mulţimea Z a numerelor întregi raţionale 
ca o parte a mulţimii Op a numerelor întregi ^p-adice. 

Pentru o mai clară reprezentare a mulţimii Ov, vom indica un 
procedeu cu ajutorul căruia să se aleagă un şir standard din mul
ţimea tuturor şirurilor care definesc un număr întreg ^p-adic. 

Fie numărul întregj?-adic definit de către şirul {xn}. Se notează 
cu xn, cel mai mic număr nenegativ congruent cu xn module pn+1': 

xn = xn (mod pn+1), (5) 

0 < xn <pn+1. (6) 
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Congruenţa (5) arata că 

xn = xn = xn^ = xn^ (moâpn), 

astfel că'şirul {xn} defineşte un număr întreg j>-adic, acelaşi, în baza 
relaţiei (5), ca şi cel definit de şirul {xn}. Un şir ai cărui termeni 
satisfac condiţiile (4) şi (6) se va numi canonic. Prin urmare am de
monstrat că orice număr întreg j)~adic este definit de un anumit 
şir canonic. 

Se vede uşor că două şiruri canonice distincte definesc numere 
întregi p-adice distincte. într-adevăr, dacă şirurile canonice {xn} 
şi {yn} definesc unul şi acelaşi număr întreg j?-adic, pe baza con
gruenţei 

xn s= yn (mod pn+1) 

şi condiţiilor 0 < xn < pn + 1, 0 < yn < pn + 1, se obţine că xn = yn 
pentru orice n > 0. Astfel numerele întregi s ad i ce se găsesc în cores
pondenţă bijectivă cu şirurile canonice. Din condiţia (4) rezultă că 
xn+î == xn + an+1pn+1 şi deoarece 0 ^ xn+x < pn+2 şi 0 ^ xn < pn+1 

rezultă că 0 ^ an+1 < p. Prin urmare, orice şir canonic are forma : 

{a0, aQ .+ axp, a0 + atp + a2p2, . . . } , 

unde 0 < a,t < p. Evident că, reciproc, fiecare şir de acest tip este 
un şir canonic, definind un anumit număr întreg p-adie. Se poate 
arăta uşor, pleeînd de la această observaţie, că mulţimea şirurilor 
canonice şi deci mulţimea numerelor întregi j)-adice are puterea 
continuumului. 

2. Inelul numerelor întregi p~adice. DEFINIŢIE. Suma, respectiv 
produsul a două numere întregi p-aăice OL şi (3, definite de şirurile 
{xn} şi {yn} este, prin definiţie, numărul întreg p-adic definit de şirul 
{®n + yn\, respectiv {xnyn}. 

Definiţia de mai sus este dată în condiţiile în care şirurile 
{®n -f yn} Şi {®nyn} definesc numere întregi j)-adice şi aceste numere 
depind numai de a şi [3, iar nu de şirurile prin care acestea sînt defi
nite. Demonstrarea se face prin verificare directă, pe care o vom 
omite. 

De asemenea este evident faptul că pe baza definiţiilor date nu
merele întregi ^-adice formează un inel comutativ care conţine ca 
subinel inelul numerelor întregi raţionale. 

Divizibilitatea numerelor întregi p-adice se defineşte la fel ca 
în orice inel (v. Complemente, §4, pct. 1) : a se divide la p, dacă 
există un număr întreg ^p-adic y astfel ca a = j3y. Pentru studiul 
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proprietăţilor divizibilităţii este important de ştiut care sînt acele 
numere întregi ^p-adiee care admit inverse. Astfel de numere, conform 
pct. 1 §4 Complemente, se numesc divizori ai unităţii sau unităţi. 
Vom folosi de asemena denumirea de unităţi p-adice. 

TEOREMA 1. Numărul întreg p-adic a definit de şirul {x0, xv 
... xn, . , . } este unitate, dacă şi numai dacă x0^ 0 (mod p). 

Demonstraţie. Presupunem că a este unitate. Există atunci 
un număr întreg ^p-adic (3, astfel ca ap = 1. Dacă (3 este definit de 
şirul {yn} condiţia a|3 = 1 arată că 

xnyn s l (mdd^ w + 1 ) . (7) 

î n particular, x0y0 = 1 (modj>), adică x0 ş£ 0 (modj?). Beciproc, 
fie ^0 ş£ 0(modjţ>). Din condiţia (4) rezultă imediat că 

xn s xn„± s . . . = x0 (mod p), 

şi deci xn^ O(mod^p). Prin urmare, pentru orice n se poate găsi 
un yn astfel încît să fie adevărată congruenţa (7). Deoarece xn s 
= xn^l{moApn) şi xnyn = xn^1yn^1(jxioA.pn) rezultă că yn = 
= yn-± (mod pn). Aceasta înseamnă că şirul {yn} defineşte un număr 

întreg j)-adic p. Congruenţele (7) arată că ap = 1, deci a este unitate. 
Din teorema demonstrată rezultă că numărul întreg raţionala. 

considerat ca element al inelului Op este unitate, dacă şi numai dacă 
a ş£ 0 (mod p). Dacă această condiţie este satisfăcută, atunci a"1 e Op 
şi deci orice număr întreg raţional b se divide prin a e 0^, adică 
orice număr raţional de forma —:, unde a şi b sînt întregi iar 

a=fc 0 (mod jo), aparţine lui 0p . Numerele raţionale de această formă 
se numesc p4ntregi. în mod evident acestea formează inel. Bezul-
tatul obţinut se poate formula astfel : 

CONSECINŢĂ. Inelul Op al numerelor întregi p-adice conţine un 
subinel izomorf cu inelul numerelor raţionale p întregi. 

TEOEEMA 2. Orice număr întreg p-adic nenul a se reprezintă 
unic sub forma 

a = pmz . (8) 
unde s este unitatea din inelul Op. 

Demonstraţie. Dacă a este unitate, atunci egalitatea (8) este 
satisfăcută pentru m = 0. Fie {xn} ~> a şi să presupunem că a nu 
este unitate. Atunci conform teoremei 1, x0 = 0 (mod p). Deoarece 
a 7̂  0, congruenţa xn == 0 (mod #>%+1) nu este posibilă pentru orice 72. 
Fie m cel mai mic indice pentru care 

xm£ 0 (mod_pm+1). (9) 
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Oricare ar fi s > 0 vom avea 

a?TO+, = a?w-i.= 0 (mod pm) 

şi deci numărul ys = m4"g- este întreg. Din congruenţa 

^ y , _ 1 > « y ^ i = ^ + ; __ ^m+5__x = o (mod p*+*) 

rezultă 
ys = y , ^ (mod j>s) 

pentru orice s > 0. Şirul {ys} defineşte în acest fel un element e al. 
lui 0P. Deoarece y0 = — ş£ 0 (mod|>), conform teoremei 1, s este 

pm 

unitate. î n fine, din congruenţa 

Pmys = a?™+« = oos (mod ps+1) 

rezultă că pmz = a, deci existenţa reprezentării (8). 
Să presupunem acum că a are o altă reprezentare a = pky], 

unde fc > 0, iar 7] este unitate. Dacă {zs} ->• 7], atunci 

pmys ~p% (mod _p5+1) (10) 

pentru orice s > 0, unde conform teoremei 1 atît ys cît şi z$ nu se 
divide la p deoarece s şi v] sînt unităţi. Făcînd în congruenţa (10) 
s —m deducem 

pmym = p*sm # 0 (mod y™+*), 

de unde rezultă inegalitatea fc ^ m. î n baza simetriei deducem că şi 
m ^ fc, adică Te =^ m. înlocuind apoi pe s cu m + 1 în congruenţa 
(10) şi simplificînd cu pm obţinem 

ym+s ~zm+s (mod p8*1) 

şi deoarece ym+s = y, (mod j>5+1) şi £m+s = #s (mod ^ s + 1 ) , în baza 
condiţiei (4) deducem 

ys = £s (mod JP5+1). 

Deoarece această congruenţă este adevărată pentru orice s > 0? 
rezultă că e == 73, şi astfel teorema 2 este demonstrată. 
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CONSECINŢA 1. Numărul întreg p-adic a, definii de şirul {#»}, 
se divide la p7\ daca şi numai dacă xn.~ 0 (mod pn+1) pentru oriee 
n = 0, 1, ..., '& — 1. 

într-adevăr, indicele m din descompunerea (8) a fost definit ca 
cel mai mie dintre indicii m pentru care este valabilă relaţia (9). 

CONSECINŢA 2. Inelul Op mc conţine divizori ai lui zero. 
într-adevăr, dacă a # o şi p # 0, atunci ele admit reprezentările 

<x = pms, p = ^"73, 

în care e şi 73 sînt unităţi. (în inelul Op există prin urmare elementele 
inverse s"1 şi T}-1). Dacă ap = 0, atunci, înmulţind egalitatea 
pm+keyi = 0 cn e"1^-"1, obţinem pm+k- = 0, ceea ce nu este posibil. 

DEFINIŢIE. Numărul m din reprezentarea (8) a unui număr 
întreg p-adic nenul a se numeşte p-exponent al lui a şi se notează 
cu v^(a). 

î n cazul cînd nu există ambiguităţi asupra numărului prim p 
vom folosi pe scurt termenul exponent pe care îl vom nota cu v(a). 
Pentru ca funcţia v(a) să fie definită pentru toate numerele întregi 
^-adice, vom completa definiţia sa luînd v(0) = 00. (Justificarea 
acestei egalităţi formale rezidă în faptul că zero se divide la puteri 
oricît de mari ale lui p). 

O verificare directă pune în evidenţă următoarele proprietăţi ale exponentului : 

v(a£)=.v(a) + v(p). (11) 

v(oc + p) > min (v(a), v(p)), (12) 

v(a + p) = min (v(a), v(p)), daca v(a) # v(P). (13) 

Proprietatea de divizibilitate a numerelor întregi #>-adice se 
obţine foarte simplu cu ajutorul exponentului. în particular, din 
teorema 2 rezultă imediat următorul rezultat. 

CONSECINŢA 3. Numărul întreg p-adic a se divide la p, dacă şi 
numai dacă v(a) > v(P). 

Prin urmare, aritmetica inelului Op este foarte simplă : în el exis
tă un unic (pînă la o asociere) element prim şi acesta este numărul p. 
Toate celelalte elemente nenule din Op se exprimă prin puteri ale 
lui p şi unităţi. 

î n încheiere ne vom îndrepta atenţia asupra congruenţelor în 
inelul Op. Congruenţa elementelor este definită la fel ca şi--pentru 
numerele întregi şi, în general, ca şi pentru elementele oricărui inel 
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(v. Complemente, § 4, pct. 1) : a = p' (mod y) înseamnă ea a — p 
se divide la y. Dacă y = pns, unde .s este unitate, atunci orice con
gruenţă modulo y este echivalentă cu aceeaşi congruenţă modulo pn. 
De aceea ne vom mărgini la a studia numai congruenţele modulo pn. 

TEOEEMA 3. Orice număr întreg p-aăic este congruent modulo pn 

cu un număr întreg raţional. Două numere întregi raţionale sînt con
gruente modulo pn în inelul Op, dacă şi mimai dacă acestea sînt con
gruente modulo pn în inelul Z. 

Demonstraţie. Pentru demonstrarea primei afirmaţii vom arata 
că dacă a este un număr întreg y-adic şi {xn} este un şir de numere 
întregi raţionale care îl defineşte, atunci 

a = xn„x (mod pn). (14) 

Deoarece xn^t este definit de şirul {xn~v xn~v . . . } , şirul care defi
neşte pe a — xn-x este {xQ — xn^^ xx — #„-!,. . . } . Vom aplica numă
rului întreg _p-adic a — xn^1 consecinţa 1 a teoremei 2. Se observă 
că congruenţa (14) este echivalentă cu congruenţele : 

% — #»-i = 0 (mod ^ + 1 ) , h = 0, 1, . . ., n — 1, 

a căror valabilitate rezultă la rîndul său din condiţiile (4) de la defi
nirea numerelor întregi ^-adice. 

Vom demonstra acum că pentru două numere întregi raţionale 
x şi y congruenţa modulo pn în inelul Op este echivalentă cu congru-\ 
enţa modulo pn în inelul Z. Fie pentru aceasta 

x ~~ y = <pma, a şâ 0 (mod p) (15) 

(se consideră x ^ y). Congruenţa 

x = y (mod pn) (16) 

este echivalentă în inelul Z cu condiţia n ^ m. Pe de altă parte, 
relaţia (15) dă reprezentarea (8) pentru numărul x — y, deoarece 
a este unitate p-adică. Prin urmare, vp(x — y) = m şi condiţia n < m 
poate fi transcrisă sub forma vp(x — y) > n, care este echivalentă 
cu congruenţa (16) în Op, deoarece v{pn) = n (v. consecinţa 3 a 
teoremei 2). 

CONSECINŢA. Numărul claselor de resturi modulo pn în Op este pn. 

3. Numere fracţionare p-adiee. Deoarece inelul Op nu conţine 
divizori ai lui zero (consecinţa 2 a teoremei 2), acesta poate fi scu
fundat într-un corp, folosind construcţia corpului de fracţii .al unui 
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domeniu de integritate. în cazul de faţă această construcţie se reduce 
la considerarea fracţiilor de tipul —, unde a este un număr întreg 

jp-adic, &>0 . Aici fracţia este considerată doar ca o scriere mai 
comodă a perechii (a, p7c). 

DEFINIŢIE. 0 fracţie de tipul •—, a e O , k > 0, defineşte un 

număr fracţionar p-adic sau, pe scurt, un număr p-adie. 'Două fracţii, 
.— şi — definesc unul şi acelaşi număr p-adic, dacă apm = fipk 
pk pm 

în 0P. 
Mulţimea tuturor numerelor ^-adice se va nota cu Bp. 
Oricărui număr întreg p-adic a i se asociază elementul —• == -—• 

1 . p° 
din Bp. Este evident că numere ^-adice întregi distincte defi
nesc elemente distincte din Bp. Pe această bază vom considera pe 
Op ca o submulţime a mulţimii Bp. 

Operaţiile în Bp se definesc cu ajutorul regulilor; 

^k + JL.== 
plc pm pk + m 

•— . J L _ _ a P 
p k p m mk-i-m* 

Se verifică uşor că rezultatul operaţiilor nu depinde de alegerea 
fracţiilor care definesc elementele din Rp şi că Bp formează faţă de 
aceste operaţii un corp, corpul tuturor numerelor ^-adice. Evident, 
corpul Bp are caracteristica zero şi deci conţine corpul numerelor 
raţionale. 

IEOEJEMA 4. Orice număr p-adic £• # 0 se reprezintă în mod unic sub forma 

^=pmS, (17) 

unde m este un număr întreg iar e unitatea din Op. 
Demonstraţie.'Fie £=-—-, a e O . Conform teoremei 2, a se 

pk 

reprezintă sub forma a=ple, l>0, unde s este unitatea din 
inelul 0P. Aşadar, g == pme, unde m = l —Jc. Unicitatea reprezentării 
(17) rezultă din afirmaţia corespunzătoare pentru numerele întregi 
sad ice , demonstrată în cadrul teoremei 2. 
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Noţiunea de exponent introdusă la pct. 2 se generalizează uşor 
asupra tuturor numerelor ^p-adice. Să definim 

vp(l) = m; 

m fiind exponentul din rejarezentarea (17). Se observă uşor că pro
prietăţile (11), (12) şi (13) ale exponentului se transpun automat în 
corpul BP. Este evident că numărul ^p-adic X este număr întreg 
j)-adic, dacă şi numai dacă vp(ţ) > 0. 

4. Convergenţa în corpul numerelor p-adiee. La punctul 1 
s-a atras atenţia asupra analogiei între numerele întregi p-adice şi 
numerele reale : şi unele şi altele sînt definite cu ajutorul anumitor 
şiruri de numere raţionale. 

Deoarece orice număr real este, după cum se ştie, limită a acelui 
şir de numere raţionale care îl defineşte, este natural să presupunem 
că o situaţie analoagă apare şi în cazul numerelor ^-adice dacă se 
defineşte pentru ele noţiunea de convergenţă în mod adecvat. Defi
nirea limitei unui şir de numere reale se bazează, în esenţă, pe no
ţiunea de apropiere : două numere reale sau raţionale se consideră 
apropiate dacă modulul diferenţei lor este suficient de mic. Pentru a 
defini convergenţa în corpul numerelor s ad i ce este necesar deci să 
se clarifice în ce condiţii două numere p-adice trebuie considerate 
ca fiind apropiate. 

în exemplul care a fost dat la începutul paragrafului s-a amintit 
de p- apropierea a două numere întregi raţionale x şi y, înţelegînd 
prin aceasta divizibilitatea diferenţei x — y prin o putere suficient 
de mare a lui p. Tocmai prin această nouă concepere a apropierii 
apare analogia între cazul numerelor reale şi cel al numerelor întregi 
j>-adice. Dacă se foloseşte noţiunea de p-exponent, atunci jj-apro-
pierea lui x şi y va fi, evident, caracterizată prin valoarea lui vp(x — y). 
Aceasta sugerează că două numere arbitrare j?-adice 5; şi YJ (nu 
neapărat întregi) trebuie privite ca fiind apropiate în cazul cînd 
valoarea vp(^ — YJ) este suficient de mare. Cu alte cuvinte, numerele 
p-adice ,,mici" trebuie să fie caracterizate printr-o valoare mare a 
.p-exponentului lor. 

După aceste observaţii preliminare trecem la definiţia riguroasă. 
DEFINIŢIE. Şirul 

de numere p-adice se spune că este convergent către numărul p-adic 
\ (se notează lim \n = E, sau {\n} ~> £)j dacă 

M-+00 

lim v^S» — l) == oo, 
w-»oo 
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O particularitate esenţială a acestei definiţii (care se deosebeşte 
de definiţia convergenţei pentru numerele reale) constă în aceea că 
în cadrul său convergenţa {£„} ~~> l este pnsă în legătură cu şirul de 
numere întregi raţionale vp{ţn - ţ) care trebuie să tindă la 'infinit. 
Această definiţie capătă accepţiunea obişnuită dacă în corpul E, 
se consideră în locul exponentului o altă funcţie cu valori reale nene
gative, care tinde la zero cînd exponentul tinde la infinit. Astfel, 
alegînd un anumit număr real p, cu condiţia 0 < p < 1, se defineşte 
funcţia 

*«>-{.' pvp(S) pentru 1^0 
(18) 

pentru \ = 0. 

DEFINIŢIE. Funcţia <pp{l), le Bp, definită prin relaţiile (18) se 
numeşte metrică p-adică. Valoarea cpp(£) se numeşte mărimeq număru
lui p-adic • £ în această metrieă*\ 

Ca şi în cazul exponentului, funcţia <pp se va numi uneori, pe 
scurt, metrică şi se va nota cu 9. 

Din proprietăţile (11) şi (12) ale exponentului rezultă evident 
următoarele proprietăţi ale metricii : 

9(̂ 73) = 9(5) 9(73) ; (19) 

9(5 + ij) < max (<p(£), 9(73)). (20) 

Din ultima egalitate se obţine şi 

' .9(5 + -n) < 9 ( 5 ) + 9(>l)- (21) 
Proprietăţile (19) şi (21) (ca şi proprietatea <p(£) > 0 cînd 5 # 0) 
indică faptul că noţiunea de metrică introdusă pentru numerele 
jo-adice este analoagă noţiunii de valoare absolută din corpul numere
lor reale sau celei de modul din corpul numerelor complexe. 

Cu ajutorul metricii <pp definiţia convergenţei în corpul Bp ia 
următoarea formă: şirul {£„}, lnz Bp, converge către numărul 
p-adic 5 dacă 

l im <pp(ţn - l) = 0. 

Se pot formula şi demonstra pentru corpul Bp teoremele bine
cunoscute din analiza matematică privind limitele de şiruri. Vom 
arăta, de exemplu, că dacă••{£»} -> 5 şi 5"# 0, atunci •iii 5 

* Vezi consideraţiile de la subsolul p . 49. 
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Mai întîi, de la un anumit rang, de exemplu pentru n ^ n0 avem 
v ( ^ ___,£)>-v(£), de unde, pe baza proprietăţii (13) a exponenţilor, 
se obţine 

v ( U = m i n ( v ( ^ - ^ ) , v(5)) = v(5). 

" 1 
în particular, v (Q ^ oo, deci £ ^ 0, ceea ce arată că -— are sens 

In 
pentru n.> n0. Apoi, 

v f i - - i i ) = v(l - U - v(4) -v(5) - v& - E):-'2v(^) ->po' , 

pentru w-> oo, ceea ce demonstrează afirmaţia făcută. 
TEOREMA 5. Dacă numărul întreg p-adic a este definit prin 

şirul de numere întregi {#„}, atunci acest şir converge către a. Orice 
număr p-adic \ este limită a unui şir de numere raţionale. 

Demonstraţie. Din congruenţa (14) rezultă vp(xn--~ a) > n + 1. 
Deci v(xn — a) -> oo pentru w -> oo, deci {#»} tinde către a. Fie 
acum numărul fractionar p-adic E, = ~ . Deoarece v \ -~ — £) = 

= v (J^—A = v(ccn — a) — k -» oo pentru ?& -> oo, £ este limită 
l pJc J 

a şirului de monere raţionale J— ,1. Teorema este demonstrată. 
[Pk\ 

Din orice şir mărginit de numere reale se poate extrage, după 
cum se ştie, un subşir convergent. O proprietate analoagă este adevă
rată şi/ pentru numerele p-adice. 

DEFINIŢIE. Şirul de numere p-adice {ţn} se numeşte mărginit, 
ămă toate valorile (?p(ţn) sînt mărginite superior sau, altfel spus, 
toate numerele vP(ţn) sînt mărginite inferior. 

TEOREMA 6. Din orice şir mărginit de numere p-adice (în par
ticular, din- orice şir mărginit de numere întregi p-adice) se poate ex
trage un subşir convergent. 

Demonstraţie. Teorema va fi demonstrată mai întîi pentru şiruri 
{cin} de numere întregi p-adice. Deoarece în inelul Op numărul clase
lor de resturi modulo p este finit (consecinţă ă teoremei 3), în şirul 
{=a»}. există o infinitate de termeni congruenţi modulo p cu unul şi 
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acelaşi număr raţional x0. Extrăgînd toţi aceşti termeni se obţine 
subşirul {.a^} ai cărui termeni verifică congruenţa 

o#> = x0 (mod p). 

în mod analog, aplicînd consecinţa teoremei 3 pentru n = 2, din 
şirul {a^} se extrage subşirul {o42)} cu condiţia 

o42) = oo1 (mod ^p2), 

unde xx este un anumit număr întreg raţional; aici, evident, xx ss 
s a?o (mod p). Continuînd acest proces, se obţine pentru orice k 
şirul {a(

M
fc)}, care este un subşir al şirului precedent {ajj~1)} şi ai cărui 

termeni satisfac condiţia 

o4fc) s= xk„x (mod^*) 

pentru un anumit număr întreg raţional xk_x. Cum toţi termenii 
o4fc+1) se găsesc printre aJ*J şi % = ajf+1) (mod p/i;+1), rezultă 

xk = xk_x (modpk) 

pentru orice k > 1. Prin urmare, şirul {a?w} defineşte un anumit număr 
întreg p-adie a. Construim acum şirul „diagonal" {a^} . Este clar că 
acesta este un subşir al şirului iniţial {an}. Vom arăta că {a(^} -> a. 
într-adevăr, pe baza relaţiei (14) putem scrie a = ^ _ x (mod pn); 
pe de altă parte, aţ?1 = ^ _ 1 (modpw), prin urmare a^ = a (mod pn)r 
adică v(a(;J —- a)>n. Rezultă de aici că v(a{^ — a) -> oo pentru 
n ~~> oo şi deci {a(

w
w)} converge către a. 

Se trece acum la demonstrarea teoremei în cazul general. Dacă 
pentru şirul de numere p-adice {ţn} are loc inegalitatea v(5») >—- k 
(k este un anumit număr întreg raţional), atunci pentru <x.n = £wjp& 

rezultă v(aj > 0 . Conform celor demonstrate din şirul {aw} de nu
mere întregi p-adice se poate extrage un subşir convergent {ocni}. 
Atunci şirul {£»<} = {a^jr~fc} va fi un subşir convergent pentru {£;„}•. 
Teorema 0 este demonstrată complet. 

Pentru numerele jp-adice este valabil şi criteriul lui Cauchy : 
şirul 

{ln} (Z,eRP) (22) 

este convergent, dacă şi numai dacă 

Hm v(S; ro- §„) = oo. (23) 
m, «~>co 

44 

Necesitatea acestei condiţii este evidentă. Pentru a demonstra 
suficienţa se observă mai întîi că relaţia (23) implică mărginirea 
şirului (22). într-adevăr, din condiţiile (23) rezultă că există n0 
astfel încît v(£m — £Mo) > 0 pentru orice m ^ w0. Atunci pe baza pro
prietăţii (12) pentru orice m> n0 are loc inegalitatea 

v(5») == v((5» ™ U ) + U ) > m i n (°> V(U))> 

de unde rezultă mărginirea şirului (22). Conform teoremei 6, din 
şirul (22) se poate extrage subşirul convergent {£M.} avînd limita £. 
Vom arăta că însuşi şirul (22) converge către elementul •£. Fie M 
un număr real arbitrar. Pe baza relaţiei (23) şi a definiţiei conver
genţei se poate găsi un număr natural N astfel încît v(£m — £w) > M 
cînd m, n > N şi v( \n% — ţ) ^ M cînd % ^ N. Atunci 

v(£m - £) ^ min (v(Zm - ţHi), v ( ^ - l)) ^ M 

pentru orice n^ N. Astfel, lim v(£m — £) = oo, adică şirul (22) 

este convergent. 
Criteriului de convergenţă care a fost demonstrat în corpul nu

merelor p-adice i se poate da o altă formă, mai puternică. Dacă pen
tru şirul (22) este îndeplinită condiţia (23), atunci evident că 

lim v ( ^ + 1 - %n) = oo. (24) 
n-*oo 

Reciproc, din condiţia (24) rezultă (23). într-adevăr, dacă 
A^n+x — Sn) > M oricare ar fi n ^ JV, atunci, pe baza relaţiei (12), 
din egalitatea 

m~-\ 
lm — \n = ^ {li+i —li) (m>n^ N), 

i—n 

rezultă' 
v(£ra - ln)> min v(5 i+1 - £,) > M, 

adică v(£m — £B) -» oo pentru m, w ~> oo. Astfel, este valabilă : 
TEOREMA 7. Pentru ca şirul de numere p-adice {£„} sa /ie con-

•mrgentj este necesar şi suficient ca lim v(%n+1 — £w) = oo. 
Prezenţa noţiunii de convergenţă în corpul -E^ dă posibilitatea 

de a se vorbi de funcţii ^p-adiee continue de argument p-adic. Defi
niţia lor nu se deosebeşte în esenţă cu nimic de cea obişnuită, şi 
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anume: funcţia F(ţ) se numeşte continuă în £ = £0, dacă pentru 
orice şir {?»} convergent la £0, şirul de valori {F(ţn)} converge la 
F(ţ0). Analog se procedează pentru funcţiile de mai multe variabile. 
La fel ca şi în cazul analizei reale se demonstrează teoremele asupra 
operaţiilor aritmetice cu funcţii continue p-adice. în particular se 
verifică uşor că un polinom cu coeficienţi numere p-adice şi avînd 
oricîte variabile este o funcţie ^-adică continuă. Acest fapt simplu 
va fi folosit în continuare (§5. pct. 1). 

încheiem acest punct cu cîteva observaţii asupra seriilor cu 
termeni p-adici. 

DEFINIŢIE. Bacă şirul sumelor parţiale sn = ]£ a,t ale seriei 

00 

%at = a0 + ax+ ... + an + . . . , (25) 

avînd ca termeni' numere p-adice, converge către numărul p-adic a, 
se spune, că această serie converge şi că suma sa este a. 

Din teorema 7 rezulta imediat următorul criteriu de convergenţă 
al seriilor. 

TEOREMA 8. Seria (25) converge, dacă şi numai dacă termenul 
său general ocn tinde la zero, adică v(art) ~» oo cînd n -> oo. 

Seriile sad ice se pot aduna, scădea şi înmulţi cu o constantă 
^p-adică, termen cu termen. Pentru ele este de asemenea valabilă 
proprietatea de permutare a termenilor. 

TEOREMA 9. Fiind dată o serie convergentă de numere p-aăice 
seria obţinută în urma oricărei permutări a termenilor săi este conver^ 
gentă şi are aceeaşi sumă. 

Demonstraţia acestei teoreme fiind simplă o lăsăm în seama 
cititorului. 

în cursul de analiză matematică se demonstrează că proprie
tatea evidenţiată de teorema 9, aplicată la serii cu termeni reali, 
caracterizează seriile absolut convergente. Toate seriile ^-adice con
vergente sînt deci şi „absolut convergente". Eezultă de aici că în 
corpul numerelor ^-adice seriile convergente pot fi înmulţite după 
regulile obişnuite ale analizei. 

Dacă numărul întreg j?-adic a este definit de şirul canonic 
iao? ao+aiPj aQ+a1p+a2p2

J . . . } ( v . pct. 1) atunci, conform cu prima 
afirmaţie din enunţul teoremei 5, acesta va fi egal cu suma seriei 
convergente 

ao + aiP + azP2 + . . . + anpn + • - • • (26) 

O < an < p - 1 (n = O, 1, . . . ) • 
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Deoarece şiruri canonice diferite definesc numere întregi p-adice 
diferite, reprezentarea Ini a sub forma seriei (26) este unică. Evident 
că şi, reciproc, orice serie de forma (26) converge către un anumit 
număr întreg p-adic. 

Eeprezentarea numerelor întregi p-adice prin serii de tipul (26) 
aminteşte scrierea numerelor reale sub forma fracţiilor zecimale 
infinite.-

Dacă se consideră seria 

&o + &iP + • • • + Kvn + .. . (27) 

cu coeficienţi numere întregi raţionale arbitrare, atunci aceasta va 
fi evident convergentă (deoarece v{bnpn) > n) şi suma sa va fi un 
număr întreg |>-adic a. Pentru a obţine reprezentarea (26) pentru 
acest a, trebuie, cum se vede uşor, să înlocuim în (27) succesiv 
toţi coeficienţii cu resturile împărţirii lor la p, adunînd la fiecare pas 
cîtul obţinut la coeficientul termenului următor. Acest algoritm 
are importanţă pentru operaţiile din inelul Ov, şi anume la adunarea, 
scăderea sau înmulţirea şirurilor de forma (26) după regulile opera
ţiilor cu serii de puteri se obţine o serie de tipul (27) în care, în general, 
coeficienţii nu vor fi cele'mai mici resturi nenegative modulo p. 
Pentru a transforma (27) într-o/ serie de tipul (26) trebuie aplicat 
procedeul descris mai sus. Acest mod de efectuare a operaţiilor cu 
numere întregi p-adice este analog, aşa cum se vede, cu modul obiş
nuit de efectuare a operaţiilor cu numere reale reprezentate sub 
forma de fracţii zecimale infinite. 

Din teorema 1 rezultă uşor că un număr întreg p-adic reprezentat 
sub forma unei serii (26) este'unitate în inelul OpJ dacă şi numai dacă 
<i0 # 0. Acest rezultat împreună cu teorema 4 ne conduce la urmă
toarea teoremă. 

TEOREMA 10. Orice număr p-adic nenul £ se reprezintă unic 
sub forma 

l = p*(a0 + axp + .. . +anp» + . . . ) , (28) 

unde m = v ^ ) , l < a 0 < p — 1, 0 ^an <p— 1 ( n = l , 2, . . . ) . 
OBSERVAŢIE. Construcţia dată inelului numerelor întregi p-

adice este un' caz particular al unei construcţii generale folosită în 
topologie şi algebră, şi anume construcţia limitei proiective*) a 
spectrului invers pentru spaţii topologice, grupuri, inele etc. (această 
noţiune apare, de exemplu, în cartea : STEENROD, ST., EILENBERG, S. 

*) Pentru noţiunea de limită proiectivă se poate consulta POPESGU, N . , R A D U , A., 
Teoria categoriilor şi a fascicolelor, Ed. Ştiinţifică, Bucureşti, 1971 (N.T.). 
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Bazele topologiei algebrice, M., 1958). în felul acesta, inelul Op se 
poate interpreta ca limita proiectivă a spectrului invers de inele 
factor £lt = ZjplZ relativ la homomorfismele canonice Q3- ~> Qf 
(j>i). Topologia definită pe 0P de noţiunea de convergenţă (v. 
pct. 4) coincide cu topologia limitei proiective a inelelor finite dacă 
acestea sînt considerate ca spaţii topologice cu topologia discretă. 

PROBLEME 

1. Fie xn = 1 + p + • • • + p11"1* Să se arate că în corpul numerelor p-adice şirul 

\xn\ converge către • • • 
1 -p 

2. Fie p *£ 2 şi c rest pătrat ic modulo p. Sa se demonstreze că există două numere 
p-adice distincte avînd păt ra tu l c. 

3. Fie c un număr întreg raţional care nu se divide la p. Să se arate că şirul {c^n} 
converge în corpul Rp, Să se arate apoi că dacă y este limita acestui şir, atunci y = 
~ c (mod p) şi y^""1 = 1. 

4. Să se arate, folosind problema precedentă, că polinomul t^"1 — 1 se descompune 
în factori liniari în corpul Rp. 

5. Să se reprezinte numărul —1 în corpul numerelor p-adice sub forma unei serii de tipul (26). 
2 

6. Să se reprezinte numărul în corpul numerelor 5-adice sub forma une i 
serii de tipul (26). 

7. Să se demonstreze că pentru p ^ 2 ,în corpul numerelor jo-adice nu există rădă
cini de ordinul p din 1, diferite de 1. 

8. Să se arate că reprezentarea unui număr raţionai nenul sub forma unei serii 
de tipul (28) în corpul Rp are coeficienţi periodici (începînd cu un anumit rang). Reci
proc, orice serie de tipul (28) ai cărei coeficienţi satisfac relaţia am+jc = a^ pentru orice 
k^ k(y (m> 0) reprezintă un număr raţional. 

9. Să se demonstreze criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein pentru polinoame 
peste corpul numerelor p-adice : polinomul f(x) = a0xn-\~ axxn~l -j- . . . -f an cu coefi
cienţi întregi p-adici este ireductibil în corpul RP dacă a0 nu se divide la p, toţi ceilalţi 
coeficienţi av ..., an se divid la p, iar termenul liber an, care se divide la p nu se divide 
la p2 . 

10. Să se arate că există extinderi finite de orice grad ale corpului numerelor p-adice. 

11. Să se arate că Rp şi Rq nu sînt izomorfe dacă p şi q sînt numere prime dis
tincte şi că nici un corp Rp nu este izomorf cu corpul numerelor reale. 

12. Să se demonstreze că corpul numerelor />adice nu admite nici uri alt auto-
morfism în afara celui identic. (O afirmaţie analoagă este valabilă pentru corpul nume
relor reale.) 

13. Fie 0 mulţimea numerelor naturale m> 1, parţial ordonată de relaţia de 
divizibilitate (m -< n, dacă şi numai dacă m este di vizor al lui n). Pentru fiecare me ©, 
se notează cu Em inelul Z/mZ, iar dacă m -< n, se notează cu f% : En ~->Em epimor-
fismul canonic. Fie E limita proiectivă a spectrului invers de inele (SOT, p ) . Să se 
demonstreze că inelul S este izomorf cu produsul cartezian J J Op al inelelor de numere 

P 
întregi p-adice Op pentru toate numerele prime p . (Dacă se introduce pe S topologia 
limitei proiective prin definirea topologiei discrete pe Em, atunci inelele S şi J J Op 

P vor fi topologic izomorfe). 
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§4. CABAOTERIZABEA AXIOMATICA A COBPXTLUI 
1STUMEBELOB p-ADICE 

Corpul numerelor j?-adice este unul dintre instrumentele fun
damentale ale teoriei numerelor. Paragrafele 4—7 din acest capitol 
vor avea ca obiect aplicaţiile acestui corp la anumite probleme din 
teoria numerelor. Pentru moment însă ne vom abate atenţia de la 
tema centrală a capitolului pentru a clarifica rolul corpului numere
lor s ad ice în teoria generală a corpurilor. 

1. Corpuri metrizate. Am pus de mai multe ori în evidenţă ana
logia între numerele ^p-adice şi cele reale. în acest paragraf vom da 
acestei analogii un sens mai precis, şi anume vom descrie o metodă 
generală de construcţie a unor corpuri, care conţine ca un caz par
ticular, atît construcţia numerelor reale cît şi a celor ^-adice. Această 
metodă coincide în cazul numerelor reale cu metoda lui Cantor, 
care recurge la şiruri fundamentale de numere raţionale. 

Transpunerea metodei lui Cantor la alte corpuri se bazează pe 
următoarele considerente. Toate construcţiile şi noţiunile necesare 
aplicării acestei metode apar prin intermediul noţiunii de conver
genţă a unui şir de numere raţionale. La rîndul său, însăşi această 
noţiune se bazează pe noţiunea de valoare absolută. (Se spune că 
şirul de numere raţionale {rn} converge către numărul raţional r 
dacă valoarea absolută a diferenţei | rn — r | tinde la zero.) Se observă 
că sînt folosite aici numai cîteva proprietăţi simple ale valorii abso
lute. Este deci natural să se presupună că dacă pe un corp arbitrar 
fc este definită o funcţie cu valori reale şi avînd aceleaşi proprietăţi 
fundamentale ca şi valoarea absolută, atunci în h se poate defini 
noţiunea de convergenţă şi plecînd de la acesta se poate construi 
un anumit nou corp prin aplicarea metodei lui Cantor. 

DEFINIŢIE. Fie h un corp arbitrar. Funcţia 9 definită pe cor
pul Ic şi luînd valori reale se numeşte metrică*) a corpului fc dacă 
are următoarele proprietăţi : 

1. <p(a) > 0, pen t ru oc e fc, oc ^ 0 ; 9(0) = 0 •; 

2. <p ( a + (3) < a(<p) + 9 ( P ) ; 

3. 9(a(3) = q>(oc)<p(P). 

*) î n li teratura matematică germană de la începutul secolului al XX-lea, unde 
apare pentru prima dată, noţiunea de metrică a unui corp (în sensul definiţiei date în 
lucrarea de faţă) este întîlnită sub denumirea de Bewertung, care s-ar traduce prin 
termenul „evaluare". Dacă <p este o metrică pe corpul K, se poate defini funcţia v : K -> 
-> R, care asociază oricărui element nenul a€ K numărul real v(ă) = — log <p(a), v(0) = 
= 00. Funcţiei* v, denumită Ordnungszahl, îi corespunde în cadrul acestei monografii 

4 — c. ?% 
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Un corp h în care s-a definit o metrică se numeşte corp metrizat 
(se notează uneori (fc, 9)). 

Din definiţie rezultă imediat următoarele proprietăţi ale me
tricii : 

<p( ± 1) = 1 ; <p( — a) = cp(a); <p(a — p) < <p(a) +?(|3); 

?(a ± P) > | q>(a) — <P(P)| ; ? ( - f ) ^ ^ (P * 0). 

Iată cîteva exemple de metrici : 
1) valoarea absolută în corpul numerelor raţionale; 
2) valoarea absolută în corpul numerelor reale; 
3) modulul în corpul numerelor complexe; 
4) metrica 39-adică c?p definită în corpul Bp al numerelor p-adice 

in pct. 4 §3 ; 
noţiunea de „exponent", deja utilizată. Evident, metrica 9 şi exponentul v se definesc 
bine unul pe celălalt. 

în dezvoltarea ulterioară a algebrei s-a constatat că exponenţii se generalizează 
mai comod şi de aceea au trecut pe primul plan, apărînd în literatura matematică 
mondială sub diverse denumiri (valuation în limbile franceză şi engleză, normirovanie 
în limba rusă e t c ) . Mai mult, chiar în literatura matematică germană denumirea de 
Bewertung este actualmente utilizată pentru exponenţi şi generalizările lor. La ora 
actuală prin Bewertung ( = valuation, normirovanie etc.) se înţelege următorul concept: 

Fie G un grup ordonat (adică un grup abelian în care s-a definit o relaţie de ordine 
totală compatibilă cu structura de grup). Notăm prin Ooo mulţimea G căruia îi adăugăm 
un simbol 00 şi pe care o structurăm astfel: 

a) cu o relaţie de ordine totală, aceea a lui G, şi în plus astfel încît co este cel 
mai mare element, adică a < 00 pentru orice a£ G. 

b) cu o structură ele semigrup : aceea a lui G la care se mai adaugă regulile : 
-oo -f 00 = 00, a -f 00 = 00 (ae G). 

Fie K un corp. Numim exponent generalizat (Bewertung, valuation, normirovanie etc.) 
pe K cu valori în G o aplicaţie 

v : K ~> Goo care verifică condiţiile : 
1) v(xy) = v(x) + v(y) (x, ije K); 
2) v(x + 17) > inf (v(x), v(y) (x, ijG K); 
3) i7(l) = 0, 0(0) = 00. 
în literatura românească de specialitate noţiunea ele exponent (generalizat) apare 

sub denumirea de „valuare" (v., de exemplu, R A D U , N., Inele locale, voi. I, p . 55, Ed. 
Academiei R.S.R., 1968), denumire care este în acord cu terminologia mondială, tacit 
acceptată în prezent. 

Pe de altă parte, noţiunea de metrică, în sensul acestui volum, apare la noi sub 
denumirea de „normă" (v., de exemplu, ISAG, GH. , MARINESGU, Gh., Analiza pe corpuri 
ultrametrice, Ed. Academiei R.S.R., 1976, p. 9). 

în cadrul lucrării de faţă am păstrat terminologia autorilor (deşi aceasta nu con
cordă nici cu terminologia similară din literatura rusă de specialitate), datorită faptului 
că aceasta este mai sugestivă, respectă evoluţia istorică a noţiunilor şi, în plus, nu 
conduce la confuzii cu alte noţiuni care poartă aceeaşi denumire (ex. .termenul normă 
.este utilizat pentru a descrie o altă no ţ iune : v. Complemente, §2 , pct. 2) (N.T.). 
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5) funcţia <p(a) definită pe un corp oarecare şi satisfăcînd con
diţiile : <p(0) = 0, <p(a) = 1, pentru orice a =£ 0. O astfel de metrică 
se spune că este banală. 

Dacă metrica <pp a corpului Ep se consideră numai pentru nu
mere raţionale, se obţine o metrică nouă notată tot cu <pp şi care se 
numeşte metrica p-adică a corpului E. Valoarea sa pentru numărul 
raţional nenul x === p^{x)— (a şi b fiind numere întregi care nu se 

a 
divid la p) este dată evident de formula 

<?,(•*) = ?*(x\ (i) 

unde p este un număr real fixat satisfăcînd condiţia 0 < p < 1. 
în continuare vom constata că aplicarea metodei lui Cantor la corpul 
numerelor raţionale înzestrat cu metrică p-adică (în loc de valoarea 
absolută) conduce la corpul numerelor ^p-adice Ep. 

în orice corp metrizat (fc, 9) se poate defini noţiunea de con
vergenţă : şirul {an} de elemente din k se numeşte convergent către 
elementul a ele, dacă cp(a„ — a)--* 0 cînd n -> 00. în acest caz se 
mai spune: ca a este limita şirului {0^} şi se scrie {aw}-> a sau 
a = lira" {a»}. 

DEFINIŢIE. Şirul {<xn} de elemente ale corpului metrizat k avînd. 
metrica 9 se numeşte fundamental, dacă o(an — ocm) ~> 0 cînd m% 
n -> 0 0 . 

Este evident că orice şir convergent este fundamental. într-adevăr,, 
dacă {o»}-+ a, atunci, pe baza inegalităţii 

q>(aw — a») = <p(a» •— a + a - - aOT) < 9(aw — a) + 9(aTO — a), 

se deduce că <p(an — <xm) -» 0 (deoarece 9(aw •— a) -» 0 şi <p(aOT — 
— a) -» 0). Afirmaţia reciprocă nu este valabilă în toate corpurile 
metrizate, ci numai într-unele dintre acestea. Astfel, aceasta este 
adevărată în cazul corpului numerelor reale şi în cel al numerelor 
p-adice în virtutea criteriului de convergenţă al lui Cauchy (v. pct. 
4, §3), nefiind însă adevărată în corpul numerelor raţionale E, în
zestrat cu oricare dintre metricile cunoscute : valoarea absolută 
sau metrica ^p-adică. 

DEFINIŢIE. Un corp metrizat se numeşte complet, dacă orice şir 
fundamental de elemente ale sale este convergent. 

Metoda lui Cantor constă în scufundarea corpului necomplet al 
numerelor raţionale (avînd valoarea absolută ca metrică) în corpul 
Qomplet al numerelor reale. Vom vedea că o astfel de scufundare 
este posibilă pentru orice corp metrizat, demonstraţia acestei afir-
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maţii reproducînd aproape întocmai pe cea furnizată de metoda lui 
Cantor. 

Vom conveni asupra următoarei terminologii. Dacă un corp 
metrizat (fc, 9) este subcorp al corpului metrizat (fc1? 9^ aceasta pe 
lîngă faptul că k <=. \ se va subînţelege şi că metrica cpx coincide cu 
9 pe subcorpul k. O submulţime a corpului metrizat k se va numi 
peste tot densă în fc, dacă orice element din k este limită a unui şir 
convergent de elemente ale acestei submulţimi. 

Este valabil următorul rezultat. 
TEOREMA 1. Oricare ar fi corpul metrizat k există un corp me

trizat complet hj care conţine pe k în calitate de subcorp peste tot dens. 
Pentru a formula următoarea teoremă ne mai trebuie o defi

niţie. 
DEFINIŢIE. Fie (kv 9^ şi (fc2, <p2) două corpuri metrizate izomorfe. 

Izomorfismul a : kx -» k2 se numeşte izomorfism topologic, dacă ori
care ar fi şirul {a„} de elemente din \ convergent către elementul a 
in metrica 91? şirul { a(an)} converge către a(a) în metrica 92 şi reciproc. 

TEOREMA 2. Corpul k din teorema 1 este determinat pînă la 
un izomorfism topologic care lasă invariate elementele corpului k. 

DEFINIŢIE. Corpul k a cărui existenţă şi unicitate sînt stabilite 
prin teoremele 1 şi 2 se numeşte completare a corpului metrizat k. 

Este limpede acum că în fond corpul numerelor reale este o 
completare a corpului B al numerelor raţionale înzestrat cu metrica 
valoare absolută. Dacă însă corpul B al numerelor raţionale este 
înzestrat cu metrica ^-adică (1), completarea acestui corp metrizat 
va fi corpul Bp al numerelor ^p-adice. într-adevăr, a doua afirmaţie 
din teorema 5 §3 arată că B este peste tot densă în Bp1 iar criteriul 
de convergenţă al lui Caucliy (§3, teorema 7) asigură completitudinea 
lui Bp. Am obţinut astfel o nouă definiţie axiomatică a corpului 
numerelor 39-adice. 

Corpul numerelor p-adice este o completare a corpului numere
lor raţionale B înzestrat cu metrica p-adică (1). 

în continuare vom schiţa demonstraţiile teoremelor 1 şi 2 omi-
ţînd secvenţele care reproduc textual raţionamentele corespunză
toare din analiza reală. 

Demonstraţie (Teorema 1). Două şiruri fundamentale {xn} şi 
{yn} de elemente ale corpului metrizat (fc, 9) sînt echivalente, dacă 
•{#„ ~ yn} tinde la zero. Mulţimea formată din toate şirurile funda
mentale echivalente cu un şir ţxn) se numeşte clasa lui {#„}, iar mul
ţimea tuturor claselor se notează prin fc. în mulţimea k se definesc 
;adunarea şi înmulţirea: dacă a şi (3 sînt două clase, iar {xn} e a şi 
{yn} e p sînt două şiruri fundamentale oarecare conţinute în aceste 
«clase, prin sumă (resp. produs) se înţelege clasa care conţine şirul 
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{&» + Vn} (resp. şirul {xnyn}). Se constată uşor că aceste din urmă 
şiruri sînt fundamentale, iar clasele la care aparţin nu depind de 
alegerea şirurilor {xn} şi {yn} în clasele a ş i j i . 

O verificare imediată arată că mulţimea k este un inel cu iden
titate, zero şi identitatea fiind clasele care conţin şirurile {0, ...f 
O, . . . } şi respectiv {1, . . . , ! , . _ . . } . 

Demonstrăm că mulţimea k este un corp. Dacă a este o clasă 
penulă,' iar {xn} este un şir fundamental conţinut în aceasta, se arată 
uşor că toţi termenii xn sînt, începînd cu un anumit rang, nenuli 
(de exemplu, pentru n > n0). Fie şirul {yn} definit astfel: 

1 pentru n < n01 

— pentru n ^ n0. 

Se verifică imediat că şirul {yn} este fundamental iar clasa căreia 
îi aparţine este clasa inversă clasei^ a. 

Să introducem acum în corpul k o metrică. Se observă, în acest 
scop, faptul uşor demonstrabil că dacă {xn} este un şir fundamental 
de elemente din corpul fc, {<?(xn)} este un şir fundamental de numere 
reale. Corpul numerelor reale fiind complet, acest şir converge către 
un anumit număr real, acelaşi cînd şirul {xn} este înlocuit cu un şir 
echivalent. Se arată fără dificultăţi că funcţia <p(a) = lim <?(xn) 
({xn}e a) satisface condiţiile definiţiei metricii şi deci Ic este un 
corp metrizat. 

Elementului a din corpul k i se asociază clasa care conţine şirul 
{a, a, -a, . . . } . Se obţine astfel o aplicaţie a corpului k în k definind, 
cum se constată imediat, un izomorfism între corpul metrizat k 
şi un subcorp al corpului fc, care păstrează valoarea metricii. în 
continuare vom identifica fiecare elemental corpului k cu clasa cores
punzătoare din k şi vom considera k c k. Evident, k este peste tot 
dens în k; într-adevăr, dacă a este clasa care conţine şirul funda
mental {xn} atunci {#„}-> .a. 

Eămîne de demonstrat ultima proprietate a corpului ft, şi anume 
completitudinea sa. Fie {an} un şir fundamental de elemente din 
corpul k. Deoarece a» este limită a unui şir de elemente din corpul Jc> 
există elementul xn e k pentru care <p(an — xn) < — • 

n 
Deoarece şirul {aw} este fundamental, rezultă imediat că şi şirul 

{xn} de elemente din corpul k este fundamental. 
Fie a clasa care conţine şirul {xn}. O verificare imediată arată 

că { a j - > a 5 ceea ce încheie demonstraţia teoremei 1. 
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Demonstraţie (Teorema 2). Fie Jc şi fcx două corpuri complete 
avînd pe Ic drept subcorp peste tot dens. Vom stabili numai cores
pondenţa între elementele corpurilor Jc şi Jcxi lăsînd în seama cititoru
lui dovedirea faptului că această corespondenţă este un izomorfism 
topologic care invariază elementele lui Jc. 

Fie oc un element al corpului Jc.. Conform enunţului, există un şir 
{xn} de elemente ale corpului Jc astfel ca {oon} ~-> a. Cum şirul {xn} 
converge în Jc rezultă că este şir fundamental. Această proprietate 
se păstrează şi cînd {xn} este privit ca aparţinînd corpului Jc. Pe baza 
completitudinii corpului Jcv şirul {wn} converge în acest corp către o 
anumită limită o .̂ Se demonstrează uşor că dacă {yn} este im alt şir 
de elemente din corpul Jc, convergent către a în fc, atunci limita şiru
lui {yn} în corpul \ va fi acelaşi element OLV Elementul axe \ este 
astfel unic determinat de către elementul a e Jc. Izomorfismul cerut 
este dat de corespondenţa care se stabileşte între elementele a şi ax. 

2. Metricile corpului numerelor raţionale. în legătură cu cele 
stabilite la punctul anterior se pune în mod natural problema exis
tenţei şi a altor completări ale corpului R al numerelor raţionale, 
altele decît corpul numerelor reale şi corpurile numerelor ^p-adice 
(pentru toate numerele prime p). Eăspunsul va fi negativ : corpurile 
mai sus enumerate epuizează toate posibilităţile de completare a 
corpului R. Scopul acestui punct este tocmai demonstrarea acestui 
fapt. 

Evident că această problemă se reduce la enumerarea tuturor 
metricilor corpului R. 

în definiţia dată metricii p-adice <pp pe corpul R intervine un 
anumit număr real p asupra căruia se impune numai condiţi a 0 < 
< p < 1 (v. egalităţile (1) ca şi (18) §3). Astfel, există o infinitate 
de metrici asociate unui număr prim p dat. Toate acestea determină 
totuşi una şi aceeaşi convergenţă în R şi deci conduc la una şi aceeaşi 
completare, corpul Rp al numerelor p-adice. 

Vom arăta că odată cu valoarea absolută |a?|, funcţia 
? ( # ) = k l a .. (2) 

este de asemenea o metrică a corpului R7 oricare ar fi numărul real 
a satisfăcînd condiţia 0 < a < 1. într-adevăr, condiţiile 1 şi 3 din 
definiţia metricii sînt evident verificate. Fie \x\ > | y |, x ^ 0 . Atunci 

x + y\a = | a ? H l + — < i^r i + ~- < 

<• \xr(i + \^\) ^ \x\*(i+ \JL\*\ = \x\« + \,j\ 
v 1^1 / V i a? i ; . 

deci şi condiţia 2 • este .. îndeplinită. • • 
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Convergenţa în R dată de o metrică de forma (2) coincide, evi
dent, cu convergenţa dată de metrica valoare absolută şi deci pro
cesul de completare conduce tot la corpul numerelor reale. 

TEOREMA 3 (teorema lui Ostrovski). Metricile ăe tipul (2) şi 
metricile p-aăice (1), pentru toate numerele prime p, epuizează toate 
metricile nebanale ale corpului R al numerelor raţionale. 

Demonstraţie. Fie 9 o metrică oarecare nebanală a corpului 
•numerelor raţionale. Sînt posibile două cazuri : sau există un număr 
natural a > l pentru care cp(a)>l, sau <p(n) ^ 1 oricare ar fi nu
mărul natural n. Să examinăm primul caz. Deoarece 

9(n) = 9(1 -f . . . + l ) < <p(i) + . . . + 9(1) = n, (3) 
putem scrie 

. 9(a) - aa, (4) 

unde numărul real a satisface condiţia 0 < a < 1. 
Fie ]SŢ un număr natural iar N = x0 + xxa +... + o ^ a * - 1 

dezvoltarea acestuia după puterile lui a, 0 ^ x\ < a (0 ^ i < Jc — 1), 

iar xk_± > 1. Prin urmare W verifică inegalitatea 

a*'1 ^ N ^ al\ 

Datorită proprietăţilor metricii i din formulele (3) şi (4) se deduce 

y(N) < <?{x0) + 9(^i)9(«) + . . . + 9(%_1)9(af-1 < 
syka , 1 

<(« - 1)(1 + aa + ... + «(*-!>«) = (a - 1 ) - - < 
aa ~ 1 

aa - 1 aa - 1 a* - 1 
adică 

<p{N) < GNa\ 

unde constanta G nu depinde de N. Dacă în inegalitatea obţinută se 
înlocuieşte N cu Nm, m fiind un număr natural, se obţine 

<p(N)m = cp(Nm) < GNma, 
de unde 

m 
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Făeînd aici pe n să tindă la infinit, se ajunge la inegalitatea 

9(W) < W\ -\ (5) 

Punînd apoi N = a* — 6, unde 0 < & < a*'— a7'"1 cu proprietatea 
2, se obţine 

<p(iO > <p(a*) - <p(6) - <*afc - 9(6). 

Din cele demonstrate deducem 

<?{b) sg &a < (afc - a*"1)", 
de aceea 

9(JV) > a« - (a - a*~T = f i - (l • ^ Y l *B* = CW* > C ^ . 

unde constanta Ĉ  nu depinde de N. Fie, din nou, m un număr 
natural. înlocuind în ultima egalitate pe N prin Nm se obţine 

de unde 
m 

ceea ce pentru n -> oo dă 

9(20 > JP. (6) 

Comparînd relaţiile (5) si (6) se obţine că <p(N) = JT" oricare ar fi 

numărul natural N. Fie acum x = ± — -̂ un număr raţional 

nenul ( ^ şi N2 sînt numere naturale). Atunci 

S-a demonstrat astfel că dacă <p(a) > 1, cel puţin pentru un număr 
natural a, atunci metrica 9 are forma (2). 

în continuare să examinăm cazul 
<p(n) < 1 (7) 
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pentru orice număr natural n. Dacă pentru toate numerele prime p 
ar fi adevărată relaţia <p(p) = 1, din proprietatea 3° se deduce că 
<p(n) = 1 ar fi îndeplinită pentru toate numerele naturale n şi deci 
<p(a?) = 1 pentru orice număr raţional nenul x. Aceasta ar contrazice 
însă faptul că metrica 9 nu este banală. Prin urmare, pentru un 
anumit număr prim j9, <p(p) < 1. Se presupune că pentru un alt 
număr prim q ^ p1 are de asemenea loc inegalitatea cp(q) < 1. Se 
aleg exponenţii & şi l astfel încît 

1 1 
?0P)* < " T ' 9(iY < — • 

Cum pfc şi ql sînt relativ prime, există două numere întregi u şi v 
astfel încît ^p* + vql = 1. î n baza ipotezei (7) avem 9O) < 1 .şi 
9(fl) < 1, de aceea 

1 1 1 = <p(l) = <p(wp* -f vql) = <p(w)9(p)& + 9(^)9(S)/ < -1- + — = 1. 

Contradicţia obţinută arată că există un singur număr prim p pentru 
care ' • 

•<p(p) = p < 1. 

Deoarece <p(q) — 1 pentru toate celelalte numere prime, evident 
că <p(a) = 1 pentru toate numerele întregi a, relativ prime cu p. 
Fie x = j? w —un număr raţional nenul (a si h fiind numere întregi 

b 
relativ prime cu p). Atunci 

9(x) = 9(pn-^~ = 9(PT - pm. 

Astfel, în acest caz metrica 9 coincide cu metrica j>-adică (1), dea 
monstraţia teoremei 3 fiind încheiată. 

PROBLEME 

î . Să se arate că pe un corp finit există numai metrica banală. 
2. Două metrici, 9 şi <J*, definite pe acelaşi corp k se spune că sînt echivalente 

dacă determină pe k aceeaşi convergenţă., adică în cazul cînd condiţiile cp(xn ~ x) —.> 0 
şi *|>(xw —- x) -» 0 sînt echivalente. Să se demonstreze că metricile 9 şi <]> sînt echivalente, 
dacă şi numai dacă condiţiile cp(x) < 1 şi ty(x) < 1 sînt echivalente. 

3. Să se demonstreze că dacă 9 şi ^ sînt metrici echivalente, definite pe corpul 
k, atunci <p(jc) = [ty(x)] oricare ar fi x£ k(8 este un anumit număr real). 
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4. Metrica 9 dată pe un corp k se numeşte nearhiniediană dacă verifică nu numai 
mdiţia 2, ci şi condiţia mul t mai restrictivă : 

2°°. 9 ( a + p) < max <<p(a), <p(p)) 

iacă această condiţie mai restrictivă nu este satisfăcută, metrica se numeşte arhime-
iană). Să se demonstreze că metrica 9 este nearliimediană, dacă şi numai dacă q>(n) ^ 1 
ricare ar fi numărul natural m (mai precis, pentru orice multiplu natural al identi-
iţii din corpul k). 

5. Să se arate că orice metrică definită pe un corp de caracteristică p este nearlii-
ie di ană. 

6. Fie k0 un corp şi k = k0(t) corpul funcţiilor raţionale peste 7c0. Orice funcţie 
iţională nenulă ue k poate fi scrisă sub forma 

u = t™ f-Ş- (f(0) * 0, g(0) # 0), 
17(0 

înde f şi g stat polinoame. Să se arate că funcţia 

<p(u) == pfl*(o < p < 1), ©(O) = 0, (8) 

:ste o metrică pe corpul k. 
7. Să se arate că prin completarea corpului 7c = k0(t) faţă de metrica (8) se obţine 

m corp izomorf cu corpul k0U} al seriilor formale (meromorfe) de puteri, adică al seriilor 
le forma 

00 

J] ant« (anek0) 
n—m 

ÎU operaţiile obişnuite între serii de puteri (numărul m poate fi pozitiv, negativ sau nul). 

§5. CONGBTTEK"ŢELE ŞI NXJMBBBLE ÎNTREGI p-ADICB 

1. Congruenţe şi ecuaţii în inelul Op. La începutul § 3 a fost 
tratată problema rezolubilităţii congruenţei ai2 = 2.(mod7fl) pen
tru n =JL, 2, . . . , ceea ce a condus la noţiunea de număr întreg 
p-adic. însăşi din definiţia numerelor întregi j>-adice (§3, pct, 1) 
rezultă legătura lor profundă cu congruenţele. Această legătură este 
evidenţiată de următoarea teoremă. 

TEOKEMA 1. Fie F(x±, . . . • Xm) LV IV polinom cu coeficienţi întregi 
raţionali. Congruenţele . 

F{xx, . . ., xn) = 0 (mod pk) (1) 

sini rezolubile oricare ar fi jfc > 1, dacă şi mimai dacă ecuaţia 

F(xlr...,x.) = 0 (2) 

este rezolubilă în numere întregi p-adice. 
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Demonstraţie. Fie (a1? . . . ,<x j o soluţie în numere întregi JP-
adice a ecuaţiei (2). Atunci pentru orice fc există numerele raţionale 
x[*\ QD$\ . . . , ^ f c ) , astfel. încît 

ô  = xf] (mod plc) . . ., ccn == a$} (mod pk). (3) 

De aici rezultă că 

F(xf, . . . , 47r)) = i\^v . . . , un) = 0 (mod p% 

adică {xf\ . ..,»fc)) este o soluţie a congruenţei (1). 
Să presupunem acum că congruenţa (1) admite soluţia (x[lc\ . . . 

. . . , x{k)) pentru orice h. Din şirul de numere întregi raţionale {x[k)} 
se alege subşirul convergent \%\} (§3, teorema 6). Din şirul {a£} 
se alege din nou un subşir convergent. Eepetînd acest proces de 
n ori se obţine un subşir (lv Z2, . . . ) de numere naturale, astfel încît 
fiecare dintre şirurile de numere p-adice {x1?, x1^ . . .} este conver
gent. Fie 

lim xl m) = a.(. 

Volîi demonstra că (0^ . . . , a j este soluţie a ecuaţiei (2). Cum poli-
noinul F(x±1 . . . , xn) este o funcţie continuă atunci 

m-+oo 

Pe de altă parte, şirul {xf\ . . . , x^) & fost ales astfel încît 

F(x[m, ...,xn
m) = 0 ( m o d y » ) , 

deci lim .F(a?im, • • • > #»m) = '0 : Rezultă -F.^, . . . , a j = 0, şi teorema 
1 este demonstrată. 

Considerăm acum cazul cînd F(x±1 . . . , xn) este o formă cu coefi
cienţi întregi raţionali. Să presupunem că ecuaţia F(x1/} . . . , xn) = 0 
admite soluţia nenulă (04, ...,oc"J în numere întregi ^p-adice. Fie 
m = min (v^o^), . . . , vp.(â"J). Atunci toate valorile a"* se scriu sub 
forma 

oT* = j9mcq (i = 1, 2 , . . . , ra). 

a{ fiind toate întregi şi cel puţin unul dintre acestea nu se divide 
la |>. Este clar că (ax, . . ., aw) este tot o soluţie a ecuaţiei -F(^1? . . . 
. . . . xn) = 0. Numerele {xf\ . . . , ^fc)) satisfăcînd condiţiile (3) con-
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stituie, aşa cum s-a văzut, o soluţie a congruenţei (1), iar cel puţin 
unul dintre acestea nu este divizibil prin p. 

Eeciproc, presupunem că congruenţa (1), unde F este un poli-
nom omogen, are soluţia (x(^\ . . . , x^) pentru orice fc, astfel încît 
cel puţin unul dintre numerele xf} să nu fie divizibil prinj>. Este 
clar că pentru un anumit indice i = i0 există o infinitate de valori 
ale lui m pentru care x^ nu se divide prin p. De aceea şirul (lv ... 
. . . , ln) poate fi ales astfel încît nici unul dintre xfQ

m) să nu se dividă 
prin p. în acest caz egalitatea a*0 = lim xl0

m) atrage după sine că 
<Xi0 nu se divide prin p, ceea ce implică ai0 ^ 0. A fost astfel de
monstrată următoarea teoremă. 

TEOREMA 2. Fie F(xv . ,.,a?w) o formă cu coeficienţi întregi 
raţionali. Pentru, ca ecuaţia F(xv . . . , xn) = 0 să aibă în Op o soluţie 
nebanală este necesar şi suficient ca pentru orice număr natural m 
congruenţa F(xv . . ., xn) s 0 (mod pm) să admită o soluţie în care 
nu toate valorile necunoscutelor se divid prin p. 

Este evident că teoremele 1 şi 2 sînt valabile şi cînd F este un 
polinom cu coeficienţi întregi p-adici. 

2. Despre rezoluMitatea eîtorva congruenţe. Teorema 1 demon
strată la punctul precedent reduce problema rezolubilităţii ecuaţiei 
(2) în numere întregi j?-adice la verificarea rezolubilităţii unei in
finităţi de congruenţe de tipul (1). Se pune problema limitării, la 
considerarea doar a unui număr finit dintre aceste congruenţe^ 
ceea ce este, în general, destul de complicat. Vom examina aici 
numai un caz particular. 

TEOREMA 3. Fie polinomul F(xx, . . . ,#„) cu coeficienţi întregi 
p-adici şi numerele întregi p-adice y1? . . . , yw astfel ca pentru un anumit 
i(l ^ i ^ n) să fie satisfăcute condiţiile : 

P(Ti, . . . , T J = 0 ( m o d ^ 8 + i ) ; 

-r—(Yi> . . - , Y . ) S 0 ( m o d / ) ; 

-T-(Yi, - . . ,Y.) # 0 ( m o d / + i ) 
dxt 

(8 este un număr întreg raţional nenegativ). Există atunci numerele 
întregi p-adice Qv ..., 0W, astfel încît F(Q^ . . . , 0W) — 0 şi 

6, = Yl (mod p*+i) , . . . , 6n = Y» ( m o d P8+1)-
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Demonstraţie. Se notează y€ = y şi f(x) = F(y±1 . . . , y^x , xT< 
Y*+i? • • •• T»)« Pentru a demonstra teorema este suficient să se arate 
că pentru polinomul f(x) satisfăcînd condiţiile 

7(y) = 0 (mod p*8+1) şi / '(y) = up8 

(u fiind unitatea ^p-adică), există un număr întreg j?-adic a astfel 
încît 

/(a) = 0 şi a = y (mod p5+1) 

(dacă va fi găsit un astfel de a se poate scrie 6̂- = ŷ  pentru j =£ %• 
şi 04- = a). 

Existenţa lui a va fi demonstrată printr-o metodă care coin
cide, în principiu, cu cunoscuta metodă a lui Newton de aproximare 
a rădăcinilor reale ai unui polinom (o anumită deosebire în metoda 
de demonstraţie este determinată de deosebirile specifice între corpul 
numerelor ^p-adice şi cel al numerelor reale). 

Plecînd de la <x0 == y, construim prin inducţie şirul 

a 0 ? oc1? . . . , <xnJ . . . 

definind 

J(a») 
şi vom demonstra că <xn sînt toate numere întregi ^-adiee, astfel 
încît 

fi*») = 0 (modp*8+1+n), n>0, (4') 

ocw = o , ^ (mod <p*+»), n ^ l . (4") 

Demonstrarea congruenţelor (4') şi (4") se face prin inducţie asu
pra lui n. Să presupunem că aceste congruenţe sînt verificate pen
tru un anumit n > 0 (pentru n = 0 trebuie considerată numai 
(4')). Deoarece 

ccn s a0 (mod ^ 8 + 1 ) , 

atunci /'(a») s /'(a0) = ^p s şi deci 

f'(*n) =unpd, 
unde ^ra este o unitate s ad i că . Prin urmare, datorită relaţiei (4') 
att+1 este în.treg şi 

aw+1 s o» (modp8 + B + 1). 

61 



vlai departe, dezvoltăm polinomul f(x) după puterile lui x — anJ 
^rupînd toţi termenii de grad mai mare ca 1 : 

f(x) = f(an) + f'{an)(x — an) + (x - an)2G{x)j 
înde G(x) este un polinom cu coeficienţi întregi $>-adici. Luînd x = 
== an+1 şi avind în vedere relaţia (4) se obţine 

le unde 
f(an+1) ^ 0 ( m o d ^ s + ^ ) . 

Congruenţele (4') şi (4") sînt astfel verificate pentru orice n. 
Din congruenţa (4") rezultă că şirul {aw}^L0 converge. Limita 

a o notăm cu a. Este clar că a = a0 = y (mod p s + 1). Din congru
enţa (4') rezultă apoi că lim f(an) = 0 ; pe de altă parte, din con-

n—+oo 

iinuitatea polinomului se găseşte lim f(an) =./(a). Astfel /(a) = 0, 
n—*oo 

ii teorema 3 este demonstrată. 
OBSERVAŢIE. O altă demonstraţie a teoremei 3 (pentru n = 1} 

jste conţinută în problemele 16 şi 17. 
CONSECINŢA. Considerăm polinomul F(xv . . . , #w) cu coeficienţi 

•ntregi p-adici şi numerele întregi p-adice y19 . . . , yn. Presupunem că 
centru un anumit i, 1 < i < n, sînt îndeplinite condiţiile : 

•F(Ti? . - . , Y » ) S 0 (modp); 

J^/Yi, ...,Y«) ^ ° (modp),. 

itunci există numerele întregi p-adice 01? . . . . , 0„ #s2/0Z ^?d# 

JF(81? . . . , 6 n ) = 0 
n 

0X = Yi (mod p), . . . , 8„ = Yn ( m o d JP)-

Toate soluţiile (c17 . . . , cn) ale congruenţei F(xv . . . , #ft) = 0 
mod^p) se pot prelungi la soluţii ale ecuaţiei F(xv . . . , ^ ) = 0 
n inelul 0P, cu excepţia, eventual, a acelor soluţii care verifică toate 
congruenţele 

F'^i, • .->c») = 0 (modp), 

^ > i ? - . . 5 O = 0 (modj>). 
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Ultima afirmaţie are o importantă aplicaţie la problema care a fost 
amintită la începutul §2. Am observat acolo că verificarea directă 
a rezolubilităţii congruenţei 

F(xv . . ., xn) = 0 (mod m), 

pentru toate modulele m, este legată de verificarea unei infinităţi 
de condiţii. Pentru cazul cînd modulele sînt numere prime, teoremele 
A şi B formulate la pct. 1 §2 dau posibilitatea realizării efective 
a acestei verificări. S-a arătat că această verificare trebuie făcută 
numai pentru un număr finit de numere prime. Acum se poate spune 
cîte ceva şi despre modulele oarecare. După cum s-a observat, este 
suficient a se considera modulele care sînt puteri de numere prime, 
iar pentru modulele care au forma plc (Jc = 1, 2, . . . ) rezolubili-
tatea congruenţelor (1) este, pe baza teoremei 1, echivalentă cu rezo 
lubilitatea ecuaţiei F == 0 în inelul Op al numerelor întregi j9-adice. 

Pe baza teoremelor A şi B formulate (dar nu demonstrate) la 
pct. 1 §2, cît şi a teoremei 3 din acest paragraf se va demonstra urmă
torul rezultat. 

TEOREMA C. Bacă F{x^ . . ., xn) este un polinom cu coeficienţi 
întregi raţionali, absolut ireductibil, atunci ecuaţia F(w11 . . ., xn) = 0 
este rezolubilă în inelul Ov al numerelor întregi p-adice, oricare ar 
fi numărul prim p, mai mare ca o anumită margine care depinde 
numai de polinomul F. 

în consecinţă, pentru orice număr prim p, exceptînd un număr 
finit, congruenţa 

F(x±, . . . , xn) 5= 0 (mod pk) (5) 

este rezolubilă pentru orice .exponent fc. 
Teorema C reduce astfel problema rezolubilităţii tuturor con

gruenţelor (5) la problema rezolubilităţii ecuaţiei F = 0 în inelul 
OpJ numai pentru un număr finit de numere prime. îsTu se expune 
aici cum se rezolvă problema rezolubilităţii ecuaţiei F = 0 în inelul 
Op în cazul numerelor prime p care au fost excluse. (Pentru cazul 
polinomului de gradul al doilea aceasta se va face în §6, iar pentru 
cazul general, v. observaţia de la sfîrşitul acestui punct.) 

Ideea demonstrării teoremei O este foarte simplă; folosind eva
luarea numărului de soluţii ale congruenţei (1) §2, enunţată în teo
rema B, se demonstrează că numărul de soluţii ale acestei congru
enţe este, pentru p suficient de mare, mai mare decît numărul de 
soluţii ale sistemului de congruenţe 

F(x±, . . ., xn) = 0 (mod^p), 
(6) 

F'x (xXJ ...,xn) = 0 (moăp). 
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in acest scop este necesară încă o evaluare a numărului de solu
ţii ale unei congruenţe. 

LEMĂ. Bacă nu toţi coeficienţii polinomului F(.xxi . . . , xn)' 
Mnt divizibili cu p, numărul N(p) al soluţiilor congruenţei 

F(xv . . . , xn) = 0 (modp) (7) 

verifică inegalitatea 

N(p) < Lp"-1 (8) 

constanta L fiind gradul total** al polinomului F. 
Vom demonstra lema prin inducţie faţă de n. Pentru n = 1 

aceasta rezultă din faptul că numărul rădăcinilor unui polinom în 
corpul Zp nu poate depăşi gradul acestuia. 

Dacă m> 1, se consideră F(xv . . . , xn) ca polinom în nedetermi-
natele xv . . . , xn~x avînd coeficienţii polinoame în xn. Fie f(xn) cel 
mai mare divizor comun modulo p al acestor coeficienţi. Atunci 

F(xXJ . . ., xn) s f{xn)Fx{xx, ...., xn) (mod p), 

polinomul Fx(xXJ . ,.,av-i> a) nefiind identic congruent modulo p 
cu zero pentru nici un a. Fie l şi Lx gradele polinomului / , respectiv 
J \ . Evident că / şi Fx pot fi alese aşa încît l + Lx < L. Să evaluăm 
acum numărul soluţiilor (cXj . . ., cn) ale congruenţei (7) fixîndu-ne 
atenţia asupra valorii lui xn în această soluţie. Se consideră mai întîi 
acele soluţii pentru care 

f(cn) EEO mod p. (9) 

Fiind satisfăcută congruenţa (9), congruenţa (7) este verificată auto
mat pentru orice cv ...,cn-v Deoarece numărul de valori ale lui 
•cn care verifică condiţia (9) nu depăşeşte pe l, numărul soluţiilor 
congruenţei (7) pentru care este adevărată (9) nu depăşeşte Ip"*1. 
Fie acum soluţiile (c1? . . ., cn) pentru care f(cn) ş£ 0 (moăp). Toate 
aceste soluţii satisfac, evident, congruenţa Fx(xXj . . . , xr) = 0 (mod 3?). 
Deoarece Fx(xx, . . . , . av-u cn) nu este identic congruent cu zero modulo 
p, atunci conform ipotezei inductive numărul N(p, cn) al soluţiilor 
congruenţei Fx(xXJ . . . ,%_ 1 ? cn) =• 0 (moăp) verifică inegalitatea 
N(p, cn) < L-j)™~2. Deoarece cn nu ia mai mult de p valori, numărul 
total al soluţiilor considerate nu depăşeşte Lxpn"x. Astfel, numărul 

*) Gradul total al unui monom este, prin definiţie, suma gradelor nedeterminate
lor pe care le conţine; gradul total al unui polinom este cel mai mare dintre gradele 
totale ale monoamelor sale (N.T.). 

64 

tuturor soluţiilor congruenţei (7) nu depăşeşte pn~1+Lxpn 2 < 
< Lpn^1

1 ceea ce trebuia demonstrat. 
'Demonstraţie (Teorema O). Putem considera, evident, că poli

nomul F depinde într-adevăr de variabila xn. Să presupunem F 
ca polinom de xn cu coeficienţi polinoame de xlr . . . , xn-v Deoarece 
F este complet ireductibil deducem că discriminantul Din(®u • •• 
e . . ,^ r t_1) a l polinomului JF, considerat ca polinom de nedetermi
nata xn, este un polinom neidentic nul de xx, . . . , a?n_i, deoarece 
în caz contrar F s-ar divide prin pătratul unui polinom. Să consi
derăm numerele prime p care nu divid toţi coeficienţii polinomului 
BXfl{xXJ . . . ,#„_!) şi să evaluăm pentru acestea numărul Nx(p)^l 
soluţiilor sistemului de congruenţe (6). Daca (c17 . . , cn) este soluţie 
a sistemului (6), atunci cn este rădăcină comună a polinoamelor 
F(e±, . . . , o n ^ , xn) şi F'Xn{c19 . . . , c» - x , xn) modulo. p şi de aceea 

BXn(cXJ ..., cn«i) s 0 (mod p). 

Conform lemei, numărul sistemelor (cXJ . , ., cn-x) care satisfac 
aceasta congruenţă nu depăşeşte JL{pn~~2, unde Kx este o anumită 
constantă care depinde numai de polinomul F. Pentru cXl . . . , o»-! 
fixate, valoarea lui cn se determină din congruenţa 

F{cxi .-.., o»-!, a?B) s 0 (mod p) 

şi de aceea numărul valorilor cn nu depăşeşte gradul m al polinomu
lui -F faţă de variabila xn. Astfel, numărul Nx(p) al soluţiilor siste
mului (6) nu depăşeşte Kpn~2, unde K = mKx. Vom demonstra acum 
ca numărul N(p) al'soluţiilor congruenţe (7) este, pentru p suficient 
de mare, mai mare decît numărul N±(p) al soluţiilor sistemului 
(6). într-adevăr, din teorema B rezultă 

N(p)>pn-1 - Cp71-1-1*2 

si recent s-a demonstrat eă .^fp) < Kpn~2. Rezultă ele aici că N(p) — 
™~ W1(p)>pn~1 — Cp71-1"112 — Kpn~2.==:pn-2{p — Cp112— J£),ceea ce 
înseamnă c$b W(p)> Nx(p) pentru p suficient de mare. Aşadar, pen
tru p suficient de mare, congruenţa F = 0. (mod p) are -o soluţie 
(Ti? . . . , Y » ) pentru care 

dF 
—— (Yi> • • • > Y.) ^ ° ( m o d JP)-oxn 

Conform consecinţei teoremei 3 rezultă de aici rezolubilitatea ecua
ţiei F = 0 în inelul Op pentru toate valorile p care depăşesc o 
anumită margine. 

5 — ,c , 796 
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OBSERVAŢIE. în lucrarea BIRCH, B. J., MC CANN, K., A- cri-
ierion for ihe p-adic soluhility of diophantine equations, Qiiart. JL 
Math. 18. ISi 69, 1967, 59—63 s-a arătat că pentru orice polinom 
f = f(x±J . . . , %n) cu coeficienţi întregi ^-adici se poate indica efectiv 
un număr natural d = ă{f) încît orice soluţie a congruenţei / = 
~0 (mod pd+1) să poată fi ,,ridicată" la o soluţie a ecuaţiei / = 0.. 

Mai exact, aceasta înseamnă că dacă întregii jp-adici a17 . . . , an 
verifică congruenţa 

f(a19 ...,an) s O ( m o d y + i ) , (10) 

atunci în Op există elementele a19 . . ., an astfel ca /(<x1? . . ., an) == 0 
şi ai = at (mod pd+*). Deoarece problema rezolubilităţii congruen
ţei (10) se rezolvă efectiv, în aceasta şi constă metoda privind rezol
varea ecuaţiei jo-adice f(xxi ..., wn) = 0. 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că dacă numerele m şi p sînt relativ prime, orice unitate 
p-adică s, verificînd congruenţa e = 1 (mod p) este o putere a m-a în Rp. 

2. Fie m =p8m0 (m0, p) = 1 şi s==l (mod p 2 8 + 1) . Sase demonstreze că în acest caz. 
unitatea p-adică e este o putere a m-a în Rp. 

3. Să se arate că pentru p ^ 2 rezolubilitatea congruenţei <x.x$ EH [3 (mod p a) , 
unde a şi [3 sînt întregi p-adici care nu se divid la p, este suficientă pentru rezolubili
tatea ecuaţiei uxP = Ş în corpul j ^ . Sa se demonstreze apoi că ecuaţia 

x7 - f y7 = z? 

este rezolubilă în numere întregi 7-adice, x, y, z, care nu se divid simultan la 7 (se folo
seşte faptul că l 7 + 27 s 37 (mod 72)). 

4. Se presupune că forma G = e-^i -f- . . . -f- ewa;» are coeficienţii e$ unităţi 
p-adice (p =£ 2). Să se demonstreze că dacă congruenţa G ~= 0 (mod p2) are o soluţie 
astfel ca cel puţin una dintre valorile necunoscutelor să nu se dividă la p, atunci în corpul 
Rp ecuaţia G = 0 admite o soluţie nenulă. 

5. Fie forma G = OLXX\ + • • • + a»s» avînd coeficienţi întregi p-adicicarese divid 
la puteri ale lui p cu exponentul cel mult p — 1. Să se demonstreze că ecuaţia G = 0 
are o soluţie nenulă în corpul Rp, dacă congruenţa G ss 0 (mod p#+2) are o soluţie în 
care nu toate valorile necunoscutelor se divid la p. (în cazul p =£ 2 este suficient să se 
ceară rezolubilitatea congruenţei G = 0 (mod p#+1)). 

6. Să presupunem că forma pătratică F = axxi + . . . -f awa;» are coeficienţi 
întregi p-adici (p ^ 2) care nu se divid la puteri ale lui p avînd exponentul mai mare 
ca 1. Să se demonstreze că dacă congruenţa F = 0 (mod p2) admite o soluţie, în care 
nu toate valorile necunoscutelor se divid la p, ecuaţia F = 0 are o soluţie nenulă în Rp. 

7. Pentru forma F = a ^ i + . . . . . + a^a;? unde cc% sînt întregi p-adici nenuli, se 
notează r = vP(m), s = max (vP(a I), . . ., v#(a«)) şi N = 2(r -f s) + 1. Să se demon
streze că ecuaţia F = 0 are o soluţie nenulă în corpul Rp, dacă şi numai dacă con
gruenţa F = 0 (mod pN) are o soluţie în care cel puţin valoarea unei necunoscute nu 
se divide la p. 

8. Să se demonstreze că forma 3x* + 4z/3 + 5s3 = 0 reprezintă pe zero in -corpul 
RP pentru orice p (v. §2, problema 13). 
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9. Ffe polinomul F(xx, . . . , xn) cu coeficienţi întregi p-adici. Se notează prin cn 
( m ^ 0) numărul soluţiilor congruenţei F(xt, . . . , xn) ~ 0 (mod pTO) şi se consideră seria 

oo 
9(0 ~ 5 ] W m - Există ipoteza ca seria <p(/), numităjseria lui.Poincare asociată polino-

ra=*0 • ' 
mului F, reprezintă o funcţie raţională de t. Să se determine seria Poincare ©(/) pentru 

2 2 
polinomul F =̂= e ^ i ~(- • •• • 4- s»^w, unde g| sînt unităţi p-adice şi să se verifice că funcţia 
9 (0 este raţională.. •.-,• > 

10. Să se determine seria Poincare pentru polinomul F(xlf ...... cc«), avînd coefi
cienţii numere întregi p-adice, cu proprietatea că oricare ar fi soluţia congruenţei F = 

dF 
s 0 (mod p), există un indice i, 1 ^ i ^ n, astfel încît ş£ 0 (mod p). 

11. Să se calculeze seria Poincarâ a polinomului F(x, y) — x2 ---yz. -
12. Să se demonstreze raţionalitatea seriei Poincare pentru cazul n = 1, adică 

pentru polinoame de o variabilă (cu coeficienţi numere întregi p-adice). 
IX Fie f(x1f >..,xn) o formă de grad d peste inelul numerelor întregi p-adice, 

m^ 0. Să se demonstreze că dacă n> d(l -f- p + • • • -f Pw) congruenţa 

f(xx, . . . , » „ ) s 0 (mod p«*+i) 

admite o soluţie în care cel puţin valoarea unei necunoscute nu se divide la p . 
14. Să se arate că oricare ar fi p ecuaţia .x2 + 2?/4 — 17z4 = 0 are în corpul Rp al 

numerelor p-adice o soluţie cu valori nenule ale necunoscutelor (v. §2 problema 14). 
15. Fie f(x) un polinom cu coeficienţi numere întregi p-adice şi y un întreg p-adic 

astfel ca f(y) == 0 (mod p2 S + 1), f'(y) = pS u, u fiind unitatea p-adică, iar $ > 1. Să se 
demonstreze că ecuaţia f(x) = 0 are în inelul numerelor întregi p-adice o singură soluţie 
x = a, satisfăcmd congruenţa a = y (mod p8 + 1) (v. demonstraţia teoremei 3). 

ÎS. Fie cp(x) = V a^x'ft o serie de puteri formală avînd coeficienţii într-un inel 

comutativ cu identitate O. Să se arate că dacă ax este.un element inversabil al inelului,. 
00 

există o serie de puteri formala »]J(X) = J ] bnxn fără termen liber (&WG £>, '11 ̂ >1) astfel 

ca 
co 

9(^(x)) = J ] afl<|>(S)» = a0 + x 

(relativ la operaţia de substituire formală a unei serii într-o serie v. cap. IV, §5, pct. 1). 
17- î n condiţiile problemei 15, fie f(y) = p2^a&, unde a0 ^ 0 (mod p). Pentru 

xc = y + p % avem 

f(y -h P5y) - f(y) + r (y)p 8 y + ^ P 2 % 2 + • • •. = p289(y)^ 

unde 9(y) = a0 -f- uy'4- agi;2' + . . . este un polinom cu coeficienţi numere întregi p-
00 

adice satisfăcînd condiţiile.din problema 16. Fie ty(y) = ^ &wî/w o serie de puteri formală 
avînd coeficienţii numere întregi p-adice, pentru care 9(^(1/))•= a0 + 1/. Să se demon
streze că 'numărul întreg p-adic a = y + ps4*( ~~ ao) satisface condiţiile : 

f(a) = 0, a 3 y (modp8+1). 
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§6. POEME. PATE ATICE CU COEFICIENŢI p-ADIGI 

în paragraful de faţă, cît şi în cel următor, vom aplica teoria 
care a fost dezvoltată asupra numerelor jp-adiee la studiul celor mai 
simple ecuaţii nedefinite. Se va considera problema reprezentării 
numerelor j?-adice şi a celor raţionale prin forme pătratice. Noţiu
nile necesare privind formele pătratice într-un corp arbitrar sînt 
expuse în §1 Complemente. 

1. Pătrate în corpul numerelor jp-adice. La studiul formelor 
pătratice într-un corp oarecare este necesar să se ştie care elemente 
ale corpului sînt pătrate. Mai întîi vom studia pătratele din corpul 
numerelor s a d i c e Bp. - • 

Se ştie (§3, teorema 4) că orice număr j?-adic nenul a are o 
reprezentare unică sub forma a == pme, unde s este unitatea j?-adică 
(adică unitatea din inelul numerelor întregi ^p-adice Op). Dacă a 
este pătratul numărului p-adic y = jP*e0> atunci m = 2fe şi e = sjj. 
Prin urmare, pentru descrierea tuturor pătratelor corpului I v e ş t e 
suficient să se cunoască acele unităţi din 0P care sînt pătrate. 

TEOREMĂ 1. Fie p =£2. Pentru ca unitatea p-adică 

e = c0 + e±p + c2p2 + . . . (0 < d < p , c0 ¥= 0) (1) 

să fie pătrat, este necesar şi suficient ca numărul c0 să fie rest patra-
tic modula p. 

Demonstraţie. Dacă e = TJ2 şi 73 = b (mod p) (b fiind număr 
întreg raţional), atunci c0 = b2 (mod p). Eeciproc, dacă c0 s fe2 

(mod jp), atunci considerînd polinomul .F(x) = x2 — e, rezultă F(b) s 
= 0 (mod^p) şi Fr(b)=2h^Q (mod p). Din consecinţa teoremei 3 §5 

se deduce existenţa elementului Y] e 0P, astfel ca F(r}) = 0 şi 
7] = & (mod p). Prin urmare e = T)2, şi teorema este, demonstrată. 

CONSECINŢA 1. Pentru p ^ 2 orice unitate p-adică congruentă 
cu 1 modulo p este pătrat în Rp. 

CONSECINŢA 2. Pentru p =£ 2, indicele (B* : JS*2) al subgrupu-* 
lui pătratelor B*2 în grupul multiplicativ al corpului numerelor p-
adice este 4. 

într-adevăr, dacă unitatea s nu este pătrat, atunci raportul 
oricăror două dintre numerele 1, e, p, pz nu este pătrat în corpul 
Bp. Pe de altă parte, orice număr nenul ^p-adic se scrie ca fiind pro
dusul între unul dintre numerele 1, s, p, pe şi un anumit pătrat. 
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Fie p =£ 2 ; pentru unitatea (1) se pune 

( s \ _ f +1* dacă e este pătrat în BP, 
p ) [ - l , în caz contrar. 

Pe baza teoremei 1, 

iP ) [p y 
unde {—) este simbolul lui Legendre. Dacă £ este un număr întreg 

\P ) 
raţional relativ prim cu p, atunci simbolul introdus I — J coincide 

\p J 
evident cu simbolul lui Legendre. Se vede uşor că fiind date unităţile 
#-adice e şi 73, există relaţia 

Să trecem la cazul p = 2. 
TEOREMA 2. Pentru ca unitatea 2~aăieă e s^ /ie păirat (în corpul 

I?2) 6$te necesar şi suficient ca z ~ X (mod 8). 
Demonstraţie. Necesitatea rezultă din faptul că pătratul unui 

număr impar este totdeauna congruent .cu 1 modulo 8. Pentru a 
arăta suficienţa condiţiei se consideră polinomul F(x) = x2 — s 
căruia i se aplică teorema 3 §5 luînd 8 = 1 şi y = 1. Deoarece 
JF(1) s= 0 (mod 8), F'(l) = 2 ^ 0 (mod 4), rezultă, conform acestei 
teoreme, că există •/) == 1 (mod 4) astfel ca JF(Y)) = 0 (adică s = YJ2). 

CONSECINŢA. Indicele (Bţ: JBf2) al subgrupului pătratelor în 
grupul multiplicativ al corpului numerelor 2-adice este 8. 

într-adevăr, conform teoremei, sistemul de resturi modulo 8 
dat de 1 ,3 ,5 ,7 este în acelaşi timp un sistem de reprezentanţi 
pentru clasele asociate grupului unităţilor 2-adiee factorizat prin 
subgrupul pătratelor. Adăugind acestora şi produsele 2-1,2-3, 2-5, 
2-7 se obţine un sistem complet de reprezentanţi ai claselor asociate 
grupului Rţ prin subgrupul B$2. 

2. Reprezentarea lui zero prin forme pătratice p~adice. Ca în 
orice corp, o formă pătratică nesingulară peste corpul Bv poate fi 
adusă cu ajutorul unei transformări liniare a nedeterminatelor la 
.forma 

a±xf + . . . + oinxl {at # 0) 
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{v., Complemente, §1, pct. 1). Dacă af = p2h**t8a,u a< = p2**4-1'^ (e, 
sînt unităţi în Op), după transformările pkixt = y€ se ajunge la o 
formă în care toţi coeficienţii sînt numere întregi p-adice divizibile 
cel mult la puterea întîi a lui p. Astfel, orice formă pătratică ne
singulară peste corpul Bp este echivalentă cu o formă de tipul 

F = F0 + pF± = exl + . . . + erfr + p( sr+1X?+1 + . , . + e,*?*) (2) 

unde ^ sînt unităţi p-adice. 
Abordînd problema existenţei reprezentărilor lui zero, se .poate 

considera că r ^ n — r. într-adevăr, forma pF este, evident* echi
valentă cu forma F± + pFQ. Deoarece F şi pF reprezintă' simultan 
pe zero, în loc de F0 -f pFx se poate considera forma F2 + pFir 

Fie mai întîi cazul p # 2. 
TEOREMA 3. Fie p # 2 pi 0 < r < n. Forma (2) reprezintă 

pe zero în corpul BP7 dacă şi numai dacă una din formele F0 sau Fx 
reprezintă pe zero. 

Demonstraţie. Presupunem că forma (2) reprezintă pe zero : 

Hll + • • • + ^ + Pi^xlhi + • • • + *nlt) = 0. (3) 

Se poate considera, evident, că toţi ^ sînt întregi p-adici şi cel puţin. 
unul dintre aceştia nu se divide la p. Dacă nu toate ţ±J ..., £r se 
divid prin p, de exemplu ^ & 0 (mod p), atunci, considerînd egali
tatea (3) modulo p, se obţine 

F0(ţx, . . . , lr) s O ( m o d y ) ; 
dF 

- > ( ? 1 , . . . ^ r ) = 2 e i ? 1 ^OCmod^) . 

Conform consecinţei 3 §5 forma F0 îl reprezintă pe zero. Admitem 
acum că toate valorile %l7 . . . , £r sînt divizibile cu p, astfel că 
ex5î + . . . + sr^? s 0 (modj)2). Trecem în egalitatea (3) la con
gruenţa modulo p2. Simplificînd această congruenţă cu p se găseşte 

F^Zr+i, - . - , U - 0 ( m o d i > ) 

şi cel puţin una.dintre valorile £r+1, . . . , £B nu se divide la >̂. Apli-
cînd încă o dată consecinţa teoremei 3 §5, rezultă că forma F± repre
zintă în acest caz pe zero. întrucît suficienţa condiţiei este evidentă,, 
prin aceasta demonstraţia teoremei 3 este încheiată. Din demon
straţia făcută rezultă următoarea afirmaţie. 
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CONSECINŢA 1. Dacă ev . . . , sr sînt unităţi p-adice, atunci pentru 
p z£ 2 forma f = zxxl + . . . + efa$ reprezintă pe zero în BP, dacă 
şi numai dacă congruenţa f(xv . . . , xr) == 0 (mod p) are soluţie neba
nală. i • , 

CONSECINŢA 2. Dacă, în aceleaşi condiţii, r > 3, atunci forma 
f{xt, . . . , xr) reprezintă totdeauna pe zero în Bv. 

într-adevăr, conform teoremei 5 §1 congruenţa f{x±, . . . , xr) == 
s 0 (modj>) are o soluţie nebanală. 

De fapt, egalitatea (3) nu a fost folosită la demonstraţia teo
remei 3 ; s-au considerat numai congruenţele F s= 0 (mod p) şi F == 
= 0 (modjp2). Astfel, din rezolubilitatea ultimei congruenţe rezultă 
că cel puţin una dintre formele Fw Ft, deci şi F, reprezintă pe zero» 
î n felul acesta putem deduce următorul, rezultat. 

CONSECINŢA 3. Pentru p ^ 2 forma (2) reprezintă pe zerof 
dacă şi numai dacă congruenta f = 0 (mod#2) admite o soluţie în 
care cel puţin valoarea > uneia dintre necunoscute nu se divide la p. 

Să trecem acum la studiul formelor pătratice în corpul numerelor 
2-adice. î n acest caz atît teorema 3 cît şi toate consecinţele sate 
nu mai sînt valabile. De exemplu, pentru forma / = ®\ + a§ + x% + 
-f- x\, ecuaţia/ = 0 nu are în B2 soluţii nebanale (deoarece congruenţa 

/ = 0 (mod 8) nu are soluţii în care cel puţin valoarea uneia dintre 
necunoscute să fie impară). Pe de altă parte, forma / + 2$f repre
zintă pe zero în B2 (teorema 6). 

TEOBEMA 4. în corpul, numerelor 2~aăiee forma (2) (cu p = 2) 
reprezintă pe zero, dacă şi numai dacă congruenţa F = 0 (mod 16) 
este rezolubilăy cel puţin una din necunoscute avînd o valoare impară. 

Demonstraţie. Fie JF(^, . . . , £„) s 0 (mod 16) astfel că nu toate 
numerele întregi 2-adice tt sînt divizibile cu 2. Mai întîi, să presu
punem. că ^ # 0 (mod 2) cel puţin pentru un indice i ^ r, fie acesta 

dF 
£i # 0 (mod 2). Deoarece F{^ • . . , D s 0 (mod 8) ş i — - (^, . , . 
• • •? D = 2s1^1 ţk 0, (mod 4), atunci conform teoremei 3 § 5 (pen
tru 8 = 1) forma F reprezintă pe zero. Admitem acum că ^ , . . . 
. . . ,E,r sînt toate divizibile cu 2, adică \% = 2^(1 < % < r), *% fiind 
numere întregi 2-adice. Simplificînd congruenţa 

4 £ ei7)? + 2 \ ; 8,0 SE 0 (mod 16) 

•cu 2, se obţine 

£ s«« + 2 J s < 7 i f s 0 ( m o d 8 ) 
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unul dintre numerele £r+1, . . . , ţn nefiind divizibil cu 2. Din. con
gruenţa obţinută va rezulta, ca şi mai sus, că forma 1\ + 2F0 repre
zintă pe zero. Dar atunci forma 2F^ echivalentă acesteia, reprezintă 
de asemenea pe zero, suficienţa condiţiei fiind astfel demonstrată. 
î n ce priveşte afirmaţia reciprocă, ea este evidentă. 

Demonstrînd teorema 4, am obţinut totodată următorul rezultat: 
CONSECINŢA. Daca congruenţa F == 0 (mod 8) are pentru for

mele (2) (cu p = 2) o soluţie hi care valoarea cel puţin a uneia din 
necunoscutele wt, . . . , xr este impară^ atunci această formă reprezintă 
pe zero in corpul B2. 

TEOREMA 5. Orice formă pătratică nesingulară de cel puţin cinci 
variabile reprezintă totdeauna pe zero în corpul numerelor p-adice Bp. 

Demonstraţie. Se poate considera că forma dată se scrie sub 
forma (2), unde r > n — r. Deoarece n > 5 atunci r > 3. Fie p # 2 ; 
în acest caz, conform consecinţei 2 a teoremei 3 forma F0 reprezintă 
pe zero. Odată cu forma F0 şi forma F reprezintă pe zero. Astfel 
teorema a fost demonstrată pentru p ^ 2. 

Fie acum p = 2. Dacă n — r > 0 , considerăm forma ,,parţială" 
f = Sl#f -f s2%l -f £3^| -j- 2enx„. O astfel de formă reprezintă tot
deauna pe zero în JB2. într-adevăr, deoarece ex + s2 = 2oc ( a es*e 
un număr întreg 2-adic), rezultă că ex.+ e2 + 2enQc2=~ 2a + 2a2™ 
= 2a(l + a) s 0 (mod 4), adică s1 + e2 -f 2%a2 = 4(3, p fiind un 
număr întreg 2-adic. Punînd x1 = $3 = 1, a?3 = 2(3, a?* = a, se gă
seşte că ex * l 2 + £2 . I 2 + s3(2[3)2 + 2 ^ a 2 s 4(3 + 4p2 = 0 (mod 8). 
Conform consecinţei teoremei 4 forma/ reprezintă pe zero. In acest 
caz F va reprezenta de asemenea pe zero. .Dacă n = f atunci se ia 
drept formă „parţială" / = zxx\ + £2^1 + "s3&?i + £4$1 + z$h Dacă 
Si + s2 = e3 4- s4 = 2 (mod 4), atunci se ia xx = x2 = x3 = % = 1, 
iar dacă, de exemplu, sx -f- £2 == 0 (mod 4), atunci se ia w1 = x2 = 
= 1, QQZ = #?4 = 0. î n ambele cazuri s-^f -f- z2x\ + £3$f + e4#f = 
= 4y, y fiind un număr întreg 2-adic. Alegînd x5 = 2y, se găseşte 

/ ss 4y + 4y2 == 0 (mod 8). 

Aplicarea consecinţei de la teorema 4 încheie şi în acest caz de
monstraţia. Teorema 5 este complet demonstrată. 

Potrivit teoremei 6 §1 Complemente din teorema 5 rezultă 
următoarele consecinţe. 

CONSECINŢA 1. Orice formă pătratică nesingulară din BP avînă 
mai mult de patru nedeterminate reprezintă toate numerele p-adice. 

CONSECINŢA 2. Fie forma, pătratică nesingulară F(xxi . . . , # „ ) 
cu coeficienţi întregi raţionali. Dacă n > 5, atunci oricare ar fi 
modulul m congruenţa F(xxi . . . , xn) == 0 (mod m) are o soluţie ne
banală. 
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într-adevăr, deoarece forma 'F reprezintă pe zero în Rp, con
gruenţa F s 0 (moăps) are pentru orice număr natural s > 1 o 
soluţie în care cel puţin valoarea uneia dintre necunoscute nu se 
divide la p. 

3. Forme binare. Unul dintre exemplele importante ale teoriei 
generale este cazul formelor pătratice binare. La acest punct va fi 
examinată problema reprezentării numerelor corpului Bp printr-o 
formă pătratică binară de tipul 

. X2 .—• a£/2, a # 0, a e BP. (4) 

(Evident, cazul general al unei forme pătratice binare nesingulare 
se reduce la acesta printr-o transformare a variabilelor şi înmul
ţirea formei cu un anumit număr j>-adic.) 

Mulţimea tuturor numerelor p-adice nenule reprezentate de 
forma (4) se va nota cu Ha. Această mulţime are proprietatea că 
formează totdeauna grup faţă de înmulţire. într-adevăr, dacă (3 = 
= x2 — ay2, p3 = x\ — ayf, atunci, după cum arată un calcul 
imediat, 

PPi- = ( ^ i +-«yyi)2 - *(vyi+.y*i)2, P"1 = t~) — a ( — ) * 

Se mai poate da o demonstraţie a acestui fapt, considerînd extin
derea pătratică Bp{][ a) a corpului Bp (cu condiţia ca a să. nu fie 
pătrat în JB^). Egalitatea p = x2 — ay2 este echivalentă cu faptul 
că (3 este normă.a numărului l = x + y}[& din Rp(}px). Dacă însă 
J3 = N(ţ) şi pj = -F(^), atunci (3^ = N(^) şi p-i = #(£-*). 

Dacă a este pătrat în Bp, atunci forma (4) reprezintă pe zero şi 
deci toate numerele din Bv. î n acest caz ifa coincide cu tot grupul 
multiplicativ JB* al corpului Bp. 

Deoarece forma (4) reprezintă evident toate pătratele corpului 
BP (pentru y = 0), atunci JB*2 a Ha. Indicele (JB* : Ji*2) este însă 
finit, conform consecinţelor teoremelor 1 şi 2, şi cu atît mai mult şi 
grupul Ha are indice finit în B*. 

TEOREMA 6. Dacă numărul ae J2* nu este pătrat, atunci 
(B* : Ha) - 2. 

Demonstraţie. Se observă mai întîi că forma (4) reprezintă numă
rul j>-adic p, dacă şi numai dacă forma 

ax2 + P|/2 — Z2 (5) 

îl reprezintă pe zero (Complemente, §1, teorema 6). Condiţia ca zero 
să fie reprezentat prin forma (5) nu se scMmbă prin înmulţirea cu 
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pătrate ale lui a şi [3. Din această cauză putem considera pe a şf 
p ca făcînd parte dintr-un sistem de reprezentanţi ai corpului Rp 
relativ la subgrupul pătratelor J?*2. 

Fie mai întîi cazul p / 2. Vom arăta că Ha ^ R$2- Aceasta se 
constată imediat dacă — a nu este pătrat (deoarece — a e Ha). 
Dacă — a este pătrat, atunci forma x2 — a?/2 este echivalentă cu 
forma $ 2+ #2, care reprezintă toate unităţile j?-adiee (consecinţa 2 
a teoremei 3) ; prin urmare Ha nu coincide în acest caz cu i2*2. Vom 
arăta că jffa nu coincide nici cu R* (dacă, evident, a £ JS*2). într-
adevăr, considerînd o unitate p-adică e care nu este un pătrat, 
valori ale lui a pot fi numai e^ p şi pe. Conform însă teoremei 3 (şi 
teoremei 10 §1 Complemente) forma (5) nu reprezintă pe zero pentru 
<x = s, fi = p si pentru OL == p, p£, (3 = a. Aşadar, jffa =£ JK*. Se 
aplică acum consecinţa 2 a teoremei 1. Deoarece R% ±> ifa 3 .fi*2, 
indicele (JBJ : Ha) trebuie să fie divizor al indicelui (Rţ : JS*2) = 4. 
Conform celor demonstrate acesta nu poate fi nici 4 nici 1. Prin 
urmare {R% : Ha) = 2, şi teorema 6 este demonstrată pentru cazul 
P * 2-

Fie acum p = 2. în acest caz RţJRf1 are 8 elemente, pentru 
care se pot lua drept reprezentanţi numerele 1,3, 5, 7 ,2 -1 , 2-3, 
2-5, 2 -7. Vom considera de aceea că a şi p din forma (5) coincid cu 
aceste numere şi vom clarifica în care cazuri această formă reprezintă 
pe zero din R2. Eăspunsul este dat de tabelul de mai jos, în care 
semnul + indică faptul că pentru a şi (3 corespunzătoare forma (5) 
reprezintă pe zero în JS2, iar lipsa vreunui semn corespunde formelor 
care nu reprezintă pe zero. (Datorită simetriei în a şi (3- a formei (3) 
tabelul va fi simetric faţă de diagonala principală.) 

1 1 

1 3 
1 
î 5 

7 
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1 
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Se vede că pe fiecare linie, cu excepţia primei, semnul + apare 
de cîte patru ori. Aceasta înseamnă că pentru orice ae JKJ, care nu 
este pătrat, există exact patru clase asociate subgrupului R2, repre-
zentabile prin forma (4). Aşadar, ( H « : i î ? a ) ' = 4 şi deoarece (JB?.: 
: Rf) = 8 (consecinţa teoremei 2) rezultă că (Rţ : Ha) == 2. 

Verificarea tabelei se face pe baza rezultatelor de la pct. 2. 
Fie a = 2e, p = 27], unde e şi YJ sînt unităţi 2-adice şi fie 

2 sa?2 + 2 Y)?/2 - s 2 = 0. (6) 
Valorile lui x, y şi z pot fi, evident, considerate ca fiind întregi 

si nedivizibile simultan Ia 2. Este clar că z = 0 (mod 2) şi că x şi y 
nu se di vid. simultan, la 2 (în caz contrar membrul sting al egalităţii. 
'(6) s-ar divide la 4). Punînd z = 2i egalitatea (6) devine 

• zx2 + T02 - 2i2 := 0, 

care, conform consecinţei teoremei 4, este echivalentă cu o congru
entă modulo 8 (cu x şi y impari). Deoarece x2 = y2 s 1 (mod 8) 
şi 2tf2 ss 2 (mod 8) sau 2£2 = 0 (mod 8), rezultă deci că rezolubili-
tatea ecuaţiei (6) este echivalentă cu valabilitatea cel puţin a uneia 
dintre congruenţele 

s + 7] = .2 (mod 8), s + Y} == 0 (mod 8). 

Fie acum . a•= 2s, [3 .= ' rj. Din egalitatea 2 s^2 + Y$2 — £2 = 0 
(cu #, v şi 0 numere întregi 2-adice, care nu se divid simultan la 2) 
aceleaşi considerente conduc la # ^ 0 ( m o d 2 ) şi £ ^ 0 ( m o d 2 ) „ 
Prin urmare valabilitatea acestei egalităţi (conform aceleiaşi con
secinţe a teoremei 4) este echivalentă cu verificarea cel puţin a 
uneia dintre următoarele congruenţe: 

2 e ' + 7] s 1 (mod 8), T) s 1 (mod 8), (7) 

corespunzător cazurilor 2 ^ $ şi 2 ja?. 
Eămine să fie considerat şi cazul a = e, p = YJ. Dacă numerele 

întregi 2-adice o?, y, 0 din egalitatea sa?2 + T^2 — z2 = 0 nu se divid 
toate la 2, atunci exact unul dintre ele se divide la 2, iar celelalte 
două nu se divid. Dacă £ s= 0 (mod 2), atunci zx2 + T#2 == e + 
+ 7) = 0 (mod 4), de unde se deduce că sau e = 1 (mod 4) sau 
7] s 1 (mod 4). Dacă însă * ş£ 0 (mod 2), atunci zx2 + r®2 = 1 (mod 
4) si deoarece unul dintre numerele x sau y trebuie să fie divizibil 
prin 2 iar celălalt nu, se obţine din nou că este valabilă cel puţin. 
una din congruenţele 

E = 1 (mod 4), 73 s 1 (mod 4). (8) 
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Beciproe, să pfesu^n^ra; de exemplii, că e - s l (mod 4). Atunci 
congruenţa ex2 + yy2 — z2 == 0 (mod 8) este verificată pentru x = 
= 1, y = 0, 0 = 1, dacă s s 1 (mod 8) şi pentru a? = 1, y = 2f 
z = 1, dacă a? ss 5 (mod 8), deci forma s#2 + T}^2 —- > 2 reprezintă 
pe zero. 

Odată cu verificarea tabelei se încheie însăşi demonstraţia 
teoremei 6. 

Din teorema 6 rezultă că pentru numărul p-adic oe # 0, care nu 
este pătrat, grupul factor B*/Ha este un grup ciclic de ordinul 2. 
Se poate stabili un izomorfism al acestui grup-factor cu grupul 
{—- 1,1} al rădăcinilor de ordinul al doilea din 1. Unicul izomorfism 
între Bţ/H şi { — 1,1} pune în corespondenţă subgrupului Ha 
numărul + 1 iar clasei de echivalenţă $Ha distinctă de JTa, numărul 
— 1 . Este însă mai comod să se considere homomorfismul grupului 
JR$ pe grupul {-fi, —1} avînd nucleul II a1 deoarece atunci avem de-a 
face cu o funcţie definită pe B* (şi nu pe grupul factor Rp/Ha). 

DEFINIŢIE. Definim simbolul (a, p), pentru numerele p-adice 
nenule a şi p, ca avînd valorile 1 sau —1 în funcţie de cazul cînd formă 
ax2 + $y2 ~~ #2 reprezintă sau nu pe zero în corpul Bp. Simbolul 
(a, p) se numeşte simbolul lui Hilbert. 

Eezultă direct din definiţie că dacă a este un pătrat, atunci 
(a, p) = 1 oricare ar fi p. Dacă însă a $ Ii*2, atunci (a, P) = ; 1, dacă 
şi numai dacă p e IIa. Se obţine uşor din aceasta că oricare ar fi 
a # 0 funcţia p -> (a, p) este un homomorfism al grupului Bp pe 
grupul {—1, 1} avînd nucleul IIa. Cu alte cuvinte, este valabilă 
formula 

(a, P x P 2 ) - (a, p,).(a, p2) . . . (9) 

Deoarece valoarea simbolului (a, p) depinde numai de rezolu-
bilitatea ecuaţiei ax2 + p?/2 — z2 ==• 0, .care este simetrică în ' a şi p, 
deducem 

(p, a) = (a, p) (10) 
de unde pe baza relaţiei (9) rezultă 

K , oc2, p) = (ax, P) (a2, p). (11) 
•Se mai constată că 

(a, - a ) = l , (12) 

oricare ar fi a e B% (deoarece ecuaţia ax2 — ay2 — z2 = 0 are. soluţia 
aj = y = i? z' = 0), deci din relaţia (9) rezultă 

. ( a , a ) = ( a , - - l ) , (13) 
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Ţinînd seama de formulele (9) — (13), calculul simbolului fa, p) 
se reduce în general la calculul valorilor (j>, z) şi (s, 73), unde s' şi 73 
sînt unităţi #-adice. într-adevăr, dacă a = p^z, p = plv\r datorită 
acestor formule se verifică relaţiile 

(p*s, Plv) = ip> P)"(e» pYiPj *})* (£
7 -n) = 

== (p, z^ ( - l)«)(-6, v)). 

Să calculăm simbolurile (j>, e) şi (s, 73). Dacă p '^ 2, conform 
teoremei 3 forma j)$2 + ^ 2 — #2 reprezintă pe zero, dacă şi numai 
dacă sy2 — z2 reprezintă pe zero, adică dacă unitatea z este un pătrat. 
î n acest mod {p1 z) = ( — |pentru p^= 2 (v. pct. 1). Apoi, în virtutea 

V P ) 
consecinţei 2 a teoremei 3, forma zx2 + 73?/2 — #2 reprezintă tot
deauna pe zero, deci (e, 73) = 1, oricare ar fi unităţile-p-adice e şi 
73 (p ^ 2.) 

în cazul p = 2 valorile simbolurilor (2, 73).şi (e, 73) pentru uni
tăţile 2-adice s şi 73 au fost de fapt determinate în cursul demon
straţiei teoremei 6. într-adevăr, conform relaţiei (7) (pentru s = 1) 
forma 2x2+r\y2 — z2 reprezintă pe zero, dacă şi numai dacă 73 = 

' 7 ) 2 - l ^ 

s ± 1 (mod 8). î n consecinţă (2, 73) = ' (•— 1) 8 . Am văzut că 
forma^ z-x2' + yy2 — z2 reprezintă pe zero, dacă şi numai dacă este 
valabilă cel puţin una dintre congruenţele (8). Prin itrinare 

S—1 Y) —1 

(s, , ) = ( _ ! ) — " — . 

Formulăm rezultatul obţinut în următoarea teoremă. 
TEOREMA 7. Pentru unităţile p-aăice z şi ^ valorile simboluri* 

lor lui Hilbert sînt date prin formulele (jp, z) şi.(e, 73) : 

(JP» £ ) = ( —. h (£> >l) = 1 jpen*m |> -/ 2 ; 

S 2 — 1 S - l Y ] - l 

(2, e) - ( - li1*", (e, 73) - ( - l p 2~ ^ m «p = 2 . 

4. Echivalenţa formelor binare. Simbolul lui Hilbert dă posi
bilitatea să se scrie explicit condiţia de echivalenţă a două forme 
binare pătratice nesingulare în corpul Bp. Fie / (# , y) şi g(x, y) două 
astfel de forme cu coeficienţi din Bp şi §(/), respectiv $(g) discrimi
nanţii lor. Pentru echivalenţa formelor / şi g este necesar ca S(/) 
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şi 8(g) să difere printr-un factor aparţinînd lui B*2 (Complemente, 
§1, teorema 1). Pentru a formula încă o condiţie necesară de eclii
valenţa, care să asigure împreună cu cea amintită şi suficienţa, vom 
demonstra următoarea teoremă. • ' • 

TEOREMA 8. Oricare ar fi numărul p-adie nenul a, reprezentat 
de către forma binară f avînd discriminantul 8 i=- 0, valoarea sim
bolului lui Hilbert (a, -— 8) este aceeaşi, 

Demonstraţie, Fie două numere ^p-adiee nenule a şi <xf reprezen-
tabile prin forma/ . Conform teoremei 2 §1 Complemente,, forma / 
este.echivalentă cu o formă/!;de tipul ax2 + P;?/2, Deoarece a' este 
reprezentat şi de către forma/1? a' = OLXI + p#g, de unde se deduce 
că aa' — oL$yl — (&x0)2 = 0, ceea ce înseamnă că forma ax'x2 — 
— ap,?/2 — z2 reprezintă, pe zero. şi prin urmare ( a a ' r - <*p) = 1. 
ap se deosebeşte însă de 8 printr-un pătrat, de aceea (oca', —- 8) = 1 
şi, conform proprietăţii (11), (a, — §)'•= (a', — §), ceea ce şi demon
strează teorema. 

Pentru forma binară/ se poate introduce un nou invariant, con
form teoremei 8, notînd 

X/)='(a, -*(/)>, 
a fiind orice număr nenul _p-adic reprezentabil prin forma / . 

TEOREMA 9, Pentru ca formele pătratice binare nesingulare f şi 
g să fie echivalente în corpul Bp este necesar şi suficient ea : 

1) S( / )^%)y 2 , yeJBţi 
2) e(f) = e(g). 
Demonstraţie. Necesitatea ambelor condiţii este evidentă. Pen

tru a demonstra suficienţa arătăm că în condiţiile teoremei / şi ff 
reprezintă unele şi aceleaşi numere j)-adice. Fie numărul y e JR* 
reprezentat de către forma g. Presupunînd că / este adusă la forma 
ax2 + P?A se obţine că 

(a, - ap) « e(f) = e(g) = (y, - %)) = (y, - ap), 

de unde 

(ya-1, - ap) = l . 

Conform definiţiei simbolului lui Hilbert aceasta înseamnă c& 
ecuaţia • ^ ::fl ' . • 

ya^x2 — afiy2 — z2 = 0 
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este rezolubilă în a?, y, z nenuli. Atunci 

adică y este reprezentat şi de forma / . Ecliivalenţa formelor f şi g 
rezultă acum din teorema 11 §1 Complemente. 

5. Observaţii asupra formelor de grad superior. Teorema 5 
asupra formelor pătratice în corpul JBpse încadrează în problemele 
des întîlnite în teorie de următorul gen : ,,totul este în regulă, dacă 
numărul variabilelor este suficient de mare". în cazul nostru ,,în 
regulă7' înseamnă că forma pătratică reprezintă pe zero în corpul 
numerelor p-adice, iar „suficient de mare", că numărul variabilelor 
-este cel puţin cinci. Este foarte interesant să se urmărească acest 
fenomen în continuare pentru forme de orice grad peste corpul 
numerelor ^-adice. 

Punerea exactă a problemei constă în următoarele. Se fixează 
numărul prim p. Pentru orice număr natural r să se găsească cel 
mai mic număr JSfp(r) cu proprietatea că orice formă de grad r cu 
coeficienţi p-adici, al cărei' număr de nedeterminate este mai mare 
ca Np(r), să reprezinte pe zero în corpul Bp al numerelor p-adice. 
Existenţa unui astfel de număr finit -ZV r̂), care nu este deloc evidentă 
apriori a fost demonstrată de Brauer (BRATJER, R.., A note on sys-
tems of homogeneous algebraic equations1 Bull. Âmer. Math, Soc. 
51, '1945, • 749—755). Evaluarea obţinută în demonstraţia sa este 
totuşi extrem de mare. 

Se stabileşte uşor că 
; ' - *Np{r) & r*. (14) 

Pentru demonstrarea inegalităţii (14) trebuie demonstrat că oricare 
ar fi r există forme de grad r avînd r2 nedeterminate, care nu repre
zintă pe zero în corpul numerelor p-adice. Să construim un exemplu 
de astfel de formă. în acest scop ne amintim că la §1, pct. 2 din acest 
•capitol a, fost construită o astfel de formă F(xlr . . . , xn) de gradul 
•n în n nedeterminate, încît congruenţa 

F(x1, . . ., xn) = 0 (mod j>) 
âă aibă soluţia unică •• 

cc± = 0 (mod y), . . ., xn = 0, (mod p). (15) 

•Notăm 
, '•: Q>(xv . . . , xn) =-F{,%,...-,, xn\+ pF{xr,. .., ar2n) + . . . . ' 

. . . + pn+lF(xn^n+h . • • y Xnz) 
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şi vom demonstra că forma ® nu reprezintă pe zero în corpul nume
relor sad ice . Presupunem contrariul, şi anume că ecuaţia 

<î>0, . . ., xn*) = 0 (16) 

are o soluţie nebanală. Se poate considera pe baza omogeneitătii 
lui ® că toate necunoscutele sînt întregi şi cel puţin una dintre 
acestea nu se divide prinj>, Considerînd. (16) ca o congruenţă modulo 
p, se:, obţine F{xv ....,•• xn) s=-0 (modjp), astfel că din (15) rezultă 
wx = piv'u . . . , xn -== pxn. Egalitatea (16) se scrie acum 

pnF{x[, . . . , xn) + pF(xn+11 . . . , x2n) + .v. 

. . . + pn-1F(Xn2-n+l> . . . , Xn*) = 0 

sau, după simplificarea cu p, 

• F(Xn + v . . . , X2n) + ..-.• + p*-2F(Xn*-n+l, . . . , Wn*) + ' 

+ #~^K, . . . ,^ )^0 . 
Se deduce de aici că' xn+v . . . , x2n se divid prin p. Eepetînd de n ori 
acest raţionament, deducem că toate numerele xv . . ., xn* se divid 

'prin j9, ceea ce contrazice ipoteza. ,.. '"•':. 
Teorema 5 arată că Np{2) = 4. Demianov şi Lewis au; demonstrat 

că orice formă cubică peste corpul numerelor j?~adice al cărei număr 
de nedeterminate este mai mare decît nouă reprezintă pe zero; 
cu alte cuvinte, Np(3) == 9 (DEMIANOV, B. K"., Despre formele 
cubice din corpurile discrete normate, Corn. Acad. Şt. a UBSS. 74, 
SE 5, 1950, 889—891; LEWIS, D. J., Cubic homogeneous polyno-
mials over p-adic number fields. Ann. Math. 56, JST°3, 1965, 473 — 
478). în continuare Ax şi Kochen, aplicînd o metodă foarte origi
nală, aparţinînd logicii matematice, au stabilit că pentru r fixat este 
valabilă egalitatea NP(r) = r2 aproape pentru toate numerele pf 
adică pentru toate, exceptînd un număr finit (Ax, J., KOCHEN, S., 
Diophantine problems over local fields I, Amer. J . Math. 57, TS° 3^ 
1965, 605-630). 

Mult timp s-a presupus ca plauzibil faptul că inegalitatea (14) 
este în general o egalitate. Această presupunere era confirmată şi 

« 
de faptul că formele ,,diagonale" J] d^xţ dau totdeauna o reprezentare 
nebanală a lui zero în corpul numerelor ^p-adice, dacă numărul n 
al nedeterminatelor este mai mare decît n2 (DAVENPORT, H., LEWIS, 
D. J., Homogeneous additive equations, Proc. Eoy. Soc. A 274,, 
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N i 1359, 1963, 443—460). Această presupunere s-a dovedit a fi 
falsă. Să considerăm următorul exemplu. 

Fie p un număr prim impar. Considerăm poîinomul 

hi®, y) = xPU~V + yPtP-D _ J L (xiP-n* yP^ + xP"1 yW). 

Dacă numerele întregi s ad i ce x şi y nu se divid prin p, atunci 
XP-1 = 1 + pa şi yP~l = 1 + pb cu a şi b întregi, deci 

hţx, y) = (1 + pa)*+il + pb)» - -J-((l. + pay-Kl + pb) + 

+ (1 + pa)(l + pb)P^), 

de unde 
h(x, y) = 1 (modj?2). (17) 

' Dacă unul dintre numerele x şi y, este divizibil prin #,• iar celă
lalt nu, atunci congruenţa (17) va fi evident satisfăcută. Astfel, 
sau valoarea polinomului'fe(^,j/) satisface congruenţa (17), sau în
tregii x şi y se divid simultan la p. 

•" Este clar că poîinomul 

g = h(xv x2) + h(x3, xj + . . . + HoCn-n ®n) 

cu m = 2(p2 — 1) nedeterminate are următoarea proprietate : dacă 
în inelul numerelor întregi j?-adice este satisfăcută congruenţa 

g(x±1'..;, xn) ~ 0 (mod;p2), 

atunci toate numerele Xţ(l < i ^ m) se divid la p. 
Să notăm acum , 

o P(P J J ' 1 ) 
2 

şi să considerăm poîinomul 

<S>(Xli . . . , ( » „ , ) = g{%n • • •, ®m) + P29(®m + l, - • - 1 »*n) + ' • • 

. . . + P^-VgiţBmls-U + U ' "1 ®m*)' 
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Acest polinom este o.formă de gradul r = p(p — 1) în ms variabile. 
Aplicînd ecuaţiei O =̂  0 acelaşi raţionament care a fost făcut mai 
sus (cu singura deosebire că în' loc'de modulul f se va considera 
modulul p2), se verifică imediat că această ecuaţie admite în corpul 
numerelor p-adice numai soluţia banală. Totodată numărul nedeter
minatelor formei <D este 

ms = 2{p2 - 1)' 2 '" - p(p + l)(î> - l)2 , 

adică mai mare decît r2 = jr>2(p — l)2 . 
Alte exemple avînd un caracter analog sînt furnizate de proble

mele 16 şi 18. în toate exemplele expuse aici formele au gradul par. 
Hu s-au 'găsit exemple analoage pentru forme de grad impar. 

O anumită imagine asupra comportării funcţiei Np(r) o dă urmă
torul rezultat al lui Browkin (BROWKIN, J., On forms over p-aăic 
fields, Bnll. Acad. polon. sci. Ser. sci. math. astronom, et phys. 
14, îf_°9, 1966, 489—492). Fie numărul prim p şi numărul real s > 0 
(oricît de mic), fixate. Există atunci un număr real Jf, astfel încît 
pentru orice m > M numerele r = (p -- ±)pm satisfac inegalitatea 

N[r) > r3~s. . 

Probleme analoage pot fi puse şi pentru sistemul de ecuaţii 

[F^Xu .'. ., xm) — 0, 

în care Fv . . . , * \ sînt forme cu coeficienţi p-adici avînd gradele 
respectiv rt1 . . . , rk. Pentru cazul a două forme pătratice (k = 2, 
^ = r2 = 2). V. P. Demianov a demonstrat că pentru m > 8 sistemul 
(18) are o soluţie nebanală (o demonstraţie simplă a acestui rezultat 
al lui Demianov poate fi găsită în lucrarea : BtBOH, B. J., LEWIS, 
D. J., MTJRPÎIY, T. G.,* Simultaneous quadratic forms, Amer. J. 

•Math. 84, N I 1, 1962, 110-115). 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze următoarele proprietăţi ale simbolului lui Hi lber t : 
1) (a, 1 — a ) . = + 1, a jk 1 ; 
2) (a, p) = (Y, - ap), y - a$? -f- pv)2 ^ 0 ; 

3) (ay, PY) = ( * / » • < « * -«&>•' 
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2. Expresia cP(f) = ( — 1, — 1) J I (<x.it c^), asociată formei patra a | - f 

+ . . - +-afta?2(a$ G | ? | ) , se numeşte simbolul lui Hasse. Să se demonstreze că dacs 
& este discriminantul formei f, atunci 

cp(*x* + f) = C P ( 0 K ~ fy %(ax2 4- Pl/a 4- f) = ^ ( f ) (ap , - S)(a, 0). 

3. Considerăm forma pătratîcă nesingulară f = oc^i + . . . + anx% cu coeficient 
p-adici, care reprezintă numărul y ^ 0 din Rv. Să se arate că se poate determina reprezen
tarea Y=«x15i-f- . . . + (ZnţL (%i G 2?^) astfel ca toate ^„secţiunile" yîc — at_£? •+ 
+ • • •+&&£&(! < & < n) să fie nenule (se folosesc teoremele 5 şi 8 §1 Complemente) 

4. Păstrînd notaţiile, să se demonstreze că forma f este echivalentă cu o formă 
diagonală de tipul g == Ti/i + p2?/2 + - • -.+ M » pentru care c.p(g) = cp(f). (Se demon
strează, în prealabil, câ forma ax 3 + py2 se reduce, în urma unei transformări x — 
= [xX - vp y , y = v i -f pice Y.(oqi2 + pv3 = Y ^ 0) la Y ^ 2 + apY^2 , astfel ca (a, p) = 
= (Y. apY)-) 

5. Să se demonstreze prin inducţie asupra numărului nedeterminatelor că două 
forme pătratice nesingulare diagonale echivalente peste corpul RP au una şi aceeaşi 
valoare a simbolului lui Hesse (se foloseşte teorema 4 §1 Complemente). Simbolul lui 
Hasse se poate acum defini pentru forme pătratice nesingulare arbitrare : dacă forma ] 
este echivalentă cu forma diagonală f0, atunci cp(f) = cP(fQ). 

6. Fie l\ şi f2 două forme pătrat ice peste corpul Rp avînd discriminanţii nenuli 
Blf respectiv, §2. Să se demonstreze că 

Cp(fi + U) = Cp(fi)cP(f2)(~~l, - 1 ) ( ^ , 82). 

7. Fie f o formă pătratică nesingulară peste corpul RP, 8 discriminantul său şi a 
un număr nenul din corpul Rp. Să se arate că 

Cp(f') (a, (— 1) 2 8), dacă n este impar, 

cp(f) ( a ' ( "~^) 2 ) ; dacă n este par. 

8. Să se arate că o formă pătratică nesingulară în trei nedeterminate peste corpul 
Rp reprezintă pe zero, dacă şi numai dacă cP(f) — + 1. 

9. Fie f o formă pătratică nesingulară în trei nedeterminate peste corpul R% 
şi § discriminantul său. Să se demonstreze că f nu reprezintă pe zero în Rp, dacă şi nu
mai dacă 8 este un pă t ra t în Rp şi cP(f) = - ^ 1 . 

10. Fie f o formă pătratică nesingulară peste corpul jR^ avînd n nedeterminate 
şi S discriminantul său. Să se demonstreze că f reprezintă numărul p-adic nenul oc, 
dacă şi numai dacă este îndeplinită una din următoarele condiţii : 

1) JI = 1 şi oc$ este pătrat în Rp ; 
2) .JI = 2 şi cP(f)'= ( - a , - 8 ) ; 
3) n = 3, — a§ este pătrat în RP şi c^(f) = 1 : 
4) n = 3 şi — a8 nu este pătra t în Rp; 
5) Ji > 4. 
.11. Să se determine în ce condiţii o formă pătratică nesingulară peste corpul RP 

nu reprezintă pe zero (în mod nebanal), însă reprezintă totuşi orice alt număr p-adic. 
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12. în ce corpuri de numere p-adice forma 2 x2 — 15r/2 + 14s2nu reprezintă pe zero? 
13. Ce numere 5-adice sînt reprezentate de forma 2x2 -f- Sif-'l 
14. Fie f şi f două forme pătratice nesingularc peste corpul Jîp, avînd cîte a ne-

determinatc, iar S şi S' discriminanţii acestora. Să se arate că aceste forme stat echiva
lente, dacă si numai dacă cv(f) = cp(f) şi S = S'a3(a6 Rp). 

15. Să se arate că în inelul întregilor 2-adici polinomul 

h(x, y, z) = xi + f + z* - xyz (x + ;/ + z) - (x2;/2 + ;/2;2 + z2*2) 

are proprietatea că dacă cel puţin una dintre valorile lui x, ;/, z nu este divizibilă prin 
2, atunci h(x, y, z) = 1 (mod 4). 

16. Fie h(x. q, z) polinomul din problema precedentă. Se notează 

g(xx, . . ; , % ) **ft(»i, x,, as,) -l- /<(.r„, x5, ,T6) -|- /i(-r7. f8, X»), 

i ^ , x18) = (/(x, , x„) + %(x J 0 , ..., x18). 

Să se demonstreze că forma <T> admite în corpul numerelor 2-adice numai reprezentarea 
banală a lui zero. 

17. Fie, pentru p tf 2, 

unde 9S este polinomul simetric omogen în nedelertninatele xv ...,xp_l determinat de 
monomul 

Să se demonstreze pentru forma h că 

h(xv . .., xp_t) = 1 (mod p2) 

numai dacă x,: ^ 0 (mod p) cel puţin pentru un indice i (î ^ i ^ p —1) (congruenţii 
considerată în inelul întregilor p-adici). 

18. Cu notaţiile din problema 17, fie 

g'(xv ...,"xm) = h(xv ..., xp_x) + h(xP, . .., K»(^.y) + . . . + ^(«m-jj+a ,. • ., xm ) , 

unde m = (p — l)(p2 —1). Să se demonstreze că în inelul întregilor p-adici forma 
<&(»!, . . . , xms)=g(x1, . .., xm) + p'2g(xm+1, ..., x,,m) + . . . +p2(s'1lg(xms_m+1, .. ., xms) 

1 / P(P — 1) \ de gradul p(p —1) în p(p + 1)(p — 1)» nedeterminatc I s = I admite 

numai reprezentarea banală a lui zero. 
19. Fie p jt 2. Să se arate că grupul claselor Witt al corpului numerelor p-adice Rp 

este produsul direct între patru grupuri de ordinul 2, dacă p = 1 (mod 4) sau 
fîntre două grupuri ciclice de ordinul 4, dacă p = 3 (mod 4). 

este considerată în inelul întregilor p-adici). 

20. Să se demonstreze că grupul claselor Witt al corpului numerelor 2-adice 
este produsul direct Intre trei grupuri : unul ciclic de ordinul 8 şi două grupuri de 
ordinul 2. 

§7. FORME PATEATICE RAŢIONALE 

1. Teorema Minkovski-Hasse. în acest paragraf este expusă de
monstraţia uneia dintre cele mai frumoase rezultate ale teoriei 
numerelor, aşa-numita teoremă Minkovski-Hasse, despre care s-a 
amintit la începutul capitolului. 

TEOREMA 1 (Minkovski-Hasse). O formă pătratică cu coeficienţi 
raţionali reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale, dacă şi 
numai dacă aceasta reprezintă pe zero în corpul numerelor reale şi 
în toate corpurile numerelor p-adice (pentru toate numerele p prime). 

Demonstraţia acestei teoreme depinde esenţial de numărul 
nedeterminatelor n ale formei pătratice. Pentru n = 1 afirmaţia 
teoremei este banală. Pentru cazul n = 2 demonstraţia sa este simplă. 
Dacă forma pătratică raţională binară / de discriminant neriul d 
reprezintă pe zero în corpul numerelor reale, atunci — (?>() (v\ 
Complemente. §1, teorema 10); în consecinţă, — ă = pf1 . . . pk

s
s, 

unde pi sînt numere prime distincte. Dacă ,/' reprezintă pe zero în 
corpul BVi, atunci, deoarece — d este pătrat în RPi exponentul lct 
trebuie să fie par (i = 1, 2,. . .). în acest caz însă — â va t'i pătrat şi în 
corpul numerelor raţionale B şi prin urmare / reprezintă pe zero în B. 

Demonstraţia teoremei pentru n ^ o este mult mai complicată. 
Diferitele cazuri care se prezintă sînt tratate în punctele următoare. 
Să facem mai întîi unele observaţii. 

Vom admite ipoteza că forma pătratică considerată j'{xx, . . . 
...,xn) are coeficienţii numere întregi, raţionale (în caz contrar 
se înmulţeşte forma cu numitorul comun ai coeficienţilor). Este 
clar că rezolubilitatca ecuaţiei 

. . . ' 
/(;%, • • -i *'J = 0 (l) 

în corpul numerelor raţionale B sau în corpul numerelor p-adice Bp 
este echivalentă, pe baza omogencităţii, cu rezolubilitatea sa în inelul 
numerelor întregi raţionale Z, respecţi^ în inelul numerelor întregi 
p-adice Op. î n ce priveşte rezolubilitatea acestei ecuaţii în numere 
reale, ea este echivalentă cu faptul că / este o formă nedefinită. Pe 
această bază, folosind şi teorema 2 § 5, teorema Minkovski-Hasse 
se poate enunţa astfel : 

Pentru rezolubilitatea ecuaţiei nedefinite (1) în numere întregi 
raţionale este necesar şi suficient ca forma f să fie nedefinită şi pentru 
orice modul de tipul pm congruenţa 

f(xv ...,xn) = 0(modp m ) 
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să aibă, o soluţie în care valoarea cel puţin a unei dintre necunoscute 
să nu se dividă la p, 

Conform teoremei. 5 §6 orice formă de mai mult de cinci nedeter-
minate reprezintă întotdeauna pe zero în corpul numerelor p-adice. 
Prin urmare, pentru astfel de forme, teorema Mnkovski-Hasse se 
formulează în modul următor : 

Pentru ca o formă pătratică raţională nesingulară de n > 5 nede
terminate să reprezinte pe zero în corpul numerelor raţionale, este 
necesar şi suficient ca aceasta să fie nedefinită. 

Astfel, trebuie verificată condiţia de rezolubilitate în corpurile 
numerelor j9-adice, de fapt numai pentru n = 3 şi n —- 4. Pentru.. 
aceste valori ale lui n teorema Minkovski-Hasse furnizează de ase
menea un criteriu de rezolubilitate al ecuaţiei (1). ' într-adevărT 
dacă forma / este adusă la o sumă de. pătrate / = 2 a*a?f, pentru 
numere prime p impare care nu divid' nici unul din coeficienţii %, 
forma/ reprezintă întotdeauna pe zero în JR̂  pentru n > 3, pe baza. 
consecinţei 2 a teoremei 3 §6. Aşadar,, se supun unei verificări prac
tice numai un număr finit de numere, prime p. Problema reprezen
tării lui zero de către o formă f' în corpul Mp se rezolvă pentru 
fiecare dintre aceşti p eu ajutorul teoremelor din paragraful prece
dent. 

Pe baza teoremei 6 §1 Complemente rezultă următoarea .afir
maţie. 

CONSECINŢA. Pentru ca o formă pătratieă nesingulară cu coefi
cienţi raţionali să reprezinte numărul raţional a este necesar şi suficient 
ca să-l reprezinte pe a în corpul numerelor reale şi în toate corpurile 
numerelor p-adice Pp. 

2. Forme de trei Bedeterminate. Să trecem- la demonstrarea. 
teoremei Minkovski-Hasse. Mai întîi să analizăm cazul n = 3. -Pen
tru formele de trei nedeterminate teorema 1 a fost demonstrată 
(în termeni puţin diferiţi) încă de Legendre. Formularea lui Legendre 
este dată în problema 1. 

Presupunem că forma este adusă la o sumă de pătrate arx2 + 
+ &2̂ 2 + az^' Nedefinirea formei înseamnă că nu toţi coeficienţii 
%, a2, a3 au acelaşi semn. înmulţind "eventual forma cu (—1), se 
ajunge la cazul cînd doi coeficienţi sînt pozitivi şi unul negativ. î n 
afară'de aceasta, putem presupune că numerele %, a2, a3 sînt.. întregit 
libere de pătrate şi relativ prime două cîte două (se poate simplifica< 
cu di vizorul comun). Dacă, de exemplu, ax şi a2 au di vizorul comun 
j?, atunci înmulţind forma cuj> şi considerînd px şi py ea noi nedeter
minate, se obţine o nouă formă avînd coeficienţii — > —% .pa3. 

P P 
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.Bepetînd de cîteva ori acest proces, putem înlocui forma dată cu 
una de tipul 

ax2 + by2 ~cz2
y (2) 

în care coeficienţii întregi pozitivi a,' 6, c sînt relativi primi doi cîte 
doi (şi liberi de pătrate). 

Fie p un divizor prim impar oarecare al numărului o. Deoarece 
prin ipoteză forma (2) reprezintă pe zero în JSP, pe baza teoremei 3 
§6 şi a consecinţei 1 a acesteia, congruenţa ax2 + by2 == 0 (mod p) 
are 'o soluţie nebanală, fie aceasta (a?0, y0). Atunci pentru forma 
mx2 + by2 există descompunerea modulo p în factori liniari : 

ax2 + by2 = ay^2(xy0 + yx0){xy0 — yx0) (iiiodp). 

Acelaşi lucru este, evident, valabil, şi pentru forma (2), adică este 
valabilă congruenţa 

ax2 + by2 - cz2 ss LW(x, y, z)Mp(x,y,z) (mod p) (3) 

in care L(p) şi M{p) sînt forme liniare cu coeficienţi întregi. Congru
enţe analoage sînt îndeplinite şi pentru divizorii primi p impari 
ai coeficienţilor a şi b şi de asemenea pentru p = 2 deoarece 

ax2 + by2 — cz2 = (ax + by — cz)2 (mod 2). 

Considerăm formele liniare L(x, ;?/, z) şi M{x, y, z) astfel încît 

L(x, y, z) ZE i ^ ( o , 2/, z\ (mod j>), 

M(x, y, z) s M^(x, y, z) (mod #), 

oricare ar fi divizorii primi p ai coeficienţilor a, b şi o. î n acest caz 
din congruenţele (3) deducem 

ax2 + by2 — cz2 = £(#, i/, z)M{x, y, z) (mod abc). (4) 

• Vom da nedeterminatelor a?, yrz valori întregi, satisfăcînd con
diţiile 

0 < x < V&c, 0 .< y < ]făcr 0 < z'< ]fab. (5) 

Dacă eliminăm din consideraţiile noastre cazul.a = b = c= 1 (pen
t ru forma x2 + y2 — z2 afirmaţia teoremei este evidentă: această 
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formă reprezintă pe zero în orice corp), atunci pe baza faptului că. 
a,Jb şi o jsînt relativ prime două cîte două rezultă că numerele Ţbcf 
fac şi ][ab nu vor fi toate. întregi. Eeiese uşor că numărul triple
telor (#, y, z) care satisfac condiţiile (5) este mai mare deoît numărul 
resturilor modulo aho şi deci pentru două triplete distincte (%, ylf 
%) Şi ix2-> y& #2) v a fi satisfăcută congruenţa 

L{x±1 yv zx) s.Z(>2, y2, z2) (mod abc). 

Pe baza liniarităţii formei L rezultă de aici că 

-£(̂ 05 Vm #0) s 0 (mod abc) 

pentru 

w0 = #?•£ â?2? •yo== y%- 2/2? ^ 0 = = % ^2* 

Din congruenţele (4) . se obţine atunci că 
axl + byl — cz2 E= 0 (mod a & 0). (6) 

Deoarece pentru tripletele (xv yv zx) şi (x2l y2J z2) sînt îndeplinite 
condiţiile (5) deducem ' . . 

\x0\ <Yabc, \y0\ <Yac> \z0\ < l/a&, 
(Ceea ce conduce la dubla inegalitate 

' — abc < axl + byl — cz% < 2a&e. • (7) 

Inegalitatea (7) este compatibilă cu congruenţa (6) numai daca 
axl + byl — ez\ = 0 . (8) 

sau 
axl + %g — czl = $&c. (9) 

î n primul caz se obţine o reprezentare nebanală a lui zero prin forma 
(2), ceea ce trebuia stabilit. î n cel de al doilea caz se ajunge la acelaşi 
rezultat pe baza lemei următoare. 

LEMA 1. Bacă forma (2) reprezintă pe abc, atunci ea reprezintă 
de asemenea pe zero. 

Fie xQJ y0l z0 satisfăcînd egalitatea (9). Atunci se observă uşor 
că are loc relaţia 

a(x^0 + by0)2 + b(y^0 - ax0)2 - cfâ + ab)2 = 0. (10) 
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Dacă zi -j- ab # 0 această egalitate demonstrează ierna. Dacă însă 
•<—>{®b:= z2, forma ax2 + by2 îl reprezintă pe zero (v. Complemente, 
§1, teorema 10). Atunci însă. forma (2) reprezintă de asemenea 
pe zero, deci şi în acest caz lema este adevărată. 

Demonstrativ lemei 1 bazată pe identitatea (10) este foarte 
scurtă. Se mai poate di o demonstraţie folosind considerente mai 
generale. Dacă bc este pătrat, atunci forma by2 — cz2 şi odată cu 
aceasta, şi forma (2) reprezintă pe zero. Să presupunem că bc nu este 
pătrat. î n acest caz vom stabili că reprezentarea lui zero prin forma 
(2) este echivalentă cu faptul că ac este norma unui element con
venabil al corpului B(]fbc). într-adevăr, din egalitatea (3) (în care 
se poate considera x # 0) reiese 

\ xQ J \ xQ) \ XQ XQ I 

Reciproc, dacă ac = N(u + v^bc), atunci 

ac2 + b(cv)2 — cu2 = 0. 

Să presupunem aeiim că este îndeplinită egalitatea (9). înmul
ţind-o cu c acea ^la devine 

ac(xl — bc) = (czQ)2 — bcyl 
sau 

' aeN(a) = JT(P), 

unde a = xQ + Y'bc, p = cz0 + yjfbc. Dar atunci 

ac = N(y), y = i e RQfbe). 

ceea ce înseamnă, după cum s-a văzut că forma (2) reprezintă pe 
zero în R. 

Atragem atenţia asupra următoarei situaţii. î n demonstraţia 
care a fost dată teoremei pentru cazul a trei nedeterminate nu a 
fost folosită nicăieri rezolubilitatea ecuaţiei (2) în corpul numerelor 
2-adice. Prin urmare, din rezolubilitatea ecuaţiei (2) în corpul nume
relor reale şi în corpurile JRP pentru toţi p impari rezultă rezolubili
tatea şi în corpul R2. O situaţie analoagă apare, după cum se va 
vedea, şi în cazul oricărui alt corp Bq. Anume, dacă o formă pătra-
tică raţională de trei nedeterminate reprezintă pe zero în corpul 
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numerelor reale şi în toate corpurile Rp1 exceptînd eventual corpul 
Rq, aceasta va reprezenta pe zero şi în corpul Rq (ceea ce înseamnă, 
potrivit celor demonstrate, şi în corpul R al numerelor raţionale)* 

Să clarificăm această situaţie. Se consideră în acest SCOT) con-
diţia de reprezentare a lui zero de către forma 

ax2 + by2 — z2 (11) 

în toate corpurile Rp şi în corpul numerelor reale (aici a şi b sînt 
numere raţionale nenule arbitrare; este clar că orice formă patra-
tică raţională nesingulară de trei nedeterminate poate fi scrisă sub 
forma (11) în urma unei transformări a nedeteraiinatelor şi prin 
înmulţire cu un anumit factor raţional). Conform cu §6 pct. '3 con
diţia de reprezentabilitate a lui zero prin forma (11) în corpul nu
merelor jp-adice poate fi exprimată, prin egalitatea' 

\ P } 

unde (——} este simbolul lui Hilbert în corpul Rp. Pentru simbolul 
l p J 

lui Hilbert (a, 6), cu a şi b raţionali, se foloseşte aici notaţia 

pentru a indica în ce corp este considerat. Necesitatea acestei modi
ficări de notaţie este determinată de faptul că va trebui să consi
deram. simultan simboluri ale lui Hilbert în diferite corpuri 11 p. 

î n corpul numerelor reale, forma (11) îl reprezintă pe zero,, 
dacă şi numai dacă cel puţin unul dintre numerele a sau b este pozi
tiv. Pentru a scrie această condiţie ca pe o egalitate de tipul (12 )> 
se transpun rezultatele de la pct. 2 § 6 în corpul numerelor reale. în. 
prealabil se convine asupra următoarei notaţii. Toate corpurile Rpi 
ale numerelor j?-adice şi corpul numerelor reale epuizează comple
tările corpului R al numerelor raţionale (§4 pct. 2). Corpurile Rp se 
găsesc în corespondenţă bijectivă cu numerele prime raţionale p. 
Pentru a cuprinde în această corespondenţă şi corpul numerelor 
reale, se introduce frecvent simbolul oo1, care se numeşte numărul 
prim infinit, iar corpul numerelor reale se spune că este completarea 
corpului R corespunzind numărului prim p infinit. Numerele prime 
obişnuite, spre deosebire de simbolul, oo introdus acum, se numesc 
numere prime finite. î n concordanţă cu notaţia Rp a corpului nume
relor j)-adice, corpul numerelor reale se notează cu JR .̂ 

Pentru orice element <x al grupului multiplicativ R% al corpu
lui Roo se consideră forma 

x2~- mf (13) 

V p / 
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şi prin Ha se notează mulţimea tuturor p e JR*> care sînt reprezentate 
de către această formă. 
Dacă oc>0, adică ae JR*>2, forma (13) reprezintă toate numerele 
reale şi deci IIa = R£>. Dacă însă a < 0, adică a nu este pătrat, 
forma (13) reprezintă numai numerele pozitive şi de aceea, ca şi în 
teorema 6 §6. 

( B * : j g r a ) = 2 . " (14) 

.Bezultă de aici că dacă pentru a şi p din R£, se notează (a, p) cu 
+ 1 sau — 1 , după cum (5 este sau nu reprezentat de forma (13), 
pentru simbolul (a, jS) vor fi valabile toate proprietăţile (9) —(13) 
din §6. Analog teoremei 7 §6, pe baza căreia se face calculul sim
bolului lui Hilbert în corpuri p-adice, apare aici relaţia mult mai 
•simpla : 

(a, (3) = 4- 1, dacă a > 0 sau p > 0 ; 
(15) 

(a, \:J) = — 1, dacă a < 0 şi p < 0. 

î n cazul eînd a şi 6 sînt raţionale simbolul introdus în corpul R^ 
se notează ( • 

V oo ) 

( a h\ 
_IL—J s e poate reformula teorema 1 pentru 

P ) 
forme de trei nedeterminate, • astfel: 

Forma ax2 + by2 — #2, cu a şi b numere raţionale nenule, îl 
reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale, dacă şi numai dacă 
oricare ar fi p (inclusiv p = oo) este îndeplinită egalitatea 

f^b\ 
\p ) 

(16) 

Pentru orice numere raţionale nenule a si b simbolul l ~^— \ 

{ P I 
este diferit de 4-1 numai pentru un număr finit de valori ale lui 
p. într-adevăr, dacă p este diferit de 2 şi de oo şi dacă p nu intră 
ca factor în descompunerea lui a sau b în produs de puteri de numere 
prime (deci a şi b sînt unităţi |>-adice), atunci, conform consecinţei 
2 a teoremei 3 §6, forma (11) reprezintă pe zero în Rv şi deci pentru 
toţi aceşti p "simbolul [ —— Ieste - f i . î n afară de această condiţie, 

\ P ) 
valorile simbolului j —-—) pentru a si b fixaţi sînt supuse, cum se va 

. V p ) 
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vedea, încă unei limitări necesare. Anume, numărul acelor valori p 
(incluzînd p = oo), pentru care j ——I = — 1 este întotdeauna par. 

Mai concis, 

9 T" = 1, (17) 

undej? parcurge toate numerele prime şi simbolul oo. î n fond, pro
dusul infinit formal care figurează în stingă conţine numai un număr 
finit de factori diferiţi de + 1 şi faptul că însuşi produsul este 1 
este echivalent cu paritatea numărului acelor p pentru care f—— ) = 

l P J 
Să demonstrăm relaţia (17). Punînd pe a şi & sub forma unui 

produs de puteri de numere prime şi folosind formulele (9)— (18) 
§6 (valabile, aşa cum s-a observat, şi pentru p = oo) se reduce uşor 
demonstraţia formulei (17), pentru a şi b arbitrare, la următoarele 
cazuri: 

1) a = — 1; h = — 1; 
2) a = q, b = — 1 (? prim); 
3) a = q, b — qr (q şi q' numere prime, q =£ q'). 

Potrivit teoremei 7 §6 şi egalităţilor (15) din acest paragraf avem. 

= 1: 

q>-\ q-1 
2 == 1. 

Bfectuînd calculele, avînd în vedere faptul că q şi q' sînt numere 
prime impare, diferite, obţinem demonstraţia relaţiei (17). 

Se observă că în demonstraţia dată formulei (17) s-a folosit 
legea reciprocităţii pătratîce a lui Gauss. Eeciproc, se observă uşor 
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că fiind date exprimările explicite ale simbolului lui Hilbert (——1 
V p ) 

(§6 teorema 7) se poate deduce din formula (17) legea reciprocităţii 
împreună cu ambele completări. Astfel, relaţia (17) este echivalentă 
cu legea de reciprocitate a lui Gauss. 

Se presupune acum că forma (11) reprezintă pe zero în toate 
corpurile Bp cu 'excepţia, eventual, a corpului BQ. Egalitatea (17), 
împreună cu condiţiile (——I = 1 pentru toate numerele p # q 

V p ) 
implică atunci (—^—1 = 1. Cu alte cuvinte, este adevărată urmă-

V. ff / 
•toarea afirmaţie. 

LBMA2. Bacă forma raţională, păiratică 

ax2 + by2 — z2 

reprezintă pe -zero în toate corpurile Bp (p parcurge toate numerele 
prime şi simbolul oo) cu excepţia, eventual, a corpului Bg, atunci ea 
reprezintă pe zero şi în corpul JRq. 

3. Forme de pat.ru nedeterminate. Vom considera că forma este 
de tipul 

a±wl + a2xl + azxl + a4»f, (18) 

unde at sînt numere întregi libere de pătrate. Se poate,.. evident, 
impune, pe baza faptului că forma nu este definită, ca % > 0 şi 
% < 0. Odată cu forma (18) considerăm şi formele 

g = ax<x>\ + a2#i Şi A = — azx\ — a4a?£. 

Ideea demonstraţiei teoremei Minkovski-Hasse pentru forme de 
patrii nedeterminate constă în următoarele. Folosind faptul că 
forma (18) reprezintă pe zero în corpurile Bp1 se arată că există 
un număr întreg a raţional nenul care este reprezentat simultan 
de către formele g şi A. Aceasta va furniza imediat o reprezentare 
raţională a lui zero prin forma (18). 

Fie px, . . .,ps toţi divizorii primi impari distincţi ai coeficien
ţilor a±, a2, azi a4. Pentru orice p egal cu unul dintre numerele p±, . . . 
. . . , ps, ca şi pentru p — 2, să alegem o reprezentare a lui zero în 
corpul BP 

<h% + *2% + «*% + <**%=•<>, 
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în care numerele !;< sînt toate nenule (v. Complemente, §1, teorema 
8) şi Hotăm 

Se vede uşor că toate aceste reprezentări pot fi alese astfel ca fie
care bp ^ 6 să fie număr întreg #-adic şi să se dividă la cel mult 
puterea întîi a lui p (dacă, bp — 0, formele # şi fc reprezintă'pe zero 
în Bp şi. atunci conform teoremei 5 §1 Complemente, reprezintă 
toate numerele din Bp). 

Considerăm sistemul de congruenţe 

a = b2 (mod 16), 

•a = bPl (modjpf), (19) 

a s &*, (modpf). 

Numărul întreg raţional a satisfăcînd aceste congruenţe este 
definit unic modulo m = 16pf . . . #î . Deoarece numerele bn se divid 
cel mult la puterea întîi a lui pt1 atunci. bPi a"1 este unitatea p-adică şi 

bpfi"1 = 1 (moăpt). 

Conform consecinţei 1 a teoremei 1 §6 raportul bPi a"1 este pătrat în 
corpul Bp{. Analog, deoarece b2 se divide cel mult la puterea întîi a 
lui 2, atunci b2 a"1 '== 1 (mod 8) şi de aceea (§6 teorema 2) 62 a - 1 este 
pătrat în B2. 

Din faptul că bp şi a diferă printr-un factor care este pătrat 
în Rp, rezultă că pentru orice p = 2ptJ . . ,,p8 formele 

— aool + g şi — ax\ + h (20) 

reprezintă pe zero în B,p. Dacă numărul a este ales pozitiv, atunci 
ţinînd seama de..condiţiile % > 0 şi — a4 < 0 rezultă că formele 
(20) reprezintă p£ zero în corpul numerelor reale. î n fine, dacă p 
este diferit de '2, j>x, . . . , p8 şi nu divide pe ar adică dacă p este impar 
şi nu divide coeficienţii formelor (20), aceste forme reprezintă pe 
zero în Bp conform! consecinţei 2 a teoremei 3 §6. Dacă în descom
punerea numărului a, odată cu unele dintre numerele prime' 2, 
j)1? . . . , !>„ ar mai intra cel puţin încă un număr prim g, s-ar putea 
aplica formelor (20) lema 2 şi am conchide (conform teoremei Min
kovski-Hasse pentru forme de" trei nedeterminare) că formele (20) 
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reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale. î n acest caz s-ar 
găsi însă pentru a reprezentările 

a = atcl + a2ci, a = •— ascl — a4cl, 

ct fiind numere raţionale, de unde 

axc\ + a2c| + azcl + a4cS.= 0, 

şi teorema Minkovski-Hasse pentru forme de patru nedeterminate 
ar fi demonstrată. Se arată că se poate determina totdeauna numărul 
a>0 satisfăcînd congruenţele (19) şi avînd proprietatea pusă în 
evidenţă mai sus. Pentru, aceasta trebuie aplicată teorema lui 
Diriclilet asupra numerelor prime dintr-o progresie aritmetică, teo-
-remă care va fi demonstrată în cap. V §3, pct. 3. Teorema lui DiricMet 
afirmă' că dacă raţia unei progresii aritmetice infinite şi primul ter
men al acesteia sînt relativ prime, această progresie va conţine 
o infinitate de numere prime. Fie a* > 0 una din valorile a care satisfac 
congruenţele (19). Se notează cu d cel mai mare di vizor comun al 
numerelor a şi m. Deoarece —~ şi — sînt relativ prime, conform 

d d 
teoremei lui DiricMet există un număr întreg te > 0, astfel încît 

fi fYYt 
-— _f- i să fie prim. Drept ajse ia acum numărul 

•d d 

\a = a* + tem =--dq. 

Deoarece în descompunerea lui d intră, după cum s-a arătat, o 
parte dintre numerele prime 2, p±J . . . , ps, cu a mai sus determinat, 
demonstraţia teoremei 1 pentru, forme de patru nedeterminate este 
încheiată. 

4. Forme de cinei şi mai multe nedeterminate. Fie forma pătra-
tică raţională nedefinită de cinci nedeterminate adusă la o sumă de 
pătrate : 

a±xl + a2#! + a3#i + %^1 + a5#f, (21) 

unde toate numerele a sînt întregi şi libere de pătrate. Se poate 
considera că ax>® şi a5 < 0. Fie 

Eaţionînd întocmai ca în cazul n == 4 se determină cu ajutorul teo
remei lui DiricMet numărul întreg raţional pozitiv a, .care este re
prezentat prin formele $ şî'% în, corpul numerelor reale şi în toate 
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corpurile JBP, cu excepţia, eventual," a corpului JSa, q fiind un număr 
prim impar care nu intră în coeficienţii %. Atunci însă gr şi % reprezintă 
pe a şi în corpul Bq. Pentru forma g aceasta se stabileşte ca mai sus, 
cu ajutorul lemei"2. î n ceea ce priveşte forma ft, aceasta reprezintă 
pe zero în Bq (consecinţa 2 a teoremei 3 §6) şi de aceea reprezintă 
toate numerele g-adice (v. Complemente, §1, teorema 5). Din conse
cinţa teoremei Minkovski-Hasse (v. sfîrşitul pct. 1) demonstrată 
pentru formele de două şi de trei' nedeterminate, rezultă că formele 
g şi h. îl reprezintă pe a şi în corpul numerelor raţionale. Rezultă 
uşor de aici, ca mai sus, că forma (21) admite o reprezentare raţio
nală a lui zero. 

Pentru a demonstra teorema 1 în cazul n>5 este suficient-,să 
se observe că orice formă pătratică raţională f nedefinită, adusă 
la forma unei sume de pătrate, poate fi scrisă ca / = /Q + /1? unde f0 
este o formă nedefinită de cinci nedeterminate. Conform celor de
monstrate mai sus, forma jf0, şi odată cu aceasta şi forma/, reprezintă 
pe zero în corpul numerelor raţionale. Teorema Minkovski-Hasse 
este astfel complet demonstrată/ 

OBSERVAŢIE. Teorema Minkovski-Hasse admite o generali
zare la cazul formelor pătratice cu coeficienţi dintr-un corp arbitrar 
h de numere algebrice. La pct. 1 §4 cap. IV vor fi calculate toate metri
cele cp ale unui corp Ic de numere algebrice. Conform cu pct. 1 §4 
din acest capitol orice metrică cp conduce la un corp complet fc9, 
iar pentru metrice echivalente (v. §4, problema 2) completările fc<p 
coincid. Pe baza scufundării canonice fc -* lc9, orice formă pătratică 
cu coeficienţi din h poate fi considerată şi ca o formă peste corpul k^. 
Generalizarea teoremei 1 la cazul corpului Ic se formulează astfel: 
pentru ca forma f(x^ . . . , xn) cu coeficienţi din corpul Ic de numere 
algebrice să reprezinte pe zero în corpul fc, este, necesar_şi suficient 
ca aceasta să reprezinte pe zero în toate completările fc9. Demon
straţia acestei generalizări este mult mai dificilă. Ba poate fi găsită, 
de exemplu, în cartea: O'MEAEA, O. T., Introăuction io quadratic 
forms, Academic Press Inc., New York, 1963. 

5- Echivalenta raţională. Teorema Minkovski-Hasse permite 
să • se rezolve o altă problemă importantă privind formele pătratice 
raţionale, şi anume problema echivalenţei acestora. . 

TEOEEMA 2. Pentru ca două forme pătratice nesingulwe cu 
coeficienţi raţionali să fie echivalente peste corpul numerelor raţio
nale, este necesar şi suficient ca să fie echivalente peste corpul numere
lor reale şi peste fiecare corp Bp de numere p-adice. 

Demonstraţie. Necesitatea condiţiei teoremei este evidentă. De
monstraţia suficienţei se face prin inducţie în raport cu numărul n 
al nedeterminatelor. P ie-w==l . Echivalenţa formelor ax1 şi hx2 
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peste nu anumit corp înseamnă c ă — este pătrat în acest corp. Dacă 
b 

însă — este pătrat în corpul numerelor reale şi în toate corpurile Bp, 

atunci, după cum am văzut la pct. 1, — este pătrat şi în corpul B 

al numerelor raţionale. Astfel, pentru cazul n = 1 teorema 2 este 
adevărată. 

Fie acum n>l. Se alege numărul raţional a # 0 reprezentabil 
prin forma / (peste corpul JB). Deoarece formele echivalente repre
zintă nnele şi aceleaşi numere, forma g reprezintă pe a în corpul 
numerelor reale şi în toate corpurile Bp. Atunci însă, conform con
secinţei teoremei Minkovski-Hasse, forma g îl reprezinătă pe a şi 
în corpul JS. Aplicînd teorema 2 §1 Complemente, se deduce că 

/ - ax2* + A, 9 ~ a®2 + 9n 

unde/i şi gx sînt forme pătratice de n — 1 nedeterminate peste corpul 
B (semnul ~ indică aici echivalenţa peste B). Din echivalenţa for
melor ax2 - f / i şi ax2 + gx în corpul numerelor reale şi în corpurile 
BP se deduce că'formele £ şi g1 sînt de asemenea echivalente în toate 
aceste corpuri, (v. Complemente, § 1, teorema 4). Conform presupu
nerii inductive f± şi gx sînt echivalente peste corpul B al numerelor 
raţionale. Atunci insă f şi g sînt de asemenea echivalente peste B1 
şi teorema 2 este demonstrată. 

Vom examina ca un exemplu problema echivalenţei formelor 
pătratice binare. 

Discriminantul d(f) al unei forme raţionale nesingulare se scrie 
unic sub forma 

d(f) = <*0(/)c*. 

unde <*„(/) este un număr întreg, liber de pătrate, Conform teoremei 
1 §1 Complemente, prin trecerea la o formă echivalentă valoarea 
d0{f) rămîne neschimbată, deci este un invariant al clasei formelor 
raţionale echivalente. 

Fie a un număr raţional nenul arbitrar, reprezentat prin forma 
binară nesingulară/. Pentru orice număr prim p (incluzînd j>-= oo) 
notăm 

« * ( / > = ( — — ) • 
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Conform teoremei 8 §6 (care este valabilă, evident, şi pentru 
corpul numerelor reale Roo) valoarea eP(f) nu depinde de'alegerea 
lui a şi este, prin urmare, de asemenea un invariant al formei / faţă 
de echivalenţa raţională. 

Alăturînd teorema 2 teoremei 9 § 6 (adevărată şi pentru corpul 
JROO) se obţine următorul criteriu al echivalenţei raţionale a formelor 
pătr atice binare. 

TEOREMA 3. Două forme pătr atice binare f şi g sînt raţional 
echivalente dacă şi numai dacă 

(Uf) = *o(9) Şi ep(f).= ep{g) pentru orice p. 

Se observă că deşi echivalenţa formelor este determinată formal 
de un sistem infinit de invarianţi eP(f), de fapt numărul acestor in
varianţi este finit, deoarece ev{f) diferă de + 1 numai pentru un număr 
finit de valori ale lui p. 

OBSERVAŢIE. Teorema 2, ca şi teorema 1 (v. observaţia de la 
sfîrşitul pct. 4), admite generalizarea următoare \ pentru ca două forme 
pătr atice nesingulare cu coeficienţi dintr-un corp arbitrar h de numere 
algebrice să fie echivalente peste corpul ft, este necesar şi suficient ca 
acestea să fie echivalente peste orice completare k^. 

6. Observaţii asupra formelor de grad superior. Analog proce
durii aplicate formelor cu coeficienţi sad ic i în cazul teoremei 5 § 6 
este interesantă încercarea de a include teorema Minkovşki-Hasse 
şi cazul său particular pentru n > 5 într-un sistem mai larg de rezul
tate sau cel puţin de ipoteze referitoare la formele de grad superior. 

Se pune, mai întîi, în mod natural problema dacă analogul 
teoremei lui Minkovski-Hasse pentru forme de orice grad este 
adevărat, adică dacă nu cumva zero poate fi reprezentat în corpul 
numerelor raţionale de orice formă raţională care reprezintă pe zero 
în toate corpurile de numere ^-adiee şi în corpul numerelor reale. 
Se construiesc cu uşurinţă exemple care infirmă această presupunere. 
De exemplu, dacă g, Z, #', V sînt numere prime distincte, astfel ca 

( — I = ""-""•*•' ( •TI ^ ~ 1? i&r forma x2 -f- qy2 — U2 reprezintă pe 
zero în corpul numerelor 2-adice, atunci forma de gradul patru 

{x2 + qij2 - lz2){x2 + qfy2 - Vz2). (22) 

reprezintă pe zero în toate corpurile Bp şi în corpul numerelor reale, 
dar nu reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale. într-adevăr, 
după cum s-a convenit, în corpul B2 primul factor reprezintă pe 
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zero. Dacă numărul p impar este diferit de q şi de Z, atunci în corpul 
Ep primul factor reprezintă pe zero în virtutea consecinţei 2 a teo
remei 3 §6. In ceea ce priveşte corpurile Bq şi Bu în ele cel de al doilea 
factor îi reprezintă pe zero diii aceleaşi considerente. Totuşi nici 
unul clin lactori nu reprezintă pe zero în B, deoarece primul factor 
nu reprezintă pe zero în JSS, iar cel de al doilea nu reprezintă pe 

zero,în Bq*(deoarece f— fV= ~ x & ( T 1 ^ ~ " 1 \ i U n e x e m P t a f 

numeric de formă (22) îl reprezintă 

{x2 + 3y2 -~17z2)(x2 +, 5y2 - 7#2). 

, . Exemplul (lat poate fi întrucîţy^ neeonviugăte 
(22).-;este re^c ţ ib i la şi se poatş erşa impresia,,că. t o c m a i ^ ^ 
fr'pa^xa^Mş'oonfeee^la situaţia; de faţăvSelmer a indicat liii: e^emplii'. 
şi, p ia^ to i^^^ neajuiis. ';(SB3^MER,':;E.' Br3':Xhe. 
ăio§]iâMneegwătion "ase2 + -by3 +jcz3',,== ,0^ Acta Math. , 85 , . 1^ 3—4, • 
196%?\'£o&'r-30)t ^nume, cjla' descoperit că forma 3a?3 + % 3 +;5^3.. 
îl reprezintă pe zeţo în oric^corp .E^ de numere ^p-adice şi în corpul 
numerelor realeg însă mi-1 reprezintă pe zero în, corpul numerelor 
raţionale, f ap tu l că această formă îl reprezintă pe^zero în toate cor
purile\Bp'se demonstrează simplu (§5 problema 8). î n ceea ce priveşte 
afirmaţia că zero nu este reprezentabil în corpul numerelor raţio
nal^ ̂ aceasta'-este".'mult mai; dificilă ( v . ^ a p . J I I , §7, problema 23). 
ITh exemplu analog de ecuaţie neomogenă este conţinut în problema 
14 §5, cît şi în problema 13 § 2 cap. I I I . 

Analogul teoremei Minkovski-Hasse pentru forme de grad 
superior este de asemenea neadevărat şi în cazul cînd numărul ne-
cleterminaţelpr este suficient de mare: De exemplu, forma, 

(aî+ ... + ; # ~ % U ; . ' . -\-ylf 
pentru-n-> 5 reprezintă pe zero în: corpurile de numere j>-adice şi în 
corpul numerelor reale, dar nu reprezintă pe zero pentru nici un n 
în corpul numerelor raţionale. Acelaşi lucru este valabil şi pentru 
forma 

3(a?2 + . . . + mlf + Hyl + . . . + ylf ~ 

- 5 ( 0 ? + , . . + 4 ) 3 , 

care, spre deosebire de cea precedentă, este absolut ireductibilă 
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î n exemplele date ambele forme an grade pare. Situaţia se 
schimbă pentru formele de grad impar. Anume, Birch a arătat că 
pentru n impar există un număr natural N(r) astfel ca orice formă 
raţională de grad r, al cărei număr de nedeterminate este mai mare 
ca W(r) îl reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale (Braoft, 
B, j . , Momogeneous forms of odă degree in a large number of varia-
Mes,Mathematika 4, IST- 8, 1957, 102—105). Pe baza inegalităţilor 
14 §6 pentru N{r) există următoarea limitare inferioară 

Pînă în prezent nu există nici un fel de date care să pună la în
doială egalitatea N{r),,==ij2 (toate exemplele cunoscute care conduc 
la inegalitatea W(r)>r2 în corpuri de numere ]p-adice se referă la 
cazul formelor de grad par). Totodată, presupunerea că N(r) = t% 

nu a fost demonstrată pînă acum pentru nici o valoare impară r > 3 
(cazul r =s• 1 este banal). Aplicată la cazul r = 3 această presupunere 
înseamnă că orice fofmă cubică de cel puţin zece nedeterminate 
reprezintă pe zero în corpul numerelor raţionale (ipoteza lui Artin). 
Gel mai bun rezultat obţinut în această direcţie aparţine lui Daren-
port, care a demonstrat că N(3) ^ 15 (DAVENPORT, BL, Cubic 
forms in sixteen mriables, Proc. Eoy. Soc. A 272, N° 1350, 1963, 
285—303). Despre forme de grad impar mai mare decît trei nu se 
ştie deocamdată aproape nimic (Ca şi în cazul teoremei lui Brauer 
limitarea superioară pentru JT(r) obţinută din demonstraţia lui Bircb 
este prea largă). 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze următoarea teoremă a lui Legendre : dacă a, b şi c sint numere 
Întregi raţionale relativ prime oricare două, libere de pătrate şi neavînd toate aceiaşi 
semn, atunci ecuaţia nedefinită 

ax2 -f by2 -f cz2 = 0 

este rezolubilă în numere raţionale nenule, dacă şi numai dacă sînt rezolubile următoa
rele trei congruenţe : 

x2 s — bc (mod a); 

x2 s — ca (mod b); 

x2 s= — ab (mod c). 

2. Formele 3x2-f 5y2 — Iz2 şi 3x2 —by2 —Iz2 reprezintă pe zero în corpul 
numerelor raţionale? 

3. Care numere raţionale prime sînt reprezentabile prin formele x2 -f U2> &2 -f* + 5y2, x2 - 5 # 2 ? 
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4. Să se descrie toate numerele raţionale reprezentate prin forma 2x2 — 5y2. 
5. Care numere raţionale sînt reprezentate prin forma 2x2 — 6y2-f- 15z2? 
6. Fie f o formă pătratică, nesingulară, peste corpul numerelor raţionale, al cărei 

număr de nedeterminate nu este 4. Să se demonstreze că f reprezintă toate numerele 
raţionale, dacă şi numai dacă reprezintă pe zero. 

7. Care sînt numerele întregi raţionale a pentru care forma x2 -f 2#2 — az2 repre
zintă raţional pe zero? 

8. Să se găsească toate soluţiile în numere raţionale ale ecuaţiei 

x2~f~ »» ~~2s2:=0. 

S. Care din formele 

X2 __2i/2 -f hz2, x2 ~~-y2 -f ÎOr2, 3xs - y2 -f 30za 

sînt echivalente între ele în corpul numerelor raţionale? 
10. Fie forma ax* ~f" by2 — z2, unde a şi b sînt numere întregi raţionale libere de 

pătrate şi \a\> \b], care reprezintă pe zero în toate corpurile de numere p~adice. Să se 
arate eă în acest caz există întregii raţionali ax şi c astfel încît 

aax sa= e2 — bf \at\ < \a\. 

(Egalitatea aat «f 2> ~~ c2 = 0 arată că forma a-^x2 -f by2 — z2 reprezintă raţional pe 
zero.) 

11» Considerăm formele de tipul ax2 -f bţf* — z2 eu a şi b numere întregi libere 
de pătrate. Să se demonstreze teorema Minkovski-Hasse pentru cazul a trei nedetermi
nate prin inducţie după m = max (jaj, \b\) (se foloseşte problema 10 şi problema 3 
§1 Complemente). 

12. Pentru orice p (inclusiv p = oo) se notează cu WP grupul claselor Witt al for
melor pătratice peste corpul R#. Să se demonstreze că grupul claselor Witt al formelor 
pătratice peste corpul numerelor raţionale R este izomorf cu un subgrup al produsului 
direct J J WP. 

P 
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CAPITOLUL II 

REPREZENTAREA NUMERELOR PRIN FORME DECOMP0ZABILE 

Ne-am ocupat în capitolul precedent de problemele existenţei şi 
găsirii soluţiilor raţionale ale ecuaţiilor nedefinite. Aeeşţ capitol este, 
dedicat aceloraşi probleme, dar relativ la soluţiile întregit Vom explica 
conţiimtuî său p . . .. '!"''"'•'. -.'' ';•.'•••••• '• 

Problema constă în găsirea tuturor soluţiilor întregi ale ecuaţiei. 
nedefinite 

x2 — 2y2 ^ 7; (1) 
Ee vomrocupa, numai de soluţiile. ,x > 0 , y_ > 0 (celelalte... se .obţin?, 
scliimbînd semnele). Ecuaţia admite soluţiile (3,1) şi (5, 3). Din aceste 
două soluţii se mai pot obţine o infinitate iolosindu-se de următoiarea 
observaţie : dacă (,o?? i/) este o soluţie a ecuaţiei ( î )^ atunci, jprin 
înlocuire se verifică că"(3# -f 4?/, 2x + 3y) este de aseiijenea soiuţie,^ 
Pleqînd de. la soluţia iniţială,locory0)...== (3,1) obţinpm ; în acest, piod 
o infinitate de soluţii (xnryn) determinate prin formulele, ţie recurenţă 

ÎXn+1 = OXn + 4 ^ 3 ;% '/«A":-

\yn+i = 2xn + 3yn, 
Dacă se consideră soluţia iniţială (%o,yl>) =-(5,3) aceleaşi formule 
conduc la o altă infinitate de soluţii (cOn,y„). Se poate demonstra 
că această dublă infinitate de soluţii epuizează toate soluţiile ecua
ţiei (1) pentru care x > 0 , y > 0 . 

Această rezolvare întrutotul elementară a ecuaţiei (1) se bazează 
pe calcule şi formule. Vom stabili în continuare legătura dintre 
această rezolvare şi anumite noţiuni generale pregătind astfel terenul 
pentru generalizări ulterioare. 

Observăm în acest scop că deşi forma x2 — 2y2 este ireductibilă 
în corpul Ii al numerelor raţionale, totuşi în corpul mai larg R{)[2) 
aceasta se descompune în . factori liniari (x + y]f2)(x — yf2).Dacă 
pentru extinderea E(^2)jR se va utiliza noţiunea de normă (v. Comple
mente, § 2, pct. 2), atunci ecuaţia (1) se poate reprezenta sub forma 

Ntt)=N(x + yY2) = 7. (3) 
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Problema s-a redus înacest fel la a determina acele numere £ = # + 
'+ y][2 din corpul jB(f 2), x şi y fiind numere întregi, a căror normă 
este 7.' Dacă norma numărului' e ~ u: 4-• v]f2 (u şi :v întregi raţionali) 
'6ste 1, atunci datorită faptului că norma este multiplicativă, odată 
cu numărul ^ vor satisface ecuaţia (3) şi toate numerele de forma % ert; 
Deoarece 5T(3'+ 2]/2) == 1, putem lua drept, e pe 3 + 2f2. După cum 
se poate verifica uşor, trecerea de la soluţia' (o?, y) la soluţia (3x -)-
+ 4#,2# -f 3y) este dată tocmai de trecerea de la £ la £e. Cele două 
infinităţi de soluţii descrise de formulele" de recurenţă (2) se pot 
acum scrie sub forma : 

\'Xn + yj2 - (3 + p ) ( 3 + 2p")»; 

I x'n + y'nf2 = (5 + 3 ]f 2)(3 + 2 p > . 

Posibilitatea ca dintr-o soluţie a ecuaţiei .(1) să se obţină o 
infinitate de alte soluţii rezultă de fapt din existenţa numerelor e = 
== u + v][2 cu u şi v "întregi,-iar JV(e) = 1. -Numerele de acest tip 
sînt, la rîndul lor, legate de noţiunile fundamentale din aritmetica 
numerelor algebrice. Considerăm. în acest scop .mulţimea tuturor 
numerelor de forma .x ~\~ #|/2, unde x şiy sînt întregi arbitrari. 
Se vede uşor că această mulţime de numere- formează un inel pe care 
îl notăm O. în studiul aritmeticii acestui inel de o mare importanţă 
sînt, evident, unităţile sale, adică numerele a e O astfel încît a"1 e O. 
Se poate arăta uşor că un număr a este unitate a inelului O, dacă 
şi numai dacă N(a) = ± 1. Aceasta arată că numerele s e O a căror 
.normă este 1 au un sens mult mai profund : aceste numere împreună 
cu numerele a căror normă este —1 dau toate unităţile inelului O. 

în acest capitol prezentăm o teorie generală pentru care ecuaţia 
(1) constituie unul dintre cele mai simple exemple. Eeuşita rezolvării 
ecuaţiei (1) este în esenţă condiţionată de faptul că forma x2 — 2?/2, 
care este ireductibilă.în corpul numerelor raţionale, se descompune 
în factori liniari în corpul -R(]/"2), admiţîncL astfel o reprezentare de 
tipul (3). Teoria generală' expusă se va ocupa şi de formele care într-o 
extindere convenabilă a corpului numerelor raţionale se descompun 
în produs de forme liniare. 

Cu toate că principalul nostru scop este cercetarea ecuaţiilor 
nedefinite în care atît coeficienţii cît şi valorile nedeterminatelor sînt 
numere întregi, este mai comod să ne situăm, in cazul mai general 
al formelor cu coeficienţii raţionali. Valorile nedeterminatelor vor fi 
presupuse totdeauna întregi. 
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§1 . FORME DECOMPOZABILE 

1. Echivalenta integrală a formelor. DEFINIŢIE. Două forme 
F(xlr ....,, xn) şi G(yv .. .9yt) cu coefici^mţi raţionali şi avînd acelaşi 
grad n, se numesc integral echivalente , dacă fiecare dintre acestea 
poate fi transformată în cealaltă printr-o transformare liniară a nedeter
minatelor, cu coeficienţi întregi raţionali. 

De exemplu, formele x2 + ly2 + z2 — 6xy — 2xz +Syz şi 2u2 — 
— v2 sînt integral echivalente deoarece transformările liniare 

(00 = 3v9 

iy = u + ?̂ 
[# = —^ -|~ #? 

le duce una în cealaltă. în cazul formelor avînd acelaşi număr de 
nedeterminate condiţia de echivalenţă integrală se reduce evident 
la posibilitatea transformării uneia dintre forme în cealaltă printr-o 
transformare liniară a nedeterminatelor avînd matricea unimodulară 
(adică o matrice pătrată de numere întregi al cărui determinant 
este ± 1 ) . 

Dacă formele F şi G sînt echivalente, atunci cunoscînd toate 
soluţiile întregi ale ecuaţiei F = a9 putem deduce imediat şi toate 
soluţiile întregi ale ecuaţiei G = a şi reciproc. Astfel în problema 
soluţiilor întregi ale unei ecuaţii de tipul F = a se poate înlocui 
forma F cu orice formă echivalentă cu ea. 

LEMA. 1. Orice formă de gradul n este echivalentă cu o formă 
în care puterea a n-a a unei nedeterminate are coeficientul mrml. 

Demonstraţie. Fie F(xl9 . . . , xn) o formă de gradul n. Vom arăta 
că există numerele întregi raţionale av ..., am astfel încît 

F(l, a19 ...jOn) # 0. 

Vom demonstra această afirmaţie prin inducţie după m, în cazul 
cînd m = 1 forma F devine Ax% A ^ 0, deci JF(1) # 0 . Presupunem 
afirmaţia demonstrată pentru formele de m — 1 nedeterminate 
(m > 2). Vom scrie forma dată F în modul următor: 

F - G0xl + G^l'1 -£ .,-, + Qn, 

unde GfriO < Jc < n) este fie zero, fie o formă de gradul h în nedeter
minatele xv...,xm„t (admitem că formele de grad zero sînt constante 
nenule). Gîc nu pot fi nule toate, deoarece forma F de gradul n are 
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tu = -x + 2y +•*, 
| v = x — y —0, 

cel puţin un coeficient nenuL Conform presupunerii inductive, cel 
puţin pentru un Jc există numerele întregi a21 . . . . , am„x astfel încît 
##(1? 2̂? ••••• ? ®m~i) ^ 0. Deoarece polinomul JP(1, $2, ,.•., <%w-~i? $m) 
în nedeterminata xm nu este identic nul, atunci luînd orice număr 
întreg am diferit de rădăcinile acestuia vom deduce că F{l9a2... ,am) & 0, 

Aplicînd formei F transformarea liniară 

\x2^ a2yx + y2, 

\xm = amyi ~r~ymi 
obţinem forma 

$(?/i, • • • 9 Vm) = F(y17 a2yx + y2, . . ., aţ^1 + ym). 

Deoar&ee matricea acestei transformări are elementele întregi şi 
determinantul său este 1; formele F şi $ sînt echivalente, iar coefi
cientul lui yl este 

•0(1,0, ...... 0) =.-F(l,a2, ...,am) * 0. 

Astfel demonstraţia lemei 1 este terminată. 

•2. Construcţia formelor decompozabile. DEFINIŢIE. Forma 
F(xXf . . ., xm) cu coeficienţi din corpul B al numerelor raţionale se 
numeşte decompombilă, dacă se descompune în factori liniari într-o 
extindere O/i?. 

Un exemplu de formă deeompozabilă îl oferă forma în două 
nedeterminate : 

F(x9 y) = a%xn + axxn-*y + •...• + ##$* («o# 0),, 

într-adevăr, dacă O este corpul de descompunere al polinomuhii 
F(x,l) şi ai,- . . . , a„ sînt rădăcinile acestuia, atunci există în O 
descompunerea 

F(x, g) = a0(x - aty) . . . (x - any). 

Dintre formele pătratice nesingulare studiate în primul capitol sînt 
decompozabile numai cele în una sau două nedeterminate (problema 1). 

Este clar că odată cu forma F sînt decompozabile şi formele 
echivalente cu aceasta. 

în definiţia unei forme decompozabile nu se afirmă nimic despre 
corpul Q în care forma se descompune în factori liniari. Vom arăta 
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acum că Q poate fi totdeauna ales astfeL încît să ,fie o extindere 
finită a corpului B al numerelor raţionale. în felul acesta principalul 
.aparat algebric utilizat in cele ce urmează este. •teoria extinderilor 
finite ale corpurilor. Proprietăţile extinderilor finite care ne vor fi 
necesare,sînt expuse în. §.2 Complemente. . •-• \ 

DEFINIŢIE. Se numesc corpuri de numere algebrice extinderile 
finite ale corpului numerelor raţionale, iar elementele acestora se numesc 
numere algebrice. 

TEOEEMA 1. Orice formă raţională ăecompozabilă se descompune 
în factori liniari într-un anumit corp de numere algebrice. 

Demonstraţie. Ne putem mărgini, pe baza lemei 1, la conside
rarea formei decompozabile 

F = (an% + . . . + ociA). . .(oinlx1 + + (xnmxm) , (#0- e O), 

în care x'l are coeficientul nenul..Deoarece .înacest caz coeficienţii an 
(1. &:i <;'w) sînt neraili, putem, scrie, forma'..considerată astfel: 

F = A(X± + $Î2X2 + . . . + $lmXm). ..{%!+ $n2X2 +... + ŞnmOOm), (1) 

unde A = a n . . . anl şt (i^= a^aâ1. Numărul A fiind coeficient al 
lui x\ este raţional. Fixînd pe j (2 < j < w): facem. a?j—.1. în ultima 
descompunere, atribuind tuturor celorlalte nedeterminate valoarea 
zero. Obţinem astfel: •'• .•.'. •;. • :; ,• •.•..•::.•• 

^ "' JT(%?0, ...\l, ...,Q) ==A(x±+ ^i)..,.^ +,'̂ „-f)..I 

Deoarece membrul stîng este^un polinom (de gradul %), -cu coeficienţi 
raţionali, se deduce că pw sînt numere algebrice. Să .notăm cu L 
subcorpul corpului £1 obţinut din B prin adjuncţionarea tuturor 
rădăcinilor (iw. Extinderea LfB va fi evident, finită (v. Complemente 
§2 pct. 1,) ceea ce arată că L este un corp de numere algebrice. 

în continuare ne vom restrînge studiul numai la acele forme 
decompozabile care sînt ireductibile în corpul numerelor raţionale, 
deoarece tocmai pentru acestea problema reprezentării întregi a 
numerelor raţionale este mai interesantă. Vom indica un procedeu 
de construcţie a formelor ireductibile decompozabile. 

Considerăm un corp K de numere algebrice avînd gradul n şi un 
element primitiv oarecare 6 al corpului K peste J3, astfel încît 
Jf =a JB(0) (v. Complemente, §2, pct. 3). Polinomul minimal y{t) 
al elementului 6 are gradul n peste corpul B. Construim extinderea L 
peste JST, în care <p(t) se descompune complet. în factori liniari: 

,; ?(ţ) = (t - e ( l ) ) . . . (t - 8(w)), ,;. .a(i) ^ e V 
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(se poate considera că L = B(da\'. . . , 6(w)). Pentru orice număr 
a ='/(6) e K(f(t) este un polinom cu coeficienţi raţionali), se notează 

Atunci norma N(&) = .NK/R(<x.) va.satisface formula 

N(a) - a a ) a ( 2 ) . . . ain) 

(v. Complemente, §2, pct. 3). . . 
Fie acum JX1? . . . , \xm un sistem arbitrar de numere nenule din 

corpul K. Aceste numere definesc forma 

Fiat» . . . , xm) = ţl(xl{^ + . . . +xm[L%). (2) 

Deoarece yj$} =//)7(9('}), 1 ^ fc< m,//i;(^) sînt polinoame cu coeficienţi 
raţionali), atunci coeficienţii formei (2) sînt funcţii simetrice de 
0(1), . . . , 0(w) şi prin urmare se exprimă raţional prin coeficienţii 
polinomului <p(£). S-a demonstrat astfel că forma (2) are coeficienţi 
raţionali. Dacă se înlocuiesc nedeterminatele ,x±1 . . . , xm eu numere 
raţionale arbitrare, atunci, deoarece 

produsul (2) va fi norma numărului â?1(jL1.+ ..... -f- xm\im_ (relativ la 
extinderea K/B). Din această cauză putem conveni să notăm forma 
.(2) astfel i, ,- . .. ,' '..'•' 

•'.;/ F(x±J ,..,.., xm) ==' N{xl}i1 - + ' . . . -f ,^[xm). ;' / (3) 

O formă de tipul (2) nu este totdeauna ireductibilă. Dacă, de 
exemplu, în corpul 12(^2.; ]/3) luăm •\i1=. 1̂ 2, va2 — -î/3, forma respectivă 
va fi (2x1• —-Sa?!)2- ^ r e lo c totuşi, următoarea teoremă. ... • • 
• " TEOREMA -2. Dacă numerele \i2J'...., '[xm,: 'generează corpul K} 
- adică'-K =='R(IL2) ..., p.m),'atu7ici forma "• !" '"':- >•••••••'• • '• 

' F(x±, ..., a?J = A ^ + a?2[x2 + ';•;.; 'if. ^ ^ ? ) ' • ' • (4) 

e§l6 ireductibilă (peste corpul numerelor raţionale). Reciproc, orice 
formă -decompozabilă ireductibilă este ' echivalentă^pînâ^'^lă • un- factor 
constant'cu o formă de tipul (4). ; •" ;;;;' >'"'•' ••••••'' 
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Demonstraţie. Admitem că 

F^GH, 

factorii G şi H avînd coeficienţi raţionali. Deoarece în inelul polinoa-
melor de m nedeterminate descompunerea în factori ireductibili este 
unică (pînă la un factor constant), înseamnă că fiecare din formele 
liniare 

Li = C0± + a?2j4n + • • • + XmVm 

trebuie să fie divizor sau al lui <?, sau al lui H. Fie, de exemplu, 
If1 = xt + XZ[L2 + . . . + ocn[in un divizor al lui (?, adică 

G = LXMX. 

Să substituim în locul coeficienţilor din ultima egalitate imaginile 
acestora prin izomorfismul a -» a(i) al corpului K = JS(G) pe corpul 
JR(8W)« Deoarece coeficienţii formei G sînt raţionali, aceasta rămîne 
neschimbată prin substituţia efectuată şi obţinem egalitatea 

care arată că G se divide prin Lt pentru orice % = 1, . . . , n (n = 
= (I£ : J5)). Să observăm acum că izomorfismul a ~> a(*}, a e JS(pt2, . . . 
. . . , {xm) este complet determinat de imaginile ^\..., [L$ ale nume
relor fji2, . . . , fxm. Se deduce astfel că numerele a(

2°, ...., ţxţj* (1 < 
< i < n) sînt distincte oricare două (deoarece sînt distincte oricare 

două dintre izomorfismele a -* a(i)) şi prin urmare formele LTJ . . . Ln 
sînt distincte oricare două. în toate formele Lu xx intervine cu 
coeficientul 1 şi deci printre aceste forme nu se vor găsi două propor
ţionale. Din unicitatea descompunerii, tragem concluzia că G se 
divide prin produsul Lv . . . , Ln} adică se divide prin F. în consecinţă 
factorul H este o constantă şi prin urmare prima afirmaţie a teoremei 
este demonstrată. 

Să demonstrăm cea de a doua afirmaţie. Fie F*(xly ... *-jXm) o 
formă oarecare ireductibilă decompozabilă de ordinul n. Conform 
lemei 1 se poate considera coeficientul lui xl nenul, deci F* va admite 
o descompunere de forma (1), #„ fiind anumite numere algebrice. 
Kbtăm p^ =s ţx/2 < j < m) şi considerăm corpulK = -R((x2, . . . , \im) 
al cărui grad îl notăm cu r. Conform cu cele demonstrate forma 

F =» N(xx + x^ + . . . + xm\xm) 

este ireductibilă, unul dintre factorii săi liniari, Lx = % + #2pi2 + . . . 
. . . + a?»fi», fiind divizor şi al formei F*. Aplicînd izomorfismul 
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a_» a
( f )(a€l£, 1 < i < r) tuturor coeficienţilor care intervin în 

«egalitatea JP* = LXMX se obţine descompunerea JF* = LtM%. Am 
văzut că printre formele Ll7 . . . , Lr nu există două proporţionale, 
de aceea JF* se divide prin produsul acestora Lx... Zv, care coincide 
cu F. Din ireductibilitatea lui F* rezultă acum că JF* = AF, A fiind 
o constantă, şi astfel teorema 2 este complet demonstrată. (în cursul 
demonstrării s-a mai obţinut şi că r = n.) 

3. Module. Este clar că în cazul formei (3) problema soluţiilor 
întregi ale ecuaţiei nedefinite F(xx, . . . , xm) = a se reduce la căutarea 
acelor numere £ din corpul JBL, care sînt reprezentabile sub forma 

\ = XX\LX + . . * + #w[xra (5) 

cu xv . . . , xm numere întregi raţionale şi avînd norma N(ţ) = a. 
Din această cauză este firesc să ne ocupăm de studiul mulţimii 
numerelor de tipul (5). 

DEFINIŢIE. Fie K un corp de numere algebrice şi JJLX, . . . , \xm un 
sistem finit arbitrar de numere din K. Mulţimea M a tuturor combi
naţiilor liniare 

CX\LX -f . . . + cm\xm 

m coeficienţi întregi raţionali cţ (1 < i < m) se numeşte modul în 
corpul K. Numerele \iXJ \ . . , \im se numesc în acest caz generatori ai 
modulului M. 

Bineînţeles că unul şi acelaşi modul M poate fi dat prin sisteme 
diferite de generatori. Faptul că ^ , . . . , jxm este un sistem de gene
ratori ai modulului M se scrie M = \\ixi . . . , \xm). 

Să vedem cum se modifică forma (3) dacă în locul numerelor 
fij, . . . , \im se consideră un alt sistem de numere p15 . . . , p, care 
determină acelaşi modul M, Avem 

Pi = £ CjJc^ (1 < j < I), 

unde coeficienţii cJk sînt numere întregi raţionale. Fie 

G(yi, • --,yi) = N(yi9i+ - • • + 0ip«). 
Deoarece 

l m t l \ 

atunci printr-o transformare liniară 
i 
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forma F trece în"'&. întrucît sistemele de generatori ]ik şi p, ale 
modulului M intervin în mod simetric, există, analog, o 'transformare 
liniară^ cu coeficienţi întregi a nedeterminatelor care duce pe G 
în F. în acest mod s-a demonstrat că la sisteme diferite de generatori 
ai modulului M corespund forme echivalente, adică fiecărui modul M 
din corpul K i se asociază în mod unic o anumită clasă de forme deeom-
pozabile echivalente. 

Pentru orice modul M = {[x1? . . . , ţim} şi numărul a e K vom 
nota cu CX.M mulţimea tuturor produselor oc?, unde £ parcurge toate 
elementele lui M. Evident că aM coincide cu mulţimea tuturor 
combinaţiilor liniare cu coeficienţi întregi ale numerelor î|x1?

:..., &\Lmj 
adică VLM = {a{jL1? . . . , <x\im}. 

DEFINIŢIE. Două module M şi M± din corpul K de numere 
algebrice se spune că sînt asemenea, dacă M± = &M pentru un anumit 
a^ 0 din K. 

Formele asociate modulelor asemenea M şi.aM se' deosebesc 
între ele numai printr-un factor constant egal cu N'(:&). De aceea 
dacă in considerarea acestor forme facem abstracţie de un factor 
constant, putem lua totdeauna în locul modulului M orice modul 
asemenea lui şi să admitem din această cauză că unul dintre gene
ratorii modulului, fie acesta fx1? este 1. 

Cele expuse mai sus permit formularea problemei reprezentării 
numerelor prin forme ireductibile decompozabile în modul următor. 
Dacă forma F are reprezentarea 

F(xx, . . . ,#»)== ANi-pc,^ + .... + oomţim) .;•. 

(pentru K convenabil ales) rezolvarea în numere întregi a ecuaţiei 
nedefinite F(x1, . . . , xm) = a este echivalentă cu găsirea tuturor 
numerelor a din modulul M = {̂ 1? . . . ,^w z} a căror normă JV(a) 

fi * 

este numărul raţional —. Din această cauză în cele ce urmează ne 
A 

vom ocupa tocmai de problema determinării numerelor de normă 
dată dintr-un modul fixat. Această ultimă problemă echivalează, 
aşa cum s-a văzut, cu a găsi numerele de normă N([i) — din modulul 

\LM asemenea cu M. Din această cauză, atunci cînd va fi cazul, 
se va considera în locul modulului .M orice modul asemenea lui. 

Dacă gradul corpului de numere algebrice -BL este n, atunci orice 
modul al corpului K conţine cel mult n numere liniar independente 
(peste corpul K). 

DEFINIŢIE. Dacă modulul M din corpul K de numere algebrice 
al cărui grad este n conţine n numere liniar independente (peste corpul 
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umerelor raţionale), atunci el se numeşte complet, iar în caz contrar, 
ecomplet. Formele asociate modulului M se numesc complete, res

pectiv necomplete. 
De exemplu, dacă numărul întreg raţional ă nu este un cub, 

3__ 3___ 3 _ _ 

atunci numerele 1. ]fdf Yă2 formează o bază a corpului R(\fd) 
peste. jS,. de aceea forma 

3 ' 3 

N(x + y]fd + z ]fd2) = x3 + dy3 + ă2z3 - 3dxyz 
este completă. Un exemplu de formă necompletă este 

3 

N(x + y^d) = x3 + dy3. 
Dacă {1, [x2, . . . , \im) este un modul complet al corpului K, 

atunci, evident, K == JB([JL2, . . . , [im). Din teorema 3 rezultă imediat 
că orice formă completă este totdeauna ireudctibilă. 

Problema reprezentării numerelor prin forme ireductibile ne
complete este foarte complicată şi actualmente în această privinţă 
nu există o teorie cît de cît satisfăcătoare. Un astfel de caz particular 
va fi studiat în capitolul IV. 

în ce priveşte problema reprezentării numerelor raţionale prin 
forme complete/aceasta este mult mai simplă şi rezolvată în între
gime, urmînd a fi tratată în acest capitol. Această problemă, după 
cum s-a menţionat, este echivalentă cu problema găsirii tuturor 
numerelor de'normă dată dintr-un modul complet fixat al unui 
corp K de numere algebrice. 

'PROBLEME 

1. Să se arate că o formă pătratică raţională este descompozabilă, dacă şi numai 
dacă rangul său nu este mai mare decît doi. 

2. Să se arate că forma asociată unui modul al corpului K de numere algebrice 
este o putere a unei forme ireductibile. 

3. Să se demonstreze că orice modul din corpul R al numerelor raţionale este de 
tipul aZ. unde a£ R (Z este inelul numerelor întregi raţionale). 

§2. MODULE COMPLETE SI.INELUL LOB 
DE STABILIZATOEI 

1. Baza unui modul. DEFINIŢIE. Sistemul de generatori a15 . . . 
. . . , <xm ai modulului M se numeşte bază a sa, dacă este liniar indepen
dent peste inelul numerelor întregi, adică dacă egalitatea 

a1cL1 + . . . + ^mam = 0 {ate Z) 
este satisfăcută numai pentru coeficienţi ai nuli, 
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Bineînţeles că dacă ax, , . . , aw reprezintă o bază a modulului 
M} orice număr ae M admite o reprezentare şi numai una de tipul 

a *=; dOi. + . . , + oOTaw (cf 6 Z). (1} 

Vom demonstra acum că orice modul are o bază. Demonstraţia 
nu utilizează în fond faptul că modulul este format din numere ale 
unui anumit corp de numere algebrice. Este esenţial numai că mo
dulul formează grup abelian faţă de adunare, fără demente de ordin 
finit şi ale cărui elemente se exprimă toate prin combinaţii liniare 
cu coeficienţi întregi ale unui anumit sistem finit de elemente (din 
existenţa sistemelor de generatori ale unui modul). De aceea vom 
demonstra rezultatul anunţat ca o teoremă asupra grupurilor abe-
liene. Vom folosi în acest scop următoarea terminologie. Un sistem 
de elemente ax, , . . , , am îl vom numi sistem de generatori ai grupului 
abelian M (a cărui operaţie se va scrie aditiv), dacă orice element 
«€ M poate fi reprezentat sub forma (1). î n acest caz vom scrie: 
M — {a1? , . M. am}. Dacă sistemul %, . . . , am satisface şi definiţia 
dată mai sus, atunci îl vom numi bază a grupului M. 

TEOKEMA 1. Bacă un grup abelian fără elemente de ordin 
inii are un s istem finit de generatori^ atunci are şi o bază. 

Demonstraţie. Considerăm un sistem arbitrar ax, . . . , ae de gene
ratori ai grupului M. Să observăm mai întîi că dacă la unul din 
generatori adăugăm un altul înmulţit cu un număr întreg arbitrar 
atunci se obţine tot un sistem de generatori. Daca, de exemplu, 
a i ^ a i + &a2? atunci oricare ar fi oce M, avem 

a == o,,a,. + e2a2 + . . . + esa$ = e^i + (c2 — kcx)a2 + , . . .+ csaS7 

toţi coeficienţii fiind întregi, ceea ce arată că M — {a(, a2, . . . , o,}. 
Elementele ax, . . . , ots formează o bază a lui M dacă sînt liniar 

independente. Admitem că acestea sînt dependente liniar, adică 

$i<h. + ^2a2 + . . . . + CBOL8 = 0, (2) 

pentru anumiţi coeficienţi c4 nenuli simultan. Dintre coeficienţii 
nenuli c{ îl alegem pe cel al cărui modul este cel mai mic. Fie acesta 
ev Presupunem că nu toţi coeficienţii ct se divid prin cx, de exemplu 
c2 ==• exq + c\ unde 0 < c' < jox |̂  Dacă trecem la un nou sistem de 
generatori 

o£=- at + qa2f a2? . . . , a,, • 

atunci relaţia (2) devine 

cxd[ + e'a2 + . . . -f- csa.s — 0,' . 
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^n care coeficientul c'> 0 este mai mic decît jci). Astfel, dacă gene
ratorii <%,••., a5 satisfac relaţia netrivială (2), în care coeficientul 
nenul cel mai mic în modul nu divide pe toţi ceilalţi coeficienţi, 
atunci putem construi un alt sistem de generatori care satisfece 
de asemenea o dependenţă netrivială cu coeficienţi întregi şi în care 
coeficientul nenul cel mai mic în modul este mai mic (în modul) 
decît coeficientul analog din prima dependenţă. î n urma unui număr 
finit de astfel de transformări se ajunge la un nou sistem de genera
tori PJ, . - •, p« eare satisface dependenţa 

*iPi + h$2 + • • . + h% = 0, (3) 

cu coeficienţi întregi kt dintre care unul, fie acesta fc19 este divizor 
al tuturor celorlalţi. Simplificîiid relaţia (3) prin hx (ceea ce este posi
bil, deoarece s-a presupus că în M nu există elemente de ordin finit 
nenule), obţinem 

% + hh+ — + Z,P, ===== 0, . (4) 

unde Z2, . . . , ls sînt întregi. Din (4) se deduce că din sistemul de 
generatori construit se poate exclude p2, adică M = {p2, . . . , ps}. 

Am demonstrat în acest mod că dacă un sistem de generatori 
al lui M este liniar dependent, atunci se poate construi un nou sis
tem de generatori al cărui număr de elemente este mai mic cu unu. 
Prin repetarea de cîteva ori a acestui raţionament, obţinem în cele 
din urmă un sistem liniar independent de generatori, care va fi 
chiar bază a grupului M. 

CONSECINŢA. Orice modul dintr-un corp K de numere algerbice 
admite o bază. 

Sumarul m al elementelor unei baze oarecare a modulului M 
este evident egal cu numărul maxim de elemente liniar independente 
(peste B) din M. Acest număr m va fi deci acelaşi pentru toate bazele. 
î l vom numi rang al modulului Jf. Bangul unui modul constituit 
numai din zero se consideră egal cu zero. 

Considerăm două baze <%, . . . . 6>m şi % , . . . , o>̂  ale modulului 
M de rang m. Este clar că matricea G cu care se trece de la prima 
bază la cea de a doua are elementele numere întregi. Datorită sime
triei matricea cu care se trece de la cea de a doua bază la prima, 
adică matricea G"1

J are de asemenea elementele numere întregi- î n 
consecinţă det G = ± 1 . Deducem astfel că matricea cu care se 
trece de la o bază a unui modul de rang m i a o altă bază a acestuia 
este o matrice unimodulară de ordinul m. 

Dacă corpul K are gradul n peste -E, atunci rangul oricărui 
modul din K este cel mult n. Evident că rangul modulului este ny 
dacă şi numai dacă modulul este complet. î n consecinţă, modulele 

« — e. 796 
113 



incomplete se caracterizează prin aceea că au rangul mai mic decîy 
gradul corpului K. s / 

Orice sistem de generatori ai unui modul de rang m conţine cel 
puţin m elemente. Eezultă astfel că printre formele asociate acestui 
modul se găsesc forme în m nedeterminate şi nu se găsesc forme cu 
u n număr mai mic de nedeterminate. Formele complete de gradul 
•n pot fi deci definite ca fiind acele forme decompozabile ireductibile 
care nu sînt echivalente cu forme avînd un număr de nedeterminate 
:mai mic deeît gradul n. 

TEOREMA 2. Orice subgrup N al unui grup ahelian M fără 
•elemente de ordifi finit şi cu un număr finit de generatori are, de ase
menea, un număr finit de generatori şi astfel are o bază. Mai mult 
-oricare 'ar fi baza o>l7 . . . , <oTO a' grupului M (făcînd o numerotar? 
«convenabilă a elementelor sale), există o bază a lui W de forma 

f % = Cll^l + C12<°2 + • • • + CU^k + • • • + Clw<0m, 

J iQ2 = ^22^2 + • • • + ^21c&k + • ' * + C2m^mi 

[•V\k = Cklc^k + • • • • + Chmtomi 

*Cij fiind întregi, cH> 0, k •< m. , 
Demonstraţie:Yom. demonstra teorema prin inducţie după rangul 

•m al grupului Jf, adică asupra numărului elementelor bazei sale. 
Demonstrarea teoremei este trivială în cazul m == 0. Considerăm 
•m > 1. Dacă N conţine.numai pe zero, atunci Jc == 0 şi-teorema este 
.adevărată/Dacă însă ae N, a ^ 0, atunci 

a .= dcoi + ; . . . + cw6>m, (5) 

cel puţin unul dintre coeficienţii -c* nefiind nul. Schimbînd eventual 
numerotarea elementelor bazei putem considera că c± ^ 0. Dacă 
Ci < 0 atunci în cazul lui — a coeficientul lui % va fi pozitiv. Dintre 
elementele subgrupului N se alege elementul 

• >)! = CuCDi+'c12*y2 + . . . + clm(om, 

pentru care coeficientul lui co1, 'c11>0, este minim. Atunci coefi
cientul c± se va divide la cn oricare ar fi 'ae JV. într-adevăr, dacă 
ci = cn# .+ G'i ° < c ' < cn (2 e s t e î^reg) , atunci 

a — #% = c'coi + C20>2 + . . . + c'mtom. 
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de unde datorită minimalităţii lui cn rezultă că c' = 0. Examinăm 
iVi continuare subgrupul M0 =''{co2, . . . , <on} al lui M. întrucît in
tersecţia N n M0 este subgrup al grupului M0, atunci conform presu
punerii inductive există în NnM0o bază de forma 

[ ^2 = C22t02 + 0236)3 + . 

i TQ3 = :: : ' °33C03 + • • 

l % = 

• • + #2*^ + '• 

• + CgfcCO* + • 

%^,+ .. 

• • + o2w»cof 

. . -f- c3mco, 

• + Ckm^r 

ctj fiind întregi, c« >.0, fc — 1 < m — 1 (în urma unei numerotări 
convenabile a elementelor bazei «2, . . . , com). Afirmăm că'JV coincide 
cu mulţimea tuturor combinaţiilor liniare cu coeficienţi întregi ale 
elementelor Y ,̂ . . ' . , */)„. Dacă reprezentăm un element ' ae N sub 
forma (5), atunci, conform celor demonstrate, e± = cnqx, q± fiind. 
întreg. Prin urmare, 

a — q1ri1 = c2co2 + V . . ' + c'm<*m 

aparţine intersecţiei M0 n N. Conform presupunerii inductive 

a — fr% = «2^2 + ; • • + ?*»*> 

% fiind întregi şi deci a = q1t\1+ . . . -f'?*"/]*. S-a demonstrat în 
acest fel că N = {T^, ...,'•/),,}. Se constată imediat că generatorii 
7 ] l r . . . , 7jfc sînt liniar independenţi peste Z, ceea ce arată că aceştia 
formează pentru 'N o bază de tipul Certit. 

Demonstraţia dată teoremei 2 reproduce de fapt metoda de 
eliminare a lui Gauss pentru rezolvarea sistemelor de eeuaţiii liniare. 
Deosebirile sînt determinate de faptul că în acest caz coeficienţii 
nu aparţin unui corp, ci inelului Z al numerelor întregi. 

CONSEOIKŢI. Orice subgrup N al unui modul M al corpului K 
de numere algebrice este de asemenea modul (submodul al modulu
lui M). ••••;,ri 

:':"; 2. Inelul'stabilizatorilor. DEFINIŢIE. Numărul a din corpul IC 
de numere algebrice se numeşte stabilizator al modulului complet M al 
corpului K dacă- aM cM, adică dacă oricare ar fi £e .M produsul 
al;' aparţine 'de asemenea lui M. , 

Mulţimea OM a tuturor stabilizatorilor modulului M constituie 
un inel. într-adevăr, dacă a şi (3 aparţin lui OM oricare ar fi £ e M" 
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/ 
găsim : (a - p)£• = a£ - $ţe M şi (ap)£ = a(P£)e Jf, adică (a ~V 
- p l e O ^ şi a(3e £5M. Inelul DM se numeşte inelul stabilizatorilor 
modulului complet M. Deoarece l e ©M, rezultă că OM este un inel 
cu identitate. 

Pentru a ne convinge că un număr dat a e K aparţine inelului 
Om nu este necesar să verificăm dacă produsul a£ aparţine lui M 
pentru toţi £ e M. Este suficient să verificăm aceasta numai pentru 
numerele unei baze oarecare £%, \in a modulului ikf. într-adevăr, 
dacă a ^ e Jf pentru toţi i = 1, 2, . . . , n atunci şi pentru orice 
£ = dfi.! + . . . + cwpiw vom avea 

a£ = CjCaţXi) + . . . + ow(a[iJe Jf. 
Să demonstrăm că inelul stabilizatorilor £5M este un modul 

complet în corpul K. Fie y un număr nenul din M. Deoarece aye Jf 
oricare ar fi a € £)M, atunci yOM c Jf. Mulţimea de numere yOM 
formează, evident, grup relativ la adunare, prin urmare din teorema 
2 se deduce că yOM este modul. Mai trebuie demonstrat că acest 
modul este complet. Considerăm un număr nenul oarecare din K 
şi ntoăm prin o numitorul comun al tuturor numerelor raţionale 
aif care apar în descompunerea 

n 
ap., = £ aijy., (1 ^ i ^ n). (6) 

Deoarece produsele catj sînt numere întregi, atunci capi* e M 
şi prin urmare cae OM. Dacă se consideră acum o bază G^,. . . , <xn 
a corpului K, ţinînd seama de cele demonstrate mai sus există nu
merele raţionale cx, . . . , cn astfel înîct produsele c ^ , . . . , cnxn apar
ţin lui OM. Constatăm astfel că în OM există n numere liniar indepen
dente, ceea ce arată că OM este un modul complet. 

DEFINIŢIE. Un modul complet al corpului K de numere algebrice, 
care este inel cu identitate, se numeşte ordin al corpului K. 

Eezultatul obţinut se poate formula în termenii acestei definiţii 
în modul următor. 

TEOREMA 3. Inelul stabilizatorilor unui modul, complet al corpu
lui K de numere algebrice este un ordin al acestui corp. 

Este adevărată şi reciproca : orice ordin O al corpului £ este 
inel de stabilizatori pentru un anumit modul complet, de exemplu 
chiar pentru el însuşi (deoarece 1 e O, incluziunea <xO c O este echi
valentă cu condiţia a e O ) . 

Fiind dat un număr nenul y e K, condiţia OĈ G M este echiva
lentă cu a(y£)€ yJf (aici E,e M). Se deduce din aceasta că modulele 
asemenea M şi yilf au acelaşi inel de stabilizatori, adică 

OrM = OM. 
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Fie \ix . . . , \Ln o bază a modulului M şi co17 . . . , o>n o bază a 
inelului său de stabilizatori. Pentru fiecare i = 1, . . . , ttavem 

n 

b^ fiind numere raţionale. Dacă b este numitorul comun al tuturor 
coeficienţilor ~bw atunci numărul b^ se exprimă în baza ordinului 
X)M cu coeficienţi întregi, adică va aparţine lui OM. Modulul bM va 
verifica deci incluziunea bM cz OM. 

Rezultatele obţinute le putem formula astfel: 
LEMA 1. Inelele de stabilizatori ale unor module asemenea coin

cid. Pentru orice modul complet M există un modul asemenea cu M 
şi inclus în inelul său de stabilizatori. 

OBSERVAŢIE. Considerarea modulului complet M şi a inelului 
său de stabilizatori OM pot fi încadrate în noţiunea mai generală 
de modul peste un inel. Sîntem adesea în situaţia de a considera 
în cazul unui subgrup aditiv A al corpului 2T, acel subinel A al 
corpului JBT, pentru care A este A-modul (produsul Xx al elemen
telor X€ A prin xe A este definit aici prin înmulţirea din K). Inelul 
de stabilizatori OM al unui modul complet din corpul K de numere 
algebrice este cel mai larg dintre subinelele A ale corpului K faţă 
de care M este A-modul. Din teoria inelelor se cunoaşte că modulele 
M considerate de noi peste ordinul A, care sînt incluse în O M , se 
caracterizează prin aceea că sînt fără torsiune (dacă x e M, x •£ 0, 
atunci din X a?= 0, Xe A, se deduce că X = 0) şi au rangul 1 (prin 
rangul unui A-modul se înţelege numărul maxim de elemente liniar 
independente peste A). 

3. Unităţi. Eevenim la problema pe care ne-am pus-o anterior, 
anume de a reprezenta numerele raţionale prin forme complet de-
eompozabile. 

î n pct. 3 §1 am văzut că această problemă se reduce la cău
tarea în modulul complet M a acelor numere \i care satisfac relaţia 

2r(n) = a: (7) 
Oricare ar fi elementul t*> aparţinînd inelului de stabilizatori O = O M 
produsul 6)̂  aparţine lui M; se deduce de aici, datorită proprietăţii 
de multiplicativitate a normei, că 

jy"(co|ji) = N(u>)a. 

Dacă JV(<o) .= 1, atunci odată cu \i va fi soluţie a ecuaţiei (7) şi 
produsul coţi. î n acest mod, stabilizatorii co a căror normă este 1 
permit ca dintr-o soluţie dată a ecuaţiei (7) care ne intereseazăy 
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să se deducă o clasă de soluţii noi. Aceasta este chiar situaţia care 
va sta la baza metodei de rezolvare a ecuaţiei (7), pe care o vom 
expune. 

Vom arăta că un element c*>e £), avînd norma JV(co) = 1, se 
află printre acele numere s ale inelului O care au proprietatea că» 
s - 1 aparţine lui O. Conform definiţiei date în pct. 1 § 4 Complemente 
astfel de numere e se numesc unităţi ale inelului C Deoarece inclu
ziunile -zM <=. M, şi z~xM c M sînt echivalente cu egalitatea zM:== 
= ilf, se deduce că unităţile inelului 0 = O M mai pot fi caracterizate 
ca fiind acele numere ae K pentru care ailf = M. 

LEMA 2. Dacă numărul a aparţine ordinului O,, atuwi poli
nomul său caracteristic şi polinomul său minimal au coeficienţii 
întregi. în particular, norma N{a)=JSfK/R(a) şi urma Sp (a)=#pA7JÎ(a) 
sînt numere întregi raţionale. 

Demonstraţie. Presupunem, că ordinul £> este inelul stabiliza
torilor modulului \M- = {.ţxlr ...... \in} (se poate lua, de exemplu, M = 

«.== ,£)). Dacă ae O, coeficienţii a^ care intervin în egalităţile (6) 
sînţ întregit de unde se deduce că polinomul caracteristic al .numă
rului a (relativ la extinderea KJB) are coeficienţii întregi. Celelalte 
afirmaţii ale lemei sînt acum evidente. 

TEOREMĂ 4. -Fie D un ordin al corpului K de numere algebrice. 
' Pentru rca numărul ae O să fie unitate a inelului O este necesar şi 
' suficient ca W(c) = ± '!• 

Demonstraţie.. Vom arăta mai întîi că pentru orice a nenul din 
D norma sa .V(oc):se divide (în inelul O) prin a. 

Conform lemei 2 polinomul caracteristic (p(t) = ta+c1 in~'1Jr - • -
. . . + cn al numărului a are coeficienţii întregi. Deoarece 9(a) = 0 
se deduce . 

~ = l - ( - l ) - 1 ( a - 1 + eL a - 2 + . . . + e^x). • 
a a- .:."• 

Raportul — — aparţine deci,inelului JD, ceea ce înseamnă, că JSF(oc) 
<x 

este divizibil prin a. 
; Dacă vom considera acum N(<x) ^ i 1, atunci 1 se va divide 
prin a, adică a este unitate în inelul^ . Reciproc, dacă s este uni ta te 
în inelul O, adică es' = 1 pentru un anumit z' € O, atunci, întrucît 
N{z) şi N{z') sînt întregi, din egalitatea N(e) N(e') = 1 se deduce 
că if(e) .= ± 1 - Teorema. 4 este astfel demonstrată. 

Pentru găsirea stabilizatorilor COGD, pentru care N{<>>) = 1J 
trebuie deci să determinăm toate, unităţile inelului O, iar apoi să 
alegem dintre acestea unităţile de normă - f i . 
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Două numere JJLX şi \i2 ale modulului complet M le vom numi 
asociate, dacă raportul lor [I1/JJL2 = s este, unitate în inelul de stabili
zatori O == £>M. Este clar că în cazul în care Jf == O, noţiunea de aso
ciere coincide cu asocierea obişnuită a elementelor dintr-un inel 
comutativ eu'identitate (v. Complemente, §4, pct. 1). Se mai observă, 
fără dificultate, că această relaţie de asociere aplicată soltiţiilor ecua
ţiei (7) are proprietăţile obişnuite ale unei echivalente şi de aceea 
soluţiile ecuaţiei (7) se grupează în clase de soluţii asociate. Dacă 
V-i Ş* ̂ 2 ™1^ două soluţii asociate, adică fxx = c[x2, unde s este unitate 
în inelul 0 , atunci N(z)"= 1. Reciproc, oricare ar fi unitatea s din 
£) avînd norma 1, atunci odată cu soluţia pi v a li soluţie şi produsul 
fjLs,- asociat acesteia. î n acest mod, toate soluţiile unei anumite clase 
de soluţii asociate se obţin dintr-o soluţie dată prin înmulţirea aces
teia eu ' toate ^unităţile, de normă 1. Vom arăta--acum că. numărul 
•acestor clase de soluţii este finit. 

TEOKEMA 5. Printre numerele de normă dată ale ordinului D 
se alfa numai un număr finit de numere . care să fie oricare două 
neasociate. •• -, .ţ r • • ,• -^ -
'"' • Demonstraţie. F ie / <o1? . . ., <^n ' o bază : a ordinului O şi c > 1 

un număr - natural. •' 
Conform definiţiei generale dată la pct. 1 §4 Complemente, 

vom spune că numerele <x şi (3 din £> sînt congruente modulo o clacă 
diferenţa lor a ^ . § se divide (în inelul ©) prin c\ Este evident că 
orice ae O este congruent modulo c cu unul singur dintre numerele 

: x^± -f • . . . . ;+ #„<ott. ; (O ^ wi < c; 1 < i < n)> 

Mulţimea O se descompune deci în <f clase de numere, oricare două 
numere din clase diferite nefiind congruente modulo c între ele. Con^ 
siderăm acum două numere a şi p aparţinînd aceleiaşi clase, astfel 
^ ( a ) | = |JT(p)| = c. Din egalitatea a — p = cy, ye O, se deduce 
că — = - l . + -r-^-ţ.* (deoarece ~ e JD, v. începutul demonstra-

ţiei teoremei 4) şi analog — = 1 ± •• -y e O. î n acest mod, nume-

rele a şi p sînt divizibile unul prin celălalt şi deci sînt asociate între 
ele. S-a demonstrat asbfel că în O se poate afla humai un num&r finit 
(care mi este mai mare decît cn) de numere neasooiate oricare doiift, 
a căror normă are valoarea absolută egală cu numărul dat 0. 

CONSECINŢA. Printre numerele de normă dată ale modulului 
complet M al corpului K se găseşte numai un număr finii de numere 
neasociate unul cu altul* 
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într-adevăr, dacă £> este inelul stabilizatorilor modulului Mf 
atunci pentru un anumit număr natural b modulul bM va fi inclus In 
©• Dacă yx, ...., YK sînt numere din M oricare două neasociate avînd 
norma c, atunci numerele 6y17 , . M byk din D au norma bnc şi sint 
oricare două neasociate în ©. Prin urmare numărul h nu poate fi 
oricît de mare. 

OBSERVAŢIE. Demonstraţia teoremei 5 arată că în inelul © (şi 
de asemenea în modulul M) există o mulţime finită de numere avînd 
norma dată c şi cu proprietatea că orice număr din © (sau din M) 
care are aceeaşi normă este asociat cu unul dintre acestea. Această 
demonstraţie nu este însă efectivă, deoarece nu dă posibilitatea 
găsirii acestor numere, cu toate că indică pentru ele o margine. 

Problema fundamentală privind găsirea tuturor soluţiilor ecua
ţiei (7) se descompune astfel în două probleme: 

1) Să se determine toate unităţile s de normă JT(e) .= 1 din 
inelul stabilizatorilor ©M. 

2) Să se determine numerele pt1? . . . , ptr din modulul Jf, astfel 
ea acestea să fie oricare două neasociate şi orice \i € M avînd norma 
a să fie asociat cu unul dintre acestea, adică să fie de forma \L = ţi^e, 
unde 1 ^ i < ~k şi e este unitate în inelul stabilizatorilor ©M* 

Rezolvarea acestor două probleme va constitui implicit rezol
varea problemei reprezentărilor întregi ale numerelor raţionale prin 
forme complet decompozabile. 

4. Ordinul maximal. Deoarece în pct. 2 am întîlnit noţiunea de 
ordin este firesc să ne punem problema interdependenţei între dife
ritele ordine ale aceluiaşi corp K de numere algebrice. Vom arăta 
în acest punct că printre ordinele corpului K se află unul care este 
maximal, incluzînd toate celelalte ordine. î n baza lemei 2 polinomuî 
minimal al oricărui număr dintr-un ordin are coeficienţii întregi. 
Yom constata în continuare (teorema 6) că ordinul maxim al corpu
lui K de numere algebrice coincide cu mulţimea 5 a tuturor acelor 
numere din JC, ale căror polinoame minimale au coeficienţi întregi. 
Mai întîi vom demonstra următoarea lemă. 

LEMA 3. Dacă <xe ©, adică polinomuî minimal tm + c1tm-x+ .... . 
. . . + cn. al numărului a are coeficienţi întregi, atunci modulul M = 
= {1, a, . . ., a®-1} este inel. 

Demonstraţie. Este suficient să arătăm că orice putere ak(k > 0) 
a numărului a aparţine lui M. Pentru Jc < m — 1 aceasta este 
adevărat datorită definiţiei lui M. Apoi, <xm '= — c1(xm'~1 —.... — cmi ct 
fiind întregi, astfel că ame M. Fie k> m şi să presupunem că am 
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demonstrat că a ^ e Jf, adică a*'"*1 .= at o^^1 + *... + am, ai fiind 
întregi. Atunci 

a* =: aa^"1 =:• atam + a2xm~l + . • • + a.moţ, 

Deoarece toţi termenii din membrul drept aparţin lui ilf, se deduce 
că şi a7' apafţine lui M. Lema 3 este astfel demonstrată. 

LEMA 4. Dacă O este un ordin arbitrar al corpului K şi a e O, 
atunci inelul ©[a] compus din toate polinoamele în OL CU coeficienţi 
din © este de asemenea ordin al corpului K. 

Demonstraţie. Deoarece O a © [a], rezultă că în inelul O [a] 
se găsesc n = (K: R) numere liniar independente peste B. Prin urmare, 
trebuie să demonstrăm numai că ©[a] este modul (adică are un 
sistem finit de generatori). Fie o)l7 ...,<*>„ baza ordinului O. Conform 
lemei 3 orice putere oc*(ifc ̂  0) se reprezintă sub forma a0 + %a + . . . 
. . . +am^1<xm~~1cuai coeficienţi întregi raţionali, unde m este gradul 
polinomului minimal al numărului a. Se deduce imediat că fiecare 
număr din O [a] poate fi reprezentat sub forma unei combinaţii 
cu coeficienţi întregi de produse to4V(l < i < n, 0 ^ j < m —- 1), 
ceea ce înseamnă că O [a] este un modul. 

Prin aplicarea repetată a lemei 4 se obţine următorul rezultat. 
CONSECINŢA. Dacă © este un ordin şi a1? . . . , OLP sînt numere 

din ©, atunci inelul ©[a1? . . ., ap] al tuturor polinoamelor în a1? . . ., ap 
cu coeficienţii din O este de asemenea un ordin. 

TEOREMA 6. Toate numerele corpului K de numere algebrice, 
ale oăror polinoame minimale au coeficienţi întregi raţionali formeam 
ordimd maximal al corpului K. 

Demonstraţie. Fie O un ordin oarecare al corpului K, iar <x şi 
{3 numere arbitrare din S . Conform consecinţei lemei 4 inelul ©[a, Ş] 
este ordin, prin urmare este inclus în © (conform lemei 2). Bezultă 
atunci că diferenţa a — (3 şi produsul a (3 sînt de asemenea incluse în 
©. S-a demonstrat astfel că © este inel. Deoarece O c O s e deduce 
că © conţine n numere liniar independente. Eămîne doar să verificăm 
că © este un modul. 

Alegem în ordinul O o bază <&19 . ...,<o» şi construim pentru 
aceasta în corpul K baza'reciprocă cof, . . . , to* (v. Complemente, §2 
pct. 3). Vom arăta că inelul © este inclus în modulul ©* = 
= {cof . . . , o>*}. Fie a un element al inelului ©, pe care îl reprezen
tăm sub forma 

a = cx<x>ţ + . . . + oncoî, 
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et fiind' raţionali. înmulţind această egalitate' cu W şi^cpriiăiderînd 
apoi urma, obţinem 

Ci = S p au>i (1 < i < n) 

(am utilizat faptul că Sp cô co* = l, ;şi Sp cô co* == 0 dacă. i ^ j)c. 
Cum toate produsele aa)j sînt conţinute în ordinul O [a], din lema 2 
se deduce că toate numerele ê  sînt întregi şfdeei- a e £)*.'în acest 
mod § c O * . Aplicînd acum consecinţa teoremei 2 deducem că "D 
este modul, şi astfel teorema este demonstrată. 

Demonstraţia dată faptului că O este inel are un caracter -general,. 
adică îşi păstrează valabilitatea (cu mici'modificăi'i) şi în cazul generai 
al inelelor comutative fără divizori ai lui zero. Noţiunile respective 
sînt expuse pentru cazul general în §4 Complemente. Utilizînd ter
minologia adoptată acolo, se poate spune că ordinul maximal al 
corpului K de numere algebrice este închiderea întreagă a inelului 
numerelor întregi raţionale în corpul K. De aceea numerele ordinu
lui maximal O se vor mai numi şi numere întregi ale corpului:' K* 
Ordinul O se va mai spune, simplu, inelul întregilor lui K. 

Unităţile ordinului maximal O se mai numesc unităţi ale corpu
lui K de numere algebrice. 

5. Discriminantul unui modul complet. Fie [x1? . . ., [in şi jxj, . . . 
. . ., \in două baze ale modulului complet M în corpul K- de numere 
algebrice. După cum se ştie (v. pct. 1), trecerea de la. prima bază 
la cea de.a doua se face printr-o matrice unimodulară. (adică o ma
trice conţinînd numere întregi şi avînd determinantul ±1) . Se deduce 
în acest mod că discriminanţii D([i1? '.. ., \in) şiD(iii? . • •, [O ai baze
lor sînt egali (v. Complemente, §2, pct. 3, formula (12)). Toate bazele 
modulului M au, deci unul şi acelaşi discriminant. Această valoare 
comună a. discriminanţilor tuturor bazelor modulului M care este, 
evident, un număr raţional, se numeşte discriminantul 'modulului 
dat M. 

Orice ordin al corpului K este modul complet în K. De'aceea, se 
poate vorbi despre discriminantul unui ordin dat. Deoarece' urma 
oricărui număr dat dintr-un ordin este un număr întreg, discrimi
nantul unui ordin este totdeauna un număr raţional întreg (aceasta 
este, evident, valabil şi pentru orice modul complet conţinut în O). 

Baza ordinului maximal O al corpului K de numere algebrice 
este adesea numită hmă fundamentală a acestui corp, iar - discrimi
nantul său, discriminant al corpului K. Discriminantul unui corp 
de numere algebrice este o caracteristică aritmetică foarte importantă 
a sa şi va juca în continuare un rol esenţial în multe privinţe. 

122 

PROBLEME 

1. Fie co3, 6)2, to;>, numere liniar independente ale corpului K .de-numere, algebrice. 
Să se demonstreze că toate numerele de forma ao>1 -f- bcoz ~^~ C6)?<' u n ^ e <?> Q> c s m t întregi 
raţionali astfel ca:'2a-\~ 3b -f- 5c = 0, formează un modul în corpul K, şi să i se găsească 
baza.: ' '• ' '-._ '' ' ." • , ' . ' ' ' ' . . ' • , 

'2. âa se determine stabilizatorii niodululin <2, > in corpul K(][2 )'.' Să se arate 

apoi că modulul {1, ]/2 } este ordin maximal în corpul R(]f2 ). 
3. Să se arate că în corpul numerelor raţionale R există un unic ordin: inelul 

numerelor întregi raţionale. 
. 3 3__., . . .. . , 3 _ 

4. Să se demonstreze că în ordinul ( l , ] /2 . |/4 j al corpului R(]f2) orice număr c 
3 

de normă % 'este asocial cu j/,2 , 
5. Să se'demonstreze că intersecţia a două module complete este de asemenea un 

mod ti î complet. 
tî. Să se arate că orice modul 'al unui corp de'numere'algebrice 'care este inel, 

oslo inclus in ordinul maximal. 
7. Fie M ~= {a-,, . . ., awj- şi <Ar --- {(3j $n\ două module complete ale corpului 

K. Modulul generat de produsele a?-p_/(l ^ /', ,/ < 11) nu depinde de alegerea bazelor OLL 
şi fij. Acesta se numeşte produsul modulelor M şi A7 si se notează MX. Să se demon
streze că inelele de slabilizalori' ale modulelor M şi AT sînt incluse in inelul slabilizato-
rilor Ini MN. 

îi- Fie M un modul comp Iei inclus in ordinul maximal V al unui corp 7v de numere 
algebrice. Să se demonstreze că dacă discriminantul modulului M nu se divide prin pă
tratul unui număr întreg diferii de 1 atunci acesta coincide cu C 

9. Fie 6 \m element primitiv al corpului K de numere algebrice avînd gradul n, 
conţinut în ordinul maximal. Să se arate că dacă discriminantul poMnomului minimal 
al numărului 8 nu se divide prinlr-uu pătrat , atunci numerele [1, 0, . , ., O^"1 formează 
o bază fundamentală a corpului K. 

3 
U). Să se determine baza fundamentală şi discriminantul corpului R(]/'J ). 
11. Să se determine baza fundamentală şi discriminantul corpului J?(p), unde 

p este rădăcina ecuaţiei x* — x — 1 ---0. 
12. Fie M un modul complet al corpului K de numere algebrice. Să se demon

streze că mulţimea M* a acelor elemente ţ£ K pentru care Sp-ccEe Z pentru orice 
aG M este, de asemenea, un modul complet al corpului K. Modulul M* se numeşte 
reciproc fată de modulul M. Să se mai arate că dacă ţiv . . . . \in este o bază a lui M, 
atunci baza reciprocă \i{, . . ., \in în corpul K (relativ la R) este o bază pentru AI*. 

13. Să se demonstreze că (M*)* = M, adică pentru M*, modulul reciproc coin
cide cu M. 

I î. Să se arate că modulele reciproce M şi M* au unul şi acelaşi inel al stabili
zatorilor. 

15. Să se arate că pentru modulele complete Mx şi M2. incluziunile M± a M2 

şl Mi => M2* sînt echivalente. 
16. Fie 8 un element primitiv al corpului K de numere algebrice avînd gradul n, 

conţinut în ordinul maximal £) şi f(t) polinomul său minimal peste R. Să se arate că 
pentru modulul M = {1 /0 , . . . , O^1} care este, evident, un ordin) modulul reciproc M* 

, ; • 1 , • 

coincide cu M. 

rm 
17. Fie M im modul complet în corpul K, iar O inelul său ele stabilizatori. Să se 

demonstreze că produsul MM* (v. problema 7) coincide cu O*. 
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18. Să se demonstreze că în corpul i?(8), 03 = 2, inelul de stabilizatori pentra 
modulul M — {4, 6, 82} este dat de ordinul {1, 20, 202}, iar pentru modulul M2 = 
= {2, 26, 02} de ordinul maximal i i , 0, 02}. 

19. Polinomul tn -f a-^""1 -f- . . . ~\~ an cu coeficienţi întregi raţionali se numeşte 
polinom Eisenstein relativ la numărul prim p, dacă toţi coeficienţii alf .. ,,an se divid 
la p, iar termenul liber an deşi se divide la p, nu se divide la p2. Să se demonstreze 
că dacă elementul primitiv întreg 0 din corpul K de numere algebrice, avînd gradul n^ 
este rădăcină a unui polinom Eisenstein relativ la p, atunci 

N(c0 + Cl6 -{- . . . + < w 0«~*) ş CQ (mod p) 

pentru orice numere întregi raţionale c0, ev . . . , c».^. 
20. Dacă 0 este un element primitiv al corpului K de numere algebrice, avînd 

gradul n, atunci indicele ordinului {1, 0, . . . , 6*1"*1} în ordinul maximal se mai numeşte 
şi indice al elementului 0. Să se arate că dacă numărul 0 este rădăcină a unui polinom 
Eisenstein relativ la numărul prim p, atunci p nu intră ca factor în indicele lui 8. 

21* Să se arate că pentru fiecare dintre următoarele trei corpuri: 

Kx « i?(0), 03 - 1 8 0 - 6 = 0 , 

K2 = JR(0), 03 - 360 - 78 = 0, 

#3 = ^(8), 63 - 5 4 0 - 1 5 0 = 0, 
baza fundamentală este (1, 6, 62}. Să se verifice apoi că toate aceste corpuri au acelaşi 
discriminant egal cu 22356 = 23-22*35 (corpurile Kx> K%, KQ sînt distincte, după cum 
rezultă din problema 14 §7y cap. III). 

22. Să se arate că pentru corpul cubic R(Q)> 63 — 0 — 4 = 0, o bază fundamen-
6 + 82 

tală este 1, 8, . 
2 

23. Fie a şi & două numere naturale relativ prime, libere de pătrate. Notăm 
k = ab, dacă a2 — b2 s 0, (mod 9) şi k == 3ab, dacă a2 — b2 & 0 (mod 9). Să se arate 

3 
că discriminantul corpului R(][ab2) este D = — 3/c2. 

3 02 3 
I n d i c a ţ i e . Considerăm 8 = ][ab2, 0* ̂  ~ ][a2b • Să se arate că în 

cazul in care a2 — b2 ş£ 0 (mod 9), numerele 1, 8, 6 formează baza fundamentală. 
Fie acum a2 ~ b2 s 0 (mod 9). Alegem a = ±1 şi T = ±1 astfel încît a s~ a (mod 3) 
sii> s T (mod 3). Să se arate că în acest caz o bază fundamentală este formată din nume-
relei, 6, 1 ± ^ ± - I l . 

3 
24. Să se arate că dacă a este un număr natural, liber de pătrate şi a şfe ± 1 (mod 9), 

atunci în corpul R Qfa ) numerele 1, fa , ]fa2 formează baza fundamentală. 
3__ 

25. Să se arate că un corp cubic este strict cubic (adică are forma R (]fa ), dacă şi 
numai dacă discriminantul său este — 3d2 (pentru un număr natural oarecare d). 

26. Fie a, b, c, d numere naturale libere de pătrate, relativ prime oricare două, 
mai mari decit 1, iar unul dintre acestea se divide prin 3. Să se demonstreze că corpurile 
strict cubice JR(6), 8 = abc2d2 şi JR(TJ), V\ = acb2d2, avînd acelaşi discriminant 
— 27a2b2c2d2, sînt distincte. 
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f 7) \ » f 7]M 3 
I n d i c a ţ i e . Şe consideră corpurile R\ — \ = R (]/j,c2 ) şi JR l 1 —^Q/ăS2")-
27. Să se demonstreze că pentru orice număr natural n pot fi evidenţiate n corpuri 

strict cubice distincte avînd acelaşi discriminant (se foloseşte problema precedentă). 

§3. METODA GEOMETEICĂ 

Cele dona probleme enunţate la sfîrşitul pct. 3 § 2 (la care se 
reduce problema reprezentării njimerelor prin forme complet de-
compozabile) necesită, spre a fi rezolvate, aplicarea nnor consideraţii 
cu caracter geometric. Acestea se bazează pe metoda reprezentării 
numerelor algebrice prin puncte dintr-un spaţiu ^-dimensional, ana-
loagă cnnoscutuW procedeu de reprezentare a numerelor complexe 
în planul Cauchy. 

1. Reprezentarea geometrică a numerelor algebrice. Dacă un 
corp K de numere algebrice are gradul n peste corpul R al numerelor 
raţionale, atunci există exact n izomorfisme distincte ale acestuia 
în corpul C al numerelor complexe (v. Complemente, §2, pct. 3). 

DEFINIŢIE. Dacă prin izomorfismul G : K ~> O imaginea corpu
lui K este conţinută în corpul numerelor reale, atunci acest izomorfism 
a'8e''%uifn^tenYeăl^t^Gaz contrar se va numi complex. 

în acest mod, pentru corpul cubic K = J2(0), unde 03 = 2f 
3 3 3 

izomorfismul R(Q)-+ R(Y2) prin care 8 -» ţ/2~, este real (prin/sT 
înţelegem aici valoarea reală a radicalului). Celelalte două izomor
fisme JB(Ş)-> 22(«^2~) şi JS(0)^ i 2 ( e ^ 2 l ( £ - c o s ~ + i s i n ~ ) 
sînt complexe. Dacă d este un număr raţional care nu este un pătrat, 
atunci pentru corpul R(Q)> 02 = d, ambele izomorfisme sînt reale 
pentru d>0 şi complexe pentru ă < 0. în general, dacă se alege 
într-un corp arbitrar K de numere algebrice elementul primitiv 6 
care este rădăcină a polinomului c?(t) ireductibil peste R şi dacă 
0I? . . . , Qn sînt rădăcinile lui y(t) în corpul <7, atunci izomorfismul 

K = R(Q) ~> JB(e«) c O, 6 -> 8„ (1) 
va fi real în cazul cînd rădăcina 0̂  este reală, iar în caz contrar va fi 
complex. 

Convenim ca pentru orice număr complex y = x + iy (x şi y) 
fiind numere reale) să notăm cu 7 numărul complex conjugat x — iy. 

Considerăm un izomorfism complex a : K ~» G. Este evident că 
aplicaţia a : K *-> O, definită prin egalitatea 

cr(oc) = <r(a), a e JC, 
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este de asemenea un izomorfism complex al lui K în G. Acest izo
morfism <x se numeşte conjugat cu a. Deoarece ~o •£ a şi F = a, 
toate izomorfismele complexe ale lui i i în O se împart aşadar în 
perechi de izomorfisme conjugate. Se deduce, în particular, că numă
rul izomorfismelor complexe este totdeauna par. Două izomorfisme 
complexe de forma (1) sînt conjugate, dacă şi numai dacă rădăcinile 
8* şi 0;- care le corespund sînt* respectiv numere «complex conjugate. 

Să presupunem că printre izomorfismele lui K în G se găsesc 
s reale a15 . . . , G8 iar 2/ complexe, astfel că ,v + 2t = n> =± (K : II). 
Din fiecare pereche de izomorfisme complexe conjugale vom alege 
unul. Să notăm sistemul de izomorfisme complexe astfel obţinut 
prin cr,,+1, . . . , as+t. Sistemul tuturor izomorfismelor corpului K 
în G se scrie atunci sub forma , • • ' 

+ 1? ^«s + l 1 J.s + li ^s+t-

în continuare vom folosi curem această numerotare a izomorfis
melor. Bineînţeles că pentru unele coi puri "nu, există izomorfisme 
reale (s = 0)' sau, dimpotrivă, toate izomorfismele sînt reale (t = 0). 

Considerăm jnultimea 2"^ a liniilor de forma 

Ou '-— 1 ^ 1 . , (X\ . #«, • ? tt> + l)' '(2) 

ale căror prime s componente sînt reale, iar celelalte 
vs+1, . . . , xs+t sînt numere complexe arbitrare. Să definim adunarea şr 

înmulţirea acestor linii, ca şi înmulţii ea lor cu un număr real, apli-
cînd aceste operaţii componentelor. Este clar că fi6'* este un inel comu
tativ relativ la aceste operaţii, avînd identitatea (1, 1, . . . , 1 ) şi 
în acelaşi timp este spaţiu liniar real. Vom numi liniile (2) vectori 
sau puncte ale spaţiului £M . 

Drept bază a spaţiului 2s>i (peste corpul numerelor reale) şe, 
pot lua, evident, vectorii 

(1, . . . , 0 ; 0, . ,0) 

(0, . . ; . , ! : 0, . . . , 0 ) 

(0, . 
(0, . 

(0, . 
(0, . 

. . , 0 ; 1, . 

. . , 0 ; .*, . 

. . , 0 ; 0, . 

. . , 0 ; 0, . 

. . , 0 ) 

. . , 0 ) . 

- , 1 ) 
..,i) 

\S, 

2t. 

..(3) 
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Dimensiunea spaţiului liniar real 2sj este deci- n = s + 2t. Dacă, 
notăm. 

atunci vectorul (2) va avea în baza (3) coordonatele 

(xv . ..', x8; Vu % ..-9yt, zt). (4> 
în situaţiile în care fi6'5* va fi privit numai ca spaţiu liniar real 

«-dimensional, îl vom mai nota şi cu 9V\ 
Să fixăm în 2s>t un punct oarecare x. Aplicaţia x'.~* xx' (xf e 

e fi5'*), adică înmulţirea cu x a unui punct oarecare din 2*^ este„ 
evident, o transformare liniară a spaţiului real 2s>t ±= 9tn. Se constată, 
imediat că matricea acestei transformări are, ţinînd seama de (3)^ 
forma 

A 
i 

" 1 l 
• ; ? 

h j 

V 
unde toate elementele omise sînt nule. Determinantul acestei ma-
trici este 

•®1 • • • #*(#! + A ) • • • • ( ? / ? + 3?) = 0GX .... X8 \XS+1\2 ... \ Xs + t\2. 
Aceasta ne sugerează următoarea definiţie. Vom înţelege prin norma, 
N(x) a unui punct oarecare x = (x±, . . ., xs+t) e 2sa expresia 

JS (X) = X1 . . . Xs I Xs + { I . . . | Xs +1 I . 
Calculul făcut anterior arată că norma N(x) a punctului x poate 
fi definită şi ea fiind determinantul niatricii transformării liniar** 
x ' ~-> x / x . 

Norma pe care am introdus-o este, evident, multiplicativă : 
N(xx') = N{x)N{x'). 

Trecem acum la reprezentarea numerelor corpului K prin puncte-
ale spaţiului 2S>\.Fiecărui număr a din K îi punem în corespondenţă, 
punctul 

x(a) = ( a ^ a ) , . . . , a*(a) ; afi+1(a), . . ., <J* + t(a) (5> 

/ * i 

^ 1 - z i 
zi T i 
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din £s,t. Acest punct este numit reprezentarea geometrică a numă
rului a. 

Dacă ot şi p sînt numere distincte din JST, atunci pentra orice 
Jc = 1, . . . , s + t numerele <jk(<x.) şi <r&0) sînt de asemenea distincte 
şi deci a(x) ^ o?(j3), Aşadar, aplicaţia 

a -> %{a) (a e K) 

este biunivocă. (Evident, aceasta nu este o aplicaţie „pe", adică nu 
orice punct din 2s,t este imagine a unui număr din corpul K.) 

Deoarece 

ff*(a + P) = <M» + OTjtO) şi a*(aP) =• cr*(a).a*(|î), 
atunci 

a?(a+p) = a<a) + a(P), (6) 

a?(ap) - a?(oc) <(3), (7) 

adică prin adunarea şi înmulţirea numerelor din K, punctele care le 
corespund acestora se adună şi, respectiv, se înmulţesc. Se mai 
constată că dacă a este un număr raţional, atunci ak(aoL)~ 
= Gk(a) = crfc(a) = a<rfc(a), de unde 

x(aoL) = ax(a). (8) 

Mai mult , din §2'pct. 3 Complemente se deduce că 

j*r(a) = NKIR(QL) = crx(a) . . . a,(a)ar«+1{oc) ^+i(oc) . . . ^+*(a)cr,+t{a) = 

= cra(a) . . . aa(a)[a,+1(a)f2 . . . j cr*+*(<x) j 2 , 

deci norma .3F(a?(a)) a punctului a?(a) coincide cu norma ^ ( a ) a numă
rului a : 

N(oc(a)) =JSr(a) (a e l f ) . 

Considerăm două exemple simple. Dacă d este un număr raţio
nal pozitiv care nu este un pătrat, atunci pentru corpul real pătratic 
J2(6), 62 = a, imaginea geometrică a numărului o• = a + 58 (a şi 
& raţionali) va fi punctul #(a) = (a + 6]/d, a — b J/d).. în cazul 
corpului imaginar pătratic JB(TJ), TJ2 = — d, imaginea numărului 
(3 = $ + &v] va fi punctul din planul complex care are coordonatele 
(a, b Yd) (în acest caz baza (3) va fi formată din numerele 1, i). 
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Să arătăm că fiind dată o baza a1? . . . , a* a corpului K (peste 
B)j- vectorii asociaţi ^(ax), . . . , a?(a») din fi'*'_= SRW sînt liniar in
dependenţi peste corpul numerelor reale. îsTotăm în acest scop 

**(a,) = 4 ° (1 < * <*) , 

Deoarece vectorul 
*(<*,) - ' ( $ > , . . ., a£>, y?> +.i*4°, . . . , y?>. + is?>), 

are în baza (3) coordonatele 

atunci, pentru a demonstra afirmaţia noastră trebuie numai să veri
ficăm că determinantul 

d = 
a;',1) „(i) 2/ix) <#> 2/(

(1> # > 

y,(«) 4 B ) yin> <#» y<?> $» 

este nenul. Considerăm în locul lui d determinantul 

a ^ a£> 2/ix) i.^) y[» i4 X ) 

MB) . . . 4M) 2/iB) + Hn) 2/iB) — i4M> • • 

care poate fi scris şi sub forma 
o^Ox) . . • cTs(ax) crs+1(ai) ă , + 1 ( a i ) . . . 

<*i(a») <Js(a») c4+1(a») <*,+i(an) . 

în determinantul <2* adăugăm la cea de a (s + l)-a coloană, coloana 
următoare şi scoatem 2 în faţa determinantului. Această nouă 
coloană o scădem din următoarea, iar apoi din cea de a (s + 2)-a 
coloană obţinută scoatem —i în faţa determinantului. Efectuînd 
aceeaşi operaţie asupra fiecărei perechi de colane dintre cele ce 
urmează, vom ajunge în final la egalitatea 

ă* = (-2iyd. 
în pct. 3 §2 Complemente se demonstrează că 

ă*2 = D, 

(9) 

(10) 
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unde I) = D(al7 . . . , a») este discriminantul bazei ax? ...., a» (rela
tiv la extinderea K/B). Deoarece D # 0, atunci din (9) şi (10) se 
deduce că şi determinantul d este nenul. 

, Vom considera acum că a1? . . . , aw este o bază a modulului 
complet M în corpul K. Datorită relaţiilor (6) şi (8) orice a=%oc1+ 
+ . . . ~\-anan din Jf (unde av . . . , an sînt întregi raţionali) va avea 
ca imagine geometrică în W vectorul x(a) = a1x(a1)+ . . . + $ma?(att). 
în acest mod se obţine următorul rezultat. 

TEOREMA 1. în reprezentarea geometrică a numerelor din corpul 
K de numere algebrice, avînă gradul n = 5 + 2t, prin puncte ale 
spaţiului 9T, mulţimea tuturor vectorilor care reprezintă numerele din 
modulul complet M = {a1? . . ., an} coincide cu mulţimea tuturor corn-
hinaţiilor liniare cu coeficienţi întregi a n vectori liniar independenţi 
(în spaţiul %n) : $(<x3), . . ., x(an). 

OBSERVAŢIE. Spaţiul liniar &s>% în care reprezentăm numerele 
corpului K este o algebră peste corpul D al numerelor reale. Această 
algebră se poate identifica cu produsul tensorial 91 = D ® RK al 
corpurilor D şi K, considerate ca algebre peste corpul B al nume
relor raţionale. Anume, algebra 21 (peste corpul D al numerelor 
reale) se descompune unic în sumă directă de corpuri, fiecare dintre 
acestea fiind izomorf fie cu corpul D al numerelor reale, fie cu corpul 
G al numerelor complexe. Fie : 

21 = -JD1 © . . . © Ds © Cx + . . . © Ct, 

unde D{ & D(l < i < s) şi Cj = (7(1 < j < t). Fie, apoi, cp̂  izo
morfismul unic determinat al lui Dt pe D şi <p5+̂  unul dintre cele 
două izomorfisme ale lui Gj pe O. Fiecare element t e 21 se, reprezintă 
unic sub forma 

£ — £l + ••• • + ?* + £s + l +•• • • + ?s + f* 

unde ţ{ e Dt şi ţs+j e Cj. Punem 

?(5) = (9i(5i), . ' - . , ? . - + i ( U . » € f l ^ . 

Se poate arăta că aplicaţia £'.-> <P(£)(£G2X) este un izomorfism al 
algebrei 21 pe algebra fi*'*. în acest caz <p.(l ® a) = #( a) pentru orice 

2. Reţele. Studiul geometric al modulelor complete se bazează 
pe proprietatea lor care a fost stabilită în teorema 1. Vom considera 
acum mulţimi de vectori de acelaşi tip dinSR*, fie că sînt sau nu ima
gini ale numerelor dintr-un modul. 
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' 'DEMNIŢIE. Fie e±, . . ., em, m < n un sistem liniar independent 
de vectori din spaţiul %n. Mulţimea 3DÎ a tuturor vectorilor de tipul 

*Vi ~r • • • ~r ^n^w) 

nnde.a.i parcurg independent unul. de celălalt toate numerele, întregi 
raţionale se numeşte' reţea m-dimensională în 9lw ; vectorii e±1 . . . , em 
formează o bază a acestei reţele. Dacă m=n reţeaua se numeşte com
pletă, iar în caz contrar incompletă, 

Conţinutul teoremei 1 rezidă, aşadar, in aceea că numerele 
unui modul complet se reprezintă geometric prin vectorii unei reţele 
complete. 

Se observă imediat că două sisteme de vectori liniar indepen
denţi e1} . . . , em şi / l 5 . . . ,/TO determină una şi aceeaşi reţea, dacă şi 
numai dacă sînt legate printr-o transformare unimodxilară, adică în 
cazul cînd 

m 
fi = Jj ou ej (1 < i < m), 

unde'(c^) este o matrice de numere întregi avînd determinantul ± 1. 
Un studiu mai amănunţit al reţelelor se sprijină pe considerarea 

proprietăţilor metrice ale spaţiului 9tft. Sa introducem în O,5'* = %n 

un produs scalar, considerînd că vectorii (3) formează o bază orto
gonală. Dacă vectorii x şi x! au în baza (3) coordonatele (&\, . . . , xn), 
respectiv, (a£, . . . , ^ ) , atunci pentru produsul scalar [x, xf) va fi 
valabilă formula 

(#, x') ==; xxx'L + . . . +xnco'n. \ 

Lungimea vectorului .x se. va nota cu | | # | | . 
Fie .r' un număr real pozitiv. Mulţimea, tuturor' punctelor x 

avînd coordonatele (x±, . . . , # „ ) (în baza (3)), pentru care' 

IN = f^f + .••• + ®l < ri. 
o vom'nota cu U(r) şi o vom numi bilă '(deschisă) de rază r şi cu 
centrul în origine. 

O mulţime de puncte din 9ln se spune că este mărginită, dacă 
este conţinută într-o bilă TJ{r). 

O mulţime de puncte din spaţiul %% .se numeşte discretă, dacă 
pentru orice r > 0 bila U(r) conţine numai un număr finit de puncte 
ale' acestei' mulţimi. 

liBMA 1. Mulţimea, punctelor unei reţele Wi din %n este discretă. 
'Demonstraţie. întrucît orice reţea necompletă poate fi scufun

dată într-una completă (în mai muîte moduri) este suficient să se 
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dea demonstraţia pentru o reţea completă SR. Să alegem în HR o 
bază 017 . . . , en. Condiţiile 

(x, e2) = 0, . . . , (a?, e j = 0 

ne dau un sistem de n — 1 ecuaţii liniare omogene cu n necunoscute. 
Deoarece acest sistem admite o soluţie nenulă, rezultă că există un 
vector x nenul, ortogonal vectorilor e2, • • • > #*»• Dacă am fi avut şi 
(a?, 0^ = 0, vectorul o? ar fi fost ortogonal la toţi vectorii spaţiului 
9T, ceea ce este imposibil. Prin urmare (#, e j ^ 0. Vectorul /j = 

1 
= _ x va fi de asemenea ortogonal la toţi vectorii e», . . . , ^ 

şi va satisface relaţia (fv et) = 1. In acest mod, pentru fiecare i 
(1 ^ i ^ n) putem determina un vector ft pentru care 

ft »\- I 1 ' d a c ă $ = *> 
(0, daca j ^ i. 

Considerăm acum vectorul 0 =%e1 + . . . + attew din Wi (ai sînt 
întregi raţionali) aparţinînd bilei Z7(r), adică ||s]| < r. Deoarece 
ak = (#,/*) datorită inegalităţii lui Cauchy-Buniakovskî puteam scrie 

K l = l(*, /*)! < ll*IHI/*ll<r|IAII, 

unde r\\fk\\ nu depinde de z. în acest fel, pentru numerele întregi % 
avem numai un număr finit de posibilităţi, ceea ce înseamnă că nu
mărul acelor ze 9M pentru care [|#||< r este finit. Lema 1 a fost 
demonstrată. 

Fie X o mulţime de puncte din spaţiul W iar z un punct al lui 
%n. Mulţimea punctelor de forma x + 3, unde x parcurge toate 
punctele lui X se numeşte translaţie a mulţimii X cu vectorul z şi 
se notează prin X + z. 

DEFINIŢIE Fie eT, . . . , em o bază a reţelei ăft. Mulţimea T a 
punctelor de forma 

a l ^ l l" • • • "T" a m eml 

unde a3, . . . , am parcurg independent numerele reale care satisfac 
condiţiile 0 ^ a$ < 1, se numeşte paralelipiped fundamental al reţe
lei m. 

Un paralelipiped fundamental nu este aşadar unic determinat 
de reţeaua sa, ci depinde de alegerea bazei. 
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LEMA 2. Bacă T este un paralelipiped fundamental al reţelei 
complete Jf, atunci mulţimile 

Tz=T + z, 

unde z parcurge punctele lui M, sînt oricare două disjuncte şi acoperă 
tot spaţiul 91*. 

Demonstraţie. Fie ev . . . , en o bază pentru reţeaua 50?, pe care 
este construit paralelipipedul T. Trebuie să arătăm că orice punct 
x = xxex + . . . + xnen din 5Rn aparţine unei singure mulţimi Tz. 
Pentru fiecare i reprezentăm. numărul real xt sub forma xt = Tct 4-
+ ai} unde ht este un întreg raţional iar a< satisface condiţia 0 ^ 
< oct < 1. Punînd z — hLe1 + . . . + lcnen şi u = aLxe1 + . . . + an en 

vom avea 
x = u + z (u e T, 0G SUI), 

ceea ce înseamnă că a? e Tg. Mai departe, dacă x = u' + z' (u/ e T, 
z' G 9W) comparînd coeficienţii lui e$ din egalitatea ^ + 0 = ^' + z* 
se deduce imediat că z = zf. în acest mod lema 2 este demonstrată. 

LEMA 3. Pentru orice număr real r >'0 există numai un număr 
finit de mulţimi Tz (v. notaţiile din lema 2), care intersectează nevid 
bila U(r). 

Demonstraţie. Fie e^ . . ., en o bază a reţelei SOI, pe care se con
struieşte paralelipipedul T. Dacă notăm d = Ĥ H + . . . + | |ej | , 
atunci pentru orice vector w = a ^ + . . . + <x>nene T avem 

IMI < \\<hei\\ + • • • + K e J I = "Oilkll + . . . + . a j e j <,d. 

Fie mulţimea Ts (# e 9K) care intersectează pe U(r). Aceasta 
înseamnă că pentru un anumit vector x = u + 0, unde w e T, # e 3PÎ, 
avem ||a?|| < r. 

Deoarece 0 = o? — u se deduce că 

M\ < P I I + | | - ^ | | < r + df, 

adică punctu 1 z se află în bila U(r + d). Conform lemei 1 există numai 
un număr finit de asemenea puncte, şi lema 3 este demonstrată. 

Este evident ca vectorii unei reţele formează grup faţade 
operaţia de adunare a vectorilor. Cu alte cuvinte, orice reţea este 
subgrup al grupului aditiv 9T. Lema 1 arată, totuşi, că acest subgrup 
nu este deloc arbitrar. Vom demonstra că proprietatea reţelelor 
stabilită de această lema caracterizează reţelele spre deosebire de 
celelalte subgrupuri ale grupului 9T. 
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' •" LEMA 4:''" T?n: suhgrup- 501 al • grupului %n
r ă 'cărui' mulţime de 

puncte este discretă formează reţea. 'k"vi;'v ' :":1" • '; '"' ,; -' 
Demonstraţie, Să notăm prin''© cel. mai mic subspaţiu liniar al 

spaţiului JR*, care conţine mulţimea W, iar prin m dimensiunea lui 
S. Putem _ alege atunci în 50? n .vectori >ev...,-... , ^ ce formează o bază 
a subspaţiului 6 . Să notăm cu M0 reţeaua avînd baz^- elr . . . , em. 
Este evident , că 9Jjt0 c SDÎ. Vom demonstra câ* indicele (9W:"2R0) 
este'finit. Am văzut că orice vector a? din 501 (chiar orice.vector din 
S).' îl putem reprezenta: sub forma 

00 = U + 2, (11) 

unde 0<s 3K0, iar n este situat în paralelipipedul fundamental T al 
reţelei 8Jî0 construit pe baza ev . . . , em. Din ipoteza că x e 3K şi #e 2R0c: 
c 89Î, ca şi din faptul, că SDt este grup, se deduce că ue M. T este însă 
0 mulţime mărginită şi deoarece 9M este o mulţime discretă, ea nu 
poate conţine decît un număr finit de vectori din SDî. Aceasta arată 
că numărul vectorilor u care pot fi obţinuţi în descompunerea (11) 
este pentru orice x finit, ceea ce de fapt înseamnă că indicele (M : 
:3W0) este finit. E"otăm (WH : 9M0) = j . Deoarece ordinul oricărui ele

ment al grupului factor Xft/3Jl0 este di vizor al lui j , atunci jx e MQ 
1 1 

pentru orice xe Wl si deci x se exprimă liniar p r in—e v . . , , — em cu 
' . ' " 3 J: 

coeficienţi întregi. Grupul Wi este astfel conţinut .în reţeaua 3JÎ* 
' • 1 1 ' 

cu baza-—e v ..., — em. Aplicînd acum teorema 2 din §2 observăm 
5 3 

că subgrupul M al grupului 3K* trebuie să aibă o bază formată din 
1 < m vectori /17 . . . , /2 . Pentru a ne convinge că M este o reţea 
ixe ,,mai rămîne doar să verificăm, că vectorii f±J . . . . , / , sînt liniar 
independenţi peste corpul nuixierelor reale. Aceasta rezultă însă 
din faptul că cei m vectori ev . . . , em liniar independenţi în W se 
exprimă liniar cu ajutorul acestora .(deoarece 3W0 c i ) , Lema 4 
este astfel demonstrată. 

3. Spaţiul logaritmic. Odată cu reprezentarea geometrică a 
numerelor din corpul 2T, introdusă anterior, în care operaţia de adu
nare a numerelor :se interpreta ca operaţie de adunare a vectorilor 
din 9îw, ne este necesară încă o reprezentare'geometrică relativ la 
care se va da o interpretare la fel de simplă şi operaţiei de înmulţire 
a : numerelor. ; 1 Presupunem, ca de obicei, că'printre izomorfismele corpului K 
de numere algebrice în corpul 0 al numerelor complexe: se găsesc 
^izomorfisme 'reale şi :2i izomorfisme complexe.'- 'Vom considera' că 
acestea sînt numerotate aşa cum s-a arătat în pct. 1. ! • 
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Considerăm spaţiul liniar real 9t5+t, de dimensiune s + #, compus 
din liniile (Xx, . . . , ls + t) avînd componente reale. Pentru un punct 
xe £ M de forma (2) ale cărui componente sînt toate nenule, notăm 

lk(x) = In \xk\ pentru fc = 1, . . . s, 

ls+i(®) ="&' |^ s + j |2 pentru j = 1, . . . , i. 

Asociem apoi fiecărui astfel de punct x din £M vectorul 

I(a?) = («») , . . . ,Z . + I(a?)). (13) 

din spaţiul ${s+t. Deoarece pentru două puncte x şi o?'.din £*>* cu 
componente nenule avem, evident, 

h(oOXf) = l]c(x) + h(x') (1 < fe < 8 + t), 

deducem că 
l(xx') = l{x) + l{x'). (14) 

Toate punctele xe &s,t de forma (2) cu componente henule (adică 
pentru care W(x) # 0) formează grup relativ la înmulţirea' compo
nentă eu componentă. Egalitatea (14) arată că aplicaţia x -> l(x) 
este un homomorfism al acestui grup multiplicativ pe. grupul aditiv 
al vectorilor spaţiului 5ES+*. 

Din' egalităţile (12)-şi definiţia normei N(x) a unui punct, XG 
€ fîM se obţine imediat pentru suma componentelor lk(x) ale vecto
rului l(x) formula 

4 = 1 

Considerăm acum un număr nenul a din corpul K. Notăm 

I(a) =z..l(wt-*))f. 

unde ^(a) este reprezentarea numărului a în spaţiul £ M care a.- fost 
dată în pct. 1.. Pe baza ..relaţiilor (5), (12) şi (13) vectorul Z(a) se scris 

Z(a) =. (In l-cr^a)!, . . . , l n | CT,(a) |, ln. |c,+ i(a) |2, . . . . . . . In K + ,(ot) \% 

• Vom numi vectorul l(a) e ^ * ^ reprezentare logaritmică a numărur 
lui, nenul ae JK", iar spaţial 3Hs+t —spaţiu logaritmic al corpului K, 
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Din relaţiile (7) şi (14) se deduce că 

I ( a p ) = î ( a ) + î ( P ) ( a 96"0,p # 0 ) . ' (16) 

Aplicaţia a-> Z(a) este deci un homomorfism al grupului multi
plicativ al corpului K în grupul vectorilor spaţiului 9t5+K î n particular, 
se obţine de aici 

^a™1) = — Z(a) (a # 0). 

Pentru suma componente]oi1 

ale vectorului î(a) se verifică formula 

'EW«)= ln | -» r (« ) | . (17) 

într-adevăr, suma din membrul stîng este dată de logaritmul 
valorii absolute a produsului 

ax(<x) . . . <7,(a)cr,+1(a)(7,+1(a) . . . as+t(oc) as + t(a) 

iar acest produs, conform pct. 3 §2 Complemente, este chiar norma 
JW(OL) (relativ la extinderea KjR). 

Demonstraţia pe care am dat-o formulei (17) (fără a apela la 
egalitatea (15)) explică de ce la definirea componentelor lk(co) ale 
vectorului l{x) prin egalităţile (12) s-a făcut deosebire între compo
nente care corespund la izomorfisme reale şi complexe : componenta 
ls+j(®) corespunde nu unuia, ci la două izomorfisme conjugate as+:f 
şi o>+/-

4. Reprezentarea geometrică a unităţilor. Considerăm acum un 
ordin dat O al corpului K. îfe fixăm atenţia asupra mulţimii vecto
rilor l(z) din spaţiul logaritmi e 5R*+*, unde s parcurge toate unităţile 
inelului O. Aplicaţia s~»J(e) nu este injeetivă. într-adevăr, dacă 
unitatea î ]eO este o rădăcină a lui 1, adică 7 3 ^ = 1 pentru un m 
natural, atunci \G]C(T})\ = 1 pentru orice h = 1, . . . , s + i1 şi deci 
l(ri) este vectorul nul. în acest fel, toate rădăcinile lui 1 (în ordinul 
O există cel puţin două asemenea rădăcini : + 1 şi —1) se reprezintă 
prin acelaşi vector (nul). Pentru a clarifica construcţia grupului 

136 

unităţilor ordinului O" cu ajutorul liomomorfismului e~>Z(s), tre
buie să dăm răspuns la următoarele două întrebări : 

1) Care unităţi s din JD sînt ,reprezentate prin vectorul nul i 
2) Ce reprezintă mulţimea tuturor vectorilor Z(s)? 
Să începem cu prima întrebare. Să notăm prin W mulţimea acelor 

numere a e O , pentru care l(a) = 0. Pe baza relaţiei (16) produsul 
a două numere din W aparţine de asemenea lui W. Deoarece condiţia 
|(oc) == 0 este echivalentă cu egalităţile 

|a*(a)| = 1 ( 1 < Jc^'s + t), 

atunci mulţimea punctelor, x(a),e 9ln = £ M pentru orice ae W 
este mărginită, adică este conţinută într-o bilă oarecare U(r). Apli-
cînd lema. 1, deducem că mulţimea W este finită. Considerăm pu
terile 1, a, ; . . , <xfc ale unui număr arbitrar a e ' F . Deoarece totdeauna 
aceste puteri aparţin lui W, deducem că printre ele trebuie să se 
găsească unele egale, de exemplu^a* = a*, l > fc. Atunci însă, punînd 
l — ]c = m, obţinem că aw = 1. în acest fel, toate numerele din W 
sînt rădăcini ale lui 1' şi prin urmare W este un grup finit, inclus, 
evident, în grupul unităţilor inelului O. 

întrucît grupul W include un subgrup de ordinul doi (compus din 
+ 1 şi —1), înseamnă că, ordinul său este par. Se:ş.tie că orice subgrup 
finit al grupului multiplicativ al unui corp este totdeauna ciclic 
(v. Complemente, §3), de' a'deea şi grupul W este ciclic. 

La prima .întrebare pe care ne-am pus-o, se obţine, astfel urmă
torul r ă s p u n s . , 1 ' .; 

TEOREMA. 2. .Unităţile s ale ordinului O, pentru care l(z) este 
vectorul nul, formează un grup finit ciclic de ordin par. Mementele 
acestui grup sini formate din rădăcinile din 1 care aparţin lui O -şi 
numai din acestea. 

Trecem acum la cea de a doua întrebare, adică ne ocupăm de 
structura mulţimii .<£ din 9ts+*, compusă din vectorii Z(s), unde z 
parcurge toate unităţile inelului O. 

Pe baza teoremei 4 §2 norma oricărei unităţi e din £) este + 1 , 
şi deci In |J?"(e)|' ==: 0« ^ e baza egalităţii (17) obţinem deci 

S# « * ) = 0. (18) 
* • h r = l ' 

Aceasta înseamnă că toate rădăcinile l{ z) se găsesc în subspaţiul 
fi c W+\ format din punctele (X1? . . . , \s+t)e 9î5 + *, pentru care 
\ + . . . + k8+t = 0. Dimensiunea subspaţiuiui 2 este, evident, 
s + t — 1. 

Să demonstrăm că (£ este o reţea. Deoarece <£ este, evident, 
subgrup al grupului aditiv al vectorilor spaţiului 9î5+i, pe baza lemei 
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4 trebuie să ne convingem doar de faptul că mulţimea de puncte 
<£ este discretă. (Alegem drept bază ortonormată în 9l5 + e, evident, 
acei vectori care au o componentă egală cu unitatea, iar celelalte 
sînt nule.) Fie r un număr real pozitiv oarecare, iar ||î(s)|| < r. 
Deoarece Z*(e)'< \ljc{c\ < HKe)H> atunci lk(z) < r(l ^ k ^ s +• 1) 
şi deci 

k*(e) | '< e% (fc — 1» •• •>*)> 
| (7 f f + , (s) |2<e r( i = i , --.,<). ' 

Se deduce astfel că pentru acele unităţi SG O, pentru care P(tf)|| < 
< r, punctele #(s) din %n formează o mulţime mărginită. însă de
oarece vectorii a?(a)e 9T pentru orice a e O formează o reţea (teo
rema 1), se deduce- conform lemei 1 că numărul' acestor unităţi s 
este finit. Aşadar, numărul vectorilor l(t) care satisfac condiţia 
\\l(ţ)\\ < r este de asemenea finit, ceea ce, înseamnă de fapt că mul
ţimea & este discretă. 

Deoarece reţeaua (S este inclusă în subspaţiul. £, dimensiunea 
acesteia- na depăşeşte s + t — 1. 

Am demonstrat prin urmare următorul fapt. 
TEOREMA 3. -Prin reprezentarea geometrică a unităţilor ordinu

lui fD'Me către punctele l(e) din spaţiul logaritmic 5ls+*, toate aceste 
reprezentări formează o reţea (£ de dimensiune r < s + i — 1. 

• • t 

5. Noţiuni" introductive asupra grupului unităţilor. Chiar în 
teoremele 2 şi 3 pe care le-ara dedus din cele mai simple consideraţii 
geometrice, se găseşte o informaţie importantă despre construcţia 
grupului unităţilor oricărui ordin £). Anume, din aceste teoreme 
rezultă uşor că în O există nişte unităţi ex, . . . , en r ^ s -f- t — 1, 
încît fiecare unitate ee £) se reprezintă unic sub forma 

'n"'.,,"';"' . ' ' s = £ e ? . . . 4% • •';'• • ( i 9 ) 

unde a*, . . . , $7. sînt numere întregi raţionale iar £ este o rădăcină 
a lui 1 aparţinînd lui O- Cu alte cuvinte, gruptil unităţilor ordinului 
JD se prezintă ca produsul dintre un grup finit şi r grupuri ciclice 
infinite. 

Pentru a demonstra această afirmaţie alegem o bază oarecare a 
reţelei (S, fie aceasta î(si)? . . .,i(e r) şi vom arăta că unităţile e1? . . . 
'••-,.. err. au proprietatea. cerută. Fie ş _ o unitate oarecare. a inelului 
C. Deoarece I[s) e 6, atunci ]':"t' 

• Z'(e) *= %?(%) + i . . '+^ r î (e r ) , 
unde :a,> sînt = numere întregi raţionale. Consideram unitatea • 

1$8 

Pe baza formulei (16), această unitate satisface relaţia -l{ţ) = 
Ţ=Z(e) -T-' %î{%)-~- ... . — aXeJ) == 0 şi conform teoremei/2, se dedice 
că.ea.-este rădăcină din". 1...în"acest fel.unitatea s admite reprezen
tarea. (19). Mai.rămîne, şa. demonstrăm unicitatea sa. Fie o..alta 
reprezentare'.a lui. $•;> .s:==;£'eî*;... eb/.- Pe baza liniar indepen
denţei vectorilor ;!(%),....-, Z(er) d i n egalitatea Z(e).= ^ ( s i ) rf-•'•••. • 
. . . . '+ brl(er) se deduce că a1 = 6X, . ..., ar = ?V Atunci rezultă însă 

CÂ-I^X', şi astfel afirmaţia noastră este complet demonstrată. 
în'afirmaţia demonstrată mai sus a-rămas, nerezolvată problema 

importantă: a valorii exacte^a numărului f, despre care ştim:numai 
că nu depăşeşte s + I T- 1. în paragraful următor vom arăta că, de 
fapt, r = V + t — .1...Cu metodele de care dispunem în prezent, nu 
putem asigura nici-inegalitatea r>0 . (dacă , evident, s + i — l>0.). . 
Egalitatea > == s + I — 1 este, în fond, o teoremă de existenţă : 
ea stabileşte existenţa a s + t — 1 unităţi independente. Este deci 
normal ca pentru demonstrarea ei să se aplice unele consideraţii noi. 

Afirmaţia care ne-a rămas de demonstrat este echivalentă, in 
virtutea teoremei. 3, cu faptul că dimensiunea reţelei Creare repre
zintă în spaţiul logaritmic'Unităţile ordinului O, este egală cu s -f 
+ i - l . • . . 

PROBLEME 

1. Să se • demonstreze că toate reprezentările x(a)€ Straie numerelor a din corpul 
K de numere algebrice, avfnd gradul n, formează o subiimîţime peste tot densă a spa
ţiului SRM. 

2. Să se demonstreze eă daca s ^ 0, adică printre izomorfismele eonmiiii K în 
corpul numerelor complexe se găseşte cel puţ in unul real, atunci grupul rădăcinilor din 
1, inclus în K, este format numai din două numere : + 1 şi — 1 . (Această situaţie apare 
totdeauna în cazul cînd gradul corpului K este impar.) 

3. Să se determine toate rădăcinile din 1 care pot aparţine unui corp de numere 
algebrice avînd gradul 4. 

4. Să se determine toate unităţile corpului R(Vd). 
5. Să se arate că în corpul JRt(8), ©3 = 2, orice unitate este de forma ± ( 1 . — 6}*-
6. Presupunem că în corpul 'K de numere algebrice se găseşte o rădăcină com

plexă din 1\ Să se demonstreze atunci că orice număr nenul a din K are norma pozitivă. 

' ' §4. GRUPUL UNITĂŢILOR. ' '"• ' . ' 

1. Criterii de completitudine ale unei reţele. în acest capitol 
vom desăvîrşi cercetarea structurii, grupului unităţilor în ordinele 
corpurilor de numere algebrice. Problema fundamentală pe care o 
vom rezolva a fost examinată la sfîrşitul paragrafului precedent. 
Ea constă din a demonstra ca reţeaua <£ ai cărei vectori reprezintă 
unităţile din ordinul D în spaţiul logaritmic are dimensiunea s + 
+ t ~ i (păstrăm în cele de faţă notaţia din paragraful precedent)» 
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Eeţeaua (£ este situată în spaţiul 9t*+* şi este inclusă în sub-
spaţiul liniar fi format din punctele (Ax, . . . , ls+t) pentru care \ + 
+ . . . + Xs+t = 0. Deoarece dimensiunea lui fi este s + t — 1, pro
blema noastră este echivalentă cu demonstrarea faptului că (£ este 
o reţea completă în spaţiul fi. Vom demonstra aceasta la pct. 3 
utilizînd următorul criteriu de completitudine al unei reţele. 

TEOIIEMA 1. Reţeaua SER din spaţiul liniar fi este completă, 
dacă şi numai dacă în 2 există o mulţime mărginită ?7, ale cărei trans
laţii cu toţi vectorii din SOI acoperă spaţiul fi (eventual, cu intersecţii). 

Demonstraţie. Dacă reţeaua SER este completă, se poate lua drept 
V un paralelipiped fundamental oarecare al său : conform lemei 2 
§3 toate translaţiile unui paralelipiped fundamental cu vectori ai 
unei reţele complete acoperă tot spaţiul (mărginirea unui paraleli
piped fundamental este evidentă). Considerăm acum .reţeaua SER 
necompletă şi fie U o submulţiine mărginită- oarecare a spaţiului fi. 
Vom arăta că în acest caz translaţiile mulţimii U cu vectori din SOt 
nu pot acoperi întreg spaţiul fi. Pe baza mărginirii lui U rezultă 
existenţa unui număr real r > 6 , ' astfel ca' \\u\\ <r pentru oricare 
ue U. Să notăm cu fi', subspaţiul generat de vectorii reţelei SOL 
Deoarece reţeaua M este necompletă, rezultă că fi' este subspaţiul 
propriu şi deci în 2 există vectori y oricît de lungi şi ortogonali sub-
spaţiului fi' (prin urinare ortogonali şi tuturor vectorilor din SER), 
Afirmăm că toţi aceşti vectori ?/, pentru care ||?/|| > r,'iiu pot fi aco
periţi'., cu translaţii ale lui U cu, vectori din.'SER. într-adevăr, dacă 
vectorul y (ortogonal pe SER) aparţine unei translaţii ale lui £7, aceasta 
înseamnă că este de forma y = u. -f- z, i^iide u.e XJ^.z e SOI. Din egali
tatea lui Oaucliy-Buniakovski se deduce : atunci că-

jiyiia = ( ^ y j ^ 
de unde rezultă \\y\\ < r„ Teorema 1 este astfel demonstrată.(sensul 
geometric ,al demonstraţiei este că ' toate translaţiile mulţimii U 
cu vectori dintr-o reţea necompletă sţnt situate.într-o bandă, dis
tanţa de la punctele căreia la subspaţiul fi' nu depăşeşte r.) 

OBSEEVAŢIE. Completitudinea reţelei 9DÎ în subspaţiul 2 este 
topologic echivalentă, după cum se vede uşor, cu cornpacitatea grupu
lui factor fi/SOI (dacă fi este privit ca grup topologic relativ la adu
nare). . .,:.!. • 

2. Lema lui Minkovski. Demonstraţia pe care o dăm existenţei 
a s + t — 1 unităţi independente, se va baza pe o constatare geo
metrică simplă, care are însă extrem de multe aplicaţii în teoria 
numerelor. Formularea şi demonstrarea acestei afirmaţii (teorema 3) 
utilizează noţiunea de volum într-un Bpaţiu ^-dimensional şi anumite 
proprietăţi ale acestuia. 
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Volumul v(X) al mulţimii X din spaţiul ^-dimensional %n poate 
fi definit prin integrala multiplă 

v (X) = V . . . V dx1Ax2 . . . &ccn, 

(X) 

luată pe această mulţime X. (TSe abatem aici întrucîtva de la no
taţiile (4), §3 şi notăm coordonatele punctului x e SR» sub forma 
(ool7 . . . , xn).) 

Vom omite studiul condiţiilor în care există volumul. In cazurile 
pe care le avem în vedere mulţimea X va fi dată cu ajutorul cîtorva 
inegalităţi în care intervin 'funcţii foarte simple şi problema 
existenţei volumului se va rezolva pe o cale elementară. Să punem 
în evidenţă cîteva proprietăţi simple ale volumului, care reies uşor 
din proprietăţile integralelor (presupunem că toate volumele care 
intervin există). 

1) Dacă X este inclusă în X', atunci 
v(X) < v(X'). 

2) Daca mulţimile X şi X' sînt disjuncte, atunci 
' , v(X u X') =v(X) +v(X'l, 

3) Prin translaţia unei mulţimi volumul său se păstrează, adică 

V(X + z)= v(X). 
4) Fie a un număr real pozitiv. Să notăm prin aX mulţimea 

punctelor de forma oca?, unde x parcurge toate punctele din X. (Mul
ţimea aX se numeşte dilatarea lui X de a ori). Atunci 

v(aX) == *nv(X). 

Să calculăm volumul paralelipipedului fundamental T al unei 
reţele SOI din 9T, construit pe o bază oarecare a sa e1? . . . , en. Fie 

e$ == (%;, *..,(**$) i1 <î < n)-
Vom arăta atunci că 

v(T)= |det(a„) | . (1) 
î n integrala 

v(T) = i. *. . Vd%.. ,ăxn 

(T) 
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efectuăm o schimbare de variabilă potrivit formulelor 

xi = S aUx'i i1 < l < n)-

lacobianul acestei transformări este, evident, determinatul det (ats)7 
care este nenul. din cauza independenţei liniare a vectorilor ex, . . . 
-..:., en. Deoarece în urma acestei transformări mulţimea T trece, 
cum se constată uşor, în mulţimea T0 compusă din acele puncte 
{x[, .. ., O pentru care 0 < x[ < 1 (i = 1, . . . , w), atunci . 

' V { T ) = \ vy \ , d e t ( a < i ) | d ^ ' • * d a ? i •=3' | de t ( ( ^ } ' \ • • • \ăx* - - • 'â®*= 

o 6 

= |det (a«,)|, 
şi formula (1) este astfel demonstrată. 

Să supunem spaţiul 9îw unei transformări liniare nedegenerate 
x -> x'. Prin această transformare reţeaua SR trece într-o anumită 
reţea W (evident, completă) iar paralelipipedul său fundamental 
T trece în paralelipipedul fundamental T al reţelei âft'. Este clar 
că paralelipipedul T va fi construit pe imaginile e£, . . . , e'n ale vec
torilor bazei ex, ..., e%. Dacă e] = (&li7 . . . , bnj) (1 < j < n) , atunci 
din cele demonstrate se deduce că volumul v( T) este dat de |det (&„) |. 
Să notăm prin C = (ois) matricea transformării liniare x ~» x' în 
baza e±, . . . , 6W, deci 

6Î == S Cii 6i i1 < 3 < W)' 

Se constată imediat că 6^ = £ a„c,„ adică matricea (60) este produsul 
matricilor (a^) şi (ctj) şi deci este valabilă formula 

0(T')=«?(T). |det Cj. 

Să presupunem acum că ^ , . . . , en şi ei, •..,, < sînt baze ale ace
leiaşi reţele 8B. Deoarece aceste baze sînt legate printr-o transfor
mare unimodulară (a cărei matrice C de numere întregi are deter
minantul ±1) , pe baza relaţiei (2) obţinem că v(T') = v(T). Se 
arată astfel că volumul paralelipipedului fundamental al bazei unei 
reţele depinde numai de reţeaua însăşi şi nu de alegerea unei baze 
a acesteia. 

Asocierea formulei ( l ) eu egalităţile (9) şi (10) §3 ne conduc la 
următorul rezultat, care este o aprofundare a teoremei 1 §3. 

im 

\ TEOREMA 2. Prin reprezentarea geometrică a numerelor corpu-
lu\K, avînd gradul n = s + 2t, prin puncte ale spaţiului" £5>* = %n, 
tom§ punctele care reprezintă numerele unui modul complet M. cu 
discriminantul B, formează o reţea completă, al cărei paralelipiped 
fundamental are volumul 2~t][\B\. 

Pentru a formula afirmaţia fundamentală a acestui punct ne 
mai sînt necesare încă două noţiuni geometrice. 

O mulţime X se numeşte central simetrică, dacă oricare ar fi 
un punct x 2b\ său, aceasta conţine şi punctul —x, simetricul lui x 
faţă de origine. 

O mulţime X se numeşte convexă, dacă pentru oricare două puncte 
ale sale x'şi x', aceasta conţine şi toate punctele de forma ax + 
+ (1 — a)x', unde a este un număr real ce satisface condiţiile 

0 < a < 1. Cu alte cuvinte, o mulţime X este convexă, dacă orice 
segment determinat de două puncte din X este inclus în această 
mulţime. 

TEOREMA 3. (teorema lui Minkovski asupra corpului convex). 
Fie dată reţeaua completă 9K în spaţiul\ real n-dimensional 9T, al 
cărei paralelipiped fundamental are volumul A şi mulţimea X 'mărgi
nită, convexă, central simetrică, avînd volumul v(X). Dacăv(X)>2nA, 
atunci mulţimea X conţine cel puţin un punct al reţelei ătt diferit de 
origine. 

Demonstraţie. ETe vom baza pe următoarea propoziţie uşor de 
intuit : dacă o mulţime mărginită Y c 9T este astfel încît toate 
translaţiile sale Yz =̂. Y + z, ou vectorii z e 9M, sînt disjuncte ori
care două, atunci v(Y) < A. Pentru demonstraţie alegem un para
lelipiped fundamental al reţelei M şi considerăm intersecţiile Y n T_2 
ale mulţimii Y cu toate translaţiile T_, = T — z ale paralelipipedu
lui T. Evident că 

0(Y) = l > ( Y n T _ , ) 

(în această sumă formală infinită numai un număr finit de elemente 
sînt nenule, deoarece mulţimea mărginită Y poate intersecta numai 
nn număr finit de paralelipipede T_v; lema 3, §3). Translaţia mulţi
mii Y n T_, este, evident, Yz n T, de aceea v(Y n T_z) = v(Yz n T) 
şi deci 

v(Y) = ^v(Yz(]T). 
•' •'" " zeţffl 

Daca translaţiile Yz nu se intersectează oricare două, atunci nici 
intersecţiile T2f]T nu se intersectează oricare două, şi întracît 
toate acestea sînt incluse în T, suma din membrul drept al ultimei 
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egalităţi nu este mai mare decît v(T). Prin urmare v(Y) < v{TL 
şi afirmaţia noastră este demonstrată. / 

Fie acum mulţimea — X I obţinută din X prin o contracţie de 

modul — 1 . Din enunţul teoremei rezultă că v(—X \ = — v(X)>A. 
2 ) \ 2 j 2n 

1 Dacă toate translaţiile — X +z, cu vectorii e SW, nu s-ar intersecta 
2 ' 

oricare două, atunci pe baza celor demonstrate ar trebui ca v | — X 1 < m 
< A, ceea ce nu este adevărat. Prin urinare, pentru anumiţi vectori 

distincţi % şi £2 din 9W, mulţimile — X + % şi — X + z2 au în co-
2 • 2 

mun punctul 

-L %> + » i = —o?" + s2 (#', a?" e l ) , 

Transcriem ultima egalitate sub forma 

1 2 2 2 

Deoarece mulţimea X este central simetrică, — xeX; datorită 
convexităţii acesteia putem scrie 

" i a ? " — — x' = —x" + — ( - ^ ' ) e l 
2 2 2 2 ' 

Astfel, punctul % — #2
 d i n $?> diferit de origine, aparţine mulţimii 

X, ceea ce trebuia demonstrat. 
Din desfăşurarea primei părţi a demonstraţiei teoremei 3 se 

deduce imediat şi următoarea afirmaţie destul de' evidentă (care va 
fi utilizată în §5). 

LEMA 1. Daeă toate translaţiile mulţimii Y, ou vectori din re
ţeaua 9K acoperă spaţiul 9lw, atunci ^(T)> A. 

într-adevăr, în acest caz intersecţiile Yz(] T acoperă parale
lipipedul fundamental T (eventual, cu intersecţii), deci 

^ ) = S«(r,nî ')^ v(T) = A. 
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în studiul grupului unităţilor vom aplica lema lui Minkovski 
\ inei reţele din spaţiul £s+* şi corpului X compus din acele puncte 

de forma (2) §3 pentru care 

\xx\ < Oi, •..-., \xs\ < o5; |^5+1 |2 < cs+v •*. , |av+*|2 <.c8+t, 

unde cx, . . . , cs+( sînt numere reale pozitive. Convexitatea şi simetria 
centrală a acestui corp X sînt evidente. Să calculăm volumul acestuia. 
Utilizînd notaţia (4) pentru coordonatele punctului x, obţinem 

Ci Cg 

v{X) = Cda?! . . . [da?, Cf d ^ d ^ . . . U dy,dsf ^ 2 ' T / J I ^ . 

Aplicarea lemeî lui Minkovski corpului X ne conduce la urmă
torul rezultat (la care ne vom referi în cele ce urmează). 

TEOREMA 4. Bacă volumul paralelipipedului fundamental al 
unei reţele complete M din spaţiul fi**' este A şi dacă numerele reale 

s+t / 4 V 
pozitive CJJ ...,c8+t sînt astfel încît H ct> — A? atunci există %n 
reţeaua 9M un vector nenul x = (#1? . . . . , xs+t) astfel ca 

\°°i\ < oly . . .._, | ^ ] < cs^\xs+1\2 < c+1, • . . ; |aw*l2<0*+*— (3) 

3. Structura grupului unităţilor. Putem rezolva acum complet 
problema structurii grupului unităţilor într-un ordin oarecare. 

TEOREMA 5; (teorema lui Diriclilet). într-un ordin oarecare © 
al corpului K de numere algebrice, avînd gradul n = s + 2f, există 
unităţile ev . . . , en r = 5 + t + 1, raţ/^ îwcîţ fiecare unitate e e D 
să se poată reprezenta unic sub forma 

^nd# al9 . . . , ar sînt numere întregi raţionale, iar Z, este o rădăcina 
din 1 conţinută în O. 

Demonstraţie. Cum am afirmat la sfîrşitul paragrafului prece
dent şi la începutul acestuia, trebuie numai să stabilim comple
titudinea reţelei £, care reprezintă unităţile ordinului O din spaţiul 
fi (a cărui dimensiune este s + t —1). Pe baza teoremei 1 este 
suficient să ne convingem, în acest scop, că în fi există o submul-
ţime mărginită W ale cărei translaţii cu toţi vectori din G acoperă 
tot spaţiul fi. 
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Deoarece norma oricărui număr întreg din K este un număr, 
întreg raţional, atunci, în virtutea formulei (17) §3, pentru numere/ 
<x nenule din O punctele Z(a) sînt situate în semispaţiul Xa + . . 
. . . +\+t> 0 al spaţiului fi. în această situaţie, dacă |JT(a) | < „ 

pentru un anumit număr real Q>1, atunci punctul Z(a) se va grifei 
in zona definită prin inecuaţiile : 

0 < Xx + . . . + \s+t<lnQ. !•• 

Să notăm prin 2 Mperplanul din 9?*+* definit prin ecuaţia x2 + . . , 
. . . + X,+* = In Q. Este clar că x se obţine din subspaţiul £ prin-

tr-o translaţie, de exemplu cu vectorul -5-JL (l? . . 1). 
s + t 

j 'Pentru orice element nenul a e C , pentru care | ^ ( a ) | < Q, 
să notăm prin Ya mulţimea tuturor punctelor (X1? . . ., \s + t) ale 
îiîperplanului X pentru care 

*k>h(<x) (fc = 1 , . . . , « + «)• 

Deoarece împreună cu ultimele inegalităţi subzistă şi 

Xfc = In g - £ X, < In # - £ Z((a), 

atunci toate mulţimile Ya sînt mărginite. Se deduce imediat în 
cele. ce,urmează, pe baza formulelor (16) §3, că orice unitate e din 
inelul O , satisface formula 

Tas = ?« + î(e), .." •' (4) 

adică mulţimea Yae se obţine din Ya printr-o translaţie cu vec
torul l(z). ,,,:ţ;v 

Să arătăm că dacă am ales Q suficient de mare, şi anume 

unde A este volumul paralelipipedului fundamental al reţelei din 
fiecare reprezintă numerele din ordinul considerat O, atunci mul
ţimile Ya jpentru • a e £>, a..^ 0,' \N(ot)\ < Q) acoperă tot Mper-
planul %.. într-adevăr, fie (xj, .*.•, .X°i+t) un punct arbitrar ales în 
2, iar ov ..., e8 + t numere reale pozitive, pentru care X* = In ck. 

iW 

Pe baza inegalităţii .(5) numerele ou satisfac, inegalitatea ex.... -c*+t > 
> | — ţ , de aceea, conform teoremei 4, în ordinul O există numă-

pal op' # • 0 pentru care 

I <**(«)! < c * (fc = 1, . , . , * ) • * - . . • 

|<i,+ , (a)|2 < cs+, (j = 1 , . . . , $ ) . 

Ultimele inegalităţi pot fi transcrise, cu o altă notaţie, sub forma : 

W«)< 4 ( f c= i , , . . , * + *). 

Am obţinut astfel că punctul (X?, . . . , X?+*) aparţine mulţimii Yaf 
deci \N{*)\ <Q. 

Conform teoremei 5 §2 în ordinul D există numai un număr 
finit de numere oricare două neasociate ale căror norme sînt mai 
mici în valoare absolută decît Q. Să fixăm un sistem a1? ...,*& 
de asemenea numere nenule din O, care au proprietatea că orice 
a # 0 din O pentru care | ^ ( a ) | < Q este asociat cu unul dintre 
acestea, adică a = a*s pentru un anumit i(l < i < N) şi o anumită 
unitate e din inelul €>. Să notăm 

N 

r = U Ya. 

Deoarece toate Ya acoperă % şi Ya = Yai -f Z(e) (formula (4)), .se de
duce că translaţiile mulţimii mărginite Y, cu toţi vectorii Z'(e) ai 
reţelei CC, acoperă hiperplanul X. î n acest caz translaţiile submulţimii 
U a lui fi, 

J7= Y - i 5 ^ - (1, ..,..., 1) 
^ -f 2 

cu vectorii Z(e) e CE (pentru toate unităţile s din O) acoperă subspa
ţiul fi şi aceasta, după cum s-a remarcat, demonstrează de fapt teo
rema 5. 

Cum s-a văzut la pct. 5* § 3, teorema lui Dîrichlet arată că gru
pai unităţilor oricămi ordin D într-un corp de numere algebrice de 
grad n ='s + 2t se prezintă ca un produs direct dintre un grup finit 
şi s + t — 1 grupuri ciclice infinite. 

Dacă s -f'„t = l (aceasta are loc numai pentru corpul numerelor 
raţionale şi pentru corpurile pătratice imaginare), atunci r = 0. 
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î n acest caz reţeaua & este formată numai din vectorul nul, iar grupul^ 
unităţilor ordinului © este un grup finit de rădăcini ale unităţii. / 

Unităţile ev . . . , es a căror existenţă este stabilită de teorema 
lui Dirichlet, se numesc unităţi fundamentale ale ordinului O. I>în 
raţionamentele făcute în pct. 5 §3 rezultă că unităţile e1? . , . , es 
sînt fundamentale, dacă şi numai dacă vectorii ^(sj , . ..,Z(er) for
mează o bază a reţelei <L Eezultă imediat acum că unităţile 

e; - l.e?1 . . . ea
r
ir (1 < i < r) 

(unde ^ ciînt rădăcini din 1 conţinute în O) vor fi de asemenea fun
damentale, dacă şi numai dacă matricea cu numere întregi (a^) este 
unîmodulară. 

OBSERVAŢIE.Expunerea demonstraţiei teoremei luiDirichlet nu este 
efectivă/în sensul că nu ne furnizează un algoritm pentru căutarea 
unui sistem de unităţi fundamentale ale ordinului O. Această neef ectivi-
tate rezultă din faptul că în raţionamentele noastre intervine un sis
tem complet a1?•..., <xN de numere neasociate ale căror norme nu 
depăşesc un anumit,număr .Q. Existenţa unui asemenea sistem de 
numere a fost demonstrată de,noi neefectiv (§ 2 teorema 5).' Asupra 
problemelor efectivităţii vom mai reveni în următorul» paragraf. 

Teorema lui Dirichlet (de altfel ca şi teorema 2 § 3) este vala
bilă, bineînţeles, şi pentru ordinul maximal £> al corpului K. Unită
ţile fundamentale ale ordinului maximal £> se mai numesc unităţi 
fundamentale ale corpului K de numere algebrice. 

4. Regulatorul, Conform construcţiei din punctele 3 şi 4 §3 
fiecărui ordin £> al corpului K de numere algebrice avînd gradul 
n = s + 2t i se ataşează o reţea 2 de dimensiune r = s + t -— 1 
în subspaţiul R8**. Volumul v al paralelipipedului fundamental al 
acestei reţele nu depinde de alegerea unei baze în aceasta, ceea ce arată 
că este complet definit chiar de ordinul O. Să calculăm acest volum. 
Fie T0 paralelipipedul fundamental al reţelei (£ construit pe baza 
li-ej).. .,£(£r) (aici ev . . . , er este un sistem de unităţi fundamen
tale ale ordinului O). Vectorul 

l0 = — = (1, . . . , l ) e 3 t ^ 

este, evident, ortogonal la subspaţiul £ şi are lungimea 1. Este clar 
că volumul• r-dimensional v = v(T0) este egal cu volumul (s + t)-
dimensional al paralelipipedului -Z7 construit pe vectorii Z0, l(sx), . . . 
. . . , l(sr). De aceea în virtutea formulei (1) volumul v este egal cu 
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Valoarea absolută a determinantului ale cărui linii sînt date de com
ponentele acestor vectori. Dacă în ultimul determinant adunăm 
toate coloanele la coloana de indice i şi apoi, utilizînd proprietatea 
(18) §3, îl dezvoltăm după această coloană, obţinem 

v = /* -b- t B, 

unde E este valoarea absolută a unuia dintre minorii de ordin r ai 
matricii 

. . . . . . . . . • - ( 6 ) 

Din ; raţionamentele noastre reiese, în particular, că toţi minorii 
de ordinul r ai ultimei matrîci sînt egali în valoare absolută şi nu 
depind de alegerea sistemului de unităţi fundamentale e17 . . . , sr. 
Numărul E (ca şi r) depinde, prin urmare, numai de O. El se numeşte 
regulator al ordinului D. 

•Eegulatorul ordinului maximal O se mai numeşte şi regulator 
•al corpului K de numere'algebrice. (Pentru corpul numerelor .raţio
nai^ şi. corpurile imaginare . pătratice, prin definiţie, acesta este 
egjal; cu 1.) 

' ,,PBOBLEME' 

1. Să se demonstreze că Inegalitatea v(X)> 2nA din lema lui MinkOvski nu poate 
fi înlocuită cu alta mai slabă.: Să se/construiască în acest scop o mulţime X mărginită, 
central simetrică, avînd volumul v(X) = 2*A, care nu conţine,. în afara originii, alte 
puncte aie reţelei. 

2. Fie a un număr real pozitiv, Să se demonstreze că volumul mulţimii X a QSft
w 

•compusă din punctele x pentru care 

l*il + ... + \xs\ ^2^yf+4 + • • . + 2Yv%+z2
f < a 

<(în coordonatele (4) §3) este 

"Să se verifice apoi că mulţimea X este mărginită, central simetrică şi convexă. 
3. Fie a şi & numere naturale care nu sînt pătrate . Să se arate că o unitate fun

damentală a ordinului ( 1 , ja \ al corpului R(Va) este şi unitate fundamentală a ordi-
aiului {1 , ]/«", ][ -b, }fa][ -h}. 

4. Să se arate că grupul unităţilor unui ordin £) este subgrup de indice finit în 
/grupul unităţilor ordinului maximal D. 
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, . 5 . F i e unităţile •%,. . . . , 7jr ,(r = $ -f T—1). ale. .ordinului JD. astfel încît vectorii 

l(y)i)> > • r >l (Hr) s& fie liniar independenţi. Să "se1 arate că grupul compus din unităţile 
de forma 7ji\ . \ ., 7j£r, c* fiind întregi raţionali, este un subgrup de indice finit în grupul-
tuturor unităţilor ordinului £>. ' ::,:'(': 

6. Fie numerele 'reale' pozitive c p . . . , cn şi' (a^) o matrice reală; nesinguîară»' de 
ordin n. Să se demonstreze că dacă cv . . . , cn> d = |det (a€i) |, atunci există întregi* 
raţionali Xj, . . . , x n nu toţi nuli. astfel ca 

n j 

J ] « « W I < cf • (i = 1, . . . , TÎ). ':" > '••• 

I n d i c a ţ i i. Ne convingem că în spaţiul W* mulţimea punctelor (xlf . . . , x^> 
care satisfac inegalităţile de mai sus, este mărginită, central simetrică, convexă şi are 

volumul egal cu --- 2ncl . . . cn. Se aplică apoi Ierna lui Minkovski asupra corpului 

convex. 
7. Fie atj(l ^ i < k, 1 < / ^ n) întregi raţionali şi itr numere naturale.- Să 'se 

demonstreze că mulţimea punctelor cu coordonatele întregi (xx, . . ., xn)/d'm spaţiul 
%ln, pentru care 

n 

J ] avyxj~ 0 (mod m^) (1 ^ / , < k) 

formează o reţea completă, al cărei paralelipiped fundamental are volumul mai mic sau 
egal cu rttj . . . 111%. 

8. Fie a, h, c, numere întregi raţionale nenule, oricare două relativ prime şi libere 
de pătrate şi fie \abc\ = 2 p, . . . p8( pt sînt numere prime impare, X este 0 sau 1). Presu
punem că forma ax2 + bif -f cz2 reprezintă pe zero în toate corpurile numerelor p~ 
adiee. Să se demonstreze că în această ipoteză există nişte forme liniare cu coeficienţi 
întregi Lv . . ., Ls> L', L". de trei nedeterminate, astfel încît pentru întregii u, v şi w 
are loc congruenţa 

• au2 -f bv2 -j- ci#2 SE 0 (mod 4 |«6c|), 

numai dacă 

(X«(w, v, w) =s 0 (mod pt), (1 ^ i ^ s), 

.-|l/(f/, », I») s= 0 (mod'21**), (*) 

lL" (u , w, w) s 0 (mod 2). 

9. Păstrăm condiţiile problemei precedente şi notăm prin TI reţeaua punctelor 
(u, v, w)e^ avînd coordonatele întregi şi verificînd congruenţele (*). Potrivit problemei 
7 volumul paralelipipedului fundamental aî reţelei Wt nu depăşeşte 4\abc\. Notăm apoî 
prin X elipsoidul 

ia! • x 2 + \b\if + \c\z*<4\abc\ 

S2> 
al cărui volum, după cum se calculează uşor, es te-— i z \ăbc\ . A plicind reţelei M şi 

elipsoidului X Ierna lui Minkovski asupra corpului convex, să se demonstreze ca forma 

1,50 

0 X2 . byz A , czz reprezintă raţional pe zero. (în această demonstraţie a teoremei Min-
kovski-Hasse pentru formele de trei determinate nu este folosit faptul ca forma este 
nedefinită.) 

,.; §5. KEZOLVABEA PBOBLEMEI BEPBEZENTĂRII 
SUMEEELOE EAŢIOISTALE PRIN POEME COMPLET 

DECOMPOZ ABILE 

1. Unităţi de normă+1. în §2 pot; 3 am văzut ca pentru rezolvarea 
problemei găsirii numerelor de normă dată dintr-un modul complet 
âînt importante numai acele unităţi ale inelului său de stabilizatori 
X) pentru care JV(s) = + 1 . Aceste unităţi formează la rîndul lor, 
desigur, un grup. Ne ocupăm în continuare de studiul structurii 
acestui grup. . 

Presupunem mai întîi că gradul n al corpului K este impar. In 
acest caz In inelul O se găsesc numai două rădăcini din 1, şi anume ± 1 
{§3,.problema 2). Dacă pentru o anumită unitate e e O avem N(e) == 
3=• — 1$ atunci 

Fie eu . . ., er (r = s + î — 1) un sistem fundamental de' unităţi 
din inelul £>, Se poate ca printre aceşti s,- să se găsească unităţi de 
normă—-!. înlocuind toate, aceste unităţi et prin-:—-•*:< obţinem, 
desigur, un nou sistem de unităţi, fundamentale %, ...:-, v pentru 
<3are' ^ (v^ ) = -+-1 pentru toţi i = 1, ....., r. Norma unei unităţi 
s •̂•.-j-.-yjji . . . iţ* va fi acum ^ ( ± 1 ) = (±^)n = ± 1. Prin urmare 
toate unităţile SG O pentru care F(e) = + 1 au forma • 

Fie acum % un număr par. Să arătăm, că în acest caz norma fie
cărei rădăcini din. 1 care se găseşte-în K este ± 1 . Pentru rădăcinile 
± 1 aceasta este evident. Dacă în K se găseşte rădăcina complexă 
d in i , notată £, atunci s = 0 si deci toate, izomorfismele corpului K 
în corpul numerelor complexe se grupează în perechi de izomorfisme 
couiplex-conjugate şi pentru fiecare pereche <J şi "5 avem c-(Ocr(0 = 
= a(ţ)2 = i\ Potrivit celor demonstrate în' pct. 3 §2 Complemente 
se obţine deci N(Z,) = 1, şi afirmaţia noastră este demonstrată. 

Fie din nou eln . . . , er un sistem fundamental de unităţi ale 
înelulai O. Dacă N(et) = 1 pentru toţi i= 1, . . . , r, atunci norma 
oricărei unităţi SG D va fi + 1 , Presupunem acum,că '. 

N(e±) = 1 , . . . , - ^ ( s , ) = 1 , M (elc+1) - - l , ' . . . , y ( s r ) - - l , ' ' 

1 5 1 
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unde Jc < r. Luînd 

% — zl"> • •? f̂c — e&? ^fr+1 "^ €* + l e r ? * • M I r - i — s r - i s r ? 

obţinem un nou sistem de unităţi fundamentale %, . . . , 7}r__15 zrf 
unde J77(TJ4).= 1 (1 ^ î < r —1). Să găsim în ce- condiţii norma 
unităţii *•= TJ?* . . . ^ î s * ^ , . , ar+1, Be #) este + 1 . Deoarece 
^ ( s ) = (~-l)&, atunci JV(s) == + 1 , dacă.şi,numai dacă exponentul b 
este par, adică dacă h '= 2$r. Se obţine în acest mod că pentru n 
par unitatea arbitrară e e D de normă + 1 are forma.-(în cazul că 
există o unitate de normă —1) 

e = Irfc . . . y£rrl'$r {a^Z), 

unde r\r = s*, iar ţ este o rădăcină din 1 conţinută în O. " 
Astfel,- dacă în ordinul O este dat'. un sistem de unităţi funda

mentale, putem determina şi toate unităţile de normă •+-1. 

2. Forma generală a soluţiilor ecuaţiei N (|x) = a.'--Consecinţa» 
teoremei 5 §2, împreună cu rezultatul de la punctul 1, ne conduc ia 
următoarea afirmaţie, care ne dă o imagine completă asupra mul
ţimii soluţiilor ecuaţiei (7). § 2. 

TEOREMA 1. Fie M un modul complet în corpul K de numere 
algebrice, avînd gradul n^=s+2t, D inelul său de stabilizatori, iar 
a un număr raţional nenul. în ordinul & există unităţile %, '..'* 
. . .7ir(r=s+t— 1) cu norma+lj iar în modulul M un sistem'finit 
(eventual vid) de numere fx1? . . . , iik cu norma a, astfel încît orice solu
ţie pe M a ecuaţiei 

Nfr) = a (1) 
se reprezintă unic sub forma 

f* = M i 1 ••• t\rr pentru n impar, 

p ~ V-iţflî1 - * • ^ r pentru n par. 

Aici ji* este unul dintre numerele \ily . . . , \ik, iar t este o rădăcină 
din 1 ; av ..., ar sînt numere întregi raţionale. 

în cazul cînd n este par, luînd mulţimea tuturor produselor 
(JL*£ drept nou sistem de numere ^ obţinem şi în acest caz pentru 
soluţiile pi o reprezentare de acelaşi tip ca în cazul cînd n era impar. 

în orice ordin al unui corp pătratic imaginar există numai un 
număr finit de unităţi (deoarece r = s + t —- 1 = 0). Prin urmare^ 
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în acest caz ecuaţia (1) are cel mult un număr finit de soluţii. Dacă 
însă K nu este un corp pătratic imaginar (şi, evident, nu este corpul 
numerelor raţionale) atunci r > 0 şi în consecinţă ecuaţia (1) sau 
nu are soluţii, sau are o infinitate. 

OBSERVAŢIE. Teorema 1 ne arată cum este varietatea soluţiilor 
•ecuaţiei (1), însă nu ne'furnizează un procedeu pentru găsirea prac
tică a acestor soluţii. Pentru rezolvarea efectivă a ecuaţiei (1) este 
necesar un procedeu concret de determinare a sistemului de unităţi 
fundamentale ale ordinului, cît; şi a mulţimii de numere fx17 . . . , i±k 
din modulul M, care au norma'dată şi oricare două sînt neasociate. 
Vom arăta în continuare că ambele probleme pot fi efectiv rezolvate 
printr-un număr finit de operaţii. Trebuie să atragem totuşi aten
ţia că metoda generală de construcţie efectivă a unităţilor fundamen
tale şi a numerelor de normă dată dintr-un modul, expusă la punctele 
3 şi 4, nu este potrivită pentru a fi utilizată.practic datorită volu
mului mare de calcule pe care le presupune. Scopul pe care îl urmărim 
este de a demonstra în principiu posibilitatea acestor construcţii 
într-un număr finit de paşi. într-un şir de exemple concrete, folo
sind consideraţii suplimentare şi avînd în vedere specificul fiecărui 
caz particular, se obţin procedee mai simple. Astfel, în §7 expunem 
un procedeu destul de simplu al rezolvării acestor probleme în cazul 
corpurilor pătratice. 

3. Construcţia efectivă a sistemului, de unităţi fundamentale. 
.Notăm prin or1? . . . , an toate izomorfismele corpului K de numere 
algebrice în corpul numerelor complexe; vom demonstra preliminar 
următoarea lemă. 

LEMA 1. Fie numerele reale pozitive cv . . . , cn. în orice modul 
M din corpul K există numai un număr finit de numere oc pentru care 

ki(«)l <Cu'.'. -, K ( a ) | <on (2) 

şi toate aceste numere a pot fi efectiv enumerate. 
Demonstraţie. Alegem în M o bază ax, . . . , an, (dacă modulul 

M este dat-.printr-un sistem de generatori care nu formează bază, 
atunci, urmînd demonstraţia teoremei 1 §2, putem construi într-un 
număr finit de paşi şi o bază pentru M). Orice număr a din M poate 
fi în acest caz reprezentat sub forma 

a == a±(xx + . . . + anan (3) 

cu % numere întregi raţionale. 
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Să construim o bază a* , . , . , a*, reciproca bazei alr . . . , am 
în corpul K (v. Complemente, §2, pot.'2) şi să. determinăm numărul 
real A > 0 pentru care ; 

\at(*T)\<'A •'•" ' m 

pentru toţi i şi j . înmulţind egalitatea (3) cu af şi luînd urma, ob
ţinem 

» 
a5 = Sp ocaf == ']•] •'<r*(a)ai(af)-

Dacă a G M satisface condiţia (2), atunci pe baza relaţiei (4) se obţine 
următoarea evaluare a coeficienţilor % : 

*=i , ;.. ... *=i .; , 

întregii % pot avea deci numai un număr finit de valori. 'Scriind 
toate numerele deforma (3) pentru care,este verificată condiţia ($)> 
putem separa imediat dintre acestea pe cele care satisfac inegali
tăţile (2)". 

Vom folosi în acest paragraf aceleaşi noţiuni şi notaţii ca în 
ultimele două paragrafe. 

Posibilitatea unei construcţii efective a sistemului de uni Uiţi 
fundamentale dintr-un ordin ai'uimi corp de numere algebrice se 
bazează pe următoarea teoremă. 

TEOREMA 2. Pentru orice ordin O al corpului "''K "de numere al
gebrice poate fi-indicat un număr real'•' p > 0 astfel ca bila de-rază p 
a spaţiului logaritmic 9is+t să conţină1 cel puţin-o bază a reţelei .(£ 
(care reprezintă unităţile ordinului D). 

Vom arăta că această teoremă dă, într-adevăr, o metodă de 
construcţie a unităţilor fundamentale ale ordinului O. Dacă reprezen
tarea logaritmică l{e) a unităţii s.e D este conţinută în bila de rază p, 
atunci 

• |cr t(e)| < 6 P ( 1 ^h ^ s),- \as + j(s)\ <e^2 (1 ^j^t); 

Conform lemei 1 numărul unităţilor eeD care satisfac această con
diţie este finit şi acestea pot fi .toate descrise (pentru a separa uni
tăţile dintre numerele ordinului O se va folosi teorema 4 §2). Cu 
unităţile găsite formăm toate sistemele posibile %, . . . , er5 avînd 
fiecare r = s + t — 1 unităţi, pentru care vectorii l(e1)1 . . . , l(zr) 
sînt liniar independenţi. în baza teoremei 2 cel puţin, unul djnţre 
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aceâte"sisteme va fi sistem, de; unităţi fundamentale ale ordinului O. 
Pentru a determina care anume, ; urmează ca pentru fiecare sistem 
%, .i!.";.,\er să se calculele volumul paralelipipedului construit pe 
vectorii' Zţ^), ...., l(er). Acest sistem pentru care se' obţine'volumul 
minim, va fi, bineînţeles, sistem de unităţi fundamentale. 

Demonstraţia teoremei 2 rezultă în mod evident din următoa
rele două leme referii oare la reţeaua (£. Pentru demonstrarea aces
tora amintim că putem enumera totdeauna punctele acestei reţele 
care se află într-o mulţime mărginită dată. Pentru -aceasta trebuie 
Bă observăm eu mărginirile coordonatelor pune 1 ului l(e) dau măr
giniri de tipul (6) pentru unităţile s, iar aceste unităţi, conform lemei 
1 pot fi enumcaie. Vom spune, in general, că reţeaua 9JÎ este dată 
efectiv, dacă se cunoaşte un fdgorilm de enumerare a punctelor sale 
care se găsesc înlr-o mulţime mărginită dată. 

LEMA 2. Dacă reţeaua completă SOt din spaţiul m~dimensional 
W1 este dală efectiv şi dacă se cunoaşte volumul A al paralelipipedului 
său fundamental', alunei sr poate indica un anumit număr p astfel 
încît printre vectorii oce SOI situaţi în bila de rază p să se găsească 
o bază a reţelei SM. 

Demonstraţie. Dacă m = 1, se poate lua p = 2A. Demonstraţia 
lemei pentru cazul general se face prin inducţie după m. Alegem 
în %m un corp mărginit, central simetric şi convex al cărui volum 
este mai mare decît 2mA. Conform lemei lui Minkovski (§4, pct. 2) 
îii acest corp se găsesc vectori nenuli ai reţelei SOÎ. Alegem dintre 
aceştia un astfel de vector w, încît u ^ nx pentru orice xe.M şi 
orice "întreg n>l. .Notăm cu £ ' spaţiul ortogonal la vectorul u iar 
prin JOI'"proiecţia reţelei M pe £'. Dacă xf e SOI', atunci există xe SOI 
astfel încît x == ţu + a?', £ fiind real. Pentru orice întreg fc, vectorul 
w t= ku-aparţine lui 9R, de aceea vectorul x din SOI (avînd proiecţia 
w' dată) poate fi ales astfel încît |5[ < —. Pentru un astfel de x 

vom' avea' 

4 

Această'inegalitate arată că toţi vectorii # 'e W care aparţin unui 
domebiu mărginit sînt proiecţii ale vectorilor xeWl'de asemenea 
dintr-un domeniu mărginit, deci odată cu SUI este dată efectiv şi 
reţeaua SOt'. Dacă %, . . . , um sînt vectori din SOÎ, ale căror proiecţii 
i4» • • M nm formează o bază a lui SOÎ, atunci sistemul n, u2, . . -, um 
după cum se vede uşor, va fi o bază pentru SOI. Se deduce astfel că 

V * ... " ' . A 
volumul paralelipipedului fundamental al reţelei SOI' este * 

\\u\\ 

îâs 



deci este de asemenea cunoscut. Conform presupunerii inductive 
putem determina un anumit număr p' astfel încît în W să existe 
o bază < , ...,u'm pentru care ||MJ || < p' (i = 2, . . . , m). Conform 
celor demonstrate, vectorii u2, . . . , um din 501 pot fi aleşi astfel încît 

Ui\\ < I — W + P / 2 M . ( -^I I* I I2 + P'2\ 

în acest mod, bila de rază 

p - max ( V | | + 1» (~~IMI2 + p ' 2 )Y ) 

conţine baza w, u2, . . . , um pentru reţeaua SK, ceea ce constituie. 
însăşi afirmaţia lemei 2. 

Este suficient acum, pentru a demonstra teorema 2, să. eva
luăm superior volumul paralelipipedului fundamental al reţelei <£. 

LEMA 3. Volumul v al paralelipipedului fundamental al reţelei 
(£ satisface inegalitatea 

a<Q 

( 2 \ t 
— 1 ][\D\ + 1. (D este determinantul ordinului D) N este 

numărul acelor numere a =£ 0, oricare două neasociaie, din ordinul O 
pentru care N(a) < Q, iar G este o constantă care depinde numai de 
s -j~ t (a parcurge toate numerele na/turale mai mici decît Q). 

Demonstraţie. Yom. folosi notaţiile din demonstraţia teoremei 
5 §4. Deoarece ]fjD\ = 2fA (§4, teorema 2) numărul Q indicat în 
lema 3 satisface inegalitatea (5) §4. Deoarece toate translaţiile sub-
mulţimii M clin fi cu vectori din reţeaua (£ acoperă pe fi. 'conform. 
lemei 1 §4, avem 

v < v(U). 

Mulţimea U este obţinută din Tprintr-o translaţie. Y este o reuniune 
de submulţimi Ya situate în hiperplanul X. Eezultă atunci că 

v{U) = v(Y) < %v(Yai). (8) 

Să calculăm volumul corpului (s + t — l)-dimensional Ya(ae O, 
a # 0, \W(a)\ = a < Q). Să aplicăm acestui corp definit prin con-
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diţiile \ + ... + W = l n Q, ^ > W « ) (1 < h < s + t), o trans
laţie de vector — Z(a). Deoarece l1(<x)+ . • . + k+ifa) — l n «» printr-o 
astfel de translaţie corpul Ya trece într-un corp X care este definit 
prin condiţiile Ax + . . . + ls + t = ln — şi A*>0 (1 < ft ^ * + t). 

Să notăm prin C volumul corpului X0 definit prin condiţiile \+ . . . 
. . . + X5+< = 1 şi X]t>0 (1 <fc < * + tf). Este clar că C depinde 
numai de s + î. Corpul X se obţine din X0 printr-o dilatare de modul 
ln [ — ] . în consecinţă, 

t>(ra) - v(X) = O fin ( -^ )Y + * * • (9) 

Inegalităţile (7) şi (8) împreună cu formula (9) ne conduc la prima 
egalitate din lemă. Pentru demonstrarea celei de a doua inegali
tăţi rămîne doar să observăm că în inelul D nu există mai mult de 
an 'numere, oricare două neasociate, ale căror norme în valoare abso
lută sînt a (v. demonstrarea teoremei 5 §2). 

4. Numerele de normă dată dintr-un modul. Să examinăm acum 
problema construcţiei efective într-un modul a mulţimii tuturor nu
merelor de normă dată, oricare două fiind neasociate. 

Să fixăm în inelul stabilizatorilor D al modulului complet M 
un sistem oarecare de unităţi fundamentale s15 . . . , zr. Vectorii 
Z(sx), . . ., Z(er) împreună cu vectorul l0 = (1, . . . , 1) formează o bază 
spaţiului logaritmic 3l5+t, de aceea pentru orice [ie M vectorul l([i) 
poate fi reprezentat sub forma 

IM = #o + £ W(*«) (10) 

cu coeficienţi reali £, £1? . . . , £r. Pe baza formulelor (17) şi (18) §3 
coeficientul \ este dat de formula 

l - — — ln \N([L)\. 

s+ t 
Fiecare număr real \{ îl putem reprezenta sub forma ^t = Jct + yi} 

unde hi este întreg şi |yj ^ — . Pentru numărul \i' = \is~k^ . . . s~&r 

2 
asociat cu \i descompunerea (10) are forma 

7/ ,x l n a1
 7 , ,, x , ' x 

*((*') = — — ô + Ti?K)+ • • • +Yr IM, 
8+ t 
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ufid.e'a = .JJV"([JL)| =F [JV(JI/)-|. Se deduce prin urmare că există în W+t 

o mulţime mărginită ayînd proprietatea'ca pentru orice pte M astfel 
că" \N(ii)\= a 'există numărul ţi','asociat lui, a cărui reprezentare 
logaritmică aparţine acestei mulţimi. Avem deci pentru numerele 
fx' evaluări de tipul (2). Conform lemei' 1 putem descrie în mod expli
cit toate numerele din M- pentru.' care sînt valabile '-aceste evaluări. 
Separînd dintre acestea pe toate care au norma N(IL') dată şi luînd 
apoi pentru numerele asociate între ele numai un singur reprezen
tant, obţinem evident un sistem de numere din ilf, ţiv . > ,r\iky de 
normă dată şi oricare două neasociate cu proprietatea că orice ku e M 
avînd aceeaşi normă este asociat cu unul dintre acestea. 

Prin urmare,, .rezultatele din acest paragraf ne indică o metodă 
cu ajutorul căreia se poate determina, într-un număr finit de paşi, 
toate numerele de normă -dată dintr-un modul complet (sau se poate 
stabili existenţa lor). Deci a fost rezolvată complet şi problema. 
reprezentării numerelor raţionale prin forme integrale complet de-
compozabile. 

PROBLEME 

1. Fie numărul întreg raţional d, liber de păt ra te şi avînd ca factor cel puţin un 
număr prim de forma 4/c + 3 . Să se demonstreze că în acest caz norma oricărei uni
tăţi a ordinului ( 1 , ]fa j- din corpul R(]fd) este H-l. 

2» Să se arate că 5 + 2]/6 este unitate fundamentală în ordinul maximal al corpu
lui R(]fQ~). 

3. Să se găsească toate, soluţiile întregi ale ecuaţiei nedefinite 

3X 2 ~4î / 2
 : = 11. 

4, Să se arate că în corpul cubic i?(0), 03 = 6, numărul 

s== : l - 6 8 + 382 

este unitate fundamentală. 

\G. CLASE DE MODULE 

în legătură cu rolul îndeplinit de module în problemele exami
nate este important să, ne.facem o reprezentare cît mai largă asu
pra varietăţii tuturor modulelor complete ale unui corp K de nu
mere algebrice. Numărul tuturor acestor module- este,' evident, 
infinit. Printre acestea se află totuşi module care au proprietăţi 
foarte apropiate unul de celălalt. Acestea sînt modulele asemenea 
definite în pct. 3 §1. Am constatat că modulele asemenea au acelaşi 
inel de stabilizatori (§2, lema 1) -şi că «problemele găsirii numerelor 
de normă dată în module asemenea sînt echivalente (§1, pct. 3). 
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Este natural ca din.aceste considerente toate modulele asemenea să 
fie reunite într-o clasă şi să se studieze mulţimea claselor de module 
asemenea. î n acest paragraf vom demonstra că într-un corp K "de 
numere algebrice există numai un număr finit de clase de module 
asemenea, avînd un ordin dat drept inel de stabilizatori. Acest 
rezultat, ca şi teorema lui DiricMet asupra unităţilor, se numără 
printre rezultatele aflate la fundamentul teoriei' numerelor alge
brice. Demonstraţia sa, ca şi demonstraţia teoremei asupra uni
tăţilor, se bazează pe lema lui Minkovski referitoare la corpul 
convex. O altă noţiune auxiliară importantă va fi noţiunea de 
normă a unui modul. 

1. Norma unui modul. Să considerăm un modul complet -M 
într-un. corp K de numere algebrice avînd gradul n şi să notăm cu O 
inelul său de stabilizatori. Să alegem o bază %, . . . , co„ în O şi o 
bază fjL1? . . . , \in în modulul i¥. Matricea A = (%) cu care se trece 
de la prima bază la cea de a doua, adică matricea definită prin ega
lităţile 

1^= £ a>i)toi (1 ^j< n, a 0 e JB) • • ; (1) 
* « i • • 

depinde, desigur, nu numai de modulul ikf, ci şi de alegerea bazelor 
<0| şi ix3. Fie co{, . . . , co„ şi (JL(? , . . , \i'n alte: două baze ale modulelor D 
şi, respectiv, M şi fie 

. n 

Matricea A1 = (a^) este legată de matricea A prin relaţia • •• 

A1 = CAB1 • -•: (2) 

unde G ~ (efj) şi D = (d{j). sînt matrici unimodulare de numere 
întregi definite prin egalităţile 

n n 

(matricea de trecere de la o bază a modulului la alta, este, cum se 
ştie, unîmodulară). în acest mod modulului M i se asociază anumiţi 
invarianţi, şi anume acele expresii de elementele matricii, A care, 
conform'formulei (2), sînt invariante la transformarea lui A în Av 
Un sistem complet de asemenea invarianţi. îl.constituie aşa-numiţii 
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factori invarianţi ai matricii raţionale A. Vom considera pe cel mai 
simplu dintre aceştia : valoarea absolută a determinantului det A. 
Invarianta sa se arată imediat: 

|det Ax\ = |det O H det A\ • | det X> | =± Jdet A\, 

DEFINIŢIE. Fie M un modul complet în K iar O inelul său de 
stabilizatori. Valoarea absolută a determinantului matricii de trecere 
de la baza inelului O la baza modulului M se numeşte normă a modu
lului M şi se notează M(M). 

Potrivit formulei (12) §2 Complemente, discriminanţii B = 
= -Dfp!, . . . , JA») şi D0 = J5(«i? • ••»<«>») ai bazelor \it respectiv, cô  
(adică discriminanţii modulelor M şi O, v. §2, pct. 5) sînt în relaţia 
B = D0(det A)2. Cu ajutorul noţiunii de normă această formulă 
devine 

B = B0N(M)\ (3) 
Pentru modulele conţinute în inelul lor de stabilizatori matricea 

(a{j) definită de descompunerile (1) are, evident, elementele întregi 
şi de aceea norma unor asemenea module este un număr întreg. î n 
acest caz semnificaţia normei unui modul este dată de următoarea 
teoremă. 

TEOREMA 1. Bacă modulul complet M este conţinut în inelul 
său de stabilizatori O, atunci norma sa N{M) este egală cu indicele 
(O : M). 

Această teoremă este un caz particular al următoarei afirmaţii, 
LEMA 1. Bacă MQ este un grup abelian fără elemente de ordin 

finit şi avînd rangul w, iar M este un subgrup avînd acelaşi rang n, 
atunci indicele (M0:M) este finit şi egal cu valoarea absolută a deter
minantului matricii de trecere A de la o bază oarecare a lui M0 la 
o bază a lui M. 

Bemonstraţie. Fie u>v . . . , con o bază în M0. Conform teoremei 2 
§2 există în subgrupul M o bază %, . . ., y\n de forma : 

J vji = o116)1+c12co2 + . . . + cln(*n; 

J 7)2 = ^22^2 r • • • r 02»*°» 5 

unde ctj sînt întregi raţionali iar cu>0 (1 ^ i < n). Evident că 
|det A. | nu depinde de alegerea bazelor în M0 şi ilf, de aceea 

| det A | < cnc22 . . . cun. 
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Să. considerăm elementele 
co1^1 + . . . + a?»cow,' 0 ^ a>i < cit (1 < i ^ n) (4) 

şi să arătăm că acestea formează un sistem complet de reprezentanţi 
ai claselor factorizării grupului -M0 prin subgrupul ilf. Fie un element 
a = ô coi + . . . + a f tovdin ilf o- Să împărţim cu rest pe <% la cn ; 
a± = cnq± + xv 0 ^ CC) < clv Atunci 

Dacă împărţim acum cu rest pe a'z la c2 2: a'2 ~ c23g2 + a?2, 0 ^ x2 < 
< c22, atunci se obţine 

Eepetînd acest proces de n ori se ajunge în final la egalitatea 

<* — (Mi — . . . — qnrin — x1<^1 — . . . — xno)n= 0, 

în care qt şi xt sînt întregi' raţionali, iar 0 ^ xt < c,H. Deoarece 
îi^i + ••• + în*)» aparţine lui ilf, ultima egalitate arată că a şi 
un element x ^ + • • • + ®n<&n de forma (4) aparţin unei aceleiaşi 
clase a factorizării prin subgrupul ilf. Am arătat astfel că în fiecare 
clasă-a factorizării lui itf0 prin ilf se găseşte un reprezentat de forma 
(4). Mai trebuie verificat faptul că elemente diferite de forma (4) 
aparţin la clase factor diferite. Admiţînd contrariul, să presupunem 
că diferenţa a două elemente distincte xxc&t + . . . + xnc^n şi x^ + 
+ . . . + x'n coft din sistemul (4) aparţin lui ilf. Să notăm c u s cel 
mai mic indice (1 < s < n) pentru care xs # x's. Atunci 

(Xs — x's)(As + . . . + ( # „ — X'n)<*n = M l + .• • • + K ?)n, 

Şi fiind întregi. Substituind aici în locul lui TJ1? . . . , v\n expresiile lor 
prin &>£ şi identificînd coeficienţii lui o^ din cei doi membri ai egali
tăţii se găseşte imediat că \ = 0, . . . , fes-i = 0 şi apoi că cssbs = 

• Ol/g X$9 

Ultima egalitate este imposibilă însă pentru bs întreg 
întrucît 0 < \xs — x[\ < cS8. Prin urmare, elementele (4) formează 
într-adevăr un sistem^ complet de reprezentanţi ai claselor factori
zării lui ilf0 prin ilf. întrucît numărul acestora este1 finit şi dat de 
cnc22 . . . cnn= |det JL|, lema 1 şi teorema 1 sînt astfel demonstrate. 

TEOBEMA 2. Normele a două module complete asemenea M şi 
ocJf satisfac relaţia 

N(KM) = fJV(a)| -N(M). 
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în particular, pentru modulele asemenea cu ordinul O, se verifică 
egalitatea 

N(*D) = \N(*)\. 

Demonstraţie. Dacă iiv . . . , \in este o bază a lui M, atunci 
drept bază a lui ocifcf se pot alege numerele a[x17 . . . , ocpiw. Numărul 
-#*(a) este determinantul matricii C de trecere de la baza ^ la baza 
a ^ (v. Complemente, §2, pct. 2). Conform lemei 1 §2 modulele M 
şi a M au acelaşi inel de stabilizatori O. Să notăm cu A şi Ax matri-
cile de trecere de la baza inelului D la bazele ^ , respectiv, ajv 
Atunci A± = AC şi obţinem că 

N(OLM)= |det J . ! |= |det A\'- |det 0\= N{M) \N{a) |. 

A doua afirmaţie a lemei se deduce din faptul că JV"(0) = 1. 

2. Finitudinea numărului claselor. Trecem la demonstrarea teo
remei fundamentale a acestui paragraf. Aceasta se va baza pe două 
leme. 

LEMA 2. Pentru oricare modul complet Mx din corpul K şi 
oricare submodul complet Jf2 al său există numai un număr finit de 
module intermediare M (adică module care satisfac condiţia Mxz> 
D I D ' Jfa). 

Demonstraţie. Să alegem un sistem de reprezentanţi ^ , . . .,£s, 
s = (M: Jf 2) ai claselor factorizării lui M1 prin subgrupul M2. 
Dacă a17 ...,0c» este o bază în M2, atunci fiecare element Qe M1 
se reprezintă unic sub forma 0 = ţk + c1<t1 + . . . + cwaw, unde 
5;* este u n u l dintre reprezentanţi iar cv ..., cwsînt numere întregi 
raţionale. Fie 01? . . . , Qn o bază a modulului intermediar M. Pentru 
fiecare 0̂  are loc reprezentarea 8, = £^ + c^a^ + . . . + cnSan, ctf 
fiind întregi. De aceea 

M= {02, . . ., 0W}= {0X, . . .,j6n, ax, . . ., a j ^ - j ^ , . . ., £%, a1? . . .,a,}# 

Deoarece dispunem numai de un număr finit de posibilităţi în alcă
tuirea mulţimilor de reprezentanţi ^ , . . . , £*n, rezultă că şf numărul 
modulelor M intermediare este tot finit. 

CONSECINŢA. Pentru orice modul complet MQ a K şi orice număr 
natural r există numai un număr finit de module M în K, care îl 
conţin pe M0 şi (M : M0)= r. 

într-adevăr, pe baza finititudinii grupului factor Mj31Q rezultă 
că rM CZ M0 şi, prin urmare, —M0 => M => M0. 

r 
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LEMA 3. Fie K un corp de numere algebrice avînd gradul n = 
= s -f- 2t şi M un modul complet în K, al cărui discriminant este D. 
Există în M un număr nenul a a cărui normă satisface inegalitatea 

\N{*}\ ^(^JYW\- (5) 

Demonstraţie. Să alegem numerele reale pozitive cv . . . , cs+t 
astfel încît 

W\ + e, (6) -ey 
unde e este un număr real pozitiv. Din teoremele 2 şi 4 § 4 rezultă 

că există în modulul M numărul nenul a care satisface condiţiile : 

I a*(a) | < ck (1 ^ h ^ 8), | <J5M(OC) |2 < cs+j (1 ^ j < <). 

Norma 
j y ( a ) = : d j j a ) . . . <r,(a) |<j5+1(oc)|2 . . . \as+t{cx,)\2 

a unor astfel de numere nu este mai mare în valoare absolută, desigur, 
decît numărul dat de produsul (6). întrucît aceasta este adevărat 
pentru s oricît de mic, atunci în M trebuie să existe de asemenea 
numere a nenule care satisfac inegalitatea (5). 

TEOREMA 3. Pentru orice ordin O din corpul K de numere algebrice 
există numai un număr finit de clase de module asemenea care admit 
pe D ca inel al stabilizatorilor. 

Demonstraţie. Fie M un modul avînd ordinul O ca inel al stabili
zatorilor. Să notăm cu D discriminantul modulului M şi cu D0 dis
criminantul ordinului O. Alegem în modulul M numărul nenul a 
care satisface condiţia (5). Pe baza formulei (3), condiţia (5) devine 

Deoarece aO c M, atunci © c —M. Mai mult, pe baza lemei 1 
oc 

şi a "definiţiei' normei unui modul avem 

0°H(>r=fîH!)w 
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Am demonstrat astfel că în orice clasă de module asemenea care au 
inelul stabilizatorilor £>, se găseşte un modul M' pentru care 

Pe baza consecinţei lemei 2 în corpul K se află în general numai 
un număr finit de module M' care satisfac condiţia (7). Prin urmare 
numărul claselor de module asemenea care au inelul stabilizatorilor 
O este de asemenea finit, şi astfel teorema 3 este demonstrată. 

OBSERVAŢIE. Pentru orice două module complete M1 şi M2 
ale unui corp K de numere algebrice putem determina efectiv dacă 
sînt sau nu asemenea. în acest scop se determină mai întîi inelele 
lor de stabilizatori. Dacă aceste două inele sînt distincte, atunci Mx 
şi M2 nu sînt asemenea. Să considerăm cazul cînd Mx şi M2 au acelaşi 
inel de stabilizatori £). înlocuind, eventual, unul dintre modulele 
noastro prin unul asemenea lui, incluziunea Mx ZD M2 poate fi satis
făcută. Calculăm indicele (M1 : M2) = a. Dacă QLM1 = M21 atunci 
a G O şi | N(a) \ = a. Determinăm apoi în inelul D mulţimea tuturor 
numerelor av . . . , a f c , oricare două dintre ele neasociate, a căror 
normă în valoare absolută este a (conform §5 pct. 4 sistemul acestor 
numere se determină efectiv). Dacă a este un număr din inelul 
O, astfel ca '|JV(a)| = a, atunci acesta este asociat cu un. anumit 
a£ şi deci & My= a^î^ Pentru a rezolva problema asemănării modu
lelor Mx şi M2 trebuie deci să comparăm modulul M2 cu modulele 
vLiM-^l < i ^ Jc). Modulele M1 şi M2 vor fi asemenea, dacă şi numai 
dacă M2 coincide cu un anumit o^M^ 

PROBLEME 

1. Să se arate că în orice corp de numere algebrice, în afară de corpul nuni erelor 
raţionale, se află o infinitate de ordine. (în consecinţă, numărul tuturor claselor de module 
asemenea, care aparţin la toate ordinele posibile, este infinit.) 

2. Folosind problema 2 §4, sa se demonstreze că într-un modul complet M, care 
are discriminantul D, există un număr nenul a, astfel ca 

/ 4 V ni , 
\TZ J nu 

(n = s + 2î este gradul corpului de numere algebrice). 
3. Aplicînd problema 2 ordinului maximal al unui corp K de numere algebrice 

de grad n = s + 2/ şi aplicînd formula lui Stirling 

— e 1 2 n (()< 0 < 1), 

164 

să se arate că discriminantul D0 al corpului K satisface inegalitatea 

(7v\2t 1 2n_± 

în acest mod modulu i discriminantului corpului de numere algebrice tinde ia infinit cînd 
n creşte nemărginit. 

4. Să se arate că discriminantul oricărui corp de numere algebrice al cărui grad 
este n > 1 este diferit de ± 1 (teorema îui Minkovski). 

5. Să se demonstreze că există numai un număr finit de corpuri de numere alge
brice avînd o valoare dată a discriminantului (teorema lui Herraite). 

I n d i c a ţ i e . Conform cu rezultatul problemei 3 este suficient să arătăm că 
există numai un număr finit de corpuri K de grad n = s -f 2f fixat şi discriminantul 
dat .D0. Se consideră în spaţiul %n (compus din punctele (xv . . ., x8, yv zlf . . . , yt, zi)) 
mulţimea X definită în cazul s> 0 prin condiţiile : 

i*ii < KT^TiT"!, i**i < 1 (2 « * < s), y) -\- z) < i (i < K o> 

ar în cazul s •-= 0 prin condiţiile : 

I0i! < - , l*i! < KT5JT1, IU .+ A < 1 (2 < j < t). 

Aplicînd lema îui Minkovski asupra unui corp convex mulţimii X şi reţelei care reprezintă 
numerele din ordinul maximal O, să se arate că în K există un număr primitiv 0G JD, 
si cărui polinom caracteristic are coeficienţii mărginiţi. 

§7. BEPBEZEKTABEA NUMEBELOB P E M FOBME 
F'ĂTBATIOE BXNABE 

în acest paragraf vom da o dezvoltare ceva mai amănunţită 
a problemelor studiate în capitolul de faţă pentru cazul formelor 
pătratice binare. Deoarece orice formă raţională ireductibilă ax2 + 
+ bxy + cz2 se descompune în factori liniari într-un anumit corp 
pătratic, problema noastră este legată de studiul modulelor complete 
din corpuri pătratice şi al inelelor lor de stabilizatori. 

1. Corpuri pătratice. Se numeşte corp pătratic orice extindere 
de gradul doi a corpului numerelor raţionale R. Ne vom ocupa mai 
întîi de descrierea corpurilor pătratice care reprezintă cea mai simplă 
clasă de corpuri de numere algebrice. 

Fie d ^ 1 un număr întreg raţional liber de pătrate (pozitiv 
sau negativ). Deoarece polinomul i2 — d este ireductibil peste corpul 
numerelor raţionale, corpul J?(8), obţinut din R prin adjuncţionarea 
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rădăcinii 0 a acestui polinom, are gradul doi peste i?, adică este un 
corp pătratic. în continuare îl vom nota cu B{Yd ). 

Se observă imediat că şi reciproc, orice corp pătratic K are 
numai forma indicată. Să demonstrăm aceasta. Dacă a aparţine 
lui K dar nu este raţional, atunci, evident, K = JS(a). Polinomul 
minimal peste B al lui a are gradul doi, de aceea există relaţia a2 + 

v + Pa + 2 = 0, unde p şi q sînt raţionali. Dacă p = a +—» atunci 

P2 = #. Numărul raţional — — q poate fi reprezentat sub 
4 4 

forma c2(î, d fiind .un întreg liber de pătrate. Este clar că d ^ 1 
deoarece în caz contrar (3, deci şi a ar fi raţionali. Dacă notăm 
8 = A , atunci O2 = d şi diei J5C =. B(8), adică 2? = JS(f^). 

o 
Să arătăm că pentru d întregi distincţi (diferiţi de 1 şi liberi 

de pătrate), corpurile B(\fd) sînt distincte. într-adevăr, dacă 12(1/̂ ')=== 
= B(]fd ), atunci 

pentru anumiţi x şi y raţionali, de unde 

d' = x2 + dy2 + 2xyY~d 
şi, în consecinţă, 

d' = x2 + %2
9 2a?# = 0. 

Dacă y = 0, atunci <?' = a?2, ceea ce este imposibil. Dacă însă a? = 0, 
atunci d' = <fo/2 şi deci d' ~ d. 

Am demonstrat în acest mod că toate corpurile pătratice se 
găsesc în corespondenţă bijectivă cu toate numerele întregi raţio
nale d ^ 1, libere de pătrate. 

2. Ordinele dintr-un ^corp Jpătratie. Numerele dintr-un corp 
B(Yd) au forma 

a = x -> f YWy 

x şi y fiind raţionali. Deoarece polinomul caracteristic al lui a este 

t2 — 2xt -> x2 — e%2
f 

166 

înseamnă că a va aparţine ordinului maximal £) al corpului BQjd), 
dacă şi numai dacă 2x = Sp (a) şi x2 — d^2 = JV(a) sînt întregi 

raţionali. Fie 2x = m. Deoarece — dy2 trebuie să fie întreg, iar 
4 

ă este liber de pătrate, înseamnă că la numitorul numărului raţional 
y (în scriere ireductibilă) poate fi numai 2, adică y =* —, n fiind întreg. 

2 
Este clar ca ^(<x) = —: ă este întreg numai cu condiţia 

4 4 

m2 — ăn2 = 0 (mod 4). . (1) 

Soluţiile acestei congruenţe depind, evident, de d, mai exact de 
valorile lui d modulo 4. întrucît d este liber de pătrate, se deduce 
că d ş£ 0 (mod 4) şi există trei posibilităţi: 

d EE 1 (mod 4) ; d = 2 (mod 4); d-= 3 (mod 4). 

Dacă d = 1 (mod 4), congruenţa (1), devine m2 = n2 (mod 4), 
ceea ce echivalează cu condiţia m= n (mod 2), adică m = n + 2Z, 
şi obţinem 

IIV IV f— 

a = ~ + —yd = l + n ^ 

l şi n fiind întregi. în acest caz, se poate lua drept bază a ordinului 
maximal 6 (adică drept bază fundamentală a corpului B(]fd ), v. 

sfîrşitul §2), numărul l ş i < a = 1 + ^ -— 2 
Fie acum <Z ~ 2 sau 3 (mod 4). Dacă congruenţa (1) ar admite o 

soluţie pentru n impar, atunci din d = n2 (mod 4) ar rezulta d == 
55 0 (mod 4) pentru n par şi d = 1 (mod 4) pentru w impar. Aceasta 
contrazice însă presupunerea făcută. Dacă însă n este par, din con
gruenţa m2 = 0 (mod 4) se obţine că şi m este par. Am obţinut, în 
acest mod, că în cazul considerat, numărul x + y]fd aparţine ordi
nului maximal 6 al corpului B(tfd ) numai dacă x == •—• şi y = —• 

2 2 
sînt întregi. Ca bază a ordinului £5 se poate lua deci în acest caz nu

mărul 1 şi ca = Yd. 
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în continuare, vorbind despre baza ordinului maximal al corpu
lui B(]f d)jvom avea în vedere totdeauna baza 1, co, unde co = 

= pentru d = 1 (mod 4) şi co = ][d pentru d = 2,3 (mod 4). 

Să considerăm acum un ordin £> al corpului JB( /5 ) . Deoarece 
O este inclus în ordinul maximal 6 (v. §2, pct. 4), toate numerele 
din O sînt de forma w + ya, x şi y fiind întregi raţionali. Să alegem 
dintre acestea numărul care are cea mai mică valoare pozitivă a 
coeficientului y. Fie acesta a +/co. Deoarece a este- întreg raţional 
şi se găseşte deci în O, înseamnă că/co e O. Este clar acum că pentru 
orice x + y<* din O coeficientul y se divide la / şi deci D = {1, /6>}. 
Beciproc, conform lemei 3 §2, pentru orice număr natural / modulul 
•{1,/co} este inel, deci este şi ordin al corpului B(Ţd). Deoarece pen
tru numere naturale / distincte, ordinele {1, /co} sînt de asemenea 
distincte, se ajunge la următoarea situaţie : ordinele dintr-un corp 
pătratic se află în corespondenţă bijectivă cu numerele naturale. 

Vom nota în continuare ordinul (1, /co} prin Df. Se constată 
imediat că numărul / este egal cu indicele ordinului Df în ordinul 
maximal D = 0 1 = {1, co}. în acest fel se deduce că orice ordin al 
unui corp pătratic este complet definit de indicele său în ordinul 
maximal. 

Să calculăm discriminantul Df al ordinului Df. Vom presupune 
mai întîi că d = 1 (mod 4). Deoarece Sp fd = 0, atunci 

Sp co = Sp | i , 

d + 1 

si deci 

2), j S p l 
I Sp/<. 

Sp/a 
S P / 2 6> 2 

./ 
/ p 

,2rl -:- i | =pa. 

Dacă insă d = 2 sau 3 (mod 4), atunci 

Sp 1 _ Sp ffd i = 
Sp/fa Sp/^ | 

2 0 
0 2f2d 

: f • M. 

Formulele pe care le-am obţinut pentru Df ne arată că orice ordin 
dintr-un corp pătratic este unic definit de discriminantul său. 
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Sintetizăm rezultatele acestui punct m următoarea teorema. 
GCBOEEMA 1. Fie ă ^ Iun număr întreg raţional liber de pătrate. 

Ca bază a ordinului maximal ~D din corpul pătratic B(][d) pot fi 
luate numerele 1 şi <o, unde G> = , "^ ' pentru d = l (mod 4) şi 

<s> = fd pentru d = 2, 3 (mod 4). Discriminantul D± al ordinului 
O (adică discriminantul corpului B{][d)) este în jprimul caz d, iar 
în cel de al doilea 4$. Un ordin D din corpul B(][d) are forma SDf == 
= {1, /co}, unde / este indicele (D : O). Discriminantul ordinului fDf 
este DJ2. • 

3, Unităţi. Deoarece fiecare număr din ordinul C/ se reprezintă 
conform teoremei 4 §2 sub forma x'+'yfa, cu x şi # întregi raţionali,, 
a determina toate unităţile din'£5/ înseamnă a rezolva ecuaţia ne
definită 

N(x + 2//co) = ± 1 , (2) 

adică . ecuaţia 

X2 + fxy +p±JZAy2 = ± h ( 3 ) 

pentru d=l (mod 4) şi ecuaţia 

x2 — df2y2 = ± 1 (4) 

pentru d = 2, -3 (mod 4). • 
î n cazul unui corp imaginar pătratic s = 0, $ = 1, r = s + 

-j- ţ __ 1 =-o, ceea ce înseamnă că grupul unităţilor din orice ordin 
al acestui grup este finit şi format numai din rădăcinile lui 1. Acest 
fapt este şi în acord cu aceea că ecuaţiile (3) şi (4) pentru d < O 
au numai un număr finit de soluţii întregi. Anume, pentru d = — 1 
sau d = 1 ecuaţia (4) are patru soluţii : # = ± 1> y = 0 ; a? = 0, 
y = ±1, care corespund rădăcinilor de ordinul 4 din 1: ± 1, ± î. 
Pentru d = — 3, / = 1, ecuaţia (3) are şase soluţii x = ± 1 , y=0; 
a? = 0, y = ± l i ^ = lj y = — 15 a? = — 1» V = h corespun-

1 .1/3 
zînd tuturor rădăcinilor de ordinul şase din 1 : ± 1, ± •—-±%y—* 

Pentru toate celelalte ordine ale corpurilor imaginare pătratice ecua
ţiile (3), respectiv, (4) au numai două soluţii : x = ± 1, y = 0y 
adică toate unităţile lor sînt numai numerele ± 1 -



Mai complicat se prezintă cazul corpului real patratic R$d), 
d>0. Deoarece în acest caz s = 2, t = 0 şi deci r = 1, atunci toate 
unităţile ordinului Df al corpului R(Vd) au forma ± ew, unde s 
este aşa-numita unitate fundamentală a ordinului Df. Problema a fost 
în acest fel redusă la determinarea unităţii fundamentale s. Odată 

1 1 
cu e smt unităţi fundamentale şi numerele —, — e, •. De aceea 

e e 
se poate considera că e > 1. Este clar că prin condiţia s > 1, unitatea 
fundamentală e este unic determinată. 

Vom arăta că pentru unitatea 73 > 1 din fDf scrisă sub forma 
73 = x + yfu> în baza 1, /co coeficienţii x şi y sînt pozitivi (pentru 
d = 5, / = 1 este posibil x = 0). Pentru orice ae ROfd) vom nota 
cu a' conjugatul său, adică imaginea lui a prin automorfismul j/Vî --> 
~~> — fc? al corpului R(]fd). Se vede uşor ca w - o / > 0 . Deoarece 

1 1 
JV(YJ) == 7373' = ± 1 , rezultă că unitatea ri este sau •—-» sau ; 

n . ?) 
în ambele cazuri 73 — 73'>0, adică yf{<& -—<a') > 0 şi .deci y > 0 . 
Apoi, deoarece |YJ'| = |a? + jr/<o' | < 1 şi /ca' < —• 1, cu excepţia 
cazului d = 5, / = 1, atunci a? > 0 (dacă <? = 5, / = 1, atunci -r-1 < 1 — VT </co' = -—~~~~ < 0 şi deci 0 > 0). 

^ j 

Fie s > l unitatea fundamentală a ordinului SDf. Pentru uni
tăţile en = x± + ?/]/«, unde w este natural, avem w1>.x şi y1>y. 
Prin urmare, pentru a determina • unitatea fundamentală e > l 
trebuie să determinăm soluţiile întregi ale ecuaţiei (2) avînd pentru 
x şi y valori pozitive minime. Folosind rezultatele din pct. 3 §5 
putem limita superior valorile căutate x şi y printr-o constantă O, 
după care determinarea acestora se reduce la un număr finit .de 
verificări. 

Vom arăta acum că numărul de verificări necesare pentru calcu
lul unităţii fundamentale poate fi substanţial micşorat dacă utili
zăm un rezultat din teoria fracţiilor continue. Este vorba despre o 
teoremă care afirmă că dacă numărul real 5 > 0 şi numerele naturale 
.relativ prime x şi y satisfac relaţia X y 

K 2y* 

atunci —• este neapărat una dintre fracţiile** care intră în dezvol-
y 

tarea în fracţie continuă a numărului \. 
*) Adică una dintre „redusele" asociate cu £ (v. SUDAN, G., Geefmetrizarca'-frac

ţiilor continue, Ed. Tehnică, Bucureşti, 1959 (N.T.). 
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Din relaţia (2) se deduce 

— + /«>' 
y y(oo + yfa) 

Dacă d = 1 (mod 4), atunci lăsînd la o parte cazul d = 5, / = 1 
găsim 

(deoarece — > 0 si /• -J~—> 2). Dacă însă $ - 2 , 3 (mod 4), y ' 2 
atunci cum x2=fdy* ± 1 > dy2~- 1 > #2(d — 1) şi â > 2, avem 

I X nrj\ 1 1 __1 
yfr + yfY*) ** y2(V* - 1 + R ) ^ %2 y ' ' " i ' »(* + stf V*) ^ y8(Kd - ! + Vî) ~%2 

Conform teoremei amintite fracţia ireductibilă — este una dintre 
y 

fracţiile care intră în dezvoltarea numărului iraţional —/<o' în fracţie 
continuă. Pentru a afla cea mai mică soluţie pozitivă a ecuaţiei (2) 
trebuie deci să verificăm numai numărătorii şi numitorii cajre cores
pund acestora în fracţiile care intră în — /to' (care nu sînt mai mari 
decît constanta O anterior calculată). 

Calculul se poate desfăşura practic în modul următor. Găsim 
pentru numărul —/eo' în mod succesiv citurile parţiale qp (Te >.0) 
şi imediat numărătorii Pk şi numitorii Qk ai fracţiilor corespunză
toare. Calculul se continuă pînă cînd, după un număr de paşi, expre
sia N(Pk + <*>fQk) devine + 1 sau — 1 . Aceasta va avea loc neapărat 
pentru PK < O," şi astfel va fi determinată unitatea fundamentală 
e = Pk + o>fQk. (Cu excepţia cazului ă = 5, / = 1, caz în care uni-

tatea fundamentală este c*> = ^ — • 1 Vom ilustra cele afirmate 

prin două exemple. 

*) Numerele q% se mai numesc .,numitori incompleţi" (v. SUDAN, G., op. cit.} 
(N.T.). 
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EXEMPLUL 1. Pentru a găsi unitatea fundamentală a ordi
nului {1, 3]f&} din corpul JE(/6), descompunem numărul — 3»' = 
= 3|/¥ în fracţie continuă: 

]A54 = 7 + 7); p r ^ = 6 + Y54 - 6 . 

1
 = 3 + / 5 4 - 3 . _ J 

"" - 7 5 ' /54 - 6 
1 -f 1̂ 54 - 3 . 

9 

5 _ 1 , f 54 - 6 . 
1 / 5 4 - 3 ~ i + — 9 ~ ' 

Patern deci completa tabelul 

k 

Qk 
Pk 
Qk 

P l - 5 4 Q i 

0 

7 
7 
1 

—0 

1 

2 
15 
2 
9 

2 

1 
22 

3 
- 2 

3 

6 
147 
20 

9 

4 

1 
169 
23 

- 5 

5 

2 
485 

66 
1 

Unitatea fundamentală a ordinului {1, 3^6} este deci 485 -f 
+ 66 • 3/6 = 485 + 198/6. 

EXEMPLTJX 2. Să calculăm unitatea fundamentală a corpului 
J?(KS). 

-jjL ^ 3 + ^ 4 1 - 3 . 
/41 - 5 ^ " — ' 

Avem 

f î i -
2 

2 
J A 4 1 -

8 
K î T -

1 

-5 

-3 

„ , /41 -= 2 + 2 -

8 

4 

5 . — > 

- 3 

- 5 

K41 - 3 
= i + i!LrJ> 
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1 k 

! ** 
J?* 
Q& 

'Pu+ PkQk -100I 

0 

2 
2 

' 1 
- 4 

1 

1. 
3 
1 
2 

2 

2 
8 
3 

- 2 

3 

2 
19 

7 
4 

4 

î 1 
27 
10 

- 1 

Unitatea fundamentală din ordinul maximal al corpului R()f 41) 
este deci 

27 + 10 i 4 1 + 1 , = 32 + 5/41 -

4. Module. Trecem la stadiul modulelor complete din corpurile 
pătratice. Deoarece orice modul (a, [3} este asemenea cu modulul 
i i , — Lne putem limita la examinarea modulelor de forma {1, y}. 
I ' * • • ) • • _ 

Orice număr iraţional y din R(]/d) este rădăcină a Unui polinom 
at2 + bt + c cu coeficienţi întregi raţionali. Dacă impunem lui a, 
&, o condiţia (a, 6, c) = 1 şi a > 0, atunci pentru y dat polinomul 
aţ2 _f- 5̂  -f-" o va'fi. unic definit. î n cele ce urmează vom nota acest 
polinom prin <pr(t). Este clar că pentru numărul conjugat acestuia;, 
y', avem <prr(t)==<py(t). Mai mult,-chiar egalitatea <pTl(tf) = <pr(t) sub
zistă, dacă şi numai dacă yx este egal fie cu y, fie ca y'. 

LEMA 1. Bacă pentru numărul iraţional y din B(]jd) poli
nomul <pr(t) este at2 + bt + c, atunci inelul stabilizatorilor © al modulu
lui M = {1, y} este ordinul {1, ay)avînd discriminantul B = b2 — 4ac. 

Demonstraţie. Considerăm numărul a, == x + £/y, c u i şi y raţio
nali. Deoarece'incluziunea aiff c itf este echivalentă" cu faptul că 
ac -l = x + yye M şi 

& V a) 

atunci a aparţine inelului stabilizatorilor O, dacă şi numai dacă 
numerele raţionale 

cy by 
x, y, -*-, -Z 

a a 

Bînt toate întregi, adică atunci cînd x şi y sînt întregi şi, mai mult, y 
se divide prin a (această divizibilitate rezultă din faptul că (a, b, e) =1). 
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S-a demonstrat astfel că O = {1, ay\. Pentru a încheia demor 
straţia lemei 1 mai trebuie calculat discriminantul ordinului O : 

D = S p l 
Sp ay 

Sp ay 
Sp «V 

2 
- 6 

- b 
52—2ae 

= 62 — 4ae. 

CONSECINŢA. Folosind aceleaşi notaţii, norma modulului {1, y} 
, 1 este —• 

a 

este 
într-adevăr, matricea de trecere de la baza 1, &y la baza 1, y 

1 
0 

0 

JL 
a 

LEMA 2. Pentru ea modulele {1, y j si {1, y} să fie asemenea? 
este necesar şi suficient ca numerele yx şi y să satisfacă o relaţie de tipul 

Ti 
fcy + l 

my + ?i 

î nrdJe &, Z, m, w s£n# întregi rxtionali care verifică egalitatea 

7c l 
m 

± 1 . 

(5) 

(e; 

Demonstraţie. Deoarece două baze diferite ale aceluiaşi modul 
sînt legate printr-o transformare unimodulară (v. pet. 1 §2), atunci 
din egalitatea {a, ay j = {1, y} se deduce 

ayj = fcy -f- Z, a = my + w, 

întregii raţionali fc, Z, m,n verificînd condiţia (6). împărţind prima 
dintre aceste egalităţi prin cea de a doua obţinem chiar (5). Eeci-
proc, fie yx şi y2 satisfăcînd relaţia (5). Atunci 

{1, Ti) my + n 
{my + w, fcy + 1} = 

my 
{i,y} 

(egalitatea {my + n, Tfcy + Z} = {1, y} este îndeplinită datorită rela
ţiei (6); Demonstraţia lemei 2 este astfel terminată. 
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Să considerăm acele module din corpul B(Yd) care aparţin 
unui ordin fixat © (adică acele module pentru care O este inel de sta
bilizatori). Conform teoremei 3 §6 toate aceste module se descompun 
într-un număr finit de clase de module asemenea. Vom introduce 
acum operaţia de înmulţire a claselor şi vom arăta că toate clasele 
de module asemenea care aparţin ordinului dat O formează grup 
relativ la această operaţie. 

Fiind da e două module Jfx = {a, (3} şi M2 = {o^, (3J, prin 
produsul acestora MMX se înţelege modulul {aax, apx, pax, ppx} 
(v. § 2, problema 7). Evident că pentru X i=- 0 şi \x ^ 0 este verificată 
formula 

(XJf)(p.Jf1) = X(x(Jf Jfi). (7) 

Pentru fiecare modul M vom nota prin [M] clasa de module aseme
nea care admite pe M ca reprezentant. Din egalitatea (7) se deduce 
dependenţa clasei [MMX] numai de clasele [ l f ]ş i [ l f 1] . Clasa [MMt] 
se numeşte produsul claselor [M] şi [Mx]. Pentru a înmulţi două 
clase este deci necesar să se aleagă cîte un reprezentant în fiecare 
dintre acestea şi apoi să se înmulţească între ei. Clasa de module 
asemenea care va conţine produsul obţinut va fi chiar produsul cla
selor date. 

Pentru orice modul M vom nota cu M' modulul compus din 
numerele a' conjugate cu toate numerele a din M. Deoarece a + 
-f- a' = Sp oc este raţional, atunci a' e B(][d) şi deci Mf împreună 
cu M sînt module complete ale corpului BQfd). Se constată imediat 
că pentru orice ordin O modulul său conjugat O' coincide cu O. Be-
zultă astfel că două module conjugate au acelaşi inel de stabilizatori. 

Să demonstrăm formula 

MM' = N(M)C, (8) 

unde prin £> am notat inelul stabilizatorilor, iar N(M) este norma 
modulului M. 

Să presupunem mai întîi că modulul M are forma {1, y}. î n 
acest caz, folosind notaţia din lema 1, obţinem 

MM' = {1, y} {1, y'} - {1, y, y', y y ' H { l , Y, ~ Y - —» - " 1 = 
[ a a) 

« 1»Y» — —' — h== — \ai h ^ <*Y}-[ a a \ a 
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Deoarece numerele a, 6, c sînt relativ prime, se deduce că toate com
binaţiile lor liniare cu coeficienţi întregi coincid cu inelul Z al nume
relor întregi şi, în consecinţă, 

MM' = —{1, ay] - — £> = Jf(Jf)D 

(consecinţa lemei 1). Dacă M este un modul, acesta poate fi pus sub | 
forma M = a J^ , if^ fiind de forma {1, y}. Pe baza teoremei 2 §'" 4 | 
se obţine 

i O f - aa'MjMl - #(<*)#( J ^ P - |N(a) (^(Jf,) O - ^ (J f JO, 

şi formula (8) a fost astfel demonstrată pentru cazul general. 
Fie acum două module M şi M1 aparţinînd aceluiaşi ordin O. Dacă 

fe este inelul stabilizatorilor pentru produsul MM±, atunci în vir
tutea formulei (8), avem 

MM^MMJ^NţMMJD. 

Pe de altă parte, deoarece înmulţirea modulelor este, evident, co
mutativă si • asociativă, înmulţind formulele MM' = N(M)D şi 
MtM[ = N(Mx)fD, obţinem 

MM^MMJ - N(M)N(M1)D. 

Comparînd această egalitate cu cele precedente şi avînd în vedere 
că două ordine diferite nu pot fi asemenea, deducem egalitatea 
O = O. Aşadar, pe baza faptului că egalitatea aO '= &£>, a şi b fiind 
numere raţionale pozitive, nu este posibilă decît dacă a = &, obţinem 
formula 

N(MMt) = JT( Jf )JT( Jfj). 

în acest mod, dacă modulele M şi JM̂  aparţin ordinului O r 
atunci produsul acestora MMX aparţine şi el lui O. Deoarece pentru 
orice modul M avînd inelul de stabilizatori O sînt verificate simultan 
relaţiile MO = M si Ml • M' | = 0 , obţinem astfel următorul 

rezultat. 
TEOREMA 2. Toa^e modulele unui corp pătratic, care aparţin-

unui ordin fixat, formează grup relativ la operaţia de înmulţire a 
modulelor. 
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Din această teoremă şi din teorema 3 §6 se deduce imediat 
teorema următoare. 

TEOREMA. 3. Toate clasele de module asemenea dintr-un corp 
pătratic avînd acelaşi inel de stabilizatori O formează un grup finit, 
comutativ. 

Observăm că teoremele 2 şi 3 sînt specifice modulelor din cor
puri patratice şi îşi pierd valabilitatea pentru module care aparţin 
unui ordin nemaximal al unui corp de numere algebrice (v. §2, pro
blema 18). 

• 5. Corespondenţa dintre module şi forme. Conform pct. 3 §1 
fiecărei baze a, (3 a-modulului complet M c E(]fd) îi corespunde în 
mod unic o formă pătratică binară N(OLX + $y) cu coeficienţi raţio
nali. Deoarece pentru baze diferite în M formele care le corespund 
acestora sînt echivalente, reiese că modulului' M îi corespunde o 
clasă de forme echivalente. Dacă în locul lui M se ia modulul yJf 
asemenea cu el, atunci toate formele noastre se înmulţesc cu fac
torul constant N(y). î n consecinţă, considerînd formele şi făcînd 
abstracţie de un factor constant, se poate afirma ca fiecărei clase 
de module asemenea îi corespunde o clasă d̂ e forme echivalente. 
Această corespondenţă nu este totuşi o bijecţie. într-adevăr, modulele 
conjugate.M = {a, p} şi M' = {a', p'} nu'sînt în general asemenea 
însă formele care le corespund acestora coincid. O situaţie asemănă
toare se întîlneşte, 'desigur, şi pentru formele decompozabile de orice 
grad. î n general, pe cît se pare, nu există un mod general de a eli
mina această neconcordanţă între clasele de . forme şi clasele de 
module. Pentru corpurile patratice însă, cum vom vedea imediat, 
se poate stabili o bijecţie, modificînd uşor definiţiile echivalenţei 
formelor şi asemănării modulelor. 

DEFINIŢIE. Forma pătratică binară f(x, y) = Ax2 + Bxy + Gy2 

cu coeficienţi întregi raţionali se numeşte primitivă dacă cel mai mare 
divizor comun al coeficienţilor săi este 1. 

Numărul întreg B2 — 4tAC se numeşte discriminantul formei 
primitive f. 

î n consecinţă, discriminantul unei forme primitive se deose-
B2 ' 

beşte de determinantul său AC prin factorul constant —4. 
4 

Se constată imediat că pentru o formă primitivă orice formă 
echivalentă cu ea va fi de asemenea primitivă. Printr-o transformare 
liniară de matrice C a nedeterminatelor, determinantul formei pa
tratice se înmulţeşte cu factorul (det O)2, ceea ce arată că acesta 
rămîne neschimbat numai în cazul cînd det C = ± 1 . Se deduce astfel 
că formele primitive echivalente au acelaşi discriminant. 

12 — c. 796 
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DEFINIŢIE. Două forme primitive se numesc propriu echivalente 
dacă una dintre ele se transformă în cealaltă printr-o transformare lini
ară cu coeficienţi întregi a nedeterminatelor şi avînd determinantul + 1 . 

Formele pătratice binare primitive se descompun în clase de 
forme propriu echivalente. • Pe tot parcursul acestui punct, cînd se 
va vorbi despre clase de forme, vom subînţelege că este avută în 
vedere echivalenţa proprie. Se întîlneşte însă adesea cazul cînd două 
forme echivalente impropriu (adică transformîndu-se una în alta 
printr-o transformare liniară de determinant egal cu —1) vor fi şi 
propriu echivalente. 

Vom da acum o nouă definiţie asemănării modulelor. 
DEFINIŢIE. Două module complete M şi M1 dintr-un corp patra-

tic se spune că sînt asemenea în sens restrîns, dacă M±~ alf, unde 
a este un element cu normă pozitivă. 

Deoarece în cazul corpurilor pătratice imaginare norma oricărui 
element nenul a este pozitivă, înseamnă că în aceste corpuri noţiu
nea de asemănare în sens restrîns nu se deosebeşte cu nimic de noţiu
nea obişnuită de asemănare. Aceeaşi situaţie se întîlneşte şi în 
cazul corpurilor pătratice reale cu condiţia ca în inelul de stabii-
zatori O al modulelor considerate să existe o unitate e pentru care 
JV(e) = — 1. într-adevăr, dacă M1 = a l şi N(QL) < 0, atunci de
oarece zM = M, rezultă M1 = (ae)Jf, unde N(as)>0. Eeciproc, 
presupunînd că asemănarea în sens restrîns coincide cu cea obiş
nuită, adică din M1 = alf, M(a) < 0, rezultă existenţa unui anumit 
p pentru oare" JT(p) > 0 şi Mx = $M. Luînd s == ap-1 , avem eM = 
= Jf, ceea ce înseamnă (v. §2, pct. 3) că e este unitate în inelul de 
stabilizatori £>, iar N(e) = —- 1. 

în acest mod, noţiunea de asemănare în sens restrîns se deose
beşte de noţiunea obişnuită de asemănare numai pentru acele module 
ale unui corp pătratic real, în inelul de stabilizatori al căruia toate 
unităţile au norma + 1 . Este clar că în acest caz fiecare clasă de 
module asemenea în sens larg se descompune exact în două clase 
de module asemenea în sens restrîns. 

Să descriem acum corespondenţa între clasele de module şi 
clasele de forme. 

în fiecare modul M din corpul B(][d) vom considera numai 
astfel de baze a, p, pentru care determinantul 

A = | a ' P:1 (9) 
I a ' p ' I 

satisface condiţia : , 
A > 0 cînd d > 0 , 

x U0) 
— A > .0 • cînd d < 0, 
i , ' 
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(Ca şi mai sus, a' şi p' sînt numere din B(]fd) conjugate cu a şi p„ 
Există totdeauna în M baze care au proprietatea (10) : dacă o primă 
bază av a2 nu are această proprietate, este suficient să se interver-
tească ô  cu a2). 

Fiecărei baze a, p a modulului Jf, care satisface condiţia (10), 
îi punem în corespondenţă forma 

f{x, y) - Ax2 + Bxy + Gy2 -
N(ax + py) (ax + Py)(a'a? + P » 

N(31) N(M) 
(11) 

(N(M) este norma modulului M). Dacă pentru numărul y = 
= -- — vom considera pohnomul <pr(t) = at2 + bt + c (v. începutul 

a 
pct. 4), atunci vom avea 

W(ocx + P#) = — — (a®2 + bxy + cy2)-
a 

Pe de altă parte, conform consecinţei lemei 1 şi teoremei 2 § 6, 
norma modulului M = a { l , y} este-'—L2L. g e deduce astfel că 

a 
A, -B, C se deosebesc de coeficienţii a, 6, c, eventual, prin semn. 
S-a demonstrat prin aceasta că forma (11) este primitivă şi discri
minantul său B2 —- &AC coincide cu discriminantul b2 — 4ac al 
inelului de stabilizatori ai modulului M (lema 1). î n acest mod, 
se găseşte aplicaţia: 

{a, >}-•/(*?, y), (12) 

care pune în corespondenţă fiecărei baze a, p a corpului E(Yd)f 
care satisface (10), forma primitivă /(#, y). (în cazul corpurilor 
reale, coeficientul A poate fi negativ.) Bineînţeles că în cazul corpu
rilor imaginare pătratice forma (11) este totdeauna pozitiv definită, 
astfel că formelet#negativ definite rămîn în afara corespondenţei (12). 

TEOREMA 4. Fie W mulţimea claselor de module asemenea în 
sens restrîns din corpul pătratic B(Yd) şi g mulţimea tuturor clase
lor de forme pătratice binare primitive propriu echivalente pentru 
d>0 şi pozitiv definite pentru d < 0), decompozabile în B(fd) în 
factori liniari. Aplicaţia (12) stabileşte o corespondenţă bijectivă 
între Wfl şi gf; dacă ordinul de stabilizatori al unei clase de module 
are discriminantul D, atunci formele care îi corespund au de asemenea 
discriminantul B. 
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Fie a, p şi a17 Pi? două baze ale corpului E(\fd) pentru care 
determinanţii de forma (9) satisfac condiţia (10) şi f i e / şi fx formele 
care corespund acestor baze. Pentru a demonstra teorema 4 trebuie 
să arătăm că formele / şi fx sînt propriu echivalente, dacă şi numai 
dacă modulele {a,p} şi { a ^ } sînt asemenea în sens restrîns. Trebuie 
sa ne convingem apoi că pentru orice formă ireductibilă primi
tivă /(#, y) (decompozabilă în factori liniari în RQfd) şi pozitiv 
definită dacă d < 0) există o bază a, p satisfăcînd condiţiile (10), 
astfel ca forma (11) să coincidă cu g(x, y). Ne limităm la această indi
caţie generală, lăsînd amănuntele demonstraţiei în seama cititorului. 

La punctul 4 a fost definit produsul claselor de module asemenea. 
Putem defini produsul claselor de module asemenea în sens restrîns, 
exact în acelaşi mod. în virtutea corespondenţei bijective SP? -> g, 
înmulţirea claselor de module poate fi transpusă asupra claselor 
de forme. Operaţia de înmulţire astfel definită pe % se numeşte 
compunere a claselor de forme (termenul îi aparţine lui Gauss, care 
a considerat pentru prima dată această operaţie). Deoarece toate 
clasele de module asemenea în sens restrîns, care aparţin unui inel 
fixat de stabilizatori, formează, cum se vede imediat, grup, se deduce 
că toate clasele de forme primitive avînd discriminantul B dat 
(pozitiv definite pentru D < 0) formează de asemenea grup. 

6. Reprezentarea numerelor prin forme binare şi module ase
menea, Vom arăta in cuprinsul acestui punct c& problema determi
nării reprezentării numerelor întregi prin forme pătratice binare 
poate fi redusă la problema asemăiiării modulelor îmtr-un corp pătratic. 

Fie f(oOj y) o formă pătratică binară avînd discriminantul B 
nenul şi decompozabilă în factori liniari în corpul RQjd), iar m un 
număr natural. în cazul B < 0 presupunem că forma / este pozitiv 
definită. Problema constă în a determina toate soluţiile întregi ale 
ecuaţiei nedefinite 

f{x, y) = m (13) 

(ne mărginim la valorile pozitive ale lui m, deoarece în cazul m< 0, 
B > 0 înlocui lu i /poate fi considerată forma — / ) . Conform teoremei 
4 vom avea 

f^y)=^^±M9 / (U) 

unde baza a, p a modulului M satisface condiţia (10). Aplicaţia 
(#, y) -> 1; = ax + $y stabileşte o bijecţie între mulţimea soluţii
lor ecuaţiei (13) şi mulţimea numerelor £e M de normă jy('5)''= 
= mJSf(M). Două soluţii ale ecuaţiei (13) se vor numi asociate, dacă 
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numerele care le corespund în M sînt asociate. Se verifică imediat 
că noţiunea de asociere a soluţiilor nu depinde de reprezentarea (14). 
Să notăm cu O inelul de stabilizatori al modulului M şi prin C clasa 
de module în sens restrîns care are ca reprezentant pe M. Conform 
teoremei 4 clasa G este unic determinată de forma / . 

Fie numărul ţe M avînd norma mN(M). Considerăm modulul 
A = IM-1. Deoarece AM = \M~XM = ££> c M, rezultă că modulul 
A este conţinut în O. Norma sa este Ni^)N(M)-1 = m. Eezultă 
imediat că şi A este conţinut în clasa de module 0 ~ \ inversa clasei C. 

Eeciproc, presupunem că în clasa O""1 se găseşte un modul A, 
inclus în ordinul £> şi avînd norma m. Atunci, pentru un anumit J; 
avînd norma pozitivă este satisfăcută egalitatea A = ţM*1, iar 
£e MA c M şi .N(ţ) = mN{M). Dacă Ax este un alt modul din 
clasa O - 1 inclus în O şi avînd norma m şi dacă Ax = ^if"1, N{^ > 
> 0 , atunci At = ^t^A şi deci Ax coincide cu JL, dacă şi numai 
dacă \x este asociat eu \. 

Âm demonstrat astfel următoarea teoremă. 
TEOREMA 5. Considerăm forma /(#, y) care corespunde clasei 

de module C (în sens restrîns) avînd inelul de stabilizatori O. Toate 
clasele de. soluţii asociate ale ecuaţiei (13) se găsesc în corespondenţă 
bijectivă cu modulele A care aparţin clasei inverse] C~1

1 conţinute în 
inelul de stabilizatori D şi avînd norma m. Soluţiile (x, y) care cores
pund modulului A sînt definite de numerele \ pentru care A' = îJf""""1, 
Jf(£)>v0, unde M este/an modul din clasa C, '• ' 

Oricare ar fi numărul natural m, putem descrie toate mo'duleie 
JL care au inelul ele stabilizatori O, incluse în D şi avînd norma m. 
f i e A un astfel de modul. Să notăm prin fc cel mai mic număr natural 
-conţinut în A. în acest caz putem scrie modulul A sub forma 

• ":! ' ='" A={fc , fcy}-&{l, y}. : ". '. ' 

"Generatorul y este definit aici pînă la semn şi la o constantă întreagă 
..aditivă. De aceea putem alege y astfel ca, mai întîi, 

Im y > 0, cînd d < 0. 
(15) 

l r r y > 0 , cînd d>0. 

{Irr y este partea iraţională a numărului y) şi, apoi, astfel ca partea 
iraţională a lui y să aparţină intervalului j - i — J . Dacă aplicăm 

notaţia din lema 1 numărului y şi îl scriem sub forma 
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a'doua condiţie devine 

— a ^ b <a. (17) 

Pe baza egalităţii O = (1, ay} (v. demonstraţia lemei 1) şi a condiţiei 
I c O j obţinem imediat că a divide pe ~k, adică h = as, s fiind întreg. 
Deoarece m = N(A) = W— (consecinţă a lemei 1), atunci--. 

a 

m = as2. (18) 

Vom arăta că reprezentarea modulului A sub forma 

A - as{l, y}, (19) 

cu a, 5 şi y satisfăcînd condiţiile (18), (15) şi (17) este unică. într-a
devăr, dacă as{l, y} = %%{!, yx}, at, ^ şi y1 îndeplinesc aceleaşi 
condiţii, atunci as = a ^ şi deci {1, y] = (i , y j . Pe baza consecinţei 
lemei 1 se deduce astfel egalitatea a = ax şi, în consecinţă, s == #r. 
Mai mult, deoarece generatorul y din modulul {1, y}, satisfăcînd con
diţiile (15) şi (17), este unic definit, rezultă că y = y r 

Să presupunem acum că, reciproc, fiind dat numărul natural 
m vom alege numerele naturale a şi s astfel încît să fie verificată ega
litatea (18). Dacă b şi c verifică condiţiile : 

b2 — &ac = D, (a, b, c) = 1 (— a ^ b < a), (20) 

atunci pentru un număr y de forma (16) modulul A = as{l, y} v a 
fi conţinut în inelul său de stabilizatori O = {1, $y} şi norma sa va, 
fi a2s2—= m. 

a 
în acest mod, vom determina toate modulele A care ne sînfc 

necesare dacă se găsesc toate cvadruplele de numere întregi s > 0,, 
a>0, b, c, satisfăcînd condiţiile (18) şi (20). 

Dacă dispunem de un algoritm cu ajutorul căruia se poate decide 
asupra asemănării în sens restrîns a două module complete din corpul 
B(\fd), atunci, scriind toate modulele i c O de normă m, putem 
separa dintre acestea pe cele asemenea cu modulul M. Pe baza, 
teoremei 5 vom determina astfel toate soluţiile ecuaţiei (13). 

Din teorema 5 rezultă imediat următoarea afirmaţie. 
TEOREMA 6. Pentru ca numărul natural m să fie reprezentat 

printr-o formă pătratică binară primitivă avînd discriminantul DT 
este necesar şi suficient ca în ordinul €> de discriminant D să existe? 
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un modul A avînd norma m. Faptul că modulul A are norma m echi
valează cu existenţa întregilor a > 0 , s > 0 , b, c, satisfăcînd condiţiile 
m = as2, b2 — 4zac = D, (a, b, c) = 1, -— a < b < a. 

în cazul în care D este discriminantul ordinului maximal O, 
a doua afirmaţie a teoremei 6 admite o simplificare. Anume : 

TEOREMA 7. Fie D discriminantul unui corp pătratic (adică 
discriminantul ordinului maximal). Condiţia necesară şi suficientă 
pentru ca numărul natural m = as2, a fiind liber de pătrate, să fie 
reprezentabil printr-o formă binară primitivă de discriminant D este 
ea congruenţa 

x2 = I) (mod 4a) (21) 

m fie rezolubilă. 
Lăsăm în seama cititorului demonstraţia acestei teoreme. 

7. Asemănarea modulelor într-un eorp pătratic imaginar. în 
cazul corpului pătratic imaginar B(][d), d < 0, "există un procedeu 
extrem de simplu de rezolvare a problemei, asemănării modulelor. 

Eeprezentarea.geometrică a numerelor ae B{]fd) prin punctele 
spaţiului 9Î2 (v. §3 pct. 1) coincide cu reprezentarea uzuală a nume
relor complexe în plan. Numerele 'dintr-un^ modul complet 
Mc R(][d) se reprezintă în acest fel prin puncte (sau vectori) ai unei 
reţele complete din 9Î2. în cadrul acestui punct vom identifica adesea 

. numerele complexe cu imaginile lor din planul W, astfel că reţeaua 
din' 9t2 care corespunde modulului M o vom nota tot cu M. Deoa
rece înmulţirea punctelor reţelei M cu numărul complex nenul l 
se reduce la o rotaţie a reţelei M (în jurul originii) cu unghiul arg £ 
şi o dilatare de |£'| ori, atunci pentru modulele asemenea M şi \M, 
reţelele care le corespund vor fi asemenea în sens geometric elemen
tar. Tocmai pe această proprietate evidentă ne vom baza în cele ce 
urmează. 

Problema asemănării a două reţele din plan se rezolvă construind 
pentru fiecare dintre ele o anumită bază specială, numită redusă. 
Baza redusă a, p este formată din cel mai scurt vector nenul a şi 
cel mai scurt vector necoliniar cu acesta, p (îndeplinid, în plus, alte 
'cîteva condiţii). Să arătăm că pentru orice reţea M o astfel de pereche 
de vectori a, p formează totdeauna o bază. într-adevăr, presupu-
nînd contrariul, în M ar exista vectorul E, == u& + v$ pentru care 
numerele reale u şi v nu ar fi simultan întregi. Adăugind acestui 
vector în mod convenabil o combinaţie liniară cu coeficienţi întregi 

1 1 
a lui oc şi (1, putem obţine, desigur, ca \u\^ —• şi \v\ ^ — Dacă 
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v ^ O, atunci, conform alegerii lui (3, ar trebui ca |£ | ^ |(3|, ceea ce 
contrazice inegalitatea 

151 < \u*\ + W I ^ H +~ IN < IN-

Dacă însă v = 0, atunci | 5 | = |^a| ^ —• |a | < |a| , ceea ce con-
2 

trazice alegerea lui a. în acest mod afirmaţia noastră este demon
strată. 

Dacă a este unul dintre cei mai scurţi vectori, iar (3 este ceî 
mai scurt dintre vectorii necoliniari cu acesta, lungimea, proiecţiei 

1 
vectorului [3 pe vectorul a nu depăşeşte — |a |. Intr-adevăr,printre 

2i 
vectorii (3 + vja (n întreg) există, evident, un vector a cărui lungime 

1 a proiecţiei este < —la|. Pe de altă parte, dintre vectorii f3 + na 
2 

cea mai mică lungime o are vectorul cu cea mai mică proiecţie. 
Să considerăm acum pentru o reţea M dată toţi vectorii nenuli 

de lungime minimă şi să notăm cu w numărul acestora. Deoarece 
împreună cu a şi vectorul —a va avea lungimea minimă, rezultai 
că w este un număr par. Se observă apoi că măsura unghiului a doi 

TC 

astfel de vectori distincţi a şi a' nu poate fi mai mică decît — * 
o 

deoarece, în caz contrar, vectorul a — a', care aparţine ' reţelei* 
ar avea lungimea mai mică. în consecinţă, w' < 6 şi deci numărul 
vectorilor cei mai scurţi poate fi w = 2, w = 4 sau w = 6. 

Să trecem la construirea unei baze reduse pentru reţeaua M.. 
Dacă w = 2 vom alege drept a pe oricare dintre cei doi vectori cei 
mai scurţi. Dintre vectorii necoliniari cu a, c *a mai mică lungime 
o pot avea doi sau patru vectori (v. fig. 1 şi 2). Drept (3 alegem dintre 
aceştia pe cel al cărui unghi <p, măsurat de la a către (3 în sens 
direct, are măsura mai mică. Dacă w = 4 sau w = 6, atunci se alege 
ca bază redusă perechea de vectori minimi distincţi a şi (3, astfel 
încît unghiul 9, măsurat de la a către (3 în sens direct, să fie de mă
sură minimă. 

Se constată imediat că baza redusă este unic definită de reţeay 
pînă la o rotaţie care transformă reţeaua în ea însăşi. Anume, în 

( TC TZ \ 

avem—•<' <p < —. (v. fig. 3)1 există 
două baze reduse care se transformă una în alta printr-o rotaţie 

• T C ' 

de unghi, multiplu de TC. Pentru w = 4, 9 = —(fig. 4) avem de a-

face cu o reţea pătratică, avînd patru baze reduse, care se transformă 
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tina într-alta prin rotaţii cu unghiuri care au ca măsuri multiplii 
de—. în fine, pentru w = 6, există şase baze reduse, care trec una 

2 
în alta prin rotaţii de unghiuri, multipli de ~(fig. .5 ; cercul se im-

B 

k u 

Fig. 1 Fit?. 2 

parte în şase părţi egale, deci unghiurile dintre vectorii minimi nu 
pot avea măsura decît — 1 • 

3) 
Folosind noţiunea de bază redusă este uşor acum să rezolvăm 

problema asemănării reţelelor din plan. 

7 

Li 

k \ 

/ 

CC 

$ 
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Fig. 
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1 

5 

oc 

Fig. 3 

TEOREMA '8. Reţelele M şi M1 din 3$2 sînt asemenea, dacă şi 
numai dacă bazele lor reduse sînt asemenea (adică acestea se trans
formă una în alta printr-o rotaţie şi o dilatare uniformă). 

Demonstraţie. Fie a, (3 şi ax, (3X bazele reduse ale reţelelor M şi Mv 
Dacă £Jf = Jf17 atunci £a, 5(3 vor forma evident o bază redusă 
a lui Mx. Această bază, cum am văzut, trebuie ca printr-o rotaţie 
cu un anumit unghi să se transforme în baza ar, (315 de aceea există 
un număr 7] (care este rădăcină de ordin 1, 2, 4 sau 6 din unitate) 
astfel încît Y)£OC = ocx, 73^ = j3x. Astfel, baza <xv (3X se obţine din 
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baza a, p printr-o rotaţie de unghi arg (TQ£) şi o dilatare de h £ | 
ori, ceea ce înseamnă, de fapt, asemănarea acestor baze. Beciproca 
teoremei este imediată. 

Să trecem la descrierea claselor de module asemenea ale unui 
corp pătratic imaginar. Fie M un modul din BQfd), ă < 0 şi a, {!• 
o bază redusă din M. Trecem la modulul asemenea— M = {1, y}y 

a 

unde y = —. Baza 1, y este de asemenea redusă. Din definiţia bazei 
a 

reduse se deduce imediat că numărul y satisface condiţiile : 
l m y > 0 ; (22) 

- - i < E e y ^ ~ ; (23) 
2 2 

1 
|y ] > 1, dacă • < Ee y < 0 ; 

1 
IYI > 1, dacă 0 < Eey < — • (24) 

Z 

DEFINIŢIE. Wumărul y dintr-un corp pătrat/ie imaginar se numeşte 
redus, dacă 'satisface condiţiile (22), (23) şi (24); împreună cu y se 
va numi redus şi modulul {1, y}. 

Faptul că numărul y este redus înseamnă din punct de vedere 
geometric că imaginea sa în planul complex aparţine domeniului 
*T indicat în fig. 6 (incluzînd numai acea parte a frontierei care con
ţine punctul i). 

TEOREMA 9. în fiecare clasă de module asemenea a corpului 
pătratic B(]fd), d < 0, se găseşte un modul redus şi numai unul 
singur. 

Demonstraţie. S-a demonstrat că fiecare clasă conţine un modul 
redus. Mai răinîne numai să verificăm că două module reduse dis
tincte nu pot fi asemenea. Pentru aceasta vom demonstra mai întîi 
că pentru orice număr redus y = x + iy, numerele 1, y formează 
o bază redusă a reţelei {1, y}. Este necesar să arătăm că y este cel 
mai scurt dintre vectorii reţelei {1, y}, nesituaţi pe axa reală, adică 
avem |fc. + lj\ > |y|, oricare ar fi întregii k şi l =£ 0. Deoarece 

1 \x\^ —, atunci 
2 

\h ±y\2 = (k± ocf + y* > x* + t = IYI2-
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Dacă însă \l\> 2, atunci 

| k + h{ I2 > IHf > 2y2 > x2 + y* •\r\ 

ceea ce demonstrează afirmaţia noastră. Fie acum două numere 
reduse y şi yx. Dacă modulele {1, y} şi {1, yx} sînt asemenea, atunci 
•conform teoremei 8 bazele 1, y şi 1, yx sînt asemenea. Aceasta însă, 
după cum se poate intui uşor, este posibil numai pentru y = y^ 
Teorema 9 este astfel complet demonstrată. 

Pentru a rezolva complet problema asemănării modulelor din
tr-un corp pătratic imaginar ne mai este necesar un algortim pentru 
determinarea modulului redus care este asemenea cu un modul dat. 
Un astfel de algoritm se formulează în problema 24. Pentru a stabili 
•dacă modulele M± şi M2 sînt sau nu asemenea vom determina modu
lele reduse asemenea cu acestea; modulele iniţiale M1 şi M2 sînt 
asemenea dacă şi numai dacă modulele reduse care le corespund 
coincid. 

OBSERVAŢIE. în demonstraţia teoremei 9 nu am folosit efectiv 
nicăieri faptul că modulele considerate sînt conţinute într-un corp 
pătratic imaginar. în consecinţă afirmaţia acestei teoreme este vala
bilă pentru orice reţele plane : orice reţea din planul complex este 
asemenea cu o reţea şi numai cu una singură de forma {1, y}, y fiind 
un număr din domeniul F indicat în fig. 6. Conform lemei 2 (care 
este aplicabilă fără nici un fel de modificări oricăror reţele plane), 

Fig. 6 

două reţele de forma {1, X} şi {1, y}sînt asemenea, dacă şi numai 
dacă numerele X si y satisfac relaţia 

X — _Ii 5 Jcn— ml= ± 1» 
my + n 
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ft, Z, m şi n fiind întregi raţionali. O astfel de pereche de numere 
complexe nereale se numesc modular echivalente. Eezultatul pe care 
l-am obţinut arată astfel că fiecare număr complex nerea] este modu
lar echivalent cu un număr şi numai cu unul singur din domeniul I \ 
Domeniul F însuşi se numeşte adesea figură modulară. Ţinînd seama 
de cele de mai sus, punctele sale se află în corespondenţă bijectivă 
cu clasele de reţele asemenea din plan. Problema asemănării reţele
lor plane se întâlneşte în -contextul multor probleme, cu deosebire 
în teoria funcţiilor eliptice. Fiecare corp de funcţii eliptice este dat 
prin reţeaua sa de perioade, două,, corpuri de funcţii eliptice. fiind 
izomorfe, dacă şi numai dacă reţelele lor de perioade sînt respectiv 
asemenea (v., de exemplu, GHEVALLEY, C, Introducere în teoria 
funcţiilor algebrice de o variabilă, Moscova, 1959)., în acest mod, pune™ 
tele figurii unimoduîare T sînt în corespondenţă bijectivă cu tipurile 
de corpuri neizomorfe de funcţii eliptice. 

Să considerăm acum clasele de module asemenea care aparţin 
unui anumit ordin fixat O de discriminant D < 0. Fie modulul 
{1, y}, y.e r , aparţinînd ordinului O. Dacă aplicăm numărului y 
notaţia din lema 1 şi îl scriem sub forma 

- b + \Y\B] 
T ^ ~ 2a 1 

atunci condiţiile (23) şi (24) ne dau 

!

—- a ^ b ^ a, 

e > a cînd 6 < 0, (25) 

e>a cînd b > 0 . 
în acest mod, pentru a obţine un sistem complet de module reduse,-
ale corpului pătratic imaginar, aparţinînd ordinului de discriminant 
D, trebuie determinate toate tripletele de numere întregi a > 0, 6, c 
care satisfac inegalităţile (25) şi, în plus, condiţia 

B = p _ 4ao, {a, 6, e) = 1. (26) 

Conform teoremei 3 §6 numărul acestor triplete este finit, ceea ce, 
de altfel, se deduce şi direct pe baza inegalităţilor 

\D\ = lac — b2 > ia2 - a2 = 3a2, ' ' 

! 6 i 
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cînd D este dat putem avea pentru a şi 6, deci şi pentru o, numai un 
număr finit de posibilităţi. 

EXEMPLUL 1. Să determinăm numărul claselor de module apar
ţinînd ordinului maximal al corpului J5(]/"—47). Deoarece în acest 

caz D = — 47, rezultă că \b\ ^ a < / ~^-. Avînd în vedere că 

pentru D impar numărul b este de asemenea impar, există următoarele 
posibilităţi : b2 — D = 56 = 4ac, ac = 14, 3 ^ a ^ c, ceea ce nu 
este posibil. Dacă însă 6 = ± 1 atunci 62 -- I) = 48 = 4ae, de unde 

a = 1, c = 12 ; a = 2, c = 6 ; a = 3, o = 4. 

Deoarece cazul b = 1 = a trebuie exclus, deducem că pentru ordinul 
maxim al corpului JB(]/"—47) există cinci clase de module asemenea. 
Aceste clase admit ca reprezentanţi modulele asemenea {1, y}, unde 
y este unul dintre numerele 

1 + if'47 ± 1 + if 47 ± 1 + i]/47 
2• ' 4 , 6 

S~a remarcat • în punctul precedent că existenţa unui algoritm 
pentru rezolvarea problemei asemănării modulelor dintr-un corp 
pătratic dă posibilitatea rezolvării ecuaţiilor de forma (13). 

EXEMPLUL 2. Să determinăm în modulul J f . = {13, 1 + 5 1 } 
toate numerele de normă 650. în acest caz inelul ele stabilizatori este 
ordinul O = {1, 5i} avînd discriminantul D = — 100. Deoarece 
N(M) = 13 trebuie să enumerăm mai întîi modulele A c O care 

aparţin ordinului D şi au norma m = = 50. Condiţiile (18) 

şi (20) conduc la următoarele posibilităţi : 

1) s = 5, a = 2, b = - 2, c = 13 ; 

2) s = 1, a = 50, 6 = 10, c = 1 ; 

3) 5 = 1, a = 50, & = — 10, o = l ;•• 

4) s = l , a = 50, 6 = — 50, c = 13. 
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Vom construi pentru fiecare dintre aceste patru cazuri un modul 
A de forma (19) şi vom determina modulul redus asemenea cu 
acesta : 

50,{l, " A ± i l = ( - 5 -l- 5i){l, 5i}; 

50 i i , i i i i = (5 + 5i){l, 5i} ; 

-{^}-M|'-4J!}-
Determinăm de asemenea şi modulul redus pentru M"1: 

î n cazurile 2) şi 3) modulele A se omit, deoarece nu sînt asemenea 
cu Jf""1. în cazurile 1) şi 4) care rămîn, egalitatea A == ^Jf-1 se în
deplineşte pentru £, = ' 5 + 25i şi \ = — 25 + 5i. Deoarece în O 
se găsesc numai două unităţi ± 1 , obţinem în cele din urmă că în 
modulul M se găsesc patru numere :' ± (5 + 25i) şi ± ( — 25 + 5i) 
cu norma 650. 

în exemplul pe care l-am considerat s-a stabilit şi că ecuaţia 
13 $2 + 2xy + 2y2 = 50 are patru soluţii întregi : 

a? = 0, y = 5 ; a? = 0, y = — 5 ; 

x = 2, y = — 1 ; ^ = —2, y = 1. 

EXEMPLUL 3. Care sînt numerele naturale reprezentabile de 
către forma x2 + y2 ? 

Discriminantul formei este D = —4. Pentru ordinul O = {1, i} 
din corpul JB(f—1) (discriminantul fiind — 4) se găseşte numai un 
modul redus, deoarece condiţiile (25) şi (26) sînt satisfăcute numai 
cînd a = o = 1, 6 = 0. Aceasta înseamnă că toate modulele care 
aparţin ordinului O sînt asemenea şi, deci, toate formele binare cu 
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discriminantul —4 sînt echivalente cu forma o?2 + y2. Formele echi
valente reprezintă însă aceleaşi numere, de aceea în virtutea teo
remei 6 forma x2 + y2 reprezintă numărul m, dacă şi numai 
dacă există un modul A c O aparţinînd ordinului £> şi avînd norma 
m. Dacă există un astfel de modul atunci pentru anumiţi $, a, fe, o, 
există egalităţile : 

m = as2, B = — 4 = h2 — 4ac, (a, 6, c) = 1. 

Numărul b trebuie să fie par, b = 2#, # satisfăcînd congruenţa 

s'2 s - 1 (mod a). (27) 

Eeciproc, dacă congruenţa de mai sus este rezolubilă pentru um 
număr a de forma a = —-, deci #2 = — 1 + ac, atunci, după cum 

s2, 
se deduce imediat, (a, 2#, o) = 1 şi deci există modulul A c O apar
ţinînd ordinului O de normă m, prin urmare w este reprezentat de 
forma x2 + y2. 

Congruenţa (27), după cum se ştie, este rezolubilă, dacă şi numai 
dacă a nu se divide prin 4 şi nici printr-un număr prim de forma 
4h + 3. Deoarece a conţine toţi factorii primi care intervin în a cu 
puteri impare, obţinem în final că m este reprezentat de forma 
x2 + ?/2, dacă şi numai dacă numerele prime de forma 47c + 3 intră 
în exprimarea lui ca factori numai la puteri pare. 

.PROBLEME 

î . Să se determine unităţile fundamentale în corpurile R(y 19) şi R(y 37). 
2. Să se demonstreze că dacă d === 1 (mod 8) (d fiind liber de pătrate) , o uni ta te 

fundamentală din ordinul {1, ]/d} este unitate fundamentală şi în ordinul maximal al 
corpului R(Vd), d> 0. 

3. Să se demonstreze că dacă discriminantul unui ordin dintr-un corp pătra t ic se 
divide prin cel puţin un număr prim de forma An + 3, atunci norma oricărei unităţi 
din £> este -f-1. 

4. Considerăm întregul raţional m > 1 care nu este pă t ra t perfect. Să se arate că 
la dezvoltarea lui Km în fracţie continuă, şirul de cituri parţiale este de forma 

<1Q> qv •••>?*» 2?0, qv . . ., gs, 2g0, qv . . . . 

(aici q. — q ., i = 0, 1, . . ., s — 1). 

Ps 
5. Să se arate, folosind aceleaşi nota pi, că dacă • este fracţia redusă corespun-

Qs 
zătoare termenului penultim al celei mai mici perioade, atunci Ps -f- Qs\ m e s t e unitate 
fundamentală a ordinului f i , / m ) (in corpul R(\fm). 
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6- Considerăm modulele Mx şi M> ale unui corp patratic avînd ca inele de stabili
zatori pe Oft, respectiv, pe £)/2 (pentru notaţii v. sfîrşitul pct. 2). Să se arate că produsul 
M±MZ are ca inel de stabilizatori ordinul Of, f fiind cel mai mare divizor comun al lui 
fi Şi f2-

7. Să notăm cu ($f grupul modulelor unui corp pătratic dat conţinute în ordinul 
Of pentru fiecare număr natural f (v. sfîrşitul pct. 4). Să se arate că dacă d divide pe 
f, atunci aplicaţia M -> MOf (MG (15/) este un homomorfism al grupului ($5/ pe 
grupul (gd. 

U. Fie £ un număr din ordinul maximal O = {1, co} al unui corp pătrat ic , relativ 
prim cu numărul natural f. Să se arate că Of este inel de stabilizatori pentru modulul 
M = {f, /co, 5} Şi» de asemenea, că MO — O. Să se arate apoi că şi reciproc, orice modul 
M aparţiinînd ordinului Of şi avînd proprietatea MO =' O are forma M = {f, fo>, $]• 
pentru un anumit Z,G O relativ prim cu f. 

9. Fie £i şi 52 două numere din O relativ prime cu f. Să se demonstreze că egali
tatea \f, fco, £i)} = {f, fco, Ş2)} e s ^ c îndeplinită, dacă şi numai dacă s\x == £2 (mod f) 
pentru un anumit întreg raţional s. 

10. Să se arate că pentru orice două module complete Mx şi M2 ale unui corp 
pătratic (neaparţinînd neapărat unui acelaşi ordin) este valabilă formula 

N(MtM2) = N(Mj) N(M2). 

11. Să se demonstreze că numărul h de clase de module asemenea aparţinînd 
ordinului maximal O al unui corp pătratic şi numărul hf al claselor de module asemenea 
aparţinînd ordinului Of (de indice f) sînt legate prin relaţia 

hf — h—• , 
eMf) 

unde <[>(/) este numărul claselor de resturi modulo f din O relativ prime cu f*) (analog 
cu funcţia lui Euler <p(f)), iar Sf este indicele grupului unităţilor ordinului Of în grupul 
unităţilor ordinului maximal O, 

12. Numărul y dintr-un corp pătratic real se numeşte redus dacă satisface condiţia 
0 < y < 1, iar numărul y ' conjugat acestuia, satisface inegalitatea y ' < — 1. Medului 
{1, y j se va numi, o dată cuy , tot redus. Să se demonstreze, folosind notaţiile din ierna 1, 
că reductibilitatea numărului y este echivalentă cu îndeplinirea inegalităţilor: 

0 < b < V D, —b+VD<2a<b + fD. 

Să se deducă de aici că numărul de module reduse aparţinînd unui ordin fixat dintr-un 
corp pătratic real este finit. 

13. Fie y un număr iraţional al unui corp pătratic real, satisfăcînd condiţia 
0 < y < 1, I r ry > 0. Fie 

1 
Yi= - (sgny') n, 

T 
unde numărul întreg raţional n este astfel ales încît 0 < yx < 1. Să se demonstreze că 
în urma unui număr finit de transformări { l , y} -̂ - { l ,y x } modulul { l , y } se transformă 
într-un modul redus asemenea lui. în acest fel, în fiecare clasă de module asemenea (în 
sens obişnuit) dintr-un corp pătratic real se găseşte un modul redus. 

*) Ai căror reprezentanţi sînt primi cu f (N.T.). 
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14. Fie y un număr redus dintr-un corp pătrat ic -«real. Deoarece sgn y ' — — 1, 
transformarea y -> yx din problema precedentă are forma 

\~n- n=til Ti 
T 

Să se demonstreze că o dată cu numărul y şi numărul y1 este redus. în acest caz numărul 
iniţial y se numeşte vecin la stînga cu yv Să se verifice că oricare ar fi numărul redus 
yv există totdeauna un număr y / ş i numai unui singur, vecin la stingă cu el. 

15. Plecînd de la un număr redus y0 al unui corp pătrat ic real, construim şirul 
de numere reduse y0, yx, y2, . . . în care fiecare termen este vecin la dreapta pentru pre
cedentul său. Pentru un anumit număr natural m este adevărată egalitatea y m = y0 , 
adică şirul nostru de numere reduse este periodic. Dacă se alege cel mai mic m, a tunci 
numerele y0, yv.. .,ym-i sînt distincte. O astfel de succesiune finită de numere reduse 
se numeşte perioadă. Să se demonstreze că două module reduse .{1, y} şi {1, y*} sînt 
asemenea (în sens obişnuit), dacă şi numai dacă numerele reduse y şi y* aparţin unei 
aceleiaşi perioade. 

10. Să se determine numărul claselor de module asemenea aparţinînd ordinului 
maximal al corpului R (]/l(J). 

17. Să se demonstreze că toate soluţiile întregi ale ecuaţiei 

17a;2 -f 32xy + 14r/2 = 9 

sînt definite prin egalităţile 
± (15 ~ 6 f 2 ) (3 + 2 Ţ2)n = ± [11 xn + (16 + 3 ]f~2)yn] 

(pentru toţi n întregi). 
18. Care dintre modulele 

{1, fî~5}, {2, 1 + VÎ5}, {3, y Î5} , {35, 20 + "KÎ5} 

din corpul R $15) sînt asemenea între ele? 
1% Să se determine un sistem complet de reprezentanţi în clasele de forme primi

tive propriu echivalente avînd discriminantul 252. 
20. Gîte clase ele forme primitive propriu echivalente cu discriminantul 360 există? 
21. Care numere prime sînt reprezentate de către formele x2 -f- 5z/2 şi 2x2 + 

+ 2xy + 3if<? 
22. Să se rezolve în numere întregi ecuaţiile : 

1) 5x2 -f- 2xy + 2y% = 2 6 ; 
2) 5x2 ~- 2y2 = 3 ; 
3) 80x2 - y2 = 16. 

23. Să se arate că ecuaţiile 
1) 13x2 + 34xy + 22if = 23, 
2) 5x2 + 16xy + 13if = 23 

nu admit soluţii întregi. 
24. Considerăm numărul y dintr-un corp pătrat ic imaginar satisfăcînd condiţiile 

1 1 1 
Im y > 0, < Re y < —, dar nefiind redus. Notăm Vi = h n> unde întregul 

2 2 T 
1 1 

raţional n este astfel ales încît < Re y t ^ —. Dacă yx nu este redus, atunci se 

13 — e. 796 
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notează, analog, y2 = + zij ş.a.m.d. Să se demonstreze ca în urma unui număr 
Ti 

finit de astfel de transformări modulul {1, y} se transformă într-un modul redus {1, y 6 } 
asemenea cu el. 

25. Să se determine numărul claselor de module asemenea care aparţin ordinului 
maximal al corpului JR (]/—47). 

26. Să se determine toate numerele de normă 650 din modulul {13, .1 + 5i}. 
27. Să se găsească inelele de stabilizatori pentru modulele 

{11, 6 -f 2 i f2}> {2, 1 + i f 2 } , {4, i f 2 } , {2, i£j/"2}. 

Care dintre aceste module sînt asemenea? • 

28. Să se arate că în corpul jR (f—43) toa te modulele care admit ca inel de sta
bilizatori ordinul maximal sîrit asemenea. 

CAPITOLUL IIÎ 

TEORIA DIVIZIBILITĂŢII 

în capitolul precedent s-a analizat o problemă de teoria nu
merelor a cărei rezolvare a condus la considerarea unor probleme 
profunde din teoria numerelor algebrice : găsirea reprezentărilor 
întregi ale numerelor raţionale prin forme complet deeompozabile 
s-a dovedit a fi în strînsă legătură cu teoria unităţilor din ordinele 
corpurilor de numere algebrice. 

Un număr şi mai mare de probleme din teoria numerelor conduce 
la o altă chestiune importantă a aritmeticii corpurilor numerelor 
algebrice, aceea a descompunerii în factori primi a numerelor algebrice. 

î n acest capitol vom construi teoria generală a descompunerii 
numerelor algebrice în factori şi o vom aplica la cîteva probleme 
din teoria numerelor. Noţiunile de teoria inelelor care sînt necesare 
aici sînt expuse în § 5 Complemente. Aceste noţiuni, împreună cu 
proprietăţile extinderilor finite de corpuri, care au fost utilizate 
în capitolul al doilea, vor constitui aparatul algebric al capitolului 
de faţă. 

în mod deosebit descompunerea .numerelor algebrice în factori 
este legată de teorema lui Permat. Tocmai preocupările generate 
de teorema lui'Permat l-au condus pe Kummer la lucrările sale asu
pra aritmeticii numerelor algebrice, care conţin o serie de idei fun
damentale în acest domeniu. 

De aceea vom începe prin a expune primul rezultat obţinut de 
Kummer asupra teoremei* lui Permat 'drept introducere în teoria 
generală a descompunerii numerelor algebrice în factori primi. 

§. CÎTEVA OAZUBrPAETIOXTLAEE ALE TEOEEMEI 
LUI FEEMAT 

1. Legătura dintre teorema lui Fermaţ şi descompunerea în 

factori. Ipoteza, exprimată de Permat, constă în aceea că ecuaţia 

xn -\--yn ™ zn 
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nu admite soluţii în numere întregi raţionale nenule #, y, #, pentru 
n>2. 

Evident, dacă teorema lui Fermat este demonstrată pentru 
un anumit exponent w, prin aceasta este demonstrată şi pentru toţi 
exponenţii multipli de n. Deoarece orice întreg n > 2 "se divide fie 
prin 4, fie printr-un număr prim impar, înseamnă că ne putem limita 
la cazurile cînd exponentul este fie 4, fie un număr prim impar. 
Pentru n = 4 există o demonstraţie elementară a teoremei lui Fermat 
datorită lui Euler*). î n cele ce urmează ne vom limita la studiul 
ecuaţiei 

xl ~f yl = zl, (1) 

în care exponentul este un număr prim impar. Evident,, că putem. 
considera numerele #•, y, z din ecuaţia (1) ca fiind relativ.prime. 

Pentru acele valori ale lui l pentru care a fost găsită o demon
straţie a teoremei lui Fermat, această demonstraţie se desparte de 
obicei în două cazuri : mai întîi se demonstrează că ecuaţia,,(1) nu 
admite soluţii în întregii a?, 3/, #, care nu se divid prin ?, apoi că nu 
admite soluţii în întregii #, y, 0, dintre care unul (şi numai .unul). 
se divide prin l. Aceste.două cazuri poartă respectiv denumirea de 
primul şi al doilea caz al teoremei lui Fermat. Din demonstraţiile 
diferitelor cazuri particulare • existente pînă , acum se poate trage 
concluzia că, pe cît se pare, dificultăţile de principiu ivite în primul 
şi al doilea caz al teoremei lui Fermat sînt relativ asemănătoare, 
cu toate că primul caz se examinează, din punct de vedere tehnic, 
mai simplu. We vom ocupa aici numai de primul caz al teoremei 
lui Fermat. 

Legătura dintre teorema lui Fermat şi problema descompunerii 
în factori primi a numerelor algebrice este dezvăluită de următoarele 
considerente simple. Dacă notăm prin £ o rădăcină primitivă de ordin 
l din unitate, atunci ecuaţia (1) poate fi reprezentată sub forma 

' n .(* + C*yX = *'. (2) 

Pentru numere întregi raţionale, din faptul că produsul cîtorva 
factori relativ primi este o putere a Z-a, se deduce, avînd în vedere 
unicitatea descompunerii în factori primi, că fiecare factor luat sepa
rat este o putere a î-a. Factorii din membrul stîng al egalităţii 
(2) aparţin corpului B(Q de numere algebrice avînd gradul l — 1 
peste B (se arată uşor că polinomul i1"1 + tl~% + . . . .+ t + 1 este 

*) De fapt, prima demonstraţie pentru n = 4 este dată chiar de Fermat (JV.T.). 
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ireductibil peste corpul numerelor raţionale în cazul cînd l este 
prim; v., de exemplu, problema 6 sau teorema 1 § 2 cap. V). Să 
considerăm în corpul R(K) ordinul O = {1, £ , . . . , £*~2} (conform 
teoremei 1 § 5 cap. V, O este ordin maximal în corpul B(Q). Presu
punem că în inelul O descompunerea numerelor în factori primi este 
unică. Atunci, oricare ar fi a e O , a ^ 0, există descompunerea 

unde s este unitatea în inelul O, numerele prime 7%, . . . , rcr sînt ori
care două neasociate iar exponenţii %, . . . , ar sînt unic determinaţi 
(v. §2, pct. 2). Este clar că orice număr prim n care intră în descom
punerea numărului zl va avea în această descompunere un expo
nent multiplu de l. Pe de altă parte, se va arăta apoi că dacă ne situăm 
în primul caz al teoremei lui Fermat, numerele x + ţky(k = 05 
1, . . . , î — 1) sînt oricare două relativ prime. Prin urmare, dacă 
reprezentăm pe x + X?y ca un produs de puteri de factori primi, 
atunci fiecare factor prim al acestei descompuneri va interveni cu 
un exponent care este tot multiplu de l. Aceasta arată că fiecare 
x + Z)

ky1 pînă la un factor care este unitate, va fi o putere a Z-a. 
î n particular, 

x + ţy = SCL\ (3) 

unde e este unitatea din inelul O şi ae O. 
Deoarece egalitatea xl + yl = zl poate fi scrisă, datorită impari-. 

taţii lui Z, şi sub forma 
xl + (— z)1 = ( — y)\ 

în mod analog obţinem 
x - ţy - s^ i . ' (3') 

Egalităţile (3) şi (3') conduc imediat, prin comparaţie, la con
tradicţie. Aceasta va demonstra nerezolubilitatea ecuaţiei (1) în 
întregi a?, 2/, #, care nu se divid prin l (conform presupunerii făcute 
asupra inelului O). 

După aceste observaţii introductive să stabilim cîteva proprie
tăţi ale inelului O. 

2. Inelul Z[Q. LEMA 1. în inelul O = Z[Q, numărul 1 — £ 
este prim şi l admite descompunerea 

l = e*(l - Q'-i, (4) 

e* fiind unitate din £>. 
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Demonstraţie. Bacă în descompunerea 

egalăm pe i cu 1, obţinem 

l = (1 - 0(1 - C2) . . . (1 - Z1-1). 

Dacă a = r (0 este un număr din corpul E{C) (r(l) este în cazul 
acesta un polinom ca coeficienţi raţionali), putem considera numerele 

<**(<*) = *•(£*) (1 < fc < Z - 1 ) (6) 

ca fiind imagini ale lui, a prin izomorfismele corpului JB(£) în corpul 
numerelor complexe. Altfel spus, numerele (6) sînt conjugate cu 
a în sensul dat în pct. 3 § 2 Complemente şi deci 2vT(oe) = JJ r(£*). 

î n particular, pentru s ţk 0 (mod l) avem 

N(l - O) = 'jf (1 - Kks) = n C1 - £*) = *• 

Bezultă astfel că I - 0 1 — C2, . . . , 1 - K1"1 sînt numere 
prime din inelul D. într-adevăr, dacă 1 — ţ8 = oc(3, atunci JV(a) • 
• J5T(p) = î şi de aceea sau N(a) = 1, sau JV((3) = 1, adică unul 

dintre factori trebuie să fie unitatea (teorema 4 § 2 cap. II). Dacă în 
egalitatea 

1 __ x* = (1 - C)(l + l + . . . -> ^ " 1 ) - ( 1 - Os, "' (7) 

trecem la. norme, obţinem că W(z8) = 1 şi deci e, este unitate în 
O. în acest mod toate numerele 1 — ţ8 sînt asociate cu 1 — £ cînd 
s.# 0 (modî). Descompunerea (4) rezultă acum din (5) şi (7). 

LEMA 2. Dac$ numărul întreg raţional a este divizibil prin 1 — C 
(fo& w^M O), atunci este divizibil şi prin l. 

Demonstraţie. Fie a = (1 — 0 a? a G -O- Trecînd în această ega
litate la norme, obţinem a1"1 =* ZJV(a), -/V(a) fiind întreg raţional. 
Cum Z este prim, rezultă că a se divide prin l. 

LEMA 3. Toate rădăcinile din 1, conţinute în 12(0? epuizează 
rădăcinile de ordin 21 din 1. 

Demonstraţie. Toate rădăcinile din 1, conţinute în 12(0? aparţin, 
evident, ordinului maximal. Potrivit teoremei 2 §3 cap. I I acestea 
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formează un grup ciclic finit. Să notăm cu m ordinul acestui grup 
şi cu 7) o rădăcină primitivă de ordinul m. Deoarece — £ aparţine 
îui JS(0 şi este rădăcină primitivă de ordin 2Z, rezultă că m este 
divizibil prin 21. î n §2 cap. V (consecinţa teoremei 1) vom demonstra 
că gradul corpului R(ri) peste B este <p(m), prin <p(w) înţelegînd 
funcţia lui Euler din teoria numerelor. Notăm 

m = fm0, (w0, l) = 1 (r > 1, m0 > 2). 

Deoarece JB(Y}) este conţinut în JS(07
 i a r gradul ultimului corp este 

l —~ 1, se deduce 

•<p(m) — f"1^ — 1) <p(wo) < î — 1. 

Din această» inegalitate rezultă că r = 1 şi <p(m0) = 1. Condiţiile 
<p(m0) = 1 şi m0V 2 fiind posibile numai dacă m0 = 2, deducem că 
m = 21 şi astfel am demonstrat lema 3. 

LEMA 4 (lema lui Kummer). Orice unitate din inelul D este un 
produs dintre o putere a lui ţ şi o unitate reală. 

•-Demonstraţie. Fie 

e = aQ + a£ + ... + a,_2e~2 - r(Q (a, e Z) 

o unitate a inelului O. Evident că numărul complex conjugat E = 
= r(<̂ ™1) = f(^-~1) va fi tot unitate în inelul O. Considerăm unitatea 
^ == J L . în virtutea relaţiilor (6) numerele conjugate cu \i au forma 

e 

r(£*) r(Cfc) 

Cum'r(£*). şi r(-£-*) sînt numere complex conjugate, atunci | o>(^)l = 
= 1 (pentru orice h = 1, . . . , Z — 1). Conform lemei 2 §3 cap. I I 
p. este rădăcină din 1 şi deci în virtutea lemei 3. 

fx = ± Ca. 

Vom arăta ca în. membrul drept al acestei egalităţi trebuie luat 
semnul plus. într-adevăr, în-caz contrar ar fi adevărată egalitatea 

£ = - £ • ? . 
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Vom privi această egalitate ca o congruenţă modulo X = 1 — C 
în inelul O. Deoarece C s 1 (mod X) toate puterile lui £ sînt con
gruente modulo X cu 1 şi obţinem 

ss=i"==a 0 + % + • • • • + ^ - 2 ^ -^ (mod X), 

ceea ce arată că M s — Jf (mod X), sau 2If = 0 (mod X). Pe 
baza lemei 2 deducem astfel 

2M s= 0 (mod Z), I s O (mod Z), JT s 0 (mod X) 
şi deci 

e == 0 (mod X), 

ceea ce contrazice faptul că s este unitate a inelului O. Astfel 

e = £a ¥. 

Să considerăm un număr întreg s astfel încît 2# == a (mod Z), î n 
acest caz Ca = C2* şi egalitatea s = £ai" poate fi reprezentată sub 
forma 

Egalitatea obţinută arata că unitatea 73 = -— este reală. în acest 

fel, e poate fi pus sub forma unui produs dintre ţ' şi unitatea reală 
>3, ceea ce trebuie demonstrat. 

LEMA 5. Fie x şi y numere raţionale întregi. Pentru ca nume
rele x + Z? şi x + tny să fie relativ prime pentru m & n (mod Z) 
(adică singurii lor divizori comuni să fie unităţile), este necesar şi 
suficient în primul rînă ca x şi y să fie relativ prime, iar în al doilea 
rînd ca x + y să nu se dividă prin Z. 

Demonstraţie. Dacă x şi y admit pe d>l ca divizor comun, 
atunci x + ţmy şi x + ţny se divid, evident, prin d. Dacă însă x + y 
se divide prin Z,' atunci x: + ţmy şi x + ţny au ca divizor comun pe 
1 — C (care nu este unitate). într-adevăr, 

x + tmy = x + y + (Cm - i)y = (0 + y) - (1 - Q^y = 

= 0 (mod (1 — 0) . 
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în acest mod a fost demonstrată necesitatea ambelor condiţii. Pentru 
a demonstra şi suficienţa, vom arăta că există în inelul £) elementele 
£0 şi 7]0 astfel încît 

(X + Xj»y)iQ + {x+ C*jO"*)o = i . 

Să considerăm mulţimea A a numerelor de forma 

(x + lmy)l + {x+ lny)^ 

£ şi 7} parcurgînd independent toate numerele din £>. Este evident 
că dacă a şi [3 aparţin lui A, orice combinaţie liniară a acestora oc£' + 
+ py)' cu coeficienţii £', 73' din £) aparţine, de asemenea, lui A. Vom 
demonstra că numărul 1 aparţine lui A. 

Din egalităţile 

(x + XTy) - (a? + CBiO - Zm(l - Cw-W) 2/ - CTOeM(l - 0y , 

(a? + C W - (a? + SBy) Cra - -C m ( l - ţw-TO)a? - ~ - C w s M ( l - Q 0 , 

deducem că (1 — Qy e A şi (1 — Qxe A (deoarece ţmen-m este uni
tate în inelul.O). Deoarece x şi y sînt relativ prime, se deduce exis
tenţa a două numere întregi raţionale a şi b astfel încît ax + by =• 
= 1 şi deci 

(1 - ţ)xa + (l - Qyb--=1 - ţ e i . 
'Mai departe, avem 

x + y = (x + lmy) + (1 - ţ»)y = (x+ Kmy) + (1 ™ !J)emy, • 

ceea ce arată că x + y e J.. Deoarece Z se divide prin 1/ —- £, rezultă 
că l G J-. Potrivit celei de a doua condiţii a lemei, numerele x + y şi 
Z sînt relativ prime. î n consecinţă, există întregii raţionali u şi v 
pentru care este adevărată relaţia (x + y)u + Iv = 1*, de unde se 
deduce că l e i . Lema 5 este astfel demonstrată. 

3. Teorema lui Fermat în cazul unicităţii descompunerii în factori. 
TEOBEMA 1. Fie numărul prim impar l şi C o rădăcină primi

tivă de ordinul l din 1. Dacă în ordinul O = Z[Q = {1, £, . . . , ^~2} 
al corpului I2(£) descompunerea în factori primi este unică, atunci 
pentru exponentul l este valabil primul caz al teoremei lui Fermatf 
adică ecuaţia 

xl + yl = zl 

201 



nu admite soluţii în numere întregi raţionale #, y1 z, care nu se divid 
prin l. 

Demonstraţie. Un rol deosebit îl va avea în cele ce urmează 
numărul prim 3, din care cauză cazul l = 3 îl studiem separat. 
Vom arăta că nu numai ecuaţia ^3 + y3 = zz, ci şi congruenţa 

$3 + y* = z* (mod 9) 

nu are soluţii în numere nedivizibile prin 3. Să admitem astfel 
că ultima congruenţă ar fi valabilă. Atunci din congruenţa a?3 + yz == 
== #3 (mod 3) ar rezulta (pe baza teoremei mici a lui Perimat): x + 
+ y == z (mod 3), adică a = x + y + 3u şi deci 

x2, + yz == (x + y + 3u)3 = a?3 + ?/3 + 3a?2y + 3a?#2 (mod 9), 

de unde 
0 = x2y + a?f2 = ##(# + |/) = xyz (mod 3). 

în acest mod, unul dintre numerele #, 2/, # trebuie să fie divizi
bil prin 3. Contradicţia obţinută demonstrează afirmaţia noastră 

Să considerăm acum l > 5. Folosind metoda reducerii la absurd,, 
•să presupunem că pentru anumiţi întregi raţionali #, ?/, #, oricare 
doi relativ primi şi nedivizibili prin Z, este valabilă egalitatea xl + 
-f. y = #*, pe care o putem serie sub forma (2). Deoarece, x + y == 
= yl + yl = 2 # 0 (mod Z) şi, mai mult, a? şi ?/ fiind relativ primi, 
conform lemei 5 toate numerele %+ţky(k = 0, 1, .. . ., Z -— 1) sînb 
oricare două relativ prime. După cum s-a arătat în punctul 1, pe 
baza unicităţii descompunerii în factori primi din (2), se deduc 
egalităţile 

x + ly = sa1, (3) 

x — ţz = s^ i , (3' 

în care e şi sx sînt unităţi din inelul O. Am afirmat deja că egalită
ţile (3) şi (3') conduc la contradicţie. Mai mult, vom arăta acum că, 
însăşi congruenţele corespunzătoare modulo l din inelul O sînt contra
dictorii. 

Fie a = a0 + %£ + . . . -\- .al^2Z>
l~~2

1 coeficienţii 
fiind întregi raţionali. Atunci 

a1 s 4 + ai? + . . . + a U ? ( | - 2 ) s Jf (mod I), 
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unde Jf = a0 + % + . . . + $z-2. Pe baza lemei lui Kummer uni
tatea s poate fi reprezentată sub forma e = £*TJ, 73 fiind o unitate 
reală. în consecinţă, din egalitatea (3) obţinem congruenţa 

x + Zy == 7̂3 Jf = £*£ (mod Z), 

5 e O fiind un număr real. Mai putem reprezenta această congruenţă 
şi sub forma 

£-'(0 + ţy) s £(mod Z). (8) 

Să observăm acum că oricare ar fi a e O , numărul complex <xy 
conjugat cu a, aparţine de asemenea lui O. Dacă este adevărată 
congruenţa a = p (mod Z), atunci, a — (3 = Zy, de unde rezultă că 
oc == p (mod Z). Trecînd în congruenţa (8) la numere complex conju
gate obţinem 

V(x + Xrxy) s i (mod Z). (9) 

însă £ = £, de aceea din (8) şi (9) se deduce că 

ţ-'(x + ty) s C5(̂  + C"1^) (mod Z), 
sau 

#£* + yls~x ~~ ®ţ~s — K1"6' = 0 (mod Z). (10) 

Evident că un număr oarecare din £), reprezentata! sub forma 
canonică a0 + %£ + . . . + <fy_2£*"""

2 este dizivibil prin Z, dacă şi 
numai dacă toţi coeficienţii a0, . . . , &z_2 sînt divizibili prin Z. Dacă 
exponenţii 

s, s — 1, —- s, 1 — s, (11) 

nu sînt congruenţi oricare doi nici între ei şi nici cu Z — 1 modulo 
Z, atunci numărul care reprezintă membrul stîng al congruenţei (10) 
va avea forma canonică, caz în care din această congruenţă se deduce 
că toţi coeficienţii sînt divizibili prin Z. în acest mod, în cazul de 
faţă x s 0 (mod Z) şi y = 0 (mod Z), ceea ce nu este însă posibil 
deoarece x şi y sînt.relativ primi (şi nu se divid prin Z). 

Să considerăm acum cazurile în care membrul stîng al congru
enţei (10) nu este o reprezentare canonică, adică atunci cînd printre 
numerele (11) se găsesc unele congruente cu l — 1 sau congruente 
între ele modulo Z. Unul dintre exponenţii (11) va fi congruent modulo 
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I cu Z. — 1 numai în cazul cînd aceşti exponenţi au următoarele valori 
(modulo l) : 

s 

l-l 
0 
1 
2 

s - 1 

Z - 2 
/ - l 

0 
1 

—-s 

1 
0 

l-l 
1-2 

1-s 

2 
1 
0 

l-l 

Observăm că.în fiecare dintre aceste cazuri se găseşte numai un 
singur exponent congruent cu l — 1 (deoarece Z ^ 5). Pentru ca 
membrul stîng al congruenţei (10) să fie scris sub formă canonică 
trebuie să folosim egalitatea 

Substituind această expresie în acel termen din membrul stîng al 
congruenţei (10) în care exponentul este congruent cu l — 1 modulo 
Z, obţinem în locul acelui termen o sumă de monoame 1, £, . . ., ^~2 

cu coeficienţii ±a? sau ±y. Cum numărul acestor monoame este 
l — 1 > 4 (deoarece Z > 5), după reducerea termenilor asemenea cel 
puţin unul dintre aceştia nu se va reduce cu vreunul dintre cei trei 
termeni rămaşi în membrul stîng al congruenţei (10). în acest 
caz însă, din congruenţa (10), în care membrul stîng este reprezentat 
;sub forma canonică, se deduce că ± a? = 0 (mod Z), sau ±y == 
= 0 (mod Z), ceea ce este de asemenea imposibil deoarece s-a presu
pus că x şi y nu sînt divizibili prin Z. 

Mai trebuie examinat cazul cînd printre exponenţii (11) se află 
unii congruenţi între ei modulo Z. Congruenţa s = s — 1 (mod Z) 
este evident imposibilă. Dacă s = — s (mod Z) sau s — 1 = .1 — s 
(mod Z), atunci se deduce respectiv că s ~~ 0 (mod Z.) şi s = 1 (mod Z) 
situîndu-ne astfel în cazurile s — 1 = Z — 1 (mod Z) şi — s = Z — 
— 1 (mod Z) care au fost deja studiate. în cele două cazuri care au 

mai rămas, s = 1 — s (mod Z) şi s — 1 = ' — s (mod Z), se găseşte 
Z 4- 1 <să a = (mod Z). Astfel congruenţa (10) devine 

(x - y) ţ 2 + (y - x)ţ 2 s 0 (mod Z). 
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. •* Deoarece membrul stîng al acestei congruenţe are forma cano
nică (exponenţii — ~ _ şi — _ _ nu sînt congruenţi între ei şi- nici 
cu Z — 1), rezultă că 

x == y (mod Z). 

în mod analog obţinem din (3') 

x = — z (mod Z). 

Din congruenţele x + y. = xl + y* = 0 = z (mod Z) se deduce acum 
ca 2a? s — x (mod Z) sau 3x == 0 (mod Z). Deoarece Z # 3 înseamnă 
că a? = 0 (mod l) se ajunge astfel din nou la o contradicţie. în acest 
mod demonstraţia teoremei 1 este încheiată. 

Kummer, folosind proprietăţi mult mai fine ale numerelor întrebi 
din corpul B{ţ), a demonstrat că dacă un număr prin l satisface con-
diţnle teoremei 1, atunci pentru exponentul l este valabil si cel de 
al doilea caz al teoremei lui Fermat. 

Generalizarea teoremei 1 pentru o clasă mai largă de exponenţi 
Z va fi dată în pct. 3. §7 din acest capitol. Al doilea caz al teoremei 
lui Fermat pentru aceiaşi exponenţi l va fi demonstrat în net 1 
§ 7 c a p . V . • • .=• 

în continuare vom face cîteva observaţii asupra teoremei 1. 
OBSERVAŢIA 1. Demonstraţia teoremei constă în principal în 

a arăta că unele congruenţe modulo l nu sînt rezolubile. Desigur 
ca din aceasta nu rezultă că am arătat nerezolubilitatea congruen
ţei xl + yl = V (modZ). Deoarece această congruentă este echiva
lentă cu congruenţa x + y = z (mod Z) înseamnă că admite tot
deauna o soluţie în numere nedivizibile prin Z. Mai mult, se poate 
arăta că pentru Z• = 7, de exemplu, ecuaţia x1 + f = z1 privită ca 
o congruenţă modulo 7n admite pentru orice n ^ 1 o soluţie (x y 
$) în numere nedivizibile prin 7 (v. cap. I, §5 problema 3), ' , ' 

î n acest mod, demonstrarea nerezolubilitătii ecuaţiei (1) se 
bazează pe reducerea acesteia la ecuaţiile (3) şi (3') cu ajutorul 
teoriei descompunerii în factori în inelul Z[Q si pe aplicarea teoriei 
congruenţelor asupra acestor ecuaţii. 

OBSERVAŢIA 2. Este clar că acele considerente, pe care le-am 
folosit în-, acest- paragraf asupra teoremei lui Fermat pot fi aplicate 
şi în cazul altor probleme analoage, însă atunci în locul corpului 
•ciclotomic R(ţ) se vor folosi alte corpuri de numere algebrice (pro
blema 2). ^ 
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. ... i OBSERVAŢIA 3. Dacă vrem să aplicăm teorema demonstrată 
pentru cazul unui număr oarecare l precizat, constatăm că nu o 
puteteiface, deoarece nu dispunem de un procedeu care să ne permită 
să stabilim dacă descompunerea numerelor întregi din corpul H(Q 
în factori primi este unică. 

în legătură cu aceasta sîntem conduşi la următoarele două 
probleme fundamentale ale teoriei numerelor algebrice : 

1. Care sînt corpurile de numere algebrice în care descompu
nerea numerelor întregi în factori primi este unică? 

2. Care sînt proprietăţile aritmetice fundamentale în acele 
corpuri K în care descompunerea numerelor întregi în factori primi 
nu este unică? 

, PROBLEME 

1. Să se demonstreze că congruenţa x5 -{- y5 = z5 (mod 52) nu admite soluţii întregi 
raţionale x, y, % care nu se divid prin 5. 

2. Fie oo o rădăcină primitivă de ordin 3 din 1. Presupunînd că în corpul R(a) 
descompunerea numerelor întregi în factori primi este unică, să se demonstreze că ecua
ţia x3 -f yz = 5z3 nu admite soluţii întregi raţionale x, y, z care nu se divid prin 3. 

3. Fie numărul prim l, Z, o rădăcină primitivă de ordin l, x şi y numere întregi raţ io
nale, iar d cel mai mare clivizor comun al lui x şi y. Fie 8 = d dacă x -f- y -£ 0 (mod /) 
şi 8 = d(l — £) dacă x - f y s O (mod /). Să se demonstreze că $ este un divizor comun 
al numerelor x + K>mU . ş is + Cw(/(m ^ n (mod/)) , care se divide la toţi ceilalţi divizorî 
comuni ai acestor numere. 

4. Să se demonstreze că în ordinul {1, £ , ' . . . . K>l~~z} din corpul R(t,) produsul ap 
se divide prin 1 — £, dacă şi numai dacă cel puţin unul dintre factorii a sau p se divide 
prin 1 • — £. 

5. Folosind noţiunea de congruenţă a polinoamelor cu coeficienţi întregi, să se 
arate că t1"1 + . • • + t + 1 == (î — l)*"1 (mod /) . 

6. Să se demonstreze că polinomul tl~l + . . . + i •+• 1 este ireductibil peste corpul 
numerelor raţionale., folosind congruenţa moduîo I2 a polinoamelor cu coeficienţi întregi. 

§2. DESCOMPUNEREA IE" FACTOBX 

1. Factori primi. în paragraful precedent am văzut pe un exem
plu modul în care problemele din teoria numerelor ne conduc la 
problema descompunerii în factor^ primi în ordinele corpurilor de 
numere algebrice. Mai tîrziu vom întîlni şi alte exemple de acest gen. 
Acum ne vom ocupa de studiul general al problemei descompunerii 
în factori primi. 

Pentru a putea vorbi despre descompunerea în factori primi, 
este necesar să fixăm inelul O, ale cărui elemente vrem să le des
compunem în factori. începem prin a formula această problemă în 
modul cel mai general şi de aceea singurele condiţii pe. care le vom 
impune asupra acestui inel sînt să fie comutativ, fără divizori ai 
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lui zero şi cu unitate. î n continuare vom presupune aceste condiţii 
satisfăcute fără a le menţiona de fiecare dată. 

DEFINIŢIE. 'Elementul n din inelul O, nenul şi diferit de ele
mentul unitate, se numeşte prim, dacă nu se poate descompune în fac
tori 7t = ap astfel ca nici unul dintre aceştia să mi fie unitate în O. 

Faptul că un element este prim înseamnă deci că acesta se divide 
numai prin unităţi şi prin elementele asociate cu el. 

Eu orice inel conţine elemente prime, deci nu totdeauna elemen
tele inelului se pot scrie ca produse de elemente prime. Să consi
derăm, de exemplu, inelul O al tuturor numerelor algebrice întregi. 
Pentru orice a nenul din O, care nu este unitate, există descompu
nerea a = f a Y & în care factorii aparţin inelului •£> şi nu sînt uni
tăţi. Astfel, toate elementele din D care nu sînt unităţi admit o 
descompunere în factori nebanali, ceea ce înseamnă că în O nu există 
elemente prime. 

Ca exemple de inele în care este posibilă descompunerea în 
•factori primi pot servi ordinele din corpurile de numere algebrice 
(tocmai' aceste inele ne interesează în mod deosebit). Elementele 
prime din ordine le vom numi de asemenea numere prime. 

TEOREMA 1. într-un ordin O dintr-un corp K de numere alge
brice orice număr nenul şi diferit de unitate se poate scrie ca produs 
de numere prime. 

Demonstraţie. Conform teoremei 4 §2 cap. I I I unităţile e ale 
unui ordin sînt caracterizate prin faptul că normele acestora, N(z), 
•sînt ± 1 - "Vom demonstra teorema prin inducţie după valoarea 
absolută |_ZV(a) | a normei numărului a e O . Dacă numărul a este 
prim, atunci nu este nevoie de demonstraţie. Dacă însă a = Py, 
unde p şi y sînt numere din O diferite de unitate, atunci 

1 < | ^ ( p ) | < | ^ ( a ) | , l < | ^ ( y ) | < | ^ ( a ) | . 
Conform presupunerii inductive, p şi y sînt produse de numere prime 
din inelul D. Astfel, din egalitatea a = Py rezultă că şi numărul a 
este produs de numere prime. Teorema 1 este în acest mod demon
strată. 

2. Unicitatea descompunerii. Presupunem acum că într-un inel 
O este posibilă descompunerea în factori primi şi studiem problema 
unicităţii unei asemenea descompuneri (evident, pină la o asociere). 

DEFINIŢIE. Vom spune că în inelul £) descompunerea în factori 
-primi este unică, dacă două descompuneri 

a = TTţ . . . 7Cr, a = 7U! . . . 7TS 

au totdeauna acelaşi număr de factori (r = s) şi făcînd o numerotare 
•convenabilă elementele izi şi izi sînt asociate. 
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în descompunerea a = TZX . . . 7tr elementele prime asociate ppt 
fi făcute egale prin înmulţirea cu unităţi convenabile. Grupînd 
apoi factorii egali într-o singură putere obţinem o descompunere 
de forma a == znl1 . , . ify în care elementele prime TT̂  . . . , tzm sînt 
oricare două neasociate, s fiind unitatea din inelul O. în cazul unici
tăţii descompunerii în factori elementele prime 7u15 . . . , nm (pînă la 
o asociere) şi exponenţii Jcv . . . , Tcm sînt unic. determinaţi. 

Un exemplu clasic de inel în care descompunerea în factori 
primi este unică îl constituie inelul numerelor întregi raţionale. 
în general, nici nu poate fi vorba ca în toate inelele în care este 
posibilă descompunerea în factori primi, aceasta să fie unică. Astfel, 
rezultatul probleinei 1 arată că dintre toate ordinele din corpurile 
de numere algebrice numai pentru ordinele maximale se poate vorbi 
de unicitatea descompunerii. 

Unicitatea descompunerii în factori primi în inelul Z al nume
relor întregi - raţionale rezultă din teorema împărţirii cu rest, care 
afirmă că oricare ar fi a şi b ^ 0 din Z, există numerele întregi q şir 
astfel încît a = bq + r şi \r \ < \ b\. Dacă într-un inel O va exista 
un analog al acestei împărţiri cu rest, atunci în O se poate demonstra 
unicitatea descompunerii în factori primi întocmai ca şi în Z. 

DEFINIŢIE. Spunem că în inelul D se poate aplica algoritmul 
împărţirii cu rest, dacă este definită o funcţie || a|] pentru orice element 
nenul' a e £> şi cu valori întregi nenegative, satisfăcînd condiţiile : 

1) dacă a ^ 0 este divizibil prin p, atunci ||a||> | |p| |; 
2) oricare ar fi elementele a şi (3 ^ 0, în O există elementele y 

şi p astfel că OL = (3y + p iar p = 0 sau \\ p\\ < ||p||. Inelul O se va 
numi în acest caz euclidian. 

Să ne reamintim demonstraţia unicităţii descompunerii nume
relor raţionale întregi în factori^ primi şi cea a descompunerii unui 
polinom* în factori ireductibili. în acestea, în afară de proprietăţile 
generale ale inelelor, este folosită numai teorema împărţirii cu rest. 
De aceea, repetînd întru totul aceste demonstraţii, sîntem conduşi 
la următorul rezultat. 

TEOREMA 2. în orice inel euclidian descompunerea elementelor 
în factori primi există şi este unică. 

Drept exemplu să considerăm ordinul maximal OJfdin^corpul 
pătratic R{)[^-±) în care vom arăta că se poate aplica algoritmul 
împărţirii cu rest relativ la funcţia ||a|| = Nţa). Fie a şi (B # 0 nu
mere arbitrare din O. Pentru numerele raţionale u şi'-?? definite prin 
egalitatea 

.— = u + v]f— !,•'• 
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alegem numerele raţionale întregi x şi y astfel încît să fie cele mai 
apropiate de acestea: 

X 1 
\u - oo\<—, \v — y\ < -— 

Z 2t 

Dacă notăm y = x + y\f— 1? p = a -— Py, pe baza inegalităţii : 

W (JL-Y\ = (« - x)z + (v - t/)2< -±- + -±-< l , 

vom obţine 

-(i-*) N(P)^Nl^--y)NQ)<N(W, 

ceea ce demonstrează afirmaţia făcută. 
Pe baza teoremei 2 obţinem deci că în ordinul maximal din corpul 

E(Y~-1) descompunerea în factori primi este unică. 
î n acelaşi mod se poate demonstra unicitatea descompunerii şi 

pentru multe alte inele (v. problemele 3, 4. şi 7). Trebuie remarcat 
însă că există totuşi şi inele neeuclidiene în care descompunerea în 
factori primi este unică. Cel mai simplu exemplu de un astfel de inel 
îl poate constitui ordinul maximal din corpul J2(1/—19). Inapliea-
bilitatea în acest inel a algoritmului împărţirii cu ;rest se deduce din 
problema 6. Faptul că în acesta descompunerea în factori primi 
este unică rezultă din problema 11 §7 din acest capitol. _ 

Dintre ordinele maximale ale corpurilor pătratice reale RQfd) 
au algoritm de împărţire cu rest în normă acelea şi numai acelea 
pentru care ă ia una dintre următoarele şaisprezece valori : 

2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73. 

3. Exemple de descompuneri neimiee. Este foarte uşor să se 
construiască contraexemple care ilustrează posibilitatea ca în anu
mite ordine maximale ale corpurilor de numere algebrice descom
punerea în factori primi să nu fie unică. Fie, de exemplu, corpul 
B(Y^6}. După cum s-a arătat la pct. 2 §7 cap. I I numerele din 
ordinul maximal D al acestui corp au forma a = x + y]f—5, x şi y 
fiind întregi raţionali şi -N (OL) = x2 +<5y2.- Pentru numărul 21 din 
inelul D există descompunerile 

21 = 3 • 7, (1) 

21 = (1 + 2f=5) ( l - 2 f ^ 5 ) . (2) 
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Afirmăm că în inelul £> toţi factorii din membrul drept sînt'primi. 
într-adevăr, dacă, de exemplu, 3 = ap, unde a şi p nu sînt unităţi, 
atunci din egalitatea 9 = JV(ap) = N(a.)N($) se deduce că W(a) .== 3. 
Aceasta însă nu este posibil deoarece egalitatea x2 + 5y2 = 3, cu 
a? şi # întregi raţionali, nu este posibilă. Exact la fel se demonstrează 
că numerele 7, 1 ~\-2][ —-5, 1 — 2 |A—5 sînt de asemenea prime. 
Deoarece rapoartele •, 

1 ± 2 f^E 1 + 2 JT^5 
13 .'. 7 

nu aparţin inelului O, rezultă că numerele 3 şi 7 nu sînt asociate cu 
1 + 2 1/ — 5 şi 1 — 2 ]/"-—5. Constatăm astfel că în O există numere 
care admit descompuneri diferite în factori primi. 

Cazul analizat al corpului B(]f—5), al cărui ordin maximal nu 
admite o descompunere unică în factori primi, nu constituie o excep
ţie. Se pot găsi multe asemenea exemple (v. problemele 10 şi 11). 

S-ar părea că situaţia evidenţiată de noi privind neunicitatea 
descompunerii în factori primi în corpurile de numere algebrice ar 
face imposibilă construirea unei aritmetici ' închegate' a numerelor 
algebrice, lipsindu-ne astfel de posibilitatea unor aplicaţii mai 
profunde ale numerelor algebrice în probleme de teoria numerelor. 
Totuşi în realitate lucrurile nu stau astfel. Kummer a arătat la mij
locul secolului trecut că deşi aritmetica numerelor algebrice este 
cu totul deosebită de aritmetica numerelor raţionale, ea poate fi 
dezvoltată într-o asemenea' măsură încît să aibă aplicaţii excepţio
nal de puternice în probleme de teoria numerelor. 

Ideea fundamentală a lui Kummer constă în aceea că dacă în 
ordinul maximal O al unui corp de numere algebrice descompu
nerea în factori primi nu este unică, atunci există o aplicaţie a nume
relor nenule din O într-o anumită nouă mulţime în care descompu
nerea în factori primi este unică. Atunci oricare ar fi numărul a 
nenul din O, imaginea sa (a) prin această aplicaţie se va reprezenta 
unic printr-un produs de factori primi care vor aparţine nu inelului 
dat, ci unei anumite noi mulţimi. Unicitatea descompunerii, în 
concepţia lui Kummer, trebuie să fie dedusă pe baza faptului că unele 
numere prime din D (eventual toate) au ca imagini elemente neprime 
din noua mulţime, care se pot descompune deci în factori nebanali. 
Astfel, în cazul ordinului maximal al corpului B(Y—5), pentru 
a stabili unicitatea descompunerii este necesar ca în descompunerile 
(1) şi (2) să existe asemenea obiecte p17 p2, p3, p4, încît 

3 = ftpa, 7 = p3p4, 1 + 2|T^5 = pxp3, 1 - 2f ~ 5 - p3p4 
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ţin aceste egalităţi am identificat numerele cu noile elemente care 
le corespund). Descompunerile (1) şi (2) se reduc acum-la 

2 1 — P1P2P3P4 = PlP3P2P4> 

care se deosebesc numai prin ordinea factorilor. 
Kummer a numit aceste noi obiecte numere ideale. Actual

mente acestea sînt numite divizor!. O prezentare sistematică a teoriei 
divizorilor este conţinută în următoarele paragrafe.,, 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că dacă într-un ordin D dintr-un corp K de numere alge
brice descompunerea în factori primi este unică, atunci acest ordin este maximal. Mai 
general, dacă în inelul £> există descompunerea în factori primi şi este unică, atunci 
inelul £) este întreg închis în corpul său de fracţii. 

2. Să se demonstreze că dacă într-un inel euclidian elementul nenul a se divide 
prin p, a, ncfiind asociat cu (â, atunci ||oc||> lipii. 

2. Fie M o reţea din planul complex ale cărei puncte reprezintă numerele ordinului 
maximal D ale unui corp pătrat ic imaginar. Să se demonstreze că în £) algoritmul de 
împărţire cu rest în norma 2V(a) există, dacă şi numai dacă translaţiile discului unitate 
(deschis) după toţi vectorii reţelei M acoperă to t planul. 

4. Să se arate că în ordinul maximal al unui corp pătrat ic imaginar R(Yd), aglo^-
ritmul de împărţire cu rest în normă există, dacă şi numai dacă d are una dintre valo
rile : - l , - 2 , - 3 , - 7 , - 1 1 . 

5. Să se demonstreze că în corpul pătrat ic imaginar R (][d), d, fiind un întreg nega
tiv liber de pătrate, diferit de — 1 , —2, —3, —7, —11, norma oricărui număr întreg 
diferit de JD şi ± 1 este mai mare ca 3. 

6. Să se demonstreze că, în afara celor cinci corpuri indicate în problema 4, în 
toate celelalte corpuri pătratice imaginare ordinele maximale nu sînt inele euclidiene. 

I n d i c a ţ i e . Demonstraţia se face prin reducere la absurd. Presupunem că 
pentru elementele a din ordinul maximal £) există funcţia ||a||, care satisface condi
ţiile definiţiei de la pct. 2. Dintre numerele inelului £>, care nu sînt unităţi , fie y cel 
pentru care valoarea ||y || este minimă. Atunci oricare cc€ £) va fi congruent modulo y 
cu unul dintre numerele 0, 1. — 1 . 

7. Să se demonstreze existenţa algoritmului de împărţire cu rest în ordinul 
maximal al corpului R(Y2). 

8. Să se demonstreze că în ordinul maximal al corpului !?(]/ — 1) orice număr 
raţional prim impar rămîne prim în cazul cînd este deforma 4k"-\- 3 şi se descompune 
în produsul p — TZK' de doi factori primi neasociaţi în cazul cînd p = 4& + 1. Să se 
descompună apoi numărul 2 în factori primi. 

9. Fie inelul D în care descompunerea în factori primi este unică. Să se demon
streze că oricare ar fi a şi p din £) (nenuli simultan) există un divizor comun al lor & 
care se divide la toţ i ceilalţi divizor! comuni ai lui a şi (3 (§ se numeşte cel mai mare 
divizor comun al lui a şi J3). 

1 0 . Să se demonstreze că în ordinul maximal al corpului R(Y — 6) există des
compunerile esenţial distincte în factori p r imi : 

55 *= 5 • 11 = (7 -f Y~^G)(7 - l /^G) , 6 = 2 - 3 = - ( ] / ^ 6 ) 2 . 
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11. Să se verifice că în ordinul maximal al corpului jR(j/ —23) există descompu
nerile în factori primi 

1 + Y^S 1 - Y^Z3-
6 = 2 - 3 = ' 9 

2 2 

27 = 3 • 3 • 3 = (2 -f Y -23)(2 - l / ^ 2 3 ) . 

î n acelaşi inel să se găsească descompuneri distincte în factori primi ale numărului 8. 
12. Să se demonstreze că dacă în inelul SD toate idealele sînt principale, atunci O 

este inel cu descompunere unică în factori primi. 
13. Folosind unicitatea descompunerii în factori în inelul numerelor întregi al 

corpului R(Y —2), să se demonstreze că ecuaţia 

x* -f 2j/4 = 17a;4-

are în corpul numerelor raţionale numai soluţia nulă x = y == z — 0. 
I n d i c a ţ i e . Presupunînd că x, y, z sînt întregi şi relativ prime se obţin ega

litatea *•'' • 

±x± y 2 j /=2"= (3 + 2 / - 5 ) ( u + vy~^)\ 

Se identifică apoi coeficienţii lui Y — 2. 

§3. DIVIZOBI . 

1. Descrierea axiomatică a divizorilor. Să examinăm un inel 
comutativ O (cu unitate şi fără divizori ai lui zero) şi să căiităm să 
clarificăm ideea prezentată în pct. 3 §2 privind o aplicaţie a elemen
telor nenule din O într-o nouă mulţime în care descompunerea în 
factori primi este unică. 

Teoria noastră trebuie să cuprindă, evident, două păr ţ i : mai 
întîi, construirea unei anumite mulţimi 35 de noi obiecte în care 
descompunerea în factori primi să fie unică şi, apoi, stabilirea unei 
corespondenţe între elementele nenule ale inelului £5 şi elementele 
lui D. Să începem cu prima parte. Pentru ca în mulţimea 35 să putem 
vorbi despre descompunerea în factori, este necesar ca în ea să fie 
definită operaţia de înmulţire, care pune în corespondenţă oricăror 
două elemente din 35 un al treilea numit produsul acestora. Vom presu
pune această operaţie ca fiind asociativă şi comutativă. O mulţime 
înzestrată cu o astfel de operaţie se numeşte semigrup comutativ. 
Este necesar ca în continuare să impunem ca în 35 să existe unitate, 
adică un astfel de element e încît ta = a pentru orice a e î ) . 

în semigrupul comutativ cu unitate 35 se poate vorbi despre 
divizibilitatea elementelor : elementul a G 35 se divide prin b e j ) , 
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dacă există un element CG 35 astfel încît a = bt (se mai spune că b 
este divizor al lui a sau că a este multiplu de b). Elementul pe 35, 
diferit de e se numeşte prim, dacă este divizibil numai prin el însuşi 
şi prin e. Se mai spune că în semigrupul D descompunerea în factori 
primi există şi este unică, dacă orice element a e 35 se poate repre
zenta ca un produs de elemente prime 

a = p x . • „ p r . 

şi o astfel de descompunere este unică (pînă la ordinea factorilor) 
(pentru r = 0 produsul se considera egal cu unitatea e). Unicitatea 
descompunerii cere astfel ca în semigrupul 35 să nu existe' în afara 
lui e şi alte elemente inversabile (divizori ai lui e). Este clar că un 
•semigrup în care descompunerea în factori este unică este complet 
determinat de mulţimea elementelor sale prime (de cardinalul său). 
Un exemplu, simplu de semigrup în care descompunerea în factori 
primi este unică ne este furnizat de mulţimea numerelor naturale 
înzestrată cu operaţia de înmulţire. 

în semigrupul 35 cu descompunere unică în factori primi, există 
desigur pentru oricare două elemente, cel mai mare divizor comun 
al acestora (adică un anumit divizor comun care se divide la toţi 
'Ceilalţi divizori comuni ai elementelor date) şi, de asemenea, cel mai 
mic multij>lu comun. Două elemente din 3) se numesc relativ'prime, 
dacă cel mai mare divizor comun al lor este e. Să evidenţiem cîteva 
proprietăţi elementare ale divizibilităţii în î) : dacă . produsul ah 
•este divizibil prin c şi a este relativ prim cu c, atunci b se divide 
prin c ; dacă c se divide prin elementele relativ prime a şi b, atunci 
< se divide şî cu produsul ah; dacă produsul ah se divide 'prin ele
mentul primV* atunci cel puţin unul dintre factori se divide prin p. 

Să trecem acum • la găsirea condiţiilor pe care trebuie să le 
satisfacă cea de a doua parte a teoriei noastre : stabilirea unei' co
respondenţe.. între • elementele inelului O şi 'anumite elemente ale 
semigrupului 2). 

Să notăm c u D * mulţimea tuturor elementelor nenule ale inelu
lui O. Deoarece prin ipoteză inelul O nu conţine divizori ai lui zero 
mulţimea D* constituie semigrup faţă de operaţia de înmulţire. 

Fie dată o aplicaţie a semigrupului O* în semigrupul 2) cu des
compunere unică în factori primi. Vom nota imaginea elementului 
a e O * prin această aplicaţie cu (a). Este clar că studiul structurii 
multiplicative a inelului O cu ajutorul semigrupului 35 va fi posibil 
numai în cazul cînd aplicaţia a -> (a) face ca produsului elemente
lor din O* să-i corespundă produsul imaginilor^lor din 25, adică 
dacă (ap) = (a)(P) pentru orice a şi p din O*. î n consecinţă tre
buie să impunem ca aplicaţia a ~> (a) să fie un îiomomorfism al 
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semigrupului £)* în semigrupul 3). Din divizibilitatea lui a prin {$ 
în inelul © va rezulta atunci că (a) se divide prin (p) în semigrupul 
3). Pentru ca relaţia de di vizibilitate în O să corespundă întrutotul 
cu relaţia de divizibilitate în £> trebuie să cerem .pa şi, reciproc, din 
di vizibilitatea lui (a) prin (p) în semigrupul 3) să rezulte di vizibili
tatea lui a prin p în semigrupul O. 

Vom spune în cele ce urmează că elementul nenul a din O 
se divide prin elementul ae £>,şi. vom scrie a|a dacă (a) se divide 
prin a în sensul divizibilităţii din semigrupul 3). Vom considera că 
0 se divide prin toate elementele din 3). 

Mulţimea tuturor elementelor inelului O care se divid prin 
<xe£>* este închisă faţă de operaţiile de adunare'şi scădere. Este 
natural să se impună conservarea acestei proprietăţi şi asupra noilor 
divizori a din semigrupul 3). 

Ultima condiţie va fi cerinţa ca în 3) să nu fie elemente ,,în plus". 
înţelegem prin aceasta ca două elemente diferite din 3) să se deose
bească între ele prin proprietăţile lor de divizibilitate faţă de ele
mentele din £). 

Trecem la următoarea definiţie. 
DEFINIŢIE. Prin teorie a divizărilor pentru inelul D vom înţelege 

un anumit semigrup X) eu descompunere unică în factori primi şi un 
homomorfism a—> (a) al semigrupului O* în 3), astfel ca următoarele 
condiţii să fie satisfăcute : 

1°. în inelul O elementul ae O* se divide prin p e ©*, dacă şi 
numai dacă (a) se divide prin (p) în semigrupul 3). 

2°. Bacă a şi p din O se divid prin elementul a e 3), atunci 
a ± p se divide de asemenea prin a. 

3°. Dacă a şi b sînt două elemente din 3) şi dacă mulţimea tuturor 
elementelor a e 0 divizibile prin a coincide cu mulţimea tuturor ele
mentelor p e O care se divid prin b, atunci a = b. 

Elementele semigrupului X se numesc divizori ai inelului D 
iar divizori! de forma (a), ae £)*, divizori principali. Elementul uni
tate e al semigrupului 3) se numeşte divizor unitate iar elementul 
prim p divizor prim. 

Din condiţia 1 a definiţiei teoriei divizorilor se deduce imediat 
următoarea afirmaţie importantă. 

Egalitatea (a) = (P) este adevărată, dacă şi numai dacă a şi p 
sînt asociate în inelul £>. în particular, toate unităţile din inelul '£) 
sînt caracterizate prin egalitatea,: (e) = e. 

O teorie a divizorilor pe inelul O va fi notată în continuare 
prin .O* —> 3). 

Definiţia dată de noi teoriei divizorilor stabileşte numai ce anume 
vom înţelege prin această noţiune. Ea nu garantează nici existenţa 
homomorfismului O* ~> X>, nici unicitatea sa. 
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în următorul punct vom examina problema unicităţii teoriei 
divizorilor, presupunînd că aceasta există, iar în pct. 3 vom indica 
O: importantă condiţie necesară (dar nu şi suficientă) pentru exis
tenţa sa. 

Existenţa unei teorii a divizorilor pentru ordinele maximale în 
corpurile de numere algebrice, care ne interesează îndeosebi, va fi 
expusă în §5 (în ce priveşte ordinele nemaximale, teorema 3 arată 
că pe ele nu poate fi: construită o teorie a divizorilor). 

OBSERVAŢIE. Condiţia 2° din definiţia teoriei divizorilor poate 
fi omisă. Se deduce uşor că această condiţie este o consecinţă a 
-condiţiilor 1 şi 3 (v. problemele 11—13). 

2. Unicitatea. TEOREMA 1. Bacă pentru inelul O există o teorie 
ob divizorilor, aceasta este unică. Mai precis, aceasta înseamnă că 
>oricare ar fi două Jiomomorfisme O* -> '3) şi O* ~> D', satisfăcând defi
niţia dată în pct. 1, există atunci un izomorfism 3) « 3)' prin care 
divizării principali puşi în corespondenţă aceluiaşi element ae ©* 
în 3) şi în 35' corespund unul altuia. 

Demonstraţie. Fie O* -> X) şi O* -> 3)' două teorii ale divizorilor 
pe inelul O. Pentru divizori! primi pe 3) şi p ' e î ) ' notăm prin p 
•şi p' mulţimile elementelor inelului O care se divid la p şi respectiv 
la p' (divizibilitatea prin p se înţelege, desigur, relativ la teoria 
©* -> 3), iar divizibilitatea prin p; relativ la teoria D* -> 3)'). Vom 
demonstra că oricare ar fi divizorul prim p' e 3)', există un divizor 
prim p G 3) astfel încît p cp'. Să presupunem contrariul, anume 
•că p <fc p' pentru orice .divizor prim pe 3). Din condiţia 3 rezultă 
imediat că pentru orice divizor mulţimea elementelor din inelul O 
'divizibile prin acesta nu poate fi formată numai din zero. Să consi
derăm în O elementul nenul p, care este divizibil prin p' şi să descom
punem divizorul principal (p)e 3) în factori primi: 

(P) = pî* . . . pjr 

(p1T . . , , p r sînt divizori primi în semigrupul 3)). Deoarece am pre
supus că Ps <£ p', atunci oricare ar fi i ~ 1, . . . , r, există un ele
ment y*e 0 divizibil prin pt însă nedivizibil prin p'. Produsul y • = 
= Yil • • • Jk

r
r s e divide, evident, prin pf1 . . . p^ şi deci, avînd în 

vedere condiţia 1, y se va divide prin p în inelul £). în acest caz 
însă y trebuie să fie divizibil şi prin p'. Am obţinut o contradicţie 
deoarece produsul yî1' . . . ŷ > nu este divizibil prin p' întrucît p* 
este prim şi nici unul dintre factorii ŷ  nu se divide prin p'. 

Aşadar, pentru orice divizor prim p e 3)' există un divizor prim 
pe £> astfel încît p a. ~p'. Analog, din motive de simetrie, există un 
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divizor prim q' c D' pentru care q' <=• p. Vom arăta că q' = p' sî 
deci q' — p = p'. într-adevăr, condiţia 3 arată că în inelnl D există 
elementul l divizibil prin q' şi nedivizibil prin q' p'. Dacă presupunem 
q' # p', atunci acest element £ nu se poate divide prin p', ajungînd 
astfel la o contradicţie cu incluziunea q' c p'. 

Deoarece egalitatea p = p' defineşte unic (condiţia 3) divizorul 
prim p e î> (pentru p' e 2>' dat), obţinem o corespondenţă bijectivă, 
p <->p' între mulţimea divizorilor primi din 55 şi mulţimea divizorilor 
primi din £ ' . Această corespondenţă poate fi, desigur, prelungită, 
(în mod unic) la izomorfismul î> « £>'. Anume, dacă px <-» p { , . . . 
. . . , pr <-» pj., atunci 

Pi • • • Pr *-> Vi l • • • Pr 

STe rămîne acum să demonstrăm că prin acest izomorfism divi-
zori principali (a)e 35 şi (a)'e î) ' se află în corespondenţă oricare 
ar fi a <= O. Fie pe D şi p' e £)' divizori primi aflaţi în corespondenţă.,,, 
Să presupunem că aceştia intervin în descompunerile lui (a), res
pectiv, (a)' cu exponenţii Jc şi l respectiv. Conform condiţiei 3, în. 
inelul O există un element TC care se divide la p şi nu se divide ]a» 
p2. î n virtutea egalităţii p = p' elemetntul TC se' divide şi la p\, 
Divizorul principal (TC) are, evident, forma (TC) = pb, b nefiind divi
zibil prin p. Considerăm în © elementul co care se divide prin bk şi. 
nu se divide prin hkp. Deoarece p nu intervine în b*, o> nu se vă divide 
nici prin p şi deci nici prin p'. Considerăm produsul aw. Deoarece <x 
se divide prin p% iar <o se divide prin bk, rezultă că-aco se va divide 
prin pkbk = Tcfc, de unde pe baza condiţiei 1 obţinem că aco = TC7% 
73 e O. însă p'| TC şi de aceea ao> se divide prin' p,]% iar cum p'J(<& 
rezultă că p'*|a. Aceasta arată că în divizorul (a)1' e î>' divizorul 
prim p ' intervine cu un exponent mai mare sau egal cu 7s, adică 
l > Jc. Din motive de simetrie se deduce şi h > î, ceea ce arată ca 
l = Zi*. 

Am demonstrat în acest mod că dacă (a) = pf1 . . . p*r şi 
Pi <-» Pi> . . . , pf *-> Pn atunci (a)' = p'*i . . . p ^ , ceea ce înseamnă 
de fapt că la izomorfismul £> « î) divizorii principali ( a ) e î ) ş| 
W ' e î ' se află în corespondenţă. Teorema 1 este demonstrată. 

Dacă în inelul O descompunerea în factori primi este unicat 
atunci putem construi imediat pentru acesta o teorie a divizorilor 
O* ™> D în care toţi divizorii din D să fie principali. într-adevăr^ 
să descompunem toate elementele nenule ale inelului © în clase 
de elemente asociate între ele şi să considerăm mulţimea 3) a tuturor 
acestor clase. Pentru orice a e O * vom nota cu (a/clasa elementelor 
asociate cu a. Se constată imediat că faţă de înmulţirea (a)'((3) = 
= («P) mulţimea D este semigrup cu descompunere unică în factori 
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primi, şi, de asemenea, că aplicaţia a -~> (a), ae O* defineşte teoria 
divizorilor pe inelul £> (Divizorii primi vor fi aici clasele (TC) deter
minate de elementele prime TCGO). Potrivit teoremei 1 orice teorie 
a divizorilor pe inelul O trebuie, în acest caz, să coincidă cu cea pe 
care am construit-o. 

Să presupunem acum că, reciproc, ni se dă pentru un anumit 
inel O o teorie a divizorilor O* -> î), în care toţi divizorii din î> sînt 
principali. Vom demonstra că în acest caz elementul nenul TC din 
inelul O va fi prim, dacă şi numai dacă divizorul (TC) care îi cores
punde este prim. De fapt, dacă (TC) = p este divizor prim şi dacă- y 
este un divizor al lui TC în inelul C, atunci şi divizorul. (y) trebuie 
să fie divizor al lui p (în semigrupul 3)) şi de aceea, întrucîţ ;p este 
prim, trebuie,să coincidă fie cu TC, fie cu divizorul unitate e. î n primul" 
>caz y este asociat cu TC, iar în cel de al doilea y este unitate în inelul © 
•ceea ce de fapt înseamnă că TC este element prim al inelului O. Fie 
acum divizorul (a)'diferit de e şi nefiind prim. Deoarece (a) se divide 
la un divizor' prim p = (TC) şi nu coincide cu acesta, înseamnă 
că a se divide prin elementul prim n şi nu este asociat cu TC. Elementul 
a nu poate fi, în consecinţă^ prim. 

î n acest mod, rezultă că dacă toţi divizorii sînt principali, atunci 
afirmaţia că divizorul (TC) este prim echivalează cu aceea că ele
mentul TT este prim. 

Fie,acum a un element din O*. Dacă în O există descompu
nerea 

(a) = px . . . pr (1) 

(divizorii primi p* nu sînt neapărat distincţi) şi dacă p2 = (7%), . . . 
• • M Pr = Mi atunci în inelul O va exista descompunerea 

a = £TCX . . . TCr, ( 2 ) 

unde s este unitate în inelul O. Deoarece orice descompunere de 
forma (2) prin trecere la divizori trebuie să dea o descompunere de 
forma (1), se deduce că în O descompunerea în factori primi este 
unică. 

Am obţinut următorul rezultat. 
TEOREMA 2. Pentru ca în inelul O descompunerea în factori 

primi să existe şi să fie unică, este necesar şi suficient ca pe O să 
existe o teorie a 'divizorilor O* -> X> relativ la care toţi divizorii din î> 
să fie principali. 

3. închiderea întreagă a inelelor eu teoria divizorilor. După cum 
am menţionat nu pentru orice inel există o teorie a divizorilor. Pre
zenţa unui bomomorfism a -^ (a) care satisface condiţiile definiţiei 
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teoriei divizorilor introduce restricţii importante asupra inelului* 
Una dintre aceste restricţii este dată de următoarea teoremă. 

TEOEEMA 1. Bacă pentru inelul £> există o teorie a divizorilorf 
atunci acest inel este întreg închis în corpul său de fracţii K. 

Demonstraţie. Presupunem că elementul E, din corpul K de frac
ţii al inelului O satisface relaţia 

ln + a^-1 + . . . + an_xl + an = 0 (ax, . . . , an e O) 

şi nu aparţine lui O. Să îl reprezentăm sub forma £ = -—,unde 

a e O , p G O şi apoi să descompunem divizorii principali (a) .şi (P) 
în produse de puteri de divizori primi. întrucît în inelul O a nu. 
se divide prin p (am presupus c a £ £ 0 ) înseamnă că (a) nu se divide 
prin (P) în sensul di vizibilităţii divizorilor (conform condiţiei 1°). 
Aceasta înseamnă că un anumit di vizor prim pe î) intervine în (p) 
cu o putere mai mare decît în (a). Deoarece (p), se divide prin p* + 1 

atunci, în virtutea condiţiei ,2°, membrul drept al egalităţii 

an = ~~ ^pa*- 1 . . . - an$n 

se divide prin p / m + 1 . Pe de altă parte, p intervine în divizorul (an) = 
•= (<x)n cu exponentul Im şi de aceea an nu poate fi divizibil prin 
p*» + i# Contradicţia obţinută arată că £e O, şi astfel teorema 3 este 
demonstrată. 

O altă condiţie necesară de existenţă a unei teorii a divizori
lor este prezentată în problema 1. 

Deoarece dintre ordinele corpurilor de numere algebrice numai 
cele maximale sînt întregi, închise, conform teoremei 3 numai pen
tru acestea se poate construi o teorie a divizorilor. 

4. Legătura dintre teoria divizorilor şi exponenţi. Să ne ocu
păm acum de problema construirii efective a teoriei divizorilor. 
Mai. întîi presupunem că există pentru inelul O teoria divizorilor 
O* —> O şi sa încercăm să găsim un mod de construcţie al acestei 
teorii. 

Alegînd un di vizor prim p, îi putem ataşa acestuia o anumită 
funcţie vp(<x), analog modului încarc în cap. I am ataşat unui număr 
prim p exponentul p-adie. Anume, oricare ar fi elementul nenul 
a e î ) , vom nota prin vp(a) exponentul puterii cu care p intervine 
în descompunerea în factori primi a di vizorului principal (a). Bine
înţeles că v (a) satisface şi relaţiile 

v (a) . v (a) + l 
p ? |a şi p * )(OL. 
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Deoarece • zero. este divizibil prin o putere oricît de mare a lui p, 
•este firesc să notăm vp(0) = oo. 

Din definiţie se deduc imediat următoarele proprietăţi ale funcţiei 

vp(ap) = vp(a) + vp(P), (3) 

vp(a + p ) ^ m i n ( v p ( a ) , vp(p)) (4) 

(pentru demonstrarea proprietăţii (4) se va folosi condiţia 2°). 
Putem extinde funcţia vp(a) asupra corpului de fracţii K al 

inelului O, proprietăţile (3) şi (4) rămînînd valabile. Pentru aceasta 
vom defini pentru un element F3 = — e I£(a, p e D), 

p 
vpa) = vp (a) - vp (P) . 

Valoarea vp(£) nu depinde, desigur, de reprezentarea lui £ sub forma 
OL 

£• — —,. s e verifică direct că proprietăţile (3) şi (4) au loc şi pentru p 
funcţia extinsă vn. 

Să cercetăm acum care sînt valorile pe care le ia funcţia vp(<x) 
•cînd a parcurge toate elementele corpului K. Deoarece divizorii p 
şi p2 sînt distincţi, potrivit condiţiei 3 există un element y e O care 
se divide prin p şi nu se divide prin p2, deci vp(y) = 1. în acest caz 
însă vp(y&) = fc, oricare ar fi întregul Jc. Aceasta arată că funcţia 
vp(a) ia, pentru <x nenul, toate valorile întregi raţionale. 

DEFINIŢIE. Fie K un corp. Funcţia v(a) definită pentru ele
mentele a G K se numeşte exponent al corpului K, dacă satisface con
diţiile : 

1. v(a) ia toate valorile întregi raţionale cînd a parcurge toate 
elementele nenule ale lui K; v(0) = oo, 

2. v(ap) = v(a) + v(P), 

3. v(a + P) >min(v(a) , v(p)). 
Putem afirma acum că orice divizor prim p al inelului D defi

neşte un anumit exponent vp(a) în corpul de fracţii K. Se verifică 
imediat că dacă divizorii primi p şi q sînt jdistincţi, atunci şi expo
nenţii vp şi vq sînt de asemenea distincţi. într-adevăr, potrivit con
diţiei 3 în inelul O există un element y care se divide la p şi nu .se 
divide la q. Se.ştie atunci că vp(y) > 1 şi vq(y) = 0, deci v ^ v . 
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Toţi exponenţii corpului K de forma v~ au, desigur, proprie
tatea 

Vp(ot) > 0 pentru orice a e O . (5) 

Descompunerea în factori primi a di vizorului principal (a) 
care corespunde elementului oce O' se scrie foarte comod cu ajutorul 
exponenţilor v .̂ Divizorii primi pt care intervin în această descom
punere sînt caracterizaţi de condiţia vp.(a) > 0. Descompunerea are 
forma 

(«) = II P>{a\ (6) 
i 

unde p$ parcurge toţi divizorii primi care îndeplinesc condiţia 
vp <(a)>6. 

Constatăm, în acest mod, că semigrupul divizorilor î) şi hoino-
morfismul O* —> S) sînt complet determinate dacă se dă mulţimea 
tuturor exponenţilor vp ai corpului X", care corespund divizorilor 
primi p. într-adevăr, mulţimea tuturor divizorilor şi operaţia de 
înmulţire a acestora sînt unic determinate prin prescrierea divizorilor 
primi (fiecare divizor este produs de puteri de divizori primi avînd 
exponenţi nenegatiyi, iar la înmulţirea divizorilor exponenţii res
pectivi se adună). î n ceea ce priveşte divizorii primi, aceştia sînt 
anumite obiecte p aflate în corespondenţă bijectivă cu exponenţii 
Vp. î n cele din urmă, şi faptul cel mai important, egalitatea (6) defi
neşte -homomorfismul £)*->. D. 

Aceasta arată că teoria divizorilor poate fi fundamentată pe 
noţiunea de exponent v(<x). Aceasta va fi ideea care ne va călăuzi 
în cele ce urmează. 

Mai întîi va trebui rezolvată următoarea problemă importantă : 
prin ce este caracterizată mulţimea 9t a tuturor acelor exponenţi 
v ai corpului If, ce pot fi consideraţi pentru construirea, teoriei divi
zorilor inelului D ? 

Deoarece în produsul (6) trebuie să intervină numai un număr 
finit de factori avînd exponenţii vp.(a) nenuli, înseamnă că mul
ţimea 91 a exponenţilor este supusă condiţiei v(a) = 0 aproape pen
tru toţi .ve 9t, oricare ar fi oce O* fixat (expresia „aproape pentru. 
toţi" înseamnă: pentru toţi, cu excepţia unui număr finit). 

Se deduce, în continuare, pe baza relaţiei (5), că oricare ar fi 
ve 91 trebuie ca v(a) > 0 numai dacă a e O . Presupunem acum că, 
reciproc, pentru un anumit £ nenul din K inegalitatea v( £) > 0 
este satisfăcută oricare ar f i v e 91. Dacă reprezentăm pe £ sub forma -
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l =.-^.(a, p e £))), condiţiile noastre se scriu sub forma v(a) ^v(p) 
P 

pentru orice v e 9t. Aceasta însă echivalează cu divizibilitatea divi-
zorului principal (a) prin divizorul principal ((3). Se obţine astfel, 
în virtutea condiţiei 1, ca a se divide prin p în inelul O, adică l e O. 
Am obţinut în acest mod o a doua condiţie necesară : mulţimea de 
exponenţi 9Î este supusă condiţiei ca inegalitatea v(a) > 0 să fie satis
făcută de către elementele inelului O, oricare ar fi veSft, şi numai 
de către acestea. Pentru a mai evidenţia o proprietate a mulţimii 9t, 
considerăm un număr finit de exponenţi v1? . . . , vm care corespund 
divizorilor primi p1? . . . , pm..Să fixăm în continuare numerele întregi 
nenegative 7%, . . . ' , km şi. să considerăm divizorul a ^= vî1 - • • P^. 
Condiţia 3° arată că în inelul O există elementul a,, care se divide 
prin ^ == apx . . . p*~iP*+1 . . . pTO şi nu se divide prin a^i(i <1 < 
< m). Să considerăm acum suma 

a = ax + „ . . + ocTO. 

Avînd în vedere condiţia 2° deducem imediat că elementul a se 
divide prin p*<; şi nu se divide prin p^+ 1 . ,S-a demonstrat astfel că 
mulţimea 91 satisface şi următoarea condiţie necesară : oricare ar 
fi exponenţii vx, . . . , vm din 9t şi oricare ar fi numerele întregi nenega
tive /%, . . . , fcm, în. inelul O există un element <x astfel încît v((a) =. 
=. Jet{l < i < m). 

Condiţiile necesare pe •care le~am determinat se dovedesc a fi 
şi suficiente pentru ca să putem constrtii cu ajutorul exponenţilor 
din 91 teoria divizorilor pe inelul O. Pentru demonstraţie conside
răm semigrupul O cu descompunere unică în factori primi, ale cărui 
elemente prime se găsesc în corespondenţă bijectivă cu exponenţii 
din 91. Exponentul v e 91 care corespunde elementului prim p e 35 
îl vom nota tot cu vp. î n baza primei şi celei de a doua condiţii 
produsul (6) are sens pentru orice ae.©* .(exponenţii v ^ a ) sînt 
nenegativi şi numai un număr finit dintre aceştia sînt nenuli). Avînd 
în vedere proprietatea v(a(3).= .v(a) + y((3) aplicaţia a ->• (a) este 
un homomorfism al lui O* în $>. Din cea de a doua condiţie se deduce 
imediat că divizibilitatea lui a prin p în inelul O este' echivalentă 
cu inegalităţile v(a) > v(p) pentru toţi v e 91, ceea ce asigură îndepli
nirea condiţiei 1°. Condiţia 2° rezultă direct din inegalitatea v(a ±P) > 
> min (v(a) v(p)). Dacă a şi h sînt două elemente distincte din T), 

atunci un anumit element p r imp intervine în descompunerile aces
tor ai în factori primi cu exponenţi diferiţi, fie aceştia Jc şi, respectiv, 
l. Fie Jc < L .Potrivit celei de a treia condiţii în O există elementul 
a divizibil prin a, pentru care v (a) = Jc. Acest element a nu se va 
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divide prin b. Ani demonstrat prin aceasta că şi. condiţia 3 este satis
făcută. Prin urmare, homomorfismul O* -> î> ne dă o teorie a divi-
zorilor pe inelul O. * • : 

' Bezultatul obţinut s.e formule'ază prin : 
TEOREMA 4. Fie inelul & avînd corpul de fracţii K, iar 9t o 

anumită mulţime de exponenţi ai corpului K. Pentru ca exponenţii 
din 9t să definească teoria divizorilor pe inelul O, este necesar şi sufi
cient să fie îndeplinite condiţiile : 

1) oricare ar fi a nenul din O, v(a) este nenul numai pentru un 
număr finii de exponenţi ve 91. 

2) elementul <XG K aparţine lui ©, dacă si numai dacă pentru 
orice v e 91 rezultă ca v (a) > 0, 

3) oricare ar fi sistemul de exponenţi distincţi v17 . . . , vm din 
91 şi oricare ar fi numerele -întregi nenegative lcri. . .,&TO din inelul © 
există elementul a e O astfel încît 

v x ( a ) = /%, . . . , vOT(a) — fem. 

Construcţia teoriei divizorilor pentru inelul dat O se reduce, în 
acest mod, la construirea mulţimii corespunzătoare 91 de exponenţi 
în corpul său de fracţii K, 

Nu ne vom ocupa de analiza inelelor întregi închise pentru care 
se poate construi teoria divizorilor (v. observaţia de la sfîrşitul 
acestui punct). în următorul paragraf vom demonstra că dacă există 
teoria divizorilor pentru inelul o avînd corpul de fracţii fc, atunci 
aceasta există şi în închiderea întreagă O a inelului o dintr-o extin
dere finită K a corpului k. Deoarece pentru inelul Z'&l numerelor 
întregi raţionale teoria divizorilor este binecunoscută (în acesta 
descompunerea în/ factori primi este unică)" este demonstrată prin 
aceasta şi existenţa teoriei divizorilor în ordinele maximale din 
corpurile de numere algebrice. 

Mulţimea exponenţilor v ai corpului'1T, care trebuie consideraţi 
pentru a":construi teoria divizorilor, depinde esenţial, desigur, de 
inelul ţ) şi, în general, această mulţime nu epuizează toţi exponenţii 
corpului K (problema 6). Se poate chiar (problema 7) ca pentru 
nici un exponent al corpului K. să nu fie îndeplinită condiţia 1 a 
teoremei 4. Vom arăta totuşi că în cazul inelului Z al numerelor 
raţionale întregi mulţimea respectivă de exponenţi epuizează toţi 
exponenţii corpului B al numerelor raţionale (se va constata apoi că 
o situaţie analoagă apare şi în ordinele maximale1 ale corpurilor de 
numere algebrice). 
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Fiecărui număr prim p e Z (adică di vizor prim în inelul Z) îi 
corespunde un exponent vp al corpului B a cărui valoare pentru 
numărul raţional nenul 

. x =pm~ (7) 

{a şi b sînt întregi nedivizibili prin p) este definită prin egalitatea 

vp(x) = m. (8) 

Acest exponent vp se numeşte exponent j»~adic al corpului B 
(evident că valoarea exponentului (8) coincide cu valoarea exponen
tului jp-adic în corpul Bp al numerelor s a d i c e ; v. cap. I, §3, pct. 2. 

TEOREMA 5. Toţi exponenţii corpului, numerelor raţionale sînt 
epuizaţi de către exponenţii p~aăici vp (pentru toţi p primi). 

Demonstraţie. Fie v un exponent oarecare din. corpul B. De~ 
>arece 

v(l + . . . + ! ) > min (v(l), . . . , v(l)) = 0, 

înseamnă că v(n) > 0 pentru orice n natural. Dacă v(jp) = 0 pentru 
orice p prim, atunci ar rezulta şi v(a) =.. 0 pentru orice a nenul din 
JR, ceea ce nu se poate ţînînd seama de condiţia 1 din definiţia expo
nentului. î n consecinţă, pentru un anumit p prim trebuie ca v(p) = 
= «9>0. Admitem că'pentru numărul prim q diferit de p găsim 
de asemenea că v(q) > 0 ; în acest caz din egalitatea pu + qv = 1, 
în care u şi v sînt întregi, se deduce că . 

. 0 == v{pu + qv] > . min.fvQm), v(qv)) > 
> min (v(jp), v(g))>0. 

Contradicţia obţinută arată'; că y(q) = 0 pentru toate numerele 
prime q diferite de p şi deci v(a) = 0 pentru orice a întreg, care 
nu se divide prin p. Pentru numărul raţional dat la (7) se obţine 
astfel că 

v(#) = mv(p) + v(a) — v(6) = me = evv(x). 

Deoarece valorile exponentului v trebuie să acopere toate numerele 
întregi, rezultă că e = 1, deci v == vp. Teorema 5 este demonstrată. 

'Să observăm că teorema 5 ar fi putut fi imediat, dedusă din 
teorema 3 §4 cap. I, a doua parte a demonstraţiei acesteia coincide, 
în principiu, cu demonstraţia dată -mai: sus. 
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î n încheiere să mai considerăm nn caz particular. 
Să presupunem că pentru un anumit inel O avem o teorie a divi

zorilor £>* -> î> cu un număr finit de divizori p17 . . . , pm. Să notăm 
prin v17 . . . , vm exponenţii corespunzători din corpul de fracţii K. 
Potrivit condiţiei 3 a teoremei 4, fiind dat un divizor a = pf1 . . . 
. . . p̂ m(&£ > 0), în inelul £> există un element a astfel încît v1(a) = 
= /£,_, . . . , vfu(oc) = Jcm. Aceasta înseamnă însă ea divizorul o coin
cide cu divizorul principal (a). în acest mod toţi divizorii din T> 
sînt principali şi deci în inelul O descompunerea în factori primi este 
unică (teorema 2). Dacă p1 =(7u1), ...., pm = (n^), atunci elementele 
nv . . . , TUW formează în inelul D un sistem complet de elemente prime 
oricare două neasociate şi orice element a e O * se reprezintă unic 
sub forma 

a = S7U?1 . . . Kk™, 

unde e este unitate din O. Elementele prime TC15 . . . , TTOT sînt carac
terizate, evident, tot de condiţiile 

v,(7c,) = 1, Vj(7ct) = 0 pentru j # î. 

Am demonstrat astfel următorul rezultat, 
TEOREMA 6. Bacă pentru un inel © avem o teorie a divizorilor 

eu un număr finit de divizări primi, atunci O este inel cu descom
punere unică în factori primi. 

OBSERVAŢIE. Conform problemei 15 inelul O in care există o 
teorie a divizorilor este total întreg închis. Apoi, din problema 
16§6 se deduce imediat că într-un inel cu o teorie a divizorilor pen
tru orice Zideai A există numai un număr finit de d!-ideale întregi 
care conţine idealul A (deoarece pentru un divizor întreg există 
numai un număr finit de divizori întregi ai săi). Aceste două condiţii 
necesare se dovedesc a fi şi suficiente pentru ca să existe o teorie 
a divizorilor pentru inelul O. Cu alte cuvinte, inelul O admite o teorie 
a divizorilor, dacă şi numai dacă este total întreg închis iar ^-idealele 
întregi din O satisfac condiţia de maximalitate (adică în orice familie 
nevidă de ^-ideale întregi se găseşte un d-ideal care nu-este inclus în 
nici un alt Zideai al acestei familii). Inelele care satisfac ultimele 
două condiţii se numesc inele Krull; Inelele cu o teorie a divizorilor 
coincid astfel cu inelele Krull (v. BOURBAKI, 5T., Algebre commu-
tative, Ci . 7, Diviseurs, Paris, 1965). Inelele Krull se mai pot defini 
şi ca fiind intersecţiile f~) D de inele de exponenţi Ov pentru care 
exponenţii v din mulţimea Sft.sînt supuşi condiţiei: oricare ar fi a 
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nenul din K există numai un număr finit de exponenţi v e 91 pentru 
care v(oc)^0. Conform problemei 6§4 Complemente orice inel noethe-
rian întreg închis este total întreg închis. De aceea un inel noethe-
rian admite o teorie a divizorilor, dacă şi numai dacă este întreg 
închis (v. VAN DER WAERDEN, Algebră modernă, voi. I I , §105, 
Moscova-Leningrad, 1947.) 

PROBLEME 
1. Să se demonstreze că dacă pentru inelul £> există o teorie a divizorilor, atunci 

fiecare element al lui O admite numai un număr finit de factori oricare doi neasociaţi. 
2. Să se demonstreze că în orice teorie a divizorilor fiecare divizor este cel mai 

mare divizor comun pentru doi divizori principali. 
3. Fie K — k(x) corpul fracţiilor raţionale peste un corp k şi cp un anumit polinom 

ireductibil din inelul k[x ]. Orice funcţie raţională nenulă din K poate fi pusă sub forma 

u = 9 —, unde f si g sînt polinoame din k[x) care nu se divid prin cp, Să se arate că 
9 

funcţia Vcp definită prin egalitatea v<p(tt) = k este un exponent al corpului K. 
4. Dacă polinoamelc neriule f şi g din inelul k[x] au respectiv gradele m s in , 

atunci pentru funcţia raţională iz = — € k(x) vom nota v*(iz)= m — n. Să se demonstreze 
9 

că funcţia v* este un exponent al corpului K = k(x). 
5. Să se demonstreze că exponenţii v<p (pentru toate polinoamele ireductibile 

ale inelului k[x)) şi exponentul v* (din problemele 3 şi 4) epuizează toţi exponenţii v 
ai corpului k(x) pentru care v(oc) = 0, oricare ar fi a nenul din k. 

6. Să se determine mulţimea % a exponenţilor corpului K = k(x) care îndepli

nesc condiţiile teoremei 4, dacă drept © se ia inelul k[x]. Să se determine apoi mul

ţimea %l pentru inelul ©' = k\ • 
x 

7. Fie K = k(x, ij) corpul funcţiilor raţionale de x si y peste k. Fie xn= • ? 

unde n este un număr natural oarecare. Funcţia raţională nenulă u = n(x, y)e K o 
punem sub forma 

u = u(xnyn, y) = y* — » 
ff(xn> y) 

polinoamele f şi g nefiind divizibile prin y. Să se arate că funcţia vn, definită prin egali
tatea vft(u) = k este un exponent al corpului K. Să se arate că toţi exponenţii \>n(n ^ 1) 
sînt distincţi şi verifică inegalitatea vn(x)> 0. 

8. Este cunoscut criteriul de ireductibilitate al lui Eisenstein pentru polinoame 
cu coeficienţi întregi. Să se formuleze şi să se demonstreze acest criteriu pentru poli
noame cu coeficienţi dintr-un inel oarecare © cu teorie a divizorilor. 

9. Să se demonstreze că dacă pentru inelul © există o teorie a divizorilor, a tunci 
pentru corpul său ele fracţii K există extinderi algebrice de orice grad. 

ICh Pentru polinomul nenul f din inelul ele polinoame © = k[x, y] în două nede
terminate peste corpul k să notăm cu ~(f) cel mai mic dintre gradele monoamelor care 
intervin în f cu coeficient nenul. Să se a r a t e că funcţia v poate fi prelungită la un expo
nent al corpului k(x, y) de funcţii raţ i onale. Să notăm prin Şft mulţimea exponenţilor 

15 — c. 796 
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corpului k(x, p) ce corespund poliiioamelor ireductibile din inelul £5. Care dintre condi
ţiile teoremei 4 nu sînt îndeplinite pentru inelul O şi mulţimea yix de exponenţi obţi
nută din % prin adăugarea exponentului ~v? 

11. Să se demonstreze echivalenţa condiţiei 3 din definiţia teoriei divizorilor cu 
condiţia : orice element ae $) este cel mai mare divizor comun al unor elemente de forma 
(<%) ..." (aw), unde oĉ e £)*(1 < i < n). 

12. Fie homomorfismul £)* -> £> care satisface condiţia 3° din definiţia teoriei divi
zorilor. Să se arate că oricare ar fi a e 2) există în semigrupul £)* anumite elemente 
a, a x , . . . , < % încît produsul (a) a este cel mai mic multiplu comun al elementelor 
( a i ) , . . . , ( a» ) . 

I n d i c a ţ i e . Considerăm elementele (3 e O* şi b e. $) astfel încît ({3) = a&. Po
trivit problemei 11, fi este cel mai mare divizor comun al elementelor de forma ($t),. . . 

• • •> (P«), unde (^ 6 £5*. Notăm a = 0X . . . $n şi cq = (1 ^ / < n). 
?>i 

13. Să se arate, folosind rezultatul din problema precedentă, că a doua condiţie 
din definiţia teoriei divizorilor este o consecinţă a condiţiilor 1 şi 3. 

14. Fie D un inel cu teoria divizorilor. Să se demonstreze că inelul polinoarnelor 
Olx^ . . ., xn] este de asemenea un inel cu teoria divizorilor. 

15. Să se arate că orice inel cu teoria divizorilor este total întreg închis (v. Com
plemente §4, problema 5). 

§4. EXPONENŢI 

Pe baza teoremei 4 §3 construirea teoriei divizorilor în inelul 
întreg închis © se reduce la găsirea în corpul său de fracţii. K a unoft* 
exponenţi care au proprietăţile cerute de această teoremă, llin 
această cauză ne vom ocupa acum de studiul sistematic ai proprie
tăţilor exponenţilor. 

1. Cele mai simple proprietăţi ale exponenţilor. Din definiţia 
exponentului v dintr-n corp K (pct. 4 §3), rezultă imediat urmă
toarele proprietăţi ale sale : 

v(±l) - 0 ; v ( - a) = v(a); 

v(a) — v(p), p ^ O ; v(a") = wv(a), ne Z\ 

v(ax+ . . . + an) > min (v(ax), . . ., v(aj). 

Presupunem că v(a) ^ v(P). Dacă v(a)> v(p), atunci v(a + P) > 
> v(P). Pe de altă parte, din egalitatea p = (a + p) — a se obţine 

că v(p) > min (v(oc + p), v(a)), dedueîndu-se astfel v (p) ^ v(a + p). 
în acest mod 

v(a' + 'P) =min(v (a ) , v(p)), dacă v(a) ^ v(p). (1) 

--t-
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Obţinem imediat, aplicînd inducţia în raport cu numărul termenilor, 

că v(a 1 + . . . + an) = min (v(ocx), . . . , v(an)), 

dacă printre valorile v(ax), . . . , v(ar) există numai o singură valoare 
minimă. 

DEFINIŢIE. Fie exponentul v din corpul K. Sutnnelul Ov al corpu
lui I£, format din acele elemente ae K pentru care v(a) ^ 0 se numeşte 
inel al exponentului v. Elementele din Ov se numesc întregi relativ 
Ici exponentul v. 

Evident, pentru inelul Ov şi mulţimea 9t = {v} sînt îndeplinite 
toate cele trei condiţii ale teoremei 4 §3. î n consecinţă există pentru 
inelul Ov o teorie a divizorilor avînd un singur divizor prim. Teore
mele 3 şi 6 §3 ne conduc astfel la următoarele rezultate : 

TEOREMA 1. Inelul Ov al exponentului v al corpului K este 
întreg închis în K. 

TEOREMA 2. Există în inelul Ov un singur element prim n (pînâ 
la o asociere) şi orice element nenul a din Ov se reprezintă unic {pen
tru iz fixat) sub forma a = STC™, unde s este o unitate din Ov (m > 0). 

Un element prim TT al inelului exponentului v este caracterizat, 
evident, de egalitatea V(TC) = 1. 

în inelul-Ov, ca în orice alt inel, pot fi considerate congruenţele 
modulo un anumit element (v. Complemente, §4, pct. 1). Deoarece 
congruenţele modulo elemente asociate sînt echivalente înseamnă 
că pentru inelul £>v inelul claselor de resturi modulo elementul prim 
iz nu depinde de alegerea lui n şi deci este complet determinat chiar 
de inelul Ov. Să notăm acest inel al claselor de resturi prin 2V şi să 
arătăm că acesta este corp. într-adevăr, dacă a G OV şi a ^ 0 (mod 7t), 
atunci v(a) = 0 şi deci a este unitate în Ov. î n acest caz însă nu 
este rezolubilă numai congruenţa a 2, = 1 (mod TC), ci şi ecuaţia 
a£ <:= 1, în necunoscuta E, e £>v. 

Corpul 2V se numeşte corpul rezidual al exponentului v. 

2. Independenţa exponenţilor. Fie inelul O pentru care avem o 
teorie a divizorilor O* —> X) şi fie p1? . . . , Vm divizori primi distincţi 
din î>. Conform teoremei 4 §3 exponenţii vx, . . . , vm, care corespund 
acestor divizori primi în corpul de fracţii iT, au proprietatea de 
independenţă care constă în existenţa în K* a elementelor £ care 
iau, pentru aceşti exponenţi, orice valori fe1, . . . , fcm fixate în prealabil. 
într-adevăr, dacă pentru orice i = 1, . . ., n notăm &$ = max (0, 
Si), h'i = min (0, fc$), atunci cu condiţia 3 din teorema amintită, 
există în £> elementele a şi p care îndeplinesc condiţiile v̂ (ct) = fej 
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şi v0) = — Ic" şi, prin urmare, raportul acestora £ = •— va 

satisface relaţiile 

v,(5) = ife, (1 < t < m). 

Vom demonstra că această proprietate de independenţă nu este 
legată de situaţia că exponenţii v̂  corespund unor divizori primi 
într-o anumită teorie a divizorilor, ci este îndeplinită pentru orice 
sistem finit de exponenţi. 

TEOREMA 3. Dacă vv . . . , v m sînt exponenţi ai corpului K7 
oricare doi distincţi, atunci oricare ar fi numerele întregi raţionale 
\ , . . . , Jcm există un element £ e K astfel încît 

Vi(5) = /% . . . , v(£) = K-

Această teoremă privind independenţa unui sistem finit de expo
nenţi o vom deduce ca o consecinţă imediată a teoremei 4, mult 
mai puternică. Să enunţăm acum o consecinţă a teoremei 3. 

Să notăm prin C1? . . . , Dm inelele exponenţilor vx, . . . , vOT şi 
m 

prin O intersecţia p | CV în cazul inelului O şi al mulţimii de exponenţi. 
91 constituită din vx, . . . , vTO condiţiile 1 şi 2 ale teoremei 4 §3 sînt 
evident satisfăcute. Enunţul teoremei 3 arată că şi condiţia 3 este 
îndeplinită şi deci avem pentru inelul C o teorie a divizorilor cu un 
număr finit de divizori primi. Teorema 3 arată astfel că orice sistem 
finit de exponenţi v1? . . . , vm ai corpului K defineşte o teorie a divi-

m ^ 
zorilor în inelul O = p | £V în virtutea teoremei 6 §3 obţinem urmă

r i 
torul rezultat. 

CONSECINŢA. Bacă £\, . . . , Dm sînt inelele exponenţilor v1? . . . 
m 

. . . , vm ai corpului K, oricare doi distincţi, atunci intersecţia 0 = O ^ * 
este un inel cu descompunere unică în factori primi. Anume, orice 
element a nenul din O se reprezintă unic sub forma a — sTuf1, . . . 
. . . , 7ĉ », unde z este unitate din O, iar 7u1? . . . , nm sînt elemente prime 

fixate, caracterizate de condiţiile 

V^TUi) = 1 , V,(7C«) = 0 (j ^ i). 

TEOREMA 4 (asupra aproximării). Bacă vv . . . , vm sînt expo
nenţi ai corpului K, oricare doi distincţi, atunci oricare ar fi elemen-
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tele 2 ,̂ . . . , \m din K şi oricare ar fi întregul N, în corpul K există 
un element \ astfel încît 

vjţfc - \x) > N, . . . , vm(i- Im) > &. 

Bemonstraţie. 1°. Să demonstrăm mai întîi că dacă inelele Oa 
şi £)2 ale exponenţilor vx şi v2 ai corpului K satisfac incluziunea Ox c 
c 0 2 atunci vx = v2. într-adevăr, orice unitate s a inelului D± este 
unitate şi în inleul £)2, de aceea v2(s) = 0. Dacă se consideră acum 
un element prim 7u din inelul Dx, un element E,e J£* se reprezintă 
sub forma i = nv^e(z este unitate în inelul DJ, deci 

va(l;) = v ^ Z , (2) 

unde Z = V2(TC) > 0. Evident, egalitatea (2) este posibilă numai dacă 
Z = 1 şi prin urmare v2 = vv 

2°. Să arătăm acum că dacă exponenţii vx, . . . . vw (m > 2) sînt 
distincţi oricare doi, atunci în corpul K există un element a astfel 
încît 

vx(a) > 0, v,(a) < 0 (j - 2, . . ., m). (3) 
Yom demonstra această afirmaţie prin inducţie după m. Fie m = 2. 
Pe baza celor demonstrate mai sus incluziunile Ox c 3>2 şi D2c: Oj 
nu sînt posibile, de aceea în K* există nişte elemente (3 şi y astfel încît 

Vi(P) > 0, va(P) < 0 ; v^y) < 0, v2(y) > 0. 

Atunci însă pentru a = — avem 
T 

vx(a)> 0, v2(a) < 0. 

Fie m > 3 şi să presupunem afirmaţia adevărată în cazul a m — 1 
exponenţi. Alegem acum în K* elementele a0 şi § astfel încît 

v1(oc0)>0, v j ( a 0 ) < 0 , (j = 2, . . . , m - l ) 

v1(S)>0, vm(8) '<0, 
şi notăm 

a = a0 + §r, (4) 

unde numărul natural r îndeplineşte condiţia v (̂Sr) ^ v^a j pentru 
j = 2, . . ., m. Atunci 

vx(a) > min ( v ^ ) , v1(Sr))>0 

229 



şi, pe baza relaţiei (I), 

v,(a) = min (v^ao), v,(Sf')) < O 
pentru orice j = 2, . . . , m. Astfel, pentru r convenabil ales, elemen
tul (4) satisface condiţiile (3). 

•3°. Pentru a demonstra teorema 4 alegem elementele <xv . . . 
. . ., am din K astfel încît 

v,(a,)>0, v,(a,) < 0 (j * i) 
şi notăm 

1 + aî 1 + o4 
Deoarece v?(a-) =£ 0 = v;-(l)? r fiind natural, atunci, conform proprie
tăţii (1) valoarea v/1 + aj) este nulă dacă i = j şi este rvj(a$) < 
< — r, dacă i ^ J. în consecinţă, 

v I : j ^ r dacă i # i si v, f -— î ^ r, 
l 1 + < / ' ' H 1 + aj / 

deci 
v,(5 - y >min (r + v,( ,)). 

Este acum limpede că elementul £ dat de formula (5) satisface con
diţiile teoremei 4 dacă 

r > N —- min Vj(£*). 
*'» J 

OBSERVAŢIE. Orice exponent al corpului E defineşte pe K o 
anumită metrică (v. începutul cap. IV, §1). Fie <p1? . . . , <pm metricile 
corpului JBL puse în corespondenţă exponenţilor v1? . . . , vTO, distincţi 
oricare doi. Exprimată cu ajutorul metricii, teorema 4 afirmă că în 
corpul Jf, oricare ar fi sistemul de elemente £x, . . . , £m se poate 
găsi un element i; oricît de apropiat de fiecare dintre elementele 
^ , dacă fiecare apropiere este înţeleasă în sensul metricei respec
tive <p€. Aceasta se poate exprima mai riguros în următorul mod. 
Fie Kt (1 ^ i^ n) corpul metrizat obţinut prin introducerea me
trica! <p4 pe corpul K (v. cap. I, §4, pct. 1). întrucît metrica <pţ defi
neşte o topologie pe Kt rezultă că produsul cartezian JJ Kt este un 

i 
spaţiu topologic (inel topologic). Enunţul teoremei 4 echivalează 
cu aceea că imaginea corpului K prin aplicaţia ,,diagonală" 

i 

este o submulţime peste tot densă în JJ K%. 
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Demonstraţie (teorema 3). Fie numerele întregi arbitrare Jc1? . . . 
...., Jcm. Oricare ar fi i = 1, . . . , m, există în -corpul -K un element 
^ astfel încît- v4(^) = kt. N'otăm N == 1 + max (7%,.. ., &TO)- Potri
vit teoremei 4 poate fi găsit în K nu element £ astfel încît vf(E, •—•£*)> 
> .F. Acest element are proprietatea că 

v,(£) = min (v^(^), v«(£ - £)) = fcf, 

şi astfel teorema 3 este demonstrată. 

3. Prelungirea exponenţilor. Fie k un corp arbitrar, J£jk o extin
dere finită a acestuia şi v un exponent al corpului K. Dacă vom 
considera pe v numai pentru elementele din k vom obţine o funcţie 
care va satisface, evident, condiţiile 2 şi 3 din definiţia exx3onen-
tului (§ 3, pct. 4). 

î n ce priveşte prima condiţie, este posibil ca să nu fie verificate 
de această funcţie, adică valorile lui v pentru elementele din 7c* nu 
epuizează neapărat grupul Z al tuturor numerelor întregi. Aceste 
valori nu pot fi totuşi toate zero. într-adevăr, dacă ar fi aşa, corpul k 
ar fi conţinut în întregime în inelul exponentului v şi atunci, deoarece 
acest inel este întreg închis (teorema 1), ar conţine şi corpul I i , ceea 
ce nu este posibil. în acest mod, printre valorile v(a), a e fc*, se găsesc 
si unele nenule, deci se găsesc si valori pozitive (dacă v(a) < 0, atunci 
v(a~1)>0). 

Să notăm prin p un anumit element din &, astfel ca v(p) = e să 
fie cea mai mică valoare pozitivă a exponentului v pentru elementele 
corpului k. Atunci, oricare ar fi a e fc*, valoarea v(a) = m se divide 
prin e. într-adevăr, dacă n = es + f, 0 ^r < e, atunci v(ap~~s) = 
= m —se = r, deducîndu-se apoi pe baza minimalizaţii lui e că 
r = G. Gonsiderînd apoi 

v0(a) = ^ ~ {ae fc*, v0(0) - oo) (6) 
e 

obţinem funcţia v0 definită pe k şi care ia ca valori toate numerele 
întregi, constituind, prin urmare, un exponent al corpului Ic. 

DEFINIŢIE. Fie K o extindere finită a corpului k. Dacă exponentul 
v0 al corpului k este legat de exponentul v al corpului K prin relaţia 
(6), se spune că v0 induce pe K exponentul v, sau ca v este o prelungire 
a lui v0 la corpul K. Numărul natural e definit unic prin relaţia (6) 
se numeşte indicele de ramificare al lui v relativ la v0 (sau relativ la 
subcorpul fc). 

Atragem atenţia asupra faptului că în această definiţie, dacă 
e>l termenul de ,,prelungire a exponentului" nu mai coincide cu 
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noţiunea cunoscută de prelungire a unei funcţii pe un domeniu mai 
larg de definiţie. 

în virtutea celor arătate mai sus fiecare exponent v pe K induce 
un anumit (unic) exponent v0 pe Ic. Este adevărată şi afirmaţia reci
procă. 

TEOREMA 5. Pentru orice exponent v0 al corpului Ic există o prelun
gire a acestuia la extinderea finită K a corpului Ic. 

Demonstraţia teoremei 5 o vom expune în punctul următor. 
Acum vom examina unele proprietăţi ale prelungirilor lui v0 dat, în 
ipoteza că aceste prelungiri există. 

Fie lanţul de extinderi finite Jc c K c K' şi exponenţii v0, v şi 
v' ai corpurilor &, UT, K' respectiv. Evident, dacă v este o prelungire 
a lui v0 avînd indicele de ramificare e, iar v' o prelungire a lui v avînd 
indicele de ramificare e'9 atunci v' va fi prelungirea lui v0 pe corpul 
K% iar indicele de ramificare al lui v' relativ la v0 va îiee'. Se constată 
imediat că dacă v0 şi v sînt induşi de exponentul v' pe subcorpurile 
Te şi -K", atunci v este o prelungire a lui v0. 

LEMA 1. Fie K o extindere finită de ordin n a corpului Jc. Atunci 
oricare ar fi exponentul v0 al corpului Jc există cel mult n prelungiri 
ale sale pe K. 

Demonstraţie. Fie v1? . . . , vOT exponenţi distincţi ai corpului !£", 
care sînt prelungiri ale lui v0. Conform teoremei 3 putem găsi în corpul 
K elementele £x, . . . ,£ ,» pentru care vţ(^) = 0 şi v,(^) = 1 pentru 
j = i. Vom arăta că aceste elemente sînt liniar independente peste Ic. 
Considerăm combinaţia liniară 

y — a^ + . , . . + a,mlm 

cu coeficienţii % din ft, nu toţi nuli. Fie r = min (v0(<%), . . . , v0(am)) 
ş: fie indicele i0 astfel încît v0(aio) ™ r- Cotind prin e indicele de rami
fic ^re al exponentului vh relativ la Jc, găsim 

ViJi<*il$) = <^0(%) + v,0fo) > er + 1 (j # iQ), 
de aceea 

v«o(r) = m i n ( \ K y , - • . , vrăjim)) = er, 

şi deci y este nenul, ceea ce demonstrează afirmaţia făcută. Din inde
pendenţa liniară a elementelor ţ±, . . . , ţm peste corpul Jc se deduce 
că m^(K :Jc), ceea ce înseamnă că numărul prelungirilor lui v0 
nu poate fi mai mare decît n. Lema 1 este astfel demonstrată. 
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TEOREMA 6. Fie v0 un exponent al corpului Ic, o inelul său şi £) 
închiderea întreagă a inelului o într-o extindere finită Ka corpului Ic. 
Bacă v1? . . . , vm sînt toate prelungirile exponentului v0 la corpul K 
şi D1? . . ., ®m inelele acestora, atunci 

Demonstraţie. Deoarece o c £\-, iar inelul Ot este întreg închis 
în K, atunci O c £)f pentru orice i = 1, . . . , n şi deci 

m 

o <=£)' = no*. 
Demonstraţia incluziunii inverse o vom face în cîteva etape. 

1) Presupunem mai întîi K/Jc o extindere Galois finită şi fie 
G grupul său Galois. Pentru exponentul vţ şi automorfismul ae G 
introducem funcţia v* definită prin formula : 

v?(£) *= v,(<x(5)), UK. 

Este clar că v? este un exponent al corpului K. Se constată imediat 
că v^ este o prelungire a exponentului v0. De fapt, dacă et este indicele 
de ramificare al lui v* relativ la Jc, atunci pentru a e JC găsim 

vf(a) = Vi(a(a)) = v{(a) = etv0(a). 

Deoarece v19 . . ., vm sînt toate prelungirile lui v0 la corpul K, atunci 
fiecare exponent v? coincide cu un anumit v .̂ 

Fie acum un element oarecare î; e £)'. Deoarece 

v , (a(5))=,vf(5)=v^)->0 

rezultă că odată cu 5 şi elementele cr(£) (cr e 6r) sînt conţinute în O'. 
în virtutea teoremei 11 § 2 Complemente polinomul caracteristic 
f(t) e Jc[t] al elementului \ relativ la extinderea K/lc are în corpul K 
descompunerea 

f(t) = r + ^ - i + , . . + an = IX•(* - <x(5)). 

Eezultă astfel că toţi coeficienţii a s ( l < s < n ) aparţin lui £)'. Pe de 
altă parte însă, as e Ic, de aceea ase £)'. n fc <= £)$ n 7£ = .o. în acest 
mod, elementul 2; este întreg relativ la o, adică £e O. Egalitatea 
O = £)' este astfel demonstrată pentru cazul extinderilor Galois. 

2) Fie JT o extindere pur inseparabilă a corpului Zc de caracteris
tică p. Dacă £ e iST, atunci ţpa- = as Ic pentru un anumit n > 0, iar 
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pentru prelungirea v a exponentului v0 pe corpul JT, avînd indicele de 
ramificare e, găsim că 

v(5) = — v(a) - ~ v0(a). 
P P 

Egalitatea obţinută arată că pentru v0 există o singură prelungire pe 
corpul Jf şi ©' coincide cu inelul ©v al exponentului v. Dacă 
E, G ©' = ©v, atunci v(£) > 0, v0(a) > 0, a e o şi £ e O, ceea ce arată că 
şi în acest caz © = £ ) ' . 

3) Fie K/k o extindere normală. Dacă această extindere nu 
este o extindere Galois, atunci conform teoremei 14 § 2 Complemente 
există un corp intermediar KQ încît K/K0 să fie o extindere Galois 
şi KJK .să fie o extindere pur inseparabilă. Conform celor demon
strate mai sus, pentru v0 există numai o singură prelungire v0 la corpul 
K0 şi inelul său ©0 coincide cu închiderea întreagă o în K0. Deoarece 
exponenţii v1? . . . , vm sînt, evident, şi prelungiri ale lui V07 atunci 
conform 1, pentru a demonstra egalitatea 0 = 0 ' este suficient să 
observăm că închiderea întreagă a inelultii £>0 în corpul K coincide 
cu O (Complemente, § 4, problema 2). 

4J • Putem ' examina acum cazul unei extinderi finite arbitrare 
K/Tcln virtutea teoremei 12 § 2 Complemente corpul K poate fi 
scufundat într-o extindere finită normală K/k. Fie v^ toate prelun
girile exponentului v̂  pe corpul îl şi Dtj inelele lor. Dacă O este închi
derea întreagă a lui o în K, atunci conform celor demonstrate 
© = P j ©^ şi, prin urmare, 

teorema 6 fiind astfel complet demonstrată. 
TEOKEMA 7. Iw inelul O (păstrînd notaţiile teoremei precedente) • 

descompunerea în factori primi este unică; mulţimea de exponenţi ai-
corpului K, car# corespund elementelor prime din ©, coincide cu 'mul
ţimea tuturor prelungirilor vx, . . . , vm ale exponentului v0 pe corpul K. 
Dacă nv . . . , TCTO sînt elemente prime din ©, a$£/#Z numerotate încît 
Vii^i) = 1 £i dac« elementul prim pe o are în inelul © descompunerea 

p = STTI1 . . . î4m (e este unitate în ©), (7) 

atunci et este indicele de ramificare al lui v* relativ la v0 (şi, în conse
cinţă, et > 0 ) . 

Demonstraţie. Prima afirmaţie a teoremei rezultă direct din teo
rema 6 şi consecinţa teoremei 3. Să demonstrăm cea de a doua ega-
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litate. Fie a un element din fc*. Dacă v0(a)• == s, atunci a .= psu, u 
fiind unitate în inelul o şi deci şi în inelul D. Din egalitatea 

• \ , a = euizf1 . . . 7tSwV- (8) 
rezultă acum că 

ViO) = ^v0(a) (ae fc*), (9) 
ceea ce trebuia demonstrat. 

Teorema 7 ne sugerează cum trebuie demonstrată existenţa 
prelungirii exponentului v0 la corpul K : este suficient în această 
privinţă să ne convingem că în închiderea întreagă O a inelului o în 
corpul K descompunerea în factori primi este unică. într-adevăr, 
săne^itiiămînipotezacăîn© descompunerea în factori primi este unică 
şi numărul elementelor prime neasociate este finit. Ţinînd seama de 
teorema 6 § 3 aceasta echivalează cu existenţa în ;© a unei teorii a 
divizorilor cu un număr finit de divizori principali px = (nx),..., pm= 
= (nm). Să notăm prin vx, . . . , vm exponenţii corpului K asociaţi 
acestor divizori primi. Elementul prim p e o admite în inelul O 
o descompunere de forma (7) cu exponenţii et. nenegativi. î n conse
cinţă, elementul arbitrar a = psu din Tc*(s = v0(a)) admite în inelul 
© o descompunere de forma (8) din care rezultă formula (9) pentru 
orice i = 1, . . . , n. Dacă et = O, toate valorile exponentului vf ar 
fi nule pe&*, ceea ce, cum s-a constatat la începutul acestui punct, 
nu este posibil. Bezultă că ei > 0. Se deduce din formula (9) că toţi 
exponenţii v1? . . ., vm sînt prelungiri ale exponentului v0 la corpul K. 

4. Existenţa prelungirilor. Considerăm, ca mai sus, un corp k, 
un exponent v0'al acestuia, inelul o al exponentului v0 şi p un element 
prim al inelului o. Corpul rezidual al exponentului v0 îl notăm prin 
S0. Oricare ar fi elementul a e o clasa de resturi modulo p care îi cores
punde va fi notată prin a. Egalitatea ă = b este adevărată în corpul 
S0, dacă şi numai dacă a=b (mod p) în inelul o. 

Considerăm în continuare o extindere finită K'.şi notăm prin © 
închiderea întreagă a inelului o în corpul K. 

• LEMA 2. Dacă numărul elementelor din corpul rezidual .20 al 
exponentului v0 este cel puţin egal cu gradul extinderii E/k (în parti
cular, dacă corpul S0 este infinit), atunci inelul .© este euclidian si, 
prin urmare, în acesta descompunerea în factori primi este unică. în 
inelul © există numai un număr finit de elemente, prime oricare două 
neasociate. 

Demonstraţie. Definim pentru elementele a e Z * funcţia ||a||, 
p r i n . . • . - . ; . . . ' 

H a i i = 2 V e ( ^ * a ) ' . •'•••' • ' ; - : •"• 
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Este limpede că funcţia introdusă are proprietatea || a§.-|| = || a|| || p || 
(a, pe K*). Mai mult, | |a| | ia, desigur, valori naturale oricare ar fi 
a 6 O*. Trebuie să demonstrăm că oricare ar fi perechea de elemente 
nenule a, p din O, există \ e O şi p e O, astfel ca 

Ia =[pq+ P, (io) 
p fiind sau zero, sau satisfăcînd egalitatea ||p|| < | |p| | . 

Dacă în inelul O, a se divide prin p, adică a = Py unde y e O, 
atunci egalitatea (10) va fi satisfăcută pentru E, == y, p = 0. Sa pre
supunem că oc nu se divide prin p, adică elementul y == aP"""1 nu apar
ţine lui O. Fie f(t) = t* + C]***"* + • • • + »̂(c< e ifc) polinomul carac
teristic al elementului y relativ la extinderea K[Jc. Deoarece y £ O, 
nu toţi coeficienţii c{ aparţin lui o. Dacă min v0(c«) = — T < 0, atunci 
toţi coeficienţii polinomului (p(t) =^ prf(t) vor aparţine inelului ô  
cel puţin unul dintre aceştia fiind unitate în o. înlocuim toţi coefici
enţii lui <p.(t) prin clasele de resturi modulo p respective. Deoarece 
coeficientul dominant al lui <p(ţ), care este p% se divide prin p, obţinem 
un polinom !p(t) din inelul S Q ^ ] , avînd gradul cel mult n — 1 şi nu 
toţi coeficienţii nuli. Prin ipoteză, corpul 20 conţine cel puţin n ele
mente, de aceea există elementul a e o, a cărui clasă de resturi ă nu 
este rădăcină a lui ~y(t). Aceasta înseamnă că <p(a) ş£ 0 (mod p), 
adică cp(̂ ) este unitate în inelul o. Să calculăm acum valoarea ||y—$|(. 
Polinomul caracteristic al lui y — a este f{t + a), de aceea 

Nw(Y - a) = (-irf(a) = (-~lf^a)p-% 
de unde se deduce că 

| l Y - a | | : = 2 - ' < l , || i - ap || < UŞII. 
Egalitatea (10) va fi satisfăcută dacă alegem !; = # şi p = a — «p: 

Am demonstrat, în acest mod, că £> este inel euclidian, deci în el, 
conform teoremei 2 § 2, descompunerea în factori primi este unică. 

Fie TU un element prim din inelul O. Deoarece norma NK/k{a) 
a unui element a e O * se divide totdeauna prin a, atunci că NK/k (n) = 
= phi se divide prin iz (u este unitatea din o, />1 ) . î n acest caz însă, 
datorită faptului că n este prim, iar descompunerea în factoii primi 
este unică, se deduce că şi elementul p se divide prin T:0. S-a demon
strat prin aceasta că dacă descompunerea în factori primi a lui p 
în inelul O are forma 

P - G7UÎ1 . . . ttj» 

(s este unitatea din O), înseamnă că elementele prime nly . ,.,TUW 

constituie, pînă la o asociere, mulţimea tuturor elementelor prime 
ale inelului O. 
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Demonstraţia lemei 2 este astfel încheiată. 
Demonstraţie (teorema 5). Vom demonstra această teoremă prin 

inducţie după gradul n al extinderii K/k. Pentru n = 1 demonstraţia 
nu este necesară. Fie n> 1 şi presupunem că teorema 5 este valabilă 
pentru toate extinderile de grad mai mic decît n ale oricărui corp. 

Dacă în corpul rezidual 20 al exponentului v0 se găsesc cel puţin 
n elemente, atunci, ţinînd seama de lema 2, descompunerea în factori 
primi în inelul O este unică şi deci teorema 5 este adevărată datorită 
celor constatate la sfîrşitul punctului 3. 

Sîntem astfel conduşi să considerăm numai acel caz în care 
numărul q al elementelor corpului rezidual 20

 es^e finit şi mai mic 
decît n. Vom reduce acest caz la cel pe care tocmai l-am examinat, 
extinzînd corpul de bază k la corpul k' astfel încît, în primul rînd gra
dul {¥ : k) să fie n—l (în virtutea ipotezei inductive va exista în 
corpul ¥ exponentul \>'Q care este prelungire a lui v0) şi, în al doilea 
astfel încît corpul rezidual 2 ' al exponentului vi să conţină cel puţin 
n elemente. Dacă notăm cu K' cel mai mic corp care include pe K 
şi pe k' , atunci extinderea K'[k' şi exponentul vi satisfac condiţiile 
lemei 2 şi, prin urmare, ne situăm în cazul deja studiat. Demonstra
ţia se desfăşoară după următorul plan. 

Cunoaştem (v. Complemente § 3) că peste orice corp finit există 
polinoame ireductibile de orice grad. Fie y(t) un polinom ireductibil 
de grad n — 1, avînd coeficienţii în corpul 20 ŞÎ coeficientul domi
nant 1. Orice coeficient al său este o clasă de resturi modulo p din 
inelul o. înlocuind aceste clase cu nişte reprezentanţi oarecare modulo 
p (luăm coeficient dominant 1) obţinem astfel polinomul <p(£) din ine
lul olt], care este ireductibil peste corpul k. într-adevăr, dacă y(t) 
ar fi reductibil în corpul k, atunci ar putea fi descompus în factori cu 
coeficienţi din o şi trecînd astfel la corpul rezidual 20, am obţine pentru 
^(t) o descompunere în factori avînd coeficienţii în 20, ceea ce ar 
contraveni alegerii sale. Să construim peste corpul K extinderea 
Kf = i£(8), 6 fiind o rădăcină a polinomului <p(t). Gradul extinderii 
K'/K nu depăşeşte, în nici un caz, pe n — 1 (polinomul <p(t) poate 
fi reductibil peste corpul K). Să luăm în K' corpul intermediar 
¥ = A(0). Deoarece (p{t) este ireductibil peste k obţinem : (k' : k) =-• 
= i* — 1. Fie VQ un exponent al corpului k! care constituie o prelun
gire a lui v0 la k' (existenţa lui vi este asigurată de ipoteza inductivă). 
Să notăm cu o' inelul exponentului vi, cu p' un element prim din o' 
şi cu 2 ' corpul de resturi modulo p' al inelului o'. Două elemente a şi 
b din o sînt congruente modulo p' (în inelul o'), dacă şi numai dacă 
acestea sînt congruente modulo p în inelul o. Din această cauză, cla
sele de resturi modulo p' din inelul o', care conţin reprezentanţi din 
o formează un subcorp al corpului 2 ' , izomorf cu 2C. Ţinînd seama de 
acest izomorfism canonic 20 -> 2 ' , se poate considera că 20 cz 2 ' . 
Deoarece elementul 6 este o rădăcină a unui polinom cu coeficienţi 
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din o şi avînd coeficientul dominant 1, atunci 0' <•:. of (deoarece o' 
este un inel întreg închis). Să notăm cu 6 clasa de resturi care îi cores
punde în E'. Egalitatea <p(_6) = 0 se transformă prin trecerea la clase 
de resturi modulo pf în cp(0) = 0. Dar <p(ţ) a fost ales cu condiţia de a 
fi ireductibil peste, corpul S0 şi, în consecinţă, valorile I, % . . . ,• 0*~2 

sînt liniar independente peste .20. Se deduce imediat că in corpul. S' 
(adică corpul rezidual al exponentului v'0) se găsesc cel puţin 
q71-1 elemente (amintim că q ese numărul elementelor din corpul 
U0). Pe de altă parte, . 

(k':k) n - 1 

Pentru q>2 şi n>2 este satisfăcută însă inegalitatea 
• qn~1>n. 

Prin urmare, numărul de elemente din corpul rezidual 2-'"al exponen
tului VQ nu este mai mic decît gradul (JEŢ : ¥). Cele demonstrate arată 
că pentru exponentul v'0 există d prelungire a sa v' la.corpul E\ 
Deoarece v' este o prelungire a. lui v0 la corpul K', se deduce că expo
nentul v indus de exponentul^ v' pe subcorpul K va fi o prelungire a 
exponentului v0 (v. pct. 3). în acest mod am încheiat demonstraţia 
teoremei 5. 

PROBLEME 

1. Să se arate că pe corpurile algebric închise nu există exponenţi. 
2. Fie corpul K = k(x) al funcţiilor raţionale peste corpul k şi v exponentul din 

corpul K asociat polinomului x — a (a€ k). Să se demonstreze izomorfismul dintre corpul 
rezidual S v al exponentului v şi corpul k. Să se arate apoi că două elemente f(x) şi g(x) din 
inelul exponentului v se găsesc în aceleaşi clase de resturi, dacă şi numai dacă f(a) ~ g(a). 

3. Fie'IC = k(x) corpul funcţiilor raţionale peste corpul k al numerelor reale şi v 
exponentul din K asociat polinomului ireductibil x2 + 1. Să se găsească corpul rezidual 
S v al exponentului v. 

4. Fie Oj şi £)2 inelele exponenţilor v-, şi v2 din corpul K, iar Ex şi E2 grupurile 
unităţilor acestor inele. Să se demonstreze că dacă E1 cz E2 atunci vx = v2- Notăm, 
în continuare, prin v, vv. . . , vm exponenţi ai corpului K şi prin O, 5DX,. . ., £>m inelele 
acestora. Să se arate că dacă 

m 

n o< <= o, 
atunci v coincide cu unul dintre vx, . . . , vm. 

5. Să se găsească închiderea întreagă a inelului numerelor 3-întregi în corpul 
i? (j/ —5) şi să se determine toate prelungirile exponentului 3-adic..v3, la acest corp. 

6. Să se găsească pentru orice număr prim p toate prelungirile exponentului. 
p-aclic \>p la corpul R (]/— 1) şi să se determine indicii de. ramificare respectivi. 
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7. Fie K/k o extindere normală şi v0 un exponent al corpului k. Să se ara te 
că dacă v este o prelungire a lui v0 la corpul K, atunci toate celelalte prelungiri au forma 

v0(a) => v(a'(a)) (aeK), 

unde a parcurge toate automorfismele lui Kfk. 
8. Fie Qv .. ,, &m inelele exponenţilor vv .. ., vm dinţr-un corp oarecare. Să se 

m 
demonstreze că toate idealele inelului O £)i sînt principale. 

. ; '• * = i 

S. Fie k — kQ(x, y) corpul funcţiilor raţionale în x şi y peste un corp k, Consi
derăm în corpul k0{t} al seriilor formale de puteri (v. cap. I, §4, problema 7) sau cap. IV, 

co 
§1, pct. 5) o serie £{/)== Y! cnt

n(cnek0) transcendentă peste corpul funcţiilor raţionale k0(t) 
n=0 

(existenţa unor astfel de serii rezultă din aceea că puterea corpului A'0( t} este mai mare 
decît puterea corpului k0(t) şi, prin urmare, mai mare decît puterea mulţimii acelor ele
mente din k0U} care sînt algebrice peste k0(t)). Pentru polinomul nenul f = f(x, z/)e k0 
\xy F/j seria f(t, 5(0) v a fi> *a rîndul său, nenulă, datorită alegerii lui 5- Dacă tn este cea 
mai mică putere a lui t care intervine cu coeficienţi nenuli în această serie, notăm 
v0(f) •= n. Să se arate că funcţia v0 (prin o redefinire convenabilă) este exponent pe corpul 
k} iar corpul rezidual al acestui exponent este izomorî cu corpul k0. 

§5. TBOEIA DIVIZOBILOR PENTRU O EXTINDERE FINITĂ 

1. Existenţa. TEOBEMA 1. Bacă pentru inelul o avînd corpul 
de fracţii & se dă o teorie a divizorilor o* -> 2)0, definită de mulţi
mea de exponenţi 9t0, iar K este o extindere finită a corpului &, atunci 
mulţimea 9t a tuturor exponenţilor corpului K, ce sm£ prelungiri ale 
exponenţilor din 9t0, defineşte o teorie a divizorilor pentru închiderea 
întreagă D a inelului o w corpul K. 

Demonstraţie. Avînd în vedere teorema 4 § 3 este suficient să 
verificăm numai că mulţimea de exponenţi 9t satisface toate cele trei 
condiţii ale acestei teoreme. Verificăm mai întîi cea de a doua condi
ţie. Oricare ar fi exponentul v e 91 şi oricare ar fi a e o găsim, evident, 
că v{a)>®. Aceasta înseamnă că o este inclus în inelul exponentului v, 
î n acest caz însă, conform teoremei 1 §4, închiderea întreagă a ine
lului o în corpul K este conţinută şi în inelul exponentului v. Cu alte 
cuvinte, v(a) ^ 0 pentru oricare a e O . Reciproc, fie pentru un ele
ment ae K satisfăcută inegalitatea v(a) > 0 pentru toţi exponenţii 
v e 91. Să notăm prin f + axtr~x + . . . + ar polinomul minimal al 
lui a relativ la ~k. Fie v0 un exponent al corpiJui fc aparţinînd mulţimii 
9t0, iar v1? . . . , vm toate prelungirile sale la corpul J5L. Deoarece 
vx(a) ^ 0, . . . , vm(a) > 0, atunci în virtutea teoremei 6 §4 elementul 
a aparţine închiderii întregi în corpul E a inelului exponentului v0. 
î n acest caz însă toţi coeficienţii av . . . , ar trebuie să aparţină ace
luiaşi inel al exponentului v0 (v. Complemente, § 4, pct. 3), adică 
v0(%) > 0, . . .,'v0(ar) > 0. Cum aceasta este adevărat pentru orice 
v0 e 9l0, coeficienţii a~\, •. •, ar aparţin lui o şi deci a e O. 
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Să revenim la prima condiţie. Fie a e O , a # 0 , Printre exponen
ţii VQ din 9t0 există un număr finit pentru care v0(ar) =^0. Eezultă astfel 
că şi în 9t există numai un număr finit de exponenţi v pentru care 
v(ar) =£ 0. Dacă însă v(ar) = 0, atunci pe lingă inegalitatea v(a) > 0 
avem şi v{a~x) = v ^ - 1 ^ " 1 + . . - . + an-J) ^ 0 şi deci v(a) = 0. 
Astfel, v(a) = 0 aproape pentru toţi ve 91. 

Mai rămîne de verificat că cea de a treia condiţie este îndeplinită. 
Fie Vi.. . , vm exponenţi distincţi din 91, iar fcx,..., Jcm numere 

întregi nenegative. Să notăm prin v01, . . . , v0TO exponenţii corespun
zători din9i0 (printre v0< pot fi, desigur, şi unii egali)/ Completăm 
sistemul nostru de exponenţi pînă la sistemul vx , . . . , vm, v w + 1 , . . . , vS7 
care conţine prelungirile tuturor exponenţilor v0i la corpul K. 
Conform teoremei 3 § 4 în corpul K există» un element y astfel ca 

vi(T) = fci, . . . , vw (y) = fcm, vw+1(y) = 0, . . . , vs(y) = 0. 

Dacă acest element y aparţine inelului O, notăm a = y. Presupunem 
că y # 0 . Să notăm în acest caz prin vj, . . . , Vr toţi acei exponenţi 
din 91 care iau valori negative pe elementul y : 

VI(Y) = — k,..., \M = — ir 

şi prin v^, . . . , v̂ r exponenţii din 9t0 care le corespund (printre aceşti 
\>'oj pot fi şi unii egali). Deoarece orice exponent v^ diferă de orice 
exponent v0̂ , înseamnă că în O există un element a astfel încît 

vQÎ(a) = 0 (1 < î < w), 

vi;(a) = Z ( U j O ) , 

unde l = max (l±) . . . , lr). Fie a = ya. Deoarece 

vi(°0 = VKT) + ^(a) > —lj + v^(a) = - Z, + l > 0 

înseamnă că 'oc € O. Prin urmare, în ambele cazuri am determinat un 
element a din inelul O pentru care vx(a) = fcx, . . ., vTO(a) = lcm, con
diţia 3 din teorema 4 § 3 fiind astfel satisfăcută pentru mulţimea de 
exponenţi 91. Demonstraţia teoremei 1 este încheiată. 

Să aplicăm teorema 1 la cazul unui corp de numere algebrice. 
Ordinul maximal O din corpul K de numere algebrice constituie, 

după cum se ştie, închiderea întreagă în K a inelului numerelor 
întregi raţionale Z. Deoarece în Z există o teorie a divizorilor (unici
tatea descompunerii în factori primi), atunci conform teoremei 1 
va exista o teorie a divizorilor şi pentru O. Conform teoremei 5 § 3 
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o teorie a divizorilor pentru Z este legată de mulţimea tuturor expo
nenţilor corpului numerelor raţionale B şi deoarece orice exponent 
al corpului K este prelungire a unui anumit exponent din corpul R^ 
deducem că teoria divizorilor inelului O este definită de către toţi 
exponenţii corpului K. Obţinem astfel următoarea teoremă. 

TEOREMA 2. Pentru ordinul maximal O al unui corp K de numere 
algebrice există o teorie a divizorilor O* -~> X) şi această teorie este defi
nită de mulţimea tuturor exponenţilor corpului K. 

2. Norma divizorilor. Fie h corpul de fracţii al inelului o cu teoria, 
divizorilor o* --> 2>0, K o extindere finită a corpului k, O închiderea 
întreagă a inelului o în corpul K şi ©* ~-> D o teorie a divizorilor pentru 
inelul O. Vom stabili în cadrul acestui punct unele legături între semi-
grupurile de divizori î)0 si £). 

Cum o c O , elementelor din o* le corespund divizori principali 
atît în semigrupul î)0, cît şi în semigrupul î>. Pentru a-i putea deosebi,, 
convenim ca divizorul principal din 3D0, care corespunde elementului 
ae o°, să-1 notăm prin (a)*, iar divizorul principal din D, care cores
punde elementului a e O * să-1 notăm prin (<x)K. Semigrupurile o*: 

şi O* admit scufundarea izomorfă o* -> O*. Deoarece unităţile ine
lului O conţinute în o coincid cu unităţile inelului o, această scufun
dare defineşte izomorfismul (a)k -> (a)x, ae o*, al semigrupului divi
zorilor principali ai inelului o în semigrupul divizorilor principali ai 
inelului O. Vom arăta acum că acest izomorfism poate fi prelungit 
la izomorfismul X>0 -> £>. 

TEOREMA 3. Există un izomorfism al semigrupului î>0 în semi
grupul î), care coincide pentru divizorii principali cu izomorfismul 
(a)*-* (a)Kl ae o*. 

Izomorfismul $0->£ este caracterizat prin faptul că face diagrama. 

0 * — > O* 

i i 
X>0—>D 

comutativă, adică prin faptul că homomorfismele o* -> O* -» î> şi 
0* -» 3D0 -> 3) coincid (homomorfismele de pe verticală sînt aplicaţii 
de la semigrupurile multiplicative ale inelelor respective pe semigru-
purile divizorilor principali). 

Fie p un divizor prim al inelului o, vp exponentul care îi cores
punde acestuia în corpul k şi v ^ , . . . , v%m toate prelungirile lui v^ 
la corpul K C^, . . .,^Pm sînt divizori primi ai inelului O). Să notăm 
prin ex, . . ., em indicii respectivi de ramificare ai exponenţilor v^, . . . 
. . . , v ^ relativ la vp. Deoarece v$i(a) = eivp{a) pentru orice ae o** 

16 — C. 796 
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atunci factorului pvP(tf) din divizorul principal (a% G î>0 îi corespunde 
produsul (Şi1..". ^eX)v^{af din, divizorul principal (a)Ke î>. Aceasta 
-arată că izomorfismul lui î>0 în D definit prin aplicaţia 

p - > W . . . Ş ^ (1) 

(pentru orice p) satisface condiţiile teoremei 3. • 
Se demonstrează-imediat că izomorfismul D0 -> î>, care satis-

iface condiţiile teoremei 3, este unic (problema 5). 
în virtutea izomorfismului î)0 -> X) putem identifica semigru-

pul î>0 cu imaginea sa din semigrupul î). Prin această identificare 
divizorii primi din î>0 încetează, în.general, de a mai fi primi şi în î). 
Mai precis, oricare element prim p e 350 ^dmite, datorită aplicaţiei 
(1), o descompunere în semigrupul X) de forma 

.p *=şpp . . . Ş ^ . (2) 

Utilizînd scufundarea î>0 -» î> se poate vorbi despre divizibili-
ijatea divizorilor inelului o prin divizorii inelului O. în particular, 
'•ţinînd seama de (2), deducem că divizorii primi Sfi ai inelului O, 
-care divid divizorul prim p din inelul o, sînt caracterizaţi prin aceea 
-că exponenţii v$ care le corespund sînt prelungiri ale exponentului 
vp. Evident că divizorii relativ primi din T>0- rămîn relativ primi şi 

:în X>. 
DEFINIŢIE. Fie Ş[p. Indicele de ramificare e = e^ al exponentului 

v^ relativ la exponentul vp se defineşte ea indice de ramificare al divizo-
rului 'prim Ş relativ la p {sau- relativ la k). 

Indicele de ramificare este, prin urmare, cel mai mare număr 
maturai e astfel că ^pe|p. 

Oricare ar fi elementul ae O*, norma sa W{a) = NK/JC(OL) apar
ţine lui o*. Aplicaţia a-> JV(a), ae O*, este, prin urmare, un homo-
morfism al semigrupului multiplicativ O* în semigrupul o*. Deoarece 
norma oricărei unităţi din inelul D este unitate în o se deduce că 
acest homomorfism defineşte în mod unic liomomorfismul (a)^—> 
-^(^(a))^ al semigrupului divizorilor principali ai inelului O în semi
grupul divizorilor principali ai inelului o. Vom arăta că acest homo
morfism se poate prelungi la un homomorfism al întregului semigrup 
£> în D0. 

TEOKEMA 4. Fiind date semigrupurile de divizori 2) şi £>0 există 
mn homomorfism N : $) -> D0 astfel încît 

#((«)*) = (#*/»(«))* . (3) 
«oricare ar fi ae O*. 
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Proprietatea homomorfismului JSf exprimată prin egalitatea (3) 
este echivalentă cu faptul că diagrama 

N 
$ * > O* 

4/ 4. 

este comutativă. 
Fiind dat un divizor prim fixat p e D0, notăm prin Op inelul expo

nentului Vp şi prin £5p închiderea sa întreagă în corpul K. Pe baza 
teoremei 7 § 4 toţi divizorii primi sp^ . . ., S$m ai inelului O, care divid 
pe p, se găsesc în corespondenţă bijectivă cu elementele prime 7TX, . . . 
. . ., ?um din inelul Op, oricare două fiind neasociate. Această corespon
denţă Sfii -> Tii are proprietatea că dacă elementul nenul a e Z admite 
descompunerea 

a == ent . .: **",., ;;.. (4), 
s fiind unitate în inelul Op, atunci • 

V = ^ v ^ ( â ) . •• ' '(5> 

Fie P̂ unul dintre divizorii primi ^ care divid pe p, iar n elemen
tul prim din inelul Dp care îi corespunde. Notăm 

dv='vv(NK/k(n)). " (6) 

Este lii£ip#de.j3ă d% nu depinde de alegerea lui TC. Trecînd la norme 
în egalitatea (4) şi ţinînd seama de (5) şi (0) obţinem relaţia 

**(#*/*(«))•= S ^vsp(a)- ^,,;,.- : (7) 

($P parcurge toţi divizorii primi ai inelului O care divid pe p). 
Este imediată acum; construirea homomorfismului N : S ~> £>0„ 

care intervenea în enunţul teoremei 4. 
Este comod să scriem orice divizor WL^ Sftf1 v. :^fr din semi

grupul £> sub formă de produs infinit 

extins asupra tuturor divizorilor primi S$ din X) în care numai un număr 
finit de exponenţi -A ($P) sînt nenuli. (.4 OP) este egal eu/At, dacă sp ==5pr 
şi este zero, dacă divizorul^ este diferit de fiecare dintre %, . . ., ^pr). 
într-un mod analog putem scrie şi divizorii inelului o. 
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Fiind dat elementul oce O*, considerăm diyizorul principal (a)K. 
Deoarece divizorul prim S$ intervine în (<x)K cu exponentul v»p(a), 
atunci 

(a)* = n ^ * ( a ) . (8) 

€ u relaţia (7), pentru exponentul c(p) care apare în exprimarea 
divizorului principal 

(I(a))fc = IIP£(Pl (9) 
p 

:avem formula 
C(V) = £ ^v»p(a), (10) 

Aceasta justifică următoarea definiţie. 
DEFINIŢIE. JFi-e 2t = JJ 3̂A(̂ ) un divizor al inelului O. Pentru 

orice divizor prim p al inelului o notăm 

a(p) = £ <Mfl$). 

Divizorul J l pa^} aZ inelului o se numeşte normă a divizorului 91* 
p 

relativ la extinderea Kfk şi se notează NK/k($t) sau, pe scurt, JV(9t). 
Deoarece numerele A(ty) sînt nule aproape pentru toţi P̂ (adică 

pentru toţi, cu excepţia unui număr finit), se deduce că şi a(p) sînt 
nuli aproape pentru toţi p, deci expresia JJ paW este într-adevăr 

p 
un divizor al inelului o. 

Din definiţie se deduce imediat că 

# ( « » ) = N{&) # ( » ) 

oricare ar fi doi divizori 9t şi 93 din 35. Aplicaţia 21 -> ^(91) este deci 
un homomorfism al semigrupului O în semigrupul £>0-

în cazul unui divizor prim 91 = ty găsim, desigur, că 

J T O = V * (*|P). (11) 

Deoarece în virtutea egalităţii (10) norma divizorului (8) este 
dată de divizorul (9), rezultă că am demonstrat existenţa unui homo
morfism N : D ~» î>0 satisfăcînd condiţia (3). 
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Ca şi în cazul homomorfismului î)0 -> î) se poate arăta (pro
blema 4) că homomorfismul N : î> ~> î)0 este unic definit prin con
diţiile (3). 

Una dintre problemele centx*ftj# ale tedriei divizorilor este sta
bilirea regulilor de descompunere a divizorilor primi ai inelului o 
în factori primi cînd se trece la închiderea întreagă €> a inelului o 
dintr-o extindere finită. î n general însă se ştie foarte puţin în momen
tul de faţă despre aceste reguli de descompunere (v. în această pri
vinţă sfîrşitul § 8 pct. 2). Orice descompunere de forma (2) este defi
nită de numărul m de divizori primi ţ$t şi prin mulţimea indicilor 
lor de ramificare et = e${. Se constată că numerele naturale % nu 
pot fi oarecare (pentru o extindere dată K/Ic). Mai precis, acestea 
sînt legate de numerele % (v. (6)) prin relaţia 

• 
H d^eş = n = (JBL :h) (12) 

pentru a cărei demonstrare este suficient să se aplice formula (7) 
elementului prim p din inelul op (amintim că v^^p) = et). 

3. Gradul de inerţie. Definiţia homomorfismului ••':N : £> -> î)0 
se baza pe numerele d% care, într-un mod destul de formal, erau 
definite prin formula (6). Vom evidenţia acum sensul aritmetic 
mai profund al acestor numere. 

Fie ^P|p. Să notăm prin Op şi C% inelele exponenţilor vp, res
pectiv, vjţj iar prin p şi n două elemente prime aparţinînd respectiv 
acestor inele. Deoarece pentru elementele a şi b din op congruenţele 
a s b (mod p) în inelul Op şi a = b (mod TU) în inelul ©$ sînt echiva
lente, orice clasă de resturi modulo p din op este inclusă într-o anumită 
clasă de resturi modulo TC din C%. Aceasta defineşte o scufundare izo-
morfă a corpului rezidual Sp = Op/(p) al exponentului vp în corpul 
rezidual 2$ = 0«JJ/(TC) al exponentului v$g. În virtutea acestui izomorfism 
vom considera că 2p c Sqj. Oricare ar fi % e 0 $ notăm prin .£ clasa 
de resturi modulo n avînd pe £, drept reprezentant. Subcorpul £p 
al corpului Sfţj constă, desigur, din clasele de resturi de forma ă, unde 

Considerăm clasele de resturi o^, . . . , coa din 2$ (cô  e ©$) liniar 
independente peste corpul Sp. Vom arăta că în acest caz reprezentanţii 
co1? ..;., cow ai acestor clase sînt liniar independenţi peste corpul 7c. 
Să presupunem contrariul, şi anume că pentru anumiţi coeficienţi 
ate fc, nu toţi nuli, are loc egalitatea 

a1(^1 + . . . + amcom = 0. 

înmulţind această relaţie cu o putere convenabil aleasă a lui p, pu
tem obţine ca toţi at să aparţină inelului o iar cel puţin unul dintre 
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aceştia să nu se dividă la p.. Trecînd apoi la corpul rezidual 2$, sîn-
tem conduşi la egalitatea 

" âfix + • . . . + âJSn = 0, 

în care nu toţi coeficienţii ăt G 2p sînt nuli. Contradicţia obţinută 
demonstrează afirmaţia noastră. 

Din independenţa liniară a lui %, . ..., <ow peste corpul k se deduce 
că m ^w = (K:k). Aşadar, corpul rezidual 2$ este o extindere 
finită a corpului 2p şi 

(2* : 2p) < (Z : fc). 

DEFINIŢIE. 1% divizorul prim 3̂ dtin ineluîSD, oare divide divizam! 
prim p aZ inelului o. Gradul f = ,/# = (Sjp : 2p) aZ corpului rezidual al 
exponentului v% peste corpul rezidual al exponentului vp se numeşte 
gradul de inerţie al divizorului prim ^ relativ la p (sau relativ la k). 

Să notăm, ca în punctul 2, prin Op încliiderea întreagă a inelului 
Op în corpul K. Prin analogie cu noţiunea de bază fundamentală pentru 
•corpurile de numere algebrice dăm următoarea definiţie. 

DEFINIŢIE. Baza co17. . . ,• o>w a extinderii K/k o vom numi bază 
fundamentala pentru inelul Op relativ la Op, dacă toate elementele sale 
aparţin lui Op şi orice element a e Op se reprezintă ca o combinaţie 
liniară 

• a = a^ + . . . + an<dn (13) 

avînă coeficienţii Ojt din #p. 
Vom constata în cele ce urmează că în cazul unei extinderi sepa-

rabile JT/ft, există totdeauna o bază fundamentală a inelului Op (ori
care ar fi p). Pe de altă parte, conform problemelor 11 şi 12 se poate 
întîlni, în cazul extinderilor inseparabile Kjk, situaţia cînd inelul 
Op nu are o bază fundamentală relativ la Op. 

Importanţa noţiunii de bază fundamentală este pusă în evidenţă 
de următoarea teoremă. 

TEOREMA 5. Fie ty un divizor prim al inelului O, care • divide 
pe p, iar TC elementul prim care corespunde acestuia în inelul IDp.Dacă 
există o bază fundamentală a inelului Op relativ la Op, atunci 

h = d% = MNK/k(n)). 

Pemonstraţie. .Elementul /prim TCG Opreşte, evident, element 
prim şi în inelul £)$. Vom arăta că în orice clasă de resturi I a inelului 
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Ogj se găseşte un reprezentant din Op, adică pentru orice' £e O^ se-
găseşte un element ac Op, astfel încît 

^ = a (mod-TU). . , 

Fie Ş.== .ţp^ <J32, . . . spffl toţi divizorii primi ai inelului O, care 
divid pe p. î n virtutea teoremei 6 § 4 condiţia y G Op este echivalentă 
cu vjpf(y)>0 pentru orice i' = 1, . . . , m. Elementul căutat a trebuie 
deci să fie definit prin condiţiile 

' v^(£ — a) > 1, v ^ a ) > 0 ~{i = 1, 2, . . .ym) 

şi pentru a demonstra existenţa sa este suficient să ne referim la 
teorema 4 § 4. 

Fie acum o bază fundamentală c^ . . ., cow a inelului Op relativ 
la Op, Potrivit1 celor demonstrate, orice element din 2$- se poate 
reprezenta sub forma a^x + . . , + 5ncon, unde aH e op-şi, în conse
cinţă, ate Op. Aceasta înseamnă că ct)r, . . . , coft sînt clase de resturi 
care constituie generatori ai lui 2ţp ca spaţiu liniar peste 2p. Dacă 
/ == (2$ : 2p), atunci putem alege dintre aceştia / generatori liniar 
independenţi peste 2p, de exemplu <ĂV . ., t^-. Atunci este limpede 
că în inelul Op congruenţa 

a1(n1 + - . . + aj<&j = 0 (mod 7u), 

unde aţ e 0p, este valabilă, dacă şi numai dacă a,t = 0 (mod p), p 
fiind un element prim al inelului Op. 

Deoarece orice clasă de resturi <â, e 2^ (j = / + 1, . . .,w) se 
exprimă prin co15 . . ., "ci/ înseamnă că 

co,. = £ fei56),(mod TC) (j = / + 1,. . . ,n) 

pentru anumiţi fr^ din op. Notăm 

.6, = co„ dacă i = . i , . . . - , / , 

^ =• ~ & ^ + <*n dacă j =f + 1, . . . , n. . 

Este clar că şi 0^ . . . , 0̂  formează o bază fundamentală a lui Op rela
tivă la Op (deoarece toţi o>5 pot fi exprimaţi prin 05 cu coeficienţi din 
Op). Toate elementele 0 / + 1 , . . . , dn se divid prin TC în inelul Op, deci 
congruenţa 

a161"+ . . . + an6n =s 0 (mod TC) 
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este valabilă, dacă şi numai dacă 

ax = . . . E= af = O (modj?). 

Considerăm mulţimea S0Î a tuturor elementelor inelului Op, 
care se divid prin TT. Conform celor demonstrate mai sus mulţimea 
Wft coincide cu cea formată de toate combinaţiile liniare ale elemen
telor 

A > - - M ^ , e /+1, . . . , e M (14) 

cu coeficienţi din Op. Pe de altă parte, este clar că M este dată şi 
de toate combinaţiile liniare ale elementelor 

^ , ...,716, (15) 

cu coeficienţi din Op. Să notăm prin G matricea de trecere de la baza 
(14) la baza (15). Deoarece toate elementele TT0; se exprimă cu aju
torul bazei (14) şi coeficienţi din Op, det G este un element din Op. 
Din motive de simetrie aceasta este adevărat şi pentru det O"1. î n 
consecinţă, det G este unitate în inelul Op, adică vp (det G) = O.Dacă 
înmulţim primele / coloane ale matrieii 0 cu p, obţinem, desigur, 
o matrice A = (%) pentru care 

n 

de aceea 
^K/ic(n) = det A = pf det 0, 

şi, prin urmare, 
vp(^ / f c(r;)) = / , 

teorema 5 fiind astfel demonstrată. 
TEOREMA 6. Dacă extinderea K/k este separ abilă, atunci există 

totdeauna o bază fundamentală pentru Op relativ la Op. 
Abordînd demonstraţia acestei teoreme, observăm că în esenţă 

aceasta este analoagă cu demonstraţia teoremei 6 § 2 cap. I I . 
Deoarece orice element din K prin înmulţire cu o putere conve

nabil aleasă a unui element prim din inelul op devine întreg relativ 
la Op atunci pentru extinderea K/k există o bază a lr . . . , <xn ale cărei 
elemente aparţin toate lui Op. Considerăm baza duală a acesteia 
a? , . . . , a* . (Complemente, §2, pct. 3 ; aici folosim separabilitatea 
lui K/k). Dacă a e O p şi 

a = doc* + . . . + cwaj, (16) 
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unde bi e jfc, se deduce că ct = Sp (ia,) şi deci ct e op (deoarece -a<z< e 
e Op). Pentru orice 5 = 1, . . . , n considerăm în inelul Op acele elemente 
ale căror exprimări prin baza af, . . . , a* au forma 

csccf + . . . + cna* (c« e op) (17) 

şi alegem dintre acestea un element 

<*s = C88(X.* + + Csn&t (Csj € Op), 

astfel încît vp(c8) > vp(css) pentru toţi coeficienţii cs ai elementelor 
de forma (17) din Op. Este limpede că css # 0 pentru orice -s, aşadar 
elementele <&v...,<on din Op sînt liniar independente peste Jc. Fie 
acum un element a din Op. Dacă îl vom reprezenta sub forma (16), 
atunci cx = cna±, unde ax e Op conform alegerii lui co1. Diferenţa 
a — ĈCOJL e Op admite descompunerea 

a — a^! = OgaJ + . . . + c«a* (c* e Op), 

unde Ca = ^22^2^2G°P5 potrivit alegerii lui co1. Bepetînd de n ori 
acest raţionament sîntem conduşi în final la descompunerea (13) în 
care toţi coeficienţii at aparţin lui Op. Baza 6)1, . . . ,'<ow se dovedeşte 
a fi, în acest mod, o bază fundamentală relativă la Op, teorema 6 fiind 
astfel demonstrată. 

Din teoremele 5 şi 6 şi formulele (22) se deduce imediat următoa
rea afirmaţie. 

TEOREMA 7. Bacă extinderea K/k este separabilă, indicii de rami
ficare e$ şi gradele de inerţie fy ale divizărilor primi S$ ai inelului O, 
care divid un divizor prim p fixat al inelului o sînt legate prin relaţia 

S HU = n = (K:k). 

î n cazul unei extinderi separabile K/k formula (7) poate fi reprezen
tată sub forma 

M#K/*(«)) = X /*v*(a). (18) 
mp 

OBSERVAŢIE. Pentru extinderile inseparabile egalitatea din teo
rema 7 este posibil să nu fie îndeplinită. Totdeauna însă se verifică 
inegalitatea y e$f$ ^ n (v. problema 13). Se poate arăta, de asemenea, 

W> 
că, în general, este valabilă inegalitatea / $ ^ d$. 

Să examinăm acum cazul cînd K/k este o extindere Galois finită 
avînd grupul Galois & (v. Complemente, § 2, pct. 4). Fie Ĵ un di vizor 
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prim a l inelului £>, care divide un di vizor prim p fixat al. inelului-o, 
iar v =± ^exponen tu l corespunzător lui pe corpul K. Pentru fiecare 
automorfism <re $, vom nota prin ov exponentul pe JBT definit prin 
egalitatea 

(av)(oc) - v f a - H ^ X » 6 K)> 

Conform problemei 7, § 4 exponenţii av pentru toţi GE G epuizează 
toate prelungirile exponentului v la corpul K (pentru o~ şi T diferite 
în (?, exponenţii GV şi TV mi sînt neapărat distincţi). Să notăm prin 
oŞ di vizorul prim al inelului O care corespunde exponentului crv. 
Considerăm indicii de ramificare şi gradele de inerţie ale divizorilor 
aŞ. Dacă p este un element prim din inelul op al exponentului vp 
atunci 

<*<& = MJ(JP) = (av)(j>) = vfcj"1^)) - v (̂jp) - %. 

î n continuare, fie TU acel element prim din inelul Op, care corespunde 
di vizorului prim Ş (pentru care v%(n) = 1). Este clar că CJ(TT) este 
tot element prim în inelul Op şi deoarece v0̂ (cr(7i)) = V(G~1(G(TZ))) = 1, 
atunci acest element prim corespunde di vizorului prim CJŞ. Extin
derea Galois Jf/fc este separabilă. Complemente §2, teorema 13) şi 
deci în Op există o bază fundamentală relativă la op (teorema 6). 
Din teorema 5 se deduce 

' i i 

Astfel, am demonstrat că oricare G e• G verifică formulele 

Deoarece divizorii primi G^(G e G) epuizează toţi divizorii primi 
ai inelului O, care divid un divizor prin p dat al inelului o (§ 4 pro
blema 7), formulele pe care le-am obţinut arată că toţi divizorii primi 
ai inelului O care divid pe p au acelaşi indice de ramificare şi acelaşi 
grad de inerţie. Putem deci nota aceste valori prin ev şi, respectiv,/?. 

Să notăm prin mp numărul divizorilor distincţi de forma <j*p, 
cînd a parcurge toate automorfismele lui G (adică numărul de divi-
zori primi distincţi ai inelului O care divid pe p.) Acum putem 
reprezenta formula dată de teorema 7 pentru cazul unei extinderi 
Galois sub forma 

epfvmp = n = (Ii : Ic). 

4. Finititudinea numărului divizorilor primi ramificaţi. DEFINIŢIE. 
Un divizor prim p al inelului o se numeşte ramificat în inelul O,, 
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'dacă este divizibil printr-un pătrat al unui divizor prim ăl inelului O, 
iar în caz contrar se numeşte neramificat. 

Divizorii p neramificaţi sînt caracterizaţi deci prin aceea că în 
descompunerea lor (2) toţi et sînt 1. 

Presupunînd că extinderea K/k este separabilă, deducem încă o 
condiţie importantă de neramificare a lui p. 

Presupunem că în inelul Op există un. element primitiv 6 (pentru 
extinderea KjTc) încît discriminantul B(f) al polinomnlui său minimal 
f{t) să fie unitate în Op. Vom arăta că în acest caz puterile 1, 0, . . . 
. . . , 8'*-1, unde n = (K : k) formează o bază fundamentală a inelului 
Op peste Op. într-adevăr, fie co17 . . . , <on'o bază fundamentală a lui 
Op şi fie O matricea de trecere de la baza co?; la baza 6*. Atunci 

l)(f) = D(l, 6, . . ., O»-*) = (det (7)*DK, . . .-, <*,) 

(v. §2 Complemente, formula (1.2)). Deoarece I)(f) este unitate în op 
iar factorii din membrul drept aparţin inelului o, atunci det C este 
unitate în op, deducîndu-se în acest mod că 1, 6, . . . , 8""1 este de ase
menea o bază fundamentală. 

Fie p un element prim din inelul op şi Sp corpul rezidual al expo
nentului vp. Pentru un polinom g(t) cu coeficienţi din op vom nota 
prin g(t) acel polinom din inelul Spp], care se obţine prin înlocuirea 
tuturor coeficienţilor lui g(t) prin clasele lor de resturi modulo p. 
Deoarece discriminantul J9(/)'al polinomnlui f(t)e 2p(£) este clasa 
de resturi modulo p avînd ca reprezentant pe I)(f) e op, atunci con
form celor spuse, acest discriminant D(f). este nenuL Prin urmare, 
în descompunerea 

f(t) = 9,(0 . . . l?m(t) . (19) 

în factori ireductibili în inelul Spp], toate polinoamele 9~* sînt dis
tincte (<pt sînt polinoame din op [t]). Dacă notăm prin dt gradul lui 
<?*, evident că 

c\ -f . . . + dm = n = (K : k). • (20) 

TEOEEMA 8. Bacă discriminantul polinomnlui minimal f(t) al 
unui element primitiv 6 e Op este unitate în Op, atunci divizorul prim 
p nu este ramificat în O şi toţi divizorii primi ^ din descompunerea 

se găsesc în corespondenţă bijectivă cu polinoamele ireductibile Ş* G 
e 2pp] din descompunerea (19). Gradul de inerţie ft al divizorului 
prim ^i este egal cu gradul dt al polinomnlui ~9t{t) care îi corespunde. 
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Demonstraţie. Fie g(t)-xm polinom din op[t]. Vom demonstra că 
dacă polinoamele g şi 9̂  sînt relativ prime în inelul £p[2], atunci 
elementele #(8) şi ^(0) sînt relativ prime în inelul Op. într-adevăr^ 
fiind date polinoamele relativ prime g şi ~yt există în inelul Op [t] anu
mite polinoame u(t), v(t) şi l(t) astfel încît 

9(t) u(t) + 9t(t) v(t) = l+p l(t). 

Dacă #(0) şi cpt(0) ar fi divizibile în inelul Op printr-un element prim 
TI, atunci, deoarece n\p (§ 4, teorema 7), ar rezulta din ultima egali
tate (luînd 2 = 0 ) că TT]1. Contradicţia obţinută demonstrează afir
maţia făcută. 

Deoarece polinoamele ireductibile ~yt sînt distincte, deducem ca 
un caz particular că <px(0), . . ., <pm(0) sînt oricare două relativ prime. 

Să presupunem că <p̂ (0) este unitate în Op, adică 9^(0)1 = 1, 
£e Op. Cam 1, 0, . . . , G "̂1 formează o bază fundamentală a lui Op 
peste Op, atunci t = fe(0), unde h(t) e op[t]. Egalitatea 9,(0)fe(0) = 1 
arată că y^t) Ji(t) = 1 + f(t) ?(*), unde q(t)e ov[t] (deoarece coefi
cientul dominant al lui f(t) este 1). Trecînd la corpul rezidual Sp 
deducem din aceasta egalitatea q̂ ft = 1 -f 9*1 . • • 9™<1 şi sîntern din 
nou conduşi la o contradicţie. în consecinţă, nici unul dintre elemen
tele 9X(0) . . . , 9m(0) nu este unitate în Op. 

Pentru fiecare i alegem în Op un element prim 7^1^(0). Deoarece 
pe baza celor demonstrate oricare doi cp*(6) sînt relativi primi, elemen
tele prime TUX, . . . , nm sînt oricare două neasociate. Să notăm prin 
P̂-t, . . ., S$m divizorii primi care corespund acestora în inelul O şi 

prin jfj, . . .,jfw gradele de inerţie ale acestor divizori. în corpul rezi
dual 2^. al exponentului v$. clasele de resturi 1, 0, . . . , 0**~ sînt 
liniar independente peste 2p(^ este gradul lui 9*). într-adevăr, dacă 
polinomul g(t) e Op [t] de grad mai mic decît d€ satisface egalitatea 
g(Q) = o, atunci elementul #(0) se divide prin nt în inelul Op şi deci 
g(Q) şi 91(8) nu sînt relativ prime. în cazul acesta însă, după cum am 
constatat la începutul demonstraţiei, g(t) trebuie să se dividă prin 
9̂ (2) şi deci toţi coeficienţii lui g(t) sînt nuli. Prin urmare, am demon
strat, că 

dt<fi (i = 1» . . . ,m). 

Avînd în vedere teorema 7, din aceste inegalităţi şi din egalitatea 
(20) se deduce că pentru toţi divizorii primi S$v . . . , S$m care divide 
pe p, indicii lor de ramificare et sînt 1 iar di = /*, ceea ce reprezintă 
chiar enunţul teoremei 8. Să observăm şi că deoarece 9 (̂6) se divide 
la iii şi nu se divide la alte elemente prime TZ} atunci TZ% poate fi defi
nit drept cel mai mare divizor comun al elementelor <p̂ (0) şi p în ine
lul Op. 
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CONSECINŢĂ. Dacă K/k este separabilă atunci în inelul o se găsesc 
numai un anumit număr finit de divizori primi p ramificaţi în O. 

Fiind dată extinderea K/Jc alegem un element primitiv 0 apar-
ţinînd lui O. Discriminantul D = D(l, 0, . . . , %n-1) este un element 
din o*. Dacă p X A din teoremă se deduce că p nu este ramificat în O.. 
î n acest mod pot fi ramificaţi în O numai acei divizori primi din ine
lul o care divid pe D. 

PROBLEME 

1. Fie o un inel cu teorie a divizorilor, 7; corpul său de fracţii şi k a K a K* 
un lanţ de extinderi finite. Să notăm prin O şi O', închiderile întregi ale inelului o în 
corpurile K, respectiv, K'. Dacă *P' este un divizor prim în inelul O', să notăm prin $ 
un divizor prim al inelului O care se divide prin ţŞ', iar prin p un divizor prim al ine
lului o care se divide prin S$. Să se demonstreze că gradul de inerţie al lui $ ' relativ 
la k este dat de produsul dintre gradul de inerţie al lui $ ' relativ la K şi gradul de 
inerţie al lui $ relativ la k. Să se formuleze şi să se demonstreze o afirmaţie analoagă 
asupra indicilor de ramificare. 

2. Fie inelul o avînd corpul de fracţii k pentru care avem o teorie a divizorilor cu 
un număr finit de divizori primi şi p un divizor prim căruia îi corespunde elementul 
prim p din inelul o. Să se demonstreze că inelul factor o/(p) este izomorf cu corpul rezi
dual S p al exponentului Vp. 

3. Fie Vp un exponent din corpul k, % inelul său, K/k o extindere finită separabilă, 
Op închiderea întreagă a inelului Op în corpul K şi G*V. . . , c&n o bază a lui K peste /c, 
cu elemente din inelul Op. Să se demonstreze că dacă discriminantul D(<&v . ..,&>») 
este unitate în inelul Op, atunci w 1 , . . . , <o» formează o bază fundamentală a inelului Op 
peste Op. 

4. Să se demonstreze, în condiţiile teoremei 4, unicitatea homomorfismulu* 
N : X -> ®0. 

5. Să se demonstreze, în condiţiile teoremei 3, unicitatea scufundării izomorfe 

6. Fie a un divizor al inelului o. Privindu-1 ca divizor al inelului O (pe baza scu
fundării &>0 -> $£)), să se demonstreze că 

NK/k(a) = «w (n = (K : k)). 

7. Fie K/k o extindere separabilă de gradul n. Să se demonstreze că dacă divî-
zorul a al inelului o devine divizor principal al inelului O, atunci an este divizor prin
cipal pentru o. 

8. Fie K/k o extindere separabilă. Să se demonstreze că norma Nx/k(U) a 
divizorului $1 al inelului O este cel mai mare divizor comun al divizorilor principali 
(NK1IC(Q))JC> a parcurgînd toate elementele din O* care se divid prin %, 

9. Polinomul f(t) = tn + a1tn~1 + . . . + an cu coeficienţi din inelul o se numeşte 
polinom Eisenstein relativ la divizorul prim p, dacă toţi coeficienţii av .. . , an se divid 
prin p, iar an care se divide prin p, nu se divide însă prin p2 . Să se demonstreze că 
daca în inelul O pentru extinderea de gradul n, K/k, există un element primitiv 6 al 
cărui polinom minimal este un polinom Eisenstein relativ la p, atunci p se divide nu
mai printr-un singur divizor prim ^ din inelul O şi 

p = $ » 

(gradul de inerţie ai lui $ relativ la p va fi deci 1). 
10. Să se demonstreze, în aceleaşi condiţii, că baza 1, 8 , . . . , ®ni este o bază 

fundamentală a inelului O D relativă la oB . 
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11. Fie k0 un corp de caracteristică p şi k = k0(x, y) corpul funcţiilor raţionale 
de x şi ij peste corpul k0. Considerăm peste corpul k exponentul v0 a cărui definiţie 
este dată în problema 9 §4, luînd ca serie £(f)G A:0{£} (transcendentă peste k0(t)), o serie 
ele forma 

( oo \P oo 

«=0 / «=0 

5(0 = -i(^) = h V " = 1 ost"» («»6 *«)• 

în baza problemei 8 §4 există o prelungire unică v a exponentului v0 la extinderea pur 
P__ 

inseparabilă K — A(|/y) de gradul p peste k. Să se demonstreze că indicele de ramifi
care al lui v relativ la v0 este 1, iar corpul rezidual al exponentului v coincide cu corpul 
rezidual al exponentului v0 (în sensul scufundării izomorfe). în continuare, folosind teo
rema 5 şi egalitatea (12) se deduce că pentru inelul £) al exponentului v, care este 
închiderea întreagă în K a inelului o al exponentului v0, nu există o bază fundamentală 
relativ la o. 

12. în condiţiile problemei precedente şi folosind aceleaşi notaţii , să se demon
streze în mod direct inexistenţa în JD a unei baze fundamentale relativ la o (fără a 
folosi teorema 5). 

13. Fie o un inel cu teorie a divizorilor, 7c corpul său de fracţii, K/k o extin
dere finită de grad n, £) închiderea întreagă a inelului o în corpul K, p un divizor prim 
«din inelul o, 9$v. . ., $ w divizori primi în inelul £5 care divid pe p ; e l f . . . , cm indicii 
de ramificare ai acestora şi fv . . ., fm gradele lor de inerţie relativ la p. Pentru fiecare 
s = 1,. . ., m vom nota prin ă clasa ele resturi din corpul S ^ care are ca reprezentant 
.pe a6 £5$^. Alegem clementele % e C p ( l < i < fs) astfel încît clasele de resturi <ăf* 
să formeze o bază S ^ / I L şi, mai mult, Vjg (co5$) > Cj pentru j # s, 1 <./ < m. Vom nota 
prin Tclf. . ., 7zm elementele prime din inelul D p care corespund divizorilor ?$v. . .. tym. 
Să se demonstreze că sistemul de elemente 

cosiixj
s(s = 1, . . .. m ; i = 1, . . ., fc ; J = 0, 1 , . . . ,es - 1) (*) 

*este liniar independent reiMw la k. 
I n d i c a ţ i e . Considerăm combinaţia liniară 

a = = 2 j c 5D ' w 5£ T C i 

-cu coeficienţi din o p , printre care se găseşte cel puţin o unitate din op. Fie 
v1p(rs0iQj<) ~ ° ' i m d e /o e s t c a s t f e l ales. încît Vp(cS(j^)>0 pentru j ^ J o şi orice L Atunci 

v (a) = j 0 . 

14. Să se demonstreze că pentru o extindere separabilă Kjk sistemul (*) este o 
bază fundamentală a lui Op relativ la o„. 

15. Să se demonstreze ca pentru o extindere separabilă Kjk, oricare ar fi aG £3, 
'•este valabilă formula 

m 
Sp KllM)V = S e8 Sp S ^ / S p ( â ) * * 

16. Fie f(0 polinomul caracteristic al elementului aG £)« relativ la .Kjk. înlocuind 
coeficienţii acestuia cu clasele respective de resturi din S p , obţinem polinomul f(t)£ 
e £ p | 7 ] . Notăm apoi pentru fiecare s = t, . . ., m prin (ţ>s(t) polinomul caracteristic al 
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elementului a^s£ Sijfc, relativ la extinderea Sijfe/Sp. Generalizînd problema precedentă 
(în cazul cînd Kjk este separabilă), să se demonstreze că 

* f(6 = ? i (0^ . ; . 9m(0e^ 
17. Fie extinderea separabilă K/k. Alegem pentru fiecare p cîte o bază fundamen

tală aA, . . . , an în inelul Op relativ la op. Notăm 

rfp = Vp(D(a1, . . . , a„)). 

Să se demonstreze că numerele întregi dp ^ 0 sînt aproape toate nule. Divizorul întreg 
al inelului o 

*>*/* =-- n A 
P 

se numeşte discriminant al extinderii Kjk (relativ la inelul o). 
18. Să se demonstreze că divizorul prim p al inelului o nu intervine în discrimi

nantul hj^/jc (adică dp = 0), dacă şi numai dacă p nu se ramifică în O (toţi indicii de 
ramificare e$ sînt 1) şi toate extinderile S ^ / I L (s = 1, . . ., OT) sînt separabile. 

19. Fie inelul O avînd o bază fundamentală cox,. . ., ton relativă la o. Să se demon
streze că discriminantul bK/k este egal cu divizorul principal (D(cop <ow)). 

20. Folosind notaţiile ele la pct. 2 presupunem că extinderea Kjk este extindere 
Galois şi are grupul Galois G. Pentru automorfismul aG G şi divizorul % = J J Ş*W> 

din inelul O notăm 

Să se demonstreze că oricare ar fi a nenul din D este valabilă formula 

a((a)x) = (a(a))/£. 

21. Fie o im inel cu teorie a divizorilor, k corpul său de fracţii, k cz K cz K' un 
lanţ de extinderi finite, D şi £)' închiderile întregi ale inelului o în corpurile K şi, res
pectiv, K% ?$' un divizor prim al inelului D ' şi S$ un divizor prim al inelului O, care 
se divide prin $ ' . Să notăm prin e, e' şi e} indicii de ramificare ai lui $ relativ la A%, 
$ ' relativ la A* şi, respectiv, $ ' relativ la K. Un sens analog îi au gradele de inerţie*, 
f, f şi ft. Să se demonstreze că 

e' == eex, f = ffx. 

§ 6. INELE DEDEKESTDIE2STE 

1. Congruenţe modulo un divizor. Considerăm un inel O avînd cor
pul de fracţii K, pentru care există o teorie a divizorilor O* -> SX 

DEFINIŢIE. Spunem eă elementele a şi (î (?m inelul D s-m^ congruente 
modulo divizorul a e T) şi scriem 

a = p (mod a), 
daca diferenţa a — p §6 divide prin a. • 
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în cazul unui divizor principal (pi), congruenţa a = (3 (mod (pi)) 
este echivalentă, evident, cu congruenţa a = p (mod pi) în sensul 
definiţiei dată la pct. 1 § 4. Complemente. 

Să trecem în revistă cîteva proprietăţi elementare ale congruen
ţelor, care se deduc imediat din definiţie. 

1) Congruenţele modulo a pot fi adunate şi înmulţite membru cu 
membru. 

2) Dacă o congruenţă modulo a este adevărată, este adevărată şi 
congruenţa modulo b, unde b este un divizor al lui a. 

3) Dacă o congruenţă este adevărată atît modulo a, cît şi modulo 
b, atunci este adevărată şi pentru modulo cel mai mic multiplu co
mun al lui a şi b. 

4) Dacă elementul a e O este relativ prim cu a (adică divizorii 
(a) şi a sînt relativ primi), atunci din congruenţa ap = 0 (moda) 
>se deduce că p== 0 (mod a). 

5) într-o congruenţă modulo a se pot simplifica ambii membri 
printr-un factor comun cu condiţia ca acest factor să fie relativ prim 
cu a. 

6) Dacă p este un divizor prim, iar ap = 0 (modp), atunci fie 
a == 0 (modp), sau p = 0 (modp)). 

în virtutea proprietăţii (1), în mulţimea claselor de resturi ale 
•elementelor inelului O, modulo un divizor dat a, putem introduce 
operaţiile de adunare şi înmulţire. Se verifică imediat că mulţimea 
tuturor acestor clase formează inel relativ la operaţiile respective. 
Acest inel se numeşte inelul claselor de resturi modulo divizorul a şi se 
notează O/cu 

Proprietatea (6) exprimă deci faptul că fiind dat di vizorul prim 
p inelul claselor de resturi O/p nu are divizori ai lui zero. 

Să presupunem acum că O este un ordin maximal într-un corp K 
de numere algebrice. în acest caz divizorii inelului O îi vom mai numi 
şi divizori ai corpului K. 

întrucît orice divizor a al corpului K divide şi un anumit număr 
nenul a e O, iar numărul a este, la rîndul său, divizor al unui număr 
natural a (de exemplu, |iV(a)| se divide prin a), deducem că pentru 
orice divizor a există un număr natural a care se divide prin acesta. 
Pe baza proprietăţii 2 numerele care se găsesc în clase de resturi dife
rite modulo a se află şi în clase de resturi diferite modulo a. Amin
tind că în ordinul O numărul claselor de resturi modulo a este finit 
(şi egal cu an, n fiind gradul corpului K, v. demonstraţia teoremei 
5 § 2 cap. II), obţinem următoarea teoremă. 

TEDBEMA 1. Oricare ar fi divizorul a din corpul K de numere 
algebrice, inelul factor O/a este finii. 

Fie p un divizor prim din corpul K. Exponentul vp care îi cores
punde induce pe E exponentul p-adic vp, unde p este un număr prim 
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bine determinat. Deoarece vp(p) = 1, atunci vp(p)>0, deci p = 
= 0 (modp). Dacă numărul prim gest e diferit de p, atunci vp(q) = 0 
şi, prin urmare, vv(g) === 0, deci q •£ 0 (mod p). 

Inelul factor O/p, fiind finit şi fără divizori ai lui zero, este un 
corp finit (v. Complemente, §3). Deoarece oricare ar fi ae O avem 
pct — 0 (mod p) şi deci caracteristica acestui corp va fi p. în acest 
mod, este valabilă teorema următoare. 

TEOREMA 2. Orice divizor prim p dintr-un corp de numere alge-
brice e st.e divizor al unui număr prim raţional p şi numai al unuia 
singur- Inelul factor O/p este un corp finit de caracteristică p. 

Aşadar, în corpurile de numere algebrice teoria divizorilor are 
proprietatea că inelul claselor de resturi modulo un divizor prim este 
corp. In general aceasta nu este adevărată. De exemplu, în inelul 
polinoamelor ft[a?, y] de două nedeterminate peste corpul ft, inelul 
claselor de resturi modulo divizorul prim (x) este izomorf cu inelul 
polinoamelor Jc[y] în o nedeterminată şi, prin urmare, nu este corp. 

Ipoteza că inelul factor O/p este un corp, echivalează, evident, 
cu rezolubilitatea congruenţei ai; = 1 (modp). Aceasta arată că 
numai o astfel de ipoteză asigură în inelul O construirea unei teorii 
suficient de complete a congruenţelor, avînd proprietăţile congruen
ţelor uzuale din teoria numerelor. 

2. Congruente în inele dedekindiene. DEFINIŢIE. Inelul D se numeşte 
dedelvindian, dacă în el există o teorie a divizorilor O* -> î> şi oricare 
ar fi divizorul prim p e î ) , inelul factor O/p este corp. . 

Ca exemple de inele dedekindiene, în afară de ordinele maximale 
din corpurile de numere algebrice, pot fi luate închiderile întregi ale 
inelului polinoamelor k[x] de o nedeterminată, în extinderile finite 
ale corpului funcţiilor raţionale k(x) (problemele 1 şi 2). Tot un inel 
declekindian este şi inelul Ov al unui exponent v pe un corp oarecare 
(v. pct. 1 § 4), şi în general orice inel în care există o teorie a divi
zorilor, avînd un număr finit de divizori primi (problema 3). 

LEMA 1. Oricare ar fi elementul a din inelul dedeldndian O nedi
vizibil prin. divizorul prim p, congruenţa a£== 1 (mod pw) este rezo-
liibilă în O, oricare ar fi numărul natural n. 

Demonstraţie. în cazul n = 1 congruenţa este rezolubilă prin 
definiţie. Pentru cazul general vom demonstra lema prin inducţie 
după n. Dacă 

aEx = 1 (mod p) şi <x£m == 1 (mod pw), 

atunci pentru anumiţi px = 0 (mod p) şi pm == 0 (mod p) au loc 
egalităţile 

1 = a£± + pi7 1 ='a£m.-f Pm? 

17 — c. 738 
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prin înmulţirea cărora obţinem 1 = oc£'+ p ^ , unde 

l = a ^ + Z&n + S»Pl Şî Pl'Pm = 0 ( m o d p w + * ) . 

în acest .mod, 
<£, = 1 (modpw + 1) 

şi lema 1 este demonstrată. 
TEOREMA-3. într-un inel dedelcindian O există un element £ e$re 

satisface congruentele 

[ 5 s Pi (mod pj1), 

U-Sp„(modp*») 

oricare ar fi px, . . ., pOT din O gi oricare ar fi divizorii primi p l v . . . , pTO 
oricare doi distincţi-(/%, . . ., hm fiind, numere. naturale), 

Demonstraţie. Oricare ar fi di vizorul 

a, - p*i . . . p ^ p j f t 1 • • • PÎT • (î = 1» • • • > ">)•' 

putem determina elementul a?:e O care se divide prin at dar nu se 
divide prin p,. Cu lema 1 congruenţa a& s= p<(mod pj<) este rezolii-
bilă relativ la ^ e O. Se verifică imediat că elementul , 

satisface condiţiile teoremei.,, 
TEOREMA .4. Fiind date elementele a # o şi p $m meM deăeldn-

dian O, congruenţa 
<xţ = p (mod a) (1) 

este rezolubilă, dacă şi numai dacă p se âmâe p m ce'J mm mare ăivimr 
comun ăl divizorilor (a) j i a, 

Demonstraţie. Mai întîi presupunem că divizorii (a) şi a sînt rela
tiv primi, caz în care vom demonstra rezolubilitatea congruenţei (1) 
oricare ar fi p. Fie a = pj* .... p^w = Viian u n d e divizorii primi 
Pi, . . . , p « sînt oricare doi distincţi. Conform lemei 1 pentru fiecare 
i = 1, . . . , m există în inelul O elementul l[ încît a^ = p (mod p**). 
Conform teoremei 3 putem găsi pentru fiecare i cîte un element ^ 
astfel încît lt = % (mod p*<) 'şi ^ = 0 (mod a«). Este acum limpede 
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,că suma \x + . . , \ + ţm ,== £ .satisface, congruenţa a£ = ..p (mod p*f) 
oricare ar fi i = 1 , . . ., m şi, prin urmare, va satisface şi-congFuepţa^X). 

Să trecem la demonstraţia teoremei în general. Fie b = p^1 ... 
. . . p ^ cel mai mare di vizor comun al divizorilor (a) şi a. Dacă con
gruenţa (1) se verifică modulo a, atunci trebuie să se verifice şi modulo 
b" şi, deoarece a"|= 6 .(mod b)> •trebuie sa fie îndeplinită şi congruenţa 
P ,= 0;fm<M'b). î n acest'iHod a fostdemonstrată necesitătea: condi
ţiei diri^feţiimţ.;-/;. , - ••• ••*•) — — :;-': '•'•••; ; ; •••• ••.••'"•,' - '•••"• v; •: ' ; ' ! ' 

,;. ;
;yVjSa;|S^ îkx virtutea teoremei 

.3 J;|:..eŞ:|stt:in corpul ^':'un'element [i ăstfel'incît''' 

•;.'..••'.. . \ ; . / W ( ^ ) ' f = - . î « : (î = iv':".;:, w). ' V - W - V -(2) 

Tom arăta că putem alege eleMeniul jx şatisîăcînd condiţia (2), şi astfel 
î n c î t • ' '• • * ' "*•'.' 

'" " • ' • " v q ( f x ) > 0 :•' v . .. { 3 . ) 

oricare'ar fi divizorii' primi qe î>-; diferiţi de pv . . ., pTO. Presupunem 
că fi nu satisface condiţiile (3) şi fie %, . .'., q8 toţi divizorii primi dife
riţi de p19 . . ., pm pentru care vqj(p.) — — r, < 0.' Lnfun' ?n O un astfel 
de element y î n ^ vq/(y) = ^ (1 < j < *)* şi vPf(v) r=:: ° l 1 ^ * ^ m ) -
Este limpede că elementul y? =. uy satisface atît coiidiriile (2) cît şi 
(3), -afirmaţia făcută fiind demonstrată. Fie divizorul b definit prin 
egalitatea a = bb. Dacă \L satisface condiţiile (2) şi (3), atunci clemen
tul aţi- aparţine lui £> şi este relativ prim cu b. Deoarece potrivit enun
ţului p se divide prin b, atunci şi pfi aparţine lui £>. Confoim celor 
demonstrate, există un anumit element' £ 'în inelul £>, încît oqxE = 
s PJJL (mod b). Pentru orice -i = 1, . . . , m obţinem 

VP,(<^ - P) = vp.(ai4 - PH-) + î« > h - lt H- ^ = fc«, 

ceea. ce înseamnă, de fapt,, că elementul 5 satisface .congruenţa (1). 

3. Divizori şi ideale. Vom' arăta acum că într-un inel dedekin-
dian D toţi divizorii se găsesc într-o corespondenţă bijectivă canonică 
cu toate idealele nenule. 

Oricare ar fi divizorul a notăm prin 5 mulţimea tuturor clemen
tei or inelului O care se divid prin a. Evident că 5 este un ideal nenul 
al inelului O. . 

Vom demonstra în prealabil următoarea lemă. 
•.LEMA 2. Dacă a15 . . . , &s sînt elemente nenule ale inelului ăede

Jcindian D iar b este cel mai mare'dimzor comun al divizorilor principali 
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•(oj), . . . , (a,), atunci orice element a€ O c®re se divide prin J) poate fi-
reprezentat sub forma 

a = ?!% + ... • + 5, a, (£, eO)„ 

Demonstraţie. Aplicăm metoda inducţiei în raport cu s. Pentru 
s =r.1 afirmaţia lemei este imediată. Fie' s > 2. Să notăm prin bL 
cel mai mare divizor comun al divizorilor ,(jt1)', . . . , (a,__x). Este clar 
că în acest caz b este cel mai mare divizor comun al divizorilor \ şi 
(Sxfl). ;:We a divizibil prin b. Potrivit teoremei 4 congruenţa a,^ = 
==• a (mod bx) este rezoluMă relativ la elementul | e t > . Conform 
presupunerii inductive există în inelul O anumite elemente 2^,. . . , t;,^ 
astfel încît ac — £a, =,5xa14- • • • + L-i ««-r Leina 2 este demonstrată. 

Demonstraţie (teorema 5). Conform condiţiei 3 din definiţia teo
riei divizorilor aplicaţia a —> a este o injecţie. 

Me A un ideal oarecare nenul al inelului C, Oricare ar fi di vizorul 
prin p notăm 

a(p) « min vp(a)„ 

Evident că a{p) este nenul numai pentru un număr finit de divizori 
primi p. Produsul a = JT Pa(P)> în care p parcurge toţi acei divizori 
primi pentru care a(p) ^ 0 este, prin urmare, un divizor. Vom demon
stra că a = A. Fie a un element din a. Se pot găsi în A elementele 
a i v - . , a, astfel încît a(p) = min( v? (ax) . . . , \p(aj). Aceasta înseamnă 
că divizorul a este cel mai mare divizor comun al divizorilor principali 
(ai), . . . , (as). Potrivit lemei 2 elementul ae a se poate reprezenta 
sub forma a = ^a^ + . . . + 5«a, avînd coeficienţii Ef din O. Din 
această reprezentare se deduce că a e A şi deci a c A. Avînd în vedere 
şi evidenţa incluziunii reciproce A <= a, se deduce egalitatea JL =-o. 
Am demonstrat deci că aplicaţia a -+a stabileşte o corespondentă 
bijectivă între toţi divizor ii inelului O, pe de o parte, şi toate idealele 
sale nenule, pe de alta. 

Mai trebuie verificat că această corespondenţă este un izomorfism 
adi<|ă oricare ar fi divizorii a şi b avem 

a b ~ a b . (4) 

Să notăm prin C produsul ab. Deoarece Ceste un ideal nenul In O, 
există, pe baza celor demonstrate, un divizor c astfel încît O = c. 
Trebuie să demonstrăm că c — ab. Considerăm divizorul prim p 
care intervine în a şi b cu exponenţii a, respectiv, b. Atunci 

min vp (y)= min__v p(ap) = min vp(a) -f min vp (p) = a + fe. 
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Deoarece aeeasta^e-ste adevăJârt^oiiea'r'e-a^-ii divizoiTil prim p, atunci. 
..<. = <>&• şi egalitatea (4) este demonstrată. 

Din faptul că aplicaţia a-* :5 este un izomorfism,. rc:zult&r în.. 
particular, că: toate- idealele nentxle'ale inelului''© formează"relatir 
la operaţia de înmulţire un semigrup cu descompunere unică în facto
ri primi. Pentru coxistrairea unei teorii a divizorilor într-un inel 
dedekindian (în particular, în ordinul maximal al unui corp de numere 
algebrice) se poate lua, în acest mod, ca semigmp î>, seimgrupul 
idealelor nenule. Imaginea elementului a«O* prin liomomorfismul 
O* -» 35 va fi atunci idealul principal (a) generat de acest tl< ment. 
Modul acesta de construire a unei teorii a divizorilor aparţine lui 
Dedekind. 

4 Divizori fracţionări. Dacă pentru inelul £> a fost construită o 
•teorie a divizorilor O* -* î>, atunci aceasta ne furnizează o r JIU mită 
informaţie asupra structurii semigrapuîui £>*. Este natural ^ă încer
căm'- să 'obţinem, într-un mod analog, informaţii asupra structurii 
întregului grup"'multiplicativ J£* al corpului de fracţii K. hi acest 

/scop, rom extinde noţiunea de divizor. 
Urmînd tradiţia, păstxâe^ termenul de divizor pentru această 

noţiune mai largă, iar divizorii avînd semnificaţia de pină acum îi 
vom numi în continuare divizori întregi. 

DEMNipE. Fie D îminel, K corpul său de fracţii, iar pv. . . ,pw 
um sistem finit de divizori primi.- Expresia 

a=^p^ . . . p*» (5) 

mi exponenţii întregi ku . . ., km (nu nemparat pozitivi) se numeşte 
divizor al corpului K. Dacă nici un exponent h{ nu este negativ, atu* ei 
divizând a se numeşte întreg (sau divizor al inelului O). în cm contrar 
acesta se mimeşte fracţionar. 

Divizorul (5) poate fi. scris uneori mai comod ea un produs in
finit 

a = JIp<p\ ' (6) 

extins asupra tuturor divizorilor primi p, în care, totuşi, numai un 
număr finit dintre exponenţii a(p) sînt nenuli. 

înmulţirea divizorilor se defineşte prin formula 

( I I V*{V]) ( I I Pb{P)) = H Va{PHHV). 

Această regulă de înmulţire coincide, desigur, în cazul divizorilor întregi 
cu regula de înmulţire în semigrupui IX Se constată 'imediat că toţi 
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divizorii corpului K formează un grup abelian relativ la operaţia 
de" înmulţire introdusă,1' no tăt în 'cele ce urmează prin 35. Elementul 
unitate din acest grup este.''divizorul unitar e pentru !car.e toţi expo
nenţii' a(p) din'reprezentarea'"(e)'^^""nuli.', 

Deoarece orice element nenul £, e K este raportul a doua.,.elemente 
din O, potritit'condiţiei l) :din teorema 4 § 3, printre exponenţii vP 
ai corpului K corespunzători divizorilor primi p exista, doar un număr 
finit' de divizori pentru, care vpţţ) ¥" 0.. Fie aceşti exponenţi vpt...•.. 
, . .';' v'pmV Divizorul ." "" . /,'„• " 7 . ,.., 

se numeşte divizatul .principal corespiinzător, elementului;/i.e !£*, 
şi se notează prin. (5).'Această noua noţiune, de, divizor ^principal 
coincide)./evident'pentru.elementele din O.„cu cea.iniţială (v>. .pct. 4 
§3). î n virtutea condiţiei 2 din tebrem%4 §-3, divizorul principal (Z) 
ya fi întreg, dacă şi numai dacă £'aparţine inelului £j.::.< i-

Din condiţia 2 a definiţiei exponentului (§3 pct. 4), se deduce 
imediat că aplicaţia,. £,->.(.!;),•£€ J5L*, este-un homomorfism K* ~> 35 
al grupului multiplicativ.;al corpului .ÎT în grupul divizorilor 3X Con
form teoremei 2 § 3 acest liomomorfism este o aplicaţie pe tot grupul 
£:(epimorfiş.m), dacă ,ş.i numai-dacă în O. descompunerea iii-'factori 
primi este unică. Nucleul său, este, evident grupul unităţilor'inelului 
O şi deci pentru elementele \ şi Y) din JBL* egalitatea (Z) =(Y)) este-
verificată, dacă şi numai dacă £ = Y)S, £ fiind unitate în inelul O. 

Să transpunem noţiunea de divizibilitate a divizorilor întregi 
asupra -divizorilor .oarecare. Fie o = flpa(î>) şi b = • JJ -pW doi divizori 

- • • P . -. p-

arbitrari (nu. neapărat. întregi). Spunem că a se divide prin b-.,(b este 
divizor al lui a, a este multiplu de b), dacă. există un divizor întreg 
c astfel încît a ==bc. Altfel spus, divizibilitatea lui a prin b,poate fi 
caracterizată ''prin inegalităţile 'a(p)' ^ fe'(p) pentru orice p, 

Pentru a şi b arbitrari notăm d!(p) = m i n (a(p), 6(p)).- Deoarece 
numerele raţionale d(p) sînt"' "'fiule aproape. pentru toţi p, expresia 
d = J J p d ^ este divizor. Acest divizor ă se numeşte cel mai mare 

P . • • ' . • • . . • • • • • 

divizor comun al divizorilor a şi b (acesta este divizor al-lui a şi b 
şi se divide prin toţi divizorii comuni ai lui a şi. b). Analog se defi
neşte cel mai mic multiplu comun al divizorilor a şi b. 

Elementul a e Z se spune că ..este divizibil prin divizorul a = 
== JJ pa<p) dacă a = 0 sau dacă divizorul principal (a) se divide prin 
a. In .limbajul, exponenţilor, divizibilitatea lui a prin, a se, caracteri
zează prin inegalităţile vp(a) ^ a(p) pentru.:orice p. 
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• Corespondenţa'expusă la punctul precedent, între divizorii întregi, 
ai unui inel dedekindian şi idealele-sale nenule, poate să fie'extinsă 
şi asupra divizorilor fracţionări, dacă se utilizează noţiunea de ideal 
fracţionar (v. Complemente, §4, pct. 4).- ' ' ' ' 

Ca, şi în pct. 3, vom nota. cu a mulţimea tuturor elementelor cor
pului K divizibile prin divizorul a (care nu mai este neapărat 
întreg). Din condiţia 3 a definiţiei exponentului (§ 3, pct. 4) se deduce 
că dacă <x şi B sînt divizibile prin a, atunci şi a ± p se divide prin a. 
Aceasta înseamnă că mulţimea a este un grup relativ la operaţia, de 
adunare. Mai.'departe, evident că oricare ar fi a e â şi £G O produsul 
£a aparţine de asemenea lui 5. Pentru a mai pune în evidenţă o pro
prietate a grupului'a, ne vom convinge mai întîi de valabilitatea for
mulei 

' • (ÎJa '=Y(ă) {yeK*,aetb). (7) 
într-adcv&r, divizibilitatea elementului E, prin (y)a este echivalenta 
cu condiţiile Vp( 5) > Vp(v) + a(p) pentru orice p, v̂  î — 1 > $(p) 

ţr ' •' 

pentru orice p, — e 5, E, e ya (aici a(p) este exponentul cu care intervine 
V 

pîn divizorul .a). Bineînţeles că putem determina pentru orice divizor 
a un'element y e O* astfel încît divizorul (y)a să fie întreg. Formula (7) 
arată că pentru un asemenea 'y este adevărată incluziunea y$ <= €>. 

Constatăm, astfel, că mulţimea a este pentru orice divizor a un 
ideal al corpului K în sensul definiţiei de la pct. 4 § 4 Complemente. 
Presupunem, că pentru doi divizori a şi b este verificată egalitatea 
a = b. Alegem un element nenul y astfel încît divizonijyja _şi_ (y)b 
să fie întregi.-în virtutea formulei (7) putem scrie (y)a = (y)b, de 
unde se deduce că (y)a = (y)b şi deci a = b. Am demonstrat în acest 
mod că aplicaţia a --> 5 este o bijecţie (dacă inelul O nu este dedekin-
'dian, această aplicaţie nu va fi o aplicaţie , ,pen : nu orice ideal nenul 
al inelului O se reprezintă sub forma â, v. problema 11). • 

Să presupunem acum că O este un inel dedekin.di.an avînd corpul 
de fracţii K. Să luăm un ideal A al corpului K. Dacă elementul nenul 
y este ales astfel încît jA c £5, atunci yA va fi ideal nenul al inelului 
O şi de aceea, conform teoremei 5, va exista un anumit divizor întreg 
c,' astfel încît c = yA. Să notăm prin^ a = c(y)"1. Atunci yA = (y)a = 
= ya, de unde se deduce că A = 5. î n acest mod, orice ideal al cor

pului- K este imagine a unui anumit divizor prin aplicaţia a -> ct. 
Dacă a şi b sînt doi divizori, atunci alegînd elementele nenule y şi yr 

astfel încît divizorii (y)a şi (y;)b ^ă fie întregi, pe baza teoremei 5 şi 
formulei (7), se obţine 

yy'ab = (y)a-(y')b == (y)a • (y')b = ya • y'b = yy'a b, 
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de unde deducem că ab — a b. Aplicaţia a -> a e»st;e deci un izomorfism. 
De aici se deduce, în particular, că toate idealele corpului K formează 
un grup relativ la operaţia de înmulţire. Elementul unitate în acest 
grup va fi inelul 0 = e. Idealul a va avea ca invers idealul or1. 

Să formulăm generalizarea pe care am obţinut-o pentru teorema 5. 
TEOEEMA 0. Fie O un inel dedeldndian avînd corpul de fracţii 

K. Pentru orice divizor a vom nota prin â~ mulţimea tuturor elemente
lor din K divizibile prin a. Aplicaţia a ~> a este un izomorfism al 
grupului divizoriîor corpului K pe grupul idealelor corpului K. Prin 
acest izomorfism divizării întregi corespund idealelor întregi şi reciproc. 

OBSERVAŢIE. Inelele dedekindiene admit următoarea caracte
rizare abstractă. Inelul O (comutativ, cu unitate şi fără divizori ai 
lui zero) este un inel dedekindian, dacă şi numai dacă : 1) este întreg 
închis, 2) este noetlierian (adică orice ideal al lui D admite un sistem 
finit de generatori); 3) orice ideal prim nenul al lui £> este maximal. 
ISTecesitatea acestor condiţii se deduce din teorema 3 § 3, problema 
8 şi teorema 5 din acest paragraf (v. şi problema 15). î n ce priveşte 
suficienţa, a se vedea, de exemplu, cartea : ZAJRISSKI, O., SAMUEL, 
I \ , Algebra comutativă, voi. I, cap. 5, Moscova, 1963). 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că inelul k[x] al polinoamelor in o nedeterminată peste un 
copr k este dedekindian. 

2. Fie o un inel dedekindian şi k corpul său de fracţii. Să se demonstreze că 
închiderea întreagă SO a inelului o în corice extindere finită a corpului k este de aseme
nea un inel dedekindian. 

3. Să se demonstreze că un inel in care s-a dat o teorie a divizoriîor avînd un 
număr finit de divizori primi este dedekindian. 

4. Să se demonstreze că într-un inel dedekindian sistemul de congruenţe 

f £ == <*i ( m o d ttj), 

[ 5 =s am (mod am) 

este rezolubH, dacă şi numai clacă a$±= <Xj (mod b^) , i =£ , / > ^ fiind cel mai marc divizor 
comun al divizoriîor a,t şi CLJ. 

5. Fie a un divizor dintr-un inel dedekindian O. Să se demonstreze că mulţimea 
acelor clase de resturi clin SOfa, care sînt formate din elemente relativ prime cu a, for
mează un grup relativ la operaţia ele înmulţire. 

6. Să se demnostreze că dacă f(x) este un polinom de gradul n ai cărui coeficienţi 
aparţin inelului dedekindian £>, nu toţi divizibili prin divizorul prim p, atunci con
gruenţa f(x) s 0 (mod p) admite cel mult n soluţii în SO. 

7. Fie SO un inel dedekindian, p un divizor prim al inelului D şi f(x) un polinom 
cu coeficienţi din SO. Să se demonstreze că dacă elementul a e £> satisface condiţiile 

f(cc) s 0 (mod p), f (a) şâ 0 (mod p), 

atunci oricare ar fi zn> 2 există în inelul SO un clement $ astfel încît 

f(l) == a (mod pm), Ş== a (mod p). 
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8. Să se demonstreze că într-un inel dedekindian orice ideal sau este principal 
sau este generat de două elemente. 

9. Fie SO un inel dedekindian avînd corpul de fracţii K. Să se demonstreze că prin 
izomorfismul a -> a al grupului divizoriîor corpului K pe grupul idealelor corpului K, 
celui mai mic multiplu comun ai divizoriîor îi corespunde intersecţia idealelor respective, 
iar celui mai mare divizor comun al divizoriîor, suma idealelor (prin suma A + B a 
idealelor A şi B se înţelege mulţimea tuturor sumelor a -f- j3, a e A, ,36 B). 

10. în inelul £> = A*fa;, ij] al polinoamelor în două nedeterminate peste corpul k 
descompunerea în factori primi este unică şi deci în aceasta există o teorie a divizoriîor. 
Să se demonstreze că idealul A = (x, ij) al inelului £>, generat de nedeterminatele x 
şi y, nu corespunde nici unui divizor. 

11. Să se demonstreze că dacă în inelul SO avînd teoria divizoriîor £>*-> 3), orice 
ideal nenul arc forma a (ae 2), atunci acest inel este dedekindian. în particular, orice 
inel cu ideale principale este dedekindian (v. § 2, problema 12). 

12. Să se demonstreze că dacă în inelul SO toate idealele nenule formează relativ ia 
operaţia de înmulţire un semigrup în care descompunerea în factori primi este unică, 
atunci acest inel este dedekindian. 

Kt Fie £) un inel dedekindian avînd corpul de fracţii K. Dacă A şi B sînt ideale 
ale corpului K (relativ la £>), atunci prin faptul că A se divide prin B se înţelege exis
tenţa unui anumit ideal întreg C astfel încît A = BC. Să se demonstreze că divizibi
li tatea lui A prin B este îndeplinită, dacă şi numai dacă A cz B. 

14. Fie £> un inel cu teorie a divizoriîor şi p un divizor prim al inelului O. Să se 
demonstreze că mulţimea p a tuturor elementelor a€ O care se divid prin p este ideal 
prim minimal al inelului SO. (Idealul P al inelului SO se nmueşte prim, dacă inelul factor 
DjB nu are divizori ai lui zero, adică dacă produsul oricăror două elemente din SO care 
nu aparţ ine lui P nu se află sici el în P. Un ideal prim P se numeşte minimal, dacă 
nu conţine alte ideale prime te afara,; celui nul.) 

15. Să se demonstreze că în inelul £> în care există o teorie a diviziorilor orice ideal 
prim nenul P conţine im ideal prim p. p fiind un divizor prim al inelului SO.' 

16. Fie JD im inel cu teorie a divizoriîor şi avînd corpul de fracţii K. Să se 
demonstreze că oricare ar fi divizorul a clin corpul K (întreg sau fracţionar) idealul^ 
compus din toate acele elemente ale corpului K ce se divid prni a este un tf-ideal (Com
plemente J4, problema 5). Mai precis, o" este: intersecţia a două ideale principale ale 
corpului A". Să se demonstreze apoi afirmaţia reciprocă: oricare ar fi d-idealul i al 
corpului K'jixistii un anumit divizor a al corpului K încît a = A. în acest mod, apli
caţia a ^> ~ este o corespondenţă bijectivă între toţi divizorii a şi toate rf-idealele 
,4 ale corpului Ar. 

17. Fie $1 mulţimea exponenţilor corpului K ce definesc o teorie a divizoriîor peii-
irn inelul SO.-Să se ..demonstreze că dacă inelul C e s t e dedekindian, atunci 3? conţine 
toii exponenţii v ai corţrahii K pentru care v ( a ) ^ 0 oricare ar fi a€ SO. (Este adevărată 
şi reciproca : clacă 9£ conţine toţi exponenţii v ai corpului K pentru care v(a)> 0 pen
tru orice ace O, atunci inelul SO este dedekindian.) 

§7; IHVIZOHI.-IK GOEPUEI DE KUMBEB ALGEBEICE 

1. Norma absolută a uiitii divizor. Ţinîîid seama de teorema 2 
§ 5 ordinul maximal -Dai unui corp de numere algebrice este un ine-
eu teorie a divizoriîor. S-a constatat apoi, în pet. 1 §6; că inelul clase
lor de resturi. modulo divizorul prin p7 notat C/p, este un corp finit 
şi deci inelul O este dedekindian, 
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Să privim corpul E de numere algebrice ca fiind o extindere 
(de grad finit) a corpului numerelor raţionale M. Deoarece divizorii 
inelului Z al numerelor întregi raţionale pot fi identificaţi cu nume
rele naturale, vom considera că grupul tuturor divizorilor (întregi 
şi fracţionări) ai corpului B coincide cu grupul multiplicativ al 
numerelor raţionale pozitive. în pct. 2 §5 a fost definită noţiunea 
de normă. a • unui di vizor al inelului O relativ la o extindere' dată 
• K/k. în cazul 'unui corp de numere algebrice,, vom numi norma 
N(ă) ='NKIR{(%) a dîvizorului a din ordinul O relaiiv la extinderea 
K/R normă absolută a lui a. Să extindem această normă şi la divi
zorii fracţionări, luînd 

' "•" { n] Ntn) 
pentru orice divizori întregi m şi n. Atunci este .clar că aplicaţia 
•ct -> N(a) este un liomomorfism al grupului tuturor divizorilor corpu
lui K în grupul multiplicativ'al numerelor raţionale pozitive. , V. 

Norma absolută.a.clivizorului principal (E,), E,e .J5L*, este valoarea 
absolută a normei numărului E, :• . . • ...:-•• 

N{{l))^\N{i)l ' '","• ^ •(!) 

într-adevăr.' aceasta coincide pentru E, întregi cu- egalitatea (3) 

'§5. Dacă ţ ="-^-y'a şi '$' fiind întregi, atunci 

, ...... ; ., ; u . ..mv) \ m ) i •: ••:•/•• ' • ; : : 
' Gradul de inerţie / al.divizorului prim p al corpului K relativ 

la"JS se numeşte grad absolut de inerţie al lui p -(sau simplu, grad) 
Indicele de ramificare e al di vizorului p relativ la J2;;se numeşte 
indice absolut de ramificare al lui p. ' ' \-,. . • ""•', 
. .'.,',,X>acă p este divizor al...numărului prim raţional .p şi: .dacă p are 
gradul / , .atunci' conform egalităţii (11) §5 • • '•'•'• • '•'' "'v'"'" '• 

Nfr)=p'. • • • • • ( 2 ) 

'Fie p1? . . . , pm toţi divizorii primi ai corpului K care divid pe p şi 
ev ..., en indicii de ramificare/ai acestora, atunci p admite în corpul 
K descompunerea 

. P =.PÎl ••-Pa!1- : : 
Pe baza teoremei 7 §5 indicii de ramificare ê  sînt; legaţi de gradele 
fi ale divizorilor p̂  prim relaţia ' ' ' ' ' ' ' ' 

/ A + • • • + U e% = n = (Ii : B), : (3) 
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•••.;QpEOBBMA 1. Norma absolută a - divizatului -întreg a din corpul 
K de numere algebrice este egală cu numărul claselor de resturi modulo 
a ale ordinului maximal O. 
r, '•'•' Demonstraţie. Să demonstram teorema mai întîi pentru diyi-
zorul prim p. Fie p -un număr raţional prim divizibil prin p;- Gradul 
de inerţie / al divizorului p (confoipa definiţiei dată în pct. 3 §5) 
este egal cu gradul corpului rezidual 2^ al exponentului vp peste 
corpul rezidual S^.al exponentului vp. însă S^ conţine evident p 
elemente, de aceea'Ep este un corp finit cu pf elemente. în conse
cinţei,, .-..este, suficientă demonstrarea . Izomorfismului, dintre corpul 
rezidual D/p şi corpul Sp, adică:, a faptului că prin. scufundarea izo-
mo'rfa D/p -> Sp, corpul O/p' se aplică pe tot corpul ÎSp..r în acest 
scop este suficient să se arate că oricare ar fi F3 e K astfel încît vp(5) > 
•> 0, exibtă un anumit a"e O- astfel încît vp(l; — a) > 1. Să notăm 
prin qlr . . ., qs pe toţi acei divizori • primi ai corpului K pentru care 
Vgf(£) = — fe|< 0. în virtutea teoremei 3 § 6 există un anumit ele
ment y în ordinul O încît \ . 

Y s 1 (mod p), 
Y = 0 (mod q*«) • (i == 1, . . ., s). "' 

Este clar că a = y£e O şi vp(ţ— a)">l . Teorema 1 este .astfelde
monstrată pentru cazul cînd divizorul este prim, 

Pentru a demonstra teorema 1 în general este acum suficient 
să arătăm că din valabilitatea sa pentru divizorii întregi a şi b se 
deduce valabilitatea sa şi pentru produsul ah. Cu definiţia 3 din 
teorema 4 § 3 există în ordinul maximal O un anumit număr y diferit 
de zero. astfel încît a/y şi.divizorul (y)a-1 este relativ prim cu b. Fie 
în inelul O u n sistem complet de resturi a15 . . . , ^ (r =*= N(a)) modulo 
divizorul a, iar px, . . . , p* (s .= J^(b)) un sistem complet de resturi 
modulo b, Vom arăta că în acest caz cele rs numere 

formează un sistem complet de resturi modulo1 ah. Fie a un număr 
din O. Pentru un anumit i(l^ i^ r), avem 

... f • a s a f (modo). . 
Considerăm congruenţa ' / ' '"''"' . ' ' ; 

'"' " '•" y£ = a — ot| (mod ab)." : ' • ' < . : ( 5 ) 

•:Deoarece":f a fost ales astfel încît cel măi măre diyizor coittiun al 
lui (Y) şiah să fie ay iar a — -a, se/divide priri: a- diii teorema 4 §6 
rezultă că această congruenţă admite soluţie relativ la necunosctita 
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5 6 O. Dacă 5 H p; (mod ab) pentru un anumit j ( l < j < s)ţ atunci 
Y£ 3 YPJ (mod at>). Âvînd în vedere şi congruenţa (5) obţinem 

a E= oţ̂  -j~ YP; (mod ab). 

8-a demonstrat prin aceasta că în fiecare clasă de resturi modulo 
ab se găseşte cîte un reprezentant de forma (4). Mai rămîne să 'se 
verifice că numerele (4) sînt oricare două necongruente modulo ab. 
Fie 

<*«,.+ y$i = 0L.k + YPI (mod ab). 

Deoarece această congruenţă este valabilă şi modulo a, avînd în 
vedere condiţia j^O (moda), obţniem â  = afc (mod a) şi deci 
i = 7c, de unde găsim că 

Y(P* - fr) = 0 (mod ab). (6) 

Admitem că divizorul prim p intervine în divizorii a şi b cu expo
nenţii a>-0 respectiv fc>0. Ţinînd seama de condiţia VP(Y) = a 
din (6) se deduce că Vp(p;-— pe) ^ fc. Deoarece aceasta este adevărat 
pentru orice divizor prim p care intră în b cu exponent pozitiv, atunci 
P̂  = «Pi (mod b), de unde găsim j = l. 

în acest mod, numerele (4) formează într-adevăr un sistem com
plet de resturi modulo ab. Numărul claselor de resturi modulo ab. 
din inelul O este, prin urmare, ns> = N(a) • Ar(b) = Ar(ab). 

Teorema 1 este astfel demonstrată. 
Ca şi în pct. 3 §6, pentru un divizor a din corpul K (întreg sau 

fracţionar} notăm prin a idealul, care îi corespunde în corpul K7 
format din toate acele numere ae K ce se divid prin a. Kumărul y 
îl alegem astfel încît yâ <= O. Conform consecinţei teoremei 2 §2 
cap. I I mulţimea yâ este un modul în corpul K (submodul al inelu
lui O). Atunci însă idealul a este de asemenea modul în corpul K. 
Dacă ae a, a ^ 0, iar o^, . . . , t&n este o bază a inelului O, atunci 
toate produsele ac^, . . ., acâ  aparţin lui uşi aceasta înseamnă că în 
idealul a se găsesc n~ (K :B^numere liniar independente d'nK. S-a 
demonstrat astfel că idealul a este un modul complet în corpul JSL, 
oricare ar fi di vizorul a. Inelul său de stabilizatori va fi, evident, 
ordinul maximal O. Reciproc, dacă A este un modul complet al 
corpului K al cărui inel de stabilizatori coincide cu ordinul maximal 
O, atunci A va verifica toate cele trei condiţii ale definiţiei idealului 
(v. §6, pct. 4). î n acest mod, mulţimea tuturor idealelor a coincide 
cu mulţimea tuturor modulelor complete ale corpului K aparţinînd 
ordinului maximal O. 

în pct. 1 §6 cap. I I am introdus noţiunea de normă a unui 
modul complet într-un corp de numere algebrice. Din această cauză 
are sens noţiunea de norma a idealelor d. Vom arăta că norma ori-
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cărui divizor coincide cu norma idealului care i se pume în cores
pondenţa : 

\ ;• N(a)^N(a). '• (7) 
J?entru divizorii îptregi aceasta se deduce din teorema 1 a acestui 
paragraf şi din teorema 1 § 6 cap. I I . Dacă divizorul a este însă 
fracţionar, putem găsi un anumit y e ^ * , astfel încît divizorul 
(Y_1)â-=: b să fie întreg. î n virtutea teoremei 2 § 6 cap. I I vom găsi 

Jf(a) = N{b) • \F(y)\ =N(b) • \N(y)\ = N(yb) = :M{^b) ===#(«) 

şi formula (7) este astfel demonstrată pentru orice a. 
Ca ilustrare a uneia dintre cele mai simple aplicaţii a noţiunii 

de normă vom găsi o evaluare mai fină a numărului <o(a)'de numere 
neasociate dintr-un ordin maximal a căror valoare absolută a nor
mei este a (în cursul demonstraţiei teoremei 5 § 2 cap. I I am stabilit 
evaluarea <o(a) ^ an). 

Să notăm prin ty(a) numărul acelor divizori întregi care au 
norma a. Deoarece numerele a şi fî sînt asociate, dacă şi numai 
dacă divizorii principali (a) şi '((3) sînt egali, în virtutea formulei 
(1) găsim: 

<o(a)' < ty{a)..: 
Să evaluăm acum numărul ty(a). Fie 

«-J*}1 ••• fls., 
numerele pt fiind prime şi distincte. Dacă N(a) = a, atunci a = 
= at , , . an unde ai sînt luaţi numai dintre acei divizori primi p 
care sînt divizori pentru pt. în virtutea formulei (2) şi a multiplici
tăţii normei avem N{<ii) = p** şi deci <J/(a) = ^{pl1) .•.•. <\>(pk

s
s). 

Din această cauză este suficient să găsim o evaluare a lui ty(pk). 
Fie pv . . . , P W toţi divizorii primi care divid pe j?, iar /1? . ..,/TO 
gradele lor. Considerînd egalitatea 

problema se reduce la evaluarea numărului de soluţii ale ecuaţiei 

J\x\ v • • • ~T Jm ®m ==: &5 

relative la necunoscutele nenegative xt. Deoarece, evident, 0 < 
^ Xi< &, numărul acestor soluţii nu este mai mare decît (fc +..l)m. 
însă m < n = (K : E) şi deci 

*(«)< ((^i + l ) . . . ( * . + ! ) ) " . 
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Expresia aflata în piarahteză în membrul drept este egală, după 
cum se ştie, cu -r(a), numărul divizorilor lui a. Âm obţinut astffl 
evaluarea •''• ,'''' 
; ,., ,, .. ,-,>,,,.,,, ; ;M*)£/M*) <.{*(<*))*• (8) 
Pentra;,ă compară'evaluarea (£) cu cea ahterioară oo(a) < aw, să obsfer-
văm că pentru orice e,> 0. raportul V-V-4-tinde către zero cînd a -*> oo. 

az 

2* Clase de divizori. DEFINIŢIE. Boi divizori a şi b din corpul 
K de numere algebrice se numesb echivalenţi şi se notează a ~ b, dacă 
difem 'printr-un"factori care este divizor principal: a == b(a), ae _£[*. 
Mulţimea- tuturor divizorilor din corpul JBL, echivalenţi CU un divizor 
dat a, s<3 numeşte clasă de divizori :şi se' notează prin [a]. 

în limbajul teoriei grupurilor echivalenţa a ^ b înseamnă că 
divizorii a şi b aparţin aceleiaşi clase factor a grupului cît obţinut 
prin factorizarea grupului tuturor divizorilor prin subgrupul divi
zorilor principali, Clasa divizorilor [a] poate fi deci definită şi ca 
fiind clasa factor relativ ia subgrupul divizorilor principali care îl 
conţine ca reprezentant pe a. Egalitatea claselor [a] = [b] şi echi
valenţa a ~ b exprimă, bineînţeles, aceeaşi situaţie. 

IsTotăm, pentru orice două clase de divizori [a] şi [b], 
[ a h " [ b ] = [ah], 

Se verifică imediat că produsul claselor de divizori astfel definit nu 
depinde de alegerea reprezentanţilor a şi b din clasele care se înmul
ţesc şi faptul că toate aceste clase formează, relativ la operaţia de 
înmulţire respectivă un grup comutativ : grupul claselor de divizori 
ai corpului K. Elementul unitate va fi în acest caz, evident, clasa 
[e] formată din toţi divizorii principali. Elementul invers clasei 
[a] Va fi clasa [a""1]. 

în limbajul teoriei grupurilor grupul claselor de divizori va fi 
grupul cît al grupului tuturor divizărilor prin subgrupul divizorilor 
principali. 

Grupul claselor divizorilor şi, în particular, ordinul său (numărul 
claselor de divizori) sînt caracteristici importante ale corpului K 
de numere algebrice. Dacă numărul claselor de divizori este 1, aceas
ta înseamnă că toţi divizorii sînt principali, ceea ce, echivalează 
cu unicitatea descompunerii în factori primi în inelul numerelor 
întregi din corpul K (teorema 2 §3). Prin urmare, pentru ca descom
punerea în factori primi sa fie unica? este necesar şi suficient ca 
numărul claselor de divizori să fie unu. Problema unicităţii descom
punerii în factori primi în corpul K este, în consecinţă, un caz par
ticular al celei privind determinarea numărului claselor de divizori 
în acest corp. Vom arăta în continuare că acest număr este finit. 
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TEOIIEMA 2. Grupul claselor de [divizori al oricărui corp de 
\ numere algebrice este finit. 
\ Demonstraţie. Din definiţia echivalenţei divizorilor rezultă ime-
uiat că divizorii a şi b sînt echivalenţi, dacă şi numai dacă idealele 
ţâre le corespund â, respectiv, "b sînt asemenea (în sensul asemănării 
jşnodulelor : v. cap. I I , § 1, pct. 3). Grupării divizorilor în clase de 
divizori echivalenţi îi corespunde, prin urmare, gruparea idealelor 
qorputui K (adică a acelor module complete ale căror inele de stabili
zatori sînt date de ordinul maximal al inelului O al tuturor nume
relor întregi din corpul K) în clase de ideale asemenea. Ţinînd seama 
însă de teorema 3 § 6 cap. I I numărul claselor de module asemenea 
avînd inelul de stabilizatori dat este finit, deci şi numărul claselor 
de divizori echivalenţi este finit. 

OBSERVAŢIA. 1. Am dedus teorema 2 ca o,. consecinţa directă 
a teoremei 3 § 6- cap. I I . Demonstraţia acestei ultime teoreme s-a 
sprijinit pe'utilizarea unei metode geometrice, şi anume pe lema lui 
iVIinkovski asupra unui corp convex. î n acest mod, teorema 2 a fost 
demonstrată, de fapt, recurgînd de asemenea la teorma lui Minkovski. 

OBSERVAŢIA 2. Din demonstraţia teoremei 3 § 6 cap. I I se poate 
'deduce următoarea, precizare asupra teoremei 2. î n fiecare clasă 
de divizori ai corpului K de numere algebrice de grad -i\ -— s +-2t 

/ 2 V '' - -
exista un divizor întreg de normă cel mult î—•: I }/ ji> |, D fiind dis-

..criminahtul corpului K (adică discriminantul inelului numerelor 
întregi ale corpului K). Fie [b] o clasă -de divizori. Atunci idealul 
.b"1 admite ca ideal asemenea pe A'— ab_1, care' satisface condiţiile 
A => O şi {A : O) ^ ( j f |i>| (v.'demonstraţia teoremei 3 §;6 cap. 

II) . Deoarece idealul A include pe D, divizorul care îi corespund^ va 
fi inversul idealului întreg A = cr1, a fiind întreg. Din egalitatea 
a"a = b _ 1 se deduce că ci(a) = b, adică divizorul întreg a aparţine 
clasei [b] şi conform problemei 2). 

TEOREMA 3. Bacă numărul claselor de divizori ai corpului K 
este A, atunci puterea a h-a a oricărui divizor este divizor principal. 

Demonstraţie. Enunţul teoremei este o consecinţă imediată a 
unei teoreme elementare din teoria grupurilor, conform căreia ordinul 
oricărui element al unui grup finit este divizor al ordinului grupului. 
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Fie a un divizor. Deoarece [ah] este element unitate al grupului 
claselor de divizori, atunci [ah] = [e] şi deci divizorul ah estp 
principal. I 

•CONSECINŢĂ. Dacă numărul li al claselor de divizori ai corpului 
K nu se divide prin numărul prin l şi dacă divizorul a1 este principii, 
atunci şi a este principal. I 

într-adevăr, conform ipotezei există două numere întregi raţio
nale u şi v astfel încît Iu -\- hv = 1. Deoarece divizorii ctz şi ah sînt 
principali (primul prin ipoteză, iar cel de al doilea conform teoreriiei 
3), înseamnă că divizori alu şi ahv sînt tot principali. în acest $az 
şi produsul lor alu+hv= a este di vizor principal. 

După cum se deduce din problema 20, orice corp K dejiuniere 
algebrice poate fi scufundat într-un anumit corp mai larg K, astfel 
încît orice divizor din corpul Ii să fie divizor principal în corpul K. 
S u putem să afirmăm totuşi că toţi divizorii Corpului K sînt prin
cipali : corpul K are divizorii săi (care nu sînt neapărat imagini 
ale divizorilor corpului K, v. teorema 3 §5) şi aceştia nu sînt neapărat 
principali. Se pune problema dacă pentru un corp E dat poate fi 
determinat j in anumit corp K de numere algebrice, astfel încît 
K c K şi K să aibă o singură clasă (pentru care deci h =r 1), Un 
asemenea corp K poate fi determinat în anumite cazuri foarte simple. 
De exemplu, corpul JBf—5) care mi are o singură ela8ă, pe care l-am 
întîlnit în pct. 3 §2, este inclus în corpul /?(]/-*5, ][ — X) care nu 
are decît o clasă. î n general însă răspunsul la problema pusă este 
negativ (G-OLOB, E. S., ŞAFAREVICI, I. R., Despre . turnul corpurilor 
de clase, Izv. A.N.S.S.S.K., ser. mat,, 28, N° 2, 1964, 262-272). 
Mai mult, se poate arăta că nu este posibilă scufundarea corpului 
într-un corp cu o singură clasă decît daca numărul de divizori 
primi ai discriminantului său este mai mare decît o anumită margine 
care depinde numai de gradul (K: B). De exemplu, corpul pătr^tic 
E{ţ4) nu poate fi scufundat într-unui cu o singură clasă dacă dis
criminantul său conţine mai puţin de opt numere prime distincte 
în cazul d>0 şi mai puţin de sase numere prime"distincte in cazul 
d < Q,, Există însă o infinitate de corpuri pătratice imaginare care 
conţin în discriminanţii lor patru factori primi distincţi şi deci nu 
pot fi scufundate în corpuri avînd o singură clasă. Exemple de astfel 
d e corpuri sînt: E ( | / - 1 3 -17 -43 -53), B{f~2 '..23 -41 -73), 
B{)j—11 -89 .257) (v. KOCH, H., Cfaloissclie Theorie der p-Erwei-
îerungen, Berlin, 1970). 

Pînă în momentul de faţă rămîne deschisă problema dacă nu
mărul corpurilor avînd h = î este în general infinit, cu toate că o 
parcurgere a tabelelor existente arată că asemenea corpuri sînt 
întîlnite relativ frecvent (v. tabelele care dau numărul li pentru 
corpurile pătratice reale şi corpurile cubice reale). 
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Cu toate că pentru unele clase de corpuri (de exemplu, pentru 
Drpurile pătratice şi cele ciclotomice, v. cap. V) au fost găsite for-
bile care dau numărul claselor, în cazul general se ştie foarte puţin 

despre numărul fe şi cu atît mai mult, despre grupul claselor de divi
zori. Printre puţinele teoreme generale asupra numărului li se află 
şilteorema Siegel-Brauer, care afirmă că pentru toate corpurile avînd 
gradul n fixat, numărul li al claselor de divizori, regulatorul B şi 
dilcriminantul D sînt legate prin următoarea relaţie asimptotică : 

In (Ml) 
In (YW\) 

1 cînd \D\ -** oo (*) 

(BEATJEE, E., On the zeta-functions of algebraic number fielăs, Amer. 
J . Math. 69, S ! 2 , 1947, 213—250). Deoarece pentru corpurile pă
tratice imaginare regulatorul este 1, atunci din (*) se deduce că în 
cazul acestor corpuri li ~+ oo cînd \D\ ~» cx>. Obţinem astfel, în j>ar-
tieular, că există doar un număr finit de corpuri pătratice imaginare 
pentru care h = 1. Din tabele se deduce că există nouă corpuri pă
tratice imaginare pentru care h = 1 (discriminanţii lor sînt —3, 
—.^ __7, —8, —11, —19, - 4 3 , —67, —163). î n ultima vreme s-a 
demonstrat că aceste nou&= corpuri sînt singurele corpuri pătratice 
imaginare pentru care li — 1. Eelaţia (*) nu conduce la nici o infor
maţie despre comportarea numărului li. deoarece nu cunoaştem 
mărimea regml^toruîui E. 

Este interesant faptul că presupunerea finititudinii numărului 
de corpuri pătratice imaginare cu li = 1 (în limbajul formelor pătra
tice binare) a iost avansată'prima dată în 1801 de către Gauss, care 
a găsit cele nouă corpuri enumerate anterior şi a verificat că printre 
corpurile cu |D | < 3000 nu se mai găsesc şi altele de acest tip. Pro-
bleiiia a rămas deschisă multă, vreme şi numai în a^nul 1934 a fost 
rezolvată ^afirmativ. Anume, Heilbron si Linfoot au demonstrat, 
folosind metode analitice, că nu există mai mult de zece corpuri 
pătratice pentru care li = 1. Problema existenţei celui de al zecelea 
corp a fost numită Ţjroblema celui de al zecelea discriminant şi a fost 
rezolvată pentru prima oară în 1952 de către Heegner care a folosit 
legătura foarte frumoasă care există între teoria corpurilor pătra
tice imaginare şi funcţiile .modulare, (HEEGHER, K., Diopliantisclie 
Anafafsis und ModulfunMionenyMa>tli. Z, 56, 1952, 227—253). Totuşi, 
datorită expunerii neclare raţionamentele lui Heegner au rămas mult 
timp neconvingătoare. î n anul 1967 Stark a găsit o nouă demon
straţie a inexistenţei celui de al zecelea corp (STARKH. M.? A complete 
determination oj'the complex quadratic fielăs of class-number one% 
Michigan Math. J . 14 N* 1, 1967, 1—27). Ourîncl după aceasta Den* 
ring şi Bir eh au clarificat complet raţionamentele lui Heegner 
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(DEUBÎMG, M., Imaginare quadratisclie ZaUhorper mit cler Klassenzafil 
jBinş,Invent. matli. 5 E"â 3,. 1968* .169—179 ;/-.Bircli, ,B. ' J,,, . .Dp-
phantine analysis and modular funetions, AlşeTbr.-.-Geom., Londgn, 
1969, 35—42). . .'y. " . I ' 

3. Aplicaţie, la teorema M , Fermat Bezultatele. din punctele 
.precedente ne. dau posibilitatea. să demonstrăm valabilitatea; teo
remei 1 § 1. pentru o clasă mult mai largă de exponenţi î„- i 

TEOREMA 4. Fie l un număr prim impar şi £ o rădăcină pfîmi-
iivă de ordinul l. Bacă numărul claselor de divizări ai corpului B(X) 
nu se divide prin Z, atunci exponentul l verifică 'primul caz al teo
remei lui Fermat. 

•. Demonstraţie. Procedăm prin reducere la absurd, .presupunînd 
că ar exista nişte, numere întregi, raţionale oct, #, s, nedivizibile, prin l 
şi care verifică ecuaţia . *. -;.. , ..!•,..;••;• • . 

- ? x l -f- yl
s =l$K ' '/' " : ' •' 

Evident, se-poate considera că i», y şi z sînt relativ prime., î n inelul 
numerelor întregi' din/corpul S(Q această egalitate' se poate" scrie 
sub forma . 

' . . . - . '••-.., i 

•Deoarece #.,+...# = xl + yl ^,zl = 3 (mod l) .şi z, nu este ;.divizibil 
.prin l rezultă că nici x + y nu. se divide'prin L în-acest, caz, aşa 
cum s-a constatat la demonstraţialejnm 5. | l , .pentru m ţk ^(mod'z) 
există în ineluL^[Q. nişte,.nuinere' ,|0, şi: YJ8 a s t f e l î n c î t '•• •• 

• \ ;x , r ;'•'(«. + , ^ y W + ( ă - Y ^ y ) ^ : - . 1 . - . , '. /,;, V '; ' ' / , 

Prin urîiiare, _ divizorii' principali'.. \x :jr ţ*y) (&=:%;!!, w.U,,i ~~".l) 
sinţ/oricâle doi relativi primii. Deoarece produsul lor-;este 0 puiere 

' a l — a (a divizoralui (z))r fiecare djntre .aceşti diyfpri •Maţ ^separat 
trebuie să fie' o, putere a Z-a. î n particular, ; ' ' Z Z . • *-' ^^'V'^ 

• '(0 + îy)-=aS - • ; • :V-

unde a este un divizor întreg din corpul "#(£); Conform enunţului, 
numărul claselor de divizori ai corpului B(ţ) nil se divide prin î şi, 
prin urmare, din consecinţateorentei -3 se deduce că di vizorul'a 
£ste principal, adică a:= (a), unde a aparţine ordinului maximal 
O = Z[Q al corpului J2(C). Din egalitatea 

(x+ Zy)= (OL1) 
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se deduce acum că 
\ #• + £# '= ea', 

uWe e este unitate în inelul £>. într-un mod analog obţinem şi 
! x — Xg, = £ t a i 

( 4 G O, Si fiind unitatea din O). Egalităţile obţinute aşa ciim s-a 
arătat în pct. 3 §1, conduc la contradicţie (în această etapă a de
monstraţiei teoremei 1 §1 nu am folosit unicitatea descompunerii). 
Teorema 4 a fost astfel demonstrată. 

Acele numere prime impare 7, pentru care numărul claselor de 
divizori ai corpului JS(C)V ^ — 1? nu s e divide prin î, se numesc 
regulate, iar toate celelalte, neregulate. Folosind considerente foarte 
frumoase atît din teoria numerelor cît şi analitice, Kummer a obţinut 
un criteriu destul de simplu (pe care îl von expune în cap. V, §6, 
pct. 4) care permite o verificare imediată a faptului că un număr 
prim l dat este sau nu regulat. Prin utilizarea acestuia putem cons
tată că printre numerele prime mai mici decît 100 nuttiai trei sînt 
neregulate, şi anume 37,59 şi 67, toate celelalte fiind regulate. Pentru 
a arăta în ce măsură clasa de exponenţi Z supuşi teoremei 4 este mai 
largă în comparaţie eu cei care intervin in teoremă 1 §1, să observăm 
că printre numerele prime impare mai mici decît 100 numai primele 
şapte numere : 3, 5,>?, 11, 13,17 şi 19 conduc la corpul IS(£), ţl == 1, 
în care pentru inelul D^IZ['£] descompunerea în factori primi este 
unică. ••-.••: • • • : " ; ' 

î n prima sa lucrare Kummer a emis ipoteza că există un număr 
finit de numere prime neregulate. într-o lucrare mult mai tîrzie a 
abandonat această idee şi a presupus că (pe un interval suficient de 
mare) numerele regulate'sînt, în medie, de două ori mai multe decît 
cele neregulate. Actualmente, utilizînd calculatoare electronice, s-a 
arătat că dintre cele 724 de numere prime impare mai mici decît 
5500, 285 sînt neregulate şi 439 regulate. Tabelul tuturor numerelor 
prime neregulate mai mici decît 5500 este anexat la sfîrşitul cărţii. 
Aşa cum a arătat Jensen (v. cap. V, § 7, pct. 2), există o infinitate de 
numere prime neregulate. ~Sn se cunoaşte pînă în prezent, dacă 
există o infinitate de numere prime regulate; în acelaşi timp nu există 
nici un fel de considerente care să indice că numărul acestora ar 
fi finit. 

In ultimul timp s a ; emis presupunerea ca raportul -7-^— 

dintre numărul numerelor prime neregulate a(x) şi numărul numere
lor prime regulate p($), aflate pe intervalul (1, #)* cînd x -• oo? 
are ca limita fe — 1 = 0, 6487 . . . , e fiind baza logaritmilor naturali 
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(siECfEL c. L., Zu, mei Bemerkungen Kummers, îsaclir. Akad'. 
Wiss. Gottingen. I I . Math.-pliys. Kl., K° 6, 1961, 51—37). / 

Primul caz al teoremei lui Fermat referitor la exponentul^ 
este şi în legătură cu numărul claselor de divizori ha ale corpuftu 

/ 2TC \ | 
B(ţ+X~x) = S\2 cos-y—)• S e constată.uşor .că E{t + C"1) # t e 
format din toate numerele reale ale corpului JR(C). Vandiver a arăiat 
că dacă numărul h0 al claselor de divizori din corpul M(ţ + C^1)? 
ţl == 1 nu se divide prin l, atunci pentru divizorul prim l este valabil 
primul caz al teoremei lui Fermat (VANDIVEK, II . S., FermUfs 
last theorem and the second factor in the eyclotomie class mtmber,Bull. 
Amer. Math. Soc, 40, N^ 2, 1934,, U8-126)*) . Nu se cunoaşte, 

" totuşi, dacă -există numere prime l pentru care numărul h0 al claselor 
de divizori din corpul JK(£ + C"1) să se dividă prin L S-a verificat 
doar că printre numerele mai mici ca 5500 nu se găseşte vreun astfel 
de număr (v. ultimul aliniat al acestui punct). Este interesant să 
observăm că dacă h0 nu se divide prin l, atunci ecuaţia xl + yl = zl 

nu admite soluţii nici în numere întregi din corpul B(t + K"1), 
relativ prime cu l (MORISHIMA, T.,. tibet die Fermatsche Verm%itiing} 
XI, Japanese J . Math., 11, B ' i , 1935, 241-252). 

Punem aici în evidenţă cîteva alte situaţii referitoare la primul 
caz al teoremei lui Fermat. Wieferich a arătat că primul caz al teoremei 
lui Fermat este valabil pentru orice număr prim l care verifică 
condiţia 2'-* ^ 1 (mod Z2} (WIEFEKICH, A., Zum letzten Fermat-
*cken Theorem, Journ. fur Math., 136, 1903, 293-302). Pentru a 
arăta forţa acestui rezultat excepţional, să observăm că printre 
numerele prime nu mai mari ca 200 183 numai două, 1093 si 3511, 
verifică congruenţa 21-1 = 1 (mod l2) (PEAUSON EENA H., ' Math. 
Comp.-17,NI 82, 1963, 194-195). Nu se ştie, totuşi, dacă numărul 
acestor numere l este sau nu finit. Ulterior, o serie de autori a stabilit 
valabilitatea primului caz al teoremei lui Fermat pentru toate acele 
numere l pentru care q1"1 = 1 (mod Z2'), q fiind un număr prim care 
nu este mai mare ca 43 (MIEIMANOFF, D., VANDIVER,, H. S., 
EUOBENIITS, G., POLLACZEC, F . , MOBISHINA, T. , EOSSEE, ' J . B . ) . 
Aceasta a permis să se verifice valabilitatea primului caz al teoremei 
lui Fermat pentru toate numerele prime nu mai mari decît 253 747 889 
(LEHMER, B . H., LEHMEE, EMMA, On the fir st case of FermaVs 
last theorem, Bull. Amer. Math., Soc 47, NZ..2, 1941/139—142). 

In §7 cap. V vom demonstra că pentru numere l regulate este 
îndeplinit şi cel de al doilea caz al teoremei lui Fermat. î n acest 
mod, teorema lui Fermat este adevărată pentru toţi exponenţu 

*) La ora actuală se ştie că demonstraţia Iui Vandiver este incompletă (v. 
£,ANG, S., Ctjclotomic fieids I I , Springer, 1980) (N.T.). 
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\ 
ţrirni regulaţi l. Acest rezultat a fost obţinut de către Kummer în 

i'iinul 1850. * • . . . . , 
: în ce priveşte cazul exponenţilor neregulaţi, pînă astăzi sînt cunos

cute foarte puţine chestiuni generale. Rezultatele cele mai substan
ţiale aparţin lui Vandiver. între altele, el a obţinut cîteva criterii 
care asigură valabilitatea teoremei lui Fermat pentra un anumit 
exponent neregulat l (VANDIVER,' H. S., Bxamination of methoăs of 
aikwk on the second case of FermaVs last theorem, Proc. Nat. Acad. 
Sci. USA, 40? N I 8,1954, 732 -735) . Unul dintre criteriile lui Vandiver 
constă în următoarele. 

Fie l un număr prim neregulat. Să notăm prin 2av ...72e8 
indicii acelor numere Bernoulli i>2, Bv . . ., J5?_3 ai căror numărători 
sînt divizibili prin / (consecinţa teoremei 2 §6 cap. V). Mai âepşi^te, 
alegem un număr natural it, astfel încît numărul p = 1 + M să fie 
prim şi mai mic decît P — / şi nn număr natural t astfel ca f ş£ 1 
(modp). Pentru orice a, ales dintre numerele a, . . ., as, să notăm 

k m 
Qa = fT II {f-±)rl-i-*a-

f = l , 

Criteriul lui Vandiver afirmă că, dacă pentru orice a = at (i = 1, . . . 
,'. . , s), se. verifică' 

Ql & 1 (modp), (**) 

atunci pentru numărul prim neregulat l considerat, teorema lui 
Fermat este adevărată. Dacă cel puţin pentru un a congruenţa 
Ql = 1 (modp) este satisfăcută oricare ar fi valorile admisibile ale 
lui fc şi tj criteriul dat nu poate fi aplicat acestui l iar problema vala
bilităţii teoremei lui Fermat rămîne deschisă. 

Aplicarea practică a criteriului lui Vandiver necesită un volum 
considerabil de calcule, ceea ce îl face aplicabil numai apelînd la 
calculatoare electronice rapide. Actualmente, cu ajutorul calculatoa
relor electronice, s-a verificat teorema lui Fermat pentru toţi expo
nenţii pînă la 5500 inclusiv (pentru numărul prim 5501 problema 
este deschisă). Este interesant că aplicînd criteriul lui Vandiver 
pentru toate numerele neregulate l mai mici ca 5500 s-a obţinut un 
rezultat pozitiv pentru t == 2 şi cea mai mică valoare admisibilă 
pentru fe. 
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Se'observa, de asemenea, că din condiţiile' (**) rezul,ta^-'de'-ade
menea că numărul Ji0 al claselor de divizori din subcorpul real 
^ (C+C^ 1 ) al"corpului. Z-ciclotomie J?(C)'nu se divide prin l. 

4. Probleme de efeetivitate.. Am trecut pînă ;acum.-.snKi.tăeere 
problemă construirii efective a divizorilor peritru un cOirp;,/£ de 
numere algebrice dat. Deoarece diyizorii sînt complet definiţi.-dîn-
du-se toţi divizorii primit,aceştia fiiptd, la rîndul lor, definiţi -de <către 
exponenţii corpului K, problema pusă se reduce la construirea efec
tivă a tuturor prelungirilor pe corpul K a exponentului vP al corpu
lui JS, pentru fiecare p fixat. în afara enumerşrii divizorilor. primi 
este importantă şi existenţa unui algoritm finit peritru calculul numă
rului' h al claselor de divizori din corpul IC Numai într-o ' astfel de 
situaţie rezultate, precum cele obţinute la punctul, precedent, .asu
pra teoremei lui Femiăt, vor avea o valoare reală. , .'•" 

Vom arăta în acest punct că atît construirea prelungirilor ex
ponentului Vp, cît şi calculul numărului h se realizează cu ajutorul 
unui număr finit de. operaţii. < 

Fie 0̂  inelul exponentului v̂  în corpul B (adică inelul numerelor 
p-întregi raţionale, v. cap. I, §3, pct. 2) şi Dp închiderea sa întreagă.. 
în .corpul K. Fiecare număr £e Dp este rădăcină a polinomuluî t* + 
. + -a1tlc'1 + . . . +'' 'ak cu coeficienţii ^-întregi at. Dacă notăm cu w 
numitorul comun al tuturor numerelor a^ atunci numărul m% = a 
va fi rădăcină a polinomului t* + ma^^ + . . . + mFa* avîxţd.coefu 
cienţii în Z$ adică va aparţine inelului O al tuturor numerelor întregi 
din corpul K (ordinului maximal). Este adevărată, desigur, şi afir
maţia reciprocă : dacă a e O şi întregul raţional m nu se divide prin 

p, atunci — e Dp. în acest fel, inelul Z)p coincide cu mulţimea nume-

relor avînd forma —-, unde d e O ş i întregul raţional m nu se divide 
m. ' ... ţ . 

prin p. Să considerăm o bază fundamentală o)v . . . , cow a corpului K 
(adică o bază a inelului D peste Z), Potrivit celor arătate, numărul 
ţeK reprezentat sub forma 

l = a^x + . . . -f anan (at e E) , 

va aparţine inelului Dpi dacă şi numai dacă toţi at vor fi ^-întregi. 
în virtutea teoremei 7 §4 prima problemă care ne-am pus-o 

(construirea unei prelungiri a exponentului v̂ ) se reduce la găsirea 
unui sistem complet de elemente prime oricare două neasociate 
7^, . . . , Tcm din inelul Qp. într-adevăr, dacă vor fi determinate ele-
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mentele prime ^ , atunci pentru orice .£€ O* putem găsi imediat 
o descompunere 

S = 7)7^. . . . T&, (9) 

unde vj este unitate în. Dpm î n acest scop trebuie să împărţim pe £, 
pe rînd, cu fiecare dintre elementele TU$, pînă cînd citul nu va apar
ţine inelului Dp; într-una dintre aceste împărţiri se va obţine citul 73, 
-care nu se mai divide xirin nici unul dintre elementele prime TT,: şi 
deci este .unitate în O^. Deoarece orice element din K este raportul 
a două elemente din Op .(chiar din O),, înseamnă că putem.găsi şi 
pentru orice ê..JBf* o reprezentare de forma (9).' Astfel sînt definiţi 
toţi. exponenţii vx, . . . , vm .d in 'K constituind prelungiri: ale lui .vp. 
Indicii de ramificare elx\. ., em 'ai" acestor exponenţi., sînt definiţi 
după cum se. ştie, prin descompunerea p = STCI1 . . . izZ (s este 
unitate. în Op). ":, . . ' 

... Fie TC un element prim al inelului O P . Deoarece,,numerele întregi 
raţionale care nu se divid.prin.p sînţ unităţi în ©p, se poate consiliera 
că .7ie O. Oricare ar fi a e O , numrăul n -f p2a. = ?t | 1 -ţ-—±—a J 

va fi asociat cu 7% astfel. că •factorul 1 -(- ——.a aparţine lui Op şi nu 

se divide prin nici "unul dintre .elementele prime TC1, . \:!"r ixm .în acest 
mod, putem extrage, un. sistem.'complet' de .elemente;prime din Dpy 
oricare,.două,-.neaşpciate, dintre numerele : de ''foriiia': 

a ? ^ + . . . + #»<aw, 

unde 0 < xi < p2 (i = 1, . . ., n). Deoarece numărul acestor numere 
este finit, sistemul căutat, de, elemente prime1-se va găsi după un 
;niimăr..finit de „operaţii, determinînd . astfel,; exponenţii \ , . . . , vm,' 

•-.:• Pentru găsirea gradelor /1? ,• ..,/TO ale divizorilor primi p1, -.... 
.,..,., pm, care corespund'exponenţilor găsiţi;^!,: . . . , vm se poate uti

liza' teorema 5 §•&., Potrivit acestei .teoreme pentru .fiecare .element 
prim TcfG.O din,inelul-Dp găsiţii., .. 

••• .. , • : • • ' . . . ,• ; • # f a ) ^ P f i a , _ . • ' „ ' ; . . . ' • ' . . ' " • ' 

unde întregul raţional a nu se divide prin p. Gradul de inerţie ft 
al di vizorului prim p^ este, prin urmare, exponentul acelei puteri 
cu care p intervine în numărul întreg raţionai N(nil. 

Trecem la cea .de a doua problemă pe care ne-am pus-o, asupra 
efectivităţii calculului numărului h. al claselor de. divizori. • 
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In observaţia 2 de la „teorema 2 8-a constatat că în fiecare clasă 
de divizori se află un divizor întreg a pentru care 

M*) < ( ^ ) V w i (10> 
(v. în această privinţă şi problema 9). Fie 

av ... .,aN (11) 

toţi divizorii întregi ai corpului II satisfăcînd condiţia (10). Aceşti 
divizori sînt în număr finit, deoarece în K se află, desigur, numai un 
număr finit de divizori de normă dată (pentru a fixat, din egalitatea 
JST(p{\ . . ., P2T) = a rezultă imediat atît mărginirea numerelor 
prime jt>, care sînt divizibile prin p,-, cit şi a exponenţilor pozitivi ht). 
Pentru a determina numărul claselor de divizori trebuie ca din sis
temul (11) să extragem un subsistem maximal de divizori oricare 
doi neechivalenţi. Pentru a realiza practic aceasta este necesar să 
putem stabili, oricare ar fi doi divizori, dacă aceştia sînt sau nu 
echivalenţi. Fie a şi b doi divizori întregi. Fie (3 un număr nenul din 
K care se divide-prin b şi să consideram di vizorul ob_1(p). Divizorii 
a şi b sînt echivalenţi, dacă şi numai dacă ditizorul întreg a b""3((3) 
va fi principal. în acest fel avem posibilitatea de a decide dacă un 
divizor întreg dat este sau nu principal. 

Să notăm prin a norma di vizorului întreg <t. în pct. 4 §5 cap. .11 
-̂a arătat că în ordinul maximal £5 putem găsi, după un număr finit 

de operaţii, im sistem finit de numere 

%, . . . . , "Or (12) 

avîntr normai :±?w,<eu proprietalea că orice ae O avînd norma r^a 
este asociat cu unul dintre numerele acestui sistem. Dacă divizorul 
a este principal, adică a — (a), ae ©*, atunci f-AT(a)( = .a şi, prin 
urmare, pentru un anumit i(l < i < r) vom găsi a = ( a j . în acest 
fel, dacă sistemul (12) este determinat, atunci pentru a decide dacă 
di vizorul a este sau nu principal trebuie doar să se verifice clacă 
nu cumva coincide cu unul dintre divizorii principali (oj), . . . , (ar). 

Aceasta demonstrează chiar faptul că problema calculului nu
mărului h pentru un corp X dat se rezolvă într-un număr finit de 
etape. 

Descompunerea numărului prim raţional p în divizori primi 
se obţine adesea destul de simplu, conisderînd normele numerelor 
cu h. termeni (k > 2). Pentru expunerea acestei aplicaţii ne mai este 
necesară încă o afirmaţie auxiliară. 
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Fie 8 un număr întreg primitiv din corpul K de numere alge
brice de gradul n. Indicele ordinului ©'== {1, 8, . . . , 8W_1} în ordinul 
maximal © se numeşte indice al numărului 8. 

liEMA. Dacă ăivizorul prim p nu este divizor al indicelui le al 
numărului 6, atunci orice număr întreg ae K este congruent modulo 
p cu un număr din ordinul ©' = {1, 8, . . . , 6W_1}. 

într-adevăr, deoarece p^ft, se deduce koo = 1 (mod p) pentru 
un ;o întreg. Sa notăm y = fooca. întrucît kae ©', atunci YG ©', 
iar a = y (mod p). 

CONSECINŢA. Dacă p nu este divizor al discriminantului D' = 
= I>(1, 6, . . ., S^-1), atunci orice întreg ae K este congruent modulo 
p cu^un număr din ordinul ©' = {1, 8, . . ., 8*1-1}. 

într-adevăr, dacă p nu divide pe D% atunci p nu divide nici 
indicele Ic al numărului 8, ceea ce se deduce din formula D' = Dlc2? 
unde D este discriminantul corpului Ii (Ierna 1 § 6 cap. I I şi egali
tatea (12) Complemente). 

Să presupunem acum că numărul raţional prim p nu intervine 
în indicele numărului întreg 6 e K. Fie p un divizor prim de gradul 

/ care divide pe p, iar 8 acea clasă de resturi modulo p care conţine 
pe 8. Pe baza lemei, corpul rezidual O/p este generat de clasa de resturi 
8 avînd pe 8 ca reprezentant. Dacă #x, . . . , xf parcurg independent 
un sistem complet de resturi modulo p (în inelul Z), atunci printre 
numerele 

y = x± + oo2 8 + • . . + XfW-1 + 8/ 

se află unul şi numai unul care se divide prin p. Calculînd normele 
•N{y) putem extrage imediat pe acei y care se divid prin diviziori 
primi care intervin în p. Dacă , de exemplu, pentru / = 1 am găsit 
s numere y ale căror norme se divid prin p la puterea întîi, atunci 
am găsit totodată s divizori primi de gradul întîi care intervin în p. 
Să jjresupunem că toţi divizorii primi de gradul întîi care intervin 
în p sînt determinaţi (mulţimea de numere S]? . . . , p« avînd normele 
pa,h p X #<). Luînd / — 2, alegem acele numere y ale căror norme 
se divid prin p2. împărţind prin numerele găsite p,-, putem face ca 
aceşti y să nu mai conţină divizori primi de gradul întîi şi dacă apoi 
JV(y) = p%-— (5c, p) == 1, atunci y conţine un divizor prim de gradul 

c 
doi. Dacă am izbutit să găsim astfel toţi divizorii primi de gradul 
doi care intervin în j>, atunci l u ă m / = 3 ş.a.m.d. Desigur, procedînd 
astfel, în cazul unor valori mari ale lui n volumul de calcule este, 
în general, mare dar, de exemplu, pentru n = 3 sau n- = 4 ne reali
zăm destul de repede intenţia. Mai multe precizări asupra procedeu
lui expus se găsesc în problemele 25—27. 
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'EXEMPLUL 1. Să.'descompunem numerele 2, 3, 5 şi 7 în produs» 
de divizori primi în corpul de gradul al cincilea. '12(6), •05-̂ = 2. Dis
criminantul D(l, 0, 02,' 03, 04) este\24 • 55, =de' aceea în indicele numă
rului 0, nu pot interveni decît numerele prime 2 şl 5. îf umărul 2 
însă, avînd în vedere problema 15,, nu intervine în indice. Deoarece 
05 = 2, atunci p2 = (8) este un divizor prim de gradul întîi şi obţi

nem descompunerea 

2 = -pî 
Din egalităţile 

: JV(8) = 2, N{® + 1 ) = 3, ^ ( 6 - 1) = 1 • 

se deduce că în descompunerea numărului 3 intervine un singur 
divizor prim de gradul întîi, şi anume p3 = (0 + 1),: iar plJf3y 
conform teoremei 8 §5. Mai departe, 

N(Q + 2) = 2 • 17, IVXO-2) = - 2 • 3 -5. (14) 

Â doua dintre' aceste inegalităţi arată că numărul 5 are un divizor 
prim pg de gradul întîi, iar în virtutea di vizibilităţii lui 0—2 = 
= (0 + 1) — 3 prin p3, 0—2 admite descompunerea (0 — 2) = 
= P2P3TV Numărul 8—2 satisface ecuaţia 

(9 __ 2)5 + 10(8 - 2)4 + 40(0 - 2)3 + 80(8 — 2)2+80(8 —2)+30=0. 

Ţinînd seama de problema 9 §5 numărul 5 are deci descompunerea* 

5 = p|.- . 

Eezultatul problemei 1.5 mai arată că 5 nu intervine în indicele nu
mărului 0 si deci inelul numerelor întregi din corpul JS(0) coincide 
ou ordinul'{1, 0, 02, 03, 84}. • 

Să adăugăm la (13) şi (14) şi egalităţile 

N(Q + 3) = 5 • 72, N{® - 3) = - 241. ' 

Din valorile celor şapte norme scrise nu putem trage nici o con
cluzie asupra divizorilor primi de gradul întîi care intervin în nu
mărul 7. Se pot ivi trei posibilităţi : numărul 6 + 3,se divide sau. 
prin pătratul unui divizor prim de gradul întîi, sau prin produsul 
a doi divizori primi distincţi de gradul întîi, fie printr-un divizor 
prim de gradul doi. Pentru numărul 0 — 4 = (0 + 3) — 7 avem, 
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2^(0—4.)==:- 2 • 7 -JS, de. aceea ne aflăm în prima situaţia, .deci nu-
'.3iiarţLlV7: conţine un singur;'divizor prim de gradiil întîi p 7 r iar yl\l. 
"'""''l Peiitru'a stabili daca numerele 3 şi 7 conţin ...divizori, primi de 
gradul doi, recurgem din nou la normele numerelor'cu trei termeni 
02 + 8a? + y. Astfel, 

2f(02 + a?8 + y) = 2sc* + y\ - 10a?8y .+ 10a^2 +.4. . •. (15) 

Dînd lui x şi y valorile 0, 1, — 1, obţinem nouă numere, nici unul 
nefiind divizibil, prin 9. Aceasta înseamnă" că printre divizorii primi 
care divid pe 3, nu există divizori primi de gradul• doi.-Formula (3) 
permite pentru descompunerea numărului 3 numai situaţia : 

unde p^ este un divizor prim de gradul patru._ Dacă în (15) luăm 
pentru"o? şi y valorile 0, ± 1, ± 2, ± 3, 'atunci din cele'49 .de numere 
doar until singur 'se 'divide'prin 7 2 : v .' . \ , ' , ' ' ' , 

JVT(82 + 20 - 3 ) = 5-7 (
2 , ; 

însă 02 -f 20 — 3 = (0 + 3)(8 —-1), de aceea avem de a face cu 
uii" pătrat 'al. divizorului p7? aşadar şi pentru'7 descompunerea are 
foraia. 
:•' ' . - • , • :7-= p7p'7. 

unde p^-este un' divizor prim de gradul patru. 
EiEMPLTJL 2. Să considerăm corpul cubic _K(0)? 03 — 90 — 6 = 

= 0. Deoarece D(l, 8?. 82) = 3 5-2 3 , atunci conform, problemei 15 
în indicele numărului ,0 intră, eventual, numai 2 (se poate arăta, că 
ordinul" {1^ 0, 02} este maximal, dar nu ne vom .folosi de aceasta). 
în 'vir tutea problemei 9. §5 numărul 3. admite descompunerea-

1 ' • 3 = PS. ' 

D in egalităţile 
• J\T(6>-=..6, ^ ( 0 + 1) = — 2, W(% - 1) = 1 4 (16) 

deducem că în numărul 2 intervin cel puţin doi divizori primi dife
riţi de gradul întîi p2 şi p'2: . 

'. \b)=V^9 (8 - l ) = p £ p 7 - . : ';- (17) 
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. (am putea afirma ea aceştia sînt numai doi doar în cazul find ani 
cunoaşte că ordinul {1, 8, O2} este maximal şi deci 2 nu ar interveni 
în indicele, ,num%rului 0*).:;> finind seama de egalitatea 

(6 - l ) 3 + 3(6 - l ) 2 — 6(6 — 1) - 14 = 0 

se deduce că numărul 2 se divide prin pj2 Şi deci 

2 = papia, • ( 8 + 1 ) = p£. 
STormele (16), ca şi 

JST(Q + 2) = - 4, N(% - 2) - 16, (19> 

nu se divid nici una prin 5. Aceasta înseamnă că in numărul 5 nu 
•intervin divizori primi de gradul întîi. Deoarece sîntem în emul 
unui corp cubic se deduce din consideraţiile precedente ea divizorul 
principal 5 este prim. Pentru a găsi descompunerea numărului 7 
trebuie ca pe lîngă normele (16) şi (19) să se considere şi normele 

M(d +3) = 6, JV'(« — 3) = 6. 

Deoarece printre aceste şapte valori se găseşte una singură care 
se divide prin 7, atunci în numărul 7 intervine exact un divizor 
prim de gradul întîi. Ţinînd seama că pf \ 7, putem scrie descom
punerea 7 = p7py unde p'7 este un divizor prim de gradul doi. 

în cursul descompunerii numerelor raţionale prime în produs de di
vizori primi prin metoda expusă, bazată pe studiul valorilor normelor 
numerelor întregi, obţinem un şir de echivalenţe între divizori. 
Aceste echivalenţe permit micşorarea substanţială a numărului de 
divizori din sistemul (11) din care trebuie extras un subsistem maxi
mal de divizori oricare doi neechivalenţi pentru determinarea număru
lui h al claselor, iax cîteodată se obţine şi acest subsistem maximal. 
Astfel, în exemplul 2, avînd în vedere rezultatul problemei 9, sîste-

3 Î 
mul (11) constă din divizorii întregi avînd norma < -—'— J/35 • 23 < 

33 
< 10, adică din divizorii 

h V21 P2? PSJVI Pij P2P2? P2P3? PiPa? Pu Vi PfP2> 2, p'23, p|. (20) 

Din (18) se deduce însă că pjr ~ 1 şi p2 ~ 1 (1 este divizorii! unitar)? 
iar, apoi, din (17) şi (6 -f 3) = P2P3 ca p3 ~ 1, p'2 ~ 1 şi p7 ~ 1. 
Astfel, toţi divizorii sistemului (20) sînt principali şi de aceea pentru 
corpul 12(6), 63 — 96 — 6 = 0, nămărul h este 1. 
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Uneori (în cazul discriminanţilor mici) sistemul de divizori (11) 
constă numai din divizorul^Bitar. în aceste cazuri se obţine direct 
că %• = !.. Astfel, de exemplu, penli-u corpulJ?( 6), 68— 6—1 == 0, 
discriminantul bazei 1, 6, 62 este —23, de aceea avînd în vedere pro
blema 8 §2 cap. I I aceasta este o bază fundamentală, iar —23 este 
discriminantul corpului. în virtutea problemei 9 în fiecare clasă 
de divizori a corpului i?(6) se găseşte un divizor întreg avînd norma 

4 •!$ . f---—*• mai mică sau egală decît _1__ ——'-- ]/23, deci mai mică decît 2, ceea 
77 3 3 

ce înseamnă că în coi pul JB(0) toţi divizorii sînt principali. 
în cazul corpurilor pătratice numărul claselor de divizori poate 

fi determinat si prin teoria reducerilor, considerată în problemele 
1 2 - 1 5 şi 24 §7 cap. II . 

PROBLEMK 

1. Să se arate că într-un corp de numere algebrice avînd gradul /?, numărul 4,(<7)' 
al divizărilor întregi avînd norma a dată, nu este mai mare decît numărul 7u(a) al tu tu ro r 
soluţiilor ecuaţiei nedefinite x*rx\> , . . xn~~a (xl} .: ,, xn parcurg independent numerele 
naturale). 

£• Fie a şi h doi divizori întregi sau fracţionări dintr-un corp de numere algebrice,. 
iar a şi b idealele corespunzătoare. Să se demonstreze că dacă a se divide prin &• 
atunci 

(S : a) = A^ab"1). 

îl# Să se demonstreze că oricare două clase de divizori distincţi conţin divizori-: 
întregi relativ primi. 

4. Fiind dat di vi zorul întreg a dintr-un corp de numere algebrice, notăm prin, 
cp(a) numărul claselor de resturi modulo o formate din numere, relativ prime cu a (gene
ralizarea funcţiei lui Euler din teoria numerelor). Să se demonstreze că dacă divizorii 
întregi ® şi b sînt relativ primi, atunci 

9 (ab) ~ <p(a)9(fr)-

3. Să se demonstreze formula 

uncie p parcurge toţi divizorii primi care divid divizorul întreg a. 
0. Să se demonstreze că oricare ar fi numărul întreg a relativ prim cu divizorul 

întreg a este valabilă congruenţa 

a ' W ş 1 (mod a) 

(generalizarea teoremei lui Euler). Să se demonstreze că pentru orice întreg a şi divizor 
prim p dintr-un corp de numere algebrice, se verifică congruenţa 

aiV(î>) s a (mod ţ>) 

(generalizarea micii teoreme a lui Format), 
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7. .Să se demonstreze formula 

£ ?(c) = AT(a) 
c 

în care c parcurge loJ.i divizoni dîvizorului întreg a (iiiclii&i\ c şi a). 
8. Fio E2, . . . , Ht? (s = JV(p) —1 un sistem de resturi modulo numărul prim p, 

nedivizibile prin p. Să s*e demonstreze că în acesfe condiţii 

cx . . . E5 ^ — 1 (mod p) 
(anaîoaga teoremei lui Wilfcon). 

9. Folosind problema 2§ 6 cap. II, să se demonstreze că în fiecare clasă de divi
zor! a corpului A' de numere algebrice avînd gradul n - s -]- 2/ si discriminantul D 
se găseşte un divizor înlreg a pentru, care ' 

W. Să se demonstreze că pentru corpurile patratice ai căror discriminau[l sîn» 
5, 8, 12, 13. —?>, —A, —8, —11, numărul claselor de divizori este 1. 

11. Să se arate că numărul claselor de divizori ai corpului !?(/—-19) este 1. 
12. Să se demonstreze că în corpul R(Q, unde £ este o rădăcină primitivă de 

ordinul 5 din 1, descompunerea în factori primi a numerelor întregi este unică. 
13. Să se arate că pentru corpul R()/ —23) numărul claselor de divizori este 3 . 
14. Fie Kj, K2 şi Kn corpurile cubice care apăreau îu problema 21 §2 cap. IT. Să 

se arate că numărul 5 rămiuc divizor prim în corpurile Kj şi K2 iar în corpul Kz se 
descompune într-un produs 5 — pp'p" de trei, divizori primi distincţi de gradul întîi, 
Să se arate apoi că numărul 11 se descompune în corpul Klf în produsul 11 ™- qq'q" de 
trei divizori primi distiucţi, şi răminc prim în corpul /£*,. (Rezultă de aici că cele trei 
corpuri Kv K2 şi Kn sînt distincte.) 

15. Fie 0£ K un număr întreg primitiv, care este rădăcină a unui polinom,...Eisen~ 
stein relativ la numărul prim p. Folosind rezultatul problemei 9 §5 , să se demonstreze.> 
că p nu intervine în indicele numărului 6. ' .-,, .=.... ., '., • ••' • v^ "• •' :" 

1G. Fie p u n număr, prim mai mic decît gradul n al unui corp R% de numere alger 
brice. Să se'demonstreze că dacă există în K un număr- ;lntreg'vprimitiv al cărui indice 
nu se divide prin p, atunci numărul p nu se poate descompune'- în corpul K într-un 
produs de n divizori primi distincţi de gradul întîi. 

17. Cu ajutorul problemelor 18 şi 19 §5 să se demonstreze că .un număr raţional 
prim se ramifică într-un corp K de numere algebrice (adică se divide prin pătratul 
unui divizor prim), dacă şi numai dacă intervine în discriminantul corpului K. 

18- Fie p un divizor prim care nu divide numărul 2 şi nici determinantul S al 
formei păfratice f(xv . . . , xn) cu coeficienţi întregi peste corpul K de numere algebrice 

Pentru întregul a£ K, care nu se divide pr in .p , "notăm j J =.- + 1 dacă congruenţa 

52 = oc (mod p) este rezolubilă în inelul numerelor întregi din corpul K şi I J = — 1 

în caz contrar. Să se demonstreze că numărul A7 al soluţiilor congruenţei f(xlt . . ., xn) = 
s 0 (mod p) este dat de formulele : 

N= N(p)n~1—l, dacă n 'este impar ; ' 

n 

N = Nip)»-1 + I l Z Î l _ ? J i V ( p ) ~ (N(p) - 1), dacă n este par. 
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t% 'Fie a un'divizor al corpului de numere algebrice K, iar am — (a) un divizor 
m ' 

principal. Să se demonstreze că divizorul a devine principal în corpul K^Jd). 
20. Să se demonstreze că pentru orice corp K de numere algebrice există o anu

mită extindere finită K\K, astfel încît orice divizor a din corpul K să fie divizor prin
cipal, dacă îl considerăm în corpul K. 

21. Considerăm într-un corp cubic K un număr prim p care se descompune 
într-un produs p = p p / p / / de trei divizori primi distincţi şi fie a un număr întreg din 
K. Să se demonstreze ca dacă Sp (a) '== 0 şi pp ' | a , atunci p"|<x şi, prin urmare, p\a. 

22. Să se demonstreze că numărul claselor de divizori din corpul i?(0), O3 = 6 
este 1. (Conform problemei 24 §2 cap. II numerele 1, 0, 0a formează o bază fundamen
tală pentru corpul Iî(0).) 

2.3. Să se demonstreze că în corpul cubic K = JR(0), 03 == 6,. nu există numere 
a nenule de forma x + i/0, numerele x şi y fiind întregi raţionali relativi primi pentru 
care JY(a) — 10z3 (z întreg raţional). Să se deducă apoi că ecuaţia x3 + 6i/3 = 10z3 (şi 
deci şi ecuaţia 3x3 -|- 4z;3 + 5z3 = 0) nu are soluţii-nebanale în numere raţionale întregi. 

I n d i c a ţ i e . Presupunînd că există astfel de numere a, se demonstrează că 
acestea sînt de forma a F= a0^3, unde \ este un număr întreg din corpul K, iar a0 — 
unul dintre următoarele şase .numere : ^> 

Api; A[JLS ; XJJIS2; Xv;' Xvs; Xvca. 

în acest caz X = 2 - 0(N(X) =. 2 ) ; ta = 6 - - 1 (N(\i) = 5 ) ; v = <02 -f 0 + l ) 2 = 13 + 
+ 80 + 30a(N(v) = 5 • 53); e = 1 - - 6 0 + 302 —o unitate fundamentală din corpul 
K (problema 4 § 5 cap. II). In demonstraţie se utilizează problema 21, aplicată număru
lui a, problemele 17 şi 22, ca şi descompunerea în corpul K a numerelor 2, 3 şi .5 în 
factori primi. 
Mai departe, notînd 

l = zz.-h.P0 -h.n>0a, 

scrîem 

a = a 0 ? 3 - # + ^ 0 + O02 , 

unde €>, x¥ şi O sînt forme ciibice cu coeficienţi întregi în' ne determinatele u, v şi w. 
Să se arate că pentru fiecare dintre ceie şase valori a0 ecuaţia Q,(u, v, w) = 0 are numai 
soluţia banală în numerele raţionale (şi în cele 3-adice). 

24. Fie a şi & două numere naturale relativ prime, libere de pătrate, iar d =*ab2> 

> 1. Să se arate că descompunerea în produs ele divizori primi in corpul R(]fd) a 
numărului 3 are forma 

3 = p3, dacă d •£ ±1 (mod 9) ; 

3 = ^q ( p ^ q), dacă d == ± 1 (mod 9). 

I n d i c a ţ i e - . în cazul d s ± 1 (mod 9) se consideră normele iV(co — 1), N(w), 
JV(co + 1), unde 

! / 3 3 \ 
ca = ——j 1.+ c l/a&3 -h T ]/a2/> j » 

o = ± 1 * ^ = ± 1 , era = T& = 1 (mod 3). 
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25. Fie O un număr întreg primitiv din corpul K de nuraerc algebrice. <p(/) poli
nomul său minimal şi p un număr prim raţional care nu intervine în indicele numărului 
0. Presupunem că există descompunerea modulo p : 

9 (0 = 9 l ( / ) ^ . . . <pm(t)'m (mod p), 

unde <px, . . ., cpm sînt polinoame ireductibile distincte modulo p cu coeficienţi întregi 
avînd gradele respectiv fv . . ., fm. Să se demonstreze că descompunerea nanxărnhii p 
în produs de divizori primi din corpul K este de forma 

P P\ ' • ' Pm ' 

«unde divizorii primi distincţi pv . . . , pm au gradele respectiv fv ..., fm, iar <p/(0) s 
== 0 (mod pi) pentru fiecare i — \, . . ., m. 

I n d i c a ţ i e. Se va folosi faptul ca fiecare număr întreg din K este congruent 
modulo pi: cu o combinaţie, liniară de puteri (F(s>0) avînd coeficienţi întregi. 

26. Fie p un număr raţional, prim, care nu intervine in indicele numărului 
Întreg primitiv 0 din corpul K. Să se demonstreze că oricare ar fi întregul raţionai x, 
n&mărul 0 -j~ x nu se divide în corpul K printr-un divizor prim care intervine în p 
cir o putere mai mare decît 1. Să se demonstreze apoi că 0 + x nu se divide prin pro
dusul a doi divizori primi distincţi de gradul întîi, care intervin în p: 

27. Să se demonstreze, generalizîncl problema precedentă (în aceeaşi ipoteză) 
-că oricare ar fi numerele întregi raţionale x0, . . .., xr_19 numărul 0 r + . /r r_10 r~1- ]

L. . . 
. . . + x0 nu se divide prin produsul px . . . ps al unor divizori primi distincţi care in
tervin în p, de grade respectiv fv . . ., fs, decît dacă fj -)- . . . -f fs> r. 

2H. Fie 2 numărul claselor de divizori din corpul K de numere algebrice. Să se 
demonstreze că oricare ar fi numărul nenuî a din inelul £> al numerelor întregi din 
corpul K (diferit de unitate), numărul m al factorilor primi ixi din orice descompunere 
a = 7t1 •. . r:m în factori primi depinde numai de a. (Este adevărată şi afirmaţia reci
procă : dacă în inelul O descompunerea în factori primi nu este unică, clar oricare ar 
fi a orice descompunere a = K1 . . . izm are acelaşi număr de factori primi T:{, atunci 
numărul claselor de divizori din corpul K este 2.) 

§8. COEPUL PATBAT1C 

în acest paragraf ne vom ocupa mai in amănunt de teoria-divi-
z orilor în cazul unui corp pătrat ic. Vom începe prin a descrie divi
zorii primi. 

1. Divizori primi. Deoarece orice divizor prim este divizor al 
unui singur număr prim, pentru descrierea tuturor divizorilor primi 
dintr-un corp de numere algebrice este suficient să se arate cum se 
descompune în acest corp un număr raţional într-un produs de divi
zori primi. în egalitatea (3)§7 în cazul unui corp pătratie (pentru 
care ?i = 2) numerele m, ft1 et pot lua numai următoarele valori: 

1) m = 2, f1==f2 = l9 ei = e2 = l; 
2) m = 1, / = 2, e =1; 
3) m = 1, / = 1, e = 2.: 
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Obţinem că într-un corp pătratie sînt posibile, respectiv, urmă
toarele trei tipuri de descompunere: 

' ! 1) 2> = W', N(v) = N(v') =p, v^P'; 
2 ) p = P , N(v)^p^, 
3) p - p 2 , N(v) =p. 

Problema noastră constă deci în a stabili ce anume defineşte 
tipul descompunerii în' cazul unuia sau altuia dintre numerele p 
prime. Eăspunsul se obţine uşor din teorema 8 §5. 

în pct. 1 §7 s-a demonstrat că orice corp pătratie se reprezintă 
unic sub forma R(Yd), unde d este un număr întreg raţional liber 
de pătrate. 

Considerăm mai întîi numărul prim impar p. Dacă p nu inter
vine în d, atunci nu intervine nici în discriminantul polinomului 
x2 — d, a cărui rădăcină generează corpul nostru. Prin urmare, 
conform teoremei 8 §5, pentru p este valabil primul sau al doilea 
tip de descompunere, după cum polinomul x* — d este reductibil 
modulo p sau nu. La rîndul său, aceasta depinde de faptul că d 
este sau nu rest pătratie modulo p. 

Dacă p \d, atunci d = pdxi unde ăt nu se divide prin p, deoarece 
d este liber de pătrate. Egalitatea 

pd± = (V^)2, {d^ p) = 1 , 

arată că toţi divizorii primi care intervin în p sînt la o putere pară, 
situaţie posibilă numai pentru cel de al treilea tip de descompunere. 
Astfel, pentru p impar vom găsi primul, al doilea sau al treilea tip 
de descompunere corespunzător condiţiilor: 1) pj(d, 1 — 1 = 1 ; 

\ V ) 
2) pj{d,] j — j = — 1; 3) p\ă. Să observăm că, deoarece discrimi
nantul D al corpului B(Yd) este d sau Aă (teorema 1 § 7 cap. III), în 
toate aceste condiţii se poate înlocui d cu D. 

Mai rămîne de examinat cazul p = 2. Să presupunem mai întîi 
că 2 | D . Potrivit teoremei 1 § 7 cap. I I aceasta se întîmplă cînd 
B = « l 3 l (mod 4). Este clar că B{][d) = JB(oo), unde o> = ~~ 1 + ^ I ) . 

2 
Polinomul minimal pentru co este, evident, 

x 

W — C; 796 
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Deoarece discriminantul bazei 1, oo este impar, aplicînd din nou teo
rema 8 §5, obţinem că pentru 2 are loc primul sau cel de al doilea 
tip de descompunere, după cum polinomul (1) este sau nu reduc
tibil modulo 2. Este evident că polinomul x2 + % + a este reduc
tibil modulo 2, dacă şi numai dacă 2\a. î n acest fel, pentru 2^D, 
primul şi al doilea tip de descompunere sînt determinate pentru 2, 
respectiv prin condiţiile B == 1 (mod 8) şi D = 5 (mod 8). 

Să demonstrăm acum că dacă 2 |D, atunci pentru 2, ca şi în cazul 
p^ 2, are loc cel de al treilea tip de descompunere. Aşadar, dacă 
2 \d, atunci d = 2d', 2)(d' şi din egalitatea 

2d' == (fd)2, 2 ^ ' , 
ca şi în cazul cînd p era impar, obţinem că pentru 2 are loc cel de 
al treilea tip de descompunere. Dacă însă 2\d^ atunci d = 3 (mod 4) 
(teorema 1 §7 cap. II) şi în egalitatea 

numărul întreg a = 

norma sa 

(i + 
_ 1 +d 

2 

fd)2 = 2 a, 

-][d este este relativ prim cu 2, aşa că 

(1 + d)* N(oc) = v ' ; d = ma 
nu se divide prin 2. Prin urmare şi în acest caz avem pentru 2 cel 
de al treilea tip de descompunere. 
Rezultatul obţinut îl formulăm prin teorema următoare. 

TEOREMA 1. într-un corp pătratic avînd discriminantul D, 
numărul prim p admite descompunerea 

p =p'2, N{v) =*p, 
dacă şi numai dacă p este divizor al lui B. Bacă numărul impar p 
nu intervine în D, atunci 

p = pp', p # p ' , JST(p) = "N{v') = p pentru (—.)=• 1-.; 

p = p, JV(p) = j)2 pentru l—j = — 1. 
\P ) 

Bacă numărul 2 nu intervine în B {cazul cînd B =1 (mod 4)), atunci 

2 = pp', p^Vj N(V) =- ^(V') = 2 pentru B =s 1 (mod 8)j 

2 = p, ]\T(p) = 4 pentru B == 5 (mod 8). 
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2. Regula de descompunere. Potrivit teoremei 1 tipul descom
punerii numărului prim impar p este definit de restul B (sau d) 
modulo p, mai exact, de valoarea simbolului lui Legendre (-—)== 

\PJ 

-(fi ca funcţie de numitorul p. Se pune, în această privinţă, pro

blema dacă nu se poate ref ormula teorema 1 într-un fel în care tipul de 
descompunere să fie definit de restul p modulo o anumită constantă 
(care să depindă numai de corp). Pentru a găsi o asemenea nouă 
formulare ne vom folosi şi de regula reciprocităţii pentru simbolul 
lui Jacobi. 

Simbolul lui Jacobi ( — Veste definit, după cum se ştie, pentru (T) 
întregul c nenul şi întregul impar pozitiv 5, relativ piim cu c. Regula 
de reciprocitate pentru acest simbol afirmă că pentru c impar 

2 2 / S 

(f)-<-*> (lol) 
(demonstraţia pentru c < 0 se reduce imediat la cazul unui numără
tor pozitiv. 

Fie,-p un număr'prim impar. Dacă d•= B = 1 (mod 4), atunci 

p-\ d-l 

deoarece —^— este par. Dacă însă d = 3 (mod 4), atunci 

p-l ă~\ P^}_ 

UJ~U) x Ui) 1 Ui)' 
deci ^-—- este impar. î n fine, pentru d = 2<T, 2 J d', găsim 

(3) 

£a_ l £ _ 1 d ' - l 

(THTMTKTH- »'""&)• (4) 
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Valoarea simbolurilor lui Jacobi | -^-~ | sau/—— I depinde, deşi-
\\d\) \\d'\) 

gur, numai de restul \p\ modulo \d\ sau \ă'\. Dacă ă =1 (mod 4) iar discri
minantul B al corpului R{]fd) este d, atunci ( — j depinde numai de 

V P ) 
restulp modulo \ă\ = |D|. Dacă d = 3 (mod 4) şi, în consecinţă, 
D = 4d, atunci [ — ) depinde nu numai de restul^ modulo \d\,ci şi de VW ¥ numărul ( —• 1) , adică de restul p modulo 4 • prin urmare/ — 1 de-

V p ) 
pinde în final de restul p modulo 4|# | = \D\. In sfîrşit, dacă d = 
= 2d\ B = Ad = 8df

 1 atunci | -~ I depinde de restul p modulo |cf|, 
p-i p2-i 

1)~8~, adică de restul y 1) 2 de restul p modulo 4, cit şi de ( - , - , ^ v « 
modulo 8. Prin urmare, j — 1 depinde, în acest caz, de restul p modulo 

\p) 
8\d'\ = \B\. Constatăm astfel că în toate cazurile tipul descompu
nerii unui număr prim impar p este definit de restul său modulo I), 
astfel că toate numerele prime care au acelaşi rest, adică sînt termeni 
ai unei progresii aritmetice de forma a + |D|<r, au acelaşi tip de des
compunere. Această concluzie, nicidecum evidentă apriori, este, în 
principiu, cea mai importantă proprietate a regulii de descompunere 
a numerelor prime într-un corp pătratic. 

Pentru a formula mai explicit această nouă formă a regulii de des
compunere, considerăm funcţia yţx) definită pentru numere x întregi, 
relativ prime cu discriminantul Z>, dată prin 

— 1 pentru d = 1 (mod 4), 
\ă\) 

(—-1) " I ) pentru d = 3 (mod 4), (5) 

\ 1 pentru d = 2d'. 

l(%) 

( - 1 

x-l 
2 

x*~l x-l „d'~l 
8 + 2 't~~2~ 

x-l 
(încazul d = 2,3 (mod 4) expresiile (--l)"~2~şi (—1) 8. au sens, deoa
rece din paritatea discriminantului B = 4$ se deduce paritatea numă
rului x . 
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în raţionamentul de mai sus, prin care s-a arătat că pentru p 
impar valoarea lui [ •—j depinde numai de restul^ modulo \B |, nu am 

folosit în nici un fel faptul că p este prim. De aceea, prin acelaşi raţio
nament obţinem că yXx) depinde numai de restul x modulo \B\. Se 
verifică apoi imediat că dacă (#, B) = 1 şi (x% B) = 1, atunci 
x(xx') = x(#)/(#)'. ^ n toate acestea se deduce că funcţia x poate fi 
privită ca un homomorfism al grupului multiplicativ al claselor de 
resturi modulo \B |, relativ prime cu D, în grupul de ordinul al doilea, 
compus din numerele + 1 şi — 1 . Asemenea funcţii, care iau valoarea 
zero pentru numerele ce nu sînt relativ prime cu D, se numesc carac
tere numerice (pătratice). 

DEFINIŢIE. Un caracter numeric modulo \B}} x-> a^e cărui valori 
X[os) pentru întregii x relativi primi cu B sînt definite prin egalităţile 
(5), se numeşte caracter pătratic al corpului BQfd), 

Eevenind la egalităţile (2), (3) şi (4) constatăm că descompu
nerea unui număr prim impar p, care nu intervine în D, va fi de pri
mul sau al doilea tip, după cum xip) Y a fi +1 s a i 1 — 1 . Se constată 
că acelaşi rezultat se păstrează şi pentru p = 2. Astfel, dacă 2/fD, 

atunci B = 1 (mod 4) şi deci x (2) = I — - I? c a r e e ^ e 1 c*m^ &.= 

= 1 (mod 8) şi —1 cînd B = 5 (mod 8). 
Am obţinut, în acest mod, pentru regula de descompunere într-un 

corp pătratic, următoarea nouă formulare. 
TEOREMA 2. Descompunerea numerelor raţionale prime în produs 

de divizori primi este definită cu ajutorul caracterului x a^ corpului 
pătratic B(Yd) de următoarele condiţii : 

p = pp', p & p', N{p) = N(p') = p, dacă x(p) = 15 

P = Vi N(P) = P2, dacă x(P) = — 1 ; 

p = p2, N(p) = y, dacă x(p) =; 0. 
Toate numerele întregi raţionale se descompun în trei grupe, 

în funcţie de valorile pe care le ia pentru acestea caracterul x-> fiecare 
dintre ele reprezentînd reuniunea unor clase complete de resturi 
modulo \B\. în virtutea teoremei 2 tipul descompunerii depinde de 
apartenenţa numărului prim p la una sau alta din aceste grupe. 

O regulă de descompunere, ca aceea din corpul pătratic, cînd 
tipul descompunerii este definit numai de restul numărului prim p 
modulo o anumită constantă, se aplică şi pentru alte corpuri. Aceasta 
este situaţia,' de exemplu, pentru corpurile ciclotomice (v. cap.V, 
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§2, pct. 2). Totuşi, nu toate corpurile de numere algebrice au ase
menea reguli de descompunere. Deoarece cunoaşterea unor reguli 
de descompunere în corpurile de numere algebrice permite rezolvarea 
multor probleme din teoria numerelor (v., de exemplu, punctul urmă
tor şi cap. V § 2), ar fi interesant să se ştie care sînt acele corpuri în 
care regula de descompunere are aspectul simplu descris anterior. 
Băspunsul la această problemă îl dă teoria corpului claselor. Se con
stată că astfel de corpuri sînt extinderile normale ale corpului nume
relor raţionale al căror grup Galois este abelian. Printre acestea se 
găsesc, bineînţeles,.toate corpurile pătratice ai căror grup Galois este 
un grup ciclic de ordinul doi. Cel mai simplu exemplu de corp neabe-
lian ne este dat de un corp cubic al cărui discriminant nu este pătrat 
perfect, de exemplu corpul 22(8), unde 63 — 8 -- l . = 0. Pentru acest 
corp, deci, nu se poate găsi un număr M astfel încît tipul descompu
nerii numărului prim p în produs al unor divizori primi să depindă 
numai de restul p modulo M. 

Teoria corpului claselor rezolvă, de altfel, o problemă mult 
mai generală decît cea întîlnită. Ea descrie legea de descompunere 
a divizorilor primi dintr-un corp h de numere algebrice în factori 
dintr-o anumită extindere K/h în cazul cînd grupul Galois al acestei 
extinderi este abelian (mai înainte ne-am referit la un caz intrutotul 
particular, cînd h = R). Teoria corpului claselor are multe aplicaţii 
în teoria numerelor. Astfel, aceasta permite transpunerea teoremelor 
referitoare la formele păftratice cu coeficienţi raţionali, demonstrate 
în cap. I, asupra formelor p&tratice cu coeficienţi dintr-un corp Ic 
de numere algebrice, duce la o mai'profundă înţelegere a esenţei 
teoriei genurilor, pe care o vom expune în pct. 4, este utilizată pentru 
demonstrarea existenţei divizorilor primi dintr-o clasă dată de divi
zori ş.a.m.d. Teoria corpului claselor poate fi cunoscută din următoa
rele cărţ i : 

Teoria algebrică a numerelor (culegere de articole editată de 
J.w.s. OASSBLS şi A. PJBOHIIIOH), Moscova, 1969. 
ARTIN, E., TATE,'J. , Class fielă theory, Benjamin, îsTew York, 1967. 

"WEÎL, A., Basic'Number TJieory, 1967. 
Multe chestiuni din teoria numerelor conduc la o problemă 

din domeniul teoriei corpului claselor, anume la problema regulilor 
de descompunere a numerelor prime din corpuri al căror grup Galois 
este neabelian. în momentul de faţă se cunoaşte foarte puţin despre 
aceste reguli de descompunere. 

3. Reprezentarea numerelor prin forme pătratice binare, în 
pct. 5 §7 cap. I I am constatat existenţa unei corespondente bijec-
tive între clasele de forme pătratice binare propriu echivalente şi 
clasele de module dintr-un corp pătratic, asemenea în sens restrîns 
(pentru cazul D < 0 se consideră numai formele pozitiv definite). 
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Pe de altă parte, conform teoremei 6 § 6 modulele complete care 
aparţin unui ordin maximal (adică idealele corpului) sînt în cores
pondenţă bijectivă cu divizorii. De aceea este firesc să ne aşteptăm 
la anumite legături între teoria divizorilor dintr-un corp pătratic 
şi teoria acelor forme primitive al căror discriminant coincide cu dis
criminantul corpului. 

Pentru a extinde asupra tuturor divizorilor corespondenţa care 
s-a stabilit între clasele de forme şi clasele de module sîntem nevoiţi, 
evident, să .modificăm întrucîtva noţiunea de echivalenţă a divizo
rilor. __ 

DEFINIŢIE. Boi divizori a şi b dintr-un corp pătratic R(]fd)7 se 
spune că sînt echivalenţi în sens resirins^ dacă există în R(]fd) un număr 
nenul a astfel încît N(&)>® şi a =.6(a). 

Deoarece în cazul corpurilor imaginare pătratice normele tutu
ror numerelor nenule sînt'pozitive, atunci pentru acestea echivalenţa 
în sens restrîns a divizorilor coincide cu cea obişnuită (definiţia din 
pct. 2 § 7). Aceleaşi raţionamente folosite în cazul modulelor (v. pct. 
5 § 7 cap. II) arată că' noua noţiune de echivalenţă a divizorilor din 
corpul real R(][d) coincide cu cea veche, dacă şi numai dacă norma 
unităţii fundamentale e din corpul B()fd) este — 1 . Dacă însă N( s) = - f i , 
fiecare clasă de diviziori echivalenţi în sens obişnuit se descompune 
exact în două clase de divizori echivalenţi în sens restrîns. în acest 
mod, numărul h al claselor de divizori în sens restrîns este, de ase
menea, finit şi potrivit celor spuse este legat de numărul h al claselor 
de divizori în' sens obişnuit prin relaţiile : 

fa = fa pentru d < 0 ; 

fa = fa pentru d > 0 , N(s) = — 1 ; 

fa = 2fa pentru d > 0 , AT(e) = + 1 . . 

Teorema 4 § 7 cap. I I aplicată modulelor care aparţin ordinului 
maxim al corpului RQfd) avînd discriminantul D poate fi acum refor-
mulată în modul următor : clasele de divizori în sens restrîns ale unui 
corp pătratic BQfd) se găsesc într-o corespondenţă bijectivă cu cla
sele de forme pătratice binare primitive propriu echivalente, avînd 
discriminantul D (pozitiv definite pentru JD < 0). 

Să încercăm să aplicăm rezultatele din punctele 1 şi 2 problemei 
reprezentării numerelor prin foime binare. 

Potrivit teoremei 6 § 7 cap. I I numărul natural a este reprezen
tat printr-o anumită formă avînd discriminantul D, dacă şi numai 
dacă în corpul RQfd) există un divizor întreg cu noima a (se. ştie că 
norma unui divizor coincide cu noima modulului care-i corespunde). 
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formele tuturor divizorilor întregi pot fi însă caracterizate cu aju
torul teoremei 2. Aşadar, conform acestei teoreme norma N(p) a divl-
zorului prim p este numărul prim p dacă x(P) = 0 s a i a l(P) = 1 
şi este pătratul unui număr prim dacă x(P) = — 1. Prin urmare, 
numărul a poate fi reprezentat ca norma JV"(a)-a di vizorului întreg 
o = n pa(?> din corpul B(]/d), dacă si numai dacă toate numerele 

p 
prime p, pentru care xt.P) = —1, intervin la puteri pare. 

Condiţia obţinută poate fi uşor exprimată dacă ne folosim de 
simbolul lui Hilbert, a cărui definiţie am dat-o în pct. 3 § 6 cap. I. 
Să calculăm J ——• j pentru toate numerele prime p care nu intervin 

V p ) 
în D. Fie a = pk 6, unde b nu se divide prin p. Potrivit proprietăţilor 
simbolului lui Hilbert obţinem 

\-i— \ = | _ L _ J / _ J ~ ( — I = x(p)k pentrup / 2, p\I)x 

(¥•)-
b~-\ D-î D2-1 D2_i 

-* v 2 " 2 + 8 „ "̂T" 

( - 1 ) = ( - 1 ) =X(2 )* 

pentru j> == 2, 2^2) 

(încazulp = 2,2/^Dtrebuie să considerăm congruenţa!) = 1 (mod 4)). 
Formulele obţinute demonstrează a doua parte a toremei următoare. 

TEOREMA 3. Pentru ca numărul natural a să fie reprezentat printr-o 
anumită formă binară avînd discriminantul D, este necesar şi suficient 
ca aceasta să nu conţină numere prime p pentru care x(p) = — 1 la 
puteri impare. Pentru aceasta este necesar şi suficient ca 

(fi = +1 pentru orice p)(D . 

Deoarece numerele întregi a şi ab2 sînt sau nu simultan reprezen-
tabile prin forme de discriminant i>, putem să ne limităm la a con
sidera numere a, libere de pătrate. 

Dacă p =27 p J î) şi p Jc a, atunci, după cum se ştie, [ — — J = 
t ' \ P ) 

= + 1 . In consecinţă, teorema 3 impune numărului a numai un număr 
finit de condiţii, care se referă numai la resturile divizorilor primi 
ai numărului a (liber de pătrare) modulo |D|. 

Am putea deduce acum imediat teorema 3 din teorema 7 §7 cap. I I . 
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Am recurs la o demonstraţie ce se sprijină pe teorema 2, pentru 
a atrage atenţia asupra legăturii dintre problema reprezentării nume
relor prin forme avînd discriminantul JD şi problema descompunerii 
în factori în corpul pătratic respectiv. 

Eezultatul obţinut nu exprimă, totuşi, un criteriu propriu-zis. 
într-adevăr, ar fi fost bine să fi găsit un criteriu de reprezentare a 
numărului a prin formele unei clase dat de forme propriu echiva
lente, însă teorema 3 ne dă condiţia de reprezentare a lui a prin 
formele unei clase oarecare. Se pune astfel următoarea problemă. 
Este posibil oare să descompunem clasele de forme în grupe disjuncte 
(pe cît posibil mai fin) astfel încît oricare ar fi a, toate formele care 
reprezintă acest număr a (evident, dacă există) să aparţină unei anu
mite grupe ? O astfel de descompunere a claselor de forme în grupe 
a fost găsită de către Gauss. Ea este strîns legată de echivalenţa raţio
nală a formelor pătratice. 

DEFINIŢIE Se spune că două forme pătratice binare primitive 
avînd discriminantul dat D aparţin aceluiaşi gen, dacă ele sînt raţio
nal echivalente. 

Deoarece formele echivalente în numere întregi sînt şi raţional 
echivalente, atunci toate formele unei aceleiaşi clase sînt cuprinse în 
acelaşi gen. î n acest mod fiecare gen este o reuniune a unor clase de 
forme. De aici se deduce, în particular, că numărul genurilor formelor 
(avînd discriminantul D dat) este finit. 

în pct. 5 § 7 cap. I s-au introdus pentru formele binare raţionale 
nesingulare / invarianţii eP{f), p fiind un număr prim sau simbolul oo. 

1 în cazul nostru discriminantul D al formelor primitive / este — — Dy 
4 

de aceea 

unde a este un număr nenul, care se poate reprezenta raţional prin 
forma / . 

Fie G un gen al formelor. Deoarece toate formele din G au ace
iaşi invarianţi, putem să notăm 

e.v(G) = eJJ)i 
unde / este o formă din genul G. 

Fie a un număr nenul reprezentat prin forma / . în virtutea celei 
de a doua afirmaţii a teoremei 3 găsim ep(f) = ( - J — j = 1 pentru 

\ p J 
toate numerele prime p ce nu intervin înD. In continuare, ^o (/) ?== 1, 
deoarece în cazul D < 0 considerăm numai forme pozitiv definite. 
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Deci oricare ar fi genul de forme G de discriminant JD, vom avea 
ep(G) = 1 pentru pJ(B şi p = 00. (6) 

Fiecare gen G este unic definit, în acest fel, prin invarianţii ep(G)7 
unde p parcurge toţi divizorii primi ai discriminantului B. 

Condiţia de reprezentare a numerelor prin forme de un anumit 
gen G fixat poate fi formulată în felul următor. 

TEOREMA 4. Pentru ca numărul întreg a > 0 să admită o reprezen
tare întreagă printr-o anumită formă avînă genul (?, este necesar şi 
suficient ca egalitatea m = ev (G) 

să aibă loc pentru orice p. 
Demonstraţie. Necesitatea condiţiei este evidentă. Dacă pentru 

un anumit a este valabilă egalitatea [ — — ] =• e (G) pentru toţi p, 
\ P ) 

atunci în virtutea relaţiei (6) ( —-— )•= 1 oricare ar fi pJ(B. într-o 
V P J 

astfel de situaţie însă, potrivit teoremei 3 numărul a este reprezentat 
printr-o anumită • formă / avînd discriminantul B şi xntrucît eP(f) = 
-s-l—l—J = ep(G), rezultă că f aparţine genului 6r, teorema 4 fiind 

\ P I 
astfel demonstrată. 

Afirmaţia teoremei 4 este interesantă prin aceea că dă o carac
terizare reprezentării numărului a printr-o anumită formă din genul 
G numai prin restul numărului a modulo \B\ (cu condiţia ca :a sa 
poată fi reprezentat în general printr-o formă avînd discriminantul D, 
adică cu condiţia ca 1 — — I = 1 pentru orice p \ B). într-adevăr, 

A P ) 

( n T) \ 
——• I pentru p\ D, depind numai de restul a modulo 

P J 
\B\. în cazul în care descompunerea mulţimii formelor în genuri 

coincide cu descompunerea în clase (adică atunci cînd orice gen este 
•constituit dintr-o singură clasă, teorema 4 ne dă prin urmare o rezol
vare ideală a problemei reprezentării numerelor prin forme binare. 

în cazul general, rezultatul obţinut nu mai poate fi îmbunătă
ţit. Aceasta înseamnă că oricare ar fi discriminantul B (al ordinului 
maximal) şi oricare ar fi mulţimea claselor de forme considerate 
pentru acest discriminant, dacă această mulţime nu este constituită 
în întregime din anumite genuri, atunci nu există nici un modul m, 
astfel încît reprezentarea unui număr de către o formă a mulţimii 

298 

noastre să depindă numai de restul modulo m al acestui număr. în 
particular, dacă genul nu este constituit dintr-o singură clasă, atunci 
nu există caracterizări ale numerelor reprezentate de clase, în limba
jul resturilor lor modulo un anumit număr. Demonstraţia acestor 
situaţii se deduce din teoria corpului claselor şi se bazează pe aceea 
că (dacă ne limităm la numerele prime) reprezentarea unui număr 
prim de către formele unei anumite mulţimi de clase poate fi descrisă 
în limbajul tipului de descompunere a acestui număr în divizori primi 
dintr-un anumit corp L. Acest corp L va avea un grup Galois abe-
lian peste corpul numerelor raţionale numai dacă mulţimea noastră 
de clase este constituită din cîteva genuri (v. în această privinţă 
lucrarea HASSE, BL, Zur GescJilecMertlieorte in quadratiscJien ZahUwr-
pern, J. Math. Soc. Japan 3, E~° 1, 1951, 45-51) . 

Să ne ocupăm în continuare de cercetarea numărului genurilor. 
Fie pv.. ., pt toţi divizorii primi, oricare doi distincţi, ai discriminan
tului I). Potrivit relaţiei (6) fiecare gen este unic definit de mulţimea 
invarianţilor et = ePi(G). Aceşti invarianţi nu pot fi arbitrari, deoarece 
alegînel o formă feGşi numărul nenuî a care este reprezentat de 
forma / , găsim (formula (17), § 7 cap. I) 

e,e* ...et = Ţlen(G) = U ( - ^ - ~ I = 1 
p p \ p ) 

(p parcurge, în cele două produse, toate numerele prime şi simbolul 
0 0 ) . 

Să arătăm că relaţia obţinută 

H •. . .*• = ! (7) 

între numerele e't = ± 1 este nu numai necesară, dar şi suficientă 
pentru ca aceste numere să fie invarianţi ai unui anumit gen G\ 

Să notăm prin kt exponentul puterii cu care pt intervine în B 
(hi este 1 pentru toţi pt ¥= 2 şi 2 sau 3 pentru pt = 2). Pentru fiecare 
i = 1, . . ., t alegem cîte un întreg a^ care nu se divide prin pt, pentru 
care l —— 1 — et, apoi determinăm întregul a din sistemul de con-

V -Pi ) 
gruenţe 

a= at (mod p)*) (1 < i < t) . 

Oricare ar fi a, verificînd aceste congruenţe, avem (pe baza proprie
tăţilor simbolului lui Hilbert) 

a, B \ ( at, B\ 
Pi )=m 
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Problema noastră constă acum în aceea ca dintre valorile lui a să găsim 
una, astfel încît I - ^ — j = 1 pentru orice p)(D. Utilizăm în acest scop 

teorema lui Diriclilet despre numerele prime dintr-o progresie arit
metică (v. cap. V § 3). Deoarece toate valorile lui a sînt relativ prime 
cu D şi formează o clasă de resturi modulo \D | = J J \\, atunci în virtu
tea teoremei lui Dirichlet rezultă că printre ele se va afla un număr 
prim impar q. Pentru acesta : 

Î , D 

P 

V Pi J \ Pi ) 

• 1 = 1 pent ru p)(D, p ^ 2 şi p ^ q; 

q-\ D-l 

— 1 = ( - 1 ) = 1 pent ru 2J(®. l 2 

Eelaţia fii--1—J = 1 conduce, prin urmare, la egalitatea 

( SS -® \ 
ex ...et.l J = 1, de unde pe baza relaţiei (7) se deduce-că valoa
rea simbolului f — — j este de asemenea 1. 

I q ) 
în acest mod, am dedus existenţa unui număr natural a (chiar 

prim) pentru care 

• ( — — ] • = e, (1 ^ i^t) şi | ~ ^ — ) = 1 pentru pJfD. 

Potrivit teoremei 3 numărul a este reprezentat printr-o anumită 
formă/ avînd discriminantul D. Dacă această formă aparţine genului 
<?, atunci 

ePi (O) == (-1—\ = et (1 < i < t). 

Astfel s-a demonstrat afirmaţia noastră asupra existentei unui gen 
pentru care invarianţii au fost în prealabil daţi (satisfăcînd, desigur, 
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relaţia (7)). Deoarece numărul tuturor mulţimilor posibile de valori 
et = ± 1 care satisfac condiţia (7) este 2l~\ atunci numărul tutu
ror genurilor formelor care au discriminantul D este tot 2*-1. Să 
formulăm rezultatul obţinut. 

TEOEEMA 5. Fie pt . . . pt toţi divizorii primi ai discriminantului 
D al corpului pătratic RQfd), oricare doi distincţi. Pentru orice mulţime 
de valori et = ± 1 (1 ^ i ^ t) cu condiţia et . . . et = 1 există un gen 
(r al formelor care au discriminantul D pentru care ePi(G) = et. Numă
rul tuturor genurilor formelor care au discriminantul D este 2*"1. 

OBSERVAŢIA 1. Teoria genurilor, expusă în acest punct pentru 
forme al căror discriminant coincide cu discriminantul I) al ordinului 
maximal într-un corp pătratic, poate fi dezvoltată şi pentru forme 
care au discriminantul D/2. 

OBSERVAŢIA 2. Dacă fiecare gen al formelor care au discrimi
nantul Bf2 este format numai dintr-o singură clasa, atunci pentru 
numărul reprezentărilor numerelor întregi, relativ prime cu/ , printr-o 
formă fixată avînd discriminantul D/2 poate fi indicată o formulă 
simplă (v. problema 18). La sfîrşitul cărţii este dat tabelul valorilor 
cunoscute pentru discriminantul D / 2 < 0 care au genuri compuse 
dintr-o singură clasă. Dacă acest tabel epuizează sau nu toate valo
rile discriminanţilor negativi pentru care fiecare gen al formelor este 
compus dintr-o singură clasă, constituie pînă in prezent o problemă 
nerezolvată. S-a demonstrat numai că exista un număr finit de astfel 
de discriminanţi. Numerele — D/2, pentru D/2 pari, din tabelul dat 

au fost găsite încă de Euler care le-a numit numere comode. Aceste 
numere au fost utilizate de Euler în studiul numerelor prime mari 
din cauza următoarei proprietăţi a lor : dacă produsul ah al numere
lor naturale relativ prime a şi b este un număr comod şi dacă forma 
^oo2+by2 reprezintă numărul q într-un singur mod esenţial (cu co şi 
şi y relativ prime), atunci acest număr q este prim (v. problema 19). 
De exemplu, diferenţa 3049—120y2 este pătrat numai pentru y = 5 
şi, prin urmare, numărul 3049 este reprezentat de forma a?2+120 y2 

într-un mod unic : 3049 == 72 + 120 • 52 şi de aceea este prim. Prin 
această metodă Euler a reuşit să determine multe numere prime mari 
pentru acel timp. Este clar ca cu cît un număr comod este mai 
mare cu atît sînt necesare mai puţine verificări pentru a rezolva 
problema unicităţii reprezentării, 

4. Genuri de divizori. Eezultatele obţinute în pct. 3 asupra 
genurilor de forme permit enunţarea cîtorva concluzii asupra struc
turii grupului claselor (în sens restrîns) de divizori dintr-un corp 
pătratic. în acest scop să transpunem definiţia genurilor şi în ea£#f 
divizorilor. 
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In virtutea teoremei 6 § 6 fiecărui di vizor a (întreg sau fracţio-
nar) i se pune în corespondenţă bijectivă idealul a, compus din acele 
numere din corp, care se divid prin a. în cazul unui corp pătratic, 
fiecărei baze {a, (3} a modulului ă, care satisface condiţia (10) § 7 
cap. II , îi corespunde forma primitivă 

' ^ ^ ^ ^ M . ' , (8) 
A » 

La trecerea la o altă bază a modulului â (cu aceeaşi condiţie (10) 
§ 7 cap. II), forma/ se înlocuieşte printr-o formă propriu echivalentă 
cu ea. Egalitatea (8) ataşează deci di vizorului a o clasă de forme pro
priu echivalente. Această aplicaţie stabileşte o corespondenţă bijec
tivă între clasele de divizori în sens restrîns şi clasele de forme pro
priu echivalente avînd discriminantul D, despre care s-a vorbit la 
începutul punctului .3. 

DEFINIŢIE. Doi divizori dintr-un corp pătratic aparţin aceluiaşi 
gen, atunci cînă clasele de forme care le corespud sînt incluse în acelaşi 
gen de forme (adică sînt raţional echivalente). 

Deoarece divizorilor echivalenţi în sens restrîns le corespunde 
aceeaşi clasă de forme, rezultă că fiecare gen de divizori este o reuniu
ne a unor clase de divizori (în sens restrîns). 

Genul de divizori care corespunde genului de forme G îl vom 
nota tot cu litera G. Prin invarianţii ep(G) ai genului de divizori G 
se înţeleg invarianţi analogi clasei respective de forme. Pentru 
invarianţii eP(G) este valabilă formula 

unde a este un di vizor din genul G. într-adevăr, din definiţia inva
rianţilor e (G) = I — — ) , unde a este un număr raţional nenul care 

\ P J 
se poate reprezenta printr-o formă f(x, y) de tipul (8) corespunzînd 
divizorului a. Forma N(OLX -f $y) reprezintă toate pătratele de 
numere raţionale, deci reprezintă şi pe A(ct)2. în consecinţă, /(a?, y) 
reprezintă pe A(a), ceea ce demonstrează formula (9). 

Genul de divizori G0 ai cărui invarianţi sînt toţi 1 se numeşte 
genul principal. Toţi divizorii a din genul principal sînt caracterizaţi 
prin condiţia I — | = 1 perftru orice p. Eezultă în acest fel că 

genul principal este un grup relativ la înmulţirea divizorilor, subgrup 
în grupul tuturor divizorilor. Este evident, apoi, că genul de divizori 
G este o clasă de echivalenţă aG0 relativ la subgrupul G0f unde a este 
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un divizor din genul G. Dar mulţimea tuturor claselor factorizării 
prin subgrupul G0 este imaginea canonică a grupului factor al grupului 
tuturor divizorilor prin subgrupul G0. Prin urmare, putem să consi
derăm mulţimea tuturor genurilor ca un grup. Acesta se numeşte 
grupul genurilor. Conform teoremei 5 ordinul grupului genurilor 
este 2**"1, unde t este numărul divizorilor primi distincţi ai discrimi
nantului D. 

Să dăm o caracterizare a genului de divizori chiar în limbajul 
divizorilor (fără a implica forme). 

TEOREMA 6. Boi divizori a şi ax dintr-un corp pătratic aparţin 
aceluiaşi gen, dacă şi mimai dacă în acel corp există un număr y avînd 
norma pozitivă^ astfel încît 

^ ( a 1 ) - l Y ( a ) - l Y ( y ) . 

Demonstraţie. Să alegem în idealele 5 şi ax bazele {a, (3}, respectiv, 
(a1? (3X} satisfăcînd condiţia 10 § 7 cap. II . Atunci divizorilor a şi ax 
le vor corespunde, formele 

• J- ' ^ A(a) J Nfa) . 

î n virtutea teoremei 11 § 1 Complemente formele fx şi f sînt raţional 
echivalente, dacă şi numai dacă există cel puţin un număr raţional 
nenul care este reprezentat simultan prin aceste forme, adică în cazul 
cînd 

N{a)- N(at) 

Din aceasta rezultă afirmaţia teoremei. 
Pentru divizorii genului principal avem următoarea caracteri

zare. 
TEOREMA 7. Divizorul a aparţine genului principal, dacă şi 

numai dacă este echivalent în sens restrîns cu pătratul unui divizor. 
Demonstraţie. Să considerăm divizorul a ca aparţinînd genului 

principal. Deoarece divizorul unitate aparţine genului principal, 
conform teoremei 6 există un număr y pentru care A(a) — A(y). 
înlocuind pe a cu un divizor echivalent al său a(y""1), putem considera 
că N(a) = 1. Pentru a stabili în ce condiţii este valabilă această 
egalitate, descompunem divizorul ct într-un produs de divizori primi. 
Separăm în această descompunere divizorii primi -.p, pentru care 
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există un alt divizor prim p't avînd aceeaşi normă (primul tip de des
compunere în limbajulfde la pct. 1) de toţi ceilalţi divizori primi q4.: 

i j 

Deoarece N(Pi) = N(p'i) = Pt şi Nfa) •= qrJ (uncie ^ este 2 sau 1), 
din condiţia N(a) = 1 obţinem 

% J J 

Numerele prime pt şi qj sînt oricare două distincte, de aceea ht =• 
= —- at şi ĉ  = 0, deci 

i 

însă Pi p- = p,, de aceea pi""1 ~ p„ de unde se deduce că 

A ~ ( I I P Î ' ) 2 

(semnul - indică în cazul de faţă echivalenţa în sens restrîns a divi
zorilor). 

Beciproc, dacă a ~ b2
? adică a = b2(a), JV(a) > 0, atunci JT(a) = 

= JV(P), unde (3 = JV^bJa şi deci în baza teoremei 1 a aparţine genu
lui principal. 

Teorema 7 este astfel demonstrată. 
Să considerăm acum grupul £ al claselor de divizori în sens 

restrîns. Dacă fiecărei clase O e £ îi punem în corespondenţă acel 
gen O în care este inclusă clasa respectivă, obţinem un homomorfism 
al grupului <£ al claselor pe grupul genurilor. isTucleul său este consti
tuit din mulţimea acelor clase care sînt incluse în genul principal 
G0. Conform teoremei 7 clasa C este inclusă în genul principal, dacă 
şi numai dacă este pătratul unei anumite clase din (£. în acest mod 
nucleul homomorf ismului grupului © pe grupul genurilor este subgru-
pul £2, constituit din pătratele (72 ale claselor CG(E, Aplicînd teorema 
de homomorf ism din teoria grupurilor şi avînd în vedere că grupul 
genurilor are ordinul 2*"1 sîntem conduşi la următorul rezultat. 

TEOREMA 8. Grupul factor G/£2 al grupului G al claselor de divi
zări în sens restrîns prin subgrupul pătratelor are ordinul 2'"1, unde 
teste numărul de divizori primi distincţi ai discriminantului B al cor
pului pătratic. 

Importanţa teoremei 8 constă în aceea că ne dă anumite infor
maţii despre structura grupului <£. Pe baza teoremei 1 §5 Comple
mente, grupul £ poate fi descompus într-un produs direct de subgru-
puri ciclice. Din teorema 8 rezultă imediat că exact t ~~ 1 dintre aceste 
subgrupuri au ordin impar. în particular, obţinem următorul rezultat. 
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CONSECINŢA. Numărul claselor de divizori {în sens restrîns) dintr-un 
corp pătratic este impar, dacă şi numai dacă discriminantul său con
ţine un singur număr prim. 

Astfel de corpuri sînt: B (tf^i), B{}[2), B(Y~^2), B(Y~p) cu p 
prim de forma An + 1 şi BQ[—q) cu q prim de forma 4^ + 3. 

Situaţiile prezentate mai sus se numără printre foarte puţinele 
rezultate cunoscute în ce priveşte structura grupului claselor de divi
zori. 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că pentru caracterul x a l u n u i c o r P pătrat ic avînd discri
minantul D există exprimarea, cu ajutorul simbolului lui Hilbert, prin formula 

X(a) = n ( — ) («> I ) ) = = 1 -
PjD\ P ) 

2. Presupunem că discriminantul D al unui corp pătrat ic nu se divide prin 8. 
Să se demonstreze că în acest caz, pentru orice număr întreg y din corpul pătrat ic 
dat, relativ prim cu D, congruenţa 

x2 = N(y) (mod |JD |), 
este rezolubilă relativ la întregul raţional x. 

3. Acele clase de numere modulo JD, care sînt congruente cu normele numerelor 
întregi dintr-un corp pătratic, relativ prime cu discriminantul D, formează un sub-
grup H în grupul G al tuturor claselor de numere modulo |D|, relativ prime cu D. Să 
se demonstreze că indicele (G : H) este 2l, unde t este numărul de divizori primi dis
tincţi ai discriminantului D. 

4. Să notăm prin H* grupul acelor clase de resturi modulo \D\ care sînt congru
ente cu normele divizorilor întregi dintr-un corp pătratic, relativ prime cu D. Să se 
demonstreze că (G : H*) = 2. 

5. Să se demonstreze că oricare ar fi numărul y, avînd norma pozitivă, dintr-un 
corp pătratic cu discriminantul D, pentru orice p avem 

| N ( y ) , D 

6. Să se demonstreze că idealele întregi a şi b, relativ prime cu D, aparţ in ace
luiaşi gen, dacă şi numai dacă pentru un anumit întreg y este verificată congruenţa 

N(a) ~ N(y)N(b) (mod \D\). 

7. Să se demonstreze că într-un corp pătratic real, al cărui discriminant conţine 
un singur număr prim, norma unităţii fundamentale este — 1 . ^ 

8. Să se arate că automorfismul neidentic a : a -> a° al corpului pătrat ic R(]fd) 
defineşte în mod canonic pe grupul divizorilor automorfismul a: a -» a° , pentru care 
(a) = (a ) a oricare ar fi a nenul. Să se stabilească cum acţionează automorfismul a pe 
divizorii primi. 

9. Automorfismul a al grupului divizorilor, definit în problema 8, induce un auto-
morfism canonic a : C -> C° al grupului claselor divizorilor (& (în sens restrîns). Anume, 
clacă ae C, atunci C° este acea clasă care conţine pe a° . Clasa C se numeşte invariantă 
dacă C° = C. Să se demonstreze că o clasă C este invariantă, dacă şi numai dacă Câ 

este clasă principală. 

-

20 — c. 796 
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10. Să se demonstreze că sub grupul grupului claselor de divizori (£ (în sens 
restrîns), compus din clasele invariante, are ordinul 2t—1 (/este numărul divizorilor primi 
distincţi ai discriminantului). 

11. Să se demonstreze că dacă într-un corp pătrat ic N($) = 1, atunci există un 
anumit element oc, astfel încît 

a° 
N (oc) > 0 , p = ± . 

a 

12. Să se arate că în fiecare clasă invariantă C se găseşte un di vizor a pentru 
care aCT = a. 

13. Fie pp . . . , p j toţ i divizorii primi, oricare doi distincţi, care divid discrimi
nantul D. Să se demonstreze că în fiecare clasă invariantă se găsesc exact doi repre
zentanţi de tipul 

p«i • • •, P** 1 < ii < . . . < h <i (k = 0, 1, . . ., 0-

14. Subgrupul acelor clase invariante care sînt incluse în genul principal se des
compune, evident, în produs direct al cîtorva grupuri ciclice de ordinul doi. Să se demon
streze că numărul acestor factorui ciclici este egal cu numărul invarianţilor grupului 
claselor (& (în sens restrîns), care se divid prin 4 (pentru definiţia invarianţilor unui 
grup abelian finit v. pct. 1, §5, Complemente), 

15. Să se arate că numărul divizorilor pozitivi r ai discriminantului D, liberi ele 
pătrate şi supuşi condiţiei 

fr) 1 pentru orice p, 

este de forma 2W. Să se arate apoi ca .numărul invarianţilor grupului claselor (& care se 
divid prin 4 este u —1. 

16. Fie m un număr natural, relativ prim cu indicele f al ordinului £)/ în ordinul 
maximal al corpului pătrat ic R(]/d). Să se demonstreze că numărul modulelor din 
R(Yd) avînd inelul de stabilizatori £>/, care sînt conţinute în £)/ şi au norma m, este 
egal cu numărul de divizori întregi ai corpului R(]fd') care au norma m. . 

17. Să se arate că numărul divizorilor întregi din corpul pătrat ic R(fd) care 
au norma m este 

S X«. 
r\m 

unde x este caracterul corpului i?(]/5), iar r parcurge toţi divizorii numărului natural m. 
18. Fie ^ ( x , y), ...,gs(x, y) un sistem complet de forme pătratice primitive 

pozitive, oricare două neechivalente, avînd discriminantul Df < 0 (D este discriminantul 
ordinului maximal din corpul R(]/d)) şi fie m un număr natural relativ prim cu f. 
Să se demonstreze că numărul N al tuturor reprezentărilor numărului m prin toate 
formele gx, . ..,gs este dat de formula 

unde 
r\m 

f 6, dacă D = - 3 , f = 1 

4, dacă D = — 4, f = 1 ; 

2, dacă JDf2 < - 4. 
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19. Considerăm o formă pozitivă g(x, y) avînd discriminantul Df <; — 4 şi un 
număr natural q relativ prim cu Df. Presupunem că fiecare gen de lo ra ie caie au dis
criminantul Df este compus dintr-o singură clasă. Sa se demonstreze că dacă ecuaţia 
g(x, y) = q are exact patru soluţii în numere întregi x şi y relativ prime, atunci numărul 
q este prim. 

20. Folosind notaţiile din problema 11 §7 cap. I I , să se demonstreze că numărul 
# 0 a l claselor de module asemenea dintr-un corp pătrat ic (în sens obişnuit) aparţinînd 
ordinului Df este dat de formula 

unde x e s t e caracterul corpului pătrat ic (p parcurge toţ i divizorii primij ai numărului f). 
21. Să se arate că un număr prim este reprezentat prin forma x2 -f 3z/2, dacă şi 

numai dacă este de forma 3n + 1. 
22. Să se demonstreze că forma x2 — 5y2 reprezintă toate numerele prime de 

forma 10n -f i şi nu reprezintă numerele prime de forma 10 n ± 3. 
23. Să se arate că numărul natural .m este reprezentat de forma x2 + 2y2 în care 

x şi y sînt relativ prime, dacă şi numai dacă este de forma 

/ « • = 2 p x
x . . . p/> 

unde ce = 0 sau 1, iar fiecare număr prim impar p,t este de forma 8n + 1 sau 8n + 3 . 
24. Să se arate că există corpuri pătratice (reale sau imaginare) avînd număru l 

claselor de divizori oricît de mare. 
25. Fie p x , .•.,•/>* toate numerele prime, oricare două distincte, care intră în 

discriminantul D al corpului pătratic R$dy Egalităţile 

definesc o matrice (a^) avînd elemente din corpul claselor de resturi modulo 2, Să notăm 
prin p rangul acestei matrici (în corpul GF(2)). Să se^demonstreze că numărul invarian
ţilor grupului claselor de divizori din corpul R(]/d) (în sens restrîns) care Se divid 
prin 4 este $ - p — 1. 

26. Fie numerele prime p şi q astfel c a p ^ 2 şi q şk p (mod 4). Să se demonstreze 
că numărul cîaseîo* de divizori din corpul R(]f — pq) se divide la 4, dacă şi numai dacă 

( f H :"•. 
27. Considerăm numerele prime distincte pv . . . , p « de forma 4n + 1, iar d = 

ss P j . , , p j = 1 (mod 8). Să se demonstreze că fiecare gen de divizori din corpul 
R(\f — d) este compus dintr-un număr par de clase. 

28. Considerăm un corp pătrat ic real R(]fd), în al cărui discriminant nu intră 
numere prime de forma 4n 4- 3, iar e este unitatea fundamentală, a ^orpului R(lfd). 
Sa se demonstreze că dacă genul principal al divizorilor din corpul R(]fd) este compus 
dintr-un număr impar de clase (în sens restrîns) atunci 'Şf (e) = ~ - 1 . 

29. Fie p un număr prim de forma 8n-f- 1. Să se demonstreze că numărul clase
lor de divizori din corpul jR(]/—p) se divide prin 4-
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CAPITOLUL IV 

METODA LOCALA 

î n § 7 cap. I am demonstrat teorema Minkovski-Hasse despre 
reprezentările lui zero prmJorme : pătratice raţionale. Atît enunţul 
acestei teoreme, cit şi demonstraţia ei necesită scufundarea corpului 
R al numerelor raţionale în fiecare corp Rp de numere p-adice şi în 
corpul Roo al numerelor reale, deci în toate completările corpului R. 
Metoda de rezolvare a problemelor din teoria numerelor folosind scu
fundările corpului fundamental respectiv în completările sale se nu-
meşte metodă locală. Această metodă conduce la consecinţe aritmetice 
deosebit de importante nu numai în cazul corpului numerelor raţio
nale, cît şi în cazul unui corp arbitrar de numere algebrice. Metoda 
locală reprezintă şi unul dintre mijloacele importante de studiu al 
corpurilor de funcţii algebrice. 

î n acest capitol vom expune un şir de situaţii generale referitoare 
la metoda locală în cazul unui corp fundamental arbitrar, iar apoi 
vom aplica această metodă la demonstrarea unuia dintre cele mai 
profunde cazuri care se întîlnesc în reprezentarea numerelor prin 
forme complet decompozabile (v. definiţia în pct. 3 § 1 cap. II) . Este 
vorba despre excepţionala teoremă a lui Tlrue, care afirmă că ecuaţia 
nedefinită / ($, y) '= 0 (/(#, y) este un polinom cu coeficienţi întregi, 
ireductibil, omogen, de grad cel puţin 3) are numai un număr finit de 
soluţii întregi. Thue a demonstrat această teoremă cu ajutorul teoriei 
aproximării numereloi: algebrice prin numere raţionale. Demonstraţia 
bazată pe aplicarea metodei locale aparţine lui Skolem. Cu toate că 
în demonstraţia lui Skolem se impune o mică condiţie restrictivă 
asupra polinomului /(#, y), aceasta rămîne totuşi mai sugestivă decît 
demonstraţia dată iniţial de Tliue. 

§ 1. OOBPUBI COMPLETE EELATIV LA EXPONENŢI 

1. Completarea unui corp relativ la un exponent. î n § 4 cap. I 
âim văzut că fiecărui număr prim, adică fiecărui divizor prim al cor
pului R al numerelor raţionale îl corespunde o metrică j?-adică <pp 
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în corpul R, astfel încît completarea relativă la aceasta ne conduce la 
corpul Rp de numere jp-adice. Pentru definirea metricii 9 nu folosim 
nici o altă proprietate a corpului JB decît aceea a existenţei exponen
tului 2?-adic (v. formula (1) § 4 cap. I). Din această cauză sînt posibi
le completări analoage şi în cazul unui corp k oarecare dacă în acesta 
există o teorie a divizorilor. într-adevăr, dacă divizorului prim p 
din corpul k îi corespunde exponentul vp = v, atunci fixînd un număr 
real p, 0 < p < 1, putem defini pe k metrica <p = 9^ prin 

<p(x) = pv^> (a? e fc), (1) 

iar apoi prin metoda din pct. 1 § 4 cap. I să construim o completare 
k = kp a corpului Jc relativ la această metrică. (Faptul că funcţia (1) 
este o metrică rezultă imediat.). Corpul hp se numeşte completare 
p-adică a corpului k.. Completarea Jc = Jc nu depinde, evident, de 
teoria, divizorilor considerată pe k. Aceasta este • complet determinată 
numai de către exponentul v = v„. Din această cauză, o vom mai 
num'i;şi completare a lui Jc-relativ la exponentul v. în paragraful de faţă 
vom-;studia anumite proprietăţi ale acestor completări, precum şi 
extinderile finite ale acestora. 

•;• "Eie;fe o completare- a corpului Jc relativ la exponentul . v. • Yom ară
ta -că' exponentul v poate fi prelungit în mod firesc. la exponentul, "v 
ai -, corpului k. De-fapt in pct. 1 §4 cap. I am văzut că o metrică 9 
pe corpiil k{\L (1)) poate fi prelungită la metrica "9 pe corpul ft, astfel 
că dacă", a e k şi a = lim anY unde a^ e 7s, atunci ^"(a)• = lim <?{an). 

n-*oo n-*oo 
Deoarece,în cazul nostru.zero este singurul punct.limită al, mulţimii 
valorilgr .$(#), ae fc, se deduce că şirul.'{<p(an)} sau converge la zero 
(dacă <3t,f~~ 0), sau începînd cu un anumit rang devine constant (dacă 
a-7^,0).;In.consecinţă şirul {v(aTOJ}..tinde .la infinit pentru a = 0 şi 
devine staţionar începînd cu un anumit rang dacă a ^ 0. Putem nota 
astfel , • 

"v"(a) = lim v(an) . 

Se Verifică direct că funcţia V(a) astfel definită (ale cărei valori nu 
depind, evident, de şirul {an} este exponent în corpul k şi "v(a) = v(a) 
pentru orice a e k. Este de asemenea evident că metrica 9" a corpului 
k este legată de exponentul "v prin relaţia : 

?(a) = pWa*(ae Jc). 

", în cele ce urmează convergenţa în corpul k se va exprima cu aju
torul exponentului V (în locul metricii 9) analog modului în care s-a 
proceâăt în cazul corpului numerelor p-adide (v. pct. 4 §3 cap. I). 
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Fie o inelul exponentului v, adică inelul acelor elemente ae k 
pentru care v(a) ^ 0 (v. pct. 1 §4 cap. III). Vom arăta că includerea 
o a inelului o în corpul Te coincide cu inelul exponentului v" (prin închi
derea A a unei submulţimi oarecare A'c k se înţelege mulţimea tutu
ror acelor elemente^din k ce sînt limite de şiruri de elemente din A). 
De fapt, dacă ae o, atunci a = lim an, \măe-ane o, rezultînd astfel 

»-»oo 

că \T(a) = lim v(an) > 0. Eeciproc, fie v"(a) > 0. Deoarece a este limită 
n-»oo 

a unui şir de elemente din ft, pentru orice număr natural n există un 
anumit element an e k astfel încît V(a — an) > n. Atunci a = lim an 

«->oo 
şi 

v O J = ~v~(a ~ O — an)) > **iin (v~(a), "v(a — an)) > 0 , 

adică aw G o. Afirmaţia noastră este, în acest mod, demonstrată. 
Potrivit teoremei 2 § 4 cap. I I I în inelul o există, pînă la o aso

ciere, un singur element prim TC care satisface condiţia V(TC) = 1. 
Acesta va fi element prim şi în inelul o (deoarece "V(TC) = 1). Să 
notăm prin Sv şi £v corpurile reziduale ale exponenţilor v, respectiv, V 
(v. sfîrşitul pct. 1 §4 cap. III). Deoarece o congruenţă modulo TC 
în inelul o este echivalentă cu o congruenţă analoagă în inelul x>, 
există un izomorfism natural al corpului £v î& corpul 2 7 . Pe de altă 
parte, pentru orice ae o există un element ae o pentru care v"(a — 
—- a)> 1, adică a = a (mod TC). Congruenţa obţinută arată că apli
caţia 2V -> It- este un izomorfism pe tot corpul E-. în baza acestui 
izomorfism corpul de resturi Sv se identifică de obicei cu Z7. 

2. Reprezentarea elementelor sub formă de serii. î n cadrul aces
tui punct vom nota prin k un corp complet relativ la exponentul v 
(adică un corp complet relativ la metrica (1)). Inelul o al exponentului 
v se numeşte în acest caz inel al elementelor întregi ale corpului k. Să 
notăm prin n un element prim fixat din inelul o. 

Corpul rezidual S al exponentului v îl vom numi corp rezidual 
al corpului k. 

Afirmaţiile din pct. 4 §3 cap. I referitor la seriile jp-adice, deci 
şi teorema 8 § 3 cap. I rămîn evident valabile pentru seriile din corpul A. 

Fie întregii an(n < m< oo) şi să considerăm seria 

Deoarece V(OC%TCW) = v(aj + n > n, atunci annn -> 0 pentru n -> oo, 
adică termenul general al seriei (2) tinde către zero. î n consecinţă, 
seria. (2) este convergentă şi suma sa este un anumit element din fc. 
Se pune atunci problema dacă nu se poate reprezenta orice element 
din kmb forma unei sume (2), iar dacă aceasta este posibil, dacă nu 
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€umva (analog cazului corpului numerelor j)-adice, teorema 10 §3 
cap. I) se pot da pentru elementele din fc anumite reprezentări cano
nice de acest tip. Eăspunsul se dovedeşte afirmativ. 

Să alegem în inelul o un sistem complet 8 de resturi modulo TC. 
Vom presupune că 0 e $, adică zero este ales reprezentant în clasa ele
mentelor inelului o, care se divid prin TC. 

TEOEJSMA 1. Fie k un corp complet relativ la exponentul v, o inelul 
elementelor întregi din corpul &, TC un element prim din o şi 8 un sistem 
mmplet de resturi modulo TC (conţinînd pe zero) ăin inelul o. Atunci 
orice element a e k poate fi reprezentat ca sumă a seriei 

oo 

* = Yiai TCS (3) 
i — m 

în care a{G 8(n^ 1 < oo); mai mult, reprezentarea este unică 
{pentru un sistem de resturi 8 fixai şi TC de asemenea fixat). 

Demonstraţie. Pentru a = 0 avem reprezentarea 0 = ]£ 0 • TC*. 

Considerăm că a este nenul. Dacă v(<x) = m, atunci v(ocTc~m) = 0. 
Elementul ocTr~m .din o este congruent modulo TC cu un anumit element 
din $, fie acesta am. Deoarece aTc~m — am = TC ,̂ unde £G O, atunci 

a = amnm+lnn + l'. 

'Presupunem că pentru un anumit n > m am găsit reprezentarea 

'a = amnm + . . . + a^n*-1 + T)WTCW, 

unde at e 8 (m^ i ^ n — 1), y\n e o. Alegem ane 8 astfel încît, y\n ~ 
~ aw(mod TC). Deoarece Yjn = an + 7]»tlTc, unde r\n+1e o, atunci am 

găsit pentru a . reprezentarea • 
! a = amnm + . . . + anizn + 7jn+1 Tcn+1. 

Bepetăm acest procedeu de o infinitate de ori. Deoarece V(V)WTCW)^ 
oo 

^ n atunci T]WTCW -> 0 cînd n -> oo şi deci a = £J a^. 
i—m 

Dacă în seria (3) nu toţi coeficienţii an sînt nuli, se poate consi
dera că am # 0. î n acest caz v[am) = 0, deoarece în inelul o toate 
elementele care nu se divid prin TC sînt unităţi. Se deduce astfel că 

oo 
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De aici rezultă unicitatea reprezentării lui a = 0. Să presupunem acum 
că pentru a nenul.avem două reprezentări: 

oo oo 

i—m i=mf
 y.jJt . , 

Dacă în aceste reprezentări am # 0 şi a^ # 0, atunci conform celor 
demonstrate mai sus rezultă că m = mr. Convenim ca at = 

oo oa 

= a\ pentru m^i < n(n > m). înmulţim egalitatea J] ^TT* =* .JjaJ TI1 

prin 7i~w. Trecînd la congruenţe modulo TC, obţinem că an==dn (mod 
TC )şi deoarece anz 8 şi â  e 8, atunci an = <v în acest mod teorema 1 
este demonstrată. 

Observăm că în cazul cînd k = iîj,, TC = p şi 8 = (0 ,1 , . . ., ^— 1) 
teorema 1 coincide cu teorema 10 § 3 cap. I. 

CONSECINŢA. Folosind notaţiile din teorema 1 orice element.întreg 
oce Jc se reprezintă unic sub forma , 

a = a0 + %TT + . . . + annn + . . . (an e #). : (4) 
Se observă imediat că pentru seriile din corpul k este valabilă 

teorema 9 §3 cap. I. în virtutea acestei teoreme seriile convergente 
în k pot fi înmulţite după regulile obişnuite din analiză. Aşadar 
putem proceda cu seriile de forma (2) la fel ca şi cu seriile de puteri 
ale lui 7c. în cazul cînd aplicăm seriilor de forma (3) regulile valabile 
pentru seriile de puteri, trebuie să avem în vedere că la adunarea şi 
înmulţirea a două astfel de serii se poate obţine o serie de forma (2) 
în care coeficienţii an nu mai aparţin sistemului 8 de resturi. în acest 
caz trebuie să aducem seria obţinută la forma (3) prin înlocuirea suc
cesivă a fiecărui coeficient ane o prin restul său ane 8 definit prin 
egalitatea aw = an + nyn şi să adunăm de fiecare dată elementul 
j n e o la coeficientul următor. 

OBSERVAŢIA 1. Eeprezentarea elementelor dintr-un corp complet 
cu exponent sub forma unor serii (3) depinde, evident, de alegerea 
sistemului de repezentanţi S. în multe cazuri printre sistemele de 
reprezentanţi se găsesc unele „cele mai bune" care au proprietatea 
de închidere multiplicativă sau formează chiar subcorpuri ale cor
pului k (v. în această privinţă problemele 7—11). 

OBSERVAŢIA 2. Eezultatele care au fost obţinute aici constituie 
generalizarea situaţiilor analoage din cazul corpului numerelor 
^-adice (v. cap. I, § 3 pct. 4). Atragem însă atenţia asupra faptului 
că teorema 6 § 3 cap. I nu mai este valabilă pentru corpuri complete 
oarecare cu exponent. Valabilitatea sa se păstrează pentrii !âcele 
corpuri k pentru care corpul rezidual 2 al inelului o modulo elementul 
prin TU este finit. Aceeaşi observaţie este valabilă şi pentru teoremele 
1 şi 2 § 5 cap. I (în care prin F se înţelege un polinom cu coeficienţi 
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din o. în ce priveşte'teorema 3 §5 cap. I, aceasta .se transpune 
ud-litteram, odată cu demonstraţia sa, pentru cazul unui corp k oare
care, complet relativ la un exponent. în continuare vom utiliza con
secinţa acestei teoreme sub forma : dacă polinomul F (X) avînd coe
ficienţii întregi din k şi întregul \ e k verifică congruenţa F(ţ) =0 
(mod 7u) şi Ff(l) ş£ 0 (mod TC), atunci există în k un element întreg 6 
astfel încît l = '0 (mod TU) şi F(Q) = 0. 

3. Extinderile finite ale unui corp complet relativ la un exponent. 
Tic k un corp complet relativ la exponentul v0, Peste acest corp 
există mai multe extinderi finite (v. cap. I I I § 3, problema 9). Fie 
K o extindere de gradul n a corpului k. Conform teoremei 5 § 4 cap. 
I I I în corpul K există exponentul v care este o prelungire a lui v0. 
ISTe propunem să demonstrăm că în cazul examinat există o singură 
prelungire a lui v0, precum şi faptul că relativ la exponentul v corpul 
K este complet.. 

Fie L o submulţime a corpului K ce formează spaţiu liniar peste 
corpul k, iar <o1? .".., <x*s o bază a lui L peste ifc. Fiecare element a 
din L se reprezintă atunci unic sub forma 

a = «!<*>! + . . . + as(x>§ (ai e k). (5) 
Dacă v0(%) ^ J$T(i = 1, . . . , n), atunci, ţinînd seama de proprietă
ţile exponenţilor, 

• v(a) > ininv(%o\-) ^ eN + min v(6>$), 

unde prin e am notat indicele de ramificare al exponentului v relativ 
la v0 (v. definiţia din pct. 3 § 4 cap. III) . Eeciproc, vom arăta că 
toţi coeficienţii a{ din descompunerea (5) vor fi oricît de mici în raport 
cu v0 numai dacă elementul OCG L va fi suficient de mic în raport 
cu v. (Amintim că elementele „mici" relativ la o metrică de forma (1) 
se caracterizează prin valori mari ale exponentului v). Mai precis, 
aceasta înseamnă că oricare ar fi N se poate determina un astfel de 
M încît inegalităţile v0(at) > N(i = 1, . . ., s) să fie verificate de 
fiecare dată cînd v(a) > M. Pentru s = 1 afirmaţia este evidentă. 
Demonstraţia pentru cazul general o vom face prin inducţie după 
s. Fie s > 2 şi, prin reducere la absurd, să presupunem că pentru 
un anumit W există elemente a e l avînd valori oricît de mari ale 
lui v(oc), pentru care cel puţin unul dintre coeficienţii at din descom
punerea (5) satisface inegalitatea v0(aj < N. Evident, se poate con
sidera că această inegalitate este totdeauna satisfăcută de primul 
coeficient av Oricare ar fi numărul natural r putem alege elementul 
are L pentru care v(af) > r + eJS', iar coeficientul a{{} din descom
punerea 

a, = a^to-L + . . . + alr) o>5 (a(P e k) 

313 



satisface inegalitatea v0(a{n)< N. Să considerăm şirul {pr}, unde 

(3r = ^ ( « H - 1 = <*! + &£rt*>a + • • • + *ir)«».- (6) 

Deoarece v((3f) = v(<xP) — ev0(«4r)), atunci 

v(p r )>r . 
Diferenţele 

aparţin toate unui subspaţiu de dimensiune s — 1 (generat de ele
mentele co2, ...,co6.) şi, în plus, 

v(pf+1 - pr) > min (v (pr+1), v(p f))>r, 

adică v(pf+1 — pr) ~> oo pentru -r-> oo. Dar conform presupunerii 
inductive oricare ar fi i — 2, . . . , s, avem şi 

v(6{r+1) — 6jr)) ~> oo cînd r -> oo. 

î n consecinţă, deoarece corpul k este complet (v. teorema 7 § 3 cap. 1) 
şirul{b\n}ZLx converge către un anumit element ^ G k. Trecînd acum la 
limită în egalitatea (6), pentru r -> oo, şi avînd in vedere că pr -> 0,, 
se obţine egalitatea 

COx + &2<D2 + . . . + 6jCD, == 0, 

care contrazice insă independenţa liniară a. elementelor co1? . . . , % 
peste corpul fc. Această contradicţie demonstrează afirmaţia noastră.. 

Să luăm acum drept L întregul corp K. Dacă şirul (a r) de- ele
mente din K este fundamental, adică v( ocr+1-— ar)~>oo pentru v—>oo, 
atunci din cele demonstrate se deduce că toate şirurile {a^}^ 
definite prin descompunerile 

ar = a[r) 6)x+ . . . + aif)coft (a(
f
r)e fc> ' ' (T) 

(GA-L, . . ., <ott constituie o bază a lui K peste k) vor fi convergente'în 
corpul Ic. Atunci odată cu acestea va fi convergent şi şirul { a,}. Acesta 
demonstrează completitudinea corpului K relativ la exponentul v. 
în afară de aceasta constatăm că în corpul K convergenţa relativ 
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la, exponentul v este unic determinată de convergenţa în corpul Ic 
(relativ la exponentul v0). 

Din cele afirmate mai sus se deduce imediat unicitatea prelun
girii exponentului v0 pe corpul K. Dacă presupunem că în afară de 
v există şi o altă prelungire v', diferită de v, din independenţa expo
nenţilor se deduce atunci că în corpul K există elementul a pentru 
care v(a) > 0 şi v'(a) = 0. Şirul {ar} va converge, evident, către zero, 
relativ la exponentul v, dar nu va converge relativ la exponentul 
V (deoarece v'(ocf+1 — <xr) = v'(a — 1) nu tinde la infinit). S-a obţinut 
astfel o contradicţie deoarece potrivit celor demonstrate convergenţa 
în K nu depinde de prelungirile exponentului v0 pe corpul K. 

Am obţinut, în acest mod, următoarea teoremă. 
TEOREMA. 2, Fie Ic un corp complet relativ la exponentul v0 şi K 

•o extindere finită a sa. Pentru exponentul v0 există o singură prelungire 
v pe corpul K. Corpul K este complet relativ la v şi oricare ar fi baza 
6>17 . . .-, «a a extinderii K/lc şirul {af}, are K, va fi convergent, dacă 
şt numai dacă toate şirurile {a\r)} (1 < i < n) definite prin descompu
nerile (7) sînl convergente în corpul Ic. 

4» Elemente întregi. Să ne ocupăm de studiul legăturilor între 
inelul o al elementelor întregi ale corpului complet Ic relativ la expo
nentul v0 şi inelul £> al elementelor întregi ale extinderii finite K/k. 
Deoarece pentru exponentul v0 se găseşte o singură prelungire v 
pe corpul K, atunci conform teoremei -6 § 4 cap. I I I inelul O (adică 
inelul exponentului v) coincide cu închiderea întreagă a inelului o 
în- corpul'K. Prin urmare, oricare ar fi elementul ae O, norma sa 
JV(fc) '= JSfK/h(oi) aparţine lui, o şi deci norma N(e) a oricărei unităţi 
s a inelului O este unitate în inelul o. Fie acum oc<££). Deoarece 
a™1 e O şi nu este unitate în O, atunci ^(oc-1) = Nfa)"1 aparţine lui o 
şi nu este unitate în o. în acest caz însă N(OL) = (^(a)"1)""1 nu aparţine 
inelului o. Astfel a fost demonstrată următoarea teoremă. 

TEOREMA 3. Pentru ca elementul a din extinderea finită K/k a 
unui corp complet cu exponent să fie întreg, este necesar şi suficient 
ca,)'norma NK/k (OL) să fie element întreg al lui k. 

• CONSECINŢA. Elementul ee K este unitate în inelul O, dacă şi 
numai dacă norma sa N(e) este unitate în inelul o. 

Patern considera, evident, inelele o şi O ca inele în care există o 
teorie a divizorilor. Să notăm prin p şi ^ divizorii primi (unici) ai 
acestor inele. Gradul de iner ţ ie / al divizorului ty relativ la p, adică 
gradul (2 : S0) al corpului rezidual 2 al corpului K peste corpul rezi
dual S0 al corpului fc, se mai numeşte în acest caz şi grad de inerţie 
al extinderii K/k. î n mod analog indicele de ramificare al divizorului 
P̂ relativ la p se numeşte indice de ramificare al extinderii K/k. Dacă 
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7t0 şi TU sînt elemente prime ale inelelor o, respectiv O, atunci, după 
cum se ştie, 

« 0 = 7ies, (8) 

unde e este unitate în inelul O. 
Considerăm un sistem complet de resturi $0, modulo p, în inelul 

o. Să presupunem, ca şi mai înainte, că 0 e S0. Se constată imediat 
că în cazul în care clasele de resturi coj, . . . , S>/ din 2 formează o bază 
a extinderii S/S0, mulţimea tuturor combinaţiilor $ de forma 

a iw i + * • • + %<*V (9) 

formează un sistem complet de resturi modulo TC în inelul O ;' ăv .... 
. . . , % parcurg independent toate elementele din $0. 

D E F I N I Ţ I E . Baza 61? . . ., 0„a corpului K peste k se numeşte funda
mentală, dacă toţi 8̂  #m£ întregi iar în descompunerea 

x = a1Q1 + . . . + anQn (at e Jc) 

a oricărui întreg a e K toţi coeficienţii at sînt întregi în Ic. 

TEOREMA 4. Fie fc un corp complet relativ la exponentul v0 iar 
K o extindere finită a sa cu indicele de ramificare e şi gradul de inerţie 
/ . Notăm prin 2 0 şi S corpurile reziduale ale corpurilor ft, respectiv JL 
Daca TU 65/e MW element prim al inelului elementelor întregi ale corpului 
K iar â)17 . . ., co/ cZa^6 $c resturi din S care formează o bază a lui S 
j?cs£c Z0 , atunci sistemul de- elemente 

c o < ^ ( f = l , . . . , / ; j = 0, 1, . . . , 6 - 1 ) (10) 

formează o bază fundamentală a extinderii K/k. • • 

Demonstraţie. Vom demonstra mai întîi că elementele (10) sînt 
liniar independente relativ Ja fc. Pr in reducere la absurd, presupu
nem că 

H I ] ««,<«>« 7C> = 0 , 

unde atj sînt elemente din k nu toa te nule. Pu tem considera că to ţ i 
a,u sînt întregi şi cel pu ţ in unul dintre aceştia este un i ta te în o (dacă 
această condiţie nu este îndeplinită, relaţia trebuie înmulţ i tă eu o 
putere convenabilă a elementului pr im n0e o). Să no tăm prin ;j0(0 < 
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< j0< e — 1) cel mai mic indice pen t ru care există u n anumit 
i0 (1 ^ i0 ^ / ) astfel încît aiojQ este un i t a te în o. î n consecinţă, 

dacă j < j 0 > atunci v 0 ( a ^ ) > l pen t ru toţ i i. Deoarece 5]5#05>i # 0, 

rezultă că suma j ] a*y0 o^ nu se divide prin TC şi de aceea pent ru ele-
i~\ 

mentul 
/ 

putem scrie 
/ 

V(Y) = io + v (H %• <*«) = io-

Pe de altă parte, 
1 

y = ~ lb X «w«i^. 
Dacă j < j 0 , atunci 

v(a0c^ 7rf) = j +v(a^)>6v0(aw) ^ c > j 0 . 

Dacă însă j>j0 atunci 
v(a„ «o, TTJ) = j , + v(a„) > j > j 0 . 

Prin urmare, 
v(y) >• min vfa^co^) >j0. 

Contradicţia obţinută demonstrează independenţa liniară peste cor
pul k a elementelor (10). 

Considerăm un element a din O. în virtutea consecinţei teoremei 
1 deducem congruenţa 

a =ţ0 + ^ T T + . . . + ^_17ue-1(mod7T:e), 

unde £< sînt elemente aparţinînd unui anumit sistem de resturi 
modulo TC, fixat în inelul O. Drept 8 se j)oate lua un sistem de resturi 
compus din numere de forma (9). Deoarece TT0 şi ne sînt asociate în 
O (v. egalitatea (8)), congruenţele modulo n0 şi ne în inelul O sînt echi
valente. Obţinem deci congruenţa 

/ e-l 
a = X X «*S) <°i ^ ( m o d TCo) « > e #o) 

« = 1,7=0 
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şi, prm urmare, . - .; 
/ e-l 

în mod analog, 

ai = £ £ « S S " ' + 7u0oe2' (a2G O, <$> G J30). 

Prelungind indefinit acest proces, obţinem şirul de egalităţi 

/ e-l 
an = .£ £ <> <O,TU> + rc0 aw+1 (a,+ 1G O, a<ye $0). *= iy=o 

Fixînd i şi j găsim şirul {a$>}. Considerăm seria 

întrucît ajy sînt întregi, această serie este convergentă si suma sa 
% este un element întreg al corpului fc, adică au e o. Să demonstrăm 
că 

a =" £ £ % «>< **. (ii) 
• = l j = 0 

într-adevăr, din modul în care au fost definite elementele ax, a2, . . . 
deducem că 

* =*£ ( £ e£ O * ^5") *s + ô «», 

de unde. rezultă că diferenţa 

' / e-l 
a - (£ £%«^0 

este divizibilă prin TTS (în inelul O). Deoarece aceasta este adevărat 
pentru orice n, rezultă că diferenţa trebuie să fie zero, ceea ce demon
strează egalitatea (11). 
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Dacă p este un element din JET, atunci pentru un anumit w, ele
mentul ' pTcJ* este întreg. Eeprezentînd acest element sub forma (11) 
constatăm că p este o combinaţie liniară a elementelor (10) cu coefi
cienţi din fe. Prin urmare, sistemul (10) este o bază peste k a corpului 
JBL şi deoarece pentru întregul a e î toţi coeficienţii atj din repre
zentarea (11) aparţin lui o, rezultă că această bază este fundamentală. 
Teorema 4 este demonstrată. 

Deoarece numărul elementelor din baza (10) este /e , mai putem 
enunţa următorul rezultat. 

TEOREMA 5. Indicele de ramificare e şi gradul de inerţie f al 
unei extinderi finite K/k a unui corp complet cu exponent sînt legate 
de gradul n = (K : k) prin relaţia 

fe = n. 

Să notăm NKjh (n) = TCQX u fiind o unitate a inelului o. Trecînd 
la norme în egalitatea (8), obţinem 

Jfo/*(7u0) - 7c8 = NKlk(izes) = nrueWKlk(e) = < • % 

v fiind tot o unitate a inelului o. Se deduce astfel că n = me (şi v = 1), 
deci n = / . Gradul de inerţie / al extinderii KJk poate fi astfel defi
nit şi prin egalitatea 

J'^MXKihin)), . (12) 

unde TC este un element prim al inelului elementelor întregi ale cor
pului K. Deducem apoi imediat că oricare ar fi a G K este verificată 
formula 

v0(^A7,(oc))=/v(a). (13) 

Constatăm că egalitatea (12) şi teorema (5) sînt tot consecinţe ime
diate ale teoremei 5 şi formulei (12). din § 5 cap. I I I . 

DEFIOTŢIE. Bacă e == 1, atunci extinderea K/k se numeşte nerami
ficată. în cazul cînd e = %, Kjk se numeşte complet ramificată. 

Din teorema 5 se deduce că gradul de inerţie al unei extinderi 
neramificate coincide cu gradul acestei extinderi. în cazul extinde
rilor complet ramificate corpul rezidual S coincide cu S0 (în sensul 
identificării canonice), adică orice element întreg din K este congruent 
modulo .TC cu un element întreg din fe. ' ' 

Se poate demonstra (problema 12) că în cazul cînd corpul .rezi
dual. £ al corpului K este separ abil peste corpul rezidual S 0 a l cor-
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pului &, atunci există un unic corp intermediar T pentru extinderea 
J£/ft, astfel încît extinderea T/k nu este ramificată, iar extinderea: 
K/T este complet ramificată. Corpul T se numeşte corp de inerţie 
al extinderii K/k. 

5. Corpul, seriilor formale de. puteri. Printre, corpurile complete 
relativ la un exponent se numără şi corpul seriilor formale de puteri. 
Acesta se construieşte în modul următor. 

Considerăm un corp k0. Mulţimea o a tuturor seriilor formale de 
tipul 

. , a0 + ajb + a2 t2.+ ..,. + ant" + .. . Ke&0) (14) 

de variabilă t formează un inel comutativ cu unitatea 1 relativ la 
operaţiile obişnuite cu seriile de puteri. Acest inel nu are divizori 
ai lui zero, iar unităţile sale sînt, cum se constată imediat, acele şi 
numai acele serii (14) pentru care a0^0. Corpul fracţiilor inelului o se 
va numi corpul seriilor formale de puteri ale lui t peste corpul k0. 
Acest corp se notează prin kQ{t}. Analog cazului corpului numerelor 
j?-adice (v. şi cap. I, 3§ pct. 3,), orice element nenul £ al corpului 
kQ{t} se reprezintă unic sub forma 

l = tm (c0 + cxt + . . . + ont» + . . .) (cn e fc0, c0^ 0), 

m fiind un anumit număr întreg (pozitiv, negativ sau zero). Wotînd 
v(g) = n pentru 5 ^ 0 şi v(0) = oo obţinem un exponent relativ 
la care corpul k0{t} este complet, ceea ce se poate verifica imediat. 
Inelul exponentului v coincide, evident, cu inelul o al seriilor de 
forma (14). Drept element prim din o poate fi luat /. întrucît două 
serii de forma (14) sînt congruente modulo £, dacă şi numai dacă 
termenii lor liberi coincid, deducem că în orice clasă de resturi modulo 
t a inelului o se găseşte un singur reprezentant din k0. î n acest mod 
corpul rezidual S0 al corpului k0{t} este izomorf canonic cu corpul k0. 

După cum se constată imediat, corpul seriilor formale de puteri 
k0{t} este tocmai completarea corpului funcţiilor raţionale k0(t) 
relativ la exponentul care corespunde polinomului ireductibil t din 
inelul k0[t] (v. cap. I, § 4, problema 7). 

Deoarece k0 <=. k0{t} şi k0 « S0, caracteristica corpului seriilor 
formale de puteri coincide cu caracteristica corpului său rezidual. 
Această proprietate se dovedeşte a fi definitorie pentru evidenţierea 
corpurilor de serii formale de puteri dintre toate corpurile complete 
relativ la un exponent. Anume, în cazul în care caracteristica unui 
corp complet (relativ la un exponent) k coincide cu caracteristica 
corpului său rezidual, atunci în corpul k există subcorpul k0 ale cărui 
elemente formează un sistem complet de resturi modulo elementul 
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priiiiTr. Pentru un astfel de sistem de resturi operaţiile cu seriile (3) 
se fac după regulile operaţiilor cu serii formale de puteri şi deci k 
este corpul seriilor formale de puteri ale lui TC, avînd coeficienţii 
din fc0. Demonstraţia existenţei subcorpului k0 este destul de compli
cată în general şi o vom omite. 

(Două dintre•• cazurile particulare, în care demonstraţia este 
relativ simplă, sînt expuse în problemele 7 şi 11.) 

Fiind dată o extindere k'0 a corpului fc0, k'0{t} este, evident, o 
extindere a corpului k0{t}, iar dacă, mai mult, k'0lk0 este finită, atunci 
şi ki){t} j-k^t} este finită şi are'acelaşi grad. Un alt mod de construcţie 
a extinderilor finite ale corpului kQ{t} constă în scufundarea izomorfă 
a acestuia în corpul k0{u}, caz în care t ~-> un (n natural). Dacă iden
tificăm corpul kQ{t} cu imaginea sa prin această aplicaţie, adică notăm 
t = un, atunci kQ{u} va fi o extindere finită k0{t} de gradul n. Este 
limpede că obţinem corpul k0{u} din k0{t} prin adjuncţionarea rădă
cinii de ordinul n din t. 

în cazul unui corp de caracteristică zero extinderile finite ale 
corpului k0{t} se reduc la aceste două tipuri de extinderi. Mai exact, 
apare următoarea situaţie. 

TEOEEMA 6. Fie k0 un corp de caracteristică zero. Orice extindere 
finită K\k a corpului seriilor formale de puteri k — k0{t} avînd indicele 
de ramificare e este suhcorp al unei extinderi de forma k'{u}, unele k' 
este o extindere finită peste k iar ue ~ t. 

Demonstraţie. Să notăm prin 2 0 şi 2 corpurile reziduale ale cor
purilor 7G, respectiv, K p r i n / gradul de inerţie al extinderii jBT/fc, prin 
-K un element prim al corpului JBL, iar pentru orice întreg £e K, prin 
\ clasa de resturi din S care îl conţine pe \ ca reprezentant. Elemen
tele corpului k0 formează, aşa cum am constatat, un sistem canonic 
de reprezentanţi pentru clasele de resturi din S0. Vom arăta mai întîi 
că şi în corpul K există un subcorp 8 care îl conţine pe k0 şi care este 
un sistem complet de reprezentanţi ai claselor de resturi din S. 
Deoarece orice extindere finită a unui corp de caracteristică zero este 
simplă, atunci S =_S0("|), unde E, este o anumită clasă dej'esturi din 
2 . Să notăm prin F polinomul minimal^ al elementului \ peste S0. 
înlocuind toţi coeficienţii polinomului F (care sînt clase de resturi 
din S0) cu resturile corespunzătoare* din fc0, obţinem un polinom F 
ireductibil peste k0 pentru care 

F(i) = 0 (mod TC) şi F'{1) & 0 (mod TC). 

Conform observaţiei 2 din punctul 2, în corpul K există un anumit 
element întreg 6/astfel încît ~Q = % şi F(Q) = 0. Să considerăm sub-
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corpul 8 = &o(0) al corpului E. Deoarece 0 este rădăcina a unui poli-
nom ireductibil de gradul/cu coeficienţii din ft0, atunci {8 : fc0) = / si 
orice element din 8 se reprezintă unic sub forma 

a0 + axd + . . . + af^W'1 (a{ e k0). 

Clasele de resturijoiodulo n care corespund acestor elemente (în 
virtutea egalităţii ® = g) coincid cu clasele de resturi ^ + S2 f + . . . 
. . . +%_ 1 ^ - 1 . Deoarece S = £0(g) şi (S : S0) == / , înseamnă că aee:ste 
combinaţii liniare epuizează, fără a se repeta, toate clasele de resturi 
din 2, Am demonstrat astfel că elementele subcorpului # (care este 
o extindere finită a corpului fc0) formează un sistem complet de repre
zentanţi ai claselor de resturi din S. 

Potrivit teoremei 1 corpul K este corpul .seriilor formale de-puteri 
ale lui TC cu coeficienţi din $, adică E = 8 {iz}. Teorema 6 ar fi demon
strată (chiar într-o formă mai tare) dacă am izbuti să arătăm că ele
mentul prim TU poate fi astfel ales încît să fie rădăcină de gradul e 
ăint. Totuşi, o astfel de alegere a lui n în corpul Knu este totdeauna 
posibilă şi de aceea este nevoie că recurgem la o anumită extindere 
finită kg a corpului 8 al coeficienţilor. 

Avînd în vedere (8) rezultă 

t = TZGS, (15) 

unde s .este unitate în inelul elementelor întregi din corpul K. Să 
notăm prin a acel element din 8 pentru care a = e (mod n) si prin 

¥ corpul 8(][a) (dacă a = ye pentru un anumit y e 8, atunci lc'0 = JS). 
Corpul seriilor formale de puteri K' = ko{n} conţine evident pe JC 
în calitate de subcorp şi este o extindere finită a lui h. Să arătăm că 
aceasta poate fi reprezentată sub forma Jc'0{u}, unde ue •= t. Să consi
derăm polinomul (?(J) = X^ — s. Deoarece în corpul K,' 

6?(Y) = 0 (mod'TU) 
şi 

G'(y) # 0 (mod TI), 

unde prin y am notat rădăcina ^a, înseamnă că în K' există o unitate 
7) pentru care 73 = y(mod TC) şi rf = s (am aplicat din nou observaţia 
amintită din pct. 2). Să înlocuim acum elementul prim ne K'prin 
elementul u .== TCTJ. JBT' poate fi considerat ca fiind corpul seriilor for
male de puteri ale lui u peste corpul ¥0J adică K' = 74{^}, unde 
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<?/ = / pe baza relaţiei (15). Astfel demonstraţia teoremei 6 este 
încheiată. 

OBSERVAŢIE. Teorema 6 îşi pierde valabilitatea pentru extinderi 
finite ale corpului seriilor formale de puteri k = Tc0{ţ} avînd caracteris
tica p nenulă. Valabilitatea acesteia se păstrează, totuşi, cum. se poate 
constata imediat, pentru acele extinderi K/h pentru care corpul 
rezidual S este separ abil peste S0 -şi indicele de ramificare e nu se 
divide prin p. • " •' • 

PROBLEME • 

1. O metrică nebanală 9 pe corpul k se numeşte discretă dacă mulţimea valori
lor sale <p(x), x\e k, admite ca unic punct limită pe zero. Să se demonstreze că orice 
metrică discretă este legată de un anumit exponent v al corpului .k prin relaţia (1). 

2. Considerăm un corp complet k relativ la un exponent, K/k o extindere finită 
a sa şi 0 t , . . . , dn o bază fundamentală a corpului K peste k. Să se arate că elementele 

n 

formează, de asemenea, o bază fundamentală a lui K peste k, dacă şi numai dacă 
toţi a.tj sînt întregi şi determinantul det (aa) este unitate in k. 

3. Păstrînd notaţiile introduse în cadrul teoremei 4, pentru un element <x = 
/ e—l 

~ 1 J $ja*j<*W (ai3e k)din K notăm m = m i n v0(a^). Să se arate că dacă j 0 este valoarea 

cea mai mică a indicelui j pentru care există un anumit i = i0, astfel încît v0(ai0;0) = 
= m, atunci v(a) — j 0 + em, unde v este exponentul corpului K* 

4* Să se demonstreze că orice element al corpului seriilor formale de puteri 
Jc0{£} care nu aparţine lui kQ este transcendent peste corpul Jc0. 

5. Să se demonstreze că, în condiţiile teoremei 6, subcorpul S cz.K care îl Include 
pe 7c0 şi formează un sistem complet de reprezentanţi pentru elementele corpului rezi
dual al corpului K este unic definit. 

6. Să se demonstreze că dacă corpul Jc0 este algebric închis şi are caracteristica 
zero, atunci corpul k = k0{t} al seriilor formale de puteri admite o singură extindere 

n 
finită de gradul n oricare ar fi numărul natural n, şi anume kflft) (unicitatea se în
ţelege pînă la un izomorfism care in variază elementele lui k). 

7. Să se demonstreze că dacă corpul rezidual S al corpului complet cu exponent, 
K, are caracteristica zero, atunci în K există subcorpulS care este sistem complet de 
reprezentanţi pentru clasele de resturi din S şi, prin^ urmare, K = S{TT}, unde TZ este 
un element prim al inelului elementelor întregi ale corpului K. (Pentru demonstraţie 
se foloseşte faptul că orice corp se poate obţine din subcorpul prim printr-o ex
tindere pur transcendentă urmată de o extindere algebrică.) 

$* Să se arate că, în condiţiile problemei "7, subcorpul S este unic, dacă corpul 
rezidual £ este algebric peste subcorpul său prim. 

9. Considerăm un corp K complet relativ la un exponent, iar 2 corpul său rezi
dual. Să se demonstreze că dacă S este un corp perfect de caracteristică p (în care ridi
carea la puterea p este un automorfism), atunci există în K un unic sistem de reprezen
tanţ i „închis multiplicativ" S al claselor de resturi, $6 S , avînd proprietatea că dacă 
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OL£S şi (3e S, atunci a|3G S. (Un reprezentant aG S al clasei 5 este limita a = 
= lim a^ unde ocw sînt reprezentanţi ai claselor E? n.) 

n-*oo 
10. Păstrînd aceleaşi notaţii, să presupunem că S este un corp finit avînd pf ele-

mente. Să se demonstreze că polinomul tp ~t se descompune în factori liniari în corpul 
K şi că rădăcinile sale formează un sistem multiplicativ închis de reprezentanţi, S, 
pentru clasele de resturi din S. . 

11. Presupunem că corpul K din problema 9 are aceeaşi caracteristică p ca şi 
corpul său perfect rezidual S . Să se demonstreze în acest caz că un sistem de reprezen
tanţi S multiplicativ închis va fi şi „aditiv închis" şi deci va fi sub corp al corpului 
K, deci K= S{TC}, unde n este un element prim al corpului K. 

12. Fie K o extindere finită a corpului complet k relativ la un exponent. Pre
supunem că corpul rezidual £ al corpului K este separabil peste corpul rezidual E 0 
al corpului k. Să se arate că în acest caz printre corpurile intermediare L, k c L cz 
cz K, care nu sînt ramificate peste k, există un corp maximal T (care conţine toate 
celelalte corpuri intermediare neramificate peste k). Corpul rezidual al corpului T 
coincide cu S şi gradul său (T : k) este (S : S0). 

13. Considerăm un polinom f(X) = Xm~\- a1Xm"1 + . . . + am ireductibil şi avînd 
coeficienţii într-un corp complet relativ la un exponent. Să se demonstreze că dacă 
termenul liber am este întreg, atunci şi toţi ceilalţi coeficienţi alt . . . ,am-1 sînt întregi. 

14. Fie £ o rădăcină primitivă de ordinul ps din l ( s ^ l ) . Să se demonstreze că corpul 
Rp(ţ) are gradul (p — l )p 5 ~ 1 peste corpul numerelor p-adice Rp. Să se demonstreze 
apoi că extinderea RpfyjRp este complet ramificată. 

15. Dacă £ este o rădăcină primitivă de ordin p din 1. Să se arate că Rp(Q = 
P-l 

= RP(V-P). 
16. Considerăm un corp complet k relativ la un exponent, iar K/k o extindere 

finită a sa, S şi S 0 corpurile reziduale ale lui K, respectiv, k. Să se demonstreze că 
dacă extinderea S/S 0

 e s t e separabilă, atunci există pentru K/k o bază fundamentală 
constituită din puterile unui element (adică O = o[6], 8G O unde O şi o sînt inelele, 
de elemente întregi ale lui K, respectiv, k). 

I n d i c a ţ i e . Se va demonstra că dacă S = S0(8), atunci reprezentantul Qe£) 
poate fi astfel ales astfel încît f(6) să fie element prim al inelului £). Polinomul f(t)e&[t] 
se poate alege astfel încît] f ( i ) e S 0 [ l ] să fie polinomul minimal al elementului 6 e £ . 

17. Să se demonstreze că într-un corp complet relativ la un exponent produsul 
oo 

infinitIT(1 + o,n), an ^ — 1, este convergent, dacă şi numai dacă v (aw)->oo cînd JI~> oo. 
n=l 

§ 2. EXTINDEBILE FINITE ALE UNUI COEP CU EXPONENT 

Considerăm un corp k avînd exponentul vp şi fie E/k o extindere 
finită a sa. Inelul o = op al exponentului vp n Yom considera ca un .inel 
în care există o teorie a divizorilor cu un unic di vizor prim p. Conform 
teoremei 1 § 5 cap. I I I în închiderea întreagă O a inelului o în corpul E 
avem o teorie a divizorilor cu un număr finit de di vizor i primi S$v . . . 
. . ., ^}OT (toţi fiind divizorî ai lui p). 

Fie 3̂ unul dintre divizorii primi din inelul O şi E<^ completarea 
corpului E după exponentul vjj*. Acele elemente din E$ care sînt 
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limite de şiruri de elemente din k formează un subcorp topologic 
izomorf cu completarea fcp a corpului k după exponentul vp. Datorită 
scufundării izomorfe k» ~> E$ vom considera în continuare pe fcp 
ca fiind un subcorp al corpului E%. Fie E = &(%, . . . , ar). Elementele 
a* e E aparţin şi lui E$ şi fiind algebrice peste k sînt algebrice şi 
peste kp. în'consecinţă extinderea 7L (ax, . . . , ar)//cpeste finită (gradul 
său nefiind mai mare decît gradul lui E/k) şi deci cu teorema 2 § 1 
rezultă că corpul k^(ocv . . . , ar) este complet. Orice element din E% 
este limita unui şir de elemente din jBC, de aceea din incluziunea 
I c U ^ , ...,0,.') şi completitudinea lui 7L (a1? . . . , ocf) se deduce 
că K%c kp (ax, . . . , ocr) şi deoarece este adevărată şi incluziunea. 
inversă, rezultă că K% = kJa^ . . . , ar). Am demonstrat prin aceasta 
că extinderea E^/kp este finită şi 

(JT* : &„) < (E : k). 

Deoarece corpurile reziduale ale exponenţilor vp şi v$ coincid,. 
respectiv, cu corpurile reziduale ale completărilor kp şi E$ (v. sfîrşitul 
pct. 1 § 1) rezultă că gradul de inerţie j % al di vizorului ^ relativ la p 
coincide cu gradul de inerţie al extinderii E^jk^. Este de' asemenea 
clar căi indicele de ramificare % al divizorului Ş relativ la p5 coincide 
cu indicele de ramificare al extensiei K%jk~. Conform teoremei 
5 § 1 numerele/^ şi % sînt legate de gradul n$ = (K$ : fcp) prin relaţia 

Vom presupune în acest paragraf că extinderea E/k este separa
bilă şi vom studia în această ipoteză legătura dintre completările 
EJJ^, . . . , E%m ale corpului E după toate prelungirile exponentului vp. 

Considerăm o bază <o19 . . . , cow a extinderii IT/fc. Dacă în repre
zentarea 

a = ^ ^ + + an<*% {a,}ek) (1) 

a elementului a e l toţi coeficienţii ai vor fi mici în raport cu p 
(adică mici în raport cu exponentul vp), atunci acest element a va> fi, 
evident, mic în raport cu fiecare divizor prim ^Js. Este valabilă şi 
afirmaţia reciprocă. 

LEMA 1. Pentru orice întreg N poate fi găsit un alt întreg M, 
astfel încît pentru toii coeficienţii ai din descompunerea (1) inegalită-
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ţile vp(a5)^N să fie îndeplinite numai daeă v^{°0 > M pentru toţi 
s = 1 , . . . , m. ' l 

Demonstraţie. Fie of, . . . , coj baza reciprocă a bazei co1, . . . 
, . . ,con(v; Complemente, pct. 3 § 2 ; aici ne-am folosit de s.epara-
bilitatea extinderii K/k). Atunci 

aî = Sp/c/A (aco*) = Sp aco*. 

Să notăm prin es indicele de ramificare al lui % relativ la ţ> şi cu p 
un element prim din inelul op al, exponentului vp, astfel încît es = 
f= -v$8(#). Moţăm 

Jf = max (c, JVT _ v% (o>*)). 
s>i 

Dacă vg}5(a) > Jf pentru toţi s, atunci pentru j fixat obţinem : 
v»,(«w*) > esN = v%s(pN) 

şi deci acaf = ^ unde v^(y) > 0 (1 < s < w). Conform teoremei 
6 § 4 cap. I I I elementul y aparţine închiderii întregi a inelului O 
în corpul J£, de aceea Sp y e op , adică v̂  (Sp y) > 0 şi deci 

V*y)-= V S P W » = v p ( P * S P y) > JT, 

şi lema 1 este demonstrată. 
CONSECINŢA. Bacă şirul {ar} ăe elemente ale corpului K este funda

mental relativ la fiecare divizor prim%s (s = 1, . . ., m) atunci toate 
şirurile {oc^}^ definite prin descompunerile 

ar=ajr)6)1+ . . . + a(
n
r) wn « } e fc) 

s%£ fundamentale relativ la p, 
Să considerăm acum completările J5T ,̂ . . ., K^m ale corpului 

K după toţi divizorii primi tyL, . . . , S$m şi să notăm prin Kp suma 
directă JK^ © . . . ® K$9. Elementele acestei sume directe sînt 
şiruri £ = (£x, . . . , £ J , unde iLe K^,.. ., £TO e K$m. Adunarea şi 
înmulţirea acestor şiruri se defineşte componentă cu componentă. 
î n acest mod Kp se transformă în inel. Pentru orice ye L notăm 

Y(£I> •••» 5») = (Y51? • --, Y5 W ) . 
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Inelul Kp devine acum spaţiu liniar peste corpul ftp, Dacă gradul 
lui K%s peste 7̂ p este notat cu n„ atunci dimensiunea spaţiului JBLP 

peste fcp va fi, evident, 

% + . . . + nm. (2) 

în inelul K se poate defini în mod canonic noţiunea de conver
genţă. Vom spune că şirul {{ţ[r\ . . ., £$)}£=!, IV e •£»*, este convergent 
către elementul (^, . . . , Em), dacă, oricare ar fi 5, şirul {£<r)) converge 
către 5, conform convergenţei din corpul K$8. Se vede imediat că 
operaţia de înmulţire a elementelor din inelul Kp cu elemente din 
lt$ este continuă relativ la această noţiune de convergenţă. Altfel 
spus, dacă y - limy ( f\ y(r)efcp şi £ = lim(% l{r) e Kp, atunci 

limY
<r>£(rt = YŞ- <3) 

r-»oo 

Definim acum o aplicaţie K -> -JEp, notînd 

a = (a, . . . , a) e Kp (a e l f ) . 
Deoarece K c JL, pentru orice s, şirul (a, . . . , a) este un element 
din Kp. Este clar că aplicaţia a -~» a defineşte un izomorfism al 
corpului Z" în inelul Jfp. Vom nota imaginea corpului K prin acest izo-

A 

morfism prin K. 
Pentru a evita eventuale confuzii să observăm că în produsul 

y a = (yoc, . . . , y a ) (YG^p) 

cu toate că s-ar părea că figurează aceleaşi componente, de fapt 
acestea sînt, de obicei, distincte deoarece produsul yoc depinde de 
corpul K$s considerat şi pentru corpuri K$8 distincte componentele 
au, în general, valori distincte chiar dacă ay e lcp, 

TEOREMA 1. Bacă co1? •. -, cott este o bază a extinderii separabile 
K/Ic, atunci co1? . . ., &>p formează o bază a inelului Kp considerat ca 
spaţiu] liniar peste kp. 

A 

Demonstraţie. Vom arăta mai întîi că corpul K este peste tot 
dens în Kp, adică orice element din Kp este limită a unui şir de ele-
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mente din K. Considerăm un element E, = ( ^ , . . . , ţn) al lui 
JKp, 5» e K%i{8~l) . . ., m). Deoarece JE" este peste tot- dens.- în jf^, 
atunci pentru orice număr natural r există un anumit element 
a^e iT, astfel încît v^ ( | , — a<r)) > r. Conform teoremei 4 §4 
cap. I I I există în K un element a(r) pentru care v™ (air) — a(r) ) > r 
oricare ar fi s = 1, . . ., m. Pentru elementul a(r) obţinem 

v*,(5, - * ( r ))> r (* = 1, . . . , m ) , 

ceea ce înseamnă, evident, că şirul {a(r)}JL0 de elemente din Z" este 
convergent în inelul Kp către elementul £. 

•• Să reprezentăm fiecare element a'r) sub forma 

a<'> = aV^ + . . . + a™ o , (a</> e ft). 

Deoarece şirul {a<r)} este fundamental relativ la fiecare divizor 
prim Şs, conform consecinţei lemeil şirurile { a ^ } ^ sînt toate funda
mentale relativ la p şi de aceea limitele lor se găsesc în fc- Să notăm 
Yj = lim a(/> (j = 1, . . . , n). Deoarece oricare ar fi ae Jc c ft si 
^ G JK"p, avem 

<*£=££, (4) 

atunci 

w> = f; ^> &, = £ <> &,. 

Trecînd în această egalitate la limită pentru r -> oo şi avînd în vedere 
proprietatea (3) obţinem că 

l = lim #'> = £ T; &,. 

S-a demonstrat prin aceasta că elementele o^j formează un sistem de 
generatori pentru spaţiul liniar If Mai trebuie verificat că aceştia 
sînt liniar independenţi peste kp. Fie 

Y A + . . . + Y» &» = 0 (y, e fcp). 

Deoarece fc este peste tot dens în fcp, atunci yj = lim aj r ), unde a$f} e ft. 
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îfotăm 
a(f> = a^oj + . . . + c4r)6)w G Z . 

Atunci 
Mm d<f> = lim Ş < ^ = £ Y , « , = 0, 
/-»oo r-*oo j y 

ceea ce înseamnă că în corpul K şirul {a(^} converge la zero relativ 
la toţi divizorii primi % (s == 1, .'. ., m). în acest caz însă, conform 
consecinţei lemei 1, vor converge la zero relativ la p toate şirurile 
{a{?} din corpul Jc şi deci yx = 0, . . . , Y» = 0. 

Demonstraţia lemei 1 este încheiată. 
OBSERVAŢIE. Folosind produsul tensorial de aJgebre, teorema 1 

exprimă faptul că algebra Kp peste corpul kp este izomorfă cu produsul 
tensorial K ®fc&p, adică se poate obţine din K (ca o algebră peste Jc) 
extinzînd corpul fundamental k la k^. 

Pe baza celor demonstrate, dimensiunea spaţiului liniar K^ 
peste fcp este n = (JET : Jc). Pe de altă .parte, această dimensiune este 
dată de suma (2). Ţinînd seama şi de faptul că % = n%s = e%Bfy8f 
deducem egalitatea 

X e$ h =n 

(Sp parcurge toţi divizorii primi ai inelului O). Am obţinut în acest 
mod o altă demonstraţie a teoremei 7 § 5 cap. I I I . 

TEOREMA 2. Să notăm prin <p(X) polinomul caracteristic al elemen
tului a G K relativ la extinderea separabilă Kjk şi prin <?y(X) polino
mul său caracteristic relativ la extinderea Kf#/k$). Atunci 

<p(X) = H<p$(X). 

Demonstraţie. Să considerăm în spaţiul liniar JBL transformarea 
liniară \ -*• a i; (£ e JS^). 

Dacă acor = 2arjfc>i, «N G &» atunci în virtutea egalităţii (4) 
obţinem că 

1 

Aceasta arată că polinomul caracteristic al transformării considerate 
coincide cu polinomul caracteristic al matricii {arl), adică cu <p(X). 
Să considerăm acum o altă bază în K^ (peste k^). Fie $sj (j = 1, . . . 
. . . , n ) o bază a extinderii K%s /kp (s = 1, . . ., m).Dacă notăm prin 
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$sj acel element din Kp a cărui a s-a componentă este $sj} iar toate 
celelalte sint zero, atunci mulţimea elementelor 

p,,(s = 1 , . . . , m ; j = = 1, . . . , n , ) (5) 

formează, evident, o nouă bază a inelului J5Cp (peste fcp). Fie 

astfel încît <p«pg(X) să fie polinomul caracteristic al matricii (y^O-
.Se deduce uşor acum că matricea transformării liniare £-* a£ va fi, 
ţinînd seama de (5), o matrice celular-diagonală cu celulele (yjf) pe 
diagonala principală. Aceasta demonstrează teorema 2. 

Introducem pentru elementele ae'iT noţiunea de normă locala 
JSTţft(oL) şi de urmă locală Spsp(.a) : 

^ («)••="-^jf^/ftp ( « ) j ' S p * ( a ) = 8 p ^ / j : p ( a ) . ' : ; • -

Din teorema 2 se deduc în mod evident' formulele : 

, NKIH{(X) == II-#*(*)>. Şp*/*(a) = E S P^( a ) - , ..••;, t«) 
$/p ( . , , » / p . . ; " ,t . 

P r i m a 'd in t re ' aceste; formule'împreună'"cu '«egalitatea- (13;) '§;"î!"ne dă 
re la ţ ia . •' '•'•'- • • ' • • - •' '• ,>;: 

.. */p 

care a fost demonstrată în alt mod în § 5 cap. I I I . 
••TEOBBMA 3.->Sâ alegem în corpul K..('separ'abil peste h)- .elementul 

prirnitiv 0, astfel încît K == fc](8) si s$ notăm prin (ţ>(X) polinomul 
sau minimal relativ la fc. To|i divizorii primi S$v . , ., *pw ai corpului 
JST, care divid pe p, §6 a/îă îw corespondenţă bijectivă cu factorii descom
punerii 

<p(X) = 9 l(X) . . . 9m W 

în factori ireductibili în inelul Jc^[X]. Polinomul <ps(X), caret cores
punde ăivizorului prim ty81 coincide cu polinomul minimal ăl element 
tului 0e K$s peste corpul kv> 
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Demonstraţie. Conform teoremei 2 polinomul <p(X), fiind poli
nom caracteristic pentru 0 relativ la K/k) este dat de produsul 
<px(X) . . . 9TO(X), unde <ps(X) este polinomul caracteristic al lui 8 
relativ la IT^/JL. Factorul 9 {X) este unic definit în acest mod de 
către divizorul prim Sfis. Dar, aşa cum am constatat la începutul 
acestui punct, K$s.= fc^ (0), Oe K c JSLŞ ,̂ de aceea fiecare dintre 
polinoamele 9S(X) este ireductibil peste fc~, şi teorema este demon
strată. 

OBSERVAŢIE. Să presupunem că inelul o (cu corpul de fracţii Ic) 
este un inel cu teorie a divizorilor şi că p este unul dintre divizorii 
primi ai inelului o. î n cazul unei extinderi separ abile K\lc teorema 3 
ne dă, evident, descrierea tuturor divizorilor primi ţp din închiderea 
întreagă O a inelului o în K, care divid pe p (mai exact, ne dă numărul 
m al acestora cit şi produsele e%f$). 

§3. DESCOMPUNEEEA ÎN FACTOEI A POLINOAMELOE 
DINTE-UN COEP COMPLET EELATIV LA UN EXPONENT 

î n legătură cu teorema 3 § 2 este important să dispunem de un 
procedeu comod pentru descompunerea polinoamelor în factori 
ireductibili într-un corp complet relativ la un exponent. Vom arăta 
în acest paragraf că în astfel de corpuri descompunerea unui polinom 
cu coeficienţi întregi este complet determinată de descompunerea, sa 
modulo o,anumită putere a unui element prim. 

LEMĂ. Fie o un subinel al corpului h şi fie g{X), Ji(X) polinoame 
avînd gradele m, respectiv, n cu coeficienţi din o. Bacă rezultantul p = 
= R{g,~h) al polinoamelor g şi % este nenul, atunci pentru oricare 
polinom l(X) G O[X] de grad nu mai mare decît m-\-n — 1 există 
în inelul o[X] anumite polinoame <p(X). şi* ty(X) avînd grade nu mai 
mări decît m — 1, respectiv, n"~-1, astfel încît 

Pl(X) = g[X) 9(X) + h(X) ^(X). (1) 

Demonstraţia. Notăm 

m n m+n—1 

g(X) = s a m - i , Mi)= I hxn~\ KX)= £ 'c4z-+-^s 
;.,., i~0 *=o *=0 

n—l m—1 
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Pentru determinarea celor m + n necunoscute ua Un-
%i . . . , i>OT-i identificăm în egalitatea (1) coeficienţii aceloraşi puteri 
ale lui X. Obţinem în acest mod un sistem de m + n ecuaţii : 

"£ arus + J] br vs=pci (i = 0 , 1 , . . ,,m+n — 1). 

Determinantul acestui sistem este 

a0 

ai 
• 
• 
am 

*, 

• 

* a0 

am- i ai 

am 
• 

• • 
" am 

bo 

• 

bn 

' • b 0 

bn_1 bl 

bn j 
• • 

• b n 
...- . . .. / 

(2) 

(locurile libere sînt completate cu zerouri), adică egal cu rezultantul 
p = R(g, h). Prin ipoteză p este nenul, de aceea sistemul admite 
soluţie unică şi deoarece toţi termenii liberi ai săi pct se divid prin 
p, valorile necunoscutelor u4 şi vt vor aparţine inelului o. Lema 
este demonstrată. 

Considerăm acum un corp fc complet relativ la exponentul v, 
o inelul elementelor întregi din 7̂ , iar n un element prim al lui o. 
Două polinoame f(X) ş i /^X) din inelul o[X] se numesc congruente 
modulo nk şi scriem/(X) = f±{X) (mod 7t&), dacă coeficienţii aceloraşi 
puteri ale lui X sînt congruenţi modulo TC&. 

TEOREMA 1. Admitem că pentru polinomul f(X) e o [X] de grad 
m + n există în inelul o[X] polinoamele g0(X), \(X) avînd gradele 
m, respectiv, n astfel ca : 1) coeficienţii dominanţi ai lui f şi g0}i0 
coincid-, 2) rezultantul B(g0,h0) este nenul) 3) dacă v(JB(#0, ~h0))= r, 
atunci 

f(X)~g0(X)h0(X) (mod**") . (3) 

în aceste condiţii în o[X] există polinoamele g(X) de grad m şi h(X) 
de grad n pentru care 

f{X) = g(X) h(X) • g(X) = g0(X), h(X) = h0(X) (mod *"+»), 

iar coeficienţii dominanţi ai lui g(X) şi Jt(X) coincid cu coeficienţii 
dominanţi ai lui g0(X)i respectiv, h0(X). 
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Demonstraţie. Pentru orice fc > 1 construim inductiv polinoamele 
9* e o [X] de grad cel mult m — 1 şi ty.k e o [X] de grad cel mult 
n — 1, astfel încît polinoamele 

gic = gQ + Kr+1
 9 l + . . . + n

r+lc
 9k} 

h = h + rf+1tyi + •-. + *r + * < f e 
să verifice congruenţa 

f~gkh (mod7ur+*+i). (4) 

Considerăm că polinoamele 9X, . . . , <ţ>k„t şi ^ , . . . , ^*-i care verifică 
condiţiile cerute ' sînt cunoscute, deci 

7 = ft.i*M + ^ + ^ .(5) 

unde l(X) e o[X]. Polinoamele g0 şi f̂c_x ca şi Ji0 şi /&*_! au aceiaşi 
coeficienţi dominanţi, de unde pe baza primei condiţii rezultă că 
l(X) are gradul cel mult m:+ n •— 1. Mai departe, -gt-x = <7o? ^*-i = 
H fc0(mod Tcr+1), de aceea '•;•,: -. ••. < 

•Rfo*-! , ^ - i ) ~ JK(flf0» feo) ( m o d Tu r+1), 

deci v(E(gk__v fe^)) = r. Conform lemei în inelul o[X] există poli
noamele cp& şi <\>k âe grad cel mult m — 1, respectiv, w — 1 pentru 
care 

^ Î ' . ^ Î H ^ + V I ^ ; . (6) 

Să verificăm că 9fc şi ^ satisfac condiţiile impuse. Deoarece 

#fc = gk_x + 7ur+* 9fc, hk = fe*^ + 7cr+* ^ , 

atunci, avînd în vedere (5) şi (6), 

de unde rezultă congruenţa (4) (deoarece 2ft > fc + 1). 
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Să considerăm acum în o[Z] polinoamele 

g{X) = g0 + £ *'+* <p„ fe(X)= fc0+ £ *'+* ^ , 

ai căror coeficienţi (în afara celor dominanţi) sînt sume de serii con
vergente. Deoarece g= gk şi h = fefc (mod '7cr+7c+1, atunci 

#* = gk hk (mod 7rf + *+1) 

şi deci,avînd în vedere (4), rezultă 

/= f i* (mod Tcr+k+1). 

întrucît ultima congruenţă este valabilă pentru orice fe, se deduce 
că / = gh, şi teorema 1 este demonstrată. 

OBSERVAŢIE. Din demonstraţia teoremei 1 rezultă imediat că 
dacă g0 şi h0 în locul condiţiei (3) îndeplinesc condiţia'/ = g0h0 (mod 
TC6'), s > 2r + 1, atunci g şi h pot fi astfel alese încît să fie valabile 
congruenţele 

Să examinăm un caz particular important al teoremei 1. 
Vom numi polinomul f(X) e o.[3T] primitiv, dacă cel puţin unul 

dintre coeficienţii săi este unitate în o. Fie 2. corpul rezidual al ine
lului o modulo elementul prim TC. înlocuind în polinomul / G O [ I ] 
toţi coeficienţii săi cu clasele de resturi corespunzătoare din X, obţi
nem polinomul / cu coeficienţi din corpul 2 . Să presupunem că în 
inelul S [X], / admite descompunerea 

/ = = # o V (7) 

în care factorii g0 şi / 0 sînt relativ primi. Polinoamele g0 şi hQ din inelul 
o[X] le putem alege, evident, astfel încît, mai întîi, gradul Im g0 să 
coincidă cu gradul lui gf0, iar în al doilea rînd să coincidă atît gradele 
cît şi coeficienţii dominanţi ai polinoamelor / şi g0h0. Să examinăm. 
rezultantul i?(#0, ft0) al polinoamelor g0 şi ft0, adică un determinant 
de tipul (2). înlocuind toate elementele acestui determinant cu cla
sele respective de resturi modulo TC, obţinem un determinant care va 
fi, bineînţeles, rezultantul R(g0,h0) al polinoamelor g0şi Ji0 (coeficien
tul dominant al lui h0 poate fi eventual nul). Eezultantul R({ji0ilQ}. 
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i^ste nenul, deoarece potrivit alegerii lui g0 coeficientul dominant al 
W'Sfy este nenul iar polinoamele g0 şi JIQ au fost alese relativ prim§. 
(j^miiatim că două polinoame cu coeficienţii dominanţi oarecare au 
rezultantul nul, dacă şi numai dacă aceste polinoame au un factor 
comun sau cînd coeficienţii lor dominanţi sînt ambii zero.) Prin 
urmare, R(g0, Ji0)^0 (mod TC), adică v (R(g0, h0)) — r = 0. Egali
tatea (7) este echivalentă cu congruenţa / = g0li0 (mod TC). Constatăm 
aşadar că g0 şi h0 satisfac toate condiţiile teoremei 1 (pentru r .= 0), 
deci se poate formula următorul rezultat. 

.' ''"TEOREMA 2 (lema lui Hansel). Fief(X) un polinom primitiv avînă 
coeficienţi din inelul o al elementelor întregi ale unui.corp complet rela
tiv'la un exponent. Dacă. în corpul rezidual J] al inelului o7 modulo 
un element primj polinomul fe J ] [ J L ] admite descompunerea 

• / . = sSo (0o>*o'e *[•?]')> 
$o ?i ^o fiind relativ prime, atunci în o[Z] există anumite polinoame 
g şi % astfel încît 

f(X) = g(X)MX), 
iar g — gQ1 Ti = 'fe0 şi gradul lui g este egal cu gradul lui g0. 

Teorema obţinută anterior ne ajută acum să rezolvăm problema 
descoîiipnnerii în factori ireductibili a polinoamelor cu coeficifenţi 
dintr-un corp fe complet relativ la un exponent, ŢSe limităm' la consi
derarea polinoamelor f{X) cu' coeficienţi întregi şi cu coeficientul 
domiriant 1 (dacă coeficientul dominant, al unui polinom: din o[X] 
avînd gradul n este a, putem înmulţi acest polinom cu a71'"1 şi să luăm 
aX b&' nouă nedeterminată). Deoarece în,.inelul o[Z] este valabilă 
cunoscuta teoremă a lui Gauss asupra descompunerii polinoamelor 
cu coeficienţi întregi, toţi divizorii ireductibili ai unor asemenea poli
noame /(X), ai căror coeficienţi dominanţi sînt 1, vor aparţine de 
asemenea inelului o[X].. 

Dacă polinomul f(X) nu are rădăcini multiple (în extinderile 
finite ale corpului fe), atunci discriminantul său D(f) = ±B(f,f) 
este nenul. Fie d == v (!)(/)) şi să presupunem că în inelul o[X] are 
loc;, congruenţa . "'.;." ','. . . 

f S '<i1--92-.,..^ : ' ;.(8) 
în care coeficienţii dominan ţ i ai polinoamelor y8 (ca şi al lui / , sînt 
to ţ i 1. Să n o t ă m pr in \.== *<pa ' . . , <pTO. Deoarece discr iminantul pro
dusului a două pol inoame verifică formula 

, ; ; i ) ( ^ ^ , 
iar D(f) s B{(pji^ (jnoăT^t1), iar v(D(<pI \)) = d, atunci d>2r, 
unde r = v(JB(<p1, \)). Conform teoremei 1 (v. observaţia de la sfîr-
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şitul demonstraţiei sale) în inelul o[X] există anumite polinos 
g^X )şi f^X) astfel că / = gjx şi f± s- <pa . . . <pm (mod 7u*-r+1). în^a 
d — r ^ rf — 2r > d1. =*= V(D(/1))7 de aceea putem determina într-un 
mod analog descompunerea j i == $2/2 a polinomului /x ş.a.m.d. î n 
final obţinem descompunerea 

/(X) = ^ ( Z ) . . . gm(X), (9) 
în care polinoamele ^ e o [ I ] au acelaşi grad ca şi cp5. 

Dacă descompunerea (8) este aleasă astfel ca m să fie maxim, 
atunci, evident, toate polinoamele gs sînt ireductibile peste corpul k 
şi: obţinem'următorul rezultat. 

TEOREMA 3. Dacă descompunerea (8) o* polinomului f(X) wiodulo 
na+i a josţ aleasă astfel ca m să fie maxim, atunci descompunerea 
acestui polinom în factori ireductibili în k este de forma (9), în care 
fiecare dintre polinoamele gs are acelaşi grad cu polinomul cp5 care-i 
corespunde. 

Pentru teorema 3 punem de asemenea în evidenţă acel caz par
ticular cînd ă = 0, adică atunci cînd D(f) este unitate în o. în acest 
caz descompunerea (8) (trecînd la corpul rezidual 2) coincide cu des
compunerea 

/ = ?i . . . 9» (10) 
în factori ireductibili în inelul £j [X]. De aici rezultă următoarea 
consecinţă. 

CONSECINŢA. Bacă discriminantul D(f) al polinomului f(X) e o[XJ 
este unitate în o şi dacă descompunerea lui f în factori ireductibili în 
inelul 5 J [ X ] are forma (10), atunci există în o[X] anumite polinoame 
@v • • -v#m ireductibile peste fc, as£/eZ încît f = gx . . . gm şi gx = ^ . . . 

Această afirmaţie rezultă imediat, bineînţeles, din teorema 2. 

PROBLEME 

1. Considerăm un corp k complet relativ la un exponent, K/k o extindere finită 
separabilă avînd indicele de ramificare e, o şi £) inelele elementelor întregi ale corpurilor 
k, respectiv, K iar 7r0 şi TU elemente prime ale acestora. Să se demonstreze că dacă 
elementul a e O se divide prin n, atunci Sp^/fc(a) se divide prin TT0. Să se deducă 
apoi că $J>K/JC (TC1-6 C) c o. i Să se transpună în continuare enunţul problemelor 12 şi 
16 §2 cap. II asupra cazului considerat şi să se demonstreze că in cazul cînd e > 1 ori
care ar fi elementul 0 e O avînd polinomul caracteristic f(f), valoarea f'(0) se divide 
prin iz. 

2. Fie k o extindere finită a corpului numerelor p-adice, e indicele său de ramifi* 
care peste RP şi ix elementul prim al corpului K. Presupunem că în A: se găseşte 
o rădăcină primitivă de ordin p astfel că e se divide prin p — 1 (problema 14 §1), Să 
se demonstreze că orice întreg a G k, care este congruent cu 1 modulo nm+1, unde 

pe 
m = = ps = e -f s, este puterea a p-a a unui element din k. (Ne folosim 
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de faptul că dacă (3 = 1 4 - ^+r Y (T întreg), r > s, p = TF«e-x, atuncip==(l +TC'ys^ 
(mo4Tce+f+1). Se aplică apoi rezultatul problemei.17 §1.) 

*3. î n condiţiile problemei 2 să presupunem că întregul a este congruent cu 1 
Lodulo izm, dar nu este o putere a p-a a unui element din k. Să se demonstreze că în 

acest caz kQfoi)lk este o extindere neramificată de grad p. (Se găseşte polinomul carac-
P 

teristic f(t) al elementului 6 = TTTS (foT — l ) şi se verifică apoi că f'(0) este unitate ; 
în continuare se aplică ultima parte a problemei 1.) 

4 . Presupunem, păstrînd condiţiile problemei 2, că întregul oc e k satisface şi con-
ep 

diţiile : <x ES 1 (mod izh), oc =j£ 1 (mod u ^ 1 ) , (ft, p) = 1, Ti < m = . Să se de-
p —1 

monstreze că în acest caz a nu este puterea a p-a a unui element din k şi că extinderea 
P__ 

k(]foi)lk este complet ramificată. (Se consideră exponentul acelei puteri cu care inter-
P P^1 P^. 

vine elementul prim al corpului Jc(|foc~) în diferenţa 1 — a = J J (1 — Z? ][a), unde £ 
4=0 

este o rădăcină primitivă de ordinul p din 1.) 

§4. METEICILE UNUI COE'P DE îfUMEEE ALGEBEICE 

1. Descrierea metricii. î n pct. 2 §4 cap. I am pus în evidenţă 
că toate completările posibile ale corpului numerelor raţionale B 
sînt corpurile Bv ale numerelor jp-adice şi corpul JBoo al numerelor 
reale. Vom rezolva acum această problemă pentru cazul unui corp k 
de numere algebrice. Potrivit celor spuse la începutul §1, fiecărui 
divizor prim p al corpului k îi corespunde o completare jp-adică fcp, 
adică o completare relativ la metrica 9p (x) = ^(x), x e k (0< q< 1). 
Metrica L o vom numi metrică p-adică a corpului fc. Pentru a rezolva 
problema privind posibilele completări ale corpului k trebuie să 
găsim, evident, ce metrici diferite de cele p-adice mai există pe corpu
rile de numere algebrice. 

Fie o metrică nebanală 9 pe un corp de numere algebrice k. 
Considerînd-o numai pentru numerele raţionale, obţinem metrica 
90 pe corpul B. Să arătăm mai întîi că o dată cu metrica 9 şi metrica 
cp0 este nebanală. Alegem în fc.o bază G>1? . . . , <*>n peste B. Oricare 
£, =. ax(^t + . . . + K^n (ai G R) satisface relaţia 

9(5) < 9 (%)9(OJ1) + . . . + 9oK)?(^)-

Dacă metrica 90 ar fi banală, atunci, deoarece 9 (at) < 1 ar avea 
loc inegalitatea 

.., » 
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pentru toţi £ e Zs, ceea ce este imposibil deoarece valorile unei metrici 
nebanale nu sînt mărginite. 

Potrivit teoremei 3 §4 cap. I metrica <p0 coincide fie cu metrica; 
^-adică <?p{oc) = p v ^ j

? 0 < p < 1, fie cu metrica |a?|p, 0 < |4 < 4/ 
(a? e JB). Vom trata mai întîi primul caz. Să notăm prin o inelul 
numerelor p-întregi raţionale (inelul exponentului vp) şi prin Op 
închiderea sa întreagă în h. Dacă co1? . -. ., cow este o bază fundamentală 
a corpului fc, atunci orice a e £Xp. se reprezintă sub, formă a = a^ -f-
+ . . . . + 0B6>n cu coeficienţii a4 din €>p. însă 9 (̂0 )̂ .< 1, de aceea 

^ ?(a)< £ 9(6),) 

şi deoarece odată cu a şi toate, puterile a/(;(fc ^0). aparţin lui t)pJ 
rezultă că' cp(a) < ,1. Se deduce imediat acum că 9 (e )= l pentru 
toate unităţile inelului O. 

Conform teoremei 7 § 4 cap. I I I orice număr nenul £ e Ic se 
reprezintă unic. sub _ forma 

<; = S7Ui . . . • 7UW , , ( 1 ) 

unde e este o unitate în O^, iar TU1? . . ., nm este un sistem fixat de 
•elemente-prime, oricare două neasociate.'(Numărul ? aparţine lui' 
DPJ dacă şi numai dacă 7% ^ 0.) Dacă pentru toţi i ar fi îndeplinită 
egalitatea 9(7^) == 1, atunci 9(5) ar fi 1 pentru toţi \ nenuli din k. 
Aceasta contrazice însă .-faptul că metrica 9 nu este banală. Să presu
punem că 9(7C|)-'< 1 şi, 9('7ti). < 1 pentru doi indici distincţi % şi 
j . Să .alegem numerele .naturale k şi 7 astfel .încît. 9(7^)*-j- 9(7^)' < i-
K-umerele jz\ şi TZ). sînt relativ prime în inelul JDP, de .aceea conform 
lemei 2 §6 cap. III, există în'O elementele a şi P astfel ca 

;. 1 =.:-a7t̂  +.PTCJ. -•;•-. 
Atunci însă 

. . .1 = 9(1) < 9(̂ )?(,%)" + ?,(P)9fo)'.< .?(*«)* + '<?(*,)* <X 
şi am obţinut din nou o contradicţie. Prin urmare, exista un unic 
element prim TT* pentru care 9(7^) < J . Să notăm prin p şi vp,divi-
' zorul prim, respectiv exponentul care corespund acestuia. Deoarece 
în descompunerea (1) exponentul kt este egal cu v-(2;),- atunci, 
notînd prin px valoarea 9(7^), putem scrie 

Luînd aici % ' = p găsim că p == pf, unde 0 este indicele de ramifi
care al divizorului prim p. Formula (2) arată că metrica 9 coincide 
cu metrica p-adică 9p care corespunde divizorului prim p. 
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Să trecem acum la studiul cazului în care 90(a?) — \x\p, 0 < 
< p ^ l(xe R). 

Completarea corpului JB relativ la metrica \x\p conduce, după 
cum se ştie, la corpul numerelor reale (independent de valoarea lui 
p). Ca şi în pct. 2 §7 cap. I notăm acest corp cu B^. Prelungirea me
tricii \%\p, x e R, pe corpul JSoo, va fi, evident, metrica |a[p, oe e Roo. 
Prin adjunctionarea la corpul JBOO a rădăcinii i = V— 1 obţinem 
corpul C al numerelor complexe. Vom arăta că norma ]<x|p a corpu
lui JRQO poate fi unic prelungită pe corpul O, anume cu ajutorul nor
mei |-£|p, unde |£| este modulul numărului complex i;. Fie <J> o pre
lungire. Atunci <j/(5) = 1 pentru orice ••§•'•€ G cu condiţia | £ | = 1. 
într- adevăr, dacă nu ar fi aşa, atunci pentru un anumit \ € C am 
avea <];(£) > 1 şi |£| = 1. Alegînd un număr natural ti. şi notînd 
^ = a -f pi (a, Ş € iîoo) am fi obţinut 

*(£•) < *'(a) + *(p)*(i) < l + +(i), 
deoarece ^(a). = |a|p < 1 şi, în mod analog, <j>((3) ••< 1. Aceasta este 
însă imposibil întrucît <];( £)w > 1 + <J>(i) dacă w este suficient 
de mare. Fie acum £ un număr complex nenul. Pe baza celor demon
strate d» I 1 = 1 . Prin urmare, 

<K&J = < K I S I ) . = I5. lp , 
ceea ce trebuie demonstrat. 

Orice corp k de numere algebrice avînd gradul n = s + 2t 
(v. cap. II , §3 pct. 1), are n izomorfisme distincte în corpul C al 
numerelor complexe (s reale şi t perechi complexe). Fie a unul dintre 
acestea. Dacă pentru orice £,ek notăm 

>,,(5):= \o{m,: ' 

atunci funcţia 90 va fi, evident, o metrică pe corpul 7c, iar y0{x) = 
= \x\p pentru x e R. Dacă <r şi "ă sînt izomorfisme conjtl^ate, atunci 
|^(5)| = |CT(5)|= | <*(£) 1 şi deci metricile care le corespund, 90 şi 9-, 
coincid. Prin urmare există s +1 metrici ale corpului Jc care 
coincid pe R cu metrica \x\p. 

Considerăm acum o metrică 9 pe fc, ce coincide pe R cu metrica 
\x\p. Pe completarea fccp a corpului fc relativ la această metrică este unic 
definită o metrică continuă "9, care coincide'pe "fc cu 9. Este evident 
că închiderea R a corpului numerelor raţionale în 7bp este topologic 
izomorfă cu corpul R^ al numerelor reale. Dacă notăm prin c unicul 
izomorfism topologic al lui R pe Ĵ oo, atunci pentru orice y e R7 
*̂ (y) = |a(y)jp. Să alegem în k numărul primitiv 6 astfel încît 
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•fr=j£(6) şi să notăm prin f(X) polinonlul minimal al numărului 6 / 
peste B. Descompunînd pe f(X.) în factori ireductibili în corpul nu-/ 
merelor reale obţinem s factori liniari şi t factori de gradul al doilea. 
în consecinţă, în corpul B descompunerea este de asemenea de forma 

f(X) = (X - o,).... (X - .e,)(x» + Plx + qi)... 
...(X*+ptX + qt). 

întrucît /(0) = 0, atunci 8 trebuie să fie rădăcină a unuia dintre 
aceşti factori. ___ 

Presupunem mai întîi ca 0 =. 0*. Deoarece 0 e B şi, prin urmare, 
K = B(Q) c B, atunci izomorfismul a.: B -» B^ induce pe Ic un 
izomorfism real a :1c. -* C şi deci dacă £ e Ic, atunci 

9(5) = 9(^)= l ° a ) | \ 
Metrica 9 coincide, prin urmare, cu 9^. Mai mult, constatăm că în 
acest caz îcQ = B, adică completarea ft9 este topologic izomorfă cu 
corpul numerelor reale. 

Presupunem acum că 6 este rădăcină^ a unuia dintre polinoa-
mele de gradul al doilea. în acest caz (B(Q)iB) = 2 " ş i de aceea 
izomorfismul G : B -»Boo poate fi prelungit (în două moduri) pînă la 
izomorfismul a: B(%) -» C. Scufundarea a :1c -> O indusă de acest 
izomorfism va fi, evident, un izomorfism complex al lui Ic în corpul 
numerelor complexe G. Conform celor demonstrate pe G există 
numai o metrică care coincide pe B^ cu metrica |<x|p, şi anume |YJ|P? 

T) e G. în consecinţă, oricare ar f i £ e Ic obţinem 

9 ( 5 ) = ? ( 5 ) = JCF(5)'|P , 

adică 9 = 9a prin izomorfismul complex a; corpul fc9 (care coincide 
cu B( 0)) este topologic izomorf cu corpul tuturor numerelor complexe. 
Astfel, am demonstrat următorul rezultat. 

TEOREMA 1. Orice metrică nebanală 9 a corpului Ic de numere 
algebrice avînd gradul n = s + 2t coincide sau cu metrica y-adică 

9p(S) = P p ( 0 < p < l , Sefc), 

care corespunde divizorului prim p, sau cu una dintre cele s + t me
trici de forma 

<Pi(ţ)= l*(5)lp ( 0 < : P < 1 , Se») , 
wndte a este un izomorfism al corpului Ic în corpul G al tuturor nume
relor complexe. 

DEFINIŢIE. Completarea fc- a corpului Ic de numere algebrice7 
relativ la metrica 9p? se numeşte corpul numerelor p-adice. 
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Din teorema 1 rezultă că toate completările unui corp Ic de 
numere algebrice sînt epuizate de : corpurile de numere p-adice, 
corpul numerelor reale (pentru s>0) şi corpul numerelor complexe 
(pentru t>0). 

Pentru a sublinia analogia între metricile ^ şi 9^ ale corpului 
fc de numere algebrice avînd gradul n = s + 2t, se adaugă acestui 
corp s + t = r noi obiecte p1>00, . . . , pr?00, numite divizori primi 
infiniţi, care se află în corespondenţă bijectivă cu toate metricile 
de forma cp0. Divizorii primi obişnuiţi se vor numi, pentru a-i deosebi 
de cei infiniţi, divizori primi finiţi. Divizorul prim infinit p = pi>00 
se numeşte real, dacă îi corespunde metricii 9^ asociată izomorfis
mului real a şi complex, dacă metrica ce îi. corespunde 9a = 9- este 
în corespondenţă cu perechea de izomorfisme conjugate a şi ă". 
în cazul corpului B al numerelor raţionale există un unic divizor 
prim (real) infinit, Poo? care a fost de fapt introdus în pct. 2 §7 cap. I 
şi pe care l-am notat cu simbolul 00. Toţi divizorii primi p1? . . . 
. . . , pm ai corpului Ic, care corespund prelungirilor la fc ale exponen
tului jt>-adic vp, sînt divizori ai numărului p (pe care îl putem consi
dera ca un divizor al corpului B). î n mod analog, divizorii primi 
infiniţi p100, . . ., p roo se numesc divizori ai lui p^, deoarece metricile 
care le corespund sînt prelungirile metricii \x\p a corpului numere
lor raţionale. 

' Inelul Kv pe care l-am considerat în §2 pentru extinderea IcjB 
şi numărul raţional prim p coincide cu inelul 1cp ai şirurilor (£D . . . 
. . . , ţm), unde ^ e lcp., Dimensiunea inelului lcp considerat ca spaţiu 
liniar peste corpul Bp al numerelor |>-adice este n = (Ic: B) (teorema 1 
§2). Noţiunea analoagă pentru cazul divizorului prim infinit Poo 
este inelul fcpoo format din şirurile (£D . . . , £„.• L+i • • •? £*+*)> unde 
•%t (1 < i < s) aparţin corpului numerelor reale, iar £,+j(l < j< t) 
corpului numerelor complexe. Inelul Ic , care este spaţiu liniar 
de dimensiune n = (Ic: B) peste corpul B^ al numerelor reale, coin
cide în acest mod cu inelul 2S>1 pe care l-am considerat în cap. I I 
şi care s-a dovedit a fi instrumentul fundamental în studiul grupului 
unităţilor şi al claselor de module dintr-un corp Ic de numere algebrice. 
Un rol la fel de important îl va avea inelul Tc^ în § 1 cap. V. 

2. Relaţia dintre metrici. Pentru orice divizor prim p al corpului 
k (atît finit, cît şi infinit) introducem noţiunea de metrică canonică 
9p, definită prin o alegere specială a valorii lui p. Dacă p este un divi
zor prim finit, atunci metrica canonică 9p este definită prin egalitatea 
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unde N(ţ>) este norma divizoralui p. Pentru un. p infinit real, cores-
punzînd izomorfismului real <r:.fc -» 0, notăm 

?p(5) = |a(5)| (ţek). 

în sfârşit, dacă p este un divizor prim infinit complex, corespunzînd 
perechii de izomorfisme complex conjugate a şi • cT, atunci metrica 
canonică 9^ se defineşte prin formula 

9p(5) = M £ ) ] 2 - | ^ ( 5 ) | a = a ( 5 ) â ( g ) . 

în ce priveşte ultimul caz trebuie să remarcăm faptul că, riguros 
vorbind, funcţia |a(£)|2 nu este o metrică în sensul definiţiei din 
pct. 1 §4 cap. IV, deci aceasta nu îndeplineşte inegalitatea a dona 
(a triunghiului). Totuşi, deoarece |a(5)|2 este pătratul unei metrici 
această funcţie poate fi folosită pentru definirea convergenţei în 
corpul fc, de aceea o putem considera ca o metrică. 

Pentru orice £^0 din Jc există, evident, numai un număr finit 
de divizori p pentru care <j>p(£) ^ 1. Aşadar are sens produsul infinit 
formal n ?«(£)* 

P • • • • • ; ' • 

TEOREMA 2. Oricare ar fi £ # 0 dm corpul li de numere algebrice 
valorile yJQ) a^e tuturor metricilor pe Ic satisfac relaţia 

n?p(5) = i • :• ( 3 ) 
p • 

(p parcurge toţi divizorii primi ai corpului fc, atît finiţi cît şi infiniţi). 
Demonstraţie. Să notăm prin P , respectiv, P ' produsele valorilor 

9p( 5) extinse asupra tuturor p infiniţi, respectiv, finiţi astfel încît 
produsul din membrul stîng al egalităţii (3) să fie PP'. Din definiţia 
metricilor canonice pentru p infiniţi, deducem 

-p = nK£)i = m°(S)i.= TOJI. 
o? o : . • • ' ' • ' . . 

(a parcurge toate cele n = s + 2t izomorfisme ale lui M în corpul 0). 
Pe de altă parte, conform formulei (1) § 7 cap. I I I norma divizoralui 
principal (£.) = JJ p p (p parcurge toţi divizorii primi finiţi) este 

... . . ... . p . . , * . . ; ' ; . ; 

V V P 

ceea ce şi demonstrează teorema. 
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PROBLEME 

1. Fie 9x , . . . , 9r (T = s -j- 0 metricile corpului k de numere algebrice avînd gradul 
n •= s + 2£, corespunzătoare divizorilor primi infiniţi. Să se demonstreze că pentru 
orice i = 1, . . . , r, există în 7c un număr Ş$ pentru care 

9,(50 > 1, 9j(&) < 1 (i g6 j) . 

Să se arate, apoi, că metricile 9X, . . . , 9 r definesc convergenţe diferite în k. 
2. Să se arate că orice relaţie de forma 

p 
între metricile 9^ pe corpul k de numere algebrice este o consecinţă a relaţiilor (3), 
adică-această egalitate este satisfăcută pentru orice $ G&* numai cu condiţia ca m~ — 
= m oricare ar fi p. 

§5. FUNCŢII ANALITICE ÎS COBPUBI COMPLETE' 

1. Serii de puteri. Avem deja unele noţiuni despre seriile dintr-un 
«corp'-fc, complet relativ la un exponent v (v: pct. 2 §1 capitolul -de/faţă 
şi .pct. 4 § 3 cap. I). Ştim astfel că : seria • j ] an converge în corpul fc, 

dacă şi numai dacă aw '->0 cînd w ->.oo; seriile convergente"pot jfi 
•adunate sau scăzute "termen cu termen cît şi înmulţite cu un factor 
•constant; seriile convergente au proprietatea de compoziţie.-Se mai 
ştie, de asemenea, că prin o permutare a termenilor unei serii conver
gente: 'aceasta" rămîne convergentă către ; aceeaşi sumă.' Deducem 
astfel imediat că dacă. produsele a^hj ai termenilor a două serii cpnver-

' 0 0 • 00 

gente J]. at = s şi J] bj=t se scriu într-o ordine oarecare şi se formează 

«cu acestea o serie, atunci această serie va fi convergentă către suma 
<8t. ;':••'.• 

,.Punem în,evidenţă o teoremă simplă despre seriile duble- care 
ne va'" folosi mai tîrzru." Amintim, că seria dublă ,: 

0 0 . . . . , ' ' • . -

I «« • a) 
: ... «,.7=1 

• m n 

;.se .sjmţxe că este convergentă către suma sr dacă' .JJ J] %->s.pentru 
... ' ' V ' : ' , ' i=î j=t 

mr 'n ~* 0 0 . ; ;" 

se numesc serii repetate ale seriei (1). 
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TEOBEMA 1. Bacă oricare ar fi numărul N inegalitatea v(a^)> N 
este satisfăcută aproape pentru toate perechile (i, j), atunci seria dublă 
(1) converge şi suma sa este egală cu suma celor două serii repetate, 
care sînt de asemenea convergente. Dacă cu termenii seriei (1) se for
mează într-un mod oarecare o serie obişnuită, atunci şi aceasta va fi 
convergentă şi va avea aceeaşi sumă. 

Demonstraţia acestei teoreme este foarte simplă şi o lăsăm în 
seama cititorului. 

O serie de forma 
OO 

f(x) = £ anxn = a0 + axx + ... + anxn + ..., (2) 

unde an e Ic se numeşte serie de puteri din corpul &. Dacă seria (2) 
converge pentru x = x0 e Ic, atunci converge şi pentru toţi acei 
x e Ic pentru care v(a?)>v(a?0). într-adevăr, toţi aceşti x verifică ine
galitatea 

v(anxn)>v(anx%) 
şi astfel odată cu anx% şi termenul general anxn va tinde la zero pentru 
n -* oo. în acest mod, dacă notăm \i = min v(x), unde x parcurge 
toate valorile din Ic pentru care seria (2) este convergentă, atunci 
domeniul de convergenţă al acestei serii va fi caracterizat prin con
diţia v(#) > fx (sau seria va fi convergentă oricare ar fi x). 

oo oo 

Dacă se dau două serii de puteri fx(oc) = J] anxn şi f2(x) = J] bnxn, 

atunci prin produsul h(x) al acestora se înţelege seria de puteri obţi-
oo 

nută prin înmulţirea formală a celor două serii, adică seria V cnccn, 
unde cn = J] afij. Considerăm că seriile fx(x) şi f2(x) converg pentru 

v(x) ^ jx2 şi v(x) ^ |JL2, respectiv. Este evident că în acest caz Ji(x) va 
fi convergentă pentru v (x) ^ max (pt1? |i2), iar suma sa va fi 
f±(x)f2(x). 

Seria de puteri f(x) este o funcţie continuă de x pe domeniul 
său de convergenţă. într-adevăr, toţi termenii anxn sînt pentru 
n > 1 oricît de mici, dacă x este suficient de mic. Eezultă deci că 
f(x) -> a0 = f(0) pentru x -* 0, adică funcţia f(x) este continuă în 
punctul x = 0. Considerăm acum o valoare c aparţinînd domeniului 
de convergenţă al seriei f(x). Să înlocuim fiecare termen anxn prin 
expresia an(c + y)n- Eidicînd la putere şi însumînd toate aceste 
polinoame obţinem seria de puteri fc(y). Sîntem astfel conduşi la 
formula 

f(c + y)=Uy), (3) 
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valabilă pentru orice y din domeniul de convergenţă al seriei f(x). 
Conform celor demonstrate fc(y) -> /c(0) pentru y -» 0, de aceea 
f(x) ->/(c) pentru x -* c, şi astfel am demonstrat continuitatea 
în x = c a lui f(x). 

Funcţia f(x) .definită pe un anumit domeniu dintr-un corp com
plet cu exponent şi dată pe acest domeniu printr-o serie de puteri 
-convergentă, se numeşte funcţie analitică. 

Considerăm seria de puteri 

g{y) = \y + • • • + ^f + . . . 

fără termen liber. Eezultatul înlocuirii formale a seriei g(y)^ în seria 
f(x) (în locul lui x) va fi o serie de puteri F(y) în variabila y. într-ade
văr, dacă 

<*>n{g(y))n = cnnyn + cnn+1yn+1 + ..., (4) 
atunci 
^(y) = ^o+%// + (e12 + c22)y2 + . . . + (c1»+c2n + . . . +cnn)yn + . . . 

TEOBEMA 2 (despre substituirea unei serii într-o serie). Fie 
seria f(x) convergentă fentru v(x) > fi. Bacă, folosind notaţiile de mai 
sus, pentru un anumit y e Ic, seria g(y) este convergentă şi v(bmym) > 
> \L pentru orice m^ 1, alunei seria F(y) este de asemenea conver
gentă şi 

F(y) - f(g(y)). 
Demonstraţie. Să considerăm seria dublă 

X ctiy*. (5) 

în virtutea formulei (4) obţinem 

Cnmy™ = S MnKy*1 • • • ^y"*. 
«i» . . . » oc»>l 

«!+ ... +an=m 

Fie JV = min v(bmym). Atunci 
m 

Acnmym) > min (v(anbaiyai . . . £w#aw)) > v K ) + ^ 7 -

Deoarece JV = v(#0) pentru un anumit x0 şi pentru x = x0 seria f(x) 
este convergentă, atunci v(an)+nN=v(anXo) -> oo şi deci şi v(cnmym) -> 
-• oo uniform pentru orice m cînd n -> oo. Apoi, pentru /? fixat 
seria (4) este convergentă (fiind produs de serii convergente), deci 
v(cnmym) -» oo pentru m -> oo. S-a demonstrat astfel că seria dublă 
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(5) satisface condiţiile teoremei 1. î n virtutea acestei teoreme ambele 
serii repetate, pentru (5) sînt convergente şi aii aceeaşi sumă. Eămîne 
de verificat numai că 

&(y) ^% + £ ( £ cta') şi f(g(y)) = H + X(£ ^y% 
j * i j 

şi teorem.a 2 este demonstrată. 
î n următoarele două paragrafe vom considera.şi funcţii analitice 

de n variabile, adică funcţii care au forma unor serii de puteri' 

JK^II • • • ? ®n) / I ™cti.*.a.n^i Xan. 

Pr e supunem că seria f(ocv...,%n) d in t r -un spaţ iu n-dimensional. 
pes te u n corp complet cu exponent este convergentă, în domeniul d a t 
de v(a?<) ^ N(i = 1, Dacă c = (c1? . . . ? en) este u n p u n c t 
din acest domeniu, a tunci , analog cazului unei singure var iabi le 
(aplicînd teorema 1), se obţ ine imediat ident i ta tea 

/(•% + CV ...,Xn + Cn) = fc(Xv . . ., 0Dn), 

valabilă pen t ru t oa t e puncte le domeniului v(a?<) > W (în aceas tă 
iden t i t a t e seria de pu te r i fc este convergentă pen t ru v(a?<).> JT). 

2. Funcţ ia exponenţială şi logaritmică. Corpul fc v a fi considerat 
aici ca fiind o ext indere finită a corpului Ep al numerelor ^-adiee . 
E x p o n e n t u l corpului fc îl vom no ta cu v, indicele de ramificare al lui 
fc re la t iv la Rpîl v o m no ta cu e, iar p r in n v o m no ta e lementul p r im al 
inelului elementelor întregi din fc. 

Considerăm în corpul fc seriile' de pu te r i 

exp x Ti" "2I -r + (6) 

log (1 + a?) - a? - — + . . . + (—l)n-i --— + 
2 w 

(7) 

Să determinăm domeniul de convergenţă al seriei (6). Deoarece numă
rul prim p intervine în w! cu exponentul 
atunci 

> I L p 

v(»..!) - 6 . — • + . _ + . . . J < en V _ : #w 
A = l JP JP 
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şi deci' 

vi-—-.] = nv(x) — v(n !) > nlv(x) — - ]• (8) 

Dacă v(x)>—— , se deduce că vi 1 -» co pentru n ~> 00 şi 
p — 1 U ! / 

.seriajgj(6) converge. Pe de altă parte, pentru v(x) < —: şi pentru 
p - 1 

w = p5 obţinem 

v j - ~ - ~ j = WV(J») — ctp*-1--!- . . . +J? + 1) = 

= nv(a?) - e —----- = n v(x) -- H < • -
p — 1 V JP — 1 / jp — 1 # — 1 

şi deci pentru astfel de valori ale lui # termenul general al seriei (6) 
nu tinde la zero. Am demonstrat prin aceasta că seria (6) converge 
pentru acei x1 si numai pentru aceia, pentru care v(x) > x, unde 

U-iJ + 1. 

înmulţirea formală a seriilor de puteri exp x şi exp y dă, după cum 
se verifică imediat, seria exp (x -\~ y)7 de aceea pentru v(x) ^ x şi 
v(y) > x este valabilă formula 

exp (x + y) = exp # + exp jf. . (9) 
STe ocupăm în continuare de seria (7). Dacă v(x) < 0, atunci 

— - I nu tinde la infinit pentru n -> co şi de aceea pentru aceşti 
n ' •x seria (7-) n u este convergentă . .Fie acum v(x) > 1. Dacă n = pan17 

In 71 
(nv p) = 1, a t unc i p a ^ n -şi v(n) = ea •< 6 •, de u n d e 

lnjp 
/ # " \ , X / X v . / X l 3 1 ^ 

v • J = nv(x) — v(n) ^ nv(x) — e 
V n ) IBJP 

. J __» oo pentru n -> 00. Prin urmare seria (7) converge 
n ) 

dacă şi numai dacă v(a?) > 1. 
Dacă v(x) ^ 1, atunci elementul s = 1 + x este, evident, uni

tate în inelul o al elementelor întregi ale corpului fc, iar s == 1 (mod TU). 
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Beciproc, dacă o unitate satisface congruenţa de mai sus, atunci ea 
are forma e = 1 + x, unde v(x) ^ 1. Aceste unităţi ale inelului *> 
se numesc unităţi principale ale corpului fc. Seria (7) defineşte astfel 
funcţia log e pe grupul multiplicativ al tuturor unităţilor principale 
ale corpului fc. Vom arăta că, oricare ar fi două unităţi principale 
sj şi s2? este valabilă formula 

log ( e i e a ) = log e1 + log e2. (10) 

Fie e1 = 1 -f #? £2 = 1 + ?/, şi să presupunem că v(y) ^ v(#), deci. 
y = tx cu t întreg şi 

(1 + x)(l + y) = 1 + (/ + l)a? + tx2. 
.Vom considera expresia (tf + 1) x -f ^'2 ca o serie de puteri în x ai 
cărei termeni aparţin domeniului de convergenţă al seriei log (1 + #)• 
Deoarece substituirea formală a acestei expresii în seria log (1 + z) 
ne dă log (1 + %) + log (1 + tx), în virtutea teoremei 2 obţinem. 
egalitatea 

log (1 + (t + 1)0 + tx2) = log (1 + a?) + log (1 + tec), 
care ^demonstrează formula (10). 

înlocuirea formală a seriei (7) în seria .(6), ca şi a seriei exp x —• 1 
în seria (7) ne conduc la următoarele identităţi formale: 

exp log (1 + x) = 1 + x, (1.1) 
log exp % = co. (.12) 

întrucît avem în vedere egalităţile formale, pentru a le verifica pu
tem considera că x este o variabilă complexă şi să utilizăm teorema 
referitoare la substituirea unei serii într-o serie pentru seriile de puteri 
complexe (v., de exemplu, MARKUŞEVICI, 'A. Î. Curs scurt de teoria 
funcţiilor analitice, Moscova, 1957, pp. 180—181). Pentru a găsi con
diţiile în care identităţile formale (11) şi (12) pot fi privite ca identi
tăţi în corpul Ic vom recurge la teorema 2. Conform acestei teoreme 
egalitatea (11) va fi satisfăcută dacă toţi termenii seriei log (1 + x) 

( xn \ — I > x. Pentru n=l obţinem condiţia v(x) ^ x. 

Dacă însă v(x) ^ x, atunci v [ --— J ^ nx ^ x pentru 1 < n < p — 1 şi 

\ -n ) 
x ^ (n — 1) x — v(w)> (n — 1) • — e • 

p—l In p 
__ e(n ~ ^ ( l^P In ti \ -> o 

lup \ p — 1 n — 1 / 
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In / pentru n ^ p > 2 (am ţinut seama de faptul că funcţia 

este monoton descrescătoare pentru t ^ 2). Prin urmare egalitatea 
(11) este verificată cu condiţia ca v(x) > x. Mai mult, constatăm că 
pentru aceeaşi condiţie v(log (1 + x)) > x. Ne ocupăm în continuare 
de formula (12). Din (8) se deduce că pentru v(#) ^ x toţi termenii 
seriei exp x—l aparţin domeniului de convergenţă al seriei log (1 + 
+ x) şi deci formula (12) este valabilă pentru toţi acei x pentru 
care exp x are sens. 

Să notăm cu A grupul aditiv al tuturor elementelor % ele pentru 
care v(x) > x şi cu M grupul multiplicativ al unităţilor s = 1 + 
+ x, xeA. Potrivit celor demonstrate aplicaţia e -* log e( s e M) 
este un homomorfism al grupului M în grupul Â. Să arătăm că apli
caţia x -> exp x este un homomorfism al lui A în M. î n virtutea 

( xn \ 

pentru toţi x e A şi toţi n > 1. Fie ps < n < ps+1. Atunci 

>K 

•(^—-^-([fM* + + IPS J ] > 

(n — l)e en ps — 1 
p — 1 p p 

> 

ceea ce trebuia să obţinem. Formulele (11) şi (12) ne arată acum că 
aplicaţia log : M ~> A şi exp : A ~> M sînt bijecţii şi sînt inverse una 
alteia. Aşadar, am demonstrat următorul rezultat. 

TEOREMA 3. Aplicaţia x -> exp x este un izomorfism al grupului 
aditiv al tuturor numerelor întregi ale corpului li, care se divid prin 

* ( x . = U - îJ 1), pe grupul multiplicativ al unităţilor principale 

e, congruente module nx cu 1. Izomorfismul invers este dat de aplicaţia 
e -» log e (pentru s — 1 (mod TCX)). 

în ce priveşte aplicaţia e -» log s pe tot grupul unităţilor 
principale, aceasta nu mai este, în general, un izomorfism (problema 5). 
Mai mult, valoarea log e nu trebuie să fie neapărat întreagă. 

Odată cu funcţia ex în analiza reală se consideră şi funcţia expo
nenţială ax = eaîn&. Analog acesteia se defineşte pe corpul Jc funcţia 

= exp (a? log T}), (13) 
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unde 7} este o unitate principală a corpului Tc. Această funcţie este 
definită, bineînţeles, cu condiţia v(#) ^ x — v (log Y)). Dacă v). = 
= 1 (mod TCX)? atunci yf va avea sens pentru toţi întregii % din k, 

astfel că valorile tf vor verifica congruenţa rf^ 1 (mod TT:K). Pentru 
funcţia exponenţială (13), dacă 73 = 1 (mod TCX), atunci, oricare ar. 
fi x şi 2/ întregi, sînt verificate formulele 

yf+*=z jfrfi (r?)v = 73**. 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că dacă funcţia f(x) este analitică pentru v(x)> jx (într-un 
corp complet relativ la exponentul v) şi are o infinitate de zerouri în domeniul v(x)> \i, 
atunci este identic nulă. 

2. Fie k un corp de caracteristică zero, complet relativ la metrica nearhimediană 
tp (cap. I, §4, problema 4). Presupunem că metrica 9 verifică condiţia <p(p) < 1 pentru 
un anumit număr prim raţional p . Să se demonstreze că domeniul de convergenţă ai 
seriei log (1 + x) din corpul k este definit prin condiţia cp(x) < 1, iar domeniul de con-

p~î 
vergenţă al seriei exp x prin condiţia cp(x) < ]/cp(p). 

3 . î n aceleaşi condiţii să se determine domeniul de convergenţă al seriilor 

00 x2^"1 °° x2n 

sin x = V! ( - IV*"1 , c o s x = V (— 1)» 

4. Să se găsească greşeala în următoarea demonstraţie a iraţionalităţii numă
rului TU. Numărul TC este cel mai mic număr pozitiv pentru care sin TC = 0. Consi
derăm că TC ar fi raţional. Deoarece TC> 3, numărătorul său trebuie să se dividă fie 
printr-un număr prim impar p , fie prin 2a (în ultimul caz, notăm p = 2). Se deduce 
astfel că seriile sin x şi cos x converg pentru x = TC în corpul RP al numerelor p-aclice 
în virtutea formulei 

sin (x + y) = sin x cos y + cos x s|n y . 

din egalitatea sin TC = 0, rezultă că 

sin JiTC = 0 

oricare ar fi numărul natural n. Funcţia sin x are astfel o infinitate de zerouri în do
meniul său de convergenţă. Atunci însă, conform problemei 1, aceasta ar fi identic 
nulă şi am obţine o contradicţie. 

5. Fie k o extindere finită a corpului Rp al numerelor p-adice şi e o unitate 
principală a corpului Ic. Să se arate că log e = 0, dacă şi numai clacă e este o rădăcină 
de ordin ps din 1 (s^O). 

6. Să păstrăm notaţiile din punctul 2. Unităţile principale e, care sînt congruente 
cu 1 modulo Tcfc, formează, evident, un grup multiplicativ iW&. Toate numerele întregi 
ale corpului ky care se divid prin TC ,̂ formează un grup aditiv A&. Să se demonstreze 
că pentru &> x aplicaţia z -> log s, ze Mjc, este un izomorfism al grupului M& pe 
grupul Ajc (izomorfismul invers va fi aplicaţia x -> exp x, xeAjc). 

7. Să se demonstreze că într-un corp complet relativ la un exponent domeniul 
00 

de convergenţă al unei serii de puteri f(x) = V anxn este inclus în domeniul de con ver
t i j o 

genţă al derivatei sale f'(x) = X^na^x91"1. Să se dea un exemplu în care domeniile de 
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convergenţă ale seriilor f(x) şi f'(x) nu coincid (chiar în cazul unui corp de caracteristică 
zero). 

8. Să se arate că în inelul numerelor 2-adice suma 

22 2 3 2n 

2 + — + — + ..- + 
2 3 n 

se divide prin puteri oricît de mari ale lui 2, dacă n este suficient de mare. 
9. Să se demonstreze că toţi coeficienţii an ai seriei 

/ ZP XP* \ °° 
E,p(x) = exp x + h ----- + . . . 1 = 5 ] anx^ 

\ P P ) »=o 

sînt numere raţionale p-întregi (p prim). 
I n d i c a ţ i e . Se va demonstra că numărul 

n\ 
• T« = W\=YX X — 

j ax>0, . . . , a6>>0 

este egal cu numărul elementelor din grupul simetric de grad n, avînd ordinul o putere 
a lui p şi se va aplica teorema care afirmă că oricare ar fi divizorul d al ordinului 
unui grup G finit, numărul elementelor ne G care verifică ecuaţia ud = 1 este divi
zibil prin d. 

10. Să se demonstreze că 

Ep ( * ) = H ' ( l - s " ) ""«" 
(m,p) = l 

(m parcurge toate numerele naturale relativ prime cu p , iar (x(m) este funcţia lui 
Mobius). 

•11. Fie 73 o uni tate principală dintr-o extindere finită a corpului numerelor p -
adice şi x un număr întreg p-adic. Considerăm un şir {an} de numere naturale convergent 
către x: Să se demonstreze existenţa limitei lim 73 n şi independenţa acesteia faţă de 

n-y OO 

alegerea şirului fa»}.''Să se arate apoi ca funcţia • 

i\x— lim 73' n 

M->00 

coincide pentru numerele x întregi p-adice cu funcţia (13). 

'§6. METODA LUI SKOLBM 

Voni expune în acest paragraf o metodă aparţinînd'Iui Skolem 
folosită' la studiul ecuaţiilor 'nedefinite de forma 

F{xv . . . , xm) = Cj ( 1 ) 
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unde F este o formă decompozabilă incompletă ireductibilă (v. 
pct. 3 § 1 cap. II), iar c un număr raţional. Această metodă se bazează 
pe aplicarea unor proprietăţi simple ale varietăţilor analitice locale 
peste corpul numerelor p-adice ale căror demonstraţii vor fi expuse 
în paragraful următor. 

1. Reprezentarea numerelor prin forme decompozabile incom
plete. Aşa cum s-a arătat la pct. 3 § 1 cap. I I ecuaţia (1) poate fi 
scrisă sub forma 

- ^ ( ^ i + • • • + #»fi.«i) = «' (2) 
sau 

JT(a) = a ( a e J f ) , (3) 
unde [i17 . . . , \im sînt numere ale unui anumit corp Ic de numere alge
brice, iar JSf == {(ii,-. .,fxm} este modulul generat de aceste numere 
(a este un număr raţional). înlocuind, eventual, forma F printr-o 
formă echivalentă avînd coeficienţii întregi putem obţine ca în repre
zentarea (2) generatorii [x1? . . . , \im ai modulului 31 să fie liniar inde
pendenţi peste corpul Ii al numerelor raţionale. Cum însă prin ipo
teză modulul M este incomplet, rezultă m < n .= (k : E). 

Am văzut în capitolul I I cum se găsesc toate soluţiile ecuaţiei (3) 
în cazul cînd M este un modul complet al corpului Ic. Pentru a rezolva 
ecuaţia (3) este deci natural să scufundăm modulul M într-un modul 
complet M şi să găsim, folosind metodele din capitolul II , toate solu
ţiile ecuaţiei N( a) = a, a e M, apoi să extragem dintre acestea 
soluţiile a care sînt conţinute în M. 

Este evident că orice modul din Ic poate fi scufundat într-un 
modul complet. Pentru aceasta este suficient să completăm într-un 
mod oarecare sistemul de numere liniar independente (JL1? . . . L \±m 
pentru a obţine o bază [x1? • . . . , \in a corpului h şi să notăm M = 
= {i^u • • ., fi.»}. _ 

Dacă toţi a e M, pentru care JV(a) == a, sînt cunoscuţi, obţinem 
toate soluţiile ecuaţiei (3) separînd dintre aceşti a e 31 pe acei care 
în reprezentarea 

a = X1\L1 + . . . ' + xn\in 

au coeficienţii xm+v . . ., xn nuli. Pentru a exprima cu ajutorul lui a 
condiţiile xm+1 = 0, . . ., xn = 0, este comod să ne folosim de baza 
reciprocă [xx*, . . . , ţx* a bazei [i17 . . . , \in (v. Complemente §2, pct. 3). 
Deoarece urma Sp \x§\it este egală'cu zero cînd i ^ j şi 1 cînd i = j , 
atunci xt = Sp a (x* (1 < i < n). Se deduce astfel că numerele 
a e Mj care aparţin submodulului M, sînt determinate prin condiţiile 

Sp afif - 0 (i = m + 1, . . ., n). (4) 
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Conform teoremei. 1 §5 cap. I I toate soluţiile ecuaţiei J\T(a) = «, 
d'e-'M, se scriu sub forma 

a = = Y ^ r i - - - < r (1 < j < &), (5) 

unde y1? . . ., yft este o mulţime finită de numere ale modulului 31 
avînd norma a, e1? . . ., sr un sistem de unităţi independente ale 
corpului fc, iar %, . . ., wr sînt numere întregi raţionale. în virtutea 
condiţiilor (4) rezolvarea ecuaţiei (3) este echivalentă cu rezolvarea 
a li sisteme de ecuaţii de forma 

Sp (ya*^1 . . . e;") - 0 (?--= m-r-1, . . . ,rc) (6) 

în necunoscutele raţionale w1? ...,ur (y este unul dintre y^). 
Considerăm un corp Ii tic numere algebrice care conţine toate 

corpurile conjugate cu Ic şi să fie a1? . . ., aw toate izomorfismele lui Ic 
în I i . Deoarece Sp \ = a^?) --f . . . ' + crw(£), oricare ar fi "i e lc7 
sistemul (6) poate fi reprezentat sub forma: 

n 

S ^(YH?). *A*i)Ul • • • ^ K ) ^ • = 0. (i ^ m + 1, . . ., n). (7) 

Pentru a demonstra finititudinea numărului soluţiilor ecuaţiei (3) 
este suficient, evident, să arătăm că fiecare sistem de forma (7) are 
un număr finit de soluţii întregi raţionale uv '. . ., ur. 

OBSEUVAŢIE. Mulţimea numerelor corpului Ic scrise sub forma 
£iS • . • > £^r? unde uv . . ., ur parcurg toate numerele întregi raţio
nale, o vom numi subgrup multiplicativ al corpului Ic si o vom nota 
prin U. Mulţimea tuturor soluţiilor ecuaţiei (3) este deci 

M n 7,U (j = l , . . . ,&) . (8) 

în locul oricăreia dintre mulţimile (8) putem considera mulţimea 
yŢl 31 n U asemenea ei. Prin urmare, problema găsirii soluţiilor 
ecuaţiei (1) se reduce la problema găsirii intersecţiei modulului cu 
grupul multiplicativ al corpului Ic. Constatăm că în locul modulului 
JH, în intersecţiile din (8), putem considera spaţiul liniar L (peste 
corpul K) generat de [x1? . . ., \xm. într-adevăr, deoarece"!yjU <=• M 
şi X- n M =; M, atunci L n Ŷ ZJ ='M n Y^U. •• ': J- • 

2» Legătura eu varietăţile analitice locale. Ideea metodei, lui 
Skolem este că în unele cazuri, se poate demonstra finititudinea 
numărului soluţiilor ecuaţiei (1) arătînd că sistemul (7) are numai 
un număr finit de soluţii, chiar şi în cazul cînd necunoscutele %, . . . 

23 — C, 79S 
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. . . , ur sînt cantate în mulţimea numerelor întregi Sadice (adică 
printre elementele întregi ale completării JEL*JJ), Ş fiind un divizor 
prim al corpului K* Lărgind astfel mulţimea valorilor posibile ale 
necunoscutelor, mulţimea soluţiilor sistemului (7) poate fi interpre
tată ca o varietate analitică locală într-un spaţiu r-dimensional şi 
studiată aplicînd proprietăţile acestor varietăţi. 

Admiţînd că variabilele %, . . . ,ur din membrii stingi ai ecuaţiilor 
(7) iau valori ^-adice, se iveşte însă dificultatea că funcţia exponen
ţială sw = exp (u log s) este definită pentru orice număr întreg 
s$-adic u numai dacă s satisface congruenţa e = 1 (mod S$*) (x este 
un număr întreg care depinde numai de corpul K$; v. sfîrşitul 
§5). Această dificultate este înlăturată în modul următor. Potrivit 
problemei 6 § 7 cap. I I I există un anumit număr natural g, astfel 
încît oricare ar fi numărul întreg a e K1 nedivizibil prin ^3, este satis
făcută congruenţa 

a* = 1 ( m o d Ş x ) . •(*) 

Orice exponent ut din formula (5) poate fi scris sub forma 

u>i = ?i + q.vi (° < ii < & *>ie z) 

şi, prin urmare, unitatea e = ef1 . . v s"r admite reprezentarea 

unde Sz este unul dintre cele qr numere 

4l . . . ejr (0 < P< < 8). 
Obţinem, în acest fel, o nouă reprezentare a numerelor a de forma 
(5), în care în locul lui z{ figurează ef, iar în locul mulţimii finite a 
numerelor ŷ  — mulţimea finită a numerelor y ^ . Deoarece s< sînt 
unităţi, atît acestea cît şi a^ e$) satisfac congruenţa (9) şi prin urmare 
funcţia o^ ef)u este definită pentru orice număr Ş-adic întreg u e K%* 
Am demonstrat astfel următorul rezultat. 

LEMA .1. Se poate obţine ca în formula (5), eventual printr-o altă 
alegere a numerelor ŷ  şi e0 funcţiile a$( zt)u să fie definite pentru orice 
numere întregi din corpul /£$. 

în continuare vom presupune această condiţie îndeplinită. 
Să revenim la sistemul de ecuaţii (7). Avînd în vedere formulele 

(9) şi (13) § 5, putem reprezenta aceste ecuaţii sub forma 
n 
J] Aij exp L§ (%, . . ., ur) = 0 (i =.m + 1? • • • > n), (10) 
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unde ' 
. . ' ' ' • • • r 

Li(Uv . . . , % ) = Yi W*)<>g a*(s*)> AH = <*s(Wi)-' 

Deoarece membrii din stînga ecuaţiilor (10) sînt serii de puteri, con
vergente oricare ar fi numerele întregi ţp-adice uv . . . , :« r , deci funcţii 
analitice, atunci toate soluţiile sistemului (10) pot fi interpretate ca o 
varietate analitică locală' (in vecinătatea unei soluţii oarecare) în 
sensul definiţiei date în § 7. 

î n sistemul (10) sînt r necunoscute şi n— m ecuaţii. ÎTe aşteptăm, 
bineînţeles, ca varietatea definită prin acest sistem să fie formată 
dintr-un număr finit de puncte izolate în cazul cînd n — m>?\ 
"Reamintim că numărul r a apărut în contextul teoremei lui Dirichlet 
despre unităţi şi este egal cu s + t — 1, s fiind numărul de izomor
fisme reale ale corpului fc în corpul numerelor complexe, iar t numărul 
perechilor unor izomorfisme complexe analoage. Deoarece -n = s + 
^- 2f, condiţia n — m > r este echivalentă cu condiţia t > m —- 1. 
în cazul m i 2 , cel mai simplu care prezintă interes, această condiţie 
aravă că t > 1, deci printre corpurile conjugate cu-*'-se găseşte cel 
puţin o pereche de corpuri complexe. Acest caz, care conduce la teo
rema lui Thue, va fi tratat în cadrul următorului punct. 

Să presupunem că sistemul (10) are o infinitate de soluţii (ut8J .... 
. . . , '-(1^), s = 1, 2, . . . Inelul numerelor întregi Ş-adice fiind compact 
(v. teorema 6 § 3 cap. I şi observaţia 2 de la sfîrşitul pct. 2 § 1 al 
capitolului de faţă), din acest şir de soluţii poate fi extras un^subşir 
convergent, a cărui limită o notăm prin u*, . . . , uf. Evident că punc
tul (M,f, . . ., uf) satisface şi sistemul (10) şi deci este situat pe varie
tatea definită prin aceste ecuaţii avînd şi proprietatea că în orice 
vecinătate a sa se găsesc infinit de multe alte puncte ale varietăţii. 
In locul lui 

introducem noi variabile vv..., vr prin for
mulele 

Ut = uf + Vi (1 < i < r). 

Sistemul (10) devine atunci 

£ Afj exp Ljivu . . ., vr) = 0 (i = m + 1, . . ., n) (H) 

3 = 1 

in care am notat 
Afi = Atj exp £,(«*, .. ., uf), 

Termenii liberi ai seriilor din membrii din stînga ai ecuaţiilor (11) 
sînt zero. Să notăm cu V varietatea analitică locală în vecinătatea 
punctului (0, . . . , 0) definită de sistemul (11) (v. definiţia din §7). 355 



Deoarece această varietate nu se reduce la un punct (în orice vecină
tate a originii se găsesc infinit de multe alte puncte ale varietăţii), 
conform teoremei 2 § 7 pe' V există o curbă analitică, adică există 
un anumit sistem de serii formale de puteri 

t o ^ ) , . . . , <or(J), 

(care nu se anulează simultan şi nu au termeni liberi) cu coeficienţii 
într-o extindere finită a corpului K^ astfel încît şirurile 

P,(t) =£ , (0 )^ ) , ...,*>,(*)) (12) 

să verifice identic relaţiile 

£ A?, exp P3{t} = 0 (i = m + 1, . . ., n). 

Am obţinut astfel următorul rezultat. 
TEOREMA. 1. Daca ecuaţia (1) admite o infinitate de soluţii, 

atunci cel puţin pe una dintre varietăţile analitice Locale de: forma (11) 
(pentru un anumit y = yj şi un anumit punct (u*y , . . , .M?)) se găseşte 
o curbă analitică. 

Această teoremă stă la baza metodei lui Skolem. Ea reduce 
problema finitudinii numărului soluţiilor ecuaţiei (1) la a demonstra 
că un sistem de forma (11) nu are soluţii în mulţimea seriilor formale 
de puteri de o variabilă, cu alte cuvinte că pe varietatea analitică 
locală corespunzătoare nu se găsesc curbe analitice. 

Observăm că cele n serii Pj(t) definite prin egalităţile (12) veri
fică n — r relaţii liniare 

£.Bi;Ps(t)=0 (1 <j < n - r ) 

deoarece sînt combinaţii liniare ale unor r serii de puteri &k(t)* în 
acest mod, prezenţa unei curbe analitice pe varietatea V atrage 
după sine rezolubilitatea (în serii de puteri P^t) fără termeni liberi) 
a sistemului 

J] A*ts exp Ps(t) = O (m + 1 ^ i < n), 

• 1 ( 1 3 ) 

j^BijPAt) - O (l^i-^n-r = t + 1), 

în care atît ecuaţiile din prima grupă, cît şi cele din a doua sînt liniar 
independente. (Independenţa liniară a ecuaţiilor din prima grupă 
rezultă din faptul că determinantul det < (̂yfxf) al cărui pătrat este 
discriminantul bazei ytxf este nenul şi de aceea rangul matricii (Atj) 
(m + 1 •' < i < m, 1 < j < n), deci şi'al matricii (A*), este w — m. 
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Dacă presupunem satisfăcută condiţia n — m ^ r, atunci numărul 
total de ecuaţii din sistemul (13) va fi mai mare sau egal cu n. 

3. Teorema lui Time. Teorema iui Thue afirmă că dacă forma 
f(x, y) = a0xn + a1xn"1y + . . . + anyn de două variabile şi avînd 
coeficienţii întregi raţionali este ireductibilă şi are gTadul cel puţin 
3, atunci ecuaţia 

M S f ) = 0 (14)' 

are un număr finit de soluţii întregi. Deoarece o formă în două nede
terminate este totdeauna decompozabilă, iar pentru n > 2 este incom
pletă, atunci ecuaţia (14) se încadrează printre ecuaţiile considerate 
(1). în acest caz m = 2 şi deci condiţia t > m — 1 care este nece
sară pentru aplicarea metodei lui Skolem arată că dacă t>l, ecua
ţia f(x9 1) = O are cel puţin o rădăcină complexă. Se spune în acest 
caz că forma f(x, y) are o rădăcină complexă. Cu această ipoteză vom 
demonstra teorema lui Thue utilizînd metoda lui Skolem. Ou alte 
cuvinte, vom demonstra următoarea afirmaţie. 

TEOREMA 2. Bacă forma f(x, y), ireductibilă şi avînd coeficienţii 
întregi şi gradul mai mare sau egal cu 3, are cel puţin o -rădăcină com
plexă, atunci ecuaţia 

are un număr finit de soluţii întregi. 
Demonstraţie. Yom considera că în forma f(x, y) coeficientul aQ 

al lui xn este 1 (în caz contrar, înmulţim ecuaţia (14) prin «-o-1 Şi l e 
cuim pe a0x cu x). Notăm Ic = J3(0), K = R(QV . . ,9 0W), unde nume
rele 0 = 01? 62, . . . , Qn sînt definite prin descompunerea 

f(x, l) = (x + 0X) ...(x + 0J. 

Pentru fiecare j = 1, . . ., n notăm cu a3- un izomorfism al corpului 
fc în K pentru care -8 -> 6̂ -. Deoarece f(x, y) = N(x + yQ) (prin N 
am notat norma relativă la extinderea 7c/i?)? ecuaţia (14) poate fi 
scrisă sub forma (3), prin M notîndu-se modulul {1, 9}. Aşadar, 
în cazul dat ^ = 1, fi2 == 0(m = 2). 

Să presupunem că în cazul modulului M = {1, 0], ecuaţia (3) 
are o infinitate de soluţii &..= x + yQ. Atunci pentru un anumit 
Y == jf-eJc această infinitate de soluţii se reprezintă sub forma (5), 
unde unităţile fundamentale e1? . . . , sr ale corpului k satisfac condi
ţiile din lema 1. Exponenţii %, . . . , ur care corespund soluţiilor res-

357 



pective a în egalităţile (5), vor satisface sistemul (10). Alegem dintre 
aceste soluţii a şirul a1? a2, . . . astfel încît punctele care le corespund 

(%,, ...,ur8). (s = 1,2, . . , . ) : • !• • ( 1 5 ) 

să conveargă către un anumit punct (u*, ...., ^*). Potrivit celor spuse 
în pet. 2, varietatea analitică locală F, definită j)rin ecuaţiile (11), 
conţine o curbă analitică tox(t), . . . , o*r(t) şi oricare ar fi o asemenea 
curbă pe V seriile (12) satisfac un sistem de forma (13). 

în cele ce urmează demonstraţia teoremei 3 se va sprijini pe ur
mătorul rezultat auxiliar. 

LEMA 2. Considerăm sistemul de ecuaţii 
{ n 

£ ati exp Pt = 0 (* = 1, . . . , nx), 
\ 3 = 1 

(16) 
I n 

£ b^Pj = 0 ( £ , = 1 , . . . , w 2 ) , • 

m oar# aiît ecuaţiile din primul grup, cît şi cele din al doilea sînt liniar 
independente. Bacă nt = n —• 2, n2 > 2 şi daca sistemul admite. o 
soluţie dată de seriile formale de puteri Px(#)? . . . , Ptt(tf) care nu an 
termeni liberi, atunci cel puţin pentru doi indici raMonăli fc şi j , Pfc(#) = 
= Pj(i). (Coeficienţii a0- şi ft0 ca şi coeficienţii seriilor de puteri 
P3(t) aparţin unui corp de caracteristică zero.) 

Demonstraţia acestei leme va fi dată maitîrziu ; acum vom arăta 
cum din această lemă se deduce teorema 2. 

Cu lema 2, oricare ar fi curba co1(̂ ), . . ., <&r(t) pe F, cel puţin 
pentru doi indici h şi j este verificată egalitatea Pic(t) = Pj{t)1 adică 

i ,K(* ) ? . . . , <or(*)) - -E,K(t). . . ., co2(i)). (17) 

Considerăm în spaţiul r-dimensional al punctelor (%, . . . , vr) varie
tatea Wj definită prin ecuaţiile 

I I (Ljc(vv . . . , vr) - Lj{vv . . . , iv)) = 0. 

Din (17) rezultă că orice curbă care aparţine varietăţii analitice locale 
F, aparţine şi lui W. Atunci însă conform teoremei 3 §7 FcTF, 
adică toate punctele varietăţii F, conţinute într-o vecinătate suficient 
de mică a originii, aparţin şi lui W. 

Pe de altă parte, vom arăta imediat că printre punctele (v18, . . . 
. . . , vrs) e F, s = 1, 2, . . . , legate de punctele (15) prin relaţiile 
uis=Ui+vis şi convergînd către origine, numai un număr finit se află 
pe varietatea W. Această contradicţie demonstrează teorema 2. 
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Fie a = x + ?/6 şi. a' = x' + #'8 două numere din şirul {a,} 
pentru care punctele respective din F aparţin varietăţii Lk = £> 
Dacă a = ys? . . . zu/ şi M« = uf + ?V atunci 

•̂ («) = (̂Y) ^ r * • • • ^ / ^ K r • • - ̂ ( e^ = 
= c, exp i , (%, . . ., vr) . 

şi, analog, 
<**( a) — c& exp Lk (%, . . ., vr), 

de unde rezultă că 

q j ( « ) q , * («) . 

Exact în acelaşi mod stabilim că 

<Tj(«') _ <**(<*') . 

Ultimele două egalităţi conduc la relaţia 

x -f ^6j _ # + ?/&/J 
o?' + y'e, ~~ a?' + y'8* ' 

de unde 

şi deoarece Qk # 8i7 atunci 
xy' — #'# == 0. 

Ultima relaţie arată că x + yQ = d(x' + y'Q), ă fiind un număr 
raţional. Trecînd la norme şi avînd în vedere că N( a) == N( a') obţinem 
egalitatea dn = 1, deci d = ± 1 şi prin urmare, a' = ± a . 

Aşadar, pe fiecare dintre cele — — varietăţi Lk = L^ a 

căror reuniune este W, se află cel mult două puncte din F care cores
pund numerelor şirului {a,}. Pe W se află atunci cel mult n(n — 1) 
asemenea puncte. î n consecinţă, în orice vecinătate a originii se gă
sesc puncte ale varietăţii F, care nu aparţin lui TT, contrar incluziunii 
F c W stabilite anterior. Contradicţia obţinută, aşa cum s-a spus, 
demonstrează teorema 2. 
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Demonstraţie (lema 2). Deoarece prin ipoteză prima grupă de 
ecuaţii este liniar independentă/ putem (prin o numerotare conve
nabilă) să exprimăm P,- (i = 1, . . . , n — 2) prin exp Pn-.x şi exp Pn.: 

exp P4 = at exp Pft_1 + 6, exp Pw. (18) 

Dacă at = 0, atunci din egalităţile exp Pi = ^ exp Pn obţinem, 
egalînd termenii liberi, că bt = 1 şi, prin urmare, P{ ~ Pn. Aşadar, 
putem presupune că toţi % sînt nenuli. Notăm 

P% — Pn = Qt (i = 1, . . ., n — 1) 

şi presupunem că toţi Qt sînt nenuli. Egalitatea (10) implică'' ' 

exp (^ = at exp Qn_x + b(1 (19) 

din care, prin derivare în raport cu t (v. problema 10), obţinem 

Qt exp.Q< = a^^x 'exp ^ „ ^ (20) 
Egalităţile (19) şi (20) ne conduc la relaţiile 

Q\ = Q'n-i exp Qn_x — — 1 — — (i = 1, . . ., n - 2 ) , (21) 
c,+ exp #w-.x 

unde ĉ  = &Arl. 
Utilizăm în continuare cea de a doua grupă de ecuaţii (16). 

Prin ipoteză printre acestea se găsesc cel puţin două ecuaţii liniar 
independente. în acest caz însă, cum se constată imediat, putem găsi 
o relaţie nebanală între Qv . . . , Qn-X: 

"jţdtQt = 0. 

Derivînd această identitate' şi înlocuind pe Q' prin expresiile (21), 
obţinem 

QU exp Qn^ (*£- *' +• *«-* ) = 0 
V Ăi c< + exp #w_.2 exp Qn„± J 

şi deoarece Q»-i ^ 0 şi exp Qn~.1 ̂  0, atunci 

_J±L = o . (22) 
fdiCi + expQtt_x 

(considerăm aici c , ^ = 0). 
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Egalitatea (22) este verificată numai dacă funcţia raţională 

"S-4- (23) 

este identic nulă. în caz contrar, dacă funcţia (23) are forma ~5~i±L, 

unde 9(0) este nenulă, din egalitatea 9 (exp Qn^x) = 0 deducem 
că seria formală de puteri #»-i? neconstantă, este rădăcină a unei 
ecuaţii algebrice, contrar afirmaţiei problemei 4 § 1. Este evident că 
funcţia (23) este identic nulă numai dacă ek = oj cel puţin pentru 
doi indici diferiţi ~k şi j . Atunci din egalităţile (19) obţinem că 

exp Pk = exp P„ 
aj 

de unde se deduce imediat că Pk = Py . Lema 2 este demonstrată. 
OBSERVAŢIE. Metoda lui Skolem permite demonstrarea finitu-

dinii numărului de soluţii întregi ale ecuaţiei (14). Totuşi aceasta nu 
furnizează un , algoritm pentru determinarea efectivă a soluţiilor. 
Cauza este următoarea. După ce se demonstrează că sistemul (7) are 
un număr finit de soluţii întregi ^3-adice, se poate indica imediat 
un algoritm pentru calculul iterat al coeficienţilor din descompunerea 
după puterile unui element prim a oricăreia dintre aceste soluţii. 
IMu există totuşi un algoritm care să poată decide pe baza finitudinii 
numărului coeficienţilor, dacă soluţia este un număr întreg raţional. 

Acest neajuns îl are însăşi demonstraţia dată de Thue. 
Beeent Baker a izbutit să găsească o metodă efectivă pentru 

determinarea tuturor soluţiilor ecuaţiei (14) (BAKER, A., Contributions 
to the tlieory of diophanline equations, Philos, Trans. Boy Soc. London 
A 263, E ^ 113.9, 1968, 173 - 208). Plecînd de la aproximarea prin 
forme liniare a logaritmilor numerelor algebrice, Baker a demonstrat 
existenţa unei anumite constante calculabile C, depinzînd de coefi
cienţii formei/, de gradul acesteia n şi de un număr c, astfel încît orice 
soluţie întreagă (,r, y) a ecuaţiei (14) să satisfacă inegalităţile 

\x\ < o, \y\ < o.. 
De exemplu, se poate nota 

G = exp (n*Arn- + (In |c|)B+2),-
unde r = 32 n(n + 2)2, iar A este maximul valorilor absolute ale 
coeficienţilor fo rmei / : ' • 
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Metoda lui Baker permite şi rezolvarea în principiu a problemei 
celui de al zecelea discriminant, amintită la sfîrşitul pct. 2 § 7 cap. 
I I I . Această metodă calculează efectiv o anumită constantă care 
mărgineşte superior discriminanţii tuturor corpurilor pătratice 
imaginare compuse dintr-o singură clasă, reducînd astfel problema 
referitoare la cel de al zecelea discriminant la verificarea numerică 
a unui număr finit de corpuri. 

Observăm în încheiere că Singel a demonstrat finitudinea numă
rului soluţiilor întregi pentru o clasă mult mai largă de ecuaţuJF( #,#)'= 
= 0, unde F este un polinom cu coeficienţi întregi supus unor restric
ţii foarte puţine (ecuaţia F = 0 trebuie să determine o curbă neraţid-
nală, care deci nu admite o parametrizare x = <p(ţ), y = ty(t), unde 
9 şi ^ sînt funcţii raţionale de f*°). î n aceste condiţii teorema lui Sin
gel este adevărată şi pentru soluţiile în numere întregi dintr-un corp 
fixat de numere algebrice (v. LANG-, S., Diophantine geometry, New 
York-London, 1962, cap. VII). Pînă în prezent nu se cunoaşte însă 
o metodă efectivă de determinare a tuturor soluţiilor considerate în 
teorema lui Singel. 

4. Observaţii asupra formelor într-un număr mare de nedetermi
nate. î n legătură cu teorema lui î h u e se pune problema :în ce condiţii 
o ecuaţie de forma (1), în care intervine o formă decompozabilă in
completă, admite numai un număr finit de soluţii în numere întregi ? 
î n unele cazuri asemenea ecuaţii pot admite o infinitate de soluţii. 
Un exemplu îl constituie ecuaţia 

^ + 4 $ 4 + 9^4 - kxhj2 - 6x2z2 - 12y2z2 = N(x + y\[2 + z][S) = I 

(norma se consideră în extinderea J2(f2~, V3)/JB), care admite două 
mulţimi infinite de soluţii date de formulele : 

x + 2/f2 = ± (1 + ][2 )w, 3 = 0; 

x+z^3 = ±(2 +1/3)% # = 0. 

Această situaţie apare datorită faptului că pentru z = 0 sau y = 0, 
forma dată devine pătratul unei forme complete: (x2 — 2y2)2 sau, 
respectiv, (x2 — 3z2)2. Aceasta înseamnă că modulul {1, |/2, f3}, 
care corespunde formei respective, conţine două submodule care sînt 
module complete în corpuri mai mici, anume 

{l , f2} c B(][2) şi{l, Y3}czE(][3). 

*) O curbă care admite o astfel de parametrizare, se numeşte unicursală (JV.T.). 
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Să descriem aspectul general al formelor care au o proprietate 
analoagă. Să scriem ecuaţia (1) sub forma (3) şi să considerăm sub-
spaţiul liniar L (peste B)' generat de numerele modulului M. Yom 
numi modulul M degenerat, dacă spaţiul L care îi corespunde conţine 
un subspaţiu L\ asemenea unui anumit subcorp fc' c fc, unde fe' 
nu este nici corpul numerelor raţionale, nici un corp imaginar pătratic. 

Să arătăm că pentru un modul degenerat ecuaţia (3) are o infi
nitate; de soluţii (în fiecare caz în parte, pentru anumiţi a). într-adevăr, 
dacă L' = yfc?(Y e h) şi M' = L' n M, atunci y""1-M/ este un modul 
complet al corpului W. Deoarece din definiţia unui modul degenerat 
al corpului-W rezultă că numărul unităţilor fundamentale din orice 
ordin este nenul şi deci ecuaţia 

JW/*(S) = a, ţe^-W (24) 

admite o infinitate de soluţii (de îndată ce are cel puţin o soluţie). 
Notăm ax = NkjR(y) ar

r unde r = (fc : fc'). întrucît 

NkjRiţ-r) = (Nk>jRmr Nm(y) = a 

şi ^ y e l f ' c z J f (pentru orice £ care satisface ecuaţia 24), atunci 
ecuaţia NkjR (•*)) = a1? 7) e Jf, are o infinitate de soluţii. 

Ipoteza fundamentală asupra ecuaţiilor de forma (1) constă în 
aceea că orice ecuaţie de această formă are numai un număr finit de 
soluţii în numere întregi doar dacă modulul care îi corespunde este 
nedegenerat. 

Eecent W. Sclimidt a demonstrat această ipoteză pentru cazul 
general (WOWGANG M. SCHMIDT, Linearformen mit algebraisclien 
Koeffizienten, II , Matli. Arm. 191, N° 1, 1971, 1 —20). La baza me
todei sale, ca şi în cazul metodei lui Time, stă teoria aproximărilor 
numerelor algebrice prin numere raţionale. 

PROBLEME 

1. Fie seria f(t) = a0 + a-^t + a2t2 + '.. . cu coeficienţi întregi p-adici convergentă 
pentru oricare valori întregi p-adice t. Să se demonstreze că dacă 

Mai) < v?(a*) • ( / v ~ 2 , 3 , . . . ) , 

atunci ecuaţia f(t) = 0 are exact o soluţie întreagă p-adică pentru Vp(a0)^ v1?(a1) şi nu 
are soluţii întregi p-adice pentru vp(a0) < vp(a1).. 

2. Fie d> 1 un număr natural , liber de cuburi, şi fie (a, b), (at> &-J două soluţii 
nebanale (diferite de (1,0)) ale ecuaţiei ; . 

x3 + dţf = 1 
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3__ 3___ 

(în numere întregi raţionale). în corpul cubic K = R(]/d) notăm e = a -f b]/d, e1= 

= a± + ft-J/d Să se arate că în acest caz 

pentru anumiţi întregi raţionali u şi v, dintre care cel puţin unul nu este divizibil 
prin 3. 

3. Să presupunem, păstrmd notaţiile problemei precedente, că d ş£ ±- 1 (mod 9). 
Atunci în corpul K are loc descompunerea 3 = p 3 (cap. III , § 7> problema 24) şi deci 
gradul completării p-adice K~ a corpului K peste corpul Rz al numerelor 3-adice 

u 
este 3. Admiţînd că v •£ 0 (mod 3), să notăm t= . Să se demonstreze că numărul 

v 

t (considerat ca un număr întreg 3-adic) este rădăcină a ecuaţiei 

oo 
^ antn = 0, ^ 

«=2 

1 
unde an= Sp (log v\n), 73 = s3. (Sp are aici semnificaţia urmei relativ la extinderea 

111 
K„jRz.) Să se demonstreze că seria din membrul stîng al ecuaţiei (*) converge oricare 
ar fi valorile întregi 3-adice ale lui t. 

I n d i c a ţ i e . Se demonstrează că Sp (log 73) = 0 şi Sp 73x = 3, ra = sj_-

4. Să se demonstreze pentru coeficienţii an ai seriei (*) că 

vs(a2) = 73(03) = fx + 3, v3(a»)> fi + 3 pentru n > 3, 

unde [i. = v3(a3fc3d) (v3 este exponentul 3-adic). 
•3 

I n d i c a ţ i e . Se foloseşte faptul că dacă 73 = 1 + 3x, x = ab]fde, atunci 
9 

log 7; =s 3x x2 + 9x3 (mod 34 +^) 
3 

şi, de asemenea, faptul că urma oricărui element al inelului 03[]/a] se divide prin 3 
(03 este inelul întregilor 3-adici). 

5. Să se demonstreze, plecînd de la problemele 1 —4, că ecuaţia x3 -f dyz = 1 
admite pentru d ^ ± 1 (mod 9) cel mult o soluţie nebanală în numere întregi raţionale. 

6. Să se rezolve problema precedentă în cazul cînd d =• ± 1 (mod 9). 
3 -

I n d i c a ţ i e . -Se are în vedere că numărul 3 din corpul K = ROI d) se descom
pune în produsul 3 = p2q (cap. III , §7, problema 24) şi se transpune enunţul proble
melor 3 şi 4 în cazul sumei directe Kz = K^ ® K^ (v. §2). Funcţia logaritmică pe K% 
se defineşte în acelaşi mod ca pentru un corp : o serie va fi convergentă pentru orice 
5 = (a, P)€ Kz pentru care a şi (3 sînt unităţi principale ale corpurilor Kp, respectiv 
Kc. Urma Sp (£) se defineşte ca urmă a matricii transformării liniare £' ~> £$' (S'G 

6 Iv3) şi de aceea coincide pentru elementele clin K cu urma numerelor corespunză
toare din K. 

364 

7* Fie seria 

f(0 = « 0 + «1*+ «2*2+ ••• 
cu coeficienţi întregi p-adici convergentă pentru ,orice valori întregi p-adice ale lui t. 
Să se demonstreze că dacă an este unitate p-adica şi as == 0 (mod p) oricare ar fi s > n, 
a tunel ecuaţia f(t) — 0 are cel mult n rădăcini întregi p-adice. 

8- Considerăm şirul de numere întregi 

170, llv ...,Un, . . . (**) 

care satisface relaţia de recurenţă un— a1un^1 + . . . + amu%._m(am^ 0) cu coeficienţii 
alf . . . . am raţionali. Presupunem că polinomul <p(x) = xm — a1xm~~1 — . . , — am nu are 
rădăcini multiple. Să se demonstreze că în acest caz există un anumit număr na tura l 
M astfel încît pentru toţi indicii n ai unei clase fixate de resturi modulo M, sau toate 
valorile un coincid, sau nici una dintre ele nu se repetă de o infinitate de ori. 

I n d i c a ţ i e . Se foloseşte formula un — Axa^ H- . . . + ,Ama^(a t- sînt rădăcinile 
lui 9(.r)), cît şi faptul că printr-o alegere corespunzătoare a numărului prim p şi a 
numărului natural M funcţiile an x— exp (x log a$ ) vor fi analitice pentru orice întreg 
p-adie x, 

î). Presupunem, folosind notaţiile problemei precedente, că toate rădăcinile cq 

( 1 < i <m) , cît şi toate rapoartele (i ^ j) nu sînt rădăcini din 1. Să se demonstreze 
a/ 

că în acest caz nici un număr întreg nu intervine în şirul recurent (**) de o infinitate 
de ori (în cazul cînd acesta nu este constituit numai din zerouri). 

10. Fie f(y) o serie de puteri, iar g(x) o serie de puteri fără termen liber avînd 
coeficienţi dintr-un corp. Se notează F(x) = f(g(x)). Să se demonstreze că 

F'(x) = f>(g(x))g'(x). 

11. Fie P(t) ^ 0 o serie formală de puteri fără termen liber peste un corp de carac
teristică zero. Să se demonstreze că dacă 

n 
£ <*i expy ,P ( / ) =-0 , 

» = i 

unde nu toţi af sînt nuli, atunci yk — y.j cel puţin pentru două valori ale indicilor i ^ j . 
12. Să se demonstreze lema 2 în ipoteza că ^ = 71 — 1, n9 = 1 si /^ — 1, n2 — 

= n— 1. 

§.7. YAEIETĂŢI ANALITICE LOCALE 

Fie t un corp de caracteristică zero, complet relativ la exponen
tul v? iar 9 metrica ce corespunde exponentului v. în acest paragraf 
vom înţelege prin spaţiul ^-dimensional %n mulţimea elementelor de 
forma (a1? . . . , a w ) , numite puncte, ale căror componente aparţin 
lui lî sau unei extinderi finite a corpului Ic. Prin e-vecinătate în %n 

a punctului (0, , . . , 0) se înţelege mulţimea acelor puncte (a1? . . ., a$) 
care satisfac condiţiile 9(a^) < s (i = l ? . . . , n ) (e este un număr 
real pozitiv)'. 

S'ă considerăm mulţimea seriilor de puteri f(xv . . ., xn) de n 
variabile şi avînd coeficienţi din fc7 convergente într-o e-vecinătate 
a originii (pentru fiecare serie va fi dată o astfel de e-vecinătate). 
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Se constată imediat că mulţimea tuturor acestor serii formează inel. 
Să notăm acest inel prin O. Adesea vom scrie f(X) în loc de f{xv... 
• * • i oon). 

DEFINIŢIE. Mulţimea V a punctelor (a1? ... .$• an) e fc% care apar
ţin unei s-vecinătăţi a lui zero -şi satisfac sistemul de ecuaţii 

MX)=0, . . . , / „ (X ) = 0, (1) 

unde f±(X), . . .,fm{X) sînt serii de puteri din inelul O, fără termen 
liber, s# numeşte varietate analitică locală sau, pe scurt, varietate locală. 

Vom considera că două varietăţi locale sînt egale, dacă acestea 
coincid într-o e-vecinătate a lui zero. 

Evident, că putem considera varietăţi locale în vecinătatea 
oricărui punct din spaţiul hn. Am ales însă pe zero pentru a simplifica 
notaţiile. 

Fie V o varietate analitică locală. Mulţimea tuturor seriilor de 
puteri f(X) e O care se anulează în toate punctele varietăţii F ce 
aparţin unei e-vecinătăţi a lui zero formează, evident, un ideal al 
inelului O. Vom nota acest ideal prin 21^. Este evident că elementele 
inelului factor 0/2tF = O pot fi considerate ca funcţii definite pe punc
tele varietăţii V, situate într-o e-vecinătate a lui zero (pentru fiecare 
funcţie cîte o vecinătate). Din această cauză inelul factor -6 se numeşte 
inelul funcţiilor analitice pe V. 

DEFINIŢIE. 'Varietatea, locală V se numeşte ireductibilă dacă inelul 
£>/2lF al funcţiilor pe V nu are divimri ai lui zero. în caz contrar .V 
se numeşte reductibilă. 

Studiul varietăţilor locale se bazează pe trei rezultate simple, 
unul dintre ele fiind de natură algebrică, iar celelalte două referin-
du-se la proprietăţile seriilor de puteri. Le vom da fără demonstraţii 
limitîndu-ne la indicarea bibliografiei. 

LEMA 1. Fiind date m polinoame gi(t), ...,gn{t) din inelul 
lc[t], ai căror coeficienţi dominanţi sînt 1, există un sistem hv . . ., fir 
de polinoame cu coeficienţi întregi avînd ca variabile coeficienţii aces
tora cu proprietatea că pentru anumite valori ale coeficienţilor clin fc 
condiţiile fcx = 0, . . ., fef= 0 sînt necesare şi suficiente pentru ca poli-
noamele g±(t), . . . , gn(i) să aibă o rădăcină comună într-o anumită-
extindere finită a corpului Ic. 

Dacă m = 2, atunci r =1 şi fex este rezultantul polinoamelor g± 
şi g2. Cazul general se reduce imediat la cazul m t= 2. Demonstraţia 
se găseşte în cartea lui VAN DER-VAERDEN, B. L., Algebră modernă, 
Moscova-Leningrad, voi. II , 1947, cap. I I §77, pp. 7—8. 

LEMA 2. Considerăm seria de puteri f(x1, ...,xn)eO în care 
cel mai mic grad cu care intervin termenii este h ^ 1, iar coeficientul 
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\ \ 
lui xl este \nenul. Atunci în inelul O se poate găsi seria de puteri e(x,, . . . 
. . .,xn) cu termenul liber nenul, astfel încît 

-f(X) e(X) == xi + 9i(^, . . ., a?nHL) xl'1 + . . . + 9 ^ , . . ., xn„x), 
unde 91? . . . , cpfc sînt serii de puteri care au variabilele 

1? * * * ? 71 1? 

iar termenii liberi sînt nuli. 
Demonstraţia acestei leme este dată în cartea lui SIEGEL, K. 

Funcţii automorfe de mai multe variabile complexe. Moscova, 1954, 
cap. I, §2, pp. 8—10. 

Observăm că nenulitatea coeficientului lui x\, care este cerută 
în lema 2, poate fi oricînd satisfăcută printr-o transformare liniară 
nedegenerată a variabilelor. î n acest caz, după cum se vede imediat, 
dîndii-se cîteva serii de puteri fx, ...,fm, se poate alege transfor
marea liniară astfel încît condiţia să fie îndeplinită simultan pentru 
toate aceste forme. 

LEMA 3. Orice ideal % al inelului O are un sistem finit de genera
tori^ adică în acesta se află anumite serii hv ..., Jis, astfel încît orice 

: serie h e % se reprezintă sub forma 
li = gjh,! + . . . + #A> 

• unde gv . .., gs sînt anumite serii din O. 
î n ce priveşte demonstraţia lemei 3 se poate consulta cartea 

lui BOCHNEE, s. şi MARTIN U.T., 'Funcţii de mai multe variabile com
plexe, Moscova, 1951, cap. X, §1 , pp'. 282—283. Observăm că deşi 
în această carte, ca de altfel şi în cartea lui Siegel, este vorba despre 
serii peste corpul numerelor complexe, totuşi demonstraţiile date 
acolo se transpun întocmai şi în cazul nostru în care corpul este com
plet relativ la un exponent. 

Lema 3 este necesară pentru a demonstra următorul rezultat. 
TEOREMA 1 Orice varietate locală este reuniunea unui număr 

finit de varietăţi locale ireductibile. 
.Demonstraţie. Fie V o varietate definită prin ecuaţiile (1). Dacă 

V este reductibilă, atunci există în O două serii de puteri / şi g, nenule 
în punctele lui V, oricît de apropiate de punctul zero, astfel ca pro
dusul fg să se anuleze în toate punctele lui V aflate într-o anumită 
e-vecinătate a punctului zero. Să notăm prin V1 şi V[ varietăţile 
care sînt definite de sistemul de ecuaţii obţinut din sistemul (1) prin 
adăugarea ecuaţiilor f(X) = 0, respectiv, g(X) = 0. Este evident 
că V± şi V[ sînt subvarietăţi proprii ale lui V, iar 

V = Vx u V[. 
Dacă varietăţile V1 şi V[ sînt ireductibile, teorema este demonstrată. 
Dacă însă una dintre acestea este ireductibilă, în mod analog putem 
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să o reprezentăm şi pe aceasta ca o reuniune de două spbvarietaţi 
proprii. Pr in repetarea acestui proces, fie ajungem la o reprezentare 
a varietăţi i V ea reuniune a unui număr finit de varietăţ iâreduetibile 
(ceea ce şi urmărim), fie obţinem u n şir infinit de va r i e t ă ţ i : 

V ^ V ^ V ^ V ^ . . . (2) 

Vom demonstra că al doilea caz nu este posibil. Considerăm în acest 
scop idealele 91F€ ale varietăţilor Vt. Din (2) se deduce că 

Wv.ŞWv^Mv.Ş . . . (3) 

Să notăm prin 21 reuniunea idealelor WFf. Potr ivi t lemei-3 idealul 2t 
este generat de u n sistem finit de s e r i i h v . . ., fc,. Deoarece orice serie 
din 21 aparţine unui anumit ideal 9JF<? înseamnă că există u n anumit 
fc, astfel încît toate seriile fy, . . . , h8 să aparţ ină lui %vh. Atunci însă 
91 c 8lrfc, şi,, prin urmare, sllvk = 9Ir*.+ 1 = . . . . . , ceea ce contrazice 
incluziunile (3). Teorema 1 este astfel demonstrată. 

Vom expune acum metoda generală de studiu a varietăţilor locale 
bazată pe reducerea la varietăţ i din„tr-un spaţiu cu u n număr mai mic 
de dimensiuni. 

Considerăm că varietatea V din spaţiul kn este definită prin ecua
ţiile (1). Presupunînd că V este diferită de fcw, putem considera că seriile 
j 1 ? . . . , / O T ( m ^ l ) nu sînt identic nule. Să admitem că am efectuat 
o astfel de transformare liniară a variabilelor încît toate polinoamele 
fi să satisfacă condiţiile lemei 2. Conform, acestei leme în inelul O 
vor exista anumite serii de puteri e^X), . ..., em{X) eu termenii liberi 
nenuli, astfel ca 

M = ft= ••<# + Ta^**""1 + • • • + ?*,» W 

unde epo .= 9ij(^u . . . , ; ^ _ 1 ) sînt serii de puteri în n —• 1 variabile 
cu termenii liberi nuli. Deoarece et(X) =£ 0 într-o £-veeinătate a lui 
zero, atunci var ietatea .V se poate exprima, de asemenea, prin siste
mul de ecuaţii 

ffl(Z)=0, . . . , ^ ( X ) - 0 , (o) 

unde membrii din stingă sînt polinoame în xn cu coeficienţii domi
nanţ i 1. Acestor polinoame le pu tem aplica lema 1. Polinoamele cores
punzătoare \ . . ., hr în coeficienţii polinoamelor gxi . . ., gm ca varia
bile vor fi serii de puteri ale lui x±J . . ., xn-x fără termeni libeii si 
cum toţ i 90 converg într-o e-vecinătate a lui zero, seriile h±, . . . , 'hT 
vor fi de asemenea convergente în acea vecinătate. 

Să considerăm, în spaţiul Ic"1"1 varietatea locală W definită prim 
ecuaţiile 

hj&oou . . . , a?w-x) = 0, . . ., hr(xx, . . ., xn-x) = 0. 
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Evident câ punctul (a1? . . ., a , ^ ) e fr^-1 aparţ ine lui W, dacă-şi 
numai daca toate polinoamele ^(a 1 ? . . . . , oc^i, xn)au o rădăcină 
comună, adică există u n anumit aw încît (a17 . . ., aw_1? aw) e V. 
î n acest mod, W este proiecţia varietăţ i i T pe biperplanul xn^ 0. 
Fiecare punct (<x17 . . .,• <x.n-^ e W este astfel proiecţia unu i număr 
finit de puncte (a17 . . . , aw-i? a») e F , deoarece an este definită ca 
fiind rădăcina comună a polinoamelor ^ ( ( a ^ . . . ,aw_19 xn). Trecerea 
de la varietatea V la proiecţia sa W va constitui principala metodă de 
studiu a varietăţilor locale. 

D E F I N I Ţ I E . Vom numi curbă în spaţiul kn un sistem de n serii for
male de puteri ^(t), . . ., <&n(t) fără termeni liberi şi avînd coeficienţii 
in corpul Io sau într-o extindere finită a acestuia, astfel ca nu toţi G>/(£) 
să fie identic nuli. 

î n studiul pe care îl facem nu este necesar să presupunem că 
seriile GX,;(£) = a^t + oĉ f2 + . . . sînt convergente. î n acest mod o 
curbă este da tă nu prin mulţ imea punctelor sale, ci prin mulţ imea 
seriilor u>t(t). Din această cauză situarea unei curbe pe o var ietate 
locală va fi înţeleasă oarecum, altfel decît în mod uzual. 

D E F I N I Ţ I E . Vom spune că curba %(£)?• . ., u>n(t) aparţine varietăţii 
V, dacă, oricare ar fi /(,%, . . ., xn) din idealul 3IF, seria de puteri 

/(coj-C )̂., . . . , <£>n(t)) este identic nulă. 
Principala proprietate a varietăţilor analitice locale pe care o vom 

folosi este următoarea. 
TEOREMA 2. Orice varietate locală sau se reduce la punctul zeroj, 

sau conţine o anumită-.curbă. 
Demonstraţ ia se face prin inducţie în rapor t cu dimensiunea IK 
Conform lemei 3 idealul 2(F are im număr finit de generatori, 

Din această cauză se poate lua drept sistem (1) care defineşte varie
ta tea V un sistem de generatori ai idealului Sl r. Pen t ru n = 1 varie
ta tea V se reduce la punctul zero dacă cel puţ in una dintre seriile/* 
n u este identic nulă şi coincide cu k1 dacă toate fi sint identic nule, 
î n cel de al doilea caz orice serie co(£) satisface sistemul (1). 

Considerăm acum n > 1 . Afirmaţia teoremei este evidentă dacă 
toate fi sînt identic nule (sau dacăm = 0). De aceea se poate considera 
că toa te seriile /17 . . . , / m ( m > 0) nu sînt nule. Admitem, de asemenea, 
că aceste serii satisfac condiţiile lemei 2, astfel că în locul ecuaţiilor 
(1) pu tem defini pe V prin ecuaţiile (o), unde g,t sînt date de egalităţile 
(4). Considerăm proiecţia W a varietăţi i V în spaţiul Z?'"1. Conform 
presupunerii inductive teorema 2 este adevărată pentru 1F, Daca 
W se reduce la punctul zero, atunci var ietatea V va fi definita prin 
sistemul de : ecuaţ i i : 

flr«(0, . . . , 0 : 5 ^ ) =.©• (1 < i < m), 

24 — c. 796 
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-adică va coincide de asemenea cu punctul zero. Dacă însă JW este dife
rită de punctul zero, atunci W conţine o curbă %(£),/. . . , <ow--,($). 
Să notăm prin \ extinderea finită a corpului fc în care se găsesc 
coeficienţii seriilor de puteri cox, . . . , cx>m^.±. Din definirea* varietăţii W 
se deduce că la înlocuirea seriilor co^f), . . . , <*>n~i{t) în seriile gly . . . 
. . ., gm în locul lui xv . . . , xn~x obţinem m polinoame de xn: 

g^iit), . . . , G>«-i(*), #») (1 < i < m) (6) 

ai căror coeficienţi aparţin corpului \{t} al seriilor formale de puteri 
ale lui t peste 7% şi care vor avea rădăcina comună xn = £ într-o ex
tindere finită O a corpului \{t). Conform teoremei 6 § 1 corpul O 
este inclus în corpul seriilor formale de puteri fc'{w}, unde ^e = i1 
pentru un anumit număr natural 0, iar 7c' este o extindere finită peste 
Jcv Elementul 2, poate fi de aceea reprezentat ca o serie de puteri 
E, = co(w) cu coeficienţi din V. Deoarece \ este rădăcină a polinoamelor (6) 
ai căror coeficienţi dominanţi sînt egali c u i , iar toţi ceilalţi coeficienţi 
.sînt elemente întregi ale corpului \{£}, rezultă că seria co(w) este un ele
ment întreg al corpului W{u}, adică termenii săi nu conţin exponenţi 
negativi ai lui u. Mai mult, în reprezentarea (4) toate o^ nu au ter
meni liberi. înlocuind în (4) pe xv . . ., xn-x prin seriile 0^(1^), . . . 
. . . , core„3(^e), pe xn prin seria <x>{u) şi examinmd termenul liber al 
seriei obţinute constatăm, mai întîi, că termenul liber a r seriei c*{u) 
este nul iar, apoi, că 

gi{<*x(Ue) , . . . , ton-x{lle), <D(M)) = 0 (1 < i < W). 

Deoarece seriile cox, . . . , 0 ^ - ! nu sînt toate nule, atunci seriile de 
puteri <dx{ue), • • • ? «&»-i(W j , ^ M reprezintă o curbă în fcM. Conform 
presupunerii făcute, seriile /1? . . . , / « , deci şi seriile gf19 . . ., gm gene
rează idealul 2lF. Prin urmare, oricare serie f{xv ...,xn) din StF 
verifică egalitatea /(^(u6) , . . ., co„-1(uc), <o(w)) = 0, deci curba 
^(u6), . . . , (Ofl-rfit*), <o(w) aparţine varietăţii 7 . Teorema 2 este 
astfel demonstrată. 

TEOEEMA 3. Daca F şi V sînt două varietăţi locale în fcw, V nefiind 
conţinută în V, există atunci înhn o curbă care aparţine lui V şi nu 
aparţine luiV. 

Demonstraţie. Putem presupune că varietatea V este ireductibilă, 
deoarece în caz contrar V poate fi înlocuită cu una dintre componen
tele sale ireductibile. 

Considerăm că varietatea V este dată prin ecuaţiile 

* \ ( X ) = 0 , . . . , ^ ( Z ) = 0 . 
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unde Fj sînt serii din inelul O. Deoarece V <£ F ' , cel puţin una dintre 
seriile F^ nu este identic nulă pentru punctele lui V (în orice vecină
tate a punctului zero). Să notăm această serie prin F(X) şi să demon
străm că varietatea V conţine o curbă co1(̂ ), . . ., <^n(t) astfel ca 

J & W * ) , ...,<o»(Q) * 0 . 

Demonstraţia acestei afirmaţii o vom face prin inducţie după n. 
Putem considera, bineînţeles, că seria F(X) satisface condiţia 

lemei 2, deci există seria e(X) = e(xv . . ., xn) e O cu termenul liber 
nenul pentru care 

e(X)F(X) = G(xv .-..,xn) = xl + ^xl"1 + . . . + ^ , (7) 

unde 4̂ i? • •.j §k sînt serii în nedeterminatele xv . .,., xn^v . 
în cazul cind Y = V (în particular, pentru n = 1) afirmaţia 

teoremei 3 este evident adevărată: este suficient, de exemplu, să 
se ia <x>x(t) = . . . = fc>w-i(tf) = 0, cow(tf) = t Dacă însă V ^ 7cM, consi
derăm proiecţia W* cz l?*-1 a varietăţii V (admitem aici că odată cu 
F(X) satisfac condiţia lemei 2 şi seriile fv . . ., jfm ce definesc varie
tatea V; aceasta se realizează, după cum ştim, printr-o transformare 
liniară a variabilelor). Odată cu V este ireductibilă şi varietatea W 
deoarece inelul funcţiilor definite pe aceasta, adică inelul factor 
£)n„±\%v == O»-! este un subinel al inelului funcţiilor pe F,fp/2lF = O 
(împreună cu Ow_x a O subzistă şi incluziunea %v a 2lF), Convenim 
să notăm prin / funcţia care corespunde în O oricărei serii f e O. Din 
egalităţile (4) se deduce că 

~?ct — -k-i — i __ 
Xn + (f^Xn + . . . -f- <p€jfc€= 0 , 

şi deci funcţia ^„ este un element întreg al inelului €> relativ la subin e 
Iul £)„_!. De aici rezultă că funcţia 

§ = â* + ţ "^ - 1 + . . . + $* ($"i e Oft.x) 

este de asemenea un element întreg relativ la Ow_1( 
Considerăm egalitatea 

Gs + X ^ - i + . . . + Z / = 0 ( i , e O . . J (8> 

pentru care s este cel mai mic posibil. Este limpede că Ls ^ 0, 
deoarece în caz contrar am putea simplifica prin § şi am obţine o 
egalitate în care s ar avea o valoare mai mică. Seria Ls e £)»_! nu se 
anulează astfel în punctele varietăţii W (în orice vecinătate). Conform 
presupunerii inductive în spaţiul kn~x există o curbă co^),. . ., <&n-x(t\ 
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care aparţine varietăţii W şi pentru care L^^t), . . . , fa^t))^ 0. 
Am văzut, în demonstraţia teoremei 2, că atunci există îĂ ln o curbă 
de forma <*x(ue), . . ., ^ - ^ ţ w t w ) , care aparţine varietăţii F. 
Să verificăm că pentru această curbă 

•Gito^u6), . . . , a>n-1(^'), <o(w)) ^ 0 

şi deci ea nu aparţine varietăţii V. într-adevăr, dacă-seria din mem
brul stîng ar fi identic nulă, atunci cu relaţia (8) am obţine egalitatea 

M<*i(ue), . - . , <*n-i{ue)) =0 

sau, după înlocuirea lui ue prin t7 

M^t), . . . , <»„-$)) = 0, 

ceea ce nu este adevărat, conform alegerii curbei <*$), .. .,. o)w-i(0. 
Teorema 3 este astfel demonstrată. 

Y 
\ 
\ 

CAPITOLUL V 

METODA ANALITICA 

în capitolul I I I am văzut că proprietăţile aritmetice ale unui 
corp de numere algebrice sînt strîns legate de numărul Ji al claselor 
sale de divizori. Din această cauză se caută o exprimare explicită a 
numărului h prin anumite mărimi mai simple ataşate unui corp dat K. 
Această problemă nu a fost pînă acum rezolvată pentru cazul unui 
corp oarecare de numere algebrice, însă pentru anumite corpuri, 
care interesează mai mult din punctul de vedere al teoriei numerelor 
(de exemplu, pentru corpurile pătratice şi pentru cele ciclotomice), 
an fost găsite asemenea formule. , 

Numărul claselor de divizori este una dintre caracteristicile mul
ţimii tuturor divizorilor unui corp. Deoarece toţi divizorii se exprimă 
prin cei primi iar numărul acestora este infinit, h este definit de fapt 
de o construcţie infinită. Din această cauză definirea lui Ii trebuie să 
m recurgă la produse infinite, serii şi alte noţiuni analitice. Aparatul 
analizei matematice se aplică pentru rezolvarea multor probleme de 
teoria numerelor. în capitolul de faţă vom studia această metodă pe 
exemplul problemei numărului de clase de divizori. 

§ 1. POEMULA ANALITICA' A NUMĂBULTII CLASELOB 
DE DIVIZOBI 

1. Funcţia zeta a lui Dedekind. Determinarea numărului li al 
claselor de divizori ai unui corp K de numere algebrice se bazează 
pe considerarea aşa-numitei funcţii zeta a lui Dedekind ţK(s) defi
nită prin seria 

a N(a)s 

unde et parcurge toţi divizorii întregi ai corpului K, iar N(a) este 
norma divizorului a. Vom demonstra că seria din membrul din 
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dreapta al egalităţii (1) converge pentru 1 < s < oo şi este în acest 
interval o funcţie continuă de variabila reală s. Mai departe obţinem 
formula 

Mm (s - 1) ţK(8) - Ax, (2) 
S - * 1 
S>1 

unde x este o anumită constantă care depinde într-un mod simplu 
de corpul K şi care va fi calculată în cursul demonstraţiei. 

Formula (2) este importantă în condiţiile în care funcţia ţK(s) 
admite descompunerea în produs infinit 

w<o-n— ± -r - ' • (3> 
W 

extins asupra tuturor divizorilor primi p ai corpului K7 descompunere 
numită şi identitatea lui Euler. Dacă pentru un anumit corp K avem 
suficiente informaţii despre divizorii săi primi (mai precis, cunoaştem 
regulile de descompunere a numerelor raţionale prime în produs de 
divizori primi din corpul K), atunci formulele (2) şi (3) permit ca 
li să se exprime explicit pentru acest corp. Procedînd astfel vom obţine 
în următoarele paragrafe formulele finale pentru li în cazul cinci Ii 
este un corp pătratic sau ciclotomic. 

.Să descompunem seria (1) într-o sumă de li serii 

w*) = ?^c5S?)-
unde a parcurge toţi divizorii întregi dintr-o clasă G dată de divi
zori, iar sumarea exterioară se face după toate cele li clase 0. Pentru 
a demonstra convergenţa seriei (1) este evident suficient să arătăm 
că fiecare dintre seriile 

oec N(a)s 

converge pentru s > l . Dacă demonstrăm, în continuare, că limita 

l i m ( * - l ) / c ( a ) 
S>1 

există pentru fiecare clasă G şi această limită este aceeaşi pentru 
orice clasă 0, atunci, notmd-o cu x, obţinem formula (2). 
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Să transformăm seria (4) într-o serie extinsă asupra anumitor 
numere întregi ale corpului K. Să alegem în clasa inversă de divi
zori O"""1 divizoml întreg af. Atunci pentru oricare ae G produsul 
act' va fi divizor principal: 

aaf = (a) (a e K). 

Este clar că aplicaţia 

a -> (a) (a e G) 

stabileşte (pentru a' fixat) o bijecţie între divizorii întregi a din clasa 
0 şi divizorii principali (a) care se divid prin a\ Avînd în vedere ega
litatea 

N(a)N(a') = l$r(a)|, 
obţinem că 

M8)=N(a')' £ - A — (5) 

cc=0 (modtt') 

unde sumarea se face după toţi divizorii principali ai corpului K 
care se divid prin a'. Deoarece doi divizori principali (ax) şi (a2) sînt 
egali dacă şi numai dacă numerele ax şi a2 sînt asociate, se poate consi
dera că în seria (5) sumarea se face după un sistem complet de numere 
întregi nenule din K, oricare două neasociate, care se divid prin a'. 

Pentru a da seriei (5) o formă care să simplifice studiul său ne 
folosim de reprezentarea geometrică a numerelor corpului K prin 
puncte din spaţiul real w-dimensional 3tw = £M şi din spaţiul loga-
ritmic %ls+t (aici n == s + 2î este gradul corpului K, v. pct. 1 şi 
pct. 3 § 3 cap. II). Definim acum în Rn un astfel de con X, încît printre 
numerele asociate între ele ale corpului K să existe unul şi numai 
unul a cărui imagine geometrică să aparţină lui X (prin con se înţe
lege aici un corp din 9tw care odată cu un punct nenul x să conţină şi 
toată semidreapta £#, 0 < £ < oo). 

în § 3 cap. I I (ale cărui notaţii sînt toate păstrate aici) prin ega
litatea (13) a fost definit homomorfismul x -» l(x) al grupului multi-
implicativ al punctelor x e W1 cu norma N(x) nenulă, în grupul aditiv 
al vectorilor spaţiului logaritmic 9ls+t. Dacă s19.. .,ef este un anumit 
sistem de unităţi fundamentale ale corpului K, atunci vectorii 
KH)J •••y^(sf) formează, după cum se ştie, o bază a subspaţiului 
de dimensiune r = s + t — 1 format din acele puncte (Xx, . . . 
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. . ., As+t) e$ls+t pent ru care x± + . .•. ~t~ h+t = .0. î i i t rucî t vec
torul 

nu aparţ ine acestui subspaţiu, a tunc i sistemul de vectori 

Î V K ) , . . . ,Z(e r) (6) 
este o bază în 9ts+*. î n consecinţă, orice vector Z(a?) e 3F+* (a? e 91% 
•#(#) ^ 0) poate fi reprezentat sub forma 

• î(a?)= ţi* + y ( ^ ) + . . - + U(«r) , (7) 

unde £1? ?2? • • • i ^r sînt numere reale. 
kSă notăm prin m ordinul grupului rădăcinilor din 1 care se găsesc 
în corpul K. 

D E F I N I Ţ I E . Se numeşte domeniu fundamental pentru corpul K o 
submulţime X a spaţiului-91" compusă din toate acele puncte ce care 
satisfac următoarele condiţii : 

1) N(x) =£ 0 ; 

2) în descompunerea (7) coeficienţii ţt(i = 1, . . ,? r) satisfac 
inegalităţile 0 < ^ < 1 ; 

3) 0 < arg x± < — > 
ni 

unde xx este prima componentă a punctului x. 
Sa observăm că pentru s^l numărul m este 2, de aceea condiţia 

3) se reduce în acest caz la Xj > 0 . 
Vom constata în următorul punct că domeniul fundamental X 

este un con. în JV\ Tot acolo va fi demonstrată şi următoarea teoremă. 
TEOKEIJA 1. în orice clasă de numere întregi nenule din corpul K, 

asociate între ele, esistă un număr şi numai unul a cărui imagine geo
metrică în spaţiul Rn aparţine domeniului fundamental X . 

Să revenim la seria (5). Dacă no tăm prin d)l acea reţea w-dimen
sională din 9tw, care este compusă din imaginile x(a) e 9ln ale nume
relor întregi oc e K ce se divid prin a', atunci avînd în vedere egalita
tea |X(a) | = \N(x(a))\ seria (5) poate fi scrisă sub forma 

M*) = *(*')• X ' 7 ^ 7 ' (8) 
unde sumarea se efectuează după toate acele puncte x =?#(«) ale 
reţelei JW, care sînt conţinute în X . 
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î n punc tu l 4 vom demonstra un rezultat general asupra seriilor 
în care sumarea se efectuează după toa te punctele unei reţele,. care • 
sînt s i tuate într-un anumit con (teorema 3). Aplicat la cazul nostru, 
acest rezul ta t a ra tă că seria (8) converge pen t ru s > l şi 

l i m ( s - l ) £ ! _ = - ? - , (9) 
£ i . e l o i \X(X)\S A 

unde A este volumul paralelipipedului fundamental al reţelei 991, iar 
v este volumul corpului T, compus din acele puncte x ale domeniului 
fundamental X pentru care \N(x)\ < 1. 

Cu teorema 2 § 4 cap. I I şi egalitatea (3) § 6 cap. I I avem 

A = ^ X ( a ' ) 1/|.DT, (10) 

unde D este discriminantul corpului K. î n ce priveşte volumul ^ 
al corpului T, pe care îl vom calcula la pct . 3, vom. găsi că 

. 2 ' ^ . E ,- n i , 
V = 9 ' (11) 

m 

unde B ' e s t e regulatorul corpului K. Din -(9), (10) şi (11) se deduce 
acum uşor că 

28+intB 
l im (s — 1) fc(s) = — . f • 
s-*i • .' . m v | D | 
S>1 

si deoarece ţK(s) = Y\ fc(s), am stabilit astfel următorul rezultat 
c 

fundamental al acestui paragraf. 
TEOREMA' 2. Teniru un corp K de numere algebrice avînd gradul 

n = s -$ 2t seria 

Us) = S 1 
a N(ay 

converge pentru toţi s > 1 şi este valabilă formula 

O 8 +1 t ~ţ> 

lim (5 - 1) ţK(s)= — z j = Ţ h, 
s->i my \D\ 
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unde li este numărul claselor de divizori, D este discriminantul, E 
regulatorul corpului J5L, iar m numărul rădăcinilor din 1 conţinute 
în K. 

Să trecem acum la demonstraţia afirmaţiilor pe care le-am folo
sit în deducerea teoremei 2. 

2. Domeniul fundamental. Considerând numărul E, real pozitiv 
să calculăm Z( £a?) e 9tM, unde x e 9t% N(x) ^ 0. Ţinînd seama de 
egalităţile (12) §3 cap. I I găsim 

h{ £#) = In £ + h{®) pentru 1 < fc < 6', 

l , + i ( ^ ) = 2 In ^ + l8 + j(x) pentru 1 < j < I, 

de unde rezultă că 

i(&r) = ln &-Z* + Z(a?), 

deci în descompunerea vectorilor l(x) şi l(ţx) în baza (6) coeficienţii 
lui £(%), . . . ? l(zr) sînt aceiaşi pentru ambii vectori. întrucît şi JV( 5^) = 
= 5W N(x) ^ 0 şi arg (^a?^ = arg a?1? atunci pentru orice punct x 
din domeniul fundamental X orice rază \x aparţine de asemenea 
lui X, deci X este con în %n (corpul X nu este vid, deoarece acesta 
conţine, de exemplu, punctul x(l) care este imaginea numărului 
leK). 

LEMA 1. Orice punct y e Sln pentru care N(y) ^ 0 se reprezintă 
unic sub forma 

y = xx( e), (12) 

unde x este un punct din domeniul fundamental X, iar e este o imitate 
'din corpul K. 

Demonstraţie. Să descompunem vectorul l(y) după elementele 
bazei (6): 

i(y) = yi* + 1IHH)+ -•• +Yr*K) 

şi pe fiecare ys real (j = 1, . . . , r) să-1 reprezentăm sub forma 

Ti = fci + ţu 

373 

unde Jy festei un întreg raţional şi 0 < £, < 1; Punînd -TJ =±' eî1-: .• 
. . . s*r să considerăm punctul z = yx(i)~1)* Găsim 

\. ' ,';' , ='yi* + y(e x) + . . . + U(*r). 

JF'ie acum arg % = cp. Pentru un anumit întreg fc, avem 

27cfc- 2T: ' 
0 < cp ^ - — • • 

m ni 

Prin izomorfismul a ~> a^a) (a € J5L) rădăcinile de ordinul m din 1 
ale corpului K se aplică pe rădăcinile de ordinul m din 1 din corpul 
C al tuturor numerelor complexe. Să notăm prin C acea rădăcină 
de ordinul m din 1 (care va fi rădăcină primitivă) pentru, care 

2TC 2TT ax(Z,) = cos —• + ^ sin— -• 

Să demonstrăm că punctele x = £#(£-"*) aparţin domeniului funda
mental X. într-adevăr, ' , 

Z(a?) =. l(z) + l{Xr*) = l(z) = yl* + ZIKH) + • • • + W e r ) , 

unde 0 < 5/ < 1? astfel încît condiţiile 1) şi 2) sînt îndeplinite,. 
Mai departe, xx ==; zxx (K~"'\ ^ 2i<*i(ţ)~k, de aceea 

. 7 2TT ' 2dfc 
arg a?! = arg % —• /c -— = o » 

w m 
de unde 

2TC 

0 < arg x±< 

m 

Prin urmare xe.X. Observîndcă ^(a)"1 = ^(a"1), obţinem 

y = zx(ti) = a?a?( £*)#(>)) = #ff(e), 
unde s = £*YJ. î n acest mod s-a obţinut o reprezentare a punctului 
y sub forma (12). Eămîne numai 'să demonstrăm unicitatea unei 
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astfel de descompuneri. Fie, în afară de (12), y == #'#(V),-imde x'-e X7 
iar s' este unitate în Jf. Deoarece xx( z) = x'x( s'), atunci 

Z(ff) + 1 ( 0 = *(<»') +*(*')• 

Vectorii Z(e) şi l(e') sînt combinaţii liniare cu coeficienţi întregi ale 
vectorilor Z^), . ..,Z(er), iar coeficienţii acestor vectori în descom
punerile lui l(x) şi l(x') faţă de baza (6) sînt toţi nenegativi şi mai 
mici decît 1 (condiţia 2 din definiţia domeniului fundamental). Din 
această cauză, din ultima egalitate se deduce că l( e') = l( s), deci 
e' = e£0, unde £0 este o rădăcină de ordinul m din 1 (v. pct. 4 § 3 

cap. II). Din egalitatea x(e') = x(e) x(t0) rezultă că os = x' x(Z0) şi 
deci 

Din condiţia 1) punctele x şi xr ale domeniului fundamental verifică 
inegalităţile 

r\ ^ ^ ^ rx t 2lZ 

0 < arg xx < — * 0 < arg x[< •—> 

2— 
de aceea 0 < | arg ax( £0) | < — şi cum ax( l0) este rădăcină de ordi-

m 
nul m din 1, atunci ultima inegalitate este posibilă numai dacă 
arg orrf̂ o) = 0. în acest caz însă a±(ZQ) = 1 şi lC0 = 1. S-a arătat 
astfel că s' = s şi deci a?' = #. Lema 1 este demonstrată. 

Demonstraţie (teorema 1). Fie (3 un număr întreg nernil clin Jt. 
Conform lemei 1 există descompunerea x( (3) = ##( e), unde # e X7 
iar s este o unitate. Numărul a-= Ps"1 este asociat cu f3 şi imaginea 
sa geometrică x(<x) (care coincide cu punctul x) aparţine domeniului 
X. Apoi, pe baza unicităţii descompunerii (12) numărul a este defi
nit unic prin condiţiile (3 = a e şi <r( a) e X, ceea ce demonstrează 
teorema 1. 

Drept exemplu să determinăm domeniul fundamental al corpu
rilor pătratice. 

Să presupunem mai întîi cazul cînd K este un corp pătratic real, 
deci n = s =2, t = 0, r = s + t — 1 = 1. Vom privi pe K drept 
subcorp al corpului G al tuturor numerelor complexe, iar ca prim. 
izomorfism a1: K ~> G (v. pct. 1 § 3 cap. II) este luat izomorfismul 
identitate. Dacă s este o unitate fundamentală a corpului K, atunci 

1 1 __ £? — . Y o r fi (je asemenea unităţi fundamentale, de aceea se 
s s 

poate presupune că s > l . Dacă '#• = (%19 a?2) e 9î2, N(x) = xxx2 ^ 0, 
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atunci. I(x) = (In ]%|, In l^))., Descompunerea (7) devine în acest 
caz 

l(x)= £(1,1) + y i n ' € , - I n e ) . 

Domeniul fundamental X este definit aici, bineînţeles, prin condi
ţiile: 

# i > 0 , ^2 ^ 0, 0 < ^ < 1 . 

Se constată imediat că 

In \xx\ = ln|a?a| + 2 ^ In e, 
deci 

1 ^ 1 = |a?2 | - s 2 ^ . 

Condiţia 0 < ^ < 1 poate fi de aceea înlocuită prin 

1 ^ - M > e-2> 

Domeniul fundamental X este astfel constituit din punctele apar-
ţinînd zonelor haşurate în fig. 7 (laturile unghiurilor, situate în apro
pierea semiaxei opzitive Ox nu sînt considerate în X). 

'/ 
/ • 

/' . 

X 
- < 1 ^ \ 

V 

\ 
\ 
j 
i 

/ ^ 
! 
f 

Fig. 7 
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Fie acum K un corp pătratic imaginar. Deoarece în acest caz 
$ = 0; t = 1, atunci r = 8 + t —1 = 6. Domeniul fundamental X 
este compus, prin urmare, din acele puncte x = ?/ + is, pentru care 

- W = ?/2 + £2 ^ : 0 , ' 0 <.arg# < ^ V 

<v. iig. 8, E = JB(y^3"), m = 6). . 

T /•" 
/ 

/ 
_L __ 1 

Zi 

""o" 

^-~ 

L 

$lm(//////////// 

JaBk'. 
yx(D={{o) 

-

Fig. 8 

3, Calculul volumului. îse vom ocupa acum de calculul volumului 
unui corp n-dimensional T, compus din acele puncte ,T ale domeniu
lui fundamental X pentru care \N(x)\ <1. Faptul că acest volum 
există şi este nenul va reieşi din calcul. (în cazul unui corp pătratic 
corpul T este marcat pe fig. 7 şi 8 printr-o dublă liaşurare.) 

Să demonstrăm mai întîi mărginirea corpului -T. Pe fiecare rază 
care aparţine conului X există un punct x şi numai unul pentru care 
\N(x) | = 1. 8ă notăm prin .8 mulţimea tuturor acestor puncte. Este 
clar că T este compus din toate segmentele ţ%(0 < % < 1), unde x 
parcurge toate punctele lui $.. 

î n descompunerea (7) a punctului x e Wl de normă nenulă ega
lăm sumele componentelor vectorilor din cei doi membri. Pe baza 
formulei (15) § 3 cap. I I suma pentru membrul din stînga va fi 
In \N(x)\. Suma pentru membrul din dreapta va fi ţ(s + 2t) = ni, 
în virtutea relaţiilor (15) § 3 cap. II . Aceasta arată că £ = —ln\N(x)\ 

n 
şi descompunerea (7) poate fi deci pusă sub forma 

l(oo) = — In N(x) • l* + y ( E l ) + . . . + U K ) . (13) 
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Dacă xe8, atunci In \N(x)\ = 0 şi de aceea punctul l(x) = 
= (lx(x)9 ...., ls+t(x)) € 9î5 + f se reprezintă sub forma l{x) = ţxl(sx) + 
+ . . . + ţ>rl{ sr)5 unde 0 ^ ^ < 1. Se deduce astfel că există o anu
mită constantă p, astfel ca lj(x) < p, iar atunci \xk\ < e9 (1 < 
< h < s) şi \xs + j\ < e* pentru 1 < j < tr oricare ar fi x e 8 (v. nota
ţiile (13) şi (12) §3 cap. II). S-a demonstrat astfel că mulţimea 8r 
deci şi corpul T sînt mărginite. 

în locul corpului T vom considera un alt corp, aflat în legătură 
strînsă cu T şi avînd avantajul că este definit prin condiţii mai simple,. 
ceea ce vă face studiul mai comod. Să formulăm mai întîi următoa
rea lemă aproape evidentă. 

LEMA 2. Bacă e este o unitate a corpului K, atunci prin transfor
marea liniară x -» xx( e) a spaţiului 9tw volumele corpurilor nu se 
schimbă, 

într-adevăr, prin orice transformare liniară nesingulară a spa
ţiului euclidian volumul unui corp se înmulţeşte prin valoarea abso
lută a determinantului matricii acestei transformări liniare (v«, 
cap. I I § 4 formula (2)). Potrivit celor demonstrate la pct. 1 § 3 cap. I I 
determinantul transformării x -> xx(s)) este N(x(e)), adică este 
N(*) = ±l. 

Să notăm în continuare, ca mai sus, prin £ acea rădăcină de 
ordinul m din 1 pentru care ax{ţ) = cos —- + i sin Considerăm. 

m ni 
mulţimile Tk(k = 0 ,1 , . . . , m — 1) care se obţin din T prin trans
formările liniare x -» xx{ţ*)(To = T)- Clx lema*2,^(T*) = i>(T)(dacăb 
cel puţin unul dintre aceste două volume există). Deoarece 

\N(xxCC))\ = \N(x)N(V) I = \N(x)\, 

l(xx{ţ*)) = l(x) + l(lk) = l(x), 

arg (xxiţ*))! = arg xx ~i fc, 
m 

atunci (v. definiţia domeniului fundamental X, pct. 1) corpul Tk este 
compus din acele puncte x e 9tn pentru care: 

1) 0 < \N(x)\< 1 ; 
2) î n descompunerea (13) coeficienţii £* satisfac inegalităţile 

2TC& 2TT / 7 , ^ v 

3) < arg xx < — (ifc + 1). 
m m 
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Se deduce astfel, că T0; T^ .. ., 2\?_1 nu -se- intersectează ,t oricare 
"două si că reuniunea acestora. (J 1^ este definită prin condiţiile 1 şi 
2 (fără condiţia 3). 

Să notăm prin I mulţimea acelor puncte x e (J Tk pentru care 
x1>Q, . . . , xs > 0 (v. (2) § 3 cap. II). Să fixăm un sistem de $ numere 
S1? . . ., S3,;(Bi= ± 1). înmulţirea punctelor din SI'1 cu punctul (8± . . . 
. . . , §5; 1, . . ., 1) e 2sj = %n este o transformare liniară a lui W 
care nu schimbă volumul corpurilor (deoarece norma acestui punct 
este ±1). Aplicînd mulţimii T toate aceste transformări liniare 
obţinem 2S mulţimi, oricare două neintcrseoiîndu-se, a căror reuniune 

m— 1 
este U Tlc. Dacă vom demonstra că T are volumul v nenul, atunci 
bineînţeles că se va deduce si existenţa unui volum pentru 1\ si 
anume va avea loc formula 

*(T) = - * - . * • (U) 
Vi 

(în cazul unui corp pătratic real •.5VGSte,o parte a lui 27, situată in 
primul cadran, iar în cazul unui corp imaginar pătratic T este un 
disc unitate "fără centru, v. fig. 7 şi' 8). 

Egalitatea vectorială (13) este echivalentă cu următorul sistem 
•de egalităţi: 

l^) = — tei\N(w)\:+• £ UA^) (j.=h. •-.,*+*), 
' Ă = I 

unde ej = 1 dacă 1 < j < s şi; e1 = 2 dacă .'s + 1 < j < s + t. 
Efectuăm o schimbare de variabilă conform formulelor 

. ( j = l , • • ' - , * ) • • • 

% = - p ^ / s m ^ j ; 
(Corespunzător notaţiilor din pct. 1 § 3 cap. I I numerele reale y5 şi 
% se definesc prin egalităţile xs+j — y^ -f i%, 1 < j < t ) lacobianul 
acestei transformări, după cum se calculează uşoiy este ps+1 . . . 

• s + t 

...... ps + t, Cum l}(x) = In pj -şi W(w) = JJ p^ (considerăm £r1> 
; = 1 
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> 0, . . ., a?s>0) în noile variabile p15 . . . , ps + ty ?i? • ••>?« corpul 
l7 este definit prin condiţiile : 

i) P l > o , . . . , 9s+t >o, n P ? ^ ! ; 
2) în egalit ţile 

i B P ? - ^ - i i i ( n p j ' ) + £"W'(e*> 

(j =1, . . ., s + t) coeficienţii ţk satisfac inegalităţile 0 < ţk < 1 

Intrucît aceste condiţii nu impun restricţii asupra variabilelor 
c?v . . ., <pt, atunci fiecare dintre acestea (independent de celelalte) 
parcurg toate va'orile intervalului [0, 2n). înlocuim pe p1? . . ., ps + ̂  
cu noi variabile t^ . . . , \f conform formulelor 

In fi = ^ - l a l + V ^ ( 8 f c ) (j = 1, . ..,8+t). (15) 

Adunînd toate aceste egalităţi şi avînd în vedere că 

S *J = ", SM«*) = 0, (16). 

obţinem 

^ = î i ?y - (") 
Corpul T se defineşte acum prin condiţiile 

0 < 'i < 1, 0 ^ 'ik < 1 (fc = 1, .'. ., r). 

Existenţa volumului v = i?(T) a devenit acum evidentă. Deoarece 

^ Pi Pi ^ Pi Pi 7 / „ x 
• = » — = — — lj( £k)y 

dl nţ dllc ti 
iacobianul transformării (15) este 
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Pi • • ; ?s+t\ 
nl2l 

Să adunăm în ultimul determinant toate liniile la prima. Avînd în 
vedere egalităţile (16) şi (17) şi ţinînd cont de definiţia regulatorului 
E al unui corp K (v. cap. I I § 4 pct. 4), obţinem ' 

\J\ = • 
E 

2 p 5 + 1 . . . p8 + t 

Găsim acum imediat volumul v : 

v = V . . . [ dx1 . . . da^d^cL^ . . . ăyt Azt = 
(T) 

— i • • • A P*+i • • • P*+*dpi ăps+t dcp! . . . dcp* = 
(T) 

« i d ţ ! . . . i d f t i . . . l P s + 1 . . . p s + tdP l . . . ăps+t = 
o o 

= 2V[ . . . C | J | p . + 1 . . . p .+ .d^d^ . . . di;, = 

1 1 1 • 

= 7T*E U d d ^ ...-td^r = 7ÛB. 

0 0 0 

înlocuind valoarea găsită pentru v în (14) se obţine în final: 

2 V E t?(T) 
w 

4. Principiul Iui Dirichlet. Să considerăm mai întîi funcţia 
ţk($) în cazul cînd K este corpul E al numerelor raţionale. Cum în 
corpul j? divizorii întregi pot fi identificaţi cu numerele naturale n şi 
JSf(n) = n atunci 

oo -| 
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în acest mod, pentru corpul numerelor raţionale 'C-funcţia lui Dede-
kind coincide cu ^-funcţia lui Eiemann ţ(s). Să demonstrăm că 
pentru s > 1 seria (18) este convergentă. Deoarece funcţia — este 

Ou 

descrescătoare pentru oc>0, atunci 

w+l n 
f da? • 1 ^ f da? 
J $ S W* . J :0CS 

n n—l 

membrul din stînga inegalităţii existînd pentru n>\, iar cel din 
dreapta pentru n>2. Pentru numărul natural J V > l ' s e deduce deci 
că 

iV-f-l iV 

ăx [ ^ < v I < 1 + ( 
J 0GS n~l n8 J xs 

oo 

Deoarece pentru 5 > 1 integrala \ — este convergentă, cea de a doua 
J ®s . 

inegalitate asigură convergenţa seriei (T8). Apoi, :pentru # > 1 , 

co 00 

r ăx• :•- v / x -, , f da?' I _ - < £ * ) < l + l _ s 
3 o?5 j x8 

-9 

X* 
<J 1 • . " i 

sau' 

1 <X(s)<l+ 1 

'" s—T ' • s — 1 

înmulţind aceste inegalităţi cu s — 1 şi făcînd pe s să tindă către i , 
ajungem la relaţia importantă 

lim(s - 1 ) Us) = 1, (19) 
S*-*l 
S>1 

care ne dă o imagine asupra ordinului de mărime al creşterii funcţiei 
£(3) pentru s tinzînd M l . 

Vom demonstra în continuare o teoremă generală analitico-geo
metrica asupra seriilor, care aparţine lui Dirichlet. 
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Fie dat un con X în spaţiul 9in pe care este definită o funcţie 
reală pozitivă F( X j , X e X. (Considerăm că punctul (0, . . . , 0). nu 
aparţine conului X.) Asupra funcţiei F şi conului X se impun următoa
rele condiţii: 

1) Oricare ar fi punctul x e X şi oricare ar fi numărul real £ > 0 
este verificată egalitatea F(ţ x) — 'inF(x). 

2) Corpul T compus din toate acele puncte x e X pentru care 
F(x) < 1 este mărginit şi are volumul n-dimensional v = v(T) nenul. 

Punctele conului pentru care F(x) = 1 formează o suprafaţă 
care intersectează fiecare semidreaptă a conului numai într-un punct 
şi decupează din con un corp mărginit avînd volumul nenul. Este 
limpede că a da o astfel de suprafaţă în X echivalează cu a defini 
funcţia F(x). 

Să presupunem că s-a dat în 9T o reţea n-dimensională 931 avînd 
volumul paralelipipedului fundamental A. Considerăm seria 

extinsă asupra tuturor punctelor x ale reţelei SOI cuprinse în conul X, 
Această serie depinde astfel de conul X, funcţia JP şi reţeaua W. 

TEOREMA 3. în condiţiile notaţiilor şi presupunerilor făcute mai 
sus, seria (20) converge pentru toţi $>1 şi 

lim--(*-iK(*) = 4-- (21) 

Demonstraţie. Oricare ar fi numărul real r > 0 notăm prin 
9Wr reţeaua care se obţine contractînd de r ori pe M. Volumul parale
lipipedului fundamental al reţelei 9#r este, evident, —. Dacă N(r) 

este numărul punctelor reţelei 30?r conţinute în corpul T, atunci con
form definiţiei volumului avem 

v = v( T))= lini N(r) — = A lim — ^ • (22) 
r-+oo fn r-*oo fn 

Considerăm corpul rT obţinut din T printr-o dilatare de r ori. Este 
clar că N(r) este egal şi cu numărul de puncte ale reţelei 90?, conţi
nute în rT, iar acesta la rîndul său este egal cu numărul de puncte 
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xe-Wn X pentru care F(x))^ r*. Toate punctele din 9Wn X le 
aşezăm într-un'şir {xk} .astfel'încît 

0 < F(xx) < F(x2) < . . . < F(xk) < . . . 
n 

Să notăm ]fF(xk) = rk. Punctele xv . . . , # * aparţin corpului rkT9 
de aceea N{rk)> Jc. Totodată oricare ar fi s > 0 punctul xk nu apar
ţine corpului (rk — e)T şi, prin urmare, X(rk — e) < Jc. Astfel, 

AT(rfe - e) < h < ff(rk), 
de unde 

Jc . #(/•*) 
— - <̂  

W(rk- e) / r t - e Y ^ 
(rk - z)n \ rb ) rî r k 

Trecînd la limită pentru Jc ~» oo, adică pentru. r* -» oo, şi avind în 
vedere (22), obţinem 

lim —^— = — • (23) 
&-o> F(xk) A 
~ ° ° 1 . . . - . . • 

Să comparăm seria Us) = V, cu seria (18). Deoarece 
]{s ( V Y 

lim : = |—-l # 0, atunci o dată cu seria (18) converge şi seria 
*->oo F(xk)s \AJ 
(20) (dacă, evident, s >1 ) . Fie c un număr real pozitiv oricît de mic. 
în virtutea (23) avem. 

(v _ e V1-< - 1 - - < (— u ' 4 = ^ • • • • : 

VA S )'h "F(xk) : I A ' ' JJc 

pentru toţi h>'k0 suficienţi de mari, de unde 

1,4,. . ;;Ă0 ^ h0'F(**)8' . U ' 7 h*it* 
pentru t o ţ l , s > l . înmulţim această inegalitate cu-s — 1 şi facem pe 

/ ' o - l X 
s să tindă către 1 de la dreapta. Deoarece lim (s — 1) VJ — = 0, 

co J 

atunci pe baza relaţiei (19) lim (s — 1) V — = 1 . Avînd în vedere, 
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pe de altă parte, că Mm (s -—1)5] — — — = O ajungem la inega-
lităţile 

—. - s ;< lim' (s - .1)Z(8) <. lim (s - 1)X(s) < — + e . . 

care datorită alegerii arbitrare a, lui e demonstrează teorema 3. 
OBSERVAŢIE. în egalităţile (21) şi (22) se disting imediat anumite 

trăsături comune. Pentru a pune în evidenţă mai puternic asemăna
rea între aceste egalităţi, să presupunem că volumul A al paralelipi
pedului fundamental al reţelei Wl este 1 ' şi să le transcriem sub forma 

" lim{s -l)ţ{s) =v, -(210 
S>1 

lim i _ M(r) = v. (22') 

Ambele limite ne dau unul şi acelaşi număr: volumul corpului T. 
Definirea volumului prin egalitatea (22') conţine următoarele opera
ţii. Eeţeaua 9M se contractă de r ori şi se calculează numărul JSf(r) 
al punctelor reţelei contractate S0îr? conţinute în T. Apoi numărul. 

1 W(r) se înmulţeşte cu volumul •—- al paralelipipedului fundamental 

al reţelei Mr şi, în fine, se. găseşte limita produsului — M(r) pentru 

r -> oo. După aceeaşi schemă se ajunge la volum şi în egalitatea (21'). 
Aici suma ţ(s) joacă rolul numărului N(r), factorul (s — 1) cores-

1 
punde factorului — şi trecerea la limită s ->1($>1) corespunde 
trecerii la limită r -» oo. 

Să revenim la domeniul fundamental X dintr-un corp K de nu
mere algebrice. Deoarece funcţia 'F(x) = \N{%) | satisface condiţiile 1) 
şi 2), atunci seriei (8) i se poate aplica teorema 3 şi deci această serie 
converge pentru s>l şi pentru ea este adevărată relaţia (9). 

Cu aceasta am .încheiat demonstraţia tuturor afirmaţiilor pe 
care le-am folosit la pct. 1 şi deci am terminat şi demonstraţia teo
remei 2. , 

•5. Identitatea lui Euîei'* Pentru ca formula (2) să poată fi utili
zată la calculul numărului h al-claselor de divizori trebuie să avem. 
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posibilitatea de a calcula limita lim (s — 1) ţK{s) intr-un alt mod. 
S>1 

în unele cazuri aceasta se poate realiza dacă se foloseşte o reprezen
tare a lui ţK(s) sut) forma unui anumit produs infinit, cunoscută sub 
denumirea de identitate a lui Euler. 

TEOEEMA 4. Pentru s > l funcţia ţK(s) poate fi reprezentată prin 
produsul infinit convergent 

V 1 _ _ ^ — 

unde' p parcurge toţi divizării primi ai corpului K. 
Demonstraţie. Pentru fiecare divizor prim p avem 

= 1 + ---— + f • • • (24) 
N(v)s JV(p)2s 

X(V) 

Fie W u n număr na tura l arbi t rar şî  p2, . . . . p r toţ i divizării primi a 
căror normă nu depăşeşte pe N. î nmul ţ ind seriile absolut conver
gente (24) pentru p = px, . . . , p r obţineai 

/ 1 Y-1 °° 1 1 

unde a parcurge în suma J ] ' to ţ i acei divizori întregi din corpul K, 
a căror descompunere în produs de •puteri de divizori primi conţine 
numai divizori pr imi a căror normă nu depăşeşte pe JV. Să comparăm 

seria Y.' cu. seria \K (s) = V -~~—"• Cum în seria T, se găsesc tofi 
a N(a)s 

acei divizori întregi a căror normă este mai mică sau egală cu N, 
atunci 

1 

< 1 N(£)>N W(a)s 

Deoarece pentru s..>l seria (1) este convergentă, 
1 

pentru n -> co, ceea ce demonstrează|teorema. 
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Importanţa teoremei 4 constă în aceea că̂  împreună cu teorema 2 
stabileşte o legătură între numărul h şi divizorii primi din corpul K. 
După cum s-a pus în evidenţă la pct. 1, dacă toţi divizorii primi ai 
corpului K sînt cunoscuţi, atunci, folosind teorema 4, membrul sting 
al relaţiei (2) poate fi calculat într-un alt mod, şi astfel vom obţine 
formula finală pentru h. Pe de altă parte, faptul că x h ^ 0 permite 
să se tragă concuzii importante asupra divizorilor primi ai corpului K. 
De exemplu, luînd drept Ii un corp ciclotomîc, vom ajunge în § 3 
din capitolul de faţă la teorema lui Diriciilet asupra distribuţiei nume
relor prime raţionale dintr-o progresie aritmetică. 

PROBLEME 

" £ i ' 
1. Utilizîod convergenta serici V — (s> 1) să se demonstreze că pentru 

s > 1 seria 

unde p parcurge toţi divizorii primi ai corpului K, este convergentă. 
3. Folosind rezultatul obţinut la problema 1, să se demonstreze convergenţa 

produsului 

n-——— o*)-
P 1 _ _ J _ 

N(Py 

S I ,— • 

3. Fie atc şi bjc (k ^ 1) — numere reale pozitive, iar lini = c. Să se demonstreze 
. k—MX> o.fc 

oo oo oo 

că dacă, seria 'JJ as converge pentru s > 1 şi Hm (s — 1) VJ a j .=A, atunci seria J J bs
k 

este de asemenea convergentă (pentru s > 1) şi 

oo 

lim(s-l) J] &| = cA. 
s> 1 

4. Fie C o clasă de divizori ai unui corp K de numere algebrice. Se notează 
prin Z(Ş, C) numărul divizorilor întregi a din clasa C, pentru care N(a) < £. Să se 
demonstreze că 

Z(5, C) 2S+* TÛ  R ( 
lim — - — = K = 
^ ^ 5 " m]f\D\ 
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5. Se notează prin §(a) numărul divizorilor întregi ai unui corp-K, care au norma 
a.' Sa se' demonstreze eă 

«e / \ OO 

unde ' • 

*=£**» (i)' 
iar pi(a) este funcţia iui Mobius. 

§2. NUMĂBTJL CLASELOE DE DIVIZORI AI 1JNTH OOBP 
.CICLOTOMIC • 

Fie m un număr natural şi ţ o rădăcină primitivă de ordinul m 
din 1. Deoarece toate rădăcinile de ordinul m din 1 se reprezintă în 
planul complex prin puncte care împart cercul unitate în m părţi 
egale, este comod să numim corpul Iî( £) corp de diviziune al cercului 
în m părţi sau, pe scurt, corpul m-ciclotomic. î n acest paragraf, utili-
zînd teoremele 2 şi 4 § 1, vom găsi o formulă pentru numărul h al 
claselor de divizori pentru corpuri cîelotomice arbitrare. în acest scop 
trebuie să clarificăm mai întîi în ce mod se descompun în produs de 
divizori primi numerele raţionale prime în aceste corpuri. Pentru 
început vom defini gradul corpului II(C). 

1. Ireductibilitatea polinomului .eielotomic. Gradul corpului 
E('Q este egal, după cum se ştie, cu gradul polinomului minimal al 
numărului ţ peste corpul numerelor raţionale E. în cadrul acestui 
punct vQiii demonstra că polinomul minimal al num arului ţ este 
polinomul 

• <£>» = <M*) = I I (t— V) •• 
(k,m) = î 

(produsul este extins, .asupra .unui sistem redus de resturi, module m) 
ale cărui rădăcini sînt toate rădăcinile primitive de ordinul m din 1. 
Din faptul că gradul lui <bm este egal cu valoarea y(m) a funcţiei 
lui Euler, se deduce egalitatea (IÎ(Q : Ii) = (p(ni). 

Polinomul ®m(t) se numeşte polinom de diviziune a cercului în 
m părţi sau polinomul m-eiclotomic. 

Vom demonstra mai întîi că <S>m are coeficienţi îptregi raţionali. 
Pentru m — 1 "aceasta, .este evident (Q>x = i — 1). Demonstraţia 
pentru cazul general o vom face prin inducţie asupra lui m. Deoarece 
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fiecare rădăcină de gradul m din 1 este rădăcină primitivă de un anu
mit ordin ă\m7 atunci 

d 

unde d parcurge toţi divizorii numărului m. Conform presupurierii 
inductive polinomul F = JJ O* are coeficienţi întregi raţionali, iar 

d&m 

coeficientul său dominant este 1. Din această cauză €>m = ~ 

va avea de asemenea coeficienţi întregi raţionali. 
Să notăm, ca de obicei, prin Z inelul numerelor întregi raţionale, 

prin Zp corpul resturilor modulo numărul prim p şi pentru."fiecare 
ăe'Z prin a vom înţelege clasa corespunzătoare de resturi din Zv. 
Dacă în polinomul f(t), care are coeficienţii întregi raţionali, înlocuim 
toţi coeficienţii prin casele lor de resturi modulo j ) , obţinem polinomul 
f(t) cu coeficienţi din corpul Zp. Este evident că aplicaţia / - » / este 
un homomorfism al inelului Z[î] pe inelixLZP[t]. Deoarece(f+g)p = 
== fp+ gp şi conform micii teoreme a lui Fermat ăp = ă(ae Z)f 
atunci în inelul'Z^[t] este verificată formula 

'.(f(t))* = f(t*). ... (1) 
Să notăm li = tm — 1. Dacă numărul prim p nu intră în descom

punerea lui mj atunci polinomul h din i?pp] este relativ prim cu deri
vata sa şi, în consecinţă, nu are! factori multipli/ Observînd apoi că 
<E>m este divizor al lui h, ajungem la următorul rezultat. 

LEMA 1. Dacă numărul prim raţional p este relativ prim cu m7 
atunci polinomul #m diw inelul Zp\f\ nu are factori multipli. 
. • Dacă f(i) este polinomul minimal al numărului £, atunci <l*m .= 
= f&, unde 6r, ca şi f, aparţine inelului Z[t]. Oricare ar fi numărul 
prim p relativ prim cu m7 puterea XJ> este de asemenea rădăcină primi
tivă de ordinul m din 1, adică Om(tp) = 0. Vom demonstra că ţp este 
rădăcină a lui / . î n caz contrar G(tp) = 0. Considerăm atunci poli
nomul E(t) = G(tp). întrucît E(X) = G(ţp) = 0. înseamnă că E se 
divide la / , adică E =fQ9 unde Q e Z[t]. Să trecem în egalitatea 
E==fQ în corpul resturilor Zp. Obţinem E = / $ . Dar în virtutea 
proprietăţii (1), H(t) = £(F) = (<?(tf)V şi de aceea 

" ^ = / < ? . s.: 

Fie $ un factor ireductibil al polinomului^/ (în inelul Zp[i]). Din ultima 
egalitate se,deduce că 0- se divide la <J>. Atunci însă din egalitatea 
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"®m'= f@ va rezulta că <Dm se divide la' ty2
9 ceea: ce contrazice lema 1. 

Aşadar, ţp nu poate fi rădăcină 'a lui. (•?($), deci este rădăcipă a lui f(t). 
Dacă £' este o rădăcină arbitrară a lui <DTO atunci •£' = £fc, & 

fiind relativ prim' cu m. Fie Ic =-p1p2 ... ps. Conform celor demon
strate mai sus ZPl este rădăcină a lui f(t). Analog, luînd în locul lui X 
rădăcina £**, deducem că £***« este rădăcină a lui/(l). Continuînd raţio
namentul obţinem în final că şi ţk este rădăcină a lui f(t). 

Aşadar, toate rădăcinile lui <1>TO sînt rădăcini, şi ale polinomului 
/ şi de' aceea <î>m = / . Bezultatul obţinut poate fi enunţat sub forma 
următoarei teoreme. 

TEOREMA. 1. Pentru orice număr natural wi-polinomul ciclotomic 
<tw este ireductibil peste corpul numerelor raţionale. 

CONSECINŢA,-. Gradul corpului m-ciclotomie JR(C)> ̂ m=l>- -este <?(m) 
{unde'cp(m) este funcţia lui Euler). 

2. Legea de descompunere înlr~un corp cielotomic.' Deoarece 
gradul corpului ???-ciclotomic E(Q este cp(w), atunci numerele 

1,C, . . . , Î : ^ ) ™ 1 (2) 

formează o bază a lui 2?(Q peste R. 
LEMA 2. Bacă numărul prim p nu intră în descompunerea lui m9 

atunci acesta nu intră nici în descompunerea discriminantului D = 
= I>(1, £ ,- . . . , l^^-1) al bazei (2). 

Demonstraţie. Discriminantul D este dat, cum se ştie, de discri-
minantul JP(P») al polinomului ciclotomic Ow. Clasa de resturi modulo 
p, D($(m) e ZP a numărului D(<E>m) coincide, evident, cu discrimi
nantul D(Q>m) al polinomului <S>meZp\t~\. ®m(t) nu are însă rădăcini 
multiple (lema 1), de aceea D(Q>m) & 0 şi deci D = J9(Om) nu se divide 
prin p. 

LEMA 3. Dacă corpul K de numere algebrice conţine o rădăcină 
primitivă de ordinul m din 19 atunci oricare ar fi ăivizorul prim p al 
corpului K, relativ prim eu m, 

' N(p) = 1 (mod m). 
Demonstraţie. Fie O inelul numerelor întregi al corpului K, p 

un număr prim raţional care se divide prin p şi 4( o rădăcina primitivă 
de ordinul m din 1 (£ e O). Am constatat la pct. 1 că în corpul de res
turi O/p, care este o extindere a coroului ZP9 polinomul tm — 1 nu are 
rădăcini multiple (deoarece pjfm). In consecinţă, clasele de resturi I, 
C5 . . . ? ^w""1;diB O/p sînt oricare două distincte. Este limpede că aceste 
clase formează un grup de ordinul m relativ la înmulţire? care este 
subgrup în grupul multiplicativ al corpului de resturi'O/p. Ordinul 
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ultimului grup este JV(p) — 1. Ordinul oricărui grup finit se divide 
însă la ordinul oricărui subgrup al său, de aceea N(p) — 1 se divide 
prin nij ceea ce trebuia demonstrat. 

. TEOREMA 2. Fie dat un număr prim p care nu intră în descom
punerea lui m. Se notează prin f cel mai mic număr natural pentru 

M(Q, p admite descompunerea ' 
P = P i ••• Vn . (3) 

unde divizării primi p1? . . ., pg sînt oricare doi distincţi şi N(pi)=pf. 
" Demonstraţie. Deoarece (p, m) = 1, potrivit lemei 2? p nu inter
vine în discriminantul bazei (2) şi de aceea, în virtutea teoremei 8 
§ 5 cap. III , p admite o descompunere de forma (3). Mai rămîne să 
determinăm gradul fiecărui divizor prim pt si să demonstrăm'că numă-
rol tuturor, p^este ? ^ -

Fie p unul dintre divizorii primi pi avînd gradul 8, astfel că 
N(p) = ps. Conform lemei 3, ps == 1 (mod m) şi deci s ^ / . Pentru 
a demonstra şi inegalitatea reciprocă considerăm corpul de resturi 
modulo p, O/p al inelului O al numerelor întregi al corpului B(Q. 
Potrivit -consecinţei lemei de la pct. 4 §»7 cap. I I I în'fiecare -clasă de 
resturi din O/p se găseşte un reprezentant fie forma • *, 

(p{m) — 1 

, , 5 = X «,? • (4) 

unde a,j sint numere întregi raţionale. Să ridicăm (4) la puterea pf. 
Deoarece pf = 1 (mod m), înseamnă că- xy = L. Avînd in vedere m 
cele ce urmează că (a -f- P)23 = apf- -f- [3^ (mod p) oricare ar fi 
a şi p din O ca şi faptul că a^f~ a (mod p) pentru orice întreg raţio
nal a7 din (4) deducem congruenţa 

•.- ' ' • ţp' W l ( m o d p ) . . • • ••• ••' 

Jn acest mod, clasa de resturi arbitrar aleasă \ G O/p este rădăcină 
a polinomului F r — f. Cum însă în orice corp num arai rădăcinilor 
unui polînorn nu depăşeşte gradul său, rezultă că ps < pf şi, prin 
urmare, s < / . Comparînd această inegalitate cu cea obţinută ante
rior deducem că s = f. 

Aşadar, am demonstrat că toţi divizorii primi pt din descompu
nerea (3) au acelaşi grad/, egal cu exponentul numărului j>, modulo m. 
Aplicînd acum teorema 8 § 5 cap. I I I găsim că numărul g ăl divi-
sorflor primi pf este——-. Teorema 2 este demonstrată. 

sae 

3. Exprimarea lui h prin valori de i-serii. Ne vom ocupa de 
zeta-îuneţia ţK(s) a corpului w-ciclotomic JBT.= 22(£), ţm = 1. Utili
zăm identitatea lui Euler (teorema 4 § 1) şi reunind în aceasta toţi 
acei factori care corespund divizorilor primi p, care divid acelaşi 
număr prim raţional p, se poate scrie 

us)-n n—V- (5) 
p PIP i = 

: " N(py 
(produsul după p se extinde asupra tuturor numerelor prime raţio
nale). Factorii care corespund divizorilor primi p şi care divid pe m 
formează un produs finit. Sa-1 notăm prin 

" l N(PYJ 

Dacă (|>, m) = 1, atunci oricare ar fi divizorul prim p, care îl divide 
pe PJ N(p) = pfp unde fp este exponentul modulo m al numărului p. 
~ (D( m ̂  
întrucît numărul acelor p distincţi care divid pe p este -----— (teo-
rema 2), înseamnă că 

(p,m) = l\ • ' P P • ) 

Vom aduce fiecare dintre factorii acestui produs la o formă mai como
dă studiului. în acest scop ne folosim de descompunerea 

[•tfr-K^ÎY 
unde e = zv = cos — + i s i n ^ p . Acum produsul 

n '-#] 
<p(m) 

conţine cp(m) factori şi adest număr de factori este acelaşi pentru 
toţi p. Se constată că factorii a diferiţi j> pot fi astfel grupaţi ca produ
sul infinit care se află în membrul drept al egalităţii (7) să se descom-
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pună într-un produs de cp(m) factori avînd o formă destul de simplă. 
Această descompunere se bazează pe noţiunea de caracter modulo m. 
Noţiunile despre caractere necesare aici sînt expuse în §5, Comple
mente. • • 

Să notăm prin Gm grupul acelor clase de resturi modulo m ale 
inelului numerelor întregi raţionale, clase compuse din numere rela
tiv prime cu m. Clasa jp e Gm avînd reprezentantul p are ordinul fp. 
în consecinţă oricare ar fi caracterul x'al grupului Gm valoarea x(p)> 
fiind rădăcină de ordinul fp din 1 trebuie să coincidă cu un anumit s&„ 
Beciproc, alegînd arbitrar una dintre rădăcinile ek atunci în sub-
grupul ciclic {p} al grupului Ĝ m? generat de clasa p, există un singur ca
racter Xi pentru care Xi(î?) = s*. .Conform teoremei 3 §5 Comple-
mente acest caracter Xi poate fi prelungit în ——'- moduri pînă la 

Jp 
un caracter al grupului Gm. In acest mod, dacă x parcurge toate carac
terele grupului Gm atunci x(P) n e va da toate rădăcinile zk(k = 0, 

(0(777 ^ 1, . . .,fp—-1) fiecare rădăcină s* fiind întîlnită exact de ——- ori. 
/v JP 

înlocuind expresia (8) în formula (7) obţinem deci 

M = i x V p ) 
(produsul după x se extinde asupra tuturor caracterelor grupului Gm). 

î n locul caracterelor grupului Gm vom considera acum caracte
rele numerice modulo m (vezi pct. 3 § 5 Complemente). Deoarece 
lip) = 0 pentru orice p care intervine în m, egalitatea (9) poate lua 
forma 

P x \ P ) 
(aici p parcurge deja toate numerele prime, iar x toate caracterele 
numerice modulo m). Intervertind ordinea înmulţirii, ajungem la 
formula 

Us) = G(s)ims, Z) (10) 

în care s-a folosit următoarea notaţie : 

•**'» x> - n \{v) • ~ d i ) 
p 1 

ps 
Observăm că în cele expuse mai sus s-a presupus că s > 1 (cu această 
condiţie toate operaţiile cu produse infinite pot fi imediat justificate). 

398 

OBSERVAŢIE. î n formula (10) factorul G(s) poate fi omis, daca 
prin y vom înţelege caracterele primitive modulo toţi acei ă care smt 
divizori ai lu i 'm: vezi în această privinţa problemele 1 3 - 1 6 

Factorul L{s Xo) din produsul (10), care corespunde caracterului 
unitate xo se deosebeşte numai printr-un factor prim de C-funcţia 
lui Eiemann £(*). într-adevăr, deoarece lo(p) = 1 pentru (p, m) = 1 
şi i0(p) = 0 pentru (p,m)>l, atunci 

(P,m)=\\ 1 — 
V PS J 

Pe de altă parte, aplicînd teorema 4 § 1 corpului numerelor raţionale 
B, obţinem 

1 
<h -. -i 

î n acest mod, 

p 

P* 

p\m -j_ ±_ 
p s J 

înlocuind această expresie în (10), obţinem următoarea formulă 
finală pentru Z,K{s): 

ţK(s) = mmJiL(s,1) (*>D, (12) 
unde am notat (v. (6)) 

F{S) = = n f i - ^ m ) ' n i 1-77 

Să studiem mai în amănunt funcţiile L(s, x ) . Considerînd seria 
f J ţW- absolut convergentă pentru s> 1 şi înlocuind descompune
a i n$ ,-*.*. 
rea (24) § 1 prin egalitatea 

^(j^Vk 

X(£l 
pS 

1 - ^ J ^ ) , • 
k=o\ P ) 
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repetând aproape întocmai demonstraţia teoremei 4 §1 (folosind 
numai proprietatea multiplicativă a caracterului x)? obţinem imediat 
Că ' •; 

^r/J-î-1-- (*>iK-. • (13) 

Seria aflată în membrul din dreapta al egalităţii (13) se numeşte 
L-serie sau serie DirieUet asociată caracterului numeric x- Scopul 
nostru imediat este demonstrarea faptului că pentru un caracter 
neunitate x? i-seria asociată converge nu numai pentru s > 1 dar 
şi pentru s > 0 (bineînţeles că în intervalul 0 < s < 1 convergenţa 
nu va fi absolută). î n acest scop stabilim următoarea lemă. 

LEMA 4. Fie şirul de numere complexe {an} (n = 1,2, . . .) astfel 
n 

ea sumele An = £ ak să fie mărginite, adică \An\ < C pentru orice 

n>l. Atunci seria 
oo a 

«=i n* 

converge pentru toţi s reali pozitivi. Oricare ar fi cr>0, convergenţa va 
fi uniformă pe intervalul [a, oo), astfel că suma f(s) este o funcţie con
tinuă de s (în domeniul de convergenţă (0, oo)). 

Demonstraţie. Să fixăm a > 0 arbitrar. Pentru orice e > 0 se 
găseşte un astfel de nw încît — < e pentru orice n>n0. Pentru 

n° 
aceiaşi n>n0 s i — < s dacă s > cr. Fie M > N>nQ. Atunci 

n8 

yJjL^y A* - A*-^ = y A±- V -A* 

„^^Wi i_ v + ^ . , •• ; 

de unde se deduce 

pentru orice se j>, oo). Lema 4 este demonstrată. • 
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CONSECINŢA. Pentru caracterul neunitate x seria Dirichlet L{s1 x) 
converge pentru s>0 şi este o funcţie continuă pe intervalul (0,oo). 

într-adevăr, dacă x # Xo? atunci £x(*) = 0, & parcurgînd 
un sistem complet de resturi modulo m. Să reprezentăm un număr 
natural n sub forma n = mg +' r, 0 ^ r < m. 
Atunci 

; •*.= £ x(fc) = E z W , 

de unde 1-ÂJ < r < w. 
Eevenind la funcţia ^(s) , înmulţind egalitatea (12) cu 5 — 1 

şi trecem la limită pentru s -+ l(s > 1). Pe baza relaţiei (19) § 1 obţi
nem că 

lim (s - 1) ţR(8) = J?(l) n ^ ( 1 , x), (14) 
X^Xo s-»î 

S>1 
unde 

Mi,x) = tJ^-' (15> 
• » = i n-, - • 

Să observăm că întrucît seria (15) converge dar nu absolut trebuie 
să se ţină seama de faptul că termenii săi sînt dispuşi în ordinea cres
cândă a lui n. Belaţia (14) şi teorema 2 § 1 conduc la următoarea for
mulă pentru h : 

h = -ăM *w n m, x) (ie) 
^ 7UXI -A^y0 

(aici w? este numărul rădăcinilor din 1 care se găsesc în K). T$u putem 
considera că expresia (16) ne dă formula finală a numărului claselor 
de divizori ai unui corp eielotomic deoarece conţine seriile i ( l , x). 
La punctul următor vom efectua sumarea acestor serii. 

4. Sumarea seriilor L(\, x). Considerînd că x este un caracter 
neimmxr modulo m, ne referim la seria (13). Lăsînd^deoparte termenii 
nuli şi observînd că x(%) = x("2) pentru nx = n2 (mod m) putem să, 
o prezentam în modul următor (aici este esenţial ca s>l) 

(x,m) = 1 n = x (mod m) U/ 

26 — c. 796 
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(sumarea exterioară se efectuează după 'un' sistem redus-de resturi 
modulo m). Seria interioară o reprezentăm sub forma 

OO p 

unde 

Cn = | 

1 pentru n ^ x (mod m), 
0 pentru n & ac (mod w). 

Pentru a găsi o exprimare mai adecvată pentru coeficienţii cn1 
vom utiliza următoarea formulă evidentă: ' 

*v* rr*__ \mi ^ a c ^ r — ® (mod m), 
JĂO 10, dacă r ş£ 0 (mod m), 

unde 
£ = cos 1- % sin-

w ™ 

este o rădăcină primitivă de ordinul m'din 1. Atragem atenţia că în 
timp ce în studiul algebric al corpului ciclotomic ne era indiferent 
care rădăcină primitivă de ordinul m din 1 am notat-o cu £, aici, din 
considerente analitice, trebuie să fixăm cu stricteţe una dintre aceste 
rădăcini. Aşadar, avem 

"1 m — l 

m k=.o 
Astfel, 

oo "î m—l "1 

m—l ^ oo Ţ-nîc "1 W — 1 uu 

Expresia din paranteză, pentru cazul numărului prim m — p a mai 
fost întîlnită în §2 cap. I unde 1 s-a dat denumirea de sumă gaus-
siană. Vom defini sumele gaussiene pentru m arbitrar. 

DEFINIŢIE. Fie £ o rădăcină primitivă de ordinul m din I , 
fixată, şi x wn caracter numeric modulo m. Expresia 

x mod w 
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unde x parcurge un sistem complet (sau redus) de resturi modulo m 
se numeşte sumă gaussiană, asociată caracterului x şi numărului întreg 
raţional a. 

Suma gaussiană ta(y) depinde în acest mod, nu numai de x şi de 
restul a modulo m, dar şi de alegerea rădăcinii primitive C. î n con-
tinuare vom presupune că drept £ este luată rădăcina cos — - + 

m 
• - 2 T C • 

+ i sin O sumă gaussiană cu o astfel de valoare pentru £ se 
m 

numeşte normată. 
Suma TX(X) o vom mai nota şi prin T(^ ) . 
Dacă x e s^ e UJ1 caracter neunitate, atunci 

T 0 (X)= E x(^)=o. 
{x, m) = 1 

Expresia pe care am găsit-o pentru seria L(s, x) ° putem de aceea 
reprezenta sub forma 

1 m—l oo Y—nk 

£(*,x)=— E M X ) E ^ T -
OO £ — MĂ / 

Seriei V — - îi putem aplica lema 4 j £~* ^ 1 pentru & ̂  0, deci 
•Şi w* V 

mr \ 
^ £-»* = 0 J-Potrivit acestei leme seria converge pentru 0<s< oo 
w=i y 
şi este pe acest interval o funcţie continuă de s. Avînd în vedere 
aceasta şi ţinînd cont de ultima egalitate putem lua s =1 şi obţinem 

-f m—1 oo £—nk 

J ( i , x ) = — E ^ ( x ) E ~ — • 
m *«! ,fTi tt 

OO 0 » 

Pentru a găsi suma seriei interioare, utilizăm seria de puteri V 
n=i n 

Se ştie că această serie este convergentă în discul \z\ < 1 în care este 
dată de o ramură a funcţiei — In (1 — z) a cărei parte imaginară 
(adică coeficientul lui i) aparţine intervalului/——,.— ]• întracît 

seria pe care o studiem converge, de asemenea, în punctul z = £~* 
(pe cercul unitate), atunci conform teoremei lui Abel 

oo Y—nk 

£ - =-ln( l -^-*) , 
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deci 

• £ ( i , x) - - — S MxV* (i - £-")• •- ( " ) 
, m JCI 

î n acest mod s-a obţinut pentru seria i ( l , x) ° exprimare finită. 
înlocuind-o în (16) găsim o formulă pentru numărul claselor de divi-
zori ai unui corp ciclotomic, care nu mai conţine serii infinite. 

Formula (17) poate fi cercetată în continuare şi simplificată în 
mare măsură. Această cercetare o efectuăm, la punctul următor, 
dar nu pentru cazul general, ci numai pentru caractere primitive x-
în § 5 aplicăm rezultatele obţinute la studiul formulei lui li în cazul 
unui corp ciclotomic asociat unui număr prim. Acesta este cazul 
în care formula care dă numărul claselor de divizori are aplicaţii 
«deosebit de importante. 

5/Seriile L(l, %) pentru caractere primitive. > Să demonstrăm 
«că dacă x e ^ e l i n caracter primitiv modulo m şi (a, m) = r > 1 , 
atunci 

- a ( x ) = 0 . 

*Să luăm m — rd. Este clar că Zfl este o rădăcină primitivă de ordin 
d din 1 şi de aceea Ca" = £% numai dacă z == 1 (mod d). Să luăm 
«drept z un număr, pentru care (?, m) = 1, c = 1 (mod d) şi x(~) ^ 1 
(existenţa unui astfel de z este asigurată de teorema 1 § 5 Comple
mente). Deoarece o dată cu x şi produsul CT parcurge un sistem com
plet de resturi modulo m, atunci 

T.(x) = £ X(^)^=X(«) X xW*=X(*K(x)-
x mod w •*' mod wi . 

"Cum -x(^)l# 1 rezultă că ~a(x) = 0. 
. Mai departe,'dacă (a, m ) ' = l , găsim' 

. Ta(x) =.X(^""1T(X)--

"într-adevăr, deoarece o dată cu x şi produsul ax parcurge un sistem 
«complet de resturi modulo m, atunci 

x(*Wx) = X x( a a ? )^ = T i(x)='c(x). 
x mod w 
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Butan deci transcrie formula (17) pentru cazul unui caracter primi
tiv x? ŝ t> forma 

Mh X) = - - ^ £ 3p)ln (1 - S-*). (18) 

.Să ne ocupăm acum de suma 

# x = £ X(fc)ln(l -K-") (19) 

(k parcurge un sistem redus de resturi -modulo m). Studiul sumelor 
Sx ne conduce la două rezultate esenţial diferite. Pentru a distinge 
aceste două rezultate este necesar să introducem următoarea defi
niţie. 

DEFINIŢIE. Caracterul numeric y^.'se numeşte par, dacă x(—1)=1 
(şi, în consecinţă, x(—oc) = lXx) pentru toţi x întregi) şi se numeşte 
impar, dacă x(—1) = —1 (în acest caz yi~x) = — x(x))-

Deoarece 

(•x(-i))2 = x( ( - i ) 2 ) = x(i) = i 

înseamnă că x{—1) = ± 1, de aceea orice caracter x v& fi sau par, 
sau impar. 

Forma trigonometrică a numărului 1 — Z3~~k pentru 0 < k < m 
este . 

C"fc = 2 sin 
Tufc ( / TU Tu7v \ ( . . / TU ÎZJC \ \ 

cos — - - + i sm •— — ,• 
m \ \ 2 m ) \ 2 m )) 

TU TU izk TU , 
unde — — < — — _ < — ; de aceea 

2 2 m '•' 2' f 

ln( l -*(-*) = l n | l ~ţ-k\ +iru ( — - — ) . 
<> -••• v fe2-.-'-,-nfk ) 

î n continuare, deoarece 1 — Z~k -şi 1 — C" sînt conjugate între ele? 
găsim 

ln(l - ţ*) = i n | l - C ! -m(— - V . 
V 2 m / 

(Subliniem încă o data că ultimele două formule sînt valabile numai 
dacă numărul k se găseşte printre cele mai mici resturi modulo m9 
pozitive.) : 
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Să presupunem acum caracterul x (deci şi x) c a fiind par. ScMrn-
bînd în suma (19) pe & cu — h obţinem 

• St = £ x(»)to (1 - C*), 

{k, w) = l ' 

care prin adunarea la (19) ne dă 

2£*= £ z (* ) [ to ( l -2 : -* )+ ln( l -?*) ]=2 £ x « l n | l - e i = 

= 2 X x(fc)l**2sîn 
0<h<m 

Dacă însă caracterul x e s t e impar? atunci, scliimbînd din nou, 
în (19) pe Jc cu — fc, obţinem 

«* = - ! • *(*) i* (i - £*) 

de unde 

{' 0<k<m 

Avînd în* Yedere că JJ x(fc)=0 (caracterul x este neunitate) şi ţinînd 
seama de|(18) ajungem la următorul rezultat. 

TEOREMA 3. Fie x ^ caracter primitiv modulo m>l.. Bacă x 
este par, atunci 

L(l,x)=--^L £ x(fc)ln . 1 1 - ^ 1 = 

« - Jlx)„ V x(fc) In s i n ~ " ' (2 °) 
0<k<m 

Bacă x 0ste ^ s â impar, atunci 

£(i,x) = ̂ 4^ I W- (21> 
Q<k<m 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că dacă % e s t e i m caracter primitiv modulo m, atunci 

\<v(X)\-=Ym. 
I n d i c a ţ i e . Se urmăreşte demonstraţia teoremei 4 §2 cap. I. 
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2. Fie p un număr prim impar, p* == ( —1) 2 p . Să se demonstreze că corpul pă-
trat ic jR(l/p*) este conţinut în corpul cîclotomic asociat lui p (se foloseşte problema 5 
§2 cap. I pentru a~b—l). 

3. Să se demonstreze că orice corp pătrat ic este conţinut într-un anumit corp 
cîclotomic. 

4. Utilizînd notaţiile problemei 6 §5 Complemente, să se demonstreze egalitatea 

T«(X) = T«(Xi) • - • T*(X*)XI ( — 1 • • • x* I I 
V mx) W / • 

{la definirea sumelor gaussiene Ta(Xi) se presupune că drept rădăcini primitive de ordinul 
m - . . ' • • . • • ' 

. . m - . • . . ' • ' . . 

mi din 1 se iau rădăcinile £ *,! unde £ este rădăcina primitivă de ordin m din 1 care inter
vine în definirea sumei Ta(%). 

5.' Fie p un număr prim care nu intervine în m şi fie f cel mai mic număr natural 
pentru care pf == 1 (mod m). Să se demonstreze că polinomul #TO.{£) cu coeficienţi din 

9(m) 
Z p (v . pct . 1) se descompune in inelul Zp[t\ în produsul a —— factori ireductibili 

fiecare factor avînd gradul f. (Avînd în vedere teorema 8 §5 cap. I I I aceasta ne furni
zează cea de a doua demonstraţie a teoremei 2.) 

6. Fie p un divizor prim impar. Gonsiderînd corpul R(Y —1) şi aplicînd pentru 
acest corp teorema 1 §8 cap. I Î I şi teorema 2 din paragraful de faţă, se obţine egali
ta tea 

(T) 
- 1 \ ' 2T-1 

= ( - 1 ) ' » 
P 

(prima completare a legii patratice de reciprocitate). 
7. Fie p şi q =£ 2 numere prime distincte,'2£ corpul g-cîclotomic şi g numărul 

divizorilor primi distincţi ai corpului K, care intervin în descompunerea numărului p . 
.?.zi 

Aplicînd criteriul lui Euler I .-— I == a 2 (mod q),. să se demonstreze că 

(T)- {-Xf 

8. Păstrînd notaţiile de mai sus, considerăm subcorpul pătratic R(Yq*) al corpu-

lui K, g * = ( t - l ) q. Notăm f — — * Să se demonstreze că dacă p se descompune 
9 

în corpul K în produs de doi divizori primi, atunci g este par, iar dacă p este prim 
în k, atunci f este par. Plecînd de la teorema 1 §8 cap. I I I , să se demonstreze apoi 
că pentru p ^ 2 

(T)-
în acest mod, p se descompune în k dacă şi numai dacă g este par. 
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I n d i c a ţ i e . în cazul q == 1 (mod 4) se foloseşte problema 7 şi se arată că 

( p \ ( p * \ - , • • • , - • ( q \ (* \ 1 

I I = | — l = 1 atrage după sine I ] = I = 1 . 
V 9 ) \ 1 ) \ P ) \ P ) 

d. Din ultimele două probleme să se deducă legea reciprocităţii pătratice 

( * ) 
(-1) 2 2 • 

10. Să se demonstreze că dacă numărul prim p ^ 2 se descompune în corpul 
în produsul a doi divizori primi şi q = 1 (mod 4), atunci q == 1 (mod 8), (Se 

consideră descompunerea lui q în corpul R(Y2, V — 1), corpul 8-ciclotomic.) 
11 Cu notaţiile problemelor 7 şi 8 să se arate că numărul p = 2 se descompune 

în corpul k în produs de doi divizori primi dacă şi numai dacă g este par. 
12, Să se deducă din rezultatul problemei precedente şi din teorema 1 §8 cap. I I I 

că egalitatea j j = -f 1 este -echivalentă cu congruenţa q* == î (mod 8), adică (T ) -

( T ) -
ff2-l 

1 ) 8 

(a doua completare la legea reciprocităţii pătratice). 
13» Să se demonstreze că în corpul p*-ciclotomic, numărul prim p admite des

compunerea 
p = (po, g = 9(p*) = p^\p - 1 ) , N(p}= p. 

H . Fie m = pkm/, (p, m') = 1 şi fie f cel mai mic număr natural pentru care 
/ / = 1 (mod m'). Să se demonstreze că în corpul m-ci ciot ornic descompunerea unui 
număr prim p are forma 

P = (Pi • - • Vg)e> N(pi) = pf, 

unde, e = <p(pk), fg = 9 ( m ' ) (9 este funcţia lui Euler). 
15. Să se demonstreze că pentru funcţia G(s), definită prin egalitatea (6), este vala

bilă formula 

G(iî)=n n ( i - 2 ^ 
unde p parcurge toţi divizorii primi ai numărului m, iar x (pentru p dat) parcurg toate 
caracterele numerice modulo m', m — pkm', p Jf m'. 

16. Folosind problema 9 §5 Complemente, egalitatea (10) şi formula din problema 
precedentă, să se demonstreze că pentru zeia-funcţia £#(*') a corpului jn-ciclotomic este 
adevărată descompunerea: 

CK(*) = n n ns, x), 
d\m x m o c * & . . • ' . . . , 

X pr imi t iv 

unde d parcurge toţi divizorii numărului m (inclusiv 1 şi m), iar ^ (pentru d dat) par
curge toate caracterele primitive modulo d Să se deducă din aceasta că 

s -+r djra y mod <i 
s > l ii^fcl x primit iv 

408 

§3. DIVIZORI PRIMI DE GRADUL ÎNTÎI 

î n § 2 am folosit teoremele 2 şi 4 din § 1 pentru caicului numă
rului h al claselor de divizori-din corpurile ciclotomice. î n acest para
graf vom arăta că şi reciproc, din formula (2) § 1 avînd membrul drept 
sienul se pot deduce rezultate importante despre divizorii primi 
de gradul întîi cît şi despre numerele prime din progresiile aritmetice. 

1. Existenţa divizorilor primi de; gradul întîi. 
TEOBEMA 1. într-un corp K de numere algebrice există oinfini* 

taie ăe divizori primi de gradul întîi. 
•Demonstraţie. Potrivit teoremei 4 § 1 funcţia ZK(s) admite des

compunerea 

u*) -ui1 — — -)1 
( i) 

Deoarece produsul infinit este nenul, atunci Z&(s) ^ 0 pentru toţi -
$>1. Logaritmînd egalitatea (1) obţinem 

00 1 

7 r7ixmN{v)ms 

Separăm în această egalitate suma 

P(s) == £ — ^ — • (3) 

în care sumarea se extinde asupra tuturor divizorilor primi px de gra
dul întîi din corpul K. Dacă notăm cu G(s) suma tuturor celorlalţi 
termeni, egalitatea (2) se poate transcrie sub forma 

In KK(S) = P(s) + G(s). (4) 

Să notăm cu / gradul divizorului prim p7 astfel că W(p) = pf. Dacă 
/ > 2 atunci 

' ~ 1 S i 1 2 
i d i mN(p)ms nHip2sm p2s-l p2s 

Dacă însă / = 1, atunci 
S ' 1 S I 1 2 
— < y • = < • ^ 2 TO^(P)B>S ^£i2p

ms p*(ps-i) ^p 
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Deoarece pentru fiecare număr raţional p există cel mult n = (K : B) 
divizori primi ai corpului K, care divid pe p, atunci obţinem pentru 
6(8), în acest mod, evaluarea 

2 n °° 1 
<?(*)<£—'<: 2» £ — - , 

de unde se deduce ea fun.cţia G(s) este mărginită pentru s ->.l, s>l* 
Pe de altă parte, din relaţiile (2) §1 , în care xh ^ Q, se deduce ca 
In ţE{s) tinde o dată cu ţK(s) la infinit; cînd s -+'l, s > 1. î n consecinţă, 
avînd în vedere (4) această afirmaţie este adevărată şi pentru P(s)7 
deci suma (3) nu poate fi compusă numai dintr-un număr finit de 
termeni. Aşadar, numărul divizorilor primi p1 de gradul întîi este 
infinit, şi teorema 1 este demonstrată. 

Observăm că demonstraţia pe care ani dat-o infinităţii divizo
rilor primi de gradul întîi foloseşte aceeaşi ideea pe care s-a bazat 
una dintre demonstraţiile infinităţii numerelor prime (v. problema 1). 

2. Caracterizarea extinderilor normale prin legile de descompunere 
ale divizorilor primi de gradul întîi* Fie: k un corp de numere 
algebrice şi K o extindere finită a sa. Orice divizor prim p al corpului 
k se reprezintă în corpul K sub forma unui produs de puteri de divi
zori primi S$ ai corpului K care divid pe p (v. egalitatea (2) § 5 cap. 
III). O asemenea descompunere. .se" caracterizează prin mulţimea 
indicilor de ramificare e% şi a gradelor de inerţie / # ale divizorilor sp 
relativ la fc. în această privinţă, prin lege de descompunere în extin
derea Kjk se înţelege o corespondenţă care asociază fiecărui p o 
mulţime de numere % şi /# oricare,-ar fi *Ş care divide pe p. 

Se pune în rnod firesc întrebarea : o extindere este determinata 
de legea sa de descompunere? Vom arăta că răspunsul este pozitiv 
în cazul extinderilor normale. Mai mult,, o extindere, normală Kfk 
este unic. determinată chiar, de indicarea acelor.divizori primi p din 
corpul'fc al căror grad absolut de inerţie este 1 şi pentru care e$•«= 
= jfjp = i pentru toţi $p. 

DEFINIŢIE. Un divizor prim"p dl corpului k se numeşie complet 
decompozabil în extinderea finită Kjk, dacă e% = fo = 1 pentru toii 
divizării primi ^ ai corpului K, care divid pe p. 

Conform teoremei 7 § 5 cap. I I I divizoiii primi p ai corpului kf 
complet decompozabili în extinderea Kjk de ordinul n, sînt caracte
rizaţi de descompunerea 

• ? = % . . . $ . . 

Pentru o extindere finită K/k notăm cu Q(Kjk) mulţimea tuturor 
divizorilor primi ai corpului fe, care au gradul absolut de inerţie 1 şi 
sînt complet decompozabili în K. 
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TEQ"BEMÂ 2. Fie Kxjk si K2/k extinderi 'normale finite ale unui 
<sorp k de numere algebrice (care sînt conţinute într-un acelaşi corp). 
Bacă a(K±lk) = Q(K2jk), atunci E1 = K2. •' • < • 

Vom demonstra teorema puţin mai generală 2' din care teorema 
2 rezultă ca o consecinţă imediată. 

Vom presupune ^toa Le corpurile care intervin ca fiind conţinute 
într-un acelaşi corp. în «.cost euz pentru două corpuri K şi L este unic 
definit compozit uuml lor KL ea fiind cel mai mic corp care conţine 
pe K şi L. 

TEOREMA 2". Fio ti jl: ;v/ Ljk extinderi finite ale corpului k de 
numere algebrice, vxtîndorea Kjk fiind normală. Corpul L este continui 
în Kt ancă şi nunwi dacă £}(////<•) ZD il(Kjk). 

în mod preliminar vom demonstra următoarea 
LEITĂ. Fie Kjk si Ljk e.U'indwifinile ale'corpului k de numere 

algebrice. Atunci ••• " •• 
a{KL/k) ^il(Kjk) n Q(Ljk). , ; -

Demonstraţie, Fie p un divizor prim al corpului k de gradul 
întîi. Dacă p se descompune complet în KL, atunci din problema 
21 §5 cap. I I I se deduce imediat că aceasta este complet decom-
pozabil şi în corpurile intermediare K şi L. Reciproc, fie p complet 
decompozabil în K şi în h. Folosind teorema .3 § 2 cap. IV conform 
căreia polinomul minimal al oricărui element din K sau •din\E (peste 
corpul k) se descompune complet în factori liniari peste completarea 
p-adică.kp9 deducem,(teorema 11 §2 Complemente) că .toate izomor
fismele extinderilor Kfk şi L/k într-o extindere convenabilă a corpului 
kpr care invariază elementele lui k, aplică pe K şi L în corpul k.j. î n 
acest caz însă orice izomorfism al extinderii KLfk în corpul extins 
kp, identic pe k, aplică de asemenea pe KL'in. corpul kp şi deci poli
nomul minimal al oricărui element din KL peste k se descompune în 
corpul kp în factori liniari. Aplicînd, încă o dată teorema 3 § 2-cap. IV 
deducem că p se descompune complet în corpul KL. Lema este 
demonstrată. 

Demonstraţie, (teorema 2'). Dacă L a K, atunci Q(Kjk) este con
ţinut în Q(Ljk) (s-a arătat că aceasta rezultă imediat din problema 
21 §5 cap. III) . 

Reciproc, presupunem că 

D>(Kjk). c:Q(L[k). 

Considerăm compozitumul M = KL. Potrivit lemei este verificată 
egalitatea 

Q(3Ijk) = a(Kjk). (4°) 
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Folosind această egalitate vom demonstra că M = JKV.de unde va 
rezulta incluziunea L c K. Vom demonstra de fapt o afirmaţie mult 
mai cuprinzătoare. într-adevăr, din demonstraţie va reieşi că egali
tatea M = K se deduce din incluziunea mai slabă 0(JSL(&) — A a 
c Q(Mjk), unde A este o submulţime finită în Q(Kjk). 
Potrivit punctului 1 avem: 

unde 3̂ şi & parcurg toţi divizorii primi din I I , respectiv Jf, de gra
dul întîi, iar G0(s) şi (?î(s) sînt funcţii mărginite cînd s - » l ( s> . l ) . 

Să notăm prin A mulţimea acelor divizoii pi inii din Q{K/k)7 
care sînt ramificaţi în M (conform consecinţei teoremei 8 § 5 cap, I I I 
submulţimea A. este finită. Fie, apoi, 9K0 şi 3W mulţimile acelor divi-
zori primi din corpurile J5T, respectiv Ji ? de gradul întîi care nu divid 
divizorii primi ai corpului Jc, conţinuţi în -4. Vom considera că in ega
lităţile (4') şi (4") ip şi C parcurg toţi divizorii primi din HR0, respectiv 
SR. într-adevăr, acei termeni care corespund factorilor divizorilor 
din A îi putem îngloba în. funcţiile GQ{s) şi G^s) fără a încălca mărgi
nirea lor pentru s ~~» 1 (6' > 1). 

Fie 3̂ e 9)î0 şi p un divizor prim al corpului k, divizibil prin Ş. 
Este clar că indicele de ramificare e% şi gradul de inerţie /$ ale divi-
zorului P̂ relative la fc- sînt egale cu 1. Atunci însă, deoarece extin
derea K/k este normală (v. sfîrşitul pct. 3' § 5 cap. III), aceasta va fi 
adevărat si pentru toţi divizorii primi ai corpului K care divid pe 
p şi, prin urmare, p e ă(E[k)1 adică"p se descompune complet în K. 
în acest caz însă, în condiţiile teoremei (egalitatea (4)), p se va des
compune complet şi în M1 de unde se deduce imediat că 

SP = O^ . . • O w , 

unde toţi &* aparţin lui SOÎ, m = (M : K) fiind gradul extinderii 
M/if, iar Nfflj ~ -2V(Q<)> 1 ^ i ^ w (ultima egalitate fiind o con
secinţă a faptului că P̂ şi Qt sînt divizoii ai aceluiaşi număr prim j)). 

Eeciproc, dacă & e Wil şi Q este factor în divizorul prim 5̂ al 
corpului I i , atunci evident că }̂ e 9K0. 

Din cele demonstrate se deduce acum 

oŞjK ~^(âF ^ *IL" W)5 
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şi deci diferenţa 
m In lK(s) — In CM(s) 

este o funcţie mărginită cînd s -» 1 ( s> 1). 
Pe de altă parte, din relaţia (2) § 1 rezultă că oricare ar fi corpul 

K de numere algebrice funcţia 

In lK(s) — In 
s— 1 

este mărginită cînd s -> 1 (s> 1). în consecinţă, este necesar ca să, 
fie mărginită şi funcţia 

(m —• 1) ln-
s - 1' 

ceea ce este.posibil numai dacă m ~ (Jf : J5T) = 1. în acest mod,. 
Jf = l i şi prin urmare L c if. 

Teorema 2' şi odată cu aceasta teorema 2 sînt demonstrate. 

3. Teorema lui Dirichlet asupra numerelor prime dmtitvo pro
gresie aritmetică. 

TEOBEMA 3 (teorema lui Dirichlet). în fiecare clasă de resturi mo
dula m compusă din numerele relativ prime cu m există o infinitate 
de numere prime. 

Demonstraţie. Dacă la punctul 1 am folosit faptul că limita (2) 
§ 1 este nenulă, pentru a demonstra teorema lui Dirichlet vom pleca 
de la inegalitatea i ( l , x) ¥> 0, oricare ar fi caracterul modulo m> 
neunitate ^, ceea ce se deduce direct din formula (16) §2. 

Să considerăm dezvoltarea i-seriei L(Sj y) în produs infinit 

us, x) = n b 
P \ 

Din convergenţa acestui produs infinit se deduce că pentru orice 
caracter numeric modulo m, x (inclusiv pentru caracterul unitate 
Xo)> I*(s> l) este nenul pentru toţi s> 1. Astfel se poate considera 
pe intervalul (1, oo) funcţia ln£(s , j) avînd valori complexe. în 
această situaţie, deoarece funcţia logaiitmică este multiformă tre
buie considerată o anumită ramură a sa. Alegerea acestei ramuri se 
face în următorul mod. Luăm logaritmul fiecărui factor din produsul 
infinit (5), alegînd valoarea acestuia astfel ca 

-f1-^)-! *MI. (6) 
i npsn 
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însumînd seriile (6) pentru toţi p, obţinem 

ySp) \ v- JSP) 

P A ps ) . P . i p" 
unde 

1 X(P)2 , 1 Z(j»)a 

£(«, a). 

?( •Bl», x) = E H r " , ~ +^r -".- •+ 9 p2s 3 p3* 

(toate seriile care intervin aici. sînt, evident, convergente pentru 
s> 1). Valoarea lui In JC(s, x) ° alegem astfel încît pentru, toţi s > 1 
să fie îndeplinită egalitatea 

1ILE(«, z ) = £ J ^ + J R ( s , X ) . , (7) 

* . r 
Observăm' că pentru caracterul unitar xo 'valoarea lui i n i ( s , xo) 
va fi reală. 

Evaluam funcţia B{s, x) : 

oo i 1 oo 1 

P&p** P(P-I) £ w ( « + l ) 

Prin urmare \B(Sj y)\<.l pentru orice s > 1. "•• 
Odată cu caracterele numerice % vom considera şi caracterele 

(notate cu aceeaşi literă j) P e grupul #OT al claselor de resturi modulo m, 
relativ prime cu m. Lăsăm pe 0- să parcurgă toate clasele grupului 
Gm. Deoarece yţp) = ^(0) pentru y e 0, atunci: 

£ - ^ = £ x«?) £ J r 

(reamintim, că x(p) = 0 dacă p divide pe m). Sotînd 

/(*,'o) = s — 

egalitatea (7) devine 

ITIUS, x) = X x(C)/(s, 0) + E(«, x)- (8) 
c 
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Deoarece numărul tuturor caracterelor modulo m este ;<p(m), atunci 
egalitatea (8) considerată pentru toţi x poate fi privită -ca un sistem 
de <p(m) ecuaţii liniare în cp(m) necunoscute f(s, G) (ai căror termeni 
liberi sînt diferenţele In L(sy yj — R{s, x))- Pentru a găsi pe /(s, -4.) 
din acest sistem (A e Gm), înmulţim relaţiile (8) cu xiA**1) şi după 
aceea însumăm după. toate caracterele x- Obţinem 

£ x(A-i)hiL(8, X) = S S X ^ - " 1 ) / ^ 0) + i^(*), (9) 
x c x 

unde pentru JB^s) = J] x(-^-~1)-^(5? x) este îndeplinită evaluarea 
|.Bi(s)| < 9(m) pentru toţi s> 1. Cu formula 6 §5 Complemente 
suma Yi x i ^ - " 1 ) e s*e ?(m) Pentru G = J. şi zero pentru (7 ^ J., 

x 
de aceea egalitatea (9) poate fi reprezentată sub forma 

ln£(s , xo) = £ iP i" 1 ) lnZ(*, x) = ?(w)/(* A) + RA(s). (10) 
X=£Xo 

Astfel, din sistemul (8) am .determinat valorile f(s, A). 
Facem acum,ca s să tindă către 1 de la dreapta. Dacă x ¥* Xo? 

atunci L(s, x) "* -̂ (1? x)> *a r •£(!•> x) ^ 0? aşa cum s-a constatat ia 
începutul demonstraţiei. Prin urmare suma aflată în membrul sting 
al egalităţii (10) (extinsă asupra tuturor caracterelor neunitate) va. 
avea o limită finită. Trecînd această sumă în membrul drept şi înglo-
bînd-o în RA(s), obţinem egalitatea 

l n i ( s , xo) - 9(w)/(a, A) + IA($), (H) 
unde TA este mărginită cînd s ~» l ( s > 1). 

Dacă facem presupunerea că în clasa A se găseşte un număr 
1 

finit de numere prime, atunci funcţia f(s, A) = VI — v a a v e a ° 
PZAP* 

limită finită cînd s ~»1 şi atunci tot membrul drept al egalităţii (11) 
va fi mărginit cînd. s -~> i ( s > 1). Aceasta însă este imposibil, deoarece 

lini L(s, xo) = °°? 
s~>i 
$>i 

aşa cum rezultă din egalitatea 

p\tn \ J)S } 

Contradicţia obţinută demonstrează teorema 3. 
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Asupra teoremei lui DirieMet se poate face următoarea- preci
zare. 'Notăm' 

f(s) = Xf(s,A)= £ - i . 
A {p,m)^l p 

împărţim egalitatea (11) la <n(m) şi însumăm după toate clasele 
A e Gm. Obţinem 

ln i (* , Z o )= / (* ) + Tis), (12) 

unde T(s) este mărginit pentru s ~> l(s:> 1). Egaiîiul membiii drepţi 
•ai egalităţilor (12) şi (13) şi împărţind egalitatea obţinută prin <?(m)f(s)} 
trecem la limită pentru s ~> l(.s> 1) şi obţinem egalitatea 

lim ^ p L 

s-+i ^ _!__ 9 ( W ) 

Formula obţinută afirmă că7 într-un anumit sens? numeiele prime 
'.relativ prime cu m sînt uniform distribuite în clasele'de resturi mo-
ciulo m. 

PROBLEME 

E
l 

(p parcurge 
p PS • toa te numerele prime raţionale) este mărginită pentru s -> 1 ( s> 1). 

2, Fie P(s) funcţia definită prin egalitatea (3). Să se lemonstreze că diferenţa 

1 
P(s) - I n r 

este mărginită cînd s -> l ( s > 1). 
3. Numărul raţional întreg a se numeşte rest de ordinul n modulo numărul prim 

p dacă congruenţa xn = a (mod p) este rezolubilă. Să se demonstreze că oricare ar fi 
>a şi n există o infinitate de numere prime p astfel ca a să fie rest de ordinul n 
modulo p. 

4. Fie numerele întregiax , . . ., an astfel încît a*1 . . . a^n să fie pătrat , dacă şi nu
mai dacă toţi xi sînt numere pare. Să se arate că oricum am alege ex, . . ., %(e$ = ± 1 ) 
«există o infinitate de numere prime p =£ 2 (care nu divid pe av . . ., an), pentru care 

( T ) - (f) 
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I n d i c a ţ i e . Se consideră suma 

?(?(—(r)))r-
§ 4. NUMĂRUL CLASELOR' DE DIVIZOBI AI UNUI COBP 

PĂTRATIC 

1. Formula numărului claselor de divizori. Fie JBL = E (Yd ) 
un corp pătratic (d este un număr întreg raţional liber de pătrate). 
Conform teoremei 2 § 8 cap. I I I numărul prim raţional p poate fi 
descompus în corpul K în produs de divizori primi în următoarele 
moduri: 

1) p = pp', p # p \ JT(p) = JV(p') *= p , dacă x(jp) = 1 ; 

2) # = p, N(v) = p2 , dacă x(jp) = - l 5 

'3) p = p2 JV(p) = jţ>, daca x(î?) = 0, 

unde x este caracterul corpului pătratic K (v. definiţia de la pct.' 2 
§8 cap. III) . î n consecinţă, factorii care în produsul 

corespund numărului prim p vor fi respectiv : 

2) i **J i ~ ~ W v + W ; 

3) 1 - — . " 
Ps 

în toate cele trei cazuri factorul introdus de/numărul p poate 
fi scris sub forma 

V P* } V P* ) 
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Deoarece J J11 ~ J = £(s) (teorema 4 § 1 aplicată corpului nu-

merelor raţionale), atunci KK(s) admite reprezentarea 

w*) = wnf1--2^-) - 1- (!) 
Produsul infinit aflat în membrul drept este i-seria L(s, y) pentru 
caracterul ^ (modulo |D| , D fiind discriminantul corpului.K) şi 
deoarece acest caracter este neunitate, înseamnă că L(s1 y) este o 
funcţie continuă pe intervalul 0 < s < oo (consecinţă a lemei 4 
§ 2). Să înmulţim egalitatea' (1) prin s -— 1 şi să trecem, la limită 
pentru s -» l(s > 1). Ţinînd seama de egalitatea (19) § 1, obţinem 

lini (s ~~ 1) ţK(8) = X(l, x ) . 
s>î 

Vom utiliza teorema 2 § 1. Deoarece în cazul unui corp pătratic 
real s = 2,$ = 0 , m = 2 , B = l n e ( s > l este o unitate fundamen
tală a corpului), iar în cazul unui corp pătratic imaginar s = 0, 
t = 1, E = 1, înseamnă că numărul claselor de divizori ai corpului K 
este dat prin formulele : 

2 In s 

mf\D 

i ( l ? x) pentru d > 0, 

, i ( l , y) pentru d < 0. 

(Constatăm că numărul m, adică numărul rădăcinilor din 1 care se 
află în K este 4 cînd i£ = Jî(f—1), 6 cînd JBL = JB(^~3) şi 2 pentru 
toate celelalte corpuri pătratice imaginare; v. pct. 3 § 7, cap. II.) 

Vom demonstra în următorul punct că caracterul unui corp 
pătratic de discriminant B este caracter primitiv modulo \JD\ (v. 
definiţia din Complemente pct. 3 §5) şi, mai mult, în cazul corpu
rilor reale este par, iar în cazul corpurilor imaginare este impar. 
Din această cauză putem utiliza formulele (20) şi (21) §2 care dau 
valorile i ( l , y). Pentru a obţine formule finale pentru h mai trebuie 
să cunoaştem valorile exacte ale sumelor gaussiene T(X) = ti(x)-
î n punctul 3 al acestui paragraf vom vedea că suma T( / J este f i ) 
în cazul corpurilor reale şi i]fl) în cazul corpurilor imaginare. Avînd 
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în vedere acest lucru şi constatînd că în cazul unui corp real x(B — 
— x) = x(^)> putem enunţa următoarea teoremă (pentru a simpli
fica formula lui h în cazul unui corp imaginar am omis corpurile 
JS(V—.1) şi B{][—3) care au discriminanţii —4, respectiv —3, pentru 
care m ia valorile 4, respectiva ; în cazul acestor corpuri fe = 1). 

TEOREMA 1. Numărul Ji al claselor de divizori ai unui corp pătra
tic real de discriminant I) este dat prin formula 

jh _ v x(^) In sin—1-, (2) 
In e (*,1D)«I D 

unde £> 1 este o unitate fundamentală a corpului, iar pentru un 
corp pătratic imaginar de discriminant D < —4 prin formula 

li = - ^~~ £ x{a;)vc. - (3) 
1-̂ 1 (*.D)«1 

0<#<jZ>| 

î n ambele cazuri x es"fce caracterul corpului respectiv, care a fost 
definit la pct. 2 § 8 cap. I I I (formulele (5j). 

'Vom pune în evidenţă cîteva [consecinţe în teoria numerelor, 
care se deduc din teorema 1. Să începem cu formula (2). Dacă intro
ducem numărul 

IX sin -yp 

*> = — — â - ' ' (4) 
Hsin-

a 
D 

unde a şi i parcurg numerele naturale din intervalul (0, — ), relativ K> 
prime cu D, satisfăcînd condiţiile x(a) = + 1 Şî respectiv x(&) = ~h 
atunci această formulă ..se va transcrie sub forma eh = Y). Se deduce 
astfel că TJ este unitate în corpul pătratic considerat, TQ > 1 (deoarece 
e> 1). Se obţine în acest mod următoarea teoremă surprinzătoare. 

TEOREMA 2. Pentru un corp pătratic real K de discriminant B 
şi cu caracterul x? numărul YJ avînd forma (4) se află în K, este uni
tate în acest corp şi verifică împreună cu unitatea fundamentală 
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s > 1 relaţia 

£ " = Y), 

unde h este numărul claselor de divizori ai corpului K. 
Cu tot enunţul său simplu, teorema 2 nu este pînă acum demon

strată prin mijloace elementare. Mai mult, nu s-a putut demonstra 
pe o cale pur aritmetică nici că 73> 1. Din inegalitatea 73> 1 se pot 
deduce, printre altele, unele concluzii asupra distribuţiei resturilor 
pătratice modulo numărul prim p s 1 (mod 4). într-adevăr, pentru 
corpul pătratic B(\fp) discriminantul este p, iar caracterul i(x) este 
dat de simbolul lui Legendre (—) • Din această cauză este adevărată 

\P ) 
inegalitatea 

n rzb ^. . rea sin > TT sm 
t p p 

în care a şi b parcurg toate resturile pătratice modulo p şi respectiv 
neresturile din intervalul 10, — j • în virtutea monotoniei funcţiei 

sin x în intervalul 10, —jse deduce din această inegalitate că toate 
l 2 ; 

valorile-— sînt ,,în medie" mai mari decît valorile—, adică res-
P P 

turile pătratice modulo p „se îngrămădesc" spre originea intervalului 
, iar neresturile, către cealaltă extremitate (numărul general K) 

al resturilor şi al neresturilor pe intervalul 10, — j pentru p s K) 
= 1 (mod 4) este,, evident, acelaşi). 

Informaţii mai precise asupra distribuţiei resturilor pătratice 
pot fi obţinute pentru numerele prime p == 3 (mod 4), dacă se consi
deră formula (3) pentru corpul B(][~~p). 

Mai întîi, să aducem formula (3) la o formă ceva mai simplă 
pentru cazul general. în cele ce urmează notăm \B \ = m. 

Să presupunem mai întîi că m este par. Printr-o simplă verificare 
% _j J = __^(^)9 şi 
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formula (3) ne dă 

hm = -

m m \ £ 1 £ n m 
°< ^2 

de unde 

* = ™ £ x(*)-
A ^ ta 

•Constatăm că paritatea lui m echivalează cu condiţia x(2) = 0. 
Fie m impar. Deoarece caracterul x al unui corp pătratic imaginar 

este impar, adică x( — 1) = ~-l (după cum s-a remarcat, aceasta 
va fi demonstrat prin teorema 6 din punctul următor), atunci din (3) 
oţinem 

hm = — J] -iiw)oc — J] x(m - x){m - x) = 

= - 2 S x(«)^ + m li X^)' 

Pe de altă parte, 

fem = - X xfa)^ — X x(m - ^)(m ~ «0 = 
0< x < m ®< x < m, 

se par * impar 

= - 4 S x ( 2 ^ + «• S x(2«), 
0< *< Y 0 < * < Y 

de unde rezultă că 

ftm x(2) = - 4 5; x(a;)» + » » £ *(*)• (6) 
o<«<2. o < x < ^ 

Eliminînd suma £ x ^ ) ^ d i l 1 (5) §* (6) obţinem egalitatea 

ft(2-'x(2))= X z(a;). 
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Deoarece această egalitate este valabilă, cum s-a arătat mai sus, şi 
pentru m pari (întrucît x(2) = 0 pentru 2 \m), am oţinut următoarea 
teoremă. 

TEOREMA 3. Numărul claselor de divizori ai unui eorp pătratic 
imaginar de discriminant D < —4 şi avînd caracterul x verifică for
mula 

* = o * S X(«). (7) 
2 ~ X(2) 0 < ; t <M. 

(ar, D ) = l 

Să aplicăm teorema 3 în cazul corpului R(][—p), unde jp este un 
număr prim de forma 4w, + 3. Deoarece —p = 1 (mod 4), înseamnă 
că D = — p şi valoarea caracterului x(^) coincide cu simbolul lui 
Legendre f—I. Observînd că numărul termenilor din suma V (-- I 

0<x<-L 

este impar | — =2n+1 j şi deci însăşi suma este impară şi că x(2) = 

= 1 dacă p = 7 (mod 8), iar i(2) = —1 dacă p =s 3 (mod 8),. 
din teorema 3 se deduce următorul rezultat. 

TEOREMA 4. Numărul claselor de divizori ai corpului B(Y—p)9 
în cazul unui număr prim p de forma ân + 3 este impar şi egal cu 

Ji = v — N pentru p = 7 (mod 8), 

A =—-(V—N) pentru p^ 3(mod 8), p # 3 , 
o 

wwcte V este numărul resturilor pair atice modulo p aflate în intervalul 

(0, — 1 iar N este numărul neresturilor din acelaşi interval. 
2 ) 
Din teorema 4 rezultă imediat că V>N. în acest mod, pentru 

un modul prim p de forma 4n + 3 numărul resturilor pătratice din 
intervalul [0, — J este mai mare decît numărul neresturilor (cu un 

număr divizibil prin 3, dacă p & 3 (mod 8), p ^ 3). 
Afirmaţia obţinută, cu toată simplitatea sa,, face parte dintre 

rezultatele profunde ale teoriei numerelor. Ba a fost obţinută ca o 
consecinţă imediată a faptului că h prin natura sa este pozitiv şi deci 
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membrul drept al formulei (7) este de asemenea o expresie pozitivă. 
Totuşi semnul acestei expresii este determinat în cele din urmă de 
semnul sumei gaussiene ^t{j) ; în pct. 3 vom vedea că definirea sem
nului lui ^(x) reprezintă o problemă extrem de dificilă. 

Formula pentru numărul ~h în cazul corpurilor pătratice imaginare 
pentru D =£ 1 (mod 8) poate fi demonstrată pe cale pur aritmetică. 
Această demonstraţie îi aparţine lui B. A. Venkov. Ea se sprijină pe 
teoria reprezentării formelor binare printr-o sumă de trei pătrate de 
forme liniare şi pe unele proprietăţi fine ale fracţiilor continue 
(VENKOV, B. A., Despre numărul claselor de forme pătratice binare 
avînd determinanţi negativi, I si I I , Izv. A. îsT. SSSB, seria VII, sect„ 
şt. fiz. mat. N=S= i - 5 , 1 9 2 8 , 375 - 392 ; î ^ 6 - 7, 1928, 455-480). 
în cazul corpurilor imaginare avînd I) == 1 (mod 8) (ca şi în cazul 
corpurilor reale) nu s-a găsit pînă acum o deducere pur aritmetică 
pentru formula lui h. ISTu există o demonstraţie elementară nici pentru 
faptul că în cazul unui modul prim p de 'forma 8n + 7 intervalul 
ţO, — j conţine mai multe-resturi pătratice decît neresturi. 

OBSERVAŢIE. Se poate demonstra prin mijloace elementare (pro
blema 7) că pentru un număr prim p = Sn + 7 pe intervalul I 0, •— j 

se află acelaşi număr de resturi pătratice impare şi de neresturi im
pare. Din această cauză pentru numărul fe al corpului lî(][ — p), p = 
== 7 (mod 8) este valabilă şi formula 

h = 7* - N*, 

unde F* şi N* sînt numărul de resturi pătratice modulo p pare, res
pectiv de neresturi modulo p aflate pe intervalul j 0, — 1 -

2. Caracterul unui corp pătratic. Vom demonstra acum afir
maţiile referitoare la caracterul unui corp pătratic pe care le-am folo
sit la pct. 1. 

TEOREMA 5. Caracterul x (modulo \D\) al unui corp pătratic de 
discriminant D este primitiv. 

Demonstraţie. Pe baza teoremei 4 § 5 Complemente este suficient 
să arătăm că pentru orice număr primjp, care intervine în D, există 

( \D\ \ 
mod -1-—L si y{%)= — 1 . Con-

P ) ' 
siderăm mai întîi cazul p # 2. Alegem un nerest pătratic modulo p 
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arbitrar s şi determinăm întregul x din sistemul de congruenţe 

x == s (mod p), 

x s 1 (mod . ) ' 

Ou ajutorul formulelor (5) § 8 cap. I I I constatăm imediat că în toate 
cazurile 

Fie acum p = 2. Dacă d == 3 (mod 4), I) = 4$, atunci, rezol-
vind congruenţele 

x = 3 (mod 4), 
x = 1 (mod 2 |d|) , 

vom găsi că x(a?) = (—1) 2 = — 1 . Dacă însă â = 2d'9 I) = 4$ =» 
= 8d', atunci pentru numărul a? care satisface congruenţele 

x == 5 (mod 8), 

.a? = 1 (mod4|d ' | ) , 

găsim X(a?) = ( - 1 ) 8 - - 1 . 
Primitivitatea caracterului x es^e demonstrată. 
TEOREMA 6. Caracterele corpurilor pair atice reale sînt toate pare, 

iar cele ale corpurilor pătratiee imaginare sînt toate impare. 
Demonstraţie. Fie x caracterul corpului pătratic R{]fă). Să cal

culăm xC—1)? Moşind formulele (5) § 8 cap. III . Dacă d s l (mod 4} 
atunci 

xi~1] = UdT) = ( ~ 1 } 2 ==l~~1)2 2 ' 
Dacă d = 3 (mod 4), se obţine 

/ —1 \ £h l ' - 1 , î̂f—x 

^ - ^ — ( i * r ) —^^«-** • - «-1» * • -
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Dacă, în sfîrşit, d = 2tf, găsim 

Pentru a impar avem 

a —1 | a | — l _ f a — I s O (mod 2) pentru a > 0? 
2 2 l — 1 pentru a< 0. 

în consecinţă, în toate cazurile 

x/_l) = i X P e n t r a d>°> 
| —1 pentru <Z < 0. 

Teorema 6 este demonstrată, 

3. Sumele gaussiene pentru caracterele pătratiee. în deducerea 
formulei numărului claselor de divizori ai unui corp pătratic am folosit 
formula care dădea valorile sumei gaussiene normate T(X)« Amintim 
că suma gaipsiană ^a( x) a caracterului x modulo m se spune că este 
normată dacă în definiţia sa (v. § 2 pct. 4 din acest capitol) drept 
rădăcină de ordinul m din 1 s-a luat °( = cos h i sin-

m m 
Vom calcula în cele ce urmează valoarea T(X). 

Conform teoremei 5 caracterul x al corpului pătratic B(}[d) avînd 
discriminantul D este un caracter primitiv numeric modulo J>. 
Mai mult, acesta satisface condiţia x2 = Xo? Io fiind caracterul uni
tate. Această ultimă condiţie este, evident, echivalentă cu faptul că 
valorile caracterului x s*n^ numerele ± 1 (şi? evident, zero). 

DEFINIŢIE. Caracterul neunitate x se numeşte pătratic dacă x^Xo* 
Caracterele corpurilor pătratiee epuizează, în general, toate 

caracterele numerice pătratiee primitive (faţă de toate modulele 
posibile). într-adevăr, potrivit problemei 8 caracterele pătratiee 
primitive există numai pentru module de forma r sau Ar (cîte un carac
ter) şi pentru module de forma 8r (cîte două caractere), r fiind un 
număr natural impar, liber de pătrate (în cazul unui modul impar 
r > l ) . Mulţimea acestor module coincide, bineînţeles, cu mulţimea 
modulelor de forma ]D|, unde D parcurge discriminanţii tuturor cor
purilor pătratiee. Observînd că pentru \D\ = 8r există două corpuri 
pătratiee : R(}[2r) şi R$ —2r) şi că modulo Sr un caracter primitiv 
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este par şi celălalt impar, rezultă că toate corpurile patratice se 
găsesc în corespondenţă bijectivă canonică cu toate caracterele nume
rice patratice primitive. 

Valorile sumelor gaussiene pentru caracterele patratice primitive 
se definesc prin următoarea teoremă. 

TEOREMA 7. Fie x un caracter pătratic primitiv modula m. Atunci 
suma gaussiană normată ^(x) = T(x) es^e dată de 

Mx) 
[fm, dacă x(~~l) ^ l.î 

\i]fm, dacă=x("~r"l) = ~~1-

Demonstraţie. S~e limităm la a demonstra complet teorema 7 
numai pentru cazul unui modul prim impar p, deoarece tocmai acest 
caz prezintă cele mai mari dificultăţi de fond. Trecerea de la un modul 
prim impar la unul oarecare se realizează comparativ mai simplu. 
La finele demonstraţiei vom indica principalele etape ale acestei 
treceri. 

2TC • . = Considerăm un număr prim-p. impar si numărul Z, = cos —-r- + 
. . . • . , . . ' • . . . . • . p . 

' + i sin -—. Deoarece caracterul pătratic neunitate modulo p 
1 " •- p---- • 

coincide cu simbolul lui Legendre j — J (problema 4 § 2 cap. I), se de-
\P J 

duce pentru suma gaussiană normată' T(X) -următoarea reprezentare m <(x>-£.' - î 

(accentul..indică faptul că x parcurge un sistem redus . de., resturi 
ţnodulo p). Sa găsim numărul complex-conjugat T(x)- Deoarece 
£.== Xz1, rezultă că 

Pe de altă parte, potrivit teoremei 4 § 2 cap. I, avem 

••^)'*Ci)±p. (9) 

€26 

4>in egalităţile (8) si (9) se deduce în continuare că 
V 

^(x)2 = (—~J i> = ( -1 ) 2 P, 

deci 

*(X) 
±][p, dacă p =s 1 (mod 4), 

l ± iV_p, dacă p = 3 (mod 4). 
(10) 

Pentru a putea încheia demonstraţia teoremei 7 (pentru cazul n = p) 
s-ar părea că a rămas foarte puţ in: trebuie numai să se determine 
semnul lui ]fp şi al lui i]fp. Totuşi tocmai determinarea acestui semn 
reprezintă întreaga dificultate a demonstraţiei. 

Să aducem suma T(^) la o formă puţin diferită. Facem pe a 
să parcurgă toate resturile patratice modulo p, iar pe b toate neres-
turile. Atunci, evident că 

*(x) = S t* - S P. 
Cum 

i + X ^a + S ? = o, 
rezultă 

T ( X ) = l + 2 S r . 

Dacă # ia valorile 0 , 1 , . . . , p — 1, atunci a?2 va lua modulo p atît 
valoarea 0, cît şi toate resturile patratice, fiecare dintre aceastea 
exact de cîte două ori. Din această cauză suma gaussiană T(X) poate 
fi scrisă şi sub forma 

T(x)-= E V - (ii) 
#=o 

Considerăm matricea 

A = - ( £ x H o < x , y < P ~ 1 

1 V-' K2{?-][. C 
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Âvînd în vedere formulele (11) suma gaussiană T(^) coincide cu urnjia 
acestei matrici. îfotînd atunci prin Xly . . . , Xp valorile proprii ale me
tricii A (ţinînd seama de multiplicitate) găsim 

*(*) = * * • . . . + V (12) 

Calculul lui T(X) s-a redus astfel la găsirea valorilor proprii ale matri-
cii A. 

Să ridicăm pe A la pătrat. Deoarece 

p~i p-i [„ 

s w = s v{x+v] = I;' 
2=0 *=0 lU, 

dacă a? + y = 0 (modj)), 
dacă x + y ^ 0 (mod p), 

atunci 
/ P 0 . . . 0 ^ 

s,2 = : 0 0 . . . p 

l 0 p . . -. 0 

După cum se ştie, valorile proprii ale matricii A* sînt 

Xf, . . .,-Xj, (13) 

adică pătratele valorilor proprii ale matricii A. Dar, pe de altă••'parte, 
putem calcula imediat polinomul caracteristic al matricii A2 obţinînd 

P+I P-I 

(t-p)2 (t+p)\. 

î n consecinţă, printre numerele (13) se găsesc ^—^— numere egale 

p — 1 
eu p şi ~ numere egale mi —p. Se deduce imediat că fiecare 

2 
^ste dat de unul dintre numerele ±Yp, ±iYp Şi dacă ordinele de 
multiplicitate ale valorilor proprii Yl>i —YP.J i-Yp Şi —ifjp sînt respec
tiv a, b, c şi d, atunci 

a + b = ^—! , c + $ = — (14) 
2 2 

P utem transcrie suma (12) sub forma 

*lx)'=(*-*:+'ty-*))lfp-. (16) 
4m, - ^v: 

^in această sumă şi din (10) găsim că 

fa — b = ± 1, c = d, dacă p =• 1 (mod 4), _ , 
\ a = &, c — d = ± 1 , dacă p = 3 (mod 4). 

Pdntru a determina ordinele de multiplicitate a, 5, o, d ne mai este 
necesară o relaţie între acestea. Pentru a o determina calculăm deter-

minantul matricii A. Deoarece det (A2) = p* (—1) 2 , atunci 

det A = ± i 2 2>2- (17) 

Cum det JL este un determinant Vandermonde, introducînd notaţia 

auxiliară y) = cos — + i sin—, găsim 
p p 

det j . = n <?• - o = n v+s(^"s^-(f"s)) = 
£~l>r>s>0 ">s 

n ( Ir - s) iz \ Pitzll &t=H _ . (r - 5) TU 
2is in-^ — | = i ^ 2

 2 I I sm-^ l— 
F>* r>s\ p ) r>s p 

astfel că 
*- i r-i i*-1 / r(r — 1 ) \ 0 / P — 1 \ 2 

«e divide prin 2p. Să comparăm expresia pe care am obţinut-o 
-1- /^ #V 7C 

pentru det A cu cea dată de (17). Deoarece sin — > 0 pentru 
' « • < * < r < i > - l , î n (17) trebuie luat semnul plus. Prin urmare 

PiP-V £•'"•• ' 

det A = i 2 j>2. 

T e de altă parte, 
t, ± £ 

det J. = H ^ = < - 1 ) S i ^ - 1 ) " ^ 2 = i * + e - ' P 2 ' 
4 = 1 
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Aceste două rezultate conduc la congruenţa 

2& + o — ă = p, - ^ (mod 4), 
2i 

de unde, ţinînd seama de (14) şi (16), deducem 

6 = Z±I_2& s*-±i_*-

= 1 (mod 4) dacă p == 1 (mod 4), 

o - t f a * ^ + 2&=-*-=±+*-±l = l 

(mod 4) dacă $> == 3 (mod 4). 

Congruenţele obţinute arată că în egalităţile (16) diferenţele a — b 
şi c — d sînt egale cu 1 şi cu (10) obţinem în final 

*(X) 
Yp, dacă p̂ == 1 (mod 4), 

iYp9 dacă p = 3 (mod 4). 

Demonstraţia teoremei 7 pentru cazul unui modul prim impar m = p 
este astfel încheiată. 

Pentru a demonstra teorema în cazul general se utilizează afirma
ţia problemei 4 § 2. Această problemă arată că suma normală gaus-
siană T( ̂ ) pentru caracterul pătratic primitiv modulo m9 % se exprimă 
simplu prin sumele normate gaussiene pentru caracterele neunitate 
modulo 4, două caractere primitive modulo 8 şi caracterele pătratice 
modulo p primi impari. Deoarece cunoaştem toate aceste sume 
gaussiene (pentru modulele 4 şi 8 v. problemele 10 şi 11 ale acestui 
paragraf), formula problemei citate 4 § 2 permite să se găsească şi 
pentru T(^) O exprimare explicită. Fie, de exemplu, caracterul 

X(aO = K l > 8 2 - ( — J ( % 2 r ) = l . 
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mbdulo m = 8>, unde r este un număr natural impar, liber de pătrate. 
Dacă r = px . . . ps, atunci x admite descompunerea 

x(^) = ( - i ) 
* 2 _ 1 X—l (i)-(i)-

Să moţăm cu a numărul acelor numere prime dintre px . . .,ps care 
sînt I congruente cu 3 modulo 4. Atunci 

\ -(Z) ^2imrr(-if^^l(~)ii(^-)= 

= ia+l\fm(— l)~r'+Ca = tfmia+1+2a+c,^-v=== 

= i{a+iy2\fm = 
[fm, clacă x(-l) = (—l)a+1 = 1, 

[i]/m, dacă x(—1) = (—!)a+1 — —1-

î n mod analog se calculează sumele T(^) şi pentru alte caractere 
pătratice primitive. 

Demonstraţia pe care am clat-o teoremei 7 (pentru un modul 
prim) se datorează lui Scliur. O altă demonstraţie, aparţinînd lui 
Kronecker, este conţinută în problemele 13—16. 

PROBLEME 

1. Ştiind că unitatea fundamentală a corpului JR(K5) este = 2 cos —> 

să se calculeze numărul h pentru acest corp, cu ajutorul formulei (2). 
2. Să se calculeze numărul ti pentru corpurile R(f —5) şi R(]/ — 23). 
3. Să se demonstreze că un corp pătrat ic de discriminant D este subcorp al corpu

lui m~ciclotomic, unde m = \D\. 
4. Fie p un număr prim impar şi ţ o rădăcină primitivă de ordinul p din 1. 

Să se demonstreze că corpul ciclotomic R(Q conţine un subcorp pătratic şi numai unul . 
Acest subcorp este R(Yp) dacă p = 1 (mod 4) şi R(V~^p) dacă p = 3 (mod 4) (La 
rezolvarea acestei probleme, cît şi a celei ce urmeaiza, se foloseşte teorema fundamentală 
din teoria lui Galois.) 

5. Să se demonstreze fără a recurge la teorema 2 că pentru un număr prim p =s 
== 1 (mod 4), numărul 

__. izb 
IIs in — 

b P 
, , n . ™ sin — 

« P 
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unde a şi b parcurg toate resturile pătratice modulo p, respectiv neresturile, din intfe 

valul I 0, \, este unitate pătratică a corpului JR()/p). Să se arate apoi că norma 

acestei unităţi este — 1 . 
6. Folosind a doua afirmaţie a problemei 5, să se arate că numărul claselof de 

divizori ai corpului R()/p), p fiind prim p =~ 1 (mod 4), este impar şi că norma unfcăţii 
fundamentale a acestui corp este —1. 

7. Să se demonstreze că pentru un modul prim p de forma 8n + 7 printre rfume-

rele impare din intervalul K) se găsesc acelaşi număr de resturi pătratice şi fie ne-

resturi. 
8. Să se demonstreze existenţa caracterelor pătratice primitive numai pentru 

module m de forma r, 4r şi 8r, unde r este un număr natural impar, liber de pătrate, 
(în cazul unui modul impar r > 1). Să se demonstrez© apoi că toate caracterele păt ra t ice 
primitive sînt epuizate de caracterele : 

X(x) = r) = 1, modulo r ; 

1 ) ~ (JLj t <*, 2r) « 1, 

(T) 

X(x) = ( 

*<*)«< 

modulo 4 r ; 

X(») = ( - * ) 

}• (ac, 2r) = 1, modulo 8 r. 

8. Să se demonstreze că oricare ar fi caracterul pătratic primitiv x moduilp număra y 
par m (m = 4r sau 8r, cu r impar), este verificată formula 

:(' + f ) - -x(*)-

10. Să se arate că suma gaussiană, normată pentru caracterul x(#) ^ (—1) 
(x, 2) = 1, modulo 4 este dată de TX(X) — 2i. 

11 . Sa se verifice că pentru caracterele primitive 

X'(*) = < - 1 ) 8 şi x"(«) = ( - 1 ) -8 2 W x ) modulo 8 

sumele normate gaussiene sînt TJXX') *= 2)^2 şi Ti(x")) ^ 2iK2L 
12. Să se demonstreze teorema 7 pentru un modul oarecare. 

2 
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2TC 2TC 
13. Fie p un număr oarecare şi £ = cos f- isin . Notăm 

P P 

l ă se demonstreze că 

8» = ( - l ) 2 p. 

Astfel, S2 este egal cu pătra tul T 2 al sumei gaussiene T 

14. Folosind aceleaşi notaţi i să se demonstreze că 
s(fh 

iemonstreze că 

l <> / W. 
dacă p == 1 (mod 4), 

dacă p == 3 (mod 4). 

Apoi, notlnd X = 1 — £, să se demonstreze că în ordinul Z[£] este verificată congruenţa 
p—i > + i 

f ^ ) » - ^ ) ' > • * • » " ' > • 
15. Să se demonstreze că în inelul Z[Q este verificată congruenţa 

I n d i c a ţ i e . Se dezvoltă suma ] £ o; 2 (1 — X)* după puterile lui X şi se 

foloseşte congruenţa 

i^;1 f 0 (mod p), daeă 0 < m < p — 1), 

dacă m = p — 1. 

* - * f 0 (mod p), 

#=1 l —1 (mod p), 

16. S* se deducă din cele două probleme precedente că 

fj/p, dacă p == 1 (mod 4), 

ţ i )/p, dacă p s 3|(mod 4), 

17. în t r -un spaţiu liniar de dimensiune p peste corpul numerelor complexe consi
derăm operatorul liniar T, a cărui matrice în baza eft, e,, . . . , e« . , este A . = 
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Notăm prin / 0 caracterul unitate şi prin ^* caracterul pătratic modulo p. 
Toate celelalte caractere (nereale) modulo p se descompun în perechi de carac-

( P~3\ tere conjugate unul altuia %$, %i \ ' = 1> . . . , r = I. Pentru fiecare caracter nu-

meric modulo p, / , notăm a(y) = J j Xfa) ea- Sase arate că T,(a(x)) = T(x)a(x), dacăj 

X ¥" Xo Şi r(a(Xo)) = (P ~ 1) eo — G(Xo)« s ă s e găsească matricea operatorului f î ţ 
baza | 

«o» G(Xo)> «(X*)' <*(Xi)> a(Xi)> •••>a(Xr)> a(X>). i 
Să se arate apoi că 

d c t A = ( - l ) 2 r(X*)p 2 IIX<(-1) 

(se are în vedere formula T ( / ) = x(~~l)T(x)-
18. Să se obţină teorema 7 (pentru m = p prim), comparînd valoarea lui det A 

din problema 17 cu formula (17). 

§ 5. NUMĂBTIL' OLASELOE DE DIV1ZOEI AI COEPTJLUI 
jp-CICLOTOMIC,'" p NXJMĂB ' PEIM . 

1. .Descompunerea numărului h în doi factori* Formulele (16) 
şi (17) pe care le-am obţinut în § 2 al acestui capitol exprimă numărul 
claselor de divizori ai unui corp m-ciclotomic printr-o formulă care 
nu mai conţine serii şi produse infinite. Această formulă nu ne mul
ţumeşte încă pe deplin, deoarece numărul h al claselor, care este un 
număr natural, este exprimat prin numere iraţionale şi complexe. 
în acest paragraf căutăm să aducem formula pentru li la o formă 
îmbunătăţită, limitîndu-ne totuşi la cazul corpului j?-ciclotomic, 
unde p este prim. 

Fie astfel l = 2m + 1 un număr prim şi K = R(Q corpul Z-ci-
clotomic. Vom considera, pentru comoditatea expunerii, pe K drept 
subcorp al corpului tuturor numerelor complexe, iar prin C vom 
înţelege rădăcina £ = cos + i sin (fixarea rădăcinii £ este 

V b 

necesară pentru dezvoltarea unor raţionamente analitice). Să cal
culăm pentru corpul K mărimile al căror produs intervine în formula 
(16) § 2. Deoarece gradul (K: B) este l — X (consecinţa teoremei 
1 § 2) şi toate izomorfismele lui K în corpul numerelor complexe sînt 
complexe (acestea sînt de fapt în acest caz automorfisme ale corpului 
K)j rezultă că s = 0, t = m. Numărul w al rădăcinilor din 1 care sînt 
conţinute în K este 2Z conform lemei 3 § 1 cap. III . Norma divizorului 
principal I = (1 — £) este N(l) = N(l — £) = Z (v. egalitatea (5) 
§ 1 cap. III), de aceea divizorul I este prim şi numărul Z, conform 
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lemei 1 § 1 cap. III , admite descompunerea l = p-1 . Factorul F(s) 
idin formula 12 § 2 este deci 

{ NO)9) l v) 
F(s, 

recem la calculul discriminantului corpului K. 
TEOREMA 1. Numerele 

formează o hază fundamentală a corpului l-ciclotomic K = i2(£). 
Demonstraţie. Deoarece pentru s& 0 (mod Z) polinomul carac

teristic al numărului ţs este X1-1 + Xl~2 + . . . + X + 1, atunci 

~* dacă s = 0 (mod l). 

Fie 
a = a0 + atl + . . . + a,_2£*-2 

un număr întreg din JK.. Trebuie să demonstrăm că toţi coeficienţii 
săi a$ sînt numere întregi raţionale. Deoarece a£~& — at este întreg, 
se deduce că urma 

Sp (a£~* —aC) = fa*,— Yi ai + £ a* ^ ^fc 

este număr raţional întreg (0 < h < Z— 2). Notăm lak ,= 6&, 1 — 
— £ = x şi considerăm numărul 

Za = . fr0 + : ^ ; + . . . + h-£l~*'== c0 + cxX + . . . + c^X1-2 , 

în care r odată cu -6fc, sînt numere întregi raţionale şi toţi c&. Vom 
arăta că toţi coeficienţii c% se divid prin Z. Dacă pentru c0, . . . ck^1 
(0 < fe < Z — 2) am stabilit această proprietate, atunci considerăm 
ultima egalitate ca 6 congruenţă modulo A*+1 (în inelul numerelor 
întregi al corpului K). Deoarece Z ==0. (mod \k+1) (lema 1§ 1 cap. III), 
atunci din această congruenţă rezultă 

c^ = 0 (modX*w), 
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de unde se deduce imediat că ck se divide prin X şi deci, în baza lemei/ 
2 § 1 cap. I I I , CJC se divide şi prin l. î n acest mod toţi coeficienţii cfc/ 
se divid prin l. î n acest caz însă odată cu aceştia sînt divizibili prir 
l şi toţi coeficienţii bk, deci toţi ak trebuie să fie întregi. Teorema 
este demonstrată. 

CONSECINŢA. Discriminantul corpului l-ciclotomic pentru l > 2 e$\e 

2 7?-2 ( - i ) 2 i 

într-adevăr, în virtutea formulei (I) discriminantul corpului K 
este dat de determinantul 

det (Sp ?+y)i«./<«-i = 

- 1 
- 1 

- 1 
- 1 

—1 . 
- 1 . 

Z -1 . 
—1 . 

. . - 1 

. . Z -1 

. . - 1 

. . - 1 

Z - 1 
.-'—1 

—1 
—1 

de ordinul î—l (în locul bazei folosite în teorema 1 am considerat 
baza C, C2, . . . , ^ 1 " 1 ) -

Pentru cazul unui corp Z-ciclotomic K putem transcrie formula 
(16) §2 sub forma 

V 
2 m - ( l 7 r m E x^* e 

n j&a, x), (2) 

unde B este regulatorul corpului K1 m l şi x parcurge toate 

caracterele numerice modulo 7, diferite de caracterul unitate Xo-
Deoarece în formula (2) toate cantităţile aflate sub semnul pro

dusului sînt reale şi pozitive, această formulă se păstrează, evident, 
dacă înlocuim în produs toţi factorii i ( l , x) prin modulele lor |JD(1, x)-

Caracterele numerice modulo l diferite de Xo ^JX^> primitive, de 
aceea la transformarea în continuare a expresiei lui h putem utiliza 
teorema 3 § 2. î n acest scop grupăm separat caracterele pare şi cele 
impare. Fie g o rădăcină primitivă modulo l fixată şi 0 o rădăcină 
primitivă de ordinul Z—l din 1. Grupul caracterelor numerice modulo 
tes te ciclic şi are ordinul? — 1 . Dacă notăm prin x--Sicel caracter 
modulo l pentru care 
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utunci toate puterile sale x, x2? • • •> x'"""1 ~ Xo epuizează întregul 
grup al caracterelor modulo l, toate caracterele x2ifc fiind pare, iar 
«ele x2*""1 inipare, astfel că 

x5(~i) = xteM* = e ~ * = (-1)*. 
în virtutea formulei (20) § 2 şi a teoremei 4 §2 cap. I asupra 

( l 3 \ 
1 <; fc < '— J? găsim 

\Uh l2k)\=^ 
2k\ 1-2 

£ x 2 V ) i n | i - ie 

l/T 
1-2 

£ 62*rln |1 - r/\ 
f = 0 

l — 1 l — 1 
Dacă::luăm r = ' . •• •• + s, unde 0 < s < — : —- = m, ţinînd seama 
de relaţia 

2 

i-^+ s = i - c (3) 
obţinem egalitatea 

02ft(M+S) ] n |J_ _ ^ + s | = 02*. ^ J ! _ ^ | ; 

şi deci 

\Mh x2*) '\n 
m—l 
y-"e2r*in |i — ţ?\ 

Putem aplica în mod analog formula (21) §2 caracterelor impare 
X2*-1. Să notăm prin gs cel mai mic rest pozitiv modulo l al număru
lui g\ Atunci 

r = l s=0 s=0 

unde prin F am notat polinomul 

F(X)^%gsX\ 
s=0 
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Prin urmare, 

|£(i,xlt-1)]-4i|J?,(e>t"1)k 

înlocuind valorile obţinute pentru | i ( l , x2*)l? 1 < fc < ^ — 1 şi 
\L{19 x2*""1)!? 1 < k < m? în egalitatea (2) obţinem 

unde am notat 

\ = 

• • ft = ft0ft*, 

2»* — 1 OT—l 

I i ft=i 

w—l 
j ; e2!fcr in | i -

r = 0 
n 

(4) 

(5) 

(21) m—l 
\F(Q)F(Q*)\..F(W-*)\. (6) 

Vom demonstra în următoarele puncte că atît Ji0 cît şi Jt sînt 
numere naturale. Formula (4) ne furnizează deci o reprezentare a 
numărului h sub forma unui produs de doi factori naturali. 

OBSERVAŢIA 1. Uneori fe* se notează prin Jiv iar Ji0 prin fe2şi se 
numesc primul, respectiv cel de al doilea factor al numărului h. 

OBSERVAŢIA 2. Factorul Ji0 este dat de numărul claselor de divi-
zori ai subcorpului JK(£ + ţr1) de ordinul -, compus din toate 

2 
numerele reale ale corpului R(ţ). (v. problemele 1 — 4). 

2. Factorul h0. Pentru prescurtarea scrierii, introducem notaţia 

ar = In |1 — £*r|, r > 0. 

Datorită egalităţii (3), adevărată pentru orice s > 0, găsim 
am+r = ar. Aceasta înseamnă că valorile aT depind numai de restul 

1 — 1 modul o m = — al numărului r. Dacă notăm 
2 

m—l/m—l X 

atunci formula (5) devine 
2 ^ - 1 

& 0 = = _ - | A | , . (7) 
. K 

4fâ8 

Vom arata că produsul 
(a0 + ax ^r ... + ăm^A 

«ste dat, abstracţie făcînd de semn, de determinantul 

A = d e t (#*+/)o<M<m-i 
(Xi-x Cin a0 

• • • 

' Considerăm grupul ciclic G de ordinii! m, generat de rădăcina 
primitivă 62 de gradul m din 1. Funcţiile yJn 0 < fc < m — 1, 
Xfc(62r) = 0 ^ gînt? evident, caractere ale grupului G. Definim pe 
grupul Go funcţie/, pnnînd /(02r) — ar. Atunci, conform problemei 
13 § 5 Complemente, produsul considerat ia forma 

m—l /m — l \ m — l /m—l \ 

n E e24r*r 1 = n 1 1 x*(62r) /(6 2 r) = 
=-det(/(62('->>)) = det (^_ , . )O<M<--I . ' 

Observînd că matricile (a*_;) şi (a*^) se deosebesc între ele numai 
prin'"aşezarea parantezelor, ajungem la rezultatul căutat. 

Suma $0 + a± + .. '. + am_x este nenulă astfel că' ' 

a0 + a± + + aOT_i = In m1- vr) 
r=0 

Inf l (8) 

în virtutea relaţiei (5) §1 cap.-III şi formulei (3). Dacă în determi
nantul A separăm factorul'(8), atunci simplificînd prin acesta obţi
nem o nouă expresie pentru A. Adunînd în A toate coloanele la una 
din ele, obţinem o coloană în care toate elementele sînt date de suma 
(8). în consecinţă, abstracţie făcînd de semn, expresia lui A este 
dată de determinantul A', obţinut din determinantul A prin înlo
cuirea unei coloane cu unităţi. Dacă scădem acum în A' prima linie 
din celelalte, deducem că modulul \A | este egal cu valoarea absolută 
a oricăruia dintre minorii de ordin m — 1 ai matricii 

H+j 
0<j^m— 1 

(9) 
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Considerăm rădăcina primitivă 

— - TC . . . 7U 

7j = ~ ţ 2 = cos — + i sin -y-

de ordinul 2Z din 1. Deoarece YJ2 = ţ atunci s i n • 
h ̂  

1 - ^ _ „ . - ! ^ - f * _ ,_. ~~ Z , » - ! _2 ^ - = ^ " 1 

sin 

sin 

kn 
T 
T 

1 - C 7) ~ 7} * g i n JL 
Z 

Pentru fc ^ 0 (mod Z) raportul din stînga este unitate în corpul K 
(v. demonstraţia lemei 1 § 1 cap. I I I ) ; în consecinţă, numerele 

(10) 

oricare ar fi k ţk 0 (mod l) sînt de asemenea unităţi în JL Aceste 
unităţi sînt, evident, reale şi pentru 1 < k < l pozitive. 

I 2. 
Există m = — perechi de izomorfisme complexe ale cor-" 

pului K în corpul numerelor complexe. întrucît printre numerele 
£, ţg, . . .,̂ *m"*1 nu se găsesc numere conjugate, atunci izomorfismele 

<^: £ -> x*> (j = 0, 1, . . . , m - 1) 

sînt oricare două neconjugate (oricare ar fi op izomorfisul conjugat 
este ţ -» .£-** *= £*»+'). 

Să notăm prin r valoarea absolută a celui mai mic rest (în modul)? 
modulo Z al numerelor gr. Atunci 

= ± T^- 1 ^. 
1 - C 

Aplieînd automorfismul GJ acestei egalităţi, obţinem 

m 

de unde, trecînd la module şi logaritmînd, găsim că 

ar+j — % = In 1^(6^)1. (11) 

Vom arăta că dacă r ia valorile 1, . . . , m —• 1, r parcurge numerele 
2, . . . , m. într-adevăr, dacă {/ = ±gj (mod Z), l < i ^ j < m — 1 , atunci 

l 3 
gj~x =E ± 1 (mod l) şi 0 < j — i < —=——, iar aceasta este posibil 

JJ 

numai dacă j — i = 0. Se deduce în acest mod că toate valorile lui r 
sînt oricare două distincte, iar cum acestea satisfac inegalitatea 

I — 1 2 < r < m = si sînt în număr de m — 1, se deduce că fiecare 
2 

•dintre numerele 2, . . . , m este un anumit r. 
Astfel, în. baza egalităţii (11), obţinem că matricea (9) se deose

beşte de matricea 
(ln|ai(8*)l)a<*<.. (12) 

numai prin aşezarea liniilor şi deci modulul \A | este egal şi cu valoa
rea absolută a fiecăruia dintre minorii de ordinul m—l ai matricii (12) 

Ne ocupăm acum de sistemul de unităţi fundamentale ale cor
pului K. în virtutea lemei 4 § 1 cap. I I I orice unitate a corpului K 
este produsul dintre o putere a lui ţ şi o unitate reală. Din această 
cauză unităţile fundamentale s1 ? . . .,ero-ile putem alege reale şi pozi
tive. Este limpede că atunci orice unitate reală şi pozitivă se repre
zintă sub forma sj1 . . . sj^jf avînd exponenţii ct întregi raţionali. 
Funcţiile Z ôc), oc e If, pe care le-am considerat în pct. 3 § 3 cap. II , 
au în acest caz forma Z,(a) = In Ja^a) |2 = 2 In | a^(a) |, 0 < j < 
< m — 1. Formăm pentru unităţile fundamentale. sx, . . . , £m_i 
matricea 

(In [a, ( ^ D K K ^ - I . (13) 

Deoarece matricea (6) § 4 -cap. I I se obţine din (13) înmulţind toate 
liniile cu 2, conform definiţiei regulatorului E valoarea absolută a 

•p 

oricăruia dintre minorii de ordin m—l ai matricii (13) este 
Toate unităţile 6fc de forma (10) pentru k = 2, . . . , m sînt 

reale şi pozitive, de aceea ele se exprimă prin unităţile fundamentale 
sub forma 

m—l 

o * - n s * M (fc = 2> •••»«*)> 
t = i 
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eki fiind întregi raţionali. Conform egalităţii 

m—l 

In K-(0*)| = £ cwln|(a,(s,)| 

matricea (12) este produs al matricii (cw) cu matricea (13). Se deduce 
astfel că fiecare minor de ordinul m —- 1 al matricii (12) este egal cu 
produsul dintre det (ckj) şi minorul corespunzător al matricii (1.3) şi 
deci 

E |A| = | d e t ( o w ) | — - - • 

Din această relaţie şi relaţia (7) obţinem în final 

h0 = \det(ckj)\. 

Deoarece toţi ekj sînt întregi raţionali şi h0 # 0, am demonstrat astfel 
că h0 este un număr natural. Mai mult, ţinînd seama de lema 1 § 6 
cap. I I am obţinut şi următorul rezultat. 

TEOREMA 2. 'Factorul Ji0 din numărul cla$elo¥ de divizări al cor
pului l-ciclotomic K este dai de indicele (E : E0) al grupului E0 generai 
de unităţile 

sm - y -

s i n •— v J 

l 

ale corpului K, în grupul E al tuturor unităţilor reale pozitive ale cor
pului K. 

Eelativ la observaţia 2 de la finele punctului 1 este interesant de 
asociat acest rezultat cu teorema 2 din paragraful precedent. 

3. Factorul h*. Vom demonstra că numărul 7&* definit prin'egali
tatea (6) este de asemenea un număr natural. 

Produsul 

B =JP(0)Jf(83) ....F(e*-2) 
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•este, pe de o parte, număr întreg algebric al corpului 22(0), unde 6 
•este o rădăcină primitivă de ordinul l —1 din 1, iar pe de altă parte 

Ji este raţional, deoarece în virtutea (4) şi (6) \B\ = •—{2l)m"1. Prin 
K 

urmare, B este un întreg raţional şi. ne mai rămîne să verificăm că 
B se divide prin 2™"1 şi p r i n V - 1 (prin ipoteză l =£ 2). Verificăm mai 
întîi prima divizibilitate. 

Ca şi în pct. 1 notăm prin gs cel mai mic rest pozitiv modulo l 
•al numărului gs, g fiind o rădăcină primitivă modulo l fixată. Deoarece 

gm+8 + g* = 9m+s + g8 = g'(g~ + i ) = o (mod z), 
tatunci 

9m+8 + 9s = l-

Se deduce astfel că numerele gm+s şi gs au parităţi diferite. Vom 
considera congruenţele modulo 2 din inelul numerelor întregi al cor
pului 12(6). Datorită egalităţii 0m = — 1 pentru Ic impar obţinem 

TO—1 m—l 

I W = £ (g.P1 + sw0*(m+5>) = £ (g. ~ gm+,)Qks = 

m—l 

s j j dks (mod 2), 

de unde 

F(Qk)(l — 6*) ss 0 (mod 2). 

Aceasta arată că produsul 

B(l - 8)(1 - 83) . . . (1 - &~2) 

se divide prin 2m. Pe de altă parte, deoarece 0 şi 02 sînt rădăcini 
l — 1 primitive de ordinul l — 1, respectiv- -, atunci 

1-2 1 i m—l 

ft=l ^ 5 = 1 

şi deci 
(1 _ e)(l - 83) . . . (1 - 6'~2) = 2. 

S-a demonstrat astfel că B se divide prin 2™-1. 
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Pentru a demonstra divizibilitatea lui B prin I™-1 vom găsi mai 
întîi o descompunere a numărului l în divizori primi ai corpului 
JS(6). Deoarece Z este relativ prim cu l —1 şi Z = 1 (mod Z — 1) 
se deduce din teorema 2 § 2 că numărul l se descompune într-un pro
dus de <p(Z -— 1) divizori primi distincţi, norma fiecăruia dintre aceş
tia fiind Z. Fie q unul dintre aceşti divizori primi. Numerele 0 ,1 , 6, .... 
. . . , 6*-2 sînt oricare două necongruente modulo q (v. demonstraţia 

lemei 3 § 2) de aceea ele formează un sistem complet de resturi 
modulo q. Datorită congruenţei 

1 __ gi-i = I J (1 — Q*g) ss 0 (mod l) (14} 

q trebuie să fie divizor al unei anumite diferenţe 1 — 6*$. Dacă 
1 — 8*gr == 0 (mod q) şi 1 — dsg s 0 (mod q), atunci 9* ss Qs (mod q) 
şi deci 0* •=• 0*. în acest mod, q este divizor al unei singure diferenţe 
1 —- %kg din descompunerea (14). Să arătăm că în acest caz Jc este 
relativ prim cu l—l. Dacă (Zo, Z —1) = dy atunci, ridicînd congruenta* 

l — 1 tzl 
1 == 0*gr (mod q) la puterea- obţinem că g ă —1 se divide prin 

d 
q şi deci se divide şi prin Z, ceea ce este posibil numai dacă d = 1. 

Dacă întregul a e J?(8) se divide prin q, atunci JV(GC) se divide 
prin ,.¥(q) = L Beciproc, din divizibilitatea lui -ZV(a) prin Z rezultă că 
a se divide cel puţin prin unul dintre divizorii primi care intervin în l. 
Toate cele cp(Z — 1) diferenţe 1 — 8*gr, pentru care & este relativ 
prim cu 2 - 1 au, evident, aceeaşi normă, care se divide prin Z, de 
aceea fiecare dintre aceste diferenţe se divide printr-un anumit 
divizor care intervine în Z. 

Am demonstrat astfel că oricare ar fi k relativ prim cu. Z — l r 
există un singur divizor prim care divide pe l (fie acesta qk)9 pentru 
care 

•1 - Qkg s= 0(modq*) (15) 

şi astfel încît pentru toţi s care nu sînt relativ primi cu Z — 1, dife
renţa 1 — Qsg nu se divide prin nici un divizor prim qfc. Putem scrie 
descompunerea numărului Z în corpul B( 0) sub forma 

l = II q*, 
(k, J - l )= l 

unde Jc parcurge un sistem, redus de resturi modulo Z —- 1. 
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Să revenim la problema divizibilităţii numărului J5 prin l™*1. 
Deoarece în inelul numerelor întregi al corpului JB(8) este îndeplinită 
c ongruenţa 

JF(6*)(1 - gW) = £ (fif8*)*(l—flf8*) r r l - ^ e ^ - l - ^ s O (mod l), 

atunci JF(8*)(1 — gQ*) se divide prin Z. Din cele demonstrate se deduce 
că JF(8*) se divide prin Z pentru (fc, l -— 1 )> 1 şi se divide prin Zqj1 

pentru (Jc, l —1) = 1. Convenim ca în cazul (Jc, Z— 1)> 1 să notăm 
cu qfc divizorul unitate. Putem spune că F(8&) este divizibil prin 
Zq^1 oricare ar fi Ic. Prin urmare, produsul 

B = .F(0).F(03) . . . Ĵ ( G1-2) 

se divide & prin 

zw II q r 1 ^ ^ II qr1 = î—S 
A=l, 3, ..., J-2 ( M - l ) = l 

ceea ce demonstrează că fe* este un număr întreg. 
OBSERVAŢIE. Formulele explicite pe care le-am obţinut pentru 

numărul h al claselor de divizori în cazul corpurilor ciclotomice şi 
pătratice ne determină în mod natural să ne punem întrebarea : care 
sînt acele corpuri Jc de numere algebrice pentru care sînt valabile 
formule analoage? Faptul că formulele găsite pentru h se referă la 
caracterele grupurilor Galois respective arată că în această situaţie 
este esenţială normalitatea corpului Jc şi comutativitatea grupului 
său Galois. într-adevăr, pot fi imediat deduse formule întrutotul 
analoage pentru orice corp 7c cu proprietatea că este o extindere abe-
liană a corpului E al numerelor raţionale. Este suficient să se aplice 
regulile de descompunere ale numerelor prime raţionale în acele 
corpuri Jc, reguli furnizate de teoria corpului claselor. 

Teoria generală a corpului claselor ne furnizează regulile de des
compunere ale divizorilor primi p ai unui corp Jc de numere algebrice 
într-o extindere finită abeliană KjJc. De aceea pot fi căutate formule 
pentru raportul Ji(K)jJi{Jc) al numerelor claselor de divizori ale acestor 
corpuri. î n această direcţie sînt cunoscute numai rezultate disparate. 
Se cunosc formule pentru raportul Ji(E)/h(Jc) pentru cazul cînd fc 
este un corp pătratic imaginar. Aceste rezultate sînt asemănătoare 
eu teorema 2 : formulele se prezintă ca indicele unui grup, generat 
de anumite unităţi speciale, în grupul tuturor unităţilor'Corpului K. 
(WOVIKOV, A. P., Despre numărul claselor în corpurile cu înmulţire 
complexă, Izv. A. N". SSSE, ser. mat. 26, H"=5,1962,677--686 \Bespre 
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numărul claselor în corpurile abelîene peste un corp pâtratic imaginar:,Izv. 
ÂJJ.S8SB,'ser. mat. 31, m 3, 1967, 717-726 ; EAMAOHANBBA K., 
Borne applications of Kroneeker1s Urnit formulas. Ann. of Math. 
80, H"«l, 1964,104-—148). Alt caz interesant în care se verifică for
mule analoagca fost descoperit de Hecke. El a avansat ipoteze foarte 
plauzibile conform cărora raportul h(K)lli(k) trebuie să aibă o expri
mare întratotiil elementară, analoagă formulei (7) pct. 1 § 4 sau for
mulei (6) pct. 1 din acest paragraf, cînd k este o extindere pur reala a 
corpului numerelor raţionale, iar K este o extindere pătratică pur 
imaginară a acestuia. Condiţiile impuse asupra lui Ic şi K arată că 
oricare ar fi scufundarea izomorfă 9 : k -* O a corpului k în. corpul 
numerelor complexe O, corpul <p(7v) este inclus în corpul numerelor 
reale şi, apoi, în cazul K = fc(l/V), atunci <p(̂ x) < 0 în cazul oricărei 
scufundări 9. Această ipoteză a fost demonstrată chiar de Hecke în 
cazul corpurilor pătratice reale Ic (HECKE, E., Bestimmung cler Klas-
senzalil einer neuen Beihe von algebraischen ZaMkdrpem, î^aclir. 
Akad. Wiss. Gottingen, Math. phys. Kl. Ha, 1921, 1—23). în cazul 
corpurilor cubice ipoteza lui Hecke a fost demonstrată de Eeidemeis-
ter (EEIDEMEISTEE, K., Vber ăie Relativklassenzahl gewisser relativ-
quaăratischer Zalhlkorper, Abhandl. math. Semin. Univ. Hamburg, 
1, 1929, 27--48). Ulterior această problemă interesantă nu a mai 
fost studiată. 

4* Condiţia ca h* şi I să fie relativ prime. în. pct. 3 § 7 cap. I I I 
am constatat cît de important este să dispunem de un criteriu care să 
ne permită să stabilim dacă numerele h şi l sînt sau nu. relativ prime, 
cu alte cuvinte, dacă numărul prim l este regulat sau neregulat. 
Deoarece h = h0 &*, numărul l va fi regulat dacă şi numai dacă 
ambii factori Ji0 şi fe* nu se divid prin l. în acest punct vom găsi o 
condiţie necesară şi suficientă pentru ca factorul li* să nu se dividă 
prin L Deoarece în paragraful următor vom constata că nici Ti0 nu se 
divide prin Z, dacă (fe*, Z) = 1 înseamnă că această condiţie va fi 
în acelaşi timp şi un criteriu de regularitate pentru, Z. 

Păstrînd notaţiile din punctul precedent,' considerăm raportul 

B FlQk) 

-=£- = n ^ . de) 
(divizorul principal (a) îl identificăm, cu numărul a). Datorită for
mulei (6) numărul fe* se divide prin Z, dacă şi numai dacă numărul 
întreg raţional (16) se divide printr-un divizor prim qt?, (s, Z —1) = 1, 
fie acesta q?_2 = q__1? adică atunci cînd cel puţin unul dintre divizorii 
întregi F(QJC)qIcl'"1 (fc = 1, 3, . . ., I — 2) se divide prin q_r Pentru 
aceasta este necesar şi suficient ca cel puţin pentru o valoare k = 
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= 1,3, . , . , I —2 divizorul F( 6*) qk să se dividă prin qlv Vom arăta 
că pentru k = l — 2 = —1 (mod l —1) ultima condiţie nu este înde
plinită. într-adevăr, conform (15), 6-fy == 1 (mod q_î) de aceea 

F(9~*) SE 2 ( 6 - ^ s Z - 1 » - 1 (mod q . J , 
r=0 

adică F( 6"1) nu se divide prin q_x şi deci.J^ft-^q^ nu se divide prin 
qî i ; In acest mod, pentru divizibilitatea lui h* prin Z este necesar şi 
suficient ca cel puţin pentru o valoare k = 1, 3, . . . , I — 4 numărul 
F(Qk) să se dividă prin q!_x. 

Pînă acum nu am impus nici o restricţie alegerii rădăcinii primi
tive g modiilo Z. Facem acum presupunerea'că g satisface congruenţa : 

g1"1 = 1 (mod l2) 

(dacă g nu satisface această condiţie, atunci se ia în-locul său g + #Z, 
x fiind ales convenabil). Deoarece congruenţa (14) este acum satisfă
cută modulo Z2, atunci 1 — Q*g se divide prin'qf pentru orice fc, relativ 
prim cu Z—l. în particular, 

8 == g (mod q!_!). 

Alegînd astfel-pe g condiţia ca F( Bk) să fie divizibil prin ql.t se găseşte 
imediat. într-adevăr, în virtutea congruenţei . 

F( 8*) - j f gs®** EE %gsg°* (mod qlx) 
s=0 s=0 

numărul F( Qk) se divide prin ql1? dacă şi numai dacă 

Z~2 

£ M5* = 0 (mod Z2). (17) 
s=0 

Pentru a aduce condiţia (17) la o formă mai comodă, considerăm con
gruenţele 

9s = 9S + fa, (mod Z2), 0.< 5 < Z — 2, (18) 
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unde as sînt numere întregi. Dacă ridicăm ambii membrii ai congru
enţei (18) la puterea fc + 1 (k = 1, 3 , . . . I — 4), obţinem 

gf+i s g*[*+i) + (fc + i ) j * * ias s ^(t+D + (fc + i ) # * % _ ^ ) (mod P), 

0*+l == (fc + 1 ) g$ gs>< _ ^ ( t + U ( m o d P). ( 1 9 ) 

Să însumăm congruenţele (19) după toţi s = 0 ,1 , . . . , I — 2. Deoarece 
<7*+1 ^ 1 (mod J) pentru h + 1 < î —3 şi gr'-1 = 1 (mod Z2), atunci 

K 
V «*<* +D = » 1 = o (mod Z2) r 

._o 0*+1 — 1 
şi, în consecinţă, 

jfsff+1s(fc + 1) jfflr, ^ ( m o d Z2). 

însă fc + 1 ik 0 (mod Z) şi de aceea condiţia (17) este echivalentă cu 
congruenţa 

s*+i = xf ^ + 1 = E 1 »*+i s ° ( m o d î8)- } 

Am demonstrat astfel următoarea teoremă. 
TEOREMA 3. 'Pentru ca numărul fe* să nu se dividâ prin L este 

necesar şi suficient ca nici unul dintre numerele 

Sk = jţn* (fe = 2,4, . . . , Z-3) (20) 
n~î 

sâ nu se dividâ prin l2. 
Observăm că toate numerele Sk pentru Ic & 0 (mod l — 1) se 

divid prin l (v. congruenţa (10) § 8). . . 
Să reformulăm teorema 3 utilizînd numerele lui Bernoulli (defi

niţia numerelor lui Bernoulli şi unele proprietăţi ale acestora sînt 
expuse în § 8). Deoarece numerele 2, 4, . . . , I —3 nu se divid prin 
l — 1 , atunci conform teoremei lui Staudt (teorema 4 § 8) numerele 
lui Bernoulli JB2, J34, . . . , Bt_s sînt l-întregi (nu conţin pe l la numitor) 
Apoi, sumele Sk satisfac congruenţele 

Sk = Bkl (mod l2) (fc = 2, 4, . ..., Z - 3) (21) 
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(în inelul numerelor Z-întregi; vezi congruenţa (11) § 8)i Prin urmare 
este îndeplinită următoarea teoremă. 

TEOREMA 4. Numărul fo* nu se divide prinZ, dacă şi numai' dacă 
numărătorul numerelor lui Bernoulli J32, B^ . . ^ B^z nu se divide 
prin Z. 

De exemplu, deoarece numărătorii numerelor B2, JB4, J36, JB8, 
JB10, B12J BU nu se divid prin 17, atunci numărul Z = 17 este regulat. 

OBSERVAŢIE. Pentru a stabili că numerele /&* şi l sînt relativ prime 
nu este necesar să se găsească valorile exacte ale numerelor lui Ber
noulli. Este suficient să se considere relaţiile de recurenţă (2)' § 8 
drept congruenţe modulo l şi din aceste congruenţe să se determine 
succesiv B2J JB4, . .., J3Z_3. Numărul A* va fi relativ prim cu Z, dacă 
şi. numai dacă toate aceste numere nu se divid prin Z. 

5. Observaţie asupra structurii operatoriale a grupului claselor 
de divizori. î n ultimii ani au fost obţinute rezultate profunde care 
pun în lumină dintr-un nou. punct de vedere structura grupului 
claselor de divizori ale corpului Z-ciclotomic K = JS(£)> ^ ~ 1-
Anuiîie, aplicând divizorilor corpului K automorfismele grupului 
său G-alois <x, transformăm grupul £> al divizorilor într-un grup 
cu fr-operatori (v. §5, cap. I I I , problema 20). Deoarece subgrupul 
divizorilor principali este, invariant relativ la automorfismele din G, 
atunci şi grupul claselor de divizori (£ al corpului K este înzestrat cu 
o structură de grup cu 6-operatori. Se poate face aceeaşi afirmaţie 
şi despre componenta sa Z-primară. Structura ultimului grup cu 
(f-operatori cu rezultatele amintite este descrisă de: (IwASAWA, IL A., 
A eîass number formula for eielot ornic fields, Ann. Matli. 76, NI 1,1962, 
171—179). Majoritatea acestora se referă la cazul mult mai general 
al unui corp Z-ciclotomic pentru orice n ^ 1, dar le vom expune 
pentru cazul studiat, aici anume n = 1. 

Aproape toate aceste rezultate au fost obţinute, ce-i drept, 
într-o anumită ipoteză restrictivă: numărul Ji* al claselor de divi
zori ai subcorpului real al corpului K nu trebuie să se dividă la l. 
Este posibil ca, de fapt, această condiţie să nu impună nici un fel de 
restricţii asupra lui Z; există motive să se presupună că h* nu se di
vide prin l pentru nici un Z. Oricum, aşa cum s-a amintit în pct. 3 
§ 7 cap. I I I , A* nu se divide prin Z pentru Z < 5500. Admiţînd condiţia 
liQ ş£ 0 (mod Z), se poate demonstra următoarea situaţie surprinză
toare : 

l-Componenta primară (fz a gnipului claselâr de divizori al îinut 
Corp l-ciclotomic este un grup cu G-operaiori cu un singur generator. 

Să clarificăm sensul exact al acestei afirmaţii. Fie L inelul nume
relor Z-întregi raţionale şi A = L[G] inelul grupai al lui G peste L. 
înmulţirea cu elementele lui G transformă pe A într-un grup cu 6r-ope-
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ratori (6r-modul). Teorema enunţată arată că <£, privit ea grup cu 
operatori este imaginea liomomorfă a (î-grupului A. 

Se poate chiar indica in mod explicitun ideal J al inelului A, 
care este nucleul acestui homomorfism. Pentru fiecare a = 1, . . . 
. . ., I— 1 fie Ga automorfismul corpului K = B(l) definit prin aa(£) = 
= ţa, şi notăm 

Atunci 

J = ( A — ) n A, (22) 

unde intersecţia se consideră în inelul R[G] peste corpul numerelor 
raţionale. în acest mod există izomorfismul 6-operaţional 

ez » A/J. (23) 

Din această formulă se pot obţine consecinţe şi mai explicite. 
Fie lm exponentul ^grupului abelian dt. Grupul d,' poate fi'"privit 
ca modul, în mod natural, peste inelul-fac tor ZjfrZ. î n grupul 
elementelor inversabile din ultimul inel este conţinut im grup ciclic 
multiplicativ de ordinul l --1 şi din această cauză există, f— 1'" hoino-
morfisme ale grupului O în grupul multiplicativ al inelului ZjlmZ. 
Aceste homomorfisme or(r = 1, . . . , l = 1) sînt unic determinate 
prin condiţia 

cpr(erj = ar (mod î). 

Pentru fiecare r notăm prin %r subgrupul grupului £i?. compus 
din acele elemente x pentru care 

a(x) = #*r(°î 

pentru toţi <J e (?. Grupul (£, admite descompunerea în produs direct 
de subgrupuri cu O -operatori 

«.=n«r-. 

Din formulele (22) şi (23) se poate deduce că toate % sînt grupuri 
ciclice Z-primare, iar 2lr # 1 dacă şi numai dacă f este impar r> 1 
şi numărul lui Bernoulli B^r se divide prin L 
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FROBLEME 

1. Fie KQ subcorpul corpului Z-ciclotomic R(ţ), £z =~~ 1, compus din toate numerele 
sale reale. Să, se arate coincidenţa corpurilor KQ şi R(ţ + C"1) şi că gradul acestora 

1—1 • ' ' • . • . ' ' . ' ~Y~ , 
e s t e . Să se demonstreze apoi că discriminantul corpului K0 este l ", iar regula-

2 

torul său R0 este legat de regulatorul R al corpului jR(0 prin relaţia R = 2 R0 . 
2. Considerăm numărul prim p, diferit de / şi fie f cel mai mic număr na tu ra l 

pentru care pf ~ 1 (mod l). Să se arate că numărul p se descompune în corpul KQ într-un 
l — 1 • <• . I"— t 

produs de —-— divizori primi de gradul f pentru f impar şi într-un produs de — — di-

f vizori de gradul pentru f par. 

3. Să se demonstreze că zeta-îuncţia KK0(S) a corpului J£0 verifică relaţia 

lim ( s - l ) ^ ( ş ) = TT . L( l , X), 
s-+l i J -

unde x parcurge toate caracterele numerice modulo l pare, diferite de caracterul uni
ta te %Q. 

4. Să se demonstreze că numărul claselor de divizori ai subcorpului real R(ţ -f-
-f- C 1 ) al corpului /-ciclotomic este dat de factorul hQ ai numărului claselor corpului 
*<©. \ 

5. Să se demonstreze ca factorul h* este dat ele formula 

h*.^ • 
(2iya det (gm+i+l.-— 9i+})o<isj<m-l 

unde gs este cel mai mic rest pozitiv modulo l = 2m + 1 al numărului gs (g este o rădă
cină primitivă modulo /). 

(î. Să se calculeze factorul h* pentru 1 = 7 . 
7. Să se arate că numărul prim 37 este neregulat. 

§ 6. CONDIŢIA DE l^EGULABITATE 

Ke propunem în acest paragraf să demonstrăm că în cazul cînd 
factorul fe* al numărului claselor de divizori al unui corp I-ciclotomic 
nu se divide prin Z, factorul Ji0 nu se divide^ la rîndul său prin l şi, 
prin urmare, numărul prim l este regulat. î n cursul demonstraţiei 
vom mai arăta că în cazul unui număr l regulat orice unitate a cor
pului K= B(Qy congruentă modulo l cu un număr întreg raţional, 
este o putere a Z-a. Pe această afirmaţie, cunoscută sub numele de 
Ierna lui Kummer, se bazează demonstraţia celui de al doilea caz al 
teoremei lui Fermat pentru exponenţi regulaţi. Atît condiţia de regu
laritate cît şi lema lui Kummer sînt, după cum se vede, consecinţe 
simple ale situaţiei că pentru l X ^* în completarea l-adică Ji\ a 
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corpului JBT = JS(0, I = (1 — Q, valorile log G^/ft = 2, 3,.". . , ^ — ^ ) 

formează o bază a mulţimii numerelor „reale" întregi 1-adice avînd 
urma nulă (unităţile Qk sînt definite prin egalităţile (10) §5). 

1. Corpul numerelor I-adiee. Corpul ciclotomic K = -JR.(£), L = 
= cos—- + i sin — > pentru Z prim, i! ^ 3, are, cum se ştie, gradul 

l — 1 , iar descompunerea în acesta a numărului Z în factori primi are 
forma Z = V""1, unde 1 = (1 — Q este un divizor prim de gradul întîi. 

Să examinăm completarea l-adică JBTj a corpului K. Elementele 
acestei completări le vom numi numere I-adice. Corpul complet Ki 
conţine un subcorp izomorf canonic cu corpul Bt al numerelor Z-adice, 
(acest subcorp coincide cu închiderea corpului B în Jfj). în virtutea 
acestui izomorfism canonic se poate considera că Bt c ii"j. 

Deoarece I este singurul divizor prim care divide pe 7, atunci. 
cu teorema 1 § 2 cap. IV gradul extinderii K\IBi este l — 1 = (K : B). 
Din aceeaşi cauză (v. (6) § 2 cap. IY) oricare ar fi a e K este îndepli
nită egalitatea 

^7Ar/2e(a) == NK^K). (1) 

LEMA 1. In inelul numerelor întregi \-adiee există un anumit 
element primi X, astfel ca : 

1) A*"1 + l = 0, 

2) X = ţ - 1 (mod X2). 

Elementul X este unic determinai prin condiţiile 1) si 2). 
Datorită egalităţii (5) §1 cap. I I I găsim 

* - ( i + 0 ( i + C + *C2)... ( i + i + 'C2 + . . . + Cz-2). 
( i r\i-i 

Trecînd în această egalitate la congruenţă modulo elementul prim 
1 — K din corpul Jfj (amintim că vj (1 — t) = 1) şi ţinînd seama că 
C = 1 (mod 1 — Q Şi că (Z — 1)! -f 1 = 0 (mod l) (teorema lui 
Wilson), obţinem 

• - = 2 • 3 . . . (I - 1) s - 1 (mod 1 - 0-
" (1 - O'-1 
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Tom arăta că unitatea 1-adică • 

- l 
a = — » 

(1 - O1-1-. 
congruentă cu 1 modulo 1 — £, poate fi reprezentată sub forma a = 
—- y1"-1. î n acest scop considerăm polinomul F(X) = X1"1 — a. 
Deoarece JF(1) = O f m o d l - l) şiFf(l) & 0 (mod 1 — T), se deduce 
că în Kx există o unitate y astfel încît F(y) = 0 (v. sfîrşitul pct. 2 § 1 
cap. IY). Prin urmare, a = y^1 , ceea ce trebuia dovedit. Notînd în 
continuare X =.- (£ — l)y obţinem elementul prim X care are proprie
tăţile cerute. Orice alt \ care îndeplineşte condiţia 1.) are forma 
X 6, unde 6 este o rădăcină de ordinul l — 1 din 1. Din congruenţa 
XO H= X (mod X2) se deduce însă că 0 = 1 (mod X). Dacă rădăcina 
8 ar fi diferită de 1, atunci l — 1 s-ar divide la X, ceea ce este imposi
bil. în consecinţă 0 = 1 şi deci Xx = X. Lema 1 este astfel complet 
demonstrată.. 

î n cele ce urmează vom înţelege prin X acel element prim al 
corpului Jfţ, determinat unic prin condiţiile lemei 1. 

Pentru fiecare fc, relativ prim cu Z, corespondenţa t —> Kk defi
neşte un automorfism ak al extinderii K/B. Dacă or este unul dintre 
aceste automorfisme, atunci funcţia v'(a) = vţ(a(a)), oce.K,. este 
exponent al corpului K şi acest exponent constituie o prelungire a 
exponentului Z-adic vz al corpului B. Penti:u v? există însă o singură 
prelungire pe corpul Bf şi anume vţ. î n consecinţă y' = vT şi deci 
V|(a(a)) = vţ(a) pentru orice a e K. Din aceasta se deduce imediat 
că prin a/utomorfismul a orice şir fundamental'de elemente âleluî 
II (relativ la norma care corespunde divizorului prim 1) are ca ima
gine tot un şir fundamental. Aceasta dă posibilitatea prelungirii 
automorfismelor a = a& ale. corpului K pe corpul Kx. Şi anume, 
dacă | — lim-a„(aw e l f ) , se poate nota 

a(£) = lim a((xn) 

(se verifică imediat că <J( E,) nu depinde de alegerea şirului {aw} şi, mai 
mult, că aplicaţia £-> G( t) este un automorfism al extinderii Jfţ/JEţ). 

Deoarece extinderea KxjRl are gradul de inerţie 1, iar indicele 
de ramificare este Z — 1, atunci cu teorema 4 § 1 cap. IY toate nume
rele întregi I-adice se reprezintă unic sub forma 

«o + %>H- . . . + «i-2 ^ " 2 (2) 

aţ fiind numere întregi Z-adice. 
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(3) 

Subcorpul numerelor reale ale corpului If este format din acei 
a e K, care rămîn invarianţi la acţiunea âutomorfismului a„x: t —> ţr1. 
Să căutăm care numere I-adice sînt invariante relativ ia c—x. Deoarece 
X*""1 = — Z atunci şi (^(X))1--1 = — Z şi deci a~1(X) = X0, unde 
6 este o rădăcină de ordinul l — 1 din 1. Conform problemei 4 § 3 
cap. I rădăcina 6 este conţinută în El7 de aceea 

:" • a i t ( X ) - ^ ^ 

şi cum, pe; de ;altă parte, aî^X) ===• X, atunci 6 == ± 1 . Dacă am avea 
6 =3ă 1, atunci un număr arbitrar I-adic reprezentat sub forma (2) 
avînd coeficienţii 1-adici' aţ ar rămîne neschimbat la acţiunea âuto
morfismului cr-x, ceea ce nu este adevărat. în consecinţă, 6 = •—1 
şi cr_3(X) = —X. în acest mod, la acţiunea âutomorfismului a±.± în 
corpul 'JBTj vor rămîne invariante numai numerele l-adice: de forma 

m-1 ( l — 1 \ 
• • £ b^ lbteBt, m = - ^ i - J - •• 

Toate aceste numere formează în Ifjun subcorp de gradul m =*=' 
2 

peste Er Pentru comoditate le vom numi îii continuare numere I-adice 
,, reale". 

Să calculăm'urma numărului l-adic (2) (relativ la' extinderea 
Kţ/Bi). Pentru oricare i = 1, . . . , I — 2 matricea transformării 
liniare 5 -> X*2;(£ eiTj) îii ba£a 1, X, . . . , X*~~2 va' avea diagonala 
principală compusă din zerouri (deoarece Xl~x = — Z), ele aceea 
QţxjRj (X*) == 0 (pentru i = 1, . . . , I — 2). Se deduce astfel că :urma 
numărului (2) este aQ(l.— 1). Toate numerele I-adice avînd norma 
nulă (relativ la JS,).- sint deci caracterizate, în descompunere» (2), 
prin coeficient a0 'nul. 

ÎSTe vom ocupa în continuare de mulţimea ăft a tuturor numerelor 
,,reale" l-adice avînd norma nulă. Din cele spuse mai sus se poate 
cleduce că M este dată de toate combinaţiile liniare 

m—l 

avînd coeficienţii bi numere întregi l-adice. 
Putem introduce pe.corpul Kx funcţiile log e şi exp a definite 

prin serii de puteri (v. pct. 2 § 5, cap. IV)/Deoarece indicele de rami
ficare e al extinderii K^jBi este l — 1, înseamnă că pentru această 
extindere numărul + 1 este 2 şi deci seria exp a converge 
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pentru toţi întregii a e Kţ care se divid prin X2. Funcţia log e este 
definită, cum se ştie, pentru toate unităţile principale ale corpului JTţ. 

Dacă s este o unitate principală a corpului Jf j , adică e = 1 (mod X), 
atunci oricare ar fi automorfismul ak este îndeplinită şi congruenţa 
ak(z) = 1 (mod X) şi deci log cxfc(e) are sens. în această situaţie (con
secinţa 1 a teoremei 11 § 2 Complemente) 

SP *,/*, log e = £ <j*(log e) = £ log (a* (e)) = 

= log ( Ş «.(=)) = l o g ( ^ e ) . 

Să presupunem că e este unitate a corpului Jf. Bineînţeles că 
e va fi unitate şi în corpul K^ totuşi log s poate să nu aibă sens 
deoarece în general e nu va fi unitate principală în if{. Congruenţa 
s == a (mod X) va fi totuşi verificată pentru un anumit număr întreg 
raţional a care nu se divide prin l. însă a1"1 = 1 (mod l) de aceea 
t1"1 == 1 (mod X), adică s1""1 va fi unitate principală în Jf|. Logarit
mul log t1^1 are deci sens, şi din formula (1) se aeduee 

SVM^g ^ i ) = l o g (NKllRi e^) = log ( ^ e ' - i ) = 0, 

deci numărul întreg I-adic log •e1"1 are urma nulă. Dacă e este o uni
tate reală a corpului JBT, atunci log el~x va fi, evident, tot „real". 

Astfel, oricare ar fi unitatea reală s a corpului K, numărul 
I-adic log 8JJ1 aparţine mulţimii S0Î, adică admite o reprezentare de 
forma (4). î n particular, aceasta este adevărat şi pentru unităţile 
6fc i k = 2, 3, . . . , m = J definite prin formulele (10) § 5. Prin 

urmare, 
wt—1 

log 6 l - i = ^ &MX2J ( 2 < f c < w ) (o) 

coeficienţii 6W fiind numere întregi I-adice. 
Trebuie să demonstrăm că în cazul cînd factorul h* al numărului 

claselor de divizori al corpului K nu se divide prin î, numerele 
I-adice log O r̂1 formează o bază a lui 9R peste inelul numerelor 
întregi Z-adiee în sensul că orice £ e SER se reprezintă unic prin o com
binaţie liniară a acestora avînd coeficienţii numere întregi î-adice. 
Este suficient, în acest scop, să se arate că defc (bki) este unitate l-adică, 
deci eă det (bki) =£ 0 (mod l). 

2. Cîteva congruenţe auxiliare* Seria" exp x converge în corpul 
E\ numai pentru întregii x care se divid la'X2. Eelativ Ia aceasta este 
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indicat ca; în anumite cazuri în locul, seriei exp x să se considere poli-
n o m u l . 

i.! . 21 . .;. ( z - i ) ! . . : ...-:. ,' 

care se obţine din exp x prin omiterea tuturor termenilor de grad 
cel puţin l (în locul lui l se poate lua, orice număr natural, însă tocmai 
această definiţie' ne este utilă). Deoarece pentru h < l — 1 coefi-

1 
cienţii —- sînt numere întregi Sadice,, atunci %}(%) va fi unitate 

/ v i 

principală a corpului Kx pentru orice întreg x == 0 (mod X). 
Deoarece produsul'seriilor exp'a? şi "exp y este dat de • seria 

exp (x 4- ?/)? se deduce imediat'. că . * '• < 

s , FJ(X) E(y) = E(x + '#) + >(a?,.#), ,. (6) 

unde F(xj'y) este UIÎ polinom cu, coeficienţi întregi Sadici ai cărui 
termeni au tqti gradul cel puţin L 

LEMA 2... In inelul numerelor întregi l-adice este verificată con
gruenta 

.. J3(X)' = 1 (mod X22"1). . 
Notăm 

E(x) = .1 + xg(x)j • 

unde g(x) = 1 + -— + ..-.,, + •—™ -este un polinom cu cocii"-

2 ! ' . (I — l ) î 

cienţi întregi Z-adici. Atunci 

JE(X)1 = 1 + C\ xg{x) + .... + G'rHxgix))1-1 + xl g{x)1 = 

= 1 + lh(x) + xlg(x)', 
unde h(x) este. tot un polinom cu coeficienţi întregi Z-adici. Pe de altă 
parte, din relaţia (6) se mai deduce 

E{x)1 ='B(lx)+ xlM{x) 
şi deci 

m x l® , {IOC)2 (Ix)1-1
 f T T / v 

fo(*) ^ ^ + A_L- + .... + 0 - ^ + ^ i f f^ ) , ( 7) 
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unde II(x) = ibf(a?) — (̂ff)*- Identificînd în această egalitate coefi
cienţii aceloraşi puteri ale lui x constatăm că toţi coeficienţii lui 
H(x) sînt numere întregi Z-adiee care se divid la l. Simplificînd rela
ţia (7) prin Z-sîntem conduşi la egalitatea 

7^2 11-2 Tl-1 

m. = x + '~ + ... + -jfzj^r + <G{xh - • 
unde G(x) are coeficienţi întregi Sadici. Luînd aici x = X, se obţine 
congruenţa 

h(x) = X (mod X1) 
•şi deci 

111.(1) = ZX(mod X22"1). (8) 

în "continuare, deoarece g{\) == 1 (mod X), atunci </(X)' = 1 (mod X') 
şi deci : 

Xty(X)' = X* (mod X2*). 

Din relaţiile ..(8)- şi (9) se deduce (9) 

JE(x)r = 1- + IMX) + Xz 0(X)' = 1 + ZX -K X1- = 1 (mod X2*"1) 

(deoarece-ZX -f X?-'= 0), ceea ce trebuia demonstrat.' . 

LEM.Â,3. Oricare ar fi numărul natural li este satisfăcută congruenţa 

JB(fcX) = £*(mod X2). 

î n virtutea formulei (6) avem • •; . ' • 

E(JCA) = ECk)*(mod X»), 

d<ff aceea CMC suficient să w» demonstreze lema pentru cazul fc = 1. 
Din definiţia elementului prim X rezultă că £ = 1 -f- X (mod X2). 

Pe de altă parte, J3(X) = 1 -1- X (mod X-), de aceea 

C-^(X) = 1 (mod X2). .. 

Luăm ;. •.. • . " . :":'. 
- ^iJB(X): = l + 'X2

T, 
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unde y este un întreg 1-adic. Bidicînd această egalitate la puterea 
ia Z-a şi ţinînd seama de lema 2, obţinem congruenţa 

y (w +
 l<<1 - 1 )

 Y>4 + . . . + T*-i xA =0 (mod X2^1). 

• Expresia din paranteze se divide exact.prin X*+1
7 de aceea y == 0 (mod 

X*~2) şi deci 
C - ^ A ) s i (mod X'), 

<3eea ce demonstrează lema. 
Considerăm şi polinomul 

X(l +-x)=x-~+ . . . + ( - l ) ' - « i £ l f (9*) 
2 Z — 1 

-care se obţine din seria log (1 + x) prin omiterea termenilor de grad 
cel puţin L; 

LEMA 4. Doică -mimând întreg \-adic a se divide prin X2, atunci 

1,(1 + a) =s log (1 + a) (mod X1). 

într-adevăr, pentru n > 1 • găsim 

vi f—) £ 2»,— vx(n) & 2n- (l - 1) -Î2JL ^ 
U / In Z 

^ 7 , /• i\ , (l — 1) n ( Ini In n \ 7 

In Z \? — 1 n — l) 
(v. cap. IV pot. 2 §5). 

LEMA 5. Da^a e± şi e2 sînt unităţi primipale l-aăice, atunci 

L{e±e2) s L(et) + i (e 2) (mod X1).. 

Deoarece seria log (1 + x + y + xy) este suma seriilor log (1 + o?) 
şi log (1 + y), atunci 

i ( l + x + y + xy) = L(l + x) + L(l + y) + G(x, y), 

unde polinomul G{xry) conţine termeni de grad cel puţin Z şi are coefi
cienţi Z-adici întregi. Afirmaţia lemei 5 rezultă din verificarea congru
enţei 0(xj y) s 0 (mod X*) numai pentru x şi y care se divid prin X. 
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LEMA 6. în inelul numerelor l-adiee întregi este verificată con
gruenţa . ' . - . , 

L(t) = X(mod X*). 

Pentru demonstrare folosim egalitatea log exp x = x, din care 
rezultă imediat 

WE(x)) = x + H(x), 

unde H(x) este un polinom ai cărui termeni au toţi gradul cel puţin 
lj iar coeficienţii sînt numere întregi I-adice. Luînd x = X şi apli-
cînd lema 3 pentru fc = 1 obţinem congruenţa căutată. 

OBSEEVAŢIE. Fie H grupul multiplicativ al claselor de resturi 
modulo X1 al grupului unităţilor principale I-adice, iar •£ grupul adi
tiv al claselor de resturi al numerelor Z-adice întregi care se divid 
prin X, modulo X*. Se arată imediat că aplicaţia s -> L( z) (pe unităţi 
principale I-adice s) induce un izomorfism al grupului U pe grupul î . 
Izomorfismul reciproc 36 ~> U este indus în acest caz de aplicaţia 
a ~>i?(a)(a = 0 (mod X)). 

3. Baza numerelor întregi reale.l-adiee în cazul eînd (h*, l) •= 1. 
Bevenim la problema pusă la finele punctului 1. Pentru a decide 
dacă determinantul (bki) se divide sau nu prin Z ne este suficient să 
cunoaştem coeficienţii bki numai modulo l. Bineînţeles că doua numere 
întregi Z-adice âe forma (2) sînt congruente modulo Z, dacă şi numai 
dacă coeficienţii aceloraşi puteri ale lui X sînt congruenţi modulo Z 
(în inelul numerelor întregi I-adice), Se deduce astfel că pentru cal
culul coeficienţilor bki modulo Z putem înlocui pe log O^1 cu orice 
număr întreg Z-adic congruent modulo I (adicămodulo X*"""1) cu acesta. 

Vom păstra notaţiile introduse în § 5 pct. 2. Unitatea principală 
65""1 este reală, deci este congruentă cu 1 modulo X2 şi conform lemei 
4 avem 

log Q'jr1 = U^r1} (mod X1). (10) 

Să calculăm pe IA^IŢ1). Deoarece 

ljfe — — ~~ n 9 t — 1 
atunci 

ei = (i + K+ . . . + ' ^ - 1 ) ' ( - i ) 1 - * . 
Dar Z, = 1 (mod. X) şi deci 

] + < : + . . . + C*-1 = h (mod X), 
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de unde 
(i + ţ + ... + e-1)' = v (mod x) 

şi deoarece kl = fc (mod X*'1), a tunci 

(1 + S + . . . + e-1) ' = fc ( m o d x!_1)-

î n acest mod :, 

sau . ' 

Conform lernei 5 avem 

Din Ierna 3 se deduce insă că 

_ e r ^ s ? i ^ L z i (mod X'-1) 
- : • • • • -•• fcX ' ' - feX 

şi ţ inînd seama de Ierna 6 obţinem 

/ B ( X ) - l V X . ( W ^ U — ( i m n l X - V 

Tom demonstra că 

E(S) - 1 \ „ ^ = v ' 3 ^ 1 + . ^ M , ' (11) 
£ ( ~ J ~ 2 " Ă i (2fc)!2fc 

unde polinomul E(a?) are coeficienţi întregi Z-adici, iar J52fc sînt numere 
Bernoulli (v. § 8 din acest capitol). Utilizăm identitatea 

= E.TT*'-e* — 1 ~o n 
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Deoarece JS, = -, iar toate celelalte numere ale lui Bernoulli de 
2 

indice impar sînt nule, putem reprezenta această identitate sub forma 

C 1_ 1 * -B, 
2 e* — 1 

După integrare obţinem 
, e* — 1 

' x *?i (2fc)! 
^ - i C 2 * - 1 . 

In 
B. 

x »Şi(2fc)]2fc 
r,2# (îs 

(termenul liber al seriei este zero, deci pentru x = 0 funcţia din mem
brul sting se anulează). Din formula (12) rezultă imediat egalitatea 
(11). înlocuind în (11) pe x cu fcX, obţinem 

L { fcx j 
fcX a E 

« - 1 B2ih2tX2i 

(2t) ! 2i 
(mod X*-1) 

si deci 
»-i £ a l ( l - fc2i) X2i 

xtej-1) » mf % 1 ; o t ^ " ( m o d xJ-i) (12*) 
»=l ( ^ ) I ^ 

Coeficienţii 6M din egalităţile (5) satisfac pr in urmare congruenţele 

t>M = 
B2i(l - fc2i) (mod Z) ( 2 < fc < m ' Z - l 1 < i < m 

(2i) ! 2Î~ v — — , ^ - ^ - ^ 2 

Atunci însă det (6^) este congruent modulo l cu determinantul 
1 2 2 - 1 2 4 ~ - l . . . 2 Z ~ 3 - 1 | 

| 3 2 — 1 34 —1 . . .3 1 *- 8 — 1 |. . i i (2i) » 9,i 

m- 1 m4 — 1 . . . rft}-%— 1 

Determinantul de mai sus se reduce imediat la un determinant Van* 
dermOBde, fiind dat de produsul 

JJ (r2 — s2) = n (r + 8)(r — 5) 
în care nici un factor nu se divide prin l. Dacă li* ş£ 0 (mod l) numă
rătorii numerelor lui Bernoulli JB2, . . . , B^s nu se divid prin l şi 
oţinem că 

clet"(&w) & 0 (mod l). ; 
Am demonstrat astfel următoarea teoremă. 
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TEOREMA 1. Dacă ft* ş£ 0 (modZ), atunci numerele întregi l-adiee 
„reale" favînă urma nulă se reprezintă unic sub forma unor combinaţii 

, liniare. • , 

X^iogeir1- (13) 

e-& coeficienţii întregi l-adici als. 

4. Criteriul de regularitate şi lema lui Kuninier. Teorema 1 
obţinută mai sus permite demonstrarea imediată a următoarei 
teoreme. 

TEOREMA 2. Bacă în 'cazul corpului Pcidotomic R(ţ) factorul fe* 
al numărului claselor de divizori nu.se divide prin l, alunei nici facto
rul h0 nu se divide prin l. 

Demonstraţie. î n ipoteza că7i0 = (13 : E0) este divizibil prin Z (v. 
notaţiile teoremei 2 § 5) putem găsi o unitate reală pozitivă s e l 
care nu este conţinută în E0 dar zl e E0? adică. 

m 

s1 = .n «?> (14> 
'fc = 2 

Cfc fiind întregi raţionali, nu toţi divizibili prin l (în caz contrar unita
tea z ar aparţine lui JE0). Eidicînd egalitatea (14) la puterea l —1 şi 
apoi logaritmînd (în corpul ifj), obţinem 

ziog s1-1- £c*iog eir1. (15) 

Pe de altă parte, deoarece valoarea log z1"1 aparţine lui 501 trebuie să 
admită o reprezentare de forma (13); comparînd această reprezen
tare cu (15) deducem că toate rapoartele — sînt numere întregi 
î-adice. Aceasta este însă imposibil deoarece nu toţi ck şînt divizibili 
prin L Contradicţia obţinută demonstrează teorema 2. 

CONSECINŢA. Numărul prim £>3 este regulat, dacă şi numai dacă 
numărătorii numerelor lui Bernoulli J32, J64, . .., J3J_3 nu se divid 
prin ?. ' . ' . , . 

TEOREMA 3 (lema lui Kummer). Fie l un număr raţional prim 
regîdat. Dacă o unitate z a corpului l-ciclotomic R{Z) este congruentă 
modulo l cu un număr întreg raţional, atunci ea reprezintă puterea a 
l-a a unei alte unităţi* '"•••"' ,; 
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Demonstraţie. Fie e m a (mod l). Vom arăta mai întîi că e este 
o unitate reală. Dacă z = ţ*sv unde z± este o unitate reală, atunci 
st s& (mod X2), b fiind număr întreg raţional şi XJC = 1 + fcX (mod X2), 
Din congruenţa a s ft(l -f fcX) (mod X2) deducem fc == 0 (mod l) 
şi afirmaţia făcută este demonstrată. Deoarece —1 = ( —1)\ se 
poate presupune că e>0, adică e e E. Din congruenţele z1"1 — a1"1 == 
= 1 (mod 0 rezultă că log e*-*1 = 0 (mod l) şi de aceea în virtutea 
teoremei 1 

log e^^szojfciog.'esr1, (ie) 
jfe=2 

unde cfc- sînt întregi Z-adiei. Pe de altă parte, deoarece subgrupul E0 
are un indice finit în 25, atunci za e JB pentru un anumit număr natu
ral a şi deci 

k=*2 

<#fc fiind întregi raţionali. Evident, putem considera că exponenţii 
a, $2, . . . , <?m sînt relativ primi în totalitate (deoarece în grupul 'E 
nu există elemente de ordin finit, se poate simplifica în (17) prin divi-
zorul lor comun). Eidicînd egalitatea (17) lă puterea l — î , iar apoi 
logaritmînd (în corpul Kt) obţinem 

m 
a log e ' - i = E g l o g e * " 1 . 

Comparînd aceasta cu egalitatea (16) sîntem conduşi l a egalităţile 

djc~.la.Ct (fc• = 2, . . . , m), 

Deoarece numerele aclc sînt întregi Z-adiee, se deduce că toţi dfc se 
divid prin l şi deci za este o putere a l-a : za .= .ef,.. unde sj e JS0. 
Datorită condiţiei (a, d2, . . . , dm) = 1 obţinem şi că a este relativ 
prim cu ly de aceea 1 = au + l v cu u şi v numere întregi raţionale, 
deci , . , 

e = ( e , ) , ( e f ) , = ( ^ 1 , 
ceea ce trebuia demonstrat. 

PROBLEME 
2TT 2TT 

1. Fie p un număr prim de forma 4n -\~ 1, £ = cos -f- isin , X = £ — 1, 
P P 

P - l " . . 
m = . L u a m 

2 

5 = n '6*p * 
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nu.se
djc~.la.Ct


K7V l 7T l * 
unde 6jt = s in—-(s in—— j , 1 ^ k ^ p — 1. Să se arate că în corpul p-ciclotomic 

P i :iP j 
jR(ţ) este verificată, congruenţa , 

L^-1) = ^~^~ lm =E -2Bm / p ( m o d Xw+1). 
m ?. • 

Prin L s-a notat funcţia definită prin egalitatea (9*), iar Bm este numărul lui Bcrnoulli. 
(Se va folosi congruenţa (12*) şi congruenţa din problema (14) §4.) 

2. Fie s = T + U Yp> 1 unitatea fundamentală şi h numărul claselor de divi-
zori ai corpului pătratic R(Yp), unde numărul prim p =~ 1 (mod 4). Cu ajutorul pro
blemei precedente şi al teoremei 2 §4 să se demonstreze congruenţa 

hU = TBm (mod p) im = ^ — — ] 

(în inelul numerelor raţionale p-întregi).,. 

§ 7. AL DOILEA CAZ AL TEOEEMEI LUI .FEBMAT 
PENTEU EXPONENŢI ;EEGFLAŢI 

1. Teorema lui Fermat. 

TEOREMA 1. în cazul unui număr prim regulat l ^ 3 ecuaţia 

...,.col+-yl = xl (1) 

nu este rezoluhilă în numere xr y1 z întregi raţionale -nemţie. 
Demonstraţie. Admitem că numerele întregi x, y, z relativ prime 

(nenule) satisfac ecuaţia (1). Deoarece primul caz al teoremei lui 
Fermat a fost discutat înpct. 3 § 7 cap. I I I vom presupune de această 
dată că un singur număr dintre acestea se divide prin l. Vom consi
dera că z se divide prin l (dacă, de exemplu, y se divide prin Z, egali
tatea (1) o transcriem sub forma xl +(—z)1 = (—y)1. 

Fie z = Vcz0, unde (z01 î) = 1, fc > 1. Deoarece în corpul Z-eiclo-
tomic R(Z) numărul l admite descompunerea l = (1 — Q1-1

 £, unde 
s este o unitate a corpului B(Q (lema 1 §1 cap. III), atunci în 
corpul J?(C) egalitatea (1) poate fi reprezentată sub forma 

x* + y* = S ( l - <C)^4 ' " l"""""!f'"'(2) 

unde m = k(l — 1)> 0. Pentru demonstraţia teoremei este suficient 
să se arate că o egalitate de forma (2) este imposibilă. Vom demonstra 
chiar mai mult şi anume vom stabili că o egalitate de forma (2) este 
imposibilă nu numai pentru numere întregi raţionale ce, y, z0 relativ 
prime cu l dar şi pentru cazul eînd'a?, y, z0 vor fi numere întregi oare-
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care din .corpul Ii( t\ relativ prime cu 1 — X- Presupunînd contrariul,. 
adică admiţînd că a egalitate de forma (2) ar exista totuşi, alegem 
pe aceea în care exponentul m > 1 să fie cel mai mic. Pentru a nu 
complica notaţia, voiţi considera că această egalitate este tocmai (2). 
Numerele x, y şi z0 sîrit acum numere întregi din R(ţ) relativ prime 
cu 1 — £, iar s este o unitate a corpului R{t)> 

Ca şi în § 6 notăm prin I divizorul prim (1 — ţ) al corpului R( £). 
Descompunem membrul stîng al egalităţii (2) în factori liniari şi 
trecem în această egalitate la divizori. Obţinem ^toc 

1-1 

n 0 » : + Vy)=imal, • (3) 
A=0 

unde divizorul a = (z0) este relativ prim cu 1. Deoarece lm>l> 0> 
din (3) se deduce ca cel puţin unul dintre factorii din membrul stîng 
se divide prin I. însă 

cB+?*y = x+l*y~- H i - ?-*)> • 

de aceea toate numerele 

"x+Vy ( 0 < f c < Z - l ) (4) 

se divid prin 1. Dacă pentru 0 ^ h < i < l — 1 ar fi verificată con-

x + Vy = x + Z*y (mod I2), 
gruenţa 

atunci ar fi adevărat şi că Vcy(l — C*~&) = 0 (mod l2), ceea ce nu este 
posibil, deoarece ţky este relativ prim cu 1, iar 1 — t1^^ este asociat 
cu 1 — £. î n acest mod, numerele (4) sînt oricare două necongruente 
modulo I2 şi deci rapoartele 

'P^- (fc = 0 , l , . . . , Z - l ) 

sînt oricare două., necongruente modulo I. Deoarece N(l)'= l, aceste 
rapoarte formează un sistem complet de resturi modulo 1 şi prin 
urmare unul dintre acestea se divide prin 1. Se deduce că printre 
numerele (4) unul singur se divide prin l2. Deoarece în egalitatea (2) 
putem lua în locul lui y oricare dintre numerele XJcy se poate considera 

'ea toC-mai x -f y se divide prin I2 şi deci toate celelalte numere oo*-\-
4- XJ°y, care se divid la 1 nu se divd la l2. Din ?divizibilitatea*membrului 
stîng al egalităţii (3) cel pul ini prin 1Z_1I2 = V+1 se deduce că m > 1. 
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Să notăm prin in cel mai mare di vizor coiMun al divizorilor (w) 

şl (y). Intracît x şi y nu se divid prin I, nici xţi nu se divide prin I, 
Este limpede că {x + ^y) se divide prin lin,/iar (x -f y) se divide 
-cMar la I ^ - ^ + V . N o t ă m / 

(x + y) = I ^ - 1 ) + 1 m c ^ 

(x + Z*y) = Imc* (ft = 1,- . . . , l - 1) 

şi vom demonstra că divizorii c0, q, • •., c ^ sînt relativ primi ori
care doi. într-adevăr, dacă c< şi c;j(0 < % < h < l — 1) ar avea 
un di vizor comun p, atunci din di vizibilitatea lui x -f Vy şi x + ţ*y 
prinlmp ar rezulta că £fy(l — £*-*) şi#(l — 5*""*) se divid de asemenea 
la Imp, de unde s-ar deduce apoi divizibilitatea lui x şi y prin mp, 
«ceea ce ar contrazice definiţia lui "m. 

Reprezentând pe (3) sub forma 

m i CQ^ . . . ti—t — i a 

'deducem (întrucît ck sînt oricare doi relativ primi) că 

ck = ai ' (0 < 7. < Z - 1 ) , 
;gi deci 

(a? + 2/) = l'<w-1)+1moi, •' .<• • , (5) 

(co + ţ'y) - Imai ( 1 < fc < Z - 1). (6) 

/Scoţînd pe m clin (5) şi înlocuindu-1 în (6),• «obţinem 
(x+ţ*y) {*<*-* :^(.x-.+ y)(au<K1)^ (7) 

de unde se obţine că di vizorul (a^ 1 )* este principal (fiindcă I = (1 — 
— C))- Vom utiliza acum regularitatea numărului Z. Deoarece numărul 
claselor de divizori al corpului R( ţ) nu este divizibil prin Z, potrivit 
consecinţei teoremei 3 § 7 cap. I I I divizorul ĉ aiT1 este de asemenea 
principal, deci 

W - ( — ) '(1 < * < l - 1), ." (8) 

unde pfc şi afe sînt numere întregi din corpul JB(£)- Divizorii ak (1 < 
< k• < Z — 1) şi an sînt relativ primi cu I, de aceea putem considera 

*eă numerele a* .şi pfc nu se divid prin 1. Egalitatea a doi divizori prin-
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cipali este echivalentă cu egalitatea numerelor respective abstracţie 
•făeînd'de .lin factoi care este unitate. î n consecinţă, din'"(7)''şi :(8) 
obţinem" 

(x + ţ*y)(l ~ t\l{m^ - (a? + y) (^X e* ( 1 < k < l - 1), 

unde eJc este o unitate a corpului R(t). 
Considerăm egalitatea evidentă 

(x r ^J) (1 -r :0 ~ (a + £¥) = l(x + y), 

pe care înmulţind-o cu (1 — ţ)l(m~ti şi folosind egalităţile (9) în cazu
rile cind 7c = 1 şi Zt = 2, obţinem 

(a? + y) / 5 L Y £l(l + Q _ (a? + y) f | L Y £2 = ( ^ + yK{1 _ Qi^D, 

de unde 

• KP*)1 Tr^rr r t** Pi)1 = — T ™ - ^ 1 ~ ^(m~1} (Pi W1-
%(1 + O Sl(l + O. 

Am obţinut, în acest mod, o egalitate de forma 

rj}+ S0pl= £ ' ( 1 - 0 ' < * - V , -(IO) 

unde a, [3 şi y sînt nuni ere întregi din B(Z), care nu se divid prin I, 
iar £0 şi z sînt unităţi ale corpului. R(ţ)- Să aducem această egali
tate la forma (2). 

Am constatat mai înainte că m > l şi deci m — 1 > 0 şi l{m~- !)"> 
^ Z, deci 

a1 + s0 p1 = 0 (mod I1)-

Deoarece ,(â este relativ prim cu I, există un anumit întreg p' astfel 
încît (3(3' =s 1 (mod I1). înmulţind ultima congruenţă eu'p'1 găsim 

ô ~ <&l ( m o d ll)j 

unde' co'= — ap\es te un număr întreg din corpul R(Q.'' Deoarece 
iV(I) = Z, orice număr întreg din J2( Q este congruent modulo I cu un 
număr întreg raţional. Dacă însă o\~a (mod I), atunci t*l== a1 (mod V) 
şi deci unitatea s0 este congruentă modulo ll cu un număr întreg raţio-
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nai. Conform lemei lui Kummer (teorema 3 §6 ; |olosim din nou regu
laritatea lui l) unitatea e0 este putere a ?-a în/'.B(£), adică z0 ~ \ \ 
unde 7] este tot o unitate a corpului E (£). Egalitatea (10) ia forma 

ai + ^y ^ e'(i _ Wm-fyl. ' 

.Am obţinut o egalitate de tipul (2) cu 'deosebirea, totuşi, că exponen
tul este aici m—- 1 în loc de m. Aceasta este însă imposibil, deoarece 
m a fost ales ca fiind cel mai mic. Contradicţia obţinută arată că 
ecuaţia (1) nu admite soluţii în numere întregi nenule x1 y şi z dintre 
care unul se divide la l, adică în cazul unui exponent regulat este înde
plinit cel de al doilea caz al teoremei lui Fermat. Teorema 1 este 
astfel demonstrată. 

2. Infinitatea numerelor prime neregulate. î n tabelele existente 
se găsesc mai multe numere prime regulate decît numere prime nere
gulate. Eu se ştie însă dacă aceasta este valabil pentru orice interval 
(1, N). Mai mult, rămîne pînă azi deschisă problema infinităţii nume
relor regulate. în această privinţă prezintă interes următoarea teo
remă. 

TEOREMA 2. Există o infinitate de numere' prime neregulate, 
Demonstraţia teoremei 2 se sprijină pe cîteva proprietăţi ale 

numerelor lui Bernoulli, care vor fi formulate şi demonstrate în para
graful următor. 

Fie pv . . . , ps un sistem finit de numere prime neregulate. Teo
rema 2 va fi demonstrată dacă vom găsi un număr prim neregulat 
diferit de pv ...,ps. Luăm 

n = r{px — 1). . . . {p$ — 1). 

Deoarece în cazul numerelor Bernoulli B2k avem 

lim 

*{v. sfîrşitul §8) atunci pentru r natural suficient de mare numărul 
Ţ> 

raţional —— va avea valoarea absolută mai mare decît 1. Fie p un 
n 

număr prim care intervine în numărătorul său (în scriere ireducti
bilă). Dacă (p — \)\n atunci conform teoremei lui Staudt (teorema 
4 § 8) numărul p ar interveni şi în numitorul Bn1 ceea ce ar contra
zice alegerea lui p. Prin urmare (p — V) Xn şi deci p este distinct 
<de pv . . .7p8 (şi diferit de 2). Să notăm prin m restul împărţirii lui n 
prin p — 1, astfel că n = m + a{p — 1). Este clar că m este par şi 
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ea 2 < m < -p_ — 3. Şdată cu n nu este divizibil la p — ± nici numărul 
m. Folosind acum a^a-numita congruenţă a lui Kummer (teorema 
5 § 8) obţinem în inelul numerelor raţionale ^-întregi congruenţa 

B B 
±^ = -^L(mo&p). 
m n 

P B 
î n s ă — - = 0 (mod p), de aceea—— = 0 (modjp) şi Bm s 

n m 
= 0 (mod jp). Cum mia aici una dintre valorile 2, 4 . . . , p—3, potrivit 
consecinţei teoremei 2 § 6 rezultă că numărul p este neregulat. 
Teorema 2 este demonstrată. 

PKOBLEME 

1. Să se demonstreze că ecuaţia x3 + ?/3 = 5s3 nu are soluţii în numere raţionale 
Întregi nenule. 

2. Să se demonstreze infinitatea numerelor prime neregulate ele forma 4n -f 3 
(se va folosi problemele 9 şi 10 §8). 

§ 8.' îsTUMEEE BEBKOITLLI 

Vom expune acum acele proprietăţi ale numerelor Bernoulli 
pe care le-am utilizat în paragrafele precedente, 

Toate seriile de puteri pe care le vom întîlni în cele ce urmează 
sînt convergente într-o vecinătate a. originii sistemului de coordonate, 
iar razele lor de convergenţă pot fi imediat determinate. .E~u ne vom 
pune, totuşi, problema'convergenţei, deoarece pentru scopul urmărit 
de noi este'suficient să considerăm formal aceste serii (excepţie făcînd 
numai demonstraţia teoremei 6). 

DEFENIŢEE. Numerele raţionaleBm(m^l) definite prin dezvoltarea 

1 = i . + V -^~-f» (1) 
ee — 1 ' £L\ m.! 

•se numesc numere Bernoulli. • 
Convenim asupra următoarelor notaţii prescurtate. Dacă/(^) = 

= a0 + % x + ... * + anxn este un polinom, atunci prin f(B) vom 
înţelege numărul a0 + % A + «2-̂ 2 + • •• • + atfin- î*1 m ° d analoga 

00 

dacă f(oCj t) este o serie de puteri de forma ]£ fn(co) tn, unde fn{x) sînt 
00 

polinoame, atunci prin/(J3, f) vom înţelege seria J] fn{B)tn- î n aceste 
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notaţii, dezvoltarea (1). de exemplu, prin care /se defineau numerele 
Bernoulli, ia fornia / 

Se vede apoi imediat, că pentru orice număr a 

(pentru demonstraţie trebuie; înmulţite seriile 'din";'Me!nlbrul sting). 
TEOREMA' 1. Numerele Bernoulli satisfac relaţia de recurenţă 

(1 + B)m - Bm = 0 pentru m ^ 2, (2) 

oarej în formă, dezvoltată, se serie < 

m— 1 
1 + £ Oi Bk = 0, m > 2. 

• h = \ • •• ' ; , . 

Pentru demonstrare punem egalitatea (1) sub forma 

im 

Esralînd coeficienţii termenilor (m > • 2) obţinem relaţia (2). 
m ! 

Pentru wt = 2 formula (2) devine. 1 + 2B± = 0, deci 

TEOREMA 2. Toate nmnerele Bernoulli de indice impar, eu excep
ţia lui Bv sînt nule : 

B2m+i = 0 pentru m ^ 1. " • (8) 

Egalitatea (3)-este echivalentă, evident, cu paritatea funcţiei 

e< - 1 ^ 2 ^ £ 2 m ! 

ceea ce se verifică imediat. 
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Dăm valorile primelor douăsprezece numere Bernoulli de indice 
p a r : 

2 6 30 ,42 30 66 

» 691 ,, _ 7 # p _ 3617 m _ 43867 # 

2730 6 510 798 

_ 174611 m p 854513 _ _ 236364091 
330 138 2730 

Numerele lui Bernoulli sînt în legătură cu sumele de puteri ale 
numerelor naturale. Luăm 

TEOREMA 3. Sumele Sk(n) verifică formula : 

(m + 1) SJn) = («. + £ ) m + 1 - J3m+i (tn-> 1} (4) 

scm, sub formă dezvoltată, 

(m + 1) SJn) =..5]. Ol + 1 £fc »«+!-*• (m > 1, .£„ = 1). (5) 

într-adevăr, expresia aflată în membrul drept al egalităţii (4) 
ţm + l 

este eeală cu coeficientul lui—• în seria ein+B)t — em. Pe de 

altă parte? 

n—\ oo /n—l \ 

f*=0 W = l \ f = l / m : 

= »* + £ <w + x> *- <»> «•«, 
iii (m + i ) ! 

ceea ce demonstrează formula (4). 
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. .De remarcat că dacă w = 1 formula (4)..coincide cu .egalitatea 
(2). 

TEOREMA 4 (teorema lui Staudt). Fie pun număr prim si m 
un număr par.-Dacă (p — 1) Xmi atunci Bm este p~întreg (adică Bm 
nu conţine pe p la numitor). Bacă însă"(p — 1) \m, (dunei pBm 
este număr p-întreg şi 

pBm == — 1 (mod p)\ • ' 
Să facem în formula (5) ca n = pr(r ^ 1) şi să o reprezentăm 

sub forma 
'.Of („/) ' m—l "f 

pr tio m + 1 

Este evident că dacă f este suficient de mare suma din5 membrul 
drept va fi un număr j>-întreg. Mai departe, pentru k ^ 1 găsim 

SJp**1) = *]£ J] O + vp*)m = JP *£ vm -\--mp1* £ t^w'+1 J > s 

^f$m{fk) (m.od:j?t;+1), ' 

ceea ce înseamnă că diferenţa • 

J9*+1 p* 

este un număr întreg. Dinp-integritatea numerelor (6) si (7) se deduce 
că diferenţa _ • . 

este de asemenea un număr p-întreg. 
Prin urmare am demonstrat că pBm este ^-întreg şi 

pBmrzz S'^ip)- (modp) (8) 
în inelul numerelor $ -întregi. 

Pe de altă parte, sînt verificate congruenţele : 

Sm{p) = —1 (mod p\ dacă (p — 1) m; (9) 

Sm{p)''-= 0 (mod p). dacă {p — 1) fw. ' (10) 
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într-adevăr, dacă (p —- l)îm, atunci ccm = 1 (mod p) pentru l-< ! 

< a? < #> —- 1 şi deci 

#»(*>) = *£ a?m s Jj11 = p - 1 = - l (mod p). 
X — l X — l , ,; 

Bacă însă (p -^ l ^ m , atunci, considerind o rădăcină primitivă modulo 
•p, fie aceasta g, găsim 

#»(i>) = £ '*m = ^9mr= ^ ,— = 0 (mod j») 

deoareee $ p - 1 = 1 (modp) şi gm & 1 (mod/A 
Din (8) şi (10) se deduce acum că dncîi (p — 1) | ;^ atunci p7?m = 

= 0 (mod j?) şi deci J9m este ^-întreg. Din congruenţele (8) şl (9) se 
deduce a doua afirmaţie a teoremei -!. 

în cazul eînd m < p - - 1, numărul ?y - 1 nu este divizor al 
numerelor A; < w, (le aceea toţi 7>,,.i pentru // < w. *înt p-îutivgi si 
deci toţi termenii sumei n flata în membrul drept *jl egnliîătu (*>) so 
divid prin <D2. Prin urmare, se deduce următoarea afiiniaţie. 

CONSECINŢA. Bacă p # 2 ,?/ m ^ p — 1 (w par), alunei 
pBm = ŵ(_jp) (mod p-). (11) 

TEOSEMA 5 (congruenţa lui "Kummer). J)«rf p e^'ie ini Mini ar 
prim si 2} — "1 ^'^ divide numărul vn-y poziti? in. atunci numărul 
B 

—— este p-întreg şi este satisfăcută congruenţa 
m ' , ' 

m + _p — 1 m 
B 

Cu alte cuvinte, rapoartele —— (pentru (p — l).|m) au perioada 
l> -— 1 modulo p. 

Demonstraţie. Considerăm funcţia 

F(t) = _ ? ! • ' — = V J^^gTO - ^ f« (13) 

unde g este o .rădăcină primitivă modulo jp:, 1 < ^ .< _p. Ifotăm e* — 
— 1 = u. Atunci 

F(t) ^ ii - L = * 0(w), 
(1 + ^ ) g - 1 ^ 
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unde 

G(u) = g~ - — = $—. •— = V e*u*. 
(l+u)g—1 u gu+ ...+ ug . u k^o 

Este clar că numerele ck sînt _p-întregi. 
Să demonstrăm că în dezvoltarea funcţiei G{%) după puterile 

lui tj 
oo oo | ' 

G(u) = G(e* - 1) = V ^.(e* - 1)* = V ^ * » , (14) 
^«o ^ o w ! 

toţi coeficienţii Am sînt jp-întregi şi au perioada p — 1 modulo j> 
(pentru m>0). Evident că dacă ultima proprietate este satisfăcută 
ele unele serii, atunci va fi satisfăcută şi de orice combinaţie liniam 
a acestora avînd coeficienţii ^-întregi. Din această cauză este suficient 
să facem verificarea pentru funcţiile (e* —- 1)*. Aceste funcţii, la 
rîndul lor, sînt^ combinaţii liniare de funcţiile er£ pentru valori 
întregi r > 0. însă 

eF/ = r Sfr* •So n ! 

şi, conform micii teoreme a lui Fermat, 

rn+P+.i == rn (m0(j ^ pentru n> 0, 

deci funcţiile ert au proprietatea cerută, afirmaţia făcută asupra 
coeficienţilor Am fiind astfel demonstrată. 

Egaiînd coeficienţii din (13) şi (14) constatăm că 

de unde se deduce 

m 
Deoarece gm — 1 şă 0 (moă p) pentru (p — 1) ^m şi şirul de 

numere gm — 1 are, conform micii teoreme a lui Fermat, perioada 
p ~~ 1 modulo p, din proprietatea demonstrată pentru numerele 

B 
Am se deduce că numerele—— cînd (p — l ) | m sînt j?-întregi şi au 

M 
perioada p — 1 modulo j?. Teorema 5 este" demonstrată. 

%Jgm -
m ! 

% te

ii - = 

i ) 

4 
(m — 

= 4 

- i 

1) ! 

- l * 
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TEOREMA 6. Numerele Bernonlli B2m verifică formula 

• - - , - . • £ 2 m = ir- l ) '" - 1 , ^ ^4" --K(2m),-< (15) 
( 2 T C ) - ' 

wid<? s(2m) este valoarea Z-funeţiei Biemann ţ(s) pentru s = 2m. 
1 

Pentru demonstrare dezvoltăm funcţia : — în fracţii simple : 
ee — 1 

i __ i y i = i i , ~ CM " 

(16) 
Această dezvoltare poate fi dedusă, de exemplu, din dezvoltarea 
frecvent întîlnită a cotangentei: 

1 °° 2-z ctg s = . — + V — 

folosind faptul că 

CtjST £ = 1 — : — - — r ~ = 1 
ei2 — 1 

Din (16) se deduce că 

e ' - l '• 2 s " ; i ^ 2 + (2™)*' 
şi deoarece 

22 

#2 + (2rm)2 •• ^ i i 
se deduce că 

00 / / \2 

_ S ( . _ i r - i \ 

# f oo oo /2w 

— = 1 - 7 r + 3 E E < - 1 > " - 1 ; 2 ' ^ „ f d ; " ' (27rn)2» 

Avînd în vedere această egalitate şi dezvoltarea (1), prin egalarea 
coeficienţilor se obţine egalitatea (15). 
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Din formulele (15) ne putem face o imagine despre creşterea 
numerelor |JB2OT| cînd creşte indicele. Deoarece f(2m)> 1 şi (2m)! > 

/ 2m \ 2m 

1 (ceea ce se deduce din-'cunoscuta formulă a lui Stirling), > 
atunci : 

k 2m 
I Ti i * " " 

î n particular obţinem că 

2m 
-—> oo dacă ni ~> oo. 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că 

(x -}- B)m = (x' - 1 - B)m, m > 1, 

2. Să se demonstreze că 

( % Yn t t \ 

3. Fie p un număr prim diferit de 2. Să se demonstreze că 

P-i 
P-i 

£ > 2 ^((Th2)Bm{modp)-
4. Fie p > 3 un număr prim de forma 4k -f- 3. Să se demonstreze că numărul h 

al claselor de divizori ale unui corp pătratic imaginar R(V'~^~p) verifică congruenţa 

h == ~-2Bp+l (mod p). 
2 

5. Să se demonstreze că pentru p prim, p > 3 , 

1 *1 1 
1 + — - H + . . . + = 0 (mod p2). 

2 3 p — 1 

(5. Să se demonstreze formula 

k-î 

(& şi m sint numere naturale). 
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7. Funcţia tg x admite. dezvoltarea 

tg x = J] T* 
„ f i ( 2 n - l ) ! 

unde 

r » = 22w(22w - i ) • 
2n 

Să se demonstreze că toţi coeficienţii Tm sînt numere naturale. 
8. Să se demonstreze că pentru m > 1 

2B2m s 1 (mod 4). 

9. Fie tf un număr prim astfel încît 2q + 1 este număr compus (de exemplu q ~ 
s 1 (mod 3)). Să se demonstreze că numărătorul numărului BernouUi' B2Q conţine (în 
reprezentare ireductibilă) un număr prim de forma 4n -j- 3 . . 

10. Fie pv . . ., ps numere prime mai mari decît , 3, M = (px — 1) . . . (p8 — 1) 
şi q un număr natural care verifică congruenţa ? s l (mod M). Să se demonstreze că 

nici unul dintre numerele prime pv . . ., ps nu intervine în numărătorul fracţiei — — .. 



COMPLEMENTE 'ALGEBRICE 

§ 1 . FOEME PĂTEATICE PESTE TOT COEP AEBITEAE 
DE CAKACTEEISTICĂ D I F E B I I Ă DE 2 

Voia expune in acest paragraf un şirele noţiuni generale despre 
formele pătratice peste un corp arbitrar. în cazul faptelor în general 
cunoscute ne vom mărgini la formularea rezultatelor. în cele ce ura 
mează vom nota cu K un corp arbitrar de caracteristică diferită de 2. 
Pentru orice matrice A vom nota cu A' matricea transpusă acesteia. 

1. Echivalenţa formelor pătratice. O formă pătratică peste cor
pul K este un polinom omogen de gradul al doilea cu coeficienţi din K. 
Orice formă pătratică / poate fi scrisă sub forma 

itj= 1 

'unde ati = ati. Matricea simetrică 

A = (ai$) 

se numeşte matricea formei pătratice / . O formă pătratică este com
plet determinată, pînă la notarea nedeterminatelor, de către matricea 
sa. Determinantul d = det A se numeşte determinantul formei pă
tratice / . Dacă d= 0 forma / se numeşte singulară, în caz contrar se 
numeşte nesingulară. BTotînd cu X coloana nedeterminatelor xv . . . 
. . . , a?„, forma pătratică / se poate scrie 

/ = X' AX. 

Considerăm nedeterminatele yv . . .•, yn pe care le introducem 
in locul nedeterminatelor xv . . . , # „ prin formulele 

Xi = H c*iVi i 1 < * < n, cti e K). 
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Această transformare liniară se poate scrie sub forma matricială 

x = or. 
unde Y este coloana nedeterminatelor yv . . . , yn, iar O este matricea, 
(ca). înlocuind nedeterminatele.%, . . . , ocn, în forma pătrat ică/ prin 
nedeterminatele yt . . . ynj obţinem (după efectuarea tuturor ope
raţiilor necesare (o nouă formă pătratică g (tot peste corpul K) 
în ' nedeterminatele yv . . . , yn. Matricea Ax a formei pătratice g este 

Ax = C'AC. (1) 

Două forme pătratice f şi g se numesc echivalente, / ~ g7 dacă, 
există o transformare liniară nesingulară a nedeterminatelor cu aju
torul căreia una dintre aceste forme să se transforme în cealaltă (pînă 
la notarea nedeterminatelor). Din formula (1) se deduce teorema, 
următoare. 

TEOREMA 1. Dacă două forme pătratice sînt echivalente, determi
nanţii acestora diferă printr-unfactor nenul care este pătrat în K. 

Fie y un element arbitrar din K. Dacă în K există elementele 
ax, . . . , a„ astfel încît , 

/(a1? . . . ., a») = Y» 

se spune că forma pătratică/reprezintă pe y. Cu alte cuvinte, elemen
tul Y este reprezentat de forma / dacă este valoarea acestei forme 
pentru anumite valori ale nedeterminatelor. Se observă uşor că for
mele pătratice echivalente reprezintă acelaşi element al corpului 2L. 

Vom spune, în continuare, că forma / reprezintă elementul nul 
din corpul K dacă există valorile nu toate nule x% = a* e K(l < 
< i ^ n) astfel ca /(<x17 . . . , a») = 0. Proprietatea unei forme de a 
reprezenta pe zero se păstrează, evident, atunci cînd se trece la o 
formă echivalentă. 

TEOREMA 2. Bacă forma pătratică f în n nedeterminate reprezintă 
elementul a ^ 0, atunci este echivalentă cu o formă de tipul 

CLXI + g(x2J ..., a?n), 

unde g este o formă pătratică în n — 1 nedeterminate. 
Asupra demonstrării acestei teoreme vom remarca mimai urmă

toarele. Fie / (a i , . . . , cin) = a, unde nu toţi a* sînt nuli. Este atunci 
posibilă construirea unei matriei C nesingulare, a cărei primă coloană 
este constituită din a1? . . . , aw. Dacă vom supune acum forma jf 
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unei transformări liniare de matrice C, a nedeterminatelor, - vom 
obţine o fonnă înecare a este coeficient al pătratului primei nedeter
minate. Demonstraţia se continuă în mod obişnuit 

Dacă matricea formei pătratice este diagonală (adică toţi coefi
cienţii produselor nedeterminatelor distincte sînt nuli), atunci o 
astfel de formă o vom numi diagonală. Din teorema 2 se deduce 
imediat teorema de mai jos. 

TEOREMA 3. Orice formă pătratieă peste corpul K poate fi adusă 
la forma diagonală printr-o transformare liniară nesinguîafă a nedeter
minatelor. Altfel spus, orice formă pătratieă este echivalentă cu o anumită 

J'ormă diagonală. 
în scriere matricială teorema 3 arată că oricare ar fi matricea 

simetrică A, există o matrice nesingulară G, astfel încît matricea 
•G'AG să fie diagonală. 

2. Suma directă a formelor pătratice. Deoarece notarea nede-
terminatelor nu este esenţială, putem considera că două forme pătra
t i c e / şi g nu au nedeterminate comune. în acest caz forma / • + g 
se numeşte sumă directă a formulelor / ş i g şi se notează f 4- g (pentru 
a nu fi confundată cu adunarea uzuală a formelor pătratice care con
ţin aceleaşi nedeterminate). Este evident că dacă g ~ li, atunci şi 
,/ 4- g ~ f 4- h. în continuare vom arăta că afirmaţia reciprocă este 
de asemenea adevărată. 

TEOREMA 4 (teorema lui Witt). Fief, g şi li forme pătratice nesin-
gîilare peste corpul K. Bacă formele f 4- g şi f + h sînt echivalente, 
atunci şi formele g şi h sînt echivalente. 

Demonstraţie. Fie / 0 o formă diagonală echivalentă cu forma / . 
Atunci, aşa cum s-a arătat mai sus, f +J ~'f0 4- g ş i / 4- Ji. ~ f0 4- h, 
de unde se deduce că / 0 4- g ~ f0 4- h. î n acest mod, forma / poate 
fi considerată ca fiind o formă diagonală. Se vede acum uşor că pentru 
demonstrarea teoremei este suficient să considerăm cazul / -=±= ax%, 
a^Q. Să notăm prin A şi J3matricile formelor*/ şi respectiv li. Deoarece 
formele axl 4- g şi ax\ \- h sînt echivalente, există matricea 

\TQ) 
astfel încît 

U' Q') U A) \T. Q) lo B)' 
(S este o matrice linie, iar T este o matrice coloană.) Din această 
egalitate se deduce : 

y2a + TAT = a, (2) 
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ya8 + T'AQ = 0, (3) 

S'aS + Q'AQ = B. (4) 

Trebuie să demonstrăm că există o matrice nesingulară G0 astfel 
încît CQAC0 = B Matricea G0 o vom căuta printre cele de tipul 

urmînd să determinăm elementul!; în mod convenabil. Avînd în vedere 
relaţiile (2) şi (3) găsim că 

C'AC0 - (Qf + l$fP)A(Q + ITS) -

= Q'AQ. + 18'T'AQ + IQ'ATS + Z*S'T'AT8 = 

= Q'AQ + a [(!• - y2) S2 - 2TŞ] S'S. 

Egalitatea (4) arată că membrul drept al expresiei de mai sus este 
egal cu. matricea B dacă (1 — y2) ,^2 — 2y£ = 1. Ecuaţia în £ astfel 
obţinută^ care mai poate fi scrisă sub forma %2 — (yE, + l ) 2 == 0, 
are soluţia E0 în corpul K, oricare ar fi y e K (reamintim, caracteris
tica lui J i nu este 2). Prin urmare am găsit matricea G® = (̂  + ^,QTS1 

astfel încît C'QAGQ = B. Deoarece matricea B a fost presupusă nesin
gulară atunci şi matricea GQ este nesingulară. Teorema 4 este demon
strată. 

3. Reprezentarea elementelor corpului. 
ŢÎEOKEMA 5. Bacă o formă pătratieă nesingnlară reprezintă ele

mentul nul din corpul K, atunci aceasta reprezintă toate elementele 
din I£. 

Demonstraţie. Deoarece două forme echivalente reprezintă ace
leaşi elemente din. corp, este suficient să se demonstreze teoreme în 
cazul formei diagonale / = axx\ + . . . + anx\. Fie %af + . . > 4-
+ aflaî = 0 o reprezentarea lui zero şi y un element arbitrar al 
corpului K. Putem considera că ô ' ^ 0. Atribuim nedeterminatelor 
xv . . ., wn valorile 

xx = ax(l + t)\ ook = %(1 — i) (fc = 2, . . .,. n), 

t fiind o nouă nedeterminată. înlocuind în forma / aceste valori ale 
nedeterminatelor se găseşte 

./* =f*(i) = 2a1<4t— 2a24t — . . . - 2an<x2
nt = Aa^ft. ' 
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Pentru t = — — , obţinem valoarea /* = y. 
4o1af 

TEOREMA 6. Forma pătratică nesingulară f reprezintă elementul 
nenul y din K1 dacă şi numai dacă forma —yxl + / reprezintă pe zero, 

Demonstraţie. Necesitatea condiţiei este'.evidentă. Admitem că 

™T<*o + / K , . ..,'"aM) WO, 
nu'toţi xt fiind nuli. Dacă a0 este nenul, atunci y = / ( —, . . . , — ]• 

Dacă însă a0 = 0 forma / reprezintă pe zero şi atunci, conform teo
remei 5, ea va reprezenta toate elementele corpului K. 

OBSERVAŢIE. Din demonstraţia teoremei 6 este clar că se obţin 
toate reprezentările elementului y cu ajutorul formei / , ştiindu-se 
numai toate reprezentările lui zero cu ajutorul formei — yx\ 4- / (este 
suficient să se cunoască toate reprezentările pentru care x0 este nenul). 
Astfel problema reprezentărilor nenule ale elementelor corpului K 
prin forme pătratice nesingulare se reduce complet la problema repre
zentărilor lui zero prin forme nesingulare într-un număr de nedeter
minate mai mare cu o unitate. 

TEOREMA 7. Bacă pentru forma f, care reprezintă pe zero, se 
cunoaşte o reprezentare a acestuia, se poate determina o transformare 
liniară nesingulară a nedeterminatelor astfel ca forma f să se reprezinte 
sub forma 

Demonstraţie. Analog cu demonstraţia teoremei 5 se găsesc mai 
întîi a17 . . . , <xn astfel ca f{ocv ..., <x.n) == 1. Gonform teoremei 2 jf 
poate fi adusă la forma x\ + fi(x2, .,., con). Deoarece pentru forma 
x\ 4- fx este cunoscută o reprezentare, a lui zero, se. pot determina, 
evident, p l r . . . , pw astfel ca fx($v . . . , pn) = .—-1. Aplicînd din nou 
teorema 2 obţinem pentru ft reprezentarea — x\ + g(yzi ..., yn). 
Notînd xx — x2 = y, xx + x2 = y2 ajungem la rezultatul cerut. 

OBSERVAŢIE. Considerăm o formă pătratică nesingulară peste 
corpul K care reprezintă pe zero ; presupunem că putem găsi cel 
puţin o reprezentare a acestuia. în aeet caz, după o transformare, 
forma oonsider&tă devine 

• : : y ^ a + • • • + y * - i y * r + M y * + x i • ••»#*)••• (5) 

în care forma h nu îl mai reprezintă pe zero. în cazul unei reprezentări 
arbitrare a lui zero prin forma (5) cel puţin una din valorile nedetermi-

482 

natelor y±1 y2, . . . , y2s~u y%> este nenulă. Pentru a găsi acele reprezen
tări în care, de exemplu, yx = <xx ^ 0 trebuie să atribuim nedetermi
natelor ys, . . . , yn valorile arbitrare a3, . . . , ăw, iar valoarea lui y% 
o determinăm din ecuaţia 

în acest fel, problema găsirii efective a tuturor reprezentărilor lui 
zero (din corpul K) printr-o formă pătratică arbitrară nesingulară 
va fi rezolvată atunci cînd se cunoaşte un criteriu care permite să 
se stabilească dacă forma dată reprezintă sau nu pe zero şi, în afară 
de aceasta, dacă se indică un algoritm cu ajutorul căruia se va putea 
găsi pentu orice formă ce reprezintă pe zero cel puţin o reprezentare 
a acestuia. 

TEOREMA 8. Admitem că în corpul K se găsesc mai mult de cinci 
elemente. Dacă forma diagonală : -

axxl + . . . + anxl (ai G K) 

reprezintă pe zero în corpul Jf, există atunci o reprezentare a lui zero 
în care valorile tuturor nedeterminatelor sînt nule. 

Demonstraţie. Demonstrăm mai întîi că dacă 'a £2 = X # 0, 
atunci oricare ar fi b nenul există elementele nenule a şi (3 astfel încît 
'aa3.rH-.'6g'2 = X. Pentru a demonstra .acest fapt considerăm identi
tatea • 

(t - l ) 2 , ** • • = x 
(* + l)2 « + l)a 

înmulţind această identitate cu aţ2. = X, obţinem 

.Ui^iy + tljLY^y. ( 6 ) 
\ t + l) \t + l) 

Alegem acum în corpul K elementul nenul y astfel încît valoarea 
br2 

t = t0 = —-— să fie diferită de ± 1. Deoarece în K fiecare dintre 
a 

ecuaţiile bx2 — a = 0 şi bx2 + a = 0 nu are mai mult de două soluţii, 
deducem că în corpul K se află cel mult cinci elemente dintre care nu 
poate fi ales y. Deoarece conform condiţiilor teoremei corpul K 
conţine mai mult de cinci elemente, atunci există elementul cerut y. 
înlocuind în identitatea (6), t = t0 obţinem 

V h + i ) \t0 + i J = x 

32 — c. 796 
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şi deqi afirmaţia făcută este demonstrată. încheierea demonstraţiei 
este acum imediată. Dacă reprezentarea a1ţt+ •>••• + #»£« = ® 
are proprietatea că ^ i=- 0, ...., £r.. # 0 , £r.+ 1 = . . . = \n = 0,unde 
r >2 , atunci pe baza celor demonstrate mai sus pot fi găsite a şi (S 
nenule astfel ca arll = a, a2 + ar+1^2 şi se obţine o reprezentare în 
care numărul valorilor nenule ale nedeterminatelor este mai mare 
cu o unitate. Aplicînd acest procedeu de cîteva ori se obţine în final 
o reprezentare în care toate valorile nedeterminatelor sînt nenule. 

4. Forme pătratice binare. Se numesc binare formele pătratice 
în două nedeterminate. 

TEOREMA 9. Toate formele pătratice binare nesingulare clin corptil 
K eare reprezintă pe zero sînt echivalente. 

într-adevăr, conform teoremei 7 toate aceste forme sînt echiva
lente cu forma y±y2. 

TEOREMA 10. Pentru ca forma pătratică binară f cu determinantul 
d ^ 0 să admită o reprezentare a lui zero este necesar şi suficient ca 
elementul —d să fie pătrat (adică —d =± a2, ae K). 

Demonstraţie. Necesitatea condiţiei rezultă din teoremele 1 şi 7. 
Beciproc, d a c ă / = ax2 + by2 şi — ă = — ab = a2, atunci jf(a, a) = 
=;aa 2 + ba2 = 0/ 

TEOREMA 11. Pentru ca două forme pătratice binare nesingulare 
să fie echivalente, peste corpul M, este necesar şi suficient ca : (1) deter
minanţii acestora să difere printr-un factor care să fie un pătrat in K j 
(2) să existe în K cel puţin un element care este reprezentat simultan 
de formele f şi g. 

Demonstraţie. Necesitatea ambelor condiţii este evidentă. Pentru 
a arăta suficienţa acestora, alegem elementul ă =£ 0 în K, reprezentat 
de formele/ şi gr.'Conform'teoremei 2 formele fşig sînt echivalente res
pectiv cu forme de tipul £ = oca?2 + $y2 şi gx = ax2 + $'y2. Conform 
primei condiţii <xfJ trebuie să difere de ap' printr-un factor care să 
fie pătrat, de aceea p'• =±= py2, ye -S:, deci fx ~ gx şi f ~ g. 

PROBLEME 

1. Să se demonstreze că o formă pătratică singulară reprezintă totdeauna pe 
zero. 

2. Să se demonstreze că teorema 5 nu este, în general, valabilă pentru forme 
pătratice singulare. . ' .. • 

3. Să se arate că dacă forma pătratică binară x2, — ar/2 reprezintă elementele 
Ti ŞJ Y2 c m i K> atunci reprezintă şi produsul yxyv 

4. Să se arate că teorema 8 nu este Valabilă în corpuri, care nu conţin mai mul t 
de cinci elemente. \ 
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5. Considerăm descompunerea în aşa-numitele clase Wit t a mulţimii tuturor 
formelor pătratice de n = 0, 1, . . . nedeterminate peste corpul K (zero fiind privit 
aici ca o formă nesingulară avîncl mulţimea nedeterminatelor vidă şi care nu reprezintă 
pe zero). Spunem că formele fx şi f2 aparţin aceleiaşi clase Wit t [ f j = [f2] dacă 
scriind aceste forme ca în (5) formele h (care nu reprezintă pe zero) conţin în ambele 
scrieri acelaşi număr de ne determinate şi sînt echivalente. Adunarea claselor Wi t t 
fiind definită prin formula {fx} + [f2] = [ft + f2], să se arate că, relativ la această 
operaţie, clasele Wit t formează grup. 

6. Să se determine grupul claselor Wit t pentru formele pătratice peste corpul 
numerelor reale şi peste corpul numerelor complexe. 

7. Să se arate că orice formă pătrat ică peste un corp finit reprezintă pe zero 
dacă numărul nedeterminatelor sale nu este mai mic decît trei (caracteristica corpului 
fiind diferită de doi). 

8. Să se demonstreze că orice formă pătrat ică nesingulară peste corpul finit £ 
de caracteristică diferită de doi şi avînd numărul nedeterminatelor mai mare ca doi 
reprezintă toate elementele nenule din £ . 

<). Să se arate că orice formă pătratică de n nedeterminate peste un corp finit de 
caracteristică diferită de doi şi avînd d # 0 este echivalentă cu forma x?-f-. . . + x2 , - f 
+ dx*. 1 n~X 

n 
10. Să se demonstreze că două forme pătratice nesingulare de n nedeterminate peste 

corpul finit £ de caracteristică diferită de doi, avînd determinanţii dlt respectiv d2, 
sînt echivalente, dacă şi numai dacă d2 = d^ pentru un anumit £ nenul din £ . Astfel, 
oricare ar fi 11 > 1, există exact două clase de forme pătratice peste corpul £ . 

11. Fie £ un corp finit de caracteristică diferită de doi. Să se demonstreze că 
grupul claselor Wi t t peste corpul £ este un grup ciclic de ordinul 4 dacă — 1 nu este 
pătrat în £ şi este produsul a două grupuri ciclice de ordinul al doilea dacă — 1 = 
=-- 52(?e.S>. 

12. Să se demonstreze că grupul claselor Wit t peste corpul K de caracteristică 
diferită de cîoi este grup abelian periodic de ordin putere a lui de doi dacă — 1 este 
pătrat în acest corp. 

§ 2. EXTINDEEI ALGEBBIOE 

Mai multe teoreme din acest paragraf vor fi date fără demonstra
ţie. Cititorul poate găsi demonstraţiile respective, de exemplu, în 
cărţile : VAN-DEB-VAERDEN B.L., Algebră modernă, voi. I, cap. 5, 
(Moseova-Lenijagrad, 1947) sau LANG, S., Algebra, cap. 7 — 8 (Mos
cova, 1968). " ' ' 

1. Extinderi finite. Dacă un corp Q conţine corpul'& drept sub-
corp se spune că O este extindere a corpului h şi se scrie Q/lc. Dacă 
un corp K este subcorp al corpului O, şi conţine, la rîndul său, corpul 
fc, adică se verifică incuziunea k <= K c Q, atunci K se numeşte 
corp intermediar al extinderii CljK 

Orice extindere O/fc poate fi considerată ca un spaţiu liniar 
(vectorial) peste corpul fc (relativ la operaţiile de adunare în O şi 
de înmulţire cu elemente din Ic). 

DEFINIŢIE. Extinderea K/lese numeşte finită cînd corpul K,privit 
ca spaţiu liniar peste Ti"ăr€"'dimensiuneifimtă-/Această dimensiune se 
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numeşte gradul extinderii K/k şi se notează (K : k). Orice bază a 
corpului K privit ca spaţiu liniar peste Ic se numeşte bază a extin
derii Kjk. 

Dacă extinderea K/k este finită, atunci oricare ar fi corpul inter
mediar K0 extinderile KQ/k şi .K/K0 sînt, desigur, finite. Beciproca 
este şi ea adevărată. 

TEOREMA 1. Fie K0 un corp intermediar al extinderii K/k. Dacă 
extinderile K/K0 şi K0/k sînt finite, extinderea Kjk este de asemenea 
finită si gradul să%i este dat de produsul gradelor extinderilor K/K0 şi 
*K0/k:' 

(K:k) = (K: K0)(K0 : k). 

Demonstraţie. Fie 01? . . . , 6TO o bază a lui K/K0, iar co17 . , ., <o„ 
o bază a lui Kjk. Deoarece orice element din K poate fi scris ca o 
combinaţie liniară de produse t^0;-, extinderea K/k este finită. Se 
deduce uşor că aceste produse sînt liniar independente peste fc, de 
aceea [K : k) = mn. 

Oricare ar fi corpul k se notează cu k[t] inelul polinoamelor de 
nedeterminată t avînd coeficienţi din k. 

Considerăm o extindere O/fc a corpului k. Elementul a e Q se 
numeşte element algebric peste k dacă este rădăcină a unui polinom 
f(t) nenul din inelul k[t]. Alegem dintre toate polinoamele f(t) (care 
admit pe a ca rădăcină) polinomul <p(J) ^ 0 de grad minim şi avînd 
coeficientul dominant 1. Deoarece orice polinom f(t) este divizibil 
prin 9(1) (în caz contrar restul nenul al împărţirii lui / la 9 ar avea 
rădăcina a şi deci gradul său ar fi mai mic decît cel al iui 9), atunci 
aceste condiţii determină unic polinomul <p(t). Acesta se numeşte 
polinom minimal al elementului algebric ae O, peste corpul k. Poli
nomul minimal 9 e k\t] este totdeauna ireductibil, deoarece din des
compunerea 9 == gh rezultă că a este fie rădăcină a lui g(t), fie a lui 
Ji(t). Orice element a e. k este algebric peste k iar polinomul său mini
mal este t — a. Elementul \ e O, care nu este algebric peste fc, se 
numeşte transcendent peste k. 

Extinderea O/fc se numeşte algebrică dacă orice element a G «Q 
este algebric peste k. 

TEOREMA 2. Orice extindere finită K/k este algebrică. 
TEOREMA 3. Considerăm în extinderea O/fc elementul a algebric 

peste fc, iar polinomul său minimal <p(t) e k[t] are gradul m. Atunci 
puterile 1, a , . . . , a™"1 sînt liniar independente peste k şi toate combina-
ţiile liniare ale acestora 

a0 + %a + . . . + am-.1&m'-1 (1) 
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avînd coeficienţii at e K formează un corp intermediar notat fe(a). 
Extinderea k(a)/fc este finită şi are gradul m. 

Pentru a aduna două elemente ale corpului 7 (̂a), scrise sub forma 
(1) trebuie, evident, să adunăm coeficienţii respectivi. Pentru a re
prezenta sub forma (1) produsul elementelor i = g(&) şi TJ = fc(a), 
g(t) şi h(t) fiind polinoame din k[t] de grad mai mic sau egal cu m — 1, 
este necesar să împărţim cu rest pe gh la 9 : 

g(t)h(t) = <?(t) q(t) + r(t), 

unde gradul lui r(t) nu depăşeşte m — 1 ; din <p(<x) = 0 deducem că 
It) = r(a). în acest fel operaţia de înmulţire este complet definită 
în extinderea k(a)/k de către polinomul minimal ®(t) al elementului a. 

Considerăm acum o mulţime finită de elemente a1? . . . , a* 
din corpul O, algebrice peste k şi fie w1? . . . , ms gradele polinoamelor 
minimale ale acestora relativ la k. Toate combinaţiile liniare de 
elemente 

aj1 . . . (xr
s
s (0 ^ rx < mv . . ., 0 < rs < m8) 

cu coeficienţi clin k formează un corp intermediar. Acesta se notează 
cu kţa^ ..., OL8) şi se numeşte corpul generat de elementele 0 ,̂ . . ., as. 
Gradul său peste k nu depăşeşte produsul mx . . . ms. Orice extin
dere finită Kjk inclusă în Ci poate fi scrisă sub forma K = fc.fo^, . . . 
. . ., OLS) pentru anumiţi ax, . . ., %s. 

DEFINIŢIE. Orice extindere fmită K/k se numeşte simplă dacă con-
ţine un element 0 astfel încît K = k(d). Orice element "0 e K pentru 
care K = &(0) se numeşte element primitiv al corpului K relativ la k. 

Elementele primitive ale corpului K peste k se caracterizează 
prin aceea că gradele polinoamelor lor minimale sînt date de gradul 
extinderii Kjk. 

TEOREMA 4. Fie Q/k şi Q'/k două extinderi ale corpului k şi fie 
elementele 0e O şi 6' e £î' care sînt algebrice peste k şi au acelaşi poli
nom minimal (?(t). Există atunci un izomorfism unic al corpului k(d) 
pe corpul fc(0'), astfel încît 0 -> 6' şi a -> a pentru orice a e Te. 

Să notăm cu m gradul polinomului <p(t). Izomorfismul ft(0)-> 
-> &(0')? stabilit prin teorema 4 coincide cu aplicaţia 

«o + axQ + ... + am^®m~i -^a0 + %0' + . . . + am^ W™"1 (2) 

(a0, . . . , am^± fiind elemente arbitrare din corpul k). 
Am considerat pînă acum extinderi finite K/k incluse într-o 

extindere iniţială O/fc. Trecem acum la problema construirii extinde
rilor finite peste un corp k fixat. 
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TEOREMA 5. Fie k un corp. Oricare ar fi polinomul ireductibil 
<p(i) din inelul k[t\, de grad n, există o extindere finită K/k de grad % 
în care acest polinom 9 are o rădăcină. Extinderea K/k este unică, 
abstracţie făcînd de un izomorfism care lasă elementele lui k invariante. 
Dacă 9(6) ^ O, 6 e K, atunci K = fc(6). 

Corpul K (în cazul w<>l) se construieşte astfel. Alegem un 
nou obiect. 6 şi considerăm mulţimea K a tuturor combinaţiilor li
niare formale 

«0 + 0 1 6 + . . . - + < - ! ê ™1 (3) 

cu coeficienţi % e fc. Dacă notăm cu #(£) polinomul aQ + att + . . . 
. . . + aa-itf*"""1, expresia (3) este tocmai #(6). Fie % = g{Q) şi 73 = ft(6) 
două combinaţii liniare de forma (3) (gr şi A sînt polinoame din k[t] 
de grade ce nu depăşesc n —1). Se notează cu s(t) suma g{t)+Ht) 
şi cu r(£) restul împărţirii produsului #(£) ft(t) la 9(4), atunci 

^ + 7] = « ( 6 ) , $Y] = r(6). 

Se verifică imediat că faţă de aceste operaţii mulţimea K este corpul 
căutat. 

CONSECINŢĂ. Pentru orice polinom f(t)z k[t] există o extindere 
finită K/k în care f(t) se descompune în factori liniari. 

Un corp Ic peste care nu există extinderi finite diferite de k se 
numeşte algebric închis. Un corp k algebric închis este caracterizat 
prin aceea că în inelul k[i] toate polinoamele se descompun în factori 
liniari. 

2. Norma şi urma. Fie K/k o extindere finită de gradul n. Pentru 
un a e K oarecare, aplicaţia ţ-^aţi^e K) este o transformare li
niară a lui K (privit ca spaţiu liniar peste k). Polinomul caracteristic 
fa(t) al acestei transformări liniare se mai numeşte şi polinomul carac
teristic al elementului a e K relativ la extinderea K/k. Dacă o ^ , , . . , <o„ 
este o bază a extinderii K/k şi 

«<*« = U ai5^h *% G fc5 ' ' (4) 

atunci, aşa cum se ştie, 

fa(t) - det (tE - (a„)), 

unde E este matricea unitate de ordinul n. 
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-TEOREMA 6. Polinomul'cafacterisiicfa(i) al elementului a e Krela
tiv la extinderea K/k este o putere a polinomului său minimal <p(t) 
relativ la k. 

DEMONSTRAŢIE. Fie 
• ' 9a(t) = > \c1tm-1 + . . . +cm.' 

Conform teoremei 3 puterile 1, a, „.'.' ., a™"-1 formează o bază a e;&tto:> 
derii k{<x)/k. Dacă 6^ . . ; , 6̂  este.o bază a lui K/k(a.) atunci se pc#te 
alege o bază a lui K/k formată din produsele 

62, a615 . . . / a " 1 - 1 ^ ; . . . .; 6<9, a6,s, ...,am~1%. 
Matricea transformării liniare \->a\ în această bază va fi o 

matrice diagonală, celulară, al6 cărei celule vor avea forma 

/ '• ' ( T ' 1 •.•' : 0 ; * • • ' 0' , 0 

/ 0 0 1 •••• -0 0 

I o o o . . . o 1 \ ' •••' 

Polinomul caracteristic âl acesteia este ya(t) = tm + qf*"1 . . . + cm 
şi se calculează imediat. în consecinţă/a ^= 9a şi astfel am demonstrat 
teorema 6. 

Deoarece atunci cînd se schimbă baza unui spaţiu liniar printr-o 
transformare liniară această matrice se înlocuieşte cu o matrice ase
menea, se deduce că atît determinantul, cît şi urma matricii (*%) 
definită de egalitatea (4) nu depinde de alegerea bazei cox, . . . , coft. 

DEFINIŢIE. .Determinantul det (<%) al matricii (a^) din descompu-
nerea (4) se numeşte normă, iar urma acestei matrici Sp (a^) = ]£ ait 

se numeşte urmă a elementului oc e K, relativ la extinderea K/k, Norma 
şi urma se notează cu jSTKjk(a), respectiv Sp #/*(<*), sau, pe scurt, 
.iV(a) şi Sp (a). 

Fiind dat un element a e fc, matricea transformării liniare 5 -> 
~> a£( i; G JIL) este matricea diagonală aE, Din această cauză elementul 
a din corpul subiacent k satisface relaţiile 

J^K/k(a) = a*, Sp /̂/e(a) = M . 

Deoarece la adunarea şi înmulţirea transformărilor liniare matricile 
lor (într-o bază fixată) se înmulţesc şi, respectiv, se adună, deducem 

. 
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că pentru oricare a şi p din JTsînt valabile formulele : 

KM* P) = Jy^'t'a JV*/# , (5) 

Sp K/k(<x. + tt) = Sp */*(a) + Sp */A(Ş). (6) 

Matricea transformării liniare ţ -> aaţ(ae Ic, ae I£) se obţine 
din matricea transformării 5 -> a £ prin înmulţirea tuturor elementelor 
sale cu a. De aceea este valabilă formula ' 

Sp K-/k{a a) =̂  a Sp A7&(a) (a e fc, a e Iv). (7) 

Dacă a este nenul, avînd în vedere nesiiigularitatea transfor
mării £ -*a£ norma NK/h(oi) este de asemenea nenulă. Formula (5) 
arată deci că aplicaţia oc ~> NK/k(a:) este un homomorfism al grupului 
multiplicativ K* al corpului K în grupul multiplicativ i* al 
corpului fc. în ce priveşte aplicaţia a -> Sp K/k(<x,) relaţiile (6) şi (7) 
arată că aceasta este o funcţie liniară pe E, avînd valori în. 
corpul subiacent ~k. 

TEOREMA. 7. Fie Cl/k o extindere în care polinomul caracteristic 
f(t) al elementului a e I£, relativ la extinderea finită E/lc, se descompune 
complet în factori liniari: 

/(<) = ( * - «x) ••• ( « - a j . 

NKfk{&) = axa2 . . . aa. Sp j£7*(a) = .ax -f a2. + . . . + . a„ . 

Demonstraţie. Dacă 
/«(/) = det '(«5 - (<*„)) = > + ^ + . . . + ^ 

atunci 

% = Sp (<%), an = ( - l f det (atj). 

Pe de altă parte, din formulele Iui Viete se deduce 

:«i + a2 + . . . . + an — — $17 aaa2 . . . an = (— 1)» aw,' 

ceea ce demonstrează teorema. 
TEOREMA 8. Vtilizînd notaţiile teoremei 7, polinomul caracteristic 

fy(t) al elementului y == g(a) e E(g(t) e &[#]) se descompune în corpul 
£1 ca mai jos: 

•• . (< - 0(«i))(* - 0(«a)) . ... (* - 0(aj). (8) 
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Demonstraţie, Observăm mai întîi că în polinomul (8) coeficienţii 
aparţin corpului fc, fiind funcţii simetrice de a1? . . . , aw. Considerăm 
polinomul minimal (ţ>r(t) al elementului y peste Jc. Supunînd egalita
tea <pY(ff(a)) = 0 acţiunii izomorfismului ft(a)->fc(a|) (prin care 
or-» a4 şi a-> a, dacă ^ Jc) obţinem <pY(gr( <*<)).== 0- Toate rădăcinile 
polinomului (8) sînt, în acest mod, rădăcini şi ale polinomului <?r(t)r 
ireductibil peste Jc, ceea ce este posibil numai dacă acesta este o pute
re a lui cpY(*). Pentru a încheia demonstraţia mai trebuie aplicată şi 
teorema 6. 

Fie Jc c l e i un lanţ de extinderi finite. Pentru extinderile 
JST/fc:şi i/JE alegem bazele 6>x, . . .-, con, respectiv 61? . . ., 6m. Pentru 
un element arbitrar y e X vom scrie 

y 6, = J ] a j A , <xi5 6 i i , 
5 = 1 

a ^ CO.g = ^TJ % ^ T C O r î ' a'jsir € &• ' • 
Y = l ' ' ' 

Deoarece •• :' 
l^h ei — S %^r *>>9^ • 

atunci Sp z,/a(y) = Ş £% .̂ Pe.de altă parte, vom ..avea 

Sp i£-/*(Sp z./*(y)) = SpA7*(]£ a^) = S %«. 
s i,j 

în consecinţă, oricare ar fi y e I I , 

S P L / * ( T ) . = Spj8:/ft(SpL/x(y)). .(?.) 

O formulă analoagă este valabilă şi în ceea ce priveşte norma (pro
blema 2). 

3. Extinderi separabile. DEFINIŢIE. Extinderea finită Kjh se 
numeşte separabilă, dacă funcţia liniară £ ~» Sp #/a(5), 5G-fi:., nu 
este identic nulă. 

în cazul cînd caracteristica corpului Ic este zero, Sp zc/*(l) ~ n• = 
— (iC : îfc). î n consecinţă, toate extinderile finite ale unui corp de 
caracteristică zero sînt separabile. Aceasta se menţine, bineînţeles, 
şi pentru acele extinderi finite ale unui corp de caracteristică p, al 
căror grad nu se divide prin p. 
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Pe.de


. în/extinderea, finita separabilă, K/k să .alegem-o bază.-6)19 ... M o,, 
si să considerăm matricea ... ..." - . ,. . 

'•''(&p(<*i<*j))î<ij<n.' -; ' • '(10); 

Dacă determinantul acestei matrici este nul, atunci ;există în corpul k 
.clementele' .c^',.,'.., cn 'nu .toate' niile," "astfel. "încît ,." ' , ; ' 

J ] c,#p ( c o ^ ^ O ' ( i = l , . . ., w). 

Luînd y = c1i^1 + • • - • +-Qn<>*ni pu tem .transcrie .ultimele' egalităţi 
sub forma •.-. • 

S p K Y ) = 0 ( i - 1 , . . . , * ) . (11) 

Considerăm un element arbitrar \ din J i . Deoarece y este nenul, 
£ poate fi reprezentat sub forma £ = &x cox y -|- . • • + an <&% Y? % 6 &• 
Ţinînd seama de relaţiile (6>), (7) şi (11), se deduce că Sp \ == 0, ceea 
ce este în contradicţie cu separ abili tatea extinderii K/k. î n cazul 
extinderilor separabile matricea (10) este deci to tdeauna nesingulară. 

DEFINIŢIE. Determinantul det (Sp (co,^)) se numeşte discriminant 
ni bazei o^, . . . , o \ a extinderii finite, separabile K/k şi se notează 
•cu D{<*v . . . , <on). 

Cele demonstrate a ra tă că discriminantul oricărei baze a unei 
extinderi finite separabile este un element nenul al corpului subiacent. 

Fie o altă bază co[, ....., w^ a extinderii K/k şi fie 

n 

**'* ^ X ^ ^ ^:=== 1» '• • • r n ) ' 

Matricea (Sp (co4co Ĵ) este ' da ta de produsul (%)(Sp ( t o ^ ) ) ^ ) ' 
(unde am notat cu accent matricea t ranspusă) , de aceea 

JD(<oJ, . . ., O - (det (c,,))2 D(co15 . . ., <oB). (12) 

Discriminanţii a două baze diferite se deosebesc astfel pr in t r -un fac
tor care este pă t ra t în corpul subiacent. 

Să fixăm o bază oarecare o^, . . ,,,<oa a extinderii K/k. Fiind 
da te în acest caz elementele arbitrare clr..., cn există (şi este unic) 
u n element a e K, astfel încît 

Sp (6><a) = c£ (i = 1, . . ., n). (13) 
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în t r -adevăr , reprezentînd pe a sub. forma, a ~ ^ ^ + . , . . + %coB 
( ^ e fc) şi înlocuind această expresie a lui a în egalitatea (13) obţinem 
u n sistem de w ecuaţii liniare în cele n necunoscute $h avînd determi
nantu l nenul. î n particular se pot determina elementele cof, . . . , caj 
din corpul K astfel încît 

o. / *x f i dacă i = = j , ^ . x 
• Sp(co,6>J)-J v ; _ / . ' , , (14) 

[0 daca % =£ j . • 
Aceste n elemente <&* sînt liniar independente peste &,. deoarece dacă 
am avea qcof + . . . + cn<x>* = 0(%e fc), a tunci , înmulţ ind această 
egalitate cu c^ şi trecînd la u rmă, am găsi că ct =.'0 pen t ru orice 
i = 1, . . . , n. 

D E F I N I Ţ I E . Baza cof,.... , to* a im«?i extinderi separabile K/k» 
unic determinată de egalităţile (14), se numeşte bază reciprocă a bazei 
co17 . . . , o v 

Baza reciprocă face posibilă scrierea explicită a coeficienţilor 
a(e"k în descompunerea unui element arbi t rar a din K: 

a = a1<^1 + . . - + #»<*>„. 

în t r -adevăr , luînd urma produsului acof, obţ inem formulele 

0< *= Sp (a cof )• (t = 1, . . . , w). 

Să admi tem că polinomul minimal <p(l) al unui element oarecare a 
al extinderii separabile K/k se descompune to ta l în factori liniari în 
ext inderea O/fc : 

<?W = (<•— <h)- . . . (*' — am). 

Din formula (9) se deduce imediat că dacă extinderea K/k este separ 
rabilă, a tunci este separabilă şi extinderea k(a)/k. Deoarece polino
mul minimal 9 este şi polinom caracteristic pent ru a relativ la extin
derea &(<%)/&, atunci conform teoremelor 7 şi 8 avem 

m 
S p k(a)jkCCr = JJ 0^ 

s = l 

şi de aceea d i s c r i m i n a n t u l D ( l , a, . . . , a™-1) = D a i bazei 1, a,.-% . . 
. . . , a ro_1 a extinderii fc(oc)/fc se exprimă în modul următor : 

D = det f V ai+ J ) = det (aţ) det (aî) = H (a, - % ) 2 . 
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Deoarece B este nennl, atunci a, # aj şi astfel am demonstrat urmă
torul fapt. 

TEOREMA 9. Polinomul minimal al oricărui element dintr-o extin
dere separabilă nu are rădăcini multiple (în corpul în care se descom
pune în factori liniari). 

Un element a al unei extinderi algebrice a unui corp k se numeşte 
separ abil peste k dacă polinomul său minimal <pa(j) e k[t] iui are rădă
cini multiple, iar în caz contrar — neseparabil. ' Conform teoremei 
9 toate elementele unei extinderi finite separabile E\k sînt separabile 
peste ••&.• Reciproc, dacă elementul a este separabil peste h, atunci 
extinderea k(<x)jk este separabilă. 

TEOREMA 10 (asupra elementului primitiv). Orice extindere fi
nită separabilă E/k este simplă, adică există un element 6 al acesteia 
astfel încît E = k(Q). 

TEOREMA 11. Fiind dată extinderea finită separabilă Ejk.avînd 
gradul n, există n (şi numai n) izomorfisme în extinderea convenabilă 
£ljk, care lasă invariante toate elementele lui Ic. Bacă aceste izomorfisme 
sînt a±J . . ., an, atunci oricare ar fi elementul a e E, polinomul său 
caracteristic fa(t) se va descompune în corpul O astfel 

Ut) = (t- 0l(a))(* - ff2(a)) . . . (t ~' f fB(a)). 

Elementele ^(a) , . . . , cr„(a) (din corpul O) se numesc elemente 
conjugate cu elementul ae E. Imaginile GX(E), . . . , an(K) ale cor
p u l u i E prin izomorfismele or* se numesc corpuri conjugate cu corpul 
K. Bineînţeles că in cazul cînd 6 este un element primitiv al corpului 
K peste k, at(E) = fc(<y,(0)). 

CONSECINŢA 1. Se deduce, utilizînd aceleaşi notaţii, că 

^KIM = <ii(a).. . . or„(a) 

Spjsr/*(a) = ^ ( a ) ^ •"...- + ff.(a). 
CONSECINŢA 2. O extindere finită arbitrară, de gradul n, a corpului 

numerelor raţionale admite exact n izomorfisme în corpul numerelor 
complexe. 

Alegem o bază co1? . . . , ayn a extinderii K/k. Deoarece Sp (cô coy) = 
= JJ <r*(w*)a,(G>j), se deduce că matricea Sp (o^coj) are forma unui 

produss(af(6)^)' (cr̂ o)̂ )) (accentul notează transpusa matricii) şi de 
aceea discriminantul bazei Mt satisface următoarea formulă : 

D(o)15 ...,<*,) = (clet (<;<(<*,))*. (15) 
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4. Extinderi normale. Extinderea algebrică Q/ft se numeşte wor-
maZâ dacă oricare ar fi elementul oee O, polinomul său minimal ©«(£) e 
€ fcp]'se descompune total în factori liniari în inelul Q[f]. 

TEOREMA 12. Orice extindere finită K/k poate fi scufundată într-o 
extindere finită, normală, Ljk (k c K c L). 

în cazul cînd K = fc(ax, . . . , a5) iar 9^*), . . . , <p8(t) sînt polinoa-
mele minimale ale elementelor av ...,<xs relative la k, atunci L 
se poate alege ca fiind acea extindere peste K în care polinomul 
f(t) = ^(t) . . . tp8(t) se descompune în factori liniari (potrivit conse
cinţei teoremei 5) şi care este generată de mulţimea tuturor rădăci
nilor lui f(t). 

Fie p caracteristica corpului k. Un element a al unei extinderi 
algebrice a corpului k se numeşte pur inseparabil, dacă există un 
întreg m ^ 0 astfel încît a*™ aparţine lui k. O extindere algebrică 
il/k "se numeşte pur inseparabilă dacă toate elementele corpului 
£1 sînt pur inseparabile peste Jc. O extindere pur inseparabilă este 
normală. 

Un automorfism a al corpului E (adică un izomorfism al lui K 
pe el însuşi) se numeşte automorfism al extinderii Ejk, dacă a(a) = 
= a, oricare ar fi a e fc. Mulţimea tuturor automorfismelor extinderii 
Ii/fe formează un grup relativ la înmulţire (produsul automorfismelor 
G şi T se defineşte ca fiind compunerea de funcţii: (ax)(x) = c(r(x)), 
CD€ E). Dacă extinderea Ejk este finită, atunci grupul G al automor
fismelor sale este de asemenea finit şi ordinul său este cel mult egal 
cu gradul extinderii (E :k). 

DEFINIŢIE. O extindere finită E/k se numeşte extindere Galois 
dacă ordinul grupului G al'automorfismelor sale este egal cu gradul 
(E : k) al extinderii. Grupul G se numeşte în acest caz grupul Galois 
al extinderii Efk. 

TEOREMA 13. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca o extindere 
finită Ejk să fie o extindere Galois este ca aceasta să fie normală şi 
separabilă. 

Dacă G este un grup arbitrar finit de automorfisme ale corpului 
E, să notăm cu EG subcorpul elementelor invariate, adică al acelor 
elemente a& E, pentru care: a(a) = a, oricare ar fi c?e G. Dacă G 
este un grup de automorfisme ale unei extinderi finite Ejk, atunci 
această extindere va fi o extindere Galois dacă şi numai dacă EG = k. 

în cazul în care caracteristica corpului k este zero, noţiunea de 
extindere finită Galois peste 7c coincide cu noţiunea de extindere 
finită normală. 

TEOREMA 14. Fie k un corp de caracteristică p, Ejk o extindere 
normală finită a acestuia, G grupul automorfismelor sale şi E0 = EG 
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subcorpul elementelor invariante. Atunci K/-K0'este o extindere Galois, 
avînd pe G grup Galois, iar E0/& este o extindere pur inseparabilă. 

PROBLEME . . 

1. Fie Q, = k(x) corpul funcţiilor raţionale de o variabilă x cu coeficienţi în corpul 
Ar. Să se demonstreze că orice element din Q, care nu aparţine lui k este transcen
dent peste k. 

., • .2. Fie k CZ K C L, un lanţ de extinderi finite. Să se demonstreze că pentru orice 
element 06. L este valabilă formula 

NK/*(NLIK@)) - N m (6), 

(Mai .întîi vom presupune că L = K(0) şi apoi vom considera că extinderea Ljk are 
baza to$0?, unde co?- este o bază a spaţiului Kjk.) 

3. Să se determine un element primitiv al extinderii R($2, fă~) a corpului nume
relor raţionale R şi să se exprime prin acesta numerele 1̂ 2 şi ]/¥". 

4. Să se demonstreze că o extindere finită Kjk este simplă, dacă şi numai dacă 
pentru această extindere există doar un număr finit de corpuri intermediare. 

5. Să se demonstreze că în cazul cînd k este un corp de caracteristică p ricnulă, 
polinomul. f(t) = tv ~l — a (ae k) se descompune în corpul k în factori liniari, sau este 
ireductibil. Să se arate apoi că în cel de al doilea caz extinderea k(d)Jk, unde f(0) = 0 
este separabila. 

6. Fie k0 un corp de caracteristică p nenulă şi k = k0(x) corpul funcţiilor raţio
nale de variabilă x cu coeficienţi din /%. Să se arate că polinomul f(t) = t* — x este 
ireductibil în inelul k[t]. Să se arate apoi că extinderea k(*d)jk, unde f(0) — .0, este 
inseparabilă. 

7. Să se demonstreze că dacă extinderea finită Kjk, avînd gradul n, admite n 
izomorfisme distincte într-o extindere Qjk, lăsînd elementele lui k invariante, atunci 
extinderea Kjk este separabila. 

8. Fie k un corp de caracteristică diferită de p, conţinînd o rădăcină primitivă 
de ordin p din 1. Să se demonstreze că dacă elementul ct£ k nu este rădăcină de ordin 

p a unui element din k, atunci (k(Y<x.) : k) = p. 
fk Fie Kjk o extindere finită separabila şi cp o funcţie liniară pe spaţiul vectorial 

K (peste corpul k), cu valori în k. Să se demonstreze că în corpul K (există im element 
a astfel încît 

9(5) = Sp */*(«£), ?e J£ 

şi că acest element este unic. 

§3. COEPUEI FINITE 

Un corp E se spune că este finit dacă are un număr finit de ele
mente. Un exemplu tipic de corp finit este corpul Zp al claselor de 
resturi modulo •p1 din inelul Z al numerelor întregi raţionale. Toate 
corpurile finite au caracteristica un număr prim, iar dacă un corp 
finit Ş are caracteristica p , atunci conţine un subcorp simplu (care 
nu are subcorpuri proprii) izomorf cu corpul Zp. Din aceasta cauză se 
poate admite că Zp c H. Extinderea' Yi\Zp este desigur''"finită. Dacă 
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gradul său este m, iar to1? V. .y<ofl este o bază a spaţiului S peste/% 
atunci orice element \ e E se reprezintă unic sub forma \ = c^ + 
+ . . . + owcom, unde ct parcurg independent cele p elemente din 
Zp. Deoarece toate aceste combinaţii sînt în număr de pm , am demon
strat astfel că numărul elementelor oricărui corp finit este egal cu o 
putere a caracteristicii sale. 

Grupul multiplicativ E* al unui corp finit S este, se înţelege, 
grup abelian finit. Să clarificăm structura acestuia. 

LEMA., Un subgrup finit G al grupului multiplicativ 3£* al unui 
corp arbitrar K este totdeauna ciclic, 

Demonstraţie. Vom arăta mai întîi că dacă în grupul abelian G 
există elemente de ordin m şi n, atunci în G va exista şi un element. 
avînd ordinul egal cu cel mai mic multiplu comun h al numerelor m 
şi n. Considerăm elementele x şi y din G avînd ordinul m, respectiv 
n. Dacă (w, n) = 1, atunci se observă imediat că produsul xy are 
ordinul h = mn. în general, utilizînd descompunerile canonice ale 
numerelor m şi n în produs de puteri ale unor factori primi, le putem 
scrie pe acestea ca produsele 

•m = m0mD n = n0nv 

astfel ca (m01 n0) = 1 şi Ic = m0n0. Elementele x^ şi. y»*- au ordi 
nul w0, respectiv n0, iar produsul lor ar* yn^ are ordinul fc = m0%% 

Fie acum un subgrup finit G de ordinul gr al grupului multiplica
tiv al corpului K. Dacă m este cel mai mare ordin al elementelor 
grupului•<?, atunci evident e&m^g. Pe de altă parte, din cele demon
strate mai sus se deduce imediat că ordinul oricărui element al lui G 
este divizor al lui w, adică toate elementele grupului G sînt rădăcini 
ale polinomului tm — 1. Un polinomde gradul m nu poate însă avea 
într-un corp mai mult de m rădăcini, de aceea g < m. Astfel, g = my 
ceea ce arată că grupul G este ciclic. 

Aplicînd lema demonstrată la cazul corpului finit, pe care îl 
avem în vedere, se obţine următoarea situaţie. 

TEOREMA"1. Grupul multiplicativ al unui corp finit compus din 
pm elemente este un grup ciclic de ordin pm~-~l. ;..-• 

CONSECINŢA, Orice extindere finită a unui corp finit este simplă. 
într-adevăr, dacă 6 este elementul generator al grupului S*, 

atunci, evident, ZP(Q) = S. Cu atît mai mult, corpul intermediar 
S0 verifică relaţia S0(9) = E. 

Din teorema 1 mai rezultă şi că toate elementele lui S sînt rădă
cini ale polinomului Pm— t, şi deoarece gradul acestui polinom este 
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egal cu numărul elementelor din S, înseamnă că în inelul S[<] este 
valabilă descompunerea 

*""-* = I K « - D 
•(£ parcurge toate elementele corpului 2). 

TEOREMA 2. Pentru numărul prim p şi numărul natural m există 
un corp finit avînd pm elemente unic pînă la un izomorfism. 

Demonstraţie. Conform consecinţei teoremei 5 § 2 există peste 
corpul Zp, o extindere £1/ZP în care polinomul fm— t se descompune 
în factori liniari. Să notăm prin £ mulţimea tuturor rădăcinilor sale 
(care sînt conţinute în jQ). Deoarece în "orice corp de caracteristică p 
este verificată formula 

atunci suma şi diferenţa oricăror două elemente din 2 aparţine de 
asemenea lui S. Mulţimea 2 este închisă, desigur, şi relativ la'opera
ţiile de înmulţire şi împărţire (pentru împărţitor neiiul). Prin urmare, 
2 este subcorp al corpului O. Polinomul fm — i nu are rădăcini mul
tiple (deoarece derivata s a ^ f " 1 - 1 — 1 = — 1 nu se anulează pentru 
nici o valoare a variabilei tf), de aceea S este compus din pm elemente. 
'.Existenţa unui corp finit avînd pm elemente este demonstrată. 

Fie acum 2 şi £ ' două extinderi finite de gradul m peste ZP. 
Să alegem în 2 un element primitiv 6 (pe baza consecinţei teoremei 1) 
şi să notăm prin <p(t) polinomul său minimal. Deoarece <p(t) este'di vi-
,zox al polinomului fm -—t, iar'acesta din urmă se descompune în 
factori liniari şi în S', atunci 9^) admite o rădăcină 6'e"2'. Extin
derea Zp(Q')jZP are gradul egal cu gradul polinomului <p(£), adică m, 
•§i de aceea ZP(Q') = 2 ' . Existenţa unui izomorfism al corpului 2 pe 
2 ' se deduce imediat din teorema 4 § 2. 

Un corp finit avînd pm elemente se notează de obicei prin GF(pm) 
{şi se numeşte corp Galois — Galois field).' 

CONSECINŢA. Peste un corpul finit 2 0 =' GF(pr) există polinoame 
ireductibile de orice grad n. 

într-adevăr, pr—1 este divizor al lui prn—1, de aceea toaterădă-
cinile polinomului tpT—t, din corpul 2 ~GF{prn) formează un sub
corp izomorf cu corpul 20 . Putem deci considera că 2 0 c 2 . Poli
nomul minimal al unui element primitiv 6 e 2 relativ la 2 0 va fi 
un polinom ireductibil din inelul 20M? avînd gradul w, astfel că 

( S 0 : S 0 ) = ^ ^ = ^ = n. 
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Să observăm, în încheiere, că pentru a stabili clacă un inel finit 
comutativ dat este corp este suficient doar să se verifice că acesta 
nu are divizori ai lui zero. într-adevăr, fie O un inel finit fără di vizor! 
ai lui zero şi a un element nenul dinO. Dacă ax± = ax21 atunci a(x± — 
— a?2) = 0, de unde se deduce că xt = x2. Prin urmare, pentru xx şi 
x2 distincte, produsele axx şi ax% sînt distincte, deci împreună cu x 
şi produsul ax parcurge toate elementele inelului O. î n acest caz însă 
oricare ar fi b nenul, ecuaţia ax = b este rezolubilă în. O, prin urmare 
toate elementele nenule ale inelului O formează un grup relativ la 
înmulţire. 

PROBLEME 

1. Să se arate că numărul r(m) al polinoamelor ireductibile distincte din inelul Zp[t] 
avînd gradul m şi coeficientul dominant 1, este dat de formula 

m d\m \ d ] 

(d parcurge toţi divizorii lui m, iar p.(/c) este funcţia lui M5bius). 
2. Să se determine toate polinoamele de gradul al doilea, ireductibile peste corpul 

Z 5 = GF(5). 
3. Să se arate că corpul GFpm) este conţinut în corpul GF(p«>) (în sensul unei 

scufundări izomorfe), dacă şi numai dacă m\n. 
4. Ce grad peste ZP are corpul de descompunere al polinomului tn-—ll 
5. Considerăm corpul £ = GF(pm). Să se arate că aplicaţiile a* : 5 -> £p*> £G 

€ £( î = 0, 1, . . . , m — 1) sînt automorfisme, oricare două distincte, ale corpului £ , 
şi că fiecare automorfism al lui £ coincide cu unul dintre o> 

6. Fie pr = q, £ 0 = GF(q), iar £ o extindere finită de gradul n a corpului £ 0 . 
Să se demonstreze că aplicaţiile 

l~>iq\ ^ G S (i = o, î , . . . , I Î . ~ i ) 

formează un sistem complet de automorfisme ale corpului £ , oricare două distincte, 
care invariază elementele lui £ . Să se arate apoi că polinomul caracteristic f^(t) al 
elementului £e £ relativ la £ / £ 0 , admite iu corpul £ descompunerea : 

(se va folosi teorema 8 §2). Să se deducă de aici că 

sP ^ ( 5 ) = 5+5«+ ... +JT\ ^ . ( 5 ) = 51+ '+-" f '"-1* .. 
7. Să se demonstreze că orice extindere finită a unui corp finit este separabiiâ. 
îS. Folosind notaţiile problemei 6, să se arate că orice element al corpului £ 0 

este normă a unui anumit element al corpului £ . . . . 
9. Fie £ == GF(pmr), pm = q> a e £ . Şă se demonstreze că ecuaţia £« — £ = a 

este rezolubilă în corpul £ dacă şi numai dacă ce -f ofl -j- . . . 4- a* = 0 . 
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10. Fie e o rădăcină primitivă de ordinul p prim din. 1. Deoarece elementele 
sub corpului simplu S 0 = GF(p) al corpului £ = GF(pm) sînt clasele de resturi modnlo 
p din inelul numerelor întregi raţionale, rezultă că puterea s p T are sens pentru orice, 
ŢG S (urma este luată relativ la extinderea £ / £ 0 ) . Să s e demonstreze că 

f 0 , dacă a f O , 

^ 6 2 l p w , dacă oc = 0. 

î î . Considerăm un caracter /v al grupului multiplicativ ai corpului £ = GF(pm); 
p«* = Q- (în ce priveşte definiţia caracterelor v. §5). Prelungim caracterul x P e tot corpul 
£ , lulnd' x(0) = 0. Expresia 

T a ( x ) = S x ( ^ S p a S ( a e S ) , 

care este un număr complex, se numeşte sumă gaussiană în corpul finit £ . Presiipunînd 
caracterul x diferit de caracterul unitate % , să se demonstreze formulele : 

T<x(X> = XW^T^X)» 

ba(X)l = / ^ 

]£ T«(X) = 0. 

oc ^ G; 

a # 0 ; 

12. Considerăm p =£ 2. Deoarece toate pătratele din grupul multiplicativ £ * a 
corpului £ = GF(pm) formează un subgrup de indice 2, atunci, luind 4>(a) = -f 1, dacă 
a ¥* 0 este un pătrat şi tjj(oc) = — - l , in caz contrar, obţinem un caracter ţj* al grupului 
£*.. Să se demonstreze că dacă a 3 # 0, 

T«(+)T3(4») = ^( ~a3)p f l l. 

13. Să se demonstreze că dacă a este nenul, atunci 

14. Fie f(xlf . . . , sft) o formă pătratică nesingulară avînd determinantul 8 şi 
coeficienţii din £ = GF(pm), pm = q, pş£ 2, şi fie a un element din £ . Să -se demon
streze că numărul N al soluţiilor din corpul £ , ale ecuaţiei 

f(.Xj, . . , , xn) = a , 

este dat de formulele: 

JV = q2r -f c/<|>((~~lfa8), dacă JÎ = 2r -f 1, 

IV = q*r~* -f co/""1 <|>(( — l) f$), dacă n = 2r. 

unde G» ~ ' — 1 pentru a # 0 ş i c o = = ^ — 1 pentru a = 0. 
15. Fie p ¥* q două numere prime raţionale impare. Pentru un întreg x vom 

nota cu aceeaşi literă x clasele de resturi corespunzătoare din corpurile GF(p). şi GF(q). 
Pentru corpul GF(q) alegem o extindere A în care polinomul tp — 1 se descompune în 
factori liniari şi notăm cu e o rădăcină primitivă de ordinul p din 1, conţinută în 

A. Simbolul lui Legendre I — | coincide, desigur, cu caracterul ty(x) pentru corptil GF(p) 
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indicat în problema 12. Deoarece valorile sale sînt i i , se poate considera că I — I G A. 

Sa se demonstreze că suma „gaussiană" 

xeGF(p) V P } 
verifică egalităţile 

T « « ( - l ) 2 p . (1) 

* = ( - ^ . (2) 

16. Folosind pentru simbolul lui Legendre din corpul GF(q) reprezentarea 

I — I = p , să se deducă din formulele (1) şi. (2) legea de reciprocitate a lui Gauss. 

§ 4. NOŢIUNI ASITPEA INELELOB COMUTATIVE 

î n acest paragraf prin inel se va înţelege un inel comutativ cu 
elementul unitate 1 şi fără divizori ai lui zero. 

1. Divizibilitate în inele. Fie O un inel. Dacă pentru elementele 
nenule a şi p din O există un anumit element ^ e O , astfel încît p \ = 
= a, se spune că a se divide prin p(p divide pe a) şi se scrie p |a . 
Deoarece D nu are divizori ai lui zero, înseamnă că elementul \ este 
unic determinat prin egalitatea p£ = a. Noţiunea de divizibilitate în 
inele are toate proprietăţile divizibilităţii pentru numere întregi ra
ţionale. De exemplu, dacă y|p şi p |a atunci y|a. 

Un element se £5, care este di vizor al elementului unitate 1, 
se numeşte unitate a inelului O (sau element inversabil). 

TEOBEMA 1. Toate unităţile inelului O formează un grup relativ 
la înmulţire. 

Demonstraţie. Fie E mulţimea tuturor unităţilor inelului O. Dacă 
SG E şi 7] G 23,' atunci ee' = 1 şi 7373' = 1 pentru anumiţi 73 şi 73' din 

O. Atunci însă STJ^'VJ') = 1 şi deci SYJG 22. Deoarece 1 G 22 şi pentru 
fiecare unitate s elementul e' definit de egalitatea ee' = 1 este de 
asemenea unitate, rezultă că E este un grup, aşa cum afirmă teorema. 

Elementele nenule a şi p din inelul O se numesc asociate, dacă 
se divid unul prin celălalt. Din egalităţile a = p£ şi p = <X7J(?;G O, 
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7] e O), se deduce că a = a£?}, de unde obţinem 1 = £73 (deoarece 
a este nenul şi inelnl nu are divizori ai lui zero). Prin urmare, asocie
rea a două elemente nenule din O înseamnă că acestea diferă unul 
de celălalt printr-un factor care este unitate în O. 

Considerăm un element nenul \i al inelului O, care nu este uni
tate. Se spune că elementele a şi (3 din O sînt congruente modulo p 
şi se scrie a = p (mod JJL) dacă diferenţa acestora a •— p, se divide 
prin fj,. Congruenţele modulo \x are proprietăţile obişnuite ale congru
enţelor din inelul numerelor întregi. Pentru orice a e O notăm prin 
"a mulţimea tuturor elementelor lui £>, congruente cu a modulo \i. 
Mulţimea "a se numeşte clasă de resturi modulo pu Egalitatea "5 = (3 
are loc, desigur, dacă şi numai dacă a = p (mod jx). în mulţimea cla
selor de resturi modulo JJL se poate defini suma şi produsul claselor, 
luînd 

oc + p" = a + p, a~p" = ~a~p. 

întrucît în inelul D congruenţele modulo pt pot fi adunate şi înmulţite 
membru cu membru, înseamnă că suma şi produsul claselor astfel 
definite nu depind de alegerea reprezentanţilor (resturilor) a şi p. 
O verificare imediată arată că toate clasele de resturi modulo [i for
mează relativ la operaţiile introduse un inel comutativ cu elementul 
unitate 1 (eventual cu divizori ai lui zero). Acesta se numeşte inelul 
claselor de resturi modulo JJL. 

Dacă în fiecare clasă de resturi modulo ţx se alege cîte un reprezen
tant, atunci mulţimea JS a tuturor acestor reprezentanţi se numeşte 
un sistem complet de resturi modulo fx. Un sistem complet de resturi 
$ se caracterizează prin urmare, prin aceea că orice element al ine
lului £> este congruent modulo jx CU un singur element din 8. 

• 2. Ideale. O submulţime A a inelului O se numeşte ideal, dacă 
aceasta este subgrup al grupului aditiv al inelului O şi dacă pentru 
orice a e A şi orice £e O produsul 5a aparţine lui A. Submulţimea 
formată numai din zero, ca şi tot inelul O sînt exemple banale de ideale. 
Primul dintre aceste ideale se numeşte ideal nul iar cel de al doilea 
ideal unitate. 

Considerăm elementele av . . . , am din inelul O. Evident că mul-, 
ţimea A a tuturor combinaţiilor liniare£1%+ ••• +ţm<x>ma*e acestor 
elemente, cu coeficienţii ţt. din O, este'un ideal al inelului'O. Acesta 
se numeşte idealul generat de elementele a1? . . . , am şi se notează prin 
A = (a1?

5..., ocm). Elementele a17. . ., <xm se numesc în acest caz gene
ratori ai idealului A. în generai nu orice ideal are sisteme finite de 
generatori. Idealul A se numeşte principal, dacă are un sistem de 
generatori compus dintr-un singur element, deci de forma- A •= (a). 
Un ideal nenul (a) este compus, desigur, din acele elemente ale ine-
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lului^D, care sînt'"divizibile prin a. • Idealul nul şi idealul unitate 
sînt ideale principale : idealul nul este generat de zero, iar cel prin
cipal, de către o unitate oarecare e a inelului O. Două ideale prin
cipale (a) şi (P) coincid, dacă şi numai dacă a şi p sînt elemente 
asociate. 

Fie A şi B două ideale ale inelului ©. Mulţimea tuturor elemen
telor ^ i D , care se reprezintă sub forma 

\ = axPi + . . . + a,p5, 
unde .a* e A şi p$ e B ( s> l ) , este tot un ideal în O. Acest ideal se 
numeşte produsul idealelor A şi B şi se notează cu AB. Deoarece 
înmulţirea idealelor este comutativă şi asociativă, toate idealele inelu
lui (comutativ) O formează relativ la operaţia de înmulţire un semigrup 
comutativ. 

Două elemente a şi p din D se numesc congruente modulo idealul 
A şi se notează a = p (mod A) dacă diferenţa lor a.— p aparţine lui 
.A, adică dacă a şi p aparţin uneia şi aceleiaşi clase a factorizării prin 
subgrupul aditiv A. Este clar că congruenţa a = (3, (mod A) este 
îndeplinită dacă şi numai dacă a = p, unde prin y se înţelege clasa 
factorizării prin subgrupul A, care are reprezentant pe y e O. Relaţia 
de congruenţă modulo un ideal, în cazul unui ideal principal (jx), coincide 
cu, congruenţa modulo elementul \i (v. pct. 1). Să considerăm grupul 
factor O/JL al grupului aditiv al inelului £> prin subgrupul A. Dacă 
subgrupul A este un ideal, atunci se poate defini înmulţirea în grupul 
factor OjA. Anume, pentru a şi p din OJA luăm 

ap — ap, 
Dacă a = a1 şi p = p1? pe baza egalităţilor a lp1 — ap = a1(p1 — 
— p) + p(ax — a) şl deoarece 0^— a şi pj — p aparţin lui JL, se deduce 
că a1p1 = a8 (mod A) (aici este esenţial faptul că A este un ideal), 
ceea ce înseamnă că produsul ap nu depinde de alegerea reprezentan
ţilor a şi p. Se verifică imediat că relativ la această operaţie de înmul
ţire, ca şi faţă de operaţia de adunare a + p = a + p, grupul factor 
t)/A este un inel. Inelul D/A se numeşte .inelul factor al inelului O 
prin idealul A. î n cazul unui ideal principal (fi) inelul factor 0/(fx) 
coincide cu inelul claselor de resturi modulo (x. 

3. Elemente întregi. Orice inel o (comutativ şi fără divizori ai 
lui zero) poate fi scufundat într-un corp. Pentru a arăta aceasta, 
considerăm mulţimea tuturor fracţiilor formale —, unde a si b sînt 

b 
elemente ale lui o, iar b este nenul. Două fracţii —- si — se numesc 

' b " d 
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egale, dacă şi numai dacă aă .= bc. Adunarea şi înmulţirea le defiipim 
prin formulele 

a c ad + bc 
— _l_.— a-. 9 
b d bă 

a c • __ ac 
& $ &$ 

Se verifică imediat că aceste operaţii sînt compatibile cu definiţia 
egalităţii şi, mai mult, relativ la acestea toate fracţiile — formează 

6 
a ac 

un corp. Să notăm acest corp cu fc0. Dacă fracţiile de forma —_..— 
' • I c 

(o ^ 0) le identificăm cu elementele a& o, atunci o va fi un subinel 
al corpului lc0. Fiecare element al lui fc0 este, bineînţeles, o fracţie 
formată cu elemente din o. 

Considerăm acum un corp care conţine pe o ca subinel. Mul
ţimea fc a tuturor fracţiilor-—, unde a şi b aparţin lui o (b ^ 0) este 

& 
un subcorp al corpului O. Acest subcorp se numeşte corpul de fracţii 
al inelului 0. Se constată imediat izomorfismul corpului Jc cu corpul 
Jc0 anterior construit, ceea ce înseamnă că inelul o îl determină pe 
acesta în mod unic (pînă la un izomorfism). 

DEFINIŢIE. Fie inelul o conţinut în corpul O. Elementul a e Q, se 
numeşte întreg relativ la 0, dacă este rădăcină a unui polinom cu coefi
cienţii din o al cărui coeficient dominant este 1. 

Deoarece orice element ae o este rădăcină a polinomului t — a, 
rezultă că toate elementele lui o sînt întregi relativ la o. 

Fie co1? . . . , com elemente arbitrare din O. Mulţimea M a tuturor 
combinaţiilor liniare a1t^1 + • • • + am<&m cu coeficienţii a{ e o o vom 
numi o-modul în O cu un număr finit de generatori, iar elementele 
6)1, . . . , wm se vor numi generatori ai o-modulului M. Deoarece leo 
atunci toţi <of aparţin lui M. 

LEMA 1. Dacă o-moăulul M cu un număr finit de generatori este 
inel, atunci toate elementele sale sînt întregi relativ la o. 

Demonstraţie. Putem, desigur, considera că nu toate elementele 
co4 sînt nule. Fie a un element al lui M. Deoarece pentru orice i pro
dusul ao* aparţine lui Jf, atunci 

m 
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Se deduce din aceasta că det (aE — (a^)) = 0 (JB este matricea uni
tate de ordinul m). î n acest mod, elementul a este rădăcină a polino
mului f(t) = det («JE — (a^)) cu coeficienţii din o şi avînd coeficientul 
dominant 1, ceea ce demonstrează lema. 

TEOKEMA 2. Mulţimea £> & tuturor elementelor din O cară s£wl 
întregi relativ la o, 0$te ^w iweL 

Demonstraţie. Trebuie să verificăm că suma, diferenţa şi produsul 
a două elemente întregi, a şi p din Q sînt tot elemente întregi ale cor
pului O. Dacă a şi p sînt rădăcini respectiv ale polinoamelor 

-r - aj"-1 — ... - %, t" — bntn~x — ... —bv 

unde af şi fy sînt elemente din o, atunci 

oc™ - Oi + a2ci + . . . + amam~\ p» = bt + &2p + . . . + bn$*~K 

De aici se deduce imediat că o-modulul format din toate combina
ţiile liniare ale produselor 

a*p> (0 < i < m, 0 < j < w) (1) 

cu coeficienţi dino este un inel (deoarece produsul ak$l pentru orice 
Jc>0 şi 1 ^ 0 poate fi reprezentat sub forma unei combinaţii liniare 
de elemente de tipul (1) cu coeficienţii din o). Conform lemei 1 toate 
elementele acestui inel sînt întregi relativ la o ; în particular, vor fi 
întregi a ± P şi <*p. Teorema 2 este demonstrată. 

DEFINIŢIE. Fie o un subinel al corpului Q. Mulţimea O a tuturor 
elementelor din Q, care sînt întregi relativ la 0, se numeşte închiderea 
întreagă a inelului o în corpul O. 

DEFINIŢIE. Subinelul €>0 al corpului K se numeşte întreg închis în 
K, dacă închiderea sa întreagă în K coincide cu £>0. 

Inelul o se numeşte pe scurt întreg închis, dacă este întreg închis 
în corpul său de fracţii fc. 

TEOEEMA 3. Fie o un subinel al corpului O. închiderea întreagă 
O a inelului 0 în corpi £l este întreg închis în O. 

Demonstraţie. Fie G un element din O, întreg relativ.la O, astfel 
încît 

G* = ax + oc28+ . . . + acjn~\ (2) 
unde toţi <xf aparţin lui O. Trebuie să demonstrăm că 6e O. Pentru 
fiecare i = 1, . . ., n există un anumit m% şi are loc egalitatea 

mi 
• «r* » 2 ^ ^ r 1 , aweo (3) 
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(deoarece a< este întreg relativ la o). Considerăm o-modulul M, gene-
ra t de produsele . • • • ' • . • < . • . ? 

ai1 . . . atn 0fc (0 < fc, < m,, 0 < *• < n). (4) 

Din (2) şi (3) se deduce imediat că orice produs al1, . . . , a /6* cu .expo
nenţ i nenegativi, poate fi exprimat ca o combinaţie'liniară de elemente 
de forma(4) cu coeficienţii din o, şi deci "modulul M este u n inel. 
(Ju lema 1 toa te elementele lui M sînt întregi re lat iv la o. Elementul 
6 va fi astfel întreg, ceea ce t rebuia demonstrat . 

LEMA 2. Se consideră inelul o întreg închis în corpul său de 
racţii îc1 iar coeficientul dominant al polinomului f(t) e o[t] este 1. Dacă 

coeficientul dominant al divizornluki <p(t) e k[t] al polinomului f(t) 
este 1, atunci <p(t) e o p j . 

Demonstraţie. Considerăm o extindere Cl/Jc peste corpul ft, în 
care polinomul fit) se descompune în factori liniari (consecinţa teo
remei 5. §2). Toate rădăcinile lui f(t) aparţ in, evident, închiderii 
întregi £> a inelului o în corpul £1. Astfel, inelului D îi apar ţ in şi toa te 
rădăcinile lui <p(t). î n să din descompunerea <p(t) = (t — y[) .[. (t — 
— y8) se deduce atunci că toţi coeficienţii lui-<p(£) apar ţ in lui D şi 
deoarece O n Te = o (datorită faptului că o este întreg închis) aceşti 
coeficienţi aparţ in lui o, ceea ce t rebuia demonstrat . 

Din lema 2 se deduce imediat următoarea afirmaţie, 
TEOREMA 4. Se consideră un inel o întreg închis în corpul său 

de fracţii, iar Q,/h o extindere algebrică a corpului Jc. Pentru ca elemen
tul a e O să fie întreg relativ la o, este necesar şi suficient ca toţi coefi
cienţii polinomului său minimal să aparţină lui o. 

4. Ideale fracţionare. D E F I N I Ţ I E . Se consideră, un inel JD-, iar K 
este corpul său de fracţii. O submulţime A c K, care conţine şi ele/mente 
nenule, se numeşte ideal al corpului K (relativ la inelul O), dacă are 
proprietăţile : 

1) A este grup relativ la operaţia de adunare; 
2) pentru orice oce A şi orice ţ e D produsul \QL aparţine lui A ; 
3) în corpul K există un anumit element nenul y, astfel încît 

yA c JD . 
Idealul A se numeşte întreg, dacă este inclus în D ; în caz contrar 

se numeşte fracţionar. 
Ebţiunea de ideal întreg în K coincide, în acest mod, cu noţiu

nea de ideal nenul al inelului O. 
Dacă A şi B sînt două ideale ale corpului K, atunci pr in produ

sul lor AB se va înţelege mulţ imea tu tu ror elementelor y e f , repre
zentatele sub forma 

y = a ^ + . . . + ampw, m>l, af e A, p< e B (1 < i < m). 
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Evident că produsul a două ideale ale corpului K este de asemenea 
u n ideal a l corpului K. (Aplicată la idealele întregi, înmulţirea, astfel 
definită coincide cu înmulţ i rea obişnuită a idealelor din inele). 

Dacă A şi JB sînt două ideale ale corpului K (relativ la O), a tunci 
prin A.: B se notează acel ideal al corpului iŢ, compus din toa te acele 
elemente £e K, p en t ru care ţB c A. Se constată imediat că 

A : B == f V ' J L p - 1 , 

unde p parcurge toa te elementele 'nenule ale idealului B. 
Idealul yo(y'e j£*) compus din produsele y£, unde \ parcurge-

toa te elementele lui D, se numeşte ideal principal al corpului K. 

PROBLEME 

1. Un ideal A al Inelului £> se numeşte maximal, dacă A^ X) şi dacă orice Ideal 
Intermediar B (pentru care A c B cr JD) coincide sau cu A, sau cu £). Să se demon
streze că idealul A este maximal, dacă şi numai dacă inelul factor Dl A este un corp. 

2. Considerăm în' corpul Q subineml o c Ofl c iD. Să se demonstreze că' dacă 
fiecare element al lui D 0

: este întreg peste o şi fiecare element al lui O este întreg 
peste JD0, ' atunci toate elementele lui D sînt întregi peste o. 

3. Să se demonstreze că dacă inelul o este întreg închis, atunci inelul polinoa-
melor o[t], cu coeficienţii din o este tot întreg închis. 

4. Fie £) un subinel al corpului K, avînd proprietatea că dacă un element nenul' 
£e K nu aparţine lui £>, atunci $ - 1 e 30. Să se demonstreze că în acest caz inelul JQ* 
este întreg închis. 

5. Considerăm că în inelul £>, avînd corpul de fracţii K, este îndeplinită condiţia :' 
dacă pentru un element nenul ^e K toate puterile, sale ţn ( n > 0) aparţin unui anumit 
ideal principal (fracţionar) y£> (ye K*), atunci £e£>. Să se demonstreze că în acest 
caz inelul £> este întreg închis. Un inel £>, care satisface condiţia de mai sus se numeşte 
total întreg închis. 

6. Să se demonstreze că dacă un inel întreg închis este noetherian (orice ideal al 
unui astfel de inel este generat de un sistem finit de elemente), atunci este şi to ta l 
întreg închis. 

7. Fie K = R(x) corpul funcţiilor raţionale de o variabilă x peste corpul numere
lor raţionale R. Flecare element nenul- u e K se reprezintă unic sub forma 

f(x) 
g(x) 

unde polinoamele f şi g din R[x] verifică condiţiile g(0) = 1 şi f(0) = a ^ 0. Fixăm 
un număr prim raţional p şi no tăm cu £) acea submulţime a lui K, constituită din 
zero şi din acele elemente u£ K pent ru care, în reprezentarea (5), sau m> 0, sau m = 0 
şl numărul raţional a = f(0) nu îl conţine pe p la numitor (în scrierea ireductibilă). 
Să verifică imediat că O este un subinel al corpului K. Să se demonstreze că inelul O 

este întreg închis, însă nu este total întreg închis (toate puterile fi 1, n > 0 aparţin 

idealului principal x _ 1 O). 
8. Se consideră un inel O, avînd corpul de fracţii K. Un Ideal al corpului K 

(relativ la O) se numeşte rf-ideal dacă este intersecţia unei anumite familii de ideale 

507 



principale ale corpului K (în generai, fracţionare). Să se demonstreze următoarele 
afirmaţii : 

1) intersecţia nenulă a unui sistem de d-ideale este un d-ideal; 
2) odată cu A şi idealul yA(yG K*) este un d-ideal; 
3) pentru tf-idealul A şi orice ideal B al corpului K, idealul A : B este un (/-ideal; 
4) dacă idealele A şi B sînt astfel încît AB = £), atunci A şi B sînt rf-ideale. 

§ 5. OABACTEBE 

în acest -paragraf expunem cîteva noţiuni asupra caracterelor 
grupurilor abeliene finite şi asupra caracterelor numerice. 

1. Structura grupurilor abeliene finite. Structura grupurilor abe
liene finite este definită de următoarea teoremă (v., de exemplu, 
HOLL, M., Teoria grupurilor, Moscova, 1962). 

TEOREMA 1. Orice grup abelian finit poate fi reprezentat sub 
forma unui produs direct de grupuri ciclice. 

Conform problemelor 1 şi 2 un grup ciclic finit nu se poate des
compune în produs direct de două subgrupuri proprii, dacă şi numai 
dacă ordinul său este putere a unui număr prim. Din această cauză 
dacă într-o anumită descompunere a unui grup abelian finit G în 
produsul direct G = Ax x . . . X A$ factorii ciclici A,t nu admit 
descompuneri în continuare, ordinele lor sînt puteri ale unor numere 
prime. Descompunerea unui grup G în produs direct de factori nede-
compozabili nu este deci unică. Totuşi mulţimea ordinelor factorilor 
nedecompozabili A este unic definită pentru un anumit grup G. 
Aceste ordine (care sînt puteri de numere prime) se numesc invarianţi 
ai grupului abelian finit. Produsul tuturor invarianţilor unui grup 
dat este evident egal cu ordinul acestuia. 

2. Caracterele grupurilor abeliene finite. DEFINIŢIE. Se numeşte 
caracter al grupului abelian finii G un homomorfism al grupului G 
în grupul multiplicativ al corpului tuturor numerelor complexe. 

Altfel spus, un carater al grupului G este o funcţie x definită 
pe G7 cu valori complexe nenule, astfel încît 

x(®y) = xO) x(y) i1) 

pentru orice x şi y din G. 
Deoarece prin orice homomorfism de grupuri imaginea unităţi 

este tot unitatea, atunci x(l) = 1? adică valoarea pentru unitatea 
oricărui caracter x este totdeauna numărul complex 1. Dacă un ele-
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ment a?'e G are ordinul fc, atunci 

(x(*))* = x(a*)-= X(l) = l , (2) 

adică %{x) este rădăcină de ordinul Ic din 1. Dacă m este cel mai mare 
dintre ordinele elementelor grupului #, atunci potrivit problemei 3 
ordinul oricărui element din G va fi divizor al lui m. Prin urmare 
orice valoare x(x) e s* e rădăcină de ordinul m din 1 şi, în consecinţă, 
caracterele pot fi definite şi ca liomorfismele grupului G în grupul 
rădăcinilor de ordinul m din 1. 

Să reprezentăm grupul G ca un produs direct de subgrupuri ciclice : 

G = {%} X . . . X {as}. 

Cum orice element.we G poate fi scris sub forma 

x = <£ . . . <V', (3) 

iar în virtutea relaţiei (1) 

xO) = xK)*1 • * • xMk% 
deducem astfel că un caracter x este complet definit de valorile x(ai)> 
. , . , %(as). Dacă at are ordinul m^ atunci datorită relaţiei (2) x(%) 
este o rădăcină de ordinul mt din 1. Invers, să considerăm pentru 
orice i =1, . . . , s o rădăcină s4- de ordinul m{ din 1 şi pentru orice 
element xe (7, reprezentabil sub forma (3), să definim : 

x(x) = z\* ... * ' . (4) 

Se observă imediat că valoarea (4) nu depinde de alegerea exponen
ţilor kt în reprezentarea (3) (fiecare exponent Jct este definit modulo mt) 
şi, de asemenea, că funcţia x u n i c definită pe G satisface condiţia (1) 
şi este, prin urmare, un caracter al grupului G. O rădăcină zt poate fi 
aleasă în mf moduri, de aceea se găsesc în total mv . . . , ms funcţii 
distincte x de forma (4). Am obţinut astfel următoarea teoremă. 

TEOREMA 2. Numărul tuturor caracterelor unui grup abelian finii 
este egal cu ordinul său. 

Să definim înmulţirea caracterelor. Pentru caracterele x Ş* x' 
ale grupului G definim 

(xx')(*0 = X(*) X » (̂ G<?)-
Evident că funcţia xx' e s* e t°* u n caracter al grupului G. Caracterul 
Xo pentru care ' Xo(x) = 1 pentru orice xe G se numeşte unitate. 
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Este clar că xXo = X? oricare ar fi caracterul x- Dacă pentru un carac
ter x a l grupului G notăm 

l(x) = x(^), xe&i 

unde x(^) este numărul complex conjugat cu yj^x), funcţia x va & 
tot un caracter al grupului G, iar XX = Xo- Deoarece înmulţirea carac
terelor este, evident, asociativă, deducem că toate caracterele unui 
grup abelian finit formează un grup relativ la operaţia de înmulţire 
pe care am introdus-o. ' • 

Considerăm G = {a} un grup ciclic de ordinul m şi fie e o rădă
cină primitivă de ordinul m din 1, fixată. Să notăm cu x acel carac
ter al grupului G, pentru care y(a) = £ (şi? deci, x(a/c) = £*)- Deoarece 
f{a) = zr, caracterele Xo = X™> X? • • •> X™"™1 sînt oricare două dis
tincte şi, în consecinţă, epuizează tot grupul caracterelor grupului G. 
Constatăm, în acest mod, că grupul caracterelor unui grup finit ciclic 
;e.ste tot un grup ciclic. Se poate .deduce imediat teorema generală : 
orice grup abelian finit este izomorf cu grupul caracterelor sale. . 

într-un grup abelian G de ordinul n considerăm un subgrup H 
de ordinul m. Dacă un caracter.^ al grupului G este considerat numai 
pentru elementele, subgrupului II, atunci se obţine, evident, o funcţie 
care este un caracter al grupului II. Să notăm,'acest caracter cu £• 
Este limpede că 'aplicaţia x -* X este un hompiri&rfism al' grupului 
X al caracterelor grupului G, în grupul Yal caracterelor' subgrupului Jl. 
Să notăm prin A nucleul acestui homomorfism/Caracterele x din'JL 
sînt caracterizate prin yfz) ±=1 pentru orice z e IZ". "Dacă 'x ^'A\ iar 
x şi x' aparţin aceleiaşi clase factor din G/H, atunci, evident, yfx) = 
r= y(x'). Luînd y{x) = ] ( ( 4 ^ d e X G ^? iar x este clasa din G/H 

care are pe x ca reprezentant, obţinem o funcţie x unic definită pe 
grupul factor .G/Hy care est.e un caracter al grupului ,GjH. Beciproc, 
dacă i> este un.caracter al grupului factor G/Hr atunci.luînd .., ". , 

y(x)=^(x)j xe G, , ' ''";. 
obţinem un caracter x € A pentru care x = 4*' Deoarece prin apli
caţia x -* X(x € A) caracterelor distincte din A le corespund'carac
tere distincte din grupul factor G/II, am demonstrat că numărul 
•caracterelor x eare aparţin lui A este egal cu numărul caracterelor 
grupului G/Hj adică este — (teorema 2). î n acest caz însă imaginea 

m ; • • • • . • . ; 

grupului X prin homomorfismul x -• X (al grupului X în grupul Y) 
are ordinul n : — = m şi cum potrivit teoremei 2 grupul Y are tot 

m . . . . . . . . - • . • > . • . • • . • 

ordinul m, atunci această imagine coincide cu Y. Eezultă dşci că 
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orice caracter al grupului B are forma x pentru un anumit caracter % 
.al grupului G. Este clar că numărul caracterelor xe x c a r e induc 

Ti 
acelaşi caracter pe JI, este •— = (G : H). . 

m 
Aux; demonstrat următoarea teoremă. 
TEOREMA 3. Dacă G este un grup abelian finit, iar E un subgrup 

al său, atunci orice caracter al grupului H poate fi prelungit pînă la 
un caracter al grupului G, iar numărul acestor prelungiri este egal cu 
indicele (G: II). 

CONSECINŢA 1. .Dacă x este un element din <?,• diferit ^de unitate? 
atunci există un anumit caracter x ol grupului 6r, astfel încît y(x) # !• 

Să' considerăm gropul ciclic {x} = E. Deoarece ordinul său 
este mai mare decît i , înseamnă că pe H există un caracter neuni-
tate.-xS pentru care, în consecinţă, x(x)¥* 1. Prelungind pe x'pînă la 
un caracter al grupului Gr obţinem caracterul căutat x-

CONSECINŢA 2. Bacă un element x din G nu aparţine subgrupului H, 
atunci există un caracter yal grupului G, astfel încît yjx) ^ 1 şi y(z) = 
= 1,^pentru orice z e H. 

într-adevăr, caracterul unitate al grupului II poate fi prelungit 
pînă la un caracter neunitate al subgrupului '{x, lî], care, la rîndul 
său, poate fi prelungit pînă la un caracter al grupului G. . 
••'" Tom stabili aciim cîteva relaţii între valorile caracterelor. Dacă 

Xo este-.caracterul unitate, atunci yfJ(x) = 1 pentru orice .xe. G şi 
deci ••]£ xo(^) = n? unde n este ordinul grupului G. Să presupunem 

%eG 
caracterul x c a f i i n d distinct de xo? deci y{z) # 1 pentru un anumit 
z e G. Dacă x parcurge toate elementele grupului G, atunci şi zx'va. 
parcurge toate „elementele lui G. Notînd 8= Y> x(x)i obţinem prin, 

X£G 

urmare, 
8 = % x(zx) =x(z)$-

x£G 

Datorităuco^diţiei x(^) ^ 1? egalitatea obţinută este posibilă •numai 
dacă 8 =0. Astfel este verificată formula: •'-î 

xGG . 

[% .dacă x = 'Xo? 
\ •; .:• ( 5 ) 

\0y dacă x ^ Xo- \ 

Valoarea oricărui caracter x pentru elementul unite te al gruptilui 
este unitatea, de aceea J] %(1) F=» (aici, ea şi în continuare, x parcurge 
toate caracterele grupului ( ^ ' m t ă m T==Y*l(x)' Conform consecin-
ţei 1 a teoremei Ş există un caracter x' pentru care x'($) ^ ! (dacă 
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x¥> 1). Odată cu x şi produsul xx parcurge toate caracterele grupului 
G. Atunci 

T =£(x'x)(*) = £x'(*) x(*) ^ x ' ( ^ r 

şi deoarece x'(a';) ^ 1> rezultă că T = 0. î n acest mod s-a demonstrat 
formula 

£*(*) = 
dacă # == 1, 

(6) 
10, dacă # ^ 1. 

3. Caractere numerice. Fiind dat un număr natural m vom nota 
prin Gm grupul, relativ la înmulţire, al claselor de resturi modulo 
m, de numere întregi raţionale, relativ prime cu m. Clasa numerelor 
modulo m, care conţine pe a drept reprezentant, o vom nota cu a. 

Fiecărui caracter x al grupului Gm putem să-i ataşăm în mod 
canonic o funcţie x* definită pentru toate numerele întregi raţionale, 
a, relativ prime cu m, luînd 

x*(«) wx(s)- . 
Să extind era această funcţie x* asupra tuturor' numerelor întregi 
raţionale, considerînd că x*(a) = 0, dacă şi numai dacă a şi\m, nu 
sînt relaţii prime. Funcţia x* astfel obţinută (definită pe toate nume
rele întregi raţionale) se numeşte caracter numeric modulo m. î n con
tinuare x* va fi notat cu litera x cu care a fost notat şi caracterul 
iniţial pe grupul Gm. Caracterele distincte ale grupului Gm generează, 
evident, caractere numerice distincte, astfel că numărul caracterelor 
numerice modulo m este <p(m). 

Din definiţie se deduc nemijlocit următoarele proprietăţi ale 
«caracterelor numerice : 

1. Oricare ar fi numărul întreg raţional a, valoarea x(a) es"k° 
i i număr complex, iar x(a) ^ <V dacă şi numai dacă a este relativ 
prim cu m. 

2. Dacă a == a' (mod m), atunci x(a) l=== x(a')-
3. Oricare ar fi numerele întregi raţipnale a şi fe, x{ab) = x(^) x(W-
S-ar părea că aceste trei condiţii caracterizează complet carac

terele numerice. într-adevăr, fie o funcţie r\ care satisface condiţiile 
,1, 2, şi 3. Pentru o clasă ăe Gmf (a, m) = 1, notăm x(#) = >](̂ )- Pe 
jbaza proprietăţii 2 valoarea x(#) nu depinde de alegerea reprezentan
tului a, iar în baz^ condiţiei 1 trebuie să fie nenulă. Mai mult, diacă 
(a, m) ==1 şi (h7 m) = 1, atunci conform condiţiei 3 avem 

x(ab) - # ) = # ) -ijfaHW = *(#)"x(*)- ! 
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î n acest mod, x e s^e un caracter al grupului Gw iar caracterul 
numeric "x* care îi corespunde coincide cu funcţia 73. 

Considerăm un număr natural m', care se divide prin m. Fiecărui 
caracter x modulo m îi putem, ataşa în mod canonic un anumit carac
ter x modulo m'. Anume, dacă a este relativ prim cu m' (şi deci 
şi cu m), atunci convenim ca x'(^) = x(a) ? dacă însă («,m') > 1, 
atunci x(a)===2®- Funcţia numerică x satisface toate cele trei condiţii 
1, 2 şi 3, de aceea este un caracter numeric modulo m'. Vom spune 
că x' e s^ e indusă de caracterul x-

DEFINIŢIE. Dacă pentru un caracter x module m există un anumit 
divizor propriu d al numărului m şi un anumit caracter ya modulo d, 
astfel încît Xi s^ inducă pe x? atunci acest caracter x se numeşte nepri
mitiv ; în caz contrar acesta se numeşte primitiv. 

Teorema 4. Pentru ca un caracter x modulo m să fie primitiv, 
este necesar şi suficient ca pentru orice divizor propriu dai număr uluVm, 
printre numerele x congruente modulo d cu unitatea şi relativ prime 
cu m să se găsească unele pentru care y(x) ^ 1. 

Demonstraţie. î n cazul cînd caracterul x e s^ e neprimitiv, acesta 
este indus de către un anumit caracter xi modulo d, unde d este un 
divizor propriu al lui m. Aceasta înseamnă că oricare ar fi #, relativ 
prim cu m, are loc egalitatea y(x) ~ Xi(a')- Dacă x = 1 (mod d), 
atunci x(x) = 1 '^Xii00)- -Reciproc, să presupunem că pentru un 
anumit divizor propriu d al numărului m este verificată relaţia 
x(x) =1 numai dacă (a?, m) = 1 şi a? == 1 (mod ă). Oricare ar fi a 
relativ prim c u i putem găsi un anumit a', încît (a', m) — 1 şi a' == 
== a (mod d). Convenim că Xiia) ~ x(a')- Valoarea xx(a) nu depinde 
de alegerea lui a'. într-adevăr, dacă af =5 a" (mod d), unde a" este 
tot relativ prim cu m, atunci a" = xaf (mod m) pentru un anumit x, 
relativ prim cu m. întrucît x = 1 (mod d), atunci conform enunţului 
teoremei x(^) = 1 fi deci x(a") ~ x(^)x(a ') ^ x(#')- Definind, în. 
continuare, Xi(a) ~ 0 dacă (a, d) ^ 1» obţinem o funcţie numerică 
Xv care, după cum se constată imediat^ este un caracter numeric 
modulo d. Deoarece Xi('a) ~ x(a) pentru (a, m) = 1, atunci x e s^e 

indus de către caracterul Xi- Astfel, demonstraţia teoremei 4 este 
încheiată. 

PROBLEME 
1. Să se arate că un grup ciclic finit, al cărui ordin este o putere a unui număr 

prim nu se descompune în produs direct de sub grupuri proprii. 
2. Considerăm că ordinul unui grup ciclic finit G este produsul numerelor 7c şi Z, 

relativ prime. Să se demonstreze că G se poate reprezenta ca produs direct a două 
subgrupuri avînd ordinele k, respectiv /. 

3. Fie a un element de ordin maxim dintr-un grup abelian finit. Să se demon
streze că sub grupul ciclic {«} defineşte în G un factor direct. 

4. Fie k un număr natural. Să se demonstreze că un element x dintr-un grup 
abelian finit G este o putere a fc-a în G, dacă şi numai dacă x(x) = 1 pentru toate 
acele caractere x a*e grupului Gf pentru care xk ^ Xo (Xo e s t e caracterul unitate). 
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5. Fie G un grup finit abelian de ordinul n. Scriem elementele, respectiv, carac
terele sale într-o anumită ordine.: xv . . . , xn, respectiv X\> • • •» Xn Să se demonstreze 
că matricea 

este unitară. 
6. Fie mv .. ., m% numere naturale oricare două relativ prime, şi m == mt, .. . m^. 

Să se demonstreze că pentru orice caracter x modulo m există şi sînt unic definite 
caracterele x% modulo mţ(i = 1, . . ., k), astfel încît pentru orice număr întreg raţional 
a este valabilă egalitatea 

X(«) = li(a) • • • X*(°) 

pentru fiecare i caracterul Xi e s t e definit prin egalitatea x%(a) = X(a')> UI]|de a' este 
m 

dat de congruenţele a' = a (mod m), a = 1 (mod 

7. Să se demonstreze că dacă, în condiţiile problemei 6, caracterul x modulo 
m este primitiv, atunci pentru orice i = l,...,k, caracterul Xi modulo m^ 
este to t primitiv. 

8. Fie dj şi d2 divizori ai numărului natural m, iar d = (d19 d2). Să se demon
streze că dacă caracterul x modulo m este indus de un anumit caracter x modulo dv 
cît şi de un anumit caracter modulo d2, atunci este indus şi de un anumit caracter 
modulo d. 

9. Să se demonstreze că fiecare caracter x modulo m este indus de un caracter 
primitiv modulo un anumit, unic definit, f (care este divizor al lui m). Numărul f 
se numeşte modul director al caracterului x-

10. Să se demonstreze că numărul caracterelor primitive nodulo m este 

(d parctirge toţi divizorii numărului m; pt este funcţia lui Mobius iar <p funcţia lui 
Euler). 

11. Să se demonstreze că există caractere primitive modulo m, dacă, şi numaj 
dacă m este sau impar, sau divizibil prin 4. , » 

12. Fie ff spaţiul liniar peste corpul numerelor complexe, compus din funcţiile 
f definite pe elementele unui grup abelian finit G şi avînd valorile complexe f(a), aş G. 
Pentru fiecare element coG G notăm cu T w operatorul translaţie, care acţionează po
trivit formulei 

Să se demonstreze ca toate caracterele x ale grupului G sînt vectori proprii ai •operato
rilor To). Care sînt valorile proprii corespunzătoare? - ' 

13. Păstrăm notaţiile de la punctul precedent şi considerăm pentru o funcţie 
/G 5 , fixată, matricea ' '; .. "•' \' • • • • • - . « . -
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unde ci şi T parcurg toate elementele grupului G, puse într-o anumită ordine. Să se de
monstreze că determinantul acestei matrici este 

X V a / 

(cy parcurge toate elementele, iar % toate caracterele grupului G). 
I n d i c a ţ i e . Matricea A este matricea operatorului T = 2jf(o))îco m baza 

Oi 

constituită din funcţiile ZCT, pentru care 

{1 pentru G = T, 

0 pentru a ^ T. 

Să se găsească valorile proprii ale operatorului T. . . . 
14. Să se rezolve problema 13, considerînd determinantul produsului matricu 

(X(a))x.a c u matricea A. 



TABELE 

TABELUL 1 
Numărul îi al claselor de divizori şi unitatea fundamentală e > l pentru corpurile 

pătratice reale R(Vd), 2 < d ^ 101, d liber de pătrate, co = — 
— 2 

== 1 (mod 4) şi o) = ]/d pentru d = 2,3 (mod 4). 

pentru d 

2 
3 
5 
6 
7 

10 
11 
13 
14 
15 
17 
19 
21 
22 
23 
26 
29 
30 
31 
33 
34 
35 
37 
38 
39 
41 
42 
43 
46 
47 
51 

1 
1 
1 
1 
1 
2 
1 
1 
1 
2 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
1 
2 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
2 
1 
2 
1 
1 
1 
2 

1 + 6) 
2 + w 

o> 
5+26) 
8+36) 
3+co 

10+3o> 
1 + 0) 

15+4o> 
4+o) 
3+2o) 

170+39o> 
2 + 6) 

197+426) 
24+5o) 

5 + 6) 
2 + 6) 

11 + 26) 
1 520+2736) 

19+86) 
35+66) 

6 + 6) 
5+2o> 

37+66) 
25 + 46) 
27+10co 
13+26) 

3 482 + 5316) 
24 3 3 5 + 3 5886) 

48+7w 
50 + 7 » 

2V(s) tf(e) 

- 1 
+ 1 
- 1 
+ 1 
+ 1 
- 1 
+ 1 
- 1 
+ 1 
+ 1 
- 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
- 1 
- 1 
+ 1 
+ 1 
+1 1 
+ 1 
+ 1 
- 1 
+ 1 
+1 
- 1 
+ 1 
+ 1 
+1 
+ 1 
+1 1 

53 
55 
57 
58 
59 
61 

1 62 
65 

! 66 
67 
69 
70 
71 
73 
74 
77 
78 
79 j 
82 
83 
85 
86 
87 
89 
91 
93 
94 
95 
97 

101 

1 
2 
1 
2 
1 
1 
1 

1 2 
2 
1 
1 
2 
1 
1 
2 
1 
2 
3 
4 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
1 2 
2 
1 
1 

3 + 6) 
89+126) 

131 + 406) 
99+136) 

530+696) 
17+56) 
63+86) 
7+2o) 

65+8co 
48 842 + 5 9676> 

l l + 36> 
251 + 306) 

3 480+4136) 
943+2506) 
43 + 5co 
4 + 6) 

53+6o) 
80+96> 

9 + 6) 
82 + 96) 

4 + 6> 
10 4 0 5 + 1 1226) 

28+36) 
447+1066) 

1 574+1656) 
13 + 36> 

2 143 295+221 064w 
39 + 46) 

5 035 + 1 1386) 
9+26) 

- l 
+ 1 
+1 
- l 
+ 1 
- l 
+ 1 
- l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
- l 
- l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
- l 
+ 1 
- l 
+ 1 
+ 1 
- l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
- l 
- l 

TABELUL 2 
Numărul h al claselor de divizori şi norma N(z) a unităţi i fundamentale s din 

corpurile pătratice reale JR(]/<2), d liber de pătra te , 101 < d < 500. 

h N(e)l 

101 
102 
103 
105! 
106 
1071 
109 
110 
111 
113 
114 
115 
1181 
119 
122 
123 
127 
129 
130 
131 
133 
134 
137 
138 
139 
141 
142 
143' 
145 
146] 
149 
151 
154 
155 

' 157 
158 
159 
161 
163 
165 
166 
167 
170 
173 
174 
177 
178 
179 
181 

~1 
+ 1 
+ 1" 
+ 1 
-11 
+ 1! 
-1| 
+ 1 
+ 1 
-l! 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
—1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ H 
+ 1 
+ 1|| 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ ll 
-l 
+ 1 
+ 1 + 1 __1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 11 
+ 1 
+ 1 
-l 
~4 
+ 1 
+1! 
+ 1 
+1 
~l 

JV(£) 

182 
183 
185 
186 
187 
190 
191 
193 
194 
195 
197 
199 
201 
202 
203 
205 
206 
209 
210 
211 
213 
214 
215 
217 
218 
219 
221 
222 
223 
226 
227 
229 
230 
231 
233 
235 
237 
238 
239 
241 
246 
247 
249 
251 
253 
254 
255 
257 
258 

JV(e) JV(s) N(e) 

+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 

259 
262 
263 
265 
266 
267 
269 
271 
273 
274 
277 
278 
281 
282 
283 
285 
286 
287 
290 
291 
293 
295 
298 
299 
301 
302 
303 
305 
307 
309 
310 
311 
313 
314 
317 
318 
319 
321 
322 
323 
326 
327 
329 
330 
331 
334 
335 
337 
339 

2 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
2 
1 
1 
2 
1 
2 
2 
3 
4 
4 
3 
2 
1 
4 
1 
1 
2 
1 
12 

+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
__1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
-l 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1-. 
+ 1 
+ 1 
-l 
-l 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 

341 
345 
346 
347 
349 
353 
354 
355 
357 
358 
359 
362 
365 
366 
367 
370 
371 
373 
374 
377 
379 
381 
382 
383 
385 
386 
389 
390 
391 
393 
394 
395 
397 
398 
399 
401 
402 
403 
406 
407 
409 
410 
411 
413 
415 
417 
418 
419 
421 

+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
-l 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
—1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 

422 
426 
427 
429 
430 
431 
433 
434 
435 
437 
438 
439 
442 
443 
445 
446 
447 
449 
451 
453 
454 
455 
457 
458 
461 
462 
463 
465 
466 
467 
469 
470 
471 
473 
474 
478 
479 
481 
482 
483 
485 
487 
489 
491 
493 
494 
497 
498 

II 4 9 9 

+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
_1 
+ 1 
+1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
—1 
-l 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
-l 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
+ 1 
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TABELUL 3 
Numărul h al claselor de divizori din corpurile pătratice reale R(Vp) pentru 

numerele prime p < 2000 (INCE, E. L., Cgcles of redaced ideals in quadratic fields, 
British association for tlie advancement of science, Matbematical tables, voi. IV, London, 
1934). 

Există 303 de numere prime p mai mici decît 2000 (exceptînd p = 2). Dintre acestea 
pentru următoarele douăzeci şi şase de numere prime : 

p = 79, 223, 229, 257, 359, 443, 659, 733, 761, 839, 

1091, 1171, 1223, 1229, 1367, 1373, 1489, 1523, 1567, 

1627, 1787, 1811, 1847, 1001, 1907, 1987 

numărul h pentru corpul R(Yp) este 3. Pentru şapte valori : 

p = 401, 439, 499, 727, 1093, 1327, 1429 

numărul îi este 5, iar pentru patru valori : 

; p = 577, 1009, 1087, 1601 

numărul h este 7. Corpul corespunzător lui p = 1129 are h = 9 (cu grupul claselor 
de divizori ciclic), iar corpul corespunzător lui p = 1297 are h = 11. Pentru toate cele
lalte 264 de numere prime p < 2000 numărul claselor de divizori ai corpului R(V p) 
e s t e 1 . ' • ' • ' . ' " 

TABELUL 4 

Numărul h 

m : 

m 
h 

m 

h 

m 

h 

m 

A . 1 

1 " -
1 1 
1 15 

2 
30 
3 

43 
12 j 
182 
•27 1 

al claselor de 

3 1 1 

17 

' :5 ' 

1 1 
I 19'. 

1 ] 3 
31 | 33 
3 

44 
1 

215 
21 

. i 

45' • 

, i 1 
217' I 
27 . J 

divizori 

6 
1 , 

20 
3 
34 
3 
46 ! 
1 1 

342 I 
27 

pentru 

7 
3 

21 
3 
35 
,3, 
47'' 
2 

422 ' 
21 

anumi 

10 

22 
3 
37 
3 
63 
6 | 

• ; 3 
te corpuri pur cubice tlQfm)', 

11 
2 ~ 

23 
: 1 
38 

12 13 
1 '!•"' .3 

26 | 28 
3 

- 39 
3 ! 6 " 
65 | '91 
18 1 9 : 

3 '' 

41 

1 

124 

9 

14 
;, 3 

| : 29 
1 

42 
3 

9 

Observaţie. Tabela conţine toate corpurile piir cubice R(Vm) 

5 1 8 

pentru 0 < m < 50. 

TABELUL 5 
Numărul h al claselor de divizori ai corpurilor pătratice imaginare Riya), 

unde a este liber de pătrate, 1 ^ a < 500. 

a 

1 1 
2 1 
3 
5 
6 
7 
10 
11 
13 
14 
15 
17 
19 
21 
22 
23 
26 
29 
30 
31 
33 
34 
35 
37 
38 
39 
41 
42 
43 
46 
47 
51 
53 
55 
57 
58 
59 
"61 
62 
65 
66 
67 
69 
70 

h 

1 
1 
1 
2 
2 
1 
2 
1 
2 
4 
2 
4 1 1 4 | 
2 
3 
6 
6 
4 
3 
4 
4 

1 2 2 
6 
4. 
8 
4i 
1 
4 
5 
2 
6 
4 
4 
2 
3 
6 
8 
8 
8 
1 
8 

1 4 

a 

71 
73 
74 
77 
78 
79 
82 
83 
85 
86 
87 
89 
91 
93 ! 
94 
95 
97 

| 101 
102 
103 
105 
106 
107 
109 
110 
111 
113 
114 
115. 
118 
119 
•122 
,123 
•127 
; i29 
; i3o 

| "131 
| 133 

134 
137 
138 
139 
141 

1 142 

h 

7 
4 
10 
8 
4 
5 
4 
3 
4 
10 
6 
12 
2 
4 
8 
8 
4 
14 
4 
5 
8 1 

i 6 ! 
3 ' 
6 
12 
8 
8 
8 
2 
6 
10 
10 
2 
5 
12 
4. 
5 
4 
14 
8 
8 
3 
8 

1 4 

a 

143 
145 
146 
149 
151 
154 
155 
157 
158 
159 
161 
163 
165 1 
166 
167 
170 
173 
174 
177 
178 
179 
181 
182 
183 
185 

! 186 
• 187 
190 
191 
193 
194 
195 
197 
.199 
201 

1 202 
' '203 
"205' 
206 
209 
210 
211 
213 

1 214 

h 

10 
8 
16 
14 
7 
8 
4 
6 
8 
10 1 
16 
1 
8 
10 
11 
12 
14 

. 12 ! 
4 
8 
5 
10 
12 
8 
16 
12 
2 
4 
13 
4 
20 
4 
10 
9 
12 
6 
4 
8 
20 
20 
8 
3 
8 

1 6 

a 

215 
217 
218 
219 
221 
222 1 
223 
226 
227 
229 
230 
231 | 
233 
235 
237 
238 
239 
241 
246 
247 
249 
251 

i " 253 
254 
255 

• 257 
258 
259 
262 
263 
265 
266 
267 

.' 269 
271 

- 273 
274 
277 
278 
281 
282 
283 

h 

14 
8 
10 
4 
16 
12 
7 
8 
5 
10 
20 
12 
12 
2 
12 
8 
15 
12 
12 
6 

i 1 2 
7 
4 
16 
12 
16 
8 
4 
6 
13 
8 
20 
2 
22 
11 
8 
12 
6 
14 
20 
8 

1 3 
285 I 16 

1 286 1 12 

a 

287 
290 
291 
293 
295 
298 
299 
301 
302 
303 
305 
307 
309 
310 1 
311 
313 
314 
317 
318 
319 
321 
322 
323 
326 
327 
329 

, 330 
331 
334 
335 
337': 
339 
'341' 
345 
346 
347 
349 
353 
354 
355 
357 
358 
359 

h 

14 
20 
4 
18 
8 
6 
8 
8 
12 
10 
16 
3 
12 
8 
19 
8 
26 
10 
12 
10 
20 
'8 4 
22 
12 
24 
8 
3 
12 
18 
8 
6 
28 
8 
10 
5 
14 
16 
16 
4 
8 
6 

| 19 
1 362 { 18 

a 

365 
366 
367 
370 
371 
373 
374 
377 
379 
381 
382 
383 
385 
386 1 
389 
390 
391 
393 
394 
395 
397 
398, 
399 
401 
402 
403 
406 
407 
409 
410 
411 
413 
415 
417 
418 
419 
421 
422 
426 
427 
429 
430 

1 431 || 433 

h \ 

20 
12 
9 
12 
8 
10 
28 1 
16 J 
3 

20 |! 
8 [ 
17 
8 
20 
22 
16 
14 
12 
10 1 
8 
6 

• 20 
| 1 6 
20 
16' 
2 
16 
16 
16 
16 
6 
20 
10 
12' 
8 
9 
10 
10 
24 
2 
16 
12 
21 

1 12 

a 

434 
435 
437 
438 
439 
442 
443 
445 
446 
447 
449 
451 
453 1 
454 
455 
457 
458 
461 
462 
463 
465 
466 

1 467 
469 
470 

1 '471 
473 
474 
478 
479 
481 
482 
483 
485 
487 
489 
491 
493 
494 
497 
498 
499 

h 

24 
4 
20 
8 
15 
8 
5" 
8 
32 
14 
20 
6 
12 
14 
20 
8 
26 
30 
8 
7 
16 
'8 

• ' • • 7 

• 1 6 
20 
16 
12 
20 
8 
25 
16 
20 
4 
20 
7 
20 
9 
12 
28 
24 
8 
3 
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TABELUL 7 
Grupurile „nebanale'* de clase de divizori ale corpurile pătratice imaginare 

jR(]/ — m) pentru 0 < m < 24 000 (WADA, H., A table of ideal class groups of intagi-
ziary quadratic fields, Proc. Japan Acad. 46, Nâ 5, 1970, 401 —403). 

Grupul G al claselor de divizori ai corpului R(Y —m) se numeşte „banal" dacă 
invarianţii săi (fiecare dintre aceştia fiind divizor al precedentului) au forma a, 2, . . . , 2. 
în caz contrar, G se numeşte „nebanal". Un grup „banal" este unic definit de ordinul 
său şi de numărul divizorilor primi ai discriminantului corpului R(j/ —m). în tabel 
sînt indicaţi, în coloana din dreapta, invarianţii grupului G pentru corpul R(Y —m) 
avînd grupul „nebanal" G. Toate corpurile R(]/ -~m), 0 < m < 24 000, care nu figurează 
în tabel au grupuri „banale" de divizori. 

m 

974 
1 513 
1 582 
1 590 
1 598 
1 886 
1 918 
2 329 
2 379 1 
2 437 
2 542 
2 702 
2 993 
3 026 
3 262 
3 299 
3 358 
3 502 
3 886 
3 934 
4 027 
4 318 
4 369 
4 486 
4 633 
4 658 
4 718 
4 777 
4 810 
4 895 
5 037 
5 069 
5 134 
5 142 
5190 
5 306 
5 417 

G II 

12, 3 
4, 4 
4, 4 , 1 
4, 4. 2 
8, 4 
16, 4 
4, 4 
8, 4 
•4, 4 
6, 3, 
4, 4 
12, 4 
12, 4 
12, 4 • 
8, 4 
9, 3 
8, 4 
4, 4 
6, 6 
8, 4 
3, 3 
8, 4 

j 12, 4 
10, 5 
.8, 4 
16, 4 
16, 4 
8> 4 
4, 4, 2 
16, 4 
4, 4, 2 
12, 6 
16, 4 
6, 6 
8, 4, 2 
12, 6 
24, 3 

m 

5 614 
5 703 
5 795 
5 857 
5 910 
5 986 
6 001 
6 014 
6 085 1 
6 123 
6 221 j 
' 6 226 i 
• 6 286 
6 355 
6 398 
6 402 
6 494 

i 6 497 
•. 6 583 
6 690 
6 789 
6 910 
6 914 

: 6 953 
7 006 
7 059 
7 081 

'' 7 361 
• 7 082 
7 585 
7 769 
7 966 
7 977 
8 103 
8 126 
8 242 
8 322 

G . 1 
8, 4 
18, 3 | 
8, 4 
12, 3 
4, 4, 2 
8, 4 
8, 4 
24, 4 ' 
6, 6 . 
4, 4 
42, 3 
12, 6 
12, 4 
4, 4 
16, 4 . 
4, 4, 2 . 
24, 4 1 
8, 8 
12, 3 
6, 6,2 

i 6, 6, 2 
6, 6 
36, 3 
16, 4 
20, 4 
8, 4 
16, 4 
28,4 
8, 4 
4, 4, 2 
24, 4 
8, 8 
6, 6 
12, 4 
40, 4 
6, 6 
8, 4, 2 

m 

8 366 
8 446 
8 522 
8 555 
8 633 
8 638 
8 671 
8 701 
8 710 
8 738 
8 751 
8 790 
8 878 ! 
8 942 
8 974 
9 069 
9 118 
9 214 

| 9 266 
9 385 

• 9 422 
9 497 
9 503 

; 9 510 
9 554 
9 574 
9 595 
9 673 
9 809 
9 881 
9 934 
9 955 

10 001 
10 015 
10 074 
10 081 
10 173 

G 11 
28, 4 
12, 4 
30, 3 
8, 4 
16, 4 
8, 4 • : 

16, 4 
8, 4, 2 
4, 4, 2 
16, 4 
24, 3 
8, 4, 2 
8, 4 
24, 4 • 
16, 4 
12, 6 
8, 4 1 
16, 4 
36, 4 
12, 6 
24, 4 
.24, 3 
20, 4 
8, 4, 2. 
40, 4 
18, 3 
.4, 4 
12, 4; 
32, 4 
28, 4 
12, 3 
4, 4 
40, 4 
18, 3 
8, 4, 2 
12, 4 
6, 6 

m 

10 295 
10 366 
10 414 
10 549 
10 605 
10 718 
10 759 
10 790 
10 798 
10 803 i 
10 961 
11 001 1 
11 199 
11 326 
11 534 
11'651 
11 713 
11 822 

1 11 966 
12 002 
12 013 
12 067 
12 095 
12 118 
12 131 
12 206 
12 207 
12 282 
12 394 
12 451 
12 453 
12 481 
12 505 
12 595 
12 638 
12 710 
12 837 

G 

32, 4 
16, 4 
20, 4 
8, 4, 2 
4, 4, 2, 2 
16, 4 
12, 4 
12, 4, 2 
12, 3 
4, 4 
32, 4 
6, 6, 2 
20, 5 
24, 4: 
44, 4 
18, 3 
4, 4,. 2 
20, 4 
32, 4 

| 20, 4 
6, 6 
•6, 3 
32, 4 
6, 6 • 
12, 3 , 
48, 4 
20, 4 
6, 6> 2 
18, 3 
5, 5 
6, 6, 2 
12, 6 
8,4,2 
4, 4 
32, 4 
16, 4, 2 
6, 6, 2 

ii 
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TABELUL 7 (continuare) 
m 

12 937 
12 994 
13 022 
13 073 
13 143 
13 317 
13 342 
13 359 
13 398 
13 677 
13 678 
13 727 
13 817 
13 829 
13 906 
14 033 
14 062 
14 126 
14 155 
14 162 
14 334 
14 446 
14 462 
14 473 
14 547 
14 606 
14 637 
14 722 
14 730 
14 795 
15 049 • 
15 326 
15 389 
15 538 
15 549 
15 655 
15 658 
15 742 
15 805 
15 806 
15 910 1 

l ° 
8, 4 
12, 4 
16, 4 
16, 4 
16, 4 
8, 4, 2 • 
12, 4 
24, 4 
4, 4, 2, 2 
8, 4, 2 
8, 4 
28, 4 
28, 4 
54, 3 
16, 4 
36, 3 
12, 4 
36, 4 
4, 4 
20, 4 
18, 6 
20, 4 
24, 4 
12, 4 
4, 4 j 
10, 10 
4, 4, 2, 2 
8, 4 ' 
' 6, 6, 2 
8, 4 
12, 6 
48, 4 
20, 10 
16, 4 
12, 4, 2 
24, 4 • 
10,5 
16, 4 ' li 
8; 4/2 ; I 
44, 4 
8, 4, 2 1 

m 

\\ 15 929 
15 934 
16 049 
16 201 
16 238 
16 301 
16 441 
16 446 
16 582 
16 609 
16 627 

1 16 710 
16 769 
16 782 
16 814 

) 16 870 
16 887 
16 895 
17 131 
17 146 
17 266 
17 282 
17 399 
17 402 
17 422 
17 427 
17 561 
17 574 
17 723 
17 751 
17 753 
18 021 
18 046 
18 158 
18 278 
18 285 
18 286 
18 362 ; 
18 409 
18 458 
18 542 | 

1 G 

32, 4 
16, 4 
30, 6 
20, 4 
12,' 12 
78, 3 
28, 4 
10, 10 
10, 5 
24, 4 . 
6,: 3 
8, 4, 2 
28, 4 
10, 10 
48, 4 
6, 6, 2 
24, 4 
24, 4 
6, 3 
42, 3 
16, 4 
36, 3 
54, 3 • 
12, 4, 2 
12, 4 
4, 4 
12, 12 
12, 4, 2 
•18, 3 
28, 4 1 
24, 4 
10, 10 

'24, 4 
40, 4 : 

12, 4, 2 
4, 4, 2, 2 
16, 4 
30, 3 
28, 4 
18,6 
28, 4 1 

D m 

18 555 
18 649 
18 721 
18 761. 

1 18 814 
18 922 
19 187 
19 286 
19 346 
19 427 
19 545 
19 590 
19 618 
19 651 
19 677 
19 679 
19 726 
19 762 
19 919 
19 947 
19 981 
19 982 
20 002 
20 091 
20 129 
20 155 
20 162 
20 310 
20 366 
20 398 
20 445 
20 654 
20 658 
20 734 
20 737 
21 018 
21 098 
21 190 
21233 
21243 
21 395 1 

1 G 

6, 6 
16, 4 
32, 4 
32, 4 
20, 4 
10, 5 
12, 3 
42, 3 
44, 4 
9, 3 
6, 6,. 2 
12, 4, 2 
12, 4 
6, 3 
6, 6, 2 
54, 3 
20, 4 
8, 8 
45, 3 
4, 4 
12, 4, 2 
28, 4 
12, 4 
8, 4 
60, 3 
4, 4 
36, 4 
12, 4, 2 
44, 4 
8, 4, 2 
8, 4, 2, 2 
44, 4 
8, 4, 2 
24, 4 
16, 4 
6, 6, 2 
16, 4, 2 
8,4/2 
28, 4 
8, 4 
16, 4 | 

1 •'« 

21418 
21 449 
21 454 
21 571 
21 605' 
21 755 
21 895 
21 922 
21 930 
21 998 
22 055 
22 127 
22 222 
22 321 
22 395 
22 443 
22 481 
22 654 
22 711 
22 717 
22 763 
22 862 
22 873 
22 965 
23 095 
23 137 
23 142 
23 155 
23 165 
23 178 
â3 190 
23 329 
23 377 
23 439 
23 585 
23 605 
23 683 
23 862 
23 871 
23 910 
23 953 

1 G 

18, 3 
24, 6 
24, 4 
8, 4 
24, 4, 2 
16, 4 
24, 4 
20, 4 
6, 6, 2, 2 
20, 4 . 
40, 4 
16, 8 

• 12, 4 ' 
8, 8, 2 
6, 6 
6, 3 
60, 3 
16, 4 
42, 3 
10, 5 
8, 4 
12, 4, 2 
12,4 
12, 6, 2 
16, 4 
16, 4 
: 4, 4, 2, 2 
8, 4 
12, 6,2 
12, 6 
16, 4, 2 
24, 4 
16, 4 •' 
36, 4 
16, 4, 2 
12, 6 ; 
6̂  3 
6, 6, 2 ! 
24, 4 
8, 8, 2 
24, >4 

Observaţie. în tabele toate grupurile G au invarianţii de forma.«, b, 2a,'.:.;. -, 2°*. 
Există totuşi exemple de corpuri R(Y — m) pentru care grupurile! G au invarianţi de 
un alt tip (Shanks D . ) : ;< 

63199139 
72972579 

348, 3, 3 
102, 6, 3 

78789999 
80067263 

162, 6, 6 
270, 9, 3 

315524687 
(simplu) 

1443, 3, 3 

'S22 

TABELUL 8 
Discriminanţii ordinelor cunoscute ale corpurilor pătrat ice imaginare, pentru care 

fiecare gen al modulelor care le aparţin este compus din o singură clasă (DICKSON, L. E. , 
Introduction to the theorij of numbers, 1929). 

I. Discriminanţii ordinelor maximale (65 valori) : 

-3 
-4 
-7 
„8 
-11 
-15 
-19 
-20 
-24 
-35 
-40 

-43 
-51 
-52 
-67 
-84 
-88 
-91 

-115 
-120 
-123 
-132 

-148 
-163 
-168 
-187 
-195 
-228 
-232 
-235 
-267 
-280 
-312 

-340 
-372 
-403 
-408 
-420 
-427 
-435 
-483 
-520 
-532 

f -555 

-595 
-627 
-660 
-708 
-715 
-760 
-795 
-840 

-1012 
-1092 
-1155 

-1320 
-1380 
-1428 
-1435 
-1540 
-1848 
-1995 
-3003 
-3315 
-5460 

II. Discriminanţii ordinelor nemaximale (36 valori) : 

—3-22 
—3.32. 
-3.42 
-3-5 2 

—3.72 
-3-8 2 

.-4-22 

-4-3 2 . 
-4.42 
-4.52 
-7-2 2 • 
-7.42 

-7-8 2 

-8-2 2 

-8-3 2 

-8-6 2 

-11-32 

-15-22 . 

—15.42 
-15-82 . 
-20-32 
-24- 2a 

- -35.32 
-40-2 2 . 

-88-22 

-120-2a 

-168-22. 
-232-22 

-280,22 

-312- 2a 

-408-22 

-520 ."2a 
-760-22 

-840-22 

-1320-22 

, -1848-22 

Numerele comode ale lui Eu le r : 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25. 28, 30, 33, 37, 
40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, 165, 
168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 408, 462, 520, 
760, 840, 1320, 1365, 1848, 

"."• TABELUL 9 . 
Numărul h al claselor de divizori.ale corpurilor cubice complet reale de discri

minant mai mic decît 20 000 (GODWIN, H. J., SAMET P . A., J . London Math. Soc. 
M, 1959, 108-110; G O D W I N , H.J . , Proc. Gambridge Philos. Soc. 57, 1961, 728-730). 

Un corp cubic J?(0) se numeşte complet real dacă pentru acesta s — 3, t = 0, 
adică dacă toate izomorfismele sale în corpul numerelor complexe sînt reale. Mai mult, 
dacă polinomul minimal al numărului 6 se descompune în jR(0) în factori liniari, atunci 
jR(6) se numeşte ciclic. Un corp cubic ciclic se caracterizează prin faptul că discrimi
nantul său este pătratul unui număr raţional. 

Există în total un număr de 830 corpuri cubice complet reale avînd discrimi
nantul mai mic decît 20 000. Printre acestea se găsesc 24 de corpuri ciclice. Pentru 
16 corpuri cubice ciclice numărul h este 1. Aceste corpuri au discriminanţii: 72, 92, 
132, 192, 3l 2 , 372, 432, 612 , 672, 732, 792, 972, 1032, 1092, 1272, 1392. 
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Pentru fiecare dintre discriminanţii 
632 , 912 , 1172, 1332 

există exact cîte două corpuri cubice ciclice, iar pentru toate acestea opt corpuri 
avem A—3. 

Corpurile cubice complet reale necicîice avînd discriminant mai mic decît 20 000 
sînt astfel distribuite (pentru fiecare discriminant există cîte un corp): 

Marginile 
discriminantului 

1 - 1 000 
1 001 - 2 000 
2 001 - 3 000 
3 001 - 4 000 
4 001 - 5 000 
5 001 - 6 000 
6 001 - 7 000 
7 001 - 8 000 
8 001 - 9 000 
9 0 0 1 - 1 0 000 

10 0 0 1 - 1 1 0 0 0 

Numărul 
de corpuri , 

22 
32 | 
36 
39 
34 
41 
37 
47 
40 
39 
42 [ 

Marginile 
discriminantului 

11 001 - 1 2 000 
12 001 - 1 3 000 
13 001 - 1 4 000 
14 001 - 1 5 000 
15 001 - 1 6 000 
16 0 0 1 - 1 7 000 
17 001 - 1 8 000 
18 001 - 1 9 000 
19 001 - 2 0 000 

T o t a l . . . 

Numărul 
de corpuri 

52 
37 
43 
42 
46 
52 
39 
39 
48 

806 

Dintre acestea 748 corpuri au A = 1. Numărul corpurilor cu A = 2 este 29. Dis
criminanţi i acestora s în t : 

1 957, 2 777, 3 981, 6 809, 7 053, 7 537, 
8 468, 8 789, 

11 324, 11 348, 
14 197, 15 188, 
17 428, 17 609, 

9 301, 10 273,. 10 889, 11197, 
12 197, 13 676, 13 768, 14 013, 
15 529, 16 609, 16 997, 17 417, 
17 989, 18 097, 19 429. 

Corpurile cu A = 3 (în total 26) au discriminanţii: 

2 597, 
8 829, 

13 916, 
16 660, 
19 604, 

4 212, 
9 653, 

13 932, 
19 905, 
19 764. 

4 312, 
9 800, 

14 661, 
18 228, 

5 685, 
9 996, 

14 945, 
18 252, 

6 885, 
10 309, 
15 141, 
18 792, 

Pentru cele trei corpuri care au discriminanţii: 

8069, 16 357, 19 821 

7 220, 
11 417, 
15 884, 
19 220, 

numărul A este 4. Corpuri cu A ^ 5 nu există (printre corpurile cubice complet reale 
de discriminant mai mic decît 20 000). 

OBSERVAŢIE. Pentru fiecare discriminant mai mic decît 20 000 există în tabele 
numai un corp cubic complet real neciclic. Această afirmaţie nu este însă în general 
valabilă. Astfel, de exemplu, pentru discriminantul 22 356 găsim cel puţin trei corpuri 
(v. problema 21 §2 cap. II). 
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TABELUL 10 

Factorii A* == h(l) ai numărului de divizori ai unui corp Z-ciclotomic pentru / < 
< 200 primi (NEWMAN, M., A table of the first facfor for prime cgclotomic fields, 
Math. Comput. 24, N2, 109, 1970, 215—219 ; pentru A*'este dată descompunerea în 
factori primi). 

/ 

3 
5 
7 

11 
13 
17 

19 
23 
29 
31 
37 

l 

89 
97 

101 
103 
107 
109 
113 
127 
131 
137 
139 
149 
151 
157 
163 
167 
173 
179 
181 
191 
193 
197 
199 

A* 

1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 
3 
2-2-2 
3-3 
37 

/ 

41 
43 
47 

53 
59 
61 
67 
71 
73 
79 
83 

A* 

11 11 

211 
5 -139 
4889 
3 -59 -233 
41 -1861 
67-12739 
7-7-79241 
89-134353 
5-53-377911 
3 -279405653 

A* 

113-118401449 
577-3457-206209 
5-5.5 .5 .5 .101-601-18701 
5.103-1021-17247691 
3-743-9859.2886593 
17.1009-9431866153 
2-2.2-17.11853470598257 
5 -13•43•547 - 883•3079•626599 

1 3-3-3-5-5-53*131-1301-4673706701 
17-17-47737-46890540621121 
3-3-47-47.277-277-967-1188961909 
3-3-149-512966338320040805461 
7-11-11-281-25951-1207501-312885301 
5-13-13-157-157-1093-1873*418861.3148601 
2-2-181-23167-365473-441845817162679 
11.499-5123189985484229035947419 
5-20297-231169-72571729362851870621 
5•1069•14458667392334948286764635121 
5-5-5-37-41-61-1321-2521.5488435782589277701 
11-13-51263-612771091.36733950669733713761 
6529.15361-29761•91969•10369729-192026280449 
2-2.2 .5 .1877-7841 - 9398302684870866656225611549 

1 3.3.3.3.19-727-25645093-207293548177-3168190412839 
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OBSERVAŢIE. în tabele valorile lui A*(Z) din tabele cresc monoton începînd cu 
= 19. însuşi Kummer a emis ipoteza că h*(l) pentru l -> oo se exprimă asimptotic 

prin formula 

[+3 r - 3 i-\ 

Totuşi pînă acum problema valabilităţii acestei ipoteze rămîne descinsă. A fost demon
strată numai următoare formulă mult mai slabă : 

Mm 
iog/î*(7) 

~ / îogT 7 

(care se obţine din formula lui Kummer prin logaritmare), de unde, între altele, se 
deduce existenţa unui număr finit de numere / pentru care h*(l) = 1 (v. SIEGEL, G.L., 
Zu zwel Bemerkungen Kummers, Nachr. Akad. : Wiss. Gottingen II, Math. Phys. KX 
1964, N° 6, 51 —57). în ultimul timp s~a demonstrat (UCHIDA K.) că primele şapte 
valori ale lui l epuizează toate numerele / pentru care h*(l) = 1. 

TABELUL' 11 

Numerele neregulate prime mai mici depît 5500 

î n dreptul unui număr neregulat l, în coloana din dreapta sînt date numerele-
lui Bernoulli B9a (2 ^ 2a < / — 3), ai căror numărători se divid prin / (numerele luî 

Bernoulli au indici p a r i : B0 — — , BA — s.a.m.d.). In total sînt 285 numere 
6 4 30 ' 

prime neregulate mai mici decît 5500. Numerele prime impare mai mici decît 5500 
care nu sînt date în tabelă sînt toate regulate (numărul lor este 439) (LEHMER, D. ÎL, 
'LEHMER, EMMEA, VANDIVER, H. S., SELFRIDEGE, J. L., NICOL, G. A., Proc. NuL 
Acad. Sci. U.S.A. 40 N° 1, 1954, 2 5 - 3 3 ; N°-8, 1954, 7 3 2 - 7 3 5 ; 41, N° 11, 1955, 
9 7 0 - 9 7 3 ; Kobeiev V. V., DokS. A.N. SSSR. 190, N° 4, 767-768) . 

/ 

37 
59 
67 
101 
103 
131 
149 
157 
233 
257 
263 i 
271 
283 
293 
307 

2a 

32 
44 
58 
68 
24 
22 
130 
62, 110 
84 
164 
100 
84 
20 
156 

88 1 

l 

'! 311 
1 347 
353 

! 379 
1 389 

401 
i 409 

421 
433 
461 

463 
467 
491 
523 
541 1 

292 
1 280 

186, 
100, 
200 

382 
126 
240 
366 
19f> 

130 
94, 

292, 
400 
86 

2a 

300 
174 

194 
336, 338 

1 l 

547 
557 
577 
587 
593 

1 607 
I 613 

617 
619 | 
631 1 

647 
653 
659 
673 
677 1 

2a 

270, 486 
222 
52 
90, 92 
22* 

592 
522 
20, 174, 338 

428 
80, 226 

236, 242, 554 
48 
224 
408, 502 
628 
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TABELUL 11 (continuare) 

l 

683 
691 
727 
751 
757 

761 
773 
797 
809 
•811 

$21 
$27 
$39 
•877 ! 
$81 ! 

887 
929 
953 
971 

1061 

1091 
1117 
1129 
1151 
1153 

1193 
1201 
1217 
1229 
1237 

1279 
1283 
1291 
1297 
1301 

1307 
1319 
1327 
1367 
1381 

2a 

32 . 
12, 200 : 

378 , : 
290' 
514 

260 
732 
220 
330, 628 
544 

744 
102 
66 
86,8 
162 

418 
. 520, 820 ! 

156 
166 
474 

888 
794 
348 
534, 784, 968 
802 

262 
1 676 

784, 866, 1118 
784 
874 

518 
510 
206, 824 
202, 220 
176 

3822, 85 
304 
466 
234 
266 1 

l 

1409 
1429 
1439 
1483 
1499 

:1523 
1559 
1597 
1609 
1613 

1619 
1621 
1637 
1663 
1669 

1721 
1733 
1753 
1759 

j 1777 

1787 
1789 
1811 
1831 
1847 

1871 
1877 
1879 
1889 
1901 

1933 
1951 
1979 
1987 
1993 

1997 
2003 
2017 
2039 
2053 

358 
996 
574 
224 
94 

1310 
862 
842 
1356 
172 

560 
980 
718 
270, 
388, 

30 
. 810, 

712 
1520 
1192 

1606 
848, 
550, 
1274 
954, 

1794 
1026 
1260 
242 
1722 

1058, 
1656 
148 
510 
912 

772, 
60, 

1204 
1300 
1932 

2a 

1508 1 
1086 

942 

1442 
698,1520 

1016, 1558 

1320 

1888 
600 

/ 

2087 
2099 
2111 
2137 
2143 

2153 
2213 
2239 
2267 
2273 

2293 
2309 
2357 
2371 
2377 

2381 
2383 
2389 
2411 
2423 

2441 
2503 
1 2543 
2557 
2579 

2591 
2621 
2633 
2647 
2657 

2663 
2671 
2689 
2753 
2767 

2777 
2789 
2791 
2833 
2857 

| 

2a 

376, 1298 ! 
1230 
1038 
1624 

' 1916 

1832 
154 
1826 
2234 
876, 2166 

2040 
1660, 1772 
2204 
242, 2274 
1226 

2060 
842, 2278 
776 

2126 
290, 884 

366, 1750 
1044 
2374 

i 1464 
1730 

i 854, 2574 
1772 
1416 
1172 
710 

1244 
404, 2394 
926 
482 

2528 

1600 
1984, 2154 
2554 
1832 
98 
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TABELUL 11 (continuare) 

l. 

2861 
2909 
2927 
2939 
2957 

2999 
3011 
3023 
3049 
3061 

3083 
3089 
3119 
3181 
3203 

3221 
3229 
3257 
3313 
3323 

3329 
3391 
3407 
3433 
3469 

3491 
3511 
3517 
3529 
3533 

3539 
3559 
3581 
3583 
3593 
3607 
3613 
3617 
3631 
3637 

2a 

352 
400, 950 
242 
332, 1102, 2748 
138, 788 

776 
1496 
2020 
700 

2522 

1450 
1706 
1704 
3142 
2368 

98 
1634 
922 

2222 
3292 

1378 
2232, 2534 
2076, 2558 | 
1300 
1174 

2544 1 
1416, 1724 j 
1836, 2586 
3490 
2314, 3136 

2082, 2130 
344, 1592 
1466 
1922 
360, 642 
1976 
2082 
16, 2856 

1104 
2526, 3202 

1 

3671 
3677 
3697 
3779 
3797 

3821 
3833 
3851 
3853 
3881 

3917 
3967 
3989 
4001 
4003 

4021 
4027 
4049 
4051 
4073 

4129 
4157 
4219 
4243 
4259 

4261 j 
4339 
4349 
4409 
4421 

4451 
4457 
4493 
4519 
4523 

4561 
4591 
4637 
4639 
4657 

2a 

1580 
2238 
1884 
2362 
1256 

3296 
1840, 1998, 3286 
216, 404 
748 

1686, 2138 

1490 
106 
19.36 
534 
82, 142, 2610 

3228 
2332 
1854 
3548 
3620 

1784 
658, 2322 
4190 
2712, 4146 
3580, 3726 

2068 
214 
2052 
636, 672 
3768 

2896, 2978 
444 
746 
848 
456 
436 

•2292, 3596 
3618 
3226 
1578, 2416, 4110 

l 

4663 
4679 
4691 
4751 
4783 

4793 
4813 
4861 
4889 
4903 

4909 
4943 
4951 
4957 
4969 

4973 
5009 
5039 
5077 
5081 

5099 
1 5101 
5107 
5119 
5167 | 

5179 j 
5189 
5209 
5227 
5231 

5297 
5303 
5309 
5351 
5399 

5413 
5441 
5443 
5477 
5479 

1 2a 

216, 4278 
3592 
3450 
3768 
252 

2636 
2620 
4678 
2924 
3106 

1462 
492 
1914, 2468, 

1 3812 
1 1940 

4208 
1544, 4956 
594 
3092 
3016 

1378 
190 
4872 
4086 
4112 

4732 
1102 
644, 2928 
308 
3466 

4810 
4156 
158 
1948 
1482 

1702 
4726 
1710 
1150 
1826, 4802 

3890 
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INDEX 

al doilea caz al teoremei lui Fermat 111 

bază a unei extinderi a unui corp 486 
'— — reţele 131 
— — a unui modul 111 
— fundamentală a închiderii întregi 

a inelului unui exponent 246 
— — a unei extinderi finite a unui 

corp complet relativ la un 
exponent 316 

— — a unui corp de numere alge
brice 122 

— reciprocă 493 
— redusă a unei reţele 184 
— — a unui modul dintr-un corp 

patratic imaginar 183 
— — — real 192 

caracter al unui grup abelian 508 
— multiplicativ 26 
— neprimitiv 513 
— numeric 512 
— — impar 405 
— — par 405 
— — patratic 293, 425 
— primitiv 513 
— unitate (unitar) 26 

caracterul corpului patratic 293 
clasă de divizori 270 
clase Vitt de forme pătratice 485 
completare a unui corp metrizat 52 

— — relativ ia un exponent 309 
— p-adică 309 

congruenţa elementelor dintr-un inel 
modulo un divizor 255 

corp ciclotornic 393 
— complet relativ la un exponent 

309 
— de inerţie al unei extinderi finite 

a unui corp complet relativ la un 
exponent 320 

— de numere algebrice 106 
— metrizat 50 
— metrizat complet 51 
— patratic 165 
— rezidual al unui corp complet rela

tiv ia un exponent 310 

—• — exponent 227 
— strict cubic 124 

corpul numerelor p-adice 340 
— seriilor formale de puteri 320 

corpuri conjugate 494 

d-ideal 507 
determinant al unei forme pătratice 478 
discriminant al unei forme pătratice 

binare 177 
— al unui corp de numere algebrice 

122 
— — modul 122 

discriminantul unei baze 492 
divizor 214, 216 

— fracţionar 261 
— întreg 261 
— prim 214 
— — complet decompozabil 410 
— — — neramificat 250 
_ _ _ _ _ _ ramificat 250 
— - principal 214, 262 
— — unitate 214 

divizori ai unui corp patratic echivalenţi 
în sens restrîns 295 
— primi infiniţi 341 
— •— finiţi 341 

domeniu fundamental 376 

echivalenţa div;zorilor 270 
— formelor pătratice 479 

element algebric 486 
— întreg 504 

— al unui corp complet relativ 
la- un exponent 310 

— — relativ la un exponent 227 
— prim într-un inel 207 
— primitiv al unei extinderi alge

brice (finite) 106, 487 
— — al unui corp de numere 

algebrice 106 
— pur inseparabil 495 
— separ abil 491 
— transcendent 486 
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elemente conjugate într-un corp 494 
exponent al unui corp 219 

— p-adic 223 
extindere a unui corp 485 

— algebrică 486 
— — simplă 487 
— complet ramificată a unui corp 

complet relativ la un exponent 
319 

— finită a unui corp 485 
— Galois 495 
— neramificată a unui corp complet 

relativ la un . exponent 319 
extindere normală 495 

— pur inseparabilă 495 
— separabilă 491 

figură modulară 188 
formă complet decompozabilă 111 

— decompozabilă 105 
— — incompletă 111 

forme integral echivalente 104 
formă pătratică 478 

— — binară 484 
— — diagonală 480 
— primitivă 177 

forme pătratice binare propriu echiva
lente 178 

funcţie analitică 345 

gen de divizori (într-un corp pătratic) 
302 

— de forme 297 
gradul absolut de inerţie al unui divizor 

220 
— de inerţie al unui 'divizor prim 

relativ la un subcorp 246 
— — al unei extinderi finite a 

unui corp complet relativ 
la un exponent 315 

— unei extinderi 486 
grup Galois 495 

inel al unui exponent 227 
— dedekindian 257 
— euclidian 208 
— întreg închis 505 
— KrulI 224 
— total întreg închis 507 

inelul claselor de resturi modulo un divi
zor 256 
— elementelor întregi ale unui corp 

complet relativ la un exponent 
310 

inelul stabilizatorilor 115 
invarianţii unui grup abelian finit 508 
izomorfism topologic 52 

împărţirea cu rest 208 
închiderea întreagă a unu i inel 505 

metoda locală 308 
metrică 49 

— canonică 341 
— p-adică 42 

modul complet 111 
— director al unui caracter 514 
— incomplet 111 
— într-un corp de numere algebrice 

109 
module asemenea 110 

— complete propriu echivalente în 
sens restrîns 178 

mulţime central simetrică 143 
— convexă 143 
— discretă de puncte 131 
— mărginită de puncte 131 

norma absolută a unu i divizor 246 
— unui divizor 244 
— — element 489 
— — modul 160 
— — punct 127 • 

număr algebric 106 
— - întreg 122 
— p-adic 34, 52 
— prim neregulat 275 
— — regulat 275 
— raţional p-întreg 
— redus dintr-un corp pătratic ima

ginar 186 
_ _ _ _ _ real 192 

numere asociate ale unui modul 119 
— complexe modular echivalente 188 

numerele Bernoulli 469 
— caracteristic 488 
— ciclotomic 393 
— minimal 486 
— primitiv 334 

prelungire a unui exponent 231 
primul caz al teoremei iui Fermat 196 

ideal fracţionar 506 
— în corpul de fracţii al unui inel 506 
— principal 502 

indice absolut de ramificare al unui 
divizor 226 
— al unui număr algebric primitiv 

281 
— de ramificare al unui divizor 

prim 242 
_ _ _ _ _ exponent 231 
— — al unei extinderi finite a unui 

corp complet relativ la un 
exponent 315 

530 

regulator al unui corp de numere alge
brice 149 
— — ordin 149 

reprezentare logaritmica a unui număr 
algebric 135 

reprezentarea lui zero printr-o formă 
pătratică 479 
— unui element printr-o formă pă

tratică 479 
reţea 122 

— completă 131 
— incompletă 131 

serie Dirichlet 400 
simbolul lui Hilbert 76 
spaţiul logaritmic 135 
sumă directă de forme pătratice 480 

— gaussiană 27, 403 
— — normată 403 

şir fundamental 51 
— p-adic mărginit 43 

teoria divizorilor 214 

unicitatea descompunerii în factori primi 
207 

unitate a unui ordin 118 
— p-adică 36 

unităţi ale unui corp de numere alge
brice 122 
— fundamentale ale unui corp de 

numere algebrice 148 
_ _ _ _ _ ordin 148 

urma unui element 489 

varietate analitică locală 366 

zeta funcţia lui Dedekind 373 
— — lui Rîemann 387 
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