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P R E F A Ţ A 

Cursul ,,Teoria transmisiunii informaţiei" este adresai în 'principal studenţilor 
facultăţii de Electronică şi Telecomunicaţii, dar poate fi util şi altor studenţi în 
preocupările cărora intră probleme de prelucrări şi transmisiuni de semnale. De 
asemenea, cursul este destinat şi studenţilor angrenaţi în activitatea de cercetare, pre
cum. şi inginerilor care se pregătesc pentru doctorat. 

„Teoria transmisiunii informaţiei" este o disciplină care înglobează într-o for
mă unitară concepte din teoria codurilor, teoria semnalelor aleatoare, teoria modula
ţiei şi teoria deciziilor statistice. Importanţa tratării unitare a acestor teorii constă în 
faptul că, în"procesele mai complexe de transmisiune a informaţiei, se fac operaţii 
de codare, de modulare, cit şi de decizii statistice şi, ca urmare, optimizarea 
întregului sistem de transmisiune nit poate fi făcută fără a lua în considerare 
în mod global toate prelucrările ce se fac asupra semnalului aleator purtător de 
informaţie. 

Din acest punct de vedere, ,, Teoria transmisiunii informaţiei" este o disciplină 
unitară, de profil larg, care foloseşte metode matematice diversificate. în scopul ela
borării de procedee care să protejeze informaţia de efectele dăunătoare ale perturba-
iiilor, să mărească eficienţa procesului de transmisiune şi să facă o selecţie a infor
maţiei esenţiale în vederea compresiei de date şi a recunoaşterii de forme. 

Teoria- transmisiunii informaţiei are un cîmp larg de aplicare şi în domeniul 
biologiei, dat fiind că în toate sistemele biologice au loc procese de transmitere, pre
lucrare şi. stocare a informaţiei. 

Lucrarea este însoţită de patru anexe întocmite de A n c a S p a t a r u. 
Acestea nu reprezintă un material de-sine-stătător, ele au menirea de a reaminti 
unele lucruri cunoscute, sau de a dezvolta unele aspecte care au fost tratate sumar 
în lucrare. 

Dat fiind profilul larg al acestei cărţi, am simţit nevoia să mă consult cu un 
număr mare de specialişti din diferitele domenii abordate în lucrare, cu unii colegi 
şi studenţi, care au făcut observaţii şi mi-au dat sugestii utile. Tuturor le transmit 
pe această cale cele mai calde mulţumiri. In mod deosebit, ţin să 'mulţumesc dr. ine. 
V a s i 1 e B u z u l o i u , pentru discuţiile purtate în legătură cu întreaga lucrare 
şi conf. dr. ins. A d r i a n M u r g a n pentru sugestiile făcute, în special în legă
tură cu cap. 11 şi pentru interesul arătat ca lucrarea să apară în condiţii cît mair 
bune. 
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CAPITOLUL 1 

INTRODUCERE 

Acest curs presupune cunoscută materia predată la cursurile precedente şi 
în mod special la cursul de Matematici speciale şi la cursul de Semnale, cir
cuite, sisteme. 

în tratarea ce urmează se presupune că atît semnalul cît şi perturbaţiile 
au o natură aleatoare şi în consecinţă sînt descrise de legi probabilistice. 
Numai caracterul aleator al semnalelor le face pe acestea să transmită 
informaţii. 

1.1. Terminologie 

Pentru a se evita eventualele neînţelegeri ce ar putea rezulta din utilizarea 
unor termeni care sînt folosiţi în literatură cu mai multe accepţiuni este 
necesar să se facă unele precizări asupra sensului în care aceşti termeni sînt 
utilizaţi în prezenta lucrare. 

Informaţie. Pentru a introduce noţiunea de informaţie, se presupune ca 
într-o situaţie oarecare pot avea loc N evenimente diferite, egal probabile, 

probabilitatea unui eveniment fiind p = —. Prin realizarea unui eveniment 

din cele N posibile se obţine informaţie. Aceasta este cu atît mai mare cu 
cît evenimentul realizat este mai imprevizibil, respectiv cu cît probabili
tatea lui este mai mică. Prin definiţie informaţia obţinută în acest caz este: 

* = + log — = — log p = log N, 
p 

unde s-a luat funcţia logaritm pentru a asigura informaţiei proprietatea de 
aditivitate (cap. 2). 

Din cele precedente se vede că informaţia se obţine printr-un mecanism 
de alegere a unui eveniment din cele N evenimente posibile egal probabile 
(după cum se va arăta în cap. 2, unde se va defini şi măsura informaţiei, 
restricţia ca cele 2V evenimente posibile să fie egal probabile nu este reţinută). 

Semnal se numeşte o manifestare fizică (undă electromagnetică, undă 
sonoră etc.) capabilă a se propaga printr-un mediu dat. 

Aceasta este cea mai largă accepţiune dată noţiunii de semnal. în general 
după cum se va vedea, denumirea de semnal este utilizată într-un sens mai 
restrîns excluzînd acele semnale care dăunează procesului de transmisiune şi 
care se numesc perturbaţii. 

Perturbaţie se numeşte un semnal care modifică semnalul aleator util care 
transmite informaţia, micşorînd cantitatea de informaţie transmisă. 

Mesaj se numeşte un semnal ce corespunde unei realizări particulare din 
ansamblul de idei, imagini, date, care trebuie transmise unui corespondent. O 
parte componentă a mesajului se va numi tot mesaj. 
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în literatură noţiunea de mesaj este utilizată uneori într-un sens mai Larg 
(mcluzînd de exemplu texte scrise e t c ) . î n prezenta lucrare se va presupune 
totdeauna existenţa unor traductoare care transformă într-un semnal enti
tatea care trebuie transmisă. 

La punctul de destinaţie un alt traductor face operaţia inversă, de trans
formare a semnalului în entitatea originală. 

Descrierea structurii şi a proprietăţilor traductoarelor nu intră în obiectul 
acestei lucrări care se va ocupa numai de problemele ce privesc transmi
siunea, începînd de la ieşirea traductoarelor de la emisie, care se numeşte 
sursă, la intrarea în traductorul de la recepţie care se numeşte utilizare (cores
pondent sau observator). 

între sursă şi utilizare mesajul suferă, în general, o serie de Transformări 
al căror rezultat se numeşte semnal (în sens restrîns). 

Sursă de informaţie se numeşte mecanismul prin care, din mulţimea me
sajelor posibile se alege într-un mod imprevizibil pentru observator un mesaj 
particular destinat a fi transmis unui corespondent. 

Utilizare (corespondent, observator destinatar) se numeşte destinaţia 
finala la care trebuie să ajungă mesajul transmis. 

Canal (cale) se numeşte totalitatea mijloacelor destinate transmisiunii mesa
jului, prin „mijloace" înţelegîndu-se atît aparatura cît şi mediul prin care 
se face transmisiunea şi include toate sursele de perturbaţii. 

Modulare (modulaţie) se numeşte transformarea unui mesaj într-un semnal 
cu scopul principal de a facilita transmisiunea prin mediul dat sau de a realiza 
transmisiuni multiple prin acelaşi mediu. 

Scopul secundar al modulaţiei este de a mări eficienţa transmisiunii 
prin micşorarea efectului perturbaţiilor ce intervin în procesul de transmi
siune. 

Demodulare (demodulaţie) se numeşte transformarea inversă modulării. 
Codare se numeşte prelucrarea discretă, efectuată cu scopul principal, de a 

mări eficienţa transmisiei (v. cap. 2). Uneori termenul de codare se utilizează 
în sens larg, înglobînd şi modularea. 

Decodare se numeşte operaţia inversă codării. 

1.2. Modelul unui sistem de transmisiune 
a informaţiei 

> 
Cei mai simplu model al unui sistem de transmisiune a informaţiei 'este 

prezentat schematic în fig. 1.1. 
în acest caz se presupune că mesajul sub forma în care este dat de sursă 

(traductor) poate fi transmis direct prin canal, fără a suferi transformări. 
, . .. ,,..,. Sursa de perturbatie. este un 
Informat/e Jt/Z/zare _ „ _ J - m _ „ __.„._ element ce apare în mod inevita-

u~ Canal \ : — H [ j bil în oricare sistem de fcrânsmi-
Mesa/ 1 Mesaf + \~J 'Mesaj j Mesaj v— siune a informaţiei. 

perrvroar/; Modelul din fig. 1.1 cores-
Sursa de punde în general cazurilor cînd 

'perturbat//' informaţia trebuie transmisă la 
Fig. 1.1. Sistem simplu de transmisiune a infor- d i s t an ţă m i c ă şi erorile pr ic inui te 

de zgomote sînt mici. 
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O 
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bat// 
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~+pertur-
batii 
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Fig. 1.2. Sistem de transmisiune a informaţiei cu elementefde modulare-demodulare. 

Sursa de 
informaţie 

O Codare Modutare Canal Demodu-^ 
/are Decodare 

Utili
zare 

Mesaj Semna/ Semnal t Semnai* Semnal* 
\ per tor- pertor-

Pertorbat/i 

Mesaj* 
pertur
baţii 

Fig. 1.3. Sistem de transmisiune a informaţiei cu elemente de modulare-demodulare şi cedare-
decodare. 

Dacă mesajul nu poate fi transmis ca atare prin mediu (din cauza dificul
tăţilor de propagare sau din cauza necesităţii de a realiza transmisiuni multiple) 
se introduc elementele de modulare şi demodulare aşa cum se arată în fig. 1.2. 

Marea majoritate a sistemelor de transmisiune a informaţiei utilizate în 
prezent au structura prezentată în fig. 1.2. 

In cazurile în care se caută mărirea eficienţei, respectiv a posibilităţii 
transmiterii unei cantităţi cît mai mari de informaţie în prezenţa perturbaţiilor, 
se utilizează şi elemente de codare şi decodare cum se prezintă în fig. 1.3, în 
care se includ uneori procedee de decizii statistice. 

1.3. Sarcina unui sistem de transmisiune 
a informaţiei 

Sarcina unui sistem de transmisiune a informaţiei este de a pune la dispo
ziţia utilizatorului informaţia generată de sursă cu un grad de deteriorare 
specificat admis. 

în tehnicile de comunicaţii se obişnuieşte să se introducă un criteriu de 
fidelitate, pentru aprecierea reproducerii semnalului generat de sursă, la co
respondent. 

în sistemele de transmisiune analogice criteriul de fidelitate este ales 
uneori eroarea pătratică medie: 

E = [ ^ p 7 ^ ~ f (Li) 
unde: 

x(t) este mesajul t ransmis; 
y(t) —• mesajul recepţionat 
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iar medierea se face în raport cu timpul; alteori se alege drept criteriu de 
fidelitate raportul semnal/perturbaţie 

P = Sff i (1.2) 
unde: 

n(t) este semnalul perturbator. 
La sistemele numerice criteriul de fidelitate ales este probabilitatea recep

ţionăm unui simbol eronat. 
Majoritatea sistemelor de comunicaţii utilizate în prezent se caracteri

zează prin faptul că la capetele terminale ale canalului sînt fiinţe umane. 
în cazul acesta, mijloacele-de comunicaţie pot fi considerate că ar fi de 

fapt o prelungire a simţurilor: telefonul, de exemplu, face posibilă convor
birea a două persoane ca şi cînd ele ar fi prezente în acelaşi loc. 

Perturbaţiile prezente în majoritatea sistemelor de comunicaţii sînt ase
mănătoare perturbaţiilor naturale la care simţurile umane s-au adaptat. 
Acesta este motivul pentru care sistemele clasice de comunicaţii dau rezul
tate satisfăcătoare cu un echipament terminal redus. 

Se ştie, din experienţă, că în cazul unei convorbiri telefonice în care in
tervin perturbaţii foarte puternice, se vorbeşte mai tare, mai rar şi se utilizează 
un vocabular mai redus format din cuvinte uzuale. Prin aceasta se adaptează 
sursa de informaţie la canalul de comunicaţie disponibil. 

Comunicaţia de la maşină la maşină se dezvoltă în prezent din ce în ce 
mai mult, pe lîngă mijloacele tradiţionale de comunicaţie. Automatizările 
complexe ale proceselor de producţie, schimbul de date cu calculatoarele 
fac ca sistemele de comunicaţie maşină-maşină să se dezvolte, vertiginos. 

Spre deosebire de comunicaţia de la om la om, în comunicaţia de ia ma
şină la maşină nu mai are loc o codare naturală pe care o efectuează creierul 
în vederea adaptării cu canalul de comunicaţie. Acest fapt conduce la mărirea 
complexităţii echipamentului terminal în vederea obţinerii în procesul de 
transmisiune a fidelităţii cerute. 

îmbunătăţirea calităţii transmisiunii se poate face şi prin îmbunătăţirea 
canalului. 

în alegerea metodei de îmbunătăţire a calităţii transmisiunii trebuie să 
se facă o comparaţie între preţul echipamentului terminal şi cel al canalului. 

Tendinţele actuale de dezvoltare indică o preferinţă spre creşterea comple
xităţii echipamentului terminal al cărui preţ devine din ce în ce mai scăzut 
datorită utilizării circuitelor integrate pe scară largă şi foarte largă, a căror 
producţie de masă se face la un preţ scăzut. 

Nu acelaşi lucru se poate spune despre costul canalelor de transmisiune. 
Deşi în acest domeniu se fac progrese mari, prin faptul că ele nu se pretează la 
o producţie de masă, probabil că preţul lor nu va scădea apreciabil nici în 
viitor. 

Acest fapt explică tendinţa spre o utilizare mai raţională a canalului de 
transmisiune prin mărirea complexităţii echipamentului terminal, astfel ca 
acesta să poată efectua operaţiile necesare măririi eficienţei transmisiunii. 



CAPITOLUL 2 

MĂSURA INFORMAŢIEI Î N SEMNALELE DISCRETE 

Măsura informaţiei este o măsură a nedeterminării asupra unui sistem de 
evenimente, respectiv o măsură a incertitudinii asupra rezultatului alegerii 
printr-un mecanism aleator a unui eveniment din mulţimea evenimentelor 
posibile, distincte. 

Această măsură nu se referă la valoarea subiectivă a informaţiei. Ea este 
o măsură obiectivă privind incertitudinea asupra mecanismului prin care se 
realizează un eveniment din mulţimea evenimentelor posibile. 

2.1. Măsura informaţiei în cazul discret 
» 

Pentru precizarea ideilor se consideră mulţimea discretă şi finită a tuturor 
realizărilor (evenimentelor) posibile, ale unui anume experiment care se va 
numi spaţiul eşantioanelor şi se va nota sub forma matriceală: 

[X] = [Xlx2... xn\ (2.0) 
în care: 

n 
U x, = E şi v. n Xj = O i + j 

unde E este evenimentul sigur. 
Fiecărui element al mulţimii (2.0) îi este asociată o probabilitate dată de 

matricea: 
[Px] = [p(x1)P(x2)...p(xn)l 

în care: 

£*(*«: i. 

Măsura incertitudinii asupra realizării unui eveniment xt, pe care o notăm 
cu U (Xf) este o funcţie F^p^ de probabilitatea apriori pt = p(xf) de realizare 
a acestui eveniment: 

U W = % ) (2.1) 
şi reprezintă incertitudinea iniţială (apriori) asupra realizării evenimentului xt. 

Cînd evenimentul xi se realizează, această incertitudine este înlăturată şi 
se poate spune că s-a obţinut o informaţie i(xi) asupra realizării lui xv Aceasta 
poate fi definită ca: 

— informaţia obţinută asupra lui x, prin realizarea lui xt; sau ca: 
— anularea incertitudinii asupra realizării lui xf, după ce xi s-a realizat. 

Prin urmare i(xt) = U (x() (2.2) 

2 — Teoria transmisiunii informaţiei — c. 428 17 



Din relaţia (2.1) rezultă: 

•*ft)&F(ft} (2.3) 
Informaţia în sensul de mai sus este o măsură a incertitudinii. 
Se consideră că în procesul de observare a evenimentelor xf intervin per

turbaţii. în acest caz, între evenimentele realizate xt şi cele observate y} nu 
există întotdeauna o corespondenţă, uneori evenimentul observat yj diferă 
de evenimentul realizat xit alteori nu diferă, totul depinde de acţiunea întîm-
plătoare a perturbatiilor. 

Se notează cu: 
[yJ = [vi3;2-"3V> 

mulţimea evenimentelor observate. 
Măsura incertitudinii asupra realizării evenimentului xt dacă s-a observat 

evenimentul yjt respectiv U (xjyj), este o funcţie F[p(xi/yj)] de probabili
tatea lui x, condiţionată de y,: 

U {xtjyf) = F&My,)] (2.4) 

Această funcţie reprezintă incertitudinea aposteriori asupra realizării 
evenimentului xt dacă s-a realizat yfi adică după observarea evenimentului 
yt, rămîne totuşi o incertitudine asupra evenimentului care s-a realizat în 
realitate. Această incertitudine este introdusă de perturbaţii (în absenţa 
perturbatiilor se poate spune cu probabilitatea unu că observînd evenimentul 
yt s-a realizat evenimentul x,). 

Din relaţiile (2.2) şi (2.4) se poate determina informaţia obţinută asupra 
realizării lui xt cînd se observă y}. Această informaţie reprezintă scăderea 
incertitudinii apriori asupra realizării lui xt din starea iniţială, înainte de 
observarea lui y}, la starea finală cînd s-a observat y} şi cînd rămîne o incer
titudine aposteriori, adică: 

*(*«; 3 7 ) - U ( ^ ) - U ( ^ . / > ' , ) (2.5) 
Deci într-o interpretare echivalentă i(xt; y,} reprezintă: 
—• informaţia obţinută asupra realizării lui xt cînd se observă y,; sau 
— descreşterea incertitudinii asupra lui xt prin recepţionarea lui yr 
Dacă nu sînt perturbaţii şi se realizează xt se observă că yj=xi iar \J(x( />',•) = 

= 0 fiindcă nu mai este nici un fel de incertitudine aposteriori asupra lui xt 
dacă s-a observat y, — xt. în acest caz relaţia (2.5) devine: 

»(*.: Xi) = U{x{) (2.6) 

adică se obţine relaţia (2.2). 
Dacă acţiunea perturbatiilor este foarte puternică, astfel încît nu se poate 

face nici o legătură între r,- recepţionat şi xt realizat, xt şi r,- sînt evenimente 
independente. în această situaţie are loc relaţia: 

U (xjy) = FJixJy,)] = FS>(X[)] =U (xt) (2.7) 
iar relaţia (2.5) devine: 

i(xt; yf) = 0, (2.8) 

adică prin observarea lui y} nu se obţine nici o informaţie asupra lui x(. 
în cazul general, ţinînd seama de relaţia (2.4) relaţia (2.5) poate fi scrisă: 

i(xt; yj) = F ip(xi)} - F [Pixjy,)] (2.9) 
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2.1.1. Specificarea funcţiei U 

Funcţia U poate fi aleasă dintr-o clasă foarte largă de funcţii, însă din 
acestea numai puţine prezintă interes pentru aplicaţii. 

O condiţie esenţială pe care trebuie să o îndeplinească funcţia este aditi-
viiatea, fiindcă în conformitate cu sensul dat informaţiei în aplicaţii aceasta 
trebuie să fie aditivă. Dacă se consideră că evenimentul x( este format din 
două evenimente independente xa şi xi2, respectiv: 

x{ = xttnxta (2.10) 

postuiînd că informaţia este aditivă se obţine: 

i(xt) = i{xa) + *(**) (2-11) 
sau 

U ( % ) = U ( % ) + U W (2.12) 
Rezultă: 

F[P(xt)] = F[P(*a)] + FU>(*tM (2-B) 
sau fiindcă evenimentele xa şi xiZ sînt independente: 

F [p{xa) • P(xtt)] = F ip(x0)] + F [p(xt2)} (2.14) 

Această ecuaţie funcţională are soluţia: 

E(p) = — JAogp (2.15) 

unde X este o constantă pozitivă. 
Introducînd relaţia (2.15) în relaţia (2.3) se obţine: 

»(*,) = — X log p(xt) (2.16) 

Dacă se introduce relaţia (2.15) în relaţia (2.9), în care se ţine seama şi 
de efectele zgomotelor, se obţine: 

*(*<: Vt) = — Â log p(xt) + X log p{x{Jy}) (2.17) 
sau: 

.-(*,; 3 g = X l o g % / ^ (2.18) 

Informaţia dată de relaţia (2.16) se mai numeşte informaţie proprie aso
ciată cu evenimentul (starea) xi: iar informaţia dată de relaţia (2.18) se numeşte 
informaţie mutuală asociată cu xt şi yi (obţinută prin realizarea evenimen
tului xt şi recepţionarea, observarea evenimentului yi). 

2.1.2. Unitatea de măsură a informaţiei 

După cum s-a văzut, informaţia este o măsură a incertitudinii, în procesul 
alegerii la întîmplare dintr-un număr de evenimente posibile. Cea mai simplă 
alegere este alegerea între două evenimente. Din această cauză s-a convenit 
să se aleagă ca unitate de informaţie, informaţia ce se obţine prin alegerea, 
la întîmplare, a unui eveniment din două evenimente egal probabile. 
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î n acest caz avem evenimentele: 

[-3Q = [Xi x2] 

[P] 
1 1 

2" T 
• 

Ţinînd seama de relaţia (2.16) se obţine: 

*(%) = *'(*«) = — X log— = 1 (2.19) 

Dacă se alege logaritmul în baza doi constanta devine egală cu unitatea: 

i(Xj) = i(x2) = log2 2 = 1 bit. (2.20) 

Unitatea astfel definită se numeşte bit. î n acest caz relaţia (2.16) devine: 

« ( * « ) = — l o g #*«) (2.2!) 

iar relaţia (2.18) devine 

t(xt; y}) = log^-f^ (2.22) 
P(xi) 

în unele cazuri este mai comod să se lucreze cu logaritmi în baza e (loga
ritmi naturali) sau cu logaritmi în baza zece. în aceste cazuri unităţile vor fi 
altele şi anume: 

1 
— In — = In e = 1 unitate naturală = 1 nit (se alege 1 din e) 

e 

— ln1 0— = log 10 — 1 unitate zecimală = 1 dit (se alege 1 din 10) 

Relaţiile între cele trei unităţi sînt: 

1 nit = log, e = = 1,44 bit 
In 2 

1 dit = log2 10 = = 3,32 bit (2.23) 
logio 2 

în cele ce urmează, dacă nu se specifică contrariul, se consideră că loga
ritmii sînt luaţi în baza doi, respectiv unitatea de informaţie adoptată este 
bitul. 

2.2. Surse discrete 

Sursele care debitează mesaje în formă discretă (de ex. succesiune de 
impulsuri) se numesc surse discrete. Astfel, de exemplu, dacă se transmite 
un text prin telegraf, fiecărei litere îi corespunde o succesiune de impulsuri. 
Dacă se transmite un mesaj eşantionat şi cuantizat se pot transmite 
impulsuri de amplitudini diferite etc. 
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Fig. 2.1. Simbolurile utilizate în codul Morse. 

în legătură cu sursele discrete respectiv cu sistemele cifrice de comunicaţie 
se utilizează următoarea terminologie: 

Sursă discretă de informaţie este un şir de variabile aleatoare discrete 
Sjl» ^(2 ••• St l -

Simbol sau literă se numeşte elementul fundamental ireductibil care conţine 
o informaţie, respectiv o realizare particulară a sursei de informaţie. Astfel, 
în cazul codului Morse se utilizează patru simboluri (fig. 2.1). 

Simbolul %x (punct) este format dintr-un impuls de durată T şi un interval 
liber egal cu T. Simbolul x2 (linie) este format dintr-un impuls de durată 
3T şi un interval liber egal cu r. Simbolul xs (spaţiul între litere al textului 
transmis) este format din trei intervale libere, iar simbolul xt (spaţiul între 
cuvinte) este format din şase intervale libere. 

în cazul unui mesaj eşantionat şi cuantizat în n nivele (fig. 2.2) sînt n -\- 1 
simboluri. 

Simbolul x0 reprezintă nivel zero, simbolul xx este un impuls a cărui 
amplitudine este egală cu o cuantă, simbolul x}. are amplitudinea egală 
cu k cuante etc. 

Alfabet se numeşte totalitatea simbolurilor (literelor). 
în cazul codului Morse alfabetul este format din patru litere, iar în cazul 

mesajului cuantizat în n nivele alfabetul este format din n -\- l litere. 
Cuvînt se numeşte succesiunea finită de simboluri (în particular cuvîntul 

poate conţine şi o singură literă). 
Limbă se numeşte totalitatea cuvintelor formate cu un anumit alfabet. 
Codare sau cifrare (în înţeles restrîns) 

se numeşte stabilirea unei corespondenţe <?'*'n 
între o limbă şi o altă limbă, adică între 
cuvintele formate cu un alfabet şi cuvin
tele formate cu un alt alfabet. 

Decodare sau descifrare se numeşte 
operaţia inversă codării. 

Sursă discretă fără memorie se nu
meşte sursa la care probabilitatea de 
apariţie a unui simbol nu depinde de 
simbolurile precedente 

*ţ/ 
<5V 

> ou. * 

P(*tl» - l ' Ai-%> ) = ti*i) 
• t 

Fig. 2.2. Simbolurile utilizate în cazul 
unui mesaj eşantionat şi cuantizat. 
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Sursă discretă cu memorie se numeşte sursa la care probabilitatea de apariţie 
a unui simbol depinde de simbolul precedent sau de un şir de simboluri ante
rioare, dacă sursa are o memorie mai mare. 

Sursă staţionară se numeşte sursa la care probabilităţile diferitelor simboluri 
nu depind dg originea timpului, ci-numai-de poziţia lor relativă. 

Mai exact, se poate spune că o sursă este staţionară dacă: 
P { ^ = ^ } = . P { ^ + T = ^ } pt. VT 

adică proprietăţile statistice ale sursei nu depind de originea timpului. 
Sursă ergodică se numeşte sursa staţionară cu memorie finită la care toate 

şirurile de simboluri sînţ şiruri tipice. Se numeşte .şir tipic al unei surse fără 
memorie şirul care conţine % = npx simboluri xlr n2 = np2 simboluri x.2 
ş.a.m.d., unde n = 2?^ este un număr foarte mare ce tinde spre infinit, iar 
pt este probabilitatea de apariţie a simbolului xf. Mulţimea şirurilor tipice are 
o probabilitate diferită de zero şi diferită de 1, tinzînd către 1 pe măsură ce 
n creşte. 

Mulţimea şirurilor netipice, adică acelea care au o altă compoziţie decît 
nx = npx, simboluri 'x%, n2 = np2 simboluri x2 ş.a.m.d., are o probabilitate 
ce tinde spre zero cînd n creşte spre infinit. 

Cu alte cuvinte, se poate spune că frecvenţele diferitelor simboluri obţi
nute din şiruri particulare vor tinde în probabilitate către o limită definită 
Pi, P2, •••, pi; independentă de şirul particular la care s-a făcut evaluarea, 
atunci cînd lungimea şirului tinde spre infinit. Limita în probabilitate trebuie 
interpretată în sensul că există şiruri pentru care afirmaţia de mai sus este 
falsă, însă probabilitatea acestui set de şiruri tinde spre zero. 

La aceleaşi valori ale probabilităţilor simbolurilor se ajunge dacă se con
sideră o mulţime de n surse identice şi la un moment dat se numără sursele 
care dau simbolul xx (în număr de %) , cele care dau simbolul x2 (în număr 

de n2) ş.a.m.d. Frecvenţele —- > —, ... cînd n—>oo tind spre probabilităţile 
n n 

Din cele de mai sus rezultă că ergodicitatea presupune identificarea va
lorilor medii de-a lungul unei secvenţe realizate de o singură sursă, de-a lungul 
axei timpului, cu valorile medii obţinute asupra ansamblului secvenţelor de 
la cele n surse, la un moment dat. 

î n mod asemănător pot fi formate şiruri tipice şi în cazul surselor cu me
morie finită, luîndu-se în considerare grupurile de simboluri peste care se 
extinde memoria sursei. 

Sursă cu debit controlabil se numeşte sursa care generează mesaje la o indi
caţie exterioară sursei, fără a exista constrîngeri interne privind timpul la care 
trebuie transmise mesajele. Din această categorie face parte sursa unui sistem 
telegrafic de- transmis texte, fiindcă în acest caz nu există nici o constrîngere 
privind timpul la care trebuie transmise literele succesive. 

Sursă cu debit necontrolabil se numeşte sursa care generează mesaje cu 
un debit fix ce nu poate fi controlat, el fiind o proprietate internă a sursei. 
Din această categorie face parte sursa care generează eşantioanele cuantizate 

ale unui mesaj. Aceste eşantioane se succed la intervale fixe egale cu 
' b ÎW 

{W fiind cea mai mare frecvenţă din spectrul mesajului). 
Sursă discretă fără constrîngeri se numeşte sursa staţionară care nu are 

memorie, adică sursa la care după un simbol poate să urmeze cu aceeaşi pro
babilitate orice simbol. 



Sursă discretă cu constr îngeri 
fixe se numeşte sursa la care unele 
simboluri nu pot fi utilizate decît 
în anumite condiţii bine determinate. 
A stfel, în codul Morse un punct sau 
o linie pot fi utilizate în orice poziţie 
a şirului, însă intervalul între litere 
sau intervalul între cuvinte nu poate 
fi utilizat decît după un punct sau o 
linie (fig. 2.3). 

Constrîngerile fixe po t fi speci
ficate definind u n n u m ă r de Stări Fig. 2.3. Stările corespunzătoare codului Morse. 
pe care le poate avea sursa. Astfel, 
sursa care generează simbolurile codului Morse poate avea două stări. î n 
starea 1 poate fi generat orice simbol; în starea 2 poate genera numai 
punct sau linie. Sursa va fi în starea 1 dacă ultimul simbol generat este 
punct sau linie. Sursa va fi în starea 2 dacă ultimul simbol generat este 
interval între litere sau interval între cuvinte. 

După cum se vede din exemplul precedent, constrîngerile fixe specifică 
ce succesiuni sînt permise şi ce succesiuni sînt interzise. 

Sursa discretă cu constrîngeri probabilistice este o sursă cu memorie. Şi în 
acest caz constrîngerile pot fi specificate prin stări. într-o anumită stare 
sursa poate genera orice simbol cu o anumită probabilitate, care depinde de 
simbolurile generate precedent. în general se poate afirma că starea este o 
expresie a trecutului unui şir de simboluri şi că acest trecut influenţează pre
zentul şi viitorul, modificînd probabilităţile simbolurilor. 

2.3. Entropia 

Se consideră o sursă staţionară ergodică, fără memorie care are alfabetul: 

[X] = \xi%2... x;. 
cu setul de probabilităţi: 

\?x\ = [PlPz-Pni 
şi care generează şirul tipic de lungime N: 

[X„] = [xkxi2 ... xiN] unde i} = 1, n 

Toate şirurile tipice au aceeaşi probabilitate: 

fi(Xn) = &$'... p? . (2.24) 

unde Ni, N2, •••, Nn reprezintă numărul de simboluri xlt x2, •••, xn din şirul Xn 

£iV, = A (2-25) 
1 = 1 

Pentru un Ar foarte mare se poate scrie: 

A, = Npt (2.26) 
respectiv 

P(Xn) = (pPpî>...pp
nf (2.27) 
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Cantitatea de informaţie ce se obţine cînd se realizează un şir tipic Xn 
«ste: 

I{Xn) = - log p(Xn) = - Nj^Pi log h (2-28) 
i = l 

Informaţia proprie medie pe simbol se numeşte entropie şi este egală cu: 
n 

# W = - ! > , • log A- (2-29) 
t - i 

La acelaşi rezultat se poate ajunge pornind de la informaţia proprie a 
unui simbol (2.21): 

i(xj = — k g fa (2.30) 

şi mediind pe toate simbolurile: 

H(X) = £ «&) A = - E A log A- (2-31) 
:'=1 i = l 

Din cele precedente rezultă că entropia H(X) este egală cu incertitudinea 
medie apriori asupra evenimentelor [JTj. 

• Proprietăţile entropiei 
Entropia are următoarele proprietăţi: 

1. Continuitatea. Entropia H(X) = H(pi, p%, ..., p„) este o funcţie con
tinuă în raport cu fiecare variabilă pt în intervalul semiînchis (0, 1] fiindcă 
este suma unor funcţii continue (funcţia logaritm). 

2. Simetria. Entropia definită de relaţia (2.29) este evident o funcţie 
simetrică în raport cu toate variabilele p(. 

3. Aditivitatea. Din modul în care a fost definită informaţia proprie 
rezultă că entropia este o funcţie aditivă. 

4. Entropia H(X) are valoarea maximă pentru pi = A = ... = pn. 
Valoarea maximă a funcţiei: 

H{X)=-iZpi\ogpi (2.32) 
«=i 

între variabilele căreia există legătura: 

] C A — 1 = 0 (2.33) 

este aceeaşi cu valoarea maximă a funcţiei: 
n ( » \ " ( " \ 

*=— EAlogA + X \t,Pi— f (2-34) 
i 

nnde X este o constantă (multiplicatorul lui Lagrange), iar variabilele p( sînt 
considerate independente. 

Valorile p( pentru care 0 este maxim se determină din condiţiile: 

a<& 
— - = 0 , pentru i= 1, n (2.35) 
°'Pi 



adică: 
5$ 

opt 
= — log pt — loge + 

(5cD 

Bj)} 
= — log p, — log e + 

de unde rezultă: 
log p, = log p, 

respectiv: 
Pi = Pi 

Deoarece indicele j ia toate valorile, rezultă 

}.= 0 

>. = o 

(2.36) 

(2.37) 

că valoarea maximă a lui 
H(X) are loc pentru 

Px = P2 i>« (2.38) 

Acest lucru rezultă şi în mod intuitiv deoarece incertitudinea medie este 
cea mai mare dacă stările sistemului sînt egal probabile, în acest caz fiind cel 
mai greu de prezis care stare se va realiza. 

Pentru exemplificare se consideră cazul particular cînd există numai 
două stări: 

H(X) = H(px, p2) = — px log px ~ p2 log p2 (2.39) 
iar: 

^ 2 = l — ^ i (2.40) 

în fig. 2.4 este reprezentat H(px, 1 — px) în funcţie de pL. 
Dacă pi = 0 rezultă că p2 = 1 deci H(X) = 0 deoarece se anulează 

ambii termeni. în acest caz incertitudinea apriori este nulă fiindcă se ştie 
cu siguranţă (probabilitatea unu) că se va realiza evenimentul x2, în conse
cinţă informaţia este nulă. Acelaşi lucru se întîmplă dacă p-2 = 0, respectiv 
px = 1. Incertitudinea este maximă, deci şi informaţia este maximă cînd 

pi = P2 = —• în acest caz se obţine unitatea de informaţie 1 bit. 

iHfa) 

• Debitul de informaţie şi redundanţa sursei 
în unele cazuri este util ca noţiunea de informaţie să fie legată şi de timp. 
în acest caz se defineşte debitul de in

formaţie (sau viteza de informare) al unei 
surse ca produsul între entropia sursei (va
loarea medie a informaţiei proprii pe simbol) 
şi numărul mediu de simboluri într-o secundă. 

Dacă durata medie a unui simbol este T, 
debitul de informaţie al sursei este: 

Ht(X) = 
H(X) 

(2.41) 

şi se exprimă în biţi pe secundă. 
Considerînd î .= ' 1, Ht(X) şi H(X) devin 

numeric egale. 
Pentru a indica cît de mult se îndepăr

tează entropia unei surse de valoarea ei 
maximă posibilă (cînd probabilităţile sim
bolurilor sînt egale între ele) se defineşte 

Fig. 2.4. Variaţia entropiei unui cîmp 
cu două evenimente. 
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redundanţa ca fiind diferenţa între valoarea maximă posibilă a entropiei sursei 
ii valoarea ei reală: 

Rs = H„„(X) — H(X) (2.42) 

Redundanţa raportată la entropia maximă se numeşte redundanţă rela
tivă: 

P , = l - H{X) (2.43) 
HMai{X) 

j n d e : 
HMax(X) = log n 

•i fiind numărul literelor din alfabetul sursei. 

2.4. Canale discrete 

între sursa de informaţie şi utilizare (observator) există un mediu prin. 
;are trebuie transmise informaţiile. 

Mediul, împreună cu aparatura necesară transmiterii, se numeşte canal. 
în această definiţie sînt cuprinse şi mediile cu memorie utilizate în calcu
latoare. 

Canalul stabileşte o transformare de la spaţiul simbolurilor utilizate la 
la intrare, la spaţiul simbolurilor la ieşire din canal. 

Canalul se numeşte discret dacă spaţiul de la intrare şi cel de la ieşire sînt 
iiscrete. 

Canalul se numeşte continuu dacă spaţiile de intrare şi de ieşire sînt con-
'inue. Dacă unul din spaţii este continuu şi celălalt discret, canalul se numeşte 
:ontinuu-discret (sau discret-continuu). 

Dacă transmiterea prin canal se face tot timpul canalul se numeşte con
tinuu în timp. Dacă transmisiunea se face la momente de timp discrete canalul 
se numeşte discret în timp. 

Dacă transformarea de la simbolul % la intrare la simbolul y la ieşire nu 
depinde de transformările anterioare canalul nu are memorie. 

Dacă aceste transformări nu depind de alegerea originei timpului, canalul 
este staţionar. 

In fig. 2.5 este reprezentat schematic un sistem de transmisiune format din 
sursa de informaţii, canal, utilizare şi o sursă de perturbaţii. 

în cele ce urmează se studiază canale discrete, staţionare, fără memorie. 

Sursa 1 (/////zare 
(Emisie) j (Recepf/e) 

Sursă c/e 
perturba/// 
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2.4.1. Entropia la intrarea şi ieşirea din canai 

Se notează cu [X] mulţimea tuturor simbolurilor pe care canalul poate 
să le transmită (adică pe care poate să le formeze aparatura acestuia). 

Astfel, în cazul unui canal telegrafic cu cod Morse aparatura este desti
nată să transmită patru simboluri: xx (punct), x2 (linie), x3 (interval între 
litere) şi Xţ (interval între cuvinte). 

Presupunînd că sînt n simboluri, spaţiul simbolurilor (alfabetul) la in
trare în canal este: 

[X] = [Xlx,, ... xn] (2.44) 

Se presupune că fiecare simbol xi este utilizat cu probabilitatea pt: 

[P.1-J$(*i) P(**) •'•-P(*j] (2-45) 
Probabilităţile [ P J nu sînt o proprietate a canalului, de ele depinde însă 

informaţia transmisă prin canal. 
Valorile optime ale acestor probabilităţi şi criteriile care definesc optimul 

vor fi studiate în cele ce urmează. 
Mulţimea tuturor simbolurilor la ieşirea din canal este: 

[Y] = [J'iv2 - yj (2.46) 

probabilităţile simbolurilor fiind: 

fa] = [Myi).$&\?rP(yJ} (2-47) 
Datorită efectului perturbaţiilor, spaţiul [Y] poate să difere de spaţiul 

[X], precum şi probabilităţile [Py] pot să fie diferite de probabilităţile de la 
intrare [Px]. 

Ţinînd seama atît de spaţiul de la intrare în canal [X] cît şi de spaţiul de 
la ieşire din canal [Y] se poate defini un spaţiu produs [X • Y]: 

LX • Y] 

Xiyi %3'a ••• X\y„ 

x2}'i x2yo ... x2y„ 

xn}'i x%y% xny„. 

(2.48) 

unde prin produsul xty} s-a notat xtţ\yp adică realizarea atît a evenimen
tului x% cît şi a evenimentului y}. 

Nu se face nici o ipoteză asupra independenţei sau dependenţei eveni
mentelor x( şi y}. 

Se presupune că matricei (2.48) îi corespunde matricea de probabilităţi: 

IP(X, Y)] 

p{xi, ydp{xi, y2) ...p{xx, ym) 
P(x2,y1)p(x2ly2)...p(x2,ym) 

-P(x„,yi)P(xa,y2)...p(xn,yn 

Din această matrice pot fi deduse probabilităţile: 

(2.49) 

de unde: 
P(xi) = P^yi U x,y% u ... U xtym} 

m 

P(xi) = Z^P(xtyi) 
j = i 

(2.50) 
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sau: 

de unde: 
PtVi) ==-P{-^vJu...u-w.} 

p(y1) • = 22p(xi}'i) (2j5J,) 
1 = 1 

Din cele precedente se vede că în cazul canalelor discrete pot fi definite 
trei cîmpuri de evenimente: 

— la intrarea în canal, prin relaţiile (2.44) şi (2.45); 
—• la ieşirea din canal, prin relaţiile (2.46) şi (2.47); 
—-cîmpul reunit intrare-ieşire, prin relaţiile (2.48) şi (2.49). 
Fiecăruia dintre aceste cîmpuri îi corespunde o entropie şi anume: 
H(X) este entropia cîmpului de evenimente de la intrare; 
H(Y) — entropia cîmpului de evenimente de la ieşire: 
H(X, Y) — entropia cîmpului reunit intrare-ieşire. 
Expresiile acestor entropii sînt: 

i 
(2.52) H(x) = -Y;p(Xi) log p(xt) 

H(Y)=-J2P(y:^ogP(}) 
j=\ 

(2.53) 

Şi H(x, Y) = - £ Ep(Xi. yj) log^K-v,.) 
1 = 1 }=1 

(2.54) 

unde H(X, Y) este entropia reunită, H(X) este entropia lui X şi H(Y) este 
entropia lui Y. 

2.4.2. Entropia condiţionata 

Dacă cîmpul de evenimente la ieşire din canal este cunoscut, datorită 
efectelor perturbatiilor rămîne totuşi o oarecare incertitudine asupra cîmpului 

la intrare. Valoarea medie a acestei incertitu-
1 dini se numeşte entropia cîmpului X condi

ţionată de cîmpul Y şi se notează cu H(XjY), 
ea reprezintă o incertitudine reziduală medie. 

Pentru determinarea entropiei condiţio
nate H(X/Y) se consideră următoarele: 
dacă la ieşirea din canal apare simbolul yp 

există o incertitudine asupra simbolului 
transmis la intrarea în canal. Acesta poate 
să fie %i sau x2 sau oricare din simbolurile 
de la intrare (fig. 2.6). 

Incertitudinea asupra realizării eveni-
ţf mentului %} dacă s-a realizat y} conform 

Fig. 2.6. Echivocul asupra simbolului relaţiilor (2.4) şi (2.15) este: 
de la intrare cînd se recepţionează 

simbolul yy Uixjyj) = — logpixjyj) (2.55) 
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Valoarea medie a acestei incertitudini, respectiv entropia asociată cu 
recepţionarea simbolului y} este: 

HWy,) = BPixJy,) U (xjy,) = -J^P^tM logp(xtly,) (2.56) 
i = i 1 = 1 

Valoarea medie a acestei entropii pentru toate valorile posibile ale lui v,-
este: 

H(XIY) = Yli>(y,)H(Xlyt) 
3=1 

sau introducînd relaţia (2.56) în relaţia (2.57) se obţine: 
n m 

H(XIY) = - £ T,P(y,)P(*ilyi) hgpixjy,), 
=1 y=i 

sau 

Z7(X/Y) = - E £#*<- tt) log^^/^ 
( = 1 7 = 1 

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

Entropia H(XjY) se numeşte echivocaţie fiindcă este o măsură a echivo
cului ce există asupra cîmpului de la intrare cînd se cunoaşte cîmpul la, ieşire. 

în mod analog se poate determina entropia cîmpului la ieşire dacă se 
cunoaşte cîmpul la intrare: 

n m 

H(YIX) " £ £ # ( * , . >•;•) l0g P(y,lxt) (2.60) 

Entropia H(YjX) se numeşte eroare medie fiindcă este o măsură a incer
titudinii (deci a erorii) cîmpului de la ieşire cînd se cunoaşte cîmpul de la in
trare (fig. 2.7). 

Daca canalul nu are perturbaţii, prin recepţionarea simbolului _vf există 
certitudinea asupra simbolului transmis, să presupunem xr în acest caz 
P(xily'i) — 1 Şi în consecinţă H(XjY) = 0. 

Deci în absenţa perturbaţiilor are loc relaţia: 
H(X/Y) = H(YjX) = 0 (2.61) 

Dacă canalul are perturbaţii foarte puternice încît cîmpul de la intrare 
este independent de cîmpul de la ieşire, adică pixjy^ = p(xt) şi p{y'j\x-) = 
= p(y}) atunci din relaţiile (2.59) şi (2.60) 
se obţine: 

H(XiY) = H(X) (2.62) 
" H(YjX) = H(Y) (2.63) 

Pentru determinarea entropiilor con
diţionate este necesar să se cunoască pro
babilităţile condiţionate: 

-fi(*ilyi)p{**lyi) -P(xJyi) 
Pixibi)P(Xilyi) .:p(xnjy2) 

x1 o 

[P(XIY)] 

Ip(xilym)p(-X2!ym)-P(xjym) 
(2.64) 

o v ^ 

Fig. 2.7. Incertitudinea asupra cîmpului 
de la ieşire cînd se cunoaşte cîmpul de 

la intrare. 
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Myilxi)P(y2l%t) ••• Pb'mlxi) 
P(yilx2)P(y2lxz) ... p[yjx2) \P(YjX)] (2.65) 

ip{yilxn)p{ytjxf) ...fi (yjx,^ 
care se pot calcula din matricea P(X, Y) dată de relaţia (2.49). 

2.4.3. Relaţii între diferite entropii 

După cum s-a văzut, în legătură cu canalul au fost definite cinci matrice 
de probabilităţi: 

P(X) este matricea probabilităţilor alfabetului la intrare; 
P(Y) —matricea probabilităţilor alfabetului la ieşire; 
P{X, Y) — matricea probabilităţilor alfabetelor reunite intrare-ieşire; 
P(XjY) —matricea probabilităţilor condiţionate (intrare de ieşire); 
P(Y/X) —-matricea probabilităţilor condiţionate (ieşire de intrare). 

Acestor matrice de probabilităţi le corespund cinci entropii şi anume: 
H(X) este entropia alfabetului la intrarea în canal; 
H(Y) —entropia alfabetului la ieşirea din canal; 
H(X, Y) — entropia alfabetelor de la intrare şi de la ieşire reunite; 
H(XjY) —echivocaţia; 
H(YjX) — eroarea medie. 

Pentru a găsi relaţiile între aceste entropii, se scrie relaţia (2.54) de de
finiţie a entropiei cîmpurilor reunite: 

n m 

H(X, Y)= X) J2p(%i, y,) k>gP(Xi, }'i) (2.66) 

sau: 
?' m » m 

H(X, Y) = - £ X > ( % yt) log/>(*-.) - £ T,p{xt, y}) log piyjxj (2.67) 

sau: 
n m H m 

H(x,Y) = -£iogp(X i )XX*,,%)-22£>fr*y t ) iogP&M (2-68) 
Ţinînd seama de relaţiile (2.50), (2.52) şi (2.60) se obţine: 

H(X, Y) == H{X) + H(YjX) (2.69) 

în mod analog se poate obţine: 

H(X, Y) = H(Y) + H(XjY) (2.70) 

Dacă canalul nu are perturbaţii, între alfabetul de intrare [X] şi alfabetul 
de ieşire [Y] există o corespondenţă^ biunivocă iar eroarea medie şi echivocaţia 
conform relaţiei (2.61) sînt nule. în acest caz: 

H(X, Y) U H(X) = H(Y). (2.71) 



Dacă canalul are perturbaţii foarte puternice conform relaţiilor (2.62) şi 
(2.63) se obţine: 

H(X, Y) = H(X) + H(Y) (2.72) 

Relaţia (2.71) arată că în cazul canalelor fără zgomot incertitudinea asupra 
întregului sistem intrare-ieşire are o valoare mică dată de incertitudinea 
cîmpului de la intrare respectiv de la ieşire. 

în cazul canalelor cu perturbaţii puternice, incertitudinea asupra între
gului sistem creşte pînă la valoarea dată de relaţia (2.72) cînd cîmpul de la 
ieşire devine independent de cîmpul de la intrare. 

între entropia H(X) şi entropia condiţionată H(XjY) există următoarea 
relaţie: 

H(X)>H(XIY) (2.73) 

care rezultă din faptul că incertitudinea medie aposteriori este mai mică 
cel mult egală cu incertitudinea apriori. 

Pentru aceleaşi motive: 
H(Y)>H(YjX) (2.74) 

Egalitatea are loc numai dacă X şi Y sînt independente. 

2.4.4. Transinformaţia 

După cum s-a văzut informaţia obţinută asupra evenimentului xt cînd 
la ieşirea din canal se observă evenimentul y, este conform relaţiei (2.22); 

H*t, y,) = iog ̂ rf (2.75) 
p\*t) 

Aceasta este informaţia mutuală ce se obţine asupra evenimentului xi cînd 
se recepţionează y}. 

în absenţa perturbaţiilor recepţionînd simbolul ys se poate afirma cu cer
titudine că a fost transmis simbolul x% deci: 

PMy,) = i 
iar relaţia (2.75) devine: 

i{Xi'>-y)) = —fog1>{%i) 
adică informaţia mutuală este egală în cazul acesta cu informaţia proprie. 

în cazul general din cauza zgomotelor p{xtjy}) < l şi în consecinţă in
formaţia mutuală este mai mică decît informaţia proprie şi este dată de ex
presiile : 

** ; v,) = log t^M = . . P(**y*) = l0g tilM (2.76) 
#(%) °sJ(*t) • P(y}) Pi})) 

Valoarea medie a informaţiei mutuale se obţine considerînd toate pere
chile posibile de simboluri intrare-ieşire (xt; y}) împreună cu probabilităţile 
lor p{xt, y,) 

n m 

i(x; -Y) = E E »(*«; y,) P(*t. yJ (2-77) 
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înlocuind relaţia (2.76) în relaţia (2.77) se obţine: 

A -A P{xt, v,) 

sau 
n m m n 

I(X; Y) = --£log *(*«)£>(*„#) - £ l 6 g ^ ) £ K * ^ ) + 

+ J2 J^Hxu }'i) log p(x(, yf) (2.79) 

de unde: 
I(X; Y) = 5 ( X ) f H[Y) — H(X, Y) (2.80) 

Ţinînd seama de relaţia (2.69) şi de relaţia (2.70) se obţine: 

I(X; Y) = H(X) — H(XIY) (2.81) 
şi 

I(X; Y) = H{ Y) — H{ Y/X) (2.82) 

I(X; Y) este valoarea medie a informaţiei mutuale, adică a informaţiei ce 
se obţine asupra alfabetului de la intrare prin recepţionarea (cunoaşterea) alfa
betului de la ieşire Y, cu alte cuvinte a informaţiei transmise prin canal. Din 
această cauză ea se numeşte tranfinformaţie. 

Deşi informaţia mutuală individuală i(xt; y}) poate deveni negativă va
loarea medie /(A r ; Y) este întotdeauna un număr nenegativ după cum rezultă 
din relaţiile de definiţie şi din relaţiile (2.73), (2.74), adică: 

I(X;Y)>0 (2.83) 

Dacă canalul nu are perturbaţii, după cum s-a văzut în conformitate cu 
relaţia (2.61) echivocatia H(X/Y) si eroarea medie H(Y/X) sînt nule si rela
ţiile' (2.81) şi (2.82) devin: 

I(X; Y) = H(X) = H(Y) (2.84) 

adică transinformaţia a crescut. 
Dacă canalul are perturbaţii foarte puternice încît cîmpul de la ieşire 

devine independent de cîmpul X de la intrare conform relaţiilor (2.62) şi 
(2.63) echivocatia devine egală cu entropia cîmpului de la intrare, iar eroarea 
medie devine egală cu entropia cîmpului de la ieşire, astfel încît trans
informaţia este nulă. 

• 

2.4.5. Capacitatea canalului discret, redundanţă, eficienţă 

Pentru a defini o măsură a eficienţei cu care se transmite informaţia şi a 
găsi limita superioară a acesteia, Shannon a introdus noţiunea de capacitate 
a canalului. 

Capacitatea canalului este definită ca fiind valoarea maximă a transinfor-
matiei: 

C = max I(X; Y) = max [H[X) — H(XjY)] = 

= max [H(Y) — H(YiX)} (2.85) 
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Maximalizarea se face în raport cu setul de probabilităţi cu care se 
presupune că sînt utilizate simbolurile X\, x%, .'.., xn ale canalului. 

Valoarea maximă a transinformaţiei are loc pentru anumite valori bine 
determinate ale acestor probabilităţi, care definesc în felul acesta o anumită 
sursă pe care o numim secundară. 

Pentru a transmite prin canal transinformaţia cu valoarea maximă (capa
citatea canalului) este necesar ca sursa primară să fie transformată (prin 
operaţia de codare) în sursă secundară specificată de probabilităţile care 
determină valoarea maximă din relaţia (2.85). 

Această transformare se numeşte adaptarea statistică a sursei la canalul 
de comunicaţie. 

Capacitatea canalului dată de relaţia (2.85) se măsoară în biţi pe simbol. 
Capacitatea canalului poate fi însă raportată şi la timp. 

în acest caz se defineşte: 

C t = C_ = m a x J ( Z ; Y ) ( 2 g 6 ) 

I(X- Y) . . . 
unde t este durata medie a unui simbol iar £—- este transinformaţia 

T 
pe unitatea de timp, respectiv debitul de transinformaţie: 

I(X; Y) 
It(K;Y)^ _ • (2.87) 

Capacitatea canalului definită de relaţia (2.86) se măsoară în biţi pe 
secundă. 

Dacă se face convenţia ca z = 1 atunci: 

C, = C (2.88) 

adică numeric cele două mărimi sînt egale. în unele relaţii care urmează nu 
se mai face deosebire între cele două definiţii date capacităţii canalului 
putînd fi înţeleasă una sau alta după cum convine. 

Redundanţa canalului, prin analogie cu redundanţa sursei, este definită 
ca fiind diferenţa între capacitatea canalului şi transinformaţie (informaţia 
transmisă): 

Rc = C — I[X; Y) (2.89) 

Redundanţa relativă este egală cu redundanţa împărţită la capacitatea 
canalului: 

Pe ~ 1 - ^ ^ (2.90) 
• C 

Eficienţa canalului este definită ca fiind raportul între transinformaţie 
si capacitatea canalului: 

rlc = J ( ^ (2.91) 
C 

Din relaţiile (2.90) şi (2.91) rezultă: 

rlc = 1 - pc (2.92) 
Din relaţia (2.85) rezultă: 

v ^ l (2.93) 
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1-P 

1-P 
°yz 

rig. 2.8. Canal binar si
metric. 

*yj Eficienţa canalului arată cit de mult se înde
părtează transinformaţia de valoarea ei maximă. 

• Capacitatea canalului binar simetric. Se nu
meşte canal simetric, canalul la care probabilitatea 
de eronare a oricărui simbol este aceeaşi. Un canal 
binar oarecare este caracterizat de matricea numită 
matrice de zgomot: 

~p{yx\xx) p{y2\xx)~ 
.P(yilxz) P{y*lx2) 

[P] = [PiYixyi (2.94) 

2analul binar simetric este reprezentat prin graful din fig. 2.8. 
Dacă canalul este simetric avem: 

P(yilxi) = i — P P(yzlxi) = P 
P(>'ilx2) = P 

şi matricea de zgomot devine: 

[P] = 

p{y%\x2) = i — p 

i-p p 
P i— P\ 

Capacitatea canalului este dată de relaţia: 

C = max I(X; Y) = m&x[H(Y) --H{YjX) 

Eroarea medie este: 
2 2 

H(YjX) = - £ Y,P(xt, yt) log p(y,lx() 
i = i y = i 

sau: 

H(Y!X) = - £ T,P(Xi) fltt/*i) togp{y,lxt) 

(2.95) 

(2.96) 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

Efectuînd însumările se obţine: 
2 

H(YIX) = — ! > ( * « ) [Mi/*«) log#(^i/*i) + £(*/*<) log^( j 2 /^)J 
t = l 

H(y/X) = —*(*,) ^(>-i/*0 log^Cvi/*!) — #*!) #0W*i) iog^(y«/*i) -

— ^(^2) P(}'ilx2) logp(yxjx2) —p(x2) p{y2\x2) log p{y2\x2) = 

= — P(xi)l(l ~P) log {l—p) —p{xx)p logp— p(x2)p logp -

_ # ^ ( l _ £ ) ] o g ( l — # ) 

ff(Y/X) = - [pix,) + p(x2)] • [p log p + (l~p) log (1 - / . ) ] 

R(YIX) = -[p log p + (l—p)\og(l—p)] (2.100) 

Se observă că eroarea medie H(YjX) este o mărime constantă care depinde 
numai de zgomotul de canal şi nu de probabilităţile de utilizare a simbolurilor. 
Această proprietate este generală pentru toate canalele simetrice. 
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Ţinînd seama de cele precedente capacitatea canalului binar simetric este: 

C = max HiY) + plogp + (1 — p) log (1 — p) (2.101) 

iar maxH(Y) = 1 pentru p{yi) — p(yz)-
Din simetria canalului rezultă că dacă.p(yj)—p(y2) atunci şi p(x1)=p(x2)-
Deci valoarea maximă a transinformaţiei se obţine cînd simbolurile de la 

intrare xx şi x2 sînt utilizate cu aceeaşi probabilitate şi valoarea ei este: 

C= 1 +piogp+ ( 1 — p)log{l— p) (2.102) 

în absenţa perturbaţiilor p = 0 şi C = 1. 

Dacă perturbaţiile sînt foarte puternice, respectiv p = — , atunci C = 0. 

Acest lucru se explică prin faptul că un simbol de ieşire, de exemplu Vi, poate 
proveni cu aceeaşi probabilitate atît din x^ cît şi din x2, cu alte cuvinte recep-
ţionarea lui nu modifică cunoştinţele noastre apriori asupra simbolului aplicat 
la intrare. 



C A P I T O L U L 3 

MĂSURA INFORMAŢIEI Î N SEMNALELE C O N T I N U E 
i 

AI . (,u\ Se consideră canalul continuu cu perturbaţii din 
Canal 

Werfurbot/i 

fig. 3.1 la intrarea căruia se aplică semnalul x(t) şi la 
ieşire se obţine semnalul y(t) care datorită perturbaţiilor 
este diferit de x(t). 

Xe propunem în cele ce urmează să determinăm 
Fig. 3.1. Canal continuu, transinformatia canalului continuu în cazul în care 

esantioanele semnalului x(t) sînt variabile aleatoare 
independente. Lectura acestui capitol necesită unele cunoştinţe expuse în 
capitolul privind semnalele aleatoare. 

în acest caz este suficient să calculăm transinformatia pe o pereche de 
eşantioane intrare-ieşire şi valoarea obţinută să o înmulţim cu numărul 
total de eşantioane din intervalul de timp în care se transmite semnalul (se 
presupune că esantioanele sînt independente şi că proprietăţile statistice ale 
semnalului nu depind de originea timpului). 

Pentru a putea folosi rezultatele obţinute în cazul discret, considerăm 
pentru început că esantioanele sînt cuantizate cu cuante de valoare q. 

în acest caz avem de-a face cu semnale discrete pentru care este valabila 
relaţia (2.78). Făcînd pe q —» 0 obţinem rezultatul dorit pentru cazul continuu. 

3.1. Transinformatia în canale continue 

Notăm cu n -f- 1 şi m + 1 numărul maxim de cuante ale eşantionului 
x(kT) respectiv al eşantionului corespunzător la ieşire y(KT). în acest caz, 
conform cu (2.78) scrisă sub formă modificată, transinformatia va fi: 

i = _ ^ J = _ 2 ! L p{xt)p{yj) 
2 J 2 

unde x{ şi yt sînt valorile cuantizate ale eşantioanelor xt = iqx şi respectiv 
V.Î = jq,j, (pentru generalitate s-au ales cuante diferite la intrare şi ieşire din 
canal). 

Probabilităţile care intervir în (3.1) sînt: 

p(Xi) = P {l ^ xt} 

P(y;) = PU = yj\ 
P{xi>yi)=P{l=Xt; v^y,} (3.2) 

unde cu ^ şi y\ s-au notat variabilele aleatoare (respectiv esantioanele) la intrare 
si ieşire. 
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în cazul în care cuantele tind spre zero variabilele aleatoare \ şi rt devin 
continue şi au densităţile de probabilitate care satisfac 

w(x) dx = P {x < E, < x -f d.v} 

w(y) dv = P{y < r,^y + dy} . (3.3) 

w(x, y) dx dy = P {x < % < .v -f- dx; j ' < TJ < y + dv} 

Setul de probabilităţi (3.2) poate fi scris sub forma (considerînd cuantele 
foarte mici): 

p{xf)^w{xi) qx 

P(yj)^w(yj)qy (3.4) 

p{xi,y])'^w{xi,y1)qxqy 

Introducînd (3.4) în (3.1) se obţine: 

n m 
w(xf, V-) i(X:Y)= £ E v>(*i. y,) q&iog ;*'f- (3.5) 

w(xi) w(y.) n . m 

Dacă facem: qx -* dx, qy —* dv atunci variabila discretă xt tinde spre 
variabila continuă x, variabila yj spre y iar sumele se transformă în integrale: 

I(X ; Y) = [+'°° [+M w(«, v) log ^ * ' ^ d.v dy (3.6) 

Relaţia (3.6) poate fi scrisă sub forma: 

I(X ; Y) = ( °° [ ' w(x, y) log w(x, v) d;v dy — 

— V logo>{#) dxV tt.^A-, y) dy — \ log w(y) dvv . Î2.'(.V, y) d.v 

I / X ; Y) = \ \ zc(.r, y) log w(x, y) dx dy —• 

— \ <x'(.v) log <r(v) dv — \ a»(y) log a-'(y) dv (3.7) 
J — 00 J — CO 

Prin analogie cu relaţiile (2.52), (2.53) şi (2.541 notăm: 

H(X) = — ^ " ro(.v) log w{x) d.v (3.8) 
»1—GO 

H(Y) = — V " w(y) log w(y) dv (3.9) 
J — X> 

H(X; Y) = [ * C le-ţv, y) log »(*, y)yl.v dv (3.10) 
J — X . '— CO 
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în mod analog se pot defini entropiile condiţionate: 

H(XIY) = — V " [ ' X w(x, y) log w{xjy) dx dv (3,11) 
J— 00 J —ce 

H(Y/X) = — ( ' °° C ' "J a>(*, v) log w(jy/*) d* ăy (3,12) 
• — 00 J — 00 

Spre deosebire de cazul discret, entropiile H(X) şi H(Y) nu mai pot fi 
interpretate ca fiind valori medii ale informaţiei, deoarece cantitatea de infor
maţie într-un semnal continuu este infinită (numărul de stări posibile este 
infinit) pe cînd integralele (3.8) şi (3.9) sînt în general finite. 

Definiţiile precedente sînt utile fiindcă ne dau posibilitatea să exprimăm 
transmiormaţia prin relaţii asemănătoare cu acelea din cazul discret, respectiv 
relaţia (3.7) poate fi scrisă 

I(X; Y) = H(X) + H{Y) — H(X; Y) (3.13) 

Dacă în (3.7) punem w(x, y) = w{x) w{yfx) sau w(x, y) = w(y) w(xjy) se 
obţine în mod analog cazului discret: 

I(X; Y) = H(X) — H(XjY) = H(Y) — H(YjX) (3.14) 

Transinformaţia astfel obţinută este transinformaţia pe un eşantion (res
pectiv pe grad de libertate). Dacă semnalul este format din N eşantioane 
independente transinformaţia ar fi 

IN(X; Y) = XI(X; Y) . (3.15) 

unde: AT = 2WD (W este 'cea mai înaltă frecvenţă din spectrul semnalului, 
iar D este durata semnalului). 

3.2. Capacitatea canalului continuu 

Capacitatea canalului continuu este definită ca fiind valoarea maximă a 
transinformaţiei pe unitatea de timp, în funcţie de densitatea de probabilitate a 
semnalului aplicat la intrare 

C = lim max — IJX; Y) (3.16) 
DH-.C D 

Ţinînd seama de (3.15) avem: 

C = m a x 2 i r / ( A " ; Y) (3.17) 

onde I(X; Y) este dat de relaţia (3.14), iar maximizarea se face ţinînd seama 
Ie constrîngerile introduse de canal, cum ar fi limitarea puterii medii în canal. 

Ca şi în cazul discret, pentru determinarea capacităţii'canalului este mai 
:omod să se facă apel la entropiile la ieşirea din canal: 

max I(X; Y) = max [H(Y) — H(YIX)] (3.18) 

înde după găsirea lui w(y) care maximizează transinformaţia trebuie găsită 
lensitatea la intrare w(x) care face ca la ieşire să se obţină acest w(y). Pentru 
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i evita soluţionarea unor ecuaţii integrale complicate, se vor face unele con
sideraţii de ordin general, aproximative, care vor duce la găsirea expresiei ca-
sacităţii canalului continuu. 

Presupunînd canalul simetric se poate afirma (ca şi la canalul discret) că 
!n cazul perturbaţiilor aditive: 

y(t) = x(t) + n(t) (3.19) 

unde n(t) este zgomotul din canal şi în cazul limitării puterii Px a semnalului, 
eroarea medie nu va depinde decît de puterea A7 a zgomotului. în acest 
caz, entropia condiţionată H(YjX) nu depinde de w(x), deci: 

max I{X; Y) = max H(Y) — H (Y/X) (3.20) 

Ţinînd seama că semnalul şi zgomotul sînt procese independente avem: 

P„ = Px + N (3.21) 

Dacă qy este cuanta de semnal la ieşirea din canal, numărul de nivele 
de cuantizare este 

m = ^-JL (3.22) 
9» , 

Considerînd că aceste m nivele de semnal sînt egal probabile, H(Y) are 
valoarea maximă: 

max H{Y) = log m = log i—*- (3.23) 

Pentru o valoare fixă a semnalului la intrare x(t0) = x0, între y(t) şi n(t) 
se stabileşte o corespondenţă biunivocă, respectiv incertitudinea asupra ieşirii 
este dată numai de zgomot. Măsura acestei incertitudini este H(Y/X). 
Numărul de nivele pe care poate să le ia zgomotul cuantizat la ieşire este: 

K = M- (3,24) 

Considerînd aceste nivele ca fiind egal probabile se obţine 

H{YIX) = log K = log - ^ (3.25) 

înlocuind (3.23) şi (3.25) în (3.20) se obţine 

max I{X ; Y) = log ^ - —log ^ L = log ~t*- • (3.26) 
9y 1y VW 

Introducînd (3.26) în (3.17) şi ţinînd seama de (3.21) se obţine 

C = 2TF log VP« + N 
4N 

sau 

(1 + t) TFlog: l + - f (3.27) 
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Fig. 3.2. Variaţia capacităţii unui canal 
cu lărgimea de bandă. 

Din această relaţie rezultă: capacita
tea canalului creşte cu lărgimea'de bandă 
W şi cu puterea semnalului Px şi scade cu 
puterea zgomotului. Capacitatea astfel de
terminată se măsoară în biţi pe secundă. 

Dacă canalul are zgomot alb cu o den
sitate spectrală de putere N0 atunci: 

N = WN0 (3.28) 
şi (3.27) devine: 

cr^:+'wB '"'> 
Variaţia capacităţii canalului în funcţie de lărgimea de bandă este dată 

în fig. 3.2. 
Pentru valori mari ale lui W, capacitatea canalului se apropie lent ele 

limita: 

Cco = lim W log 
l WNo) 

p 
— f l o g e (3.30) 
Nn 

Din cele precedente rezultă că creşterea lărgimii de bandă peste o anumită 
valoare nu mai este raţională deoarece capacitatea canalului creşte foarte puţin. 

3.3. Variaţia entropiei cu schimbarea coordonatelor 
.-

Să considerăm semnalul x(l) ca fiind un punct sau un vector x într-un. 
-> -> 

spaţiu X. Se dă o transformare biunivocă 6 a spaţiului X în alt spaţiu 
notat cu U, respectiv semnalul x(t) = x este transformat într-un alt semnai 
u(t) = u. 

Se cunoaşte entropia H(X) şi se pune problema determinării entropiei H(u). 
Transformarea tjj fiind biunivocă se poate afirma că probabilitatea ca 

punctul x (vîrful vectorului x) să se găsească în domeniul dX este aceeaşi cu 
probabilitatea ca punctul u să se găsească în domeniul dll care-i corespunde 
lui dX prin transformarea ty. Astfel avem: 

w{x)dX =-- q(u)dU , : (3.31) 

unde w(x) este densitatea de probabilitate multidimensională a semnalului 
x(t) în spaţiul Ar, iar q(u) este densitatea multidimensională a semnalului uit) 
în spaţiul U. Din (3.31) rezultă 

dU 
w(x) = q(u) 

dX 
unde 

dU 
dX J m 

(3.32) 

(3.33) 

este jacobianul transformării ti din spaţiul X în spaţiul U. 



Generalizînd relaţia (3.8) pentru un număr n de dimensiuni (presupunem. 
că %{t) este limitat atît în frecvenţă cît şi în durată, deci poate fi reprezentat 
într-un spaţiu cu un număr finit de dimensiuni) se obţine: 

H(X) w(x) log w{x) dX (3.34! 

sau ţinînd seama de (3.32) se poate scrie: 

H(X) i w(x) log ?(«) J f) d Z (3.35) 

sau 

H(X) = —{ w(x) log I J(^) I dX — [ w(x) log q(u)'dX (3, 36) 

ori 

w(x) dX log q(îi) = [ q(u) dU log q(u) = — H{U) 

Din relaţiile precedente rezultă: 

H(U)=H(X)+^w(x)log\j[^\ dX 

(3.37) 

(3.38) 

Din această relaţie se vede că în cazul continuu entropia depinde de sistemul 
de coordonate ales pentru reprezentarea semnalului. 

Pentru transformările ortogonale: 

J (I) 1 

iar 
H(U) = H{X) 

(3.39) 

(3.40) 

Faptul că entropia este un invariant în cazul transformărilor ortogonale, 
face ca acestea să-şi găsească aplicaţii în domeniul prelucrării semnalelor şi 
în special în domeniul compresiei de date. 



CAPITOLUL 4 

CODAREA SURSELOR PENTRU CANALE 
FĂRĂ PERTURBAŢII 

în general alfabetul sursei diferă de alfabetul canalului şi ca urmare primul 
obiectiv al codării surselor este acela de a trece de la alfabetul sursei la alfa
betul canalului. Mai mult decît atît, dorim ca transinformaţia să fie maximă, 
(pentru a atinge eficienţa maximă) şi în acest scop prin codare trebuie să 
asigurăm ca sursa secundară •— definită ca ieşirea din decodor — să genereze 
simbolurile cu probabilităţile care asigură acest maxim (capacitatea canalului). 
Dacă am realizat acest lucru spunem că am făcut adaptarea statistică a sursei 
ia canal. 

î n cazul canalelor fără perturbaţii acest obiectiv se atinge cînd sursa 
secundară este o sursă de entropie maximă: 

C = max H(X) = log D (4.1) 

unde D este numărul de simboluri din alfabetul canalului (respectiv al co
dului). Relaţia (4.1) derivă din relaţia (2.85) cînd H{XIY) = 0. 

Deci obiectivul codării surselor este de a transforma o sursă dată, cu un 
set de probabilităţi determinat pe care o numim sursă primară, într-o sursă de 
entropie maximă. Cu alte cuvinte,,prin codare se caută să se anuleze redundanţa 
sursei. 

Reducerea redundanţei se face în scopul măririi eficienţei (mărime care 
va fi definită în cele ce urmează) în cazul ideal al unui canal fără perturbaţii. 
Pentru canalele reale, aşa cum se va vedea în cap. 5 se introduce o redundantă 
pentru a asigura o anumită protecţie împotriva perturbaţiilor. Cu cît pertur-
baţiile sînt mai mari cu atît redundanţa introdusă va fi mai mare. 

în prezentul capitol se va considera că sursele au debit controlabil şi câ 
nu au memorie. 

4.1. Coduri unic decodabile 

Fie o sursă discretă, fără memorie, furnizînd simboluri dintr-o mulţime 
[S] numită alfabetul sursei: 

[S] = [ s ^ , ... sN] (4.2) 
avînd probabilităţile 

[P] = [p(s1)p(s2)...p(sN)} (4.3) 

Fie [X] alfabetul finit al codului (respectiv al canalului): 

[X] = \xxxz ... Xo] (4.4) 

Cu aceste litere se formează un număr A' de cuvinte de cod: 

[C] = [cxc2 ... cN] (4.5) 
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Cuvintele de cod sînt succesiuni finite de litere din alfabetul [X]. 
Codarea este stabilirea unei corespondenţe biunivoce între simbolurile 

sk e S şi cuvintele ck e C. 
Totalitatea cuvintelor ck formează un cod. 
Cu alfabetul [X] pot fi formate cuvinte cărora să nu le corespundă simbo

luri din alfabetul sursei. Acestea se numesc cuvinte fără sens. 
Cuvintele cărora le corespund simboluri din alfabetul sursei se 

numesc cuvinte cu sens sau cuvinte de cod. 
Prin alegerea convenabilă a cuvintelor TABELUL 4.1 

de cod se poate ajunge la rezultatul că Exemple de coduri unic decodabile 
fiecărei succesiuni de cuvinte de cod să-i 
corespundă o singură succesiune de litere 
(cuvinte) ale sursei. în acest caz codul se 
numeşte unic decodabil. 

Dacă un cod unic decodabil nu utili
zează semne de demarcare între cuvinte, 
el se numeşte separaţii. 

Exemple de coduri unic decodabile 
sînt date în tabelul 4.1. 

Codul A avînd aceeaşi lungime a cuvintelor este cel mai simplu tip de 
cod unic decodabil. 

Codul B este unic decodabil fiindcă are un simbol (0) care indică sfîrşitul 
fiecărui cuvînt. 

Codul C este unic decodabil fiindcă are un simbol (0) care indică începutul 
fiecărui cuvînt. 

Codul D este unic decodabil pentru motivele ce se vor arăta în cele ce 
urmează. 

• Coduri instantanee. între codurile B şi C din tabelul 4.1 există o dife
renţă importantă: la codul B, pe măsură ce se recepţionează succesiunea de 
litere din alfabetul codului, se pot determina cuvintele codului fără referinţă 
la literele următoare. 

Astfel: 
0 10 110 0 1110 0 

S^ So Sg S-^ Sj. <Sj_ 

adică, dacă succesiunea de litere din alfabetul codului formează un cuvînt din 
vocabularul codului (căruia îi corespunde un simbol al sursei) acesta este 
•unic fiindcă prin adăugarea unor litere la un cuvînt de cod nu se poate obţine 
iin nou cuvînt. Un astfel de cod se numeşte instantaneu. 

Codul C nu este instantaneu, fiindcă pentru decodare este necesar ca 
după recepţionarea unui cuvînt din vocabularul codului să se recepţioneze 
şi cîteva din literele care urmează pentru a putea decide care cuvînt a fost 
transmis. 

Astfel dacă se recepţionează şirul: 

0100110001011 

prin recepţionarea lui „0" nu se poate lua nici o decizie fiindcă în afară 
de simbolul s1 ar putea să fie şi simbolul s2 sau s3 sau si şi din această cauză 
decodarea trebuie să întîrzie pînă se recepţionează şi literele următoare adică 
„1" şi „0". Abia după apariţia lui „0" este sigur că singura interpretare 
posibilă este 01, adică s2 şi aşa mai departe. 

Mesaie Codul Codul Codul Codul : 

% A B C D 

s l 00 0 0 0 
01 10 01 10 ! 

s3 10 110 011 110 
H 11 1110 0111 111 
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Coduri unic 
c/ecodabile 

Din cele precedente rezultă că un cod instantaneu 
trebuie să fie construit astfel încît nici un cuvînt de 
cod să nu poată fi obţinut din altul mai scurt prin 
adăugarea de litere din alfabetul codului. 

Definiţie: Fie {ct) = [x^x^.... xim\ un cuvînt din vo
cabularul unui cod. Şirul de litere xit, xit, ..., x,k, unde 
k < m, se numeşte prefixul cuvîntului c{. 

Cu ajutorul acestei definiţii se poate afirma: 
Condiţia necesară şi suficientă ca un cod să fie in

stantaneu este ca nici un cuvînt al codului să nu fie un 
prefix al unui alt cuvînt de cod. 

Codul instantaneu astfel definit se spune că are proprietatea de prefix 
sau că este ireductibil. Un cod instantaneu este unic decodabil (descifrabil) —re
ciproca nu este însă întotdeauna adevărată. în fig. 4.1 se ilustrează relaţia 
dintre aceste două categorii de coduri. 

Codurile binare instantanee pot fi construite cu uşurinţă după următo
rul algoritm: 

1° Mulţimea [SI a mesajelor sursei se împarte în două submulţimi S0 şi 
Sx astfel: 

Fig. 4.1. Relaţia dintre 
codurile instantanee şi 
codurile unic decodabile. 

$1: $2> • sk, s«. • - % 

Se atribuie litera „0" tuturor mesajelor din S0 şi litera „1" tuturor mesa
jelor din Si. 

2° Se continuă aceeaşi operaţie pentru S0 şi Si divizîndu-le în SQ0 şi S01, 
respectiv S10 şi Sn- Se atribuie fiecărei mulţimi litera 0 sau 1, astfel că mesa
jele din S00 vor avea la începutul cuvîntului 00 iar cele din S0i vor avea 01 
ş.a.m.d. 

3° Operaţia de mai sus se continuă pînă cînd în fiecare submulţime ră~ 
mîne un singur element s} căruia îi va corespunde un cuvînt de cod. 

Operaţia poate fi reprezentată prin graful din fig. 4.2. 
Codul astfel format este ireductibil fiindcă un cuvînt oarecare al codului 

nu poate fi format prin adăugarea uneia sau a mai multor litere (0 sau 1) 
altui cuvînt sau, altfel spus, nici un cuvînt al codului nu este prefixul altui 
cuvînt de cod. Aceasta, din cauză că numai capetele terminale reprezintă 
cuvinte de cod, ramificaţiile reprezentînd prefixe. Dacă şi ramificaţiile ar 
reprezenta cuvinte, atunci evident codul nu ar mai fi ireductibil căci un cuvînt 
de cod ar fi prefixul altui cuvînt de cod. 

0, 

00~. 
< ? , - - ' 

£ 
<£- J 

«£ o/ s, o., 
Wrr 

s, 

-l 0, 
fn 

Fig. 4.2. Reprezentarea operaţiei de codare printr-un graf arborescent. 
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După modul cum se aleg mulţimile S0 şi Sj şi submulţimile respective se 
obţin diferite coduri. Criteriile de comparaţie ale acestora şi alegerea unei 
diviziuni optime într-un anumit sens este o problemă ce se va discuta în 
unul din paragrafele următoare. 

4.2. Lungimea medie a unui cuvînt de cod 

în general prin codare se urmăreşte mărirea „eficienţei" transmisiunii 
informaţiei. In cele ce urmează se va defini noţiunea de eficienţă. In cazul 
canalelor fără zgomot se spune că se măreşte eficienţa referindu-se în general 
la minimizarea unei anumite funcţii de cost. 

Una din cele mai simple funcţii de cost se obţine dacă fiecărui cuvînt c% 
i se asociază un anumit coeficient de cost t{. Coeficientul de cost tt în parti
cular poate să fie durata cuvîntului cl în conformitate cu faptul că preţul 
exploatării unui sistem de transmisiune poate fi considerat aproximativ 
liniar crescător cu timpul. 

în acest caz costul mediu pe mesaj devine 

C = E ^ ( q ) = E ^ ( 5 , : ) (4-6) 
t = i t = i 

Evident, cea mai eficientă transmisie este aceea care minimizează costul 
mediu C. 

După cum rezultă din relaţia (4.6) costul mediu în cazul considerat este 
egal cu durata medie a unui cuvînt de cod. 

Dacă toate literele xt din alfabetul [3f] al codului au aceeaşi durată 
t, care, fără a restrînge generalitatea problemei, se poate considera egală cu 
unitatea (T — î), atunci 

tt = ltx = lt 

adică durata unui cuvînt este egală cu numărul de litere care formează acel 
cuvînt. 

Costul mediu în acest caz devine: 

<?=i>(s<K = J (4-7) 

adică costul mediu este egal cit, lungimea medie a unui cuvînt. 
Mărirea eficienţei transmisiunii se poate obţine atribuind în mod conve

nabil fiecărui mesaj si dat de sursă un cuvînt de cod ct în care numărul 
literelor lt să fie astfel ales încît lungimea medie l a unui cuvînt să fie cit 
mai mică. 

Eficienţa transmisiunii poate fi definită numai dacă se cunoaşte marginea 
inferioară a lui l. Dacă o asemenea margine inferioară nu există, pe baza celor 
precedente nu se poate defini eficienţa transmisiunii. 

• Limita inferioară a lungimii medii a unui cuvînt de cod. Fie o sursa 
caracterizată de mulţimea mesajelor: 

[S] = [ s ^ , ... s.v] (4.8) 
avînd probabilităţile: 

[P]^[P(sl)p(s2)...p(sN)] (4.9) 
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Fie cuvintele codului 
[C] = faft ... cN) (4.10) 

care apar cu aceleaşi probabilităţi ca şi mesajele sursei, adică: 

[Pc] = [P] = [ ^ 2 - i V j (4-11) 
unde 

Pi = P(sî) 
Lungimile cuvintelor de cod sînt: 

[L] = [lf2... lN] (4.12) 

unde l,i este egal cu numărul de litere din alfabetul codului care compun 
cuvîntul c, (presupuse de aceeaşi durată T = 1). 

Alfabetul codului este: 
[XI = [Xlx2...xDl (4.13) 

fcntropia sursei este: 
w 

ff(S) = H(C) = - E i ' f e ) loS £(«<) (4-14) 
4 = 1 

unde H(C) este entropia cuvintelor codului [C]. 
Entropia alfabetului codului [X] este 

ff(X) = - E ^ f ) log /> (*,) (4.15) 
i = i 

Informaţia medie pe un cuvînt de cod este dată de produsul dintre 
numărul mediu de litere î şi informaţia medie pe literă H(X), deci: 

H(S) = H{C) = l H(X) (4.16) 

Valoarea maximă a entropiei H(X) se obţine atunci cînd probabilităţile 
p(xt) sînt egale, adică: 

#(%) = P{x°) = ••• = p(xD) = — 

Această valoare este log D, deci: 

ff(-X")<logZ> (4.17) 

Ţinînd seama de această inegalitate, relaţia (4.16) devine: 

de unde: 
H(S) = H{C) = l H{X) < Zlog D, (4.18) 

l>—{—L^lm(n (4.19) 
l o g D 

Relaţia (4.19) arată că lungimea medie l a unui cuvînt de cod are o mar
gine inferioară egală cu entropia sursei împărţită la valoarea maximă a en
tropiei alfabetului codului, sau că informaţia medie pe o literă din alfabetul 

codului ——^ nu poate fi mai mare decît valoarea maximă a entropiei alfabe

tului codului log D. 

^~^\ogD (4.20) 
l 
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4.3. Capacitatea, eficienţa şi redundanţa codului 

Se numeşte capacitatea codului valoarea maximă a entropiei alfabetului 
codului: 

C = max H(X) = log D (4.21) 

Ţinînd seama de cele precedente se poate defini eficienţa codului (codării) 
ca fiind raportul dintre lungimea medie minimă şi lungimea medie a unui cuvînt 
de cod: 

r, = - ^ - (4.22) 

Aşa cum s-a arătat, marginea inferioară a lungimii unui cuvînt de cod 
este: 

_ ăiŞL -ff<5) IA 2xs 
lmin~ l o g D C K' ' 

iar lungimea medie a unui cuvînt de cod este: 

l =
 H(S) (4.24) 

H(X) 
Din relaţiile (4.22) şi (4.23) rezultă: 

- H{S) (4.25) 

(4.26) 

l log D 

sau ţinînd seama de relaţia (4.24) se obţine: 

.. = H{X) 
' log D 

Se numeşte redundanţa codului mărimea complementară eficienţei. Ea 
este definită de relaţia: 

' P = l - r < =
Z l ° g D - H ^ (4.27) 

llogD 
sau 

log D — H{X) 
log D 

Exemplu: Se consideră o sursă cu alfabetul: 

[S] = [st s2 s3 s4] 

(4.28) 

şi probabilităţile: 
r i î î i" 
1.2 4 8 8. 

tropia sursei este: 

4 
H(S) = - 3>#(*i) log #(*i) 

; = 1 
1 i ! ! , 1 1 , 1 ! , i 7 *•- , • • , — log îos — Io? —• log — = — bit/simbol 
2 2 4 4 8 " S 8 8 4 

47 



Se consideră alfabetul codului format din două litere: 

[X] = [0 1] 

Se presupune că se face următoarea codare: 
00 

01 
10 

• 11 

Această codare este ilustrată prin graful din fig. 4.3, a. î n acest caz se obţine lungimea 
medie a cuvintelor: 

4 

Ţinînd seama de relaţia (4.25) eficienţa este: 

iar redundanta: 
2 log 2 8 

.'0,875, 

;, 
7 1 

o = 1 = — = 0,125. 
8 8 

Se poate face însă o altă codare şi anume: 

s3 — > . io 
Ş j — * . 110 

* 4 - F * I U 

Această codare este ilustrată prin graful din fig. 4.3, b. 
în acest caz se obţine lungimea medie a cuvintelor: 

4 
î= Y)pih = 1,75 

înlocuind în relaţia (4.25) se obţine eficienţa: 

iar redundanţa 
1,75 log 2 

= 1 - 1 = 0 

Fig. 4.3. Grafele corespunzătoare la două exemple de codare: 
a — cod cu eficienţă = 0,875; b — cod cu eficienţă = 1. 
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Mărirea eficienţei pînâ la valoarea maximă, în acest procedeu de codare,, 
s-a realizat prin faptul că s-a alocat cuvîntul de cod de lungimea cea mai 
mică mesajului cu probabilitatea cea mai mare etc. şi în felul acesta s-a 
mărit entropia alfabetului la valoarea maximă. 

4.4. Coduri absolut optimale 

Egalitatea din relaţia (4.19) dă valoarea minimă ce poate fi obţinută pen
tru lungimea medie l, cu alte cuvinte este relaţia care dă condiţia eficienţei 
maxime: 

H(C) = lm(n log D (4.29) 

Această egalitate poate avea loc numai dacă literele din alfabetul co
dului sînt utilizate cu probabilităţi egale: 

P(xs) = p(x2) = , .... = p(xD) = ~ - (4.30) 

în acest caz H(X) ia valoarea maximă log D iar eficienţa 

, = M = 1 (4.3,) 
log D 

Lungimea medie a unui cuvînt de cod l va lua valoarea minimă ^b 1 

"min — ~ " (T-yi) 
logD 

întrucît H(S) este fix (determinat de sursă). 
Literele din alfabetul codului fiind considerate independente, rezultă: 

jtp(st) = 1 (4-34) 
sau deoarece 

se obţine: 
i—l 

X 

J^D-l*=l (4.36) 
! = 1 

Această relaţie ne dă legătura care trebuie să existe între lungimile lt şi 
numărul de litere D din alfabetul codului în cazul unui cod absolut optimal. 
Codurile cu eficienţă egală cu unitatea se mai numesc coduri absolut optimale. 

Dacă pentru un cod oarecare relaţia (4.36) este îndeplinită, nu rezultă în 
mod obligatoriu că acel cod este absolut optimal. Dar în acest caz se poate 
afirma că cu alfabetul şi lungimile date se poate forma un cod absolut optimal. 

Relaţia (4.36) este un caz particular al teoremei de existenţă a codurilor 
ireductibile exprimată de inegalitatea lui Mc. Miliari (demonstraţia acestei 
teoreme se dă în [15]): 

.V 

g £>-<<< 1 (4.37) 

care este o condiţie necesară şi suficientă pentru existenţa codurilor ire
ductibile. 
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4.5. Teorema codării canalelor fără zgomot 
Prima teoremă a lui Shannon 

Dacă probabilităţile mesajelor sursei au anumite valori particulare care 
satisfac relaţia (4.33), după cum s-a văzut, eficienţa codului este maximă. 
în acest caz din (4.33) rezultă: 

it = -Mî^L (4.38) 

Urmează să se studieze ce se întîmplă cînd mesajele ce trebuie să fie 
codate au un set arbitrar de probabilităţi. 

în acest caz raportul 
= --Jogj^) (4_39) 

l o g D 

nu este în general un număr întreg care să poată fi considerat ca fiind lungimea 
lt a cuvîntului de cod cr 

Lungimea cuvîntului ct din codul ~C~ în acest caz poate fi aleasă astfel 
încît să satisfacă inegalitatea: 

- l 0 g A ^ < - l 0 g ^ + l (4.40) 
l ogD l o g D 

unde s-a notat cu pt probabilitatea p{si), adică /,- este numărul întreg cel 
mai apropiat, superior raportului ri dat de relaţia (4.39). 

Urmează să se verifice dacă lungimile cuvintelor date de relaţia (4.40) 
satisfac inegalitatea lui McMillan, adică dacă se poate forma cu ele un cod 
ireductibil. Pentru aceasta, ţinînd seama de inegalitatea (4.40) se poate scrie: 

— log />,</, log D = log Dl< (4.41) 
sau 

/ ) - ' •< A (4.42) 
de unde: 

.v 
££-'«< 1 (4-43) 

adică există un cod ireductibil avînd cuvinte de lungimi l,. 
înmulţind inegalitatea (4.40) cu pt şi însumînd pe toţi indicii i se obţine: 

H(S) , H(S) , 
v ; ^l<—X—L + 1 (4.44) log D log D 

Această relaţie este valabilă pentru orice sursă fără memorie. în parti
cular ea este valabilă pentru o sursă fictivă [Sn], unde fiecare simbol este 
format dintr-o succesiune de n mesaje ale sursei [S]. în acest caz entropia 
sursei [Sn] este: 

H(S") = nH(S) (4.45) 
fiindcă sursa nu are memorie. 

într-adevăr, după cum s-a văzut în cap. 2, entropia a două cîmpuri de 
evenimente independente reunite este suma entropiilor corespunzătoare. 

H(X, Y) = H(X) + H(Y) (4.46) 
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Dacă cîmpul [X] este egal cu cîmpul [Y] şi egal cu cîmpul [S] al simbolu-
"ilor sursei se obţine: 

ff(S, S) = H(S2) = 2fl(S) (4.47) 

Dacă în loc să se asocieze cîte două simboluri, din mulţimea [S], se aso-
:iază cîte n simboluri şi se obţine relaţia (4.45). 

î n felul acesta în loc să se facă codarea simbol cu simbol, ea se face pe 
grupe de n simboluri. Se notează cu ln lungimea medie a unui cuvînt de 
cod ce corespunde grupului de n simboluri ale sursei. în cazul acestei codări 
se poate aplica relaţia (4.44) care capătă forma: 

*£UZm<*£Ul (4.48) 
log D log D 

sau ţinînd seama de relaţia (4.45) se obţine: 

H(S) ^ ln c H(S) | 1 ( 4_4 9 ) log D n log D 

Daca n este foarte mare, la limită se obţine: 

\{mhL=Jl^L^l (4.50) 
n-»oo ti l o g D 

unde l este lungimea medie a unui cuvînt din codul [C]. 
Relaţia (4.50) arată că printr-o codare corespunzătoare (codarea grupului 

de simboluri ale sursei) informaţia medie pe o literă din alfabetul codului 
li/C) 
—7— 'poate fi făcută oricît de apropiată de capacitatea codului log D, respectiv 

codarea este absolut optimală. Aceasta constituie prima teoremă a lui Shannon 
sau teorema codării canalelor fără zgomot. 

4.6. Codarea simbol cu simbol 

în practică nu se poate pune însă problema ca n — numărul de simboluri 
din grup — să tindă spre infinit; n va avea totdeauna o valoare finită şi este 
important să se construiască coduri de eficienţă cît mai ridicată pentru un n 
dat, în cele mai multe cazuri egal cu unitatea. în acest caz, după cum se 
va vedea, nu se va putea obţine totdeauna o codare absolut optimală, se va 
căuta însă să se realizeze o codare cît mai apropiată de cea absolut optimală. 
Dacă pentru un H[S) şi un n dat se găseşte un procedeu de codare care duce 
ia cea mai mare eficienţă şi dacă eficienţa este mai mică decît în cazul co
dării absolut optimale (n —> co), codarea este optimală. 

Adesea, creşterea eficienţei în cazul în care n este mai mare ca 1 nu este 
importantă, astfel că nu se justifică complicarea operaţiilor de codare, pre-
ferîndu-se, cazul simplu cînd n = 1. 

• Codarea Shannon-Fano. Se consideră că simbolurile sursei sînt co
date în mod individual unul cîte unul. 

în cazul particular în care mulţimea [S] = [SiS2, ••• sy] a mesajelor sursei 
poate fi împărţită în două mulţimi S0 şi Si de aceeaşi probabilitate p(S0) = 
= p{Si) = 2_1, iar mulţimile S0 şi S t la rîndul lor pot fi divizate în mulţimi 
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Fig. 4.4. Graful corespunzător 
procedeului de codare binară 

Shannon-Fano. 

. 

So0 şi Soi, respectiv Sw şi Sn de aceeaşi probabilitate ft(Sm) = p(S01) = 
= P(Sio) = P(Su) = 2^2, continuînd această operaţie pînă cînd mulţimile 
respective nu conţin decît un singur element, după cum se vede din graful 
din fig. 4.4, şi tabelul 4.2, codarea este absolut optimală. 

TABELUL 4.2 

Exemplu de codare binară Shannon-Fano 

Mesaje Probabil i tă ţ i 
si: Pl%) 

Cuvinte de cod Lungimea 

s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

0 0 00 2 

s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

0 
1 01 o s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

1 

0 0 100 3 

s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

1 

0 
1 101 3 

s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

1 

1 

0 0 1100 -i 

s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

1 

1 

0 

1 1101 4 

s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

1 

1 

1 
0 1110 4 

s, 

s3 

S 7 

Sg 

0,25 

0,25 

0,125 

0,125 

0.0625 

0,0625 

0,0625 

0.0625 

1 

1 

1 
1 1111 4 

' • = 1 

î = 2,75 

H(S) = 2 • 0,25 log 0,25 - 2 - 0 , 1 2 5 log 0,125 4- 4 • 0,0625 log 0,0625 = - 2,75; 
2,~5 

r = ~ = 1 
l log 2 

H(S) = 2,. 5 

l = 4 • 0,25 - 6 • 0,125 - 16 • 0,0625 = 2,75 

• 

• 

4.7. Codarea binară a lui Huffman 

Dacă se face codarea simbolurilor sursei unul cîte unul se pune problema 
găsirii unei metode de codare care în toate cazurile (pentru orice distribuţie 
a probabilităţilor) să fie o codare optimală, adică să nu se găsească altă pro
cedură de codare (cu simbolurile sursei luate individual) care să ducă la o 
eficientă mai mare. 



în acest caz cuvintele de cod obţinute au lungimea medie cea mai mică 
în raport cu lungimile ce s-ar obţine din alte procedee de codare. 

Un procedeu general de codare optimală a fost găsit de Huffman. 
înainte de a arăta acest procedeu de codare se vor anunţa două proprie

tăţi generale ale codurilor optimale. 
1. Pentru o codare optimală este necesar ca,,cel mai scurt cuvînt de cod 

să fie atribuit mesajului (simbolului) cu probabilitatea cea mai mare. în acest 
scop se ordonează mesajele în ordinea descrescătoare a probabilităţilor: 

P(s1)>p(s2)>,...,>p(sN) 
* 1 ^ ^ 2 ^ > • • • j ^ ^ Y 

Dacă această ordine nu este respectată (de ex. lx —> s2 şi l2 —* Si) prin res
tabilirea ei, lungimea medie l a cuvîntului de cod va scădea. în consecinţă, 
ordonarea dată de relaţiile (4.51) asigură existenţa unei lungimi medii minime. 

2. Pentru o codare optimală este necesar ca lungimile ultimelor două 
mesaje să fie egale: 

lx_x = lx (4.52) 

Să presupunem că lucrul acesta nu ar fi adevărat, respectiv: 

Dat fiind că se iau în considerare numai coduri care au proprietatea de 
prefix înseamnă că înlăturmd ultima literă din cuvîntul de cod ce corespunde 
simbolului sN de lungime ly = lx_x -f 1 nu se obţine un cuvînt care să fie 
atribuit altui mesaj decît lui sN, prin urmare această literă este de prisos, 
ea măreşte lungimea medie l. în consecinţă, pentru a avea un cod optimal 
este necesar ca ultimelor două mesaje să li se atribuie cuvinte de cod de 
aceeaşi lungime. 

Codarea lui Huffman este bazată pe ideea de a împărţi mulţimea mesajelor 
[S] = [si, s2, ..., sN] în submulţimi S0 şi Si cu probabilităţi cît mai apropiate, iar 
mulţimile S0 şi Sx la rîndul lor să fie împărţite în mulţimile Swşi S01, respectiv 
S10 şi Sn, cu probabilităţi cît mai apropiate şi aşa mai departe. în cazul parti
cular în care probabilităţile mulţimilor divizate sînt egale, codarea este 
absolut optimală (Shannon-Fano). în general însă probabilităţile mulţimilor 
divizate în două nu sînt egale şi se pune problema ca diviziunea să fie astfel 
făcută încît aceste probabilităţi să fie cît mai aproape de egalitate, asigurîn-
du-se în felul acesta obţinerea unui cod optimal. 

Gruparea mesajelor [S] în mulţimi de probabilităţi cît mai apropiate se poate 
face în felul următor: 

1. Se ordonează mulţimea mesajelor [S] în ordinea probabilităţilor descres
cătoare : 

[S] = [RQ] = ŢsiS, ... sN] (4.53) 

p{si)>p{s2)>...,>p(sN) 

2. Se formează mulţimi de mesaje care să poată fi divizate în două submulţimi 
de probabilităţi cît mai apropiate. 
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a. Se consideră în primul rînd o mulţime formată numai din două ele
mente din care se presupune că unul este s_v. î n acest caz în mod obliga
toriu celălalt element trebuie să fie s_v_i fiindcă ^>(%_i) este probabilitatea cea 
mai apropiată de probabilitatea p(sx) a elementului s». 

Mulţimea formată din sv , si sY se notează cu: 
rl = S.Y-1 U S.V 

şi i se alocă probabilitatea: 

P{S.X-1 U SN) = £(%_X) + p{Sy) = p{l\) 

b. Mulţimea formată din cele două elemente s y - 1 şi SN se consideră ca 
un nou mesaj rx care se include în mulţimea celorlalte mesaje în ordinea 
probabilităţilor necrescătoare: 

[Ri\ = [Sls2 ... rx ...] 

Ultimele două mesaje din acest şir se grupează ca şi în cazul precedent, 
formînd un nou mesaj r, care se include în mulţimea celorlalte mesaje, în or
dinea probabilităţilor necrescătoare, formînd şirul ordonat [i?2]. în acelaşi 
mod din şirul ordonat [2?2] se obţine şirul ordonat [Rs] şi operaţia se continuă 
pînă cînd se ajunge la şirul [Rn] format numai din două elemente: 

c. Din cele precedente rezultă că mulţimea [S] poate fi divizată în două 
mulţimi rn şi rn_l astfel ca probabilităţile lor p(rn) şi ^>(V-i) s^ fie cît mai 
apropiate, iar r„ şi fBc]1 la rîndul lor pot fi divizate fiecare în cîte două mulţimi 
de probabilităţi cît mai apropiate şi aşa mai departe pînă se ajunge la 
mulţ imi cu un singur element: sx, s2, .-., s_v. 

Dacă probabilităţile mulţimilor obţinute prin diviziune ar fi egale atunci 
s-ar putea realiza o codare absolut optimală. 

în caz contrar, codarea nu este absolut optimală, ea este optimală şi se 
-apropie cu atît mai mult de cea absolut optimală cu cît diferenţa între pro
babilităţile mulţimilor divizate este mai mică. 

d. Cuvintele de cod corespunzătoare fiecărui mesaj se obţin în felul ur
mător : 

— mulţimii r„ i se alocă simbolul 0; 
— mulţimii rn_t i se alocă simbolul 1; 
— la fiecare diviziune în două se alocă simbolul 0 sau 1 şi operaţia se 

continuă pînă cînd se ajunge la o mulţime care conţine un singur ele
men t sk (k = 1,2,..., A7). 

e. Din cele precedente se vede că formarea cuvîntului de cod corespun
zător mesajului sh nu este unică,, fiindcă la fiecare diviziune în două alocarea 
simbolului 0 şi 1 este arbitrară. Rezultă că se pot forma mai multe coduri 
care sînt echivalente în sensul ca toate sînt optimale, respectiv au aceeaşi 
lungime medie. 
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Exemplu: Se consideră sursa S cu următoarea distribuţie: 

[S] = j>! s, s3 st <;5 sfi] 

[P] = [0,3 0,25 0,15 0,15 0,10 0,05] 

Se aranjează probabilităţile sursei [S] şi a» surselor restrînse fi?] formate prin reunirea ulti
melor două mesaje din sursa precedentă într-un tablou. Alături de probabilităţile mesajelor 
se trec cuvintele de cod corespunzătoare. 

Succesiunea operaţiilor este dată de tabelul -1.3. 

TABELUL 4.3> 
Exempiu de codare binară Huffman 

Mesaje Probabilităţi Cu virjte de cod 
Ril 

Surse restrînse 
[RJ 

->0,40 (1) 

->0,60 (0) 

0,40 (1) 

h 0,30 00 0,30 (00) 0,30 

->0,30 

(00) 

(01) 

0,30 } 

0,30 J 

(00) 

(01) 

h 0,25 10 0,25 (10) 0,25 1 (10) 

h 0,15 11 0,15 (11) 0,15 1 (11) 
s4 0,15 010 0,15 

,->0,15 

1 (010) 

J (011) 

0,10 1 

0,05 / 

0110 0,10 1 

0,05 / 0111 

0,3 log 0,3 - 0,25 log 0,25 - 0,3 log 0,15 - 0,1 log 0,1 4- 0,05 log 0,05 

H(S) 

- 2,4 

HiS) = 2,4 
l log 2 

6 

0,975 

în fig. 4.5 se dă graful corespunzător. 
Lungimea medie a cuvintelor de cod este: 

l (0,3 + 0,25 - 0,15) 4- 3 x 0 , 1 5 - 4 x (0,10 - 0,05) = 2,45 

Fig. 4.5. Graful corespunzător procedeului de 
codare binară Huffman. 
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O altă variantă echivalentă de codare este dată in tabelul 4.4, iar graful corespunzător 
in fig. 4.6. 

TABELUL 4.4 
Exemplu de codare binară Huffman 

Mesaje Probabilităţi Cuvinte de cod 
Si- P(St) c; CHi] 

Surse restrînse 
IR.) 

111 

-+0,60. (0) 

->0,30 (01) 

->0,40 

0,30 

(1) 

[(01) 

0,40 (1) 

0,30 00 0,30 (00) 0,30 (00) 0,30 1 (00) 

0.25 10 0,25 (lOi 

~>0,15 (11) 

0,25 

0,15 

) (10) 

I (11) 
-

0,15 011 0,15 1(011) 

0,15 010 0,15 / (010) 

O.iO 1 110 

Codul obţinut in acest caz este diferit de cel precedent, însă are aceeaşi lungime medie: 

l = 2 x (0,3 - 0,25) - 3 x (0,15 + 0,15 + 0,10 + 0,05) = 2,45 

•deci aceeaşi eficienţa. 

S Fig. 4.6. Graful corespunzător procedeu
lui de codare binară Huffman. 
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CAPITOLUL 5 

CODAREA PENTRU CANALE C U PERTURBAŢII 

0̂  
Cd 

6 
Ci 

~§ 

•© 

în capitolul precedent s-au studiat metodele de a transforma o sursa 
oarecare într-o sursă de entropie maximă sau apropiată de valoarea maximă, 
în vederea obţinerii unei eficiente cît mai mari. 

în prezentul capitol se consideră sursa de entropie maximă, sursa la care 
toate simbolurile generate, numite simboluri de informaţie, au aceeaşi pro
babilitate. înainte de a transmite aceste simboluri pe canalul cu perturbaţii 
se adaugă o anumită redundanţă — de 
obicei prin adăugarea unor simboluri, 
numite simboluri de control, care au 
menirea să indice utilizatorului pre
zenţa erorilor sau chiar să-i dea posi
bilitatea să le corecteze. în acest sens 
vorbim de coduri detectoare de erori şi 
de coduri corectoare de erori. 

în cazul detecţiei erorilor este ne
cesar un canal de întoarcere (fig. 5.1) 
prin care utilizatorul să solicite sursei 
repetarea mesajului eronat. 

Deoarece cantitatea de informaţie necesară solicitării unei retransmisii 
este foarte mică, capacitatea canalului invers poate fi şi ea foarte mică. Sis
temul de detecţie a erorilor şi de repetare la cerere a mesajelor eronate, cunos
cut sub numele de A R 0 (automatic repetiton request) este larg utilizat 
în legătură cu sursele cu debit controlabil. La canale cu perturbaţii mai mari, 
pentru a evita repetări prea frecvente se foloseşte şi un sistem de corecţie 
automată a erorilor, rămînînd ca cererea de repetare să fie făcută numai cînd 
numărul erorilor depăşeşte posibilităţile sistemului de corecţie. 

în cazul surselor cu debit necontrolabil sau atunci cînd informaţia este 
înmagazinată în diferite tipuri de memorii susceptibile a se degrada, este 
necesar să se utilizeze un sistem de corecţie automată a erorilor. 

Fie 5.1. Sistem de transmisiune cu legătură 
inversă. 

5.1. Clasificarea coduri lor detectoare sau corectoare 
de eror i 

Dacă prelucrările necesare obţinerii proprietăţilor de detecţie sau de corecţie 
se fac în blocuri de n simboluri spunem că avem de-a face cu coduri bloc. Şi
rurile de n simboluri se numesc cuvinte. Dacă acestor cuvinte le corespunde 
un mesaj generat de sursa primară spunem că avem cuvinte cu sens. 

Dacă prelucrarea simbolurilor generate de sursă nu se face pe blocuri, ci 
în mod continuu spunem că avem de-a face cu coduri convoluţionale (sau 
recurente). 

în cadrul codurilor bloc se vor studia două tipuri de coduri şi anume 
codurile grup şi codurile ciclice. 
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E(R) Codurile grup sînt cele în care cuvintele 
sînt considerate ca fiind elemente într-un spaţiu 
vectorial. 

Codurile ciclice sînt codurile în care cuvintele 
sînt considerate ca fiind elemente într-o algebră. 

5.2. Teorema lui Shannon pentru 
canale cu perturbaţii 

Teorema lui Shannon pentru canale cu per-
Fig. 5.2. Exponentul erorii. turbaţii este o teoremă de existenţă a cărei 

demonstrare nu se va da în cele ce urmează. 
în esenţă teorema lui Shannon afirmă următoarele: 
Dacă avem o sursă cu un debit de informaţie R biţi/s şi un canal de capa

citate C biţi/s şi dacă R < C, există un cod cu cuvinte de lungime n astfel încît 
probabilitatea unei erori de decodare PE să fie: 

PE s? 2-»E<K> 
unde: 

n este lungimea cuvîntului de cod; 
E(R) — o funcţie nenegativă (fig. 5.2) numită exponenttd erorii. 

Teorema afirmă existenţa unor coduri a căror probabilitate de decodare 
eronată este arbitrar de mică, dar nu arată cum pot fi construite asemenea 
coduri. Această teoremă afirmînd un lucru cu totul suprinzător şi anume câ 
indiferent de nivelul perturbaţiilor dintr-un canal, se pot face transmisiuni cu 
o probabilitate a erorii oricît de mică — a dus la o mare dezvoltare a teoriei 
codurilor. 

5.3. Coduri grup 

Codurile grup sînt coduri bloc în care cele ;z simboluri care formează 
un cuvînt sînt considerate ca fiind componentele unui vector n dimensional 
(spaţiul vectorial avînd o structură de grup se justifică denumirea acestor 
coduri). 

Convenim în cele ce urmează să prezentăm sub formă matriceală compo
nentele unui cuvînt: 

W = [«] « 2 ••• an 

Deoarece ne ocupăm numai de coduri binare, elementele at sînt elementele 
unui cîmp cu două elemente notate (0, 1), cîmpul fiind notat cu GF(2) (vezi 
anexa II). 

Regulile de operare numite adunare modulo 2 şi multiplicare în GF(2) sînt: 

+ 1 0 1 • i 0 1 

0 j 0 1 0 , 0 0 

1 1 0 1 I 0 1 

53 ;•! 



Din punct de vedere fizic simbolurile (0, 1) pot reprezenta o clasă largă 
de semnale, de ex: „0" poate reprezenta un impuls pozitiv, iar „l" un impuls 
negativ; sau „0" poate reprezenta un semnal sinusoidal de durată finită şi 
fază nulă, iar „1" acelaşi semnal cu faza jt; sau „0" absenţa semnalului, iar 
„1" prezenţa semnalului etc. 

. . . . 
5.3.1. Specificarea cuvintelor cu sens 

Dacă unele cuvinte din n litere sînt puse în corespondenţă biunivocă cu 
mesajele generate de sursă, spunem că aceste cuvinte au sens sau că sînt cuvinte 
de cod. 

Mulţimea tuturor cuvintelor, în număr N = 2" o notăm cu W şi are o 
structură de spaţiu vectorial, iar mulţimea cuvintelor cu sens, în număr 
S = 2* o notăm cu V şi are o structură de subspaţiu vectorial. Dacă atri
buim sens tuturor cuvintelor, respectiv: 

S = N = 2» 
atunci informaţia medie transmisă pe un cuvînt este 

I = log A = n 
iar informaţia medie pe simbol este: 

îH = - = l b i t , (5.1) 
n 

respectiv are valoarea maximă. 
Dacă toate cuvintele sînt cuvinte de cod, nu există posibilitatea de a 

detecta sau corecta erorile ce se introduc în procesul de transmisiune prin 
canal. Aceasta din cauză că prin modificarea de către perturbaţii a simbolu
rilor dintr-un cuvînt de cod se obţin tot cuvinte de cod, respectiv cuvinte 
cu sens. 

Pentru a avea posibilitatea de a recunoaşte prezenţa erorilor în cuvîntui 
recepţionat (detecţia erorilor) sau de a face corecţia lor, adică de a recunoaşte 
poziţia erorilor se procedează după cum se arată în cele ce urmează. 

Mulţimea W a cuvintelor se împarte în două submulţimi V şi F. 
Tuturor cuvintelor vt e V li se atribuie sens, respectiv <oi sînt cuvinte 

de cod. 
Se presupune că numărul lor este: 

S = 2* 
unde k < n este un număr întreg. 

Cuvintelor w} eF nu li se atribuie sens, ele sînt cuvinte fără sens, respec
tiv ele nu conţin informaţie (fig. 5.3). 

Informaţia medie transmisă cu un cuvînt de 
cod este în acest caz: 

J = log S = k. 
iar informaţia medie pe simbol este: 

(5.2) 
Fig. 5.3. Graful de tranziţie 
pentru cuvintele de cod trans-

m a i mică decît in d a t de re la ţ ia (5.2). mise pe un canal cu perturbaţii. 
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Fig. 5.4. Alegerea cuvintelor cu sens (de cod) în cazul a n = 3 simboluri. 

în fig. 5.4 se ilustrează geometric alegerea cuvintelor de cod pentru 
cazul n=2>. Cerculeţele negre reprezintă cuvinte de cod, iar cerculeţele albe 
cuvinte fără sens. 

în cazul fig. 5.4, a, toate cuvintele ce se pot forma adică N = 23 = 8 sînt 
cuvinte de cod. Apariţia unei erori nu poate fi detectată. 

în cazul fig. 5.4, b se aleg S = 22 = 4 cuvinte de cod. Apariţia unei erori 
conduce la un cuvînt fără sens, deoarece se modifică numai una din coordonate. 
Se face, deci, detecţia unei erori, dar nu se poate face şi corecţia ei. 

în cazul fig. 5.4, c se aleg S = 21 = 2 cuvinte de cod. Apariţia unei erori 
poate fi detectată şi eroarea poate fi corectată. 

în cele ce urmează cuvintele de cod se vor nota cu vt iar cuvintele recep
ţionate (care provin din vt dar pot fi diferite de cuvintele de cod vţ transmise) 
se vor nota cu v-: 

V< = 0*1 «ffl ••• *«] , s . , . 
A5-3) 

V» = iail aiZ ••• ain. 

Dacă v't = vs-, respectiv «^ == aa, a'i2 = «<2, ..., c?,'B == a,-a se spune câ 
transmisiunea s-a efectuat fără eroare. 

5.3.2. Cuvintele ca elemente ale claselor alăturate 

în mulţimea elementelor w ale spaţiului vectorial W (care are structură 
de grup) pe baza unor criterii care vor fi stabilite ulterior, determinăm un 
subspaţiu vectorial V (care are structură de subgrup), şi acestor elemente 
v e V le atribuim sens. în raport cu subgrupul V putem forma clase alăturate 
după cum urmează: 

— prima clasă este formată din elementele (cuvinte cu sens) v e V începînd 
cu elementul nul (pentru comoditate îl notăm cu „O" el este însă diferit de 
elementul „O" din GF(2), fiind o matrice cu toate elementele nule); 

— în clasa a doua, alegem ca prim element unul din cuvintele (fără sens) 
cu numărul cel mai mic de componente „1" care nu figurează în prima clasă 
şi pe care-1 notăm cu 82; 
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— restul elementelor din clasa a doua se formează adunînd moduio 2 
pe ei la elementele primei clase, după cum urmează: 

0 V] v , ... \s_x 

£j Vj + £a V2 + Ei ... Vs_j + Ei ^=j_4) 

E2 Vt — E2 V2 + E2 ••• Vs-! + £2 

Operaţia se continuă pînâ cînd se epuizează toate elementele din IT*. 
Dată fiind structura de spaţiu vectorial, avem 

v;. -f £,- — v- e IT" pt V V; e I" şi E, e II" 

altfel spus, în tabloul (5.4) figurează toate cuvintele din W, din care cuvintele 
din prima linie sînt cuvinte cu sens. 

Pe baza acestui tablou decodarea se face recunoscînd coloana în care fi
gurează cuvîntul recepţionat v', primul element din această coloană fiind 
cuvîntul transmis de sursă, respectiv cuvîntul în care erorile sînt corectate. 

Pentru exemplificare să considerăm că mulţimea II* are 24 = 16 cuvinte 
din care 21 = 2 sînt cuvinte cu sens. în acest caz clasele alăturate sînt 

[0 0 0 0] [1 3 1 1] 
[ 0 0 0 b [ 1 1 1 0 ] 
[e o i o; [1 1 0 1] 
[0 i o o;; [ 1 0 1 1 ] 
[i o o o; [0 1 1 1 ] 
[0 0 1 1 ] [1 1 0 0] 
[0 1 0 1] [ 1 0 10] 
ri o o n "0 1 1 0 " 

Examinînd acest tablou remarcăm următoarele: 
— dacă recepţionăm cuvîntul 1 0 0 0 decidem că s-a transmis cuvîntul 

0 0 0 0 (primul cuvînt din coloană), adică putem afirma că a intervenit o 
eroare în poziţia 1; 

— dacă recepţionăm 1 0 1 1 decidem că s-a transmis 1 1 1 1 , adică 
a intervenit o eroare în poziţia 2 — cuvîntul recepţionat 1 0 1 1 se găseşte 
în clasa în care primul element este 0 1 0 0; 

— cuvintele din prima coloană, respectiv primele elemente în clasele ală
turate indică poziţia în care au intervenit erori (au un 1 în poziţiile eronate, 
restul simbolurilor fiind zero), din această cauză le numim cuvinte eroare; 

— deci codul examinat poate corecta o eroare simplă indiferent în ce 
poziţie intervine şi cîteva erori duble dacă intervin în anumite poziţii; 

— toate cuvintele dintr-o coloană sînt mai „apropiate" de primul cuvînt 
din coloana respectivă decît de oricare alt cuvînt din alte coloane; prin mai 
apropiat se înţelege că diferă într-un număr mai mic de poziţii (definiţia 
riguroasă a distanţei va fi dată în cele ce urmează). 

Utilizarea tabloului cu clasele alăturate nu este convenabilă pentru deco
dare dacă avem un număr mare de cuvinte,,ea este însă foarte utilă pentru a 
înţelege mecanismul prin care se face corecţia erorilor. 
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5.3.3. Distanţa Hamming 

î n spaţiul n —• dimensional al cuvintelor se introduce funcţia distanţă 
D(Vj, v,) care satisface postulatele unui spaţiu metric. Prin definiţie, această 
funcţie este: 

D{y0 vt) = (atl © %) + («« © an) + ... + (ain © ajn) (5.5) 

unde s-a notat cu © adunarea modulo 2 în corpul finit cu două elemente ale 
coordonatelor şi cu -4- adunarea obişnuită în corpul numerelor reale.1 

Sub o formă concisă se poate scrie: 
n 

D{vt, v,) = T) («» © «*) (5-6) 
A = l 

Din relaţia de definiţie dată rezultă că distanţa între două cuvinte de cod 
este egală cu numărul de simboluri (coordonate) prin care cele dona cuvinte se 
deosebesc. 

Pentru codurile ilustrate prin fig. 5.4 se obţin distantele minime: D—l 
(fig. 5.4, a); D = 2 (fig. 5.4, b) şi D = 3 (fig. 5.4, c). 

5.3.3.1. Decizia pe baza distanţei m in ime 

Se presupune că transmisiunea se face printr-un canal binar simetric fără 
memorie. Se mai presupune că fiecare cuvmt de cod poate fi transmis cu 
aceeaşi probabilitate. 

Se notează cu p < — probabilitatea ca un simbol să fie transmis eronat şi 

cu q probabilitatea ca el să fie transmis corect: 

Dacă se recepţionează cuvîntul v,', probabilitatea ca el să provină din 
Vj e s t e : 

p(vjxl) = p^"l "') q'--D(<- v«) (5.7) 

unde D(v'i, v<) este distanţa între vj şi Vg respectiv numărul de simboluri ero
nate datorită perturbaţiilor. 

Dacă se recepţionează v{ probabilitatea ca el să provină din v, este: 

p(vjM) = pDti-v-') q"-D<<> *i) (5.8) 

Deoarece în majoritatea canalelor utilizate probabilitatea p<^ 1, respectiv 
qxl, relaţiile precedente pot fi scrise: 

p(v.JvC)SpD^'yil (5.9) 

p(v,K)2ij>W**A (5.10) 
Dacă: 

DM, vt) < D(v'iy v,) pt. V ; V * (5.11) 
atunci 

p{YtM) >p{y.,h'i) pt. v / # * (5.12) 
1 In cazurile in care nu se pot crea confuzii, adunarea modulo 2 va fi notată cu -j~. 
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Cu alte cuvinte, dacă distanţa de la cuvîntul recepţionat vj la cuvîntul de 
cod vt este mai mică decît distanţa la oricare alt cuvînt de cod, atunci probabili
tatea ca v- să provină din vt este mai mare decît probabilitatea ca el să 
provină din oricare alte cuvinte de cod. 

Dacă relaţia (5.11) este îndeplinită, pe baza relaţiei (5.12) se decide că 
s-a transmis cuvîntul \\ atunci cînd s-a recepţionat v-. 

Această schemă de decizia se numeşte a observatorului ideal sau a proba
bilităţii maxime. Ea stabileşte o corespondenţă între cuvintele recepţionate 
\[ şi cuvintele transmise vt pe baza criteriului probabilităţii condiţionate ^(vjv,-) 
maxime. 

5.3.3.2. Regiuni de decizie 

Cu ajutorul funcţiei distanţă se poate face o partiţie a mulţimii W în sub-
mulţimi disjuncte Wt în jurul punctelor v,: e Wt, submulţimi care au pro
prietatea că toate punctele v- e W{ sînt mai aproape de punctul v̂  decît de 
oricare punct v, pentru j^i. 

Dacă pentru un punct v- are loc relaţia 

D(vJ, v,) < D(v't, v,) V ; > * (5.13) 
atunci 

<*W, (5.14) 

Mulţimea punctelor care se găsesc la aceeaşi distanţă faţă de cel puţin 
două puncte vt, v; şi care nu pot fi înglobate în nici una din mulţimile Wt 
se notează cu W0, adică dacă 

ytţW, (5.15) 
pentru orice j , atunci: 

vi$W0 (5.16) 

In felul acesta, toate punctele spaţiului TI" aparţin fie mulţimilor Wt (i = 
= 1, 2, ..., S), fie mulţimii W0, adică: 

W0 U Wx u W, U , ..., U Ws = W = V U F (5.17) 

în legătură cu mulţimile astfel determinate, la recepţionarea cuvîntului 
y'i se pot ivi următoarele situaţii: 

• dacă 
v - e F (5.18) 

cuvîntul recepţionat vj nu este cuvînt de cod ( F este mulţimea cuvintelor 
fără sens) şi se poate face detecţia erorilor: 

• dacă: 
v\eWt (5.19) 

respectiv: 
D{v[, v,) < £>(vi, v,) pt . V ; # Î , (5.20) 

erorile pot fi corectate, în sensul că se decide că v- provine din v,-; 
• dacă: 

vj e W0 (5.21) 
respectiv 

D(v'u yt) = D K , v,) 

63 



pentru un anumit / , erorile nu pot fi corectate, însă pot fi detectate fiindcă: 

WB e F 
şi deci: 

vleF 

Dacă se atribuie sens tuturor cuvintelor posibile mulţimea F devine vidă 
şi în consecinţă nu este posibilă nici detecţia, nici corecţia erorilor. 

Din cele precedente rezultă că posibilităţile de detecţie sau de corecţie sini 
cu atît mai mari cu cit mulţimile Wt conţin mai multe elemente, fiindcă toate 
elementele v̂  e Wt se decodifică în v,-. Acest lucru se realizează dacă vt e Wt 
se găseşte la distanţă mare de cel mai apropiat cuvînt cu sens v; e Wy 

Rezultă că posibilităţile de detecţie si de corecţie ale unui cod depind de 
distanţa minimă între două cuvinte de cod. 

Astfel, pentru detecţia a e erori, care pot să intervină în oricare poziţie 
a cuvîntului distanţa minimă între cuvintele de cod trebuie să fie: 

Dmfn = e + 1 (5.22) 

Pentru corecţia a e erori, care pot să intervină în orice poziţie, distanţa 
minimă este 

Dmin = 2e -f 1 • (5.23) 

Dacă distanţa între cuvinte este mare, cu excepţia distanţei între două 
cuvinte care este mică, este evident că aceasta din urmă limitează numărul 
de erori detectabile sau corectabile, fiindcă proprietăţile de detecţie şi corecţie 
trebuie să fie asigurate pentru toate configuraţiile posibile de e erori. 

5.3.4. Cuvîntul eroare 

Pentru a elabora mecanismul de detecţie sau de corecţie al erorilor este 
necesar ca în prealabil să se analizeze modul în care se introduc erorile ce 
trebuie detectate sau corectate. 

Sub o formă generală acţiunea perturbaţiilor poate fi caracterizată prin-
tr-un operator aleator S care face transformarea de la spaţiul cuvintelor de 
cod V; (emise la intrarea în canal) la spaţiul cuvintelor recepţionate vj (la 
ieşirea din canal) 

S K } = v { (5.24) 

Această relaţie poate fi scrisă sub o formă mai simplă dacă se defineşte 
un cuvînt eroare care are simboluri din acelaşi alfabet cu cuvintele de cod v,: 
şi aceeaşi lungime n. Cuvîntul eroare poate fi considerat ca fiind generat 
de perturbaţiile din canal. în notaţia matriceală cuvîntul eroare poate fi 
scris sub forma: 

£ = [e, s2 ... s„] (5.25) 

unde simbolurile ei(« — 1 , 2 , ..., n) pot lua în cazul binar valorile 0 sau 1 şi 
anume: e{ ia valoarea 1 dacă perturbaţiile sînt de aşa natură încît introduc 
o eroare pe poziţia i (modifică 1 în 0 sau invers) şi zt ia valoarea 0 în caz 
contrar, respectiv dacă nu se introduc erori. 

în cele ce urmează se vor nota poziţiile simbolurilor cuvintelor începînd 
de ia stînga spre dreapta. 
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Cuvîntul eroare mai poate fi scris şi sub forma: 

s = [... ah ... aie ...] i ' (5.26) 
unde: j 

— simbolurile a.^, a*2, ..., a,-, sînt simboluri 1, celelalte simboluri care 
completează numărul simbolurilor pînă la n fiind 0 ; • / ; 

— indicii ix, i%, ••-, is sînt numere de 1 la n care arată poziţia în care 
apare o eroare. 

Notaţiile (5.25) şi (5.26) sînt echivalente în sensul că simbolurile ziv e,-„ ... 
..., s,-e sînt egale cu 1, iar toate celelalte sînt egale cu 0. 

Cu ajutorul definiţiei date cuvîntului eroare, transformarea dată de relaţia 
(5.24) poate fi scrisă sub forma: 

a{v,} = Vi + s = v; (5.27) 

unde semnul -j- indică adunarea modulo 2 a matricelor \ i şi s. 
Notînd: 

V; = L% aa--- ain:, 
v; = [«u ak ••• aLJ 

se obţine: 
«« == aa + £i 

«i 2 = aii + £2 (5 .29) 

(5.2? 

sau, adunînd modulo 2 în ambii membrii pe slt respectiv s2 etc. se obţine: 

«n = *« + £i 

ff.2 = «j, + £2 (5.30) 

/7 / ? ' _!_ c 
^ i f l l ' u i I n 

aceste relaţii reprezentînd transformarea inversă 

Introducerea erorilor este reprezentată schematic în fig. 5.5. 

5.3.4.1. Eror i individuale 

Dacă se presupune că fiecare simbol transmis este afectat în mod 
independent de perturbaţii, erorile care apar sînt independente unele 
de altele. 

Vi Aceste erori individuale apar, de obicei, ca urmare (j\^\ 2 3) 
a acţiunii zgomotelor de fluctuaţie. I 

în cazul unui canal binar simetric, probabili- rij\ 
tatea introducerii unei erori pe o poziţie oarecare se ^-^ 
notează cu p şi se presupune aceeaşi pentru toate Sematfcă^pTo^suM 
p o z i ţ i i l e . , de introducere a erorilor. 
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Fig. 5.6. Legea de distribuţie a erorilor independente. 

Probabilitatea de apariţia a r erori independente într-un cuvînt de n 
simboluri este dată de o lege de distribuţie binominală: 

P(r) = C&(l-p)— (5.32) 

Această lege de distribuţie este reprezentată în fig. 5.6 pentru un caz par
ticular. Se vede că această probabilitate scade rapid dacă numărul erorilor 
creşte peste o anumită valoare. 

Probabilitatea de apariţie a e erori şi mai puţin de e erori este dată de 
funcţia de repartiţie corespunzătoare: 

P{r<e} = i^p(r) = £ W l — £ ) • - ' (5.33) 

După cum rezultă din relaţiile (5.32) şi (5.33), probabilitatea unei anumite 
configuraţii a erorilor depinde în acest caz numai de numărul lor. 

5.3.4.2. Pachete de erori 

Dacă perturbaţiile au o durată mai mare decît durata unui simbol, erorile 
apar grupate. Aceste erori apar, de obicei, ca urmare a acţiunii perturbatiilor 
de impulsuri sau a întreruperilor în canalul de transmisiune sau în mediile 
de stocare a informaţiei (linii telefonice, sisteme de memorie cu bandă mag
netică e tc ) . Se spune în acest caz că apar pachete de erori. 

Se numeşte pachet de erori o succesiune de simboluri (corecte sau eronate) 
in care primul şi ultimul simbol sînt eronate şi în care simbolurile corecte succe
sive apar în grupuri mai mici de r. 

Parametrul r caracterizează pachetul de erori. El depinde de caracteris
ticile statistice ale canalului de transmisiune. 

între ultimul simbol (eronat) al unui pachet de erori şi primul simbol 
(eronat) al pachetului de erori următor se găsesc mai mult de r simboluri 
corecte succesive. 

M 

0,2 

0,1-
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Două erori între care există s < r simboluri neeronate fac parte din acelaşi 
pacliet de erori. Dacă între ele există s>?' simboluri neeronate, ele fac parte 
din pachete diferite. 

Lungimea l a unui pachet de erori se defineşte ca fiind numărul total de 
simboluri (eronate şi neeronate) care formează pachetul de erori. Primul şi 
ultimul simbol din pachetul de erori sînt eronate. 

Un alt parametru care caracterizează pachetele de erori este densitatea D 
a erorilor definită ca raportul între numărul de simboluri eronate din pacliet 
si numărul total de simboluri în pachet (lungimea lui). 

Guvîntul eroare care conţine un pachet de erori de lungime l va avea un 
număr de l simboluri 0 şi 1, din care primul şi ultimul simbol al pachetului 
(corespunzînd simbolurilor eronate) sînt 1, celelalte simboluri fiind 0 sau 1. 

El poate fi scris sub forma: 

e = [... a,. e,+1 ... ei+i_2 aw_! ...] (5.34) 
unde: 

a, reprezintă simbolul 1 plasat în poziţia i; 
ei+k reprezintă simbolul 0 sau 1 plasat în poziţia i + k, cu restricţia 

că nu pot să apară succesiv un număr de „0" mai mare sau egal 
cu „r". 

5.3.5. Mecanismul de detecţie şi de corecţie a erorilor 

Pentru a stabili o modalitate de detecţie sau corecţie a erorilor se consideră 
un spaţiu m — dimensional (m = n — k) care se numeşte spaţiul de corecţie Z 
şi care are 2™ elemente z e Z numite corectori. Corectorii se reprezintă prin 
matrice. 

în literatura de specialitate corectorul se mai numeşte şi vector de control 
de paritate sau sindrom. 

Corectorii sînt destinaţi să indice poziţiile din cuvîntul de cod în care 
s-au introdus erori. în acest scop se stabileşte o corespondenţă univocă între 
mulţimea tuturor cuvintelor recepţionate (respectiv spaţiul W) şi mulţimea 
corectorilor (respectiv spaţiul Z). Această corespondenţă se poate stabili 
definind un operator % astfel ca: 

3t{v{} = z (5.35) 
unde v- e W şi z e Z. 

Dacă xl = v;, adică dacă transmisiunea s-a făcut fără erori, z trebuie să 
fie acelaşi pentru orice i indicînd astfel faptul că nu sînt erori. Se alege în 
acest caz pentru z valoarea 0 şi ca urmare relaţia (5.35) devine: 

5C{Vi}=0 (5.36) 
pentru orice i de la 1 la S = 2'\ 

în felul acesta se impune operatorului % condiţia ca 3C{v̂ } = 0, respectiv 
z = 0, dacă şi numai dacă v| este un cuvînt de cod, respectiv v- = \ t . 

Pentru a putea corecta erorile introduse în procesul de transmisiune este 
necesar ca pentru fiecare cuvînt eroare care poate fi generat de perturbaţiile din 
canal să existe un singur corector distinct diferit de zero. 

Mulţimea tuturor cuvintelor eroare care trebuie să fie corectate poate fi 
reprezentată prin puncte în spaţiul «-dimensional al erorilor, E. 
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Corespondenţa între punctele spaţiului E care reprezintă erori corecta-
bile şi cele ale spaţiului Z trebuie să fie biunivocă. Ea poate fi stabilită defi
nind un operator astfel ca: 

®{z}==8 (5.37) 
si 

® - I { E } = Z (5.38) 

Cu ajutorul operatorilor % şi © se poate efectua detecţia sau corecţia 
erorilor după cum urmează: 

— dacă se constată că: 
3£{v-}/0 

fără a specifica valoarea lui z, ci doar faptul că este diferit de zero, se spune 
că s-a efectuat detecţia erorilor; 

— dacă poziţia punctului z în spaţiul Z este cunoscută, dată de: 
3E{v{}=z 

atunci, cu ajutorul operatorului S, se obţine: 
®{z} = £ (5.39) 

iar cu ajutorul cuvîntului eroare astfel determinat se obţine cuvin iul corectat, 
respectiv cuvîntul de cod transmis: 

S - 1 { v i } = v 1 ' + E = T4 (5.40) 

5.3.6. Matricea de corecţie (control) 

Din cele precedente rezultă că operatorul % determină o transformare 
care este numai univocă de la spaţiul cuvintelor recepţionate la spaţiul corec
torilor (transformarea inversă nu este definită). 

Cea mai simplă structură pentru operatorul % se obţine dacă se consideră 
o transformare liniară care este numai univocă de la spaţiul cuvintelor recep
ţionate la spaţiul corectorilor, definită de ecuaţiile: 

lin a[ -f- Ăia 4 + ••• + hn «» == ci 
h2t a{ -|- &22 a'-> + ••• + 2̂» a'» — c" 
.'. . , . . . : . . . . . (5.41) 

>lm\ a l ~\~ "m2 a% "mn an '— cm 

hu sînt parametrii care determină transformarea %; 
al — simbolurile unui cuvînt recepţionat; 
c, — coordonatele care determină punctul z (componentele corecto

rului z). 
Relaţiile (5.41) se pot scrie compact sub formă matriceală. în acest scop 

se introduce matricea: 
~hu li12 ... hln' 

h21 /z22 ... hîn 
H = 

ilatricea H se numeşte matrice de control. 

(5.42) 
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Prin transformări elementare matricea H poate fi pusă sub formă echi
valentă 

H 

'1 0 ... 0 qn qiz ... qu 

0 1 ... 0 qzl 922 ... q2>. 
= [ l ,Q] (5.43) 

0 0. . . 0 
_ 0 0 ... 1 gml qm2...qmk_ 

în care Im reprezintă matricea unitate de ordinul m, iar Q este: 

O 
?21 922 ••• <?2fc 

(5.44) 

_?ml <7m2 •" 2W_ 

în cele ce urmează se vor nota cuvintele sub formă de matrice linie: 

v ' = [a[ a2 ... a'n] (5.45) 

iar corectorii sub forma de matrice coloană: 

z = (5.46) 

Cu ajutorul notaţiilor precedente, relaţiile (5.41) pot fi scrise sub forma: 

H v ' r = z (5.47) 
T 

unde v' este transpusa matricei v'. 
Dacă cuvîntul recepţionat este un cuvînt de cod (v' = v), conform relaţiei 

(5.36) corectorul este nul: 
Hv'T = 0 (5.48) 

5.3.7. Codarea codurilor grup cu ajutorul matricei 
de control H 

Convenim în cele ce urmează ca în cuvîntul de cod: 

Y = [«i. . . a,n am+1 ... « J 
primele m simboluri 

c = la-, a9... a mJ 

(5.49) 

(5.50) 

să fie simboluri redundante care servesc detecţiei sau corecţiei de erori şi, în 
consecinţă, le numim simboluri de control, iar ultimele k simboluri: 

i = K + l «m+2 •" ««+J (5-51) 
unde m + k = n 
să fie simboluri generate de sursă pe care le numim simboluri de informaţie. 
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Cu aceste notaţii avem: 
v = [c i] (5.52) 

Pentru a determina cele m simboluri de control în funcţie de cele k sim
boluri de informaţie, facem apel la (5.36) care în cazul unui operator liniar 
devine: 

Hvr=0 (5.53) 
In conformitate cu notaţiile precedente avem 

respectiv cT -\- QiT = 0 
sau 

c r = Q i T (-5.54) 
Operaţia de determinare a simbolurilor de control în funcţie de simbolurile 

de informaţie se numeşte codare. 
Relaţia (5.54) poate fi scrisă: 

§21 ?22 

9a 

.îmi 9m2 ••• 9mk. 

fWi ax 

am+2 — 
a2 

-am+k- J*»_ 
de unde rezultă: 

li — 2_/ cin j = 1, m 

(5.55) 

(5.56) 

adică simbolurile de control se obţin din combinaţii liniare (însumare module 
doi) ale simbolurilor de informaţie. 

Cuvintele de cod astfel formate au proprietatea că pot fi recunoscute ca 
atare datorită faptului că au corectorul corespunzător nul. Dacă în procesul 
de transmisiune se introduc erori, corectorul este diferit de zero, iar prin me
canismul indicat de relaţiile (5.35),,(5.39) şi (5.40) se pot corecta erorile. 

Dacă cele k simboluri alese arbitrar ca simboluri de informaţie sînt simboluri 
succesive plasate la începutul (sau la sfîrşitul cuvîntului de cod) codul se numeşte 
sistematic. 

Codurile sistematice au avantajul că operaţia de corecţie a erorilor este 
simplă şi că la decodare separarea simbolurilor de informaţie se realizează cu 
un circuit poartă care este deschis numai în intervalul de timp cînd apar 
simbolurile de informaţie. 

5.3.7.1. Relaţii între coloanele matricei H în cazul corecţiei erorilor 

Pentru a determina condiţiile pe care trebuie să le satisfacă matricea H 
în cazul în care trebuie să fie corectate toate combinaţiile de e erori, se con
sideră cuvîntul recepţionat: 

unde s este un cuvînt eroare cu e simboluri egale cu 1, respectiv cu e erori: 

£ == [... a.k .... ctie ...] 
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Corectorul corespunzător cuvîntului v ' este: 
z = Hv'T = H(v + ^)T = Hv3, + HET 

si, fiindcă HvT = 0, rezultă: 

Z = mT 

sau z = 

r/zn hl2 ... Aln 

21 "22 ••• «2« 

L " m l "m2 ••• 'lmiiJ 

Pentru simplificare se notează coloanele matricei H cu hi, h2 
relaţia (5.59) poate fi scrisă sub forma: 

z = [h t h 2 . . . h j 

• • «.-, h h -r ••• + «*, h;e + ...] 
= 1, rezultă: 

- h j 

(5.57) 

(5.58) 

(5.59) 

,K Şi 

(5.60) 

(5.61) sau: z = [. 
respectiv, fiindcă a(l = ai8 = 

z = [hh + ... + hie] (5.62) 
Pentru a corecta e erori indiferent de poziţiile în care intervin este necesar, 

după cum arată relaţia (5.62), ca sumele modulo 2 a cîte e coloane oarecare 
din matricea H să fie distincte. 

în felul acesta se obţin corectori distincţi pentru fiecare cuvînt eroare 
care conţine e erori. în caz contrar se ajunge la situaţia că e erori care in
tervin în poziţii diferite să dea naştere aceluiaşi corector z şi, ca urmare, 
corecţia să nu mai fie posibilă. 

Dacă coloanele matricei H sînt astfel alese încît sumele modulo 2 a cîte 
e coloane sînt distincte, respectiv: 

h„ + . . . + h ^ h A + ... +hje (5.63) 

pentru orice valori i\, ..., ie distincte, cuprinse între 1 şi n şi j \ ... je distincte 
cuprinse între 1 şi n (care pot fi egale cu unele numere H ... ie dar nu cu 
toate), atunci, adunînd în ambii membrii coloanele hh ... h;e, se obţine: 

h„ + ... + hie + hh + ... + h ^ O (5.64) 
respectiv ordonînd: 

... + h»e#fJ (5.65) 
pentru orice valori i1 ... %. cuprinse între 1 şi n. 

Dacă coloanele matricei H îndeplinesc condiţiile date de relaţia (5.63), 
respectiv(5.65), atunci există posibilitatea de a se corecta e erori oarecare. 

Se poate arăta că în acest caz distanţa minimă între două cuvinte de cod 
este egală cu 2 e -\- 1. Pentru aceasta se consideră distanţa între două cuvinte 
oarecare: 

D(Vi, V;) = J^ aik ® aik = J2 K 
A = l A = l 

unde s-a introdus notaţia 
h = aa © aik 

(5.66) 
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Simbolurile bk astfel obţinute sînt simbolurile unui cuvînt de cod w fiindcă 
satisfac relaţia: 

Hw r = 0 (5.67) 
unde: 

w = [b1 b2 ••• bn] = Vi + v; (5.68) 
într-adevăr: 

Hw r = H(v, + v}f = Hvf + Hv; = 0 (5.69) 

Din relaţia (5.66) rezultă că distanţa între două cuvinte de cod oarecare 
este egală cu numărul de componente diferite de zero ale unui alt cuvînt 
de cod. 

Numărul de componente diferite de zero într-un cuvînt de cod se numeşte 
ponderea cuvîntului de cod. 

Rezultă deci, că distanţa între doua cuvinte de cod este egală cu ponderea 
altui cuvînt de cod şi, ca urmare, cuvîntul de cod cu ponderea cea mai 
mică diferită de zero determină distanţa minimi între cuvintele de cod. Cu 
alte cuvinte, distanţa minimă între cuvintele de cod este egală cu ponderea mi
nimă a unui cuvînt de cod. 

Dacă se presupune că w este un cuvînt de cod cu pondere egală cu le -f- 1, 
atunci acest cuvînt poate fi notat: 

w ==[... a,-... afc+1...] (5.70) 

Fiindcă w este cuvînt de cod, are loc relaţia: 

Hwr=0 . (5.71) 
respectiv: 

K K + ••• + «*,« h ^ - i = 0 (5-72) 
sau 

K + ••• + h-2e+1= 0 (5.73) 
Dacă suma a 2e coloane oarecare este diferită de zero, atunci nu există 

nici o relaţie de forma: 

h,, + - . + h,2e= 0 (5.74) 

respectiv nu există nici un cuvînt cu ponderea mai mică decît 2e -4- 1, aceasta 
fiind ponderea minimă. 

5.3.7.2. Relaţii între coloanele matricei H în cazul detecţiei erorilor 

Cazul cînd în locul corecţiei erorilor se intenţionează să se facă numai 
detecţia erorilor poate fi t ratat în mod analog, punînd însă o condiţie mai 
puţin restrictivă pentru corectorii z. 

într-adevăr, pentru corectorii z daţi de relaţia (5.58) se impune condiţia 
să fie diferiţi de zero fără să fie distincţi. 

Se presupune că numărul erorilor care trebuie să fie detectate este d. în 
acest caz cuvîntul eroare este de forma: 

£ = [... Of, ...«.ia ...] (5.75) 
şi din relaţia: 

H ' Î T V O 
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notind prin h[, h2, ..., h'n coloanele matricei H' (notată cu prim pentru a se 
distinge de cazul precedent) se obţine: 

X K ••• K] 
«:•„ 

respectiv: 
h;, + . . . .+ h - ^ 0 (5.76) 

pentru orice ilt .... ia distincţi cuprinşi între 3 şi n. 
Din relaţia (5.76) rezultă ca în cazul detecţiei unei singure erori matricea 

H' trebuie să aibă toate coloanele diferite de zero (puţind fi eventual egale 
între ele). 

Din relaţiile (5.75) şi (5.76) rezultă că detecţia a d = le erori este echi
valentă cu corecţia a e erori şi invers. 

Dacă numărul erorilor care trebuie să fie detectate este impar: 

d = 2p+ 1 p = 0, 1, ... (5.77) 

atunci matricea de control H' poate fi determinată cu uşurinţă ţinînd seama 
că în acest caz, conform relaţiei (5.66), se impune condiţia: 

h ^ - f . . . + h-2p+1^0 
care este satisfăcută dacă se pune: 

h'. 

respectiv 

H ' : 

, M •a = M 
hx h2 . . .h„ 
1 1 1 

(5.78) 

(5.79) 

(5.80) 

într-adevăr, introducînd relaţiile (5.79) în relaţia (5.78) şi ţinînd seama de 
faptul că suma modulo 2 a unui număr par de simboluri 1 este nulă, se ob
ţine : 

•îp + K,+1 
î #o (5.81) 

După. cum se vede, această relaţie este satisfăcută pentru orice valori 
ale coloanelor h^ h2, ..., h„, în particular şi pentru valori nule. 

Prin urmare, dacă singura condiţie care se impune codului este de a 
detecta erorile impare, matricea H poate avea forma: 

H ' = [1, 1, ... 1] 

în acest caz în cuvîntul de cod: 

v = [«j a2... an_x 

(5.82) 

r5.83) 

ultimele k = n — 1 simboluri se aleg arbitrar şi reprezintă simboluri ele 
informaţie, iar primul simbol «i este simbolul de verificare a parităţii de-
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terminat de relaţia H'vT = O care, ţinînd seama de relaţia (5.82), poate 
fi scrisă: 

a2+ a3 + ... -f an 

Dacă la recepţie H'v' ^ 0 , respectiv: 

cij -p $o "i • • • ~~r~ w—î «n^O, 

(5.84) 

(5.85) 

se poate afirma că în procesul de transmisiune s-a introdus un număr impar 
de erori. 

Prin adăugarea unui simbol de control al parităţii, pe lîngă simbolurile 
de corecţie, se obţine o informaţie suplimentară asupra erorilor şi anume in
formaţia că sînt în număr par sau impar. în cazul corecţiei unei erori această 
adăugire dă posibilitatea să se corecteze o eroare şi să se detecteze toate ero
rile duble. în acest caz matricea de control este de forma (5.80) sau, dacă 
simbolul de control al parităţii se adaugă fără a micşora numărul simbo
lurilor de informaţie, este de forma: 

H ' : hi 
1 

h 2 - h M 

1 1 

cuvîntul de cod avînd în acest caz n -4- 1 simboluri. 
Corectorul este: 

H V 

(5.86) 

(5.87) 

unde c2eGF(2) 
respectiv 

"0 hj h 2 . 

1 1 1 . 
••V 
•• 1 J 

- a'0 
t 

ax 
ro + a;hj + ... + « x i r c i 
[a'0 + a\ + ... + a'n J [c2 

(5.88) 

Se consideră câ matricele coloană hi, h 2 . . . hn din matricea H îndeplinesc 
condiţiile necesare corecţiei unei erori. în această ipoteză considerăm urmă
toarele cazuri: 

— Cj = 0 şi c2 = 0 unde cx este o matrice coloană cu m elemente; în 
acest caz decidem că nu sînt erori; 

— Cj jz 0 şi c2 = 1; decidem că există o eroare corectabilă; 
•— Ci = 0 şi c2 — 1; decidem că simbolul a'0 este eronat; 
— cx ^ 0 şi c2 = 0; decidem că există două erori necorectabile. 
Cu o probabilitate mică, deciziile pot fi eronate. 

5.3.8. Codarea codurilor grup cu ajutorul matricei generatoare G 

Ţinînd seama de notaţiile introduse în § 5.3.6 se defineşte o matrice G 
numită matrice generatoare care satisface relaţia: 

v = iG (5.89) 
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Pentru a vedea legătura între matricea G şi matricea H înlocuim pe v din 
relaţia: 

HvT = 0 
si se obţine: 

H(iG)T = HGTir = 0 (5.90) 

Fiindcă această relaţie este valabilă pentru orice simboluri de informaţie, 
rezultă: 

H G r = Q (5.91) 

Ori H, conform relaţiei (5.43) este: 

H = [lm Q] 
unde Q este o matrice cu m linii şi k coloane dată de relaţia (5.44). 

Se observă că dacă G este de forma: 

G = :QT \ 

(5.92) 

(5.93) 

atunci relaţia (5.91) este satisfăcută: 

HGT = ;im Q] 

Notăm cu P matricea QT: 

Q = [Q + Q] = o 

respectiv: 

deci: 

sau 

(5.94) 

(5.95) 

(5.96) 

(5.97) 

(5.98) 

(5.99) 
relaţie care ne dă simbolurile de control în funcţie de simbolurile de infor
maţie. 

Ţinînd seama de relaţia (5.99) avem 
'Pil Pli-Plm' 

'Pil PlZ-Plm 
Pn p22--p2m 

JPkl PkZ • • • Pkm^ 

G = ? I*] 

•pu-Pm 1 0 . . .0 
0 1 ...0 

-Pici •••Pkm 0 

Ţinînd seama de relaţiile (5.52) (5.89) şi (5.96) avem: 

v = [c i] = i [P lk] = [iP i] 
de unde rezultă: 

c = i P 

C = [«m+1 am+2 ••• *m+*] Pil p22---p2m 

Pkl Pk2 ••• Pkm 

(5.100) 
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respectiv simbolurile de control a., j^m sînt 

a, — YJ am+l Pii (5.101) 

5.3.9. Formarea corectorilor 

Corectorul dat de relaţia (5.47) poate fi pus sub forma: 

zT = v 'H r 

sau 
z* = [c' in :im PT;T 

unde c' este matricea simbolurilor de control recepţionate; 
i' •— matricea simbolurilor de informaţie recepţionate. 

Efectuînd transpunerea rezultă: 

zJ = ic' i' = rc' + i'Fl 

(5.102) 

(5.103) 

Ţinînd seama de relaţia (3.99) rezultă că termenul notat cu c": 

c" = i'P 

reprezintă simbolurile de control ce rezultă din operaţia de codificare 
bolurilor de informaţie recepţionate. 

Cu notaţiile de mai sus avem: 

zT = [c' -4- c"] 

Operaţiile necesare realizării relaţiei (5.106) sînt arătate în fig. 5.7. 

(5.104) 

(5.105) 

a sim-

(5.106) 

5.3.10. Codul Hamming grup corector de o eroare 

Pentru corecţia unei singure erori, numărul corectorilor 2m trebuie să 
fie egal cu n -j- 1 sau mai mare pentru a putea indica o eroare într-unui 
din cele n simboluri ale cuvîntului recepţionat sau pentru a indica că nu sînt 
erori. Deci: 

2"l^n + 1 (5.107) 
sau 

2m^k + m + 1 (5.108) 

este relaţia care determină numărul simbolurilor de control cînd se dă 
numărul k al simbolurilor de informaţie, în cazul corecţiei unei singure erori. 

p c' p t p 
V 

" + 
* • ' , " * • ' , 

p i'P C» j p 
.. 

i'P 
Fig. 5.7. Determinarea corectorilor, 
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Codul Hamming este caracterizat de o matrice de control H, în care co
loana hj este reprezentarea binară a numărului i: 

1 0 0 . . . 1" 

H = [hi h : h3 ... h ]== 

0 0 0 
0 1 1 

_1 0 1 

Se remarcă că h8 + h ^ O pentru V »'#/. 
Cuvîntul eroare, cu o singură eroare este: 

£ = " . . . 7./ ...] 

Dacă se transmite v, se recepţionează 

^ = V; + £ 
Corectorul corespunzător este: 

z = Hvf = HsT 

: 

i 
o i 

(5.109) 

(5.110) 

(5. i i i ) 

sau 

= [hi h2 ... hj ... hn (5.112) 

adică corectorul este reprezentarea binară a numărului i care indică poziţia 
în care există o eroare. 

Acest fapt face ca decodarea să fie foarte simplă necesitînd de fapt o 
conversie de la binar la zecimal. 

Codul Hamming poate corecta toate erorile simple însă nu poate corecta 
nici o eroare dublă motiv pentru care se spune că este un cod perfect. 

Codurile care pot corecta e erori în orice poziţii, dar nu pot corecta nici o 
configuraţie particulară de e -f- 1 erori sau mai multe se numesc coduri perfecte. 

5.3.10.1. Codarea codului Hamming 

Pentru simplificarea calculului, cele m poziţii ale simbolurilor de contro 
se aleg astfel încît corespund vectorilor coloană h, cu o singură componentă 
diferită de 0. 

Aceste poziţii sînt: 2°, 21, 22, ..., 2m_1. Simbolurile de control se vor nota 
cu ct, iar cele de informaţie cu ijr Cu aceste notaţii un vector cod se poate 
scrie sub forma: 

v = [c± c2 *3 c4 i5 ... in] (5.113) 

După modul de dispunere a simbolurilor de control rezultă că acest cod 
nu este un cod sistematic. 

Simbolurile de control sînt date de relaţia 

Hv1 0 
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respectiv 

c2 

[h, h 2 . . . h„3 = 0 

sau 
0" "0" • o - •]-

+ C-2 
1 + *a 1 + ... in 

. 1 . _0_ . 1 . 

= o 

relaţie echivalentă cu « ecuaţii în care simbolurile c1( c2, c4 ... nu intervin 
decît o singură dată, deci pot fi exprimate în funcţie de simbolurile de in
formaţie. 

începînd cu ultima linie se poate scrie: 

Cl = H + H + • • + *• 
Co = H + h + •• • + K 
-i = H + H + • • + K 

(5.114) 

5.3.10.2. Decodarea codului Hamming 

La recepţie, cuvîntul recepţionat v' se introduce într-un dispozitiv cu 
celule binare de memorie şi apoi se calculează corectorul cu relaţia: 

z = Hv' = [hi . . . h j 

Ţinînd seama de structura matricei H, în mod analog calculului precedent 
se obţine: 

f-m =f C'l + H + h + ••• + in 
em-l — c2 + h "T z6 ~r ••• T~ ?» (5.115) 

Numărul binar astfel calculat (ex e2 ... em) este introdus într-un descifrator 
(respectiv într-un convertor binar-zecimal) la ieşirea căruia se obţine un 
semnal care indică poziţia erorii, permiţînd astfel corecţia ei. 

Exemplu. Se consideră cazul cind k = 4. Din relaţia (5.108) rezultă m = 3 şi n = 7. 
Matricea de control este: 

ro o o î î î n 
H 0 1 1 0 0 1 1 

. 1 0 1 0 1 0 1 
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I 

11 £2 ' ^ 7 

RD 

Fig. 5.8. Schema unei unităţi de codare 
pentru un cod Hamming corector de o eroare. 

RD 
07 °6 CZ 

© 

© - l 

c'h-\c3 

t î t I t t t 

Fig. 5.9. Schema unei unităţi de decodare 
pentru un cod Hamming corector de o eroare. 

Cu,'intui de cod este: 
\H c, ia c4 

Relaţiile care determină simbolurile de control sint: 

H + uo — l". 

h. - h, - î: 

Codarea poate fi realizată de schema din fig. 5.8 in care RD este un registru de depla
sare, iar calculul simbolurilor de corecţie se face cu sumatoare modulo 2. După formarea 
cuvîntului de cod intrările în registru sint blocate şi conţinutul lui apare la ieşire sub forma 
unei succesiuni de impulsuri (in ritmul impulsurilor de tact) care reprezintă cir/întul de cod. 

La recepţie decodarea poate fi realizată cu schema din fig. 5.9. 
Calculul corectorilor se face după relaţiile: 

e i = ci ~ h - H- l 

e2 = H + H + '"s + 1 
e„ = c', 4- i'„ 4- u 4- i 

iar corectorul (e1 e., es) este introdus în descifratorul D care dă un semnal de corecţie a erorii 
în celula care are numărul de ordine reprezentat binar de (e1 e, e3). 

Separarea simbolurilor de informaţie se face cu ajutorul unor circuite poartă plasate la 
ieşire (nu sint arătate în figură) care se deschid în momentele cind simbolurile de informaţie 
apar la ieşire (codul nefiind sistematic, această operaţie complică instalaţia de decodare). 

5.3.11. Coduri iterate 

Prin combinarea a două sau mai multe coduri se pot obţine coduri cu 
posibilităţi mai mari de detecţie sau corecţie a erorilor decît codurile ori
ginale. 

Astfel, prin iterarea unor coduri detectoare de erori se poate obţine un 
cod corector de erori. 

79 



Pentru aceasta se dispun simbolurile de informaţie ale cuvintelor de cod, 
unele sub altele, sub formă de tabel: 

c10 | an A12 ... av. 

CZ0 j <?21 # 2 2 ••• ^2k 

' 
C [ Cj C2 . . . Ck 

apoi la fiecare linie se adaugă un simbol (ci0) de control al parităţii pe 
acea linie. Analog, la fiecare coloană se adaugă un simbol de control al 
parităţii (cj}. 

Liniile acestui tabel pot fi considerate ca fiind cuvintele unui cod detector 
de o eroare, iar coloanele ca fiind cuvintele altui cod detector de o eroare. 

Simbolul c verifică paritatea atît a liniilor cit şi a coloanelor. 
Se poate arăta că dacă c verifică paritatea pe linii, în mod obligatoriu o 

verifică şi pe coloane. Pentru aceasta să considerăm suma primei coloane şi a 
ultimei linii: 

s s * 

: = 1 i = l j=\ 

k k S . - . . . < 

Deci c == c' 
Codul rezultant este capabil să corecteze o eroare fiindcă această eroare 

afectează atît paritatea pe o linie cît şi paritatea pe o coloană. Simbolul 
eronat este localizat prin cunoaşterea celor două simboluri de control diferite 
de zero şi se află la intersecţia dintre linia şi coloana respectivă. Transmi
siunea se face linie după linie (sau coloană) şi decodarea se face după ce la 
recepţie a fost completat întreg tabelul. 

5.4. Coduri ciclice 

Codurile ciclice sînt coduri bloc în care ceh n simboluri care formează un 
cuvînt sînt considerate ca fiind coeficienţii unui polinom de grad n — 1 şi anume: 

v(x) = a0 -j- axx + ... -j- aR_1xn^x (5.116) 

Ca şi în cazul codurilor grup, simbolurile unui cuvînt de cod, respectiv 
coeficienţii polinomului v(x), pot fi reprezentaţi şi sub formă de matrice 
linie 

v =[a0 a1... aa_{] (5.117) 

Codurile ciclice au proprietatea că dacă v este cuvînt cu sens, atunci şi 
orice permutare ciclică a simbolurilor sale este un cuvînt cu sens: 

[ai ai+1.:. an_x a0 ... at_;-

Mulţimea tuturor cuvintelor formează o algebră, iar mulţimea cuvintelor cu 
sens formează un ideal. 
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5.4.1. Generarea cuvintelor 

Mulţimea tuturor cuvintelor, cu sens sau fără sens, este reprezentată de 
clase de resturi modulo un polinom p(x) de grad n cu coeficienţi în GF(2). 

Să considerăm inelul tuturor polinoamelor şi în acest inel considerăm 
idealul format din toţi multiplii polinomului p{x) de grad n. 

Prin mecanismul descris la codurile grup (§ 5.3) formăm clasele de 
resturi, prima clasă fiind idealul generat de p(x): 

0 p(x) xp(x) 
1 1 + p(x) 1 + xp(x) 
x x + p(x) x + xp(x) 

-x ]+x + p{x) l + x + xp{x) 

. 0 -f- multiplii lui p{x) 
• 1 + „ „ „ 

.l + x+ "„ "„ "„ (5.118> 

«o + arx + ... + an_xxn 

Clasele de resturi modulo p(x) formează o algebră. 
Pentru a specifica că este vorba de clase de resturi se introduce notaţia 

{«o + alX +- . . . + «„i*"-1} 
sau notaţia 

a0 + axX + ... + a^X11-1 

în care x a fost înlocuit cu X pentru comoditatea scrisului; cmd nu se pot 
crea confuzii clasele de resturi vor fi notate cu polinoame în x şi nu în X. 

în cele ce urmează considerăm că mulţimea tuturor cuvintelor formează O' 
algebră generată de un polinom p(x) de grad n. 

Polinomul p(x) poate fi ales arbitrar, dar, pentru a obţine unele rezultate 
similare cu cele obţinute la codurile grup, dorim ca produsul u(X)-v(X) = 0 
unde u(X) şi v(X) sînt elemente în algebra modulo p{x), să se exprime sub 
o formă asemănătoare cu produsul scalar <tt, v> = 0. 

Acest lucru se întîmplă dacă alegem: 
p(x) = xn + 1 

Exemplu 
p(X) = x3 + 1 

u(X) = a0 — (7rY 4- azX2 

v(X) = b0 + \X + \X* 
u\X) • v{X) = a0b0 - [aQbx + ajb0) X - (a0b2 + « ^ + a2b0) X 2 + (Ulb2 - as\) X 8 + a2&2X* 

Dat fiind că polinomul p(x) se găseşte in prima clasă de resturi, avem: 
P(X) == A 3 + 1 = 0 

de unde X3 = 1, A'4 = X 
înlocuind obţinem: 

u[X) • v(X) = a0b0 + axb2 - a2bx - (a0&i 4- a-,bB + a2b2) X - (a0&2 + afa - a260) A 2 

Dacă u(X) • v(X) = 0 atunci 
a062 — «i&i — o2b0

 = " 
a06l - « A - °2&2 = ° (5. 119) 
a0^0 + «1^2 — rt^ = 0 

Observăm că prima ecuaţie este asemănătoare produsului scalar < « , v> = 0 in care compo
nentele unui vector sînt scrise în ordine inversă. Mai mult, orice permutare ciclică a coefi
cienţilor dă tot un produs scalar nul. 
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5.4.2. Specificarea cuvintelor cu sens 

Mulţimea claselor de resturi modulo p(x) = xn + 1 are 2" elemente. Din 
acestea alegem un număr de 2k cărora le atribuim sens şi anume atribuim 
sens elementelor idealului generat de un polinom g(x) de grad m numit 
polinom generator. 

Fiindcă elementul „0" trebuie să facă parte din ideal, rezultă că există un 
polinom h(x), astfel încît: 

g(X) • h(X) = 0 = p(X) (5.120) 

din această relaţie rezultă că polinomul g(x) trebuie să fie divizor al polino-
mului p(x) 

„(„-, Mx) _ %n + l 

h(x) h(x) 
(5.121) 

Ţinînd seama de cele precedente, cuvintele de cod pot fi specificate în 
două moduri. 

5.4.2.1. Codarea cuvintelor de cod ca elemente în idealul generat 
de g(x) de grad m 

în acest caz v(x) trebuie să fie un multiplu a lui g(x): 

v(x) = i(x) g(x) (5.122) 

unde i(x) este polinomul simbolurilor de informaţie 

*(*) = am + am+1x + ... + a^^x*-1 (5.123) 

Polinomul generator este notat : 

g(*) = g° + gix + - + gn-1%"1'1 + %m (5-124) 
fiind, în mod obligatoriu, de grad m, gm = 1. 

Relaţia (5.122) dă o metodă de codificare, însă codul astfel obţinut nu este 
cod sistematic. 

Pentru a obţine un cod sistematic se procedează după cum urmează: 
Polinomul simbolurilor de control se notează cu: 

c(x) = a0 + chx + ... «„_!«—! (5.125) 
deci 

v(x) = c(x) + x'"i(x) 
Efectuăm împărţirea: 

xmi(x) . N r(x) 
—~-^q(x) + - ~ (5-126) 

g(*\ g(x) 
r(x) fiind restul împărţirii, polinom de grad mai mic decît m. 

Relaţia (5.126) poate fi scrisă 

I<*L+*m.ssq{x) (5.127) 
g(x) g(x) 

sau 
r(x) + xmi(x) = q(x)-g(x) (5.128) 
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Cuvîntul de cod fiind multiplu al lui g(x) rezultă 

xmi{x) 
c(x) = r(x) = rest • 

g(«) 
(5.129) 

adică polinomul simbolurilor de control se obţine din divizarea polinomului 
simbolurilor de informaţie multiplicat cu xm, prin polinomul g(x). 

î n felul acesta v(x) este cuvîntul de cod al unui cod sistematic. 
Ţinînd seama că: 

v(x) = q(x) g(x) 

unde q(x) = qa + qiX + ••• + q^x""1 

se poate scrie: 
v{%) = qog(x) + qi*g{x) + - + q^ix'^gix) 

cu alte cuvinte v(x) se găseşte în spaţiul linie al matricei: 

G = 
Xg(X) 

(5.130) 

(5.131) 

(5.132) 

(5.133) 

_X'-*g(X)\ 

ei matrici e: 
ai matrice 

Ori G, conform relaţiei (5.124), se poate scrie: 

Reamintim că spaţiul linie al unei matrici este format din [mulţimea com
binaţiilor liniare ale vectorilor linie ai matricei. 

g(X) 
Xg(X) 

_X*~ig(X)_ _0 ... 0 g0 gi 

& 1 

go 

0...0 
0 ...0 

(5.134) 

unde elementele liniilor sînt coeficienţii unui polinom de grad n — 1 (v(x) 
este de grad n— V) iar coeficienţii puterilor lui x absente au fost înlocuiţi 
cu zero. 

Matricea G se numeşte matrice generatoare şi are k linii şi n coloane; cu 
ea se poate face codificarea conform relaţiei (5.89): 

v = i G 

care este echivalentă cu relaţia (5.122) în sensul că ambele ne dau aceleaşi 
simboluri de control. 

5.4.2.2. Codarea cuvintelor de cod ca elemente în spaţiul nul 
al idealului generat de h(x) de grad k 

Pornind de la relaţia (5.130), multiplicînd cu: 

h(x) = ho + Ihx + ... hkxk (5.135) 
obţinem: 

v(x) h{x) = q(x) g(x) h{x) 

83 



respectiv, ţinînd seama câ polinoamele respective sînt clase de resturi şi câ 
avem relaţia (5.12.0), se poate scrie: 

v(X) h(X) = q(X) g(X) h(X) 
adică 

(5.136) v(X) h(X) = 0 

relaţie care spune că v(x) se găseşte în spaţiul nul al idealului generat de h(x). 
Produsul v(X) h(X) prin generalizarea relaţiilor (5.119) poate fi scris 

ca produs scalar cu componentele vectorului h(x) scrise în ordine inversă: 

(«o «i ••• «„-i) (0 ... 0 hk /;,.„! ... hQ) = 0 
(«o ax ... an_t) (0 ... ht hk_x ... h0 0 ) = 0 

(5.137) 

(a0 ax ... an_x) (hk hk_x ... h0 0 ... 0) = 0 

restul ecuaţiilor nu prezintă interes fiindcă din cele n ecuaţii date de per
mutările ciclice numai n — k = m sînt independente. 

Setul de ecuaţii (5.137) care permit să se determine simbolurile de control 
în funcţie de cele de informaţie pot fi scrise: 

0 ... 0 ^ V i - h' 
0. . . ht Ji0 0 

-K...h0 0 0 . 

a0 
ax 

(5.138) 

sau notmd: 

H 

"O ... 0 h,... K 
0 ... 0 hk ... h0 0 

0 
0 

_hk ... h0 0 ... 0 0. 
avem: 

Hv : 0 

(5.139) 

(5.i40) 

deci matricea H dată de relaţia (5.139) este matricea de control, relaţia (5.140) 
fiind echivalentă cu relaţia (5.136). 

Ţinînd seama de relaţia (5.120), de (5.134) şi de (5.139) se poate arăta că 

G H r i = H G 3 ' = 0 (5.141) 

5.4.3. Decodarea 

Problema decodării constă în găsirea unei corespondenţe între cnvîntul 
eronat recepţionat v'(x) şi cuvintnl z(x) care reprezintă erorile introduse de
canat. 

v'(x) = v(x) + z{x) (5.142) 
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Dacă recepţionînd v'(x) se poate calcula z{x) atunci corecţia se realizează 
prin însumarea modulo doi: 

v{x) = v'(x) + e(x) (5.143) 

După cum s-a văzut în § 5.3.8 relaţia (5.106) corectorul se obţine prin 
însumarea simbolurilor de control recepţionate c'(x) cu simbolurile de control 
obţinute prin codificarea simbolurilor de informaţie recepţionate 

respectiv 

sau 

c"(x) = rest '-— 
g(*) 

z(x) = c'(x) + c"(x) 

xmi'(x) 
z(x) = c'(x) + rest 

Polinomul c'(x) fiind de grad mai mic decît m se poate scrie: 

,c'(x) + x"H(x) 

sau 

z(x) — rest-

z(x) = rest 

sau ţinînd seama de relaţia (5.142): 

z{x) = rest 

v'(x) 

g(*) 

(5.144) 

(5.145) 

(5.146) 

(5.147) 

(5.148) 

(5.149) 

Polinomul z(x) are gradul cel mult m— 1, deci numărul acestor corectori 
este 2™ (sînt m termeni). Rezultă că din mulţimea configuraţiilor posibile 
de erori, respectiv polinoame s(.v) în număr de 2" numai cele care pot fi 
puse în corespondenţă biunivocă cu corectorii z(x) adică un număr de 2"! 

configuraţii de erori pot fi corectate. 
Relaţia (5.149) este echivalentă cu relaţia: 

He3 (5.150) 

• Decodarea pe baza tabloului claselor de resturi. Prima clasă este for
mată de idealul generat de g(x). Prima coloană este formată din polinoame 
pe care le considerăm cuvinte eroare. La urmă rezervăm o coloană pentru 
corectori: 

Cuvinte recepţionate 
Cuvinte 
eroare 

corectori z[x) 

C u v i n t e cu sens 0 C u v i n t e cu sens 0 

C u v i n t e i a r ă sens 4. E l W 
-1 i ' 1 ' 1 1 °3 s l " c s ! -1 — r e s I 

S(*) 

S2 Vţ Z2 V2 Eg • °S "2 — r e S 

8(*) 
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V 

v'+e=v 

Calculul 
corectorului ROM 

Se observă că pentru toate cu
vintele dintr-o clasă de resturi (linie) 
corectorul este acelaşi. Astfel, pentru 
clasa la care primul element este e}, 
un cuvînt oarecare din această clasă 
are corectorul: 

Fig. 5.10. Procedeu de codare bazat pe clase de tj — H(£ ;- -f- Vk) = H E ; -f- Hv^. = 
res tu r i- = mj k = TTs (5.i5i) 

Din acest fapt rezultă procedeul de decodare si anume: 
' iT 

— la fiecare cuvînt recepţionat v' se calculează corectorul z = Hv ; 
— din tabloul claselor de resturi se vede care este cuvîntul eroare E cores

punzător corectorului; 
— se adună £ cu v' şi se obţine v. 

Acest procedeu de decodare este valabil numai dacă corectorului calculat 
nu-i corespunde decît un singur cuvînt eroare. în caz contrar se poate face 
detecţie de erori însă nu se poate face corecţie. 

în fig. 5.10 este arătat schematic principiul acestei decodări. în memoria 
ROM care este adresată de către corectorul z se introduc toate cuvintele 
eroare e în corespondenţă biunivocă cu corectorii z. 

Pînă în prezent nu s-a specificat ce condiţii trebuie să îndeplinească poli-
nomul generator g(x) astfel încît codul să poată corecta un număr impus 
de erori. Această problemă va fi tratată mai tîrziu. 

5.4.4. Realizarea codării şi a decodării pentru detecţia 
erorilor prin circuite de multiplicare sau de divizare 

După cum s-a văzut în paragraful 5.4.2 codarea poate fi realizată în două 
moduri: 

1. Prin multiplicare: 
v(x) = i(x) g(x) (5.152) 

şi în acest caz se obţine un cod nesistematic. Demodularea se face prin divi
zare: 

(5.153) z(x) = rest -

2. Prin divizare: 
g(*) 

v(x) = rest^^-+ xmi{x) (5.154) 

în acest caz obţinîndu-se un cod sistematic. 
Decodarea se face tot prin divizare ca şi în cazul precedent (relaţia (5.153)). 
Date fiind avantajele codurilor sistematice, în cele ce urmează se va trata 

cazul al doilea. 

5.4.4.1. Codarea pr in c i rcui te de divizare 

Fie circuitul secvenţial din fig. 5.11 care foloseşte celule binare notate 
cu c, circuite de multiplicare cu constantele gt e GF(2) şi sumatori modulo doi. 
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-«-©—Apm-2r~ * ® — • • Lm-1 1 
A 

Qffrn-Z 
i 

Offm-7 9m 

Fig. 5.11. Circuit de divizare. 

Pentru analiza circuitului vom folosi un operator de întîrziere notat cu D 
care reprezintă întîrzierea de un tact pe care o introduce o celulă binară. 

Dacă în registru se introduc coeficienţii în ordinea descrescătoare a indi
cilor, respectiv: 

a„, a. n> " » - ! • w»-2> a0 
care corespund polinomului: 

;(*) = anxn + a^x"-1 + a^x'1'2 + ... + axx + a0 

atunci secvenţa aplicată la intrare utilizînd operatorul D poate fi pusă sub 
forma de transformată Z: 

a0Dn (5.155) «» + an-lD + an-2P2 + •' 

cu interpretarea că simbolul a0 ajunge în prima celulă de intrare după n 
tacte sau: 

Dn(anD-n + a^D-w + ... + a ^ " 1 + a0I) (5.156) 
unde: 

D° = I (5.157) 
reprezintă operatorul identitate. 

Din cele precedente rezultă că unui polinom în x îi corespunde acelaşi 
polinom în D"1, întîrziat. 

Pentru a pune în evidenţă operaţia pe care o realizează circuitul, se defi
neşte funcţia de transfer a circuitului notată cu T ca fiind raportul între 
secvenţa de ieşire Y si secvenţa de intrare X: 

x (5.15* 

Determinarea funcţiei de transfer a circuitului se face foarte simplu dacă 
considerăm graful echivalent al circuitului arătat în fig. (5.12). 

î n construirea grafului s-a ţinut seama de faptul că unei celule binare îi 
corespunde o ramură de transmitanţă D, unui multiplicator cu constanta gt a 
ramură de transmitanţă gt, iar unui sumator modulo-doi — un nod, în care 
însumarea se face modulo doi. 

D 
X 

9o Si 9z 

D 
-*.—<> 

•fa-2 "fa-7 "fa*1 

7 — * — ^ — - / /• 
Fig. 5.12. Graful echivalent al circuitului din fig. 5.11. 
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Funcţia de transfer este tocmai transmitanţă grafului între nodul de 
intrare şi nodul de ieşire, transmitanţă ce se poate determina cu ajutorul 
formulei lui Mason: 

T L=Mx+^ +_•••) {l + zi) (J + L*) ••• " 
X 

(5.159) 
[(/ + Lx) (I + L2) ... ]• 

unde: 
X este secvenţa de intrare exprimată în funcţie de operatorul D; 
Y — secvenţa de ieşire; 
C, — transmitanţă căii i; 
L,: — transmitanţă buclei / ; 
1 —• operatorul identitate. 

Asteriscurile indică faptul că din expresiile respective trebuie să fie eli
minaţi termenii ce conţin produse între bucle şi căi adiacente şi între bucle 
adiacente. Sumele se fac modulo 2. 

Dacă ne referim la graful din fig. 5.12 avem: 

Y 
~X 

c.r D" 
I + I , + L, ... + Lm I + gm_xD + gm_2& ... g0D" 

(5.160) 

unde: 
Cm este unica cale între intrare şi ieşire; 
L, —• transmitanţă buclei j 

sau 

T = 
I 

•de unde: 
X D-»+gm_1D-<"-» + ... +g0 

X 
y = 

giD'1) 
relaţie din care rezultă că circuitul face operaţia de divizare: 

j(x) 
y{x) 

g(x) 

(5.161) 

(5.162) 

(5.163) 

Dacă împărţirea se face cu rest, restul rămîne înmagazinat în celulele 
registrului. 

Dacă secvenţa de intrare X' = i(x) se aplică la ieşirea registrului (punctul A 
în fig. 5.11 şi 5.13) 

Fig. 5.13. Graful echivalent al circuitului din fig. 5.11 cînd intrarea se face în 
punctul A. 
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ţ (x) an_k . . . an_z , an_T -—*-

\ccmi(x) 

iffa O O92 

F'g 5.14. Codarea prin circuite de divizare. 

atunci funcţia de transfer devine: 

T 
Y' D~ 
X' I + g^D goD" giD"1) 

sau 
Y' 

respecth 

y{x) = 

D-mX' 

giD'1) 

xmi{x) 

g{*) 

(5.164) 

(5.165) 

(5.166) 

Această relaţie arată că circuitul din fig. 5.11 prin introducerea simbolurilor 
de informaţie în punctul A poate servi la codificare, în conformitate cu 
relaţia (5.154). 

Circuitul de codificare este arătat în fig. 5.14. 
Iniţial cheia C se găseşte în poz. 1 şi la intrare se introduc coeficienţii 

lui i(x) şi fiindcă intrarea se face după ultima celulă, în registru se introduce 
polinomul xmi(x). Cîtul diviziunii cu g(x) nu interesează, ci numai restul c(x) 
care este înmagazinat în registru după k tacte. 

După terminarea introducerii simbolurilor de informaţie cheia C este 
trecută pe poz. 2 şi conţinutul c(x) al registrului este evacuat (a0... am-^m-i) 
completîndu-se astfel la ieşire întregul cuvînt de cod (a0... am_v am ... a^J. 

5.4.4.2. Decodarea prin circuit de divizare 

Decodarea constă în calculul corectorului z(x) 

circuitul din fig. 5.15. 

restm- realizat cu 
g(x) 

Q & Q & 7 - 2 Qffm-7 ffm= 

Fig. 5.15. Decodarea prin circuite de divizare. 
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Dacă restul z(x) este zero, la ieşirea din poarta SAU-NU vom avea „ 1 " ; în 
caz contrar vom avea „0", indiciu că în cuvîntul recepţionat s-au introdus 
erori şi deci trebuie cerută repetarea lui. 

Procedeul de codare-decodare descris este eficient pentru detecţia pache
telor de erori de lungime m (sau mai mică). 

Un pachet de erori care începe în poziţia j şi are lungimea l = m poate 
fi scris: 

e (x) = x1 + £J+1^+i + ... + **•"-! (5.167) 

unde primul şi ultimul coeficient al polinomului erorii este unu, ceilalţi pu
ţind fi 0 sau 1. 

Pachetul de erori mai poate fi scris: 

e (x) + x} [1 + ej+1x + ... + x"1-^ = x} e0(x) 

Dacă v'(x) = v(x) + e (x) 

atunci z(x) = rest 
g(x) 

rest 
x1 e0(x) 

g(x) 

(5.168) 

(5.169) 

(5.170) 

Deoarece e0(x) este de grad m— 1, nu este divizibil cu g(x) iar g(x), fiind 
polmom ireductibil cum. se va vedea ulterior divizor al lui xn + 1, restul 

va fi diferit de zero, deci codul este capabil să detecteze un pachet 
g(x) 

de erori de lungime m în orice poziţie intervin acestea. 

5.4.5. Realizarea codării şi a decodării pentru corecţia erori lor 
cu registre de deplasare cu reacţie 

Registrul de deplasare cu reacţie are numeroase aplicaţii printre care şi 
în codare si decodare. 

5.4.5.1. Registrul de deplasare cu reacţie 

Este un circuit secvenţial liniar care poate funcţiona autonom, adică fără 
semnal aplicat din exterior, numai cu semnal de reacţie. în fig. 5.16 este arătată 
schema unui asemenea registru. 

Conexiunile registrului sînt realizate în conformitate cu coeficienţii poli
nomului generator 

•m (5.171) g(x) = go + gix rm-i 

$m-l Sm-Z •5> So 

- < < / k Va 

\ 9 * • 
9a =/ 

Fig. 5.16. Schema bloc a 
unui registru de deplasare 

cu reacţie 
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Urmărind schema registrului şi notînd cu st starea celulei Ct la tactul t 
şi cu s't starea aceleiaşi celule Ct la tactul t -f- 1 relaţiile între stările succe
sive ale registrului sînt date de setul de ecuaţii liniare: 

s0 = 
sî = 

Sl 

(5.172) 

5 m - l 

4 - 1 = ^ 0 + glSl + ••• + gm-lSm-l 

Aceste ecuaţii pot fi scrise sub formă matriceală: 

S' = TS 
unde 

"So "s 0 ' 
Sl S' = s[ 

- S J B - 1 - -°m—1 J 

iar 

S = 

este matricea caracteristică a registrului 

"0 1 0 0 

(5.173) 

(5.174) 

T = 
0 0 1 0 . . . . o 

. . . o 

.0 1 

_So Sl-

(5.175) 

•bm-l— 

Dacă starea iniţială a registrului a fost S, stările succesive sînt TS, 
T2S, ... TBS = S. 

Numărul stărilor fiind finit, în mod obligatoriu registrul trebuie sa ajungă 
din nou în starea iniţială. Pentru ca fiecare stare a registrului să fie prece
dată de o stare unică trebuie să existe matricea inversă T - 1 respectiv g0 = 1. 

Un registru poate genera mai multe cicluri după cum se arată în fig. 5.17. 
Numărul total de stări nenule este 2m—1 ele putînd fi generate într-un 

singur ciclu sau în mai multe. 

&*T'S; 

Sfy+2~™ic+] 

S3*T'S} 

K+j+1 = n 

Fig. 5.17. Cicluri generate de registre. 

s~o 
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De un interes deosebit este cazul în care registrul generează toate stările 
nenule în număr de 2m — 1 într-un singur ciclu. 

Polinomul caracteristic al matricei T prin definiţie este: 

®(x) = det\T — x I] (5.176) 

Dacă matricea T are structura dată de (5.175) atunci: 

~ -x 1 0 0 -

0 — x 1 0 0 
<b(x) 

0 . . . 0 —x. 

_ t>o s i tem-2 bm-l 

(5.177) 

făcînd dezvoltarea se obţine: 

®{x) = go + gix + ... + a -, % •m-1 _i_ „m (5.178) 

adică, polinomul caracteristic al matricei T este polinomul generator g(x), el 
determinînd în mod unic registrul de deplasare cu reacţie. 

Matricea caracteristică T este o rădăcină a polinomului caracteristic: 

g(T) = 0 (5.179) 

Xumim perioada matricei caracteristice T, sau lungimea ciclului, cel mai 
mic număr întreg n -pentru care: 

TM = T° = I (5.180) 

Convenim să notăm ca stare iniţială a registrului starea: 

0 

u = (5.181) 

adică starea în care toate celulele registrului sînt în starea 0, cu excepţia celulei 
Cm_1 care este în starea 1. 

Deci cele n stări nenule ale registrului pot fi scrise: 

T°U = U, TU, T2U ... T»-iU, T"U = U (5.182) 

aceste elemente sînt izomorfe cu elementele: 

T°, T, T2, ..., T"-i, T" = T° = I (5.183) 
Introducem notaţia: 

as = r'U (5.184) 

şi este evident că dacă T este o rădăcină a lui g(x) şi a este o rădăcină: 

g(a) = 0 (5.185) 

Pentru a vedea în ce condiţii registrul generează ciclul maxim, să consi
derăm clasele de resturi modulo un polinom g(x) de grad m primitiv. (Se 
numeşte polinom primitiv, polinomul ireductibil care are ca rădăcină un ele
ment care generează toate clasele de resturi modulo g(x) numit element primitiv.) 
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Exemplu. Polinoamele primitive figurează în Anexa II pentru orice grad existînd cei puţin 
un polinom primitiv. Alegem de exemplu g(x) = 1 -f x + x3. 

Dacă g(x) este polinomul caracteristic al matricei T avem: : 

1 + T T I s = 0 (5.186) 

Pe baza acestei relaţii putem găsi o expresie pentru toate puterile lui T conform tabelului: 

Puteri ale lui T Clase de resturi modulo 
g{x) = 1 + x + xz 

Reprezentare 
matriceală [al]r 

T° = 1 [1 0 0] 
T1 = T [0 1 0] 
T2 = T 2 [0 0 1] 
T 3 = 1 + T [1 1 0] 
T4 = X + T2 = T + T2 [0 1 1] 
X̂  — x2 ^- T3 = 14-4 + T2 [1 1 1] 
X̂  x 4- T2 — T3 = 1 + T2 [1 0 1] 
T7 = T - T" = T0 1 [1 0 0] 

Prima clasă de rest iri, cu primul element 0 nu figurează în tablou. 
Se vede că în colc ina a doua figurează toate clasele de resturi generate de un polinom 

de grad 3, respectiv toate polinoamele de grad mai mic decît 3. Se mai vede că aceste 
polinoame pot fi exprimate ca puteri ale lui T, numit element primitiv, care este rădăcină a 
polinomului g(x) care, din această cauză, se numeşte polinom primitiv. în clasele de resturi 
astfel formate este uşor de văzut că operaţia de împărţire are sens, adică clasele de resturj 
formează un cîmp numit cîmp Galois, respectiv o extensie a cîmpului de bază GF{2) cu ele
mentele (0, 1). Extensia se notează cu GF(23) sau in general cind g(x) are gradul m, cu GF{2m)-

Numărul de elemente nenule in GF(2"') este 2'"— 1; in cazul precedent 23— 1 = 7. 

î n general se poate demonstra că algebra polinoamelor modulo q(x) — un 
polinom de grad m cu coeficienţi în GF{2), ireductibil în acest cîmp — for
mează un cîmp, numit cîmp Galois GF(2m). 

Elementele cîmpului Galois GF(2m), cu excepţia elementului nul, formează 
un grup multiplicativ ciclic. Dacă polinomul ireductibil este primitiv atunci 
ciclul are lungimea maximă egală cu 2m —• 1 

Tuiind seama de izomorfismul: 

r^fu (5.187) 

rezultă că dacă polinomul caracteristic al registrului este un polinom primitiv, 
atunci registrul generează într-un singur ciclu toate stările nenule T'U pentru 
i = 0, ii, unde n = 2m — 1 şi T" = T°. 

Toate consideraţiile precedente sînt valabile şi pentru registrul echivalent 
dat în fi?. 5.18 a cărei matrice caracteristică este: 

0 
i 

0" 
0 

1 
0 

(5.188) 
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Fig. 5.18. Schema bloc a unui registru de deplasare cu reacţie echivalentă cu [cel 
din fig. 5.16. 

Registrele se numesc echivalente pentru că au acelaşi polinom caracteristic. 

5.4.5.2. Codor cu registru de deplasare cu reacţie 

Cu ajutorul unui registru de deplasare cu reacţie realizat conform schemei 
din fig. 5.19 se poate genera un cod sistematic. 

Registrul de deplasare cu reacţie este format din m = n — k celule cu 
conexiunile făcute în conformitate cu polinomul generator (primitiv) al co
dului: 

g\A) &0 -f- fel SiX 4-

unde 
bm &0 

I 6 T O - 1 - * I Smx 

= 1 

(5.189) 

Iniţial comutatorul C se găseşte în poziţia 1 şi se introduc cele k sim
boluri de informaţie: 

an~-l' ân~2> •••• aii-l; 

care în acelaşi timp apar şi la ieşire. 
Starea iniţială a registrului este astfel încît în toate celulele este înma

gazinat simbolul 0, numită stare nulă. 
Pentru o analiză comodă, în cele ce urmează, stările registrului vor fi 

reprezentate sub formă matriceală. 

Sr 

M 
So 

\B 

Fig. 5.19. Codor cu registru de deplasare cu reacţie. 
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La tactul 1 se introduce în punctul B, deci la intrarea registrului, sim
bolul an_x şi starea registrului este: 

«»-iU (5.190) 

O' 
0 

o 
_ 1 

La tactul 2 starea registrului este: 

««~iTU + ««-gU 
unde T este matricea caracteristică a registrului. 

La tactul 3 starea registrului este: 

a„_iT2U + <v2TU + «B-3U 

în acelaşi mod se arată că la tactul k starea registrului este: 

« „ . J ^ U + «n_2T*-2U + ... + an_kV 

După acest moment comutatorul C se comută în poziţia 2 şi ieşirea din 
primul sumator Sj se conectează la linia de ieşire şi la intrarea B a suma
torului S2. Deosebirea faţă de situaţia precedentă constă în faptul că simbo
lurile introduse în punctul B al sumatorului S2 nu provin de la intrare 
(adică nu sînt simboluri de informaţie) ci provin de la ieşirea din sumatorul Sj, 
adică sînt simboluri de control, care, în acelaşi timp, sînt transmise şi la 
ieşire. 

Ţinînd seama de acest fapt, stările succesive ale registrului pot fi deter
minate că şi înainte de comutarea comutatorului C. 

Prin urmare, la tactul k -\- 1 starea registrului este: 

(5.191) 

(5.192) 

(5.193) 

a ^ T H J + « ^ T ' - i U + ... + an_tJV + ^ U (5.194) 

şi aşa mai departe pînă cînd au apărut toate cele m simboluri de control: 

a ^ T ^ U + aH_2TB-2U + ... + « J U + a0V (5.195) 

unde simbolurile de control s-au notat cu #„_*_!, •••, «o-
în ultimele m deplasări, adică după comutarea comutatorului C din po

ziţia 1 în poziţia 5, la cele două intrări A şi B ale sumatorului S2 se aplică 
simultan aceleaşi simboluri (cele de control),astfel că la intrarea în registru 
apare la fiecare deplasare simbolul zero. După cele m deplasări registrul este 
adus în starea iniţială nulă, astfel încît se poate scrie că ultima stare, dată 
de relaţia (5.195), este nulă, respectiv: 

a0U + «jTU *»-2 T»-2U + aB_1T"-1U = 0 

Această relaţie se poate scrie sub forma unui produs de matrice: 

[U TU T2U ... T""2U "P-HJ] [a0 ax a2... a^2 an_xf = 0 

relaţie identică cu: 
H v r = 0 

unde: 
H = [U TU T2U ... T" 2U T*-*U] 

(5.196) 

(5.1971 

(5.198) 

(5.199) 
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şi vectorul de cod v este: 

in care a0, ah .. 
iar a„ 

= [«o H a,... a,^2 aB„J 
sînt simboluri de control, 
sînt simboluri de informaţie. 

(5.200) 

Cele 2m — 1 stări posibile ale registrului cu m celule sînt cele n = 2m — 1 
elemente nenule ale cîmpului GF(2m) generate de rădăcina a a polinomului 
caracteristic (generator) primitiv de gradul m. 

5.4.5.3. Decodor cu registru de deplasare cu reacţie 

Schema bloc care ilustrează principiul de funcţionare a decodorului este 
dată în fig. 5.20. 

Unitatea de decodare conţine un registru de deplasare numit principal 
(RP) şi doi decodori {DClt DC2)-

în registrul principal se înmagazinează cuvîntul recepţionat de lungime n. 
Această înmagazinare trebuie să dureze pînă cînd se recepţionează toate 
simbolurile de control şi se face calculul necesar corecţiei. 

Decodorul are un registru de deplasare cu reacţie, identic cu cel de la 
codare, la celulele căruia este legat detectorul de erori (D). 

Funcţia detectorului este de a detecta (recunoaşte) anumite stări ale 
registrului de deplasare cu reacţie şi de a emite 1 atunci cînd registrul se 
găseşte în una din aceste stări. 

Fig. 5.20. Decodor cu registru de deplasare cu reacţie. 
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Acest simbol „ 1" se însumează module 2 cu simbolul eronat cînd acesta 
se află în ultima celulă M0 a registrului principal, efectuînd astfel corecţia 
erorii. în aceiaşi timp acest simbol 1 este introdus cu o întîrziere de un tact şi 
în sumatorul registrului de deplasare cu reacţie pentru a pregăti registrul în 
vederea corecţiei erorilor rămase necorectate. 

Stările pe care trebuie să le recunoască detectorul sînt tocmai corectorii 
corespunzători erorilor pe care codul le poate corecta. 

în cazul detecţiei erorilor şi nu a corecţiei lor, funcţia detectorului este 
mult mai simplă şi anume de a emite simbolul 1 dacă starea finală (după re-
cepţionarea tuturor simbolurilor cuvîntului) a registrului de deplasare cu 
reacţie este diferită de zero. 

în ansamblul ei, unitatea de decodare funcţionează în felul următor. 
Simbolurile unui cuvînt recepţionat se introduc simultan în registrul de depla
sare principal care serveşte ca memorie şi în registrul de deplasare cu reacţie 
care calculează corectorul. 

în acest timp detectorul este deconectat (poarta P este închisă). Calculul 
corectorului se termină cînd ultimi ui simbol^ al cuvîntului recepţionat este 
introdus în registrul principal şi în decodor. în acest moment se conectează 
detectorul, respectiv se deschide poarta P (v. fig. 5.20) şi se efectuează ope
raţia de corecţie. Tot în acest moment comutatorul C este trecut în poziţia 2 
şi cuvîntul următor recepţionat este introdus în decodorul 2 şi în registrul 
principal, în timp ce acesta evacuează la ieşire cuvîntul anterior. 

în momentul cînd primul cuvînt este introdus complet în registrul prin
cipal şi în decodor, starea registrului de deplasare cu reacţie, în conformitate 
cu cele stabilite în § 5.4.52, este: 

z = a'0XJ + «iTU + ... + «i_,T"-*U + « d ' P - i U (5.201) 

unde s-au notat cu a[ simbolurile recepţionate, care datorită erorilor, pot să 
difere de simbolurile emise a(. 

Dacă nu sînt erori a\ = at V i, iar z = 0. 
Această stare a registrului se menţine (fiindcă T • 0 = 0) în timpul tuturor 

deplasărilor care evacuează din registrul principal primul cuvînt de cod. 
în consecinţă, detectorul de erori nu emite nici un semnal de corecţie. 

Dacă există erori a'i^=ai pentru anumite poziţii i, zş^O. Acest fapt poate 
ssrvi la detecţia erorilor. 

Dacă pentru fiecare configuraţie de erori ce trebuie să fie corectate există 
un corector distinct, acesta poate fi recunoscut de detectorul de erori care 
dă semnalul de corecţie. Funcţionarea are loc astfel încît detectorul recu
noaşte un anumit corector tocmai în momentul în care un simbol eronat se 
găseşte în, ultima celulă M0 a registrului principal. Ultima celulă M0 a regis
trului principal efectuează operaţia de însumare modulo 2 a simbolului înma
gazinat cu simbolul 1 dat de detector efectuînd în felul acesta corecţia (co-
plementează starea celulei Ma). 

5.4.5.4. Codul Hamming ciclic corector de o eroare 

Codul Hamming este caracterizat de matricea de control: 

H = [U TU T2U ... T '^U] (5.202) 

unde n = 2r"—• 1, reprezintă numărul de simboluri din cuvîntul de cod. 
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în notaţia matriceală relaţia de codificare se poate scrie: 

Hv2 = 0 (5.203) 

Dacă polinomul generator (primitiv) g(X) este: 

g{x) = 1 + gi* + g**2 + ... + gm-ix™"1 + *m (5-204) 
iar în registrul de deplasare cu reacţie din fig. 5.19 se realizează conexiunile 
în conformitate cu acest polinom, atunci registrul va genera un cod ciclic 
Hamming cu m simboluri de control şi k =n — m simboluri de informaţii. 

Spre deosebire de codul Hamming grup, acest cod este sistematic. Codul 
Hamming caracterizat de matricea de control H dată de relaţia (5.202) este 
capabil să corecteze o singură eroare, deoarece numai două coloane sînt liniar 
independente. 

Dacă vectorul eroare se reprezintă prin matricea: 

£ = [..., an_r, ...] (5.205) 

adică apare o singură eroare pe poziţia n—r, atunci corectorul este dat de 
relaţia: 

z = HzT = T"-rU (5.206) 

Se presupune deci că simbolul a'n_r, adică simbolul introdus în registrul 
de deplasare după r tacte, este eronat, respectiv 

<-, = «»-, + 1 (5.207) 
Deoarece n = 2m — 1 este perioada lui T (polinomul caracteristic g(x) 

al lui T fiind primitiv, perioada este maximă şi egală cu numărul total de 
stări posibile diferite de zero, adică 2m—1): 

T" = I (5.208) 
deci 

z = T T T (5.209) 

Rezultă că momentul în care întreg cuvîntul recepţionat este introdus în 
registrul de deplasare^ (v. fig. 5.20) conţinutul registrului de deplasare cu 
reacţie este z = T~rU. în acest moment comutatorul C este trecut pe poziţia 2, 
astfel că în registrul de deplasare cu reacţie nu se mai introduc simbolurile 
de la intrare, deci stările lui succesive sînt: 

z, Tz, T2z, ..., T r l z 
în timp ce simbolurile: 

an-l> an—2> •••> an-r 

se succed în celula M0 de ieşire din registrul principal. 
După r— 1 deplasări, simbolul eronat a'n_r ajunge în celula M0. în acest 

moment conţinutul registrului de deplasare cu reacţie este: 

Sr_! = Tr-iz = T - i T - T = T^U (5.210) 
Starea T_1U este: 

T-ilT = 

fiind starea care precede starea U. 

(5.211) 
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Fig. 5.21. Circuit care sesizează o eroare. 

Deci detectorul de erori trebuie astfel construit ca ei să sesizeze starea 
T -1U şi să furnizeze un simbol 1 care se adună modulo 2 cu conţinutul ce
lulei M0 pentru a efectua corecţia. 

Acest lucru poate fi realizat, de exemplu, aşa cum se arată în fig. 5.21. 
După cum se vede urmărind schema, detectorul de erori furnizează un 

semnal 1 numai dacă starea registrului de deplasare este (0, 0, ..., 0,1). 
Acest semnal complementează conţinutul celulei M0 şi serveşte la corecţia 
erorii. 

Circuitul poartă P este închis tot timpul cit se face calculul corectorului. 
în caz contrar, dacă în timpul calculării corectorului registrul trece prin 
starea (0, 0, ..., 0, 1), detectorul comandă o corecţie falsă. 

Pentru aducerea la zero a registrului cu reacţie( în vederea începerii ope
raţiei de corecţie a unui alt cuvînt) semnalul de corecţie 1, întîrziat cu un 
tact în celula binară a (fig. 5.20), este introdus şi în sumatorul S\ al regis
trului de deplasare cu reacţie. 

Deci la tactul r (primul tact după efectuarea corecţiei) starea registrului de 
deplasare va fi: 

TSr_! + U = TT^U + U = U + U = 0 (5.212) 

Din acest moment starea râmîne nemodificată pînă la apariţia primului 
simbol din cuvîntul următor ce urmează a fi corectat. 

Exemplu. Fie un cod ciclic la care n = 7, k = 4, m = 3. 
Cuvintele de cod sint de forma: 

»(*) = ao + Hx - ••• + «e*6 

simbolurile a0, ax şi a., sint simboluri de control, iar a3, o4, a3, a6 sint simboluri de informaţie. 
Cuvintele sint elemente în algebra polinoamelor modulo p{x) = x1 — 1. 
Cele 23—1 elemente nenule ale cimpului GF(2S) sint cele generate de un polinom primitiv 

de gradul 3. Din polinoamele primitive de gradui 3 (date la sfîrşitul Anexei 1) se alege: 

g(x) = 1 — x — x3 

99 



c2 

©-T©-
*2 

/ 

Fig. 5.22. Codor cu registru de deplasare 
cu reacţie cu g(x) = 1 + x + A-3. 

• Codarea. Registrul de deplasare cu reacţie 
de la emisie, cu conexiunile realizate conform poli-
nomului generator g[x) = 1 + x + x3 este arătat 
în fig. 5.22. 
Pentru a stabili relaţiile care determină simbolurile 
de control este nevoie să se cunoască matricea H: 

H = [U TU THJ.. .THJ] 

unde T este matricea caracteristică a registrului: 

"0 1 0' 

0 0 1 

.1 1 0. 

Elementul primitiv al cîmpului GF(2a) este a = TU respectiv: 

"0 1 0 ' " 0 - " 0 -

0 0 1 • 0 = 1 

. 1 1 0 . 1. . 0 . 

Celelalte elemente sînt: 

T4U 

T2U T3U 

T5U = 

ro 
i 

LU 

T«U 
n 
o 
o 

Deci, matricea de control H este: 

ro o 

şi din relaţia: 

se obţine: 

H 

1 0 1 1 1 

0 1 0 1 1 1 0 

1 0 1 1 1 0 0. 

HvJ = 

a- -f- a 

«4 + a 

«3 ax = a-, + o, 

• Decodarea. Schema bloc de la recepţie este dată de fig. 5.23. 

Registrul de deplasare cu reacţie calculează corectorii. Se presupune că simbolul al 
este eronat, deci a\ 
registrului este: 

1. în acest caz n — r = 

z = T*U = T"3U 

4 iar corectorul, respectiv starea 

Cind simbolul a^ ajunge în ultima celulă a registrului principal, respectiv după încă două 
tacte, starea registrului de deplasare cu reacţie este: 

T2T"3U = T-!U 
adică (0 0 1). 
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5.4.6.1. Specificarea cuvintelor de cod prin rădăcinile 
polinomului generator 

în cele precedente cuvîntul de cod a fost specificat ca fiind un element 
în idealul generat de polinomul generator g(x): 

v(x) = q(x) g(x) (5.213) 

sau ca un element în spaţiul nul al idealului generat de polinomul h(x): 

v(x) h(x) = 0 (5.214) 

O formă echivalentă de specificare a cuvintelor de cod este următoarea: 
un polinom v(x) de grad n—1 este cuvînt de cod dacă şi numai dacă are ca ră
dăcini, rădăcinile polinomului generator g{x). 

Această definiţie este echivalentă cu precedentele fiindcă, dacă polinomul 
v(x) are ca rădăcini, rădăcinile lui g(x), el este divizibil cu g(x), respectiv este 
în idealul generat de g(x). 

Conform relaţiei (5.121) polinomul generator g(x) este divizor al polino
mului xn + 1 (care generează algebra în care elementele sînt cuvinte cu sens 
sau fără sens). Rezultă că rădăcinile lui g(x), care sînt şi rădăcini ale lui v(x), 
sînt rădăcini ale lui xn -4- 1. 

Invers, dacă avem un cod cu cuvinte de lungime n şi dorim să specificăm 
polinomul generator, respectiv cuvintele de cod, alegem după criterii care vor 
fi specificate în cele ce urmează, un număr de r rădăcini ale lui xn -4- 1 şi 
formăm polinomul care are aceste rădăcini şi care este polinomul generator. 
Cele r rădăcini alese, fiind rădăcini ale polinomului generator sînt şi rădăcini 
ale cuvîntului de cod v(x). 

în conformitate cu teorema 2, Anexa ÎI , rădăcinile (p() ale polinomului 
xn + 1 sînt elementele (a() din GF(2m) generate de un polinom primitiv 
q(x) de grad m: 

po = 1, p i = a, p, = a2 , ..., p B l = a " " 1 = a2™"2 (5.215) 

Să presupunem că cuvîntul de cod: 

v(x) === a0 -+- axx -4- ... an_xxn~x . (5.216) 

are printre rădăcini elementele: 

ph- p>,> - . p !r 
ale cîmpului GF(2m). 
înlocuind în (5.216) se obţine: 

w(p<») = «opl + «ipi + ». + «„-iPt1 (5.217) 

pentru k = 1, r şi p?. = 1,. 
Relaţia (5.217) poate fi scrisă sub formă matriceală; 

[plpL ». pt1 ] K «i - . <v x ] r = 0 .-; (5.218) 
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Xotînd: 

H = 

relaţia (5.218) poate fi scrisă: 

P?, & - pr 
pi p i -pr1 

Pi Pl-pr 

HvT = 0 

(5.219) 

(5.220) 

adică se obţine cunoscuta relaţie de codare. 
Polinomul m^x), de gradul cel mai mic, cu coeficienţi în GF{2), care are 

ca rădăcină un element p,: eGF(2m), se numeşte polinom minimal al lui p(. 
Orice element j34 e GF(2m) are un polinom minimal de grad m sau mai 

mic (teorema 7, Anexa II). 
Dacă un polinom v(x) cu coeficienţi în GF(2) are ca rădăcină pe p>, atunci 

v(x) este divizibil cu mt(x), polinomul minimal al lui p4 (teorema 6, Anexa II). 
Cele r rădăcini p„. ale lui v(x) pot fi astfel alese, încît fiecare rădăcină 

p,;. să aibă un polinom minimal distinct mk(x). 
Aceste polinoame fiind divizori ai lui v(x), rezultă că: 

g(x) = mx{x) m2{x) ... m,.(x) (5.221) 

este polinomul generator specificat de rădăcinile pi;t, k = 1, r. 
Problema alegerii celor r rădăcini astfel încît codul să poată corecta e 

erori, va fi tratată în cele ce urmează. 

5.4.6.2. Codul Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (B.C.H.) 

Se poate demonstra (vezi Anexa II-3) că alegînd 

P«, = « p!2 = a 3 , ..., p !r = a26"1 

obţinem un cod capabil să corecteze e erori independente. 
în acest caz matricea H dată de relaţia (5.219) devine 

H = 

a° a1 a2 . a"-1 

a° a3 a8 a 3(B- l ) 

a° aîe~ - i a (2e--1)2 a (2c- l ) {11-1) 

(5.222) 

în demonstraţia din Anexa II se arată că oricare q < 2e coloane din 
această matrice sînt independente, în aceste condiţii codul obţinut fiind capabil 
să corecteze e erori şi mai puţine. 

Codurile la care codificarea se face cu o matrice H de structura (5.222) sînt 
cunoscute sub numele de coduri B.C.H. 

Exemplu. Să presupunem că lungimea cuvîntului ds cod este n = 15 (în conformitate-cu 
teorema 2, Anexa II, trebuie ca n = 2"1 — 1 şi că dorim să corectăm e = 3 erori. în acest 
caz rădăcinile polinomului generator vor fi: 
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Fiindcă n — 2m— 1 = 15 rezultă m = 4, adică rădăcinile lui xls + 1, respectiv elementele 
cîmpului CF(24) sînt generate de un polinom primitiv de gradul 4, cum ar fi q(x) = 1 — x 4- x'1, 
şi anume: 

Puteri ale lui Clasele de resturi moduîo Reprezentarea matriceală 
a q{x) — 1 + x + x4 [a]T 

a° 1 [0 0 0 0] 
a1 0 [ 1 0 0 0] 
a2 a2 [0 1 0 0] 
a3 a3 [0 0 1 0 ] 
a4 1 - a [ 1 1 0 0] 
a5 a 4- a2 [0 1 1 0 ] 
a6 a2 + a3 [0 0 1 1 ] 
a7 1 — a - f a 3 [ 1 1 0 1] 
a s 1 — a2 [ 1 0 1 0 ] 
a9 a - f a ' [0 1 0 1] 
a10 1 + a + a2 [ 1 1 1 0 ] 
a11 a + a2 + a3 [ 1 0 1 1 ] 
a12 1 4- a 4- a2 4- a3 [ 1 1 1 1 ] 
a13 1 + a2 4- a3 [ 1 0 1 1 ] 
a14 1 - a 3 [ 1 0 0 1] 
a15 1 [0 0 0 0] 

Pentru determinarea polinoamelor minimale (care sînt ireductibile) se procedează după 
cum urmează: 

Polinomul minimal m^x) al elementului a, în conformitate cu teorema 3 din Anexa II 
are rădăcinile: 

a, a2, a4, a8 

deci este un polinom de grad 4, respectiv: 

mx[x) = (x — a) (x — a2) [x — a4) (x — a8) 

Făcînd înmulţirile şi ţinînd seama de relaţiile din tabloul precedent se obţine 

wjjţ.r) = l + x 4- xl 

Polinomul minimal al lui a3 este ms(x) şi are rădăcinile: 

a3, a8, a12, a24 = a9 

,el e'ste tot de grad 4 şi se determină în acelaşi mod, obţinînd: 

m3(x) = 1 4- x — x2 — x3 4- -T4 

Polinomul minimal al lui a5 are rădăcinile 

a5, a10, a20 = a5, a40 = a10 

deci este un polinom de gradul doi, şi anume: 

tn-(x) = 1 — x — si2 

deci polinomul generator al codului este 
g(x) = ynx(x) mz{x) ms{x) 

respectiv g(x) = (1 4- x 4- xl) (1 4- x + x2 4- ,r3 4- .T4) (1 4- x 4- x2) de grad 10. Deci m = 10 
şi £ = 5. 
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Pentru codificare nu este necesar să se folosească matricea H dată de (5.222) dar este 
util să observăm că în exemplul considerat avind o coloană formată din elementele a, a3, a5 

vom avea 3 x 4 = 12 linii în loc de 10 cîte simboluri de control avem. Rezultă că două linii 
din această matrice sînt liniar dependente, adică pot fi formate din însumarea celorlalte linii. 

Pentru decodarea codurilor B.C.H. există mai mulţi algoritmi, însă metoda 
cea mai simplă ca echipament este aceea descrisă în § 5.4.3.1, adică deco
darea pe baza corespondenţei între corectori şi cuvintele eroare înmagazinate 
într-o memorie. 

Dacă ne referim la exemplul precedent, numărul corectorilor este 210 —• 1 = 
= 1023. 

Numărul cuvintelor eroare formate din 1, 2 şi 3 erori este 

Ch + Ch = Q 5 = 675 
deci se vede că acest cod nu este perfect, numărul erorilor corectabile fiind 
mult mai mic decît cel al corectorilor. 

5.4.6.3. Codul Golay 

Codul Golay împreună, cu codul Hamming corector de o eroare sînt singurele 
coduri binare corectoare de erori perfecte. 

Codul Golay are : n = 2 3 Ă = 1 2 w = = l l şi poate corecta 3 erori şi mai 
puţine. 

Este un cod perfect fiindcă numărul cuvintelor corectabile este egal cu 
acela al corectorilor: 

[Ch + C\ + C|s = 2 « - 1 (5.223) 

Polinomul generator trebuie să aibă perioada 23 pentru ca registrul de 
deplasare să aibă un ciclu de lungime 23. Rezultă, în conformitate cu teo
rema 4 şi definiţia 4 din Anexa II , că dacă polinomul generator este ireduc
tibil rădăcinile lui trebuie să aibă toate acelaşi ordin, egal cu 23. 

Din cele 211— 1 elemente ale lui GF(2n) generate de un polinom primitiv 
de grad 11 trebuie să alegem o rădăcină au care să fie rădăcină a lui x23 -4- 1 
şi a lui g(x) polinomul generator (a" = 1, n — 2m— 1). 

Deci a23M + l = 0 dar x211-1 + 1 are ca rădăcină pe a, respectiv a 2" - 1 = i. 
211 1 

Din aceste relaţii rezultă că u = = 8 9 . 
23 

Deci polinomul generator g(x) trebuie să aibă pe a89 ca rădăcină respectiv 
să fie polinomul minimal al elementului a89 din GF(2n). în [212] pag. 476 
APPENDIX [C] la polinoamele ireductibile de grad 11, figurează ca po
linom minimal pentru elementul a89 din GF(2n) polinomul: 

gl(x) = 1 + x2 + x* + x5 + x6 + x10 + x11 (5.224) 
sau 

g2(x) = 1 + x + x5 + x6 + x1 + A-9 + x11 (5.225) 
Rezultă: 

x23 _ 1 = (1 + x) gl(x) g.2(x) (5.226) 

Pentru decodare se poate utiliza tot metoda bazată pe corespondenţa între 
corectori şi cuvintele eroare (§ 5.4.3.1). 
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5.4.6.4. Sincronizarea codur i lo r bloc 

Pentru decodarea unui cuvînt de cod, decodorul trebuie să fie capabil 
să identifice primul simbol din fiecare cuvînt recepţionat. 

Erorile cauzate de pierderea sincronizării sînt extrem de greu de corectat; 
din cauza aceasta în cele mai multe cazuri se pune doar problema recuperării 
sincronizării. 

Cea mai simplă metodă de sincronizare constă în utilizarea unor secvenţe 
Barker, caracterizate printr-o funcţie de autocorelaţie cu un vîrf foarte pro
nunţat . 

O metodă mai eficientă, dar mult mai complexă, constă în construirea unor 
coduri care să ia în considerare simultan erorile canalului şi erorile de sincro
nizare. 

5.5. Coduri convolutionale 
» 

Codurile convolutionale sau recurente se caracterizează prin faptul că 
simbolurile de informaţie generate de sursă sînt prelucrate în flux continuu, fără 
a fi împărţite în cuvinte de cod ca la codurile bloc. Pentru a putea utiliza 
însă unele noţiuni elaborate la codurile bloc, vom diviza fluxul continuu de 
simboluri de informaţie şi de control în blocuri care, însă, nu mai au semnifi
caţie de cuvinte de cod. în acest caz simbolurile de control dintr-un bloc 
controlează simbolurile de informaţie şi din alte blocuri. 

5.5.1. Structura codurilor convolutionale 

în succesiunea continuă a simbolurilor se defineşte un bloc de lungime n0 
format din k0 simboluri de informaţie şi m0 simboluri de control. 

Simbolurile de control dintr-un bloc de lungime n0 controlează şi simbo
luri de informaţie din alte blocuri. Numărul întreg de blocuri, incluzînd pri
mul bloc şi ultimul bloc, în care se găsesc simbolurile de informaţie verificate de 
simbolurile de control din blocul considerat se notează cu m şi se numeşte 
constrîngere, iar numărul: 

n = m n0 .(5.227) 
se numeşte lungime de constrîngere. 

în cazul codurilor convolutionale, cuvintele de cod sînt definite ca fiind 
o succesiune semi-infinită de simboluri de informaţie şi control: 

V = r%(D ... x^y[V ... yf-)x^ ... 4*«> 
yŞp ... vtB°> ...] (5.228) 

unde xf> este simbolul de informaţie care ocupă poziţia i în blocul j ; 
yP — simbolul de control care ocupă poziţia / în blocul _;'; 
k0 — numărul de simboluri de informaţie într-un bloc; 
m0 — numărul de simboluri de control într-un bloc; 
;z0 = k0 + m0 este numărul de simboluri într-un bloc. 

Pentru o scriere mai concisă se introduc notaţiile: 
Xj = [xf> ... afJ] (5.229) 

si 
Y3. = [yf) ... yf)] (5.230) 
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Cu aceste notaţii cuvîntul de cod poate fi.scris: 

V = [Xi Yi X2 Y2 . . . X, Y, 
sau notînd: 

avem: 
v, = rx, Y,I 

(5.231) 

(5.232) 

(5.233) V = [Vi V 2 . . . F , 

Primele n = m n0 simboluri: 

W = [Xx Y2 X2 Y2 ... Xm Ym] (5.234) 

din cuvîntul de cod V formează un cuvînt iniţial de cod. 
în cazul particular, în care lungimea de constrîngere n este egală cu nu

mărul nQ de simboluri dintr-un bloc, (respectiv m = 1, matricea W = [Xx YJ 
reprezintă primul cuvînt de cod al unui cod bloc, iar matricea V dată de 
relaţia (5.233) reprezintă o succesiune de cuvinte ale unui cod bloc. 

în acest caz, în conformitate cu cele stabilite în paragrafele precedente, 
relaţiile între simbolurile de control şi cele de informaţie sînt determinate de 
o matrice de control: 

H0 = [R I„J (5.235) 

unde R este o matrice cu m0 linii şi k0 coloane (notată diferit faţă de notaţia 
de la codurile bloc pentru a pune în evidenţă că discutăm coduri conyolu-
ţionale), iar I,„0 este matricea unitate de ordinul m0. 

Spre deosebire de notaţiile precedente ale matricei H de control, în 
acest caz avem o inversare a elementelor, în loc de [I,Bo R] avem [R ImJ fiindcă 
în cuvîntul de cod s-a inversat ordinea simbolurilor de informaţie cu cele 
de control, în loc de [Y2 X J avem [Xx Yi]. 

Codificarea are loc conform relaţiei: 
Xţ 

H„W o w = [_• R U J X, Yif = ŢR I„ 
YT = o 

respectiv: 
Y\ = R XI 

(5.236) 

(5.237) 

Dacă în locul cuvîntului W de lungime finită, considerăm cuvîntul V, 
care este o succesiune semiinfinită de blocuri, în cazul particular cînd între 
aceste blocuri nu avem constrîngeri (m = 1), matricea H cu care se face codi-
ficarea conform relaţiei HV T 0 are forma: 

"R I,, 0 0 

0 0 R In, 0 0 . . 

H = 
0 0 0 0 R I„,0 . 

j • . • 

unde numai elementele din diagonală sînt diferite de zer 3," aceste elemente 
ne dau legătura între simbolurile de control şi cele de informaţie din blocu
rile care se succed, conform relaţiei (5.237). 
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5.5.2. Codarea codurilor convoluţîonale cu ajutorul matricei 
de control H 

în cazul general, în care lungimea de constrîngere este n = m n0, în ma
tricea de control H trebuie să intervină elemente (matrice) pe care le notăm 
cu R1( ..., Rm care să ne dea legătura între simbolurile de control şi cele de 
informaţii din cele m blocuri între care există constrîngeri. 

Acest lucru se poate realiza dacă matricea H are forma: 

Ri I«, 0 

H = 

R2 0 Rj I„ 0 

R,„ o 
o o R„ 0 

. . . O R , I„,0 0 . . . . 
R ^ 0 0 Rj IWo 0. 

(5.238 

unde elementele notate cu 0 înseamnă matrice nule. 
Relaţia HvT = 0 ne dă: 

Rx X\ + Yf = 0 
R2 XI + Rx XI + Yf = 0 (5.239) 

Rm Xf + R!n-1 X2 + Rx XI + Yl = 0 

IVTeitriOPcL 
h = [Rm 0 R ^ 0 ... 0 Rx ImJ (5.240) 

se numeşte matrice de bază şi se observă că după m blocuri, liniile matricei H 
sînt formate din matricea h decalată la fiecare linie cu un element H0 spre 
dreapta. Acest lucru înseamnă că matricea h controlează în mod succesiv 
cîte m blocuri din cuvîntul de cod V. 

Pentru exemplificare, să considerăm cazul în care m = 4 şi să scriem: 
HvT = 0 (5.241 

respectiv 
Rx I». o 

R? 0 

Rs 0 

R, 0 

0 0 

0 Rj I„ 

R2 0 Ri I,„ 

R3 0 R2 0 

R4 0 R3 0 

Ri h,. 0 

R2 0 R, L 0 ... 

~x{-
Y'{ 
xi 
n 
xi 
Y% 
X{ 
Yl 
X£ 

[ 
I 

l 

Y|" 1 
I 

* I. 

_: J 

= 0 (5.242) 
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7 ^ o # 7 ^ / 7 

Fig. 5.24. Codor convoluţional. 

sau: 

(5.243) 

RiXf + Y[ = 0 
R2Xf + RiXST + Yl = 0 
R3Xf + R2X2

r + R.Xl + Y? = 0 
R4Xf + R3X2

r+ R2X? + RiXf + Y[ = 0 
în continuare să considerăm unul din codurile uzuale la care k0 = 1, 

«o = 1 şi «o = 2. în acest caz matricele R^ sînt formate dintr-un singur ele
ment, deci RteGF(2). 

Pentru a obţine nişte proprietăţi de ortogonalitate care uşurează codarea, 
aşa după cum se va vedea, alegem matricea h după cum urmează: 

R : = 1, R2 = 0, R3 = 1, R4 = 1 
respectiv: 

h = [1 0 1 0 0 0 1 1] 
în acest caz relaţiile (5.243) devin: 

Vl = X\ 

y- = x'- (5.244) 
>'3 = %3 + %1 
Vi = %i + x2 + xl 

î n general: 
3V xn WJ-2 i *« -3 (5.245) 

unde xu = 0 pentru n^O. 
Codorul care realizează aceste ecuaţii este arătat în fig. 5.24. 

5.5.3. Decodarea codurilor convolutionale cu logică majoritară 

în mod analog cuvîntului de cod, se poate defini un vector eroare: 

E = [ei1» ... E^TJI1) ... 7jira°> ...] (5.246) 

unde î i ; ' = 1 dacă simbolul x$ este eronat şi r^)— 1 dacă simboluly[l) este eronat. 
Cuvîntul recepţionat este: 

V = V + E (5.247) 
iar corectorul: 

Z = H V ' T = H E T (5.248) 
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în cazul exemplului precedent: 

(5.249) 

E — LS1 r i l £2 TQ2 •••] 

-i = J'i + % = T)I + £a 
Z2 = 3 2 "f" %2 = 7)2 -f- 22 

'3 = y'z + x's + x[ = rl3 + s3 + S l 
Zi = y'i + X't + 4 -f x\ = 7)4 + £4 + S2 + ej 

Corecţia se face simbol cu simbol şi numai asupra simbolurilor de 
informaţie. 

Deci prima eroare care trebuie corectată, dacă există, este zx. Din ecuaţiile 
precedente eliminăm ecuaţia a doua care nu conţine nici o informaţie privind 
pe sx şi se obţine 

*i = >)i + si 
23 = 7)3 + E3 + Sj (5.250) 
~4 = 7)4 - j - £4 + s2 + £1 

Observăm că toate ecuaţiile precedente îl conţin pe s2 şi că nici un alt 
simbol eroare nu este membru în două ecuaţii. în acest caz 'spunem că setul 
de combinaţii liniare (5.250) este ortogonal pe simbolul si:. 

Dacă intervine o eroare în primul simbol x[, respectiv zx = 1 şi mai inter
vine încă o eroare în oricare altă poziţie, majoritatea corectorilor din (5.250) 
sînt diferiţi de zero. 

Deci, dacă majoritatea corectorilor (5.250) sînt egali cu 1, decidem că 
avem o eroare în poziţia x[ respectiv ex = 1 şi în caz contrar' decidem că 
ti = 0 adică nu avem eroare în prima poziţie. 

Trebuie să remarcăm că decodarea se face corect numai dacă în afara po
ziţiei x'i, care poate să fie eronată sau corectă, există cel mult o eroare în 
oricare altă poziţie pe lungimea de constrîngere. 

Din cele precedente rezultă că decodorul trebuie să aibă circuite logice care 
să sesizeze dacă majoritatea corectorilor sînt „1" sau „0". în fig. 5.25 este 

H Zo W+V-H Z0 k+V| Z7 U 
CU 

Logico majoritara 

? 
! „ / " daca 2 din 3 corectori \ 

S//7t„ i' 
Fig. 5.25. Decodor convoluţional. 
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arătat decodorul. Cheia C se găseşte în poziţia 1 pentru simbolurile de infor
maţie şi în poziţia 2 pentru simbolurile de control. 

Pentru a uşura înţelegerea procesului de decodare, în tabloul de mai jos 
sînt indicate stările diferitelor celule din registrele cu deplasare. 

"~^\ t 

celula ^""" -̂-̂ ^ 1 2 5 4 

A"4 x\ 4 * 3 H 
- Y 3 0 x i - 2 x3 

Xt o 0 * 1 X2 

x1 
0 0 0 *1 

z, H + y'x 4 + y'î 4 + y'z - 4 x\ — y'i — x'2 -- H 

z3 
0 * 1 - y'x *â - y± XS + J'3 + *1 

Z-Z 0 0 x\ + y\ -Y2 + >'« 
?! 0 0 0 4 + y'x 

Se observă că la tactul „4" s-au format corectorii în conformitate cu (5.249) 
şi că procesul de corecţie asupra lui x[, care în acest moment se găseşte la 
ieşire, poate să aibă loc. 

în continuare, pentru a decoda simbolul următor x'%, în matricea H tre
buie să considerăm linia următoare şi ca urmare se elimină prima ecuaţie din 
(5.249) şi se mai adaugă una nouă: 

zo =-- y'o -r % + % + 4 
în. acest caz corectorii care vor trebui luaţi în considerare sînt analog 

relaţiilor (5.249): 

Zs = r " + Es + £ l (5.251) 
~4 — f,i ~T £ 4 T £2 "T" =-1 

~5 = ~f\5 + £ o + £ 3 + £2 

Eliminînd, ca şi în cazul precedent, ecuaţia care nu conţine pe E2 se obţine: 

~2 = "r,1 ~T £ 2 

Zi = f\i -f £4 + £2 + £ i (5.252) 
Z5 = "t.r, + £5 + £3 + £2 

ecuaţii asemănătoare cu (5.250) la care indicele lui zt a crescut cu o unitate şi 
în care zx trebuie să fie egal cu 0. 

Dacă prima poziţie nu a fost eronată, s1 = 0, se obţine: 

^2 = ?Î2 + £2 

r4 = r,i + £j + s2 (5.253) 
zb — '.b T £5 T ' 3 T £2 

adică un set de combinaţii liniare ortogonale pe s2, deci decodarea se face 
exact ca şi în cazul precedent. 

Dacă prima poziţie %\ a fost eronată, după efectuarea corecţiei x[ -\- ex = 
= %x, trebuie să eliminăm valorile lui ei din celulele Z? şi Z2 prin adunarea 
modulo doi a unui „1" aşa cum se arată punctat în fig. 3.25. 
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Dacă în procesul de corecţie decodorul va face o eroare, aceasta va mai fi 
urmată de cîteva erori după care procesul de corecţie revine la normal. 

Alte metode de decodare a codurilor convoluţionale sînt descrise în [212], 
din care menţionăm algoritmul de decodare a lui Viterbi şi decodarea secvenţială. 

5.6. Procedeul de întreţesere 

Scopul acestui procedeu este de a permite utilizarea codurilor destinate 
corectării erorilor independente, la canale cu pachete de erori. 

Ideia este de a transmite simbolurile unui cuvînt de cod, întreţesute cu 
simboluri din alte cuvinte de cod, astfel încît două simboluri succesive din 
acelaşi cuvînt să se găsească la o distanţă mai mare decît lungimea l a pachetului 
de erori. î n felul acesta un pachet de erori nu poate afecta mai multe simboluri 
din acelaşi cuvînt şi ca urmare simbolurile cuvmtului de cod fiind eronate de 
pachete diferite (deci independente) efectul lor este acela al erorilor indepen
dente. 

Cele precedente sînt ilustrate în fig. 5.26. 
Dacă notăm cu un indice superior numărul de ordine al cuvmtului, se 

vede că pe canal se transmite succesiunea: 
zW. ati ar'. 

Rezultă că un pachet de erori de lungime l nu afectează decît un singur simbol 
dintr-un cuvînt de cod şi în felul acesta se obţine efect de erori independente. 

[5.7. Detecţie globală de eror i 

în unele aplicaţii este necesar ca probabilitatea mesajelor (cuvinte de cod) 
cu erori nedetectate să fie extrem de mică (P < 1CT10). în acest caz prezenţa 
unor erori ce rămîn după procesul de corecţie a erorilor, trebuie detectată. 

Acest lucru poate fi realizat aşa cum se arată în fig. 5.27. 

a- a01 aa> a(z} a(r) Un-Z ur?-z an-l • • • °,7-r an-7 
d/mbo/ur; 

~~de 
Infarmatie 

Fig. 5.26. Procedeu de întreţesere. 

cimbo/ur/ 
de infor
maţie 

' , \ vj Weccdare na/ l—**! /• ,,u/ l j corect/e 

1 k 

Cerere de 
repete* ~e f 

Fig. 5.27. Detecţie globala de erori. 
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în primul rînd se introduc simboluri de control pentru detecţia de erori, 
apoi cuvîntul astfel format se codifică din nou adăugind simboluri de control 
pentru corecţia erorilor. La recepţie se fac operaţiile în ordine inversă, res
pectiv se face decodificarea pentru corecţia erorilor apoi decodificarea pentru 
detecţia erorilor şi în cazul prezenţei acestora se cere retransmisia mesajului. 

5.8. Sisteme de criptare 

Primele texte cifrate cunoscute datează de cea 3 500 ani şi au fost desti
nate să păstreze secretul unor date cu aspect politic, militar, economic sau 
religios. 

în prezent în legătură cu utilizarea tot mai largă a calculatoarelor se 
simte tot mai mult nevoia menţinerii secretului datelor stocate sau transmise. 

Sistemele electronice de criptare pot fi grupate în doua categorii: 
— criptare cu cheie aleatoare; 
— criptare cu cheie pseudoaleatoare. 
în principiu, criptarea se realizează adunînd modulo 2 rin cuvînt de cod 

care conţine simboluri de informaţie V<M/ cu un cuvînt numit cheie „C" ob-
tinîndu-se astfel informaţia codată I • 

Ic = V in / © C (5.254) 

La recepţie se adună modulo-2 cheia „C" la cuvîntul Ic şi se obţine textul 
clar, respectiv textul iniţial Villf: 

V, nf i t e c (5.255) 

5.8.1. Criptare cu cheie aleatoare 

Principiul acestei criptări se bazează pe faptul că însumarea unei secvenţe 
care transportă informaţie, cu o secvenţă aleatoare dă ca rezultat iot o secvenţă 
aleatoare. 

Semnalul care transmite informaţia este codificat într-o succesiune de 
simboluri binare. 

Cheia aleatoare este formată dintr-o succesiune de simboluri binare obţi
nute de la o sursă de zgomote aleatoare, şi imprimată pe bandă magnetică 
sau bandă de hîrtie perforată (fig. 5.28). 

Banda aleatoare (cheia) de la recepţie trebuie să fie identică cu cea de la 
emisie şi să înceapă din acelaşi punct. 

Pentru asigurarea unui secret absolut, banda aleatoare trebuie să îndepli
nească următoarele condiţii: 

— să fie într-adevăr aleatoare adică, în nici un caz, să nu poată fi reprodusă ; 
— să fie de lungime cel puţin cît textul clar; 
— să fie folosită o singură dată. 

Fig. 5.28. Cifrare cu bandă aleatoare. 
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Gînd aceste condiţii sînt îndeplinite, descifrarea nu este posibilă chiar 
dacă se utilizează cele mai puternice calculatoare. 

Sistemul este utilizat pentru transmiterea unor informaţii de foarte mare 
importanţă. El are marele dezavantaj că o copie după banda aleatoare uti
lizată la emisie trebuie transmisă la recepţie. 

5.8.2. Criptare cu cheie pseudoaleatoare 

în cazurile în care nu se doreşte obţinerea unui secret absolut, în loc de 
bandă aleatoare se poate folosi un generator de secvenţe foarte lungi, numite 
secvenţe pseudoaleatoare. 

Generatorii de secvenţe pseudoaleatoare sînt formaţi din unul sau mai 
multe registre de deplasare cu reacţie, avînd conexiuni în conformitate cu 
coeficienţii unor polinoame primitive, (C2) astfel încît generează cicluri de 
lungime maximă. 

Prin schimbarea coeficienţilor polinoamelor C2 şi a stării iniţiale a re
gistrului (Ci) (fig. 5.29) se pot obţine secvenţe pe care un decriptor neau
torizat cu greu le-ar putea reproduce. 

La recepţie un generator identic, în sincronism cu cel de la emisie, cu cheile 
Cj şi c2 în aceleaşi poziţii, generează o secvenţă pseudoaleatoare identică cu 
cea de la emisie, care adunată modulo-2 cu secvenţa recepţionată, ne dă 
secvenţa iniţială. 

Principiul este arătat în fig. 5.28, unde benzile aleatoare trebuie înlocuite 
cu generatori de secvenţe pseudo-aleatoare. Sistemul are dezavantajul că dacă 
se cunoaşte un text clar de m simboluri (m = gradul polinomului caracte
ristic al registrului), atunci descifrarea devine foarte simplă. 

Generatoarele de secvenţe foarte lungi se pot obţine prin însumarea mo
dulo-2 a ieşirilor din două sau mai multe registre de deplasare cu reacţie 
(fig. 5.30). ' 

Fig. 5.29. Generator de secvenţe pseudo
aleatoare. 

Fig. 5.30. Generator de secvenţe pseudo
aleatoare cu două registre. 
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Fie Tx şi T2 matricele caracteristice a două registre şi Ui şi L*2 stările 
iniţiale. 

Ieşirea din registru se poate face în orice punct, determinat de o matrice 
<r numită matricea de selecţie, care în cazul fig. 5.30 este: 

a = [0 ... 0 1) (5.256) 

indicînd faptul că s-a selecţionat simbolul din celula Cm_1 a registrului (vezi 
3.4.5.1). 

Secvenţa rezultantă este: 
S = [ai a2 ... a„j 

unde: 
at = WiTÎUi + a2T2U2 (5.257) 

Să notăm cu AT perioada de repetiţie a acestei secvenţe: 

ai+N = at V i 
respectiv: 

crJi+^Ui + 0 2 Tr y U 2 = ffJîUi + cr2TiU2 (5.258) 
dar 

Tţ = lx şi Tf« = I2 (5.259) 

unde Ix şi I2 sînt matrice identice. 
Ca relaţia (5.258) să fie satisfăcută trebuie ca: 

Tf = I3 şi Tf = I2 (5.260) 

Cel mai mic număr N care satisface această condiţie este c.m.m.m.c. 
al numerelor % şi n2. Dacă acestea sînt numere prime atunci: 

N = n-iţi-i 

Ca exemplu să considerăm registrele cu polinoame primitive de grad ;;.'-, = 1T şi >»., = 20 
respectiv cu nx = 2'"1 — 1 = 131071 şi j ; , = 2'""- — 1 = 1.0-18.575 care nu au divizori comuni, 
deci A* = v.x • n.,. 

Dacă se consideră o frecvenţă de tact / = 1 kHz, atunci secvenţa se repetă după 

i = — N = 1 600 zile = A î/2 ani. 
/ 
în cazul reţelelor în care sînt mai mulţi utilizatori şi mai multe bănci de date, se pune 

problema ca utilizatorul să se asigure că a intrat în banca dorită, iar calculatorul trebuie să se 
asigure că corespondentul este cel autorizat să aibă acces la respectiva bancă de date. în acest 
scop utilizatorul îşi dă identitatea A în clar şi compune arbitrar o secvenţă scurtă de date X 
pe care o cifrează cu propria lui cheie. Calculatorul cunoaşte cheia care-i corespunde lui A şi 
descifrează secvenţa A" cu această cheie. La această secvenţă descifrată calculatorul adaugă 
propria lui secvenţă arbitrară Y şi cifrează ambele secvenţe cu cheia lui A, transmiţînd sec
venţele cifrate lui A. La descifrarea mesajului, A compară secvenţa X recepţionată cu secvenţa X 
transmisă şi se asigură de identitatea calculatorului. 

în mesajele ulterioare transmise de A, acesta adaugă secvenţă Y pe care a descifrat-o, 
cifrează totul cu cheia lui şi transmite calculatorului. Acesta compară secvenţa Y descifrată 
cu cea iniţial transmisă de el şi se asigură de identitatea corespondentului. 
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CAPITOLUL 6 

SPAŢIUL SEMNALELOR 

Definiţiile spaţiului au un caracter axiomatic, în sensul că o mulţime V 
este un spaţiu cînd verifică anumite axiome. 

De regulă într-un spaţiu avem două structuri matematice: una topologică 
(de vecinătăţi) şi una algebrică. 

Formînd o mulţime cu semnale care au o anumită proprietate comună 
(de exemplu, amplitudine limitată), se pune problema să examinăm diferitele 
caracteristici distinctive ale elementelor (semnalelor) clin această mulţime 
(energii, lărgimi de bandă, durate etc) . 

Acest lucru poate fi realizat dacă fiecărei perechi de elemente ale mulţimii 
facem să-i corespundă un număr real, pe care-1 interpretăm ca fiind „distanţa" 
între respectivele elemente, adică o măsură a cleosebirilor existente între ele. 
Mulţimea considerată în care definim în mod convenabil (în funcţie de aplica
ţiile dorite) o distanţă între elemente o numim spaţiul semnalului. 

6.1. Spaţii metrice 

O mulţime V se numeşte spaţiu metric dacă fiecărei perechi de puncte 
x,yeV i se asociază un număr real d(x, y) eTBL, numit distanţă, care 
are proprietăţile: 

1. d(x, y) > 0 V x^y (6.1) 
2. d(x, y) = 0 <-> x = y (6.2) 
3. d(x, y) = d(y, x), V x, ye V (6.3) 
4. d(x, z) < d(x, y) + d(y, z) V x, y, zeV (6.4) 
Pentru a da cîteva exemple de distanţă să considerăm două semnale 

x == [«! x2 ... a„] şi y = [j3j 32 ... BB], determinat de parametrii cq, (34 e]BL. 
în acest caz următoarele expresii sînt exemple de distanţă: 

r. 

7. d1_{x,y)=J^\ctt'—ti\ (6.5) 

2. d2(x, y) = E;^-Ma (6.6) 

3. d3(x, y) = max{, a.t — % ; i = 1, »} (6./) 
Metrica d2{x, y) se numeşte metrică euclidiană. 

Aceste metrici pot fi generalizate la cazul cînd a4-, ,3.̂  sînt numere com
plexe sau cînd n tinde către infinit. 

O altă distanţă care a fost utilizată în cap. 5 este distanţa Hamming; 

dt(x, y) = E k - ® Pi] u n d e «»- Pi eGF(2) (6.8) 
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Metrici analoage cazurilor 1, 2, 3 pot findefinite cînd elementele spaţiului 
sînt date ca funcţii de timp, definite pe intervalul D: 

1. d^x, y) = ( | x(t) — y{t)\dt 

2- d2(x,y)=\\ \x{t)-y{t)făt 

3. d» 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) y) = sufi {| x{t) — y(t) | ; te D] 
unde sufi înseamnă supremnm adică cea mai mică margine superioară. 

Trebuie să subliniem faptul că două metrici diferite pe aceeaşi mulţime de 
elemente formează două spaţii metrice diferite. 

• Convergenţă. în unele probleme avem de-a face cu şiruri infinite de 
elemente {xlt x2, ..., xn} selecţionate dintr-o mulţime X. Conceptul de dis
tanţă din spaţiul metric ne permite să examinăm o proprietate fundamentală 
a acestor şiruri, numită convergenţă. 

Spunem că şirul {xn; xneX, n = 1, 2, ...} este convergent dacă există 
un x e X astfel încît fientru (V) s > 0, (3) «0 > 0 astfel încît pentru (V) «•> n0=> 
=> d(xn, x) < s; acest lucru se scrie prescurtat lim xn = x. 

Intuitiv este clar că punctele succesive într-un şir convergent, în cele din 
urmă tind să devină din ce în ce mai apropiate pe măsură ce n creşte. 

Un şir cu această proprietate se numeşte şir Cauchy. Mai exact, pentru 
(V) s > 0; (3) n0 astfel încît pentru (V) n, m^n0=s> d{xn, xm) < s. 

Din inegalitatea triunghiului d(xn, xm)^d(xn, x) -^ d(xm, x) rezultă că 
orice şir convergent este un şir Cauchy. Invers, un şir Cauchy poate să nu 
fie convergent de exemplu pentru simplul motiv că elementul spre care tinde 
la limită şirul, poate să nu fie în mulţimea X. 

Sfiaţiul metric în care orice şir Cauchy este convergent se numeşte spaţiu 
metric complet. 

Exemplu. Fie X = C, mulţimea semnalelor reale continue definite pe un interval D şi 
iie matricea asociată d,(x, y) din (6.10). Să considerăm şirul xn arătat în iig. 6.1. 

xi 1 

+1 " T 
1 

1 
1 

1 > / S 

xn (t) +1 " T 
1 

1 
1 

1 > / S 

/ 1 
/ 1 

S 1 
1 

n 
l / 

1 / 
1/ 

1 1 
1 
1 

i 
i 
i 
i 
i 
i / 
i x 

/ i 
/ i 

S i 
1 

1 
L 

0 

-î 

+1 / i 
/ i 

S i 
1 

1 
L 

0 

-î 

+1 t 

Fig. 6.1. Şir Cauchy. 
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Luăm D = [ — 1 1] şi calculăm 
l 

[ £ I *.M - *.(0 12 *] 2 = y A (l - -J-) pentru »2 > M 

Deci şirul .YK este un şir Cauchy, dar el tinde la limită către funcţia discontinua 

sgn t = — , deci spaţiul metric (C, dz) nu este complet. 
I M 

Aceeaşi secvenţă de elemente în funcţie de metrica asociată poate forma sau nu un şir 
Cauchy convergent. Faptul este evident dacă ţinem seamă că deşi avem aceleaşi elemente, 
ne găsim în spaţii metrice diferite. 

6.2. Spaţii vectoriale 

Spaţiul semnalului devine o noţiune mai utilă dacă i se adaugă o structură 
algebrică simplă. Dacă alegem structura de grup şi în plus definim şi operaţia 
de multiplicare cu un scalar spunem că avem de-a face cu un spaţiu vectorial 
sau spaţiu liniar, pe care îl notăm în general cu V. Dacă scalarul este un 
număr real, spaţiul se numeşte real, iar dacă scalarul este un număr com
plex, spaţiul se numeşte spaţiu vectorial complex. Elementele spaţiului le 
numim vectori. 

Fie {<ps} un set de N vectori liniari independenţi, astfel încît pentru 
(V) v G V se poate scrie: 

N 

» = !}«*?* (6-12) 

În acest caz spunem că N este dimensiunea spaţiului, iar <xk sînt compo
nentele vectorului v pe vectorii bază <pt. 

6.3. Spaţii vectoriale normate 

Combinînd conceptele geometrice asociate cu spaţiile metrice cu concep
tele algebrice asociate cu spaţiile vectoriale ajungem la noţiunea de spaţiu 
vectorial normat. Pentru a caracteriza „mărimea" unui semnal x, element al 
unui spaţiu vectorial, îi asociem un număr real numit normă notat cu || x | 
care • are următoarele proprietăţi: 

pentru (V) xe V (6.13) 
-> x = 0 (6.14) 

11*11 (6-15) 
ll+IMI - (6-16) 

Din aceste proprietăţi se poate arăta uşor că mărimea 

\\x—-y\\ = d(x,y) (6.17) 

este o metrică, adică satisface proprietăţile (6.1—6.4) ale distanţei. 
Dacă într-un spaţiu vectorial normat introducem metrica dată de (6.17) 

el devine un spaţiu metric. 

7. II x \ > 0 
2. II x\ 

ii * ! 
= 0 < 

3. 1 xx\ H« 
4. X + y 1 < | | * 
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Din (6.17) se observă că norma unui vector este distanţa sa de la origine: 

d(*.0) = | | * | | (6.18) 

Un spaţiu vectorial normat care este de asemenea complet ca spaţiu metric 
se numeşte spaţiu Banach. 

Metricele exemplificate în § 6.1 pot fi interpretate ca fiind induse de 
normă. Astfel, de exemplu putem defini o normă în Rn sau Cn prin: 

x = 

iar pentru semnale definite pe durata D: 

[x^'fdt 
D 

(6.19) 

(6.20) 

în felul acesta, interpretăm norma semnalului la pătrat ca fiind energia 
semnalului. 

Mulţimea tuturor semnalelor definite pe D a căror normă (6.20) este 
finită este numită spaţiul funcţiilor de pătrat integrabil si se notează cu 
LHD). 

6.4. Spaţii cu produs scalar 

Pentru a face o ultimă completare la spaţiul semnalului prezentat în para
grafele anterioare îi mai adăugăm o structură geometrică sub forma de produs 
scalar între doi vectori. Ne vom referi la spaţii vectoriale complexe, spaţiile 
reale fiind un caz particular al acestora. 

Oricărei perechi de elemente x, y e V i se asociază un număr complex 
notat cu (x, v>, numit produs scalar al lui x şi y cu următoarele proprietăţi: 

7. (x, x} = || x | |2>0 şi O . xy = 0 *-> x = 0 (6.21) 
2. (x, v> = <v, xy* 
3. (OLX, fiyy = a.Ş>*(x, y} 
4. (x 4- y, v + wy = (%, yy -f o , w~y 
Din (6.21) rezultă că produsul scalar induce o normă, normă care la rîndul 

ei, conform (6.17), induce o distanţă, deci spaţiul cu produs scalar este un spaţiu 
metric cu o metrică particulară. Un spaţiu cu produs scalar care este complet ca 
spaţiu metric se numeşte spaţiu Hilbert. 

Se spune că doi vectori x şi y sînt ortogonali dacă 

(x, y<y = <v, xy = o 
Setul de vectori {9,.} se spune că este ortonormal dacă 

<?;.-. ?.i> = hi 
unde: 

Sjy = 1 dacă k — j , Sw = 0 dacă. k=fcj 
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6.4.1. Produsul scalar în funcţie de componente 

Fie: 

unde: 
* = 1 2-1 

Conform relaţiilor (6.23) şi (6.24) avem: 

<», w} = < 

respectiv: 

în mod analog 

-V N X r x 1 

E **?». £&©,->=X>* 2DPÎ<<P*. ?/> 
*= i ,»=i s=i Ly=i J 

.V 

<», r> = E ,3,-4 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

6.4.2. Forma integrală a produsului scalar 

Prin definiţie sistemul {%(/)} definit pe intervalul (0, D) este ortonormal 
dacă: 

c\(*) ?*(o d / = r ^ 9,(i) d / = * „ 
. 'n -!n 

Să considerăm două semnale definite pe (0, D) 
X 

I 
k=l 

»w = E w ) ^ ww = EP̂ .w 
/ = i 

si să evaluăm integrala: 

v(t) w*(t) ăi rfE«^HfEPî9î ;w elf 

se obţine 
CD X 

\ v(t) w*{t) ăt = E «*P* = <w, ̂ > 

si în mod analog: 
r-D X 

\ wit)v'(t) dt = E P*«î = <». »>] 

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

Rezultă că produsul scalar (v, z#> poate fi pus sau sub formă de sumă a 
produsului componentelor sau sub formă de integrală a produsului semnalelor. 

Tinînd seama de inegalitatea lui Schwartz: 

<*, v>!2<!U!i |j v|| (6.31) 
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se poate defini un unghi între doi vectori x şi y într-un spaţiu real 

cos o = - <-X' -V >—< 1 (6.32) 
!' «II II vil 
li A ii ii y n 

Doi vectori sînt ortogonali dacă: 
(%J y\ = 0 deci o = — 

2 

Noţiunea de ortogonalitate este foarte utilă în multe cazuri: 
• Astfel, 2» reprezentarea semnalului v prin componentele sale (6.25) este 

util să considerăm o bază ortonormală: 

< ? , , ?:i> = S,; (6.33) 

fiindcă în acest caz componentele se determină foarte uşor: 

a, = <», ? t > (6.34) 

• Dacă considerăm doi vectori i», te» ortogonali ((y, z»> = 0) atunci şi 
<Y-, ze>>* = 0 iar: 

|| » + ze ;2 = <y + w, v + ze>> = || v j | a + <», w} + (v, w}* + \\ w ij2 

respectiv 
|j t; + w |';2 = || v |i2 + i| w i;2 (6.35) 

relaţie importantă care, după cum se va vedea ulterior, este valabilă în cazul 
însumării a două semnale statistic independente. 

• Fie o funcţie reală x(t) e L2{— ce, oo) şi o replică a sa decalată cu 
timpul T, x-(t) = x(t -4- T). Pentru a măsura gradul în care cele două funcţii 
se deosebesc, vom evalua distanţa între ele. Dacă funcţia x(t) are variaţii 
rapide în timp, ea se va deosebi mai mult de x~{t), iar dacă variaţiile sînt 
lente, deosebirile vor fi mai mici. Xe aşteptăm deci ca în primul caz distanţa 
să fie mai mare, iar în cazul al doilea mai mică 

d2(x, x-) = II x —• x- ||2 = (x —• x-, x —• x-} = 

= H*||S—<*.*>—<*.,*> + || «r ||8 

respectiv: 
<**(*,*) = | | * | | 8 + || *r II*,—2 <*,*,> (6.36) 

Fiindcă energia semnalului nu este afectată de translaţia de-a lungul axei 
timpului || x |!2 = || xT | j2 obţinem 

d\x, x.) = 2 [ ||* ||2 — <*, xxy\ 

Conform relaţiei (6.29) avem: 

(x, x-} = V x(t)-x{t + T) d/ (6.37) 

Notăm cu R(T) şi o numim funcţie de autocorelaţie a semnalului x(t) funcţia: 

R(T) = i "* x{t) x(t + T) d^ (6.38) 
J —£0 
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Cu această notaţie distanţa din (6.37) poate fi scrisă: 

d2(x, xr) = 2 [R(0) — R(x)] (6.39) 

relaţie din care se vede că cu cît funcţia de autocorelaţie 2?(T) scade mai repede 
cu argumentul r, cu atît distanţa d(x, xT) creşte, ceea ce înseamnă că în semnal 
avem variaţii rapide în timp care fac să apară diferenţe mari între x(t) şi replica-
sa întîrziată. 

Aceleaşi consideraţii pot fi făcute în cazul a două semnale diferite x(t) şi. 
y(t 4- T) = y-, definind o funcţie de corelaţie mutuală 

^ ) = \ x(t) y{t + -)dt= (x, yT) (6.40) 

6.5. Reprezentări în spaţiul semnalului şi transformări 
ortogonale 

Un semnal poate fi reprezentat în spaţiul semnalului prin componentele 
sale: 

x = 
k=i 
E % (6-41) 

unde, dacă ot. sînt vectori ortonormali, avem: 

H = <*, ?*> (6-42) 

Sistemul de vectori cp!, o2, ••-, ?«, ••• formează un sistem complet de vectori 
ortogonali dacă nu există alt vector # 0 ortogonal pe toţi <?%, o2, ••-, <şn, ... • 
în acest caz: 

00 . 00 

i!*!!2 = E K I 2 = E l < * . %>12 (6-43) 
* = 1 4 = 1 

Fiindcă am convenit ca un semnal x(t) să fie reprezentat în spaţiul semnalului 
ca un punct sau ca un vector x, în cele ce urmează notaţiile x(i) sau x sînt 
echivalente, la fel ca şi notaţiile q{t) şi o. Prin urmare, relaţiile (6.41) şi (6.42) 
pot fi scrise: 

CC 

*"(')= E W ) (6-44) 
unde 

y,: = \Dx(t) ol(t)dt (6.45) 
• o 

Dacă funcţiile {<S>k(t)} sînt ortogonale, dar nu sînt normale: 

\ ©t(<) %(f) cit = aS„ 

atunci 
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CD 

h. = ±[Dx(t) ®l(t) dt 
a. .. « .'o 

iar norma: 

j| % ||2 = <.v, .v> = fl E «*4 = a E | a t |2 (6.46) 

6.5.1. Reprezentarea semnalelor în spaţiul primar 

în conformitate cu teorema eşantionării, un semnal x(t) de durată infinită 
şi de lărgime de bandă W care pentru generalitate poate fi şi complex 
poate să fie reprezentat sub forma: 

*(*) = E x(nT)sinc^(t — nT) (6.47) 
M = — X •* 

unde: 

sin— (t— nT) 
n T 

sine— (t—nT) = 
T 

— {t — nT 
T 

iar T este intervalul de eşantionare T = • 
21F 

Introducem notaţia 

sine,, t = SÎ«C — {t—nT) (6.48) ' r 
şi înlocuind în (6.47) se obţine: 

OO 

?; = — oo 

unde [sincn t} este o familie de funcţii ortogonale: 
f+OO 

sincn t sincm t ăt = TSmn (6.50) 

Fiindcă în realitate semnalele au o durata finită D, ele sînt determinate 
de un număr N de eşantioane, 

N= — = 2WD (6.51) 

şi relaţia (6.49) poate fi scrisă aproximativ: 
2 V - 1 

x(t) — E x{nT) sincn t (6.52) 

deci semnalul poate fi reprezentat într-un spaţiu cu A7 dimensiuni, x(nT) 
respectiv eşantioane (care pot fi complexe), fiind componentele semnalului 
x(t); funcţiile de reconstrucţie sînt funcţiile sincn t. Numim această repre
zentare în domeniul timp, reprezentare în spaţiul primar. Se introduce această 
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denumire deoarece toate celelalte reprezentări vor fi făcute cu referire la 
acest spaţiu care are proprietatea importantă că esantioanele -unui semnal 
sînt componentele lui în acest spaţiu. în cele ce urmează considerăm că sem
nalele sînt reale. Norma semnalului în acest spaţiu conform relaţiei (6.46) 
este: 

r îC x*{nT) = 
J V - l 

r £ 4 (6.53) 

unde s-a notat xn = x(nT). 
Pe de altă parte, energia semnalului ţinînd seama de (6.52) şi (6.50) este: 

ED = \ x\t) d i=2 'E x*{nT) = T £ x\ = (6.54) 

iar puterea medie pe durata D este: 

P* = ^g**(»r)=-^ | |* | |» (6-55) 
de unde: 

\\x\\=jDPl (6.56) 

Rezultă că toate semnalele de aceeaşi putere medie şi durată, limitate la 

lărgimea de bandă — = 2W sînt reprezentate de puncte pe o sferă Ar di

mensională de rază || x || (respectiv de vectori cu vîrful pe această sferă). 
Distanţa dintre semnalele y(t) şi x{t) este dată de relaţia (6.17) şi este 

d(x, y) — |j x — y || — TJ2(Xn-ynY2 (6-57) 

Produsul scalar între vectorii x{t) şi y{t) este 

<*. }'> = ? " E *ny« = \ x(t) y(t) ât (6-58) 
n = 0 

Dacă vectorii sînt otrogonali în conformitate cu (6.35) şi (6.56) avem 

P*+y = Ps + Py (6.59) 
unde P.,..yl, este puterea sumei semnalelor x(t) -f y(t)', 

Px — puterea semnalului x{t); 
Py — puterea semnalului y(t). 

în concluzie, spaţiul primar este un spaţiu metric, cu o metrică euclideană, 
şi este un spaţiu cu produs scalar. 

6.5.2. Transformări ortogonale 

Transformările ortogonale joacă un rol deosebit de important în prelu
crări de semnale. 

în spaţiul primar energia semnalului este uniform distribuită pe compo
nentele (esantioanele) sale. în spaţiul transformat noile componente ale sem-
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naiului vor avea energie diferită, concentrată în general pe un număr mic 
de componente, permiţînd astfel să se efectueze compresii de date şi alte 
prelucrări de mare interes practic. După efectuarea prelucrărilor se revine la 
spaţiul primar. 

Să considerăm semnalul x(t) reprezentat de relaţiile (6.44) şi (6.45): 

*(*) = £ <VP*(<) (6-6°) 
unde: 

«* = \ *(*) ok{t) dt (6-61) 
Jo 

Reprezentările lui x(t) în diferite sisteme {ok(t)} de funcţii ortonormale, cu 

excepţia funcţiilor \—=M—\, le numim reprezentări în spaţii secundare. 
Pentru a marca acest lucru, pentru reprezentările în spaţii secundare 

introducem notaţia: 

x(t) = £ X(k) ?*(*) (6-62) 

unde 

X(k) = \ x(t) <fl(t) dt (6.63) 
.'0 

X(*) = <*, ? t > 

Dacă funcţiile de reconstrucţie sînt ortogonale, dar nu sînt normale: 

respectiv 

'&* 
^%(t) <&)(t) dt = a8tJ 

unde a este o constantă. 

în acest caz oA.(/) — —— <J> M (6.64) 

iar relaţiile (6.62) şi (6.63) devin: 

*(0 = £ #(*) %(t) (6-65) 

unde 

A-(Ă) = ir.r(OcD*(/)d/ 

Considerăm semnalele x(t) şi <p,.(£) în spaţiul primar; punînd T = 1 pentru 
normalizare ele sînt determinate de componentele x(mT) = x(m), respectiv 
ele componentele o,.(mT) = o}.{m) şi introducem notaţia: 

o,.{m) = 9 t m 

unde primul indice indică ordinul funcţiei ortogonale iar al doilea, ordinul 
eşantionului, respectiv numărul de ordine al axei din spaţiul primar N di
mensional pe care este proiectată ot(t). 

Cu alte cuvinte, okm este componenta funcţiei <ţt(t) pe axa m din spaţiul 
primar, respectiv eşantionul <pt(w). 
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Cu aceste notaţii, produsul scalar (6.63) poate fi scris,^conform (6.29) 

x(k) = £ *M ?L k= l,N l (6.66) 

Daca în relaţia (6.62) considerăm eşantionul de ordin m avem t = ml 
ni, respectiv: 

X(m) = £ X(k) ?fc m = \N 1 (6.67) 

După cum s-a văzut, parametrii X(k) caracterizează semnalul x{t) într-un 
spaţiu secundar (6.62), iar parametrii %{m) caracterizează semnalul %{t) în 
spaţiul de bază. Relaţiile (6.66) şi (6.67) ne permit să trecem de la un set 
de parametri la celălalt, ele reprezentînd forma cea mai generală a unor 
transformări ortogonale discrete. 

Relaţiile (6.66) pot fi scrise sub formă matriceală: 

•X(0) 
X(l) 

X(N 

-"O; f o i 

V i i 

? 0 , N-l 

? I , zV-1 

_ f . V - l , 0 y _ V - l , 1 ••• YX-l, A T - 1 _ 

*(0) 
x(l) 

clN—î) 

(6.68) 

Notăm cu T matricea transformării: 

T = 
roo 
?io 

<P<U fO, -V-l 

? 1 , . Y - l 

r ' . V - l , 0 V A " - 1 , 1 ••• ? > ' - , A T -1 

Sub formă prescurtată putem scrie: 

X = Tx 

(6.69) 

(6.70) 

unde X este matrice coloană cu elementele X(k) iar x este matrice coloană 
cu elementele x(m). 

în mod analog avem pentru relaţiile (6.67): 

f.v(0) 
x{\) 

x(X--\) 

?oo 

?01 

Vio f.V-l, 0 

?N-1, 1 

rA70) 
X(l) 

X(N—l). 

(6.71) 

ro. .v-i fi, -v-i ••• fiv-i. -v-i-

Ţinînd seama de (6.70), (6.69) şi (6.71) avem 

relaţie care defineşte o transformare ortogonală. 
în consecinţă, setul de relaţii (6.66) şi (6.67) reprezintă o formă generală 

de transformări ortogonale. Matricea transformării are ca elemente eşan-
tioanele funcţiilor de reconstrucţie şi anume linia k are ca elemente eşan-
tioanele lui ol(t) ş.a.m.d. 
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?10 %0 *W 
Fig. 6.2. Schimbare de bază într-un spaţiu bidimensional. 

(6.72) 

Exemplu: Considerăm cazul A* = 2 şi spaţiul secundar real. Din fig. 6.2 uncie Pg, Px s'.nt 
axele spaţiului primar, iar S0, Sx sînt axele spaţiului secundar, se deduce: 

A'(0) = <*, ? 0> - x(0) 9m + x(l) o01 

X(l) = <.T, 9 l > = x{0) o10 + x(\) cpu 

x = \ x { 0 ) ] • x = \x{o)] • T = r ^ 0 0 9o1 

U(1)J' X U(1)J' " L9io <?u 
Ţinînd seama că <o0, <pj) = 0 şi că <90, o0> = <<p1, o1) = 1 obţinem Î T T = I, respectiv 

T_ 1 = TT, respectiv relaţia de definiţie a unei transformări ortogonale. 

X = Tx 

6.5.2.1. Transformata Fouriar discretă (T.F.D.) 

în acest caz funcţiile ortonormale sînt: 

?*(*) = . pJ«&V 

2-

(6.73) 

unde D este durata semnalului, iar co0 = . Coeficienţii okm se obţin din 

m eşantionarea în momentele t = • a lui oM) si sînt 

< 2 ^ m , . 2 -
1 #TJ- 5T 1 J^>«* 

sau daca 77= 

Xotâm: 
2w 

1, atunci D = A*. 
VD e (6.74) 

Introducînd în (6.74) avem: 
II" = e ; N 

<?km= JN 
W 

(6.75) 

(6.76) 
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Cu aceste notaţii relaţiile (6.66) şi (6.67) devin: 

JV—1 
X{k) = T r ^ x(m) Wkm şi x(iii) = - 4 r ^ X(£) W-*» (6.77) 

V - v m— 0 V'-V *=o 
sau: 

. V - l 

JST(A) = £ x{m)Wk 

m==0 

1 -V-X 

v..;«i - — £ ^(*) W"* 

(6.78) 

(6.79) 

Relaţia (6.78) se numeşte transformata Fourier discretă (T.F.D.), iar relaţia 
(6.79) transformata Fourier discretă inversă (T.F.D.L). 

Matricea transformării conform (6.69) este: 

'1 \ —1 ... 1 
1 W IF2 ... W"-1 

1 W2 Wi ... W*N-*> ! 
y/N 

(6.80) 

i wN~J ir2'-Y_1> ... w(N~x (2V_1) 

în care elementele unei linii k sînt cele N eşantioane ale funcţiei de recon
strucţie <pl(t). 

Transformata (T.F.D.) are algoritmi de calcul rapid. 
Transformata Fourier discretă bidimensională. Relaţia (6.77) poate fi 

generalizată la două dimensiuni: 

N,— l A ' i - l 

(6.81) 

unde: 

Wx = e -v>; W2 = e ' -v*; mx, kx = 01{N1 — 1); m2k, = 0, (N2 — l) 

Matricea de da te es te : •"-' -

~x{0,Q) x(0, 1) ... x(0, N2 — l) 
x(l,0) X(l, 1) ... x(l,Nt — 1) [#(»i, *»2)] (6.82) 

. *(iVj —1,0) x(X1 — 1 , 1 ) . . . ,^(Ar! — 1, N2—1). 

Din suma dublă (6.81) să considerăm suma interioară pe care o notăm: 

- V i - l 

Xzfii, '%) — J2 x("h, m2) W\* 
m 1 = 0 

(6.83) 

si care este T.F.D. a coloanei m2 din matricea de date. 
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Coeficienţii X2(kh m2) pot fi scrişi sub formă de matrice (N1 >< N2) 

~X2(0, 0) X2(0, 1) ... X 2 (0 , A ' 2 — 1) 
Z 2 ( l , 0) X 2 ( l , 1) ... X 2 ( l , AT2— 1) 

[AT2(/c1, w2)] = 
X2(A l f 0) X8(*i, 1) X2(k1>N2~\) 

(6.84) 

_Z2(.Y1 - 1, 0) Z2(iVx— 1, 1) ... X 2 ( ^ — 1, iV2—1)_ 

înlocuind (6.83) în (6.81) se obţine: 

X(k1,k2) = £ X 2 ( ^ m 2 ) k ^ (6.85) 

care este T.F.D. a liniei &x din matricea (6.84). Sub formă matriceală relaţia 
(6.85) se scrie: 

~X{0, 0) X(0, 1) ...X(0,N2— 1) 
X( l , 0) X( l , 1) ... X{1, N2 — 1) 

[X(k1, k2)] 

_X(N1-l,0) Z ( ] V 1 - 1 , l ) . . . . ^ —l . t f . 

(6.86) 

Din cele precedente rezultă că matricea coeficienţilor în spaţiul transfor
mat X(k1, k2) se obţine utilizînd T.F.D. unidimensională de J\*2XATI ori, 
după cum urmează: 

—• cu N = Ni se aplică T.F.D. pentru fiecare coloană din (6.82) şi se 
obţine matricea (6.84); 

— cu Ar = N2 se aplică T.F.D. pentru fiecare linie din matricea (6.84), 
şi se obţine matricea coeficienţilor transformării (6.86). 

Operaţiile precedente pot fi scrise sub o formă concisă cu ajutorul matri-
celor: 

[T{\ = matrice cu AVX-^i elemente xrs = W"; r, s = 0, Nx — 1 şi 

[T2] = matrice cu N2xN2 elemente firs = W", v, s = 0, N2— 1 
Cu aceste notaţii matricea coeficienţilor în spaţiul transformat este: 

[XiK kt)] = [TJ [x(mi, m2)] [T2\ 

T.F.D. bidimensională este în mod curent utilizată în domeniul prelu
crărilor de imagini. 

Transformarea inversă este: 

.!•(«,, mz) = —*— J^ £ X{k1: k2) W^Wî*»* (6.87) 

6.5.2.2. Transformata Walsh-Hadamard discretă (T.W.H.D.) 

Semnalul x(t) poate fi reprezentat cu ajutorul unor funcţii de recon
strucţie ortogonale, de formă rectangulară, cunoscute sub numele de funcţii 
Walsh. 

Teoria transmisiunii informaţiei •— c. 428 12;) 



înainte de a descrie funcţiile Walsh este util să generalizăm noţiunea de 
frecvenţă şi la tipuri de funcţii care nu sînt armonice. Se defineşte o frecvenţă 
generalizată numită secvenţă, ca fiind jumătate din numărul de „schimbări de 
semn" pe unitatea de timp {indiferent de faptul că aceste intersecţii cu axa zero 
sînt sau nu sînt uniform distribuite). Definiţia secvenţei coincide cu cea a 
frecventei în cazul funcţiilor armonice. 

Exemplu. Funcţiile fx[t) şi f2(t) sînt definite pe intervalul semideschis [0, 1), fig. 6.3. 

Dacă numărul de „intersecţii zero" este un număr par: n, secvenţa este dacă numărul 

de „intersecţii zero" este impar: n, atunci secvenţa este 1 
Cu această convenţie, sec

venţa-semnalelor eşantionate f\(t) şi jt(t) care provin din/j ţf) şi f2(t) prin eşantionare în opt 
puncte echidistante este egală cu 2, ca şi a funcţiilor din care provin (adică prin eşantionare 
nu se modifică secvenţa!. 

. 3 + 1 
In adevăr, la f-.lt) avem 3 schimbări de sens, deci secvenţa este = 2. 

2 

O • D,S 1 

f,(t) i 
i Semna/ 
j perfod/c 

i r 
i i 
i i 
i i 

/A/ 
p/J 

/A/ 

Semna/ 
esant/orraf 

Z*(t) Semna/ 
esantwnat 

Fig. 6.3. Semnale de aceeaşi frecvenţă. 
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Funcţiile Walsh formează un set complet ortonormal de funcţii rectan
gulare. Există trei grupuri de funcţii Walsh care diferă între ele numai prin 
modul de ordonare a lor şi anume: 

— ordonare pe bază de secvenţă [Walsh) ; 
— ordonare naturală (Hadamard); 
— ordonare diadică iPaley). 
în cele ce urmează ne vom ocupa numai de primele două categorii de 

ordonări. 
Ca şi la funcţiile armonice, &at, care sînt funcţii de doi parametri şi func

ţiile Walsh sînt funcţii de doi parametri şi se notează cu walw{i, t) în ordo
narea Walsh şi cu walhij, t) în ordonarea Hadamard şi sînt definite pe inter
valul semiînchis t e [0, 1). 

Indiferent de ordonare un semnai x(t) e L2 definit pe te[0, 1) poate fi 
reprezentat sub formă de serie: 

§i 

x(t) = J^ W(k) wal{k, t) 

W{k) = C1 x{t) walik, t) dt 

(6. 

(6.89) 

unde wal(k, t) sînt funcţii Walsh în notare generală, fără a specifica tipul 
ordonării. 

Sau, în conformitate cu relaţiile (6.66) şi (6.67) şi ţinînd seamă că func
ţiile Walsh sînt reale, avem transformata discretă: 

x(m) = J2 w(k) wal(k> m) 
s i 

* = 0 

. Y - l 

W(k) = J2 *(*») wal{k, m) 
(6.90) 

numită transformarea Walsh Hadamard discretă. 
Funcţiile Walsh în ordonarea Walsh se notează cu walw(i, t), unde para

metrul i este legat de secvenţa st a funcţiei după cum urmează: 

0 
i 

*+ 1 
2 

0 

par 

impar 

Funcţiile walw(i, t) pentru i par se notează cu: 

cal(st, t) = walu{i, t) i = par 

iar pentru i impar se notează: 

sal(sh t) = wcdjyi, t) i = impar 

sau ţinînd seama de (6.91): 

cal(i, t) = waljli, l) 

sal(i, t) = walw(2i— 1, t) 

(6.91) 

(6.92) 

(6.93) 

(6.94) 

(6.95) 

1,1] 



+1 
waJw(0,t) 

wa/JU) 

O 

-1 
+ 1 

wa/(0,t) 

sa/(f,t) 

walw(2,i) 

- 7 

+7 

-7 

+7 
wa/w(3, i) 

'caf(U) 

Sulfat) 
-7 

t t t t , 
Fig. 6.4. Funcţii Walsh. 

în fig. 6.4 sînt reprezentate primele patru funcţii Walsh şi sînt indicate şi 
momentele eşantionării. 

Aceste funcţii sînt determinate de relaţiile: 

walw(0, t) = 1 

walw{\, t) = 1 

walw{2, t) = 1 

walw(3, t) = 1 

0 < / < 1 

0<t< — 
2 

— <t < 1 
2 

1 3 
0<£ < —; — <if < 1 

4 4 
1 , 3 

— < t < — 
4 4 

1 1 , 3 
0 < z: < —; — - < ; ! < — 

4 2 4 

— < * < —; — < t < 1 
4 2 4 

Expresia generală a funcţiilor Walsh este complexă şi nu se dă în prezenta 
lucrare. 
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î n conformitate cu cele stabilite în § 6.5.2, matricea transformării Walsh 
Hadamard în ordonare Walsh are ca elemente esantioanele funcţiilor walw(i, t). 
Pentru cazul particular arătat în fig. 6.3, matricea transformării este: 

Hw(2) 

1 1 1 1 
1 1 —1 —1 
1 —1 —1 1 
1 —1 1 —1 

(6.96) 

Am introdus notaţia H fiindcă această matrice se poate obţine prin reor-
donarea liniilor unei clase de matrice numite matrice Hadamard. 

în general, dacă scriem HK,(«) înseamnă că matricea are N = 2™ linii, 
respectiv coloane. 

Matricea Hw(») are următoarele proprietăţi care caracterizează o transfor
mare ortogonală: 

— Hw(«) este simetrică: 
Hl(n) = Bw(n) (6.97) 

—-HJn) este ortogonală: 

B£(») H » = N I (N) 

unde I este matricea identitate de ordin N = 2n 

Hw(n) are o inversă egală cu ea însăşi: 

H: ( « ) = - L H » 
iv 

(6.98) 

(6.99) 

Cu aceste notaţii, transformarea Walsh-Hadamard discretă, ordonată 
Walsh (T.W.H.D.)W, se poate scrie conform (6.70) şi (6.69): 

unde: 

W 

|-IF(0) 
W{\) 

W = UJn) x 

si 

(6.100) 

. W(N — 1) 

Transformarea inversă este: 

x = H - » W 

*(0) 
x{\) 

ix(N— 1)J 

sau conform (6.99): 

x = ^ H » W 

(6.101) 

(6.102) 

Uneori este mai comod să se lucreze cu matrice Hadamard care au pro
prietatea că pot fi formate după cum urmează: 

Hi = L+ lj H2 = +1 + 1" H2 H-2 
+1 —1 H4 = H2 —H2 

s.a.m.d. 

Acestei clase de matrice Hadamard îi corespunde o altă ordonare a funcţiilor 
Walsh, numită ordonare Hadamard, astfel încît esantioanele acestor funcţii 
să fie tocmai elementele matricelor Hadamard. 
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:riJi'.îli acest caz, funcţiile Walsh se notează cu walh(i, t), iar matricea trans
formării cu iih(n). 

Această matrice are toate p ropr etăţile matricei H W ( ; Î ) . 
Importanţa deosebită a transformărilor Walsh-Hadamard constă în 

faptul că elementele matricei de transformare sînt numai —1 şi 1, deci ope
raţiile de multiplicare se reduc la operaţii de adunare simplificînd în mod 
apreciabil construcţia echipamentului de prelucrare. 

Ca şi transformata Fourier discretă, (T.W.H.D.) are algoritmi de calcul 
rapid. 

în concluzie putem afirma că utilitatea transformărilor ortogonale derivă 
din următoarele proprietăţi: 

•— matricea transformării inverse T"1 este transpusa matricei transformării 
directe T, adică T'1 = TT; 

— transformarea ortogonală conservă norma: 

X = Tx, X rX = || X ;|2 = xTTTTx = x^x = || x ||2; 

— transformarea ortogonală conservă entropia (§. 3.3); 
—- transformarea ortogonală realizează o decorelare a componentelor din 

spaţiul de bază, respectiv o concentrare a energiei în spaţiul transformat pe un 
număr mai mic de elemente. 



CAPITOLUL 7 

SEMNALE ALEATOARE 

7.1. Noţiunea de semnai aleator 

Un, semnal aleator este un proces care se desfăşoară în timp şi este guvernat, 
cel puţin în parte, de legi probabilistice. Din punct de vedere matematic, 
un semnal aleator, respectiv un proces stochastic, este o funcţie de două va
riabile ţ(k, t) = Qk>(t) unde k ia valori în spaţiul eşantioanelor, iar t ia valori 
pe axa reală a timpului. Pentru orice valoare particulară a lui t= tx, £,(k, tj) = 
= £,m(tx) este o variabilă aleatoare definită pe mulţimea numerelor k. Sem
nalele la care întîmplarea intervine prin intermediul unui parametru cum ar fi 
sin (o>at + 9) se numesc condiţionat deterministe. Cunoaşterea unei. valori 
particulare a variabilei aleatoare 9 determină semnalul pe întreaga axă a 
timpului. Semnalele aleatoare ţ(t) nu pot fi reprezentate prin funcţii de 
timp. 

Funcţia ţ,{k){t) face parte din mulţimea \{t) şi se numeşte o „realizare par
ticulară" a procesului E,(t) sau o „reprezentare" a procesului ţ(t). 

Realizările particulare pot fi definite pentru momente discrete tlt tz ... tn ... 
sau pot fi definite pentru o mulţime continuă de valori ale lui t. în primul 
caz se numesc serii aleatoare iar în cazul al doilea procese aleatoare. Convenim 
în cele ce urmează ca variabilele aleatoare să le notăm cu litere greceşti, 
iar valorile particulare pe care le iau aceste variabile să le notăm cu 
litere latine. 

Pentru a caracteriza proprietăţile statistice ale semnalelor aleatoare tre
buie să introducem noţiunea de probabilitate. 

Să considerăm JV realizări (fig. 7.1) ale semnalului aleatoriu. 

Fig. 7.1. Determinarea funcţiei de repartiţie. 
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Presupunem că nx dintre aceste realizări în momentul dat t = tx au valori 
fl-t 

mai mici sau egale cu numărul xx. Raportul — , cînd N tinde către infinit, 
N 

este probabilitatea ca valoarea lui \{t), în momentul t = tx, să fie mai mică 
decît xx: 

Această probabilitate, în general, depinde atît de timpul tx cît şi de va
loarea %x, adică este o funcţie de două variabile. 

Această funcţie se notează prin: 

F1(x1,t1) = P{Uti)^x1} (7.1) 

şi se numeşte funcţie de repartiţie a probabilităţilor de ordinul întîi, sau pe 
scurt, funcţie de repartiţie. 

Cu ajutorul ei se defineşte densitatea de probabilitate: 

wx(xx, tx): 
ZFx(xx, h) 

dxx 
(7.2) 

în mod analog, trecînd la un număr mai mare de variabile avem funcţia 
de repartiţie de ordinul n 

Fn(Xl, x%, ..., xn ; h, U_, ..., /„) = PUh) < xx, l{t2) < x2 ... l{tn) < xn\ (7.3) 

şi densitatea de probabilitate de ordinul n 

BnFn{xx, x2, ..., xn; tx, t2, ..., tn) wn{xx, x2, ..., xn; tx, t2, ..., /„) = 
Sxx8x2... 8xn 

(7.4) 

Cu cît numărul n este mai mare, cu atît descrierea procesului este mai 
completă. 

7.2. Tipuri de semnale aleatoare 

Semnalele aleatoare pot fi împărţite în următoarele clase expuse în conti
nuare. 

1. Seria aleatoare continuă: semnalul poate lua un continuu de valori, 
însă numai în momente de timp discrete: tx, t2, ..., /„ (fig. 7.2). 

2. Seria aleatoare discretă: semnalul poate lua numai valori discrete la 
momente discrete de timp (fig. 7.3). 

m . 
1 1 

1 
1 

6 1 
ti t 2 I U 

i 
• 

ffl 
xz 

o 

Fig. 7.2. Serie aleatoare continuă. 

Xo 

VT 
t; t2 

Fig. 7.3. Serie aleatoare 
discretă. 
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li 
Fig. 7.4. Proces aleator continuu. Fig. 7.5. Proces aleator discret. 

3. Procesul aleator continuu: semnalul poate lua un continuu de valori 
pentru un continuu de timp (fig. 7.4). 

4. Procesul aleator discret: semnalul poate lua numai valori discrete, iar 
parametrul t ia toate valorile continuului (fig. 7.5). 

în cele ce urmează ne vom ocupa în special de procese aleatoare continue 
şi de serii aleatoare continue. 

7.3. Valori medii statistice şi valori medii temporale 
ale semnalelor aleatoare 

Semnalele aleatoare nu pot fi cunoscute în detaliu, pentru caracterizarea 
lor se evaluează valorile medii de diferite ordine. 

7.3.1. Valori medii statistice (medii pe mulţimi) 

în acest caz se ia valoarea medie probabilistică pe mulţimea realizărilor 
posibile \{t) la momente de timp alese arbitrar tx, t2, ..., tj... Valorile medii 
statistice care prezintă interes pentru aplicaţii sînt: 

1. Valoarea medie (momentul de ordinul unu): 

Uh) = \ x1w1{x1,tl)c\xl 

2. Valoarea pătratică medie: 

3. Funcţia de autocorelaţie 

B&ih, h) = l{k) îih) =\ \ x1x,w2{x1, x2, tlt U) dx1 dx2 
• — co J— X 

4. Funcţia de corelaţie mutuală 

Bîr.(h> h) = Uh) Ty(/
2) = \ \ xiy-2^2(xv 3>2> h> h) d-vi d3'2 

5. Dispersia 

(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

(7.9) 
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6. Funcţia de covariatie 
a. funcţia de autovariaţie: 

b. funcţia de covariatie mutuală: 

K^(tv t2) =R( ' i )—5fe)J [yiih) —nih)}, (7.11) 

în cazul particular, cînd valorile medii ale V.A. sînt nule: 

l{k) = o, -n(h) = o. 
şi cînd aceste variabile sînt independente statistic, atunci: 

w2(#i, y%\ k, k) = w11(x1] k) tCniVz, k) 

şi relaţia (7.8) devine: 

BUk,k)=KklW)=o 
Cu alte cuvinte, funcţia de corelaţie mutuală a semnalelor statistic indepen

dente este nulă dacă valorile medii respective sînt nule. 
Funcţia de covariatie mutuală este şi ea nulă în cazul semnalelor statistic 

independente, chiar dacă valorile medii nu sînt nule. 

7.3.2. Valori medii temporale 

în acest caz din mulţimea realizărilor !;(/) se consideră o realizare parti
culară E,(k)(t) şi se ia media acesteia în timp. 

Valorile medii în timp care prezintă interes pentru aplicaţii sînt: 
1. Valoarea medie: 

T 

X^ŢT) = lim — [ 2 £<» (t0 + t)dt (7.12) 

2 

Valoarea medie temporală nu depinde de originea timpului t0. într-adevăr 
dacă se înlocuieşte: t0 -j- t = V. 

T 

| « ( £ t p T ) = l im— [' 2 £<»(*') ăf = ţ®%, care nu depinde de ori-
r-̂ co T V T 

'° 2 
ginea t0. 

Valoarea medie reprezintă componenta continuă a semnalului. 
2. Valoarea pătratică medie: 

_ ^ ~ 1 (-4-172 _ ^ , _ 
&*>(to + t]? = lim — V [%V(t0 + tff &t = £*)(*)2 (7.13) 

Valoarea pătraticâ medie nu depinde de originea timpului şi reprezintă 
puterea medie a semnalului pe sarcina unitate. 
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3. Funcţia de autocorelaţie în timp: 

= Hm _L [+J ' zmfa -+- t) %k)(U + t) di = &f'(4 — *j) (7.14) 

care «w depinde de origina timpului, ci numai de diferenţa de timp (tx—t2). 
în adevăr dacă se înlocuieşte t = — ^ + t' se obţine: 

1 firi-T/2 
C1+ " £«(*') ̂ 2 - ^ + /') df = i f } ( / 3 - r^ lim 
V-T/2 

Dacă se înlocuieşte tf = — L 4- t' se obţine: 

îim J_ P!+T/2 #»& — /2 + r) ^>(r) dt' = 4ft)& - 4 ) , 
r-*« T .'/^r/2 

deci tiiHk — h) =I&)(t1—12). 
4. Funcţia de corelaţie mutuală în timp: 

R^(h, **)*= £*>& + 0 « 2 + 0 = 

= Hm 1 f ^ ' V ^ i + 0 vf >(/2 + 0 df ±= Af (r3 - *2). (7.15) 
2'-» 90 T J - T / 2 

Ca şi în cazul precedent se poate arăta că ea nu depinde de originea timpului, 
ci numai de diferenţa de timp c = t2 — ti 

în general # g (4) # S ^ (—T) 

dar.:-., fig = i?-«(—T) (7.16) 

7.4. Semnale staţionare 
> 

Se numesc semnale staţionare, semnalele ale căror proprietăţi statistice 
sini invariante la schimbarea arbitrară a originii timpului 

wjxi, xl '—', K: i'x, h, ..., t„) = 'wu(xlt xi ..., xn\ 

h-r-, h + ~, .... in + T) V T G R (7.17) 

în acest caz, proprietăţile statistice depind numai de diferenţele dintre 
momentele de observare. Astfel dacă în relaţia (7.17) se înlocuieşte - = — ^ , 
se obţine: 

w„(xh x2, .... .v,„ t1: t2, ..., tn) = ze'„(,vi, A-2, ..., .r„; 

0, /2 —/x, h — tlt..., tn — h) (7.18) 

Procesele care au proprietăţile (7.17) sau (7.18) se numesc procese staţionare 
în sens strict. 

Dacă în relaţia (7.18) facem pe n = 1, se obţine: 

w(*i;*0 = w1{x1) (7.19) 
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adică densitatea de probabilitate de ordinul întîi nu depinde de timp. Dacă în 
relaţia (7.18) facem pe n = 2 se obţine: 

w2(xv x2; tv t2) = w2(xlt x2, t2— t^, (7.20) 

adică densitatea de probabilitate de ordinul doi depinde numai de diferenţa de 
timp. 

Dacă în relaţia (7.5) se introduce Wi(xxt\) dat de relaţia (7.19) se obţine: 

f(£) = [ °° x&iixj) dXl = a (7.21) 
J—CO 

adică valoarea medie nu depinde de timp. 
Dacă în medierea din relaţia (7.9) se introduce w'îfâiti) dat de relaţia 

7.19) se obţine: 

K('i)— Wd? = \+X (* — af ™i(x) dx = a2 (7.22) 

adică dispersia nu depinde de timp. 
Din relaţiile (7.7) şi (7.20) se obţine: 

f + oo p+OO 
Uti)Uh)=\ \ x1x2w2{x1, x2; t2— t1)dx1dx2==B(t2 — tt) (7.23) 

J — 00 J— 00 

adică funcţia de autocorelaţie depinde numai de diferenţa de timp t2 — 1 \ . 
î n acest caz şi funcţia de covariaţie va depinde numai de diferenţa de timp. 

Relaţiile (7.21), (7.22) şi (7.23) stat consecinţe ale faptului că semnalul 
este staţionar. în multe aplicaţii practice intervin numai momente pînă la 
ordinul doi. Teoria care se ocupă cu semnalele care sînt descrise complet de 
cunoaşterea momentelor de ordinul întîi şi doi se numeşte teoria corelaţiei 
proceselor staţionare. 

Semnalele care satisfac aceste relaţii se numesc staţionare în sens larg sau 
staţionare pînă la ordinul doi. Procesele staţionare în sens strict sînt staţionare 
şi în sens larg. Reciproca nu este totdeauna adevărată. î n general procesele sta
ţionare în sens larg nu sînt staţionare în sens strict. O excepţie o face procesul 
normal (gaussian) staţionar în sens larg care este complet descris de cunoaş
terea momentelor de ordinul întîi şi doi şi care în consecinţă este staţionar şi 
în sens strict. 

Procesele staţionare în sens larg sau strict, aşa cum au fost definite, sînt 
idealizări, fiindcă nici un semnal nu începe la t = — oo şi nu durează pînă la 
t— -(-oo. în realitate semnalele durează un timp finit D. Dacă pe acest 
interval, proprietăţile care caracterizează staţionaritatea se menţin, se poate 
considera că vor fi valabile cu aproximaţie satisfăcătoare şi rezultatele bazate 
pe teoria proceselor staţionare. 

7.5. Clasificarea semnalelor aleatoare 

Ţinînd seama de structura lor statistică, pentru necesităţile prezentei 
lucrări este utilă următoarea clasificare a semnalelor aleatoare: 
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7.5.1. Semnalul aleator pur 

Cel mai simplu tip de semnal aleator este semnalul numit pur aleatoriu, la 
care valorile succesive ale lui 5 luate la intervale oricît de mici sînt independente, 
ceea ce poate fi scris sub forma: 

wn{x« ) t»l%i. x2, ..., %n^ ; k, U, .... tn_x) = wx{xn ; /„) (7.24) 

unde wn{xn;tn\xx, x2, ..., xn_x; tx, t2, •••, t„_x)dxn este probabilitatea ca \{t) să 
ia o valoare cuprinsă între xn şi xn + dxn în momentul t„, dacă ia valorile 
%i, x2, •••, xn_1 la momentele tx, t2, ..., t„_x, iar tx<,t24,...4,ta_x. 

Dacă se înlocuieşte n = 2, se obţine: 

w2(x2; t2\xx; ti) = wx{x2; t2), (7-25) 
de unde 

w2(xx, x2: h, t2) = wx(xx> tx) w2(x2; t2jxx; tx) = wx (xx; tx) • wx(x2; t2), (7.26) 

şi la fel pentru orice n: 
n 

wn{xx, x2, ..., xn ; tx, U, ..., tn) = I I w1(xk; tk) (7.27) 

(Valorile a ,̂ A;2, •••, #« sînt independente pentru orice tx^t2^=... + tn.) 
în cazurile acestea, procesul este complet descris de densitatea de pro

babilitate de ordinul întîi, deoarece conform relaţiei (7.27) se poate obţine 
densitatea de probabilitate de ordinul n cunoscînd densitatea de probabilitate 
de ordinul întîi. 

Procesele aleatoare pure sînt un caz limită care nu se întîlneşte niciodată 
în realitate. în cazurile realizate fizic %,{tx) şi \{t2) sînt întotdeauna corelate dacă 
tx se apropie mult de t2. Situaţia cea mai apropiată de cazul ideal se găseşte la 
zgomotul de bandă largă, care aproximează zgomotul alb (zgomot cu spectru 
uniform) care are o funcţie de autocorelaţie R(z) = 5(T). 

7.5.2. Procese Markov simple (de ordinul întîi) 

Procesul imediat superior din punctul de vedere al complexităţii este 
procesul care este descris în mod complet din punct de vedere statistic de den
sitatea de probabilitate de ordinul al doilea: 

w2(xx, x2, tx, t2) 

Aceste procese se numesc procese Markov. Importanţa lor este deosebită 
deoarece o clasă mare de semnale şi de zgomote sînt de acest tip. în cazul 
proceselor Markov simple valoarea xn la momentul tn depinde de valorile 
(xx, x2, ..., xn_x; tx, t2, ..., t„_x) precedente, numai prin intermediul ultimei 
valori {xn_x; t„_x), adică: 

^n{xn, tjxi, x2, ..., xn_x; tx, t2, ..., tn_x) = w2{x„, tjxn__x, tn_x), (7.28) 

unde ti^ti<...<tn. 
Ţinînd seama de definiţia probabilităţii condiţionate rezultă: 
wn{xx, x2, ..., xn; tx, t2, ..., tn) — wn_x{xx, x2, ..., xn_x; tx, t2, ..., tn_x)-
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Şl 
^,-i(-Vi ... xn^ ; t1 ... t„^) = ze>B_2(*i ... xn_z; tx... tu_%) • 

'w2{xn~l> h-llxn-2> ^n-V 
şi deci 

n 

wn{x1, x,, .... xn; tx, i2, ..., Q=w1(x1, tx) I I w2(xk ; tk\xk_x; tk_x) (7.29) 

cu condiţia n > 2. 
Se observă că dacă se cunoaşte densitatea de probabilitate de ordinul 

doi, procesul este descris complet. într-adevăr: 

wx{xx; tx) = \ w%{xx, x%; tx, t2) dx2 

w2(xx, x2; tx, f2) w2{x2, t2\xx, tx) = 
Wi{xx, h) 

Extinzînd memoria procesului la două valori precedente, la trei etc. se 
obţin procese Markov de ordin superior. 

în cazul p lor Markov staţionare relaţia (7.28) devine: 

Wn(x*'> fJXl' •••• Xn-1' h, •-, t»-l) = » „ { * „ > tn + x\xx, X2, .... X,,^) 

h + ~ ••• tn-i + ~) = wz{xn, tn + -ixu_v tn_x + T) 
iar pentru T = —tn_x, şi cu notaţia Atn = in — tn_x se obţine: 

w«(xn : tJxi ••• V-iJ h ••• 4-i) = Wi{x„ ; tn — tn^\xu_x) = w2(xH; MJxn_x) 
Relaţia (7.29) devine: 

n 

wn(xr, x2, ..., xn ; t{-, t2, ..., t„) = c^^A'i) I I w2(%.; &tkjx,._x) (7.30) 

unde numai diferenţele de timp Atk contează şi nu valorile tx, t2, ..., tn. 

7.5.3. Procese ergodice 

Pentru a trata problemele de transmisiune a informaţiei, în mod inevi
tabil trebuie să utilizăm metode probabilistice; însă experimental nu se dis
pune de toate realizările posibile \{t), ci numai de cîte o realizare particulară 
%"'">(t). Din aceste realizări particulare se pot obţine valori medii temporale 
(v. 7.3.2). 

Este foarte important pentru aplicaţii să se stabilească legătura ce există 
între valorile apriori deduse teoretic pe baze probabilistice şi valorile cores
punzătoare deduse experimental, adică aposteriori, din observarea unei rea
lizări particulare în decursul timpului. Cu alte cuvinte, trebuie să găsim legă
tura între valorile medii statistice şi valorile medii temporale. 

Există o clasă de semnale, numită ergodică, care are proprietatea că valorile 
medii statistice sint egale cu valorile medii temporale. 

în ipoteza ergodică avem: 
o i r+r/2 

xw(x) dx = lim — V x{t) dt (7.31) 
» r^"-° T J-T/2 
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sau 

W) = t(T,¥, 
relaţie care specifică procesul ergodic. 

Egalitatea trebuie înţeleasă în 
sensul convergenţei în probabilitate: 

iimP{|^J—Cf(7)!<4= i, 
pentru s > 0 arbitrar. 

Acest fapt rămîne valabil şi cînd 
ne referim la O funcţie a Semnalu- F i g 7 5 Clasificarea semnalelor aleatoare. 
lui F[x(t)], adică 

F{x) w(x) dx = lim — \ + F [x{t)} dt (7.32) 

în particular, dacă JF(%) = -t2 se obţine: 

r£(7p = f|w(?)Î2 

adică valoarea pătratică medie statistică este egală cu valoarea pătratică medie 
temporală. 

La fel se poate arăta că: 

W) Uh) = X®W+7jT^(i7TT) (7.33) 
adică funcţia de autocorelaţie statistică este egală cu funcţia de autocorelaţie 
în timp, iar: 

W) rfo) = V^+lR^h+7) (7.34) 
adică funcţia de corelaţie mutuală statistică este egală cu funcţia de corelaţie 
mutuală în timp. 

Pentru ca procesul să fie ergodic condiţia de staţionaritate în sens strict 
este necesară, deoarece în caz contrar valorile medii pe mulţimi la diferite 
momente de timp ty, t2... ar avea în general valori diferite, ce nu pot fi ega
late cu media în timp. Condiţia de staţionaritate în sens strict nu este însă 
suficientă. în cele ce urmează, dacă nu se specifică altfel, se consideră că sem
nalele sînt ergodice. 

în fig. 7.6 este prezentată clasificarea proceselor stocliasticc. 

7.6. Continuitatea semnalelor aleatoare 

Un semnal aleator se numeşte continuu în momentul t, în sens de medie 
pătratică, dacă: 

lim fl(T^)^Kt)Y = 0 (7.35) 

Dezvoltînd se obţine: 

w+^f^w?=W-+.*) - m&^m+W) 
în cazul proceselor staţionare: 

P + T) -l{t)f = 2 E 5 ^ — 5 ( < + T ) ? ( * ) ] = 2 [5(0) - B(T) ] . 
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Deci relaţia (7.35) devine: 

lim [B(0) — B(T) ] = O (7.36) 
T-S-0 

adică funcţia de autocorelaţie trebuie să fie continuă în punctul - = 0. Aceasta 
este o condiţie necesară şi suficientă pentru ca procesul să fie continuu în 
orice moment t. 

7.6.1. Diferenţierea semnalelor aleatoare 
» 

Semnalul aleatoriu \{t) este derivabil în momentul t în sens de medie 
pătratică dacă există o funcţie £,'(£) numită derivată, astfel că: 

lim i(t+j-z(t) V{t) = 0 (7.37) 

Proprietăţile statistice ale derivatei Z,'(t) se obţin din proprietăţile sta
tistice ale diferenţei \{t -f- f) —-\{f), prin trecere la limită. 

în cazul cînd ne referim la o realizare particulară Qk)(t), derivata are 
sensul dat în cazul funcţiilor deterministe. 

£W(t-\- r) —lk(l) 
£(*>(*)]' = l im- l + ' ^ (7.38) 

Dacă se consideră ansamblul realizărilor posibile, derivata semnalului 
aleatoriu devine o funcţie aleatoare şi se defineşte prin relaţia (7.37). 

7.6.2. Integrarea semnalelor aleatoare 

Dacă ne referim la o realizare particulară c^k)(l), integrarea semnalului 
este interpretată în sensul determinist: 

.,(« __ [b ţpufi dl> (7.39) 

valoarea integralei depinzînd de k, respectiv de realizarea particulară c®n-
siderată. 

Dacă se consideră ansamblul realizărilor posibile, valoarea integralei de
vine o variabilă aleatoare YJ care poate lua valorile y)(1), rf2> ... respectiv: 

7.7. Funcţii de distribuţie a variabilelor aleatoare 
» > 

î n cele ce urmează se dau cîteva din cele mai uzuale distribuţii ale va
riabilelor aleatoare (v.a.). 
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7.7.1. Distribuţia uniformă 

(7.40) 

pt a < x < b 

în acest caz densitatea de probabilitate este: 

w(x)=- pt a^x^b 
' b — a 

w{x) = 0 pt x < a, x > b 
iar funcţia de repartiţie: 

F(x)L * F d * - ^ 
b ~ a \ b — a 

F(x) = 0 pt x < a 
F(x) = 1 pt x > b 

Aceste funcţii sînt arătate în fig. 7.7. 
Esantioanele semnalului de televiziune pot fi considerate ca avînd o dis

tribuţie uniformă. De asemenea, o serie mare de semnale condiţionat deter
ministe au faza o uniform distribuită între 0 şi 2?r, cel mai simplu exemplu 
fiind: 

s(t) = A sin (coi! + cp) (7.42) 

(7.41> 

7.7.2. Distribuţia normală 

O variabilă aleatoare cu distribuţie normală are densitatea de probabilitate: 

w(x) 

unde c2 este dispersia; 
XQ —• valoarea medie. 

Funcţia de repartiţie este 

V'2-a2 
im2 

V ; J2m* V 
1 ( U-Xa\2 

"2(- "') du 
y'2-a- ._ 

sau considerînd V.A. normalizată 

(, = respectiv X X, 

Fix) = P { U x] = P | ^ - - ° < - ~° = P {s < 4 = F( 

y>(x) 

7 

X 

(7.43) 

(7.44> 

a b 
Fig. 7.7. Densitatea de probabilitate (a) şi funcţia de repartiţie (6) a distribuţiei normale. 
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Şi 
1 C* -~v 

F(z) = - = : \ e 2 dv (7.47) 

•cu proprietatea: 
F ( - * ) = l - , ? ( * ) . (7.48) 

Valorile funcţiei F(,?) sînt date în tabele pentru valorile pozitive ale argu
mentului z. Valorile pentru argumentele negative se deduc din (7.48). 

Pentru a da o interpretare dispersiei a2 este utilă relaţia: 

l — x0 P< x0 < 3 P •5 < < 3 = F(3) — i?(—3) = 0,997 

Rezultă că V.A. \ ia valori cu o probabilitate aproape egală cu unu într-un 
interval rb3or axat pe valoarea medie x0. 

în fig. 7.8 este arătată distribuţia normală (gaussiană). 
Distribuţia normală este foarte răspîndită fiindcă ea poate să aproxi

meze o clasă foarte mare de distribuţii. într-adevăr, în conformitate cu 
teorema limită centrală, dacă: 

\)lx, ^2 ... ln sînt V.A. 

2) £ = £ . . • = £ = 0 
3) V.A. sînt necorelate cu distribuţii oarecare 
4) valoarea fiecărei V.A. c,k este neglijabilă faţă de suma lor (respectiv 

nici una din ele nu are o valoare dominantă), atunci: 

i = £ 
pentru n foarte mare are o densitate de probabilitate care tinde spre: 

1 _ l l 
w(y) = — = = • e 2°J 

V2jrcr2 

în aplicaţii, în multe cazuri, putem să considerăm cu aproximaţie că 
suma are o distribuţie gaussiană chiar dacă avem numai 3—4 termeni, fapt 
care justifică ipoteza unei distribuţii normale într-un număr mare de cazuri. 

Eşantioanele zgomotului de fluctuaţii, precum şi acelea ale unei clase 
ioarte largi de semnale au o distribuţie normală. 

w(x) 

Fig. 7.8. Densitatea de probabilitate şi funcţie de repartiţie a distribuţiei normale. 
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7.7.3. Distribuţia Rayleigh vt/pii 

Distribuţia Rayleigh ai-e expresia: 

IFP(F) = - P
¥ e " ^ (7.49) 

unde a'2 este o dispersie care va fi de
finită în § 7.8.2.1, iar p sînt valorile 
pe care le ia o variabilă aleatoare rt. 

Distribuţia Rayleigh este arătată în fig. 7.9. 

Fig. 7.9. Distribuţia Rayleigh. 

Valoarea medie 

iar dispersia a 

1 
0: ,'n 

[>e-wP=y^ r,i= — \ P 2 c 2 a 

MV 
(7.50) 

(7.51) 

Printre alte semnale, anvelopa undelor radio reflectate de ionosferă are 
o distribuţie Rayleigh. Anvelopa zgomotului de fluctuaţii are şi ea o dis
tribuţie Rayleigh. 

7.8. Funcţii de variabile aleatoare 
> 

în cazul prelucrărilor de semnale de multe ori se pune problema deter
minării densităţii de probabilitate a variabilelor obţinute din prelucrare cînd. 
se cunosc densităţile de probabilitate ale A*.A. iniţiale. 

7.8.1. Funcţii de o singură variabilă aleatoare 

Să presupunem că se cunoaşte w(x) densitatea de probabilitate a V.A. \, 
şi trebuie să determinăm densitatea W(y) a V.A.TJ: 

ri=M), respectiv y = / ( * > (7.52) 

Dacă transformarea (7.52) este biunivocă, x = /_1(j')> conform fig. (7.10, a} 
atunci se poate scrie că: 
dacă x0 < £ < A'o + dx 

atunci cu probabilitate unu: 
j'o < v) < J'o + dy 

unde _\'o =f(x0), iar dy=f'(x0)dx. 
Probabilitatea de realizare a celor două inegalităţi este aceeaşi; deci se 

poate scrie: 
| w(x) dx\=\ W(y) dy | 

de unde: 

W(y) = w(x)\~\ = w[tHy)}\^\ (1.53} 
d i dv 

(se ia modulul fiindcă W(y) este nenegativă). 
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x0 xD+dx x x0] xoz x03 

a b 
Fig. 7.10. Transformări de variabile aleatoare. 

Dacă transformarea nu este biunivocă, se separă în arce monotone: 
-fig. (7.10, b). 

xi{y), x2(y) ... 
31 

respectiv: 
W(y) dy \ = | w(xx) dxx | + | w(x2) dx21 + ... 

dxt W(y) = w(xl) dy 
w(x2)\—-\ 

I dy | 
(7.54) 

7.8.2. Funcţii de două variabile aleatoare 

Presupunem că între variabile aleatoare £i, £2 şi TJI, TJ3 există o corespon
dentă biunivocă: 

I J I = / I ( 5 I , 5 , ) 

r;2 =/»(£i,.£a) 
5 i = ?i("0i> >!z) 

?2 = ?2('1l. ^2) 

şi că se cunoaşte densitatea w2(x1: x2) şi trebuie să determinăm densitatea 
W2(yi, y2) a V.A. r a şi rlZ. 

Domeniului AX în jurul punctului M(xlr x2) din planul Xi, x2 îi corespunde 
domeniul AY în jurul punctului M'(yx, y2) din planul y1 ; y2 (fig. 7.11) 

(7.55) 

#2 
#• 

Z? 

AdA' 

1 / ' 

-M(cCj,x2) 
1 1 

Z? 

'' N ^ & ^ ; 

• » / • « • 

a 
Fig. 7.11. Dependenţa funcţională a unor perechi de variabile aleatoare 
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Dacă AY este foarte mic avem aproximativ: 

i w2(xx, x2) AX | = | W2(yv y2) AY 
sau 

dar 

H'r2(>'i. yi) = 
1 

AY 
AX 

w2(xltx2) 

AX^O AX d(%, x2) 

Syi 8y: 

BXi 8x2 

8yz 3y2 

8xx 8x2 

= A^O 

A fiind determinantul funcţional (jacobianul) transformării (7.55) 
Cu această notaţie avem: 

W2{yx, y2) = —-TŢ wz(xi, x2) 

sau notînd: 

D2 = 

IA. 

8xx 8xx 

8yx dy2 

8x2 8x2 

8yx 8y2 

se poate scrie 
W2(yx, y2) = I D21 w2{xx, x2) 

sau în general în cazul a n variabile 

Wn(yi, yz, .-, yn) = 1 D„ \ w„{xx, x2l ..., x„) 

7.8.2.1. Transformarea din coordonate carteziene 
în coordonate polare 

Să considerăm transformarea din fig. 7.12. 

(7.60) 
1&-V8 + 8 

Y)2 = arc tg — 
hi 

Transformarea este biunivocă fiindcă 7)1 
nu ia decît valori nenegative, iar i\2 ia 
valori între 0 şi 2~. 

Transformarea inversă este: 

li = 'Ol C 0 S '02 

£2 = rtX sin Y)2 

(7.56) 

(7.57> 

(7.58) 

(7.59) 

(7.61) Fig. 7.12. Transformarea de coordo
nate carteziene la coordonate polare. 
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d(x1, x2) j cos o — p sin o ! 

<5(j'i> J'a) i s i n ? P c o s ? î 
Deci densitatea de probabilitate în coordonate polare este 

Wojp, 9) = pte'aOi, x2) (7.62) 
sau 

W2(p, 9) = pzi>a(p cos 9, p sin 9) (7.63) 

tinde p > 0 şi 9 ( 0 < 9 < 2 T C ) sînt valorile particulare pe care le iau V.A. rn, 
respectiv rr2. 

O aplicaţie importantă a acestei transformări se obţine în cazul în care 
£x şi £2 sînt V.A. independente, normale, cu valoare medie nula şi cu aceeaşi 
dispersie a'2. în acest caz: 

E',(:v1; x2) = » u f e ) ^12(^2) = ~ — r e 2a2 - - T — ~ e 2°2 

27ICT- 27TCT 

1 - ^ 1 O - | 1 
27ua2 2TZ a2 w2(?, 9) = p ^ r e 2 a a = ^ r - i F e " 2 " ' 

p" 

iar W(p) = - L - e 2a"" este o distribuţie Rayleigh 
o 

şi TI7'(o) == — este o distribuţie uniformă. 
Ir. 

7.8.2.2. Distribuţia sumei unor fazori cu amplitudine 
şi cu fază aleatoare 

Să considerăm un număr de n fazori: 

•rai^ = lit+Hzi : (7-64) 
unde rai şi rm sînt A*.A. independente, răi avînd o distribuţie oarecare iar rm 
avînd o distribuţie uniformă între O si 2-. 

în această ipoteză (v. 7.9) 

analog 
Ui = rm c o s Vm — O fiindcă cos rl2i = O 

%m = 'Ou sin >tei = ° 
iar 

analog 

Ui = 'Oi; c o s 2 r,2i = — riîi fiindcă cos2 rl2t = — 

Ui = nît sin2 ri2i = — Tjfj 

Variabilele aleatoare £M şi £3i sînt necorelate fiindcă £lţ-£2j = 0. 
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Să mai presupunem că nici unul din aceşti 
fazori nu are o valoare dominantă (cu alte 
cuvinte vjf t sînt de acelaşi ordin de mărime). 

în aceste condiţii suma \ a acestor fazori £y 
(fig. 7.13) cade sub incidenţa teoremei limită 
centrală: 

S = I X * + / Î X - = %eA (7.65) 
notăm cu: 

n n Fig. 7.13. Suma unor fazori cu ampli
tudine si cu fază aleatoare. 

Variabilele \x Şi £2 a u o distribuţie normală cu valoare medie nulă, 
\x = \% = 0 şi cu aceeaşi dispersie: 

- = £ 
1 - r 1 

. Ti 2 2 

Ca urmare distribuţia modulului V.A. £: 

(7.66) 

l = liJrjl2 = T,-riu^ 

este o distribuţie Rayleigh. 

7.9. Valori medii ale funcţiilor de variabile aleatoare 

Să considerăm pentru început valoarea medie a funcţiei r, = /"(£). 
în conformitate cu definiţia valorii medii avem: 

V yW(y) dv = \ /(*) w(x) dx (7.67) 

în cazul general, cînd: 
7, = / & , l„...,ln) (7.68) 

f*+co [•+«> 
= \ ». \ / ( % , *2. - , *,) < ( * i . «2. •••> *.) d * i . . . dxn (7.69) 

J — CC J — JD 

fiindcă 
1F(>) dv = wn{xi, x2,•..., #„) d^j ... d*M 

7.9.1. Valoarea medie a unei sume de variabile aleatoare 

Fie 7) = £i + | 2 ; în conformitate cu (7.69) avem 

-n (xj. + x2) w2(%> «2) d*i dxz (7,70) 
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sau 

sau 

Deci 

(• -f- oo p 4- zc f -r co (* -f- co 

V .rid^'A ze>2(#i, .r2) d;v2 ± \ * 2d.r 2 \ w2(xu x2) dx^ 

-n = V %^ii(^i) cU'i ± \ %ze>i2(;v2) d.T2 
J — 0 0 .'—CC 

(7.71) 

S l ± £ 2 = £ l + £2 (7.72) 

Sau în general 
ÎI n 

k=i k=i 
(7.73) 

adică valoarea medie a unei sume de V.A. este egală cu suma valorilor medii ale 
•acestor V.A., fără nici un fel de restricţii. 

7.9.2. Valoarea medie a unui produs de variabile aleatoare 

Dacă: 

avem 
j*+CO J-+OD 

7) == \ \ % % Î » 2 ( ^ I , ^ 2 ) d% d*2 (7-75) 

Dacă V.A. sînt independente: 

w2{xx, x2) = ze>u(#i) ze'i2(%) 

şi introducînd în (7.75) se obţine 
î = Vi V (7-76) 

sau în general 

n it = n 5» 
A = l A = l 

adică valoarea medie a unui produs de V.A. independente este egală cu produsul 
valorilor medii. 

Dacă V.A 5i Şi £2 nu sînt independente, se face apel la funcţia de cova-
riaţie (7.11) în care s-a notat ?(^i) = li şi £(4) = I2 

#12 = K i — y L̂ a — 52] = li ?2 — li I2 (7-77) 
de unde 

Sa S» = 5i Ss + # u (7-78) 

în cazul în care V.A. sînt independente K12 = 0 şi se obţine relaţia pre
cedentă. 
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7.9.3. Coeficientul de corelaţie 

Coeficientul de corelaţie p este definit de relaţia 

OiGş CXJCT.J 

(7.79) 

unde of şi of sînt dispersiile V.A. \\, respectiv £2. 
Se poate arăta că: 0 < p < l . 
în multe cazuri este util să se poată stabili între V.A. \x şi £2 ° legătură 

cît mai simplă, respectiv o relaţie liniară. 
Cu alte cuvinte, se pune problema găsirii unei drepte care prezice „cel mai 

bine" valorile lui £2 cînd valorile lui 5i sînt cunoscute. 
Această dreaptă se numeşte linie de regresie (fig. 7.14) a lui £2 în raport cu 

\x si poate fi scrisă: 
v)2 = a + bţt (7.80) 

unde TQ2 aproximează „cel mai bine" pe c2. 
Dacă \x = £2 = 0, atunci a = 0 şi linia de regresie devine 

7 ) 2 = ^ 1 (7 .81) 

Aproximarea se face astfel ca eroarea medie patratică să fie minimă: 
e = (^2— Y ] 2 ) 2 - w w (7.82) 

înlocuind pe 752 din (7.81) în (7.82) şi anulînd derivata lui e în raport cu 6 
se obţine: 

6=41^-^^ (8.83) 

Sub o formă normalizată relaţia (7.81) ţinînd seama de (7.83) se poate 
scrie 

J ^ = l i l l Î L (7.84) 

Introducând variabilele normalizate 

P = — şi a = — avem ecuaţia liniei de regresie: 
Go Gi 

p = pa (7.85) 
unde p este coeficientul de corelaţie. 

în cazul general cînd valorile medii sînt nule, în relaţia (7.85) se înlocuieşte: 

p = J^Z=H şi a = = i L Z l J L (7.86) ?z* 
CT2 Gi 

Dacă ^j şi i;2 sînt A*.A. independente, 
p = 0. 

Dacă p = 0 nu se poate spune că A'.A. 
sînt independente, ci numai că între L-""^"' '- '  
ele nu există o relaţie de dependenţă ?/ 
l i n i a r a . Fig. 7.14. Linia de regresie. 
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7.10. Densitatea spectrală de putere a semnalelor 
aleatoare (D.S.P.) 

Analiza armonică a funcţiilor deterministe nu poate fi aplicată direct 
semnalelor aleatoare deoarece în acest caz în general: 

| £*>(*) d*i-» oo (7.87) 

Totuşi şi aici se poate introduce noţiunea de densitate spectrală şi anume 
cea de densitate spectrală de putere. 

Pentru a extinde analiza armonică la semnalele aleatoare cînd dezvol
tarea obişnuită nu este valabilă, vom considera pentru început semnalul 
trunchiat ^{t) definit prin relaţiile: 

&*>(*) = W ) , pentru | / | < 4 r 
(7-88) 

P*)(t) = 0, pentru [ t\ > -T 
2 , 

Puterea medie a semnalului trunchiat este: 
ZT(fc) 1 I- + T12 1 f + co 

pm = ± i_ = _L \ [im(t)f ăt = — \ [W(t)f di 
T r j _ . r / 2 - W j r j _ 0 0 

Dacă se notează XŞ^co) transformata Fourier a semnalului trunchiat 
rezultă: 

P»» = T — \ $» (*) di — \ XP (co) ei* deo 

şi deoarece ^r! este absolut sumabilă, inversînd ordinea de integrare se 
obţine: 

i 1 r+°° i c+x i x&((,\) I2 

P^< = — — \ Z(?'(co)Z;W(co) deo = — \ i ^ ° ^ i _ deo (7.89) 
2- r j_co 2TL J ^ r 

Densitatea spectrală de putere a semnalului trunchiat se defineşte prin 
relaţia: 

în acest caz, orice informaţie asupra fazei se pierde în, qP(oy). 
Puterea medie a realizării particulare ţp(i) este 

PW = — V"" #>(co) deo (7.91) 

Deoarece I X^'(co) |2 este o funcţie pară de co, densitatea spectrală de putere 
poate fi definită în domeniul frecvenţelor nenegative prin relaţia: 

pf^) =
 2 '• * y i2 = 2$>(co), pentru co> 0 (7.92) 
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în cazul cînd semnalul durează indefinit, se postulează existenţa limitei: 

P<« = lim Pip = lim — V * #>(<a) d « (7.93) 
T-.pb r'-ioc 2 - J „ x 

Această presupunere este justificată de faptul că semnalul are totdeauna 
o putere finită. 

Fiindcă nu ne interesează puterea unei realizări particulare, ci puterea 
medie înainte de a trece la limită, în relaţia (7.93) se efectuează o mediere 
statistică şi obţinem puterea medie: 

P = lim — [+C° $>(<o) dio = — [ q(a) d<o (7.94) 

unde 

g M = l i m . ^ £ ^ (7.95) 
r-»oo -t 

•este densitatea spectrală de putere (D.S.P). 
Densitatea spectrală de putere definită numai pentru frecvenţele nenega

tive, conform relaţiei (7.92) poate fi scrisă 

/ » = 2?(co) c » (7.96) 

unde LT(co) este funcţia treaptă unitate: 

U((x>) = 0 pentru co < 0 

[/(co) = 1 pentru ca > 0. 

Cu aceasta, densitatea se poate scrie: 

P = — ( " p{co) dco = — C+<" g(o) doo (7.97) 
27Î Jn £TZ J _ O " 

7.10.1. Teorema Wiener Hincin 

Teorema Wiener Hincin afirmă că D.S.P q(o>) este transformata Fourier a 
funcţiei de autocorclaiie. 

într-adevăr: 

q(<*) = lim 4 - r i , 7 : = lim 4 * X?*>(co)Xr(a>) \_ XPH j» = K m ^ Z ; , , ) ( W ) Z T ( W ) (7.98) 

sau luînd transformata Fourier inversă: 

. Hm — V"° lf{tx) eM. C+°° ?W(/2) e ~ ^ dii dfa 
r->co r L ]_«, 

sau: 

q(t*) = l im— C " [' *#>&) l$Hk) &~M*,-W d^ d*, 

unde operaţia de mediere statistică se face după operaţia de integrare. 
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Medierea statistică fiind o operaţie de integrare, se poate schimba ordinea 
de integrare şi se obţine: 

1 C + T/2 f+T/2 
q(<a) = lim — \ \ ţwfa) 5<»(/8) e~^'^» d^d/ 2 (7.99) 

T->cc 2 , ' _T /2 J-TI2 -T/2 „ ' -T /2 

ori 

deci 
W i ) W « ) = 5S(*i, ^ = Bţfe - *i) 

1 f+r/2 c+r/2 
ş(o>) = lim — \ \ Bi{t2— h) e-i»f*.-*x) d^ d/2 

î"^00 2" J-T/2 J—r/2 

(7.100) 

(7.101) 

Integrala este o integrală dublă pe domeniul format de pătratul cu latura T 
(fig. 7.15) în variabilele t1 şi t2 şi reprezintă volumul cuprins între suprafaţa: 

®{h — <0 == Befe — h) e-W'-H (7.102) 
şi pătratul cu latura T. 

Această integrală poate fi transformată într-o integrală simplă dacă ob
servăm că pentru T = t% — t1 constant, funcţia O(T) este constantă pe dreapta 
cu pantă unu: 

h = h + ~ 
Aria corespunzătoare suprafeţei haşurate este: BCl—— d-r) iar BC = 4 1AB 

iar AB = — — [ T I = T — T, sau ţinînd seama de faptul că T poate 

lua şi valori negative, avem: AB = T — | T J. 

Fig. 7.15. Domeniul de variaţie ale variabilelor tv t2 
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Deci aria diferenţială haşurată este: 

V 2 ( r - ! T i ) A = ( r _ j T | ) | d T 

Cu notaţia (7.102) relaţia (7.101) devine: 
1 r+r/2 /»+r/2 

g ( to )= l im — V V <D(it2 —1$ dtx dt2 (7.103) 
r-*c0 T J-r/2 J-r/2 

Volumul reprezentat de integrala dublă (7.103) poate fi scris sub forma: 

? H = l i m - i r T 0 ( T ) ( r - M ) d T (7.104) 

r . T 
fiindcă T variază de [ la—T la 4-T cînd ^ si U variază între—•— şi-) • 

2 2 
Funcţia 1-—-J— este o funcţie triunghiulară, care pentru 2" —> oo, tinde r ' 
spre 1 şi, ca urmare, integrala de mai sus poate fi scrisă: 

?H=iimrro(T)(i-^w=rmo(T)dT (7.105) 
respectiv 

î(©) = ÎH °° Bţ(<c) e - i ^ dr (7.106) 

adică densitatea spectrală de putere q(u>) este transformata Fourier a funcţiei 
de autocorelaţie. 

Fiindcă </(«) este o funcţie reală: 

q(a>) = V B(T) cos tor dT (7.107) 

Funcţia de autocorelaţie fiind o funcţie pară, avem: 

q{a>) = 2 ^ B(y) cos WT dx (7.108) 
• o 

sari 

^ = 4 ( ^ ( 1 ) cos«~dT (7.109) 
Jo 

Luînd transformata Fourier inversă se obţine: 

B(-r) = — C+ °° g-(w) e ^ d o (7.110) 
2TÎ J_CO 

B ( T ) = — ( " î f a j c o s u r d u (7.111) 

B(T) = —V q(u>) cos o>~ dw = V >̂(co) cos WT dw (7.112) 
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în cazul semnalelor periodice: 

s(t) = £ C(tm0)e^o' (7.113) 

puterea semnalului este: 

p= £ |C(«w0)|
2 (7.114) 

iar densitatea spectrală de putere: 
co 

q(a) = 2TÎ J2 I C(«co0) j2 S(co — wco0) (7.115) 
?î = — CO 

într-adevăr, dacă înlocuim (7.115) în (7.97) se obţine (7.114). 

7.10.2. Densitate spectraiă de putere de interacţiune 

în mod analog densităţii spectrale de putere (7.95) se defineşte o densitate 
spectrală de -putere de interacţiune între semnalele \{t) şi t\(ţ): 

l i f f l ^ H 1 ! M (7.116) 

Şl 

^ ) = l i m ^ M ^ M (7.117) 

iar: 
?&Î(W) = 5,7I|(—w) respectiv ^ ( w ) = <J*î{^>) (7.118) 

în conformitate cu teorema Wiener-Hincin considerînd semnalele ergodice, 
B ^ ( T ) = i?ţ„(-r) avem: 

ft,(fi>>.=.*{^,(T)} " şi w H = ! * { « « ( t ) } (7.119) 

Conform relaţiei (7.16) avem 

*&>(T) = 2?*(—r) (7.120) 

7.10.3. Densitate spectrală de energie şi densitate spectrală 
de energie de interacţiune 

Fie x(t) un semnal de energie finită. Funcţia de autocorelatie a acestui 
semnal prin definiţie este: 

Rx(~) A C ' * x(t) x(t + t)ăt {l.l 21) 
J—x 

Energia semnalului este E = R(0) 
Densitatea spectrală de energie este: 

e,;(co) = X'-k(co)X*^(co) = |X<*>(<fl) |2 (7.122) 
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Conform teoremei Wiener-Hincin aplicată acestui caz avem relaţiile; 

es{<&) = 9 {Rx{v)} şi 7?,(T)=^-1({e,(«)} (7.123) 

•unde ex(a>) = ex{—w) şi Rx(z) == Rx(—x). 
Dacă considerăm două semnale x(t) şi y(t), ambele de energie finită avem: 

6^(00)= X*<*>(oo) Y<*>(<o); e ^ ţ ^ ^ I W ^ F W f a ) (7.124) 
şi 

«WH = 9 {Rxy(r)} ; e^(o) = ff { ^ ( T ) } (7.125) 

unde 

2 ? « ( T ) = V x(t)y(t+T)dt; R,JX(v = \ x(t + x) y® dt (7.126) 

cu proprietăţile: 
e ^ H = e ; » ; ^ ( T ) = ^ ( - T ) (7.127) 

7.10.4. Densitatea spectrală de putere a derivatei 
şi integralei semnalului 

Să considerăm, semnalul Z,{t) obţinut din derivarea semnalului ţ(t) sta
ţionar în sens larg 

« * ) = ^ (7-128) 
d£ 

Densitatea spectrală de putere a semnalului £(/) în conformitate cu 
(7.95) este: " "" 

?(«) = l l m 7 ^ — 

Tinînd seama de faptul că densitatea spectrala a semnalului trunchiat 
Xfî(i) este: 

Zf»(fi>)=yo»Z?'(<o) (7.129) 

se poate scrie expresia densităţii spectrale de putere a semnalului ţ(t): 

^ ' M i2 „ - I y«AT(«) i2 
<7ţ('oi) = l i m — ^ — = lim 

r " T->=O T T^X, J- r-> =o 

(£-(«) = lim '-̂ 2 ca' -—- J; ; • - = to2?(co) 

Deci densitatea spectrală de putere a derivatei semnalului este: 

&(©) = w2
?(«) (7.130) 

Să considerăm acum integrala unui semnal aleator: 

rlT{i) = C Er(«) d* = \ ' &(«) dîf pt. I / ; < — (7.131) 
J- r /2 J-r /2 2 

Şi 
Tj(*) = l imTî r (7.132) 

159 



analog cazului precedent avem: 

-i-xf'H 2 

qJn) = Hm •lixjgli = l i m _ ^ ^ 
respectiv 

&(<•>) = - l lim r 
sau 

7 iH = — T ? H 

(7.133) 

(7.134) 

Pentru ca gr„(<o) să existe pentru w = O trebuie ca semnalul să nu aibă com
ponente continue în origine q(Q) = 0. 

7.11. Proprietăţi ale funcţiei de autocorelaţie 

Să considerăm ca şi pînă acuma cazul semnalelor ergodice, cînd funcţia 
de autocorelaţie în timp este egală cu funcţia de autocorelaţie statistică 

B(T) = R(r) = Rfa-h) = UkWh) = ^ T T ^ H (7-135) 
1. Dacă presupunem că semnalul nu conţine componente deterministe (pe

riodice) şi facem t2—• ^ = - r - » o o , legătura între variabilele aleatoare' Wi) Şi 
l(t2) devine din ce în ce mai slabă, şi pentru T foarte mare ele devin inde
pendente. 

în acest caz: 
l{h)l(h)^i(h)Uh) = a\ pentru h — h co, 

unde a este valoarea medie. 
Deci: 

sau 

lim R(y) = a2 

a = Vfl(oo) (7.136) 

Cînd T -> oo, 2?(T) se apropie asimptotic de a2 fie monoton, fie prin osci
laţii în jurul valorii a2 (fig. 7.16). 

R(Z) 

Z 0 
Fiig. 7.16. Funcţia de corelaţie. 
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2. Din relaţia (7.110), pentru T = 0, rezultă: 

R(0) = _ L C + C°?(co)dw = P. (7.137) 
27U J_oo 

Deci valoarea funcţiei de autocorelaţie în origine este egală cu puterea sem
nalului. 

Pe de altă parte: 
lim R(z) = W<J) = i?(0) 

iar dispersia: 
o-2 = I2^) — tf2 = i?f0) — fl2 

şi deci: 
a 2 = i?(0) —i?(oo) (7.138) 

3. Din relaţia (7.111) rezultă: 

adică funcţia de autocorelaţie este o funcţie pară. 
4. Valoarea funcţiei de autocorelaţie în origine R(0) nu poate fi întrecută 

de nici o valoare pentru T ^ O : 
R(0)>\R(T)\ 

Pentru a demonstra această relaţie se consideră momentul iniţial de 
ordinul doi: 

%{t) — l{t + T)]2 = 222(0) — 2R{x) > 0 (7.139) 
si deci: 

R(0)>\R(t)\ 
Pe baza acestor proprietăţi, cunoscînd funcţia de autocorelaţie R(T) se 

poate determina puterea totală a semnalului R(0), componenta medie 
V-R(oo), şi dispersia a2 = R(0) — R(cc). 

5. Funcţia de autocorelaţie a unor semnale periodice este o funcţie periodică. 
într-adevăr, ţ(t) fiind o funcţie periodică, orice realizare particulară este o 
funcţie periodică de aceeaşi perioadă. Să notăm cu Ok)(na0) coeficienţii 
dezvoltării în serie Fourier a lui ^k){t). Conform relaţiei (7.115) avem 

co 

?<*>(*>) = 2TI ^ \ CW(tm0) |2 ă (w —ra<o0) 
M = — CO 

şi 
CO 

?(o>) = ?W(w) = 2TT g | C«(»«o) P S(CO — »«„) 
tt= —co 

Ţinînd seama câ 
K(T) = ff"1 {?(<*)} 

se obţine 
j 

co 

2?(T) = £ &,(*•«•* (7.140) 
n= — co 

unde 

6„ = j C<»(»coo)l5 
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SI 

7.11.1. Funcţia de autocoreiaţie a unei sume 
de semnale independente 

Să considerăm semnalul: 
r(t) = s(t) + n(t) 

R(T) = 2?,(T) + Rn(x) + Rn.iT) + Rn(x) 
sau 

unde: 

(7-141) 

(7.142) 

Rs(r) este funcţia de autocoreiaţie a lui s(t); 
Rn(~) — funcţia de autocoreiaţie a lui n(t); 
Rstl(-), Rn,(~) sînt funcţii de corelaţie mutuală. 

Ţinînd seama de faptul că semnalele s(t) şi n(t) sînt independente, 
valoare medie nulă avem: cu 

Rezultă că 

respectiv 

sau 

unde 

i?M(T) = i U T ) = 0 

R(T) = RS(T) + 7?,(T) 

R(0) = i?,(0) + i?„(0) 

P — P -4- P 

(7.143) 

(7.144) 

(7.145) 

(7.146) 

P = R(0) este puterea totală; 
Ps =-• i?5(0) — puterea semnalului ş(t); 
P„ — Rn(0) — puterea semnalului n[t). 

Ţinînd seama de relaţiile (6.59), (6.56) şi (6.35) rezultă că două semnale 
statistic independente au în spaţiul semnalului un produs scalar nul 

*„&) <s, n} == 0 (7.147 
deci două semnale independente sînt orto
gonale. 

Reciproca nu este totdeauna adevărată: 
se poate ca două semnale x(t) şi y{t) 
să aibă un produs scalar nul (respectiv 
funcţie de corelaţia mutuală să fie nulă), 
dar ele să nu fie independente statistic. 
Cînd (x, yy = 0, respectiv cînd semnalele 
sînt ortogonale putem spune doar că sem
nalele sînt necorelate, adică au funcţia de 
corelaţie mutuală nulă. 

Consideraţiile precedente pot fi utili-
P(Ţ)-P (7)+Q (T' z a t e *n P r°bleme de detecţia semnalelor 
/T( j . n{ } iSK j p e r i 0 d i c e acoperite de zgomot. 

Semnalul şi zgomotul fiind ortogo
nale, este valabilă relaţia (7.144) şi func
ţiile de autocoreiaţie respective sînt ară-

Fig. 7.17. Detecţia semnalelor slabe. tate în fig. 7.17. Funcţia de autocoreiaţie 
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a zgomotului este rapid descrescătoare cu T, pe cînd funcţia de autoco
relatie a semnalului este periodică cu T. Rezultă că după un anumit 
timp de corelaţie ~, funcţia de autocorelatie a sumei devine egală cu cea a 
semnalului, adică periodică, dacă acesta este prezent. Cu cît semnalul este 
mai mic faţă de zgomot, cu atît va trebui un timp de corelaţie T mai mare 
pentru a descoperi dacă semnalul este prezent sau nu. 

7.12. Dezvoltarea în serie cu coeficienţi necorelaţi 
(Karhunen-Loeve) 

în multe cazuri prezintă interes dezvoltarea unui semnal aleator ^{t) în 
scrie cu coeficienţi necorelaţi 

A' 

5(*)=l.i.m-]Coyp«(*) O^t^D (7.148) 

unde limita este în sens ele medic patratică 

l im(£w — Z)2=0 (7.149) 
N-.i 00 

iar funcţiile {<$>$)} sînt ortouormale; 

(%«(*) 9 $ d* = 8 „ (7.150) 
.'0 

de unde rezultă: 

^t=^l(t)9i(t)dt (7.151) 

Consiclerînd că £(/) nu are componente medii, respectiv 

£,(t() = 0 pentru (V) i, rezultă că aŢ = 0 pentru (V) i. 

Coeficienţi necorelaţi înseamnă: 

« ^ = X , 8 « (7.152) 
înlocuind în (7.152) pe (7.151) obţinem: 

respectiv 

Dar: 

VS = ( l(t)9i(t)dt[ Z(u)oj(u)du (7.153) 
_'n .'n 

<?t(t)dA i(t)l(;u) o}(tt) du (7.154) 

l(t)l(u)= K(t, u) (7.155) 

K(t, 11) fiind funcţia de covariaţie (7.10). 
înlocuind (7.155) în (7.154) avem: 

(•D r-D 
ă ^ = V <?i(t)ăt\ K(t, «)?;(«) d " (7.156) 
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Pentru a fi îndeplinită condiţia (7.152) ţinînd seama de (7.150) este su
ficient ca: 

r-D 

\ K(t, u) < p » du = Xj(?j(t) (7.157) 
Jo 

Aceasta este o ecuaţie integrală de tip Fredholm, unde K(t, u) este nucleul 
ecuaţiei, y}(t) sînt funcţiile proprii, iar X;- sînt valorile proprii. 

Cunoscînd proprietăţile statistice ale semnalului se cunoaşte funcţia de 
covariaţie K(t, u) şi din ecuaţia (7.157) rezultă funcţiile ortogonale (cp^)} care 
duc la o dezvoltare cu coeficienţi necorelaţi. 

Dacă semnalul \{ţ) este gaussian, atunci coeficienţii dezvoltării xi sînt 
nu numai necorelaţi, ci şi independenţi. 

Notînd cu c?f dispersia V.A. at din (7.152) avem: 

a? = S f = X / (7.158) 

Energia (medie) a semnalului este: 
co co 

£ = X>?=E*' (7-159) 
i=\ «=1 

Pentru marea majoritate a semnalelor cu care avem de-a face, coeficienţii 
\ de la un anumit ordin scad monoton cu indicele i. 

Ca urmare, coeficienţii cu indici mai mari decît un anumit ordin N pot 
fi neglijaţi: 

N 

W) = X > ^ W (7.160) 
i = i 

unde %,{t) înseamnă valoarea aproximativă (estimată) a lui ţ(t). 
Se poate demonstra că eroarea medie patratică: 

e» = R ( < ) - * ( * ) ? (7-161) 
la transformarea Karhunen-Loeve este mai mică decît la oricare altă transformare 
pentru acelaşi număr de termeni N. în acest sens se spune că transformarea 
K—L este optimală. 

Acest fapt poate fi uşor de înţeles din punct de vedere informaţional 
fiindcă coeficienţii dezvoltării K—L fiind necorelaţi sau chiar independenţi, 
cantitatea de informaţie transportată de ei va fi mai mare decît în cazul 
transformărilor cu coeficienţi corelaţi. Rezultă că pentru transportul infor
maţiei lui Z,(t) la dezvoltarea K—L avem nevoie de un număr mai redus de 
coeficienţi. 

Transformata K—L este utilă în probleme de compresie de date. 

Exemplu. O clasă largă de semnale au o funcţie de covariaţie de forma; 

K{t, u) = e~ ! 1~" ' =K{x) (7.162) 

unde x = t — u = tx — t2 este diferenţa de t imp la care se evaluează corelaţia. 
înlocuind în (7.157) se obţine: 

S D - \t-u\ 
e <ţk(u) d« = Xjfccpft(0 (7.163) 

o 
Ecuaţia (7.163) are soluţia <ţ>j;(<) = eJ a° cu X& = , de unde rezultă şi interesul 

1 -f- A2coj 
pentru dezvoltările în serie Fourier. 
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7.13. Semnale de bandă îngustă 

Prin definiţie, semnalul de bandă îngustă x(t) are o densitate spectrală de 
putere p{(a) concentrată în jurul lui co0 în lărgimea de bandă B<ţ<x>0 (fig. 7.18). 

Funcţia de corelaţie a semnalului conform (7.112) este: 

B ( i 
1 Ca 

2TC JO 
p{(x>) cos COT dco (7.164) 

Punem co' = co — co0 şi obţinem: 

1 f00 

B(T) = \ p((*o + to') cos (co0 + co') T dco' 
27U J_(0„ 

notăm >̂(co0 + w ' ) = (?(w) care reprezintă densitatea de putere transpusă la 
frecvenţe joase 

1 (*°° 
B(T) = \ Q(co') cos (co0 + co') T do/ 

2^ J_ a, 
şi fiindcă Q(u>') este nul pentru co' <—• co0 avem: 

1 f + co 
B(T) = -—V (̂ (co) cos (co0 + co) T dco 

2TC J_«> 

1 f+tt> 1 
— \ <2(co) cos co-r dco cos CO0T — 
2 ^ J-CO J 

1 
<2(co) sin COT dco sin CO0T 

respectiv: 

B(T) = 
1T. 

2TC J_. -
notăm: 

Şi 

6C(T) = \ <2(co) cos COT dco 
2TC 

1 C + c 0 

2TC J - O O 
sin COT dco 

(7.165) 

(7.166) 

(7.167) 

(7.168) 

i ,p(u) O' 
O 

f~ 

- < j 

1 \ \ l 
1 \ 0(u) 
1 
1 

1 
\ 

/ \ 1 \ 
/ \ 1 \ 

* \ 1 \ 
0 

-»— 

OJ0 

B ^ 
)——,... .- ^ 

Fig. 7.18. Densitatea spectrală de putere a semnalului de bandă îngustă. 

165 



Cu aceste notaţii: 
Z?(T) = bc(x) cos «o-: — bs(t) sin W0T (7.169) 

Dacă p(u) este simetric în jurul lui o0, atunci 
<?H = 0(—«>) ?i &,W = 0 iar: 

^ ? B(T) = 6c(T) c o s WoT (7.170) 

IK adică este funcţia de corelaţie a semnalului 
transpus la frecvenţele joase bc(~) multiplicată cu 
cos «0T (fig. 7.19). 

Relaţia (7.170) prezintă interes pentru toate 
„. _ ,„ _ x. , , sistemele de modulaţie care fac o transpunere la 
Fig. 7.19. Funcţia de autoco- , , ' » i , ' , i • • i • * i 
relaţie a semnalelor de bandă frecvenţe malte a spectrului mesajului. In acest 

îngustă. caz bc(x) este funcţia de autocorelaţie a mesajului. 
Exemplu. Fie: 

x(t) = A cos (oiBt + 9) (7.171) 

un semnal condiţionat determinist, unde 9 este o V.A. cu o distribuţie uniformă. 
Vom calcula funcţia de autocorelaţie atit ca medie în timp cit şi ca medie statistică pentru 

a se vedea că s{() este un semnal ergodic. 

A? CT.P 

T0 J-TJl' 
a) R{-u) = x{t) x[t -- x) — -— \ cos (o>Bi — o) cos («„/ 4- <O0T -f- 9) dt 

prin transformări elementare se obţine: 

A'-
R(-z) - cos W0T (7.172) 

b) -B(T) = -r(/) ;r(/ + x) = A2 cos (co0t \ 9) cos (co0/ -f co0T + 9) 

.42 .-/-
— cos (2 u0t — OI0T + 2cp) -f cos W0T 

2 ' ' 2 

oii, primul termen este egal cu zero fiindcă: 

f+it rlţp 
cos 29 = V cos 29 —- = 0 

in 29 = V sin 
J-7T 

do 
!<p —- = 0 

deci 

B(T) = A'(T) = — cos W0T 

Densitatea spectrală de putere a semnalului s(f) este 

(7.175) 

^ y(<o) = 9 {S(t))= ^ J — COSM0TI 

Fig. 7.20. Spectru de linii. 

şi aplicînd transformata Fourier se obţine 

i2 

?(co) = 7 1 — [S(co + co0) - 8(co-co0)] (7.174) 

deci un spectru de linii fig. 7.20, 
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• Expresia semnalului de bandă îngustă în domeniul timp. Să considerăm 
semnalul de bandă îngustă x(t) şi semnalul analitic asociat: 

z(t) = x(t) + )y(t) (7.175) 
unde: 

î1 

y(t)=%{x{t)}=l.*x{1)+±sV 
•ut iz .]_ 

x(u) 
t — u 

du 

x(t)=%{y(t)} = a y(u) 
t — u 

du 
(7.176) 

â reprezintă partea principală a integralei obţinută printr-un proces de trecere 
la limită peste punctul u = t, iar operatorul %{ } reprezintă transformata 
Hilbert. 

Relaţia (7.175) poate fi pusă sub forma: 
z(t) = A(i)eMW (7.177) 

respectiv 
x{t) = Re z(t) = A(t) cos ^(t) (7.178) 

Dacă semnalul este de bandă îngustă, prin definiţie se poate scrie: 
<]>{l) = co0i + 9(0 

cu restricţia ca <a(t) să nu aibă variaţii prea rapide: 

d?(*) 
ăt 

<u>o 

în aceste condiţii semnalul de bandă îngustă poate fi scris: 
x{t) = A(t) cosjoy + <?{t)] 

sau 

unde: 
x(t) = a.{t) cos o^t -\- fi(f) sin oy0t 

x(t) = A(t) costpOO 
3(0 = .4(0 sin a(0 

(7.179) 

(7.180) 

(7.181) 

(7.182) 

(7.183) 
(7.184) 

7.14. Semnale de bandă largă 

Dacă densitatea spectrală de putere a semnalului este aproximativ constantă 
pe un domeniu mare de frecvenţă w < M0, spunem că avem de-a face cu un 
semnal de bandă largă (fig. 7.21). 

Presupunînd că densitatea spectrală de putere este constantă: 
p{<*) = N0 0 < w < co0 (7.185) 

funcţia de autocorelatie este: 

Li- J0 

cos COT dco = A o (7.186) 
2~ ţî>o~ 

sau 
Bh) = B(0) s i n w 0 t 

<a0~ 
(7.187) O 

p(a>) 

u n d e J5(0) = co0.V0-
27: 

Fig. 7.21. Densitatea spectrală 
de putere idealizată a semna

lului de bandă largă. 
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Fig. 7.22. Funcţia de autocorelaţie a semna
lului de bandă largă. 

în fig. (7.22) este reprezentată 
funcţia de autocorelaţie a semnalului 
de bandă largă. 

Se observă că lobul principal al 
funcţiei de autocorelaţie are o durată 

egală cu 2 — , adică corelaţia în semnal 
«o 

scade dacă lărgimea de bandă creşte. 
Din relaţia (7.187) se poate obţine 

expresia coeficientului de corelaţie: 

ţ{h)mz) B(r) sin«0T 
B(0) 6>0T 

(7.188) 

unde s-a presupus că componentele medii sînt nule, deci a2 = B(0). 

Se observă că p(x0) = 0 pt. T0 = — - = , adică coeficientul de corelaţie 
co0 2 / 0 

în punctele de eşantionare (cu intervalul Nyquist) este nul, deci eşantioanele 
semnalului de bandă largă fără componentă medie sînt necorelate. 

Dacă co0 —> ca obţinem un semnal idealizat numit zgomot alb definit de: 

?M = — No Pt. 

Şi 

B( 
N0 

2 
1 

2n 
e j c 

•GO < CO < CO 

dco = ^ S(T) 
2 

(7.189) 

(7.190) 

adică în cazul zgomotului alb valorile semnalului ţ(ti) şi £,(1%) nu sînt corelate 
oricît de aproape ar fi t2 de tv 

în acest caz p(0) = 1 şi p(-r) = 0 pt. T ^ O . 
Zgomotul alb este un semnal aleator pur. 

7.15. Valoarea de vîrf a semnalelor aleatoare 

Semnalele aleatoare avînd valori pe întreaga axă reală, se pune problema 
de ordin practic de a limita valorile luate în considerare la o aşa-numită „va
loare de vîrf" V. Valoarea de vîrf „V" trebuie astfel definită, încît probabili
tatea ca să avem | Z,(t) j > | V j să fie neglijabilă. în felul acesta neglijarea 
valorilor semnalului care depăşesc valoarea de vîrf nu are nici o importanţă 
practică. 

Valoarea de vîrf a unui semnal aleator £,(t) cu o densitate de probabili
tate w(x) se defineşte din următoarea relaţie: 

P. = 1 
r+\v\ 

-\ w(x) dx 
1 ! T/ ; 

(7.191) 

unde „V" este valoarea de vîrf, iar pv este probabilitatea ca această valoare 
să fie depăşită. 

Luînd o valoare convenabil de mică pentru pv, din relaţia (7.191) se poate 
determina V. 
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în cazul semnalelor cu distribuţie normală, cu valoare medie nulă, re
laţia (7.191) devine: 

i r+\v\ _£l 
A = l = \ e **dx (7.192) 

sau fiindcă semnalul este ergodic, dispersia a2 este egală cu Eff, adică cu va
loarea eficace la pătrat —• făcîndu-se presupunerea că rezistenţa de sarcină 
este egală cu unitatea — deci E% reprezintă puterea semnalului evaluată ca 
o medie în timp. 

în acest caz relaţia (7.192) devine: 

1 c+\y\ - ^ r 
A = l ===='\ e fdx (7.193) 

V27t£f/J_ j V\ 
unde pentru a obţine pentru V o valoare rotundă se ia pv — 0,32 x IO-4, 
adică o probabilitate extrem de mică de a depăşi valoarea de vîrf. 

în aceste condiţii: 
V = 4Eef (7.194) 

relaţie care defineşte valoarea de vîrf pentru semnalele cu o distribuţie nor
mală sau apropiată de cea normală. 

7.16. Semnalul telefonic 

Semnalul telefonic s(t) este un semnal aleator nestaţionar şi ca urmare des
crierea lui în termeni probabilistici este extrem de dificilă. 

Principalii parametri ai semnalului sînt: 
•—• tensiunea eficace: 

U?f^MDs*(t)dt (7.195) 

unde intervalul D de mediere este stabilit de normele C.C.I.T.T. (Comitetul 
Internaţional de Telegrafie şi Telefonie) 

—• puterea : 

P = - ^ (7.196) 
R 

care se măsoară în unităţi logaritmice. 

v = 1 0 l o g 1 0 - | - (7.197) 
"o 

unde P0 este puterea de referinţă P0 = 1 mW. 
Parametrul y este denumit nivel dinamic sau volum al semnalului şi se 

măsoară în decibeli-miliwaţi —• dB m. 
Densitatea de probabilitate a lui y poate fi considerată gaussiană: 

i (y-yo) 2 

™^,\ = P 2a° (7.198) 
y2-° 2 

unde: a2 = 4^-8 dB m iar y0 = (—18) ^-(—8) dB m. 
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As(t) Dacă ne referim la conţinutul infor
maţional al semnalului vorbirii, se con
stată că cea mai mare cantitate de infor
maţie privind inteligibilitatea vorbirii se 
găseşte în poziţia punctelor de trecere a 
semnalului prin zero. 

Acest fapt sugerează posibilitatea unei 
prelucrări simple, care să permită trans
miterea şi stocarea semnalului într-un 
sistem binar simplu. 

Conform fig. 7.23, semnalul s(t) este 
amplificat şi apoi limitat, obţinîndu-se un 
semnal discret i(t) care apoi este eşan-
tionat cu o frecvenţă suficient de ridicată 
ca să poată fi redate şi intervalele mici. 

Semnalele binare obţinute se transmit prin canale binare sau se stochează 
în memorii digitale, recuperarea semnalului la utilizator făcîndu-se printr-o 
filtrare trece-jos, obţinîndu-se un semnal destul de diferit de cel iniţial, însă 
inteligibil. 

Fig. 7.23. Semnalul telefonic amplificat 
si limitat. 

7.17. Semnalul de televiziune 

Semnalul de televiziune are o structură complexă avînd un spectru de linii, 
dat de procedeele de baleiere cu frecvenţa liniilor fL şi a cadrelor fc, precum si un 
spectru continuu, dat de conţinutul informaţional al semnalului de televiziune. 

în fig. (7.24) este arătat spectrul de linii al semnalului de televiziune. 
Densitatea de probabilitate a eşantioanelor semnalului de televiziune (în 

intervalele active) poate fi în general considerată uniformă, adică toate nive
lele semnalului de la limita inferioară (negru) la cea superioară (alb) sînt 
egal^ probabile. 

între eşantioanele alăturate există însă o dependenţă statistică foarte 
mare, care face ca redundanţa să fie mare, deci eficienţa transmisiunii mică. 

Pentru mărirea eficienţei, respectiv pentru reducerea spectrului trebuie 
micşorată această redundanţă, prin metode care vor fi expuse în capitolele 
ulterioare. 

Funcţia de autocorelaţie este aproximativ de formă exponenţială: 
i?(T) = R(0) e-« M (7.199) 

unde a > 0. 

A _ 

-fa 
a 

(b 
£ 

Fig. 7.24. a — Detaliu al spectrului de linii în 
care apar şi liniile care se repetă cu frecvenţa 
cadrelor fc; b — Ansamblul spectrului de linii cu 
liniile semnalului de crominanţă indicate punctat. 
Spectrul de linii al semnalului de televiziune. 
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Spectrul de putere este conform (7.109) ip(u) 

p(to) = 4 V°° R(Q) e-«- cos UT dT 
Jo 

respectiv: j>(<a) = R(0) 2 ** 2 (7.200) /7 w 

Din această relaţie se vede că dacă corelaţia este mai Flg; 7-?:'- D e n a t a t e a _ 
, , . „ , . ' . . , , , «' j . ~ J - spec t ra la a s emna lu lu i puternica, respectiv a mai mic, spectrul se îndepărtează de televiziune. 
mai mult de spectrul unui semnal de bandă largă(fig. 7.25). 

• Conţinutul informaţional al semnalului de televiziune. Pentru a 
calcula debitul de informaţie Ht al sursei de imagini facem ipoteza extremă 
că eşantioanele semnalului sînt independente şi să cuantizăm aceste eşantioane. 

Distribuţia semnalului fiind uniformă, toate nivelele de cuantizare 
M = 2Q sînt egal probabile, deci cantitatea de informaţie pe eşantion este 
i = log M = Q. 

în timpul D avem 2wD eşantioane, deci o cantitate de informaţie 2\\ DQ, 
iar debitul de informaţie este: 

Ht = 1WQ biţi/s (7.20Î) 
Aproximativ, considerînd că J F = 5 MHz şi Q=8 se obţine Ht = 80 Mbit/s. 
Dacă ne referim la o imagine descompusă în 7AT

0 elemente pe orizontală 
şi Ar„ elemente pe verticală, fiecare element fiind cuantizat cu Q biţi şi con
siderînd elementele de imagine (pixel) ca fiind independente, cantitatea de 
informaţie a imaginei este: 

H = N0NVQ (7.202) 
Dacă considerăm aproximativ N0 = Xv = 600, iar pentru imagini de 

foarte bună calitate Q = 8, se obţine ff=3M bit/imagine. 
Considerînd că avem 25 de imagini pe secundă rezultă Ht = 25 X 3 = 

= 75 Mb/s., cifră apropiată de precedenta (nu identică din cauza cifrelor 
aproximativ luate). 

Sistemele clasice de transmisiune sînt destinate să transmită această 
cantitate uriaşă de informaţie pe care nici o sursă reală nu o transmite şi 
care în nici un caz nu poate fi prelucrată de sistemul vizual. 

7.18. Prelucrări liniare ale semnalelor aleatoare 

în cele ce urmează se vor expune prelucrările realizate cu filtre liniare 
idealizate. 

7.18.1. Trecerea semnalelor aleatoare prin sisteme liniare 

Dacă la intrarea unui sistem liniar se aplică un semnal aleator E,(t), la 
ieşire apare semnalul aleator 

7 !W=ţ' fcWii(/-TJ'Â(T)dT (7.203) 
J—x 

unde h(t) este răspunsul sistemului la impulsul unitate. 
Din această relaţie se poate determina funcţia de autocorelaţie şi densi

tatea spectrală a semnalului la ieşire dacă se cunosc aceste funcţii pentru 
semnalul la intrare. 
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în cele ce urmează vom determina densitatea de putere a semnalelor 
trunchiate cînd analiza Fourier este valabilă, apoi prin trecere la limită 
obţinem un rezultat valabil pentru semnalele aleatoare. 

Fie: 
I *?'(«) a 

ftfoHlim-'^y'1 (7-204) 

la ieşire avem: 
Y£»(«) = ff(co) X ^ M (7.205) 

unde i?(c») este funcţia de transfer a sistemului. 
Deci: 

*,<«) = l i m i y y i 2 = | * ( „ ) P l i m H » (7-206) 

deci: 
?„(«) = | ff(co) ]2

 ft(co) = ^2(«) ft(co) (7.207) 
unde A («) este modulul funcţiei de transfer. 

Din teorema Wiener-Hincin avem: 
1 C + CO 

B„(T) = \ A2(o>) ft(co) eJ« dco (7.208) 
27t J_oo 

unde BT,(T) este funcţia de autocorelaţie a semnalului la ieşire din filtru. 
Ţinînd seama de relaţia (7.203) se poate afirma că distribuţia semnalului 

aleator la ieşire, r^t), este gaussiană dacă distribuţia semnalului aleator la 
intrare, £,(t), este gaussiană. 

7.18.1.1. Trecerea zgomotului alb prin sisteme liniare 

în acest caz q^{a) = constant: 

ft(a>) = 1 No (7.209) 
Li 

iar funcţia de autocorelaţie este conform rel. (7.190). 

5 5 ( T ) = - 1 X V 0 S ( T ) (7.210) 

La ieşirea din sistemul liniar avem: 

<7„(<o)= — IVl2(co) (7.211) 

1 iYnr+co 

B,(T) = °-V 4»(w) e'<" dw (7.212) 
2TT 2 J_co 

Coeficientul de corelaţie, ţinînd seama că valoarea medie a zgomotului 
alb este nulă, este 

f+OO 

V A2(u>) eJ<" dco 
p,(T) = JţM. = J=f (7.213) 
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Se observă că există valori ale lui T j= 0 pentru care acest coeficient este 
diferit de zero, cu alte cuvinte la trecerea zgomotului alb prin sisteme liniare 
se introduce o corelaţie între valorile semnalului la ieşire şi anume: la trecerea 
unui semnal aleator printr-im sistem liniar se introduce o corelaţie între valorile 
semnalului de ieşire, care este cu atît mai mare cu cît lărgimea de bandă a siste
mului este mai mică. 

Această afirmaţie va fi demonstrată pentru cazul particular al filtrelor 
ideale. 

7.18.1.2. Trecerea semnalelor aleatoare prin filtrul ideal trece-jos 

Filtrul ideal trece-jos este caracterizat de funcţia de transfer: 

unde 
H{v>) = A(<±>) ei*(w> 

A(u>) = A pt . | to |< «H 

4̂ (ca) = 0 pt. | « j > « ! 
iar q>(ca) = — w'o 

şi de funcţia de pondere: 

h(t) = *-* {#(<»)} = ^ - ^ - s i n c [ujţt — to)] 

(7.214) 

(7.215) 

(7.216) 

Ambele funcţii sînt arătate în fig. (7.26). 
Dacă la intrare în filtru se aplică treapta unitate u(t), la ieşire se obţine 

(fig. 7.27): 

M0 = - ( ^ - S i [ ^ - ^ o ) ] 
7t 2 

(7.217) 

LH(co) 

a 

CJ 

o 

Fig. 7.26. a — Caracteristica amplitudinii A (ca) şi caracteristica de fază cp(co) a unui filtru 
trece-jos ideal, b — Răspunsul unui filtru trece-jos ideal a impulsului unitate. 

o(t) 

O 
Fig. 7.27. a — Semnalul treaptă unitate (a) şi răspunsul unui filtru trece-jos ideal la un 

semnal treaptă unitate (b), 
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unde 

si (O 

Evaluînd derivata în punctul i 

dy(t) 

sin x 

ăt 
de unde 

t„ = 

" J . X 

= t0 se obţine: 

v>xA J 
TU h 

IZ 1 

(7.21 

" i 2/i 

Această valoare a timpului de trecere va fi luată în considerare în cele 
ce urmează ori de cîte ori avem de-a face cu un filtru trece jos. 

Dacă la intrarea în filtru se aplică un semnal rectangular 

%{t) = u t IHK) 
la ieşire se obţine 

Si t~U b i «iii! fc-f (7.219) 

în fig. 7.28 este arătat răspunsul pentru diferite frecvenţe de tăiere. 
în legătură cu transmisiunile numerice se va considera că între durata x 

a semnalului şi lărgimea de bandă a canalului există relaţia: 

/ i = 7.220) 

Dacă frecvenţa este mai mică decît această valoare, apare o interferenţă 
între simboluri, dacă este mai mare se face o risipă pe bandă de frecvenţe, 
deci valoarea precedentă reprezintă un compromis. 

Dacă la intrarea în filtru aplicăm un semnal aleator Ş(/) cu o densitate 
de putere <fo(co), la ieşire se obţine: 

%(t) 

* 2 
O 

A*qz(v) 

Semnalul la ies/re 
Fig. 7.28. Semnalul la intrare (a) şi semnalul Ia ieşire (b). Răspunsul filtrului trece jos 

ideal la un impuls rectangular simetric în raport cu originea. 
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kB(Z) 

qfa)i 
UA> 

a 
Fig 7.29. Densitatea spectrală de putere a semnalului la ieşirea dintr-un filtru trece-jos ideal, 
la intrarea căruia este aplicat un zgomot alb (a) şi funcţia de autocorelaţie a semnalului la 

ieşirea dintr-un filtru trece-jos, la intrarea căruia s-a aplicat un zgomot alb (b). 

iar funcţia de autocorelaţie la ieşire este: 

B.„(T) = — \ g-5(co) eit0" dto 
*̂ ~ J —«! 

În cazul particular cînd %(t) este zgomot alb (fig. 7.29) 

1 
fcl») ATo 

iar 

unde 
&,(T) = JB,(0) sine cor. 

A2 

^ ( 0 ) = — iVoWi 

(7.222) 

(7.223) 

(7.224) 

Din cele precedente rezultă că /a trecerea semnalelor aleatoare pure prin 
filtre se introduce o corelaţie în semnalul de ieşire. 

7.18.1.3. Trecerea semnalelor aleatoare prin filtru ideal 
trece-bandă 

Filtrul trece-bandă ideal (fig. 7.30) are funcţia de transfer: 

H{<4 = A{<*) ew<«> 
unde 

si 

A (co) = 4̂ p t . « i < | co | < co2 

^4(co) = 0 p t . j co ! < (x>x şi j co i > co2 

> 
o(co) = (CO C00) t0 C0!< CO < C02 

cp(co) = — (co -4- co0) f0 —• co2< c o < — « ! ( 

Notăm cu co0 frecvenţa centrală a filtrului: 
CO! - j - COo 

co0 = -

(7.225) 

(7.226) 

şi cu Aco = coa — co1; lărgimea de bandă a filtrului: 
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A (o) 

\Afc) 

f(co) 

A \A(a) 

& 

Fig. 7.30. a — Caracteristica de amplitudine A(a>) şi ca
racteristica de fază <p(co) a unui filtru trece-bandă ideal. 
b — Răspunsul unui filtru trece bandă ideal la impulsul 

unitate. 

a 

»€££-

unde 

Funcţia de pondere a filtrului este: 

Hfy — g(t) c o s wo^ 

g(2) = A sine (<—A>) 

Valoarea maximă a funcţiei de pondere este 

h — /l A c o 

"'max " 
TU 

adică ea este direct proporţională cu lărgimea de bandă. 
Dacă la intrare în filtru se aplică un zgomot alb cu q% (co) = 

ieşire se obţine (fig. 7.31): 
1 

? , H = X A r 0 ^ 2 

^(w) = 0 w 2 < | co | < « ! 
iar funcţia de autocorelaţie la ieşire este: 

Aco 
R,M=-

2TC 
• N0A2 sine 

( " ' ) 
COS C00T 

(7.227) 

(7.228) 

(7.229) 

- N0 la 

(7.230) 

(7.231) 
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Fig. 7.31. Densitatea spectrală de putere a 
semnalului la ieşirea dintr-un filtru trece-
bandă ideal, la intrarea căruia s-a aplicat 
un zgomot alb (a) şi funcţia de autocorelatie 
a semnalului la ieşirea dintr-un filtru trece-
bandă ideal, la intrarea căruia s-a aplicat un 

zgomot alb (b). 

îNA' 
%(al. 

ACJ 

~COz-^ff-CJj +CL)J +CJQ +0JZ 

a 
B(Z) 

sau 

unde 

Br,(r) = Br,{0) sincj T ] cos <M0T 

5,(0) 
AM 

A*N0 

(7.232} 

Dat fiind că funcţia de autocorelatie a semnalului la intrare este o funcţie-

„§", BZ(T) = — N08(x), iar la ieşire este J5„(T) dată de relaţia (7.232), rezultă 

că pe măsură ce lărgimea de bandă Aco scade, corelaţia în semnalul de la ieşire-
creşte, ajungînd la limită: 

lim £ „ ( T ) = 5,(0) cos CO0T (7.233} 

(adică se obţine funcţia de autocorelatie a unui semnal condiţionat determinist: 
sinusoidal de frecvenţă co0). 

7.18.1.4. Determinarea funcţiei de pondere a unui sistem liniar 
prin metoda de corelaţie 

Fie Rsr(x) funcţia de corelaţie între semnalul s(t) aplicat la intrarea unui; 
sistem liniar cu o funcţie de pondere h(t) şi semnalul r(t) de la ieşirea acestui. 
sistem (fig. 7.32). 

12 — Teor ia t r ansmis iun i i in formaţ ie i — c. 428 177 



*<s?;« n(t) 7 ^ 

2 

7 ^ 

2 
*sr (Z)A (Z) 

s{t) 

^ 

2 2 

Fig. 7.32. Determinarea funcţiei de pondere a semnalului liniar, prin corelaţie mutuală: 
1 — sistem liniar; 2 — corelator. 

Prin definiţie avem: 

Rsr^)±lim^[^l2s(t)r(t + ^dt 
-r/2 

•exprimînd pe r(t) printr-o integrală de convoluţie: 

iffîăA? h(u)s(t -

•sau 

insa 

1 f+r/2 
Rsr(x) == lini — A s( 

(• + «) | C+T/2 
/ Î J , (T) = \ A(«)d« l im— V s(/) s(* 

1 C+T'2 

lim - \ s(/)s(/ »)d* = 2?. .(T-

adică funcţia de autocorelaţie a semnalului s(/). 
Înlocuind (7.236) în (7.235) se obţine: 

RJ-) = sr(T)~[+<*h(u).Rss(T*-u) du 

Dacă semnalul aplicat la intrare este zgomot alb: 

RJr-u): 

şi înlocuind în (7.237) se obţine: 

• i * * • « ) 

respectiv 

^ M = - N0h(x) 

" 0 

w) dw 

M) d̂  

(7.23-1) 

(7.235) 

(7.236) 

(7.237) 

7.238) 

(7.239) 

•adică funcţia de pondere este egală cu funcţia de corelaţie mutuală între intrare 
şi ieşire, multiplicată cu o constantă. 

Faţă de metodele clasice de măsură, această metodă are avantajul că nu 
introduce erori date de perturbaţii (zgomot de reţea etc.) fiindcă acestea nu 
sînt corelate cu zgomotul alb aplicat la intrare. 
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7.18.2. Bandă echivalentă de zgomot 

Banda echivalentă de zgomot sau banda efectivă Ato este definită ca fiind 
lărgimea de bandă a unui filtru ideal care transmite o putere egală cu puterea: 
transmisă de filtrul real, dacă la intrare se aplică zgomot alb 

42(co) dco 

A2(G>0) N0A2(a0) 

unde J3(0) este valoarea în origine a funcţiei de autocorelatie la ieşirea din. 
filtrul real. Banda astfel definită diferă în general de lărgimea de bandă. 
la 3 dB. 

7.18.3. Medierea semnalelor aleatoare 

Pentru a simplifica scrisul notăm cu s(t) — Q-k)(t) o realizare particulară a 
unui semnal aleator. 

Dacă timpul de integrare D este suficient de mare putem scrie aproxi
mativ : 

W) = ~S si,) eh 

Referindu-ne la fig. (7.34) putem scrie 

'7.240 

?(7)s - l f s(T)dT = - l ^ s ( T ) d T - - i ^ s(-_D)dT (7.241> 
I) 

sau 

( 0 = " M ' [s(T)-s(T-.I>)]dT 
J-J . ' — an 

(7.242) 

Fig. 7.33. Banda echivalentă de 
zgomot. 

t t 
Fig. 7.34. întîrzierea cu D a semnalului s(t). 
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s(t) S(OJ) 
HJ(OJ)=J 

HM 
HM 

a 
Fig. 7.35. Reprezentarea medierii în domeniul timp (a) şi în domeniul frecvenţă (b). 

î n fig. 7.35,a este arătată realizarea acestei operaţii în domeniul timp, 
iar în fig. (7.35,6) în domeniul frecvenţă. 

Semnalul întîrziat are o transformată Fourier: 

deci: 
& {__ s(t — D)} = — e-i°>DW {s(f}} 

H2(cc) == — e~J'MD 

Operaţia de integrare este dată de: 

1 1 1 
ffaH = 

Funcţia de transfer a filtrului de mediere este 

#(<o) = [^(co) + #2(co)] fl,(co) 
sau înlocuind: 

fl(co) ^ ( 1 — e - ^ ) -

. aD /• .coD .coZA 

•de unde: 
col) ]<*D 

.aD 
_/i(w) = e z sine—— 

Funcţie de pondere a acestui filtru este 

h(t) = f - J e 2 sine 
coD 

«D 

LOD . 
sine !. = «(£) 

(7.243) 

(7.244) 

(7.245) 

(7.246) 

(7.247) 

(7.248) 

D adică transformata Fourier inversă a lui sine , întîrziată cu .Dar 

este un impuls rectangular cum se vede în fig. (7.36, a). 

întîrzierea acestui impuls cu — ne dă funcţia de pondere din fig. 7.36, b. 

h(t) = a (-4) (7.249) 
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Mt) \h(t) 

D D 

D 
2 2 A 

Fig. 7.36. Funcţia de pondere a filtrului de mediere. 

Această funcţie de pondere este realizată de circuitele denumite „zero 
hold", însă toate sistemele RLC care au o funcţie de pondere ce se aseamănă 
într-o măsură cît de mică cu h(t) dat de (7.249) efectuează o oarecare mediere. 
î n această categorie intră circuitele de integrare RC, filtrele trece-jos etc, 

7.18.4. Filtrul adaptat la forma semnalului 

Se spune că un filtru este adaptat la forma semnalului s(t) (fig. 7.37) sau 
pe scurt că este un filtru adaptat dacă funcţia de pondere h(t) este: 

h{t) = ks[ —{t — T0)] 

unde k şi ~0 sînt constante. 
î n cele ce urmează presupunem k = 1. 
Funcţia de transfer a filtrului adaptat este: 

HH 
f + oo 

A S[-(t-
J— co 

To)] e-J"' dt 

sau 
H{a) = e-i^.S*(w) 

unde S*((x>) este conjugata densităţii spectrale S(to). 

r(t)-s(t) 

o 
l 
• 

h(t) 

t 0 Zn 

(7.250) 

(7.251) 

(7.252) 

a b 
Fig. 7.37. Semnalul la intrare (a) şi răspunsul la impulsul unitate (6). Filtru adaptat. 

181 



Dacă la intrarea în filtru se aplică semnalul x(t) = s(t) la ieşire se obţine 
semnalul: 

y(t) = — { S(w) # ( « ) ei-' dco (7.253) 

sau ţinînd seama de relaţia (7.252) se obţine: 

y(t) = —V " S(«) S*(to) eJ"%:-> d « (7.254) 

Valoarea maximă a răspunsului v(/) se obţine la momentul t = TO şi este: 

(7.255) 3'ffi«.r = — \ I 5 M î2 dw = £ 
2~ J_oc 

£ fiind energia semnalului. 
Răspunsul filtrului dacă la intrare se aplică s(t) este: 

y(t) i S(T) Ă( / — T) dr 

v(*) = C ' " S(T) S(T — 1 + T0) 

respectiv 
y(t) = R„(t-T0) 

(7.256) 

(7.257) 

(7.258) 
adică ieşirea din filtru este egală cu funcţia de autocorelatie a semnalului 
s(ţ), deci filtrul adaptat face operaţia de autocorelatie. 

Dacă la intrarea în filtru se aplică semnalul x(t) = r(t) la ieşire se obţine: 

y{t) = P r(x) h(i - T) de = ţ"+" K*) S(T - / + TO) dx 

adică 

(7.259) 

(7.260) yit) = i?s,.(/ - T0) 

respectiv funcţia de corelaţie mutuală între semnalele s(t) şi r(t). 

• Filtru adoptat la semnalul „Chirp". Semnalul Chirp este un semnal 
modulat în amplitudine şi în frecvenţă (fig. 7.38) definit de: 

cos j &>0t -
• # ' ) Kl4 

0 7̂  
l ' l > T 

m = 

unde co0 este frecvenţa centrală (purtătoare) iar 

o(/) = «0/ + -~ / 2 |*K-I 

(7.261) 

(7.262) 

•este faza instantanee 
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T 
"2 

a 
Fig. 7.38. Semnalul Chirp: 

a — anvelope; b — desfăşurarea în timp. 

s i : 

(A d°W to(tf) = -IZ. ^ Wo 
di T 

este frecvenţa instantanee (fig. 7.39). 
Densitatea spectrală a semnalului Chirp este 

* | * l< r 

F(<o) 
r+r/2 , 

- \ cos j co0i! 
J-T/2 \ 2r 

i f 2 le-^ ăt 

Calculul acestei integrale este dat în [13]. 
Dacă notăm cu a produsul durată lărgimea de bandă: 

a = A / . r = — T 
2 -

atunci pentru a > 25 se poate scrie aproximativ: 

7(o) 
2 V a 

0 

(x>0 

2 

în afară 

< co < co0 - f 
Aco 

(7.263) 

(7.264> 

(7.265) 

(7.266) 

Funcţia 1 V(u>) j pentru oc > 25 este reprezentată în fig. (7.40). 
Filtrul adaptat la semnalul v(t) are funcţia de pondere: 

2 J~ă unde luăm k = ——— pentru ca modulul lui H(oi) să fie egal cu 

(7.267) 

Fig. 7.39. Variaţia frecvenţei sem
nalului Chirp. 

Fig. 7.40. Densitatea spectrală 
semnalului Chirp. 
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Semnalul la ieşirea din filtru va avea o densitate spectrală 

Prin analogie cu rezultatele obţinute în 7.18.1.3, dat fiind că 
•este o funcţie rectangulară pentru a > 25 se obţine 

(7.268) 

VW i2 

«(0 = ~^= 
sau 

2 V« i 

«(;) = 7 a sine 

• s i n e 
AM 

C-fo) COSCOoiî 

(<- COS « o if (7.269) 

Dacă ne referim la anvelopă, fiindcă aceasta ne interesează: 

m(t) = V« sine [nAf(t — T0)] (7.270) 

Valoarea de vîrf are loc la t = T0 şi este egală cu V«-
Durata lobului principal (fig. 7.41) se consideră că este valoarea la care 

intensitatea semnalului a scăzut cu 4 dB. Această valoare este atinsă la 
momentele: 

2A/ 

Deci durata semnalului la ieşirea din filtrul adaptat este: 

& = T0 + 

respectiv 

nnde 

T 0 -
2A/ 

AtAf = 1 

2 A / ; A/ 
(7.271) 

a 

în concluzie se poate spune că dacă la intrarea în filtru avem un 
semnal de durată T si amplitudine 1, la ieşirea din filtrul adaptat se 

T ' -
obţine un semnal de durată At = — şi de amplitudine y a, unde a = A/T 

a 
respectiv produsul bandă X durată la intrarea în filtru. 

Prin compresia care o reali
zează în domeniul timp, filtrul 
adapta t la semnalul chirp are 
aplicaţii în domeniul radarului, 
al sonarului şi altele. Pentru a 
ajunge la distanţe mari, sau a pă
t runde în medii cu pierderi mari, 
semnalul trebuie să aibă o ener
gie mare, deci durată T mare, 

. ... , . , , , La recepţie, pentru a avea rezo-
Fig. 7.41. Anvelopa răspunsului filtrului adaptat . 

ia semnalul Chirp. lutie bună, este nevoie de semnale 
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cu o durată ăi mică, lucru care se realizează cu filtrul adaptat la semna
lul chirp. 

Această tehnică poate fi utilizată şi în domeniul transmisiunilor de date 
în prezenţa unor perturbaţii puternice. 

Filtrul adaptat la semnalul chirp este realizat cu circuit integrat cu o 
structură de filtru transversal. 

7.18.5. Maximizarea raportului semnal/zgomot 
prin filtrare liniară 

Să considerăm un sistem liniar cu funcţia de transfer H(a) la intrarea căruia 
se aplică semnalul util x(t) plus perturbaţia n{t) şi la ieşire se obţine un semnal 
util y(t) şi o perturbaţie p(t) (fig. 7.42). 
în absenţa perturbaţiei la ieşire avem: 

y(t) = — C H(a) X(a)^1 da 
2TC J _ x 

unde X(a) = SF {*(/)} 
în absenţa semnalului util avem: 

P(a) = \H(a)\*N(a) 

unde P(a) = D.S.P. a lui p(t). 

N(a) = D.S.P. a lui n(t) 

Puterea perturbaţiei la ieşire este: 

PM=~[+X[H(a)fN(a)da 

Dorim să maximizăm raportul: 

y(to) 2T, J_ 
H(a) X(a) e^» da 

P, 1 f+a) 

« I J—OC 
a)\2N(a)da 

în funcţie de H(a), respectiv să găsim Hopt. 
Apelăm la inegalitatea lui Schwartz: 

\ il(<o)J5*(6))dw < V ^ ( w ) | 2 d « 
- f +co 

\ 1 B(«) 
. J—CO 

(7.272) 

(7.273 

(7.274) 

(7.275) 

d« (7.276) 

unde avem egalitatea numai dacă A(a) = KB(a), K fiind o constantă. 

Fig. 7.42. Filtrare liniară. 
x(t)+n(t) 

H(u) 
y(t)+p(t). 
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Punem: 

£*(«)=--

JB(co) = 

înlocuind în (7.275) se obţine 

1(«) = ff(«)iW(<o) 

X(«) e-io'° 
i\W2(w) 

X*(w)e~Jw'» 
An/2(w) 

(7.277) 

?(*>) 
P» 

1 - 1_ 
~~ 2 -

( l=°^(co)B*(w)d6) 
2 

«/— co 

-4(co)j2dc 
< — C rC°|B(co) | 2 d « (7.278) 

dacă A((x>) = KB(u>) inegalitatea devine egalitate, respectiv raportul semnal 
perturbaţie p devine maxim şi egal cu 

2TT 
£(o))!2d« = 

2TC 

X(co) 

iV(o>) 
dto 

Condiţia ^4(w) = KB(&>) înseamnă: 

#(<o) = iv Z*(w)e-^'« 
iV(<o) 

Dacă perturbaţia la intrare este zgomot alb: 
1 

(7.279) 

(7.280) 

N(<*) Nn = K 

K fiind constantă arbitrară, atunci 

H(a) = X*(a) e~J"'« (7.281) 

adică filtrul care maximizează raportul semnaljperturbaţie( la momentul t0) 
este filtrul adaptat la forma semnalului util x(t) de la intrare. 

7.18.6. Funcţia de coerenţă 

în multe cazuri prezintă interes să ştim în ce măsură semnalul y(t) la 
ieşirea unui sistem liniar provine din semnalul x(t) aplicat la intrare, luînd în 
considerare faptul că semnalul la ieşire poate să conţină şi perturbaţii (care 
pot include şi semnale utile din alte sisteme) (fig. 7.43). în acest scop se 
defineşte funcţia de coerentă: 

-^ r~; H(aj) 
l/fi) r^H fe/(w) 

\p(i) 
Fig. 7.43. Sistem liniar cu 

perturbaţii p(t). 

unde: qxy{<*>) este D.S.P. de interacţiune; 

qx{u>) — D.S.P. a semnalului x{t); 

qy{a>) — D.S.P. a semnalului y(t). 

(7.282) 
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Să considerăm cazul particular cînd nu avem perturbaţii p(t) = 0. în 
acest caz putem scrie: 

*.>) - 1- ^l^ŞfM- = lim - ^ y ^ ) . (7-283) 
sau 

, 7 , . » = ff(«a) ?.,.(«) (7.284) 
iar: 

? » = | ff(<o) t2 ? ,H (7-285) 
înlocuind în (7.282) se obţine: 

a ( t t) = |gM:'g|H_ = i ( 7 . 2 8 6 ) 

? » | f f ( U ) | » ? » 
Conform aşteptărilor, în absenţa perturbaţiilor funcţia de coerenţă este egală 
cu 1 pentru toate frecvenţele. 

în general, pentru unele domenii de frecvenţe ea, este mai mică decît 1, 
indicînd în acest fel că în acele domenii în semnalul y(t) sînt şi componente 
străine de semnalul de intrare x(f). 

Dacă funcţia de coerenţă este nulă pentru orice a>, rezultă că şi pxy{<i>) tre
buie să fie nul pentru orice frecvenţă, deci şi funcţia de corelaţie mutuală 
care este transformata Fourier. în acest caz componentele lui y(t) nu 
provin din x(t), cele două semnale fiind ortogonale. 

7.18.7. Kepstru 

Denumirea de kepstru este utilizată în două accepţiuni diferite: kepstru 
complex şi kepstru de putere. 

„Kepstru complex" contrar numelui, nu este o funcţie complexă, ci una 
reală, dar numele indică faptul că în definirea lui se porneşte de la spectrul 
complex, fără să se piardă informaţia de fază, aşa cum se pierde la kepstru 
de putere. 

Din această cauză procesul prin care se obţine kepstrul complex este rever
sibil, şi deci este posibil să se revină la semnalul original după efectuarea unor 
operaţii de convoluţie. 

Să considerăm un semnal x(t) de energie finită şi: 

SF {(x(t)} = X(to) = | X{a) ! e^t") (7.287) 

Kepstrul complex este definit ca: 

K,{-) = §~i {In X(ta)} = &-1 {In | X{<*) | + j<D(w)} . (7.288) 
sau 

KJ-) = Sr-i{ln ! X{e>) | } + Sf"!{]*(«)} (7.289) 

Noţiunea de kepstru este foarte utilă pentru a realiza operaţii de decon-
voluţie, fiindcă transformă operaţiile de multiplicare în operaţii de adunare. 

Astfel, în unele cazuri este necesar să determinăm semnalul x(t) aplicat 
la intrarea unui sistem a cărui funcţie de pondere este h(t), dacă se cunoaşte 
semnalul la ieşire y(t) 

y{t) = x(t) * h(t) (7.290) 

unde prin „*" s-a notat produsul de convoluţie. 
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Deconvoluţia se notează cu „ % ", respectiv 

x{t)=y{t)*h(t) (7.291) 

Determinarea lui h(t) poartă numele de identificare a proceselor 

h(t) = y(t) % x(t) (7.292) 

Să considerăm kepstrul semnalului la ieşire 

X„(T) = f* {In [ Y(co) |} + f i {j<D»} (7.293) 
sau 

* » t o = ^"x{ln ! A » | } + SF-i{ln | fl(w) | } + 
+ f i { j O » } + IF-i {j<£H(co)} (7.294) 

unde 
H(o>) = | # ( « ) | ei®*<") = * {A(*)} (7.295) 

este funcţia de transfer a sistemului. 

Dacă cunoaştem kepstrul complex al sistemului de transmisiune 

KH(x) = f i {In 1 H(o) |} + ff-i {jOH(a))} (7.296) 

atunci relaţia (7.294) devine: 
K,(*) = ^ ( T ) + KH(z) (7.297) 

de unde: 
K a ( T ) = K , ( T ) - K H ( T ) (7.298) 

Cunoscînd astfel kepstrul Kx(-u) prin transformarea inversă se obţine 
x{t). în mod analog se obţine KH(i). 

Noţiunea de kepstru este utilă în diferite probleme de deconvoluţie, 
în înlăturarea ecourilor, în analiza şi sinteza semnalelor vorbirii, în analiza 
vibraţiilor etc. 

în realizarea operaţiilor mai sus amintite este utilă şi noţiunea de kepstru 
de putere: 

^ ( T ) = ff-i{log^H} (7-299) 
unde jb(oj) = D.S.P. 

7.19. Perturbaţii 

Perturbatiile sînt semnale aleatoare care intervin în canal micşorînd capaci
tatea de transmisiune a acestuia. 

7.19.1. Clasificarea perturbaţiilor 

Perturbatiile pot fi clasificate în două clase mari : perturbaţii aditive şi 
perturbaţii multiplicative. 
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Perturbaţii aditive. în acest caz semnalul şi perturbaţia se însumează: 

r{t) = s(t) + n(t) 
unde 

n(t) este perturbaţia; 
s(t) —• semnalul ut i l ; 
r(t) —• semnalul recepţionat, deformat de perturbaţii. 

î n categoria perturbaţiilor aditive intră majoritatea perturbaţiilor ce in
tervin în diferitele aplicaţii. 

Perturbaţii multiplicative. în acest caz, semnalul şi perturbaţia se mul
tiplică : 

r{t) = s{t) • n(t) (7.300) 

Perturbaţiile multiplicative apar dacă unul sau mai mulţi din parametrii 
canalului de transmisiune variază în timp în mod aleator. 

în canalele cu perturbaţii multiplicative apar, în general, şi perturbaţii 
aditive. în acest caz, problema fiind foarte complexă, de obicei se tratează 
separat efectele celor două clase de perturbaţii. 

7.19.2. Clasificarea perturbaţiilor aditive 

Perturbaţiile aditive pot fi grupate în trei categorii: zgomote, diafonii şi 
distorsiuni. 

1. Zgomote se numesc acele perturbaţii care nu sînt colierente cu nici unul 
din semnalele utile transmise. 

• Zgomote ergodice sînt perturbaţiile reprezentate de procese ergodice. 
Ele sînt previzibile în medie, nu însă în detaliu. 

• Zgomote gaussiene sînt zgomote avînd în orice moment o distribuţie de 
probabilităţi normală, cu aceeaşi dispersie a2. Zgomotele gaussiene se mai 
numesc şi zgomote de fluctuaţii. Zgomotul gaussian poate avea o densitate 
spectrală de putere constantă şi în acest se numeşte zgomot „alb". 

Dacă densitatea spectrală de putere a zgomotului gaussian variază cu 
frecvenţa, se spune că apare zgomot „colorat"1. 

• Zgomotele negaussiene au o distribuţie de probabilităţi diferită de cea 
normală. 

Dacă densitatea spectrală de putere este constantă, zgomotul negaussian 
se numeşte „alb" iar dacă aceasta variază cu frecvenţa zgomotul se numeşte 
„colorat". 

Clasificarea zgomotelor ergodice este următoarea: 

Zgomot ergodic ' 

negaussian 

' gaussian \ai^ 
(fluctuaţii) \ colorat 

falb 
1 colorat 

1 Numirile de alb şi colorat sînt luate prin analogie cu cazul radiaţiilor luminoase, unde 
luminii albe îi corespunde un spectru constant, iar luminii colorate un spectru ce variază cu 
frecventa. 
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• Zgomote neergodice sînt perturbaţii ce nu pot fi caracterizate statistic 
de o singură realizare. Ele sînt: 

— z g o m o t e n e e r g o d i c e r e g u l a t e , cînd pot fi reprezentate 
printr-o funcţie periodică. în această categoric intră: zgomotul de sector, 
oscilaţii parazite la amplificatoare, zgomotul provocat de sistemele de aprin
dere ale motoarelor cu ardere internă etc.; 

—z g o m o t e n e e r g o d i c e n e r e g u l a t e , cînd intervin în mod 
imprevizibil. în această categorie intră: perturbaţiile provocate de descăr
cării atmosferice, comutări întîmplătoare de sarcini electrice etc. 

2. Diafonii se numesc acele perturbaţii care provin din semnalele utile ale 
altor canale. 

• Diafonii inteligibile sînt perturbaţii puternic coerente cu semnalele 
utile ale altor canale. în acest caz, perturbaţiile sînt replica distorsionată, 
într-o măsură nu prea mare, a semnalelor utile din alte canale. 

• Diafonii neinteligibile sînt perturbaţii coerente într-o măsură mai mică 
cu semnalele utile din alte canale, respectiv provin din acestea prin distorsio-
narea lor foarte puternică. 

3. Distorsiuni sînt perturbaţii coerente cu semnalul util din canalul con
siderat. 

• Distorsiunile reversibile sînt perturbaţii coherente cu semnalul util 
ce pot fi eliminate (teoretic cel puţin) trecînd semnalul printr-o reţea de co
recţie. Ele provin din transformările reversibile pe care le suferă semnalul. 
Aceste transformări fiind biunivoce, prin transformarea inversă distorsiunile 
pot fi înlăturate. în această categorie intră distorsiunile de frecvenţă, de 
fază de amplitudine etc. precum şi distorsiunile date de variaţia unui 
parametru oarecare al canalului de transmisiune după o lege deterministă 
cunoscută. 

• Distorsiunile ireversibile sînt perturbaţii provocate de o transformare 
neliniară univocă ce nu are pe tot domeniul de definiţie o transformată 
inversă. în această categorie intră: distorsiunile de amplitudine produse 
de limitatoare, distorsiunile produse de reflexii e t c , precum şi distor
siunile date de variaţia aleatoare a unui parametru oarecare al canalului de 
transmisiune. 

Clasificarea perturbaţiilor este deci următoarea: 

/zgomote 

'ergodice 

neergodice 

gaussian 
negaussian 

f regulate 
[neregulate 

Perturbaţii / .. f inteligibile 
[neinteligibile 

.. , . . freversibile distorsiuni > 
[ireversibile 
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O altă clasificare este următoarea: 

Perturbaţii < 

incoerente 
(zgomote) 

coerente 

zgomote ergodice 
zgomote neergodice 

[distorsiuni 
\diafonii 

în paragrafele următoare se vor examina numai perturbaţiile provocate de 
impulsuri şi de fluctuaţii. Celelalte perturbaţii prezintă un interes secundar 
deoarece efectele lor pot fi reduse prin procedee relativ simple (filtrări, decu
plări e tc ) . 

7.19.3. Zgomotul de impulsuri şi zgomotul de fluctuaţii 

Zgomotul de impulsuri este caracterizat de faptul că sursele acestui zgomot 
livrează energie nu în mod continuu, ci în „salturi" pe durată foarte scurtă. 
Forma acestor impulsuri este foarte variată; dată fiind însă durata lor foarte 
scurtă, ele pot fi aproximate cu impulsuri rectangulare (fig. 7.44). 

2— 
Dacă durata T a impulsului este suficient de mică, astfel ca să fie mult 

mai mare decît banda de trecere Aco a receptorului, se poate considera că în 
interiorul acesteia spectrul este constant. în această situaţie, impulsul rec
tangular poate să fie substituit cu un impuls delta, cu un conţinut ce dă aceeaşi 
energie din banda de trecere Aoo, ca şi impulsul rectangular ce aproximează 
perturbaţia. 

Inspectînd spectrul impulsului rectangular din fig. 7.44 se poate trage 
concluzia că la frecvenţe foarte înalte, intensitatea perturbaţiilor de impulsuri 
scade foarte mult, astfel că din punct de vedere practic în domeniul frecvenţelor 
ultraînalte (peste 150 MHz) nu este cazul să se ţină seama de aceste perturbaţii. 

Pentru caracterizarea statistică a zgomotului de impulsuri trebuie să se 
cunoască distribuţia probabilităţii valorilor maxime, distribuţia probabili
tăţii duratei impulsurilor şi distribuţia intervalelor de timp între impulsurile 
succesive. Pentru marea majoritate a cazurilor care interesează în aplicaţii, 
aceste distribuţii nu sînt cunoscute. 

IF(V) 

a b 
Fig. 7.44. Impuls rectangular (a) şi densitatea sa spectrală (b). 

19l 

file:///diafonii


7.19.3.1. Reprezentarea zgomotu lu i de impulsur i 

După cum s-a arătat, impulsurile perturbatoare pot fi considerate funcţii 
delta, mai exact funcţii delta de conţinut vj, care apar la momente t — \, 
respectiv 

ţ(t) = ri8(t -l), (7.301) 

unde •/; şi \ sînt variabile aleatoare. 
Spectrul impulsului reprezentat de relaţia (7.30) este constant şi se întinde 

pe toată axa frecvenţelor. Sistemul de transmisiune a informaţiei este per
turbat însă numai de acea porţiune din spectru care pătrunde în banda de 
trecere a sistemului. în legătură cu aceasta, trebuie considerate două cazuri: 

1. Intrarea receptorului este echivalentă cu un filtru trece-jos. în acest 
caz la ieşirea din filtrul trece-jos, pe baza celor stabilite în 7.18.1.2, se obţine 
perturbaţia: 

l(t) = -qA ^ i sine un(t — T — l) (7.302) 

unde: 
A este modulul funcţiei de transfer a filtrului; 
<»! — frecvenţa de tăiere a filtrului; 
T — timpul de întîrziere al filtrului. 

Din punct de vedere practic, ceea ce deranjează este valoarea de vîrf în 
general mare pe care o are perturbaţia de impulsuri (fig. 7.45). 

Valoarea maximă a perturbaţiei dată de relaţia (7.303) are loc pentru: 

t = l + T (7.303) 
şi este: 

CM = rkA i ° i (7.304) 

iar valoarea pâtratică medie este: 

C l = ^ 2 - 3 T (7.305) 

unde r;
2 este valoarea pâtratică medie a conţinutului impulsurilor perturbatoare. 

2. Intrarea receptorului este echivalentă cu un filtru trece-bandă. în acest 
caz, la ieşirea din filtrul trece-bandă, pe baza celor stabilite în § 7.18.1.3, se 
obţine perturbaţia: 

Ut) = TlA — s i n c ^ - (t — T — l) cos <y>S — Q (7.306) 
~ z 

unde: 
Aco este lărgimea de bandă a filtrului; 
w0 = • frecventa centrală a filtrului. 

1 \ ^ / ^ ^ ^ S *" Fig. 7.45. Perturbaţia dată de impulsuri 
ieşirea din filtrul trece-jos. 
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Fig. 7.46. Perturfcaţia dată de impulsuri la ieşirea din filtrul trece-bandă. 

Valoarea maximă a perturbaţiei dată de relaţia (7.306) are loc (fig. 7.46) 
pentru: 

şi are valoarea: 

k = v i — (7-307) 

sau considerînd valoarea patratică medie: 
2 f 2 

rrA-
A « 2 

(7.308) 

7.19.3.2. Reprezentarea zgomotului de fluctuaţii 

Zgomotul de fluctuaţii poate fi considerat ca fiind format din însumarea 
unui număr foarte mare de perturbaţii de impulsuri de energie foarte mică (feno
mene de agitaţie termică în rezistenţe, deplasările aleatoare ale electronilor 
în dispozitivele semiconductoare etc). El poate fi reprezentat de expresia: 

^ ) = E ^ ) f c 8 ( ; - y (7.309) 
h 

unde AYJJ. este conţinutul impulsurilor elementare; 
c7. — momentul de apariţie a lor. 

Se consideră că valoarea medie a V.A. Arrt. este nulă Arl}. = 0. 
Ţinînd seama de structura zgomotelor de fluctuaţii (7.309) se poate spune 

că: 
— densitatea spectrală de putere a zgomotului este constantă în întreaga bandă 

de frecvenţe: 
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— luînd în considerare teorema limită centrală, densitatea de probabilitate 
a valorilor instantanee a zgomotului 5(0 este gaussiană 

1 - — 
w{x) = • e 2"2 (7.310) 

V 2TÎ;T2 

unde: 
a2 este dispersia zgomotului, considerat de lărgime de bandă finită. 

Dat fiind că procesul este ergodic si considerînd o rezistentă de sarcină 
R = 1 

a2 = ^ = £ 2 

2? 

unde £ e / este tensiunea eficace a zgomotului; 
— valoarea de vîrf a zgomotului de fluctuaţii (§ 7.12) este 

V = AEet 

— zgomotul de fluctuaţii pe care-1 observăm, fiind la ieşirea unui filtru 
(sistemul de observare) este format din stima unor fazori cu amplitudine şi 
fază aleatoare şi în consecinţă (§ 7.8.2.2.) anvelopa semnalului p are o distri
buţie Rayleigh 

p2 

2s — i 
w(p) = — e 

unde al = 2c2, iar faza are o distribuţie uniformă 

w(?) = — 

Pentru a demonstra că anvelopa oc(f) a zgomotului de fluctuaţii 5(0 are 
o distribuţie Rayleigh, facem apel la noţiunea de semnal analitic: 

Z(t)) = 5(0 + ]%{l{t)} = 5(0 + h ( 0 = «(') e"«') (7.311) 
unde: 

5(/) = a(0 cos ? ( 0 ; (7.312) 
iar: 

7](<) = *£(*)} = — * Ut) = - S T " i M . dr (7.313) 
"•' 7T J_oo t -T 

este transformata Hilbert a semnalului 5(0 (^ însemnînd evaluarea eliminînd 
punctul T = t). 

«(0 = V52(0 + r*(0 

este anvelopa semnalului care are următoarele proprietăţi: 
—-anvelopa nu intersectează niciodată semnalul | «(0 l>5(0> 
—• la momentele cînd r((/,-) = 0 

d5(0 lt\ V.U\ • ^ ( 0 « M = &(*«) Ş1 —7T d^ d* 
adică anvelopa şi semnalul au aceeaşi tangentă în momentele de egalitate 
(rezultă din ridicarea la pătrat a relaţiei (7.311). 
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Pentru ca anvelopa să aibă o distribuţie Rayleigh, în conformitate cu 
§ 7.8.2.2. trebuie ca: 

a. Ş(/) şi rt(i) să fie procese gaussiene; 
b. variabilele aleatoare c,{tt) şi T)(^) să fie independente; 
c. variabilele aleatoare Ş(/;) şi Tj(t;) să aibă aceeaşi dispersie. 
• Condiţia (a) este îndeplinită fiindcă rjj) se obţine din L(f) printr-o 

transformare liniară (convoluţie) echivalentă cu trecerea lui ţ(t) printr-un 

filtru cu funcţia de pondere h(t) = , respectiv funcţia de transfer H(co) = 
7Z t 

e Pentru a arăta că V.A. ţ(tt) şi YJ(^) sînt independente evaluăm media: 
7+^, iTZ) 1 c+oo FTT/j ş73~ 
i - ^ d T = i ^ . l i i^W_dT (7.314) £&)*)(<,) = -£(<«)» 

Dar 'i(ti) E(T) este funcţia de autocorelaţie a zgomotului de fluctuaţii, care 
pentru lărgimi de bandă foarte mari poate să fie asimilat cu un semnal aleator 
pur, respectiv funcţia lui de autocorelaţie poate fi aproximată cu: 

m *(T) = 
înlocuind în (7.314) se obţine: 

N0S{t, (7.315) 

l(tt) r,(ti) = — a r ° ° S ^ = ^ dT - - ^ hm 

â(/(. 

2 - s-»o 

dr 

«*(*« — T ) r«'-5 s(/ 

fiindcă punctul x = /,• pentru care S(^ — T ) devine infinit a fost eliminat prin-
procedeul de integrare care defineşte transformata Hilbert. 

• Condiţia (c) este îndeplinită fiindcă densităţile spectrale de putere sînt 
egale: 

5V.H = I H{a) i2 ft(w) = y5(w) 
unde H(oi) = — j sgn («). 

Cea mai importantă sursă de fluctuaţie este agitaţia termică în rezistoare. 

7.19.3.3. Zgomotu l de agitaţ ie te rmică 

Agitaţia termică a electronilor liberi dă naştere la zgomot de fluctuaţii 
care apare la bornele rezistenţei. 

Pentru a studia efectul zgomotului de agitaţie termică este necesară in
troducerea unui circuit echivalent. Acesta este format dintr-o sursă de zgomot, 
în care se concentrează tot zgomo
tul produs de rezistenţă şi de o re- J_ 
zistenţă fără zgomot ffig. 7.47). I^ 

în cazul circuitului echivalent [ J 
cu generator de tensiune constantă, 
valoarea tensiunii acestuia este dată 
de formula lui Kyquist: 

\R 1 

qr 
© 

a b c 
E?f AkTR(f2—fx) (7.316) 
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unde: 
Et — este tensiunea eficace de zgomot: 
k — constanta lui Boltzman (k = 1,37"X IO"23 W • s • grad""1); 
T — temperatura absolută ; 
[fz — fL): — lărgimea de bandă considerată. 

în cazul circuitului cu generator de curent constant, valoarea curentului 
acestuia este dată de relaţia: 

I*f = 4kTG(fi—f1) (7.317) 

unde G este conductanţa G 
R 

Dacă două rezistenţe sînt. conectate în serie şi se găsesc la aceeaşi tempera
tură (fig. 7.48), tensiunea de zgomot rezultantă se obţine adunîncl patratic 
cele două tensiuni, deoarece sursele Ex şi Ez sînt independente: 

£2 = E\ + El 

sau: 

£2 = AkT(R1 + R2) (/a— fi) = AkTRif—f) 

Dacă rezistenţele sînt conectate în paralel (fig. 7.49) se obţine 

p = I* + I\ 

(7.318) 
(7.319) 

sau: 
P 4kT(G1 + &,) (h -A) -- « r e ( / . —fît 

unde: 

(7.320) 

(7.321) 

R=RfRz 

© 
Uo 

)u 

G2 = 

G = 

1 
~R~i 

1 

î i 

Fig. 7.48. Rezistenţe în 
serie. 

A\ i?2 

iot la p; 

£2 = i?2/2 = R*4kTG(f*—fJ = ikTRif—f). 

Tensiunea de zgomot la pătrat la bornele celor 
două rezistente este: 

I 

—*h— 

1 
R2 

X 

7T 
R= 

Rj+R2 

—k o 

Fig. 7.49. Rezistenţe în paralel. 
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Dacă între bornele la care trebuie să se evalueze 
zgomotul apar şi componente reactive (fig. 7.50) va 
trebui evaluat zgomotul pentru fiecare bandă de 
frecvenţă infinit mică d/ şi adunate patratic rezul
tatele. 

Dacă impedanţa între punctele Â şi B este: 

^AB = -K-ÂB "T ]<&AB 

unde RAB şi XAB sînt funcţii de frecvenţă, zgomotul 
la borne, în banda de frecvenţe /2—fv este: 

E'2!) 4kT^RABdf ,_ - ,Fig. 7.50. Circuit cu < 
\l.oLL) ponente reactive. 

în general, orice elemente capabile să disipe energie, turn ar fi rezistenţele, 
care transformă energia electrică în căldură în mod ireversibil, sau antenele 
care radiază energie fără ca aceasta să mai poată reveni în circuit — sînt 
surse de zgomot de agitaţie termică. 

7.19.3.4. Factorul de zgomot 

Zgomotele care perturbă transmisiunea informaţiei sînt produse în general 
în canalul de transmisiune sau în primele etaj e ale receptorului, unde nivelul 
semnalului util este mic. Zgomotul propriu al receptorului este produs de 
agitaţia termică din rezistenţe şi de suflul tuburilor electronicetsau de'elementele 
semiconductoare utilizate. •. ... . . . 

Zgomotul tuburilor sau al semiconductoarelor este tot zgomot gaussian 
însă colorat. Dacă lărgimea de bandă a receptorului este relativ mică,, el poate 
îi considerat zgomot alb. 

Factorul care limitează posibilitatea receptorului de a recepţiona semnale 
slabe este zgomotul. în absenţa zgomotului s-ar putea realiza fără dificultăţi 
principale amplificări oricît ele mari, astfel încît să se poată recepţiona semnale 
oricît de slabe. în acest caz, sensibilitatea receptorului ar depinde, numai de 
amplificarea lui. în cazurile în care semnalul este mult mai mare decît zgo
motul propriu al receptorului, sensibilitatea este o măsură a amplificării 
acestuia (receptoarele de radio obişnuite UL, UM, US). 

în general, din motive economice se caută ca la emisie să se lucreze cu 
puteri mai mici, iar la recepţie trebuie luate toate măsurile ca receptorul să 
fie capabil să recepţioneze semnale cît mai slabe. 

Cu cît zgomotul propriu al receptorului este mai mic, cu atît el va putea 
recepţiona semnale mai slabe. Rezultă că 
sensibil cu cît zgomotul propriu va fi mai mic. 

Dacă zgomotul propriu este mai mare 
decît semnalul, oricît de mare ar fi am
plificarea, semnalul nu va putea fi recep
ţionat. 

Se consideră că la intrarea în receptor 
este conectată sursa de semnale (antena 
sau cablul de transmisiune — fig. 7.51) care 
se figurează sub forma unui generator echi
valent, de rezistenţă internă Rt şi de ten
siune constantă EANT. 

receptorul va fi cu atît mai 

51. Circuit echivalent de zeomot. 

197 

file:///l.oLL


Pentru a obţine puterea maximă în receptor se face rezistenţa internă a 
receptorului egală cu cea a sursei R = Rt. 

Dacă semnalul la intrare este nul (EANT = 0) sursa va debita la intrarea în 
receptor numai zgomot de agitaţie termică produs în rezistenţa internă Ri: 
care are valoarea: 

E%=4kTRt(fz-fi). 
Dacă se consideră acest zgomot ca fiind concentrat într-un generator de 

tensiune constantă Eef (fig. 7.51, b), puterea de zgomot dată de această sursă 
este: 

F- F" 
Rt + R 2R 

Din această putere, jumătate este disipată în rezistenţa proprie (internă), 
iar jumătate este transmisă receptorului, disipîndu-se în rezistenţa R. Deci 
puterea de zgomot introdusă de sursă în receptor este: 

p=^==kT(fi-fi) (7.323) 
iR 

Rezultatul este interesant prin faptul că această putere de zgomot este 
independentă de rezistenta internă a sursei, cu condiţia ca să existe adaptare 
(R = Rt). 

în acest caz, presupunind un receptor ideal fără zgomot propriu, la ie
şirea lui va apare totuşi un zgomot şi anume cel introdus de sursă (conside-
rînd amplificarea receptorului egală cu unitatea). 

De aici se poat_> trage concluzia că limita inferioară pentru puterea de zgo
mot la ieşirea din receptor considerat d,e amplificare 1 este kT(f2—/,). 

Pentru a putea compara diferitele tipuri de receptoare (care au lărgimi ,de 
bandă diferite) din punctul de vedere al zgomotului, se evaluează zgomotul 
pe lărgimea de bandă unitate f2 — / i = 1 • 

în acest caz kT reprezintă cea mai mică putere de zgomot (pe unitatea 
de lărgime de bandă) care poate fi obţinută şi anum; în cazul receptorului 
ideal. 

Se alege această putere (kT) ca unitate pentru măsura puterii P de zgomot 
la intrarea în receptorul real şi se defineşte factorul de zgomot al receptorului 
prin raportul: 

F = — (7.324) 
kT 

Cu cîi factorul de zgomot F este mai mare, cu atît receptorul va fi mai puţin 
sensibil, fiindcă zgomotul propriu P va fi mai mare. 

Uneori factorul de zgomot se exprimă în decibeli: 

G = 10 log F = 10 log P — 10 log kT (7.325) 

Dacă receptorul are amplificarea de intrare A şi lărgimea de bandă (/, —fi) 
puterea totală de zgomot la ieşire este: 

PT = kT FA (f2 —fi). (7.326) 

Relaţia (7.326) poate servi ca definiţie echivalentă a factorului de zgomot: 

F = ^ (7.327) 
kTA(fi—fi 
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7.20. Procese aleatoare discrete 

în conformitate cu §7. 2 procesul aleator discret £(/) este un semnal aleator 
definit pe întreaga axă a timpului, care nu poate lua decît valori discrete. în 
cele ce urmează considerăm că procesul aleator discret este staţionar (v. § 7.4). 

Pentru a putea utiliza rezultatele obţinute în cazul semnalelor aleatoare 
continue, vom defini şi pentru procesele aleatoare discrete, respectiv pentru 
variabilele aleatoare discrete, o densitate de probabilitate. 

î n acest scop să considerăm funcţia de repartiţie de ordinul întîi a unei 
V.A. discretă: 

[£&)] = \xxx2... xn] (7.328) 

F(x) = E P(*i) = E HXi) u{x - xt) (7.329) 
Xi^X î—1 

unde: 
P(xt) = P{l(h) = *,} 

E P(*«) = i 

iar u(% — xt) este funcţia treaptă unitate. 
Densitatea de probabilitate este prin definiţie: 

» ( ^ M = f p ^ j ( , _ ^ (7.330) 
dx ti 

unde S (x — xt) este funcţia § Dirac. 
Funcţia de repartiţie de ordinul doi este: 

F,{xlt x2; h, h) = PiKh) < Xl; UQ < %} 

F2(xlt x2;ti,k)= E E ^ ( « u . % ) (7.331) 

iar densitatea de probabilitate de ordinul doi este: 

z»2(%i, A'2; h, t2) = E E ^ ( ^ u , % ; ^i, *a) §(#i — % , a-2 — % ) 
* j 

unde S(x'!—,vH, X 2 — ^ 3 ; ) este funcţia S Dirac, bidimensională. 
Sau fiindcă procesul este staţionar: 

»a(*i, * 2 ; - ) = E E Ps(«!«. % : T)8(*I — «u. «2 — %j) (7.332) 
unde T = /2 — /] . 

în studiul proceselor aleatoare discrete un rol important îl are funcţia de 
autocorelaţie, care poate fi dedusă ca un caz particular al funcţiei de autoco-
relaţie a semnalelor aleatoare continue, dată de relaţia (7.7); 

B( (-) =[ \ x1x2w2(x1, x2; •z)dx1dx2 (7.333) 
, —CO J — 0 0 

înlocuind reiaţi?, (7.332) în relaţia (7.333) se obţine: 

5 W =J2T: xux2}P2{xu> x1}, T) (7.334) 
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Dacă procesul este crgodic: 

Ş ( T ) = R(Z) = lim — [t. £(t>(0 lm(t + T) d̂  
. , r^co Ţ j - r /2 

(7.335) 

, Dintre semnalele aleatoare discrete, cel mai des utilizat este semnalul 
binar, unde n = . 2. 

7.20.1. Semnalul aleator binar 

Acest proces aleator discret este format dintr-o succesiune de impulsuri 
rectangulare de durată a a căror amplitudine poate lua numai două valori 
(fig. 7.52). 

Fără a restrînge generalitatea problemei, putem considera că aceste va
lori sînt + 1 şi — 1 . 

Expresia acestui semnal este: 

:(*)= £ rikptt-ka) (7.336). 

unde: 

p(t — ka) este un semnal rectangular de durată a şi de amplitudine 1, 
decalat cu ka faţă de origine (aleasă arbitrar). 

7j;. sînt V.A. discrete care pot lua cu. aceeaşi probabilitate valorile i 1. 

7.20.1.1. Densitatea spectrală de putere 

Pentru evaluarea D.S.P procedăm ca şi în cazul semnalelor continui con-
siderînd semnalul trunchiat: 

.V/2 

£ * ( ' ) = £ r*P(*—*a) (7.337) 

Fig. 7.52. Semnal binar. 
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a cărui transformată Fourier este: 
N/2 

ZA-H=P(W) E%e- ' ' jcoka 

N 

unde 

P(co) = SF {p(t}\ = a sine coa 

(7.338) 

(7.339) 

(7.340) 

Conjugata densităţii spectrale este: 
N 

X*N(o) = P » £ % ei»*» 

Analog cazului continuu (7.95) D.S.P. în cazul discret poate fi definită: 

(7.341) ?H=Hm ' y 2 

unde 
2V AT 

ir T 
| X v (o) |2 = AA,(co) X^(co) = 1 P(co) \* J2 E 1* r« e i M (*"" (7-342) 

iV N 

Variabilele discrete TJJ., T;, sînt independente şi au valoarea medie nulă: 

r,kTu = rnra = 0 pt. /f^/ 
Şl 

%• *]? = r;t = °" 
1 
2 

- 1 ) 2 _ = 1 pt £ = / 
2 

înlocuind în (7.342) se obţine 

XN(<*f = N | P(co) |s 

Introducînd în (7.341) rezultă: 

? ( « ) = . - ! ) p(co)i2 

(7.343) 

respectiv ţinînd seama de (7.339) se obţine: 

«(o = a sme-- 2 
(7.344) i £ ^ 

Această funcţie este reprezentată în fig. 7.53. 
Din relaţia (7.344) rezultă că anularea lo-

. . . . . . . cod 
bului principal are ioc pentru = n, respectiv 

2 -pentru co = —- . Dacă debitul de informaţie este 
a 

mare, atunci a este mic şi ca urmare, lărgimea F i 7 53 Densitatea spectrală 
de bandă ocupată de semnal este mare. J de putere. 
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7.20.1.2. Funcţia de autocorelaţ ie 

Pentru calculul funcţiei de autocorelaţie ne vom referi la relaţia (7.334) 
care pentru cazul binar devine: 

B(-) = xnX2iPz\xu, x2i> h, h) + xiiX22P2\Xn, x22) h, h) + 
+ X\2X2\ "2(^12» #81» h> ti) + x12.x22P2{x12, #22 I h, h) (7.345) 

Ţinînd seama de valorile numerice: 

xn = 4 - 1 , x12 = — 1 şi #21 = + 1, .T22 = —-l se obţine 

B(x) = P , ( l , 1; h, h) - P 2 ( l , - l ; ^ 2 ) - P 2 (—1,1; h, t2) + 
+ P2(— 1, — 1 ; ^ /2) (7.346) 

Urmează să evaluăm aceste probabilităţi de ordinul doi. 
Numim noduri punctele Tn unde pot avea loc tranziţii de la valoarea —1 la 

- f i sau invers (fig. 7-52). 
Nodurile se succed regulat la intervale a, însă nu în fiecare nod are loc 

o tranziţie. 
Un nod poate să apară cu aceeaşi probabilitate în oricare punct al inter

valului T = t% — t1: şi apare în mod sigur în oricare interval de durată a sau 
mai mare. 

Vom lua în considerare două cazuri: 
• Cazul în care T < a. 

Apariţia unui nod este o V.A cu o distribuţie uniformă, care ia o valoare 
pe care o notăm cu Tn: 

P{h< Tn ^ t2} = ^ Z = A = . 1 (7.347) 
a a 

Probabilitatea ca într-un nod să aibă loc o tranziţie este —, respectiv: 
2 

Pu(*i = i ;k) = PnU- i = — i ;h = - (7.348) H 
Probabilitatea condiţionată ca la momentul t2

 s^ avem x2 = — 1 , dacă 
la t-i am avut #x — \, este: 

P2(x2 = —l/# i = 1; t2, ti) = probabilitatea ca în intervalul t2, t1 să apară 
un nod multiplicată cu probabilitatea ca în acest nod să apară o tranziţie. 

P,(x„ = _ i / X l = l ; / ! , / 1 ) = Â X ^ = - (7.349) 
a 2 2a 

Analog avem: 
P2(:v2 = l/.Vi = — 1; t2, h) = = — (7.350) 

2a 
Pe de altă parte avem: 

P2(x2 = l/.Vi = 1; t2, tj) = 1 — P2(#2 = —l/#i = 1 ; *2, /O 

respectiv ţinînd seama de (7.350): 

P3(A-2 = 1 / ^ = 1 ; t2, h) = 1 — (7.351) 
2a 
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Analog avem 

P,(A-2 = — l/.vi = — 1 ; U, k) = 1 — (7.352) 
2a 

Ţinînd seama de probabilităţile de mai sus, putem calcula probabili
tăţile care intervin în expresia funcţiei de autocorelaţie: 

P 2( l , 1; k, h) = P n ( l ; h) P2(.v2 = l/.vj = 1; t2, tj) 

Ţinînd seama de (7.348) şi (7.351) avem: 

P 2 ( l , l ; * 1 , * a ) = l ( , l - - - L - ) (7.353) 
2 V 2«/ 

î n acelaşi mod 

P 2 ( I , — i ; k, k) = P u ( i ; k) P&Z = — Î / % = i ; h, k) 

P 2 ( l , — 1 ; / ! , / , ) = — — = — (7.354) 
2 2« 4a 

P 2 ( — i , i ; k, h) = P u ( — i ; *i) ^ ( * 2 = 1/% = — 1 ; *«, k) 

P2(— 1, 1; fo *8) = - l — = — (7.355) 
2 2a Aa 

şi în fine: 

Po{— 1, — 1 ; *i.*») = Pu(— 1; *i) *M*2 = — i/.Vi = — 1 ; *8. '1) 

P-(— 1. —1 : k, h) = — f 1 —^ (7.356) 
2 \ 2a) 

înlocuind (7.353, 354, 355, 356) în (7.346) rezultă: 

B{-)= 1 — — sau fiindcă P ( T ) = B(~T): 
a 

P ( T ) = 1 — — pentru T < « (7.357) 
a 

• Cazul în care T > a 
Dacă T^a , în mod cert în intervalul T apare cel puţin un nod. 
Să analizăm ce se întîmplă de la momentul tx. Fiindcă T > 0 , rezultă că 

pînă la momentul /2 în mod cert apare un nod unde cu aceeaşi probabilitate 
poate să aibă loc o tranziţie sau să nu aibă loc. Rezultă că valoarea semnalului 
la momentul /2 nu depinde de valoarea avută la momentul tlt adică: 

P2(t , \;t1, /,) = Pu(xx = 1; k) Pi2(*3 = 1; h) = — 
4 

şi la fel celelalte probabilităţi: 
P , ( l , — 1: / j , u) = P2(— 1, 1; h, U) = P2(—1, — 1 ; tu U) = — 

4 
înlocuind aceste valori în (7.346) se obţine: 

B(T) = o p t : .T>« 
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B(Z) 

Eig. 7.54. Funcţia de autoco-
relatie. 

în concluzie 

Bh) < a 

T \> a 
(7.358) 

Această funcţie este reprezentată în fig. 7.54 
şi se observă că W {B(-z)} = q(<£>) dat de rela
ţia (7.44). 

7.20.2. Semnale binare pseudoaleatoare 

în multe aplicaţii intervin secvenţe pseudo-aleatoare generate de registre 
de deplasare cu reacţie cu perioadă maximală (generate de polinoame carac
teristice primitive — vezi § 3.4.51). 

Semnalul la ieşirea din registrul de deplasare cu reacţie — dacă extragem 
componenta medie — are o formă ca cea din fig. 7.52, însă n u m a i are caracter 
aleator. 

în scopul normalizării, ca şi în cazul precedent, considerăm că în fiecare 
interval de tact semnalul poate lua numai valoarea xk = -4- 1 sau xk = — 1 . 

Dacă notăm cu n perioada maximă (n = 2m — 1, unde m este gradul 
polinomului caracteristic, primitiv) se defineşte funcţia de autocorelaţie cir
culară (secvenţa se repetă periodic) normalizată: 

R„®= 
î 

— / . xkxk+t 
(7.359) 

Secvenţa fiind periodică, xk+n = xk. 
Funcţia de autocorelaţie este o măsură a gradului în care o secvenţă se dis

tinge de permutările sale. 
Să considerăm o secvenţă pe care să o notăm cu {xkj şi o altă secvenţă 

obţinută prin decalarea cu i poziţii a primei secvenţe, şi să o notăm cu 
{%M} • în suma din relaţia (7.359) intervine + 1 în poziţiile în care cele două 
secvenţe {xk} şi {xk+1} coincid şi intervine —1 în poziţiile în care acestea 
diferă. Dacă din cele n poziţii secvenţele coincid în A poziţii şi diferă în D 
poziţii, A -j- D = n, atunci funcţia de autocorelaţie (7.359) poate fi scrisă: 

R**(i) = 
A—D 
A + D 

(7.360) 

Valoarea funcţiei de autocorelaţie în origine 

R(0) = 1 

0) este: 

(7.361) 
fiindcă D = 0. 

Secvenţele de perioadă maximă au proprietatea că numărul de (1) este mai 
mare decît numărul de (—1) cu o unitate. Acest lucru rezultă din considerente 
de simetrie, ţinînd seama că numărul total de poziţii n = 2™— 1 este un număr 
impar fiindcă s-a exclus starea nulă (în cap. 5 s-a notat cu 1 sau 0 simbolurile 
care apar în fiecare poziţie — în notaţia prezentă simbolului 0 îi corespunde 
un impuls de amplitudine —1). : 

O altă proprietate importantă a secvenţelor de perioadă maximă este că 
numărul D de poziţii în care secvenţa {xk} nu coincide cu secvenţa decalată 
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{xk+l] este mai mare cu unu decît numărul de poziţii A în care acestea coincid, 
adică D — A = 1, pentru orice i^=0. 

Această proprietate poate fi uşor demonstrată dacă impulsurilor pozitive 
le alocăm simbolul „ \ " , iar celor negative simbolul „0". 

Ţinînd seama de faptul că o secvenţă {xk} generată de un registru cu 
perioadă maximă adunată modulo 2 cu o replică a ei decalată {xk+i\ dă 
tot o replică decalată distinctă, se poate scrie 

K} ® {%H} = { W (7.362) 

în conformitate cu prima proprietate enunţată, secvenţa {xk+]) are un 
număr de „0" care este mai mic decît numărul de „1", cu unu. 

Dacă ne referim la relaţia (7.362) numărul de „0" în secvenţa {xk+J\ re
prezintă numărul A de poziţii în care {xk} şi {xk+i} coincid, iar numărul 
de „1" în secvenţa {%+j} reprezintă numărul D de poziţii în care {xk} şi 
{xk+i\ diferă, rezultă că A—D = — 1 pentru i^O. 

Introducînd acest rezultat în (7.360) şi ţinînd seama că A -4- D = n se 
obţine 

K « ( 0 = - - (7.363) 

Rezultă că funcţia de autocorelatie a unei secvenţe generată de un registru 
de deplasare cu reacţie de perioadă maximă este periodică şi are două valori: 

KJ î R. 
n 

pentru (V) i=fi0 (7.364) 

Această funcţie este reprezentată în fig. (7.55) 
Dacă trecem de la variabila discretă i la variabila continuă T, funcţia de 

autocorelatie Rxx (T) se obţine unind punctele ce reprezintă funcţia pentru 
diferitele valori *', aşa cum este indicat punctat în fig. (7.55). Unirea prin 
linii drepte este justificată de analogia cu funcţia de autocorelatie a unui 
semnal binar (fig. 7.54). 

Se vede că pentru n —» ce cele două funcţii de autocorelatie sînt identice. 
Faptul că n este întotdeauna finit justifică denumirea de secvenţă pceudo-
aleatoare. 

Menţionăm că în cazul în care secvenţa nu este de perioadă maximă, 
funcţia ei de autocorelatie, 
locale mai mici decît 1. 

între valorile maxime egale cu 1 are si maxime 

I &xx ({) 

- / / \ / 
V o l.._._.l [_____]/' NC: 

Fig. 7.55. Funcţia de autocorelatie a unei secvenţe pseudoaleatoare. 

205 



CAPITOLUL 8 

SEMNALE ALEATOARE ESANTIONATE 

Dat fiind că informaţia transmisă printr-un semnal aleator este conţinută 
în esantioanele acestuia, o clasa importantă de prelucrări de semnale se 
efectuează luînd în considerare numai esantioanele acestuia. De aici rezultă 
interesul pentru studiul semnalelor eşantionate. 

Teorema eşantionării afirmă că un semnal x(t) care are pe W ca cea mai 
înaltă frecvenţă din spectru este perfect determinat dacă se cunosc eşantioa-

1 27Î 
nele lui distanţate cu T = = — 

1W O 

x(t) = p x(nT) ş ine— (t — nT) (8.!) Y) x(nT) sine — (/ — nT) 

Dacă eşantionarea se face cu funcţia periodică idealizată: 

M*)= £ ^ - ^ " ) = 4 £ ei"fl' 
n~— x.' - * - « = — oo 

şi dacă notăm cu x*(t) semnalul eşantionat: 

x*(t) = x(t) 8T(t) 

atunci avem: 

W{x*{t)} = £ x(nt) ei«nT = 4 £ A'(co--;«0) 

unde Z(co) = ® {x(t)} 
Punînd T = 1 convenim să introducem notaţia: 

00 CO 

A~(ejw) = J2 x(n) frk'J" = £ x(a —n2lz) (8.2) 

în mod analog, pentru un semnal limitat la durata D pe axa timpului, şi 
nelimitat în domeniul frecvenţă se obţine densitatea spectrală: 

Practic, putem considera că semnalul este limitat atît în timp (D) cît şi în 

frecvenţă (11") şi ca urmare este determinat de N = — parametri. 
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8.1. Eşantionarea semnalelor aleatoare 

Fie Qk)(f) o realizare particulară a semnalului aleator ţ(t) şi eT(t—TJ) 
funcţia rectangulară periodică cu perioada T (fig. 8.1) decalată cu v) faţă de 
originea timpului. Decalajul rt este o V.A. continuă cu o distribuţie uniformă, 
pe [0, T}. 

Semnalul cu care se efectuează eşantionarea poate fi pus sub forma: 

^{t - v ) ) = Y, C ( n a ) e i - ° ' (8.4) 

unde: 

iar: 

T 

C(n O.) = _ ,{t—rj) ei"n* d? 

făcînd schimbarea de variabilă t—•rl= V se obţine: 

C{n Q) = e-i"Q ' s inc T (8.5) 

Variabila aleatoare YJ are o distribuţie uniformă: 

w(y) 
^ o<j/<r 

0 în afară 

Semnalul £,(k)(t) eşantionat cu eT(f —• TJ) este: 

sau considerînd mulţimea tuturor realizărilor: 

Funcţia de autocorelatie a semnalului eşantionat este: 

BJh, t2) = y(h) y(t2) = l{h) l(t2) eT(h - r,) eT(ts - Y)) 

* r ^ 

5 
• « — » • 

w 60 

(8.6) 

(8.7) 

-T+i 0 fi T+ri 
Fig. 8.1. Semnalul de eşantionare. 
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dar A".A. l(t(), i = 1, 2 si V.A vj sînt independente, deci 

By{h, h) = ţfa) l(t%) • eT{tx — 7]) e ^ 2 — r,) (8.8) 

Presupunem că £(/) este staţionar şi ergodic şi notăm 0 = /2 — tx şi intro
ducem notaţiile: 

i?5(6) = B?(0) = ^ 1 ) ^ 2 ) (§.9) 

2?e(0) = 5,(6) = eşp'^ — T J ) ^ ^ — Y)) (8.10) 

Rezultă că 

£Y&,4) = 5Y(0) = i? Y (0)> i?5(0) Re(Q) (8.11) 

Dar funcţia de autocorelaţie a unui semnal periodic este periodică: 

3 . ( 8 ) = £ r»eiHn'9 (8-12) 
M = — 00 

unde conform (7.140) 

rn = \C{nQ.)\-2 (8.13) 

Ţinînd seama de (8.5) avem 

nQ, 
rn = smc2 T (8.14) 

Densitatea spectrală de putere este: 

qy(a>) =aF{7?Y(0)} = ( + " i ? . / 0 ) e ^ w 9 d e = f + " i ? ? ( 0 ) i?e(0)e-i«ed0 (8.15) 
J — 00 J— O) 

sau înlocuind (8.12) 

?.,(to) = ] £ f B p i ? ? ( 9 ) e - J ( » - » « ) « i e (8.16) 
« = — CC «j — X 

dar 

\ i?5(0) e-J("-"-Q)9 dQ = ??(o> — «O) (8.17) 

deci 

?.,(<o) = £ sinc2-^-T?5(co — » â ) (8.18) 
tt = — CO ^ 

Această densitate spectrală este reprezentată în fig. 8.2 

Se observă că pentru n = 0, •presiipunînd că T < : 
2W 

?Y(w) = qz(a) 

adică spectrul iie bază al semnalului eşantionat nu este afectat de procesul de 
eşantionare, deci prin demodulare cu un filtru trece-jos se recuperează semnalul 
iniţial fără nici un fel de distorsiuni. 
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kU.M 

/ 7 = ; 

\ 
S/L A_ 

Fig. 8.2. Densitatea spectrală de putere a semnalului eşanticnat. 

Din relaţia (8.18) se vede că dacă T —» O avem 

?Y(W) = ]C &(« — M ° ) 
n = — co 

adică D.S.P. se repetă indefinit fără atenuări. 
Dacă T creşte, replicile densităţii spectrale sînt atenuate; la limită cînd 

T = T, acestea se anulează fiindcă de fapt rru mai avem nici un proces de 
eşantionare. 

8.2. Eşantionarea semnalelor de durată finită 
* 

Să considerăm un semnal l,'K)(t) de durată D şi să notăm cu W cea mai 
înaltă frecvenţă din spectrul acestui semnal (semnalul fiind limitat în timp, 
este nelimitat în domeniul frecvenţă, însă componentele de frecvenţă mai 
mare clecît W sînt sub nivelul zgomotelor şi se neglijează). 

Considerînd extensia periodică a acestui semnal, notăm cu fa = — frec-
D 

venta fundamentală, si cu — cea mai înaltă armonică pe care o luăm în 
2 

N considerare, adică W = — fn. Se poate arăta (v. Anexa III) că si în acest caz 
2 

/ nD 
semnalul este perfect determinat dacă se cunosc i\ 4-1 ordonate H/1'' I 

N + 1; unde n = 0, N, arătate în fig. 8.3. 
Distanta între două eşantioane este: 

T 
D 

N 4- 1 
(8.19> 

deci D = (N + ^)T, adică semnalul începe la — înaintea primului eşantion 

si se termină la — după ultimul eşantion. 
2 
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D-
• * — 

t 
2 

1 

Z 

B® * (m) \N+1J 
• 7 

Fig. 8.3. Eşantionarea unui semnal de durată finită. 

Cu notaţiile utilizate avem: 

D ^ 1 - N 
fo 2W 

(8.20) 

înlocuind pe I) în (8.19) se obţine: 

T 
1 N 

1W AT + 1 

respectiv frecvenţa de eşantionare: 

1 
fe 

T 
2"'(' + i ) (8.22) 

Se observă că pentru valori mari ale lui -N, respectiv pentru durate mari, 
2" şi fe tind spre valorile date de teorema eşantionării cunoscută. 

în cazul cel mai general (Anexa III. 3.3) teorema eşantionării se poate 
scrie: 

£*>(*) =£sw(»D 
s i n ^ (/ — nT) 

(8.23) 
(N + 1) sin- (t-nT) 

(N + 1 ) 7 

Se observă că pentru valori mari ale lui AT se obţine relaţia cunoscută 

&w(<) = £Ş<«(»r) sine— (t — nT) 

8.3. Inversarea spectrului 

în unele prelucrări de semnale este necesar să inversăm spectrul mesa
jului aşa cum se vede în fig. 8.4. 

Acest lucru se realizează prin eşantionare cu o funcţie „$" periodică (sau 
«echivalentele ei fizice), în care impulsurile sînt inversate în mod alternativ 
(fig. 8.5). 
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Fig. 8.4. Inversarea spectrului. 

Notăm cu §r(0 funcţia cu care se 
esantionează în acest caz: 

§ T ( 0 = E (—1)"8(* —«T) 

Spectrul semnalului eşantionat se re
petă indefinit, dar componentele de bază 
pot fi extrase cu un filtru trece-jos cu 
frecvenţa de tăiere co0 = 2-TF la ieşirea 
căruia se obţine: 

T 

Fig. 8.5. Funcţia Sy(£) pentru inversare 
de spectru. 

s/(«) = 2ir s\ U — «o 
2 2 

«o (8.24} 

Constanta 2 IT provine din faptul că am considerat că impulsurile §(/> 
au un conţinut egal cu unitatea. 

Demonstrarea acestei teoreme este dată în anexa III . 

8.4. Reconstituirea semnalului eşantionat 

Teoretic, cea mai simplă metodă de reconstituire a semnalului eşantionat 
este filtrarea cu un filtru trece-jos cu frecvenţa de tăiere co0 = 2nW. Practic 
în să construcţia filtrului pune probleme serioase, cu excepţia cazului în care 
micşorăm mult intervalul T de eşantionare. Acest lucru nu este convenabili 
fiindcă mărim în mod inutil redundanţa, fapt care duce la scăderea capacităţi 
de transmisiune a canalului. 
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8.4.1. Interpolare de ordin zero 

Este cea mai simplă metodă de interpolare, în care semnalul reconstituit 
este format din trepte, valoarea unui eşantion fiind reţinuta pînă la eşantionul 
următor (fig. 8.6). 

Pentru a analiza distorsiunile care se obţin cu această metodă simplă de 
reconstrucţie, observăm că operaţia de reţinere a valorii semnalului poate fi 
exprimată matematic ca fiind o trecere a eşantioanelor (impulsuri „S") prin-
tr-un filtru de mediere. 

Funcţia de pondere a filtrului de mediere este arătată în fig. 8.7 şi este: 

0 în, afară 

iar funcţia de transfer, conform relaţiei (7.247) este 

H(m) - j - V . coi e sine ——- .25) 

Dacă semnalul eşantionat y(t) este trecut printr-un asemenea filtru se 
obţine: 

qţ(u>) = ' H((x>)'2 q.foi) = sinc2->r £ si «o 
sine" T?£(W — nQ.) (8.26) 

Densitatea spectrală de putere q^ (co) care aproximează pe qz (co) se deduce 
•din fig. 8.8. 

Din examinarea relaţiei (8.26) rezultă următoarele distorsiuni: 

• Distorsiuni liniare introduse de factorul sine2- — . Componentele de 

frecvenţa cea mai mare din semnal, respectiv de frecvenţă co0 == 2-IF sînt 
atenuate cu: 

sine' 
(x>0T sine2 — ^ 0 , 4 

2 

•deci atenuarea este de —4 dB, care este tolerabilă. 
• Distorsiuni ce provin din faptul că componentele spectrului translatat 

nu sînt total atenuate. Pentru a reduce efectul lor, după circuitul de reţinere 

O 

h(t) 

Fig. 8.6. Interpolare de ordin zero. 

T t 
Fig. 8.7. Funcţia de pondere. 

212 



fM 
F//tru 
idea/ 

SincZ^J-

Fig. 8.8. Densitatea spectrală de putere a semnalului interpolat. 

OJ 

se conectează un filtru trece-jos cu o structură foarte simplă. Dacă durata T 
a impulsurilor de eşantionare creşte, componentele perturbatoare sînt mai 
puternic atenuate. Creşterea lui T înseamnă însă micşorarea intervalului de 
timp între două eşantioane,-deci micşorarea capacităţii canalului, în sensul că 
se micşorează numărul de comunicaţii simultane posibile. 

8.4.2. Interpolare polinomială 

Pentru simplificarea scrisului notăm cu x(t) o realizare particulară a sem
nalului aleator 1_{f), adică x(t) = zi,:){t). 

Fie: x(t0), x(ti), ...., x{tN) un număr de N + 1 eşantioane ale semna
lului x{t). 

Prin aceste puncte poate să treacă un singur polinom de grad N. Pentru. 
a arăta acest lucru punem: 

N 

£ 
* = 0 

i(t) == £ j aktk 1.11} 

şi vom alege coeficienţii a}. astfel încît a(tm) = x(tm) = y ^ ajţ, sau sub 

formă matriceală: 

N c 
A=0 

x{t0) 
x{h) 

f i t0 fi0 ..-.^1 
1 h A ... tf 

Li tN fiN...t§] 

a0 

(8.28) 

sau: 
X = TYA (8.29> 

Matricea T v este matricea Vandermonde şi se poate arăta ca 

det Tw = I I (h — tj) 
i>3 
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Fiindcă toate momentele de eşantionare tk sînt distincte, det Tv este 
nenul şi matricea T v nu este singulară, deci: 

A = T ^ X (8.30) 

Dacă momentele de eşantionare sînt suficient de apropiate a(t) va apro
xima destul de bine semnalul x(t) în intervalul (t0 — d, tN -f- d), unde d > 0. 

Dacă a(t) este folosit să aproximeze pe x{t) pt. t e (t0,ty) spunem că facem o 
interpolare între eşantioane. 

Dacă a(t) este folosit să aproximeze pe x{t) pt t<ţ (t0, tN) spunem că facem 
o extrapolare. Eroarea de extrapolare: x(t) — a(t) creşte pe măsură ce t se 
îndepărtează de intervalul (i0, lN). 

Pentru a scurta timpul de calcul se prelucrează cîte m ~j~ l < N eşantioane 
cu primul eşantion din blocurile succesive, egal cu ultimul eşantion din blocul 
precedent. întîrzierea de m eşantioane obţinută în general nu este supărătoare. 

8.4.2.1. Formula de interpolare a lui Lagrange 

Fie a(t) un polinom de grad m care trece prin m -\- 1 eşantioane: x(t0), 
x(t]), ...,x{tm). Din (8.30), unde TY se înlocuieşte cu Tm se pot calcula coe
ficienţii lui a(t), dar aceasta necesită inversarea matricei Tm. 

Polinomul a(t) poate fi însă calculat fără inversare de matrice utilizînd 
formula de interpolare a lui Lagrange. 

Fie setul de m -j- 1 polinoame de grad m 
m 4 / 

?«c) = n - — 7 (8-31) 
k=o H —• tk 

numite polinoamele lui Lagrange, care au proprietatea că pentru V> întreg 
0 < r < m: 

[ 1 r = * 

Fie polinomul b(t) definit ca: 
m 

b(t)=*l}x(t{)q{(f) (8.33) 

atunci 
m 

b(tr) = J2 KAtd = x(tr) = a(tt) (8.34) 

pt. r — 0, 1, ... m. 
Polinoamele b(t) şi a(t) avînd ambele gradul m şi trecînd prin aceleaşi 

m ~r 1 puncte, sînt egale. 
Deci 

m 

«(0=E-^)ft(0 (S-35) 
este formula de interpolare a lui Lagrange, valabilă, şi pentru eşantionarea 
neuniformă. 
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8.4.2.2. Fi l t re de reconstrucţ ie 

Considerăm că reconstrucţia se bazează pe m -f- 1 eşantioane regulate 
x(t0), x(ti), ..., x(tm), unde ti — t0 + tT şi pentru simplificare considerăm. 
4 = 0 deci tt = iT. în acest caz: 

»(o=£*(*T)ft(<) (8.36) 

este un polinom ce trece prin cele m -j- 1 eşantioane. 
Cu ajutorul filtrului de reconstrucţie dorim să reconstruim valoarea. 

semnalului x(t) din ultimul interval {tm_x, tm) pe baza datelor precedente, iar 
reconstrucţia are loc în intervalul (tm, tm+1), deci semnalul y(t) la ieşirea din. 
filtru este întîrziat cu T faţă de a{t): 

y{t) = a(t - r ) pt. tm = mT < t < (m + 1) T = *m+1 (8.37) 

sau 

3'(/) = £ *(*T) ?,(* - r) pt. tm < i< tn+1 (8.38> 

Filtrul este alcătuit dintr-o linie de întîrziere cu o întîrziere „T" pe celulă-
Prizele sînt legate la filtre care au funcţia de pondere: 

hk(t) = qk{t— T) k = 0, ...,m. 

î n fig. 8.9 este arătată schema de principiu şi nu structura reală a filtrului. 

Observaţie. Dacă reconstrucţia se. face cu funcţii sine, filtrele sînt filtre ideale trece-jos a. 
căror funcţie de pondere este sine. Deci reconstrucţia în ultimul interval se face cu contribuţia. 
a m — 1 funcţii sive. 

Fig. 8.9. Filtrul de reconstrucţie. 
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(o)^::_ x(T) 

O T 27 
Fig. 8.10. Extrapolare liniară. 

Extrapolare de ordinul întîi. î n 
acest caz m = 1 şi sînt luate în consi
derare numai două eşantioane x(0) şi 
x(T). Polinoamele Lagrange care trec 
prin aceste eşantioane sînt: 

Qo(0 = şi q^t) t 
T T 

a(t) = x(0) q0(i) + x(T) ?1(/) 

a(t) ,i,)tî+»(n^#)f*t«« 
Fiind vorba de extrapolare y{t) = a(t) (fără întîrziere) 

y(t) = x(0) + %{T) — X^ t pt. T < t < 1T 

extrapolarea se face cu o linie dreaptă, aşa cum se vede în fig. 8.10. 

8.5. Secvenţe de date 

In analiza semnalelor esantionate, pe care le numim secvenţe de date 
(de eşantioane) un rol important îl ocupă următoarele secvenţe: 

a) Eşantionul unitate sau impulsul digital: 

1 n = 0 
0 n ^ 0 Un) 

b) Impulsul digital întîrziat 

B0(n — «o) == 

c) Secvenţa treaptă unitate: 

u{n) = 
{ 0 n < 

li n = «o 
0 n ^ n0 

0 
< 0 

«(») = J2 Un — k) 
i=0 

d) Secvenţă exponenţială: 

e(») = an n ̂  0 
0 « < 0 

e) Secvenţa sinusoidală: 

s(n) = sin I« 2 ^ 

unde iV este un număr întreg. 
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O secvenţă de date oarecare se poate scrie: 
CC. 

x{n) = J^ x(m) 80{n — m) (8.45) 
m— — x 

Acolo unde nu pot exista confuzii, secvenţa de date se va nota cu x(n) 
în loc de {x(n)}. 

Secvenţele de date, în realitate sînt de durată finită, dar de multe ori, în 
scopuri de analiză este util să le extindem pe toată axa timpului (prin perio
dizare sau prin completare cu zero). 

în cele ce urmează prin semnal înţelegem semnalul aleator a cărui sec
venţă de eşantionare o analizăm. 

8.5.1. Reprezentarea secvenţelor de date în domeniul 
frecvenţei discrete 

în scopul prelucrării secvenţelor de date este utilă transformarea lor 
într-un spaţiu secundar în care se efectuează prelucrarea şi apoi se revine 
prin, transformarea inversă la spaţiul primar, respectiv la domeniul timp. 

Transformarea generală în care atît parametrul timp, cît şi parametrul 
frecvenţă generalizată au valori discrete sînt date în relaţia (6.66) şi (6.67) 

X{k) = i2,x(m)olm (8.46) 
m=a 

şi transformarea inversă: 
N—l 

x(m) = £ X&) o,ni (8.47) 

Dacă funcţiile de reconstrucţie {<&*(£)} sînt ortogonale, dar nu sînt nor
male" avem: 

si 
i 

A " - l 

X(A) = £ * ( * » ) * L (8-48) 
7tl = 0 

A " - l 

x(m) = J2 X(k) <&,,„ (8.49) 
ft=0 

unde: 

<%, O,) = a # 1 

Energia semnalului, respectiv norma sa, este dată de relaţia (6.46): 
N-i 

\\xf = a^2 \X(k)\2 (8.50) 

în majoritatea cazurilor a este durata semnalului, deci puterea lui este: 

;: P = M ! . = ^ N |X(£)j2 (8.51) 
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iar \X(k)\2 este spectrul de putere al semnalului: 

P(k) = \X(k)Ş (8.52) 

şi este o funcţie pară. 
• Reprezentarea prin funcţii armonice discrete (T.F.D). în acest caz, 

în conformitate cu § 6.5.2.1. avem T.F.D.: 
N—l 

£ 
m=0 

X(k) = J2 *(*») Wkm (8-53) 

si 
1 -v-1 

*(»*)=-£ T,X{k)W-^ (8.54) 

unde: 
_.2n 

W=e J'v iar a = N (8.55) 

Presupunînd că — este un număr întreg, se poate arăta că: 

•Y(f + ')-A1|-') '-"•' f (8'56) 
într-adevăr 

1 i) »i 

2V—1 - | - — / l m /AT \ 

m=e V ^ / 
Ţinînd seama de această relaţie, rezultă că iacă #(m) es/e rea/, atunci 

numai - 1- 1 componente spectrale sini independente. Deci spectrul de putere 

este definit de 

P{k) = \X{k)^ 6 = 0 , 1 , . . . , — (8.57) 

8.5.2. Reprezentarea secvenţelor de date 
în domeniul frecvenţei continue 

Să considerăm o realizare particulară x(t) a semnalului aleator ?,(t), pe 
care o eşantionăm cu funcţia delta periodică ST(t): 

x"(t) = f ) x(t)S(t — n) (8.58) 
« = — CO 

Transformata Fourier a acestui semnal conform (8.2) este: 

X(e*) = £ X(<* — 2~«) (8-59) 

218 



Din această relaţie rezultă că X(c>a) 
este o funcţie periodică cu perioada l~. 
Ca urmare ea poate fi dezvoltată în serie: 

X(eţ°>) = J2 c(n) e_i"w (8-60) 
K = — GO 

unde C(n) = — V Z(ei<0) e+J'!t0 dco == 

2 - ' 

= — V X(w) e+JH<° d<v> = .r(«) 

rezulte 

X(eJ") = Y) x(n) e~ (8.61) 

sau trecînd la variabila complexă p=a-\-)to 
se obţine (T—<r cr=0"' 

A'(ep) = £ *(«) e" (8.62) Fig. 8.11. Reprezentarea funcţiei X(e?) 
în planul complex. 

în intervalul (—j- , +)7t) polii funcţiei X(ep) sînt identici cu polii lui 
X(p) — &\x(t)} şi în afara acestui interval se repetă în mod periodic, în 
fîşii de lăţime 2-j de la —oo la + oo, aşa cum se vede în fig. 8.11. 

în general X(e") poate să aibă poli atît în semiplanul sting cît şi în semi-
planul drept. 

Seria (8.62), respectiv X(e"), este convergentă pentru m > 0 dacă a > —a', 
iar pentru m < 0, dacă a < a". 

Deci domeniul de convergenţă a lui X(ep) este cuprins între —a' < a < o". 
Să considerăm o valoare o0 în interiorul acestui domeniu, să înmulţim 

pe X(ev) cu epm şi să evaluăm integrala: 

ori 

\ A*(e?) e)Wi d̂ > = ^ ,%-(«) \ e-w-m) dp 
• cf0—JTt ti— — co * cr a—JTT 

V e-«B-"!> d> { 2 o 
-?' p t »2 = M 

pt ;w ^ n 

(8.63) 

(8.64) 

(8.65) 

în consecinţă avem: 

x(n) = — L ^ u J"X(eJ') e»s d/> 
2 - / JO0_j„ 

Din relaţia (8.65), punînd X(ev) = 1 şi a0 = 0 se obţine eşantionul unitate: 

§0(„) = _LC"" ei'!» dco (8.66) 

Se observă că înlocuind variabila discretă n cu variabila continuă l şi 
extinzînd limitele de integrare la infinit, se obţine „impulsul Dirac" 8(i). 

219 



Prin analogie cu funcţia delta periodică 8T(t) putem defini eşantionul uni
tate periodic: 

M » ) = 2^ S0(n—m) (8.67) 
m = — O D 

Semnalul x(i) eşantionat cu S0T(n) este: 

x(n) = x[t) J2 \{n — m) (8.68) 
m— — » 

Secvenţa periodică B0T(n) este mult mai apropiată de semnalele reale cu 
care se face eşantionarea decît semnalul 8T(t). 

In concluzie putem spune că funcţia X(eic"), respectiv X(e'p), evaluată în 
fîşia (—j?t; +]TC) reprezintă în mod unic secvenţa x(n), cu alte cuvinte este 
o reprezentare în domeniul frecvenţei continue oo a secvenţei x(n). 

Dificultatea cu această reprezentare constă în faptul că trecerea de la X(ev} 
la x{n) dată de integrala (8.65) în general este dificilă. 

Acest neajuns se înlătură făcînd apel la transformata Z. 
Relaţiile (8.61) şi (8.65), evaluate pe axa frecvenţelor a = <J0 = 0, sînt 

cunoscute sub numele de „serie Fourier discretă". 
© Transformata Z 

Ideea de bază' a transformatei Z constă în transformarea integralei (8.65) 
într-o integrală de contur, care poate fi soluţionată cu ajutorul teoremei reziduu
rilor. 

în acest scop se face transformarea: 

z = ev (8.69) 

Cu această transformare relaţiile (8.62) şi (8.65) devin 
CO ' , - ; 

x(z) = Y^ *(») z'n (8-70) 
n = — co 

Şi 

x(n) = — i X(z)z'^dz (8,71) 
2~j Jc 

relaţii care sînt cunoscute sub numele de transformata Z, pe care o notăm: 

Z{x(n)} = X(z) 
şi transformata inversă l (8.72) 

x(n) = Z~i{X(z)} . 

Din proprietăţile cunoscute ale transformatei Z reamintim că: 

Z{x(n — m)} = z~mZ{x{n)} = z~mX(z) (8.73) 

Prin transformarea (8.69) conturul de integrare din relaţia (8.65) devine 
un cerc cu rază e0», notat cu C în relaţia (8.71). 

în fig. (8.12) este arătat cazul <r0 = 0. Semiplanul stîng al planului com
plex p este transformat în domeniul din interiorul cercului, semiplanul 
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drept în domeniul din exteriorul cercului, 
iar domeniul de convergenţă haşurat din 
fig. (8.11) este transformat în domeniul ine
lar haşurat din fig. 8.12. 

Dacă 2 ia valori discrete pe cercul de 
2TU 

rază unitate în punctele — k, unde k = 

= 0, N— 1, atunci transformata Z sdevine 
identică cu T.F.D. 

X(z)\ 2r =X{eN ) = X > ( n ) F P * = X ( £ ) 
j z=e 

(8.74) 
fiindcă x(n) = x(n + A7). 

8.5.3. Convoluţia secvenţelor de date 

Fie x(n) şi y(n) două secvenţe de date de durată infinită. Prin definiţie 
convoluţia lor este 

CG 

c(») = x{n) * y{n) = J^ x(l) y{n — l) (8.75) 

pt. —oo < n < -f- oo. 
Dacă secvenţele %(») şi v(«) au durate finite, respectiv x[n) este nulă în 

afara intervalului 0 sg n < Nx — 1 şi y{n) este nulă în afara intervalului 
O < n < A'2 — 1 atunci convoluţia liniară sau aperiodică este definită de: 

c{n) = ^ x(m) v(» — m) (8.76) 
m=0 

unde lungimea secvenţei c(n), este A"\ -f- AT
2— 1. 

în, multe aplicaţii este utilizată convoluţia circulară sau periodică a unor 

secvenţe periodice de aceeaşi perioadă N 

x(m -4- A7) = x{m) şi v (w+ AT) = y(m): 
N—i 

c(n) — X) A'(m) 3'(" — w0 (8-77) 
«»=o 

secvenţa rezultantă este periodică cu aceeaşi perioadă N. 
Se vede uşor că, convoluţia aperiodică poate fi transformată într-o convolutie 

periodică cu A7 = Nx -f- A7
2 —• 1 completînd cu eşantioane nule secvenţele x(n) 

şi V(M) as//e/ î«cft să aibă lungimea N. 
Convoluţia circulară pentru cazul particular N = 4 se poate scrie: 

c(0) = *(0) y(0) + x{l) y ( - l ) + x(2) y{—2) + x(i) y(—S) 

c(l) = x(0) v(l) + x(l) v(0) + ,r(2) y{—l) + *(3) r(—2) 

c{2) = x(0) v(2) + .r(l) v(l) + x(2) v(0) + *(3) v ( - l ) 

c(3) = *(0) r(3) + x{\) y{2) + x{2) y{\) + *(3) v(0) 
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fiindcă secvenţele sînt periodice şi au perioada 4 avem: 

v ( - i ) - >•(* - i) = y(i); y(-2) = y(4 - i) 

= y(2) >.(_3) = v(4 - . 3 ) = y{\) 

Relaţiile precedente sub formă matriceală se scriu: 

r(0) 

c{\) 

f(2) 

•V(0) A-0) v(2) ;v(3) 

A ( 2 ) ^ ( 3 ^ 0 ? ^ v ( l ) 

7v(0)~ 

v(3) 

v(2) 

_v(0_ 

(8.78) 

Regulile precedente pot fi extinse cu uşurinţă la cazul general: 

c(0) 

r(l) 

i 
= 

c{N—\)_ 

•v(0)___ x(\)j{l) .... ^ - v ( . V - l 

, v ( l ) ^ _ _ .Y(2) .... xţX — Yf ~~S^-X'A)) 

x{2)^ .Y(3) .... 40 ) ~ *M"(1) 

.v(.V—2). 

v(A—l)^-v(O) •.V(.V 

v(0) 

r ( - V - i) 

v(r 

(8.79^ 

J 
Această regulă este reprezentată grafic în fig. 8.13. 
Să considerăm transformata Fourier discretă (T.F.D.) a produsului de 

convoluţie cirn). 
. Y - l 

C(k) = T.F.D. {c{m)\ = ^ c(w) ir ' '" (8.80) 

înlocuind pe c(m) cu (8.77) se obţine: 

C^ = E E *(A)M«-A)"'*" 
m = 0 /i = 0 

(D 

(8.81) 

sau: 
. Y - l 

E 
* = 0 

C(A) = £ * ( * ) ^v ( w ^/ , ) i r 

Fig. 8.13. Reprezentarea grafică a regulei de 
obţinere a convoluţiei periodice (circulare). d e l a tn' 
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(8.82) 

punem m' = m — A şi fiindcă v(iV ^ 
± h) = 3'(±^). rezultă că în intervalul 

—A la m' = N —• 1 •— h 



egal cu o perioadă, vor fi prezentate ^ 
toate componentele lui y(m') şi ca urmare x(h)- •" -ffW 
putem scrie: i 

J2 y(m') wkm' wm = 
•v-i ulh) 

= Whh £ v(m')TF*'»'=W'***Y(£) (8.83) 
m ' = 0 Fig. 8.14. Obţinerea convoluţiei circulare. 

unde Y(k) = r.F.£> {y(w)} 
Ţimnd seama de cele precedente (8.82) devine: 

C(k) = £ x(h)[WkhY(k)] = Y(k) £ x{h)Wkh (8.84) 

deci 
C(A) = X{k) Y(k) (8.85) 

Pe baza acestei relaţii, cu ajutorul transformatei Fourier rapide (T.F.R) 
se poate calcula produsul de convoluţie a două secvenţe fără a face apel la 
relaţia (8.79), pe baza schemei din fig. (8.14). 

în mod analog se poate arăta că transformata Z a convoluţiei c(n) a două 
secvenţe x(n) şi y{n) este 

C{z) == X(z) Y(z) (8.86) 
unde 

C(z) = Z{c(n)} 
X(Z)=Z{x(n)} 
Y(z) = Z{y(n)} 

8.5.4. Corelaţia secvenţelor de date 
şi spectrul de putere al semnalului 

Funcţia de corelaţie a secvenţelor de date (circulară, adică a secvenţelor 
periodice) este definită de relaţia 

rx,v(m)^~J^x(h)y(m + fi) (8.87) 

care pentru cazul particular N — 4 se poate scrie: 

r(0) = *(0) y(0) + x(l) y{\) + x(2) y(2) + x{î) v(3) 

7(1) = *(0) y(l) + x(l) v(2) + x{2) v(3) + %(3) v(4) (8.88) 

r(2) = *(0) y(2) + x(l) v(3) + x{2) v(4) + x(i) v(5) 

r{$) = *(0) v(3) + x{\) v(4) + x{2) y(5) + :v(3) v(6) 

Ţinînd seama de periodicitatea secvenţelor: 

y(N -f- m) = y(m) respectiv: 
y(5) = y(A + 1) = v(l) 
v(6) = y{A + 2) = y{2) 
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mtroducînd în (8.88) aceste valori şi scriind sub formă matriceală avem: 

r(0) 

r{î) 

r(2) 

* ( ! ) • _ 

7 = 

x(0) x{\) x(2)^x(2>) 

x(l)^xX6)\x(l)\(2) 

*(2)<**(3) V(0) >(1) 

*( l )W(2)\e(3) \ ( 0 ) 

Mo) 

iV(l) 

J'(2) 

3'(3) 

şi în cazul general: 

~r(0) 

r{\) 

r{N-\)_ 

= 

x(0) x[l) ...j(N—l) 

X(N -^l^x{o)^x(N — 2) 

. . . . \ ^ - r „ .̂ . 

_3'(0) 

Mi) 

_v(.V-l)_ 

5.89) 

(8.90) 

Aceasta regulă este reprezentată în fig. 8.15. 
Funcţia de corelaţie (8.87) poate fi considerată ca un produs de con-

voluţie în cazul în care x{n) şi y(n) sînt funcţii pare: 
A ' - l 

/ , x(h) y(m + /') = x(m) * y{—ni) 
h = 0 

.91) 

şi conform cu (8.85) avem 

T.F.D{rx,y(m)} = X(k) Y*{k) = X'(k) Y(k) (8.92) 
în general, notăm cu 

Px, v{k) = X'(k) Y{k); Px;y = X{k) Y*{k) (8.93) 

spectrul, de putere de interacţiune. 
Funcţia de corelaţie poate fi calculată cu ajutorul T.F.R, aşa cum se 

vede în fig. 8.16. 

y(N-2) 

x(h)T^Lx(k) 
TFRI 

+ X*(k) 

N y 'if ... r(rrt) 

Fig. 8.15. Reprezentarea grafică a regulei 
de obţinere a corelaţiei periodice (circulare). 

Fig. 8.16. Obţinerea autocorelaţiei circulare. 
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Funcţia de autocorelatie este definită de: 

r(m) = - " £ x(k) x(tn + h) 5.94) 

Din relaţiile precedente, punînd ,v(») — y(n) rezultă 

p(k) = \x(ky,* 
care este spectrul de putere al semnalului şi: 

P(k) = T.F.D{r(m)} 

Transformarea inversă este: 

r(m) = r .F .D.7 .{P(A)}*= '^ P(k) W-*" 

Valoarea funcţiei de autocorelatie în origine este puterea P a semnalului: 

P = r(0)=E^)=ElW (8-98> 

(8.95) 

(8.96) 

(8.97! 

.v - i 

E 
Din (8.94) şi (8.98) rezultă (teorema lui Parseval): 

A " - l 

E 
ft=0 

5.99) 

8.5.5. Densitatea spectrală de putere a semnalului 

Se pune problema calculării puterii semnalului prin integrarea unei den
sităţi spectrale determinate în funcţie de esantioanele semnalului. 

Pentru a defini o densitate spectrală trebuie să trecem de la variabila 
discretă k la o variabilă continuă, cum ar fi variabila z. în acest scop luăm 
transformata Z a funcţiei de autocorelatie (8.94) 

Din (8.86) rezultă: 

P(z) = Z{r(n)} = - Z\x(n) * * ( - » ) } 

P(2) = ±X(2) Xiz-1) 

(8.100) 

(8.101) 

care este densitatea spectrală de putere a semnalului în planul z şi care ma i 
poate fi scrisă în funcţie de eşantioane: 

sau 

hlz) 

P(* 

- ^ ^ 1 2 *(»)-*(»*)z'im~n) 

E 
(8.102) 
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Transformata Z inversă ne dă funcţia de autocorelaţie: 

r(n) = Z-i&iz)} (8.103) 

care pentru n = 0 ne dă puterea totală a semnalului: 

P = r(0) = Z-i{p(z)}n=0 = 1 - L I *(*) * ( r i ) s-i d : (8.104) 
N 2TT; , 

-Cu ajutorul teoremei reziduurilor se poate calcula cu uşurinţă puterea totală 
a semnalului. 

In marea majoritate a cazurilor de interes practic evaluarea se face pe 
cercul de rază unitate z = e)w. Introducînd această valoare în (8,104) se 
obţine: 

P = — r ' " !X(e^) i 2 dco (8.105) 

unde 

^(eiw) = |Z(ei")!2 (8.106) 

este densitatea spectrală de putere. 

8.5.6. Caracteristici statistice ale secvenţelor de date 

Secvenţele de date sînt secvenţe de variabile aleatoare, Le presupunem sta
ţionare şi ergodice. Pentru a accentua faptul că x(n) este o realizare particulară 
a Y.A. \, introducem notaţia 

Dacă considerăm un număr de Y eşantioane, densitatea de probabilitate 
de ordinul N o scriem: 

Wy{:X1, X2, ..., Xy) 

Dacă distribuţia este gaussiană densitatea de probabilitate de ordinul 
întîi este: 

B>I(*I) == 7 = = e '"'' V l~a-
imde: 

m0 = c„ este valoarea medie; 

er = (E„ — »ÎI)2 este dispersia. 

Densitatea de probabilitate de ordinul doi este: 

( \ l i 
' N (2-)21 K | H \ 2;K 

K12 

(xt — m0f + f.v2 — TOoi2 — 

2 ̂ ! (,ri _ ,„„) (,v2 _ Wo)]} (8.107) 
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unde: 
K{) = ( l t — m0) (Ej — m0) = ac

este covariatia Y.A. E,- şi L 
|K | este determinantul matricei: 

K = Ku Kl2 

K21 Kwi 

numită matrice de covariaţie. 
Pentru A* oarecare, matricea de covariaţie poate fi scrisă: 

K = 

unde: 

a2i a-

[ aln 

'1 Pi 
Pi 1 
Pi 

.P.v 

2L 
a2 

este coeficientul de corelaţie între E, şi E;. 
Dacă notăm cu X1 secvenţa de date: 

X r 
. ^1 ^2 INI 

matricea de covariaţie mai poate fi scrisă sub forma: 

K = (X — X) (X — Xf, 

(8.108> 

(8.109) 

(8.110) 

(8.111) 

5.112) 

.113) 

iar densitatea de probabilitate de ordinul N a secvenţei gaussiene, poate fi 
scrisă sub forma: 

ws(X) = 
' ( 2 T C ) 

exp — (X— X) K-!(X r — X r ) (8.114) 

După cum s-a văzut în § 7. 12, transformarea Karhunen-Loeve, duce la 
un spaţiu în care coeficienţii care determină semnalul sînt necorelaţi, adică 
Pi = 0 pt- V* 5̂  0, deci matricea de covariaţie în acest spaţiu are o formă 
diagonală cu afi =i 5;=^ . 

în acest spaţiu se pot efectua compresii de date. 
Funcţia de corelaţie statistică este definită de relaţia 

(8.115) 

şi este identică cu funcţia de autocorelaţie i?(-r) a procesului E(/), esantionată 
cu acelaşi pas T=\ cu care s-a eşantionat E(/) ca să se obţină eşantioaneleE,--
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Procesul fiind ergodic avem: 

r(tn) = UZ, = 1 £ x(h) x(m + //) (8.116) 
A ;,=o 

în cazul în care valoarea medie a eşantioanelor este nulă, funcţia de corelaţie 
r{8.115) este egală cu funcţia de covariaţie (8.108). 

3.5.7. Estimarea unor caracteristici statistice 
aie secvenţelor de date. Tehnici de analiză spectrală 

în probleme de prelucrare a semnalului, de multe ori este necesar să se 
cunoască valoarea medie şi dispersia, distribuţia şi alţi parametri caracteris
tici ai secvenţei de date. Aceste determinări trebuie făcute pe baza datelor 
observate x(0), x{\), ..., x(N— 1). 

3.5.7.1. Estimarea valorilor medii 

Se consideră valoarea medie statistică: 

l = — Y)x(k) =ms (8.117) 

\mde cu mx s-a notat valoarea medie statistică a lui i, iar „-^" înseamnă va
loarea estimată. 

în unele aplicaţii valoarea medie a semnalului conţine informaţie şi deci 
determinarea ei reprezintă un proces de transmitere a informaţiei. Astfel, 
de exemplu, în sistemele de aterizare automată o mediere de tipul (8.117) dă 
viteza medie de zbor. 

în legătură cu estimarea valorii medii se pune problema de a şti cît este 
de buna această estimare şi dacă prin creşterea lui N estimarea se îmbunătă
ţeşte. 

Realizări diferite ale secvenţei x(G), .v(l), ..., x(X— 1) dau valori diferite 
ale estimatului mr. 

Mulţimea tuturor valorilor pe care le poate lua acest estimat, formează 
o V.A. pe care o notăm cu p.a. 

Estimatul dat ele (8.117) se spune că este nedeplasat (bun în medie) dacă: 

\xx = c = mx (8.118) 

Dacă estimarea se îmbunătăţeşte pe măsură ce AŢ creşte, atunci eroarea 
de estimare trebuie să scadă conform relaţiei: 

lim (p.x — « y 3 = 0 (8.119) 

Estimatul care are această proprietate se spune că este consistent. 
Pentru a estima dispersia se procedează în mod analog: 

(% — mxy. ^ _1 Y?[x(k) — TO,:2 = aî (8.120) 
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8.5.7.2. Histograma Hî.k N 

0,2 

0,1 

In cazurile în, care din considerente 
teoretice (teorema limită centrală) nu putem 
afirma că V.A. \n are o distribuţie gaussiană 
(sau alt tip de distribuţie), estimarea dis
tribuţiei bazată pe eşantioanele x(n) obser
vate, se face printr-o histogramă. 

Pentru a construi o histogramă este nece
sară cuantizarea nivelelor datelor observate. 

Histograma de ordinul întîi (estimarea 
densităţii de probabilitate de ordinul întîi) 
se construieşte punînd în abscisă valorile cuantizate ale unui eşantion, iar 
în ordonată numărul de eşantioane care corespund fiecărui nivel, împărţit 
cu N numărul total de eşantioane (fig. 8.17). Cu cît A7 este mai mare şi cu 
cit cuantele sînt mai mici, cu atît histograma aproximează mai exact densi
tatea ele probabilitate. 

0 1 23<f.5 8 78970 
Fig. 8.17. Histogramă. 

8.5.7.3. Periodograma 

Să considerăm o secvenţă x(n) care provine dintr-un semnal aleator sta
ţionar, ergodic a cărui densitate spectrală de putere j)(e>a) dorim să o estimăm 
pe baza observării unui număr finit de date x(0), x{\), ..., x(N— 1). 

Estimatul notat cu plpa) se numeşte periodograma. 
Densitatea spectrală de putere este dată de relaţia (8.101). 

iar 

p(z)=~X(z)X(z-i) 

x(*) = E *(«) *-." 

(8.121) 

(8.122) 

Datorită faptului că din seria (8.122) nu luăm în considerare decît un număr 
finit de termeni se introduc erori {fenomenul Gibbs) care pot fi micşorate dacă 
secvenţa infinită x(n) se înmulţeşte cu o secvenţă finită w(n) de lungime AT cu 
anumite proprietăţi, numită fereastră. 

Notăm cu xKin) produsul: 
xN{n) = w(n) x(n) (8.123) 

Notăm: 
ce N—l 

*»(*)= E %(»)r» = 2>(») *(«)*"" (8.124) 

Dacă în relaţia (8.121) introducem această valoare obţinem: 

1 
P(z N 

Xx{z) X^z'1). 5.125) 

Dacă facem evaluarea pe cercul unitate se obţine periodograma: 

fi(eia) = — !Xv(e'C0):2 5.126) 
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Se poate arăta că acest estimat este nedeplasat, însă pentru ca dispersia 
lu i să tindă către zero trebuie aleasă în mod convenabil fereastra w(n). 

Din, ferestrele mai utilizate menţionăm: 
— fereastra rectangularii: 

N — 1 N — 1 
1 < » < -wR(n)=\ 2 2 (8-127) 

[ 0 în afară 

-fereastra Ranning (caz particular al ferestrei Hamming) 

\M L-• 1 + cos - , ^ ,. ^ r, , 
2 l N ) 2 2 (8-128) 

•8.5.8. Trecerea secvenţelor de date prin sisteme liniare, 
invariante în t imp 

O secvenţă ele date conform relaţiei (8.45) poate fi scrisă: 

x(n) = Î2 x(m)S0(n — m) (8.129) 
m = — oo 

Răspunsul sistemului liniar la impulsul digital 80(n) se notează cu h{n) şi 
se numeşte funcţia de pondere a sistemului discret în timp. Ea este identică cu 
secvenţa obţinută prin eşantionarea efectuată la ieşirea unui sistem continuu, 
căruia i se aplică la intrare S(t) aşa cum se arată în fig. 8.18. 

Sistemul fiind invariant în timp, răspunsul la impulsul digital întîrziat 
B0(n—m) va fi h(n—m). Sistemul fiind liniar, multiplicarea lui i>0(n—m) cu 
x{m) are ca urmare multiplicarea lui h(n—m) cu x(m). Deci răspunsul la 
secvenţa {x{n)\ va fi: 

>'(«) = J2 x (m) Hn — m) =- #(w) * Kn) (8.130) 

:sau 

y(n) = ^ x(n — m) h{m) = x(n) * h(n) (8.131) 
»J = — X 

în generai sistemele discrete sînt formate din sumatoare, multiplicatoare 
cu constante şi circuite de întîrziere cu T. Sistemele discrete sînt descrise de 
•ecuaţii cu diferenţe finite. 

TA j M) I T 

Fig. 8.18. Eşantionare la ieşirea din sistemul continuu. 
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x(n) 
h(n) - *> 

ih(n) 

x(n) y(n) 
)p— 

î 

-<*.oc 

Fig. 8.19. Sistem discret de ordinul întîi. 

CC 

0 7 2 3 n 
Fig. 8.20. Funcţia de pondere. 

în fig. (8.19) este arătat sistemul discret care corespunde ecuaţiei cu di
ferenţe finite: 

y(n) = x(n) — xy(n — 1) (8.132) 

Pentru a determina funcţia de pondere h(n) aplicăm la intrare %{n) = 
— S0(«) şi la ieşire se obţine: 

h(n) = S0(») + aS0(« — 1) -f «280(« — 2) + ... (8.133) 

Pentru ca sistemul să fie stabil trebuie ca a < 1. 
în fig. (8.20) este reprezentat Un). 
în loc de a caracteriza sistemul prin funcţia de pondere h(n), în multe 

cazuri este mai comod de a-1 caracteriza prin: 
—• transformata Fourier discretă a lui h{n) 

Hik) = J2'!(m) Wkm 

«: —0 

•V-

h(m) = J2H(k)W-k'» 

serii Fourier discrete 
CC 

#(e'M) = J2 Hm) e-J" 
ffi = — CC' 

h(m) = — \ H(^a) ei"iW dco 

transformata Z 

h{n) 

H(z) = £ h(n 
fi sa — 00 

1 

2TT/ 
r o f i ^ z » - 1 d2 

(8.134) 

(8.135) 

(8.136) 

(8.137) 

(8.138) 

(8.139) 

_ Răspunsul sistemului discret dat de convolutiile (8.130) şi (8.131) se deter
mină în acest caz din produsul: 

Y{k) = H(k) . X(k) (8.140) 
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%wn\ în cazul TFD, relaţia (8.85) şi 

Y(z) = H{z) X(z) (8.141) 

în cazul transformatei Z, relaţia (8.86). 
în aceste relaţii H(k) şi H(z) sînt 

Zlî ai I u n c ţ i i diferite. 
Dacă sistemul este specificat printr-o 

ecuaţie cu diferenţe finite, se face trans-
_ formarea termen cu termen. Astfel, în 
27F &> cazul ecuaţiei (8.132) aplicînd transfor

mata Z termen cu termen se obţine: 

Fig. 8.21. Modula! şi faza funcţiei H(e"»). Y(z) = X(z) = XZ'1 Y(z) (8.142) 

de unde rezultă funcţia de transfer în planul z: 

Y(z) 1 
H(z) 

X(z) 1 - xz r-l 
(8.143) 

j ^ 

Dacă punem z = e N se obţine H(k), 
Sistemele specificate de ecuaţii cu diferenţe finite se numesc filtre numerice. 

Ele se caracterizează prin faptul că funcţia de transfer în domeniul frecvenţă 
H(&a) este periodică. 

Dacă ne referim la ecuaţia (8.132), respectiv la funcţia H(z) din relaţia 
(8.143), avem: 

H(e^) = (8.144) 
1 — a r " 1 

ale cărei modul şi fază sînt date în fig. 8.21. 
• Densitatea spectrală de putere la ieşirea din filtrul numeric. Fie px(z) 

densitatea spectrală de putere la intrarea într-un filtru digital caracterizat de 
funcţia de transfer H(z). Se pune problema determinării densităţii spectrale 
py{z) la ieşirea din filtru. Conform (8.101) avem: 

si 

Dar: 

p,(z)^-X(z)X(^) 

Pv(z)=^-Y(z)Y(z-i) 

Y(z) = H(z) X(z) 

(8.145) 

(8.146) 

(8.147) 

F(z-i) = H(z~i) X(z~i) 

Din aceste relaţii rezultă: 

pw(z) = H(z) R{**) px(z) 

5.148) 

.149; 
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fâcînd evaluarea pe cercul unitate se obţine: 
py{da) = JUe^)'- p,:(e^) (8,150) 

Exemplu. Si considerăm că la intrare în filtrul imnieric aplicăm un zgomot alb care, după 
cum se ştie, are o densitate spectrală de putere constantă: 

px{4<--> • = — Ka (S. 151) 
O 

şi o funcţie de artto corelat ie: 

r(n) = Z-1 {px(z)} _ = > = 1 X0 - L f+* ei' :" <fo = i itf080(«) (S. 152) 

Să presupunem că H(z) este de forma dată de relaţia (8.143). în acest caz: 

1 1 1 
PAZ) = — -vo (S. 153) 

2 1 - x.-1 1 - x: 

Luînd transformata Z inversă se obţine: 

rin) = — - — % w (8.154) 
i - xa 

Se observă, ca şi în cazul filtrelor continue, că filtrele discrete în timp in
troduc o corelaţie între eşantioanele secvenţei la ieşirea din filtru. 



CAPITOLUL 9 

DETECŢIA SEMNALELOR 

Teoria detecţiei semnalelor, împreună cu teoria estimării parametrilor şi cu 
teoria estimării formei semnalului (teoria filtrării optimale) fac parte din 
teoria deciziilor statistice. 

9.1. Modefui unui sistem de transmisiune 
cu detecţia semnalelor 

în teoria detecţiei prezentei semnalelor se consideră cazurile în care sursa 
de mesaje generează variabile aleatoare discrete, adică este o sursă discretă. 
Se presupune ca. sui sa generează un număr finit de simboluri: SQ, SI, ..., SM_i. 

Astfel de simboluri pot fi considerate de exemplu: 
— simbolurile 0 şi 1 în cazul transmisiunilor în cod; 
—• prezenţa sau absenţa unui avion în cazul radarului; 
— prezenţa sau absenţa unei nave în cazul sonarului etc. 
Modelul unui sistem de transmisiune cu detecţia prezenţei semnalului este 

reprezentat în fig. 9.1. 
Mesajele purtătoare de informaţie generate de sursă se transmit spre utili

zare cu ajutorul unor semnale purtătoare supuse unui proces de modulare. 
Semnalele purtătoare pot fi clasificate în trei grupe: 
— semnale deterministe; 
— semnale condiţionat deterministe1 (cu parametri aleatori); 
— semnale aleatoare. 
în cazul cînd purtătoarea este un semnal determinist, fiecărui simbol 

S0, Slt ..., 5M_j emis de sursă îi corespunde la ieşirea din modulator un sem
nal cunoscut: s0(i), s^t), ..., s_1,_1(ii). 

o ° K~0 
Fig. 9.1. Modelul unui sistem de detecţie: 

S — sursă; M — modulare; G — generator de purtătoare; C — canal; N — sursă de pertur
baţii ; D — receptor care ia decizii; U — utilizare; m — mesaj; 5 — semnal transmis; o — obser

vaţii (semnal recepţionat); d — decizie. 

1 Se numesc semnale condiţionat deterministe semnalele care sînt complet determinate 
prin cunoaşterea unor parametri aleatori ai acestora. 
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în cazul cînd purtătoarea este un semnal condiţionat determinist, fiecărui 
simbol emis de sursă îi corespunde un semnal: 

so{t, Sx, e,,..., e j , Sl(t, ex, e2,.... en),..... s^t, e1; e2,..., e j 
la care unul sau mai mulţi parametri (6j, 62, ..., 8n) nu sînt cunoscuţi. 

în cazul cînd purtătoarea este un semnal aleator, fiecărui simbol generat 
de sursă îi corespunde un semnal aleator: 

c0(i), Cj(/), ..., ^u_i(0 cu proprietăţi statistice diferite. 

Modularea semnalului purtător de către sursa de mesaje poate fi făcută 
fie într-un modulator convenţional (de modulare în amplitudine, frecvenţă, 
fază etc.) fie prin reflexia unor semnale ca în cazul radarului sau în alte mo
duri prin care unul din parametrii semnalului purtător este variat transmiţînd 
informaţia dată de sursă. 

Semnalul modulat este transmis printr-un canal (care include şi partea 
frontală a receptorului) în care apar perturbaţii aditive. Toate celelalte pertur
baţii care afectează semnalul transmis prin canal, ca de exemplu perturbaţiile 
multiplicative, se consideră în cele ce urmează că sînt plasate în modulator. 

Astfel, de exemplu, dacă un semnal purtător sinusoidal suferă variaţii de 
fază aleatoare, la trecerea prin canal, se va considera că acestea sînt produse 
de generatorul de semnale purtătoare şi nu de canal. Canalul are ca singur 
efect însumarea unor perturbaţii la semnalul transmis. 

La recepţie se fac ipoteze cu privire la simbolurile furnizate de sursă. Fie
care ipoteză: H0, Hlt ..., HM_X se referă la cîte un simbol: S0, Si, ..., SJ/_1 
generat de sursă. 

Pe baza semnalului recepţionat la ieşirea din canal, receptorul ia decizii, 
în scopul de a stabili ce ipoteză — respectiv care simbol generat de sursă —• co
respunde semnalului recepţionat. La ieşirea din receptor se iau decizii: D0, Di, ... 
..., DM_i care se transmit la utilizare. Dacă în procesul de transmisiune nu 
intervin erori, atunci între mesajele generate de sursă şi deciziile elaborate 
de receptor există o corespondenţă biunivocă. 

Trecerea de la spaţiul mesajelor la spaţiul deciziilor este ilustrată în fig. 9.2. 
Spaţiul mesajelor (mulţimea tuturor mesajelor din punctul m în fig. 9.1) 
este transformat în spaţiul observaţiilor (mulţimea tuturor semnalelor din 
punctul o în fig. 9.1) printr-un mecanism guvernat de legi probabilistice. 
Spaţiul observaţiilor, respectiv al semnalelor recepţionate, este transformat 
în spaţiul deciziilor cu ajutorul unor reguli de decizie. în cazul ideal, între 
spaţiul mesajelor şi spaţiul deciziilor trebuie, să existe o corespondenţă biuni
vocă. Acest lucru nu este posibil în toate cazurile fiindcă prezenţa perturba
ţ i lor face ca unele decizii să fie greşite. Regulile de decizie trebuie astfel 
alese încît pe baza unui criteriu de fide
litate ales să se obţină rezultatele cele 
mai bune. 

în cazul în care unui punct (m) din spa-
, • -, . , j , / v A Fis. 9.2. Trecerea de la spaţiul mesa-
ţiul mesajelor ii corespunde un punct (s, m O

jeior de s p a ţ i u l deciziilor': 
spaţml semnalului modulat (v. fig. 9.1), se M — spaţiul mesajelor; O — spaţiul 
spune că ipotezele sînt simple. în cazul în observaţiilor; £-spa ţ iul deciziilor, 

• „ . , 1 — mecanism de tranziţie generat 
c a r e cel p u ţ i n u n u i p u n c t d i n s p a ţ i u l m e - de legi statistice; 2 — reguli de decizie. 
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sajelor îi corespunde un domeniu in spaţiul semnalului modulat, se spune 
că ipotezele sint compuse. 

Din punctul de vedere al observaţiei se disting mai multe cazuri: 
— observaţiile sini variabile aleatoare; ele se fac la diferite momente 

(ti, t2, ..., tN) în intervalul D de observare; 
— observaţiile sini procese aleatoare. Semnalul este observat in mod con

tinuu în tot timpul intervalului D. 

9.2. Observarea în momente de t imp discrete 
a unor variabile aleatoare 

în acest caz se consideră situaţia cea mai frecventă cina sursa generează 
numai două simboluri: S0 şi Slt cărora ie corespund semnalele s0(t) şi Si(t). 

Cu privire la aceste două simboluri (respectiv semnale) se pot face două 
ipoteze: H0 şi hT± (H0 este ipoteza că s-a transmis S0 şi i?x este ipoteza că s-a 
transmis Si). 

Sistemul de recepţie prelucrează semnalul recepţionat, pentru a decide 
care din cele două ipoteze poate fi considerată adevărată, respectiv care este 
simbolul furnizat de sursă. în felul acesta ei ia o decizie Z)0 sau D1. 

Modelul unui sistem cu detecţie binară este dat în fig. 9.3. 
Semnalul recepţionat (observat; este: 

rit) = slt) + nit) (9.1) 
unde: 

s(t) este semnalul transmis; 
n(t) —• semnalul perturbator. 
Dacă numărul observaţiilor efectuate în diferite momente este .V, atunci 

spaţiul observaţiilor este N - dimensional. Durata semnalului s0(i) sau 
Si(i') este T şi ea coincide cu timpul în care se fac observaţiile. 

Eşantioanele semnalului recepţionat (valorile observate): rlt r2, ..., rN 
determină un punct de coordonate (?'j, r2, .... rN) în spaţiul observaţiilor, 
respectiv un vector r • în cele ce urmează se vor utiliza din motive de simpli
tate următoarele notaţi i : 

p(rh rz, ..., rxjS0) = piriSo) (9.2) 

P(rh r2, ..., %/Si) = PirjSJ 

Fig. 9.3. Modelul unui sistem de detecţie binară: 
S — sursă; M — modulare, C — canal; .V — sursă de perturbaţi i ; D — receptor care ia decizii; 

5 0 , Sj — simboluri emise de sursă; H0, Hx — ipoteze; D0, Dx — decizii. 

236 



pentru densităţile de probabilitate condiţionate, iar: 

d/'i ăr2 ... dr_Y = di? (9.3) 

pentru volumul, diferenţial în jurul punctului f • 
Se convine în cele ce urmează, că funcţiile notate cu p( ) pot să fie 

diferite dacă notaţia argumentelor este diferită. De asemenea, în cazurile 
în care nu pot fi făcute confuzii, variabilele aleatoare şi valorile pe care le 
iau acestea vor fi notate cu aceeaşi literă. 

9.2.1. Criterii de decizie 

Criteriile de decizie, respectiv regulile de decizie, permit ca pe baza obser
vaţiilor efectuate să se poată face unele afirmaţii privind simbolurile generate 
de sursă. 

Astfel, de exemplu, spaţiul observaţiilor poate fi împărţit în două regiuni A9 
şi Aj, aşa cum se arată în fig. 9.4. Dacă punctul reprezentativ al semnalului 
observat r cade în regiunea A0, se afirmă că sursa a generat semnalul s0(t), 
adică se ia decizia D0 (sau se afirmă că ipoteza H0 este adevărată). Dacă 
punctul reprezentativ al semnalului observat r cade în regiunea Aa se afirmă 
că sursa a generat semnalul s1(/), adică se ia decizia Dx (sau se afirmă că 
ipoteza Hx este adevărată). 

în acest caz, spaţiul deciziilor este format din două puncte: unul, D0 
corespunzător regiunii A0 iar altul, Dx, corespunzător regiunii A v 

Spaţiul observaţiilor poate fi împărţit şi în, trei regiuni, regiunea a treia 
corespunzînd cazului în care nu se poate afirma nimic despre semnalele 
generate de sursă. 

în acest caz spaţiul deciziilor este format din trei puncte, fiecare cores
punzînd unei regiuni din spaţiul observaţiilor. 

în cele ce urmează se consideră numai cazul cînd spaţiul observaţiilor. 
cu ajutorul regulilor de decizie, este împărţit în două domenii A0 şi Ax. 

î n procesul de transmisiune semnalul s(t) este afectat de perturbaţii . 
Deoarece la recepţie deciziile se iau pe baza semnalului recepţionat r(t) pot 
s i apară următoarele situaţii: 

— sursa generează semnalul s0(t) şi punc
tul observat cade în domeniul A0, respectiv 
se decide ca ipoteza H0 este adevărată; 

— sursa generează semnalul sft) şi punc
tul observat cade în domeniul A1( respectiv 
se decide că ipoteza H1 este adevărată; 

— sursa generează semnalul sa(t) şi punc
tul observai cade în domeniul Ai, respectiv 
se decide că ipoteza Hi este adevărată; 

—-sursa generează semnalul sft) şi punc
tul observat cade în domeniul A0, respectiv 
se decide că ipoteza H0 este adevărată. 

N 

•7 > 

Fig. Spaţiul semnalului transmis. 
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Primele două situaţii corespund unor decizii corecte, iar ultimele, două 
unor decizii eronate. 

Pentru a face o distincţie între semnalele generate de sursă şi deciziile 
luate pe baza observaţiilor, se va nota în cele ce urmează cu D0 decizia că 
ipoteza H0 este adevărată şi cu D± decizia că ipoteza Hx este adevărată. 

Criteriul lui Ba}res. Regula de decizie a lui Bayes permite să se ţină 
seama de faptul că cele patru situaţii în care se iau decizii: 

— se ia decizia D0 cînd sursa generează simbolul S0; 
— se ia decizia Dx cînd sursa generează simbolul S x ; 
— se ia decizia Dx cînd sursa generează simbolul S0; 
— se ia decizia D0 cînd sursa generează simbolul Sx; 

au consecinţe diferite pentru utilizator. 
Aceste consecinţe si'nt exprimate numeric prin factori de pondere numiţi 

costuri. 
Costurile celor patru situaţii posibile se notează cu Cip unde primul 

indice arată decizia luată (Dt), iar al doilea indice simbolul generat de 
sursă (Si). 

Costurile pot fi scrise sub forma matriceală: 

Do D i 
S0 Coo ^ 1 0 

Si .Coi CnJ 
(9.4) 

Regula lui Bayes presupune cunoscute probabilităţile apriori P 0 şi P> 
ale simbolurilor S0 şi Sx. 

î n conformitate cu cele precedente, fiecare decizie luată pe baza. obser
vării punctului r în spaţiul observaţiilor are un anumit cost. 

Regula lui Bayes constă în partiţia spaţiului A al observaţiilor în două 
domenii (subspaţii): A0 şi A1( astfel alese încît costul mediu să fie minim. 

Costul mediu se numeşte risc şi are expresia: 

R = c = s CP = C00P(D0 n s0) + CnP(i\ n SO + C10P(D1 n S9) + 
+ C0lP(A>nSi) 

respectiv: -. . 
R = C00PQPiD0So) - C u P , P P i / S j ) + CnPePiDtISo) + . 

+ CnP1P(DolS^ (9.5) 
unde: 

P(Z)0 /S0)=C p(r/S0)dR (9.6) 

P ( D 1 / S 1 ) = ( pir/SJdR (9.7) 

PlD^So) =[ p(ir!S0)dR (9.8) 

P p 0 / S 1 ) = C pirlSJ&R (9.9) 

toate integralele avînd ordinul de multiplicitate N (dimensiunea spaţiului 
observaţiilor A). 
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Ţinînd seama de cele precedente, riscul poate fi scris: 

R = C00P0[ p(rlS0)dR + C11P1[ pirjSJdR 
JA„ JA, 

+ C10P0Î p(rlS0)dR + C0lP1[ p{rlS{jdR 
.Ui JA. 

Fiindcă: 

i[ #(r /S0) di? + \ i>(7/Sg) di? = \ p(rjS0) dR = 1 
JA, .'A-, JA 

SI 

r/SO die = \ p(rlS±)dR= 1 

expresia riscului poate fi scrisă: 

R = C00P0[ p(ÎIS0)dR + C11P1\l— [ p(rjS1)dR 
JA„ L .'A, 

(9.10) 

(9.11) 

(9.12) 

+ 

CWP io f o 1—V p{rlS0)dR i/ + C01PĂ PirlSJ dR - CnP0 — C00P0 

I? = C00P0 4- C u P ! + (CM - Coo) P 0 + 

+ ţ [(Coi — Cn)Plp(rlS1) — (C10-C-m)P0p(7jS0)]dR + (9.13) 
JA, 

Presupunînd costul unei decizii eronate mai mare decit costul unei decizii 
corecte, rezultă: 

cf = c10 — c00 > o 
Cm = Cm — C u > 0 

iar riscul poate fi scris: 

R = C00P0 + CnPx - CfP0 + 

+ [ [C m P^( r /S 1 ) - CfP0p(rjS0)) dR 
1 \ 

(9.14) 

(9.15) 

(9.16) 

Fiindcă primii trei termeni sînt constanţi, riscul este minim cînd inte
grala este minimă. 

Dat fiind că cei trei termeni ai integrandului sînt pretutindeni nenegativi, 
rezultă că integrala atinge valoarea minimă cînd domeniul de integrare A0 
include punctele pentru care 

CfP0p(riS0) >CmP1P(j;Sli (9.17) 

Punctele 7 ale spaţiului A care satisfac inegalitatea 

CmPiPirlSJ >CfP0(7S0) (9.18) 

se includ în domeniul Ax. 
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Rezultă că frontierea între domeniile \ şi \ este dată de ecuaţia: 

CfP0p(rlS0) - C^pirlSJ = 0 (9.19) 

Din cele precedente rezultă că observaţiile r care satisfac inegalitatea: 

p{rjS0) P1Cm 

sînt atribuite domeniului A0, respectiv în acest caz se ia decizia D0 (se decide 
că ipoteza H0 este adevărată). 

Dacă observaţiile 7 satisfac inegalitatea: 

KŢ^L>E£L (9.21) 
P(?IS0) PlCm 

ele sînt atribuite domeniului Ax> iar decizia luată este D)x (se decide că ipo
teza H1 este adevărată). 

Sub o formă condensată se poate scrie: 

m^^i£i (922) 

Membrul întîi al acestei inegalităţi se numeşte raport de plauzibilitate 
şi se notează cu: 

A(?) = M ^ L (9.23; 
p(7;S0) 

Raportul de plauzibilitate este o variabilă aleatoare fiindcă este o funcţie 
reală de spaţiul eşaiitioaiielor A. 

Indiferent de dimensiunea spaţiului A al observaţiilor (eşantioanelor), 
variabila A(7) are o singură dimensiune. 

Membrul al doilea al inegalităţii (9.22) este numit pragul testului: 

Â- = - ^ (9.24) 

Ţinînd seama de notaţiile precedente, criteriul lui Bayes poate fi scris: 

Hi 
A(?) | K (9.25) 

Ho 
Observarea unui punct particular 7 (dedus din X observaţii) este testată 

calculînd numărul A(7) şi comparîndu-1 cu K. 
Dacă: 

A(7) > K (9.26) 

se decide că 7 provine din semnalul I j , respectiv corespunde simbolului St. 
Dacă: 

A(7) < K (9.27) 

se decide că 7 provine din semnalul s0j respectiv corespunde simbolului S0. 
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r(tj 
E P 

A(r) { DP 

o0(A<k) 

Dj (A >k) 
Fig. 9.5. Structura unui receptor pentru decizii binare: 

£ —dispozitiv de eşantionare; P —dispozitiv de prelucrare a datelor; 
DP — dispozitiv cu prag (comparator). 

Criteriul lui Bayes duce la testarea raportului de plauzibilitate. Criteriul 
lui Bayes este optim în sensul că nici o altă strategie nu duce la un risc 
mai mic. Valoarea minimă a riscului obţinut pe această cale se numeşte 
riscul lui Bayes. 

Raportul de plauzibilitate A(r) depinde numai de datele observate şi nu 
depinde de costuri sau probabilităţile apriori ale ipotezelor. Acest lucru este 
important fiindcă de cele mai multe ori costurile şi probabilităţile apriori 
sînt mărimi necunoscute. 

Calculînd raportul de plauzibilitate A(7), indiferent de costuri şi proba
bilităţile apriori, există posibilitatea de a considera pragul K drept o mărime 
variabilă în funcţie de valorile estimate ale costurilor şi probabilităţilor 
apriori. 

Fiindcă logaritmul este o funcţie monotonă şi ambii membri ai inegali
tăţii (9.25) sînt pozitivi., criteriul lui Bayes poate fi scris sub forma: 

H1 
In A(?) ^ In K 

Ho 
(9.28) 

Schema bloc a unui receptor care ia decizii pe baza criteriului lui Bayes 
este arătată în figura 9.5. Semnalul recepţionat în intervalul 0 ^ / ^ D este; 

rit) = s(t) — ;/(/) (9.29) 

unde 
s(t) este semnalul modulat ; 
n{l) — perturbaţia. 

Acest semnal este introdus într-un dispozitiv de eşantionare E la 
ieşirea căruia se obţin valorile eşantioanelor: r,, r2, •••, rN. în dispozitivul de 
calcul P se calculează raportul de plauzibilitate A(7) sau In A(r) care se 
compară cu pragul K sau In K în detectorul de prag DP. La ieşirea detec
torului de prag se obţine decizia, luată în conformitate cu relaţia (9.25) sau 
(9.28). 

9.2.2. Statistică suficientă 

După cum s-a văzut, se consideră că observaţiile rlt r.2, ..., rx determină 
un punct r în spaţiul A-dimensional. 

în evaluarea raportului de plauzibilitate A(r) intervin cele N coordonate 
ale punctului 7. 

Uneori, prin schimbarea sistemului de coordonate, se poate ajunge ca 
o singură coordonată a punctului 7 să conţină toată informaţia necesară 
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luării unei decizii. î n acest caz celelalte coordonate nu mai intervin în raportul 
de plauzibilitate, simplificîndu-se astfel calculul acestuia. 

Punctul r de coordonate (r1, r2, .... rN) are în noul sistem coordonatele 
(/, lx, 4 , •••Jx-i) unde coordonata / conţine toată informaţia necesară deciziei, 
iar celelalte coordonate nu afectează decizia. 

Utilizînd acelaşi gen de notaţii ca în relaţiile (9.2) şi (9.3) se poate scrie: 

şi 

sau 

p(l, h, Io,, .... ix_yS0) = p(l, L;S0) 

P(l, lx, h_, ..,, lyJS^ = p(l, L/Si) 

Cu aceste notaţii raportul de plauzibilitate este: 

A(r) = A(l,t)=P{l,î:ISl) 

P(l, L/So) 

P(IISJ p(Ljl, S j 

(9.30) 

(9.31) 

A(l, L) = 
p{ljS0)p(Ljl,S0) 

(9.32) 

Pentru ca raportul de plauzibilitate A(7, L) să nu depindă decît de / este 
necesar ca: 

în acest caz: 

p{L\l, Si) = p(Ljl, S0) 

PWSi) A(r) = A(l) 

(9.33) 

(9.34) 
p{l:S0) 

Coordonata 1(7) se numeşte o statistică suficientă şi permite exprimarea 
sub o formă mai simplă a raportului de plauzibilitate. 

Dacă l şi L sînt independente, relaţia (9.33) se simplifică. 

p(l!S1} = p(L;S0) (9.35) 

şi permite să se verifice cu uşurinţă 
dacă l este o statistică suficientă. 

Egalităţile (9.33) respectiv (9.35) 
mai sînt cunoscute sub numele de 
relaţii de irelevantă. 

Exemplu. Să considerăm cazul cel mai 
simplu, al unui spaţiu bidimensional ară ta t 
in fig. 9.6, unde s0 = 0 şi Sj = 5, adică 
trebuie să detectăm prezenţa sau absenţa 
semnalului s in timpul de observare T. 

Semnalul recepţionat poate proveni clin 
semnalul ? la care se adaugă zgomotul ca
nalului H sau poate proveni numai din zgo
mot, in absenţa semnalului ? . Frontiera Fig. 9.6. Statistică suficientă. 
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intre domeniile A„ şi A2 este perpendiculara dusă pe mijlocul vectorului 7 . în acest fel toate 
punctele din Ax sint mai apropiate de punctul 7 decit de punctul „0". Dacă alegem sistemul 
de coordonate (/, L) se vede că decizia ~r e ăx sau r e i , se ia numai in funcţie de valoa
rea lui /. Pentru l > 0 se ia decizia Dv iar pentru ! < 0 se ia decizia De. Coordonata / 
este o statistică suficientă iar valoarea lui L nu afectează decizia. 

9.2.3. Detecţia unui semnal cunoscut 

Se consideră cazul unei transmisiuni binare sincrone (în care la recepţie 
se cunosc: amplitudinea a, durata D a unui impuls şi momentele tlt t2, • ••,tn-
de apariţie sau dispariţie a impulsurilor (recepţie coerentă) aşa cum se arată 
în fig. 9.7. 

în fiecare interval D = tu — tn_x receptorul ia N eşantioane rx, r2, •••, rN 
ale semnalului recepţionat: 

r{t) = s{t) + n(t) 0 < t < D (9.36) 
unde: 

s(t) este semnalul format de succesiunea de impulsuri de durată D; 
n(i) — zgomotul alb cu o distribuţie gaussiană. 
în ipoteza H0, semnalul nu este prezent (sursa emite simbolul S0), iar 

eşantioanele sînt date numai de zgomot: 

>'i = « i , H = »2, - , r s = nN 

unde: 
n( — sînt eşantioanele zgomotului, considerate variabile aleatoare gaus-

siene, independente, cu valoare medie nulă şi cu dispersie o2. 
î n ipoteza H±, pe lîngă zgomot este prezent şi semnalul (sursa emite 

simbolul Sj), iar eşantioanele sînt: 

;', == a - j - « j , r2 = a + «2, •••, >'y = a -\- % 

Densitatea de probabilitate a zgomotului este: 

j>{»i) = 
1 ^ _ 

V2T:C2 ;e 2o! (9.37) 

Densitatea de probabilitate a eşantioanelor observate este: 
— în ipoteza H0: 

Pi'ilSo) = 
1 

%27tcr2 
(9.38) 

Fig. 9.7. Semnalul în cazul unei transmisiuni binare sincrone. 
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—• în ipoteza Hx: 
i (»•(—«)* 

p(riIS1)=-7Â=^e"^~ (9.39) 

Presupunînd că esantioanele zgomotului sînt independente, se obţine: 
r-. 

P(rlS0) = P(ri, ra, ..., ry;S0) = J J ~4=% e ~ ^ (9-40) 

^(7/Si) = p(rx. r2, ..., r^JS,) = J J - = e ~ ^ (9.41) 
,-=i v'2-(j2 

Raportai de plauzibilitate, conform relaţiei (9.23), este: 

v i frţzg; n- : e 
A(r) = ^ ^ ; r - (9.42) 

n — e 
i = i v2-cr-

2 . T 

sau 

si 

.V 

A(r) = e " c ;= s (9.43) 

teA(r)=-J>-4ţ (9-44) 
.v 

Se observă că suma observaţiilor £ ^ r, este o statistică suficientă fiindcă 

raportul de plauzibilitate depinde de valorile observate numai prin inter
mediul sumei: 

1 = 1 

Considerînd că ambele ipoteze H0 şi H1 sînt la fel de probabile (P0 = PA 
şi considerînd costurile C00 = C u = 0 şi C01 = C10 = 1, pragul testului este: 

g = Po(Cw - C00) = l ( 9 4 5 ) 

PI'CQI — Cii) 

respectiv: 
In K = 0 

Deci receptorul trebuie să calculeze/;?' A (?) şi să compare valoarea obţinută 
cu pragul 0. 

Dacă: 

receptorul ia decizia Z)^ 
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r(t) r 9»»- 6 
A' C 

Do 

Dr 

Fig. 9.8. Structura unui receptor pentru detectarea unui semnal cunoscut: 
E — dispozitiv de eşantionai'e; 5 — sumatcr; C — comparator. 

Dacă: 
1 »• ajN 

y> r < 
xNU 2 

receptorul ia decizia D0. 

Pentru valori ale pragului K diferite de 1 se obţine 
1 * *• a , „ ajN — = > " / , • Ş —-=.ln K 2a 

(9.4: 

(9.48) 

•v H-- a2 , „ aX 
frf H, a L 

în fig. 9.8 se indică schema bloc a receptorului corespunzător. 

9.2.4. Detecţia a două semnale 

Să presupunem că simbolurilor S0, respectiv Sx generate de sursă le cores
pund semnalele: 

s0(t) = a0s(t) 0 < t ^ D 

sjt) = alS{t) 0 < t < I? 

(9.49) 

(9.50) 

unde s(£) este un semnal cunoscut, iar aQ şi % sînt valorile pe care le ia varia
bila aleatoare a care pune în corespondenţă simbolurile generate de sursă 
(S0 şi Sj) cu semnalele s0(t) şi $i(t). în particular, dacă a0 = — 1 şi % = + 1 
avem reprezentarea din fig. 9.9. 

Presupunem ca şi în cazul precedent, că zgomotul este gaussian cu valoarea 
medie nulă şi cu dispersie o2. î n consecinţă, densitatea de -probabilitate a unui 
eşantion este: 

Pin,) = (9.51) 

, , * ; 

AA 
Densitatea de probabilitate a eşanii-

oanelor semnalului recepţionat: 

tn+1 tfi+Z\ %+3 * 

,(t) 
r(t) = y.s(t) -f n(t) ( 9 .52 ) Fig. 9.9. Succesiune de semnale binare, 
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unde a = a0 în ipoteza că s-a transmis simbolul S0 şi x = a± în ipoteza că 
s-a transmis simbolul St este: 

— în iporeza H0: 

P(rtIS0) 1 -4&i 2o3 

V 2—<r2 

— în ipoteza Hx 

^(r,/Sx) = - = e 

(9.53) 

(9.54) 
V 2-rr'-

unde s4 sînt esantioanele semnalului s(t'). 
Variabilele aleatoare ri condiţionate de x (respectiv de S0 şi de Sx) sînt 

independente fiindcă şi esantioanele nt ale zgomotului sînt independente, 
prin urmare avem: 

P(rlS0) = 1 VY •"' - — ( ' / - a . 
7f=i n e **• • (9.55) 

s i 

sau 

si 

PirISj.) = 1 ^ m E* —=-:;{»•!— " i s i ) 3 

fi(?IS0)= ~ 
1 \.Y — -2o=ri 

(9.56) 

^( r /Si ) 1 

Raportul de plauzibilitate este: 

( f i — O j S ; ) 5 

sau 

A(r) 

(n A(r) 

i>(? P i ; 
p(jiSQ) 

2cr2 fci 
£^ [(r, — a0sj3 — !>; — «lS/)2] 

respectiv 

/« A (?) 
2cr2 2(% — «o) £ V< + (4 — a2) 23 

Dacă pragul testului K = 1 (respectiv P0 = P x şi Cf = C„) avem 
-V D, ,-» î n N 

(9.55 

(9.59) 

(9.60) 

(9.61) 

(9.62) 
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în cazul particular cînd a0 = O şi al = 1 iar st = a se obţine cazul pre
cedent, respectiv testul dat de relaţia (9.47). 

Dacă a0 = — 1 şi ax = + 1 se obţine testul: 

<r-s> = Yj r>s> £ ° (9-63) 
; = i T>« 

adică se compara cu zero suma observaţiilor ponderate cu esantioaneie semnalului 
s(t) cunoscut, respectiv produsul scalar între r şi s. 

9.3. Observarea continuă a unor semnale aleatoare 

în acest caz semnalul transmis care poartă informaţia dată de sursă 
este observat în mod continuu. Semnalul recepţionat este: 

r(t) = s((t) -f n(i) 0 < t < T (9.64) 
unde: 

st(t) este semnalul corespunzător simbolului St 
(respectiv ipotezei H[); 

n{t) — perturbatia (zgomot alb, gaussian). 
Acest semnal (presupus de energie finită) poate fi reprezentat ca un punct 

într-un spaţiu al observaţiilor cu un număr infinit de dimensiuni. 
Ca şi în cazul observaţiilor discrete, spaţiul observaţiilor continue este 

împărţit în M domenii A( (i = 0, 1, 2, ..., M— 1), fiecare domeniu cores-
punzînd unui anumit simbol S{, respectiv unei anumite ipoteze Ht(i — 
= 0, 1, 2 M— 1). 

9.3.1. Detecţia unui semnal cunoscut 

Să considerăm o succesiune de intervale de aceeaşi durată D, în care 
semnalul s(t) de forma cunoscută poate să fie absent, sau poate să fie prezent. 

Energia semnalului transmis este: 

E = { s2(î)dt (9.65) 
. 'n 

Semnalul recepţionat este: 
— în ipoteza H0, cînd presupunem că semnalul este absent, avem: 

rit) = n(t) 0 < t < D (9.66) 

— în ipoteza HXl cînd presupunem că semnalul este prezent, avem: 

r(t) = s(t) + n(t) 0 < t < D (9.67) 

unde n(t) este zgomotul alb cu densitate spectrală de putere q(a>) = —" 

(cu valoare medie nulă) 
Problema detecţiei semnalului s(t) poate fi rezolvată fără dificultăţi dacă 

se reprezintă semnalul şi perturbatia într-un spaţiu cu o mulţime numărabilă 
de dimensiuni. 

247 



Coordonatele trebuie astfel alese încît informaţia necesară luării deciziei 
să fie conţinută într-o singură coordonată (statistică suficientă). 

Semnalul recepţionat r(t) poate fi scris sub forma unei serii: 
.v 

r(£) = I.i-m. E v , ( < ) (9.68) 
iV->.oo k=l 

unde l-i-m- înseamnă convergenţă în medie pătratică. 
Funcţiile rJt) formează un sistem ortonormat: 

L 0 neutrii i =£ k \ 0 pentru / # k 

Coeficienţii r:: sînt daţi de relaţia: 
-D 

r, r(t) vt{t) dt (9.70) 

şi reprezintă coordonatele semnalului recepţionat r(t) în intervalul (O, D). 
Funcţiile ortogonale se aleg astfel încît prima coordonată rx să constituie 

statistica suficientă. 
în acest scop se alege prima funcţie ortogonală: 

Vl(t)=-Ls(t) (9.7 i) 
\ t 

celelalte funcţii vt(t) (pentru k > 1) fiind arbitrare. 
Introducînd pe Vi(t) dat de relaţia (9.71) în relaţia (9.70) se obţine: 

n = ~ \ r(t) s(t) dt (9.72) 

în ipoteza H,-h coeficientul rx devine: 

n = -i=r»(0 S(0 d*' = f (9-73) 
în ipoteza H1 coeficientul rx devine: 

> 
[s(t) + n(t)] s(t) di = 4E + p (9.74) 

1 fD 

V£j, 
Celelalte coordonate, pentru k > 1 sînt: 
— în ipoteza H0: 

rk=\Dn(t)vk(t)dt; (9.75) 
Jo 

—• în ipoteza H^. 

-D CD 

rk = [ [*(*) + n(t)] vk(t) di = [ n(t) vk(t) dt 
Jo Jo 

(9.76) 

Rezultă că pentru k > 1 componentele rh nu depind de ipotezele H0 sau Hi 
şi prin urmare nu intervin în luarea deciziei. Cu alte cuvinte, rx = l este o 
statistică suficientă. 
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Statistica suficientă l: 

rL = / 
1 CD 

V-E Jo 
d^ (9.77) 

reprezintă produsul scalar între vectorii reprezentativi ai semnalelor r(t) 
şi s(t) împărţit cu \jE, respectiv o mărime proporţională cu funcţia de core
laţie mutuală evaluată în origine între r(i) şi s(t). 

Notînd ca şi în cele precedente cu r punctul care reprezintă semnalul recep
ţionat r(t) în spaţiul observaţiilor şi ţinînd seama de faptul că l = r± este o 
statistică suficientă, se poate scrie raportul de plauzibilitate: 

A(?) = ffi)=«lsAW (9.78) 
p(r!S0) piliSo) 

Conform celor precedente, l este o variabilă aleatoare definită de relaţiile: 
— în ipoteza H0: 

(ljS0)=?=~[Dn(t)s(t) 

în ipoteza H^. 
V£ 

(IjS,) = 4E 

ăt (9.79) 

(9.80) 

Pentru a determina densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare p, 
presupunem că n[t) şi s(t) ocupă aceeaşi lărgime de bandă 11", şi, pe baza 
teoremei eşantionării, avem: 

\l /•*, ' A I _ I -• 1 y/E . \ 
d^ (9.81) 

unde T = 
2 i r 

Ţinînd seama de relaţia (6.50) obţinem: 

P=~f^n(kT)s(kT) (9.82) 

Fiindcă eşantioanele n(kT) sînt V.A. gaussiene, suma ponderată a aces
tora, respectiv p, va fi o V.A. gaussiană. 

Rezultă că pentru a determina densitatea de probabilitate a lui p este suficient 
să cunoaştem valoarea medie şi dispersia. 

Valoarea medie a lui a este: 

T 
9=°-fW'En(kT)s(kT) = 0 

\E h= 
(9.83) 

* = i 

fiindcă n(kT) = 0 pt. VĂ 
Dispersia lui p este: 

~f;n*(kT)s2(kT) 
E *=i 

(9.84) 

fiindcă w(£T) ra(/T) = 0 pt Yk ^ j 
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Zgomotul fiind un proces staţionar: 

n2(kT) = nHjT) = a2 pt Vk, j 

înlocuind în relaţia (9.84) obţinem: 
T 2 V 

1 ' E *£. 1 ^ ) 

Ţinînd seama de relaţia (6 .54) avem: 

E=T£S HkT) 

şi, înlocuind în i elaţ ia (9.85), avem: 
— Ta2 = —— 

2W 
0 

-a- = 
No 
2 

(9.85) 

(9.86) 

(9.87) 

(a2 este puterea perturbaţiei, egală deci cu WN0). 
Din cele precedente rezultă: 

P 
P(l/S0) = - p L = e 2 p a = - = e »• (9.88) 

V 2 T O 5 2 V ^ V 0 

Şl 

1 # / / S , ) = - 4 = e *. (9.89) 
v <•-» o 

fiindcă V.A. (//Si) are valoarea medie V-E şi aceeaşi dispersie ca şi V.A. (ljS0)-
Raportul de plauzibilitate este: 

f / - y E ) ' - . » 
A (7) = e -v« " (9.90) 

sau 
-V, 

14EI E 
N0 ~No 

î n A ( J ) = - ^ - ~ £ - (9.91) 

In A(l) = — \ r(t) s(t) dt — ~ (9.92) 

[ r(t) s(t) ci/ Ş - ^ In K~— (9.93) 

Ţinînd seama de expresia lui l dată de relaţia (9.77) avem: 

2 CD F 

A'oJo A0 

jar /es/«/ /«« Bayes este: 

2 2 
unde: 

r{t) este semnalul recepţionat; 
s(t) — semnalul transmis; 
E —• energia semnalului transmis; 
2V0—-densitatea spectrală de putere a zgomotului; 
K —• pragul testului. 
Testul indicat de relaţia (9.93) poate fi realizat în două variante: într-un 

receptor cu corelator sau într-un receptor cu filtru adaptat . 
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9.3.1.1. Receptor cu corelator 

în cazul receptorului cu corelator avînd schema din fig. 9.10, semnalul 
recepţionat r(t) este introdus într-un circuit de multiplicare M, împreună 
cu semnalul s(t) generat local (semnal identic cu semnalul transmis). 

Produsul rit) s(f) este introdus într-un circuit de integrare I, care reali
zează funcţia de corelaţie care apoi este comparată într-un comparator C 
cu pragul: 

jt = a a / » X + — (9.94) 
2 

Compararea se face numai după efectuarea integrării, respectiv la t = D 
Dacă funcţia de corelaţie este mai mică decît - se ia decizia D0, iar în ca; 
contrar se ia decizia D±. 

caz 

9.3.1.2. Receptor cu filtru adaptat 

în cazul receptorului cu filtru adaptat, avînd schema din fig. 9.11, rea
lizarea corelaţiei se face cu ajutorul unui filtru adaptat F avînd funcţia de 
pondere: 

h{t) = s(T — t) (9.95) 

La intrarea filtrului se aplică semnalul recepţionat r(t). Ieşirea din filtru 
adaptat este introdusă într-un comparator C, comparaţia fâcîndu-se ca şi 
în cazul precedent la t = D. 

Atît receptorul cu corelator cît şi cel cu filtru adaptat efectuează ace
leaşi operaţii matematice, alegerea unuia sau a altuia fâcîndu-se în funcţie 
de uşurinţa realizării. Pentru unele forme ale semnalului transmis s(£)este 
mai economic de realizat filtrul adaptat, pentru altele corelatorul. 

9.4. Detecţia binară ipoteză compusă 

Dacă unui simbol St generat de sursa îi corespunde în spaţiul semnalului. 
nu un singur punct s^t), ci un domeniu H{, spunem că avem o ipoteză compusă, 

Să considerăm cazul cînd în ipoteza H0 semnalul este absent şi în ipoteza H, 
el este prezent şi depinde de un parametru 0, care poate lua valori în 
domeniul 11= (6m, 8y) respectiv între valorile notate cu 8m şi 0M. Pentru 
V6 e n , semnalul s(t, 9) va fi cuprins într-un domeniu pe care-1 notăm cu 2 . 

r(t) r~—~| p——-j gf 

Fig. 9.11. Structura unui receptor cu 
filtru adaptat: 

F — filtru adapta t ; C — comparator. 

Fig. 9.10. Structura unui receptor cu 
corelator: 

M — multiplicator; G — generator de 
semnal; I — integrator; C — comparator. 
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Deoarece între punctele spaţiilor U şi 2 avem o corespondenţă biunivocă 
se poate scrie: 

P{$ e 2 } = P { 8 e n } (9.96) 

Notăm cu r semnalul recepţionat: 

rit) = n(f) (9.97) 

în ipoteza HQ şi 

,<(;) = s(jf, 0) + «(/) (9.98) 

în ipoteza Ht. 
Din relaţia (9.96) rezultă că în ipoteza Hi avem 

pir/s) = p(ri(i) (9.99) 

unde s este un punct în domeniul 5 , iar 9 un punct în domeniul II. 
Ţinînd seama de relaţia (9.99) se poate scrie 

>i r /S i ) --=p(rj s e S) = />(?/ G e n ) = C ^.(r, 6) dO (9.100) 

insa 
>(?, 6) =p(rjd)i>(Q) 

deci 

^.(r/Si) = [ p{rlfyp(Q) d6 
Jn 

Raportul de plauzibilitate in acest caz este: 

p(r!Q) p(Q)ăt 

(9.101) 

(9.102) 

A(r ) ^( f /S j ) Jn 
PU r?/9. ^(f/50) 

(9.103) 

9 Detecţia unui semnal cunoscut de amplitudine variabilă. Se consideră 
cazul unei transmisiuni binare sincrone analog celui t ratat în paragraful 
9.2.3, cu deosebirea că amplitudinea a în acest caz notată cu 5 poate varia 
între 0ra şi 0n/, aşa cum se vede în fig. 9.12. 

9, TM 

t„ tfi+1 tp+2 

Fig. 9.12. Semnal binar cu amplitudine variabilă. 
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Să presupunem că amplitudinea 8 poate lua cu aceeaşi probabilitate 
orice valoare in domeniul 11 = (0m, %M), respectiv: 

PW 1 
6v — 9„ 

pt. em<e<eâ (9.104) 
'M u m 

Raportul de plauzibilitate este dat de relaţia (9.103): 
re.u 
\ £{rlQ)PW d6 

unde; 

si 

*>(?/S0) 

1 YY JL 
( j-f-8)2 

«w-JsP n= « 

1 Vv -v - -5 . 

(9.105) 

(9.106) 

(9.107) 

unde a2 este dispersia zgomotului. Făcînd înlocuiiile în relaţia (9.105) se 
obţine: 

.v 
1 V • 

[ e ^ ' - i d6 
A(?) = j y - Q w J o - _ (9J08) 

-•=-, s »? 
e 2o"'=1 

în cazul particular, cînd în intervalul D se face o singură observare 
N = 1 respectiv 7 = /', raportul de plauzibilitate devine: 

(r-6)« 

A(> 

1 
oj/ — em je,„ 

de 
(9.109) 

Dacă notăm cu: 

Fix) = ^.,_>. •• : " di? 

funcţia de repartiţie, normalizată a distribuţiei gaussiene, unde .v = 

x 2 - J-
(9.110) 

6 - r 

avem: 

A(r) = 

Dacă pragul testului este K = 1, atunci testul lui Baves este: 

2TW 2 9 H -

8v - 6» < 

(9.111) 

(9.112) 
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9.5. Detecţia secvenţială 

î n unele aplicaţii este important să reducem timpul în care luăm decizii. 
Acest lucru se face prin reducerea numărului de eşantioane pe care le pre
lucrăm. Deci numărul de observaţii este variabil şi-1 notăm cu m, aceste m 
observaţii (r±, r2,...,rm) fiind considerate ca fiind componentele vectorului rm. 

Raportul de plauzibilitate este: 

A ( ? f f l ) = ^ - / ^ (9.113) 
P{rjS0) 

şi este funcţie de numărul m de eşantioane. 
Testul secvenţial se realizează in felul următor: 
— Se face prima observare, m = 1, respectiv rm = ? i şi se calculează 

raportul de plauzibilitate A(?1), care se compară cu două praguri A şi B, 
cu A > B. 

• Dacă: 
A(ri) > A 

se ia decizia D: şi testul este terminat. 
• Dacă: 

A(ri) < B 

se ia decizia D0 şi testul este terminat. 
• Dacă : 

B < A(?j) < A 

nu se ia nici o decizie şi se face a doua observare calculîndu-sc A(r2)-
— Raportul A(y2) se testează în acelaşi mod şi dacă nu se ajunge la nici 

o decizie, respectiv dacă B < A(r2) < A se face o a treia observare ş.a.m.d. 
— Procesul este continuat pînă cînd A(7'J > A şi se ia decizia Dx sau 

A{r,„) sS B şi se ia decizia D0. 
Numărul de observaţii m = n necesar terminării testului este o variabila 

aleatoare. 
Pentru a fixa praguri!e A şi B se consideră următoarele: 
— în cazul în care se ia decizia D1 avem 

A(7M) = ^ ! ^ { > A (9.114) 
PirJSo) 

respectiv 
PirJSJ > Ap(rJS0) (9.115) 

— în cazul în care se ia decizia D0 avem 

A ( ? J = ^ / ^ L ) < B (9.116) 
' P{fJS0) 

respectiv 

p(-rJS1)<Bp(7JS0) (9.117) 
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Integrînd relaţia (9.115) pe domeniul Ax care cuprinde toate observa
ţiile rn cărora le corespunde decizia Dv avem: 

[ PirJSJdR^Ai P(7n/S0)dRn 
JA, Jx 

(9.11? 

Se obser\ă că integrala din primul membru este probabilitatea de 
detecţie Pa, adică probabilitatea să decidem D1) cînd sursa venerează sim
bolul Sx: 

Pd = [ p(rJS1)dRn (9 .119) 
• 'A; 

Integrala din membrul al doilea este probabilitatea să decidem Dl cînd sursa 
generează simbolul S0) adică probabilitatea Pf a deciziei eronate numită după 
terminologia radarului, alarmă falsă. 

Pf = [ p(7JS0)dRn (9 .120) 

Rezultă că relaţia (9.118) poate fi scrisă: 

de unde 
Pa>APf (9.121) 

A*z—- (9.122) 
Pf 

Procedînd în mod analog cu relaţia (9.117) se obţine: 

P(?nISJdRu<B[ p(rJS0)ăRn (9.123) 
-'A„ 

unde A0 este domeniul observaţiilor rn cărora le corespunde decizia D0. 
Se observă că integrala din primul membru este probabilitatea deciziei 

eronate D0 ciad sursa generează simbolul S\, respectiv probabilitatea unei 
pierderi: 

i P(rJS1)dRn (9.124) 
.>A„ 

Integrala din membrul al doilea se poate scrie: 

\ p(rJS0)dRH=[ p(rJS0)dRn~[ p(rJS0) dRn = 1 — Pf (9.125) 
JAO JA 0 U Ai h, 
Deci relaţia (9.123) poate fi scrisă 

Pm^B(i-Pf) (9 .126) 
respectiv 

p 
B> 

Pf 
(9.127) 

Deci, în funcţie de probabilităţile Pa, Pf şi Pm pe care le admitem, din 
relaţiile (9.122- şi (9.127) în care se consideră semnul egalităţii determinăm 
pragurile .1 şi B. 
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CAPITOLUL 10 

ESTIMAREA PARAMETRILOR 

Teoria estimării parametrilor face parte din teoria deciziilor statistice şi 
are ca obiectiv evaluarea unui parametru (reprezentînd obişnuit un mesaj) 
generat de o sursă de informaţii în prezenţa perturbaţiilor. Sursa este caracte
rizată printr-o variabilă aleatoare continuă care modulează un semnal pur
tător, respectiv un parametru al acestuia. La recepţie, semnalul modulat, 
afectat de perturbaţii, este prelucrat în vederea estimării valorii parametrului 
(mesajului) transmis de sursă. 

10.1. Modelul unui sistem de transmisiune 
cu estimarea parametr i lor 

Estimarea parametrilor în prezenţa perturbaţiilor se face după ce mesajul 
transmis de sursă suferă unele transformări, aşa cum se arată în. fig. 10.1. 

Semnalul purtător care are un parametru modulat de mesajul sursei, 
poate fi: 

— semnal determinist; 
— semnal condiţionat determinist; 
— semnal aleator. 
Modularea semnalului purtător de către mesaj poate fi făcută fie într-un 

modulator convenţional (modulaţie de amplitudine, frecvenţă, fază), fie prin 
varierea frecvenţei purtătoare de către o ţintă în mişcare (efect Doppler), 
sau în alte moduri. 

La recepţie, semnalul modulat, poate fi observat prin eşantionare sau în 
mod continuu. Cu alte cuvinte, spaţiul observaţiilor poate să fie cu un număr 
fin.it de dimensiuni, sau cu un număr infinit de dimensiuni. 

Spaţiul observaţiilor, pe baza unor reguli de estimare, este transformat în 
spaţiul mesajului estimat. 

în absenţa perturbaţiilor, între spaţiul mesajelor (transmise) şi spaţiul 
mesajelor estimate, există o corespondenţă biunivocă. în prezenţa pertur-

Fig. 10.1. Modelul unui sistem de estimare a parametrilor: 
proces de modulare; G — generator de purtătoare ; C — canal; A" — sursa S — sursJ. ; M 

de perturbaţi i ; D — receptor care ia decizii: L — utilizare; m — mesaj 
o — observaţii; d — decizii. 

— semnal transmis; 
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batiilor, mesajul estimat (notat în cele ce urmează cu 6) diferă de mesajul 
transmis (notat cu 6). Diferenţa între 8 şi 0, reprezintă eroarea introdusă de 
perturbaţii. 

10.2. Observarea în momente de timp discrete 
a unor variabile aleatoare 

Ca şi în cazul detecţiei semnalului, valorile observate la recepţie se notează 
cu fi, rz, ..., rv şi reprezintă fie coordonatele punctului R, fie componentele 
vectorului r în spaţiul observaţiilor. 

Se vor utiliza şi în acest caz notaţiile introduse în cazul detecţiei pentru 
densităţile de probabilitate, care în acest caz devin: 

P(r1,r2,...,rNIQ)=p(rjQ) (10.1) 

P®K H rN) = p(%Ir) | (10.2) 
şi 

drx df2 .... drN = dR (10.3) 

pentru volumul diferenţial. 

10.2.1. Estimarea unui parametru aleator 

Se presupune că semnalul transmis s{t, 6) este cunoscut, cu excepţia unul 
parametru aleator scalar 6 care conţine informaţia sursei. Peste semnalu 
s(t, 0) se suprapune zgomotul n(t), presupus în cele ce urmează, gaussian alb 
(cu valoare medie nulă): 

r(t) = s(t, 6) + n(t) (10.4) 

în intervalul de timp 0 < t < T se efectuează N observaţii rlt r2, ..., rN. 
Pe baza acestor observaţii receptorul estimează parametrul 6 a cărui 

densitate de probabilitate p{%) se presupune cunoscută. Valoarea estimată a 
lui 0 se notează cu 0 şi se numeşte „estimat". 

Pentru a arăta că 0 se obţine din valorile observate se introduce no
taţia 0(r). 

Eroarea estim arii este dată de diferenţa: 

£ e = 0 — 6(r) (10.5) 

Peutru a ţine seama de importanţa pe care o are această eroare pentru 
utilizare se defineşte o funcţie de cost. 

Funcţiile de jcost sînt funcţii de eroarea de estimare şi pot avea forme 
foarte diferite. în cele ce urmează se vor considera numai două funcţii de 
cost: „funcţia de cost păt ra tul erorii" şi „funcţia de cost uniformă". 

Funcţia de cost pătratul erorii (v.fig. 10.2, a) este definită de relaţia: 

C(ee) = 4 = [0 — 6(?)P (10.6) 
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\C(h) Funcţia de cost uniformă (v. fig. 10.2, b) 
este definită de relaţiile: 

qee) = 0 

C(-ee) 

£n ^ — 
2 

i «-el 

(10.7) 

(10.8) 

iC(Bg 

-4 

<5 

în cazul funcţiei de cost „pătratul 
erorii" se ţine seama de faptul că impor
tanţa erorii pentru utilizare creşte în 
permanenţă dacă eroarea creşte. în cazul 
funcţiei de cost uniforme, erorile mai mici 
, V E . 
decit — nu au nici o importanţa, iar 

erorile mai mari decît — au aceeaşi im-
2 

7^" portantă pentru utilizare, indiferent de 
s mărimea lor. 

Valoarea medie a funcţiei de cost, nu-
Fig. 10.2. Funcţii de cost tipice: mită risc, luată pe mulţimea valorilor pe 

- funcţia" de cost „pătratul erorii" : c a r e l e P o a t e l u a parametrul 9 şi pe 
b -funcţia de cost „uniformă-. mulţimea observaţiilor- r, este: 

R = C[6— 8(r)] [ " ădi C:%— Q(r))p(Q, r)dR (10.9) 

unde A este domeniul în care variabila aleatoare 7 (vectorul semnalului ob
servat) poate lua valori. 

Expresia riscului se poate scrie: 

R == (+ 0°d6 [ C[6 —§(?)] p(Qjr) p{r) d « 
J - re .'A 

R - \ P(^)dR[ ' C[6 —§(r)] #(8/r)'d0 

(10.10) 

; îo . i i ) 

10.2.1.1. Estimarea pe baza erorii medii pătratice minime (E.M.P.M) 

Dacă funcţia de cost este pătratul erorii, dată de relaţia (10.6), riscul da t 
de relaţia (10.11) devin?: 

R
P = \ P(*) ăR[~X :e—e(?)]2^(e/ r) d6 (10.12) 

Fiindcă ambii integranti sînt nenegativi, valoarea minimă a riscului se 
obţin1 min ; mizîni integrala: 

7(8,7) = C + X [ 0 — Q{r)fp(Qlr) /r)dO (10.13) 

în funcţie de 6( r) • 
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Minimul se obţine pentru: 

7(9, r) = 0 

Derivata în raport cu 9 este: 

-4-7(6, r) = 20 C+J°^(e/r) d6 — 2 T " 0^(8/7) d9 = 
^9 

sau fiindcă: 

( : % ( 6 / r ) d 6 = 1 

relaţia (10.14) poate fi scrisă: 

&p(?)=r°06i)(9/?)de 

10.14) 

(10.15) 

;io.i6) 

unde cu 9P s-a notat valoarea lui 6 pentru care riscul RP este minim. 
Relaţia (10.16) care dă valoarea estimatului este media condiţionată a 

parametrului 0. 
Deci, în cazul criteriului erorii medii pătr atice, minime, estimatul este media 

condiţionată. 

10.2.1.2. Estimarea pe baza densităţii de probabilitate aposteriori maxime 
(M.A.P) 

Dacă funcţia de cost este uniformă, dată de relaţiile (10.7) şi (10.8) riscul 
dat de relaţia (10.11), ţinînd seama de fig. 10.3, devine: 

R„ \ p(r)dR\l-[ 2
EP(Qlr) de (10.17) 

Pentru a minimiza riscul R„ se maximizează integrala: 

7(6, r)=\ p{b!r)dd 
U E 
'6 

[10.18) 

ic[ff-&] 

1\ 
_L 

în cele ce urmează se va considera 
că intervalul E este arbitrar de mic. 
în acest caz integrala 7(9, r) poate fi 
scrisă aproximativ: 

! ( § , ? ) * Epfilr) (10.19) 

E -*r iar maximul lui 7(9, r) este dat de 
" maximul probabilităţii aposteriori 

p($lr) şi alegem pe 8 = valoarea care 
Rg. W.3, Funcţia de cost uniformă C[6-8]. face pe p( 9/?) m a x i m . 
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Valoarea lui 6 care face ca p{Q/r) să aibă valoarea maximă se notează cu 
Qmap şi se n imeş te estimatul maximum aposteriori. 

Fiindcă în general ^(0/?) are o formă exponenţială, este mai convenabil sa 
se caute maximul funcţiei In pfijr) care are loc pentru aceeaşi valoare 0 = 
= Qmap ca şi maximul funcţiei p(Q/r). 

Valoarea lui 6 pentru care se obţine maximul lui In p(%;7), respectiv riscul 
minim, este dată de ecuaţia: 

— lnp{Qlr)L s = 0 (10.20) 

Deoarece densitatea p(0/7) este greu de calculat, facem transformarea: 

7 tmm (10.2i) 
P(r) 

Ecuaţia care dă estimatul maximum aposteriori se poate scrie: 

— l n # 6 / ? ) i e * = — lnP(Q)Lx + — lnP(rlQ)l* = 0 (10.22) 

Cu valoarea astfel determinată este necesar să se verifice că maximul obţinut 
este un maxim absolut. 

î n ceie mai multe cazuri de interes pentru aplicaţii, densitatea de pro
babilitate condiţionată p(Q;7) este simetrică în jurul valorii maxime pentru 

în acest caz, media condiţionată \ 8/>(8/r)d8 este tocmai 

valoarea cea mai probabilă, respectiv Qp = Q,nap, adică estimatul pe baza 
criteriului probabilităţii aposteriori maxime (M.A.P) este egal cu estimatul pe 
baza erorii medii pătratice minime (E.M.P.M.). 

10.2.1.3. Estimarea amplitudinii unui semnal constant în timp 

Dacă semnalul s(t, 8) depinde liniar de parametrul 8, de exemplu 

s(t, 8) = Qs(t) 

se spune că estimarea este liniară. 
Dacă semnalul s(t, 6) nu depinde liniar de parametrul 8 estimarea se numeşte 

neliniară. 
în cele ce urmează se va trata numai estimarea liniară. 
Fie semnalul aleator: 

s{t, 0) = 0 pentru O^t^T (10.23) 

unde amplitudinea 0 este o variabilă aleatoare gaussiană cu valoarea medie 
nulă şi dispersia G^. 

Peste semnal se suprapune un zgomot gaussian alb n{t), de valoare medie 
nulă şi de dispersie o*. 

Semnalul recepţionat este observat în A" puncte din intervalul T, obţi-
nîndu-se A* eşantioane: 

;<. = 8 — ni pentru i ~= 1, 2 N ( 10.24 
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Densitatea de probabilitate condiţionată p(r]&) este 

pm-{-1=4 ne ^ ' = 
JV 

si 

1 \« -2^- 2 (r,-0)« 
e 2 o « - 1 (10.25) 

* _"â' ^ , ( e ) = 1 = = e *e :..; :•.-'• (10.26) 

Aplicînd criteriul estimării maximum aposteriori (10.22) se obţine: 

6 
\ 2og / |9=emo3, d® l 7-<îii=\ 

respectiv: 
.V 

1 •"-—' ^* A r 

2 map 

= 0 (10.27) 
Q—Qmap 

;i0.28) 

de unde: 
1 -v 

<W = VvE^ (10-29) 
Dacă N este foarte mare: 

A' fci 
adică QmaP este media aritmetică a eşantio anelor recepţionate. 

Se poate demonstra că şi în cazul funcţiei de cost „pătratul erorii" se 
obţine acelaşi estimat, vezi [2] pag. 289. 

10.2.2. Estimarea unui parametru determinist recunoscut 

Dacă parametrul care trebuie estimat este o mărime deterministă — ne
cunoscută la recepţie — metodele precedente nu mai pot fi aplicate. 

într-adevăr, dacă parametrul a este determinist, el poate fi considerat 
ca fiind o variabilă aleatoare a cu o densitate de probabilitate dată de o 
funcţie delta: 

p(<x.) = S ( a — a) (10.31) 

Densitatea de probabilitate condiţionată care intervine în evaluarea estima
tului conform relaţiei (10.16) este 

p(zjr) = p(a) = S(a — a) (10.32) 

fiindcă a nu depinde de r . 
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Fig. 10.4. Semnal de ampli
tudine constanta peste care 

se suprapune zgomotul. 

sau logaritmul ei 

înlocuind (10.32) în (10.16) se obţine 

7j-i^J) — \ a ^ ( x —• «) da = a (10.33) 

adică estimatul este tocmai parametrul necunoscut, 
Rezultatul este corect, însă este inutil. î n consecinţă, 
problema trebuie abordată în alt mod. 

Pentru ilustrarea principiului să considerăm 
cazul bidimensional arătat în fig. 10.4, în care pa
rametrul a este o constantă reprezentînd semnalul 
peste care se suprapune zgomotul n(t). 

Se defineşte o funcţie de plauzibilitate L{a): 

Li Pir la) (10.34) 

In L{a) = In p(rja) (10.35) 

Probabilitatea condiţionată (10.34), respectiv funcţia de plauzibilitate L(a) 
are valoarea maximă cînd r = a, respectiv cînd n = 0 fiindcă valoarea cea 
mai probabilă este zero. 

Invers, dacă considerăm că parametrul a este necunoscut, valoarea lui 
cea mai plauzibilă este aceea care face pe L(a) maximum. 

Se numeşte estimat maximum plauzibil şi se notează âmp(7) valoarea 
parametrului determinist necunoscut a, pentru care funcţia de plauzibilitate 
L(a) ia valoarea maximă. 

Dacă valoarea a pentru care L(a) este maximum, cade în interiorul dome
niului de existenţă a lui a (dinainte cunoscut), atunci: 

ca 
p(r/a) 0 

respectiv 

ca 
lnp(rla)\ - = 0 

(10.36) 

(10.37) 

Comparîni relaţia (10.37) cu relaţia (10.22) se observă că estimatul maxi
mum plauzibil amP poate fi considerat ca un caz particular al estimării maxi
mum aposteriori Qmap, în care variabila aleatoare 6 = a are o distribuţie 
uniformă (p(Q) = const) în domeniul în care a poate lua valori, astfel încît 

c% 
lnp(Q) = 0. 

Faptul că a este un parametru determinist —• dar necunoscut, ne îndreptă
ţeşte să-1 t ra tăm ca pe o variabilă aleatoare care poate lua cu aceeaşi proba
bilitate orice valoare în domeniul ei de existenţă, care este cunoscut. î n acest 
caz maximele funcţiilor p{Qjr) şi p{r/Q) au loc pentru aceeaşi valoare a esti
matului %map = Qmp deoarecep{%) fiind constantă n u m a i intervine în relaţia 
(10.22). 

Dacă densitatea de probabilitate p(rja), respectiv p{ajr) este simetrică iu 
raport cu valoarea maximă, care are loc pentru a = ămp, atunci estimatul pe 
baza plauzibilităţii maxime este egal şi cu estimatul pe baza erorii medii patratice 

ă = 6 . 
b -mp p 
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Calitatea estimării obţinute trebuie evaluată într-un mod oarecare. 
Criteriile de evaluare a „calităţii" estimatului, pentru orice tip de estimare 

pot fi: valoarea medie şi dispersia erorii de estimare. 
1. Valoarea medie a estimatului este dată de relaţia 

9 ( r ) = ( 8(7) p(rl%)dR (10.38) 

luată pe toate valorile observaţiilor 7 posibile (domeniul A). 
Dacă valoarea medie: 

8(7) = 9 (10.39) 

pentru orice valoare a lui 8, se spune că estimatul este nedeplasat. 
Dacă valoarea medie: 

8(7) = 8 - 8 

unde 8 nu este o funcţie de a, se spune că estimatul are o deplasare cunos
cută. Prin scăderea lu i„8" din valoarea medie se obţine un estimat nedeplasat. 

Dacă valoarea medie: 

1(7) = 8 -f â(6) '• (10.40) 

se spune că estimatul are o deplasare necunoscuta, care depinde de valoarea 
parametrului necunoscut. 

2. Dispersia erorii estimatului este: 

a| = reţrj — e;2 (10.41) 
î n general se preferă un estimat cu deplasare mică şi cu dispersie mică, 

decît un estimat cu deplasare nulă şi cu dispersie mare. în cazul considerat, 
parametrul 8 care trebuie estimat, devine parametrul necunoscut, deter
minist a, 

10.3. Observarea continuă a unor semnale aleatoare 

în acest caz semnalul recepţionat 

r(t) = s(t, 6) + n(t) O^t^T (10.42) 

unde n{t) este zgomot gaussian cu dispersie a2 este observat în mod continuu 
în intervalul T. 

Pe baza acestei observări se face o estimare a parametrului 9. 
Dacă estimatul depinde liniar de datele observate, se spune că estimarea 

este liniară. 
Dacă estimatul nu depinde liniar de datele observate, estimarea se numeşte 

neliniară. 
Dacă parametrul 6 este o variabilă aleatoare, se va presupune că se 

cunoaşte densitatea de probabilitate p(9) şi se va calcula riscul R. Valoarea 
9 = 8(7) pentru care riscul este minim, este valoarea căutată a estimatului. 

Dacă parametrul 8 = a este o mărime deterministă necunoscută, estima
rea se face pe baza plauzibilităţii maxime. 
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10.3.1. Estimarea liniară 

Dacă semnalul s(t, 0) depinde liniar de parametrul 0 respectiv s(t, 0) = 
= ds(t), semnalul recepţionat şi observat este: 

r(t) = Qs(t) + n(t) pentru O^t^T (10.43) 

Considerînd ca şi în cazul detecţiei că semnalul şi perturbaţia sînt repre
zentate prin vectori (sau puncte) într-un spaţiu cu o infinitate numărabilă 
de dimensiuni, se pot alege coordonatele astfel încît informaţia necesară luării 
deciziei să fie conţinută într-o singură coordonată. 

Semnalul recepţionat r(t) poate fi scris sub forma unei serii, funcţie 
de sistemul ortonormal {vk(t)} : 

.v 
r(t)=l-i-m.Z)rkvk(t) (10.44) 

A'-+oo A = l 

unde: 

[ r(t) vk(t) dt (10.45) 
IA 

reprezintă coordonatele semnalului recepţionat r(t) în intervalul (0, T). 
Alegînd: 

v1(t)=±Fs(t) (10.46) 

unde: 

E =[ s2(t)dt (10.47) 
.'o 

se obţine: 

r1=-L[ r{t)s(t)dt (10.48) 

Analog cazului detecţiei (v. § 9.3.1) se poate arăta că ceilalţi coeficienţi 
r,.(k > 1) daţi de funcţiile ortogonale vt{t) alese arbitrar, ortogonale pe v^t), 
na depind de parametrul 0. 

Rezultă că, coeficientul i\ dat de relaţia (10.48) este o statistică suficientă 

10.3.1.1. Cazul cînd parametrul este o variabilă aleatoare 

Considerîni că estimarea se face pe baza funcţiei de cost uniforme (v. 
10.2.1.2) valoarea estimatului maximum aposteriori dmap este dată de: 

— In m) 
50 

+ ±lnp(rlQ) 
00 

= 0 (10.49) 
vmap 

unde r este un vector în spaţiul observaţiilor cu o infinitate numărabilă de 
dimensiuni. 
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în conformitate cu cele stabilite în § 9,2.2, privind statistica suficientă, 
printr-o rotire de axe componentele vectorului r devin (l, li, ..., lN_i), iar den
sităţile de probabilitate condiţionate pot fi scrise: 

p(rlQ) di? = p(l, h *V-i/8) dL (10.50) 
un i e : 

dL = dl d/ i . . . d ^ (10.51) 

Fiindcă namai coordonata / depinde de 0 şi considerîni că l nu depinde 
de celelalte componente se poate scrie: 

p(l, h, ..., IxJQ) = p{l, L/0) = p{lj&) p(L) (10.52) 

Din cele precedente rezultă: 

In p{rj%) = In p{l\%) + In p(L) + l n ~ (10.53) 
di? 

Introducind expresia (10.53) în (10.49) se obţine: 

— \xipm +—lnp{lj%)\ = 0 (10.54) 

fiindcă termenii in b{L) si In nu depind de 0. 
' di? 

Cu valoarea astfel determinată este necesar să se verifice că maximul ob
ţinut este un maximum absolut. 

Dacă zgomotul n(t) este alb gaussian, în conformitate cu cele stabilite în 
§ 9.3.1 variabila aleatoare l = r± dată de (10.48) este gaussiană: 

l = ri = - L C [Qs(t) + n(t)] s(t) ăi = 6 V # + p (10.55) 
\E Jo 

unde parametrul 8 este considerat ca fiind o realizare particulară a unei va
riabile aleatoare, iar: 

p =-ţ=[Tn(t) s(t) dt (10.56) 
V-fe Jo 

Variabila aleatoare / este proporţională cu funcţia de corelaţie mutuală 
evaluată în origine între semnalul recepţionat şi semnalul s(t). 

Variabila l poate fi de asemenea interpretată ca o mărime proporţională 
cu produsul scalar între vectorul r şi vectorul ?. 

Valoarea medie a lui l — r1: în condiţiile în care parametrul aleator are 
o valoare 0, este: 

(7/8)=6V£ (10.57) 

fiindcă s-a presupus că'valoarea medie a lui n(t) este nulă. 
Dispersia variabilei aleatoare //0 este: 

a? = j7/8 — / / 0 ] 2 = [6VL + P — 0 A / L ] 2 = P 2 . (10-55 

i relaţiei 

lui n(t). 

Conform relaţiei (9.87) avem of = p 2 = T a 2 = — s unde o2 este dispersia 

^65 
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Fig. 10.5. Structura unui receptor care efec-
Q tuează estimarea liniară maximum apos-
u teriori: 

M — multiplicator; I— integrator; A — am-

plifieator cu amplificarea cx= 
E + -' 

Din cele precedente rezultă: 

p(lib) = - = e ' 
\2r.c) 

Iutroducind expresia (10.59) în ecuaţia (10.54) se obţine: 

, / — 6 y £ 

ie=eMJ. ' G cb 
In p(Q) ^ 0 

-timaf 

(10.59) 

(10.60) 

Dacă se presupune că parametrul f) are o distribuţie gaussiană cu valoare 
medie nulă şi cu dispersia n\, respectiv; 

P{$) . e " c8 
V^ag 

atunci relaţia (10.60) devine: 

7 — fi JF 
A x 

de unde: 

W) 

' £ = ^ = 0 

E l 

E ; No 4E 
2oî 

1 /"J 

respectiv Bmap{l) = — ^ r ^ \ KO s (0 d" 

• 2 0 ? 

(10.61) 

(10.62) 

(10.63) 

(10.64) 

Schema receptorului care efectuează această estimare este dată în fig. 10.5. 

10.3.1.2. Cazul cînd parametrul este determinist necunoscut 

în acest caz, conform celor stabilite în § 10.2.2, -estimatul este egal cu 
valoarea parametrului 6 = a care maximizează funcţia de plauzibilitate: 

In L(a\ = In p(r ja) (10.65) 

Conform celor precedente (v. §. 10.3.1.1) se poate scrie, /fiind o statistică 
suficientă: 

- In p[r\d)\ = — In p{l\a)\ = 0 
ca da 

(10.66) 
'ft—O-ma? 
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unde: 

• * - i r ' O M * ) * (io-67) 
Ţinînd seama că zgomotul este gaussian alb, cu valoare medie nulă şi 

dispersia a'2, rezultă ca şi în cazul precedent: 

U—a v£•)-
1 

p(lla) = -==e *T (10.( 
V2-CTJ 

expresia care introdusă în relaţia (10.66) conduce la valoarea: 

âmp(l) = -f=l (8.90) 

Schema receptorului care efectuează estimarea parametrului determinist a 
este identică cu cea din fig. 10.5, însă valoarea amplificării este diferită: 
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CAPITOLUL 11 

ESTIMAREA FORMEI SEMNALULUI 

în cele ce urmează vom t ra ta problema estimării formei semnalului, în 
cazul cînd estimarea este liniară, iar semnalul recepţionat este un mesaj con
tinuu staţionar în sens larg, sau o secvenţă de date, peste care s-a suprapus 
zgomotul care este şi el staţionar în sens larg. 

11.1. Filtrarea optimală a semnalelor continue 
Ecuaţia Wiener-Hopf 

î n estimarea formei semnalului s(t) transmis de sursă, se pune problema 
prelucrării liniare a semnalului recepţionat: 

r(t) = s(t) + n(t) fi 1.1) 

unde n(t) este zgomotul canalului, astfel încît să se obţină un semnal cit mai 
apropiat de semnalul dorit: 

d(t) = s(t+a) (11.2) 

Soluţia acestei probleme a fost dată de Kolmogoroff şi de Wiener. 
Se presupune că se cunosc funcţia de autocorelaţie a semnalului Rs(t), 

a zgomotului Rn{~) şi funcţia de corelaţie mutuală între semnalul recepţionat 
şi semnalul transmis, Rsr(~). 

Modelul unui sistem cu filtrare optimală este arătat în fig. 11.1. 
Semnalul dorit d(t), calculat din valorile lui r{t) pînă la momentul t, poate 

să fie: 

s d(t) = s(t) a = 0 (11.3) 

şi în acest caz spunem că avem o filtrare, adică receptorul realizează o esti
mare a semnalului s(t) pentru toate valorile timpului pînă în momentul pre
zent. 

• d(t) = s{t+a) <x<0 (11.4) 

şi spunem că avem o netezire sau o interpolare, respectiv o filtrare cuîntîrziere. 
în acest caz, receptorul furnizează o informaţie cu întîrziere, dar utilizează 
mai multe date observate decît în cazul precedent, deci şi eroarea de estimare 
va fi mai mică. 

Hfcj) | d(t) rr\ 
, / , j I ~*\U} *•£>• H-1- Modelul unui sistem de 
" 'c ' I >~-' estimare liniară a formei semnalului 

analogic. 
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• d(i) = s{t + x) a > 0 (11.5) 

în aeeşt caz avem o predicţie sau extrapolare, respectiv o filtrare cu anticipare. 
Datele utilizate pentru a prezice viitorul semnalului fiind mai puţine decît în 
cazurile precedente, eroarea de estimare va fi mai mare (creşte cu a). 

Afirmaţia că d(t) să aproximeze „cît mai bine" pe s(t) se ia în sensul că 
eroarea medie patratică între d(t) şi s(t -f- a) trebuie să fie minimă: 

[e{t)f = [d(t) — s(t + a)]2 (11.6) 

Minimumul lui rs(£)]2 se ia în raport cu funcţia de pondere h(t) a filtrului de la 
recepţie. 

Semnalul la ieşirea din filtrul caracterizat de funcţia de pondere h{t) este: 

d(t) = V"°h{t~ -)r(x) d- = C " X % ) r(f — ~)dz (11.7) 
J—co J—X 

unde se presupune că filtrul este realizabil, adică h(t) ~ 0 pt t < 0. 
Eroarea medie patratică este: 

s2 = [d{t) — d(t)f (11.8) 
respectiv:. 

s2 = [s(t + a) —\ ' " h(x) r(t~ T) dr;2 (11.9) 

Se caută obţinerea unei erori medii patratice minime prin alegerea cores
punzătoare a lui Mt). 

Fiindcă s(t) şi n(t) sînt staţionare, eroarea medie patratică poate fi dez
voltata astfel: 

E2 = S2(t + a ) _ 2V h{~) s(t — a) r(t — T) dir + 

CO f+CD 
+ \ V h{x) h{\i) r{t — ~)r{t— a) d-r d;j. = (11.10) 

J — CO J ~ CC 

= Rs{0) — 2 ^ " ° h(z) Rsr{x + T) dT + [+* ( " " A(T) % ) i?r(r — fi) d^ du 

Trebuie să găsim condiţia necesară pe care trebuie să o satisfacă //(7) astfel 
ca s2 să fie minimum. 

Pentru aceasta să notăm cu g(t) funcţia de pondere a unui filtru realizabil 
oarecare. Atunci şi -

l(t) = hit) - ţgit) 

este funcţia de pondere a unui filtru realizabil. Dacă h(t) este funcţia de 
pondere a unui filtru care face ca z2 să fie minimum atunci filtrul care are o 
funcţie.de pondere Kt) ^ h(f) va avea la ieşire o eroare medie, patratică s2 

mai mare. 
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înlocuind pe h(t) cu l{t) în relaţia (11.10) se obţine: 

sf = RJO) -2?"° A(T) 2?„(« T T ) d : - 2 3 ^ ° ° ^ ) £ s r(« + T) dr - . 

+ ( "' ( A(T) % ) i?r(- — u.) dT du. + 23 C " ( T " A(T) g(n) /2,(T — u) dr dţi — 
J — co J— ;o J — DC J— X) 

+ 3 2 r " ^ ^ o ( T ) g ( u ) ^ ( T - - L L ) d T d ^ (11.11) 

Ţinînd seama de relaţia (11.10) această relaţie poate fi scrisă: 

22 RJa. + T) dr • V %)g(u) # r(T— u)d-d :j -f 

H l" ^ T ) ^ ) i ? r ( T - [ x ) d T d u (li.12) 

Ultimul termen din această relaţie este totdeauna nenegativ,, fiindcă este o-
valoare medie patratică: 

g(-z) o(u) i?r(T—;j.)dTdu. g(T)r(* —<r)dr > 0 (11.13) 

Din cele precedente rezultă că dacă dorim ca £2<sf pt ¥3 este necesar 
ca pentru orice g să avem: 

V"°g(z) R„(« - T) d r — V"°V"° hfâgfa) i?r(T— (i) de du = O (11.14) 
J — 00 J—00 J—OO 

sau fiindcă £(T) = O pt. - < O şi A',.(T —- ;J.) = Rr(\i — T) avem: 

\ gW i? r ( a — - ) — V % ) i?r(-r —-fj.) dfji dT = 0 

de unde: 

^ A((JL) i?r(T — u) d;a = fl„(a ~ T) ->o 

(11.15) 

(11.16) 

Această ecuaţie integrală este cunoscută sub numele de ecuaţia Wiener-
Hopf şi în funcţie de Rr şi Rtr, determină funcţia de pondere h(t) a -unui filtru 
liniar, a cărui ieşire, dacă la intrare se aplică r(t) = s(t) -j- ;/(/), aproximează 
cu eroarea medie patratică minimă, semnalul dorit d(t) = s(t -f- «)• 

Această filtrare bazată pe criteriul erorii patratice medii minime se 
numeşte filtrare optimală. 

în cele precedente s-a arătat că pentru a obţine eroare patratică medie 
minimă este necesar ca h(t) să satisfacă ecuaţia Wiener-Hopf. Se poate arăta 
că această condiţie este şi suficientă. Dacă h(t) satisface relaţia (11.16), atunci 
relaţia (11.15) este satisfăcută pentru orice g(t) şi se poate arăta că eroarea 
medie patratică obţinută cu h(t) este mai mică sau egală cu cea obţinută cu 
oricare alt filtru. 
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• Filtre optimale nerealizabile. Dacă nu se mai impune condiţia ca 
h(t)= 0 p t . t < 0, ecuaţia (11.14) rămîne o condiţie necesară pentru h(t) şi 
deci şi relaţia (11.16) cu limita inferioară extinsă la —oo: 

% ) Rr •a) du = i?s,.(a -4- T) — x < -. (11.17) 

Această ecuaţie poate fi soluţionată cu ajutorul transformatei Fourier. 
Prima parte fiind o convoluţie, avem: 

S?{h{t)}9{Rr{t)} = 9{R„{t - %)} —oc < f < -x (11.18) 

.sau: 
(11.19) H(ic) qr(a>) = qrs{<*) ei»" 

unde: H(co) este funcţia de transfer a filtrului; 
gr(w) — D.S.P. a semnalului recepţionat: 
grs(w) — D.S.P. de interacţiune între semnalul util s(/) şi semnalul 

recepţionat r(t). 
Fiindcă semnalul s(t) şi zgomotul n(t) sînt procese independente, avem: 

qr,{<*) = q,{<*) (11.20) 

şi 

? r H = &(<•>) -r '/„(«) (11.21) 

unde şs(w) şi t/„(«) sînt D.S.P. a semnalului, respectiv a zgomotului. 
în aceste condiţii relaţia (11.19) poate fi scrisă 

H(c>) = &(<•>) 

?.H + ?»(*») 
(11.22) 

Filtrul astfel obţinut, »» este realizabil, dar poate fi aproximat cu filtre rea
lizabile dacă mărim timpul de întîrziere. 

11.2. Filtrare optimală Wiener pentru secvenţe de date 

Reprezentăm secvenţa de date x, zgomotul n şi semnalul recepţionat r 
prin matricele coloană: 

x = 

x{0) 
x(l) 

L-Vf-V— 1) 

n(0) 
H(\) 

n(N—l). 

r(0) 
r(\) 

.r(N—l). 

(11.23) 

între aceste matrice, dat fiind că zgomotul din canal este aditiv, avem 
relaţia: 

r = x — n (11.24) 

î n fig. 11.2 este arătat modelul estimării secvenţei de date x, estimatul 
fiind notat cu x. 
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©^ Canal 
T 

n 

2_ / , Matricea H care caracterizează fii— 
xyJ±Zjjr trul, este: 

«00 «01 

hm h 
\H 

H: 
Fig. 11.2. Modelul unui sistem de estimare 

liniară a unei secvenţe de date. 

... AfcjM 

'11 " • «1 , JV-1 

"'A'-l, 0 % - l , 1 '•• * f f - l , 2V-1-

iar estimatul este: 

x = Hr 

(11.25) 

(11.26) 

Filtrul trebuie să fie astfel determinat, încît eroarea medie patratică de 
estimare: 

'11.27) 

să fie minimă. 
Fără a pierde din generalitate, putem presupune: 

x = n = r = 0 (11.28) 

Notăm cu Kr matricea de covariatie a secvenţei de date, K„ matricea de 
covariatie a zgomotului şi cu K, matricea de covariatie a semnalului recep
ţionat : 

K, = xx 7 ; K„ == rirT"; K,. = r ? (11.29) 

Secvenţa de date x, şi zgomotul n, sînt procese necorelate, deci: 

^ n ? = r i x T = 0 (11.30) 

Ţinînd seama de faptul că matricele x şi x sînt matrice coloană, putem 
scrie: 

s- = i.x — x||- = (x— x)1 (x — x) 

sau înlocuind relaţia (11.26) în relaţia (11.31) se obţine: 

72 = rTRTRx — x^Hr — r r H r x + îjxjjă 

Fiindcă x şi r sînt matrice coloană avem: 

x r Hr = rTHTx 

Deci se poate scrie: 

r r H r H r — 2 r r H r x + llxll2 

(11.31) 

(11.32) 

(11.33) 

(11.34) 

Fiindcă H trebuie să fie astfel ales, încît z să fie minimum, trebuie să fie 
satisfăcută condiţia: 

V = o l.-iOS 

unde \7Hs2 este gradientul lui z2 în raport cu matricea H (vezi anexa IV.7). 
Se poate demonstra că: 

si ca: 
VH{r rH rHr} = 2H(rrT) 

V H { r r H r x } = xr r 

(11.36) 

(11.37) 
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Şi 
V H { x x r } = 0 (11.38) 

Ţinînd seama de relaţiile (11.35), (11.36), (11.37), (11.38) precum şi de 
relaţia (11.30), avem: 

2H(rr r 2xr r = 0 (11.39) 
sau: 

H(xx r + nn r ) — xxT = 0 (11,40) 

Introducînd funcţiile de covariaţie date de relaţia (11.29) se obţine: 

H(K, + K„) = Ka (11.41) 
sau 

H = K J K r + K„ (11.42) 

relaţie care specifică filtrul optimal în funcţie de proprietăţile statistice ale 
sectenţei de date şi ale zgomotului, respectiv în funcţie de Kx şi KB, • 

Dacă filtrul astfel obţinut este caracterizat de o matrice diagonală: 

H = diag(/;00, hn, .... V-i.w-i) IH-43) 
se spune că avem un filtru scalar. Filtrele scalare sînt importante fiindcă ele 
simplifică calculul estimatului x, relaţia (11.26). 

în general însă filtrul nu este diagonal şi atunci spunem că avem un 
filtru vector. 

Un filtru vector poate fi transformat într-un filtru scalar cu ajutorul 
unei transformări ortogonale T, aşa cum se arată în fig. 11.3. 

Se observă că în acest caz H trebuie înlocuit cu T_1 HT = TTHT. Fă-
cînd această operaţie în relaţia (11.41) se obţine: 

T rHT(KT + K„) = Kx 

Premultiplicăm cu T şi postmultiplicâm cu TT şi obţinem: 

HT(K, - K J TT = T K ; F 
sau: 

sau (vezi anexa IV): 

sau 

Notăm cu: 

şi putem scrie: 

H = T K / F H ^ K , + K„) TT]-1 

H = T K / T ^ K K , + K J " 1 TT] 

H = T K ( K 2 + K J - 1 T* 

H0 = K,(K, + K J - 1 

H = TH0TT 

—*©—•FH-

(11.44) 

(11.45) 

(11.46) 

(11.47) 

(11.48) 

(11.49) 

(11.50) 

T x 

H 
Fig. 1-1.3. Utilizarea unei transformări orto

gonale. 
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Matricea H0 se numeşte matrice răspuns prin analogie cu răspunsul la 
impulsul unitate al filtrelor liniare. 

Transformata T este formată din vectorii proprii ai matricei H0 

TT = [>o <?i ... 9 ^ 1 (11.51) 
unde <pt sînt vectorii proprii ai matricei H0, adică: 

H0-p, = hlVi (11.52) 

coeficienţii /., fiind valorile proprii. 
în aceste condiţii matricea H dată de relaţia (11.50) are forma diagonală 

(vezi anexa IV): 
H = diag (Xg Xj, ..., XA._j) (11.53) 

în acest caz transformata T dată de relaţia (11.51) este transformarea 
Karhunen-Loeve, care este optimală în sensul că dă eroarea pătratică medie 
minimă (vezi § 14.4) 

Fiindcă în general calculul valorilor proprii este dificil, se consideră o 
soluţie suboptimală, obţinută din matricea H dată de relaţia (11.48), prin 
menţinerea numai a elementelor de pe diagonală: 

H50 = diag («o, #i, ..., Ji^j) (11.54) 

Pentru a determina elementele h,, j = 0, N—1 luăm în considerare 
următoarele: 

—• ţinînd seama de relaţiile (11.29) se poate vedea că expresiile: 
W, = TK,TT şi W, = TK„TT (11.55) 

sînt funcţiile de covariaţie a semnalului, respectiv a zgomotului în spaţiul 
transformat, 

— înlocuind aceste expresii în relaţia (11.46) se obţine: 
Hfc= W,[-W i t+.W1J-1 (11.56) 

Dacă notăm cu wx(j) şi wn(j) elementele de pe diagonalele matricelor W 
şi WH, atunci elementele de pe diagonala matricei H sînt: 

h = ^ (11,57) 

în multe aplicaţii se consideră că semnalul x(t) este un proces Markov de 
ordinul întîi, şi, in consecinţă, are o funcţie de covariaţie dată de relaţia (8.111) 
în care p} = p', respectiv: 

r 1 c o2 ... o-v~1-

K, = 
.W-2 

O * ' 1 " " 1 

(11.58) 

unde a2
x este dispersia semnalului, iar p coeficientul de corelaţie. 

Zgomotul este în general considerat ca fiind zgomot alb, deci, cu o matrice 
de covariaţie de forma 

KE = a;I_Y (11.59) 

unde I_y este matricea identitate, iar er| este dispersia zgomotului. 
Transformările ortogonale, T, folosite pentru a calcula coeficienţii /;, sînt 

transformata Fourier discretă, transformata Walsh-Hadamard şi altele. 
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11.3. Filtre Kafman-Bucy 

î n cele precedente, semnalele aleatoare au fost caracterizate de densităţi 
de probabilitate, de funcţia de covariaţie şi de densitatea spectrală de putere. 

Sistemele liniare care prelucrează semnalul erau reprezentate printr-o 
funcţie de pondere, respectiv funcţia de transfer. 

în cele ce urmează se dă o caracterizare echivalentă şi anume se consideră 
că semnalele aleatoare sînt soluţii ale unor ecuaţii diferenţiale care descriu 
comportarea unor sisteme dinamice excitate cu zgomot alb. 

Acest model matematic are avantajul că, în problemele de optimizare, în 
loc să se caute soluţia unor ecuaţii integrale de ex. Wiener-Hopf se caută 
soluţia unor ecuaţii diferenţiale ai căror coeficienţi sînt determinaţi de proprie
tăţile statistice ale semnalelor. î n acest caz, chiar dacă nu se găsesc soluţii 
analitice, problema poate fi soluţionată cu ajutorul calculatoarelor. 

Deoarece reprezentarea se face în domeniul timp, prin metoda variabilelor 
de stare se poate studia cu uşurinţă cazul proceselor nestaţionare şi al obser
vaţiilor pe un interval de t imp finit. 

Din punct de vedere matematic, metoda variabilelor de stare conduce la 
utilizarea metodelor vectoriale şi matriceale în probleme în care intervin un 
număr mare de variabile, cum ar fi analiza şi sinteza sistemelor cu intrări şi 
ieşiri multiple. 

11.3.1. Sisteme dinamice generatoare de semnale aleatoare 

Sistemele dinamice care vor fi luate în considerare în cele ce urmează au 
ca model matematic o ecuaţie diferenţială ordinară liniară cu coeficienţi 
constanţi: 

,•(»> (1) - «»- "w(0 + - «(MO = bn~ll 

... + MO 
-i\t) + 

unde: 
u(t) este 

«i, bj 
y(t) 

de 
sub formă 
11.4. 

o excitaţie oarecare care se va preciza 
cele ce urmează; 
coeficienţi constanţi ; 
răspunsul sistemului. 

Sistemele dinamice se vor reprezenta 
schemă bloc aşa cum se arată în fig. 
Pentru a determina răspunsul sistemului dina

mic la excitaţia u{t) la momentul / > TQ este necesar 
să se cunoască un set de n condiţii iniţiale. 

Aceste condiţii iniţiale specifică modul în care 
excitaţia anterioară momentului T0 afectează răs
punsul în intervalul t —T0. 

Condiţiile iniţiale şi coeficienţii (at, b;) determină 
în mod unic comportarea sistemului, respectiv răs
punsul pentru t > T0. 

Considerîndu-se coeficienţii («,., b}) daţi, se pune 
problema să se găsească numărul minim de para-

u(t) 

(11.60) 

(particulariza) în 

CI 

y(t) 
SD 

Fig. 11.4. Reprezentarea 
unui sistem dinamic— SD: 
y(t) — răspunsul sistemului; 
u\t) — excitaţia aplicată la 
intrare : CI — condiţii ini-

riale. 
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metri care specifica comportarea sistemului în timp. Aceşti parametri se 
numesc variabile de stare. 

Dacă se cunoaşte starea sistemului (adică valorile variabilelor de stare) la 
momentul ix şi excitaţia aplicată sistemului de la t1 la t2, atunci la momentul t2 
se cunosc atît răspunsul sistemului,] cît şi starea lui. Un astfel de sistem 
este determinist fiindcă cunoaşterea excitaţiei şi a variabilelor de stare deter
mină cu probabilitatea unu răspunsul, şi esterealizabil fiindcă valorile viitoare 
ale excitaţiei nu afectează răspunsul, evaluat la momentul prezent. 

Pentru a găsi schema bloc a unui sistem dinamic reprezentat de o ecuaţie 
diferenţială liniară se va considera ecuaţia (11.60) scrisă sub forma: 

+ ... + [bolid) — a0y(t)] 

Integrînd de n ori se obţine: 

(» -2) (')]-
[11.61) 

!T )T fT 
%JJ

 f; « - J o « - 1 i> 

2u(t) 

rt rt 
+\ d i . . A [b0u(t) 

JT, Jr, 

-t rt 
dt...\ \b0u(t) — a0y(t).ăt 

JT0 jTa 

• an^y{t)] dt +. 

(11.62) 

Schema bloc a unui sistem dinamic reprezentat de ecuaţia (11.60) realizat 
cu elemente de calcul analogic, este arătată în figura 11.5. 

Variabilele de stare, notate cu xt(t), sînt reprezentate prin semnalele de 
la ieşirile circuitelor de integrare: 

*»(') •X m) dt — fi(t) — ft(T0) pentru i = 1, n ;n.63) 

în, care fl(t) = x\ sînt semnalele de la intrările circuitelor respective. După 
cum se vede din relaţia (11.63), aceste variabile de stare includ şi condiţiile 
iniţiale respective, date deft(T0). 

Cunoaşterea celor n variabile de stare determină starea sistemului care 
poate fi scrisă sub formă matriceala: 

x(t) = *zW 

-*.(') J 
unde x(/) se numeşte matrice de stare sau vector de stare. 

;n.64) 

'n-t 
'•(t)\ ^ ^ ( ] > v,(t) 

'n-t 

y(tj 

Fig. 11.5. Structura unui sistem dinamic realizat cu blocuri de calcul analogic (integratoare 
sumatoare şi multiplicatoare cu o constantă), 
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Conform fig. 11.5 se pot scrie relaţiile: 

x[(t) = x2(t) - an_iy(t) + bn_xu{t) 1 

x'S) = *s(0 - < w ( ' ) + &-8«(') 

<(0 = — a0y{t) + b0u{t) ) 

;n.65) 

Ţinînd seama de cele precedente, derivata vectorului de stare este: 

dx{t) 
d* 

•x[{t) 
x'S) 

x2(t) — a^it) +bn_1u{ty 

xn(t) - aiy(t) + bxu{t) 
— a0y(t) + b0u(t) 

11.66) 

sau 

dx(t) x3(t) — «H_23'(0 
+ :.n.67) 

— «oMO _ _M(<0 
Expresia derivatei vectorului de stare poate fi scrisă sub formă concisă 

cu ajutorul matricelor: 

F = 

—an_2 0 1 

-<?! 0 O 

-a0 0 0 

care reprezintă dinamica sistemului şi 

G = 

[11.68) 

[11.69) 

care reprezintă constnngerile introduse de semnalele de intrare asupra siste
mului. 

Ţinînd seama de aceste notaţii, relaţia (11.67) se poate scrie: 

^>- = Fx(t) + Gu(t) 
dt 

Această ecuaţie se numeşte ecuaţia de stare a sistemului. 

[11.70) 
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în general nu se observă întregul vector de stare, ci numai unele din com
ponentele lui. Pentru a specifica legătura între dinamica internă a siste
mului, reprezentată de vectorul de stare x (t) şi semnalul la ieşire din sistem, 
respectiv răspunsul sistemului, reprezentat de vectorul y{t), se introduce o 
matrice de selecţie C de forma: 

C = :C\CZ ... cBl (11.71) 

Componenta ct are valorile 1 sau 0, după cum se selectează sau nu va
riabila de stare xt(t). 

Deci componentele semnalului de ieşire sînt: 

v,(/) = ciXi(t) (11.72) 

relaţie care se poate scrie sub formă matriceală: 

y(*) = Cx(t) (11.73) 

unde y(t) reprezintă matricea componentelor lui x(t) observate. 
Dacă sistemul are o singură ieşire şi aceasta este x^t) = y(t), atunci ma

tricea C este de forma: 

C = [1 0 . . . 0] (11-74) 

Ecuaţia (11.73) se numeşte ecuaţia de ieşire şi împreuna cu ecuaţia (11.70) 
caracterizează complet sistemul. 

în cazul particular, cînd la intrare se aplică excitaţia u{t) = ua(t) = ept se 
poate căuta o soluţie particulară a ecuaţiei (11.60) de forma y(t) = H(p) ept 

undeH(p) este o constantă. 
Prin derivări succesive şi înlocuire în relaţia (11.60) se obţine: 

H(P) (P" + a-iP*-1 ••• + «o) e-0' = ( W " 1 + h^y-i + ... + b0) e»< 
(11.75) 

de unde: 

m_ w-' + w-'+~ + ^ (1L76) 
Pn + "n-iPu~1Jr . - + «• 

este fun:ţia de transfer a sistemului. 
Dacă la intrare se aplică zgomot alb n{t), cu densitatea spectrală de putere 

1 
— N0 si cu o funcţie de covariatie dată de relaţia: 
2 

1 
K„ = «ft) n(t2)= - N0S(tz — h) = - N0$(?) (11.77) 

atunci la ieşire se obţine un semnal aleator y(t) a cărui densitate spectrală de 
putere este dată de relaţia: 

?(*>) = ~ | ^ ( « ) P N0 = 1 H{a) ff(o>) Ne (11.78) 
Li ZJ 

Rezultă că q(a>) este de forma: 

( w ) , W ^ + W g + •••• + H {nJ9) 
d2no>*> + d2n_2tf«~2 + ... + d0 
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adică sistemul din fig- 11.5 poate genera orice semnal aleator, cu o densitate 
spectrală de putere de forma unei funcţii raţionale, dată de relaţia (11.79), 
unde coeficienţii se determină prin identificare cu ajutorul relaţiilor (11.78) si 
(11.76). 

în cele precedente s-a arătat unul din modurile de a genera un semnal 
aleator a cărui densitate spectrală de putere este o funcţie raţională. 

în cele ce urmează se va arăta un alt mod echivalent. 
Se va căuta o schemă formată din circuite de integrare, însumare şi multi

plicare cu o constantă, care să realizeze aceeaşi funcţie de transfer H(p) ca 
şi sistemul precedent (v. relaţia (11.76). 

Pentru aceasta se va descompune H(p) în fracţii simple presupunîndu-se 
pentru simplificare că toate rădăcinile numitorului sînt distincte: 

HW=E /-,. 
•=ip—p* 

; n.80) 

unde Xk sînt reziduurile polilor^,, din semiplanul sting, H(p) fiind realizabil. 
Sistemul fiind liniar, răspunsul y (t) poate fi considerat ca fiind suma răs

punsurilor sistemelor ale căror funcţii de transfer sînt de forma: 

Ht(P) = h 
P~Pl; 

(11.81) 

Notînd cu xk(t) răspunsul parţial, respectiv răspunsul corespunzător lui 
Hk(p) la excitaţia u(t) se poate scrie: 

dxk{t) 
ii • £***(<) = M O ;n.82) 

Schema bloc corespunzătoare este arătată în fig. 11.6. 

Răspunsul total se obţine însumîud toate răspunsurile parţiale conform 
schemei din fig. 11.7. 

î n acest caz variabilele de stare sînt tocmai răspunsurile parţiale (respectiv 
ieşirile din. circuitele de integrare care includ şi condiţiile iniţiale). 

î n cazul schemei din fig. 11.7 derivatele variabilelor de stare sînt: 

%'Ât) = Pi%i{t) + M O 
X'2(t) = p2xS) + M O (11.83) 

<(t) = Pn*Jt) + M O 
de unde rezultă că matricea F are o formă diagonală: 

Pi 
0 

0 . 

Pz 

o o -pj 

;n.84) 

f7\ r\ , Pi 
Fig. 11.6. Structura unui bloc de calcul 

pentru o variabilă de stare. 
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Fig. 11.7. Structura unui sistem dinamic. 

iar matricea G este: 

G = X, 

uK> 
Fiindcă răspunsul este: 

y(t) = Xl(t) + x2(t) +'...'+ x,(t) 
rezultă că matricea de selecţie C este de forma: 

C = [1 1 ... 1] 

[11.85) 

[11.86) 

[11.87) 

î n cazul în care rădăcinile numitorului lui H(p)sîi\t multiple, se procedează 
în acelaşi mod, însă ecuaţiile diferenţiale corespunzătoare polilor multipli vor 
avea un grad mai mare ca unu. 

Avantajul acestei scheme este că ecuaţiile care reprezintă variabilele de 
stare (11.83) sînt foarte simple. 

Dezavantajul faţă de schema precedentă constă în necesitatea efectuării 
unor calcule pentru determinarea dezvoltării în fracţii simple. 

Ecuaţia diferenţială (11.60) poate reprezenta fie procese staţionare, fie 
procese nestaţionare. 

Dacă se presupune că excitaţia u{t) este o realizare particulară a unui 
zgomot alb, care a fost aplicată la T0 = —-co şi se consideră toate condiţiile 
iniţiale nule: 

y(T0) = y»{T0) = ... = y-«(r0) = o fiu 
atunci y[t) este un proces staţionar cu o densitate spectrală de putere dată 
de relaţia (11.79). 
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Dacă se presupune că excitaţia u(t) este nulă (respectiv sistemul se presu
pune liber), dar că una sau mai multe din condiţiile iniţiale sînt variabile 
aleatoare, atunci sistemul poate genera un proces nestaţionar. 

11.3.2. Filtre optimale Ka!man-Bucy 

Fără a expune teoria filtrării optimale cu filtre Kalman-Bucy, vom căuta 
să expunem în mod intuitiv, ideea de bază a acestei filtrări, fâcînd apel la 
un exemplu simplu. 

Să considerăm relaţia (11.1): 

r(t) = s(i) + nit) (11.89) 

în cazul filtrării, semnalul dorit este d{t) s s(t) şi în cele ce urmează îl 
notăm cu s(t). 

Cu ajutorul unui sistem dinamic, la intrarea căruia aplicăm zgomot alb, 
generăm un semnal care are aceeaşi densitate spectrală de putere ca şi sem
nalul s(t) pe care dorim să-1 estimăm. Notăm cu qs(a) = SF {i?s(-r)} această 
densitate, iar g(co) din relaţia (11.79) devine q(a) = qs(a>). 

Sistemul dinamic este o parte esenţială a sistemului de estimare. în fig. 
11.8 este arătat un sistem de estimare pentru cazul cînd ecuaţia diferenţială 
(11.60) este de ordinul întîi. 

Se observă că în cazul ideal cînd s(t) = s(t), la ieşirea din sumatorul S, 
avem numai zgomotul n(t). Filtrul A transformă acest zgomot, a cărui densi
tate spectrală de putere se presupune cunoscută, într-un zgomot de densitate 
spectrală de putere constantă (zgomot alb), care excită sistemul dinamic, 
astfel încît acesta generează un semnal cu densitate spectrală de putere qs{<&). 

Să considerăm cazul în care D.S.P. a semnalului s(t) este de forma: 

?.H = 
i î 
2 a2 + w2 (11.90) 

O clasă mare de semnale au o D.S.P. de acest tip (Butterworth). 
Pentru a determina parametrii sistemului dinamic, la ieşirea căruia 

obţine qs(u>), facem apel la relaţia (11.78): 
se 

H(a>)H(<a) = - ;n.9i) 

Trecînd la variabila complexă p = a -f- jto, relaţia (11.91) devine: 

1 1 1 
a2 — p2 a -j- p a — p 

r(t)=s(t)+n(t) 

11.92) 

S/sfem 
dinamic A S/sfem 
dinamic 

w A S/sfem 
dinamic 

- ; 

* 

Fig. 11.8. Estima tor Kalmah-Bucy. 

281 



r(ths(t)+n(t) 
Ss~ 

r 

^ - o c • 

X t ! , iw 
-*• 

i 
i 

r>1 
^ - o c • 

jj> r ; -

• 
t 

- 7 ! 
^ ^ 

J 

.-f v \ « * 

Fig. 11.9. Filtru optimal Kaiman-Bucy. 

Pentru a obţine funcţia de transfer a unui filtru realizabil, luăm în consi
derare numai polul din semiplanul sting, p\ = —oc, care are reziduul Xx = 1. 

în aceste condiţii, relaţia (11.80) devine: 

H(p)'±± ; ii.93) 

sau, revenind la variabila &>, avem: 

Hlo) 
]0 , 

(11.94) 

Sistemul dinamic care are această funcţie de transfer, şi generează D.S.P 
qs((x>), este arătat în fig. 11.6 unde 7.k = 1 şi pk = —a. 

Acest sistem dinamic, introdus în fig. 11.8 ne dă schema de principiu a 
filtrului optimal Kalman-Bucy, arătat în fig. 11.9, unde A = A0 este o con
stantă, fiindcă zgomotul din canal a fost considerat ca fiind zgomot alb. 



CAPITOLUL 12 

TRANSMISIUNI Î N BANDA DE BAZĂ 

Se numesc transmisiuni în banda de bază toate tipurile de transmisiuni 
••care utilizează porţiunea inferioară din banda de frecvenţă a canalului de trans
misiune. în aceasta categorie intră transmisiunea directă a mesajului tn(t), 
care nu pune probleme deosebite, şi toate tipurile de modulaţie în impulsuri. 

12.1. Canalul de transmisiune 

Canalele de transmisiune sînt afectate de perturbaţii coerente şi de zgo
mote. Perturbatiile coerente sînt diafoniile şi distorsiunile. Diafoniile în general 
sînt neglijabile, ele pot fi micşorate prin mijloace tehnice relativ simple. 
Distorsiunile neliniare sînt şi ele neglijabile, dacă semnalul este menţinut 
în domeniul liniar al canalului. 

Pentru a studia efectul distorsiunilor liniare din canal, se introduce noţi
unea de canal ideal fără distorsiuni. Cu cît canalul real se îndepărtează mai 
mult de cel ideal, cu atît distorsiunile liniare vor fi mai mari. 

Canalul ideal fără distorsiuni ffig. 12.1) este definit de relaţia 

y(t) = Ax(t — T) (12.1) 
de unde: 

Y{OJ) = A e->™X(o>) (12.2) 
dar: 

F(w) = # ( « ) Z(w) (12.3) 
•deci: 

H{os) = A e-i"- (12.4) 

Canalele reale se îndepărtează de acest model, în sensul că modulul func
ţiei de transfer A(u>) este o funcţie de frecvenţă, iar faza <p(w) în general 
nu variază liniar cu frecvenţa. în aceste condiţii spunem că avem de-a face 
cu canale dispersive. 

Dacă notăm cu: 
#(<o) = A(u>)e>^] (12.5) 

atunci parametrii variabili cu frecvenţa care sînt responsabili pentru dispersia 
canalului sînt: 

— atenuarea: 

a=,20log^l 

— timpul de întirziere de grup: 
i \ do(cc) 

T? (C0) = — - Î 
UK) Fig. 12.1. Canal fără distorsiuni. 
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Distorsiunile liniare fiind distorsiuni reversibile, în principiu pot fi corec
tate cu ajutorul egalizorilor, dacă se cunosc caracteristicile canalului. 

î n realitate, canalul nu este niciodată cunoscut cu precizie — mai mult, 
unii din parametrii lui variază în timp, astfel se pune problema utilizării 
unor egalizori adaptivi. 

î n cazul transmisiunilor prin impulsuri, variaţia cu frecvenţa a para
metrilor canalului duce la apariţia fenomenului cunoscut sub numele de 
interferenţă între simboluri. 

12.1.1. Transmisiunea impulsurilor prin canale dispersive 

în scopul utilizării cît mai eficiente a canalului de transmisiune se pune 
problema determinării numărului maxim de impulsuri care pot fi transmise 
printr-un canal, asimilat cu un filtru ideal trece-jos, fără a avea interferenţă 
între simboluri. 

Interferenţa între simboluri se datorează dispersiei canalului, care face 
ca în momentele de eşantionare a semnalului recepţionat să existe valori 
provenite din impulsul precedent (fig. 12.2) fapt care duce la diafonii în cazul 
sistemelor analogice cu diviziunea căilor în timp, sau la erori în cazul siste
melor numerice. 

12.1.1.1. Teorema iui Nyquist 

Teorema lui Nyquist afirmă că într-un canal echivalent cu un filtru ideal 
trece-jos (fig. 12.3), cu frecvenţa de tăiere B, este posibil să se transmită sem
nale binare (impulsuri) independente cu o viteză de semnalizare r < 2B simbo
luri pe secundă, fără interferenţă între simboluri. 

Nu este posibil să se transmită un număr mai mare de semnale fără inter
ferenţă între simboluri. 

Prin definiţie viteza de semnalizare este: 

numărul de impulsuri în intervalul D _ (12.8) 

şi este egală cu debitul de informaţie în cazul transmisiunilor liniare cu sim
boluri independente. 

Să considerăm că semnalele utilizate sînt impulsuri rectangulare (fig. 12.4) 

de durată T şi amplitudine — notate cu p(t). 

Cazul' /dea/ 
farâ d/s pers/e) 

W-/ \ Ln-J 
Fig. 12.2. Interferenţa între sim

boluri. 

-2TB 0 2TB-a 
Fig. 12.3. Funcţia de transfer a canalului. 
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'2 

p(t) 

1 
Z 

4 
Fig. 12.4. Impuls rectangular: 

a — reprezentare in t imp; b — densitatea spectrală. 

Transformata Fourier a acestui impuls este: 

P(«) = $ {p{t)} = sine 

în acest caz viteza de semnalizare este: r 

;i2.9) 

(12.10) 

Notăm cu q(t) semnalul de la ieşirea din canalul cu funcţia de transfer 
C(w) (filtru ideal trece jos), la intrarea căruia se aplică impulsul p(t). 

Pentru a vedea cum creşte viteza de semnalizare dacă micşorăm durata -. 
a impulsurilor la intrare, considerăm următoarele cazuri: 

1. Durata impulsului la intrare -. este mare, astfel încît lobul principal 
2 -

al densităţii spectrale P(w), respectiv co0 = —• , este mai mic decît O, lăr

gimea de bandă a canalului (fig. 12.5, a) 

«o < O ; i2 . i i ) 

în acest caz impulsul la ieşire este aproximativ egal cu cel de la intrare 
1 , 

q{t) Sp{t), avînd fronturi cu un timp de creştere tc = —— (fig. 12.0, b) 
si o durată v, -= T. 

iPH. 

-
1 j(t) 

1 ^A. 
/ ^ZA .. o 

t —2-
c ZB b 

Fig. 12.5. Cazul cînd coe < fi: 
densitatea spectrală la intrare; b — semnalul q(t) la ieşire, 
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A!?» 

Fig. 12.6. Impulsul la ieşirea din canal. Fig. 12.7. Funcţia de pondere a canalului echi 
valent cu un filtru trece-jos. 

2. Durata impulsului la intrare - s-oaie pînă cînd 

6JQ = = i i (12.12). 

î n acest caz numai lobul principal al lui Pico) trece prin filtru, forma lui qit) 
se îndepărtează de p(t) (fig. 12.6), dar durata semnalului la ieşire rămîne-
aproximativ aceeaşi: 

z 2tc = - (12.13> 
B 

3. Durata impulsului la intrare scade foarte mult astfel că la limită el 
poale fi considerat un impuls „ddta", p(t) = â(7). în acest caz q(t) este funcţia 
de pondere (fig. 12.7) a filtrului ideal C(w) 

q(t) = — sine Oi! (12.14), 

Durata semnalului la ieşire poate fi considerată ca fiind: 

Te = 2 / 0 = — 
B 

;i2.i5> 

nu mar Cu alte cuvinte, dacă co0 > Q, durata impulsului la ieşire 
depinde de durata impulsului de la intrare T. 

Ţinînd seama de faptul că semnalul la ieşirea din canal la momentul t0 
este nul, putem să alegem acest moment ca să facem eşantionarea impul
sului următor. Cu alte cuvinte, alegem intervalul de eşantionare T = tiy 
deci: 

T = 
IB 

12.16) 

în aceste condiţii (avînd la intrare impulsuri de durată foarte mică) la 
toate momentele de eşantionare kT contribuţia lui q (t) este nulă (fig. 12.8),, 
deci nu avem interferenţă între simboluri. 

Viteza de semnalizare în acest caz are valoarea maximă: 

rv = — = 2B 
T 

(12.17) 

Variaţia vitezei de semnalizare în funcţie de durata impulsului de la 
intrare este arătată în fig. 12.9. 
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Fig. 12.8. Două impulsuri succesive 
ieşirea din canal. 

Fig. 12.9, Variaţia cu - a vitezei de semna
lizare. 

12.1.1.2. Transmisiuni cu impulsuri de tip „cosinus ridicat" 

Impulsurile de tip sinus cardinal „sine" discutate în paragraful precedent 
nu sînt utilizate fiindcă au dezavantajul că au lobii secundari mari şi că 
panta semnalului în momentele de eşantionare este mare. în felul acesta 
mici variaţii ale intervalului T de eşantionare (date de imperfecţiunile sis
temului de sincronizare), duc la apariţia unor valori apreciabile ale impulsului 
precedent, deci la interferenţe între simboluri. 

Acest dezavantaj este înlăturat dacă semnalele (/(/) care sînt eşantionate 
la recepţie, nu se obţin la ieşirea dintr-un filtru ideal trece-jos (cu lărgime 
de bandă B), ci la ieşirea dintr-un filtru avînd caracteristica „cosinus ridicat" 
numită şi cosinus pătrat cu o lărgime de bandă Bc = 2 5 . 

Funcţia de transfer a acestui filtru (fig. 12.10) este 

Xtco) = cos c o s - 4D~ 2 \ 2 0 

X(w) = 0 pentru : w > 2 0 

unde 2 0 = 1-Br 

Funcţia de pondere a acestui filtru (fig. 12.11) este 

pt [6>|<2Q 12.18) 

x(t) = W-^Xiw)} = O 

'- 1 

cos Qţ 
2~OT -sine 0 / 

\x(t) 

19) 

X(u) 1 

1 

as-

n 

- \ 

VtQ. 

• * ~ T — • » -

za a 
Fig. 1 2.10. Caracteristica „COS ridicat". Fig. 12.11. Impulsul de tip „COS ridicat". 
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sau 

x(t) = O. sine UU 
= g(i) (12.20) 

Lobii laterali sînt mici datorită împărţirii cu o funcţie crescătoare cu 
pătratul timpului, iar -panta în momentele de eşantionare este mică. Acest 
avantaj este penalizat de faptul că trebuie să dublăm lărgimea de bandă a 
canalului. 

Momentele la care se anulează x(t) — g(t) sînt 

1 
4 5 1B 

3 
\B 

4 
AB 

î n funcţia X(co) trebuie să fie înglobate toate funcţiile de transfer exis
tente de la ieşirea din sursa care generează impulsurile purtătoare de infor
maţie, pînă la dispozitivul de eşantionare de la recepţie, unde se face recu
noaşterea impulsurilor transmise. 

Realizarea lui X(u) asigură o transmisie fără interferenţe între simboluri. 
Dar în afara acestui deziderat trebuie să asigurăm şi o protecţie cît mai bună 
împotriva perturbaţiilor, respectiv trebuie să asigurăm un raport semnal/ 
/zgomot cît mai mare, în momentul eşantionării. 

Acest lucru poate fi făcut cu ajutorul unui filtru adaptat GR conectat 
înaintea dispozitivului de eşantionare. Introducerea lui GR la recepţie implică 
introducerea la emisie a unui filtru GT care împreună cu C(o>) — funcţia de 
transfer a canalului şi cu GR să asigure realizarea lui A"(co) : 

A(w) = Gr(w) C(o>) GR(o)) '12.21) 

în fig. 12.12 este arătat un lanţ de transmisiune care conţine elementele 
menţionate. 

în cele ce urmează considerăm că se face o egalizare perfectă a canalului 
deci C (io) = ). î n acest caz: 

X(to) = GT(o>) GR(u) (12.22) 

Ţinînd seama de zgomotele din canal, semnalul recepţionat, respectiv 
semnalul la intrarea în filtrul GR, este 

r(t) = s(t) + n(t) (12.23) 

unde s(t) este semnalul util, iar n(t) zgomotul cu o densitate spectrală de 
putere Ar(co). 

Cană/ 

' Cfnj) 1—*JU-\ GT(co) »- ' Cfnj) 1—*JU-\ r(t) GR(co) GT(co) »-
u-_.-_, ,J, 

GR(co) 
u-_.-_, ,J, 

X (t) E 
D U 

Fig. 12.12. Reprezentarea schematică a unui lanţ de transmisiune: 
S — sursă; U — utilizator; Gr(v>), GR(oi)— filtre, E, D — eşantionare şi demodulare. 
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în conformitate cu § 7.18.4, raportul semnal perturbaţie maxim, la 
ieşirea din filtrul GR, se obţine cînd acesta este adaptat la forma semnalului 
util s(t), respectiv cînd (v. relaţia 7.280): 

GB(c) = ^ '̂ (12.24) 

unde s-a considerat constanta K = 1 şi t0 = 0, iar S(io) = SF{s(£)}. 
Dat fiind că impulsurile generate de sursă au o durată foarte mică, res

pectiv pot fi asimilate cu impulsuri „delta", spectrul semnalului s(t) este: 
S(w) = G r(«) C(e») = GT(to) (12.25). 

sau ţinînd seama de relaţia (12.22) şi de faptul că X(co) este real avem:: 

GJJ (co) 
Introducînd în relaţia (12.24) obţinem 

i 

| G * ( t o ) | = ^ M (12.27) 

iar 

|GT(to)| = X2(to)iV2 (co) (12.28). 
Dacă zgomotul este alb, iV(co) este o mărime constantă (în particular 1) 

iar modulele filtrelor sînt: 

\GH{a)\ = \G1.{a>)\ = cos— pentru c o ^ 2 0 (12.29). 

Fazele filtrelor sînt arbitrare, supuse restricţiei 
cpB(w) + 9 J , ( « ) = 0 (12.30) 

fiindcă faza lui X(u>) este nulă. 
Caracteristica „cosinus ridicat" descrisă în cele precedente nu este singura 

caracteristică utilizată în practică, important este să se realizeze o funcţie-
de transfer fără flancuri abrupte. 

Rezumând cele precedente, se poate afirma că printr-un canal cu o carac
teristică de filtru ideal trece-jos, cu frecvenţa de tăiere Q = 2izB se pot trans
mite impulsuri cu o viteză de semnalizare r < 2 B. 

Practic nu este posibil să se realizeze un asemenea filtru, şi chiar dacă 
s-ar realiza, semnalul obţinut la ieşire pune probleme în legătură cu sincro
nizarea. Aceste probleme pot fi eliminate utilizînd o caracteristică „cosinus. 
ridicat" care are însă dezavantajul că măreşte banda canalului Bc = 2B. 
După cum se vede însă din fig. 12.10 componentele spectrale mai mari decît 
1,4 0 (cifră aleasă empiric) sînt neglijabile. în consecinţă, Bc = 1,4 B şi 
dacă considerăm r = 2B rezultă Bc = 0,7 r, relaţie care ne permite să calcu
lăm lărgimea de bandă necesară Bc în funcţie de viteza de semnalizare r 
bit/s. 

12.1.1.3. Tehnici cu răspuns parţial 

în unele cazuri, în mod deliberat, se introduce o interferenţă (controlată); 
între simboluri, în scopul măririi vitezei de semnalizare. 
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Printr-o codare adecvată a simbolurilor înainte de transmisia prin canal, 
Ia recepţie simbolurile pot fi decodate fără dificultate. î n felul acesta se poate 
dubla viteza de semnalizare faţă de cazul cînd se lucrează cu interferenţă 
nulă (sistemul duobinar însemnînd dublarea vitezei de semnalizare). Aceste 
tehnici se mai numesc tehnici cu răspuns parţial, fiindcă semnalul într-un 
interval T este numai o parte din semnalul total. 

Sau, în mod echivalent, se poate spune că prin utilizarea tehnicilor duo-
binare, putem transmite cu viteza maximă r = 2B, utilizînd un filtru trece-
jos cu frecvenţa de tăiere B însă avînd o caracteristică diferită de cea ideală, 
astfel încît să poată fi implementată fără dificultăţi. 

Un astfel de filtru poate fi filtrul trece jos cu funcţia de transfer de tip 
„cosinus": 

2— TTW 
Din) 

D, cos- 29, u> Q 

£>(«) = 0 
Funcţia de pondere a acestui filtru este 

d{i) = y - i {£>(«)} = 
cos £lt 

^(vj 

12.31 

; 12.32) 

Ambele funcţii sînt reprezentate în fig. 12.13. 
La intrarea acestui filtru se aplică o succesiune de impulsuri de durată 

foarte scurtă, asimilată cu impulsuri „delta", cu o viteză de semnalizare 

r = 2B = — = — : 
T -

O b,, . 

Fig. 12.13. Caracteristica de 
transfer de tip „COS": 

a — funcţia de transfer; b — 
funcţia de pondere; c — inter

ferenţa între simboluri. 
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P(f)=12sk8(t-kT) (12.33) 
k 

unde coeficienţii sk sînt puşi în corespondenţă cu simbolurile ak = {0, 1} 
generate de sursă, şi au valorile {—• 1, -(- 1}. 

La recepţie, respectiv la ieşirea din acest filtru, se obţine semnalul 

s(t) = J2 *At ~ kT) = £ S,A(0 (12-34) 
unde s-a notat dh.(t) = d(t— kT). 

Eşantionarea nu se face ca de obicei, în momentele t = kT, cînd dk(t) 
T 

are valoarea maximă, ci la momentele t = tk = AT — — cînd d,.(tk) — 

= d[ — — | — 1, asa cum se vede din relaţia (12.32), ridicînd nedeterminarea.. 
{ 2) 

Rezultă că în momentul de eşantionare tk avem o interferenţă între sim
boluri, dată de impulsul precedent dk_x{t), dar în momentele următoare,, 
tk+1, tk+2, ..., interferenţa dată de dk_x(t) este nulă (fig. 12.13, c). în consecinţă, 
la decodare trebuie să se ţină seama numai de interferenţa dată de impulsul 
precedent. 

Notînd cu uk valoarea eşantionului obţinut în momentul tk avem 
«* = s t + V i (12.35) 

în funcţie de valoarea simbolurilor sk şi sk_v uk poate lua trei valori: 
— valoarea 0 cînd sk = 1 şi sk_1 = — 1 sau cînd sk = — 1 şi sk_1 = 1; 
— valoarea 2, cînd sk = 1 şi sk_1 = 1; 
— valoarea —2, cînd sk = — 1 şi sk__x = —• 1. 
Din cele precedente rezultă că şirul binar {ak} de la intrarea în canal 

este convertit la ieşirea într-un şir {uk\ cu trei nivele, mărindu-se în felul acesta 
cantitatea de informaţie obţinută la fiecare eşantionare. 

La apariţia primului simbol ax, neexistînd impuls anterior, avem ux = sx. 
Deci cunoaşterea lui ux ne dă valoarea lui sx deci a lui ax. în continuare,. 
cunoaşterea lui u2 ne dă valoarea s2 = u2 — sx, deci a2 ş.a.m.d. 

Această metodă de decodare, bazată pe relaţia (12.35) are dezavantajul 
că dacă se ia o decizie eronată privind de ex. valoarea lui s,._lt respectiv ak_u 
această eroare se propagă şi la celelalte simboluri. 

Pentru a evita acest lucru, înainte de a coda simbolurile ak în semnalele 
{sk} se face o precodare, în conformitate cu regula: 

bk = ak © bk_t (1 2.36 
Simbolurile {bk} au tot valorile 0 si 1 care se codifică în (—1) respectiv 

Să presupunem că a,. = 0, atunci b,. = bk_x şi s,. = sk_x iar din relaţia 
(12.35) rezultă uk = + 2." 

Dacă presupunem că a,. = 1, atunci bk j= bk_v respectiv sk = — sk_x iar 
u,. = 0. 

Rezultă că decodarea se face după o regulă simplă: dacă uk = 4- 2 se 
decide ak = 0, iar dacă uk — 0, se decide ak — \. 

Implementarea decodării este simplă: se redresează semnalul uk şi semna
lul obţinut se compară cu pragul 1. Dacă semnalul redresat este mai mare 
decît 1, se decide a,. = 0, dacă semnalul redresat este mai mic decît 1, se 
decide ak = 1. 

Avantajul metodei „duobinare" constă în faptul că se transmite cu viteza 
de informare maximă r = 2B printr-un canal de lărgime de bandă B, care-
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are o caracteristică de frecvenţă uşor de realizat, sistemul fiind foarte puţin 
sensibil la erori de sincronizare. 

Dezavantajul constă în faptul că pentru a obţine aceeaşi probabilitate de 
decodare corectă, ca sistemele cu interferenţă între simboluri nulă, este nevoie 
de puteri mai mari. 

12.1.2. Măsurarea efectului parturbaţiilor In canalele reale 

Pentru a vizualiza efectul perturbaţiilor în canalele reale, la ieşirea din 
filtrul Gn(<o) (fig. 12.12) se aplică un osciloscop (plăcile verticale) cu o bază 
de timp liniară de durată T (intervalul de eşantionare). în fig. 12.14 sînt 
reprezentate o succesiune de impulsuri polare (valori pozitive şi negative 
pentru simbolurile 1 şi 0) şi imaginea care apare pe osciloscop, cunoscută 
sub numele de diagrama ochiului. 

î n fig. 12.15, este arătată cum se modifică diagrama ochiului dacă 
impulsurile sînt distorsionate. Se observă că deschiderea ochiului este cu 
atît mai mare cu cît distorsiunile sînt mai mici. 

Dacă canalul are şi zgomote importante, diagrama ochiului devine foarte 
neregulată şi poate fi reprezentată schematic ca în fig. 12.16. 

-fig. 12.14. Impulsuri ideale vizualizate pe osciloscop. 

Fig. 12.15. Impulsuri reale vizualizate pe Fig. 12.16. Diagrama ochiu-
cscjiosccp. lui în prezenţa zgomotelor. 
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Grosimea barelor orizontale a este o măsură a distorsiunilor suferite de 
valoarea de vîrf a impulsurilor în momentul cînd deschiderea ochiului este 
maximă. 

Dimensiunea b dă marginea minimă împotriva erorilor date de zgomote. 
Dimensiunea c este importantă pentru sistemele care-şi extrag informaţia: 
necesară sincronizării din momentele de anulare a semnalului. Cu cît c este 
mai mic, sincronizarea se va face în condiţii mai bune. • . . . 

12.2. Transmisiuni analogice 

Se spune că avem transmisiuni analogice cînd unul din parametrii semna
lului transmis este variat proporţional cu eşantionul rn(kT) al mesajului pe 
care dorim să-l transmitem. 

î n această categorie intră modulaţia impulsurilor în amplitudine, în. 
frecvenţă, în durată, în poziţie şi în interval. Dintre acestea, cele mai des. 
utilizate sîtit modulaţia impulsurilor în amplitudine, în poziţie şi în interval.. 

12.2.1. Transmisiuni multiple cu diviziune a căilor în timp 

Se numesc transmisiuni multiple cu diviziunea căilor în timp,, transmi
siunile în care între două eşantioane ale mesajului m(t) se transmit eşantioanele-
altor mesaje. î n fig. 12 Al A sînt arătate impulsurile nemcdulate corespun
zătoare mai multor căi. 

î n intervalul de eşantionare T = se introduc impulsurile cores-
1W 

punzătoare altor căi. La recepţie, o poartă comandată de dispozitivele de-
sincronizare se deschide numai în momentul în care la intrarea ei este prezent 
impulsul corespunzător respectivei căi. Sistemul cu diviziunea căilor în t imp 
este arătat schematic în fig. \2.\l,b. Cheia )tC" se roteşte cu perioada T. 

Dacă notăm cu N numărul de căi introduse în intervalul T, atunci viteza 
de semnalizare este: 

r = N- = l\YN (12.37) 
T 

; n n n i i 
i i 

7 3 n n n k 

n 

o 
Caisa 7 
Calea, 2 

Calea k 

CanalV 
-i 

b 
Fig. 12.17. Diviziunea căilor în timp. 

Calea 1 

*" Calea 2 

Ca/ea k 

29 J: 



Fiindcă lărgimea de bandă a canalului Bc 

B = 1,4 WN 

0,7 r avem: 

(12.38) 

l ă rg imea de bandă a canalului Bc creşte direct proporţional cu numărul 
de căi N. 

în aplicaţii numărul N de căi este limitat de considerente tehnologice, 
chiar dacă dispunem de lărgimea de bandă necesară. 

Prezenţa unei interferenţe între simboluri se traduce cu apariţia unei 
diafonii între căi. 

12.2.2. Modulaţia impulsurilor în amplitudine (M.I.A.) 

Sistemele cu modulaţia impulsurilor în amplitudine sînt uşor de imple
mentat , însă stabilitatea lor la perturbaţii este redusă. 

Operaţiile care se efectuează într-o cale de transmisiune sînt arătate 
în fig. 12'. 18. 

în E se efectuează o eşantionare cu pasul T 
1W 

Esantioanele 

m(kT) se multiplică cu impulsurile rectangulare p{t) (de durată foarte mică). 
Filtrele GT(a>) şi GB{u>) formează semnalul în conformitate cu cele stabilite 
în § 12.1.1.2 sau § 12.1.1.3. La ieşirea din filtrul adaptat GR(ca) se obţine 
raportul maxim între semnal şi perturbaţie şi se face o nouă eşantionare, 
obţinîndu-se esantioanele m(kT) şi printr-o filtrare trece-jos, sau printr-o 
a l tă metodă de recuperare (§ 8.4) se obţine mesajul estimat m(t). 

• Raportul semnal/perturbaţie în M.I.A. Considerăm că zgomotul n(f) 

are o densitate spectrală de putere constantă — N0, că mesajul estimat 

m(t) este aproximativ egal cu mesajul original, că demodularea se face cu un 
filtru ideal trece-jos cu frecvenţă de tăiere W, cea mai înaltă frecvenţă din 
.spectrul lui m(t), şi că numărul de căi este N. 

Pentru simplificarea calculelor considerăm că lărgimea de bandă teo
retică a canalului este 2Q (şi nu 1,40). în acest caz, din relaţia (12.38) se 
obţine 

B„ = 2WN = N ;i2.39) 

unde 2T:BC = 212. 

Xumărul căilor N fiind dat, T = 
2 ir 

este şi el dat şi din relaţia (12.39) 

rezultă Bc, respectiv 2Q. 
Ţinînd seama de faptul că la recepţie eşantionarea se face cu frecvenţa 

2W < 2B6, rezultă că componentele zgomotului care ocupă toată banda Br, 

GJu) FTJ 
m(t) 

\p(t) WtJ 
Fig. 12.18. Sistem cu modulaţia impulsurilor în amplitudine. 
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prin eşantionare se suprapun, astfel încît puterea zgomotului la ieşire, îrt 
lărgimea de bandă W se calculează ţinînd seama de aceste suprapuneri. 
Componentele zgomotului fiind independente, densităţile spectrale care se 
suprapun în domeniul (— 2r.W) la ( + 2nW), se adună. Rezultatul acestor 
adunări este echivalent cu integrala 

V c+2n 
P = - — \ | Ga(a) !2 dco (12.40> 

4 - }-20. 

înlocuind pe GB(co) cu valoarea dată de relaţia (12.29) se obţine puterea de 
zgomot la ieşirea din filtrul demodulatorului: 

P = i l l \ cos2 — dw = - iV0Q = - AT0Be (12.4i> 
4TÎ 3-2D 4 Q 2 2 

La acelaşi rezultat se ajungea dacă considerăm dispersia unui eşantion 
oarecare a zgomotului n(t). Dispersia acestui eşantion a2., este egală cu puterea 
zgomotului dată de relaţia (12.41). Raportul semnal/perturbaţie poate fi 
exprimat şi ca raportul dintre dispersia eşantionului mesajului m(t) şi d i s 
persia zgomotului n(t). 

Raportul semnal/perturbaţie la ieşire din demodulator este: 

s=^w = 255) 
P P iV0fic 

unde Be este lărgimea de bandă a canalului. 
înlocuind relaţia (12.39) în relaţia (12.42) se obţine 

(S\ w2(7) 
V P) WNN0 

;i2,43]f 

adică raportul semnal/perturbaţie este invers proporţional cu lărgimea de bandă 
a mesajului şi cu numărul de canale. 

12.2.3. Modulaţia impulsurilor în poziţie (M.I.P.) 

Parametrul care transmite informaţia este deplasarea Ap a poziţiei impul
surilor faţă de momentele de eşantionare (fig. 12.19). 

Această deplasare este direct proporţională cu eşantioanele mesajului 

Ap = cm{kT) (12.44)) 

unde c este constanta modulatorului. 
în cele ce urmează vom considera c = 1. 
La recepţie impulsurile de tipul cos2 sau de alt tip, sînt comparate în demo

dulator cu un nivel constant, şi momentul în care semnalul ajunge la acest 
nivel este considerat ca fiind momentul de apariţie a impulsului. Diferenţa' 
între acest moment şi momentele de eşantionare ne dă deplasarea Ap ax 
impulsului (fig. 12.20). 

S05» 



Fig. 12.19. Modularea impulsurilor în poziţie. 

C<-I)T 
Fig. 12.20. Impulsuri recepţionate — modulate în poziţie. 

Pentru a calcula numărul de căi ale sistemului multiplex, trebuie să se 
ţină seama si de deviaţia maximă /V£Ma impulsurilor corespunzînd diferitelor 
căi (fig. 12.21). . , A.„ . ,. , 

Pentru a avea maxim de protecţie împotriva perturbaţiilor şi a diaio-
niiîor, intervalul „0" între două impulsuri se ia: 

- 4 - 2 IMM (12.45) 9 = tM - h 
unde - este durata unui impuls. 

Dacă impulsurile sînt de tipul „cos ridicat" (rel. 12.20) durata este: 

- = ^ = A (Î2.46) 
D. Bc 

B fiind lărgimea de bandă a canalului,. 2~.BC = 2 0 . 
V / 2 . . 2 ' ' r\ n rwTi 

Fig 12 21. Impulsurile modulate în poziţie a două căi alăturate (apropierea maximă): 
1 ' - impu l su l nemodulat al căii unu; 2 ' - impulsul nemodulat al căii doi; 1 şi 2 - impulsuri 

modulate cu polarităţi diferite. 
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Numărul maxim de căi care se pot însera între două impulsuri aparţinînd 
aceleaşi căi este: 

N = T Br 1 
6 AW 1 + Bcb,pM 

unde W este cea mai înaltă frecvenţă din spectrul mesajului. 
deviaţiile de poziţie ApM sînt mici, avem aproximativ: 

;i2.47) 

Dac 

AW 
(12.48) 

deci numărul de căi este egal cu jumătate din numărul căilor în cazul M.I.A. 
(relaţia (12.39)). Să considerăm că peste succesiunea de impulsuri s(t) mo
dulate în poziţie se suprapune zgomotul n(t): 

r(t) = s(t) + n(t) (12.49) 
A 

Dacă valoarea de vîrf a zgomotului depăşeşte nivelul — se comparaţie 

(fig. 12.20) receptorul interpretează acest fapt, ca fiind prezent un impuls 
purtător de informaţie cu o deplasare A P, cînd în realitate această depla
sare este produsă numai de zgomote şi deci apare ca un zgomot puternic 
la ieşirea din demodulator. Pentru a evita acest lucru se pune condiţia 

nv<— (12.50) 

unde ;;, = ia este valoarea de vîrf a zgomotului, iar a2 este dispersia zgo
motului (de componentă medie nulă) egală cu puterea lui 

1 f2"̂  
= _ \ tf(<o) do 

2-. 'n 
(12.51) 

tinde N(a>) este D.S.P. a zgomotului şi Bc lărgimea de bandă a canalului. 
Ţinînd seama de cele precedente avem: 

A > Sa (12.52) 

Dacă această condiţie nu este îndeplinită, la ieşire apar zgomote foarte 
puternice. Din această cauză se spune că M.I.P. are un prag (dat de rel. 
12.52) şi nu funcţionează în condiţii normale decîl dacă pragul este depăşit. 

Pentru a evalua raportul semnal/per-
turbaţie, considerăm în cele ce urmează 
că pragul este depăşit, respectiv con
diţia (12.52) este îndeplinită. 

Semnalul s(t) în jurul valorii t,. care 
ne interesează poate fi considerat ca 
avînd o creştere liniară (fig. 12.22). 

:4 
s(t)^-rt ;i2.53) 

tinde e este timpul de creştere al sem
nalului. Fig. 12.22. Semnalul recepţionat r(t) 
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in jurul momentului tk semnalul recepţionat nemodulat este 

r(t)=~t-rn(t) (12.54) 

A Nivelul — este atins în momentul notat cu t„: 
2 

r(ta)=~ (12.55) 

Notăm cu AT diferenţa 

^=k-ta (12.56) 

înlocuind în rel. (12.54) obţinem: 

r(tk - AT) = - (tk - AT) + n(tk - AT) = ~ (12.57) 
e 2 

Tinînd seamă că — /,. = — se obţine: 
£ 2 

— AT = n{tk - AT) (12.58; 

Deplasarea AT fiind produsă numai de perturbaţii va produce un zgomot 
la ieşire. 

Considerînd că c = 1, rezulta că semnalul la ieşire din demodulator este 
Au = AT. în consecinţă, puterea zgomotului de la ieşire este: 

,A 2 
Au2 — = n\t - AT) = a2 (12.59) 

. 2 

fiindcă zgomotul n\t) este un proces staţionar. 
Ţinînd seama de cele precedente, raportul semnal/perturbaţie la ieşire 

este: 

S\=m?(t) _A* m7(tl ( 1 2 6 0 ) 

TJ AM 2 £ < 

Considerînd cazul particular cînd 

m(t) = Ap sin a>mt 

avem: 

Din relaţiile precedente se vede că raportul semnalj perturb aţi e la ieşire poate 
fi mărit dacă micşorăm timpul de creştere t. Această micşorare a lui e este 
limitată de creşterea lărgimii de bandă a canalului, care duce la creşterea zgo
motului peste limita impusă de relaţia (12.52). 
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Ţinmd seamă că <r = BCN0 şi că s = — (la semnalele de tip „cos 

ridicat") şi fâcînd ipoteza că BcApM<ţ.l, raportul semnal/perturbatie dat 
de relaţia (12.60) poate fi pus sub forma: 

5 ) BCA* — 
— j = m'(f) 
P) N0 

(12.62) 

din care se vede că raportul semnal)perturbatie creşte cu lărgimea de bandă 
dacă relaţia (12.52) este satisfăcută. 

Luînd în considerare rel. (12.48) avem: 

(I) 5 \ AWN ...~7~ (12.63) 

Pentru a compara sistemele M.I.A. şi M.I.P. din punctul de vedere al 
stabilităţii la perturbaţii, considerăm că A = 1 şi evaluăm raportul: 

- ) 
P/M.I .P 2W2N2 (12.64) 

P /M.I.A. 

din care rezultă superioritatea M.I.P. faţă de M.I.A. din punctul de vedere 
al realizării unui raport semnal)perturbatie la ieşire, ridicat. 

12.2.4. Modulaţia impulsurilor în interval (M.l.l.) 

Modulaţia impulsurilor în interval este înrudită cu modulaţia impulsu
rilor în poziţie, cu diferenţa că parametrul care transportă informaţia nu este 
deplasarea impulsurilor faţă de un reper fix de t imp (dat de sistemul de sin
cronizare), ci intervalul între două impulsuri (fig. 12.23). 

Rezultă deci că sistemul este asincron, fapt care este un mare avantaj . 
Fundamentarea teoretică a acestui sistem, respectiv eşantionarea la inter

vale de t imp aleatoare, este o problemă complexă care depăşeşte cadrul 
acestei lucrări. 

în fig. 12.24 este arătată o modalitate simplă de a realiza un sistem cu 
M.I.I. 

Calculul raportului semnal/perturbaţie este asemănător celui de la M.I.P. 
Se remarcă că M.I.I. nu poate fi utilizată pentru transmisiuni mu, 

,m(t) 

rn, A) 

'"$s) 

r"(tM) 

*k+i t 

cm(tk) cm(tk+1) 

n n ti 
Fig. 12.23. Modulaţia impulsurilor în interval. 
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Demodu/are 
Fig. 12.24. Modularea şi demodularea M.I.I. 

12.3. Transmisiuni numerice 

Transmisiunile numerice se caracterizează prin faptul că informaţia 
necesară reconstituirii mesajului se transmite sub formă numerică, respectiv 
ca o succesiune de semnale care reprezintă cifrele 0 şi 1 ale unui număr 
binar. î n felul acesta se realizează o stabilitate foarte mare la perturbaţii, 
fiindcă receptorul nu trebuie să recunoască forma semnalului, ci să facă 
numai o detecţie de semnale. î n canalul de transmisiune din loc în loc, 
impulsurile pot fi refăcute, astfel încît efectul perturbaţ i lor nu se cumulează. 

Sistemele de transmisiune numerice sînt foarte stabile în timp, neavînd 
nevoie de reglaje de ajustare. Se realizează cu uşurinţă cu circuite integrate, 
deci la un preţ scăzut. 

12.3.1. Modulaţia în cod (M.I.C.) 

La modulaţia în cod fiecare eşantion m(kT) al mesajului este înlocuit cu 
numărul întreg de „cuante q de semnal" cel mai apropiat de m(KT). Această 
operaţie se numeşte cuantizare şi este realizată de convertoarele analog/nume
rice (A/N). Numărul care apare la ieşirea din convertorul A/N în serie (în 
caz contrar se pune un convertor paralel-serie) este transmis prin canal sub 
forma unor impulsuri. 

La punctul de recepţie, impulsurile serie se aplică unui convertor numeric/ 
analog care reface cu aproximaţie eşantionul transmis. 

în fig. 12.25 este arătat schematic un lanţ de transmisiune cu modu
laţie în cod (dacă convertoarele A/N, respectiv N/A au ieşirile, respectiv 
intrările în paralel, se introduc convertoare paralel serie şi convertoare serie 
paralel). 
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Fig. 12.25. Modulaţia în cod. 

12.3.1.1. Guarstizarea uniformă 

Pentru a simplifica expunerea, vom considera cazul mesajelor unipolare. 
în cazul semnalelor bipolare se utilizează convertoare AjN şi NjA bipolare, 
la care cifra cea mai semnificativă este cifra de semn. 

•Notînd cu V valoarea de vîrf a mesajului, numărul de nivele de cuan
tizare este: 

N = — = 2n (12.65) 
1 

tmde : „q" este o „cuantă de semnal" de mărime constantă (fig. 12.26). 
Valoarea de vîrf V se alege astfel încît să fie o putere a lui 2. în acest 

caz spunem că facem o cuantizare cu n cifre binare, care se transmit sub 
formă de impulsuri, între două eşantioane. 

Cele N nivele de cuantizare, notate în fig. 12.26 cu simbolurile s0, s ] ; . . . , sa 
pot să fie codificate în diferite moduri. Cel mai simplu cod este codul binar, 
care alocă nivelului st numărul binar i. 

Faptul că eşantioanele m{kT) nu sînt redate decît cu o anumită apro
ximaţie face ca la recepţie să apară un zgomot, numit zgomot de cuantizare. 

Eşantionul refăcut din cuante, notat cu mt(kT), fig. 12.27, are expresia 

mq(kT) = m(kT) + Qkq (12.66) 

unde 9j. este o variabilă aleatoare cu distribuţie uniformă (fig. 12.28): 

1 1 
w(6) = 1 - — < 6*<— (12.67) 

L U - J t 15 T 
q Q 2ci m(kT) ° L_ î \ I ^ 
7. • kT t 
Fig. 12.25. Cuantizarea uniformă. Fig. 12.27. Aproximarea eşantioanelor. 
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Se poate considera că w{Q) este o dis
tribuţie uniformă, indiferent ce distri
buţie are m(kT), fiindcă cuanta q este 
foarte mică. 

Mesajul m(t) conform teoremei eşan
tionării poate fi pus sub forma: 

m(t) = Y^ m(kT) sine — (t - kT) 
h T 

(12.68) 

Dacă în loc să se transmită esantioanele m(kT) se transmit esantioanele 
mq(kT) se obţine semnalul: 

Fig. 12.28. Densitatea de probabilitate 
a V.A.O. 

ig(t) = 7]mq(kT) sine — (/— kT 
k T 

(12.69) 

Semnalul eroare este: 
e(t) = mq(t) - m(t) (12.70) 

Semnalul eroare poate fi interpretat ca fiind zgomot, din cauză că semnalul 
recepţionat este: 

mq(t) = m{t) + e(/) (12.71) 

Pentru a evalua raportul semnal/perturbaţie, trebuie să evaluăm întîi 
puterea zgomotului e(t). 

înlocuim în relaţia (12.70) pe (12.68) şi (12.69) şi se obţine: 

e{t) =^2[mq(kT) - m(kT)] sine— {t- kT) 
h T 

(12.72) 

sau ţinînd seama de (12.66) şi considerînd un mesaj de durată finită D limi
tat la frecvenţa W avem: 

2WD _ 
*(<) = ? £ 6 t s i n e — ( * - * r ) (12.73) 

Ţinînd seama de relaţia (6.50) privind ortogonalitatea funcţiilor sine, 
puterea medie a zgomotului e(t) este: 

P 
D 

<\C*(t) 
qr.72 2WD .-,2 2DW 

D hi 2WD& 
(12.74) 

Pentru valori mari ale lui 2WD media aritmetică tinde spre media sta
tistică, şi putem scrie: 

| 2WD 
— P e | (12.75) 
T - n i — i . . ' 2WD M 

Deci puterea zgomotului este: 

P = q2a\ 
Pe de altă parte 

al = [+C° 92z£>(6) d 6 " 82 d6 = — 
i 12 

(12.76) 

(12.77) 
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deci: 

e%T = - i ( / 2 (12.78) 
12 

Raportul semnal/perturbaţie este: 

-S \ __ m2(t) = ] 2 m )̂_ 
P) e2(t) 

Sau, ţiîiînd seama de relaţia (12.65): 

5 .„ , .- l Z i V 2 ^ ^ - (12.79) 

rezuliă că raportul semnal/perturbaţie creşte cu pătratul numărului de nivele 
de cuantizare. 

Se numeşte factor de vîrf al mesajului, raportul: 

C = J ^ (12.80) 
m%t) 

Introducînd în relaţia (12.79) se obţine: 

S \ 12iV2 (1) P C2 
(12.81) 

din care rezultă că pentru un N dat, cuantizarea uniformă dă rezultate mai 
bune în cazul semnalelor cu C mic. 

în multe cazuri, cum este cazul semnalului telefonic, valoarea patraticâ 
medie este mult mai mică decît valoarea de vîrf, deci C este mare şi deci 
raportul semnal/perturbaţie este mic. 

Acest neajuns poate fi înlăturat printr-o cuantizare neuniformă. 
e Utilizarea unui semnal cuasialeator în cazul cuantizării uniforme cu 

cuante mari. în cele precedente, efectul cuantizării a fost evaluat prin mări
mea erorii patratice medii. în cazul televiziunii sau al telefoniei apar însă 
şi alte efecte importante pentru observator, respectiv ascultător. 

Dacă numărul de biţi în care se cuantizează mesajul este redus, respectiv 
cuanta este mare, nu se mai poate spune că variabila aleatoare 0 are o 
distribuţie independentă de mesaj. în acest caz, zgomotul de cuantizare devine 
dependent de mesaj şi produce efecte supărătoare. 

Pentru a se micşora dependenţa zgomotului de cuantizare de mesaj, la 
eşantioanele mesajului, înainte de cuantizare, se însumează un semnal pseudo
aleator cu o distribuţie uniformă, care apoi la recepţie este scăzut din eşan
tionul reconstituit. 

Dat fiind că semnalul este pseudoaleator, printr-o sincronizare adecvată, 
el poate fi reconstituit la punctul de recepţie. 

Adunarea semnalului pseudoaleator la eşantioanele care urmează să fie 
cuantizate face ca zgomotul de cuantizare să capete un caracter aleator inde
pendent de eşantioanele mesajului transmis. 

în cazul semnalului de televiziune cuantizat cu puţine nivele, depen
denţa erorii de cuantizare de mesaj duce la aşa-numitele „efecte de contu
rare" care sînt mult mai neplăcute decît efectele unui zgomot de cuantizare 
de aceeaşi valoare patratică medie dar fără efecte de conturare. 
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k*(*V 

Q) Compresie u) Expansiune 
sJkT) 

Fig. 12.29. Compandare: 
a — compresie; b — expansiune. 

12.3.1.2. Cuantizarea rteuniformă 

Cuantizarea neuniformă este bazată pe ideea de a utiliza cuante mai mari-, 
la valorile semnalului care au o probabilitate mică, şi cuante mici pentru valorile 
semnalului cu probabilitatea mare. Rezultă că pentru toate semnalele cu o 
distribuţie gaussiană este util să se facă o cuantizare neuniformă. Acest lucru 
poate fi realizat printr-o compresie logaritmică a mesajului, urmată de o 
cuantizare uniformă (fig. 12.29). 

Eşantionul mesajului este comprimat în conformitate cu relaţia: 

s{kT) a log 1 + U 
m(kT) 

V 
(12.82) 

unde 
a este o constantă; 
JJL — factorul de compresie ; 
V — valoarea de vîrf a mesajului. 
La recepţie se face transformarea inversă, adică o expansiune exponen

ţială. Operaţia în ansamblul ei se numeşte compandare. 

12.3.1.3. Raportul semnai/perturbaţie datorat erorilor numerice 

Cifrele care conţin informaţia privind valoarea fiecărui eşantion se trans
mit sub formă de impulsuri, în general de tipul ,tcos2". Datorită perturbaţiilor 
din canal apar erori în detectarea acestor impulsuri. Probabilitatea acestor 
erori depinde de zgomotul din canal şi de procedeul de detecţie. 

Practic, se poate considera că această probabilitate este de ordinul 10~4 

la IO"7. Rezultă că probabilitatea ca într-un cuvînt de cod (care corespunde 
unui eşantion) să existe mai mult de o eroare este extrem de mică. în con
secinţă, în cele ce urmează vom considera că într-un cuvînt avem o singură 
eroare şi că transmisiunea se face fără protecţie împotriva erorilor (fără 
redundantă). 
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Vom nota cu p probabilitatea unei eroii şi importanta acestei erori depinde 
de ponderea simbolului (cifrei) afectate. 

Considerăm că se face o codare binară (pentru alte tipuri de coduri, 
problema se pune în acelaşi mod): 

mq{kT) = ( o c ^ - i + a„_22B-* + ... + a,2* + ... + «02°) q (12.83) 

Dacă una din cifrele OLS se transmite eronat oc;, după decodare se obţine 

mg(kT) = (cW2»-i + ... + T,V + ... + a02°) q (12.84) 
unde: 

a.j = 0 dacă o,- = 1 şi a;- = 1 dacă a, = 0 

Eroarea după demodulare este: 

Am(kT) = ms(&T) - ma(kT) = = (a, - , 2 ' ? (12.85) 
însă: 

ia, — ăjl = 1 ~̂" :- .iJ* 

deci 
1 Am(ftT) | = 2'? (12.86) 

Ori, conform relaţiei (12.65) avem: 

V 
q = — 

2B 

(12.87) 

înlocuind în relaţia (12.86) se obţine 

s, = \tanihT)\ = — V (12.88) 

^4ceasta eroare nu depinde de ordinul k al eşantionului, ci numai de poziţia 
cifrei eronate. Ea este cu atît mai mare, cu cit cifra eronată are o pondere mai 
mare. Probabilitatea ei este p. 

Valoarea pătratică medie a acestei erori este 

£2 = I>^ = ^ £ 2 2 3 < 1 2-8 9> 
sau efectuînd suma progresiei geometrice: 

3 -2 

sau ţinînd seama de relaţia (12.65): 

„9 V 2 - 1 

22n — 1 

3 A2 

Raportul semnal/perturbaţie după decodare este: 

(ş\=m^m ^ (1292) 
20 — Teoria transmisiunii informaţiei — c. 428 305 



Fiindcă m„(t) s m(t), introducînd factorul de vîrf al mesajului dat de 
relaţia (12.80) se obţine: 

' ^ l 3X" (12.93) 

(12.94) 

P) C2 p(N2 - i) 

Piindcă în general A"2 >> 1 avem: 

S \ 3 (f) P) pC-

adică raportul semnaljperturbaţie este cu atît mai mare cu cit probabilitatea p 
a erorii este mai mică şi factorul de vîrf C mai mic. 

Factor de vîrf C mic a fost o condiţie de maxim şi pentru raport semnai/ 
zgomot de cuantizare. Deci, prinfr-o compresiune a mesajului, micşorîndu-se C 
se îmbunătăţesc ambele rapoarte semnaljperturbaţie (date de erori cifrice şi 
de erori de cuantizare). 

Dacă zgomotul este gaussian cu dispersie a, dacă cifrele binare se transmit 
prin impulsuri cu valoare de vîrf A (cifra 1) şi prin absenţă de semnal (cifra 0) 

si dacă decizia se ia la nivelul — , atunci probabilitatea erorii este dată de 
2 

probabilitatea ca zgomotul Z,(tt) să depăşească nivelul — • 

(12.95) 

(12.96) 

, _ p { 5 > i ! } _ P ( I > i l l - 1 - ^ierSa 
Notăm L, = — şi o = —• şi avem: 

a 2a 
1 fe — 

* — 1 = \ e2°' du = 
V27I }_„ 

1 --F(p) 

Funcţia F(p) este dată în tabele. 

12.3.1.4. Raportul semnal/perturbaţie totai 

Dat fiind că zgomotul de cuantizare şi zgomotul dat de erorile numerice 
sînt procese aleatoare independente, puterea totală se obţine adunînd puterile 
celor două tipuri de zgomote: 

PT = — f + PF2 ^~Zr^ (12.97) 
12 3 A72 

V 
dar, fiindcă q = —• şi A~2^>1 avem: 

PT = F 2 1 + ipN* (12.98) 
12A^2 V 

iar raportul semnal'zgomot total este: 

S \ 1 12A"2 

P }T C2 1 + ApK2 (12.99) 
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12.3.1.5. Lărgimea de bandă a semnalului M.I.C. 

între două eşantioane, deci în intervalul de timp T 1 
1W 

trebuie să 

fie N impulsuri care reprezintă în binar valoarea ultimului eşantion. Deci. 
viteza de semnalizare este: 

N 
Y = 2WN (12.100) 

iar lărgimea de bandă necesară pentru a transmite cu această viteză este-

Bc = 0,7r = l,4WN (12.101) 

0\ 

+1 

o\ 

0 1 1 0 0 

-1Y 

o nu u an n 

n u u 

c 

12.3.1.6. Tipuri de semnale utilizate în transmisiunile numerice 

Simbolurile binare (1, 0) generate de sursă se transmit prin canal sub 
forma unor impulsuri care pot fi încadrate în următoarele tipuri (fig. 12.30). 

• Semnale N.R.Z. Tipul 
cunoscut sub numele N.R.Z. i n ' f , n , n „ , 
(Nonreturn to zero) fara m- / I 
toarcere la zero, se caracteri- j 
zează prin nivel ( )0" pentru Q*y 
simbolul zero şi nivelul „ 1" 
pentru simbolul unu, fără re
venire la zero dacă avem o 
succesiune de simboluri „unu" 
(fig. 12.30, a). 

Nivelul de decizie este 0,5. 
Dacă semnalul recepţionat de
păşeşte nivelul 0,5, se decide 
că s-a transmis simbolul „1" . 
î n caz contrar, se decide că s-a 
transmis simbolul „0". 

• Semnale polare. î n loc 
de prezenţă sau absenţă de Q5-
semnal, pentru simbolurile „1" 
şi „0" se pot utiliza impulsuri 
de polarităţi diferite. î n acest 
caz, nivelul de decizie este 
nivelul zero, iar semnalul se +1\ 
numeşte „polar" (fig. 12.30, b). 

• Semnale R.Z. în unele 
cazuri este util ca simbolurile ~? 
„1" să fie separate între ele. 
Acest lucru se face prin reve
nirea la zero după fiecare +1 
impuls „1" şi în acest caz se 
spune că avem un semnal R.Z. 
(return to zero), fig. 12.30 c, -J 

• Semnale polar — R.Z. 
î n sistemele asincrone se uti-

I1 

15 

l 0 1 0 1 0 0 1 

a 
0 0 

d 

Fig. 12.30. Tipuri de semnale pentru transmisiuni 
numerice. 
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lizează semnalul numit Polar — R.Z., la care simbolului „1" îi corespunde 
un impuls pozitiv cu întoarcerea la zero, iar simbolului „0" îi corespunde 
un impuls negativ cu întoarcere la zero. în acest caz, nivelul zero poate fi 
-considerat ca al treilea simbol care face separarea între simbolurile itl" şi „0", 
astfel încît nu mai este nevoie de sincronizare (fig. 12.30, d). 

% Semnale bipolare. La semnalul numit „bipolar", simbolului „0" îi 
corespunde nivelul zero, iar simbolurilor „1" le corespunde în mod alternativ 
un nivel pozitiv şi apoi unul negativ, cu întoarcere la zero după fiecare impuls 
Această alternanţă a impulsurilor impune o componentă medie nulă, inde
pendent de faptul că probabilităţile simbolurilor „0" si "\„ sînt sau nu egale 
(fig. 12.30, e). 

12.3.2. Modulaţia diferenţială a impulsurilor în cod (M.D.I.C.) 

între eşantioanele m(kT) ale mesajului în general există o importantă 
dependenţă statistică. Datorită acestei dependenţe, cantitatea de informaţiei? 
conţinută într-un mesaj de durată D, de frecvenţă maximă W, cuantizat 
în N = 2n nivele, este mult mai mică decît valoarea maximă: 

H < HM = 2WD log N = IWDn (12.102) 

Informaţia conţinută în mesajul de durată D are valoarea maximă cînd 
eşantioanele, în număr de 2WD, sînt independente şi cînd cele N nivele de 
cuantizare sînt egal probabile. 

Inegalitatea precedentă sugerează posibilitatea unei transmisiuni cu un 
număr mai mic de biţi decît n, şi această reducere poate fi cu atît mai mare 
cu cît este mai mare corelaţia între eşantioanele mesajului. 

Prin reducerea numărului de biţi transmişi între două eşantioane se obţine 
o reducere a benzii de frecvenţă ocupată de semnal, adică se obţine o compresie 
de spectru. 

înainte de a expune principiul M.D.I.C. introducem următoarele notaţii: 
— se vor nota cu „prim" toate mărimile cuantizate reprezentînd un eşan

tion format dintr-un număr întreg de cuante sau numărul binar (de cuante) 
care-1 determină; 

— se vor nota cu 3Jm" valorile prezise ale unui eşantion, prezicerea fiind 
bazată pe cunoaşterea eşantioanelor precedente. 

Principiul M.D.I.C. este următorul: 
— la emisie fig. (12.31) se face diferenţa: 

Ar = m{tr) - m(tr) (12.103) 

unde m(tr) este eşantionul mesajului la momentul tr, iar m(tT) este valoarea 
prezisă. î n particular, la predicţia de ordin zero, A este diferenţa între două 
eşantioane consecutive ; 

— diferenţa Ar se cuantizează şi valoarea cuantizată A'r se transmite 
prin canal (fig. 12.31, b) ; 

— la recepţie, din diferenţele A,' se reconstituie eşantionul m'(tr), care 
aplicat unui convertor (NIA) dă o valoare ce aproximează pe m(tr). 

Sistemul prezintă avantaj numai în cazul cînd valoarea de vîrf a diferen
ţelor Ar este mai mică decît valoarea de vîrf a mesajului m(t). în caz contrar, 
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ym(t) 

â'r -J^TH m'^ WA ">& 

b 
Fig. 12.31. Modulaţia diferenţială a impulsurilor în cod. 

diferenţa A trebuie cuantizată cu un număr mai mare de nivele decît mesajul 
eşantionat m(tr). Pentru a ilustra acest lucru să presupunem că esantioanele 

V V 
sînt independente cu o valoare de vîrf + — , respectiv (presupunînd 
că valorile pozitive au aceeaşi valoare de vîrf ca si cele negative). î n sistemul 

V 
M.I.C. se cuantizează nivelul —- în N = 2n nivele, respectiv în n biţi si se 

2 
adaugă un bit de semn. Fiindcă esantioanele sînt independente, se poate 

V V 
întîmpla ca un eşantion să aibă valoarea -\—-l iar următorul - . I i i acest 

2 2 
caz, A = Vv şi numărul de nivele de cuantizare pentru acelaşi zgomot de 
cuaiitizare este 22V = 2"', la care se adaugă un bit de semn. Evident că 
n' > n, deci M.D.I.C. nu este avantajoasă în acest caz. 

V'• Pentru a calcula valoarea de vîrf A., a diferenţei A si valoarea de vîrf — 
2 

a mesajului, trebuie să calculăm dispersiile <sA şi am fiindcă: 
A„ = 4CTA si 

V. 
4G„ 

Pentru a evalua dispersiile, considerăm o predicţie de ordinul zero: 

fH(tr) = m{tr^) (12.104) 
în acest caz: 

Ar = m(tr) - m{tr_^ mr m, r- l 

Presupunem că mesajul m(t) are valoare medie nulă, deci şi diferenţa A, 
are valoare medie nulă. î n aceste condiţii: 

A? (mr — m r-i)2 = mt + m;_t + 2mrmr_ 

(12.105) 

renta A, 

(12.106) 

reprezintă dispersia diferenţei. 
Mesajul fiind un proces staţionar, avem: 

Pentru aceleaşi motive: 

a~ti = m* = Wr_! pentru Vr 

a\ = Af pentru Vr 

(12.107) 

(12.108) 
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Din cele precedente rezultă: 

4 = 2^(l-^M (12.109) 
unde: 

^ = P (12.110) 

este coeficientul de corelaţie între două eşantioane alăturate. 
Introducînd coeficientul de corelaţie în relaţia (12.109) se obţine: 

a\ = 2 ^ ( 1 - p ) (12.111) 
Dacă : 

p > 0,5; c'\ < a;n 

p = 0,5; er| = af, 
^ n c . 2 ^ 2 

p < 0,3 , cr̂  > <s"n 
Din cele precedente rezultă că M.D.I.C. este mai avantajoasă decît M.l.C. 

numai dacă p > 0,5. 
Presupunînd că p > 0,5, să considerăm cazul predicţiei liniare, de ordin 

zero în care mr = mr^x, adică valoarea prezisă este obţinută prin memorarea 
eşantionului precedent. 

î n acest caz, la apariţia mesajului primul eşantion m0 este considerat ca 
o diferenţă : 

\ = m0 (12.112) 

care cuantizată A ,̂ se transmite prin canal şi se memorează la recepţie: 

â o = « 0 - + £ 0 (12.113) 

unde s0 este eroarea de cuantizare. 

La al doilea eşantion se face diferenţa: 

.A1 = m1~m0 (12.114) 

şi se transmite valoarea cuantizată: 

Ai = Ax + £ l (12.115) 
La recepţie, din această diferenţă Ă[ şi din eşantionul precedent m'0 (me

morat) se formează: 

m[ = m'0 + AJ = m0 + t0 4 -Aj + î i 

xespectiv: 

m{ = m1 + e0 + H 

In acelaşi mod obţinem: 

A2 = m-2 — ;«i 

A2 = A2 + z, 

r,i'2 = m\ + A-2 = ;«! -j- so + £i + A2 — s2 

(12.116) 

(12.117) 

(12.118) 

(12.119) 

(12.120) 
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respectiv: 

m'2 = m2 + £0 + £ i + £2 (12.121) 

şi pe măsură ce procesul continuă, erorile decuantizare se însumează algebric. 
Pentru a evita acest fenomen, cunoscut sub numele de propagare a erorilor, 

valoarea prezisă nu se obţine din memorarea eşantionului precedent, ci se for
mează din diferenţele A£, transmise prin canal. 

Acest lucru poate fi realizat aşa cum se arată în fig. 12.32 şi fig. 12.33, 
care ilustrează un mod de implementare a M.D.I.C. la emisie, şi la recepţie. 

Din analiza acestor scheme rezultă că nu mai avem fenomenul de propa
gare a erorilor. 

• Operaţiile efectuate la emisie sînt următoarele: 
— Mesajul m(t) este eşantionat în E, obţinîndu-se m(tr), din care se scade 

valoarea prezisă m(tr). 
— Valoarea prezisă şi cuantizată m(tr), în cazul predicţiei liniare, este: 

m'(tr)= > \a:m'!Jr_,) (12.122) 
k 

Y^ai*nVr-
• = 1 

unde coeficienţii ai sînt astfel aleşi încît eroarea de predicţie 

Ar = m(tr) — m'(tr) 

să fie cîL mai mică. 

Canal 

Fig. 12.32. M.D.I.C. - Emisie. 

Canal 
, U & ~ 

m'(tr) 

<% Pred/clor 

NJ m[tr) 

Fig. 12.33. M.D.I.C. - Recepţie. 
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î n cazul predicţiei de ordin zero, suma de mai sus conţine un singur 
termen, iar predictorul este un dispozitiv care realizează o întîrziere 7" = 
= tr — tr_v semnalul la ieşirea lui fiind: 

m'(tr) = m'(tr^) 

— Eşantionul prezis, cuantizat, respectiv m'(tr), este introdus în conver
torul numeric-analogic (N/A), la ieşirea căruia se obţine valoarea m(tr) care 
se scade din m(tr) şi se obţine diferenţa A,.. 

— Diferenţa Ar este cuantizată (uniform sau neuniform) şi se obţine 
semnalul cuantizat A,, respectiv numărul binar corespunzător care sub 
formă de impulsuri, se transmite prin canal. 

@ Operaţiile efectuate la recepţie sînt următoarele: 
— Din diferenţele A'r, în mod identic cu cel de la emisie, se obţine va

loarea prezisă m'(tr). 
— însumarea A,' + m'(tr) = m'(tr) dă eşantionul cuantizat care este 

aplicat unui convertor (NjA) pentru a obţine pe m(tr) cu o anumită apro
ximaţie. î n afara proprietăţilor amintite, M.D.I.C, are proprietatea de a 
înlătura nestaţionarităţile existente în semnal. 

12.3.3. Modulaţia delta (M.D.) 

Utilizarea corelaţiei dintre eşantioanelc mesajului în scopul micşorării 
numărului nivelelor de cuantizare la M.D.I.C, sugerează posibilitatea ca prin 
mărirea frecvenţei de eşantionare să se mărească această corelaţie, astfel încît 
să se poată face o cuantizare cu două nivele, respectiv cu 1 bit. 

Din acest punct de vedere modulaţia :tdelta" poate fi considerată ca ro 
M.D.I.C. cu 7 bit. Principiul acestei modulaţii este ilustrat în fig. 12.34 în 
variantă analogică. 

a — emisie; b — recepţie. 

312 



Principiul modulaţiei delta este următorul: 
— Se face diferenţa: 

d{t) = m(t) — m(t) (12.123) 

unde m(t) este mesajul, iar m(t) este valoarea aproximată în trepte obţinută 
după cum se va vedea. 

— Diferenţa d(t) se cuantizează cu 1 bit, obţinîndu-se: 

g(t) = sgn [d(t)] (12.124) 

— Semnalul g(t) care ia numai valorile ± 1 se eşantionează cu funcţia 
rectangulară periodică unipolară e(t), formată din impulsuri de durată T şi 

amplitudine — , care au o frecvenţă de repetiţie: 

/o > 2W 
Semnalul rezultant care se transmite în canal este 

c(t) = sgn [d(t)] e(t) 

(12.125) 

(12.126) 

— Din semnalul c(t), prin integrare, se obţine un semnal în trepte, care 
daca T este mic poate fi asimilat cu o sumă de funcţii treaptă uni ta te: 

i(t) -= V 4 sgn [d(t)] u(t 
A = l 

kT0) (12.127) 

1 
To 

unde r 0 

•— Semnalul i(t) este multiplicat cu A, mărimea pasului, şi se obţine: 
00 

mit) 
— La recepţie prin integrare şi 

multiplicare cu A se obţine sem
nalul în trepte m(t) care aproxi
mează pe m(t), iar la ieşirea din 
filtrul trece-jos se obţine o aproxi
maţie şi mai bună a iui m(t). 

Modulaţia delta descrisă este 
cunoscută sub numele de modulaţie 
delta liniară (M.D.L.) din cauză că 
A în relaţia (12.128) este o mărime 
constantă. 

•Pentru a studia zgomotul in
trinsec al sistemului, vom considera 
două semnale particulare: semnalul 
în rampă (fig. 12.35) şi semnalul 
constant (fig.. 12.36). 

După cum se vede în fig. 12.35, a 
semnalul mit) urmăreşte mesajul 
m(t) dar dacă panta lui m(t) este 
prea- mare, urmărirea nu mai are 
loc (fig. 12.35, b) şi spunem că avem 
zgomot de neurmărire. 

(12.128) 

Fig. 12.35. Semnal în rampă : 
mftj este urmărit; b — m(t) nu poate fi 

urmărit 
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4 ^,, > f , ) Pentru a nu avea erori de neurmărire 
T Ţlt) m(t) trebuie ca: 

-•ruiruif A < | ^ f f l (12.129) 

respectiv 

Fig. 12.36. Semnal constant. 
* / o A < 

dm{t) 
dl 

(12.130) 

deci zgomotul de neurmărire poate fi micşorat/ie prin mărirea lui A, fie prin 
mărirea luif0. 

Dacă semnalul este constant (fig. 12.36), el este aproximat prin semnale 
rectangulare, fapt care dă naştere unui zgomot numit zgomot granulai'. Zgo
motul granulat este cu atît mai mare cu cit A este mai mare. Micşorarea lui A 
măreşte însă zgomotul de neurmărire. Pentru a ieşi din această situaţie con
tradictorie se utilizează sistemul de modulaţie delta adapiv. 

• Modulaţia delta adaptivă M.DA. 
Ideea de bază a sistemului M.D.A. este de a utiliza valori mari pentru A 

cînd mesajul m(t) are o pantă mare şi valori mici, cînd panta este mică. 
Secvenţa de impulsuri c(t) conţine informaţia privind tipul de zgomot prezent 
în semnalul reconstituit: dacă impulsurile sînt formate din şiruri lungi de 
polarităţi alternative + — + — + —, piobabiiitatea de a avea zgomot 
de granulaţie, este mare; dacă impulsurile sînt însă formate din şiruri de ace
laşi semn, probabilitatea de a avea zgomot de neurmărire este mare. 

Un dispozitiv de circuite logice (fig. 12.37) sesizează aceste stări şi în. 
primul caz micşorează pe A, iar în al doilea caz îl urmăreşte. 

Un dispozitiv identic variază în mod corespunzător mărimea pasului 
A la recepţie. 

12.3.4. Transmisiuni cu spectru distribuit (T.S.D.) 

Sistemele cu spectru distribuit (spread spectrum) sînt sisteme multiplex ou 
diviziunea căilor în „cod". Se spune că avem diviziune în cod fiindcă fiecărei 
căi îi corespunde o anumită secvenţă pseudo-aleatoare (cod) dintr-o familie de 
secvenţe pseudo-aleatoare ortogonale. Secvenţele ortogonale au funcţii de 
corelaţie mutuală aproximativ nule. Dacă c(t) şi c'(t) sînt două secvenţe 
pseudo-aleatoare cu o perioadă de repetiţie T avem: 

[ c(t) c'(t) dt = 0 (12.131) 
.o 

Sistemul de transmisiune cu spectru distribuit trebuie să realizeze urmă
toarele sarcini: 

— să fie capabil să separe semnalul unei anumite căi, de toate semnalele 
altor căi care ocupă aceeaşi lărgime de bandă, în acelaşi timp; 

— să reducă perturbaţiile provenite din canal. 
Prima sarcină se realizează utilizînd ca semnal „purtător" o secvenţă c{#), 

dintr-o familie de secvenţe de corelaţie mutuală nulă. La recepţie se face 
corelaţia mutuală cu aceeaşi purtătoare c(t) şi ca urmare la ieşirea din core-
lator se obţine numai mesajul cu care a fost modulat c{l\. 
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m(t)+/^\ d(t) 

rn (t) 

e(t) 

Logica de 
a c/ap ta re A 

{W 

ctt) 

s< dt X r 
Logică de 
adaptare A 

FTJ V m (t) 

A 

Fig. 12.37. Modulaţia delta adaptivă. 

Cit) 
Fig. 12.38. Sistem de transmisiune cu spectru distribuit. 

A doua sarcină se realizează dacă la recepţie se face o operaţie de împrăş-
tiere a spectrului perturbatiei într-o bandă foarte mare de frecvenţe, din care 
numai o mică parte pătrunde prin filtrul trece-jos de la ieşire. Acest lucru se 
realizează dacă purtătoarea c(t) are un spectru foarte larg. 

Principiul transmisiunii cu spectru distribuit este ilustrat în fig. 12.38. 
Secvenţa de date d(t) formată din impulsuri bipolare de durată T, (fig. 

12.39, a) este multiplicată cu o secvenţă pseudo-aleatoare c(t) (fig. 12.39, h) 
generată cu ajutorul unui registru de deplasare cu reacţie de perioadă 
maximă. 
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b 

Dacă durata unui impuls elementar 
din c(t) este Tj atunci avem: 

T = A T T = (2 '*•- 1 ) T (12.132) 

unde N este lungimea ciclului generat 
"£ de registru, iar w este numărul de 

celule ale registrului. 
Lărgimea de bandă ocupată de 

secvenţa de date este ZL = — iar cea 
" T 

ocupată de secvenţa c(t) este Bc— — ; 

rezultă că Bc = JV-JBd. Alegînd pentru 
iV valori foarte mari, spectrul" sem
nalului : 

s(t) = d(t) c(t) (12.133) 
Fig. 12.39. Semnale utilizate ca T.S.D. 

va fi foarte mare, respectiv Bc, 
La punctul de recepţie, considerînd că nu avem alte semnale, sau pertur

baţii prezente, prin multiplicare cu c(t) se obţine: 

s(t)c(t) =d(t)c2(t) =d(t) (12.134) 

fiindcă c2(t) = 1 (considerînd că în canal nu se introduc întîrzieri aleatoare). 
Deci, demodularea se face fără distorsiuni, prin multiplicarea semnalului 
recepţionat cu c(t). 

Să considerăm că în canal sînt prezente numai semnale s'ii) aparţinînd 
altor canale. 

In acest caz, considerînd că toate semnalele din sistem sînt sincrone la 
recepţie se obţine: 

s'{t)c(t) =d'(t)c'(t)c(t) (12.135) 

Prin integrare, ţinînd seama de relaţia (12.131) se obţine la ieşire un 
semnal nul ' '"' 

{ d'(t) c'{t) c(t) ăi = d'(t)[Tc'(t) c(t) dt=0 (12.136) 
• 0 . 'o 

Deci, sistemul cu spectru distribuit face discriminarea între semnalul s(t) al 
propriei căi şi semnalele s'(t) aparţinînd altor căi. Operaţia de integrare 
este făcută, aproximativ, de filtrul #(<o). 

Să considerăm acum că sînt prezen
tate numai zgomotele n(t). Prin multi
plicarea cu c(t) se obţine o lărgime a 

N(CJ)= cF{n(t)) spectrului perturbaţiei (fig. 12.40), pu 
terea rămî rămînînd aceeaşi: 

H(ao) T 
/ A/(u)®C(co) 1 f [n(t) c{t)]2 &,= U n2{t) ât 

Fig. 12.40. Distribuirea spectrului perturbaţiei. f i i n d c ă C2(t) = 1. 
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:Spectrul produsului n{t) c(t) este: 

ş{n(t) cit)} = IV(«) ® C(w) (12.138) 

unde iV(«) este spectrul zgomotului şi C(M) este spectrul secvenţei c(t). 
Se vede că cu cît împrăştierea spectrului ÎV(co) este mai mare, cu atît pu

terea perturbaţiilor la ieşirea din filtrul trece-jos, H(ci>), este mai mică, fiindcă 
spectrul perturbaţiei la ieşire este limitat la banda de trecere Bă a filtrului 
7f(co). Spectrul perturbaţiei la ieşire este: 

Nt{a>) = [-Y(co) ® C(«)] ff(«) (12.139) 

Să presupunem că semnalul perturbator este un semnal sinusoidal: 

n{f) = Acosa1t (12.140) 

deci: 

N{a>) = 7Cil[8(<a - « J + S(« + «j)] (12.141) 

După multiplicare cu c(2) se obţine: 

N{a>) ® C(e») = TÎ4 [ "° C(X)[S(w - « i - X) + S(co + « ! - X)] dX (12.142) 

N{a) ® C(to) = icA[C(a - <aj) + C(co + cox)] (12.143) 

de unde se vede că distribuţia (împrăştierea) spectrului perturbaţiei este ex
trem de mare şi, ca urmare, ia ieşirea din filtrul H(<x>) se obţine o perturbaţie 
neglijabilă. 

Cele precedente arată că sistemele cu spectru distribuit sînt foarte eficiente în 
reducerea interferenţelor şi a bruiajelor, în general a tuturor perturbaţiilor care 
au un spectru concentrat într-un domeniu îngust de frecvenţe. 

12.3.5. Metode de sincronizare 

Sistemele de transmisiuni numerice se împart în două grupe: , sisteme 
sincrone, în care datele sînt transmise în mod continuu, şi sistemele asincrone 
în care dalele sînt transmise în orice interval de timp. Eficienţa transmisiunii 
sincrone este mult mai mare decît a acelei asincrone. Complexitatea sistemelor 
sincrone este însă mult mai mare decît a celor asincrone. 

Impulsurile, care reprezintă datele care trebuie transmise sînt conrupte 
de zgomote, iar la recepţie sînt refăcute prin eşantionare. 

Este important ca eşantionarea la recepţie să fie sincronă cu cea de la emisie. 
Această sincronizare se numeşte sincronizare de bit. 

Dacă această sincronizare nu este corectă, respectiv eşantionarea se face 
mai rapid sau mai lent decît la emisie, are loc aşa-numita t>pierdere a integri
tăţii biţilor" care înseamnă adăugarea sau pierderea de biţi faţă de secvenţa 
emisă. Acest fenomen produce distorsiuni foarte mari ale mesajului transmis. 

în aproape toate aplicaţiile secvenţa de date (de biţi) este organizată în 
cuvinte, sau blocuri de cuvinte numite grupe sau cadre. Fiindcă cuvintele, 
respectiv grupele, au o anumită semnificaţie, este important ca receptorul să 
le recunoască. 
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in mod ideal, receptorul ar putea recunoaşte diferitele grupuri dacă cunoaş
te lungimea lor, prin simpla procedură de numărare. Această metodă este 
însă foarte vulnerabilă, erorile comise se propagă şi practic nu poate fi uti
lizată. Din această cauză, la începutul fiecărui grup (cadru) se transmit unul 
sau mai mulţi biţi care permit să se recunoască începutul unui nou grup. 
în acest caz spunem că avem de-a face cu sincronizarea de grup (sincroni
zare de cadru). 

12.3.5.1. Sincronizarea de b i t 

Secvenţa de date d(t) fiind un semnal aleator are o densitate spectrala de 
putere continuă, care nu conţine componente discrete (relaţia 7.344). în con
secinţă, prin prelucrări trebuie să formăm o componentă discretă pe frecventa 

Pentru aceasta observăm că dacă la fiecare interval T ar avea loc o 
tranziţie, semnalul ar deveni determinist şi periodic cu o frecvenţă fundamen
tală fs = — . Fiindcă acest lucru nu poate fi făcut, vom căuta să prelucrăm 
semnalul astfel încît să crească numărul tranziţiilor. Cu cît acesta este mai 
mare, cu atît componenta de frecvenţă fs = — este mai mare şi poate fi 

extrasă cu un filtru. 
în fig. 12.41 este arătată schema bloc a unei metode de obţinere a frec

venţei de t a c t / , pe baza principiului enunţat. în fig. 12.42 sînt arătate sem
nalele în succesiunea în care se fac operaţiile de prelucrare. Secvenţa d(t) 

( T\ A '. T ' 
este înmulţită cu secvenţa d\t , întîrziată cu — . Rezultatul înmulţirii 

' [ 2) 2 
( T\ . 

este secvenţa e(t) = d(t)d\t j , care are un număr dublu de treceri prin 
zero faţă de secvenţa d(t). La rîndul ei, secvenţa e(t) se poate descompune în 
două secvenţe e(t) = g(t) -f h(t), astfel încît secvenţa g(t) să fie periodică cu 
perioada T (secvenţa h{t) fiind aleatoare). Un filtru de bandă cu frecvenţa 
centrală f, = / . extrage componenta fundamentală de frecvenţă /„, iar limi-
tatorul care îi urmează formează, din semnalul sinusoidal, un semnal rectan
gular v(t) sincron cu semnalul d(t). 

Este de remarcat că pentru a extrage o componentă de frecvenţă f0 = •—. 

în toate metodele de sincronizare este utilizat un element neliniar. î n metoda 
prezentată elementul neliniar este multiplicatorul. 

Fig. 12.41. Circuit de sincronizare prin întîrziere şi multiplicare. 
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+; 

o 

- • ' ! 

Fig. 12.42. Diagrama semnalelor circuitului de sincronizare. 

12.3.5.2. Sincronizare de grup 

Pentru sincronizarea de grup se poate însera în secvenţa de date un cuvînt 
destinat sincronizării, care să poată fi cu uşurinţă recunoscut de receptor. Un 
astfel de cuvînt poate să fie format dintr-o secvenţă Barker sau Neuman-Hofman 
care are proprietatea că funcţia de autocorelatie în origine este mult mai 
mare decît pentru orice decalaj k între simboluri. 

Funcţia de autocorelatie, în conformitate cu § 7.20.2 este proporţională cu: 
.V=4 

^fc — Z-y Xixi+k ' 1 2 . 1 4 4 } 

unde N este lungimea cuvîntului de sincronizare, iar simbolurile datelor adia
cente cuvîntului nu sînt luate în considerare. î n aceste condiţii C0 este mult 
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'Seafenfâ 
de date n 1/ [O \0\0 

l f i i , Cn 

mai mare decît VCfc pt. & ^ 0. Cîteva secvenţe 
care au această proprietate sînt date în urmă
torul tabel: 

Coreiafor 
i i «. T~* m u. 

Kr, 

. Cuvînt de 
sincronizare N 

ct . Cuvînt de 
sincronizare N 

k=0 1 • 4 5 6 8 9 

0001101 
000011101 
0000110101 

7 
9 

10 

7 
9 

10 

0 
2 

- 1 

- 1 
1 
2 

- 0 
_ 2 
- 1 

- 1 
- 1 
- 2 

0 
- 2 

1 

- 1 
- 1 

0 
0 

- 1 
- 1 

0 - 1 
Fig. 12.43. Sincronizare de grup. 

Din cauză că în realitate datele adiacente intervin în evaluarea funcţiei de 
corelaţie, datele din tabel pot să fie altele, însă cu o probabilitate mare va
loarea în origine, respectiv C0, nu este depăşită. 

în fig. 12.43 este arătat schematic modul în care se determină poziţia, 
respectiv începutul unui nou cuvînt de date. Secvenţa de date recepţionată 
este introdusă într-un registru cu deplasare Rx cu N celule şi se calculează 
funcţia de corelaţie cu cuvîntul de sincronizare (secvenţă Barker) conţinut 
în registrul R2. Cînd secvenţa Barker care formează cuvîntul de sincronizare 
al secvenţei de date se află în registrul Rlt coeficientul C0 are valoarea ma
ximă, şi la ieşirea din corelator apare un „1" , indicaţie că începe un nou 
grup de simboluri. 

12.3.5,3. Bruiajul şi debruiaju! datefor 

Secvenţa de date poate uneori să consiste dintr-un număr mare de sim
boluri )t\" sau „0", îndepărtîndu-se astfel de o secvenţă aleatoare. în acest 
caz numărul trecerilor prin zero se reduce şi apar dificultăţi de sincronizare 

Restabilirea caracterului aleator se realizează prin metoda adunării modulo 
doi la emisie peste secvenţa de date, a unei secvenţe pseudo-aleatoare. Această 
operaţie se numeşte bruiaj. 

Pentru a nu modifica secvenţa de date, la recepţie se adună modulo doi, 
cu secvenţa recepţionată, o secvenţă pseudo-aleatoare identică cu cea de la emisie 
(fig. 12.44). Această operaţie se numeşte debruiaj. 

Bruiorul de la emisie şi cu debruiorul de la recepţie trebuie să fie în sin
cronism. Secvenţa pseudo-aleatoare cu care se face bruiajul se obţine cu aju
torul unui registru de deplasare cu reacţie de perioadă maximă (generată de 
un polinom primitiv) în care sînt introduse suplimentar circuite logice care să 
înlăture stările registrului formate din şiruri lungi de simboluri „ 1 " sau „0„. 

După cum se va vedea în cap. 13, operaţia de bruiaj a datelor înlătură 
posibilitatea apariţiei unor componente spectrale de mare energie, care ar 
putea produce distorsiuni şi diafonii. 

Generator 
seci/, ps. a/eat 

— — — r -

li! 
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CAPITOLUL 13 

TRANSMISIUNI CU SEMNAL PURTĂTOR SINUSOIDAL 

Transmisiunile cu semnal purtător sinusoidal sînt realizate prin modularea 
unui semnal sinusoidal (purtătoare) cu mesajul m(t). Semnalul rezultant este 
în general un semnal de bandă îngustă. 

Modulaţia efectuată poate să fie liniară cînd semnalul modulat depinde 
liniar de mesajul m(t) sau poate să fie neliniară. Recepţia semnalelor modulate 
poate să fie coerentă (cînd frecvenţa şi faza purtătoarei sînt cunoscute la re
cepţie) sau necoerentă (cînd faza nu este cunoscută). 

13.1. Modulaţia liniară 

Modulaţia liniară este o modulaţie în amplitudine. în legătură cu modulaţia 
semnalelor în amplitudine, se va defini un operator care dă relaţia de trans
formare din spaţiul mesajului în spaţiul semnalului. Operatorul poate fi 
definit în domeniul t imp sau în domeniul frecvenţă. 

13.1.1. Definirea unui operator de modulaţie 
în domeniul timp 

Expunerea problemelor legate de modulaţia liniară poate fi sistematizată 
prin introducerea unui operator ST^ care dă corespondenţa între mulţimea 
mesajelor la intrarea în modulator, mit) şi mulţimea semnalelor la ieşirea din 
modulator s(t). 

în domeniul timp, operatorul S'1 este definit de relaţia: 
Sr1{m(t)} = m{t) cos (wxi! + ? 1) (13.1) 

13.1.2. Definirea unui operator de modulaţie 
în domeniul frecvenţă 

în mod analog se poate defini un operator Slx care dă corespondenţa între 
spectrul mesajului M(co) şi spectrul S(«) al semnalului 

eH1{Af(co)}=S(w) (13.2) 

Pentru a vedea ce transformări efectuează operatorul Sti se va calcula 
transformata Fourier a purtătoarei cos (co^ -f- ©jj. 

Se notează C(o:>) densitatea spectrală a purtătoarei: 

C(co) = SF{cos fat + cpx)} = 7T [ei?.8(w - « J + e-i'-f-8(co + toj)] (13.3) 
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(t} J x 
î n baza teoremei convoluţiei re-

s(t) z u l t ă : 

~S0 S(o,)=§:{s{t)} = Ş{m(t)cos{^1t+c?1)}= M(u) \ 

.cosiujt+cfj) " R] = — \ ' M(X)C(co - X)dX 
2— 

:uin< 
în această relaţie se obţine: 

„ . , , , _ , . ,. . _ , , „ si înlocuind expresia din relaţia (13.3) 
Fig. 13.1. Realizarea operaţiei S,(m(t)\, „' , £• , , . ' v ' 

' x L v /J ITI o I-AO cl-o T-A mriA CA nht inP' 

i r+c° 
= —\ M(X) [e)*iS(w — «i— X) + e 

2 J—co 

S(co) = — \ M(X) [e^S(co — toi — X) + e~J^ §(co + coj. — X)] dX 

s i 

S(a>) = — eJ^M(<o - Wl) + — e-»M((o + coj) (13.4) 

Deci se obţine: 
1 1 

âl].{M(<o)} = — ei«>ikf(co — cox) -| e-J«'M(u + cox) (13.5) 

Din relaţia (13.5) rezultă că transformarea Slx are ca urmare o translaţie 
a densităţii spectrale Af(co), cu a>i. spre dreapta axei frecvenţelor, o rotire a 

fazei cu +cpi şi o multiplicare cu —, şi o translaţie a densităţii spectrale 

M(co), cu wi spre stingă axei frecventelor, o rotire a fazei cu — <pi si o multi-
.. 1 ' 

plicare cu — 
2 

Transformarea 3i1 dă semnificaţia spectrală a transformării S'xl } din do
meniul timp. 

Operaţia de modulare reprezentată prin operatorul STi poate fi realizată 
într-un multiplicator cu două intrări (fig. 13.1). 

La o intrare se aplică mesajul m(t) şi la cealaltă intrare se aplică purtătoarea 
cos (tojt -f- cpi), iar la ieşire se obţine semnalul modulat s(t). Pentru a putea 
recupera mesajul fără distorsiuni va trebui ca u>1>2Q.M, Q.M fiind cea mai 
mare frecvenţă din spectrul mesajului. 

De la caz la caz se va utiliza reprezentarea semnalului în domeniul t imp 
sau în domeniul frecvenţă. Reprezentarea în domeniul frecvenţă, respectiv 
utilizarea operatorului 3llt este utilă în cazurile cînd semnalul suferă o serie de 
operaţii liniare de filtrare. 

î n figura 13.2 este reprezentată transformarea SLx{M(a>)}. 
Cu M+(u>) s-a notat valoarea funcţiei ilf(co) pentru co > 0 şi cu M_(u>) 

valoarea pentru co < 0, adică: 

113.6) 

Deci: 
M(<a) = M+(co) + M_(co) (13.7) 
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M+(co) = M(a) pentru co > 0 

M+(co) = 0 pentru co < 0 

M_(to) = 0 pentru co > 0 

M_(co) = M(co) pentru co < 0 



•.i\"~fc+u$i\M+(0M h\M-<fo-(0,)\\ {l^fcu-^J 

-O), 

b o •t-cu, a 

Fig. 13.2. Spectrul semnalului MA-PS. 

13.1.3. Reprezentarea semnalelor modulate liniar 
în domeniul frecvenţă 

î n cele ce urmează se va determina densitatea spectrală a semnalului 
modulat în amplitudine cu purtătoare şi cu ambele benzi laterale (MA), ale 
semnalului modulat în amplitudine cu purtătoare suprimată (MA-PS) şi ale 
semnalului modulat în amplitudine cu o singură bandă laterala (MA-JiLU). 

13.1.3.1. Spectrul semnalului ( M A ) 

î n acest caz transformarea trebuie efectuată asupra mesajului Ax + 
-{• m(t), iar spectrul semnalului va fi: 

Sp(v)=Sl1{ar{A1 + m(t)}} (13.8) 

si 

dar 
S9(<») = a ^ f f {Aj} + 9 {m{t)}} 

9{Ai} = licAtSfa) 

9 {m{t)} = Af (<a) 

Din relaţia (13.8), ţinînd seama de acţiunea operatorului <&x dată de relaţia. 
(13.5), se obţine 

< ? » = ^ 1 [ e ^ S ( c o - cox) + e-J* 8(w + wj] + - [eJ*M(« - «i) +• 

+ e-J¥ii¥(w + wj] (13-9)* 
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3rA;S(co-co?) 

CJ, 

Fig. 13.3. Spectrul unui semnal MA. 

Reprezentarea grafică (fig. 13.3) corespunzătoare relaţiei (13.9) este si
milară cu figura 13.2, cu deosebirea că în punctele de frecvenţă - u j şi +<o2 
se notează prezenţa funcţiilor „5" deoarece purtătoarea este prezentă în tot 
domeniul t imp. . 

Dacă se notează cu QM cea mai înaltă frecvenţă din spectrui mesajului 
lărgimea de bandă ocupată de semnalul Sp{t) este egală cu 2Q,„, cu o distri
buţie simetrică faţă de frecvenţa purtătoare coj (respectiv —cox). 

13.1.3.2. Spectrul semnalului (MA-PS) 

Spectrul S(v) al semnalului cu purtătoare suprimată poate fi dedus din 
cazul precedent suprimînd în relaţia (13.9) pe A±: 

5(w) _ _ e»M(co — wx) H e-J*»M(<o + «i) (13.10) 

Lărgimea de bandă este tot 2Q.M, iar spectrul semnalului este simetric 
fată de frecvenţa purtătoare a1 (respectiv — coj,). 

' D u p ă cum rezultă din definiţia operatorului Slx{ } , spectrul 5(<o) este 
dat în fig. 13.2. 

a1{M(«)}=S,(w) 

13.1.3.3. Spectrul semnalului ( M A - B L U ) 

Dacă semnalul modulat în amplitudine cu ambele benzi laterale^ şi purtătoare 
suprimată este trecut printr-un filtru care elimină banda laterală inferioară sau 
superioară-frecventei a^ se obţine un semnal cu o singură bandă laterala 
(fig. 13.4). 
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Sj(coy 
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C(co) 
COS (CJ1 t +:cpj) 

Fig. 13.4. Obţinerea MA - BLU. 

Idealizînd caracteristica de transfer a filtrului care elimină una din benzile 
laterale se disting două cazuri: 

— în cazul eliminării benzii laterale inferioare: 
„ , . fi, pentru cox < 1 co 1 < « ! + QM i-, (co) = , ' ' ' 

[0, pentru | co | < (0^ cox + &M < 1 w 

în cazul eliminării benzii laterale superioare: 

1, pentru cox — 0 M < j co ) < cox F,(co) = 
0, pentru 1 co | < cox — Qu; cox < | co j 

(13.11) 

(13.12) 

Ţinînd seama de -elaţiile (13.6) şi (13.7) densitatea spectrală în cazul eli
minării benzii laterale inferioare este (fig. 13.5, c) 

Si+(co) = — e^M+(to cox) H e_Jt>>iM_(co COi) ;i3.13) 

; i3 .H) 

iar în cazul eliminării benzii laterale superioare (fig. 13.5, e): 

1 1 5x_(co) = — ei»»M^(to — coj -\ e~J^M+(co + co^ 

în cazul transmiterii cu o singură bandă laterală, lărgimea de bandă a spec
trului este QM şi este ceamai mică lărgime de bandă ce se poate obţine într-un 
sistem modulat care nu face apel la proprietăţile statistice ale mesajului. 

13.1.4. Reprezentarea semnalelor modulate liniar 
în domeniul timp 

în cele ce urmează se vor da reprezentările în domeniul t imp stabilite în 
mod direct pentru modulaţia în amplitudine cu ambele benzi laterale şi cu 
purtătoare (MA) şi modulaţia în amplitudine cu purtătoare suprimată-
(MA—PS), iar în cazul modulaţiei în amplitudine cu bandă laterală unică. 
(MA-BLU) se procedează la aplicarea transformării inverse Fourier spectrului 
respectiv. 

32 & 



l\Mu(^uM\MM^i) 
\S(CJ)\ 

•O 
-Ui 

h 

-CO1 

jfav-v7)}Ufc(u-v,)l 

O +CJt CJ 

-'-GJ]-(lM -CJr O +GJ] CJj+12, W 
A SH (CJ) 

+0), a 

k/j(co) 

d aS;_(cj) 

O 

Fig. 13.5. Spectrul unui semnal MA — BLU. 

13.1.4.1. Modulaţia în amplitudine (MA) 

Acest proces de modulaţie este obţinut prin transformarea ST1{A1 + 
4- m(t)} respectiv: 

sp(t) = {A-L + m(t)] cos (ajt + cp,}, pentru Ax + m(t) > 0 (13.15) 
sp(t) = 0 pentru Ax + m(t) < 0 

Dacă se notează prin a modulul celei mai mari valori (negative) a lui 
-m{t) şi notînd: 

m0(t) = — m(t) (13.16) 

avem : 
sp(t) = Ax î -

şi notînd cu a = = se obti ne: 
Ax 

m0(t) COS (tOit + tpj) 

sp(t) = At[l + <zm0(t)] cos (to^ + Şi) (13.17) 

Raportul a = se numeşte grad de modulaţie. 
y A± ' 6 
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Cînd a = 1 se spune că modulaţia este completă sau modulaţie 100°/o. 
Pentru valori ale lui a > 1 se spune că are loc o supramodulaţie şi în acest 

caz informaţia transmisă este degradată. 
Cele de mai sus sînt valabile pentru cazul cel mai general, cînd valorile de 

vîrf pozitive şi valorile de vîrf negative ale mesajului nu sînt egale, put îndlua 
orice valori (de exemplu una din ele poate avea valoarea zero). 

î n cazul particular, cînd: 
m{t) = a cos Qt, (13.18) 

expresia semnalului devine: 

sv(t) = A{\ + a. cos Qi) cos (w^ + ? 1) (13.19) 
respectiv: 

sp(t) = A cos (w^ + 91) H <xA cos [(wx — Q) t + <pj -+-

-\ cf.A cos[(co1 + O) t + <pj 

Realizarea acestei modulaţii este arătată schematic în fig. 13.6. 

(13.20) 

13.1.4.2. Modulaţia în amplitudine cu purtătoare suprimată (MA-PS) 

Dacă în relaţia (13.15) se înlocuieşte Ax = 0 şi se ridică restricţia Ax -\~ 
+ m(t) > 0, se obţine expresia semnalului modulat în amplitudine cu pur 
tătoare suprimată (MA-PS) şi anume: 

s(t) = m{t) cos (wji + <?x) (13.21) 
sau 

s(t) = am0{t) cos (co^ + epa) (13.22) 
în acest caz nu se pune problema supramodulaţiei, parametrul a din 

expresia de mai sus poate să aibă valori oricît de mari fără a se introduce 
distorsiuni. 

Pentru: 
m(t) = a cos £lt (13.23) 

se obţine: 
s(t) = a c o s D.t c o s (u>xt + <ţ>x) (13.24) 

sau: 

s(t) = — a cos [(«! — Q.) t + cpj H a cos [(cox -f- Q) ^ + <pi] (13.25) 
Zi Z> 

Realizarea principială a MA-PS este arătată în fig. 13.7. 

M E 
—i i : SJXI 

M m(t) 
x + 

J 
s/t) 

m(t) X 
«t7 

Fig. 13.6. Realizarea în principiu a MA: 
M — circuit de multiplicare; S — circuit de 

însumare. 

\COs(0Jf+{pf) 

Fig. 13.7. Realizarea în principiu a 
M A - P S : 

M— multiplicator 
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13.1.4.3. Modulaţ ia în ampl i tud ine cu bandă laterală unică ( M A - B L U ) 

Pentru a se determina expresia semnalului în domeniul t imp se va lua 
transformata inversă a densităţii spectrale date de relaţia (13.13) sau (13.14). 
Acţiunea de filtrare descrisă în § 13.1.3.3 poate fi obţinută prin multiplicări 
•cu funcţia treaptă în domeniul frecvenţă: 

u(($) = 1 co > 0 
u(u>) = 0 co < 0 

(13.26) 

Transformata Fourier inversă a acestei funcţii este 

SF-i {«(<,>)} =| - i 8(t) + -L-
2 - 2nt 

(13.27) 

Acţiunea de filtrare a componentelor laterale (fig. 13.8) poate fi scrisă 

5"1+(co) = S(co) u(— co — cox) + S(<*>) w(co — co j (13.28) 

-co, CO, OJ 

u(-co~co7) 

-OJ, o 

kSH (co) 

co, 

u (CO-CJ7) 

OJ 

•CJ-, o CJ 7 co 
Fig. 13.8. Obţinerea semnalului MA — BLU. 
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Transformata Fourier inversă a acestui spectru ne dă expresia în domeniul 
t imp a semnalului MA-BLU: 

Sl(t)=$-i{Sl+(u)} 
unde: 

5"i+(co) = S(u>) [u(— u> — <x>i) + u(a> — o^x)} 

Ţinînd seama de expresia lui S(a>) dată de relaţia (13.10) avem: 

(13.29) 

(13.30) 

f(t)&f <-> F(a> — Wi] 

/(-O - F(-«) 

si 

51+(o>) = — eicPiM(w — w:) «(ea — wx) -| e-i ' 'M(o) + co2) «(— w — wn) 

(13.31) 
Fâcînd apel la următoarele proprietăţi ale perechilor Fourier: 

(13.32) 

(13.33) 

T (13.34) 

* (13.35) 

e-J^4. (13-.36) 

(13.37) 

avem: 
x{«(« — cox)} = — 

^_ 1{«( — co — w2)} 

A plicind teorema de convoluţie: 

^ { F ^ F ^ ) } ^ / ) * / ^ ) 

8(0 + ± ei< 

1 
2 8(0 - -1" 

obţinem: 

' « - 1 {M(ii — «! )«(« — coj} = m(t) efa* * — 8$ J_ 
Ttif 

Rjffl,* ' 

ori 

iar: 

m{t) &a>< * 8(<î) e ^ ' m(-) &aJ§{t — -7) ei^e—O dr = —m(t) fei^"' 

;i3.38) 

i — m(7) eJ'°i' * — e**»»' 
" 2 - t 2 -' • J — CO t — -. 

eiwiC--) de = 

2-
unde: 

dr = i — % Unit)} &«* 
t — x 2 

! ' " ' . ) — C C * 

(13.39) 

(13.40) 

este transformata Hilbert a mesajului m(t). 
Din xele precedente rezultă: 

r*{M(w - G>'i) «(w - «*,)} = — [w(0 + j3ţ{*»#}}.] e.+ J«* (13.41) 
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în mod analog obţinem: 

SF"1{M(w + wx) u(— w - 6>x)} = — [m(t) — J9E {«*(*)}] e-i^* (13.42) 

Introducînd expresia lui S1+ (co) dată de relaţia (13.31) în relaţia (13.29) şi 
făcînd înlocuirile date de relaţiile (13.41) şi (13.42) se obţine: 

1 1 
= s1+(t)— m(t)[ei^t+^1 + e-i^'+vJ] + j — %{m{t)}[&^t+^) — e-JW+^l] 

respectiv: 
1 1 

s1+(t) = — m(t) cos (ti>it + 91) — — 9£ {m(t)} sin (co^ + <px) (13.43) 
Li Li 

Dacă am fi reţinut benzile laterale inferioare: 

Sl_(t) = — m(t) cos (a>jt + tpx) + —5C {«(/)} sin (w^ + 9 l ) (13.44) 

Din aceste relaţii rezultă: 
si+(t) + 5i-W — m(t) c o s (ai& + <?i) = s(0 

s(t) fiind semnal modulat în amplitudine cu ambele benzi laterale, fără pur
tătoare. 

Componenta: 
% {m{t)} sin (eM + ?i) 

care intervine în relaţiile (13.43) şi (13.44) se numeşte componentă în. 
cuadratură. 

Din cele precedente rezultă că transmiterea benzii laterale superioare sau. 
inferioare are ca urmare schimbarea semnului componentei în cuadratură., 

î n cazul particular cînd: 
m(t) = cos at (13.45) 

avem 

s1+(t) = — cos D.t cos (atit + cpi) H sin Q.t sin (axt + <px) (13.46) 

fiindcă ^{cos D,t} = — sin Q.L 
Relaţia (13.46) poate fi scrisă 

Si+W = Y cos [ K -Q)t + <pj (13.47) 

, , M F . . . Dacă se elimină banda laterală infe-

*; r—î r m ^ rioară -»i Ji 
Sl_(J) = — cos [(«! + O) f + <pj (13.48), 

Fig. 13.9. Realizarea MA-BLU prin Realizarea principială a MA-BLU este. 
T î l t Vri Vf* ' , . , ' ,.,A arătată în două variante în figurile 13.9 si 

M — multiplicator; F — filtru care ' ' 

asă să treacă o singură bandă laterală. 1 3 . 1 0 . 

3 3 0 



Te[m(tj\ M 
X 

a? 77/ 
YţŢJUj t + fi) 

Z + 
s7(t) 

m(t) coş(cojt+cp7) 

X 

M 
Fig. 13.10. Obţinerea MA— BLU prin transformare Hilbert: 

TH — transformator Hilbert; M — multiplicatori; S — circuit de însumare. 

13.1.5. Demodulaţia semnalelor modulate liniar 

în cele ce urmează ne vom ocupa în mod sumar de demodulaţia de înfă-
şurătoare (anvelopă) fiindcă acest procedeu nu pune probleme deosebite şi 
vom acorda mai multă atenţie demodulării de produs. 

13.1.5.1. Demodulaţ ia de înfăşurătoare 

Demodulaţia de înfăşurătoare este cel mai simplu gen de demodulaţie şi se 
aplică la MA fiindcă în acest caz înfăşurătoarea variază liniar cu mesajul. 

Considerînd un mesaj sinusoidal (fig. 13.11, a). 

sp(t) = Ai(l + a cos Q,t) cos (co^ + 91) 

înfăşurătoarea ^ ( 1 + a cos Q,t) este redată la ieşirea din demodulatorul 
din fig. 13.11, b. 

Semnalul MA-PS poate fi şi el demodulat cu un demodulator de înfăşu
rătoare dacă la recepţie se introduce o purtătoare locală p{t) de aceeaşi 
frecvenţă şi fază ca şi purtătoarea supri
mată la emisie. 

Purtătoarea locală este: 
p(t) — Ax cos («ji + ?i) 

Semnalul aplicat demodulatorului este 
sa(f) = s{t) + p(t) = m(t) cos (tajt + <pj + 

+ Alcos{alt + y1) (13.49) 
respectiv: 

sa(t) = [Ax + m(t)] cos(«^ + cpx) (13.50) 
relaţie din care se vede că dacă Ax are o 
valoare suficient de mare astfel încît A ' ; 

Ai + mffiX), d e m o d u l a t o r u l r edă mesa- F i g . 13 .11. Demodulaţia de înfăsurâ-
lul mt)- " toare. ' 

sp(t) C R Aj+rnit) 

331 



Şp(ţ)(MA-PS) p(i) 
Fig. 13.12. Inserarea purtătoarei pentru 

demodularea de înfăşurătoare. 

în fig. 13.12 este arătată schematic 
reintroducerea purtătoarei suprimate. 

Pentru demodularea de înfăşurătoare 
a semnalului MA-BLU se introduce pur
tătoarea locală p[t) şi se obţine: 
sd(t)=m(t)cos(<x>tt-fcp1)-\-%{m(t)}sm(c^1i + 

+ ?i) + A\ cos (coţ* + 91) 
sau 

13.51} 

Sa(t) = [Ai + m(t)] cos ( « ^ + 9l) + %{m{t)} sin (w^ + ? ] ) (13.52) 

Primul termen reprezintă un semnal MA care poate fi demodulat cu un demo
dulator de înfăşurătoare, iar termenul în cuadratură reprezintă un semnal 
perturbator (introduce distorsiuni). 

Dacă Ai + m(t)ş>%{m{t)} 
distorsiunile sînt neglijabile. 

în fig. 13.13 este arătată introducerea purtătoarei. 

13.1.5.2. Demodulaţia de produs 

Neajunsurile demodulaţiei de înfăşurătoare, în cazurile semnalelor (MA-
PS) şi (MA-BLU), pot fi înlăturate dacă demodulaţia se face prin intermediul 
unei noi modulaţii, analoage celei de la emisie, urmată de o filtrare. 

Presupunem că la emisie s-au făcut transformări (respectiv s-a făcut o 
modulaţie) conform schemei din fig. 13.14, a. 

î n funcţie de caracteristicile filtrului -Fi(co), semnalul la ieşire va fi cu 
ambele benzi laterale, sau cu o singură bandă laterală. 

Transformările efectuate la recepţie sînt indicate în fig. 13.14, b. 

/ 

Tj(t)(MA-BLU) iXt) 
Fig. 13.13. Introducerea purtătoarei în semnalul MA— BLU: 

•StfW — semnalul rezultant MA. 

M 
m(t) 
M(cu) X s&) 

Fj 

S(co) J l S7(co) 

WOs(CJ;ti-<pr) 

M fb 
X J l S,(a) 
X J l 
.. i 

COS H-t+9 o) 

^~ 
L(OJ)=M(U) 

a 
Fig. 13.14. Modulaţia MA-PS sau MA-BLU: 

a — emisie; b — recepţie. 
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S-au notat cu « 0 şi 90, frecvenţa şi faza purtătoarei generate local. 
Asupra semnalului recepţionat, al cărui spectru este 5x(co) se aplică ope

ratorul Si0 şi apoi operatorul de filtrare F0(ci>) şi se obţine: 

' L{o>) =3l0{S1{o>)}F0(o)) (13.53) 

Amintim că transformata H0 îşi are echivalentul S"0, adică multiplicarea 
semnalului recepţionat cu purtătoarea locală cos (a>0t -f- ş0). 

Se presupune că filtrul F0(co) este un filtru trece-jos ideal, cu t imp de 
întîrziere nul, respectiv: 

F0((,)={2' P e n t ™l«i^o (1354) 
[0, pentru O0 < [ w j 

Modulul funcţiei de transfer a fost luat 2 pentru a obţine un coeficient 
unitate al mesajului demodulat, după cum se va arăta în cele ce urmează. 

î n relaţia (13.54) Q0 este frecvenţa de tăiere a filtrului şi este necesar să 
satisfacă relaţia: 

QM<Q0<»i"—"Qjî7 (13.55) 

unde Q.M este cea mai înaltă frecvenţă din spectrul mesajului, iar cox este 
frecvenţa purtătoare. 

Se consideră la început cazul cînd i7i(w) = 1 pentru orice w (respectiv, 
nu apare filtrul la ieşirea din modulator) şi co0 = coj, cpo = 91-

în acest caz Si(co) = S(u>) şi transformările de la recepţie şi de la emisie 
sînt identice: ] 

în conformitate cu definiţia operatorului §[0 se poate scrie: 

«o{S(«)}= — [eJ-5(to - OH) + e-J9.S(w + «])] (13.56) 

dar conform relaţiei (13.10): 

5(w) = — [&*M(<* — Oi) + e-i?>M(co + wx)]. 

înlocuind expresia lui S"(co) în relaţia (13.56) rezultă: 

S«o{5(co)î = — [<S**M(co - 2t0i) + 2M(w) + eriVflffa + 2wJ] (13.57) 

Dacă frecvenţa de tăiere a filtrului F0(u>) satisface relaţia (13.55), la 
ieşirea din filtru se obţine: 

L(w) = Sî0{S(co)}FoH = M{a) (13.58) 

deoarece componentele superioare sînt filtrate de F0{u>). 
î n fig. 13.15 se arată schematic operaţiile de translaţie 3i0 şi filtrare F0(co). 
Din relaţia (13.58) rezultă că recuperarea mesajului l(t) = m(t) se face 

fără distorsiuni. 
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r
T\M(oj+coj)\ 

-OJt 

±\M(oj+or)\ ^_,\ 

\m\ 
UM(aj-&>j)\ 

O (K>< 

\\M(CJ)\ 

A 

co 

lr\M(cJ-CJ;)\ 

-Zoo, -Uj O co, 2cjt 

kFn(C0) 

Fig. 13.15. Translaţia spectrului. 

CJ 

î n cazul general, cînd transformarea R0 de la recepţie nu este identică cu 
transformarea de la emisie Ru din cauză că frecvenţa sau faza purtătoarei de 
la recepţie diferă de cea de la emisie, mesajul demodulat va fi: 

I(co) =ao{51(<o)}J?
0(co) (13.59) 

unde 
S1(o>)=S(o>)F1(o>). 

în cele ce urmează se vor examina două cazuri şi anume: cazul cînd am
bele benzi laterale sînt transmise şi cazul cînd se transmite numai o bandă 
laterală. 

• Transmisia cu ambelî benzi laterale şi cu purtătoare suprimată (MA-PS). 
î n acest caz: 

şi deci 

La recepţie rezultă: 

M S » } 

Fj(co) = 1, pentru orice w 

51(«) = S(w) 

1 
[ê oSXco — w0) + e~if'S(u> + w0) [13.60) 
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Ţinînd seama de expresia lui 5(co) dată de relaţia (13.10) se poate scrie: 

$o{S(w)} = —[>'*• ei*'M(o - % - w0) + e^» e-fo M(co + % - oi0) + 

_j_ &-m eJ*»M(w — « i + to0) + e-wo e-'«» M(<o -£>«! + <o0)] (13.61) 

Luînd în considerare acţiunea filtrului F0(<i>), care elimină componentele 
superioare, se obţine: 

L(<a) = F0(«) a0{5(to)} = — [ei(^-^)ikf(o + « i — co0) + 

_|_ e-i(*»-(P')M(co — coi + w0)] 

Notînd cu coA = w0 — « i diferenţa între frecvenţele purtătoare de la 
emisie şi recepţie, şi cu <pA = cp0 — 91 diferenţa între fazele purtătoarelor, se 
obţine: 

I(co) = — [e]!PAiW(co - <aA) + e~]tPAM(co + coA)] (13.62) 

sau trecînd în domeniul timpului, respectiv aplicînd transformarea Fourier 
• nversă asupra ambilor termeni, rezultă: 

/(/) = — [e e m(t) + e a e w(*)] 

/(£) = w(/) cos (coA£ + cpA), sau 

l{i) = m(2) cos [(co0 — toi) £ + 90 — 91] (13.63) 

In legătură cu această relaţie se disting următoarele cazuri: 
• Dacă <x>0 = « ! şi 90 = cpx, rezultă l(t) = w(£). In acest caz se face de

tecţie sincronă. Mesajul este recuperat fără distorsiuni. 
• Dacă «o = wi şi o0^o1, rezultă l(t) = m(t) cos (90 — 9^. Transmisiunea 

se face şi în acest caz fără distorsiuni, însă mesajul demodulat este mai mic 
decît în cazul precedent. 

• Dacă (o0 = « i şi 90 — 91 = (2k + 1) —, unde k este întreg, rezultă 

l{t) = 0. 
în cazul în care diferenţa de fază între purtătoarea de la recepţie şi cea de la 

emisie este un multiplu impar de —, semnalul la ieşirea din demodulator este 

nul. Această proprietate este extrem de utilă pentru că permite să se realizeze 
două canale de transmisiune pe aceeaşi frecvenţă (fig. 13.16) sau permite 
eliminarea la recepţie a unui semnal nedorit avînd aceeaşi frecvenţă ca sem
nalul dorit. 

• Transmisiune cu bandă laterală unică (MA-BLU). î n acest caz filtrul 
de la emisie F ^ M ) elimină una din benzile laterale. Se presupune că se eli
mină banda laterală inferioară: 

Su(<*>) = — [ei«p>M+(co - Wl) + e-i».tf.( f f l + Wl)] (13.64) 
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m7(t) M 
X 

mJt) f—1 

T x 
M 

Cffsţcojt+ffî) 

Fig. 13.16. Transmisiune cu modulaţie în cuadratură. 

La recepţie se face transformarea: 

&0 {5i+(w)} = — [ew«e^M+(co — <ox — M0) + e»° e r l ^ M ^ u + coi — o>0) -f 

+ e - » e i ' ' . ¥ + ( u — coj -j- w0) + e-J?» e--><*\M_(G) + u i + &><>)]• 

Ţinînd seama de acţiunea filtrului F0(u>) se obţine: 

L(a) =FoJl0{5i(«)} = — [e+JC*»-^)M'_(co + wj — w0) + 

-j- e-i(*»-*i)ikf+(co — cox + w0)] 
şi utilizînd aceleaşi notaţi i : 

i(to) = - l [e+JtPAM_(« - co&) + e~3"AM+(a + eoA)] (13.63) 

Ţinînd seama de § 13.1.4.3 se poate scrie: 

l(t) = — m(t) cos (o>J + <pA) %{?«(/;)} sin ( o j + <pj (13.66) 

Aceasta este expresia generală a unui semnal (MA-BLU) demodulat prin 
demodulaţie de produs. 

Dacă s-ar fi trimis banda laterală inferioară, expresia mesajului după de
modulaţie ar fi fost : 

1 1 l(t) = — m(t) cos {<*'$ + cpj H %{m(t)} sin (u>J + oA). (13.67) 

Din relaţiile (13.66) şi (13.67) se vede că în cazul general, cînd « A .#0 
apar distorsiuni importante datorită faptului că mesajul transmis m(t) după 
demadulare apare multiplicat cu cos («A£ + cpA); precum şi datorită faptului 
că apare componenta în cuadratură. 

î n cazul particular, cînd coA = 0, însă cpA^0, relaţia (13.66) devine: 

l(t) = — m(t) cos <pA -| %{m(t)} sin qjA (13.68) 
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In acest caz distorsiunile sînt date numai de componentele în cuadraturâ. 
La transmisiunile de vorbă sau de muzică se poate considera că apariţia 

termenului care conţine transformata Hilbert a mesajului nu introduce dis
torsiuni perceptibile de ureche, fiindcă nu introduce frecvenţe noi (adică frec
venţe care să nu fie cuprinse în spectrul lui m{t)). 

î n cazul tansmisiunilor în care interesează să se reproducă exact forma 
mesajului transmis, transformata Hilbert introduce distorsiuni deoarece 
%{m(t)\ în general diferă mult de m(t). Pentru a elimina distorsiunile este 
necesară o demodulare sincronă în care «A = 0, şA = 0. 

13.1.6. Perturbaţii în sistemele de modulaţie liniară 

Se vaconsidera în primul rînd cazul perturbaţiilor produse de interferenţe, 
acela al perturbaţiilor produse de zgomotul de fluctuaţii şi apoi acela al distor
siunilor. 

13.1.6.1. Interferenţe în sistemele cu modulaţie liniară 

în cele ce urmează se va considera, pentru simplificarea analizei, că atît 
semnalul util, cît şi semnalul de interferenţă nu sînt modulate, calculul putînd 
fi extins fără dificultăţi principiale şi la semnale modulate. Se vor lua în 
considerare două situaţii şi anume aceea la care demodulaţia se face cu demo
dulator de înfăşurătoare şi aceea la care demodulaţia se face cu demodulator 
de produs. 

• Interferenţe în (MA) cu demodulatoare de înfăşurătoare. Se notează 
semnalul util cu: 

s1{t) = A1e^t, (13.69) 
iar semnalul perturbator cu: 

s-,{t) = A2ei»Ş. (13.70) 
La intrarea în demodulator se aplică semnalul sumă recepţionat: 

r(t) = sx(t) + s2(t) = Ax 0^' + A2 &<*>> = A x &<*>•> 
A 

1 -L Zii eJ(o>|-»i)« 
Ax 

'13.71) 

Se presupune că semnalul de interferenţă este mai mic decît semnalul 
util, adică: 

At 

Diferenţa între cele două frecvenţe se _,. _^ p 
n o t e a z ă c u coA = w2 — <x>v . . • ,'' ^^^*p^ 

Cu aceste notaţii relaţia (13.71) de- ^/_,-"-"""""^ /j \ 
vine: ^-7r~"'~7 /\\w£t 

r(t) = A1&<^\\ + ae A] (13.72) O / j U—I-J.—_. 

Expresia din paranteză se reprezin- \ / 
tă prin fazorul OP care are modulul \ / 
(fig. 13.17): ^ - _ _ _ - - ' ' 

OP = Vi + a 2 + 2 a COS ioj (13 .73) Fig. 13.17. Efectul unei interferenţe. 
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iar argumentul 
a sin ta A ... _,, 

0 = arc tg ^ (13.74) 
1 -\- a cos <aAt 

înlocuind în relaţia (13.72) se obţine: 

r(t) = Ax 4 1 + af+ la cos taAt ei(Wl'+0) (13.75) 

Amplitudinea semnalului sumă r(t) este: A{t) = Ax4\ + a2 + 2a cos <*At (13.76) 

Dezvoltînd în serie şi reţinând numai primii doi termeni se obţine: 

A(t)szAi(î + s c o s u l ) = Ax + A2cosoAt (13.77) 

unde s-a considerat « « 1 . 
Pentru a calcula raportul semnal/perturbaţie, să considerăm că semnalul 

uti l Si(t) este modulat sinusoidal: 
m(t) = M cos Q.t 

iar semnalul perturbator nu este modulat. 
în acest caz înfăşurătoarea A{t) dată de relaţia (13.77) devine: 

A(t) ^Ax + M cos Q.I + A2 cos oyj (13.78) 

Presupunem că frecvenţa perturbatoare coA < Q,M, unde D.M este cea 
mai mare frecvenţă din spectrul mesajului şi deci egală cu banda de trecere 
a filtrului de la ieşirea din sistem. 

Raportul semnal perturbaţie la ieşire este 

S \ putere mesaj la ieşire m- putere perturbaţie la ieşire 
respectiv 

5 \ (STcosTS)5 M2 

;i3.79) 

P )e (A 2 COS (6At)2 ={^m=«m <-» 
M 

unde a = este gradul de modulaţie. 
Ax 

Din această relaţie rezultă că pentru a avea un raport semnal/perturbaţie 
cît mai mare în cazul MA, este necesar să se lucreze cu grade de modulaţie mari 

• Interferenţe în (MA-PS şi MA-BLU) cu demodulatoare de produs. 
Să considerăm întîi cazul MA-PS. Semnalul recepţionat este: 

r(t) = m(t) cos (a>xt + ? 1) + p(t) cos (o2t + ? 2) (13.81) 

unde: p(t) cos (co2t + <p2) este semnalul perturbator. 
Dacă demodulaţia este sincronă, coA = 0 şi oA = 0, la ieşire se obţine 

semnalul: 
l(t) = m(t) + p(t) cos [ («! - a j t + v ! - <p2] (13.82) 

Se vede că dacă frecvenţa perturbaţiei w2 = wx, atunci prin reglarea fazei cpi 
iz .a modulatorului se poate obţine c?x — <p2 — — şi în acest caz perturbaţia la 

ieşire este nulă. 
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în cazul MA-BLU semnalul recepţionat este: 

r(t) = m{t) cos (<0]£ + 91) + % {m(t)} sin (<î>xt + cpx) + 

+ p{t) cos (co32f + (p2) (13.83) 

Dacă demodulaţia este sincronă wA = 0 şi q>A = 0 semnalul la ieşire con
form rel. (13.66) multiplicat cu 2 este: 

l(t) = wt(̂ ) + >̂(2) cos [(cox — «2) * + <pi — ?2] (13.84) 

Spre deosebire de cazul precedent, în acest caz interferenţa nu poate fi-
anulată deoarece faza purtătoarei locale de la recepţie nu poate fi modificată 
fără a introduce distorsiuni date de componenta în cuadratură. 

Evaluarea raportului semnal/perturbaţie în cazul interferenţelor în 
sistemele MA-PS şi MA-BLU este dificilă şi nu duce la concluzii practice-
şi în consecinţă expunerea ei este omisă. 

13.1.6.2. Zgomote în sistemele cu modulaţie liniară 

Sistemele cu modulaţie în amplitudine sînt foarte sensibile la perturbaţii 
de impulsuri fiindcă acestea modifică substanţial parametrul amplitudine 
prin care se transmite informaţia. 

Aceste perturbaţii nu pot fi descrise matematic în vederea găsirii căilor 
de reducere a lor. î n consecinţă, singura modalitate simplă de reducere a 
acestor perturbaţii este introducerea în receptor a unor limitatoare avînd 
ca prag de limitare, valoarea de vîrf a semnalului util . 

Zgomotele de fluctuaţii afectează şi ele substanţial sistemele cu modu
laţie în amplitudine, însă sînt importante numai în sistemele cu lărgime de 
bandă mare în domeniul frecvenţelor foarte înalte, unde perturbatiile de-
impulsuri sînt neglijabile. 

Sistemele în care zgomotele de fluctuaţii sînt importante sînt în general, 
sisteme cu demodulaţie de produs. 

• Zgomotele de fluctuaţii în sistemele cu demodulaţie de produs. Zgo
motul de fluctuaţii în conformitate cu § 7.19.3.2 relaţia (7.312) are expresia. 

x(t) = a(t) cos <p(/) (13.85) 

Sistemele cu purtătoare sinusoidală care fac obiectul acestui capitol 
sînt sisteme de bandă îngustă. î n consecinţă, în conformitate cu relaţia (7.179) 
se poate scrie: 

9(t) = ait + ®(t) (13.86) 
deci 

x(t) = a(t) cos [cM + 0(0] (13.87): 

Evaluarea rapoartelor semnaljperturbaţie la MA-PS 
Semnalul recepţionat este: 

r(t) = s(t) + x{t) = m(t) cos (Wl2 + ? 1) + «.(t) cos [att + $(*)] (13.88) 

Puterea semnalului perturbator poate fi calculată în funcţie de densi
tatea sa de putere spectrală. Dacă considerăm că zgomotul este alb p(a) = 7Y0>. 
puterea zgomotului în banda de trecere a sistemului B este: 

Pi = N0B (13.89> 
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up(cj) Considerînd că QM este cea mai 
înaltă frecvenţă din spectrul me
sajului, B = — 2DJf, puterea zgo-

n M ir, 
a l-K 

O) 
moţului este 

ILIMZ0 

unde: 
Fig. 13.18. Acţiunea demodulatorului de pro

dus asupra zomotului. Zo 
4TÎ 

N0 

;i3.90) 

;i3.9i) 

Dacă presupunem că la demodulare w0 = co1; dar 90^91 semnalul la 
ieşirea din demodulator este: 

l(t) = m(t) cos (90 — 91) + a.(t) cos (90 — O) (13.92) 

Ţinînd seama de faptul că demodulatorul efectuează numai translaţii 
de spectru, densitatea spectrală a zgomotului la ieşire este 2Z0 (fig. 13.18). 
Lărgimea de bandă la ieşirea din filtrul demodulatorului este D.M, deci puterea 
zgomotului la ieşire este: 

P e = 2OMZ0 

Rezultă că puterea perturbaţiilor nu este modificată de demodulator Pe = Pt. 
Din cele precedente se pot calcula rapoartele semnal/perturbaţie la 

intrarea si la ieşirea din demodulator: 

iar 

5^ 
'intrare 

m2(t) cos2 (eajtf -f- 91) 
2L1MZQ 

mz{t) cos2 (90 — 9O 

m\t) (13.93) 

(13.94) 

;i3.95) 

I ieşire ^*&M0 

Se defineşte un factor de îmbunătăţire p care arată efectul procedeului 
de demodulaţie asupra raportului semnal/perturbaţie la ieşire. 

p = p VP) 
* /ieşire \ ± Jintrare 

Ţinînd seama de relaţiile (13.93) şi (13.94) avem: 
P = 2 cos2 (90 - 9x) (13.96) 

Valoarea maximă este atinsă cînd 90 = ox şi în acest caz prin demodulare 
se realizează o creştere de două ori a raportului semnal/perturbaţie. 

Evaluarea raportului semnal/perturbaţie la MA-BLU. 
Presupunem că la demodulare a>0 == «1 şi 90 = 91- în acest caz demo

dulatorul face numai o translaţie de spectre fără a mai exista însă supra
puneri aşa cum a fost cazul la MA-PS. 

Rezultă că rapoartele semnal/perturbaţie intrare-ieşire nu se modifică: 

\ *• / mirare \ •*- /teşir 

1 ^ ( 7 ) 

LÎMZQ 
(13.97) 
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fiindcă în conformitate cu relaţia (13.66) semnalul util la ieşire este: 

l(t)=:j-m(t) 

Factorul de îmbunătăţire în acest caz este p = 1. 
Rezultă că MA-BLU nu prezintă avantaje în privinţa stabilităţii la per

turbaţii, însă este utilizată în toate aplicaţiile unde economia de spectru este 
factorul esenţial. 

13.1.6.3. Distorsiuni în sisteme cu modulaţie liniară 

Distorsiunile în sistemele cu modulaţie liniară provin din: 
— neliniarităţi ale caracteristicii de amplitudine; 
— trecerea semnalului modulat prin canale cu parametrii variabili; 
— modificări ale modulului şi fazei componentelor spectrale ale semnalului. 
Prima categorie de distorsiuni în general este neglijabilă. A doua categorie 

este importantă numai în cazul unor canale radioelectrice în care intervin 
fenomene de propagare aleatoare. 

A treia categorie de distorsiuni este curentă, legată de reglarea necores
punzătoare a circuitelor liniare din canal. 

Cele mai importante distorsiuni provin din atenuarea nesimetrică a com
ponentelor semnalului modulat în cazul MA şi MA-PS fiindcă la aceste tipuri 
de modulaţie spectrul semnalului este simetric. 

9 Componente spectrale simetrice şi antisimetrice. Dacă A0 cos iaQt este 
purtătoarea, perechea de componente laterale (fig. 13.19): 

• A\ cos [(«o + O) t + cpj 
A2 cos [(«o — Q.) t + «pj 

se numesc simetrice dacă: 
Ax = A2 ? 1 = - o2 (13.99) 

şi se numesc antisimetrice dacă 
Al = Ao ? 1 = — 92 + u (13.100) 

în legătură cu componentele laterale menţionăm următoarele proprietăţi: 
1. însumarea unor componente simetrice cu purtătoarea dă un semnal modulat 

în amplitudine (fig. 13.19, a) 
s(t) = A0 cos M0t-JrA1 cos [(co0 + Q) t + (Oi]+Ax cos[(w0 — £1) t — <pj (13.101) 

sau 

s(t) = A0 cos <A0t + 2.4 x cos (D.t -f 

+ 91) cos «o^ (13.102) 

sau 

s(t) = A0[l-\-tx. cos (D.t + Oi)} cos u>0t 

(13.103) 
IA 

unde a = -—- este gradul de mo- \ a 
A Fig. 13.19. însumarea de componente: 

aUlaiie. a —simetrice; b —antisimetrice. 
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,So 

Fig. 13.20. 
însumarea de componente 

nesimetrice 

Din relaţia (13.102) se vede că ultimul termen 
reprezintă o componentă în fază cu purtătoarea, care 
însumată cu purtătoarea produce modulaţia în am
plitudine. 

2. însumarea purtătoarei cu o pereche de com
ponente antisimetrice dă naştere unui semnal cu am
plitudine variabilă şi cu fază variabilă 

s(t) = A0 cos o0t + Ax cos [(«o + O.) t + <pj — 
— Ai cos [(«o — Q) t — <pj (13.104) 

sau 
s(t) = ^40 cos to0£ — 2̂ 4 x sin (fltf+cpij sin <x>0t (13.105) 

Termenul al doilea din relaţia (13.105) reprezintă componenta în cua
dratură cu purtătoarea (fig. 13.19, b). Componenta în cuadratură este cauza 
variaţiei fazei semnalului rezultant. 

3. Orice distribuţie nesimetrică de benzi laterale poate fi considerată ca 
suma unor componente simetrice şi a unor componente antisimetrice. 

Să considerăm perechea de componente laterale nesimetrice: 

Bi cos [(co0 + a)t + 8] 

Bx cos [(«9„ — Q) t — 6] 

(13.106) 

(13.107) 

unde B1^B2(iig. 13.20). 
Suma acestor componente poate fi descompusă într-o sumă de componente 

.simetrice şi o sumă de componente antisimetrice: 

Bx cos [(«o + O) t + 8] + B, cos [(co0 — O.) t — 0] = 

= As cos [(co0 + O) t -f eps] + As cos [(co0 — O) t — <ps] + 

+ Aa cos [(co0 + D.)t + 9 a] - ,lBcos [(«o - O) < - «pj (13.108) 

unde .4, reprezintă amplitudinea componentelor simetrice şi Aa a celor anti
simetrice. 

Din relaţia (13.108) se obţine: 

A, = UB1 

Aa = j(B1 

5 , 

Ba 

(13.109) 

(13.110) 

os = oa (13.111) 

Ţinînd seama de cele de mai sus, o distribuţie nesimetrică ca cea din 
fig. 13.21, a poate fi descompusă în componente simetrice (fig. 13.21, b), şi 
componente antisimetrice (fig. 13.21, c). 

Să considerăm cazul unei transmisiuni cu o bandă laterală parţial supri
mată, reprezentată schematic în fig. 13.22, a. 

în fig. 13.22, b sînt reprezentate componentele simetrice, iar în fig. 13.22, c 
componentele antisimetrice. Se vede că suma lor dă spectrul iniţial 
(fig. 13.22, a). 

La rîndul lor, componentele simetrice pot fi descompuse în componente 
de aceeaşi amplitudine (fig. \2>.22,d şi e), 
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Prezenţa componentelor antisimetrice în sistemele cu modulaţie de ampli
tudine produce distorsiuni fiindcă, după cum s-a văzut, apare o variaţie a 
fazei semnalului rezultant care face ca amplitudinea acestuia să nu mai fie 
proporţională cu mesajul modulator. Această afirmaţie este valabilă în toate 
cazurile în care se face demodularea de anvelopă. 

13.2. Modulaţia în unghi (exponenţială M.E) 

Modulaţia în unghi — respectiv în frecvenţă, M.F., sau în fază M.O. 
este o modulaţie neliniară. Ea are avantajul că permite o amplificare de putere 
cu dispozitive neliniare, din cauză că parametrul amplitudine nu transmite 
informaţie. Pentru aceleaşi motive şi stabilitatea la perturbaţii este mai bună, 
perturbaţiile modificînd într-o mică măsură frecvenţa sau faza semnalului 
transmis. în cele ce urmează vom reprezenta semnalul M.E. sub formă expo
nenţială : 

s{t) = E0 ei+W (13.112) 
unde : 

6{t) = o>0t + k9m(t) (13.113) 
în cazul modulaţiei de fază M.<D şi 

ty(t) = uQt + kX m(x) dx (13.114) 
Jo 

în cazul modulaţiei de frecvenţă M.F. 
în continuare vom considera sensibilităţile modulatoarelor k„ şi kf egale 

cu 1. 
în cazul M.O. faza ty(t) variază liniar cu mesajul m(t), iar în cazul M.F. 

frecvenţă instantanee variază liniar cu mesajul 

dt 
= co0+m(/) (13.115) 

13.2.1. Modulaţia în unghi cu mesaj sinusoidal 

Să considerăm mesajul: 
m{t) = M cos OJ (13.116) 

unde O«w 0 . 
Deviaţia maximă a fazei o notăm cu: 

Ăo = kQM = M (13.117) 

iar deviaţia maximă a frecvenţei cu: 
Aoo = ktM == M (13.118) 

Cu aceste notaţii, semnalul modulat în fază este: 
s,.{t) = E0 eJ("V-A¥cosn/i ( 1 3 119) 

:S1 

i \coJ+ -~?-sin fii ] 

s^) = £0e l -1 ' (13.120) 
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Dacă notăm cu (3 indicele de modulaţie, în cazul M.O. avem (3 — Acp, iar 

în cazul M.F. (3 = 
O 

Cu această notaţie, semnalul: 
, • . s{t) = £ 0 ei'V eJPsin9 , (13.121) 

este un semnal M.<i> dacă 0 = Q,t -l 
2 

şi este un semnal M.F, dacă 6 = Cit. 
Dacă se ţine seama de expresia funcţiei generatoare a funcţiilor Bessel 

iK) = E j,(*)r 
« = — 00 

(13.122) 

unde ]n(x) este funcţia Bessel de speţa I şi de ordin n, şi dacă se face înlo
cuirea z = ei6 se obţine: 

&x i n 6 = E J«(^)ei9" (13.123) 

Ţinînd seama de relaţia (13.123), relaţia (13.121) devine, înlocuind x = (3; 

unde : 

î n cazul M.<1)., 

iar în cazul M.F., 

sW = £o E J.(P) ei(w°'+*9) 

W = ~- CO 

J-»(W = (-i)"J„(P) 
£2£ iar: 

5,(0 = E 0 £ J»(P)ei("»+-0->i 

Ji z= —co 

= Qtf + — iar 
2 

Ât)=Eo E J,(P) 

(13.124) 

(13.125) 

(13.126) 

(13.127) 

în fig. 13.23 sînt prezentate funcţiile Bessel de speţa I în funcţie de argu
mentul (3. 

Examinînd această figură constatăm că pentru un anumit indice de 
modulaţie (30 purtătoarea se anulează, iar pe măsură ce ordinul n creste 
JB((3) scade, adică scad componentele 
laterale din spectrul semnalului M.O. 
sau M.F. 

Ţinînd seama de micşorarea com
ponentelor laterale, lărgimea de bandă 
ocupată de semnalul modulat în unghi 
poate fi considerată cu mare aproxi
maţie, ca fiind: 

B = 2(p + 1)Q (13.128) 
Dacă 3 » 1 avem 

£ = 2|3Q (13.129) 

care în cazul M.O. devine B = 2AcpQ, F i g 1 3 33. Variaţia funcţiilor Bessel cu 
iar în cazul M.F. devine Bf = 2Aw. indicele'de modulaţie. 
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Dacă pentru Q,M, cea mai înaltă frecvenţă pe 
care voim să o transmitem, avem aceeaşi lărgime 
de bandă pentru ambele tipuri de modulaţie, 
2Ao> = 2A<pQ,f, rezultă că pentru Q.<C1M, B<f<B/; 

»?t cu alte cuvinte în acest caz semnalul M.O. nu ocupă 
/1 toată lărgimea de bandă disponibilă (2A<pQM) 

/ / fapt care este un dezavantaj deoarece zgomotul 
ocupă în permanenţă această lărgime de bandă, 
deci raportul semnal/zgomot în cazul M.O. este 
mai redus decît în cazul M.F. 

Spre deosebire de modulaţia liniară, la mo
dulaţia exponenţială puterea semnalului modulat 
este constantă: 

P = W)=Ş~ f) Jî(«=-Ş- (13.130) 
relaţie care rezultă din ortogonalitatea funcţiilor 
exponenţiale şi din relaţia (13.122) pentru z= 1: 

Fig. 13.24. Modulaţia în unghi 
cu două componente laterale. E im = i '13.131) 

• Modulaţia în unghi cu indice de modulaţie mic. Dacă indicele de modu
laţie (3^1, lărgimea de bandă a semnalului modulat în unghi devine : 

B = 2Q (12.132) 

adică aceeaşi ca şi în cazul M.A., cu deosebirea că una din cele două componente 
laterale este decalată cu % faţă de cazul M.A. (fig. 13.24). 

Pentru valori foarte mici ale lui (3 relaţia (13.124) devine: 

s(t) = £0[Jo(0) + Jx(0) eJ9 - Jx(0) e-i6] eW (13.133) 

care justifică relaţiile de fază din fig. 13.23. 

13.2.2. Modulaţia în unghi cu un mesaj format dintr-o sumă 
de sinusoide 

Fie mesajul dat de relaţia: 

m (t) = E a * c o s ( ^ + <p») 
A = l 

respectiv 
M 

I 
k=i 

1>(0=EP, sin0, 

[13.134) 

[13.135) 

unde 0, = Q,kt -f <pt -| , pentru M.$. 

si 
Qk = D.kt + cşk, pentru M.F. 
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înlocuind pe Q(t) se obţine: 
M 

j S 3* sin 6* 
s{t) = E0 e*>iot e *=1 

M 

s(t) = E0 eW 11 
*=1 

CC 

E J«*(P*) e**9* 

(13.136) 

sau: 
M r ce 

(13.137) 

Din analiza acestei expresii se poate vedea că spectrul semnalului ME 
în acest caz este extrem de complex, intervenind pe lîngă armonicele frec
venţelor de modulaţie toate combinaţiile posibile de forma ± n^i ^ 
± w2Q2 ± . unde %, w2... etc. pot fi orice numere întregi. î n acest caz, spec
trul semnalului în general nu este simetric faţă de frecvenţa purtătoare. 
în spectrul semnalului ME apar atît componente simetrice cît şi componente 
antisimetrice. Cînd are loc o modulaţie complexă poate să apară o însumare 
de componente simetrice cu componente antisimetrice, din care să rezulte 
componentele nesimetrice. 

O componentă laterală oarecare din relaţia (13.137) are amplitudinea: 

şi este situată faţă de puitătoare la un ecart egal cu 

Q = n1D,1 + nzQ,2 + ••• + nM£iM (13.139) 

Cu aproximaţie se poate considera că cele mai mari valori ale indicilor nk 
din relaţia (13.138) sînt 

nk = pfc + 1 (13.140) 

Pentru valori mai mari ale indicilor nk, amplitudinile corespunzătoare 
pot fi neglijate. 

Dat fiind că nk daţi de relaţia (13.140) sînt cei mai mari indici ce trebuie 
luaţi în considerare, cu totul aproximativ se poate spune că lărgimea de 
bandă este: 

M M M 

B = 2 ] [ > A = 2 £ (fc + 1)0, = E B« (13.H1) 

adică lărgimea de bandă este aproximativ egală cu suma lărgimilor de bandă 
obţinute dacă se modulează succesiv cu componentele mesajului. 

13.2.3. Modulaţia în frecvenţă cu mesaje continue 

Pentru transmisiunea cu mare fidelitate a mesajelor continue se idilizează 
aproape în exclusivitate modulaţia de frecvenţă (M.F.) deoarece permite 
utilizarea unor amplificatoare de putere cu caracteristică amplitudine intrare 
— amplitudine ieşire, neliniară şi are o mare stabilitate la perturbaţii. Modu
laţia în fază, pentru motivele arătate în § 13.2.1, are o stabilitate mai mică 
la perturbaţii şi nu este în general utilizată la transmisiuni de mesaje continue. 
Ea este însă extensiv folosită la transmisiuni de date. 
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în fig. 13.25 este reprezentat lanţul de transmisiune al unui sistem cu 
M.F., în care sînt arătate şi caracteristicile idealizate ale limitatorului şi ale 
discriminatorului. 

î n legătură cu acest sistem de transmisiune, vom studia problema dis
torsiunilor şi problema perturbaţiilor. 

13.2.3.1. Distorsiuni în sistemele cu M.F. 

Notăm cu H(<A0) funcţia de transfer a sistemului de la ieşirea din osci
latorul M.F. la intrarea în discriminator, echivalentă cu un filtru trece-bandă. 
Dacă lărgimea de bandă a lui H(a) este suficient de mare ca să nu atenueze 
componente importante ale semnalului M.F., putem spune că ne găsim în 
regim cuazistaţionar. în acest caz, răspunsul sistemului la un semnai M.F. 
se obţine înlocuind frecvenţa fixă co0 cu frecvenţa instantanee co, variabilă 
în timp în funcţie de mesaj. 

Fie u(t) semnalul la intrarea în i?(w): 

dacă: 
u{t) ,Jo (x) dx 

iî(co) = p(co) ei't") 

(13.142) 

(13.143) 
atunci semnalul la ieşire va fi: 

v(t) = p(co)eU o J (13.144) 
Fiindcă demodularea se face prin evaluarea frecvenţei instantanee (mesa

jul la ieşire din demodulator este proporţional cu frecvenţa instantanee a 
lui yifj), vom calcula frecvenţa instantanee a lui v(t). 

dcofw) dco 
COj = CO -\ r-±-J-

dco ăt 
do(co) 

(13.145) 

sau notînd cu t 
dco 

timpul de tranzit şi scoţînd în evidenţă că co este 

variabil, co = co0 + m(t) se obţine: 

co, = co0 + m(i) + T 
âm(t) 

(13.146) 
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Din această relaţie se vede că dacă T este constant, nu se introduc dis
torsiuni neliniare. 

Pentru a evalua distorsiunile liniare, într-un caz simplu, considerăm că 
mit) = AM cos 0.1. î n acest caz avem: 

«j = w0 + Aw cos Q,t + AM • T- O sin Oi! ;i3.147) 

Se vede că dacă T Q « 1 distorsiunile liniare sînt neglijabile. Condiţia 
TQ(<(1 este una din condiţiile de lucru în regim cuazistaţionar. 

î n concluzie putem afirma că dacă în domeniul de frecvenţă în care 
semnalul M.F. are componente importante (adică în banda de frecvenţe 
B = 2(!3 -4- l ) O v = 2Aw, faza funcţiei de transfer variază liniar cu frecvenţa, 
nu vom avea distorsiuni. Această cerinţă se realizează în practică mult mai 
uşor decît o liniaritate a caracteristicei de amplitudine. ; 

Urmează acum să vedem în ce condiţii nu se introduc distorsiuni în pro
cesul de demodulare. Să presupunem că avem un circuit care are funcţia 
de transfer: 

D{a>) = p(co) ei* (13.148) 

unde: ———-= C, este o mărime constantă, iar fază este constanta k. 
dco 

Dacă <a = « 0 + «(0> dezvoltînd în serie avem: 

D(co) = D(co0) + m(t) D ' (« 0 )= D(co0) 1 + m{t) D'(coo) 1 

D{<*o) 
(13.149) 

fiindcă derivatele de ordin superior ale lui D(v>) sînt nule.. 

mărime constantă, avem: 

D(to) = D(«0) [1 + Km(t)] 

Notînd — 1 ^ L ~ K, mărime constantă, avem: 
0(coo) 

(13.150) 

Dacă la intrarea circuitului aplicăm semnalul M.F. care are ca frecvenţă 
instantanee pe co = w0 + m(t), la ieşire se obţine: 

y(t) = D{a) e 
\a0t+ \ m[x)ăx\ 

respectiv: 
j a„l +\m(x) ăx-i-h 

y(t)=D(o>0)[l+Km(t)]eL J o J 

(13.151) 

(13.152) 

Acest semnal este aplicat unui detector liniar de amplitudine, care nefiind 
sensibil la variaţii de fază, dă la ieşire un semnal proporţional cu m(t), deci 
se recuperează semnalul fără nici un fel de distorsiune. Un astfel de demodu
lator se numeşte discriminator liniar. 

în concluzie putem spune că pentru a avea distorsiuni cît mai mici în 
procesul de demodulare, demodulatorul real trebuie să se apropie cît mai mult 
de discriminatorul liniar ideal care are o funcţie de transfer cu un modul 
care variază liniar cu frecvenţa şi o fază constantă şi care este urmat de 
un detector liniar de amplitudine. Pentru a menţine constantă amplitudinea 
semnalului aplicat discriminatorului, acesta este totdeauna precedat de un 
limitat or. 
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13.2.3.2. Per turbaţ i i în sistemele cu M.F. 

î n cele ce urmează vom examina perturbaţiile produse de interferenţe 
de zgomotul de fluctuaţii şi de zgomotul de impulsuri. 

• Perturbaţiile produse de interferenţe. Presupunem pentru început că 
semnalul util cît şi perturbaţia nu sînt modulate. î n acest caz semnalul 
recepţionat este: 

r(t) = E0 e*»»' + A &<•* (13.153) 

unde primul termen reprezintă semnalul util, iar al doilea, semnalul pertur
bator. 

Ţinînd seama de cele stabilite în § 13.1.6.1, şi anume de relaţiile (13.75) 

si (13.76) în care punem: a = — si Ax = E0, avem: 
E0 

r(t) = A(t) e«^'+e) (13.154) 

Fiindcă « « 1 relaţia (13.74) poate fi scrisă: 

0 = a sin <AAt (13.155) 
unde coA = co2 — <*>i. 

Dar discriminatorul nu sesizează decît frecvenţa instantanee a semnalului 
recepţionat r(t): 

w i = w i + awA cos (£At (13.156) 

Rezultă că perturbaţia produsă de o interferenţă este cu atît mai mare cu 
cît aceste mai mare. Dacă însă coA > Q.M, cea mai înaltă frecvenţă din spectrul 
mesajului, respectiv frecvenţa de tăiere a filtrului trece-jos de la ieşire, 
perturbaţia la ieşire este nulă. 

Dacă semnalul util este modulat v>x = o 0 + m{t) i a r perturbaţia are 
valoarea maximă, atunci frecvenţa instantanee, respectiv semnalul la ieşire 
(considerînd sensibilitatea discriminatorului egală cu unu) este: 

at = co0 + m(t) + aD.M cos D.Mt (13.157) 

Raportul semnal/perturbaţie este: 

\P) (ai 
m\t) _ 2m2(t) 

(13.158) 

HtJffl^ffî 
iClM cos ClMt)2 a2^ 

sau considerînd un mesaj sinusoidal m(t) = Aco cos O^ avem: 

P. 
indicele de modulaţie $M fiind în general mult mai mare decît unu, se 
un raport semnal/perturbaţie mult mai mare decît în cazul M.A. 

Faptul că perturbaţia creşte cu diferenţa de frecvenţă coA face ca metoda 
accentuării şi dezaccentuării a frecvenţelor înalte să fie foarte eficientă la M.F. 

La emisie componentele înalte ale mesajului sînt accentuate (fig. 13.26), 
iar la recepţie sînt dezaccentuate, astfel încît să nu se distorsioneze sem
nalul util. 
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{,ACJ >ACJ 

O 
n o a 

Fig. 13.26. Caracteristicile de accentuare şi de dezaccentuare. 

Perturbaţiile care pătrund în canal, la recepţie, vor fi atenuate de dispo
zitivul de dezaccentuare, mărindu-se în felul acesta raportul semnal/pertur-
baţie. 

• Perturbaţiile produse de zgomotul de fluctuaţii. Presupunem că zgo
motul de fluctuaţii la intrarea în receptor are o densitate de puere con
stantă p(o) = N0 şi vom face apel la rezultatele obţinute mai sus. în acest 
scop notăm coA = Q şi considerăm că zgomotul de la intrare, produs în jurul 
frecvenţei w0 + O şi w0 — O în intervalul 8 0 (fig. 13.27) este echivalent 
cu o interferenţă de aceeaşi putere: 

— A2 = 2Z0S(O) (13.160) 

unde multiplicarea cu 2 provine din faptul că toate componentele la o dis
tanţă j ; Q de frecvenţa centrală co0 au efecte care se însumează 

6Cl 

W77m 
co0-a 

sa 
CJ 

CJ, 'o on+Cl /n/rare 
• 

i 

1 
r/4 e 

j(co0+a) 

CJ-

OJn "oJn+O. wfrore 

a Ci cos Cit 

a 

.SQ\ 

^777777777, 

/esire 

a 
0 7wm /es/re 
Fig. 13.27. Echivalarea zgomotului de fluctuaţii cu interferenţe elementare. 
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în conformitate cu relaţia (13.156), în care « i = M0, interferenţa de ampli

tudine A produce la ieşire perturbaţia aQcos Cit, de putere: AP = — s2Q2, 

care poate fi echivalentă cu un zgomot cu o D.S.P. f(Q.), astfel încît avem: 

l a 2 n 2 = ^ ( 0 ) S ( 0 ) (13.161) 

A Din această relaţie si din relaţia (13.160) tinînd seama că a = se obţine 

17 
^ ( a ) = - f a 2 (13.162) 

Puterea zgomotului în întreaga lărgime de bandă QM de la ieşire este: 

P 
7 rciM i 7 
'±\ ' D 2 dO = ±±±Q*M (13.163) 2 l 3 FI V ' ^•0 .0 ° ^ 0 

Raportul | — j la ieşire este: 

Considerînd w(^) = Aco cos O^, avem: 

p j e l n , J 4Z0nM
 r~ 4z0aM 

Pentru a evalua raportul semnal/perturbaţie la intrare, presupunem 
că 2nB = 2Aco şi avem: 

ă ' \ t E Î El (13.166) 
P )i 2A«Z0 4AwZ0 

Factorul de îmbunătăţire a raportului semnal/perturbaţie este: 

' 5 

P = ^ ^ - = 3[B2 (13.167) 

~P 

Fiindcă în general (3»1, rezultă că M.F. este o metodă foarte eficientă 
pentru a obţine rapoarte semnal/perturbaţie ridicate. 

î n obţinerea rezultatelor de mai sus s-a făcut ipoteza că puterea semnalului 
este mult mai mare decît puterea perturbatiei. Dacă semnalul util nu depă
şeşte un anumit prag, raportul I-— j în loc să fie mărit este micşorat extrem 

de mult. 
Aproximativ putem să considerăm că pragul M.F. este dat de relaţia: 

Ps = kPN (13.168) 
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respectiv: 

Ps = ~ E% = 2Z0A«, 

unde PiV este puterea zgomotului, iar kfa 10. 
Pentru Ps < 10 P ^ perturbaţiile la ieşire cresc foarte mult. 
9 Perturbaţiile date de zgomotul de impulsuri. în conformitate cu cele 

stabilite în § 7.19.3, relaţia (7.306), receptorul poate fi considerat un filtru 
ideal trece-bandă, dacă la intrarea lui avem zgomot de impulsuri. Rezultă că 
dacă receptorul este acordat simetric, astfel încît frecvenţa centrală con să 
coincidă cu frecvenţa de nul a discriminatorului, perturbaţia Z,(f), de frecvenţă w0 
în cazul ideal, nu va produce nici un semnal la ieşirea din demodulator. 

13.2.3.3. Metode de demoduîare care reduc pragul în M.F. 

Modulaţia în frecvenţă este eficientă numai dacă semnalul depăşeşte 
un anumit prag care depinde de zgomotele din canal. Printre metodele de 
reducere a acestui prag, cele mai utilizate sînt: sistemul cu compresie de 
spectru prin reacţie negativă şi sistemul cu buclă cu calare de fază (PLL). 

• Sistemul cu compresie de spectru este arătat în fig. (13.28), unde s-au 
reprezentat şi semnalele utile, zgomotul fiind omis în scopul simplificării 
expunerii principiului de funcţionare. Prezenţa limitatorului ne permite să 
considerăm toate amplitudinile egale cu „ \ " . 

Semnalul util la intrare, considerînd m(t) = Aco cos £lt este: 

j " o H 
s(t) = e 

Semnalul cu care se face mixarea este 

- sin Cit 
113,169) 

— j (C00—<Oi)t — 
Ă A C O ' 1 

s^t) = e l n J (13.170) 

unde: wi este frecvenţa intermediară, adică frecvenţa centrală a amplifi
catorului; k = kxk2', ki fiind sensibilitatea discriminatorului, iar k-z fiind 
sensibilitatea oscilatorului M.F. 

•p0t+~sinnt) Aco' j]?it+^sinCii] 

s(t) 
X 
r 

SAtj 

sjt) 

Amp/ff. freci/. 
COy 

.jfoo-coi^Aj^'wnt] 

Osc. 
MF 

L/m. 
(//sen 

kjâco'cos fit 

h*-
Fig. 13.28. 
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Semnalul de frecvenţă intermediară este: 

st(t) = l ° j (13.171) 

Aw' fiind deviaţia de frecvenţă ce provine din comprimarea lui Aw prin 
reacţia negativă realizată de oscilatorul modulat în frecvenţă. 

Fiindcă 
sŞ) = s(t) su(t) (13.173) 

avem 
Au - M u ' = Au' (13.173) 

respectiv 
Au 

Au' 
1 + & 

(13.174) 

Rezultă că deviaţia de frecvenţă a semnalului la intrare este comprimată 
de \-{-k ori şi deci şi lărgimea de bandă a receptorului, respectiv a amplifica
torului de frecvenţă intermediară, este comprimată în acelaşi raport: 

B' 
B 

1 +k 
(13.175) 

Dacă se analizează sistemul cu reacţie negativă în prezenţa zgomotului, 
se constată că raportul semnal/perturbaţie la ieşire este acelaşi ca şi în cazul 
fără reacţie negativă, dar pragul este micşorat. 

• Sistemul cu buclă cu calare de fază (P.L.L.) este arătat în fig. 13.29. 
El se compune dintr-un multiplicator, dintr-un filtru trece-jos şi dintr-un 
oscilator comandat în tensiune O.C.T. 

Oscilatorul comandat în tensiune este definit de relaţia: 

ue = u0 + ke{t) (13.176) 

unde coe este frecvenţa instantanee a oscilatorului, u0 este frecvenţa liberă 
(pentru e(t) = 0), e(t) este tensiunea de comandă, iar k este sensibilitatea 
O.C.T. 

Semnalul la intrare în demodulator (neglijînd zgomotul) este: 

s(t) cos i (x>0t -\- \ m(x) dx 13.177) 

Semnalul oscilatorului comandat în tensiune este: 

Lim. 

P0 
FTJ ?(t) c(t) = cos 

OCT 

(^>ot + k V e(x) dx -j- — 

Fig. 13.29. Demodulator cu PIX. 

2 
(13.178) 

(rotirea fazei cu — fiind necesară după 

cum se va vedea în cele ce urmează) 
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Produsul s(t)c(t), după eliminarea armonicei a doua (respectiv la ieşirea 
din filtru), este proporţional cu: 

sau: 

e(t) = cos 

e(t) = sin 

t ct 
m(x) dx — k\ e(x) dx-] 

2 

\ m(x ) dx — k\ e(x) dx 

(13.179) 

;i3.180) 

Dacă e(t) este foarte mic, şi argumentul funcţiei sinus este foarte mic, 
putem scrie: 

\ m{x) dx -r k\ e(x) dx^ 0 

respectiv 

e(t) = - mit) 
k 

; i3. i8i) 

(13.182) 

deci semnalul la ieşirea din F.T.J. al buclei P.L.L. este proporţional cumesajul. 
Lucrul acesta nu este surprinzător fiindcă e(t), modulînd oscilatorul, trebuie 
să conţină informaţia din semnalul M.F. recepţionat. 

în legătură cu acest tip de modulator trebuie să menţionăm că prezenţa 
unui limitator la intrare, care anulează toate variaţiile amplitudinii semnalului 
recepţionat, îmbunătăţeşte mult raportul semnal] perturbaţie la ieşire. 

Filtrul trece-jos trebuie să aibă o lărgime de bandă egală cu 0 M deoarece 

trebuie să permită transmiterea tuturor componentelor lui e(t) = — m(t). 
k 

Filtrul suprimă şi toate componentele de zgomot care se găsesc în afara benzii 
2Q.M centrată pe frecvenţa co0. 

Această reducere mare a zgomotului face ca pragul, pe ca.re trebuie să-l 
depăşească semnalul util, să fie foarte mic. Valoarea acestui prag este la nivelul 
întîlnit la receptoarele M.F. convenţionale, în cazul ipotetic că acestea ar 
avea o lărgime de bandă de 2Q.M a amplificatorului de frecvenţă intermediară. 

Raportul semnal/perturbaţie rămîne însă aproximativ acelaşi deoarece 
căderea zgomotului este însoţită de o micşorare a semnalului util (de k ori). 

Eficacitatea circuitului P.L.L. ca detector a informaţiei conţinută în 
frecvenţă sau în fază provine în esenţă din faptul că el efectuează o corelaţie 
mutuală de „termen scurt" între semnalul recepţionat şi cel produs local. Semnalul 
util, plus zgomotul este multiplicat cu semnalul oscilatorului comandat în 
tensiune, iar filtrul trece-jos efectuează o operaţie de integrare de „termen 
scurt" — respectiv de durată mică. 

13.2.4. M.F. utilizată în transmisiuni de date 

în multe aplicaţii (telegrafie cu deviaţie de frecvenţă, modulaţie de 
impulsuri cu purtătoare modulată în frecvenţă e tc) , semnalele transmise 
sînt impulsuri. în cele ce urmează se va trata cazul cel mai simplu, cînd 
se face modulaţie în frecvenţă cu impulsuri periodice dreptunghiulare, aşa 
cum se arată în fig. 13.30. 
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Fig. 13.30. MF cu deviaţie de frecvenţă. 

Deviaţia de frecvenţă este Aco, frecvenţa de repetiţie O, iar indicele de 

modulaţie R = . Tinînd seama că variaţia semnalului modulator mit) 

este cea dată în fig. 13.30, a, expresia lui O(f) este (fig. 13.30) 

0(2) = T m{l)ăl (13.183) 

însă 
mit) = Aco, pentru < t < — 

4 4 
T 3T 

m(t) = — Aco pentru — < t < 
4 4 si rezultă: 

O(0 = RO.t, pentru < t < — 
4 4 

O(0 = TCp - gfî/, pentru — < < < — 
4 4 

Semnalul modulat este: 
s(£) = E0 eto>* eJ»(*) 

(13.184) 

;i3.185) 

(13.186) 
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Dezvoltînd în serie funcţia perio

dică I de perioadă r = —- j : 

co 

emn= J> Cn&nat (13.187) 
n = — co 

se obţin coeficienţii: 

C = 
Q>M + n -

sine <PM — n — 

'13. l i 

r unde: <D„ == BQ — = — B 
2 2 

înlocuind se obţine: 

C„ = 

il^Ml 

Fig. 13.31. Spectrul semnalului MF cu va
riaţie de frecventă. 

sme Ş"® ; 13.189} 

Deci semnalul dat de relaţia (13.186), ţinînd seama de relaţia (13.188) 
şi (13.189), este: 

s(t) = E0 ei".* J^ 
B 

H - sine — (B — n) &,m (13.190) 

După cum se vede din această relaţie, componentele laterale sînt simetrice 
faţă de purtătoare şi amplitudinile cele mai mari le au componentele pentru 
care n = 8. Frecvenţa acestor componente este oi0 -fc « î i = wo ± B£î = 
= COo ± Att. 

Rezultă că energia este concentrată în jurul frecvenţelor co0 ± AOJ, unde 
apare un regim aproape staţionar (fig. 13.31). 

Un spectru asemănător se obţine şi atunci cînd semnalul modulat este 
format dintr-o succesiune aleatoare de impulsuri rectangulare, respectiv 
cînd este o secvenţă de date: 

unde: 
s(t)=E0el J° ' (13.191) 

(13.192) 

an = ± 1 corespunde secvenţei de date, iar p(t — nT) este un impuls rec
tangular de durată T si înălţime 1. 

în acest caz binar spunem că avem de-a face cu o modulaţie de frecvenţa 
bivalentă". 

13.2.4.1. Demodularea semnalelor M.F. cu secvenţă de date 

Demodularea utilizată în acest scop este de mai multe tipuri, din care 
menţionăm: 

© Demodularea cu discriminator liniar, menţionată în § 13.2.3.1, se obţine 
utilizînd un circuit cu o funcţie de transfer al cărei modul variază liniar cu 
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Discriminator 
///r/ar 

Detector 
///7/'ar 

Fig. 13.32. Demodulator cu discriminator liniar. 

m 
—* 

frecvenţa, iar faza este constantă, şi un detector liniar. Caracteristicile 
demodulatorului cu discriminator liniar sînt arătate în fig. 13.32. 

• Demodularea prin detectarea trecerilor prin zero, arătată în fig. 13.33, 
se obţine limitînd semnalul M.F. astfel că la ieşirea din limitator se obţin 
impulsuri de o durată egală cu perioada semnalului. 

în succesiunea de intervale T se obţin impulsuri de durată diferită cores-
punzînd secvenţei de date {—1, 1} , respectiv semnalelor de frecvenţă w0 — Aw 
şi w0 + Aox 

Limitator Diferenţia tor \M Redresor Gen. /'mp. d FTJ e 
d(t) 

7_ 

n 

T 
- « c 
- ^ _ . _ _ «sS ' * -i J 

b -r I I I I I I l 
I I I I I I I I 

c I I I I I I I I I I I I I I I 

rf I I I I I I I I I I I I I I I 

Fig. 13.33. Discriminator cu detectarea trecerilor prin zero. 
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e(t)=d(t) 

t=nT 

Fig. 13.34. Demodulator cu detector diferenţial. 

Pentru a obţine impulsuri de aceeaşi durată, astfel încît în intervalele T 
să varieze numai numărul lor, se face o diferenţiere apoi o redresare şi cu 
impulsurile rezultate se comandă un generator de impulsuri de durată egală. 
Prin integrarea acestor impulsuri într-un filtru trece-jos se obţine la ieşire 
un semnal direct proporţional cu frecvenţa semnalului aplicat la intrarea 
demodulat orului. 

• Demodularea cu detector diferenţial este arătată în fig. 13.34. 
Semnalul recepţionat este înmulţit cu replica sa întîrziată cu T şi apoi 

trecut printr-un filtru trece-jos. 
Semnalul la intrare, este: 

s(t) cos 

întîrziat cu T este: 

s(t 

<£0t + <\d( x) dx ;i3.193) 

T = COS "o(^ — T) + 
fi—C 

dx (13.194) 

Făcînd produsul s(t) s(t — T) şi eliminînd armonica a doua se obţine 

e(t) = cos COQ-: d(x) di (13.195) 

dacă W0T = —, aproximînd sinusul cu arcul, în cazul în care este foarte 

mic, se obţine: 
e(t)oţd{t) (13.196) 

Acest tip de demodulator dă rezultate bune în canalele cu dispersie mare. 

13.2.5. Modulaţia în unghi polivalentă pentru transmisiuni de date 

în scopul măririi debitului de informaţie, pe care îl vom numi debit 
de biţi, fără a mări viteza de semnalizare, se utilizează canale care acceptă 
mai mult de două simboluri. Dacă sursa este binară şi canalul este polivalent 
(are mai multe simboluri), trebuie să facem o codare, în sensul că unui grup 
de simboluri ale sursei, respectiv unui cuvînt d,e cod, facem să-i corespundă un 
simbol din alfabetul canalului. 

în acest caz, debitul binar al sursei, măsurat în biţi, s^1 nu mai este egal 
cu viteza de semnalizare (rapiditatea modulaţiei), măsurată în baud 

(o succesiune de impulsuri de duratăT are o viteză de semnalizare de — baud). 



Dacă alfabetul canalului are M = 2" simboluri, sursa binară va fi codi
ficată în cuvinte de n biţi. în cazul acesta, unei viteze de semnalizare de 

V = — baud îi corespunde un debit binar de N = nV biţi s"1 

T 

13.2.5.1. M.F. pol ivalentă 

Să presupunem că cele M simboluri din alfabetul canalului sînt M semnale 
sinusoidale de aceeaşi durată T şi aceeaşi energie: 

sn(t) = A cos (co„* + 8J O^t^T (13.197) 
unde n = 1, M. 

Dacă faza Qn este cunoscută la recepţie, spunem că avem o recepţie 
coerentă. 

Dacă faza Qn nu este cunoscută, ea avînd o distribuţie uniformă (între 0 
şi 2~), recepţia se numeşte necoerentă. 

Pentru a separa la recepţie semnalele sn{t), se impune condiţia ca ele să 
fie ortogonale: 

rt TA2 

\ Sn(t)Sm(t)dt=~rSnm (13.198) 
Jo 2 

Din condiţia de ortogonalitate (transpusă în domeniul frecvenţă) rezultă 
că distanţa minimă între frecvenţele semnalelor: a>a — j wK — o>m |, n^m, 
trebuie să satisfacă condiţia &aT^2- pentru a putea separa semnalele. 
Deci, lărgimea de bandă minimă care trebuie asigurată este aproximativ 

T 
In cazul unei transmisiuni bivalente, în aceeaşi lărgime de bandă B, se 

poate lucra cu deviaţii de frecvenţă mai mari, deci se poate obţine o mai bună 
stabilitate la perturbaţii. 

# Recepţie coerentă, în acest caz receptorul optimal (adică receptorul 
care minimizează probabilitatea erorii) este un receptor cu corelalori. în 
fig. 13.35 este arătat un asemenea receptor, în care operaţia de corelaţie este 

! 
i 

Fig. 13.35. Receptor optimal — recepţie coerentă. 
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F/7tre adapfofe 
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Def. 
a/71/. 

Def. 
anv. o N 

t~nT 

S 

A/ege 
cel 
mai 

mare 

1 
Fig. 13.36. Receptor optimal — recepţie necoerentă. 

sH(i) 

realizata cu ajutorul unor filtre adaptate. în cazul recepţiei coerente, recep
torul cunoaşte 0n şi, în consecinţă, filtrele sînt adaptate la semnalele cunoscute 
sjt). Ieşirile din filtrele adaptate sînt eşantionate la momentele nT şi cir
cuitul ele selecţie 5 alege valoarea cea mai mare, de exemplu la ieşirea din 
filtrul Sj şi decide că s-a transmis semnalul sk(t). 

9 Recepţia necoerentă. în acest caz faza 6B fiind o variabilă aleatoare 
deci necunoscută la recepţie, filtrele nu mai pot fi adaptate la forma semnalu
lui s,,iî). Dar fiindcă variaţiile de fază nu afectează anvelopa semnalelor, 
filtrele se adaptează la forma anvelopei (vezi [2] pag. 265). După aceste filtre 
se face o detecţie de anvelopă şi se selectează răspunsul cel mai mare. Recep
torul optimal în acest caz are structura arătată în fig. 13.36, unde filtrele 
adaptate au funcţia de pondere 

h{t) = P(T t) cos cofc t (13.199) 
unde este funcţia rectangulară 'de durată T şi înălţime 1. 

13.2.5.2. M.<|>. polivalentă 

Să presupunem că debitul sursei este de IV bit s_1 (este o proprietate a 
sursei) şi că viteza de semnalizare este V baud (proprietatea canalului). 

pentru a adapta debitul de biţi al sursei la 
acesta trebuie să aibă M 

In conformitate cu § 13.2.5 
viteza de semnalizare maximă admisă de canal 
simboluri: 

JV 

M = 2m = 2V 

® în cazul modulaţiei polivalente de fază, semnalul modulat 
venţă de date {dk. = 4; 1} poate fi scris sub forma: 

Î(0 = Re{AJ2p{t-nT)eiia^ 
\ n 

cu o sec-

(13.201) 

{?«} sînt unde p(i) este un impuls rectangular de durată T şi înălţime 1, iar 
fazele care corespund alfabetului cu M litere al canalului şi care sînt puse 
în corespondenţă cu cuvintele de cod. 
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Expresia de mai sus se poate scrie: 

s(t) = A^2p(t — *iT) cos cpM cos <i>0t + A J~) j>(t — wT) sin cp„ sin u>0t 
(13.202) 

sau notînd: an = cos cpra şi 6B = sin <pre avem: 

s(/) = A YJ anp{t - nT) cos u0t + AY) KP(* — nT) s i n ^ (13.203) 
n n 

# Dacă modulaţia este bivalentă (cazul M = 2): 

9. = ± Y iar & » = sin (± YJ = ± ! 
astfel încît relaţia (13.203) devine: 

s(t) = A £ bnP{t — nT) sin oV (13.204) 

Densitatea spectrală de putere (D.S.P.) a semnalului s(t) este egală cu 
D.S.P. a secvenţei aleatoare anp(t — nT), translatată în jurul frecvenţei w0. 

D.S.P. a unui semnal aleator binar a fost expusă în § 7.20.1.1 şi conform 
relaţiei (7.344) unde a = T, avem: 

qs(a) = A2T sine2 (co - w0) — (13.205) 

Considerînd că lărgimea de bandă ocupată de semnal este dată de lăr
gimea lobului principal (fig. 7.53) avem: 

B = — (13.206) 

Pentru a înlătura componentele spectrale date de discontinuităţile de 
fază (care măresc în mod inutil spectrul semnalului), la intrarea în canal 
se conectează un filtru de bandă care atenuează aceste componente. în acest 
caz însă nu se mai menţine constantă amplitudinea semnalului şi se preferă 
utilizarea unor circuite care „netezesc" discontinuităţile de fază -J-;A<p 

în cazul bifazic A<p = -
. 2 . 

în acest caz relaţia (13.211) poate fi scrisă sub forma 

s(t) = A cos [a0t + Q(t)] (13.207) 
unde: 

CO 

8(0 = ] C ?«/(* - nT) P1- (n - 1) T < t<nT (13.208) 

este funcţia de „netezire" a discontinuităţilor de fază cpB, în general de forma 
„cosinus ridicat". 

Modulaţia bivalentă se obţine cu un modulator de produs, aşa cum se 
vede în fig. 13.37. Datele i(2) se aplică sub formă de semnale polare. Simbo-

„ . lului „l" îi corespunde faza <px = 0, 
. . 7 Z7 ——-*>/^x\--—i- respectiv semnalul (̂2!) sin «0^ iar sim-

V l l / bolului „0" îi corespunde faza cp2 = jt, 

•
—-'— — f . respectiv semnalul ^(/) sin (w0iî -f re). 

Presupunînd că receptorul are ace-
Fig. 13.37. MO bivalentă, modulatorul. eaşi referinţă de fază ca şi emiţătorul, 



s(t) 
X FTJ c/(t) 

2 sin co0 t 

Fig. 13.38. M<D bivalentă, demodulator sincron. 

receptorul optimal este un receptor coerent, respectiv un demodulator de produs 
aşa cum se vede în fig. 13.38. 

Recepţia coerentă este utilizată cînd canalul este suficient de stabil, astfel 
încît să nu introducă variaţii mari ale fazei semnalului transmis. Majoritatea 
canalelor nu îndeplinesc însă această condiţie. Se poate însă considera că pe 
intervale scurte, cum ar fi durata T a unui simbol, variaţiile de fază să fie 
neglijabile. î n acest caz, se poate concepe un sistem în care referinţa de fază 
să fie dată de faza semnalului precedent. în felul acesta, la recepţie nu se mai 
evaluează valoarea absolută a fazei, ci numai diferenţa de fază faţă de semnalul 
precedent. Un astfel de sistem se numeşte cu „demodulare diferenţială" sau 
demodulare prin „comparare de fază". 

Pentru a elimina ambiguităţile de fază (de ex. între simbolurile 0 şi 0 
sau 1 şi 1 diferenţa de fază este aceeaşi), secvenţa de date este codificată 
după următoarea regulă: 

K=-JnŞ:b^i (13.209) 
unde cn sînt simbolurile generate de sursa {0, 1}, iar bara are ca semnificaţie 
negaţia. 

Primul simbol codat b0 se alege arbitrar. 
Dacă simbolul bt este „0", îi alocăm de ex. cp̂  = 0, respectiv se transmite 

semnalul cos oi0t. 
Dacă simbolul bt este „l", îi alocăm cp,- = TT şi se transmite semnalul 

cos (<x>0t -f- TC) = — cos a0t. 
Receptorul are structura arătată în fig. 13.39, unde T este o întîrziere 

egală cu durata unui semnal. 
Receptorul, prin multiplicarea semnalului recepţionat cu replica sa, 

întîrziata cu un tact şi integrarea de termen scurt, realizată de filtrul trece-jos 
care elimină armonica a doua, face de fapt o autocorelare de termen scurt. 

Fie;. 13.39. Demodulare diferenţială. 
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Semnalul recepţionat în absenţa zgomotului, conform relaţiei (13.207) 
şi considerînd că /(/) este funcţia rectangulară, devine 

s(t) = A cos (cod + tpj {n—l)T<i^nT (13.210) 

unde faza on corespunde simbolului bn prin convenţia făcută. 
La ieşirea din demodulatorul de produs (considerînd A = 2) se obţine 

semnalul 
e{t) = cos (cpB — ?B_i) (13.211) 

Dacă 
hn + 6«-i = 1 atunci wn — <p„_x = 0, iar e(£) = 1 

^» + &«-i = 0 atunci cp„ — cp^ = TE, iar e(t) == — 1 

Din relaţia (13.209) rezultă: 

13.212) cre = ?, 0 ^_ i 

relaţie care permite decodarea după următoarea regulă, dacă: 
e(t) >0^bn + bn_1= l=>cn = 0 

e(t) <0=>bn + bn_1 = 0^cn = 1. 

Această operaţie se realizează în blocul de decizii arătat în fig. 13.39. 
Stabilitatea la zgomote a sistemului cu demodulare coerentă este mai scăzută 

decît aceea a sistemului cu recepţie coerentă. 
• Cazul M + 4. Pentru a mări debitul binar, simbolurile generate de 

sursă se grupează în cuvinte de două simboluri, obţinîndu-se astfel un debit 
binar de două ori mai mare decît viteza de semnalizare. 

Modularea cuadrivalentă este reprezentată în fig. 13.40. 
Succesiunea de simboluri binare este grupată în cuvinte de două simboluri, 

notate cu A şi B. Prin intermediul unui comutator, primul simbol A se aplică 
modulatorului de produs P1} iar al doilea simbol B se aplică modulatorului P2-
Ieşirile însumate dau naştere la un semnal cos (w0̂  -4- <pM), unde cpffl ia valorile 
+ 45°, —45°, +135°, —135°, în funcţie de valorile lui A si B, conform 
fig. 13.40. 

+tf5° A 

AB... Comut. 
Dafe serie 

Comut. 

-
B 

Fig. 13.40. Modulare cuadrivalentă. 
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m-(£ ) *" : < - /? (£ ) *" : < - /? 

•s(t) 
i 

1 

) *" 

•s(t) 
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1 

) *" 

% i 

— » • 
Comut 

i (C^IS % i 

— » • 
Comut 

AB.„ 
5 — » • 

Comut 
dafe ser/e 

T 
»J s \ » 

" J 5 •M s / " J 5 

Fig. 13.41. Demodulare coerentă cuadrivalentă. 

î n cazul recepţiei coerente se utilizează două modulatoare de produs, aşa 
cum se vede în fig. 13.41, la ieşirea cărora se obţin semnale proporţionale cu 
cos CD„, în conformitate cu tabelul alăturat : 

Faza lui s[t) 
Codul binar Semnul la ieşirea 

din: Ieşire date 
Faza lui s[t) 

A B Dem. A Dem. B A B 

+ 45° 
- 45° 
+ 135° 
- 135° 

1 1 
1 0 
0 1 
0 0 

+ -4-

+ 

1 1 
1 - 1 

- 1 1 
- 1 - 1 

Şi în cazul acesta (M == 4) se poate realiza o demodulare diferenţială, în 
conformitate cu schema arătată în fig. 13.42. 

Analiza acestui demodulator (şi a codificării necesare la emisie) este o ex
tindere a cazului M = 2. 

• Cazul M = 8. în practică se foloseşte şi sistemul cu M = 8; în acest 
caz lungimea cuvintelor care se codifică este egală cu 3, iar debitul de biţi este 
de trei ori mai mare decît viteza de semnalizare în canal. 

«y(z u) 

(x) JFTJ I—». D 

— ! Z > ^ i 

[90 T 
FTJ 

Fig. 13.42. Demodulator diferenţial pentru M = 4. 

d(t) 
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Dacă se doreşte să se mărească şi mai 
mult debitul de biţi, pentru a nu se micşora 
prea mult diferenţa de fază între semnale, 
aceasta se menţine la valoarea de 45°, 
însă se introduc 5 nivele diferite ale am-
plitudinei semnalului (fig. 13.43), decise 
obţin în felul acesta 16 litere pentru alfa
betul canalului. Ca urmare, lungimea cu
vintelor codificate va fi de patru biţi, iar 
debitul de biţi de patru ori mai mare 
decît viteza de semnalizare a canalului. 

13.2.5.3. Operaţ ia de bruiaj şi debruiaj 

Dacă în şirul de date generate de 
sursă apare o structură formată dintr-un 
număr mare n de simboluri identice (0 

sau 1), atunci se obţine un semnal de durată Tn = nT, a cărui energie 
este concentrată pe un domeniu îngust de frecvenţe, cu atît mai îngust cu 
cît Tn este mai mare. Aceste concentrări pot să producă perturbaţii (distor
siuni, diafonii) şi din această cauză trebuie evitate. 

Lucrul acesta se face prin bruiaj-debruiaj aşa cum s-a arătat în §12.3.5.1. 

Fig. 13.43. Modulaţie în fază şi în am
plitudine. 

13.3. Recuperarea informaţ ie i pr ivind frecvenţa 
şi faza purtătoarei 

După cum s-a văzut, recepţia coerentă are nevoie de o purtătoare cu 
aceeaşi frecvenţă şi fază cu cea de la emisie. 

Informaţia privind frecvenţa şi faza este conţinută chiar în semnalul util 
sau este transmisă printr-un semnal auxiliar care acompaniază semnalul util. 
Este important ca pentru transmiterea informaţiei privind frecvenţa şi faza 
purtătoarei să se utilizeze o putere cît mai mică. Metodele de recuperare a 
informaţiei de frecvenţă şi de fază sînt foarte numeroase. în cele ce urmează 
vom expune una din cele mai simple metode. 

• Metoda directă de recuperare. La metodele directe de recuperare, 
informaţia privind frecvenţa şi faza purtătoarei este conţinută în semnalul 
transmis. 

Să presupunem că semnalul transmis este un semnal modulat în ampli
tudine cu purtătoarea suprimată MA-PS: 

s(t) = m(f) cos (o>ii! ? i ; ;i3.213) 

Pentru a mări componentele semnalului care conţin informaţia căutată, 
semnalul este ridicat la pătrat şi procesat, aşa cum se vede în fig. 13.44. 

Semnalul ridicat la pătrat , notat cu a{t), după unele transformări elemen
tare poate fi scris: 

<t{t) = — m2(f) -j m2(t) cos (liajt + 2?1) (13.214) 

366 



sit) 

r 
i 

- j 
i 
i 

Demodulator de }.. 
produs \ i 

i 
i 
! 
i 

( y 
cit) a(t) FTS bit) L/m. 
cit) D/v. 

t 
2 

FTS bit) L/m. D/v. 
t 
2 eit) = 

=kcos (a7t+ <Pj) 
Fig. 13.44. Metodă directă de recuperare a purtătoarei. 

Prin filtrarea trece-sus (F.T.S) se elimină componentele de frecvenţă joasă 
si se obţine: 

b(t) • m2(t) cos (2ctit -f 2^! (13.215) 

După limitare se elimină variaţiile date de m2{t) şi se obţine 

c(t) = A cos (2<y^ + 2cpx) (13.216) 

La ieşirea din divizorul de frecvenţă se obţine 

e(t) = A cos (cox2 + cpi) (13.217) 

care este purtătoarea refăcută, ce este utilizată în demodularea sincronă. 



CAPITOLUL 14 

COMPRESIE DE DATE 

1 

Datorită creşterii rapide a volumului de date transmise sau stocate, se 
pune tot mai mult problema compresiei acestor date. 

Compresia de date are consecinţe economice majore nu numai în legătură 
cu utilizarea mai eficientă a canalelor de comunicaţie, dar şi în legătură cu 
reducerea capacităţii mediilor de stocare a datelor. 

14.1. T ipur i de sisteme de compresie 

A comprima un mesaj înseamnă a -păstra numai acei parametri care sîn 
esenţiali pentru destinatar, ceilalţi parametri nu se transmit, respectiv nu se 
stochează. 

Sistemele de compresie pot fi grupate în două categorii: 
— sisteme care utilizează transformări care conservă entropia sursei, dar 

reduc redundanţa ; 
— sisteme care utilizează transformări care reduc entropia sursei, 
î n ambele cazuri sursa de informaţie poate fi o sursă discretă sau o sursă 

continuă. Dacă mesajul este continuu, el se eşantionează şi de cele mai 
multe ori se cuantizează, respectiv sursa continuă este transformată într-o 
sursă discretă. Operaţiile de compresie se efectuează în general cu mărimi 
cuantizate, deci cu surse discrete, de unde şi denumirea de compresie de date. 
î n multe cazuri sursele discrete cu debit necontrolabil (fix) sînt transfor
mate cu ajutorul unor memorii tampon în surse cu debit controlabil (variabil). 
î n legătură cu această transformare se pune problema dimensionării corecte 
a memoriei tampon, în sensul ca să nu se depăşească capacitatea ei, sau să nu 
rămînă vidă. 

în cele ce urmează se va considera că sursele sînt staţionare, discrete, cu 
sau fără memorie. 

14.1.1. Transformări care conservă entropia (CE) 

în unele cazuri destinatarul are nevoie de toţi parametrii mesajului, cu 
alte cuvinte la recepţie mesajul trebuie refăcut fără distorsiuni. Dacă sursa 
de informaţie este o sursă continuă, prin eşantionare şi cuantizare ea se trans
formă într-o sursă discretă şi operaţia de compresie la emisie şi decompresie 
la recepţie se referă la această sursă, înţelegîndu-se că ieşirea ei trebuie re
făcută fără distorsiuni. Cu alte cuvinte, distorsiunile introduse de procesul 
de cuantizare nu sînt luate în considerare fiindcă ele pot fi făcute oricît de 
mici dorim. 

Transformările care conservă entropia sînt reversibile şi se referă la surse 
discrete fără memorie, cu debit controlabil. Prin codări corespunzătoare (în ge-
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nerai codare Huffman), descrise în cap. IV, sursa de entropie H este t rans
formată într-o sursă de entropie maximă HMAX (sau aproape de maximum),. 
respectiv se efectuează o operaţie de reducere a redundanţei. 

Simbolurile sursei de entropie maximă, respectiv de redundanţă zero, 
sînt codate în cuvinte de lungime medie minimă (vezi § 4.3) şi în consecinţă 
eficienţa transmisiunii este maximă, iar stocarea lor se poate face în memorii: 
de capacitate mai mică decît în absenţa codării. 

Metodele de compresie care conservă entropia sînt cu atît mai eficace cu cit' 
redundanţa sursei este mai mare. 

Dacă sursa nu este de memorie nulă, adică dacă între simbolurile succesive, 
generate de sursă există o corelaţie, prin grupare de simboluri (vezi § 4.5) 
se poate ajunge la o sursă de memorie nulă, căreia i se aplică metodele 
de codare optimală descrise în cap. IV. în practică însă nu se face această 
operaţie care duce la un echipament extrem de complex, şi în consecinţă, 
sursele cu memorie sînt tratate ca fiind fără memorie, fapt care duce la o scă
dere a eficienţei .Pentru sursele cu memorie există un procedeu de codare 
denumit codare cu pas variabil, care va fi t ratat în cele ce urmează. 

Tot în această categorie a metodelor care reduc redundanţa trebuie con
siderate toate tipurile de modulaţii diferenţiale a impulsurilor în cod, inclusiv 
modulaţia delta, precum şi metodele de compandare. 

Aceste metode au fost t ratate în cap. 12. 

14.1.2. Transformări care reduc entropia (R.E) 

Transformările care reduc entropia sînt transformări ireversibile, care in
troduc distorsiuni. în funcţie de gradul de distorsiune admis, compresia rea
lizată poate fi mai mică sau mai mare. Transformările R.E. sînt utilizate în 
special la compresia scmnahilui vorbirii (vocodere) şi la compresia semnalului 
de televiziune. Fiindcă în ambele cazuri destinatarul este un observator uman, 
dacă se ţine seama de particularităţile sistemului auditiv respectiv vizual, se 
pot obţine compresii foarte mari. 

în unele cazuri, receptorul, pentru a micşora efectul subiectiv al distorsiu
nilor, utilizează procedee care măresc entropia. Astfel, în unele tipuri de voco
dere, semnalul recepţionat este combinat cu semnale periodice şi cu semnale 
aleatoare în scopul de a reproduce un semnal acustic inteligibil. Semnalul re
zultant are o entropie mai mare decît semnalul recepţionat. în cazul televi
ziunii, cînd cuantizarea se face cu un număr foarte mic de nivele, de exemplu 
două, pentru a reproduce o imagine mai plăcută ochiului se adaugă o anumită 
cantitate de zgomot de fluctuaţii, mărindu-se prin aceasta entropia semnalului. 
rezultant. 

Transformările R.E. sînt aplicate şi în sistemele de telemetrie, unde destina
tarul nu este un observator uman. în acest caz se poate defini o măsură can
titativă a distorsiunilor admise, şi se poate defini un raport de compresie care1 

depinde de aceste distorsiuni. 

14.2. Modelul unui sistem cu compresie de date 

în modul cel mai general se poate concepe un sistem de compresie de date-
ca în fig. 14.1, în care sînt prezentate ambele tipuri de transformări, inclusiv 
codarea pentru protecţia împotriva erorilor şi transformarea de creştere a 
entropiei. 
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Destina
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Fig. 14.1. Sistem de compresie. 

Prima transformare este transformarea care reduce entropia, cu scopul de 
a elimina parametrii mesajului care nu au o importanţă pentru destinatar. 
Rezultatul transformării (punctul S.E din fig. 14.1) poate fi considerat ca 
o „sursă efectivă" pentru transformarea care urmează, respectiv pentru 
transformarea care conservă entropia, dar reduce redundanţa în scopul măririi 
•eficienţei transmisiunii sau stocării. î n cele mai multe cazuri, pentru a avea 
o protecţie împotriva perturbaţiilor după reducerea la zero (sau aproape de 
zero) a redundanţei, aceasta este parţial reintrodusă prin utilizarea de coduri 
corectoare sau detectoare de erori. 

14.3. Funcţia „rata distorsiunii" 

Funcţia rata distorsiunii poate fi utilizată pentru a vedea legătura care 
exista între distorsiunile admise într-o transformare R.E. şi valoarea minimă la 
care poate fi redus debitul de informaţie a sursei efective. Este clar că prin 
reducerea debitului de informaţie, respectiv prin mărirea compresiei, distor
siunile cresc. 

Fie x(t) = x un vector Ar —• dimensional care reprezintă într-un spaţiu 
metric semnalul generat de sursă, şi y(t) = y semnalul comprimat, transmis 
destinatarului. 

Distorsiunea introdusă de procesul de compresie poate fi măsurată defi
nind o „distanţă" d(x, y) între semnalul x şi semnalul y (§ 6.1). 

Dacă notăm cu :v0, xx, ..., xN_t şi cu y0, y\, ..., rA._j componentele (eşan-
tioanele) semnalului înainte de compresie, respectiv după compresie (fig. 14.2) 
putem să definim o măsură d(x{, y() a distorsiunii eşantionului xt. De exemplu, 
această măsură ar putea să fie: 

d(x(,yt)^(Xi—y^ (14.1) 

unde s-a luat media statistică fiindcă xt şi yt sînt variabile aleatoare. 
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Distanţa între semnalele x şi y este: 
IV—1 Compresie 

RE 
HfrHp/xi 
yfyo-nj-y.^i) 

ti(X) 

şi este o măsură a distorsiunii introdusă F lg- 14-2- T r a n s f o r m a r e R E . 
de procesul de compresie. 

Reducerea entropiei în procesul de compresie este echivalentă cu acţiunea 
perturbaţiilor într-un canal de transmisiune (fig. 14.2). Cu alte cuvinte, com
presorul poate fi privit ca fiind i:n canal cu perturbaţii şi în consecinţă poate 
fi definită transinformaţia (§ 2.4.4). 

I(X; Y) = H(Y)—H(YIX) (14.3) 
Cu cit distorsiunile introduse de compresie sînt mai mari, cu atît creşte şi 

eroarea medie H(Y/X.). 
Funcţia „rata distorsiunii" este definită ca fiind: 

R(S) = min I(X; Y) = min [H{Y) — H{YjX)] (14.4) 
unde minimul se ia în funcţie de setul de probabilităţi p{y •,!%,) şi este su
pus restricţiei ca distorsiunile d(x, y) să nu depăşească o valoare 8 admisă: 

d(x,y)^8 (14.5) 
Funcţia R(8) reprezintă debitul minim de informaţie la ieşirea din compresor 

(respectiv din sursa efectivă), care ne asigură că distorsiunile 8 admise nu 
sînt depăşite. 

î n concluzie, putem să spunem că prin compresie T.R.E transform ci SUI*Set. 
cu un debit de informaţie H(K) biţi/s într-o nouă sursă cu debit R($) biţi/s 
cu i?(S) < H(X), în condiţii în care distorsiunile nu depăşesc o valoare ^ 
admisă. 

Ţinînd seama de cele precedente putem să definim un raport de compresie: 

C=*W- (14.6) 
R(S) 

care reprezintă limita superioară a raportului de compresie, limită care nu 
poate fi depăşită de nici un procedeu de compresie, fără a creşte distorsiunile 
peste valoarea â admisă. 

Dacă considerăm că intrarea în compresor este formată din eşantioanele 
mesajului cuantizate, reprezentate ca numere binare, atunci raportul de 
compresie este: 

„ număr de biţi în secvenţa de intrare 
C = •— ' (14.7). 

număr de biţi în secvenţa de ieşire 
în cele ce urmează, din cauza complexităţii calculului lui R(8) nu vom 

face apel la relaţia (14.6) pentru a calcula raportul de compresie ci vom calcula 
acest raport în conformitate cu relaţia (14.7). 

14.4. Compresia prin codare cu pas variabil 

Tehnica cunoscută sub numele de codare cu pas variabil este utilizată cu 
succes pentru reducerea benzii de frecvenţe a semnalului de televiziune. 

Ideea de bază a acestei tehnici este următoarea: eşantioanele succesive 
cuantizate, ale mesajului sînt examinate şi dacă un număr de r eşantioane-
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•diferă între ele cu mai puţin de a cuante (a fiind un număr ales de noi) 
spunem că avem un pas de lungime r. Pentru a transmite sau stoca datele, 
este suficient să se dea numai amplitudinea primului eşantion din pas (sub 
formă de număr binar) şi lungimea pasului (tot ca număr binar). 

Dacă a = 0, adică eşantioanele din „pas" au acelaşi număr de cuante 
spunem că avem o „codare cu pas variabil" cu apertură zero. în caz contrar, 
.spunem că codarea se face cu apertură a. 

Există mai multe variante de codare cu pas variabil. 
• Varianta nr. 1 constă în codarea Shannon —Fano sau Huffman a tuturor 

„paşilor" care apar în mod natural. Primul eşantion din fiecare pas este stocat 
împreună cu cuvîntul de cod care reprezintă lungimea pasului. 

Datele statistice necesare codării pot fi obţinute experimental şi ele sînt 
probabilităţile P(/4) cu care apar „paşii" de lungime lt. 

Această variantă de codare cu pas variabil dă raportul de compresie cel 
•mai mare, însă suferă de dezavantajul, că luîndu-se în considerare toate lun-
.gimile posibile ale paşilor, codarea devine foarte complexă. 

• Varianta nr. 2 constă în limitarea, lungimilor paşilor, luîndu-se în 
considerare numai un set restrîns de lungimi de bază [l^^ ... lm]. Lungimile 
care apar în mod natural şi care depăşesc lungimile de bază sînt divizate 
astfel încît să fie egale cu o sumă a lungimilor de bază. De exemplu, dacă 
•lm = 10 şi apare o lungime / = 30, aceasta va fi codificată în trei cuvinte 
fiindcă / == 2>lm. 

în felul acesta se simplifică codarea, însă raportul de compresie scade fiindcă 
nu se mai beneficiază de lungimile paşilor mai mari decît lm. 

e Varianta nr. 3 merge mai departe pe calea simplificării operaţiei de 
codare, în sensul că lungimea paşilor este codificată în cuvinte de lungime con
stantă L. Dacă se iau în considerare toţi paşii l± = 1,1% = 2 ... lm = m, lm fiind 
pasul cel mai mare, atunci lungimea cuvîntului de cod care specifică pasul este 

L = log2 l,m (14.8) 
La începutul fiecărui pas se stochează un cuvînt cu K biţi reprezentînd 

valoarea primului eşantion din pas. în continuare se stochează un cuvînt 
•de L biţi reprezentînd lungimea pasului respectiv. De exemplu dacă lm = 32, 
atunci L = 5 şi putem specifica 32 de paşi cu cuvîntul de lungime 5. 

Să presupunem că se cunoaşte distribuţia paşilor: 

[P] = [p.p,... PJ 
că sursa generează o secvenţă mare de eşantioane (în intervalul D) şi că în 
această secvenţă sînt A7 paşi de diferite lungimi llt /2, ..., lm. Intervalul de 
timp D fiind foarte mare, putem spune că numărul de paşi de lungime lt este 

•ni = NP.t. Rezultă că numărul de eşantioane în intervalul D este: 
m m 

S = J2nJt=JT;'NPJt = Nl (14.10) 
Dacă eşantioanele sînt cuantizate cu K biţi, rezultă că numărul de biţi 

în intervalul D este 
Q = KNl (14.11) 

Dacă nu se face nici o compresie, rezultă că în intervalul de timp D trebuie 
s ă transmitem sau să stocăm Q biţi. Decodarea se poate face fără ambiguitate 
fiindcă avem numai cuvinte de lungime constantă K + L biţi. 
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în cazul codării cu pas variabil avem nevoie de KN biţi să specificăm 
eşantioanele de la începutul paşilor şi de LN biţi să specificăm lungimea 
paşilor. Deci, după compresie în intervalul D vom avea o secvenţă de 
KN + LN biţi. 

Raportul de compresie conform relaţiei (14.7) este: 

C = ^ = _ ^ L _ (H.12) 
KN + LN K + L 

din care se vede că raportul de compresie creşte dacă paşii cu lungime mare 
au o probabilitate mai mare. 

Dacă admitem distorsiuni mai mari ale me_sajului refăcut, putem să mărim 
apertura a şi în felul acesta creşte valoarea l şi deci şi gradul de compresie. 

14.5. Compresii de date prin transformări ortogonale 

Dacă considerăm o sursă de entropie maximă care în intervalul de t imp 
D are N eşantioane care sînt cuantizate cu K biţi, atunci: 

HN = N log K ; H . I 3 ) 

Din această relaţie se vede că pentru a reduce entropia este mult mai avan
tajos să micşorăm numărul N de dimensiuni ale spaţiului în care este repre
zentat mesajul, declt să micşorăm numărul de nivele de cuanlizare, respectiv 
pe K, din cauză că H scade cu logaritmul lui K. 

Transformările ortogonale sînt utile în compresia de date, fiindcă fiecare 
vector în spaţiul transformat provine din combinaţii liniare ale tuturor vec
torilor din spaţiul de bază. Eliminarea unor vectori din spaţiul transformat 
are ca urmare că se pierde ceva din informaţia referitoare la toţi vectorii 
din spaţiul de bază, în loc să se piardă toată informaţia privind vectorii din 
spaţiul de bază eliminaţi în ipoteza în care compresia de date s-ar efectua 
în acest spaţiu de bază. Mai mult, în spaţiul de bază, unde componentele 
semnalului sînt eşantioanele lui, nu se poate opera nici o reducere a dimensiu
nilor spaţiului fiindcă mesajul fiind staţionar, toate eşantioanele lui au ace
eaşi dispersie a2. 

Dacă efectuăm însă o transformare liniară, componentele în spaţiul tran
sformat nu vor mai avea aceeaşi dispersie. Componentele cu dispersii ma i 
mici vor putea fi reprezentate de , 
cuvinte de lungime mai mică pwn- x^-' even
tual uncie din componente pot fi 
neglijate. Dacă în loc să transmitem 
cuvinte (numere) care să reprezinte 
eşantioanele, transmitem cuvinte 
(numere) care reprezintă compo
nente comprimate cu spaţiul trans
format, efectuăm o compresie de 
date. La punctul de recepţie se 
efectuează transformarea inversă 
(fig. 4.3). 

Dintre transformările liniare cele 
mai avantajoase sînt transformările 

— Car ml 

c p, T-1 nFTJ 
x(i) c p, T-1 nFTJ 

Fig. 14.3. Utilizarea transformărilor ortogonale-
pentru compresia de date: 

E— eşantionare; T — transformare ortogonală;. 
C— convertor A/N şi N/A; F . X./—[filtru trece-

jos. 
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•ortogonale deoarece ele conservă entropia şi transformarea inversă se obţine 
foarte uşor, prin transpunere. 

Dacă T este o transformare ortogonală, atunci: 

CT=--I (14.14) 

unde T r este matricea transpusă, iar I este matricea identitate. 
Din relaţia (14.14) rezultă că transformarea inversă T"1 este egală cu T r . 
Dacă notăm cu x matricea de date, care reprezintă semnalul la intrare 

presupus cu valoare medie nulă: 

xT = [*(0) x(i) ..., x(N— 1)] (14,15) 

prin transformarea T obţinem: 

X = Tx (14.16) 
unde 

X r = [X(0) X(l) ... X(N — 1)] (14.17) 

este matricea datelor din spaţiul transformat. 
Fiindcă 

xTx |j = || x ||2 şi XTX =, || X [;2 (14.18) 

ţinînd seama de relaţia (14.16) se obţine: 

| | x ţ p : = = | | X | f (H.19) 
adică transformarea ortogonală conservă norma, cu alte cuvinte prin transfor
marea ortogonală nu se modifică puterea semnalului. 

Transformarea ortogonală este definită de setul de vectori ortogonali 

T±=[<PO<?I-9N-I] (14.20) 
cu proprietatea: 

«>; = tit (i4.2i) 
Ţinînd seama de relaţiile (14.20) şi (14.16) putem scrie: 

x = T rX = [<p0cpi ... cpar-J X (14.22) 
sau: 

A ' - l 

x = X(0) (p0 + X(l) q»i + .» + X(N- 1) 9lt_t = £ * ( * ) «p, (14.23) 

Pentru a avea compresie de date reducem dimensiunea spaţiului transfor
mat de la N la M cu M < N si în consecinţă obţinem: 

M-l 

£ 
j = 0 

*=£*(*>?• (H-24) 

Eroarea introdusă neglijînd Ar — M termeni este: 

Ax = x — x (14.25) 
sau 

i=M 
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Eroarea medie patratică este: 

e = || Ax H2 = AxTAx (14.27) 

Substituind relaţia (14.26) în (14.27) se obţine: 

s = E T;X(i)XU) <#,,= T,XW (14.28) 
2 = Af j=M i=M 

Secvenţa de intrare x este caracterizată statistic de matricea de cova-
riaţie K (§ 8.5.6), şi în consecinţă vom căuta să exprimăm pe s în funcţie 
de această matrice. 

Funcţia de covariatie a datelor la intrare este: 

K , = x x r (14.29) 

Din relaţiile (14.21) şi (14.23) rezultă X(i) — <p;fx, care înlocuită în (14.28), 
ne dă 

z = E tfx(tfx)T = E < P ^ < P i (H.30). 

sau ţinînd seama de relaţia (14.29) 

z = Tf^K^i (14.31). 

Problema care se pune este de a determina vectorii (matricele) q ,̂ respectiv-
transformarea T care să minimizeze eroarea patratică medie, fiind dată funcţia. 
de covariatie K^. 

Minimumul lui s se obţine tinînd seama de constrîngerea dată de relaţia 
(1 4-2 1)- A 

Utilizînd metoda multiplicatorului lui Lagrange, avem: 

i = E ş f K A - E *,fof«P<- 1) (H.32), 

sau 

^ E { f t f f - M f l f - 1 ) } (14.33), 

Pentru a găsi minimumul va trebuie să luăm gradientul V<PÎ relaţiei (14.33), 
şi să-1 anulăm: 

V , , { e } = 0 (14.34), 

Gradientul V9., respectiv derivarea în raport cu matricea <p,, este o gene-. 
ralizare a noţiunii de derivată (v. anexa IV.7). 

Dacă matricea K r este simetrică avem: 

V9.{şf K^ş,} = 2 1 ^ (14.35) 
si 

Vcp.{q>fq>i}= 2<p< 
Introducînd relaţiile (14.35) şi (14.36) în (14.34) se obţine: 

(14.36) 

V ? ({s}= 2 K ^ p t — 2 X ^ = 0 
de unde: 

Kz?« = X«cp« 

(14.37). 

(14.38), 
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Din această relaţie rezultă că transformarea care dă eroarea medie pătratică 
.minimă are ca vectori bază, vectorii proprii ai matricei de covariaţie Kx a sem-
•nalului considerat. 

Introducînd relaţia (14.38) în (14.31) se obţine: 
i V - l 

Z,nin = £ X, • (14.39) 

unde X4 sînt valorile proprii ale matricei K,,:. 
Transformarea definită de relaţia (14.38) este optimă în sensul că nici o 

-altă transformare nu dă o eroare mai mică. 
Această transformare se numeşte Karlmnen-Loeve. 

14.5.1. Compresie de date cu ajutorul transformatei 
Karhunen-Loeve (K-L) 

După cum s-a văzut în § 7.12 un mesaj cu funcţia de covariaţie K{tl A) 
poa te fi dezvoltat în serie cu coeficienţi necorelaţi, dacă funcţiile de recon
strucţie o{(t) sînt soluţii ale ecuaţiei integrale: 

{ K{tx, h) ? /(/2) d/2 = >,.?,(/!) (14.40) 
A 

unde K{t1, f2) este nucleul ecuaţiei, o^t) sînt funcţiile proprii şi X4 sînt valorile 
proprii. 

Considerînd momente de timp discrete: t1 = mT = m şi t2 = nT = n 
(T = 1) şi introducînd notaţia K(t1, t2) = K(m, n) = Km(n), integrala (14) 
poa te fi scrisă sub formă de produs scalar: 

.v - i 
<Km, ţi) = £ KJn) ? i(«) = \i9t(m) m = 0, i V - 1 (14.41) 

Acest produs scalar poate fi scris sub formă matriceală: 

~K(0, 0) K(0, 1) 
K(1,0) K(l, 1) 

[_K(N— 1,0) K(N — l 

respectiv 

ecuaţie identică cu ecuaţia (14.38), clar derivată din considerente diferite, 
respectiv din condiţia ca dezvoltarea în serie cu funcţiile ele reconstrucţie 
•<?$) să aibe coeficienţi X{i) necorelaţi. 

KtO, A — 1) 
K{\, A — 1) 

><(0) 

9.(1) 

\)...K{N-

"?,-(0) 
?.(î) 

1, A — 1). -<?i(N-l)_ 

(14.42) 

K ^ i = X«q>« 1 A A 1\ 
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Matricea de covariaţie K x în spaţiul transformat este: 

KX = XXT (14.44) 
sau fiindcă X = Tx: 

Kx = T x l ? T r = TK,TT (14.45) 

Dat fiind că transformarea Karhunen Loeve are coeficienţi necorelaţi 
(relaţia 7.152): 

ST^ = %7H (14.46) 

rezultă că matricea de covariaţie Kx este o matrice diagonală: 

Kx = diag (X0, X?, ..., X^_j) (14.47) 

unde valorile proprii Xj reprezintă dispersiile componentelor X(i) (de valoare 
medie nulă). 

Dacă în loc să transmitem (sub formă cuantizată) toţi parametrii X(i) 
transmitem numai N—M, realizăm o compresie de date cu o distorsiune dată 
de relaţia (14.39). Numărul N—M de componente X(i) pe care le putem 
neglija corespunde cu numărul de coeficienţi X4 din matricea de covariaţie 
Ky care pot fi neglijaţi. 

Din cauză că transformata Karhunen Leove nu are algoritm de calcul rapid, 
determinarea vectorilor proprii ai matricei de covariaţie este dificilă şi este 
rareori folosită, preferîndu-se transformări suboptimale. 

Ea este însă deosebit de utilă ca referinţă, permiţînd să se calculeze cît 
de mult se îndepărtează o anumită transformată de optimum. 

Dintre transformările ortogonale mai des utilizate menţionăm: transformata 
Fouricr discretă, transformata Walsh-Hadamard, transformata cosinus discretă. 

în majoritatea cazurilor considerăm că mesajul este un proces Markov 
de ordinul întîi şi în consecinţă matricea de covariaţie este de forma dată în 
relaţia (8.111). ' 

14.5.2. Compresie de date cu ajutorul transformatei 
Walsh-Hadamard (W-H) 

Transformata Walsh-Hadamard are avantajul că nu necesită multiplicări, 
ci numai adunări. î n conformitate cu cele stabilite în § 6.5.2.2. relaţiile (6.100) 
si (6.102) avem: 

W = HJn) x (14.48) 
Şi 

X = - H B ( Î ! ) W (14.49) 

tinde: 
xT = \v(0) A-(l') ... x(N — 1)] este matricea datelor, iar 

* W2, = [W{0) W{\) ... WIN — 1)] 

este matricea coordonatelor în spaţiul transformat. 
Compresia de date se obţine cuantizînd cu nivele diferite, componentele 

T'F(O), TT'(l), ..., W(N — 1), respectiv alocînd un număr de biţi mai mic compo
nentelor de ordin mare, a căror valoare în general descreşte cu ordinul (unele din 
ele puţind fi neglijate). Nu există metode standard de aproximare a compo
nentelor W(i), mărimea lor depinzînd de statistica semnalului. 
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Dacă notăm cu W matricea componentelor comprimate, semnalul esti
mat va fi 

N 
i W [14.50) 

• Compresia de imagini prin transformata Walsh-Hadamard bidimen
sională. Dacă imaginea care urmează să fie comprimată este descompusă în 
puncte (pixeli) de intensitate F(x, y) x şi y fiind coordonatele punctului, atunci 
prin analogie cu cele stabilite în § 6.5.2.1, transformata W—H bidimensională 
poate fi scrisă: 

W(«, v) = H » F(x, y) H » (14.51) 
unde: 

H„(w) este matricea NxN a transformării Walsh-Hadamard; 
W(M, V) este matricea NxN a datelor transformate. 
Transformarea inversă este: 

1 F(x,y)^—-Hw(n)W(u,v)Bw(n) 
N1 

[14.52) 

în general prelucrarea imaginei se face pe blocuri. De exemplu blocuri 
de 16 date aranjate într-o matrice 4 x 4 , [F(x, y)]; dacă N = 4, matricea 
Hw(w) este dată de relaţia (6.96) şi ecuaţia (14.51) poate fi scrisă: 

1 1 1 1 
1 1 —1 —1 
1 -- 1 —1 1 
1 -- 1 1 —1 

,v(0,0) ... x{0,2>) 1 1 
1 —1 

-l —1 
-l 1 —1 

W(0,0)... W(0,3) 
W(l,Q)... TF(1,3) 

.W(3,0) ... W(i,i). x(3,0) ... *(3,3). 

Metoda de cuantizare poate fi următoarea: 
— elementul W(0, 0) se codează cu 12 bi ţ i ; 
—- celelalte elemente W(0, 1) ... W(3, 3) se codează cu 3 biţi. 

Sau: 
— elementul W(0, 0) se codează cu 12 bi ţ i ; 
— elementele W(0, 1), W(l, 0), W(l, 1) se codează cu 3 bi ţ i ; 
— elementele celelalte se neglijează 

sau alte variante. 
Matricea W astfel comprimată o notăm cu W şi elementele acestei ma

trice le transmitem prin canal. La recepţie se efectuează transformarea in
versă. 

*(*. y) = ~H» W(u, v) H » (14.53) 

care reprezintă imaginea după compresie. 
Raportul de compresie obţinut creşte dacă prelucrăm blocuri mai mari 

de date. 
Transformata W—H nu ţine seama de statistica semnalului, deci este subop-

timală, însă este uşor de implementat. 
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CAPITOLUL ÎS 

RECUNOAŞTEREA FORMELOR 

într-o gamă variată, tot mai mare de probleme, apare necesitatea identi
ficării automate a unor imagini, sunete, spectru, operaţie pe care o vom de
numi recunoaşterea foiinelor. Denumirea de formă trebuie înţeleasă într-un 
sens larg. Forma este o descriere cantitativă sau structurală a unui obiect sau 
a oricărei alte entităţi care ne interesează. 

Formele care au anumite proprietăţi comune sînt grupate în „clase". 
Recunoaşterea formelor de către maşini însemnează, asignarea diferitelor 
forme supuse recunoaşterii, claselor cărora le aparţin. Lucrul acesta trebuie 
făcut automat cu intervenţie cît mai mică posibilă, din partea omului. 

Abordarea problemelor de recunoaştere a formelor poate fi făcută în două 
moduri: 

— abordare pe baza teoriei deciziilor; 
ire pe baze sintactice. 

15.1. Recunoaşterea de forme bazată pe teoria deciziilor 

Această abordare este avantajoasă dacă forma care trebuie să fie recu
noscută poate fi reprezentată de un număr rezonabil de parametri, consideraţi 
ca fiind componentele unui vector. 

După traductor, prima operaţie care se face într-un sistem de recunoaşterea 
formelor este aceea de măsurare a parametrilor care caracterizează forma. 
Operaţia de măsurare o numim eşantionare iar parametrii măsuraţi îi vom 
numi trăsături. Deci prima operaţie, cea de eşantionare, este o operaţie de 
extragerea trăsăturilor. în operaţia de extragere a trăsăturilor sînt incluse şi 
operaţii de normalizare care fac ca datele ce urmează să fie prelucrate, să 
fie independente de schimbări de scală, translaţii, rotaţii etc. 

Deoarece în general numărul trăsăturilor este foarte mare, se face o ope
raţie de „selecţie a trăsăturilor" în scopul de a reţine numai un număr redus 
de trăsături esenţiale. Operaţia de selecţie a trăsăturilor este o operaţie de 
compresie de date t ratată în capitolul anterior. Datele selectate sînt supuse 
unui proces de clasficare cu scopul de a decide cărei clase îi aparţine forma 
aplicată la intrarea în sistem. 

Modelul unui sistem de recunoaştere a formelor este arătat în fig. 15.1. 

x(0) X(O) 

rorrrfg" 
Măsurători 

pentru 
extragere 
trâsotur/ 

x(1}\ Se/ecf/e 
trăsături 

X(1)\ 
Clasificare Decizie rorrrfg" 

Măsurători 
pentru 

extragere 
trâsotur/ 

Se/ecf/e 
trăsături ~XŞH) 

V 

Clasificare 
-— - »> 

Măsurători 
pentru 

extragere 
trâsotur/ 

Se/ecf/e 
trăsături ~XŞH) 

V 

Clasificare 
apartenenţă 
c/aso j 

Măsurători 
pentru 

extragere 
trâsotur/ 

rx(N-lJ^ 
Se/ecf/e 

trăsături ~XŞH) 
V 

Clasificare 
apartenenţă 
c/aso 

Fig. 15,1. Sistem de recunoaşterea formelor. 
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15.1.1. Selecţia trăsăturilor 

Pentru selecţia trăsăturilor se pot utiliza metodele de compersie expuse în 
capitolul 14 şi îndeosebi transformările liniare care permit reducerea numă
rului de dimensiuni de la N la M, M < N. 

15.1.2. Clasificarea trăsăturilor 

Funcţia clasificatorului este de a decide cărei clase îi aparţine setul de tră
sături obţinut de la selectorul de trăsături. împărţirea formelor în clase se 
face în conformitate cu aplicaţia la care ne referim. Astfel, de exemplu, în 
cazul cînd forma care trebuie recunoscută este o electrocardiogramă (E.C.G.), 
spaţiul formelor O poate fi împărţit în două clase—• clasa E.G.G. normală 
«x şi clasa E.C.G. anormală co2. 

Tehnicile de clasificare pot fi divizate în două categorii: 
— clasificări parametrice, la care se presupune că se cunosc unele pro

prietăţi statistice ale trăsăturilor; 
—• clasificări ne parametrice, la care proprietăţile statistice ale trăsăturilor 

nu sînt cunoscute. 

15.1.2.1. Tehnici de clasificare parametr ice 

Spaţiul O al tuturor formelor care trebuie recunoscute, este divizat în 
mulţimi disjuncte cox, co2, •••>'wm astfel încît toate formele cpt e co.(- au o pro
prietate comună n,: (de ex., cox reprezintă mulţimea numerelor „1" scrise cu 
mîna, « 2 reprezintă mulţimea numerelor „2" scrise cu mîna e t c ) . Forma 
cp, este o variabilă aleatoare, toate realizările ei fiind elemente în oi{. 

La intrarea în sistemul de recunoaştere a formelor se prezintă o formă 
ox a cărei clasă nu se cunoaşte şi la ieşirea din sistem trebuie să se obţină 
o decizie asupra apartenenţei formei ox la una din clasele coj, co2, ..., com. 

Ca urmare a acestei decizii, ox e <sit, spunem că sistemul a recunoscut forma 
yx ca fâcînd parte din clasa <v>>. Dacă însă în realitate <pxe w,-, spunem că 
sistemul a făcut o eroare de recunoaştere. Sistemul care are erorile de recunoaş
tere cele mai mici se numeşte sistem optim. 

Pentru a se uşura procesul de decizie, se reduce numărul de dimensiuni 
ale spaţiului Q (prin selecţia trăsăturilor) şi se obţine un nou spaţiu A în 
care fiecărei forme ox îi corespunde un vector (sau un punct) X ,care evident 
este o variabilă aleatoare. Spaţiul A îl vom denumi spaţiul formelor transfor
mate, sau, pe scurt, spaţiul formelor, cînd nu există ambiguitate. 

Pentru recunoaşterea formei cp,,., respectiv a vectorului X, spaţiul A trebuie 
divizat în m mulţimi disjuncte Ax, A2, ..., Am pe baza unor criterii alese 
astfel încît eroarea de recunoaştere să fie minimă. 

• Criterii de decizie în tehnicile de recunoaştere parametrică. 
Problema clasificării formelor poate fi formulată ca o problemă de 

decizii statistice (v. cap. 9) elaborînd un criteriu de partiţie a spaţiului A în 
domeniile A1; A2, ..., Am astfel încît dacă X e A{ se ia decizia Dt, respectiv 
decizia că ox e o>(. 
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î n elaborarea criteriului de decizie trebuie să ţinem cont de consecinţele 
deciziilor luate, respectiv trebuie să introducem o funcţie de cosi L{<at, D.) care 
reprezintă costul luării unei decizii -D,-^ e o>3) de către clasificator, cînd în 
realitate ox e (i)f. 

Criteriul lui Bayes ne dă costul mediu, respectiv riscul minim. 

R = L(G>„ D] = C E ^ K D;) P{ât, D,) 

unde: 

iar 
P(oh, Dt) = P K ) P(DjJco4) 

P(Z>,/«,) = C i>(Z/co4) di? 

Să considerăm cazul m = .2 
2 2 

t = i y=i 

iar funcţia de cost o considerăm egală cu: 

L K , Z>,) = 8,, 

în acest caz, riscul devine: 

R = L = P(co2, Dj) + P K , D2) = P(w2) Ppx/wg) + 

+ p(«o irok) 
Ţidînd seama de relaţia (15.3) 

R = 

sau 

sau 

? = P(6>2) C £(X/co2) di? + P K ) [ #(X/c»0 d P 

. A . 

R = P(o)2) V ^.(X/«2) d P + P K 
JA, 

1—A p(XloH)dR 
A, 

i? = V [P( t t a) ^(X/co2) - P(W l) ^>(X/K)] d P + P K ) 

(15.1) 

(15.2) 

(15.3) 

(15.4) 

(15.5) 

(15.6) 

(15.7) 

(15.8) 

(15.9) 

(15.10) 

Riscul este minim dacă toate punctele X pentru care: 

P K ) p{XJ<a{) > P(co2) i>(X,K) 

sînt atribuite domeniului Ai. 
Egalitatea: 

P K ) i > ( x / W l ) = P K ) ^ ( Z / K ) ( i5 . i l ) 

reprezintă frontiera între domeniile Ax şi A2. 

Ţinînd seama de relaţia (15.10), se poate determina o funcţie de decizie: 

PK)i>(x/«2) 
; is . i2) 
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x(D-
X(2)-

X(Afj-

C 

P(OJr) 

p(*M 0-1 

i 
p(X/a2) GH 

P(CJ2) 

Se/ec/or 
de 

maximum 

Do 

Fig. 15.2. Clasificator Bayes: 
C — calculul densităţilor de probabilitate. 

astfel încît dacă: 
D(X) > 0 se ia decizia Dlt respectiv ox e cox iar dacă: 
D(X) < 0 se ia decizia D2, respectiv ox e co2. 
în caz de egalitate se poate lua în mod arbitrar orice decizie. 
Schema-bloc a unui clasificator Bayes pentru m — 2 este arătată în 

fig. 15.2. 
Generalizarea la m clase se face direct din relaţia (15.10): 

P K ) p(Xlot) > P(co;) p(Xl^) j=TJi (15.13) 

î n cazul în care această relaţie este îndeplinită, clasificatorul ia decizia 
Dt, respectiv ox e co». 

Probabilităţile P(u>i) ale claselor care ne interesează se pot evalua în 
general din specificul problemei, în caz contrar se iau toate egale între ele. 

în majoritatea cazurilor densităţile de probabilitate sînt gaussiene (mul
tidimensionale) : 

P&hi) - exp 

(inym 
^(X-x.fK^X-x,:) [15.14) 

unde: 
K ; este matricea de covariaţie a datelor (formelor) în spaţiul transformat, 

care conform relaţiei (14.45) este 

K, = TKcp/T '15.15 

iar T este matricea transformării ortogonale cu care s-a făcut selecţia trăsă
turilor : 

X = T<p, 

X şi cp, fiind matrice coloană. 

Xt este valoarea medie a vectorilor X e A s respectiv: 

X,- = T<?t 

;i5.i6) 

'15.17 
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Matricele de covariaţie K„( şi valorile medii (j^ se estimează, considerînd 
forme cp'/1, yf\ ..., cp̂ n) cunoscute, numite etalon, aparţinînd clasei co.;. Dacă 
» este suficient de mare avem: 

şi generalizînd relaţia (14.29) la cazul cînd valorile medii nu sînt nule rezultă 

K¥i- = - J2 (cpf - 91) (9?' - 9 T (15-18) 
n m 

Matricele %, K,,. fiind astfel determinate, cu ajutorul relaţiei (15.17) şi 
(15.15) se determină X{ şi Kt care introduse în relaţia (15.14) specifică densi
tatea de probabilitate condiţionată p(XI<x>t) 

Formele (p(,f se numesc eşantioanele etalon de „instruire" din clasa &>j. 
Dacă K, = Kj = K, luînd logaritmul relaţiei (15.13) se obţine: 

^^K) PK) 

sau introducînd expresia (15.14) avem: 

(X - X})T K-MX - X,) - (X - XŢ)T K-HX - X j + 2 fog ^ T > ° PK) 
(15.20) 

Ţinînd seama că matricele X, X4 X,,- sînt matrice coloană, iar matricea de 
covariaţie este o matrice simetrică K - 1 = (K-1)2 ', relaţia precedentă poate fi 
adusă la forma (vezi anexa IV. 8): 

XTK~i(X; -%) - (X, + X,) K-HX; - X7) + 2 % ^ 4 > 0 (15.21) 

în această relaţie singura mărime variabilă este X, toţi ceilalţi parametri 
sînt cunoscuţi. Dacă X satisface această relaţie pentru toţi indicii j , atunci se 
ia decizia X e A,-, respectiv forma cp.,, e w;. 

15.1.2.2. Tehnici de clasificare neparametrice 

în cazul cînd nu se cunosc proprietăţile statistice ale formelor care tre
buie recunoscute se recurge la tehnici de clasificare neparametrice. 

Şi în acest caz se pot defini funcţii de decizie numite şi funcţii de discri
minare. 

• Clasificator bazat pe principiul distanţei minime. Presupunem că în 
fiecare clasă co; cunoaştem un set de forme etalon: <pf\ cpf, ..., <f[n,\ acestor 
forme le corespund, în spaţiul transformat, vectorii de instruire X f , Xf1, ..., 
Xi"'>. Efectuăm media aritmetică a acestor vectori: 

X 4 = - A f ; X f * > (15.22) 
ni *= i 
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şi spunem că vectorul X a cărui clasă nu se cunoaşte, este în clasa wt dacă 
distanţa: 

^ i = i ! X - X * ! j 2 (15-23) 

este mai mică decît oricare din distantele 

d)= ||X — X,.|]2 j = l,m (15.24) 

Distanţa d\ poate fi scrisă, ţinînd seama de faptul că X este o matrice 
coloană: 

d\ = (X - %f (X - Xi) = [IXI]» —2JxfX —-IjlXilI8! (15.25) 

Din această relaţie se vede că distanţa D{ este minimă cînd funcţia de 
discriminare: 

D,(X) = XTX - i - \\xt\\2 (15.26) 

este maximă 
Deci, dacă Dt(K) >D ;(X) j == \,m decidem că fz e (x>t. 
Dacă notăm: 

? = [ » « » « • • • » « ] (15.27) 
şi 

! % i ; 2 = ^ + w% + ... + w\M = 2a4 (15.28) 
iar 

XT = [X{\) X{2) ... X(M)] (15.29) 

atunci funcţia de discriminare se poate scrie 

Dt(X) == waX{\) + wi2X{2) + ... + wmX{M) - a, (15.30) 

Coeficienţii wi} se numesc ponderile sau parametrii clasificatorului. 
Clasificatorul alege valoarea cea mai mare, aşa cum se vede în fig. 15.3' 

pentru cazul m = 2 şi M = 2 
Relaţia (15.30) poate fi scrisă: 

A ( X ) = WjYt (15.31) 
unde: 

si 

W|" = [w«! wi2... wm<x.t\ (15.32) 

Yf == \Xt(l) Xt(2) ... Xt(M) - 1] (15.33) 

Spaţiul [Y] se numeşte spaţiul mărit din cauză că are o dimensiune în plus 
faţă de spaţiul [XI. Vectorii Y se obţin din vectorii X prin adăugarea unei 
componente egale cu — 1. 

Funcţia de discriminare dată de relaţia (15.26) se scrie în acest caz, mai 
simplu şi anume: D((X) = WfY4. 

Clasificatorul bazat pe distanţa minimă dă rezultate bune, numai dacă mul
ţimea Xj a formelor din spaţiul transformat este grupată în jurul formei medii 
X,- care caracterizează clasa <a,-. 
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Se/e efor de 
maximum 

Decizii 

Mu/tiplicafori 
Fig. 15.3. Clasificare bazată pe distanţa minimă. 

• Clasificatorul bazat pe metoda celor mai mici pătrate. Acest clasificator 
este utilizat cinci formele X,- (care provin din q>f, prin transformarea T) nu sînt 
grupate in jurul unei forme medii. 

Ideea de baza a clasificării în acest caz este de a efectua o transformare A 
a spaţiului „mărit" [Y] într-un spaţiu [Z] numit spaţiul deciziilor, care să aibă 
proprietatea că vectorii Y,-, care, erau dispersaţi în spaţiul [Y], să fie transformaţi 
în vectori Z, = AY,, grupaţi în jurul unui vector V4, numit vector de referinţă, 
ales arbitrar. în acest spaţiu [Z], se poate aplica principiul distanţei minime. 

în fig. 15.4 este arătat schematic modul de realizare a acestui principiu. 
Transformarea A se determină punînd condiţia ca un set Y(*' de vectori 

de instruire (care reprezintă forma de apartenenţă cunoscută) să fie transfor
maţ i în vectori Z(*-, astfel încît aceştia să fie cît mai apropiaţi de V4 în sensul 
unei erori patratice medii minime. 

Matricea eroare este: 

£ , = Zf - V, = A¥?î - V, 

iar eroarea patratică medie este: 

1 «=i 
e,- = 2_, !e*H 

Din relaţiile precedente rezultă: 

e,. = - f) (AY?> - V,f (AYW - \t) 

(15.34) 

(15.35) 

(15.36) 

Spatio/ 
forme/or 

'Mărire 
c/imens. 

rransf 
A 

Dacă 

£ > -

<pGcJt 

Fig. 15.4. Principiul clasificatorului hazat pe metoda celor mai mici pătrate. 
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de unde, ţinînd seamă că YfAYp = Y\h)TAT\{ fiindcă sînt matrice cu un 
singur element, avem: 

Matricea A trebuie să fie astfel.aleasă incit e.- sa fie minimum, respectiv: 

V^e, = O (15.38) 

e, = -£{YiWAYi*> - 2YfrA*V, -f \\Vtf} (15.37) 

de unde 

1 * 

n< TZ 
-£VX{YFA*AY?>}—-£y^{Y|WV,} +XW}===0 (15.39) 

în conformitate cu anexa (IV.7) avem: 

V.<{YpA rAYp} = 2A(YlfcîYp) 

V^Y^AVJ = V,\Tr 

s i 

. . . l i . : . : . ., y^fi-O 
Introducind aceste relaţii în egalitatea (15.36) se obţine: 

(15.40) 

(15.41) 

(15.42) 

2 "< 2 "<• 
,'!ft)r 

» j * = l 

de unde: 

• A = f>yjpT
 £Y?>Y<F 

(14.43) 

•15.44) 

Pînă în prezent în specificarea lui A au intervenit numai elemente Yf', 
caracteristice mulţimii w,-. Este însă clar că în determinarea lui A va trebui 
să intervină vectorii de instruire Y;-11 corespunzător tuturor claselor. Acest 
lucru se face, luînd o valoare medie a lui A pe toate clasele posibile. 

Pentru a efectua operaţia de mediere ne referim la relaţia (15.43) şi notînd 
cu P(cOj) probabilitatea de apariţie a clasei u>( avem: 

"( t oi) y v y(*>Y<*>T -4- —-— V^ Yi,;)Yi*)r — 
nl k=l n2 4=1 

*1 ft=i 

? K - £ V B ! Y ^ 

Introducem notaţiile: 

^ ( Y f Y P , YY* 

(15.45) 

(15.46) 
1 = 1 S = l «,-

care reprezintă funcţia de autocorelaţie a matricei Y. 
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P( CO j J B" = E E — ^ ' H = W (15.47) 

care reprezintă funcţia de corelaţie mutuală între matricele V şi Y. 
Cu aceste notaţii expresia matricei A poate fi scrisă: 

A = hrrB$ (15.48) 

După cum se poate vedea din relaţiile (15.46) şi (15.47) matricea A este o-
matrice cu 31 -4- 1 coloane şi M -4- 1 linii. 

Matricea A fiind determinată (din vectorii etalon de instruire) urmează să 
o utilizăm în procesul de decizie. 

Pentru aceasta trebuie să specificăm în primul rînd vectorii de referinţă V,f 
pentru cele m clase. Fiindcă în general m < M, putem alege, pentru a sim
plifica calculele, vectorii V,- ca fiind m vectori unitari din spaţiul [Z], M + 1 
dimensional (în caz contrar, mărim dimensiunea spaţiului [Z] adăugind zerouri). 

Vectorul V.; este o matrice cu M -f 1 linii şi poate fi scris: 

Vî i = \,m 15.49) 

unde toate elementele sînt nule, cu excepţia elementului y4, care este egal cu 
unitatea y4 — 1. 

Pentru a clasifica vectorul Y r == [Y{1) Y(2), ... Y(M + 1 ) — 1], clasi
ficatorul calculează 

Z = AY (15.50) 

Dacă vectorul Z astfel calculat este mai aproape de vectorul V4 decît 
de ceilalţi vectori de referinţă, clasificatorul decide că forma care corespunde 
vectorului Y face parte din clasa to,-. 

Distanta între Z si V,- este: 

df = | |Z — V4|[2 i 

care se poate scrie, analog relaţiei (15.25): 

<*Î = ||Z|!« —2VTZ + I1V, 

1, m 

m 

(15.51) 

(15.52) 

unde || V( ;;2 = 1 pentru VÎ. 
Din relaţia precedentă se vede că d\ este minimum cînd Vf Z este maximum. 

Deci, clasificatorul trebuie să calculeze numai expresia 

D- = VfZ i = Y^Vn 

şi să aleagă valoarea cea mai mare. 
Ţinînd seama de relaţia (15.50) se poate scrie: 

Dt = Vf AY 

unde matricea A cu M + 1 linii si 31 

i = 1, m 
- 1 coloane poate fi scrisă: 

(15.53) 

(15.54) 

A 
a12 

a Im 

«12 

«2,H 

Pi '1.11 Pi 

hM% 

amM?M 
(15.55) 
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Fig. 15.5. Clasificator bazat pe metoda celor mai mici pătrate. 

Din această matrice nu prezintă interes decît primele m linii, fiindcă 
matricea V[ poate avea numai unul din primele elemente diferit 'de zero 
restul elementelor de la m + 1- la M -4- 1 fiind nule. 

Ţinînd seama de expresia (15,55), relaţia (15.54) poate fi scrisă: 

Dt = aiXY(\) + ai2Y(2) + ... y- amY(M) % i = Ţ~^ (15.56) 
Clasificatorul alege cel mai mare dintre : numerele D,: şi pentru D, > D. 

j = 1, m ia decizia ^ e w;. în fig. 15.5 este arătat clasificatorul care ia decizii 
bazate pe metoda celor mai mici pătrate. . 

Din cele precedente rezultă că clasificatorul este perfect definit dacă se 
cunoaşte matricea A obţinută printr-un proces de instruire. • 

15.2. Recunoaşterea de forme pe baze sintactice 

Abordarea recunoaşterii formelor pe baza teoriei deciziei prezentata în 
paragraful precedent este oportună cînd formele pot să fie reprezentate în 
mod convenabil sub formă de vectori. Sînt însă aplicaţii unde structura 
formei joacă un rol important în procesul de clasificare. ' 
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b 
i a 

1 ^ ff tf 

Fig. 15.6. Forme descompuse în elemente primitive. 

în abordarea sintactică, formele complexe sînt descrise în -termenii unei 
compoziţii i « t elemente mai simple numite trăsături sintactice sau primitive. 

î n fig. 15.6, sînt arătate cîteva elemente primitive şi modalităţile de a des
compune anumite forme, în aceste elemente. Forma în trepte (1) este reprezen
tată de şirul abab..., triunghiul (2) este reprezentat de şirul aaddcc şi forma (3) 
de şirul acde. 

Pentru a mări puterea de descriere prin „primitive" se introduc operatori cum 
ar fi: „ + ". reprezentmd însumarea a două primitive „vîrf-bază" fig. (15.7,a) 
sau operatorul „X" însemnînd conectarea a două primitive „bază-bază" sau 
.,,—" însemnînd conectarea a două primitive „vîrf-vîrf" sau „*" însemnînd 
interconectarea a două primitive. Semnul „ ~ " indică schimbarea direcţiei 
unei primitive. 

în fig. 15.7 este arătată descompunerea unor forme în primitivele men
ţionate cu titlu de exemplu. 

(a + b) 

b\ 

{a x b) ( 1 0 J (e * a) 

f~ a) 

b 
\^o__ 

hb) 

b + a+{~b) d+c'+ (ydj+^c) e+(~e) 

Fig. 15.7. Utilizarea unor operatori. 

L # _ 

e *\b+a+(>-~bV 

389 



/maginea I 

Cerc A Triunghi 8 

Arc a Arc b Latură Latură Latură 
c d e 

Fig. 15.8. Ierarhizarea unor forme. 

în cazul formelor complexe, descompunerea în primitive nu mai este con
venabilă. în acest caz se procedează la o ierarhizare a formelor, obţinînd 
reprezentarea arborescentă din fig. 15.8. 

Pentru a folosi conceptele teoriei formale a limbajelor, primitivele sînt 
interpretate ca fiind simboluri admise într-o anumită gramatica, prin gramatică 
înţelegîndu-se un set de reguli de sintaxă menite a genera propoziţii cu res
pectivele simboluri. 



ANEXA 1 

ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITĂŢILOR 

L I . Probabilităţi definite pe cîmpuri de evenimente 

1.1.1. Cîmp de evenimente 

Notăm cu Q mulţimea tuturor „rezultatelor" posibile ale unei „experienţe" 
(mulţimea simbolurilor pe care le poate genera una sau mai multe surse de 
informaţie etc.). Această mulţime o numim spaţiul esantioanelor. Un element 
ai acestei mulţimi se numeşte eveniment elementar. Reuniunea tuturor eveni
mentelor elementare se numeşte eveniment sigur (E). Evenimentul imposibil 
se notează cu 4>. Două evenimente sînt complementare dacă: 

AnĂ = E şi A n Ă = <t>] 

Fie oF O clasă de submulţimi ale lui Q. & se numeşte cîmp de evenimente 
dacă: 

1. E e ST 
2. {V)Ae$=>ĂeW 
3. (V)A,Be&=*AuB<=® 
Elementele lui W se numesc evenimente. Orice cîmp de evenimente conţine 

evenimentul imposibil <t> şi pentru (V) A, B e SF => A n B e §\ 
Se spune că {A1, Az, ..., An} este un sistem complet de evenimente dacă: 

A, n A, = <D pt i & j şi U 4 , = E 

1.1.2. Probabilitate 

Se numeşte probabilitate pe cîmpui de evenimente 8F, o funcţie reală 
P(A) de evenimentele .4 e Sr, care are proprietăţile: 

' 1. P (£ ) = 1 
2. P(A) > 0 
3. P (.4 uB) = P ( 4 ) - P(B) daca A n B = $ 

Consecinţe: 

P(O) = 0 
P ( i ) = 1 — P ( 4 ) 
O s = P ( ^ ) < i 
P ( 4 ) < P(B) dacă AcB 
P(A u B) = P ( 4 ) + P (P) — P(-4 n B) 
Fie un sistem complet de evenimente elementare: 

J i ' j . - laU ... uAn = E AtOA, = $ i ş t ; 
şi evenimentul: 

A = ^ i M i . U ... lMi„ m < » 
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Dacă evenimentele At sînt egal posibile, probabilitatea evenimentului A 
(definiţia clasică) este: 

1.1.2.1. Probabilităţi condiţionate 

Fie sistemul complet de evenimente: 

At U A2 u ... U An = E şi .4,; n 4 ; = O ?-' ^ / 

şi fie două evenimente A şi B din acest sistem: 

A = 4 u ^ J . . . lM<, 

B = ^ u 4 u - . . u 4 
unde indicii pot fi oricare din numerele 1, n 

Se notează cu APr evenimentele comune şi avem: 

i ( l B = APiuAP.:U... l)APr 

şi relaţiile: m < n ; k^n; r< w; r <&. 
Dacă evenimentul B s-a realizat, probabilitatea realizării evenimentului /î 

este: 

A Ă_ P(B) 

Rezultă că 

P(,4 n B) = P(B) P(AIB) = P(i4) P(B//1) (1.1) 

Evenimentele A şi P> se numesc independente dacă: 

P(A!B) = P(A) şi P{BjA) = P(B) deci: 

P(A n B) = P(-4) P(P) (1.2) 

1.1.2.1. Probabilităţi complete 

Dacă evenimentul B are loc în una din ipotezele Ax, A2 ••• An, respectiv 
n 

B = U (,4,-n B), atunci: 
i = i 

P(B) = E ( 4 n S ) = E W 4 ) P(BM,) (1.3) 
1 = 1 1 = 1 

1.1.2.2. Formulele lui Bayes 

Dacă s-a realizat evenimentul B, probabilitatea ca el sa se realizeze în 
ipoteza Af se deduce din: 

P(At{\ B) = P(B) P(At!B) = P(At) P(B/A{) 
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.de unde: 

W , ^ M (1.4) 
£ P(A{) P(BIAtl . 
1=1 

1.1.3. Variabile aleatoare discrete 

Se numeşte variabilă aleatoare (V.A.) o funcţie reală c definită pe un 
sistem complet de evenimente '{Ax, A2, ••-, An}. Valorile pe care le ia variabila 
aleatoare le notăm cu xt. Probabilitatea ca c să ia valoarea x\ se notează: 

P{Al)=p(xi)=pi 

1.1,3.1. Distribuţia variabilei aleatoare 

Se numeşte distribuţia V.A.c ansamblul format din valorile pe care le 
poate lua c şi probabilităţile corespunzătoare: 

L^j = [xl x'2 ••• xn\ 
n 

[pj = [Pl p2... ptt] cu J2P>= i 
t = i 

Legea care dă probabilitatea ca V.A. \ să ia valoarea x, se numeşte 
lege de distribuţie sau pe scurt distribuţie: 

P(xt) = P{1 = ,v,} 

In cazul a două V.A. avem distribuţia de ordinul doi: 

P*(X« y,) - n i = *«; r, = y,} 

Introducînd notaţia cu doi indici, primul indicînd ordinul funcţiei de 
distribuţie, al doilea ordinul variabilei, avem: 

Pu(xt) = P{c = xt; pt (V) v(} = £ P2(xh yt) (1.5) 

PM = P{pt. (V) xt; r, = v.} = £ P^i- Vi) . (1-6) 

Aceste distribuţii se numesc distribuţii marginale. 

Li.3.2. Funcţia de repartiţie 

Se numeşte funcţie de repartiţie a variabilei aleatoare 1, probabilitatea: 

F(x) = P{1 < %} = £ P(*i) (1-7) 

funcţ ia de repartiţie de ordinul doi este: 

F9Jx, y) = P{ţ<x; r,<y} (1.8) 

*"»(*. y) = E E *V*<. 3'.) (1-9) 
*t<x yj^y 
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Funcţii de repartiţie şi distribuţii marginale: ..;,... 

Fa(x) = E P u W = E E P«(*f. v,) = F 2(.v, x ) (1.10) 

^i2(v) = E P B ( ) ' , ) = E E *V*i. y,) = F2(oo,3') (I-ll) 

Dacă V.A. sînt independente: 

P2(.v;, v;) = P11(xi) Plz(yi); F2(*, v) = Fu(x) F12(y) (1.12) 

Funcţia de repartiţie condiţionată: 

F ( lh ' ; ) = E P 2 ( . J ) ; ) (1.13) 

• Proprietăţi ale funcţiei de repartiţie 
1. 0 < F ( . Y ) < 0 pt (V) xelRt 
2. F(oo) = 1, F(— oo) = 0 

unde -F(oo) = /MM F(.v), F(—oo) = /im F(#) 

3. Dacă «, 5 e ]E£. şi a < &, atunci P ( s < p < 5) = F(&) — F(a) 
4. F (x) este monoton crescătoare: F(a) <F(b) dacă a < b. 
5. F(x) este continuă la dreapta în (V)« e ]S_ 

F(« - 0) = F(a) 

6. F(.v) este continuă într-un punct a dacă P(c = a) = 0_, 

F(a — 0) = F(«) <* P(£ = «) = 0 

Dacă F(%) este dată, putem determina probabilitatea ca "i să aparţină 
unui interval oarecare: 

P(a < l < 6) = F ( 6 ) — F(«) 

P(« < ? < 6) = F(&) — F(« — 0) 

P(« < ; < 6) = F(6 — 0)—F(a) 

Pla < c < J) = F(6 — 0) — F(« — 0) 

1.2. *Prob abilităţi pe cîmpuri infinite 

1.2.1. Cîmp de evenimente şi probabilităţi 

Definiţia cîmpului de evenimente dată în § 1.1.1. trebuie completată 
în cazul în care Q este infinit (măsurarea unei tensiuni de zgomot) prin 
aceea că şi reuniunea unei mulţimi numerabile de evenimente A( ale cîm-

co 

pului §, {J A-, este un eveniment în §\ 
i = i 

De asemenea, în definiţia probabilităţii se include proprietatea: 

p(UA) = tiP{Ai) 

în cazul cîmpurilor infinite, evenimentele se prezintă prin mulţimi de 
puncte. 
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Funcţia P numită probabilitate, împreună cu cîmpul de evenimente gF 
şi cu spaţiul eşantioanelor O, formează un cîmp de probabilitate pe care îl 
notăm (Q, $', P). 

1.2.2. Variabilă aleatoare 

Fie o funcţie reală Z, definită pentru orice eveniment elementar co e Q. 
A'aloarea pe care o ia funcţia z. în punctul w o notam cu x. 
Dacă mulţimea evenimentelor elementare pentru care x < a, oricare ar fi 

numărul real a, aparţine lui SF (adică este un eveniment), vom spune că \ 
este o variabilă aleatoare. 

Prin această definiţie, oricărei valori x ^ a A".A. 1 îi corespunde o pro
babilitate. 

Această definiţie este valabilă şi pentru cîmpurile finite de evenimente. 
De un interes deosebit este cazul cînd Q este spaţiul IES." şi în parti

cular 3BL 
Variabilele aleatoare definite pe un cîmp infinit de evenimente se numesc 

discrete dacă iau un număr finit de valori sau dacă numărul valorilor luate 
este numerabil şi se numesc continue dacă mulţimea valorilor luate are 
puterea continuului. 

1.2.3. Densitatea de probabilitate 

Fie F(x) funcţia de repartiţie. Dacă (3) o funcţie pozitivă w(x), inte
grabilă pe (—ce, oc) cu proprietatea: 

F ( * ) = f w{u)du (1.14) 

atunci w(x) se numeşte densitatea de -probabilitate a variabilei aleatoare \. 
Din proprietăţile 3 şi 2 ale funcţiei de repartiţie rezultă; 

P(a < ; < 6 ) = y w(x)ăx (1.15) 

V w(x)dx= 1 (1.16) 

Dacă funcţia w(x) există şi este continuă în orice punct ,v s î§_, vom spune 
•că repartiţia variabilei aleatoare \ este continuă. 

Dacă repartiţia variabilei aleatoare ; este continuu, funcţia de repartiţie 
F(x) este deci valabilă în orice punct xeJ3L şi derivata sa este egală cu densi
tatea de probabilitate: 

^ > = . ( * ) (1.17, 
d.v 

Densitatea de probabilitate de ordinul doi este definită de relaţia : 

Fz{x, y) =\ \ w2{u, v) du dv (1.18) 

cu proprietatea ^ \ w(x} y) d.v dy = I 

şi Wt(x,y)=?F*{x-y) (1.19) 
8x dv 
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Dacă V.A. ; şi yj sînt independente: 

Fz(x, y) = F21(x) F12(y) => »„(*) w12(x) (1.20) 

Funcţii de repartiţie şi densităţi marginale 

Fu(x) =\ \ w2(u,v)dudv • (L21) 
J— X J—crj 

i(x) = \ [ w2(u, v) du 
J— x J— x 

r + '-ocy 
F12(y) = \ \ wz(u, v) du'jiv (1.22) 

.>— x. !,'—co 

Şl 

ze>n(.r) = \ w2(x, y) dv • (1.23) 

w12(y) = \ w2(x, y) dx (1.24) 
J — K> 

Densitatea de probabilitate a V.A. discretă. Funcţia de repartiţie data 
de relaţia (1.7) poate fi scrisă: 

n 

F{x) =Ţ)P(xi)u(x-:xi} (1.25) 

unde u{x) este treapta unitate: u(x) ~ 1 pentru , r>0 şi u(x) = 0 pentru 
x < 0. 

Din această relaţie rezultă: 

w{x):=£;P(xt)mx-x() (1.26) 
: = 1 

unde „3" este impulsul Dirac. 

1.2.3.1. Repartiţii şi densităţi de probabilitate condiţionate 

Să considerăm probabilitatea: : : , 

P(l < * / y < •/] < v2) = ' x -^ ' J1/ 

sau 

w%(u, v)jdu dv 
P(l^xjy < /-<yi) 

) du dv 

V z£>2(w, 3') <fe 
i^X/v) = JM» P(£ < xjy < 7) < Vi) = "~ 

"1~*y V w%(x, y) dx 
. 1 — m 
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iar 
, , . SF(xiv) w°(x, v'i ,T „ . 

w(*/ v) == —i-^i- = - ^ f ' (1.27) 
0% ^' l2U' ) 

sau 
w2(#, jy) = îe-'̂ O') w(%ly) = H'II(-V) w(yjx) (1.28) 

în cazul continuu, formula probabilităţilor complete devine: 

wn(x) = V J»(*/^) w12(y\ dy • (1.29) 

1.3. Valoarea medie a unei variabile aleatoare 

Integrala (Stieltjes) 

I = (+°° xdF(x) (1.30) 

se numeşte valoare medie a V.A. *l, dacă integrala este convergentă. 
JFŞ.Y) este funcţia de repartiţie a V.A.E. 
Dacă F(x) este continuă, valoarea medie a V.A.;, poate fi exprimată 

printr-o integrală Riemann: 

l = V~m xw(x)dx • •-'•• (1.31) 
. } — <B """'" " 

unde w(x) este densitatea de probabilitate. '."_'.'. 
în cazul în care | este o A'.A. discretă: 

I = £ * « # * , ) _ ' (1.32) 

1.4. Funcţii caracteristice 

Se"numeşte funcţie caracteristică a V.A. c valoarea medie: 
p - x 

<x = y e^vffi'(.v)d.v (1.33) 

fiindcă ; |eJ"w | = 1, integrala (1.33) este convergentă pentru (V) v şi pentru 
oricare densitate de probabilitate w(x). 

Funcţiile Ofr) sînt perechi Fourier, deci " 

w{x) = - ! - . ( K 0(w) e--;"di< (1.34) 

1.4.1. Densitatea de probabilitate a unei sume de V.A. independente 

Fie ; l=T,li (I-*5) 

iar 

eivL = ejr^eiu, ... = J J e-'1- (1.36) 
:'=1 
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deci 

0(») = e ; i î = r j ^ = n *,(») (1.37) 
1=1 : = î 

unde 

$ , ( « ) = ( zM*,-) e** rf.r, (1.38) 

aceste funcţii determină pe <J>(i'), iar din relaţia (1.34) se obţine w(x). 
Dacă V.A. au o distribuţie normală: 

• _ 4 i ! 
*,(?) = e"" 2 .(1.39) 

unde a,- sînt valorile medii, iar sf dispersiile; punînd a = 2_, '*,- şi <?2 = / j o f 

se obţine: 

O(y) = I I <&,(») = e * * " ^ (1.40) 

respectiv 
i _ 1 ( • T -") 2 ' • 

te>(.v) =--=. e 2 °2 (1.41) 
\ 2—c2 

adică suma V.A. normale independente este o V.A. normală. Rezultatul 
acesta poate fi generalizat şi pentru cazul unor combinaţii liniare de V.A. 
normale, fără restricţia independenţei. Suma rezultantă, în acest caz, este un 
vector aleator cu o distribuţie normală multidimensională. 

1.5. Teorema limită centrală 

Teorema limită centrală poate fi formulată în modul următor: 
1. dacă ;1 ( 12, ••• \n s m t V.A. cu distribuţii oarecare; 
2. dacă \y = ^2 = ••• = \n — 0; 
3. dacă V.A. sînt independente, sau au coeficienţi de corelaţie mutuală. 

care tind spre zero; 
4. dacă valoarea fiecărei V.A. particulare ;,_. este neglijabilă faţă ele suma 

tuturor variabilelor, 
n 

atunci densitatea de probabilitate a sumei rt — S~) £,- pentru n foarte mare 

tinde spre: 

1 - -£ 
w(y) = - = = = e 2"2 

v 2—a'1 

adică spre o lege normală. 

1.6. Convergenţa variabilelor aleatoare. 

Spunem că V.A. la converge in probabilitate către V.A.t, cînd « —> oo, 
dacă pentru (V) £ > 0 avem: 

linKP{\lB — l\>s}=0 (I.42) 
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O "condiţie necesară şi suficientă pentru ca această limită să existe, este 
ca pentru (V) z > 0 şi (V) >. > 0; să existe un N, astfel încît: 

P i l i» — lm\ > ?} < >• Pt; (V) », W > ^ . 

Spunem că V.A. £,, converge în medie patmtică către V.A. ;, cînd n~* ce, 
clacă: 

lim l,t — • h - = 0 

Această limită se mai scrie: 

l.i.m. lf! — c 

Condiţia necesară şi suficientă pentru ca această limită să existe, este că 
pentru (V) s > 0, există un A* astfel încît: 

\T„ ~ U 2 < s pentru (V) », m > A 

Convergenţa în medie patratică implică convergenţa în probabilitate. 

TABELE ANEXE 
TABELUL A.Iîl 

: • 

Valorile funcţiei w(z) = — = e 2 

x 0 i 2 4 5 6 7 8 9 

0,0 ' 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 ! 3939 3932 3925 3918 
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 i 3857 3847 3836 3825 
0,3 3814 3802 3790 3778 ' 3765 3752 3739 3726 3712 3697 
0,4 3683 3668 3653 3637 362 1 3605 3589 3572 3555 3538 
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 34 10 3391 3372 3352 
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 I 3209 3187 3166 3144 
0,7 3132 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 ! 2"56 2732 2^09 2685 
0,9 2661 2637 2613 2 5 89 2565 2541 2516 2492 2468 2444 

1,0 0.2420 2396 237 1 234" 2323 2299 2275 2251 2227 2203 
1.1 2Î79 2 155 2131 2107 2083 2059 ! 2036 2012 1989 1965 
1,2 1942 19 19 1895 1S_2 1849 1826 1804 1781 1758 1736 
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 i 1582 1561 1539 1518 
1.4 149- 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 
1.5 1295 1276 1257 123S 1219 ' 1200 1182 1163 1145 1127 
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 ; 1006 0989 0973 0957 
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 1 0848 0833 0818 0804 
1,8"' 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 
1,9'/ 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 

2,0 0,0540 0529 0519 0508 049S 0488 : 0478 0468 0459 0449 
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 03*9 0371 0363 
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290 
2*3 02 S 3 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 | 0194 0189 0184 0180 
2,5"' 0175 0171 0167 0163 0158 0154 1 0151 014" 0143 0139 
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 , 0116 0113 0110 0107 
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TABELUL A.I.l (continuare; 

X 0 l 2 3 4 5 6 7 8 9 

2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0C84 0081 
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 

3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013 
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009 
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006 
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 • ,0004 
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 
3.8 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 ' 0002 0002 
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001 

TABELUL A.Iî2 
X' 

X 0 l T 3 4 5 6 8 i ' 
0,0 0,00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 ' 03586 
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 
0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 
0,3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 
0,4 15542 15910 16276 16670 17003 17364 17724 18082 18439 18793 ' 
0,5 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 
0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24357 25175 25490 
0,7 25S04 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 
0,8 2S814 29103 29389 29673 29955 30234 303 11 30785 31057 31327 
0,9 31594 31859 32 12 1 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 

1,0 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 
1.1 3643J 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 
1,2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39769 39973 40147 
1,3 40320 40490 40658 40824 40988 4 1149 41309 41466 41621 41774 
1,4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42789 42922 43056 43189 
1,5 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408 
1,6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449 
1,7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327 
1,8 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062 
1,9 47128 4^193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670 

2.0 4~725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169 
2,1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574 
2,2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 •ÎSS99 
2,3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49 158 
2,4 ; 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361 : 
2,5 .: 49379 49396 494 13 49430 49446 49461 49477 j 49492 49506 49520 
2,6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 , 49643 
2,7 49653 | 49664 | 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49736 j 
2,'s 49"44 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49765 49801 49807 
2,9 49813 49816 49825 ; 49831 49S36 49841 49846 49851 49856 4J861 
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TABELUL A.1.3 (continuare! 

X • 
s:a x 

x - i 
X 

* 
X 

sin x 
X 

s:a x 
x - i 

X 

* 
X 

sin x 

12,8 0,0 B l 16,7 -0 ,0501 25,0 -0 ,0053 63,0 + 0,0027 

12,9 0,0254 16,8 -0.052S 26,0 +0,0293 64,0 0,0144 

13,0 0,0323 16,9 -0 ,0550 27,0 0,0354 65,0 0,0127 

13,1 0.053S 17,0 -0 ,0566 28,0 0,0097 66,0 -0 ,0004 

13,2 0,0449 17,1 -0 ,0576 29,0 -0 ,0229 67,0 -0 ,0128 

13,3 0,0503 17,2 -0 ,0580 30,0 -0 0 3 2 9 68,0 -0 ,0132 

13,4 Q/>553 17,3 -0 ,0578 31,0 -0 ,0130 69,0 -0 ,0017 

13,5 0,0595 17,4 -0 ,0570 32,0 +0,0172 70.0 
• 

+ 0,0111 

13,6 0,0632 17,5 -0 ,0558 33,0 0,0303 71,0 0,0134 

13,7 0,0661 17,6 -0 ,0539 34,0 0,0156 72,0 0,0035 

13,8 0,0684 17,7 -0 ,0516 35,0 -0 ,0122 73,0 -0 ,0093 

13,9 0,0699 17,8 -0 ,0487 36,0 -0 ,0275 j 74,0 - 0 , 0 133 

14,0 0,0708 17,9 -0 ,0454 37,0 -0 ,0174 75.0 -0 ,0052 

14,1 0,0709 18,0 - 0 , 0 4 1 " 38,0 +0,0078 76.0 -0 ,0076 

14,2 0.0 "03 18,1 - 0 , 0 3 "6 39,0 0,0247 | 77,0 0,0132 

14,3 0,0690 18,2 -0 ,0332 40,0 0,0186 78,0 0,0069 

14,4 0.06" 1 18,3 -0,02.85 41,0 -0 ,0039 ] 79,0 -0 ,0061 

14,5 0,0645 18,4 -0.02.36 42,0 -0 ,0218 80,0 -0 ,0124 

14,6 0,06 13 18,5 -0 ,0185 43,0 - 0 , 0 193 81,0 -0 ,0078 

14,7 0,0575 18,6 -0 ,0133 44,0 +0,0004 82,0 + 0,0038 

14,8 0,0533 18,7 -0 ,0080 45,0 0,0189 1 83,0 0,0117 

14,9 0,0485 18,8 -0 ,0026 46,0 0,0196 1 84,0 0,0087 

15,0 0.0434 1.8,9 - 0 , 0 0 2 " 47,0 0.0063 85,0 -0 ,0021 

15,1 0,0378 19,0 0,00 "9 48,0 
j 

-0 ,0160 86,0 -0 ,0107 

15,2 0,0320 19,1 0,01,30 49,0 -0 ,0195 87,0 -0 ,0095 

15,3 0,0259 19,2 0,0179 50,0 -0 ,0053 88,0 + 0,0004 

15,4 0,0197 19,3 0.0226 51,0 - 0 , 0 1 3 1 89,0 0,0097 

15,5 0,'H33 19,4 0,0270 52,0 0,0190 90,0 0,0099 

15,6 0,0069 19,5 0,0311 53,0 0,0075 ! 91,0 0,0012 

15,7' 0,0005 19,6 0,0348 54,0 -0 ,0104 92,0 -0 ,0085 

15,8 -0 .0058 19,7 0,0382 55,0 -0,01.82 93,0 -0 ,0102 

15,9 —0.0120 19,8 0,0411 56,0 -0 ,0093 94,0 -0 ,0026 

16,0 - 0 , 0 180 19,9 0,0436 57,0 + 0,0077 j 95,0 -0 ,0072 

16,1 -0 ,0237 20,0 0,0457 58,0 0,0171 j 96,0 0,0103 

16,2 —0,0292 21,0 0,0398 59,0 0,0108 97,0 0,0032 

16,3 -0 .0342 22,0 -0 ,0004 60,0 - 0 , 0 0 5 1 98,0 -0 ,0059 

16,4 -0 ,0389 23.0 -0 ,0368 61,0 -0 ,0158 99,0 -0 .0101 
; 

16,5 —0 0431 24,0 -0 ,0377 
• 

62,0 -0 .0119 : 100,0 -0 ,0051 

16,6 -0 ,0469 1 
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ANEXA II 

STRUCTURI ALGEBRICE SI ELEMENTE DE CALCUL 
Î N CÎMPUR1 FINITE 

II. 1. Structuri algebrice 

Fie două mulţimi oarecare notate cu M şi O. 
0 aplicaţie / : M X M-+M, se numeşte lege de compoziţie internă pe 

mulţimea M. 
Ea asociază fiecărei perechi (x, y) e M X M, elementul f(x, y). Vom 

nota f(x, y) cu x -\- y sau x-y. 
Numim lege de compoziţie externă pe M, o aplicaţie g : fi x M —+ M, 

care asociază fiecărei perechi (X, x) e ft x M elementul g(X, #), /. e £l, x e M. 
Spunem că pe mulţimea M avem dată o structură algebrică, dacă pe M 

s-a definit o lege de compoziţie (internă sau externă) cu anumite proprietăţi. 

I I . 1.1. Grup 

Fie G o mulţime înzestrată cu o lege internă notată aditiv „ + ". Spunem 
că G are o structură de grup (aditiv), dacă legea ,,-\-" este asociativă, posedă 
element neutru şi orice element din G are un simetric faţă de această lege. 
Adică G este grup în următoarele condiţii: 

1. (V) x, y, z e G =* x + {y + z) = (x + y) -f z 
2. (l)ceG a.î. ( V ) * ş G = » x + ,«.= < + * : = x 
3. (V) x e G, (3) %' e G a.î. x + x' = x' — :v = e 

unde e este elementul neutru. Elementul x' se notează cu —x. 
Un grup G se numeşte abelian sau grup comutativ, dacă pentru (V) x, y e 

e G =*> % + v = j + *'. 
Se numeşte grup cu operatori orice grup G înzestrat cu o lege de compoziţie 

externă, distributivă faţă de operaţia de grup. 
Un grup G se numeşte finit, dacă mulţimea G are un număr finit de ele

mente. 
Numărul elementelor din grupul finit G se numeşte ordinul grupului. 
Fie o lege internă^de tip multiplicativ, notată „.", care defineşte pe G 

o structură de grup. î n G se pot construi puterile întregi ale unui element 
a e G punînd: 

a» = a • a ... a 
n factori 

arn = (a-1)" 
a° = e 

Un grup G se numeşte monogen dacă este generat de unul dintre elementele 
sale. Un grup monogen finit se numeşte ciclic. 

într-un grup, cel mai mic număr natural n pentru care a" = e. se numeşte 
ordinul elementului a. 

Fie G şi G' grupuri ; o aplicaţie / : G —> G' se numeşre omomorfism al 
grupului G în G' dacă oricare ar fi x, y e G avem f(x -f y) = f(x) -\-f(y). 
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Un omomorfism bijectiv se numeşte izomorfism. 
Orice omomorfism al lui G în G se numeşte endomorfism. 
Orice izomorfism al lui G în G se numeşte automorfism. 
Fie C j c G o submulţime în grupul G. Spunem că G± este un subgrup 

în grupul G, dacă legea de compoziţie internă din G induce pe G± o structură 
de grup. 

Condiţia necesară şi suficientă ca GxciG să fie un subgrup în G este ca 
{V)x, y e Gi => .v — y e G± (criteriul subgrupului). 

I I . 1.2. Inel 

Mulţimea / înzestrată cu două legi de compoziţie interne, una notată 
aditiv „ + " şi alta multiplicativ „•" se numeşte inel, dacă: 

1. I are o structură de grup abelian faţă de legea ,,-f-"; 
2. legea „•" este asociativă şi distributivă în raport cu legea , , - j - " . Dacă 

în plus are loc şi proprietatea de comutativitate în raport cu legea „•", I se 
numeşte inel comutativ. Dacă în raport cu legea „•" există element neutru 
(unitate), / se numeşte inel unitar. 

în inelul / elementul a^-0 este divizor al lui zero dacă (3) bel, b^O, 
astfel încît: a • b = 0. Dacă a=£0 este divizor al lui zero, atunci din relaţia 
ax = ay nu rezultă x = y. Elementul a este element regulat, dacă din ax = ay 
rezultă x = v. 

Un inel / comutativ cu unitate şi fără divizori ai lui zero se numeşte 
domeniu de integritate (inel de întregi). într-un domeniu de integritate, 
relaţia ab = 0 implică sau a = 0 sau 5 = 0, iar aK = 0 implică a = 0. 

Se numeşte subinel al unui inel I orice submulţime I\C.I pentru care 
legile de compoziţie din I induc în Ix o structură de inel. 

Condiţia necesară şi suficientă ca Ix a I să fie un subinel este ca: 

(V) x, y 6 I 1 => x —• y G Ix şi % • y e I± 

Se numeşte ideal stîng (respectiv drept) în inelul / orice submulţime 
Ixdl cu proprietatea că: 

1. Ix este subgrup aditiv în I ((V) x, y e / x => X—ve/j). 
2. (V) x e îx şi (V) y e I => y • x e ÎY (pentru ideal stîng) respectiv, 

(V) x e Ix şi (V) y e I => x • y e i \ (pentru ideal drept). 
Un ideal în acelaşi timp stîng şi drept se numeşte ideal bilateral. Orice 

ideal este subinel. 
: Pentru inelele comutative, noţiunile de ideal stîng şi ideal drept coincid. 

Dacă inelul / este un inel cu unitate, atunci unitatea nu aparţine nici unui 
ideal. 

Fie !ZI inelul întregitor şi P mulţimea multiplilor întregului pe e !S?. 
Mulţimea P formează un ideal în raport cu 'ZJ. 

Se numeşte ideal generat de o submulţime A al intersecţia tuturor 
idealurilor din / , care conţin pe A. 

într-un inel comutativ, idealul generat de un element arbitrar fixat 
a e I se numeşte ideal principal. Spunem că I este un inel principal dacă 
orice ideal al său este principal. 

Se numeşte caracteristica inelului I cel mai mic întreg natural q pentru 
care q • x = 0, oricare ar fi x e I. Caracteristica inelului cu unitate este cel 
mai mic întreg natural c pentru care q • 1 = 0. 

Spunem că elementul y e I divide elementul x e I dacă (3) z e I astfel 
încît x = y • z (y se numeşte divizor pentru x). 
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Un element y e I se numeşte divişor propriu pentru elementul xe I dacă 
(3) z e I astfel încît x = y • z şi în plus y nu este inversatul în I. 

Elementele x, y e I se numesc prime între ele în / dacă nu au nici un 
divizor propriu comun. 

Condiţia necesară şi suficientă ca x, y e I să fie prime între ele este ca să 
(3) a, bel astfel încît: 

ax -\- by = 1 (teorema lui Bezout). 

II . 1.3. Clase de resturi 

O lege de compoziţie „*" definită pe mulţimea M este compatibilă cu 
o relaţie de echivalenţă R pe M dacă şi numai dacă: 

(V) x, y, x', y' e M, xRy şi x'Ry' => x * x'Ry * y' 

Pe inelul întregilor ^ , legile de compoziţie „ + " Şl "•„ sînt compatibile cu 
relaţia de echivalenţă R, cunoscută sub numele de relaţie de echivalenţă 
„modulo p": 

fie p e W , (V) x, y e 'Z, xRy <* x — y = p • q, ? s Z 

Această relaţie de echivalenţă se notează: 

x = y (mod p). 

Pe orice mulţime M, o relaţie de echivalenţă R permite construirea 
mulţimii cit (factor) notată MjR. 

Orice lege de compoziţie „*" pe o mulţime M, compatibilă cu R pe M, 
induce pe MjR o lege de compoziţie internă „*" (numită lege cît). 

Pe inelul!Zj, relaţia de echivalenţă „modulo/)" conduce la mulţimea factor 
A . 

rZilRn0tZp = {C0, Ci, ..., Cp_-^ înzestrată cu operaţiile „ + " şi „ . " induse de 
cele două operaţii din ^ astfel: (V) Cx, CtJ e Zp. 

i. cxlcy = c^ 
2. C;. Cu = Cx.y 

A 

In raport cu cele două legi,, -\-" şi „ . ", mulţimea Zp este un inel. Relaţia 
de echivalenţă „modulo p" determină o partiţie a inelului ^ î în clase de 
echivalenţă numite clase de resturi „modulo p". 

Prima clasă este formată din idealul generat de e l e m e n t u l ^ s Z , respectiv 
de mulţimea multiplilor întregului p. 

Deorece idealul nu epuizează toate elementele inelului, se poate găsi 
un element din inel care nu aparţine idealului, de ex. elementul 1. Acesta poate 
fi ales ca prim element al clasei următoare, ale cărei elemente se formează 
prin adunarea elementului 1 cu fiecare din elementele idealului. Operaţia se 
continuă pînă la epuizarea tuturor elementelor meiului. Ultima clasă are 
ca prim element, elementul p— 1, 

0, p , —p 2p, —ip 
1, p + 1, — p + 1, 2p + 1, —2p + 1, ... 

^ — 1 , 2 ^ — 1 , - 1 , 3 ^ — 1 , —p—l,... 
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Prin această partiţie fiecare element al inelului se găseşte într-una şi 
numai una din clasele de resturi. Fiecare clasă de resturi moduîo p conţine 
sau pe 0 sau un întreg pozitiv mai mic decît p. 

Convenim să notăm clasele de resturi cu { }, fiecare element al unei clase 
putînd să reprezinte clasa: 

{0} ={p} ={-# 
{1} ~{p+l} = {-p 

# _ 1 } = { 2 £ - 1 } = {-1} 

în general vom alege primul element ca fiind reprezentant al clasei. 
Un element oarecare „a" al inelului se găseşte în clasa de resturi {r), 

dacă si numai dacă rest — = r. 
P . 

In particular, dacă considerăm inelul format din mulţimea numerelor 
întregi, iar prima clasă ca fiind idealul format din multiplii lui 2, obţinem 
clasele de resturi modulo 2: 

0, 2, — 2, 4, — 4, ... 
1, 3, — 1, 5, — 3, ... 

pe care le notăm cu {0} şi {1}. 
Operaţiile între aceste clase sînt: 

{1} + {1} = { ! + ! } = {2} = {0} {l}-{l} = {n 
{1} + {0} = {1} şi {l}-{0} = {0} 
{o} + {o} = {o} {0}-{0} = {0} 

Cînd nu se pot crea confuzii, vom nota clasele cu 0 şi 1, renunţînd la 
paranteze. 

In cadrul structurii de grup, clasele astfel formate se numesc clase ală
turate. 

II . 1.3. Corp 

O mulţime K înzestrată cu două legi de compoziţie (notate aditiv şi 
respectiv multiplicativ) are o structură de corp dacă: 

1. K are o structură de inel; 
2. mulţimea elementelor diferite de zero formează un grup multiplicativ. 
Deci, un corp K, este un inel cu unitate în care orice element ^0 este 

inversabil. 
Un corp K în care operaţia „•" este comutativă se numeşte cîmp. 
O submulţime Kt c K este un subcorp în K, dacă legile de compoziţie 

din K induc pe K1 o structură de corp. Condiţia necesară şi suficientă ca o 
submulţime KxciK să fie subcorp este să avem îndeplinite condiţiile: 

1. (V) x e A\ şi (V) y e Kx => x — y e K1; 
2. (V) x e Kx şi (V) y e Klt y ? 0 => x • y1 s K± 

Orice corp K este un domeniu de integritate. într-un corp, considerat 
ca inel, singurele ideale sînt {0} şi K. 
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Corpul K fiind inel cu unitate şi fără. divizori ai lui zero, vom numi carac
teristica corpului K cel mai mic întreg natural p pentru care p • 1 = 0. în 
acest caz A* se numeşte corp de caracteristică finită şi anume de caracteristică p. 

Exemple ele corpuri de caracteristică finită sînt toate corpurile finite; 
există însă şi corpuri infinite de caracteristică finită. 

Dacă K este de caracteristică p, atunci p este prim. 
• Demonstraţie. Presupunem că p=s • /, unde s < p, t< p (s • l)(t • \) = 

= ^ • 1 = 0 
Xeexistînd divizori ai lui 0, rezultă că sau s • 1 = 0 sau t • i = 0, ceea ce 

contrazice faptul că p este cel mai mic întreg care satisface relaţia p • 1 = 0 , 
q.e.d. 

Dacă caracteristica corpului K este p, atunci pentru orice element a 
din acest corp are loc egalitatea: p • a = 0. 

• Demonstraţie, p • a = (p • 1) • a = 0 • a — 0 
Dacă caracteristica corpului K este zero, atunci din u^0 şi a^0 

rezultă n • a # 0 . De exemplu, corpurile <Q>, Si, C au caracteristica zero. 
în concluzie, caracteristica unui corp K este sau nulă sau un număr prim. 
în corpul de caracteristică p este satisfăcută relaţia: 

(a - b)" = av + b» (II .!) 

• Demonstraţie. Folosind formula de dezvoltare a binomului avem: 

(a + by = a» + Cla'^b + Cf,a^-b2 + ... + Cţ^ab^1 + b° 

Vom arăta că Q , C%, ..., C^_1 sînt multiplii de p. 
Intradevâr, C% = si pentru 0 < k < p, rezultă 0 < p — 

k\(p-k)\ ' X 

— k < p, deci orice factor care apare la numitor este strict mai mic 
decît p, deci este prim cu p. Cum K are caracteristica p, rezultă p • x = 0 
pentru (V).r £ K, deci Cyxp~1:b,; = 0 pentru 0 < k < p, q.e.d. 

Corpul K se numeşte prim dacă nu conţine nici un subcorp diferit de el 
însuşi. 

Inelul claselor de resturi Zp cu p prim este un cîmp. 
• Demonstraţie. Fie Z}) = {C0, C3, ..., Cv_i} 
Oricare ar fi clasa Cx^pCa, avem că 1 < x < p. întrucît p este prim. 

rezultă că % şi p sînt prime între ele şi conform teoremei lui Bezout (3) a, 
;3 e Z , astfel încît xx + 3 v = 1 

OLX — 1 = (— 3) p <* CM = Cx. 

Dar Ca.,; = Ca • Cx. Rezultă deci CxCx = 1, ceea ce înseamnă că Cx este 
inversabil (q.e.d). 

Corpurile de clase de resturi Zp(cu p prim) sînt prime şi se numesc cîmpuri 
Galois (cu p elemente). Ele se notează GF(p). 

Fie date corpurile K şi L aşa fel încît K c L . Corpul L se numeşte extensia 
corpului K, dacă structura algebrică de corp indusă pe A", de structura lui L 
coincide cu structura lui K. 

Dacă L este o extensie a corpului K, atunci L este spaţiu vectorial peste K. 
Dimensiunea spaţiului vectorial se numeşte gradul extinderii L peste K. 
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I I . 1.4. Spaţiu vectorial 

Un grup abelian M se numeşte modul la stînga (respectiv la dreapta) 
peste inelul I dacă există o lege de compoziţie externă: / x M —> M care 
asociază fiecărei perechi (OL, x) elementul OL-XBM (respectiv X-OLSM) 
astfel ca: 

1. a • (x -f- y) = a • x -j- a • v (respectiv (x -f- y) • a = x • a. -(- y • a) 
2. (a -f ?) " # = « " * + / " x (respectiv x • (OL + (î) = :c • a + % • (3) 
3. a • (3 • x) = (a • ji) • % (respectiv (% • (3) a = .v • (3 • x)). 
Dacă inelul J este comutativ, atunci noţiunile de modul la dreapta.şi 

modul la stînga coincid. 
Orice inel poate fi considerat ca un modul la stînga sau la dreapta peste 

el însuşi. 
Dacă inelul I este cu unitate şi 1 • x = x oricare ar fi x e M, atunci 

modulul se numeşte unitar. 
Orice modul unitar peste un corp K se numeşte spaţiu vectorial peste K. 
Elementele unui spaţiu vectorial se numesc vectori iar elementele corpu

lui K scalari. 
Orice corp K poate fi privit ca spaţiu vectorial peste el însuşi. 
Fie E un spaţiu vectorial peste un corp K şi E^czE o parte a sa nevidă. 
Spunem că EiCzE este un subspaţiu vectorial în E dacă cele două ope

raţii date pe E (adunarea vectorilor şi înmulţirea unui vector ca un scalar) 
induc pe E1 o structură de spaţiu vectorial peste K. 

• Criteriul subspaţiului. Condiţia necesară şi suficienta ca E±c:E să 
fie un subspaţiu este ca: 

(V) x, y e Ex şi (V) OL, (3 e K => OLX + Ş>y e Ex. 

Fie I o familie de indici şi fie {^};e/ o familie de elemente din E şi {\}iei 
o familie de scalari din K; orice element x e E de forma 

x =YJ \XI 
iei 

unde X; = 0. cu excepţia unui număr finit de indici, se numeşte combinaţie 
liniară a familiei {*,};-ej. 

Dacă familia {at}ie j e E este dată, atunci mulţimea combinaţiilor liniare 
ale familiei formează un subspaţiu vectorial peste K, numit subspaţiul generat 
de familia {a.}icl. 
Vectorii familiei se numesc generatori. 

Vectorii familiei {fl,-];e/ se numesc liniar independenţi, dacă şi numai 
dacă relaţia 2 J ''-fi: = 0 implică \ = 0 pentru toţi indicii i s I. 

iei 
Dacă vectorii familiei {a,};e/ nu sînt liniar independenţi, atunci se numesc 

liniar dependenţi sau legaţi. 
Orice familie {a,-};e/ de vectori liniar independenţi care generează spaţiul E 

se numeşte bază a lui E. 
Dacă {«,-};ei este o bază a spaţiului E, atunci oricare ar fi x e E există 

familia de elemente {?.,}; = / din K astfel încît: 

X = 2_> ~Kiai> 
iei 
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Scalarii din familia {X;};6/ se numesc coordonatele vectorului x. Reprezen
tarea vectorului % în baza {a^iei este unică. 

Numărul elementelor din bază (finit sau infinit) se nuaaeşte dimensiunea 
spaţiului. 

I i : 1:5". Algebra 

Fie I un inel comutativ cu unitate; mulţimea A se numeşte algebră peste I 
dacă: 

1. A este inel; 
2. A este modul peste I; 
3. (V) a e / şi (V) x, y e A => 1 • x = z şi a(:v • y) = (a.r) v = *(a • y). 
î n cazul cînd inelul I este un corp K (comutativ)., vom spune că avem o 

algebră peste un corp K. . ,:  

II.2. Elemente de calcul în cîmpuri finite 

Fie F un corp şi iief(x) = anx"~ran^1xn"1 — ... — a±x — a0 undea, e l 7 , 
un polinom de grad n în necunoscuta x peste corpul F. 

Mulţimea tuturor polinoamelor cu coeficienţi în F este un inel, comutativ, 
cu element unitate şi fără divizori ai lui zero, notat cu F [x], (a se verifica). 

î n inelul F[x], mulţimea P [x] a multiplilor polinomuîui p(x)eF[x] for
mează un ideal (a se verifica). 

Un polinom f(x) e F 'x^ se numeşte ireductibil dacă nu este divizibil cu 
nici un polinom g(x) eF[x], astfel ca 0 < grad g < grad / . 

Dacă singurul divizor comun al polinoamelor f(x) şi g(x) e.F.[x] este un 
polinom de grad zero, polinoamele se numesc prime între ele. 

Dacă polinoamele f(x) şi g(x) sînt prime între ele •;.•.. 

(=])*(*>, w ( * ) e - F i > ] • '•-••:•. . 

astfel încît 
f(x)u(x)+g(x)-v(x) = l. 

Elementele inelului F[x] pot fi organizate în clase de resturi în-raport 
cu idealul P [x] format din toţi multiplii unui polinom, de grad n, p(x) e F [x], 
Aceste clase se numesc clase de resturi modulo p(x) şi sînt similare claselor 
de resturi module p, un număr întreg. în cazul în care coeficienţii se găsesc 
într-un corp cu două elemente (0,1), avem: 

0 p(x) 0-jrmultiplii lui p[x) 
1 l-\-p{x) 1-(-multiplii lui p(x) 
x x+p{x) x+ 

: ":l + x l+x+p{x) ..i+x+ 
l + x.+ ..,J-x»~l l-.v-f- ... -i-.x"'1-^p{x) . . . 1 - f . T - ... +:xn~1+multiplii.luip(x) 

Clasele de resturi ale polinoamelor modulo un polinom pix) de grad n 
formează o algebră (a se verifica axiomele algebrei). 

Vom nota aceste clase în următoarele moduri: 
.. . {a0 - atx - ... + an_lX»-i} - \a0< + {«^ {x} + . . . . + {a^} \x-H = 

™ A, + AjX - ... - An_xX«-i 
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Se obişnuieşte să se noteze clasa At chiar cu elementul ei reprezentant at. 
Rezultă notaţia: 

{a0 + axx + ... + J-^ix'1-1} = u0 4- atX + ... + «Vi-Y»-1 

î n general, în locul notaţiei {f(x)} se va utiliza notaţia f(X). 
Fie J un ideal în algebra polinoamelor modulo p(x) şi fie g(x) un polinom 

nenul, de grad minim, astfel încît g(X) e J. 
Atunci o clasă oarecare s(X) este în J dacă şi numai dacă s(x) e divizibil 

prin g(x). 
• Demonstraţie. Necesitatea: 
Fie s(x) = g{x) • q(x) 4- rlx). grad r < grad g. 
Rezultă s(X) = g(X) q(X) + r(X) 

Cum s(X) şi g(X) ej =s> s(X) — g(X) • q(x) e J deci şi r(X) e / ceea ce 
contrazice ipoteza că g(#) este polinomul de gradul cel mai mic din / . Deci 
este necesar ca s(x) să fie divizibil prin g{x). 

Suficienţa: Fie s(x) — g(x) • q(x) şi deci s(X) = g(X) • q(X) cum g(X)e J 
rezultă că şi s(Z) 6 / ,q .e .d. 

Corolar: Polinomul g(x) divide pe p(x). 
• Demonstraţie. Fie p(x) = g(x) q(x) -4- ''(*)> grad r < grad g 

{0} = p(X) = g(X) q(X) + r(X) 

Deoarece g(X) q(X) e J rezultă că şi r(X) e J, ceea ce contravine ipotezei. 
Deci r(x) = 0" şi p(x) este un multiplu al lui g(x). 

Polinomul g(x) de grad minim, cu proprietatea că g(X) e / , se numeşte 
polinom generator al idealului / . 

în algebra polinoamelor modulo p(x) dacă g{x) • h(x) — pix) atunci a(X) 
este în spaţiul nul al idealului generat de h(x), dacă şi numai dacă este în 
idealul generat de g(x). 

• Demonstraţie. Suficienţa. Fie a(X) în idealul generat de g(x) şi fie 
b(X) o clasă oarecare în idealul generat de h(x). Atunci a(x) este un multiplu 
al polinomului g{x) şi b(x) un multiplu al lui h(x), iar a(x) b(x) este un mul
tiplu al lui p(x). 

Rezultă a(X) • b(X) = {«(.v) • 6(.\-)| == 0. Deci a(X) este în spaţiul nul al 
idealului generat de h{x). 

Necesitatea. Dacă a(X) • h(X) = 0, atunci a(x) h(x) trebuie să fie un 
multiplu al polinomului p(x). Deci a(x) trebuie să fie divizibil cu g(x) şi 
rezultă că a{X) se află în idealul generat de g{x). 

II.2.1 Teorema de existenţă a rădăcinii 

Pentru orice polinom q(x) ireductibil de grad m peste corpul F există 
o extensie a acestui corp, astfel încît în ea se găseşte o rădăcină a lui q{x). 

Demonstrarea teoremei constă în construirea unei extensii a corpului F, 
care să conţină o rădăcină a lui q{x). Pentru aceasta luăm întreg inelul poli
noamelor F[x\ şi îl împărţim în clase fără elemente comune, punînd în aceeaşi 
clasă polinoamele care prin împărţirea cu polinomul dat q(x) dau acelaşi rest 
(clase de resturi). 

Pentru a arăta că mulţimea claselor de resturi formează un corp, trebuie 
de fapt să arătăm că pentru fiecare element există şi elementul invers. Uni
tatea va fi clasa polinoamelor care împărţite prin q(x) dau restul 1 şi o vom 
nota cu E. 
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Fie acum dată o clasă A, diferită de cea nulă. Polinomul q>(x) ales ca 
reprezentant al clasei A nu se va împărţi exact prin q(x) şi de aceea, ţinînd 
seama de ireductibilitatea polinomului q(x), aceste două polinoame sînt prime 
între ele. 

Deci (l)u(x) şi v(x) satisfăcînd relaţia: 

o(x) nix) -4- q.{%) v(x) = 1 

de unde: o(x) u(x) = 1 —q(x) v(x) 

Membrul al doilea dă restul 1 prin împărţirea la q{x), deci e E. Dacă no
tăm cu B clasa căreia îi aparţine u(x) vom obţine: A-B = E, de unde B = A'1. 
Cu aceasta, existenţa elementului invers pentru orice clasă nenulă este de
monstrată şi deci mulţimea claselor de resturi constituie un corp. Vom nota 
cu X clasa formată din polinoamele care, împărţite cu q(x) dau restul x. 
Această clasă serveşte ca rădăcină a polinomului q{x). 

Fie q(x) = amxm + amlxxm-^ + ... -f axx + aB. 
Oricărui element a din corpul F îi corespunde clasa formată din polinoamele 
care împărţite prin q(x) dau restul a; elementul a, considerat ca polinom de 
grad zero, aparţine el însuşi acestei clase, care se notează cu A. Elementelor 
^ s F le corespund clasele A,. 

Clasa AmXm+Am_1Xm~1+ ... +AXXA-AQ conţine polinomul q(x). însă q(x) 
se împarte exact cu el însuşi şi de aceea clasa care îl conţine este clasa nulă, 

AmX" + Am_xX^ + ... + AXX + A, = 0 

înlocuind clasele Ai prin elementele at din corpul F deducem că 

amXm + am_xX™-i + ... + axX + aQ = 0 

adică clasa X este efectiv rădăcină a polinomului q(x). 
în concluzie, mulţimea claselor de resturi modulo q(x) — un polinom de 

grad m, cu coeficienţi în cîmpul F, ireductibil în acest cîmp, formează un cîmp 
numit cîmp Galois şi notat GF(pm). 

Acest cîmp se numeşte o extensie algebrică de grad m a cîmpului F, 
care se numeşte cîmp de bază şi se notează GF(p). 

Se poate arăta că orice cîmp finit este izomorf cu un cîmp Galois. 

II.2.2. Teoreme cu aplicaţii la teoria codurilor 

Formularea este făcută pentru cazul codurilor binare şi deci vom lua în 
considerare numai cîmpurile Galois GF(2) şi extensiile GF(2m). 

In cazul în care p — .2 operaţia de adunare notată cu „A-" este echiva
lentă cu operaţia de scădere „—" şi ca urmare aceasta va fi notată tot cu 

• Teorema 1. Elementele cîmpului GF(2'n), cu excepţia elementului nul, 
formează un grup multiplicativ ciclic (cu 2m — 1 elemente). 
Demonstraţie. Pentru a demonstra că acest grup este ciclic, vom arăta că 
el conţine cel puţin un element de ordinul n = 2'" — 1. 
Fie numărul n descompus în factori primi de forma: 

n = ftft ... pţr. 
Pentru fiecare factor py există un element 3, s GF(2"') de ordinul p\>, 
i = T7r. 
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Fie p{\ şi pl°, ele fiind relativ prime (3)5 , / astfel încît spt* -f- tpp .== 1. 
Folosind această relaţie rezultă că: 

{$&)"*= ? f ? = ?î~'Jb?= ?a ^r 

Deci Şj şi %•> sînt puteri ale lui pxp2 

Dacă (3) a > 1 astfel încît (fiijîg) " —- 1, atunci sau 3X are ordinul 
mai mic decît pţţ, sau 32 are ordinul mai mic decît pe

t' şi rezultă o contra
dicţie. Ca urmare [3iŞ2

 a r e ordinul p^pl*. Se demonstrează prin inducţie că 
elementul 

y. — PiPa... f3r are ordinul ^>/»|" ... ^ r = » q.e.d. 

Definiţia 1. Elementul a se numeşte element primitiv dacă toate cele 2m— 1 
elemente nenule din GF(2m) pot fi exprimate ca puteri ale lui a. Ordinul ele
mentului primitiv a este n = 2m— 1, respectiv a" == 1. 

Definiţia 2. Dacă una din rădăcinile polinomului ireductibil g(x) de grad 
m, cu coeficienţi în GF(2), este element primitiv al cîmpului GF(2m), poli-
nomul se numeşte primitiv, (se poate demonstra că pentru fiecare grad, există 
cel puţin un polinom primitiv). 

• Teorema 2. Polinomul x" -j- 1, în care n = 2™ — - 1, are ca, rădăcini 
toate elementele nenule ale cimpului GF{T") in număr de n — 2m —• 1. 
Demonstraţie. în GF(2m) există un element primitiv « de ordin . n = 

= 2 M — 1, respectiv y" = 1. Deci a este o rădăcină a polinomului .r" -f- 1. 
în acest caz şi y? este o rădăcină fiindcă 

(a2)» = (a")2 =-- 1, la fel a3 ... a""1 q.e.d. 

• Teorema 3. Fie q(x) un polinom ireductibil, de grad m şi fie y. e GF(2m) 
o rădăcină a lui. Atunci şi y., a2, a2' ... a2"'--1 sini rădăcini ale luiq(x). 
Demonstraţie. Fie q(x) = a0 + ay% -)- ... -f amxm, a( sGF(2) 
Atunci conform relaţiei (II. 1) avem 

[g(x)]2 = «o + fl'i-1'2 + ••• + #m#2m 

Dacă a( = {0} atunci «f = {0} iar 
dacă a, ={1} atunci «f =-= «4 

Rezultă: [q(x)~f =?= </0 -f- %#2 + . : . - ) - «,aA'2m 

Deci, dacă a este o rădăcină a polinomului q{x) şi a2 este o rădăcină. 
Ridicînd la pătrat relaţia precedentă, rezultă că şi c.4 este o rădăcină ş.a.m.d. 
• Teorema 4. Foaie rădăcinile unui polinom primitiv au acelaşi ordin. 

Demonstraţie. Conform teoremei 3, dacă a este o rădăcină, atunci şi a2' 
este o rădăcină. Fie e ordinul lui <x şi e' ordinul lui a2'. 

Atunci (y.2'Ţ = 3t£2' = fa/)2'' = l2'' = 1 '.'"•'' 
deci e' divide pe e, respectiv 

d e c i s divide pe e'. 
Rezultă că e' = r, q.e.d. 
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• Teorema 5. Polinomul x" -f- 1 este divizibil cu polinomul xm -f- 1 dacă 
şi mimai dacă n este divizibil cu m. 
Demonstraţie. N e c e s i t a t e a . Presupunem că n — mk + r, unde r< m. 
Atunci xn + 1 = xr(xmk + 1) + xr + 1 
Conform algoritmului de împărţire 

xn + ] = q(n) (xm -f 1) + r(x) 

Comparînd cele două ecuaţii rezultă: 

q(x) = - ^ ^ ^ si r(x) = xr + 1 
xm + 1 

Restul ;'(A-) este zero numai dacă r = 0, deci numai dacă m divide pe n. 
S u f i c i e n ţ a . Fie n = Ăw. Polinomul y + 1 divide polinomul v* + 1 
pentru că y = 1 este o rădăcină a lui _yfc -f- 1. 
Punînd xm =-- y avem x" -\- 1 = y* -f- 1 care este divizibil cu _y -j- 1 == 
= ;i-m — 1-q.e.d. 
Definiţia 3. Polinomul m(x), de gradul cel mai mic, cu coeficienţi în GF(2), 

care are ca rădăcină un element ,3 eGF(2m), se numeşte polinom minimal 
al lui 3. 

• Teorema 6. Dacă un polinom oarecare f(x) cu coeficienţi în GF(2) are 
ca rădăcină pe 3e GF(lm), /(3) — 0, atunci f(x) este divizibil cu m(x), poli
nomul minimal al lui 3. 
Demonstraţie. Conform algoritmului lui Euclid avem: 

f[x) — m(x) q(x) + r(x), unde grad r < grad m. 

Deoarece/(S) = 0 şi m{Ş>) = 0 rezultă f(3) = 0 
Ori acest lucru se poate întîmpla numai dacă r(x) = 0, fiindcă gradul lui 
r(x) este mai mic decît al polinomului m(x). 
• Teorema 7. Orice element din GF(2m) are un polinom minimal de grad 
ni sau mai mic. 
Demonstraţie. Cîmpul GF(2m) fiind de dimensiune m, pentru oricare 
element a. e GF(2m) mulţimea formată din m -\- 1 elemente şi anume 
1, «., a2, ..., a"1 nu poate fi liniar independentă 

V - r o -r «„.-i*"^1 + •••-+ «î* + aQ = 0 

Există deci un polinom de grad m (sau mai mic) 

m(x) = amxm + am_xxm'1 + ... + axx + a0 

astfel încît m(a.) = 0 
Definiţia 4. Se numeşte perioada unui polinom q(x) cel mai mic întreg r 
astfel încît q{x) divide pe xr 4- 1. 

II .3. Proprietăţile matricei de control a codurilor B.C.H. 

Dacă polinomul g(x) are ca rădăcini elementele a, a3, ..., a26-1 6 GF(2m) 
se obţine un cod capabil să corecteze e erori independente. 
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Demonstraţie 

Fie H 

Presupunem că (3)q^2e coloane din matricea H liniar dependente. 
Rezultă: 

p.° •j> 
9 

y." 
y'l-l 

a° y? y. s ,jZC'i-l 

> a2«-l a(2«-l) _ a(2«-l) («-!) 

Notăm aij 

( a h)3 + (a«2)3 + 

l (a'Vp-i + (ai.)»«-l + 

V! .. . y> = y(/ 

\f~1 + yf-1 + 

.. + a1'* = 0 

.. 4- (a»«)3 = 0 

.. + (a^)26"1 = 0 

= 0 
= 0 

yf-1 = 0 
în corpurile de caracteristică 2, conform relaţiei (II. 1) este satisfăcută 
relaţia: 

(vi + yl + - + ... + yf 
Rezultă un nou sistem cu 2e ecuaţii, din care reţinem doar q ecuaţii: 

(:vi + .v2 + ••• + y<, = o 
yl + yl + - + y\•=-o 

< v? + 3 3'? = 0 

L ' l T J 2 T ••• 0 

Ţinînd seama de aceste relaţii, rezultă că determinantul care are sumt 
coloanelor egală cu zero, este nul: 

1 1 1 

v-iV, . . . v, 
}'l }'z • • V 2 

o 
Vî y% • yl 
yt1 yl'1 • • yr1 

= o 

Fiindcă elementele ylr _v2, ..., ya nu sînt nule, rezultă că determinantul: 

1 1 ... 1 

Vî 3'2 ••• y, 
D V= 

11 a-2 v a - i ... yq 

este nul. 
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Ori, acest determinant este determinantul lui Vandermonde, a cărui va
loare este: 

i>< 

Fiindcă elementele yx = a'1, y2 = a*«, ..., v2 — *'' s m t elemente distincte 
ale cîmpului GF(2'"), rezultă că Z) nu poate fi nul, şi în consecinţă nu există 
q^2e coloane liniar dependente. 

Rezultă deci că 2 e coloane ale matricei H sînt liniar independente, deci 
codul este capabil să corecteze e erori independente. 

TABELUL A.II.l1 

Numărul polinoamelor ireductibile Xir) modulo p 

p= 2 3 5 7 u • 

r = 1 2 3 5 7 11 
2 1 3 10 21 55 
3 7 8 40 112 440 
4 3 18 150 588 3630 
5 6 48 624 3360 22208 
6 9 116 2580 12215 
7 18 312 11160 
8 30 810 48750 
9 56 2457 

10 99 5880 

unde r este gradul polinomului ireductibil 

TABELUL A.II.2 
Numărul polinoamelor primitive M(m) modulo p 

p= 2 3 ' 7 11 

m = 1 i 1 2 2 4 
2 1 2 j 8 16 
3 2 4 20 48 176 
4 2 S 48 160 960 
5 6 22 304 1120 
6 6 48 720 
7 18 156 
8 18 320 
9 48 1008 

10 60 2640 

unde m este gradul polinomului primitiv 

TABELUL A.II.3; 
Polinoame binare ireductibile şi perioada lor 

PolÎDom ireductibil Perioada Primitivă 

X ~ 1 1 nu 
X2 + X + 1 3 da 
A-3 + x + 1 7 da 
*3 4- ,r2 4- 1 7 da 
x4 — x3 4- * 2 + A- — 1 5 nu 
*4 4 x + 1 15 da 
*4 4 x3 — 1 15 da 
*5 4- x2 + 1 31 da 
*=> 4- x3 + 1 31 da 
*5 4- xA 4- .r3 4- # — 1 31 da 
»5 4- A'4 4- x2 4- # 4" 1 31 da 
^ 5 + A.4 + A.3 _j_ A.2 _L 1 31 da 
xh _j_ ,T3 + A.2 + x + 1 31 da 
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TABELUL A.II.4 (continuare) 

Reprezentare 
binară Polinoame P(x) 

11011001 x1 + xe -1- xl — x3 -'-- 1 = (xs — x + 1)(A'4 — x3 — x- + x + 1) 
11011011 x1 — A6 4- xl + A3 4- x 4- 1 = ix — 1)(A6 --- A3 — 1) 
11011101 xi + x« + xi + xs .:__ x2 _ 1 = -{X + 1)4(^3 + x2 _ i ) 

1 1011111 x7 + x6 4- xi 4- x" - x2 + x -- 1 = (A2 - - x 4- l)(xe -r x" 4- 1) 
11100001 x1 4- x6 4 A3 4- 1 = (x - l)s(xi - x - r 1) 
11100011 X7 4" A6 4- .V5 - r A' — 1 = (A3 4- X 4~ 1 ) ( A 4 — A3 -'- 1) 
11100101 x7 + A6 4- A3 — .v2 — 1 
11100111 x7 4~ A6 4" x3 4- -v2 4" -Y —- 1 - [x 4- 1)(A'2 4- A -4 1)(A4 4~ ^ 3 ~T~ A'2 ~i~ * + 1) 
11101001 A 7 4 " A8 4 - A5 _ A3 - 1 = (.Y2 4- X - 1 ) 2 ( A 3 - X~ + 1) 

11101011 A'7 4 - -Y6 - A3 + A'3 •- X - 1 = (.Y + 1)2(.Y5 - A4 4" .Y2 + X + 1) 
11101101 * ' 4" A15 — A'5 — A3 4- A2 — 1 = ' ( # — 1)(A'6 — A1 — A'3 4 - X + 1) 
11101111 A'" — A''' 4" -Y° — A'3 — X~ -- X — 1 
11110001 X7 — A6 — A5 — Xi — 1 
11110011 A7 4- AB 4- A5 4- A1 4- A - 1 = (A 4- 1)(A3 4- A-2 4- l}2 

11110101 A" — A" — A'° 4- A1 4- -Y2 + 1 = (x 4~ 1)2(A3 — A — 1}(A3 — A 4- 1) 
11110111 A7 4" -YB — A° 4" A'4 — A'2 —- X 4" 1 
11111001 A7 4 - A8 + A3 - A1 4- A3 4 - l = (X 4- 1 ) ( * 6 4 - A4 4- A2 + X 4" 1) 
11111011 A7 4- AG 4- A5 — A4 4- A'3 — A --• 1 = (A2 — X — liţ .Y5 — A2 + 1) 
11111101 A7 4~ A6 4 ' X3 ~"T~ X* -— A3 — .Y2 — 1 
11111111 A7 + A6 -'- A5 -; A1 — X" — A2 — A - - 1 = (A 4" 1 ) ' 

100000001 
m = S 

A8 - 1 = (A 4" l ) 8 

100000011 A8 — A — 1 = (A2 - A — I I I ' A " 4- A5 — A3 4 - A2 — 1) 

100000101 A8 4 - A2 — 1 = (A4 — A — l ) 2 

100000111 AS — A2 — A 4- 1 = (A 4- 1)(A7 — A6 — A5 — A 1 — A3 — A2 4" 1} 
100001001 A8 - A3 4- 1 •= (A3 4 - A - 1)(A5 -r A3 - A2 - X - 1) 
100001011 A8 — A3 + X 4- 1 = (A 4- 1 ) 2 ( A 6 — A4 — X- + X — 1) 

100001101 A8 4~ A3 4- A2 4- 1 = (X — 1)(A2 — X 4- 1)(A5 — A2 — 1) 
100001111 A8 - A3 4 - A2 4 - A 4 - 1 = (A3 4- A2 - 1 ) ( A 3 + A4 + A3 - X + 1) 
100010001 ,rs 4- A4 4- 1 = (A2 4- * + l)1 

100010011 A8 + A4 4- X 4- 1 = (A 4- 1)(X7 :- A6 4- A5 -~ A4 — l j 
10001010 1 A8 - A 1 + A2 - 1 = (X - 1) 2 (A 3 - A2 - l ) 2 

100010111 AS — A4 4 - A2 — A — 1 = (A1 4- A3 4- 1)(A 4 4 - A3 4" A2 + X 4" 1) 
100011001 A8 — A1 — A3 4- 1 = (A 4- 1 ) ( A T 4- A6 4 - A'3 4 - A 1 — A2 + A" + 1) 
100011011 A8 — A4 — A'3 — A — 1 
100011101 A8 4 - A4 — A3 - - A2 1 
100011111 A8 4" A4 + A3 + A2 - X + 1 = (X + 1) 3(A 2 - A - l i Î A 3 - A A- 1) 
100100001 A8 4" A'5 4" 1 = (A3 — A2 4" IJi-^5 " A4 — A3 — A2 — 1) 
100100011 A8 ~ Xb — X •'- 1 = (A 4- 1)4(A4 4- X 4 - 1) 
100100101 x« + T s + T2 + l = i x + Jjţyi j _ x _. 1)(,v-4 + x3 _j_ 1) 

100100111 A8 — A3 4- A2 4 - X + 1 = (A2 - - A 4- 1)(A6 4- A5 — 1) 
100101001 A8 + A5 4- A3 4- 1 = (A - 1) 2(A 2 - A - 1)(A4 4- A3 4- A2 + A + 1) 
10010 10 11 A8 -J- A5 - r A3 — X -- 1 
100101101 A8 — A° — x"' -- X" — 1 
100101111 AS 4- A5 - - A3 4- A2 4- A - 1 = (A - 1)(A7 - A8 - • A5 - A2 - 1) 
100110001 A8 + A"5 4- A1 4- 1) = ix 4- 1 ) ( A " 4- A6 4- A5 — A3 — A2 — A -- 1) 
100110011 A8 - A5 - A4 - A - 1 = (A3 - X --- 1)(A5 - A3 - 1) 
100110101 A8 - A3 4- A1 - A2 - 1 = IA2 4- X - 1)(A6 4- A3 + A2 - X - 1) 
100110111 A8 - A3 4- A"1 - A2 - A - 1 = (A - l ) 2 (A ( i - A1 - A3 - A - 1) 
100111001 XS __ xa __ xi __ x3 ._ 1 
100 111011 A8 - A3 - A4 - A3 - A - 1 = (A 4" 1)(A2 - A - l j 2 ( A 3 - A2 - - 1) 
100111101 AS - A3 + A4 - A3 - A2 - 1 = (A - 113(A3 + A4 - A2 - X 4" 1) 
100111111 A8 4- A3 - A4 4- X3 + X- 4- X + 1 
101000001 A8 - A6 - 1 = (A1 - A3 - l ) 2 

101000011 A8 — A8 ^- A — 1 = (A — li (A7 4- A8 — 1) 
101000101 A8 - AS - A2 - 1 = (A 4- l j 4 ( A 2 4- A - l ! 2 

101000111 AS - A8 - X- - X - 1 = (A3 4 - X - l î ( A 3 - A2 - 1) 
101001001 AS - A6 4- A3 4- 1 = (x 4- 1)(A3 - A2 4- 1)(A4 4- x 4- 1) 
1010010 11 A8 4- A6 4- A3 -;- A — 1 = (X- — A 4- 1 ' 4 A 6 4- A3 — A4 — A2 — 1) 
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TABELUL A.II.4 (continuare) 

Reprezentare 
binară Polinoame P{x-) 

101001101 x8 + x6 -\- xs 4- x- -- 1 
101001111 XS _j_ x% _|_ XS _j_ x1 _ x j__ l __ j x _ l)2ţA-6 _|_ x _L_ l\ 
101010001 x8 + xs -r x'1 - 1 = (,Y ~ l)-(x3 — x - IV2 

101010011 X8 + X6 -\- X4, + X — 1 = (.Y3 — X- — l)(,r5 — X* — X- -f X — 1) 
101010101 XS ~ X6 -f A'4 — X2 - • 1 = (x4 —- A3 4" ;Y2 — X — l)-
101010111 XS + Xe + Xi — X- + X — 1 = (A -;• 1)(A-2 + X — l)(x 3 — A"3 — X- — X - - !) 
101011001 xa + _T6 + _r4 + xs _ i _ ţ^2 _ x _ i | (Tu _u A.s + > + ,r __ i) 
101011011 A'8 4- A'6 4- A4 + X3 - A" - 1 = (A" - 1 ) 3 ( A 3 - A4 - A3 - X2 + li 
101011101 X8 - A"6 4- A-4 - X3 4- X- 4- 1 = (A - l ) (x 7 - A6 - A3 + X + 1) 
101011111 A'S — X6 4" A'4 4- ,Y3 - X- —- A' — 1 

lonooooi A8 - X6 f X3 4- 1 = ' (A - 1)(A2 4- A" - 1)(A'5 4- A"" - 1) 
101100011 ,YS — AG 4- A'5 — X -'- 1 
101100101 X8 + A6 4- ,Y3 — A" — 1 
101100111 A"8 — X6 -r A5 4- A2 — X — 1 = (X — l)5(ar3 — A'2 — 1) 
101101001 A 8 4- xs 4- A 3 4- A-3 4- 1 
101101011 A'8 4- A-6 4- A5 - A3 - X 4- 1 = (* - 1 ) ( A 3 - X - 1 ) ( A 4 - XS - A2 - X -- 1} 
101101101 X8 - A6 4- A5 - A3 - A"2 - 1 = [X - 1!2(X6 - A3 - 1) 
101101111 A8 4- A"6 + A"5 - A3 + X- 4 A' 4- 1 = (A2 - A - l ) 2 (x 4 - X - 1) 
101110001 A8 4- XS -\- A"5 4- A4 — 1 
101110011 xs + xe + x 5 _ r i + _Y _ i = (A. + i)2(_T2 + _r + ylxi _ _Ts + i) 
101110101 A'8 4- X6 4- A5 — A4 4- A2 — 1 = (X 4- i)(x" — A6 4- A1 — A" — 1) 
101110111 A 8 4- A6 4- A;5 4- A;4 4- x- — x — 1 
101111001 .Y6 — A6 4 ' A'5 4- A'4 — A3 4- 1 = (X 4- 1)3(X3 4" A4 — A™ — X ~ 1) 
101111011 A-8 4- x6 4- A-3 4- A-4 4- A 3 4- A- 4- 1 
10 ! 111101 A'8 — A'6 + X3 — X1 — A3 — A2 — 1 = (A'2 — X — 1)(X3 ~ X2 + l ) (x 3 — A 4-1) 
101111111 A'8 — A6 4- A'3 — X4 - - X3 4" A2 — A -f- 1 = j.t 4 l ţ (x 7 4" A'6 — A4 ~ X~ — 1) 
110000010 x8 4- x7 4- 1 = (,Y2 4- A — l i (x 6 4- A 1 4- A-3 4- x 4- 1) 
110000011 ,YS 4- x7 4- A 4- 1 = (x + 1 ) 2 ( A 3 4- x 4- 1 ) ( A 3 - A2 - 1) 
110000101 A 8 4- A7 4- A-2 4- l = (x 4- l )(x7 - A 4- 1) 
110000111 A-S — A 7 4- A 2 4- x 4- 1 
110001001 A-S 4- x7 4- A 3 4- 1 = (.r. — l) 4(x 4 — A3 — l) 
110001011 AS — A7 4- A3 — X — 1 
110001101 AS - A'7 - - A3 - X- - 1 
110001111 A8 -^ A7 — A3 — A'3 4- A — 1 = (A + l ) (x 2 4- X — 1)(A5 + A4 + A2 — X -- !) 
110010001 X8 — X7 4- A4 — 1 = (A — 1)(A7 4- A3 4- X- 4- ;Y 4- 1) 
110010011 A8 4- A7 — A1 4- A — 1 = (A2 4- * + 1)2{-Y4 4- A3 4- A2 ~ X + 1) 
110010101 XS — A7 4- A1 — X- 4- 1 = (A3 — x 4- 1)(AS 4- A4 4- A3 — A — 1) 
110010111 A8 4- A7 4- A1 - A2 4- A - 1 = (X 4- 1)3(X3 4- A3 - 1) 
110011001 A8 + A7 4- A4 - XS _j_ 1 = (,T3 + %1 J_ X){x° + A2 - 1) 
110011011 A8 4- A7 4- AT4 4- X3 + X 4- 1 = ' ( * 4- 1)(A7 4- A"3 - 1) 
110011101 A8 4- A7 4- xl 4- A3 4- A2 4- 1 = (x f 1)2(A-2 4- x 4- 1 ) (A 4 4- .r 4- 1} 
110011111 A8 4^ A7 -A- A4 4- A'3 — A2 — A — 1 
110100001 A8 4- A7 4- A5 4- 1 = (A 4- 1)2(A6 — A5 — A1 4- A2 — 1) 
HO 100011 AS - -Y7 4- A3 4- X - 1 
110100101 A8 — # ' 4- A3 — X- — 1 = (A2 — X — 1)(A6 — A4 — A2 — X — 1) 
110100111 A8 4- A'7 4- A"3 - A2 - X - 1 = (A - l ) ţ x 7 - A4 4- A3 - A2 4- 1) 
110101001 A8 4- A7 4- A"3 4- X3 — 1 

no io io ii ,YS 4- ,Y7 4- xh — A-3 — x — 1 = (A — 1)6(A-2 4- x — 1) 
110101101 A8 -4 A7 + A3 — X3 4- X- — 1 = (X + 1)(X3 4- A'2 + 1)(A4 4- Ar3 — X2 — X - - l i 
110101111 A8 4- A;7 4- A5 4- X" — X- — X — 1 = (A3 — A- — 1)(X3 — A1 — A'3 — X- — 1) 
110110001 A'S -4 A7 4- A5 — Xi — 1 
110110011 A8 - ,Y7 -4 A5 - A» - A- - 1 = (A - 1)(A7 - A4 - 1) 
110110101 A8 4- X1 + xfi — A4 — A2 — 1 = (X — 1)3(A3 — A3 — A2 — X — li 
110110111 A"6 4- A7 4- A5 4- X* — A2 — * — 1 = (A2 — X — 1)(X3 — A'2 — l ) 2 

110111001 A8 4" A7 4" A3 — A4 — A3 — 1 = [X — 1)(A2 — A 4" 1)'2(A3 — X — 1) 
110111011 A8 4- AT7 4- A5 — A4 — X3 — X — 1 = (A4 — A3 — 1)1 A4 — X — 1) 
110111101 A-8 4- A7 4" A5 — A4 — .Y3 — X- 4" 1 
110111111 A 8 4- A;7 + A0 4- A'4 — xz 4- A 2 4- A 4- 1 = (A- — 1 ) 2 ( A 6 — A3 — ,vl 4- * -r 1) 
11100000l A'5 — X7 4- A'6 4- 1 = (A' 4- li (A7 4" A'5 — A4 — A'3 — A'2 ~ X ~ 1) 
111000011 ;V3 + x' - A6 4- X 4 - 1 
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TABELUL A.II.4 {continuare) 

Reprezentare 
binară Polinoame P{x) 

11100010 
11100011 
11100100 
11100101 
11100110 
11100111 
11101000 
11101001 
11101010 
11101011 
11101100 
11101101 
11101110 
11101111 
11110000 
11110001 
11110010 
11110011 
! 1110100 
11110101 
11110110 
11110111 
11111000 
11111001 
11111010 
11111011 
11111100 
11111101 
11111110 

11111111 

1000000001 
1000000011 
1000000101 
1000000111 
1000001001 
1000001011 
1000001101 
1000001111 
1000010001 
1000010011 
1000010101 
1000010111 
1000011001 
1000011011 
1000011101 
1000011111 
1000100001 
1000100011 
1000100101 
1000100111 
1000101001 
1001101011 
1000101101 
1000101111 
1001110001 
1000110011 
1000110101 

8 4- X' 4-

1 = (x3 - x- + l)(.r5 - x3 + 1) 
x + i = ix + iy-(x2 + x + i)3 

1 = (A'2 + X + 1) (A'6 + X + 1) 
x + 1 = (x + l)\x' - A4 + x3 + 1) 
X2 + 1 = (X -f 1)5(A3 — X + 1) 
A-2 + * + 1 

(*4 + A 1)(A4 
A'6 + „ 4 + * 
A 6 - *5 

— A'2 

t-6 — X 4 4 *3 
v6 __ A-4 — A3 

A6 -f xi + x3 

A6 + xi — xs 

AS + xi + A3 

r6 — X° - 1 
x6 - Xb + * 
A6 + X* + x2 

X2 + X + 1) 
- 1 ) 
1)(A3 + xi — 

x° + x' + A" 
*8 -L w - .r6 

1 = (x + l)3(.r5 + 
- 1 = [x + 1)(A2 + 
- x - 1 
- 1 = (,r — 1V2(A6 — A"5 + X3 + A2 + 1) 
- * + 1 = ix2 + x - l)(x3 + x -f l)2' 
- A'2 - 1 
. ,r2 + x _ i = (x - 1)(A-3 - A-2 - r:(.v4-A-3-
(A3 4- A; -r 1)(A5 + ,r4 + A'2 — x — 1) 
1 = (x + 1)(A2 - x + 1)(A5 + A-4 4- A 3 - x -

- 1= ix + l)2ixe + xb + 1) 
-x + l 

- 1 = (A- — 1;(A-" — A 3 + A 2 + x -J- 1) 
-A — 1 = IA"3 — A 2 — 1)(A 5 + A3 -f A 2 — X 4 

AT' 
Ar7 

X" -

r 6 
4- 1 

1 = (A2 + X + 1)2(A4 
A - 1 = (* + 1)4(A4 

8 - ar' - x« -

- 1 = 

x" 
xb 

xb • 
X5 

A 5 • 

A 3 • 

1)(A 

(* - m*2 

1 

A; , i)i,r3 4 x2 - . 

1)(A3 + X + 1)(A'4 
— A2 - 1 
•j- A2 — X — 1 = (A" 
— A'3 — 1 
— A3 — X — 1 = (A 4- Vf(x® ~ X" -
4- A3 — A2 — 1 = (X — 1)(A"7 4- A5 -
— A-3 4- A2 — x — 1 = (A-2 — x -r 1) 

m = 9 

x - 1)(A6 4- A 3 4- 1) 

— A 
j _ ,.3 

i) 
1) 
1) 

- 1 

1 = 
1 

- A 4 - A' - 1 = 
4" A 4 - X- - 1 = 

A3 

1 = 

(* + 
(# 4 

4 1 
= (A -
- 1 
+ 1 = 
4- x 4 

- 1) (A3 - A 4 -r 
1)2(A:' — A° — A 
- 1)(A 6 4- A 5 4- . 
1)(AS - X- - XS 

l!3(A'e — A 5 — A 
(A2 4- X + 1) (A3 

l'3 - A2 4- 1) 
; - A- 4- 1) 
4 4 A2 - 1) 
_ r5 J_ xi i ,.3 _ 

- A 4- 1)(»4 + -v3 

1) 4(A 2 + ^ + 1)(A-3 - -r2 4- 1) 
- 1)(AS 4 A" — A'6 — A5 + A4 4- A 

1)2(A3 1)(A4 4- x 4- 1) 
(A-2 — x 4- 1)2(A5 — A 3 — 1) 
1 = (A — 1)|A'S — A'7 — A 6 — A'5 

- 1 
r — x- — x-
,.9 __ .j-5 _ A,2 

*9 _ A-5 _ ,3 . 
X9 - X° - X3 -
,r9 - x° - A 4 

[x 4 
1 = 

1 = 

1 = (x - 1)5(A4 
* - 1 
x- 4- 1 

1)(A3 — A; 4- 1)(A-5 4- A 4 4- x-
1)2(A-2 + x - -1)(A 3 - A" 4-

(A'3 — A 2 4" 1) [A'6 — X° 4- A 4 

1)(AS 4- X7 — A6 — A5 — A'2 

(A2 4- x 4- 1)(A7 4- A6 4- A 4 -
l = (x 4- l)3(x6 - A3 - 1) 

4- .v - 1) 
- x - 1) 
- . r - 1) 
A'2 — 1) 

1)(A6 
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TABELUL A. 11.4 (continuare) 

Reprezentare 
binară Polinoame Pix] 

1000110111 A'9 + A5 4- A4 + x- 4- x ~p 1 = (x 4- 1)(#2 — X — 1 ) 2 ( A 4 — .4 4 1) 
1000111001 A 9 H - A 5 4 A 4 -;- xs -T 1 = ( A 2 4 x + 1)(A-7 — x" 4 A 4 — x — 1) 
10001110 11 A'9 4- Xa 4 - A'4 4 A3 4 X — l = (X — 1S2(A-" — A3 — A'2 — X — 1) 
1000111101 A9 + A3 4- A4 4 x3 + x- 4 1 = (x 4 1;(A-3 - x- + 1)(A5 4- A3 - A 2 - X + 1) 
1000111111 A9 4- A5 -,- A4 1- A3 — X2 — A — 1 = (A4 — A — 1) ( x 5 — X~ + 1) 
1001000001 A'9 4 A6 4 - 1 = (A'3 — X 4 l ) ( x 6 — A4 4 A2 — A- — 1) 
1001000011 A9 4 A6 — A- — 1 = (A — l')2(A-7 — A'5 — A'4 — A3 4 A'2 — X — 1) 
1001000101 A9 - A6 4 A2 - 1 = (A - 1)(AS 4 A7 4 A6 + X 4 " 1) 
1001000111 A9 - f A6 + X2, 4 A 4 1 = ( # 2 — A — 1 ) ( A ' 4 A6 4 1) 
1001001001 A9 - A-B 4 A3 4 1 = (x - 1 ) 3 ( A 2 4 x 4 l}3 

1001001011 A9 — A" 4 ' ţ 3 4 x 4- 1 
1001001101 AT9 4 A6 4 AS 4 - A2 4 1 = ixi + A3 4 - A2 4 A 4 - 1)(A-5 4- , r« -L 4 + I 4 1) 
1001001111 A9 4 - A6 - A3 4 A2 4 X - 1 = (A 4 - D U ' 3 - .A2 - 1)(A5 4 - A'3 4- li 
1001010001 A9 4 - A6 4 A4 4-- 1 = [X 4 - 1)(AS 4 A'7 - A15 4 A3 4~ A2 4 - X 4 1) 
1001010011 A'9 - A6 4 - A4 - A- - r 1 = IA4 4 A'3 + 1 ) ( * 3 - A4 -\ A'3 - A' - 1) 
1001010101 A9 4 A(i 4 A4 - X- + 1 = (A2 - A - l)(XS 4 A2 4 t ] (A 4 - f .V + 1) 
1001010111 A9 4 A8 — A4 — A2 — X — 1 = (A — 1) 6 (A 2 4" -V — 1) 
1001011001 A9 - A° - A4 4 A3 - 1 
1001011011 A9 4 - X" - A4 - A3 - X + 1 = IA - l i (A2 - A - 1 ) ( * 6 4 - X -, - 1) 
1001011101 A9 4 - A6 4 A4 - A3 4 A2 4 1 = >A 4 1 4 ( A 7 4 A5 - A4 - A3 -- 1) 
1001011111 A9 4 xe 4 f̂4 4 A3 4 A2 — x — 1 
1001100001 j ' + j f 4 J 5 -i 1 = (x + 1)2(A3 4 A2 — 1)(A4 4 x3 — 1) 
1001100011 A9 4 - A6 4 A5 -)- A 4 ) = (A2 — X + 1)2(.A5 4 A3 4 A2 4 - A' — 1) 
1001100101 A'9 -f- AG — A° — A'2 4 1 
1001100111 A9 — A6 4 A3 4 A2 — X 4 1 = (A 4 1)(AS 4 A7 4 A6 — A4 4- A'3 - A2 4 - 1) 
1001101001 A9 4- -T6 4- "<° 4 * s 4- 1 
1001101011 A-9 4 A-6 4 A3 4 A-3 4 A- 4 1 = [x -T- 1)3(A11 4 A'5 4 ^ 3 4 #2 4 1) 
1001101101 A9 4 A6 + A5 4 A3 4 - A2 4 1 = (A — 1)(A2 4 - A 4 1) ( A 3 + X - 1 ; 2 

1001101111 A'9 4 x<i 4 A° - r A3 4 - A2 4 A' 4 1 
1001110001 A9" + A" 4 - A3 - A4 4- 1 = (A2 4 X ~ Î : IA 7 4" A* - A3 - A" - 1) 
10011100 11 A9 4 A6 + A5 4- A4 4 A 4 1 = (•* 4 Ui*4 4 * - 1)(*4 - A3 - A 2 - X -- 1) 
100111010 1 X9 4 Ali 4 A3 — A4 - . - A'2 — 1 = (A' 4 - 1 ) 4 { A 5 — X- 4 1) 

1001110111 A9 — A6 — A3 — A4 — A2 — X 4" i 
1001111001 A9 + A6 — A3 — A 4 4 A3 4 1 = (A 4 l ) ( A 8 — A7 - XS — A4 4 A2 4 x 4 1) 
1001111011 A9 4 A6 — A3 — A4 4- x 3 4 X — 1 = .(A3 — A — l j ( A 3 — A'2 — i;2 

100 1111101 A9 - A6 - A5 - A4 4 A3 4 X- 4 - 1 
1001111111 A9 — A6 — A 3 — A4 4 A3 4 - A 2 — X — 1 = (X — 1 ) 2 (A 2 - - A — 

4 A3 4 A2 4 - 1) 
l ) ( A 3 ^ A 4 4 

10 1000000 1 A9 4 A7 4 1 = (A4 4 X 4 - 1Î(A-3 4 A3 — A2 4 A- 4 1) 
1010000011 A9 4 A7 — X 4 - 1 = (A' — 1)(A2 4 - X 4 D(A'6 — A4 — A3 — X -- 1 ) 
1010000101 A9 4 x' - A-2 4- 1 = (x 4- 1)3(*3 4- * - l)(.v3 - *2 4- 1) 
1010000 111 A9 — A7 4 A-2 4- x 4- 1 
101000 100 1 A9 4 A'7 -;- A3 + 1 = (A 4 - i)(XS — A7 — A2 — X 4 1) 
1010001011 A9 — A7 - j - XS 4 - X 4" 1 = (A4 — A3 — A2 — X — l ) ( x 5 4 4 4 4 A3 4 - A2 4 - 1) 
1010001101 A9 — A ' — A3 — A'2 4 1 = (A2 — X — i ) ( x 7 4 A6 4 A° 4 X2 — •v2 4- * 4- 1) 
1010001111 A9 - A7 4 - -T3 - A2 - X - 1 = (A - 1)2(A7 - X 4 1) 
10100 1000 1 A9 4 A7 4 A4 - 1 = (X - 1) 2(A 2 + X + 1)(A3 4 A'4 - A2 - X 4 î) 
1010010011 X9 ~ X~ - A4 - A - 1 = (A3 + X + 1)(A6 - A3 - 1) 
1010010101 A"9 4 A7 4 A4 - A2 - 1 
1010010111 A9 — A7 — A4 — A2 + X 4 " 1 = \X 4 " 1)(A'S — A7 — A3 — A'2 — 1) 
1010011001 A9 - A7 - A4 - A3 - 1 
1010011011 A'9 — X' — Xi — A3 4" A 4 1 = (A 4 1)°(A'4 — A3 4" 1) 
1010011101 A9 — A'7 — A4 — A3 4 X- 4 - 1 = ( * 4" 1/(*S 4~ A ' 4 A3 4 X — 1) 
1010011111 A9 4 A ' 4 A4 — A3 4 - A2 4" X — 1 = (A2 4" X 4 - 1) 3 (A 3 4 A2 4 1) 
1010100001 A9 — A'7 — A3 -- 1 = ix 4- 1)(A8 4" *' + -r4 4- A3 — A2 4 x 4- 1) 
1010100011 A-9 - A7 +• A3 + X + 1 
10 10 î 00 101 A9 - A7 - A3 4 -r2 4- 1 
1010100111 A9 4 A7 4- A5 -4 A2 — X — 1 = (A — 1)3(A-2 — X 4 1)(A4 — X - 1) 

1010101001 A° — A7 — A3 — A3 — 1 = |A 2 — A — 1}(A3 — X — l ) ( x 4 — A3 - î) 
1010101011 A9 — A7 — A3 — A3 4- X — 1 = {X 4 - l ) ( x 3 — A2 — l ) ( x 5 — A2 -r 1) 

425 



TABELUL A.II.4 (continuare) 

Reprezentare 
b inară Polinoame Pf*) 

1010101101 XD _[_ x" — A5 4- A;3 4- A;2 4̂  1 = (* + 1)2(A7 4- -v3 + 1) 
1010101111 x* — x' -,•-A5 4- -i'3 4- -t2 4- x 4- 1 
1010110001 x9 J_ x7 + A-3 — A-4 + 1 = (A-3 4- x- + 1)(A6 + A-5 4- A3 4- A2 + 1) 
1010110011 X* + X7 + AS 4- A-4 4- x + 1 = (A- 4- 1)2(A7 4- A3 4- A2 4- A- 4- 1) 
1010110101 A9 4~ X7 + x~' + x* + x2 + 1 = (x + 1)(A2 + x + 1)2(A-4 4- #3 + A-2 4- x + 1) 
1010110111 X9 + X7 + x'° 4- x* 4- #2 + x'+ 1 
1010111001 $ 1 7 A-5 4- A-4 4- *3 4- 1 = ' (x 4- 1)4(*5 4- A3 + 1) 
1010111011 X9 + X1 + A5 ~ A"4 4- A3 4- X + 1 = (*2 4- X 4- 1) (A7 4~ A6 4- .V5 4- A2 ~ 1) 
1010111101 x9 + ;r7 + x" J- A'4 4" x" 4- #a 4" 1 
1010111111 X9 — X' + x5 4- A-4 4- A3 4- A2 -\- x + 1 = (A 4- 1)(*3 + * + l)(-t"5 4- A4 4-

+ xs -f- x + 1) 
1011000001 X9 — X7 — A-6 4- 1 = (# 4- 1)3(A6 4- A5 4- A4 + x + 1) 
1011000011 X9 + X~ + xe + A- 4- 1 = (A3 4- A-2 4- 1)(A6 4- A-5 4- A-2 4- x 4- l) 
1011000101 T9 _|_ xl J_ A-6 4- A2 4- 1 = (A2 4- x 4- 1)(A7 4- A6 4- A5 4- A-4 -- A-2 4- x 4- 1) 
1011000111 x9 + x~ -]-AT6 4- ,r3 + A 4- 1 = (* + 1)(*'8 4- x7 4- x'° 4- #4 4- A'3 4- -i'2 + 1) 
1011001001 X9 + X7 + xe 4- A-3 4- 1 — (A4 4- A;3 4- x- -\- x + l)(x'° 4- A;4 4- A3 4- x -f- 1) 
1011001011 x9 —- x7 + A;6 + AT3 4- * + 1 = (# 4- 1)2(AT2 4- A 4- 1)2(A3 + * 4- 1) 
1011001101 x9 4- x7 + A6 4- A-3 4- x- + 1 = (.r + 1)(A4 + A + 1)(A4 4- xs -4 1) 
1011001111 X'J _|_ x7 + A6 + Ar3 4~ X2 -'- X ~ 1 
1011010001 r ' J _J ^7 4_ A;6 + A" 4- 1 
1011010011 X9 - f -T7 + xe -r A4 4- x 4- 1 = (A 4- 1)(A8 — ,r7 4- *5 4- * ' + 1) 
1011010101 A 9 -f- # 7 4 - x6 4- A4 4- A2 4- 1 = (A 4- 1)2(A7 + A4 4- 1) 
1011010111 X9 ~r X' -f- A6 — A4 4- A3 4- x 4- 1 = {x- + x ~r 1) (x7 + A'6 + A3 4- *4 + 1) 
1011011001 X9 -~ x7 -r A-6 4- A4 4- A-3 4- 1 = (x + 1)(A2 4- A- 4- l)(x3 4- ^2 4- l)2 

1011011011 x9 4- * ' + A6 4- -v4 + A-3 4- x + 1 
1011011101 x9 — x' -r A"6 — A4 — A3 4- A"2 4" 1 = (*3 4" * + 1)(^6 + * + 1) 
1011011111 x9 — x7 4- A6 4- ^ 4 + x3 — x- 4- x 4- 1 = (A 4- 1)4(A;0 + A;3 -4 A'2 4- * -r 1) 
1011100001 A9 + # ' 4- A6 4- A5 4- 1 = (A2 4- x 4- 1)2(A5 4- A2 4- l) 
1011100011 x9 + x7 + i s + t i + i T l = ( i T D3(^6 + x° -4 ,r4 4- «3 4- 1) 
1011100101 x9 4- ^7 4- A6 4- *5 4- A-2 4- 1 = (x 4- 1)(-^8 + ^7 4- ^5 4- * 4- 1) 
1011100111 x9 -j- x7 -j- Ar6 4 - I 5 4 l ! - f 1 - f 1 = (A; 3 4" X 4 - l ) 3 

1011101001 x9 ~ x7 -\- ,T6 4- *5 4- A;3 -4 1 = (x 4- 1}2(*7 + -v4 4- -v3 4- A2 4- 1) 
1011101011 x9 — x7 4~ A6 4- -t5 4- -r3 + x + 1 = (A;4 4- x + 1)(A;5 + A3 4- 1) 
1011101101 .v9 4- *7 - A6 — x5 — x3 4- A2 4- 1 = (AT3 4- *2 4- 1)(A6 4- A;5 + 1) 
1011101111 A * — x~ — T6 __ jfi _j_ _r3 _|_ y2 „^ _T _J_ 1 _ |_r _l_ J J ţ ^ a _(. 3. _j_ 1 ) ^ 6 o- A4 

— x- — x 4-1) 
1011110001 x9 — x7 4- x6 — A5 — A-4 4 - 1 = (A' 4- 1)(A'3 4- x 4- l)(-f0 4- -^4 + -^3 4- ^ 2 + 1) 
1011110011 .r9 4~ x7 — A6 — A"5 4- A4 — X — 1 = (A2 — -V — 1)(A7 4- A6 — A5 4 - A4 — 

4- #3 4~ x~ + V> 
1011110101 x9 — A-7 4- xs ~ x7' 4- A4 4- x'2 4- 1 
1011110111 X9 — X7 4" A6 — A'5 — A4 4- -V2 4- » + 1 = (# — 1)3(*3 — A2 — 1) 

( A 4 — A3 4 A2 -4 x 4- 1) 
101111100 1 A'9 + .V7 4~ A6 4- x5 4- A'4 4- -Y3 + 1 
1011111011 .T9 — X7 4" A6 4- A5 — A4 4- A3 4- A 4- 1 = ( * + 1)(A8 4" * ' 4" X5 ~ A3 — 1) 
1011111101 x9 4- -"v7 4- A6 — A5 - - A4 — A3 4- A2 4- 1 -— (X 4- 1) 7 (A 2 4- X 4- 1) 
1011111111 ,v9 — x7 4- .r6 4- -i'° 4- -i'4 4- x3 4- -Y2 — A 4- 1 ;-= (A4 4- x3 4- 1)-

• (A-5 4- x4 - A2 - X - 1) 
1100000001 X9 — A'8 4" 1 
1100000011 X9 - A 8 - A - 1 = (A - l i " 
1100000 10 1 A'9 — X8 — A2 - 1 = (A - 1)(A'2 - X ~ 1)(.T6 4- X° 4- X3 4 - A2 4 - 1) 
1100000111 X9 - XS - x2 — x 4 - 1 = (-f4 + x3 4- x2 -4 # 4- 1)(A° 4- A3 4- 1) 
1100001001 x9 — xa — X3 — 1 = (X — 1)2(A7 — A6 4 - A3 4 - A4 4 - AT3 4 - A2 4 - 1) 
1100001011 A'9 - A8 4- A3 - x - 1 = (A2 - A- 4- 1)(A3 4- x2 4- l)(,r4 4- ,r3 4- 1) 
1100001101 x9 4- x8 4- x3 — x2 -- 1 = (A3 4- x + 1)(#8 4- tf5 4- .-v4 4- # 4- 1) 
1100001111 A'9 - A'8 4 - A3 - A2 4- x + 1 = (A 4- l)(-v4 4- x 4- l)2 

1100010001 x9 — x8 4- A:4 — 1 = (x — 1)(A3 4 - X2 4- 1 ) ( A 5 4 - A4 4 - A 3 4 - * 4 - 1) 
1100010011 A'9 — A'8 - r x4 4- .̂  - 1 
110001010 1 A"9 — A8 4~ A4 - A:2 4- 1 
1100010111 x9 4" -̂ s -r A4 — A2 4- x 4- 1 = (A 4- l)2(Ar2 4- # + 1)(.T5 4- * 2 + 1) 
1100011001 A'9 4" *8 + A4 — AS 4- 1 = (A2 — x — l)2(.r5 4- x* 4- A-3 4- x2 — 1) 
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TABELUL A.II.4 (continuare 

Reprezentare, 
binară Polinoame P(x) 

1100011011 A9 4- xs 4' x4 4- x" ----- x 4- 1 — (x 4- 1)(A3 — A — 1)(A° 4- A3 4- x- — x -- 1} 
1100011101 x9 ~ A8 4- xA •••• x3 -:- x2 + 1 = (x 4- l)z{xe — A4 — x- + x 4- 1) 
1100011111 x9 4- xs 4- x* + x3 — A-2 — x — 1 
1100100001 x» + x8 + A5 4- 1 = (x - 1)4(A2 + x - 1)(A3 4- x + 1) 
1100100011 ,r9 -4 A8 4- A° 4- x + l 
1100100101 A9 4- A8 + A3 — A2 — 1 = (A3 4- A2 — 1 ) ( A 6 — A3 — 1) 1 
1100100111 A9 4- AS + A5 - - A2 — A — 1 = (A — 1S(AS — A4 -f- A3 -'- A2 — 1) 
1100 10100 1 X" — XS -'- A3 4" A3 — 1 = (A4 + X 4" l ) ( - t 5 4 ' X* - A2 — A •'•• 1) 
1100101011 A9 — A8 4- A5 — A3 + A — 1 — (A -4 1)2(A7 - L A6 — A3 — A'4 — A2 — A -f- 1) 
1100101101 A9 4- A8 4 - A3 4" A3 - f A2 4~ 1 = (A - r 1)(.V8 — A4 — A3 + X — 1) 
1100101111 A9 4- A8 4" x'° -4- A3 4- X- 4" A -;- 1 = (A2 — A — 1)(A7 4" A5 + A4 — A5 - j - 1) 
1100110001 A9 4- A8 4- ,T3 4- A4 4" 1 
nooiiooii x« + ,T8 ^ A3 - A4 - A - 1 = (A 4- 1)(A2 + X + l j 4 

1100 110101 A9 4- A8 + A5 — A4 4- A2 — 1 = (A — l'!2(A7 — Afi 4" A5 — A4 — 1) 
1100110111 A9 + A8 + A3 4" A4 —- A2 — A — 1 = (A3 4" A 4" 1 ) (A 6 4- X" 4- A4 + A2 + 1! 
1100 11100 1 A9 4" A'8 4" A5 + A4 4- A3 — 1 = [X 4- 1) (A4 — A3 4- 1 ) ( A 4 — A3 -'•- X2 -p X - 1) 
1100111011 A9 — A'8 4" A° 4~ *4 4~ 'V3 4" X — 1 

i 1100111101 A9 — A8 — A3 4 - A'4 — A'3 — A2 — 1 — (A2 + X-\- 1 ) ( A 7 + X° — A4 - r A3 — A2 4" v - 1 ) 
1100111111 A9 4- A8 4- A5 + A4 4- X3 4- A2 + X - 1 = (A 4" 1) 3 (A 3 - A2 - l ) 2 

1101000001 A9 + AS - A6 4- 1 = (X - 1)(AS - A3 + Xi 4- A3 + A2 + A + 1) 
110 1000011 A9 + A8 4- A6 - A - 1 = (A2 ;- A 4- 1)(A3 + A 4- 1 ) ( A 4 + A 4" 0 
1101000 101 A9 4 - A8 4" A6 4- A2 4- l = (A4 — A3 4- A2 -4 A 4- 1 ) ( A ° — A 3 — A2 — A + 1) 
1101000111 A9 4- A8 4" A6 - A2 -4 X + l = (X + 1)4(A3 4- A4 4- A2 + X + l) 
1101001001 A9 4 - A8 4- A6 : - X3 -•- 1 
1101001011 r» + XS + A . 6 _|_ v : i •_ x _ i = ( ^ 4 . 1)(AS -4 A3 4- A4 -4 A3 4_ 1) 
110100110 1 A9 — A8 — A6 4- A3 — A2 -'- 1 = (A 4- 1)2(A2 4- X 4- 1) 2 (A 3 — A2 4" 1) 
1101001111 A9 4" A8 4" A6 — X3 + A2 — X + 1 
11010 10001 A9 4- A8 4- AB — A4 — 1 = (A"2 4- A 4- 1)(A7 — A5 — A3 + X + 1) 
1101010011 A9 4 Ar8 -L A-6 _ xi + X + 1 = (A 4- 1)3(A7 — A6 — A3 + A3 — , r

2 — x — 1) 
1101010101 A9 4- A8 4- A6 4- A4 4" A2 4- 1 = (X 4- 0(A 3 - A - 1 ) ( A 3 - A3 - 1) 
1101010111 A9 - A"8 h A6 4- A4 4- A, 4- * 4- 1 = (A3 4- A2 4- 1)(A6 - A 4- 1) 
1101011001 A9 -f- A8 4- A6 - A4 + A3 - 1 = (A - 1)3(A6 4- A4 - r A3 + X + l) 
1101011011 x» -|_ ,Y8 + , r6 _ x 4 _ y:î _J_ V __ [ 

1101011101 A9 - AS - A« 4- A4 4- X3 + A2 - 1 = (A4 4- A3 - 1 ) ( A 3 -- X2 - 1) 

î io io imi A9 4 - A8 — A6 — A4 — A3 4 - A2 4 - A 4- 1 = (A 4- 1)(A2 + X + {)• 
• (A6 — A5 4- A2 4- X 4" 1) 

110110000 1 A9 4 - AS 4 - A6 + A5 J - 1 
11011000 11 A9 4 - A8 4" A6 4- A3 4 " A 4" 1 = ( # "h ' ) ( 4 ' 3 + A2 4- 1 ) ( A ° — A4 + X3 — A2 - 1) 

! 1101100101 A9 4" * S 4- * 6 + A3 + A2 4- 1 = (A + 1)5(A4 f A 4- 1) 
. 1101100111 A9 4- x8 4- A6 -4 A3 4- A2 — x 4- 1 = (A2 + A -4 \)2{x" 4- A4 — A3 4- x 4- 1) 

110110100 1 A9 4- AS 4- A6 4- A3 4" A3 4" 1 = (A - 1)(A2 4- A 4- 1)(A6 - A3 -r 1) 
1101101011 A'9 4- A8 4- A6 -4 A3 4" A3 4- X 4" 1 
i io no i io i A9 — A8 4- A6 4 . A-5 - j - x

3 4 - #3 _ 1 
110 1101111 A9 4* A8 4" A6 — A3 4" A3 — A2 — A — 1 — (A 4" 1 ) 2 ( « 3 + X •-• 1 ) (A 4 — A3 4-1) 
1101110001 A9 4- A8 - A6 4- A3 - A4 - 1 = (A -4 1)2(,Y ' -)- *0 + ,vo + y i _ ] | 
1101110011 A9 — A8 — A6 — A3 — A4 4 - X + 1 
1101110 101 A'9 — A8 — A6 —- A3 — A4 — A2 — 1 = (A2 -4 X — 1)JA7 -~ A3 -p A2 — A + 1) 
1101110111 A'9 4- A8 — A"6 — A3 — A4 4" A2 — A— 1 = (x 4" 1){A8 — A° 4" A3 4- A2 — 1) 
110 1111001 A9 - A8 4 - A6 4 - A3 - A4 - A3 - 1 = (A3 + A - 1 ) 2 ( A 3 - A2 + 1) 

11011110 11 A9 — A8 — A6 4- A5 — A4 4- X3 — A — 1 = (A — 1)3(A2 4" X — 1 ) ( A 4 4 - A3 

— A2 4" A - - 1) 
-.-

1101111101 A9 — A8 4- A6 — A3 — A4 4 - A3 — A2 — 1 = (A — 1)(A 8 - - A3 — A3 — X — 1) 
: 1101111111 A'9 - - A'8 4- X^ — A5 - f" A'4 4" A'3 — A2 — A — 1 

1110000001 A9 4- A8 4- A7 - 1 ----- (A - 1) 2ÎA 7 - A6 4- A4 4- A2 - 1) 
1110000011 A9 - 4 A8 — A7 --- A - 1 = (A4 — A3 — A2 ~- A — 1)(A° — A"2 -— 1) 
1110000101 A9 - A8 -L A7 - A2 - 1 
1110000111 A9 4 - A8 — A7 — A2 — A — 1 = (A — l ) i A 2 — A — 1)(A3 — A — 1} (,V" - - A2 4-1) 
1110001001 A9 4- A8 — A7 — A3 — 1 — (x" — X — 1)(.Y7 — X 4" 1) 
1150001011 A9 - A8 4 - A7 - A3 4" A 4" 1 = (A - 1)4(A3 - A4 - A3 + A - 1) 
1110.001101 A9 4- A8 4- A7 — A3 — A2 — 1 = (A — 1)(A'8 ~- A'6 — A3 4- A4 — A3 — A 4" i ) ; 
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T A B E L U L A.II .4 (continuare) 

Reprezentare 
binară Polinoame P(x) 

1110001111 A9 -r AS 4- A" 4- x" 4- A2 4- x + 1 
1110010001 A9 -r AS 4- x1 4- A4 4- 1 = (A3 -r x 4- 1)(A6 + x' + x- + x - 1) 
1110010011 A9 4 - AS + A7 + A4 4 - X 4 - 1 = (A 4 - 1)(A8 - A6 + A5 4- X1 + 1) 
1110010101 A9 4- A8 4- A7 + A4 4- A2 4- 1 = (A + 1)3(*2 4- A 4- 1)(A4 4- A3 4- 1) 
1110010111 A9 4- A8 4- A7 4- A4 + A2 4- A 4- 1 = (A4 4- x + 1) (A 5 4-A 4 4-A 5 4-A- 2 — 1) 
1110011001 A9 4- A8 + A7 4- A4 4- A3 4- 1 = (A 4- 1)(A8 4- A8 4- A5 4- A4 4- A2 - A - 1) 
1110011011 A9 4- AS 4 - A7 4- A4 4 - A3 + X + 1 = (A2 4- X 4 - 1) 2 (A 5 + A4 - A2 - A - 1) 
1110011101 A9 4 - A8 4 - A7 4- A4 + A3 + A2 4 - 1 = (A3 4" A2 4 - l ) 3 

1110011111 A9 4- A8 4- A7 4- A4 + A3 4- A2 4~ x 4- 1 = (A 4- 1 ) 2 ( A 7 4 - A 6 4 - A 4 4 - A-1- 1) 
1110100001 A9 4- A8 4- A7 4- A5 4- 1 
1110100011 A9 4- A8 4- A7 4- A5 4- x 4- 1 = (A 4- 1)2(A2 - A 4- 1)(A5 4- A3 - 1) 
1110100101 A9 - A8 4- A7 4 - A5 4 - X- - r 1 = (A 4- 1)(AS 4" A6 4" A5 4 - A - 1) 
1110100111 A9 — AS — A7 4" A3 4 - A2 4- A 4 - 1 = (A4 4" A3 4 - 1)(AB + A3 — A2 — A — 1) 
1110101011 A9 — A s 4 - A7 4 - A3 4 - A 3 + 1 = (A + 1 ) 6 (A 3 — A2 + 1) 
1110101011 x9 _ A,S _ _TT . _ xb _|_ ^3 _j_ A . _j_ 1 _ ^ v 3 _j_ x _j_ 1 ) ( A ; 6 4- A3 - r 1) 

1110101101 A9 4- A8 4- A7 4- A° 4- A3 4~ A2 4- 1 — (x'~ + A 4- 1)(A7 4- A3 4- A2 4- A — 1) 
1110101111 A9 4- A8 + A7 4 - x

b 4 - A3 4 - A2 4- A 4- 1 = ţ. r _ 1) ( A 8 4~ ,t6 — A3 — A2 4- 1) 
1110110001 A9 4 " A 8 4 - A7 - 4 x5 _^ xi -J. 1 = ( , r 4 - 15 (A'3 4 - A 4" 1) 2 (A 4 + A — 1) 
1110110011 A9 4 - A8 4- A7 4- XS 4 . T4 4 - A 4 - 1 = (A3 — A2 — 1)(A6 + A4 — A2 — X ~ 1) 
1110110101 A9 4- AS 4 - A7 4- A3 4- A4 4- A2 4 - 1 
1110110111 A9 + AS 4" A7 4 - A3 4" A4 4 - A2 4" X — 1 = (A — 1)3{A0 — X — 1) 
1110111001 x3 j _ XS _ xl _l_ T5 ___ xi _|_ ^3 J_ l 
1110111011 A9 - A8 4 - A7 4 - A3 4- A4 4- A3 4 - x - 1 = (,r - \)(X« + A6 - A5 - A3 - 1) 
1110111101 A9 4 - A8 4 - A7 4" A3 4 - A4 4 - A3 + A2 4" 1 = (A — 1) 2 (A 3 4" X — 1) 

( A 4 -r A3 4 - x'1 4" A — 1) 
1110111111 A9 — A 8 — A7 — A5 4 " A4 4 - A3 4 " A2 + X - - 1 = ( A 2 -j- X — 1 4 A ' — A3 - - 1) 
1111000001 x9 _ XS „ xl _ ;(S -4- 1 = (> 2 _ A — 1)(A3 — A2 -4 1)(A4 — X3 — A2 4" •'• r 1) 
1111000011 X1' — AS — A7 — A6 — A — 1 = (A + 1)(A4 — A3 4 - 1)2 
1111000101 A9 4- A8 4- A7 — A6 4- A2 — 1 = (A — 1)2;A7 4- A6 — 1) 
1111000111 A9 — A8 4_ x1 + A6 4 " A2 4 " A 4" 1 
111100100 1 A9 4- A8 4- A7 - r A6 4~ A3 - 1 = (A - 1}(A3 4 " X 4 - l j l A 5 - f A2 - 1) 
1111001011 A9 4- A8 4 - A7 + A» + A3 4 - A + 1 
1111001101 A9 4 - ,v8 4- A7 4" A6 4 - A3 4- A2 4- 1 
1111001111 A9 - - A8 — A" — A6 4- A3 4- x2 - j - x + 1 = (x — 1)3(A2 4- x — I r 
1111010001 A9 - A8 - X~> - A6 - A4 + 1 = (A 4- 1)3(A6 4- A 4 - 1) 
1111010011 A9 4" A8 4" A'7 — A6 4" A4 — A 4 - 1 = (A2 4- X ~ 1) ( A 7 4- A4 4" A3 4" A2 — 1) 
1111010101 A9 ' A3 A7 A« | A4 ' X- | 1 
1111010111 A9 4- A 8 — A7 — A6 4 - A4 — A2 + X — 1 = (A — 1) ( A 8 4 - A6 4- A3 - - A2 + 1) 
1111011001 A9 4~ A'8 -f- x~ 4-_ A-6 4_ xi . . . x3 .4- 1 
1111011011 A9 4- AS8 4- A7 4 - A6 4 - A4 4 - A3 — A' 4 - 1 = JA — 1 ) 2 ( A 3 — A2 — l i ; A4 — X + 1) 
1111011101 A9 4- A8 4- A7 4- A6 4- A4 4- A3 4- A2 4- 1 = (A-- 1 ) (A 2 4-A4- 1) (A 6 4-A 3 4- A4 — A2— 1} 
1111011111 A9 4 - A 8 4" A7 + A6 4 - A 4 + A 3 " - A 2 - A - 4 - 1 = ( , r

3 - A - 1) (A6 4 - A 3 4 - A 3 - A2 - l i 
1111100001 A9 4- A8 4- A7 4- A6 + A5 4- 1 = ( T 4 _ 1) (A-S _ X<S _ %i... ;(3 __ y 2 + x _ J) 

1111100011 A9 4- A8 4- A7 4- A6 + A3 4- A 4-1 
1111100 10 1 A9 4 - A8 4- A7 -•• A6 4- A5 + A2 4- 1 = (A2 - A 4- 1)3(A3 - A - 1) 
1111100111 A9 — A8 — A7 ~ A6 4" A3 + A2 + X - j - 1 = (x 4" 1) 2 (A 7 4" A6 ~ A3 ~ A — \) 
1111101001 A9 4- A8 4 - A7 - A6 4 - A3 4 - A3 4 - 1 
1111101011 A9 - A8 - A7 - A8 4- A3 + A3 4- X 4" 1=- ( A - l)(x2-X + 1) (A'6 4" A3 - A4 - . -- 1) 
1111101101 A 9 - 4 A 8 4 - A 7 - A 6 - A 5 - A 3 4 - A 2 4 - 1 = ( A - 1 ) 4 ( A 3 4 - A 4 4 - A 3 + A 2 - . 1) 

1111101111 A 9 - A 8 - A 7 - A6 4 - A 5 4 - A 3 4 - A 2 4 - A + 1 = ( A 3 - A 2 - 1) (A6 - A4 - A 3 ~ A - 1) 
111111000 1 *»-f-*8-f-**4-*8 + * s + * 4 + l = (A4 - A3 - 1 ) (A 5 4-A; 3 4-1) 
1111110011 A 9 — A 8 — A7 — A6 — A5— A4 — A 4 - 1 = (A— l ) 3 ( A 3 4 - A 4 - l ) 2 

1111110 101 A9 —A"8—A7 — A 6 — A 3 —A 4 — A 2 — 1 = ( A — 1 ) ( A 3 4 - A 3 4 - I A ) (5 — A4 — A'2— X -j- 1) 
1111110111 A9 — A 8 — A 7 - - A 6 — A3 - r A 4 - f A2 4 - A 4 - 1 = ( A 2 - , T T l j ( A 7

n - A 4 - f 1) 

1111111001 A 9 - A 8 - A7 T-A 6 4 - A 3 4 -A 4 4 - A 3 4 - 1 = (x + 1 ) 2 ( A 2 4 - A + 1) (A3 4" A3 - A2 - X+ 1) 

1111111011 A9 - A8 - A7 4 - A6 4 - A3 4" A4 4 - A3 + X + 1 

1111111101 A9 - A 8 4 - A 7 4 - A 6 4 - A 5 4 - A4 4 - A 3 4~ A2 - 1 = (A4 - X + 1) ( A 3 ~ Xi - A 3 + * 4-1) 
1111111111 A9 4 - A 8 4 - A 7 4 - A 6 4 - A 3 4 " A 4 4 - A3 4 - A2 — A — 1 = (X — 1) [Xi — A3 — A2 4" * - I)2 
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ANEXA UI 

SEMNALE DETERMINISTE 
III. 1, Semnale periodice 

III. 1.1. Serii Fourier 

s(t) = J^ C(«co0) &"V (III.l) 
n = — co 

iar 

C(«co0) = — t 2 s{t) e-J""»f d^ (III.2) 
r 0 j _ r . 

2 

unde T0 este perioada, iar <o0 = —— 

Intre coeficienţii dezvoltării există relaţia 

C(»C4o) = C*(— MW0). (IU.3) 

III. 1.2. Funcţia de corelaţie 

Dacă Sxl'fj şi sa(2) sînt două semnale periodice de aceeaşi perioadă T0, 
funcţia de corelaţie mutuală este definită de relaţia: 

T 

&»(T) =- - ^ r 2 S^) s3 (< + T) dt (III.4) 
2 

Bezvolund în serie Fourier semnalele s^t) şi s2(£) se obţine: 

w = —CO 

unde P12(«) — C*(w«0) C2(wto0) este spectrul de putere de interacţiune. 

Pia(w«o) = — \ 2 K U ( T ) e - J -^ idr (III.6) 
^o J _ I L 

2 

Valoarea funcţiei de corelaţie mutuală în origine este egală cu puterea de 
interacţiune: 

«IB(0)= 2 Pia(»«0) (m-7) 
« = — CO 

Pentru funcţia de autocorelaţie sx(t) = s%(t) = s(£) sînt valabile relaţiile 

A i r^ R(r)^~ \ s(t)s(t + ^)dt (III. 8) 
2 

R(T) = J^ -P(»w0) e ^ • (III.9) 
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unde P(na0) = | C(nu>0) f este spectrul de putere. 

T„ 

p(„w) = _L C ' 2 Rfâ e-j,«.x dT (HI. 10) 
^0 J_ l î 

2 
03 

£(<>)= £ ^(^o) (ni . i i) 
n = — <x> 

este puterea semnalului. 

III. 1.2. Teorema de convoluţie a semnalelor periodice 

Dacă sx(t) şi s2(2) sînt semnale periodice de aceeaşi perioadă T0 avem: 
T 

— ( 2 Site) S2(^ — T) d r = £ C^fka,,) C 2(«« 0) e J~* (III , 12) 
-t o J Ii n= — a> 

2 

III.2. Semnale aperiodice 

• Transformata Fourier 

s(t) = _LC+°° S(G>) ew d* (III. 13) 

2TC J_OO 

S ( c o ) = \ s(/)e-J^dto (III. 14) 

S(co) = IF{s(i;)} este densitatea spectrală a semnalului s(t). Relaţiile pre
cedente sînt valabile numai dacă 

V \s(t)\dt <+oo (III. 15) 
J—00 

Transformata Fourier are următoarele proprietăţi: 

i. fffofl) + s2(/)}= S^eu) + S2(w) (III.16) 

2' ffflT} = jwS(w) (IILl7) 

3. ffff' S(Ţ)<IT) = — S(») (III.18) 
IJ-oo J JCO 

4. ff {s(* — T)} == e-i^S(co) (III. i 9) 
5. &{e-&<s(t)}= 5(co + O) (III.20) 
6. ff{s(a^= — Sf— ) (III.21) <>Ks(i) 

Transformata Laplace (bilaterală) 
C + OO 

£{s(t)} = S(£) = \ , s(J)e-* d^< + oo (III.22) 
J—00 
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Dacă integrala este convergentă pentru anumite valori a0 = Re{p], atunci: 

(t) = — L r ° " ! " S(p) e* dp (III.23) 
2nj .L-ÎOO 

s 

• Funcţia de corelaţie 

R12(r) = \ Sl(<) s2(* + T) dt (111.24) 
J —CO 

sau 

i?12(T) = J - T " e12(to) ei»" d<o (III.25) 
2~ J—co 

unde: e12(o>) = S*(to) S2(to) este densitatea spectrală de energie de interacţiune. 
C + co 1 (* -f co 

^i2(0) = \ s1(t) s2(t) dt = — l Sî(«a) S2(co) dco (111.26) 
J—co ^ ~ J — co 

Pentru funcţia de autocorelaţie sx(^) — s2(/) = s(/) sînt valabile relaţiile: 
A f+CO 

2 ? ( T ) = V s(t)s(t + r)dt (III.27) 
J—CO 

Ş 

i?(T) = — V"° e(a>) e i^dw (III.28) 
2TC J_ O D 

unde e(co) este densitatea spectrală de energie. 
• Teorema de convoluţie a semnalelor aperiodice. Produsul de convo-

lutie este definit de relaţiile: 
A '-{-co 

Sl(t)®s2(t)~\ Sl{r) s,(t — ~) d- (III.29) 
J — co 

5i(«)®S2(co) d — C + ° ° S^D.) S2(co — Q) d a (III.30) 
2 T : J - C O 

si au proprietăţile: 
f r { s 1 ( 0 s 2 ( 0 } = s i H ® 5 2 ( w ) (111.31) 

^ { S ^ c o ) S2(co)} = S!(/)(g)s2(/) (III.32) 
• Impulsul Dirac 

§(/) = -LV"" &«* dco (III.33) 
£-~ J—co 

„Funcţia delta" (impulsul Dirac) are proprietăţile: 

(j' °° S(t) dt = 1 (III.34) 
J—co 

t + " / W » ( * - -) d/ = - | L 7 ( - - 0) + / ( T + 0)] (111.35) 
„ : — CO - ^ 

Din ultima proprietate rezultă că spectrul „funcţiei" 5(X) este egal cu 1: 

y 8{ţ) e-Hâi = 1. (III.36) 
J — 00 
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III.3. Teorema eşantionării 

III .3 .1 . Eşantionarea semnalelor limitate la W în domeniul frecventă 

unde: 

s(t) = £ s («T)s inc— (/— » r ) (III.37) 
n = — oo ^ 

s in— (7— nT) 
T. T 

s\ncn(t) =--- sine — [t—nT) = (III.38) 
T JL (t—nT) 

T 
i 

iar T = este intervalul Xvquist, W fiind cea mai înaltă frecventă din 
2W 

spectrul semnalului s(t). Funcţiile sincre(/) sînt ortogonale: 
[ ' °° sinc„(j!) sincj(t) ăt = Tltj (III.39) 
J—ce 

Semnalul eşantionat: 
se(t) = s(i) dT(t) (111.40) 

unde 

Ui) = |5 W-nT) 
n = — ce 

Densitatea spectrală a semnalului eşantionat este: (fig. I I I . 1). 

5 e ( co )=— £ j S(« — » Q ) ; Q = 4-TT" (III.41) 

J- ?! = —CC 

III.3.2, Eşantionarea semnalelor limitate la D în domeniul timp 

S((*) = y- S(nQ) s ine— (<o — »fl) (III.42) 
«i^oc 2 

r 
unde sinc„(o>) = sine — (« — ;;0) sînt funcţii ortogonale: \ sinc/co) sinc.,.(w) d« = 05,.. (III.43) 

7.TT 

iar O 

i.» 

2TC 

"ZT" 

Fig. III. 1. Spectrul semnalului eşantionat cu T = 
2 ir 
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Practic putem să considerăm că semnalul este limitat atît în domeniul 
frecvenţă (la W) cît şi în domeniul t imp (la D). Dacă durata D a semnalului 
este foarte mare putem considera aproximativ că este determinat de 
N = 2WD eşantioane. 

în acest caz, energia semnalului de durată D şi de frecvenţă maximă W 
este: 

n--=WD Q n=DW 
ED = T ]Ţ; s2(«T) = — J^ S(nD)S'{nQ) (III.44) 

I I I . 3.3. Eşantionarea semnalelor de durată D 

Semnalul s(t), de durată D poate fi reprezentat în interiorul acestui inter
val de: 

__^ A7 

s(t) =[ 2 C ( « 0 ) e i " n i 0 < ^ £ > (III.45) 
J _ A7 

" ="_ T 
2— \r 

unde: 0 = ——, iar — este cea mai înaltă armonică din spectrul mesaiului 
D l 

— Q = 2nW, de unde: A* = 2 WD. 
2 

(Fără a pierde din generalitate, N poate fi considerat a fi un număr par). 
kD înlocuim pe t = în relaţia precedentă şi obţinem: 

iv ~j- I 

s[ W Y^ C ( » f l ) e w + 1 = ]R C(»0)*** (111.46) 

unde 0 = e A'+1. 

2 2 
2n 

Multiplicînd cu <D mlc ambii membri ai ecuaţiei (III.46) şi însumînd se 
obţine: 

A' 
N ( kD \ N T 

£ ) s f - ~ = — - <E>r«*==V; 2 3 C(«Q) 0<"-">* (III.47) 
k=Q V-W + 1 1 A=0 AT 

" — T 

Setul de funcţii {O™*} este ortogonal, fiindcă satisface relaţia: 
£ $ ( - - » > * =(A7 + l)SBffl (111.48) 
A=0 

2m 

care reprezintă suma unei progresii geometrice cu raţia e 
Ţinînd seama de relaţia (III.48), relaţia (III.47) poate fi scrisă 

jţ2 s ( kD \ O"»* = {X + 1) C(mD) (II-I.49) 

de unde: 

C(«ft) = — - Ş ^ s f Ă J > [ $ - » (III.50) 
A -4- 1 k—o \A T 1 
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înlocuind în relaţia (III.45) se obţine: 

1 s(t) = —l p ly^sf kD -U-"j 
k { gjHfi 

sau înlocuind pe <D: 

sW=E shF 
kD 

Notăm 9 = M 

E 
K — 

j«n 

(111.51) 

(111.52) 

N+ 1 
progresie geometrică putem scrie 

D. şi ţinînd seama că în paranteza mare avem o 

E e i»n <--
.v 
Y 

E e-ie — 1 
(111.53) 

După unele transformări trigonometrice se obţine: 

- 6 1 
JV sm (A -- 1 -

j ^ - e ej(.v-M)6 j ' 2 

. e 
sm — 

2 

(111.54) 

notînd T D 
N avem: 

D (N + 1) T 
(III. 55) 

înlocuind relaţiile (III.55) în (III.54) şi apoi în (III.52) se obţine 

sm 
slt (t) = £ s(kT) 

— (t — kT) 
T 

(N + 1) sin 
(N+l)T 

(t — kT) 

(III. 56} 

iSfa) 

SJco+QA 

III.4. Inversarea spectrului 

Inversarea spectrului S(a>), respectiv ob
ţinerea spectrului S4(co), (fig. III.2) se face 
eşantionînd cu semnalul S^(t): 

8ţ(t) = S(— l)n8(t — nT) (III.57) 

Această funcţie fiind periodică cu perioada 
?-fa-no). 2T (fig. III.3), putem scrie: 

-o-o o +an 
6J L0 - ' " a 

Fig. III.2. Inversarea spectrului 
rT[i) = YJ C(») e^»' (III.58) 
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unde: 

C ( » ) = — ( 2 â;(r) e-i""»'d/ 
I t-« 

-4T 
(III.59) 2 ' 

Ă 
t i 

z*=<7 7" J 
n-0 +~z * 

^l7Z ?—TF 
Şl «o ZTClT F ; g n i . 3 . Semnalul de eşantionare. 

T 

sau C(n) = - ^ - ( 2 [— Ht + T) + 8(t)] e-J"«v d̂  (III.60) 

C(«) = 1 — &na<? = i — eJ~" (III.61) 

Densitatea spectrală a semnalului Bj(t) este 

DT(co) = 2 - £ C(ra)S(w — HUO) (III.62) 

« = — CO 

Semnalul s^ ) eu spectrul inversat S4(«) se obţine din eşantionarea: 
s*(/) = s(*) 8J(0 (111.63) 

Transformata S*(«) = cF{s*|(/)} este dată de produsul de convoluţie 

S*(co) = — C + C ° D 2 , ( a ) S ( w — O ) d a (III.64) 
2 ~ J _ CQ 

sau, înlocuind (III.62) şi ţinînd seama de proprietatea de filtrare a funcţiilor 
delta obţinem: 

SŢ(co) = JT; C(n)S(o>— nW o) (III.65) 

Trecînd semnalul eşantionat sj(£) printr-un filtru ideal trece-jos cu frec
venţa de tăiere OJ0, şi ţinînd seama că C(0) = 0 şi C(l) = 2 se obţine: 

Sf(<o) = 2 [S+(u + M0) + S_(<a — «o)] (III.66) 
care este spectrul lui S(co) inversat (fig. III.2). 

III.5. Trecerea semnalelor deterministe prin sisteme liniare 

III.5.1. Specificarea sistemului liniar în domeniul timp 

în domeniul timp sistemul este caracterizat prin funcţia de pondere 
h(t), respectiv de răspunsul la impulsul Dirac 8(t). 

Sistemul este cauzal dacă: 
h(t) = 0 pt. t < 0 (III.67) 

Sistemul este stabil dacă: 

V ' h(t) ăt< + oo (III.68) 
J — x 

Dacă la intrare se aplică semnalul x(t), răspunsul sistemului este: 

y(i) = i+X x(i — T) A(T) dr = [+ " *(T) A(* — T) d- (III.69) 
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t>0 ^ - - K-. t<0 
/ \ 

f X \ 
t \ 
! 0 <r„ \ 
! 1 •(T* 
\ 1 
\ x 1 i 
\ 1 / 

/ 
V . "** _ -̂

III.5.2, Specificarea sistemului liniar 
în domeniul frecvenţă 

în domeniul frecvenţă, sistemul liniar 
este caracterizat prin funcţia de transfer 
H(s), unde s = a -j- jco. 

Sistemul este cauzal dacă funcţia de 
transfer H(s) are ca domeniu de conver
genţă semiplanul definit de R {s} > a0, 
unde a0 este un număr finit. î n acest 
caz polii lui H(s) se găsesc la stînga 
dieptei s = G0 + jco, astfel încît: 

/;(/) = 
1 r^+jx 

\ H(s)estds (III. 
2 ~ j Jo.-joo 

70) Fig. III.4. Planul compiex în care polii 
funcţiei de transfer se găsesc la stînga 

dreptei Re {s} = aa. 
este nul pentru t < 0 (fig. III.4). 

Sistemul este stabil dacă domeniul de convergenţă a funcţiei de transfer 
H(s) conţine axa imaginară a = 0 (s = jco). în acest caz 

H(ta) |< [+C°W) ăt < + ce (III. 71) 

Dacă la intrare se aplică semnalul x(t), la ieşire se obţine: 
1 C'+i' 

y(t) = H(s) X(s) eS( ds 

und 
2- j jak-j» 

X(s) = £{x(t)}, iar X(s) H(s) = Y(s) = £{y(t)} 

III.6. Transformata Z 

Dacă xj.t) este un semnal eşantionat şi Xe(to) = W {xe(t)}, atunci: 

(111.72) 

A>>) = - J^X{ nD.) J2 x(nT) e-i"T" (111.73) 

Dacă considerăm că lucrămcu frecvenţa wT, atunci obţinem o funcţie Xe(coT) 
periodică cu perioada 2-, 

Xe(coT) = J2 x(nT) ^jaT" = J2 x(nT) e-H»r+**)« 
n 

(III. 74) 

^ 7 T 
i 

-yy/ CT7 

~.Y?L. 

Fig. III.5. Planul complex în care _ 
se arată că polii se repetă periodic. s e c v e n ţ a \X\nl ) | . 

Funcţia Xp{sT), unde sT — aT -4- jco T fiind 
periodică, are poli şi zerouri plasaţi în fîşii de 
lăţime 2~, care se repetă nedefinit (fig. III .5). 

Dacă evaluăm transformata inversă pentru 
a obţine pe xe(t), ţinînd cont că în interiorul 
conturului de integrare avem o infinitate de 
poli, vom obţine pentru xe(t) valori infinite 
(reprezentate de funcţii delta). 

Dacă limităm conturul de integrare la fîşia 
de bază vom obţine un semnal finit, respectiv 
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Funcţia Xe (sT), definită pe tot planul complex, dacă o evaluăm numai 
în fîsia de bază o notăm cu X(eST). Cu această notaţie avem: 

X(eST) = J^ x(nT) e~sT" (111.75) 
n 

Dacă facem transformarea inversă referindu-ne numai la fîşia de bază 
obţinem 

x(nT) = ~^~[a°"\X{eST) eSTndsT (III.76) 
2-i J„._i, > ' . - ] • 

Pentru a evalua mai uşor această integrală facem schimbarea de 
variabilă eST = z. 

Cu această schimbare relaţia (III.75) devine: 

*{*) = E x(nT) ** (III.77)-
H = — CO 

numită transformata Z bilaterală. 
Pentru transformarea inversă avem dz = e s r ăsT, deci dsT = z~l dz, 

iar conturul de integrare devine un cerc cu raza e°°. î n felul acesta integrala 
se rezolvă cu teorema reziduurilor 

x{nT) = — L X(z) z1'-1 dz (III.78) 
2-j 3C 

numită transformata Z inversă. 
Observaţie. Conturul C trebuie ales în interiorul domeniului de conver

genţă a seriei (III.77). 
Suma reziduurilor din interior ne dă valoarea secvenţei pentru n > 0, 

iar suma reziduurilor din exterior ne dă valoarea secvenţei pentru n < 0. 

• Proprietăţi. 
1. Liniaritate 

Z{alx1(n) -f aix,(n)} = axXx{z) + a2X2(z) (III.79) 

2. Deplasare în timp 
Z{x(n — iiQ)} = z-«-X(z) (111.80) 

Convoluţia 
X> 

*(») = * i ® * a = £ -%(/«) *a(» — k) (III.81) 

2{.%®.T2} = X}(z) Xt{z) (III.82) 

în majoritatea cazurilor, secvenţele utilizate sînt cauzale. în acest caz 
transformata Z devine: 

x(z) = E •<") z~n (IIL83) 
numită transformata Z unilaterală. 

Ea este utilă în cazurile cînd avem secvenţe decalate în timp unele faţă 
de altele. 
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Fie %\{n) = %{n— 1) 
CO CC 

Xtiz) = E %(») ? - "=E *(» - i ) ^ 

Înlocuim n — 1 c u o i 
co r ce "I 

*i(*) = E *M *~ffl—*~x=*-1 *(— i ) « + E *(*») *~" 
m= — 1 [_ w=0 J 

sau Xx{z) = Z{x(n — 1)} = z^X(z) + *(— 1) 

în general pentru o întîrziere de n0 eşantioane avem: 

XJz) = Z{x(n — «o)} = g-.X(z) + x(—n0) + x(—n0 + 1) r1 

4- ... x(—1) ar-K-1), unde valorile #(—1), #(—2) ... x{—n0) 
resap:ia CLI.IT scute. 

cli.it


ANEXA IV 

MATRICE 
î n cele ce urmează vor fi reamintite unele proprietăţi ale matricelor, 

necesare pentru înţelegerea textului expus în diferitele capitole. Pentru sim
plificare se vor face exemplificări cu matrice cu un număr redus de elemente. 

IV. 1. Adunarea matricelor şi multiplicarea cu un număr. 

Adunarea a două matrice se defineşte numai pentru matrice de acelaşi 
tip (acelaşi număr de linii şi de coloane). 

A = «11 

«21 

«12 

i l •') 9 

B = &11 &I2 

6 2 1 &22 

Dacă A este un număr real sau complex: 

Xan ?.A 
/.«, 

B = 

a22_ 

«11 + Oll 

«21 + &21 

«12 + "12 

«39. ~r O1 l22 ~T '22. 

(IV. 1) 

(IV.2) 

IV.2. înmulţirea a două matrice 

Produsul a două matrice AB are sens numai dacă numărul de coloane 
ale matricei din stînga este egal cu numărul de linii al matricei din dreapta. 

Matricea produs va avea numărul de linii al matricei din stînga şi numărul 
de coloane al matricei din dreapta. Elementul ckj al matricei produs, situat 
pe linia k şi coloana j , se obţine înmulţind elementele liniei k ale matricei 
din stînga, cu elementele corespunzătoare din coloana/ a matricei din dreap
ta şi însumînd 

A B «n «1.2 ~an hi «11^11 ~T~ «12^21 «110*12 

«21 «22. &21 &22. «21&H -f- «22O2I «21&12 

+ «12&: 12^22 

«?o6. 22u22j 
(IV.3) 

Proprietăţi ale produsului de matrice: 

1) înmulţirea a două matrice nu este totdeauna comutativă 

AB jt BA 

2) Înmulţirea matricelor este asociativă 

A(BC) = (AB) C = ABC 

3) înmulţirea matricelor este distributivă faţă de adunare 

A(B + C) = AB + AC 

(A + B) C = AC + BC 

(IV.4) 

(IV.5) 

(IV.6) 

(IV.7) 

4) Pentru clasa matricelor de tip (p, n) există o matrice de tip (p, p) cu care, 
înmulţind aceste matrice la stînga, le lasă neschimbate. De asemenea, există o 
matrice de tip (n,n) cu care, înmulţind aceste matrice la dreapta, le lasă neschim
bate. 
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Aceasta matrice o numim matrice unitate sau identitate, si o notăm: 

0 1 

01 

0 j 

ij 
(IV.8) 

IV.3. Transpusa unei matrice 

Fiind dată o matrice A de tip (p, n), transpusa sa este o matrice obţinută 
din schimbarea liniilor în coloane şi a coloanelor în linii, cu păstrarea ordinei 
lor. O vom nota cu AT : 

« i i 

a12 

«21 

Proprietăţi: 

1. [ATf = A 

2. (A + B)T = AT 

3. A, B T = BTAT 

B1 

(IV. 9) 

(IV. 10) 

(IV. 11) 

(IV. 12) 

IV.4. Matrice adjunctă şi matrice autoadjunctă 

Dată fiind o matrice cu un număr oarecare de linii sau coloane, ale căror 
elemente sînt numere reale sau complexe, conjugata sa este matricea formată 
prin înlocuirea fiecărui element cu imaginarul său conjugat. 

Se numeşte matrice adjunctă a unei matrice, matricea conjugată trans
pusei sale. Adjuncta matricei A se notează A". 

Se numeşte matrice hermitică sau autoadjunctă, o matrice pătrată care 
este egală cu adjuncta sa: A+ = A. 

IV.5. Matricea inversă a unei matrice patratice 

Dacă matricea A este nesingulară (determinantul ei este diferit de zero), 
există o matrice notată cu A"1, numită matricea inversă astfel încît: 

AA A 1 A = I (IV. 13) 

Inversarea unei matrice se obţine prin următoarele operaţii: 
— se formează matricea care are ca elemente complemenţii algebrici ai 

elementelor matricei date (complementul algebric al elementului akj este 
Ak} = (—•l)k+i Mti, MkJ fiind minorul format prin omiterea liniei k şi a 
coloanei j din jAf); 

—• se ia transpusa acesteia; 
— se împarte matricea obţinută cu determinantul matricei iniţiale 

A u A21\ A-i ^ 1 
A12 A,, 

Inversarea matricelor are proprietatea: 

(AB)-1 = B-iA-1 

(IV. 14) 

(IV. 15) 
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IV.6. Vectori proprii si valori proprii ale unei transformări liniare carac-
te :e de matricea K 

în cele ce urmează vom pune semn de egalitate între matrice şi trans
formarea liniară care o caracterizează. 

Notăm: 
~K(0,0) K{0,1) ...K(0,N—1) 

K(l,0) K(l,l) ...K(l,N—l) 
K = (IV. 16) 

K(N — l, 0) K(N — 1 , 1 ) ... K(N — 1, N— 1)_ 

Dacă un vector q> # 0 are proprietatea că 

K<p = Xq> (IV. 17) 

se spune că ş este un vector propriu al matricei K, iar numărul X (real sau 
complex) este o valoare proprie a acestei matrici (transformări liniare). 

Notăm cu o{k), k = 0, N —• 1 componentele vectorului (p în spaţiul de bază: 

tpT = :?(0) ?(1) ... o(N— 1)] (IV. 18) 

Pentru a determina vectorii proprii se scrie setul de ecuaţii ce rezultă 
din relaţia (IV. 17)): 

{K(0, 0) - X] ?(0) + K(0, 1) <p(l) + ... + K(0, V — 1) f(N — 1) = 0 

K(l, 0) 9(0) - [K(l, 1) — X] 9(1) 4- ... + K{\, N — 1) ? ( V — 1) = 0 (IV.19) 

K(N—l, 0) o(0)+K(N— 1, 1) ? ( l ) i - ... + [ K ( V — 1, V— l)—X]cp(V—1)=0 

Sistemul omogen în o(k) are o soluţie nebanală pentru acele valori ale 
Iui X, pentru care: 

K{0, 0) — X K(Q, 1) ... K(0, V — 1) 
K{\, 0) K(l,0)- \.\.K{l,N— 1) 

.K(N — 1 , 0 ) iV(V — 1, 1) ... K(N — 1, 7V — 1) — X 

Această relaţie poate fi scrisă sub forma: 

P(X) = x-v - Y l X^ + ... + (-lf Y j = 0 
unde: 

= 0 (IV.20) 

(IV.21) 

Y — Y ; K(i, i) adică suma elementelor din diagonala principală (urma 

matricei) 
v2 = suma minorilor de ordinul doi de pe diagonală, ş.a.m.d., iar 

Y_Y = det K. 

Ecuaţia (IV.20) se numeşte ecuaţia caracteristică, iar polinomul P(X) se 
numeşte polinom caracteristic. 

Rădăcinile \t, ale polinomului P(X) introduse în setul de ecuaţii (IV.19) 
permit găsirea vectorilor proprii ş ; . 
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în cazul semnalelor staţionare, matricea K de covariaţie este hermitică 
fiind o matrice simetrică şi reală. 

î n legătură cu matricele hermitice sînt valabile următoarele afirmaţii: 
—• valorile proprii ale unei transformări liniare hermitice sînt reale; 
— la două valori proprii distincte ale unei transformări hermitice corespund 

doi vectori proprii ortogonali; 
— într-un spaţiu euclidian cu N dimensiuni, o transformare hermitică are 

A7 vectori proprii, ortogonali doi cîte doi. 
Din cele precedente, rezultă că vectorii proprii ai matricei de covariaţie 

definesc o transformare ortogonală pe care o notăm cu T: 

(IV.22) 
unde: 

nT __ -.- ;o.- -;•,'. - ,' V 1Vi ( I V . 2 3 ) 

L?O ? i ••• ? v - i : =• <p 

cpt = [ 9 l ( 0 ) 9 f ( l ) . . . ? , ( _V - , l > ] 

Cu aceste notaţii, ecuaţia (IV. 17) poate fi scrisă: 

K(0, 0) ...K(Q, X — 1) 

K(X — 1,0) ...K(N—l, X L?,(iV-l) 

"?*(0) 

i =-• 0, N (IV.24) 

sau considerînd întreg setul de ecuaţii pentru i = 0, N— 1 avem: 

K(0, 0) K(0, X — 1) 

K(N — 1, 0) ... K(N— l-N'—'î). 

X0?0(0) 

?o(0) ?i{0) i(0) 

?0(-V—1) ?1(N—1) ... ?.v-i(-V—î) J 

Se observă că: 

cp0(0) ... 0 , ^ ( 0 ) 

7.o9o(-V— 1) ... Ay^Oy^X — 1 ) . 

(IV. 25) 

rx0 o i 

_9o(-V — 1) ... 9_V_1(X — 1) J [ 0 1N_X J 

Din aceste relaţii rezultă: 

V?o(0) .. K-&x-i(o) 

7.Qo0(X — 1) ... K-I<?N-I(.N—1) 
(IV.26) 

Kcp = ş diag \ i = 0, N — 1 

Premultiplicînd cu ş _ 1 se obţine: 

ş_1K(p = diag A,. 
Sau fiindcă transformarea ş = TT este ortogonală: 

~x = ş r , se poate scrie 

TKT r = diag X, i = 0, N — 1 

(IV. 27) 

(IV.2S) 

(IV. 29) 
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Cu alte cuvinte, vectorii proprii ai matricei de covariaţie K definesc o 
transformare ortogonală T care o transformă într-o matrice diagonală. 

IV.7. Gradientul unui produs de matrice 

Fie matricele: 

H ho hi 
l_ho hi. r = 

r(0) 
r( l) 

şi produsul: 
Q = rrHrHr 

Gradientul lui Q faţă de H. este: 

Sh00 8h01 

8h10 dhu _ 

Produsul Q poate fi scris: 

Q = [r(0) r(l)] "00 «10 

."01 "11. 

«00 "01 

.ho hi. 

~r(0Ţ 

sai: 

51 

Q = M O ) - V-(i)]2 + [hoHO) + hiHi)? 

8h00 

8h01 

oho 

8hu 

= 2[/z00r(0) + hQ1r(î)]r(0) 

= 2[hoor(0) + h01r(l)] r(l) 

= 2[A10r(0) + hnr(l)} r(0) 

= 2[«10r(0) + *ur( l ) ] r ( l ) 

înlocuind aceste expresii în relaţia (IV.32) se obţine 

V*Q = 

;au 

vffQ = 

sau sub formă concisă: 

"00 "01 

ho hi. 

ho "oi 
«10 «11 

>2(0) r(0)r(l) 
r(0)y(l) r2(l) 

r(0)-

r(i). 
[r(0)r(l)] 

VHQ = 2H(rrT) 

Ţinînd seama de relaţia (IV.31) se poate scrie: 

V H { r T H î ' H r } = 2H(rrr) 

(IV. 30) 

(IV.31) 

(IV.32) 

(IV.33) 

(IV.34) 

(IV. 35) 

(IV.36) 

(IV.37) 

(IV.3S) 

(IV .39) 

(IV.40) 

(IV .41) 

(IV .42) 
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Se consideră relaţia: 

R = rTHTx, unde xT = [x(0) x(\)] (IV Ai) 
sau: 

R = h00x(0) f(0) + hwx(0) r(\) + hwx(l) r(0) + hnx(l) r(0) (IV.44) 

VWR [r(0) f(l)j (IV.45) "*(o)r(o) *(o)Wo)i = r*(oy 
.*(l)r(l) *(l)r(l)J~[*(l) 

sau 

V H {r T H T x}= xrT (IV.46) 

Ţinînd seama că xxT = || x j 2 nu depinde de H avem: 

VH{xxT}=0 (IV. 47) 

IV.8. Demonstrarea relaţiei (15.21) 

Relaţia (15.21) se obţine din relaţia (15.20) după cum urmează: 

P = (X — X()T K~\X — %) — (X — Xi)T K-!(X —%) (IV.48) 

După efectuarea multiplicărilor se obţine: 

P = X^K-iCX, — Xj) + (Xf — XŢ) K *X — (X? K-iXi — X^K^XT) 

(IV.49) 

dar: 

(XŢ — Xf) K *X = {[(x; — X~.)r K-*Xf}* == \X'rKr1(X; — ~X;)f 

(IV.50) 
Fiindcă matricele X şi Xit X, sînt matrice coloană, produsul X yK _ i : r (X j —X.) 
este un număr şi ca urmare: 

\XTK-iT(Xf — X.)^ = [X T K- l T (X f — X.) (IV.51) 

Dar fiindcă matricea de covariaţie K este o matrice simetrică avem: K~1T — 
= K - 1 şi relaţia P poate fi scrisă: 

P = 2X rK-1(X: — Xs) — XJK'% + XJKr% (IV.52) 

Să considerăm relaţia: 

(X; + %)T K~i(Xt — X}) = ~XJK-% — XJKT% + XJK-% — X[K-XX; 

(IV.53) 
Dar X J K _ 1 X J este un număr, deci 

XjK^X, = (XTK-%.)1, = X f K - % (IV.54) 

Ţinînd seama de relaţiile (IV.54), (IV.53), relaţia (IV.52) poate fi scrisă: 

P = 2 X r K - i ( X Ţ - X~) - (XŢ + Xjf K-!(X: - X3.) (IV.35) 

Din egalitatea relaţiilor (IV.48) şi (IV.55) rezultă egalitatea relaţiilor 
(15.20) cu (15.21). 
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